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ВВЬДЕНИЕ 

В настоящий сборник помещены статьи, отражающие ос­

новные научные направления работ, проводимых в Вычисли­

тельном центре при ЛГУ им. П.Стучки, на кафедрах физико­

математического факультета ЛГУ им. П.Стучки, в других на­

учных учреждениях,с которыми поддерживается научное сот­

рудничество. 
В работах сборника большое ­внимание уделяется вопро­

сам гидродинамики, конвективной' диффузии, устойчивости 
течений в высокотемпературных расплавах и жидкостях. 

Так в работе Н.А.Авдонина, Х.^.Калиса и яр. постро­

ена осредненная математическая модель вторичного вибраци­

онного течения в жидкости. Получены осредкенные граничное 
условия на вибрирующей поверхности. Расчеты по указанное 
модели позволяют обнаружить вторичное течение ь виге вих­

ря высокой интенсивности Еблизи вибрирующей поверхности. 
Е работе D.B.Апановича рагоаботана математическая мо­

дель и численный алгоритм решения экдачи теплсмассопер"«но­

са в двухкомпонентнсй системе в области с заранее неиз­

вестной границей. 
В работах подробно исследуются задачи терме­и кон­

центрационной конгекции. В работах А.Ю.Гельфгата, С.Я. 
Герценштейна, А.Я.КалеЙса для численного решения указан­

ных задач эф]фектиБно используется метод Галеркина. Иссле­

дована устойчивость конвективных течений. 
В ряде статей исследуются задачи термоупругости и 

задачи упругопластического деформирования. Предложены эф­

фективные численные методы нахождения остаточных напряже­

ний и плотности дислокаций в кристаллах. 
Работы сборника могут быть полезны широкому кругу 

специалистов, занимающихся математическим моделированием 
технологических процессов и разработкой программного обес­

печения на ЭВМ. 
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I . Введение 

Вопросам влияния вибраииЯ твердых тел на переносные 
сзойства в жидкости посвящено значительное число работ, 
/1­6/ . Больше внимание уделяется изучению влияния виб­

раций кристалла, выращиваемого из расплава на его физико­

химические свойства. Так, в работе / I / экспериментально 
изучалось влияние вибраций кристалла на установление ло­

кальных равновесных условий в процессе его выращивания. В 
работе/2/исследовано влияние вибраций на гранный рост и 
форму поверхности кристалла. В работах /3­4/ исследовано 
влияние вибраций на переносные свойства жидкости (тепло­

проводность и диффузию). 
Большое число работ посвящено изучению акустических 

колебаний на гидродинамику жидкости, /5 ­7/ . Так, в рабо­

тах/5­6/исследуется влияние акустических колебаний на 
неоднородность течений в расплаве, в реботе/7/ изучено 
глобальное вторичное течение, полученное при вибрации на 
акустических частотах тела сложной формы. Б работе / в / 
путем численного моделирования изучалось влияние колебаний 
с малой частотой и большой амплитудой на устойчивость гид­



родкнамических течений. Однако механизм воздействия вибра­

ций на характер течения Е жидкости изучен недостаточно. В 
частности, отсутствует замкнутая математическая модель, 
описывающая ссредненные вторичные течения. 

Целью настоящей работы является построение осредкенной 
математической модели, описывающей возможное возникновение 
и развитие вторичных точений вблизи вибрирующей поверхнос­

ти, а также экспериментальное исследование явления образо­

вания и характера вторичных течений в зависимости от пара­

метров вибрационной установки. 

2. Построение осреднекной математической модели 
вторичного вибрационного гидродинамического 
течения жидкости 

Анализ математической модели проведем щн .модельной жид­

кости (вода, глицерин) в простой геометрии. 
Рассмотрим цилиндрический сосуд радиуса Я , высоли 

Н с расположенным на поверхности жидкости вибрирующий 
твердым телом, см.рис.1. 

• Ч 

Рис.1. Схема установки: I ­ вибрирующий цилиндр; 
2 ­ стенки сосуда с жидкость». 



Запишем уравнение Навье­Стокса для вязкой несжимаемой 
жидкости в приближении Буссинеска: 

^ + п ^ х . + и 3 и г ^ ЭР. 

дии '. диу Эй* ЭР 
Щ и ' Ъг " у Э у ~ Эу 

щ 

4 Э(гцг) диу 
~? Ъг~~ * ~ЩГ~~ " 0 • 41.3) 

Здесь введены общепринятые обозначения, / ? / , ~Э ­ кине­

матическая вязкость. 
Твердое тело вибрирует с частотой Сил и амплитудой 

0л . т . е . его нижняя плоскость движется по закону: 

2.1. Рассмотрим детальнее уравнения (1 ) ­ (3 ) в слое тол­

щиной Н вблизи вибрирующей поверхности. Осрсдних уравне­

ние неразрывности (1.3) по у в пределах И елся: 

± д(г£У 1 ,} п 
г Эг И­у* *\у=у* ~ 0 • 

н 
Здесь и г •= {И—<Ц *) У* иг^у ~ среднее значение 

У * по толщине Н ­ слоя. 

(1.4) 



Будем считать, что толщина Л слоя выбрана таким обра­

30.7 , что скорость Чц на границе этого слоя затухсет, т.е 
Иу]^^^ = О . * Тогд» соотношение (1.4) переписется 
так: 

П = ЩЩ ео5а>{ . (1.5) 
г И­у* 

Таким образом,получили вибрационную радиальную компоненту 
скорости, ^средне!!нув ъ И слое. Ниже будем пренебрегать 
величиной у * ( / ) по сравнению с А . 

Рассмотрим теперь уравнение (1.1) в п ­слое. Осред­

ним это уравнение по у , преобразуя конвективный член 
для вибрационной составляющей 

• Л " ' и „(о) ­ и, 
у 1 

Здесь применена тесрема о среднем в предположении, что и у 
монотонкг .1 не меняет знака в пределах И ­слоя. 

Учитывая преобразование ( 1 . 6 ) , пегле осреднения, полу­

чим: _ _ • .,, и 

Здесь при осреднении .мы приняли допущение, что вреднее от 
произведения есть произведение средних, которое оправдано, 
если иг медленно меняется по у и не меняет своего 
знака в пределах И ­слоя. Ниже будет показано, что та­

кое предположение допустимо. 
Проведем теперь усреднение уравнения (1 .7 ) по времени, 

"ведя обозначение П для среднего. 

*^ Значение И определим ниже. 



Представляя ьыражение (1.5) для осциллирующей состав­

ляющей скорости и. и учитывая, что среднее от осциллиру­

ющеД части расно нулю, получим^ ^ 
диг да, _ г а*г Ьр .1**ШЯ, 

Напомним, что прямая черта сверху означает среднее по у , 
а волнистая ­ среднее по Ь . Итак, мы получили гранич­

ное условие на вибрирующей стенке для компоненты и г 

типа "сосредоточение емкости". Считая Н малой величиной, 
я первом приближении можно получигьболее простое условие, 
если в (1.7) пренебречь слагаемьп/и, содержащими множитель 
И : 

Условие (1.3) означает, что на вибрирующей стенке задается 
касательное напряжение, которое является движуящей силой 
для вторичного течения. В качестве второго условия принима­

ем й~у^ о — 0 . Если принять приближенно диг\ду1 = 

= И~'(иг(И)­иг(0)) , то условие (1.8) можно переписать 
в виде: 

= ± ( а ­ ~ < ­ ^ ) а 9 ) 

Щ \ув0 И 1 г 8 »> У 1 

т .к . иг(о)=0, иг(Н)~йг. 
Это условие аналогично условию на свободной поверх­

ности жидкости, или условию Ыарангони. Вне И ­ слоя 
осредненксе течение описывается осреднснными (по Бремени) 
уравнениями (1.1)­ (1.3) , которые ке меняют своего вида пос­

ле осреднения, т .к . вне Н ­слоя вибрации затухают. Гра­

ничные условия на других участках границы остаются неизмен­



ными после осреднения ­ это условия прилипания на стенках 
сосуде, и соответствующие условия на свободной поверхности. 

Таким образом,сформулирована задача для осредненного 
течения, численное решение которой можно выполнить одним 
из хорошо известных методов. Однако условие (1 .8 ) получе­

но при достаточно грубых допущениях. Кроме того, величина 
И ­слоя остается пока не определенной. Поэтому ниже 

дадим оценку вибрирующей составляющей скорости и более 
точно проведем процедуру осреднения. Одновременно будет 
получено значение h 

2.2. Следуя методу последовательных приближений Линя, 
/ 9 / , рассмотрим уравнение (1 .2 ) дчя вибрирующей состав­

ляющей компоненты скорости U% в первом приближении. 
Будем считать, что Uu не зависит от Г , а давление 

Р не зависит от у . То1'да уравнение (1 .2) в подвиж­

ной системе координат Z = у-а, sin u)t; t приме'. ?.::д; 

#g * ("у ' a c o s *>V iHf** 'dl? • « ­ i o > 

Граничные условия для tiy '• 

Uyl ­acoscjt; uj =C; (a=afcj).{l.ll) 

Оценим приближенно вклад каждого члена в уравнении (1 .10 ) . 
Будем считать, что амплитуда скорости за^тсает на рассто­

янии £ = h от вибрирующей стенки и что dUy/dí «» 

«. h~' (О) . Тогда члены уравнения ( J . I0 ) по поряд^ 
ку оцениваются следующим образом: 

а,ыг; (a,0)z.fi­'; (alcoí)h­,
: Ъа,сэИ~\ 

Вторым слагаемым в уравнении ( I .10 ) можно пренебречь, ееяц 

a,h-' « У а . 1 2 ) 



Уравнение (1.10) принимает вид: 

Решение этого уравнения с условиями (1.11) легко находит­

ся и имеет известный вид / 9 / : 

и^= sre'J"­ cos (u>t+j3z);JS=.J ; ( и з ) 

иодставляя это решение'в уравнение (1.10) и сравнивая 
отдельные члены, найден, что вторым слагаемым можно пре­

небречь, если 

О, 8 ' ' « / ; ($= J*'') ! ( I . I 4 ) 

По найденному и у можно определить вибрирующую составляю­

щую компоненты Ur из уравнения неразрывности ( 1 . 3 ) : 

U У] =0,5а/П re~-OX(cos(co£+j3z)+ siti(cjt+jbi)). ( i .15) 

Подставляя найденное значение вибрирующей составляющей 
(1.13) , ( I . I 5 ) в уравнение ( I . I ) и осредняя по времени, 
как и выше, найдем: 

­ | " W ­ = ( I . I 6 ) 

Осредним теперь уравнение ( I . 16 ) по д ­слою, в пределях 
которого объемнея сила падает в &z раз. Пренебрегая, 
как и выше, членами, содержащими множитель $ , получим: 

С ' УУ*$ 8 8 ду 1у­о 
Учитывая характер обьемчой силы, содержащей множитель 
exp ) в уравнении ( I . I 6 ) , можно предположить, 
что во втэричнс:/ течении сформировался погранслой шриной 



­ I I ­

8 , в пределах которого можно приближенно принять 

ur f цг ; Ъи,/дс/1^0 * £~' й г . 
Тогда _ 

ди,1 ±£f&:a?r\ ( и в ) 

Сравнивая граничное условие ( I . I 8 ) с полученным выше, (1.9 
находим, что И.= 8 

Напомним, что условие ( I .18 ) получено при ограничении 
( I . I 4 ) . Если приня'.­ь, что вибрации проводятся при постоян­

ном энергетическом вклэде (a,cj)z = const , то лег 
ко видеть, что ограничение ( I . I 4 ) выполняется при ма­

лых Of и при больиих и) . Действительно, колеба­

ния при больших амплитудах и .\;алкх частотах могут привес­

ти к потере устойчивости течения в жидкости, как это по­

казано Е работе / 8 / . Понятно, что в этом случае ссреднен­

ная теория не может бы^ь применена. 

2.3. Можно получить качественную оценку скорости Ur 

в известном приближении движения з одном направлении /9 J. 
Будем считать, что в цилиндре бесконечного радиуса имеет­

ся вторичное течение одного направления, Х ­ е > ~ ® • 
Тогда из уравнения (1.2) следует, что ЪР/ду=0 и, 
следовательно, дР / дг не зависит от у , Запи­

шем уравнение ( I . I ) в стационарной случае в вязком прибли­

жении : ч 
dZUr .. . ЭР 

* ­ Э ^ : ~ ­ А ­ 3 < y < ^ * = • ( 1 Л 9 ) 

Общее решение уравнения ¿1.19) можно записать в виде: 

Ц„= 0,5A (U­y)Z+ В{Н­у)+С. t i .20) 

Граничное услопне U к = О при Ц= t­i дает С=0 . 
Из услоэ:;я сохрензчия интегрального бачанса 



(1.21) 

находим В = ­ 2/3 • АН . 
Константу А находим из условия (1 .18) : 

л_ 9_ (Л а*г ' 

Таким образом решение и г имеет вид: 

иг ­ А0 и (у) ; 

н 
Вид этого решения изображен на рис.2. 

(1.22) 

(1.23) 

Н и 

Рие.2:.. Зависимость скорости и(у) от у . 

Характер решения показыгает, что существует один положи­

телыай вихрь в прегой полевике рассматриваемой пилиндри­

ческсЯ области. Точнее же­ решение можно­ получи*, ь численно, 
ревиуг оср­гднг.чнно уравнения (1.1)—(1­3) с гранична­ усло­

вие и41.16) на поверхности вибрирующего тела и условиями 



прилипания на етонках сосуда. 

3. Экспериментальные наблюдения 

Исследование движения жидкости проводилось в прозрач­

ном цилиндрическом контейнере диаметром 65 мм и высотой 
80 мм. Колеблющееся тело кропилось на плоском жестком под­

весе, связанном с вибратором. Вибратор электромагнитного 
типа обеспечивал вертикальные гармонические колебания те­

ла с амплитудой от 0,005 до 0,5 мм на частотах 43, £2 и 
76 Гц. Для визуализации течений в пидкости представляющую 
собой водоглицериновую смесь, вводились Еизуализируцие 
частицы Е виде взвешенной в смеси графитовой пудры. В ка­

честве источника света использовали осветителе с Щ С Л Г . Е О Й 
диафрагмой. 

В экспериментах изучалась зависимость максимальной и 
средней скорости в Еихревом потоке от амплитуды и частоты 
вибраций. Средняя скорость частицы определялась по времени 
прохождения частиц полного периметра циркуляции. 

Результаты измерений представлены на рис.3. Как видим, 
наблюдается параболическая зависимость средней скорости от 
амплитуды. 

4. Результаты и обсуждения 

Поставленная в п.1. задача гидродинамики считалась 
разностным методом на ЭВМ. Не останавливаясь здесь на опи­

сании расчетного алгоритма, см. / Ю / , приведем результаты 
численных расчетов. Расчеты были проведены для геометрии, 
указанной на рис.1, с размерами: L =1,5 см; R »3 см; 

/V «3 см . Для смеси вода с глицерином. Кинематическая 
вязкесть принималась равной 0,36 см^/с. Амплитуда и 
частота вибраций задавались соответственно равными 
Off =Ю~^см, oJf =80 Гц. На рис.4. приведены линии то­

ка, полученные из расчетов (правая сторона). СлеЕа приве­

ден характер вихря, полученного визуальным наблюдением за 
частицами, движущимися в жидкости. Как видим, общая картине 



Рис.3. Экспериментальная зависимость средней скорости 
движения жидкости в вихревом потоке от амплитуды 
зибрапий а,; Э = 36сПз; ь)=78Гц. 
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Рис.4. Картина стационарного вторичного течения. 
а) экспериментальные наблюдения; 
б ) линии тока по расчетным данным. 
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вихря, полученная расчетным путем, полностью совпадает с 
наблюдаемым в эксперименте. 

Однако расчетная картина вихря несколько смещена к 
оси, в то время как в эксперименте центральная часть вих­

ря наблюдается под кромкой вибрирующей пластины. 
Сравним максимальное значение расчетной скорости с 

максимальной наблюдаемой скоростью. Согласно (1.23) 
тах и г достигается при и =0 вблизи вибрирующей 
пластины: 

Как видим, указанная скорость имеет параболическаую .зави­

симость от амплитуды и частоты колебаний и обратно пропор­

циональна вязкости. Качественная зависимость от амплитуды 
колебаний совпадает с экспериментально неблхщаемой зави­

симостью, см. рис.3. 
Что касается максимального значения расчетной скорос­

ти вблизи поверхности пластины, то для приведенных выше 
данных она составляет ­^4 см/с (см. выражение ( 3 . 1 ) ) , а 
наблюдаемая в эксперименте максимальная скорость движения 
частиц около вибрирующей поверхности ~ 2 см/с. Для вяз­

кости 4,3 см^/с (глицерин при 36°С) максимальная расчет­

ная и наблюдаемая скорости составили соответственно 1,2 
ем/с и 0»6 см/с при вязкости 14 см^/е ­ ОД и 0,2 см/с. 

Зависимость скорости и о? у , приведенная на 
рис.2, соответствует экспериментальным наблюдениям, ср. 
рис. 4а. 

Приведенные данные подтверждают качественное совпа­

дение результатов теоретических расчетов к эксперимента и 
удовлетварителькое соответствие значений скорости. Отметим 
еще, что ограничение (1.14) при заданных выше значениях 
параметров выполняется. •• 

(3.1) 



5. Заключение 

1. Построена модель осредненного вторичного течения. 1 

Получено осредненноэ граничное условие ( I .18) на поверх­

ности вибрирующей пластины или цилиндра. 
2. Проведены численные расчеты вторичного вибрацион­

ного течения и сравнение с экспериментом. Показано, что 
линейные колебания твердого тела вызывают вихревое движе­

ние большой интенсивности. 
5. Полученная в работе математическая модель вибра­

ционной коньекции позголяет проводить анализ влияния виб­

раций на естественную, термокапиллярную и принудительную 
конвекцию применительно к конкретным условиям эксперимен­

та. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 
ЗОННОЙ ПЛАВКИ ДВУХКОМПОНЕНТНОГО МАТЕРИАЛА 

6 настоящей работе обсуждаются результаты расчетов 
процесса зонной плавки двухкомпокентного материала. Ма­

тематическая модель такого процесса отличается от тради­

ционной модели зонной плавки однюкомпонентного материа­

ла прежде всего тем, что температура фазового перехода 
зависит от концентрации,и фронты, вообще говоря, не яв­

ляются изотермическими. Кроме того, расчеты осложнены 
тем, что зависимость плотности некоторых материалов, на­

пример Со1х М^(/_Х) 7Ъ • от концентрации х. и темпе­

ратуры носит нелинейный характер. Это может приводить к 
качественным отличиям процесса зонной плавки двухкомпо­

нентных веществ по сравнению с однокомпонентными. Пред­

лагаемая математическая модель позволяет находить поло­

жение и форму фронтов, распределение температуры в жид­

кой и твердой фазах, концентрацию компонента в жидкой 
фазе и в выращенном кристалле. 

I . Постановка задачи 

Рассмотрим задачу об эмпульной зонной плавке двух­

компо.чентного материала. Процесс проводится в прозрачной 
цилиндрической ампуле, поэтому будем считать, что боко­

вая поверхность расплава не деформируется и теплообмен с 
нагревателем осуществляется посредством излучения. Пусть 
жидкая фаза занимает область С* (см.рис.1) ограничен­

ную боковой поверхностью ампулы Гг , фронтами фэзового 
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перехода Г~2, и осью симметрии 
Fj . Нагреватель может либо поко­

иться, либо двигаться со скоростью 
гГн > 0 в положительном направле­

нии оси 2 . В случае движения на­

гревателя граница Г г является фрон­

том плавления, а ­ фронтом крис­

таллизации. Область б 2 занята 
исходным переплавляемым составом 
с постоянной концентрацией С х , 
a Gj ­составом, который кристал­

лизуется в соответствии с равновес­

ной диаграммой. Поскольку длина 
ампулы Lf-Lz много больше ее 
рэдиуса R , не будем учитывать 
детали теплообмена на торцах (Pg , 
Tg ) . Диффузией вещества в твер­

дой фазе (области G 2 и Gj ) пре­

небрегаем. Будем искать стационар­

ное решение задачи методом уста­

новления. 

Математическая модель включает в себя уравнение 
теплопроводности в жидкой и твердой фазах, уравнения ес­

тественной конвекции в приближении Буссинеска и уравнение 
конвективной диффузии компонента в жидкой фазе. Уравне­

ния запишем в безразмерных переменных. 
В системе отсчета, связанной с нагревателем, система 

уравнений имеет вид 

j>K CK(dT/dt + div(irT))= Pr^c/cirfA^yraa/T), ( I ) 

дсЗ/dt­t­ rotL6J*vJ­­rotrotoJ+f , (2) 

rotrot </T ~ ¿3 , (3) 



г ? = гс^у/, ( 4 ) 

Ъс/дЬ + с/сг Сггс)= Бс^с/сггугас/с , (5) 

где Т ­ температура нормированная на Тн =1360°К, 
Ц?= (0,У>,0)­ функция тока, со = (0,со, О) ­ вихрь, С ­
концентрация компонента, г/'= (и,О, У-гГц) ­скорость 
движения среды относительно нагревателя, 1Л,1Г - проек­

ции скорости движения среды относительно ампулы на оси 
Ог и 02. , Ак,СКг^к ­ коэффициент теплопроводности, 
удельная теплоемкость и плотность в жидкой (К=£) и 
в твердой (К­ 5) фазах, соответственно, А{ = /, С(=1, 
^1 = у ) 5 = г / > Рг ­ число Прандтля, Зс ­ число Шмидта. 

Предполагается, что плотность жидкой фазы зависит 
от Т и С. Расчеты проводились при двух типах зависимости 
^(Т,с) . Первый тип ­ традиционный, когда уз(Т,с) счи­

тается линейной при малых отклонениях Т и с от Т0 и 

Со­' 

/>(Т,сЩ^(То,со)0+сС(с­со)­р(Т­То)). (6 ) 

Второй тип зависимости построен на основе измерений 
плотности растворов Сс/Ж Н^,х)Те (КРТ)приведенных в 
работе / I / . Результаты / I / аппроксимировались следующей 
формулой: 

^(Т,с)=8.05­2,5с­О. ф«Г% с/о, /Э)г(Т­/О23­50с)р) 

где единицей измерения £ является г/см 3 , а Т ­ 1°К. 
Из (7) видно, что зависимость плотности растворов КРТ 
от температуры при фиксированном значении с имеет макси­

мум. 
В случае^использования ( 6 ) / £ уравнении (2) вы­

глядит так: 
где §= (0,0,­0, вгт , йг0 ­ соответственно теп­

ловое и концентрационное число Грасгофа. Число &гт оп­

ределено по температуре . 



При расчетах с зависимостью ( 7 ) j имеет вид: 
j = Brot(jo(T, c)/jO(T0l c0)q), 

где В­R3g0J\г ~ безразмер­

ный параметр, ßa = 38i см/сек2-, ß(To,C0) - плотность 

при С0 = 0 и Т0 =I023°K r ß(T0,c0) *8,05 г/см 3. 
На оси зададим граничные условия симметрии: на 

Г5­^т/Эг=9 , на rs­dT/dr~o, дс/дг=о, Ц>=0, 
со = 0 ­ На F g : Т= T^LZ) на Гв : Т= Th(Lt) . Бо­

ковая поверхность ампулы Г г нагревается излучением, 
поэтому имеем А$дТ/Эг = ­А(Тк­Т£)на. Г7 и А^дТ/дг= 
= ­А(Т­7"/) на Г< , где А ­ безразмерный параметр. 
Для С и ф на ставим условия дс/дг=о, 4

/=-V/j/2 
и д (rtf/)/dr = ­тТц . Граничные условия не фронте' 
плавления Г 2 получаем из условия баланса энергии и 
массы: Аs ЪТ/дп­дТ/дп= St Vn , l}/=-VH r/2, 
d(ry)/Dn=-rvHT Jz^­VnCr. , . 

где д/ дп ­ производная по внутрен­

ней к Г^ нормали, v n ­ нормальная скорость плавления, 
V H V ­ проекция скорости движения нагревателя на каса­

тельную к фронту, у^ ­ плотность потока компонента 
через Г 2 в жидкую фазу, St ­ безразмерный.параметр. 
Наконец, на Г^ имеем: As дТ/'дп ­дТ/дп = St irK , 
y = -ir„r/2 , д(гу)/ dn = r v H T , j„ = - v K c s a t , 
здесь ­ плотность потока компонента из .жидкой фазы, 
VK ­ скорость кристаллизации, VH<{ ­ проекция ско­

рости движения нагревателя на касательную к фронту, 
CSo[ =9(Т) ­ равновесная концентрация в твердой фазе, 
получаемая из уравнения линии солидуса при температуре 
на фронте . Обычно в расчетах на фронтах задается­

равновесное условие C — Cfa • Отличие данной поста­

новки от традиционной состоит в том, что скорости Vt. и 
Vn , по которым ищется положение фронтов, находятся" из 
нормального закона роста VK = J* (С-Сц^) нв F^ ' и 
Vn = f (с - С ) на Г 2 , где ß - кинетический коэф­

фициент, Сц ­ равновесная концентрация ликвидус, ко­

торая связан! с температурой на фронтах уравнение* 



Расчеты процесса ампульной зонной плавки проводи­

лись для двухкомпонентного полупроводникового материала, 
имеющего равновесную диаграмму типа сигары (см.рис.2), 
приведенную з /3/. Скорость 
движения нагревателя задавалась 
гГ^=0 (покоящийся нагрева­

тель) и ггн=3,5­Ю~3. Ра­

диус ­ампулы /? = / см . 
Масштаб скорости 1?ц = 

=4,3­103см/'сек. Характерные 
числа имели следующие значе­

ния: 5 с =88, Рг =0,08, 
5^=0,1 , А=0,25. Л 5 / Л г ­

=0,14, С6/Се =0,8, 
Л*ь/^1 Ч и с л о Грасгофа 
0гт изменялось в пре­

делах 0^вгГ^ 5,5­10*. 
б > г =5,5­10 6 соответ­

ствует земным условиям. 
Расчеты проводились при 
б г д = 0 , б г с =2­Ю 7 и 
изменялся в пределах 5 $ ^ < < 15. 

Рис.2. 

В =8­10 7 . Коэффициент 

сЛ'ф =У(Т) Температура Т^(г) , задаваемая на на­

гревателе, им г;.­ вид: Г л ( г . ) ­ 0,48+0,32 г/2,2 ¿^2^2,2, 
Ти(г)=аВ8 2.2<2<2.8, Ть(г)=о,8-0,32(2­2,8)/?,2 2 , 3 * 2 « ! , . 
Результаты расчетов с другим типом нагревателя, макси­

мальная температ}.л и градиенты которого меньше, чем 
у приведенного, описаны в /2/ . 

Дифференциальные уравнения аппроксимировались раз­

ностными схемами на нерегулярной сетке из ячеек Дирихле. 
В процессе решения сетка перестраивалась в соответствии 
с движением границ фазового перехода. Подробно постанов­

ка задачи и методика расчета описана в работе /2/. 

2. Результаты расчетов 



В результате расчетов находилось распределение тем­

пературы в С< С/ £2 и . форма кдкой зоны, распределе­

ние концентрации компонента и функция тока в С' . 
Ка рис.3,4,5 представлены результаты расчетов с дви­

жущимся нагревателем с учетом линейной зависимости у(Т9с) 
типа ('Л). Форма зоны при Т1Н =3,5­10"''(нагреватель 
движется вверх) а отсутствии конвекции показано на рис.3. 
Смещение зоны относительно центра нагревателя в этом 
случае объясняется тем, что коэффициент распределения 
для донного материала Сельпо I , И стационарное решение 
получается тогда, когда масса компонента, входящая в 
равна массе кемпенс'гга, выходящей из £ц • Концентрация 
компонента перед фронтом кристаллизации получается мень­

ше, чем перед фронтом плавления, что приводит к­различ­

ным температурам фронтов, и, следовательно, к асимметрии 
зоны. Искривление фронта кристаллизации является причи­

ной радиальной неоднородности распределения компонента в 
6\ . Как видно из рисунка 3, изолинии равной концент­

рации практически прямые, поскольку нет перемешивания в 
расплаве. По сравнению с описанным в /2/ расчетом, г^е 
нагреватель имел другие параметры,жидкая зона сто.;о ко­

роче, уменьшилось кривизна фронта роста и фронт плавле­

ния стол вогнутым в расплав. 

На рис.4 представлены иэЬлинкн концентрации и линии 
тока при тепловой гравитационной конвекции в жидкой зоне 
( Сгт =5,5­10 6 , &ги =0) . Конвекция, сильно переме­

шивая расплав, симметрирует положение жидкой зоны. В зоне 
образуется область полного перемешивания с практически 
постоянной концентрацией, а около фронтов формируются 
концентрационные пограничные слои. Радиальная неодно­

5рдность растущего кристалла в этом случае, вследствие 
г.'Тлиегивгния, существенно меньше, чем при отсутствии 
конвекции. 

Результаты, представленные на рис.4, были взяты в 
качестве начального условия для расчета влияния совмест­

ной тепловой и концентрационной конвекции в жидкой зоне 
( Сгт « 5 , 5 ' Ю 6 , Сг0 с2­Ю 7 ) . Характер течения и 



распределение изолиний концентрации при этом практически 
не изменились, йто объясняется тем, что в центральной 
части зоны из­за сильного перемешивания градиенты кон­

центрации малы. Область концентрационных пограничных 
слоев по толщине слишком мала, чтобы внутри них могло 
образоваться заметное по интенсивности течение. 

На рис.5 показана форма жидкой зоны, изолинии кон­

центрации и линии тока тепловой гравитационной конвекции 
в случае когда вектор О направлен вверх. Сроит роста 
при этом стал практически плоским, а фронт плавления по 
сравнению с показанным на рис.4 сильно выгнулся в твер­

дую фа^у. 
Конвекция, как это видно из сравнения рис.3 с рис.4 

и 5 симметризует положение зоны относительно нагревателя 
и увеличивает длину зоны. Радиальная неоднородность вы­

ращенного кристалла сильно уменьшается вследствие кон­

вективного перемешивания. 
Ь приведенных выше результатах считалось, что за­

висимость ^>(Т,с) линейная. Использование нелинейной 
зависимости типа (7 ) приводит к качественно другим фор­

мам конвективного течения, нежели описанные выше. 
Например, расчеты показывают, что при неподвижном на­

гревателе в расплаве может образоваться двухзихревое 
течение вместо едновнхревого. 

Движение нагревателя приводит к появлению в жидкой 
зоне перепада концентрации вдоль оси зоны. Это является 
причиной стратификации плотности расплава, которая мо­

нет быть устойчивой. Расчеты показали, что при движении 
нагревателя вверх в процессе выхода на стационарный ре­

жим в расплаве около нагревателя формируется слабое 
рдновихревое течение, которое вызвано относительно боль­

шим градиентом температуры около него, см.рис.66. На 
рис.6а изображены изолинии концентрации, 66 ­ линии 
тока. Остальной объем расплава при этом оказывается ус­

тойчиво стратифицированным и не перемешивается. При **е­

которых ретау.ах выкапывания на участке квазистлдоомар­

ного роста »та обляеть, может занимать всю жидкую зону. 



проведены с шагом 0,005. F,ic 4. Изояинкч концентрации проведены 
з шагом 0,00025. 



Рис.5 Изолинии концентрации проведены 
с шагом 0,00025. 



Рис.7 Изолинии кон­

центрации в устойчи­

во стратифицирован­

ном по плотности ;зае 
плаве. 
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см. рис.7. Сравнивая резуль­

таты приведенные на рис. 3 и 7, 
можно придти к выводу, что для 
рассмотренного материала при 
движении нагревателя Еверх в 
земных условиях возможна зон­

ная плавка в чисто диффузион­

ном режиме, когда в устойчиво 
стратифицированном расплаве не 
развивается гравитационная кон­

векция . 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГК'ЦЕССА 
РАЗВИТИЯ ТЕРМОКОНВЗЩИИ 

Анализ устойчивости какого­либо стационарного состоя­

ния обычно на«чнают, рассматривая бесконечно малые воз­

мущения этого состояния и линеаризуя уравнения движения 
в его окрестности /1,2/. Получаемая при такой процедуре 
система однородных линейных дифференциальных уравнений 
имеет частные решения г­ виде не взаимодействующих друг с 
другом и экспоненциально эволюционирующих во времени нор­

мальных возмущений. Поскольку л/нейный подход применим 
лишь при достаточной малости этих возмущений, принято 
считать, что утверждение об их экспоненциальном развитии 
в области неустойчивости в действительности пригодно лишь 
в течение короткого промежутка времени после момента 
срыва стационарного режима /2 ,1/ . С другой стороны, в 
экспериментах по возбуждению термоконвективной неустойчи­

вости механического равновесия стратифицированной по плот­

ности жидкости наблюдался неожиданно долгий с указанной 
точки зрения экспоненциальный рост интенсивности конвек­

тивной циркуляции: по времени этот этап занимал до поло­

вины всего процесса перехода из состояния покоя к уста­

навливающемуся в итоге стационарному течению, а по амп­

литуде верхняя граница диапазона экспоненциального роста 
могла быть сопоставима с интенсивностью конечного режима. 
В данной работе причины этого расхождения рассматривают­

ся с учетом нелинейного взаимодействия между различными 
модами, на которые может быть разложено конвективное 
движение в надкритической области. С этой целью с помощью 
расположенной в жидкости системы термопар выделяются две 



низшие гармоники пространственного спектра конвективного 
движения с точностью до численных коэффициентов соответ­

ствующие температурным модам триплета Лоренца / I/ . Пока­

зано, что на начальном этапе эти гармоники развиваются с 
существенно разными скоростями. Вследствие этого гармони­

ка с меньшими скоростью развития и, соответственно, амп­

литудой долгое время практически не влияет на быстро рас­

тущую моду, и поведение последней остается аналогичным 
поведению решения линеаризованных уравнений конвекции. 

Для экспериментального изучения задачи о возникно­

вении конвекции из состояния покоя с надкритическим ли­

нейным по вертикали профилем плотности используется ме­

тод /3/, состоящий в быстром повороте щелевой камеры с 
жидкостью из горизонтального положения в вертикальное; 
обратный поворот моделирует возвращение к равновесному 
состоянию. Для выяснения основных закономерностей пере­

ходных процессов целесообразно начать рассмотрение с 
п;.«. стелой термогидродинамической системы /3/. С этой 
целью ограничим в вертикальном слое замкнутый контур в 
виде двух параллельных вертикальных каналов, соединенных 
на концах ­ так называемую конвективную петлю. Устано­

вившиеся режимы течения в связанных каналах изучены весь 
ма подробно /2/. Основной уровень неустойчивости пред­

ставляет собой циркуляционный поток, поднимающийся в од­

ном из каналов и опускающийся в другом. Следующая струк­

тура в виде подъемно­опускного течения, совершающегося 
автономно в каждом из каналов, проявляется, начиная с 
чисел Я » 6 / ? 0 . Чтобы ограничиться рассмотрением 
простого циркуляционного течения, в дальнейшем будем опи 
сывать диапазон SR0 . 

Экспериментальная установка представляла собой алю­

миниевый стержень, оканчивающийся теплообменниками; по 
которым прокачивалась вода от ультратермостатов. В стерж 
не были вырезаны две прямоугольные канавки глубиной 2о!л 
=0,82 см., шириной 2а2 =0,64 см. и длиной 15,5 см. с 
расстоянием между их осями 1.2 см. Концы канавок соеди­

нялись поперечными перемычками такого же сечения. Их оси 



отстояли Друг от друга на расстоянии 15 см. Чтобы обес­

печить возможность визуальных наблюдений, образовавшийся 
замкнутый канал закрывался прозрачной пластиной из орга­

нического стекла. В качестве светорассеивающих частиц 
использовалась алюминиевая пудра. 

Как известно, циркуляционное движение в подогревае­

мом снизу замкнутом контуре в приближении плоских траек­

торий или в гидравлическом приближении, предполагающем 
неизменность профиля скорости в каждом из каналов, опи­

сывается при соответствующем выборе единиц измерения не­

линейной системой для переменных г/, в / ,9г /4/, ана­

логичной триплету Лоренца / I/ . Величина характери­

зует скорость конвективной циркуляции. Переменная вл 
описывает разность температур между каналами, обуслов­

ленную циркуляционным движением, а 0 2 ­ инверсный пере­

пад температур, возникающий в жидкости вследствие накоп­

ления избыточного тепла и, соответственно, холода в верх 
ней и нижней частях полости, и играющий роль потенциаль­

ной энергии. Для выделения составляющих 9^ и 0 2 термо­

парами измерялись разность температур V} между центрами 
длинных каналов в их среднем поперечном сечении и пере­

пад температур ТТг между верхней и нижней соединительны­

ми перемычками. С помощью термопары, спаи которой были 
размещены в алюминиевом блоке напротив соединительных 
перемычек, находилось падение температуры в массиве на 
длине каналов. Переход к бе.зразмерным величинам осуществ 
лялся с помощью соотношений О/^т^/Т, 9г=(ггг~Т)/Т. В 
качестве единицы единицы длины в числах Рэлея и Фурье 

использовался обобщенный поперечный раз­

мер канала где X ­коэффициент тем­

пературопроводности жидкости. Для нашей установки Ы «* 
•=0,25 см., число р0 =1 соответствует 87 с. Экстрапо­

ляцией обсуждаемых ниже экспериментальных зависимостей 
найдено, что пороговое число Рэлея, начиная с которого 
равновесие жидкости делазтся неустойчивым, /? 0 =5,5+0,1. 

Результаты эксперимента. Характер эволюции состав­

ляющих б, и 0г в процессе возбуждения конвективного те ­



чекия демонстрирует рис.1. Первое .время после включения 
силового поля переменные 0< и 0 2 испкгьэают медленный 
дрейф в пределах 10~4­10~3 . Участки криоых с такой амп­

литудой сливаются с осью абсцисс. На следующем этапе 
составляющая 0< увеличивается по закону 
переменная 92 изменяется намного медленное, чем 9л , 
и остается малой по величине. Вследствие этого составляю­

щая 0/ остается эффективно независимой и довольно долго 
продолжает нарастать по экспоненциальному закону. Еще 
один этап эволюции переходных кривых сопряжен с возбуж­

дением изменений второй 
температурной составляю­ о 7 т 
щей по закону 
Развиваясь в таком режи 
ме, составляющая 9г 

быстро приобретает амп­

литуду, достаточно боль 
щую для того, чтобы 
оказывать влияние на 
переменную 0< . В 
итоге на этом этапе 
становятся существенны­

ми нелинейное взаимо­

действие и конкуренция 
изучаемых мод, что при­

водит к перекачке энер­

гии от первой состав­

ляющей ко второй и за­

медлению темпов роста 
сначала амплитуды 0^, 
а зстем ­ 9 2 . Н а заключительной стадии из­за нелиней­

ного ограничения роста амплитуд этих мод система при ма­

лых надкритичностях апериодически, а при больших числах 
Рэлея ­ через затухающие колебания, достигает стационар­

ного состояния 8 * > 92 * 

Для умеренных чисел Рэлея ^.3 характерным 
является поведеиие перегонных ^ункца*, пахазанное на 

4 2 * 6 

Рис.1. Переходные функции: 
9<(Ро) ­ кривые I и 3, относи­

тельные числа Радея /?//?0. ­

=2,5 и 5,2; 9г(Ро) ­ кривые 
2 и 4 соответственно. Экспонен­
циальные участки выделены 
пунктиром. 



рис.1 кривыми 1 / 2 . При таких надкритичностях нелиней­

ное взаимодействие мод не проявляется долгое время и 
участки экспоненциального развития имеют большую протя­

женность. При больших надкритичностях взаимодействие 
составляющих усилив. с=тся и сказывается значительно рань­

ше, поэтому экспоненциальные участки делаются короче, а 
на переходной кривей 9/(Ро) в области, непосредствен­

но прилегающей к концу экспоненциального диапазона появ­

ляется добавочный горб. 
Зависимость амплитуды составляющих 9, и 0 2 на 

различных стадиях процесса возбуждения конвекции от отно­

си.ельного числа Рэлея &/& 0 отражена на рис.2. Разность 
температур 9, (К/Я о) между каналами в устанавливаю­

щемся в итоге стационарном режиме течения быстро возрас­

тает в интервале 1 < Я/Я0<2. и медленно уменьшается 
при последующем увеличении кадкритичности. Стационарный 
инверсный перепад температур между верхней 
и нижней точками конвективной петли монотонно растет во 
всем изученном диапазоне. Уменьшение амплитуды и скорос­

ти циркуляции при больших надкритичностях связано с об­

разованием значительного обратного перепада температур 

0 2 . 
Наибольшие реличины, принимаемые составляющими 0/ 

и 9 2 в колебательных переходных режимах, то есть орди­

наты их первых максимумов, представлены на рис.2, кри­

выми 9™(Я/Р­0) и в г (Я/Я 0 ) . В нестационарных ус­

ловиях в обла.сти Я/Я0> /,5 в окрестности первого 
максимума составляющая 9/ имеет существенно большую 
интенсивность, чем в итоговом состоянии. Максимумы на 
; .реходных функциях 92(Ро) выражены намного слабее. 

Амплитуды, приобретаемые температурными составляю­

щими к концу экспериментального роста, пскаэаны на 
рис.2 кривыми 9*№/Р­0) и 9\(Я/И0) . Амплитуды в на­

чале этих стадий 8е, (#/#,>), 91(К/К0)~ ю~* в исполь­

зуемом на графике масштабе вплотную примыкают к горизон­

тальной оси. Из рисунка следует, что интервалы 8^9° и 
9\~9°г экспоненциального изменения амплитуд по мере 
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Риск:. Амплитудные 
характеристики процесса 
возбуждения точки 1,4, 
кривые 5^, 5 2 ­ стацио­

нарные температуры 0* 
и 62(Я/Я0) соответст­

венно; точки 2,5, линии 
е, , Вг ­ верхние границы 

9', (*/*,) и 9е
г(К/Я0) 

экспоненциального роста 
температур; точки 3,6, 
кривые /77/ , гп2 ­ макси­

мальные температуры 
97(ню 
увеличения параметра Рэлея сначала монотонно растут, до­

стигая максимальных вели'г'н в окрестности числа Л/Я0 «=3, 
а в дальнейшем так же монотонно уменьшаются. При этом в 
области максимума кривой ву (в/Яо). развиваются зна ­ннл, 
близкие или, по данным /3/, даже несколько большие ампли­

туды, конечного состояния. Кривая 62(Я/&0) при малых и 
больших числах Рэлея проходит поблизости от линии Э^'кК}^^, 
а в области масиуума расположена существенно ниже послед­

ней. 

Представление о длительности характерных этапов воз­

буждения конвекции дает рис .3. Протяженность всего пере­

ходного процесса и отдельных его стадий существенно з а ­

висит от надкр.)ТИчностг.. Поэтому целесообразно сопостав­

лять длительность того ил» иного, этапа эволюции с полными 
временами /­0, и Ро 2 достдаяекяя! установившихся величин 
9 ^ и 9^ • В апериодич«с*',я£ режимах и а тех колебатель­

ных переходных процессах» асгда температурные кривые при­

ближались к стационарных значения» снизу, эти времена оп­

ределялись соотношениями 9^Р0^)­0Г9^9\, &2(Р02)­0,9992. 
Когда переходные функции достигали етац^джврнык величин 
сверху, использовались уравнения 9^(1^}:= КО^ 9>\ I 
92(Ро2)'1,019^. В пределах погрешностей1 времена полной 
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эволюция составляющие 0/ и 0 2 при одной и той же над­

критичности оказались одинаковыми; на рис.3 эти времена 
представлены кривой р05(Я/Яо). Как видно из графика, 
при больших Я/Д0 время Ров слабо убывает с надкритич­

костьн. Напротив, с приближением к пороговому значению /?0 

сверху это время быстро увеличивается ­ кривая Ро3(Я./К0) 
асимптотически приближается к вертикальной оси Р/й0 = 1. 
Наиболеа долгий переход, зафиксированный в окрестности 
точки Я0 , занимал около 60 единиц безразмерного вре­

мени Ро . 
Рис.3. Характерные 

Бремена развития конвекции: 
точки 1,4 кривая й ­

время Р0 (Я/£0) уста­

новления стационарной цир­

куляции; точки 3,6, линии 
О/ и 0% ­ нижние границы 
Ро) ('/?У/?0) и Ро°2(Я/£0) 
экспоненциальных этапов 
рис та температур 9} и 9г 

состветстваннс; точки 2,5, 
кривые ? ( и ег ­ верхние 
границы Рй^(Я/Р0) и 
Ро^(Я//?0) экспонен­

циальных этапов. 

Кривая Ро° (/</Я0) на рис.3 показывает время, при кото­

ром начинается экспоненциальный рост составляющей 9((Ро). 
!;кже этой кривой возмущения, вносимые экспериментальной 
установкой, нлею? большую величину, нежели возмущения со 
структурой критического движения. С увеличением параметра 
Й основное конзективное течение нарастает и делается 
преобладающим на фоне экспериментальных возмущений намно­

го быстрее; поэтому граница Го, (Р/Р0^ по мере при­

ближения к правому концу исследованного интервала чисел 
Рэлея опускается более, чем на порядок. Моменты времени, 
в которые нарастание переменкой 91 по экспоненциальному 
закону прекращается, представлены на рис.3 кривой Ро,(Я/Я0)­



Таким образом, область, заключенная между кривыми Ро^(Й/щ) 
и Ро1 (Я/Яа) » отвечает промежуткам времени, в тече­

ние которых температурная составляющая 9, испытывает 
экспоненциальное нарастание. Для наглядности обсуждаемая 
область заштрихована отрезками прямых с положительным 
угловым коэффициентом. При больших закритичностях этап 
экспоненциального роста этой составляющей мал по величине 
и занимает незначительную долю всего переходного пер/­да 
Ро • в режиме Я/Я0 ­ около 5%. Однако при умень­

шении надкритичности длительность этапа экспоненциального 
нарастания амплитуды 8, резко увеличивается (в режиме 
Я/ Я о = /,05 этот этап продолжался 15 единиц безраз­

мерного времени, или 1,3­10 с ) , причем доля его во всем 
переходном процессе повышается до половины и даже белее. 

Нижняя и верхняя границы области экспоненциальнсго 
роста составляющей 92 изображены на рис.3 линияяи 
Ро^>Я/Я0)]л Рог(Я/Я0) ; сама область заштрихована от­

резками с отрицательным угловым коэффициентом. Линия 
Ро2 (Я//?0) весьма близка к верхней границе экспоненци 
циалыюго поведения переменной в/ . 

• Однако нижняя граница промежутка экспоненциального 
роста амплитуды 9г вблизи порога неустойчивости Я0 

располагается намного выше кривой Ро" (Я/Я0) . В связи 
с этим интервал времен экспоненциалького развития состав­

ляющей 92 при таких числах Рэлея оказывается много 
меньшим аналогичного интервала для переменкой 9/ ; это 
различие уменьшается с ростом /? . Инкременты А1 и Аг 

роста амплитуд в/ и с?2 описываются линейными зависимос­

тями А^ т4(Я/Я 0 - 0 и А2 = тг (Я/Р0­1) , проходя­

щими через пороговую точку Я/Я 0 = / оси абсцисс. Угло­

вые коэффициенты имеют близкие значения /77/ = 2,4 ±0,1 ; 
тг = 2,2*0,1. 

В заключение для более полного представления о про­

ведении изучаемой конвективной системы гтризедем её фазо­

вый портрет в плоскости переменных 9/ , 5^ (рис.4: по­

казаны фазовые траектории движений с одним направлением 
циркуляции; траектории движений с противоположной зак­



руткой отличаются знаков при в, и зеркально симметричны 
относительно вертикальной оси рисунка). Механическому 
равновесию отвечает начало координат 0, = 0 , Рг=0 . В 
подкрити­'еской области точка (0 ,0) является устойчивым 
узлом. Когда параметр Рэлея переходит через критическое 
значение /?0 , начало координат превращается в неустой­

чивый узел. В области 1< Р/Р0< 1,5 переходный про­

цесс носк. апериодический характер /3/; поэтому траекто­

рии монотонно приближаются к стационарным состояниям, а 
точки, изображающие такие состояния, являются устойчивы­

ми узлами. Начиная со значения Р/Ра­/,5 , процесс 
установления представляет собой затухающие колебания, 
поэтому фазовые траектории имеют вид спиралей, скручиваю­

щихся к стационарным точкам, которые в этом случае являют­

ся устойчивыми фокусами. 

Рис.4. Фазовые траекто­

рии переходных процессов. 
Траектории 1,2,3 соответст­

вуют относительным числам 
Рэлея /?//?„ = 1,5, 2,5 и 
5,2. 5 ­ кривая стационар­

ных состояний. Устойчивые 
узлы показаны короткими, а 
устойчивые фокусы ­ длинны­ Л 0.5 0.6 
ми штрихами. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ ЗАКРИТИЧКСК0Г0 ТЕЧЕНИЯ 
В БЕСКОНЕЧНОМ СЛОЕ С ДВОЙНОЙ ДПКУЗИЕЙ 

ПРИ ТРЕХМЕРНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ 

В настоящей статье исследуется устойчивость двухмерных 
валов,возникших в результате потери устойчивости неоднород­

ного нагретого слоя двухкомпонентной жидкости; Устойчивость 
рассматривается по отношению к трехмерным возмущениям. 

В настоящее время довольно подробно изучена двухмерная 
задача о конвективной устойчивости горизонтального слоя двух­

компонентной жидкости. Эта задача рассмотрена, например, в 
работах /1,2,3/. В работе /4/ исследована устойчивость двух­

мерных конвективных структур в горизонтальном слое однород­

ной жидкости. В этой работе установлено, что в области сущест­

вования конвективных валов имеется интервал значений волново­

го числа, внутри которого они устойчивы по отношению к трех­

мерным возмущениям, при этом ширина этого интервала зависит 
от числа Рэлея и область устойчивости ограничена сверху не­

которым предельным значением числа Рэлея. Работы,содержащие 
рассмотрение трехмерных задач для двухкомпонентной жидкости, 
неизвестны. 

Рассмотрим постановку задачи о конвективных движениях 
двухкомпонентной жидкости в горизонтальном слое. Пусть на 
границах слоя поддерживается постоянными температура раст­

вора Т^. и концентрация тяжелей компоненты 5 у , причем по­

перек слоя задано линейное распределение температуры и кон­
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центрации, а на границах слоя выполняется 

Tx(x,yJ)=T0 • 5Z (х,у, t)=Sa при 2 = 0 

и Tz(x,l/,t)=T0­T; Sz(x,y.{) = S0­S при i=ct 

(ось £ направлена в вертикальном направлении).. 
Тогда при возникновении конвективного движения отклонения 
температуры и концентрации от заданного начального распре­

деления обозначим через 

T(x,y,z,t) и S(x ,у ,z , t ) , соответственно. 
Теперь температуру и концентрацию в произвольной точке 
слоя можно представить следующим образом: 

T z (x,y,z,t)=T0­T' z/d+ Т(х,у,г ,t) ( 2 ) 

5z(x,y,z,t)=S0­S z./c/+S z,i). 

Плотность раствора J>^ считаем линейно зависящей от тем­

пературы и концентрации: 

А Р~ £(т~ Ti/d)+j3(s­s*/d)} , о ) 

где о(, , /3 ­ соответствующие коэффициенты расширения 
при постоянных других параметрах, притом выбранные так, 
что они положительны, когда температура или концентрация 
увеличивается. 

Для описани\­ конвективного двоения будем использовать 
трехмерные уравнения Навье­Стокса Е классическом для задач 
конвекции приближении Буссинеска / I / . 

Температура раствора и концентрация примеси должны, 
в свою очередь, удовлетворять, соответственно, уравнению 
теплопроводности и уравнению диффузии. 

Применяя к уравнениям движения оператор rot и пере­

ходя к безразмерным переменным с учетом соотношений: 



получим систему уравнений, описывающую конвективное дви­

жение, температуру раствора и концентрацию примеси: 

ду 
/ Л д ь дгЛ ( г дТ Э5 \ 

ду 

Эгг, 

дггь 

Эи аъ 

(5) 

V 

где I ) Р/­ = "^//С7 ­ число Прандтля, 5с = ^/к5 ~ число 
Шмидта ­ характеристики физичесхих свойств среда, 

т л ) г ­ тепловое число Грасгофа; 

вг5 = ­У'Р ^ ' — ­ диффузионное число Грасгофа ­ харак­

теристики внешнего воздействия. 



С?2 Эу 

Система уравнений ( 5 ) с граничными условиями (6) по­

зволяет исследовать пространственное конвективное движе­

ние в плоское горизонтальном слое при наличии потоков 
тепла и вещества, определяемых направлениями заданных гра­

диентов темперэтуры и концентрации. 
Теперь опишем последовательность решения задачи о 

трехмерной потери устойчивости двухмерных конвективных 
структур: 

1) решаем линейную задачу устойчивости, находим гра­

ницу монотонной неустойчивости, то есть значения парамет­

ров задачи, при которых существует двухмерное стационарное 
конвективное движение; 

2) решаем нелинейную двухмерную задачу, находим ха­

рактеристики двухмерного стационарного движения; 
3) решаем нелинейную трехмерную задачу, находим зна­

чения волновых чисел при которых двухмерные структуры, не­

устойчивы по отношению к трехмерным возмущениям.. 
Решение линейной задачи о конвективной устойчивости 

плоского горизонтального слоя ДЕухкомпонентной жидкости 
описано, например, в работе /5/. Граница монотонной неус­

тойчивости имеет вид: 

где <?С ­ волновое число. 
Задачу будем решать при значениях параметров исполь­

зованных в работе /6/ с целью дальнейшего изучения влияния 
магнитного поля на конвективные движения и их устойчивость: 

Рг=0.2 ; 5с = 0.2^7; вг5 = 5­/О1* . 

Для них приведем значения критических чисел Грасгсфа: 

Для возмущений скорости, температуры и концентрации 
потребуем выполнения следующих граничных условий при 
и а = / : 

= 2Г2 = Г = 5 = О . ( 6 ) 



аС = 0.353 £ л > с « 60003 

оС = 0.707 вг* й 55158. 
Нелинейная задача (5,6) решалась методом Бубнова­Галеркина, 
применение которого для таких задач описана, непример, в 
работе /7/. Был Еыбран вид решения, учитывающий взаимо­

действие возмущений, определяемых волновыми векторами oCj, 

параллельными плоскости ОХ У и образующими угол 8] 
с плоскостью 0X2 .* 

где 0; при I = 1,2,3,4,5 соответствуют искомым функциям 
г̂ с . г/у , 24 , Т, 5 , причем зе, =зе. = ^ = у^ = ^= /, 

эе.3 = зеч= эе5 = 7, = >?2 = О и е£у = /<гСу/ . Двухмерная 
задача решалась при Ы= 4, М^= 4. Трехмерная задача 
решалась при N ж 4, А// =4, Мг= 4. Полученная система 
обыкновенных дифференциальных уравнений решалась с помощью 
стандартной программы,автоматически Еыбирающей метод ре­

шения (в зависимости от степени жесткости системы)и шаг 
интегрирования. Полученные значения амплитуд использова­

лись дчя вычисления возмущений температуры, концентрации, 
плотности и компонент скорости в различных точках слоя, 
а также для определения интенсивности тепломассопереноса, 
характеризуемой теплоЕым и диффузионным числами Нуссельта, 
которые считались основной характеристикой полученного 
режима. 

Теперь рассмотрим результаты численных расчетов. 
Задача решалась при следующих значениях параметров: 

Р г ­ 0 . 2 ; 5с = 0.247;6г 5 = 5­10*; вгт = 7­Ю*. 
При 81'С0,сС)= 0.352 получен стационарный режим с 
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TNI = 2.996С, SNI » 2.2893. 
При =0°, =0.707 получен стационарный режим с 

Тдлг = 3.5533, SNI =3.9336. 
Изолинии возмущений плотности для этих режимов при­

ведены на рис.1. 
Таким образом, получены стационарные режимы, устойчи­

вость которых будем в дальнейшем изучать, то есть решать 
трехмерную задачу, начальные условия которой бу,иут эти дву­

мерные режимы конвективного движения. 
Теперь рассмотрим результаты для варианта с = 0 , 

с£, ­ 0.707. 
При <32=90 о и ?£ 2= 0.353 получен колебательный режим 

с Ты1 к 1.7082, 5 W = 1.9059. 
При Si • 90° и оС2 ш 0.707 двухмерный режим оказался 

устойчивым. 
При О ^ » 90° и оС2 = I .4 I4 получен новый стационарный 

режим с TNI = 3.5588, SNJ = 3.8401. 
Следующие результаты получены для варианта с <?2= 0° , 

= с.зЬз. 
При ¿2 « 90° и • 0.353 получен колебательный ре­

жим с Тн1 =1.7433, SNl = 1.9372. 
При £ 2 = 90° и с< 2 = 0.707 получен колебательный ре­­

жим с TNI = 1.8887, 5 Л / = 2.1042. 
При oz = 90° и I .4I4 получен колебательный режим 

с Г / ; г = 2.6820, SNI = 2.9580. 
На рис.2 приведены графики спектров теплового числа 

Нуссельта для этих режимов. 
Как мы видим здесь реализуется три разные возможности: 

1) двухмерный режим устойчив и трехмерным возмущениям; 
2) двухмерный режим неустойчив к трехмерным возмущениям и 

возникает другой стационарный режим; 
3) двумерный режим неустойчив к трехмерным возмущениям и 

возникает колебательный режим. 
В дальнейшем предполагается исследовать более широ­

кую область определяющих параметров задачи и изучить вли­

яние поперечного магнитного поля на эти процессы. 
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FH2HK2 ЗАДАЧ ТЕИТЗОЙ ЮЯВЕКЦЙй МЕТОДОМ ГАЛЕРКИНА: 
ТЕСТОВЫЕ РАСЧЕТЫ 

3 работе / I / излагается вариационный метод решения за­

дач дпнак:«и зяз.<ой несжимаемой жидкости в прямоугольных 
областях. Зтот метод применялся в /2,3/ для исследования 
устойчивости стационарных и расчета нестационарных конвек­

тивных течений в вжгрезаемсй сбоку квадратной полости. В 
настоите?, ргб^те результаты, полученные изложенным в / I / 
методой, еравиавагтся с ::ззесткьг. и численными и эксперимен­

тальными дг.: гныып. Расс^атриваа­ся следущие тесте где задачи 
задача устойчивости равновесия жидкости, нагреваемой снизу; 
задача о сациок .рноГ. тер>.юграв;:тац';онной конвекции в квад­

ратной полости с изотермическими бокозгми стенка ?и; задача 
о стационарной гермокапиллярной кон&ехцчл в квадратной по­

лости с изотермдаескими боковым'! стенками; задача определе­

н а порога уСТОЙчкдаг'М стационарного ."ермогравитационного 
хокзехтип:­.лго течения. 

I . Релекне системы уравнений свободной конвекции в 
приближении Сбербеха­Буссинеска 

£ 4 т (trv) Г = - \гр + лтг + GrQey ( I ) 

Ш * (Fvj 9^­AÖ/Pr ; c/iir v V ß , 
dt 

где V - скорость жидкости, 9 ­ температура,р ­ давление, 
5 г ­ числе Граигофа, Рг ­ число Прандтля, ищется ъ прямо­

угольной области 0 а: « * 1, О^у^ А , А = h/£ 
И ­ высота, i ­ длина полости) в виде 



N 
v = u+X Ci¡ H) ftí U,<j) , (2> 

Функции и и G подбираются так, чтобы удовлетво­

рить всем (однородным и неоднородным) граничным условиям. 
При этом если все краевые условия линейны, то граничные 
условия для координатных функций </>¿y и <£¿­ становятся 
однородными. функции i/> • и <ļ ¿j строятся из линейных 
комбинаций полиномов Чебышена I и П рода T¿ (х) и ti ¿ (х) 
в виде: 

2 1 

(5) 

Коэффициенты , /Зу^ определяются с точ­

ностью до умножения на константу с помощью подстановки вы­

ражений (4­5; в граничные условия. Из соотношения T'(pc)s 
= Кl-H ) U; (х) следует c/l'v iftJ = О . Во всех 
излагаемых ниже расчетах, подробно описанных в / I / , проек­

ционная система функций совпадала с координатной, то есть 
использовалась классическая формулировка метода Галеркина 

/ V . 
После подстановки сумм (2­3) в систему уравнений ( I ) 

и вычисления соответствующих скалярных произведений задача 
сводится к следующей системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ) первого порядка; 



где X; ­ один из коэффициентов С# или Ц4£* 
2. При исследовании устойчивости равновесия нагревае­

мой снизу жидкости рассматривались плоский слой со свобод­

ными ЦЕ1 твердыми границами и двумерная прямоугольная по­

лость с четырьмя твердыми стенками. Число Прандтля зо всех 
расчетах принималось равным единице ( Р г = ^ ) . 

Для задачи устойчивости равновесия неоднородно нагре­

той жидкости в плоском слое с изотермическими границами 
существует аналитическое решение /5/. При проведении чис­

ленных расчетов рассматривались прдаоугольные области, на 
верт;калькък границах которых задавались условия простран­

ственней периодичности. Длина области определялась извест­

ным из аналитического решения пространственны!.: периодом 
наиболее опасного возмущения. В табл.1 показаны критические 
числа Рэлея, полученные для плоских слоев с твердыми и сво­

бодными границами при различном числе координатных функций 
в суммг̂ с ( 2 ­3 ) . По обоим направлениям использовалось одина­

ковое количество функций. 
Таблица I 

Число коорди­ Критическое число Рэлея 
наткых фуьк­

ций твердые границы свободные границы 

2 1751,197733 664,8694167 
4 1708,550224 654,5185382 
6 1707,762049 657,5113913 
8 1707,761807 657,5113982 

10 1707,761807 657,5113932 

Сравнение вычисленных критических чисел с известными 
результатами, приведенными в /5/ ( йа Кр = 657,511 для 
слоя со свободными и Кр = 1707,762 для слоя с тверды­

ми границами), показывает, что использование четырех коор­

динатных функций дает вполне удовлетворительный результат. 
В вариантах с восемью и десятью координатными функциями по 



Относительная Результата на­ Результаты ра­
длкна полости стояцей работы бота (5) 

о З 12113,16 12113,1С 
1 2535,02 2535,03 
2 2013,24 2013,24 
3 1870,60 1670.72 
4 1810,23 1610,48 
5 1778,56 177&„СС 

3. Расчет стационарных термогравитационных кокзе::тиа~ 
ных течений в квадратной полости с твердыми стеакаад пр>2;~ 
дился для тех же параметров, что и в работах /7, 8/. Б 
табл.3 приведены результаты решения международного теста ев 
тепловой конвекции /9,10,11/: расчет конвекции воздуха (Рг-

= 0,71) в двумерной квадратной области с изотермическими 
вертикальными и адиабатическими горизонтальными границами. 
Б^тихления проводилась для шести и восьми координатных 
функций по каждому направлению. В этой же таблице приведены 
результаты работы /5/, полученные методом келлогаций на 
сетке из 33 х 33 коллокационных узлов. Как видно из табли­

цы, результаты для Яа^Ю5 (Иа=Сг­Рг) сов­

падают полностью как для различного числа координатных 
функций, так и для различных численных методов. При [?а=Ю£ 

каждому ::аправлен:!з совпадал? десять перзых значащие ц; «р, 
что практически означает достижение полной сходпнестк. 

Б табл.2 показаны результата исследования устойчивос­

ти конвективного равновесия в двумерной пряйОуграьноЙ по­

лости с четырьмя твердыми стенка!/:­.. Горизонтальные стоик:: 
считались изотермическими, вертикальные ­ теплепволироган­

ными. Расчеты проводились для полостей с различно!: отаосх­

тельной длиной. Полученные результаты хорошо согласуются с 
результатами работы /6/ (см.табл.2). Следует отчо­ить, Щиа 
расчеты в вытянутых полостях требуют существенного увели­

чения числа координатных функций. Так, при рас­:е­:е с 
использовалось 4 функции по напразлени» у и 16 функций ао 
направлению X . 

Таблица 2 



Параметры 
течения Результаты работы /8/ Результаты настоящей работы 

б б функций 8 8 функций 

Число 
Рэлея 

и, 
со та* 

ю 3 10* 10* Ю 6 Ю 3 10* 10* 10е" 10 3 10* 10* 

1,65 7,14 12,8 23,0 1,66 7,13 12,9 25,2 1,66 7,15 12,9 21,2 

- Г. з| • 13,5 23,6 - - 13,6 34,8 13,6 23,7 

- - 0,285 0,151 - - 0,28 0,25 т 0,28 0,15 
- • - 0.601 0,547 - - 0,6 0,8 - - 0,6 0,75 • 

5,14 22,79 48,94 91,13 5,13 22,8 49,1 101 5,13 22,8 49,1 96,3 о 
5,21 27,63 96,65 309,8 5,21 27,6 94,0 298 5,21 27,6 94,0 292 1 

Решение международного теста по тепловой конвекции и сравнение с результатами работы /в/. 

Гтак 

Ч>№.1/2) • 
X У 
"та* > 'тах 

У/пах 1^тах 

- максимальное значение функции тока., 

- значение функции тока в центре полости, 

координаты максимума функции тока, 
максимальные значения х- и у -составляющих скорости. 



Число 
Грасгофа 

Число 
Прандтля 

Максимальное значение функции тока 
Число 

Грасгофа 
Число 

Прандтля Результаты 
Е.Л.Та^унина 

Результаты 
В.А.Мальцева 

/ 9 / 4 

Результаты настоящей работы Результаты 
Е.Л.Та^унина 

Результаты 
В.А.Мальцева 

/ 9 / 4 6 6 функций 8 8 функций 

10* I 6.37 6,35 6,37 
105 I 13,1 13,06 13,0 13,1 

1 , 4 Ы 0 £ 0,73 30,54 - 39,1 30,0 
10 6 I - • 22,6 29,9 21,6 

4 - Ю 5 0,1 122,1 I I I 106 ' 
2,4-Ю 6 0,73 34,2 ' 48,2 35,0 а 
5 , 6 -Ю 6 0,73 - 41,6 57,3 49,4 ' 

Сравнение результатов расчетов стационарных конвективных течений с результатами работ 
/7.9/. 



нзбшдаятсв небольаие расхождения в величинах, характери­

зуй « х кн.'енсильость течения. В то же время пространствен­

:­:ля фсрла течение качественно не меняется. Наибольшие рас­

хзгдек­я наблюдал/тся в полевении максимума функции тока, 
vio свидетельствует об ус.чоглкекип структуры течения вбли­

зи, центра лолости с ростов числа Ролея. 

Результаты расчетов в случае полости с теплопроводя­

с.ими горизонтальными границами при различных числа Грасго­

ó?; и Лра­дтля пскасаки в табл.4. В табл.4 приведены также 
рбз^льтатч 1­­л)От /7,9/. 'Л в этом случае наблюдается не­

бел гоше расхождения при Gf > №s , однако в целом и d 
згой оадачг полученные результаты совпадают с результатами 
д­.угхс работ. '•, с 1 Щ * 4 ' ' w. « >г+ о» Jp< l­jg (• § [• 

4. Результаты расчета стационзрньх термокапиллярных •« 
течений в кзгдратне й полости с ;:зотермичесхими вертикаль­

шкз и теплоизолированными горизонтальными стенками при 
Рг**у сразьказктся в табл.5 с результатами, полученными 

тс,;.;м ):снечгых разностей в /12/. Для преодоления труд­

носте?, ксюрые связаны с аппроксимацией граничного усло­

Ы!д, содержащего териокапиллярную силу, необходимо увеличи­

ií.'.r¿ число координатных фуихцхй по направлению сс . Лучшее' 
оогпадение с результатами /12/ было достигнуто при исполь­

зовании 9 функций по направлению от, и 4 функций по направ­

лёнив ¡j . Как видно кз табл.5, при больаих числах Маран­

гони (Ма = £4C0,/to =12800 результаты совпадаю? лучше, 
чс:: при малых. Это может б^ть связано с тем, что при ука­

зо.ч.;;ос значениях Ма з /12/ использовалась более мелкая 
С dita.. 

Таблица 5 

Число !.лкси1.:альное значение функции, тока 
Маран:* о­ 5 

ни 1 1 

100 
200 
430 

1600 

1,062 1,11 1,11 
1,728 1,82 1,62 
2,667 2,78 2,80 
7,03 6,14 6,74 



3200 
64C0 

12600 

12,87 
22,57 
37,57 

10,5 
20,8 
з.?,о 

12,2 
22,4 
38,1 

5. Для тестирования решений задачи устойчивости ста­

ционарных термогразитационг­ых конвективных течений исполь­

зовались результата работ /13,14,15/. 3 работе /13/ экспе­

риментально и в /14/ экспериментально и численно опреде­

лялся порог колебательной неустойчивости для стационарной 
конвекции воздуха в квадратной полости с теплопрозодящими 
горизонтальными границами. Результаты этих работ следую­

щие : экспериментальные значения критического числа Грасго­

фа ­ GrHp = ti­106 в /13/ y GrKp = 3,2.iOe' в /14/; вы­

численное в /14/ на основе решения системы нестационарных 
уравнений конвекции методом конечных разностей ­ 6г„р — 
— 2,7­Ю6 . Критическое число Грасгофа, полученное в нас­

тоящей реботе путем вычисления собственных значений матри­

цы Якоби системы ОДУ /16/ при 6 координатных функциях по 

делялось критическое число Грасгофа для расплава арсенида 
галлия {Рг = 0,015), находящегося в прямоугольной полости 
со свободной поверхностью. Рассматривалась полость с адиа­

батическими горизонтальными, изотермическими вертикальными 
границами и отношением высоты к длине, равным 1/4. Рассчи­

танное в /15/ на основе решения нестационарных уравнений 
конвекции методом конечных элементов критическое число 
Грасгофа Grкр = 2,03 Ю7 . В настоящей, работе получено 
значение Grlip = f,88'fO ; при этом использозалось 9 
функций в направлении X и 4 функции в направлении, у • 

Таким образом, предложенный в / I / способ исследования 
устойчивости стационарных режимов конвекции приводит к ре­

зультатам, хорошо согласующимся с полученными ранее.числен­

ными и экспериментальными данными. Получаемые в эксперимен­

те значения критического числа Грасгофа несколько больше 
получающихся в численном расчете. Этот факт объясняется в 
/14/ зависимостью вязкости от температуры и недостаточно 
точным выполнением граничных условий. С другой стороны, 

2,77­ i0 5 . В работе /15/ опре­



численный расчет позволяет выявить колебания с очень не­

большой амплитудой, а метод, применяемый в настоящей рабо­

те, определяет значение критического числа, при котором 
амплитуда колебаний бесконечно мала. Малые амплитуды могут 
быть недоступны для экспериментальных измерений и, поэто­

му, рассчитанный порог устойчивости оказывается меньше по­

лучаемого в эксперименте. 
Результаты проведенных тестовых расчетов свидетель­

ствуют о том, что изложенный а / I / численный метод позво­

ляет получать вполне удовлетворительные ресультаты при 
сравнительно небольшом числе координатных функций в суммах 
(2­3) . Это позволяет исследовать устойчивость стационарных 
режимов и рассчитывать нестационарные режимы конвективных 
течений с помощью динамических систем (6 ) сравнительно не­

большой размерности. 
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ПР^чЦНК. 4ИЗИКЛ 

УДК 536.25 .Ф.Глухов 
Перчекий фзрминститут 

КОНВЕКЦИЯ БИНАРНОЕ СМЕСИ В ЯЧЕЙКЕ Ш&Ш 

Конвективные точения однококпокентной жидкости в 
ячейке Хело­£оу хороио описываются системой обыкноьен­

ньк дифференциальных уравне; \л, получаемых из уравнений 
конвекции методом Галеркича / I / . Получаемые на основе 
о тих уравнений результаты согласуются с экспериментом 
/ I , 2/. С другой стороны, иы­затся гжепер'.'.ментальные на­

блюдения течений в ячейке и конвективной петле /3, 4, &/, 
не списываемые в рамках принятой модели. Как показано в 
денной работе, эти расхождения могут быть объяснены на­

личием в основной жидкости неоднородно распределенной 
примеси другой жидкости с иной плотностью. 

Рассмотрим полость, иыею у̂го форму прямоугольного па­

раллелепипеда, один из горизонтальных размеров которого 
2с1 много мены»­ двух других размеров ­ высоты Й<1 
и ширины 1.с1 (ячейка { . • ^ 

жидкостей. $,:л решения за­

дачи используем уравнения 

Х*ле­1оу). Полость заполне­

на бинарной смесью двух 

конвекции в приближении 
Обербека­Буссинека /6/. 

ячейки, зададим постоянные 
вертикальные градиенты 
температуры V Т и Рис.1 
конпентарации тяжелой ком­
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лоненты V С .На узких гранях обязательного условия не­

проницаемости граничные условия, как это показано в / I / , 
можно ставить из соображений удобства вычислили, т.к. 
малая относительная площадь узких боковых границ приво­

дит к столь же малой относительной доле диссипации ка 
этих границах. 

Если оси координат расположить, как это показано на 
рис.1, то граничные условия запишутся в виде: 

тг=0, Т=0, с = 0 (г=±с/) 

Щ * ­Ш­о С ­ о ­ ^ 

Малая толщина полости / г , » 1 позволяет положить 
V, = О и ввести функцию тока <р = Ц>(х, и) так, что 

Уравнения в этих условиях имеют следующий вид: 

дг д* • д2 

Здесь Р ­ — и о = — ­ числа Прандля и Шмидта, 

р _ о 9^2. В а"1 

крг $х и кг= — ­ тепловое и кон­

центрационное число Рэлея. В качества единиц длины, вре­

мени, скорости, температуры и концентрации выбраны соот­

ветственно 
Ы, с!*/®, Ш: Ас/, Во1 . 



­ 58 ­

Граничные условия к системе перепишутся следующим образом; 

д2У._ дТ _ дс_ 
дхг ~~ д.х ~ Эх 

Линеаризованная задача (1­2) допускает точное реше­

r dx¿ дх Эх . 

ние: 

У ~ sin ­J­ sin —jf cos - у - ( 3 ) 

¿ n9fx и • т9Гу S7z 
Т ~ с ~ cos -—- Sin cos • 

L Н 2. 
Границей монотонной неустойчивости механического равно­

весия является прямая R f = R ¿+ R nm , 
где R n m =tf*(п*+ет*) СЬр(пг+£гг7*) + <3/16пг 

Граница колебательной неустойчивости описывается формулой 

P2(S + 0 (S+P)(SH) 

Частота колебаний на границе устойчивости равновесия— 

При 5 > Р пороговые прямые монотонной и колебательной 
неустойчивости пересекаются в точке Р = Rnr„(P+l)/(s-P). 
поэтому в случае S > Р колебательная неустойчивость 
(при фиксированном R¿ ) должна неступать раньше (при 
меньших R t ) , чем монотонная, т . е . , как и в вертикаль­

ном слое бинарной смеси /6/, в ячейке Хелз­Шоу при 
Rj > R ¿ переход от механического равновесия к конвек­

ции должен совершаться колебательным образом. 



Испо.ьзуя систему функций (2)­ в качестве базиса для 
описания координатной зависимости решения и применяя про­

цедуру Галеркина, можно получить систему об;..т.ноЕеккых 
дифференциальных уравнений для амплитуд. Структура полу­

чаемых уравнений такова, что из нее выделяется замкнутая 
подсистема из пяти уравнений для у , Т„ , Тог , 
С„ > С02 » Т ­ е ' координатная зависимость выделенной 

подсистемы имеет вид; 

и описывает одновихревое течение, а уравнения для соот­

вествующих амплитуд записываются следующим образом: 

Жу л Ш Ш &2 ­ 2 ­ с 0 5 — + с а)51П ­Ж ­± 

Рг5 

сог = 2.снч>„-Зсог, 

(4) 



Единицы времени, функции тока, температуры и концентрации 
в системе (4 ) отличаются от старых соотвественно множите­

лями 
1/Яг, ЗШЗГ/2, ЗН/2 , ЗИ/2 . 

Аналогичная система получена в работе /7/ при изу­

чении конвекции в подогреваемом снизу плоском слое жид­

кости с неоднородной соленостью. 
Отметим также, что при Р2 = 0 (в случае однородной 

жидкости) И при соответствующем выборе единиц система 
превращается в известный триплет Лоренца, 

Система (4) имеет стационарное решение 

Т У * 

с„ = 
(5) 

здесь ро ­ нижнее критическое тепловое число Рэлея. 
На рис.2 приведена зависимость функции тока У„ 

от относительного теплового числа Рэлея / при фикси­

рованном •/*2 • 
У*1 

ж 



Анализ решения (4) показывает, что, если Р<S/(y<¿+0 
то зависимость '~рн , Т„ , Т02 , С„ , Сог от Jtf 

дчя фиксированных y<¿ является неоднозначной в интерва­

ле значений у</ от у4, min до /*t— l+fz • Е Р И 

Р>5 ~1уч2 /(/4z *0' гистерезис отсутствует 'этот 
случай покзан на рис.2 пунктиром). Координата концевой 
точки Mtmtn находится из формул (5 ) и зависит от па­

раметров Р , 5 , J<¿ следующим образом: 

(6 ) 

Результаты линейной теории и анализа нелинейной сис­

темы (3) сведены на карте устойчивости рис.3, где в коор­

динатах (для случая /<г. , у * / ­ > ' 2 ) приве­

дены нейтральная монотонная неустойчивость /41=У4г + Л 
нейтральная линия колебательной неустойчивости ( б ) 

(з*Р)(в*о <• рг(э+р 

и линия, отвечающая концевой точке (в ) (формула ( 6 ) ) . Ли­

ния, описывающая координату концевой точки, касается ней­

тральной кривой колебательной неустойчивости при 
У<2 = £2 (%*~уу~ и утыкается в нейтральную линию 
монотонной неустойчивости, когда =• Р / Р г ) . 

Когда эти кривые делят плоскость управляющих парамет­

ров задачи _/</ и у<% на три области: в области I 
наблюдается абсолютная устойчивость механического равнове­

сия; в области Д возможно равновесие или конрчноампли­

тудное возбуждение конвекции (гистерезис). В области Ш_ 
механическое равновесие неустойчиво и относительно малых 
монотонных (при /<2 < ~1р ) или колебательных (при 
/42>­^\_­р ) возмущений. 

Нестационарные процессы, описываемые системой ( 4 ) , 
изучались путем ее интегрирования на ЭВМ методом Рунге­

Кутта­Мерсона. В расчетах использовались значения гео­

метрических параметров, близкие к экспериментальным 
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одические колебания моды ( у* 1 =2,33, г =5,00, 
Р »7 , 5 =35). Но уже при у { =2,34 режим пери­

одических колебаний сменяется стационарным течением. При 
уменьшении теплового числа Рэлея обратный переход от ста­

ционарного течения к равновесию совершается по достижении 
концевой точки =2,03 , при этом амплитуды всех гар­

моник испытывает затухающие колебания. 
Описанные результаты качественно совпадают с наблю­

дениями конвекции магнитной жидкости или смеси двух жид­

костей (декан и четыреххлористый угрод) /4, 5/. Это поз­

воляет объяснить наблюдавшиеся там эффекты (колебательный 

/2, 3/ Ц =20 , L =Ю . Число Прандтля Р и Шмидта 
3 имели величины Р £ y , >5 =35 . Некоторые вы­

числения выполнены для 6 =350. Эти расчеты подтверди­

ли гистерезиса в интервале от ,т;„ р.о /< ^ , при­

надлежащего линии колебательной неустойчивости. При пере­

ходе линии колебательной неустойчивости возмущения, кото­

рые вносились в систему, начинали оспиллироврть.а их ам­

плитуда экспоненциально нарастала. Результатом такого пе­

реходного процесса лвлчется, Е зависимости от J*ļ и на­

чальных условий, либо стационарное течение, либо режим 
периодических колебаний всех гармоник. На рис. 4 приведен 
график переходного процесса и установившиеся в итоге пери­



переходный процесс, гистерезис, периодические колебания 
Еблизи порога неустойчивости равновесия) наличием концен­

трационных неоднородностей. 
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЦЕНТРОБЕЖНОЙ 
ТЕРМСКОНЕЙОКВНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ЩКОСШ 
МЩУ ДВУМЯ БЕСКОНЙЧ.ЧШ ВРАЩАОД­5МИСЯ 
ЦЖНДРАМК в НЕВЕСОМОСТИ 

При математическом моделировании технологических 
процессов в негесоыости важно выяснить сравнительное влия­

ние различных физических явлений на потоки в неравномерно 
нагретой жидкости. В частности, ог.роделснньтй интерес п р е д ­

ставляет изучение устойчивости сиьметпично нагретой вращаю­

щейся мпссы жидкости. При исследовании подобных задяч в 
условиях нормальней гравитации используют приближение 
Сбербека­Буссинеска / I/ , в котором пренебрегаете я градиен­

том центробежной силы, возникающим из­за изменения плот­

ности жидкости при нагреве. Однако в условиях невесомос­

ти такое пренебрежений уже становится неправомерным. 
Е настоящей статье исследуется задача о термоконвек­

тивной устойчивости неравномерно нагретого слоя жидкости 
между двумя цилиндрами под действием центробежной силы. 

Рассматривается следующая модель: 
Пространство между двумя нос.ксиальными бесконечными ци­

линдрами заполнено вязкой несжимаемой жидкостью с плот­

ностью р и кинематической вязкостью ^ . Внутренний 
цилиндр имеет радиус С, , вращается с постоянной угловой 
скоростью Пл И на нем поддерживается постоянная темпе­

ратура Тл . Внешний цилиндр имеет радиус (? 2 ( С 2 > 
вращается с постоянной углевой скоростью Л 2 и на нем 



( I ) 
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поддерживается постоянная температура 1 2 . Цилиндры 
непроницаемые. 

Для исследования данной проблемы выписывается систе­

ма уравнений Навье­Стокса в цилиндрических координатах 
вместе с уравнением переноса тела: 

рг Эц> 4 т гг г2 дч> ' 

д t г д г г ди> 2 д2 у Э г ' 

дt Г д г г Эц> 2 Э г 

дг~ ' Г Т г дЦ- Д 2 ^ ? 

где \/Г)ч/^>,ч/2 ­ радиальная, угловая и аксиальная 
компонента скорости, ~Г ­ температура, р _ коэффициент 
теплового расширения, "ЭС ­ коэффициент температуропро­

водности, д = ^ + ± | ­ ч Л.г^х * ­|1 . Краевые усло­

Jия для компонент скорости V,­ , у^> , ^ г ' 

vr(fi.^) = v r ( R г ) = o } , ^ ( * г ) . = Я.г , 
^ 2 (Е , " ) ^ ( . е 2 ) = о и температуры: 

ТС « О = *4 , ТСй 3­) = Т 2 . 
Предполагается, что изменения плотности из­за неод­

нородности давления малы по сравнению с изменениями, 
обусловленными неоднородностью температуры. При линейной 
зависимости плотности от температуры имеет место 
р = р„ ( 4 ­ ^ ( т ­ т ^ . где р с ­ плотность при температуре 1 
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В дальнейшем предполагается, что слагаемое р (Т~Т Ч ) 
имеет существенное значение лишь в члене, характеризующем 
величину центробежной силы. 

Для перехода к безразмерным переменным в качестве 
единицы длины выберем расстояние между цилиндрами В 2 ­Р . , 
единицы времени С^ч "* ° ) и введем число Рей­

нольдса Се = Л ЩИ* ­ Ъ$/ ? . 
Температура записывается в виде: 
где 0 ( й ) ­ безразмерная функция, 0 С'о"* о ) ­ 0 , 

Решение вышеизложенной задачи известно и приводится, 
например, в работе /2/: 

•° = V, 0 = о 

е°= С-^)/ел.(е л а . ) 

(2) 

• к. 
где С ­ безразмерная радиальная координата, 6 1 2 ­ от­

ношение С. к Й 2 , а константы А и 6 легко опреде­

ляются из краевых условий. 
Далее исследуется устойчивость решения (2 ) по отно­

шению к малым возмущениям, периодическим по г и удов­' 
летворяющим однородным краевым условиям: 

V* = \/2, + и^.(в) е' 

волновое число 
где А ­ вещественное 

Фактически исследуется возможность возникновения 
течения сходного с вихрями Тейлора, хорошо известными при 
исследовании течения между двумя вращающимися изотермичес 
к ими цилиндрами. 

Выражения (3 ) подставляются в систему уравнений ( I ) . 
Ббе слагаемые, содержащие произведения возмущений и их 
производных, считаются пренебрежимо малыми. Кроме того, 
исследуется только стационарное поведение возмущенного 
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течения и, следовательно, отбрасываются производные по X 
В результате получается следующая система: 

С е и г ^ К Е ) + й { ы т Х 2 ­ ^ ( й и , | = 0 

1Л V —^- #-

а № 

г (г •+ и 2 1 й А + и г = о , 

где =• $> С Т
2 ­ Т 1 ) . 

После исключения и г , и г н (Э получается 
уравнение и краевые условия для функции Ыц>. . Уравнение 
имеет вид: 

8 

£ и / с и ; ° = о . ( 5 ) 
Согласно идее Резнера /3/ разлагается в степенной 
ряд по г = й ­ ^ ; : 

^ н > = 2 Г с
1 . г . . (6) 

Из краевых условий для Ы̂ > получаются следующие соот­

ношения для коэффициентов С с '• 

С 0 = О 



Коэффициенты в (5) имеют вид 
Выражение (5) можно переписать в виде: 

I п. ы 
(8 ) 

л 1 Ш 

После сгруппирования коэффициента при одинаковых 
степенях г , сумма (8) переписывается в виде: 

СрСт . г " = О , <*> 

где С р ( "> ) ­ коэффициент при г"\ 
Для того, чтобы соотношение (9 ) выполнялось для всех 

|* , необходимо, чтобы коэффициенты С р (>тЛ для всех 
т равнялись О . 

На другом конце интервала ^ О. = ^ ­та,/ функцию 
1Л V* можно разложить в степенной ряд по г = Й ­ 0

В т ­ . 

"ч = £т>У ( ю ) 

и получить соотношения, аналогичные ( 7 ) , ( 9 ) . 
Для того, чтобы связать значения коэффициентов С ^ 

и на противоположных концах интервала, воспользуем­

ся квадратур!;>й формулой, описанной в работе /4/: 

где С. * 
(2и.У ( п ­ « . ­ « ) : ' ( * ­ » V)! , 

­ погрешность аппроксимации, л,2,ъ> 



Как "ледует из ( I I ) , в данной формуле используются 
значения самой функции и ее проиэеэдных до а ­ 1 степе­

ни включительно лишь в концах интервала. 
Если в ( I I ) вместо ^0­) подставить где 

С= ­(,2., . . , 8 , то имея в виду, что 

^ и ^ г = ц ^ О ­ и ^ ' Ч о > ] (12) 

получим 9 соотношений для коэффициентов С<_ и 1)^ . 
Эти уравнения, вместе с уравнениями (7 ) и их анало­

гами для другого конца интервала, а также необходимым 
количеством уравнений вида(9) для того и другого конца 
интервала, позволяют сформировать линейную систему ал­

гебраических уравнений для наховдения коэффициентов С;. 
и ) 1 = , ю . Для определения нейтральных 
кривых устойчивости следует искать те значения парамет­

ров, при которых определитель системы равен О 

Все аналитические выкладки вплоть до определения 
определителя системы уравнений для коэффициентов С ; и 

Е>с были проведены на языке Е Е О и С Е ­ 3 /5/ на ЭВМ 
ЕС­1060. В формуле ( I I ) значение п. взято 3. Для того, 
чтобы построить нейтральные кривые устойчивости, исполь­

зовалась возможность генерировать FOC.TC.ANJ ­программы 
средствами языка С Е Р и с Е . Были использованы также 
программы библиотеки графических подпрограмм ГРАФОР. 

Далее изложенные результаты соответствуют случаю, 
когда Я.г ­ , т .е . угловые скорости вращения ци­

линдров совпадают и отличны от нуля. 
Во всех графиках использован логарифмический масштаб, 

по оси абсцис отложены значения квадрата числа Рейнольд­

са, по оси ординат ­ квадрат волнового числа ?\ 
Рассмотрим зависимость вида нейтральной кривой ус ­

тойчивости от величины параметра _|Ъ„ при Й, г = О 2> и 
Рг = 1 (Рис .1 ) . Сростом значения уменьшается 
значение С г . ^ • при котором может возникнуть неус­

тойчивость. Так, для 1 > В ­ = лсГ* и.в2^ ­ 4 1 7 9 • > 

для р 0 = ло~ 2 ^ Г 1 , ^ , = 4 . ^ • Ч О " • А Д Л Я 

http://foc.tc.anj


2 _ 7 0 ~ 
*0~' Я е , ^ ^ ­ О * . С ростом воз­

растает также и значение ^%,,т , при котором достига­

ется критическое значение В г ^ ­ г . 
Далее рассмотрим зависимость вида нейтральной кривой 

устойчивости от величины Я ч 2 при Рг=до и ^ > 0 ' ло" 1 

(рис.2) . С увеличением £ Л 2 , увеличивается значение 
числа « р и т , при котором может возникнуть неустойчи­

вость. Так, для С ^ о ­ к э Я.г^т • ^ 2 А 8 . <3л д л я 

£ , ^ - 0 . 2 5 = ч < Э 6 3 . 2 , а для 
(5е* = 2 6 9 3 9 6 . С увеличением 

*а уменьшает­

ся значение Л \ р ­ , , при котором достигается значение 
Изменения значения числа Прандтля слабее влияет на 

вид кривой. Так, для ­ о с и и о.л 
существенные изменения происходят лишь при значениях 
больших чем 10^ (рис.3) 

Результаты расчетов показывают, что потеря устойчи­

вости вращающегося слоя вполне возможна уже при сравни­

тельно низких значениях скорости вращения. 

Рис.1. Нейтральные кривые устойчивости при 
К ^ - О ­2, , Рг ­ Л I 
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ОБ ОДНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЕ ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО 
УРАВНЕНИЯ КОНВЕКТИВНОЙ ДИФФУЗИИ 

Рассматривается первая краевая задача для нестацио­

нарного уравнения конвективной диффузии с постоянными 
коэффициентами 

В дальнейшем используем обозначения, принятые в / I / . 
В работе / 2 / построена следующая однородная раз­

ностная схема 

( I ) 

с начальными и граничными условиями 

(2) 

(4) 

где 



se(x)=Ux)v(x), + , /3L = %,(xL), 

t r ^ l 'A'f J (gZ'f f(s)ds)d*. , (5) 

x.-o.S xro,s 
Разностная схема ( 3 ) ­ ( 5 ) имеет первый порядок точ­

ности на обощенном решении задачи ( 1 ) ­ ( 2 ) в классе коэф­

фициентов С(х) , к(х) , v(x)^ t'J, (0,0 , 
f(x)eL2(0.O . 

Схема ( 3 ) ­ ( 5 ) при С = 0 , -f = const является 
точной разностной схемой и совпедает q известной схемой 
А.М.Ильина. 

В классе постоянных коэффициентов, полагая K(x)=constl 

v(x)-const , c(x)=-I , J(x) = 0 
схема (З ) ­ (Ь ) запишется в виде: 

где R = 0,5hvt . 
При численном решении подобного рода задач основную 

трудность представляют эффекты схемной диффузии и схемной 
конвекции. 

Появлен}.­? численной ди^фуеии обусловлено, как из­

вестно, не только аппроксимацией на сетке конвективного 
члена в уравнении ( I ) , но и аппроксимацией первого поряд­

ка частной производной по времени. С этой точки зрения 
представляется целесообразным исследовать свойства разност­

ной схемы (6 ) и схемы ( 7 ) , рассматриваемых в работе/2/ 
и имеющей вид; 

у. =MRcthRy£x ­Vy . (7) 



Численный анализ точности разностных схем ( 6 ) , ( 7 ) 
проведем на тестовом примере из / 3 / . Рассмотрим модель­

ную задачу 

U(0.t)=4 , £im u(x,i)=*0; U(x.O)=0, 
где T/=const>0 , <=const>0 

Точное решение этой задачи имеет вид 

При численном решении длина отрезка £ выбиралась 
тчким образом, чтобы VteCo.T] U(£; t) ^ / • fO~6 

Граничное условие при х = £ формулировалось в виде 
u(£,t) = 0 . 

Точность численного решения оценивалась по величине 
среднеквадратической погрешности, взятой в процентах: 

где U(х;, ttflJ ­ точное решение, у / * " " ^ ­ приближенное. 

-

Схема (6) учитывает влияние дополнительного слага­

емого (й'Э­с)^ при аппроксимации временной производной, 
которое в случае постоянных коэффициентов имеет вид 

(а?с)х = ц(*+1) . ( 8 ) 

Схема (7) является монотонной, а для монотонности схемы 
(6) требуется выполнение условия: 

/ 2 
при Ки < — Ре < 
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Параметра, фигурирующие в задаче ( 9 ) , выбирались 
следующими: £ » 5 сек, * ­ 0,1 , * ш 1 Шк • 

В таблице I представлены результаты сравнения каж­

дой из схем ( б ) , ( 7 ) с точными аналитическим решением ( 1 0 ) . 
Анализ точности разностных схем проводился для диапазона 
чисел Ре , Ки от 0 до 3. 

Таблица I 

0.4 0.8 I 2 3 

0.2 1.7092 
1.7099 

1.7694 
1.7548 

1.9736 
1.8603 

2.1334 
1.9132 

3.4102 
2.2698 

5.0729 
2.7175 

0.4 1.7579 
1.7537 

1.6930 
1.8703 

2.3063 
2.I58I 

2.5871 
2.3169 

4.3379 
3.2084 

6.2691 
4.I52I 

0.8 1.8746 
1.8684 

2.1970 
2.1638 

3.0453 
2.8714 

3.5267 
3.2339 

6.0218 
5.0I8I 

8.3923 
6.6621 

I 1.9444 
1.9376 

2.3709 
2.3349 

3.4231 
3.2487 

3.9650 
3.6943 

6.7883 
5.6450 

9.3386 
7.7569 

2 2.3414 
2.3352 

3.2863 
3.2455 

5.2030 
5.0499 

6.1087 
5.8554 

10.0749 
9.3693 

13.3229 
12.2329 

3 2.7669 
2.7764 

4.2048 
4.1672 

6.7909 
6.6654 

7.9449 
7.7289 

12.7533 
12.1872 

16.5146 
15.7052 

В таблице I в каждом квадрате первое число ­ средне­

квадратическал погрешность, выраженная в процентах, для 
разностной схемы ( 7 ) , второе число ­ то же для схемы ( б ) . 

Полученные результаты свидетельствуют о том, что 
учет дополнительного слагаемого при аппроксимации времен­

ной производной существенно улучшает точность схемы при 
возрастании числа Ре 
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ВЛИЯНИЕ РАДИАЦИОННОГО ТЕПЛООБМЕНА НА ПРОЦЕСС 
иЫРАЩИЪАНИЯ ПОЛУПРОЗРАЧНЫХ КРИСТАЛЛОд МЕТОДОМ 

ЧОХРАЛЬСКОГО 

и полупрозрачных кристаллах существенную роль в фор­

мировании температурного поля играют радиационные потоки 
внутри кристалла, учит которых может привести .к качествен­

ному изменению формы границы раздела фаз. Целью данной ра­

боты является исследование влияния поглощения радиационного 
излучения на процесс кристаллизации при выращивании гадо­

линий­галлиевых гранатов (ГТГ) методом Чохральского. 
Поскольку спектральные оптические характеристики 

(главным образом коэффициент поголощения) для ГТГ при вы­

соких температурах экспериментально плохо исследованы, то 
ь модель тепловой задачи заложены осредненные по спектру 
частот радиационные свойства материала, варьирование сред­

него коэффициента поглощения позволяет установить вклад 
радиационных потоков в формирование температурного поля 
кристалла и их влияние на положение и форму фронта крис­

таллизации. 

I . Исходные ураьнсния радиационно­кондуктивного 
теплообмена 

Уравнение энергии радиационно­кондуктивного теплооб­

мена при отсутствии внутренних источников топла имеет вид;' 

с£Щ­+Щж+Щ* ­ о\ ( I ) 



где с ­ удельная теплоемкость; £ ­ плотность; 

т = - К^Т'1 \7 Г ­ вектор потека ксндуктиЕНой теплопро­

водности; А<т)- коэффициент теплопроводности; к ­ век­

тор полного потока результирующего излучения. 
В приближении !.плна­3ддин­ тона / I / уравнение переноса 

для спектрального вектора потока результирующего излучения 
^ имеет вид ; 

чи -з*$)-№Ет^ = о, (2) 
где с£ ^ - спектральный коэффициент поглощения; 
£ т р ­ спектральная поверхностная плотность равновесного 
излучения. Приближение Килна­Эддингтсна основано на допу­

щении, что среда находится в состоянии термодинамического 
равновесия, так что интенсивность излучения в объеме и у 
границ не зависит от направления. Если предположить, что 
среда находится в состоянии локального радиационного рав­

новесия, то из (2 ) следует однозначная связь между темпе­

ратурой и плотностью излучения в каждой точке рассматривае­

мого объема: 

Нормально (2) может быть получено из (2) в предположении, 
что йС^^>< . Уравнение (3 ) является уравнением для пере­

носа излучения в приближении Росселанда. Проводя осредне­ 1 

ние по всем частотам, из (3 ) получаем выражение для полно­

го потока результирующего излу.ения 

Цл = ­Л(Т)*Т, Л(Т)=-£п
гоСя'(?Т3, (4) 

где Л ­ коэффициент радиационной теплопроводности; 
П ­ усредненный по спектру частот показатель преломления 

кристалла; б - постоянная Стефана­Больцмана; аСк ­ средний 
по Росселанду коэффициент поглощения, вычисляемый через спек­

тральный коэффициент поглощения по формуле 



( дЕт.Э 
| ЭТ 

~ г Э £ г , * 
3 7 с/1 

2. Модель расчета температурного поля 

Схема установки и обозначения расчетных областей 
показаны на рис.1. Сбласть О., занята расплавом, 
£ 2 2 ­ кристаллом. Межфааная граница заранее 

не известна и находится 
в процессе решения. Будем 
предполагать, что боковая 
поверхность кристалла 5 ^ 
плавно по дуге окружности 
радиуса К „ переходит в 
поверхность расплава 5 ^ . 
Начало цилиндрической 
системы координат (г ,г) 
поместим на центр дна 
тигля. Распределение тем­

пературы внутри кристалла 
и в расплаве описывается 
уравнением ( I ) , которое с 
учетом (4) принимает вид: 

Рис. Схема установки 
и расчетной 
области 

где 

(5) 

<1>+№т а  
коэффициент кондуктивно­

радиационной теплопроводности. Индекс К обозначает 
принадлежность соответствующей величины к жидкой ( к- £ ) 
или твердой ( х ­ 5 ) фазе. Жидкая фаза принимается не­

прозрачной для радиационного излучения А ^ = 0 » * 



для твердой фазы в соответствии с (4) /I 5 — — /7 л ^ <э . 

Краевые условия задаются следующим образом. 
1. На поверхности тигля, имеющей контакт с расплавом 

Т=Т0 , 5 , ^ . 

2. На поверхности расплава 

Щ V Т . п + Ере, =0; (г,2)&53 , (6 ) 

где П ­ единичный вектор внешней нормали к поверхнос­

ти в рассматриваемой точке с координатами ( г , £ ) ; 
Ере* ~ поверхностная плотность результирующего излучения, 
формирующегося в результате обмена энергией излучения 
внутри замкнутой полости, ограниченной диффузными поверх­

ностями 6 3 , 5 6 , 5 7 , 5 5 , . Энергия результиру­

ющего излучения определяется как разность тепловых энер­

гий, поглощаемой элементом поверхности в виде падающего 
внешнего излучения и теряемого им в виде собственного 
излучения: Ере1 ­ £к (Е„а^ ­ в'Т'') , где & к ­ сте­

пень черноты элемента поверхности. 

3. На поверхности кристалла 
­А^Т­гГ+Ер^^О; (г, г ) е. Бк , Б£ . 

4. На межфазной границе 

Ь5ъТ.п­Ье?Тп=у>$эе<гп; (г,г)еЗь, (7 ) 

где X ­ удельная скрытая теплота фазового перехода; 
Уп ­ нормальная скорость кристаллизации. 

Предполагается, что 1Гп =/((Тпд­Т), т . е . скорость крис­

таллизации пропорциональна переохлаждению и 1Хп > О 
в случае роста кристалла; у< ­ кинетический коэффициент. 

В качестве начального распределения температуры зада­

ется значение 7"= в расплаве и кристалле. Уравнение 
межфазной границы в начальный момент г = Цр , где Ир ­

уровень расплава. 



3. Методика решения 

Уравнение (5) аппроксимируется консервативной раз­

ностной схемой на нерегулярной сетке из ячеек Дирихле. 
Стационарное решение находится методом установления. 
Разностная сетка строится таким образом, чтобы она была 
согласована с внешними границами области и с межфазной 
границей. Точки разностной сетки, попадающие на фронт 
кристаллизации, расставлены на нем равномерно с шагом И • 
Сетка перестраивается 
каждый шаг по времени. 
Уравнение движения этих 
точек получается из зако­

на движения межфазной 
границы Уп­Р (Т„а­Т) 
и имеет вид: 

I I " 

Рис.2. Схема определения 
точек разностной сетки 
на межфаэной границе при 

„ „ переходе на последующий 
где ( Г ­ , 2 ­ ) ­ координата временной слой. 
точки I на фронте в мо­

мент времени пТ\ 
Т ­ шаг времени; й£ ­ угол между касательной к фронту 

и осью 01" (рис.2) . Точки,находящиеся на фронте кристал­

лизации стремятся к изотерме Т = Тпл . В качестве харак­

терного масштаба времени и скорости примем соответственно 
величины Ь *­ и У * = Як /Ь* (Я* ­ радиус 
кристалла; 9 ­ коэффициент кинематической вязкости рас­

плава). Введем безразмерный кинетический коэффициент 
у ? = рТ"*/у* ш Сч в т стационарной задачи можно вести 
при умеренных значениях коэффициента у< . Как показали 
расчеты, при у* е [10+ 20] фронт получается практически сов­

падающий с изотермой Т= Тпл , поэтому расчеты при больших 



у* не проводились. 
Тепло фазового перехода выделяется внутри находя­

щихся на межфазно»! поверхности ячеек Дирихле таким обра­

зом, чтобы выполнялся разностный аналог граничного усло­

вия (7) Подробности методики расчетов с использованием 
ячеек Дирихле изложены в /2 / . 

Распределение температуры на поверхности тигля 5 6 , 
стенке камеры 5"е , крышке камеры 57 считаются задан­

ными. Температура на свободной поверхности расплава 53 , 
на боковой поверхности кристалла 5 ^ и на верхней части 
кристалла 5 5 определяется в процессе решения. Для рас­

чета потоков результирующего излучения используется метод 
венной аппроксимации / I / . Поверхностная плотность резуль­

тирующего потока на I ­ой зоне Е­ре*,1 находится из 
системы 

Здесь М ­ число вон, на которое разбивается полость, 
ограниченная поверхностями 06 , 57 , Ъ£ , 5 ^ , 5 ^ ; 

£ к ­ степень черноты I ­ой поверхностной зоны; Г¿ ­ от­

ражательная способность; ^p¿j ­ угловой коэффициент меж­

ду I ­ой и j ­ой зонами; ­ средняя температуры 
I ­ой зоны; о ¿1 - символ Кронекера, Из (8 ) находятся 

плотности результирующего потока излучения, на 6^, 5$ и 
Ъз • С помощью сплайн­интерполяции эти потоки интерполи­

руются и подставляются в условия типа ( 6 ) , которые далее 
используются для нахождения температуры на поверхности и 
внутри кристалла и расплава. 

4. Анализ численных результатов 

Для расчета использовались следующие численные значе­

ния пара*кетуов>. Геометрические (рис.1 ) : Иц »4 см; 



/? г ­ 1,75 кк ; Ир =1,5 Як; Нт = 3,75Я„ ; Н0=7,ЬР,К; 
Я о =0,25 Як . Теплофизические /3,4/: С г ­ 0,6 &*ь/п°К\ 
сВш 0,43 £>*с/П°К; А(/}

а0,01 Вт/сМ°К; 0,03Ьт/см\ 
£¿•0 ,8 ; £ 5 «0,6: 6 Г ­0,93 (для тигля); £ с = 0 , 6 (для 
стенок камеры). • ^ »5,65Г/см 3 ; =10 ем 2/сек; 
аг = 0; /< =10­25; Г „ =1,0Т; л ;Т=(0,1т0,2) { * ; шаг по 
пространственным координатам И =0,1 . Тпл = 2.015°К . 

На поверхности тигля, контактирующей с расплавом, 
задавалась температура Т0 =1,04Т / 1 / 7 , что соответствует 
перегреву расплава у поверхности тигля « 80°К. Распре­

деление температуры на боковых поверхностях 5& + Бе при 
Г= Р-к • Ир 2 Нр и на крышке камеры 5 7 при 
2 = И'о , <9 ^ г < /? г задавалось в виде 

с осевым градиентом температуры ^ =15 К/см. 
Была проведена серия расчетов при отсутствии экрана 

над тиглем. При этом оказалось, что поверхность расплава 
около кристалла переохлаждена из­за того, что этот учас­

ток обменивается излучением с относительно холодными 
частями системы ­ крышкой 5 7 , верхней частью кристалла 
5^ , и верхней частью стенки камеры 5 £ . Чтобы выравнять 

температуру около точки выхода фронта кристаллизации на 
поверхность, был введен тепловой экран, температура которо­

го менялась в пределах 0,9975 Тпл^ Тэ ^ 0,999 7̂ ,,, . 
Экран располагался на расстоянии 2 * 2.ИК от дна тигля. 
В граничных условиях типа (6) на тех участках при £<2ЯК, 
которые обмениваются излучением с экраном, плотность ре­

зультирующего излучения принималась равной Ерез ~ б ' ( £ к 7 ^ ­

­£хТ^,Результэты расчетов температурного поля в расплаве 
и кристалле приведены на рис.3 и 4. Исходя из литератур­

ных данных по исследованию поглащательной способности 
гранатовых кристаллов /5,6/, средний пс Росселанду коэф­

фициент поглощения варьировался в пределах О^об^^ 5см'1. 

Как следует из приведенных рисунков, поглощение кристал­

лом радиационного излучения приводит к изыензнию положения 
фронта кристаллизации и к качественному изменению его 



формы. При чисто кондуктивнсы теплообмене граница раздела 
фаз выпукла в сторону кристалла. Дополнительный поток 
за счет радиационного теплопереноса внутри кристалла при­

водит к тому, что в зависимости от величины коэффициента 
поглощения фронт кристаллизации становится плоским,либо 
выпуклым в сторону расплава. С увеличением коэффициента 
поглощения изотермы в кристалле в районе фронта кристал­

лизации располагаются более редко, что означает уменьше­

ние осевых температурных градиентов. 
При отсутствии экрана над расплавом на поверхности 

расплава вблизи кристалла образуется переохлакдениая об­

ласть. Введение теплового экрана приводит к более устой­

чивому росту кристалла. 

Рис 3. Изотермы в системе расплав­кристалл 
построенные с шагом 0,005 Тпл . 

%фД*л ­0.9975. 
о б я чО ( а ) ; 1,25 см"' ( б ) 5 см"' (в ) 



Рис.4. Изотормы в системе расплав­кристалл, 
построенные с шагом 0,005 Тпл . 

Тэ/Тп/, ­0,999. 
<гС я ­0 (а ) ; 1,25 см"' ( б ) ; 5 сы 'Чв ) 

Из сопоставленля рие.З и 4 следует, что изменение темпера­

туры на экране привидит к Смещению вдоль.оси ыежфаэной 
границы и не сказывается на ее форме. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТСгМИВОСТИ ФРОНТА КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
НА ОСРЕДНЕНШЛ РАСЧЕТНОЛ МОДЕЛИ ТЕЛЛОПЕРЕНОСА 

Б ДВУХФАЗНОЙ СРЕДЕ 

В настоящей работе исследуется устойчивость роста 
кристалла на численной модели задачи о фазовом переходе 
(задачи Стефана). В работе / I/ разработан метод решения 
задачи кристаллизации в обобщенной постановке не допус­

кающей переохлаждения. Было дсказано существование устой­

чивого решения задачи во всем диапазоне параметров. 
Решение определяло двухфазную зону в случае возникновения 

Однако, в классической постановке задачи, если допус­

тить существование гладкого фронта кристаллизации (поверх­

ности фазового перехода) возможно возникновение переохлаж­

дения в жидкой фазе и как следствие ­ потеря устойчивости 
плоского фронта. 

I . Прежде чем перейти к построению численного метода 
проведем локальное осреднение уравнений задачи кристалли­

зации в классической постановке. 
Задачу кристаллизации описывает уравнение теплопере­

носа в двухфазной среде 

дендритного роста. 

( I ) 
и условия на границе раздела фаз 



Здесь С ­ удельная теплоемкость; у ­ удельная скры­

тая теплота фазоього перехода; и г ­ температура фазового 
перехода; А ­ коэффициент теплопроводности, терпящий 
разргг при переходе из твердой в жидкую фазу; вводя функ­

цию ^ , равную I в твердой фазе и 0 в жидко*;, мэжеы запи­

сать &(*1)=А1
г1+Хг0­т1).[<Р]3­ обозначает скачок величины 

ф при переходе через границу 5^ ; 5^ ­ граница раздела 
фаз; ХГ„(Ь) ­ скорость движения греницы раздела <}аз по на­

правлению нормали п , направленной в сторону жидкой 
фазы. 

Для определения скорости ггп(/) запишем известное 
кинетическое условие для нормального закона скорости 
роста /2/: 

­*ин * ( з ) 

так что при УС—**0 &и5^ — 0 ; 
Д и= ип ­ и ­ переохлаждение. 
Известно, что уравнения ( I ) и (2 ) можно записать в обобщен­

ном зиде в смысле теории распределений /с/: 

где 8(Э^) ­ обобщенная функция Дирака, сосредоточенная 
на поверхности . Численная реализация уравнения ( 4 ) 
вызывает большие трудности, т.к. требует выделения в явном 
виде неизвестной границы раздела фаз 5 + и реализации 
£ ­функции на ней. Введем локальное осреднение функций 

в произвольной точке х по локальному объему Ир; 

и = ­4~ [ и (3,{)с/гг . (5) 
Я % 

Если коэффициенты С , А являются гладкими и непрерывными 
функциями по пространственным переменным, уравнение ( 4 ) можно 
осрсднить непосредственно. Интегрируя(4) по укаоиннону объе­

му Уу> , получаем: 

с^^си(л9гас/и)^^)^[8(5,)^,/. ( ь ) 

•С V, 
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По определению поверхностной 8 ­функции 

J S(si)dv =mes sé . (7) 

Кроме того, согласно ( 3 ) , полагаем: 

Vn(t)~KùU. . (8 ) 

С учетом ( 7 ) , ( 8 ) уравнение (6) можно записать в Еиде 

С с1ш(А yradu) +fjSbu­9,(j>-lx-х'/)*/• (9) 

­ е.линичные функции ; X . ­ точка на границе раздела фаз 

(10) _ Х­ mes Sj,j> 
Г ­ -yJT 

С другой стороны, 

Й ^ Ф 4 ) а ^ ^ Ы ) 4 ^ - § г > a i ) 

где ­ относительная доля твердой фазы в объеме 1/р . 
Таким образом, осредненное уравнение (6) можно записать в 
виде 

Г Ц = d^aradü)+f -ft- *f , (12) 

причем 

­ ß­uu­Q,(ß­lx­x*l). (13) 

Теперь к уравнению (12) можно применять разностные методы 
со сквозным счетом без выделения границы раздела фаз. 

Покажем, что решение уравнения' (12) сходится, к 
решению исходной задачи при ß­"*0 в норме пространства 

У'2'°(0.т). Для этого пслучим соответствующую априорную 
оценку. Уравнение ( I i i ) умножим на и* и проинтегрируем 
по исходной области QT , приняв на границе области 



однородные условия первого рода. Тогда получим: 

°г *г О, { ] ; 4 ) 

­//1 9 ( ( ­ • • 
Ог 

Используя неравенства Коши и Гронуола /4/, получим нера­

венство: 

*#//- | / ^ ф м,1 £^с/е . ( 1 5 ) 

Получаем оценку, равномерную по У 3 в пространстве 
И * ("ЗгО Указанная оценка позволяет переГ;ти к пределу 
при, уЗ—«•«> в интегральном тождестве, соответствующем 
уравнению (12 ) : 

Действительно, функции ~§х ~ с х о л я т с я слабо, а осред­

ненные функции "%?'?\ и ^ А=Л^^­*­А2(1'^^) ­ сильно 
в классе Е 2 (0.т) . при у з — « ­ ° . в пределе получаем тож­

дество, соответствующее осредненному уравнению ( б ) . 
Ниже, при построении разностной схемы будем исходить 

из осредненного уравнения (12), и условия (13). 
2. Рассмотрим задачу с фазовым переходом в следующей 

постановке. Цилиндрический слиток радиуса /? движется 
со скоростью \Г0 вдоль муфеля печи с заданной температу­

рой и^(х). Тогда осредненное уравнение (12) в цилиндри­

ческой неподвижной системе координат ( х. , г ) запишется 
в виде (знак осреднения опускаем): 

гди / д / ди\1_ д А ди\ г Эи , , , . , <Э? • 



На боковой поверхности выполняется условие излучения по 
закону Стефана­Больцмана: 

На торцах слитка потребуем выполнения условий: 
да 

(18) 

(19) 

U(x,r,0) = U„(x.r). (20) 

(21) 

Вводим неравномерную сетку в пространстве 

4 * 1 ^ . 0 ^ ' * * * * * ' * J * M > x i „ ­ x i = h i ­

и дифференциальное уравнение ( I ? ) заменяем разностным. 
В направлении t берем равномерный шаг Т , t=t0->-мТ: 

Так как мы рассматриваем задачу в классической постанов­

ке, то скрытая теплота выделяется только на фронте крис­

таллизации, точнее в J> ­окрестности фронта. Соответст­

венно разностную аппроксимацию члена в уравнении (22) 
записываем в виде . ° ^ 

и функцию »7 определяем из уравнения 

*V?f> П ^ К > ^ А ^ ­ ^ < ^ * 2 4 ) 



где ­ значения функции ^(х,г,^) в точках,сдви­

нутых на шаг аппроксимации в любом направлении по прост­

ранству. Граничные условия (13)­ (20) аппроксимировались 
обычным образом. Для расчетов применялся эффективный ите­

рационный метод неполного Ш ­разложения сопряженных гра­

диентов /5,6/. 

3.Проведем еще дополнительный анализ устойчивости 
(по времени) в отдельной ячейке сетки. Для изучения воп­

роса об устойчивости границы раздела фаз во времени рассмот­

рим задачу кристаллизации отдельной ячейки ( Щ ­ окрестности) 
границы раздела фаз, выделенной нами методом локального 
осреднения. Процесс кристаллизации этой ."'лейки начинается с 
некоторого переохлаждения &и0 . Полагая оС0=0 и прене­

брегая суммарным потоком на границе ячейкигпроцесс кристал­

лизации этой ячейки упрощенно можно описать как 
* да дъ I 

э (25) 

Прямым интегрированием получаем решение задачи (25) в виде 

и=­ли0е , у=р&ив(/­е ). (26) 

Из аналитического выражения (26) видим, что как температура 
и({) 1 так и доля твердой фазы во времени меня­

ются монотонно. Соотношение параметров ^ , с > ̂  влияет 
только на скорость убывания температуры и роста функции ») , 
НО никак не влияет на монотонный характер их изменений, и 
тем самым на устойчивость движения границы раздела фаз во 
времени. 

Доказанная только что устойчивость решения во времени 
приводит нас к ограничениям при выборе численного метода. • 
Если использовать явную итера^онную схему, то заведомо при 

^ 3 ' Г > / получаем ^еустойчиьое решение, т .е . выбор 
явной схемы требует ограничения шага ГС . В то же время 



при выборе неявной схемы 

и"*'­и' ­&и0 

видим, что решение устойчиво при любом <Г. 
4. В начале приведем результаты решения задачи о 

кристаллизации слитка, охлаждаемого с поверхности л имею­

щего внутренние объемные источники, т . е . и оСо*0. 
Также проводились расчеты и случая, когда на границе раз­

дела фаз задаются конечные начальные возмущения. На рис.1 
представлена форма границы раздела фаз. Видим, что началь­

ные возмущения сохраняют форму в процессе роста, но рост 
во всех случаях происходит устойчиво даже при уз — , 
Далее рассмотрим результаты решения задачи с заданным на­

чальным переохлаждением, оС0=^0 , и ц = ­&и0 , и 
заданными начальными конечными возмущениями границы раздела 
фаз. 

Г(СМ) а) Г(см) 

— 1 ( ­

/ 2 5 
Рис.1. Граница раздела фаз решения задачи 

кристаллисиции с внутренними источниками тепла 
а)1 ­ ^ 3 » 0 . 5 , 2 ­ р-№ , 3 ­ ]Ь ­ 1000. 
б) случай с начальными возмущениями,р =1000, 

I ­ t=0, 2­ Ь =1, 3­ Г­2 . 

Х(см) 



На рис.2 представлено решение задачи без охлаждения 
боковой поверхности,^, » 0 , а на рис.3 ­ С охлаждением, 
сС3 ­ I . Из представленных результатов видим, что в этом 
случае начинается дендритный рост кристалла. 3 случае 
без охлаждения с боковой поверхности сильно разрастается 
внутренний дендрит, образовавшийся от начального возмуще­

ния. При охлаждении слитка с боковой поверхности активнее 
разрастается боковой дендрит, рост которого опережает и 
тормозит рост внутреннего дендрита. Отметим, что во всех 
указанных случаях численное решение отражает процесс ус­

тойчивого роста дендритов. Следует еще отметить устойчи­

вость при любом 'I неявной итерационной схемы ( 22 ) , 
подтверждающей теоретический вывод (27 ) . 

Задача численно решалась при следующих значениях 
теплофизических констант: 
Л1 »0,173 вт/(см.град), Аг =0,412 ьт/(см град),^ 

8, ­0,6, & г =0.18, 1/д ­0,02 см/с, I =5 см, =1 см, 
<о0 ­ 5,67 К Г 1 2 вт/(см*. град), = << г ­0 , и,*­ И0°К, 

Г(СМ) 
I 

3 

\ 

О 
-I 1 г-

\ 2 3 



Г(см) 
t 

О 2 3 S х(см) 
Рис.3. Граница раздела фаз случал с начальным 
переохлаждениеы и с боковым охлаждением, 
ß = 1000, 1­£=0, 2­^­0,05, 3­t=0,I5, 4­£=0,25 
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АНАЛИЗ УГЛОВОЙ НЕСИММЕТРИИ В 
ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧЕ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 

в технологическом процессе выращивания монокристал­

лов по методу Чохральского наблюдается отклонеше от сим­

метрии по угловой координате внешнего температурного 
воздействия, что может быть вызвано как аппаратурными от­

клонениями, так и внутренними свойствами теплопереноса. 
В настоящей статье исследуется вопрос, как повлияет ука­

занное отклонение на распределение температурных градиен­

тов в кристалле и в конечном счете­на напряжение и плот­

ность дислокаций в кристалле. Рассматривается задача оп­

ределения влияния отклонения по углу Ц> температуры на 
стенках тигля заданной амплитуды на распределение темпе­

ратурного поля и градиентов ь кристалле при различных 
частотах вращения кристалла и тигля. Для этого дается по­

становка трехмерной задачи теплопереноса и численный ме­

тод ее решения. Приводятся примеры расчета для кристал­

лов кремния при различных частотах вращения кристалла. 

В подвижной системе координат, связанной с вращающим­

ся слитком, температура кристалла в предположении изотроп­

ности переноса тепла в цилиндрических координатах ( Г, </>, 
2 ) , описывается следующим уравнением: 

дТ Г / Э / ЭТ\ .1 ЭгГ дгТ­1 



ХЩ =-£<5'(Т''-Т';(г,<?+29Г„г))1 (2 ) 

где 6 ­ степень черноты, <э ­ постоянная Стефана­

Больцмана, п ­ частота вращения слитка, Я ­ радиус 
кристалла. 

В нижней части цилиндрической области на некотором 
расстоянии от фронта кристаллизации задается температура 
порегрэва. 

На верхнем торце слитка при 2 = И ( /7 ­ высота слит­

ка) задается условие излучения 

Л Щ ^-€<5-{ТМ-Т)(Ц1Ч> + 2ЯпЬ)). (4 ) 

По углу задается условие периодичности 

Т(г,у,г)=Т(г1у+29Г,г) при О^^^рЖ. (5) 

Коэффициенты уравнения ( I ) при г^О имеют особенность. 
Нас будут интересовать ограниченные при Г — О ' реше­

ния, такие решения удовлетворяют условию 

1 6 ) 

Начальное условие задается в достаточно произвольной 
форме, поскольку нас будет интересовать установившееся 
температурное поло, а в этом случае начальное условие но 
влияет на решение 

где Т ­ температура, С ­ теплоемкость, _р ­ плотность, 
Л- - теплопроводность. 

Граничное условие на боковой поверхности слитка при 
Г = Я с учетом вращения слитка задается в виде: 



Т \ { . 0 = Т о ( * ) ' ( 7 ) 

Остановимся подробнее на задании функции (г. ,Ц>+2.7Гп^. 
Для рассматриваемой физической задачи функция 

Т = при И о < X <• И и от угла </> не 
зависит. 
При 0 « 2 < / 7 о 

гт при 0<Ч><36° 
Т, - < 12 при 36°^ 1^^360° . 

I • гз 
В общем случае 7", может быть произвольной функцией от У 
Для численного решения задвчи ( 1 ) ­ ( 7 ) аппроксимируем 
уравнение ( I ) с условиями ( 2 ) ­ ( 7 ) . 
Для написания разностного уравнения введем сетку 

со = сог * с З „ > ¿3, ={(г,ч>,1)\г<=.с5г, с^есо,,,, 2 & ^ г / 

< Я - = { ' \ = 1 (¿ + 0,5) И Л 

а также сетку по времени 

¿3^. = Т гп , т = О, 1, 2 . . ( 9 ) 

Исключая точки с координатой г = 0 из числа точек 
сетки, мы избавляемся от необходимости аппроксимировать 
уравнение при Г — 0 , но вместе с тем должны аккурат­

но аппроксимировать уравнение при Г ­— И0/2 . 
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Аппроксимация уравнения ( I ) на сетке со выглядит сле­

дующим образом. 

I Т - - ^ - - - ^ ~ Л Т=—Т­ ( Ю ) * - у > ' — гг дуг / 1 < / ' ' Г 2 '</1/> 1 * и ' 

1 г Т ~ Тгг ' ( П ) 

При Г0 Ф Ь0/2 оператор 1*г аппроксимируется как 
оператор с переменными коэффициентами 

где £,(Г) = Г­Ь0/2 . 

Оператор 1­гТ при г~Н0/2 согласно / I / имеет вид 

Для погрешности аппроксимации имеет место оценка 

где / ) Л , /?у>,/7^. ­ равномерные шаги по Г,'/ 1 и 2 
Запишем уравненио ( I ) в разностном зидэ; 

/О* ~ Л / > . / * Л Швк­ЧМ: „ 'ФТЧ^аЩ 



Условие (4) примет вид 

(19) 

Условие периодичности (5) запишется как 

Ограниченность решения (6) при /*— ¿7 заложена в выборе 
сдвинутой сетки по Г ив аппроксимации уравнения. 

Наконец, нечальное условие (7 ) примет вид; 

ГУк = % Щ . • (21) 

Следует отметить, что при численной реапиэации условий 
(17) , (19) излучения была произведена линеаризация 4­ой 
степени температуры 

•» ЬТ Т ­ ЗТ . (22) 

В этом уравнении: 

Г1Ф,/г = Г, * 0,о Н1 (16) 

Условие (2) примет вид 

А =-аб(т":'-т;(гх>ъ+29тпти) 

пн*1 * 

Условие (3) запишется в виде: 



Таким обрезом, аппроксимация эллиптических уравне­

ний второго порядка с самосопряженны.» оператором привела 
к системе 3­х мерных сеточных уравнений. Для уравнений 
эллиптического типа в работе /2/ был предложен м^тсд не­

полного разложения Холсцкого с сопряженными градиентами. 
Реализация этого методе для решения сеточных уравнений 
на различных шаблонах была осуществлена в работе /3/. 
Для решения рассматриваемой задачи использовался семито­

чечный шаблон 

А J L 4 J K ^ ^ Т ^ + А з ^ Т ^ ф А О ^ TIJK + 

"*"АЛц^ ~Pi^ijK­rA2iJt Tij+iK+ASijKTijH+i = RijK 

где А1 , А2 ,АЗ<0, АО > О . 

Численная реализация метода осуществлялась с помощью па­

кета программ ICCGS7/3/, модифицированного для рас­

четов задач в цилиндрической системе координат, вариан­

ты рассматривались на сетке (16,10,16) для следующих 
значений: R =50 мм, И =300 мм, Н0 =100 мм, » 
=Ю0°С, Тп ­14Ь0°С, Г „ =140Ос0, л. «21,6 вт/м К°, 
С =981 дж/кг.°к, J3=2300 чг/м 3, £ =0,7, 6 ­0,56?« 
« И Г 7 . 

Рассчеты проводились при различных частотах враще­

ния кристалла п (об/мин). Анализ расчетов приводится 
для установившегося температурного поля. Но рис.1 пред­

ставлено распределение томпературы по углэвой координате 
кр на поверхности слитка при различных значениях час­

тоты п . Из рис.1 видно, что при заданной амплитуде 
колебания на слитках тигля 8Т =50° в отсутствие вра­

щения кристалла (п^О) амплитуда колебания снизилась 
до 2о°. При увеличении числа оборотов амплитуда колеба­

ния 8Т значительно снижается, так при п =15 об/мин 
амплитуда составила Ь° , а при П =30 об/мин, 8Т ­ 4 ° . 
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Рис.1. Распределение температуры Т°С в 
зависимости от у на поверхности 
слитка при 2 «4 см, I. ­ при скорости 
А7— О , 2 ­ при скорости л/ «15 об/мин, 
3 ­ при скорости П «30 об/мин. 

На рис.2­4 показано распределение тзмпературы по Ц) на 
различном расстоянии Г от оси кристалла и при различных 
скоростях оборота П . Из рисунков видно, что максималь­

ное значение амплитуды ¿ 9 7 " и градиентов температуры 
• достигается на поверхности кристалла, а в глубине крис­

талла амплитуда и градиенты резко снижаются. Следует от­

метить, что при увеличении частоты вращения градиент 
температуры по </> значительно снижается (от 7°/см при 
п=0 до 0,95° см при п "30 об/мин). 

Таким образом, расчет:: показали, что снижение амп­

литуды аппаратурных колебаний темлет атуры и градиентов 
температуры достигается увеличением угловой скорости и 
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Рис.3. Распределение температуры Т^С 
в зависимости от при П =15 об/мин.; 
2 = 4см; /— Г ш 5см, 

2­ Г * Зсм. 3­ Г ж 1см. 
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Рис.4. Распределение температуры Т°С в зави­

симости от при п ж 30 об/мин.; 
2 • 4см, /­ г ж 5ом, 2 ­ г ж 

ж Зсм, • 3­Г ж I см. 
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при П =15 об/мин. градиенты по становятся незначи­

тельными. Для окончательных выводов необходимы прямые 
расчеты напряжений и дислокаций в трехмерном случае. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ TETUIOiTEPEHOCA ПРИ ЗОННОЙ 
1ШАВКЕ В ПОЛУПРОЗРАЧНОЙ АМПУЛЕ 

В работах /1,2/ изучались процессы теплопереноса, про­

исходящие при ампульной зонной плавке германия, в условиях 
невесомости, когда слиток, концы которого закреплены в по­

лых графитовых держателях, помещен ь кварцевую ампулу,вдоль 
которой движется муфель с резистивным нагревателем.Изуча­

лось влияние расположения нагревателя относительно слитка 
и наличия рифлений графитовых держателей на ширину и пере­

грев зоны расплава, образованной теплом, поступающим ст ре­

зистивного нагревателя. При этом не исследовалось влияние 
полупрозрачной кварцевой ампулы. 

I . Поглощение и испускание излучения кварцем может 
влиять на температурное поле расплава и слитка. 

При проведении зонной плавки в ампуле в наземных усло­

виях слиток помещается также в кварцевую трубочку с радиу­

сом, близким к радиусу слитка (рис .1 ) . 
Рассмотрим приближенную модель учета полупрозрачности 

кварцевых ампул. На рис.2 изображено сечение рассматривае­

мой цилиндрически­симметричной системы. 
В модели радиационного теплообмена будем'учитывать 

только нормальное к поверхности излучение. Поверхности I и 
2 будем считать диффуэно­серыми и будем использовать метод 
сальдо /3/. 

Введем следующие обозначения: Г; , / = / , . . , 4 ­ радиус 



Рис.1. Схема расчетной области при зонной плавке в ­ампуле. 
I ­ слиток радиуса /?, 2 ­ графитовые держатели ра­

диуса /?{, 3 ­ кварцевая ампула, 4 ­ кварцевая тру­

бочка, 5 ­ нагреватель, 6 ­ муфель, 7 ­ корпус, 8 ­

полый цилиндр радиуса Я0 . 

Рис.2. Сечение области. I ­ кристалл, 2 ­ поверхность на­

гревателя, 3 ­ кварцевая ампула, 4 ­ кварцевая тру­

бочка. 



­ 108­

рассматриваемой поверхности; Хл , J=^,•••,Ь ­ температура 
каждой из поверхностей в рассматриваемом сечении в °К; 
(2у , ^ = 1,2 ­ суммарная плотность потока излучения, 
выходящего из поверхностей I и 2 навстречу друг другу; 
(5у , ^ ' = / , 2 ­ степень черноты поверхностей I й 2; 
й/у , j = 3,4 ­ толщина кварцевой ампулы и трубочки; 
Ту , у ­ 3 , 4 ­ коэффициент пропускания ампулой и тру­

бочкой проходящего излучения. 
Коэффициент пропускания, определяемый как отношение 

проходящего через полупрозрачную среду потока излучения к 
падающему, можно выразить через коэффициент поглощения 
среды х,­ (усредненный по частоте излучения): 

Г; = е'х->^ , у = 3 . 4 . ( I ) 

Коэффициент Т У для кварца в расчетах аппроксимировался 
формулой 

Г , ^0,75­ Ю~*(Т4 ­ 273)­ 0,1 , ( 2 ) ' 

которая предложена в /4/ для кварцевой пластины толщиной в 
0,2 см. 

Нетрудно показать (см., например, / 5 / ) , что величина 
плотности потока собственного излучения полупрозрачного ма­

териала, аыходяце"о из ампулы (трубочки) в обе стороны, 
равна 

$ = 6 Т - а­^), ] = з , ь . (3) 

Суммарная плотность потока излучения (3; равна раз­

ности эффективной плотности выходящего потока излучения 0,°­

и эффективной плотности падающего потока излучения /3/: 



«,­*;­»;• >'•*< <4) 

при этом 

1°Г6;вт] + (1­^)а,\, у = / , 2 . ( 5 ) 

Учитывая величину угловых коэффициентов для цилиндри­

чески­симметрических поверхностей, запишем выражения для 

м ; « ? ^ Й ; # *Г"Ьу: т" ' <6) 

2 н 3 

доля излучения с поверхности 2, падающего на нее же; 

х з ~ 1 зу~ р ) + 1з 1 ь{ г 3 Гз~) ­ доля излучения, 
выходящего с внутренней поверхности 3 и падающего на по­

верхность 2; э е ; = (V­ ) Т* Тц ­ доля излуче­

ния с внутренней поверхности 4 и падающего на поверхность 
2; Г^/Щ , ^~?.,5,Ц ­ доля излучения, выходящего с 
^ ­ой поверхности и падающего на поверхность I . 

Температуру '/ , , кварцевых ампулы и трубочки, из­
за малости толщины а', , ¡==3,4 естественно считать 

9 ' г / " 
зависящей только от аксиальной координаты ас . Тогда распре­

деление температуры описывается одномерным уравнением тепло* 



проводности: 

ВТ] д л дТ, г 

где Су,̂ /0у ­ удельная теплоемкость и плотность сред 3,4, 
Л ; ­ их теплопроводность, Jj ­ объемная плотность энер­

гии, поглощенной ампулой или трубочкой за единицу зремени. 
Найдем выражение для j j . 
Дусть К ­ результирующая плотность потока энергии 

в направлении от поверхности 4 к поверхности 3, проходящего 
через фиктивную цилиндрическую поверхность радиуса Гк , 

где' 

(^М^Ш^ШЦ . (10). 

+ Г3*^3 + Г1*2(}02?'з) ~ ( Ц ) 

плотности потоков, падающих на внешнюю и внутреннюю части 
фиктивной поверхности. Здесь r

|e/
,n

j , У = ^ < ^ ~ Д о л я А а ~ 
лучения, падающего с / ­ой поверхности на внешнюю часть 
фиктивней поверхности; (/- Г1/Г^) ­ доля излучения от 
внутренней части поверхности 4, падающею на внутреннюю 
часть фиктивной поверхности; 



доля излучения с поверхности J ,падающего на внутреннюю 
часть фиктивной поверхности. Тогда ,» 

­(г^(г,­г,))р­(^­Г^­П))^ Гл . 
(13) 

Из (13) видно, что 5 не зависит от Гк . Таким образом, 
поток 5 является выходящим с внешней поверхности 4 и вхо­

дящим для внутренней части поверхности 3. 
Аналогично, рассматривая поток через фиктивную поверх­

ность, расположенную между поверхностями 2 и 3, нетрудно 
показать, что на внешнюю часть поверхности 3 падает по' ок • 
энергии Ггйг , а рассматривая поток через фиктивную по­

верхность, расположенную между поверхностями I и 4, наво­

дим, что на внутреннюю часть поверхности 4 падает поток 
Г( 0.1 . Сумма падающих на каждую из поверхностей 3,4 по­

токов образует в одномерном по х. приближении объе&ш» ис­

точники энергии для уравнений ( 3 ) . 

(14) 

(16) 

Подставляя в (4 ) выражения (6) и ( ? ) , получим 

(16) 



(18) 

\Г(х) 
где ]{(х,Т() ­ козффицизнт теплопроводности, Г(х) ­ бо­

ковая поверхность области слиток­графит. 
Для качественного исследования температурного поля 

можно ограничиться решением одномерного уравнения, полу­

ченного осреднением двумерного уравнения по радиусу с уче­

том условия ( 18 ) : 

Ы*<*'т<>§]-^>а^ф.г,^м4г - , 1 « 

где С ­ теплоемкость, Р ­ плотность 
Г 2 

х е 

% > Х е Ъ ' " (20) 

Для определения температуры в слитке, кварцевой ампу­

ле и трубочке применялся конечно­разностный метод. На каж­

дом временном шаге решались уравнения (Ъ) и ( 19 ) , и при 
этом проводились итерации по нелинейности для достижения 
заданной точности. 

3. Для приводимых результатов расчета рассмотрен об­

разец германия (Рис.1) , Я? « 0.75 см, длина ­ I I см. Он 
помещен между графитовыми держателями, длина каждого из 

2. Температура слитка T^ удовлетворяет уравнению 
теплопроводности в цилиндрической системе координат, свя­

эанной со слитком, с учетом осевсй симметрии. 11а фронте фа­

зового перехода происходит выделение или поглощение скры­

той тойоты. На теплоперенос влияет движение нагревателя 
вдоль слитка. С поверхности тепло теряется путем излучения. 
Условие на бокозой поверхности имеет вид: 



­ и з ­

которых 5,8 см. , причем на I см по длине графит заходит на 
поверхность слитка, /? / == 1,3 см , Я0 =• 0,^см . Кварцевая 
ампула расположена на расстоянии 1,4 см от оси слмтка, 
о13 = 0,2 см . Кварцевая трубочка расположена на расстоя­

нии 0.77 см от оси слитка, с/^ щ 0,2 см . 
Резистивный нагреватель длиной 1.8 см, расположенный в 

муфеле длиной 7,5 см, продвигается вдоль слитка со скорос­

тью V . Температура нагревательной системы Т2(х.) при за­

данном расположении нагревателя относительно слитка бралась 
из представленных нам результатов экспериментов. На рис.2 
схематически изображены распределения по длине температуры 
Т2(х) и степени черноты ёг(х) нагревательной системы, 
численные значения которых для приведенных вариантов расче­

та даны в таблице I . 

т 2 Ц 
Щ Ч щ 

г* 

\ „ / 
гг % 

0 е 
— 1 

ъ 
Рис.3. Схематическое распределение температуры Т2 и степе­

ни черноты $ г нагревательной системы по длине. 
Таблица I , 

Значения температуры Т2(х.) и &г(х.) нагревательной 
системы (рис.3) и положение центра резистивного 
нагревателя I 

I I Ж 
Т; т. Т1 

в= 12,3см 
% 

1 9,3 см е=8,Ьсм 
Т1 

в= 12,3см 
I 
о 

570 
366 

1068 
1420 
958 
493 

618 
367 

1060 
1436 
965 

1118 

512 0,5 
по «с 

3 
4 
5 
6 

570 
366 

1068 
1420 
958 
493 

618 
367 

1060 
1436 
965 

1118 

оО / 
1085 
1436 
513 
594 

и,^ 
0,8 
0,3 
0,65 
0,5 

На рис.3 представлено распределение температуры по 



длине слитка как без учета алиян/ш кзарцевсй ампулы и тру­

бочки (кривая I ) , так и с учетом этого влияния (кривая 2 ) , 
а также дано распределение температуры в ампуле и трубочке 
для Ш варианта нагревв,(кривые 3 , 4 ) . 

Рис.4. Распределение температуры по длине слитка. 
I ­ температура 7~у в зоне расплава германия без уче­

та кварцевых ампулы и трубочки, 2 ­ температура Т( с 
учетом кварцевых ампулы и трубочки, 3 ­ температура 
7"З кварцевой ампулы, 4 ­ температура кварцевой 
трубочки. 

Из рис.4 видно, что наличие кварцевых ампулы и трубоч­

ки понижает температуру б расплаве и уменьшает ширину зоны. 
Таблица 2 . 

Изменение ширины зоны и' перегрева расплава в процессе 
зонной плавки без учета (1 ,2 ,3 ) и с учетом (1ат,2ат, 

Изотермы, см Ширина Перегрев 

» плавления кристаллизации зоны,ом расплава 

I 
I ат 

7,65 
7,85 

10,7 
Ю|5 

• 3,05 
2|б5 

30,6 
20|25 . 

Л 
П ат 

Ш 
Шат 

7,00 
7,20 

10,34 
10,55 

10,35 
10,15 

1 т л 

3,35 
2)95 
1 пт 

38,5 
26,64 
49,04 
34,87 

Л 
П ат 

Ш 
Шат 

7,00 
7,20 

10,34 
10,55 14, ¿ 0 

14,00 
3,У1 
3|45 

38,5 
26,64 
49,04 
34,87 



Таблица 2 позволяет проанализировать, как влияет учет 
полупрозрачных кварцевых ампулы и трубочки на ширину зоны 
проплава и температуру в расплаве для различных положения • 
нагревателя по длине слитка и заданного распределения тем­

пературы нагревательной системы. Очевидно, что ширина зоны 
проплава и перегрев расплава существенно уменьшаются при 
наличии полупрозрачных кварцевых ампулы и трубочки. 
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ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
СТОЛБА СВАРОЧНОЙ ДУГИ 

1. Введение. Свободногорящая электрическая дуга яв­

ляется основой целого ряда технологических процессов полу­

чения и соединения металлических материалов (вакуумно­

дуговой переплав, сварка, нанесение покрытий и д р . ) . Для 
совершенствования и оптимизации технологий требуется ко­

личественная оценка распределенных и интегральных характе­

ристик дуги в зависимости от условий и режимов ьадения 
технологического процессов. 

Высокие температуры (до 30000°К) и скорости потока 
плазмы (до 1000 м/с), значительные градиенты подлежащих 
определению распределенных характеристик ­ все эти факторы 
затрудняют экспериментальное исследование плазмы сварочной 
дуги, в связи с чем представляет интерес разработка рас­

четных методов исследования. 
В настоящей работе излагается математическая модель 

процессов переноса тепла, вещества, импульса и заряда в 
плазме сварочной дуги, предлагается вычислительный алго­

ритм ее численной реализации, приводятся результаты вычис­

лительных экспериментов. 
2. Математическая модель. При разработке модели плаз­

мы сварочной дуги будем исходить из одножидкостного приб­

лижения плазмы и системы следующих допущений: 
I ) плазма находится в состоянии локального термоди­

намического равновесия (ЛТР), 

Сборник научных трудов 
ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 1989 
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2) распределенные характеристики плазмы удовлетво­

ряют условию осевой симметрии, 
3) внешние магнитные поля отсутствуют, 
4) плазма является оптически прозрачной средой, 
5) электрод неплавящийся, без заточки, 
6) сила тяжести мала по сравнению с силами электро­

магнитной природы, 
7) вязкой диссипацией анергии и работой сил давления 

пренебрегаем. 
При этих предположениях процессы переноса в столбе 

сварочной дуги могут быть описаны системой дифференциаль­

ных уравнений в частных производных: 
1) уравнения неразрывности и движения вязкого газа 

Ш*4?(^)**0, ( I ) 

* +2 Виг (у з); 
2) уравнение энергии 

д№у}+<ь*(ус*тЯ)=а+Л1га угас/т), 

3) уравнения максвелла и закон Ома 

аАЖ~г/в, р=з<в, и ) 

4) уравнение состояния 

где у ­ плотность, М=(и,&) ­ вектор скорости потока, 
Р - массовая сила электромагнитной природы, Р - дав­

ление, ^ ­ динамический коэффициент вязкости, б ­ тен­

зор скоростей деформаций, ­ ~ ­ субстанциональная произ­

водная, £у­ ­ удельная теплоемкость при постоянном объеме, 
Т ­ температура газа, О. ­ удельная производительность 
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источников и стоков тепла, ,Д ­ коэффициент теплопровод­

ности, Н ­ вектор напряженности магнитного поля, 3 ­

плотность тока, $ ­ удельная электропроводность плазмы, 
В ­ вектор магнитной индукции, 0.Лх ­ удельная производи­

тельность джоулевых источников тепла, иизА ­ количество 
энергии, излучаемой единицей объема в единицу времени. 

Уравнения ( 1 ) ­ ( 3 ) записываются в цилиндрической сис­

теме координат { г , £ } \ будем для краткости писать х=(г,г]. 
Коэффициенты ц, А , б' , Сгг и плотность плазмы яв­

ляются функциями температуры и давления; зависят от соста­

ва плазмообраэующего газа. Методика их расчета приведена 
в / I / . 

Систему уравнений ( 1 ) ­ ( 5 ) будем решать в области 

Граница 2 = 0 соответствует поверхности свариваемого 
изделия (аноду), 2 = И ­ катоду. Размер области 6 в ра­

диальном направлении определяется из соображений достаточ­

ной удаленности границы г= /? от оси столба дуги. 
В качестве граничных и начальных условий выбираем 

следующие: 
ди л дТ п а р дР 

при Г=0: ^ 0 , ^ 0 , ^ 0 , ^ = 0,­^=0, ОД 

при т, и.о. Ш­о.^о^^о, Р­Р0, 

при 2=0: и^О, 7Г=0, Т=Т,(г), Зг=0; (6) 

при 2=0:7=0, и=ио(г),Т=Тг(г), Зг*3£(г), 

при {=0: и(г,2)=0, у-(г,2)~0. Т(г,2)=(Г,(г)(Р­г)+Т2(г)г)/п, 

Р(г,2)=Р0, д(г,1)=3(г,В),^(г,2)=^{Т(г,г),Р0); 

где Р0 ­ давление окружающей среды, I ­ ток дуги V и и 
радиальная и аксиальная составляющие вектора скорости 
соответственно; Зг,Зг ­ проекции вектора 3 на оси ОГ 



и Üi . 

3. Схема расщепления уравнений переноси по физичес­

ким процессам. Перенос массы, импульса и энергии происхо­

дит под воздействием нескольких физических факторов и 
поэтому может быть представлен в виде последовательности 
подпроцессов, ответственных за то или иное физическое 
воздействие /2/. 

Основные подпроцессы можно объединить в 3 этапа: 
I этап ­ конвективный перенос массы, импульса и 

энергии; 
I I этап ­ диссипация тепла (за счет теплолрсводности) 

и импульса (под действием сил вязкости); 
I I I этап ­ перенос под воздействием градиента давле­

ния и массовых сил с учетом неразрыъности среды. 
Ьведем сетку 

i • 
На каждом шаге по времени исходную систему уравнений 

представим в виде последовательности задач, описывающих 
каждый из этапов расщепления по физическим процессам. 

Предварительно для краткости записи введем дифферен­

циальный оператор 

Условимся, что римский индекс у переменной указывает, 
что эта переменная определена на соответствующем этапе 
расщепления. 

I ­ КОНоЕКТИЬНЫЙ ЭТАП 

D ^ O . U l t ^ t ^ l , Y ^ J ^ t f j , (7 ) 

где </ = {ß,pv,jOU ,JiCvTj*t ­ символ Транспониро­

вания. 
I I ­ ДИССИПАТИи1!ЫЙ ЭТАП . 

ß * 0 ^ ? h r a d ( 4 d l v ^ W " ( > i $ u ) ' <e> . 



Г ц С ^ ­^ш(АГас{Тп)га> ( д ) 

111(х,Ьк) = Г , (х,Ьк„), А = Л(ТХ (х, £щ)), 

Си = ЫТТ № . , Щ (х, £<) = У1 (х, Ькн), 

Р11(х)=^1(х,Ьк,1), (тл (хЛк+4)). 

I I I ­ СИЛОЬОЙ ЭТАП 

'с/чг(/>шУц)=0, 

^М^­^^гас/Р^Р, Ш*ФХ& ( 1 0 > 

йш(х.1к)= йъ(хЛк„). 

Производительность дхоулевых источников тепла 
и кассовая сила Г определяются интегрированием уравне­

ний Максвелла при <э = (э ( Тж ( 11С,1)). 

Решением задачи в момент t= tсчитаем значения 
искомых переменных р ш , Рщ , \л/я, 7",г при ^ = t к н . 

4. Численная реализация этапов расщепления. При чис­

ленной реализации задачи (7) воспользуемся методикой 
расщепления уравнений конвективного переноса по простран­

ственным переменным, предложенной в /2/. 
Получаем последовательность следующих задач: 



о задачах ( I I ) и (12) обозначено 
г № 

ри>иа> I ; в 1 в 

Система уравнений (11­12) реализует последовательно 
конвективный перенос массы, импульса и анергии вдоль осей 
01" и 02 соответственно (решаются две одномерные задачи). 
При решении этих одномерных задач субстанциональная про­

изводная аппроксимировалась на локальной лагранжевой 
сетке /4/, что обеспечивает определенные преимущества 
/5,6/, связанные с уменьшением счетной диссипации при 
больших числах Куранта. 

Для описания диссипации импульса под действием сил 
вязкости применялся двухшаговый метод, аналогичный методу 
Писмена­Рэкфорда. Члены, аппроксимирующие смешанные произ­

водные, считались "источниками" /2/. Для численного ин­

тегрирования уравнения теплопроводности использовался ме­

тод Писмена­Рэкфорда /7/. 
Разностные задачи для определения характеристик 

электромагнитного поля и поля давления на силовом этапе 
расщепления решаются методом верхней релаксации /8­9/ о 
выбором оптимального итерационного параметра. 
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о. Вычислительный эксперимент. Изучались вольт­ам­

перная характеристика столо'а сварочной дуги, влияние рас­

хода и состава плазмообразующого газа на режим горения 
дуги при нормалоном (10 Па) и избыточном (10Па) внешнем 
давлении. Расчет одного варианта на сетке 40x20 узлов 
требует 100 минут процессорного времени ЕС 1040. 

Результаты вычислительных экспериментов представлены 
на рис.1­3 в виде изолиний напряженности магнитного поля, 
линий (Х = сопьЬ , изотерм, изобар, а также двух вектор­

ных полей ­ скорости потока и плотности тока. 
Расчеты, которые проводились для аргоновой плазмы 

дуги при токе 1=100А, отражают основные закономерности 
поведения плазмы в столбе сварочной дуги. Холодный газ 
втягивается под катод, нагревается, ионизируется и раз­

гоняется под действием массовых сил электромагнитной при­

роды. Самая высокая скорость, которая достигается на оси 
дуги, обусловлена, прежде всего, малой плотностью плазмы 
в этой зоне. Затем поток нагретой до высокой температуры 
плазмы сталкивается с твердой подложкой (свариваемое из­

делие ­ анод) и растекается вдоль поверхности подложки. 
Такой конвективный перенос энергии из области вблизи оси 
дуги на периферию обусловливает колоколообразную форму 
изотерм. При столкновении потока с подложкой образуется 
область повышенного давления, локализованная вблизи оси 
потока. Отклонение давления от атмосферного составляет 
0.1­0.4$. Поэтому картина распределения плотности плазмы 
аналогична распределению температур. Температурное поле 
оказывает решающее влияние на размер проводящей области. 
Аргон становится электропроводным при температурах выше 
Ь000°К, и вдув холодного защитного газа вызывает сжатие 
проводящей области дуги. 

Результаты вычислительных экспериментов находятся в 
хорошем качественном соответствии с известными экспери­

ментальными данными /10­14/. 



Рис.1. Поле скоростей (а ) и температурное поле ( б ) 
в плазме столба сварочной дуги. 
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Рис.2. Изолинии напряженности магнитного поля ( а ) 
и изобары ( б ) в плазме столба сварочной 
дуги. 



Рис.3. Изолинии источников ( а ) и поле плотностей 
тока (С) в плазме столба дуги. 
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛИ!ИЯ 
ПРИМЕСИ В ПРОЦЕССЕ ЛОКАЛЬНОГО ОКИСЛЕНИЯ 

ЮЛУ ПРОВОДНИКА 

Моделирование технологических процессов стало не­

отъемлемой часть» разработки новых больших интегральных 
схем (БИС) / I / , что объясняется дешевизной и скоростью ма­

шинного моделирования. По сравнена с одномерными моделя­

ми в настоящее время более перспективны двумерные модели 
в особенности при моделировании процессов для микроэлек­

троники суо'микронлого диапазона. Улучшение алгоритмов и 
программ» обеспечивающих двумерное моделирование в отно­

шении ах быстродействия и качества описания моделируемых 
процессов, имеет первостепенное значение. 

В настоящей статье рассматривается модель локального 
окисления кремния, широко применяемого в МОП технологии. 
Модель двумерна, так как необходимо учитывать боковое под­

кисление пол маску $¿,(4^ , что проявляется в возникнове­

нии геометрической конфигурации известной под названием 
"птичий клюв". Рассматривается перераспределение примеси 
под окислом. Для решения диффузионной задачи вводится но­

вая криволинейная система координат, позволяющая значи­

тельно упростить описание границы раздела /2/. Геометри­

ческий вид окисляющей поверхности задается аналитически. 
В данной статье развивается эта методика решения 

диффузионной задачи. Подробно анализируется методология 
трансформации первоначальных уравнений в новой системе ко­

ординат. Полученные разностные уравнения решаются быстрым 



преобразованием Фурье /3/. Метод опробован на примере пе­

рераспределения бора в кремнии после ионной имплантации. 
Рассматривается следующая система уравнений в декар­

товой системе координат: 

дс 

( I ) 

с граничными условиями со стороны окисляющей поверхности: 

дс 

гдо 

(2 ) 

С ­ концентрация примеси, 
у< ­ козффициент сегрегации примеси, 
В ­ коэффициент расширения материала при окислении 

равен 0,44, 
В ­ тензор диффузии 

­ производная функции ^(х^) , описывающей 
форму окисляющей поверхности, по времени ~Ь . 

Пусть наряду с декартовой системой координат ос,ц, г 
( ^' , о,2 , О,3 ) имеется криволинейная система у ,х, £ 
( а,", Ы*, ^ , 3 ) (рис. ! ) с заданным законом соответствия: 

( 3 ) 

Введем базис е\ , е'г , б'3 /4/, который выражает­

ся через старый базис е1 , е2 , в3 {. I %J как 

(4 ) 

где а" ­ матрица прямого преобразования, которая для 
I 

системы ( 3 ) имеет вид 

/ 0 О 
о / о 

Л 0 ' 



Рис.1. Старая и новая системы координат 



Решая систему (4) с учетом ( 5 ) , находим взаимосвязь 
между базисными векторами 

е3= к ( б ) 

Полученный базис ковариантных векторов является не­

ортогональным. 
Вычислим тензор диффузии для криволинейных коорди­

нат. Имеем систему: 

V т а™а" О 
*/ 1 у тп 

Л / (?) 

Ш1 и 
е, е 

А' 
где д ­ = е\ «2 у , ­ физическая компонента 
тензора диффузии, й^: ­ компоненты метрического тен­

зора, имеющего в криволинейной системе следующий вид: 

9 = 
о 

о 
1 

(8) 

В декартовой системе координат тензор диффузии кремниевой 
решетки равен произведению скаляра О0 на шаровой тен­

зор: 

/ 0 О 
0 1 0 
0 0 1 

Подставляя (9 ) в систему ( 7 ) , получим тензор диффузии в 
криволинейных координатах: 

< 

О 
т 

о 
1 

о 

г 
о 
1 

( Ю ) 

( I I ) 
И, наконец, выпишем уравнения для градиента и дивергенции 
в криволинейной системе координат /о/: 



Вычисленное значение вектора градиента (12) подстав­

ляем в (13) и, учитывая соотношение ( I ) и ( 1 0 ) , после не­

сложных преобразований получаем окончательный вид уравне­

ний в криволинейной системе координат: 

дс д п дс д п дс }. , , г
 т / м д _ дс дс а с>с О п дс / ' - г , 1 \ о п дс 

Ы ЩВ° ~Щ ~д* °°Ъ1е <иЛ­Т^Щ П° Ц \ ( 1 4 > 

Граничные условия (2) также видоизменяются и прини­

мают следующий вид: 

В дальнейшем производнче по х. опускаются и реше­

ние ищется для двумерного уравнения. Полученное уравнение 
преобразовалось в разностный в,!д на пятиточечном шаблоне 
в плоскости * ( , £ . Итерационный процесс строился следую­

щим образом /6/: 

« ± ^ + ^ ^ с _ _ ± ^ 0 , ( 1 б ) 

где С ­ значение концентрации на верхнем временном слое, 
С ­ значение концентрации на нижнем временном слое, 
к ­ номер итерации, 1.С * ­ правая часть уравнения 

( 14 ) , Ы , t ­ итерационные параметры, ­ шаг по времени. 



Решалась задача о перераспределении бора при локаль­

ном окислении во влажном кислороде при атмосферном давле­

нии в окно шириной 0,5 мкм. За исходное распределение 
взят профиль, соответствующий ионной имплантации бора с 
энергией луча Е = 70 кэв и дозе $ = Ю , л см'2 ( рис .2 ) . 

Рис.2. Распределение бора после ионной 
имплантации при Е = 70 кэв и 
0. = /£ /5 см ­ 2 в окно 0,5 мкм 
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Окисление проводилось при температуре 1200°С. Граница раз­

дела & — 5сОг у описывалась следующим выражением: 

где ао ­ полуширина окна, К0 ­ отношение горизонтальной 
и вертикальной скорости окисления, б/ ( Г ) ­ толщина окисла 
в одномерной модели. 

Полагается, что величина ) меняется по линейно­

параболическому закону /?/ ; 

где А к В ­ константы окисления, зависящие от усло­

вий окислительного процесса. 
Считая, что бор диффундирует по однократно заряженным 

вакансиям /8/, имеем следующее выражение для коэффициента 
диффузии: 

(19) 

п *• 

где и0 ­ коэффициент, зависящий от температуры, 
П'- собственная концентрация носителей заряда, также 

зависящая от температуры. 
В нашем случае для бора при температуре 1200°С 

Ц,= 1,1 • Ю ­ 4 мкм^/сек, Пс = 2 ­ Ю ' 9 с м ­ 3 . Значение 
коэффициента сегрегации уч взято равным 0,1 /9/. 

Счет проводился на сетке 62x17 с итерационным парамет­

ром £ равным 0,25. В качестве IV был взят оператор 
Лапласа, для обращения которого применялась программа быст­

рого преобразования Фурье. На каждом временном слое прово­

дилось по 4 итерации, что позволяло снизить невязку на два 
порядка. Шаг по времени был I секунда. 

Итоговое распределение поело 16 минут разгонки показа­



Рис.3. Распределение бора после 1о мин 
разгонки при 1200 град С 

Значения концентрации заданы в виде логарифма действитель­

ных значений. На рисунке виден изгиб эквиконцентрационных 
уровней, что соответствует уходу примеси в окисел. 

В заключении следует отметить, что данная модель хо­

рошо работает при скоростях роста окисла много меньше 



скорости дйЭДуэия. В противоположном случае приходится 
сильно мельчить сетку. 
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ЗАМКНУТОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПРИТОКЕ 
К ЩЕЛИ ДРЕНЫ 

В работе /1/ рассматривалась задача для уравнения 
Лапласа в области & = {(г, г) 1ге.[г0 г е С­£,Юр 

эи\ „ ди 
дг1г=г,+о ' ( 2 ) 

и1г,г,­о" и1*г,,о ' К°дгКг,­о~К~, 

Щ - * » ¥\ =о, ( з , 

основной характеристикой которой является величина потока 

Физическое содержание этой задачи и некоторая библиография 
по ней дана в / I / . Шло показано, что при малом коэффициен­

те эе=к/к0 задача ( 1 ) ­ ( 5 ) может быть достаточно хорошо ап­

проксимирована другими задачами в меньшей области Qe={(r,¿) 
Г£[гиЯ],2е.[0,2]]путем осреднения по слою Ге.[г0,г{1. При 
этом решение в слое по переменной г аппроксимируется 
константой, линейной функцией или полиномом 2­й степени. 

В этой работе рассмотрим атароксимацию решения лога­

рифмической функцией, получая задачу с не классическими 
краевыми условиями. После дальнейшего упрощения уравнения 
( I ) , получим аналитические выражение решения и величины 
потока ( 6 ) . Решение осредненных задач будем обозначать 



(7 ) 

через и(г,г). 
Введем среднюю по слою геС^.^З функцию 

и умножим уравнение (1) на Г к проинтегрируем по г . Ис­

пользуя (7 ) получаем 

дг]гв 

В области [ге.[гс,гл],ze.C­S.Oj] функцию 13(г,г) для каждого 2 
аппроксимируем функцией, удовлетворяющей первому из 

условий ( 4 ) 

Вычислим среднюю по слою величину ( 7 ) : 

«к­и1 

Го 
[О слою в 

Полученное выражение и условие (9 ) подставим в ( 8 ) . Ис­

пользуя второе условие ( 2 ) , получим нужное неклассическое 
условие на линии г=г1\ 

Перейдем к ооласти [г&Сг0,г,^]/ ze.Co.ZjJ, в которой 
искомую функцию 13(^.2) аппроксимируем следующим образом: 

и (г) = и/г^0+т (г, ­ г) * Я . 
Эта функция утл удовлетворяет первому условию ( 2 ) . Коэффи­

циенты т я а! определим из второго условия ( 2 ) и ( 4 ) . Б 
итоге получаем 

Вновь вычислим среднюю по слою величину получая первое 
уравнение на линии 1ШЩ для новой постановки задачи: 

ди 

I) 

http://ze.C-S.Oj
http://ze.Co.ZjJ


где I­ Г'&'Ъ&Г, 
Для вывода второго условия используем проинтегрированное 
основное уравнение ( 8 ) . Используя вторые условия (2) и ( 4 ) , 
а также (12), получаем 

-Т Ш+и1*.­2=0' № 
Итак, новая осредненная постановка имеет вид 

с условиями (11 ) ­ (13) на линии г=г)щ Поток будем вычис­

лять по второй формуле: 

й = 29Гхг,Г^1 с/в. (17) 

Эта задача легко алпроксимируется разностной схемой 
о вторым порядком (ом. А / ) и численно решается. Многова­

риантные численные расчеты показали, что при практически 
и теоретически интересных величинах эе«1 решение для 
фиксированных г>г, слабо зависит от 2 . Это дает основа­

ние заменить в <Гг0 уравнение (14) уравнением 

§­г('Ш)=°­ ;<«> 
Для постановки ( П ) ­ ( 1 3 ) , ( 1 5 ) ­ ( 1 8 ) решение уже легко может 
быть найдено в замкнутом виде. 

Общее решение уравнения (18) о учетом условия (16) 
имеет вид: 

и (г, г) = С(г)£л£+и'. . ( 1 9 ) 

Подставляя (19) в ( I I ) , получаем 

с"(г)­агс(г) +у = о , -8<г<о, (20) 



Подстановка (19) в уравнение (12) дает выражение 

а .­­ и ­ с(г) (Еп — + г 2 _ г г ) > 

подставляя которое в (13) с учетом (19 ) , получаем уравне­

ние для с (г): 

с"(2)-а1 с(г)=о, 0<:г<Е. (21) 

Здесь 
, 2х 

Для нахождения с (в) остается воспользоваться вытекающими 
из (15) краевыми условиями 

ш т < 2 2 , 

и условия сопряжения в точке 2=0: 

С(­0)= с(+0), 

С'(­0>=С'(+О) . ( 2 3 ) 

Общее решение уравнения (20) имеет вид 

с(г>=Аеаа+Ве­'№+а~** > ­£*=г^0, 

а уравнения (21) ­ вид 

с(2)=А(е°'2 + В,е­*'*, 0^2^!. 

Используя (22) и ( 2 3 ) , определим неизвестные коэффициенты: 

А / _ 
а2- (Е1 + 2)аЕ-(Е+2)а,Е< 

аЕ 
а* (Ё,+2)аЕ­(£+2)а,Е< 

где 

/=£(и'­и°), 

л 4 



В = А (/-£), 

В,=А,(£,*0, 

где . „ * 
Е^/.е­^Е^е**2­/, 3=(2+Е,)аЕ+(2­Е)а,Е, . 

Подставляя полученные выражения для с(г) в ( 19 ) , найдем 
решение К(г,г) для этой постановки: 

а2 б « 

Формула (17) дает аналитическое выражение для величины 
потока: 

Целеоообразность использования этого замкнутого репе— 
ния продемонстрируем для практически интересного случая 
с параметрами Г о=С.04, /*, =0.041,/? =0.065, ¿=0.05,с? =0.002, 
* 0 =25 ,К=0 .5 , (аг =1/50),и°=1,и' =1.05. Численное решение 
исходной задачи ( 1 ) ­ ( 6 ) дает величину 0, =0.0107. Решение 
осредненной задачи ­ вычисление 0. по формуле ( 24 ) : 0. = 
=0.0101. Как видно, погрешность в этом случае составляет 
6?. Заметим, что точность осредненных постановок возрас­

тает с уменьшением коэффициента х, т . е . с возрастением 
коэффициента фильтрации К0 при фиксированном коэффициенте 
X. Это связано с тем, что при бесконечном К0 в исходной 
задаче условия (2) , ( 4 ) переходят в краевое условие и ^ г = 
=и0>­8$2^2, т .е . вместо исходной получаем одномерную 
по г задачу. 
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МИНИМИЗАЦИЯ КАПркшти И ПЛОТНОСТИ ДИСЛОКАЦИЙ 
В КРИСТАЛЛАХ­..­. БЫРАЦИВАЕИХГ113 РАСПЛАВА 

При выращивании высококачестзенньос монокристаллов из 
расплава особую актуальность приобретают вопросы получения 
малодислокационных или бездислокационных кристаллов. Решающ 
ЩУЮ роль в образовании и размножении дислокаций в кристал­

лах играют температурные напряжения, возникающие в кристал­

ле в процессе роста из расплава.­. 
Из теории термоупругости известно, см., например, / I/ , 

что в заданном объеме, .свободном от действия объемных и по­

верхностных сил, тепловые напряжения равны нулю, если темпе­

ратурное поле в зтом объеме является линейной функцией (в 
декартовой системе координат). 

Целью данной работы является моделирование внешних 
тепловых условий, вызывающих в кристалле минимальные напря­

жения (на уровне критических), обеспечивающие формирование 
малодислокационной структура монокристалла. 

Рассмотрим задачу определения напряжений и плотности 
дислокаций при заданном температурном поле в кристалле. 

I . Для прогнозирования напряжений и плотности дислока­

ций следует решить совместную термоулругопластическух» зада­

чу. Постановка и численный метод решения упругопластической 
задачи с учетом движения и размножения дислокаций в плос­

костях скольжения кристаллов изложен в работе /2/. В схема­

тическом изложении задача заключается в следующем. 
Уравнения упругопластического равновесия в перемещени­

ях 1Л • ¿ = /,2,3 в декартовой системе координат ЭС% , 
записывается в следующей форме: 



Л ­ оператор Лапласа, & — ~з~£)~^с~- ­ среднее оеь^пное 
расширение, Т ­ температура кристалла;/< X ­ коэффици­

енты Пуассона к термического расширения. 
Граничные условия для свободной от внешние сил поверх­

ности кристалла являются следующими: 

1г У­щ дх/ ох, ф 'У *чу (2) 

П\ ­ компоненты единичного вектора внешней нормали к гра­

ничной поверхности. 
с Р 

Тензор пластической деформации 6- , суммарнь_й по 
всем системам скольжения (п,ГЛ), определяется соотношени­

ем 
По ГПо 

<Ьи = 4 Ъ 1^ (ё ) * *С , у ^ ) > (3) 

П = 4 /77*/ 

где с/, и­, аСц ­ косинусы'углов, определяющие систему 
скольжения. Пластическая деформация (6*")"''" в (п,т)­о%. 
системе определяется с учетом особенностей движения и раз­

мчоже:г*я дислокаций в кристалле: 

Ш^ЩГу^, ^7=^о^р(^у"'ПЩ (4) 
№ЙЧйг,<*С*­'4Ье« ' й*­ ­«(Макают'(_1ййы— •'« < л > "•л % « 

8 ­ величина вектора Бюргерса, ­ плотность дислока­

ций, Л/0 ­ начальная плотность, у ? ­ коэффициент размноже­

ния дислокаций, Уп'т ­ скорость движения дислокаций в за­

висимости от величины сдвиговых напряжений / | Г л ' т ­ '^Кр1> ' 



(5) 

­ величина критических сдвиговых напряжений образова­

ния дислокаций, определяемая экспериментально. 
Компоненты тензора напряжений буу рассчитываются из 

уравнения состояния 

Система нелинейных ур'лшениЯ ( 1 ) ­ ( 6 ) решается численно на 
основе метода последовательных упругих решений /3/, при 
этом последовательнос.ь лпнейшя задач упругости решается 
разностным методе'.:. Для решения задачи используется пакет 
программ для ЭШ, содержащий блоки расчета температурного 
пеля в кристалле, расчета напряжений, в том числе сдвиговых 
напряжений по системам скольжения, блок расчета средней по 
всем системам скольжения пластической деформации и плотнос­

ти дислокаций для любого направления роста кристалла. Эф­

фективность и точность метода проверялась как на модельных 
примерах, так и сравнением с экспериментом, / 2 / . 

2 . Сформузиругм задачу определения температурного поля 
в кристалле и проведем анализ внешних тепловых условий с 
целью минимизации напряжений и плотности дислокаций. На 
рис.1 изображена схема процесса вмращивания кристалла .©/ 
из тигля Г~ , содержащего расплав и слой флюса, достаточ­

ный для покрытия кристалла в теченг.е всего процесса выращи­

вания. Квазкстационарнсе уравнение теплопроводности для 
кристалла (область &^ ) в цилиндрической системе координат 
(г,2), 0-£Г^Й, 0 ^ 2 ^ / 7 записывается в следу­

ющем виде, /4/: 

!­2/< Эх1 1­2/* 
(6) 
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Г ­ температура, С ­ удельная теплоемкость, уэ ­ плот­

ность, Лк ­ коэффициент теплопроводности, У 0 ­ скорость 
вытягивания слитка из расплава. 

Рис.1. Схематическое изображение выращивания кристалла из 
расплава. £)у ­ кристалл, •&? ­ флюс, Г, ­ поверх­

ность кристалла, Гг ­ стойка тигля, Г) ­ верхний 
нагреватель. 

На границе раздела фаз, при' 2 = 0 зададим температу­

ру кристалла равной температуре плавления 

Т(г,0) = Тп , .. ' ( в ) 

На остальной части поверхности кристалла граничные условия 
формулируются с учетом излучения по закону Стефана­Еольцма­

на и с учетом теплообмена с флюсом. 
На боковой поверхности, при Г=/? 



На верхнем торце, при Z- Н 

-^ŗz=6e[T^9ļ(H)]+j±[T-9T(U)]; о (Ю) 

<з ­ постоянная Стефана­Больцмана, & ­ степень черноты, 
Лф ­ коэффициент теплопроводности флюса, t ­ толщина 
слоя флюса между боковой поверхностью кристалла и стенкой 
тигля, 1Т ­ толщина слоя флюса над кристаллом, Qr(H) ­

температура верхнего нагревателя, см.рис.1. Q(z) ­ темпе­

ратура на боковой поверхности тигля 

Ш=\ " 7 ( I I ) 
{т„ ­ ST , 2=0 

8Т ­ перегрев расплава,­ / ( * ) ­ известная функция рас­

пределения температуры. 
Численные расчеты совместной упругопластической задачи 

(1 ) ­ (6 ) и задачи ( 7 ) ­ ( П ) , при тепловых условиях, близких к 
экспериментальным данным, показали наличие высокого уровня 
сдвиговых напряжений Т (150­180 г/мм^), что вызывает вы­

сокую плотность­"дислокаций (10°С1~^) в кристалле (см.рис. 
2 . а ) . 

• Для снижения величины плотности дислокаций определим 
оптимальные тепловые условия, позволяющие снизить величину 
сдвиговых напряжений до уровня критических (8­15 г/мм*"). 

3. Допустим, что в уравнениях (7 ) ­ (10 ) величины 

<=0, Лф=0, 8Т=0 (12) 

температура 9(г.) задана равномерной с постоянным градиен­



том К 

9(2)= Т„­ К2 , (13) 

тогда исходная задача сводится к следующей: 

г Эг г Эг д22~° 

Т(г,0)=Тп 

(14) 

(15) 

(16) 

Рис.2. Распределение плотности дислокаций А/^ в кристалле 
при моделировании тепловых условий: а) по экспери­

ментальным данным, 9Т = 800°К, Нъ* Ю~3см~г 

^ _ (20 к/см , 0^2^3см 

* \д~0 к/см, 3 < 2 ^ 10 см 

б) по оптимальным условиям, 9Г = 1157, Л/я *Ю~гсм~2 • 
к = 30 к/см 



Следовательно, при выполнении условий ( 12 ) , (13 ) , (19 ) напря­

жения в кристалле не возникают и плотность дислокаций в 
этом случае равла нулю. Назовем эти соотношения условиями 

"нулевого варианта" для задачи ( 1 4 ) ­ ( 1 7 ) . 
Рассмотрим исходную задачу ( 7 ) ­ ( 1 0 ) . 
В реальных условиях, как это отражено в задаче ( 7 ) ­

( Ю ) , 

К * 0 ' аф*°> 8Т*0. (20) 

Температуру 9(2) зададим в виде линейной функции 

8(г) = Т„+8Т­кг. (21) 

Определим температуру верхнего нагревателя 9Т из условия 
( 10 ) , предварительно линеаризовав нелинейный член 
Т о— 9Т « 4 Т3 ( Т­ в т ) . Получим формулу: 

Дредполоним, что решением задачи (14) ­ (17) является 
линейная функция 

1(1)= Тп ­ кг. с (18) 

Действительно, функция (18) является решением задачи, если 
в условии (17) внешняя температура 9Г(Н) задается 
следующим образом: 

- ( 1 9 ) 



Чтобы вычислить 9Г(И) , нужно задать функцию ГШ) на 
верхнем торце кристалла. Функция Т(г,2.) определяется 
следующим образом. Осредним уравнения ( 7 ) ­ ( 9 ) по перемен­

ной Г , обозначая среднюю по сечению слитка температуру 

ии) = \ [гТ(г,г)о!г, (23) 

о 
и линеаризуем нелинейный член. Тогда исходная задача сво­

дится к одномерной. 

Ы*е (25) 

На верхнем торце кристалла, при 2 = И потребуем выполнения 
условия, аналогичного "нулевому варианту" 

с/О) 
—7- = - * ­ (26) 

Решением осредненной задача ( 24 ) ­ (2б ) , при внешней темпера­

туре 8(2) в веде (21) является функция: 

­•Ёг^Т'+^Н''**")*7***'' - ( 2 ? ) 



Приведем теплофизические константы и геометрические 

кге**н 

Заменим теперь в соотнршении (22) функцию Т на С1, полу­

чим следующее выражение для расчета 

вгМ­иМ)­^^­ • (28) 

Итак, имеются три условия ( 20 ) , (21) ,(28)­, которые задаются 
при численном решении исходной задачи ( 7 ) ­ ( 1 0 ) . 

Рассмотрим условия ( 20 ) . Как видно из ( 27 ) , величины 
и/0 и 8Т придают нелинейный вид функции Ц , нелинейность 
и вызывает напряжения в кристалле, В частном случае, если 
\л/0 = 8Т= 0 » т 0 Е* становится линейной функцией и 

задача сводится к "Нулевому варианту". Однако в реальных 
случаях эти величины не равны нулю, поэтому на эти величины 
наложим ограничения.. 

Как показали расчеты совместной термоупругопластической 
задачи при задании величин Ц} и 8Т в пределах 
3­ 20 мм /час и 8Т^ 5° и при выполнении оптималь­

ных условий (21) , (28) величина сдвиговых напряжений Т в 
кристалле не превосходит 10­15 г/мм^, что соответствует 
уровню критических напряжений. В этом случае плотность дис­

локаций в кристалле составляет не более 10 3 см ­ ^. На рис.2.б) 
изображено распределение плотности дислокаций Ы$ в ради­

альном сечении кристалла при направлении роста [ Ю 0 ] . Плот­

кссть дислокаций равна нулю во всей области, за исключением 
узкой полоски у поверхности кристалла, в которой Л'£~Ю$см2. 



размер::, принятые в расчетах. 

RKp * к см , Н=8см , ¿=0.5 см , Рт=5см 

Лкр­=13,15 Вт/м°к , лф=/.5St/mЩ £ = 0,7 

С = 0,42 д*с/г°к , J=> = 5.316 Г/см3, W0*xö мы/час, 

Тп ­ 1511 "К 7 /<=l/3, d=0,6btO'SoK'\ 8=4­10'мм, 

Ы„ = 1мм­2, ß=U , Gr = 3400 иг/мм2­. 
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РАСЧЕТ ВЬУТРЕ1Шл.Х НАШШШих В 

ПЛАСТИНАХ 

В малодкслокационных кристаллах основным источником 
возникновения внутренних напряжений является дефектность 
точечного типа. Она связана с неоднородностью химического 
состава монокристалличе' ::ого I оединения,неравномерностью 
распределения примесей, инородных включений и т.д. 
Характер указанной дефектности определяется условиями вы­

ращивания кристалла. Во многих соединениях со стсуктурой 
граната сильная химическая неоднородность проявляется в 
виде полосчатой структуры / I / , которая отражает кинетику 
квазипериодического изменения основных компонентов соеди­

нения в подкристальнсм диффузионном слое расплава. Другим 
источником неоднородности является огранекие фронта крис­

таллизации, приводящее к появлению в кристалле объемных 
областей, при переходе через границу которых состав соеди­

нения изменяется скачкообразно /2,3/. Связанные с неодно­

родностью распределения состава по объему кристалла резкие 
изменения параметра элементарней решетки вызывают внутрен­

ние напряжения, которые помимо изменения физических свойств 
кристалла, могут стать причиной его растрескивания как на 
стадии выращивания, так и в процессе дальнейшей обработки. 

В данной работе для пластин, Еырезаегтых из цилиндри­

ческого кристалла в продольном направлении, изложены мето­

дика и результаты <:исленнсго расчета характера распределе­

внкя внутренних напряжений для типичных видов полосчатой 



структуры кристалла с кусочно­непрерывным распределением 
состава вдоль фронта кристаллизации, 

I . Методика расчета 

Кристалл переменного состава рассматривается как сре­

да с распределенными точечными дефектами. Течзор^полной 
деформации представим в виде суперпозиции Ьт = £,+Ер , 

Л Л р 
где £ ­ тензор упругих деформаций! £ ­ тензор несов­

местных^ деформаций, называемый в дальнейшем базисным полем. 
Поле Ьр описывает заданную дефектную структуру кристалла 
и является источником внутренних напряжений, поскольку оно 
вызывает упругие дефор".:ации такие, чтс полная деформаг,ия 
удовлетворяет условиям совместности V * & т » V ­•• О. 
Простейшей моделью дефекта точечного типа является центр 
дилатации /4/. Тогда Е изотропном приближении для среды 
с распределенными дефектами базисное поле является шаро­

зым текзорси £ р = в р 1 ( I ­ едшшчный тензор) и ви­

рах че тек через относительное изменение параметра решетки 
кристалла ер= А.а/а0 (а0­ параметр решетки конгру­

энтного состав?). При заданном распределении базисного 
поля по объему кристалла расчет внутренних напряжений 
сводится к решению неоднородных, уравнений теории упругости 
относительно полных перемещений и т: 

где V ­ коэффициент Пуассона. Краевыми условиями явля­

ются условия свободной поверхности кристалла. 
Рассмотрим Тонкую пластину шириной 2а , вырезанную 

из цилиндрического кристалла в продольном направлении. 
Полосчатую структуру кристалла, обусловленную периодичес­

ким изменением состава соединения на фронте кристаллизации, 
будем описывать базисным полем 

ер(х,,хг)= ё(х,)со5/(х2­<р(х,)); £=£ЭТ/Т, (2) 



где х г = 1~Р (ос,) ­ уравнение фрута кристаллизации; 
$(х,)­ амплитуда относительного изменения параметра 
решетки; Т ­ период полос роста; х, и хг­ .поперечная 
и продольная декартовы координаты в плоскости пластины. 
Амплитуда &(х,) может быть кусочно­непрерывной функцией, 
а (/(Х() ­ кусочно­гладкой функцией. Края пластин™ сво­

бодны от напряжений. 
Пусть <о *(х,,х2;^) ­ тензор Грина для напряжений, 

соответствующий базисному полю 

е * и , , х г ; 1 ) = 8(х,­$)е'*х*. (3 ) 

где 8 ( Х { - £ ) ­ распределение Дирака. Тогда компонент:­

тензора напряжений, соответствующие базисному полю (25, 
выражаются через действительную и мнимую части тензора 
Грина по формуле 

(о^(хих2)=соз^х^ёф­щр Ч>($) Яей^(х,гхг;рЫ% + 

а ~а 

+ $жJixгJë>(iJSLnfJЩ)I.^(5'*J(xt,xг,|)o/|. к " 

-о 

Построим тензор напряжений Грина. Для плоского напря­

женного состояния уравнение равновесия ( I ) с базисным по­

лем (3) путем введения потенциала перемещений и*= 
приводится к неоднородному уравнению Пуассона 

чгФ = (1+1)8(ос,­1)е^. (5) 

Ка краях пластины х,= ±а выполняются уедсэия 

6*<(±а,хг_;%) = 0; о',*(±а,хг;%)=:0. ( & ) 

Вследствие периодичности базисного поля,, решение задачи 
также периодично вдоль зс2 всюду, за исключением облас­

тей, прилегающих к параллельным оси х, краям пластины 
(размер зоны краевого эффекта ~ 7 ) . Поскольку период 
является существенно малой величиной по сравнению с раз­

мерами кристалла, то в дальнейшем эти области исключаются 
из рассмотрения и тем самым задача решается для полосы­



пластины. Распределение Дирака представим в виде разло­

жения в ряд £урье 

Тогда решение уравнения (5 ) может быть записано в вида' 

/>'/ п у 

Потенциал ( 7 ) с учетом тождества 

запишем з конечной форме 

р(а+рз1?^(а­х,) Н(х,­?)] е ^ * 2 , 
(3) 

где Н(х)=­£^£(%)о/^ ­ единичная ступенчатая функция 
Хевисайда. Потенциалу Ф соответствуют напряжения 

где £ ­ модуль Юнга. Из (9 ) с учетом ( 3 ) находим: 

бм=-щ^[гЧ(1­х1)51пр(а­1)511^(а^х1) + 

' М ^ / ' / Ь Л ^ ^ А / З (а­х,)]е ; (10> 

= ­ б5,, ­ £ ^ ­ ) е 1>х* ; 

_­Шх,­£)^^Ф^сА^(а­х,)]е. 
Компоненты <эн и о" / 2 всюду являются регулярными функци­

ями, а компонента С Т ^ в точке х, = ^ имеет сингулярность. 
Поле напряжений ^ не полностью удовлетворяет усло­

ЕИЯМ (6 ) свободного края: нормальные напряжения с?,, при 
х, — ±а равны нулю, а касательные е? / 2 отличны от нуля. 
Для компенсации касательных напряжений на краях пластины, 



на напряженное состояние с компонентами Р у наложим 
напряженное состояние с компонентами &^ , подобранными 
так, чтобы удовлетворить всем гранич.щм условиям. Напря­

жения Щ£! определим о помощью функции Эри (­

которая удовлетворяет однородному бигармонпческому 
уравнению 

V2 ъ*р= о. 
(12) 

Поскольку нас интересует решение исходной задачи для сим­

метричного относительно оси Хг базисного поля е р (х, ,хг), 
то достаточно ограничиться только симметричной частью 
решения уравнения (12 ) : 

Р(х,,х2 ;$)=*СА(£)с/г/Зх,+В(£)уЗх/ вМрх^е'^'цэ) 

Константы А(£) и В(^) находятся из краевых условий ( б ) , 
которые принимают вид: 

&4 (±а,х2 ,р=0,6,2 (±а, х2, §) +§,г (±а, хг ^ | > а ( 1 4 ) 

Из ( I I ) С учетом (13) , (14) и (10) после вычислений полу­

чаем: 

Щ,2 ~­Е^0($)[^}у*­2)с1грх, ­рх,$/г/вх, 3­е 

б/2 == * £> В(£)С(^/ту<ч)з/уах,узх, с/узх,]е <ю 

где <?АД/ 

Таким образом, тензор Грина для напряжений есть 
суперпозиция (10) и (15) 

6'*У (*1> х2 , &у (х/,х£ (ос,, хг ;р. 

По найденному тензору Грина путем интегрирования по фор­



муле (4 ) находим компоненты тензора внутренних напряжений, 
порождаемых базисным полем ( 2 } . 

2. Результаты модельных расчетов 

При выращивании некоторых тугоплавких кристаллов на 
фронте кристаллизации образуются области гранного роста 
/2,3/. На начальной стадии гранный рост захватывает всю 
область кристалла. На стадии роста кристалла с поетоян­

ь".м диаметром в зависимости от тепловых условий выращива­

ния область гранного роста может оттесняться к периферии, 
либо локализоваться в центральной области. Вне области 
гранного роста кристалл формируется по нормальному меха­

низму роста. Смена механизмов роста, а также встречные 
потоки расплава тепловой и вынужденной конвекции в подкрис­

;• .талльной области могут приводить к скачкообразному из­

менению параметра решетки вдоль фроьта кристаллизации, а 
сама форма границы раздела фаз описывается кусочно­глад­

кой функцией. 

Для иллюстрации характера распределения напряжений 
была проведена серия численных расчетов для характерных 
типов полосчатой структуры кристалла на различных этапах 
его роста. Распределение компонент тензора напряжений 
приводится в сечении хг = У(зс,), т . е . вдоль поверхности 
фронта кристаллизации, где базисное поле ер(эс{ ,эс2) 
дчя каждого принимает максимальное положительное зна­

чение. Напряжения нормируются к величине <эа —Её>0г 

где &0~ & а/ао ~ характерная амплитуда относительно­

го изменения параметра решетки кристалла. На рис.1 и 2 
для некоторых гранатовых кристаллов с использованием ли­

тературных дачных /3,5,6/ построены зависимости, позво­

ляющие определить величину уровня номинальных напряжений & 0 

по величине вариации химического состава соединения. 
На участке пластины с полностью ограненным фронтом 

кристаллизации базисное поле задается в виде ер(эс(,йсг)= 
= <§0 со5/3(ж2-т/х1/) , где т ­ тангенс угла меж­

ду направлением выращивания кристалла и нормалью к поверх­



i Рис. I . Зависимость изменения Рис.2 Зависимость уровня 
параметра решетки Д # от номииаль.'чх нзпря­

вариации состава Д х соединения. жензй от изменения 
1 ­ Gds.x Gas_x 0,г ( ГГГ ) ; параметра решетгак 
2 ­ Са3,х Gaiff_x)GeJfX0,2 (КГТТ); соединения т * поло­

3 ~ Nd3,x Gas х 0,2 (НГГ). сам роста. 
I ­ГГГ; 2­ НГГГ; 
3 ­ HIT. 

При неплоском фронте кристаллизации в областях"у оси крис­

талла и у его краев имеет место концентрация поперечных 
и сдвиговых б,2 компонент тензора напряжений. 

Размер этих областей определяется величиной периода полос 
роста Т • У оси кристалла концентрация напряжений связа­

на с изломом полос роста, а у краев ­ с эффектом свобод­

ной поверхности. Причем, с точки зрения вероятности образо­

вания трещины, более опасной являются область, расположен­

ная в непосредственной близости от оси кристалла. 
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Рис.3. Распределение напряжений 
на участке с полностью огранен­

ным фронтом кристачлизации. . 
т »р (1 ) ; 0,5 (2 ) ; 1,0(3) . 
Т/а =0,1. 

4 
При частично ограненном фронте кристаллизации 

граница областей нормального и гранного роста порождает 
особенности в распределении базисного поля. Отклонение 
от равновесия, вызванное появлением грани на фронте 
кристаллизации, приводит к изменению коэффициента распре­

деления. Необходимое для роста граней переохлаждение 
способствует также повышенному захвату инородных включе­

ний (частиц тигля и газовых пузырьков). В результате 
амплитуда базисного поля на границе областей нормального 
и гранного роста испытывает скачок. Кроме того, переох­

лаждение имеет разную величину в разных точках поверх­

ности раздела фаз, что приводит к неравномерности распре­

деления состава вдоль фронта кристаллизации. Вне области 
гранного роста, где кристаллизация происходит по нормаль­

ному механизму, фронт кристаллизации слабо округлен и 
следует за изотермой в расплаве, изменение состава в ело­



ях роста меньше по величине и распределено более однород­

но по поверхности раздела фаз. Резкая неоднородность в 
слоях роста может быть вызвана также гидродинемггчесними 
вихрями в подкристаль ной области расплава. Базисное поле 
при частично ограненном фронте кристаллизации аппрокси­

мирузтся функцией 

ер(х„хг)={ё0 fffls expf­cOscJ­XsVUOxJ-Xsti}' 

х cosJi (x 1>-m(lxll­ocs))H'(fx,/­ xs)), 
(16) 

где xs ­ координата границы раздела областей нормального 
и гранного роста; feJ5 ­ скачок амплитуды относительного 
изменения параметра решетки на границе х5 ; с ­ пара­

метр, учитывающий неоднородность изменения состава крис­

талла вдоль фронта кристаллизации в области \х {\> xs . 
Распределение компонент тензора напряжениГ:, соотьетству­

ющих базисному полю ( 16 ) , показано на рис.4. 

Рис.4. Распределение непряжений 
на участке пластины с частично 
ограненным фронтом кристаллиза­

ции, т « 0 ( 1 ) ; 0,5 (2 ) ; 1,0(3) . 
Т/а =0,1; х$/а =0,5; С »10 . 

Граница раздела областей нормального и гранного роста яв­. 
ляется наиболее напряженной и опасной для образования тре­

щин. Поперечная <эн и касательная (о^ компоненты тензора 



напряжений при переходе через поверхность раздела изме­

няются непрерывно, а направленная вдоль границы раздела 
осевая компонента ( э 2 2 терпит разрыв, величина скачка 
равна [&2гJs = £Cep]s (на р и с . 4 [é]t/é.* О 

Как следует из рис.3,4 огранение фронта кристалли­

зации плоскостями, нормаль к которым не совпадает с на­

правлением выращивания, приводит при прочих равных усло­

виях, к снижению уровня безразмерных напряжений для нор­

мальных компонент (o/f/çfo ,622/60* к повышению уровня для 
касательных компонент (э,г /(эв . 
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НЕЯВНЫЕ ИТЕРАЦ/ЮННЫЕ СХЕМЫ ДШ СТАТИЧЕСКОЙ 
ЗАДАЧИ ТЕРМСУПРУГОСТИ 3 НАПРЯЖЕНИЯХ 

В работ* х /1,2/ для задачи упругости с граничными 
условиями в напряжениях предложена и изучена новая трех­

мерная постановка для решения задачи в напряжениях. Эта 
постановка применяется для о.ыскания численного решен."? 
разностной задачи с использованием явной итерационной 
схемы. В / I/ делается ТахЖв попытка­ построения неявной 
итерационной схемы, однако показано, что она по сходимос­

ти не лучше явной. В настоящей работе строится неявна, 
итерационная схема для численного решения двумерной осе­

симметричной задачи термоупругости, более экономичная по 
сравнению с явной схемой. 

Следуя примеру авторов упомянутьзс работ, введем в 
рассмотрение векторы построенные из компонент тензора 
напряжений и деформаций. В двумерном случае упруго­де­

формированное состояния будут характеризовать четыре ком­

поненты тензора напряжений б " ; б* ; б * " ; б г г и 
четыре тензора деформаций £гг ; 6*</' ; £ * ; 6Г* . 
Введем в рассмотрение векторы: 

где 5{ = <5ГГ-^; 52=в^; 5 Л = б"; £'= б " ; 

с = 6 ­г с. , С — С, ; С = с , а также вектор перемещения 
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и , с компонентами перемещения и1", и* вдоль осей г , 
2 соответстве (но: 

Тогда уравнения равновесия можем записать в векторном виде: 

Я * 5 = ­ / . ( I ) 

Связь между деформациями и перемещениями запишется в виде: 

( 2 ) , 

закон Гука с учетом изменяющегося в пространстве темпера­

турного поля 

5 щ не Т. (3 ) 

Здесь 

Ъ_ 
дг 

г дг "=г~г Г О 

\ 

О 

± Л 
2 дг 

дг 
1 А. 
2 дг 

(Ь/ ­2/* 0 0\ 

•2/ К+2/4 к О 
О Л М2/<0 , 

О 0 2*1 \0 

рь ш (3 А + 2_/<) оС »Л,_/< ­ коэффициенты Ламе, 
оС ­ коэффициент термического р а с ш и р е н и и » р Р ; 
^"=ргг­ компоненты вектора массовых сил. Запишем тя 



уравнения совместности деформаций,„которые в наших обозна­

чениях примут вид: 

дг1 дг­ дгдг 

дг 

и будем считать, что на границах области заданы соответ­

ствующие напряжения: 

г = 2 2 5*/, /„ 5 / =(э I - верхний торец. 
1гг « Г Ц 1гг 

г­Я 5*^ = 6' Г 2| 5 * 5 ^ =б""^ ­ боковая поверхность, 

2 = 2 , 5 * / ­ б ' ' ' ' 1 / б Л / = б Г " / г ­ нижний торю, 

а на оси симметрии и = и , о | = и . 

В работах /1,2/ показана сопряженность операторов # * 
и ­/? , и дается следующая формулировка задачи в "апряже­

ниях:' 
в подпространстве функций удовлетворяющих условиям 

совместности деформаций определить компоненты тензора 
упругих напряжений, удовлетворяющие уравнению 

/ ? ( / ? * 5 ^ / ; = О (5) 

и граничным условиям. 
В терминах перемещений задача упругости формулируется 

так: 

где оператор Р*НК есть оператор Ламе, который в слу­

чае задания граничных условий в напряжениях является вырож­

денным, то есть решение задачи (6) определяется с точностью 
до вектора жесткого перемещения. В рассматриваемой задаче 



этот вектор имеет одну составляющую ­ произвольное переме­

щение по оси I . В случае Вырожденных задач на правую 
часть у также накладываются ограничения ­ это условия 
разрешимости, требующие равенство нулю суммарное воздейст­

вие всех сил и моментов. Здесь будем считать, что эти усло ­

вия выполнены. 
Теперь можем перейти к рассмотрению алгоритма числен­

ного решения задачи упругости в напряжениях. Обозначим 
через /?/ ; 1\^ разностные аналоги соответствующих диф­

ференциальных операторов. В вышеупомянутых работах пред­

лагается и изучается следующая явная итерационная схема: 

причем доказано, что 5 Л приближение будет находиться 
в подпространстве функц'.гй удовлетворяющих разностному 
аналогу условий совместности, если 5 ^ находится в 
этом подпространстве. Необходимо только согласовать ап­

проксимацию (4 ) с выбором оператора Я н . В связи с тем, 
что в дальнейшем будут рассматриваться только разностные 
операторы и сеточные функции, в их записи индекс И будем 
опускать. 

Чтобы получить неявную итерационную схему вернемся к 
задаче в перемещениях (6 ) и запишем неявную итерационную 
схему в следующем виде: 

г Т т 

С — г 1 — * ^НР­и^+^О. (8 ) 

Далее умножая (8 ) слева на ИРС с учетом, что ,Ч^й
т~5т

> 

получим: 

2­^£—+НЯС~'(Я'5т+/) = 0 • (9) 
т + 1 

„-1 
Если предположить, что существует С , то оказывается, 
что 5'"* ' итерация находится в подпространстве функций 
удовлетворяющих условиям совместности,. если 5 " 1 тоже 



из этого подпространства. Этот факт доказывается в точ­

ности также как и для схемы (7) в /2/. 
Нике рассмотрим аппроксимацию операторов и конкретные 

способы п строения оператора С . Введем Ь 1НвГ^­г^\ 
у ­н = 1­^­2. ; ­ шаги сетки по осям Р" и Е соответственно, 
гв-0 ; Гц = & ; ¿ 0 ­ 2 , ; 2 М ­ 2 2 . В точках с координатами 

­|£; 2J ¥ Ц 1 ­ ) будем определять у% , Щ ^ ; 

Тогда разностный аналог уравнения ( 2 ) запишете}! з виде 

/' ­ и1*и*'/л~иЦ*>/з О2 _ Г^1ииц,1/г~Г;и1:/'Уг 

Введем скалярное произведение для векторов с четырьмя 
компонентами:.,, . „ . 

и двухкомпонентных \/ч> 1*о 

Исходя из определения Яи , записав ^¿7,5 , )= ­ (и , Я 'в) 
получим аппроксимацию уравнений ( I ) : 
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Г и 1/2 $ и 1/г /* 1/г " Г­'/г 5/­ >/г!< '/г #
 51*1/г;+1/г~^­>А^1к ' Ь&гЩ 

и граничных условий: 

Г" = [ 0*.!*МЧ 

о/* '/г 

5 

1/1.;.,. =0 ) 

0*J 

• с 5 г * * ' с­ 5 ­ б Г " 0<1<Ы­1 
й!+'/г'/г~ ^''+'/г'/2 ' ^'/гМ-'/г *ф*Щ , * 

Если в приграничных узлах принять: 

тогда имеем аппроксимацию второго порядка. Закон Гуна » 
индексной записи определим так: 



можно также записать и аппроксимации уравнений совмест­

ности деформаций согласующуюся с построенным Я : 

&> \ № $, ) 

I //* . _ / • . + о 

2 А/ 
Для построения С необходимо также записать опера­

тор . Для этого введем А = РЯ*ИЯ . где Р=(%'£й , 
и ^ диагональны матрицы с элементами р.­г­Ъ п 

Рц * * * ' Т ° Г А а ^ = (% гг д г) с и ы " е т Р и ч н а я 

матрица, а Аг \ А* ­ пятидиагональные матрицы типа дву­

мерного разностного оператора Лапласа; АГ1 \ Агг ­ четы­

рехдиагональные матрицы: 

„г . .г 



с коэффициентами ^ 

^W{f^Àk0JsZ Ļ = N'- ЪиЩ* • 



с* =(А + 2н) N-1; М-2; 

Будем считать, что все не указанные в сг.::ске коэффициенты 
равны нулю. Отметим еще, что неизвестные ^1¥.//2о *^1*1/гМ 
исключены из системы, ввиду того, что 5­ ,/ г*** у 

3 ' "'/г/ж 
и ^ // на границе известные величины. „ 
Анализ операторов А и Д показывает, что А =-(А ) >и , 

А* =; - (А )* ^ 0 и также А= - А 2* 0 , причем видчо, что 
л­«гЛ(ядро оператора Д , пользуясь обозначениями /3/) 

есть вектор и^,/г = 0 , ; Ф^Ф^ф, ''Н*.£$*€, 
О ^I^М-/; / < у ^ М-1 , где 6 ­ произвольная 
константа. Если теперь построить С удовлетворяющгм услови­

ям из /3 /: 

Си е кег А* г если и е кег А 
рЯт»*^ • ^ _ ( 1 0 ) 

¿"¿7 е 1т А * если и е ¿777 А * 
то без ограничений, кроме удовлетворения условиям разреши­

мости, то есть у ­1 кег А*' , мохио пользоваться итерационной 
схемой ( 8 ) , ( 9 ) . 

Выберем 

V о\ ($' о ) (Г и" 
1 * 5 ¿ 7 1 0 ^ 1 о 

Следуя методу МАЕ /4/ для пятиточечных разностных уравне­



ний,определим: 

^^-<^<-^<-^о- (12) 

т=4 а1,, ; с/*- - элементы диагональных матриц & 
и 1г'=(и")тъ ^М^У. где через Г обозна­

чена операция транспонирования. В /4/ показано, что 

то есть минимальные собственные числа операторов 1_ £> /­

и £. ^ I совпадает минимальными собственными числами 
операторов Дг и Д г соответственно, а отношение макси­

мальных собственных чисел пропорционально числу неизвестных 
О (N­,4). 

В нашем случае оператор А ~ вырожден, построчные 
суммы элементов равны нуле. Исходя из этого покажем, что 
(13) превращается в следующее выражение: 

</*=//(а^С*у) . (14) 

Допустим, что выполняются 

Тогда 



4 ­Щ'*1</ЩУ­ * 

Далее рассмотрим с/0( . Так как =• С*д О 
0^ 'Ы /У­ / . т о 6% = а£ * С*ц и в (13) 

с!*! ={/((3*, + С * ) , а это означает, что и для всех 
остальных значений I и у будет иметь место соотноше­

ние (14 ) . . 
В силу (14) с(„чм_г =уО или 1/с/А./м_^0 и окаэь­

вается, что Ь и //* (треугольные матрицы) тоже вырож­

дены и 

матрица с равными нулю построчными суммами элементов, ого 
означает, чтс "Лал , ­ * могут быть определены с точностью 
до константы. Если выбрать и / , г * так, чтобы построчные 
суммыего элементов равнялись нулю, то видно, что 

кег А * если и е кеъ А 

£. ^ ) и б 1.т А , е с л и " 6 
¿7 1. 

4 ' 

а вместе с этим свойством выполняется и ( 10 ) . 
Запишем: 

Исходя из соображений минимизации Ц Агг­ 1­Г~ Ф^И"*/]. и 
численных экспериментов по уменьшению числа итераций оС,у 
и Д. ; были выбраны в следующем виде: 

,'|(ОЖвТ д$}«Н1 



^~*'.<оА­<о ^­,о)0­™) <*^к­1^=о 

Отметим, что в численных экспериментах анализировался к 
случай т^О . Тогда мы получаем так называемый 
метод неполного О/ ­разложения /5/. В этом случае мы 
заведомо неудовлетворяем условиям (10) и получаем С=С >0 
Такой С не пригоден для использования в схеме ( 8 ) , но в 
случае схемы (9) дает большую экономию числа итераций­

Для численных расчетов программно реализована трех­

слойная итерационная схема сопряженных градиентов с воз­

можностью счета как по явной, так и по неявной (т=1 ; п>=0) 
схемам. Программа написана на языке ронтн/ш­ту, а расчеты 
проводились на ЭВМ ЕС­1060. 

В качестве теста была взята задача термоупругости со 
свободной границей и температурой Т=Твг* . Решение такой 
задачи подробно рассмотрено в /6/. Сравнение численных 
значений напряжений показано в таблицах 1,2,3,4, где в клет­



не верхнее число получено при расчете на равномерной сет­

ке при Н = д=0,2(М'М­Ь*Н), следующее ­ /7 =• а'= 0,04 
(А/' М ­ 26*51) , а третье ­ расчетные данные ра­

боты /6/. 

В таблице 5 дано число итераций при счете по явной 
(я ) И неявной ( /77 — О ; т=1 ) схемам при уменьшении не­

вязки на заданный порядок (2,3,4) в зависимости от числа 
узлов сетки. 

Таблица I . Значения напряжений (эг на сетке 5x11, 
25x51 и указанные в /6/. 

0 ,9 

4,902 

5,067 

5,073 

4,403 

4,538 

4,563 

3,377 

3,543 

3,550 

2,029 

2,204 

2,210 

0,528 

0,714 

0,723 

с .7 

4,689 

4,866 

4,856 

4,234 

4,372 

4,327 

3,171 

3,441 

3­44Г 

1,983 

2.159 

2,161 

0,510 

0,702 

0,707 

4,689 

4,866 

4,856 

0,510 

0,702 

0,707 

4,038 

4,216 

4,195 

3,666 2,927 1,838 

2,001 

1,996 

0,492 

0,669 

0,672 

0,5. 

4,038 

4,216 

4,195 

3,844 

3,822 

3,092 

3,072 

1,838 

2,001 

1,996 

0,492 

0,669 

0,672 

0 .3 

2,442 

2,606 

2,568 

2,317 

2,478 

2,436 

2,015 

2,152 

2,119 

1,442 

1,550. 

1,531 

0, 

0, 

0. 

495 

600 

595 

с .1 

­0,977 

­0,874 

­0,916 

­0,641 

­0,537 

­0,612 

­0,134 

­0,033 

­0.093 

0,435 

0,447 

0,407 

0,573 

0,432 

0,409 

0,435 

0,447 

0,407 

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 



Таблица 2. Напряжения (5 на сетке 5x11,26x51 
и указанные в /6/. 

0,9 
4,902 
5,035 
5,022 

3,957 
4,080 
4,075 

2,056 
2,162 
2,165 

­0,833 
­0,744 
0,734 

­4,740 
­4,671 
­4,659 

0,7 
4,669 
4,821 
4,000 

3,769 
3.909 
3,905 

1,968 
2,076 
2,061 

­0,814 
­0,72.; 
­0,709 

­4,611 
­4,536 
­4,514 

0,5 
4.1.­38 
4,158 

3,237 
3,Зо4 

1,607 
1,708 

­0,912 
­0,835 

­4,431 
­4,362 

4,142 3,344 1,714 ­0,013 ­4,321 

0,3 
2,442 
2,541 
2.583 

1,622 
1,916 
1,891 

0,538 
0,614 
0,612 

­1,498 
­1,455 
­1,424 

­4.434 
­4,422 
­4.355 

0,1 
­С,977 
­0,919 
­0,956 

­1,323 
­1,268 
­1,328 

­2,051 
­2,С17 
­2,036 

­3,255 
­3,2«2 
­3,245 

­6,151 
­5,310 
­5,125 

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 

Таблииа 3. Напряжения <5жг

 на сетке 5x11, 26x51 
и указанные в /6/ 

0,9 
4,599 
4,788 
4,859 

4,041 
4,251 
4,353 

2,747 
2,933 
2,949 

0,357 
0,492 
0,498 

­3,660 
­3,591 
­3,596 

0,7 
3,960 
4,158 

3,501 
3,702 

2,417 
2,589 

0,358 
0,481 

­3,228 
­3,175 

4,260 3,727 2,604 0,486 ­3,170 
2,766 
2,997 0,5 
2,766 
2,997 

2,477 
2,680 

1,765 
1,914 

0,330 
0,432 

­2,371 
­2,333 

2,987 0,428 _ 2,987 2,679 1,926 0,428 ­2,330 

0,3 
1,248 
1,492 
1,467 

1,151 
1,336 
1,341 

0,862 
0,996 
1,010 

0,215 
0,271 
0,276 

­I ,170 
­1,216 
­1.222 

0,1 
0,001 
0,222 
0,223 

0,000 
0,197 
0,205 

0,000 
0,168 
0,165 

0,000 
0,057 
0,060 

0,000 
0,219 
0,222 

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 
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Таблица 4. Напряжения б* на сетке 5x11, 26x51 и указанные 
в /6/ 

0,000 0,000 0,000 о.поо 0,000 0,000 0,000 о.поо 
I 0 0,000 0,000 0,000 0,000 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 
­0,319 ­0,564 ­0,651 ­0,486 ­0,319 ­0,564 ­0,651 ­0,486 

0,8 0 ­0,335 ­0,571 ­0,654 ­0,489 0 
­0,323 ­0,570 ­0,656 ­0,488 
­0,597 ­1,067 1,256 ­0,966 

0,6 0 ­0,619 ­1,077 1,260 ­0.969 0 
­0,604 ­1,073 ­1,261 ­0,970 ­0,604 ­1,073 ­1,261 ­0,970 
­0,753 ­1,370 ­1.666 ­1,351 

0,4 0 ­0,771 ­1,380 1,665 ­1,342 0 
­0,760 ­1,379 ­1,665 ­1,343 
­0,631 ­1,179 ­1,503 1,315 

0,2 0 ­0,639 ­1,189 ­1,497 1,278 0 
­0,637 ­1,1Ь? ­1,496 1,278 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 
1 

Таблица 5. Число операций, требуемое для уменьшения незязки 
<2 = 2; 3; 4 порядка, полученное при счете 

по явной I А ) и неявной {т=0,т=1) схемам 
на сетках (ы*М) ' 

ы7м — 2 3 4 
13 30 41 

6x11 ш 1 10 17 25 
а 0 4 8 I I 

25 70 96 
11x21 а * 1 25 35 57 

• ж 0 8 12 20 
54 107 195 

21x41 а ш 1 22 37 . 54 
в ш 0 14 22 35 

67 130 244 
26x51 а 1 32 49 93 

в 0 16 27 43 



Рис.1. Сравнение расчетных данных по схеме прил--/Хххх) 
с данными работы /7/ для кристалла 6*7И5, 
а) 2 = / , 5 Я ; б) 2 = 0,41* . 

Как видно из табя.1­4 достигается хорошая точность чис­

ленных расчетсч всех компонент напряжений. Экономичность 
схемы при т=0 возрастает при измельчении се^си и по срав­

нению явной схемой затраченное время уменьшается от 2­х 
до 4 раз. 

Были также проведены расчеты на модели реального 
технологического эксперимента выращивания монокристалла 
бссАв при задании расчетного температурного поля. 
Получено хорошее совпадение с расчетами, проведенными в 
работе /7/, см.рис.1. Сравнивая экономичность указанных 
методов, отметим, что построенная итерационная схема 
требует затрат машинного времени в 10­12 раз меньше, чем 
метод работч /7/. 
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Гидроразрыв нефтяного пласта осуществляется для уве­

личения дебета эксплуатационных скважин. Анализ эффектив­

ности гидроразрива, осущестачлемого одной горизонтальной 
круговой трещиной, имеется в монографии / I / и статье /2/. 
Математически задача С Е О Д И Т С Я к решению уравнения Лапласа 
для цилиндрической области с заданными постоянными значе­

ниями функции на боковом поверхности цилиндра и на круге 
ыгутри цилиндра и с нулевым значением нормальной произво­

дной на обоих основаниях цилиндра. Задача решена числен­

но. В данной работе приводится приближенное аналитическое 
решение задачи об эффективности гидроразрива, осущестляе­

мого двумя горизонтальными круговыми трещинами, а такке 
указан метод решения задачи дзя случая произвольного чис­

ла горизонтальных круговых трещин. 
Рассматривается нефтяной пласт, расположенный в осла­

сти 0 1 Г < R , 04 ¿ 4 $ . В плоскостях 1 = £, , и £ 
в результате гидроразрыва образованы трещшш радиусом ÖL, 
на которых поддерживается постоянное даьление p t . На 
контуре питания Г = Р, поддерживается давление р * >Рс • 
Требуется найти стационарное поле давлений и дебет скважи­

ны. Получить точное аналитическое решение задачи о поле 
давлений при наличии одной или нескольких круговых трещин 
не удается. В работе /3/ бил дан эффективный приближенный 
метод аналитического решения задач теплопроводности со 
смешанными граничными условиями, погрешность которого при 
определении интеграчьных xapsi­.тегнстик (расход, полный 
тепловой поток и т. д . ) , не превышает 5% при сравнении с 
немногочисленными точными решениями смешанных задач. Ниже 



этот метод используется для реагапю е.; симулированной в 
данной статье задачи. В частном случг.е одно,', крутово:'! тре­

щины полученное шгг.е рсшспЧс дает полное совпадение с чис­

ленным решением задачи пз / I / и /2/. 
Введем безразмерные величины: 

г = г/А 2 ­¿/8, а *<%/&, Я * Цф, 
р = (р­рк)Лр\ ­рк\ # ухй/&к,{рь -р42,*гЛ%*%/б, 

—I 

где Ц ­ дебет эксилуатавдокно^ скватлнь, К. ­ проницае­

мость, /л ­ динамическая вязкость жидкости. 
Математическая постановка задачи имеет зпд (см. / I / , 

/ 3 / ) . 

Э**р : / до 1 _п а<г< II, о о . ± ар + _со_ и (2 ) 

di dr 

Г­R: р=0) 1­0,1 = 1, а±Г*[>:Щ> = 0. . (4) 

Граничное условие (3 ) получено в предположении, что прони­

цаемость области 0 i r ч Сл., i < равна бесконечности 
в рад:;аль;;ом ..дпраатспия г конечна в Бертлкатыю!.? налрав­

лении (см. /3/ ) . Кроме того, в условие (3) вводекн два до ­

полнительннх слагаемых A , o ( Z ­ Z / ) и А л <У(Z ­Д<,) , где 
6(2) ­ д­.пъта­<ру.нс»1я, а А< п А* ­ тгзпесглне лесто­

ян!!не, поторне определятся после решения задач:: ( 2 ) ­ ( 4 ) кз 
услотж'. nr. 1'гт.лкцях тр.%;йн: 

r = a , :р = 1; г = а , z=zx­ р = /. (S) 

Задач;' ( 2 ) ­ ( о ) пут?:. !г:!т:!ея­:;::ил конечного коежгус­

пр­^оЛтязовачга Зурье по перг.'е­.р.оь £ , которое применя­

лось я к отайпенйй (3) к уедете:­' ( о ) 1&ь / V ) . Гече.:;» 



­18С ­

(6 ) 

1ЛД0 

Д(/г)= ПЯ[Ъ(пя£)Ьг&Х0(пя­а) Г1К,(лЖх)]­^плгЙУК 

* [пхШш) ­Л^-а)]}^,- , ^,  ( 7 )  

Х 1 0 (пх-К)]а>1/гуТа.С£о / г я ^ . , ( ю ) 

1,>(2") . Кр ( 2 ) « ( т) = 0 , У ) - моди1:кцпрорлн­

цые йдац-дзш Ьессолл 1­го и 2­го рода порядка у . 
ЭОДеи де<5ет эксгшуататглонной' сюзагашн: 

( I I ) 

Подстеасял ( 6 ) в ( I I ) , поручим 

(X - ХЯ, (А< (12) 

где А| и А* доются формулам;: ( 7 ) ­ ( 1 0 ) . При симметричном 
расположении трещин относительно серсдшш пласта ( т . е. 
прк £л = /­2> ) формула (12) примет вид: 

а-1 
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Расчета по .Т­ориул­? (13) показывав/г, что наибольший 
расход 0 достигается при 2/ = й.25, т . е. когда верхняя 
,и нккпял трзпцпи находятся на расстояния, равного мо­. 
мпостп пласта, соответственно от верхнего к никнете края 
пласта. 

Результаты числовых пасчетов за мтсимостп дебета $ 
от по •;ориуле (13) лшведени в таблице ( 2 , ­ гяссто­

яние от н:г;:ней грогици пласта до киапе2 Трегщны в симмет­

ричном случае). 

Таблица 
Зависимость (1 от 2< при = 10, О, = 0,1. 

2« 0.00 С. 03 0.10 O.iö O.i.O 0.25 • 

Q 0.54 0.57 0.60 0.62 5 • JO 0.04 

Kai: видно яз.тпб.тсп<, при наличия двух tgenffiS получа­

ется увет::че.:пе дебета Q на 193 (при £ f = U.25) по 
сраднйнио с одно!­; трещиной (т . е. £, = 0, когда обе тре­

щины сливаются н одну в плоскости i =• 0.5, ­ как ВИДНО 
из ( 1о ) , значения Q, при, 2/ = ö и при 2< а 0.5 ­

совпадает). ЗсЛй взять В =100 Й, то дант'э таблиц со­

отвествукт радиусу контура питания R = 1000 м ;: р:диусу 
треьдощ СЬ = IG м. 

Па рис. I приведена зависимость Q от­ 2/ по 'Горьгуле 
(13) при равных значениях параметров. Как вгцно из рисунка, 
относите.шшЁ прирост Ц по сравнении с одно.': тресякой 
( Zf = 0 ) , распочог.евной в плоскости Z = 0.5, с ростом 

R уменьшается. Значения Ö при 2» = 0 ­т~ р: :су. : : .е пол­

ностью совпадают с результатагл численного расчета в статье 
/2/ для елучая одно;; трозгнп, расположенной в плоскости 

2 = 0.5. Таким образа­.:, напгчпе­ д в у х круговых.тречдя 
при гидрорг.пр1.".­," ие.;«тяного п л п е г а д ~ с т с с ^ т я м ! . ' ! п р и р о с т де ­

бета ;)!'.гпл%­рта{ау:шс,1 c:­­v­;nn:u по c t t B . m ­ i r o с о д л о й к р у г о в о й 
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Замечание, моссно получлггь аналитическое решение д ; ш­

тю!: чздечг я ::г:т i­млг.птп: произвольного числа П> круговых 
горизонтяльчхе тс.,: ­:'. родлус­п Cl­ , распологенных в илос­

I костях 2 - i t . £ ~~ £ j u . ••• . £ - £ п .Достаточно 
граничное услоьле ii) заменить услоргри: 

. г - а , Р< *.« / •• Ķfļ +JL & = # А к t5 U ­ ^ Х ( 0 5 

где А к ­ "••.:шюст!п;с т'осто.тчп.е, которые определятся 
после ре:^"гя задачи С2)« (14), (4) На устов;:£ ка гракшЯХ 
трещин: 

г * а - , 2 - г * , /< = /, ВД) • j /т. i ŗ p = /-

С Ю ; : « П В Р Ш В . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты опубликованных в настоящем сборнике работ 
по математическому моделированию могут быть использованы 
для оптимизации выращивания полупроводниковых и полупроз­

рачных монокристаллов,'путем повышения их химической од­

нородности, минимизации плотности дислокаций, увеличения 
скорости выращивания путем применения вибрационной техно­

логии, уменьшения времени охлаждения кристаллов. Разрабо­

танные математические модели и численные методы могут быть 
использованы при разработке пакетов прикладных программ 
для управления технологическими процессами. 
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УДК 537.64 : 669.713.7 . 

АНАЛ13 ВТОРИЧНЫХ ШЩНЙ В ЖИДКОСТИ ВБЛИЗИ ВИБРИ­

РУЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ. Авдонин К.А., Калис Х.Э., Йариков Е.В., 
Сторожев Н.Р. 

Построена осредненная математическая модель, описы­

вающая возможное возникновение и развитие вторичных те­

чений вблизи вибрирующей поверхности. Описаны результат,j 
экспериментальных исследований вторичных течений. 

Ил.4, библисгр.Ю назв. 

УДК 519.63+536.42 

МАТКЖШЧЕЕКБЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ) ПРОЦЕССА 3CiiHCH ПЛАВКИ 
ДВУХКОМаНЕНТНОГО МАТ.ТИАЛА. Апансвич Ю.В. 

В статье рассмотрена математическая модель зонной 
плавки каазибинарного полупроводникового соединения. При­

ведены результаты расчетов в условиях микрогравитации и 
в земных условиях. 

Ил.7, библиогр.З назв. 

УДК 536.25 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАЗБИТИЯ i 
ТЕР\ЮКОНВ!:ХЦИИ. Еожко A.A. 

Эксперкментатьно исследуется развитие двух низших 
пространственных мед, соответствующих, с точностью до 
численных коэффициентов, температурным модам триплета 
Лоренца. 

Ил.4, библиогр.4 назв. 



УДК 536.25 

УСТОЙЧИВОСТЬ ЗАКРИТИЧВСКОГО ТЕЧЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНОМ 
СЛОЕ С ДВОЙКОЙ ДИФФУЗИЕЙ ПРИ ТРЕХМЕРНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ. 
Герценштейи С.Я., Калейс А.Я. 

В статье рассматривается устойчивость двухмерных 
валеч, возникающих в результате потери устойчивости не­

однородного нагретого слоя двухкомпонентной жидкости. 
Устойчивость рассматривается по отношению к трехмерным 
возмущениям. Движение описывается трехмерными уравнения­

ми Навье­Стокса в приближении Буссинеска. Задача решалась 
методом Бубнова­Галеркина. При численных расчетах полу­

чены три разньх варианта: I ) двухмерный режим устойчив; 
2) двухмерный режим неустойчив и возникает другой ста­

цисчарный режим; 3) возникает колебательный режим. 
Ил.2, библиогр.7 назв. 

УДК 532.516.5+536.25 

РШЕН"Е ЗАДАЧ ТЕПЛОВОЙ КОНВЕКЦИИ МЕТОДОМ ГАЛЕРКИНА: 
ТЕСТОВЫЕ РлСЧЕТЫ. Гельфгат A.D. 

Метод Гасеркина с координатными функциями, построен­

ными в ииде линейных комбинаций полиномов Че^ишева, при­

меняется для решения следующих тестовых задач: задачи ус ­

тойчивости равновесия жидкости, нагреваемой снизу; задачи 
о стационарной термогравитационной конвекции в квадратной 
попости с изотермическими боковыми стенками; задачи о 
стационарной тер? .жапиллярной конвекции в квадратной по­

лости с изотермическими боковыми стенками; задачи опреде­

ления порога устойчивости стационарного термогравитацнон­

ного конвективного течения. 
Полученные результаты сравниваются с численными и 

экспериментальными результатами других авторов. 
Таб,5, библ. 16 назв. 



УДК 536.25 

КОНВЕКЦИЯ БИНАРНОЙ СМЕСИ 3 ЯЧЕЙКЕ. ХЕЛБ­иЮУ. 

Глухов А.Ф. 

Для исследования конвекции бинарнсй смеси в ячейке 
Хеле­Шоу используется маломодовое приближение, полученное 
с помощью метода Галеркина. 

Ил.4, библиогр.7 назв. 

УДК 536.25 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЦЕНТРОБЕЖНОЙ T5FMGKOHB3K­

ТИВНОЙ УСТСЙЧИВОСТИ ЖИДКОСТИ МЩУ ДВУМЯ БЕСКОНЕЧНЫМИ 
ВРАЩАЮЩИМИСЯ ЦШИИДРАМИ В НЕВЕСОМОСТИ. Мартузан Б.Я., 
Опмании М.Я. 

В статье рассматриваются вопросы термоконвектиьной 
устойчивости неравномерно нагретой жидкости между двумя 
бесконечными цилиндрами под действием центробежной силы в 
невесомости. Исследуется устойчивость решений двумерной 
системы уравнений Навье­Стокса в отношении возмущений 
периодических в осевом направлении. Приводятся результаты 
исследований, полученные с помощью системы аналитических 
вычислений НВВУСЕ . Приводятся нейтральные кривые для 
различных толщин цилиндрического слоя и чисел Прандтля. 

Ил.З, библиогр.8 назв. i» 
• 

УДК 518:517.949 

ОБ СДЮЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЕ ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕН 
НИЯ КОНВЕКТИВНОЙ ДИФФУЗИИ. Демченко Л.И.» Тригуб A.C. 

Библисгр.З назв. 



УДК 530.33:536.42 

ВЛИЯНИЕ РАДИА11И0НН0Г0 ТЕПЛООБМЕНА НА 1РОЦВСС ВЫРА­

ЩИВАНИЯ Ь Ш Л В Ц З Р я Ч Ш КРИСТАЛЛОВ МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОIЬ. 
Аг.анович Ю.В., Гг.анов СМ. 

Приводится постановка задачи выращивания полупроз­

рачных кристаллов гранатов методом Чохральсксго. Изучено 
влияние радиационной теплопроводности на форму фронта 
кристаллизации и распределение изотерм в системе расплав ­

кристалл. 
Кп.4, библиогр.2 назв. 

. УДК 536.421.1+536.24 

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ФРОНТА КРИСТАЛЛИЗАЦИИ НА 
ОСРЕДШЗЮЙ РАСЧЕТНОЙ МОДЕЛИ ТЕГШОПЕР.'аЮСА В ДВУХФАЗНОЙ 
СРЕДЕ. Гулбе М.Л., Авдонин H.A. 

В настоящей работе проведено численное исследование 
устойчивости роста кристалла на численной модели задачи о 
фазовом переходе. Использован метод введения параметра, 
характеризующего скорость объемного роста кристалла, и 
показана устойчивость процесса роста во времени даже при 
JB ­*" ° ° . Также найдены случаи устойчивого дендритно­

го роста. 
Ил.З, библиогр.6 назв. 

УДК 519.671:536.242 

АНАЛИЗ НЕСИММЕТРИИ В ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧЕ КРИСТАЛЛИЗА­

ЦИИ. Козельская Н.В. 

При выращивании монокристаллов методом Чохральского 
рассматргвается задача определения влияния отклонения по 
углу tp температуры на стенках тигля на распределении 
температурного поля и градиентов в кристалле при различных 
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частотах вращения кристалла и тигля. Дается постановка 
трохмерной задачи теплоперечоса и численный метод ее ре­

шения. 
Ил.4, библиогр.З назв. 

УДК 536.421+536.421.4+536.24 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕПЛОПЕРЕНОСА ПРИ ЗОННОЙ 
ПЛАВКЕ 3 ЮЛУПРОЗРАЧНОЙ АМПУЛЕ. Люмкис Е.Д., Мартузан Б.Я., 
Мартузане Э.Н., Сенченков A.C. 

Предложена приближенная модель учета радиационного 
теплообмена через полупрозрачные ампулы для цилиндрически­

симметричной системы. Проведены расчеты одномерной тем­

пературной задачи для модели гмпульной зонной плавки. 
Показано, что учет поглощения излучения в кварцевой ам­

пуле приводит к понижению максимальной температуры в зо­

не расплава и уменьшению ширины зоны. 
Ил.З, библиогр.5 назв., табл.2. 

УДК 621.791.01:536.45.001.57 

ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СТОЛБА 
СВАРОЧНОЙ ДУГИ. Демченко В.Ф., Романенко A.B. 

Излагается математическая модель процессов переноса 
тепла, вещества, импульса и заряда в плазме сварочной 
дуги, предлагается вычислительный алгоритм, приводятся 
результаты численных экспериментов. 

Ил.З, библиогр.14 назв. 

УДК 62I.3I5.592.3.002.2.00I.57 

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ ЛЕРЕРАСШ»ЕДЕЛЕНИЯ 
ПРИМЕСИ В ПРСЦЕССК ЛОКАЛЬНОГО ОКИСЛЕНИЯ ШЛУ1Г0ВСДКИКА. 
Скрыль Ю.И. 



Предлагается математическая модель для описания 
перераспределения примеси в полупроводнике при локальном 
окислении. Выводятся исходные уравнения для решения по­

добных краевых задач. Приводится пример расчета перерас­

пределения бора в кремнии после ионной имплантации. 
Ил.З, библиогр.9 назв. 

УДК 519.6:532.546:626.862 

ЗАМКНУТОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПРИТОКЕ К ЩЕЛИ ДРЕНЫ. 
Мелгалвис А.Г. 

Библиогр.1 назв. 

УДК 519.6:539 

МИНИМИЗАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ и ПЛОТНОСТИ джлокаций в 
КРИСТАЛЛАХ, ВЬРАЩИВАЕМЫХ ИЗ РАСПЛАВА. Вахрамеев С.С., 
Козельская Н.В. 

Производится математическое моделирование внешних 
тепловых условий, обеспечивающих в кристалле минимальные, 
на уровне критических, напряжения. Результаты расчетов 
совместной термо­упругопластической задачи показывают 
формирование малодислокационной структуры монокристаллов 
при задании оптимальных тепловых условий. 

Ил.2, библиогр.4 назв. 

УДК 539.373:661.863/868 

РАСЧЕТ ВНУТРЕННИХ НА1ШШЫЙ В ЬЮН01'.РИС?Л^ЕПЕС1Ш ГЛАСГ.Я1АХ. 
Ьшанов СП. 

Рассмотрена задача расчета внутренних напряжений в 
тонких прямоугольных пластинах, вырезаемых из цилиндри­

ческого кристалла в продольном направлении. Источником 
напряжений является квпэипериодическое изменение состава 
монокристаллическогс соединения вдоль направления выращи­



аания. Изложены методика и результаты численного расчета 
характера распределения внутренних напряжений для типичных 
видов полосчатой структуры монокристалла с кусочно­непрэ­

рывным распределением состава вдоль фронта кристаллизации. 
Ил.4, библиогр.6 назв. 

УДК 519.6:539.379.4. 

НЕЯВНЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ СТАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
ТЕРМСУПРУГОСТИ В НАПРЯЖЕНИЯХ. Якушенок P.A. 

Предлагается построение неявной итерационной схемы и 
оператора для этой схемы для задачи термоупругости в­ на­

пряжениях. Приводятся результаты сравнения эффективности ' 
счета по явной и неявной итерационной схемам для тестовой 
задачи. Приводятся также результаты уравнения эффектив­

ности счета на модели реальноги технологического вкспе­

римента выращивания монокристалла Аб при задании 
расчетного температурного пиля. 

Ил.1, библиогр.7 назв., табл.5. 
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