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Anotacija

Pec autores domam nestriktu kopu teorijas (NKT) attistiba var iezimeét di-
vus konceptuali dazadus virzienus:

1. jau zinamo jédzienu un koncepciju fazifikacija un

2. jedzienu attistiba, kas radusies NK'T konteksta vai ar1 ir saistiti ar NK'T.
Daudzi topologijas, algebras, finansu matematikas un citu nozaru jedzieni ir
visparinati, izmantojot nestriktas kopas. Pie otra virziena meés nosaciti va-
ram pieskaitit turpindjuma principu, t-normas, iespéjamibu sadalijumu un
citus jédzienus.

Disertacijas merkis ir sniegt ieguldijumu abu virzienu attistiba. Darba ir
realizets sekojoss uzdevums: attistitas nestriktu matricu un visparinato ag-
regacijas operatoru teorijas un iezimeétas praktisko lietojumu sferas.

Gadu péc gada arvien jauni rezultati paaugstina NK'T jauna attistibas lime-
ni. Jauno un interesanto rezultatu izstrade ir apsveicams uzdevums, bet tas
nav viegls. Darba iegutie rezultati ir prezenteti starptautiskas zinatniskas
konferences, kur tos atzinigi noverteja nozares specialisti, ka ari publiceti re-
cenzejamos zurnalos, tapec autore uzskata, ka izvirzitais merkis ir sasniegts.

MSC: 15A09, 65G30, 94D05, 03E72, 91B99, 62P20, 62P99

Atslégas vardi: intervalmatrica, intervalmatricas inversa matrica, nestrik-
ta matrica, nestrikta inversa matrica, linearo intervalo vienadojumu sistema,
linearo nestrikto vienadojumu sistema, nestriktais input-output modelis, ag-
regacijas operators, visparinatais agregacijas operators, punktveida turpina-
jums, t-norma, 7T-turpinajums.
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1. Ievads

Lidz 20. gadsimta vidum varbiitibu teorija bija pamatlidzeklis, apstradajot
realas dabas nenoteiktibu. Tacu lietojot varbutibu teorijas metodes, nepiecie-
sams, lai nenoteiktibai butu speciala ipasiba, un, proti, nejausiba (random-
ness), un ne vienmer mes varam likt vienadibas zimi starp "nedeterminéts”
un "nejauss”. Tadel jau sen matematikiem bija skaidrs, ka nepieciesams
jauns aparats, kas palidzeés apstradat nenoteiktibu. Pie lidziga secinajuma
nonaca filozofi, kas saskaras ar problemam, meginot ielikt realus procesus
striktajos bivalentas logikas ramjos.

1965. gada L. A. Zade sava darba [40] noformuléja nestriktu kopu teorijas
pamatus. Nestrikta kopa ir parastas kopas visparinajums, kur katrs ele-
ments pieder kopai ar zinamu pakapi, kuras vértiba ir no nulles lidz viens.
Divus gadus velak J. A. Gogens ([8]) viparinaja Zade rezultatus, izmantojot
ierobezotu, bezgaligi distributivu rezgi. Pedejo 45 gadu laika nestriktu ko-
pu teorija kluva par nopietnu teoriju ar iespaidigu teoretisko bazi un garu
praktisko lietojumu sarakstu. Ta pieradija savu lietderibu realo procesu mo-
delesana. Gadu péc gada arvien jauni rezultati palidz nestriktu kopu teorijai
nostiprinat savas pozicijas. Ari autorei nestriktu kopu teorija skita pievilci-
ga ar teoretisko rezultatu bagatibu un praktisko lietderibu, tapec promocijas
darbs tika izstradats nestriktu kopu joma.

Stradajot pie disertacijas, tika izvirzits sads uzdevums: sniegt ie-
guldijumu nestriktu kopu teorijas attistiba, izstradajot jaunus jé-
dzienus un koncepcijas. Nemot veéra teorijas piemérotibu realo
procesu modelésana, ieskicét iegiito rezultatu praktisko lietojumu
sferas.

Saja darba ir izklastiti disertacijas galvenie rezultati, kas ir ievietoti trijas
nodalas, neieskaitot So ievadu. Pirmaja nodala sniegti nestriktu kopu teori-
jas pamatjédzieni un fakti, kas ir izmantoti darba. Otraja nodala attistita
nestriktu matricu teorija. So nodalu var nosaciti nosaukt par ieguldijumu
nestriktu kopu teorijas pirmaja attistibas virziena. Tresaja nodala attistita
visparinato agregacijas operatoru teorija un dots ieguldijums otraja nestriktu
kopu teorijas attistibas virziena. Darba izstradatajiem teorétiskajiem rezul-
tatiem ieskicetas praktiska lietojuma sferas.



2. Teoréetiska ievadnodala

Saja nodala isi apskatam nestriktu kopu teorijas jedzienus un rezultatus,
kas ir lietoti darba. Lai iegutu pilnigaku informaciju, ieinteresets lasitajs
papildu informaciju var meklet avotos [35] un [6, 19].

1. Definicija ([35]). Attelojumu M : X — [0, 1] sauc par kopas X nes-
triktu apakskopu var vienkarsi nestriktu kopu.

Visu kopas X nestriktu apakskopu kopu apzimeésim ar F'(X).
Ja nestrikta kopa M ir dota, un nofiksejam « € [0, 1], tad:

2. Definicija ([35]). Kopu M* = {x : M(x) > a} sauc par nestriktas
kopas M «-limeni.

3. Definicija ([35]). Kopu M, = {z : M(z) > a} sauc par nestriktas
kopas M strikto a-limeni.

Turpinajuma princips palidz parnest klasiskaja matematika zinamus rezul-
tatus uz nestriktam kopam. Ja attelojums ¢ : X x Y — Z ir dots, tad:

4. Definicija ([35]). Attelojumu ¢ : F(X)x F(Y) — F(2)
@(M, N)(z) = sup{min(M(z), N(y))|z € X,y € Y, p(z,y) = 2},
kur M € F(X), N € F(Y) sauc par funkcijas o(x,y) turpinajumu uz nes-
triktu kopu klasem F(X), F(Y).

Visas aritmeétiskas operacijas ar nestriktam kopam ir definétas, izmantojot
turpinajuma principu.

Talak tiek apliikotas dazas nestriktu kopu Ipasibas, kas biis nepieciesamas
turpmakaja darba izklasta.

5. Definicija ([35]). Attelojumu f : X — R sauc par pusnepartrauktu
no augsas, ja katram t € R kopa {z|f(x) >t} ir slegta.

Nestrikti lielumi ir speciala nestriktu kopu klase:

6. Definicija ([35]). Par nestriktu lielumu sauc realas taisnes izliektu
pusnepartrauktu no augsas nestriktu kopu, kurai a-limeni visiem o > 0 r
terobezotas kopas.

Nestriktu lielumu klasi apzimesim ar F'Q(R). Nestrikti intervali (FI(R)) un
nestrikti skaitli (£ N(R)) ir nestriktu lielumu apaksklases:



7. Definicija ([35]). Par nestriktu intervalu sauc nestriktu lielumu P,
kuram atradisies realie skaitli a,b € R, a < b tadi, ka P(x) =1 tad un tikai
tad, jaa <z <b.

8. Definicija ([35]). Par nestriktu skaitli sauc nestriktu lielumu P, ku-
ram eksisté viens vienigs punkts v tads, ka P(z) = 1.

T-normas jedziens ([15, 35]) ir fundamentals nestriktu kopu teorija, tam ari
ir svariga loma miisu darba:

9. Definicija ([35]). Par t-normu rezgi (ar dabigo sakartojumu) [0, 1]
sauc attelojumu T - [0,1] x [0,1] — [0,1], kas apmierina sekojosus nosaciju-
mus:

(1) T(x,y) =T(y,x) — (simetrijas nosacijums)

(2) T(T(z,y),2) =T(x,T(y,2)) — (asociativitate)
(3) x1 < a9 = T(x1,y) < T(x9,y) — (monotonitate)
(1) T(2,1) = 2

Svarigakie t-normu pieméri:
Min t-norma:
TM (‘Ta y) - I'IliIl(.I‘, y)

Vaja t-norma:

min(z, y), ja max(z,y) =1
0, citos gadijumos

Tw(z,y) = {

Reizinajuma t-norma:
Tp(l’, y) =Ty

Lukasievi¢a t-normas

Tp(x,y) = max{x +y — 1,0}.



3. Nestriktu matricu teorija: teorétiskie pa-
mati un lietojumi

Si nodala ir iss un koncentrets nestriktu matricu teorijas izklasts. Noda-
las sakuma ieviesam nestriktas matricas jédzienu un ari defingéjam operacijas
ar nestriktam matricam. Peéc tam pievérsamies nestriktas inversas matricas
jedzienam, kuras definiciju balstam uz inverso intervalmatricu (|26, 27, 30]).
Talak aplukojam nestriktu inverso matricu specialos gadijumos. Ja inversas
matricas aprekins ir apgrutinats, mes piedavajam tas novertejumu. Nobei-
dzam nodalu, ieskicejot iegiito teoretisko rezultatu praktiskos lietojumus.

3.1. Nestrikta matrica: pamatjédzieni

Saja apaksnodala ieviesam nestriktas matricas jédzienu un definéjam ope-
racijas ar nestriktam matricam.

10. Definicija. Matricu Ar = (Aij)mxn, kuras elementi A;; Vi,j € 1,n
i nestrikti skaitli, sauc par nestriktu matricu.

Nestriktas matricas augseja un apakséja dominante tiek definéta sadi:

11. Definicija. Nestrikta matrica Ap = (AJ)nxn ir nestriktas matricas
Ap augseja dominante, ja Ag(x) < AY(z), Yo € R, Vi, j € 1,n.

12. Definicija. Nestrikta matrica Ap = (Af)nxn ir nestriktas matricas
Ap apakseja dominante, ja Ay(x) > Al(z), Yo € R,Vi,j € 1,n.

Operacijas ar nestriktam matricam ir definétas lidzigi ka klasiskaja gadiju-

ma. Operacijas ar nestriktiem skaitliem (matricu elementiem) ir attiecigo
operaciju turpinajums uz nestriktu kopu klasi ar T, palidzibu.

Nestriktu matricu Ap = (Aij)mxn, Br = (Bij)mxn saskaitisana:

Crp = Ap + By,
kur Cp = (Cij)mxn = (Aij + Bij)mxn-

Reizinasana ar C' € FN(R):

BF = CAFJ
kllI‘ BF = (Bij)mxn == (CAij)an'



Nestriktu matricu Ap = (Aij)mxn, Br = (Bij)nx reizinasana:
C(F - AFBF7

kur Cp = (Cij)mxi = (2 AikBij)mxi-
=1

3.1. Apgalvojums. Nestriktu matricu kopa ir slégta attieciba pret nes-
triktu matricu saskaitiSanu, reizinasanu un reizinasanu ar C' € FN(R).

3.2. Nestriktas matricas inversa matrica
3.2.1. Intrvalmatricas inversa matrica

Darba nestriktas matricas inverso matricu konstruejam no specialam in-
tervalmatricam. Izmantotos jédzienus un rezultatus par intervalmatricam
var atrast [18], [26], [27] un [30]. Mores darbs par intervalaritmétiku [23] ar1
atvieglo lasisanu.

Matricu A; sauc par intervalmatricu, ja tas elementi ir slegti intervali. Aj
var prezentet ar apaksejo un augsejo robezu matricu palidzibu:

Ar = [Aa z]

Intervalmatricu sauc par regularu, ja katra A € A; ir nesingulara. Katrai
regularai intervalmatricai var noteikt inverso matricu, t.i., Saurako interval-
matricu, kura satur visas attiecigas inversas matricas:

(A[)il == {Ail A € A[}

Intervalmatricas apversanu veicam, izmantojot algoritmu, kuru piedavaja J.
Rohn ([27], [30]). Algoritma butiba ir $ada: apvers 22"~ virsotnu (vertex)
matricas, un panem katra elementa minimalo un maksimalo elementu no
visam virsotnu matricam, tada veida uzkonstrugjot attiecigo intervalu. Vir-
sotnu matricas ir definetas speciala veida, un to elementi ir A un A elementi.

3.2.2. Nestriktas matricas inversa matrica

Pienemsim, ka ir dota nestrikta kvadratiska matrica Ap = (Aij)nxn. To
dekompozesim uz intervalmatricu A%, A%, ..., A%", ... AL spektru. Patvaligas
intervalmatricas A%, a € (0, 1] elementi ir attiecigo nestrikto skaitlu a-limeni.
Kad o = 0, nemam striktu a-limenu slegumus A% elementu loma.
Apversam intervalmatricas A% un iegustam citu intervalmatricu spektru:

0 o [ 1
B, Bg:, .. By, ..BL,

9



kur B = (A%)~" un to ij elements ir [(b); (b)%)].
Teiksim, ka nestrikta matrica Ap ir regulara, ja katram o € [0; 1] interval-
matica A% ir regulara.

Nestriktas regularas matricas inversa matrica ir definéta sadi:

13. Definicija. Matricu Br = (Bjj)nxn, kuras elementi B;; : R — [0, 1]
i definéti ka

B;j(xz) = max{a : x € [(b)%, (b)f‘]}} Vo € R,
sauc par reqularas nestriktas matricas Ap = (Aij)nxn tnverso matricu.

Brp ir nestrikta matrica, un turpmak darba aplikosim to noteiksanas veidus,
novertéjumus un iespéjamo lietojumu sféras.

3.2.3. Nestriktas inversas matricas noteikSana specialajos gadiju-
mos un nestriktas inversas matricas novértéjumi

Saja apaksnodala pieversamies jautajumiem, kas ir saistiti ar nestriktas
inversas matricas aprekinu konkretos gadijumos un to novertejumu.
Darba ir paradits, ka gadijuma, ja A ir 2 X 2 nestrikta matrica ar viena-
das zimes elementiem (visi pozitivi vai visi negativi), tad tikai 2 virsotnu
matricas (pie tam ir skaidri zinams kuras) ir jaapvers, lai noteiktu jebkuras
intervalmatricas A%, a € [0, 1) inverso matricu.
Inversas matricas noteiksana ir atvieglota art gadijuma, ja Ag ir M-nestrikta
matrica. Nestriktu matricu més sauksim par M-nestriktu matricu, ja VA €
A% ir M-matrica. M-matricu raksturojumu un ipasibas var sameklét, pieme-
ram, [1]. Lidzigi ka iepriekseja gadijuma tikai 2 virsotnu matricas ir jaapvers
(saja gadijuma augsejo un apaksejo robezu matricas), lai noteiktu attiecigas
intevalmatricas inverso matricu.
Nestriktas inversas matricas novertéjumu lietderigi izmantot, kad aprekins ir
tehniski sarezgits. Piemeéram, aprekinam ir nepieciesams daudz laika (liels
n), bet praktiskiem noliakiem pietiek ar matricu, kas ir pietuvinata inversai.
Novertejumu mes konstruejam sadi: vispirms katrai A%, « € [0, 1) nosakam
intervalmatricas, kuras attiecigas A% bus ieklautas, un ari intervalmatricas,
kas tiks ieklautas attiecigajas A%; péc tam ar specialo konstrukciju mes no
intervalmatricam veidojam nestriktas matricas. Ir skaidrs, ka pirmaja ga-
dijuma meés iegiisim nestriktu matricu, kas biis inversas matricas augséja
dominante, bet otraja — apakseja. Nakama lemma ir pieradita darba:

3.2. Lemma. Ja A; = ([a;;,@ij])nxn ir patvaliga intervalmatrica, un

—’Lj’
B = (b

—Zj’

i) Jnxn i tas inversa matrica, tad visiem intervaliem [b;;, bl

10



ir speka novertéjums:

-1 -1

An An A’I’L—l An—l
—1 2 -1 2 ——1 2 1 2

kur )
-1 -1 T ——1
A = (Qij )nxm A = (az‘j )nxn;
A — wvisu virsotpu matricu péc moduja minimalais determinants,
AV ir specidals novertejums, kas ir noteikts darba.

Izmantojot faktu, ka A‘l,z_l € By, iegustam Sadu novertejumu:
[szagij] ) [min{(ﬁij)_la (517')_1}7 maX{(Qz‘j)_17 (az’j)_l}]~ (1)
Tagad aprakstisim konstrukciju:

1. Konstrukcija. Pienemsim, ka ir dota patvaliga nestrikta matrica Ap
un attiecigais intervalmatricu spektrs:
A% AL =AY AT = ([a$; @] )nxn, o AL
Péc lemmas 3.2 patvaligam intervalmatricas (A%)™' = Bg = ([, by;))nxn
a € [0,1) elementam ir speka novertejums:

0 o An—l o An_l
[bij>bij] - |:(Qij> '—2 Z 7(Qz'j) ! +22T} m
B An—l o An_l
N fa 22 g+ 22 2

Kad a =1 B}, = (AL)™". B
Apzimesim ar 1, a € [0,1] intervalu, kas satur [bg;, bZ]
Katram x € R piekartojam indeksu kopu N, sada veida:

a€N, &zrel, (3)

Nestriktas matricas Bp = (Bjj)nxn augséja dominante By = (B{)nxn ir
noteikta ka

B (z) = L J=1,.. 4

i(@) =maxa, Vi,j=1,..,n (4)

Acimredzami Bij(x) < BY(x) Vo Vi, j =1,...,n.

Apakséjo dominanti konstruéjam, izmantojot novertejumu (1) un ieprieks
aprakstito konstrukciju.

11



3.3. Nestriktas inversas matricas lietojumi

Saja apaksnodala isi ieskicesim nestriktas inversas matricas lietojumus.
Vispirms apskatam tas lietojumu nestrikto linearo vienddojumu sistémas
(NLVS) risinajuma novertejumam, pec tam ieskicejam iespejamos eknomis-
kos lietojumus. Vairak par NLVS un to risinasanas metodém var uzzinat,
piemeéram [7], [25], [33], [38].

Vienadojumu sistemu

AF{E = Cp, (5)

kur A ir n x n nestrikta matrica un cp ir vienas kolonnas nestrikta matrica,
sauksim par NLVS.
leviesam tuvinata nestrikta atrisinajuma (TNA) jedzienu:

14. Definicija. Nestriktu vektoru
r = A}?lcp = BFCF
sauksim par (5) tuvinatu nestriktu atrisinagjumu.

Izmantojot A" definiciju varam paradit, ka x elementi ir nestrikti skaitli.
Gadijuma, ja A;l nav noteikta, mes varam izmantot tas augsejo dominanti
(lemma 3.2 un konstrukcija 1).

Darba ir paradits, ka TNA ir augséja dominante NLVS nestriktiem atri-
sindjumiem, kas ir saskanoti ar sekojoSiem intervalatrisinajumiem: caulas
atrisinajumu (hull solution), tolerances atrisinajumu (tolerable solution) un
intervalatrisinajumu (interval solution). Vairak par nestriktu un intervalatri-
sinajumu saskanotibu var atrast [34], bet vairak informacijas par intervalat-
risinajumiem var sameklet, piemeram, [20], [27],[28], [29].

Izmantojot TNA, varam iegiit tuvinatos atrisinajumus dazam ekonomiskam
probléemam. Piepemsim, ka ir dots ekonomiskais input-output modelis ([22],
input-output analize nedetermineta vide: [13], [14], [31] un [2]) nestriktaja
forma:

(E— Ap)Xp = Yp, (6)

kur F ir vienibas matrica.

Parasti divu tipu problemas ir saistitas ar vienadojumu (6):

(Py) Atrast bruto izlaidi X, kas nodrosina doto neto izlaidi Yp.

(P,) Atrast netto izlaidi Yr, kas atbilst dotajai bruto izlaidei Xp.

Saskana ar definiciju TNA un ari tas augseja dominante bus (Py) atrisinaju-
ma novertejums.

Lidziga veida nestriktu inverso matricu var lietot ekonomisko multiplikatoru
novertejuma ([22],[24]). Multiplikatora matematiskais modelis ir sekojoss:

M= (LY (1,1,..,1), (7)



kur L ir savstarpgjo atkaribu matrica, kas raksturo ekonomisko vidi. Ga-
dijuma, kad L ir nestrikta matrica, ekonomiska multiplikatora aprekins ir
saistits ar nestriktdas matricas apvérSanu, un Sie jautajumi ir apskatiti pro-
mocijas darba.

3.4. Nobeiguma piezimes

Nestrikas inversas matricas jédziens ir centralais otraja nodala, jo tam ir
vislielaka praktiska vertiba. Sis jédziens ir pietiekami nozimigs, lai to pétitu
dzilak, un tadel mes ieskicejam svarigakos petijumu virzienus:

e vienkarsako algoritmu izveide nestriktas inversas matricas noteiksanai;

e konstrueét nestriktas inversas matricas novertéjumu ar augstaku preci-
zitati.

Nakotne butu lietderigi veikt peétijumus nestrikto matricu teorija gadiju-
miem, kad operacijas ar matricam ir definétas ar kadu citu no 7}, atskirigu
t-normu.
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4. Visparinata agregacija: teorétiskie pamati
un praktiskie lietojumi

Vairak neka puse no disertacijas satur rezultatus, kas attiecas uz vispari-
nato agregaciju. Sniedzam isu parskatu par iegitajiem rezultatiem.
Petam visparinata agregacijas operatora (turpmak agops) jedzienu, kuru sava
darba [36] ieviesa Takac¢i. Atzimeésim, ka literatara [21, 32, 39] ir atrodamas
ari citas pieejas agregacijas problemas visparinajumam. Darba aplukota vis-
parinata agopa ieejas vertibu kopa ir nestriktu kopu klase. Apskatam divas
konstruesanas metodes, proti, punktveida turpinajumu un 7T-turpinajumu,
un pétam So visparinajumu ipasibas dazados gadijumos.
Nodalu sakam ar pamtdefinicijam un rezultatiem no agopu teorijas, péc tam
ieviesam y-agopu klasi un velak pievérsamies visparinatajai agregacijas pro-
blematikai. Nodalu nobeidzam, ieskicejot praktiskos lietojumus un ari na-
kotnes petijumu virzienus.

4.1. Agregacijas operatoru pamatjédzieni
Sniedzam isu teoretisko kursu par agregacijas operatoriem ([3, 4, 15]).

15. Definicija ([3]). Attelojumu A : U,en[0,1]" — [0,1] sauksim par
agregacijas operatoru vienibas intervala I = [0,1], ja katram n € N ir speka
sadi nosacijumi :

(A1) A(0,...,0) =0
(A2) A(1,...,1) =1
(A3) (Vi=1,n) (; <ys) = A(z1, 29, .o, Tn) < AY1, Yo, ooy Un)

Nosacijumus (A1), (A2) sauc par robeznosacijumiem, un (A3) ir monotoni-
tates nosacijums. Vispariga gadijuma ienakoSo vértibu skaits ir nezinams,
tapéc agopu var reprezentét ka saimi A = (A@))nen, kur Apy = Alpae.
Operatori A,y un A,y dazadiem n un m var but nesaistiti. Izmantojam
nosacijumu Ay (z) =z Vo € [0, 1].

Agregacijas problema vispariga gadijuma ir loti plasa, tade] darba izmanto-
jam sekojosus ierobezojumus: ienakoso vertibu skaits ir galigs, un I = [0, 1]
ir ienakoSo un izejoso vértibu kopa. Otrais ierobezojums nav globals, to var
vienkarsi parvaret un pariet pie patvaliga intervala [a,b], tacu pirmais iero-
bezojums ir globals, un tas sadala visu agopu teoriju vismaz divas dalas.
Sekojosi attelojumi ir agopi definicijas 15 nozime:

n
(xy, ...y xy) = Hxi,
i=1
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1 n
M([L’l,...,xn) = EZIZ’
i=1

max(xy, ..., T,) = max(zy, ..., T,),
min(zy, ..., T,) = min(zy, ..., T,)

Pr(x1,...;xp) = 21, Pr(x, ..., 2,) = .

Talak aplikosim agopu ipasibas, kas ir apskatitas visparinato agopu kontek-

sta.

16. Definicija ([3]). Elementu x € [0;1] sauc par A-idempotentu ele-
mentu, jo Aq(z,...,z) = x,Yn € N. A ir idempotents agops, ja katrs

x € [0; 1] ir A-idempotents elements.

17. Definicija ([3]). Agops A : Unenl|0,1]™ — [0, 1] ir nepartraukts, ja

katram n € N operatori Ay, : [0,1]" — [0, 1] ir nepartraukti, tas ir,
Yoy, o @y € [0, 1], Y(215) jen, ooy (Tnj)jen € [0, 1N : jlggo Tij = T

1=1,...,n tad

jlgr;o Ay (@15, 0oy Tnj) = Ay (21, ..y T).

18. Definicija ([3]). Agops A : Unenl0,1]" — [0,1] ir simetrisks, ja
Vn € N,Vay, ...z, € [0;1] 1 A(21, .., 20) = A(Tr1)s ooy Tr(n))
visam kopas (1, ...,n) permutacijam m = (w(1),...,m(n)).
19. Definicija ([3]). Agops A : U,enl0,1]" — [0,1] ir asociativs, ja
VYn,m € NV, .o, Tpy Y1, ooy Ym € [0;1]
A(Xy, ooy Ty Y1y ooy Ym) = A(A(T1, oo 20), A(YLy ooy Ym))

20. Definicija ([3]). Agops A : U,en[0,1]™ — [0, 1] ir bisimetrisks, ja

Vn,m € N,Vayy, ..., T € [0;1]

A(mn) (xlh ceey xmn) = A(m)(A(n)($117 sy xln)y ceey A(n)(xmla ceey xmn)) =
= A(n)(A(m) (33117 SERS) xm1)7 SRED) A(m)(xlna cey xmn))
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21. Definicija ([3]). Elementu e € [0;1] sauc par agopa A neitralo
elementu, ja ¥Yn € N Vi, .., x,, € [0;1] un turklat ja x; = e kadam i €
{1,...,n}, tad

A(ZL‘l, ,l’n) = A(ZL‘h ey Lj—15 Ljt1, ,ZL‘n)

22. Definicija ([3]). Elementu a € [0;1] sauc par agopa A absorbéjoso
elementu, ja

Vn € N\Vay, .., x,, € [0;1] s a € {1, ..., 2} = A(xq, ..., ) = a

23. Definicija ([3]). Agops A : Upen(0,1]™ — [0, 1] ir:
(1) invariants pret nobidem, ja

Vn € N,Vb € (0,1),Vzq,...,x, € [0,1 — 0] :
Alxy +b,...,x, +b) = A(z1, ...y ) + by
(2) homogens, ja
Vn € N,Vb € (0,1),Vxq,...,x, € [0,1] :
A(bzy, ..., bx,) = bA(x1, ..., x);

(3) linears, ja tas ir homogens un invariants pret nobidem;

(4) aditivs, ja

Vn € N,Vay, oo, n, Y1,y oo Yn € [0, 1] tadiem, ka x1 + y1,y ..y @y + yn € [0, 1]
A1+ Y1y s T+ Yn) = Az, ooy ) + A(YL, ooy Yn)-

Dazadiem agopiem ir atskirigas ipasibas, apjoma ierobezojumu del neapska-

tam tas detalas. Vairak par ipasibam un konkretiem agopiem var atrast,
pieméram [3].

4.2. Jauna agregacijas operatoru klase: y-agopi

Saja apaksnodala ieviesam ~-agopu klasi un apskatam tas ipasibas. Pie-
pemsim, ka v € [0;1] un attelojums ¢, : [0,1] — {0} U [y, 1] ir definéts

gadi:
[0 jax<n,
e ={ BB
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24. Definicija. Attelojums A : U,en[0,1)" — [0, 1] ir vy-agops vienibas
intervala, ja ir speka sadr nosacijumai:
(A1) A(0,...,0) =0,
(A2) A1,..,1) =1,
(A’Y) (VZ = 17_”7 Y € [07 1]) (gp’y(xl) S Qp’y(yz)) = A(mh mn) S A(yh 7yn>
Gadyjuma, ja v = 0, ¢o(r) = x un nosacjjums (A,) reducejas uz (A3) (defi-
nicija 15).
Darba mes paradam, ka katrs y-agops ir agops.

4.1. Piemeérs. Agops
Az, ..., xp) = min(wy 21, ..., W Ty),
kur ‘
w; = 0, j‘axi<'y,
1, jaz; >~
Wwoart y-agops.
Kopa [0, 1] ieviesam attiectbu =, sadi:

(@1, ., T0) =, (Y15 Yn) €

& (Py(T1), s 03 (Tn)) = (03 (Y1), s 05 (Yn)- (8)

Attieciba =, ir refleksiva, simetriska un tranzitiva, lidz ar to ta ir ekviva-
lences attieciba.
Ekvivalences klases, kuras sadalas [0, 1]", apzimejam ar X, k= 1,2, ...

4.2. Apgalvojums. Ja (z1,...,x,), (Y1, -, Yn) € Xg, A ir y-agops, tad
A<x17 >xn) = A(yh s yn)

~ - agopiem piemit sadas ipasibas:
e 7-agops Vv > 0 nav idempotents;

e ~-agops Vv > 0 nav invariants pret nobidem, nav homogens un lidz ar
to nav linears;

e ja A, ve(0,1] ir y-agops un a ir ta absorbéjosais elements, tad a = 0
val a > 1.

Kaut ar1 y-agopiem trukst dazu svarigu ipasibu, tie ir noderigi visparinatas
agregacijas konteksta, ko mes paradam viena no nakamajam apaksnodalam.
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4.3. Sakartojumi

Visparinata agopa jédziens ir ieviests konteksta ar kadu sakartojumu ag-
regejamo elementu klase. Saja apaksnodala ieviesisim sakartojumus agre-
géjamo elementu klase, ka art definesim atbilstoso vismazako un vislielako
elementu.

Vertikals sakartojums Co e

25. Definicija. Pienemsim o € [0,1], P,Q € F(R)
P8 Q& (Yo € R)(P(2) = a = Pla) < Q(x).
Vislielakais elements attieciba pret C%, ir definets sekojosi:
I(x) =1,Vz € R. (9)
Pienemsim o
© = {0(2)|0(z) < a,Vz € R}. (10)

O define objektu klasi, kura vismazakais objekts ir 0(z) = 0,Vz € R. Nemot
vera parametra « biutibu (tas ignoré veértibas mazakas para) uzskatam, ka
visi © elementi ir ekvivalenti.

Izmantojot So sakartojumu visparinataja agregacija, prasam, lai jebkura §is
klases elementu n-ara agregacija biitu vienada ar kadu elementu no §is klases,
t.1., ta neizved arpus klases, un tad uzskatam, ka robeznosacijums ir izpildits.
Turpmak meés sauksim © minimalo elementu klasi.

Horizontals sakartojums Cf :

26. Definicija. Piepemsim o € (0,1], P,Q € F([a,b])
PCh Qe P <Q,
kur
P*={x: P(z) > a}, min P* = P, max P* = P°

Q% ={z:Q(z) > o}, min Q% = Q7, max Q® = Q.

Klases

0(z)[0(xz) =1, jaz =aun 0(z) < a ja z € (a,b]},

M @
Il
——

= {1(2)|1(z) =1, jaz=bun 1(z) < ajax € [a,b)}
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attiecigi sauksim par minimalo un maksimalo elementu klasem. Vismazakais
elements ir definéts sekojosi:

~ o |1, jaxr=a
0(z) = { 0, citos gadijumos

bet vislielakais elements neeksiste.

Izmantojot So sakartojumu visparinataja agregacija, prasam, lai jebkura kla-
ses © (X) elementu n-ara agregacija butu vienada ar kadu elementu no $is
klases, t.i., ta neizved arpus klases, un tad uzskatam, ka robeznosacijums ir
izpildits.

1. Piezime. Sakartojumi C% and Cf, ir transilivi un asimelriski.

4.4. Paligrezultati

Runajot par visparinato agregacijas problému, saskaramies ar nepartrauk-
tu t-normu. Turpmak formulétas teoremas 4.3, 4.4 un 4.5 disertacija ir pie-
raditas patvaligas nepartrauktas t-normas gadijuma un ir uzskatamas par
avota [35] 75-77. Ipp. aprakstito rezultatu visparinajumu.

4.3. Teoréma. Piepemsim, ka o : RxR — R ir nepartraukta operacija,
T ir nepartraukta t-norma un P,Q € F(R) ir pusnepartrauktas no augsas
nestriktas kopas, kuram visi a-limeni pie o > 0 ir ierobeZotas kopas. Tad
katram z € R, kuru var iegut izskalta z = x oy wvispar, var ari piemeklet
xo, Yo € R tadus, ka z = xgoyy un pie tam (P o Q)(z) = T(P(xo), Q(yo))-

4.4. Teoréma. Piepemsim, ka o : RxXR — R ir nepartraukta operacija,
T ir nepartraukta t-norma un P,Q € F(R) ir pusnepartrauktas no augsas
nestriktas kopas, kuram visi a-limeni pie o > 0 ir ierobeZotas kopas. Tad

(PoQ)™? = Poqr
visiem o > 0.
4.5. Teoréma. Pienpemsim, ka o : RxR — R ir nepartraukta operacija,
T ir nepartravkta t-norma un P,Q € FQ(R), tad Po Q € FQ(R)
4.5. Visparinata agregacija: ievaddala

Pienemsim, ka < ir visu to nestriktu kopu sakartojums, kas ir definétas
realaja taisné, saimé F(R) ar minimalo elementu 0 € F(R) un maksimalo
elementu 1 € F(R), tad:
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27. Definicija. [36] Attelojums A : Up,enF(R)” — F(R) ir visparind-
tais agregacijas operators attieciba pret sakartojumu <, ja katram n € N ir
speka sadi nosacijuma:

(A1) A(0,...,0)=0

(42) Ad,.. 1) =1 . .

(A3) (Vi=T1,n) (P, <Q;) = A(Py, ..., P,) < A(Q1, ..., Q,),
kur Py, ..., P,,Q1,...,Q, € F(R).

Izmantosim nosacijumu A (P(z)) = P(z) VP(x) € F(R).

Visparinato agopu ieejas vértibas ir nestriktas kopas, kas ir pusnepartrauk-
tas no augsas un ar ierobezotiem a-limeniem, o > 0, tapéc turpmak dar-
ba F(R) ir kopa, kuras elementiem piemit aprakstitas ipasibas. Kopas
FQR), FI(R), FN(R), FTI(R) un FTN(R) apzime attiecigi nestriktu lielu-
mu, nestriktu intervalu, nestriktu skaitlu, nestriktu trapecoizoidalo intervalu
un nestriktu trisstira skaitlu klases.

Visparinatu agopu ipasibas definéjam lidzigi ka parasto agopu gadijuma, ne-
mot véra, ka ieejas un izejas vértibas ir nestriktas kopas. Operacijas ar nes-
triktam kopam, kas paradas, piemeram, invariances pret nobidem gadijuma,
ir izpilditas, izmantojot patvaligu nepartrauktu t-normu (skat. turpinajuma
principu).

Darba ir paradits, ka gadijuma, ja visparinatajam agopam eksisté neitralais
vai absorbéjosais elements, tad tas ir viens vienigs.

4.6. Punktveida turpinajums
Saksim patvaliga agopa punktveida turpinajuma izpéti.
A UpenF(R)" — F(R)
ir patvaliga agopa A punktveida turpindjums, ja
Vo € R A(Py, ..., P,)(x) = A(Py(z), ..., Py(z)) (11)

Jaieejas vértibu kopa ir F'(R), tad izejas vértibai ari ir ierobezoti a-limeni pie
a > 0, jo ieejas vertibu skaits ir galigs. Izmantojot partrauktus agopus, va-
ram pazaudet pusnepartrauktibu no augsas, un tados gadijumos izmantojam
specialo konstrukeiju, kas ir aprakstita darba. Si konstrukcija katru funkeiju
parveido par punepartrauktu no augsas, lidz ar to uzskatam, ka punktvei-
da turpinajums saglaba ari pusnepartrauktibu no augsas. Ja nemam ieejas
vertibas no FQ(R), tad izejas vertiba ne vienmeér ir nestrikts lielums. Ci-
tiem vardiem, A nesaglaba ieejas vertibu izlieckumu. Ja aplukojam FI(R) un
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FN(R), tad ar ieejas vertibu virsotnu unikalitate nesaglabajas izejas verti-
ba.

Pétot punktveida turpindjumu robeznosacijumu un monotonitates saglaba-
sanas konteksta, konstatéjam, ka tas respekté vertikalo sakartojumu C¢, . Arl
v-agopa punktveida turpinajums respekte So sakartojumu:

4.6. Teoréma. Ja A ir v-agopa A punktveida turpinajums, un v > «,
tad A ir visparinatais agops attieciba pret sakartojumu C%y.

Runajot par patvaliga agopa punktveida turpinajumu, idempotences ipasiba
ir kritiska:

4.7. Teoréma. Ja A ir idempotenta agopa A punktveida turpinajums,
tad tas ir visparinatais agops attieciba pret sakartojumu C%,.

v-agopi nav idempotenti, bet ipasiba (A,) kompenseé idempotenci saja gadi-
juma.

Attieciba pret horizontalo sakartojumu C%., patvaliga agopa (y-agopa) pun-
ktveida turpinajums nav visparinatais agops. Nesaskanotiba rodas no ta, ka
A ir definets uz y ass, bet C%y darbojas uz x ass.

Punktveida turpinajumam ir pieraditas sadas ipasibas:

4.8. Apgalvojums. Ja A ir visparinatais agops, kas ir patvaliga agopa
A punktveida turpinajums, tad:
(1) ja A ir simetrisks, tad ari A ir simetrisks;
(2) ja A ir asociativs, tad ari A ir asociativs;
(3) ja A ir bisimetrisks, tad ari A ir bisimetrisks;
(4) ja A ir idempotents, tad art A ir idempotents.

4.9. Apgalvojums. Ja A ir visparinatais agops, kas ir agopa A punkt-
veida turpinajums, turklat a un e ir attiecigi A absorbéjosais un neitralais
elements, tad:

(1) R(z) = a, Yz € R ir A absorbéjosais elements,
(2) E(z) = e, Yo € R ir A neitralais elements.

4.10. Apgalvojums. Ja A ir visparindatais agops, un tas ir agopa A =
max punktveida turpinajums, un T ir patvajiga nepartraukta t-norma,’ tad
A ir invariants pret nobidem.

Apgalvojums 4.10 ir spéka jebkurai citai nepartrauktai operacijai, tapéc Air
homogeéns un linears, ja spéka ir attiecigie nosacijumi.

zmanto saskaitisanas operacijas turpinajumam uz F(R).
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4.7. T-turpinajums

Saja nodala péetam citu visparinata agopa konstrukcijas metodi, proti,
T-turpindjumu. Talak to apziméjam ar A. Pienemsim, ka T ir patvaliga
nepartraukta t-norma. Tad

~

A(Py, ..., P,)(z) = sup{T(Pi(z1), ..., Pp(xn))|
(X1, .y p) € R A(xy, ... x) = x} (12)

ir patvaliga agopa A T-turpindjums.
Ta ka mes apskatam agopus, kas ir definéti vienibas intervala, tad attiecigi
ar1 A ieejas vertibu kopa ir F([0, 1]) — visas pusnepartrauktas no augsas nes-
triktas kopas, kas ir definetas intervala [0, 1].
Atskirtba no punktveida turpinajuma 7T-turpindjums saglaba ieejas vértibu
izliekumu, virsotnu unikalitati un pat taisnas Skautnes (ja runajam par tris-
stiira nestriktiem skaitliem), ja A un T ir izveleti pareizi. Lidz ar to A var
but definets ar1 kopas FQ([0,1]), FI([0,1]), FN([0,1]) un atseviskos gadiju-
mos art FTI([0,1]) un FTN([0,1]).
T-turpinajums ir visparinatais agops attieciba pret sakartojumiem, kas ir
definéti ieprieks:

4.11. Teoréma. Ja A : U,enF([0,1))" — F([0,1]) ir patvaliga nepar-
traukta agopa T-turpinajums, tad tas ir visparindatais agops attieciba pret
sakartojumu C%, .

4.12. Teoréma. Ja A : U,enF([0,1))" — F([0,1]) ir patvaliga nepar-
traukta agopa T-turpinajums, tad tas ir visparindatais agops altieciba pret
sakartojumu Cf, .

Atskiriba no punktveida turpinajuma 7T-turpinajums uzvedas ”labi” gan at-
tieciba pret vertikalo, gan attieciba pret horizontalo sakartojumu. R
Talak apskatam T-turpinajuma ipasibas. Ja A ir nepartraukts agops, tad A
saglaba simetriskumu, asociativitati un bisimetriskumu:

4.13. Apgalvojums. Ja A ir nepartraukts un simetrisks agops, tad

A UpenF([0,1])" — F([0,1])

i simetrisks visparindatais agops.

4.14. Apgalvojums. Ja A ir nepartraukts un asociativs agops, tad

A UpenF([0,1])" — F([0,1])

i aS0Cialivs viSparinatais agops.
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4.15. Apgalvojums. Ja A ir nepartraukts un bisimetrisks agops, tad
ir bisimetrisks visparinatais agops.

Vispariga gadijuma A nav idempotents un ieejas vertibu izliektiba ir kritiska:

4.16. Apgalvojums. Ja A : U,enFQ([0,1]))" — FQ([0,1]) ir patvali-

ga nepartraukta, idempotenta agopa Thr-turpindajums, tad A ir idempotents
VISPArinatais agops.

Ty ir vieniga idempotenta t-norma, tapec var paradit, ka apgalvojums 4.16
nav speka citam t-normam.

Neitralais elements un absorbéjosais elements ir speciala veida nestriktas
kopas:

4.17. Apgalvojums. Ja A : U,enF([0,1])" — F([0,1]) ir patvaliga ago-
pa A T-turpinajums, un e ir A neitralais elements, tad

)1 jaxr=e
E(:z:)—{()’ jax #e

ir A neitralais elements.

4.18. Apgalvojums. Ja A : U,enF([0,1])" — F([0,1]) ir patvaliga ago-
pa A T-turpinajums, tad

R(z) =0 Vz € [0,1]
ir A absorbéjosais elements.

Redzams, ka A neitralais elements ir reala skaitla harakteristiska funkcija,
un absorbegjosais elements ir vienads ar nulli katra punkta. Abi Sie elementi
nav klasiski kopas F'([0, 1]) parstavj.

Runajot par T-turpinajuma invarianci pret nobidem, meés pienemam, ka vi-
sas nepieciesamas saskaitisanas ir definetas (skat. definiciju 23). Ar T3 apzi-
méjam t-normu, kas ir izmantota saskaitisanas operacijas turpinajumam un
attiecigi ar T, — t-normu, kas izmantota agopa A turpinajumam. Abas T}
un 75 ir nepartrauktas. Konstatejam, ka vispariga gadijuma T-turpinajums
nav invariants pret nobidem, bet sekojosi rezultati raksturo A attieciba pret
So 1pasibu:
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4.19. Apgalvojums. Ja T} = Ty = Ty, A ir nepartraukts, pret no-
bidem invariants agops, kura definicija ir izmantotas tikai saskaitisanas un
rerzinasanas ar konstanti ¢ € R operacijas, tad

A UpenFTN(]0,1])" — FTN([0,1]),
i pret nobidém invariants visparinatais agops.

4.20. Apgalvojums. Ja Ty = Ty = T ur_patvafigas t-normas un A ir
nepartraukts aditivs agops, B ir intervals un A : U,enF([0, 1) — F([0, 1)),
tad

A(Py,..,P) +B=A(P, +B,...,P, + B)

4.21. Apgalvojums. Ja Ty = Ty = T ir palvafigas t-normas, A ir ne-
partraukts un aditivs agops, A : UnenFQ([0,1])" — FQ([0, 1)) ir idempotents
visparinatais agops, tad A ir invariants pret nobidem.

Ka jau ieprieks tika minets, tikai 7, nodrosina A idempotenci, tapec apgal-
vojums 4.21 ir speka tikai gadijuma, kad T} = Ty = T)y.

4.8. Visparinato agopu praktiskie lietojumi

Saja apaksnodala isi ieskicesim visparinato agopu lietojumu jomas. Vis-
parinato agopu lietoSanas sferas var bt tadas pasas ka parastiem agopiem:
lemumu pienemsana daudzkritériju situacijas (piemeéram finanses [21]), kla-
sifikacijas probléemas ar vairakiem kritérijiem, kas savstarpéji mijiedarbojas
([9, 10]), lictosana inteligentas sistemas ([32]) un citi.

Ja reprezentejam objektu ipasibas un kriteriju vertibas nestriktu kopu veida,
tad visparinatos agopus var veiksmigi lietot lemumu pienemsana un klasifi-
kicijas problému risinasana.

Arl nestriktu attiecibu agregacija var izmantot darba aprakstitos agopus
(15, 11)).

Nestriktas kognitivas kartes ([16, 17, 37]) ari ir visparinato agopu lietosanas
iespéjama joma.

4.9. Nobeiguma piezimes

Visparinato agopu teorija ir saturiga, bagata ar rezultatiem un loti node-
riga.
Sis teorijas ietvaros var iezimeét sadus nakotnes izpétes virzienus, kas netika
petiti darba:
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e citas visparinato agopu ipasibas,
e citas visparinato agopu konstrukciju metodes.

Pétot T-turpindjumu, konstatéjam, ka mainot t-normas varam manipulét ar
agopa Ipasibam. Vispariga gadijuma, aizvietojot t-normu ar patvaligu agopu
A*, ieguistam elastigaku objektu:

o~

A(Py, ..., P,)(z) = sup{ A" (Pi(x1), ..., Pu(2)) : A1, .oy xn) = 2}

Nakotne planojam petit A*- turpinajumu, ka ari v-agopu, kas saja darba vel
nav pietiekami dzili izpetits.
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