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Топологические пространства л их отображения* Рига» I9S5, 

УДК 513.83 

О ПРОСТРАНСТВАХ С ТОЧЕЧНОСЧЕТНОЙ БАЗОЙ 
А. В. Архангельский 

МГУ им.М.В.Ломоносова 

Все пространства, рассматриваемые в статье, заранее 
предполагаются тихоновскими. Семейство & открытых D 
пространстве X множеств,называется псевдобаэ^й этого 
пространства, зсли La:] riiU <£> и для всех 
ate X  Если &  семейство множеств з то 

кество точек счетной краткости семейства Й> &ы пользу
емся этим обозначением нияе. СемеДстЕО Й называется 
чечносчетным на множестве Y

c X , если У К 
Пространство называется псевдокомпактнь'м, если всякая 
непрерывная вещественная функция на X ограничена. 

Определение I. Множество X называется относи
тельно счетнокомпактным в пространстве X , если для 
всякого бесконечного множества В^А найдется предельная 
точка в X 

Определение 2. Пространство X называется счетно 
пракоыпактным, если существует всюду плотное в X под

пространство Y • которое относительно счетнокомпактно 
в X 

Очевидно, каждсэ счетнопракоыпактное пространство 
псевдокомпактно. 

Как известно, псевдокомпактность че наследуется, вооб
ще говоря, произвольными замкнутыми подпространствам. 

Б связи с этим, мы даём 
Определение 3, Пространство X  называется сильно 

псебдокомпактным, если существует всюду плотное в X 
множество Y такое, что каково бы, ни было счетное мно
жество A CY , найдется счетное множество З^.Х , для 
которого Б псевдокомпактно и А с В 



Очевидно, каждое счетно пракомпактное пространство 
сильно псевдокомпактно и каждое сильно псевдокомпажтное 
пространство псевдокомпактно. 

Следующий результат хорошо известен. 
Теорема I (см. Ш , (2.1.14)). Если пространство X 

счетнокомпактно и обладает псевдобаэой $Ь такой, что 
множество < ^ 0> точек её счетной кратности всвду плот
но в х 9 то семейство & счетно и X  компакт со 
счетной базой. 

В доказательстве теоремы I существенную роль играет 
следующий ее частный случай: 

Теорема 2 Г 2]. Каждое счетнокомпактное пространство 
со счетной псевдобазой обладает и счетной базой. 

М.Матвеевым [ 3] выделена следующая разновидность 
теоремы I: 

Теорема I. Если X  счетнопракомпактное про
странство с точечно счетной псевдобаэой & , то эта 
псевдобаза счетна. 

Не каждое счетнопракомпактное пространство со счет
ной псевдобааой имеет и счетную базу (В.В.Успенский). 

В данной статье мы формулируем ред обобщений теорем 
I к Г , стремясь к Максимальной общности. То, что мы под
ходим к цели весьма близко, видно.иэ следующего замеча
тельного результата» недавно полученного Д.Б.Шахматовым: 

Для каждого кардинала ? , существует псевдоком
пактное пространство с точечносчетной базой, содержащее 
замкнутое дискретное подпространство модности X . 

Предложение I. Пусть X  псевдокомпактное про
странство. Тогда множество Y всех изолированных в X 
точек относительно счетнокомпактно в X 

Доказательство. Это сразу следует иэ того, что каж
дое дискретное семейство непусгых открытых множеств в 
псевдокоыпактном пространстве конечно (изолированные точки 
образуют открытые одноточечные .множества) • 

Так как в разреженном пространстве шожество jcex 
изолированных точек всюду плотно» получаем ие предложе
ния I такой результат: 



Теорема 3, Каждое разреженное псевдокомпактное про
странство счетнопракоыпактно. 

Из предложения I и теоремы I вытекает также 
Теорема 4. Если X  псевдокомпактное пространство 

с точечносчетной базой, и множество всех изолированных 
точек пространства X всюду плотно в X , то X  ком
пакт со счетной базой. 

Это утверждение представляет интерес в связи с приве
денным выше результатом Шахматова. 

Теорема 5. Пусть X  сильно псевдоксмпактное про
странство с точечно счетной базой &> Тогда б^эа & 
счетна и X  компакт. 

Доказательство. Возьмем такое, как Б определе

нии 3. Покажем, что если A C

Y и А счетно, то А 

компакт. Действительно, существует счетное множество Ь^Х. 
такое, что А ^ В к 5. псевдокомпактно. Семейство f ь lT

J^ £• 
IT ПЗ ± ф 3 счетно и I ИПВ 17 £ г }  счетная база 

пространства Ъ . Значит, Ь  компакт. Тем более, А 
компакт. Отсюда следует, что Y относительно счетноком

пактно в X  т.е. пространство X счетноггракомпактно. 
Остаётся сослаться на теорему I Матвеева. 

Предложение 2. Пусть So открытое покрытие про
странства X и А? * £>,tfg>  множество точек счетной 
кратности семейства Л т Тогда, для каждого счетного мно
жества К С

А , К с * & , Н > Ст.е. к S 0  замкнуто снизу 
в смысле [ I] ). 

Доказательство.. Црсть.^€Й и \Je , \]э z . 
Тогда [7з а ,ВД :£*оторого ц е М . Значит, VJ^ ft-. 

иэя]с{1Г€ fi: V W l f ̂ 1» UUtJ^ft: из у): 
 счетное семейство, так к а к М ^ д и к 0 Следова

тельно, хе< Й А Нв

>2

А . 
Предложение 3. Пусть ft  открытое покрытие счетно

компактного пространства X • Тогда А =< (Ч а> 
счетнокомпактное подпространство пространства X 

Доказательство. Это прямо следует из предложения 2. 
Предложение 4. Пусть ft  псевдобаза счетноком

пактного пространства X • Тогда множество А*< fe, й„> 



тег счетной кратности семейства Ь замкнуто в X f 

является компакта* со счетной базой и шожеством типа Gg 
в X • 

Доказательств В саду предложения 3. А ечетно

кошшегао. Семейство { tfftA и ^ Л и Ufl№ 03  точечно
счетная вееодбаза зростредова А . По теореме I, се
мейство &

5 UnА ̂  ф} счетно я А  ш т и к * оо 
спетой базой. Телерь лот, иго А множество типа % 
в X (так как &  псевдобааа). 

ТеЬоеме 6. Пусть &  псевдобаза очетношэмпадт»*
го пространства X и каждое замкнутое в X множество* 
лежащее во тожестве Х \ * Ко > точек не счетной кратдао
ти семейства & , метризуемо. Тоада X  компакт оо 
счетной базой» 

Доказательство. Это бедует из дредкомшя 4 в тоге* 
что счетнокомлажтнор пространство, ямащееея объедав** 
«мм счетного шожеотва пространств оо счетной базой» «t
мо имеет счетную вазу а взметоя компотом (си» Ш * [ 4]). 

Сле^ст^ L Пусть Ф  псеадрбааа чнаякьяашшв** 
того пространства X м аодетространетво &Х\* &»^«>» 
образованное иасшортвди воех точек не очетао* B p a w w a 
семейства & # удоажемормзт какомулибо не швдщлс 
условий: 

а) 1 еядотрмзуомо; 
6} Диагональ в Я, * & шеет тиа ^ ; 
в) Пространстве & обладает точедоочеягой веещо» 

бааой* 
Тогда X  шаштк* со счетной базой. 

Доказательство, Так щ г каждое счетноко«актное 
цроотраистео, удоадетрорящее сдаоцг из условий a ) t 6)* 
в), мвтризуемо (ом. Г1]# Г4]>[ 5 1 ) t можно сослаться на 
теорему 6. 

Приведем для полноты н следащкй результат, легко 
доказываемый с помощью теоремы I. 

Твооема 7. Пусть X  соетнокошахтное проотуеи* 
ство tt {^ c:leN

t

3  счетное семейство псевдобаз яро*, 
отрааства X такое, что X^Ul < 1 5 * 7 £ * > : IV} • 



Поступила 27 января 1984 года 

Тогда X  компакт со счетной базой. 
Доказательство. В силу предложения 4, Х а

иК£ч>^с
> : 

£ е N r l > причем кавдое * является пространством 
со счетной базой. Значит, X обладает счетной сетью. От
сюда следуетi что X  компакт со счетной базой* 

Остается открытым следующий вопрос: 
Задача» Пусть У.  сильно псевдокомпактное про

странство с точечносчетной псевдобаэой Верно ли, что 
семейство 'Ь счетно? 

Замечание. Теоремы I, 6 и 7 не распространяются на 
счетно пракоыцахткые пространства. 
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ЗАМЕЧАНИЕ К ПРИНЦИПУ СРАВНЕНИЯ КРАСИКЕЕЬ&Ш) 
ДЛЯ КОШАКПИХ ГРУШ 

З.И.Баланор. С.Ь.Винничанко 
Даугазпилсекмй педагогический институт 

Настоящая заметка тесно связана о теоремой £ из LI1. В 
[I] известный принцип сравнения Красносельского удалось рас
пространить со случая действия консчнш циклических групп 
на случаи произвольных конечцда груш и бесконечны*, изомор
фных компактной не вполне несвязной группе. В наотолцай ва
мотке строится лример векторных полей, еквивариантных и по* 
лугомотоплых относительно бесконечной группы, изоморфной 
компактное вполне несвязной, которые, там не менео, имеют 
различные вращения. Этим показывается существенность усло
вия не вполне несвязности в теореме 2 ив Ш . Все неопре
деленные здесь понятая можно найти в С П и [41 . 

OcHDLHor в наших достроенное является оледущая тео
ретикогрупповая 

Лемма I, В групзе & гомеоморфизмов * меркой сферы 
(* > 1 )  существует подгруппа* изоморфная группе целый р 
адичэских чисел . <Кав хорошо известно, последняя явля
ется бесконечной компактной вполне несвязное (смЛ£1о«Х77))« 

Доказательство^ Очевидно, Я* аддитивная группа ве
щественных чисел  влоаима в. £ • Покажем» что Zp вдет *ма 
в R* . Действительно, Zp абеяева груши без кручения, 
следовательно, она вложкма в • полную абелеву грущу 
бее кручения (смк [31, о»6£). Ясно, что С* можно выбрать 
континуальной мощности. Для «того достаточно ваять все 
частные Z^ , Остается показать, что & изоморфна В* . 
Tax как <? не имеет кручения, то по теореме 9.1.6 ив [31 
она представила прямой суммой континуального набора групп 
U (здесь Q. аддитивная груша рациональных чисел). Ана

логично, fC твое прадставнма континуальным набором <ма
гаемых d • ОтСвда, (J изоморфна В* . 

Ниже мы строю* пример действия (а. аьачкт* е уче
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ом леммы I и Zp ) на единичной окружности и пример век

орных полей, эквивариантных и полугомотопньтх относительно 
IT f имеющих, однако, различнее вращения. Нам удобно 
редставлять изоморфной ей И\ мультипликативной группой по
ожительных вещественных чисел. Считаем ед*шичную окружность 
трезком 10,2] (0 и 2 совпадают). Для любого вещественного 
олажительного <*. определим J A - гомеморфизм единичной 
кружности на себя  формулой 

усть V e t Jd.^A€R^ * группа гомзомерф;:змо2 единич
ой окружности, определенных по формуле (I). Как нетрудно 
бедиться, V изоморфна V.\ и, следовательно, содержи? изо
юр̂ ный образ Z p . Полоним теперь поле Ф равным тождест
енноцу, а поле ¥ определим формулой "ф:*— 2.х Так 
:ак N(VVtO; i l , .то эквивариангность и полугомотопность 
роверяются непосредственно. Однако при этом у С Ф) » i 

Х С Ч О »  ! , чем и завершается построение нашего 
октрпримера • 



Топологические пространства и их отображения. Рига» 1965. 
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ИЗОМОРФИЗМ ТРЕУГОЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ АЛГЕБР ЛИ 
(р АЛГЕБР ЛИ) И АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБР 

А.Х.Брегман 
ЛГУим.П.Стучки 

I, Конструкция треугольного произведения представле
ний алгебр Ли (ралгебр Ли) и ассоциативных алгебр изуча
лась рядом авторов ( [3] , [5} , [6] ). Первоначально она 
была определена в категории представлений групп [41 , где 
является одним из основных инструментов исследования полу
группы многообразий представлений гругы. При изучении опе
рации треугольного произведения в указанных категориях ока
залось, что многие ее свойства аналогичны известным свойст
вам сплетений груш? (например, имеет место аналог теорем* 
КалужнинаКраснера о сплетении групп и др. ГЗ} ). 

СМ.Вовси доказал аналог одной теоремы П.Неймана о 
сплетениях для операции треугольного произведения пред
ставлений групп. 

Теорема I [2]. Любые два треугольных разложения про
извольного точного представления обладают сопряженными 
продолжениями. 

С другой стороны, Л.А.Альшанским доказан ослабленный 
вариант приведенной теоремы в категории полуавтоматов. 

Теорема 2 ГЛ. Любые два треугольных произведения 
точных полуавтоматов над полем, изоморфные как полуавтома
ты, обладают общим продолжением. 

Основным результатом данной статьи является следую
щая теорема. 

Теорема. Любые два треугольных разложения произволь
ного точного представления алгебры Ли обладают сопряжен
ными продолжениями. 

Аналогичное утверждение справедливо в категории пред
ставлений ралгебр Ли и ассоциативных алгебр. 

Отметим, что хотя формулировки ранее доказанной тео
ремы I и приведенной теоремы совпадают, понятие сопряжен



ности пар в категории представлений групп и алгебр Ли раз
личны. Если в случае групп сопряжение производится с помо
щью элемента из самой группы, то в рассматриваемом случае 
соответствующий элемент выбирается вне алгебры Ли. Это из
меняет методику доказательства, хотя по существу его схема 
подобна приведенной в С23" 

В заключении рассматриваются связи между треугольными 
разложениями представления ралгебры Ли к соответствующе
го представления алгабры Ли, а также м^кду треугольными 
разложениями представления ассоциативной алгебры и соответ
ствующего представления коммутаторной алгебры. 

2. Напомним основные определения, относящиеся к конст
рукции треугольного произведения лиевских пар. 

Пусть даны две лиевские пары (ЧЛ«; ̂  и ) над 
некоторым полем К . Пусть e^Hb^CVj,.

4

..,) 
(V,£W4*4> U.*L»a.)  прямая сумма исходных лиев
ских пар. Определим действия алгебры .C*L i^L e, Б Ф 
если <р€ ф и б  4 +1% f где Ь £ LA , 1^ * Ц и ̂  * V* , 
то ^(<feff)« v(^Cl^M* K<fUA  (veAH Полу

ченной таким образом лиевской ларе ( ф, £ ) отвечает полу
прямая сумма L в Ф х Е (здесь ф  абелева алгебра Ли). 
Определим теперь лиевскую пару (Ч+Ч> ). Снача
ла определим действие Ф в V • VL + % если <f  эле
мент из Ф , рассматриваемый как элемент в L • ф х С 
то для *i* Vt и Ч положим «if • О tflm 
и продолжим, далее, действие <f по линейности. 

Построенная таким образом пара <4*4»Hont(VMV1)x(L>Lft)) 
обозначается через (4«bi )v (V f c,La ) и называется тре
угольным произведением исходных лиевских пар. 

Операция треугольного произведения лиевских пар легко 
распространяется на произвольное число сомножителей. При 
этом она является ассоциативной. 

Пусть теперь ( V,L )  произвольная лиевская пара и 
Q элемент из E«uiV такой, что ( 4* 8 )  автоморфизм 
алгебры L и 8* 0 . Пара отображений * «*г(1к6)э 

1 ^ ( 1  8 ) 1 ( 4 * 9 ) , где ,<=У, 1*1 
определяет автоморфизм представления ( V, L ), который 



назовем внутренним. Если ( )некоторое подпредстав
ление в V, U )"Г то пару CA(i*9) J48«J(1*9» 
будем обозначать через (А,Е?* ж

( А
и ^ Е

1 ) (соответ

ственно пару (А(19), <Л*В)£(105> обозначим через 

ж

'Ч*Ц^ЪЛ0*^(^,1О * то по аналогии с групповым 
случаем эти два разложения ̂тары ( V , L ) называются со
пряженными, если *v«u и существует внутренний авто
морфизм представления (V,L ), отображающий (V^L; ) на 

Естественным образом определяется также понятие про
должения разложения в треугольное произведение. 

Перехолим к доказательству теоремы, сформулированной 
в пункте I. Рассмотрим вначале случай, когда оба разложе
ния представления ( V ш L ) состоят из двух сомножителей: 

(V eLMV l elOv O&.bOCV^,Ф\L L*y), (I) 

где ф и $ являются централизаторами в £ndV рядов 
О £ V A с V и 0 f i 7 i e V соответственно. Так как 
V 1 и \ икварионтиы относительно L . то либо \ь\ » 

либо }tL s Vt (см. [33 ). Не ограничивая общности, предполо
жим, что Vi s Vk 

Обозначим через V 3 * ̂ ClV* , тогда используя закон 
модулярности, получаем VL« ViflV »Vt flOt*̂ )* 
«V 4eCV 4nV*>V 4e4b и V  W W ^ V t 

Пусть я* есть проекция пространства \ на \ Тог

да V* «V** V 5 и VV Ae V 3 е V? Проверка 
этих равенств проделана в [2] , лемма 2. 

Обозначим через f централизатор ряда 0^V 4fi1^cV 
в ETVCLV 

Летлша I. Ф ь ¥ и t - идеал в L 
Доказательство. Непосредственно из определений следу

ет, что ф с f и $ <^ ? Возьмем произвольный элемент 
i|> € *Р . Построим два отображения из ttuL V fi € Ф и 
«fk в $ : если з

 А € Г  базис пространства V , то 



0, *«v. ^fo, ь*\ 

Так как ^ • fi * ̂  Ф и $  идеалы в L , то Ф 
 идеал в L 

Определим отображение В 1 V  * V следующим образом: 
^6 • 0 f если ^ €• \ ; если "\ж 4+ , то 
*а9 * * Ясно, что ^ 0 7*^4, 8

а • 0 и 
(10X1+8)! 

Покажем, что !+ В определяет внутренний автомор

физм пары ( V 5 L ) . 
Лемма 2. ( i B )L ( l*e ) *L L 

^касательство. Цусть IС L , I • *f + I t + 1^ 
где <Р * $ , К € , Ij, € Легко проверить, что 

Нужно показать* что ^ + 6 Ф Зто следу

ет из того, что V ^ e V t ; V O f  Q E ^ l ^  O 

Значит, (ie>l(l*e)€L 
Пусть Lj множество всех тех элементов из L , кото

рые действует в \ и в нулевым образом и оставляет ин

вариантным Y a • \ (\\\ . Тогда L 3 ^ 
Ломма 3. L » < b i t L a , " C ^ > . 
Доказательство. Так как^ 

то достаточно доказать, что Ц, £ < * ? 4 Ь 1 , Ь а , L f t> Обозначим 
последнюю подалгебру через L 0 . 

Пусть ii^Xi • Так как L 4 с L , то i e*f+U*U , 
где <р б Ф , It € L 4 , ^ ̂  Lî  А так как Ф L̂  с L0 то 
достаточно проверить что I* 6 L 0 

Цусть <ь « V* Так как Чъ <=-\ , а VAL с V t и 
^•^t • Уз , то для любого +i е V a 

где 4«V.. (3) 
Определим отображение t в E*dV следующим образом: 

«•О , V  0 . г д е H€ Y L 

и <i«Y 4 из разложения (3). Ясно, что с « ¥ 
Поколем, что *  fc^s L 3 Прямо по определению следу

ет, что *i(trta,)0 Если * 3 € V 5 e то OjCrL,,)* * at(*i* 
 *LOI«JJ t; a V a Покажем, что («  l*)«0 

^, « Vj, . Если , JieVi c t ^ , то 



Так как I « LA , то • 0 , а значит и ^.Ц, * О 
Поэтому ( а в

0 » и следовательно. 
^(tr^Vfyc :  ."^Ifc  0 Окончательно получаем, что 
<  Ь Л с L 0 Но так как <с * Ч , то 
3tji 4€L 0 . Лемма доказана.^ 

Лемма 4. li*
e £ Ц 

Доказательство. Надо показать, что CL действует 
в Vu нулевьтм образом, а элементы в \ оставляет инвариан
тными. 

Пусть ti ̂  U и \ • *д + \ . Тогда, так как 
цз^сы». ьАе , то ̂ивд'и*©» 

Так как VA * VA , то 
Лемма I. Т £ в & Lz 

Доказательство. Пусть Покажем, что 
Еа6)« VR, где *i € V a . Обозначим 

Л«Ч.и ** «i+<>i , flerVi , 4 €V» . Тогда 

того, что V L j сразу следует равенство (̂1*1а,В)*0 

Лемма 6. C V,L )  C V , . ^ e ) 7 ( V ^ U)vq . L o ) 

Доказательстве. I ) Покажем, что если Еподалгебра в 
L , поровденкая подалгебрами Lî

e , L$ и , то па
ря ( V » 2 ) раскладывается в прямую сумму пар ( V { , L A ) , 
( V 3 i L 3 ) и ( ^ l ^ T i j . J. La действует нулевым образом в 
V A • V t + V 4 и V^L^ с V a L 5 по определению действует 
нулевым образом в Vi и \ и оставляет инвариантным V» . 
По лемме 4 следует, что LV действует в \ нулевым об
разом и элементы из VI оставляет инвариантными. 

Покажем, что & ь в Vj действует нулевым образом. 
Это следует из того, что V 3 * V* Л f значит ^^i* 
*  ^8ti » 0 Используя равенство V » V4 • V 4 е V* 
окончательно получгем, что CV l lE)»(V 1 .li* i

e) ® 0 ^ , Ц ) Ф 

2) По ле:/.».!. идеал ¥ в L яьляется централизатором 
Е< End У O c V . c V , c 7 . 



3) Из леммы 4 и из того, что 8 £ следует, что 
L  < * , C L » . U > Поэтому L ^ X ( C * W « L 0 

Из следует, что (Y,L> 
этого ра

венства и из того, что (V L)»(V 4 # Lpv С^,Ь0 » 
СVi Lî  )*(V^ Ц) , ^ д , Ь ^ й ( ^ i ,L0 i следует равенство 

Лемма 7, (V,L> CV.^v ( V j , L > > 

Доказательство, I) Заметим сначала, что^ А 

так как если • *1 • Ч , то ^ U  6 ) . « * i * V * i € \ 
и V • VA е V a * 7ь* • Алгебра L A действует нулевым обра

зом в V* ® ̂ г По определению действует нулевым 
образом в VA и \ , а так как каждый «"7^ предста

вим в виде \  , где 9* € 7* , е Vt $ т о L 5 

действует нулевым образом в VA + Y* Алгебра "Ц"9 о ч е 

видно, действует в 7 А*У.,У а нулевым образом, а по лем

ме 5 элементы из V* оставляет инвариантными, т ска

-

эанного следует, что 

2) 1^еал Ф в L является централизатором в EtwdV 
ряда O s V ^ ^ e V 

3) Из леммы 4 и из того, что 8 € Ф следует равенст

во L
 9 ¥ х CV̂  • L a * La ) _ • Таким образом получаем, 

что (VjuXVuLOv (Va.L^vf i^ С другой сторо

чы, (V,L) * ^Yu v CV*,L0 А так как по лемме 5 
с t\>L»0 и по определению ( V ^ L ^ c (V»,L*> 

го ( V a , U , W V 3 > ? ,L4V"G , Лемма доказана. 
Из лемм 6 и 7 следует, что два разложения 

1Ш .СУ ЬЬМЪ,1Л 7 ^ в ,Т£В

) (4) 
W,l>(V1,^)7tV,,L,)v(^,T0 (5) 
гвляются продолкениями разложений (I ) и (2) соответственно. 

Заметим, что так как fl действует нулевым образом 
ra VA , то U+ 0) действует тождественно на VA и У 3 

окажем, что также L^6 • L 3 . Действительно, если 
П V,, • Y 3 и ^ то («iHOUMaU*e)» 

4**0UU*6)4v«08tiU*e) . Ко еД ь--0 и 
V3 (1+ 6 ) с у , e V ^ d . B J c ^ d ^ O ) С V 3 . Следо



вателько, VaU6)l3(l
 с V 3 . Легко видеть, что 

^ЧЮУ^фО и ^(1в)!л(1*Ю0 . Следова
тельно, <^иа Аналогично li"3

e с Ь 3 . Значит 
L 3 "L 3 Этим доказано, что разложения (4) и (5) со

пряжены. 
Общий случай доказывается по индукции также как и в 

Г 2] с очевидными изменениями и поэтоыу мы его опускаем. 
Теорема доказана. 
Дословным повторением приведенное выше рассуждения до

казывается аналогичная теорема в категории рпар. Добав
ляется лишь проверка согласованности участвующих отображе
ний с р операцией* Наконец, в случае представлений ассо
циативных але1*бр те же рассуждения приводят к соответству
ющей теореме о сопряжении двух разложений в треугольное 
произведение подпар. 

Укажем связь между треугольными разложениями пред
ставления р алгебры Ли (ассоциативной алгебры) и ее 
лиевского разложения. 

Пусть ( V, L )  точное представление р алгебры Ли 
L и (V,L)(V 4 tL 1)v(V a,l^)v...7(Y^L^ неко

торое треугольное разложение ( V , L ) на подпары (V^.Lt ) 
(см. 13] )• Если теперь рассматривать ( V,L ) только 
как алгебру Ли, то последнее разложение естественно приво
дит нас к разложению ( V,L ) в треугольное произведение 
лиевских подпар (Ус, La ). При этом из неразложимости ли
евской пары (V*,,Li ) в треугольное произведение следует 
неразложимость этой пары с точки зрения р алгебры Ли и 
наоборот. Это позволяет утверждать, что имеет место 

Предложение I. Пусть (V,L>(VA>Lj7... 7 (V^LO 
где все (Vt,Lj, )  неразложимые рпары. 

Тогда,если (V,p(7A.Lj7 ...V (?«,aL«J  разло
жение лиевской пары (V. L ) в треугольное произведение 
неразложимых лиевских подпар ( VL, Ц ), то и 
(Vj,,LO ^iVi^Li) , где ( V̂ .Tit ) является лиевской 
рпарой и последний изоморфизм сохраняет рструктуру. 

Соответствующая связь имеется также при разложении 
представления ассоциативной алгебры А ( V , А ) в 
треугольное произведение подпар и разложении представле
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1люлогигэские пространства и их отображения, Рига» 1985. 

УДК 513.83 

МЕТОД ЖЕСТКИХ СПЕКТРОВ Р ТЕОРИИ ПАРАКОМПАКТНЫХ 
£  ПРОСТРАНСТВ 

Ю.Х.Ерегман 
ЛГУ им.П.Стучки 

Многие задачи топологии, топологической алгебры и 
функционального анализа, связанные в своей постановке с 
метрическими пространствами, выводят за пределы этого клас
са. Такая ситуация возникает, например, при исследовании 
замкнута непрерывных образов метрических пространств,LW 

комплексов, свободных топологических групп в смысле Марко
ва и д^. В связи с такими задачами э последние два десяти
летия появились рае личные обобщения метриэуемых пространств. 
К важнейшгм из них принадлежат перистые паракомпакты III, 
кружевньи пространства С2] и паракомпактные <) простран
ства [ 3 ] Если теория перчетых паракомпактов достаточно 
хорошо развита, то свойства паракомпактных б*пространств 
(т.е. паракомпактов с (Гдискретной се ью) исследованы 
недостаточно. 

В настоящей работе мы развиваем метод обратных спект
ров в классе паракомпактных 6 пространств (метод жестких 
спектров). Нашей целью является аппроксимация паракомпактных 
О*пространств с помощью обратных спектров, объектами кото
рых являются метрические пространства, а морфизмагл  уплот
нения, применение таких спектров для исследования размер
ности* \ свойств паракомпактных СГ  ространств. 

Исходным для нашего исследования явилось понятие сла
бого уплотнения, введенное А.В.Архангельским [4] Уплот

нение ^т.е. непрерывная биекция) § X»—*У называется 
слабым, если пространства X регулярно, У  паракомпакт и 
в У существует такое О* дискретное семейстго $ , что 

j-'HsO является сетью в X А.В.Архангельский доказал 
[41 . что топологическое пространство, допускающее слабое 



уплотнение, является парекомпактньш б* пространством и 
что каждое паражомпактное б Чфостранотво допу ;кает 
слабое уплотнение на метричеокое пространство. В 5 I мы 
вводим понятие жесткого спектра (определение I). которое 
является, по оуцестау, спектральным аналогом слабого 
уплотнения, и доказываем7

, что паракомпактные б простран
ства  это в точности обратные пределы жеотких спектров из 
метрических пространств (теорема I). В в том параграфе также 
приводится пример жесткого спектра ив полных метрических 
пространств, предел которого неметриеуем» 

Слабые уплотнения на метрические пространства не ха
рактеризуют размерность паракомтактных «пространств. По 
теореме Хилгерса Г 5] любое сепарабельное метрическое про
етранство мощности континуум является образом при уплотне
ния некоторого п/ мерного сепарабелыюго метрического 
пространства для каждого л>0 . Но каждое уплотнение в 
классе сепарабельных метрических пространств является сла
бым. Таким образом» при слабых уплотнениях размерность 
(inA > IttA и (Urrv ) может как повышаться, так и понижаться. 
Длк характеристики размерности durv паракомпактных 
б пространств мы применяем жесткие спектры. Центральным 
результатом статьи является теорем. 2. утверждающая. что X 
является паракомпактным <? ̂пространство;, размерности 
dinvX* аг тогда и только тогда, когда v гомеоморфно пределу 
жесткого спектра из метрических пространств размерности 
dint; не более п , Ь § 2 построен также пример жесткое 
спектра из. конечномерных сепарабельных метрических про
странств, являющегося обратной последовательно тью, предел 
которого S сильно бесконечномерен. В { 3 теорема 2 приме
няется для доказательства факторнаациоччой теоремы по весу 
и размерности для слабых уплотнений. Нам неизвестно» верна 
ли общая факторизационная теорема по весу и размернооти 
для паракомпактных б*пространств. 

Отметим определенный параллелизм значительной части 
наших результатов о фактами хорошо развитой теории перис
тых паракомпактов. Так, перистые пьракомпакты ьогут быть 
охарактеризованы как пределы обратных спектров из ме.ри



ческих пространств с совершенными проекциями С 61 С по
морю таклг же обратных спектров может быть оценена и раз
мерность &ль перистых паракомпакгов: по теореме Клюшина
Пасынкова, прос ранство X является перистым паракомпактом 
размерности dimX* гъ тогда и только тогда, когда X гомео
морфно пределу обратного опек^ра о совершенными проекциями 
из метрииеских пространств раемернооти Ал не более л (Гб̂ СЗ) 

Основные результаты данной статьи были сформулированы 
в Г8] , [9] , [101 • Материал статья составляет часть 
кандидатской диссертации автора. Пользуясь случаем, автор 
выражается искреннюю благодарность своим научным руководи
телям профессору D.M.Смирнову и доценту А.Л.Шостаку за 
постоянную помощь и поддержку. 

Бея терминология статьи по общей топологии соответст
вует монографиям Г Ш , [121 , терминология по теории 
размерности  [ 13 ] , по теории обратных слешров  С141. 
N обиначае? дискретное пространство натурал:<ньос чисел» 
R  вещественная пряная, Gt  подпространство рациональ

ных чисел (вещественной прямой). обозначает замыва
ние множества А в пространстве X» 1AI  его мощность, 
<4> Сх)  вес пространстве X. Если I fa •* М семейство 
отображений пространства X, то & ifa

 : К}обозначает 
диагональное произведение етого семейств". Если все про
странства Хх суть экземпляры некоторого множества X» то 
Д{Х±

: A J сбоэначает диагональ в произведении ГИ^ 1

^^. 
Пусть j : Х~У  отображение и $ 9 7 • семейства множеств в 
X и V соответственно. Тогда и обозначают семей
ств {jtK): K«£l и{Г А

(Р)*ГсЗЧ соотэететввнно. Мы т*нжа 
не будем различать понятия метрического и метризувмого про
странстве Мы неоднократно будем пользоваться следущим 
спешат ньел видом факторнэационной теоремы В.А.Паомнкова 
для метрических пространств Г13вс.388) : если j ; Х**У 
уплотнение нормального пространства X на метрическое про
странств У, то существует .такое метрическое пространство 
Z и такие уплотнения а : X»* Е и Ь • 2 У, что 
jk ^ 9 dLraZi йтХ и *IZ)« «KY* 
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$ I. Паракомпа..гные 6Г пространства я жесткие спектры 

Определение I. Обратный спектр i X ^ i ^ / o ^ A ^ e M 
назовем, жестким спектром! если все пространства Х А  пара
компакты, все проекции  уплотнения, 61  б дискрет
ная сеть в Х ; и ^ (2^* ̂  для всех 

Это понятие молю сформулировать также на категорнон 
языке. Рассмотрим категорию # , обгпкта^и которой являются 
пары (X »Sf)» гдр X  парахомпакт,  (£ дискретная сегь 
в X, а морфизмами являются такие уплотнения f:СХг5)^(УД) , 
ото f(ffO » 3t . Тогда жесткие спектры  ото обратные 
спектры в категории в . Следущео предложение утверждает 
фактически, что предел жесткого спектра в категории 0 
всегда существует. 

Предложение I. Предел жесткого спектра есть параком
•актнсе € пространство. 

Доказательство. Пусть пространство X является пределом 
кесткого спектра {Х^Зь,^, X*—* 
 предельные проекции. Зафиксируем произвольное л ̂  А 
1сно, что 9^  уплотнеьле и У ж ^ Ч £ < 0 является tfдис
гретным семейством в X, Покажем, что семейство % является 
>еты> в пространстве X. ПустьлеХ и V  произвольная ба
ювая окрестность точки х , т.е. V*T^(U) и U  некотороэ 
•ткрытое множество в Хр , А Пус ь Х р ^ С * ) 
[оскольку множество А направлено, то существует такое fit К , 
то <£<f * J**f • Свойство tfj* является сетью в Хр , по
тому найдется множество Cc9ji такое, что 
етрудно заметить, чт' СС)с и г с Я^Чс) е Sfj,1 (ДО 
оскольку & < f , то по определению жесткого спектра сущест
вует такое множество 3 > € ^ , что (Т/У10>)- CTjT)"1 ГС) 
о тогда 5Лт>>(*/е**у 1 и>)* 

аким образом, JF является С? дискретной сетью в X, а 
гображение 5^слабоо уплотнение. Тогда по теореме А.В.Ар
адгельского

 г
4 ] X является паракомпа^тным (J пространст

)М. 
Предложение 2. Пусть X —паракошактное tfnpoc ранет



вс и  б дискретная сеть в ней. Тогда X является пре
делом такого жесткого спектра IX*,^.^*, A3 f 

что вое простр .лотва X* метризуемы, • ( * j для любо
го Ас А и }М««ЧХ> * 

Доказательство > Существует талое слабое уплотнение J 
пространства X на метрпеуемое пространство Е , что $ ф яв
ляется С дискретной сетью пространства 2 . Луоть & 

база топологии ь пространстве X мощности #(Х) . Для каждо
го множества V* & зафиксируем такое непрерывное отображе
ние ^ X ^ f Q j t f , что ^ C l O ; i O p V • Дусть V 
• Ja ^ X  — * X v <=2 * tOtfr . Поскольку f является 
уплотнением, то и ?V  уплотнение. Г̂ гко ваметить такие, 
что семейство ^ а%1$) является £ дискретной сетью 
в метриэуемоы пространстве X v . 

В качестве иьдексного множества А возьмем множество 
веек килечных подмножеств вможеотва & • Пусть Ж * 

А . Тогда положим Х* в

Х вЬ... ьХч. , 
%  r t ^ > p 4 ^  "  e S 1 ^ А а J4 

проекция диагонали Х ^ а Х ^А  ^ Х ^ на координату 
Если £ < Z , w f < 1 и в качеотве уплотнения 
возьмем проекцию i afX y »У*с } ^ а1Х» * V* Jl , Оче
видно, что проекции Щ удовлетворят  условию транзитив
ности и vC^x)"^ • Таким образом, обратный спектр 
fXx>%»4;»

2

>$* А? является жестким. Нетрудно 
также заметить, что пространство X будет прадедом втого 
спектра. Предельными проекциями будут отображения tfj
ж\ь... Д *гй • Поетоцу для каждого 1 * А имеет 
место соотношение 3̂ (7)  ̂  . 

Замечание I. Из доказательства видно, что в утеерще

нии щ "длэжанил 2 можно дополнительна тщятЩщ mm шт* 
елемент издеконого тожества А жесткого спектра имеет ко
нечное число предшественников. 

Замечание 2. Воли $  6* дискретная оеть в прост
ранстве X, состоящая ив вамьнутых множеств, то в форцуди
ровке предложения 2 можно дополнительно потребовать, чтобы 
все ^ являлись замкнутыми семействами. 

Из утверждений предложения I и предложения 2 вытекает 



Теорема I. Предел жесткого спектра является параком
иактным о пространством. Обратно, каждое паракомпактное 
& пространство гомеоморфно пределу жесткого спектра из 
метрических пространств. 

Следствие I. Пространство со счетной сетью гомеоморф
но пределу жесткого спектра из сепарабедьных метрических 
пространств. 

Естественно возникает вопрос, будет ли нотриэуем пре
дел жесткого спектра из полных метрических пространств. 
Следущий пример дает отрицательный ответ на него. 

Пример I, Cyĵ ecrsyer жесткий спектр из погчых сепара
бедьных. метрических пространств, предел которого неметри
зуем. 

Пусть Х 0

 в 1Д1^ ; гь€ NJ  "ежп Ковальского веса \ в 

содержащий Но •иголок'1 Т
( Ъ » 1 * Ы ( & * Ю и начальные точки 

(t), ft) "иголок* f I* которого отождествлены в одну точку О* 
[II] . Цусть  произвольная счетная база в отрезке 
I*\tO*} U ^ H ) . Тогда евиейетвоОД^ьсНДОО*} 

является счетной сетью в ироетренстве Х 0 * Пусть 
•(ч.ЧгА..)  произволь: ая точка множества Н*° Определим 
мюжеетво Ц^»{х= C«,k>£X0̂  *

в

Н1 
Определим теперь метрику fa на тожестве Х 0 • Пусть 
Ш e £«t^,i} . Вели и , либо 

V* , то положим 5хД*>£)* • Воли же гг*1 
и либо * € Цс, Ць t либо S^U*^ ijs Ifc «то 
цусть £ / * » £ ) в 1 £ - * } 1 * ' • Воли же пи ft , то положим 

й,{£,ОЧ*У*<§,0^ « Обозначим через X*. мно

жество Хо о метрикой . Нетрудно заметить, что в мет
рическом пространстве X * множество Ik открыто. Простран
ство X* является полным. Легко Видеть, что семейство 
является сетью в пространстве Х& , и «<ы ету сеть будем 
обозначать 1& Частично упоредочим множество 
ЦуРТЬ A«<T4,...,lbfc«. * jb'Cnw>ê ., nv̂ ,...) * Положим 
4>р , если и^* для веек K̂ lff . Таким образом 
становится направленным множеством. Ее лт , то пусть 
Sj^ : Х А ~ * Xj>  естественное отображение, порожденное 

тождественным отображением множества Х 0 • В атом случае 



<=• Up и, как легко заметить, ^ является уплотне 
нием. Очевидно также, что 9£4$i,)

e

fy для любых £ * 
Т^иш образом, S = * X*, , , IN °) является 
жестким спектром из полных сепарабельных метрических про
странств. Ilycî  Y*&mS . Пространство У как множество 
совпадает с Х 0 ~ , и*сеи?йство {Ц^: является 
базой окрестностей в точке 0* , из которой нельзя ввделит 
счетную базу. Следовательно, пространство У нсметриэуемо* 
Заметим, что пространство У является "веером" wpeffleУрысон 
и не обладает первой аксиомой счегности. 

§ 2. Несткие спектрь> и газмерност*. паракомпактных б про
странств 
Предложение 3. Чаждое паракомпакх'ное пространство 

X размерности cLirrbX̂  YJ гомеоморфе пределу такого жест 
кого спектра t X*. Ajf'* «ь,̂ бА1 что Х^ метризуемо 
и dim, V

£ £ rv для каждого £ < А 
Доказательство. В силу предложения 2 и замечания I 

пространство X гомеоморс|но пределу жесткого спектра 
\\л ^ь^'р , A3 5э метризуемых пространств, причем 
каждый элемент иедгкеного множества А имеет конечное число 
предшественников. Цусть ТЙ^  предельные проекции ( ) 
и 7  такая б дискретная сеть в X » что # - * Ц ь Ч $ 0 
для каждого £ 6 А  Представим множество А в виде А

а 

U Г Anw , где Ащ,  множество всех элемен
тов из А, имещих ровно tvu предшественников. Искомый спек 
построим по индукции. Цусть т.О и &  произвольный эле
мент множества А о По ̂ акториэационной теореме Б.А.ПаиаМ 
KOda для метрических пространств, существует такое метри
ческое пространство Х 0 и такие уплотнения % и ^ л , что 
diribX^ru , \ : Х  * Х 4 . ^ : Y 4 , 

Нетрудно заметить, что семейство ^g'iCSCj  С дис

кретная сеть в • Предположим, что для всех номеров К<гп 
и каждого 4€ А^ построены метризуемое пространство Х^, 
размерности dimX^h и уплотнение 5̂  и ^ А такие, что 
(51: X — , ̂ Х * ~ Л ^ 1 Х ^ (̂*, А ы1) , 

причем UK* 2̂,о STA , где fa* fr* fa I прое чи.; на 



координату Y A в роиэведении Y±* П1Х^»£*А АК.А ). 
Проекциями будут естественные уплотнения 5£

в 

Пусть теперь 4*  произвольный элемент множества . 
Тогда по факториэационной теореме для метрических прост
ранств существует метризуемое пространство Хд размернос

ти dim. и уплотнения %, и такие, что^'Х^Х^ 
AU{X> JbeAmil • причем 
ВД* 9* "Р*0

^* * Заметим, что семейство 
3**Я*^*Э является 5 дискретной сеть© в Х ; и #з 
«2£ tV<0 • Продолжая индукцию, получим искомый жесткий 
спектр £ Х А > Sio^J I *»£*М • Нетрудно заметить,что его 
предел гомоморфен X * 

Для доказательства предложения 4, обратного предложе
нию 3, нам потребуется следующий результат Е.А.Пасынкова 
( [ 15, предложение 10] ). 

Лемма 1« Д/cvb дай обратный спектр {Х*,Ч(£, K"i 
из метрических пространств размерности dint Х А 4 * » 
и такие непрерывные отображения fc'X^X^ • А • прост
ранства X, что jfru

4$при . Если для открытого 
покрытия со пространства X существует такое множество 
А*>

С

А и такие открытые в X * множества \ , J.*Aia • что 
система со** iQ*,*f̂ (XE):

^
6

<̂ol является С локально юнеч
н ш и вписанным в <<* покрытием пространства X, то X обла
дает «отображением на метрическое пространство %д раз
мерности dim. 2^4 *v . 

Предложение 4. Цусть пространство X гомеоморфе пре
делу такого жесткого опектра D^,^,*/ М » что 
пространство X* мэт^изуемо и 4лХ А*п» для всисого &ь Ь 
ТЬгда (1шьХ * ь 

Доказательство. Покажем» что для произвольного конеч
ного открытого покрытия О) пространства X существует 
ы отображение пространства X метрическое пространство 
Zt* размерности duru Z*>4 rv . Цусть Я*  предельные про
екция и пусть «Ь  стандартная база в X, оостояцая из 
множеств вида tf«3£ (Qj) f где 0 А открыто в Х ^ Пусть 
теперь 21/  максимальное подсемейство базы & , вписан



НОР в покрытие и) Семейство А»&Ч

С4Да«А является 
дискретной сетью пространстве X. Пусть £  максималь

ное подсемейство %С , вписанное в 21 . Нетрудно заметить # 

что будет оаэой, a #  б* дискретной сетью в прост
ранстве X. Поскольку система $  б дискретна, то для 
каждого можно эефиксировать открытое множество 
0(F)* 21 и элемент А таким образом, что 0(F) , 
семейство «f 0(F)' F* 3*3  6 дискретно и OCPJ-^CV) 
для некоторого открытого тожества V в )» 
Применш теперь лемцу I, полагая j^9

%, и А^ 8 WF):F<9^. 
Тогда существует ^отображение $ пространства X на 
метрическое пространство 2 W . В силу произвольности покры
тия о) отсюда сразу следует, что dim, X * «v 

Предложение £>. Предел жесткого спектра из пространств 
размерности dim, не более ru такие имеет размерность Лить 
HP боле** Л; 

Доказательство.. Пусть £ X*, % > *,j>*Al 
данный жесткий спектр я паракомпактное б* пространство X 
есть предел этого спектра. Без ограничения общности можно 
предполагать, что. каждый элемент иядеясаого множества А 
имеет конечное число предшественников (дня этого достаточ
но перейти к множеству :сонечных подмножеств множества А, 
имеющих относительно индуцированного из А порядка наиболь
ший элемент),. Пусть А* П Ai_ * где А* ~ множество всех 
элементов из А, имеющих ровно К предшественников» В силу 
предложения 3 каждое пространство Х А является пределом 
такого жесткого спектра lY^A^p, pt& , f.f * С*} 
с предельными проекциямирц,^> • что для любых « А и 
Р Ч / № , с Ы ^ ь г и , Y t t j f ) метризуемо и LL* 
«Ч|£СА* KE

Q>V} , где С А  множество всех элементов из 
С^, имеющих ровно к предшественников. Пусть .В* 
= 1Д W*CAix.eA} . Частично упорядочим множество В , счи

тая , еслиА^ , 5« Су и k.«l . В 
смысле 'введенного порядка 3 является направленным мно
жествам, каждый элемент которого имеет конечное число 
предшественников. Используя факториэационную еорэму 
Б.А.Пасынкова для метрических пространств по индукции 



аналогично дока? тельству предложения и3 можно построить 
такой жесткий спектр ^ш

{У^ш,р^ф^.р ,^ф^)^) . что: 
I) S*X ; 2) для каждого Ц$*В пространство Х Им 
метриэуемо, duTvX^IIB , ̂ .^^•ЧЦл i г д е ^ ф  предель
ные проекции; 3) дня каждого йЦ)*В существует такое 
уплотнение tf^'X^Xu,^, что * а ф в

* Ц р i 
4) топология & ь } р сильнее топологии ̂ р при любом tt,£)«B. 
Таким образом, пространство X является пределом жесткого 
спектра S из метрических пространств размерности dim не 
более гъ . Поэтому в силу предложения 4 dim, X * ^ 

Из теоремы I и предложений 3 и Б непосредственно сле
дует 

Теорема 2. Для топологического пространства X следую
щие условия эквивалентны: 

1) X  паракомпактное Спространство и бхгъХбгь ; 
2) X гомеоморфно пределу жесткого спектра из простран

ств размерности dim не более п, ; 
3) X гомеоморфно пределу жесткого спектра из ыетризуе

ыых пространств размерности сИлъ не более ru 
Замечание 3. При переходе к пределу в жестком спектре 

размерность может понижаться. Пусть d{fyK* Кс ft} 
множество рациональных чисел, пространство Х^  действитель 
нал прямая, у которой точки ^ при иэолирс .аны, 5Й 
произвольная б дискретная замкнутая сеть в подпространст
ве иррациональных чисел, 5^  тожд.гтвенное отображение 
пространства, X ; на X* Обратная последовательность 
I X ^ S t U Q . , ^, kji^W] является жестким спектром из одно
мерных пространств, но обратным пределом этой последователь
ности будет дискретная сумма пространств раци нальных и ир
рациональных чисел, т.е. нульмерное пространство. 

Одним из обобщений конечномерные а смысле cUnv про

странств является понятие S слабо бесконечномерного, вве
денное О.М.Смирновым Г13» 0.524 Напомним, что пространст
во X называется S слабо бесконечномерным, если для любой 
счетной (бесконечной) системы дизъюнктных пар замкнула 
шожеств 1(А^,В0: и € N3 найдутся тькие перегородки С; 
между и Bt ( L e t ! ) и такой номер N . что f№;UUitt-0 



Если пространстве X Не является S слабо бесконечномерным, 
то говорят, vro X S сильно бесконечномерно. 

Естественно' возникает вопрос о перенесении теоремы 2 
на S слабо бесконечномерные пространства. Следущий 
пример показывает, что такое перенесение невозможно: пре
дел жесткого спектра из 3 слабо бесконечномерных метри
ческих пространств может Сыть S сильно бесконечным. При
мер 2 показывазт также, что аналог теоремы Нагами о сохра
нении «г мерности при переходе к пределу обратной после
довательности из метрических пространств в классе S слабо 
бесконечномерных пространств не верек 

Пример 2.Существует обратная последовательность из 
конечномерных (следовательно, и S сл*. >о бесконечномер
нътх) сепарабельньк метрических пространств, образующая 
жесткий спектр, предел которой S сильно бесконечномерен. 

Пусть У  произвольное сепарабельное метрическое про
странство размерности dim/YO и мощности континуум. По 
теореге Хилгерса [5, с.311] , для любого натурального чис
ла rv существует сепарабельное метрическое сространство 

и уплотнение Z ^ ^ Y Уплотнение fa является 
слабым, поскольку и Y  сепарабельные метрические 
пространства. 

Построим жесткий спектр IX^fl^ffj , L/^ е К, £±i>} 
Дл*п,^М" пространство X v определим как дискретную сумцу 
равенством Х^ ф

1Н^.' к € NJ § где • ZK при 
к^1г и Н£ -Y при к>а Легко заметить, что яв

ляется еепарсбелънош метрическим пространством. Поскольку 
Xh, вляется объединением счетного семейства своих откры
тозамкнутых подпространств размерности не более rv , то 
d u m X ^ n . Пространство содержит замкнутое подпрост
ранство I'Z размерности * Размерности *А , 1пД> и 
dim, в сепарабельных метрических пространствах совпадают, 
поэтому dim Х^* uuLXiw * Iru± Хп, л

 в Таким об
разом, при каждом гъеЦ" пространство Х а * мерно. 

В каждом сепарабельном метрическом пространстве 
зафиксируем некоторую счетную базу топологии 5Ь> и полозгтм 

Легко заметить, что семейство $ v будет 



счетной сетью в пространстве У. Пусть ff^ * при К**/ 
и flC1 • при к>л ( K ^ e N )• Тогда семейство 
является счетной сеты» в подпространстве • Определим 
теперь счетную сеть % в пространстве X*, , положив ?Л* 
•UlC .Для каждого п€ К определим спектраль
ную проекцию :

X f c i.| L

, —

* Хп/ равенством 
ЗЧй П К ^ ' при Х { С 

1

£н<*) п р « н - • *$* 
Id  тождественное отображение пространства 
Это определение корректно, так как при М пространства 

и Иц совпадают. Нетрудно заметить, что отображение 
является уплотнением. Имеет место также равенство 

ЗСЧ^ыЛ • ̂  * посколыог при * t
M

* ^ \ ^ ^ ) * 
> I d ^ C ^ S * и при Км1 СЧ«к.1Г 
* ^малАм^Л^»*',!*1

* Остальные спектральные проекции 
(t  ft ) легко определяются из условия транэитивнос

ти *i • п 0 Таким образом, жесткий спектр 
(Х»,*ь ,4Г' Л » * *3 определен. Нетрудно заметить, 
что обратнш пределом етого спектра будет сепарабельное 
метрическое пространство, которое равно дискретной сумме 
X » a t Z N

 1 ** К} . Пространство X S сильно беско
нечномерно как дискретная сумма замкнутых в X множеств 
(»сМ ) размерности dJi»bÊ >ri (См. Г13. с.5371 ). 

5 3. Факторизацконная теорема для сдЗых уилугнений 
Теорема 3. Для слабого уплотнения j : X**Y су

ществует паракомпактное СГ пространство Z и слабые уплот
нения q: Х~* Z | k: Z Y такие, что t • h.« £ 
dim 2 V dim X к 6) IZ) * ШЮ 

Доказательство. Цусть  такая б дискретная сеть 
в пространстве X, что является б* дискретной се
тью в У. Пространства X и У  паракомпакты» В силу предло
жения 2, пространство У являет i пределом такого жесткого 
спектра С^иЗь» » * » ? € А} • вое пространства Y* 
нетриэуемы* каждый элемент индексного тожества А имеет 
конечное число предшественников IAl*tf(Y) и, если %± 
предельные проекции, то 3̂ (80» ̂  для каждого 4£ К . . 



Обозначим через А fc множество всех алиментов ив A t имещих 
ровно к предшественников (К*0,1Д... ) и Д У ^ В ^ * . ^ • 
Для каждого к м положим 51

0 f f тогда 
0 5* для любого J> 
Построим по индукции жесткий спектр SIZ^A^ 

, € А} и системы уплотнений Х ~ ZAV- А} 
и { ( ^ : 2± ** X , ) : А} , удовлетворяпцие для каждого 
«£«А следующим свойствам: I) .метриэуемое прост
ранство; 2) дш, 2 А * dim,X ; 3) »iz±} * <o(Y) ; 
4) £ « К* о ̂  ; 6) ^ t * J  ̂  ; 6) fld*)- ; 
7) *§j>

e

P£ * ̂ ii для любого 8) 
для любого } * * 

Для каждого 4€ А 0 пространство и уплотнения 
и к.£ легко построить, используя факторизационную теорему 
Б.А.Пасынкова для метрических пространств. Предположим, 
что уже построены жесткий спектр Sm. •{ Ъ±, iLj,, , В т ^ 
и системы уплотнений Ẑ )'.А еЪг»ъ1 и 
ttiv'SL* >\1У£*ЪГЛ1 f удовлетворяющие свойствам I) 

8). Построим жесткий спектр S ^ + i и соответствующие 
уплотнения и ь А , А*Ат,*& . 

Пусть 4* A* u и пусть ̂ гХ»*Хь** ntZbJ***̂  ̂  • 
где J A

S 5*А(Д^^в

.]Ь<Л > A m i "огда по фактор** 
эациинной теореме Б.А.Пасынксла для метрических прост
ранств существует метрическое пространство Ъ± и уплотне
ния ' Zi^YifWiZf A»l и g*i X — 2* та

кие, что 9а • djTbZ^dlnvX и dCLj)* 
*o4Xb*niZyp*i, J>* Am.l)*tftYi . Положим К* 
равным композиции отображания \ с проекцией множества 

:а Y A в произведении XL* П12^: , J> а Агл1. 
Тогда i еем J^* Ь*° . Пусть * а ж ̂ ь^в . Нетрудно заме
тить, что семейство Л* будет € дискретной сетью в прост
ранстве Если jb^A и AtTu г то в качестве j£ 
возьмем композицию уплотнения \ с проекцией множества 

на координату в произведении Y^* П12^ jb^i^ 
jbe Mm.} Остальные проекфм j£ легко устраивают

ся, исходя из условия транзитивности. Нетрудно заметить» 
что • * 4 , 1ь и * *J> для . 



любого f£A . Свойства 7) и 8) также проверяются непо
средственно. 

Проделав такую конструкцию для кавдого элемента **А*ц, 
построим жесткий спектр $mu , Продолжая индукцию по всем 
nv*N f получим жесткие спектры t Sm'.nwetil , удовлетворя
щие свойствам I)  8) и такие, что 5» С S»*l Тогда 
жесткий спектр 8Ul$m,«m.eH} будет также удовле
творять свойствам I)  8), 

Определим пространство Z как обратный предел же*, .ко
го спектра •> Пусть p ^ Z —»  предельная проекция 
•^в А .По теореме 2 пространство Z, буде^ паракомпакт

ныы С пространством размерности Z * ciîX з 
силу свойства 3) и неравенства cjCY) имэем 
«(2)alAIeiW)*a)(Y) . Система 4*ЗЕ U*A) будет 
б дискретной сетью в 2. . Из свойства 7) и определения 
предела обратного спектра следует, что существует единст
венное уплотнение q: X ~ Z # порожденное системой 
{ ( ^ X  ^ Z J u 6 А ) и такое, что ^  р^о о для лю
бого А • В силу свойства 8) система {(h^: ̂•—•̂ VisM 
является спектральным ь jpcfuBMOH в категории жестких спект
ров S в спектр { Y * , ^ , ,

 € М . Поэтому су
ществует та:сое уплотнение 1г: Z Y i что W * 

0 Ра для любого а 6 А « а следовательно, 
к - ч « ч ь » - ( ^ ^ ч $ ; > ( w 4a D 4 y i - tfofrtv 

• p^(i^) « £ . Аналогично fl'
1 fit . Таким обра

зом, уплотнения К , £ являются слабыми и и 
* У • Непосредственно проверяется, что j « k e £ 

Литература 
1. Архангельский А.В. Об одном кладе*» пространств, содер

жащем все метрические и все локальные бикомпактные про
странства.  Матем.сборник. 1965, r.67, I I, с.6585. 

2. Cedar J. О, Some generalization of metric epaoee* - Peal fie 
J. Math,, 1961, v o l . 11, И 1, p. 105-126. 

3. Okuyeoa Л. Sane generalisatlone of шеtrio epaoea, their 
metrication theorema and product враоеа. - Sol. Rep. Tokyo 
Xyolfcu Daidaku, Sect. A9 9 1967, p. 236-254. 



4. Архангельский А.В. Классы топологических груш.  УМН, 
1981, т.36, » 3, с.127146. 

5. Куратовский К. Топология.  Н», 1966, т.1. 
6. Клвдин В.Л. О совершенных отображениях паракомпактных 

пространств,  ДАН СССР, 1964, т.159* * 4, с.734737. 
7. Пасшков Б,А. О размерности произведений нормальных про

странств.  ДАН СССР, 1973, т.209, » 4, с.792794. 
8. Зге^пап J.H. Paraoonpect tfepaoeet inverse eyetema and 

dimension.  Xni Collo$xinm on topology, Ecer, ftmgary, 
1983. P. 13. 

9. Брегман L.X. Спектральное представление некоторых клас
сов паракомпактов, близких к метриэуешм.  В кн.: Тези
сы докладов конференции "Методы алгебры и анализа". 
Тарту, 1983, с.25. 

10. Брегман Ю.Х. Паракомпактные б пространства: спектраль
ное представление и размерность.  В кн.: У111 Школа по 
теории операторов в функтмочальных пространствах. Ри

га, 1983, ч Л , с.3031. 
11. Архангельский А.В., Пономарев В.И. Основы общей тополо

гии в зр^ачт и упражнениях.  U., 1974. 
12. fngellcing R. General topology.  Waxnawe, PWU, 19T7. 
13. Александров П.С, Пасынков Б.А. Введение в теорию рае

мерности.  М # в 1973. 
14. Федорчук З.В. Произведени.. и спектры топологических 

пространств.  М., 1979, чЛ. 
1Ь. Пасынков Б.А. Факторизацвонные теоремы в теории размер

ности. УМН, 1961, т.36,.#3, С.147Л7Б. 

Поступила 1С сентября 1984 года 



Топологические пространства и их отображения. Рига. 1985. 
УДК 513.83 

О ДОМИНИРУЮЩИХ ГГОСВДОВАТЕЛШОСТЯХ И УЗКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А.И.Векслер 
Ленинградский институт текстильной и легкой 

промышленности им.С.М.Кирова 

? I. Введение 
Определение I. Последовательность {FJ замкнутых нигде 

не плотных (э.н.н.п.) множеств данного пространства X назы
вается доминирующей последовательностью (Щ) (на X), ес^и 
ее объединение UF^ плотно в X и для любой другой последова
тельности £F^} э.н.н.п. множеств такой, что F^AF^ * $ 
(гесо ) обязательно VFi н.н.п. в X. Объединение элемэнтоэ 
какойлибо ДП называется стержнем. Топологическое простран
ство, имеющее ДП, называется узким. 

Определение 2. Стержень М , такой что любая последо
вательность э.н.н.п. множеств F̂ tM (это значит, что FhcFnH., 
UF n*M) является ДП называется твердым. Стержень М , для 
которого существуют последовательности IF*) и tF^1 э.н.н.п. 
иножеств такие, что F f tMi , Fi AF* • <f> (гъесо ), но UF^ 
плотно в X, называется мягким. 

Указанные понятия были введены и изучались в [I] (см. 
также [2] , [3] ). Хотя узкие пространства встречаются не
часто и "хорошие" пространства не являются узкими  сущест
вуют нетривиальные примеры узких пространств, например, уз
кое Р пространство, узкий линейно упорядоченный бикомпакт, 
/экий экстремально несвязный бикомпакт с условием Суслина, 
/экое однородное пространство, узкое нормальное счетное про
странство (впервые такое пространство было построено с помо
цыо СН В.И.Малыхиным С 31 ; в дальнейшем П.Симон построил 
более простой пример такого пространства, не требующе ника
ких теоретикомножественных предположений). Из известных 
пространств узким является бикомпактное пространство *bQL 

всех равномерных ультрафильтров в ̂  . 



Здесь продолжается изучение ДП. Сначала договоримся об 
обо^аченюп. Буква ф (с индексами) будет употребляться 
для обозначения, замкнутого, множества, буква F  для обо
значения з.н.нл.. множества, буква G  для обозначения 
открытого множества. Запись , AdB* будет употребляться 
вместо более длинной 9 АПВ * ф 9 • * запись . UE^* 
вместо а iHf^: ft €utiR « X всюду будет обозначать топологи
ческое пространствоа а замыкание Е ^ Х будет обозначаться 
с£Е ИЛИ cl xE . В остальном будет использована терминоло
гия монографий Г4] и [ 5 ] 

В 5 2 устанавливаются некоторые характеристические 
свойства ДП с помощью тех или иных последовательностей 
замкнутых или э.н.н.п. множеств. В част iости, доказывается 
совпадение классов доминирулцих и вполне неправильных по
следовательностей ( [6] , [7] ) в не слишком плохих прост
ранствах (теор.2 и предл.З). В теореме 8 устанавливаетсяt 

что свойство доминируемости для монотонно возрастающей IF̂ } 
(напомним, что любая ДП мажорируется возрастающей ДП) рав
носильно отсутствию мажорирующей возрастающей последова
тельности з.н.и.п. множеств, след которой на какомлибо к.э. 
множестве разложим (по определению (Ф №) разложима, если все 
множества Ф ^ Х Ф^ замкнуты), 3 5 3 даны некоторые спосо
бы построения узких пространств, а затем риведены абстракт
ные Хс'.рактеригации твердых стелжнай. Приведена также одна 
конструкция построения узких пространств» с помощью КОТОг 
рой, в частности, строится узкое однородное пространство. 

§ 2 Доминирующие и вполне неггразияьныз последовательности 
Определение 3. Последовательность э.н.н.п. мно* 

жеств называется вполне неправильной (ВНП), если для любых 
замкнуть. d и для любого oiicpwroro .(? j ф " су
ществуют непустое (открыто») &' C

S и ре со такие, что 
Щ ф ^ г ш ь р ) d&' 

Близкое понятие было введено для случая экстремально 
несвязного бикомпакта в СбЗ и для произвольного бикомпак
та в [7J . Нам будет удобно пользоваться други.. характе
ристическим свойством ВНП. Будем называть последовательность 



Шп,} произвольных множеств существенно плотной на данном 
А с Х t если lKE>vflAi&>p} плотно на Л при любом ресО . 
Последовательность, не являющаяся существенно плотной ни на 
каком открытом Crf(p называется нигде не существенно плот
ной (н.н.с.п.). Следующее утверждение очевидно. 

Предложение I. Последовательность IF^i з.н.н.п. мно
жеств является Ш П тогда и только тогда, когда всякая по
следовательность { ф^} (замкнутых множеств), гдеФ̂ АГ̂  , 
является н.н.с.п. * 

Оказывается, ВНП имеют свойства, аналогичные свойствам 
ДП. Как показывает следующая теорема, это обстоятельство 
отнюдь не является случайным. 

Теорема 2, Для того, чтобы последовательность iF^ 
э.н.н.п. множеств была ДП необходимо к достаточно, чтобы 
она была ВНП с плотным соединением. 

Доказательство. Достаточность сразу следует из того, 
что произвольная последовательность tF^l э.н.н.п. мно
жеств существенно плотна на & тогда и только тогда, когда 
U плотно на & 

Необходимость. Пу^ть IFJ  ДП. Допустим, что она не 
является ВНП. Тогда существуют замкнутые Ô cLFhy такие, 
что t ф^} существенно пжотна на некотором & f ф , а зна
чит, и на канонически замкнутом (к.з.) W * cfcu Так 
как след ДП на ;с.э. множестве есть ДП [I] , то можно, не 
умаляя общности, считать, что W * X 

Положим £i Ьф^ Так как  з.н.н.п., а 
IF*}  ДП, то U($ft\Grv) тоже э.н.н.п. Значит, { с у 

щественно плотна на X, 
Пусть F; « Ф„\ [CS^ U & п, а U.. .)\ (FA U ... J Р Л ) 1 

Товда F^ э.н.н.п, и F̂ d/Frv Значит U F^ н.н.п. 
Покажем, что это невозможно. Положим fcWUFrJfHUGh/} 
Так к̂ к UG^ открыто и плотно, то Ё плотно в Х # Прове
рим, что U{»£ => Е Возьме t е Е Мыслимы две возмож
ности, а) х содержится в конечном числе множеств G w 

Пусть Q k последнее из них. Тогда х s F̂  б) х со

держится в бесконечном числе G^ Так как F^ d . 
то найдутся £.< к такие, что ate Ft и i€ Ф̂  От

сюда те Fj 



Итак, £ C

UF* t т.е. UF^ плотно в X, вопреки ранее 
установленному. Противоречие завершает доказательство. 

В связи с теоремой 2,. определенный интерес представля
ет следующее, нехитрое утверждение. 

Предложение 3. Пусть в пространстве X всякое непустое 
открытое G содержит множество А , не являющееся 
н.н.п. Тогда всякая ВНП tF̂ } в X имеет плотное объединение 
(и, следовательно, классы ДП и ВНП,в X совпадают). 

Доказательство. Допустим, что UF* cLG / ф . Пусть 
А - F€ множество из условия предложения, А  U ф'̂  

Существует непустое G ' с G такое, что А плотно на G* 
Возможны два варианта. 

а) Существует ф'̂  , не являющееся н.н.п. Тогда, по
лагая  ф.̂  ( h/ € cJ) , получаем последовательность t Ф*1, 
существенно плотную на ini Ф'̂  ф ф Это противоречит 
предложению I. 

б) bee ф'Л н.н.п. Но "югда Ф^сЬГц, , а {Ф^} 
существенно плотна на G-* Это противоречит тоцу, что 
IF J  ВНП. 

И:ак, действительно, в пространствах достаточно общего 
вида классы ДП и ВНП совпадают. В произвольных пространст
вах это не так. 

Установим сейчас по одной характериьиции монотонно 
возрастающих ДП и ВНП. 

Предложение 4. А) Для того, чтобы монотонно возрастаю
щая последовательность {Р*Д была ВНП, необходимо и доста
точно, чтобы выполнялось следующее условие: если { ф^} су

щественно плотна на некотором G f <f> , то множества Г* * 
 {rrv : (\F»1бесконечны, начинал с некоторого п 0 

Б) Д ы того, чтобы монотонно возрастающая lFh) с 
плотным объединением была ДП, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось следующее условие: если UF^ плотно на & / 0 , 
то множества Ак* i flF^ t ф} бесконечны, начинал с 
некоторого ть0 • 

Доказательство. А) Прежде всего заметим, что множест
ва монотонно возрастают. 

Необходимость. Пусть iF^  ВШ, но все множества 



конечны. Можно считать, что Рк

я

Ф Положим $^ * 

видно, объединения в последнем равенстве берутся по конеч
ным множествам индексов rrv т.е. все ф^ замкнуты. По 
построению ft^d/Fn, . В силу предложения I, (ф^) н.н.с.п. 
в X. Далее положим со ( 0 ) =оЗ \ U . Шеем 
U^^neco^JdUlF^irvffw). Потоку и {Ф^(л€оГ)} н.н.с.п. в X. 
Отсюда $ lJU ГФ а (ru € cJfd

)} тоже н.н.с.п. в X. 
Но любой член исходной последовательности мажорирует

ся каким ::будь членом «3 L Следовательно, 1Ф^ к. мо
жет быть существенно плотной на G f ф 

Достаточность. Пусть Ф*, d Frv Тогда F^dCft^Ue^lL) . 
Значит £ конечно. По условию это означает, что 1Ф*) 
н.н.с.п. Поэтому {F^}  ВНП. 

Б) Очевидно, условие, рассматриваемое в Б), слабее 
соответствующего условия из А). Отсюда, необходимость в Б) 
вытекает из необходимости в А) (к теоремы 2). Достаточ
ность же в Б) доказывается таким же рассуждением, как и 
достаточность в А). 

Накладывая не очень обременительные условия на X, можни 
получить и другие хар^ктеризации ДП. Напомним, что нигде 
не плотно нормальным (н.н.п. нормальным) называется такое 
регулярное пространство, в котором любые два э.н.н.п. не
пересекающихся множества можно отделить открытыми. 

Предложение 5. Пусть X  н.н.**. нормальное пространст
во. Для того, чтобы последовательность f F*} э.н.н.п. мно
жеств была ДП неооходимо и достаточно, чтобы всякая после
довательность к.з.множеств {W . J , где W^dF^, . была 
н.н.с.п. 

Доказательство. Необходимость вытекает из предложе
ния I и теоремы 2. 

Достаточность. Если {F*} на есть ДП, то найдутся 
э.н.н.п. F^dFfc такие, что U плотно на некотором 

& f ф и, слэдовательно, i.-.otho на к.э. W » c E G Так 
как, очевидно, W тоже является н.н.п. нормальным, то мож
но считать, не умаляя общности, чте W « X Таким образом, 
можно считать, что UF^ плотнг на X. Пользуясь н.н.п. нор



мальностью X подберем к.э. W ^ ^ p ^ , W^dFh/ Очевидно. 
i Wh,l существенно плотна на X. Это завершает доказа

тельство. 
Замечания. I) Именно условие, рассматриваемое в пред

ложение 5, было использовано в [7] для определения ВНП в 
бикомпакте. 

2) Если {рк}  ДП в пространстве с ^базой к.з. 
множеств и U(F^ Ир*,)  н.н.п., то и U F *  н.н.п. 
( П1 , теор.5.2)). Отсюда следует, что предложение 5 оста
ется в силе для X, отличающегося от н.н.п, нормального про
странства нг, н.н.п. .множество (например, оно верно для ло
кального бикомпакта X). Аналогичное замечание можно сделать 
и для последующих результатов работы. 

Предложение 6. Пусть X  н.н.п. нормальное пространст
во, { Ffr}  монотонно возрастающая последовательность 
э.н.н.п. множеств. Для того, чтобы {рцЛ была.ДП необходи
мо и достаточно, чтобы не существовало к.з. множества Vff(j) 
и такой { Рм] , мажорирующей { F*) • для которых 
^ ( F ^ P j n W d F * U 4 c O ) . 

Доказательство. Необходимость. Если IF*)  ДП, то 
полагая F^ » d (FU4\ Л W , имеем F^dFn, , 
но UF*^ (\)FrJ)[\W , т.е. moTHO на W . 

Достаточность. Пусть IF*} не ec . j ДП. 3 силу пред
ложелия 5 наЯдутся к.э. W ^ d Fry и к.э. ф такие, что 

{W^} существзнно плотна на W . Так как множества 
Wii, * с£ ird(WKW)  к.э. подмножества в W (в относитель

ной топологии на V/ )» то так же, как и при доказательстве 
дс гаточности в предложении 5, можно считать, что W * X . 

Пусть V*  c l ( X \ W J .Тогда V*  к.э., V^JW^X , 
V̂ /lWî , ̂ F^Wn/ • Для любого со рассмотрим множест

во Нь, * О I V. : £ * ri,} . Нп, замкнуто и является дополне
нием к Е • Utiat ̂  I Ъ iv} Так как  к.з., то 
из плотности U{W|' rv} вытекает плотность мюжества Е . 
Значив, Hrv  н.н.п. Положим 
^•Ffcu(F^nvfcw,n,ftv^vM4)u...w^fivfcn...n%4)u...aHll( 

и покажем, что множества FN  искомые. 
Пустьсе в Ры . Тогда в е Н ^ . Поэтому «5 Vj, при 

некотором k* П/ • Отсюда же X\(V^ П... ПУк> * G 



Но & пересевается лишь с конечным числом слагаемых из пра
вой части в определении . Вычтя их из & .мы получим 
открытое множество, содержащее х и не переоекающееся с 
Ры . Итак, замкнуто. 

Так как н.н.п. Нц^ПСУцД.. fl Vt l^tv] , то в яю

G \ CVf̂  П... Л Vt^) открыто. Отсюда  н.н.п. Наконец, 
по построению ft,  fl . Поэтому Гц, <= X \ Ч, 
• vn,t , т.е. c K F ^ x F j c W * . Значит, cUF^FjdF* . 
Предложение доказано. 

Теперь перейдем к случаю отрого нульмерного в смксле 
[8] пространства. Для этого случая два предыдущих предло
жения могут быть усилены в части достаточности. Будем гово
рить, что монотонно возрастающая f разложима, если 
все Ф**Л замкнуты. 

Теорема 7. Цусть X  строго нульмерное нормальное про
странство. Справедливы следующие утверждения А) и Б). 

А) Для того, чтобы!FrJ была ДЦ необходимо и достаточ
но, чтобы всякая последовательность t X j открытозамкнутых 
(о.э.) множеств, такая, что XfcdFn, , была н.н.с.п. 

Б) Для того, чтобы монотонно возрастающая CF^l была 
ДП необходимо и достаточно, чтобы не существовало о.э. мно
жества Хо и такой iFiv,} , мажорирующей {F i wl , след кото
рой на Х 0  разложимая последовательность. 

Доказательство. А) вытекает из предложения 5 и того 
факта, что если к.э. W ^ d F * , , то в силу нормальности и 
строгой нульмерности X, существует о.з. X ^ W ^ , X^dF^ 

Б) Необходимость втекает из предложения 6. 
Достаточность. Пусть о.з. X ^ d F * , Х 0  о.э. и tX*} 

существенно плотна на Х 0 Не умаляя общности, можно счи
тать, что X 3 Х 0 . 

Пологим Аь  X ^ U Х л + 1 и . . . Тогда  плотное от
крытое Fg множество и A^dF* • ьусть F^ * X \ A N

 0 ч е

~ 
видно, Ftv с •  з.н.н.п. и EfV,} монотонко воз
растает. Кроме того, F^xF .y e X ч А„, 4 1  э.н.н.п. 

множество. 
Замечания. I) Отметим, что множества Р.^чр^ . г 

строенные при доказательстве Б ) 0 являются 9 множествами , 

бем открытом 
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(т.е. н.н.п. нульмножествами). 
2) Очевидно, А) не переносится в части достаточности 

на случай пространства, не являющегося строго нульмернъы. 
А.В.Колдунов доказал то же самое для Б), построив на квад
рате монотонно возрастающую {FK} , удовлетворяющую условию 
из Б) (напомним, что в метрическом пространстве не сущест
вует ДП [3] ). 

§ 3. Узкие пространства и стетиши 
Сейчас мы укажем некоторые способы построения новых 

узких пространств, исходя из данных. 
Теорема 8. Пусть X  узкое пространство с ДП {F..} • 

Имеют место следующие утверждения А)  В). 
1) Если У  бикомпакт, то &  X * ̂   узкое простран

ство с ДП C F ^ y h 
Б) Если X плотгое подпространство в н.н.п. нормальном 

У, то У узкое пространство с ДО С cE^F*) 
В) Любая бикомпактификадия узкого пространства  узкое 

пространство. 
Доказательство. А) Положим F b « F* * % с & . Пусть 

Ф* d/ • Возьмем G
 ш Gi^Cr^f ̂  • Ввиду бикомпакт

ности У операция Я х замкнута. Поетоцу шокество Ф^* 
»Д хФ^ замкнуто. Так как F*  F a * Я то Ф^ dFiv 
Так как {F N}  ВНП, то существуют непустое & к с £ А и 

рссО такие, что U{ $'N * h» > р ) d &'t .Но тогда 
U{ ф^: iw>p}d(G£ * &*) .Значит, iFJ  ВНП в % 

Так как плотно в % 5. то {F^J  Ж 
Б) Положим Ры  c ^ F *  Вели tF*l не ДП в У, то, 

воспользовавшись теорешй 2 и предложением 5, найдем к.э. 
W ^ i F * я такие, что {W^} существенно плотна 

m Q . a a w a w , я на к.з. W » с£<т . Так как множест
ва tt^ i*£w (W*, fi W )  к.з. подадожества a W в 
относительной топологии, то тех же, как и в предыдущих дока
зательства, довтагоод аграяичитьея случаем W * S 

При любом р«оа ttlW^; плотно в У. Так как 
 .з. в У, а X шютно в У, то UlV»ftX> 

плотно в Х..Н© его противоречит тому, w o (W^ HXjdFr* , 



* cf*> да. 
В) есть очевидное следствие Б), 
Замечания. I) В силу Б) веяний стержень М  X может 

быть погружен в некоторый стержень R • U c£jj F^ в У„ Но 
варьируя Д П ^ ^ Т М I можно тем самым варьировать и свой
ства Я .( Можно, например, построить М ^ Х , бикомпакт У 
и такие F^t И . ГЦ t М . что Ucl|F^  твердый стер
жень, a U Ffl  мягкий стержень в У. 

2) Мы не знаем, является ли стержень V(FK * Ч) 
условиях А) твердым, если стержень U F^ твердый. Отметим 
в связи с этим, что, к примеру, если X  узкий бикомпакт с 
твердым стержнем UFa, , а У пространство рациональных 
чисел, то l/(Fn, * 2)  мягкий стержень в & * X * % v, 
вообще, все стержни в £ мягкие. 

Пример I. Пусть У  бесконечный бикомпакт, # де

картово произведение оО экземпляров У в ящичной топологии 
(т.е. открытая база в Ц0 есть совокупность всех множеств 
вида Gi * ... 4 Gfo * ..  ). Зафиксируем неизолированную 
точку \ьй е % и пусть X *1 х  { х(>) (n$co)] € ̂  : 
ccwd Г |ь *Cn,) ^ 0 } < со } 

Можно показать, что У  узкое пространство с ДП {р^} 
бикомпактных множеств, где ^ » £ ж € X у* при K>rv}, 
X'UFn, стержень в себе и в любой своей бикомпакт».{икации. 

Если У  обычная окружность, то в качестве X получаем узкое 
однородное пространство. Если Ц «£ /rv (ru€ со)} U £0} в 
обычной топологии и ija *0 , то в качестве X получаем счет
ное узкое нормальное пространство П.Симона. 

В заключение приведем абстрактные топологические ха
рактевдзации твердого стержня в бикомпакте. Нсломним, что 
замкнутое множество ф называется Р' ̂ множеством, если 
ф Л itufc А для любого G^множест а А ф . 

Лемма 9. Пусть ф замкнуто в X, Н плотно в X и 
ф с Н • Если Ф  р' множество в X, то Ф  Р'подмно

жество в Н * Обратно, ерли X нормально и Ф  Р' под
множество в Н * *° Ф ~ Р* множество в X. 

Теотзема IQ. Для топологического пространства Н рав

носильны следующие утверждения: I) Н  б*бикомпактное 
пространство I категорий в себе и объединение всех оиком
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пактных Р'йшоюств плотно в Н I 2) И гомеоморфно 
твердому стерло в мистером бикомпакте X ; 3) Н являет
ся твердым стершем в любой овоей бяктагщстя^кецяи. 

Доказательство. 3) 2 ) . Тривиально. 
2) — • I). Цусть Н.  стержень * бихошактеХ* Тогда 

HUF„ t где Fft * в.н.н.п. в X.. Значит Н  бби
компактен и имеет I категорию в оебе. По теореме 12 ив [II 
UP(Fn) плотно в Н (здесь P'tfO наибольшее 

множество, содержащееся в F* ) Но в силу лашш 9.T4Fn)> 
подмножество в Н • 

I) — • 3). Цусть Н погружено в качестве плотного 
подмножества в бикомпактX. В силу I) Н астъ ?^ множест
во I категории вХ* Всякое бииомшктно* V подмножество 
F«H (все они н.н.п.) является множеством в Х в 
силу леммы 9. Таким обрезом, по I) совокупность всех 
Р' множеств изХ, содержащихся в Н , плотна в Н . 

В силу тугой части теорем! 12 ив ГЦ, Я  твердый 
стержень. 

Чтобы построить пространство Н такое* как в теоре
ме 10, достатошо в примера X ваять в качестве ф любую 
педискретцую Р* «точку (т.е. одноточечное Т*ююкест
во). 

Приведем без доказательства нце один результат. 
Теорема Ц . Цусть X  бикомпакт о дП Рп\Н* Дня того, 

чтобы стержень М был твердым, необходимо и достаточно, «го
бы {Fn« Ш была ДП в простравдтве X* Q, . 
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УДК 513.83 

О ПРОСТРАНСТВАХ Ю М П А Щ Ь К ЮДМНОЖВСТВ НУЛьМЕРНЫХ 
ПОЛЬСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

А. Н.Выборное 
Ш7 им.Ы.В.Ломоносова 

Напомним, что польским называется метриэуемое полкой 
метрикой сепарабельное топологическое пространство. Класс 
всех непустых нульмерных польских пространств мы будем обо
значать через #С • 

Обозначения. I) Пусть X  топологическое пространст
во, А с X , тогда СА]  замыкание множества А в про
странстве X 2) IS(X)  множество изолированных точек 
топологического пространства y i , LC(X)  множество точек 
локальной бикомпактности пространства X ,NLCD0ll

X\LC00. 
3) N  натуральный ряд (счетное дискретное пространство), 

С  канторов дисконтинуум, Р  пространство иррацио
нальных TOVJCK вещественной прямой.R , S e C * N Извест

но, что N , С , ? , SGCW/ И ЧГО С И Р МОЖНО пол
ностью определить некоторыми наборами их топологических 
свойств, а именно: 

Предложение I. I) Если Х«ЗС , X  бикомпакт и 
IS(X)-0 , то . Z) Если Х € # иЬСОО*0 . тоХ*Р . 
Нетрудно показать также 3) Если X*3v, LCCX>X , 150О-ф 
и X  небикомпачт, то X * $ . 

Экспонентой топологического пространства X мы будем 
называть пространство exp X непустых бикомпактных его 
подмножеств, наделенное топологией Вьеторяса. Цусть А1 

Afe  подмножества X , тогда <AU..., A^^tff^X" Т  би
компакт и 
Топология Вьеториса  это топология на множестве подбитом
пактов v , базой открытых множеств которой служат всевоз
можные множества вида < ̂ i^... >^ k> * Где все 1^, крыты 
в X (см. [I] стр. 168). 
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Ниже мы будем часто использовать следующее предложение 

(см. til стр.169). 
Предложение 2. Пусть Ад  подмножества то

пологического пространства X , тогда [ < А А , . , А и>1 л р х ш 

 < t A 1 3 t [ A t 3 l . . . f CAN]> . Р 

Если пространство X иетриауемо, то на ехрХ может 
быть определена метрика, т^пугодтзцая топологию Вьеториса. 
Имеется а виду метрика Хаусдорфа: dH(Fi,Fi)

e

mox(sujpy(x|,Fl.
>

) t 
?(4>F\)) t где у  метрика на X v * 

1 &

^Бсли на множестве непустых бикошгактньос подмножеств 
ввеоти более слабую топологию с базой вида: {<Vj> Vj 
открыто в X } t то два Т± пространства будут гомеоморф
ам тогда и только тогда, когда гомеоморфа* их зкзпоненты j 
такой топололсей (ом. [2] )• Однако, как впервые показал 
Зедчинсхий [3] , отвеча. на вопрос В.И.Поно:/арева С2] , 
это неверно для топологии Вьеториса. Таким образом, различ
ные пространства могут иметь одну и ту же експоненту. Это 
дот основание предположить возможность полного перечисле
ния еколокент некоторых классов топологических пространств. 

Пусть £j  некотор :й класс топологических пространств, 
юложим: bcp£»te*pXX* £ } . В настоящей работе рассматри
эаютея вкспо!:енты некоторых естественно определяемых под
классов класса £С • Каждый из классов будет мощным (мощнос
ти контицуума или # 4 ), тогда как мощность его ексшженты 
*удет "маленькой" ( 4 К в ). 
[. Обознатдам через Zlk  класс не более чем счетных компак
тов ив с£ , и пусть ЗС* • IX * 3 t iX  бесконечно ) 

Теорема I. <Пея*чнокий [3. ). leaptf^ К 0 , 

1* Цусть &х  класс всея вошактов из ЗС , *tXfc Л^: 
г $ ( х > - # или m t x a - M , 

Тиооема 2 (Наюьлнович £4] ). 1ехр& г1К, , 

1. Пусть  класс всех локальнокомпактных X * & , 
Л * ' ( Х « * з

: 1$СХ>£ или I I S O  H . I 
Теорема 3 (Выборкой [Б] ). 1 е*рА а 1К 0 , 

I. Цусть  клаос всех таких Х « & , что CIS(X)]  X # 



£k L 1 X ^ Stu ; X  бесконечно } 
Теорема 4 (Выборнсв [ 6 ] ) . 1 е х р ^ 1  й в . 

1 е*р ЗС* 1» * 
5. Пусть ~ .сласс всех разреженных Х * $ . 

Теорема 5 (Выборное ^[6] ) . е*р ЗС5 * екр $ ц 
6. Пусть  класс всех совершенных ( I S ( X ) W ф) Х ^ А , 
таких, что [ Ь С ( Х ^ 1 Я Х • 

Теорема б. I exp ЗС61 * 3 
7. Пусть  класс всех совершенных приводимых ( [7] 
стр.233) X € St . 

Теорема 7. exp 3lj « ехр$£ 
8. Пусть СЙ|  класс всех совершенных Э£ , для которых 

 локальнокомпактное пространство. 
Теорема 8. I е*р  i 

9. Пусть ВЦ  класс всех совершенных Х € 3l в для которых 
LC([LC(503)LCCX) 

Теорема 9. | e * p # g i  i i 
10. Пусть *3(10  класс всех таких X 6 tft , что IS(X)~LC(X) 
и ["S(X)]  локально компактно, ^  1 Х * # ю

: I S ( X ) e 0 
или IIS(X>I 

Теорема 10. | M p t f J » f l t . |е<р£*\»5 
11. Пусть ЗС14  класс всех таких Х^ЯС , что IS(X)»LCCO и 

LC(CLC(X)])LC(X) , Я*ц ж 1Х«!Й и ! ISOO0 или 
I I S ( X ) l * i O 
Теорема I I . 1е*рйС и 1Й 0 , le*p . 
На самом деле можно сформулировать соответствующие те

оремы V ( I = 1,2,...,II)f р которых классы wp йСь эл

нос ью описываются, т.е. указывается все возможные экспонен
ты, а также необходимые и достаточные условия, которым долж
но удовле ворять пространство X , чтобы е*рХ было гоме
оморфне одному из перечисленных просе ̂заиств. Это мы и сдела
ем для теорем 611, являющихся новыми. А для теорем 15 со
ответствующие описания см. в работах Г 33 [4"] , [51 , 
[б] 

Пгэдложение 3. (I) X  бикомпакт *» ехрХ  би
компакт. (2) X нульмерно ехрХ  нул^ме^о. 
(3) X сепарабельно exp X  сепарабельно. (4) X 
 метриэуемо ехрХ  метриэуемо. (5) X  полно 



- 47 -

по Чеху е*р X  полно по Чеху [8] . 
Пункты 1*2,3 легко доказываются на основана определе

ния топологии в С*р X • Для доказательства 4 используется 
метрика Хаусдорфа. Чтобы доказать 5, достаточно разлепить X 
в спектр из локальнобикомпактных пространств с натуральным' 
рядом в качестве направленного множества и использовать пе' 
рестановочность функтора бхр с операцией взятия предела 
обратного спектра (см. для бикомпактов [9] ), а также 
следствие 2 (см. ниже). 

Следствие I. Х
€ & ехрХ € 3£ 

Демма I. Пусть X  Т А пространство, ̂ огда IS(txpX)
«<IS(X)> .

 1 

Лемма 2. Пусть X  1\пространство, тогда LC(BXuXV 
<LC(X)> . 

Лемму I доказать лы .о. Лемма 2. Пусть ЗГ» UC(expX) , 
тогдр существуэт окрестность *£ ьида < 2llt..., 21̂ > , с 
бикомпактным замыканием: < [Щ] С21̂ ]> (Предложе
ние I). Докажем, что T2L(,] - бикомпакт для каждого i =1, 

к . Цусть £\^}  любое открытое покрытие 
Рассмотрим систецу подмножеств ехрХ следующего вида: 
№пилл v / b » u u ^ l . . . . v > b > 3 , u *л 
пробегает всэ конечные наборы инд ксов из A »t*T Не

грудно убедиться, что это покрнтие X Выберем из этого 
покрытия конечное подпокрытие множества< С21А1>...,[?[J> 
iX\[*d.vf, • •. .yJC и •

 Тогда 

t V(, s I9 i| p ; i e ij.jkjj  конечное подпокрытие для 
множества ГЙ^] • Отсюда следует, что <LCOC^> . Цусть 
теперь G**L£00> , тогда для каждой точки (г выбе
рем окрестность Q* такую, что С 0x1  бикомпакт. Из по
крытия f 0*1*6 & множества G выберем конечное подпокры
тие и обозначим объединение его элементов через 0 , тогда 
С*<0> и [<0>1е*рх •<С0] х>-ехр([М)  бикомпакт. 

Следствие 2. X  локаль*^ бикомпактно 8*рХ 
 локально бикомпактно. 

Используя предложения I и 3, лемь^ I и 2, получим: 
Следствие 3. I) tepN«*tf 2) е*рС*С 

I) expS*S ,4) ехрр * Р 
Существенную роль в доказательстве теорем будет играть 
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нижеследующая "теорема о продолжении гомеоморфизмов", обоб
таящая предложение работы Пелчинского [3] , леммы 2.7.1 
и 2.7.2 из работы автора [5] , а такке лемму I из работы 
[10] ОстроL .кого. Нульмерное пространство мы называем 
к однородным, если любое непустое открытозамкнутое его 
подмножество гомеоморфно всему пространству. 

Лемма 3 ("Теорема о продолжении гомеоморфизмов"). 
Пусть %± ч  нульмерные сепарабельные метрические про
странства, компактные или некомпактные одновременно, Кt и 

 замкнутые нигде не плотные множества, соответствен
но, в % и %% Пусть ?Ji\ Ki * U*\Ka , причем, каждое 
из этих пространств имеет базу из попарно гомеомсрфных Ь 
однородных множеств. Д/сть g  лг1ой гомеоморфизм, ото
бражающий К А на К* и удовлетворяющий следующему условию: 
g переводит множество К АПЬСС^ на множество К^П 

flLCCUO Тогда g может быть продолгген до гомеоморфизма, 
отобр^ащего % к на 9л 

Доказательство. Искомый гомеоморфизм & % , 
продолжающий g К 4 —* Kg, будем определять на специально 
выбираегллс открытозамкнутых частях пространств % и % , 
которые в конце концов заполнят все ^ Л К А и, соответст
венно, \ \ К л . Зэфиксируем $ > 0 Рассмотрим покрытие 
llif) пространства 9j, дизъюнктными о".рытозамкнутыми мно
жествами диаметра < & . Пусть система (21̂ 3 содержит все 
те 2Li , для хоторьк ^ Л К ^ Ф Положим ^  ZL^AKi , 
\£ • g(Vp для всех £ . Пусть открытые в ^ множест

ва 0* вчбрань* таким образом, чтобы Й П К * » для 
ех £ В покрытие % мнсягествами (О*] и Я^К* впи
шем покрытие дизъюнктными открытозамкнутыми множествами 
диалетi с ь , которое обозначим через iWj] Цусть fWft 
вютпет в себя все те множества и* w£ , для которых 

ПК* f ф Обозначим через И л объединение всех W £ , 
не вошедших з fW£] . Открытое в 9i множество^ 0ĵ  выбе
рем для каждого I таким образом, чгобы К^О^» 
 g"1 Л Ка) и, кроме того, чтобы 0£с

21у для неко
торое ^ В покрытие пространства 4i множествами {0fc] 
и ^i^Ki впишем покрытие дизъюнктными открытоэаь.*лутыми 
множествами { R J. Положи* W/« UlR» Rm. П ПКА) f ф} 



и пусть U { R U X i: R ^ f W / для всех 13 . Нетрудно 
убедиться в том, чтс все множестве М А ,W| Mj, • 
открытозамкнуты, соответственно, в ^ 4 и 5^ , кроме того, 
диаметр всех W/ и меньше а и g(W^ ПК А)  ПК* 
Можно добиться того, чтобы и были компактными одно
временно. Для э'.зго нужно, используя условия леммы, вычесть 
"лишнее" из некомпактного и добавить ето к ( i « I 
или 2) для каждого I 

Из .условий леммы следует, что люб< открытозамкнутое 
подмножество множества ?JA\Ki можно представить в виде не 
более чем счетного объединения дизъюнктных открытозамкну
тых множеств, гомеоморфных некоторому к однородному про
странству Т То же верн для Ч^К^ . Поэтому Н4*А!ч 
и Mj,* .fjL

^ •
 г
Д

е ^ • " ординалы « d 0 • и все Т(, и 
гчйеоморфны Т . Если •

 т 0 определим 
ограничение & на И А , как любой гомеоморфизм, переводя
щий И А на • Если j* (это., в частности, озна
чаем , что Т  компакт), то несколько изменим множества 
М 4 и . Пусть <о0 f тогда из любого W £ вы

чтем 'Jb*0 штук открытозамкнут! :с множеств гомеоморфных 
Т 9 достаточно малого диаметра, чтобы не задеть K d , и 

присоединим юс к М А . Если б**<х)0 « £ , тогда, как можно 
доказать, ^ , %х и не компактны. Отсюда следует, 
что в (9лМ*)\ К± можно выбрать пооледс ательность 
без предельных точек. Раздуем каждую точку этой последова
тельности до открытозам_лутого в 8i множества, гомеоморф
но го Т , так, чтобы оно не задело К А и чтобы объединение 
всех этих "раздутых точек" было открытозамкнутым в % мно

жеством. Мы получим в ^i\HA открытозамкнутое множество, 
гомеоморфов Т* N • Вычтем его из вс>х Wj[ и добавг • 
к И А . Аналогично поступаем, если . Теперь Н^М*. 
Мокко убедиться, что изменения (I «1,2) можно проводить 
так, чтобы не пострадало требование одновременной компакт
ности шюжеетв и W£ для каждого I . Определи: 
&1 И как любой гомеоморфизм ?*v 

На следующем этапе возьмем , для каждой пары 
множеств W t

4 и V/i (она удовлетворяет условиям леммы для 4i 
и ^ , в качестве К А и К ь выступают теперь Wt* Л и 
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^ ̂ * ^ проделаем то же, что ранее делали для и 

% и . Мы определим здесь гомеомор̂ ные открытозамкнутые 
множества и для каждого £ , а также систему 
lW^3 и tWjĴ } дизъюнктных открытозамкнутых множеств 
диаметра < t t , таких, что £ (W/ja fl • (\К* для 
всех Hi .На каждом определим любой гомео
морфизм: N 4 l ^ На^ , и т.д. На ъ*Л этапе (для 4 ^ - ^ ) 
получим пары гомеоморфных М ^ ^ д ^ м 

системы t W ^ . ^ } и I W ^ J J таких, что jlvi^IlK, 
 atiht([ • Определим & на .На..д„ч как 
любой гомеоморфизм, отобре алций его на Ма...Ц1 • Можно 
убедиться, что I Мщ^...^!^ покрывает ^<лК& и что 
..олагоя &^а

6|и4,..и ̂ ) »
 в с
«™

 л е Ml...!* и &Ц
= ̂  (х) t если * € К к , мы получим гомеоморфизм &« , 
продолжающий g . Доказательство леммы 3 закончено. 

Определение. Цусть X , f &  замкнутое под
множество ^ . Определим пространство 2\х ( & с У) ("дождь 
из пространств X на подпространство & в % ") следую
щим образом. Пространства X и У можно считать вложенны
ми в эбой отрезок. Построим UgULelft как подпространст
во плоскости Т& . Будем считать, что пространство % вло

жено в ось абсцисс. Цусть  счетное всюду плотное 
подмножество cfc . £ля каждого I «1,2,.пост эим множест
во М *

с

# •  VĴ Xrv i «Э Х**Х для всех rv , н Хи. 
вложено в отрезок, параллельный оси абсцисс е центром в 
точке с кооргмнатами (ц^И,) , причем диаметр каждого 
X* меньше чем ^ ( ^ ' ^ ^ и И * * - * ! ' ) • Тохда ftxCfc*t) 
- Ч\) U Ht • 2i xU<^) буд̂ ч обозначать через * Х О Д 
Нетрудно показать, что 

Доказательство теоремы б г Цусть X « 9 %9 вфХ 
Тогда LCtfl).<LC(X)> (лемма 2) и N L C W b ^ l X U ) 
<X>\<LC(X)>^X,KLCCX)> Используя яешы X и 2, 
нетрудно доказать, что е*р£с с . Для всякого X*$t 
точка хсЦССХ) имеет открытозамкнутую окрестность, го
меоморфцую С , поэтоцу его в̂ рнс для % . Пре положим 
теперь, что NLC(X)^ ф , тогда можно показать, что 
NLCU0*P • Пространство Ч и *c<?!) удовлетворяю 

условиям леммы 3 (полагая Ч вместо \ , $±0*) внеото 



% . NLCCV вместо Kt P<= ̂ ( P ) вместо ). Поэ
тому 2 ~ £ ( P ) 

Итак, доказана следующая теорема о, а вместе с ней и 
теорема б. 

Теорема 6*. Пусть X ̂  3[в , тогда I) если NLCOO0 
X  компакт, то frpX * X С ,2) если NLC(Xj«d> и 
X  не компактно, то ехрХ**Х * S , 3) если HLC(X)f(£, 

то е х р Х * SUP) 
Доказательство теоремы 7. Заметим, что ^ ,по

этоцу достаточно показать, что для каждого ^ £ &*р л& 
существует X * такое, что fcxp X « У Теперь заме
тим, что С , S • Й$(0) , где 0  одноточечное про
странство, принадлежат ЙЦ и ехрС* С expS*3 
exp igCo)« fte(p) 

Доказательство теоремы 8. Пусть X ^ 3Ct и Ч * wpX 
Для любого топологического пространства £ обозначим 
•:LCC&)1\LC(» , рр(»а\[шам .тогда 
XLCOOUR(X)UPPOG и UPPUJ) , 
причем Р ( Я ) в <[1ДХЯ,1КХ)> Легко доказать, что для 
всякого X * ЗС$ I) любая точка £ ^LCOO имеет окрест
ность гоыеоморфную С , 2) любая точка реРРОО имеет 
окрестность, гомеоморфную Р , 3) PCX)  локальнокомпакт
но, 4} [PPOO^POC^.LbCCX^l Пользуясь указанным вы
ше раренством, можно доказать, что.для S*fcxpS£| ЖЧ) 
совершенно. Отсюда следует, что Р(Ю либо , либо*С t 

либо
 w S ; uCOO либо 9 •

 л и

^° • либо;«.& ; 
РР(У) либо ф , лкоо " Р . Теперь, используя лемму 3, 
получим доказательство теоремы ём теоремы 6. 

Теорема 8*. Пусть Х * $ в , тогда I ) если LC(X}* С 
Р Р ( Х ) - ф , то е к р Х "С , 2) есзж LC(X)~S 
Р ? ( Х > # , то * p X " S , 3) ее*, LCIX)* ф , о 
е д р Х * Р , 4) если LC(X)«C , H O O  d . ? Р ( ? 0 * ф . 

то е»рХ * С * Р ,5) если LC(X)*S . BOQ  ф 
P P O O f ф . то e*pX*Sep , (б) если Ш)4ф и 

tLC0O3  компакт, то е х р Х * « с ( & с 
где £ * С • 7) ели RCX> f 6 и tUXXyi  не ком
пактно, то е*р X * » с & с ftp<£» , где & * S 

Доказательство теоремы 9. Цусть Х^З^ и ttpX 



Тогда, определив ft(JJ) как в предыдущей теореме, можно дока
зать, что или * S , иди *С ; 
или 0 ; RGA)*P или ф • Для любого топологического 
пространства £ обозначим через B»(̂ "NLC&)VR(S.) 
(ранее Во(^) обозначалось ?P(jjfc) ). Пусть далее £*($)» 
«льсвО\1Ве(»з > ^ ( ^ т л о ^ с в л й и ^ в ^ ) > •. • 

при ft «3,4,.., . Для каждого к "0#1»2,... нетрудно постро
ить пространство X* 4^ » для которого B^OOf ф • В вюеоо
ненте ситуация улучшается: 

2) ^ е д u B • < » U B д а B ^ < * ^ 
ЗЬКаадоеВ^СЙ идя 0> , или * р . _ 

Oftp?fl?*ttWi Д У ^ X  замкнутое оодороетренотво 
топологического пространства J , Помои СВ#

ЖЯЧХ , 

с * ч а 5 м и в и и и u r u v u V m D » з>* х 
назовем т> вловеюам в Ц , если ^ , а • ^ 
(следовательно, O f y t » ^ e )• 

г>я каждого * 1,2,„. построим пространство Т^ СР , 
такое, что I) Р*  к влекомо в Р ,2} помаш 3*Р # 

X»ft* и определим Uft* как определяю шва, тоеда <*)ь* 
* Р для аоех 1 * 1 1 1 » . # Нам нужно состроить после

довательность nap(Xj* 1фоетранств в гомеоморфшк Р 
ик вложений. Положим Х|*Р* Vi . Предположим, « о ума 
построено Х, . с ^ # toi^a пусть Х«* • ! * и 1ы*^(Х** 1 

• аюаамп X M H L * * f < X * c J L )  1 U  « 

тественное. 
Теперь, юдеофетко применяя m a y 9, можно доказать 

те рамы 9 и 
Творец Ч**» Х « ЯЦ , t o w I) X гомао

мор4но С . иди 8 , шщ Р ш т С * Р , ахи 3 # Р 9 

то * р Х * Х , 2) оаля , а ЪьОМФ . to ^ 
е*рХ* V p ) , а) если В^ОСНФ в 

4>Я . w ^ р Х * * ^ * ) * * . *> 
е 'в*(Х) * ё f то N p X  * c : i V * Р> 

B,(X)**i e i .0,1,2. а Ь Д ) ^ . 1 

B i ( X ) t f . 4.0.1. , 
D P . 4 ) е е л * В Ю ' * , 



6) если B*OQ ф . a 5 » « 9 * Ф , то ехрХ» $ССР3<:?) . 
7) в остальных случаях елрХ «» ^ с ^ ь с 

Р ) 
Аналогично теореме 6' доказывается теорема 10', и анало

гично теореме 9'доказывается "еоремд II'. 
Теорема 10'. Пусть X е Й ю , тогда I) если ШХХ)ф , 

то ехрХ ISCX» . 21 если LCOQ* ф , HUOCJf 
/ 0 , то ехгХР , 3) если Ш Х ) ? 0 , Ш )  ф 
и PPiX) + ф , то e*ptX)<lSUD>P Р t 4) если Ш ) + ф 
и LLCCX)]  кошаот, vo е*рХ « $с&е ̂ рф)) , где 
А «С ,5) если  некомпакт, то 

Теорема II*. Пусть X* в тогда I) если X• ISCX> 
то ехрХ *Х> в 2) если Х*Р , то е*рХ*Р 
3) если Х « ISOO* Р . о * р Х 18Са0> • Р 
4) если В в(Х)*ф e: BiCX) + 0 в то. « * р Х  & о Ф > f 

5) если ВЛХ) f 6 t0,I t BiCX) • ф > * >Я , то 
Wf X  V P ) * Т , б) если 4 BiCX)  ф , а В а Ю f ф 

, то ехрХ^^в П ^ с Р ) , 7) если 3<,(Х5* ф 
i ;0,1,2, &(Х)^ф , то е х р Х * А о ( Р ц с р ) , 6) если 

, а В ^ С Х > ^ ф ..то е*рХ* ( Р 3 « Р ) 
9) в остальных случаях е*рХ* * о (У{с Р} 

Автор благодарит профессора Б. И. Пономарева за постанов
ку вопросов и постоянное внимание к работе. 
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УДК 313.83 

ХАРАКИИШЦЙЯ КОЛЛЕКТИВЖЧЮРШЬШХ ПРОСТРАНСТВ, 
СВЯЗАННАЯ С РАСХСЩЯЩИШСЯ НАФАВЛЕШЮСТЯШ 

М.А.Гольдман, С.В.Павлова 
ЛГУ им. П.Стучки 

В работах С23 » C3I t [43 при помощи расходящихся 
налравлейностей были описаны функционально отделимые, тихо
новские, компактные, нормальные компактнее, вполне регуляр
ные и нормальные простреле :ва. В предлагаемой статье дается 
характеризуя коллективнонормальных пространств (опреде
ление см. i например* IIV % о.35?) в тех же терминах. Фор
мулировке и доказательству теорему предпошлем некоторые 
определения. 

Пусть S  топологическое пространство, (S^g  се
мейство подмножеотв S f CS*V*A" направленность в 3 
В раооте Г 4] были даны определен /л предельного и собст
венно* предельного множества для напревлегмооти (см [4] , 
с.13).. Назовем семейство ( Э Д щ предельном (собственно
предел ьньаО для направленности <8*>4.4А* если предельным 
(собственнопредвльным) для етой яапраалекнобт.. является 
множество St . Сопоставим мно*ео?ф Й топологическое 
пространство Е(в) . наз демое ежом.' Ел ВСЗ) получается в 
результатt. оклеивдшя • топологического пространства 0,1]̂  
(топология ма * обтел} до раабисшш, все элемен
ты которого, крем» шжштгл 6»t(0^1).4с 3} • являются 
точками пространства И (во отводу терминов в г~
ол«0с*4|»м о«Л 1«фиор# Ш . o.il, 38, 40). 

Чуе*ъ даме Ф Ч е * ̂   диа^ииаа е*сеЯотм мномотв. 
ППпашчим ч д е * (ftSjSUft се^йетво всех непрерывных 
* * * * * * * s  * едг "счиФ(*•«&) 
( « ( « И М Л . К е в ^ & ю щ м *«'^>Вф поставим в 
соответствие фрищи» S^ kt0»il «чиушцим обрааом: 
5С«)• рг4 *Н) , $« S . Зуд** говорить, что осчайетво 



(S^ )^ строго подчинено t(S;ECO) , если какова бы ни 
была расходящаяся в S напрааланность , для кото
рой семейство CS^) ( c : S является собственно предельным, су
ществует функция xeC(S;E(3)) такая, что направленность 
l x ( S ^ A расходится. 

Теорема. Условие. <Zzi^  класс коллективнонормальных 
топологических пространств, ̂ ^ ( С )  кла^с всевозможных 
топологических пространств S » в которые каждое дискрет
ное семейство (ЗД^З замкнутых множеств строго подчинено 

Утверждение. »tf t P |) U a (С") 
Доказательство теоремы основано на следуыцем факте: 

для того чтобы топологическое пространство S было коллек
тивнонормальным необходимо и достаточно, г̂гобы для любого 
дискретного семейства (р ; )из замкнутых в S множеств и 
для любой открытой окрестности V множества ^ F j , на

шлась функция £<? CCSiEl^)) # принимающая значение Q 
на множестве S \ (достаточность очевидна, необходимость 
нетрудно доказать при помощи леммы Урысона). 

Доказательство. Пусть S € Я̂ ц. Рассмотрим в S ка

коелис j дискретное семейство ( F t ) ^ a замкнутых множеств и 
какуюлибо расходящуюся направленность <*±) i e / % для 
которой это семейство является собственно продельным. Су
щесте'эт такал открытая окрестность Ф множества .U Fi , 
что множество { А е Л ^ ^ б Я ^ Ф } кон^нально 
с А (множ ство {а сА : s*.«21} коь*мнально с А для 
любой открытой окрестности St множества ). Со
гласно факту, ефодолиреваняому перед доказательством тео
ремы, найдется функция с с C(S,E(3ft » та: ля, что 
Vs€ Svfr ztf}«(l . Соотвэтетвущая ей функция 
£ преобразует направленность ( 5 ^ А € ( К а рафЯфцуюоя 

(легко веде*», что С и I * предельные точки ъ^рев
леыюсж (SU&%a*a >• 8те дожевывает, что S t ^ ^ U . 
Тем самым включение *сЫ

с <

^> и 1(С) уотамоклане. 
Предположи, что обратное т сличение не им эт места. 

Значит» существует такое топологическое пространство $ , 
что 3* ^ с р ^ <0 и '6$ tftf^  Убедимся» что та
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кая ситуация невозможна. Дня этого докажем импликацию 

пространство, не являющееся коллективно*нормальным. В си
лу необходимого и достаточного условия коллективное нор
мальности в S найдутся такое дискретное семейство (РД е^ 
замкнутых множеств и такая открытая окрестность Ф мно

жества . U ^ , что CCS;E(3)) 3s ̂  S \ # 
fcU) £6 Введем в рассмотрение семейство 

всех множеств вида {sfcS 1 Stf)*M , где 
are CCS;E(3)) и 0*6 < 1 Заметим, что при 

любом rf»cA 21* (USxtfO'f Частично упорядочим 
Д отношением 9 означающие, что И* ° 

Нетрудно убедиться, что А  направленное множество без 
максимального элемента. Обозначим через В направленное 
произведение А* А . Множества £i*tUf,f)a

 J*€A^ И 
0Ч*<Ц)

:

*чА
€ А 4«ЦД конфинальны с Ь 

( L2] , лемма 2). Зафиксировав некоторую точку 
(будем для определенности счиаать, что € Fj при 
некотором j € 5 ), построим в Ь направленность (Sj)$>€B 
следующим образом: если jb(<fc,A) * В А , то в качестве 
$р возьмем некоторый элемзнт из 21$, ft IS \*) ; 

если Jb е 2 Л , то положим 3^ » Н а п р а в л е н н о с т ь 
<S^)^£B является расходящейся (ни одна из точек 0 Fj, 
не может быть точкой сходимости этой направленности, так 
как U F;c Ф и г ^ а е Ъ ' Ч * S\*} не 
макет направленность сходиться и ян' к одной из точек мно
жества S\ . ^ F c А так пах SvU F<,c SvF. и 
Ba'fj^B  3js,c Sn tS\P^} . Семейетво ( F ^ ; ^ 

является предельным для направленности (S})f*£ 
(так как B%cf£«5; s^aU) , если &  открытая 
окрестность множества J^Ft ). Более \ ^ о , бно является 
собствекнэлредаяьнш дм этой палравопнкости (так как 
{}*В | 8>« Sv • 1  bi ). При етом какую бы мы 

ни рассмотрели функцию C(S;BC«d , напреалег
ность (EtyV^ea будет сходиться к I (доказательство 
ггА вводится аналогично тоцу хаи ото было проделано в тео
реме 2 работы Г23 ). 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1985 

УДК 510.644.513.63 

0 НЕЧЕТКИХ ПРЕДИКАТАХ НА НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВАХ 
(НА ПРИМЕРЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА) 

З.Б.Дискин 
ЛГУ ик.П.Стучки 

I. Постановка задачи, мотивация, обозначения 

Пусть имеется шожество X с определенной на нем 
математической структурой (J смысле Бурбаки [II ), для ко
торой представляет интерес рассмотрение предикатов на под
множествах множества X , т.е. отображений 

8 : 4 ( Х Н 2 , 2 *10>П, (i . i) 
где <&(X)S 2 есть система всех подмножеств (булеан; X 

Введем систему нечетких подмнс^еств X (нечеткий бу
леан) _ у 

£>(XMQ,1Y\ I0,41^R. 
с операциями пересечения, объединения и дополнения: 

Примем следующие обозначения. Точки из л будут обо
значаться ... ; элементы £ 0 0 * А,Б,... и назыь^тьсч 
тетжини множествами; элементы $>(Х1 ~ *>Jv«. и называться 
нечеткими лакествами; предикаты на ЗЬ(Х) t как правило, 
0,ft,.,. Для нечетких множеств  как функций  аргу
мент будет записываться слева от символа функции без скобок 

Представим интуитивно елементы &(Х) как "размытые" 
множества, о которых мы не имеем полной информации. Тогда, 
эсли для любого четкого множества А

С

Х , некоторый пре
дикат 0 либо верен, либо неверен, то для нечеткого 
гот же предикат верен лишь в некоторо степени 6Ц€ 10,Ц 
г.е. нечеткость множества индуцирует нечеткость предиката 
ia нем. Таким образом, приходим к задаче расширения четких 
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предикату ( J * I ) на i)(X) до нечетких предикатов на ЗьСХ^ 
В  Ш > — [ 0 , П Р e t b O t V G . ( l 7 l ) 

Рассмотрим пример. Естественно обратиться к топологи
ческим пространствам как классическим структурам, изоби
лующими предикатами на 

Пусть (Х.О  топологическое пространство. Предикат 
"точка х£ X есть предельная для множенja А

 С
Х " бу

дем записывать в Еиде П(х, К). # а оператор замыкания 
как отображение А А* • А* О А э где А М " Х : П(хЛ> U 
Представляется естественные определить соответствующий не
̂ ткий предикат на X х Ъ(Х) сле^тацим образом: ^ 

где  система открытых окрестностей точки х 
В (iTS) supi^tjaG^la/ft есть степень непустоты 
"пересечения" А , понижаемого как "размытое" множество, 
с G^tx} , a laj по G^tfx "выбирает наихудшую"1 в 
этом смысле окрестность х ^ 

1еперь вводим оператор замыкания на №Х) ^ 
£ где П(д>) . (£74) 

Далее, множество А с X замкнуто { А^ if* ) тогда и 
только тогда, когда оно содержит все свои предельные точ
ки, т.е. для любой xfcX либо хф А , либо хеА Со

ответствующий нечеткий предикат, т.е. степень замкнутости 
нечеткого vTj

u.{eCTBat естественно тогд; определить как 
H ' W ^  ^ V M ) ; ( l T 5 ) 

здесь ixx^wxd) есть степень того, что либо х не 
предельная точка для <Ь , либо " х и 

Сразу же отметим, что можно ввести степень замкнутос
ти чуть иначе: 

^ Л * ^ с (Гб) 
Для четких множеств (1.5) и (1.6) совпадают и равны , 
а для нечетких множеств это не так, как явствует из прос
тейшего пример ?} качестве (X,*ft возьмем И и рассмот
рим нечеткое "одноточечное" множество <Ь А И Ы х ^ О , 
V  си^(ОЛ) • для которого ±**0 , а в *© от
лично от^нуля: ас^А1 • ои»^ . Тогда степень замкну
тости (1.5) £4*) 1 , а (1.6) дает %Vyav(HQ 
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и для а*(0,1) _ 

Какоцу определению  (1.5) или (1,6)  отдать предпо
чтение? При построении нечетких предикатов (I.I) хотелось 
бы требовать, чтобы имеющиеся между четкими предикатами 
логические связи сохранялись бы  в определенном смысле 
и в нечеткой ситуации. Так, если для некоторых предикатов 
на £(Х^ 9 . . Л и для любого А С

Х справедлива имплика
ция 6lAi SI С А") , то в нв^ртком с,тучае естественно же
лать выполнения неравенства 8 Ц <ИЩ для ^ Ш ) 
(Далее будет видно, что (Ij&) в этом смысле предпочтитель
нее). 

1.2. Нетривиальное™ поставленной задачи обусловлена 
следующими обстоятельств ми. 

Математичес^ю структуру с предикатами на бу

дем рассматривать как модель соответствующего языка треть
его порадка. (Так, предикат предельной точки для множества 
в топологических пространствах есть интерпретация таксЯ 
формулы языка: 

Введем вместо булевой алгебры (б.а.) 2*10,11 зна

чений истинности этой модели алгебру ЮД1 с операциями 
(1.2), получим нечеткую модель того ».э самого язь:ка, в ко
торой все предикаты нечетки^, в частности, само нечеткое 
множество есть результат интерпретации символа « как пре
диката на X 4 fc(X) со значениями з СО, 11 

Алгебра ГО, 11 н*. является булевой  Б ней справедливы 
все пар., двойственных аксиом б.а., кроме пары аксиом допол
нения: для Ъ\ & *v£

c

f 1, *л*
с

*0 От^юде 
сразу же следует несправедливость для ft(X} с о due ponens 

4 л (<fc *^> * jb  общем случае ( А*^ 
есть, как обычно, сокращение для ̂  j> ).(Кроме того, 
вместо полной дистрибутивности на &СХ) в $>1Х} имеет 
м м ц о лишь дистрибутивно

л

ть для любой МОЩНОСТИ А 
UA1 ) : 

Поэтому имвщийся в четкой ситуации вывод из посылки 
0СА) заключения Л(А) вовсе не обязан обеспечивать 



в [0,13^  модельной интерпретации справедливость неравен
ства бсХ^ай) 

Тем не менее, как будет В1.дно из нижеследущих ре
зультатов, поставленная в п Л задача может решаться следу
ющим образом. 

Рассматривается модель.с двумя множествами значений 
истинности  обычной б.а. 2 для всех w одных, непосред
ственно заданных в языке предикатов, кроме предиката при
надлежности х е А , часть (I) вхождений которого в фор
мулы языка интерпретируете 1 нечетко, т.е. как отображение 
в [0,1] (подразумевается, что 1е- [ОД] ). Тогда й 
_се производные предикаты, содержащее нечеткие вхождения 
£ , также становятся нечеткими. (Так, в рассмотренном вы
ше примере, предикат (1.3) fl(x>) получен такой интер
претацией формулы (* ), в кЬторой лишь "вхождение € в под
формулу у* А 4 трактуется "Нечетко", ЕСС прочие вхождения 

е интерпретируются, попрежнему, как отображения в 2 ). 
i4aK следует из приведенных ниже результатов, в таких "чет
коне еткихп моделях достаточно широкий рдц интересных ло
гических связей между предикатами в четкой ситуации допус
кает оообщение на нечеткий случай. 

1.3. Как уже отмечалось, классическим примером мате
мати ;скэй структуры, рассматривающей предикаты на fi(X) , 
является топологическое пространство. Поставленная в п Л 
задача буд^г решаться ниже для тополохического пространст
ва. Будут построены нечеткие расширения предикатов пре
дельной и внутренней точек множества его замкнутости и 
открытости, бикомпактности в их различных формулировках и 
указаны логические связи, сохраняющиеся при таком расши
рении. 

Рассмотрение всюду не теоретикомодельное, а в духе 
"обычной" математики, т.е. работаем непосредственно с мо
делью без привлечения синтаксических понятий. Хлг^ические 
формулы используются лишь для наглядности, чисх'о символи
чески). 

Доказательства теорем  технически громоздкие  опу
щены. 
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В заключение будет указан ряд возможностей непосред

ственного аксиоматического задания нечеткой топологии (п.З) 

2. Индуцированная нечеткая топология 

Приступп к решению поставленной в п.1Л задачи приме
нительно к структуре топологического пространства (Хл&) 

2.1 ш Нечеткие предикаты предельной и внутренней точек 
множества 

2.1 Л . Запишем указанные предикаты, обозначив их П 
и 0 соответственно, в обычной логической символике в 
виде 

0(*,А)~ Ш и е & ч Ы ^ м е А ) ^ ' ( 2 Л ) 

где **&5 * * * 
(Здесь подразумевается, что точка может быть внутренней 
для множества и не принадлежа e* v). 

Обозначив A M * ; n u , t t } . )f»t*-- 0 U . № 
введем операторы замыкания и взятия внутренности в виде 

2 A - A * * A U A * ; V'А — - ^ * А П А С . (2.2) 
Построим соответствующие нечеткие предикаты, полагая 

по ̂определению 
П Ц А )

1

^ In* sup ftx,^' InJ (2.1) 

Интуитивная мотивировка для П уже приводилась выше, для 
О она аналогична. 

Снова обозначая A*: ПОД),** : *,1—* бСм*} , 
вводим операторы замыкания и взятия внутренности на fcCX) 

Z ^ ^ ^ A v / r V . A ^ A * * ^ (£72) 

Поскольку в справедлив принцип двойственности,то 
/ ^ j i V . J f ^ , ^ ^ , <£|) 

к я дальнейшем достаточно работа.ь, например, с П и Z 
Отметим, что направляя систему окрестностей 3* вклю

тением, можно * и А представить.в виде: ^ 
x4**u$ sup ui «иль Juf*Suffofr 4&"u/n.. u^Ub , (2.0 



V
4 " 

откуда видно, что 2 и V есть известные операторы пе
рехода к верхнему и нижнему пределам Ъ эначной функции, 
заданной на топологическом про транстве (2] . 

Отсека справедлива теорема: 
для Ч±Ык(Х) <0 если±**п£ , т о А 1 ^ ^ 

(u), (ill) А  Д А * * * \ (2.5) 
CWMWjif •/vjb* J, 

утверждения которой можно рассматривать как нечеткие ана
логи аксиом Куратовского для обычного топологического опе
ратора замыкания. _ 

2.1.2. В четкой ситуации замыкnote множества можно 
равносильно определить таким образом: 

(Здесь и далее Я
 e

{F<OC
:

r
c

tfl  замкнутая топо
логия) . 

Что мы имеем в нечетком случае? 
Ключевым моментом здесь является введение на ЭДО , 

наря,
г

'' с отношением <_ , бинарного отношения нечеткого 
включения 2 : ЗЬОС)» fe(XW0,i} ^ 

Uejo'* fc**U—j& , (2.7) 
расширяющего на $00 отношение включения четшос множеств 

А<В <=*V* lx«*—хс») (2.7) 
(На; мннм, что A — ^ ^ ^ v ^ ). 

Точно также введем на iOO наряду с обычным равенст
вом функц;... бинарное отношение нечеткого равенства 

[0,П _ 

расширяющее на «ЬОО отношение равенства четкое множеств 
_ А ^ З ~* (А<В>КСЬсА) . ( 2 # 8 ) 

(2.7), (2.8) трактуются как степень того, что щ " и 
степень ТОАЮ, ЧТО " А ".при понимании * S £ как 
"множеств", а не как функций. 

Отметим, что если *€&\5Ь , то (bZ±)<\ ш 

И, наконец, расширим определение (1.2) пересечен** ж 
объединения семейства нечетдих^множеств Ui\ lei на 
случгй нечеткого семейства I: ibCX.) w [ОД] 



t (AlV*u* ldtf-**dj xlVl)^*ipUlAxd.) . (£9) 

Вернемся к (2.6). Для фиксированного <Ь введем нечет
кую систецу четких замкнутых множеств Т£ , которая есть 
отображение Г* в Ю Д ] F^U^Xg) » (F * Г* 
Яр его ̂характеристическая функция) и рассмотрим ее пере

сечение (2.9): 

Сопоставляя с (2.3), убеждаемся» что имеет место 
Теорема. л '  Л © ; где £1 b ^ B W ^  U r p ) (2Гб) 

2.1.3. В четкой топологии понятие предельной точки мож
но определить в терминах направленноетей, что в логической 
символике запишется в видь 

П ^ х ^ ^ д а т и е р ^ б А ч ! * ! ) ^ ^ ^ ^ , (2.10) 
где D есть направленное множество, 5*D—* X 

Тогда соответствующий нечеткий продихат естественно 
определить как ^ 

• ' I 0, голи jj*x . 
В (2?f0) i^IS^^l*!): tv€DJ есть степень того, 

что направленность S "лежит в (сч\ Ixl a sup "вы

бирает" среди всех направленноетей, сходящихся к X "на

нболм яевдщую в ( М i *1) 
В докой топологии предикаты (2.1) и (2.10) равносиль

ны, это жэ имеет место и для их нечетких аналогов. 
Теорема, ft (А*) • f V * ^ ) для любых *• и * (2?*1) 
Доказательство этой и других подобных теорем заключа

чается в построении цепочек неравенси 'аналогов цепочь^ 
вывода в логике^ в ту и другую сторону. Вследствие неспра
ведливости в <&vX) пары адском дополнения и одЬи 
рет^па \ такое построение четрив! \льно. 

I 2. Нечеткие предикаты замкнутости и открытости нечетко
го множества 
2.2.1. Будем исходить из форцулировки четкого преди
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ката замкнутости (открытости) множества в терминах точек 
прикосновения (внутренних точек): 
А*3"#

«> tfjfcU^A^AeA4

); ^ t o A - X * A*) . (2Л2) 
Определим соответствующие нечеткие предикаты 

£*<a.j&igzi£->$l to$*U±*). (2712) 
Из (2?3) легко видеть, что эти определения двойственны^ 

Теорема. §Ч*
С

) ' (2ЛЗ) 
Поетому далее достаточно работать с нечеткой замкнутостью. 

В четкой топологии А ̂  S** А • А  это почти 
то же самое, что (2.12). В нечетком случае  с введением 
определения (276)  справедлива аналогичная 

Теорема. 3 4 * ) < € l 4 ) 
Поетому если <ье & ч db , то несмотря на * А* , * 1 

Отметим ещё, что справедливо неравенство ^ 
вЧи.)*ГЧ**), (2.15) 

однако ^аже и для 6* f 4? здесь возможно равенство (со
ответствующий ̂ пример легко строится ужа^в ( Х ^ Ъ ' Ц ). Ддя 
введенной в (1.5) степени замкнутости в пространст
вах, не удовлетворяющих первой аксиоме отделимости, (2.15) 
не справедливо в общем случае. 

2.2.2. В четкой ситуации имеем импликации: 
S ^ c r — n E * ^ A.b£3*j*(Aue;^<f*. ( г л б ) 
^дя определенной в <2?&) Г* (и ) верна анало

гичная 
Teopei \. Для любой четкой систем^ нечетких множеств 

U) ^ f V ) > < f * ( A £ ) , * 

, и для любых нечетких множеств * , Р \ (2.16 

(Левую часть (v) можно также заливать как С23 г ?*) ). 
2.2.3. Отображение f * X * Y индуцирует отображения 
?:*Ot ) ~ a(Y) и J

A

:ACY)«ACX) по правилам: 
*e*(X ) . j ** (Y> уС*?>аирм (2.17) 

Очевидно, что ограничения $ ч и на четких булоанах 
со: адают с обычными отображениями образа и прообраза мно
жества* 



2,3.2. Четкая бикомпаитность име^т равносильное отд
аление в терминах напраалекноотей: 

BatA5^VStSCD)cA^3*C*cA^*.t№^ , (2.20) 
\б снова D  направленное множество» $* D**X , 
отве^отвущий нечеткий предикат определим как 

§ ^ * > * u$C( S(I>) С<0 tup M l (2.20) 

Как к в четком случав! можно доказать равносильность 

Для определенных выше нечетких предикатов верна тео
рема, обобщающая свойства непрерывных отображений тополо
гических пространств на нечеткую ситуацию. 

Тдореиа. ПУСТЬ (Х*Л "*<.Y.E^ непрерывно. 
Тогда для любых die ЗьСХ), ь* справедливы неравенства: 
* * f « < * y f ; rffibtftft 

2.3. Нечеткая бикомпаитность нечеткого множества 

2.3.1. Предикат бикомпактности В в четком случае 
представим в виде 

ВСЛ) **4E«tT(A<^UE»3Ep<E ( X е UЕЛ < 2.18) 
где Lf есть конечная снотема множеств. 

Определим нечеткую 6i компактность 6 : &00+ОД] 
S W » ^ e < * C U E ) ^ * 0 k*U£ p>J (2Лв) 

1ч;уитианмИ смысл етогб определения очевиден. 
Двойственным образцы, в терминах центрированных сис

тем аамхцутых множеств, (2.18) ваг поется в виде 
ИЯ^ 1 £ Р 1 М > —(«ДОА+ДО. (2Л9) 

>де U*9K)++ ¥4r<ft((0fy)fiA^ есть предикат цент
ированности системы ф относительно множества А ( фр 
онечная * система) • ^ 

По двойственности.в 2(Х) легко проследить» что (£l8) 
акже допускает равносильную формулировку ^ 



Теорема. V*« S W  ^ U ) 

2.3.3. Венцом исследований введенных нечетких предика
тов является следующий результат: м 

Теорема. (У Если (Х,О к хаусдорфово, то № B(*)*£*U> 
CU) Еоли <Х,0 бикомпактно, то V* UU) f 

демонстрирующий "идеальное" обобщение логических связей 
четких предикатов на их индуцированные нечеткие аналоги. 

Отметим, что для меры замкнутости 5/ (1.Б) era тео
рема не верка. 

2.3.4. Непрерывные отображения "сохраняют" также и не
четкую бикомпактность. 

Теорема. Еоли *i 1x,0 й

*IY,E) непрерывно, то 

2.4. Приведенные результаты наводят на шлль, что дояша 
быть лраведлива следующая общая метатеорема Т : если в 
четкой ситуации для предикатов в и А справедлива импли
кация d А , то для их нечетких аналогов б и м , 
ю{ду^фованных нечеткостью множеств» справедливо неравенст
во 9 < & . Чтобы говорить о такой метатеореме, нуж
на, разумеется, однозначная формальная процедура построе
ния по предикату 6 его нечеткого аналога 6 . Таким об
разом,мы естественно приходим в необходимости рассмотрения 
логических формул языка, которым мы "записываем" утвервде
ния о рассматриваемой структуре, и трактовке нечетких пре
дикатов как специальным образом устроенных интерпретаций 
таких формул {об етом̂ уже говорилось в п,1.2.\Тав, на
пример, определения (2.D. < $ > > , (Па), (СИ», 

получа

лись иа соответствующих форвдл четкой интерпретацией пре
дикатных символов, входящих в подформулы со связанными пе
ременными для множеств, и нечеткой  для подфор̂ 'л оо сво
бодной переменной для тожеотв. Некоторая общая тенденция 
просматривается, однако необходимая строго формальная про
цедура построения § по в не могла быть выявлена, по
скольку все рассмотрения были сугубо оемантическими, а 



 &э 
логическая символика использовалась линь для наглядности 
и облегчения изложения неформальных соображений. 

В пределах строгого синтаксического подхода уже полу
чены некоторые соображения, позволяющие надеться на по
строение указанной формальной процедуры, для которой спра
ведлива метатео^ема Т . однако их. обсуждение выходит за 
рамки настоящей статье. 

3. Аксиоматические нечеткие топологии 
3.1, В построениях п.2 исходной б* га обычная "четкая" 

математичеокая структура топологического пространства, а 
нечеткость предикатов на SIX} индуцировалась нечеткостью 
множеств* Однако поскольку в этой структуре имеется не
посредственно аксиоматически заданный, а не произвольны/, 
предикат второго порядка  сама топология Я" , то появля
ется воэмояиость рассматреть структуру с непосредственно 
за^аннш нечетким предикатом %{Х)—* [0,11 , под
чинив его аксиомам, которые бы в четкой ситуации переходили 
в обычные акоиомы топологии: 

S - c r ^ u r * ^ j £ Р*Г*ПЕ,€Г (3.1) 
( 2 р есть конечная система i гажзств). 

Можно предложить ряд различных наборов аксиом нечет
кости ? , вырождающихся в (3.1) в четьом случае, соответ
ственно зтому имеем несколько вариантов аксиоматических 
нечетких топологий. 

3.2. Естественным представляется введение такой трук

турыnape (X.JD. Ш)-~ tO.ll " и для f 
справедливы аксиомы 

( E 8 i f ) < ( V E ) или in^f(iJ«?(VE) (3.2> 

^ **** * 
Здесь 2 , Ер  четкие системы нечетких множеств. 

Именно таким условиям удовлетворяет индуцированная не
четкая топология tt.jftreopewa 2??&Ь 

Можно предложить и "более нечетки^" аксиомы для « , 
с̂ ли рассматривать нечеткие системы 2 нечетких множеств 

2 : »(Х)—• F0,11 , и понимать "конечность" £ j . как 
его отличие от 0 лишь на конечном подмножестве апгумен

http://tO.ll
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тов (объединение и пересечение нечетких систем нечетких 
множеств определены в (2.9)). 

Интересным представляется танке рассмотрение нечеткой 
топологии на четких множествах, т.е. структуры IX,?} t 

Г» 4b(X)—р [0,П % и 5* удовлетворяет, например, ак
сиомам (3.2), где 22 , Е р есть системы четких множеств. 

Для всех указанных топологий мы мож.м для фиксирован
ного *»« 5)00 ввести 

fi£' ioo—ход]. ftT^^cjaAueju. 
(т.е. f£ есть система эе*кну?ых множеств, содержащих ), 
и положить по определению • Л С?  таким образом 
строится оператор эамычания • <• 4 

Отметим, что и в олупае нечеткой топологии на четких 
множествах, 5** есть нечеткая система множеств и 
А* • А есть нечеткое множество. Поетому мы не смо
жем ограничиться рассмотрением лишь & О 0 и придется 
доопределять 5* на 

3.3. Еде один путь Еведения аксиоматической нечеткой 
топо. эгии  задание на &СХ) оператора замыкания Z » 
удовлетворящего "нечетким" условиям Куратовского (£ГЬ), 
а дал^е введение замкнутой топологии на %(Х) соотно

шением 
3.4. Отметим, наконец, что структура, введенная 

счангом ш - с х , я , ^ ю о ^ а д и 
называемая " настоящее врем;, нечеткой топологией, о разви
той эдзеь ^очки зрения должка именоваться четкой топологи
ей на нечетких множествах. 
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УДК 513.66 

НОРМАЛЬНО РАЗРЕШИМЫЕ ОПЕРАТОРУ С БЕСКОКЕ'ТОй 
( л ,d )  ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Б.Ф.Иванов 
ЛГУ им.П.Стучки 

Пусть X и У  банаховы пространства. А линей

ный замкнутый оператор, действующий из X в % т.е. 
A J Х 4

^ V . ВЕедем обозначения 
itdim 3(etA # d « dtmSfaA* 

Число d называется дефективным числом оператора А . Упо 
рядоченную пару чисел (n, d ) называют ( d ) характерис
тикой оператора А . Если оба числа «г и d конечные, то о 
( % d )характеристике оператора А говорят, что она конеч 
на. Если только одно из чисел п* или d конечно, то (a>d) 
характеристику оператора А эывают полубесконечной. И, 
наконец, если оба числа П» я d бесконечны, то (it,cL )ха
рйктеристику называют бесконечной. 

Операторы с конечной или полубзсконечной )харак 
терйстикой обладают устойчивостью свойства нормальной раз
решимости относительно любых малых (по норме операторов) 
возмущений, а также относительно всех вполне непрерывных 
возмущений (см. ГЦ , E2J ). Ес̂ ли же не делать предположе
ния о конечности пи крайней мера одного из чисел ti и d 
т.е. считать оператор А только линейным и замкнутым, то 
можно утверждать, что замгаутость ЙСА) (замкнутости Р(А> 
равносильна нормальной разрешимости оператора А ) устойчи 
ва при возмущениях А произвольными непрерывными с оратора 
ми конечного ранга f 3] . Ясно» что в атом случае возмущаю 
щие операторы образуют вееъж тонкий слой в пространстве 

всех линейных ограниченных операторов, отображащи: 
X в \1 4 М.Л.Гольдман в С21 показал, что "еель А  но 
мально 'разрешимыг. оператор о сicконечной (n, d )харак
теристикой, то всегда возможно прибавлением к нему операто 
ра сколь угодно малого по норме или вполне непрерывного 
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нарушить его нормальную разрешимость и даже бесконечнее» 
его (^d, )характеристики". М.А.Гольдман и С.Н.Крачков*
ский ГЗЗ рассмотрели промежуточный случай, когда iv и А 
произвольны, но тожество э£е*А , с которым связана 

flLura^bt/A , подчинено известным ограничениям, позволяю» 
щим выделить определенный класс возмущений, сохраняющих 
замкнутость области значений и некоторые иругие свойства 
оператора А . Речь идет о следующих условиях, налагаемых 
на оператор А . 

I*. Оператор А нормально разрешим. 
«?. (4v,d )характеристика оператора А бесконечна. 
£ Существует непрерывный one] ,тор проектирования на 

ядро данного оператора. 

Заметим, что П КС**) называют ядром Рисса оператора А и 
обозначь от 5МА) . Условие 4° означает, что ядра операторе 

А образует на риссоаом ядре не более чем конечномерный 
выступ. 

т

1елыо данной заметки является указать примеры операто
ров, удовлетворяющих условиям 1*и Я На то» что ото не 
проста вопрос, указывает тот факт, что среди сингулярна 
интегральных операторов на простом контуре ил» среди одно
мерных операторов ТеглицА таковых не имеется. Построенные 
примеры должны послужить отправным пунктом для отыскания 
операторов, удовлетворяющих условиям 1 ^ и исследования их 
свойств. 

I. Нормально разрешимые сингулярные интегральные операторы 
с бесконечной ( » t ^ )характеристикой 

Пусть JU,  конечное множество попарно дизъюнктам* 
простых зам <утых кривых типа Ляпунова на комплексной плос
кости. г * ц м 
Кривая Р определяет разбиение расширенной комплексной вдсо~ 
кости Z на ди диетные открытые множества и *Г . 

В пространстве Lf <Р) рассматривается ограниченный ли
нейный оператор Т , определявши сингулярный уравнением 



(T*X0cft ) ft3* t t e O 
с непрерывными коэффициентами С и d, . Стандартным приемом 
о.еоатор Т представляют в виде Т а9 + ЫХ , где 
P » t ( $ + S) , G L O W ' S ) m Ъ  оператоо, определяемый ра
венством С  £ J, Ш ** U в г > \ 

Оператор Р есть прое::тор, проектирующий lT(D на множес
тво тех функций из 1Г(Г) , для которых S<f «f 

Теорема I. Пусть множество 6V связно; Kt)f 0 всвду 
на Г i_ OA) ̂  0 _ всюду на Р , исключая некоторое подмножес
тво J ?

C

M и СьФ)*0 для всех t«= UM . Тогда оператор 
будет нормально разреши с бесконечной 

( * ь } d* )характеристике. 
Доказательство этой теоремы основано на ряде теорем из 

[4] В условиях теоремы I функции С и Ь будут нормальны
ми, т.е. они на каждой кривой И*Д, удовлетворяют условию: 
либо <Ь и Ь отличны т нуля для всех t € К либо о* и Ь 
оть тождественные нули на И Отметим, что нормальность 
функций Оь и Ь является необходимым условием нормальной 
разрешимости оператора Т , а дгч простого контура Г и 
достаточным. Бесконечность (^><t )характеристики вытекает 
из того, что в условиях теоремы опера:орТ будет нормально 
разрешимым, но ни Ф^ни ф^оператором не будет. 

9.Начально разрешимые операторы Теплица с бег :онечной 
(4Vt cL )хар£ теристикой 

Пусть Г  единичная окружность, Н ЩСГ)  пространство 
Харди функций на Р , H t  замыкание по норме Ь Ь С Г

К

Г ] ал
гебраического'тензорного произведения Н^Г^Н^СГ) , Р 

ортопроектор из Ь 4 ( Г * П на • Оператором Теплица Л t 
пространстве Н|, , отвечающим непрерывной на Г * П функции 
Cb(ti,tt) называется оператор, определяемый формулой 

Функцию a(ti,ia) будем называть символом оператора Та Че

рез Т ( Н 0 обозначим С  подалгебру алгебры всех линейных, 
ограниченных операторов, действующих в Н* , порожденную 
операторами Теплица. Через С*! (Г*Г) обознач; i подалгеб



ру алгебры ССР
11 Г) , непрерывных на Г* Г функций, со

стоящую из функций, допускающих аналитическое продолжение 
в соответствующую бицилицдриче^кую область 

Топологическим индексом не обращающейся в нуль непрерывной 
на Н А функции ft(tbtj^ будем называть пару целых чисел 
f • вычисляемых следупцим образом: * и JL являют

ся числами вращения (порядками) кривых о.' , 1) и о(13<Ц) со
ответственно, относительно начала координат. 

Предложение I. Оператор Та, является Ф оператором 
тогда и только тогда, когда его символ и топологический ин
декс удовлетворяют условиям 

1) а(ЪЛ>*0 ш Р*Г в 

2) « и А а С ^  О . Ь Д а С ^ ' О . [51 
Мы покажем теперь важность "топологического индекса" 

в случаям, когда он отличен от нуля. 
Теорема 2 f б] . Рассмотрим тожество теплицевых опе

раторов в Н % , имеющих не обращающийся в нуль символ и то
пологический индекс (*, jt) для фиксированных целых чисел 

Если 8C,JL >0 и Jt >6 , то оператор % , нор
мально разрешим, % , имеет нулевое адро ы бесконечное коядро. 

в) Вели * , jt * 0 и «*JL 4ф , то область зна
чение замкнута, а нулевое коядро бесконечномерно. 

с) Если & и у* имеют противоположные знаки, то под
множество '.ераторов среди них, имен, ос как бесконечномер
ное ядро, так и бесконечномерное коядро, содержит плотное 
подмножество. 

Левада I. Пусть функция aftf^ такова, что X и jb 
имеют противоположные знаю, где (ft,jb)  топологический 
индекс функции a U ^ t * ) . Если оператор Теплица , по
рожденный wroA функцией^иормадыюразрешм* то Ои имеет 
бесконечную <n>.d )характеристику. 

Доказательство проведем, предполагал протмвиое, т.е. 
полагаем, что Таи в условиях тпремы имеет по крайней юре 
полубесконечную ( n^d )характеристику. Это вступает в 
противоречие с плотностью операторов с бесконечной (»,<L )
характеристикой (теорема 2,с)) и устойчивостью полубеско
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нечности характеристики. 

Теорема 3» Пусть функция о^А^еССГ'Г) ни обращается 
в нуль я допускает факторизацию вида 

где о 5 ( Ш*С^(Р5' , i,j**Q 
Если * < 0 ( в > 0 ) и функция a^tki.W^Cfet^) яв

ляется полиномом по одной на переменных i i , Ч , то опера
тор Т ф является нормально разрывшим и имеет бесконечную 
(4ъ,6 )характеристику. 

Доказательство. Нормальная оаатугимость la, доказана 
в [51 * Бесконечность i%& )характеристики вытекает из 
леммы I, 
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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ПОНЯТИЯ ВОГНУТОСТИ 
ПО М.А.КРАСНОСЕЛЬСКОМУ 

М.Л.Катков 
Уральский государственный университет 

Ы.А.Краскосельским б^ло введено и изучено понятие, «оно 
тонного вогнутого оператора. Это понятие было существенным 
образом обобщено В.Н.Опойцевым, ко эрый рассматривал так на 
еыоаемые гетеротонные оператор». Введенное им понятие гете
ротонности позволило распространить известные для монотонны 
вогнутых операторов результаты на некоторый специальный 
класс, ьообще говоря, не монотонных операторов. В настоящей 
заметке дается определение оператора медленного роста. Это 
определение позволяет выделить классы монотонных операторов 
отли'чые от класса вогнутых, с такими же свойствами» что и , 
вогнутых операторов. 

5 I. Определение одной специальной метрики 

Цусть X—банахово пространство, полуупорядоченное ко
нусом К Д  тожество действительных чисел с естествен
ным порядка, и расстоянием. М  кеко эрое подмножество про
странства X , j£ множество неотрицательных дейетеитедыш 
чисел. 

Опрегелсние I. На произведении гС *М рассмотрим опера
тор tl'R " И — > М Относительно оператора 21 будем пред 
полагать, что он удовлетворяет следующим условиям. 

1. Ог ратор 21 непрерывен 
2. Монотонен по переменной X и монотонен либо анти

ыоиотонен по переменной t . 
3. Для I. бсго * е М равенство 2L(t,s)*£ выпошетея 

тогда и только тогда, когда t *0 
4. Для'любых 4 , 4 * * и для любого И выполняется 

равенство W V 4 . * ) e W k . U l W U 
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Множество всех значений 21,(1,1) оператора JL , удов

летворяющего условиям 14, при фиксированном х*>{ будем 
называть траекторией, а сам оператор £1 оператором сдвига 
по траекториям множества М 

Определение 2. Оператор сдвига по траекториям множест
ва Н будем называть нормальным» если он определен на мно
жестве "R*M л удовлетворяет условиям 14 на всем этом 
множестве. 

Оператор сдвига по траекториям множества М порожда

ет на некоторых подмножествах М метр, веские пространства. 
Пусть Хо произвольный элемент множества М , Составляющей 
множества М , порожденной элементом Хо и оператором 
сдвига IL „ будем называть множество та:сих элементову«М 
для которых при некотором '>0 выполняется система нера
венств 

U i

> $ • р W t t « t ) (I) 
лиоО система неравенств 

. ttlt^«*e (2) 
Обооначать составляющую, порождаю' т елеыейтом х« и опе

ратором сдвига И , будем символом К(*<,Д) • Очевидно, 
^*КСхД) тогда и только тогда % кс^да X€Kl^20 Поэтому 
любые две составляющие совладают или не пересекаются. 

На множестве K(x*jU»)*KU*,2l} определим с помощью опе
ратора сдвига 1Ь метрику. Для произвольных £ и у из 
К(ъ> Д ) величину положим равной минимальному Ь , 
при котором выполняется система (I), если оператор И мо

нотонен по переменной t , и положим эту величину равной 
минимальному t , при котором выполняется система (2), ес
ли оператор tX анткмонотонен по переменной t Выполни

Fine аксиом метрики очевидно. 
Пример I. Цусть М множество вс^х отличных от нул** 

элементов конуса К Оператор 21 определим равенством 
c i i M  r x (3) 

Условия 14 легко проверяются Составляющей, порожден
ной любым ненулевым элементом *• из К и данным операто
ром 21 является множество элементов, удовлетворяющих при 
некотором t>0 неравенству . Полу
денная в атом случае метрика хорошо извести* (см. Г2] ). 



Пример 2. Пусть множество М совпадает со всем прост
ранством, и,  произвольный ненулевой элемент из конуса К 
Оператор & определим равенством 2lCt,^3 x + tu*  Со
ставляющей* порожденной элементом «о е X и оператором IL « 
является "сдвинутое* на пространство (пространство 
и.ивмеримых элементов [I] ). Метрика, которая получается 

в втом случае, рассматривалась в Г4) . 
Рассмотрим один способ определения 1ераторов сдвига. 

Пусть М некоторое подмножество пространства X , и* 
произвольный ненулевой элемент из конуса К » Ф монотон

ный гомеоморфизм, определенный на множестве М , такой, что 
отображение Ф" также монотонно и выполняется одно из соотно
шений: 

Оператор £1 при выполнении включения (4) определим равен
ством 

а при выполнении соотношения (5) равенством 
над Ф'ЧФимш) (7) 

Операторы, определенные равенствами (6) и (7), являют
ся операторами сдвига по траекториям множества М Состав

ляющей K(x»j2it) в данном случае является множество всехх^Н • 
удовлетворяющих при некотором i >fl неравенству 

Из последи*^ неравенства следует, ч п составляемая есть 
прообраз при отображении ф пространства ц© измеримых 
элементов, сдвинутого на Ф(х) 

Замечание. Если 4t*T( выполняется соотношение 
ф(1ПЫ.и«с ф(И) , то оператор ОДа)а

Ф'Чф(Д)+иц) 
(х « М , i * R ) является нормальным оператором сдвига по 
траектория! множества М . 

Известно, что если конус К нормален, то пространство 
Ей* полно но и* «юрме и норма пространства X подчинена 
ц« норме [ Г Так как Ф гтчеомор^зм, то иь способа 
определения метрики у следует, что в пространстве о нор
мальным конусом сходкмооть по метрике у влечет сходимость 
по норме пространства X , и, если множество ф(М) замкну

Yt>0 $(M)*tu* с<Ш 
П>0 ФСМУЧаосФСМ) 

(4) 
(5) 

(6) 



то в X .то метрическое пространство (KUo»2L\$) 
полное. 

Рассмотрим в пространстве С с а. а непрерывных наСаV] 
функций, полуупорядоченном конусом неотрицательных функций, 
примеры конкретных операторов сдвига, определенных указан
ным выше способом. В этих примерах гомеоморфизм ф опреде

ляется с помощью функции у R — 9 R равенством 
<bxfc>fk«S) , гле X€C l a k., ,s«ia>] 

Пример 3. Пусть (г*Ъ ), ц 0($21 
( se С a Ы ), множество М есть все пространство C:a,W 
3 этом случае для всех С С а.ц 2ilt,x)x W 0 , для 
любого ХО с С составляющая K(x0jU) совпадает со всем про
странством С t а метрика $> определяется равенством 

Пример 4. Пусть <flli)a

bbfc f '^(s^i ( $e[a;V) ) 
множество И есть множество всех непрерывных функций, при
нимающих только положительные значения. Б этом случав для 
всех x.sM ELlt^'Si составляющая К(£о,й) для 
любой функции lo^M совпадает с К , метрика ? определя

ется равенством ^ J p ^ S S b ^ ' 1 w ) 
Пример 5. Пусть функция ^it) задана следующим образом 

j Ц1 , если и г , 
множество М и элемент ц в  такие же, как и в примере 4. 
Б этом случае оператор сдвига определяется равенством 

f £ х ф • если 0* *С$£й~ 
2ACt,*)Cs> • 1аэс1й*Ы • если е^<*Ф*1 

ttsj*l • если ха)>1 
Составляющая К(.*о,21) для любого х^е И совпадаете Н 
Для любых 1 и у из М Ste^jj^l^tatw)- «?tyc$)t 

Пример 6. Пусть <f (й) « / гме nv £ } o > U 
( BG[0*~L , и*(&)з! (ttCctb) )). Цусть множеством 
есть конус К Оператор сдвига U определим равенством 
(6), Составляющая КСХоД) t порожденная любым элементом 
х. в этом случае совпадает с конусом К . 

Пример 7. Пусть <f\a)«aK , ̂ де К*Ь»0[ 
(FEOO;-~[ ) , UECS>* 1 (ssta.T] ), множеством 
есть множество всех непрерывных функций, принимают чх поло



do 
жительные значения. В этом примере оператор сдвига Vb 
определим равенством <?). Составляющая КОьД) » порожден
ная любым элемегггом з»сН совпадает с множеством К 

5 2. Операторы медленного рос?а 
Определение 3. Пусть М подмножество пространства X. . 

21/ оператор сдвига по траекториям шах ства И. . Моно
тонный оператор Т • отображающий множество И в й , 
назовем операторам медленного роста относительно оператора 
сдвига U> , если для лл̂ 'тс Л *0 » выполняется 
неравенство 

ТдМ'Шфш) С9а) 
при условии» что оператор сдвига ZL монотонен по перемен
ной t , либо выполняется неравенство 

Т Щ ф О Д Л х ) . (96) 
если опиратор сдвига U антимонотонен по переменной t 

Лемма I. Пусть функция монотонно воерастает, 
дифференцируема на некотором интервале и такова, что для 
поле отельных t и всех Z из этого интервала определена 

жает указанный интервал в себя, монотонно возрастает и явлй
ется дифференцируемой. 

ром медленного роста относительно оператора едвига 

Доказательство. Дня того, чтобы получить утверждение 
леммы, достаточно применить «еорему Лагранжа к функции 
y=f(f(f4Ett . где fU> . 

Рассмотрим теперь определение оператора медленного рос
та для функций на числовой 1фя>в

ой. Пусть X "R , ИЮ^^С в 

f одна на множества функций, определенных в примерах 37 
Оператор сдвига по траекториям тожества М определим ра
венством 

W t , » )  f l ( f ^ t ) ( i > 0 ; * > 0 ) , ( I I ) 



если if иэ множества; функций, определедаых в примере 7. 
Тогда для того, чтобы положительная дифференцируемая 

монотонная функция j являлась оператором медленного роста 
на множестве М , достаточно выполнения неравенства 

J
e

(*)4 f W/ft§M» ( 0 < * ^ ~> (12) 
При f(fc) класс функций медленного роста относи

тельно соответствующего оператора сдвига совпадает с клас
сом вогнутых (в смысле определения ГП ) функций. 

Отметим также, что если при некотором к ( 0^ ) 
положительная дифференцируемая монотонная функция £ удов

летворяет условию 
j'(*)4 (ДОЛГ (0**<*>, (13) 

то эта функция является оператором медленного роста на мно
жестве ] 0 *, * Е относительно оператора fcl , определенно
го равенством (10) либо равенством (II), где *f выбрана 
должным образом из множества функций, определенных в приме
рах 3,4,6,7. 

Замечание к определению оператора медленного роста. 
Если оператор сдвига И является нормальным, то для любых 
t < 0 и х е И иэ неравенства (9а) следует неравенство 
TZUt,*)* 2ttt,T*) , а из неравенства (96) следует спра

ведливость неравенства Т21(Ч
Л

) ̂  UW ,Tx) 
Рассмотрим уравнение 

Т а * * (14) 
с монотонным оператором Т Известны различные условия 
(см. tl]), при выполнении которых решение уравнения (14) мо
жет быть найдено методом последовательных приближений. Глав
ная трудность в применении этого метода состоит в выборе на
чального приближения. Для операторов медленного роста эта 
задача значительно упрощается. 

Теорема I. Пусть &  оператор сдвига по траекториям 
множества И является нормальным. Пусть Т есть оператор 
медленного роста на множестве М относительно оператора 
сдвига И/ Предположим, что оператор Т имеет единствен
ную неподвижную точку х* и существует элемент К та

кой, что для всех х ^ М T*,eKty»fcO и выполняется одно 
иэ условий: 

а) конус К правилен, оператор Т непрерывен; 



б) конус К нормален, оператор Т вполне непрерывен; 
в) конус К нормален, единичный шар в X слабо ком

пактен, оператор Т слабо непрерывен. 
Тогда для любого 6 М последовательные приближения 

Тхв сходятся к точке х* по норме пространства X 
Доказательство проведем для оператора сдвига монотон

ного по переменной t . Покажем, что для любого t>0 ко
сный отрезок вида < ̂Ht.x*);2lCt,x̂ > является инвариантным 

г;4:1я оператора Т Действительно, для любого X из указан
ного отрезка имеем Т х ^TZUt,**)* ZLU,**^ с другой 
стороны Т х > Tati fx^>at4x*) . 

Так как X* £ К(л^0,?1) , то это значит, что при неко
тором положительном ij. выполняется система неравенств 
Wti,£)«*** . Для любого l . * t tT»« 'Kty.A) 
Поэтому существует положительное % , для которого справед 
ливы неравенства ZUt^jjo^Tx** ZUtv^ei 

Таким образом, U tt^HTx* **) , где ttt * Ц 
Применение известного утверждения теории монотонных 

операторов (см. теорему 4.4 из [I] ) завершает доказатель
ство. 

Замечание. Утверждение теоремы остается в силе, если 
монотонный по переменной t оператор сдвига 21 не являет
ся нормальным, но в N можно указать элемент Хо такой, 
что для всех ХеМ 1«£х В частности, для оператора 
U> и множества М , описанных в примере 6, ХОо В 

этом случае теорему 4.4 нужно применить к конусному отрез
ку вида<0;а<г>х

г

)> 
Для того, чтобы привести пример интегрального операто

ра медленного роста, понадобится следующая лемма. 
Лемма 2. 'Пусть функция монотонно возрастает на 

некотором интервале, дважды дифференцируема и такова, что 
для всех 9 из этого интервала и положительных t опреде

лена функция ttCte»)f
l

(ftt>t) . / 
Тогда, если производная функции / f(0 не возраста

ет, то для каждого положительного t функция вощу 
та по перекеюйэй В . 

Доказательство. Достаточно проверить, что вторая про
изводная функции 2Ц*,0 по переменной В не положительна. 



- S3 -

Пример 8* Рассмотрим интегральный оператор, заданный 
соотношением V 

где ядро G(*.s,&) непрерывно, положительно, не убывает 
по переменной и# Тогда оператор (15) вполне непрерывен, 
положителен к монотонен на конусе К неотрицательных функ
ций в пространстве С̂ а̂ з • Предположим, что длина отрез
ка Г аVI равна единице,а функция GOt,S,u) удовлетворя

ет условию 
* ) t .satato,^/  О < 1 6 ) 

В этом случае оператор (15) является оператором медленного 
роста на кбнусе К относительно оператора сдвига, порожден
ного 4ункцией fOO  Л ( Я >0 ). 

Действительно, на основании леммы I имеем, что функция 
GUi^b) является оператором медленного роста по пере

менкой UJ | Поэтому 6 (^^UCt sx ( e^« 

фикция <fU}«*lK удовлетворяет условиям леммы 2, по
этому функция tt(t,a)ef"VfUVt) вогнута по переменной а 
Воспорьеуймся неравенством Иенсена для вогнутой функции: 

Учитывая определение, оператора Т , получаем неравенство 
TZKt,*)* lL(t,Tft) То есть, оператор Т  медленного 
роста. 

5 3. Операторы цр медленного роста. 

Определение 3. Цусть М подмножество пространства X 
lit  фиксированный элемент иэ М , U  оператор сдвига 
по траекториям множества И Монотонный оператор Т > 
отображающий множество И в себя, будем называть оператором 
uft медленного роста относительно оператора U , если он 
удовлетворяет двум условиям: 

1) для любого х и э И Т*€ KCu-*.U) ; 
2) для любых xeK(ue,2L) и t>0 существует полажитьль

нов c^U,t)* 1 • ПРИ котором справедливо неравенство 
TbLtt^x)^ ZUtytjT*) » асля оператор сдвига 21 моното
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нек по переменной i либо справедливо неравенство 
T2L(t,x)> £1(^,Т^) , если оператор сдвига 11 антимо

нотонен по переменной t 
Заметим, что при соответствующем выборе множества К 

элемента и* , оператора 21/ , определение 3 переходит в 
определение и© вогнутого оператора. Операторы из выделен
ного класса обладают рядом вамечательных свойств,аналогич
ных свойствам Uoногнутых операторов. 

Теорема 2. Пусть Т оператор и0медленного"роста на 
тожестве И относительно оператора сдвига 11 , 

Тогда оператор Т не может иметь на множестве М 
более одной неподвижной точки. 

Доказательство. Пусть *i и х& неподвижные точки для 
оператора Т  11усть t 3 ?1хь,Хд) Из условия 2 определе
ния 3 получаем, что существует положительное 0^<\ , при 
котором выполняется неравенство j(Tx A,Tx^4 ̂ JUi* * ь ) 
А это возможно лишь при ХА * х % Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть 21 нормальный оператор сдвига по 
траекториям множества М , Т  оператор и» медленного 
роста на этом множестве относительно оператора сдвига 21» 

х*  неподвижная точка оператора Т 
Тогда для любого *о 6 М последовательные приближения 

Тх, сходятся по метрике J к х* . 
Доказательство. Для определенности будем считать, что 

оператор U> монотонен по переменной t Покажем, что для 
любого Хс^М Т х 0 принадлежит конусному отрезку вида 
^ ^ ( ^ Х * ) ; UCt,xl,

)> при некотором положительном t . 
Действительно, Тх 0 * K(uc,U) , х* £ K(u« U) Поэ

тому для некоторых положительных U и tft выполняются не
равенства гЦ ^ь^хГ* Ш^йе) , *t(tt,iO*Tso« Ш^ьс) , 
из которых следует, что ZUt,x*)* Тх^Ж^х*) t 

где t*Vt^ 
Кокусный отрезок <21И,**); U(t,x*)> инвариантен длл 

оператора Т . Обозначим • lUt, *0 e w 0 ttU,x*) 
Рассмотрим две итерационные последовательно"! 

Из монотонное*и оператора Т следует справедливость нера
венств Фо**1«*Ь* * X**.. « 4^*У>!* * , 
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Пусть , a После

довательности не возрастают. Обозначим 
U **ох 1л^'^м5 Предположим, что 
Гогда существуют положительные <fy * J и ^ < L , для кото
рых справедливы неравенства T&tt^xO* ?Kfyl ,х*) , 
TttCt^l^ 2tC'Vl

>**) • Учитывая эти неравенства, полу
шеи Т ^ > Т Ш . , ^ ) * Т Ж ^ Д И Л ^ > Ш  и ^ ^ X Е ) 

Так как tn» —*i при и *>0 , то найдутся 
такие С ^1 ) и t>0 , что для всех спра

ведливы неравенства TX*UHj,t, О , Ttf^Ul^x*) 
Из определения метрики у следуют неравенства 

]ротиворечащие предположению. Сходимость последовательностей 
и t^l к х* доказана. Сходимость последователь

ности 1ТхЛ К неподвижной точке теперь очевидна. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1985. 

УДК 517.98 

СУЩЕСТВОВАНИЕ НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧЕК ОТОБРАЖЕНИЙ 
КАК ПРОБЛЕМА ОПТИМИЗАЦИИ 

А.Х.Лиепинып 
ЛГУ им.П.Стучки 

Пусть нашим миром в этой работе будет метрическое про
странство X с расстоянием <L на нем. Рассмотрим отображе
ние f I X » X 

Обозначая множество всех вещественных неотрицательных 
чисел через А* . определим отображение I » X R* 
для любого х 4 х равенством 

Положим U :«uf{*fc)/** ¥j (т.е. 4' t»i 1(Х) ). 
Будем исследовать проблему минимизации отображения * 
Если проблема решение имеет, т.е. существует такое 

х.еХ , что t<x*)~t> , то в случае, когда L*o f * 
является неподвижной точкой отображения f 

I. Отметим некоторые из ситуаций, в которых А о 
Напомним, что: 
1) i называется нераотягиваицим, если 
d.(i(x) л $1$) * для любых х,^* X ; 

2) i называется асимптотически регулярным txtX % ее 

В случае, когда X  подмножество пространства Банаха 
(и g)  для любых *ij«X ), напомциы, 

что: 
1)

 л

' называется звездно выпуклым, если существует та
ков х с X , что {«* • </*>у /у*Х * ecJo^fJcX ; 

2) X называется линейно ограниченным, если 
X n{***aJjcP*J ограничено для любых *.j*X 

Предложение I (СР. [б] ). 4 «о , если f является 
нерастлгивающим, а X  ограниченное вамю^/O'j звездно вы
пуклое подмножество пространства Банаха. 

Предложение 2 (ср. [4] ). 4 • О , еоли f является 
нерастяги вапдим, а X  линейно ограниченное замкнутое вы
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пуклое подмножество рефлексивного пространства Банаха, 
Предложение 3. *о , если существует такое 

*«,Х f что $ асимптотически регулярно в х 
2. Согласно теореме Вейерштрасса проблема минимизации 

отображения t эаведомо имеет решение, если пространство 
X компактно и отображение § непрерывно. Таким образом, 

если f непрерывно (в частности, является нерастягиваящим), 
представляет интерес теоремы, существование решения пробле
мы минимизации в которых утверждается без предположения ком
пактности пространства X . 

Теорема I (ср. [3] , [i] , [2] ). Пусть X  выпуклое 
слабо компактное подмножество пространства Банаха. Предполо
жим, что отображение f непрерывно. 

Пусть для любых JT,j « X существует такое **>^£ 
что 1/<»>#1>1 « siM + ц-я-Ьф 

Тогда проблема минимизации отображения t имеет реше
ние. (При этом, если 4(x*)*to и i(^)-t* для , 
то JJ(*)i(p)l « U О . 

Доказательство. Через or А будем обозначать выпуклую 
оболочку множества А с X 9 через *+А  его замкнутую 
выпуклую оболочку. 

Цусть . Положим А» *{ * < Х 1 « * j 
Установим, что с+&) <• А 
Отметим, что 4 замкнуто в силу непрерывности отобра

жения t (непрерывно по условию отображение / ). Таким 
образом, достаточно доказать, что, С+$(А)СА 

Пусть х * <*> f(A) Тогда л  £ , где 
ъеА и ("i/. , ), причем ! * 4 

Так как Jte)cX ( t', , * ) и X по условию выпук
ло, то * * Х Тем сашм отображение i определено в * 
Имеем: 4 w * |* f<*)l  1 1  C£*)J<*)1< £ * Я 

Пусть j ^ v  • fvl (фиксировано так, что I 
• {|^ju).f(*)| | . Существует такое JCJC 44[ 
что li<*j){fx)|* p*)t<c) . Следовательно, 

±<x) « J + Ps) и *<*•) * t^') * 
т.е. x€A 

Для кавдого А/ положим ^ s  X f **о«4>*^ 
По построению А*+ Ф и Л* э A*.t дЛ«с любого * € ^ 



 G3 
Следовательно, QN ^ *Ф , ибо X по условию сла
бо компактно. Пусть о« е £ы А* . Согласно доказанному 
тогда *£*о < t  i для любого »•<= n , Следова
тельно, • 

Теорема 2. Предположим, что пространство X полно и 
отображение ' непрерывно. 

Пусть существует такое отображение ¥• я* *я 4 » /?* в 

что: I)  с ; 
2) "асх.^) Щи) т(%)) для любых « X 

Тогда проблема минимизации отображения ^ имеет реше
ние. (При этом единственное: если и ^ ^  t 
для <= , то ^ = ̂> .) 

Доказательство. Существует такое отображение 
t я". ;/  я* , что: 

2) etc а; **(^ ДЛЯ ЛЮбых *jfcX 
Вследствие первого условия тогда» обозначая 

Sup / Y\'i.,0 I % / / Ь.^с/ t К fd 1 * Я ^ 
через ^ для любого *. * л* t имеем: J^^*-

 ш

° • 
Для каждого * * ̂  положим ~ { х еХ{ К • ̂  ] 4 

Пусть п, с N По построению А* * Ф и 4* э # 

В силу непрерывности отображения + (непрерывно по условию 
отображение $• ) А*, замкнуто. Кроме того: 
did* 4».  'uft*<*<|>l A.g € J*VJ * *uf( ^ ) ) lC .3 6 4nJ * 

Вследствие полноты пространства X заключаем, что 

Пусть хь е Тогда tlx*) й fc • £ для 
любого л * л/ # Следовательно, * (**)  ^ 

Если, кроме того, Ы )̂  ̂  для , то 
fe Л

* • Следовательно, 

3. Теоремы о неподвижных точках следуют согласно изло
женному. Номер теоремы и предложения, обосновывакцих теоре
му о неподвижных точках, указан в скобках после ее формули
ровки. 

Теорема 3 (ср.* [2] ). Пусть X  выпуклое отебоком 
пактное подмножество пространства Банаха. Предцалокш, что 
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отображение j является нереетдошодо. 
Пусть для лобых *•у* X существует такое **J*.<C , 

что * *i«-f<*)| * <«-s) j * , - ftji к 
Тог&а $ имеет единственную неподвижную точку (тео

рема 2» предложение I), 
Замецепи?» справедливость которого проверяется, ссы

лаясь на аксиому треугольника. 
В рассматриваемое в работе ситуации такое отображение 

ff•?** — -r+ f что: 

2) etc**) * *,(dix.jMitcl(tlf(t$) для любых JC^ « x ; 
существует тогда и только тогда, когда существует такое 
отображение / г ft*. — я* , что: 

2) eti'f'*>. K*» * А<4ГМ<*|.4*|.<У49 для ЛЮбЫХ *• ̂  в X • 
Теорема 4. Цусть х  ограниченное замкнутое звездно 

выгуклое подмножество пространства Банаха. Предположи*, ЧТО 
отображение f является нерастягивадцим. 

Цусть существует такое отображение ^ • • ~* 2* 
ЧТО» I) к.*.)»feci • 

2) lfc«)i(S)| * ffttH.ijjijX) дня любых .tjcX 
Товда * отображение } имеет единственную неподвижную 

тснщу (теорема 2, предложение I), 
Следствие, которое показывает, что теорема 4 обобщает 

таервяф 3. 
Пусть X  ограниченное еошоутое эвеэдовьщупое 

тданокеетво пространства Банака» Предположим, что отобра
жено» J является нерастягиващиы ш | f<*>  4 
< «а« f I а  Jc*y| , I a 4̂ >L J Д М ЛЮБШ, *.j€ X . 

Тегда j в м единственную мведвпяу* wagr. 
Уеуоема 5. Цреть X  ЛШАЯЮ ОГРАНИЧЕННОЕ ААМКЦУЮО 

ПИУИАОЕ подююжестао РЕФИЕЮИКЮГЕ пространства БАНАХА* 
О д о м м н н » что ОМБРОЮШЕ 5 ЯВЛЯЕТСЯ ш р е в т и п м А р н . 

ЦУСТЬ СУФСТВУП ТАКОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ f ft* * — 

ТОВДА 01 ОТРАЖЕНИЕ у Ш И Т ЕДАНОТМЯЦУ» ВСООДВШЦУ» 
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Теореме, иэ которой, в частности« следует Принцип Ба

наха. 
Предположим, что пространство X полно И отображение 
непрерывно. 
Пусть существует такое х и Y % ,что j авИМПТОтичес

ки регулярно в г f и такое отображение f Я' * Ъ
¥ , 

что: I) о ; 
2) {; DC ju^atj,^)для ЛюбЪОС х ̂  с X 
Тогда отображение f имеет единственную Неподвижную 

точку (теорема 2, предложение 3). 
Доказательство, которое, как оказываетоя, легко провес 

ри непосредственно, не ссылаясь на теорему 2 и предложение 
Ограничимся доказательством существования. 
Пусть ^ T X 9 $ асимптотически регулярно в , 

и отображение F » /V — такое, что:' 
1) /Г .V)  О . 
2) cL(U f f d u iw)."(q-fitf)) ДЛЯ ЛюбЫХ a

" J f
t X 

Пусть 6 л/ Имеем: «'<П*>. Г<*))

Заключаем, что последовательностьft^U,* фундаментальна 
и завершаем доказательство ссылкой на полноту пространства 
X и непрерывность отображения j 
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Типологические пространства к их отобмжонин. Рига, 1965 
УДС 513.831 

О ШЕВДОКОМГШСГНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

М. В. Матвеев 
ИГУ i^H.BJtauoHoooea 

Напомяш, что топологическое прострамотво называется 
пееедокошактньш, если всякая непрерывная на нем функция 
ограничена. Вое пространства в етоЯ работе предполагаются 
вполне регулярными, символом £ X % яаи обычно, обозна
чается расширение СтоунаЧеха пространства X • 

Значительно более узкий класс пространств, тем деевдо» 
комшктше пространства, составляют так называемые 
компактные пространства, т.е. пространства» в которых *а*~ 
дое бесконечное множество имеет хоть одну предельную дочку* 
В работе [I] изучается вопрос, какие пространства яда**» 
отавимы в виде пересечения некоторого семейства счездв 
пажтных подпространств своего расширения СтоунаЧех*. 'В*-
яучена 

Теорема [I] . Если пространство X топологически 
полно, то существует тожество £Х*. 2 е ] очети^ 
компактных подпространств ив ^Х , удовлетворяпцих ре
венству П X* * X для любых <•

 с . 
С другой стороны, легко отроятся примеры пространств, 

не представивши в таком виде» В связи о етш остестведо 
поставить вопрос, важно пространства представамы в виде 
пересечения определенных семейств псевдокомпаяттх поддан» 
стране» своего' СтоунЧеховского расширения. Наш будет 
доказана 

Теорема I. Для каждого воолив регулярного пространст

ва X существует такое семейство [Х 1 А
с

} пое*да~ 
кошдетнш садврострамотв пространства J>X , «о 

Х*.(1Х*Х как только * . ^  Д
с 

Следствие. Каждое впошо регулярное проотраяетво ирэд
отнянмо в виде оересечвшя двух осевдокошактяых подпрост
ранств своего СгоушЧяховевого рас—ремня. 



Для доказательства теоремы I нам понадобится не
сколько простых вспомогательных утверждений. Напомним, что 
подпространство А топологического пространства X назы

вается СБложенным, если каждая непрерывная функция, задан
ная на А , имеет непрерывное продолжение на X Счетные 
дискретные Свложенные подпространства мы будем называть 
сильно расходящимися последовательностями. Множество всех 
сильно расходякг л

ся последовательностей в пространстве X 
будем обозначать г5*(Х) Следующие утзерздения очевидны: 

Лекуа .1. Пространство X псевдокомпактно тогда и 
только тогда, когда Л (X) = 0 

Лемма Г. Пусть Х 0  всюду плотное подпространство 
пространства X Если пространство X не псевдокомпакт
но, то найдется последовательность А ̂  «Й.00 такая,

что Ас Х 0 

Лемма 2. Пусть А £ <£(Х) Тогда существует гомео
морфизм пространства [АЬх на пространство jb N • 
отображающий А на N 

*Лемма 3. Пусть А А , А г * fCO \к^Кх\
 с 

Тогда " \:j\x ПСА^Ьх s М А* . 
Лемма Ч . ПУСТЬ АкЛ% * <£(Х) Тогда А ^ А ^ Д О О . 
Напомним, что семейство множеств называется почтя 

дизъюнктным, если пересечение любых двух его элементов ко
нечно. 

Лемма 5, Пусть  максимальное (по включению) почти 
дизъюнктное подсемейство семейства множеств и цусть 
Х с У с jb X Тогда если для кавдого А £ Ж> подпро
странство ГА]у счетно компактно, T O Y псевдокомпактно. 

Следушая лемма является частным случаем теоремы 
из [I] : с 

Демма б. Существует такое семейство .[ Nd с ^ 1 
счетно компактных подпространств пространства fcN ^ w o 

N^OiW » N , кактолько 4 < < & с 

Доказательство теоремы I. Выделим иэ J(X) максималь
ное почти дизъюнктное подсемейство & . В силу леммы 2 и 
леммы б для каждого В £ & найдутоя такие счетно компакт
ные подпространства Ъ± % б»<£ пространства ЕВ]рх , 
что П £ ^ » В при *< f1 4' ; Дяя кавдого <к * Iе по



ложим X^ ' U t B * - В € ЬХ Из
 л е м м ы 5 вытекает, 

что пространства Х ^ псевдокомпакпгы. Покажем, что 
Х * П Х ^ X при & f «к! . Действительно, пусть 
Х е Х ^ П Х ^ \ Х Тогда найдутся такие Б, В1 в &> 

что & ̂  Ъ& Л B'rfj \ X  Но тогда В * В' i иначе по лем
ме 2 мы имели бы В* ПБ^ \ Х сг 1Ъ\Х П1В'3^\ X ф 
Поетому В* Bj/ \ X * откуда следовало бы * * £ 

.Напомним, что цепью называется семейство множеств, ли 
нейно упорядоченное по включению. Аналогично теореме I до
казывается 

Теорема 2. Кствдое вполне регулярное пространство X 
представимо в виде пересечения цепи псевдокомпактных под
пространств пространства * Х-

Теоремы I и 2 показывают, насколько различными могут 
быть псевдококдактные расширения данного пространства X У 

лежащие в данном его бикомпактном расширении. Возникает 
задача классификации псевдокомпактнюс расширений, в чест
ности, отыскания среди них минимальных и максимальных 
(в некотором смысле). 

Псевдокомпактное расширение пространства X будем 
называть отрогъм, если каждое замкнутое лсевдотсомпактное 
подпространство пространства X замкнуто и в расширении. 

Теорема 3. Для каждого вполне регулярного пространст
ва X и для каадого его бикомпактного расширения tX су
ществует строгое псевдокомпактное расширение я^Х с &Х 

Доказательство. Мы построим псевдокоыпактное расшире
ние, удовлетворяющее оледующецу более сильному условию, 
чем требование строгости: каждое замкнутое ограниченное 
иножество в X замкнуто и в fyX Пусть

 ж 5. F с X: 
F замкнуто к ограничено в X } Псложим *^Х * 
• XUCiX Ml U • F ^ S l ) , Лекажем, что пространство 

пеевдо компактно. Пусть А<? Ь Х ' ^ Х  зам
кнутое tjftftoMOTBO в ЬХ • Нежно считать, что 
А  Д 0 4 , где 0 4 отхрутс в П и [ 0 4 н 1 « 0 4 

для каждого t € N . Таж как IrXvCjXWtF]F«<rJ 
то найдетоя игажество Р*ь <Г такое, что AfllF% x f ф 
Морю построить Зуккцкх fa t X — • t o , ! ] , приншащие 
значение i на L O i a l я 0 на b X v 0 4 . функция 



£ fa определена и непрерывна на &Х ЧА Но тог
да £|х  непрерывная функция на X , неограниченная 
на F" Полученное противоречие доказывает, что4Х\эт^Х 
но содержит непустых замкнутых С-̂  множеств, T fe. прост
ранство ЯЛ X псевдокомпактно (см. [2] ). Строгость рас
ширения % следует непосредственно из его построения. 

Предложение I. Расширение tf^X , построечное в преды
дущей теореме, обладает следующим свойством типа максималь
ности: всякое строгое псёвдокакпактное расширение простран
ства X является подпространством его непрерывного образа. 

Е работе [3] строится псевдокомпактное расширение тХ 
5

X K ( ? O C \ D X ) » где * Х  Хьюиттовское расширение 
пространства X [ 2] . 

Предложение 2. Для всякого тихоновского пространства 
X имеет место включение чгХ с *&Х (и следовательно,рас
ширенно * X является строгим псевдокомпактным расширением 

Предложение 3. Если существует несчетный измеримый кар
динал г% э то irX f для некоторого пространства X 

Доказательство. Бозьмем в качестве X дискретное про
странство мощности ^ Тогда X не будет вещественно 
компактным (23 , и следовательно ^Х f X # Но тогда 

*Х f jbX , в то время как fyX в посколы^ 
в X нет бесконечных ограниченных множеств. 

Теорема 3 не имеет аналога для строгих счетно компакт
ных расширений (счетно компактное расширение р Х простран

ства X называется строгим, если в нем замкнуто каждое зам
кнутое счетно компактное подпространство пространства X ) 

Известки примеры нормальных пространств, не имеющих строгих 
счетнокомпактных расширений [4] , [5] Однако для 
нормальных пространств теорема 3 ьиеет аналог в некотором 
классе пространств, промежуточном между счетнокомпактными 
и псевдокомпактными. 

Пространство X называется слабо счетнокомпактным 
[6] , [7] , если у него есть'всюду плотное подпространство, 
каждое бесконечное подмножество которого имеет предельную 
T04igr во всем пространстве. Строгим слабо счетнокомпактным 
расширением пространства будем называть всякое пространство, 
содернащяе X в качестве вевду плотного подпроотранства. 



;;:я которого выполнены следующие два условия: I) каждое 
бесконечное подмножество пространства X имеет предельную 
:очку в расширении, 2) каждое замкнутое слабо счетноком 
лактное подмножество пространства X замкнуто и в расши
рении.

 4 

Теорема 4, Каждое нормальное пространствоимеет стро
гое слабо счетнокомпактное расширение. 

.Доказательство, Обозначим Y - X U l/KM x̂, А ^ О М 
По лемме 5 Y будет псевдокомпактным расширением простран
ства X , причем, как легко заметить, это псегдокомлакт
ное расширение будет строгим. Тем более в Y окажутся 
замкнутыми все замкнутые слабо счетнокамлактние подмно
жества пространства X 

Пусть Y  пространство. Рассмотрим следующее свойство 
(Н) Для каждого замкнутого В ^ Y либо Ь слабо 

счетнокомпактно, либо существует А с В такое, что 
A* jKY}# 

Доказательство теоремы 4 распадается на две леммы. 
Лемма 7. Если пространство X удовлетворяет свойству 

(Н), то Y  отрогов слабо счетнокомпактное расширение X 
Доказательство. Покажем, что X счетнокомпактно в 

У Пусть В С

Х бесконечно. Если Ъ слабо счетно
компактно, то В имеет предельную точку в X и, следова
тельно, в Y В противном же случае в смлу (Н) найдется 
Ас В такое, что A^JKX) . Но тогда .множество [В\r\Ъ 

непусто, так как [Bly ̂  LA]y к Ш у
а [АЗьх  бес

конечный бикомпакт. Строгость рабширения Y следует из 
сделанного выше замечания. 

Лемма 6. Каждое нормальное пространство обладает 
свойством (Н). 

Доказательство. ЦусТь В ^ Х  бесконечное замкну
тое подпространство. Возможны два случая: (I) В псездо

коыпаятно. Тогда, как легко видеть, В слабо счетно ком
пактно. (2) £ не псевдокомпактно. Возьмем произвольное 

А с jj(B) (оно существует в силу леммы I). Тогда 
A * j K X ) t так как А Свловено в В , а В Свложе

но в X как замкнутое подмножество нормального простран
ства. Лемма 8, а вместе с ней и теорема 4 доказаны. 



Заметим, что не каждое пространство, обладающее свой
ством (Н), нормально: примером может служить любое счетно
компактное пространство, не являющееся нормальным. 

Перейдем к рассмотрению минимальных нсевдокоыпактньос 
расширений (минимальность далее понимаемся в смысле вклю
чения) . 

Предложение 4. Пусть рХ  минимальное псевдоком
пактное расширение пространства X Тог^а к каждой точке 
иэ рХ \ X сходится хотя бы одна сильно расходящаяся в X 
последовательность. 

Доказательство. Пусть ре рХ \ X . В силу уини-

ыальиост^ расширения р Х пространство рХ
 4 I р! не 

псеЕдсхоьэтактно. По лемме I*найдется последовательность 
А £ JKdXn I pi) такая, что А с X Эта последова

тельность сходится к точке р . Действительно, в протисном 
случае нашась бы окрестность U точки р такая, что мно
жество В а А ̂  U бесконечно. Но тогда JKpXJ » что 
противоречит псевдокомпактности р Х 

Леумл 9. Пусть A^jKY)' , а 3  последовательность 
в У , сходящаяся к некоторой точке р € Y V А , причем 

АПВ ф Тогда множества А и В функционально от
делимы в V" 

Доказательство. Так как У вполне регулярно, а р * Ш , 
то найдется непрерывная функция g на Y такая, что 

л [0) , а д(р) « 2 Функция t , задаваемая 
правилом г 

L если ^(х)*!, 
также будет непрерывной на Y . Tax как последовательность 
3 сходится к точке р , а в некоторой окреотноотн точки 
р мы имеем Цн)«1 , то множество C*f xsB: k(x)f [\ 
конечно. Цусть С • t эьх , ... л хн) / Существуют окрестности 
Uit ... ь У Л точек' * А , . *., ** соответственно, *** 

кие,что С1Ь]ЛГи*]»^ при н (tU43U. ..Ut 1 Ш 
ПСАUПО) = 0 . НаЛдетоя непрерывная на Y ftm* 

<*.(х) такая, что <^(Х^)«1 при </»1д...,п/ и 
(̂Л'чСи.и.Гиин,» • [03 .Положим 
+ в Непосредственно нроэердетол, что {ртпщня 



j непрерывна на Y . j (A) = l o } и il 
Пусть X  пространство, &X  его псзвдокомпакт

ное расширение, S с jr(X^ . ПолочадмУ_

Хи UUAl^A^S}. 
Семейство S будем называть ^Х полным, если выполнены 
следующие условия: (I) для всякого А€ £(Х; существует 
множество 3 £ S такое, что либо множество А ОБ бес

конечно, либо множеств* А \ В и В \ А не явля
ются функционально отделимыми в Y и (2) для любых A,D^S 
множество А Р?В конечно. 

Теорема 5« Пусть Ь X  поевдокомпактное расшире
ние пространства X . Для того, чтобы из &Х модно бы
ло выделить минимальное псевдокомпактное расширение р X 
необходимо и достаточно, «стебы в X существовало 6"Х 
лолное семейство, состоящее из сходящихся в !УХ после

довательностей. 
Доказательство. Достаточность. Пространство Y (см. 

определение перед формулировкой теоремы) псевдокомпактно. 
Цействительно, если это не так, то по лемме I найдется мно
хество А £ jKY) такое, что A r X Но тогда в силу 
&Х полноты семейства S найдетоя последовательность 
Ъ$ S такдл, что множества А\Ъ и В\А не являются 
функционально отделимыми в Y «и следовательно по лемме 9 
множество А не является Свложенным в X Минимальность 
юевдокомпакткого расширения Y следует из предложения 4. 

Необходимость. Пусть Y с &Х  минимальное псевдо
омпактное расширение пространства X . . Покажем, что 
Y =>Y (и тогда, очевидно^ e Y ). Действительно, к 
аждой точке р б Y \ X по предложению 4 сходится некото
ал последовательность А £ jrOO Но тогда найдется такая 
ооледовательность А' £ $ , что множество А Г) А' беско

нечно, откуда следует, что и последовательность А сходит

ся к точке р , то есть р € Y • 
Следствие. Из данного поевдокоыоахткого расширения мож

о вцгаямть не белее одного минимального доевдокомяажтного 
аоофекм. 

В частности» из теоремы I вытешет, иго a jbX не со
эрптол ии одного минимально псевдокомпактного расширения 
рострсиетва X • Автору неизвестен ответ на следущий 



Зэпрос: У всякого ли пространства существует хотя бы 
одно докимальное псевдояомпактное расширение? 

Частом случаем минимальных псевдокомпахткьк расшире
ний являются одноточечные псевдокомпактные расширения (про
странств, которые сами не лсевдохсмпакткы). Хорошо извест
но, что пространство имеет одноточечное бикомпактное расши
рение тогда и только тогда, когда оно локлпьноЗикомпактно. 
Выясним, для каких пространств существует одноточечное 
псевдокомпактное расширение. 

Будем говорить, что пространство локальнопсевдоком
пактно, если у каждой его точки есть окрестность, замыкание 
которой псевдокомпактно. Сильно локальнопсевдокомпактными 
будем называть пространства, в которых у каждого псевдоком
пактного подмножества есть окрестность, замыкание которой 
псевдокомпактно. 

Теорема 6. Регулярное пространство имеет одноточечное 
строгое псевдокомпактное расширение тогда и только тогда, 
когда оно сильно локально псевдокомпактно. 

Доказательство. Необходимость вытекает иэ требования 
регулярности и строгости расширения. Для доказательства 
достаточности положим » XUtul t где ^4 X 
Окрестности точки у имеет вид LtjjU(X\[P]) * где 

р  псевдокомпактное подмножество X Легко видеть,что 
* А Х псевдокомпактно. Его регулярность вытекает иэ силь
но локальной псевдокомпактности пространства X 

Заметим, что в классе хаусдорфовых пространств для су
ществования одноточечного строгого пеевдкомпактного расши
рения доотаточно локальной псевдокод Цности. Чтобы дока
зать, что е ю неверно для регулярных яроотренств, построим 
пример вполне регулярного пространства, которое локально 
псевдокомпактно, нб не сильно локально поевдокомпактно. В 
качестве исходного восьмом пространство dCuft на [8} , 
а для каждого * * & воаьман счетное ьекиеотво jft такое. 
ч т о ^ А WU&)»0 ' м с М Д | - * ф при г I I1 . Паховое 

Х ^ и Л И И Л : i * A J Точки п & п ю & г 

(г * 31 ) объявляем изолированными. Окрестность тонки ге с 

имеет вид IT U(<$Сг\, К ) , где U  окрестность точки г 
в простршетге U St. в а К  конечное множество. Прост
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ранство X даже локально бикомпактно. Рассмотрим лсевдо
компактное множество cN D

U5l^X. Каждая его окрестность 
замкнута и содержит открытозамкнутое дискретное подпро
странство. 

Автор глубоко признателен профессору А.В.Архангель
скому за постановку задач и постоянное внимание к работе* 
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УДК 519.55 

СПЛАЙНЫ, О^ЕДОЯЕИЬЕ ОБЫКНОВЕННО ЛИНЕЙНЫМ 
ДИФФЕРЕНЦШЬНШ ОПЕРАТОРОМ И 

ОПЕРАТОРОМ. КРАТНОГО ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ 

С. И. Мельник 
ЛГУ им. П.Стучки 

В общей вариационной теории сплайнов в гильбертовых 
пространствах пространство S C T , M сплайнов определяется 
следующим образом: 

Пусть X • Y t 3L  вещественные гильбертовы про
странства, а операторы T^LC(X,Y) и A£LC(X,£) таковы, 
что Т(Ю Y и А ( Х ) * & ; тогда S(T.A)* 
•U*X|.<T S.T*V° V x e ^ A } 

Ниже рассматривается пространство сплайнов, соответст
вующее обыкновенному линейному дифференциальному оператору 
и оператору кратного интерполирования. Формулируется теорем 
ма характеризации пространства S(T;A) * которая, естест
венно обобщал "алгебраическое" определение сплайна, позво
ляет вычислять сплайн и характеризовать его дифференциаль
ные свойства. 

Пусть Х
г

Н^(£а,Ь])  пространство Соболева, 
У

в

1 х 1 М ) и £ » р г , где г • igtj , n,eN , a t0 , tt 

V * KL  заданная система целых* чясел, причем О* % <* ̂  , 

Зададим на Со И сетку ит4 •Il0|tll...4 t ^ W n ^ iJMB 
ato<ti^../t^<t 4. Положим V - t X 

и T * . £ * > < 
где 1о0>о4|...,(Ц}сс*([аД]) и е ц Ш О H € t Q > ] ,a 
С*(£10  пространство су раз непрерывно дифференцируемых 
на Д функций» 

Нетрудно проверить, что TeUXX.Y) . A* iXQyQ • 
ТСХ) Y и А(Х) • * , а множество & t T • Лг К • 
^UWJj^iaT.s^foi Al 'замкнуто. Поетсцу, если 



дополнительно потребовать выполнения условия ̂ leiT 0. 2UiA= 
lOy^l » то вез условия теоремы существования и единствен

ности интерполяционного сплайна ( [I] гл. 4) выполняются, 
т.е. V * £ & 3! б е $ ( Т , А } 

Для характеризации сплайнов из $(Т,А) введем оператор 
Т В $ определяемый равенством 

где  пространство ^ раз дифференцируемых на Л 
функций. 

Теорема. Пусть S £ X "и A s * Тогда следующие 2 
утверждения равносильны% 

1°. ̂   сплайн. 

TE(TEXTT0 VteLu,b]\4tt (2) 
(Ts^Cu.O)^, jt.m,...,av.l (За) 
1 Т 5 У ^ ь ; 0 ) ; о ^ ' ' о ' 1 ' - ' й » - ^ * 1 ( 3 б ) 

Доказательство. Воспользуемся тождеством Лагтзакжа 
!2, $ 9 3 : I V T *  * ? V ) d t   i W'4 , ' , , где 

2°* i" . Кз (I) следует, что " TS* К"'(LC,*)) а кз 
(2) следует; что £''*TECTS)DT "О * * & К ^ Ы ) 
i0,1,. ..,,ni . Поэтсцу, положив в токдестзе Лагранжа 4 = ^ 
>> "Ч.х (*•= М» •• J и **:TS , получим 

ч

# Отспда < Ъ ,7VV а £т* TV DFC • #S &WTSLL t*Y 

* эДля * * &&г А по формуле Лейбница имеем 

?

,сли p > u  t 0 ,'то*^*
1

*^ cvo) , т.к. $*гЬ 9 

если же р О  1 в , то р<^г 0 и ( T s f H V
0

) *
0 

при m * р в силу условия (За). Следовательно, последнее 
зыраяение равно 0 . Аналогично, It f*^* 1 ^" 1 ^WTsV^^.O* 
Значит, при *в &гА , * Т 5 Л ; > 

' Й ft Й Е (  ^ ^ Т О 4 ^ . Учиты
условия (4) и * * ̂ г А > . по формуле Лейбница получазая 

м 
4М f*0 



- # Й 8 с м ^  ^ ^ Ц ^ Г  о с а ш » . «о 
^

e

C ( t t c > t ^ u n , Т 0

*
1

» ••"°>(

Р*^
в Т а к

и м образом, до
казано, что $егА

 <

T s , T * > y * 0 , а значит, 
S  сплайн. 

I
e

=>2° "Пусть £ < еплайн и As
r

'* 0^£ * Покажеи* 
что «* удовлетворяет условиям (1)(4). 

Сначала покажем, что существует фу™ да , удов
летворявдая условиям (1)(4) и условию интерполяции kl • К* « 
Для построения функции ? будем искать ее сужения 

t, с • 0,1,..П/, представимы, в силу Ш 

фундаментальную систему решений дифференциального уравне
ния Т*(Тх)

 в
0 . Существование такой системы обеспечивав 

ется тем, что Т*(Тх)* ^ С

П *
< П > t ^ ш п ш 

c neC([a,H) , Т0.1 >... |йа и СгЛ1)* 

Условия (3)(4), вместе с условиями интерполяции, со* 
ставллют систему линейных алгебраических ураяие*
ний с неизвестными ^ , 1*0,1,...,* , 
j» ijl, ... , й̂ г . Из доказанного 2е

» I* следует, что 
всякое решение этой системы, если оно существует, опреде
ляет некоторый сплайн, иктерполирущий некоторый вектор 
* €<Х (вектор определяет вектор свободное чвенов сие*
темы). В силу единственности интерполируйте го сплайна, 

система уравнений имеет не более одного решения. 
Положив % э 0* , получаем однородную систему хуиейкщ ал
гебраических уравнений, иыесцую решение. Оно единственно, 
следовательно, матрица системы кевырьадена, н снеге» ю раа
решила единственным образом для всех в * & , в том чиохе 
и для * ' *о . Итак, ? , удовлетворяощий уоловнян Ш 

(4) и условию интерполяции, существует. Но его ввиду до
казанного 2*»1° означает, что S  сплайн, интерводирро* 
щнй % • А̂  # Следовательно, в силу едннетваююотв шторое
ляционного едлайиа, i *% . Этим доказательство теорем*, 
завершает*^. 

Приманив получежув творец характдоаацки • иппввдр? 
ветх краевых задач опрадоотог* вида* Дв» e w e ж а я я ш 
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Следствие I. Пусть Ах•<*<*),..., ̂ V x t i ) , . . , ? " ' (К) ; 

а . ^ Т л - Й ^ и Л а ^ з ^ Т . Тогда, если 
3EftT А $еп А • 10] «то краевая задача 

Ы*\ь}-?> г,'0Д..мч,ч1 

Ширенное рвшеннэ д м левого г в "R * , 
В чйсиянта, положив v • ч *<у , получаем 
Следе туе 2. Если задача (В) «(б) 

T z ' f l . „ Л (б) 
1(а).,...Л).#..ч1'^.|! , (6) 

только тривиальное решение, tn ааДйча <9)<в) 
а*-о, (?> 

имев* единственное решение при ДйбОы JH^o.^wV"'\|)'^« 
Применим теорему для характе^чэации некоторых конкрет

них пространств сплайнов. 
Пример I. Положим Q*l j V W *0 » V 4 f c

  ~ 
 ^ « i i a i t t)al (*e"R\iol) ТОГДА 
т * • "̂ зс А ж = . . . . *^У> 

Если го>1 . то йлТПл£гЛ10} 
В силу теоремы характеризации s <= А") тогда я 

только тогда, если 
а) S  линейная комбинация функций £ ь и £ на «ждом 
из интервалов (t^t;^) , i . 
б) * Ш * Ĉ ef* на каждом мэ интервалов (t;,^*) г**з* 
•) S€ С(СаД]) . f . 

f ПИйкАИу^ь ^»2p , p * N , а К а > П ( Л . h 
• § ь . Рассмотрим оператор T сдедщце 
го вида: Т а " ^ Л . Р(А-)  его характерце мчи:
яв* тюяююн е коршми *i; * % j *р 4 „ t # e . \ 
щщ eUt , cost Sutpt t cospt образует 
Адовмеятальфш систему решений ушаненяя Тл*0 
А * е в Т ^ * Т * . Л Е - Т О е  Ж ^ Ь к ^ 4 * 

характеристически* тмином ^aepatopa ft 
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двукратных корней *t;Ml;..,; * f(, . Половим to**.***) ; 
A^x^V-V* ^ • Если&гТА&А'Ш 
(а это условие легко проверяется для каждого данного опера
тора А ), то в силу теорема характеризации, S*S(T,A) 
тсгдь и только тогда, если 
а) s ( t ) a ЙлИ?* j»i costtD) на каждой иэ ин-

тервалов&ЛЛ ^0 ,^;*o €"R, № Ъ . 
б) sCtt* g«^s^Utl*^ICO^^|tt5W(l)*5lti«a^ 
на кавдом из интервалов ( t ^ t ^ , i*JB2.a...,(al} j 

в) с с * * ; ' и Ч О , t - i A>b 
В частности, положив и р»1 

и потребовав, чтобы среди точек ti,t4> ..м*Ьц, была хотя бы 
одна пара точек, удаленных друг от друга на расстояние, не 
кратное «г , что обеспечивает выполнение з[егТ 0 ̂СегА  [0] Ь 

получит*, характериэадою тригонометрических сплайнов (Ш,гл.4), 
Пример 3. Положим <̂  » i ; te» • 0 , w — • • 

a4(t)«l , c^Tt)» - И Цусть 0£[а , И . Тогда 
Т * 5 А*(*ЗДв*(у itU, fcTnittAfo] 

В силу теоремы характеризации %Тлк) тогда и толь
ко тогда, когда 
а) ^tV^t^j^t" 1 на каждом из интерва

б) s(t) на каждом иэ интервалов (t;»tfJ» * "4**» 

в) 6 s С([а>]) 
В заключение я хочу поблагодарить довита МЖГвмдавпв 

за руководство и помощь в создании атиЯ работы. 
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ОДИН ПРИМЕР КРУЖЕВНОЙ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУШШ 
В.Г.Пестов 

107 им. М.Б.Ломоносова 

Топологическая группа имеет счетный псевдохарактер, 
если ее единица является пересечением счетного семейства 
открытых множеств. Отвечая на вопрос А.В.Архангельского, 
поставленный в II) , автор построил в [2] npimep топологи* 
ческой группы счетного псевдохарактера, топологию которой 
нельзя ослабить до метриэуемой групповой топология (отме
тин» что мы рассматриваем только отделимые групповые то
полот

4

» 
Кружевные топологические группы (т.е., топологичес

кие группы, пространства которых являются кружевными} во 
своим свойствам еще ближе и метрвзуемыы группам, чем груп
пы счетного псевдахарактера <сы. 131 ). Это побудило 
О.Х.Брегмана поставить а [3] вопрос: можно л/ ослабит* ти
пология произвольной кружевной группы до метризуеыоЯ груп
повой топологии? Ниже на этот вопрос дан отрицательный 
вет с помощью примера, пгедставлялгего из себа подхода* 
модификация конструкции 

Цусть .и 1 ̂   HEC4JT:__e семоГетво ов
эеышшров группы ^»_ЧП, , где >^ . Обозначай 4 0 
реэ & * П fl[ декартово щ дзведенне семейства груяа * 
наделенное дяскретмой топологией, в через (Г f 1̂  2fr 
пршое произведение семейства групп , наделенное 
нов миологией. Группа непрерывно действует на группе 

([4] , 6.30). Б 131 оты~ оно, что груша У является 
вдавввеВ. Пооиовыу   открытое ведгруоаа в М • 

G* сладуицни образом: два j I 4v j боложин 
» Ь< hj,> . Обо» 

полупрямое произведение ТО

етяосвтельно действия т 
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то я H  круженная группа (см. [3], следствие 2). 

Предположим, что топология ST группы Н ослабля

ется до групповой мсриэуемой топологии Т * , и выберем 
очетную базу 5Ь группы С £Г*) в единице. Существует 
счетное семейство подмножеств t V(n)' п € N} группы 

Н такое, что при h * N V(n) П * V(M\V(n,<L)  от
крытые подмножества G*, и для любого U £ 5Ь сущест

вует № в для которого V(h)c U (Мы считаем 
группу G канонически вложенной в группу Н )• Отме
тим, что множества У(п) открыты в группе (Н>*П , » 
будучи, вообще говоря, открытыми в группе (Н, S"*̂  

Цусть при <&е Л Ĝ , таков, что для любой 
окрестности V единицы группн G*. и любой ок
рестности W элемента К*, существует &^ , для 
которого gVg  ' f l W ф ф (существование таких эле
ментов следует из [4] , 4.24). 

В силу отделимости топологии 3~* для каждого <ье А 
мокно выбрать множество W , открытое я Gj. в топо
логии C*|Q. » содержащее и* и такое, что 

dL^VJjf (Группу мы считаем канонически 
вложенной в &*  и, тем самым, в Н  при отображе
1 0 0 1 9^

> <

9р
> t да и 9^е^ при jb^^ 

Выберем в А произвольное счетное подмножество 
Б  £b(feV N1 . Определим *  < * v > £ G c H 
следующий образом:  в^ при « ь е А \ В , а 
выбрано так, чтобы было: * Ь ^ ^ А Й » ^ П \ У Ы ^ f 0 • или, 
другими словами, что ** b ( r olV4WriWb<w + Ф ( * >• 
Для любого U с 5Ъ существует Ui е Й) , для кото
рого xUiae^cU ; поетому для некоторого пеК] 
xV(n)*

4 с U .При Ь п # ввиду ( * ) и оп
ределения группы Н как полупрлмого произведения групп 
&* и G , инеем: * u^ln)<fonWbcto * Ф (здесь 
V(n) и W b (jg понимаются, как подмножества группы 
О* О Поэтому U n G b ( ^ n W w i Q i Ф (опять напом

ним, что группу & Ы 1 ч мы считаем подгь;£пэй группы 

С учетом произвольности выбора В t мы получили, 
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ч»0 дли любого U c 5b множество А и тех 6 Л 
для которых UnG^OW^ + ф , имеет не более чем 
конечное дополнение в Л Поэтоцу. вчастиости, 
П {Ли : 5М t <? и для некоторого Л 

имеет место  при всех 5Ъ и п&^ПЛЛ^Ф t что 
оаначает е А е dg.* Wĵ   противоречие с выбором 
множеств 

Автор признателен Ю.Х.Брегмаиу за полезные обсуж
дения. 
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РАЗЛОЖЕНИЕ ТИПА ШЕВАЛЛЕМАЦУМОТО ДЛЯ 
СКРУЧЕННЫХ ГРУПП ШЕВАЛЛЕ 

Е.Б.Илоткю: 
ВНШводполимер 

Настоящая работа посвящена получение аналога разложе
ния ШеваллеМацумото для случая скрученных групп Шевалле 
над произвольным коммутативным кольцом. Для групп Шевалле 
нормальных типов зто разложение было установлено в работе 
Мацумото [II] (случай, когда основное кольцо является по
лем, рассматривался ещё Шевалле С121 ). Зто разложение яв
ляется важным инструментом при изучении различных вопросов 
теории линейных алгебраических групп. Так, например, в ра
боте [131 оно применялось к исследование проблемы стабилиза
ции для групп Шевалле нормальных типов, а в С51 использо

валось для доказательства разложения Гаусса в сетевых под
группах этих групп. В [71 решается вопрос об аналоге раз
ложения ШеваллеМацумото для классических окрученных групп 
над произвольным коммутативным кольцом и для группы типа 
над полулокальным кольцом. Здесь мы завершаем построение 
этого разложения для всех скрученных групп над произвольным 
коммутативным кольцом за исключением группы типа . 

$ I. Предварительные обозначение 

Путь ф  приведенная, неприводимая система корней 
типов Au.t » , Е* ; П • l*i > ... j  множество прос
тых корней, ф и ф " множества положительных и отрицатель
ных корней относительно Л • Пусть Я  произвольное ком
мутативноэ кольцо и R*  множество его обратимых элементов. 
Группа Шевалле типа ф над коммутативны» ельцом R обо

значается черев &(Ф, R) . На системах корней типов Ац.£, 
iii , Е с имеется единственный связанный с графом авто

морфизм р порядка 2 ( ИНВОЛЮЦИЯ) , сохраняющий П . На 
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системе корней типа & и имеется также автоморфизм порядка 3, 
сохранлпций П Пусть кольцо Ц обладает инволюцией или 
автоморфизмом третьего порядка. Тогда можно сконструировать 
автоморфизм группы Шевалле G($/R) того же порядка. Все 
автоморфизмы: кольца, системы корней и группы будем обозна
чать одной буквой р Скрученная группа Шевалле Gf14,Ю 
есть по определению подгруппа в , состоящая из 
неподвижных относительно р точек [101 , Имея в виду гю
казатель автоморфизма, применяют также обозначения *&(Ф,Т0 

3

&(^,R) Пусть Ко  подкольцо инвариантных цементов 
кольца R относительно автоморфизма р , 

Как обычно [91 , обозначим через , 
t*R корневые унипотентные элементы группы &(Ф,Б) . Для 
удобства, действие автоморфизма о обозначают также чертой. 
Роль корневых унипотентов в группе &$(Ф,Т0 играют элементы 
видов , где 

, если * •* | X ь К„ I 
, если At£ tA»*«t&R» 

Ц . Й У ^ Й ^ Й ) , если t*X,*Z,UR 
Определим теперь некоторые подгруппы в группе &у(Ф,В) 
Пусть для любого множества X »

 4
Х > обозначает подгруппу, 

порожденную X , если же X подмножество в П , то 
 минимальная система корней ь содержащая X Тогда 

Пусть, далее, Т(Ф,Ю  максимальный расщепимый тор в 

9 2. Базисные поедсгаэлония 

Пусть S  базисное представление группы 
[[1П ,113]) . Напомним, что базисным представлением скручен
ной группы Шевалле GyCt.ft) называется ограничение пред
ставления группы &СФ,№ на подгруппу &9(Ф«Ю . Диа
грашы базисных представлений хорошо известны Г6, 13] Мы 
будем пользоваться только базисными представлениями без 
нулевого веса (микровесовыми представлениями [2] ). 



Пусть V~  Rмодуль представления jr и Л(«г) 
множество весов s В силу того, что представление f -

базисное, весовые подмодули, отвечающие любому весул*Л1^, 
одномерны. Обозначим их V х Пусть t * А

) , ^* V* 
базис в V , причем элементы + х выбраны таи же :ак в Г 41 
Элемент g , принадлежащий , £9(4, R) в этом 
базисе представляется матрицей, элементы которой будем за
писывать 9 д с ^ i Яь,л^еЛ(*) Нас интересует действие 
корневых унипотентов х̂  ft) на базисные векторы Бу

дем писать ЖдС*)** вместо *(х АШ)*
л Если 

«*(t)«=G($,M f то действие afc(t) описывается лем
мсЯ 2.3 из Г Ш , если XA(i)**&( Ф,Ю , то леммой I 
из [73 Приведем теперь действие элементов >* АФ » при 
надлежащих

 5

G(ftk,R) на вектора е* 
Лемма I. I. Пусть xAtt) z±{t) , 4XZ , 

а) Если л е Л С * ) л*4 i A d ) # то * а № « *  ^ , 
б) Если Л * Л Ф , л***Л(*) , то *№«*«**t#% 

2. Пусть *Att)  x*(t) х ^ Ф «xtf) a f I 
*4Jt, t с R . Тогда 
а) Если *.*Л(*) ; * + X , » Z 4 Л(«) , то 

б) Если л, АС*) тиХ At*) , *о 

в) Если л, л.*£ € Л(*) i A U ) , то 
Х А(0е

я

 4**U**X 

г) Если г, л.+Z « A W i АС*) , то 
х А М *

Л

 ^ П « ^ 
д) Если 71 , , , « A U ) то 

е) Если л,л+л> n*Z, л •a* Z eA(<) в то 
x A(t)^ t H i e * * a t I *Xtl 

ж) Если a,\*1, x«Z t **£*Z * A U ) то 
**(t)t* ^ i U w * U b l t il е л * х * х 

Для доказательства леммы проще всег* воспользоваться 
диаграммой базисного представления типа Лц. : 
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и перебрать возможности для действия корневых унипотентов 
иэ

 3
&СЙ^ . Ю учитывая, что <ч^Л А *ъш*ч * 

5 3. Разложение типа ШеваллеКацумото 

Пусть jb  старший вес представления 4 , Jl* 
младший вес представления аг Пусть, далэе, принадле

жит П и А  подсистема корней в Ф , порожденная всеми 
простыми корнями, кроме ^ , если • или • 
если + , и 2fc г*^ t или <^ , E k , £^ , если 
*к**к"*1г* Положим Е w ф\ А и ]Е*Ф*ПЕ Очевид

но, что по построению множество корней £ инвариантно от
носительно автоморфизма р Все кикровесовые представле
ния групп G(<$,R) являются фундаментальными. Поэтому, 
имеется единственный корень <ЬУ , такой что у ^ ^ ^ Л С * ) 
Его мы и будем выбирать при определении Е и А . Обозна
чим через 2ly(2IaR) , V9(S,fc) подгруппы в ГтрСФ.Я) 
порожденные корневыми унипотентами **(t) ф и 

Р" соответственно. 
Теорема I, Пусть для элемента ф иэ скрученной группы 

Шевалле £;(Ф.?0 типа Ф над коммутативным кольцом В 
выполнено g £ R*. Тогда имеет место разложение 
fl^giiL f где * e V ? ( Z , R ) . ucttpUIJO 

с Ty($,R)Gy(A>P) t причем сомножители + u, t 

k ^ определены однозначно. 
Эта теорема даат возможность доказать разложение Гаус

са для сетевых подгрупд скрученной группы Шевалле '(К&цЭД. 
Этот случай не разобран в С 7] По поводу определений см. 
til , ЕЗ] , [53 , С83 . 

Теорема 2. ПУСТЬ R  полулокальное кольцо, в Ч О ь ) 
9  инвариантная сеть идеалов в К типа &и Тогда для 

сетевой подгруппы Гу(<0 в rpyrjro *£\Ыц,Б) имеет мес
то разложение Г ? ( б > Щ^Щ^Т^Ь^ЫЫ^б) 
В частности, Гу(сО » Гу.̂ С О) 

'Доказательство теоремы 2 мы не приводим, так как с 
учетом теоремы I оно проводится по той же схеме, что и до
казательство из Г51 f [7] 

Следствие. Пусть R  полулокальное кольцо. Тогда 



имеет место Еу(б)** Pjltf) 
Для доказательства теоремы I рассмотрим вначале подра

дикальный случай, затем случая поля и, наконец, полупросто
го кольца. Из наличия разложения в каждом из указанных слу
чаев несложно выводится разложение для произвольного комму
тативного кольца. Отметим сразу, что в доказательстве тео
ремы мы можем исключить системы корней типов Ф *^ai4« • 

так как для них в t?3 приводится прямое докаэа
кльство. 

§ 4. Подрадикальный случае 

Обозначим через 3 радикал Джекобсона кольца В 
Пусть Gyt$>R>3)  главная конгруэнцподгруппа по 3 , т.е. 

где &\it \j  символ Кронекера. Другими словами, (тоСФ.И.Ф 
ядро естественного гомоморфизма U &р(Ф,В)—* &у(Ф,^/а) 
Пусть ^(Ф.Е.З) , ̂ (ф.Н.З) , 

 ядра инду
цированных гомоморфизмов 
* 9 С Ф . Ю — > ^ с ф , * / з ) , т ? ( Ф / ю — > т 9 с ф , * Л ) 

Лемма г. Произведения УуСФ.Я^ТСФ.Л^ФДО 
У 9(Ф,ЮТуСФ/ЮгХу(Ф,В,3) являются группами. 
Для случая инволюции доказательство леммы см. [ 14] , 

[7] Доказательство из [7] проходит без изменений для 
случая автоморфизма порядка 3. 

Лемма 3. Имеет место разложение &^СФ,В,Ф
Ш 

 V?(2.R,3)TpC»eB,tf)&9(uA4«2lj(llA4) 
Доказательство. Пусть ^€& 9(ф,Б,0) Будем по

следовательно отбрасывать корни % , , и на каждом 
шагу пользоваться теорбой ШевеллеМацумото для группы 

С С Ф д а Легко видеть, что для этого необходимо наличие 
обратимых элементов на некоторых диагональных местах матри
цы g и получаемых на каждом шагу матриц. (Для случая Ф^ ft| 
это просто условия « R* и ^ р €. R* ). Однако а груг 
пе Gj(*.»,3) , £ R* , для любого ъх с АС*) • 
Следовательно, указанные условия выполнегч автоматически. Из 
разложения ШеваллеМацумото в G(S.F,3) пог.1

пгт

'" что g 
представляется в виде произведения элементов «ц> , 
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4t*

 v
tflj,,PO (где ), стоящих в некотором 

порядке и элемента кд 4 из Т ( « Л^ЗМК&Д^З) . Оче
вддно, что £ U S , . Таккак Т<ВД,ДОи,Я,4) 
является конгрувнцподгруппой Леви  компоненты параболичес
кой подгруппы, отвечающей множеству корней д о 2 * , то 

ТЧФ.И / О&^Л/Э) нормализует группы Ш ^ З ) 
V(S 4B,3) Пе^эставив теперь с помощью леммы 2 эле

менты uc , Н 9 полупим 0»т^^«ь , где 
ее Vj «1,11,8) . ^ U^CS.R S) ^ е Т ^ в д Д О Б ^ а ) 

Так как все сомножители $г , определялись однозначно, 
то и все сомножители и, , * f Itĵ  определены единствен
ным обрааом. 

Заметим, что утверждение леммы I можно вывести также 
из оледствия I работы Г71 . 

§ 5 . Случай поля 
Пусть К  произвольное поле. Учитывая, что в [71 

разбирался случай системы корне Р типа Б* , нам остается 
рассмотреть группу *Gr(ft*,K). 

Лемма 5. Пусть ое *&С*»ьЮ , g > i i t € Я* . Тогда су
ществует ije *V (2S,Ю такой, что СЭД^-*}1*^ »

 П
Р

И 

Доказательство. В силу разложения Брюа имеем, что 
дкькъмнц , где иыц c'tUAulft • U s T t t u j O j 

мояомиальная матрица, соответотвущая элементу w i.J груп
пы Вейля системы корне типа о* *$t . Имеем 

Так как  мономиальная матрица, то следовательно, п*р_ 
вый столбец матрицы g пропорционален чекото^юму столбцу 
матрицы <ь Не тернл общности, могчо считать, что первый 
столбец J .совпадает с последним столбцом матрицы * 
Имеем » <^ f e , где корни занумеро
ваны в соответствии с диаграммой базисного представления 
для . Вослользоваваисй леммой I, мы можем выюгсл) ̂  
явтй вид первого столбца матрицы * • ̂  будут интере
совать элементы * * * М . в , * •

 И м в в ы 

»
 r
A

e 6 ^  положим 



к . 3"'*tf '*'огда у ч ^ ^ ц . 1 Л ^ ^ * titb+tttil^v^V 
•^1аЛ 6

К 0 Аналогично принадлежит кольцу инвариантов и 
элемент ^д^у. Поэтому УЫ можем воспользоваться корневы
ми унипотентам, соответствующими самосопряженным корням. 
Положим V x  A ^ 9 4 , J I V x V " & » ^

 и Р
а с с 

Тогда очевидно, что ( д К ^  О • и g ^ ' O 
в силу ортогональности представления со старшим весом 

Лг?л/а 5. Пусть в матрице fl£ 3&С&ц,К) выполнено 
3jt>ji ̂  к

* и ^Njt
 5 ̂  "Р'

1 л + ̂  •  j P

A
a $ имеет блочно

треуголъный вид: %нця

^ пр:. l#Al*J 2,6 
5 * t, < * , * 4 J?W 6 4 i * * *  5 * 5 

Доказательство. Нам достаточно локе^ать, что в разло
жении Бргоа элгмелта g , матрица ъ & икеет требуемый вид. 
Имеем М  « 4 при 4*£ 4 е " *1 при h * 1 4 * Г 21. 
Так р vftUi) »6 L и H j *  * * , то 
Далее uUi**aV *Л U 3+*n) . Имеем tjL*U***> 

Следовательно — v — , _ 

Кроме того, VKAJ)' ^(*Н} • Рассмотрим 
Имеем AI»JL*I , А 4 f 1 4 .Но так как v переводит неса
мосопряаен̂ лй корень в такой ж$, то иг(г^ f , Следо
вательно, «На*) • 141 или х«, Аналогично *С*0* Ч или 
7if • Это и показывает, что л^, име^т необходимый вид. 

Лемму 5 удобно проиллюстрировать распадением диаграммы 
&ц при отбрасывании корней 

Мы получаем четыре одномерных представления и два представ
ления типа Ai 

Ясно, что леммы 4, 5 в совокупности даст разложение 
ШевалдеЫацуиото для группы *<ИЙцД). 
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S 6. Случай полущюстого кольца 

Лемма 6. Пусть $ 6 , R  полупростое кольцо, 
9>>jte Я? • Тогда для 3 имеет место разложение Шеваллеka
цумото. 

Доказательство. Так как кольцо R  полупросто, то Я 
является подпрямым гроизведением полей К^'^/^ц, , где 

§ множество максимальных идеалов кольца Я 
Будем считать, что ?  инволюция. Пусть , 

множество инвариантных относительно у идеалов ко::ьца R « 
таких, что на поле K&'^/uij, наследуется нетривиальная ин
волюция, I^V^ , 1^3  множество остальных инвариантных 
относительно $ максимальных идеалов, , * ^ 1 ^ - мно
жество неинвариантных относительно 9 максимальных идеалов. 
Имеем I • Ii U К U 1 3 , и нас интересует, какие группы 
образуются при переходе к полям К^, , если М принадлежит 
li # 1 Ь , 1* . Если 4

 € Ii , то возникает скрученная груп
па Шевалле над полем )\& .Ес.*и же 4 6 I* , то имеет место 
изоморфизм fs&fW.K^"1 &(Ф>К^; . Этот изоморфизм осущест
вляется с помощью отождествления орбит вида А * W) или 
А с корнями системы Фу и sA(i)^» ̂ tt) или Ĵ (t)? = 
A

3^(t)«jj(t^ где А* Ф9 , ^ а ф , Поэтому, если 
^rlv^a  разложение ШеваллеМацумото в группе &(Фр,10 
по корню Afc , т о ^ м ? ! ^ * * разложение Р группе &р(ф,К^) 
по {A^ J^] Пусть, далее, to.*, , , <ь , К  пара 
идеалов, таких, что fchvjfti^, и рассмотрим ttt^-ei^ft'fltj 
Очевидно, что yttl^c fti^ и так как р"1

 у , то j3ft^ Ш±р 
Закторкольцо */FLUJI есть прямая сумма изоморфных полей 
К • К , на которой действует инволюция 9 : 9 ( £ © у > ^ Ф х 
Рассмотрим группу GC$,K) в двух изоморфных представлениях 
 со старшим весом jt и в сопряженьо; , со старшим весом ji 
(обозначим соответствующие группы Ь^СФ.К) и & К ф , К } ) . 
Для ф « A u, 4Et кмеем jl t а для Ф , F 
Ееи J: **(\) — *  связанный с графом автоморфизм 
группы (г*Сф,К) , то ясно, что переход от &*ЧФ,К) к 

(Ф,Ю эквивалентен действию автоморфизма f Имеем, 
далее, 1%^*"вад € К* , если х • т>у, и раэложенхэ Ше
валлеМацумото в <гНФ*Ю по корню <k переходив при изомор



 IIS 
физме представлений в разложение по корню £ в группе 

G> С Ф ,К> . Умеет место изоморфизм Т*(Ц(Ф.К*К)*6(ФьК> . 
причем группа (г*ЧФ,Ю предст^лена в виде диагонали пря
мого произведения &*ЧФ,Ю* & Н ф , Ю На элементарных 
унипотентах изоморфизм t действует следующим образом: 
^ ( а * а ) * ' Ц,1о&,^(Д8 , .если f * xttea)

f

. 
, т.е. в соответствии с ограничени

ем изомо^иэма Ъ <КФ,КУ&№Д> на группу 
&^СФ»К*К> * Еили ^•K^1iL  разложение Шевалле

Медумото по корне * в гртте G*t$,K) , т о у * А ^ и т 
 разложение в группе &£(Ф,К} по корню I и 

^Му?)* • Я* * раэложе. ле ШеваллеМацумото еле
мента К© л.1

) по паре корней {^,2Л . Воспользо
вавшись полученными изоморфизмами, имеем 
e^Ф tsJ!u.^lio»<•.lua

t t

WflP••
,

W
| 

Для каждого из трех прямых произведении мы уже имеем разло
жение ШеваллеМацумото и мы можем считать, что множество кор
ней, относительно которого рассматривается разложение во всех 
сомнс 1телях одинаково. 

Пусть 0$£$1Ф.Ю и ftfcib'l • Тогда из разложений в 
группах с учетом ука
занных изоморфизмов следует, что найдется <£* У«№ДО та

кой, что (^^^^(noill^, где Л * , есть максимальшй 5 ии

вари; лтный идеал или пересечение двух сопряженное относитель
но р идеалов. Так как • то ^ Ч 4м.*^х А^ 
Возьмем те. .рь элемент (ЭД)ч,г!, Ч > ?

4 * A w такой, что в 
разложении *ч • Erf^ f A k € ft существует корень, 
не принадлежащий. Д . Тогда опять ю">ем (w^v*****Ш±Ь 
и, следовательно, СцдЧ*.Ь| #

& таких . Это 
завершает доказательство для случая инволюции. 

В случае автоморфизма третьего порядка через Ш± обо

значим либо максимальный самоеопрях^ншй идеал в А , либо 
пересечение Vi^Ajtti^ ft J* Vv^ , где * t j  максимальный 
идеал в В , такой, что f V ^ « Щ и . Во втором стучав 

причем с.1ять прм ьтом 
изоморфизме разложение в &СФ.К) по в пред
ставлениях со старивши весами «*4 . «*i • переходит в 
разложение в &^(Ф, /^О по корню A»(4t f t**»*0 . Даль



117 -

нейтее совершат.о аналогично случая инволюции. 
Доказательство теоремы I. Имеем эпиморфизм &^Сф,1}̂ —> 

—•&$(Ф, р / з ) с ядром ( ^ ( ф ^ З ) Воспользовавшись нали
чием разложений в &уСФ,51/й) , G f t $ , I \ k $ i леммой 2 и теь 
что нормализует 2 U f E a K ) , У 9 ( £ Л О . по
лучим для элемента CJ€ &j> Сф, Ю разложение 

где «ГеТ|ЦгД0 , u ! * « J s rI0 . t j t T ^ W 
• 

Замечание. Иэ разложения Шеьалле^ацумото для группы 
&у'СФЛф следует, что если в некотором столбце ̂ м,* 

матрицы g иэ &у(Ф>Ю имеется обратимый элемент, то 
наЦдется матрица иэ элементарной подгруппы группы (jy^lft 
такая 9 что под ее действием столбец преобразуется 
в столбец со стоящей на некотором месте единицей и осталь
ными нулями. В частности,для работы со скрученными группеми 
Шеваддо над кольцам! важно, что мы можем для получения ну
лей на нужных местах пользоваться корневыми унипотентами, 
еоответствуицими самосопряженным ..орням. 
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Топологические пространства и их отображения.Рига» 1985, 
УДК 517.97 

К GСХОДИМОСТИ КВАЗИЛИЖЙШ ЗЛЖГ1ИЧЕПОДХ 
ОПЕРАТОРОВ 
У.Ё.Райтум 
ЛГУ им. П.Стучки 

В [5] были изучены основные свойства 0еходимости 
(Лвраторов, соответствующих кваэидинейыш вллиптическим 
равмениш второго поряди дивергентного вида с одной не
известной функцией. Примененная дли получения этих резуль
татов методика надет быть без существенных изменений пере
доена на случай операторов, соответствующих системам 
грааионий. Этой цеди и оосаяцана настоящая работа. Для 
упрощения излокешя рассматривав зя только первая краевая 
ьедаиа с нулевыми граничными условиями, но все результаты 
tee существенных изменений переиооятоя также на случай 
третьей или смемаюой краевой задачи. 

Многие езойотва решений эллиптических уравнений и так
<е обозначения основных пространств берутся кэ [4] , а ряд 
1 снятий и идей теории Ссходимости  из [З], 

Пусть Л.  ограниченная строго липиицева область евкли
дова пространств* Д* , ,ЭД  граница области Л , 
V * , , _ , j u ) точка uaQ %Ы  натуральное число. 

Ai*f>i*
 т * ъ > шаж [«v}p} определим пространств

уя* * Й '
л > * ,Ь>/ДЬ  * Ь/>(Лр > 

/•(fc. /и Я . • 
билинейной формой 

« q.f * « Г £ / &9е;^* 



Если i , то показатели и ^ считается равными 
/> и />' соответственно. 

Обозначим через w p x подпространство всех тех 9 * 0 ^ , 
которые имеет представление 

а через W^.  подпространство всех тех /4 , которые 
имеет аналогичное гтредстс эление, только с функциями 
U6 W{. (П) t ti> ..А/, 

Относительно области Я и показателя р предпологает
ся выполнение следующего условия: 

1° а) Существует число/и>2 и константа с такие, что 
для каждого фиксированного р • j»' * р * р» • при каадом 

вариационное равенство 

имеет в единственное решение и., для которого имеет 
мес1 априорная оценка 

б) число р принадлежит сегменту [2,pJ. 
Считая р и г фиксированными, • дальней^ л будем опус

кать ети индексы в обозначениях проотранотв и соответствую
цих норм. Для елементов различных пространств сохраним но
польвованны* выше обоаначеная: « w t r«w ; 

елементы одного пространства будем различать верхними ин
дексами. Наконец, скалярное произведение в евклидовом про
странстве будем обозначать <. ,•> , а слабую сходадоть 
символом » . 

В билу условия 1°, оператор Р , который елементу 
gcJC сопоставляет элемент t * W как решение вариацион

ного равенства 

является линейным ограниченным проектором [2]пг*>отранства 
Jt H A W * Поетоцу сопряженный к*? оператор Р 1 также является 
проектором,«отображает & на w (в сицу свойств v / h w ' I 



и свойств проекторов) и пространства & к ̂ распадаются на 
прямые суммы £ was , =wb ф % причем V ш e w » $ u 

(см. [2] ). Элементы из !&' будем обозначать t • 
Определение. Для заданных констант а. > O^i vO, 

О*?* It/*> 0,/*< > 0f/«i> 0 оператор А ; п р и н а д л е 
жи? классу Ot ( *> t Ъ 9 ц t г* % % \ тогда и только 
теща, если 

A I . А имеет представление 

.^•^/jf.Jdr^ajrifr.jOilJ, }'*.UL j«A 

где функции «<ц№|)< **а,...,л/, 

/довлетворяют условию Каратеодоры. 
к 2. Существует функция t.« 0 t fk.| * ̂  , * 

?акал, что для почти веех «*Д и всех % д"1

*"' 

А 3. Существуют функции Ц * U<4dj **** >. 
4>*o, |k,J </ч А |kAJ 4f« , ^ 
акие, что для почти всех **0. и всех J

1

,?* 



Функции JW, , »ч , АД считаются фиксированными ддя.каж
дого конкретного оператора А данного класса.. 

Класс 0L ( v » ф T /»•/•' I /ь ) ь дальнейшем счи
тается фиксированным! поэтому будем его обозначать также 
просто через 

Каждому А А Л сопоставим оператор М(А): * ••в1

, 
(MM)j}«) • < F M ^ ^ w L / f w I ^ ^ w ^ •, ....о,... (3) 

Здесь и в дальнейшем f»J* J , j*§*? или ^ 
обозначает разложение елементсв на сумму, аналогичную 
JJV? .т.е., (Д« * к , (J)ft о, 
««^..^, ?Jf 

Сужение МСА) на W является вполне непрерывным опе
ратором и при л* I оператор А+ *М(Д): является 
сильно монотонным [I]. 

Отсада и ив условий А I  А 4 следует, что ори \> I 
для любых ]ь£ , j*** уравнение 

А(*+1)Г ХМ(А)(**1) (4) 
относительно w , гц V однозначно разрешав. Оператор, 
который выбранной паре оопоетавжяет 
* v д *• как решение уравнения Ш , о б означим через S>*£A> , 

046L .дно, что уравнение (4) я&ьяетоя другой формой 
записи определения обобщенного решения из W для систем! 
квазилинейных еллилтичеокнх уравнение*. 

•flu • ̂fc*J «с I е4...., * 4 

где u, и неизвестная векторфункция ( . связаны 
соотношением (I). 

Определение. Последовательность операторе* 4*#*JM«*A<e 

б  сходитгя к оператору А»»» если существует оператор 
МЛ I имеющий представление (3) с некоторой функцией L**L^ 
LAKOFL, что для всех фиксированных I»f*̂ 4 ̂  имеют 



место следующее свойства 
1) уравнение 

(Л0 + л м*) +  f (5) 

относительно (<m.)«w* <У однозначно разрешимо; 
2) если (и\>£) решение уравнения (5) и 

(u*lt«j a5DAr^)^f) , , то последовательность 
слабо в X сходится к и* и последовательность [а* + 
СЛабО 3 СХОДИТСЯ К A. <u%g) 

Лемма I. Класс (Л является О компактным, т.е. из 
любой последовательности {а«}с л м^^но вцделить подпо
следовательность {А*] о сходящуюся к некоторому опе
ратору А. 

Доказательство, Зафиксируем В ситу сделанных 
предположений операторы Зх '(**.) равномерно по 
непрерывны, поэтому, в силу рефлексивности и сепарабельнос
ти / и , существуют подпоследовательность{ АЛМ] с {Am.] 
и непрерывный оператор ®* i<£*Xl

~* w * такие, что 
для любых (j. f) € £ * 

®. — 
Согласно определению класса ft , соотношению >*± и 

свойствам строго монотонных непрерывных операторов, суженил 
операторов fii (A*v*) на & a W будут строго монотонны
ми. Поэтому, в силу"слабой полунепрерывности снизу нормы в 
рефлексивных пространствах, этим же свойством обладает опе
ратор £>; Так как в*  j  ^ > 3f / *" ̂ 3 •

 т о 

для.любого фиксированного оператор Я* »w 
является строго монотог.лым и коэрцитизным. Таким образом, 
для любых g*<£ , ua w уравнение Я)^ (р 
однозначно разрешимо относительно *•* W и тем самых 
определяет неявную функцию * • Сх i$tu.) , с й г j?*w » W . 
со свойством С*(з, «О *С А(§^> Р%) , которая ..эля
ется непрерывной и для любого отображение 
c i(j,0

,

w"* w является взаимно однозначным. 
Из свойств операторов й% и /\ вытекает, что соотно

шение ^u< t)  ев ; <>5). i j f|.f^ 
эквивалентно соотношения .4{*+j)  i4 ̂  с 
Л д (Wj) * С, <**t-P(**i) . i 5

^ / ) * " (б) 



Построенный оператор Лл является непрерывным и для 
лыбых C^.f) * * уравнение 

A fu.+ 3) * f * t (7) 
относительно ас w разрешимо, а из свойств опе
ратора С У следует, что это уравнение имеет только одно ре
шение. 

Для завершения доказательства остается только показать, 
что существует оператор с представлением вида (3) такой, 
что разность А  * Л не зависит от д Но это 
почти непосредственно следует из полной непрерывности опера
торов М МЛ) I W Л1 после перехода к подпоследователь
ности, для которой коэффициенты операторов ММ») слабо 
сходятся. 

Следствие I, Если и опэраторы АА , 
являю:сг линейными, то оператор Ас также является линейный. 

Следствие 2. Если задано множество Л « С А , то мно
жество IAT .построенное путем присоединения к А * всех пре
дельных в смысле (3 сходимости операторов последовательнос
тей из (Ас , является £компактным и G замкнутым, т.е. 
любая последовательность {А*\ с СЯ^ содержит подпоследова
тельность, которая бсходится к некоторому оператору из <Ь • 

Справедливость РТИХ утверждений почти непосредственно 
сле/"/ет из построения оператора АС и сепарабельности и реф
лексивности пространств £ и 

Поскгл^ку оператор ги является ополнв определенным 
(он определяется как слабый предел последовательности 
{rt М*) J ), то в дальнейших рассуждениях будем считать, 
ЧТО 1?< ЧО Л 

Для заданных <ц t и * * Lm <£Х) обозначим через 
J элемент с компонентам)!  fjc i 

«••л....* • N v . u * . Пу^.ь теперь заданы ̂ ве после
довательности операторов [А*] * с ut , которые 

£ сходятся к операторам А и Д* соответственно. Тогда 
из ортогональ ости W к V , теорем вложения * определения 
6 сходимости следует, что для *' 1 &(Аш)($4

,£') ё ~~ **. 
• Г7е  ) (У^7% • , имеет место соотношение 

Л  fa* (в) 



 1'^ 

где f Л , , jL

u jp , с<И> , а через «61*) 
обозначается оператор so, £Л*) при »о 

Обозначим через г произвольную строго липшицеву под
область иэ XI , I с П Тогда иэ условия AZ и теоремы 
AJUАлександрова [2, стр. 154] следует, что в случае >4сб« • 

соотношение (6) справедливо также для 
где is " характеристическая функция множества с 

Пусть выбраны j е Л G сходящаяся к А* последо
вательность { Аш] * И 
*

Л • GVfcJ fjj A*yJ —* о , «r< * fi Ь(о)) —* 
Так как «• о f то, обозначая у*  {*; f J • име

ем | < & { * ч >  • «*+J*
e

>"l * <А«ЛЛ Д)А, a^V*; 
и елементы в правой части этого неравенства, в силу теоремы 
вложения, образуют слабо секвенциально компактную последо
вательность в L, (л) Поэтому этим же свойством обладает 
последовательность, составленная из элементов левой части 
неравенства. Без умаления общности метено считать, что эти 
последовательности слаоо сходятся в U (Л) к елементам 
^ и t соответственно, I * с * ̂  , |J,| * tL 

^ Таким образом из (8) следует, что 
,ё / < Ъ****^ *i Л м 4 J «  А. (о). j >*d* 4^* 
откуда в силу АХ в свою очередь вытекает, что для любых 

0<f,'l р и С >о 

* » & J (1Д. <*' *%)  X. I f«I) t " ^ . 
После применения свойств АД , АЧ окончательно полу

чаем, что для «* <: ь (последовательность {1 1 мо

жет не сходиться слабо в L«Ml) ) и о*с*гв 

| ^ . •FJUIAJL* , через vtv означает слабый 
предел, а пара (it. ) соответствует оператору АЛ 

, согласно условию <\Ъ 
Из полученных соотношений, (8) и условия А$ теперь 

"же следует окончательная оценка 

* Jt>l f l i  * i , (10) 



справедлива для всех i^'q
1

*  T Ы * L«(AV в 

r 4 to , где n фиксировано и frf ̂  ^ /• 
6 первую очередь ив (10) вытекает, что оператор А> 

является локальным. Это совместно о лемме Л I и результата
ми [6] дает для А« искомое представление вида (2) с функ
циями, удовлетворяющими условию Карсте од ори. 

Поскольку £ * • f • » » то после пере
хода к точкам Лебега в (10) путем с .ответствущего подбора 
элементов j » Э* ' S 1 легко устанавливается, что .А 
удовлетворяет аналогу условия АЪ с константами /% » V * 
* Vp̂ v • * зависящими только от параметров класса * , 
если только имеется соответствующая оценка для функции 1* . 

В свою очередь ив ^ 8 ) , слабой полунепрерывности сниву 
выпуклых непрерывных функционалов в рефлексивных простран
ствам и теорем вложения легко устанавливается, что V 
удовлетворяет условию АХ, о функцией А{ • if ъ 

, если 4г >о. • 
Рассмотрим теперь оценки для К и Д#М . Мы хотим по

казать, что нормы *тих величин такав зависят трльхо от па
раме .ров класса * • 

Поскольку Mtfr)0 то оценку для А» Со) можно про
водить, cw. гая 4 «о • Тогда 

В силу условий At  Д¥ , олабой полунепрерывности онлау 
нормы в X и it и ограниченности операторов ? и Р 
I Ао Ml • ч1<*М) I t tyo консганта ч ваиисит только 
от Л , ь , N % ft остальных параметре* класса * 
Согласно определению оператора Сщ *4 (•> Сш(о,о)) «о , 
а ив свойств монотоннооти операторов Ль , ** At... , и на 
условий ДЗ ,М вытекает, что для &тО}(о,о) имеет 
место оценка |uf 0 < % * где зависит только от тех 
же параметров, что и 4. . 

Наконец, из. И t АЬ следует, что для элемента *»С,А#) 
справедлива оценка 



где константа ^ также зависит только от тех параметров, 
что и 4. 

Отсюда уже непосредственно следует требуемая оценка 
для Аф(о) . В свою очередь, из оценки для Л(с) и рав
номерной но л»/д,... . ограниченности операторов &(лл) 
вытекает соответствующая оценка для Ц 

Если же. кроме того, последовательность /А*0} схо

дится сильно к f • .то последовательность {^*3 сходит

ся и нулю сильно и  f 1 . 
Таким образом доказано следующее предложение: 
Теооема I. Пусть задана последовательность операторов 

А* с Ш'чМ.'^Л'Ль А ) ' л/л,м . Тогдг, существуют 
подпоследовательность {A*]cfAJ и оператор A»f£»£' 
такие» что: 

1) оператор А# принадлежит классу V^i/V./v1

, 
, где константы /•уо/ч' зависят только от 

2) последовательность {А*} Осходятся к А* . 
Если, кроме того, последовательность }Аь1о)} схо

дится сильно и /ч*о f то , т.е. оператор 
A,i>A« (о) является оператором с ограниченными по *« Л 
коэффициентами. 

Следствие 3. Если последовательность {A*J ̂  & fa.*, 
Gсхедитея к оператору А* и кльМ)*)!*** , 

, то оператор А> принадлежит классу »^f4 
/*»*»/4) , где . ̂  зависят только от /V/, /». *, 

Доказательство. Необходимо только дополнительно пс.са
ватъ, что в рассматриваемом случае оценка (9) остается в 
силе, если функции Li , Ц , Ц зеигчить константами. 

1Ьг имеем для V* С1А}, У>о ( i © ^ K j , 4 $ ) 
11»^9Ц... , что и" ̂  м* »0 И 

так как ^*4г<А$),и*>*л« <A>(u^)> u*> »о 
Из (II), >3 и сильной СХОДИМОСТИ а»*о следует, 



ЧТО Ы I ieSjI^A i 6 U y . > s M ) £ JfH*lttS^I5l]
M

'I 
«f|̂r̂i|l]4|u41riji % откуда вытекает требуемая оценка. 

Рассмотрим теперь СВОЙСТЕ. локальной зависимости пре
дельного оператора [3] . 

Пусть Л 1 ' Л является строго липшицевой подобластьи 
и последовательность [U] ск ul 6>СХОДИТСЯ К оператору А,. 

Обозначим через W(SX') аналог прост анства w , 
определенное для £' • Без умаления общности можно счи
тать, что _ *  о и что для заданных последова

тельность (&i<9*>} сильно монотонных операторов, действуй 
пцих на wta) в (Уад)"'н определяемых равенством 

Gсходится к некоторому оператору 5) • —(wrA
1

))* , 
Для ft С (Л) e jufp ̂  с П' справедлив аналог соотно

шения (8). Поэтому, если обозначить »Q*{At)(f, 

ТО 41*'Ы , « * —
F C

O И 
//и« О . . (12) 

~
т

ак как A*{«
e

*«) , В*Гм** j >  ftjft) f 

то из свойств непрерывности операторов Л* и В* и (12) 
следует, что в Л

1 ftgfej . 
Поскольку пространство £ сепарабельно " отображение 

f»~»f0fc является непрерыэным, то последователь
нос {В*] будет бсходится к оператору в, t который 
является сужением на й1 оператора А. 

Отсдц также следует, что выполнение условия I* не 
обязательно. В самом деле! область Л всегда можно помес
тить в больщую область Л* со сколько угодно хорооей грани* 
цей, для которой имеет место аналог условия X с любым р. , 
1 * 4> «о . После этого можно коэффициенты операторов 
Ал , н»#д,... , доопределить a Sli > установить в П± 
Gсходимость и применить свойство локальной зависимости 

предельного оператора. 
Сформулипуеы полученный результат в виде т эренн. 
Теорема с. Теорема Г и следствие 3, а та,лее свойство 

локальной зависимости коэффициентов предельного оператора 
сохраняются, если не предполагать выполнение условия I*. 
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В закличете отметим, что вполне аналогичные результа
ты имеют место и для второй, третьей или смешанной краевой 
задачи, если условие I* заменить соответствующим аналогом. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1985, 
УДК 517.52 

ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ ИЗОБРАЖЕНИЯ 

Я.А.Смотровс 
ЛГУ им.П.Стучки 
§ I. Введение 

В работе рассматривается приближенный метод нахождения 
оригинала преобразования Зурье по известному изобра
жению FĈ ) t где 4  ж 

Если f*.C*fi—;*~0 и" ^Чх)»о при (*и> 
к

»а )• то существуют такие постоянные с,Т t 

что т 
±

 c r

' "
k (1.3) 

Формула (1.3) выводится из (1.2) * кратным интегрированием 
по ч стям и применением леммы РиманаЛебега. 

Из (1.3) следует, что при достаточно большом Г ори
гинал f(x) можно приближенно находить по формуле 

Часто в практике встречаются изображения, отличные от 
нул.. только на конечном интервале [ a j ] Тогда получаем 
точную формулу f 

После линейной замены переменной интеграл в (1.5) можно 
свести к виду (1.4), который в далы эйшем и будем рассмат
ривать* 

Сущность предложенного в данной работе метода заключа
ется в слецующ^м. 

Разложим изображение в бесконечный ряд 
'(t)(j*tf'*£bC?(f) Л А >± (1.6) 
где Cffd)  многочлены Гегснбауэра, к ьлпрокс пируем 
частной суммой этого рада: 

Щ)- W  ̂  # *"* » LC? (1.7) 



Исино доказать [2] , что если \Щ ^<у)| < £ , то 
Ifte)  < U , т.е. 

Подставляя вместо F N^) сумму (1.7), получки формулу 

w - да Гй)* & fc iff tjftr *™ <*>
 ( 1

-
9 ) 

где i т 

Ь-№$Щ;&.1«1>С?(Щ b»-i>**o. (1.10) 
Таким образом приближенный ориптнал r

j(x) мы находим как 
сумму по функциям Бессиля З м (

г

л) индекса к+х Коэффи

циенты / с можно найти по форьуле (1.10), но непосредствен
ное вычисление их с помощью приближенно квадратурных фор
мул при больших к може** вызвать затруднения изза потери 
точности вследствие сильной осцилляции ядра й£* ($) . Для 
устранения этой потери точности известны методы [I, 2] 
с'ть которых заключается в следующем: требуют, чтобы фор
мула {17) была точноР для конечного тожества точек ^> 

A M являющимся множеством корней многочлена Cj^Vf) 
Тогда коэффициенты h ьаходятся из условия ортогональности 
многочленов С? в смысле суммирвачия по этому множеству 
точек [з] В работах [I] и [2] использованп соответ
ственно многочлены Лежандра и Чебышеза. 

"Необходимо заметить, что повышение точности вычислекий_ 
в работад[1^2]дестигается за счет испольгован*я значений изо
бражения на конечном множестве точе:< действительной ги. 

В настоящей работ' мы предлагаем другой метод числен
ного нахождения коэффициентов L f где для погашения точ
ности вычислений существенно используется другая информация 
об изображении  его аналитические свойства (характер и 
расположение особых точек изображена на комплексной плос
кости). Для этого формула (1.9) заменл^сл приближенным 
равенстве & М л <Ь (£)х 1 & £ ^ 3^ (Тг) * 

^Ш'ЬеЯ'ЩЗ* (1 .ч) 
гяе  асимптотические представления коэффициентов U 
при к**** , т.е. <е ~ С * — + 
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Число М выбирается так. чтобы первые коэффициенты Ас , 
к»Б.<,1, М находились без большой потери точности не
посредственно из (1Л0) при помощи квадратурных формул, а 
остальные Ac, *.MW, N  ИЗ асимптотической фор
мулы (I.I2). 

$ 2. Разложение изображения по многочленам Якоби 

Для реализации вышеописанного метода требуется, чтобы 
функция P^/fr

1

^)*"* была разложена по многочленам 
Гегенбауэра с *° (4') • 0"ртио иногда предпочтительнее раз
ложить эту функцию в ряды по другим многочленам. Поэтому 
сначала предположим, что нам из весло разложение по много
членам Якоби: 

F < t )  f t ^ f f ) , (2.1) 
частная сумма которого имеет вид 

Гн(1)-<т*-ГГЧ***? (*) (2.2) 
Очевидно 

- gkCi*® , -uUlt (2.3) 
Обозначим через (С\$) матрицу перехода от ft**** к 

С™ тогда 
ft*'<°ftj. £ c^C^/W (2.4) 

Подставляя в (2.3), получки 

или м 

Л  £ а * с * * (2.5) 
Так как е.. известны, то необходимо найти &.% . Для этого 
найдем для них рекуррентные соотношения по аналогии с [2]. 
Как известно 
а,.р /^У. f a * * a * * ) / ^ « J  аьйХга) , (2.6) 
где а,л 2*r*«<*p)f2K>.c*fa) * (U + **fi-№-f>*)9 

a fOe  символ Покгаммера. 
Подставляя (2.4), получим 

£ с~ С?ft) • (о* + £ . tfV)  £ < W г <° 0) . 
Так как ^ t t J . ^ a C«ft) • ^ С$ ft) , ^ , 
то после некоторых преобразований, получаем искомое рекур
рентное соотношение: 



(2.7) 
если считать, что с^о при илг , тэ фор
мула пригодна для с. 4^ г, .,*».; >*4 Начальные значения 
находятся непосредственно и равны: 

. «м* ̂  . с м  ^ (2.8) 
Из соотношений (2.7) и (2.8) СмЛ можно найтц с требуе
мой точностью. 

Неооходимо заметить, что асимптотику коэффициентов t% 
можно найти, используя непосредственно асимптотику для а% 

на основании формулы (2.5). 

i 3. Вычисление функций Бесселя 

Как известно функции Бесселя удовлетворяют рекуррент
ному соотношению 

Однако вычисление значений функций Бесое::* по формуле (3.1) 
пр.» больших привод к больше4 погрешности. Поэтому бо
лее удобно вычисление вести при помощи цепных дробей. 

Вместо (3.1) используем соотношение: 

^ • ^ г "
( 3


2 ) 

£я подходящая дробь имеет вид: 
"К" " ̂  + ft + ."fT (3.3) 

где At и &е можно найти из рекуррентных соотношени. 
4  М м • A w , 8f • &*/*&м , Чш1г.ъ. (3.4) 

где нача. *ные значения: 
АвРе, A.*i\ (3.5) 

В нашем случае 

Для вычисления функций Бесселя в работе [i] предлагается 
следующий алгоритм. Выбирая достаточно большое I и счи
тая, что V%UK  О , по формул* (3.2) вычисляют ***i-u 

Л*, , получают иэ соотноше; я (3.1), а последующие 
значения 3%^p...t вычисляют по найденным *« 

В работе [2] предлагается использовять цепную дробь 
(3.2) для нахождения всех необходимых величин 



 13ч 

С юс помощью из точно найденного значения JLft) получают 
следующие значения. 

§ 4. Асимптотические*представления 1*. 

Асимптотические представления интегралов вида 
(4.1) 

где {як]  полная система многочленов, ортогональных на 
[е., I] о весом !Ы) . подробно рассмотрена в работах [4, 
5] . Сводку результатов длг многочленов Гегенбауэра легко 
получить, используя случай полиномов Якоби [5] Так как 
доказательства соответствующих теореь аналогичны приведен
ным в [4, 5] . то здесь их не приводим. 

Для удобства записи обозначим через Э» интеграл, 
встречаящиЙЬя в формуле (1.10) для коэффициентов 6 £ , т.е. 

порядка включительно непрерывны на отрезке fT.T] , а про
изводная (т*<)ого порядка терпит разрыв первого рода в 
точке ^вОТ, Т[ , то асимптотическое представление (4.2) 
при может быть получено разбиением интеграла 

менного удовлетворяет следующлм условиям: 
1) она аналитична внутри эллипса 

*.*#)« 1 t*) (4.3) 
с фокусами в точках *Т т>о и некоторым фиксированным 
•и » * и * Т ; 

2) на эллипсе (4.3) функция идеет *w особых точек 
Zb* t . * 3 • где 

* - i (%> е 1

** • ± е'*) , 1,1, , ̂  | (4.4) 
в окрестности каждой иэ которых справедливо разложение 
fM/Cr*-*)

%mk AbCt-bJ-^t+bUK)*...] (4.5) 

Тог"А для при верна следующая асимптотическая 
формула: 

(4.2) 
и ее производные до * ого 



т *  * * ^ * • 

где SK» i« е*рГ1мг.) fjt^ Хк* iT и г* определяются 
из (4.4). 

Примечания. I. Если на эллипсе (4.3) лежит несколько 
особых точек функции H i ) • а окрестности которых имеет 
место (4.?>), то главный член асимптотики Эк дает вклад 
той особой точки, длн которой fte/v. при кш1ьг. ,л наи

большая. 
2. Вычисляя дальнейшие члены асимптотики, можно полу

чить таюяе более точные разложения интегралов 5* при 

3. Если FWj/cibj*)*'* в окрестности особых точек 
имеет разложение иного вида, чем (4.5) (логарифмическая 
точка ветвления, существенно особая точка и т.д.), тс мо
дифицируя соответствующим образом методику расчета, можно 
также получить асимптотик:' Л при + 

Если PM/fr
1

 z1

)*"* целая аналитическая функция 
порядка / < * , то для X. определяемых формулой (4.2), 
имеет место 

где коэффициенты а м определяются из разложения 
Ff*)/(r* £ (4.8) 

Сходящиеся ряды (4.7) являются одновременно асимиготически
ми» если , быть может, после некоторой переста
вав*, членов ряда при суммировании по I 

Если *(%)/(т
А

аналитична на 7T

.
T

J v при 
*.г*о имеет асимптотическое представление 

«|>Лт* ^ Г ' *  i c u ^ t r ^ '4.9) 
где о«*о . г*± сЪп< , то Л при 
имеет следующее асимптотичесное представление: 

* *.* Г Ш ) /7n.y«.*W) ^ 
A V

" 
Если Г^Дт

1

^)*'* аналитична на ГГ,т[ и при 
и— го имеет асимптотическое представление 

rtl)/tT'fl**  2 с ^  > Г % (4Л1) 
где ь*о ; ъ + алУ-- ; * * Я« г< * , то 
Дс при * — •  имеет асимптотическое разложение 
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Бели 
ffji/fr

4

!)*"* r r^ ) r r rj) r

r/|), (4.13) 
где f,t#ft<, ; у r>i i a *r*>  аналитичн* 
на сегменте fr,rj • то 3* при имеет следую
щее асимптотическое разложение гг fitf* rft>*»)rtbt) 

где коэффициенты fi^ и С» определяется из разложений 
e»f|.r)

k

, (4.15) 
f r . | ) V » J . ? ^ r . j ) ^ , ( 4 Л 6 ) 
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УДК 513.83 

О СВОЙСТВАХ ЛИВДЕЛЕФА ПРОСТРАНСТВ ФУНКЦИЯ 

_ Г. ̂ Соколов 
Томский государственный университет" 

Симполом Ср(Х) обозне дается пространство всех непре
рывных вещественных функций,, заданных X , и наделен
ное топологией поточечной сходимости. Если {X;,i«3J 
семейство топологических пространств с выделенными точка
ми * с Xi , се Л vo следующее подг.ространство тихо
новского произведения 

называется Е произведением этого семейства. Остальные 
определения и обозначена стандартны (см [i] ). 

Теорема I. Пусть X * имеет ̂ четную тесноту для 
всех и для любой последовательности подмно
жеств Y Kc X* существует непрерывна отображение 
такое, что {к (Yk) сепарабельно и ^ ( Ч * ^ 
Тогда пространство Ср(Х) линделефово. 

Следующее утверждение является одновременно обобщени
ем теорем С.П.Гулько [2] и Н.В.Величко [3]. 

Следствие I. Пусть X  замкнутое (более общо  эч

ти инвариантное [2] ) пг ̂ пространство 2произведения 
семейства # Х : * *i . • причем для любого счетного АсЭ 
пространство f ГЦХ^ i i«A])T наследственно сепарабельно, 
i>*u.... Тогда прэстранство Ср(Х) линцелэфово. 

Следствие 2'. Пусть X  замкнуто^ подпространство 
{.произведения сс^арабольных метрических пространств, 

причем X * линдёлефово для всех *•«•*.••• . Тогда лю
бое пространство вида линдёлефово. 
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УДК Б19.21 

О СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЙ ДИФОЕРЕНЦИАЛЬНЬК УРАВНЕНИЙ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ ИМПУЛЪСН Ш СЛУЧАЙНЫМИ 

ВОЗЮЩЕНИЯШ 
В.Н.Царькова 

ЛГУ >м. П.Стучки 
Цусть я еепарабельное гильбериво пространство,^ 

замкнутый линейный оператор, деЯствущий из ЯЬ(А)с* в Ж 
и порождающий полугруппу линейных непрерывных операторов 
{e

u

, t * R« ] • Полугруппу можно рассматривать» как полу
группу операторов сдвига вдоль решений дчфферонциального 
уравнении [I]: л 

» • t«, > о , , (I) 
Предгкложны» что а моменты времени , А>о 
решение (I) претерпевает разрыл 1го рода вида 

uikA + o) • (А • <^*;а)<4Гм.)> (2) 
где А в е Ь А , * А 1 й с л 7 - пространство линейных непрерывных 
операторов, дейетцущих из X » Y * ш[лшМмН\~ после
довав льност* неаааиеимых в совокупности случайных величин 
е нулевым ср^ртю* и адиничноГ дисперсией. Дв* дальнейших 
рессужденн!. удобно мигать, что (2) вьлолняетоя и при **о . 
Нааовем тривиальное решение П Ы 2 ) екопоианцяально устой
тыт в среднем жаадретчмом» если оучествую* fane положи
тельны* конотактыМ ш f , что при всех *е Ъ% и и# # * 

« м н е С Х Я » ю о о и й ш ц а » 
устойшю ш цшят шшщшпитг ж т м ы » 

I | u f ^ J * * М е"**| * / . (4) 



Доказательство. Необходимость условия (4) следует 
непосредственно из (3) после подстановки , 
Для доказательства достаточности выпишем вспомогательное 
неравенство при г* (о,а) 

|иг*«4.г>11г < и e * V /I А* *Ш<«)М
%

' i u ( i i b ) i
L & 

* A ̂ M l ^ u U i ) !
1

, (5) 
где д. V , 
Обозначим у.  минимальную f алгебру, относительно ко
торой измеримы случайные величины **> «с* •,... cc.t ««л/ . 
Ясно, что случайная величина ufr> при всех с»*оа] 
Tg  измерима и не зависи» от случайных величин «с с но

мерами большими ш .Поэтому из (5) имеем при всех ьеЫ и 

Где M . 1» Г Ц ! 1 * . ! » ! ' ) * * r # T  f 

Остается прм любом 4* R t записать г » W г*/...*! , 
[•] целая часть числа n неравенство (3). а шесте о ним 
и иеиц доказаны. 

Твверь вместо Ш(2} для исследования експоненциаль . 
ко* уетойчмаости тривиального решети моею анализировать 
рмурантнув процедуру 

вотодо вместе о начальным условием т о ) , и. принято называть 
раисстмм уравкекнем в гильбертовом пространстве 

Обозначим X множество еамосопр^жёлйа лхмейше не

прерывна положительных операторов, дойотвущюс из ж в 



JC [z] Это множество образует телесный конус в простран
стве у линейных самосопряженных операторов, действущкх 
иэ 4 в я • Введем операторе V равенством 

Теорема. Тривиальное решение ( 1 Ы 2 ) экспоненциаль
но устойчиво в среднем квадратичном тогда к только тогда, 
когда существует сильно положительное решение уравнения 

П  Л * и , <?> 

*де j  единица H S U * , * ) , 1  единица HSL/V.VJ. 
Догсааательство. Иэ [2} известно, что сильно положи

тельными являются внутренние точки X . 
Пусть q,  решение (7). По условия теораыы существует 

такая константа с >о , что при всех выполняется нера
венство 

( + * . * ) > c t x i \ 

Поэта у при воех J« ft* имеет место неравенство 

Дня оценки математического ожидания разностей, стоящих 
под знаком суммы (S) используем операцию условного матема
тического радения и запишем на основании (6) и (7) 

< f l * l / f  j /  f ) « / l * f a * > l 4 l . 
Последнее в. ранение при достаточно мелем яеиоштезьмом 
июле/* отрицательно. Следовательно, на (в) 

при всех * * i . И в етоге неравенстве следует iX). Достаточ

ность доказана* 



Для доказательств* необходимости (7) используем (6) 
как рекуррентное соотношение в запишем при *>* 

Е(6Ц,и№и>«1,  *Ш%"((*^> ^
4

>4\ *ьа"И 
•...•*{ f ̂ * fc), uf a))}  а \ 
Из полученного равенства и из (4) при деах*«г , *и и 
4|€ V # полонив ц»»х , легко получить неравенство 

и поатому ври всех^щУ и̂  » »д 

откуда следует, что спектральный радиус [2] оператора Л 
меньае единицы* Следовательно* еущеотвует ограниченный 
оператор (tĵ f1

* причем его можно представить в виде оходя
цегоси по операторной норме ряд* 

Т.к. оператор Л оставляет инвариантным конус X , то урав
нение (7) смеет решение.*v« дм воторого при всех *** 
выполняется неравенство 

что означает сильную полекитальноеть ̂ . Необходимое.* ус
ловий теоремы доказана* 

СледитЕЯО. Тривиальное рошаиие (1Ы2) еиеионенциально 
устойчиво в среднем педратичпом тогда и тольжо тогда, irr
д* « е д я т с я рзд. ^ Kitt^l

1

} 
~прГвоах u.l*« 

издательство» Упомянутый а условии ряд ишмо вере-

яие*гь i форме I (Jpj*,*) • Иеобяадимооть ахедимоотн ря
де иеморедетмино дмшаен» при дс 4»атальст*е необходи-

мети условий теоремы. И» охадриродт* последнего ряда вфм 
jrvt orfie мойке видов** ̂ S] » что еуцаетдуст емиент 
ц4*0 е е д в м е ш ! равенством 



Отсюда, вопервых (<^u»,<±)>(и»,и.) , и, вовторых, 

(U -Л)^,и.) « tmm ( £ СГ-Л)ГЛ м, ц.) 

В качестве примера рассмотрим скалярное уравнение в 
частных производных вида 

э ¥  Г
А

| £ ^ " , (9) 

U(fc4*0,y) . (cl + «k(uj)8) u(*At%) , (Ю) 

Используя краевое условие, в качестве # выберем простран
ство сук.1ируеммх с квадратом на отрезке функций с 
базисом/^*'**fli««A/j. Уравнение (9) в этом пространстве 
перепишется в форме 

т и г  О  г 1

"
1

)** (И) 
/ « ^А>О)  • «ЛГИ>)£)Хл (ь*)3 (12) 

причем tali)* g,АХ„|\ 
Поэтому ^ 
tfiuLt>i4. l ^  ^ J X . f e ) ! 1 при всех 
Далее tU~U*+*U

x

)  £ £ { 9 Х я ( и + с 9
L

] -

и ряд с^б(|«гм4)1^ сходится при всех ufc.rjc* тогда и только 
тсдаГкогда (a

1

* М е ^ М " >А < ± .Это условие является 
несбходимьш и достаточным условием экспоненциальной устой
чивости в греднэм квадратичном тривиального решения (9). 
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УДК 513.83 

ДВА ЗАМЕЧАНИЯ О ПРОСТРАНСТВАХ МЕЖКОСТИ 

Я.П.Цирулис 
ЛГУ им. П.Стучки 

Пространства межности, или межностные пространства бы
ли определены автором в [I]. Мы будем свободно пользовать
ся введенными в [IJ обозначения?и и .эрминологией. В насто
ящей заметке устранено одно возможное недоразумение, связан
ное с понятием внутронней точки в таких пространствах, а 
также приведена новая характеристика отношений линейной 
межности. 

I • В £ I ] понятие внутренней точки множества было опре
делено непосредственно в терминах межности j* (определение 5 ) v 

* ма этой основе определялась сама топология межности <Ср 
Каждая точка множества., принадлежащая ему вместе с некоторой 
своей окрестностью, т.е. внутрекк .я в топологии tjb , оказы
вается внутренней и в смысле этого определения. К сожалению, 
обратное имеет место не всегда, как показывает приводимые 
ниже контрпример. В связи с етим мы теперь предлагаем назы
вать точку X , удовлетворящую условию из определения 5 
работь £1] , jb—внутренней точкой множества U, , остав
ляя более короткий термин "внутренняя точка" для соответст
вующего топологического понятия. Понятие открытого множест
ва остается, разумеется, прежним. 

Итак, опишем упомянутый контрпример. Пусть 
X 1 * 0 6 И г :  множество точек первсо 
квадранта числовой плоскости. Пусть, далее, LL  семейство 
подмножеств X вида А(()|» 1( И>* ^ 1 . где J 0 

1_ц * ьмошество с единственным элементен  множеством 
/р.* 1(1 ь о ) I \ >01 , а Ьз  множество всех таких пар 

точщ { l u ) c X » что t« ,Jf l^ А для любого А # 

Тогда L ьд1/ЦиЬа ~ система прямых в X • Превра
тим ее в В—структуру, определив на каждой прямой А € L 
линейную нежность следующим образом: если L»d (JL^ , 
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то jbA  естественная межность евклидовой полупрямой, а ес
ли A * L 3 , то у>д  единственная возможная на двухэле
ментном множестве межность. Согласно теореме I из LIT . 
теперь имеем некоторую вполне определенную межность j> на 
X ; множество же L оказывается системой прямых прост

ранства (X,jb) Нетрудно видеть, .что множество ^внут

ренних точек множества Ziis=A* UA(0) >впадает с А (0) , 
а также, что точка (0 ,0) , хотя и принадлежит множеству 
L(0) » уже не является Jbвнутренней точкой последнего 
(в отличие от всех других эго точек). Таким образом, имеем 
пример множества, множество ?> —внутренних точек которого 
не открыто. Более точно, (0,0 J является Jb—внутренней, но 
не внутренней точкой ZL 

Проблема выяснения, в каких случаях различие между обо
ими понятиями внутренней точки исчезает, остаетсяоткрытой. 

2. Докажем сперва одно вспомогательное утверждение. 
Лемма. Пусть 4  бинарное, а £  тернарное отноше

ние к. некотором множестве А С

Х , связанные соотноше
нием 

Если £ обладает свойствами ft , ^ , а та; \е одним из 
свойств £ ц , , то *  линейная упорядоченность на А 

Доказательство. Допустим, что условие леммы выполнено. 
Из вытечет, что ияи ^ £ 4 X . Это, 
в частности, означает, что отношение 4 связно (дихотомич
но), £. значит, и рефлексивно Из J4 вытекает антисиммет
ричность * . Убедимся, далее, что 

На самом деле, из трех неравенств в левой части вытекает, 
что • J^Sf и >^х> t Первые двапш зтих 
соотношений дают требуемое равенство в силу j** и , а 
пэрвое и третье  в силу ft и . Теперь нетрудно уста
новить транзитивность * Действительно, допустим, что 

* * * * • Ввиду СВЯЭНОСА'И * х * *  что и 
требуется  или Й 4 х . Но во втором случае согласно 
только что доказанному ч * » , и все равно £ * Ъ 
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Эта лемма вместе с теоремой 3 из [I] приводит к 
следующему любопытному заключению* 

Теорема, Отношение р на А , обладающее указанными 
в условии леммы свойствами, является линейной межнотгью 
тогда и только тогда, когда на А можно указать два взаим
но обратных отношения , ^ так, что 

Такое множество ^ если оно существует, определено 
однозначно и является неориентированной линейной упорядо
ченностью на А 
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Введение 

Обозначения и термины статьи в основном соответствуют 
книге [I] Замыкание множества И обозначается И Ес

ли j  система множеств» то через f * обозначается объе
динение всех множеств иэ J • Кардиналы отождествляются с 
первыми ординалами той же мощности. Через и» обозначается 
первый бесконечный кардинал, через с  первый бесконечный 
ординат через t*  кардинал, непосредственно следующий за 
кардиналом г . Система & - 1*\ называется консерватив
ной, если î J.] * М« J. J для всякой подсистем* 
j. с ] Консервативное покрытие пространства X замкну

тыми множествами кратко называется СРС пространства х 
Статья состоит из двух параграфов. В первом, болызем 

по объему, рассматривается новый кардинальный инвариант» 
консервативная клеточное» (гч. определение I). Для доволь
но широкого класса пространств» включающего в себя кружев
ные [2] , а также подпространства типа 6 j регулярных счет
нокомпактных пространств (в частности, полные по Чеху и 
бикомпакты) доказывается равенство с ( х ) » сс(х) . Дан 
пример пространства» для которого с(х) * сс(х) * dix) 
Приведен пример Цуровского вполне регулярного ( и , следова
тельно, перистого) пространства X , для которого 

с(х) < сс(х) . Это  специальным образом построенное 
подпространство пространства примера Пшимус икс кого и Толла 
Гз] • 

Далее рассматривается один иэ типов факторизации про
иэведе \я пространств через t грань» называемый "нактатие 
образа гоболочкой точки проиэредепия". (см. определение 3). 

Доказывается теорема о том, что если X  произведение 



бикомпактов, у  бикомпакт, и kc(v) * т , то не
прерывная сюрьекция f: х — у накрывает Y гобо

лочкой любой точки 0 4 х . В частности, если бикомпакт V 
совершенно нормален, то £ накрывает у счетной оболоч
кой любой точки ос х 

Во втором, меньшем параграфе, рассматриваются образы 
произведений метрических пространств при замкнутых непре
рывных отображениях. Доказывается * что при замкнутом и не
приводимом непрерывном отображении псевдо т компактное ь 
переходит от образа к полному прообразу. Используя этот 
факт, получаем, что если £ пространство [4] псевдоком
пактно, то оно является диадическим бикомпактом. 

5 I. 

Определение I. Консервативной клеточностью пространст
ва X назовем кардинал ссОО  { г каждое 
сре пространства X содержит подпокрытие мощности * ?} . 
Будем говорить, что пространство X обладает свойство:.. 5 m 

если ссСх) < ь*с 
Предложение I. с(Х.) * ccfx) * dfx) для всякого 

пространства к 
Доказательство. Пусть М  всюду плотное подмножество 

ус минимальной мощности, и  сое пространства X 
Для каждой точки «& м выберем одноединственное множест
во f{«) с 5 такс*, что Fc*) . Цусть 
ief К** 1J Тогда |iJ * 4(Х) Поскольку мно
жество м всюду плотно в X | а Система ; консервативна 
и состоит из замкнутых множеств, i  покрытие х Зна

чит, et(%) * d(x) . Для доказательства неравенства 
с(х) <. d(x) предположим, что в х существует система 
в'«г { v~ ; < т} попарно дизъюнктных непустых открытых мно
жеств и г«сс(х)* . Для каждого ,л<т положим 

р ъ * ] Легко видеть, что растущая систе
ма $ * < г {  с РС пространства X f из кото
рого нельзя выделить подпокрытия мощности меньшей, чем г , 
ибо кардинал Г регулярен. Полученное противоречие дока
зывает, что С fx) 4 сс fx) 



Предложение 2. Если с ( х ) . 4 1 х ) , то « 
* СС\А)  d ( x ) . В частности» эти равенства верны для ле
вого хрузевного» а поэтому любого лаоневского и любого мет
рического пространства. 

Доказательство» Равенство с(х)  dfx) для кружев
ных пространств и то» иго всякое дашневское и всякое метри
ческое пространство является кружевными, доказано в Г2] . 
Остальное следует иэ предложения I. 

Предложение 3, Цусть £ х Y  непрерывная 
сюрьекция, тогда cc(Y) + сс(х) . Если £  замкнутая 
и неприводимая непрерывная сюрьекция, то с с с х ) • сс( YJ 

Доказательство, Первое утверждение почти очевидно. Для 
доказательства второго нужно только проерить» что 

с с ( х ) * cc(YJ • Пусть j . { г ш < с а ]  такое СРС 
пространства X » что /Л • г . с с < х ) , и для всякого 
кардинала xxr 9 если Л * с А » |>ul • X » то S»{f*i««A.} 
не является покрытием у . Таи как отображение $ замкну

то, система { ) * { j U * t А ] * СРС пространства У . 
Если бы покрытие имело подпокрытие £ j #  { S f* > с с А* , 
| д, ]. х 4. с ] » то для замкнутого множества ф. • u { 
•<()!,] мы имели бы /ф. • V , но ф # ^ X » что противо

речит неприводимости f . Поэтому сс(ч) >г • сс(х) » и 
иэ первого утверждения оледует, что С<С') • с с ( \ ) 

Предложение 4 П Если у  открытое подпространство X » 
то сс(у) < с с с х ; 

Доказательство. Если система | • { и * * A J  срс 
подпространства V • *о J' • (^u(X^Y) сс А }  СРС 
прос ранства X . Остальное очевидно. 

Определение 2. Будем говорить» что пространство X 
сильно бэг вское. если объединение внутренности всякого 

СРС *ространства х зевду плотно л х . 
Теорема I. Если X  сильно беровское пространство, 

то с ( х ) . с с ( х ) , 

Доказательство. Ввиру предложения I» достаточно уста
новить неравенство сс(л) 4ССх) . Цусть J « { ^ **rj 
 СРС пространства X . Вццелим иэ J подпокрытие моц
ности, не превосходящей с(х) . Цусть { 

J J t ( f x ) Ф ф \ » положим 3*А . Цусть для всех 



P * т У
3

*® пос'.ро^то попарнодизъюнктные непустые откры
тые множества г ^ , с F«p * } . Если и { р, < г 5 
всюду плотно в х t то считаем построение законченным. 
Тогда подсистема £ * f fi^ I

е

! является покрытием 
X • и ее мощность не больше с(х) . Если же tf

{ р<г\ 
не вощу плотно в х , то пусть т .i muv {«с ; 

Ь± (f<t K(\j{a<t p + vW **} 

Предложение 5. Любое сильно беровохое пространство 
удовлетворяет теореме Бэра "о категориях". Сильно бэро ̂ хи

ми являются открытые подпространства сильно бзровских про
странств и все пространства, в которых любая точка имеет 
окрестность, гомесморфцую подпространству типа 6j в регу
лярном счет&окомиактном пространстве. В частности, таг 
внми является все бикомпакты и все локальнополные по Чеху 
пространства. 

Доказательство. Первое и второе утверждение очевидны. 
Третье докажем методом "от противного". Цусть существуют 

* с А}  и х пространства X и и * ф 
открытое в V подмножество! такие, что пересечения 
нигде не плотны для вех А Не ограничивая общности, 
можно считать, что 11 есть подпространство типа Oi в ре
гулярном счетнокомпактном пространстве Y , т.е. 
U . л { Г*: *» ] • где Г*,, * г

* и t открыты в Y 
Систему J будэм рассматривать только внутри и По ин
дукции построим две последовательное ги { , Ч. * < j 
множеств, которые гул всех к обладают следующими 
свойствами: (I) V A г\ и 4 Ф ; (2) v£ открыты в Y ; 
(3) V , c T , ; (4) ^ f 1 ) Г^^Ч. > 0 ; ( 5 ) [v M I}c Ул ; 

Множества , удовлетворяющие условию (4>, су

ществуют, ибо i  покрытие U и /Л л u f 0 по условию 
(I). Множество v^f t удовлетворяпцее условиям (1)(3), 
(5) и (6) существует, ибо Y регулярно, а л о* 
нигде не плотно в U 

ПуСТЬ ф • Л { f i 4 U } w П { ' V j a < u) j 5 
И » IV^CJ} Из условия (5) и счетной компакт

ности Y следует, что ф t ф- Так как <р является 
пересечением счетного числа вложенных друг в друга замкну



тых подмножеств у , для каждой окрестности 0+ жсжества 
ф в Y существует номер * такой» что V A с 

Но v^. л г Л. t ф по условно (4) # Значит» 0+ л М ?0 
для любой ощ. эстности множества ф в у . Поетоцу 
существует точк» >, предельная для множества м • Из 
условия (3) и определения и следует» что ф с и . Зна
чит, М не замкнуто в U , а повтор М не замкнуто и в 
ж » что противоречит тбцу, что 1  консервативное по
крытие пространства У аамвдтыми множествами. 

Предложение б. Вели пространство х имеет всюду плот
ное подпространство У такое» *гго cf(d/Y$ » то 
существует 2 с у , [£] . х такое, что ecf у> > «* 

Доказательство» Рассмотрим все, '• плотное подпростран
ство Н • (*л *) V • ?Д* * * с({у) • Положим 
ki и,если для веек ^ : ^ ^ г построены множестве 
Нх,с Н » то пусть  их объединение» и 

• sMitL/: д / < Н ч М } • Полагаем ^ • Ц и { ̂ | . За
метим, что замкнуто» V f , и что если р*г , то 
J M 4*1 « * # поежожыу г «и у) I то (L,l t х 
при всех / * г • Значит* построение 4дот продолжаться 
для всех г . Пояовош 2 . u^ieu. * ) # 

Докажем» что Z всаду плотно в х . Оредоадохин про
тивное, цусть Л'•rt*f*Jf^ г ы*М*  м о 

мент с наяменышм леденеем, Так жах ъяюжество шдохеов 
fc л* < г } конфвнальмо * к /<т » to существует 
наименьший явдею <• » такой » что и л^а Z 
Это значит, что для некоторого ординала р ш имеем 
"fLfi i//a*J • W * • f**f * • *u 4 [bj ? . Про
тиворечие о определенном ^ . Значит, г вецду плотно 
в )Г . 

Замкнутость шюждет* 14 в £ следует ив их определе
ния. Поскольку система j . {ли л * * r

J растущая, и ^ 
замкнуты в , era система  с*с пространства 2 « 
Легко видеть, что J имеет подпокрытие только мощности» 
равной cj(r) > ыш » воетоцу ссС*) > • 

Лример I, Континуум Суслина # обладав* свойством S 
по теореме I, но в нем существует вевду плотное подпрост
ранство Z » для которого сесг) * 1 , ибо 
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d ( U ) * «i (сл. flt 2.7.9 ( j )7 ). Это пространство 2 

совершенно нормально, наследственно финально кошактно в 
удовлетворяет первой аксиоме суетности, ибо таков контину
ум Суслина. 

Пример l̂ L Пространство "наивного11 примера Пиимусии
сяого я Тэлла [3]  Муровсжое, вполне регулярное, со 
свойством Суслина в плотностью • Если в нем построить, 
rat его описано в предложении Б, всюду плотное подпрост
ранство 2 л то оно попрежнему будет Цуровопш, впало 
регулярным, значит, перистым пространством со свойством 
Суслика, но бее свойство 3  ответ на один вопрос 
1*ВЛркснгельожо*о» 

Пюимео Э. Квадрат континуума Суслина не обладает свой
ством Суслина ( fl t 2.7.10 С О ] ), поетому не обладает и 
свойством S . С другой стороны, если предположить аксио
му Картина и отрицание континуумгипотезы, то квадрат лю
бого бикомпакта, ебладащего свойством Суслика, тоже обла
дает етим оюйствок [6] , Значит, утверждение: "Еоли би
компакт обладает свойством S » то и его квадрат обладает 
свойством £f 9 не еавтит от системы аксиом ЦермелоФрен
жедд. 

Проблема I. С̂ цеотеуят ли классы пространств, кроме 
перенаселенных выше, для которых с(х) » сс(Х) ? J част
ности, верю ли его равенство для паракомпактных р про
странств? (Вопрос В.ШЬномарева). 

Цусть х  депртово произведение множеств к* , 
< € A I • произвольная филированная точка из х , 
г * кавдикал. Если х , то хусть А*. • {* « 4 1

: ^ J * 
z rfX,e) • { *• X 1л*1 * r i с В частности, 

обозначается чорез §то обычное «.произведение 
млшдетв X* , 4еА с остром * . Наконец, 

. f х f X |л«1 ««*} . Пусть * г натуральное число, А* 
декартова » я степень 4 , я А**  поймнсмеетио А* • 
состощее из точек, все & координат у каждой из которых 
различны* Еодж м* * f *о пуст! • (*еХ ^ « е - п * 
^  { r<*0 : * A**1 , * и̂коироано ] , 
I ***А!»4Ъ€Ы\. Лело вддеть, two t(xko) рав

но объединению воех множеств оиотеым } , Полшош К. (*,о>• 



 о . Дегко вщдетъ, что e^fx.o) (««х |А„| k n j 
Предложение 7. Если все х а 9 *сеА  т; пространст

ва, то i  консервативное покрытие CFXJO) замкнутыми в 
х множествах иэ которого нельзя выделить подпокрытия 

мощности меньшей, чем (Я Ml 
Доказательство. Замкнутость в х множеств Т С * * ) сле

дует иэ того, что все  7; лростра!:ства. П у с т ь fc<j 
к * иэ Г(х,о) не пркнадлежит о$й . Докажем, что 
*^ Г^/.] » замыкание берется в 6 " о ) . Пусть 
А л • Положим flk) »f F6*0 tpi 4 .Так 

как * « для любого с & , неверно, что 
Ак с хотя бы для одного « & » значит, 

1« • W f c f P * )  ' * * } . Так как ространства 
удовлетворяют аксиоме 7J , существуют окрестности 14 то
чек в у р , не содержащие точек ^ Тогда 
л^' t/c  окрестность точки t , не содержащая ни од
ной точ*.л из v $ в (р.) , ибо для всех ры*) « i С ^ ) име

ем: я^ (г(*ч) ^'00: , . Пересечение всех та
ких окрестностей точки *  открытое подмножество х , не 
содержащее ни одной точки из и J. . Значит, и j 0 содер

жит все свои точки прикосновения в S(x.o) и поэтому замкну
то. Это и означает консервативность покрытия J . Цусть 
JjJ < lA| Рассмотрим А. • { * * < » F(**) * £ J . 

Так гак каждое множество. ̂ к конечно, М #| < < |д| . По
этому существует индекс ^ * А \ К • Тогда ни одна точка 
из /г>~' не принадлежит ни одкоцу иэ множеств системы 
£ , энащп1

, не является покрытием в*fx.*) . 
Пример 4. Существует пространство X , для которого 

с(х) < сс (х) * <*fx) Пусть г. 1 ^ u Y^.ft* прк 
всех * < ьц. , где 0  дискретное двоеточие. Пусть 

Y *
 г [ У< < < « 1 } • * * / о* I < < у»,} , где Ас 

точка из О г , все координаты которой равны а . Цусть 
X » C(Yt *) Тогда по предложению 5 X имеет консерва
тивное покрытие i замкнутыми в Y (значит, и в * ) 
множествами, и Щ * w, . Поскольку Y  диадический би
компак., с(х) г . Каждое множество F « I гомеомопфно 
£

с , а следовательно, обладает свойством $ Поьтоцу, 
если ч  какоето другое срс пространства х t то для 



каядого F с $ из ^ можно выделить счетное подпокрытие 
1(F) для Р«$ .Если f» * V {£ t?) * F в £ } то 

* . Значит, ccf*>  о*, По теорем Хьюитта

МарчавсногоПондичерри, <I<F) * ̂  , ибо г 2.** (см. 
[I 2.3.15J ). Тогда и d i x ) . ^ . Поэтому 

Ofe « с ( X ) A w, » сс ( X ) < ь>м. « d ( X ) 

Определение 3. Пусть* X"  тихоновское произведение 
пространств X* , , Г2] • X e j z * Y 

непрерывная сюръекция, о  {«^ J € z , г  бесконечный 
кардинал. Будем говорить, что накрывает Y tобо

лочкой точки *tX . если найдется такое подмножестго 
А* с А , что |Aj 4 г в и если X* * ( * « Х /•« < А«} , к 
X. с 2 f то /Хо « Y Л Само ьножество X* называем 
tоболочкой (или Аооболочкой) точки о в X 

Теорема 2. Пусть X,* , А  7; пространства, 
V  их тихоновское произведение 2 с х содержит £*г(*>°} 

для о е у , f X Y  замкнутая непрерывная 
сюръекция, и cc(F) «т дцд любого Г , замкнутого в 
У Тогда f накрывает У гоболочкой точки о . 

Если 2. » У , то f накрывает Y т оболочкой любой 
точки р« X . 

Доказательство, Пусть И £(f(*
k

)) , 
ф * I и ъ к • { М < * 0 * € 4 (

° j Так *ак 
отображение f замкнуто, множества ф*. замкнуты в У и 
*^  консервативное покрытие ф к эамг *утыми в У (зна

чит, и в ф^ ) множествами при всех . По условию су
ществуют подпокрытия ^ мощности 6г для веек . 
Для каждого W с*1

) € выберем одноединственное F^)*3.w 
такое, что $ ( r t < * $  I . Пусть SH '

 C J т е м а в с е х 

выбранных таким образом множеств, f*.  объединение всех 
множеств системы , и А* »{*еА fc.**) е ц J 
Ясно, что f ъ, , и |А£| с * . Пусть 
Л » и X*  { * « Х А* с A* J . Легко видеть, что 
Х 6  искомая rоболочка точки о . 

Теорема 3. Если У *• тихоновское произведение бикок 
пактов, Y  бикомпакт, k c L Y ) ' * ? , / х у 

непрерывная сюрьекция, то f накрыв* jr у гоболочкой 
любой точки &е X . 
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Следствие I» Цусть в условиях теоремы 3 бикомпакт Y 
совершенно нормален. Тогда f накрывает Y и.оболочкой 
любой топш о е У . 

Предложение 8. Пусть х* , * € А - Т% пространст
ва, У  их тихоновское произведение, } j х —* Y 
замкнутая непрерывная сюрьекция, и i(y) ± J ( Y ) < t
Тогда j накрывает У гоболочкой любой точки в у 

Доказательство. Если ZT • £с (х.о) , то /(Г,) всю
ду плотно в Y 9 легко видеть, что • Y .Цусть 
liiJ  d(Y) * всвдуплстно в Y • М* с К.г • 

« м и Я/ч*  взаимнооднозначно. Полагаем А* -
»*Мс} и х л и с Д.} Тогда УИ  ис

комая оболочка точки а 
Проблема 2. Пусть X* , *е А  бикомпакты, *  их 

тихоновское произведение, у  бикомпакт, ^ C Y )
 е *(Y)*<j* 

Верно ли "наивно", что непрерывная сюрьекция f х —*Y 
накрывает Y г оболочкой любеЛ точки о* X ? Если пред
положить аксиому Мартина и отрицание понтинуумгипотезы, то 

d ( Y )  <4 [7] , и тогда ьсе следует из предложения 8. 

5 2. 

Напомним, что пространство X называете: псевдо V -

компактным, если каждая дискретнаг в X система непустых 
открытых множеств имеет мощность меньше V 

Предложение S. (а) Для вполне регулярных пространств 
псевдо «J.компгктность совпадает с псепдокомпактностью; 
(б) есл! метрическое пространство У псевдо т+компактно, 
то w ( X ) ± ъ ; (в) псевдо с компактность переходит от 
прообраза к об азу при непрерывных отображениях; (г) мет
рическоз прс тренство псевдокомпактно тог^а и только тогда, 
когда оно компактно. 

Все пункты этого предложения хорошо известны и оно 
приводится только для ссылок. 

Теорема 4. Если j : X —» Y  замкнутое и неприводи
мое непрерывное отображение регулярного пространств X ча 
псевдо т комгактное пространство Y , то X тоже псев
до т компактно. 
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В качестве следствия получаем такую теорему. 
Теорема 5. Если вполне регулярное пространство X 

замкнуто, неприводимо и непрерывно отображается на псевдо
компактное пространство Y , то X псевдокомпактно. 

Доказательство теоремы 4. Предположим противное, пусть 
в X существует дискретная система **1и+ *.<г*} не
пустых открытых множеств. Поскольку отображение f замкну

то и неприводимо, система /* • { f # 4 t х с г } состоит 
из непустых попарнодизъюнктных открытых подмножеств в ' 
(здесь j # <

U . Y s j f x x u ) ). Пусть Г { Yi * 4 
[vie с - f 4 #

4 t , V* открыто в X , +*rj и Г£Г]« 
* ( -i Ьи\ * < т } Система <Г существует ввиду регу
лярности X . Ясно, что система [^7 дискретна в Y , и 
тогда система j*S » { f ' * + дискретна в Y , со
стоит из непустых открыт :х множеств и имеет мощность f , 
что противоречит условию. Значит,' х псевдо г компактно. 

Б.С.Клебанов [4] называет пространство У г прост
раяством, если оно является образом произведения метричес
ких пространств при непрерывном замкнутом отображении. 

Предложение 10. Е ти Tj пространство Y является об
разом при факторном (в частности, при замкнутом) отображе
нии произведения Т£ пространств Х^ счетного характера, 
тр: в У каждая точка является * точкой (т.е. или изоли
рованной, или к ней сходится последовательность из беско
нечного числа различных точек). 

Доказательство. Пусть X • fl {X* ***А] 9 f X Y 
 факторное отображение на у , и }«Y  неизолирован
ная точка. Ясно, чт* множество fV^) замкнуто, но не от
крыто в X Следовательно, существует точка e

«i"Vjf)t 

граничная для этого множества. Легко видеть, что точка о 
гранична и для f~

4

(t) п *(Х,о) ' . Так как 
* ^ в для всех *сА , с(х,о) пространст

во ФрешеУрысоне [8] Поэтому существует последователь
ность { х,. I п,< о} с Е (X,©) \ У (у) • сходящаяся к точ
ке о Тогда последовательность % fСО 
сходится в Y к точке у и содешит бесконечно много 
точек. 

Предложение 10, повидимому, известно. 
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Теорема 6. Пусть Хи , и * А - метрические прост
Iънства, X  юс тихоновское произведение, j iX~+ Y 
 непрерывная замкнутая сюрьекгия и Y псевдо ̂ компакт

но. Тоцда суп'̂ ствуют подпространства с X*, такие, 
что v(U^) * т и если U » п {И* А ] , то 

* Y и f\K  замкнуто. 
Доказательство. Из предложения 10 следует, что в Y 

каждая точка является ж точкой. Иэ результатов работы [9] 
сле^ ет, что тогда пространство X является I компакт
ным, а пространство У  пространством. Тогда сущест
вует замкнутое подмножество х"с X такое, что f(**)*Y 
и замкнуто и неприводимо. Из теоремы 4 следует, что 
X* псевдо г+ компактно. Пусть М<  С л

*
х * ] » где 

Я* < х У <  проекция. Из предложения 8 теперь сле
дует w ( H u ) <• f Остальное очевидно. 

Немного изменив доказательство теоремы б, получим 
след: (ДО теорему. 

Теорема 7. Пусть в условиях теоремы б пространство Y 
псевдо кошактно. Тогда суцествужгт метрические компакты 

М и с при всех * й А такие, что - Y и 

S\u - замкнуто, где У • Л { * * с А} # Следователь
но, Y диадический бикомпакт. 

Следствие 2, Каждоэ псевдокэмпахтное V пространство 
является диадическим бикомпакюм. 

Это следствие обобщает аналогичные рееультаты работ 
[4] , [9] для счетнокомпактных пространств. 
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Топе тогические пространства и их отображения. Рига, 1985. 

УДК 513.83 

НЕЧЕТКИЙ ИНТЕРВАЛ И «УНКЦЮНАШАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
НЕЧЕТКИХ КРУЖЕВНЫХ.ПРОСТРАНСТВ 

А.П.Шостак 
ЛГУ им.П.Стучкй 

Нечеткий интервал 3 , введенный Б.Хаттоноы Г 5] , 
принадлежит к числу наиболее важных и интересных нечетких 
топологических пространств. В последние годы появился рад 
работ, посвященных исследованию свойств этого пространства 
( Г5] . [ 7] , [83 , 19] , [12] и др.). Часть иэ этих свойств 
вполне аналогичны свойствам обычного интервала! « L0.Il , 
другие ж*~ являются специфически "нечеткими" и не имеют 
"четких" прототипов. 

3 центре целого направления ебщей топологии лежит изу
чение тех или иных классов топологических пространств по
средством ьелрерывных функций, отображапцих эти пространст
ва в интервал I . Представляется весьма интересным про
ведение аналогичных исследований нечэтких топологических 
пространств посредством их нечетко непрерывных отображений 
в нечеткий интервал Я Первами результатами такого рода 
являются полученные Б.Хаттоноы функциональные характеристи
ки нэчетких нормальных и нечетких совершенно нормальных про
странств [51 Позднее тот же* автор использовал отображе
ния d 3 для описания нечетких равномерных пространств [6]. 
Этим, повидимому, и ограничиваются известные к настоящему 
времени результаты такого сорта. 

Целью данной заметки является описание нечетких кру
жевных пространств посредством нечетко непрерывных отобра
жений, звданных на них и принимающих значения в нечетком 
интервале $ 

Кратко напомним основные используемые в работе поня
тия и конструкции. 

А. Нечёткие топологические пространства. 
Определение [2]. Нечетким топологическим пространством 

называется пара (X.* ), где X  множество, а <  некото
рое семейство его нечетких подмножеств (т.е. <t с I х ) f 

http://L0.Il
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удовлетворяпцее ведущим условиям: 
(1) 0,1 е < с ; 

(2) если для всеххе А , то V Ji^tf 
(3) если , то jLMk6<c Х € А 

Определение [2] . Нечеткое множество <£* в нечетком то
пологическом пространстве (Х,<с } называется замкнутым, если 
1 4 €<£ . Замыкание нечеткого множества JL в нечетком 
топологическом пространстве (Х,* ) определяется равенством 
jL*Ai^:efc€ I, £> }ij з j замкнуто}. 

Определение С2] Цусть (X,* ) и )  нечеткие 
топологические пространства и .J: X 1̂  отображение 
соответствующих множеств. Тогда j называется с нечетко) не
прерывным, если для каждого * € 6* имеет место < 

Б. Нечеткие кружевные пространства. 
Определение [10] , [II]. Нечеткое топологическое про

странство (Х э< ) называется кружевным, если < содержит 
все константы и юьлдому jb£<C можно сопоставить последова
тельность <Jhi)„eN открытых нечетких множеств таким образом, 
чтобы выполнялись следующие условия: 

(I) f* < Jt для всех * « N ; 
( 2 )

J

V b e j b ; 
(3) если Jl * i> , iJ « * в то Jt* * для всех 

* « N . 
Нечеткие кружевные пространства изучались в [103 , Ш З , 

П21 . Нам потребуется следующее утверждение. 
Предложение [10] , Г Ш Цусть ( X f < )  нечеткое 

кружевное пространство, 4  замкнутое нечеткое множество в 
X|Hcfr*Jt ,JL6<C . Тогда существует нечеткое, множество 
JJu.€

c

C такое, что <fc* jt̂  При этом мно
жества ]1д могут быть выбраны согласованным образом в том 
смысле, что, если 4  § • j 1 , 4

^ ( £ ~ нечеткое замкнутое 
множество, £ 4 Ъ < *t ), то jtx, £ 

В. Нечеткий интервал (по Е Хаттону С5] ). 
Обозначим через & совофпность всех монотонно убыва

ющих (нестрого) отображений i:R — * I таких, что 
B(t)  i при t * D и *(t) е 0 при t >1 .Для кавдого 
t«R положим ali>j#*tf) к ^ * 8 » У *с*> 



Для а, г* с & будем писать г ~ г' , если tU
 t

^atU
e t

l 
и a(t')  fc'Uv

) для всех t £ R Ясно, что *° является 
отношением эквиврпентности на £ Положим Cai'tnt̂ i*. 
и пусть Д обозначает множество всех классов эквивалент
ности Г*} 

Введем на Я нечеткую топологию * , взяв в качестве 
предбазы семейство нечетких множеств *'1>^,5о.

: с * Л * Ю f 

где нечеткие множества I и у а : 3—• I опре

деляются, соответственно, равенствами , 
gjai * я Ctf) Множество 3 , наделенное нечеткой то

пологией чг t называется нечетким интервалом. (Для него мы 
сохраняем то же обозначение 3 ). 

Замечание. В некоторых работах ( [9] , С12]и других) 
paccr/агривяется также т.н. расслоенный нечеткий интервал 
1* * , нечеткая топология которого задается 
предбазоР « ^  { А ^ О . а , к Ц } 0 I е  с « Ц (т.е, 

яг* отличается от предбазы * топологии < тем, что в 
нее дополнительно включаются всево^ожные константы). Легко 
проверить, что все результаты данной заметки остаются спра
ведливыми и в случае, когда вместо нечеткого интервала ис
пользуется расслоенный нечеткий интервал. 

Перейдем теперь непосредственно к изучению функциональ
ных свойств нечетких кружевных пространств. 

Теорема I. Пусть ( Х/Г )  нечеткое кружевное проет
ранстго. Тогда каждой паре нечетких множеств (<Ь; ), где 
j L e ' j , и J"*^ , могкно сопоставить нечетко непрерыв

ную функцию ( f i ^ j i  ) ^ J X —^ 3 t удовлетворяющую нера
венствам 

JftXi*)* J(*)(o*i*jiW ( « X ). 
При этом такое сопоставление можно произвести согласованным 
образом в том смысле, что, если и , где 

<*)ег , то 4 fof 

доказательство. Зафиксируем пару нечетких множеств 
( Ь> У» 4 удовлетворяющую условию теоремы и построим для нее 
соответствующую функцию J(* 

Положим j i 0 * и w , где ju определено как 
о предложении пункта Б. Воспольэогавшись повторно этим пред



ложением, положим Jt><fc
tt

ty»)jLL . Из построения следует, 
что ^< jLk < j^vl а * • Ддаее, вновь ппименяя 
предложение пункта Б, положим * ^.Mf у* • 
^•фч*)^* Продолжая этот процесс по ивдукции, аналогичной 
той, на которой основывается доказательство леммы Урысона 
(см* [31 и др.; ср. также доказательство нечеткой леммы Уры
сона в [5] ), для каждого двоичнорационального числа 
*1ь[0Д] построим нечеткое множество jit , причем так, что, 
если Ч Л е ̂ ОД]  двоичнорациональные числа и *ц* * , 

Пусть & обозначает множество всех двоичнграциональ
ных чисел, заключенных в ГО,И . Для каждого t«E0,I] поло
жим jit*topl^»s>t> ФУ .Из построения ясно, что, .2
ли t,$€ С 0 ,1] и t < 5 , то jlê J'i . Далее, при t<& по

ложим J4 с i » а при t > 1 положим ]Ч * & . За
дадим теперь функгив. j '• X —* 3 . определив для каадого 
х $ Х значение € Я равенством <J(*5U) • ]Ц(х) 
Проверим, что эта функция удовлетворяет условиям теоремы. 

Непосредственно из определения ясна справедливость 
цепочки неравенств: 
М * ) * jix<4]ци)frUfcfl* у ч е т 
Покажем теперь, что отображение н'трерывно. Для этого рас
смотрим прообразы элементов предбаэы 

П у с т ь [ 0 , 1 С , тогда для t ^ X 
f U y * > ft fo>» K*Xt+) • y$ 
• следовательно J "

1

^ ) * * . Если t*0 t то ftytX*}• l \ 
наконец, если t <1 , то f4? t}t*)0 . Следовательно, 
во всех случаях $

л

( ° ъ )
 € ^ 

Пусть теперь t« ] и,I] , тогда для 

а следозательно $" L t*t) f e < c . Если t «О > то $"4*0* 6 ; 
наконец, если Ъ>1 , то j"

1 (тс^аО• I  J(*XO • 1 
Итак, прообразы всех элементов предбаэы топологии не

четкого интервала открыты, а следовательно, отображение £ 
нечетко непрерывно. 

Утверждение о согласованности определенных таким обра
зом функций для различных пар ( * 5 jt ) и ( ^ ) сле
дует непосредственно из условия согласованности множеств 



'Ч
 и ^ (°

M e предложение пункта Б), участвующих в по
строении этих функций. 

Следующая теорема характеризует нечеткие кружевные 
пространства посредством их отображений в нечеткий интервал. 

Теорема 2. Нечеткое топологическое пространство (Х,< ) 
является кружевным тогда и только тогда, когда каждому 
Ji€ т; можно сопоставить нечетко непрерывную функцию 

X — * ^ • удовлетворяющею при каждом х равенст

ву «fytx)(r)* (t}i)tx) , причем согласованным образом в 
том смысле, что из ^ь* ̂  е «С должно следовать fy* fa 

Доказательство, Необходимость. Пусть jietf и 
 соответствующее кружево. Положим «ь» , тогда 

I iV^ * AlijL^» ЛХ^ , где ***lJU, 
Построим семейство множеств t t^LO^C} сле

дущим образом. Положим ^ о ' ^ и, воспользовавшись пред
ложена м пункта Б, определим ^ « ( ^ * *i • Далее, 
снова применяя это предложение, определим множества 
* ( 0 ° \ и Ч ^

 А *г Положим теперь • 

Продолжая этот процесс по индукции, аналогичной той, на ко
торой основывается доказательство леммы Урысонв (см. также 
доказательство предыдущей теоремы), для каждого двоичнора
ционального числа г* С 0,1 С построим нечеткое множество 
\ « причем так, что, если *i * \ , то ^ц,^ 

Так же, как в доказательстве теоремы I, определим теперь 
для каждого числа i& [0,1[ нечеткое гаожество • причем 
так, что, если в то \ * Зададим функцию 
С 5и •) $ X —* <J равенством 

4U0(tH 1 ь<о 
t 0 u t 

Покажем, что определенная таким образом функция удовлетво
ряет условиям теоремы. Из построения ясно, что для кавдого 

Для г дверки непрерывности функции £ рассмотрим прообра
зы элементов предбазы нечеткого интервала. Пусть t* 10,It, 
тогда f 4ft»fc -§WC« 
Если l<0 ,то J

4

CgyW*ftJ^it3)tb0
e

l , наконец, 



 1бз 
если t>l , w ^(fcV*? tJOt>SW^»0 , а сле
довательно, для каждого U Ъ *"Ч*Л€< . Далее, 
для t « l £ U l 

При U O y4*J(*> iV^S&XVQ ; если же i>i , 
то f (лОСж)«1 *Ч . Итак, опять для каждого 
t« S f (x^et Тем самым непрерывность отображе
ния j доказана. 

Наконец, учитывая предложение пункта Б, легко заметить, 
что построение функций произведено согласованным образом 
в том смысле, что, если Jit? , то fyMy 

Достаточность. Пусть в нечетком топологическом прост
ранстве (Х,¥ ) для кавдого' ji*^ сопоставлено непрерыв
ное отображение < ^ ж

) Я такое, что }ф(0иДОх£ 
причем так, что, если jt4 то * 

Множеству ji* *С сопоставим последовательность открьк 
тых нечетких множеств (jO h t 4 S , положим JLK* J*Ч*иЧ^ 
Проверим, что тем самым получено кружево. 

( I ) V f.*w*\jmi{*f>.iQY%)*4^^^ 

и, следовательно, J * * ^ * ^ 
(3) Поскольку неравенство ]i£ $ влечет по условию 

jjb* fa >
 и з построения ясно, ЧТО JL** ^* 

Итак, пространство ( X , * ) является кружевным. 
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Топологические пространства и их отображения.. лга.1985. 
УДК 517.5 

О НВЮТОРЫХ СЕМЕЙСТВАХ ПОЛИНОМОВ ДВУХ АРГУМЕНТОВ 
Г.К.Энгелис 

ЛГУ им. П.Стучки 

В ft 3,4 нашей статьи [2]были рассмотрена некоторые 
семейства полиномов двух аргументов. Эти поликомы являются 
собственным* функциями некоторого линейного длф^ерснциаль
ного оператора второго порпдка. во многих отношениях нало
мттт классические ортогональные полиномы (КОП) и в неко
торых случаях выражается в форме f>mu)^a) . где ̂  и q,„ 
 КОП. Но не все произведения указанного вида входят в 
класс изучаемый в 12] . В настоящей статье рассматривается 
операторы более общего вида, множество собственных ФУНКЦИЙ 
которых содержит все указанные произведения. При этом ис
пользуются методы и обозначения статьи [?], в частности п 
означает множество всех полиномов от двух аргументов над 
ПОЛЕМ комплексных чисел, П*  множество полиномов, степень 
которых НЕ выое t ,  коэффициент при * Y 8 полит ме а. 

Теорема I. Если оператор 
L(D * а л ^ * a ^ ( i . ; • е (I) 

(где {лЛс,а.е]*Л ) при жаждем имеет собст
венную функцию вида з * ^ . , » * ° 

с • c«, у1 * CP* • <*#̂  * <i» , d • d„* *d* , * • e*y + * 
и соответствующее собственное значение 

Де:аэа~ельство екалогкчно доказательству теоремы 10 
из [2] Отметим, что деучемяб з [2]' случай получается, 
ЕСЛИ 4»4|»<«.И <4„ ft, . 

Легко убедиться, что любое произведение где 
и о^ КОП, удовлетворяет уравнению La)u.* * Известно, 

что существуют такие полинош a * d а * ,что 



( a **S 0 * * * 0 * ) ^ * • (d*t *cU.)^b (аш«0*«Ь p^ (3) 

Если (3) умножить на (4) на и результаты сложить, 
получается искомое уравнение (в этом случае {о )• 

Следуя [2], введен согласовг нный cL линейшй функ
ционал Э , такой, что для каждого |>с/7 
3(a/>; * + dp) т Э ( 1 р ' л * * е р ) 

и определим скалярное произведение 
(p. -

Пр. г выполнении некоторых дополнительных условий такое ска
лярное произведение можно истолковать как интеграл 

Здесь граница области © удовлетворяет уравнению ас - i k .о 
и весовая функция f удовлетворяет системе / 

Из теоремы I статьи [к] вытекает: если х н ф ju* ,то 
соответствущие собственные фушс^ии Р«/ и Я* ортогональны: 

fP4, P»J с 
(В дальнейшем через Я»к будем обозначать полином вида 

Можно показать, что при определенных условиях неко
>рые собственные функции оператора (I) выражаются через 
формулу Родрига. Введем еще некоторое обозначения. Пусть 
о.'.с разложены на полиномиальные множители 

a • (but. , £  a t d , с  С ( б ) 
и пусть 

<f • я. СОхСд,  a, tfc) i ^ • С  a. . 
Теорема 2. Пусть выполнены условия: I) система (5) 

имеет ненулевое решение f , 2) о.^с[.о в 3) множители в 
(6) ...ажио подобрать тек, что 

в/, •» t ̂  с, • I , с' •
 l a *

 a
' * * 

Тогда : I) функция . ГЧ£ П ^ П У ^ Г ) 



является полиномом; 2) если или ,то(*у,О«0*°; 

Утверждения I и 2.получаются как частные случаи теоре
мы в из Г2] .утверждение 3 доказывается так же. как теоре
ма 14 из Г2] с небольшими изменениями в выкладках. 

Если в^ияЬ^бОод), из КОП, то 0 ^ отличав ;я 
от Р№йг только постоянным множителей и иэ утверждения 2 
теоремы следует ортогональность ©тих полиномов В общем 
случае ети системы биортогональкы. 

Покажем теперь, что полиномы Ru^O.* связгне' ре кур 
рентными формулами, аналогичными формулам для КОП (см.[1]). 
Ради краткости сформулируем эти теоромы только для аргу
мента д  разумеется такого же вида формулы имеются и для 
)f • В [2] соответствующих теорем нет. 

Теорема 3» Существуют системы чисел такие, что 
для всех (*ц*) е 

* Р ~ ( х . и ) * Р ^ ж ( к . » ) 4 fey)
 ( 7 ) 

Докажем только (7). Ясного,/Р„ • / " ' j S t . t e ^ и 
trro г можно представить в виде г *C*i*,*.t) 0*t # Потому 

• Рн* <«•*>+ X. ««О ftt
 ( 9 ) 

Умножим обе части Э'хого равенства скаллрно на ̂ ( « . ^ «где 
Jki*(tc, О*}"' в И э биортогональности семейств P̂ ,0̂ w следует 

Но это произведение равно 0, если Итак, в 
правой части равенства (9) отгпными от 0 будет только те 
rffr.ib.i.tj , для которых . Равенство (?) доказано, 
(8) доказывается вполне аналогично. 

Для КОП известно несколько соотношений, связыващих 
полиному с различными вэоовыми функциями. Аналогичные 



соотношения игеют место и для полиномов . Если сущест
вует f  ненулевое решение сиотемы (5),ети отмечается за
писью flmftjjidi 

Теорема 4. Если существует ненулевое решение системы 
(5) и выполнены условия теоремы 2, то для кажд го foOff* 

в...,* U | • , * *  ' ) • (*& + *)0„1*.Т) , 
где х определяется равенством ̂ « ~ (в [2] показано, что 
х  полином). 

Доказательство получается из цепи равенств: 

Для HL.i известен факт, что производные КОП то:: е являются 
КОП. только с другой весовой функцией. Аналогичный факт 
имеет мест

о для Р»* в одном частном случае. 
Тео,зема 5. Если Р%*  собственная функция оператора 

(I) и а» ч Со  о , то^в»,  собственная функция аналогич
ного оператора, где полиномы 4,е заменены на <4*a,9e*i6V. 

Для доказательства продифференцир ем по * обе чаот: 
уравнения L ( O . A ^ i 

и вместо 1'ы пишем м. Получим 

• (Хи • U»m* t 0 * 4 Л 4 C#i* • • 
Но правая часть этого равенства совпадает с 

т.е., это V*,» Д М оператора в левоЛ части. Теорема дока
зана. 

Итах, полинома! и & мможно рассматривать как обобгс 
кие КОП, более шрокое, чем рассмотренные в [2]. 



Литература 
1. Никифоров А.Ф.,Уваров В.Б, Основы теории специальных 

функций.  Ы. ,1974. 
2. Энтелнс Г.К. О некоторых двумерных аналогах класси

ческих ортогональных полиномов.  Латвийский матема
тический ежегодник, 1974, т.15, с.169202. 

Поступила 24 сентября 1963 года 



Топологические пространства и их отображения. Рига, 1985 

УДК 512.548 

О ГРУППАХ АВТОМОРФИЗМОВ КОНЕЧНО ОПг'здИЕННЫХ 
КВАЗИГРУПП ИЗ. R МНОГООБРАЗИЕ 

А.А.Гвара :ия, .'.Глух о в 
РКЖГА им. Ленинского комсомола, 

AI7 им.А.М.Горьксго 

В данной работе под квазигруппой понимается множество 
с тремя бинарными операциями / ч , удовлетворяющими 
системе тождеств £ 0 

у • * * W *  j ) » % 

В Г Л для систем кваеигрупповых тождеств определено 
так наэываьлое условие R и показано, что в многообразиях 
квазигрупп и луп, заданных системами тождеств с условием ft 
(в Я —многообразиях).положительно решаются алгоритмичес
кие проблемы гог^ества слов, изоморфизма и вхождения для 
конечно определенных квазигрупп и луп. 

Описание Лмногообразий квазигрупп дано в [2] 
Каждое такое многообразие может быть задаж системой тож
деств, вляющейся объединением с* с некоторой (произволь
ной) подсистемой or едущей системы тождеств: 
I )  у* , 2) fry) у  * 3) 
4) (^)x.j 5) JUX 6) ****** % 

7) 8) (дкК**> •* 9) U « « i ) « M F 

10) f*4*)<  хчч I I )  * n * , 12)(<д**чх)*жч* t 

13 ) (* /*Нхч) «'л , 14) 
Далее под Z будет пониматься любп такая система тож

деств. Квазигруппы и частичные квазигруппы с системой тож
деств £ будем называть соответственно х квазигруппами и 
частичными £квазигруппами. Многоообразие всех £квази

групп обозначим через О(г) . 
Из результатов работы [3] следует, что для любой 

Хкраэигруппы Q , заданной конечными системами образую



щих элементов и определяющих соотношений, можно найти ми
нимальную конечную частичную £квазигруппу О» , называ
емую базой для 0 , такую, что 4» эвободно порождает Q 
в многообразии ОД В связи с этим Q называют свобод
ным замыканием £* и обозначают 5 В общем случае 
(см. [3] ) & является объединением двух непересекающих
ся частичных ^квазигрупп: одчоэначно определенной свя
занной части ft' и чистой части Qi Чистая ^асть порожда
ет свободную Гквазигруппу а/ , и 5 является CBOOL^HHM 
произведением £ квазигрупп К и Б в многообразии 

GKE). В данной работе мы будем рассматриеаг лишь тот 
случай, когда Qi*fi , то есть когда в 0. не выделяется 
свободным множителем никакая свободная х квазигруппа. 3 
этом случае, в силу единственности базы Qi , все автомор
физмы сквазигруппы 5. оставляют базу & на месте и по
тону Aid ф и Aut Oi , Так как IQII <<* , то группа 

Aai ui конечна. Естественно возникает вопрос: любая 
ли конечная грутща может быть представлена *сак группа авто
морфизмов конечно определенной £квазигруппы? Для 
этот вопрос решен в [] Здесь он положительно решается 
в общем случае. 

Теоремл. Всякая конечная Гр: ina изоморфна группе авто
морфизмов подходящей конечно определенней £квазигруппы» 

ESiUSLKSShSlSS^ Пусть 
б • 

произвольная ионечн.я группа и §,  ее единичный элемент. 
Построим конеэдув частичную хквааигруппу Q , такую, 
что 

Aut О * Q . (I) 
Для этого с каждым числом !*<,.. ,#> сопоставим множество 
символов 

где {шк*х , если к  we.но и f , если * 
 нечетно, и две системы соотношений 
Hi • {сца^м • о**, *илйч+ • , ... лцуНш в*х, а^Ом • J«; J • 
LL • {at* ft** • фя * i*i » *1 • 
где ft*  есть элемент в группе 6 , а инд <с % 
у элемента ^ считается наименьшим положительным вычетом 



no модулю » Обозначим: 

Заметим, что в л&бой частичной Z.квазигруппе каждое 
табличное соотношение з » то есть соотношение вида 

где *  любая из операций , / , *ч , :*меет своими след
ствиями некоторые другие табличные соотношения. Из условия 
ft на систему тождеств г (см. [ 3 ] ) следу т, что сис

тема T T Ы всех табличных соотношений, являющихся следст
виями соотношения s , не зависит от наличия в частичной 

Z К1аэигруппе других соотношений, каждое соотношение из 
T ^ U ) связызает те же три элемента л , t> % с , что и 
* , и все соотношения из 7"£ «•> ГР*»ЯЮТСЯ следствиями лю

богг одного из них. Наибольшее число соотношений Т^М со* 
держит в том случае, когда Е содержит все товдества 
DI4). В последи^ случае следствиями соотношения 5 яв
ляются се соотношения вида 

а * > » , 
где (и. +. tr)  любая перестаног.*а элементов а . I % с 
(входящих в i ), a *  любая из операций » / » >ч 
(всего 16 соотношений). В общек случае Тт(*) будет некото
рой подсистемой указанной системы соотношений. 

Добав/м к соогношенилм из М все их следствия, а так
же «се соотношения вида *а.а , A#Q , если в «.квази

группах выполняется товдество Получим систему 
соотношений S мезду элементами из иокажем, что при 

множестпо Q с системой соотношений £ является 
матичной 2кгазигруппсй. Так как в А вместе с каждым 
соотношением содержатся и все его следствия, то система 
тождеств г в Q выполняется. Остается показать, что в 
S н^т чвух соотношэнчГ*, отличающихся лиш:> правыми час

тя*.̂  (пр/ наличии та::их соотношение НХА пришлось бы скле
ить элеуентъ» из правьте части?). Из строения систем S 
видно, го если такие t и V есть, то он/ ТРЛЯГОТСЯ 

дствиг:.:и соотноше соответственно из Ui и t* 
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Так как $ л . • то равенство у< § %. ̂  возможно /.иль 
при условии 9» 9* v т.е. * • Следовательно, соот
ношение ** имеет вид 

at*., &ИЧ • $ 
Однако при к*к+4 и условие (2) не выполнимо. 
Таким образом, при *>ч О частичная хквазигруппа с 
диаграммой S 

Теперь докажем изоморфизм Л ) . 
1) Если *  автоморфизм О и a e Q , то элемег^ы 

а и *СА) входят в одно и то же число соотношений из М 
Это? факт следует непосредственно из сделанного выше 

замечания о следствиях каждого табличного соотношения в Q 
А именно, все соотношения из 3 вида с рап

яич

ными л , t 9 * разбиваются на непересекающиеся равномощные 
классы 7^ ($) , соотношения из одного класса связываю? одну 
и ту же тройку элементов и потому М является полное систе
мой представитель^ из указанных глассов. Значит, если а, и 
«cW входят в различное число соотношений из М , то они 
входят в различное число соотношений из £ , что невсмож 
но поскольку ec#4«t Q Отсада, в частности, следует, что 

6 , - А (3) 
ибо каждый элемент из А яхэдит не более, чем в 4 соотноше
ния, а каждый элемент из В входит в * соотношений при 
четном к и в * t * соотноиенлЯ при нечетном * 

2) Если <с * А<Л Q И • для некоторого it <7* 
то  тождествентгчй автоморфизм Q 

Легко видеть, что элемент входит в соотношения ии М 
а* а* , 

где (%,н, ч >ъ) есть перестановка чисел ч,5, *»*ъ 
при нечетном * и размещение из чисел при 
четном «и Так как • %L , то автоморфизм *• дол
жен перевеет.: соотношение 

ou. <£f  £, (5) 
в следствие одного из соотношений (4). Для его опред *ле:к'.* 



Элемент ! Число4 вхождек.:й при ! Число вхождений 
! четном I при нечетном 

0 2 
2 2 
2 3 
3 3 
3 4 
4 3 
3 4 

3 3 
«*» 4 4 
<¥» 2 2 

3 3 
2 2 

Из приведенной таблицы видно, что при автоморфизме «с соот
ношение (5) мо:лет перейти лишь в себя или соотношение 

при четном л и в соотношение 

при не.этном * 
л

^ли /w  четно v соотношение (5) переходит в (6), то 

Зал:эти*' что сц, входит ещё в соотношение 

а а/*а
 D соотношение 

a;..* <Y»* ж . (9) 
Следовательно, соотношение (8) должно перейти при ав

томорфизме ос в одно из следстьий соотношения (9). Однако 
это грот!, .оречит (3>. Значит при четном » имегч 

То же caмое получеется из тех соображений и прл нечетком 

найдем числа вхождений элементов < ^ f Ъ%~ъ в соотноше
ния М Соответствующие данные можно записать в виде 
таблицы. ! 



гу Теперь иг соотношений UL и таблицы легко усмотреть, 
что 

*C«*T) . О.Ч , е. 3 t 4 , .Ь (10) 
Если л,  нечетно и ъ пробегает значения 
то в соотношении 

<Нъ a.vi  Jut 
элемент £ Л пробегает всю группу G Отсюда и из (10) сле
дует, что • а потому *  тождественный автомор
физм. Если же л, — четно, то при i » , л,г элемент 
может принимать любые значения из G кроме одного, напри
мер, ^ Тогда, как и в случае нечетного * , получим 

при любом ft* Однако, очевидно, что элемент у, госолит 
в соотношение вида 

при /*« Отсюда и из (101 следует, что <<j.)g* , а 
потому и 

Таким образом «с  тождественный автоморфизм и при нечет
ном /V . 

3) Любая правая трансляция & группы в , т..е. под
становка 

* ' 99* I tf * в * « /Я 
может быть продольна до автоморфмэма частичной квазигрул
пы О 

Определим по $* отображение *к: Q * Q , положив: 
<*< (Qu)  а л , если & <  ф , т.е. ^ д. • $ 

Покажем, что * с * Hut Q Очевидно, что  под
становка множеств^ Q и потоку достаточно по азать, что ес
ли соотношение 

a t . с (II) 
содег'тся в м то и соотношение • 

 * СО (12) 
содержится в А1 . Если (II) находится г /4 то это утвер
ждение очевидно. Пусть (II) содержится в Li т.е. ..эет 
вид 

где . Пусть j ;9 c

"ft •
 Т о г д а соотношение (13) 



переиде: в соотношение 
<Vt* • (14) 

Однако *л<фр) * с. Г$;'^)  - 3 ^ • $ л Таким 
образом, соотношение (14) имеот вид 

и содержится в Следовательно, <*  автоморфизм О 
Из 2)3) следует, что для любых Ljc существует 

единственный автоморфизм «с иэ МО , такоГ* что 
• g, причем на элементах группы G он действует умно
жением в группе справа на элемент $ь , где • Ĵ ft* • 
Очевидно, что отображение есть искомый 
изоморфизм группы Aat Q на группу б . 

Частичная квазигруппа О являемся базой свободно по
рождаемой ею кваэигрутпы S из многообразия O(z) . Дейст
вительно, удалимый элемент частичной квазигруппы может вхо
дить только в соотношения, являющиеся следствиями какого
ли^о одгого соотношения из 3 Из определения 5 видно, 
что таких элементов в О не существует. Значит Q  база 
О Кроме того, Q не содержат чистых элементов. Следо

вательно, A*d Q * AU S f и потому 
Aut Q * G 

Этим теорема при »»у доказана. 
Рассмотрим случал, когда ьлч 
Единичная группа изоморфна группе автоморфизмов одно

элементной квазигруппы, которая, очевидно, является £

квазигруппой для любой из рассматриваемых нами систем % . 
Для **г>ъ,ч теорема докаэываетсг точно так же, что и. 
при , разница эаклгчается лгшь в выборе множеств 

Ai , *4 Ц Укажем возможные варианты их выбора 

Ai, •{ о., f <и, <кл> «»ч I » ii 

• { ан , ал , At , a*, O f . A i J , 
£ { <L«0L> О* , 4i,«i О», , О..А. О* • f } j 
U . { cu ait « )» у .  £*f • ** • ? Ь 



& * { ой, оо., Oi*; ^ , fl.f, 04, о.>, А# J 4 
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УДК 513.83 
0 пространствах с точечносчетной базой. 
Архангельский A.B.t с. 37; 

Цель статьи  нахождение достаточно общих условий, 
при которых из наличия в псевдокомпактном пространстве 
точечносчетной (псевдо)баэы следует существование в ном 
и счетной базы. Показано, в частности, что каждая точечно
счетная база в сильно псзвдокомпактном пространстве счетна 
и, следовательно, зто пространство является метризуемым 
компактом. (Сильно псевдокомпактным называется вполне ре
гулярнее пространство X, в котором существует всюду плот
ное подмножество У таксе, что для каждого счетного мно
жества Асу найдется содержащее его множество В^Х, замы
кание которого псевдокомпактно). Библ.  5 назв. 

УДК 517.968.52 
Замечание к принципу сравнения Красносельского для компакт
ных групп. 
Баланов З.И., Винниченко С.В., с. 69. 

Построен пример векторных полей, еквивариаьткых 
и полугомотопных относительно бесконечной группы, изоморф
ной компактной вполне несвязной, которые, тем не менее, 
имеют различные вращения. Библ.  4 назв. 

УДК 519.46 
Изоморфизм треугольных разложений представлений алгебр Ли 
( ралгебр Ли) я ассоциативных алгебр. 
Брегман А.Х., з. 1017. 

Доказывается, что любые два треугольных разложения 
произвольного точного представления алгебры Ли обладают со
пряженнъаго продолжениям. Соответствующее утверждение в 
категории представлений групп доказано С.М.Вовси, в кате
гории полуаэтоматовЛ.А.Альшянским. Библ.  6 назв. 

УДК 513.83 
Метод жестких спектров в теории паракомпактных пространств. 
Брегман D.X., с. 1сЗ32. 



• 181 
В работе развивается метод обратных спектров в классе 

паракомпактов с 6*дискретной сеть». Получена спектральная 
характеристика паракомпактных (эпространсгв, исследованы их 
раамерностные овойства, доказаны некоторые факторизационные 
теоремы. Библ.  15 назв. 

УДК 5J3.83 
О доминирующих последовательностях и узких пространствах. 
Векодер A.U., о. 3343. 

Продолжается изучение введенных ранее автором поня
тий доминирующей последовательности» узкого топологического 
пространства, отержнл. Приводится ряд характеристических 
свойств доыинирупцих последовательностей в широких классах 
пространств. Дана абстрактная характериэация твердого стеркнл 
в бикомпакте. Построен пример однородного узкого пространст
ва. Библ.  8 назв. 

УДК 513.83 
Э пространствах компактных подмножеств нульмеркнх польских 
пространств. 
Выборнов А.Н., с. 4454. 

Получен ряд классификационных теорем об экспонентах 
нульмерных полных оепарабельньос метрических пространств. В 
доказательстве большинства ив них используется полеченная 
автором теорема о продолжении гомеоморфизмов в таких про
странствах. Библ.  10 назв. 

УДК 513.83 
<арахтериэацил коллективнонормальных пространств, связанная 
г расходящимися направление стями. 
^ольдман М.А., Павлова C.L.v с. 5558. 

Получена характериэация коллективнонормальных про
странств в терминах расходящихся направленностей. Библ. 
назв. 

УДК 510.644, 513.83 
нечетких предикатах на. нечетких множествах (на примере то

кологического пространства). 
Дисган З.Б.f с. 5970. 
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В работе предлагается схема, по которой топология 

данного топологического пространства естественным образом 
индуцирует "структуру топологического типа" на множестве 
всех его нечетких подмножеств. Бябл.  4 наев. 

УДК 513.88 
Нормально разрешимые операторы о бесконечной (n,d)характе
ристикой. 
Иванов Б.Ф., с. 7175. 

Строятся примеры нормально разрешимых сингулярных 
интегральных операторов и операторов Теплица о бесконечной 
(п.Д)характеристикой. Библ.  6 назв. 

УДК 517.96 
Об одном обобщении понятия вогнутости по М. А. Краен осел ьскому. 
Катков М.Л., с. 7685. 

В данной заметке дается определение оператора медленно
го роста. Это определение позволяет выделить классы монотон
ных операторов, отличные от класса вогнутых, о такими же 
свойствами, что и у вогнутых операторов. Библ.  4 назв. 

УДК 517.96 
Существование неподвижных точек отображетй как проблема 
оптимизации. 
Лиепинып А.Х., с 8690. 

Существование неподвижной точки для функции, отобра
жающей метрическое пространство в себя, исследуется как 
проблема минимизации расстояния между точкой и её образом. 
Библ.5 назв. 

УДК 513.831 
0 псевдокомпактных пространствах. 
Матвеев М.В., с. 9199. 

Изучается вопрос, какие пространства представимы в 
виде пересечения определенных семейств псевдокомпактных 
подпространств своего СтоунЧеховского расширения. В част
ности, показано, что каждое (вполне регулярное) пространст
во X представимо в виде пересечения двух псевдокомпактных 
подмножеств в jbX. Библ.  8 назв. 



УДК 519.55 

Сплайны, определяемые обыкновенным линейным диффеоенциель
ным оператором i оператором кратного интерполирования. 
Мельник СИ., сЛОО104. 

Приводится способ характериэаци'' пространства сплай
нов S (Т,А) в случае, когда оператор Т является линейным 
дифференциальным оператором, а А  оператором кратного 
интерполирования общего вида; характеризуются некоторые 
частные виды сплайнов. 
Библ.  2 назв. 

УДК 512.546 + 513.83 
Один пример кружевной топологической группы. 
Пестов В.Г., с.105107. 

Построен пример топологической группы, пространство 
которой является кружевным и топологию которого нельзя 
ослабить до метризуемой групповой топологии. 
Библ.  4 назв. 

УДК 513.6 
Разложение типа ШеваллеЫацумото для скрученных групп 
Шевалле. 
Плоткин Б.Б., с.108118. 

Работа посвящена изучению скрученных групп Шевалле 
над произвольным комыутативнш кольцом. В ней доказкватся 
аналог теоремы ШеваллеМацумото для всех таких групп, за 
исключением группы тигч %киш 
Библ.  14 назв. 

WBt 517.97 
К 0сходимости ктэазилинейнчх эллиптических операторов. 
Райтум У.Е., с.119129. 

Рассматриваются вопросы Gсходимости для квазили
нейна эллиптических систем уравнений второго порядка 
дивергентного ви^а. Вселены классы соответствующих one
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раторов с неограииченч'т̂ л по пространственными переменны
ми младшими коэ№щиентами f для которых имеет место 
Gкомпактное', ь. Показано, что предельные в смысле 
G сходимости оператора принадлежат аналогичному классу 

операторов. 
Библ.  б назв. 

517.52 
Обратное преобразование Фурье с использованием некоторых 
специальных разложений изображения. 
Смотроог Я./..в с. 130136. 

Приложен вариант приближенного i/етода обращения. 
Гжреобразоьанкя йурье, в которое оригинал ищется в виде 
суумк ряда по функциям Бесселя. Коэффициенты этого ряда 
при малых индексах находятся численным интегрированием, 
а при больших  по асимптотическим формула:*. 
Библ.5 назв. 

УДК 513.83 
0 свойствах Линделёфа пространств функций. 
Соколов Г.Л., с.137. 

Найденк некоторне условия на пространство X, при 
котогьтс ггоостранство 4огнкций Ср(Х)в топологии поточечной 
сходимости является Ливделефовмм. Библ.  3 назв. 

УДК 519.21 
0 стабилизации решений дифференциальных уравнений в 
гильбертовом 'пространстве идщулъснме. случайными воз
мущениями. 
Цэрькова В.Н., с. 138142. 

Изучается асимптотическая устойчивость решений ля
неПных опереторнодифференциальных уравнений в гильбер
товом пространстве при импульсных случайных возмущениях. 
Получони необходкгго достаточные условия устойчивости 
в среднем квадратичном. Библ.  I назв. 
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УДК 513.63 

Два замечания о пространствах межности. 
Цирулис ЯП., с.143145. 

Заметка является дополнением к РЕ Мат., 1983, 
IIA660 и использует введенные там терминологию и обозна
чения» Приведен пример,, показывающий, что не каждая точка» 
внутренняя в топологии ме<жности, будет внутренней относи
тельно самой межности в том смысле, как это определяется 
в цитированной работе. Дана также новая характеристик 
отношение линейной межности. Библ.I назв. 

УДК 513.83 
Образы произведений. 
Нортонов Г.И., с.146157. 

В статье  два параграфа . В $ I изучается кардиналь
ный инвариант С С M i названный "консервативной клвточ:ос
т ъ п

щ

9 и свойство отображений, заданных на произведениях 
пространств, названное "накрытием образа "Гоболочкой 
точки произведения*. В 5 2 доказывается, что псевдо г
компактность ( в частности, псевдокомпактность)  инва
риант* для пространств, связанных зат/кнутг и неприводи^.^: 
непрернвнж отображением, и что псевдокомпактное ^'про

странство  диадический бикомпакт. Библ.  6 наэз. 

УЛК 513.63 
Нечеткий интервал и" фунп^юнальная характеристика нечет
ких кружевных пространств. 
Шостак AJU, c.I5ci64. 

В работе приводится описание нечетких кружеяньх 
пространств посредством нечетко непрерывнья отображений, 
задан:' эс на нем и .финизиающих значение в нечетком интер
вале. Библ.  12 назв. 



УДК 517.6 
о некоторых emtt to tME «лимонов двух аргументов
Энгмие Г,К,, а» ДОДО* 

Покаооно, w o ттомтльныа собственные фртвдш 
HMOfopw операторе» * ЧАСТНЫХ проиэвсдаых обладают свойст
вами ортогональности п рекуррентными осютмошениями* ана
логичными некоторым свойствам классических ортггспахыш 
полиномов» Библ.  2 назв. 

У Ж 512.548 
О группах автоморфизмов, конечно определенных кваэигрдгпп 
из я многообразий. 
Гварамия А.А.. Глухов М.М.. с. 170178. 

Доказывается, что всякая конечная группа изоморфна 
группе автоморфизмов подходящей конечноопределенной ква
зигруппе на В многообразия квазигрупп. Библ.  4 наев. 

ABSTRACTS 

On spanee with a pointeoun table base* 
Arbax»selekii A.V. • P 37* 

The aim of the paper i s to establish general con* 
dltlons under which the existence of а pointooan table 
Cps sudo)baae l a a peendoocmpaos spans Implies the exie 

tame of a oountabl* base l a I t . Speci f ica l ly , i t I s 
proved that every pointooun table base i n a strongly 
pseudooompaat space i s countable and henoe the spas* l a 
ametrlaableoenpaotuB* (A ocmplstely r e e i l a r space X I s 
called strongly pseudooompaat I f there exists an erery

vJhere dense subspeoe T s w h that srary coun table s e t A ^ Y £в 
oontalned i n a.countable set Be : I wlth a pseudooenpaot 
closure). Blblo  5 names* 

Cta Krasnoselsky principle of oenparieon fur ocmpaot groups* 
Balanor 2 . 1 . , Vinrdohemko S ; V . . p . 89. 

The present note l a direct ly connected with the 
j o i n t a r t i c l e ens to the f i r s t of the ец&оге end 3.D*Brod
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wky, where the weUtoowa Xratooeelaky principle of oom— 
parloon m e extended from the instance of f in i te oyollo 
grorp action to the instance of arbitrary f in i te end i n 

f in i te gr<mp# isomorphic to the compact, but not comple

tely dieeoxmeoted one. 
Tectorial f i e l d e , equlveriant and eemihomotopio 

with reference to Шз Inf in i te group, isomorphic to the 
oofflpaot end completely dleconneoted one, whioh, however, 
bare different rotation* a m constructed. Bibl .  Д naaee. 
ХваветрМсм ef the triangle deoompoeitlonfl of representa

tions of l i e algebras Clde p olgebres) and aas^olative a l 

gebras* 
Bre#&a& A . H . , p. 1017* 

I t l a proved that any two triangle decompositions 
of an arbitrary faithful representation of a Ida algebra 
poseee conjugate esteneieaa* parallel fact for the ca

tegory o f group reprc^entatione by s;i£;7cvai and for the ea

tegory o r eemlautamata by UJUAlehaxzeld wee established. 
Blbl .  6 naaee. 

Method of r ig id eyetemi in the theory of paracompeot 
•spacto» 

tot**** A w l U , p . I B  S U 
toe a e t h e d o f Inverse eyatema la developed In the claee 

o f peraooapacta with a 6*discrete network. Paraoompaat 6*
oppose ao H a l t * o f inverse eyetema are characterized; Some 
diteehaional proper t ies are established for thee and facto

r i s a t i o n tfeeoreme are proved. Biol ;  15 naaes. 

(hi dominant sequence* and narrow spaces. 
Tefcater А Л . , p, J > 4 3 . 

the n o t i o n * otf a dominant sequence, a narrow space 
0*4 a p i v o t were in t roduced and etudied by the author ear

l i e * * Bare M i etudy l a c o n t i n u e d : Some oharactsriaetione 
o f tafaant eeonsncea and a e l i d p i v o t s are given; An exam

ple* ef a hemogeneotte narrow opaoe l a presented. BI2>1* 

* * * * * * * 

3ft ope*ев Wf m aspect sob spaces of aerodimeaaionel polish 



еграсез. 
VIBT TLOV A.17., P. '4454. 

A SERIES OF CLASSIFICATION THEOREMS ABOUT EXPONENTS 
OI ZERODIMENSIONAL COMPLETE SEPARABLE ME TRIO, SPAOES IS OT̂  
TSINED. THE PROOFS OF THESE RESULTS ARE BASED ON A THEOREM 
ABOUT THE EXTENSION OF HOROOOMORPHIEMS IN SUCH ВРАОЕВ. 
BIBL;  10 NAMEAI 

A CHARACTERIZATION OF OOLLEOTIONWISE NORMAL CPAOEE BY 
QE?.

R

.3 OF DIVERGENT NETS. 
GOLDMAN *::А., PAVLOVA S.V., P. 5553. 

A CHARAOTERIZATION OF OOLLECTIONWISE NORAAL SPACES 
BY CCNS OF DIVERGENT NETS IS OBTAINED; BIBL;  5 NAMES; 

ON FUZZY PREDICATES FUZZY IN set3 ('THE EASE OF A TOPOLOGICAL 
SPACE CONAIDERED). 
DIŜ IN Z;3. , P. 5970. 

VFE DEMONSTRATE THAT IN THE SET OF ALL FUZZY SUBSETS 
OF A TOPOLOGICAL SPACE A FUZZY TOPOLOGY IS INDUOED BY THE 
TOPOLOGY. BIBL.  2 ПЕАЕЗ. 

FORMALLY SOLVABLE OPERATORS WITH AN INFINITE (N.D)CHANAC
TIRISTIO. 
IVANOV 3.F., P. 7175. 

NORMALLY SOLVABLE SINGULAR INTEGRAL OPERATORS AS WELL 
AS TEPLICZ OPERATORS WIXH AN INFINITE (N,D)OHARAOTERISTIO 
ARE NONJTRUOTED. EIBLI  6 NAMES. 

ON A GENERALIZATION OF THE OONOEPT OF CONCAVITY IN THE 
SENSE OF. КГАЗПОЗ ELSLCY. 
KATKOV 11.L., P. 7685. 

A CONCEPT OF AN OPERATOR OF THE SLOW GROWTH IS INTRO
DUCED. USING IT WE ARE ABLE TO HAND OUT CLASSES OF MONOTONE 
OPERATORS WITH PROPERTIES OF CONCAVE OPERATORS, HOWEVER, 
EFFERENT FROM THE CLASS OF OONOAVE OPERATORS. BIBL. 
4 ПАТЕЗ. 

EXISTENCE OF FIXED POINTS OF MAPPINGS AS A PROBLEM OF OP
TIMIZATION. 
LIEPISA Л.Н., P. 86^0. 
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2rietenoe of a fixed point for a solfi&ap of a me trio 

apace as a problem of minimization of the distance bet
ween a point and its image is studied; Bibl.5nares. 
On pseudoccmpact spaces* 
Matvejev U.V. # pi 9L99* 

The author studies the problem which spaces are rep
resentable as intersectione of special ffaF.lli'ae of pfleudocoa
pact eubepaoss in their Stoneбеоп oompaetificatlaiis* Spe
oifioally. it is shown that every completely regular space 
M e an. Intersection, of two pseudooompaet subs^aoos of jbX« 
Blbl.  в names. 

Spline spec ев» defined by a linear differential operator 
and an operator of the repeated interpolation; 
Melnlfc S.I., p. 100104» 

We describe a method пет to characterize the spline 
space S(T,A), where T is a linear differential operator and A 
is au operator of the repeated interpolation in its general 
form* Some special spline epaoes are characterized. Bibl. 
2 names* 
An example of a atratiflable topological group. 
Psstov V.G., p. 105107. 

The paper о on tains an example of a topological group 
the corresponding space of which is etratifiable and whose, 
topology cannot be weakened to a metrizable group topology. 
Bibl.  4 names. 
ChevalleyMataumoto type decomposition for twisted Chevel
ley groups.. 
Pletfcin «T,B.f p. lOcWiie. 

Twisted Ohevallsy groups over an arbitrary oommuta
tive ring are studied, theorem, analoguous to the Chevel
leyMataumoto one for all such groups exoept the groups 
°**

А

у,*УР« в proved; Bibl.  Ц4 nance. 
On the Gconvergence of quaailinear elliptic operators* 
Ralturns U.J. p. 119129• 

Die Ooompaotasse cf the operators, corresponding 
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to the second order d i v e r g e n t type quasi l inear* e l l i p t i c 
эу^етя w i t h unbounded f i r s t order t e r m s , under some* n a 

tural assumptions i s p r o v e d . I t i s a l s o shown t h a t the c s n 

eidered c l a s s e s of o p e r a t o r s a r e 0~closed» B i b l .  6 names. 

Inversion of the F o u r i e r transform b y means of some s p e c i 

al expansions o f . t h e transformed f u n c t i o n . 
Snotrovs «Т.А., pi 130136. 

A v a r i a n t o f an approximate method f o r the i n v e r s i o n 
oi the F o u r i e r transform, where the o r i g i n a l i s produced 
by a series of B e s s e l f u n c t i o n s , i s p r o p o s e d ; The c o e f f i 

cients of this s e r i e s a r e o b t a i n e d by numerical i n t e g r a 

tion in t h e c a s e of smal l index numbers ашГЬу means o f 
asymptotic formulas i n t h e c a s e of h i g h index numbers. 
Bibl.  names. 

On LiJndelof p r o p e r t i e s o f f u n c t i o n s s p a c e s . 
Sokolov G . A . , p . I37. 

The author f inds some c o n d i t i o n s on a space X under 
which the space C^CX) o f r e a l  v a l u e d f u n c t i o n s endowed with 
the p o i n t w i s e convergence t o p o l o g y i s I l n d e l O f . B i b l ;  3 
names. 
S t a b i l i z a t i o n of the s o l u t i o n s of ' i i f f e r e n t i a l equations 
in a H i l b e r t space by s t o c h a s t i c impulse p e r ^ i r b a t l o n . 

Carkova V.H., p . 1 3 8  1 4 2 . 

The asymptotic s t a b i l i t y p r o p e r t i e s o f the s o l u t i o n s 
of l i n e a r operator d i f f e r e n t i a l equat ions i n a H i l b e r t s p a 

ce under s t o c h a s t i c i m p u l s e p e r t u r b a t i o n are s t u d i e d . Con

d i t i o n s n e c e s s a r y and s u f f i c i e n t  f o r the s t a b i l i t y In "the 
mean square are o b t a i n e d . B i b l .  2 names. 

1̂ 7o notes on> betwsennesb. spaces. 
C I r u l i s J . P . , p. 143145. 

•The n o t i o n of betweenneas. space was introduced by 
the author i n R&tet 1983, 1LA660. Here, we make some ж * 

planatory remarks concerning the definition of ш inner 
p o i n t of a subset of a betweenness space, end give ne. / 
character ls t io of linear betweenness re lat ions . Bibl ; 

1 nar.e. 



Images, of p r o d u c t s . 
Certanov G . I . , p . 1 4 6  1 5 7 . 

The f i r s t one of the two aec t iono i a devoted t o a 
new c a r d i n a l f u n c t i o n CC(X) c a l l e d n t h e c l o s u r e  p r e s e r v i n g 
o e l l u l a r i t y " and to a p r o p e r t y of mappings dei ined on p r o 

ducts o f spaces and o a l l o d " t h e c o v e r i n g of an image by a 
Г  e n v e l o p e o f a p r o d u c e s p o i n t " . In the second s e c t i o n 

we prove that , pseudor conpactneas (:,n p a r t i c u l a r , pseu 

dooompactneas) i s an i n v a r i a n t o f spaces which are c o n 

n e c t e d by c l o s e d i r r e d u c i b l e mappings and that every peeu

dooompaot ^  c p a c e i s a dyadio ccmpactum. B i b l .  6 nacee . 

Puzzy u n i t i n t e r v a l and a. f u n c t i o n a l c h a r a c t e r i s a t i o n of 
fuzzy s t r a t i f i a b l e epecea. 
SostaJc A * P . , p . 1 5 B  1 5 4 . 

Пае paper p r e s e n t s a funct ional oharacterizatior. of 
fUzzy s t r a t i f i a b l e sp^cos by means of. fuzzy continuous 
mappings i n t o the fuzzy u n i t i n t e r v a l . Bibl  12 nanes

On some s e t s of polynomials of t.vo v a r i a b l e s . 
E n j e l i a G. I I . , pi 1 6 5  1 6 9 

Some o r t o g o n a l i t y proper t i e о and r e c u r r e n t formulae, 
analogous t o those of the c l a s s i c a l orthogonal polynomi

a l s , e r e proved f o r the polynomial eigei*functlong of c e r 

t a i n o p e r a t o r s i n p a r t i a l d e r i v a t i v e s . B i b l .  2 names. 

On groups o f automorphisms of f i n i t l y defined quasigroupa 
from Я  m a n i f o l d s . 
Gvaramia A ; A . y Gluhov LI.M., p . 1 7 0  1 7 3 . 

I t i s proved thet. any f i n i t e group i a isomorphic to 
the group o f autcccrphiome of some w e l l ohosen f l n i t l y 
def ined quasigrcup from t h e H  mani fo ld o f q u a s i s r o u p s . 
B i o l ,  4 names. 




