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ВВЕДЕНИЕ 

Сборник посвящен проблемам топология и функционального 
анализа• 

В сборник вюплены работы, посвященные исследованию 
структур топологического типа, в частности, исследование 
топологических структур на группах и топосех, экспоненты 
топологического пространства, топологической и линейной 
структуры не пространствах непрерывных функций, а также 
нечетких структур топологического типа. 

Ряд работ посвящен вопросам аппроксимации отображений, 
в частности, разработке теории сплайн-интерполяции, а также 
исследованию устойчивости свойств линейных операторов при 
аппроксимациях, соответствующих различным топологиям. 

Основной объем сборника составляют/работы, выполнен
ные сотрудниками математических кафедр ЛГУ и представляпцие 
собой результаты плановой научной работы, проводимой нв ка
федре математического анализа ЛГУ. В сборник включен также 
ряд работ, выполненных специалистами других вузов по этой 
тематике и при тесном сотрудничестве с кафедрой математи
ческого анализа ЛГУ* 

Большинство из результатов ,вклетенных в сборник ста
тей докладывалось на 45-й и 46-й научных конференциях ЛГУ, 
а такжэ на семинарах при кафедре математического анализа 
ЛГУ. 

Сборник предназначен для научных работников, препода
вателей, аспирантов и студентов старших курсов, работапцих 
в области топологии и функционального анализа, а также в 
смежных областях. 
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ПРОЕКТИВНЫЕ ОБЪЕКТЬ И ШСРЫТИЯ 
КАТЕГОРИИ б -ПРОСТРАНСТВ 

С.М.Агеев 
Брестский государственный педагогический 
институт им. Л.С.Пушкина 

Задача построения проективных объектов и накрытий в 
различных категориях представляет определенный интерес 
Бе значимость была выявлена при построении гомологической 
алгебры. Позже ее решение было получено в категории топо
логических пространств [ 1 , 2 ] . В работе [ 5 ] изучены многие 
аспекты этой задачи для категории топологических групп. 

Б.И.Пономаревым и Ю.М.Смирновым давно ставился вопрос 
о построении и описании свойств проективных объектов и 
накрытий в категории топологических групп преобразований 
(или 6-пространств). гастичный ответ на него был дан 
в ВД. Здесь отправной точкой явилось следование категор
ному определению основных понятий. При этом полученные 
результаты несколько упрощали ситуацию: оказалось, что 
пространства эквивариантно соабсолютны в том и только Б 
том случае, если их пространства орбит соабсолютны. 

В предлагаемой работе дается иной подход. Определение 
проективных объектов тесно связывается со строением 
стабилизаторов точек исходных пространств, а существенными 
мор^изыами становятся эквивариантные и в обычном смысле 
неприводимые отображения. При этем построение требуемых 
объектов стало возможным с помощью теории 0-близости 
[53* а их свойства оказалось возможным сопрячь с действием 
группы. 

Содержание 
л . I . 0 —близости, согласованные с действием группы. 

2.. Эквивариантнве абсолюты. ' 
3., Эквивариантные экстремально несвязные пространства. 
4». Функциональный подход к эквивариантным абсолютам 
5-ч Проективные объекты категории 6-пространств 

Инъективнье объекты категории банаховых 6-"-?ост-



рПНСТБ 

Основные определения теории 6-пространств изложены 
в [ 6 ] . Нами приняты следующие обозначения 51(1) - ста
билизатор точки; Т / 6 - пространство орбит, а«ЭГ *Т-**Т/6-
каноническое отображение ( знак п — у к а з ы в а е т на сгорь-
ективность отобра:кения). 

1. На регулярном 6-пространстве Т рассмотрим 
отношение с* мощу множествами Т , удовлетворяющее 
следующим семи аксиомам: 

1. А<*В < ^ Вс(А; 

3. 0*<Т; 

5. АсАб ^ существует такое каноническое открытое 
множество С , что 
6.-{1}о(А = > * е с 1 А ; 

для всех оси. 
Здесь аксиомы б-близости С 5 ] дополнены еще 

одной - седьмой. Б связи о эт.им <4 называется бли
зостью, согласованной с действием группы или эквивариант-
ной 9 -близостью. 

Примером сильнейшей зквивариантной 0-близости 
служит отношение <А> множество А с*-далеко от & , 
если О'АЛ&=0 для некоторой окрестности 0 единицы е 
группы 6 ; А<*В *=Ф существуют оС -далекие открытые 
окрестности и \)(Ь) множеств А и й . 

Напомним основные конструкции фории ^-близостей 
и выделим новые моменты, связанные с седьмой аксиомой. 

Центрированная система 1Х4Н} открытых множеств К 
называется о< -системой, если для любого Не^ найдется 
такое Н ' Ч , что И'й(Т\С(Н) Каждая о< -система 
содержится в некоторой максимальной сХ -системе, которую 
называют сС -концом. 

Множество Е(Т) всех о(-концов наделяют топологией, 
базу которой образуют множества вида Оц-{^еЕ(Т) : Н€*[у , 

Я - произвольное открытое множество. Е^(Т)-^Ъ-^ Н} : 
()СШ - одноточечное множество}сЕ(Т) ; Е^'Е^П) 
Б^(Т)=Лс1Н . В С 93 показано, что Е(Т) есть би-



компакт, ^ ( Т ) - его плотное подмножество, Е^ - сюръ-
ективное неприводимое совершенное непрерывное отображение. 

Из эквиваряантности 0 -близости оЧ следует 
Предложение 1. (а) Формулой 

д . г = { д . Ц ] , где де& , <Рд {Н}еЕ(Т) 
определяется непрерывное действие группы о на Е(Т) 
(б ) Е#(Т) есть инвариантное плотное подмножество в 

Е(Т)9 а Е& - эквивариантное отображение. 
(в) Если с* - сильнейшая эквивариантная 0-блиэость, то 

для любых оС -далеких открытых мно
жеств 1},\сЕ(Т) . 

Предложение 2. Соответствие 

устанавливает Зиекцию между всеми эквиварианткыии ^-бли
зостями оС и эквивариантнкми бикомпактными расширениями 
совершенных неприводимых эквивариантных прообразов Т 
При атом соответствии сохраняется отношение порядка. 

2. Определение. Эквивариантным абсолютом 6-лрост-
ранства Т называется такое экви вариантное совершенное 
неприводимое отображение р&: р $ Т — , что для любого 
другого эквивариантного совершенного неприводимого ото
бражения Ц Т'—**-Т найдется эквивариантное совершен
ное отображение Г: РеТ—-* Т', ^ с г = р^ , 

Пространство ра7 также называют эквивариантным 
абсолютом. 

Теорема 1. (а ) Эквивариантный абсолют регулярного 
пространства Т существует и единственен с Точностью до 
естественной эквивалентности. 

(б) Ед:Е#(Т)—~Т является эквивариантным 
абсолютом для сильнейшей эквивариантной 6-близости 

Например, эквивариантное отображение Г-Е^П*)~""Т # 
замыкающее диаграмму = , строится по формуле 
й Г1*) = Л { с Ц " ' ( Н ) : Н € т } 

В случае тривиальной группы &={ё} эквивариантный 
абсолют переходит в классический абсолют Глиссона-Понома-
рева. Для усиления аналогии между этими абсолютами введем 
оледующее 

Определение. Пространство Т назовем эквивариантно 



экстремально несвязным (кратко. ецеЛ-пространством), 
если заг.шкания любых двух оС -далеких открытых множеств I 
не пересекаются. 

С помощью введеного понятия эквивариантный абсолют 
может быть охарактеризован так 

Предложение 3. Эквивариантное совершенное неприводи
мое отображение ( } гЗ —••"Т является эквивариантным абсо
лютом в том и только в том случае, когда 5 есть 
Щ. 9. (1. -пространство. 

При доказательстве этого предложения и теоремы 1 
использовалась 

Лемма 1. Эквивариантное совершенное неприводимое 
отображение ^ : 5 ^ ~ Т н а бфбй.-пространство Т являет
ся эквиморфиэмом. 

Между эквивариантным абсолютом и максимальным эквива
риантным бикомпактным расширением [ б ] существует соотно
шение, аналогичное формуле Илиадиса. 

Предложение 4. (а)^{Е^(*ГЙ =Е(Т) Д д я любого регу-
лярног 6-пространства Т . 

( б )Д (рбТ )=р с { р 6 Т)для 6- пространств Т , имею
щих максимальное эквивариантное бккошшгтное расширение. 

3. Для тривиальной группы понятие эквивариантной 
экстремальной несвязности совпадает с экстремальной 
несвязностью и играет аналогичную ей роль в теории абсолю
та. При переходе к инвариантным плотным подмножествам и к 
бикомпактному расширению РоТ эквиж^риантная экстремальная 
несвязность сохраняется. Отметим, что регулярное ёЦ.еЛ-
пространство 7" имеет р&7 и, следовательно, является 
тихоновским. 

Более детальное изучение свойств таких пространств 
удается осуществить для бикомпактной группы. 

Теорема 2 . Следующие свойства регулярного б-прост
ранства Т с действующей бикомпактной группой & 
эквивалентны 

1. Т является е^е^-пространством 
2. Т/6 является экстремально несвязным пространством, 

а отображение А»Т -~-еоср(6) , сопоставляющее I ее 
стабилизатор 5^(1) &€Оф ( б ) , является непрерывным (боСр(6) 



рассматривается в топологии Зисториса) 
3. Т/6 является экстремально несвязным пространст

вом и О*А открыто в Т для любого среза А с Т и 
открытого множества О с б Напомним, что эа?.жнутое 
множество А с Т называется срезом, если его пересече
ние с каждой орбитой одноточечно. 

4. Т/6 является экстремально несвязным пространст
вом, а О'А открыто в Т для некоторого среза А с Т 
и открытого множества 0 ^ 6 

Схема доказательства: 1 .=*2 . ± *3 ;^4 .^3 .~=^1. 
Пространство, удовлетворяющее одному из условий тео

ремы, имеет экстремально несвязное пространство орбит. 
Это приводит к тому, что любой срез А помеоморфенТ/6, 
а ограничение &\А

:А—Т/6 - гомеоморризм. Более того, 
любые два среза А и В гомеомор^ны, а гомеоморфизм 
Т - ^ А Л - Ь с—Т | ^ = З Г Г 1 .3Г| продолжается Д О эквимор^иэ-

ма р:Т-Т9$1$>а)ф$ьуа ш где Н-а=ЬеЬ Это • 
обстоятельство доказывает эквивалентность 3.1=^ 4. 

Предварим остальным доказательствам лемш, представ
ляющие самостоятельный интерес. 

Лемма 2. Если открытое множество 0 содержит 
подгруппу 51Ц) то существует такая окрестность II 
точки ^ , что 

(а ) ГеУ^ЪЦПсО 
(б) если Ъ'.т'еЬ! лежат на одной орбите *ЯТ=ЯЧ' , 

то они переводятся друг в друга элементом из 0 :Х = д*1\ 

Лемма 3. Пусть окрестность и точки X и откры
тые множества. О , О' , 0й таковы, что 61(1') с 0 
для всех Хе[) 9 О*ОПОи-О* = 0 Тогда существует 
такая меньшая окрестность V точки X , что V 

о( -далека от У= 0'> V и У Л О Ч . У = 0 . 
Лемма 4. (а ) Отображение Л : Т-*~в1р6 полунепрерыв

но сверху С ? 1 
(б) К любой окрестности О^е можно так поДобрать 

окрестность О'^эё $ что каждая точка 1 некоторого 
плотного инвариантного открытого множества V/ с Т будет 
иметь окрестность 0 , удовлетворяющую условию \ ' е [} =^ 



Пели Л есть непрерывное отображение, то в качестве 
\У молгно выбрать все Т 

1.^2. Пусть Л разрывно в \ с , т . е . не является 
толунепрерывным снизу. Это приводит к существованию 
направленности " ^ Ь ш ! , * и таких открытых множеств 0 , 

&>0"сЁ , что ООПО'О^р 9&1МП0ш*ф99Ц1Дс0. 
!<ркменяк лемму 3, найдем у каждой точки 4д окрест

ность которая оС-далека от 1ЛЙ~0** 1)л и 
1)дП0"1)д = ф • Можно считать, что система4& дизъ

юнктна и Ли €Й(1/сзГ1/д) (если это не так, то следует 
часть из них отбросить, а остальные ужать). Тогда 
и с(-далекие открытые множества, причем 

1 Ш " 1 / ' = 0 • Поэтому по условию С1У П С1]}'=0* 
Т.к. Ъ^ШпХл , то 1 в = Й1/ . Пусть дебЦЦПО* . 

Тогда 1о=<?'Ь=йт<^, т . е . 1се0(0'-Ц)* (Л\)§ , а значит 
1о^сЛ/Л (Л \У - противоречие. 

2.-=»3. В силу леммы 4 (6 ) существует такая окрест
ность 0 'эе , что каждая точка аеД имеет окрестность 
V:^^еи =* 0'-51(о)с0'$т9). $ Уменьшим Ц до 

такой окрестности У(0) , что ^,1*еУ АЗП'^да" 
-4*=0-*\ ^еО'-ЗДфиемма 2 ) . 

Достаточно показать, чтоОАэпуДОили 1п1(0-А)эА • 
Если * е У ( 0 ) , то -1 = 4-0! , где <дс=0*-ЗЦа) Но 
де0*ЗД(а^ и, следовательно,-4е0-й' и ±еОА . 

з . Ф 1 . пусть и л о - у - 0 9 о г 4 ' 0 ^ • ноЪы&ипау . 
Легко указать срез А , проходящф через 1 0 По условию 
IV = 0**А есть открытое множество, Поэтому 
У=[/Л\У $ V - УЛУУ открытие непустее множества и 
* в е с1\)' ЯЛУ* Более того. « I/ 1 П&У'=0 - непересе

кающиеся открытые множества, <Л"й>е с1&У'П(Л V* » Это 
противоречит экстремальной несвязности Т/ б 

4. Известно, что тихоновское в-пространство Т 
о действующей локально-бикомпактной группой" в допускает 
расширение Р$Т. Множество функций З^С(Т) , продолжаю
щихся на раТ . обозначим черев и назовем 

о( -равномерными* Они характеризуются условием: для как-



доге 8>>& норма ( ^ " ^ ' Л ^ б длт всех элементов $ 
из достаточно малой окрестности 0 з е 

3 дальнейшем группа 6 всегда предполагается 
бикомпактной. 

Теорема 3. Следукхцие три услоиич эквивалентны: 
1. Т является #}.еЛ-прастранстосм. 
2. Отображение ограничения 0*ГТ) С^(А) есть 

изоморфизм для Бсех плотных инвариантных множеств А 
3. Отображение ограничения СО —~ ( Ц) есть 

изоморфизм для всех плотных инвариантных открытых множеств 
V 

1.^2. Рассмотрим следующие коммутативные диаграммы 

м и м ) М А * > . 

Заметим, что является эквиморфизмом* %* ** 
1р&1)а и рь изоморфизмы, то и 1е также иэоио^рйэ*, 
что и требовалось. 

3 . -^1 . Цусть А с Т - срез, а 0 открытое множест
во. Уточняя рассуждения, использованные в импликации 
2 ^ 3 теоремы 2, получаем существование открытого мно
жества 0^с:^ и инпариантного плотного открытого 
множества \Я , для котогох 

(**) 1*А„(0-Аё) ^Ол-А1 , гдеА'^АГМ. 
Т.к. оС-равномерные функции разделяют точки от 

замкнутых множеств, то для каждой точки СХ^А сущест
вует Л е ,М<>)^1 ,МУ/\0-А) = 0 ...При этом 
условие ( * * ) позволяет выбрать семейство равносте
пенно непрерывным относительно 6 , т .е . выбрать таким 
обравом, чтобы для всех 6>0 и 0 е А ЦЛо-д-Ы <Ё для 
элементов ^ из достаточно малой окрестности 0 "эе 

Цусть Ос В А Аналогично [ 9 , с . построим 
такое инвариантное открытое множество \ ^ с у / и 

. что а*ёаУш4щ\о-А*)=о, Щ^р*** 
Доопределим на Т \ # У ^ = 1 / ^ нулем, получим 

<А -равномерную функцию на \^УУ/^ Цусть 3 - ее 
продолжение на Т ( с л е з е т из условия 3 ) . Тогда 
&Ъ)ъе.* , . ? ( Т \ С < А ^ , т .е . ОеЫ[0к)ъ ОА -



открытое мчожестъо. Из теоремы 2 получаем эквивариантную 
экстремальную несвязность Т 

Пространство Т называется проективным объектом 
категории 6-пространств, если любая диаграмма, 

у 

составленная из совершенных Ь-отображений и у 
у до я л е т в оряад ;а я условию 

и ) Р " 1 ^ * ) ) С У каждой точки ^ ( 1 ) 
сущестьуот такая точка У , что 31^)сЗЦу) 

допускает поднятие р : Т — У , ?*р ~р 
У С Л О В Н О (*) необходимо для существования поднятия, 

поскольку стабилизатор прообраза всегда содержится в 
стабилизаторе образа. 

Теорема 4. Эквивариантные экстремально несвязные 
пространства и только они являются проективными объектами 
категории 6-пространств. 

Доказательство необходимости основывается на следую
щем факте 

Лемма 5. Если р "5 - * * -Т является совершенным 
6 - отображением на 1 .̂€»<1 -пространство Т и д м 

каждой точки Ь е Т найдется точка З в р ^ Ч ) % удовлетво
ряющая условию ш то 

(1 ) йо = { 5 е 5 : 9*Н) - 31(5)} еоть непустое 
замкнутое инвариантное множество. 

(2 ) существует правое обратное ^-отображение 

Рассмотрим веерное произведение У*7^"рУ и соот
ветствующую коммутативную диахрамцу 

V У 

Отображение А , параллельное 1> » удовлетворяет 
условию леммы 5, т . к . для р ш ) выполнено условие 
( к ) . Поэтому существует правое обратное отображение 

0:Т—*У ,а рг 0 - р являетоя поднятием , 
необходимость доказана. 



Пусть ( 7 С Т - открытое инвариантное уножество, 
р=Т\1/с-^- Т Рассмотрим топологическое объединение 
5 = ри^11 и объединение отображений Р= 111 р& $"*Г 
Т.к. Р и к$:Т—*~Т удовлетворяют свойству ( * ) , то 
существует поднятие р Т ^ й , р ер~1б Это обстоя
тельство приводит к тому, что = с1 V для всех 

I/ с Т , что равносильно тому, что Т ЩЯ*^.-про
странство (теорема 3 ) . В итоге полностью доказана 
теорема 4. 

6. Банахово пространство 2 » на котором группа 
6 действует посредством линейных гомеоморфизмов, 

называется банаховым (д -пространством . 2 называет
ся инъективным объектом категории банаховых С -прост
ранств (кратко, 6-ЬАМ), если любой эквивариантный 
линойный ограниченный оператор ^ : Хв 2 I заданный на 
замкнутом инвариантном подпространстве Х 0 с X » продол
жается до эквивариантнбго линейного ограниченного операто
ра , С=Ч>. 

Наиболее просто устроенные инъективные объект описы
вает 

Предложение 5. (Эквивариантный аналог теоремы 
Хана-Еанаха). Банахово 6 -пространство С ((л) непрерыв
ных функций на группе 6 является инъективным объектом 
категории б - В А И 

Следствие иэ предложения 5. Пусуъ - дискретное 
множество мощности Т Тогда О^М? является 
инъективным объектом категории 6 - ВАN . 

Теорема 5. Банахово б-простренство 2 = С(Т) , Т -
бикомпактное 6-пространство, являвтоя инъективным объ
ектом категории (э~ЬМ в том и только в том случае, 
"воли Т является в^СС/. -пространством. 

При доказательстве используется техника эквивариант-
ных линейных усреднений [92* Связь между этими понятиями 
устанавливает следующее 

Предложение б . Бикомпактное б-пространство Т 
является еквивариантно экстремально несвязным тогда и 
только тогда, когда сущэотвует эквивари&нтшя зюрьекция 



Поотфуллй» 17 мая 1986 года. 

Г .^М^'в Т , допуокаюцая С-опус ( т . е . такой 
эквивариантный линейный оператор и> С ( й ^ ий)—€(Т) что 

Доказательство необходимости. Пусть \) сА-Т 
плотное инвариантное открытое множество. Т .н . С(Т) -
инъектизныЯ объект, то отображение 1с(т\ .' Г(Т) * С/Т) 
продолжается на СлШ):V:С^(1/]^С(Т). Легко проверяется, 
что - изоморфизм и -Т 

Доказательство достаточности. Пусть Г.*^>Мс* 6-***Т 
допускает 6 -опус . Тогда С (Т) является ретрактом 

С(рЫъы(э) - инъективного объекта 6~Й/Ш Следова
тельно, С(Т) - инъективный объект. 

Замечание. Доказательство предложения 6 было сообще
но автору САнтоняном. 
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ОЦЕНКА ОШИБКИ ашлн-интьрполяции 

С.Б.Асмусе 
ЛГУ им. П.Стучки 

Содержащиеся в литературе методы оценки погрешности 
приближения функций сплайнами до недавнего прошлого не 
облапали большой общностью. Н.П.Корнейчук [ 3 ] исследовал 
аппарат сплайнов с точки зрения традиционных аспектов 
теории приближения. Им получены точные результаты в ряде 
конкретных ситуации наилучшего приближения полиномиаль
ными сплайнами на некоторых классах функций. Но точные 
оценки наилучшего приближения, указывая наилучшую возмож
ность, не предлагают способа ее реализации. К тому же 
наилучший аппроксимирующий сплайн мо*7?т не иметь многих 
свойств аппроксимируемой функции. Указанные д?а недостат
ка устраняют интерполяционные сплайны, которые еЦ'ективно 
строятся по конечной информации об интерполируемой функнии. 
Но все известные результаты по оиенке ошибки интерполяции 
сплайнами [ 4 ] - [ в ] и др. получены мегчпми, существен
но учитывающими специфику конкретных сплачл+Ьв и свойств* 
интерполируемых функция. 

В настоящей работе проблема оценки' гШРрешности 
сплайн-интерполяиии рассматривается с зрения об,»;о 
теории сплайнов п гильбертовых пространствах. Исходными 
для предлагаемого подхода явились общее понятие интерпо
ляционного сплайна и условия его существования и единствен
ности, иэло^енчке ГС.-Ж.Лораном [ 1 ] . Центральным результа
том статьи является представление ошибки еллвйн-интерполя-
ции для оогцего случая в форме, удобной для получения оцен
ки ошибки (предложение 2) • Следует отметить, что идея такого 
представления нчвеяна работой А.Сарда [ 2 ] . Это представ
ление конкретизируется для одного практически важного 
класса задач сплайн-интерполяции в теореме 1. На основании 
етой теоремы получены оценки ошибки интерполяции простыми 
сплайнами, армитовыми сплайнами и сплайнами для локальных 



средних на некоторых классах функций. Такие оценки выра
жены через значения базисных сплайнов соответствующих 
пространств, а в случаях интерполяции сплайнами малых 
степеней доказаны оценки, не содержащие базисных сплайнов. 

Условимся вез рассматриваемые пространства считать 
вещественными векторными, все операторы - линейными.Пусть 
1с1Ц)( - норма элемента X нормированного пространства X ; 

- скалярное произведение элементов ьХь гиль
бертова пространства X ; ^(^.о*^-Я},)- личеПцая оболочка 
элементов ОСиХ^9Ли пространства X ; ЩХ.У) - норми
рованное пространстве веек не; рерквных операторов, дейст-

- ядро и область значе
ний оператора А ; А|Е - сужение оператора А на множест
во Е ; А"' - оператор, обратный к А ; НЧ^.В] ((±е(Ц) 
- пространство Соболева ( [ 1 ] , с .150) ; НвГ°.̂ "3 = ^ ° * ^ I 
МН1[0,Ь] - класс функций Я ^ Н ^ Ц , у которых 

класс функций X 
у которых й«̂ Иц«0Д ̂  5 _ символ Кронекера ; 0 - функ
ция Хевисайда ; ^К/*)==(1~*У*0(1"*). Будем считать^что 
2? с; з о при п^п^. • 

1. Оператор ошибки сплайн-интерполяции. 

Пусть X , У , 2 - гильбертовы пространства, Т: Х^У , 
А'Х—- 2 . Операторы Т и А определяют подпространство 
5(Т,А) эломентов из Л 

которое называют пространством сплайнов. Интерполяционным 
сплайном, соответствующим елементу «2 из Л(А) называется 
сплайн 5 , для которого Аб~*Л . 

Потребуем, чтобы множество ТМ^А)) было замкнуто и 
Л^Т)ОХ(А) " { 0 } Тогда для каждого А из %(А)сущест
вует единственный иптерполяционннй сплайн. Опрелелим 
оператор сплайн-интерполяции 5 - Х^^ХА) , считая, что 
для ХвХ 5х - ето интерполяционный сплайн» соответствую
щий элементу Асе . ^ 

Лемма 1. 5 = Я"1 А ,где А=А|5( Т > А) • 
Доказательство» Из определения пространства сплайнов 

вытекает включение • д а ) Л 5 { Т , А К Л а Т ) . Принимая 



во внимание условие , отсода получаем, 
что Значит, оператор А обратим. 
В силу существования для каждого элемента из ЖА) интер
поляционного сплайна им е̂м Остается убедиться, 
что .Последнее те следует из того, 
что АД"1 - единичный оператор в г ( А ) . 

Качество интерполяции элемента Д)^Х характеризуется 
остаточным членом или ошибкой ЗС-6л Введем в рассмотре
ние оператор ошибки сплайн-шгтспноляции 11 = ] - 5 , где 

I - единичный оператор в X 
Предложение 1. П у с т ь - оператор проектирования^ 

пространства X на Л ^ Т ) , Т-Т^цы. Тогда "\1-^Т , где 

Доказательство. Проектор Р определяет разложение 
пространства X в ппямут» сумму двух подпространств: Л^(Т) 

Так как то оператор Т обратим. 
Непосредственно из определения пространств сплайнов 

следует нключеки? 
ЛТ)с51Т,А). 

Учитывая, что 
и ^Г(11)=5(ТД отекут получаем Я ( Р ) с ЛГ|1А) . Тогда 
«=и(1-р)^цр-и[]-р)=ат-'т(1-р)=иг | ъ 

Этим установлено, что 41я 1П\ где 1/-(1"5) Г -̂ Для завер
шения доказательства остается воспользоваться леммой 1. 

Замечание 1. Ьсли в предложении 1 считать, что 
т ф С . У ) . Ае1С(Х.2).РеЬС|%Х) . а множестваЯ(Т) и 
Х(А) еамкнуты, то иа тэоремы Банаха об обратном опера-

отре следует непрерывность операторов Т~* и А 1 Тогда 
1Г - непрерывный оператор, и справедлива осгенка 

Д Й ? 1 » ^ 1 ? 1 , 

Пусть X, - векторное пространство, содержащее X 
Ш яиветве подгфостранства, и существует оператор А #

!Х в~2 
пшой* чтоАв|д=А яЯ (А ) «Я (А ) • В этом случае можно 
Г О В О Р И Т Ь об интерполяции сплайнами иэ5(Т >А) элементов 
пространства Х« • Будем понимать под оператором сплайн-
«яеерподшин & * Х # ^ 5 ( Т , А ) следуящее естественное 
вродемшендо оператора 5 * для наго го :геХ 0 

1Ш9ирйошяатпн1пи сшай« , соответствующий элементу А*^ ив 
М&)+ Г̂ к ?то буцп 9 дагьяейтпем видно иэ конкретных при-



меров, такое обобщение постановки задали сплайн-интерпо
ляции полезно. 

Лемма 2 . 5 , - ^ _ 1 А 0 . 
Эта лемма - естественное-обобщение леммы 1. Доказа

тельство ее проводите*? по той же схеме. 
Следующее предложение обобщает предложение 1. 
Предложение 2 . Пусть Ос - оператор из Х 0 в некото

рое пространство У„ , удовлетворялий условию ЛГ(()с)с5(Т,А), 
а Ре оператор проектирования пространства Х0 наЛГ((?о). 
Тогда Ц=Уо0а , где %=(Н^К' и б .0с| д ( 1 _ П ) 

доказательство проводится по той же схеме, что и для 
предложения 1. 

Замечание 2 . Если в предложении 2 считать, что 
пространства Х„ и У е банаховы, 0о 61С(Х с > У о )» А 0^ЬС(Хв,2), 
В€1С(Хв,Х 0 ) | а множества Я ( А в ) и Я (0о) зммкнуты, то 
(см. замечание 1) операт?рьг А~Л и непрерывна, 1/о -
непрерывный оператор, и справедлива оценка вир II 1)о̂ 1х<МЯ1̂ 1. 

Для приложений ваген случай, когда " -^конечномер
ное пространство это соответствует конечному числу 
интерполяционных условий. Пусть 2-Цт{теЩ)9 # ( А ) = 2 
Обозначим через 5* интерполяционный сплайн, ссответстпуго-
щий вектору е; где е ь е Р , . . . , е т - стандартный 
базис в В?т 

Лемма 3. Сплайны 5^ 5 Д , . . . ,5 т образуют базис прост
ранства 5 ( Т , А ) и V л»Г«*#,л*.-..,Лт)ер ,и Я ' л л-2*5,-. 

Доказательство. В силу линейности оператора п 
АА - | е ; . Иэ условий имтерполяции^А^=^ , I *Л»п 

вытекает 5* =Яг'§1 , 1 = ̂ ,и| § а вначит А"^ = ^ * 5 | . 
Так как 5 (Т , А ) , то этим также доказано, что 

5 (Т 4 А)^^(в л 5 3 > . . . ,Зт) Линейная независимость сплайнов 
$1, д21» - »Г & т следует из линейности оператора А и 

линейной независимости векторов б|, е в , . . . ^ 

1-1 СН 

2, Оймбка интерполяции слаРнами 
пространства 6 ( Т . А ) в случае, когда 

Т - оператор дифференцирования. 



Рассмотрим гтрартически важный случай , когда 
Х=Н* [а ,Ю,У=НЩ ] . 2=1Г (<},теМ) „ Т - оп 0 [пто Р 

дифференцирования О.-ого псртдка, т . е . Т Л ' ^ ' ^ дляяеХ . 
Тогда Т€1С ( Х , У ) Д (Т ) = У , аЛГП . ^ и , * , . . . , * * - 1 ) . Опор-,-
тор А строят в ягписимости от нчтерпо^яикоччьх условий. 
Предположим, что Д ( А ) =2 ,Ж(Т)М*(А)=Ш и о!7А)- замк
нутое множество. При ртих условиях для каждого вектора из 
К существует единственной интерполяционный сплайн. 

Пусть для 4*1^(1 на Х ^ Н ' Г ^ Ь ] задан оператор 
А© : Хв"^2 такой, что А С | Х = А Следующая теорема дает 

интегральное представление ошибки Ъ*3. интерполяции 
функции # в Х 0 сплайнами из 5(7\А) . 

Теорема 1, Пусть оператор^ Ао удовлетворяет условию: 

где ( Л у Х * ) ^ ] ^ м ^ д ) А , *€№Й ,уеН*"*В*и. 
Тогда ° с 

УлвН*гаИ ( Л а : ) ( 0 = | 1 ^ ^ | и № Х м ( * . т ) л в 1*\:охЫ. (2 ) 

где 

Доказательство. Положим Ув-Н 4* *Г<МЗ # О в й = а 1 ^ 
для & е Х « и построим оператор 14 :Х -^Х в такой, что 1/.-1Г0(?е-

Зададим проектор В пространства Х„ на Л?10с)=Х(1,1> -.V'1) 
равенством 

Покажем, что 3%"=0сЛ , где й =0с/$ц-р 4 ) • Для этого убедим-
оя, что Я\(1е - единич:п;Л оператор в $[1-Рс}. Пусть 
ЯСБЯУф, Тогда су-.1/?ству'>т функция Ос е Х в такач, что* 

# = З С - Р С Я Ь . (5) 

Разло-жим функцию Оъ, г.о -формуле Тейлора с остаточным 
членом в интегр*льгой 1осме 

А Ю - л м г * - о н . . . . о П Ы * ' ? ( г ) М Ъ ( б ) 

Из ( 4 ) - С Л ) г^-ггп- Л<0 = ̂ ( / Л Л Ь Т ) 1 ^ , 66 д?.<а, 



т . е . ^ = ( ^ | ^ 3 с • Оотается заметить, что поскольку 
$-*&,вЛ^О«)то Вг — ОсЗл р а следовательно,-Я 

Принимая во внимание равенство Л с ( ) о ] ,^на ос нова-
ним предложвная 2 имеем Ц=К>0с , где 1Гв = (1-А^'АДЛ. 
Преобразуем последнее выражение для V* 

Пусть ^€ У > 4еГС»вЛ л Применяя последовательно лемму 3 
и условие ( 1 ) , получаем ^ 

Но по леммам 2 и 3 Е (А а ^ ( . ,Т ) )^5^ )= (5ь 4 А-Л^ ) (^ 

Следовательно, ( * Д О ) = , ^ / ^ ( ^ - ^ Л Л ^ Л . 

Замечание 3 . Иэ доказанного вытекает, что в рассмат
риваемом случае погрешность сплайн-интерполяции функции (Ь 
аа Х0 полностью определяется ее производной <Г'^ и 
погрешностью приближения усеченных степенных функций 
*Ы- . * ) при 1€[а,Я. 

3. Оценка погрешности приближения 
функций простыми сплайнами. 

Пусть дано равбиение отрезка 
й:а=10<Ъ<...<+п<1пи^6 > Л е М . Ц) 

Задачу интерполяции функции по известным зиачетгям во 
внутренних узлах разбиения решают простые спдойнь, т . е . 
элемента иэ 5 ( Т , А ) , где Х=№Н>4М**ф*$.Ч=П°[оЛЗ* 
2=1? 9 1Ъ«аЧ> н А а - ( О Д а М * Х . » . , Д О > д л я ^ е Х 
В этом случае Ае1С{Х.2), *ГА )-2 . Л Г О М А И О ) . 

Пусть ^ 1 * ^ , А* - осте с •вводное продолжение оператора 
А на Н'ВДЗ. Так мал умокни Ш для оператора А* 

выполняется"? . { 

вю 1*вд>евн* 1 макет место представление ( 2 ) . Прикеняч 
;г^лвдввэтеиыю: леммы- 2 и 3, получаем выражение ядра (5) 
ш*я ДЙВЯФГО с\пуодяг 



< *1,пИ •1€С(3 >^. Так как сплайн-интерполяция полиномов 
степени не выше является точной, то (ЬгУ 1 ^ ( С - Т ^ Ь , 

1:еСй^1,Т:еСй,Ь] и Учитывая ето тождество, находки 

• (8) 

Тем оамым доказано 

Предложение Э. Для каждой функции т^Нсс^) справед
ливо ( 2 ) , где ядро Кх, определено ра-венотвом ( в ) . 

Пуоть, далее, п.Д 1 - - 1 Д Н ; д / Д )ЕуЬ , ЫНй; 

Следствие Э Л . В каждой точке ^ - [ * , Д I ( > < Ч ' Л 
• м е п место оценки 

Следствве 3.2. Боля С р 1 , то в каждой точке 
( и ц , 1 , . . . , п н ^ ) имеют место опенка т 1 

^ ^ ^ М { ^ л ^ / ь у > ^ к . ^ , а . ] . 1 1 - и 4 , с | 1 1 1 , < * ) > 



4. Оценка погрешности приближения 
функций ермятовыми сплайнами. 

Эрмитовы сплайны решат? вадачу интерполяции функции 
по веданным в уадах равбиения (7) вкачена ям самой функция 
и ее производных: хс1^,х'с^, ...1 1 у 1Н ;Ь I - 17а . Простран
ство ермитошх сплайнов - ато пространство ЗСХЛ)при 

Ах^(1(Ь,Х ,(1<Х....Х1Нл,.,Д.(Ь,Х1Ъ,...,1 ,ПЪ) . Здеоь Ае1МД 
т у г • л т ш л и о * . 

В атом пункте обоаначим базисные векторы в черев 

е*>е„, , е , г 1 , . . . , е М 1 е 1 1 1 . . , е ч Г Тогда для « X Ах-^&Айе, 
где (АхЬхЧкл, да.иЦ. " г " 

1 Ф » 1 

А внподняетоя условие (1) 

то по теореме 1 имеет место ( 2 ) . Аналив ооответствупдего 
ядра (9 ) аополъэует оледуоцее вспомогательное утверждение» 

В случае <^«1 имеем следупцее аналитическое представ
ление оаеконых опдаянов 

{ , л ы 1 п , и , [ Ч ^ П Ц Д И Т П . 

Ив (9) • оледвтмм 3.1 вытекает 
Следствие 8^8. Бели 0,-1 , то в каждой точке Д ] 

( ) имеют место оценки 
,„, . . ( МВ(Ь при ц^.гм) 

1хМЬ ;(и при иил,...п>, 
т о М д У ^ И Ш Т , где 
Т^'ММ'ГВ?! . . ' 

1 , 1 при ^--1, 

. 1 - й ' П Р " Ь ц . 1 , 



непосредственно вытекающее ав иавеотной характерааацяя 
эрмитовых сплайнов. 

Лемма 4. 

(I О 1 при Х«г 11,.<вГ,1^1 

М , п р . иЛ 1 вШ«|1 О 
О Прв Г(: Н п .и м Г, 1(10,11, 

где функция р одновнвчно определяется как полином оте
лена . Ц - 1 . удовлетворяющий на концах отреака [ ^ . Д ] 

условия!: Р^. у „ р? (1,Ч с , К-С.С,-!. 
Воспользовавшись леммой 4 и учитывая тождество 

получаем 

(I п*1 при г и ^ и г , ЫгХ, ! , 
О при всех детальных [- в» Г 

Тем* самим доказано ^ 
Предложение 4. Для каждой функции Л Л И И 'Л ] справедливо 

С2)' прв , где ядро 1 определено равенством (10 ) . 
Следствие 4 .1 . Имеют место оценка 

где 

Г ^ % > ^ При С 1, 

при ИМ. 

Сявдогвие 4.2. Если ^-Х , то в каждой точке 
&^.. ч1;1 ( 1Н I ,ми \̂  имеют место оценки 

*"0 К'ИхкЫ^!^!!1:. рд в 

Г: л 1Ч1П1 М 1 ' ' * 



ют сплайны для локальных средних. Пространство та-
лайнов есть Б С Т . А ^ при Х ' Н Ш Б ! ( > 0 / ' 1 ' 0 > | 

4*1. 

Х(1,-К П Р И 1-1, (I. при Ы , 

1 ^ ^ : 1 . > Ю Г П ( 1 О " Р " 1 ^ А ' М ' Ч ^ " ^ при ы . а , 

Ч ^ - ^ П Р Н - П . ] , м1 при - А М . 

5. Оценка погрешности приближения 
функций сплайнами для локальных 
средних. 

Довольно часто, оообенно в случае экспериментальных 
намерений, для функции иввеотны лишь средние значения на 
малых интервалах - промежутках Г 1 0 1 4 1 равбиения ( 7 ) . П Р В 

решении задачи интерполяции функции по етим вначениям по
пользуют сплайны для фокальных оредних. Пространство та
ких оплайнов 

где Ь Д Л , - 1=МЬ1 В етои олучм А Е И Т Х Д 1 И 

Пусть 1 * 1 ^ и А» - естественное продолжение опе
ратора А на Н\а,6] • Так как уоловне (1) для оператора 
Д 0 выполнено: ь ^ 

то по теореме 1 имеет место ( 2 ) . 
Применяя последовательно леммы 2 I 3, получаем В рас

сматриваемом случае Я Д Р О ( 3 ) : 

Т А И В А Л О П Л А Й Я ^ А М Т Е Р О О Л Ш И Я полиномов степени не выше '| 1 

« Л Я А Т Е Я Т О Ч Н О М , , «о ^ ' 4 Г ^ ( и Г 1 ( 1 . - т ^ ] ' , ( И М Ш . И . 

У Ч И Т Ы В А Я В Т * Т О М Д А О Т В О , находим 



5и 
х*1 

Тем самым докапано 
Предложение 5. Для каждой функции лс на И\оЛ 

оправедлжво ( 2 ) , где ядро К.»-* определено равенством (11) 

Введем ряд обоетчений: С ^ Ь Е ^ Ь , ^ Ь О ^ Д И ^ ) , 

при цио. 'о, ' 
4-а ,И1>с1.н-ц) при иа - ^ г , 

пря и е с ^ П , и*[о, п. 
Следствие 5 .1. В каждой точке ^ С ^ Д ! (и{1>д,..,ан ,0 

имеет место оценки 

Сдедртвше 5.2. Есяш <^«. , то в т ч ц о ! точм (.€11,^1 
( 1 ( \ 1 Д , > л . 1 \ ) имеет меото оиею» 
5ир 1('1Ы(Ы" И М ) , где 

Догавательства яоккретных формул оценка погроатаоотв 
(оледотвкй вв предложений 3 - 5 ) требуют громовдких агеда-
док в поэтому в статье опущен*. 

Пользуясь случаем, автор выражает искренняя благодар
ность своему руководителю доиенту М. А. Голыша ну ва постанов
ку вадачн и постоянное внимание я работе. 



26 
Список литературы 

1. Лоран П.-Ж. Аппроксимация и оптимизация.- Ы., 1975. 
2. Зага А. 1пгевг*1 г*ргеесо*а*1сх1 о? геаа1пйегв // 1>икв 

Ма*Ь. 1— 1948,- Р. 333-345. 
д. Корнейчук Н.П, Сплайны о теории приближения.- М«, 1984. 
4. Великий В.Л. Точные значения приближения эрмитовыми 

сплайнами на классах дифференцируемых функций // Изв. 
АН СССР, Сер. матем.- 1973.- Т .37 . - м 1.- СЛ65-Ш5. 

5. Ленсыкбаев А.А. Тскные оценки равномерного приближения 
непрерывных периодически функций сплайнами г -ого по
рядка // Матем. заметка.- 1973.- Т .13 - - * 2 . - С.217-22В. 

6. Корнейчук Н.П., Личун А.А. Об оценке погрешности сплайн-
интерполяции в интегральной метрике // Укр. матем. жур
нал . - 1981.- Т . 3 3 . - Л 3 . - С.391-394. 

7* Спеаеу В . ! . , ЗоЬигаг Р» Ом 1л1егро1а*1пв Ъу сиЫс ер 11-
пва м1Ш вяаа11^врасаа аоаев // 1п4ав» Майи- 1968.-
У.ЗО— Р.517-524. 

В. На11 С1иА#| Меуаг Ор*1ша1 вггог ЪоопАя Тог оиЫо 
ар Ила 1х^вгро1а*1оа // «I. Арргох. 1Ь. - 1976.- У.16.-
Р. 105-122. 

Поступила 10 ноября 1986 года. 



Топологические структуры и их отображения. Рига. 19Я7. 

УДК 517.938.52 

о южчна ПОКРЫТИЯХ п-М Е Р Н О Й сш>* И 
ТВОРЕЖ ЛЮСТЕРНЙКА 

З.И.Баланов 
РПИ им. А.Пельше 

В работе [ 3 3 был получен следующий результат: если 
на (1Т-1)-мерной сфере задано действие конечной цикличес
кой группы порядка 

дх*&})шК ч то * ( 5 л Л г Ч х 6 ) > п - 1 С Ч 
(вдесь и далее через X обозначен род соответствующего 
множества). Настоящая статья посвящена обобщению атого 
результата на произвольные (вообще говоря» нециклические) 
конечные группы. Заметим, что в С ЗД при доказательстве 
упомянутого результата использовались специфические свой
ства группы когомологий циклической группы с коэффициен
тами в некотором поле. Полученный нами результат ( теоре
ма 2) позволяет распространить известную теорему Люстер
нии а о существовании счетного числа различных критических 
точек слабо непрерывных равномерно дифференцируемых чет
ных функционалов на функционалы, симметричные относитель
но конечных ( вообще говоря» нециклических ) групп гомео
морфизмов. По стандартной схеме наши результата могут 
быть попользованы при исследовании точек бифуркации нели
нейных уравнений с потенциальными операторами..с некоторы
ми условиями групповой инвариантности. 

1 . Г\усть 5"" 1 )-мерная сфера в К* 9 6 -
конечная группа, действующая на 
Э0*ф0*40Ж«2];Очевидно, что 5й~ЧР1Лб инвариантно отно
сительно 6 • 

Определение 1. ПуотьЛфГЛРсгб)- компактное множество. 
Скажем, что род А равен 1, если: 

1) 6 А =А ; 
2) всякая связная компонента А не оодержиТ точек 

вида х и дя (д+1р 



Определение 2. Пусть Мс(5 п \1хй'6) - компактное мно
жество. Скажем9 что М имеет род 5 , если его можно 
покрыть 3 множествами рода 1 и нельзя покрыть 5-1 
множествами рода 1 

Определение 3. Пусть Р - произвольное (вообще гово
ря, некомпактное) подмножество 9 п~\Рьх6. Определим род 

Р как $ир Ы^)}, Г де Ш - множество всех компактов ив 

Следующая лемма непосредственно следует из определе
ния рода. 

Лемма 1. 
Цусть Р - множество рода 1 , Р с ( $ " ч Рихб). Тогда 

при всех достаточно малых «5>0 род множества Н&)~ 
= \яа$п1\Рих6л^я>Р)< &} также равен 1 

(ЗдеЪь р - метрика на К ). 
Следствие 1. 
При достаточно малых НУ С род множества М(&) — 

= { л е й ^ Х Р и г 6 , ^ ( Л , М ^ < ё\ .совпадает с родом М . 
Замечание 1. Ори переходе к большим множествам род не 

уменьшается. 
Все неопределенше вдесь понятая си. в Г1] и [ 3 ] . 
Лемма 2. 
Пусть замкнутое множество Тс5*'л не содержит точку 

~Цо Пусть,далее, Ь - непрерывное отображение замкну
того множества р с 5П~ 1 в Т 

Тогда отображение & можно продолжить до определен
ного на всей непрерывного отображения Ьл так, чтобы 
множество лежало в 5 -окрестности \Л&) следов 
деформации множества Т в точку #с , где б -
любое положительное число. 

Теорема 1. 
Пусть на сфере 5 П " задано действие конечной группы 

6 р 16/-р » поле Ф эквивариантно относительно В 
и полугомотопно тождественному. 

Тогда Ъ1Ф,вп1) =1 ( *к?с*р) . 
Доказательство см. в [ 2 1 . 
Один из ревультатов статьи составляет 



Теорема 2. 
Пусть на 5 Л ~ А задано действие конечной группа б , 
1 6 1 - р , причем (И(п(РСх 6 ) * К -
Тогда 1(&п1 \ Их 6 ) * П-К - I . 
Так как в случае свободного действия род 5 Л " А не пре

восходит П [3 теорема ^ , то из этой теоремы 
получаем 

Следствие 2. 
Род (п-1 ) - мерной сферы относительно свободного 

действия конечной группы равен М 
2. доказательство теоремы 2. 
Предположим противное. Пусть М - произвольный ком

пакт из .^"Мчлгб, такой, что *1М) = ЦЬп1\ГСх6),&<П-К-1. 
Это означает, что М может быть покрыто 5 множествами 
рода { Обозначим их через Р|. , . . . , Р5 . Так как ком
поненты связности всегда замкнуты и, следовательно, в 
нашем случае компактно, то с учетом леммы 1 беэ умаления 
общности можно считать, что каждое р! (1-1%»?)является 
объединением р непересекающихся замкнутых множеств Рй , 
Р^, . . . ,Р$>, причем, ^ Р й = Р ^ , . - , 0 / > ^ = Р й (здесь, 

естественно, предпологается, что элементы группы б соот
ветственно занумерованы). 

Положим Т § - Р и - 6 . Так как Рьхбг не покрывает всю 
б п А , то существует ЦкС8л'* 9 что -{/ц^/чогб. Цусть /?м -

след деформации <А<ХЛДОь) по большим окружностям множества 
{чаб в {/А . Обозначим через Ткп объединение множеств 
^ К К * 1 . рфлЛ'км Множество Т/г>1 будет (КН. )-мерно. 
Дальнейшее построение множеств 74 (I-й,п*1>..., Л * $ ) 
будем проводить по индукции. 

Пусть замкнутое множество 7 м (оно, очевидно,(^-1 ) -
мерно) ухе построено. Так как по предположению К*5<Н-1, 
то множество Т11 не покрывает всю . Следовательно, 
найдется такая точка Ух-х^З"" 1 , что -(/х-х ^Тт /. Пусть 
Л г - след деформации ^ ^ Л ^ / м ) множества в ^х-х , а 
?т - объединение множеств 9*Кгу фл^г,...> §^Лх 

Построенное множество 7*. 5 будет (Л )-мерным и, сле
довательно, не покрывает всю ( Л Н )-мерную сферу Вп'л . 



Поэтому найдется такое 6с>0 , что и замкнутая -окрест
ность и/&е) множества Т.|г5 не покрывает . Пусть 
точка -1Ь не принадлежит замыканию 0(&с) окрестности 1)(&>) . 

Ниже будет построено нормированное поле Ф , опре
деленное на н удовлетворяющее следующим условиям: 

(1 ) все векторы ф отличны от - Мо ; 
(2 ) - 0фЯ ( 0 е 0 ) ; 
(3) <р - полугомотопно тождественному. 

Тогда, с одной стороны, иэ (1) поле <Р гомотопно 
постоянному полю Та-1/ 0и, следовательно, 31^=0; а, с 
другой стороны, из (2) и (3 ) с учетом теоремы 1 %Ф}+0 

Так как Рба*6 инвариантно относительно 6' , а 6 
конечна, то существует сколь угодно малая Ф -инвариант
ная окрестность множества РСхб 9 которую мы обозначим 
через оС • Ясно, что можно предполагать выполненным усло
вие: о(?№1/^1Л.. 1)Р$ покрывает всю 5п'1, так как в про
тивном случае мы можем перейти от исходного множества М 
к большему множеству (см. замечание 1 ) . При этом, очевидно, 
не умаляя общности можно считать, что -у^еЛ . 
Положим поле 9 равным на оС тождественному. Так как <Х 
мало отличается от Р1х$ и не содержит -{//с,то и с^аР,^, у*) 
попадет в малую окрестность ^ / ^ я б . т ^ ь ) , в частности в 

& 0 -окрестность <4//тх6 
Продолжим теперь поле ф на . С этой целью про

должим его в соответствии о леммой 2 на Ри так, чтобы 
вначения продолженного поля лежали в малой окрестности 
множества с1(<Л*1>* у * ) После этого продолжим Ф на все 
множество ^ по формуле 

Ф д * ^ ф * ( а ^ ^ , 0 ^ ( 3 ) . 
Здесь мы иопольвуем то , что Рх инвариантно относи

тельно б а то, что Рт П Р^тф при т+1 Ясно, что 
аначеняя продолженного поля будут лежать в малой окрест
ности множества Тс*х . 

Дальней лае рассуждения проводятся по индукции. Бели 
на множестве <А1)г11).^УР( поле ф уже построено, то по 
лемме 2 поле Ф можно продолжить на Рц*м так, чтобы 
вначения продолженного поля лежали в малой окрестности 



множества После этого поле ф продолжаем на 
все Р.?ц по эквивариантности. Значения поля 9 на 
&\)р!\)Ег\) будут, очевидно, лежать в малой 
окрестности множества Т * * ^ . 

После конечного числа шагор поле ф будет определено 
на с^УРх У... 1/Р5 , которое совпадает со всей Значе
ния построенного поля 9 будут лежать в малой окрестности 
множества Тя*$ . Поэтому точка -ис не принадлежит значе
ниям поля Ф По построения поле ф эквивариантно Отно
сительно б и полугонотопно (даже,более того, равно) 
тождественному. 

Теорема доказана. 

3. Пусть Е - гильбертово пространство, Т - еди
ничный шар в Б , 8 - единичная сфера в Е , б - ко
нечная группа гомеоморфизмов Т на себя, оставляющая 
инвариантной 5 ( \$1=р ) . Обозначим через(Р/Ч^такую 
последовательность влоленных друг в друга Л/с -мерных под
пространств Е 9 что II Епк - Е 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что при 
каждом я Т Л Е г?* инвариантны относительно О , причем 
Ргъ<}&- $ РпкХ ('Хс$ > К я Л2,„ . ) » где Рл* - операторы 

ортогонального проектирования на соответствующее Ецк . 
Непосредственно из теоремы 2 вытекает 
Теорема 3. 
Пусть на 5 задано действие конечной группы б , 

множество Р й г б - ( а : е ' 5 }уев л $11,^4!* х} конечно
мерно. Тогда на 5 существуют множества сколь угодно 
большого конечного рода. 

6 дальнейшем понадобится 
Лемма 3. 
Пусть на 5 задано действие конечной группы б » 

Б - эквивариантное отображение компактного множества 
Р с ( 5 \ Р ^ б ) в 5 . 

Тогда г1Р)*х(ЬГ). 
Доказательство см. в [ 3 ] . 
Следствие 3. 
Пусть В - иэ леммы 3. Тогда род множества Ь(5я\Рхх;( 



З Г 

не иеньше 
(л1ы предполагаем, что (От ГГа* 6 = К",П -1 > к ). 

Следуя [ 1 ] , через Мг?̂  будем обозначать класс таких 
компактных множеств из 8\Рих*6 , которые являются множест
вами вида В(Рс(5п\АРид;бДО,где & - эквивариантный оператор 

Ьудем рассматривать слабо непрерывные равномерно 
дифференцируемые функционалы } № ) , определенные на Т и 
удовлетворяющие дополнительным условиям: 

( а ) (бэд); 
( в ) .если ^ Я с б , т о / Д О * О ; ^ ( й б ) = - 0 
( с ) о с л и ^ Р ^ б . то^Гу7 + 0 ; Г(К± 6)= 0 > 

(здесь Г^- градиент ^ , Ри$-=611\хеТ Х40 $ > С Р Г а 

Положим ^(Н^-ииЛФ) на множествах класса М/?* Пусть, 
далее, Спл--уир $[Ы) Числа типа <-л* называют критичес
кими. * е М | * 

Лемма 4. 
Справедливо равенство й/п Сл* - 0 . 
Доказательство аналогично доказательству леммы 4.6 

(из С 4 ] , с . 364); при этом в соответствующих местах 
необходимо сослаться на лемму 3 и теорему 3 настоящей 
статьи и теорему 5 из [^ ] 

Иэ леммы 4 и положительности чисел Сл* немедленно 
следует 

Теорема 4. 
Слабо непрерывней равномерно дифференцируемый 

функционал, заданный на Т и удовлетворяющий условиям 
( а ) , ( в ) , ( с ) , имеет на 5 не менее счетного числа 
критических чисел. 

Теорема 4 обобщает соответствующий результат иэ 
где рассматривалась ситуация функционалов, симметричных 
относительно свободных действий конечных циклических 
групп. .Мы же здесь и далее предполагаем, что 6 действу 
ет, вообще говоря, несвободно, Р -̂*' 6 - конечномерно. 

По схеме М.А.Красносельского С 4 3 может быть дока
зана [ 

Теорема 5. 
Пусть на Т задано линейное действие группы б 

(|61=Р ),Р^Л:6 - конечномерно. Г(усть далее ^ 



слабо непрерывный равномерно дифференцируемый функционал, 
веданный на Т и удовлетворяющий условиям ( а ) , ( в ) , ( с ) » 

Тогда <5 имеет на сфере <3 не менее счетного числа 
различных критических точек, которым соответствуют различ
ные критические значения. 

Несколько видоизменяя построения из С 5 ] может быто 
получено обобщение теоремы 5 на случай конечных групп 
диффеоморфизмов; при этом, как и в С53 , необходим неко
торые предположения относительно гладкости оператора Г 

В вакдючение автор пользуется случаем выразить 
благодарность П.П.Забрейко в Р.С.Лялянокому аа вовааиме 
обоукдеяня» 
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Топологические- структуры и их отображения. Рига. 1967. 

УДК 519.3 

К СДВОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
С Щ Ш Й СХТЕЮй УРАВНЕНИЯ 

Я.П.Вуцан 
ЯП им. П.Стучки 

Пусть в евклидовом пространстве , 11*2 9 задана 
ограниченная строго липшииева область 5? СЗЛ с 
границей и ее подобласти В , 6 и 5?' с границами; 

ЪЪ • дб > Ъ& ш соответственно, такие, что 
и ̂ 5 , 9 6 ) ^ ^ г * в ^ - расстояние 
в метрике /? п , - фиксированная положительная кон
станта. Заданы также фиксирование числовой интервал 
Т=|"^^(2 ^в<-^<1-1Т . множества иск 8 * 1 . 2 ^ , вектор 
Г - < у Г . - ^ . У п ^ е Р " ^ такой, что 0»=||/У ДОеВ, 

функции « А в - в М б У Я В * ) ) , а , 01,6; , 0. ,91 : 
- 1 . . . . , Ю , У « : У ^ / ? " ' Г й Л ' ) ~ К 

( К = ^ , . . . , 6 ) , / р : Т - У — й ( У 5 У Ч . Г = - 5 , . . . , 0 , - . " * т ) . 
векторфуншия ^ ^ « Д 

0пределам множества 2 и 11 допустимых управляющих 
векторфункций: 

и 5 { и = ^ . . . . , и 5 , ) |ц/с ЫТ) ,^ , . . . ,5 4 ,У *еТи|* )е0 } . (2) 
Кроме того, введем функционалы 1ц:ДОТ))"*?/СЛЁ))) •Ц—"й, 

где у определяется соотношением У=(Ц1,-—У*), если у -

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления. 
Задача 1. Найти точную нивою грань функционала 1 С ~ 

= 2^|и>ИГ,и) п о 8 0 е м парам ( б , и ) е 2 " Ц при свяаях 



•к 
уШгф1ршр)М^Ц^0х, (5) 

где И ^ Д Д у . , . . . 9 ^ ) , и при дополнительных ограничениях 
У * е Т |/№еД (6) 

ЗД^.И^О, К=Л . . . ,5. (7) 
сдесь и далее, если не указано иное, по парам одина

ковых индексов подразумевается суммирование в пределах 
от 1 до П . Обозначения функциональных пространств и их 

норм понимаются в смысле работы [ 3 3 • Выражения (3) и (5) 
означают,что мы интересуемся обобщенными решениями эл 
липтического и обыкновенного дифференциальных уравнений, 
соответственно. 

В работе С13 были получены необходимые условия опти
мальности управления объектами, описываемыми системой 
уравнений вида (3) - (5) при дополнительном ограничении 
( 6 ) в предположении выпуклости множеств допустимых 
управлений И и X и дифферениируемости подинтегральной 
Функции $ по аргументу Ц , а коэффициентов и свободных 
членов эллиптического уравнения (3) - по €> . 

В натоящей статье при помоги методика, изложенной, 
например, в СбЗ, в задачу оптимального управления добавлены 
также дополнительные ограничения ( 7 ) , а необходимые усло
вия оптимальности управления получены без предположения 
о выпуклости и дифферениируемости* 

В дальнейшем будем предполагать, что выполнены еле-
дупцие условия ( обозначения по возможности сохраняются 
такие же как в работе [ 1 ] ) : 

П . Функции 0ф*,\) ,ЩХХ) >к&Л) 9"01ЛЛ) , 

дошштворяет условиям Каратеодори. 
П2. В области 5?' коэМкциенты а , 6с >СЦ 9ОЦ а сво

бодные члены » • уравнения (3 ) не зави
сят от управления б , т . е . У р Д 0^§ ) =ОА2 )> 
№ф*Л)*1113) _ и " Р 0 1 1 6 т о г о » 'а^еСл(^\ Ц*0*>* 

€С***(Я?) (<А>0) и их нормы в зтнх пространствах 
ограничена некоторой константой ^ • 

ГЗ, Для любых , я 1*$?'выполняются соотноше-
»ВУ 



<§1 диър * %Ф , I ?)/ * 

адесь 9» ^ » ^ ~ фиксированные положительные константы, 
причем ?>и ш Ъ*гЩ+гу1, а ^е^(Я) ,Ьа*Ця), 

Ъ}<=1.у,(Я) ш \еЬ - фяксированные_функциш, 
П5. При произвольных функциях |ге^/р<№>1, ^ 1 ^ ( 2 ) , 

, 1=1,..,,П,и при произвольной управлении в е 2 как 
задача Дирихле УфбЙДО) Ш;3,ф=^ф(Х)-д^ЩЗйя, 

Л-<Ре , так и задача Дирихле для сопряжен
ного уравнения 

имеет единственное (калдое уравнение свое) обобщенное 
решение 5е1у/(0]и справедлива априорная оценка 

с константой Г е , невависнщв^от_в,^,^с, 
П6. Существуют область . 2 ^ 5 ? и функции $1,С1цёС Т^/, 

к а также бесконечно 
дифференцируемая скалярка* функция ^ с носителем 
вирр$ с б , У Я € б 0<5/ог)^^УЛ€Ь 5 (а )-4 , такие, что 

для оператора 
т% ^ { Щ ц - М - ъ ъ +а*, 

где а^и-^ауЬ1ЩМ^)Ь1,а^а^Н1-^)а1, ^ 

в 5? существует фундаментальное решение г[Я;4у {см. [43 ) , 
которое вместе со своими частными производными ^ Р(ж3<Х')} 

» Ш щ Г Ш - ъ , Н - " - П - ту 
равномерно непрерывно на {ьг\и;*Х> для любой области 1̂  
такой, что В ' С С . 

Г9? Функции Тй =1Кг^,И^|Л=^-»* , имеют непрерыв
ные по У г ^ и ^ е У ' частные производные ^ 1 % . , , ^ ^ ) 



по? Функции ^г(щщи) в г^-б\.-Д - .л+ет, 
для почти всех Те Т обладают частными производными 

все вти функции являются функциями Каратеодори и V гьТ $ 
У ^ б У удовлетворяют оценкам \}г{1%\^\^Ы^)Ц^)^ 
ц ^ с ь ад * л ю - / ^ 1 ы ш * ад - у м , 

где МЬ|Г0 и ^еС(й) - фиксированные функции. 
Определение. Пусть X - пространство, в котором 

определено понятие сходимости последовательности ( ^ Я ) п ^ ^ 
к элементу &°еХ . Замкнутой (в смысле этой сходимости) 
выпуклой оболочкой с М множества АсХ навовем совокуп
ность всех йеХ , для которых существуют последовательно
сти выпуклых комбинаций элементов множества А , сходящиеся 
я а . 

Натуральному числу N сопоставим множества 

М ^ . . . . , М ^ Ш ^ ^ Т | р ц 1 ) * 1 , 0 < Д Н ) * и - 1 М} 
и их подмножества '*' 

Замечание 1, Очевидно, что если . то почти в 
каждой точке тсЯ одна ив функций набора Л1 , , 
равна единице, а остальные равны нулю. Аналогично - почти 
в каждой точке Ь*=Т о д н а н а функций $1 .^-/ Г . . ,/У , равна 
единице, а остальные Функции - нулевые. _ 

вЗамкнутые выпуклые оболочки и множеств 
и $0 будем понимать в смысле сходимости по норме в прост
ранствах 11ъ(Я))* и ГМТ)) , соответственно. 

Нетрудно показать, что #?2)*=#*иСС^-<Ьн% 

При фиксированных <о*% — .€>1=21 и с ^ Я * определим^ 
оператор . . действупций на элементы ЦеЩ1&) 
« о следующему правилу: 

1 « М . , » • . . . » 



зв 

Если б \ . в б Г и функции (Щ , <Д , к , а , 0* , в V 
(1^-1,...,П) фиксированы и удовлетворяют условиям Г1 и 
ГЗ, то при помощи теорем вложения (см. С 3, с . 77Л) легко 
показать, что для любого набора ^=(Сч,...,с/*)(: Я)* оператор 
шА(и;&*...(5м) отображает пространство в № = 

Для произвольных элементов / е̂М^ЭДи определим 
форму пои помощи следующего равенства: 

</. 2> ШУЧ!Л)+* А1хУЦяй)14х. ( 9 ) 
В*?дем так*:е множества операторов 

замкнутую выпуклую оболочку СО&°(&будем по
нимать в смысле сильной сходимости, т . е . 

последовательность операторов )цсн сходится к некото
рому оператору <АС , если для любого М ^ е ] ^ х о д и т ~ 
ся к с/^ по норме пространства IV 

Потребуем еще выполнения следующего условия: 
Го? Для любых вектор{ункциЯ д*(Ць*У**"ч§п)е)Ы9 

наборов б\...9&"€Е и операторов %А€бо&с(&У'.)&*) вариа
ционные равенства %, , *С ~ ч „ 

однозначно разрешимы относительно #е|^/^>?) и имеют место 
априорные оценки и ^ 

с константой С*, не зависящей ст конкретных наборов , 6 * 
операторов с* и функций д 

Отметим, что выполнение этого условия в [ 1 ] не тре
бовалось, однако в большинстве тех практически важных 
ситуаций, когда имеет место требование Г5, выполняется 
также П5 # . _ 

Для любого оператора 1&>—*б") соответствующее 
решение Я вариационного равенства У/^еет^О) 4Л29Ц% = 0 
обозначим символом и для любого подмножества с 

с ^ ^ / б ! . . , , ^ ] введем множество соответствующих решений 



Замечание 2. Из условий Г1 - ГЗ и реаультатов рабо
ты [ 3 . о . 229 , 235, 240 в 2503 следует, что для любого 
оператора Льсо-Я^ь4^.*^") еоответотвупиря функция _ 

V принадлежит пространствам и С2**(6) . 
Аналогичное утверждение справедливо также для любого реше
ния <* краевой задачи ( 3 ) , ( 4 ) . 

Лемма 1, Пусть шполнены уоловия И , ГЗ, П>"« Тогда 
для любых наборов в'..,е*€г2Г оправедлиш соотношения 

Доказательство» Для доказательства соотношение (1к09 
достаточно воспользоваться условиями Г1 и ГЗ, раввмотоим 
Й?Я**Я* и теоремой Егорова [ 2, с . 1 6 б Д . г И9 
которых следует справедливость вложения •3№*.-.б^€4^Я*/Ь{1.., 
В свою очередь, из условий Г1, ГЗ и аффинности операторов 
чйе&л(с\...9&в) по аргументу С см* определение (в) 
легко вывести условия, при которых в нашей ситуации' дик 
множества операторов .5Р/б } . . -применима теорема 1? й9 
работы У.ЕЛйтума [ 6 3 , откуда вытзкает рввеявидо 
Лемма доказана. 

Переходим к основному результату донной ладони 
Теорема 1. Пусть выполнеш условий- ПМ&ъ» 

ГЬР ГС*. ПО" . Пусть №и°)е1*и - пара улрешготн* 
доставляющая точную нижнюю грань функционалу Д,а задаче 1, 

- соответствующие ей 
решения уравнения (5 ) и краевой задачи ( 3 ) , ( 4 ) , соответ
ственно; 1*/°=/К Уг!щи.Л9игХ)ш(л\А^9ЯЛ,*Ь)ш 

Тогда тйдутся такие числа 
Лг*ОшГ-0.1....шз >^ф0> (12) 

что для любых (бМ)е1ч11 справедливо неравенство 

1 +'%1бм)**<Ь'%1е'и') ( 1 3 ) 

и при любом г&{1 «| 

Лг-1г1$ю€.иГ)=0\ (^4) 
здесь для каждого Г е \ 0 , 1 , . . . , 6 } : 



если 1*-\1л~.,п*тЪ, 
{ , если * = -г, 

^ С , если ^ - ^ . . . . ^ З Ч - г ! , 
<ДСг=/Лд..Дл*л|) " Решение из(С|?Лп'я,системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

' \ ЩМ**№-.&(УФЮ*1Л*)) • в С Л И ^ ^ - 1 ^ Л 1 

при я конечных условиях 

_ * ^ если Ь/,...,Л; 

ууГ»2 - решение из те^Я) вариационного равенства (см. 
такхе условие ГЪ) г 

4
в ^ " 5 ) Г ^ И 5 А - \ У ^ Ч * Ц К * * ~**")Я**•'> 

функции 5̂  . Р &%ршЩ . &, бг, 5 ( I 9] , 1 п ) опре
делены условием Гб. 

Доказательство. Зафиксируем натуральное число N и 
возьмем некоторый набор пар функций {(б*и1)9...л(б".и")} 
такой, что №М1)ег-и.^Ч-.^ и ( С ^ к ' Ы б',*/е), где 
( ^ * # и в ) - пара управлений доставляющая точную нихн::-.о грань 



функционалу 1с в задаче 1. 
Введем 'функционалы к 

и рассмотрим новую задачу оптимального управления: 
Задача 2. Найти ореди элементов множества 

пару (с19^>), доставляющую минимальноэ значение функционалу 
&^Зо1у>Ъ>>р) при связях 

УреИ/]/3) .&ы)*ф-0н ( 1 5 ) 

У Н Т | / & Ь Г + / й > ^ ^ (16) 

и дополнительных ограничениях 

у * е Т уШеЪ. (17) 

&г1&ЩР)*Ол г ^ , . . . , $ . ( Ш ) 
Ив того, что множества 1/ и 2 допустимых управле

ний в задаче 1 определены равенствами (1 ) и ( 2 ) , в аилу 
замечания 1 легко следует, что для любого элемента 
^ ) б й 2 ^ функции, определенные выражениями 

*иИ)=иЦг), вели ( 1 9 > 

если *еЩ?<Ь (20) 

также принадлежат множествам II и 2. , соответственно. 
Отохща и из определений (8)^и (9 ) следует, что уравнение 
(15) относительно « З Г ^ - ^ е ^ ^ Э ) эквивалентно краевой 
задаче ( 3 ) , (4) , выписанной при управлении € 2 , 
а уравнение (16) эквивалентно (5) при И^иёЦ 

Поскольку управлениями ( 4 ) € $ * \ & 2 при помощи 
формул ( 19 ) , (20) сопоставляется некоторое подмножество 
управлений 16 $и )~(%/*Ц)е?1яЦ , то задачу 2 можно 
рассматривать как сужение задачи 1. Таким обравом, решени
ем задачи 2 является набор (*1\р0)€91**&% такой, 
что ( ^Лг ) - (б * 9 1/» ) 9 т . е . 

УХ*Я *и*ы м*)^.-=**<*)~оу ( 2 1 ) 

У * € Т О В Д - (22) 



Обозначим теперь черев и Т ' з ^ ' З ^ , , . , * ^ , ) и у* 
решения системы ( 1 5 ) , (16) , соответствующие этим управле
ниям й=и.О7...9о)%^>*=МУО%..п0\ определим функционал 

и рассмотрим следующую задачу. 
Задача 3» Найти среди элементов множества #>л 4 Лу 

пару ( с1 ,^3 ) , доставляющую минимальное значение функционалу 

при связях (15) - (16) и дополнительных ограничениях (17)и 

&1&Щ#*Му>-муь)-* $&*>ф)*0> ' - Л . . . , а. (23) 

Покажем, что набор функций^ с
в ^ 1 ,

> ^ " , ^ с доставляет 

решение такжв задаче 3. 
Очевидно, что, ввиду справедливости равенства 

б(у*№ш$")90 , данная четверка функций удовлетворяет 
всем связям и дополнительным ограничениям задачи 3 и при 
атом 3?№ь>1р)=Эс1р*№)-

Допустим, что ^ в»^ с#Ю%У* не доставляет решение за
даче 3. Этс означает, что существует некоторая другая 
четверка функций Ж*Яи>]кЪмч У^ШТр™ # н ^ , * л , , . . . Д в ^ 
где Л^^(Я)ПС^(3) ( см. замечание 2 ) , удовлетворяю
щая всем связям и дополнительным ограничениям задачи 3, 
такая, что 

при этом будем предполагать, что + (ре>у* 

ибо управление Л в задачах 2 и 3 служит только для опре
деления соответствупцего решения &€Щ(Я) уравнения ( 15 ) , 
и одному и тому же решению , вообще говоря, могут 
соответствовать различные управления А' # но на величину 
функционалов эти различия никак не влияют. 

л Поскольку <1€Яцш то принадлежи^ множеству 
2(Я(*\...%С*)} , а тогда, согласно лемме 192е2(й№р*^е>"}} 
и существует такая последовательность (сР)неАс Я* » что 
соответствующая ей последовательность сходится 
к Ж по норме Тогда очевидна и сходимость 

а**х(*')+ч>+2[ * Аря / г - - о . ш 



Кроме того, следует отметить, что из условия П1 в силу 
С З , с.240, 2Ь0Л с л е д у е т , Я . 1 , 2 , . . .}'сС"2(&') 

при некотором с(>0 и ограниченность этого множестве в 
ОЗ^Сейчас докажем, что из §&к&1*-&~0 

следует Л*"—О в С*~**(Ъ). Выберем некоторую область 
С класса С [ з , с . з Л такую, что в'^(з и б ' 
находится строго внутри 5?1 . Нетрудно показать справед
ливость оценки Г 3, с. 79] 

1№№*с-№г<Ьл /05) 

в левой части которой стоит /л~4) мерный поверхностный 
интеграл по границе #б , а величина константы С конеч
на и зависит только от расстояния ^16 О . На гра
нице *Э6' определим ^ункиии (Рк(а:)^$<2п№)$яе'д(з'. Тогда 
при фиксированном Л функция оЗк является классическим 
решением следующей краевой задачи 

&(а)*Ч"(#)! Лед6\ (28) 
Сначала допустим, что«#~<& Л является единственным 

решением задачи ( 27 ) , ( 23 ) . Тогда, учитывая свойства 
гладкости коэффициентов, приведенные в условии Г2, из тео
ремы 21.У работы Миранды [ 4 ] следует, что для уравнения 
(27) существует функция 1̂ )ина С4, с.^бД , позволяю
щая, согласно этой же теореме, выразить решение <2 задачи 
Дирихле (27 ) , (.3) в виде обобщенного потенциала двойного 
слоя [ 4 ,с .45] с плотностью Уп(з) по поверхности 26.' 
Из этого представления, свойств функции Грнна и неравен
ства Коши следует справедливость оценки 

ОД± с.[1т^ь]\ (29) 
в которой константа с зависит от функции Грина и областей 
6 и б , но не зависит от V * , к-/,2,. . . 

Аналогичную оиенку (29 ) , как это следует из [ 4 , с .взД, 
а также [д, с .71-77] , можно получить и для случая, когда 
для краевой задачи (27 ) , (28) существуют отличные от $3* 
решения. 3 этом случае следует пользоваться .функцией Грина 



м в обобщенном смьеле м [ 4 , с .83 ] или [ 8 , с . 71 ] ) , сущест

вование которой доказывается по схеме, изложенной в [ 8"]; 
Теперь из выражений (26 ) , (29) и из [ 3 , с.235_] легко 

получается справедливость неравенства 

с константой С , зависящей лишь от показателя оС , облас
тей 0 , 6 , 6 , ^? и расстояния между ними* Отсюда и из (25) 
заключаем, что ^ 

« г » - « г в { з о ) 

где ^ = ^ ^ , . . . ^ 1 ) , д -Аа , . . 

Далее, нетрудно показать, что для функции $>&ЗЬы 
существует последовательность (Р%е/ь с&% такая, что 

{рК)и&Н слабо сходится к в (1*2(Т))" (31) 

Ь)сли допустить, что при некотором Л существует 

решение Ц^у^бЩТ))*"* уравнения 

соответствующее ф у н к ц и я м и фиксированному 
параметру Л€[Ы]9 то ив требования П О * при помощи леммы 
Гронуолда можно доказать справедливость априорной оценки 

с константой С* не зависящей от^,**'*, Ул и Л . Отметим, что 
из слабой сходимости (Р%ен * Р * сепарабельности простран
ства /ф(Т) и возможности введения в 1д(Т) метрики, соот
ветствующей слабой топологии етого пространства .[21. 
одедует, что первое слагаемое в фигурной скобке в (32) 
отремитоя к 0 при 

Существование при достаточно большом л решения 
(/ я е (е ( Т 7 } т ж уравнения (16) при , удовлетворяю
щего условию (17),тогда доказывается ив принципа Шаудера 

Г7, с 416-4177' при помощи оценки ( 32 ) . 
Очевидно, что при Л—- °^ 

в ^ Г Т ^ Г (33) 



Иа сходкмостей (30 ) . ( 31 ) , (33) и неравенства (24) 
следует существование управлений &1А^ 6 ЭД '-бч и соот
ветствующих им функций у" , 1йк , удовлетворяющих всем С Е Я -
вям и дополнительным огораничениям задачи 2 и неравенству 
Му",М*Р1)<Зо№ш*№; но ©то противоречит факту, что 
набор ( I е , р " 9 {/°, Vе доставляет решение задаче 2. оначит, 
наше предположение было неверным, и набор йс 

доставляет решение также задаче 3. 
Задача 3 примечательна тем, что. множества ®* и 

допустимых управляющих функций являются выпуклыми и замк
нутыми в 1^1^)) и [^д['Т)У^ , соответственно, множествами. 
Учитывая сходство структур задач 1 и 3,необходимые усло
вия локального экстремума в задаче 3 теперь легко выписы
ваются из [ 1 ] и [ 5 , с .56 ] . 

Из этих необходимых условий и равенств (1Э)-(22) в 
частности следует, что для любых [6,Щ€{б\.-.&ы!1л\а\>.-,ии} 
справедливы необходимые условия, приведенные в утверждении 
доказываемой теоремы с некоторым набором чисел 4с9...9Л$. 
При этом используется выпуклость множеств Яд и и то, 
что частные производные функционала 3 на тройке {у\и}\$) 
равны нулю. Без умаления общности можно считать, что числа 
«&с,. . . ,^5 нормированы так, чтобы наибольший модуль их был 
равен единице. 

В 2 и и существуют счетные вседу плотные (в лтополо
гиях и ) семейства управление и (^')^л9 

соответственно. Повторим предыдущие рассужионля с элементами 
&м , и\...,ин из этих семейств и устремим А ^ ^ . И з 

получившихся при ?том последовательностей векторов ((Ао> 
Х?ъ.~->Л$))ц€ц мо"5но выделить такую подпоследовательность, 
которая в Ц*н сходится к некоторому вектору (^ ,А* Я * ) . 

Очевидно, что для набора Л)9 Л^..., .Я5 выполняются 
соотношения (12) и ( 14 ) , а также соотношение (13) при 
любых С»€>^ 9 и- и* , ;\/-ЛА.-.. По непрерывности ( используя 
теорему Егорова и то, что функции О*/ *&19Ъ1 , #»0*»^7*./-Л ,я) 
* ^^^ {Г-•5,...»Л...,«*Л1) удовлетворяют условиям Каратеодори) 
доказывается» что неравенства (13) справедливо для любоя 
пары (б , и )е:%*и. 

Теорема л-.. :>р.на. 
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Топологические структуры и их отображения. Рига. 1967. 

УДК 519.6 

О СПЛАЙНАХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ В СЛУЧАЕ, 
КОГДА ЯДРО ОПЕРАТОРА СГЛАЖИВАНИЯ СОДЕРЖИТСЯ В 
ВДРЕ ОПЕРАТОРА ИНТЕРПОЛЩИИ 

М.А.Гольдман 
ЛГУ им. П. Стучи и 

Пусть X , У , 2 - вещественные гильбертовы прос
транства, Т X"~ У и А:Х~"~2 - линейные непрерывные 
операторы. Пусть, далее, 5 - пространство сплайнов, со 
ответствующее операторам Т и А , т . е . 

6 : = { в е Х 1 Т ' Т з е ^ М У } , (1) 

где ЛГ[А) - ядро оператора А , а Т * - оператор, сопря
женный о Т . 

№ определения (1) следует, что 
Т * Т ( 5 ) Ос/ГГА) 1 (2) 

В данной статье ивучается случай, когда включение (2) 
является равенством: 

Т*Т(&)=ЦГ(А)Х (3) 
При каких условиях выполняется (3)? 
Легко видеть, что для этого необходимо, чтобы ядро 

оператора сглаживания Т содержалось в ядре оператора ин
терполяции А 

^(т)^с^(А). ш(4) 
Действительно, не (3) следует, что ̂ (А]с.&(7 )9 где 

$(Т*) - множество значений оператора Т * , а так как Я(Т")= 
^ " ^ ( о м . , например, [ 1 ] , с . 184), го ^(А)1 с2</Г(ТУ 
Отсвда, ввиду замкнутости*>/Г(Т) и ^(А) , вытекает ( 4 ) . 

Доказанная сейчас импликация (3) (4) не может быть 
обращена. Чтобы в этом убедиться, рассмотрим следующий при
мер. Пусть Х - 2 Н*[а,в] , У = Н в [ 0 , 6 ] (см. [ Ц , с. 
150) и У х ^ Х Тх = Лх = Х . В этом примере<^1Т)^(А)={0А\, 
где б*д - нулевой элемент пространства X . Как видим, усло
вие (4 ) здесь выполняется* Но равенство (3) не имеет места, 



ибо ЛГ/Л) А = Х , а Т в Т ( 5 ) е Я ( Г ) * Х . Последнее нера
венство является следствием неэамкнутости # ( Т * ) (которая 
объясняется нееамкнутостью Я ( Т ) : # ( Т ) плотно в У и 
Я ( Т ) * У ) . 

Если же к условие (4) присоединить требование замкну
тости Я[Т) , то этого будет достаточно для того, чтобы ра
венство (3) выполнялось. В самом деле, пусть Ц - какой-ли
бо элемент множества Л^(А)1 ; тогда Ц б / ( Т ) ^ , так как, в 
силу ( 4 ) , ЛГ(А)1 сМТ)1. Но Л1 в 0 1 =Я(Т в ) (ввиду замкнутости 
# ( Т * ) ) , эдачит И е Ж ( Т * ) , т . е . И - Т ' у для некоторого уеУ 

Представив Ц в виде , где ^|€еЛГ(Т -) , а у^ЛХТ)1 , 
будем иметь: и^ТЧ</1 + ̂ = Т * у 2 Тая как ЛГ1ТЛ)Л=Я(Г)$ то 
^ е 2 ( Т ) , т . е . -Т5 для некоторого $ е Х Следовательно, 
и-1щТ& - Отсюда, учитывая, что иеЛЧА)1

 в получаем: з е б 
и Ц в Т * Т ( 3 ) Поскольку (I - произвольный элемент иэ *Л7Л)*, 
имеем включение ЛГМИсрТЧб) Вместе с (2) ето дает ( 3 ) . 

Таким образом, докавана следующая 
Теорема 1. Для того чтобы имело место равенство (3 ) не

обходимо, а в случае, когда Л ( Т ) замкнуто, то и достаточно, 
чтобы выполнялось .включение ( 4 ) . 

Заметим, что равенотво (3 ) не влечет замкнутости Л(Т) . 
Это видно из следующего примера. Пусть Х в Н ' й Й , ! ' = Ц е Г ^ 6 ] , 2 а Р 
и УхеХ Т х = х , А х = /х^сй . Здесь Я ( Т ) * Я ( Т ) (см. пре-

л 
дыдущий пример), однако Т * Т ( 5 ) = Л Г ( А > ) 1 , ибо каждое ив мно
жеств ЛГ{А)Х

9 Т * Т ( 5 ) • как нетрудно проверить, является одно
мерным подпространством в Н*Г«*Ы , соотоящим па Функиий-
к онстант• 

Приведем еще несколько фактов, относящихся к включению 
( 4 ) . 

Теорема 2 . При уоловни, что множества Я(Т) и $ ( А ) замкну
ты, свойство (4 ) эквивалентно любому из следующих трех свойств: 

ГТ (5 )=А* (2 ) , (5) 
У * е 2 ЭдеТ(5) УхеХ <у,Тх> = <«г,Ах>, (б) 
У*е2 3{/вУ УхеХ <ЦДх> = <.2,Ах>, (7) 



где < , > - пнак скалярного произведения. 

Доказательство. Установим, что ( 4 ) => (5) — (7) ^ 
:=> ( 4 ) . То, что (4 )=?> (5 ) , является непосредственным след
ствием теоремы 1; надо лишь учесть , что в силу замкну
тости Ж А ) , верно равенство ЛГ(АУ=Л(А*) (= А*(2) ) . Пусть, 
далее имеет место ( 5 ) ; тогда У<зе2 356б : Т - Т з = А*.* 
Полагая {/=Т5, будем имгть: Т *^=А 'Л . Отсюда вытекает, 
что У х е Я <Т*у,Х>- ('Ай.х). Этим (с учетом равенств <Т^,х>--
=<^Тх>и <А*^,х>=<4,АХ>) доказана, что ( 5 ) ^ > ( 6 ) . Имплика-
иия (6) = ^ ( 7 ) тривиальна. Наконец, если верно (7) и хеЛ*(~П 
то У<*е2 <с*,Аф-0, откуда следует, что х е ^ А ) . Таким обра
зом, Х€ЛГ(Т)=* ХеЖ(А) . Это доказывает, что ( 7 ) = > ( 4 ) . 

Заменим в теореме 2 условие Х(Т) -$(Т) условием ЯХТ)-У 
(которое, как известно, эквивалентно непрерывной обратимости 
оператора Т * Ь Это приведет к некоторому усилению свойств 
( 5 ) , (6) и ( 7 ) . 

Теорема 3. При условии, что #(Т)=У и $(М = Щ) , 
свойство (4) эквивалентно любому из следующих трех свойств: 

Т(5) = Т ^ А Ч 2 ) , (8) 
У«*е2 3/ |/бТ/5): УхеХ < у , Т х > ( д ) 

У<2€? 1 « у € У : У х б Х < у , Тх>=Сд > Ах> . ( 1 0 ) 

Доказательство. С помощью условия # (Т ) - У легко уста
навливается, что свойства ( 8 ) , (9) и (10) эквивалентны, 
ответственно, свойствам ( 5 ) , (6) и ( 7 ) . Последние же, со
гласно теореме 2, эквивалентны свойству ( 4 ) . 

Замечание. Полагая у=Т*^*«1, б}'дэм иметь: УхеХ <(/^Тл>--
в { Т ^ А ^ ^ » ( Т * Г " , А ^ . х > <4Р,Ах>* Это показывает, что 
фигурирующий в (9) и (10) элемент (/ однозначно опреде
ляемый элементом с* равен Т" V-* 

Рассмотрим теперь случай, когда 2^ЯР* (с обычным ска
лярным произведением). Пусть ? 1 , - стандартный бави~ 
в Й п ( т . е . е ; - (^г, ..,6п1),1=1Я • где 6^ - символ Кронекерп11 

Теорема 4. При условии, что 2 ~Я? П,Л(Т)-=У и 
<4([Т)с:ЛГ(А) , 1ГМРПТ месте раврнстос 



где - элементы пространства У , одноэначно оп
ределяемые соотношениями 

У х е Х <у;,Т*> = '< «И\> . г=-М« • (12) 

Доказательство. Так как №{$АЩ№ь -•^^\,^Т*/^с1\ 

1-1>п (см. замечание к теореме 3 ) , то ' 

I <Лл.-.„Я,хе#?3> • Это вместе с (8) дает ( 11 ) . 

Следствие. При выполнении предпосылок теоремы 4 необхо
димым и достаточным условием для того, чтобы элемент 5 иэХ 
был сплайном, является существование таких чисел Л ^ - Л ^ Ф . . 

п 
что Т з ^ И Л ' Д -

Необходимость этого условия непосредственно следует из 
( И ) . Докажем его достаточность. Пусть ЗеХ и Тъ-^&у; 

Тогда, согласно ( 11 ) , для некоторого 
5 б 6 ; значит $-5еЛЧТ),5<*ЖТ)+$<=:А(Т) «-5сЬ (последнее 
включение вытекает из того, что ЛГ\Т)<^5 ). 

Эчмечпнке. Если к условиям теоремы 4 добавить условие 
Л ( А ) - А ? " Р то оператор Т* А* окажется обратимым, в силу 
чего будут линейно независимы элементы^"~ТМ лА*е; , 1-Гл 

Рассмотрим вопрос об интерполяционных сплайнах прострешь 
ства ё в случае, когда с^ТТ) сгЛ"(А). Так как в е г о » 
случае ЛГП+Л'(А) замкнуто Сабо ЛСПп/ГМ) = ЛТА) ) „ № . ядо 
условии замкнутости для. каждог^ элемента ^ е Х 1 ^ } 
множеств /»'Аз^5$ тоотоетствупцах интерполяционннх сютд$-

Теорема. 5 .̂ Шге*> &*В?«ОТ--«.У.ЛЙИЬС'.с*?!] ссЖЛУ 

а) двдодякДО" вентора система личейтах 
уравнено^ 

имеет единственное решение; 
в) дъп того что^ы елемэнт 5 г,я X бап Интерпол*:;иен;*нм 



сплайном, соответствующим вектору 1 , необходимо • достаточно, 
чтобы имело место равенство 

Т З = Д Л № (14) 
где ( « Я * , . . . , * ^ ) - решение системы ( 13 ) . 

Доказательство. Тая как элементы ^1,.. линейно не
зависимы (ом. замечание к теореме 4 ) , то определитель онотемы 
( 13 ) , как определитель Грама, отличен от нуля. Отсюда сле
дует а ) . Докажем в ) . Поскольку элемент 3 ив X является 
сплайном тогда и только тогда, когда существуют числа ^ % — , Л п 

такие, что Тв^Ё^^Ц} (сы. следствие из теоремы 4 ) , остается 

показать, что А5 = 1 - решение системы (13). Для 
этого воспользуемся соотношениями (12) применительно к эле
менту 5 . Они дают <в{ вА5>=<^ 4- вТ5) , 1-1чП . Подставив 

сюда вместо Тз сумму Е ^ ' ̂  , получим равенства -

^<$>$>3з>^& • Иванах следует, что <есАв)=ъ<^Х<УщЦ^ 
=7- Этим доказательство а ) заканчивается. 

Рассмотрим вопрос о сгдвжыевпцях оажЛтх пространства 
5 в случае, когда с/Г(Т)сЛ7А). Та* как а этом случае %/Г[Т)* 

аамжную, то, при условии замкнутостиЛ(Т) ш&(А)9 

для каждого элемента ^ е ^ ( А ) а каждого числа ^>0 мно
жество соответствующих им сглаживающих сплайнов непуотс. 

При 2=К имеет место 

_ Теорема б. Пусть2 - | З Д т ) = !/ ,ЗД 
Тогда: 

а) для каждого вектора г ^ . - А ) 6 ^ " ледаого чаода 
р>0 оаотема уравнений 

% Щ ^ * > + 6 1 ц ^ ( 1 5 ) 

имеет единственное решение; 
в) для того чтобы элемент в из X был оглаживающим 

сплайном, соответствующим г а р , необходимо а достаточно, 

чтобы имело место равенство Т5=Е^^' , где (<Я .̂..,Яс) 
решение системы ( 1 5 ) . 

Доказательство. Так кал определитель системы (15) равен 



(ИН1<^1^У)^ ~ь+Р~п 9 т о о н о т л и ч в н от " У л я (посколь
ку <кЦ <Ц^ у ^ ^ и ^ О и р>0 ) . Отсюда следует а ) . 

Докажем в ) . Для этого сперва установим следующее 
вспомогательное утверждение» Элемент 9 из Л , удовлет-

" и 
воряющий равенству (при некотором Л « 
• ( ^ | ( . а Д ) в ^ 4 ) » удовлетворяет также равенству 

*Л+А$=г (16) 

в том и только в том случае» когда Л - решение системы 
( 1 5 ) . _ 

Действжтелыю,^;* ДгКе;, Аз> = №, 

Отсюда, прижигая во внимание равенства ^ | А 5 > =2<Ц!,Ц])14,Ь'№ 

(см. докавательство теоремы 5 ) . получаем * 4 - М 5 ^ * < ^ 

1»^Л . Это есть требуемый вспомогательный результат. Те
перь воспользуемся следующим известным фактом: для того 
чтобы элемент 5 из X был оглаживающим сплайном, соответ
ствующим т и р , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

равенство^А* гТ5 + А5*% [ 1 , оледотвие 4.6.2, с. 221}. 

В нашем олучае Т в = ^ Л ^ (ом. оледотвие из теоремы 4 ) , 

поэтому К Т ^ Т з ^ А * " ^ - , а так как Щ « Т ^ А " ^ / * Й Г , то 

КчЧлТ*~^щ2х . в оилу етого в ы р а ж е н и е ф # ч Т Ъ * Ь * 1 

принимает вид ( 1 6 ) , Отсюда и из установленного выше вспо
могательно го утверждения оледует в ) . 

На этом изучение общих вопросов, относящихся к слу
чаю, когда . « /ПТ ) С ЛМХ заканчивается. Дальнейшая часть 
статьи п о о щ р ю рассмотрению на основе изложенных резуль
татов пространств сплайнов одного частного вида. Перей
дем к их задовдо. 

Пусть 5 л у г ^ ) обозначает совокупность всех определен
ных на отрезке [ а , в ] полиномиальных оплайнов отепенищ, 
дефекта^ , с узлами на сетке Д-|4р,й,..-/1й р"&ш} > 
где "Ь)-а5*/и.|-6 и Ъ><1ь<.>. <\*\<±цН Г2 , определение, 



о . 15-16^ Положим Х = 5 ^ ( А ) , где Н^^Ш^•б^М л 

2 = 1 ? * . В пространствах 5т,> (А) и ^ ( Д ) зададим 
скалярное произведение одной и той же формулой <и>У>-

= /ц#)И^й4 ; скальное произведение в Р * - обычное. 
а 

Пусть, далее. V выбраны два р1 —мерных вектора 

Введя обозначение <^**и-рийй зададим операторы Т и 
А , положив У х е Х Т х - Х 1 * 1 * 

М Л ; Л ? Г ^ х * ^ (17) 

где (Ах),- - I -я координата вектора Ах . Соответствующее 
втим операторам Т и А пространство оплайнов обозначим, 
как и ранее, черев 5 

Так как Т х - Х 1 ^ , тоЛГ(Т) состоит из полиномов, 
степень которых не превышает <\~1 . Отсюда ясно, что 
если Х€МТ) , то У * Н Д М х ) { - 0 (см. ( 1 ? ) ) , следовательно, 

%*ТТ)сЛГ(А) . Легко проверить, что ЯСТ)~У , Что 
касается равенства $(А\ *§?а , то оно имеет место не 
всегда, т . е . не при любых ° У̂Д~ Л№ . Достаточные усло
вия для выполнения этого равенства даются в следующей 
теореме. 

Теорема 7. Справедливы импликации: 

Доказательство. Надо показать, что при условии 
( УН^оС.^)У(^1*^^1|фюбому вектору %~ЛК. М±$* м о я н о 

сопоставить ьлемент Хб5л>,>|(Д) так, чтобы выполнялись ра
венства (А^\-и, 1=Г/\ • Предположим сперва, что )/ 
Л\ +0 • В етом случае будем искать х в виде [ 2 , 
о . 17, ( 4 ) 3 

где > уГп>ьо7]*:1 - пока неопределенные числа. Продиф
ференцировав (1В) раз, получим.для 1 ^ № & } \ \ и л . & к 



р ' ^ 1 - ( 1 9 ) 

Из следует, что 

АЩХгОУ-О^Чи^ич . р ,о^н ; 120) 

С помощью равенств ( 1 ? ) , ( 2 0 ) , (^1) и (22) получаем: 
А * 

( Л ^ - а ^ ^ ^ , (23) 

|АЛ- ^ с ^ Г ^ 1 4 * ^ / ^ « и4,] (24) 

Отсюда и иь формулы Л 'мко усмотреть, что 
(А*)[ полностью определяется наборов коэффициентов , 
где ^ — с , л ^ Н . Это позволяет находить коэффициенты 

^ :»]71,Л< ,^}П | построчно. При ^-1 подобрать нужные 
коэффициенты не составляет труда: так как ^ +0 % юакр^О 
При некотором рл€\о>.. ^ - 1 ] ; полагая 0/^=0 при и 

Оф^и^н получаем {А* ) А
г ^ 

Покажем как найти > Ц-0~р^ когда уме 11а й до ни 
для }=.оЛ~1 , к*(У7)Г\ ( <1< I < п ) . Ь силу (24) чис

ла Ас , Долэиш удойЛ« ;Тнерлть равенству 

в котором Х^'^Ы-О), р-о^) числа, найденные по форму
ле ( 21 ) . Так как и:* О • то [V, Л^+С &'-ли по
добрать числа Ил , Г\ так, чтобы ныюлнялись равен
ства > 1 , %1 

то (25) примет вид 

*«'*Ьч»™> 

Если уравнения системы (И6)-(;*?) выписать в порядки 



возрастания р-Ош^-1 , то матрица коэффициентов при 
К-0,^1 1 , окажется верхней треугольной с единицами на глав
ной догоняли. Следовательно, система (26 ) - (2? ) разрешима. 
Згиы Заканчивается доказательство импликации V * 0 > 
*2>Я1А)=1№п Доказательство другой импликации: У*-Л/1 

$'ъ*-0 =*#(А1^Д?П проводится сходным образом; различие со 
стоит в том, что функцию х е $ * ^ ? л ) ^ для которой Ах* г 

нужно искать теперь в виде Х Ш ^ Д ^ ^ Л / - * } * с ^ 

Для дальнейшего изучения прост(Л1ЯСтш 5 (например, 
для нахождения общего вида функции, лдан&Дяея&щмх 5 ) , 
а также длл вычисления интерполяционных М сг^гзядощцх 
сплайнов в 5 , необходимо знать зломоити ^ * Т *^ * г\\ , * - ^ 
(см. (11 ) , (13 ) , (14) и ( Г 5 ) ) . Однако иа№к 
стненно по указанным | ори у лам невозможно, еды 
не располагаем явным заданиом оператора Т * АД* %чгёи 
обойти эту трудность, прибегнем к соотношениям {42)=^Г^Х 
< ^ ; , Т * ^ ~ М * ) ; ,1 - - Ы * которыми . . у * определяются 

иизначно (см. теорему 4 ) . В применении к нашему случаю^ 
(12) означает, что V X с Ь\и^ (Л) 

Функции удеыютьорлмцив услопиям булут 
Н М 1 Д С Н Ы С ПОЫЭЩЫО ДЬу * ЛеЫМ, Гф1!ЬоДИМЫХ,ШИВ. 

Лемма 1 . УСЛО ПНР. Х&Ы,р] - СОЫ^Ь\у111ЮСГЬ БСОХ 

полиномой Х-[*.р\^$ сгепс-ни по \п Ц -ка
к о е - л и б о число из мнс*о -Л 'ьа \су ,ш] 

Утнгфид-нио. Цпн к а к о г о р = -.'''^ «.-отиуо-1 полином 

•V* степени , т; что лк Л с Х ^ Ы , ^ ] 

Д О К А а а ' г е и ь с у . ЙШЛЛИ'ЭУ Щ. Щ Е Ы и Н\Ц)~ 

= 21 А?- - Р О К У инопро.1 \ .*ЛЛПАД-ко^фнцпеда!. 



ь ьиде х ^ - Е а ^ - Л / Так как *1*(1уЛ 

Заменяя интеграл в (*#) последним выражением и учиты

вая, что х(**г)(и)-[у о^и. , приходим к равенству 

* > № - Г * 1 ^ У а ' & ^ к - Г ^ 130) 
Слагаемое в правой части (30 ) , отвечающее вначению Л *у *р 

равно и?- и отличаетсл от левой час-

тн (30) множителем ^ Н У ^ ^ Отсюда ваклю-

чаем, что равенство (30) (а теы са^ьв и равенство ( ^ ) ) 
Судет удовлетворено, если для к и»,/ ~*го - оштц П О Д Ч И 

Н И Т Ь числа , ^-0>№Ц ^ледун^еыу условию 

^ ^ Т ^ Г ^ Н *«Г». (31) 

Равенства (31) представпикл 'обой длл кавдого р^(\т щ 
.;ис-1пму из линейных ураЕ.'шииЙ относительно 
^ б^пГЦ определитель которой рьыш ^ т А , 

где А . . , , , - * ! Офз )^ " . о>^ Так ; А К ^ = / < ' У Л 

го &тцп является определителем Грана линьино невавиеимой 
на [09 1 } системы функций IV') с Следовательно, 
Алци + О и &у*0 Таким обрилом,система ( з ! ) разре
шима. Этим доказательство льмын 1 ваканчиыштся. 

ле»ма 2. Для каждого р-О.т-ц суцеотьует полином ^ 
степени т-Ц такой, что для любого &тЫ>р} 

Доказательство. Полином ^ ищем в виде 

Дальше следуем схеме доягжательства леымы 1. Мри этом обна
ружится, что равенство (<&) будет иметь место, если коъ\г-



фициенты с% , </- Ст-Ц ваять так, чтобы они удовлетворя
ли системе уравнений 

Д ^ + 7 ^ , е * г Р " м ч • (33) 

Определитель этой системы равен (р-*1) - Ьт-^п > 
где А т . ^ " и а ^ ̂ 25Т/^555^. Для завершения доказательст

ва леммы 2 достаточно показать, что .4у<?0 Но зто следу

ет *иэ равенства Хт-а^-А ^ (которое устанавливается прос-

т о : « > ! преобразуется в А л . д М , доли опорва умножить 1на 

(-1) каждую нечетную строку «гнредемтйя ^ э а вате* 

в полученном определителе Дойеявяь ВД {(•*•<$ кавднА нечетный 

столбец) . у 

Приведем формул! ддя вди&лздт* коэффициентов 1^' и 
С Я » Ы~°>тс1 * й у с т ь Л ^ н ^ ^ ( ) - алгебраическое 

дополнение элемента определителя А / я - ^ (соответственно, 
2 т - < ) +1 расположенного в строке с номером р + 1 и в столб
це с н о м е р о в ^ ! I рч4^0%т-Ц ) . Пусть, далее, 

Тогда 

*Я-1р-^ГГЬ;. Ы = (рыь***%у.рц*о,т-ц (35) 

Вернемся теперь к допросу об отыскании функций ус,-"--^Л , 
удовлетворяющих условию (<В) . Пусть ХсЗл,^/(Д) Тогда су
жение X яа Пг,1«^]> 1-Р,Л , янляется полиномом степени не 
выше /Л Следовательно, к каждому такому сужению функции 

X можно применить лемъш 1 и И. Сделаем его, взяв ^-/и^м*^, 
Получится следующее: для любой пары 1р,1) » где р~0^~]Й~1 у 

С=]^\ сущвстьуют полипомы и степени $1-1 такие^ 
что 

Полиномы У̂ / и Ч'рг вычисляются пек формулам: 



^ • ( « Л г ' ъ * - ^ , ^ < 0 ^ л , Ч * *.У; * « А » , (87) 

где 

(см. ( 34 ) , (35) и леммы 1,2). * 
Формулы (36) можно записать, пользуясь единичной 

функцией Хььисайда & в следующем виде: 

В силу формул (39) имеет место равенство: г![^Х 

Сопоставляя втот результат с равенством (2В) и учиты
вая, что (2В) определяет функции у; однозначно (с точностью 
до значений в точках ^ , заключаем, что 

Формуле (40) молю придать болоо удобный для вычисле
ний вид. Из (40) и (37) следует, что для кавдого л*л\п 

№ ) ш М [ Е * 9 " е с л и I. 

/н I* ( 4 1 ) 

(4-*|Я еслм{ ; <4<* { ( 4 1 ) 2 , 

{/*Чи-0 » если *сК*ЛГ*Г-|,* ,*#1 ( 4 1 ) 3 . 

Теперь Займемся вычислением матриц Н$>$р)ц*\~л • 
знание которой необходимо для нахондения интерполяционных 
и сглаживающих сплайнов в 3 (см. теоремы 5 и 6 ) . Из (41) 
легко усмотреть, что < ^ ^ > » 0 , если 1С-]1>1 Следова
тельно, матрица ( < ^ # * К ) * Й 1 является трехдиагональной. 
Поскольку эта матрица к тому же эрмитова, ее вычисление 
сводитоя к наховдению <^,^У, и <0*,у.Ч|>, 1 а ЙМ • Так 



= у« следовательно, 

Так как, в силу (41 ) , уР!*)-^р1&-^-,Щ(4-Ь)*'г , если 

* , - / * < * г ; ^ / « ^ А / ? г ^ , в й / А - П Я " Р , если ^<*<* .м и 

Л ) - 0 . е с л и , т о ^ > ^ ' Я ^ ^ . 

Подставив найденные выражения для у^с+и^уРЬ'-О),у<пЬч+О) 

и уРЧи^-о) в формулу (42 ) , получим: 

<№>=%Р№$^ > (43) 

< «/С, •/.•,>4? Ц / ^ Г ̂ У * 1 » Ш . (44) 

В ааключоние рассмотрим вопроо об общем виде сплайна 
пространства 5 Соглаоно оледствию из теоремы 4 простран
ство Ь* состоит из влементов вида 3-5 « -*5ГЛ^ С , где 5о 

произвольный элемент ядре оператора Т , ^ > - , «&? - ка
кие-либо вещественные числа, а в; - некоторый прообраз 
элемента у: при отображении Т;Т5 :=у;, {^.л. Так как в на
шем случае Тх - х'*' , то является произвольным полино
мом степени не выше Для нахождения $С> 9 вос
пользуемся формулами (41 ) . Выполнив ^ -кратноо неопреде-

ленное интегрирование функции 21 Г 5 Ь ^ / & л Л ^ ~ й / где 

•{{<^^Цг1 ( С М в ( 41 ) ^ ) , получим (пользуясь обозначением 

):а^)г%11Ц)\еЬ^^^ГН .Обозначим 

нак 01 е Т ( 5 ) (см. ( 1 1 ) ) , то для некоторого я.-еб 

Отсюда получаем: Су»,^|>=<Т5;,^>, а ввиду (12) и ( 17 ) , 



•де 6$ Л Ь а * * * , , Фу 4^^' с ^' " <?-
(45) 

черва и± продолжение функции И " ^ П ^ К " ^ ) 

на весь промежуток [в .6 ] по формуле '^^^»сЬ^^и • 

Ясно, что и ; € 5 ^ ( А ) и и: для {*е(4г,Ь*0 при 

К < С ^ и при Й'Г Подберем теперь функцию Ц; ^5 *1^ (4 ) 
так, чтобы выполнялись равенства й^} -О для 
и и^^^-и'ЛОдля ^е(^л>^й.0 при Будем искать Д 

в виде ~ ^ ^ ^ ^ ( ^ ^ ^ г ' Л в 5̂/" - п о к а неопределенные 

косгф^шюнты. Первое из требуемых равенств выполняется в 
силу самого определения усеченной степенной функции (*-с. ) > в 

а второе, означающее, что А 6Л1-1$ .^^{^-М^) для *€(|*/(кц) 
^ аС <1 ^ »1/ V ^ 

будет выполняться, если 7̂Х1—^ СГ^К^^М11 / ^ = ^/' Г1 

(что легко получить, пользуясь формулой Тейлора для поли

номов) . Ясно, что И ; -и ; е5/^ (4 )и ( и ^ - й ^ Й ^ Й ) для 

/м;/1)~й;(<))^0 для ^ ( и , ^ ) при К-и Далее, имея в виду 

формулу ( 4 1 ) 9 , возьмем функцию Ъс&тмЦй-ЪМ&С-кф*-^ [и~ 

где $$^%Рмс*ъ и "подпраним" ее функцией ? 4 €$ш,^ (А ) : 

Это обеспечит, равенства №1\'1/с11)1^У- у:1Ъ) для и 
№ 1 0 - К ! * ) ) 1 1 - О для <с(*|г-1,и) при л^с Логко видеть, 

что функция (и1'-йс)^(Р4'- V-) является искомым сплайном . 
Таким образом,-V С'1,п и V 1±[ааЬ] 



Заметим, что пользуясь формулами (45 ) , нет необходи
мости начислять Т|у и ([^ , д - 0^-1 I тан как Ту и ^ 
умножаются, соответственно, на равные нулю величины 

Приведем номера формул и систем уравнений в той их 
последовательности, которая нужна для вычисления интер
поляционных и сглаживающих сплайнов пространства 5 
( 34 ) , (38 ) , (43 ) , ( 44 ) , ( 45 ) , (13 ) , ( 15 ) . 
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УДК 515.1 

ОБ ОПЕРАТОРАХ ВНУТРЕННОСТИ В ТОПОСЕ ПУЧКОВ 

М.М.Заричний 
Львовский государственный университет 

Пусть & - элементарный топос [13#|[2] , Х^ОЬб • 
Определение 1. Морфизм I * 5 ? х — ь ? х называется опера

тором внутренности на объекте X , если он удовлетворяет 
еле душим условиям: 

1) 1 Г Х Л - Г Х ' , 
2) и ] * ? * . 
3) ; л * = л Х | 1 ' 0 , 
4) и = 1 . 
В топосе множеств это определение превращается 

в определение операторе внутренности на множестве X . 
множество операторов внутренности на X обозначим 

01(Х)й Введем на множестве ОЦХ) отношение " ^ 
положив 141' , если - ' 

Предложение. Отношение ^ является отношением час
тичного порядка не множестве 01(Х) . 

Доказательством Рефлексивность и транзитивность устана-
ъякмтон тривиально. Если ^ 1 ' ^ , то /\/М>= 
» Лх<^гО в Лли' ' * 1')<1,1я*>--Х * . Меняя местами I и 

V , получаем Лд<м% V , откуда ь = V . что и дока-
ьмвает симметричность. 

Пусть Л И А) - топос пучков множеств над топологичес
ким пространством А . Каждый объект этого гопоса мы будем 
изображать соответотвущим ему этальным пространством. Че
рез Я будем обозначать накрывапцее отображение в ^ « 

Пусть Хе01М*(Л) и Т - топология на X Обозна
чим через №\ (X) семейство топологий на множестве X 
более слабых, чем топология Т . Семейство 1 ^ ( Х ) частич
но упорядочено отношением ^ . 



Теорема I » Частично упорядоченные множества 
ш (0Л (Х) ,4 ) жзоморфны. 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы, приве
дем описанже некоторых объектов ж морфиэмов топоса пучков, 
необходимое для дальнейшего• 

Пусть 0 € А . 6 множестве Т введем отношение эквива
лентности . положив I/ V , если существует отк
рытое мюжвство М с - А такое, что УП^'ЧЮ « УЛ<Г'/УУ) . 
Клвсо эквивалентности отношения " *а # содержащий адемент 

, будем обозначать 1 . Объект б ? х как мно
жество равен { [И}а\Уа&сА}9 Базу топологии на множестве 

5?* образуют множества вида Г = ^ [ 1 Л й ' Л е Ь / } , где 
\)€<Ъ , а IV открыто в А . Теперь морфизм 

Г Х 1 * | ~Я*Х можно записать следующем образом: ГХ'/Я) = 
= Ш а дня любого ас А ; М 0 1 4 Я З М 1\Х\ЯХ*Я* ~ЯХ 

задается формулой Л * ( [ Ю а Д У ) Л ) - [ 1 Ш З а , - Л У ё т ^ е А . 
Переходам к доказательству теоремы. 
Для каждого р ^ЩШ) построим отображение Ь(,р):5? 4^2* 

положив для каждого ж йе А , к{р)[[]]а ^[<Ы^[\))]^ 
Покажем, что Я (р )^0 ] (Х) . Прежде всего, требуется показать, 
что отображение Щ):ЯХ — Ф х непрерывно, т . е . является 
морфиэмом категории . Пусть А^ЛЙ^К^], где Уст , 
№ - открыто в А • Тогда (Ли/>(У)] а = [ У]а и поэтому 

существует окрестность IV' точки & такая, что И/'сУ^ и 
«Гл(ИГ)ПЛЦр(1/> = З'ЧЮПУ • Но тогда, очевидно, Ш * , = 

Проверим выполнение условий I ) - 4) из определения I : 
I ) ЛцнЧСса) = / Ц р у и З а ^ Л ^ Ш ^ П З а - Г *Ч< « , 

о с д , т . е . М р А 1 * ^ 1 ; 

= Г ^ л Х п ( У ) П ^ а ~ { ^ ^ 1 ^ а . У ^ ^ а ^ Л , откуда 

з ) л^ ъ р )л ^ ^ (^^^а,^V ] « ) *л . (/^ )ГVЛ^I ] а - [^/^^ ^ , (^ ;пV)^ а -

«А^рНШц.ис'сас-А т . е . к^)Ш-=к(р1 

Покажем, что Н :Щ,[Х\ —03[Х) - инъекташое отобра
жение. Пусть р ,р'ог Щ(Х) и ^ . Тогда существует 



[)€.Т • для которого #Ш^{и) / 

Для каждого [€.С2[Х) положим $ Ш = 4 для каждо
го 0 ^ А Ци]а=Г^Ла} и покажем, что дИ)^ЩХ)л По опрвт 
делению у ( * ) с * \ поэтому остается показать, что -
топология на X 

а) очевидно, что Ф €.0(\) 9 Хс(/Ш ; 
б) если и . м ^ Г О , то иипЩш1Лл1шцу}}т 

= л ^ г и у 1 У ^ = Л ж и Ш а Д У ^ » г и п м в Д м в с в 0 е А и, 
значит, ; 

в) если ФсдИ) , то для любого и, значит, 
для всех а^А , 11и*Юа*^ I Ша = СДОц. . Следовательно» 
Й1Л*]а*11/ФЗа . С другой стороны, поэтому 
с11/КДа - Г1/Ф ] а для всех ае\ , т . е . МедЩ. 

Покажем, что отображения д и к взаимно обратим. 
Пусть реШ*1Х) Тогда дЩ) ={и&г I для каждого йЬА 

Ш\)]а*Ш*,} - { Н е * I каждого ас А 1ДОа-
ЛЬ]&{\)*ГШ+ 1С/) * V} * $ . т . е . дк « 

Из инъективности отображения д следует, что = -^рцх) 
Осталось показать, что отображение Ьг сохраняет поря

док. Пусть ^шреНЫХ) и ] > * } ' . Тогда АДО 

йВА ьЧ.*. Ы$)Ъф\ » и Г значит, ЛДО^ЛДО. Теорема 
доказана# 

В дальнейшем через ^л": Ш ^ ' И ^ О О будем обозначать 
изоморфизм, построенный в доказательстве теоремы I , а 
= { [ ) € <Г | для каждого Ц С ^ - С Ш Л • 

Определение 2. Пара ( X , I ) , где X - объект эле 
ментарного топоса & , а 1^-02(Х\ , называется топологичес
ким пространством в топосе & . 

По поводу других определений топологических пространств 
в топосах см», например, [ Э ] 

Пусть Р : 6 — 6 е * - контравариантный функтор экспо
ненты { 1 3 • 

Определение 3 . Воли ( - ) ( ) , ( У ,/ } - топологические 
пространства в тодосе & , то доздпам И : Л *'У назиза-
атся непрерывным, если Р(с/ • 



Поступила 10 декабря 1965 года. 

Теорема 2 . Пусть (X , Г ), ( У,{ ) - топологические про
странства в топосе *#ЙНА) . Морфизм Л : X — У является 
непрерывным, если и только если непрерывно отображение 

Доказательство, Отметим, прежде всего, что 
г[^~,|(1/)]ц для любого Шъ^О* . 

Если отображение ^ г^^д^ОЦУ^^непрерывно, то 

и Й ^ ) / ^ Р О ) . что доказывает необходимость. 
Обратно, если 1М . то = Г Ш а и АЩД1Ла » 
= [ ^ ^ ( а д а ^ ^ Ш Г ^ а = ^ ^ Л . Отсвда следует, что 
= [ ^ " 1 ( Ш ] а и, значит, т . е . отображение 
</ :(«Х,ЗлВД^ИЛ^у))непрерывно. Теорема доказана. 

Топологические пространства и непрерывные отображения 
в топосе б образуют категорию О'орс • Теоремы I и 2 
дают описание категории ^Р^(Х) • 
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УДК 515.1 

(М ,1 )-АВСОШ0ТЫ И ИХ ХАРАКТЕР КЭАЦИЯ 

А.В.Колдуноь 

ЛШИ им. А.И.Герцена 

В равное время и с ра а личными целями вводились про
образы специального вида (или со специальными свойствами) 
данного топологического простанства [А З | [ 2 3 , [ 3 ! ] , [ 4 1 • 

Нетрудно выделить два основные подхода к введению 
(и последующей характеривации) этих прообразов- в первом 
и» них требуемый объект строился как предел некоторого 
семейства (спектра) прообразов исходного пространства! 1; 
в втом случао получившееся пространствоТ обычно характе-
ривуется как наименьший (в определенном смысле) прообраз 
Т ( ^ » Т — Т ) о некоторым (наперед иэьостнын) свойством. 
Причем ато свойство может быть сформулировано а терминах 
пространстваТ и отсбранения X ,либо быть свойством 
только пространстваТ 1 без кикой-либо сьяэи с пространст-
эсм Т и отображением Т Более сложно ь .этих случаях 
подучить внутренние характеринацин Т , то есть выделить 
конечный набор УСЛОВИЙ я /Т\ Т ) , которыо полностью 
описывали бы ( Т \ г ) как прообраз Т [ 1 ] » М 

Другой подход, в отличие от первого, ориентирован 
на получение прообразов, допускавших достаточно встает*-
пенные внутренние описан*:*. При этом искомый сОъокТ 
отроится ках оемейстао ул&трефия^тров некоторого 
ТОЧНО упорядоченного семейстьз (или как стоуноьско'о 
пространство некоторой решетки, в другой терминология1/. 
Прлучцвшэеся в отом случае объекты, в общем тс, но4 

Обманы быть наименьшими или наибольшими прообразами 
ОТНОСИгелъно каких-либо сьсЦти, но при определенен^ 
("хороших") исходных условиях они действительно сТйно-
ьятоя наименьшими или наибольшими прообразами к одного 
пространства тех или иных свойств. 



Именно так случилось с абсолютом Глисона-Пономарсва, 
О -абсолютом ( [ 5 ] ) , б-абсолютом (СбЗ). 

Изучение этих и других классов прообразов топологи
ческого пространства позволяет заметить некоторые общие 
конструкции и ситуации. Это обстоятельство и послужило 
основой для введения автором ( М , 1 )-абсолютов и полу
чения для них теорем- характоризаций, обобщающих извест
ные результаты о конкретных прообразах топологических 
пространств. 

1. Упорядоченные подмножества и их стоунов-
ские пространства • 

Пусть Т-топологичоское пространство; пусть,далее 
5 -некоторая решетка множеств в Т и 1 -идеал в 5 

Через будем обозначать семейство всевозможных 
наборов \/~1Н), состоящих из элементов Н € 5 . Считаем, 
что в *М5у1)' введено отношение {^) : У1 ̂  Уд если 
Ц с Н ^ У * уИ^Зь Н Л Н а € 1 для любого элэмента набора 

то I Нетрудно заметить, что отношение (4) 
является предлорядком (то есть из того,что Ус - Уз ̂  V* , 
не следует, в принципе, У* = У? ) . 

Будом говорить, ч т о М является подрешеткой 
если для 4,14 наборы ( Л Н 2 ) , ( Н 4 и Н $ ) также 
принадлежат М . В дальнейшем всегда будем считать М 
подрешеткой 

Семойство элементов ^ ^ / 4 будем называть (М , 1 ) -
фкльтром, если выполнены следующие условия: 1) е с л и У ^ З , 
то Н е 1 для некоторого Н ^ У * 2) если У+е$ , Ц ^ М , 
У*^Уг ,то У^Ъ ; 3) если У ь Ч € и Б » т о найдется 
У ^ У * ,\^,принадлежащее Ъ . 

Кавдый (М,1)-фильтр можно погрузить в максимальный 
(М^1)-фильтр ( = (М, I ) -ультрафильтр). Семейство ьсех 
(М,^-ультрафильтров обозначим через Г(М,1) и будем 

называть стоуновским пространством для подрешетки М 
Пусть <У> = (А*=ПК1)№К). Заметим, что если У 4 в У д е М , 
то V - ( Н4[)НдIН< с У,,\\2<г.\'2 )е\А и <^> и<\̂ = < У > . 

Выберем в качестве босы замкнутых множеств е ЛИЛ) 
усоьозмолше (<\/>| У<гМ ) . Тогдя Г ( Н » 1 ) превращается. 



в ^-бюомгажтное пространство. Причем Г (М , 1 ) 
не обязано быть жаусдор!ным. Нетрудно указать необходимое и 
достаточное условие, при котором Г(М%Т) хаусдорфово: 
пусть У{ 1-циэъюнктные элементы в М (то 
есть Н*ЛН2 е 1 Для любых Н^У4 ,Нг е\/г ) ; тогда сущест
вуют и^и^с М , для которых 11] I-дизъюнктен V* , 

Ц2 I-дизъюнктен V* и И 
является I -полным элементом в М (то есть если И/€М 

I -дизъюнктен 14 , го любой Н^И/ принадлежит I ) . 
Пусть У е 2 ) ( 5 , 1 ) положим з и р р Г У = Т \ и ^ Н 1 Н ^ и , 

и 1-диаъюнктон V ) . Множество ЫРрх V замкнутое. 
Пусть АеГ(М^1 ) . Пусть ^Л)=Л/5ирр>|УеА) , 

АВГ(Т)=ЛМ)1^^А)}с^ПМ,1). докажеы, что А&?Г0 
является замкнутым подмножеством Т А П М Л ) , то есть 
естественная проекция Ту • АО/ I I является с о 
вершенным отображением . Пусть ( 1 , Л ) ё Г ( М , 1 ) ; 
ето означает, что фб5ирр хУ для некоторого УеД • 
тогда ^еи^^Н , Н ^ и . причем И I-дизъюнктен V . 
Б этом случае ; проверим, что 
6ЛАЬ?ГГ )=0 . Пусть ( р , А ' ) е 6 ; тогда А'ё <Ц) н 

найдется элемент 1/^А' , I-дизъюнктный II ; в зтом 
случае р15ирр?Ц' и (р .А '^АВ^ Г П . 

Лемма 1. Пусть выполнено следующее условие: 'если 
Н*1 , то иАН=0 . Тогда 1) если *еаирр?У 9 т 0 

найдется 9 * € ? ( А ) ; 2) если П")бМ , т о 

отображение ^1 сюръсктивное. 
Доказательство* Рассмотрим сомойстьо А^М , 

состоящее из всевозможных 
Пусть Л | Ч ^ М ^ ( Р Л « /^1 / . Н ^М ) , и б З > # докажем, что 
Ъа является- ( И , I )-фильтром. Для этого скачала 
установим, что если IIе Ъ , то (АйН|Ре1Л Не и ) содер
жит елементЫд но принадлежащие I • Действительно, 
Х^\й1Н1)Зирр1^ 9 поэтому 4 не является I - д и з ъ 
юнктным V . Теперь заметив, что если И* ,112е& $ то 
ид

я1Н^\На1Н1€и1)€9Ь . Поэтому, если %М?еЪ4 , то 
V/; г ( Р Л Н : / Р е ^ н ^ и : ) ^ ^ и / - ( ^ л $ ^ $ ^ К ) ^ иш\Реу9 

Н € 1/о ) . Найдется (М,1)-улътра}ильтр А , содержащий 



Ък . Докажем, что 1 в у ( А ) Пусть *кёу(А^ , то есть 
^ ебирр^М * М^А ; это означает, что найдется ЦеМ 

] -дизъюнктный М , причем ^ецйН для некоторого Н^Ц 
Но тогда И е А с А 9 что противоречит определению 
( М , I )-фильтра. и 

Пункт 2) следует из 1 ) , если учесть, что Т*ШрР|СП 
Лемма 2. Пусть б состоит ив замкнутых множеств и для 

5 , 1 выполнены следующие условия: а) пусть ^ €5ирр?У и 
б есть окрестность точки \ , тогда существует в ' еЗЧ ! , 
& ' с & е У , * \ 6 с с е 1 ; в) если Н,е5\1 , Н 2 е 1 , то 
( Зирр { | Н | ) \ Н г * 0 • с ) е с л и Не5\1 , то существует 

V е М , ье являющийся I -полным в М , но для которого 
( Н РеДЛ) I-полный элемент в В этом 
случае: 
1) еслиУ&М. то ( Т » < У > Ш в Г ( Т ) « й = й ^ Ц | ^ Н | Н е У ) ; 
г>) если Н*5 , то Сп1м|Т7) - <(Н)^^ Не] ; 
3) если УлДЬеМ . У=ГН«ЛНа|НавУО . • т ° $ А № » = ^ . 

Доказательство. Установим, что ^Л Й'^1')~МН)^Т*{V} 
для любого НбУ Пусть (М)е(6.\л/)ЛАВ; 5 (Т) 
Надо докааать, что А&^У) . В противном случае А е ( Ц ^ С 
е(Г/М,1)\(У>П>А/ С другой стороки, Ь*ч(А) , то есть 
^еаирр^и и по и) найдется б ' « = ё , 6 \ б с с е 1 . Получаем 
в'ЛНе I . По п) сущостмует*,б|5ирр;б')\си|§'ЛН)е8ирр?и\с^,лН> 

По лемме I найдется А'е(Ц) , 1 'бу(Л') . Тогда |Ч',А')е 
е А В 1 5 1 7 ) П ( б ^ ) с ( г у ) ^ ( Н ) но ^ ё Н . 

Теперь проверим, что если С€ I , то Ш^де!?") ^ = ^ • 
Пусть | 1 > А ) е | 6 - ^ ) П А В ^ ( Т ) ^ ( ^ 5 ) - | (С ) Найдется №М , 
А е < У > с \ У Тогда ^ебирр^У и существует Ь'с Ь в V 
|'\ С с Сл е 1 Выбором зирр?6'\ С УС* с бырр? V. 

По ломме 1 г'е у(А') , /\'е (У> . Тогда (1\ А*) с (6-ОД Л 
Л АвУЧТ) • но < ' € с . 

Докажем, что если о е З М , У е М » причем <У>^^(^1). 
и (йЫсЛй&У) является I-полным влементом вЛ/8,-1) , то 
* *Т^(М,1)\<\/>]ЛАВ ,; 5(Т)с(Т?)' 1(а). Сначала покажем, что 
это множество непустое. вберем ЦеМ , I -дизъюнктноеV . 
По уоловию в) найдется ревырр* и ; по лемме 1 реч(А)у 



Тогда ( р . А ) е А Ь ^ 1 Т ) Л Г Т Ч П М . 1 ) \ < У » ) . Теперь проверим, 
что ото множество лежит в 1**Т(й). Пусть ( I ,А )еАЬ^(Т)П 
Л (Т*(Г(М>1)\(У>) и предположим, что . Поскольку 
Г ( М , 1 ) \ < У >*0 , то существует 0*<^>с Г(Ад)\<У> ; 
найдется 6 в , ; по выбору и по усло
вию в) существует 1^е«шррУ&\йЛ& ; по условию а ) 
найдется С с С е ^ , с ' ё I , для которого сЧ(Т\й)=с 'Л0б1. 
По уеловию( Ск\)й \ й^\ ) I - полный элемент, поэтому для 
некоторого выполнено Шид)Г1С'ёI , то есть 

Й П С ' е I Но с другой стороны г ' с с е У ! и У1 1-диэъ-
юнктон V 

Иэ доказанного свойства следует 2 ) . Более того, иэ 
него следует и 1 ) . Предположим, что КА )е (Т -<У »Ш^|Т )\Ук . 
Найдется окрестность точки^ ,А ) , для которой (6 * >Л/ )Л 
(\Мм(??У1{й) ~ & Д л я любого а ь У Пусть Ц е М и 
Ае^и>^^Л<У>; ото означает, что |̂  = (*Лс|ЬеЦ,С*:У ) и 

Ае<Ц^>с<Ц> . Тогдд ^ ( д и р р ^ Л б ; по условию а) 
оуществует С ' с Ь П с е ^ , с ' € 1 , с ' \ й ^ 1 . Для элемента с' 
по условию с) выберем Ц,&М , для которого НО *Г (М, I ) , 
( с ' С е | е ^ и ^ ) является I-полным элементом в Ц ( 5 , 1 
Тогда 0 * К «Т.(Г(М>1)\(Ы^»ЛАЬ75(Т)^Г17)"1И. Найдется 
( 1в

9/()еКЧ*?)ч(сЯ\Ъ) . Тогда 1'ес'Л & , А ' е <Ы,) ;-далее 
<и*>и<и1>~Г(М.4)р то есть ^ { Ц ^ с а О с ^ / . Получаем 
( 1 ' , А ' ) е ( е . У / ) Л и 1 и ( ^ 7 ) " ^ с , ) ^ ( е л И Л к 1 и ^ 7 ) " ^ с ) - ^ 

Из I ) следует 3 ) . Лемма доказана. 
Лемма 3. Пусть5 состоит из всех замкнутых множеств, 

Мс$(5Д). Причем 1){а)^Н для любого исв ; 2) если 
У^М I то для него существует 1-доплнитслышй элемент 
УеМ (то есть V I-дизъюнктен V , (аиЬЮеУ.б^У*) 

I -полный элемент); 3) выполнены условии а) - с) 
леммы 2. В этом случае для (л , открытого в Т 9 и У^М 
найдется 14€М такой, что ^ 6 Ч У » Л А В ^ ( Т » ^ ( Т - ^ Л А В ^ 

Доказательство. Пусть V* является I-дополнительным 
элементом для ( Т \ в ) . Пусть Ц = (0Л8>1аеУ, (Ье\л ). 
Докажем, что этот элемент искомый. Пусть {^ 9А)е ( 6 * (У »Л 
Л А В ^ ( Т ) . Докажем, что А с < Ц > . Иначе АШ) , где Ц' 
есть I -дополнительный элемент для 14 . В этом случае 



Уз«(аЛС1аеУ,сец* ) е А и де(8|фр?1(1Л6 ; тогда наЯ.-
дется йяаПС %йё! , й\&е1 . Поскольку ЦТ\&)ШЬ^1) 
является I-полный влементом» то (Н){П\(з)\)Ь)ё1 для неко
торого 6 е ^ . Н о тогда Ш е о Л Ъ е Ц в Ш е с е И ' , 
то есть ЪПй&1 . Противоречие» 

Луоть и , А ) е (Т«<Ш )ЛАВ?(Т) . Докажем, что 
( * , А ) е сг(б-(У>)ПАВ7 5 (Т) Пусть 6 ^ ' есть произволь
ная окрестность ( * ,А ) ; при этом можно очитать, что 
УГ'=(111>я{и) • Поскольку ^евирр^Ц» то существует 

с с е Ц л # с, € I , слСг € I , В атом случае 
СЛ<3 С0Л&\6 , где йеУ , Ь еУ1 ; поскольку Ч| - I -до

полнительный элемент для ( Т \ 6 ) 9 то С Л б ^ 1 • Пусть 
ре8ДО?С4\(СЛб|/б!) ; тогда найдется А'е<Ш>,р€ч(А) . 

Получаем (р , А' )€АЬ^Т)П ( 6 Ч У > ) П 

П. ( М . 1 ) -абсолюты. 
Пару (АВ"* (Т ) , 1^ ) будем называть (М , 1 ^-а^оолютом 

пространства Т с каноническим отображением ^1 
Результаты первого пункта Позволяют получить харая-

териаацию некоторого класса (И ,1 )-абсолютов. 
Теорема 4. Пусть 5 состоит из всех замкнутых мно

жеств, а I содержится в семействе I© замкнутых нигде 
не плотных множеств. Пусть М является подрешеткой 9Цв,1) , 
причем выполнены условия 1) если й в 5 , т о / д ^ М | 

2) если У е М • т 0 существует I -дополнительней V 
элемент V , также принадлежащий И ; 3) если , 
И 1 # то [Щ>?*С1)\Ь*Ф ; 4) если 1еьирр^У , 6 есть 
окрестность точки ^ , то найдется Ья(Х€\1 , Ь €?1 , 
И>\0 е2 . В этом случае С А Ь ^ Т ) / * 1 ) является совер

шенным сюрьективным отделимым Т] -прообразом Т , в ко
тором : а ) если^йсЗ , то ч\к(ъ*)~у(<й^<?> в) если 
^ ,У?еМ 9 т о 1У|) тЛ1>^)т г Ыб1а€у 4 эб€Уа^; с ) существует 
бава Ъ открытых множеств в А Ь ^ ( Т ) такая, что если 

, то (А(э для некоторого УеМ (М ,1 ) -
16С0ЛЮТ ( А Ь ^ ( Т ) ^ ? ) полностью характеризуется как со -
чэршенкый сюръективный отделимый прообраз Т с условиями 
О , в ) , с ) . 



пг 
доказар<оды?гво»исполнение ьсех ( кроме отделимости 
) условий доказано в первой пункте. Пусть ( р , А 4 ) , 

( р , А й ) е 1 ^ ? ) ( р ) Найдется У^М и I-дополнительный 
У'б М , Т ля которь:: А А € < У > , А 5 е < У ' > . Множества 

( Т Ч У > ) Л А В ? * ( Т ) , ( Т ' < У > ) П А В ^ Т ) являются непе
ресекающимися окрестностями точек ( р , А| ) , ( р , А р ) . 

Пусть ( 0 , ̂  ) ость другой п|)ообраз Т с условиями 
н) - с ) , причом Т совершенное, сюръоктивиое и отделимое. 

Пусть ( * , Л ) е А В ^ 5 ( Т ) Положим &(ЬуА) » 
= П ( ^ | ^ , А ) € ^ ; ) 0 ^ Т У ^ , А ) Проверим, что ВДА) * 0 

для этого заметим, что если ( * , А ) б ( М ) т 5 Л ( й ) ? 1 } • т о 

по в) ( й ( ) 1 \ а е У ^ & с У а ) ?н содержит точку ( I , А ) . 
Поэтому, если 6э/^А) « 0 , то найдется У е М , для которого 
И , А ) е У т ? и * е Т \ Т ( У * ) = 6 ; тогда * ? ( * , А ) € 

6 ьирр" V и существует | ^ д е У , для к ^ - ^ - и г о 

* N 6 е ] , Ь € 1 , Получаем Ш* т ' / М * Ф , но ий11(ЬК 

Теперь проверим, что каждое С ( * , А ) содержит не более 
одной точки. Пусть Я ь р З е 6 ( * # А ) Тогдаг(р,) «'((р^) * I 
и существуют непересекающиеся окрестности (Цр*) »<э(р?) ;# 

по условию с ) подберем Ч , У ? ^ М • А** которых #6/^)=(У^ 
Если (4 ,А то р * ё б / М ) . П у с т ь М ) ё ( ^ ) т ? г 
тогда ( М ) е ( у 1 ) т м » Г А° У| есть I -дополнительный 
к У4 элемент - это следует из и) и с ) ; тогда р^ё €>11)А). 

Докажем, что отображение 6 : ( I , А ) е ( * > А ) 
непрерывно. Пусть р замкнуто в (? и р ё р По отдели
мости Т существует открытое 6 такое-то ре 6 
и &ЙГ № р ) )ЛР к 0 . Существует УбМ ' # д л я которого 
С1а я Ут Множество открыто-замкнуто. 

Докажем, что открытое 6 , Н * ? ) " ' ( Т и ( # 6 ЛР ) )Л У*у 
содержит б^(р) и не пересекается с 6 " 1 ( р ) . Коли 1 

5ее-ЦГ)Пй$ в то 6|* ) еРЛУ* = Г Л с<6 , 
Т ? ( 5 ) ^ 6 | 5 ; еТ | Р ^ с е б ) . „о , с другой стороны, 
1»1&)ьШ&ПР) . Если 1 е б " ^ р ) \ б 4 , то , поскольку 
р е V* § 7 € у т ? , 1€^« ) - ' (Т\<Г (С*6ЛР) ) . 

Получаем Т?(г)€<*/абПР) , %1р) = Ц*})Ц)€-с1с1а ЛР ) сТ\Ир ) . 
Непосредственно пронарчетон инъектизность от ъ'ра^ения 

С Сюръектиьность 6 дога^ывиэтея аналогично тому, 
как проверялась нппустота С К , А ) . Пусть р б # $ Р ) = 



=П(Угу1реУг)П(Т?ГА(Т|рЙ^; остается установить, что 
р=&[6(р% ; пусть &е$(р) и €ЦЪ)-Фр ; точки Б(4) и 
реТ^С*^(5)) обладают непересекающимися окрестностями 

вШ)г б (р ) Тогда С1(6(р)) « Ут , Л С Г б (5 »с^ , где 
V' - 1 -дополнительный элемент для V Окончательно, 

Докажем, что 6 - замкнутое отображение. Пусть Р 
замкнуто в АВ'ЗЧТ) .Пусть Тогда р=ех1Ь)ёрв 

Заметим, что |^У)т1(^|в)ЛР не содержит р л бикомпакт 
бй #Г м )" | 1*1*))ЯР )*г"^(в) Л 6(Р) также не содержит 

точку ^ . Поэтому существует окрестность 6/0 , для 
которой сКЦ1)Мч1*1Щб1Р)=ф Множество 1№'*(с1ЫЩР) 
замкнуто и не содержит точку 1(1) Поэтому 6Ь = (\ 
/1Т~л(Т\ТУ(б"*1Й6(-кЙЛР) является окрестностью 
сочки ^ , причем 6 ^ б ( Р ) = </. 

Доказано, что 6 есть гомеоморфизм. 
Следствие 1. Пусть М совпадает с тогда 

АЬ** (Т) является экстремально несвязным. 
Следствие 2. Ьсли I есть семейство 1 0 мсех нигде 

.10 плотных замкнутых множоотв а Т , то %*% неприводимое 
[озтому А В * * ( Т ) является единственным совершенным 
отделимым неприводимым, экстремально несвязным прообразом. 

Таким о бра к ом, А В ^ (Т) является абсолютом Глисоиа-
1ономарева, изучение которого проведено в иелок ряде работ 
(см. , например, [ 1 ] - ['Ф -

В теореме 4 используется весьма "богатые" ( по запасу 
элементов) решетки М «.стоственно било бы выяснить, 
МОЖНО ЛИ П О Л у ' Ж Т Ь ( М , 1 ) - ' А Б С О Л Ю Т Ы С Л1Тер':10Н11МИ скойст-
ьгми, исходи ил " и а а т и х " р е и ю т о к . Полос конкретно: 
рассмотрим р е ш е т к у Мо , о м е т отцу ю и.-* всевозможных одно-
элементных наборов V где 0 € б . 

( Мо . I ) - кбС0ЛЮТЫ. 

Пусть в состоит и: замкнутых множеств и выполнены 
условия: I ) Т е 5 ; :) :ли 0 , то Ъирр^й+ф ; 
с ) *ли Р замкнуто в Т и т о ч к а р ^ Р , т о существуют 
1^еперосек;1и«циеси 0,1? Е'5 т а к и е что Р^т1Ц>р&М1 
4 ) дл г 1 - д и и г мктиь 0,6 с е 6 мя.^дутся I -диаъ-
г п-тпие 0 1 ,6* е Й такие, ч т о иЛЁСйЦ^ ^ ; 



5) для I -ДИЗЪКШКТНЬА найдутся € ^ такие, 
что СН\Ъ& , 1(\0^1 9 (ЬОЬз - Т В этом случае ( Н» , 1 ) 
абсолют ( АВ^СГ)» '^5° ) обладает сьсГ:стиа;ли: а) 1 ^° 
совершенное сюрьектиьное, причем Ий(Х^) *[0)*<р для й с « 1 ; 
в) если 0 , М 6 I-дизьюнктнк, то й(1*ТЧй\1)(\А1г*^~\Ь\а)^( 

с ) если Р замкнутое в АВ^* ( Т ) множество и точка 
р ё Р , тр-существуют 1-диэынктныс 0>Д€б в для 

кото[*х Р в ц а ( т у т ^ , р е й * ( * 5 т у * ) -
Оказывается, ( А В ^ С О > 1*х ) полностью характеризует

ся условиями а ) , в ) , с ) , Колее того является 
наименьшим прообразом Т с услоикпии а ) , в) и наибольшим 
прообразом Т с условиями а ) , с ) . Ото утверждение полу
чается из елсдущего предложения. 

Предложение о. Пусть Т1 (Л — Т - отображение 
с условиями а ) , ь ) ; пусть 1 е : -~^Т отображение 
с услоэиями и), с ) . Тогда существует единственное совершен
ное отображение . 1 : ( ? 1 0 ? , замыкающее диаграмму ,0л) . 

Доказательство^ Пусть 'Ь-ёОл Положим 1(1) = Хд'^д^)) Л 
ЛЛИТа 1|Л\С>|1еЫХ"/а,се1) По бикшпактности 

получаем, что 1[\\^ф Еол^е того %Ц) содержит на 
более одно!} точки: пусть р ь р в & Т / Ё ) , то р;е 1пОГ3

л1ск) 
для 1 -дизъюнктных . мо:юю считать, что 
I ёс1Тл

1(йАйе) . гиберим 0 е 5 , , для которых 
р * € с Г г ^ ( И О , « ьив-Т тогда ^ ^ г / М , р ^ ? ^ ) 
Затем проверяется, что Т искомое. 

Замечание. Пусть Т регулярное пространство, 5 
совпадает с решеткой всех замкнутых множеств,1г(С€5|1/м1С -ф\ 
Тогда А В ^ С Г ) созпадаст с ассолютоы Глас^иа-Пономьреьа. 
&сли Т вполне регулярно, 6 есть семейство всех нуль
множеств в Т ^ а I содержит все нигде че плотные 
нуль-множества, то АВ * 4 ^ (Т ) еить сенкне-нциальный абсолют 
ТГЫ) 



75 

Список литература 

1. Пономарев В. И. Нормальные пространства как о бра вы нуль
мерных // ДАН СССР.- 19$3.- Т Л 5 0 . - А 1.- С.36-39. 

2. С1еаеоп А. Рго]ео11те *оро1о&1са1 врас ее// 1111по1а 
аоип. МаШ.- 1958.-V.2.-14А.- Р.482-4В9. 

3. Ульянов В.М. О бикомпактных раошнрениях счетного харак
тера и абсолютах // мат. сборник.-Т.98.- Л 2 . - 1975. -
С.223-255. 

4. Шапиро 1.Б. Об абсолютах топологических пространств и 
непрерывных отображений // ДАН СССР.- 1976.- Т .226.-
* д . - С.523-526. 

5; Колдунов А.В. 6 —пополнение и О-пополнение С(Ь).// 
Функц. аналиа.- Ульяновск, 1976.- С.76-63. 

6. Колдунов А.В. <ов-накрытие к <бс~вбсохют регуляр
ного пространства // ДАН УвССР.- 1964.- Т . 6 . - С.12-14. 

Поступила 17 июня 1965 года. 



Топологические структуры и их отображения. Рига. 1967 
УДК 513.88 

О СВЮИ КОМПАКТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ С РЕГУЛЯРНОЙ 
И УСТОЛЧИВОЙ СХОДИМОСТЬЮ 

В.И.Лабеев 
ЛГУ им. П.Стучхи 

В работах Г.М.Вайникко Г 1 ] , [ 2 ] наряду с компакт
ной аппроксимацией линейных непрерывных отображений рас
сматриваются ещё две алпроксимационные схомы: регулярная 
сходимость и устойчивая сходимость. В предлагаемой статье 
будет изучаться взаимосвязь между этими судимостями. 

В предлагаемой работе мы ограничимся рассмотрением 
линейных непрерывных отображений в банаховых пространст
вах. Для линейных замкнутых отображений можно получить 
аналогичные ревультаты путем классической перенормировки 
области определения отображений нормой, определяемой ап
проксимируемым отображением. 

Напомним основные определения. Указанные выше алпрок 
скшционныб схемы удовлетворяют условию поточечной сходи
мости, что является естественным во многих прикладных за
дачах (в приближенных методах, например): 

Пусть Ап > Ае с з?(Х,У] и У Д € Х 1ипАпя=Аа:. 
Тогда 
1) А а ^ " А компактно ( (А п ) компактно аппроксимирует 

А ) , если для любой ограниченной последовательности 
с X последовательность (Ап^м ~ Аслп) относительно 

компактна в У ; 
2) Ап-^А регулярно, если для любой ограниченной по 

следовательности №п) с X из относительной компактноот; 
последовательности (Ап^п)с У следует относительная ком
пактность последовательности ($п)с- X ; 

3) А П * ^ А устойчиво, если для всех, достаточно боль
ших отображения А(1 непрерывно обратимы и нормы 
обратных отображений равномерно ограничены, т . е . 



Понятие компактной аппроксимации мы рассматриваем для 
произвольных непрерывных отображений и не ограничиваемся, 
как это в работах [ 1 ] , [ 2 ] , вполне непрерывный отображения
ми. В предыдущих работах автора компактная аппроксимация 
изучалась под названием секвенциально компактной аппроксима
ции, что во многом было обусловлено различием в общности 
самого определения. В работах Г.М.Вайникко указанные схо
димости рассматриваются в рамках дискретной ал проке т а -
ционной схемы, т . е . области определения и множества зна
чений отображений _АЛ и А не совпадают, а подчинены после
довательностям связующих отображений. 

Если А л -*-А устойчиво, то отображение А - отно
сительно открытая инъекция. 

Действительно, . 

У а е Х ( о » г и ) | А " а | > | ^ - ' а | » < ю ^ | А - | 1 [ - ' а ' > 

отсюда И А з ( ^ /Ш1 ЦАЦ] 

В то же время отображение А не обязательно является 
сюръекцией. Приведем соответствующий пример. 

Пусть Х = У = (г стандартный базис в 1е 

Отображение А е <эС( 0р? ̂ ) определим следующим образом: 

У а е Х Ал=Е(а|<?«)е в,, 

т . е . А является оператором сдвига вправо. 
Последовательность линейных отображений (Ап) ^М^з,^ 
определяется следующим образом: 

УпеЫ У л е Х Аиа = 2 [а\е&)ея,у* Ше^е^я Шек^ь». 

Покажем, что А& —А устойчиво. Действительно, 

уо:^Х Ы Апа = [Е№еш)еы +(Л|еии)+Г (л|^ 2)ас*Л= 

Абсолютная сходимость соответствующих рядов следует из 
определения нормы в . 

Для всех пе|М отображения А п непрерывно обратимы в ^ 
Более того 



Б то же время !^ЩА)Ф^(е1) ; таким образом, ото
бражение А не оюръективно. 

Отметим справедливость следующего предложения, которое 
вытекает непосредственно иэ определения и иа теоремы Ба-
наха-Штейнгауэа. 

Предложение 1. Пусть ~А в одном иа указанных 
смыслов и ИтЯп -<2 Тогда Ах - &т Апо:А 

Предложение 2. Пусть А п " " А устойчиво и 1(П^Ап^Ал 

Тогда 1цп &п=я 

Докааательство. Отметим, что 

1ип Ап(Дл-Д) = 1кп Апяп-1ип Апх = А а - А а = 0. 

Поэтому ив оценки 

ЙОй-ДЯ* | А л ' Г Ш ^ - Д ) ^ 
следует нужное нам равенство Ал^ - 0-

Заметим, что отсюда, в частности, следует одно иа 
утверждений теоремы 4 .1 . ив [ Г ] - если А„~-А устойчиво 
и АХ=У , то А я ~ А - регулярно. Вопрос об обратимости 
этого утверждения также рассматривается в указанной теореме. 

Следукщая Теорема, устанавливайся взаимосвязь между 
сюръективностью отображения А и устойчивой сходимостью 

последовательности ( А л ) . 

Теорема 1. Предположим, что А Ц~А компактно. Тогда 
следующие утверждения равносильны: 

1) А е 1 б о г п ( Х . У ) ; 
2) Ап — А устойчиво. 

Доказательство. 
1) => 2 ) . 
Покажем, что (мл Й(Ап-А) вА~ 1 о(А л-А^ 1| Действительно, 

если это условие не справедливо, то существует такая по
следовательность векторов ( ^ ) с Х и такая подпоследо
вательность (Лгу ) последовательности отображений ( А а ) , 
что для некоторого числа 0 > О 



Так как последовательность векторов (А^ ~Аз$) относитель
но компактна в пространстве У и отображение А является 
иаомор|мамом, то последовательность векторов ( А ^ А ^ ^ - А ^ -
= (А ' ^ А ^ - ^ * ) будет относительно компактной в пространстве 

X Более того, не умаляя общности можно считать, что 
(ип ( А ^ А « ^ - < ъ ) * Л > е Х 

Тогда, используя предложение 1, получим следующее, противо
речащее неравенству ( 1 ) , равенство: 

«мл (А$ -А)(А"'*АДО Ацф -

- ^ А ( А ' ' - А | ^ - - ^ > А * - А а ь - 0 . 

Рассмотрим теперь следующий операторный ряд 

и убедимся в его абсолютной сходимости для всех достаточно 
больших л е ^ 

Иа равенства 

Гун К А а - А ) « А ^ ( А п - А ) ^ 0 . 

следует равенство 

Кш 1 А ^ Г > Ц - А > А " ^ ( А в - А ) Н -0 
Поэтому найдется такое число Л 0еД| , что для всех /)>и„ 

М ' ,-(А«-Л)-А _ 1»СА..-Л)К<9<4. 
Тогда для пни 

• ^ ^ ^ ? . » • ^ • ^ - А ) ^ А , , ^ ) ^ А • 1 • ( ^ А • V V ^ ) 1 + ^ 

+ ВА''. (А„-А)И -Г ИГЛ"'- (А. - А)/Г)=|| А'Ч -(3*1/14 (А»-АЩ • 

• 1 в Г А - Ч А . - А ) т 1 А - , | - ^ + 1 А - ' | - М . - А 1 ) ^ * ^ - А ) ] Т -

^ - ) Г А - ^ ( А П - А ) ?Г 



Таким о бравом, для П>По 

Значит, операторный ряд абсолютно сходится в пространстве 
Л(УУХ) ь причём, если (п*/!, ) 

6а = Л Н)*ГА"^ ( А Л - А ) ] Я • А"1 , то 

Так как для Л>П. й ^ п ^ д и Л п - & „ = 1 ы , то 1% = Аа 
т . е . Ал -**А устойчиво. 

2 ^ 1 . Нал достаточно убедиться в сюрьективности ото
бражения А. Пусть у с У - произвольно выбранный вектор. 
Тогда существует такая последовательность векторов (ЭД)сХ 
что Ай&й = Ц Эта последовательность ограничена, 

Поэтому и последовательность (Аа2Сц-А<Хп) относительно ком 
пакт на в пространстве У , т . е . существуют такая ее под
последовательность (АуЗ^-Аз*}-)* такой вектор с? е У , 
что 

(Ац 2у - А а^> =4. 

Отсюда 

Цт^ Аац = йп (А** ^ - А^Л|- + А г ц ) = 

= йя А^*'Фу-ип ( А у О ^ - А а ^ )=ут ,2 
Так как отображение _А является относительно открытой 
инъекцией! То В(А)»В(А) , поэтому у - ^ е Р ( А ) . Следова
тельно, существует такой вектор о с е X , что Аас* у-4 
Таким образом, ^ил,АЗф = А л , что. в силу относительно 
открытой инъективноети приводит к равенству Д и ^ ' = 

Но тогда на предложения 1 заключаем, ч т о . ^ ^ \ а ^ е ^ * т * е -

А*=У или В(А)«У 

Предложение 3. Если А^-^А компактно и А - относи-



тельно открытая инъекция, то А»~~А регулярно. 

Доказательство. Пусть (2п)сХ такая ограниченная по
следовательность векторов, что (/4„ЛП) относительно ком
пактна в У . Тогда иа относительной компактности последова
тельности (Ал2ц - Ах п) следует, ито последовательность 

(АЗа) также относительно компактна. Отсюда и иа относи
тельной открытости отображения А следует, что - отно
сительно компактная последовательность векторов. 

Следствие 1. Если Ап-~А компактно и А^1еот(Х,У)9 то 
Ап~А устойчиво и ре!7лярно. 

Следствие 2. Бели А,рА устойчиво и компактно, то 
Ае}зап1ХуУ) и Ац^А регулярно. 

Охарактеризуем теперь некоторые свойства уотойчивой 
сходимости. Пусть А п ^ А - устойчиво и у4ЩА). Далее, 
пусть Дл-А'л (у) Аля всех И>п© . Тогда существует такое 

0, что для всех П * Ш 131г2т|>б. 
Действительно, в противном случае иа последовательности 

(Лл) можно было бы выделить сходящуюся в X последователь
ность (Зпц) ит^Хпл-Х Но тогда, согласно предложению 1, 

&п Ап Яп*-Ал т . е . у=АаеР(Л)- противоречие. 

Продложенио 4. Пусть ^ш)Х = + сж> и А П - ^А устойчиво. 
Тогда йцп В ( А ) = + » 

Доказатольство. Иэ инъективности отображения А сле
дует, что саг<1 X - сент!ЩА) т . е . 01т К [А)-дип X 

Вопрос о структуре пространства Л(А) довольно сложный. 
Как следует из приведенного в начале статьи примера, отобра
жение Л не обязательно является сюръективным, поэтому воз
никает вопрос о коразмерности ядра отображения А Приведем 
следующее предложение, указывающее на возможность построения 
примеров отображений с бесконечной коразмерностью ядра. 

Предложение 5. Пусть с Ы Х - * 0 0 , А,,-" А устойчиво и 
й\т С О Л Ч т Л : • Тогда сущоствует тикая не относительно 
компактная последовательность (^л)с'- X , что последова
тельность (Айн) не относительно компактна и для всех 



Аоститочмо ^сшыдад воеаедовательность (ЛпСск) не от-
носигелъмо компактна, причем ЦДи 2 п - Д ш Л т II > | > Л * Ш. 

Доказательство. Из замкнутости множества #(А) и из 
того, что Й(А) на имеет конечномерного дополнения до всего 

У, следует существование такой последовательности , 
что для всех 

Ки(«А),у|)^ и ^-ЦЛ>^**<} , причем 
Ц|/л||̂  Учитывая то, что Ац& 1'Х1н{ХЛ1) для всех доста

точно больших П̂ |\1 , определим последовательность 
слодуацим обравом: У л ^ ^ ( й * / 1 в ) Як^А^у* Убедимся теперь, 
что эта послодовательность удовлетворяет заключению пред
ложения 5. 

Если предположить относительную компактность последо-
иательности (Зл) в то найдутся такая ое подпоследователь
ность и такой вектор Я ь Х , что 1ип Ск^-Я Следо
вательно, согласно предложению I. |инА^<2ф =А^ , откуда 

Км = А<2 Таким образом.яла 1*/г̂ ), как для сходя
щейся последовательности, справедливо равенство к^ЦуУ^+р!-* 
для любого р^1^/ , что противоречит построению последова
тельности вокторов (Цп) 

Далее, предположим, что последоиательность (А#л) отно
сительно компактна в У Тогда существует такая ео подпо
следовательность (Афу) и существует тлкоЛ_ вектор У , 
что йл1шАаф=у Следовательно, ус Р(А) - К(А) А это 
означаот, что найдется такой вектор Л^-Х что 1ип А^гу -А# 

Отсюда и ив относительно открытой миьоктиъности отображения 
А получаем, цто Д/л ̂  = л что противоречит дока:тн-

ному шт утверждению. 
Предположение об относительной компактности последо

вательности (Ая<2*) для некоторого числа ( Н*п 0 ) 
приводит к тому, что (•**) - также относительно компактная 
последовательность, как непрерывный обрав относительно ком
пактной последовательности: й\ - А'п (А„^д) Но, как 
было показано выше, последовательность (-Дл) не ямляотск от
носительно компактной. 
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О СБЯлИ Сс ЬдМАЛЬДО ИНТИМ АППРОКСИМАЦИИ 

С РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТЬ!) 

Ь.С.Левченков 
ЛГУ им. Л.Стучки 

В этой статье обобщается теорема о свяаи секвенциально 
компактной аппроксимации со сходимостью по норме из 
статьи Са]. 

Пусть X и У - топологические векторнье пространства 
над полем К действительных или комплексных чисел и 
1-С ( X » У ) • пространство всех линейных непрерывных ото
бражений пространства X ь пространство У ,Х ' = )Х (Х»К) • 
У , = 1С(У»К) • 1Х( У » X' ) пространство ьсех сопряжон-

ных отображений к отображениям из пространства 1С ( X , У ) 
определенных для какого линейного непрерывного функционала 

ы'еУ равенством 

где ЛЫФ.У) ,4'еШУ,Х'). 
Определение 1. Ьудем говорить, что последовательность 

& п ) п е * С Ь С [ Х , У) равноценно схтитсн к отображению 
3 еЩХ^У) » * С Л И Д Л ' * л* бой ограниченной после

довательности (&п)пеМ с X 

В этом случае кратко будом «писать 

Определение 2. Еудем говорить, что последовательность 
( . З п ) п е щ С1С[Х%У) секвенциально компактно аппроксимирует 

отображение ^€ЬС(Х,У) , если для какого & в Х 

и для любой ограниченной .последовательности векторов 
(ЙЬ>)йс/уСХ последовательность Ц н & п ^&>)к* 



относительно компактна в пространстве У 

В этом случав будем писать 

Теорема. Пусть X и У - локально выпуклые прост
ранства над полем 1С . 

Доказательство. = ^ Так как сЛ ^ У<:1С{Х,У)> 

то для любой ограниченной последовательности векторов 
( ^ л с И и з пространства X 

и, следовательно, 

относительно компактная последовательность векторов в 
пространстве У Коли для каждого ПйМ Л * , где 

Ь силу этого «/л ^^,/€/Х(Х,У) . Далее для Ц'еУ 

т . е . дли каждого у'€.У' 

Так как 

то для ограниченно: последоьательности векторов (&л)пе# ^Х 
посладоьатольность 

относительно компактна в У . II тому ле для каждого у'сУ' 

В силу этого 

т • е • 



Действительно, если вто не так, то для некоторой подпосле
довательности 1^пн

гХПк - / Л | Я ) я с - * носледовательностм 
(^п^п ~33н)неы и некоторой окрестности нулевого век
тора 'И(Су) в пространстве У выполнялось оы соотношение 
Лцкя»к " &1Ц0у) для всех лс-№ 

Так как (^пССн - УИн)цек относительно компактная последо
вательность, то ее подпоследовательность (^3,^ ^^п„)кем 
оодержит сходящуюся подпоследовательность (4п л - /> \. 
т . е . для некоторого [ ^ М ^ А г ^ . ' У ' = 00. 
Для любого у ' е У 

Ив прока вольности у'*Е У и локальной выпуклости про
странства У вытекает, что у = Оу и тогда для всех 

что противоречит предположению. 
Следствие. Пусть X и У - прока вольные векторные 

пространства над полем Щ , ЛпЛ&1С1Х,У) , Л* АЛ 
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ЭТА ТОЧКА - ЮПОДВИОДА 

А.Х.Лиепиньш 
ЛГУ им. П.Стучки 

Если в метрическом пространстве X , компактном в 
смысле некоторого оператора замыкания 5 » отображение 
^ ' X — X Уменьшает диаметры 5-замыканий орбит точек, 
то ^ имеет неподвижную точку. 

Пусть X - непустое множество и РХ :={А | Д ^ Х } . 
Напомним, что отображение Т : Р Х РХ называется 

оператором замыкания на X , если для любых А , В € Р Х * 
1) А с В Т7А) с Т ( 6 ) ; 2 ) А с Т (А) ; з> Т(Т(А)) =Т(А). 
При втом А е РХ называется Т-замкнутым, если 

А = Т ( А ) , а X - Т-комнактньм, если для любой 
центрированной системы Й Т -замкнутых множеств 

П{А\А*(Х} 
Наряду с оператором 7 рассмотрим .отображение 

5: РХ Р Х определяемое для любого А ^ РХ 
рааенетьом: 

5 ( А ) : = П { Ь е Р Х | В = Т ( Б ) ^ ( 6 ) с Ь Л Ь=>А} . 

Отметим, что 5 - оператор замыкания на X 
Для ^:Х~Х и любого а ^ X орбита - это 
\3»Ы)\л-0, /,;. . . . } - • ' Л * ) 
Теорема. Пусть X - непустое мно*оотво и оУ :Х~Х. 

Пусть существует такой оператор аамнкания Т и такая 
метрика (X на X , что : 

1 ) X 5 -компактно; 
г) б(д,-0:={ усХ I 

Т-замкнуто для любого X & X и К Ц ) , ; 
3) для любого о:<- X IV*"/<Л «'**)) сущеотеует такое 

це5(Ф(п))9 что Шт№МЦ)))*№ъ 5(Щ). 
Тогда /̂ имеет неподвижную точку. 
Доказательство выявляет близость теоремы к результа

там работ [ . 
Согласно аксиоме Цорна из условия 1) 'ледует сущест-
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воеание минимального непустого 5 -замкнутого множества 
И ш Пусть м з^1^^3) . Тогда по условию 3) 

о участвует такое Ц° М , что 
Следовательно. 1 (Мат ММ) < <Шми М , ибо 
в силу минимальности 

Рассмотрим множество Е - Ь($&\%) О М Оно непусто 
( ^(Х)&Е ) и вследствие условия к) Т•замкнуто. 
Так как для любого у с М , то ^(М )сЕ. 
Следовательно, 3%Ё) с Ц и Р 5 -замкнуто. В силу 
минимальности М = Е . Тем самым Н^-Ъ(^)Л) и 
«УЭДвОДл) для любого ^еМ 

Рассмотрим множеотьо Р * = (П{ Ь/^гЛусМ})ЛМ. 
Так как ^2) е р , то в силу произвольности О: ̂  М 
заключаем, что ^/(М) с р Следовательно, ^ / ( Р ) с Р 
Таким образом, Р 5 -замкнуто, ибо Т -замкну
тость множества Р следует из условия 2 ) . Ь силу мини
мальности М - Р Но согласно определению р : 
ЙШШ Р -3 х < Л'й/И М Полученное противоречие завершает 
д ок авательст во• 
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Напомним, что тихоновские пространства X и У 
называются М -эквивалентными, если их свободные тополо
гические группы Р(Х) и Р|У) изоморфны, и называются 

I -эквивалентными, если пространства 'Ср(Х) и всех 
непрерывных воществепных функций, определимых на прост
ранствах X и У соответственно, наделенные топологиями 
поточечной сходимости, изоморфны как лшюЯнм теологичес
кие пространства С 1 ] - [ 3 3 . Известно% что М —эквивалент
ные тихоновские пространства являются такие I -иквива-
лентными, но обратное неверно I! и ] . Если пространства 

X и У I -эквивалентны (тем более М -эквивалентны) 
и одно из них бикомпактно, то и другое также бикомпактно 
( А.В.Архангельский [ 4 ] , Д.С.Павловский; см. также [ 5 ] ) , 
Однако, как показывает следующий пример, принадлежащий 
М.И.Граову, локальная компактность не сохраняется 

М -эквивалентностью. Пусть X - свободная сумма счетно
го числа экземпляров обычной сходящейся последовательности, 
а У фактор-пространство, получающееся стягиванием в 
одну точку иредолои всех этих поолодоиательностей. Тогда 
пространства X и У М -эквивалентны [_ Ъ] ; см. 
также [ 3 ] , пример 4.И , X локально компактно, а У 
нет. Тем не менее СП.IVлысо и 0.Г.Окунав недавно показа
ли, что локальная компактность сохраняется I -эквивалент
ностью в классе пространств со счетной базой [ 6 ] . В связи 
с изложенными результатами А.Ь.Архангельский поставил 
следующие вопросы. Сохраняется ли свойство Бэра отношением 

I -эквивалентности ? Каков ответ* если ограничиться 
только рассмотрением пространств со счетной базой? В от-



Бет щ $7Н вопросы авторами построен 
Пример,, Существуют пространстьа Л и 2 со следую

щими свойствами: 
( \ ) X и 2 - счетные метрические пространства; 
14 1) пространстьа X и 2 М-ьквивалёнтны; 
(П1) X содержит всюду плотное множество изолиро

ванных точек; тем более X псеьдополпо С 71 и обладает 
свойством Бэра; 

( I V ) 2 не обладает свойством Бэра; 
( ) 2 = Х©(Р , т . е . пространств 2 является 

свободной суммой пространства X и пространства С ра
циональных чисел. 

Следствие. Следующие топологические свойства не 
сохраняются отношением М-эььивалентности (и тем более 
отношением I -эквивалентности) даже в классе пространств 
со счетной базой: 

( I ) свойство Ь;,ра; 
{41 ) пеевдсполнота; 
( Ш ) свойство содержать ьеыцу плотное полное по 

Чеху подпространство. 
Приступим теперь к построению примера. Пусть 5 = 

= : г ^ ^ * } - обычная сходящаяся последовательность 
вместе со споим пределом. Подпространство 0=\ (0^) : 
: < ^ € р } - с 5 * Р тихоновского произведения 5 * С 

последовательности $ на пространство 0 рациональных 
чисел гомеомор(но Ц и является ретрактом пространства 

6 д 0 (искомой ретракцией является отображение 
(<Х > ^ ) —г- ( 0,^ ) проектирования на второй сомножитель). 
Тем более подпространство 0 является ретрактом прост
ранства X , полученного из пространства 5* С путем 
усиления топологии за счет объявления всех точек множества 
В = { ( ^ * ^ ) : П^М* , Ц <* 0У изолированными и сохранения 
прежней системы окрестностей у точек множества 0 
Пространство X счетнс, регулярно и имеет счетную базу. 
Следовательно, X мвтризуемо. Множество' Ъ состоит из 
изолированных точек и плотно в X Пусть Х/ф - фактор-
цросхранство пространства X • полученное стягиванием 
множества 0 . в одну точку, а !/ " (Х/ 0 ) © 0 - свобод-



над «суша фактор- пространства Х/<0 * пространства (Г/ 
рациональных чисел. Поскольку пространство X гомеоморфно 
пространству X © (зг*)- * образованному добавлением к 

X одной новой изолированной точки* то по теореме 
О.Г.Окунева пространства X « У Н -эквивалентны 
( [вЗ.Сэ]; для случая С-зквй валентности см. доказатель
ство теоремы 11чб в [ Ю 1 К СледоьаТ'еяьно, Р(50=Р1У)« 
Для любых адосгранста X * Ч и.чеем ГЧХФУНгТ^* Р(У). 
№пов>зуя гомжоф^тзд&'Г* пространств й) и , 
заключаем огсода, чгго пространства У и У © С гомео
м о р ф Следовательно, Н Х ) ^Р{У) = Р ( Ш 0 ) = Р(У)" р ( Ь ) = 

т . е . пространства X и Х Ф О N-эквивалентны. Осталось 
положить 2 = Х ® С*. 

Авторы благодарны проф. А* 8 . Архангельской у аа поста
новку аадач и обсуадеиив полученных результатов. 
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ЗАМЕЧАНИЕ О ТШ0Л0ГИЗАЦИЯХ ГРУПП 

В.Г.Пестов 
Томский государственный университет 

им* В.В.Куйбышева 

Как известно, до сих пор не охарактеризованы группы, 
допускапцие недискретную топслогизацию (гипотезе имеется в 
[ I ] >. В этой связи А.В•Архангельским был поставлен вопрос 

[ 2 , задача 1.33: Верно ли, что на любой группе, допуска
ющей недискретную топологизацию, существует недискретная 
ыатризуемая групповая топология? Ответ, как мы покажем ниже, 
отрицателен. Более того, как видно иэ следствия 2 # класс не
дискретно топологизируемых групп значительно шире класса 
групп, допускающих недискретную метризуемую.топологию. 

Напомним, что подмножество А группы 6 , замкнутое 
в каждой отделимой групповой топологии на 6 , называется 
безусловно замкнутым [ 1 ] . 

Теорема. Пусть Т ? К « - кардинал и 6 - произвольная 
группа. Тогда группа 6 вкладывается в качестве ретракта 
в некоторую группу С * , допускающую недискретную тополо-
гизацию, и такую, что каждое подмножество А с 6* мощности 

<Т безусловно замкнуто в 6* . 
Следствие I , Пусть Ъ * И - кардинал, С - произволь

ная группа. Группа 6 вкладывается в качестве ретракта в 
некоторую группу С * , допускающую недискретную групповую 
топологию, причем для каждой отделимой недискретной группо
вой топологии V на 6* имеет место неравенство 
Ь ( 6 *0^>Т ( -ИХ) - теснота пространства X ( [З^ .стр. 57) ) 

Следствие 2 . Каждая группа (1 вкладывается э качестве"" 
ретракта в недискретно ^опологизируемую группу б * е не 
допускающую недаскретной метриэуемой групповой топологии. 

В частности, ухе группа {еУ* доставляет нам ответ на 
упомянутый выше вопрос А .В. Архангельского. (Здесь № -
тривиальная группа*) 



Лем-ма. Каждая группа С вкладывается в некоторую 
группу б А , допускающую ретракцию 1 : й А — 6 • ядро 
Кен, которой открыто в любой отделимой групповой тополо
гии на группе й А 

Доказательство. Обозначим через $ вложение множества 
элементов группы б в свободную абелеву группу А(6) в ка
честве множества свободных образующих, и пусть II = %^0> = 
= А(6)Лб> - сплетение групп Ц и Ь ( т . е . полупрямое 
произведен/е групп А(6) и 6 относительно естественного 
действия группы С на А (6) сдвигами). Пусть Г = 
= 0р(^(6Не}у - групповая оболочка множества в Н и 

X - вложение множества Н/Р левых классов смежности в 
свободную ебслеву группу АШ/Е) в качестве множества сво
бодных образующих. Действие группы Н левыми сдвигами на 
множестве Н/Р естественном образом поднимается до действие 
группы II на группе А ( М /Р ) изоморфизмами; обозначим полу-
чающееся полупрямое произведение А(М/Р)3)1 через 6 Л • 
Группа 6 канонически вложена в 6 А в качестве ретракта; 
обозначим ретракцию через X Обозначим через 6' левый 
класс смежности группы /I по подгруппе Р , содержащей еди
ницу. Несложные вычисления с полупрямыми произведениями по
казывают . что . . 

таким офадом* множество 1т*(<э\\е}) оказывается алгебраичес
ким одрошеелгаом группы С * в смысле А «А.Маркова [ 1 ] и, 
9 частности, безусловно замкнуто. Поскольку дополнением это
го множества в -группе б л является Ьпг 9 то лемма доказа
на. 

Доказательство теоремы. Пользуясь леммой, по трансфинн'] 
ной индукции определим для каждого ординала <к<Ъ'* группу 

6 Ы 1 .полагая С ^ = 6 и = для не-
предельных ординалов вида /> *1 ,и С 1 в ° = ^ < § ^ ] ь 
предельном случае. Положим С* = \Хх<%\ 6 м . Очевидным 
образом определены ретракции-гомоморфизмы 1<1 группы 6 * 
на ее подгруппы С 0 0 0 ,.<Л<'г* . Считая группы б 1 * 3 , с<^'Г* 
дискретными, наделим группу б * проективной топологией 
относительно семейства гомоморфизмов , <А<Т* ( т . е . 
слабейшей из .топологий, относительно которых отображения 
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7с( , А<1+ , непрерывны). Эта топология, очевидно, 
является групповой отделимой 1 недискретной (поскольку ба
зой окрестностей единицы служит семейство нетривиальных 
нормальных подгрупп вида й « %А , 4 < ? * , и пересечении 
дающих единичный элемент), Наконец» наделим группу 6 * 
произвольной отделимой групповой топологией 7" Каждое 
подмножество А С 6 , имеющее мощность ^ ^ , лежит в 
некоторой группе , (в силу регулярности кар
динала). Ясно, что У / е м - <^е с^«)|е" э ; поскольку 

6 С - ( * Л = ( О ^ 3 ) ^ , то из леммы вытекает, что топология 
д~1блы2 дискретна, и поэтому множество А замкнуто в 

содержащей его группе СС4° , которая, будучи дискретной 
и, следовательно, полной, замкнута в группе (6*,^/) Г 4 ] . 
Следовательно, множество А -замкнуто в группе 6 * , 
что и завершает доказательство. 
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О НьКСТСРьХ СЬСДСТьАХ Э.чСПОНЬЬТи 
о топологии 35ЕТОРКСА 

Ь. Б.Попов 
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Доказывается часть результатов, объявленных в [41. 
Пространство &хрХ замкнутых подмножеств топологического 
пространстьа X (предпологаемого ь дальнейшем регулярным 
1} -прстранотвом) наделяется топологией Зиеториса. Через 
<14,....# Ц|> обозначаем моиет{ЫеафК^с\1АилМлНрП^Ф 
\ ри всяком 1} стандартной базы этой .топологии ( П - нату
ральное число, I/' открыты в X ) . 

Часть результатов связана с понятием О -пространства 
(я пространства Хьюитта). Напомним одну из характеристик 
этого класса пространств С см. , например, С 1 , о. ^43, 
задача В-зЗ). 

Лемма 1. Вполне регулярное пространство У является 
О -пространством тогда и только тогда, когда существует 

бикомпактное расширение ЬЧ пространства У такое, что 
для всякой точки у>6У\У найдется счетное семейство 
открытых в в У множеств, пересечение которых содержит 
точку у и лежит в ^У\У 

Теорема 1. Если X финально компактно, то еа'рХ -
О -пространство. 

Доказательство» Пусть уъХ - расширение Стоуна-Чеха 
пространства. X ;1 1 - оператор замыкания в . 
Выщу нормальности финального компактного X отображение 
^:ВДр X — е х р ^ Х , определенное формулой <//Р) = [ Р ] , 
является гомеоморфным вложением [^3. Поэтому еор X в 
дальнейшем будем рассматривать как подпространство прост
ранства е а р д Х (состоящее из всех точек Р , для которых 

Р=[РПХ] ) , а е о : р р Х - к а к его бикомпактное расширение. 
Пусть Т - произвольная точка нароста еардК\ехрХ . 

Так как Т^ а х р Х , найдется точка * е Т \ [ Т / 1 Х З Фикси
руем открытую о«* -т . ^ 1' той: . I , аашэттай к л>рзй-



дизъюнктно с Т П Х Ввиду финальной компактности X можно 
указать счетное семейство Т открытых " ^ Х множеств со 
следующими свойствами: 

(1) и п Х ^ и { У : У е Г } ; 
(2) ГУ1ЛТ-0 для любого элемента 
Положим Я = < * Х . 1 / > П Л | ^ Х \ С У ] > : У е У } . Из (1 ) 

и (2) следует Т ^ л ' Пусть При всяком У^<Г выпол
нено 16<^Х\ГУД>» откуда 1>с^Х\\ С учетом (1) п о у 
чаем: 

(3 ) 1(\\)()Х=Ф. 
Так как 1&<рХ%\}У • найдется точка « Д е ь п и С учетса 
( 3 ) имеем 4ерХ\Х и [Ь Л Х ] . Следовательно, 
Ь ^ е л р Х Дгак", Т € # с е д » р ^ Х \ е а р Х , причем Л 

множество типа 6(Г в вхр^Х . Ссылка на лемму 1 завершает 
доказательств теоремы. 

Вопрос 1. Пусть ВД'р X 0-пространство, а X 
нормально. Обязано ли X -быть финально компактным 
пространством ? 

Автору казалось, что найден положительный ответ па 
вопрос 1, однако впоследствии ь доказательстве обнаружился 
лробел. Поэтому {ормулироику теореак 1 из [41 до получения 
отвота на вопрос 1 следует изменить так, сак это сделано 
в теореме 1 данной заметки. 

Возможно, что контрпримером к ншгросу 1 будет диск
ретное пространстно мощности Л * » так как длч такого X 
бикомпактное расширенно 9&ррХ пространства ДОрХ но 
удовлетворяет заключению леммы 1 сем. ниже пример 1 ) . Йсли 
бы С&ррХ было расширением Стоуна-Чоха для &ОфХ (при 
вложении ^ , описанном при доказательстве теорэ:/ы 1 ) , 
можно было бы сдолать вынод, что е#рХ **ие является О 
пространством. Удается, однако, указать непрерывную функция 
на &Хр X со значениями в отрезке числовой прямой, кото
рую нельзя продолжить до непрерывной функции на &1%р</*>Х 
Поэтому вопрос 1 остается открытым. 

Пример 1. Пусть X - несчетнее дискретное пространст
во . Тогда нарост о? = иэсррХ \ С&рХ не Я Е Л Я О Т С Я простран
ством точечно-счотного типа (то есть не удовлетворяет 
свойству, указанному в лемме 1 ) . 

Доказательство. Положим Т^Х\^[А): А С Х % А - счетно } » 



где С ] - оператор замыкания в ^Х Несложно проверить, 
итоТеедр^Х\ехрХ # ^ с т ь X 7 множество типабд в еяр^Х . 
Наы достаточно убедиться, что % влечет 

(а ) ХПетрХ^Ф. 
Докажем сначала, что справедливо 
( б ) если Тс V и V открыто в рХ , то найдется 

Й С Х , для которого ТсЦЭД^у и множество Х\Ь счетно. 
В самом деле, для каадой точки "^еТ , рассматриваемс 

как ультрафильтр на X • можно указать множество Л ^ с Х , 
для которого 1 е [ А ь ] с [ / и, следовательно, . Аз пок
рытия {[АО ' *1еТ} бикомпакта Т выделим конечное под
покрытие { [ А ^ ] : 1 < п ^ . ^нолество В « А г II - . - иско
мое. Ясно, что Т с [6'] с 1> Если предположить, что Х \ Ь 
несчетно, то найдется ультрафильтру € ГХ\ВЮТ Фиксируем 
^ , для которого|е[А^1 ;1ыеемХ\В€| иА^е^ в откуда 0 * 
= (Х\В)ЛАе; е | • а поэтому ^ не является (даже) фильтром. 

Следовательно, X\Ь обязано быть счетным. Свойство ( б ) 
доказано. Применяя его счетное число раз к семейству 
окрестностей множества Т , получим: 

(в ) если Т с б й й - множество типа в рХ , то 
Т с [ Х \ М ] с й для некоторого счетного множества М^Х 

Вернемся к доказательству ( а ) . Пусть Те Л и Л име
ет вид я - п ^ п ^ и . . . } , где фц - < и , ! , . . . . и ? > ий 
открыты в , а - нитуральные числа. Из Т^с# полу
чаем ТсУя г1)п - .иЦ^ при всяком Л Поетслу из (в) выте
кает существование счетного М<-Х такого-то справедливо 

( г ) Т с [ Х\М1сЛ/ п П р И В С Я К 0 У л # 

Покажем, что 1~[Х\М] - точка иа Ж . Если это не 
так. то ( г ) дает при некоторых I и пт Но тогд* 
1/т с [ М ] , что ввиду счетности М влечет дизьюнктность 
V* и Т , а это, в свою очередь,- соотношение Т ^ ^ ш , 

откуда Т<*# . Полученное противоречие показывает, чго1&'Я 
Ясно, что Ь= [ЬПХ] # поэтому 1-^ехрХ Свойство ( а ) , а 
вместе с ним и пример 1 доказаны. 

Говорят, что' семейство & подмножеств топологической 
пространства X разделяет точки множества У с X , если 
элементы ^ попарно дивъюнктны и каждая точка Ц±Ч лежит 
ровно в одном элементе семейства & . Пространство X 



называют Н^-хзусдорфовым, если точки его произвольного 
счетного бесконечного замкнутого дискретного подмножества 
можно разделить дискретным семейством открытых в X 
множеств. 

Лемма 2. Пусть X - бесконечное счетное дискретное 
пространство. Тогда ехрХ не Н*0-хаусдорфоэо. 

Доказательство» Рассмотрим X как счетное плотное 
множество на числовой прямой 12 (о обычной метрикой) и 
наделим X дискретной топологией, а ^ а р Х * топологией 
Виеториса. Положим , где 1д> - интервал 
единичной длины с левым кони ом «2: Проверим, что 
дискретно и замкнуто в вхрХ Пусть Ь^ехрХ Допустим, 
что окрестность <Ь> точки Ь оодержит две различные 
точки А-^ЛХ и.В=]уЛХ множества # Тогда (Ъ01у) (]XеЬ 
Так как , можно выбрать две точки й и Ь из множест
ва (1а1Лу)Лл , расстояние между которыми больше единицы. 
Но тогда окрестность точки Ь не пересекает 
так как никакой интервал единичной длины не может содержать 
точки а и Ь одновременно. Поэтому Ш 1)(С>\ ^ 1 Следо
вательно, сГ дискретно и замкнуто. 

Пусть 6 - произвольное семейство открытых в варХ 
иножеств, разделяющее точки & Покажем, что & не мо
жет быть дискретным. Для более компактной записи через 
{р ,5 } будем обозначать подмножество { Р' :5^р^р.} . 
проотранства в!рХ . Множества вида { Р , 5 } ш г д е б ^ р с Х 
а 5 конечно, образуют базу топологии Виеториса на X 
(при дискретном X ) . 

Построим по индукции точки ^ л 6 Х , конечные множества 
Рп С Х и элементы ^Йд^б такие, что при всех П выполняют
ся условия: 

( а ) Рп*<Ип ; 
( б ) 4 ; * а>| и 41* *% при 1<л ; 
(в ) диаметр множества 81 меньше единицы (в метрике на 

Точку д^еХ фиксируем произвольно. Точка ^ = 1з,ПХ 
множества & покрывается некоторым элементом е б . 
Поэтому найдется конечное множество 5 ] С р х такое, что 
базисная окрестность {^',64} точки Р̂  .лежит в 
Полагаем . Ясно, что уоловия (а ) - (в ) будут выпол-



Опимем индуктивный шаг. Пусть Рп^ , ^п-! и Т-1Л^.../1л-*} 
уже лсстроенк. Так как X плотно в К , множество ̂ И ' Т 
конечно, а диаметр РЛ .^ меньше единицы, найдется точка 
у е Х \ Т в для которой ^ п ^ с ^ Пусть - элементе , 

содер'лиций точку гу,=1уЛХ . Фиксируем конечное множество 

бп^Гп , длч которого Рае\Рп.&^ а П о л а г а е м «а!п=у 
и 1Я>/1. Проверка (а) - (в) тривиальна. 

По построению семейство {1л : А-Л2,. . . } подмножеств 
множества X - ьозрастаю^ее. Соответствующая ей после-
доьательность точек в экспоненте сходится к точке 
У{Ра: г? « 1 , 2 , . . . } Следовательно, ё не может быть 
дискретным семейством. Лемма доказана. 

Так как Н^-хаусдор'Говость наследуется замкнутыми 
псллрсстранствами^ а из М ^ Х иытекает ехрЫ ^ьхрК 

( здесь М - натуральна рнл с дискретной топологией ) , 
получаем: 

Теорема 2. Ьслк еарХ К0-хаусдорфово, то X счетно-
компактно. 

Следствие 1. Для слабо паракомлактного X эквивалент
ны условия : ( а ) В*рХ Кв-*аусдорфово; (б ) X бикомпакт; 
(в ) ы р Х бикомпакт. 

Предположение о слабой паракомпактности существенно: 
например, если X - Л -произведение неодноточечных 
метриэуемых компактов, то еарХ счетно- компактно, а 
потому К^-хаусдоррсво. 

Вопрос ^. Существует ли регулярное (или нормальное) 
пространство X , такое что^ 'РХ К в-хаусдорфово, но не 
счетно- компактно ? 

Как показано в лемме 2, пространство ехрЫ содержит 
бесконечное дискретное множество, точки которого нельзя 
разделить дискретной системой открытых множеств. Однако 
любое такое @* содержит бесконечное подмножество, для 
которого это возможно. Справедливость этого легко прове
ряется с учетом такого факта: 

Предложение 1. Цусть X финально-компактно. Тогда 
У=ахрХ удовлетворяет следующему условию ( а ) : воли 
2 с Х и замыкание 2 в У - не бикомпакт, то найдется 



вступила 18 октября 1965 года. 

бесконечное дискретное семейство & открытых: в У мно
жеств, каждой элемент которого пересекает 2 

Доказательство. По теореме 1 У является 0 -про-
зтранством. Достаточно поэтому проверить, что всякое 
С -пространство обладает свойством ( а ) . Убедимся в этом. 

1усть У и 2 удовлетворяют посылке из ( а ) , а У -
0 -пространство. Так какС2Л не бикомпактно, в расп.<ире-

<ии Стоуна-Чеха рУ пространства У найдется точка <2 :с е 

е[21р}У Так как У - 6? -пространство, существует 
{епрерывное отображениеЛ-^У^ЙП в отрезок числовой прямой 
Р такое, что А/ае)=0 и Щ)>0 при всяком уеу ( с м . [ ^ в 

\. ~74, Теорема'о. 11.10) . Определим отображение К 
ормулой ^ У ^ " ^ ) Ясно, что V непрерывно, а образ У(2) 
^ограничен сверху на К Поэтому найдется бесконечное 
декретное семейство Л открытых в В множеств, каждый 
элемент которого пересекает У/2) , а сами элементы попарно 
1иаыонктны. Ясно, что &=\^и^Х} удовлетворяет заключе-
1ию из ( а ) . Предложение доказано. 

Отметим, что класс пространств, удовлетворяющих усло
вию (а ) предложения 1, наследственен по замкнутым множест-
шм, мультипликативен (для любого числа сомножителей), со
держит клаос всех Кв-*аусдОрловых пространств (и не сов-
.адает о ним). 
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С0ХРА.тЕНйЬ1 ПОТКгЦИАЛЬгЮСта ПРИ б -СХОДИМОСТИ 
:.:олОТОЬНлл опьряторов 

У.Ё.Райтум 
ЛГУ им. П.Стучки 

Пусть V - вещественное банахово пространство с 
элементами & , у ,Я 9 V - сопряженное к V пространство 
с элементами 5 9 $ и <* , *> - билинейная форма, соот
ветствующая двойственности м^жду V и V ' 

Но определению, последовательность операторов 
А К : У - ~ У \ яеМ , С -сходится к оператору АсгУ—*\/' , 

когда 
1» Существуют обратные операторы А0 :У-~У и 

А ? : У ' - У ; 
2 . Для любого ^ 6 V 1 имеет место оходимость 

Ац^ ~~*А0^ когдаЛ^о 3 . 

Здесь и в дальнейшем через —^ обозначается слабая 
сходимость в банаховых пространствах. 

Напомним, что оператор А нвзыоается равномерно 
монотонным, если существует непрерывная возрастающая 
Функция р такая, что ^0)^& и для любых Л ,1|бУ выпол
няется 

Оператор А называется ограниченно равномерно не
прерывным, если для каждого числа С>0 существует непре
рывная возрастающая фикция $(СУ') такая, что # (С ;0 ) «О 
и для любых при №М<С 911ЦЦ<С справедливо 
неравенство 

|А#~А////<г(С;|#-у|/). 

Теорема. Пусть задана последовательность операто|юв 
А ^ ; У " ^ У ' I | и оператор А 0

: \ / т а к и е , что 
1. Последовательность (^н)д-е^ 6-сходится к А<>. 
2. Операторы А* , Я€Д| потенциальны., равномерно 

монотонны и ограниченно равномерно непрерывны. 



Тогда оператор Ас также является потенциальным, 
равномерно монотонным и непрерьвным. 

.Сокаэательство. Из определения й -сходимости, 
условия 2 и слабой полунепрерывности онизу нормы в бана
ховых пространствах непосредственно следует равномерная 
монотонность оператора А с . 3 самом деле, для произволь-
них а- е ,1/ сеу и ^ - А ^ М ^ ^ М О . в - ^ . г , . . 
справедлива цепочка неравенств 

Далее, для произвольных ^,%йУ л «2*=Ан^ , ЦК ~ 
и моем 

где С, -5мр(1^|1 + 1}/*||). 

одеоь использовано ьоарастание функций ^ ) и ^ 
и ограниченность слабо сходящейся последовательности в 
банаховом пространстве. 

Из (2) следует непрерывность оператора Ао 
Б самом деле, в противном случае существовала бы после
довательность ^^^У • сходящаяся к некоторому элементу 

<2о и такая, что для всех /ге/У ИАо%п ~А0&о\'*С2>0. 
Но тогда из (2) следовало бы, что 

'А ( Ш ; ?4 ± сР -4II 0. 

Это противоречит непрерывности функций р№ 
Согласно [4.1 потенциальность непрерывного операто-

; А*\/— V ' равносильна тоыу, что для любого конечного 
набора ..., Д * I 2 $ ^ с Н величина 

;аьна нулю. 
Пусть задан некоторый набор {Зх>...^ы№-Я#}сУ * 

для любого непрерывного оператора А величина Э не ме
няется при переходе к расширенному набору Ф^...,^/.2/=4!й}^У 



путем добавления новых элементов на каждом отревке прямой, 
соединяющей элементы 4*ш и Л'Г , с соответствующим измене
нием нумерации и сохранением первоначального направления 
обхода контура. 

Пусть задан &*0 и расширенный набор 4^2:̂ >...,ЛЬ*|3^=Д!!м}, 

построен так, чтобы 
Доп-жие. Ыг..,м-л. (з) 

Поскольку начальный набор принадлежит некоторому ограни
ченному шару радиуса с з , то существует, не зависящая от 

5 и М , константа с 4 такая, что расширенный набор 
удовлетворяет условию (3) и &Ы^С^ . 

Для дальнейшего удобно ввести обозначение 

Ив непрерывности оператора А* следует,что 

где ^ - непрерывная функция и ^ (0 ) *О , так как на контуре, 
натянутом на начальном наборе, оператор А«> является 
равномерно непрерывным. 

Пусть 

Иа определения 6 -оходимости следует, что 

и что м_, 

3 Г Л в , а 1 , . . - , * | ) ^ < Л | - у * > + 0* , « ^ „ Т ^ (5) 

Но 

где 4 « 2? . К А к (у* + е - {/« ) ) , - ^ « > с Й г0 
в силу монотонности операторов Ал . 

Отсвда и из условий (4 ) и(5) вытекает, что 



Поступила Ю ноября 1986 года* 

Пр«*е&ей№е раобуядения на зависят от направления 
обхода контура* Тч-вч 1торяадса нумерации элементов ^ > . . ^ л . 
Поскольку при изменении порядка нумерации элементов зна
чение величины 3 меняет знак, то в итоге получена оцен
ка Щ^А^-М^мЩ % что совместно с произвольностью 
Ь>0 обеспечивает равенство йуюо величины & для опера
тора Ас 

Таким образом пчжаеайо* что А% являете* также и 
потенциальным оператором* 

Б заключении необходимо отметитьV чТе практически 
такой же результат, но при помощи других методов, получен 
в С 2 Л . В случае абстрактных линейных операторов соот
ветствующий результат имеется в С О > а в случае сильно 
монотонных эдАяйТОТбскйх операторов второго порядка 
свойство потенциальности предельного оператора сформули
ровано в С 3 Л • 
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УДК Ы5.12 

ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ И СЛАБАЯ ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ 
ТЕСНОТА 

Е.А. Роэниченко 
МГУ им. М.Ломоносова 

При изучении пространств непрерывных функций в топо
логии поточечной сходимости над тихоновскими пространст
вами А.Б.Архангельский ввел два новых кардинальных инва
рианта типа тесноты: Ь0 - функциональная теснота, Ьл -
слабая функциональная теснота. Основные свойства этих 
кардинальных инвариантов можно найти в обзоре СО • 

А.З.Архангельским была поставлена слодуюцая задача 
П , задача 5Л4 2 * построить пространство, слабая 

функциональная теснота и функциональная теснота которого 
не равны. В данной рдесте" дается ответ на этот вопроо. 

Определение 1 С2 ] . Отображение $ :Х-~У называется 
Ъ-непрерывным (где * -фиксированный кардинал), 

если для всякого подпространства А с Х , |А1$<Р сужение 
Л ь : А —~У отображения $ на А непрерывно. 

Функциональной теснотой ЫХ) пространства X навь-
вается наименьший бесконечный кардинал 1 такой, что 
каждая 'С-непрерывная вещественная функция ^ на X 
непрерывна. 

Определение 2.133.[43. Отображение $ : X — У называем 
строго ^непрерывным, если для каждого множества А с Х 
такого, что 1А|^Ф , найдется непрерывное отображение 

9 : X - ~ У , для которого 0 | А » Л д ( т . е . • 
при всех Л б А ) . 

Слабой функциональной теснотой (или минитеснотой) 
* т (X) пространства X называется наименьший бесконеч

ный кардинал V такой, что каждая строго Ъ-непрерывная 
вещественная функции на X непрерывна. 

Лемма 1. Пусть X - тихоновское псевдокомпактное 
пространство, ^(Х) - стоун-чеховское расширение прострак 
ства X и Х * - и { А : А с Х , | А 1 * 1 1 в } 



замыкание берется в пространстве ^ ( Х ) ) # Тогда для лю
бой строго ^-непрерывной функции ^:Х-~У существует 

^-непрерывная функция Х*^К такая, что ^"[д-^д. 
Доказательство. Определим функцию .>* . Пусть _ 

фбХ*. Тогда для некоторого счетного А^Х имеем л е А . 
Гак как 4 - строго Л -не прерывная функция, то сущест
вует непрерывная функция §*Х-*-& такая, что $|д=Лд 
функция 0 продолжается -до некоторой непрерывной функции 
к*р(Х) К. • Положим ^ 1 ^ * . Несложно проверить 
орректнооть определения функции ^ * и ее ^-непрерыв

ность. Лемма 1 доказана. 
Следующая тзорема является бонозвдм результатом 

птой работы. 
Теорема 1. Пусть Ф - неизмеримый (по Уламу) кар

динал и (таковым является, например, кардинал 
2^° ) • Тогда существует тихоновское пространство X 

для которого 
Доказательство. Луоть А - множество мощности 1 

газобьем множество А на '? подмножеств мощности '1 
эаиндексируем получившееся семейство ординалами, мень

шими Г А=\){А<1 *< ?У • Пусть В - мно
жество и С С Ь Обозначим через естественную 
проекцию иэ I * на I е , где 1 - [ 0 , 1 ] 

Пусть у в I е . Положим 
г (Ъ*У)={* е I * : I *црр ^ > а ) | * А > , 

пде ьирр(4,у) Ч ^ 6 ^ ^ № + 
обозначим через 0(Ь) такой элемент множества 1А , чг«о 
;ля каждого Ь$Ъ &§,}(о(ЬУ~0 . Для Ы.<г положим 

- 2: ( А , 0(А)) • Построим множество 
6 2 ^ : и < ъ} таким образом, что для любого счетного 

6 ^ А и любого существует <**и>1 такой, что 
Ь Г) А^ = ф и с З Г ^ (й* ) = * . Положим 
О - У { 1 » 6 с Л , /6) < *Г,} Так как 

^ в < ^ , то I(?(= ^ Заиндексируем множество О 
ординалами до Т ; р = < * < ^ . Д л я каждого 
Л><Т существует счетное множество в^сА такое, что 



е По трансЬинктной индукции построим мно
жество ординалов 'Г с!<'С^ таким образом, 
что для <*<$<'1 имеем <Г^) < и &<* Л 0 

Множество {Я* 'Г Ь С ПА^ * но более чем счет
но и, так как Т > $ 0 то существует 9(0) в 1 \ 
\ Ъс Л А г * 0> Получаем Л 6 С = 0 

Предположим, что для произвольного р< <А построен 
ординал ЪЦ>) . Положим 9Я(Л) = вир { Щ) . 
Множество { ?< г А^Л 6^*4*,} не более чем счетно и 
п оэтому существует Щл) в 1 \ ({ Т< V: А у Л * 0} V1*Й) -
Множество 92={Щл) -сХ<'&3 построено. 

Для положим Ада^ = 0(А\(Ащ11Ьл))* <\± . 
Для ^\5? положим Й,̂  0 ( А \ А д ) Множество 

{ [ ^ б ! ^ <* построено. 
Определим искомое пространство X . Для 4<Ъ 

положим Хл '= {КЛ' У* и Х = 1 ) {Ха : На множестве 
X рассматривается топология, индуцированная топологией 

тихоновского куба 1 А . 
Докажем, что * т ( Х ) < ( то есть, что любая строго 

^-непрерывная функция </:Х—~& является непрерыв -
ной). Непосредственно из построения пространстьа X вы
текает, что X заполняет вое счетные грани тихоновского 
куба 1 А , то есть для любого счетного Б с А имеем 

^ -IЕ* Отсюда вытекает, что пространство 
X __псевдокомпактно, всюду плотно в 1 А и С -вложено 

в 1 А . Таким образом, получаем ^ ( Х ) = 1 А Положим 
Х*=1){2: Е<=Х и } (замыкание бе

рется в р(Х) ) . В силу леммы 1 функции с/ продолжается 
до ^-непрерывной функции X й 02 Из постро
ения легко проверяется, что 21 X** , а так как 

М%) ^ 3\Гв , то ^-непрерывная функция ^ = « ^ * 1 Г 

непрерывна. Так как ^ ( ^ ) = 1 л и пространство 21 псевдо-
компактно, то функция Ц продолжается до непрерывной 
функции к : 1 А — Е, Если показать, что с/ = &|х , то 
непрерывность функции с/ будет доказана. Проверим, что 
для любого <<<Т ^1х«. /х* • Пространство * а 
всюду плотно в тихоновском кубе {А«с } * и заполняет 
все его счетные грани. Следователь}го, пространство Х^ 



псевдокомпактно и ^ ( ^ « { Р ц } * 1 л < в С И Л У леммы 1 
строго Л^0-непрерквная функция продолжается до 

^-непрерывной функции й^; — К , где = 
М А • Мех* , I М| ̂  Л } 

Замыкание множества М борется в -|Д }̂ • I * * , или, что 
то же самое, в I * Очевидно, #°<~#]д« . Покажем, что 

ХД = {Н^} . Пусть Я: - произвольная точка иа 
{Нл} * • Разобьем множество на счетное 

количество подмножеств мощности Ъ ' А^-=1){Ьп (^^N^'}^ 

Для п€Й* определим точку Зае1А 

<ГА /ЪЛ Г « * Д ( Ф . е с л и Я ^ А х В а 

Тогда для йеЦ* ^п^л и последовательность \&а : пс14+} 
сходится к точке Я . Итак, показано, что Х^ - { Л д З » 1 А < * 
В.В.Успенский [ 5 1 доказал, что если I - неизмеримый 
кардинал, то " М I * ) 5 ЭГо • Следовательно, функ
ция непрерывна. Две непрерывные функции = 
~ ^\ккЛ т** и ^ совпадают на всюду плотном ( в 

) множестве ^ П 1 ( и ) - I** и поэтому 
совпадают всюду. Получаем * ^ . , & в 

то есть Л 1^-^1x4 • *го(Х)< фГ0 • 
Докажем, что Ъ ( " Х ) * ^ . для этого достаточно 

построить раэрывную функцию 1 - Х - ^ К , Л .-непрерывную 
для произвольного кардинала Л < ^ Положим 

1(^3- | ° • в с л и л в * Ч Х « 
1 1 9 если Л€.Хо . 

функция X на всюду плотном множестве Х\Хо равна 0 , 
однако она не равна тождественно 0, поэтому 1 не являет
ся непрерывной функцией. Покажем, что для произвольного 
сардинала функция 1 Л-непрерывна. Пусть М С Х 
и ) М | < Д Положим М € - М Л / Х \ Х с ) и М ^ М Л Х о 
Непрерывность функции равносильна тому, что 

а) 
б ) М . П М А ^ . 

Докажем а ) . Иэ того, что М * С Х \ Х 0 , Л ^ ( Х \ Х с ) с 
^2(Ао>0(Ас)) и 1 / ^ 1 * ^ вытекает, что *йГ?/Д 0 )с 



п о 
Осталось заметить, что (Н1) с. &^(Хо) = Ус. 

Для доказательства б) достаточно заметить, что 
множество Хг замкнуто в X Теорема 1 доказана. 

Автор благодарен своему научному руководителю 
профессору А.В.Архангельскому за полезные замечания. 
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УДК 519.652 

ИНТЕРПОШИОННЫЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ КУБИЧЕСКИЕ СПЛАЙНЫ 

Э.А. Римша 

ЛГУ им. П. Стучки 

В данной работе изучаются рациональные кубические 
сплайны, причем используется подход, предложенный Квасовым 
в [ I ] для построения рациональных параболических сплайнов» 
По интерполяционным и другим условиям, которые буду? указа
ны ниже, строится сплайн и устанавливается единственность 
сплайна, удовлетворяющего этим условиям. 

Пусть на отрезке дона сетка А =^х*, и*ом] • 
где Х д = СЬ , У.ы = Чу и Х » ^ - ^ < . Сопоставим 
сетке & сетку Ь = 0 } Ы - л } , где х^Г^/.*^. 

Введем следующие обозначения: (^=х> - х * 

•О^сделе^^ч Рйдаонылышм кубическим спляйчом назовем 
Р/'ИйЦМяо $ :Цч^1-Р- которая лхчдо; отрезке ] 
ямеет вид ъ 

где с ц . ^ е . ^ ; , - Какие-либо ч/сла, ^ - заданные 
числа,1 удовлетворяю*»© усзддоям: 4*^'Л ^ 0 п р и ^ ^ С о - ^ и 
^ ^ • ^ - ^ ^ ^ п р и ^С(р-Ц.А1 * которые равносильны требованию 

» Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что при 
= ^ ^ 4 ^ г получается рациональный параболический 

сплайн, рассмотренный Квасовымь[1} . * 
Потребуем, чтобы сплайн $ принадлежал классу С [ а А ] . 

Это выполняется тогда и только тогда, «когда числа а ^ ^ ' ^ . 
1*0 N , удовлетворяют следующим урагнениям: 1 ) 1 



Дифференцируй ( I ) , получаем 

Учитывая (3 ) и ( 4 ) , систему уравнений (2 ) можно запи
сать в следупцем развернутом виде: 

( « ч * Ь - л - Л - > ^ и Т * < ^ ; . / 

Система ( б н ) состоит иэ 3 N уравнений и содержит 
4^*4) неизвестных коэффициентов сплайна $ • а с ) ^ ^ ; ) ^ ^ ° ) ^ . 
Для определения этих коэффициентов необходимо присоединить 
к системе ( 5 Ы ) еще М*4 условия. Пусть из них -
интерполяционные условия, задающие значения , I = о~н. 
Добавим еще два краевых условия, задащие значения * ' ( ^ и 

14*0 , и одно условие в виде равенства ^ ^ ^ о ) = 5 Г ^ + о ) 
при некотором фиксированном и ^ . . . • 

Так как X = ^ , I = \ я »**^и>4 
то задание интерполяционных и краевых условий означает, что 
заданы числа сц , , I » о й # ^ 0 . ^ • ( 6 ) 



(7 ) 

ребуемов равенство означает, что 

ля определенности будем считать, что ^ = \ . 
Обозначим через ( 5 * ) систему, к которой приводится сис-

ема (5^ о учетом ( б ) и ( 7 ) , Определитель системы. (5^) обоз-
ачим , а коэффициенты при неизвестных^е^А;. } I = 0,Ы -
соответственно через Л ' * ^ • <^ч^ • где ^ - номер 

равнения, содержащего этот коэффициент, а |** равняется то-
у Ц , при котором коэффициент с указанными индексами V и 
с появляется впервые. Коэффициенты . • • 
и 9 0 , ы могут изменяться. 

Например, < В 3 имеет следупцнй вид: 

4г.1 

с м л*\ 

^ а « е 

< 1 А** V » 1 

А 3 

)лэыентм, расположенные в незаполненных местах определит едя 
явим нулю. По вторым верхним индексам видно, что главный 
шиор 3-его порядка определителя<В 3 образует определитель 
2 I , а главный минор 6 -го порядка - определитель ф 2 • 
аналогичное имеет место и при N 7 3 . 

Обозначим через миноре -го порядка! 

который раоположен в строках и столбцах определителя 
3 номерами Ц ) . . . ,1- с и ^., м ^ соответотвенно. 



Шяееж десдо следупцая 
Демма, Пусть N > 3 . Тогда каждый из следупцих трех 

ыжцоров 

отрицателен,1 а любой из следующих девяти миноров * 

) ) ' > 4 > » ) 4 > ) 

> » ") » 1 ) ' 1 / 

положителен, где а = 3(К - 3) и ^ = 3(М - 2 ) . 
Доказательство опускается. к 

Теорема I . В классе функций С существует 
единственный сплайн ( 1 ) , ^удовлетворяющий условиям (6) и ( 

Доказательство,, Необходимо установить, что определи
тель системы (5* ) отличен от нуля при любом N 

В случае, когда N = I , непосредственным вычислением, 
а при N = 2 - с помощью теоремы Лапласа [2 , с.51 X по
лучаем, что й д » < ^ 2 _ > 0. Чтобы показать, что ^ ^ 0 
ори N ? 3 установим методом индукции по N ь 3, что © ы 

имеет следующий вид: 

где все три минора положительны, о, Т ы < о § "ч^7 0, 
откуда вытекает, что Ь и 7 1 ) . 

В случае, когда ^ = 3, теорема Лапласа дает следую 
щее выражение для В 3 : 

Используя еще раз теорему Лапласа, получаем 



О) 

'ак как И Й ^ ° . ^ ° т о С 0 Г Л 8 С Н 0 

[ввше имеем д л я ^ з представление в требуемом виде ( 8 ) . 
Предположим, что имеет вид (8) и докажем, что 

^ Л А также имеет вид ( 8 ) , т . е . что 

•де все три минора п о л о ж и т е л ь н ы , ^ м 7 0 ^ ^ ^ 0 ^ к м 7 О . 
ю теореме Лапласа для имеем следующее выражение 

нова применяя теорему Лапласа, получаем 

ак как миноры 3-его порядка, входящие в выражение ( 10 ) , 
шкив ив, как и соответствующие им миноры в выражении ( 9 ) , 
го к ним может Оыть применена лемма. После этого остается 
:спольэовать предположение индукции, чтобы получить нужное 
редставление для 

Теорема 2» Пусть заданы числа и.^ , I = 1 ^ . Тогда 
классе функций С -<*Ч1 существует единственный сплайн ( I ) , 

/довлетворяиций условиям ( 6 ) , ( 7 ) и условию -су $ к ^ у ц ^ 
Доказательство. Утверждение следует из того, что опре

делитель системы относительно неизвестных 0^(1, (А* 1*0 и , 
- рассматриваемом сейчас случае такой ще, кьк в теореме I . 



1x6 
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ПРШИЬЬЖ Р - А Ш О М ДЛЯ' 0ЬРА1;̂ НИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРйЮЬРАЗОЙЛНИЯ БУРШ 

А.Я.Смотровс 
ЛГУ иы. П.Стучки 

1. Введение 

Обращение интегрального преобразования Фурье - это 
задача отыскания решения с/ уравнения 

Р И ^ Т с / М е ' ^ Л Е , (1 .1 ) 

где Р - заданная функция, аналитическая в некоторой 
полосе -$А< 1т&< &2 9 &,&2>0 

/данная статья посвящена построению алгоритмов при
ближенного обращения преобразования ['урье, в которых 
используются асимптотические разложения. 

Для аналогичной задачи численного обращения Лапласа 
разработан так называимыи Р~А метод [1 , 2 , 3 , 4^-

Под Р~А (Бурье-асимптотическим) методом понимается 
всякий алгоритм обращения, в котором 

1) оригинил ищется в форме обобщенного рада Фурье 
по некоторый специальным функциям, 

2) для определения коэДОиниентои 1'урье существенно 
попользуются асимптотические- формулы. 

Идеи р - А метода, разработанные для преобразования 
Лапласа, модео перенести для обращения преобразования 
Ьурье, используя известную сензь ме^ду преобразованием 
1урье и преобразованием Лапласа: 

2. Р А метод дли ракторизованных 
изображений 

Пусть дано изображение Г преобразования &урье ( 1 . 1 ) . 
Тогда обращение осуществляем по следующей схеме 
1) Проводим факторизацию изображения "Р(<2) 1 т . е . , представ
ляем его в виде [ Ь ] : 



Р[л) = р , м и р р ) , и л ) 

где [ункция Р, : 

- анал гтнчеоки при^илк/ма ь в^рхнк: полуплоскость, а Я-

Р - ( ^ ) - - ^ Т ^ - С 1 . . 1 Л <0 , (2 .3 ) 

- аналитически продол в .ни луплоскость. 
После -[акториэации ь-.о.ио считать преобразованием 

Лапласа [уикЦии ^/{Э31^- [" X) с иир*.:л<;грсм ( - ^ ) , а 
- прноора^оьанаем Лапласа рупкиии У/сбТ^-Л^) 0 парамет
ром ( ) . 

Эчеьидно, что для с/ ..«:< 1ориулу: 

2) Применяя Р"А кило; отдельно Р т и Р̂  находим о/, 
и с/* . 

При этом для К: ;тси ^. $ ПОЛНОСТЬЮ 1]{0ИМеНИМЬ 

результаты, получонпьс в работах [V - 4 ] . >-за громозд
кости все 1>о[щш ^дс-сь т ириа^1' для иллюсграции 
дадим лишь разлолсения 'функций ^ ± многочленам Ле.ландра. 

Пусть для оригинала ш/ео:. |>азло м.?пия: 

Л-О 
где б и Л - свободней параметры. 

Тогда для коэ|и ициентоь и /̂Г 

По найденым т ° Р м У л ™ льиой потери точности 
удается вычислить лишь ни ль.ко п»фь1-!х к<*:.*\гиционтов 
и 0п 9 что обычно недостаточно для отыскания 

Согласно Р -А методу необходимо: 
1) построить асимптотические представления коэ[1клиентов 

Сг\ И СП* При Л * • + ; 

2) Сп и Сл , П>А/0 , которые гн> удается найти из 1г.6) 



вычислить но построенным асимптотический формулам. При этом 
Н0 выбирается так, чтобы счет по обоим алгоритмам хорошо 

"сшивался". 
Для нахождения асимптотики коэффициентов предваритель

но найдем их интегральные представления. Иэ результатов [ з ] 
получаем,, что 

л п» = йаЦ *Т*Ы*)Нл)л & о < е < д (2.76) 

Теорема 1. Пусть соответственно в полуплоскостях 
$т&?0 и 3т&<0 1>акториэоваиные изображения и 

имеют конечное число изолированных особых точек 
алгебраического характера ^ # | а • • • • • ^ и ^ 9 Ц% 
1ш^>0, 1п?12<^, в окрестностях которых имеют место 
предста вления: 

Е ( ^ ) - Р - ^ Г ^ ^ М ) К = Л 2 , м . , Р э (2.8а) 

где 0*(^О и ^ Й ) аналитичны соответственно в точках « *=^ л 

и иМре Тогда каждая ив точек ^ , Ц1 пороадает 
следующий асимптотические вклад ь интегралах (2.7а) и 
(*.76) при п —>оо • 

При этом 1ункц.г/. ^ , « ^ 0 и ^ < М ^ имеют следую-
диь асимптотические ра._!ло *:ения: 

•л 

ЪМп)~ 2 Л».,».I ( ? *« я ) ( 2 . Юа) 



где А Т , ! , ] и АШ,1!^ - коэффициенты Тейлора в 
разложениях 

0^' - многочлон степени ^ 

а Й^ 'Ф- обоб^еннпе многочлены Ырнулли [ б ] . 
доказательство теореми аналогично [ 1 ] , лишь иыьсто 

Р(р) учитоыост соответствующие аналитический свойства 
изображений Е и г^.(Л) 

Теореиа Ьсли выполнен условия тиореиы 1 и при 
Д - ^ о о 9 1тА>0 им* ет место 

а при Л --во , >на ^0 

то Д Л Я 6 * 0 И соответственно 

С Л ^ Й и — • о о , ( г . 14а 

а для 6?0 и 1 > 0 соответственно 



( 2 Лба ) 

д̂е вклады конечных особых точек 1|я и определяются 
ю формулам и . ^ а . б ) , а вклады бесконечно удаленной точки 

и •1«( г1) имеют асимптотические представления: 

Доказательство теоремы аналогично [ О * 
Как и для преобразования Лапласа [ 1 ] на асимптотику 

С.ц и Сл при и —+оо в основном влияют расположение и 
характер особых точек фокторизованных изображений Р- и 

Р+ Таким образом Р - А ^етод требует знания одновре-
нно как численных значений изображений г^(ь1)в отдельных 

:очках мнимоЛ оси, так и информации об особенностях Р±№) . 
Как извоотно, векторизацию изображения Р С^Л) не 

оегда можно пронести аналитически. Б таком случае числен
на значения № можно найти по формулам (2.2) и и . Э ) , 
лспользуя квадратурные «[юрмулы. но это влечет за собой 
дополнительные вычислительные трудности. Поэтому наша 
дальнейшая задача — сформулировать алгоритмы расчета $(х). 

пользуя не ^(оО и Р , а непосредственно данное 
^обракение Р(<2). 

3. Р " А ь;етэд для иьображония Р(<2) 

Теорема 3. ПустьN/«1^'), И - 0 , 1 , ^ , . , . полная система 
ункций, ортогональных с весом р№) на промежутке [О* ЬЗ 

Тогда, если оригинал ^(^;) удоелетыор/гет формуле обра-
опия 

с Я а ^ Т ^ ^ ( а л ) 
при &е[0,Ь\ разложим ь р«д 

Лх) = 9(х) Г. с* V,, 1а) , ( а . 2) 
П =0 

для коэ[|(ициентов С ц имиют место интегральные 
,»едставлония 



^ " ^ . 1 Р ( Л ) № ) Л 1 л = 0 ' ^ (3 .3) 
где а 

При этом предполагается, что интеграл (3.3) сходится 
абсолютно или выполняются другие достаточные условия для 
замены порядка интегрирования. 

Свободная функция В выбирается гак, чтобы с одной 
стороны имело место разложение ( 3 . ^ , а с другой стороны -
достаточно просто вычислялся Си интеграл ( 3 . 4 ) . 

Доказательств теоремы аналогично [3^) : Сп , как 
чойЭД.йииент йурье, записывается в виде интеграла, под ана 
ком интеграла вменяется по формуле (3 .1 ) и затеи 
меняется порядок интегрирования. 

Примечание. Теорему полно модифицировать,- рассмотрен 
сдвинутую систему функций {Ум ОИ^} ортогональною с весом 
Р1Х[*))Х(Ь) на интервале [Т'МХШ, где X - функ-
иия, монотонная и непрерывная вместе с первой производной 
в этом интервале. 

С помощью теоремы 3 мо*но найти интегральные пред
ставления козф(клиентов Сп для различив систем -{Ум} 
свободных функций Э и проие>?утков разложения 

Соотьетствущио результаты приведены ь таблица 1, 
где обозначения специальных [ункиий такие *:о как в книге 
[ 7 ] и 6>0 и О О . 

[фиьеденике интегральны) подставления №.с,\ коп|.|-и-
циентов Сл ДЙН.Т возможность для нахо денил ли .тики 

Сп мри И оо применять хорошо разработанные него;*, 
асимптотического равлохения интегралов, зависящих от 
большого параметра. Обзор таких м толов см. в ЦС3 для 
коэффициентов с^~С Л (Т ) , определяемых из систем [ункиий с 
номерами 3, б , В и 10 табл. 1 можно отроить аонштотические 
1ориулн с^(Т)^§п(Т) при 1~+ио и [«иксиронаннои ЛС-М^О}, 
а за &рибли<кннннй оригинал принять 



Ьолее подробно приведем расчетные формулы для случая 
^ л ( ^ ) } = { е а р ( - ^ ) } > Т > 0 , ПВ2 } т . е . юрмулы 10 табл.1. 

Тогда для 0:еС-7/Т\] , 1>0 

Лл) = 2 сп(Т) е ^ ( о . б ) 

где 

Необходимые асимптотические формулы Да«г с*едуш.а* 
Теорема 4. Пусть выполнены условия; 

1) р аналитична в полосе - &± < 5 Ец,€>л>0 \ 
О ь полуплоскости Р имеет конечное число изоли-

Гю ванных осооых то<;ек ^|, |а • алгебраического 
характера (полиса ИЛИ илг*бриическно точки ветвления), в 
акрестности которых 

л ) в полуплоскости -1ГО«2<0 р имеет аналогичное особые 
точки V 1 окрестности которых 

Р(л) - М - ДО'^Ам^ - 1 ? * / 5 ̂  я . . . . * . ( 3 . 9 ) 
']) Р(^) у д о 1 ы о т п о р л с " при ^ "•'сю услоьи;т р(«з) = 0(^г)>1<9 
равномерно относ 11 •гелию иг^Л ,0<1игцх\<Я.ш Тогда при 

Т — * оо д л п Сп(Т) ик*-.:01- м». сто преде га але ни я: 

г д е для А ^ п Т Д & п О / ^ ' Г ) ир^ ' Г^ - * 1 » с п р а ь е ; лииы асимптоти
ческие ра^ло.г.ггл^я: 

. , >~ ...ада. й ^ ь л и ) г ' у ^ - г ^ » ^ ь т » 

где Г - ч-1уикцил'. 
фказат«льс ' , , : . . 'Л. .ч.л^а*. А. Д Л Я СЦГ1!) получаем* 

; ЦЛГ.1 .'.'7' * ̂  З Ш 1 1 



^ля нахождения Л рассмотрим ннт1 г рал по вспомога
тельному контуру С+ (рис.1) , 

4тл 

при выполнении условия 4 теореыы, то 

Используя в ^ разлол^ния (З.с>) и извостное представлени 
неполной гамма-|упкции С 7 3 , получаем 

Аналогично, рассматривая вспомогательный контур в нишей 
полуплоскости, получаем представление для Нодстввля 
полученные формулы в ( 3 . 1 3 ) , получчем искомо представле
ния для коэффициентов С Я ( Т ) _ (3 .10 ) , ( л . И ) , ( 3 . 

Примечания: 
1) ьсли 9 Ц$ - полюса, то асимптотические ряды 
(3.11 - 12) обрываются и превращается в точные суммы. 
/:) Полученные асимптотические раалоожия равномерна; 
относительно П , 
3) Из формул ( 3 .11 ) . ( 3 . 1 ^ ) и свойств неполной гаака-
(ункаии следует, что при ° ° А п ( 5 * , Т ) - 0 ( ^ р е а р ( ^ Д ) ) 
&л(^*,Т) - 0[<ьТ етр1~ ЦхТ)) , полому доминирующе 
влияние на асимптотику ок^згьают наиболее близкие к 
действительной оси особые точки изображения. 
4) Коли особых точек алгебраического характера счетное 
множеств о, то теорема о с т а е т с я Вирной, если суи:иы заменит 
асимптотическими рядами, а о с о б ы е тонки >анумероеать в 



порядке убывания модулей их мнимых частей. 
5) Аналогичные теоремы можно получить и в случаях, если 
у изображения имеются особые точки более сложного вида. 
6) Если оригинал ^ обладает некоторыми овойстваии 
симметрии (четная или нечетная функция), то иногда вы
годно перейти к соответствующему тригонометрическому ряду, 
исподьауя известные соотношения! 

0о=2с<> а>-<* + с - л , Ъп*сп-с-п % лей, 
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Топологические структуры и их отображения» Рига. 1967. 

УДК 515.12 

СВОБОДНА ТОНОЛОгаЧиШК Г Р У Ш 1 Ы 

нь: ДОПУШОТ % - & . Т Р ; Ь Л Ц И И 
М.Г.Ткаченхо 

БалаковскиЯ филиал Саратовского политехнического института 

Ь заглавие настоящей статьи вынесен отьет на вопрос 
А.В.Архангельского о том, являются ли X -метризуемыми 
свободные топологические группы над компактами. Известно 
[ 1 ] , что любая й -компактная топологическая группа 
обладает свойством Суслина. Используя отот результат. 
А.В.Архангельский показал, что ( о -компактная топологи* 
ческая группа 6 является совершенно (Ж -нормальной, 
т . е . замыкание любого открытого в 6 множества имеет тип 

(см. теорему 1 из [23 ) . В.Ь.Успенский усилил послед
нее утверждение, доказав, что для любого семейства сГ 
подмножеств Типа 3 $ в €> -компактной топологической 
группе 0 замыкание мно*в6тва ^^ также имеет тип б В 
ГЗ] . Эти результаты давали надехду на положительное реше
ние сформулированного выше вопроса. 

Другой вариант обсуждаемого вопроса состоит в том, 
чтобы выяснить, ыояно ли вложить свободную тонолбгичесную 
группу Р Р О или свободную абелеву топологическую группу 
А (X) бесконечного компакта X в качестье всюду плотного 

подпространства в произведение пространств счетного веса. 
Иа существования такого вложения немедленно вытекала бы 

Л -метризуемость этих групп, поскольку произведение 
метризуемых пространств является -ыетризуемым [ 4 ] , а 
последнее свойство наследуется всюду плотными подпростран
ствами. Частичное решение вопроса о вложении получил 
Д.Б.Шахматов [ 5 ] , показавший методом форсинга, что 
существует некоторая модель теории множеств, в которой не 
всякая свободная топологическая группа над компактом 
допускает указанное вложение в произведение пространств 
счетного веса. 

Здесь приводятся полные решения задач о Ж -метриэа-



ции свободных топологических групп и о вложении их в про
изведение пространств счетного веса, при этом не исполь
зуются никакие дополнительные теоретико-множественные 
предположения. Мы показываем, что свободные топологические 
грушгы Г(Х)и А(Х) X -кетризуемы лишь в том случае, 
когда пространства X дискретно (следствие 1 ) . Аналогич
ное решение получает задача о вложении (следствие 3 ) . 
6 дальнейшем все пространства предполагаются вполне регу
лярными. Через Ра (X) обозначается свободная алгебраическая 
группа ( без топологии ) над множеством X 

Основные результаты. Для формулировки основных 
утнерадений в полной общности требуотся следующее опреде
ление* 

Определение 1. Пусть X - пространство. Топология 
сГ на группе Рд(Х) называется допустимой, если существует 

такое компактное расширение Ь Х пространства X , что 
с { 7 " с д ^ 9 где сГ/> - топология на Ра (X) , индуциро

ванная из свободной топологической группы Р / Ь Х ) , ъЗм -
топология свободной группы Р(Х) . 

Ясно, что для компакта X на свободной группе ^ ( Х ) 
существует единственная допустимая топология, а именно, 
топология группы Р ( Х ) . 

Группу Ри^Х) , наделенную топологией </ будем 
обозначать через. ^-(Х). 

Теорема 1 . Пусть X - недискретное пространство и 
и - допустимая топология на группе Ра (X). Тогда 

никакое всюду плотное подпространство в Р$(Х) не является 
ОС -метрикуемка. Тот .«о результат справедлив для абеле

вой группы 
Дока зато л ьс т во. Ойоаничли чепе"! { естественное 

непрерывное уплотнение /^-(Х) и Р(ЬХ) , где о Х - соответ
ствующее компактное рясшыр^ние пространстьа X для 
каждого М€Цу| через обозначим множество всех элемен
тов в , ииокцих №М\1' < П относительно 
й-, но лестно Фп замкнуто ь Р(ЬХ) при любой П . Для 
каждой точки С/с инссирусм открытое 
м н о ж е с т в о Э 0 Т ак, чтобь: [У(0)]/1Ф П*0 , и положим 

а ь - 1 V 1 0 ^ : 9 е Р ^ 1 Ь X ) \ ф а 1 . 



Предположим, что некоторое всюду плотное в Р<г(Х) 
подпространство 5 является 5В -метризуемым. Пусть $ *• 
соответствующая <ЗЕ —метрика на 5 Обозначим через # 0 

элемент из 5 • имеющий минимальную длину М# относитель
но X . Положим Т= \ ( 3 ) и для какого М > 0 о обозначим 
^ л Ч ^ 1 У П Т ) : У е З Г л } . Тогда Ц ^ Р ^ Х М " 1 ^ ) -
всюду плотное в Ру(Х) множество ( ибо 5*^ 5уч ) » поэтому 

€[Ц]ИлЗдля каждого Л>Г1С По ле^ме 1 на стр. 216. 
из [ 4 ] существует конечное подсемейство ЛпЯ^^ такое, 
что ^ о Д и Л л ] ) < : ^ / п . Пологим Л=1Я<ЯП: П > п,} и 

0= 1/А. Ясно, что тогда $о&102 С другой стороны, иа 
определения семейства Л следует, что при любом П 
лишь конечное число элементов семейства #= {^ПШдох)' 
пересекаются с Ф Ц , поэтому множество \)$ замкнуто в 
Р(ЬХ) ввиду теоремы 4 из [ б ] . Ль непоерыьности отобра

жения I следует, что множество 
замкнуто в Р^ (X) . Ясно такле, ч то/ е ^/С • Однако 

О^К 9 поэтому &€[#. ]€К. Полученное противоречие 
завершает доказательство теореья». 

Следствие 1. Свободные топологические группы 
и А | Х ) Х-метризуеиШ если и только если пространство 

X дискретно. 
Следствие 2 . Пусть пространство X педискретпо, 

& - допустимая топология на и 5 всюду плотно 
в Ру[Х). Тогда & нельзя вложить в качестве вслду плот
ного подпространства в произведение метриэунглих пространств. 

Следствие 3. Если пространство X недискретно, то 
свободные топологические группы Р/Х) и А ( Х ) не допус
кают вложения в качестве вс.оду плотного подпространства в 
произведение метриьуемых пространств. 

Изложенный выше метод, приводящий к доказательству 
следствия оставляет скрытыми истинные причины отсут* 
ствия нужного вложения групп Приводимая 
ниже теорема 2 вскрывает эти причины и дает прямой ( но 
более сложный ) метод доказательства следствия Ъ. 

Пусть ^ ' Х " ' ~ У и Й : Х * 2 - непрерывные отображения. 



Будем писать , если существует такое непрерывное 
отображение , что 0= 

Определение 2 см. С 4 ] . Пусть Б - некоторое 
семейство непрерывных отображений фиксированного простран
ства X в какие-то пространства. 

1) Семейство 6 называется 6-решеткой для X , 
если для любого счетного подсемейства "0*^6 диагональное 
произведение Ф 3* , рассматриваемое как отображение на 
свой образ, также принадлежит & , и диагональное произ
ведение 0 б всех отображений из 6 является гомеоморфиз
мом ( т . е . 6 порождает топологию на X ); 

2) Будем говорить, что семейство & обладает 
свойством факторизации, если для любого непрерывного 
отображения ^ из Л на пространство 2 счетного веса 
существует такой ^ & , что . 

Отображение ^ . ' Х ^ У называется с! -открытым (см. 
определение 4 и лемму 5 ив [ 7 ] ) , если V 1У^1^У1 
для любого открытого в V множества V . Пусть 5 
всюду плотно в произведении 2 = П{2^- '^^пространств 2^ 
счетного веса. Через р& обозначим проекцию 2 на 
грань 2^П{^л ;(*€В), гдеВ^А . Пусть &ъ - сужение 
от обращения р& на 5 Тогда является (X -открытым 
отображением, ибо р& открыто, а 5 вокду плотно в 2 
Кроме того, согласно теореме А.В.Архангельского [ 8 ] , 
сомейство отобранная с^* {«Лд-'в^А, }10 } обладает 
свойством факторизации. Ясно, что Л является 6 -ре
шеткой. Тикши образом, если свободная топологическая 
группа Р(Ю вкладывается ь качестве всюду плотного 
подпространства в произведение пространств счетного веса, 
то /"(X) обладает б" -решеткой из (Л -открытых 
отображений на пространства счотиого веса. 

Тесг>ема :1. Пусть X - недискретное пространство. 
Тогда свободная топологическая группа ( а также 
свободная абелова группа А(Ю ) не- иаеет б -решетки 
из непрерывных С( -открытых отображений на пространства 
счетного веса. 

Для доказательства теоремы I требуются -и,которые 
юнягия и вспомогательные ре^удьтаты. 



Определение 3. Последовательность 
назовем правильной, если У и 1 непрерывные гомо
морфизмы, I - мономорфизм, 6 иР-^-(ЬУ)- группы 
счетного веса (где {Г - топология на Р ) , ^ *УХ ) = У , 
ЬУ - компактное метризуемое расширение пространства У 

а группа Р алгебраически свободно порождается своим 
подлространст вом Ь У 

Несложное доказательство следу одой леммы опускается. 
Лемма 1. Пусть для каждого П±Ы задана правильная 

последовательность р(Х)-^-йа-^-
Тогда существует правильная последовательность 

Р / Х ) ^ С Х р у ( Ь У ) и для каждого №&1 сущест
вуют непрерывные гомоморфизмы <Яп и такие, что 
коммутативщ все диаграммы в и д Е р ^ * 6 * Р |ЬУ) 

Напомним, что семейство Б отображений пространства 
У называется ^ -направленным, если для любого счетно

го подсемейства найдется такой элемент ^ & , 
что Т * * для всех 

Лемма 2. Пусть свободная топологическая группа Р(Х) 
над недискретным пространством X обладает свойством 
Сусдина и оС - некоторая €Г-решетка иа непрерывных 
отображений группы на пространства счетного сса, 
обладающая свойством факторизации. Тогда существуют 
отображение $ б<& группы Р(Х) на недискретное простран
ство Т очетного веса, правильная последовательность 

и непрерывное уплотнение 
р-Т—*-Н такие, что *?=р*} и р - гомеоморфизм в 

точке/10) ^ где в _ единица в Р(Х) . 
Доказательство. Обозначим через & семейство 

всех таких непрерывных гомоморфизмов К : Р/Х) — Н п 

на группы счетного веса, что для некоторого моноиор-
фиама ] последователыюсть Р/Х)^- Н ^ ^ ^ | Ь 2 ) 
является правильной. Нетрудно показать, что Ь гонфи-
иально в в-решетке Ш рсех непрйрыьных лч.-. ^ И З М С Б 



иа Р(Х) на группы счетного веса* Группа Р(Х) нвдискрет-
на, так как недискретно пространство X • Если псевдоха
рактер группы ЯХ) счетен, то существует непрерывное щ 

уплотнение ^ с группы Р(Х) на пространство % ямеладэго 
веса (см. [ 9 ^ . Тогда То недискретно л вое возникающие 
в результате дальнейших построений группы • пространства 
также будут недискретнь. Поэтому предположим, что псевдо
характер Р(Х) несчетен. 

Пусть ^ в в С и Тс -^ {Р1Х| Любая группа оо свойст
вом Суслина топологически и изоморфно вкладывается в 
произведение групп счетного веса ,<?Ц.*[Д0] и . [ п ] , 
поэтому семейство 7/1 порождаем .ирходЦую топологию на 
р(Х) . Так как & колониально в ЛИ этим свойством 
обладает и & • Поскольку точка ^ ( Ц ) имеет счетную оазу 
в пространстве Та ( 6 - единила в*Г{Х) ) , а семейство 

б является ^-направленным (лемма 1 ) , существует 
гомоморфизм 1 о ^ & со следующими свойствами: 

( а с ) для любого открытого в Т 0 множества У^^оIе) 
существует такое открытое в $>(Р/Х)) множество М э ^ > ( ё ) ? 

Ч Т О &№Я$Х1\) ; 

( б 0 ) для любых а #уеР/Х )из равенства У о ( ^ = ^ у ) 
следует, что 

действительно, так как Р(Х) обладает свойством 
Суслина, по теореме й.В.Ц^епина [ 12] существуют замкнутый 
нормальный делитель счетного асездохарактера в Р/Х) 
и нп про рыв пая функция ^ на фактор-групп'о К = Р / Х ) / Н 
такие, что^о г У °ЭГ* , где фчктор-гомоыор1>изи Р ( Х ) 
на К Тогда К - суслинскэя группа счетного псовдоха-
фактора, поъчсх.у К допускает гомоморфное уплотнение ^ 
на группу Ко со счетной базой Ц10 ] Поэтому в качестве 
VI нужно взять тот элемент из Ъ> , для которого 
Уо-$°^Н ^ т с в о - - - 4 0 Ж н о вииду конфинальности & Б 771 ) . 

Обозначим образ Р(Х)при гомоморфизме $ через Но 
!]усть Уо=Уо(Х) . Так как , существуют компактное 
мстрисуемое расширение Ь С У 0 пространства Уо и непрерыв-
нвй мономорфизм Н 0 Р ^ / Ь Д , ) и группу счетного веса 
Р>- Р^(ЬоУо) с Т О П О Л О Г И Й ; ' ЗО Т : : И О , что 1С - тожествен
но, отображение п: ;Стве У& , а группа Ро алгебраи-



чески свободно порождается своим подпространством Ь0Уо . 
Так как решетка & обладает свойством факторизации, 

существует такое непрерывное отображение $4€^ • что 
ф з ^ о и д4^*Ро Поскольку псевдохарактер группы Р(Х) 
несчетен, существует точка €РРОтакая, что и 

Пусть - непрерывная Функция на 
раалича-одая точки XI и В Тогда существует такой 
ч т о н ^ Н 1 - Ясно, что . При этом 
^оГ^)=уо(е) , ибо 9 А * 5 ° . Пусть 11^1^—То- такое непре
рывное отображение, что , где 

Далее, существует гомоморфизм ^ е б группы Р(Х) 
на группу счетного веса, обладаний свойствами 

(а^) для любого открытого в 1} множества У э ^ ( ^ ) 
оуществует такое открытое в Н| множество , что 

( 6 4 ) для любых Д^у^ЯХ) из равенства ЭДЗО-Я/у) 
следует, что ^30&/||у). 

Поскольку ^ ^ У о | существует непрерывный гомомор
физм Я^НА^НО 9 для которого УЬ-Я^о^Й . Пусть 

1 4 : Н 4 - ~ р 4 =Я^(Ь^Ь!() - непрерывный мономорфизм, гаранти-
рупцмй включение 9 где У ^ ^ ( Х ) . При этом можно 
считать, что существует непрерывный гомоморфизм 
К ^ ' ^ /ь такой, что коммутативна диаграмма 

Действительно, в качестве У* и [4 можно ваять 
гомоморфизмы V* и I | существование которых утверждает
ся в лемме I . 

Продолжая построение, наИ+О-и шаге аналогичным 
образом определяются непрерывные гомоморфизмы Ч*л+|, 1 л н , 
Я»н>л и непрерывные о т о б р а ж е н и я ^ р / Х ^ Т ^ . ^ е ^ 
и^^Т^.-^Тй и коммутативная диаграмма 



в которой каждая из двух горизонтальных последовательностей 
является правильной и У л ^ л н с$п+* » При этом должны 
выполняться условия (вц+* ) и (611+1} * аналогичное условиям 
( 0 1 ) и (61 ) • Кроме того, определяется точка 2п+1 из 
Р(Х) так, чтобы З п 1 & п + 4 ) = М е \ ш } * * 1 ж * * й * А м ( е ) . 

Из построения следует, что •* , 
поэтому * Для каждого & е Н положим Ои=1а°$1 

П у с т ь ^ Г , 9 = 1 , 9 . Л = № * 1 * . № ( № ) ) -

Ё=д(Р(Х)) • Так как ^ §п для любого Л ^ М * , суще
ствует такой непрерывный гомоморфизм * ; Н - * - Р г что 

0 = 1 °1Р • Кроме того, для каждого Л е 1 | / существуют не
прерывные гомоморфизмы 9[ц*Н"""~Н^*'%:Р"**Ра и непре
рывное отображение Т -*~Тгъ-н такие, что коммутативна 
диаграмма ? ^ _ р М _ _ р 

Та*4 ^ Нп — — Рп 

Ясно, что I является мономорфизмом, так как таковыми 
являются гомоморфизмы 1п , Поскольку & + к - Ф п 
при любом П € | | 9 существует непрерывное отображение 
р : Т — т а к о е , что У=р«\/ Так как для каждого 

выполняется условие (0>ц) , заключаем, что отображе
ние р является гомеоморфным в точке Кроме того, 
р - уплотнение, ибо при любом И е1Н и для любых 

следует, что $п[2)-Зп1Ц). 
Пусть Р - предел обратного спектра из групп Рп и ^ 
соответствующих гомоморфизмов Упы^н . Тогда группа Р 
имеет счетную базу, алгебраически свободно порождается 
некоторым своим компактным подпространством В = Ь У (являю
щимся пределом подспектра из метризуемых компактов ЬиУн ) , 
в котором всюду плотно множество § причем Р 
естественно вкладываетея.в.Р Следовательно, последо
вательность Н — г является правильной. 
Наконец, пространство Т недискретно. Действительно, 
Ы Я п + 0 = } н ( е ) и Зп*(е) для каждого 
неЦ\ » поэтому нетривиальная последовательность 

{ ] | ДСП) Г П*№У . сходится к точке^(е) . 



Доказатольство теоремы 2. Предположим, что существует 
б - решетка сС непрерывных о[ -открытых отображений иэ 
Р(Х) на пространства счетного веса. Согласно теореые 1 

иа [13Лрелетка Л обладает свойством факторизации, а 
р[Х) удовлетворяет условию Суелина. 

Применял лемму 2, находим непрерывное отображение 
группы Р(Х) на пространство Т счетного веса, 

пра вильную пооледоьатольиость 
и уплотнение р»Т^Н такие, что У~р°$ и р - гомео
морфизм в точке . Пусть * Л ^ Й * } - счетная база 
в единице вн группы Н Группы Н и Р=|у(бУ) недиск
ретны, так как недиекпетно пространство Т , а р и I 
уплотнения. Пусть {Ун : - оа;;а из окрестностей 6н в 
Н такая, что 1Уп)п ^11ц для каждого П е ^ * Поскольку 
I - мономорфизм и ЬУ алгебраически свободно порождает 

группу Р , группа Н ал гебр ич ее к и свободно порочцаот-
ся своим подпространством Х= *^Х ) . для каждого 
зафиксируем элемент Цл из Уп , ииелщий длину 2 отно
сительно X ._Тогда элемент Нп=1Цч)П имеет длину 2/1 
относительно X и* Кп^11ц ввиду въЗора множества Уй 
Таким образом, последовательность 1 Ил • И. € №*У сходит
ся к единице группы Н_ 

Пусть у= и 9 продолжение ^ до непрерывно
го отображения стоун-чехоьсяого расширения ^Х_ на ЬУ 
Тогда существует продолжение у отобра копия У до непре
рывного гомоморфизма Р(рХ) на Р-Е^ЬУ) При этом 
в^/А) 3 (^метим, что топология свободной группы 
Р/Х) » вообще говоря, сильнее, чем индуцированная тополо

гия из Р/>Х) ) . Пусть НЛ = 4 ( Ы ,ПбАГ 1ак как ллина 
Ьп относительно ЬУ равна ?И ( I - мономорфизм) и 

множество Рп слов длины - П замкнуто в р , существует 
открытое в Р А множество Л|э/|л такое, что РмЛГ^п^^. 
Положим Ф=[фЛФпЪ П*Ш4У Пуст|Ф^ - множество 
слов в Р(^Х) длины *П о т н о с и т е л ь н о Я с н о , что 
при любом не более чем П элементов семейства 7 
пересекаются о Фп» » поэтому множество К = 0$ замкну
то в Р(^Х) оогласно теореме 4 иа С &У . Очевидно, 
в * К . Млев, положим №,= ( н Ш и ^ Щ 1 П € ^ } , 



Тогда - [ Ь л
: } 9 V/ в поэтому €у принадлежит 

замыканию открытого в Н множества V? * Так как уплотне
ние р * 7~Н является гомеоморфизмом в точке $(&\ » то^/ё) 
принадлежит замыканию множества ^-р^1^) » Ооскольку 
У ^ Э Р , отображение ^ является с! -откола* , и ЕЮ этому 
СК$3=[Г'м] • Сл едовате л ьно , е е [Ч - * ^ Однако, 

где 0 - « | й | Л € | Г З . 
Поэтому }'*1№1§УЩ9 ибо № а д = 2 * Ф * Кроме того, 
( ^ ) ~^$ ) ^содержится в замкнутом множестве К » откуда 
е^С^л(У/^-К Последнее нротиворечит тому, что 6 $ К . 
Это завершает доказательство теоремы. 
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К Р Ш Р Ш У Ш Р А П О Ж Я Ы рлвцщрюга 
ПРОСТРАНСТВА 

6.11. Фёдорова 
ШТШ мы. В.И.Ленина 

В это1 заметке доказывается, что свойство ультрапол
ноты отделимого равномерного ароотДОюти* равносильно 
выполнению некоторой теоремы тмп* Стъу^в^Вейерштрасоа в 
пространстве равномерно не*фв$ы0МДО фунян^й,- Йопутно 
получены и другие критерии умЙДО&йКИйг^ 

Понятие ул4тралол140го ра-внойфного- пространства 
введено впервые Иобеллом1 и1 Гийв^Й^^бм.- Здесь рассматри
вается эт^н&лЪнТное определение п^иМадлекыдее Келли С И . 
Пусть Х̂  - оЧ^яимое равномерное 1фо6Транство о фунда
ментальное йГст^мой равномерных окружений VI . Для 
непустого множества череа 'Ц/А) обоаначаетоя 
множество 
Семойство А непустых подмножеств пространства X назы
вается фундаментальным, если 1) оно является базисом 
рильтри в X и 2) для каждого равномерного окружения 
%е. 44 существует Ае% такое, что АсЦ|Й>) для всех 
2 )6^ ' Говорят, что фундаментальное семейство Я 

сходиться к множеству С ^ Х # если для любого 41 
существует А ^ А , содержащееся в 11(0) Нетрудно 
проворить, что если фундаментальное семейство А__ сходится 
к множеству С^Х , то С-С\{А]Ае%У , где А 
означает замыкание А в X 

Определение 1. Отделимое равномерное пространство 
называется ультраполным, если каждое фундаментальное 
семейство в нём сходится. 

Пусть Р$) - векторная решетка всех звществе'*н*х 
равномерно непрерывных на X функций с поточечными 
шиейными операциями и поточечным упорядочением, Я>(Х) 

а е подрешетка, ооотапленпая всеми, ограниченными функциями, 
- множоство все/, р^лчостепенно равномерно иепрерьр-



ных подмножеств Р(Х) , ограниченных в каждой точке , 
а Л - всех равностепенно равномерно непрерывных равно
мерно ограниченных подмножеств. Через V будем обозначать 
топологию в Р(Х) сходимости в каждой точке из X и на
зывать ее слабой. В Р(Х) будет рассматриваться также 
топология рШ - сильнейшая из всевозможных топологий в 

РРО , совподакцих с V на ка.адом , а в - ее 
аналог, получающийся заменой 2Л на Л Замкнутыми отно
сительно (относительно VII ) являются те и только те 
множества Б (соответственно в Р е М ) , пересечение 
которых с каждым Н^ЗЙ (соответственно Н^71 ) слабо 
замкнуто в И . 

Напомним, 'что идеалом ьекторной решетки & называет
ся всякое векторное подпространство ч в А , обладающее 
свойством нормальности: в е л и т е $ , и то 

В работе С^^Дан следу;чци>1 дуальный критерий ультра
полноты. 

Теорема 1. Для того, чтобы равномерное пространство 
X было ультраполным, необходимо и достаточно, чтобы 

всякий 1̂ Й2 -замкнутый ( 1гЦ -замкнутый) идеал векторной 
решетки Р(Х) (соответственно Р̂  (X ) ) был V"-замкнут. 

Определение И. Пусть Л - векторная решетка функций 
на множестве X , разделялся точки из X и содер/ьаи,ая 
константы, X - некоторая топология в ной. Будем говорить, 
что в пространстве ( ^ , 1 ) исполняется'теорема Стоуна-
Вейерштрасса, если всякая Ъ - замкнутая векторная подро
с т к а в & , содержащая константы и разделяющая точки из 

X , совпадает с & 
Как доказала Л.Н.Мохова, если X - ультраполнос 

равномерное пространство, то в пространствах /Р^(Х)^?7) 
и (Р(Х),1ЛЙ) выполняется теорема Стоуна-Вейерштрасса С4 ] . 

Теорема 2. Следующие свойства отделимого равномерно
го пространства X равносильны: 

1) X ультраполно ; * 
2) в (Р^(^)щ^71 ) выполняется теореме Стоун^-Зейор-

1Д трасса; 



± 4 А 

3) для всякого фундаментального семейства А в X 
множество Л{Д I А «Ж} непусто; 

4) для всякого -замкнутого собственного идеала 
О векторной решетки-Р$(Х) найдется точка Д^Х в кото
рой все функции иа С1 равны нулю. 

Доказательство. Х ) = > 2 ) = > 3 ) доказано Л.Н.&о/.овой Г 4 ] . 
Убедимся, что 3 ) € = > 4 ) , Пусть выполнено 3} и О 
У Й -замкнутый собственный идеал векторной решетку (А) 
Обозначим через X множество всех абсолютно выпуклых 
равностепенно равномерно непрерывных равномерно ограничен
ных подмножеств Р&(Х) и рассмотрим в X демейство множеств 
Ан-{хеХ\\$12)\< 1 для всех/€НЛ0>, гае Н пробагветЯ 
Как докааано в работе Г^Л, ( Аи , ) А фундаментальное 
семейство. Согласно свойству 3) найдется точка Лс^Х 
такая, что Лс^(\{^\И^Х} . Пусть $ - произвольный элемент 
Я . То гда/еМО для некоторого , следователь* 

но9Ц(Я)\<1 для всехЛеАм, . Поскольку Д*сеАн , имеем 
. Таким образом, для всех^е<? . Но й 

векторное пространство, и следовательно,${Щ-0 для всех 
^ё^ . Докажем, что 4 ) : г > 3 ) . Пусть % - фундаменталь

ное семейство в X Положим для всех 
^ - ^ { А 1 ! Ае А^ • (? - объединение слабых замыканий 

всевозможных множеств И^71 , содержащихся в 9 . Тогда 
(? - собственный -замкнутый идеал векторной решет

ки Р(в(Х) * Р С И Л У 4) иайдетсг. точка Д«еХ , где 
все ^ 0 равны нулю. Отсюда оледует, что ^ с 6 П{А|А^А^. 
Действительно, если бы ^ 0 # А для рзкоторсго А^А , то 
существовала бы функция у € ^(Х) тв.гая, что $)Щ=0 для всех 
ДОА и д№)?0. Но тогда имели С( и р№>)/0 в проти
воречие с выбором Зс Итак, 4) выполнено и доказатель
ство 2)<=т>4) завершено. Дока^аы, что 4 ) = > 1 ) . Согласно 
теореме 1 для установления с»,оютва 1) достаточно убедить
ся, что всякий 'VII -заигчуткй идеал 0 векторной решетки 
Р * М слабо вамкн>т. ^ с т ^ е Р ^ Х З ^ С и / е б 1 \ Для 
всякое натурального а положим Х л ~ 1 ^ е Х | ^ № ) | * ^ } - # 

Очевидно, что Хл> аамкнутоэ подпространство X . 
Р О Л И ХгГ-& япп всех А , т о ^ - Р , и слодонатол;*но„/ ей} 
В протиэном случае найдется натуральное ч и с л и в ' таьие, 



/О Х л * 0 для всех ПЪХ [{ак уже доказано, 4 ) ^ ^ Э ) , 
что X обладает свойством 3 ) , которое, очевидно, 

наследуется любым его замкнутым подпространством . 3 
частности, 3) выполнено для всех Х Л (Л>Х* ) • Рассмотрим 
в Рд(Хл) множество йп , образованное сужениями на X* 
всевозможных функций из 0 Легко видеть, что йп -
1ГЙ -замкнутый идеал векторной решетки Р*(Хп)в Предположим, 

что идеал Оп собственный» Так как 3)С=>4) для Хл • то 
существует Лд^Х в Такой, что ф2я)-0 для всех 0€Цп . Но 
ато противоречит тому, ч т о ^ 1 ^ ^ ^ , а суженивЛ Х л функ-
иии $ на множество Хп есть слабая точка прикосновения 
Ол» . Таклм образом, идеал Ол несобственный, т .е . 
0ц=^1Х|^ В таком случае 6 Ц л , и значит, в О 

найдется функция фпъО такая, что Цп№)-$[Эс) для всех 
ОсеХп • Положим 0л ( П?ЛГ) . Т о г д а ^ О . так 
как 0 - нормальное множество. Нетрудно видет!, что 
^ п \ п М с Л В самом деле,/ п (^^№)--0 для всех Х^Хи 
и О ^ Ф ' ^ Й И ^ для всех **^Хл , так что семейство 

» равномерно сходится к / . В силу -замк
нутости множества 0 получаем.$Ь§ . Коли теперь^/^^е/Х) 
и , т о ^ / 1 / " и / е С ^ По доказанному 
У %У^$ 9 и значит, ^ 0 итак, слабо замкнут 
и доказательство теоромы завершено. 

Замечание. Теорема 2 остается справедливой при 
8 а мене Р*1Х) на Р(Х) , а топологии 1>П на мШ : так как 
все рассуждения о теми же ссылками сохраняет силу. 

Пусть теперь X - вполне регулярное топологическое 
пространство, С(Х) - пространство всех вещественных 
непрерывных на X функций, ̂ ( Х ) - и^ьк ограниченных ве .̂ 
щественных непрерывных функции, V - сильнейшая из топо
логий в С(Х) 9 совпадающих на каждом равностепенно непре
рывном поточечно ограниченном множестве с топологией ^ 
поточечной сходимости, У^(ь - сильнейшая иа топологий в 
Сс (Х) , оовпадахцих на каждом рааном'фно ограниченном 
равностепенно непрерывном.множестве с топологией V 

Теорема 3. Следующие свойства вполне регулярного 
топологического пространства X равносильны: 

1) X паракомпактно; 



2) в {Сь{Х),Ъ1ь) выполняется теорема Стоуна-Ьейер-
штрасса; 

3) в ( С(Х) ,-IV ) выполняется теорема Стоуна-Вейер-
штрасса; 

4) для всякого собственного Щ -замкнутого идеала 
О векторной решетки С((Х) найдется точка из Л , в 

которой все ^ € О равны нулю; 
5) для всякого собственного № -замкнутого идеала 

О векторной решетки С(Х) найдется точка иэ X , в 
которой все ^(:0 равны нулю. 

Доказательство. Как доказал Исбелл [13Л , вполне 
регулярное пространство X паракомпактно тогда и только 
тогда, когда X ультраполно в сильнейшей ив равномерных 
структур, согласующихся с топологией в X . Для этой 
равномерной отруктуры С(Х) - пространство всех веществен
ных равномерно непрерывных функций, а УН совпадает с 
множеством всех слабо ограниченных равностепенно 
непрерывных подмножеств. Остается применить теорему 2 и 
учесть замечание к ней. 
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О СХОДИМОСТИ ЛИНЕИпЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
ИЛЪРАЦИЙ 

й.Н.Царькова, Лн.А.Матвеев 
Ш им.П.Стучки, НИИ 

Рассмотрим на некотором вероятностном пространстве 
(Яёу^РУ итерационную процедуру, определенную линейным 
разностным стохастическим уравнением 

ГЛд*/ = АЛл + Рпп (1) 

где А , Ь - митриш размерности П 1 * т , *ЬеЦ2 . ^ -
последовательность независимых одинаково распределенных 
случайных величин с Е | Л = 0 , Б | Л < оо # Введем в 
рассмотрение минимальную ё -алгебру &к , |1>К*0 , 
относительно которой измеримы случайные величию* Е- \ А . 
Определим семейство линейных операторов 1Лв,/Г| Е > 0

П 0 правил 
У», С Л при п*к 

к 1 Д / * * ^ 4 й 4 * > Л ' 
(2 ) 

где Л - единичная матрица. Решение уравнения (1) ХщЛ 
при Л > Л по начальным данным -измеримо и 
определяет переходную вероятность 

Р(М,* ,СЬР (Х ! 1леС ) (У) 
однородной цепи Маркова ( С - элемент б-алгебры 
борелевских множеств в Л2т ). 

Определение 1. Тривиальное решение (1) называется 
асимптотически устойчивым почти наверное, если для лябых 
8* О ,Т> 0 найдется т > О такое, что при всех 

Р(&ир\*1*\>8)<Г 
и, кроме того, для любых * 6 > 0 » Ф б В " 1 и 5 е | ] 

Определение 2. Тривиальное решение (1) называется 
Экспоненциально р-устойчивым(р > 0 ) , если существуют 
постоянные М>0 , ? > 0 такие, что при Я в Д > т

 к п>0 
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Е|х : л | ' * И е - *1 *Р . 
Обозначим Ур - класс непрерывных отображений К 

в 02+ , которые удовлетворяют условиям: 
1. существуют постоянные СА>0 9 Сл>0 такие, что 

для всех € К"1 

2. для всех д е Л Г , ^€В? т Л « * У >« ! *Л ) * » ( у ) . 
С уравнением вида (1) свяжем оператор 

+ В ш р - , V я € д!, (4 ) 

где индекс сверху у оператора указывает на то разностное 
/равнение, которым порожден данный оператор. 

Теорема 1. При.любом ре [0У1) для экопоненциальной 
р -устойчивости тривиального решения Ц ) . необходимо и 

достаточно существование такого 1 У € ч т о 
Необходимость. Рассмотрим Функцию 

-оома того, учитывая что 

К«0 в 11*0 

Достаточность.Пусть р-еУ/> и - ^ ' * 1 г « Ц « \ / р , 
- ь. 3с,>0 ,са>0 ,Ъ>0$>0:с^у1я)йЬ№нЪШ\1Ц#&1ар: 
тешда 

потом\ 

кольцу, ни . и^и.жн^ считать ^ < С а , то 



Итак, для всех о<< ( '^ущг)^ получаем экспоненциальную 
р -устойчивость тривиального решения (12 ) . Аналогично 

доказывается обратное утверждение. 
Если теперь наряду с (1) рассматривать уравнение 

* ю = А З п + Ь 4 | | ^ , (14) 

где 

* п = Н при | | П | > ^ М € | ^ , О Ь ) 

то очевидно ЗЫ0^Ц^ такое, что при всех Л/*Л/в уравнения 
(1 ) и (14) ведут себя в смысле зкспонеициально;! р -

[10 ИНДУКЦИИ 

Е И « 0 < ( ь а ) " 1 ^ < Р а ( ^ - Ь ) " | Л | ? (Ю) 

П оэтому 

Е|Ш||^^Е^)^Ме^ п/л| р
э ( И ) 

где М = . * > 0 . Теорема доказана. 

Рассмотрим теперь наряду с (1) уравнение 

Г у ™ » А у л * в № ^ ( 1 2 ) 

где Е^п^О, 0 (7л -|и)=оС У л е ^ . 
Следствие 1. Если о(€/&.с(») , где с/0 - достаточно 

мало, то из экспоненциальной р -устойчивости тривиально
го решения одного из уравне} ( I ) или (12) следует 
экспоненциальная р -устойчивость тривиального решения 
другого. 

Доказательство. Пусть тривиальное решение (1) экспо
ненциально р -устойчиво. Тогда 3 1 ^ е V р и в обозначе
ниях доказательства теоремы 1 



устойчивости одинаково. 
Следствие 2. Еоли Б|4<°° и существую? такие Но 

и * в У р , что при всех ЫгНо'Л{9°1У€Ур , то -<зР'\еУр. 
Лемма 1. Иа экспоненциальной р -устойчивости 

тривиального решения ( 1 ) при некотором р>0 с л е з е т 
асимптотическая устойчивость почти наворчое. 

Доказательство. Справедливость этого утверждения 
следует иэ неравенств 

где М>0 и Ф>0 иэ определения 2 . 
Пример 1 . Пусть в итерационном соотношении ( 1 ) А*0 ш 

В- в * , |о=б ? где ^« - последовательность 
независимых нормально распределенных М{0УО случайных 
величин, 0 . Тогда 

Е / а * / - Е { Е / а . | > = ... = Г^\л\\ 

Анализируя I* 
В№*<*НЫ)** (18) 

получаем, что при всех р€(0,4) имеет место экспоненциаль
ная р -устойчивость и поэтому, согласно лемме 1 , и 
асимптотическая устойчивость почти наверное тривиального 
решения. Интересным в отом примере является тот факт, что 
Е/ХоЯ-1 , т . е . в среднем все траектории остаются 

на месте, в то время как вторые моменты решения бесконечно 
растут, а все реализации стремятся к нулю при п - »оо 

Теорема 2. Если существует О О такое, что при 
любом П6|у/ с вероятностью один выполняется неравен
ство ЙА+Ь^П|^С ^ х 0 из асимптотической устойчивости 
почти наверное тривиального решения следует его экспонен
циальная р -устойчивость при всех достаточно малых р>0 . 

Доказательство. Согласно определению 1 при <$*-^ 
| существует с* такое, что выполняется 



где ^(*-*)«4 - первый момент выхода траекторий аа границу 
шара радиуса 2'*"*'* Учитывая неравенство / X 2 ( в " ^ 
при всех УУ независимость */*-г)<4 и -л*^ для 
любых Л > 0 а такие однородность цепи Маркова, полу
чаем 

= %-я' % ? к » д , 

(25) 

Учитывая яин&йпость оператора Хо легко убедиться в 
справедливости неравенства 

* ю Р (8^|Х.*л|>2 < " *** ) ) « 4 (20) 

иьедеы в рассмотрение последовательность шнров Ь[и>е ^>аФи 

пространстьа Ф т с центром в нуле и радиусом 2 и 
будем изучать вероятность выхода из этих шаров траекто
рия марковского процесса, определенного соотношением ( 1 ) , 
начальные точки которых принадлежат $10*1) 
Обозначим 

7« - *>Р Р(*иР 1Х1л1>2**). (21) 

Заметим, что 

Ъ<1. % - 5 «р Р 1 Х 2 Ф * и 1 (22) 
Пусть теперь Л такое, что^ 

Тогда если траектория марковского процесса, определенного 
соотношением ( 1 ) , впервые покинула шар радиуса в 
момент ^ , то аа следующий один шаг сна не сможет 
достичь границу шара б^З*1*4**). В случае имеем 



Обозначив &^1Х,х\*21и>), оценим 

Рад в правой части (26) сходится для всех рё(0, 3 5 ) . 
, то по теореме Лебега о предель-

ном переходе под знаком интеграла, можно эапиоать 

й*тЕ1ХЫ'шО, ( 27 ) 
причем ив (36) следует, что эта сходимость равномерна по 
3*е6(0%0. Поэтому существует Т такое, что для 

всех с1>/**ы[Р^ 

Тогда для всех при *6>Т можно записать 

Учитывая неравенство 

\о индукции Д Л Я легко получить 

1\хЦ\'* е+Е1х:д1е<Ме-*1цР, 
де М«5ир *Ш> Е/Хо**/'- е*/т Теорема доказана. 

Пример ^. Б работа [^3 приводится теорема о необходи
мом и достаточном условии асимптотической устойчивости 
очти напорное тривиального решении уравнения (1) в случае, 
огда все 0 1 » а матрица А устойчива, т . е . 
•е ее собственные значения по модулю меньше единицы, 
обозначениях настоящей работы ото условие можно сформу

лировать в следующем виде: цля любой положительно опреде
ленной симметрической матрицы С( существует положительно 
мределенная симметрическая матрица Н такая, что 

А " Н А + Ь * Н В - Н = 0 . 

| иьеденное выше условие является С О необходимым и 
I статочным условием экспоненциальной 2-устойчивости 
1ч ивиального решения ( 1 ) . По-видимому в утверждении 
;1 оремы 2 работы С''"] пропущены некоторые условия, т .к . 



существование поло^ител1ьь(.»го романия* у*с и скалярном 
случай ив является *йЧ чй5^;»;йиЛг* .дли а с и м п т о т и ч е с к о й 

устойчивости да.эдрг*7.«? '*\г**я&зьнсг р̂ > ( 1 ) . 
Ь С4^1^ад«й 1?А"/Ч'*2# .{относительно числа Н ) 
имьа? г-*&ое р^:%(^е Г:ч:-д^ а *слько тогда, когда 

А 2 4 ь м е Ф у * с -г&м ^ч?денаа уравнения (1) в 
скалярном случае можно записи.» в | ,ри.е 

и применить для анализа ого асимптотики усиленныД закон 
больших чисел: 
Р[Ьт / л , | * = е Е Ь , ' А , ^ , ) = Р(«ш, - Й [ | , « « 1 А * | « Ы 4 

Ив етого равенства можно ааклкчигь, чтоР/ил! ЗИр^Л-О)-^ 
тогда и только тогда, когда г/люлия^тсн н^раьенсI ьо: 

^1-эгко убедиться, что И Л § \ 

ч< р/зиР1Х:&1>6) * (Л'*ЬЯ). 

Поетсму в случае с}(А,и)<0 для 6^0 и можно 
вначале выбрать т так» чтобы :»ра в с е х Я € 5(0,1) 
иялось неравенство 

а затем { € ( < ^ 0 тан, Ч 1 при ае5 ( 0 Д ) - н я л с и 

неравенство 



Поступила 12 января 1907 года. 

Итак, Б скалярном случае необходимое и достаточное 
условие асимптотической устойчивости почти наверное триви
ального решения (1) имеет вид */(А,б)<0. На рисунке 1 
область асимптотической устойчивости в первой четверти 
плоскости параметров А и Ь заштрихована о наклоном 
вправо. На атом же рисунке область А * 4 в а <1 в найденная 
по теореме 2 работы С 23 , заштрихована дважды. Как видно 
ив рисунка, условие |А|<^ не является необходимым для 
асимптотической устойчивости почти наверное. Но даже в 
случае 1А|<1 область асимптотической устойчивости почти 
наверное тривиального решения ( 1 ) , найденная при помоши 
критерия работы [ 2 ] ] , значительно меньше аналогичной 
области, найденной при помощи усиленного закона больших 
чисел.к ели воспользоваться результатами настоящей статьи, 
то в качестве области асимптотической устойчивости почти 
наверное тривиального решения Ш - В скалярном случае 
можно предложить неравенство ^* 

1т От ±[4-а//А + В а Г е *с/а - 4 ) <0, 
аквивалентное неравенству, найденному при помощи усиленного 
закона больших чисел. 

В заключение заметим, что идею построения примера 1 
и методику доказательства теоремы 2 авторы настоящий 
работы заимствовали из работы [ с ] . 
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Толодо^ДЕЩа й-уРУКтурн и ус отображения. Рига. 1967. 
УДК 514.17 + 515.1 

ЬШЮТОСТЬ В ПРОСТРАНСТВАХ МЕЖНОСТИ 

Я.П.Цирулис 
ЛГУ им. П. Стучки. 

§ 1. Введение 

Пространством нежности в [ ] былп названа пара 
(X , / ) , где X - множество, а / - меаноеть на нем, т . е . 
тернарное отношение, удовлетворяюще; аксиомам 

Р1 Р*№ 
рг рхих=>х=у, 
/ 3 ра%& ^>ргух> 
Р 4 рХ1Щф2Ц1> РИЦ1Г, 
р 5 раху.рхуи.х^ раху, 
р б рхау*рхиу ->р<хци ырхт • 
р 7 Щ^щ^х±у -? рхтчрхт. 

Здесь запись Р^у1 читается лежит между X и у 
Нежность/ называется линейной,если верно соотношение 
/ Э х рху*Щ1ХУр<1ЦХ. 

Напомним некоторые из полученных в [21 следствий 
этих аксиом 
$9 рхулуХАу^ЦЛ, [/>4,- А 21 
/ ю : ршу'рхуц-^рхщ [04, рЫ 
/ 1 4 : рхиурщ ^рхиучргиу , фб9 р 4] 
и добавим к ним еще два 
/ 1 6 : рщ.рщ/рии/и-рхшу, [ Ь М , / 3 , / Ю ] 
/ 1 7 : рХШ]>рЫ)у,ри1П1 =>Ц^. (/И, / 3 , / 9 ] 
Напомним так*;е, что в пространстве межпоети следующим 
образом можно определить -топологию 

Вцпукдост^ю на множестве X называют всякое семейст
во цо^крожеотэ X а содерншщоо С?АМО X и замкнутое относи-
?ЭД1ОД10 произвольных пересечений [ I I , 15.1 . Члены 
вддого семейства называют выпуклыми множествами 
Например, любое тернарное отношение / на X следующим 
образом порождает выпуклость 



Если при атом р - межность, будем навивать естест
венной выпуклостью в пространстве (X 9р ) . Всякую выпук
лость, которую можно представить в виде (1 ) для подходя
щей межности р , будем называть межностной. 

В работе показано» что естественная выпуклость прос
транства межности полностью определяет породившую ее 
межность, и дана характеристика межност«*х выпуклостей 
в терминах т.наа. интервальных рункиий. Одновременно уста
новлено,что в терминах таких функций пространства межнос
ти, а также топология былиолжоакы в работа Войжужвояу [61* 

$ 2. Предварительные сведения 

Интервальной функцией на X называют любую функцию 
типа Х*-~еогрХ ^ гд ] Е с л | | ^ _ такая 

функция, для краткости обычно будем писать [Х,у] вместо 
Ъ\Цй,Ц) Например, любое тернарное отношение р на X 
определяет интерпальную функцию посредством соотношения 

^ , у ] : = { и е Х : ^ 2 0 у } . (2 ) 
Наоборот, каждая интервальная функция ведает такое отно
шение : 

Очевидно, эти два соотношения устанавливают взаимно одно
значное соответствие между тернарными отношениями и 
интервальными функциями. Для фиксированной интервальной 
функции множества в и ц а г Я , у ] называют интервалами, или 
промежутками. 

Каждая интервальная функция определяет некоторую 
выпуклооть 

Сспи ;= {АсХ :Уа\уеА [а\{/:]сА} (3) 
[ З ] , [П. Лгбая выпуклость, порожденная таким образом, 
также называется интервальной* Ясно, что при наличии ( 2 ) , 
( 2 1 ) определения (1) • (3) определяют одну и ту же дапук-
Йость; в частности, всякая межностная выпуклость является 
интервальной. 

ЛюбвЯ вьгг/клости Селе соответствует ее сболочеч-



его выпуклую оболочку сопу-А : 

при этом 

Бетеетеенно ожидаемое соотношение 

|»,$р = СОПУ+ХЦ}^ (4 ) 
где СРНУ - оболочечный оператор выпуклости (3 ) , имеет 
место в том и только в том случае, когда исходная интер
вальная функция удовлетворяет условиям 

которыо можно объединить в одно 
14 : и д г € [ л | у ] « [ и , о д с с д 1 | р . 

Но согласно следствию 2.1 ив [ 3 ] для каждой интервальной 
функции можно указать единственную такую, которая удовлет
воряет этим условиям и порождает ту же выпуклость. Отметим, 
что другое естественное соотношение 

утверждающее, что все одноточечные множества выпуклы, не 
вытекает из 11 - 13. 

Условиям Ч , 12, 13 соответствуют овойства / 1 , 
/ 3 , / 1 6 отношения / . А так как / ,18 "кав мы видели, дока
зывается с помощью / 1 4 , р з и / 1 0 , то иэ сказанного 
выше заключаем, что имеет место 

Теорема 1. Равные отношения межнооти порождают и 
разные выпуклости. Иначе - межностфе пространство 
полностью определяется своей естественной выпуклостью. 

Наконец для любого р е Х определим на X бинарное 
отношение , полагая 

Х*Ру О Хе1р*у3ш 

Бее труда проверяется, что ив ( 2 ) , ( 2 1 ) вытекает равно
сильность следующих утверждений 

а) каждое отношение является предупорядоченностью, 
б) имеют место условия / 1 , / 1 0 или равносильный им 

частный случай I 4 
16 : и,е1х>у] о [х,из , 



в) для лгбог-:, р 
д * р

ч у « Г р , й с [ р , у 1 . 
Последнее соотношение р»/«сте с (4) показывает, что при 
определениях условиях отношение ^р япляется т. нан. 
индупирп^анкой ^тленностью о баемо ом р - сь*. напри
мер, [ 5 3 

§ 3. Один вспомогательный результат 

В [ оЗ изучались спойстла выпуклости, е;трслеляомол 
такой интервальном" {:уч?--цией, которая удовлетворяет аксио
мам 11, 129 I 5, 

19 с [х , д ] л [ а ^ . а д , и * и Ф З У У « ^ [ ^ а д . 
В действительности гдесь /.5 является очевидным 

следствием 13 (при и 11. 1*?;уклость такого 
типа будем нп- _:?ть V -выпуклостью. 

№ пока оставим в стороне весьма громоздкую аксиому 
( 9 и изучим роль осталь-гкк аксиом V -выпуклости: 

Всюду в дальнеК^' будем считать, что аа]иодированы неко
торая интервальная функция и соответствующее еЯ тернарное 
отношение Р , так что выполняются оба соотношения ( 2 ) , 
( 2 ' ) . Тогда, напри'.:°р, из 1\% 1о или равносильных им 
условий р1% пмтекает. ?»то 

I К М / ) \0ф 14), 1ЯФ>^17. 
Но мы уже вплели, ;*то 1 3 ^ ^ 1 6 р.),. / > Н ^ $ 1* 
так что из 17 и 12 яытокает и 1Я. Поэтому для V -
выпуклости в-ерно соотношение ( 4 ) . 

Теорема 2. Равносильны следуедио утвертУчения: 
а) выполняется П , 12, 17, 
б) вьпзлн^отся р [ 9 />2, / о , / 4 , />10 г 

в) кахтс отношение янлястся упорядоченностью с 
наимг»нь1М!>. элементом р ; онэ линейна на любом 
про в:?да Гр» (|3 • и и з э т с м промежутке 
отно-1Г»ч:э ^ обратно к "̂м , 

г ) Р 1 ; ; : ! Т ^ * Ю, л на ка.-и.см промежутке отно'ле-



ность а) и б) означает, что 
/И, / 3 = > ((/> 1 0 , / 14,/17) < = > ( / 2 , / 4 , / б , / > 1 0 ) ) . 

Мы ухе видели» что в скобках левая часть эквиваленции 
вытекает иа правой. Проверим обратное; для етого допустим, 
что верны / I , / 3 , / Ю . Тогда иа / 1 7 вытекает / 9 , а 
из р9 - / 2 . Далее, с помощью />9 , /)10 и / 1 4 полу
чаем / 4 : 

/ 2 И У , / З Ш Г р т к [ / 1 0 3 
рхцг,рхм =Ф рхуи чриутг, [ А 1 4 3 
рзуи9рхиу ^* ы - у , % С / 9 3 

и=и ^ /17у1г С/1, / 3 3 
Нанонец, иэ / 1 4 и / 4 , / 3 вытекает / 6 . 

Теперь убедимся, что равносильны б) и в ) . Нам 
будут нужны еще два соотношения, содержащие / 
61 1 : рхху, 
/ 1 8 : раиу.рхуу ^(рзшг^рут). 
Теперь очевидно, что четыре упомянутых в в) факта в тер
минах отношения / можно записать соответственно как 
( / 1 , / 1 0 , / 9 ) , / 1 ' , / 6 и / 1 8 . Положив в /18 и=Х % 

получим, что 
/ I 1 . / 1 8 = > / Э . 

Кроме того, 
/ 3 ^ ( / 1 8 < » / 4 ) , 

а в итоге 
/ 1 ' г о ( /18 ( / 3 . / 4 ) ) . 

Остается лишь отметить, что с одной стороны, / 1 , 
/ 3 = > / 1 ' и / 2 , / 4 / 9 , а с другой - что / 2 со 

держится в / 9 . С 
Наконец, убедимся, что равносильны б) и г ) • В на

правлении б) и г ) особой проверки требует лишь линей
ность / : 

ррх$<рР№*ррЩ ^рхцзчрцьхурщ. 
Но это легко может быть сделано о помощью / 6 и / 4 . 
А если верно г ) , то / 1 , / 2 » / 3 и / 1 0 , очевидно, в 
X выполнится. Выполняется и /> 4: если рхий- и 

рзуУ, то ввиду / 1 0 рхиЬ-, и остается сослаться на 
ограничение / 4 в ЬЯ>1Й, чтобы получить 



А так как каждая линейная нежность обладает свойствами 
/ 5 , / 9 , в X выполняется и / 6 . Действительно, если 
рхиу в рхщ щ то ХМ\ге[л,Ц] • • поэтому имеет 

место рХШГ , р%Ш или рихи- В последнем случае 
имеем (в [а^!/] Ь 

/ и д о , А Д Ш о у/иду. С/5 ] 

рихучрщ ^> и=х, с/з, / 9 ] 
а = д ^>риху. 1/Зв / д 

Теорема доказана. 

$ 4. Характеристика мемностнкх выпуклостей 
Из доказанной в предыдущем параграфе теоремы выте

кает, что интервальная функция, порождающая межностную 
выпуклость, обладает свойствами 17, 16. мы сейчас 
увидим, что она обладает я свойством ( 9 , что это свойст
во фактически сводится к двум своим честным случаям м что 
свойства 17 - ( 9 (вместе с 11, 12) полностью характе
ризуют ыежностнхе выпуклости. 

По-прежнему предполагается, 4*0 |»бе*дтрив*<шдя 
фугашжя а отношение / о вязаны посредством ( 2 ) , (2 'У « 9 

Теорема Э. Если верш соотношения I I , 120 17, 1ё 
ажж, что то же, / 1 - / 4 , / 6 , / 1 0 , то 

19 о ( <-5, '1.7). 
Доказательство. Допустим, что условие теоремы 

выполнено. Цусть верно также 19; проверим / 5 в / 7 . 
Вон риху , рхуг я х*у , то л,уе[и,уш&.Ю , 

а ооглаоно 19 Х^лу принадлежат одному ив промежутков 
Г и , у З^&,М § Г«ДЗ , Г 1/,гу р В : . 1/] р Ги.^ . Рассмотрим каждую 
ив шести воеможностей в отдельности. 

1. Тогда ри^у 9
 ч т о вместе с риху по / 1 4 дает 

/идо или ршу • В первом случае получено требуемое, 
а во втором ввиду рхутг по / 3 в / 9 получаем Х~у , 
«то невозможно. 

2. Тогда {Ухи!1 , , что вместе о рху^- по рв дает 
рхиу иди рьуи • В первом случае ввиду рилу по / 3 и 
Р>9 и>Я и далее по / 1 ж / 3 получаем требуемое рихо* 

а во втором рейду ЩХ\Х по рз и 09 получаем Л = у . 



3. Тогда РИУ& , что вмеоте о Р*&Ц по Р 9 дает 

4. Тогда в Ч Т о шесте о р№рУ по ̂ З и ^ 9 
дает Д - у 

5. Тогда , что вместе с ^ у ^ по / 9 дает 

6. Тогда РИ>&1У 9 что и требуется. 
Итак, ^ 5 имеет место. Если, далее, рзун >Р1угх' и &*у . 
то Л ^ Е В С И З Л Р , « 1 и согласно ^9 я, и, Р принадлежат 
одному изпромеяутковГ<я\и]#Г2.»г>3 р Е*и * 3 . Рассмотрим каждую 
из четырех возможностей в отдельности. 

1. Тогда РАШ 
2. Тогда р > Ы 1 У 

3. Тогда РАИХ 9 и по РГ 9 откуда по 
/ 1 получаем РХШГ 

4. Тогда РМ** в что вместе о по / 4 и ̂  3 
дает Р\}Х\> 9 а это вмеоте о Я Щ Ь по РЗ ш р>9 дает <2^. 

Итак, ^ 7 тоже ш е е * место. 
Пусть теперь, наоборот, в ерны^5 и ^>7: проверим 19. 

Предположим, что и что 

ввиду ^ 1 нам достаточно показать, что какие-либо две из 
точек З^Хр&л* лежат мещду двумя ос таль « л * и. 

Согласно / 1 4 и ^ 3 из четырех сделанных предположе
ний получаем, что Р^ИУ- или РЬЯ^М 9 а также что Р^ЗИ^ 
или ^РГЦИХГ . Для определенности допуотим, что 

Р^ЦУ 9 РХ3ИУ- \ 

три остальных случая рассматриваются аналогично. В силу 
Р4 шърсьиУ- %РА&АЪ и из рЯэМГ .РХД\У<Ь, следуют соот

ветственно 

Так как И*1>-, отсвда в оилу РП РЩ&ыъри*^ , и в 
точности так жв иа рд±ИИ- и .ДОэДО (с помощью РЗ) выте
кает р&х&№ или Р&з^Р* Рассмотрим отдельно четыре возмож
ных здесь случая. 

1)РИЙЪ&, и <у0оде>!>'. Тогда 

РЮ&Э . ***** = > И М 4 * С>3 23 



ралилг чрих2*ч 9и+Ъ *>№,х&4, г / з , / 5 ] 
У , р<*№ / * з д * , с/ ю з 

2) ^ З Л * и рХзЫ\ Тогда 
/ З Д ? . / * * * * ^ . д м л , с / ю з 
/ % 1 1 Л ^ / И ^ = > > М ? ^ . Г / ^ З . / Д О З 

3) /МВД, я / О Д Р Аналогично 2 ) . 
4) /ШВД и / а у Ъ ^ . Анологично 1). 

Теорема доказана. 
Так как / 1 0 верно для нежности, мь, подведя некото

рые итоги, иа теорем 3 и х получаем 
Следствие 4. Тернарное отношение р является неж

ностью на X тогда и только тогда, когда соответствующая 
ему интервальная функция обладает свойствами 11, 17, 

Ь 8, 19 . Поэтому произвольная выпуклость на X является 
межноотной тогда и только тогда, когда она является V -
выпуклостью. 

$ 5. Замечания о двух топологиях на простран
стве нежности 

В [63 были определены два типа топологий на рас
сматриваемых там пространствах V-выпуклости. Ввиду 
подученного в предыдущем параграфе следствия 4, такие 
топологии могут быть определены и на пространствах неж
ности. Опишем эти топологии несколько отличным от С61 , 
но равносильным образом. 

Пусть имеется пространство нежности (X ) и зафик
сирована соответствующая интервальная функция.' Для крат
кости будем писать С2,(/Г ,3.2\{/3 соответственно вместо 
[Х,у1\{у} , [ д

1 у З \ ( л ' } " . Открытой звездой в точке р 
короче - р -звездой будем называть любое множество 
вида 1/([р,яГ- а ' 6 Л ) • где А - какое-либо Сне содержащеер) 

множество точек, попарно несравнимых в смысле упорядочен* 
ности ^ Р , т . е . антицепь. Если при этом антицепь А макси
мальная, определяемую ею звезду будем называть полной. 
Пусть 5Цр) - множество всех полных р -звезд, и пусть 

[6; указ* -:то семей'.; -на Ъ • . аккнуты относи-



тельно конечных пересечений и могут поэтому служить бази
сами топологий на X Обозначим эти топологии соответст
венно через Та и 

Теорема 5. Топологии и и Т Р совпадают. 
Доказательство. В [63 было указано также, что то 

п о л о г и я ^ совпадает со своей базой А . Перепишем еще 
определение топологии ^ из § 1 следующим образом: 

Убедимся сперва, что ' ^ с ^ . Пусть ЬсЪ 9 рвЬ 9<ЗФр 
Должна существовать максимальная антицепь А в смысле 

, которая определяет р—звезду М такую, ч т о М ^ В . 
Тогда в А найдется сравнимый с А элемент V : ррЛ1*Урр1№. 
Понятно, что ЪФр . Пусть , еслирр*У- , и * / : = ^ 
если ррЪ& . В любом случае У^ЗрЛЗ » поэтому 

Следовательно, # е ^ Э . Пусть теперь Ме^р , Р&11 
Выберем произвольную максимальную антицепь А в смысле 

. Любой элемент Л из А отличен от р , поэтому 
в ЗрДЗ можно указать такую точку у^ 9 что Гр.(/*ГС1/ 
Множество всех таких точек ул для <2еА также образует 
антицепь А' . Действительно, допустим, что для «&,<3 3М, 
У*4рУ*л Л к н а к Уъе1р>*Л $ т . е . ^ 4 ^ % . то в итоге 
^ $р<а^ . В то же время ^*|€рД * Цъ±р . Тогда 
Р\>%^ и РРЦ^Зз • и п 0 4 и Д 2 сравнимы, а вначит -
совпадают, поэтому совпадают у% и ̂ > • Далее, антицепь А4 

максимальна: еодн Ц - произвольная точка, то она сравнима 
с какой-либо точкой у? из А , а поэтому и с точкой у* из 

А' Пуоть М - р - звезда , определяемая антицепью А' . 

Выше уже было отмечено, что всегда [рф1сИ ; следователь
но Мс[1 А в итоге заключаем, что Теорема доказана. 

Можно привести примеры» показывающие, что естествен
ная выпуклость Ср пространства межности не является 
т оп о логической, < см • С 5Л относительно топологии Тр : не 
всегда выпуклая оболочка конечного множества точек Тр -
замкнута. Аналогичный вопрос для остается открытым. 
Отметил лишь, что, как указано (без доказательства) вГ6Л, 
в случае евклидовых пространств о обычным понятием не/люотя 
топология Ъ2совпадает о соычкоЯ. 
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Топологические С Т Р У К Т У Р Ы • шх отображения. РигаЛ9В7 

УДК 517.57 

Д Ж А З А Т Е Л С Т В О спето здешнего ЩГАВЕНСГГВА 

ЛГТ « и О* Стучп 

В Г П в Р А З Д Е Л Е №цк>1*еД р г о Ы в и был поставлен 
вопрос: 

"Справедлжтю ш неравенство 
у Л * ( | / * - | ^ - 1 ) * ) - Л у * ( а ? » - ^ - 1 ) У } > 0 ( I ) 

для всех Ф,у€Й,а> }/>1 ? " 
Настоящая работа содержит утвердительный ответ не этот 

вопрос в случае Ц>1 . (При У = ^ очевиден отрицатель
ный ответ, т .к . 1.х*11*-0*)-&'1*(Лл-№-Л)А=0) 

Теорема. У ^ Л Л ^ } » У # е Л у и « > [ с р имеет место ( I ) . 
Доказательство, Зафиксируем произвольно у^Д/\Ш . 

Пусть для 0?еК+ 

Легко видеть, что 
№ > 0) <^Г<р * - < {/ -1 ) Л ) - « * - ! ) « ) > 62 (2) 

Заметим, что 

«йл^Юе) = </-йп *~<1Е7 = 0 (4 ) 

Очввидно, (^>й> 1^(1а0) 

Пусть оЦ|) = | > И С 4 = , тогда ввиду 
рН\Щя» ^ 1 Ш Е Е К ( ^ Ы ( ^ ) » + ^ * = 



Ооознач», ^ ( ^ Г « У * . 

Ввжду (7) имеем и№)>0)<*>(0№>< Л (8) 
Ре осуждая аналогячным образом, шз (3) получаем равенство 

Для завершения доказательства потребуется следующая лемме: 
Лемма. 3*се]у,+*>[г 
У л е З ^ Л С д'1*)-К'№< О, (Ю) 
У * € 7 ^ , + °°Г #№-1С(*)> 0. ( I I ) 

Так как &я г 6/п Л^х)= 0, то о учетом условия 
(9) яз леммы вытекает неравенство д№ < А/Х) для всех 
^^Л'^С^откуда я следует утверждение теоремы (см. (2) я ( 8 ) ) , 

Доказательство леммы. Имеем 

Пусть Л € { < , > . = } , тогда 

Полопш У№ = ( ! Ы ) * р о с - ^ 4 1 л ' - з ^ Ь ^ + у ] для всех сссв?. 
Заметем, что 

^ > у - 1 . (13) 
Действительно, для имеем 

1 « * 

Учитывая ( 4 ) , ( 5 ) я ( 6 ) , получаем 
1А<х)>о)<*>и1а:)> Ь/п «/(!*)) 



Поступила 25 ноября 1966 года-

нрг. $е \2% . . . , 7 } справедливость неравенства (13) проверя
ется непосредственным вычислением. 

Убедимся, что, если УЦ)* О , ^ е ^ + о о Г , то 

У ^ е Л ^ + о о Г ^ ) < ° - (14) 

С этой целы) рассмотрим 

Поскольку VxеК [Ц*Г>0 , то « 9 Я » $ 9 " П*) , где 

Принимал во внимание, что абсцисса вершины параболы 2 = 
- ^(^г) находится левее у на числовой оси, получаем ( 14 ) . 

Пусть аи> - первый корень уравнения = 
в области Я€~]Ц)+оо[ (существование такого корня обуслов
лено условиш ( 1 3 ) , непрерывностью 1 и очевидным соот
ношением Ьт в 0<Ц-1 ) 

Тогда У4:€;]У*+<Я>Г<№Е)>^1 . что дает условие ( 10 ) ; 
с другой стороны, яп основании условий ( 1 3 ) , ( 1 4 ) , (12) 
имеем ( У ( | ) > Л А С ) = ^ Л * ( Э | € 1 У Л Г 1*Ц)<0) Ф 
^ (V «г € 1а*л*>1 <ЛГ7)< о ) - * 

( у а е з а * ,+ » Г *ца)< Ч«и) ~ ц - 2 Х«*> С ̂  О 
Этим доказательство лемш, а тем самым, и теоремы, заверше
но. 

Естественно возникает вопроо о справедливости нера
венства ( I ) дня убЛ,+<*ЕЧ/ в однако он пока остается отк
рытым. 
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УДК 515.12 

ОТДЕЛИМОСТЬ В НЕЧЕТОК ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 1Р0ГГР\НСТЧАХ 

А.П.Шоотак 
ЛГУ им. П.Стучки 

Введение 

При исследовании тех или иных евойств нечетких мно
жеств в нечетких топологических пространствах на рассмат
риваемые пространства нередко приходится накладывать раз
личнее условия типа отделимости. Целью данной' и последующей 
[23] работ является систематическое изучение свойств типа 
отделимости в нечетких топологических пространствах. 
Здесь мы рассматриваем "низшие яксиомь* отделимости ( т . е . 
свойства типа Т0-, Тротделимостк, хаусдорфовости и 
регулярности); "высшие" аксиомы отделимости (т.е. 'свойства 
типа полной регулярности> нормальности и совершенной нормаль
ности) изучаются в [23 ] 

Для чтения работы желательно знакомство с терминоло
гией, обозначениями и конструкциями, введенными в [16] -
[22 ] . Однако для полноты изложения наиболее важные и часто 
используемые из них мы приводим в §0, нооящем вспомогатель
ный характер. Основное содержание работы представлено в 
последующих четырех параграфах. В $1 мы рассматриваем 
свойства типа хаус аорф о вести для нечетких топологических 
пространств. Зтим свойствам следует уделить особое внима
ние: как и следчч-лло ожидать (по аналогии с теоретико-
множественной топологией) в нечеткой топологии условия 
типа хаусдорфовости играют важную, качественную роль, 
В частности, больное значение они имеют при изучении 
свойств типа компактности в нечетких топологических прост
ранствах (см. §;5 в [ 2 0 ] , 55 в [32 ] ; см. также [ б ] , [ 7 ] ) . 
В 52 изучаются свойства типа Т|-отдалимости; эти свойства 
тесно связаны о т .н . спектром замкнутости нечеткого 
множостг-а '^гк^м топологическом пространстве ["ЭД],[22]|. 



Свойства типа Т 0 -отделммосм прэгведвнш ш 131. В1 щимвцгнш, 
четвертом, параграфе к у ч а т с я свойства ття унтуднркоств» 
также играпцие важную роль в теорш жошпжтгостш в нвчет-
кой топологии [ 2 0 } , [223» 

Отделимость в нечетких тополиппеснтсе шртевранстввж 
в той ИЛИ ИНОЙ форме рассматривалась ранее ряда* шшвярвт 
( [вЗ - [ 1 5 ] , [ б ] и д р . ) . Наиболее существенные? атдлвдн 
предлагаемой нами схемы от рассматриваем* ранее сводите» 
к следуацему. Во-первых, данная схема прететмэ к общим 
нечетким топологическим пространствам Сопределение 0*2), 
а не только к Чанговским нечетким топологическим прост
ранствам ( 0 . 3 . ) . Во-вторых, уже в случае Чанговских нечет
ких топологических пространств данная схема значительно 
отличается от предыдущих, поскольку в ее основу положено 
отношение нечеткого включения с между нечеткими мно
жествами, а не понятие нечеткой точки и отношение неравен
ства ^ между нечеткими множествами, как это имеет место 
в предыдущих схемах, (см. по атому поводу также утвержде
ния 1.17, 2 .17 ) . 

$0. Предварительные сведения. 

Следуя Л. А .Заде [25^ , нечетким подмножеством данного 
множества X мы называем отображение М ; Х , где 
I * Г 0 » 1 ] • Обычное подмножество М множества X при 

втом отождествляется со своей характеристической функцией, 
т . е . с отображением ^ 2 с 1 , где 2»<{ 0,1} . 
Семейство всех нечетких подмножеств множества X обозна
чается I х ; для семейства всех обычных подмножеств мно
жества X используется обозначение 2 х • Через М* 
о бое начав тс я дополнение нечеткого множества М , т . е . 
функция М е = 4 - М Объединение (У;М; ) и пересечение 
( А Мк ) нечетких множеств определяется как и обычно (см. 
( 2 б ] > [ 4 } # [ 1 ] и д р . ) . Нечеткое включение " с " мы, сле

дуя [ 2 ] , определяем следупдим образом: 
( 0 Л . ) Определение Г2 ] . Для М , N ^ 1 * положим 

М с М • - Ы ( М с М ) ф При етом число М ^ М понимается 
как степень того, насколько нечеткое множество М содер
жится в нечетком множестве N • 



Основные свойства отношения нечеткого включения рас
смотрены в ^20 ] . Эти свойства постоянно будут использо
ваться в работе. 

( 0 .2 . ) Определение [16] - [18 ] Нечеткой топологиой 
на множестве X называется отсбражение %Г : I х — I . 
удовлетворяющее следующим аксиомам ( 11 , Щ , V е I х ) : 

(1) У (0) = У (1) - 1 ; 
(2) (Г(11ЛУ ) >/1Г|и)Л1Г(У) 
О ) <Г ( У Ш 

Пара ( X ) называется нечетким топологическим прост
ранством или, для краткости, просто нечетким пространст
вом. 

Неравенство ЩИ)г*с1 , где <А€1 , мы трактуем как 
утверждение "стогень открытости нечеткого множества 11^1* 
не моныпе, чем Л и . Положим = \ \1:ЩИ)^ск] , 
^М'01МС)^<^3 ; рри птомТ^ ^ трактуем как̂  семейство 
всех нечетких подмножеств пространства ( X , Я" ) , степень 
замкнутости которых не меньше чем аС . 

( 0 .3 . ) Замечание [ 2 0 ] , [ 2 2 ] , [ 2 4 ] . Рассмотрим допол
нительно следующие ограничения на нечеткую топологию 
*Г : I х - I 

( 4 )3 " ( 1 х ) с2 ; 
(5) & ( С ) 1 для каждой константы С: 1 — 1 ; 
(6 ) Я^Щ с 2 х 

Легко'заметить, что задание отображения У : 1 х — } 
удовлетворяющего условиям (1) - ( 4 ) , равносильно заданию 
нечеткой топологии в смысле ц.Л.Чанга [ 1 ] ( Б дальнейшем 
такие нечеткие топологии и соответствующие нечеткие тополо
гические пространства мы будем называть Чанговскими). 
Потребовав для отсбраъвния «Г выполнения условий ( 1 ) - ( 3 ) 
и ( 5 ) , получаем определение ламинированной нечеткой топо
логии [ 2 2 ] [ 2 4 ] . Пусть ( X , *Г ) - нечеткое пространство 
к & ° - минимальная (в смысле порядка 4 ) ламинированная 
нечеткая топология на X , мажорирующая 1Г ( т . е . ЭЧ$Г е), 
Тогда нечеткое пространство ( X ,5 " ° ) называется'ламиниро
ванной модификацией нечеткого пространства ( X , (Г ) [ 2 2 ] , 
[ 24 ] . Задание отображения , удовлетворяющего условиям 
(1) - ( 5 ) , равносильно заданию нечеткой топологии в смысле 



Р.Ловена [ 4 ] - { 6 ] . Наконец, как нетрудно заметить, зада
ние отображения 3" , для которого выполнены условия Ш . -
( 4 ) и ( 6 ) , естественным образом эквивалентно заданию обыч
ной топологии на множестве X . 

( 0 . 4 . ) Определение [16] - [ 1 8 ] . Цусть ( X , & Х ) , 
( И , 9"и ) - нечеткие пространства. Отображение ^ : X — У 
называется непрерывным, если Эд^~* {У|^Зу<У ) для каждого 

Через оС в тексте всюду обозначается вроиэвольная 
фиксированная константа о С е ! в При атом достаточно содер
жательным мы считаем случай < * > 0 ; в *афожденномп случае 
Л « 0 результата работа, как правило, становятся три

виальными (см* оо этоу поводу утверждения 1.18, 2.18* 
3.18 и 4 .18 ) . 

51. Степень хаусдорфовости нечетких 
топологических пространств. 

( 1 . 1 . ) Определение. Спектром хаусдорфовости нечеткого 
пространства ( X , У ) на уровне называется множества 

Н А ( Х ) , образованное всеми константами р^1 такими, что 
для любых а , ^ € Х , и для каждого Ь>0 най^т-
ся 14 .V е Т«с , удовлетворяющие условия и(&)ър-€> , 

( 1 . 2 . ) Определение. Степенью хаусдорфовости нечеткого 
пространства ( X , *Г ) на уровне <Л называется число 

(1 .3 . ) Предложение. Спектр хаусдорфовости нечеткого 
пространства ( X . *Г ) на уровне дС тлеет вид ^((Х} -
[ о , Ы х ) ] 

Доказательство. Очевидно, что О^Н^Х^и, если ̂ ^€•|у(Ж) 
и 0 4 $ <Р , то ^ ' в Ф ^ Х ) - Поэтому для доказательства 
предложения достагахио "мров^жть, что р^к^М^Ц^Щ 
Зафиксируем € > © , выберем ^ ' € ф - * ^ | Л и "пслоким 
^ = Р + &~Р - Тогда «ищутся II , У ^ Т ^ такие, « то 

ц ( * ) > ^ - * = # - е , о д » / Д О * / н е . и •мёус*р'-б--р-е-
Но это и овначаят4 « о 

Доказательство -сяЕДующих двух утверждений легко полу
чить непосредственно ив.-определений: 



( 1 .4 . ) Предложение. Пусть ( У , 9у ) - подпространст
во нечеткого пространства ( X , *Г ) . Тогда Я^{У) ̂ НЛХ) и, 
следовательно, Йл (У ) *^ (Х ) 

(1 .5 . ) Предложение. Пусть 3" и 9' - две нечеткие 
топологии на множестве X и 9" Ъ& Тогда НЛ-^ '^Н^ЯД) 
и, следовательно, ЙоЛХДО^йЛХД). 

Предложение 1,5 можно усилить следующим образом: 
(1.51) Предложение. Если нечеткое пространство (X ? ) 

уплотняется на нечеткое пространство ( У , У ) , то 
Не/Ш ̂ >Н<А(У) и, следовательно, Ь^Ш^КЛУ) 

Доказательство. Пусть ^ : X —- У - уплотнение 
( т . е . взаимно однозначное непрерывное отображение) и 
&х Ф . Тогда ул = 1Лхг) = ̂  оагиксируем 
^еЩ. (У ) и Е>0 и рассмотрим множества У ] .Ур € Т^ 
такие, что УЛДО^-Б . УаСДО^-б и . Положим 

и Ъ - ^ ' М ) . Ц? Тогда 14,1^€Т* ; • 
Н 2 № ) ^ - С и и^с1/д-^-е [ 20 ] , а следовательно, ^ е Н ^ Х ) . 

В теории нечетких топологических пространств мы не
редко пользуемся тем, что многие свойства сохраняются при 
переходе от нечеткого пространства к его ламинированной 
модификации [ 2 0 ] , [ 2 2 ] , [24 ] . Рассмотрим поведение спектра 
хаусдорфовости при замене нечеткого пространства его 
ламинированной модификацией. 

( 1 .6 . ) Предложение. Пусть ( X е,3"° ) - ламинированная 
модификация (0.3) нечеткого пространства (X , 9 " ) . Тогда 
щ и о с н л х - ) и н ^ х Ш ^ З - н ^ х ч л ^ , О-

Доказательство. Включение Н*00 сНы(Х°) следует 
из предложения 1.5. Обратно, пуоть реН+{Х°) и 
Зафиксируем Л , ^ е Х , ХФу , € > 0 (при этом без 
ограничения общности можем считать, что р-€> > ^ ) и 
выберем IX, V е Т2 такие, что И № ) г ^ - С , 
и Ц с У с ^ & - Е Иэ. определения ламинированной модифика
ции ясно, что без ограничения общности можно считать, что 

и - & Л и , V = У<ЛЬ , где 0,4*1 и И | , Ч € Ъ . 
Поскольку р-Ь> ^ , то 0,&> 1 , а следовательно, 

а с ,& с<с^ поскольку $<р-€*и2ус*(ис
1ча1)У(у!куЪс), 

можем заклшить отсюда, что Й^И11$УУ*)/«# - . 
Но это и означает, что ^З^Н<*/Х). 



( 1 .7 . ) Замечание. Равенство НцОО^Н^Л0) . вообще 
говоря, не имеет места. Действительно, пусть X 
произвольное непустое множество и нечеткая топология 

•Г : }х ——I определена равенствами &10) = 1 и 
ШМ) = 0 при М * 0, М У 1 • Тогда, очевидно, 

ы х ы о ] . но \и(г) = [ о , ^ ] . 

( 1 .6 . ) Предложение. Пусть •{ ( Х1 , д'с ): 
семейство нечетких топологических пространств и ( X ,0" ) -
их произведение [ 2 0 ] , [ 22 ] , [ 2 4 ] . Тогда (ЦН* (X.) сНи(Х) и. 
следоытельно, >^Ри(Х;)* Л^(Х). 

Доказательство. Тусть ^ € Ны (X; ) . б > 0 
Рассмотрим две различные точки = (Дг)ГеЯ» # 3 8 1&)иЗ 
и зафиксируем такое, что -Яу • ^ Поскольку 
^вН^ (Х^ ) , найдутся К / » ^ е ' ' в с • удовлетворяющие 
неравенствам "6 и «/сУ/>,/>-С . 
Положим Ы х р/ ' (му) . V = , где />/ : X—X/ 
отображение проектирования. Тогда, как легко заметить, 
и1&)ър-& , У1фър-& и Ы С у * * / - * , а значит реН«1Х) 

( 1 .9 . ) Предложение» Пусть «| ( X; , Яг ) : с^З] 
семейство непустых ламинированных нечетких топологических 
пространств и ( X ^Э" ) — их произведение. Тогда 0Н+[Хд =» 

Ьи(Х) и, следовательно, ЛЛв4/Х/)= (X ) 
Доказательство. Зафиксируем С/ и некоторую точку 

&сеХ Тогда подпространство X,- * 1^^г ̂  ̂ /3 
произведения X ламинированных нечетких пространств 
гомеоморфно пространству Х^ [ 2 2 ^ и, следовательно, 
согласно предложению 1.4, Ны(Х̂ )= НЛХ/) ̂ Ни(Х) • Отсюда 
и и? предложения 1.8 следует доказываемое утверждение. 

$1*10.) Замечание. Требование ламинированности всех 
сомножителей в предыдущем предложении является существен
ным. Действительноцусть ( Хл . Ц§ ) - произвольное ламини
рованное нечеткое пространство, а ( Хр9Ф# ) - нехаусдорфово 
топологическое пространство. Тогда» как легко заметить, 
для всех Л <= (0,13 М * ' М ' * * ^ ) " °" ™К(Шз>$. 

(1 .11. ) Предложение. Пусть \ ( Хс • Ь * 0 ) -
семейство непустых нечетких топологических пространств и 
( X ,<7 ) - их произведение. Тосда Н ^ Х ) П ( ^ 1 ] - О Ш ' Ю Ц , ! ] 
и, следовательно, ^ ( Х ) V ^ - ( Л А * ( Х 0 ) V ^ ' -



Доказательство сводится к следующей цепочке равенств, 
обеспечиваемых предложениями 1*6 и 1.9: 

Одной из важнейших характеристик хаусдорфовости 
топологического пространства является условие замкнутости 
диагонали А в квадрате X 1 X данного пространства 
(см. , например, [ 3 ] ) . Нашей ближайшей целью является 
получение аналогичной характеристики для нечетких прост
ранств. Эта характеристика установлена в теореме 1.14; 
в ней используется понятие спектра замкнутости ^ а ( М Д ) 
нечеткого множества М в нечетком пространстве X [ 2 0 ] , 

[22] . В случае, когда множество М - четкое, как это 
имеет место в нашей ситуации, спектр его замкнутости 
может быть определен следующим эквивалентным (но более 
простым по сравнению с [ 2 0 ] . р 2 ] ) обравом: 

(1.12^) с1л[Н>Х) состоит из всех ^ 1 таких, что 
для каждого б > 0 найдется У е Т * • удовлетворяющее 
неравенствам У с ( * ) > / - 6 для всех х е М и УА&) ^ 
для всех ХфМ 

Легко также проверить, что р^ с1^[МлХ) тогда и толь
ко тогда, когда для каждого 6>0 найдется У е Т . * такое, 
что Ус1ъ)*р-& для всех а е М и у(а) для 
всех Ос 4 М 

Отметим так*е следующий факт. Пуоть М - четкое 
подмножество обычного топологического пространства ( X ) 
л о ( е ( 0 , 1 ] . Если М замкнуто, то с{«<(М 1 4 Х) « [ 0 . П 
( п качестве V в этом случае можно взять множество 

V - М с ) ; если же М незамкнуто, то С^/Н,Х) в 0 . 

(1 .13 . ) Теорема. Пусть X - нечеткое пространство и 
Л - диагональ квадрата Х * Х . Тогда Н И Х ) ' - < ^ ( Д Д * Х ) . 

Доказательство. Пусть ^ в Н ^ ( Х ) и 6>6 . Рассмотрим 
точки Л>Ц€Х ш и выберем Шл , У * € Т ? так, 
чтобы Ця1&)>р-& .ЩУ)ЪР~Е и М * с У § * Д - 6 ' . Тогда, 
очевидно, (их*Уу)(Я,Ц)ър-& и для каждой точки ( 4 , « * ) € Д 

Пологим V = У { и д ^ У у М ^ ^ Х - Х Ч Л ) . Тогда У У е Т 1 ' Х и 



ЧЦ&,Ц)ър-б для всех (ОД) 4 Л . С другой стороны, 
т ^ - Л { И | ( 4 ) У У | М ' . АЗ>>-€ Д Л Я всех 

А Но это и означает, что рес!^ ( А > Х * А ) . 
Обратно, пусть ^ е с ^ А Д - Х ) и 1 > 0 Тогда най

дется У/еТ^" х такое, что У/%де)*^-€ для («М)е А к 
И/(Л,у) Ь ̂  при (*,уУ* & Согласно определению топо
логии произведения, для любых &,Ц€Х , Я , найдут
ся Цг , У « € Т ^ такие, что й^-Уу^У/ и 1Ия*МдХ*>у)у-1 
Второе неравенство опнач^ет, что й х № * Д ' 6 9У$)1)ър-& 
Из первого же неравенстве следует, что для каждого «*^Х 
щ%уу§ )М) = ( « 1 - у , Г(*.л)*У1ЧМ*р-е . т . е . 
Ц ^ с У у ^ > б Но это и означает, что реИа1ХХ 

( 1 .14 . ) Теорема. Пусть ( X ) , ( У ,Яу ) - нечет
кие топологические пространства, ^ 9$ * X - не
прерывно отображения и В * ^ЛёХ Тогда 

Доказательство. Пусть : X У » У - отображе
ние, заданное формулой У*гХ) » («^|3> , 0№ ) . Тогда ^ 
непрерывно [ 19 ] . Яоно, что множество Е является прооб
разом диагонали Лу пространства У»У при отображении 

^ • Для завершения доказательства теперь достаточно 
воспользоваться предложением 1.13, согласно которому 

с *с( (Ач *У*У) - 'й(У) и леммой 1.15, доказательство 
которой сводится к непесредственной проверке. 

(1 .15. ) Лемма. Дусть ( X , *л ) . ( У • ) - нечет
кие пространства, ^ : X * непрерывное отображение 
и * € ] * . Тогда с14и-'1Ы)%Х)=>с(и(Н.У). 

(1 .16 . ) Пример» (Случай топологического пространства) 
Пусть ( X ) — о&чное топологическое пространство. 
Ясно, что дня* л»Анк <А ( 0 ,1 ] имеет место равенство 
гЫХ)= Й^-ГУ ш врк этом Ны1Х) = [0 ,1 ] в том и только 
в том стуча»* яш?т пространство X хпусдор^ово ; если 
же п р о с т р е т » X не является хаусдор|овым, то 

ЕЬия*Р« (Случай Миговского нечеткого прост
ранства}» Цретз ( X ) - Чанговское нечеткое простран
ство ( 0 . 3 . К Ясно, что и в этом случае И«*(Х) = НУ (X) 
для любых «1 , с/ '€ ( 0 , 0 

Для Чанровских нечетких пространств родом авто «ов 



тредлагались различньп определения хаусдорфовости (см. 
[3 ] - [^3 » а такзе обаср[2А] ) . Как уже отмечалось во 
введении, рассмотренные здесь понятия спектра и степени 
<аусдор!Ювости основаны на отношении нечеткого вклкыения 

весьма слабо связаны с определениями иэ [ 8 ] - [ 1 5 ] . 
.)тметим, однако, следующие факты, справедливость которых 
нетрудно установить непосредственно из определений 

( X , (Г ) - нечеткое ":анговское пространство): 
(1 .17.1. ) вели пространство ( X , УГ ) р -хаусдорфоуо 

\ли />*-хаусдо[фово в смысле С.Е.Родабауха Г 9 ] , [ Ю ] , то 
р е На (Х ) для всех о(е 1 

(1 .17.2 . ) Коли пространство ( X ?ЗГ ) хаусдорфово в 
смысле Р.Сривастапы, С.Лала и Л.Сривпставы [13 ] , [ 1 о ] , 
о Йс< (Х )= 1 для всех о(€1 

(1.17.3. ) Если пространство ( X , & ) хаусдорфово в 
мкеле Ну и Лиу [ 8 ] , то Ь и ( Х ) = 1 для всех с^бД 

Нетрудно заметить, что утверждения, обратные к 
1.17.1. ) , (1 .17.С. ) и (1.17.3. ) не имеют места. 

(1 .18. ) Замечание. Отметим, что в "вырожденном'1 

лучае Ы « 0 Ни IX) = [ 0,1] для произвольного нечеткого 
ространства X - в качество и и У иэ определения 
Л п этом случае достаточно ваять М =4^3 V 4^3. 

§2. Степень Т<-отделимости нечотких 
тспол^гичоских пространств 

( 2 . 1 . ) Опредсл-чие. Спектром -отделимости ночетко-
о пространства ( X 9Ч ) на уровне о( называется мно-
лютво (X ) , эбразоначное всеми константами р€1 такил" 
ю для любкх Х,уеХ , Д* * у , и для катдого &>0 
лйдетоя и в Т л удовлетворялась неравенствам И(х)*р 

(2.1' . ) {ак нетрудно заметить, ^ е ^ ( X ) ( г д е ^ € Л ) 
огда и только тогда, когда для любых X , Л фу , 
для каждого 5 / 0 найдется И^Хс такое, что и(з)ър-& и 

( 2 . 2 . ) Определение. Степенью -отделимости нечеткого 
•остраиства ( X. , 7̂ ) на уровне Ы называется число 



( 2 . о . ) Предложение. Спектр Т 4-отделимости нечеткого 
пространства X на уровне <*" имеет вид ^ ( Х ) = [ 0 , ^ ( X ) ] . 

Доказательство. Ясно, что 0 & (Л ) и, если 0*р*<р 
и ^ ^ ^ ( а ) , то р'еВЫх) Поэтому для доказательства 
предложения достаточно проверить, что р = вир $1((Х)е $«1Х)' 

Пусть -й\у€Х сафиксируем &гО и выбором 
р*е[р-С»р](\ Н а Ш Положим 8 = р - р + & Тогда 
найдется 1/6 такое, что Щз) гр1 -$~р 6 и 
Мс({/) ~р " 6 Но это (согласно 2.1) и означает, 

что ръ З^/Х}-
Б справедливости следукчцих двух утверждений легко 

убедиться непосредственно из определений: 
( 2 . 4 . ) Предложение. Пусть ( У ) - подпространство 

нечеткого пространства ( X ) . Тогда ^1У)'-^^и (X) и^ 
следовательно, ^(^/) ?' $1 ' X ) ' 

( 2 . Ь . ) Предложение. Пусть (Г и У - две нечеткие 
топологии на множестве X и ь 7 * ^ ' Тогда 3* ^> >&')^$ы(ХР) 
и, следовательно, ^ (Х>^ ' ) = ^(ХЮ-

Предложение 2.5 можно усилить следующим образом: 
( 2 . 5 ! ) Предложение. Если нечеткое пространство 

( X , 9" ) уплотняется на нечеткое пространство ( У ,Яу ) , 
то и, следовательно, 

Доказательство. Пусть ^ : X ~*~У - уплотнение и 
*1 * я * Тогда # *#Г|)/,1№)-№ . Зафиксируем р±Ни1У) 

и 6/0 и найдем множество такое, что У1&)ър 
и СГ^ър-* . Положим ^ = 

Тогда, очевидно, 
и ис(Л?)ьр-& , что и завершает доказательство. 

Как и в случае спектра хаусдорфовости, спектр 
Т^-отделимости нечеткого пространства тесно связан со 
спектром Т^-отделимости его ламинированной модификации: 

( 2 . 6 . ) Предложение. Пусть ( Х 0 . ^ 0 ) - ламинированная 
модификация нечеткбго пространства ( X ) . Тогда 
5,*(Х)сб1(Х.) и 5^(Х)П(|,1]= 51(Х°)Л( ] . ] ] . 

Доказательство. Первое вклкыение следует из предложе
ния 2.5. Пусть теперь />€5д1Х*)и р>^ Зафиксируем 

^ € ^ ? У € Х и б > 0 ; при этом без ограничения 
общности можем считать, что р~Ь > ^ Выберем иеТ^ 
таким образом, чтобы ЩХ) ър > и*[у)ър-& . Поскольку 



р-& > 2 » т 0 » К 1 К легко заметить, И е Т ^ ( с Т ^ ) и, сле
довательно, / > * 5 ^ ( Х ) • 

(2 .7 . ) Замечание. Равенство ( X) « 5^ (X е ) » вообще 
говоря, не имеет места ( см. пример 1.7). 

( 2 .8 . ) Предлотения. Пусть ^ ( X; , «Г; ) : 1^3\ 
семейство нечетких пространств и ( X » *Г ) - их произведение. 
Тогда ДО1(Х.)с 5 { (X ) и, следовательно. А ^ ' З Д б ^ О О 

доказательство. Пусть ^ еЛ5^ (Х ; ) , й>0 . Рассмотрим 
две различные точки , {{-{ЦСЦьз и зафиксируем 
^'бЛ такое, что ау ^ м̂- Поскольку / е 5^(Х^) , найдется 
Ы^бТ^ • Для которого ^Щ)ър и и§1$)*р~& • Положим 
Ц я р ^ ( м у ) в где X — Х| - отображение проектиро

вания. Но тогда, как логко заметить, %р , и?1Ц) ър~& 
а следовательно, ре 5^ (X) . 

( 2 .9 . ) Предложение, пусть { ( Х^ , ) : -
семейство непустых ламинированных нечетких пространств.и 
( X » $ ) - их произведение. Тогда 1р 5^ (X/) « 5* (X) и, сле
довательно, Л\ А[ (X;) = 3 * (X). 

Доказательство аналогично доказательству предложения 
1.9. 

(2 .10. ) Замечание.Требование ламинированное™ всех 
сомножителей в 2.^ является существенным (ср. пр;;^ер 1.10). 

(2 .11. ) Предложение. Пусть { ( Хс* ,9^ ) : 1^3} 
семейство непустых нечетких пространств и ( X , б" ) - их 
произведение. Тогда 5^Х)Л(| > 1] = /^5^(Х;) Л (|, 1 ] и, сле
довательно, ЛЦХ)Ч* = 41 (X;)) V I . 

Доказательство аналогично доказательству предложения 
1.11. 

Важнейшим характеристическим свойством топологических 
пространств, удоачетворяхтцих Т̂  -аксиоме отделимости, 
является замкнутость всех одноточечных подмножеств в этих 
пространствах. Ните (в 2.13) мы устанавливаем нечеткий 
аналог этого утьар:*ления. Предварительно, однако, удобно 
ввести следующее определение: 

(2 .12. ) Определение. Спектром замкнутости нечеткого 
пространства ( X , 1Г ) называется пересечение спектров 
замкнутости ^с^ч -о одноточечных подмножеств (см. 

се.ч . х ) - к с ^ А } . 



Из определений ясно, что }€с1и{Х) в том и'только в том 
случае, когда для каждого зсеХ и произвольного &>0 най
дется и € Хс такое, что ис(Л)>,р-& и ЩЦ\г>р для всех у*0\ 

(2 .13. ) Теорема. 6^00 = (X) для произвольного 
нечеткого пространства X • 

Доказательство. Пусть ^ е ь ^ Х ) . Зафиксируем.: Х&Х , 6 > 0 
и для каддого уе X » Ц * ъЬ , постр» им и^еТ^ такое, что 
ЩЦ^ър и и^Х)*р-С. Положим и = : у е Х . у м } . Ясно, 

что и(у)*/-Ь и ис(Щър-б • а следовательно, ресС^(Х) 
Обратно, пусть РосСл(Х). Зафиксируем # , у ^ Х и вы

берем ЦеТ+ таким образом, чтобы Мс(Х)ър& и Щь1)ър для 
всех Ц * X. и, в частности, Щу)>,р Но это и означает, 

ЧТО > €$„'(Х). 

В заклкпенио параграфа рассмотрим связь между спектрами 
хаусдорфовости и Т̂  -отделимости. 

(2 .14. ) Тсорема. Для каждого нечеткого пространства 
имеет место включение 5^{Х)^=>Нщ11Х)(\[ 

Доказательство. Пусть Р^Нл(Х)р Р>^ Зафиксируем 
6 > 0 » при этом без ограничения общности можем считать, 

что р-& > I Для точек X » ^ е Х <Л * у • выберем иУе^ 
таким образом, чтобы Щл)ър~С *У1у)*р~& и ( / с У г > Д - С . 
Поскольку ис1у)УУс(у)ър-€ и Ус1у)*рС4.е><р-& , заключаем, 
что Цс1Ц)ър-& . а следовательно. р^В^(Х). 

(2 .15. ) Замэчание. Для того, чтобы убедиться Б сущест-» 
венности требования Р>$ » рассмотрим следующий пример. 
Пусть ] ( ж { а , и определим множества У , У ^ 1 Х ра
венствами ЩЯ) = ^ , ц/у) * ^ , = ^ , = 1 
Зададим нечеткую топологию & I х I равенствами 
д - (Ц ) - = 5Г(1) = 3 ^ 0 ) - Ш ^ СМ) 0 для всех 
остальных М б I х . Тогда, как нетрудно заметить, для всех 
< *€ (0 ,1 ] Ны(ХЗ = [ 0 , ^ ] , но 5 ^ Х ) - [ 0 , ^ ] 

(2 .16 . ) Пример. (Случай топологического пространства). 
Пусть ( X * *Г ) - обычное топологическое пространство. Ясно, 
что при * | О ( ' е ( 0 , Г ] 5^ ( X ) - 5 ^ ( Х ) и 51 (X) « [ 0 , 1 ] 
тогда и только тогда, когда пространство X удовлетворяет 
Т̂  -аксиоме отделимости ; в противном случае 5^ (X) = 3 0 } . 

(2 .17. ) Пример.(Случай Чанговского нечеткого простран
ства) . Пусть ( X 9Я~ ) - Чанговское нечеткое пространство. 



Непосредственно ил определений легко убедиться в справедли
вости следующих утверждений: 

(2 .17.1. ) Если (X , !Г ) - Р -Т^-пространство или 
^ " -\-пространство в смысле С.Е.Родабаухя [ Ю]9 торе5^(Х). 

(2-17.2. ) Ьсли (X ) - Т| - пространство в емнело 
Р.Сриваставы, СЛала и Л.Срипастапы [ 1 4 ] , то 4д/Х)- * 

(2.17.3. ) Ьсли ( X ,$Г ) - -пространство в смысле 
Пу и Лиу [ 8 ] , то ^ (Х ) = 1 

Как нетрудно заметить, утверждения, обратные к (2.17.1) 
(2.17.2) и (2.17.3) не имеют места. 

(2 .18. ) Замечание. Ясно, что $©*(х) » Со.1} Д л я каждого 
нечеткого пространства X 

§3. Степень Т л-отделимости нечетких 
топологических пространств 

(3 .1 . ) Определение. Спектром Т0-отделимости нечеткого 
пространства (X , ^ ) на уровне ^ называется множество 
5* (X) , образованное всеми константами I такими, что 

для любых Я,цеХ , Л , и для каждого &>0 най
дется ИвТ^ такое, что либо Щ*Х)ър и ие(у)ър~& либо 
Ы%)ър и и%г)>,>-ь 

Нетрудно заметить, что вто определение эквивалентно 
следующему: 

(ЗЛ . ' ) ^€5^(Х) (где ) тогда и только тогда, 
когда для лю?ых Д , у в Х # » и каждого 6>0 най
дется исТл тпкое, что либо Щ<х)ър-& и ис(у)гр-С 
либо Ц(у)*р-Б и и'Мър-й. 

( 3 .2 . ) Определение. Степенью Та-отделимости нечеткого 
пространства ( X ,\Г ) на уровне о/ называется число 
И (X) - * Р 5^ (X). 

Ниже мы приводим основные утверждения о свойствах 
спектра и степени Т0-отделимости; как и следовало ожидать, 
в большинстве своем они совершенно аналогичны соответствую
щим утверждениям о свойствах спектра и степени -отдели
мости. Доказательства утверждений (З.о) - (3.11) опущены, 
поскольку они легко могут быть получены с помощью незначи
тельных изменении в доказательствах соответствующих утвер -
ждений из гг^одь"ду-,;его параграфа. 



( 3 . 3 . ) Предложение. Спектр Т 0-отделимости нечеткого 
пространства X на уровне <* имеет вид5* (Х)=[о ,42ДО]. 

( 3 .4 . ) Предложение. Пусть ( У 93у ) - подпространство 
нечеткого пространства ( X , 5Г ) . Тогда ЗД(У) =>5^х|и, 
следовательно,^(У)»3^(X) . 

( 3 . 5 . ) Предложение.Пусть $Г и - две нечеткие 
топологии на множестве X и *7Ч5"' Тогда §ы {Хь&У^вНХф') 
и, следовательно, д^(ХД')>12(Х,^Л 

(3 .5 . ) Предложение.Если нечеткое пространство ( X ,9") 
уплотняется на нечеткое пространстпо ( V %Щ§ ) , то 
5ЛХ)^-52(Ю и, следовательно, ^(Х)ъ 1$(Ч)> 

( 3 .6 . ) Предложение. З ^ с З ^ и ^ Х ) Л ( ^ , 0 ^ б ^ Щ / ^ Л , 
где X е ламинированная модификация нечеткого простран
ства X 

( 3 . 7 . ) Замечание. Равенство 5^(Х) = 5* («Xе) вообще 
говоря, не имеет места. 

(З .В. ) Предложение. Пусть \ ( XI , ): 
семейство нечетких пространств и ( X , 5Г ) - их произведение. 
Тогда Ф^Щ^ЬЦХ) и , следовательно, ^ДЗ(Хг) * 6$(Х). 

(3 .9 ) Предложение. Если все пространства ( Х^.Э? ) в 
условии предыдущего предложения являются непустыми и лами
нированными, то 0$1{Хс) = $1(Х) и, следовательно, 

(3 .10 . ) Замечание. Требование ламинированности всех 
сомножителей в предложении 3.9 является существенным. 

(3 .11 . ) Предложение. Пусть { ( X ; , & ) : 1^3) 
семейство непустых нечетких пространств и ( X , ) - их 
произведение. Тогда 5 * ( Х ) Л ( ^ ] = 0 5 .3 ( Х ; ) Л ( ^ , Л 
и, следовательно, 4*{Х)У|- «• ( Л Л ^ ( Х г ) ) У ^ 

(3 .12 . ) Предложение. 5^(Х) ^з/(Х) Д*я каждого нечет
кого пространства X • 

Доказательство очевидно. 
(3 .13 . ) Предложение. &Г/Х) г> НЛХ) для каждого 

нечеткого пространства X 
Доказательство. Пусть ^^ /ЫХ) . Если т о 

**> €5* ( X ) (см. 2 Л 4 ) , а следовательно, 52 (X) . 
Расомотрим поэтов обучай, ко гда/$4 Пусть € Х , 

и б > 0 Выберем Ц ,УеХ* таким образом, 
чтобы Ш * ) > ^ - е и ИсУ"*$'С / 



Последнее условие, ь частности, означает, что и^4}УУ'/и)М-& 

Если и?(Ц)ър~& 9 то множество И^Тл удовлетво-^ 
ряет требованию (ЗЛ . ' К Предположим поэтому, что иЧф<р-€>. 
Тогда У ? и ) * > - & В случае, если при этом , то 
множество У е Т ^ удовлетворяет требованиям определения 
З Л . Если же У(Л)<р-С , то Ус[а)*рс>р и при этом 
У|^)^-Е - и снова множество V е Т«* удовлетворяет требо
ванию (ЗЛ . ' ) . Тем самь-м доказательство завершено. 

( З Л 4 . ) Пример. (Случай топологического пространства). 
Пусть ( X , $Г ) - топологической пространство и Ы , с*к(0,1] 
Ясно, что $2 (X) * $3*(Х) и при этом 5и(Х) * [ 0 # 1 ] тогда 
и только тогда, когда пространство X удовлетворяет 
Т0-аксиоме отделимости; в противном случае (X) • { 0 } 

54. Степень регулярности нечетких 
топологических пространств 

(4 .1 . ) Определение. Спектром регулярности нечеткого 
пространства X на уровне <к называется множество 
/?«((Х) , образованное всеми /> е 1 такими, что для любых 
а е Х и Р^ТЛ , удовлетворяющих условию ^ } & Р С ^ , 

и для каждого 6 > 0 найдутся V , ДО € Т^, такие, что 
4 * } г у > > - б ъ г \ г * р - ь и р г у * р - ь 

Это определение, очевидно, может быть переформулиро
вано также с л е д у е м образом: 

( 4 Л . ' ) рьЯи(Х) (где р>е1 ) тогда и только тогда, 
когда для любых Х е X и Р е , удовлетворяющих 
условию Рс1*)>/> , найдутся V ,У/€Т<* такие, что 
У1*)*р-Ь , угу'лр-й и Р с М > ^ - 6 . 

( 4 .2 . ) Определение. Степенью регулярности нечеткого 
пространства X на уровне <1 называется ^исло & ^Х) * 
(Щ ( 1 \ 8 Л Х ) ) , воли и Ь (X) « 1 в 

противном случае. 
(4 .3 . ) Предложение. Если Р ^ Чл{Х) . то 

(> яб,р]П#«д(Х) * 0 для некоторого ^ > 0 . 
Доказательство. Пусть рф. Ни /X) Тогда .найдутся 

СС€Х , Р е Т ; и €>0 такие, что ?Ч*)Ър и 



при атом не оуществует V ДУ^Хк таких, которые удовлетворяли 
бы неравенствам У1а)*>-^1У?У с ?><и Р е ^ д - Б . Положим 6 . 
Тогда для каждого ^€(Д-8,Д] не существует У,1-Уе7ы таких, 
которые удовлетворяли бы неравенствам УШгр'-^ 'У^Ьъ'-Ъ и 
Р ^ > > ' - | , а значит р'фШ) 

( 4 . 4 . ) Следствие. Для каждого нечеткого пространства 

X й ( Х ) в ^ Х ) . 
( 4 . 5 . ) Пример. Пусть X - множество, Т^ и Т2 - две 

обычные топологии на нем, причем Т| регулярна, а Т^ нере
гулярна и Т^С Т 2 . Зафиксируем ( 4 » 1) и рассмотрим 
минимальную нечеткую топологию & \ I * — 2 такую, что 

Я" ( 1Л * <Г ( аЦ ' ) « .X ( 0 е ) » 1 для всех 1/е т. и.17бТ 2 . 
Тогда, как нетрудно заметить, п р и Л е (0 ,1 ] ^( .д^ОДвОДа.^. 

( 4 . 6 . ) Предложение. Пусть ( V ,ду ) - подпространство 
нечеткого пространства ( X , ^ ) . Тогда Ии(У) ^ Й Л Х ) , а 
следовательно, й ( У ) > Ъ ( Х ) . 

Доказательство очевидно. 
( 4 .7 . ) Ипедлр^вешю. реКи(Х) (где ) тогда и только 

тогда, когда для любых Ф € Х и Ц^Т^ , удовлетворяющих усло 
вию М(Л)*/>, и для каждого 6 > 0 найдутся й б Т ^ и У^Т^ 
такие, что У1Ъ)>Р~& , У с Д / * д - $ и /У с У > Д - С 

Доказательство. Обозначим через множество всех 
)>€.1 таких, что для любых Д '^Х , 9 удовлетворяю

щих условию У[х)ър и для каждого Е>0 найдутся /Уе^*, УсТ* 
такие, что Уф»}ь-6 , У&Ц*Д-& , Л / с У * Д - ё , и покажем, 
что Ь IX) . Р*(Х) Пусть / е & О Д г е Х , И€*П< 
и Ц(а)*р. Положим Р • 14е ; поскольку^ очевидно, Р(3)*рс 

и Р в 7 ^ , можем найти У№Ъ такие, что Уф>Д-6,У/су**А - е 
и р г и > ^ - 6 . Положим ; тогда Я е Т ? , У с N -
= У У с у * Д - 6 и ^ г ц « Р с \ У * / - 6 . а значит, /€«2 ОД • 
Обратно, пусть ^ €^ [/Х ) и пусть Р ^ Т ^ таково, чте Р(Х)*р'я 

Положим Ц * Р Г . Тогда 1 # * ) > Д , .УбТ* , а следователь
но найдутся Л/бТ?, У е Т * такие, что У(2>д-е , У с п У ^ - $ 
и Ыгц>р-б . Обозначим У У « Л С ; тогда У О Д , IV? V е -
« У с М ^ е и - №и*/>-&> а следовательн^/е^ДО. 



Известно, что уже в случае обычных топологических 
пространств усиление топологии может привести к потере 
свойства регулярности. Поотому было бы безнадежно ожидать 

спектра регулярности. В этой св~зи интересно отметить, что 
при переходе к ламинированной моди[икаиии ( X е , ) неч л 

кого пространства ( X , Я" ) спектр его регулярности не 
уменьшается: 

( 4 .8 . ) Предложение. Ви1Х) ^^и[Х°) для каждого 
нечеткого пространства X 

Доказательств. Пусть ^ » 6 ^ ( Х ) и ЯГ€Х , РвТ^°* 
таковы, что Рс[Л)ър Не ограничивая общности, в этой 
ситуаиии можно считать, что Р = V й , где й€1 , 

Р| € При :?том ясно, что 0 е >,р и Р}(з)2р, а сле
довательно, найдутся У . М ^ Т ^ с Т ^ такие, что 
У[х)гр-& . Ю с У ' ь ^ - б и ЬсУ+р-Е Для завер
шения доказательства скаталось заметить, что в этом случае 
и Р с Ю * р~& 

( 4 . 9 . ) Предложение. & с / Х ) П ( ^ ] - Ь(Х9} П($9Г] 
для каждого нечеткого п^о^г^лнс ! I X 

Докааачелнп I с Согласно предыдущему утверждению для 
доказательства г>того равенства достаточно проверить, что 
если ре1Ь(Х%)л р>* , то рЫЪ(Х). 

Пусть а с- X ?\ Т* Г(1)<РС . Поскольку РеТЛ 
для каждого 6 > Р -;ч/ду тс я Ус , \Ыс в такие, чт^ 
Уи<*)>р-6 , - Л Ь с у / ^ - б Г-гК *р-ь (как и 
обычно в таких -чат*: т что р-.& >~ ). 
определения ла>.' мод: и голи , которую 

играют множест" Ус , я?:но, что без ограничения 
общности можно т т а г ч , что У с V , где У^'Гы 

справедливости утверждений типа 1.5 , и 3.5 для 

условия Ус(*)ър~& 
6е< р-& * Ото-дэ 

а-м, чго У У о ? ! / ^ &. 
О б о п на ч;; V »*>гл • э Р м н о , г е о т п о п с е ч ПС 

что 0»г ^ - С - лож;-,; IV* = ̂  { \\'п А йп) 

ИЗ условия р 2 ^ * * Л ~ * : ' - л ед \ ' а Т ,;попчо,ч. 

о псеч //С IV таких , 

13 не.-



Полежим №*=У\У» Лоно, что 1Л^Ты,Р^№*РсЛ '>А-б 
и при этом, поскольку Д п * / ' * ^ * ^ - 6 длч всех пеР то 
неравенство \ У я с У с ^ / - 6 равносильно неравенству 
1 У с У с * Д - С » Существование таких множеетп V , УеТ^ 

и запгр.пяет доказательство. 

(4г10.) Предложение. Пусть -( ( X* » 9У ) : 1 ^ , } 
семейство нечетких топологических пространети и ( X ) -
их произведение. Тогда Л Й*(Х.) с /X) и, следова
тельно, ^ М Х г ^ ъ Ц ) . . 

Доказательство., Цурда*> е (-'Х*) . Рассмотрим 
а- = № : и : такие,, что М ^ ) » / > Иэ 

определения, т ^ т л гцявмвяедепитт ясно,, *то без ограничения 
обцности- можно :ф(Ш*!гдагатг% что И имеет вид И 
1(;.Л... Л для некоторых индексов Ь • где 
и * б Т * и Й и - Р Й . И й ) ( Р ы г : Х — Х м - отобра 

жение проектирования); при этом очевидно, что Шк1Х^)^ 
для ссех Гц 

оа^иксируем &>0 и, воспользовавшись тем, что_ 
^бЫХйс) для всех и , выберем У«; еТ^ мЛ^еТ^* 

таким образом, чтобы Угс (<Х.«)» ^ - & , У.с с -6 и 
^ ц с Ц ^ ^ / - 6 Тогда^ как нетрудно заметить, й л №«)>/"^ 
У ц с & л ^ - 6 и / У ц с Й ^ ^ Д - 6 , где V** - Р/'Ч У^У " 

N1^= (N1^) Для завершения доказательств 
остпетс^ определить множества V" , N^1* равенствам» 

( 4 . И . ) Предложение. Пусть { ( Х| • У- 1*ЗУ -
семейство непустых ламинированных нечетких проотран^тл и 
( X , Я ) - их произведение. Тогда фОи (XI) = Р<* (X) и-* 
следовательно, Лг^/Х*) » &(Х) 

Доказательство. Зафиксируем }€.3 и произвольную 
точку Я с » С * * ; ) ^ € Х .. Тогда, подпространство 

X/ = Х̂  *4(сГГ) : к € ^ б # ^ щкжзледенич X лаы^'итюЕаннкх 

,ечетких пространств, томоомотг^ио- пространству Х̂ * ["22] , 
а следовательно,, сюгяаонг» предложению 4.6, Р.у|Х )̂ = 
= & 0 у ) Ф»едвл * ие= предложения -1лО и следует 
докапываемое рвдемадок. 

(4.12..)- Замечание. Пусть ( Х ] , У | ) - лпминтгла'пое 
нечеткое пространство, а ( Хл , ) - нер<» ултгч* ;лто-



гичоское пространство. Тогда, кг нетрудно видеть, для осс'Ч 
* е ( 0 ,1 ] Ы ^ Ы . Ъ (Х,)=0, но В М^Ха) - | Этот 
пример покаэнвает, что требование ламимлровачиостк всех 
сомножителей в предыдущем предложении является существен11!.'.!. 

(4 .13. ) Предложение. Пусть \ ( X*; , Ш ) : 1 € <? } 
семейство непустых нечетких пространств и ( X . 3~ ) - их 
произведение. Тогда Р « ( (Х )П (| ,13 = Д & ( ) и ) П ( ^ , Л 
и, следовательно, О(Х) V ̂  = Ъ(Х; ) )У^ / 

Доказательство совершенно аналогично доказательству 
поодложгния 1.11. 

Известно, что каждое регулярное топологическое Т^-
пространство является хаусдор|опым. Следующее утверждение 
можно рассматривать как нечеткий аналог этого |акта. 

(4 .14. ) Теорема. Для каждого нечеткого пространства 
( 1 ) ^ ( Х ) П Р - с ( Х ) П ( | ^ ] с Н а ( Х ) , 
(2 ) если <Ц(Х) I, то ^ ( Х ) с ^ ( Х ) , 

Доказательство. ^пч доказательства первого утверждения 
зафиксируем ре. §ЦХ)П & ( X ) , Р>} и покажем, что 
> ^ Н ы ( Х ) . 

Пусть 29уеХ и Ь>0 таково, что р~6>1 
Выберем I I , удовлетворявшее нерапенстаам ц\х)ър и 
ис(\{)г р-В Положим Р ис Тогда РЧ*)*/> , а 

следовательно, наЯдутся У , № б Т ы такие, чтп \1(Х)>>р-&< 
^ С , У С ^ ^ 6 и Е^\Ыър-& Уя последнего неравенства, 
учитывая, что Ре1%) = Ц,[$)*рС:ь&< , заключаем, что 
№ ( и ) > ^ - & Существование таких V и V/ и 

доказывает, что реНы{Х). 
Для доказательства второго утьерздения рассмотрим 

Р^К* ( X ) к пусть ОС ^ X зафиксируем 6>0 
так, чтобЪ* > С , и выберем иеТд* , удовлет
воряющее условиям И М ) 1 , Уе(у)Ъ1-& Положим 

Р ш и с I \огхл Рс№) « 1, а следовательно, найдутся 
У \ Ю е Т * такда г что У1л)ър-6- , \ И г у с г р ^ и 

Рс.)ЫЪ ~ да- последнего неравенства и условия 
РС/ДО . Ц ( и ) ^ ^ заключаем, что \Чщ)ьр-&' Но 

это и означает, чт> р>ё№*{Х)* 

Учитывая, что Ии(Х) = [ 0 , й « Ш ] и з предаду-
.цеЙ теореиты г^л;л«*»»^ 



( 4 . 1 5 . ) Следствие, вели 6^[Х) Л ̂ ( Л Ы , т о 

б Л Х ) Л / ? , < / Х ) с Н * 1 Х ) . 
(4.16. ) Следствие. Пусть для каждого Я4 в У ^сг}^Г*# 

Тогда ЫХ)сНи1Х). * 
(4 .17. ) Замечание. 3 "вырожденном" случае о( = 0 длгт 

каждого нечеткого пространства X Ио1Х) 1 ] 
В самом деле, в этом случае в определении 4.1 можно 
положить У « 4 Ф } ^ 1 - ^ 1 

Заключение 

Все результаты дайной (а также последующей [^о ]| работы 
могут быть условно разделены на две группы но следующему 
принципу. Одну (большую)группу составляют утверждения, 
справедливые для всего С1гектра рассматриваемого свойства 
(предложения 1.4, 1.5, 1.9, 4.10 и многие другие) . Ьо 
вторую группу входят утверждения, справедливые только для 
тех значений Р , принадлежащих спектру рассматриваемого 
свойства, которые больше, чем ^ (таковы, например, пред
ложения 1.6, 2.14 и д р . ) . Такое положение вестей, по-видимо
му, следует считать естественным, дело в том, что первую 
группу составляют, в основном, результаты, характеризующие 
поведение того или иного езойстьа по отношению к самому себе 
(например, связь между спектрами хаусдорфовости нечеткого 
пространства и ого подпространстпа), а такие ро^ультаты 
имеют "абсолютный1* характер. Вторую же группу составляют 
результаты, устанавливание взаимосвязь либо между различ
ными свойствами (например, связь между спектром регулярности 
и спектром хаусдорфовости нечеткого пространства), либо 
между одним свойством, по у разнородных объектов (например, 
связь между спектром хаусдорфовости нечеткого пространства 
к спектром хаусдорфовости его ламинированной мецщикации). 
Поэтому, для того,'чтобы проявиться в достаточной степени 
и тем самым оказать влияние на нечеткую топологию ч целом 
(а не только на свойства того жо вида), рассматриваемое 
свойство должно "накопиться в достаточной степени", т . е . 
по крайней мере "превысить уровень неопределенности р =^ . 



185 

Список литературы 

1. СЬед С.Ь. Риггу *оро1ое!са1 араееа// .Г.Иа*Ь.Ала1. Арр1. -
- 1968. - V. 24. - Р. 182 - 190. 

2. Дискин З.Б. О нечетких предикатах на нечетких множествах 
(на лримере нечеткого простр8нства)/Аополоптчес1аге прост
ранстве и их отображения. - Рига,1985. - С. Ь9-70. 

3. Энгелькянг Р. Общая топология. - М., 1966. 
4. Ьоиеп Я. Риггу *оро1ов!са1 араееа ал4 гпгсу еошрееСп***// 

•Т.НагЬ.Ала1.Арр1. - 19?6. - 7. 56.- Р. 621 - 633. 
5. Ьокеп К. А сошраг1воп оГ (ИГГегепЪ сошрасЬпеаа по*1опэ.1п 

Гиггу *оро1оеу// Д.Ма(;Ь.Апв1.Арр1. - 1978.-У.64.-Р.446-454. 
6. Ьомеп К. Сотраей НаиадогГГ Гиггу 1оро1ов1са1 араееа агв 

горо1ок±са1//Торо1о8У ап<1 Арр1.-1981.-7.12.-Р. 65 - 7* . 
7т Р1агг*1п Н.М. Уеак1у 1п4иее<1 Гиггу 1оро1ое1са1 араееа// 

•Т.>Ла«1.Апв1.Арр1. - 1980. - 7.78. - Р. 63* - 639. 
в* Рао-М1пв, Ыи *Т1пв-М1п8. Риггу *оро1ову I . Ке1вйЪогЬоо4 

ат г̂псЬигв оГ а Гиггу ро1пЪ ап(1 Мооге-ВшИЬ согпгегевпев// 
Апа1.Арр1. - 1980. - V. 77. - Р. 20-37. 

9. ВойаЬаивЬ в. ТЪв НаиебогГГ аерагаНоп ах1ош Гог Гигжу Ъоро-
1ов±са1 врасав//Торо1овУ апд Арр1.-1980.-7.11.-Р.319-33*. 

Ю.> ВойаЬви&Ь 8. 6ерага*1оп ах!ова впй ЪЬе Гиггу Гва1 Ипеа // 
Лвжсу ве*а апЛ Вув*. - 1983.-7.11.-Р. 163-183. 

И„ СадЬах И. Оп Гиггу Ъоро1оз1еа1 араееа// •7.НаЪЬ.Апа1.Арр1.-
196*.*- У.79. -Р. 384-39*. 

12. 0п Гиггу Ъоро1ов1са1 араееа// <Т.ЙаЪЬ.Апа1.Арр1. 
- 19В1 . -Т.84. - Р. 431-442. 

13» &±*ял%ш*я К.» Ьа1 В.К., 6г1?ав*ата А.К. -Ривву НаиадогГГ 
*оуе1ое1са1 араее* 1.Иа*п.Апа1.Арр1.-1981.-7.81.-Р. 497-506. 

1*. еЫ1н»Еа>»а К., Ьв1 6.К., 8г1тав*ауа А.К* Риггу ^-Ьорогов!-
е*1 вртешш//^Йа*Ь.Апе1.Арр1.-1984.-7.102.-Р. 442-44в. 

1% ВМ—»»д»а К.. Ьа1 В ЛГ. , Вг17аа^ата А .К. Оп Гиггу НаивдогГ-
м м совеет*»// № х у ВеЪа ад* Вуа*.- 1985.-7.17.-Р.67-71. 

16. Ь а^а * А .У.» Се Г»х*у еоро1о^1са1 в*гие*игез//Ргос.13*& 
Кмхжг Яс*в©1 аш АЬм*гмс€ Апа1ув1а. - 8гп1.-1985. 

17. ВЬеяэс АЛЕ» Йарефшнотгаше подкатегории нечетких топологи-
чшши щастрежяв//! Тщрэетшигский симпозиум по обшей то-
шшипвя л ее л!2!яипзя№ЮС.-Л^^ 1965. - С. 266 - 268. 



Поступила 30 декабря 1986 года. 

18. Шостак А.П. О коре|лексизных подкатегориях в категории 
нечетких топологических пространств // Теор. и приклад
ные вопросы математики 111.- Тарту. 1985.- С.44-50. 

19. Шостак А.П. Коре^лексивность в категориях нечетких то
пологических пространств // Непрерывные функции на то
пологических пространствах.- Рига, 1986.- С.159-165. 

20. Шостак А.П. Степень компактности нечетких подмножеств 
в нечетких топологических пространствах // Латв. матем. 
Ежегодник.- 1988.- Т . 3 1 . - С181-198. 

21 . 5оа*а]г А.Р. Оп Ыл<1е1оТПевв апй Сош^аЫв Сошрао^пеее 
Де^гаев о? Тиггу вб*в 1п Гиаау "Ьоро1ов1оа1 враоев // 
Соп^гаев Ргврг1п4в оГ 1Ье Зеоопс! 1Р9А Оопегеве» 
ТокЮ, 1987.- Р.324-327. 

22. §08^вх А«? # Он сошрао*пеаа аш! соппес*бйпевв йевгввв оГ 
2игву в*** 1в Гиягу "Ьоро1о51оа1 враоев // РгооЛ! Рга^ив 
ТЪрч>1. Зушр.-Нв1<1вгмап ?аг1ав-- ВвгИи, 1967. 

23. (Востан А.П. Отделимость в нечетких топологических прос
транствах 11 // Латв. Матем. Ежегодник.- 1989.- Т.32. 

24» 5ов*ак А.Р. Яго аеоайбв о? Гиг «у *оро1оеу.- ЗоПа, 1988. 
25* 2а<1аЬ Ь.А. Рига у 8е*в // ХдГогв. ала Соп*го1»- 1965.-

7 .8 . - Р.ЗЗВ-353. 



Топологические структуры и их отображения. Рига. 1937» 

УДК 5Г , .5 

ОБ ОДНОМ СЕЖЛСТЗЕ ПОЛИНОМОВ ДВУХ АРГУМЕНТОВ 

Г.К.Энгелис 
ЛГУ им. П.Стучки 

В статье рассматриваются полиномиальные решения 

уравнения ^ + щ + х Л ^ А ш д т ^ 

Это уравнение встречалось уже в С1 • -случай"УШ теоре
мы 18 - "И к нему применимы некоторые теоремы из этой 
статьи. Но главные результаты статьи ГГ] (теоремы 14 и 15) 
в атом случае не применимы, потому что коэффициент при 

зависит от у • Основное содержание настоящей статья 
составляют теоремы 7 и 10 - аналоги упомянутых теорем из 
С13 для уравнения ( 1 ) . Попутно выясняются еще некоторые 
свойства изучаемых полиномов. 

Отметим, что впервые уравнение (1) и его полиномиаль
ные решения упоминались в статье С 2]] , где доказано (в на
ших обозначениях) существование и единственность системы 
полиномов йпк • 

Теорема 1. При любом целом неотрицательном Н для 
каждой пары (пг , *ь ) целых неотрицательных чисел таких, 
чтоГП+П = Л/ , уравнение (1) имеет единственное полиноми
альное решение вида 

^ Л (л ,у ) = а т у а + Яэцт,п,кХ)хку1 (2) 
где суммирование распространяется на те пары ( Л , ^ ) 
целых неотрицательных чисел, для которых выполняются 
неравенства 

к-1*т-п% (3 ) 
к+г1±т+2ъ. ( 4 ) 

2 к + ( < 2 т , + к . <5> 
Действительно, из теоремы 10 статьи С11 следует 

существование решения вида ( 2 ) , где суммирование происхо
дит по тем (Л %1 ) # для- которых К+1<М,+П Рекурентная 
формула для коэффициентов Ж ^ Л Л , I) , которье сокращенно 



где 
^кМ-1)кк!, ( 6 ) 

= О &1А I*к.-*1Ш ( 8 ) , 

пусть 
(р , < р - О Д * 

тогда на к+СФт+п еяедует 
(Р„1 , й » > « о . 

Существование такого яввейюто функционала & обеспе
чивается теореивш 1 • 11 ю [ 1 Э . В доказательстве теоре
мы 11 уввзм*, « а «оммшш/Ъ! должж удовлетворять некото
рой системе уутштлшШ, погорая для уравнения (1) имеет вид 

Остается проверить, что ( б ) , ( 7 ) , ( 8 ) дают решеяве втой 
сиотемы при начальном условии^ош - 1 . 

Теорема 4» Пусть 

обозначим через <&л1 9 имеет вид 

откуда и следует, что отличными от 0 могут быть только 
те Л * % для которых выполняются условия (3) и ( 4 ) . При 
этом хотя бы в одном условии должно быть строгое неравен
ство, и ето обеспечивается неравенством ( 5 ) . 

Теорема 2. Полиномы Ртп удовлетворяют равенствам 

Для доказательства достаточно проверить, что, если 
Я решение уравнения ( 1 ) , т о | ^ * " решения 

этого же уравнения, где Л/заменено . 
Теорема 3> Пусть 3" - линейный функционал на множест

ве всех полиномов двух аргументов, определенный равенства-



тогда для каждого поличома р 
3(&1р)~Э(й$р) . 0 . 

Это следует иэ теоремн 5 статьи С 1Л, если еаметить, 
что для уравнения (1) имеем 5 = & « 1 , # « у , Л - Л - у * и 
вместо ^5 писать А| , А 3 

Теорема 5. Пусть 

тогда функция 

- полином степени т+гг со старшим членом я 1 ^ " 1 

Легко доказывается индукцией. 
Теорема б. Если П<т или к + # < т * А 1 , то 

Легко убедиться, что для каждого полинома р 

р ' ^ р р ь р ^ р ^ р ' 

Потому $Ч 
и достаточно доказать, что для каадого целого ^ , 0*/<гь 

^ л У ^ А ^ - О , (9 ) 

если к < т или п+24<л)*2н,. 
Предварительно отметин, что для кавдого натурального 5 

Пусть К<т+^}' . Тогда существуют такие полиномы 

и (9 ) следует ие теоремы 4. 
Пусть теперь + • так как А+2С<т+^/+2ь^ , 

то &<91^ 9 я существуют такие полиномь ХМ^^Н 



Отсюда опять по теореме 4 следует ( 9 ) . Теорема доказана, 
Теоремь' 5 к 6 вместе - аналог теоремы б из Г1] 

Последняя теорема верна и для уравнения ( 1 ) , но для опре
деленных в С13 полиномов не верна следующая теорема: 

Теорема 7. Последовательности функций Ртп и Ста 
связаны равенством 

Для доказательства теоремы строим дифференциальные 
уравнения, которым удовлетворяют функции 

Легко подсчитать, что 

Дифференцируя обе части этого равенства т раз по # , 
получаем 

уиЦ« +2и*ц - л ы ; - уи^ - [ъ+2)и * о. 

Действуя на обе части последнего равенства \1 раз опера
тором 2 + ̂ 1 , убеждаемся, что 

цц ОСТ и м А * 

и получаем 
у*!* +Щ+з&'к+у^-1т+г1)ь = 0% 

Итак, Отп удовлетворяет уравнению (1) с М=ГО+И 
Отоюда, учитывая теорему 5, получаем нужное. 

Теорема 8. Для полиномов Цпь верны рекуррентные соот
ношения 

Р т л = +тРтг1.п+1 (П>0)> (10) 

Ртл = Л Й м > ̂ 2^-1)41,-^1 + ц Р т ^ ГШ>0). С11) 

Для доказательства равенства (10) используем теоремы 

7 и 2 : Ртг1 -а1М-Д^л5 + А>Г^-Д1Л-1 .т *А|Чка^-

Аналогично докааывается (11) , только здесь учитывает
ся и (10): 



Теорема 9. Пусть ^ л обозначает полином, которой 
получается, если в полиноме Япа отбросить те мономн, в ко
торых К-1<т-П ; тогда 

-ЯШ • хт'киЛ'к (12) 
где р * пип{тгп}. 

В случае т-П = 0 справедливость утверждения очевидна. 
Если 17И-&>0 , т&я , то иэ (10) следует 

а если т + & ? 0 , п * т то из (11) 

Теперь (12) доказывается индукцией по /П'КП м 

Лемма. Если т * О , П * 0 и 

1? > 

Утверждение леммы вытекает из равенства' коэ^иинвнтют 
при &п в обеих частях равенства 

Теорема 10. Для всех целых неотрицательных I ,^ ,/п,Л? 

где Лл - оимвол Кронекера. 
Еоли , то (14) следуег из теоремы 3. 

Бели же 1 ^ = т + П , но М П , то л и б е р а л ' ,. либо 
1+21< Ц + 2т По теореме 1 Р̂ > аодеряяг только такие' 

мономы &*у1 , для которых либо л^Ц ( Й П Р легко следует 
ие ( 3 ) - ( 5 ) ) , либо к+ЗЫь+Ц Жа сажшшяип теорем * 
7 и 6 можно писать 

то 

Ртп = « | р Р т - и + | Р „ ^ + 
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и (14) опять верно. Наконец, пусть 1=л Тогда 
полином Рпщ можно накисать я в виде 

потому л 

Но разность ^ Щ - " ЯТЛ содержит только такие мономи 
для которых к-Е<пг-л, э потому произведение -^У^^л"^* ) 
содержит только такие мономы , для которых К-1<0 9 

но тогда по {В) ^1к1 « 0 . 
Итак, используя (12) и ( 1 3 ) , получим 

что опять равносильно ( 14 ) . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Все результаты, изложенные в статьях сборника, имеют 
теоретический характер. Области их возможного применения -
общая топология (прежде всего топологическая алгебра, ис
следование пространств непрерывных функций, теория равно
мерных пространств, теория нечетких топологических струк
тур, аквивариантная топология), функциональный анализ 
(теория сплайнов, теория линейных операторов, метод непод
вижной точки), теория вероятностей, а также другие разделы 
теоретико-множественной математики. За пределами теорети
ческой математики результаты сборника могут представить 
определенный интерес для специалистов, работающих в обла
сти теоретической физики, биологии, психологии и в других 
областях современной науки, в которых используются тополо
гические методы исследования объектов и применяются тополо
гические модели изучаемых процессов» 
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УДК 513.83 

Проективные объекты и накрытия категории б-простанств. 
Агеев СМ.~С. . 5-14. 

Проблема исследования проективных объектов и накрытий 
в категории топологических групп преобразований (или 6-
пространств) неоднократно ставилась В.И.Пономаревым и Ю.М. 
Смирновым. Частичное ее решение было дано А.Кадь'рошм. От
правной точкой Кадырова явилось следование категорному оп
ределению основных понятий; при этом полученные результаты 
несколько упрощают ситуацию: оказалось, что пространства 
вквивариантно соабсолютны в том и только в том случае, ког
да их пространства орбит соабсолютны. 

В данной работе предлагается иной подход к этой проб
леме. Определение проективных объектов тесно связывается со 
строением стабилизаторов точек исходных пространств, а* су
щественными модификациями становятся эквивариантные и в 
обычном смысле неприводимые отображения. При этом построе
ние требуемых объектов стало возможным с помощью теории 
6-бливости, а их свойства оказалось возможным сопрячь о 

дейотвием группы. Библ. - 9 назв. 

УДК 519.6 

Оценка ошибки сплайн-интерполяции 
Асмусе С Б . -С „ 15-26. 

Б статье предлагается метод оценки ошибки сплайн-ин
терполяции элементов гильбертова пространства. На его осно
ве научается погрешность приближения функций сплайнами про
странства 5СГ А ) в случае, когда Т - оператор джф1»рен-
цнрования. Получено интегральное представление ошибки и ус
тановлено, что ошибка интерполяции функции пространства Со
болева полностью определяется ее дифференциальными свойст
вами в погрешностью приближения усечённых степенных функ
ций. 

Этот метод реаляаован в статье для простых, эрмитовых 
сплайнов • сплайнов для локальных средних. Библ. - 6 назв. 



УДК 517.968.52 

О конечных покрытиях гх-мерной сферы и теореме Ляютерника 
Ьаланов З.И.~ 27-33. 

Известно, (Л.С.Шварц) что, если на (г\-а) -мерной сфе
ре эадано действие конечной циклической группы О порядка 
р сйт . (Рсх60 к , то г{ 5 К " Д \ Р / х & ) * * - * ^ 9 ( г - род 

соответствующего множества; Р с < ( » » ( х € 5 Л" А З^ебчМ}, #х = х } ) . 
В данной работе эта теорема обобщается на произволь

нее конечные группы. Полученный результат позволяет распро
странить известную теорему Люстерника о существовании счет
ного числа различных критических точек слабо непрерывных 
равномерно дифферениируемнх четны* функционалов на Функцио
налы, симметричные относительно конечных групп гомоморфиз
мов. Библ. - 5 назв. 

УДК 519.3 

К одной задаче оптимального управления сметанной системой 
уравнений. 
Вуцан Я.11. - С.34-46. 

Б работе получены необходимые условия оптимальности в 
виде принципа максимума для одного класса задач оптималь
ного управления объектами, описываемыми смешанными система
ми дифференциальных уравнений, состоящими из линейного 
уравнения эллиптического типа и системы обыкновенных диффе
ренциальных уравнений, функциональный вид которых задается 
при помощи решения и первых производных решения эллиптичес
кого уравнения. Библ. - 8 назв. 

УДК 519.6 

О сплайнах в гильбертовом пространстве в случае, когда яд
ро оператора сглаживания содержится в ядре оператора интер
поляции 
Гольдман М.А.- С. 47-61. 

В статье изучается пространство сплайнов 5 в случае, 
когда Х(Т) С / У Ч А ) Решена задача построения базиса 
пространства Т 1 5 ) и для интерполяционного сплайна г по
лучено выражение черев элементы этого базиса. Рассмат-



риваетоя такие вопрос о сглаживающих сплайнах. 
Результаты применяйся к исследованию пространства 

сплайнов для односторонних производных. Получены формулы 
для базисных элементов пространства Т ( & ) Приводится 
описание построения интерполяционного сплайна. Библ. -
2 навв. 

УДК 515.1 

Об операторах внутренности в топосе пучков, 
оаричный Ф« 62-65. 

дается описание категории топологических пространств 
в топосе пучков над топологическим пространством. Тополо
гические пространства в топосе определяются при помощи опе
ратора внутренности. Библ. - 3 назв. 

УДК 515.1 

(М,1)-абсолюты и их характеризация. 
Колдунов А.З. ~ С.66-75. 

Б разное время и с различными целями вводились прооб
разы специального вида данного топологического пространс
тва. Нетрудно выделить два основные подхода к введению 
этих прообразов - ь первом из них требуемый объект строил
ся как предел некоторого семейства (спектра) прообразе 
исходного пространства Т , в этог/ случае получившееся 
пространство Т ' обычно характеризуется как наименьший (в 
определенном смысле) прообраз Т (ТГ:Т'—»Т) с некоторым 
(наперед известны») сволстзом. 

Другой подход, в отличие от первого, ориентирован на 
получение прообразов, долускащих достаточно естественные 
внутренние описания. При этом искомый объект строится как 
семейство ультрафильтров некоторого решетчато-упорядочен
ного семейства. 
* Изучение этих и других классов прообразов торологичес-
когс пространства позволяет заметить некоторые общие конс
трукции и ситуации. Это обстоятельство и послужило основой 
для введения автором в данной работе (л, 1)-абсолютов и по
лучении для них теорем-характеризаш:и, обобщающих извест
ные результаты конкретных П10о6:: :зах топологических л;, 
странст, . наьи. 



УДК 513.88 

О связи компактной аппроксимации с регулярной и устойчивой 
сходимостью. 
Лабеев В. Иг С 76-83. 

В работах Г.М.Вайникко наряду с компактной аппроксима
цией линейных непрерывных отображений рассматриваются еще 
две аппроксимационные схемы: регулярная сходимость и устой
чивая сходимость. В данной статье изучается взаимосвязь 
мевду этими сходимостями. Библ. - 2 назв. 

УДК 513.88 

О связи секвенциально компактной аппроксимации с равномер
ной сходимостью. 
Левченков В .С .~С. 84-8 : 

Получено одно обобщение теоремы о связи секвенциально 
компактной аппроксимации со сходимостью по норме из преды
дущей работы автора. Библ. - 1 наав. 

УДК 517.98 

Эта точка - неподвижна . 
Лиепиньш А.Х. " С. 87-бВ. 

Показано, что если в метрическом пространстве X » 
компактном в смысле некоторого оператора замыкания 5 , 
отображение Х - * Х уменьшает диаметры 5-замыканий 
орбит точек, то ^ имеет неподвижнее точку. Библ. - 2 наев. 

УДК 515.12 

Свойства Бэра и линейные изоморфизмы пространств непрерыв
ных функций. 
Окунев О.Г., Шахматов Д . Б . " С. Г.9 - 92. 

Построен пример, иэ которого следует, что следупцие 
свойства не сохраняются отношением М-эквивалентности (и тем 
более отношением I -эквивалентности) даже в клвоое прос
транств оо очетной базой (1) свойство Бэра; (2) псевдо
полнота; (3) овойство содержать всвду плотное по Чеху под
пространство. Тем оамнм получен ответ на вопрос А.Б.Архан
гельского. Библ. - 10 назв. 



Уда 515.12 + 512.Ъ4б 
Замечание о топологиэации групп. 
Пестов В.Г.- С. 93-95. 

Недавно А.В.Архангельским был поставлен вопрос Верно 
ли, что на любой группе, допускающей недискретную топологи-
аацил, существует недискретная метриэуемая групповая топо
логия? В данной заметке получен отрицательный ответ на этот 
вопрос Более того, показано, что класс недискретно тололо-
гиэируемых групп значительно шире класса групп, допускающих 
недискретную метриэуемую топологию. Библ. - 4 назв. 

УДК 515.12 

О некоторых свойствах экспоненты в топологии Виеториса. 
Попов В.В. - С . 96-101. 

Основные результаты работы Если пространство X фи
нально компактно, то его экспонента *хрХ является 0. -
пространством. Коли е*рХ # в-хаусдор$ово, то X счет
но компактно (а следовательно, для слабо паракомпактного 
пространства X следующие условия эквивалентны : (а ) ?'рХ 

Х 0-хаусдор{юво; (б ) X - бикомпакт; С в) ырХ биком
пакт) . Библ. - 4 назв. 

УДК 517.95 

Сохранение потенциальности при 6 -сходимости монотонных 
операторов. 
Райтум У.Ё.- С. 102-105. 

Основной результат Пусть V - вещественное банахово 
пространство, V - сопряженное с ним пространство. Доказа
но, что если последовательность А * потенииальных 
равномерно монотонных и ограниченно равномерно непрерывных 
операторов б -сходится к оператору А о V" - " - V ' , то опе
ратор До т а к х е является потенциальным, равномерно монотон
ном и непрерывным* Библ. - 4 назв. 

УДК 515.12 

функциональная и слабая функциональная теснота. 
Резничекко Е.А.- С. 106-110. 



Основная результат Пусть 7: - неизмеримый (по Ула
ну) кардинал и ТНо Тогда существует тихоновское 
пространство X , у которого функциональная теснота равна 
Т , э слабая функциональная теснота счетна. (Тем самым по
лучаем ответ на известный вопрос А.В.Архангельского.) 
Библ. - 5 назв. 

УДК 519.652 

Интерполяционные рациональные кубические сплайны. 
Римша д.кг С . Ш - 1 1 6 . 

/ручаются рациональные кубические сплайны, причем ис
пользуется подход, предложенный Б.И.Квасовым для построения 
рациональных параболических сплайнов. По интерполяционным и 
некоторые другим условиям строится сплайн; устанавливается 
единственность сплайна, удовлетворяющего этим условиям. 
Библ. - 2 назв. 

УДК 517.52 

Применение Г -А-метода для обращения интегрального преоб
разования Фурье. 
Смотровс Я.А.- С. 117-127. 

Обращение интегрального преобразования Фурье - это за
дача отыскания решения $ уравнения 5 " ^ = ^ У^шс'^^х 9 

где & - заданная функция, аналитическая в некоторой поло
се - ^ 1 ^ <?2. • Данная статья посвящена построению ал
горитмов приближенного обращения преобразования 1>урье. в 
которых используются асимптотически^, разложения. Библ. -
7 назв. 

УДК 515.12 

Свободные топологические группы не допускают ^-метризации* 
Ткаченко М.Г.- С . 12В-1оВ. 

Показано, что свободные топологические группы ГОО 
и А ( Х ) Л-метризуемы,если и только если пространство -X 
дискретно. В частности, пространства групп Г[Х) и А ( Х ^ 
вкладываются в произведение метризуемых пространств в ка
честве всюду плотных подпространств только для дискретного 



пространства X . Доказано, что для недискретного X с во-
бодная топологическая группа Г ( X ^ не имеет б'-решеткн 
( в смысле Е.З.Щепина) из <1-открытых отображений на про-
отранства счетного веса. Библ. - 13 назв. 

Критерии ультраполноты равномерного пространства. 
Федорова В.П. -С . 139-143. 

Доказано, что свойство ультраполноты отделимого равно
мерного пространства равносильно выполнению некоторой теоремм 
типа Стоуна-Вейерштрасса в пространстве равноиерно непре
рывных функций. Попутно получены и другие критерии полноты. 
Библ. - 5 назв. 

О сходимости линейных стохастических итераций. 
Царькова В.Н., Матвеев Ан.А.- С. 144-151. 

На вероятностном пространстве рассматривается итера
ционная процедура, определенная линейным разностным стохас
тическим уравнением | = А Х г у . + й х А ^ 

где А , 6 - матрицы размерности т * , х е *С , /V -
последовательность независимых одинаково распределённых 
случайных величин, Е}п-=о , « © ^ < е * изучается устой
чивость (в том или ином смысле) тривиального решения этого 
уравнения. Найден критерий экспоненциальной р-устойчивости 
( р>0 ) тривиального решения. Показано, что из экспонен
циальной Р-устойчивости тривиального решения при некото
ром р>о следует, что оно и асимптотически устойчиво 
почти наверное. Указаны также некоторые условия, достаточ
ные для того, чтобы из асимптотической устойчивости почти 
наверное тривиального решения следовала бы его экспоненци
альная р-устойчивость при всех достаточно малых , / *>о 
Библ. - 3 назв. 

УДК 513.88 

УДК 519.21 

УДК 514.17 + 515.1 

Выпуклость в пространствах межности. 
щирулис Я . П . - С . 1о2г-161. 



У Ш 

Понятно пространства межности ( Х , ^ * ) введено авто
ром в предыдущей работе (Рлкат, 1983. ИА660). Там же рас
сматривалась естественная 7} -топология на пространс
тве меяности. 3 данной работе для каздсго пространства межь 
ности (Х,у*) естественным образом определяется выпуклость 

; показано, что эта выпуклость полностью определяет 
породившую ее ме^ость . Дана также характеристика межкост
ных выпуклостей в терминах т .н . интервальных функций. Од-
ноьремонно установлено, что в терминах таких функций прост
ранства ме:-гности, а также топология были описаны ра
нее оойкулеску (Рныат. 1963, 7А425). Библ. - п назв. 

УДК 517.57 

Доказательство одного численного неравенства. 
Черанс К.Х.- С . 162-164. 

Показано, что для каждого натурального # > ± и каж
дого * € ] ^ , * * » Г имеет место неравенство 

Тем самым дан ответ на вопрос, сформулированный в разделе 
нерешенных проблем журнала иАтег±сап Ма-ЬЪеаа*аоа1 Мсш1Ыу п. 
Библ. - 1 назв. 

УДК 515.12 

Отделимость в нечетких топологических пространствах. 
Шостак А . П . - С . 165-186. 

При исследовании тех иди иных свойств нечетких мно
жеств в нечетких пространствах на рассматриваемые прост
ранства нередко приходится накладывать различные условия 
типа отделимости. Целью данной работы является системати
ческое изучение своЛств типа Т 0 - , Т^-, Т^- и Т^-отделимос-
ти в нечетких пространствах. Основное внимание уделяется 
свойствам типа хаусдорфовости в нечетких пространствах. 
Как н следовало ожидать (по аналогии с общей топологией), 
в нечеткой топологии условия типа хаусдорфовости играют 
важную роль. В частности, большое значение они имеют при 
изучении свойств типа компактности. 

Отделимость в нечетких пространствах в той или иной 
форме рассматривались ранее рядом авторов (Родабаух. Сри-



и 

вастава, Саркар н д р ) . Наиболее существенные отличия пред
лагаемой вдесь схемы от рассматриваемых ранее сводятся к 
следующему. Во-первых, данная схема применима в общим не
четким топологическим пространствам, а не только к Чангов-
ским пространствам. Во-вторых, -уже в случае Чанговских про
странств данная схема значительно отличается от предыдущих, 
посколько в ее основу положено отношение нечеткого включе
ния, а не понятие нечеткой точки и отношение неравенства 

* между нечеткими множествами, как это имеет место в 
предыдущих схемах. Библ. - 25 назв. 

УДК 517.5 

Об одном семействе полиномов двух аргументов» 
Энгелис Г.К.- с . 187-192. 

Изучаются полиномиальные решения уравнения «у* * * * " * 2 -^* 
• хг* + у 2 ^ - = О. Это уравнение встречалось в предыдущей 
работе автора (Ржмат, 1974, 10Б405), однако основные ре
зультаты - теоремы 14 и 15 ив (Ржмат, 1974, 10Б405), в этом 
случае неприменимы, т .к . коэффициент при г!л зависит 
от у Основное содержание настоящей статьи составляют 
аналоги вышеупомянутых теорем для данной ситуации. Библ. -
2 назв. 


