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ИССЛЕДОВАНИЕ ФЛУКТУАЦИИ 'КОЛЕБАНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО ДАМ11030Г0 
ГЕНЕРАТОРА С ЗАЛАЗДШАЩЕй' ОБРАТНОЙ СВВЗЬО. 

Буикис М.А. 

§1. Анализ характеристического квазиполинома и уравнения дли 
радиуса и фазы колебаний. 

Рассмотрим следующее стохастическое дифференциально-разност
ное уравнение 

г 1 / 1 Л / 

где I -палый параметр, Д -время задержки сигнала в цепи об
ратной связи, Ч^) белый шум" интенсивности 5 Величины а. , 

&1, ^ -возмущения коэффициентов к ^ , введены 
для удобства анализа. Слагаемое 6-.хЬ_-<лУ,г соответствует пара
метрическому возбуждению емкости лампового генератора, а слага
емое X отражает наличие параметрического мука при этом 
возбуждении. Уравнения такого типа описывает работу параметричес
ки возбуждаемого лампового генератора с запаздывание! в цепж сет
ки с учетом параметрических флуктуации. Подобные параметрические 
системы, но без запаздывания, рассмотрены в [ Ц , §19, п.5иб]. 

Уравненже /1 .1/ при {.-о называется порождающим С 3 ] . й"0 ква
зиполином имеет вид 

М Ы ^ ^ л е * / » / - ™ } * ^ /1.2/ 
В работе [2]построено Я -разбиение для втого уравнения при Д=ТГ 
которое приведено на рисунке I . 

Уравнения для прямых <\< , Пъ п.* , получаются из 
уравнения \Л^)=0, если приравнять нулю действительную • мнимую 
части 

.21V ^ = о 



Рм>. 1, 
Из второго уравнены следует что*1Гг \ г п<й , ^-^ 1п . и-одг . . . 
Бела п. четное, т о $ 0 1 - ) 1 = ^ и прямые наклоненные налево имеют 
уравнен» 

Ори нечетном п, я>т*1|г-У к прямые наклоненные вправо имеют 
уравнения 

На рис.1 через 5)о , , обозначены области параметров ^ 
я ю 1 где квазиполином /1.2/ имеет 0, 2, 4 корня с положительной 
действительно! частьв. Каи известно, если точка ( \, и>1) находится 
на границе облаете! *)с я % Л < / 0,7,4,.- /, то квазиполином 
имеет ] - 1 чисто минных корней. По рисунку видно, что квазиполи
ном монет иметь не больве двух пар мнимых корне!, так как области 
2 „ имеют границу только с областями 5Ь , 2,. и , области 
п с областями ф. , Д . . Я » и А) и.т.д. Будем предпологать 

ЧТ1 имеет одну пару чисто мнимых простых корне! * с9 , а ос-
тальвве корни располоиеям в левой полуплоскости т . е . Ре>^-?<: о 
Это вредполоиеиие еоответетвует тому, что при 1-0 о йоте на на
ходится на одвой из границ между областями #<; и Щс*1 ,(1-42,</,.. ) . 



Заметим, что не теряя обиностн, можем полошить Л = 5Г , тек 
как в противной случае можно сделать замену независимой перемен
ной в исходной системе. Будем такие в дальнейнем предпологать, 
что условие параметрического возбуждения выполняется. 

Учитывая соотношение 

от уравнения /1 .1/ перейдем к системе уравнений для радиусе и фа
зы колебаний. Согласно [ О имеем 

* секV* -*1Г*^<-71 - Vв*4()} - т а ' с*>и*'Ч)[р1ь„1(ф<г) ь^г^+гч)* 



где 

{ 1 _ о*1 

В соответствии с работой , мы можем в этой системе осред-
вжть по яввовходякеиу временя коэффициенты сноса. Будем считать, 
что изображаемая точка (\,и} 1 - ) находятся на одной из прямых, которые 
ваыовенм влево, т . е . После осреднения я перехода к "мед
ленному времени" $ »*. г. последняя система будет иметь вид 

с1г(5) = [ р а 0 г - с^а^ч. + ра,.уа. - ^ а - ^ р г 1 -

Чгоом в волучениой еиотеме оореднить коэффициенты диффузии, им 
долижи не сястени уравнений 

В немей ол] найти <̂ я , и . В немей олучае 



"Полностью упрощенные" уравнения в явном виде выписывать не 
будем, так как реве нал системы /1.5/ получаются довольно гроновд-
кими, и, во-вторых, для исследования стационарных редимов коле
баний нам эти уравнения не понадобятся. 

§2. Исследование стационарных решений в случае 3 = 0 

Заменой ф 1*^ 15 = 6 с ноте на /1.3/, /1.4/ приводится в виду 

49 - (<Зо$м^ - М с ю Р *а1у~я.1р * г* 1 9 < ^ ) а -

/ 2 . 1 / 

Таи как ны ищем стационарные ренеиия, то =0 в = 0 Комбини
руя первое уравнение со вторым, получаем соотноиевие 

которое дает вам условие синхрониаации 

| |<4 /2.2/ 

Каи видно, колебания будут вознижать только ара достаточно боль
ной интенсивности "накачки". Обоввачам 



- в -

Тогда система /2 .1/ приводится к более простому виду 

4 г = 2* X - С X* 54« Р * Ь. х Г 

/2.3/ 

^ = & - С Л - ^ 5ш У 

для нахождения стационарных состоянии системы /2.3/ решаем урав
нены ' -

(,г - СХ "И? м1/ = 0 

отвосвтельно х н *Р ^ 
Ора X « О ща второго уравнения получаем что ^- в если 

Ь > | 2 ^ | , то алеем две особые точна (х«, ^ Лх„ У » ) где 

• случае Нг|11,| обе особые точка совпадает, а если К < 12^1 то 
вяаущаотвует на одна в » атах точек. Далее, если . т о пер
вое ураваавве сиотемн /2.4/ моаен разделать на х в тогда из по
лученных уралаекиа находка еае две особые точка (х}, %) и(хЧ/%), 
гда 

X л * ^ ( « . • а , * - V - 1 ^ > 



а Н\ находим аз равенства 

Как вадно, вта пара особых точек будет оунеотвовать только -в слу
чае, когда выполняется условие синхронизация /2.2/. 

Реквмы колебания, отвечавшие первой в третьей оообой точке, 
буден называть синфазными, а отвечавме второй • четвертой точие 
назовем антифазнымв. 

для исследования подученных отационарннх состояний ооотаввн 
систему ураввеввй в вариациях, ооответствуищуо овотеме /2.3/ 

/2.5/ 

Ее характеристическое уравнение равно 

У - ? " Х + Д = 0 /2.6/ 

Согласно с нави вы праддмодавляыи параметр и систеын / 1 . 1 / мо
гут ваходитон только на одной из прямых п,. п> , п$, /он. 
рис. I . / т . е . только на границах оолаотей Х>ч , 2/ Г ̂ у*/!,...)• Во 
мы моден исследовать в внутреннве точив оолаотей при воноищ вве
денных нами воанунеияВ параметров \ в л о 1 - а.к а г . Но этому 
целоообраеио всследовать зависимооть корней характеристического 
уравнения /2.6/ от величав а . к а 1 . Остальные параметры буден 
считать фнисироваявывн. Построим для каждой особой точка в плос
кости (а0,<*1) следуваае тра крине) 

^1-и = 0 р = 0 й = 0 /2.Т/ 

иервая кривая отделяет узлы и седла от фокусов, вторая отделяет 

ЗАЖ.1133. 



- ю -

уотойчяжые узлы в фокусы от неустойчивых, а третья служит границей 
ввиду увлаиж в седлаыв. 

Рассмотрим точиу Уравнение \-1-,'Д не имеет решений 
таи как для всех значений О.̂  и а^ выполняется р'-^д >о Из 
ураввенвя Д = о получаем три прямые 

гдв 

А = М - | М 
Еще одну прянув дает нам уравнение ^= о 

а , - - а ^ + д а$ р 

Этв прамые приведены на рис. 2 

4>*. 

Рис. 2 
Рас. тройни а . в ЛгШ* монет принимать значения вз областей X в 

у таи иди в вех не определено д в областях й в Тй распо
ложены седла, а в области [5 устойчивые узлы. 

У равно мае р -4Д=0 для точив (Хх,^.,) такие не имеет ревений, 
тек как р-'/Д > 0 при всех в а г . Из уравнения 4 = 0 полу
чаем три прямые, из которых первые две такне-иа как для точки 



(У< " 1 1 , 1 третье! пряно! уравнение алеет вид 
ф—ГТ 1 

а» = - < м -^у -1 
Уравнение Р - О имеет вид 

а 0 - -аЛ + А сЬ^ ̂  

Все эти пряные приведены на ряс. Э 

Рнс. Э 
Так-же как дня синфазного реяяна Я» и й,. не нонет принянать 
значения нз обдаете! 1 и V Области й соответотиует неуотов-
чивне узлы, областяи ш и Гй седла. 

Для второго синфазного ренина уравнение р.^Д -о дает две 
паралельные пряные, уравнение которых имеет вид 

где 



Из уравнений Р = 0 в 4 * 0 выоеи еще две пряные 

Ня ряо. Ч приведена етн пряные 

Ряс. ч 
Облаотв 1 соответствует седла, области 1 устойчивые узлы, об
ласти ТП устойчивые фокусы, области Г* неустойчивые фокусы я 
области 2 веуотойчивне узлы. 

аналогично сжнфяавояу, для второго антифазного ренина уравне
ние , о дает две парадъдьные пряные 

где 

К4-кк[-к -I я*?1$-А [1^1Ч> *$ш%<1 ?-2&{<*%)-



~1А Я ^ р ^ р + 2 А «^'Р^ ? И И * < ] 

Вышлем еще уравнения Р - о • - Ь о : 

Рис. 5 
Области Т соответствует неустойчивые узин, области ТГ устойчивые 
[юкусы, области ш устойчивые узлы, областям й и ? седла. 

При помощи полученных графиков удобво провести схематически! 
анализ рехвиов~работы генератора на развертке фазового налвихра. 
Пусть, например, надо яоследоввть работу генератора для веиоторо! 
точки ( ф , ьох). Тогда находим Оллжаянуп прянув, которая служат гра
ницей между областями • , т . е . нейду такими областями 
разность индексов которых равен двум. Потом вычисляй величину 



врвранеийй Ло ш аг , которую необходимо придавать параметран и} 1 

а ф , чтобн достичь аукнув ван точку. После этого по рисункам 
2, 3, 4, 5 сразу находим тип наклон особой точки. На рисунках б 
в 7 иэобраиевн схематически на развертке фазового пиляядра, две 
иэ воввоаннх ренинов работы генератора. 

а* 

Рис. 7 



Иа приведенных рисунков видно, что в параметрически возбуж
даемом генераторе нонет быть оинхроннзоиаи устойчивый ренин ко
лебание /рис.6/, причен плотности распределении аншштуды н фавн . 
колебаний удовлетворяют соотноневиян, выведенным в предыдущем па
раграфе, й случае рис. 7 синхронизация отсутствует, в амплитуда 
и фаза колебаний подвержена фдуитуацвяы. 

§3. Влияние флуктуации соботвенной частоты ва работу автоге
нератора в параметрическая "накачка" при наличии поиех. 

Рассмотрим сперва случай к = 0 Тогда уравнение /1.3/ уке 
не содеркит У , и мы ыоиеи это уравнение всоледоветь отдельно, 
для плотности распределения амплитуды колебаний новей ооотавать 
одномерное уравнение йоккера-Планка- Колмогорова /ТИП/ 

/ 3 . 1 / 

Определит» ВЙ итого уравнения, как ввиеанотса и(ч.1) во времени не
легко, но довольво просто вычисляется отацио верное распредалекве 
амплитуды. Приравняв н у л в ^ и проиитегрируя один раз уравнение 
/ 3 . 1 / получаем 

где 

М< *1ра,-И^а^ + * *к$у+ \*У 

Аналогично как н в [ ч 1 доказывается, что к = О и тогда последам 
уравнение легко интегрируется 



Ч . ( О . С , « у Ц ^ - ^ ц - ^ » - < ь } 
Обозначаем 

Тогда 

где 

О ос тояв ну в С находвн вэ условия норвнрованвя 

\ Ч-.(1)СВ«. 

в ововчательво пслучаен, что 

На рас. 8 приведены стадаоварвне распределевая алплатуды колеба-
вжв вря раадвчвых аваченвях явтевсвваоств флуитуаци! $ Из 
срааввваа врввих видно, что с уиеньвеваеы интенсивности вума 
вавовмуи расвредалеввя сдввгается я быстро растет, т . е . разброс 

1Г 
Рис. 8 



амплитуди умоньнаатся, Цуоть 1 « то значение амплитуда, пря кото
ром достигает своего максимума. На /3.2/ получаем 

=[1>а*-Ч^пу^и^-Щл'Г\]1 /з.э/ 
Как видно из последнего соотноненая при 5 - » о 

Легко видеть, что значение 1с~ , подученное ва У|П1, совпадает 
с 1и, . которое получается из /1.3/ при 5 г Ь О Ответим, что 
максимум распределения модет одвкгатоя как влево, тав и вправо, в 
зависимости от того, в какой точке области ( { , ы\1 мм иалодинси. 
Каи видно из /3.3/, вто авввовт от ввека р1-- ф . Если реввтъ урав
нение рх-(^-о то волу чин грянидн этих оолаотей: 

Далее рассмотрим уравнение /1.4/. На наго видно, что в случае 
И-о фааа педчяваетса диффузионному закону, ара Нф-о йенам со 
ставить одномерное ГвШ дли уйловиой Влотаоотй раопределеаая фааа, 
при фвиоировааавй амплитуде, так как амадитуда уотегмшйкаетси 
медлеавее чем фааа 01 • Гчмтмааа /1.5/, иоае» навивать 

Обозначаем 



ж будем искать стационарное решение этого уравнения. В новых обо
значениях уравнение /3.4/ имеет вид 

Его реиение завысивается в форме [ч] 

а оостоивные Г, и СI определяется из условии периодичности и нор
мировки 5. 

у(т%2*"Ь * 1) ]"|Лт*'«Ут* = I 
о 

В работе [Ч] проведен нодробным анализ влияния параметров АЛ. а 
Мг на распределение фазы колебании в поэтому мы втот анализ 

проведать не будем. 
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1ССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИИ В КВАЗИЛИНЫШ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
1ИНЕРЕНТШАПЬНО-»ТНКцИОВАЛЪННХ УРАВНЕНИЯХ. 

БГЙКИС И.А., ЦАРЬКОВ Е.#. 

В отличие от стохастических дифференциальных уравнений без 
послвдейотвия. которые достаточно хороно изучены С 2, V 91 • во 
исследованию уравнений с последействием ияееТся сравнительно мало 
работ [и-(э] Как и в детермянированнов случае, в основу работ 
по изучение иолебаний, при налички случайных параметров, половев 
тот влв иной вариант метода осреднения В.Н.Боголюбова. В свиэи с 
втин исследуемую свотему желательно иметь в стандартной форме. Ме
тодика сведения стохастических снотем с последействием к стандарт
ной форме изложена в §1 нас тонной работы. Там хе приводится теоре
ме об интегральной непрерывности по параметру, следствием которое 
является теорема об осреднении. Во второй параграфе изучаются 
флуктуации амплитуды силы тока в контуре генератора с эапаяди 
няем в цепи сетки. 

( I . Замена реиениЯ стохастических днфференциально-функцио 
них уравнений марковскими процессами. 

П у с т ь X и ) сепарабельныЙ, непрерывный с вероятностью едввяща 
случайный процесс со значениями в В ' . В дальвейвен Х » ( в , и») о з 
начает отрезок траектории ( х ( < * 0 , , - Ь ^ е * о ] Ясно, что 
х{(в,ы)ь С[-Ь,о] почти наверное. Обозначай Г* семейство ^ - а л 

гебр, относительно которых взиерам процесс броуновского двияеняя 
ч*/(4,из) , с нулевым сносом в единичной диффузией, обладающее 

свойствами: а/ Г э Г и при {4^кь б/ приращение 
не заваевт от Г « при ъ?о , \.ът 

Рассмотрим стохастическое дифферевцаальво-фунхцяовадьвое урав
нение 



где тСЧ'.т',*.) I. *И%%Ь) непрерывные по { • огренвчевнне прв 
всех в №11*11 , НЧ'И**! функционалы на алиментах Сг-Ц.о]* 

* Сс-Ь, о ] удометворяваше условво! 
я . Оуаествует ограниченная вара Мщ вв отрезав С-к»! такая, 

что дяя веек Ъ а-о вХ/,^сСс-к,в] /1Г»|11гЯ,Н^^«^н,г выполняется 

-о 

* ) ц ( 1 к 4 1в) -у , ( е )|+|х 1 се ; -у 1 ( ^ | ) с^ ( 1 С9; 

Обов начав 

Пуст* У ( » янаат пару проотнх часто в нянях корне! 1 , а 
оотальаве корав рвсполоаеан в полуплоскости Я < > < ' - ? < 0 . В даль-
нейнан у случайных пропееоов аргумент и> буден опускать. От урав-
вевжв Д . 1/ перейден к системе 

еундаментадьяув матрацу И (к) для сяотеня Д .2/ прв 1*о С*3 

вовно запасать а вяде 



где 

2 - У 

Авиогжчно [ 4 ] от системы /1.2/ нсподьзуй замену ХгК, -у , .Х^К*^» 
перейдем к снстеме 

где 



Доказательство. Птот» 

г* 

( И . 4 2, . . . . у , и = ^ 

Используя неравенстве 1ов«-Бувявовокого В ТОТ («ВТ, что Ц) в 
^ ( 4 ) суммируемо о жведржтем, легко получат» опевку 

р1/Г1<4 вв полвотв пространства в*прериванх ввС-Ь.о ] случаа-
а *Г акции о воржож /1.4/ С1] , ивхувт оуавотвоввнне ^ ,}*4,г 
иив 

что воем переходе ж пределу вря п - » ° о вавермает доказательство 
леваш X. 

Наряду с с во темой Д . З / раоомотрмв свотему 

* 2р<^( «/«(«л. с ы ^ ; , л 5 / 

Зе^в^а_^x Бола оно тек* /1 .1/ ш и т 6грая1чеяво* • среднее квадрати-
чеоКон ревваже, то ар* в е е х Н [ о , \] ввяыввШтоя ооотвоввввв: 

| У ц ( « - а ^ ( « И<« .С 0 = 1 2 ) , 

гд* . 



Обозначая 

Цщщ ? г
 К с л » м ч и ь в н * условия смотав /1,3/ I /1.3/ 4. -благая, 

то рввевва свстм /1,1/ в /1.5/ с -оляаха ва автарвм» [о, 
т .а , ваадатся тахоа С , что прв достаточно валан С врв м а х 

± € [ о , ^ ] ваподваетса нарам вотяа: 

я ад»-У„ад*1**с 
Л.б/ 

II х < 4(*>-у и(а1& 

доказательство. В саду ленам I достаточно воваввть, что 

внеен 

6. 0 ,М - = [иЛ4) - ДО • 2/з I [т{и„ (•) • «у*, ии (в) Ч / 'Л 0-



ЛвГЖО ВОЛучМТЬ 

А*/ 1 с Г*4а-Г) С* аЦ-т) 

• тогда, б с и | и ( о ) - у{оЦ< I , то 

о 0 о 

Воем иовольэомнин д«нмы Громуолла получим утверждение леммы 2 
ва интервале [о, 1] 

Цц. (0 - у 4 г * у | к г С г 

В оистеие Д . 5/ сделаеи еамеиу переневвых [Ю] 

, 

Вами 

* 



~!Р **пЦ <Аа*Ш 



Тогда ревевве /1.8/ непрерывно 1 окрестное?! точки > < . равномер
но во 4 ва два он конечной внтерваде. 

По доказательству это ! теоремы легко заметить, что условие С 

иовво заменить ва 

Л 

а тогда ревевве свотемы 

в системы Д . З / прв > -»"Х. удовлетворил неравевству 

равномерна во ^ щз лвбого ко ночи ого интервала. 
Расомотраа свотену отохаотаческнх ура жав ва! 

йлшяпи: ШомщП\(Ш,0$ удоклетворявт условиям А, Р 
а 

т 

8'. $ т ( « 4 » 0 < # = т , К Ы ) , 

« о ревевве уравнении /1.5/ в уравнении 



- г г -

(12(0 = 1 По(Ш)си - 4(1 <«>), ±) <1УЦ1) 

прв ^ [°, тт] и достаточно надон (- удовлетворяв* веравевству 

где 1г(0 при I -•> о . 
Доказательство. Легко видеть, что после заиевы ^4= 5 .^(О-Ч^) 
система /1.9/ превратится в снстеву 

/1.Ю/ 

Повален, что свойство В следует вэ В , а свойство С ва А . Дей
ствительно, 

т 

о о 

\т\б(ч,ш,т) -4м т)\г<и Ч< 

-'о 

При понощи теоремм н следствия вин удалось осредвить снос в 
сделать так, что диффузия завасвт уде не от отрезав траектории 
Х-(-(в), * от точки траектории Х 4 ( о ) , т . е . реве кие полученного 

уравнения является п -мерями марковским процессом. Для дальнев-
вего осреднения вовио нсводьаовать уравнение •оикера-Плавка-Дол-
могорова, как это сделано в СI, Ь ] . 

5 2 . Нлмянже дробового аффекта на работу лампового генератора 
с запаздывающе! обратно! связью в случае М 5 >? К С 

Сила вводного тона в ламповом генераторе ври учете дробового 
вума в лампе имеет флуатуацаовмув ковповевту 7+ СУ , которув иоа-
но считать "белым вуиои" е автевснввостьв, ржаво! спектрально! 



шкж^т-^^ш'жш^ц^з^м **** 





изо-

Орн переход* к нормированной амплитуде / относительно аивдатуды 
стационарного ревнив прв отсутствии флуктуации / т . е . к 
где 

получим вяотвость распределения ^ в виде 

где 

Авалив ввввсвноста плотвостя распределения нормнровавной ам
плитуды колебаний от параметра с имеется в [ 3 ] . Учитывая этот 
анализ и вмравение для С , легко аенетвть, что плотность распре
деления а> пря фиксированно! частоте, в отличав от олучая гене
ратора беа задерккн, зависит еще от подояевня взобраиапщей точна 
в плоскости параметров (и/, <^,) . Более Того, деве если точна на
ходятся на границе оолаотей 0 . -Ох . /рво.1 работа 1"1)/, то при 
движении вдоль втой границы плотность распределения сильно аеянет-
оя. Тан, валрвмер, при двяиенни вдоль прямой 

от и Л о до со1: 4" / первая область Во рво.1 работы [1 ] / пара- " 
негр С увеличивается т . е . плотность распределения расплывается 
как пря увеличения вятевоаавоота агав. 

Как уже отмечадооь, асе хараатервствхи стациоварвой амплвтудн 
колебании монво получать вопольауа ааалаа распределения /2.7/ при
веденный в работе [ 3 ] о учетом контакты /2.8/. 

Объедение полученный результат с результатами предыдущего па
раграфа, моино утверждать» что при достаточво налов (. в контуре 
ус авовятся Колебании с амплитудой, распределение Которой близко 
к . '2.7/ и фазой. Которая подчинена диффузионному аахоау. 
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длн любой ячейка й е 2" 

т(о(з)= * (с (5+$),..., с и.а) 
Введем теперь дискретное время {-0,4,2,..., Каждому 

моменту времави ^ оопоставнм глобальную конфигурацвв с4 

(состояние сотообрааного пространства) по следующему вакожу: 
пусть произвольно фихонроваио с„ е С , тогда 

Танам образом, состоянне ячейка э в ноиев* времевв , 
оогдаоно ( 1 . 2 ) , определяется состояниями яоех ее оооеде! в 
момент * 

часто ограничнваютоя конфнтурацяямЯ| в которых только 
конечное чавло ячевн находнтоя в ооотоянаях, отлачных от оо -
стоявва покоя 5. , Такие конфигурации будем называть ко-
нечными глобальными конфигурациями, а мвохеотво воех ковеч-
нвх глобальных вовфвгуредвМ обоаначвм черев С, . •гакам 
образом, с е С, тогда г только тогда, когда конечно 

лире - {31с(5)Ф!.\. ( I . * ) 
Из (1 .1 ) следует, что г/с ) б Сг • вола только сеСг % 
т . е . , ивожеотво С , замкнуто относительно глобального нре-
оорааования т , 

Структуры о * омтоаваана, 151-к , будем сокра
щенно ваанаать к - теруугурааа, 

Раоомотрнн аодробнее фувавхп верехода е- . Очевидно, 
«- аоаво раооматрааать как фумавва к - аначной логика, 
Пуеть Аяшомроваво а* • . Г - < х . , * . , . . . , : „ } . 
Тогда «г найма задать табладеа о хт наборами значений ар-
рунаатов, врячей ва одмон вй йах ввачвава функции уае опреде-
иеао уолоаааМ ( 1 , 1 ) . Поет ому число раалнчных к - структур 
в даавым 3 , т % 

* ( 1 .5 ) 

Центрап>ннма вонитиямй общей теория оотообраввых отрук-

3.4*1.1134. 



тур издаются райские сады • взаимно отвраемые конфигурации, 
введевные Муром [5] . 

конфигурацию (с)я ' лова X будем аазнвать райским 
оедом С РС } , еслм ддя любой с. «• С 

( *(С))х * (с>х 
Будем говорвть, что конфигурация ( О у содержит вопив кон
фигурация (с,)х , если. существует такой сдват У, , что 
дли любой вчейин й* X ячейка 3, е У в с(У + 7,)= 
= с.( Э) . 

Тогда очевидно, что любая ковфвтурацвя, содержащая по
вив какого-то ?С , сама томе являетоя РС 

Лае различные ионфигурацав конечного блока X (с.)* в 
(с*)л будем называть ваавыво стираемымж конфигурациями 

(ВСК) , если для любой конфигурации с1 блока X = 2" \ X 

т {с,оЫ)= т(с,иЫ). ( 1 .6 ) 

где с,-и с/ ({"1,2) оэаачает глобальную конфигурацию, 
совпадающую о с,- на блоке X в с Ы на блоке X . 

Цогласво этому определению, взаимно стираемые конфигу
рации (в любом окружение) неразличимы после применения г ло 
бального преобразования, т . е . по конфигурации т. (с,-и с/) 
момента < невозможно однозначно установить конфигурацию 
момента € - / , информация о том, какая на ковфвгурацвй 
с,Оо1 , слис/ применялась в предндущнй момент, стерлась. 

Пусть дав нровэвольный блок А • Введем оооаиачевие 
Ы(а) для блока ячеек, каждая на которых является сооедом 

хотя бы одной ачеака блоха А г 

Ы(А) - 4Э*Э1 3*А, ЭеЭ}. ( 1 .7 ) 
диалогично, обоаинчвм череа М~(А) блок ачеев, каждая 
ва которых акает хота бы одного соседа в А г 

М'(А)« ^ - ^ / Л л Д ^ ) . (1 .8 ) 

Пуоть теперь даны две ВСХ (с.)х в (сл)х . Рас-
ожатрим бжож 



•в = Г эI с.(Т) * с,(о), о* X Ь 
ячеек, в которых отличаются с, я сх . Условие (1 .6 ) 
требует совпадения т(с,и<4) и т(с,и</) во всей про
странства В" . Однако это усдовве выполняется автоватвчеевв 
на всех ячейках, которые не имеют соседей в блоке в . Поэто
ву достаточно требовать выполнения этого условна ве ячейках 
блока лг ( в ) . Но состояния ячеек блока N'(6) в нояент 

{ ^определяются состояниями ячеек блока А - N(Ы'(В)) 
в момент * . 

Поэтому справедливо следуюаее утвержденве: 
Пусть даны конечные блоки А в д. такие, что 

N(N'(6)) & А . Пусть даны две различные конфигурации 
( о ) д и (Сг ) А такие, что 

(с.)А,ь *У«:0*чв (1 .9 ) 

= (г(с»У)»-(м) (1.10) 

Тогда (<..)* и (<ж)А являются ВСК 

ВСЕ именно такого вида рассматривает Мур [5] . В С12] 
автором доказало, что почти все к - структуры имеют ВСК 
минимальных размеров - с внутренним блоком В , состоянии 
ив одной ячейки (при доля к - структур, виеваах та
кие ВСК, отремится к I ) . 

Отметан, что оооедство фов Неймана и соеедотво аура 
являются евмиетраческима: ж» эеэ следует • Толь
ко для симметрическах соседств Ы~(А) ~ л/(А) , в об цен 
хе случае ы~( А) отлично от М(Л) . Поэтому определенна 
ВСК ва Г Ш а ГЗ} , венодьэующве блок N(N(8)) верны 
только дли структур с овмметричеевва соседством. 

Рассмотрим тааерь гаобальиме аналога РС а ВСК. Гло-
бельную вовфагураиав» в оудеа ааввшать повальным рейокин ва
лом (ГРС), если для лавой с, е.С 

г (с,) # с 



( т . в . о на принадлежит облаотв значений преооравования г ) . 
две раалнчиые глобальные конфигурации с, в сх 

(с,ёС% с,е С ) будем навивать глобальными вэавнно ствраемн-
нв конфигурациями ( ГВСК), аодв 

г(с,) = г(с). 
Рассмотрим теперь олучай, когда допускаются вянь конечные 

глобальные конфягурвдкк. 
Конфигурацяо с е С, будем называть конечным глобаль

ный районки оадоы 1КГРС), если дня л сбой с, ( С г 
г С о ) * с , 

т . е . е не имеет предиеотвенянка в Сг . 
Наконец, две различные конфигурации с, б О в с, ^ Сг 

будем ваэывать конечными глобальными взаимно отираемым вон-, 
фигурациямм ( КГВСХ), еоаа 

г (с,) = г(с*)> 
9 2 посвящен исследованию вааввосвязей между введенными 

вине понятиями. В § 3 будет доказано, что почти вое однород
ные структуры имеют примитивные КТУС ( с навываеи прямнтвв-
ио! конфигурацией, если трс ооотовт на одной ячейка;» В §4 
будет рассмотрена окорооть самовоспроизведения в структурах 
специального тала. 

б 2. РиП'ИГШ'т Ш я Т Я1ШТ1нот нодатаяма РС а ШЯ 

Отметим оначааа очевадные жааимоовяаи. Таи, ва существо
вания РО следует существование ГРС в аТРС.а кТВОЖ суще
ствуют тогда я только тогда, когда оущеотвувт ВОК. 

Раоснотрим теперь одаомерсу* г-отруатуру о э~ (-1,0,0 ж 
$ = -{О, 4 У О) ЦувТ» 

<*(х., х » , * , ) - Г х « * Хь + хЛ*^! 12.1) 

В втой структуре ве оуаестиуат *0 К ВЕХ, до , например, нри-
витиввая конфигурация 4 ^-

. . . . 0001000 . . . • 
явиаетсн КГРС, а коафатурадаи 



. . . 000000000000 . . . • 
011011011011 . . . 

являются ГВСК. 
Заметим, что в §ч будут рассмотрены обобщения структура 

( 2 . 1 ) . 
Иур [51 доказал, что нэ существования в отруктуре ВС1 

следует суцествованне РС. манхилл Гб] доказал обратную тео
рему. Заметвм, что Иур в ваЯхяля рассматривали двунернне 
структуры с соседствов Иура. В Г12] вти теоремы обобцевн ва 
произвольные сотообразные структуры. 

Докажем теперь теорему, которая ва первый взгляд нонет 
показаться неоиждаявой. 

Теорема 2 . 1 . Если в оотообраэвой структуре существует 
ГРС, то существуют и РС. 

доказательство. Пусть в п. -мерной структуре О. яе 
существуют РС. Докажем, что тогда для любой глобальной 
конфигурации о существует конфигурация и такая, что г(с/)=с. 
Этим ааверватся доказательство Теоремы 2.1. 

Обозначим через X, л - мерный куб со стороной 2и / 
н центром в ячейке 1о,0,...,оЪ х 

X, = т ' Т - и,,..-,сЛ/ /<>/< с (/-*,1,...,п)У (2 .2) 
•вковруев произвольвув глооальвуа конфигурации с . 

дда4яп7рацвя (с)я. ве является РС, поэтому для нее сущест
вует конечное часло предвественяввов (</,'),...,(с1%)ы(Х:> 

на блоке ^(Т.-; . Некоторые на обаватежьво важно 
доволаать до предиеотвеввнка конфигурации (<)х,л ва оно- * 
ке Н( Х{*,) « Дегко видеть, что любой аредиеотвенник кои- ^ 
фатуранаа (?)х,.,, щожно получить таким образом. 

РаОсмотрим теперь дерево юдоднемаввааков, где каждая 
вервшна уровни I - его предяпотвеаавв ковааодмипа (с)х. 
на олова А/(Х.-) , врачеа иранка уроиая I ооедаяева 
дугами ео воемя вервииавш уровва / ... которые ооответст-
вувт коифвгурецвям, поаучаеааа раоаареяиен адаи*гурвдав этой 
вереншн. Это дерево каеет аоаечное ветшание* во беоконечное 



чвсло в е р ш . Согласно Лемме о бесконечности (св. напр. [ 8 ] 
в таком дереве существует бесконечный путь. Этот бесконечны! 
путь определяет глобальную конфигурации оС , так как перехо
дя по пути о вершины уровня С па вернину уровня / , состо
яния ячеек блока Л#*.-)ае Меняются. (Отметим, что это доказа
тельство существования сС неконструктивно). Таким образом, 
для произвольной конфигурации с существует предшественник: 
т(с/)=, с . Теорена 2.1 доказана. 

1а замечаний в начале этого параграфа в Теоремы 2.1 по
лучаем 

Следствие 2.2. Для произвольной сотообраэной структуре 
(X равносильны следующие четыре утверждения: 

I ) в (X существуют РС, 

* ) в <Х оущеотвуют КТВСК. 

Докаиен теперь 
Теорему 2.3. В любой оотообразной структуре из сущест

вования конечных глобальных райских садов(КГРС)следует су
ществование глобальных вааамао отираемых конфигураций (ГВСК). 

Доказательство. Волн в структуре существуют РС, то оче
видно существуют в КГРС в ГВСК. Поэтому остается случай,ког
да РС не существуют. Исак, допустим, что в структуре не 
существуют РС, Но оущеотвуют КГРС, а Довали» существовав» 
ГВСК. Обозначим черва с» нулевую ионфатуращиа: с . (У) = х . 
для всех Те-2" . Тогда очевидно т(с.)~с, . Доканем,*4 

лто оущеотжует ненулевая ковфаотурадаа л такая, что 
г (а.) ш с, . Тогда с в а буду* ГВСК. 

Действительно, расомотриш п^ввввананй КГРС Ы. , 
с1б Сг . Так как в отруаауре не оуиротауа* РС (а тем еа-
мым ГРС), то оущвстауе* гнаоалшовй амвв>нуцацва / Ш С? , 
т(4)~с( . Блок 1чр 4 аииеввйййай. Поэтому существует 
такое состояние г,- ф Г. , ЧМ 4(5) * х у для Оеокоаечио 

2) в 
3) в 

а 
а 

оущеотвуют ВСК 
оущеотвуют ГРС* 



мяогах О . цуоть I - произвольное натуральное число. Рас
смотри»] нулевую конфигурацию (с.)*. , где определено 
формулой ( 2 . 2 ) . Для нее суяеотвув? хотя бы один предиеотввн-
нях ( а , т а к о й , что а, (<0,$г-,0У) = (возьмем 
ачейкт_^ Г « У - Л • размещенную •достаточно-далеко от 
блока 1<*р с/ , тогда конфигурацию (а, - ) ы<м аохно полу
чить, например, сдвигом конфигурации»! на - % ) . Теперь 
остаетоя, как н при доказательстве Теоремы 2 .1 , поотронть 
дерево предяествеквнков (включаем только предвественники кон
фигураций (с)к, , в которых ячейка -{О,О,...,о!/ имеет со 
стояние .г, ) . Бесконечный путь в атон дереве дает конфигу
рацию а. , а ф с . , такую, что т.(а)^е^* Теорема 2.3 
доказана» ч ^ в ^ ^ — — ^ 

Доказательство Теоремы 2.5, которое будет приведено а 
этой параграфа, предоставит нам пример структуры, а которой 
существуй ГВСК, но ва КГРС. Повтому, учитывая 
Теорему 2.3 в замечания в начале этого параграфа,получаен 

сделствво 2 . » . в пронавольвой оотообраввой структуре 
ва существования РС оледует оуцествование КГРС, а на существо
вания КГРС оледует оущеотвованке ГВС&, Оба обратные утверв-
девва неверны. 

Следствия 1.2 а 2 . 4 дают полную варгану ваянное давай 
ивиду ввеии веотьв введенными понятиям*. 

Переходим тапера к выводу Теореяи |>й. раооцотрав одко-
иеряув 2 - отрунтуру о 

Э - (-2,-4,0) 
н таблицей фуахцка перехода! 

д-. 

X. Л 

( 2 .3 ) 



Хо Г0 

X, Х„ X, X, 

-г. л л 
-Г, я, X, 

ДМ првнвра раеснотрин действие гдооальаого преобразоваиия 
г на конфигурации с е С? 

с. - * - $0 X, Г„ Г, Г, Г , X, .Го 

где стрелки указывают ва то, что все остальные ячейка на
ходятся в состоявви покоя . 

О / X 3 X 6 ? 

<- л". X, X. г, X, X, X, X. —» 

< = 4 <- Х„ X, у. X, X, X., 

*- X. X. X, X. X, X. X. 

г? -3 — X. X, X, X, X, X, X. 

*- X. и Хо г. X. х„ 

Итак, г*(г) = с , т . е . ковфигурацвя с содер-
квтвя В цякле дххшы 7~= V . Доках ЕВ, что В структуре (2 .3 ) 
хабая ковечвая глобальная конфигурации оодараатоя В некоторой 
цикла, еоотоаааа ва конечных глобальных конфигураций. Повтому 
В втруктуре (2*3) лабаа се С? ваеет орадааотвевнааа ва 
С г , т . е . ЙТРО ае оутвогвуит. О другой оторовы, очевид

но , что тСс<) * т(сл) - с, , где 

X, X, у, 

Ск - X, Г. Г, Х„ X, Г. Г, .. 

Воатову структура (2.3) ноает сдувать првнеро» структура, 
ваобхоханш для следствия 2.%. 



Рассмотрим теперь произвольную конечную глобальную вов-
фигурацва с , "активная" часть которой составлена не С 
рядон отояядх фрагментов и г, .г, 

СО) = X» пря с 4 о, (2 .4) 

с(1)~ Хо при с * 21+1, (2 .5 ) 

С(4) = С(3)= с(2€-4) = *,, ( 2 . 6 ) 

с(1),«*), ..,сШ) - проявВОЛЬВН. 

Класо всех -2 конфигураций, удовлетворивших условиям 
(2.4) - ( 2 . 6 ) , обозначим черев С1 . Докажем, что и» с ^ С , 
следует г (с) е С( . Действительно, пусть с (- С* . 
Тогда на о"Лг в / х. , х . ) = х 0 следует, что г(с) удовлет
воряет (2 . 4 ) , на *(<;,, и, = л следует, 

что г/с) удовлетворяет ( 2 . 5 ; , а из ег(I., и, х , ) = 

= а(11,и,1.)-<т('1,,*,,;.)-х, оледует, что, т(с) удовлетво
ряет ( 2 . 6 ) . 

В структуре (2 .3 ) не оущеотвуют КГВСН, Действительно, 
допуотин претввное. Пусть с, и сг являются КГВСК. 
Пусть <- » самая левая из ячеек, для которых с,а.) ^ с,({) • 
Тогда с,а-/) = сг(<-/) и с,((-2)^ с^((-г). 
Легко видеть что ив этих трех уоловий и функции перехода 
( 2 .3 ) следует г(г4)Ц)^ т((4)Ц) , т . е . с, и с 4 не 

являются КГВСК. 
Хен оанмм дохаваао, что любая сеС( оодериитоя в цик

ле длина 2е , Докален индукцией по I , что длина 
цикла Т = У , ] ( , При / - / обе конфигурации на 
с, входав а один цикл длины 2 , Пусть теперь 
каждая конфигурация ив Сх входит в некоторый цикл длани 
У у ^ *. • Раооыотрвн произвольную конфигурацию 
с ^ ( Г , , , • Состояния ячеек с , с' ̂  , не влияют 

на оостонвва вчееа * , с ̂  1ч. , поэтому вачадо конфигу-
рацвн с(1)с(2) с(2ь) повторяется впервые череа 

^ А».1134. 



Г - 1' } *\ % . Кед* црв атом такие **'(с) (2х+л)^ 

ш с (2\+г) , « о вм#ярурелва о оодеряатси в овив дины 

Я . вела « в т**(с)(2х + л) * сС2х+л) , то обяааталь-

Вв (с)(2л) = с(2х+2) , т . е . с оодвржвюа в авале 

длили 7" = 2-/*' ( в нротивополовиом олучве 

Т*'(с(')с(2)... с(2%)^Л) = т*(с(4)с(2) 1(201,1.) , чю вле-
ЧАТТ М «обо ! оуноотвовааво аТВСЕ). 1так, жоввааво, что 
каядан воафртурадаа ее С( оодерватса в некоторой цвхде 
ЖВВДВ1 Т~21 , 1* I . 

Переходам теперь • определенна у , т . е . точно! дхвжм 
щвхлов. Два всего вам будет удобно ввеота обозначения 

-Г, Г. = /, х,Х1 = 0. (2 .7 ) 

Тогда саб ад с 6 С* ввобреааетоя последоватольноотью дла
ни I и О I / . Тав. жовфотранаа с ооответотвует 
воодедоватедьвооть 100. Пусть поодедоватедьвость 
а1** (<").. а "'а) соответствует коафигураняи с . Тог-
да последовательность соотаетствумув г* (с) оооввачва 
черва а«>(4)...ят(0 . 

Дегко ваатв вавов, во которому ва последовательности 

а 1 * * . . . а**'(О получается нооледовательвооть 

а1**"(4)... ан*4>(() . « амавао, ва 12.3) следует, что 

а " " У < ) = <х'(а<*>и-4),4мО>) , р д в <т'(х„ х>) 
1 

*г 

0 0 0 
0 < 1 

4 0 4 

4 4 0 

Мшщ ввчввле^ва а1**'* (4). надо учатнвать "граавчвые условна* 



а 7б) - /. (1 .1 ) 

•уняла* аЧх,, Хх) яоаяо аапасап • аваяапчеока 

О " 7 ^ Хд) С Л<+ **Зт*Л 
(втавт • оомоияамя оооаяачеяяя (2 .7) ) . вядужцяей ю < 
легко дояааа » , что прв всех / < « < ^ й м е х 1 * о 
оправеджаво еоопояеаае 

где ( * ) = О вря у>т: . 

Б уд ев п а е в * яовась давят пякаа дав врмввоявааЛ вое-
аедоватехваоета джяяя С а'"(Оа"'(1)... а"'(4) . 
даяяа иакаа - его вяпяяаядяое г" , ЯРЯ которое хая мах 

а (<) = с* ((). 

нояоааеуя (2.Ю) Я учятввая ( 2 . 8 ) , отояда вояучаеа 

[(*)с,»<2)+ (1)а»<4)+ Я Я ^ - О 

ш*"<м * а)*щ<")+...+щи» - °-
8та овоаява аяаааадевпа овотеаю 



-цн-

отоюда следует -6 > I , так как ( {) -4 . По ранее докааан-
нону, ^ имеет вид 2-1 . Ив Лемш [13 ] следует, что 

Г (Г)]*.** - о 
при м е х с , 4^1*, 2'- { 

Таким образом доказано, что лвбая с б (Те содержится 
в цикле длины 

Т(С) 2 ' * С и $ ' П (2.1ч) 

( Т(() - наименьная степень числа 2, больная / ) . -
Переходим к исследованию конфигурация с б СР , не 

оодериаиихся ня в одной Се . Легко убедиться, что любую 
конфигурацию с 6 С? можно представить в виде 

с, 5^*.СХ$^5.С, см_, г ^ х . сл х. ( 2 Л 2 ) 

где конфигурация •*— х с е.- - » являетоя сдвитон под
ходящей конфигурации из С,_. * 2 ^ Л 1 - х - / ) . 
Докажем, что все компоненты с, перерабатнваютоя глобаль
ный преобразованием г веваввовмо друг от друга. На компонен
ту сГ- может влиять диаь компоненты, ваходящнеся влево от 
вее. Однако компонента с,., по ранее доказанному не рас
пространяется вправо, т . е . , "изоляция" -Г^ $0 ПОХра-

и̂, 
няется?, а ив I , ) - = г, , оледует, что в в 
случае /л,-., = 1 компонента сс раавиваетоя неааваовно 
от с{., . 

Таким образом, нами доказано следующее утверждение. 
Пусть дана произвольная конфигурация с е- С? . Пусть в 
представлении (2.12) конфигурации с входит компонента на 
СI , но не входят компоненты вз (Г, , ] > / . Тогда 

в структуре (2.3) Т ( ( ) 

г (с) = с , 
где Т(4) - 2'*с^9''1 , а Г*(с)* с при 
всех с? <г ^ <̂  7у/,> • 



Отсвда следует, что в структуре (2 .3 ) все конфигурации 
с с Сг распределены по конечным циклам с длинами вида 21 , 

причем имеются циклы всевоэмомных длин 2' ( ]- 0,4,2,...) . 
Кроне того, отсюда следует, что в структуре (2 .3 ) не сущест
вуют КГРС. Таким образом нами доказана 

Теорема 2.5. Существует структуры не имеющие конечных 
глобальных райских садов, но имеющие глобальные взаимно 
стираемые конфигурации. 

§ 3. Дочти все одномерные структуры имеют 
примитивные КГРС. 

Пусть фиксирован индекс соседства Э = ( Э,, Эт~) 
п - мерных сотообразных структур. Число всех *• - струну ' 

тур с индексом соседства Э равно Мк = к " . Пусть 
А - произвольное свойство сотообразных структур. Обозна
чим черев М% число тех к -структур с индексом Э , 
которые обладают свойством А . Будем говорить, что почти 
все к - структуры с индексом соседства Э обладают свой
ством А, если 

Ь"> -ТГ— 1 . 13.1) 

Если не (3 .1 ) имеет место при любой Э- , то будем просто 
говорвть, что почти все к - структуры обладают свойствен 
А . 

Напомним а что примитивными называются глобальные конфигу
рации, в которых все ячейки, кроне одной, имеют состояние 
покоя -5. . Структурами размаха т будем нааывать одно
мерные отруктуры, в которых все /» ( т>2) ооседей ячейки 
размещены плотно (сы.[Ю] )• 

В этом параграфе будет доказана 
Теорема 3 .1 . При любой т*1 почти все к - отруктуры 



рааааха т инея* примитивные КГРС. 

Э я м о р н а о н а яраввдввв автором вон дояваатвлъотаа 
в Г » ] . 

довавателготво. Вв ограничивая обняооти , июнем ечятатв, 
иго два отрувтурв рявнвха т 

Э~ (0,4,.... т-4) { 1 . 2 ) 

Вуота •аволроааяа одномерная структура ривмаха т о 
локалыня првобряаоваяяем от в глобаавимм прео«1равоваяяеа г . 

1абув последовательноста О - ат_, , г|е и, 
будем навиватв фрагментом. Очеввдво, ияоаеотво V воав! 
#ратмевтов ооетоят на а-"1*' фрагиеатов. Будеи г овора » , 
п о #доаав< V следует ва фрагвевтоа О = и,... ит., 
(совращение - и-* О' ) , еаая О' наяне п о д у ч т яв и , 
оМроояа яерянй ояявол и, я добавив в воняв некоторая! 
ит* $ . Очевидно, оущасявует «очно к рвяличямх фраг-
вевтоэ, оледуваих аа давании Вуота 6/* и,... ит_, , 
О' ил ит.,ит . Тогда ввесто <г(и„ит) Могла 
будва яяеата короче «г ( ОО') * Вудвя говорят», что фрат-
вевт 0"> г, - оледует ва (/"' (оокращаияе - с/"к* С " ) , 
еаая 

<г(0",ии>) = л> ( 3 .3 ) 

Очевидно, еаая О'"-» О'" , то оущеотаует точно одно х, 

таяов, что С/'9 ^ С/'" . 

Раеояотаяв нряавтваиув яоияшувадвв с I 

Чует» с, « С г - ярообрав яояйяфурецяи с , т . е . 
•с(с,)= с . Тогда *(е,а),.. , с,а+м-<))= х . 
ири воах ы О в еуаеотвувт танов 1< О . что с,(<)~ х . 
яра вввх < • . Повтояу для фрагвевта 

^ V = С,(0)С,(4).. с,(т-2) 
существует тавая яонечааа последовательное» фрагнаятов 



Ц.и ощ-о', С 3 . 4 ) 

что 

и» = $о-г0 х . , §;з.5> 

01-?Ог.< 0. п-4). { Ъ 6 ) 

Фрагмент и' будем ваанветь слева х. - доотвдцишм, веха 
сущеотвует конечная пооледоватодхвооп (3.4) удоааетао-
рвоадя уодовваи (3 .5 ) - ( 3 . 6 ) . 

Звачнт, фрагмент (У моавт оауавть в яачеотве конфягу-
рацвв с,(о)с,(4) с4(т-1) только тогда, вода О 
оавва доотвхам. 

Аналогично, фрагмент О' будем ваанвать оправа х. -до -
отвхммна, вода сущвотвует ковочная последовательное» 
Оо, О,,.., Оя = О' «аваа, что и - х . г . . . . х . и 
Ох.. 1? V* (1-0, 4,..., п-О. 
В качестве конфигурации с, (4) с1 (2)... с,(м- 4) могут 
одуявтв д в п оправа х . - доствааша фрагменты. 

Вавовеа, в отрувтуре ве оущвотвует принитвиинх КГРС 
тогда а только тогда, вода два аабого х, в 5 оущвотвувт 
такая вара Фрагаевтов 0\ О* , что 

1) О' еляаа . доо тикав, 
2 ) о " ватам 1. - ддавааи в 
5) О' У . 

Раоомотрвм таяявь водробяее едучайяве величины $ (Ч') -
чаваа адова (варева) х . . - доетяватх йедееятов в олучел-
ао| * - отрувтуре рааааха « I , Структура вааедедяетоя тав-
лвнвй вдовий в- . Вне чаяна я (и, х.,...,х.) » $, уаа 
оврааавм, Вовтому чввао ааахачдва етруктур ранга к**-' , 
Бухеа отроата олучаяиув веялвяу 1 л и в ш а- , определяв 
веававеямо друг от друга •яачеая* функана ва кт- / набо
рах аргуаеятов, ярячеа для каждого яабора аяачеяяе Фувхцки 
о вероятвоотьв '/к равво (<-0,/,., х-/). Тогда, о ю -



-чв-

ввдво, все различные < - структуры равновероятны, а оценить 
долю структур с данный свойством мокно при попоил оценки 
соответствующей вероятности. 

Рассмотрим следующую вероятностную процедуру (X полу
чения ыяоиества слева х 0 -достижимых фрагментов для случай
ной структуры. Фрагмент 6/. = х,...у. достижим по определению в 
любой структуре; будем называть его фрагментом нулевого поко
ления. Нахождение следующих поколений определим индуктивно: 
Пусть найдены все фрагменты поколений 0,4,. ,ъ и среди них 
•е имеется одинаковых. Для каждого фрагмента г - того поко
ления V рассмотрим все < следующих за ним фрагментов 
и'",.., О"' • Каддый из них с вероятностью '/к независимо 
от других включаем в кандидаты на (1+4) -ое поколение ( со 
держательно - О'0 включаем, если <г ( ЦО"') л . ) 

(г* 4) -ое поколение - это множество кандидатов -
фрагментов, не встречающихся в предыдущих поколениях. иро-
цесс продолжаем, пока очередное поколение не оказывается 
пустым (общее число фрагментов к"'1 , поэтому к"*'1 -ое 
поколение заведомо пусто) . Подученное случайное мнохество 
фрагментов всех поколений и является множеством слева I . -
достихиыых фрагментов для случайной структуры, так как при 
формировании кандидатов на 1,2, 3, . . . поколения для любого 
набора аргументов ( и,,... ит) 1и,е5) мы определяем, выпол
няется ли условие о- (и,, ит) = х<> » не более одного раза. 

Из соображений симметрии ясно, что случайные величины 
в 3 " (числа слева и соответственно справа х 0 - до -

отнжшшх фрагыентов в случайной структуре ) имеют одинаковые 
распределения. Разумеется, ^ и - зависимые случайные 
величины). 

Переходим к оценке Р{ $ > (9 . Для этого рассмотрим 
ветвянийоя случайный процесс , который получается на 
вннеописанной процедуры, если все кандидаты на (*+ 4) - ое 
поколение включаются в (1+4) -ое поколение в качестве от
дельных индивидуумов (один и тот хе фрагмент нонет соответ-



ствовать иесколькии индивидуумам). Точнее, пусть нулевое поко
ление состоит из одного индивидуума (фрагмента и. - х„ г. ) , 
Нахдый индивидуум г -того поколения (фрагмент и' ) дает 
слученное число индивидуумов (1 + <) -го поколения по следу
ющему вероятностному закону: каждый из к фрагментов, сле
дующих за V , входит в непоерелстгзнное потоыотво фрагмен
та О с вероятностью '/к (если данный фрагмент встречает
ся в качестве индивидуума повторно, потомство определяется 
заново, независимо от предыдущего;. Таким образом, вероят
ность того, что непосредственное потомство индивидуума оо-
стовт из I индивидуумов 

( I = О; 4, к) 
Поэтому производящая функция 

1 =0 
математическое ожидание числа непосредственных потомков ин-
диллдуума равво I , воэтому процеос конечен о вероятностью I 
(ом. ГчО ) . Ооозначнм черва % случайную величину - общее 
число индивидуумов во воех поколениях. Вычвелвм теперь 

(^• /,2,з,...). 

Согласно [I] , производвадя функция 

удовлетворяет уравнению 

Обоаначаа Г и) = и . Тогда 

Учитывая ( 3 . 7 ; , по формуле обрал)вння дагравва (он. напр. 
[9])получаем 

Л.ЛЮ.Л 13з. 



•еоолыун формуя/ Стярлкнга, получаем оценку 

рааиомернув по к - 2, 3, 
Теперь мы полем оцени» п 

< ш <*••) 
У Г ( ( * * • ) 

Раосмотрни 1виер* ожив» нанду случайными величинами 
]Г • / . Дуоп дана реалинацня демщегооя нродеооа • о г , 

джя иоюрой / = / , ( X всегда н о н е т ) . Тогда, прооммра-
м н подр&д индивидуумы воах поволен*!, начиная о первого, п 
•параван вживи довторявярйоя фрагмент ( • м а щ и , но-
ровденнув ни ) , мы получаем неюторув реанпэацпа процедуры 



^ . Соответствующее значенве ^ » ^ X». С другой оторо-
вы, легко ввдеть что сумма вероятностей бесконечного числа 
реализаций процесса & , соответствующих даввой реалнаации 
процедуры <Х , равна вероятности згой реаиизацаа (заиегкм, 
что здесь сравниваются аначевая аз двух различных пространств 
вероятноотей). Отсюда получаем, что 

прв любом (^1 (равенство достигается только прв С - 4 

Учитывая ( 3 . 8 ) , получаем 

Рассмотрим случайное число т} - чволо нар фрагментов 
( О, С) таких, что II слева х„ - доотахви, и' оправа 

X. - доотиивм в 0^0'. Воля в структуре я / ' ^ . Ч 
то чвсло пар (О, и') ни в воем случае не преввшает ^ > 0 ^ . 
Попову 



Обовначин случайную величин! - число различных примитивных 
глобальных конфигурация (ПГ1), которые не являются КГРС в 
случайной к - отруктуре через § < к > . Очевидно,всегда 
| "> < лг-У 

Вели для фикоярованной * - структуры у = у0 * к , 
то отруктура заведоио имеет не более 7. различных НТК, не 
являщихся КГРС, так как каждая яэ у. пар ( О, О') иояет 
дать только одну ПГК с , для которой с (о) «-(и, О') , 
яо рваные пары могут дать одну н ту ив с . 

Пусть у(к) - произвольно медленно вовраставвдя функ
ция иатуральяогфргуиента такая, что 

у Г * ) - » « э при к - * *— н у(к)< к (3 .9 ) 

Не нредыдунего следует 

т . е . вероятность того, что случайная < - структура размаха 
т кием не менее у>(к) орниитивных глобальных конфигураций, 
не являвшихся глобальными райскими садами, 

Р<%л> > ?(к)} < 3 ( 0 . Ю ) 

Выражало* неточно, в почтя мех * - структурах почти 
вое ПГК является КГРС. Тек самый Теорема 3.1 доказана. 

1а (3.10) легко получать оценки некоторых других веро-
ятяоотей. Пусть фиксированы к я с , / < с < к- / . 
Оценки вероятное» ^ * того, что ПГК сш (с'"(о) - $,) не 
является КГРС. вв соображений сниметрин ясно, что ета веро
ятность не зависит от выбора ё , Чаоло тех к - структур, в 
которых с"1 вв является КГРС, равно м * • г * в 

МК а к . Рявобьея вое /г - отруктура на две группы: и 
первой отнеоеи те , которые имеет более у (к) различных 
с " ' , не яиляюиихоя КГРС (таких отруктур не более 
3 (ч>(к))'* Мк ) , Ко второй - остальные. Будем пересчиты

вать вое * - структуры, очитая кахдув из них отолько рая, 



сколько различных с10 в ней не являются КГРС. Тогда общее 
число структур иеные чев 3 (к-4)(^(к))'' л Мк *• у»(к)МК . 
^ другой стороны, это число равно (к - О 1* М* • Поэтову 

Отсюда . -у< ^ ( к \ 

< з(у(к;)~'А 

Подставив у/к) к г т , получаем 

< 5/е~Уг {3.11) 
Подставляя в (3.10> у/к) = х- 4 

оценку вероятности того, что в случайной 
живется примитивных КГРС: 

2 к- <) < 3(к-4)~'А (3.12) 

Оценки (3.10) - (3.12) очень грубы. Так, правая часть (3.12) 
становится иеяьие единица только при х > 82 . Ва самоа де
де оцениваемые вероятности стренятся к нулю быстро. 

В слелующе! таблице представлены энлирические распределе
ния *г- структур размаха 3 по кислая 5 различных пржиятив-
ных КГРС, полученные с поионью ЭВМ. Для каждого к (2л к ̂  ?) 
было исследовано 1000 случайных < - структур. 

, получаем 
к - структуре не 

0 4 1 3 4 5" 6 7 

2 522 47» 
3 250 32 2 

Ч 154 170 244 431 

5 12Ц 100 191 440 
ь 71 59 95 /24 194 474 
7 (3 42 52 74 124 198 45? 

8 (0 40 41 54 91 97 19й 437 



I * . О оистжттрах. 1 КОТОРЫХ все вонфигупадии 
оамовоспроизводятся 

Раосыотряы оаыовоопроиаввдеяио по Иуру С5] Пусть 
дала конфигурация с е С* в конечный блок X , 1ир с б X . 
Будем говорить, что конфигурация (с)х самовоспроизводится, 
если для любого натурального Ъ оуиеотвует такой иомент 
1г , что конфигурация г**(с) содержит не менее г не-
переоехавыихоя копий конфигурации ( с)х 

Пусть в гу -мерной сотообразяой структуре <Х конфи
гурация (с)х оаиовоспроивводитоя. Легко видеть, что тогда 
оуиеотвует такая постоянная А , что чноло копни конфигу
рации \с)х а момент времени ( 

Рассмотрим п. -мерную оотообраанув структуру о про-
иаволькыв.ипдевсои оооедотва в и состояниями <Я 
Пусть функция перехода 

( * .2 ) 

В С13] докавано, что в таиой структуре оааовоопроиэводвтоя 
любая конфигурация любого конечного блока ( к - простое 
число). 

Крове автора неотенией работы структуры о функцией пе
рехода ( * .2 ) незавиоиво введены и другими авторами. Так, 
Аиороао и Купер С П раооматрививт частный случай одно- и 
двумерных структур, в Острояд Г7^ показывает, как резуль
тата СI ] „обобщать вв п. -мерные структуры. В обоих втих 
работах рассматривается только проотейвий. индекс оооедотва, 
соетоявей (в п- -ивряои случав) на вектора. Кроив то 
го , и С2 ] упоминаются работы 9. •редиива и Т. Винограда, 
иоовящеивыв тан ив Втруктурав ( * . 2 ) . Эти работы, повидико
ну, нигде не опублииованн, так кок ни в [11 , ни в С7^ 



на них ват ссылок. 
В этом параграфе докажем, важ результаты [11] вере-

носятся ва случай произвольного натурального *• , а также 
докажем, что в простейвем одучае отрувтур (4 .2 ) доотитаетая 
максвмадьваа скорость самовоспроизведения ( т . е . оцеваа (4 .1 ) 
не улучшена;. 

Для случая произвольного к доказательство самовос
произведения в (4 .2 ) основывается ва 

лемме 4 .1 . Пуоть < - произвольное натуральное чаодо, 
/с - р?' р?' , где р < р * - реэдачнне простые 
числа, *((- > 4 , ' х ^ 4 . Обозначим 

М = пип. р*1 (4 .3 ) 

Тогда прв любых 1*4 , /п ^ 2 в любых **> *аквх, 
что 

/ < *,4 Ц1'' (1-2.3,...,*), 

справедливо равевотво 

Г « Ч 1 .= 0 

Доказательство Деммы 4.1 аналогнчво докааательотву лемма4' 
нв [V] . ^ 

Рассмотрим теперь индекс соседства Э = (Щ,.. ^1) . 
Вектор 9,- * 5 будем называть крайним вевторов маохеотва Э , 
вола о* ае представвм в ввда вмпуклбй иомбннацаа остальных 
вевторов множества ? . Очевадио, ЧИСЛО различных крайних 
векторов мнохеотва .? т, > 2 , далее, существует та
кое е > О , что для любого крайнего вектора % к дав 
дабой выпуклой коаоваадай 3' остальных векторов ва Э 
справеддвво неравевство 



/ э , I * г (4 .4 ) 

Иуоть сС (А) = юр* /3.-3*1 - диаметр блока Л 

Пуоть (с)д произвольная конфигурация, ьирс я= А . 
Пусть С - произвольное натуральное число такое, что 

N > —^— 
Мокло доказать, что тогда в структуре ( 4 . 2 ; для любого крайне
го вектора ^ н для любой ячейки У( А выполняется равен
ство 

ТЛ'(С)(Э х<3*) С(З'), ( 4 .5 ) 
т . е . Т*'(с) содержит не менее ш4 копни копфигурацнн 
(с)л • из (4 .5 ) уже легко следует самовоспроизведение лю
б о ! конфигурация. 

Переходим теперь к вопросу о скорости самовоспроизведения. 
Оценку (4 .1 ) мохно переписать в форме 

ит ——- < о=> 

Будем говорить, что достигаетоя маисииальиая скорость само-
воспроизведения, если 

#" > О. ( 4 .6 ) 

йоволмоьавие моментов времени ^1 = * * * * ив [1Ъ] 
ВВ-ЛМВС докааательотва неравенства ( 4 . 6 ) . Однако для неио-
•орого члотвого случаи веравевство (4 .6 ) удаетоя доказать. 

Творена 4 .2 . Пусть дама одномерная к- структура 
( 1 ( * - ироотое число) о ннденоом соседотва 
3=(-<,о,/) • фунвцвей перехода (4 .2 ) I 

Твгда ивиовмягьная (лилейная) скорость оамовоопроазведавия 
достигается при дабой исходной конфигурации (с)А . 



Докаватедьотво, Сначала оводам моомотреняе проваводь-
вой кояйадтрацва о к мешотреах* прнмнтизаой вонфигура-
цва с " » 

С"1 (О) = / , с"(<) = О при 1*0. 

Из (4 .7 ) легко колунам, чао г*(с)Ц) имеет вид 

где (Р+О) - иавоторнв вовффяциенти, аезаваоаащз о* конфи
гурации с • одаага <• . Довяжем теперь, что 

^0')= -С*(С»)(]). ( 4 .9 ) 
Де1отввв*жьво, водотавдяа в (4 .8 ) вмеото о конфигурацию 

сш , €«>(;)={-, 

сшЩ~ О при с #/", 

получаем Г*(са))(0)^ , 0 другой оторовы, 

г*(с0)) волучаетоа одаагом т*(с">) ва ] , т . е . 

т*(<-1'))(0) = г*( с(в>)(-у) , Поэтому ва свмметрвчвоотв нон-

фагуреваа с"> в аавова перехода (4 .7 ) получаем требуемое 

равевство ( 4 . 9 ) , Итав, ваяя доааааво, что для любой ковфв-

гурацнв с , для левого * , ^ * О , в два любой ячейка с 

гЧсЮ) = [2т*(с»)</) с«ч)]^ ( 4 Л 0 ) 

Отаетям, чао формула (4.10) хегво обобянетоя я для оду чая 
яроааводьаой л - намой структура ( 4 . 2 ) , 

Отот» с - нрояамдьиая вовфвгурадм, сеС^ж пуоть 
блов А Р л ^ о с . не ограивчивия обиносви, молем дову-
отять, что 

есла только лааметр ^ с ) ^ { . Пуоть г" и .у 
выбраям тая, что 

3*д.| |Зо. 



I 0 , если с = г* /, I ± 2, 1! ± ( 

Тогда ив (4.10; одвдует, что для всех < е А 

Т*(с)и-х) с(<) (4.12) 

Талин обравои, конфигурация гг(с) содерлит, копив конфигура-
щии (с)А на блоке А - з - {- *, $ + < $ + 1 ) 

(блоки копий, соответствующих различным ^ , не пересека
ется ) . 

ибоаначни через число различных ^ таких, что 
вынолыетоя ( 4 Л 1 ) . Тогда доказательство неравенства (4 .6 ) 
оводитоя в доказательству того, что 

Ьп> —1. > о (4 .13 ; 

Ори доказательстве неравенства (4.13) будем использо
вать оледувщее свойство структуры 14.7) ( к - простое чвс-
дв) : 

при всех ^ , ^ 2-0, ш всех у 

т'Чс")*/) =' (4 .14) 
V. О , если у не делится ва ** , 

(*.••• ковфватрадия т**(см) получвбтоя •разрежением" 
ховфвтураднв г*(с'") ). 

докаавм теперь соотвоиение (4 .14 ) . йз результатов Г I З ^ 
следует, ч?в 

Г (с =4 (4 .15) 

I О , в оатальиых случаях, 

«во докалывает (4 .14 ) при Прииеияя ( 4 . 1 0 ) , в ( 4 . 1 5 ) 



т'(с)О) = Ы]-к) + С(р у С(]*к)]тл^к (4.16) 

Заметим, что формула (4.16) является "разрекенкыы" вариан
том функции перехода ( 4 . 7 ) . Поэтому, яспольауя (4 .16 ) , 
формула (4.14) легко доказывается индукцией по * . 

Формула (4.14) позволяет свести доказательство нера
венства (4.13) (а тем самым и Теоремы 4.2 ) к Докааа-
тельству того, что . 

Ь„ ~ > О ( * ,Г7) 

где 1е - число ячеек, певцах состояние 1 в конфи
гурации г* (с"") . Действительно, выбереи * 
так, чтобы > ( (напоинии, что А « {0,Ф,... () • 
Тогда, применяя (4.14) 1 раз, получаем 

Теперь переходил и доказательству неравенотва 
(4 .17 ) . йв результатов [ 1 3 ] следует, что при произволь
ном 5*0 

С / , если ; = О, * к', 

( О » » остальных случаях. 

т . е . 

г " ' И = «- 0/0^0*0^040 ( 4 . И ) 

Раосиотрим отдельно олучаи, когда Г * ' . ] т « л =0,4,2 . 
Легко видеть,что предиественяикои конфигурации (4.1В) 
ноиет слуиять конфигурации 

+- 01к-4 о/к-10... /г-*Ом-1/... О *-1 / О «•-/ 4 О 
в первой злучае, конфигурация 



<- О 1 м-4 О 4к-( О.. <*-4 040*-4 4 0 к-4 / 6 к-44О -* 
во моров случае я ковййгурядвя 

* - 0 4 к-4 О 4 к-4 О 4 к-4 4 О к-4 / О к-4 4О -ъ 
в т р е п е * ехучае. 

1 структуре (4 .7 ) вое вмаагураяяв оааовеопаояаводяяяе-
оа, воатояу ва оуяоетвувт М , а тая оаява не оущеотвув* а 
вТВСК. авачят, г * * - ' ( с т ) ооваадае» с * о ! ва рас-
ояотреявмх вам трах КоваагурадаЙ, которая соответствует 
ввачевав Сх*]т~*м . таяв* оймаеа, чаоао ооетоявай I 
в воачалурвваа т*'~*(<т) • • * Поэтову, вас-

ояатраввя яояяое*вв»ватеа»ям*в. -е4/ * г > ^ 1 , <л - . 

яояучаея 

а* ^ 4 -

Нераеевотво (4.17) яоМааяо. Тая оаява ааяоячеяо довааатехь-
отво Теорем 4 .8 . 
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0 ДВУХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

тшлопроводноста со СМЕЛАНШЬИ ГРАНИЧНШИ УСЛОВИЯМИ 

Б.С.Польский 

В работе \_52 были доказаны существование и единственность 
решения задачи об определении функции .удовлетворяющей урав
нению Фурье во всем пространстве,за исключением некоторой замкну
той поверхности ,где она равна 0 на части $ С ,а на 
с ' - . $ * \ ^ выполняется условие 

и Ц/ равна 0 при с -'О 
В настоящей работе строится функция Грина для этой задача. 

После этого задача 

где 5) - область (ограяич8Ш{ая 5 * , сводитоя к интегральному 
уравяенад Вольтерра второго рода,которое реааетоа методом последо-
вательанх прнблмванай.Задача (В} другими методами решалась в рабо
тах [ 1 - 4 ] . 

Настоящая работа яаяяатоя продолкенаем работы [_5_| ,в кото
рой доказаны существование а единственнооть реденяя еле дупле Я 
краевой задачи (задачи (а) ) :пусТЬ в трехмерном евклидовом прост
ранстве задана поверхность Ляпунова $ * .состоящая яз двух 



частей ^ и ^ с ой:;ей границе:! р.Требуется найти функцию Ц> 
непрерывную в равномерно стремящуюся к 0 на беско
нечности и удовлетворяющую следующим условиям: 

и,(Р10)-=0, р € Е ^ (2) 

(4 ) 

где 6* - непрерывная,ограниченная функция; *0 - конечная область 
ограниченная , 20'-Е^\^-
Если потребовать дополнительно,что функция,дающая локальное пред
ставление поверхности внутри сферы Ляпунова,била дважды 
непрерывно дифференцируема,то, как было показано в [[53 .решение 
задачи (А) представлмо в виде теплового потенциала простого слоя. 
В этой работе функцию Грина задачи (А) строим,используя результа-
ты,полученяые в [ б ] ,а затем доказываем существование и единствен
ность решения следующей краевой задачи (задачи (В ) ) : 

1и,*о} Що,т1 ц ' ) 

и ( р , о ) = о , реХ), ( 2 ' ) 

и ( М = Ф 0 > д , ре$} Ье&.т]. <з'> 

где 3} - хонеччая область,ограниченная ^ 
* 



§1. 4ЛШ1Щ ГРЙНА ЗАДАЧИ (А) 
Пусть _ 

Д о - Е 3 \ 5 } (б) 

Рассмотрим функцию 

С ( Р , и « ) - Е ^ М с ) - 8 ^ Д ; ( 6 ) 

- фундаментальное решение уравнения 1>урье ,а О ( ^ ^ <^/)X.) удовле
творяет следующий условиям, ® 

1.Для любых фиксированных ф б Д р И Г ( « К Д §(в^,$,Х 
как функция от Р и ^ .непрерывна В Е } * Г ^ Д 7 В 
удовлетворяет уравнению 

2 ' ^ ( Р Л Л Л ) ' ° . 

(в) 
(9 ) 

з . ^ О А * ^ ) 8 К 5, « И ^ ; ( ю ) 

функцию ^ ( ^ ^ ^ ' • ^ назовем функцией Грана задачи (А ) . 
ТЕ0РЕ4А I , Существует единственная функция Грина задачи ( А ) , 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно доказать существование я едвяст-

венность функции %(Р,1,1Х) .Существование функция %(?,1,%Х) 
вытекает на того .что метод Шварца .о поиоцью которого в [5.7 строи
лось решение задача (А) .аозволяет решать оледукцую задачу:опреде
лить функцию й Т * I ) .непрерывную в * [о^т] .равномврно стре-
ыящуюся к 0 на бесконечности и удовлетворяющую условиям: 

1 г г = о , р е Д в _ > Ь ( б Т 4 ; 

Б.л».иза. 



ПФ- ЧЩ к $, 1Ыо,т1 (Г2) 

1Г(Р.о):0, Р е Е 3 , ( 1 3 ) 

4(9 0)^0, р е * ( 1 4 ) 

Ф - заданная непрерывная функция. 
действительно,достаточно построить йункцию_ ^ ( ^ 0 непре

рывную в Е } * [ . 0 , Т ] и равную У(Р1) на .5 ,а затем 
при построении альтернирующей последовательности [_5] в качестве 
первого члена последовательности взять функцию Ч/(р с) . 

В силу этого замечания,для построения функции ^(^1,^1) 
достаточно построить функцию V ( Р , ^ с о следупцими свойст-

1°. При фиксированной точке (Я-Л) ^- &о * 1_с<^/ 
Ц ' ( Р б Д ' с ) непрерывная на множестве Е3*№Т~1 функция. 

2°'.' ЧИРМ&^ЕСКЩ р^ь, ы&л, 
((о^,С) фиксированная точка) . 
Талую функцию можно построить следующим образом.Половим 

$ ' р ^ ^ Р ^ ) ( 1 5 ) 

ТАК вех > о 

гда |^о^ - шар о центром в точке С^, радиуса 

Функцию У вне К *̂ положим равной Е(Ч^Я',^) # а внутри 
|Д определим ее как решение первой краевой задачи с гранич
ащий условием ЕГ^у^,^) и начальным условием .равным 0. Очевид
но, что так построенная функция удовлетворяет сформулированным вы
ше требованиям 1° И 2°.Тем оамым существование функции 0(7^Д^, 
в вместе с ней и &(Р/{->1,%) доказано. 

Воинственность функции Грина вытекает из принципа максиму-



(19) 

ма,который легко переносится на случай незамкнутой поверхности. 
Таким образом.теорема I доказана. 

В дальнейшем нам понадобятся некоторые свойства функции 
Грина,к доказательству которых,следуя идеям А.И.Тихонова [ б } ,мн 
сейчас переходим.Прежде всего отметим,что из принципа максимума 
следует справедливость следующих неравенств: 

0 < С ( Р , * Д ^ * Е(РЛ*-Л) (17) 

О < 3 ( Р М « ^ Е(РЛлЛ (18) 

ЛЕАЛА I . Пусть 

X) - произвольная ограниченная область из Е л - не
прерывная ограниченная функция.Тогда 

Доказательство проводится точно так же,как я аналогичного утверж
дения в ^ б ] . -

ТЕОРЕМЕ 2. Существуют производные функции \7\Р,Ь,\,^) по 
переменным т ^ ^ (1(Г,4,1)) любого порядка я эти производные 
являются непрерывными функциями своих аргументов,если ф.<| ? и 

Ь>ч: 
Эта теорема доказывается дословным повторением теоремы, 

доказанной в [б,стр.17] . 
Теорема I и 2 справедлива для любой ляпуновской поверхнос

ти $ .Далее нам придется наложить более сильные ограничения ва 
поверхность 5 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Скажем,что поверхность Ляпунова 5 (откры
тая или замкнутая) обладаэт свойством (Е) .если внутри каждой сфе
ры Ляпунова функция,давдая локальное представление поверхности .$ , 
дважды непрерывно дифференцируема. 



г*. 
ЗАМЕЧАНИЯ I . Пусть поверхность Ъ обладает свойством 

(В ) , я пусть - фиксированная точка из Дв * Г°Д) .Тогда из 
результатов, доказанных в ^7 } (теорема 12, стр. 99 ) , еле дует, что 
фуняцяя 

\ ък9 и 1 V 

существуют й непрерывны во всякой точке ре^\Р, Х4 
(индексы й1 ^ как обычно обозначают предельные значения нормаль
ных производных из облаотей -О' и ) . 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Пусть $ - расстояние от точки Р до грани
цы поверхности § • (1,^ - фиксированная точка из Л 0 *[о^). 
Тогда,как было показано в [ 5 ] для решения задачи (А),можно пока
зать ,что произведения 

$ I 

равномерно относительно (Р, Ь) стремится к 0 вместе с ^ 
^ - произвольное направление. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 3 обладает свойством ( Е ) . 

р , е Л о , р ^ Д С , 
Тогда 

& ( М Л * > О(р^р^) { 2 0 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достроим поверхность $ до замкнутой по
верхности 5 - -$1/5^ так,чтобы Ь обладала свойством (Е) и 
чтобы точки Рч и Р4 лажали внутри конечной области %) .огра
ни юнноВ поверхностью 5 .Пусть -множество точек из Д 0 

та'их,что их расстояние до границы р поверхности 5 больше, 
чем $ .Возьмем $ так,чтобы 

о* р < ^ ^ [ « - и ? ? ^ ^Яг1г.~] л ц,е(=, (21) 



Тогда , 

Граница области «^р есть 

^ - часть поверхности 5 , 5< -_часть поверхности &| , а 
^ * - связная поверхность.лежащая в X) .Граница области 
есть 

2^% - связная поверхность .лежащая в Е.А * ^ .прячем 

Я Ш ! 
- замкнутая поверхность. 

Нетрудно видеть,что &(Р,^,1^) зависит дашь от трех 
переменных Р , 0 , ш Л= Ь-Т 
Далее .справедлива формула 

мМбСРЛ*.-^, ( 2 3 ) 

Следовательно, 



К интегралу по объему я правой части (23) применена формула Грина 
(нормаль внешняя).В силу замечания I,производные функции Грина в 
точках у существуют я непрерывны ( Р, н Р̂ . фиксированы), 
меняя в левой части (24) порядок интегрирования и переходя к пре
делу при Е ~ » ° .учитывая,что С? на равна 0,в силу 
ленив I,получим соотношение: 

• ( ^ ^ « Р И / ) ( ? ^ Ь ^ ^ Ц 

+ [и ({•• •!</«>, 
• т { «> 

Интегрируя по области *Ц* и применяя такие яе преобразования, 
получим ^ 

о = - \^\{а*А^)(>кШ11-С(гЛи>* 

V + (25) 

1 л / \ ' ^ * . (26, 

V ъъ.Р /е ' ^ 
(Нормаль напрвлена внутрь области ).Тан как в точках 

\ Ъ^Р /е V ' 1 (27) 

то,складывая равенства (25)и (26) и переходя к пределу при Р - » 0 
в силу замечания 2 получим 



&(РгА^ ) = С М / ' ) (28) 
СЛЕДСТВИЕ I . Из теоремы 2 и 3 следует,что функция 0(р,1,Я^) 

удовлетворяет уравнению Фурье по переменным <^ и ' ~Ь и что во 
производные по (Р(*Л>^) являются непрерывными фттпщипмя 
для всех Рб Л«, <^6,Л,,и ^ > ^ . 

СЛЕДСТВИЕ 2. Из замечания I и следствия I получаем,что 
функции 

непрерывны для всех гЬ 
ТЕОРЕМА 4. Пусть обладает свойством (Е).Пуоть,далее, 

*с) - фиксированная точка из Д 0 * [о,Т) .Тогда для функции 
с[(в Ь Ар) .определенной ооотношениам ( 6 ) , справе длило представ

ление ' ^ 

2 й А А Д = Щсхмая Е (в, К г/)\ (29) 

Здесь 

(нормаль направлена внутрь области «О ), / р Р 9 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 1)1/Х),/ $ о Г,, Г г 

те не,что и в теореме 3 ( $ | -часть поверхности $ ' ).Считаем так
же, что 

Применяя формулу Грина к функциям и Е(В,^/^Х^ 
в областях и .©р и учитывая,что в точках ^ | 



докучаем соотношение 

С " ^ (32) 

Переходя в (32) в пределу при / - » 0 а в силу замечания 2 получим 

I 
(33) 

Соотношение (33) еще не означает существования интеграла (29),так 
хаи предельный переход осуществляется по специально выбранной сис
т е м ов^яетностей.Однако,мы сейчас аокааем.что СО 2-0 и,тем са
мым, ив (33) будет следовать (29).Действительно,так как 

О 4т %(Я,\М& Е (1ДА ,Г) 
то 



» В М Д \ , о , 

юриаль направлена внутрь ойлаоти X ) ).Следовательно, СОъО и 
гоорема доказана. ^ 

ТЕОРЕМА 5. Пусть ^ обладает свойством (Е) н выпукла, 
огда справедливы соотношения: ^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО; Волн продиц^ронцатювать (32) в точке 665Vе 

ао нормали.направленной внутрь оваавта Л) а перейти к пределу 
прв Р~» О ,то получим равенства (35) в (Зб).Требованве выпуклоо-
та поверхаостн обеодечиэаат положительность подынтегральной функ
ции в (35) н (36) ,что,в свою очередь,обеспечивает существование 
этих интегралов. 

Сейчас мы переходам к получению оценок для функции (0(в1 ^А?) 

ДЕШ1А 2 . Пусть Ь обладает свойством (Е) и выпукла.Тогда, 
праведлава следу идея оценка: ^1 

/ ^ М л й ) I ^ с — — - е~ т г о ? ) 

|Зо. 



С,С1=соы1 У о) 

в € Г \ Р > А ^ Д о , ожЬ'Ъ 

ДЩ131ТШСТЖ). Пусть й б М Р . В в е д е м в точке 8 локаяь-
вув систему юэрдниат с осью 2 .направленной по нормали внутрь 
области «О .Построим в точке 8(о, о, о) касательную плоскость 
• будем рассматривать параллелепипед: 

П о . ^ - а ^ ^ а , оШ1&\ 

ОЬ - достаточно милое положительное число,значение которого мы 
утп 11ИВИ в ндльдошием.Считаеи.что точка А ( х > ^ 2 ) 6 Л 0 н не при-
нвдляиит построенному параллелепипеду и «кроме того что О, выбрано 
талии, что точки, принадлв жямие такие не принадлежат ноет роен
ному пнри ттн •ппипеду. 

Пусть Ц,(ф,4,А, г) 1^(1,4,1)) - решение следующей 
краевой задачи: 

Решение задачи (38> выражается формулой: 



а . ' 

* ОТ 

> Ч ~ 
где (74 ( Л 1 ( ^ Д Л ) -^функция Грина первой краевой-аадачи дан па-
раллелепнпеда.Пусть 5 -часть поверхности ^ .лежащая внут
ри |~|о/ .Тогда 

ф1№Я=Е(ь№)ле1**ит; (40) 
0*%(Я&А&4В(1,Ь,Ар),(1,б№,, Ы « т , (41) 

Далее,в силу принципа максимума,в точках.приваддевввдог 5 • 

Аз (40)-(43),используя принцип максимума«получаем 

У П М ^ * Щ*,А& (44) 

для всех точек .првнадлекаащх ооластн, о граннченной поверх

ностью ^5(ЛГ«]х [Х}Т] •^ак и а 1 1 в та4** В(0,0,0) 

и(вА,А?) = Е(в,*,А,г) 

то из (44) и (45) получаем,что в точке В 

Используя (34) ,в точка 13(0,0,0) окончательно получаем 

(45) 



Оценкм теперь 

о" П-в 
Пусть /Л ( Х*> у< 1<) точка.лежащая на оси ^ внутри | 1^ 
Тогда. ^ 

г от 

В этой формуле 5 -0 .Функция & , ( / ^ Д А ) ( Р (*>^*) , Ш Т , I ) 
имеет следующий вид: 

СнШЯ * Гг(г,6д*^ у ( 4 8 ) 

где |~у - функция Грина первой краевой задачи для отрезка 
— Оь < эс < (X/ . - функция Грина первой краевой задачи для 
отрезка О 4. х < 2. со .Рассмотрим функцию 

где Д / у *с) - функция Грина второй краевой задачи для от 
резка 0<.1< 2.<Х, .Функции и Д / имеют следующий 
вед: 

(50) 

1спольэуя эти соотношения.нетрудно показать,что 



кроме того,очевидна оценка г 

Используя соотношения (51) и то,что функция обращается в О 
на границе Л вместе с перками проиэводныия,после интегрирова
ния в (47) по частям,придем к" формуле 

(53) 

Так как 

* ф - г ) е " Х Т " ; 

(54) 

д \ Г 7 г 

аг 1 

о,используя (52),пплуч им 



-те-

Т ЛГ (55) 

В е м у результатов,полученных в ^6,стр.37^ ,для интеграла (55) 
оправе для ва оценка 

1А$. Пои ~ произвольная точка .лежащая на оси ^ .Оценим ^ , 

Здеоь 

г * _ . . . 2 . . - , 2 

(58) 

4 4 1 

При СЬ достаточно малом будем иметь 

Тогда 



гак как пря Ои достаточно мал он - .Следовательно, 



Сделав подстановку, 

окончательно получим 

г \ - „ ^ 1 ^ (61) 

М(о,0,2<] - произвольная точка,лежашая на оси и принад-
лехааая р о . «Из (56) и (61) следует (37).Тем самым лемма доказа-

ЮМк 3. Ори тех не предположениях относительно о .что 
и в давне 2,справедлива следующая оценка: 

И (62) 

где С* Х^Д определена соотноявниам (30). 
дШАЗАТЕЯЬСТВО. Положнтальность Сл) доказана нами в теоре

ме 4.далее имеем ^ 

" С $ (63) 

4 Ш*У> в е Е ^ / и ^ П , и1*т. 

Рассмотрим 



(64) 
-3 

Так как 

то, меняя порядок вжегрвдоввдвд (додынтягральаяя функции вчиоавь 
тельная) .пахучим 

г 5 

Так как 

(97) 

то на (66) сие дует,что 

ъ с у 

ту 



-62-

| л 1 1 ( * ^ ) | < ч * < , 

Рассматривая соотношение (35) как интегральное уравнение относит, 
льво Ц ) , ноже и представить 60 в виде , 

8 *5 , АйВ,\1, т * * * т , 

где - резольвента,для которой,в саду условии гладь 
кости,налохеиных на $ ,сдраведлива оценка [в] 

(Ж 

Тогда для и) получаем ^ 

где 



-ез-

|усть 5 - часть поверхности & .лежащая в паре с центром О 
л радиуса .Тогда 

1 

|а $\? г^г^Чы/г -Следовательно. 

13,1 * С Ц ( ^ - е ^ е # й - г ^ -
4 2 $ \5 

4 2 &У? 

(74) 

* Л Г ) < М * 3 # 1 ^ 5 е ~ ^ 



X 

Шбврая вдаоь & - , - .получим 

Джя [/2. получаем 

•с с с 

1 1 8 ? ^А^^ВА/2- ' п о а т о м у * ^ получаем 

С 5 

\ с 



Б силу результатов А.Н.Тихонова [ б ] .получаем 

(78) 

Из (75 ) . (76 ) , (78) следует (62 ) . 
ЛЕША 4. При тех же предположениях относительно 

я в лемме 2,справедливы оценки: 
что 

(79) 

(80) {к[ I Со, 

В € 5 ' , 0<{*Т, 

С0 не зависит от 8, ^ / — 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 8 б $ , А€ Е3\ $ 

Рассмотрим 4. 

Гак как 5 - поверхность Ляпунова с показателей! о1=4 ,то 

* т?-&-^3/г<>/ч; (82) 

•с $ 

(81) 



Пусть снова ?> - часть поверхности Ь .лежащая внутри сферы_ 
с центром в в • радвуоа Д .Тогда 

\ № ] Л * ) \ • • • Уч+1 с/л ( { • • Ы<ч г • • • ц = 

1 

А*»}г> оцениваются так яе,как соответствулцие интегралы 
в предидущей ленив,при втом используем (62) и то,что 

т 5 
Таким образом,получим 

ЙЬ*', /НЕ 
- подходящим образом выбранная положительная постоян-

ная.мвньшая А. о л 

Очевидно,что когда точки О и А находятся на поверхности 

5» г 

(83) 

(84) 



Иэ (63) и (84) получаем (79).Из оцешш (79) следует (80 ) . 
ЛЕммл 5. Решение задачи (А) (1-4) аредстаннмо в виде 

ЖФ= №1 *(*>*} (85) 
о $' 

Доказательство очевидно. 

§2. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДШСТВЕННОСТЬ РЕШЕШЯ ЗАДАЧ! (В) 
Теорема единственности реоенва задачи (В) является алеман-

тарным следствием теоремы Фридмана 7̂3 а сильного принципа мак
симума [ ? ] . ^ 

ТЕОРЕМА 6. Пусть $ обладает свойством (Е) и выпукла. 
Тогда существует решение задачи: 

а(р^Ш),^, <*ит; 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 
( А ' 

Ч[Р,0) = 0, (90) 

^ Ч' - непрерывные .ограниченные функции. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае,еслв ф достаточно гладкая,мм на 

ограничивая общноств мояем считать ее равной 0. Вместо задача 
(86) - (90) рассмотрим задачу 

|_1Г= о } ре&1)Ю[ 0< ( Э1) 



-ее-

А - действительное число. 
0О1ОШШ 

(94) 

(95) 

(Ж\ -(Ж) = < г 

В будем шяать раиенае задача (91 ) - (95 ) в виде 

о 

где ( 7 ( / > 1^%) - функция Грина задачи (А).Тогда задача О П 

ОЙ) оводится а оледувняну ввтаградаясисг урелвнав Вольтерра: 

х | л ( « д а « Ч +1+№=о, 

9 виду рам 4,в»о иятвгральаоа уравнение решается методом после-
Ра4«аи*нв1.ари А * - * реиенив задача (91 ) - (95 ) иэ -
рви* кием задачи (В).Тем г шиш существование решении 

(В ) долаааао. 
Автор, ввраиает глубокую благодарность профессору Л.И.Еуовявтйву 

доказанную в работе. 
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ДОДЯШОЕ ?ИШЛЕ О:ЛОЛ 
СИЬШННОЯ ГРАНИЧНОЛ ЗАДАЧИ ДЛЯ У РАВНЫМИ Тг)гИМРОВОаНОСТЛ -

АЛЬТЕРИИРУйЩи МЕГОДОМ .!ЬАРДА. 

Б.С.Польский 

Цвлью настоящей работы является проверка эффективности аль-
Тврвжруюявго метода Шварца для уравнения теплопроводности. 

Хорошо известно [_1 ~] ,что ыокно продолжить решение первой 
крае вой задачи для уравнения Лапласа на область Е - Е , 1/Е4.если 
Е< ПЕ1'^0' в существует решение первой краевой задачи для уравне
ния ВАПИИО» для Е< в Ег .лроме того известно ^ 2 ] .что с помощью 
альте рвируще го метода Шварца можно построить функцию гармоничес
кую во всем пространстве за исключением некоторого куска поверх
ности 22 , г д е вта функция принимает заданные значения. Эти ре -
зулътаты были перенесены автором [3.4/] на случай уравнения тепло
проводности. В [А~\ С помощью швардовского алгоритма было доказано 
существование и единственность решения следукцей задачи:пусть в 
двумерном евклидовом пространстве задана замкнутая кривая 
типа Ляпунова 21 .состоящая из двух кусков $ 1 V .таких,что 

Область,ограниченную кривой 'обозначим через и положим: 

Е Д Я , 

Задача ( А ) . Найти функцию I) непрерывную в 21 - Е г
х 

%СоТ] .равную 0,при О и на о о .удоыетворявщув уравне -
нив теолопроводвостя в области («О С-О ) * (ОТ] обращагщуюся в 
О на 5 ври всех Ь&1.0,Т1 и удовлетворяющую на $ ' условию 
скачка: 



(Мы считаем,что нормаль направлена внутрь области /у , индевея 
2, и с означают,что берутся предельные значения нормальных про

изводных с внешней и внутренней стороны поверхности ^ ) . (>(р,1) 
непрерывная и ограниченная функция. 

Задача (А) для уравнения Лапласа была решена Зареябой [[2.] . 
Автору неизвестны работы, в которых бы алгоритм Аварца приме вялая 
для численного решения краевых задач параболического типа.Провер
ке эффективности этого алгоритма посвящена настоящая работа. В 
дальнейшем вместо однородного уравнения будет рассматриваться не
однородное уравнение с плотность!) источников р ,где р функ
ция,удовлетворявдая условии Гельдера.Теорема существования и един
ственности решения на этот случай переносится без затруднений. 

Решение задачи (А) ищем в виде: 

Я Г ( Р Д ) = 1 Ш ) - * ^ (2 ) 

где: 

1* 0 ? * ) - - Ал*• (3) 

З Д 6 С Ь : 1 4 Ь 1 \ 

фундаментальное решение уравнення теплопроводности: 

и-=(Д-^)о, =0; ( 4 ) 
Очевидно,что удовлетворяет условии ( I ) и уравнении (4).Тогда 

НУ должна удовлетворять следующим условиям: 
а) гЦ~ непрерывная в Д 2 ; 

б) Ы ( Р О ) ^ 0 . = 0 , 

с) Ъ Г ( Р , Ь ) - 0 4 № ) , Р € . 5 , ^ С о , т ] , 



Совокупность условий с|) • в ) равносильна условию ^ ) 

Введем в рассакттревяе объемный потенциал: 

( 5 ) . 

и сделаем замену: 

(6) 

Тогда 24/ должна удовлетворять условиям а ) , в ) ,а такие: 

с) ^ = Щ + рь$,1еЕ°Л, 

, ] 1 * ? = о , ре Ег\$, 1е(о,т], 
Для построения функции кГ применяется альтернирующий метод Шварца 
Пусть 2Г< замкнутая кривая типа Ляпунова,ахваты вапцая ^ и 
перевешивая границу 5 ортогонально я область .ограничен -
нал .Альтернирухщую последовательность и!кпостроим следув-
цим образом.Пусть М класс функций,опре деле иных и непрерывных в 

.обращающихся и 0 п р н ^ О н на бесконечности.Определим 
ЩУц,(Рб.) следующими условиями: 

[й71 к = о, рь&ио', Ы°,т1, *=<,*. 

г&1К ^йГгкч, ро.1й1')1е[о,т]/ к* и,. 



В [_4] показано,что и/ .̂ сходится к искомой функции Ы~ 
В качестве контрольного примера был выбран следугций: 

Нормаль направлена внутрь области -О .область X) считается 
внешней.Распространение результатов,доказанных в [47 на случай 
неограниченной кривой 5 не вызывает затрудненяй. В качестве яра-
вой.охватывахцей 5 не выбираем: 

функция: 

является точным решением поставленной задачи.С другой стороны. 
из соотношений (2) и (6) следует: 

(роме того 1Г есть решение следушеВ краевой задачи: 

^V•=-^) реЮиЯ', 1е(о,т]; 



В с и у атогш 

Тажан о^аом.е^тарнаиумяац последовательность ЬТК должна схо-
*•*»• • \ГА +-Н- * точках 5' 
Инеем: ^ 

Ь 1-у- - интеграл вероятности, 
с 

+ 4(1-*)] с/*; 
л а е : 

П з Л ^ = ©,5" ( г г - 0 е / Л/г/с (у/г {р?*^}* гУа^с-у 
/г^рГ + г ^ ? / } + е>5"(г+4) €ЬС/е̂ е̂ с(у21/??+1̂)+ е~У* 



одесь: 

Так как для определения необходимо звать значвнав Ы*. 

ко на границе ооласти.то было дол* сообразно выбрать дна расчетов 
метод ионте-Карло.который позволяет вычислять значение " я р ч Л 
функции в отдельной точке оодаств.Бнл применен метод вУшга Ппрло 
с так называемым *пля вящим* случайным блужданием.Этот метод раз
работан н подробно описан хадва-Швйхом в Сварроу [51 .Чволо нсов-
таний для определения значения функции в одной точке было равно 
двум тысячам.Считал ось, что блуждакцая частица находится ва грани
це .если расстояние от нее до границы области меньке ,чвм {0~^ 

Вместо бесконечной областа рассматривался квадрат: 

Такая замена была оправдана результатами вычислений.Границы ,$ , 
5 ' . X < ж * м Рязоаты сеткой с вагой 0,05.В каждой точке 

границы значения функции вычислялась в моменты времена: 
{. =0 ,1 ; 0,2$ 0,3; 0,4; 0,5. 

В таблице приведены члены последовательности,вычисленные в выбо
рочных точках 

-=к 
10 0,153 

1 0 " % . К б 

10~20.142 

НГ^О.гбЗ 

1СГ*0,624 
-2 

10 0,103 

10" 20,368 

1СГ20,757 

ГСГ^ДЭб 
кг^о.тгв 

НГ 2 0 ,Г71 

КГ 2 Ь,31в 

1СГ40,1Б5 

КГ^ОДбВ 

1 0 " ^ , 624 

ИГ 2 а ,146 

10- 20,270 

[СГ^ОДЬЗ 

10^0,166 

К Г ^ О . а в 
КГ 2 0,142 

10Г20,262 

нг^о.га 
и г ^ г т г 

1СГ30,451 

1СГ20,259 

10~20,621 

1СГ30,128 

К Л ^ б Ы 

1СГ20,175 

ю-^.пз 

1СГ20,151 

10 2 30,566 

1СГ20,147 

К Г Ъ . 1 1 2 
10 - 3 0,565 

1СГ20,147 

КГ%,157 

1СГН).571 
10" 20,148 



5 КГ1!), 168 1СГ20.551 10"20.472 10"20,460 10" ' 20,458 10~20,453 
I КГ 20,247 10Г20,Ю7 10" 10~30,876 
2 10~20.760 1СГ20.337 1СГ 20,2% 10"20,291 10" "20,290 10~20,290 

-в 3 1(Г 1О.Ш 1СГ20,666 1СГ20,5вЗ 1СГ20,571 10"20,569 10~20,572 
4 к г ^ . г х б 1СГ10,Ш Ю~20,938 1СГ20,917 10" "20.914 10"20,918 
5 1(Г10,Ш 10 - 10,132 10" 10~Х0,131 

ТОЧНОСТЬ ара вычислении обусловлена трудностью 
вычисления 2/< .Из таблицы видно,что уже 9-е приближение дает хо
рошее совпадение о точным решением. 

Расчеты проводились на БЭСО-4.Программа была составлена 
в МПДИ1ППГГ кодах .Для получения результатов потребовалось 8 часов 
шалинного временя. 

В заключение хочу выразить благодарность профессору Л.И.Ру-
Оиажтейну за постановку задачи и помощь,оказанную прие ее решении. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ Р Ш 1 ЛИНЫВШ СТОШТИЧШКШ 
АИ*ФЕРЕШЩМЬНО-*УНЛЦИОЯАЛЬНЬХ СИСТЕМ С 

ПОСлЕдЕЙСТВИЕИ. 

Нсивсклй В.И. 

Одним из наиболее распространенных критериев устойчивости в 
теории стохастических дифференциальных уравнения есть устойчивость 
з средней квадратичной, для дифферевцнально-развостиых уравнении 
; азработави аффективная методика исследования тривиального реиении 

этом смысле [Д~\ , ^ 2^ . 
Устойчивости реиении дифференциально-функциональных уравнений 

случайным возмуиенлям параметров в линейных стохастических урав
нений с переменными коеффициентани в скалярных случаях посвяневы 
аботы С 3 1 

Еастояидя работа налается некоторая обобиеииеы результатов 

Рассмотрим стохастическую линейную систему с последовствиеи1б1 

где х̂_и -и».^ , - к й 6 * О , отреэои траектории слу-
.аьиого процесса -ас и4) со значены ни из В*" . ^, - постояивая 
матрица. >>ч>ъ1*^ • ^ " ^ Ч ^ ^ - В1 .тор-фувхдаоиали: С ^ и > ^ Г — 
составленные соответственно из линейных функционалов т . 1*^194) , 

^ ^ ^ ( в ^ ) (здесь и далее | - -и координата век
тора тс^_ ) , причем т(с^=(51вл = о ^(Л^-мвтрица, состав-
денная из процессов броуновского дввхевяя IV 4 ) , с нулевнм ово-
сои и матрицей параметров диффузии ^Ь -^ь> , ^\ , (.1 ,|-».г, . . . УП, ) , 

Пусть ""?5^ (^-алгебра событий такая, что 
1 ) ^ ( > " " > измерима относительно при ч»<>^ , 
2 ) разности ^ 1\^-1Х ,:1>^ не зависят от событий~$»» ори 
^ 1. * 4 

~ * г 
/равнение ( I ) следует понимать в смысле интегрального >: стохасти
ческий интегралом Винера-Ито 

7..1аж.113о. 



^е«^ (2 ) 

• решать во начально» фу вжал к ^ 8 , ^ непрерыь-
о веронсвостьв I , ве зависящее от ^ прв всех ^ » с 

10В свовствов^ Е \ Ч № , ^ \ ^ . 
Обоа качки Т^ц. простравство случаявых вектор-функция 
, аавервинх относительно семеаства ~**4. и таких, что 

' • с 0 

где с. - оверадва математического ока да ник. 
В [ 6^ д о т а в в теорема суваствоваваа в единственности ( с точ-

востъа до отохастачесвоа вввввааеятвоств ) реве кия уравнения ( I ) 
а . Прачек с веродтиостьв 1 6 ^ 1 . и , о 1 • 

того, ревевве ( I ) обладает евовствоа: вэаервмо относи-
с 5 ^ ори всех ^ * . Этим фактом будем пользоваться 

ара вычисления математвческого овадаваа квадрата интегралов типа 

(?). 
Обоааачяи « ( 4% ревевве ураввавва 

^ - К г Ы , ^ ( 3 ) 

нрадяодоавв, что собствеваме ввачеваа ороааводквего оператора 
валугруддв ревевв! ( 3 ) \_7~\ , раовоаовевм а лево ! полуплоскости 
(его вредвол овевав всегда в дальневвея считается вил од венным ) . 
•вадая матрацу ховв - матричное ревевве ( 3 ) такое, что 
Щ ^ а в О ара . и1<Л-\ и при 4 » о 

Где Ч ^ А > - К * " ( . * * в ч > . » ^ - контур, охватила ввив 
вое аула фу акции АвА чцмч 

ирадволоваа, что ворав ураввевия о1е^. ч^?Л-0 располоие-
вя в лево ! волуплоскости. Поскольку при сделанных предполоиениих 
к к . ^ с \ _ , г е о , то по теореме Плаваерела 



о 

где тС̂ -процесс броуновского двиевия.-|Х̂  -случайный провесе таков, 

что 

для любых конечных \. ,^ > О ^ 
Предположим, что №1^, Щч.-с 4) определены к непрерывны во 

совокупности аргументов при ^ , т : > 0 . 

Л е в в а Если {^непрерывен с вероятностьо I в для вето вы
полняется (2 ) , то для случайного процесса суиествует стохасти
ческий дифференциал 

ЮКАЗАТЕЛЪСТВО. По определение стохастичесиого дифференциала 
выражение (6) обозначает, что для любых конечных 4̂  и ^ вер

на запись ,̂ .̂ ^ 

^ Ю - ^ и ^ = \ Л 0 ^ ^ Ы ^ ^ Л ^ ^ « к ^ • со 
Для доказательства леммы надо показать, что (ч ) удовлетворяет ( 7 ) . 
Отрезок IV , разобьем точками на интервалы длины &=(^-^Л/и--

Тогда 

«.-о 

= I I \ № . . . х > ^ с 1 с ^ ^ \ ^ . ^ - н с ^ , ф \ М = 

где и ; -алгебраические дополнения элементов ^ матрицы ^ ( . « ^ 
Докажем один вспомогательны! факт для скалярвого случайного 

процесса 



- к о -

~XI \ \ И и ^ - № л в | ^ < Ы т ^ . С 8 ) 

Оооэввчян 
. - Л 

Оцепи с.\]Ь„\ V еспоиьауя свойстао вттевятнческого овяданжя [ Ь 
• о многие К^ЛЛ,^. 

^ С с Л ^ ^ Ь : где ^ С ^ . . , 
Сведоавтедьво, в сиду ( 2 ) 



Череэ обозначим 4-е слагаемое равенства (6) и меняя 
рядок интегрирования, получим ^ 

•налогично мояно оценить 

Поэтому в силу (2) 

Р 1 \ Ь . \ 1 > & \ * ^ ^ — О При К — , 
Ввиду произвольности выбора п . леяма доказана. 
Реяение системы ( I ) , яспольэуя матрицу Коки Ц • согласно 

лемме, можно записать в виде 

о , _ 
где реаение ( 5 ) , построенное ко начально! функции т ( е , «А ) . 

действительно, олуча!яя! процесс - х Ц ^ , зада ними вираже имен 
( 9 ) , имеет стохастически! дифференциал 



•оторви., очевидно, совпадает с ( I ) . 

Т в о р е н а 1.Прв любом ,|. б С ^ _ ^ 0 ^ имеет место 
|.^'х%Ц.вЛ с ^Г\-^о тогда я тошно тогда, когда собственные значе
нии матрицы „ о 

о 

располоневи внутри круга единичного радиусе с центров в точке О 
( здесь в в дальнеивеи ® в качестве верхвего индекса означает, 
что вдеиевтм вектора идя матрицы возведены в квадрат, +• в качест
ве ввивего индекса обоэввчает, что адеаевты векторе иди матрицы 
ввятя но модуле ) . 

Д01АЗАТШСТМ. Примани а системе ( 6 ) вектор-фувкциовал в СО , 
запенив в ( 6 ) ос(4.^ на э ^ С в ^ Затеи возведем построчно обе ча
сти полученное свстемм в квадрат, прамевам операпис математического 
охвдапия [ 51 , интегрируя эту о вето ну от О до ° - ° получим 

\ ЛДд.Ц>> «хА - \ \ ^ < А ± : ^ - Ь \ - " ^ о и , СЮ) 
о о о 

где • 
В качестве вектора вибярвея столбцы они толе явля

ется ремеавими невоаиуненаои састеам ( 3 ) ) , введя для них обоэваче-
а а а ^ ( ^ - 1 , а , . . . ^ ) . 

Повторяя вмвеиалояеивое, получим 

\ ,-41Ы\. + Ь \ ^ , 
о » о О а 

где ^ а ^ ( А ^ ^ С ^ у ^ и , или в очевидных, обозначениях 



Ясно, что вектор совпадает с |-м столбцом матрицы В> :\_*Ц,к1 а > . 
..^ДД^сЪ- Из ( I I ) чюлучин матричное уравнение 

И - Ь + Ь И , (12) 

где 1 ^ \ - 1 г П , , М а , . . . > М к \ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о необходимости будем вести от про
тивного. Поскольку матрица гЬ составлена из неотрицательных вле-
ментов, то . 

Пусть \ Рассмотрим случа! Л= .Покажем, что урвввенае 
(12) не имеет ограниченных реиении.Пусть ато ве таи.Тогда ограни
ченное ревение будет иметь и ураваение 

>^ = Ь + Ь Х , ( 13 ) 

где Уч=гЛ Ь , Ь -собственныа веитор матрицы & , отвечаиаив 
собственному значение .В водпровтранстае и? С Я * , нерож
денной собствевныи вектором Ь , урааиеиие (13) примет вид 

ц = Ь + ^ , не имеивае реиении ни при каком ( Щ * , * - в - = ) . 
Полученное противоречив првводвт в выводу, если >« , •» Л. , 

то наидутсн начальные функции « ^ е , ^ такие, что с^- *^в* ,ёТЛ\^, . 
Откуда легко получить, что и ^С"*-*!**** "ЗЧТ^. .это следует вв 
соотноиенин 

о о 0 о 

в веравевствв ^ 

в о 

при достаточно ы а л о м С Ь > 0 ( 

А это отрицает утверждение теоремы ^ ^ ( в ^ €. 



Расенотрин случал Э . в >1 .Покажем, что уравнение (12) не 
имеет ограниченных ренении. Пусть ицеет место противное, тогда и 
уравнение (13) имеет ограниченное ревение Ь коорди
наты которого неположительны.Но этого не новет быть, ибо все коор-
двватн вектора X должны быть положительны. Следовательно, пред
положение неверно, а значит ^еч\ € К\. ^ , Аналогично, как 
в раньяе, показывается, что |^^ееУ) ? Это полностью за-
вервает доказательство необходимости теоремы. 

Д о с т а т о ч н о с т ь получим, применяя метод последова
тельных прнблниеаий для нахождения ренення (1С) 

Отвуда следует, что _ Д Д ^ е \ ^ 1 и о < о с ^ .Деаствательно, если взять 
М о - = 0 , тогда И^-"^1 Е.,,14 Известно I 9"\ , чтх!^^Ч»ЕГ» -
« т а » 1 Л г ( < \ **° . Дли достаточно больвих п.* к , 
ваеен"* , Ч й ? 1 < 1 + « > > * * в »еГ|<С«^+с>Г И т а к Л Н Д * ^ Л Н 1 . 
где о < о 4 = с^+л <-\ >-п. л 

Откуда ^ ^ Г ! ^ * * * ^ ^ г \ а V Тогда ясно, что 

Достаточность становетса очевидное, если применить к (9 ) век-
тор-функдвонал уС-^) и, проделав соотввтствущие преобразования, 
врнводяаве к уравневивДЮ), получить соотнонение ^ 

С1ЕДСТВИЕ, В условиях теоремы I тривиальное ревение системы 
( I ) аевивтотачоскв устойчиво в средней квадратвчвом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, на ( 9 ) легко получить 

црвмеваа к (14) преобреловавве Лапласа\ъ \ , получав 

где И ̂ « 1 ( ^ 5 , . Ч ^ ^ И ^ е ч Л Н ^ Д ^ С и ^ * 

иоовольку имеет соботвеваые значения по модуле мень-
ве I , то у Ц ( п о л о с а леват в левой полуплоскости \. 2 Л. А это 
Значит, что М ( Л ^ = (\ - Ц ( А ^ ' * К * 4 » имеет полоса в полуплоско
с т е й 'А ^ < 



Ш.1 |Зо. 

Ииеем \1Ыч.1вчЛ * ! ^ е ^ м С и 

И Ш Л ^ П е Г ^ .где Й , н > о . ^ о , 
ДСЛ-ИСА"^ 1"^ Т о г Д * . очевидно, что 

где , > * ,>0 Записав (1ч) д м д а * ^ , волу чин, 
что 1>1^ич>\ - О Это а доказывает следствие. 

Замечание I . Легко видеть, что условие теоремы I является 
необходимым для асимптотической устойчивости тривиального рене-
нин ( I ) в среднем. 

Замечание 2 Если хотя бы одно собственное значение матрицы 
по модуле больве I , то ^ - * Л у А 1 \ « . 
В случае, равенства I по модуле хотя бы одного собственного 

значения матрицы Ь , аналогично скалярному I Э~\, получни 

Рассмотрим систему уравнений 

Аэйиъ « ^1^св^о1к ЧАЧиМК^С^ле^ , (15) 

где р и ^ « и а ^ ц , ^ , { а ^ , . . , 4 д ^ 

Т е о р е м а ? .вол » ^^и1Д*^~^* ' ? 0 щ ' У 0 * 0 * " » » 0 0 * » 
в средвеи кди«ра?1ннеи три ввильвого рааенкя системы 

следует 1СТ*ичивое?ь в средней виадратичмои тривиальвого реве вил 
систеп ( 1 5 ) . Зим» с р „ .Цац \Ц, . 

дОвлЗдтфДОТйО. Соглавио лсыие, от системы (15) перейден в 
систем иртегральинл ура вне ней 

где ^^ -реиение иевозмуцеиной система ( 1 5 ) . далее очевиден пере
ход от полученного уравнения к системе для вторых моментов 



где л IV» -Е\1 в К1«*Г! • в 

Затем , используя экспоненциальное убывание \Г»1ч^в-М и 

^(Л\(ет>1 легко получить \. 9~\ 

где Ч|&Н\.-мерныа векто°р с норной »у,1ЛУНС,е^" матрица 
е верно! 1 Ч г ( . ^ 4 С г е * , ^ > О Тогда по лемме Гронуолла-

Беллмкна ^ 

Так как ^ 

то теореме 2 доказана. 

Рассмотрим систему линейных уравнении с экспоненциально-поли-

венвальвыва возффвцвентами 

где ^^с ^ . Н ^^ -матриаы процессов броуновского движения с не-
зависннннл зленевтани с вулевыыв сносами а с матрицами диффузии 

От (16) аерекдем в системе интегральны! уравнении 

Ураввевве дли вторых моментов имеет вид 



где Л - Щ = ^ \ ^ ^ \ , л в ^ = \ ® ^ ^ ' 

Применяя к системе (Г7 ) преобразование Лапласа , легко полу
чить 

где н и у ! \ - и щ \ . М . ( Л « Д - * Л « \ . и и ^ Д ^ и ^ Л ' 
Согласно анализа уравнения для нзобралення ли">\_Ю"\ , следует, 

что асимптотическое поведение решения системы (17) определяется 
полисами вектора IV - \ \ ^ % 5 ' « « Л и матрицы и - и^Уъ .Т 'ц^ 
Но полоса вектора М с ( а ^ И матрицы Щ.Д 4) лехат в полуплоскости 
й « А < о а тогда поведение реиевий (17) определяется рас-

полоиением нулей определителя о1еА.^1 - Щл"^ , ,^ . 
Следовательно, по \_ 10"\ для устойчивости реиении снстеиы (16) 

необходимо и достаточно чтобы были устойчивы рейвнал снстеиы 

А дли анализа этой системы применима теорема I и следствие. 
Итак, верви 

Т е о р е и а Э . Для устойчивости тривиального реиения систе
мы (16) в среднем квадратичном необходимо и достаточно, чтобн соб

ственные значения матрицы 

о 

были по модуле меиьие I . 

В заклвчение выраиао благодарность ЦАРЬКОВТ Б. • . за поста
новку задачи и постоянное ввивание к работе . 
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ОБ Цр-ф УСТОЙЧИВОСТИ РЕЙЕНИЙ СИСТЕМ 1ИМЕРШЦИА1Ы. 
НО-СУНЕЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЕ СО СЛЧАЙБНиИ ПАРАМЕТ

РАМИ. 

йсннский В.К. 

Обозначим ( ^ \ Г ^ ^ вероятностную тройку с опередив! ввтевас 
тичесвого овидания Е. Если ^ с с."" то \ "*-\ опредедя-
ет евклидову норну. ^ 

Если К есть матрице в К.'"*^ то \К\ - * " -р \К \̂ . 
Пусть в & = ( - - - , « « Л . 

Обоэаечвн С^-^-.0^-.^4) пространство но. -верша вектор-
функций, непрерывных на отрезке С-^-о1 , " Х ^ в ^ = тс(А 
- К 4 в 4 0 .Норну на элементах -ж е̂>»&С($.-'«-101,йГ*) зададии 
так 

* к к < е * о 

Для случайного вектора : -О-—"- С*"1 (или случайной мвтряцн 
К & ~ * > | - * - » р ( Ш р ) обозначает 

ворму в I? -пространстве изнернннх относительно " 5 вежтор-
функцнй (матриц-функций) следувщнм образом 

А для случайного элемента "Х^е"! : 5П. —— С Я ^ через 
1-^и,ЛЧ1(г (_^ обозввчвв ворму 

Рассмотрим систему линейввх лиффереввдшшво-^нхвиовшьвмх 
уравнений со случвйвнми параметрами 

-ас. ( е л - 4 ( 0 , ^ , 

где и ^ , ^ ^ , ^ есть давейвый непрерывный оператор прв каидом 

VI с1У : о ,<»^ 4 ) и почти каждом и з б Й .:С^г ^ , о Л ^ Л ^ - ^ ^ . 



• задал внравевжеа 
о 

\ - - с 

в котором иггицгх мвтрвцы К Д ^ . , и о 4 ) , М ^ , е в е п р е р ы в н н е 
но ^«ЛА,,.,—=~У в в Ц Л , о 1 с вероятностью I , о ^ г ^ - с * к 

Предволагаев, что матрица-функция Р ч ^ , © ^ ^ интегрируема 
во 6 для каждого ^ с вероятностью I * сунествует а . и , "0 
вз нроетравстве фуикняв, почта нрв каждом оэ с О. отобралав-
авх Н . , " 0 ^ — а иитВгряруеиых по Лебегу ва всякой компакт -
вон ввоаеотве на IV. 0 , 0 0 ") такая, что 

-х 
для всех ^ «- ^ , -эс^св» с 

Тогда для лвбого заданного Ц , е ^ , (.в „ ш ^ с С ( Н $,*Г) 
сунествует почти вввернов ревевве (единственное) - х ! д , и о ^ систе-
вв ( Г ) , определенное в непрерывное вв ^ Л о - ^ , <=-°^ удовле-
твораваее ( I ) ва I V , » * * » 0 " } \_ I I . 

Пусть \ } ( 4 , ^ , 1 и ) матрица Коня уравнения ( I ) - матричное р е т 

вевве {развевав ( I ) , удовлетворявщее начальным условиям 1 
1 3 1 Г , V й 5 4 ) - О для всех т «• ^ 

Тогда, оогдасво решение -зс(.^,ш^ при 4 » ? , ^ А 0 

эажнветоя в виде 



- ш -

Обозначин 

Пусть ряд > , Ч \Р̂ Ц̂ шД<1<1- сходится с вероятность с I , тогда 
из ( 3 ) легко получит! неравенство 

для всех ^ ^ ' ь г ^ - в где 

Ладии следуоиде определения устойчивости реиении сиотены ( X ) . 
Определение I . Тривиальное реиенве светив* ( I ) нааоаеа Ц» ,ф 

устойчивы», если для левого 4">0 оуаестаует о С Л ^ О такое, 
что лвбое реве вне т е Л А , ^ ( I ) , ждя которого 

удовлетворяет I ' " - ^ & для ^- *^-о 
Определение 2. Реве вне - х А Л ^ ' О уравнения ( Г ) есть аевив-

тотическн Ьсрч*) 4) устойчиво, вода ово Ь С ^ , ^ 4 ) устойчиво а если 
для лобого реиевия тсДЛ, , для которого 

следует 1 » - ° 1 « 

Определение Э. Тривиальвое ревение ( I ) называетси ржввоиераа 
устойчввни, еслв оно 1>(4-,<^> устойчиво , и если ддя 

лобого & суаествует ? С « . ^ > 0 такое, что лобое рввеиие'>4й^ 
( Г ) , которое удовлетворяет неравенству » ' «ДЛ « , , > Л^ ^ © ( < Г ) 



для и кото рог о г-^^^о удовлетворяет 1^^«**^к\.сЛ^ ^ 
длк всех ^ > А: 1 

Овределевве ч. Ревевве ^ И . Ф О системы ( I ) назовем равно
мерно аевмвтотвчеока 1_.(р->Т> устойчивым, если оно равномерно 
1-Лр-.Т> устойчиво я существует < ъ о > 0 такое, что для каждого 
€.>0 наждется Т С Ь ^ > 0 , обладающее своХствон, что любое 
ревевве " х 1 А , " Л , для которого I ^ ( Л , , " ^ ^ - ^ о Для некото
рого 4 4>\_ , удовлетворяет ,--д. о ч ь для всех 

Т е о р е м а . Пусть р » ^ * 1 ! в - г — Р " 1 ^ - ^ ( °*= 
если р ) • 

Тогда 
в) для 1лр,ч» устокчхвоств уравнения ( I ) достаточно, чтобы для 
аекоторого 1СС« > »|^. < к ^«>-=э ( в пуантах в ) , с ) , А ) для 
верво! части утверждения всегда требуем выполнения этого условия) 
в оукествоааля положительная ковставта ^ такая, что 

р ввебходкно. чтобв * 
« ) для равномерной 1,с_р,«0 устолчввоств системн ( I ) достаточво, 
чтобв существовала иодоявтельвна ковставта ^ такая, что 

• ваабходкао, чтобв * = ^ ~ 3 *> 

е ) ураваевие ( I ) аоивитаавчасва 1-Лр-,<0 устойчиво, если оноЦр,<|) 

хотявчвжо в . ^ й Ш Л . ^ С ^ - О 
«V) для равномерной асвантота ческе! Ьсаччл. устойчивости системы 
( I ) дестатечво, чтоеа для каидоге С ̂ - О существовало Т ( . е \ > 0 
такое, что, есла только 4 - Т ( _е_^ тогда 

• веебходвмо, чтобы |\3(Л, ^ , • " ) ! < ^ 



Далее 

Талая оерааеа, 

для асвх ^ » V * к . 
Оттуда ораву следуиг первые утверждены теоремы. 

Доказательство необходимости будем проводить от противаоге 

Зшвчдлм I . вела шнтш тыщи* \Сь>*Ал>1 , Л *• о . тс 
достаточное** щинтев а) , в) о) в * ) тнвиня (ядолвфама п ш а 
яда -г -верам вдевании иле* Щл<**. 

Эеллчавв* 2. Баем сильнее достаточное уолювие авех Пваванв-
ввн пора на получаете* а тсвиваах иСсМИЛ • Туаоа-
вавни на ату вора* Отдут ввдшдехапеа веяле и , что я аа 
11} (Л, , ^ Л ^ . р , а •«ияцлироаке теоремы. 

дСЖДЭАТвдЬСПЮ. Лостеточнооть во ах 4-х нулями следует нв 
соотвовяння СЮ. воля в нашу дважды врадинить вяфааавотао Гедьдере. 

Деиствнтедьво, во определение вора аавав 

1 ^ / * ^ е ^ Ц \ С ^ * 



д о в а а а т е л ь с т в о а ) . Рассмотрен свечам случая, 
еагве р > о, . Еехя сестеме ( I ) Ьср-.̂  устоячава, тогда ждя жабо-
го 1 * 0 иаядетсл о" * О тжжое, что 

ххлл^ , удовжетворааяего 1'«.<-'")»р^.(ь 
( I ) строятся но талому на чаль ному условно 

0 , „ . ^ ч Л ^ при - в - О 

Пусть я) на вор во, тогда существует послвдоватедыоств \4„\ . 
^ И л \ тажве, что I ̂ лСЛ|^=-п. где \3ЛС"»^ онределевж сле-

обрааои 

\^г\м I в вротвваон случае. 
Ояределалв УЦ1из̂ ввж уцаченяе 1ДА ^.^исГ^ ,чтобы обесвечвть су-
нвствожежве ноаевтов. 

Тааерь овределан '*-»к1>Л тан 

* ( б ) 

где над веатороа а^ДО) вовяяеея некоторая вектор едвнжчяоЯ длж-
яа 1-я̂ *>*Ч-4 тялюЯ, что 

- \ ^ С ^ Л - , ^ \ ( 7 ) 

дяячст, веля яалодвть рееизяяе ( I ) , вострое няого но яачалвяояу 
уела] 

. т а „ о л Л в - О 

О 



то легко видеть, что Л^ч^Л^-Л , а, иедоватаиько, 

Учитывай определенне ж ^ о о 4 ) , инеек 

Из предыдущего неравенства, согласно ( 7 ) , следует 

Далее, возвела обе частя в а< -ув ставень, волучвя вв о иве деле 
11 ворвн и (5 ) г ^ _ , | р 

Но — " г . тогда, ваяя корень "г -о! стене ян вв обеих чаете! г 

получав 

Откуда следует «М^С^Чи^ \ -, что противоречит предволоке-
нню • Л З Л - м . ^ г х . 

Такав образов часть а ) доваваиа в олучае Р * Я 
Предполоввн теперь р —• ^ ( следовательно -г — <»*>). 

Кслв ве существует И такого, что !М(ЛЛо,*>Л»в* г1 
для всех V. "=»^о . , то водно выбрать воследоаетельность 

тану», что . ^ Р \ \ 1 1 Л - ж \ > О . 
Определив ^ 

где ^ ( . « Л удовлетворяет предаояоаеииа ( Т ) , а 4 8 ) , 
С А ^ - характеристический фунхцая -» 

Тогда 1 ^ 1 Л » ? 4 Ъ , н о 



кеторал больше, чем ( 

Это в дает протаверечае вря — <=-=э , чей • заканчивается дока
зательстве а ) . 

Д о в а в а т е л ь с т в о а ) . Скучая р "=* Я 
Пусть а) ае Ввшоденется, тогда существует последовательность 

1 ^^Н ь \тяяая , что 

, и . 1 ^ , * - , ^ и ^ Л . С9) 
гдеТЦА^-,'^.- ,"^) является олучаааоЯ величию! ^ Х ^ - . ' ^ Л , усе
ченно* ( ов . (Э ) ) . 

Снова опредаляен последовательность ^-«.^«"Л танин образов 

где удовлетворяет ( 7 ) , а ^ ч л ^ забирается как в (В ) , то-есть 
важедвя ревевве яря ^ * , построенного по вачадьвоау условие 

^ \ яря в **о г • 
^ • ^ - \ 0 н р в - ^ в - о ' ( 8 ) 

Тогда в.-ж-.О.'̂ еЛ , а, следовательно, ГОН > , '\жО-* 1
< ё 

для 4.-> ^> . вто а определение (ТО) даот 

возведя обе чаотн в ^/г -в отевеиь, полагая 4 . ~А к л . 
*5>^ и учитывая, что г4-"*--^/^ - "г получав 

что вратаворечит ( 9 ) для и . достаточво больного. 
Случая в) р - Ч ( = ) . 

Ее. а ва еуаеотвует г Л такого, что 1 ^ • Л - Л Х , ^ 
длв А , то воаво выбрать последовательность А А - ^ , 1 ^ 



такуг, что 

Определи ^ ^ = ^ С М " ^ 

где ^ 0 * ^ в - « . ^ и Л удовлетворяет соответственно ( 7 ) и ( в ' ) . 
С К ^ есть свова харавтервствческея функция 

Тогда Л ^ ч Х Л Ц * ^ , а из определения разномерно! устоичя-
ВОСТВ ДЛЯ ^ = » 

• 1 
Но 

* — 0 > 4 Р 

что противоречат ( I I ) и, следовательно, доказательство и) заверше
но. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Л ) . Случа! Р ~> ̂  
Пусть ( I ) раваомерво асвиптотичесии устойчиво, во для 

некоторого С>>0 ве существует Т С О , для которого Ш ^ . У г Л >
< 6 , 

когда \ г - ^ Т С О > , 
Тогда мо а во выбрать последовательное ть х ^ ^ Ч с ^ у Д таиув, что 

\ \ З м и . Л ^ ; Ж > ^ , (12 ) 
где свова для каждого есть случаявая ве -
личиви 13(Лк^,1л^ , усеченваи гЛ ^ 

Но иввду того, что ( I ) есть равтиерне-асиаптотпчеекя Цр<Ф 
устойчиво, оуиествует <с>«>о талое, что во давнову лвбеву € ' » о 
наждется Т , для которого , 

1\)(л,^->^-м<, <• «•, аэ) 
как только в-эсСЛуЛо и ^ - ь ^ - Т С е . ' ^ . 



водя оаредеиать 

где ^.Д^ • -«-Х*^ онвааааяався ("О,(В7) иСА^характеристиче-
^« > т-\ч ) «Л\ХАг^ч .^,«^е\ .тогда 1 ~ ч 1 - * Д 

Сиедештеиаао, но оааяаеяаияа вяшаоваряоа есяватотвчеокояР 

^(?»ч> устовчавоств оуааствуетТ такое, что 
_ (15) 

когда ^ - ^ Т 1 

1е ^ ^ ^ ^ ^ ф к ^ - ^ 
^ > Т .что иротяворечят (15)в,тавии обрааоя, довавательство 

ва. 

Опредвлнв сладу ония обрааои 

где *„1А^Ь в х^с*^) о вредивши, яви И (7 ) в (б')соответствевво. 
Тогда, в следовательно ив (13) существует Т 

тадее, что I\1 I V ^ V , «^-аь^ОМ,<•€.*•, ' ,есля А г -%^ -Т 
•з (1%) следует 1 

Яевведя обе части в 1/ х <-ув отевев» а полагая ^ - ^ н . 
певучая идя веяоторого т-\ 

что две* 1\1^14^,^,- >я\^< чС. , • его противоречат ( 1 2 ) . 
1Дв одучвш о.-^ (-*.-—» ) ямдяАяягяен , что существует 

а. > О теиее, дав которого ив* Т С О , чтобв 
НЛЧ ^ . - д ^ , < . яягяя А - ^ ^ т < л ^ . 

Тогда яояяо набрать вэдаедоаетельяооть такув, что 



В эшвчевве вфаяяв (аагодарвосп К. Ш Ы 0 В 7 м востааов-
«у задача в постоянное вен на нас • работе. 

ДМТЕРАТт. 

2. (?.^о1чач^«. Ь а̂̂ чАои^ о г е / и ^ ^ оЬ.|.̂ «гвкх.й1^ 



0 СВОдалЮТЯХ КЛАССОВ «ФНЩИЙ 

1.М. Подниекс 

I . шмш 
N - ииовестео натуральных чисел, У' _ множество 

всех всвду овределевенх функций вв N в N , класс 
вовх о аяе рекурсивных фуввций (орф), Т' - класс всех 
предакатов (иаожеств) ва /V (вожво счвтат», что 

Дла классов фувлпий ( т . е . подмножеств Т ) вожво 
•жеста воватвя саодваостей, авалогичивв тем, яотори иву-
чавтея для множеств часе л . Эта авалогвя сохрввветоя ва 
уравве аростеВвях СВОЙСТВ ЭТВХ сводвмостей ( ев . раздел 2 ) . 

В равделе 3 дожаааво суаествовавве т -увааерсаль-
внх классов ва всех уроввях арифметической иерархии 
класоов функций ( е в . [ I ] ) . Некоторые взвествие ревуль-
татн об атой вервржв! вране не вне т - своданоств поз
воляет донизывать более вросто. 

В равделе уставовлев обща! ввд полуреветив т - сте
пеней на 21 {" (что соответствует р.в. ииоиеотваи чисел). 
намечены сувествеване особенности атой полу ре ветка во 
а рвя не иве со случаев ввоаесвя чисел, с вл ванные в освоввав 
с суаеотвоваввен т .а . Осовевши класоов. 

В разделе 5 отвеятся (своего рода) влолеаая уноря-
дечеввого ввоаеотаа Т - степеней ва 2 * в волуреаетву 

стевевей ва Д * * Это позволяет перевеств веко-
торне кдасевчеокие рввультати о аеервввааоетв ва случав 
влаосоа функций. 

В радела б врвведеао несколько теорвщ о о рва нении 
равличвыл вадоа сводввоств на П | * Усвавовлево еще 
одно отлвчае от случая ввовеств чвеел (теорева 9 ) . 

В разделе 7 отмечены те результаты разделов 2 - 6 , 
которые остается веряыаа для сводвмостей классов нно-
иеетв (си. [ I ] ) . Приведены (без доказательств) две 



теоремы ( I I • 12 ) . покавывавпе различие случаев Т'ш Т. 

Обозначении. Начальный кусов <*со)- - • 1 М > фуяВнав 
* обозначим через Если рассматривать фушовя М Т 

как последовательности чисел , то поветам обоаваче-
ВИЯ 1 

о°° о * ^ ж 4 " " о * 

фвксвруем естествевиуе вунерхпав навив Тьвривга о орв-
хулой вэ :Г : иаяква с номером т вычисляет с орвиулон 
* фу ванне [ т , ч 1 (быть кокет - частичную). В чаотвос-
тв, [ * ] есть чрф с в смерен I Мы будем польвовать-
св тайне следувавй кунеравнеI всех р.п. мвовеотв: 

\*/; = З Ш Д ) . 
Понятия (обив) реву репного я частично рекурсивного 

фу пановала на * ? в /V (сонрменвя: ОМ в ЧРа) 
очвтаатся азвествыма (см. [ I ] , гл. 15, » Э ) . 

Отобраааяае М ? -» Т будем называть реку р е п 
ным оператором, юли существует ОРИ р $-* N N 

такс!, что для всех * 
М « ) = АхГ ( 1 , * ) . 

Значение фу ниша г1 И ) на аргументе -х будеа чбовва-
чать черев М ( ч , х ) . 

2. Овуаелеваа оврляиоств,! в нх простайвае своартва 

т - сводамость. Пусть А , в я Т. Тогда А В , 
есла оу нествувт реву репный овервтор М такой, что: 

для всех ч е 5" ± - сводимость получается отеода,ео* 
ли требовать одво-одво-ааачвость оператора N . 

Повятве рекурсивного изоморфизма: А = 6> если оу« 
яеетвувт рекурсивные операторы М, М' такие, что 



0 ) - » еА мнив. 
(иевамство, вмеет дж здесь место аналог теорвн вайхвидв 
о сов вале нив = , в = . ) 

Тавявчвые сдодамоста. А ^ и В есаа существует 
ОР» $ : ?-» N , ввачевва 5 (-0 которого оуть во-
а е р вертеле! ввда Ч , . . , т » , ^ > , где б Т 
Дав веех 1 ( * =. к. с-<) ч 1 , а ^ - к. -вествая оу-
дева фуахцвя! пртом выест веете: 

* € А > ( | 1 ^ . . « « 1 е в ! , . . . , 11-ч.«1«вО, 
где "нодуль" показывает авачевае вствваост* предиката. 

Ь<*{- еводвыость получаетеа отсади, есаа нотребо-

оааать: к ( 1 | г 1 . 
(легко ввдеть, что т - сводвнесть подучатся, если 

треоаать одвеараевво: м - о м , .>(*> = * м и всех * . ) 
Т- сволииость. Пусть & Б Т. аувкцвовая Г •• I-*- N 

ааеоеев ркурсвввны в & , есаа существует налива '2 с 
хвувя оркудавв, автора два авбоа ч е Т остававливает-
еа, вадечатав чвсдо , в а р этом: 

I ) верову оракулу ведается тольво вопросы ввда 

2 ) второму оракулу аадается тольво вопросы ввда 
„ Сч- .ч ] € в ? " , совладел условве 1 т . ч 1 € Т . 
(•то оаржелевае легко сформулировать а вполве точво - ва 
явные иовфвгурадии.) 

Если А , 6 2 ? " то А < « т 6 означает, что 
харвтерстаческвй функционал ( ! • ) : 

ркуронвев в 6 В частности, А есть рекурсивный класс, 
если Н л рекурсивен в Т (т.е. Нл есть О М ) . 

ват» : К Н ) * с А в # а Ш - онодииость - если т р -



Для всех рвссыатриваеинх сводниосте! вепосредствевао 
проверяется: 

1) рвфлекспность в траазятвввость, 
2 ) Е с л В - ре курс язвы* власе в А ^ 8 , то А - то 

же рекурсивна» класс. 
Итак, иовво ввеоти все соответствувщие эквваалеятвости 

я степени: е/„,(А), с< г (А) нтп. 
Для 14 { - сводивоств легко проверит к, что: 
1 ) Все ре курс явные классн К* - вквивалентвя. 
2) А ^ « « А ^ Для воех А ? Т , 
Для т - сводииости легко проверяется, что: 
1 ) А « „ Ь о А « „ Б . 

2) А Ф ^> А - ф А ^ А = Г 
3) Все нетривиальные реку репные классн - эгаква-

дентин. 
* ) Частично-упоряхоченвое вновество т - с те па вей 

есть верхняя полуреветва. В качестве А в аоаво 
веять класс: 

| [ *1о )^о & А » А ] У Ы о ) > О Ъ Х х € и ] \ 

3. т - оводваость в ашеиютачесваа вевешав 

Ив всех классов фупин* внлелявтоя арвйаетвчеоваа клао-* 
сн ( [ I ] , гл.15, 9 2 ) , которая обрпуот врвйаепческуа вер-
архив: 1]|Г , п!С О Ч -О ) . Если у\ I , то два ялао-
сов сеиействв 22^\ существует ^нчиолииая" вуаервцва 

{ЕГ1 
чеЕГ '^Эх.Угк. Т Д х . ч , ос4 х,), 

где е с т ь о м • » Н^'х Т Аналогично для П * 

2-.о - П о - ато севейство воех рекурспанх клас
сов. _ ^ ц 

Севейство С * херактераауетоа тев, что А € 121) 

еолв а только если частичная хараятервотячесяяй функционал 
( Ч И ) Н * есть ЧР1. 



Очевндво также, что 

Понтону правоверен вопрос о суаествовавва *>л - универсаль-
ннх кнаосов я 23 к -

Легко построить эффект ну о нумерацию пар <^,ч>, 
обжа даму о овомтвааа: 

Черев 1-, К. обоввачви обратные фувкцвв атой вунерацвн. 
(Полеаиооть такого род* вуаерацяй впервые замечена, по-вя-
дянону, Р.В.Вреявалдои.) 

Сяввоя < ч , ч - > обозначает фуняцкв: 

Аввяогвчво дая I-, Я. 

Твовеиа I . Пусть к 4. Тогда класс функций 

прннядлеват 2?п ч П п В V * - универсален в 2 7 * . 

Доказательство. Ив соотношения 

следует, что С СОотноаеиве 

< х О - , Ч > € 14"° Ч СЕ"»" 1 

показывает, что оператор Н г ( * ) = . < * о ° ° , сво
дит Е * 0 и 14'*' т . е . 'К ' " 1 - *у\- универ
сальный класс в 2 « . _ к 

Остается показать, что 1С** & П „ ? а то будет не-
посрвдственими доаавательствов вевнроадеиности иерархии 
(которая в [ I ] выводится на результатов дня множеств 
чисел) . Если допустить, что и™ € . то ьГ^бЕ™ 
дли некоторого и , т . е . 



Найдем т: такое, что < ч , * > г/ а подопм 4*тОТ* 
тогда: 

* О м 6 Е й ' ^ * о - е с Г \ 
Противоречие, т . е . и1"' ё Л ^ " что в требовалось. 

Замечааве. Испольэовавяе т - свохвиостй вдассов 
функций позволяет такие доказать, что 

А | * | конечное иноиество^ 6 2 * " х П ж
ж 

без применения нате горных раесуядеваЯ (см. [ I ] , г л .15 ) . 
Для этого достаточно заметить, что А - универсалъввй 
класс в 2Пг 

». "1 - сводимость на 22\". 

Для т - сводимости классов функций легче вайтн праве * 
ры "естественных" классов, - унвверсальинх в 22**% 

чев это бнло в случае ввоиеств чвсел. 
например, если $ - некоторая ерф, то очевидно: 

З " ^ ^ 1 ! 6 Ц } ц . Докаиеи у ниве реальность етого класса. 
Пусть А € 2 ** , тогда ЧХ# Н А есть Ч И . Опера» 
тор М определим так: для внчаслевая М И ) внчисляен 
НдС*) п о наган а полагаем: 

[ о.(«Л, если Н А(т) ве останавливается за 
* ' « к « г о » , 

о^С") + 1 , иначе. Очевидно: 
Ч б А О Н А (т ) остававливаетоя гГМ 

Итак, М сводят А к {аД ^ что в требовалось. 
классн фуакпай, *>\ - увиверсальнне для 22%* легко 

охарактеризовать в следуоанх терминах, вунвцив т . ваэовем 
ввевней точкой прикооиовеввя для класса А • если 

I ) есть орф и € А , 



2) еуивотвует внчнолииад последовательность \ К \ 
орф п А такая, что У ( 4;' =•*» ' ! 
(В баронской, топологи па ^ (он. [ I ] ) такая точка -т. 
к в санов жале будет точкой првяосвоввввя жав А . ) 

Теошвв 2. ыаоо А « п . уявввроалев дав 2]!" , еолв 
в только еолв Л ввеет вневнвв точку прикосновения. 

иовавательство. Н е о б х о д я и о с т ь . *п- уни-
вереальность класоа А влечет: ? ^ \о""^ А , 
т . е . для вевоторого М 

, И Н € А . 

Если Ч есть орф, то и М И) - орф. Оледовательво, как 
М ( 0 " ) так я все М ( 0 ; 4 " ) оуть орф. Очеввдво 

такие, что г Ц О - * ) ? А , а все М(оч—)€ А . гекур-
сиввяй оператор М Веарвривея я баронской топологии, поа-
тону 

ПУЛ 0 ; V = 0 е * И ~ М(г/ = Н ( О - ) . 

•так, фувняия Н Ю " ) будет в не иней точной прикоснове
ния дни А . еолш в качестве ни вовнен иодяодинув 
поднееледовательвость ив ( Н ( 0 1 

Я о с т а т о ч в о о т ь . Пусть »гв - ввенияя точ
ка нрлкосновеввя дли А . а ( 4 ; \ - сеетветствужниш по
сле довательаооть. достаточно понааать, что У ^ о * * ^ < „ „ А , 
Яви атого оператор М опр* делив таи: 

вали « « м = 0 ' ^ 

$« . , ( * ) , если I в ^ ' Ч о " * 1 ^ ' * * ) > о , 

воли т ю ) > о . 

Очяввдио: ч ^ О * * «е» НИ ) в А у что и требовалось. 

Следетвве. Если 6 *• иовечвое ниоиество орф, то 
иааее $ \ в , т - увиверселев а 22***. 



Кроша тоге, легко видеть, что У 4 Та€Е%. |а теоре* 
мы 2 следует, что ото - т - уиамрвадьанЯ влаоо.ров» 
во покивать, что есть деке ± - увнмрвальны! 
квасе в 22^ С другое оторрвн очевидно, что в 

3" ̂  \ о**"Ъ { - сводатоя только вдвоем, доналвеная кото* 
рих содерввт ве более одвого ввеыевта. Тайна обрааои, ас 
все т - универсальные кдассы 1 - универсальны, во в 
у меде реально* т - етевевв амеетоя вавяовьвав ^ -вте-
вевь. Откритын остяетоа вопрос об ваоиорфаеве ядаоооа 
етой { - отенеяя. 

Этна установлена яорвея оообеввость рвооиетривеено! 
яерврлаа но орявяеяая ео одучаея инояеетв чвоел. 

наметен я другая оооееяяоот». В случае вводе отв ча-
оел рвкуренаное ияовество т ~ оаоднтся к лвбоыу не трава-
альношу наовеотву. 

В случае не вааосов фукнциЯ ветрвввальанЯ рекуронаанЯ 
ыаос А '- отврмто-вааквут в бароаскоя топологва, поетоау 
как А , тев а А" оодерват орф. Но тогда ва А < - о 
следует, что В в % теве оодерват орф. 

Всегда ла яетрнвиалвяця 2Г , к - власе В удовлетво
ряет в то ну условяв Т Всякая вевустоЯ Х?1*- ялаоо открыт 
в баровокеЯ топологва в воатону оодерият орф. Такая обре
кая, вав вопим сводятся я такому: суяеетвувт ла ве трава-
альане классе» дополвенвя яоторнд не содвраат 
орф? 

Оживив ается, такая ввален оуявствует. Доказательство 
втогв факта, во существу, нраведеяо в СII (гл.1б,I 7 ) , 
дева в более евльвощ форие: существует власо в € ц [ ~ 
такая, что 8 ве вусто, однако ва содерквт гаперарафяатя* 
чвеяях фуниалв. 

владея ва 22}" , яаевяж* непустое дополвевве, ве оодер-
аащее арф, в&аовев осооваяив». ОЧеввдво, все такие класса 
не рекурсивны. 

Имеются и более простые примеры особенны! классов. 



1. Пусть V - п р о с т о е нвоиество (чисел ) . Класс В всех 
танах ч , что: 

а) Ух < - « и - г О , 

есть, очевидно, дополнение к 22\~ - классу. Однако, если 
"т€§>Л<Рч то область значений ч> есть бесконечное 

ревурсвввое подниолество V . что вевозновно. Такии обра-
вен ВОЛ - Ф , воти 6 * Ф. 

2. Пусть V, , V, - два рекурсивво перечнслиных и 
рвкурснвво ввотделвиых вновества. Класс С всех таких ч , 
что: 

о) У* тС») « { > 

еоть, очевидно, доиодвеиие и 22\'- классу. Однако, если 
Ч 6 С П Я , то ч - характеристическая функция 

рввуревнвого наовества, отделярщего V, и V, , что невоз-
ноиао. Такии образов, С П Ц = о> хотя С Н 

Огне тип еще еледурвае фанты: 
I ) На А < т в в В - особенны! класс следует, 

ЧТО А » Т или А - особенны! класс. 
I ) Особенный власе не нонет быть т - универсальный 

( ев . теореву 8 ) . 
) ) Всякий рекуревввы! класс т - сводится ко всякову 

2?)*- илаооу, отлвчвону от ч> , У % особенных классов. 
Теперь а общей характеристике верхней полуреветки т . 

степеней на 22?" веясаыни остались два пункта: 
а) Оувеотвует ли - классы нерекурсивные, веуии-

ве реальные в ва явлнвщиеся особевнныи ? Такве классы ваао-
аеа м в в щ а д . 

Ь) Еолв норвальиые классы сунествувт, то суиествует 
да дли кал до го особенного В нормальный класс В1 такой, 
что В В' ? 

Ответ на оба вопроса дает 



Теорема 3. а д е всякого особенного кдаоса В ндасс 
В ] с т<^ явдяется иорвельанм (в поэтому В •<„ В|о^ч>); 

доказательство. Наповввм, что: 

Очевидно ( " ё В 1«<-"Ф , т.е. этот вдасс ве явдяется оое* 
беввым. 8 ф не нонет быть в УУ» - универсаль
ным, ибо дня орф ч . нэ ч, с в Ф следует (а сяду то 
го , что В - особенные класс) , что ч , (о )>о , тогда 
как все ч е 8 ) в ; " » имеет ч д о 1 » о , т . е . ч. вв 
нонет быть точно! цривоовавеввя для В^о^ф (он. теоре-
ну 2 ) . 

Если допустить, наконец, что 8 ^'осу, <̂> имеет рекур* 
сиввнй X* Н . т о 

1 0 , еолв ч € В 

^ е с л и чей, 

т.е. й> - рвкуровввы! класо, что нввоааовво. Таким обра
зом В^гсиф - нерекурсивны!, т . е . иорвальвы! 
класс. Что в требовалось. 

Обнуо харалтервстщву располоиенвя т - отепене! на 
2 7 ^ ноаво свеотв в диаграмму: 

т - С т « « « и 4 

Нереальные осо(Геии ые 

г« - < т « л «ИИ г^. с г * п < и п 



5. Особенные классы вида У 4 

Мы уке задела, что для орф ^„ класс ?"^Ч г, ;'1 & 
Но следует ля из ^ ч {-У1) е 22^" , что г - орф ? 

для ответа ва вопрос заметив сперва, что класс всех 
$ € 3" , графики которых лехат в П 1 содержит все орф, 

а Также некоторые нерекурсивные функции. Определим, напри
мер, следувине функции: 

. , Г 4--г4. если вычисляется за точно г шагов, 

1 ( 0 , если Ь '11» ) не определено. 

^; есть орф ве для всех вбо: 

5; (тО > О <Я> х е 3>(Ы) = V*;- ( I ) 

в ве все рекурсивны. 
Дли предиката ^ ^ - ^ инеем выражение: 

где 7~(1|^с<^) - рекурсивный предикат, показ ьиаздни, 
оотааоввтся да вычисление С »Ц .х ) на ваге номер ± Та-
вна образом, графам всех \; лежат *в П 1 а среда этвх 
фу акции есть в нерекурсивные. 

Теорема ч, Еслв -г. € У в графах ч. есть 

маовество, то 3 ^ е 22^ 
Доказательство. Пусть 

где предикат Я рекурсивен. Нам достаточно построить ЧХ* 
Н для предиката * Процесс вычисления Й(-е) будет 

состоять в повске такого х что 

Э х тли, ч и ) , г ) . 

налив - полагаем Н ( < " ) - 0 (тогда, очевидно ч + 
•ела талого х не существует, пусть Н ( < ) ве определено 
(ибо тогда ч - т . ) . Теорема доказана. 



Итак, содержат классы вида Г » 1 ^ м где ч-
нерекурсивна. Такие классы по оп ре ледени г особенны. 

Замечание I . Графики функций г , данных теореиой а, 
все лежат в П 1 Открытый остается вопрос: следует ли 
из N € 22{" что графин т леият в П1 7 

Замечание 2. Изложенные построения позволяет легко до
казать следуюнее 

Предложение. Для класса множеств С = { Ы> {-«Л\ * 6 И ! 
невозможна такая чрф Ц , что если Щ € С то Ь ( 0 
определено я = ^ 1 

Это значит, что хотя множества из С рекурсивны, не
возможен эффективный перевод их описаний на языке перечис
лений в описания на языке характеристических функций. Сле
довательно, такой перевод невозиояен, в частности, и для 
всего класса рекурсивных множеств (это - результат Суву ни, 
си. [ 3 ] ) . 

Доказательство предложения. Пусть \Л/а - нерекурсив
ное нноиество. Последовательность множеств из С : 

является в силу ( 2 ) вычислимой, т . е . А 4 = \К^ф, где т 
есть орф. Если функция Ь сувествует, то И - орф в 

М ' м ф - О . Ф } , +• есть орф, тогда как V/. 
нерекурсивно и имеет иесто ( I ) . Что и требовалось. 
Конец замечания 2. 

Имеется некоторая связь между *п - сводииостьв клас
сов {^.Л и Т - сводимостью (числовых) множеств \Х/Ь. 

Теорем 5. ^ ^ \Ык *т 

Доказательство. ( I ) показывает, что 4,- есть орф,ес
ли н только если - рекурсивное нноиество. Поэтону в 
случае рекурсивного ^ теорема очевидна. Допусти для 
дальнейшего, что \*/; нерекурсивно. 



Легко проверить, что ждя воех п фуякавя т к рекур-
оввва с оракулов \Уп , в свов очередь № п рекурсивно с ора-
кудои 4„ (он. ооотноиевие ( I ) ) . 

1. Пусть ч = -5- НИ) - тогда Ми;) = ^ \ 
т . е . ^ рвкурсввна с оракулов Итак, левое рекурсив
но в правой: 

т . е . XV, * т щ 

2. Пуоть Л*/4 ^ г УХУ,- , т . е . Щ рекурсивно в Щ, 
тогда аналогично, левое рекурсивно в правой! 

* » " ^ " " ^ 
Поатоиу существует иаиява «V * такая, что С»*, * ^ 
Заиетни теперь, что по теореме » : 3"> { 4 ; ^ € 221", т .е . 
существует ЧУ.* И : для предиката Нувннй'нам 
оператор М оо овонствои 

Т = Ь о М К ) = т , 
вычисляем ва * 6 Т таи. 8апускаем малину т паралельво 
ва всех ввачевяях аргувевта ос , но с оракулов ч (с ко
торым ей не обввательао вычислить ? - функции). Одновре-
иашио вычисляем Н { ( ч ) . Есла до остановки М , ( ч ) 
мааина »ч а х оотавовалась, Напечатав ^ , то полага-
ев МН>*) После остановки Н. (-«) все свободные 

места в м И ) ааполаяеи вулини, не обращаясь больше к ма-
нжяе т . . 

Итак, еоли Нг" 1<) ве определено ( т . е . то 
М ( ^ = ^ (ибо 4;1 - ^ ) • Если ие И - к ) 

определено ( т . е . , то М И ) есть орф и, следова
тельно М И ) •+ Т] (им допустили что \Х/^ - нерекур
сивное множество). Что и требовалось. 

Следствие. ^ Ь Л ^ ^ ^ - т ^ -



Теорема 5 вместе с этим следствием показывает, что 
"структура" Т - степеней на 72г монет быть в из-
вестном смысле ("в обратном порядке") влоиена в полу ре
шетку особенных V* - степеней на 22^ 

Замечание. Понятие "полуреяетна особенных *п- сте
пеней" предполагает, что если А , В - особенные классы,то 
• А 6 - особенный класс. Это легко проверить. 
Аналогично устанавливается правомерность понятия полуреиет-
ки нормальных ^ - степеней. 

йоино было бы предположить, что в упомянутой влоиеиии 
универсальной Т - степени соответствует наииеньиая осо
бенная т - степень. Однако это ве так: как ухе у навива
лось, в [ 1 } приведено доказательство сувествования особен* 
ного класса, дополнение которого не содержит гиперарифветн* 
ческих функций, тогда как 3~ ̂  влечет ораву, 

что В содержит арифметическую (даже 2. - рекурсивную, 
см. [.2] ) функцию. 

Оказывается, "структуру" Т - степеней на2?1^П4 

иовно вложить ( в обратном порядке) и я полуреветку нормаль
ных 1ги- степеней на Т?]" . 

Творена 6. Пусть А ; = а В Тогда: 

А ; ^ 8 4=> А ; ^ о С « ф < ^ % ^ ф . 

Доказательство. I . Импликацию вправо легко доказать 
для произвольного класса А (вместо специальных А { ) . Да
но, что ч ? А « М и ) ? 8 , тогда 

Ч е А |01и</> Ч ( о ) - 0 & Ха-«С-«.-1-<) € А < » 

Итак, оператор М 1 (•<)-= чю ' )М (Лхт ( 1+< ) ) сводит А ^ С и ф 
к В «л ф , что и требовалось. 

2. Импликация влево является не нее обвей. Она не вы
полняется даже для некоторых особенных классов А Но для 
классов А ; она верна; пусть: 



4 С А ; ^<лф 4& М(-0 € в ^ " Ф . 

Тогда: 

4 € А ; 4* € А Н ( 0 > « ) е в ^ - Ф 

Заметай, что * е А ; < ^ . - е = М , * . е . 

а л 

ч = $ ; «е> М (о«, о) > о V Л х Щ о ч . х - Л ё й 

допустим, что М ( о - « , о Г > 0 для некоторой ^ .НоМ(0*,0) 
завясат линь от начального куска ч , так что М (0ч,0)>0 
для. всех ч/ не некоторой окрестностн ч Но тогда 
для атях т- . чкгневозмовно. Итак, М ( 0 * , 0 ) = О для 
всех ч ?" х ( 3 ) принимает внд: 

ч 4-» А х М10ч. * + - 0 6 В , 

т . е . А,^ р, > что в требовалось. 

Теоремы 3, 5 в б даот оледуовее 

Следствве. Пусть А И » У » ^ „ ^ , где мвояество У</„ вере-
хуроивво. Тогда А . ф - нормальны*, класс, причем 
всегда: 

А; ,о№ «Р « с А; |о<**> ^ « г Щ . 
Это а есть упомянутое второе "вдовевне в обратном порядке'.' 

Итак, не соответотвуваях результатов для Т - степе
ней ввовеотв чисел следует существование несравнимых 
стеневей в полу ре ветке как аориальннх, так и особе иных т -
отевевей. Разумеется, до уровня полноты, достигнутого для 
иноиеств чисел, здесь еще делено. 

6. Сравнение различных сводим остей на < . 

Тривиальяое различие т - и 4.1 *-сводимости заключа
ется в том, что: 



1) т - степей (ф^, \ 3 ^ , { нетржввальныв ре» 
курсивные классы } различны, на ныл тольво неньве 
особенных * п - степеней; 

2) Ц-С - степень ( в с е рекурсивные классы^ 
ыеньве всех других Ш- отепеяей. 

Более интересное отличие, прояаляоцееоя на 22 {", оо-
стоит в следуоцеи: по теореме 3 дли особенного илаоса & : 
^ <^ 2> Ф Для Ш~ сводвыоотв ив имеет неото" 

Теорема 7. & = 4 „ 4ЦоСпф для воех В 5 Т 

Доказательство. В ^ В ^ ^ Ф , поатоыу достаточво 
показать, что В ^о<.п ф Ь. Вам вухеи, по существу,ие-
который 0Р# р значениен Г(-е) которого являетои пари 
<.*п,ч>,где [ т . ч ! & У а ^ - одноместная булева 
функции. 

Если Н о ) > о половим: «г - такое, что 1»*\ч1*ч^ 
а >10 . Если не ч (о )-0 , полоним: т - такое, что 

[ т , ч ! = + в ^ С х ) = а Тогда: 

че е ; о ^ Ф очю^оЦхчм^ив «ф,/&0[" . '< '16 в\) 
что в требовалось. ' 

Теорвиа В. Всякая класс, (И- универсальный в 
Л|" является ил - универсальным в Л^",*.е. о Ц С И * " ) » 
<дт ( И 1 1 ) ) П 2 1 " . (Большего ожидать не приходится иэ-аа 

А А . ) 

Доказательство. Поскольку Т 4 \ 0 е " ̂  - *ч- универ
сальный класс в 20̂ " I *о достаточно показать, что на 
3^ « с « е В * В 6 2^ оледует, что 3 ^ {о*Ч « « . В . 

Значение Г (о"°) 1 4 т - сводявего функционала Р 
аавиент только от некоторого начального куска 0 ' , обозна
чим это значение череа < м , ^ > , Итак: 



прячем, по определению, для всех г & Т имеем: 1 т , 0 * у ] е У 
Оозтому можно определить рекурсивный оператор 

М Ы = 1>а , 0 е 

Тогда: 

Для функция $> (она фиксирована) возможнм, вообще говоря,' 
4 варианта: ^6 = о , ^ = 4 , ,^(->0 ^ С О = т с Первые 
два отпадает сразу, або левая часть ( ч ) непостоянна. В 
олучае четвертого мы имели бы: 

т . е . { 0*"^ < И В что невозвожно, ибо из теоремы I следу
ет, что 1 о - } € п | ^ 2 | " , а В €27^". Итак. ^ с * ) = а: 
а ( а ) орявяаает вид 

что а требовалось. 

Замечание. Теоремы 7, В верны а дла маоаеств чвоел. 
Отирнтым остается вопрос о различав ^11ФСи'°) в с! Ь (дг<"^ 
а такие о^СИ ' " ) а с<к <Дг< < 0)П 2Г { \ Веоьма вероятно' 
Что еятуаввя здесь будет такой ве , как в случае множеотв 
чисел (см. [ I ] ) . 

Одаако, в протввополоаность этому случаи, вмеет место 

Доказательство. Достаточно показать, что * 

Ввачевне 5 (о** ) Ц - сводящего фуввциовала 2 заввсвт 
только от некоторого начального куска 0 ' , обозначай это 
Значение через < * ^ ( , . . . , Л > Тогда для всех ч 

04 * О ^ ^ ^ С - - и ^ ; , О с * ] € В | У (5) 

Определим орф Ь такую, что для всех з и < : 



Тогда постоянный ОР» 8 ' 

в снят ( 5 ) ЬИ-сводит ^ ' ч \ 0 ~ > ^ и В что и требо
вал ось. 

Открытый остается вопрос о рваличии с1 и (к ' ° ) в 

Теорема р . Особенны! класс на ионет быть Т - уни
версальна* в 2 ^ " 

(Это свойство являетов, очевидно, общим для вовх ви
дов сводимости класоов фунаций.) 

доиавятельств?. От противного, плоть ? ^ { о —^^ т В 
для некоторого особенного класса В , т . е . существует вани-
ва 2 , которая с оракулами ч , В вычисляет XV орадихата 
ч 

Если ваять ч - О * " то 2. остановится, напечатав 
1 При атом оракулу ч будет аадаво конечное число воп-

просов ввда „ Ч ( х ) = г " (в получены ответы - О ) . Оуетв 
эти вопроси ве касартсн ввачеав! ч с * ) для -х % I . Оракулу 
в прв втом будет ведано воиечвое число вопросов ввда 

и о « ] е в Т " (где с - 1 е У , диве с (Ю в 
получены ответы "да" , ибо В - особая в о го клало 

Покажем, что тогда Н остановится, напечатав { , я 
в случае ч - О 1 В овном деле, в вропеоое итого 
вычисления Е будет надавать оракулу ч те не вспроом, 
что в ври ч - о ° ° (в получать те вв ответы - О ) . Ора
кулу В при атой будут виданы вопросы „ С" . о Ч м ] ' € В 1 * 
с тени же т , что и в случае 4 = О 0 0 (ааветан, что 
отлвчве о 1 -{"* от О 0 0 ве водеривтси в конфигурациях 2 ) . 
Ответы в этой случае будут те ве - "да" , ибо опить 

О 1 ! " " ^ & (Р. , а В - особенный класс. 



Итак, во определенно 2 1 СО с 4"°* * 0 ° " ) . Проти
вореча*, следовательво В ве есть Т - увввероальвый 
хлаоо. 

Творена 10 фактически устанавливает существование 
•еувеверсальных в нерекурсивных Т - степеней ва 2 2 1 " . 
Существование аасравввыых Т - степеней остается недока
занным. 

7. аваачания о сводвиостях классов мвоиеств 

В [ I ] <гл .15, 4 I ) рассматривается также аряфмети-
чеоваа верархая классов ннохеств: 22п', П " ' ( .п^О) , 
Чаоть рвве аалоаеввого легко переносится ва этот случая. 

Определения своднностей я формулировки их простевших 
овойотв требует линь замени Г на Т9 Теорему I мохво 
переформулировать (заменив 1ЛН) на более сложны! объект) 
я вередокаэать, хотя зто несколько елейнее. 

Теорвиа 2 и ее следствие верны для ^ ° без изменений. 
Оущеотвовавие особенных классов следует в этом случае вэ 
ваааго примера 2 (см.раздел 4 ) . Свльвейвай результат 
этого рода для У- , приведенный в [ I ] , ве имеет место 
для У здесь верна 

Теорвиа I I . Еслв В - нетривиальны! класс нэ 22\" 
то 8 содернит ыновество аз 2̂ 1 П П 2 . 

Это нетрудно показать, всподьзуя язык предельной ре
курсии 2 

Теорема 3 остается вервой для Т° , тев самым обаая 
харавтерастяха полуренетни степеней на 221" совпада
ет оо оку чаев 2Г<\ 

Особенных классов вида У ° ^ { п\ на 2Г 4 

Вв имеется, как показывает 

Теорема 12. 5"° ч •[ тг^ 6 если и только если 
УГ - ре.урсивное множество. 



•так, результате раз дежа 
чае 

Результаты хе раедежа б 

дниоотей) перекосятся на 3?" 

5 не наевт аналогов в еду-

( о орввввввв рвзлачных ово-
бев иввявеввй. 
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