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IEVADS

Dazadu fizikas un tehnikas nozaru (pieméram. radiotchnikas.
akustikas, méraparatiiras u. c.), kas prasa paaugstinatu jiitithu un
stabilitati pret traucejumiem radionztverejos un meriericés, finansu
un ekonomiskas matematikas, ka ar1 geneétikas stranja attistiba saja
gadsimta izvirzija uzdevumu izpettt pastavigi darbojosos gadijum-
speku ietekmi uz dinamisko sistemu uzvedibu. Butiskakie rezultati
dotaja joma saistiti ar dinamisko sistemu asimptotisko metozu un
varbitibu teorijas robezteoremu pielietojumiem. Svariga loma §aja
virziend bija N.N.Bogolubova un N.M.Krilova darbam [40]. kur
pirmo reizi tika apskatits robezvienadojums dinamiskai sistémai.
kuru ietekme gadijumspeks. konvergejoss uz procesu ar neatkari-
gam vertibam.  Autori pleradija, ka robezgadijuma veidojas
Markova process, un izveda Fokkera-Planka vienadojumu ta parejas
varbiitibam. Cetrdesmito gadu vidi un piecdesmito gadn sikuma
N.M.Krilova skolnieks I.I.Gihmans ieviesa visparéjus stohastiska
liklinijas integrala un stohastiska diferencialvienadojuma jédzienus.
pieradija atrisinajuma eksistences un unitates teorémas tadiem
vienadojumiem un atrisinajuma diferencéjamibu péc sakuma nosa-
cijjumiem. izveda A.N.Kolmogorova vienadojumus atrisinajumn
parcjas varbtitibam (sk.. piem., darbus [13-13] un apskatu darba
[19]). Taja pat laika japanu matematikis K.Ito [24-26] neatkarigi
izveidoja stohastisko diferencialvienadojumu teoriju, balstitu uz
stohastiska integrala pec Brauna kustibas procesa jedzienu. Mineta
konstrukeija izradijas erta, un turpmak daudzi autori tadu izman-
toja. Ito stohastisko vienadojumu teorija péta

dr = a(t. x)dt + o(t. x)dw(t)

tipa vienadojumus. kur «w(#) ir Brauna kustibas jeb Vinera process.
Dota modela galvena prieksrociba ir tas. ka tadu stohastisku difer-
encialvienadojumu atrisinajumi ir Markova procesi. kuru teorija ir
1zstradata.

Talakaja laika ar stohastiske vienadojumu teoriju nodarbojusies
daudzi zinatnieki. Tika precizéti eksistences un unitates nosaciju-
mi. konstruéti stohastiskie vienddojumi procesiem ar robezam.
petita rezultatu atkariba no sakuma nosacijumiem un parametriem.
konstrueti asimptotiskie izvirzijumi, pamatota N.N.Bogolubova



vidéjosanas metode sadiem vienadojumiem. Plasi tika petita sto-
hastisko sistemu stabilitate [1,2,49,50.70-72,74].

Daudzo darbu stohastisko diferencialvienadojumu teorija rezul-
tati apkopoti monografijas [18, 66].

Kopa ar stohastiskajiemn diferencialvienadojumiem biezi tiek ap-
skatiti vienadojumi ar gadijuma perturbdcijam, t.i.. diferencial-
vienadojumi, kuros gadijumfunkeijas ieklantas pietiekami regulari,
plemerain,

dr . .

dt “" f(‘}y(t))'
kur y(t)-Markova process. Kaut gan §ie vienadojumi izskatas vien-
karsaki neka stohastiskie diferencialvienadojumi, to petisanu sare7-
&1 apstaklis, ka atrisinajumam nepiemit Markova 1pasiba. Tapec iz-
platitaka So vienadojumn analizes metode ir asimptotiskas metodes
un varbiitibu teorijas robezteoremu pielietojuins. Tam (sk.. piem.,
[7-9.33,34.51]) noteikts videjosanas princips un peétita videjotas
sistémas atrisindjuma normétu novirzu no preciza atrisinajuma
uzvediba.

Tomer realn dinamisku sistému petigana ir prasiba nemt vera
ne tikai tadus gadijnmspekns. kas neparray) fazu trajektorijas. bet
ar1 spekus, kas 1sa laika biitiski izmaina sistémas fazu koordinatas.
Bie7i to ilglaicibu var nenemt véra un uzskatit tas par “momenta-
lam™. Tada idealizacija noved pie diferencialvienadojumiem ar im-
pulsu veida 1edarbibin. Vienadojumu ar impulsiem pétisana saistita
ar A.M.Samoilenko, A. D.Migka. N. A Perestjuka. D.D.Bainova. P.S.
Semjonova un citu autorn darbiem. ta. piemcram, [48] petitas siste-
mas ar impulsiem fiksctos laika momentos, [63] veikta impulsu
sistemit klasifikacija un dots vidéjosanas principa pamatojumns.
N.N.Bogolubova otras problémas atrisinajumam, impulsu sistemm
stabilitatel. periodisku un ierobezotu sistému atrisinajumu cksis-
tencei veltiti darbi [45-47,52.61]. Pietickami detalizétn pctijumu
aprakstu dotaja joma var atrast monografija [62]. Japiemin an
latviesu matematika A. Reinfelda darbi [56 - 59 w.c.]. kuros piedava-
ta impulsu dinamisko sistemu ekvivalences analizes metodika. kas
butiski vienkarso nekustigo punktu stabilitates petisanu ar sakotne-
jas sistemas lineara tuvinajurna palidzibu.

Prakse lielakoties impulsu iedarbibal uz realam sistémam ir nevis
determinets, bet gadijuina raksturs. Pie tamn gadijumveida var biit



gan moments. kad impulss "iedarbojas”. gan ta lielums. Pirmais
no darbiem. kura tika pétita iedarbiba. kam ir gadijuma raksturs,
ir [44], kura lineara sistéma ar konstantiem koeficientiem atrodas
gadijuma impulsu iedarbiba fiksétos latka momentos. Videjosanas
princips impulsu sistémam ar fiksétiem laika momentiem izstradats
[63], turpat ari iegita sakotn€jas sistémas atrisinajuma normeétu
novirzu no vidéjotas sistémas atrisinajuma asimptotika.

Augstak minétajos darbos apskatita impulsu iedarbiba deter-
minetos laika momentos. Tomer realas sistemas impulsu perturba-
ciju laika momentiem parasti ir gadijuma raksturs. Ta. piemeram.
masu apkalposanas sistemis atteikuma laika momenti v gadijuma
lielumi, un. ja aparatiira partrauc darboties. vadosa signala fazu
koordinata var mainities lécienveidigi. Analogiski modeli sastopami
arl finansu matematika, piemeéeram, apdrosinasanas kompanijas
kapitala izmainas. saistitas ar apdro$inasanas izmaksam. notiek
gadijumlaika momentos. Pietiekami visparigs modelis tada veida
dinamiskam sistemam ir sekojosa veida impulsu sistémas: to fazu
koordinata ir no labas puses nepartraukts gadijuma process x(t) €
R™, kur§ apmierina sakuma nosacfjumu x(0) = x. kurs visiem
t € {{r; — 0.7;),j € N} apmierina diferencialvienadojumu

drx

~— = =f(x. y(t).=). 1
= s flay(e).2), 1)
bet laitka momentos 7;.j € N ir parravums (leciena nosacijums)
forma:

x(r;) = (7, — 0) + =¢(x(r; = 0). y(7; — 0). 2). (2)

Trajektorijas x(f) parravuma momenti ir gabaliem konstanta
Markova procesa y(t) parslegumu laika momenti:

P{rjoy =75 > tly(rjm1) = y} = 7",

Tadejadi veidojas impulsu sistema. kura Markova process nosaka
[eciena momentus un lielumus. Darba [69] izstradatas (1)-(2) tipa
vienddojumu analizes asimptotiskds metodes. konstrueta viddjota
robezsistéma un difliziju aproksimacija. pieradita iespejamiba iz-
mantot robezvienadojumus stabilitates petisanai, ka tas tika veikts



gludu sistému gadijumos, pieméram, darbos [6], [36]. Cita starpa
saja darba pieradits, ka sistemas (1)-(2) atrisinajums forma -.r(é)
visiem r > 0.T > 0 konverge pec varbutibas, ja ¢ — 0, vienmerigi
pax € S, 1 €[0,T] uz videjota vienadojuma

du .
N =il = [U0.0) + gl v Ou(d)
Y
atrisinajumu ar sakuina nosacijumu u(0) = z. Normctu novirzu

saimei [2(£) — u(t)]/+/Z pieradita vaja konvergence, ja = — 0. uz

&

stohastiska vienadojuma
dX = (Db (u(t))Xdt + a(u(t))dw(t)

atrisinajumu ar trividlo sakwna nosactjumu.  Gadijumma. kad
bi(x) = 0, process x(%) vaji konverge. ja = — 0. uz stohastiska

=2
Z

diferencialvienadojuma
di = b{F)dt + o(u{t))dw(t)

atrisinajumu. kur sancscs koeficients b() un difazijas matrica o(r)
tick izrakstiti ar gadijumfunkeiju f(z. y(£)) un g(z.y(t)) videjoto
korelacijas raksturlielumu palidzibu. '

Pedgjos gados radusies 1everojami daudz darbu. kuri veltiti di-
namisku sistému analizei no pusgrupu viedokla. kurun sauc par
gadijumevoliiciju teoriju (skat. apskatu darbos [37]. [73]).

No §is pieejas viedokla nozimigu vietu lepem robeZteorémas
seriju shemd.  Vidéjosanas teorémas nepartrauktam Markova
gadijjumevoliicijam pétitas darbos [10,21.22.32,39.41.65]. partrauk-
tam - darbos [28-30. 53-53). Difuiziju aproksimacija nepartrauktam
Markova evolacijaun pétita darbos [10.11,20, 21.23.38,41,53]. par-
trauktajam - darbos [29-31.53]. Gadijumevoliiciju petisana aktivi
izmantotas martingalas metodes. kuras pirmie izmantoja Struks un
Varadans Markova procesa raksturosanai [68]. Martingilas meto-
des lauj risinat gadijumprocesu sériju shéma virknu kompaktibas
problémas. ka ari 1zrakstit gadijumevoluciju robezvienadojumus
videjosanas un difiiziju aproksimacijas teorémas.

Neskatoties uz panakumiem dotaja joma. diferencialvienadojumi
ar impulsu iedarbibu ir maz izpetiti. Ipasu interesi izraisa tada



tipa gadijumsistémas, kadas aprakstitas un petitas {69], tikai ar
" atgriezenisko saiti”, t.i., kad "vado$a” gadijumprocesa lécienu mo-
menti. savukart, ir atkarigi no fazu koordinatas.

Ka piemeru modelim ar atgriezenisko saiti var nemt modeli no
matematiskas geneétikas ([64]): pietiekami liclai organismu pan-
miktiskail populacijai, kura kadas pazimes parmantojamibu nosaka
viens poliallelais gens pie pienémuma, ka abi dzimumi ir vienlidzigi
gan parmantojamibas. gan atlases zn;[d tad allélo biezumu evoliciju
vienadojums ir forma:

dp; _
dt
kur w; = Z.UU Npi,w = szpg un w;;(N) - nosacitas dzivildzes

pilw; — ),

koeﬁuenn._ N - populacijas apjoms.

Teorctiskas dzivildzes koefictentu atkariba no populacijas
apjoma atspogulo ar€jas vides iedarbibu: atlases spiediens atkarigs
no to val citu genotipu koncentracijas populacija. Tada situacya
populacija evoluciongjot formé savu “genotipisko vidi~. bet, ta ka
atlases spiediens atkarigs no génu biezuma, tad “genotipiska vide™.
savukart, nosaka populacijas talako dinamiku. Acimredzami. ka
populdcijas apjoms mainas diskréti dzimstibas - mirstibas gadiyju-
mos, un ta izmainas var aprakstit, izmantojot Markova procesu ar
diskretu stavoklu skaitu. Populacijas licluma izmainas matemati-
skaja modell jaatspogulo dzim$anas un mirsanas laika momentu
gadijumraksturs. pie karn dotd procesa lecienu varbatibai, savukart,
jabiit atkarigai no populacijas lieluma.

Nelinearu stohastisku vienadojumu sistemu. kuru vada diskréts
Markova process un kurai pastav atgriezeniska saite. bet kurai nav
impulsu, pirmo reizi apskatijis A.V. Skorohods [66]. Saja darba
pétits homogens. no maza parametra £ atkarigs Markova process
{x(t). y-(t)}, kura fazu komponente z. uzdota ar diferencialviena-
dojumu

dzo(t) = a{z (). y.(£))dt + Bz (t). y-(t))dw(t). (3)

bet diskreta komponente y.(t) ir gabaliem konstants gadijumnpro-
cess. kuram intervali starp lecienu momentiem atkarigi no fazu ko-
ordinatas un sadaliti pec eksponenciala sadalijuma likuma:

P{‘_j-—l —T; > £ /.UE(Tj-'l)- I:‘(TJ—I)} =



7'_,'_;+t

=exp | — / éc(:fs(s)vys(Tj-l))dS . (=)

Tj-—l

Ja izpildas vienmerigas ergoditates nosacijums procesu saimei
y-(t), ar invariantu meru p,, procesu saime . (t), kur (x-(t); y-(t))
- sistémas (3)-(4) atrisinajums ar sakuma nosactijumu z.(0) = xg.
Yy=(0) = yp, ja = — 0, konvergé péc sadaljjuma uz funkciju #(t), kas
nav gadijumfunkcija un ir vienadojuma

di(t)
dt

= a (#(t))

atrisinajums ar sakuma nosactjumu .(0) = xq. kur

i{x) = / alz, 4)s 184

Ja a(x) = 0 visiem z € R", tad pie daziem papildnosacijumiem
process £.0f] = 2. -f;) konverge péc sadalijuma., ja = — 0. uz procesu
z(t), kas ir vienadojuma

dZ(t) = @ (Z(t)) dt + B (Z(t)) duw(t)

atrisinajums ar sakuma nosactjumu z.(0) = 2. kur saneses koefi-
cients izsakas ka
a(xr) =a,(z) + as(x).
kur
(@)= [ [0/ 9] a(e. )puld:)

o) = [[ @) P. . dy).ale,2)) pald)

un diftizija B(x) ir simetrisks nenegativs operators. kurs tick
definéts ka:

(ég(r)'t'. u) = 2/ (a(z,y).v) (T%a(z, y)], v) p:(dy).

kur IT* ir potencialoperators un P.(z.dy) ir ieklautas Markova
kedes parejas varbiitiba.



ST promocijas darba petijuma objekts ir gadijumprocess {z(t).
t > 0} ar vertibam no telpas R", kura uzvediba atkariga no ga-
baliem konstanta Markova procesa {y(t),t > 0} ar vértibam no
diskretas telpas Y C R. Intervalos, kur process y(t) ir konstants.
process z(t) apmierina diferencialvienadojumu (1), bet procesa y(t)
lécienu laika momentos {7;,j € N} procesa z(t) trajektorijam ir
parravumi, uzdoti ar vienadojumu (2). Process y(t) tiek uzdots ar
parslegumu laika momentu virknes {7;} palidzibu, intervalu starp
lécienu momentiem sadalijums uzdots ar vienadibu

Plria—n>t] glna) zr-)l=

T'J'A_l-f-f

=exp | — a(z(s),y(tj—1))ds p, =0, jeEN,

Rt
—

Tj~—1

bet ieklautas Markova kédes parejas varbiitibas - ar vienadibu

P{y(r) =z/y(r; = 0)=y. 2(r; —0) =z} = p.(y.2).

Ka redzams no (1) un (2), procesa {x(t).t > 0} raksturlielumi
ir atkarigi no parametra €. Darba tiek pétita (1)-(2) atrisinajuma
asimmptotika, ja € — 0. Siks modela apraksts un visi talakai analizei
nepiecieSamie pienemumi atrodami 1. dala.

ST darba meérkis ir:

(1) pamatot videjosanas metodes lietojuma iesp&jamibu tuvi-
natam procesu saimes {z(%),0 < t < T} aprakstam. ja
g —=0: )

(2) pieradit centralo robezteorému Skorohoda telpa procesu
saimei {z (t/¢?),0 < t < T}, ja £ = 0, gadijumam, kad
videjotie raksturlielumi vienadi ar nulli;

(3) izrakstit difuziju aproksimacijas vienadojumu tuvinatam
procesu saimes {z (t/¢?), 0 < t < T} aprakstam, ja ¢ — 0.
gadijumam, kad videéjotie raksturlielumi vienadi ar nulli:

(4) pieradit videjota vienadojuma un difiiziju aproksimacijas
vienadojuma lietojamibas iespéju sistémas (1)-(2) triviala
atrisinajuma stabilitates analizei.



Galvenas pétnieciskids metodes ir:

-funkciju no Markova procesiem uzdogana ar $o procesu infinite-
zimalo operatoru palidzibu (J.Dinkina formula [12]);

-otras Lapunova metodes stohastiskais variants stohastisku difer-
encialvienadojumu atrisingjumu pétisanai [35. 69]:

-gadTjumprocesu teorijas martingalas metodes [11] konvergences
gandriz drosi analizei;

-A Skorohoda robezteoremas Narkova procesu bez otra veida
parravumiem konvergences uz diftziju procesu analizei [66].

Promocijas darbs sastav no ievada, triyjam dalam un bib-
liografijas saraksta ar 74 nosaukumiem.

1.dala ir ievaddala.Ta satur petama objekta aprakstu. nepiecie-
Samas teorétiskas atzinas un dazus talakajam iztirzdjumam ne-
piecieSamus novertejumus.

Apskatisim gabaliem konstantu. no labas puses nepartrauktu.
homogénu Markova procesu saimi {y{t).t > 0} ar parametru
r € R" . kura vertibu kopa Y C R ir sanumurejama telpa. ar
infinitezimalo operatoru @, :

(Qee)(y) =alx-y) Y [e(=)pa(y. 2) — v(y)]. (6)

€Y
kur a(x. y) ir pozitiva, nepartraukta. vienmeérigi icrobezota funkeija

0<a;:= inf  alr.y) < su a(xr.y) = a» < xc,
ey p. (r.y) < L (r.y) == as .

kuras pirmais un otrais atvasinajumi péc r ir nepartraukti un ier-
obezotl; py(y.z) ir ieklautas Markova kédes parejas varbitiba.
kuras pirmais un otrais atvasinajumi péc r ir nepartraukti un ier-
obezotl. r - parametrs. Markova process ar infinitezimalo operatoru
(6) ir gabaliem konstants process [12].

Operatori (6) tiek definéti visu ierobezoto realo funkeiju v(y) ar
normu ||vf| = sup Ju(y)}| telpa B(Y). Ir viegli pieradit. ka pie miisu

y

nosactjumiem katrai funkcijai v € B(Y) operatoram (Q,v)(y) ir
divi nepartraukti atvasinajumi pec r. kuri ierobezoti péc telpas
B(Y) normas. Papildus més pieprasisim 5adu nosacijumu izpildisa-
nos:



- eksiste V, Q. v(y) un DV Q. v(y), kuri ir ierobezoti operatori
telpa B(Y').

- fiksetam y funkcijas pz, Vzps, DV p, ir o-aditivas ar ierobezo-
tu variaciju (péc telpas B(Y) normas).

Bez tam piegemsim, ka Markova procesu saime ar generejosajiem
operatoriem @, ir vienmerigi ergodiska katram ., t.i., eksisté tads
invariants mers u., ka eksiste tada p(x) > ¢ > 0, ka

IP;r(t- y.:) — #1’(:)‘ S e—p(.r)f

visiem t > 0 un y,2 € Y . kur P,(f.y,z) ir parejas varbitiba
Markova procesam y(t).

Pienemsim. ka (x.y) patvaligs punkts R" x Y telpa un x(¢) ir
atrisinajums diferencialvienadojumam

dx ) -
Et—::f(x'y':) (7)

ar sakuma nosacijumu

2(0) = . (8)

Iegiito sistémas (7)-(8) atrisinajumu x(t) meés varam ievietot r vieta
tunkcija a(z.y) un atrast procesa y(t) pirma léciena momentu 7.
kas ir gadijjuma lielums ar nosaciti eksponencialo sadalijumu:

t

Pl >tf g(0)i=9, 2(0)=2z2)l=exp{ — /a(z(s).y)ds
0

Tagad varam definét y(t) sekojosa veida: y(t) = y visiem t €
[0, 71) un y(7;) ir gadijjuma lielums ar sadalijumu P(y(m) = z) =
Px(r,—0) (Y. 2). Tas nozime, ka procesam y(¢) momenta 7 ir leciens
no punkta y € Y uz : € 'Y ar varbiitibu p, (-, o) (y. 2).

Laika momenta ¢ = 7, arl procesam x(t) ir léciens:

x(t) = 2(t = 0) + 2g(x(t — 0). y(t - 0),¢). (9)

kury(t —=0) =y .
Tagad mes varam atrisinat vienadojumu

dr
E = :f(l.

(n
S—

(&1



ar sakuma nosactjumu z(7;) no (9). legtito atrisinajumu xr(f) mes
atkal varam ievietot z vieta funkcija a(z,y) un atrast gadijuma
lielumu 75 ar nosaciti eksponencialo sadalijumu:

1+t
Plm—-n>t] gln) =g, sln)}=expg — / a(z(s), z)ds

Tl

Talak y(t) ir identiski vienads ar y(r) visiem ¢ € [77, 72) un laika
momenta T - y(72) ir gadijuma lielums, kurs pienem vertibas :z €
Y ar varbutibu p,(-,_0)(y(71).2). Péc tam laika momenta ¢t = 7
procesam z(t) ir léciens, kuru apraksta vienadojums (9).

Rezultata katram j € N iegistam sekojoso shemu: ja mums
ir zinams laika moments 7;_; un vertibas y(7;_1) un z(7;_1), més
varam atrast atrisinajumu z(t) diferencialvienadojumam (7) ar
sakuma nosacfjumu z(7;_;) uz t > 7;_; pusass. Lietojot So atrisi-
najumu, var nodefinet gadijuma lielumu 7; ar nosaciti eksponen-
cialo sadalfjjumu:

Plre a—m 3t fyln—a ) lnall=

Ti—11t
—exp{= [ ala(s).ylri))ds

Tj_]_

Tad var nodefinét y(t) ka y(r;_,) visiem ¢t € [r;_;.7;) un gadi-
juma lielumu y(7;). kurs pienem vertibas z € Y ar sadalijjumu
Pa(7;-0)(¥(Tj—1), 2) laika momentos 7;.

Turpinot rekurenti So procediru, iegiistam momentu virkni
{r;,j € N} tadu, ka

- intervalos (7j_;.7;) process y(t) nemainas, bet r(t) apmie-
rina vienadojumu:

d_,
= =&f(@.y(0), ) (10)

- laika momentos 7; process x(t) veic lecienus, uzdotus ar
nosactjumu (9).
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Pienemsim, ka funkcijas f(z.y,2) un g(x,y.2) no (9) un (10) var
tikt uzrakstitas forma:

flz,y,¢) = fi(z,y) +efo(z,y) +cfs(2, 9, €),

9(z,y,6) = q(z,y) +eg2(2x,y) + cg3(z,y,¢),

kur funkcijas fi(z,y).g:(z,y) ir nepartrauktas un ierobezotas péc
z, bet fo(x,y) un go(z,y) ir nepartrauktas péc x funkcijas; f(z.y).
gi(x,y) ir divreiz, bet fo(x,y), go(x.y) un f3(z.y,2) . gs(x,y.2) -
vienu reizi diferencéjamas péc x, un to atvasinajumi ir péc visiem
argumentiem nepartraukti un ierobezoti.

Papildus tiek prasits, lai funkcijam f3(z.y.2) un gz(x.y, &) izpil-
ditos sakariba

I1Dfs(x.y.2)[| + | Dgs(x.y.2)[| < 5(z)

visiemz € R,y € Y un ¢ € [0.1], kur 3(z) ir bezgaligi mazs
lielums, ja z — 0.

Saja dala tika pieradita arg

Teoreéma 1.1.1. Pie augstak minétiem nosacijumiem paris
{z(t).y(t)} veido Markova procesu fazu telpa R"xY ar infinitezi-
malo operatoru L. kas uzdots ar sakaribu:

(Lv)(z,y) =e(f(z,y,€), Vo )v(2, ) + Qv(z,y) + eGu(z, y),

kur (Gv)(z,y) = ﬂ{;—y—) > (e +e9(z,y,8),2) — vz, 2)]p(y, 2)-

:€Y
2.dalas 1.nodala petamai sistémai ir noformuléta un pamatota
vid€josanas shema. Pariesim uz "leno” laiku s = =t. Ieviesisim
apzimejurnus:
b()= > filey) +ale.y)g: (@ pp=()]. (1)

yeY

z(L) =22(t), (&) =)

Vispirms tika pieradits, ka, pétot procesa z°(t) asimptotiku,
varam sistema (9)-(10) atstat tikai funkcijas fi(z.y) un g;(x.y).
Tatad procesam x°(t) petama sistéma izskatisies sadi:

LG ORI ) (12)

11



z*(75) = 2%(1; — 0) + €g1(z*(7; — 0),y°(7; — 0)) (13)
visiem J € N, ar sakuma nosacijumu
z°(0) = z. (14)

Kopa ar vienadojumu sistému (12)-(13)-(14) apskatisim péc invari-
anta mera vidéjoto sistemu:

du .
dt

u(0) = z. (16)

by(u). (15)

Sis nodalas galvenais rezultats ir:

Teoréma 2.1.1. (Vidéjosanas princips). Pie iepriekSmine-
tajiem nosacijumiem vistem r > 0 un T > 0 process x*(t) konverge
ar varbutibu 1. ja = — 0, uz videjota vienadojuma (15) atrisinajumu
u(t, ) vienmerigi visiem t € [0.T] kopa U, = {|z| < r} . t.i.. visiem
>0

lm smp Py ( sup |z°(t) — u(t.z)| > 6) ==},
-+l yegn’ 0<t<T
zel,

2.nodala tiek pétita sistémas (9)-(10) triviala atrisinajuma sta-
bilitate ar 2. Lapunova metodes stohastiska varianta palidzibu.
izmantojot 1.nodala iegiito vidéjoto vienadojumu.
Saja nodala apliikojam impulsu sistému (12)-(13) pie nosaci-
jumiem
ity =4, g1(0,y) =0. (17)

Ir viegli redzét, ka pie Siem nosacijumiem izpildas vienadojums
b1(0) = 0. kas nodrosina vienadojuma (15) triviala atrisinajuma
eksistenci.

1.definicija. Vienadojuma (15) trivialo atrisinajumu sauksim
par eksponenciali stabilu. ja eksisté tidas konstantes M > 0 un
v > 0, ka katram = € R" un t > 0 izpildas nevienadiba

lu(t, z)| < Me ™ |z]. (18)
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2.definicija. Vienadojumu sistémas (12)-(13) trivialo atrisina-
jumu sauksim par asimptotiski lokali stabilu péc varbutibas, ja ek-
siste tada konstante d > 0 , ka katram z € Us = {z € R" : |z| < §}
un ¢t > 0 nevienadiba

P, {lz(t)| 2 n} <72
izpildas visiem v; > 0 un v2 > 0. un eksiste 4; > 0 tads, ka
P,{lz°(t)] > 11} =0, jat =

visiem = € Us, .

Teorema 2.2.1. Ja izpildas ieprieksminétie nosaciyjume un vide-
jota vienadojuma (15) trivialais atrisinajums ir eksponenciali sta-
bils, tad eksisté tads =g > 0, ka visiem = € (0, z¢) sistemas (12)-(13)
atrisinajums x°(t) ir asimptotiski lokali stabils péc varbutibas.

3.dalas 1.nodala veltita sakotnéjas sistémas difuziju aproksi-
macijai, izpildoties daziem papildnosacijumiem. Tika pieradita
sakotnéjas sistémas atrisinajuma vaja konvergence uz difuziju
vienadojuma atrisinajumu galiga laika intervala.

Saja dala sistemu (9)-(10) apliikojam. piegemot, ka b, (z) = 0.
Tad visi videjota vienadojuma (15) atrisinajumi ir konstantes. un
tie nedod mums nekadu informaciju par sistémas (9)-(10) atrisi-
najumu uzvedibu. Saja gadijuma més lietosim laika substitficiju
s = te?. Apzimgjot 2(%) = x.(t), y(&) = y-(t), varam parrakstit
sistemu (9)-(10) forma:

= = %f(rs-ys(t)-f)- (19)

dt

jate(r5_;, 75 ),

Is(t) :-rs(t_o)+59(Is(t_0)-ys(t_0)-5) (20)
visiem t_z T}Cg,j € N, kur {TJ‘:'} ir Markova procesa y.(t) lecienu
momentl.

Paragrafa 3.1.1 Lemmas ir pieradits, ka katram m € N un katrai
virknei t, > tm-y > ... > t; > 0 gadijjuma vektora
{x-(t1),...z(tm)}, = € (0.50) sadalijumi ir relativi vaji kom-
pakti. Paragrafa 3.1.2 aplikojam (19)-(20) atrisinajumu ar sakuma
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nosacijumu z-(0) = r ka gadijjuma lielumu Skorohoda telpa
D([0,T],R"). Sim atrisinajumam atbilstogo varbiitibu méru apzi-
mesim ar P¢. Tika pieradits. ka saime P¢ ir relativi vaji kompakta,
t.i., eksisté tada virkne {z,. n € N}, ka {P*",n € N} vaji konverge
uz kadu sadalijumu P,ja e, = 0, kad n — oc.

Apzimesim

Fi(z,y) = filz.y) + alz. y)g1{z. y).

Fy(z,y) = folz,y) +alz. y)g2(x. y).

Nodefinésim vektoru b(x) sadi:

=Y F(z.y)u:(y) + > _ DL Fi(z.y)]fi(x. y)pa(y)+
yeY yeY

+ 3 alz,y) Y DILFi(z.2)]gu(x. y)px(y.2) pxly)

yeY €Y

un simetrisku matricu A(z) = {a; j(x)}?

i ;=1 ar formulu:

;)
—Z Za” (9$ (9:1,-’ §tr [A(z)DVv(z)] =

=1 7=l

= Z ([DVu(z)]Fi(x.y) JLFi(z.y)) pa(y)—
yeY

¥, ([DVu(.r)]gl(I.y) -a(l."y)gl(:v-y) - fl(r-y)) pe(y).

2
yeY

kur v(x) ir patvaliga. pietiekosi gluda skalara funkcija.

Teorema 3.1.1. Ja izpildas iepriekSminétie nosaciyjumi. procesu
virkne {x.(t)} vaji konverge, ja = — 0. uz difuziju Markova procesu
Z(t) ar infinitezimalo operatoru Ly :

1 .
(Lov) (2.y) = tr[A(2)DVu(x)] + (Ve(2), b(z))  (21)
2.nodala izpétita sakotnejas sistémas triviala atrisinajuma sta-

bilitate, balstoties uz difuziju aproksimaciju.
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Robezprocess Z(t). kur$ tick definéts ar infinitezimalo operatoru
(21). ir stohastiska diferencialvienadojuma

-

dz = b(x)dt + A(F)dw(t) (22)

atrisinajums. kur w(¢) ir standarta Vinera process telpa R". -1(F)
ir tada pozitivi definita. simetriska matrica, ka (_.:l(;zz?)_)2 = A(x).
3.definicija. Vienadojuma (22) trivialo atrisinajumu sauksim
par eksponenciali p-stabilu kadam p > 0. ja eksiste tadas konstantes
M >0.v>0un p > 0. ka katram € R" un ¢ > 0 izpildas
nevienadiba
E|z(t)]P < Me 7" |x|”.

Teorema 3.2.1. Ja vienadojuma (22) trivialais atrisinajums ir
eksponciali p-stabils kadam p > 0. tad sistemas (9)-(10) trivialais
atrisinajums ir asimptotiskt lokali stabils péc varbutibas jebkuram
z € (0,20) kddam pozitivam =g.

Promocijas darba rezultatu zinatniska jaunrade izpauzas
apstakll, ka nav prasibas, lal impulsu perturbacijas generejosais
Markova process biitu homogens. bet §1 procesa raksturlielumi ir
atkarigi no petamas vienadojumu sistemas atrisinajumiem.

Rezultitu praktiska nozimiba ir iespéjamiba aprakstit ar tu-
vinatam formulam sarezgitu impulsu dinamisku sistemu ar Markova
parslegumiem, atkarigiem no fazu koordinatas, dinamiku.

Formulas (11) un (18) lauj ne tikai izmantot parastos vai sto-
hastiskos diferencialvienadojumus sakotnéjas sistémas analizei gall-
ga laika intervala, bet ar1 petit $o atrisindjumu uzvedibu. jat — x.

Par promocijas darba rezultatiem tika referets:

- seminara ~Markova dinamisko sistému kvalitativas analizes
metodes” (1994..1995..1996 un 1997. gados).

- 35. un 36. RTU Zinatniskajas un tehniskajas konferences
(1994. un 1995. gados).

- 2. Latvijas Matematikas konferencé (1997. gada )

Ar promocijas darbu saistitas publikacijas:

1. N.Sinenko. S.Rogol. On exponential 2p-stability of the
beam uder logitudinal perturbations. Proceedings of the
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Ut

Latvian probability seminar. Vol.1. RTU, Riga,1992..p.127-
139

. N.Sinenko, J.Carkovs. Impulsu sistému vidéjosana ar

Markova parslegumiem, kas atkarigi no koordinatas. 35.
RTU studentu zinatniskas un tehniskas konferences ma-
teriali. RTU, Riga, 1994.,44-45.1pp.

N.Sinenko, J.Carkovs. Vidéjotas impulsu sistémas ar
Markova parslegumiem, kas atkarigi no koordinatas. vaja
konvergence uz difuzijas procesu. 36. RTU studentu zinat-
niskas un tehniskas konferences materiali. RTU. Riga.
1995., 131-134.1pp. |

. N.Sinenko. Averaging of impulse system with Markov

switchings, depending on coordinates. Proceedings of the
Latvian probability seminar. Vol.4. RTU, Riga, 1996., p.62-
74

. N.Sinenko. Limit theorem and stability of impulse sys-

tem with Markov switchings, dependent on coordinates.
2.Latvijas Matematikas konferences tézu krajums. Riga.
1997., 62-63.1pp.

. N.Sinenko. Diffusion approximation of an impulse system

with coordinate dependent Markov swichings. Journ. Mod-
ern aspects of Management Science. Riga, 1999.
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1. Uzdevuma nostadne

Apskatisim gabaliem konstantu, n0 labas puses nepartrauktu. ho-
mogeénu Markova procesu saimi {y(t),t > 0} ar parametru x € R",
kura vertibu kopa Y C R ir sanumure;ama telpa, ar infinitezimalo
operatoru Q. :

(Q=v)(y) = a(z,y) Y _[v(z)p=(y,2) — v(y)] (1.1)

z€Y
kur a(x,y) ir pozitiva, nepartraukta, vienmerigi ierobezota funkcija:

<= inf wvlzgl< su alz,y) = as < oC 12
= Jnf ( y)—yey.fénn (2,y) == az (L2

kuras pirmais un otrais atvasinajumi péc x ir nepartraukti: p,(y. z)

ir leklautas Markova kédes parejas varbutiba, kuras pirmais un otrais

atvasinajumi péc x ir nepartraukti un ierobezoti. Fiksétam x Markova

process ar infinitezimalo operatoru ( 1.1) ir gabaliem konstants pro-

cess [12]. Operatoru saime (1.1) tiek defineta visu By-meérojamu

ierobezotu realo funkciju v(y) ar normu ||v|| = sup |v(y)| telpa B(Y).
y

Ir viegli pieradit, ka pie miisu nosacijumiem katrai funkcijai v(y) €
B(Y) operatoram (Qv)(y) ir divi nepartraukti, ierobezoti pec tel-
pas B(Y) normas atvasinajumi péc z. Papildus meés pieprasisim sadu
nosacijumu izpildisanos:

- eksiste V,Q.v(y) un DVIQI . kurl ir ierobezoti operatori
telpa B(Y). Mes deﬁneszm Sos operatorus sadi:

V.Q:v(y) = V.a(z, ){Z[v(:)pz(y-:)—v(y)]}Jr
v(z

(1.3}
+a(z,y) gl )Vapz(y.2).
DV.Q.v(y) = DV.a(z.y) { D [w(=)pa(y.2) — l‘(y)]} +
:€Y
+V.a(z.y) > v(2) [Vipe(y, 2 oL Y v(2)Vepe(y, 2) [V a(.zr.y)]r+
z€Y z€Y
+a(x,y) Y v(z)DV,p.(y. 2).
z:€Y

Fiksetam y funkcijas p,,V,p..DV,p, ir c-aditivas ar ierobezotu
variaciju (telpa B(Y)). (Seit un talak ar D apzimésim Frese at-
vasinajumu péc r, ar D¥ - k-tas kartas atvasinajumu péc z.)
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Bez tam pienemsim, ka Markova procesu saime ar generejosajiem
operatoriem @, ir vienmerigi ergodiska katram x. t.i.. eksisté tads
invariants mers pu.. ka eksisté tada p(r) > ¢ > 0. ka

|P;r(t-y")'“1u:r |<€p( i

visiem? > Qun y.z € Y . kur P,(t. y.z) ir parejas varbutiba Markova
procesam y(t).

Piegemsim. ka (r.y) patvallgs punkts R" x Y telpa un r(f) ir
atrisinajums diferencialvienadojumam

d.L

i =:zf(r.y. <) (1.4)

ar sakuma nosacijumu
z(0) = x. (1.3)

kur funkcija f(x.y.z) var tikt uzrakstita forma:

fle.y.2) = flz.y) + 2 falr.y) + 2 fs(x.y.2).

kur fl(r y)ir nepartraukta un ierobezota. bet fole.y)ir nepartraukta
péc visiem argumentiem funkcija: fi(r.y) ir divreiz. folz.y) un
fa(z.y.z £) vienu reizi diferencéjamas péc r un to atvasinajumi ir
péc visiem argumentiem nepartraukti un ierobezoti. lepriekSminétie
nosacijumi garanté vienadojuma (1 4) atrisindjuma eksistencl.

[egiito sistémas (1.4)-(1.3) atrisinajumu x(t) meés varam levietot
funkcija a{r. y) un atrast procesa y(t) pirma léciena momentu 7. kas
ir gadijuma lielums ar nosactti eksponencialo sadalijumu:

, |
P>t/ yl0)=y. x2(0)=1r)=-exp {—/a(x(s).y)ds}
0 ;

Tagad varam definet y(t) sekojosa veida: y(t) = y visiemt € {0.7,)
un y(7) ir gadijuma lielums ar sadalfjumu P(y(7n) = 2) = prir—0) (4. 2).

Tas nozimé. ka procesam y(t) momenta 7; ir léciens no punkta y uz
2 ar varbiitibu py(, —oy(y. ).
Piegemsim. ka laika momentd ¢ = 7 ari procesam x(?) ir leciens:
£(t) = £(t = 0) + zg(x(t — 0). y(t = 0).2), (1.6)
kur y(t — 0) = y un g{x.y.z) var tikt uzrakstita forma:

glr.y. s} = gile.y) + zgalx.y) + zg3{x. y. 2).
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kur g,(x,y) ir nepartraukta un ierobezota péc r un nepartraukta
pec y, bet go{x, y) ir nepartraukta péc visiem argumentiem funkcija:
gi{z.y) ir divreiz. ga(z.y) un gs{z.y.z) vienu reizi diferencéjamas
peéc x un to atvasinajumi ir péc visiem argumentiem nepartraukti un
ierobhezoti.

Papildus no funkcijam f3(r.y.z) un gz(z.y.=) tiek prasits. lai
1zpilditos

IDfs(x.y. o) + || Dgse. y.2)|| < 3(=)

vislem ¢ € R*. y € Y un = € [0.1]. kur (=) ir bezgaligi mazs. ja
= 0.
Tagad mes varam atrisinat vienadojumu
dr
dt
ar sakuma nosactjumu () no (1.6). legiito atrisinajumu z(f) mes

atkal varam ievietot funkcija e(z.y) un atrast gadijuma lielumu 7,
ar nosaciti eksponencialo sadalijumu:

T+t

Plro=n >t/ y(n)=: s(n)=epl= [ alz(s).y(r))ds).

T

legiistot 7, y(t) nemsim identiski vienadu ar y(r;) visiem
t € [11.79) un y(7p) ka gadijuma lielumu ar sadalijumu p,(r,—o)(y(71). 2).
Talak piepemsim. ka laika momenta ¢t = 7 procesam x(t) ir 1éciens.
knru apraksta vienadojums (1.6).

Visparinot, ja mums ir laika moments 7;_; un atrisinajums z(7;_;).
mes varam atrast atrisindjumu z(f) vienadojumam (1.7) ar sakuma
nosacijumu £(7;_;). Lietojot So atrisinajumu. var nodefinét gadijuma
lielumu 7; ar nosaciti eksponenciélo sadalfjumu :

Ty—1+t

P(rj_i—7; >t/ y(7j-1). 2(7j-1)) = exp({— ] a(z(s). y(7;-1))ds).

TJ‘_I

Tad var nodefinét y{t) ka y(r;_;) visiem ¢ € [r;_;,7;) un gadijuma
lielumu y(7;) ar sadalijumu p(,,—o)(y{7;—1). 2) laika momentos 7;.
Turpinot $o procediiru, iegistam momentu virkni {7;, j € N} tadu,
ka
-intervalos (7;_;.7;) process y(t) nemainas. bet z(¢) apmierina
vienadojumu
s f (). ) (1.7)
x. = .
dat Y ‘

-laika momentos 7; process r(t) veic lecienus. uzdotus ar nosacijumu

(1.6).
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Teoréma 1.0.1. Pie augstak minéetajiem nosacijumiem paris
(z(t),y(t)) veido Markova procesu fazu telpaR™xY ar infinitezimalo
operatoru L, kas uzdots ar sakaribu:

(Lo)(2,p) = =(F(2,9.2). Vo)l y) + Quvlz.y) + <Gu(z.y) (18)
kur

a(

(Gv)(z,y) = Z[l r +eglz.y,6),2) — ole, 2)|p.(v,2) (1.9)

- ZEY

(-,-) - skalarais reizinajums un V - gradients telpa R".

Pieradijjums. Ka tika pieradits ieprieks, sakuma nosacijumi r un
y nosaka talako procesa (x(t).y(t)) uzvedibu. Lietojot iepriekséjo
aprakstu, varam aprekinat (formali) infinitezimalos raksturojumus
parim (x,y). Péc definicijas varam uzrakstit:

(Lv)(z,y) = %1_{1(}% E; , {v(z(t),y(t)) —v(z,y)} =

—hm E, , {v(: t)) — v(zx, }+11m— E,  {v(z.y(t

t—0 ¢t

o1 | t |
—v(z,y)} = 11111; { > vl +eg(x.y.2), 2) (1 . R )pr(y__;) 4

t
—0 Y

+o(z +ef(2,9)t,9) (e7E¥*) ~

— (Z vz, 2) (1 — e~2:Y) )pr(y 2)+v(z,y) (e_a(”“”)i)) } +

€Y

HQ:v)(z,y) = alz,y) Y _[v(z +eg(z,y.¢). 2) — v(z,2)lp=(y. 2)+
z€EY
el fle, 0,6 Valolz, ) -+ (@ev)(z, 3),
tatad

(Lv)(z,y) = =(f(2,y.2). Vo u(z.y) + (Gu)(z.y) + (Qxl-‘)(l‘-(!i')io)
kur operators G ir no (1.9). .

Lai iegiitu diferencialvienadojumu procesam y(t). lietosim kon-
strukciju, lidzigu izveidotajai raksta [27]. Nodefinésim telpa RxYxY
funkeciju
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e 0. jay £ ye
r(Y1, Y2, y3) = { Y3 — Y2, JA Y = Yo

un meru
T2 (Y2, y3) = alx, y2)pz (Y2.Y3)

telpa YxY.

Kada varbiitibu telpa (©2.F.P) ar filtraciju {F*t > 0 } var
definét [18] F'—meérojamo Puasona meéru v,(y;.y»,dt) ar parametru
(Y2, y3 )dt (kas nozimé Ev,(yi,y..dt) = m.(y1,y2)dt). Ir viegli
parbaudit. ka skalarais stohastiskais vienadojums

dy(t) = > Y r(y(t).ye. ys)va(ya. ys. dt) (1.11)

y2 €Y y3€Y

definé [18] no labas puses nepartrauktu, homogénu Markova procesu
telpa Y ar infinitezimalo generatoru

YooY [y +r(y.y2.y3) — v(y)]ma(ya, y3) =

y2€Y y3€Y

=a(x,y) Z [v(ys) — v(¥)lp=(y. y3) = (Q:v) (y).

y3€Y

Ta ka eksisteé [12] viens vienigs Markova process telpa Y, kuru uzdod
infinitezimalais operators (1.1), més varam lietot vienadojumu (1.11)
Markova procesa y(t) aprakstam.

Lietojot ieprieks nodefineto Puasona meru v, (ys,, y3. dt). var par-
rakstit vienadojumus (1.7) un (1.6) ka Puasona tipa stohastisko difer-
encialvienadojumu:

dz(t) = cf(x(t). y(t). z)dt+
+ 30> g(x(t)-y(t). ya. ys. ) (Y. ys. dt), (1.12)

kur

o N 0. jay # ya
g(l,y.yg,ys-u) S { g(x,y.f). Jay=y>

un y(t) ir vienadojuma ( 1. 11) atrisindjums ar sakuma nosacijumu
y(0) = y . Tagad pari {x(t). y(¢)} varam apskatit ka stohastisko difer-
enc1alv1enad01umu 51stemas (1 11)-(1.12) atrisinajumu. Tad. saskana

ar [18] , sis sistémas atrisinajums ir Markova process {z(t).y(t)} ar
inﬁnitezimzilo operatoru

(bo)(z,y) = =(flx,y.2). Vo )v(x,y)+
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+ Y N w(e+eg(@. Y. yo. y3.€) Y+ (Y, Yo, y3)) —v(@, )] 7e (Y2, ys)-
y2€Y y3€Y
(1.13)

Formulas (1.13) otro saskaitamo var parrakstit forma:

> > w(e+eg(z.y. y2.y5.2) y+ (¥, Y20 y3)) — v(x, y) 7o (Y2. y3) =
y2€Y y3€yY

= > Y [we+:g(z.y.y2.y3.).y + (Y. y2.y3))—
1€Y y3€Y

—v(z,y + (Y. y2. y3) |72 (Y2, y3 )+

+ 3 Y [y +r(y. v, y3) — v(@,y)]m (Yo, y3) =
€Y y3€eY

=a(x,y) Y [v(z+=g(x.y.2).y3) — v(z. y3)]p=(y. y3) + Qzv(z. y).
y3€Y
Rezultata iegiistam:

(bv)(z,y) =e(flx,y.€), Vi )v(z. y)+
+a(z,y) Y [v(x +eg(x.y.2).y3) — v(z. y3)]p=(y. y3) + Q-v(x. y).

ya€yY
Sis operators pilnigi sakrit ar (1.10).
Ta ka vajais infinitezimalais operators pilnigi definé Markova pro-
cesu, meés varam secinat. ka V1enad0Jumu sistema (1.1) -(1.4)-(1.6)

arl definé Markova procesu {z(t),y(t)} ar infinitezimalo operatoru
(1.10 ). Pieradijums pabeigts. )

Nakosajas nodalas lietosim potencialoperatoruIL, . tapec ieviesisim
So jedzienu un dosim dazus novertéjumus.
Ta ka process y(t) ir vienmerigi ergodisks, tad vienadojumam

(Qzr)(z.y) = —F(z,y) (1.14)

péc Fredholma Alternativas atrisinajums eksisté tad un tikai tad. ja
ir speka vienadiba:

> F(x.y)p(dy) = 0. (1.15)

yeY

Vienadojuma (1.14) atrisinajums uzdots ar potencialoperatora II, C
L(C( Y)) palidzibu:

r(z.y) = ( ILF)(z.y) /ZF.L )P, (t, y. ~)dt=/EyF(.r._y(t))a’f.



Ja ir speka eksponencialas ergoditates nosacijums, tad Sis integralis
eksisté. Bet oprerators II, , kuru uzdod (1.16), tika definets tikai
tadam funkcijam, kuram izpildas (1.15). Apskatisim potenciala
paplasinajumu uz visu telpu C( Y)

f > (P pa(2))v(z)dt (1.17)

z€Y

jebkurai funkcijai v € C'(Y). Viegli parliecinaties, ka katram v €
C(Y) izpildas

Qv = —v(y) + 7. (1.18)
kur
T= Z v(y)pe(dy). (1.19)
yEY

Kad tiek lietoti operatori (),.II, un vidéjosana (1.19) divargumentu
funkcijam, tad piegemam, ka x ir fiksets.

Saskana ar y(¢) vienmerigo ergoditati, operators II, ir linears.
nepartraukts operators, tatad II, ir vienmerigi ierobezots. t.i. eksisté
tada positiva konstante h. ka

sup |(IL. F) ( .Ly|<hsup|FJ:y| visiem £ € R" un sup |ITL|| < A

yeY zeR

(1.20)
Viegli parliecinaties, ka pie minétajiem nosacijumiem uz p,(xr.y) visiem
F(z,y). kas apmierina (1.15). ir speka novertéjumi:

o |(DILF)(z, y)|| < h{supllDF (z,y) + V.Q. [ILF(z.y) ]||}

yeyY
<h sup ||DF(z.y)|+hC, sup |F(z.y)| (1.21)
zeR® y&Y z€R™ ycY
umn
supHD (IL.F)(x.y H
yeyY
< hsup|| D*F(x.y) + DV.Q: I F (2. y)] + 2Q: [D(ILF) (. y)]| <

ey

< {h sup HD Flz,y) H—I—"C h?* sup ||DF(zx.y)||+
TER™ ye€Y zeR™ yeyY
+h3(Cy 4+ 2C2)  sup HF(.r.y)H} (1.22)

reR™ .yEY

pozitivam konstantem C) Cs.
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Lietosim apziméjumus:
y(t) - stohastiska vienédojuma.

dy.(t) Z Z ). Y2, Y3) Vze2 (Y2, Y3, dt) (1.23)
y2€Y ys€yY
atrlsmajums
ze(t) = Z(57);
7i" - procesa y*(t) leciena momenti

F( y) = fi(z,y.¢) +a(z.y)g;(z.y.2),
bi(x ) ZF (z,y)pne(y). J=1.2

(DVL)(J,) - otro atvasmajurnu péc % matrica,
viv(z

E, (1)} = E{v(z t) | 2(0) = z, y(0) = y}.
Citus neple(:lesamos apzlmejumus un definicijas ieviesisim darba
gaita.
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2. Diferencialvienadojumu ar Markova impulsu
atgriezenisko saiti vidéjosana un stabilitate

2.1. Vid€josSanas principa pamatojums

Veiksim laika mainu s = =t. leviesisim apziméjumus y°(s) = y(_‘
x°(s) = Z(%). Apzimésim ar Z(t) vienadojumu sistemas (1.7
(1.6) atrlsmajumu ar funkcjjam f(z.y.0) un g(z, y,0) funkeiju f{(
un g(z,y,z) vieta.

g__h\_/
\C:'
n

Lemma 2.1.1. Visiem T >0,0 >0, y€ Y unx € R"

Pieradijums. Aprekinasim procesa y*(t) vajo infinitezimalo opera-
toru:

IlmE sup ==

hm By 1vlz,ylf)) — vz, J)}:lif.% Ex.y{

t—0 f

v(z,y(%)) —v(z,y)
t

(|)||.—A

(Qu5)(5,5) = 228 5 [u(a)p, (g, 2) — i),

= z€Y

No s1s formulas un (1.11) varam secinat. ka Markova procesu y=(t)
var apskatit ka stohastiska diferencialvienadojuma

=Y > (). y2.ys)vi(ya. ys. dt)

y2€Y 3€Y

atrisinajumu. kur Evi(y;.y.,dt) = ;%W:(yl.yg)dt. Lietojot meru v;
procesa x°(t) aprakstam, iegiisim stohastisko vienadojumu:

dr (é) = Flw (é) Y (t).2)dt+

+2 ) 4l ( ) () y2.y3.2)v; (Y2, y3. dt)).
€Y €Y

So vienadojumu var parrakstit forma

dr (2) = fule (2) y (o) det



+ D Qi ( ) (). y2, y3, )vo (Y2, Y3, dE) )+

y2€Y y3eY

e[l (2) () o)t

+ ) D G ( ) (), y2.y3.¢) i(yz.y;,.dt))].

€Y y3€eY
kur 0 : +
o _ 1 Ja Y+ Y2
gi(x,y.y2.y3) { Gilz.y), jay=%gs °
0, Jay# iy

92T, Y. Y2,y3.5) = { oz, y.2). jay=uys

Vienadojuma laba puse apmierina Lipsica nosactjumu un lineara
pieauguma nosacijumu vienmeérigi péc y € Y un = € [0, 1]. un pieradi-
jums seko no [18] II dalas §2.9 1.teorémas. O

Tagad par pamatu nemot Lemmu 2.1.1. pétot procesu z°, varam
lietot funkcijas f(x,y,0) un g(x, y,0) funkciju f(z,y,<) un g(x.y. <)
vieta. Peéc lena laika substitiicijas vienadojumu sistéma procesam

F(L) = x° izskatisies sadi:

da? e
— = h(a(0).5°(1), (2.1)
Jate ( i—12 T)
zf(r;) = z°(7; — 0) + eg1(2°(7; — 0),y°(7; — 0)) (2.2)

visiem j € N, ar sakuma nosacijumu
#(0) = 2. (2.3)

Parim {2°(t).y*(t)} varam apréekinat vajo infinitezimalo operatoru:

L()v(x,y) :%i_%l E., U(.I,‘f(t)-yf(l;)) —v(z,y) _

= (filz.y). V)v(z. y) + Q: 2, y) + (Ge)v)(x, y).
kur

(G(=)v)(z,y)

(z,9,€),2) —v(z, 2)]p. Y, 2).
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Kopa ar sistému (2.1)-(2.2) apskatisim péc invarianta meéra vidéjoto
sistemu:

du .
E = bl(lt). (2.4:)
u(0) = z, (2.5)

kur

bi(x) =) [filz,y,2) +alx.y)g1(x. Y. &) ().

yeY

Vienadojuma (2.4) atrisinajumu ar sakuma nosactjumu (2.3) apzimeésim
ar u(t,zr).

Pieradisim. ka attélojumam b; : R" — R" ir divi nepartraukti.
ierobezoti atvasindjumi. Atvasinajums

Dbi(z) = ¥ DFi(x.2)pe(z) + 3 Fi(a.2)Vapa(z)  (26)
€Y z€Y
eksiste , ja eksisteé V,u.(z). Lai to parbauditu. apskatisim vienadojumu
(Qzpz) (y) =0,
kurs nosaka méru p.(y). Atvasinot So vienadojumu, iegistam
b Vot =~V o . (2.7)

Lai $im vienadojumam eksistetu atrisinajums V,pu,. pec Fredholma
Alternativas vienadojuma labajai pusei ir jabiit ortogonalai vienado-

juma
(Qzv) (y) =0 (2.8)

atrisinajumam. Ta ka vienadojuma (2.8) atrisinajums ir patvaliga
konstante, parbaudisim nosacijjuma

> VeQipe(y) =0 (2.9)

yeY

izpildisanos. Ir viegli pieradit, ka operators Q% p ir forma:

Q uly) = alz. 2)p.(z,y)u(z) — alz, y)u(y).

zeY

Tad nosacijumu (2.9) var parakstit sada veida:

Z{Z[Vrﬂ(- 2)p=(z, 9)pe(2) + Y a(z, 2)[Vepe (2, ¥)]pz(2)—

yeEY “z€Y €Y
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—[V.a(z, 2)]u.(y } =0
Ta ka

> > [Veal(e, 2)pa(z,y)p(2) = D [Vea(z, 2)]p(y)

yeEY €Y yeY

un

Z Vepe(2,y) =0,

nosactjums (2.9) izpildas. Tad V,p, uzdod veida:

Vata = [ exp(Qit) VoQip dt.
0

Lietojot So formulu, varam iegiit V,pu, novéertejumu:
IVape|| < ClIV2Qope |-

T3 ka pie musu nosacijumiem attiectba uz a(x,y) un Vp,(y.z2)

|Veala,2)| <& sup Z [V.ep:(2,9)| < Ci (2.10)
YEY ey

kadam pozitivam konstantém c; un (. tad

IV-Q* = || = || D Vea(2,2)pz(z, y)p(2)+
€Y
+ X afe2)Vapelz. ) m(-)——vxa(x..:)u.;(y)Hg
< ey ||pe(2) + e ||z ()] + a2 ||pe(2 ISHPZII‘EPI Y| <

ze¥
S 6'1 ||ﬂz(y)”

Visbeidzot ieguvam novertéjumu:

IV eptz|| < C1C1 ||=(v)]] -
no kura seko

|Dbi(z)]| < sup ||DFy(z,2)|+C sup ||Fi(z.2)]

yeY, xeX yeY, xeX



kadai pozitivai C.
Lai novertétu normu ||D?b;(z)||

D*y(z) =) D’Fi(z,2)p.(z) +2 ) DFi(x,2)V.pa(2)+
z€Y zeY

+Z Fi(z,2) DV, (2),

no (2.7) varam iegit vienadojumu funkeijai DV pu, :
Q:Dv-"-u’l' - —DVIQZI‘LI - ZDQ:-VJ:}UJ:

Ka viegli parbaudit. nosacijums

S Dol el p)ial=) +2 3 Vaale.2)Vaba (2, 0)ia(2)-

yeY “zeY z€Y

~DV.alz.2)pua(y) | ++ Z{Z Vea(. 2)pa(z,y) Vaa(2)+
cY

+ Z a(z, 2)Vep:(2,Y)Vape(2) — V,:a(.r.:)vzpr(y)} =3 ]

zeY

izpildas, kas garante mums funkcijas DV, pu, eksistenci un veidu:
DVapiz = [ exp(Qit) (DVaQitiz +2DQ;Vapis) dt
0

no kura seko

IDV.pall < C (| D*Qin

+2||DQiVapell) -

Tad atliek tikai aprekinat normu

IDV.Q; e || =

"xa(ﬁ-:)P:(:-y)H:(:)‘i'
+2) " V.a(z,2)Vape(2,9)p:(2) + Y (2, 2)DVope(2,y) e (2) -
z€Y z€Y

DYV.a(x. 2)pa(y) |
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un no (2.10) un novertéjumiem

IDVea(e 2 S s sup 3 [IDV.pelz)l < Co

yeY

seko

DYl < o ()l + 1 a2 | 32 DV y>H+

zgY

() up | DV >H+

+ea [l (y)]] < Co |l (y)

IDV 2]l < CCo llpa ()l +2CC, [|Vapta| < K [l (w)]
kadai pozitival K. kas dos mums novertgjumu

sup ||DFy(x.2)|| +
y€Y ., xeX

“D2b1(-1:)HS sup HDQFI(J:.:)}

y€Y, xeX

+K sup ||Fi(z,z2)].
yeY, x€X
Tatad pie miisu nosacljumiem uz fi(z,y) un g:1(z.y) funkcijai by (x)
eksisté 2 nepartraukti, ierobezoti atvasinajumi.
Musu talakajam aprékinam bus vajadzigi sekojosi novertéjumi:
no ta, ka funkcijas fi(z,y) un g1(z, y) ir nepartrauktas un ierobezotas,
seko novertéjumi:

sup |Fi(z.y)| <k, sup ||DFi(z.y)|| <k
zeER™ yEY zeR™ y€Y

pietiekosi lieliem k, k. Tad no 1l.dalas (1.20) formulas izriet

sup  [(ILF)(z.y)| <h sup |Fi(z,y)| <hk (2.11)
z€RM, yeY zeR™, y€Y

un no (1.21) seko novert&jums:

sup  |[(DILEY)(z.y)| <k sup || DF(x.y)]| +
zeER", yeY reR™ yey

~

+h%C, sup |Fi(z,y)| < hk, + h2Cyk (2.12)
zeR™ yeyY
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Lemma 2.1.2. Fksisté tada konstante c3 > 0. ka visiem x € R",
y €Y un < € (0,1) izpildas nevienadibas

(2 = u, (L Fy)(2.9)] < o5 (1+ |2 + [u]?)
(1f1(z,y,2)| + a(2.9) g1 (2, 9, 2)|) (T Fy) (2, 9)] < e (1 + |2)
(b1 (w). (T Fy) (2. 9)] < e5 (1 + |2 + [uf*)

(z — u. (DILFy) (2. y) fu(z.y)] < 5 (1+ |2 + [uf*)

a(m;y) (z +zg1 (2, y) — u, (ILF)) (2 + 291 (2. y). y) — (L F)) (2, y)| <

< c3 (1 +|z)* + |u|2)

Pieradijjums. Visas §is nevienadibas seko no skalara reizinajuma
Tpasibam, funkciju fi(z,y) un g;(x,y) vienmerigas ierobezotibas un
[d.113:

(z —u, (ILF1)(2.y)| < |2 — u| (T F1)(2,y)| < Ak (o] + |u]) <

<e3 (1 + || + lulz) ;

(1fi(@,9,9)] +a(z.y) lg1 (2. y,2)]) [(ILFy) (2.y)| < hE* < e5 (1 + |af)
(b1 (0). (ILFy) (2.9)] < 7R < e (14 | + [uf?).

s ] [(z 4+ g (2, y) — u, (I Fy) (2 + 2g1(z, y). y) — (. Fy)(z,y)| <

as

< — e +ck — | o

1
i (5/DF1 (¢ 4+ sgi(x.y).y) g1(x, y)ds)
0

< aghkk; |t +k —u| < c3 (1 + |z|* + |u|2)

|(¢ = w.(DILFy)(2.y) f1(2, )| < |o — ul (hky + h*Cik) <

<es (14 |2 + ul?)
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Teoréma 2.1.1. (Vid&joSanas princips). Pieieprieksminetajiem
nosacijumiem visiemr > 0 unT > 0 process x°(t) Lonverge jae — 0,
uz vidéjota vienadojuma (2.4) atrisinajumu u(t,r) vienmerigi visiem
t € [0,T] kopa U, = {|z| < r} . t.i., visiem § > 0

lim sup P, ( sup |z°(t) — u(t,x)| > 5) =,
=0 €Y, zeU, 0<t<T

Pieradijjums. Apzimeésim:

vi(,you) = 2 (¢ — u, (ILF) (2.9) + 200+ 1) (1+ |2 + [uf?).
No Lemmas 2.1.2 seko nevienadibas:

(l +lef + |u|2) < vz, y.u) < (dey + 1) (1 + |z|* + |u|2) . (2.13)

[(Vavr) (2 .,l{) u). fi(x, y))| =

= (2 Fa(z. y) + (~L — u)DIL Fy(z,y)+

(4C1+4£] fule )] < ko (14 |2 + [uf?) .
[(Vuvr) (@, y,u),01(w)] =2 (I Fi (2, y). bi(w))| +

+(4C1 + 4)( |u| bi(u)) <k (1+|x| +|u|)

(G(e)vi)(a.y.u)| =

= |22 3 [v(z +egi(x,y),2) - (L:)lpz(y-:)|=
EY

2l ¥ 2@ +eq(ey) - w LA+ (ey).2) +

+(2e1 4+ 1) (1 + & 4+ 2gi (2. y)|° + |uf ?) -
—2 (2 — u. (ILF)(2,2) = 2c1 +1) (1+ |2’ + [uf) }pa(y. 2)| =
= 2=y Z {2(z+c9:1(x.y) — w, ILF (x4 291 (x.y). 2)—
(H Fl)( 2) +2¢ (g1(z, y). (I F1) (. 2)) }po(y. 2) [+
oz (201-!—1 Y(1+ |z 4 zgi(z,y)]° = |2]) <
<28 5 ( Y (g +egi(z.y) —u, I Fi(z+cg(x.y). 2)—
=€
—(H:Fl)(l-~))+)a z.y) | (x.y ISUP (L, Fy)(z, 2)| <
< 2¢ (1+|l‘| + Ju )
+ (201 + 1) sup a(z.y) (2]2] g1 (x.9)| + = g1 (x. y)[*)
z€Y . ‘
<k (1 +|.1:|2+|u|2)
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kadai konstantei k; Tagad varam apréekinat infinitezimalo
operatoru Markova procesam {z*(t),y"(¢), u(t)} :

(Lv)(z,y,u) =lim § (B (v(2°(1). (1), u(t) — v(z,y,u)] =
= (ba(2). Vi)u(@.y.u) + (fi(2.9), Va)v(@,y, w) + G(e)v(z,y, u)+
+5Qrb( LY, u)

Funkcijai v(z,y, u) = |z — u|® + zvy(z, y, u) iegiistam

wiwuyu)
=2 (x — u, Fy(x,y) — by(u)) + 2(by (2). V. )v (2. y. u)+
st e ), o gy SO o [, w+2ﬂ11ym+

+a(z,y)s Igwyl-

No operatoru ), un II, definicijam seko vienadiba

(Qzv1)(2,y,u) = =2(2 — u, Fi(z, ) + 2 (2 — u, by (x)) .

ar kuras palidzibu varam uzrakstit:
(Lv)(z,y.u) < 2 (z — u.by(x) — by (u)) + ek, (1 + || + |u|2) <

< 2k |z — ul® + +epe (1—+—]£| + |ul ) 9L+c;)(|x—u|2—+—
+z (1-}-[.1:[ + |ul )) (2k + ¢3) v(x, y, u)
ar konstanti c¢; = 3k,. Tagad varam pielietot Dinkina formulu ([12]):

E, v (z°(t), y*(t), u(t,u)) =
= v{z, g+ | E., (Lv) (x°(t), y5(t), u(s.u)) ds <

<v(x,y.u) + (2k + ¢c2) j E. v (z5(t), y°(t), u(s.u)) ds.

no kuras izriet, ka ¢(t) = e=(k+e2)ty (22(¢), y*(t), u(t)) ir pozitivs su-

permartingals, un més varam lietot supermartingalu nevienadibu:

1
P.rly( sup C(t) 2 p) S ;Ez‘yc(tﬂ)

to<t<T
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visiem T > t; > 0 un p > 0. Nemot vera (2.13), varam uzrakstit:
) ( sup |2°(t) — u(t,x)| > 6) =
to<t<T

=P,y | mp |[#*(L)= u(t, z)|* > 52) £
o<i=T

st,y( sup_v(z*(8),y*(t), u(t, 2)) > 82) <
o <t<T

e,y 2) <€ —'—:+L—M(1+7| I)

< Pay ( sup e—(2k+cz)fl'(.1-f(t)-yf(t).u(t..L‘)) b e—(2k+c-g)]‘0~2) <
to<t<T

"k+c-,) 2k4eq)T

< < E. ,s(to) < L—

No ta uzreiz izriet
limi sup P, ( sup |2°(t) —u(t.z)| >0 =0
=0 2eU, yeY 0<t<T

Teoréma ir pieradita. O

2.2. Stabilitates petijums, izmantojot vidéjoto

vienadojumu.

Tagad apskatisim impulsu sistému (2.1)-(2.2) pie nosacijumiem:

filb,y) =1, 01(0,y) =0. (2.14)

Ir viegli redzet, ka pie Siem nosactjumiem izpildas identitate b;(0) =
0, kas nodrosina vienadojuma (2.4) triviala atrisinajuma eksistenci.
Lai gan funkcijas f; un g; ir ierobezotas, tam arT eksisté péc visiem ar-
gumentiem nepartraukti atvasinajumi. tdpec varam lietot arT noverte-

jumus:

[filz )l <Rzl g, y)] < Ky fa]. (2.15)
kur konstante ky ir tada, ka |7 fi(z.y)| < ki un |[war(z,y)| < k.
Definicija 1. Vienadojuma (2.4) trivialo atrisinajumu sauksim par

eksponenciali stabilu, ja eksisté tadas konstantes M > 0 un v > 0.
ka katram x € R"™ un t > 0 izpildas

lu(t, )| < Me™ " |z]. (2.16)

Teoréma 2.2.1. Ja izpildas ieprieksminétie nosacijumi un vidéjota
vienadojuma (2.4) trivialais atrisinajums ir eksponenciali stabils. tad
(eksisté tads zp > 0, ka visiem ¢ € (0,2¢)) sistémas (2.1)-(2.2) atrisi-
najums z*(t) ir asimptotiski lokali stabils péc varbitibas.
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Pieradijums. Lietosim Lapunova funkcionali

i
v () =f lu(t, )2 dt (2.17)
0

kadam pozitivam T > 0. No formulam (2.15)-(2.16) seko. ka kon-
stanti 1" var izveleties ta, lai izpilditos

C1 I.L[ < Uo( < C2| I (218)

kadai ¢, > 0 un visiem x € R" . Ta ka funkcijas b(x) pirmais un
otrais atvasinajumi ir ierobezotas funkcijas, tad vienadojuma (2.4)
atrisindjumam u(t,y) ari ir divi atvasinajumi [35] un ir speka noveérte-
jumi:

z|

|DV [u(t, )| < gre®! (2.19)

IV Ju(t.2)]?| < gre*

visiem t > (0, x € R" un kadiem g1 >0, ¢>0. Tad funkcionalim
vo(x) arlir divi nepartraukti atvasinajumi, kuriem izpildas novertéjumi:

(Vuo)(z)| < gslz|. |IDVwo(a)]| < gs (2.20)

kadam pozitivam g3 > 0. Bez tam vektorfunkcija (Vug)(z) apmierina
Lip$ica nosactjumu

[(Vvo) () — (Vo) (u)| < g4 |z — ul (2.21)
visiem ¢ € R" ., v € R" un kadai konstantei ¢, > 0. Lietojot

reprezentaciju

5
/|u, (w(A.z))|" dt =
0

T T+A
=[ |u(t+_l.a:)|2dt=/ lu(s, )|? ds
0 A

un (2.16), ieglistam :

(Vuo(2). b1 (x)) =lim %[l-'O(u(f--l‘)) —vo(z)] =
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(A i ‘ | ‘
=lim x { [ lu(s, z)[* ds— { lu(s,.r)|2ds} = |u(T, z)* — |z|* <

AlO

< (ﬂ/[e_*’T - 1) lz|?.

No $1 novertejuma un (2.18) ir redzams, ka mes varam izveleties T
tik lielu, lai nevienadiba

(Vwo(z), bi(z)) < —%l < —Lto(i) (2.2

[R]
o
o

biitu speka visiem x € R" . Talak varam uzrakstit vo (x + g, (. y))—
vo(r) forma:

w (2 +21(2.9)) = v0(2) = [ ((Veo) (2 + 591(2.)) 01 (2.9)) ds =

0

= ((Vevo)(x), g1(2.y)) + g1 (2, y. 2), (2.2

kur g;(z,y, ) ir funkcionalis:

o
]
=

=

Bi(e.,6) = 5 [ (o) (@ + 59(2.9)) = (V) (@), 1(2,9)) ds.

0

Talakos musu spriedumos apskatisim tikai apkartniti |z| < 1. Ta
ka |z| < 1, izteiksmes noveértésim ar mazakam x pakapem. Tatad.
izpildoties formulai (2.21), varam rakstit:

51 (2. y.2)| < el (2, y)]? € quk? |2 (2.24)

Tagad apskatisim funkcionali v(x,y) = UO( Jtcv(z,y), kur vo(z)
tika nodefinéta ar formulu (2.17), un v,(x,y) definésim ka

v1(z,y) = (Vw(z), (I F1)(z,y)). (2.25)

Péc definicijas varam aprekinat funkcijai v(z,y) infinitezimalo
operatoru:

Lz)v(z,y) = (Vvo(z). filz.y)) + = ((Vu)(2.y). fi(z,y)) +

a(zr,y)

+ (Qu1) (z,y) + [vo (x + 2g1 (2, y)) — vo(x)] +
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+a(z,y) ) [vi(e +egqi(z,y), 2) — vz, 2)]ple,y,2) =
:€Y

= (Vug(z), Fi(z,y)) — (Vuo(z), Fi(z,y)) + (Vue(x). bi(z,y)) +

+a(z,y) Y [z +egi(e,y),2) — vz, 2)]plx.y, 2)+
€Y

+e{gi(x,y.2)alz,y) + (Vo)) (z.y). filz.y))}

Novertésim $is izteiksmes loceklus:

lvi (2, y)| < [Veo(z)] by (T Fy) (2, y)| < qshk |2[*. (2.26)

y
lz|<1

Lai iegtitu Vvy(z,y) novertejumu, mums ir jaiegist D(I[, F))(zx.y)
novertejums:

|D(I1.F}) .Lyl|<hsup||DF1J:yH+h C, sup |Fi(z,y)| <
yey
[:r|<1 |z|<1

tad
Vi (z,y)| < [DVvo(a)|| [[(TL Fy)(z, 9)]| +

+ [[Vvo(2)|| | D(ITaFy) (2, )| <
< @hK |z + g3ha || hCy < T |2] (2.27)

kadam g5 > 0, un, lietojot (2.27), ir viegli iegut novertéjumu:
a(z,y) lui(z +2g1(2,y),2) — ui(z,2)| <
< aze g1 (2. y)| IV er (2, 2)] < =5 |af? (2.28)
visiems € (0,1), y €Y. |z| < 1.Tagad varam novertet £(s)v(z.y)

1 ‘ . " .
LE)o(e.y) < =5 lel* + <0 2l + & (0208 [ + Tk o) <

—_—
o
o

1, . .
£ = z|* + ecs |2|? 29)

kadai konstantei c3 > 0 un visiem ¢ € (0,1), y €Y, |z|]<1. No
formulam (2.18) un (2.26) izriet novertéjums:

ky |z < v(z,y) < ks lz)?, (2.30)
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kur _ -
ki = ¢, —zqshk. ky = co + zg3hk.

Tad (2.29) var parrakstit forma:

Lleo(zy) < ~5 (01— 22e5) o' < 3 T2 0(ey) (231)
Z 2

visiem y €Y, |z|]<1lun :€ (0.z5) (pietiekosi mazam zy > 0).
Meés varam izveleties = tik mazu. lai izpilditos nevienadiba:

1 - 25C3 1
= >
kz - ?_Cg

visiem = € (0.3). un tad varam rakstit:

L()v(e,y) < —fzm-,w. (2.32)

Tagad més varam pielietot Dinkina formulu apstadinatiem laika mo-
mentiem:

Tolt)

e (0 (7A0) = 02 y)+Eey [ (L) (5). 57(5)) ds,

il

E

Ty

(2.33)
kur 7,(¢t) = min{7,.t}. 7, = inf{t > 0 : |2.(¢8)] > p} (pirmais
laika moments. kad r.(t) iziet no lodes || < p). Ievietojot operatora
L(z)v(zx, y) novertejumu no (2.32). iegustam:

1 Tp(£)

Byt (2 (7(0)). 57 ((0) < vlo,9) = =By [ 0la(5).4(5)) d,

No sis nevienadibas izriet. ka

E. v (27(5(0). 47 (7,(1))) < v(2.y).

Tagad apskatisim ta saucamo “apstadinato” procesu r. kuru
legiistam. apstadinot procesu x*(f) pirmaja laika momenta 7. parejot
p robezu:

‘Es(rp-)' t>71,, |[¥(n)l=p

Aprekinasim varbGtibu P (sup lx=(t)] > p) :
>0
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ANC,
P (sup |lz*(t)] > p) <P (sup |2(t)| = p) <P (sup Z(t)]* > 9—) <
t>0 >0 4

>0

(ta ka lidz izejai no lodes U, = {|z| < p} ir speka novertejumi (2.30)
un (2.32), tad process v (J,(t), y*(t)) ir supermartingals un mes varam
pielietot supermartingalu nevienadibu)

(%) i§ = pZ) 4 4’12
< r =—v (Z(t),y (L)) > — ) < =——v(z
< (Stlzlgl(()y()) 7 _k1p2( _Apll

So varbiitibu var padarit pec patikas mazu, izveloties sakotnejos da-
tus z(0) = z. Tatad meés esam pieradijusi procesa x°(t) stabilitati
péc varbutibas.t.i.

lim P (sup = (£} > 5) =l

|z|—0 t>0

visiem o > 0.
Tagad ir japierada, ka visi atrisinajumi, kuri neiziet no U,. tiecas
uz 0, ja t - oc. No (2.32) seko, ka

9, .
(01‘ = E(s)) e%: 'y(x,y) < 0. (2.34)

Lietojot Dinkina formulu. varam uzrakstit visiem r € U,, y € Y un
visiem t > s > 0 :




Tatad mes esam pieradijusi, ka process

C(t) = e¥ " u(2=(7,(£)), 4 (r,(t))) ir Fl-saskagots supermartingals.
jovisiemz € U,, y € Y unt > s > 0 izpildas nevienadiba:

£ Pag (p e (e (1) 47 (1)) 2 e 51, 7, = eo) <
t>s

£ By (sup e%2 "Wy (2%(7, (1)), ¥ (7,(t)))s > e%2°8%Fy, 7, = x) <
t>s

. _ _ P (**)
C X an (Sup et "(t)v(.r‘(rp(t))_y‘(q-p(t))) > eﬁg 52 .1) &

t>s
1
taka e *y(zs(r (t)).y°(7,(t))) ir pozitivs supermartingals. varam
P p\ p B g
pielietot supermartingalu nevienadibu)

< EOTZE ﬁsEz.y {eﬁrp(t)'d'(f(%(t))-ys(rp(t)))}'

Lietojot (2.35) varam uzrakstit

£ = i k
P, | sup 2"t} 24, 5= e e W 7 *1p|> = 0, ja s — oo,
, t>s k 92

visem y €Y, |z|]<lunce(0,¢) (pietiekosi mazam g > 0).

Tadejadi mes ieguvam Sadu rezultatu: visi sistémas (2.1)-(2.2)
atrisinajumi, kuri neiziet no lodes |z| < p < 1, eksponenciali tiecas
uz nulli.

No atrisindgjumu r(t) stabilitates péc varbiitibas un no ta, ka
atrisinajumi, kuri nav izgajusi arpus lodes U,, eksponenciali tiecas uz
nulli, var secinat, ka atrisinajumi z*(t) ir asimptotiski lokali stabili
péc varbutibas. O
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2.3. Stohastisks oscilators, kura parsleédzosais Markova pro-
cess atkarigs no fazu koordinatas

Ka vienkarsako piemeru apskatisim vienadojumu linearam harmo-
niskam oscilatoram, kurs atrodas mazu linearu impulsa perturbaciju
ietekme:

i+ 2:0(y)i + (w? + shy(t)) @ = 0. (2.36)

Process y(t), kurs rada §is perturbacijas, ir gabaliem konstants. St
procesa konstantuma intervalos dinamiska sistema notiek kustiba
pa kustibas trajektorijam (2.36) lidz procesa y(t) karteja léciena
gadjjummomentam 7;, kad notiek arT fazu trajektorijas léciens, kurs
tiek uzdots ar nosacijumu

)= &l1;—0 -
{i(;,gz ig:j——(];—}-_!‘);( ; O) (2.31)

Piegemsim, ka procesam y(t) ir divi stavokli y; un y, un ka tas ir
ergodisks, ar vienu vienigu invariantu meru p. atkarigu no &.

y(t) Y1 Y2
plx) | pi(z) 1 — ()

Tapat pienemsim, ka

p(r) =1— 2

(saskana ar to, ka mes apskatam mazas svarstibas x = 0 apkartne,
meérs biis pozitivs.)

Pariesim uz polarajam koordinatam, izmantojot standarta sub-
stitiiciju

z =7 cos (wt + )

{ T = —rwsin (wt + ).
Ieguvam ekvivalentu sakotnéjai sistémai (2.36)-(2.37) sistému polara-
jas koordinatas, kura sastav no diferencialvienadojumiem radiusam
un fazai

F=er {rl—hy(t) sin2 (wt + ) — 20(y) sin” (Wt + )}

hy(t) cos” (wt + ) — eb(y) sin 2 (wt + ¢) ,

ja Tj—; <t < 7, un lécienu nosacljumiem

rlry) =r{ry—0) [1 v :% {1 —cos2 (wr; +(r; — 0))} +
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s2f/8—51n27(mj+ (r; — 0))
o(73) = (15 = 0) &7 sin2 (wr; + (7 — 0)
—s‘z% n2 (wt + (15 — 0)) sin (wr; + (r; — 0)).

Saskar;a ar 2.dala iegiitiem rezultatiem, sis sistémas dinamiskus rak-
sturojumus vidéjosim péc invarianta meéra

. 1
F(r,p,t)=¢ ) {rhye sin 2 (wt + ) — 26(y;) sin® (wt + @) +

g=1.2 w

- a~/- [1 — cos2(wt+ ,3)]} rp;i(r, @)

HEHI
o
e
i

o~
S

I
ny

3 (Lo -+l a1+

3—1.2

ofs a%sin? (wt + ;,:)} wi(r. )

un tiesi ieklauta laika

- W - . ¢ rd .
Findl=g; | Fronsiie=er (3() + a3 )+ (042 = 3(1)
2rfw 1 3
B(r,¢) = — f B(r.p.t)dt = 5—hyy + 5 —h(ys — yo)r*

4T FAPY Bw
0
leguvam parasto diferencialvienadojumu sistému
3 i ,r3 .
P=er (8 +al) e Glm) - 6w) (239
. 1 3 ;
Q= Szhyl + Egzh(yg — yl)rz, (239)

kas tuvinati apraksta sakotnéjo impulsa sistemu (2.36)-(2.37). Sakot-
néjas sistémas atrisinajums pietiekosi maziem = atrodas sistémas (2.38)-
(2.39) atrisinajuma s —apkartné. Ka izriet no 2.dalas 2.nodalas rezulta-
tiem, iegiitas sistémas (2.38)-(2.39) kvalitativa analize lauj pétit arl
sakotn€jas sistémas stabilitati.
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No formulas (2.38) viegli redzams, ka sistéma, iznemot Iidzsvara
stavokli r = 0, paradas papildus stacionara amplitida ry

ry =2 qé(y1)+~a% .
d(y1) — o(y2)

kas dod stacionaru dinamisku rezimu

T =rgcos(wt+ ),
kur ¢ definets vienadojuma (2.39). Tatad. ieguvam robezciku. Par-

sledzosa procesa varbiitisko raksturojumu atkaribas no koordinatam
de] lineara modeli paradas nelinears efekts.
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3. Difuziju aproksimacija un stabilitate

3.1. Diftziju aproksimacija
3.1.1. Pareja uz laiku =~?# un paligfunkcionalu novertgjumi

Pienemsim, ka b;(z) = 0. Tad visi vidéjota vienadojuma atrisinajumi
ir konstantes, un tie nedod mums nekadu informaciju par sistemas
(1.5)-(1.8) atrisinajumu uzvedibu. Saja gadijuma mes lietosim laika

substitiiciju s = ts2. Apziméjot J:(E%) = x.(t), varam parrakstit
sistemu (1.5)-(1.8) forma:

dx. 1

D = (e pelt). ).

dt 2

.]a'te ( 3 1 T )"
2.(t) = 2.(t — 0) + 2g(2-(t — 0), y.(t — 0), )

visiem t = sz.j € N, kur {T;q} ir Markova procesa y.(t), kurs ir
definéts formula (1.23), lécienu momenti. Minétaja sistema (1.5)-
(1.8) mes 1slaicigi atmetisim loceklus f; un g3 funkcijas f un g, un
vélreiz parrakstisim sistému:

" %fl(xf.yf(t)) + fole,ye(t)). (3.1)

dx.

dt
Jate( - T )
z.(t) = z.(t—0) + gy (z(t —0), y-(t — 0)) + 2 ga(x.(t = 0), y-(t = 0)),

(3.2)
jat= T .J € N. ar sakuma nosacijumu
UL';.(D) = 3. (3.3)
Markova procesa {z.(t),y.(t)} infinitezimalais operators L(g) ir
veida:
. 1 1 |
(L(e)v)(a,y) = 5Qu(z.y) + —(Vu(z.y). filz,y) +<folx. y))+
tildeG(z)v(z,y). (3.4)
kur operators G(z) ir nodefinéts ar formulu:
" 1 .
Gleywlz,y) = za.(.r. y) Z[z’(r +zg1(x.y) +"go(x.y). 2)—
= zeY
—v(z, 2)]p=(y. 2). (3.3)

-



Lemma 3.1.1. Piegemsim, ka funkcijai u(x,y) ir nepartraukti at-
vasinajumi péc x € R" unu € V,,,|Vu| € V,_; kadam p > 1. Tad

(L(e)u)(2,y) - Qu(z.y) = ri-(x.y) (3.6)
visiem ¢ € (0,1), ri-(z,y). un Q u pieder telpai V,, bez tam
sup [[r1e I, < oo, liﬂ]l re(z,y) =0vistemz e R", y€ Y.
0<s< E

Pieradijums. Uzrakstisim funkcijai s?u(z.y) infenitezimalo opera-
toru (3.4):

e (L(e)u)(z,y) = Qu(z,y) + £(Vu(z,y), fi(z.y) + < fale,y))+

+£2G(e)u(z, y),

Saskapa ar misu nosacijumiem |fi],|g1] € Vo, |f2].|92] € V,. Ka-
tram £ € (0,1),s € [0,1] varam uzrakstit:

(Vu (245 (z01(2.9) + a(2.9)) .2) )| €

< Vull,—y (1+ 2] + |g1(z, )| + lg2(2,9)])" " <

< NVaull,_y (1 + llgallo + llgall,) (1 + J2)"™

Tad operatoram (3.5) un augstak minétajam u var uzrakstit:

2(Gle)u)(z,y) =

=ca(2.y) ¥ [(Vule + s(eq1(2.9) + ga(2.9)), 2). 01 (2, y)+

:EYU
+2ga(2,y))ds p2(y, 2) = ca(,y) D (Vu(e, 2), g1(x,y)) p(y. 2)+
z€Y
+<a(2,y) 3 [(Tu(ets(zgae,y)+2202(2.9)). ), 2. 9))ds pely. 2)+
::E 0

1
Ea(r-y)Z/Vu (x4 s(cq1(2,y) +°ga(2,y)), 2) -
:eY 0

—Vu(z.z),g1(z,y))ds p:(y. z).
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Ta ka Vu(z,y) ir nepartraukts attélojums, tam izpildas

l:_ilx})l/’Vu(;r-}—s(sgl(.r.y) + 2g5(2,9)), 2) — Vu(z, 2)|ds =0
0
visiem € R™" un y € Y. Izrakstisim atlikumu :
ric(z,y) = (Vu(z,y). fi(z,y))+
+ea(z,y) 3 (Vu(z,2),g1(2, ) pa(y2)+
1 z€Y
tea(e, )Y [(Vu(e+s(zq(ey) + 2o@y)s)-  (81)
0

z€Y
—Vu(z,2), g1(x.y))ds p=(y. 2) + 2 (Vu(z.y), f2(z.y))+

+:2a(z,y) Z/ Vu(z + s(cg1(z,y)+
z€Y
+e%g3(2.9)), 2), 92(, y))ds pz(y. 2)

Ir viegli redzet, ka Q,u(z,y), ka ari visi vienadojuma (3.7) labas
puses locekli pieder telpai V,. Lemma ir pieradita. O

Lemma 3.1.2. Piegemsim, ka vy(x) ir nepartraukta funkcija ar di-
viem nepartrauktiem atvasinajumiem un vy € V, . |v| € V,_y,
|DVul|| € Vp_y kadam p > 2.

Tad

(L(2)(2)vo)(z) —

U)Il—'

(Vwo(z). Fi(z,y)) = (Vuo(z). Fy(z.y)) +

+30(9) (DY@l (@9, 05 ) +ralay) (39

Visiem ¢ € (0,1) un vienadojuma (3.8) labas puses locekli pieder
telpai V,, un

sup |||, < oc. limry.(z,y) =0 visiemz € R". y €Y.
0<s<1 =0
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Pieradijums. P&c G(¢) definicijas varam uzrakstit funkcijai vg(x) :

(G(e)w) (x) = [vo(x + g1 (2. y) + =2 ga(.y)) — vo(2)] =

a(z,y)
52

= a(f‘;y) (Vl’g(ﬂf),fgl(l‘,y) 4 5292(.’1', y)) -+

=

. (sgl(.r,y) +52g2(l‘~y)) =
0

~Vuy(z).eg1(x.y) + ga(2.y))) ds =

= a(-’l:,y) (TU@(I) gl(ly) .3 59‘2(_-139’)) T

1 1
- y)/fS( DVuo)(z+ ts (zg1(2.y) + < galz. y)) *
i 0 0

x (zg1(2.y) +g2(2.9))) 201 (. y) + a2, y) )ds dt =

= a(;z;. y) (Vug(x),eqi(x,y)) + alx,y) (Vug(x), galx.y)) +
+a(-1‘~) y) ([DVvo ()] (g1(x,y) +292(2,y)) , g1(z. y) + £g92(2, ¥)) + 721,
] (3.9
kur

1 1 _
ra1e = a(T,y) //5 DVU E‘ + ts (:?gl(.r. y)+ 52g2(£.y))) -
0 0

—DVuo(2)] (91(.y) +202(2.9)) . g1 (.y) +292 (2. ) ) ds dt
No attélojuma (DVuy)(x) nepartrauktibas seko:

l_iﬁ]l ra1e(z,y) =0 visiemr e R",y€ Y.

Tagad varam izrakstit funkcijai vy(x) infinitezimalo opertoru L(z) no

(3.4):

E(elo(2) = 5Quo(@) + 2(Veole), file,y) +2fale,y) + GleJuo(a).
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Tevietojot G(2) no (3.9), iegistam
E(@volz) = = (Vua(e), flz,9) + (Teo(@), fa(w, ) +
+a(a,) (Veo(2). 1(2,9)) + (Voo(2), ga(. 1) +
+ 259 (DY ()] (1 (2.4) + 202(2.1)) - 02(2.9) + 202(2.9) + 7o
i (3.10)
Apzimejot
r2za(I-y)=5a(I2 ){([DVLO( )1g2(z.y), g1(z.y)) +
+ ([DVvo(z)]g1 (2, y). g2(2, y)) }+
2a(£y ([DVvo(z)]g2(2, ¥). g2(2. ) -
kur ro.(z.y) = ralz,y) +

varam (3.10) parra.kstlt forma (3.8),
rose(z,y). Ir viegli redzet, ka ro.(z,y) € V, un

lim ros.(z,y) =0visiemz € R",yeY

Tad Lemmas apgalvojumi seko no noveértéjumiem
[([DVvo(2)] (91(2,y) +2g2(2,9)) . g1 (2, y) +2g2(x, )| <
F(1+ )P

< IDVvoll,—p (1 + llgallo + llg2|

‘(DVU ) [l‘+ ts (fgl(f-y) +e7g2(2,y) H ’

< |ef* IDVvoll,—y (14 ||+ |gi(z.y)| + |ga(a, y)])

2 (gilly + Ngall )P 72 (1 + |2])P 2,
€ (0.1).

urmn

% [C| ”DVUOH

kuri ir speka visiem c€ R". t,5 € [0,1] un ¢
Lemma 3.1.3. Piegemsim, ka vy(x,y) apmierina Lemmas 3.1.2
Lemmas 3.1.1 nosacijumus, un apzimesim

Vo + v + e2u

nosacijumus, bet u(x,y)
1 =

n(z,y) = (Vu(z), I Fi(z,y)),

Tad L(s)v €V, un sup HE
0<s<1
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Pieradijums. Ir viegli redzet, ka
[v1(2,9)| < [Voollpoy R Fullg (1 + )

un
IVoi(z, y)| < | DVwvo(2)|| |TLFi(2.y)| +

+[Vu(@)] IDILF ()] < [IDV el bl +

190l (hl sup [|Fi(z.9)] + hg)} (1 -+ |l
yeyY

visiem y € Y. x € R". Pec potencialoperatora definicijas varam
uzrakstit jebkurai funkcijai v € C(Y) :

a(z,y) Y (Iv)(2)p.(y, 2) = —v(y)+a(z. y)(Tv)(y)+>_ vf

€Y yeY
Peéc konstrukcijas vy € Vo1, |Vuu| € Vi, X vi(z,y)p=(y) = 0,
yeY

un tad visiem ¢ € (0,1)

=(L(e)(2)v) (2, y) +

= (Vuo(z), [DIFi(z,y)] fi(z,y))+H([DVuve(z)] fr(z,y). M. Fi(z,y)) +
+a(z.y) ([DVvo(2)] g1 (2, y). M Fi(z,y)) —
—([DVwv(x)] g1(x,y), Fi(z,y)) +

ta(z,y) 3 (Teo(z), [DILFi(2, 2)] 1 (2, 9)) Pelys 2) + roe(2, ),
z€Y

(\—lo( ), Fi(z,y)) =

m|:—a

kur visi vienadibas labas puses locekli pieder telpai V,. un atlikums

rs. ir vienads ar ; \
—8 (VUl(.IT-y)' fZ) +

1
ca@,y) Y [(Vora+s(eqi(a.9)+202(2.)). 2). ga(2.y)ds pa(y. 2)+
z€Y 0

1
+a(»v-y)Zf \_“ r+s(zgi(e.y) + 22 g2(2,y)). 2) -

SE} 0

~Vui(2.2)].91(2.) )ds pa(y. 2).
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Viegli redzéet, ka

sup. lIr3ell, < o0, limrs.(z,y) =0
I<=< cl0

visiem z € R",y € Y. Tagad no §1 novertéjuma un formulas (3.8)
izriet vienadiba:

L(e) [vo(z) + evi(z.y)] = (Vuo (), Fa(x,y)) +
+ (Vvo(z), [DIL Fi(x, y)]fl('r-y))"

— (IDVe(@)lar2.9). file,) + 30w )ar(e.9)) +
+ ([DVwvp(z)] Fi(x,y), I Fi(x,y)) +

+a(z,y) ¥ (Vvo(z),[DILFi(z,2)] g1(2,y)) pa(y.2)+
z€Y

+ra:(z, y) + r3e(z, y), (3.11)

kuras labas puses locekli pieder telpai V. Tad E(S) (vo+ev) €V,
un papildus

sup H£ (vo + svl)H < 00
0<=<«1 P

Ta ka Q,u € V,, tad Lemmas 3.1.3 apgalvojumi seko no Lem-
mas 3.1.1. O

Lemma 3.1.4. Katram m > 0 eksisté tadas pozitivas konstantes
Ems Cms Ym, ka (3.1)-(3.2)-(3.3) atrisinajumam z.(t) izpildas nevienadiba

E.,{lz-(t)|"} < cme™ (1 + |z|)™ (3.12)

visiemz ER", y€ Y, t >0 unc € (0,5,,).

Pieradijums. Pieradisim So lemmu tikai gadijumam m > 2, tapéc
ka visiem p € (0,2] izpildas

E
‘ , 2 2
E.y {lze(t)F} < (Bey {Jz-(0)]'})" .
Plegemsun ka vo(x) ir nepartraukta funkcija ar diviem nepartrauktiem

atvasindjumiem, kura apmierina Lemmas 3.1.2 nosacijumus, un ek-
sisté tadas pozitivas konstantes [;, [, ka ir speéka novertéjums

L(L+2))" < wvolx) <o (1+[a])™ (3.13)
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visiem x € R". Apskatisim funkciju v(z,y) = vo(z) + cvy(z,y) , kur
v1(z,y) ir no Lemmas 3.1.3. Péc konstrukcijas

o (2,9)] < V0]l oy 2 N Eulg (14 J2)™
No §1 un (3.13) seko novertéjums:
k(14 |z))™ < vl(z,y) < ko (14 |2))™ (3.14)

kur

ky =14 ~ h IIVUOHm_l HF1HI’

1lml|

ks 11+ h IV vol ey 111,

l |

ir pozitivas konstantes kadam pietiekosi mazam =,, > 0. Tagad varam
aprekinat infinitezimalo operatoru (3.11) funkcijai v(z, y) :

L(e)v(z,y) = L()vo(x) + L(2) 0 (2, y) =

= (Vu(x). Fa(2.9)) + (Veo(2). [DILFy(z,y)] fi(2.5)) +
+([DVuy(z)] Fi(z,y) , L Fy(z,y)) —
~ (IDVu@)g1(2.9)  filey) + Jale () ) +
+a(z.y) 3 (Vun(o): [DULF (2 01(2:) pa(y:2) + (o),
kur r4e(x,;j) € V., sup |rell,, < oo. Tad L(¢)v € V,, un varam

o 0<e<1
novertet:

;f(s)' ' < sup H[Z (e 'v” (1+ |z])™
0<=<1
Apziméjot hy = sup1 HE (¢) UH un gemot vera (3.14). ieglistam novertéjumu:
0<e<

" h
(e < fv(;r.,y). (3.15)
1
kuru ievietosim Dinkina formula:

Tp{t)

E, 0 (2:(7(8)).9.(7(1)) = v(e.y)+Bay [ (£(e)0)(a(s).4e(5)) ds.
0
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laika momentam 7,(¢) = min{7,,t}, 7, =inf{t > 0: |z.(t)] > p}
visiem ¢ € {x € R" : |z| < p} (pirmais laika moments, kad z.(t)
iziet no lodes |z| < p).

Tatad, lietojot (3.15), varam parrakstit (3.16) forma:

E.y0 (2e(7, (1)) ye(7,(t))) < v(,y)eR ™. (3.17)

Tagad apskatisim procesun(t) = e -Et v (2-(7,(%)), Y=(7,(2))) . Procesa
nosacitas matematiskas ceribas atvasinajums no labas puses ir nepozitivs:

I_{f&iEw{ (t+A)=n(t) [F&} =

= ——n(t) + E—%‘it (E(f)l) (Is(Tp(t))-ys(Tp(t))) %

. - = = & L
Tad n(t) ir nenegativs supermartingals attieciba uz c—algebru F=% |
un mes varam lietot supermartingalu nevienadibu:

1
Pr.y( sup n(t) > p) < "Er,y (o) (3.18)
to<t<T p

visiem 7" >ty > 0 un p > 0. Tad

P_,,_y(sup | £{r |>p)<

to <t<T

% Pz.y( sup  (z:(7,(t)), ye(7,(t))) 2 k (1+P)m) <

to<t<T

h
Pz,y( sup n(t) > ki(1+p)" e‘f?’") <
to<t<T
1 ; ka (14 J2)™
Gt o TR i) STV g
k(1 + p)™ ‘ ki(1+ p)™ ja poo




un

P., (hm r(8) = ) e (3.20)

p—o0

izpildas visiem x € R*,y € Y, un = € (0,5,,).
No (3.14) seko novertejums

m . V(Z.Y)
g3 ;
"< A

|z

un més varam uzrakstit, lietojot art (3.17):

E.,|z.(t)[" < lim iEr_y u (BT L) gl T, ) ) ) <

- p— A.’I

1 L (t) t
et kP — pk
< pllIIl klb(.r.y)e 1 < —=e

Lemma ir pieradita. O

m
<f
}_}a
7:':’
m
o

'S’
o
QJ
Eﬂ
2
=

Secinajums 3.1.1. Ja v € D(L(z)).v
p1 >0 unps >0, tad visiem T > 0.t € [0, T]

m

Y 1zp11das

E., v(2:(t), 9:(t)) = v(@.y)+Eay [ (£(2)0)(2:(5), ye(5)) ds, (3:21)

un eksiste tads Mr > 0, ka:

[E.y 0(2:(8), 5e(t)) = v(2,9)| < M (1+ 2] (3.22)

Pieradijjums. Lietojot formulu (3.20), varam parrakstit Dinkina
formulu veida:
im B, vizlr ) w0l =

p—20
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P&éc miisu nosactjumiem L(s)v € V,,. Tad no iepriekseja novertejuma
leguvam:

[Bey 0(ze(t),4:(8) = v(2.9)| < 1 [ Bay (L [2()|)7 ds.
0

ke g = HE(S)U , un (3.22) seko no (3.12). O

p2

Secinajums 3.1.2. Katram T > ( eksisté tada pozitiva konstante
cr, ka visiemr > 0

lim sup sip Pey ( sup |z.(t)] > p) =],

PR 0<e<er |a|<r.y€Y 0<t<T

Pieradijjums. No formulas (3.19) viegli redzét. ka robeza

lim ( sup |z.(t)] > p) =0 (3.23)

PR \paier

nav atkariga no r un y visiem r > (. Tapéc varam parrakstit:

lim mp  Puy ( sup |z.(t)| > p) —1:1 (3.24)

P20 z|<r, yEY 0<t<T

Ta ka visi secinajumi bija i1zdariti pietiekami mazam ¢ < £,,, un
robeza no ta nav atkariga, (3.24) ir speka visiem = < ,,. O



3.1.2. V3aja konvergence uz difuziju robezvienadojuma
atrisinajumu

Saskapa ar Secinajumu 3.1.2 varam konstatéet, ka katram m € N
un katrai virknei ¢, > t,-; > ... > t; > 0 gadijuma vektora
{z=(t1),---2:(tm)}, € € (0,&) sadalijumi ir Telativi vaji kompakti.
Aplikosim (3.1)-(3. ‘)) atrisinajumu ar sakuma nosactjumu z.(0) = z

ka gadfjuma lielumu Skorohoda telpa D([0,T],R"). Sim atrisinaju-
mam atbilstoSo varbtutibas méru apzimésim P¢. Saja paragrafa mes
pieradisim, ka saime P® ir relativi vaji kompakta, t.i. eksisté tada
virkne {¢,,, n € N}, ka {P**,n € N} tiecas uz kadu sadalfjumu P,
ja =, = 0, kad n — oc.

Viegli redzet, ka sistémas (3.1)-(3.2) atrisindjumam un procesam

E.(t) = 2.(t) + £ILF) (2.(t), y.(1))
ir viena un ta pati konvergences ipasiba, ja ¢ — 0. jo jebkuram
T>0,0>0 unvisiemz € R" un y € Y ir speka:
lim P, ( sup |Z-(t) — z(t)| > 5) =),
=—0 0<t<T
Tiesi tapec musu analizei lietosim funkcionalus
Ue(z,y) = |z + el Fy(x, y)|°,

Ue(2,9,¢) = (2 +ell . Fi(z,y),¢), (3.25)
kadam c € R".

Secinajums 3.1.3. KatramT > 0 eksisté tadas pozitivas konstantes
st un Ar. ka nevienadiba

|E., U(2(2),y(2)) — ¥(x, )| < tAr (1 4+ |z|)? (3.26)
izpildas visiem t € [0,T], c € (0,27), r€e R"uny €Y.
Pieradijjums.

Ue(x,y) = |z + eI Fi(z.y)f =
= |2’ + 2¢ (¢ .ILFy(2,y)) + &2 |ILFy (2, )|

Tagad més varam lietot Lemmu 3.1.3 ar vy(z) = |z|® un u(z.y) =

I, Fi(z,y)|*. Ta ka v(z) € V, un u(z,y) € Vo, Le)v € V.
Talak, izmantojot Secmajumu 3.1.1, ieglisim:

B,y e(2(2), y=(t)) — Te(z, )| < tMr (1 + |z])°
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Secinajums 3.1.4. KatramT > 0 unc € R" eksiste tadas pozitivas
konstantes st un Ar. ka nevienadiba

|E. ., O.(z(t), ye(t), c) — B-(z,y,¢)| < tAr]e] (1 + |z]) (3.27)

izpildas visiem t € [0,T], c € (0,27), r€e R"uny €Y.

Pieradijjums. Liekot Lemma 3.1.3 vo(x) = (z,¢) € Viun u(r,y) =

0. L(s)v € V. Tad no Secinajuma 3.1.1 izriet. ka eksisté tada kon-
stante M-, ka nevienadiba

B, D:(2:(t), ye(t), ¢) — Tz, y,c)| < tMpa|c| (1 + |z])
izpildas vislem T' > 0, t € [0,T], y€ Y. O

Secinajums 3.1.5. KatramT > () eksiste tadas pozitivas konstantes
sr un Ar, ka nevienadiba

Eoy l2e(t) + €ILF, (2e(t), 4:(t) — 2 — eILF, (2.9)* < tAr (1 + |a))’
(3.28)
izpildas visiem t € [0,.T], =€ (0,s7), re R"uny e Y.

Pieradijjums. Parrakstisim izteiksmi. kurai ir jaaprékina matema-
tiska ceriba, forma:

l.L‘:(f) + SHIFI ('L:(t) ye(t)) - EHLL'Fl (.L‘. y)lz =

= Ue(Te(t), Ye(t) — V(2. y) — 2 (2:(t) + el Fy (2(2), y=(¢)) —
—z —ell,Fi(x,y), ¢+ 1L F; (z.y)).

Apzimesim «x + cII.Fi(z.y) = c. Tad varam treSo saskaitamo uz-
rakstit sadi:

(‘Ef(t) i SHIFI (.l‘:_(t),y:.(t)) = EHJ:Fl (.Ly) . C) =

= Ue(2c(t), Ye(t), ) — V(2. Y. ).
Tad no Secinajuma 3.1.4 iegiistam novertejumu:

|E., Ue(2:(t),y:(t).c) — Uz, y,c)| < tApa|c|(1+ |z]|)
kadai konstantei 47-. Ta ka

lc| = |& + eIl Fy (2-(s). y=(s))| < Ky (14 |z])



kadai konstantei K, un no Secinajuma 3.1.3 iegiisim:
IE::.y a—:(zs(t)s ys(t)) - Es('ry)l < tf{Tl (1 3 I‘FDZ
kadai Ap,. tapéc varam uzrakstit:
Ez,y |l'=-(t) + 5H;r:F1 (.l‘:_(t). ye(t)) —& - EH.EFl ('L y)lz S

< tAT (1 +|z))* + tK 1 Aps (1 4 |2))? < A7 (14 |2|)?,
kur Ay = Ay + K1 Aps. O

Secinajums 3.1.6. Katram T > 0 eksisté tadas pozitivas konstantes
st un Ar. ka nevienadiba
Ez‘y {l-rs(t) 5 3 SHxFl ('Lé‘(t) E(t)) - &

—z.(5) — eIl Fy (2.(s). ye(s))|* /<" } <

< (t—5)Ar (1 +[z(5)]) (3.29)
izpildas visiem s,t € [0,T]. = € (0,s7), re R"uny €Y.

Pieradijums. Lietojot formulu
E {v(2:(2), 5:(t) /F/% } = Baya)yuto) ¥ (2e(t — 8), ye(t = 5)).

var parrakstit (3.29) forma

Ex.y{u.;.(r) +eIL Fy (2. (t). v (8)) —

—z.(8) — ell . F; (z(8),y:(38)) |2 /_7'35/52 } .

Eze(s).ys(s){’rs(t - ‘9) g 5HJ:F1 (Ie(t - S)ys(t - 5)) -

—z.(s) — eIl Fy (z(8), y-(s)) |2} <

(skat. (3.28)) |
< (t—s)Ar (1+ |z.(s)])*.
a
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Nodefinésim vektoru b(z) sadi:

=Y F(z.y)p=(y) + Y DILFi(x.y)|fi(z,y)p(y)+

yeY yey
+ > a(z,y) Y DILFi(x,2)]g1(x, y)p=(y: 2) pa(y)
yeY z€Y
un simetrisku matricu A(zx) = {a; () [j=1 ar formulu:
-—Z \i az e —n[4 )DVu(z)] =
. ot aij| 0:1: ori — 2
= > ([DVu(2)]Fi(2,y) T Fi(2.y)) pe(y)—
yeY
~ ¥ (D\_v Ngr(x.y) a(l;y)gl(x-y)Jrfl(x,y)) fz(Y)-
yeyY =

kur v(x) ir patvaliga pietiekosi gluda skalara funkcija. Péc konstruk-
cijas
bj = Vl., |Vbzl € Vl- a,-j e Vg. |Va,fj| [~ V(). ||DV(,IU” - Vg
(3.30)
viglem i.3 = 1.2, s T

Lemma 3.1.5. ngems:m ka v = vy + svy + 2%u ir funkcionalis no
Lemmas 3.1.3, un u(zx,y) apmierina vienadojumu Q,u + F = 0, kur

F(z,y) = (Vuo(x), (D [ Fi(z,y)] fi(z.y)) + Fa(z,y)+  (3.31)

+a(z,y) Z gi(z,y) (D [ Fi(z,2)]) p=(y,2) —b(= ))

€Y

+([DVuy(2)|Fi(z,y)  ILFi(x.y)) —

([DWO Ng1(z.y) y)gl(r-y) +f1(-r-y)) -

a(.L'

—~tr[-1 ) DV vy(z)].

Tad L(z)v € V,, sup HE ”p < o¢ un visiem r € R"

0<e<1
111}]1 L(z)v(z.y) = Lovo(z).
kur

Lovo(x) = ét-r[:l(.r)DVuo(.L‘)] + (Vug(z),b(z)). (3.32)
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Pieradijjums. Pec Fredholma alternativas vienadojumam

Q.u=-F

eksisté atrisinajums. ja izpildas nosacijums:

Y F(r.y)p.(y)=0.
yeY

Ja atrisindjums eksisté. to var uzrakstit forma: u(a.y) = I F(x. y).
Tad operators £(z) no Lemmas 3.1.3 bus forma:

(L)) (2.y) = —tr[4 ) DV up(z)] + (Vg (). b(x)) +

+erie(e.y) + rac (e y) + s y) (3.33)

un vist Secinajumu apgalvojumi izriet no iepriekséja punktalemmam. O

Velak mes pieradisim. ka matrica A(z) ir pozitivi definita. Tad
varam apgalvot (skat. [18]). ka operatoru £y no (3.32) var uzskatit
par kada diftiziju Markova procesa {Z(t). t > 0} infinitezimalo opera-
toru kada varbutibu telpa.

Teorema 3.1.1. .Ja izpildas ieprieksminétie nosacijumi. tad process
z.(t) vaji konvergeé, ja : — 0. uz difuziju Markova procesu T(t) ar
infinitezimalo operatoru L.

Pieradijums. Lai pieraditu procesa z.(t) vajo konvergenci uz diffi-
ziju Markova procesu Z(t). ir pietiekosi pieradit [66]. ka procesu saime
z.(t) ir relativi vaji kompakta. ja = — 0, un jebkurai nepartrauktai
funkcijai L(l‘) ar diviem nepartrauktiem atvasinijumiem un kom-
paktibas neséju izpildas

E., {u(xe(t)) / Lov(z dT}

visiem I' > 0, r € R®" un y € Y. Relativa kompaktiba telpa
D([0,T]. R™) izriet ([5).[33]} no (3.23) un tadu pozitivu konstansu
d,3, &g eksistences. ka jebkuram p > 0. unvisiem z € {|z| < p}. y €
Y, c€(0,5). T>0. s€[0.T]. re[s.T) unt € [r.T] ir speka:

1
lim - sup
10 2 p<s<t<y

=0

E., {|a.(t) — 2. ()] |27) = 2(s)['} S et =)' (3.34)

kur konstante ¢ nav atkariga no s.7.t.s.x un y. ja r pieder kadai
kompaktai kopai no R".
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Nodefinésim funkciju @(z, y, ¢) ar formulu:
o(z,y,€) = z+ ell, Fi(z,y).
No nevienadibas (3.19) izriet, ka kadam =; > 0 jebkuram r > 0
un T > 0, visiemp >r, x €EB,, y€ Y un ¢ € (0,5)

Pz,y{ sup |2.(t) — . (2-(t). y=(t). )| 2 p} <

0<t<T

. P.L'.y{ sup [eIl, Fi (z.(t). y(t))| > P} <

o<t<T

ko (1 + h3
< Py {h |Fi|l; sup (1 + |z-(t)]) > p} < (1+7) 87 :
0<t<T kl——h(l-l- N e30

Tad ir pietiekosi pieradit, ka (3.34) izpildas procesam
fs(t) =P (I‘s(t)f ys(t),f) .
No Secinajuma 3.1.6 izriet nevienadiba:
E{[z.(t) - 3.(5)] 7/} < (t = 5)Ar (1 + |z:(s)])

visiem s € [0,7T], t € [s,T], ¢ € (0,27),x € R" un y € Y. Tagad
mes varam lietot novéertéjumus no [6], lpp.452:

E., {|Z.(t) — .(7)|7 [5.(7) — Z(s)|*} <

Izmantojot (3.12), ieglistam procesam Z.(t) formulu (3.34) ar v = %

—l
un J = 3.
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Tatad meés pieradijam, ka saime z.(t) ar < € (0,1) ir relativi vaji
kompakta. Tagad piepemsim, ka virkne z. () vaji konvergé uz kadu
procesu T(t), ja s — 0.

Apskatisim funkcionali

u(z,y) = (z.¢)® + 2¢ (z, ¢) I Fy(z,y). ¢) + 2u(z. y).
kur

w(z,y) = I, {2{Fi{z,3),¢) (I Flz,9),¢) —

-2{(=,9),¢) (fl(rwy) 3 %a(r-y)gl(r-y) -C) +

+2 (z,¢) (Fa(x, y),c) +2(z,c) (DI Fi(z,y)]) f1(z,y).c) +
+2 (z,¢) (a(£~y) > DI Fi(x,z)lg1(x.y) p:(y. 2) -C) -
€Y
— (A(z)e.c) = 2(z,¢) (b(z).c)}.

No Lemmam 3.1.5 un 3.1.3 leglistam:

—~

L(g)ulz,y) ={(A(z)e,¢) +2(2,¢) (b(x),¢) +raclz, ¥),
kur ry.(x,y) € Vy, sup ||re(z.y)|, < oo un
0<e<1

15151 reel, ) =1

vislemzr € R*,ye Y.
Apskatisim art funkcionali

be(z,y) = (x,¢) + 2 (I Fi(z,y).c) + %z, y).

kur

i(z,y) = {(F‘z(«U-y)-C) + (D[ Fy(x.y)] fi(z. y),c) +

+(a(z.9) Y DILF (. 2)]g1(2.y) pa(y.2) ) = (b(a).0)}.

zeY
Péc konstrukcijas

L()t(x.y) = (b(x).c) + rse(z. y)
kur rs.(z,y) € Va, sup ||rs:(x.y)||, < ocun limry.(z,y) = 0 visiem
0<s<1 =10
reR"yeY.
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Tagad lietosim formulu:

Er,y {(f(t) - Z, 8)2} =

[zpildoties formulai (3.12), iegtstam

l_iﬂ]lEa:,y Tje (*Es(t)aya(t)) =0, .] =4.5

visiem z € R", y € Y, T > 0 vienmerigi pec t € [0,T]. Tatad, visiem
t>0

0< E,, {(®(t) - 2.0} = fEJ (A (Z(5)) ¢, c) ds+
0

d

(A(z)e,0) = =By {(F(t) — 2.0)*}

=
dt 0

=0

visiem ¢ € R", y € Y,ce R". Mes pieradijam, ka matrica A(x)
ir pozitivi definita. No ta izriet, ka eksisté tada pozitiva simetriska
. - 2
matrica A(x), ka (—1(,1:)) == AE .
Pienemsim, ka wvy(x) ir nepartraukta funkcija ar diviem nepar-
trauktiem atvasinajumiem un kompaktibas neséju, v; un u apmierina

Lemmas 3.1.5 nosacijumus, un v. = vy + sv; + =2u. Tad, lietojot
Lemmu 3.1.5, varam uzrakstit:

t

E, v (2:(1),4:(t)) = ve(z, 9) + sz,y {E(s)us Bl ), ;-(T))} dr

0

== l’s(xty)+/Ez.y {EOUO (IE(T))}dTJr_/‘ET.U{f‘s (IE(T)SHS(T))}([T
0 0
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kur 7.(z,y) € Vo, sup ||F(z,y)], < oc un hLmr (z,y) = 0 visiem
0<e<1
reR".yeY. Tatad

Er,yvs (Is(t)aye(t)) - E:r.yvs (IS(S)-yE(S)) == Er.y vp (2(t)) —
~E., v (2-(5)) + +e [Byy {7 (2-(8), y=(8)) — v (x-(5), y(5))}]

= /EI\y {‘COUO (IE(T))}dT+fEI-y{fs(‘Ef(T)sys(T))}dT'

kur
Yz, y) = vi(z,y) +eulz, y)

un v; € Vo, u € Vy, jo funkcijai vg(x) un tas atvasinajumiem ir
kompaktibas neséjs . Tad

sup |E;, vo(z-(f)) — Bpyvo (22(5)) —
0<s<T
t—s<=
— [ Eay {Lovo (ao(r)} dr| = o() (3.35)

izpildas visiem T > 0, + € R” un y € Y. No ta varam secinat [18], ka
jebkurs robezprocess Z(f) apmierina stohastisku diferencialvienado-
jumu B

dr = b(Z)dt + A(T)dw(t) (3.36)

kur w(t) ir standarta Vinera process telpa R". Ja ir speka (3.31), tad
vienadojumam (3. 36) ar sakuma nosacijumu z(0) = z eksisté viens
vienigs atrisinajums visiem z € R". Tatad virkne {z.(¢)} vaji kon-
verge uz difuziju Markova procesu Z(t), kurs apmierina stohastisko
diferencialvienadojumu (3.36). Teoréma ir pieradita. O

Tagad atgriezisimies pie sistémas, kuru mes apskatijam sis dalas
sakuma:

dz.(t
I(;t(t) =§f1(.r=-( ). Ye(t)) + f2(2:(2). ye(t)) + f5(2-(). y=(2)). (3.37)

jate (T ; - T“').

Te(Tj) = 2e(1; — 0) + equ(ze( — 0), ye(1; — 0))+
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+e2ga(x(75 = 0), ye(7; — 0)) + °g5(2=(75 — 0), y=(7; — 0)), (3.38)
kur f5(z,y) un gj(z, y) ir nepartrauktas funkcijas ar nepartrauktiem,

vienmerigi (péc z € R", y € Y, ¢ € [0,1]) ierobeZotiem atvasindju-
miem peéc X, kuriem ir speka

lim |5 (2, y)| = lim |g5(2, y)| = lim || D f5(=, y)|| = lim | Dg3 (2. y)|| = 0.
(3.39)

Secinajums 3.1.7. Ja izpildas ieprieksmineétie nosacijumi. sistémas
(3.37)-(3.38) atrisinajumi x.(t) vaji konverge, ja = — 0. uz difaziju
Markova procesu Z(t) ar infinitezimalo operatoru L,.
Pieradijums. Ta ka ir speka novertéjumi
f5(z.y)| € Vi, g5(z,y)| € V1.
IDf5(z,y)ll € Vo, [|Dg3(z,y)ll € Vo
jebkuram = € (0,1) un

sup {5zl + gs(z )l + 11Dz w)llo + |1 Pg3 (. y)]lo} < oc.

mes varam uzrakstit sistemas (3.37)-(3.38) infinitezimalajam opera-
toram £ (z), sistemas (3.1)-(3.2) infinitezimalajam operatoram un u
no Lemmas 3.1.5:

lim | A)u(z,y) ~ L(e)u(z. y)| = lim |[(Vu(z,y). f5(2.9)) +

+a(z,y) Y [u (v +201(2,9) + £qalz.y) + =g5(2,y) 2}~
z€Y

= 0.

~u (z+2gu(2.y) +a(2,9) . 2) | Pa(y.2)
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3.2. Stabilitate, balstoties uz difuziju aproksimaciju
3.2.1. Palignovértéjumi

D[ F\(z,y)] =l {DF\(x,y) + DQ. [II. Fi(z,y)]} (3.40)
Novertesim operatoru V,Q,v(y), kurs tika nodefinets formula (1.3):

V.Qeu(y)| = |Vaea(z,y) Y w(2)p:(y. 2) — Vaa(z, y)u(y)

:eY

_l_

+|a(z.y) Y u(2) Vapa(y. 2)| <

z€Y

< cysup ||u(2)|| + c1 sup ||u(y)]] + a2Ci sup [|u(z)]] < C'l sup ||u(y)]| -
€Y yeY €Y yeY

(3.41)
kur konstantes ¢; un Cy no (2.10).
Tagad varam novertéet (3.40):

IDILFi(z, y)]|| < h{|[DFi(z.y)|| + | DQ: [ILFi(z. y)]||} <

<h sup ||DF(z.y)|+hC. sup ||Fi(z,y)|. (3.42)
zeR™, yeY zeR™, y€Y

Aprekinot Vb(r), sastopam izteiksmi D*(II,F)(x,y).
DXI F)(x,y) =

=11, {D""F(r. y) + D*Q, [IL.F(z,y)] + 2DQ, [D(IL, F)(z.y )]}

Lai novertetu So izteiksmi, mums ir jaiegist operatora DV (), nor-
mas novertejums. Pe@c §1 operatora definicijas, kura dota 1.dalas
sakuma, varam uzrakstit:

|IDV.Qv(y)|| < [|1DV.a(z. y)|| | D [v(2)pe(y. 2) — v(y)]

zeY

+

+|Vra(‘r.y)| o+

S u(2) [Vepaly, 2)]7

z€EY

+

S v(2)Vape(y, 2) [Vealz.y)] +

+
z€Y ‘

a(z,y) > v(z)DV.p.(y.2)

z€Y
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< (suplu(a) + o(0)) + 261 sup (2} sup 3 [Vopaly )|+
z€Y z€EY yeyY €Y

+azsup |v(z)|sup > |DV.p.(y,2)|| <

z

< o (sup [v(z)] +511P|U(y)|) +2¢;Cysup |v(2)|+
z€Y yeY €Y

+a,Cysup |v(2)| < C'sup [o(2)]
z€Y z€Y

pozitivai konstantei C = 2c5 + 2¢,C1 + aoCs.
Novertesim (II.F')(z,y) otro atvasinajumu:

sup | DX(IL. F)(x.y) | <
yeY

< hsup | D*F(x,y) + D*Q. [IF(z,y)] + 2DQ [D(IL.F)(z, y)]| <

yeY

gh{ sup_||D*F(x,y)||+C sup |ILF(x.y)l|+
zER" yey reR™ yeY

+26 s IDILF) e} <

rER™ y€Y

< h { sup ”DZF(JI,y)H +Ch sup |Flz.y)|+
zeR"™ y€Y zeR™ yeY

26, [h swp [DF(z.y)| + 126, sup |F(z,y)|
zER™, y€Y z€R", yeY

<

<h sup HD'ZF(.E.y)H + h? (@ +2hé'f) sup |F(z.y)|+
zeR™ y€Y zeR™ y€Y

+2h*C,  sup || DF(x.y)|

zeR™, yeY

pozitivam konstantem C I,CA’ 9.
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3.2.2. Stabilitate

Apskatisim sistemu (3.1)-(3.2) pie nosacijumiem:

f1(0.y:(t)) = f2(0.y(¢)) = f3(0,y:(¢)) =0,
91(0,y) = 92(0,y) = g3(0,y) =0
Apzimesim ar U, lodi {|]z| < p}, 0 < p < 1.
Sakotnéjas sistemas (3.1)-(3.2) pétiSanai konstruésim perturbéetu
Lapunova funkciju sekojosa veida:
v(z.y) = vo(x) + zv1 (2. y) + =2va(z. y). (3.43)
kur
vi(z,y) = (I Fi(2.y). Vo (x)) (3.44)

un vy(x, y) tiek izveleta ta, lai izpilditos vienadiba:

Q:va(x. y) = (Lovo) (z) — (Vwo(z). (D [IL Fi(z. y)]) Fi(a. y)+

+Fy(z,y)+ alz,y) Z g1(z,y) (D[ Fi(x,2)]) p=(y. 2) ) -

z€Y
~ ([DVvo(2)]Fi(,y) T Fi(x.y)) + (3.45)
a(z,y)

“+ ([DVUo(I)]gl(-r-y) . .2‘4 g1(z.y) +f1(r-y)) ;

Tada funkcija eksisté, jo vienadojuma (3.45) labajai pusei izpildas
Fredholma alternativa (sis fakts tika pieradits iepriekseja dala). Ka
izriet no Lemmas 77, vy(z.y) var izveleties forma:

va(2,y) = ILF(z,y), (3.46)
kur F(z,y) ir no formulas (3.31).

Lemma 3.2.1. Piepemsim. ka funkcija ve(r) apmierina nosacijumaus:
ez’ <o () < ez [z’ (3.47)
|Divo(2)| < ke, j=1,2.3. (3.48)

kur D’ — j-tas kartas atvasinajumi, visas konstantes Ir pozitivas, un
funkcija v(z,y) tika nodefinéta formula (3.43).

Tad funkcijam vy (z,y) un vy(x,y) ir spéka novertéjumi:
i "

(2. y)| < my |a lva(z.y)| < my |z

IVui(z, )| < me|zlP", ||Vea(z, y)|| < malzfP™.
un funkcijai v(z.y) ir speka novertéjums:
ms |z’ < v(z,y) < mg|z|?. (3.49)
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Pieradijums. Novertésim funkciju v(x,y) un tas atvasinajuma
pec r normu:

lvi(z,y)| = |(IFi(z,y). Voo ()| < hk|z|k|z|P~" < my 2P,
(3.50)

kur m, = hkk. Papildus lietosim $adus novértéjumus: |Fy(z,y)| <
Elo] un | DFy(z.y)]| < k. | D*Fi(x.y)| < ko, j=L.2.

IVvi(z, y)|| < [[DILFi(z, y) ||| Voo () | +|]TL: Fi(z. y) ||- | DV vo () || <
(skat.(3.42))

< (1 _sw_IDFe)l 412 s [Fie]) - Vo] +

zelU,, yeY zel,, yeY

+h sup |Fi(z.y)|- [[DVuo(2)|| < (hky +h*Cik [2]) k2"~ +
zelU,, ye€Y
+hk |.z:|A|.L'|p < my |z

kur me = (hkl Y % hZCIk o hk)
Tagad varam novertet funkcuu va(z,y) = I, F(z,y). kur funkcija
F(z,y) tika nodefineta formula (3.31).

|

Y a(z.y) Y. DILFi(x.2)]g1(2. y)p=(y. ) p=(y

yeyY z€Y

1(b(x). Veo(2))]| <

Y Fy(z.y)p.(y)| +
yeY

Y D[ILFi(z.y)]fi(z.y)p=(y)

yeY
) IVvo(z)]| <

< (k2| +2 [hky + R2Cok |2 ka]) - & |2~ < Ky 2l

+

-+

kur K| = kk (1+ 2(hky + h2C1 k ))

%tr[A(r)DVvo(;r)] 5
<Y ([DVw(2)|Fi(z.y) T Fi(x.y)) p(y)| +
yeY
+{1> ([DV% Ngi(z.y) a('r'y)gl(r-y)+f1(lf-y) pz(y)| <
yeY /
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< kleP 2k |z + k2P R 2 < Ko |z,

kur Ky = kk?(h +1).
Apzimesim ar H(z,y) visu, kas paliek funkcija F(xz, y) bez locekliem
(b(z), Vvg(z)) un 5tr [A(x)DVug(x)] :

H(z,y) = (Vuo(z), (D [ Fi(x,y)]) Fi(z,y) + Fa(z,y)+

+a(z,y) Y gi(z.y) (D[ Fi(x,2)]) po(y. 2) ) +
:€Y

+(DVu@)|Fi(2,y) L Fi(2,y)) -
([Dw o (z.9) -

a(x.y)

5 Y g (z.y) + fl(x-y)) :

Tad
| H(z,y)|| < [[Vvo(@)|| - {I(D [[LFy(x, y)]) Fi(x, y)|| + [[Fax. y)]| +

|+

g1(z.y) +f1(r-y))

a(z,y) Y gi(z.y) (D[ Fi(z,2)]) p2(y.2)
z€Y

+ ([DVvp(2)]Fi(x,y) , I Fi(x,y))|| +

H([Dvbo o)lg(z.y) . HEY

< klaft {2 [hky + B2Cik ||| k |2] + 2|} +

+

+k 2P 2Rk |z + k2P R )2 < K |2 + K |2

Tagad varam novertet funkcijas F(z,y) normu:

Iyl < IH 9]+ 16, Ta@)] + |5t (4 DV u(@)]| <

< (2K +2K,) |z)P.

Tad, visbeidzot, varam iegut funkcijas vo(r.y) novertéjumu:
lva(z,y)| < M F(z,y)|| < h (2K, 4+ 2K5) |z|P < mg|zf’, (3.51)

kur my = h (2K, 4+ 2K,).
Ka izriet no formulas (3.40).

Vuy(z,y) =1, {DF(z,y) + DQ.II,F(z,y)} (3.52)
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So normu novértésim pa dalam. No (3.41) un (3.51) varam uzrakstit:

IDQ.ILF(e,9)| < €1 sup |LF(z.y)]l < Cums ol (3.53)

z€U,, yEY
Talak ir janoverté norma | DF(z.y)| :
IDF(a.)ll < 16a) [DV (2]l + |Dbz) Vun(o)] + I DH (= )],
Vispirms aprekinasim atvasinajumu Db(x) :

Db(z) = Y DFy(x.y)ua(y) + Y Fa(z.y)Via(y)+

yeyY yeY
+ Y DYILFi(z.y)]fi(z.y)pa(y)+
yeY
yeyY
yeY
+ > Va(z,y) Y DILFi(z,2)]gi(z, y)p=(y, 2) p=(y)+
yeY z€Y
+ 3 a(z,y) Y. DL Fi(x, 2)]gi (2. y)p= (. 2) pa () +
yeyY zeY

+3Y a(z,y) Y D.Fi(z,2)]|Dgi(z,y)p-(y. ) p=(y)+

yeY :€Y

+ > a(z.y) Y DL Fi(z.2)lg1(x.y) Ve (y. 2) pzy)+
yeY z€Y

+ > a(z.y) Y DILFi(x.2)]gi(x.¥)p-(y. 2) Viz(y).
yeyY z€Y

Tagad varam novertét §I atvasinajuma normu, lietojot novertejumu

Z |V (2)]] < C no 2.dalas :

|Db(z)|| < sup |[DFy(x.y) +C sup |Fa(z.y)|+
zeR™, yeY reR", yeY

+ sup HD [ Fi(z,y)]

zER™, y€Y

sup |fi(z,y)|+
zeR™, yeY
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+ sup ||D[IFy(z.y)lll sup |IDfi(z.y)ll+
zeR™, y€Y z€R™, yeY

+C  sup ||D[ILF(z,y)lll sup |filz,y)l+
z€R™, yeY reR™ yeY

4+¢; sup ||D[IFi(z,y)]l sup |¢i(z,y)|+
reR™, yeY zeR™, yeY

+a, sup )‘D2[HIF1(I'y)]

sup  |gi(x.y)| +
¥

reR™, yeY zeR?, ye
+ar swp [DILE(ull sw  [Daey)l+
zeR™, yeY zeR™. yey
+a,C;  sup ||DIO.Fi(z,y)]ll sup |gi(z,y)l+
z€R™ yeY reER™, yeY
a;C  sup ||DILFi(z,y)ll sup |gi(x.y)| <
reR™, ye€Y ze€R™, yeY

< sup | DF(z.y)l|+C sup |Flz.y)|+
zeR™, yeY zeR™ yeyY

sup_ |Fi(z,y)|+

+ sup | D’[MLFi(zy)]
reR™ yeY

reR™, yeY

+ suwp  [DILE(y)l (é sup  |Fi(e.0)| +
zeR", y€Y z€R™, y€Y

X ay sup |gi(z.y)|+ sup HDFl(-v-y)H)-
zeR™, y€Y zeR™, yeY

No (1.22) ieguvam novertejumu:

sup |’D?[HIF1(x.y)]|fgh sup |(D‘~’F1(.r.y)q|+
zeR™, yeY reR" y€Y

+h*(C +2hC}) sup |Fi(z.y)|+20°C sup  [[DFi(z.y)]l <

ze€R™ yeY reR™, yeY
< hky + h? (C +2hCY) kx| +20*Ciky < S,

kur konstante S; = hky+h2 (C + 2hC?) k+2h2C,k,. Un, visbeidzot,
1

varam uzrakstit:

| Db(2)|| < ks + Ck|z| + Sik |z +

+5 ([C +1] klz| + k1) < So.
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kur S;— kada pozitiva konstante.
Tagad apréekinasim atvasinajumu %D {tr [A(z)DVv(2)]} :

—D{tr [A(z) DV ()]} = Y [D*Vu(2)]Fi(z,y) L Fi(z,y)pe(y)+

yeY

+ Y [DVv(2)|DFi(z.y) ILFi(z, y) i (y)+

yeY

+ Y [DVu(2)|Fi(2.y) D [ILFi (2, y)] p=(y)+

yeY

+ Z [DVv(z)|Fi (2, y) ILFi(z,y) Vi (y)-

yeY
a(z,y)

- Y [D*Vu(z)]gi(z, y) ( 2’y gl(w,y)+f1(~r-y)) pely)—

yeY

- Z [DVv(z)]Dgi(x, y) (

yeY

a(z,y)
9

-

gz, y)+ fl(.r-y)) Pl )=

= 2_[DVu(2)]gi(.y) (%Va(x..y)gl(»veyn
yeY Z

a(x,y)
D)

+ Dg\(z,y) + Dfi(z, y)) Pk} —

=X ([DVU(I?)]QJ(I-y) , a(g'y)gl(x,y) + fx(x,y)) Vi (y).

yeY

Lietosim Sadu novertéjumu:
|D [ Fy(x. )| < (hky +h2C, k|.c|) < S

Tad varam novéertét normu H%D {tr [A(x)DVv(z }”

b

<kl PR |zP (h4+ 1)+ k2P bk |2 (R 4+ 1) +
+k|z|P 7k |2| So + Ck |22 K2 |z)? (h+1) < S|P~

kadai pozitivai konstantei Sj.

[A(z)DVu(x }H
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legiisim funkcijas H(z,y) atvasindjumu:

DH(z,y) = DVuyy(z) ((D (I Fi(z,y)]) Fi(z,y)+

+Fy(z.y) +a(z.y) Y gi(z.y) (DM Fi(2.2)]) px(y. ) )+
z€Y

+9u (@) (D* (L Fi(z.y)]) Fi(@.y) + (DULFi(2.9)]) DFi(x.y)+

+DFy(z,y) + Va(z,y) Y gi(x,y) (D[ Fi(z.2)]) po(y.2) +
z€Y

+a(z,y) Y {Dgi(z,y) (D[ Fi(x,2)]) +

€Y

+g1(2.y) (D*[ILFi(x,2)]) } paly. 2) +

+a(e,y) 3 01(2.y) (D [ILFi(2.2)]) Vpa(y: )} +

€Y
+[D*Vvo(z)]Fi(z, y) T Fi(z.y)+
+[DVvy(z)|DF\(z,y) I Fi(z.y)+
+[DVvy(zx)]|Fy(z.y) DI F] (z,y)+

a(z,y)

_[D‘Z’Vvo(.r)]gl(;r,y) ( 5 gl(x.y)+f1(r.y))_.

~[DVv(z)]Dgi(z, y) (a(z.y)gl(x‘y) + f1(-1'~y)) -

~[DVu(a)lgi(z.y) (3Va(e v)ou(z v+

1O o o 8 4 Dfl(x.y)) -

ST atvasindjuma normu novertésim:
IDH ()|l < k |2P~* (2K |2] So + K |z]) + k |2~ (k |2] S+
+k189 + kg + +C150k l.l" + k150 + Slk |.L'| + CISOk |.L|)+
+k )PP R | (R + 1) + K 2P k|| (A1) +
k|22 kx| So+ k |z 2 k|z| ky < Sy|zPt.
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Visbeidzot, varam parrakstit (3.54) forma

IDF(z,y)ll < Se |2~ +Ss [~ +Sy 2P < (S2+ S5+ S) |27

Tad ||Vua(z,y)|| no (3.52) var novertet sadi:
IVoa(z,y)l| < b ((S2+ S5+ Sa) [z~ + Cumg [2 ) < my o™

kur my = SQ + S‘} + 54 +Clm.3.
No formulam (3.47), (3.50) un (3.51) ieglistam prasito (3.49). O

Lemma 3.2.2. Piegpemsim, ka funkcijav(x,y) ir funkcionalis no Lem-
mas 3.2.1.
Tad

(L(c)v) (2.y) = (Lovo) (z) + 7(2. y.2), (3.55)

Ir (z,y,¢)| < m(g) |z|? (3.56)

un l_iﬂ;l m(g) =0 visiem x € [ »» Y €Y, kur operatori L(z) un L, tika
nodefinéti 3.1.nodala.

Pieradijums. Ta ka funkcijas v(z,y) veids ir tads pats ka Lemma

3.1.5, varam izmantot tas rezultatus. No tiem izriet, ka funkcijai

v(r,y) infinitezimalo operatoru L(s)v var uzrakstit forma (3.59).

Novertesim tagad atlikumu r(z,y,) no formulas (3.53), izmantjot
3.1.2 paragrafa Lemmu rezultatus:

T(I,y,f) = rle('rvy) ¥ r2s(£* y) +T3€(I:~y)7

kur ry.(x,y) no Lemmas 3.1.1, r9.(x.y) no Lemmas 3.1.2 un r3.(x.y)
no Lemmas 3.1.3.

rie(z.y) = (Vua(z,y), fi(z,y))+
+za(z,y) Y (Vva(, 2), 1(2,y)) pe(y, 2)+

z€Y
+2a .ryzf'\mm s(sg1(.y) + galz. ), 2) -

€Y

—Vuy(z, 2). g1z, ¥))ds pa(y, 2) + +*(Vva(z, y), folx. y))+
1

+z*a(z, y) Z_/(W(HS(fgl(Ly)+:‘292(1:-y))sz)-gz(r-y))d-f p=(y. 2)
0
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No novertéjuma

<

Vvs(2 + (g1, y) + £°95(2, 9)), 2)

p—1
< my ]I+3(591(15e3!)+€292(1-‘1y))‘ <

< my (14 2k) |z~

seko, ka |
Irls(xvy)l S EMs l;l.‘lp

kadai pozitivai konstantei ms, visiem s € [0,1] un = € (0,1).

11
raeley) = oz, ffs DVU .1:+ts (;‘gl(x.y)+€292(x.y))) —
0 0

—DVuy(x)] (g1(x.y) + 292(. y)) , g1(x. y) + cg2(x. y)) ds dt.
No nevienadibas

{(DVUU) (1: + ts (egl(:c, y) + &2 ga(z, y)))‘ <

3 - a o

z+ts (cqi(z,y) + (0 y)) [ <k (1L+2k) o,
kura izpildas visiem s,t € [0,1] un £ € (0,1), seko noveértejums
a1 (2, y)| < mg |z

kadai pozitivai konstantei mg. Bez tam no attélojuma DVu,(x) ne-

partrauktibas attieciba uz r seko: I}gl raie(x,y) = 0 visiem x €
R", yeY.
a('.v
rane(z,y) = =2 (DY uo(@)]ga (2. y), 01 (2,9) +

+([DVvo (2)]g1(2,y), 92(x.y)) } +

#2289 1DV (@) 2. y). g2(.9)

T2 (2, y)| < 2¢ 73 2|z |p+v2 zkk 2P

Tad
|7‘25(I-y)| ot |'r21:.(;r.y)| . |"22s(£?y)| < my |£|P
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pozitivai konstantei ms.

+2202(2,y)). 7). g2(2.y) ) ds pa(y. 2)+
1
+a(z.y))y f([Vv](r + s(egi(x, y)+
zeY |
+22g2(2.9)). 2) = Vei(2.2)]. g1 (2.9) ) ds pa(y. 2).
No nevienadibas

&

}Vul(r + s(cq1(z,y) + 2ga(z, y)), 2)

P < mg (14 26) o™

<ma |+ s(eqi(2,y) + < ga(2,y))
seko novertéjums
’ng(l:,y)l S ms l'rlp

pozitivai konstantei mg. Ir viegli redzet, ka
I (z.y.)| < m(e) |af?

un l_ir(rll m(z) =0 visiem x € U,, y € Y. Lemma ir pieradita. O

Definicija 2. Vienadojuma (3.36) trivialo atrisinajumu sauksim par
eksponenciali p-stabilu kadam p > 0, ja eksisté tadas konstantes
M >0,y >0unp >0, ka katram ¢ € R” un t > 0 izpildas
E|Z(8)f < Me™ |z?.

Teoréma 3.2.1. Piepemsim, ka vienadojuma (3.36) trivialais atrisi-
najums ir eksponenciali p-stabils ar kadu p;0. Tad eksisté tads
gp > 0, ka visiem = € (0,29) sistémas (3.1)-(3.2) atrisinajums x(t)
ir asimptotiski lokali stabils péc varbitibas.
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Pieradijums. Stohastiskajam diferencialvienadojumam (3.36) var
izveidot Lapunova funkcionali forma:

T
wl(z) = [ B30 dt.
0

kur Z(t)—vienadojuma (3.36) atrisindjums. Saskapi ar Hasjminska
rezultatiem ([33]). pietiekosi lielam T ir speka novert&jumi (3.47).
(3.48). un var uzrakstit:

(Lgve) () < —c3 |z)”. (3.57)

Stabilitates pétiSanai 1zmantosim Lapunova funkcionali no Lem-
mas 3.2.1. No novertéjumiem (3.33) un {3.56) seko, ka eksisté tads
pietiekosi mazs =g, ka

(L()e) (2. y) < ~ms |of (3.58)
visiem x € U,, y € Y.z € (0.50) un kadai pozitivai konstantei m-,
Lietojot {3.49). varam parrakstit (3.38) forma:

My

L(=)e(z.y) < -

v(r.y). (3.39)

ms

Tagad. ievietojot operatora £{z)v(x.y) novertejumu (3.39) Dinkina
formula "apstadinatiem” laika momentiem (2.33). leglistam:

. (1)
- TIB., [ vla(s).y(s)) ds,

2 0

E. v (z(r,(t)). y(7,(t))) < vlz, y)

kur 7,(t) = min{7.t}. 7, =inf{t > 0: [¢(t)| > p} (pirmais laika
moments, kad x(t) iziet no lodes |z] < p). No §is nevienadibas izriet.

ka
Ex.yU ('L(Tﬂ(t))y(rp(t))) S U(Iw y)

Tagad apskatisim "apstadindto” procesu I. kuru iegustam, ap-
stadinot procesu r(¢) pirmaja laika momenta r, parejot p robezu:

= _ . (t) t< Tp
(t) = { i(rp) t> 1, |x(r)] =p

Apréekinasim varbiitibu P (Sup |c(t)]| > p) :
>0
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2

P (SUP |z(t)] > p) <P (sup |2(t)| = p) &5 (sup Z(t)]* > E—) < (%)
t>0 >0 >0 4

Ta ka lidz izejai no lodes U, = {|z| < p} ir speka novértéjumi (3.49)

un (3.59), tad process v (Z(t),y(t)) ir supermartingals un meés varam

pielietot supermartingalu nevienadibu:

1 p? 4 dmg ,
<P v (Z(L),ylt)) > — 1 £ N, ) = 4
(%) < (ngﬁ) s (2(t). y(t)) 4) < m5p2‘(‘1 y) < - ||

So varbiitibu var padarit péc patikas mazu, izvéloties sakotnéjos da-
tus z(0) = z. Tatad meés esam pieradijusi procesa r(t) stabilitati pec
varbiitibas.t.1i.,

lim P (sup lz(2)| > 5) =0
|z|—0 >0
visiem 0 > 0.

Tagad ir japierada, ka visi atrisinajumi. kuri neiziet no U, tiecas
uz 0, ja t = oo. No (3.39) tiesi seko, ka

my

d me
(2rco)anse  am

Lietojot Dinkina formulu, varam uzrakstit visiem x € U,, y € Y un
visiemt 2> s > 0:

E., {e™ " o(a(r, (1), y(r(0) | =

= B, {5 u(a(7,(5). y(n () } +

Tplt) ;
+Es 5 / {(é% -+ ﬁ(:‘)) e:_;"t.'(,r(u).y(u))} du <
To(s)
7p(8) 9 o
<v(e.y) +E., [ {(%w(s)) eﬁ“vmu),y(un} du <
0
< v(a.y) < ms |l . (3.61)

Tatad més esam pieradijusi, ka process

m-~

¢(t) = em ™ Wu(x(r, (1)), y(, (1))
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ir F'-saskanots supermartingals ta, ka visiem x € U,, y € Y un
t > s > 0 izpildas nevienadiba:

my

Bey {7 O0(a(7,(0), y(r (1)) /F* } <

£ Bag {e:"l_gr"[s)u(.r(Tp(s)),y(Tp(s)))} .

Aprékinasim varbiutibu:

Ps (sup btEl] > 8, 7= 'x) = Py (sup ()] > 8%, 7, = x.) <

t>s

% Pus (sup e;?-tu(.r(t).y(t_)) > ems°§%ms, = x-) <
t>s

Z Py (sup e (). " LrAl) ) gLt )a > eﬁ‘s()‘zl}l, T = ’:c) <

t>s

< Pt,y (Sup E%Tp(t)v(l’(rp(f)),y(’f‘p(t))) b g 6%552]’”5) % (**)
128

Ta ki ems ™ v(z(1,(t)), y(7,(t))) ir pozitivs supermartingals, varam
pielietot supermartingalu nevienadibu. Tad

Lietojot (3.61), varam uzrakstit

P, leuplell)| Zdn=w] < 6 s ol — 0, ja s = oc.
.m_502

visiem y €Y, |z[<1unce€/(0,z5) (pietiekosi mazam 24 > 0).

Tadejadi mes ieguvam sadu rezultatu visi sistemas (1.6)-(1.7)
atrisinajumi, kuri neiziet no lodes |z| < p < 1, eksponenciali tiecas
uz nulli.

No atrisinajumu z(¢) stabilitates péc varbtitibas un no ta. ka
atrisinajumi, kuri nav izgajusi arpus lodes U,, eksponenciali tiecas
uz nulli, var secinat, ka atrisinajumi x(t) ir asimptotiski lokali stabili
péc varbitibas. Teoréma pieradita. O
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