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Топологические пространства и их отображения, Р и г а , 1979 

УДК 513 ,83 

НЕКОТОРЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ РАМСЕЯ 
Ю.Х.Ерегман, А.П.Шостаи 

ЛГУ им.П.Стучки 

Известная комбинаторная теорема Рамсея утверждает, в ч а с т 
ности , что для каждого множеств V»* найд"тся такое множест
во щт , всякое представление которого ч виде 
обладает те:л свойством, что либо »м с % , либо & с % » 
здесь через мы обозначаем множество всевозможных с о ч е т а 
ний из данных р элементов по / [б] . Несколько лет тому 
назад чешские математики Пелант Я . , Нешетшил Я. и Рёдл Ф. сфор
мулировали проблему*, которую естественно рассматривать как то 
пологический аналог теоремы Рамсея [ 5 ] . Приведем один из в о з 
можных вариантов этой проблемы: 

Можно ли по данному топологическому пространству X найти 
такое топологическое пространство У , для каждого представ
ления которого в виде У* Ч4 У У* пространство X гомесчорфно 
подмножеству либо в % , либо в % 

В классе всех топологических пространств эта задача была 
вскоре же решена самими авторами 1Ъ1 : несложная конструкций 
позволяет сопоставить для каждого пространства X пространстве 

У с указакньми выше свойствами. К сожалению, пенгллеиое при 
этом пространство У не является хаусдорфовым (а только ^ I 
даже в том случае , когда в качестве X берется замкнутый о т р е 
зок [ 0 , 1 ) . Таким образом, естественно возникает вопрос о 
возможности построения достаточно "хорошего" (хауедорфова,впол
не регулярного или даже метрического) пространства У л случае, 
если само X было "хорошим". 

Немногие известные нам положительные результаты в этом н а 
правлении приведены в [ 1] . Там доказано , например, что если 

X - счетное регулярное пространство, без изолированных точек, 
то в качестве У можно взять само пространство А 

^ернче, даже цикл проблем. 
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В данной заметке приведен ряд отрицательных результатов, 
полученных нами в этом направлении. 

Здеоь доказано, например, что каждое метрическое простран
ство У веса меньшего, чем • - ^ . ^ ( Л1 с .«; обозначает пер
вый иррегулярный кардинал, больший, чем континуум), м о - . | 
жет быть представлено в виде объединения двух таких своих под
множеств, ни однс ив которых не содержит канторов дисконтинуум, 
а следовательно, и отрезов. (Следствия 2 и 3 теоремы 3 ) . Основ
ным методом доказательства этого и ряда других аналогичных р е 
зультатов является рассмотрение конструкции произведения 
отрезков (Теорема 3 ) . 

В предположений обобщелной континуум-гипотезы ОСИ мы по
кажем, что если плотность пространства X меньше его мощ
ности, то каждое хаусдорфово равноиощное с X пространство У 
может быть представлено в виде объединения двух не содержащих 

X подпространств % и % (Теорема 1)} при этом в слу
ч а е , когда Х-$*° или X' I , предполагать н е тре
буется. 

В дальнейшем вое рассматриваемые пространств? предполагают
ся хаусдорфовымя! О обозначает диснретное двоеточие { 0 , 1 } , 

I - замкнутый отреэок вещественной прямой [ 0 , 1 ] ; / / -
дискретное пространство натуральных чисел; ^ - вещественная 
прямая. 
. Для обовначения плотности, мощности и веса пространства 

используем, соответственно, символы .№), IX!, ъг(Х}. 
Начальное порядковое число, соответствующее мощности кон

тинуума, нам будет удобно записывать в виде ; соответствен
но этому для записи самой мощности континуума мы будем исполь
зовать наряду с С символ Л г* . Порядковое число, соответ
ствующее первой иррегулярной мощности, превосходящей 
континуум, получает при этом запись , а его мощность 
- Лг г . Л . 

Определение 1. Будем говорить, что пространство У является 

Основные из результатов этой заметки были впервые 
сформулированы в [' 2] . 
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Рамееевским пространством для пространства X. если для каж
дого представления У ъ виде объединения двух подмножеств 
У = Уд!/ У>, пространство X гомеоморфно вкладывается либо в 
Ут, либо 1 

1-е труда о убедиться в справедливости следующих двух ут
верждений: 

Предложение I . Если У не является рамееевским простран
ством для X и X с X' , то У не является рамееевским и для X'. 

Предложение ^ . Зсли У не .является рамсеезским для прс-
сгракс: а X, то и икка»ое его г одпространство У' с У не яв
ляется Рамееевским для X, 

Тео^вт^а I (ФСК 3 . Если а((Х) < Щ то ни одно про
странство У, мощность которого равна мощности X, не может 
являться пространством Рамсея для X. 

Доказательство. Обозначим через Н («Н(Х,У) ) ?яокзство 
всех подпространств ?<• У, которые гомеоморфнн пространству 
--, и аркйкв.й) что | Н 1 * | Х 1 , Пусть *Г- всюду плотное под
множество пространства X, мощность которого равна ^ ( Х ) . 
Ясно, что мощность множества Н не больше мощности множества 
всевозможных гомеоморфных вложений {к •. X— у} . Поскольку 
пространство У хаусдорфово, два непрерывных отображения 
равны тогда и только тогда, когда совпадают их сужения на 
всюду плотном подмножестве л . Поэтому имеет место пеггочка 
неравенств: Ш<\{к: Х-У)1 = Ж * Ц Т 1 = №Г*Л 
Далее, известно, что для каждого ^аусдорфового пространства 
X имеет место неравенство \11<22 ( с м . , напр . , [4] ) . 
Отсюда, учитывая предположенное неравенство |Х1>в((Х) и 
обобщенную континуум гипотезу, получаем, что)хД^) - | Х( а, 
следовательно, кглее'т место доказываемое неравенство |М!-<|)& 

Занумеруем множества, входящие в семейство Н, всеми трано-
финитвымя числами,'меньшими , где - начальное трансфи
нитное чг.сло мощности |Х| . (Тем самым мы задали на Н мини-
малныЯ полный порядок.) П<- трансфинитной индукции построим 
такие множества У*= { у Г " • • < < } с У и у*- (у?:*<^)с У 
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что каждое множеотво^ не оемейотва Н пересекается как 
о Уй , тли я о % . Н а первом шаге индукции в качестве 

у/ выбираем провевоаьнув точжу «в // , а в качестве уг* 
- прояввояьную точжу яв Р1 , откачнув о» / / . Предполо
жим, что для каждого уэ^«< выбраны точки / /* • # и 

•в $ » причем таким обревом, что у/*1 для всех 
. Раоемотрим множеотяо /?« & Я Чау?^«)ч{*?:/><4). 

Поокольку / # / < <Х/=/й/ • множество / / минимально упорядо
чено, те / # « / ~ / & / , а , следовательно, з качестве ^ мо
жем выбрать премевольную точку вв Л , в в качестве / / -
провевояьнув точку в» етоге ав мнокеотва, отлнчнув от у / . 
Продолжая его построение, по индукции, получим два дявъшктных 
множества У*= {у/ • * < } в Ул * { у," .• *. < ы е } , обладающих 
тем свойством, что каждое множестве Р , гомеоморфаое X , 
пересекается как о % , так в о . Для того, чтобы 
завершить наае докаватвльотво, достаточно половить %* У/ 
в У, = !4* I / /У > « П в ванетять, что У, С/У, г У 
я каждое подпространство в . У , гомеоморфное X , пересекает-
оя как о Ух , так я о % . Существов яле талях подмно-
жеотв !/| в ч

4 я докалывает, что пространство У не яв
ляется раисеовокжш для X 

Следствие. Ни одно пространство мощности континуума не 
явхяетоя рамсеевсквм для Ю,1] илв для канторова днскон-
тянуума 

Замечание. Аксиома 6? СИ , использованная в докааа-
теяьотве теоремы, может бнтъ ослаблена; мы, однако, не бу
дем приводить такого варианта теоремы. 

В дальнейшем нам потребуется тахае следующая (возможно 
известная) лемма: 

Лемма 1 . Еслв А - подмножество канторова дисконтинуу
ма в \А\*С , то его дополнение Ц*Ег*^4 содержит г о 
не оморфкыя образ 

Докааатедьетв о, Пусть К' - подмножество всех таких то
чек ве К , каждая вв которых входят в К вместе со своим 

б"-пров8ведением. Нетрудно заметить, что /К'1=с . Бее 
ограничения общности можем считать, что точка Хо~ 
ш{0,С,...,0, • •){{( .(Этого всегда г можно добиться, рассмотрев гомео-
морфввм пространства на с е б я ) . 
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Рассмотрим отображение, сопоотавляющее кавдой точке хе0 
множество Ех( Л/ ' , образованное номерами координат точ
ки х , каждая ив которых равна 1 . Тогда множеству К 
будет соответствовать множество Хс**р& такое, что 

|ехрАЛ1Г|<: с. 
Докажем, что найдется такое счетное множество , 

каждое подьможеотво юторого принадлежит / . Заметим преж
де всего, что любое конечное подмножество РСА/ принадлежит 

X , поскольку конечным подмножеством в N соответству
ют точки (Г-произведения, содержащего 

Рассмотрим некоторую почти дивъвннтную систему счетных 
подмножестг ив А , мощность которой равна С . (Система 
множеств € называется почти дизъюнктной, воли пересечение 
любых двух входящих в нее множеств не более, чем „онвчно; 
существование такой системы мощности С следует вв,17] ) . 
Пересечение ХП 9 обозначим 6, 

Если бы множества Р о указанными выше свойствами не 
существовало, то для каждого В( (? мн могли бы указать 
такое счетное множеотво СсВ , которое не принадлежит 

X , а следовательно,и 6 .Из почти ди'зъюнитности системы 
(? следует, что попарное пересечение определённых таким 

образом различных множеств С конечно. Таким образом, мы 
построили взаимно однозначное отображение —««уЛ^Ж 
определяемое равенством у>( В)~ С . Но зто противо
речит тому, что В \**рМ\3\1С 4 из подучен
ного противоречия следует, что существует очетное множеотво 

Р , каждое счетное подмножество которого принадлежит 
X . Поскольку, с другой стороны, Как показали, X содерг-

гат и все конечные подмножества не N , включение 
шрРсХ доказано. 

Нетрудно теперь заметить, что множеотво точек из 
К' , соответствующих &рр у гомеоморфяо & ' , что 

и завершает доказательство леммы. 
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"7 Э ' 
Теорема 2 . Пуоть г, и сг - подинохеотва простран

ства X, 1X1' С , каждое вв которых не содержит канто
ров дисконтинуум 0 ' , Тогда пространство X может 
быть представлено в виде X"* % У^г таким обравом, 
что 2, с , 21 с- Уг и при етом нв $ , ни у, 
не содержат канторов дисконтинуум. 

Доказательство, Обовначим I' 2^ ^ 4 и ааметим, что 
бев ограничения общноотк можем считать множеотва ^ и Шл 

дизъюнктными. 
Пусть К- - оемейотво вовх подмножеств Р с X , каж

дое иа которых гомеоморфно О , в пересечение которых 
о 2 не содержит канторов дисконтинуум. Подобно тому, 
как в доказательстве теоремы 1, убеждаемся в том, что 

/ # / < С ; на етот равг мы не должны предполагать конти-
нуум-гнпотеау, ибо 10*°/ * с т С . . Занумеруем 
вое множеотва, входящие в семейство Л , порядковыми чио
лами, меньшими наименьшего ординала ь>с , соответствую
щего мощности континуум. По транофинитной индукции построим 
такие множеотва ш » * > * V и « 4 5 * * » 
что каждое ив оемейотва X пересекается как о У̂  , так 
• в !(* и при етом У / П 1 ^ 0, Ч*П I, = 

В качестве у / берем произвольную точку из ^ х 2г,, а 
в качестве у / - произвольную точку и в Р1'1^1 , отлич
ную от / / . Предположим, что для всех ординалов у* , 
меньших •< (*<ь>е), выбраны точки у/* ив \2г_ и & л 

ив (/ь^?! , причем таким образом, что у/1' 
для всех .А,_Д < °< • 

Покажем, что множеотва К* * У 3 ^ ) и Я* = 
ш.{Ц^^Ъ(У^^<}нш пуоты. Для этого прежде всего заметим, 

что \Р^11]=С . В оамом деле, если \Р*^^1_}<С , то , 
в силу леммы I", Ра,^21 оодержит канторов дисконтинуум 
(ведь & гомеоморфно О ) , а это противоречит опре
делению семейства X 
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Поскольку множество / {у^* :;1<*)]< с (свойство минимального 
порядка), отсюда следует, что Я< - (Р*» 22 ^ у / * ' , ч ' < ) имеет 
мощность континуум к9'-ледовательно не пусто. Совершенно > 
аналогично показываем, что и множество Р* имеет попг'ость 
контгнуум 

В виду того, что множества к* и континуальны, в ка
честве у* можем выбрать произвольную точку из #* , а в 
качестве у / - произвольную точку из , отличную от у* . 
Продолжая это построение по индукции, получ.-м два дизъюн
ктных множества У * Г. У* , обладающие тем свойством,что 
каждое гомеог.юрфгое кантсрову „""С-континууму подмножество в X 
пересекается как с У* , так и с , к при этом у,*Л? 4 =<!, 

= Для завершения доказательства теоремы достаточно 
положить у( = у* VI, и у" = у ч у г . Нетрудно заметить, что 
определенные так множества У^ и У2 к являются искомыми. 
Теорема доказана. 

3 дальнейшем нам неоднократно придется воспользоваться 
понятием 2 -произведения. Напомним его определение. 

Определение 2» 13] . Пусть { Е а ; а ( А ) - семейство токо
логических пространств • Е = •' - вх произведе
ние . .'вберем точку е ° = ( е ° ) * Е и рассмотрим подмножество 

з Е, состоящее из точек е произведения Е , •отлича-
Ь Й Й Х С Я от точки е ° не более, чем на счетном числе координат. 
Это прост:анство 2е° называется ^-произведением семейства 
пространств {Е а : ае А | ' , а точка е° - его базисной точ
кой. 

Мы будем интересоваться случаем, когда все пространства 
У., являются единичными отрезками вещественной прямой;.* 
этом случае, как легко видеть, ^ -произведения ^ег 

для различных базисных точек е^ и е^ гомеоморфны между собой. 
Поэтому в качестве базисной точки мы можем всегда выбрать 
точку 0 в {(0^) : а * А ^ ; ^ -произведение в этом случае 
полностью огг; оделяется числом сомножителей в произведении. 
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Нам будет удобно записывать тихоновский куб в виде Г 9 = 
= П (I), :ЛйЩ)1 где а - ординал, а Т(а) - множество всех 
ордкчалов, меньших, чем а . ^ - п р о и з в е д е н и е в зтом случае 
моает быть записано в виде $Г= (х= (*>)е 1а * < а > О 
для всех, кроме ^четного числа индексов . Кроме того, 
для рааличных А * Г/а) Н а м потребуется рассматривать подмнсн 
жества^л* ^ - п р о и з в е д е н и я определяемые равенством 

^а*= 2*П п<*> ' А * Т / ^ , г Де Хх*1х при ' \б\; Х> = / 0 ^ 
при > « Т Г ^ \ А } . 

Теперь мы можем сформулировать и доказать следующие две 
леммы, на которых основываются главные результаты работы. 

Лемма 2 . 2 - произведение 2 имеет мощность контквуум. 
Доказательство. Ясно, что 2 :ЛсТ(и),), 

Поскольку мощность каждого %х , очевидно, континуум и раз
личных счетных подмножеств А в I 1 * - также континуум, то \2'л'\= 
о с . с = с . 

Демма 3 . Предположим, что для данного начального ордина
ла <**г выполнены следующие два условия: ^ 

Г) %, не является-рамсеевскиы для О • 
2) Если А*06\ Д|с7М-; для всех ]еА/ ) , где ни одно 

к' , В ; не содержит 0 * ' и к'п В ' = 0 .( ) , то и 2 Ы х 

представимо в виде объединения двух дизъюнктных^не содержащих 
О"1* подмножеств А и В,таких, что ' у к с а и у В у с в: 

Тогда:^ 
I ' ) 2 1 " не является рамсеевокии для О ' • 
2*) Если 2^% А ; и В ' ( А / ^ / / ^ д л я всех / < ^ ) , где ни 

одно А1* и В' не содержит С ' ТА к' ^ В ' = 0 ( ^;>Л' ) , 
то и ^ представимо в виде объединения двух дивъюнкт-
ных^не содержащих Vй подмножеств А и В, таких, что у А1 с- А 
и УЪ' с в . 

Ф Напомним, что через и)с мы обозначаем начальный ордпнал., 
соответствующий мощности континуум с . 
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Доказательство Леммы 3 . 
Заметим, прежде всего, что : ^г < 5 *<*><сн) 

Предположим, что для каждого *<< 5 построены множества Аг, и 
В а такие, что 2 " а = А а V В и ни А& > ни В & ке „одержат кан
торова дисконтинуума #)'х* , причем А а , с А а и 3 с в а при 
а ' < а . Построим множества А$ к В$ таким образом, что 
А 5 О 3 5 = , А а

 с А ? , В а с В,для каждого а $ и нк 
А^ , ни В$ не содержат канторов дисконтинуум О*'. Рассмот
рим три возможные ситуации: I) 5 не предельный, т . е . ^ = 
= а + I для некоторого а* 2) 5 предельный к с^ ({) = и;. ; 
3) 5 предельнчй и с{($)>ь->0-

В-случаях | = а + I и с | ( ( ) =14, существование подмно
жеств А | и % с требуемыми свойствами следует из условия 
2) ввиду гомеоморфности пространств 2** ж 2* . 

Предположим теперь, что с^ ( 5 ) > и ) ° . Поскольку в этом 
случае, очевидно, =1>{2":а<!}1 определим А^ и В$ ра
венствами А$ = С / А ' а < 5 } и 3 ^ 1/{3,-, • ' а . Легко видеть, 
что ни А^ , нк .В^ не содержат канторова дисконтинуума. В 
самом деле, если бы 0 'сА^ > то можно найти такой ординал 
а< ь , что тот же самый канторов дисконтинуум содержится 

и в ^ , а следовательно и в А а , что противоречит пред
положению. » 

Поскольку 2 н=и(^%:и^4^,лН'^ для завершения доказательства 
свойства I ' ) нам достаточно положить А = '- ̂ г* 5 < 
и В = и С 6 5 ' ыг4$<и)г„] . Переходим к доказательству условия 
^ ' ) -

Предположим, что в 2 задана последовательность под
пространств , 1(А/ , каждое из которых представлено в 
виде объединения 2л'= А' V В1, где ни А' , ни В' не 
содержат копии канторова дисконтинуума V , и при этом 
А'1 '1 В1 = ^ ( '-у с А7 ) . Для каждого а <• ^ 0 1 рассмотрим 
множества А к = А'п2л, В^ = ъ'п^л . 

Предположим, что для каждого &<$ построены такие дизъюнк
тные множества А а и З а , не содержащие /'** , что А * о В в 

= 0 , А а ' с А», В а ' ^ В„при и А к с А „ , 3 1 ^ 3» для всех 
/сА'' . Покажем, что существуют такие дизъюнктные множе-



ства А $ 1 В} , не содержащие О , объединения которых 
равно 2} и такие, что А» с Аг , В л с , к\ с. А , , 
В ;

$ с В } для всех & <% и всех у ^ А ' 
В случае, когда / - а * » или с / (3) = и*. существование та

ких множеств следует из 2 ) . В случае с / ( 5 ) > ^ о мы снова 
можем определить множестза А 4 и В^ равенствами к; = 

•• «<5|, В { =0{В» в<5} . Для завершения доказательства 
леммы нам остается положить А = 1 /М' й И<ч.|и В = 1^б } Ч*^ . 
Легко видеть, что определенные таким путем множества А и В-
удовлетворягот услов.л) 2 ' ) леммы. 

Воспользовавшись леммой 2 , теоремой 2 и леммой 3 непо
средственно убеждаемся в справедливости следующего утвержде

ния: 
Теорема 3 . ^ -произведение отрезков в числе,меньшем чел.; 
'V,.*!, не является рамсеевским для канторова дисконтинуума 

О"' . 
Для того, чтобы из теоремы 3 вывести следствия, представля

ющие, по-видимому, наибольший интерес, нам придется восполь
зоваться следующей леммой: 

Лемма 4 . Каждое метрическое пространство X веса с гомео-
моршно подмножеству некоторого ^ - п р о и з в е д е н и я отг.езков I 
в чиелт, не превосходящим Т . 

Доказательство этой, по-видимому известной, леммы мы 
опускаем; в случае необходимости оно легко может быть восста
новлено читателем. 

Из теоремы 3 , леммы 4 и предложения 2 получаем 
Следствие I . Никакое метрическое пространство веса меньше

го, чем не является рамсеевским для Р 
Вспоминая, что каждое полное метрическое пространство без 

изолированных точек содержит подмножество, гомеоморуное 
и воспользовавшись теоремой 3 и предложением^! получаем } 

Следствие 2.. 2 -произведение отрезков в числе, ивньяеп 
чем . А ^ н е является рамсеевеним ни для какого полного метри
ческого пространства без изолированных точек. 

Отсюда, учитывая лемму 3 и предложение 2 , выводим 
Следствие 3 . Никакое метрическое пространство весь , мень

шего чэм >Т««* , не" .является рамсеевским пи для одного полного 
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метрического пространства без изолированных точек. 
В заключение мы сформулируем несколько вопросов, ответ 

на которые до сих пор нам не удалось найти. 
1. Будет ли ^-произведение отрез/.ов в достаточно большом 

числе рамсеевским для 01° ? В частности, существует ли 
пространство, рамсебвоное д л я ^ ' ( д д я / )в классе всех метри
ческих пространств? 

2 . Является ли I е рамсеевским пространством для канторо
ва дисконтинуума? Для отрезка? 

3 . Существует ли пространство, рамсеевское для # " ( д л я ! ) 
в классе всех вполне регулярных пространств? В классе всех 
хаусдорсТювых пространств? 

4 . Может ли счетное произведение пространств У , каждое 
из которых не является рамсеевским для X (X = С *? X = Г. ) , 
оказаться рамсеевским для X? Нам не известен ответ на этот 
вопрос даже в таком частном случае, когда все рассматрива
емые пространства У являются метрический веса , меньшего 
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Топологические пространства и их отображения- Рига, 1979.-

УДК 513.88 
О РАСТВОРЕ 1ЕВДУ МНОЖЕСТВАМИ И ТЕОРЕМАХ 

УСТОЙЧИВОСТИ В ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
Е.Л.Вейлер 

ЛГУ им. П.Стучкв 
В статье распространяется понятие раствора 6 ( см . ,на 

пример, С 33 ) и нелинейного аналога раствора у работы [1] 
на случай произвольных множеств в локально выпуклых прост
ранствах (ЛВЩ. 

Ивучается устойичвость ограниченности и свойства Липшица, 
а также ограниченной и липшицевой обратимости операторов в 
ЛВП. 

В работе обобщаются результаты статьи С1] и некоторые фак
ты, содержащиеся в С2] и [ 3 1 . 

$ 1. Раствор между множествами. 

1 . Обозначения. Пусть (X , Р ) и (У , й ) - локально выпук-
жые пространства над одним и тем же полем К с семействами 
полунорм Р и О. - соответственно (ЛВП). 

В ( х , у ; ^ : я > о 4 ) с Х - * у I э ^ . а - ^ р у ^ а з ё ^ т , * 

Черее обозначим нижнюю грань всевозможных констант 
§2, , удовлетворяющих записанному выше неравенству при 

данном у 0.. 6ЛМ р>а *$ы • В(.а,.Ч)&1А <вл,Ч) • Ь^) 

Через а-Ч" обоеначим нижнюю грань всевозможных констант 
, удовлетворяющих записанному выше неравенству при 

данном а. ои^р ^ • и^Ч)^М«1,> а , Ч) • и ^ * 
Навовем оператор Ас)(-,-ц удовлетворяющим условию 

В случав нормированных пространств X и ^ классы ЬрОс,Ч) 
жЦрОс.Ч) совпадают с множеством всех операторов А • 3><л)? 
X -4 у , удовлетворяющих условию Липшица, причем кон
станты л и а* ^ совпадали с константой Липшица 
оператора ' *А • 
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Липшица, если А ^ир(Х^) . 
Назовем оператор А е^+СХ,^) сжатием, если и^< / У ^ < ? . 
Легко видеть, что Р>СК1Ц}*0 ,ир(Х,Ч)$0 НА х^>у\Ах^е 

^к^^Ь^СК^пир^ч) Уу.а~>Р)}ъ операторы иа В(Х,У) и ир(Х,Ч) 
ограничены и непрерывны соответственно. 

2 . Основные определения. Пусть (Х,Р) - ЛВП, С, X 
- непустые подмножества в X 

Определение 1. Положим: 6(С,,01) - нижняя грань кон
стант -вР1 ^ отображений вида Р-Г , где Р±8&0<,Х) 

Р-О^О, I а Г - тождественное отображение на С, . Число 

$(&,,СХ) Ы&»Ъ*), Шх&}] 
назовем раствором между множествами О, и 6-и . 

Определение 2 . Положим: у (О,, (?_,)- нижняя грань констант 
а р - Г отображений вида р - Г , где Р^ир^СХ, X) к 
р , _^ д , а Г - тождественное отображение на (т) . Число 

наэовем аналогом раствора между множествами С, я (зг , 
Следующие обозначения будут удобны в дальнейшем. 

Пусть 1 „ -» 6 , - тождественное отображение на <7, ;8 0.:С^-'Х 
- отображение ив 8 < ^ / ( Х , У ) ? и -> X - отображение 
из ^ ОС,Х) • * 

Положим , _ 

Тогда ис^&^-^Ъ-^а,,^) 

Тогда , я СС,, О,) 

Теорема 1. Пусть ()(-1Р) - ЛВП. 6 , , - непустые 
множества. 
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Тогда Ту [0,^)10 , С И с а „ , о ь у с а , - У . 
Если Ое&х , то ^ ( С , , ^ ) ^ ,Ъ-(а„аг)-р0 . о < 

Доказательство. Пусть у ^(2 , и 1 й х = ^ - х У**.^ . Тогда 
Р ( / - й / , _ / - а О ' / ^ * ^ ) Ух„хгб6, Уу ' Р - Отсюда Р - 1 Й + 
^ * ^ ^ а ' м * С * Г С , А ) И рГС,, С л ; < / . Оценка у о ' 
непосредственно следует из определений. 

Пусть е«г(?2 й в й * =-х Ух^С, . Тогда, очевидно, р = I 
+• в й ) е ? 4 Г С , , й Л ) ' , б , , ^ ) и ^ С , , ^ ) г У • Оцен:аС ' 
ЬСО^О ) >, о непосредственно следует из определений. 

Следствие 1. Из тяоремы 1 в силу произвольности непустых 
множеств и С г вытекает, что о ^ ф(йрО^) & У и если 

, то о < (Г^с, ,^) < у 
Ниже мы будем полагать, что У < 5 е 2 х 

4(0,0)^0 ;^Са,0)^1 , если С * ( 2 > ; 

Замечание 1. Таким образом, выше мы распространили понятие 
аналога раствора работы Г 1 ] на локально выпуклые простран
ства , а понятие раствора ' с м . , например, С 3 Т , с тр . 251) меж
ду линейными замкнутыми множествами в банаховом пространстве 
на случай произвольных множеств, содержащих » , в локально 
выпуклом пространстве. 

Первое очевидно. Покажем утверждение второе. Пусть М и N 
- линейные замкнутые подмножества банахова пространства X . 
Тогда,из определения функции Ь с помощью оценки (2.3) на 
стр . 251 в С 3 ] ; Уе>о УИеМЭгъг*/ •• н"- ^114 < а и и 
для любого я , удовлетворяющего оценке ( 2 . 3 ) . Отсюда, пола-
г&яВмиУиеМ , получаем, что обобщение раствора не 
превосходит его на той же паре множеств. Обратное получим, 
заметив, что с1м1(.и,,Ы) Щи-Еи.11 -\(Р>ми\\ ^агци11 \/ие# , 
где Р = 1 + 8 я * 5 * й У , М . 

Из определений и теоремы Г непосредственно следует . 
Лемма 1. Пусть (Х,Р) - ЛВП. 6, и Ог - непустые множест

ва из X . Т о г д а \/г>оЗ ; а - р *•* 
Если е « $х , то VI><> Э р * т л со-,, а 2 ) ; 0^* ьса, ,ах) * с 
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3 . Топология. Зададим топологию в пространствах 
Нх-—{С-с)(:ееС) и Iх - всех подмножеотв пространства у. 

Теорема 2 . Пусть (Х,Р) - ЛВП, С,, Ог% Сх е X . Тогда 

Еоли »е01, б1«-С5 , то 

если при этом && , то 

Доказательство. Пуоть , ̂ ' - г Д - ^ х 6 ^ <4 А)> 11,»'^.^ * з ) • 

Тогда г" ~ Ъ°р,,1 = °(Га,Ч.<.}) = т^сСв.^) *-*»*<ОД| 

=1<у^^а«СГй*-1^).Положим ( - > Ц ^ < 2 С 1 А ^ ) . т о г д а 

р с х , - х г ) \/х | ;х А«-(^ \ / р е Р . Отсюда ? г ( б , , ( г г ) в вв прбие-• 
вольности Р,, г ив ^ (&г, Ок) и ив <Ь) следует 

неравенство ( 4 ) . Оценка (5) получается так ке^как оцен
ка (7) ь лемме 2 в С 1 7 .Ьсли одно (или бодееГ йв множеств й,, 
^ , ^ пусто, то оценки (4) и (5) проверяются непосредственно. 

Оценки ( 4 ' ) и ( 5 ' ) получаются аналогично. 
Положим V 6 .62* и 

V ( с . л ^ 1 с *Л'„ •• ? С Д , 6 ) < г Ъ \ 

Теорема 3 . Пусть (Х,Р) - ЛВП. Тогда I * I V - баеа 
некоторых Т О П О Л О Г И Й ? г и 1^ в Х х й -соответственно. 

Доказательство, практически совпадает с доказательством 
теоремы 1 в С1] . 



Теорема 4 . Пуоть ( X , Р) - ЛВП, С1х

уг, ) - топологичес
кое пространство всех подмножеств X с топологией гг^ и Ш^г^) 

- топологическое пространство всех подмножеств ) ( , содер
жащих а- ,о топологией . Тогда пространства СХ*,^) 
и полуметризуемы и 

- семейотва вквивалентных полуметрик в С2.,тг) и (Мх , г - , )соот
ветственно, согласованных с топологиями г^ и соответ
ственно. 

Доказательство. Свойства полуметрики легко проверяются с 
помощью Теоремы 3 , а ва задания полуметрики ^ ( р ^ 1 и 

пологий Тгу ( г ^ ) легко видна их согласованность. 

Теорема 5 . Пуоть р ^ е Я у в *3?^ . Тогда р*^ и 
^ не являются метриками на Я* и на А/х - соответственно. 

Доказательство. Пусть б ^ X - линейное множество и 
х*Т& . По/.эким < ? ~ { г = **у - 7 * 0 ) и < - о > = ' ^ ^ < ? 
Тогда Г = * ^ 1 6 • = 0 • Англогично полу
чаем, что ^сё~г(}) = о . Отсюда ^ ( 6 , 3 " ) = о и 5) = о 
V ^ * «I у при 5 # & 

Далее заметим, что если в банаховом пространстве X для 
линейных множеств вэеоти понятие раствора $ так же, как и для 
подпространотв в СЗТ. , то $(0,5)-О для любого линейного 
множества 6 . То же, очевидно,—и для обобщения раствора и, 
следовательно, =0 ^ ^ ^ * ? 4

 П Р И » вообще гово
р я , а * а • 

Теорема б. Пусть (X , Р) - ЛВП, { Д а :»еС,С=й/.Тогда 
( б ж , ^ ) - метрическое пространство с метрикой • 

Доказательство. Пусть , р с ^ < # . 4 и са^а^ 
Тогда Г С в , / У * ° и » в С И Л У л е м м ы !> V"-**», 3 О- '̂л»*»- с ^ * ; 
рси-1гш)&&рм\/рср,г.е. Ъ щ ^ , и т . к . ,то 
и. * V«-*6 :

> . Отсюда 0< . Но в этих рассуждениях мно
жества и & Г УОЖНО поменять местами. Поэтому <5, Ол и 
полу метрика ^ * ЯЕЛяется метрикой на / е ^ е ^ 
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Замечание 2» Если 0'к , й'е 2,* , п-',...* то 
непосредственно из определений следует, что С(^,С')^р 

О гомеоморфности. 

Теорем" 7 . Пусть СХ,Р) - отделимое ЛЗП» & X ; 
чС6, ,&к)^ / • ^ г » 8 существует <*$ 8 а к о е » 4 , 0 ^ г о ~ 
аеоморфио . 

доказательство. 3 силу левый I существует Р е * ^ , ф т а к о Й , 
что » Р * < . Тогда р ^ х - Р ш ^ ^ а ^ - ^ Ч ^ Ч ^ ? 

Отсюда, если Рх = Р& , го к = > в силу предложения 8 
(о .ЗО в С О ) . и Р - ' * Ц , С Х , Х ) . * ' непрерывен как опера
тор из ирИ,Г) . Для завершения доказательства положки С,=т"Ц1 

Следртвие 2 . Пусть (X,Р) - отделимое ЛВП) С ? , , 6^-непустые 
замкнутые подмножества X ; 9(6, Д } < ? - Тогда Л м , <7, ~*им-вг 

Доказательство. Пусть множество ^ гомеоморфно- С , . 
Тогда Оу-Щ и , в оилу монотонности, ь/мчЦ^* Сле
довательно, из топологической инвариантности. <з1*^ ЛуАлАм*& , 
Неравенство с&»»* б е&>и. ^ получаетоя аналогично. 

5. О двойственнооти. 

Теорема 8, Пусть X - нормированное пространство»б. ,ЛьХ| 
(5, поглощает . Тогда ЬСй^ , Л (

А) в { ( в . , <}д) (где б / * * ' 
- аннулятор множества й{ ) . 

Доказательство. Пусть Р =Гд *-8д Д д ) и ^ < ? ^ . 
Тогда 5. о ^ д у 1 I 

1*г1 & щи еРихн Ук*% (б) 

;озьнем х& Х_С6г, 7 и, т . к . # , .поглощает Я получим, 
что Зл*!Я<./'*6г -. х = х * ' и 1$-*/ = Л[1Ва х' | .Отсюда, 
в силу (6) , / $ х / ^ и * И Н ни Ухе ) и 'по теореме Хана 
-Банаха существует такое линейное непрерывное продолжение 

функционала ^ 1 ^ ) . что Н ?Н = #г Н}(1 
Полонии теперь В ^ ^ ' - - ^ " Ь ^ е й ^ . Тогда «-б^) 4Х=о 

Ух* 6 , , * * ^ ; Р ' = 2 : ^ + 6 ^ - & ссг\ар и . 

Отсюда 5 Н в , , ^ ) 
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Замечание 5. В предыдущей теореме на множество Ц можно 
наложить менее слабое ограничение, а именно: Ух* 
Эл«-#1 (возможно не превосходящее нуля) : к = л к ' . доказа
тельство при этом практически не меняется. 

Покажем, что равенство И&^б*) * Ы(*1 ,<3Ж) при услови
ях теоремы 9 может не иметь неото. 

Пример I . Пуоть X *•' нормированное пространство,хеХ » 
X*© • *1»,х>" , 6^19,2-»} . Т о г д а легко видеть,что 

Теорема 9 . Пуоть X 1 - ЛВП, X - топологическое сопря
женное в Х - - слабая топология в X . й„01^Х. 
В ОС,О бСйцйх)*-* . Тогда М О? . 

Доказательство. Пусть Р д <?д) и Ь <* <\ . Чат-
па * в в х = - * А Г Ух*°» и, если 'рек) = Г*** ^Хс-Х , •"о 

В силу леммы I можно полагать, что лР ' ь Отсюда 
<тг*е Ух*в, , т . е . . О в й , , ^ 

Следствие 3 . Пусть X - ЛВП. 6,, \ с X .В СХ,с-; «Г« |Д^ 
Тогда # , х • . * 

Следствие 4 , Пусть X - ЛВП. (3„ О г ^ X . В ( Х , ^ ^ с в > „ ^ 
Тогда ^ Щ Г Т С * 

Доказательство. Пусть существует ж^^^со,) такое, что 
X.Щ Х-С6Х)г . Тогда в силу следствия I на стр . 50 в Сь~] 
З^б-Х': ^ г , ? ^ С X СОд)) . В силу линейности множества 
и функционала ^ последнее возможно только при ^схса^))-о • 
Отсюда и $ ? , что противоречит следствию 3 . 
Поэтому ЛССД г с ^ Г Г ^ Г . Обратное включение показы
вается аналогично. 

В связи с последним следствием возникает вопрос: суще
ствуют ли в пространстве СХ,^) различные множества с рас
твором,меньшим I? 

* Ъ-(&с) имеет одно и то же замыкание во всех топологиях, 
согласующихся с двойственностью между X и X (предложе
ние 8 стр. 55 в 2 
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Пример 2. Пусть X - ЛВП. х*Х , X Фв> , X , <^/«» 
<^=1«. ,ЯХ> • Тогда легко задеть , что и $Ч<^6,7<У. 

§ 2. Растзор аезду отображениями.. 
Теоремы устойчивости. 

1. Обозначения. Пусть СХГР) и (V, О) - ЛВП над одним 
И тем же полей К 

Ьамечанке 4 . Если / 4 е б Л , У ) , СЧ.О.) - отделано а 
&«- $>(А) , то =. «9 . 

Действительно, если Де/3(Х,4) и , ?оу(Л&)-9 
и т . к . огделино, то из предложения 8 на 

стр . 30 в СЧ] » . 

Непосредственно проверяется, что иножесгве б^СхЗЗ 
и Л ^ Г Х / У З являются линейными про :транствани над полем К 

^ с х , « к ^ 4 ^ =<#л * * м * Ф , с х , ч П -
семейства полуноры в пространствах В^СХ,Ч] и 
- соответственно, причем если отделимо пространство *3 , то 
отделимо и пространство ( / 3 $ Х х , у З , ^п^К^З ' • 

Обозначим через X х У декартово произведение множеств 
X и У . Легко проверяется, что $ = {2^^буо-(р**; 1 *^^ . 

ее,Я*Х*У| Р ' Я ? ' О У ~ с еыейство полунорм на Х » У . 
Замечание 5. Топология в ( Х * 9 , ^ ) оовпадает о топологией 

произведения в X к у . 

2 . Основные определения. Пусть (Х,Р),(%Ч)- ЛВП над од
ним и тем же полем К • ЭКСХ,1^ — (А '• ^СЛ1 -> У } - вно-
кество всех отображений из X в У 

Определение 3. Пусть Д ( , Д г б 7*1 СХ, Ч ) 

у СА.А)1^ ч>сат.), с а д , 
, - график оператора С - г ) • 

--
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Положим СУ^^И'Ъ&а^у) : , Ав^е^ . 

Определение Пусть ^М^/и ОН,4) . Тогда 

ЪСАьАг)^ (Ах)) (8) 

Отметим, что из теорем; I 

Кэ замечания I следует, что здесь распространяются поня
тия раствора ( с м . , например, с . 256 в С 3 ^ ) и аналога рас
твора ( НЦ ) между оттраторами не случай нелинейных 
операторов в локально выпуклых пространствах. 

В оилу творен '4 и 6 в простраястаах Ж&С%;У) и ЗГ/щ/(Х;!/) 
можно ввеоти полуметрики.'/^ и ^ соответственно такие, 
что если А*_,А <• тпк-Щу) *.--%г, ~. , •ГО1РРСАн,*)-*о<Р>? (\*/-*° 
И если А^А еШ^СГ^) лЧг,г,- , Т О ^С'А^А-) -»оФ> ^СА^'А) - о 
и р 4 - является метрикой на множестве 

в ос, у ; - ^а*»**, I ^ З 7 ^ ; ^ • 
Теорема 10. ПУСТЬ С%,Р) ,СЧ,0-) - ЛВП. Тогда: 

.а) если Ач,А^ т.С*,У) , то 

причем Р, - Т&сл,) ^{-< , где ^$>ц,) - тождественное отобра
жение на ©СЛ,) , а для I, справедлива следующая оценка: 

(*У*)х(ри-»г ~*.*)г) \/ц*в>м,)Ур*РУ9*а , ( э ) 

еоли при этом А, обратим (инъективен), то 

причем ^ ~1цс*,) + • г д е ^ Я1.лл) ~ тождественное 
отображение на Ясл-,) а для 1-2. справедлива следующая 
оценка: 

рем-<-<>.) 1 • « к м » у - ^ л , * ; 1 * ( а ^ ; * ( д е А 
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б) если Л^А^ьШд/СХ/З) , то 

V6, А,*) 

причем Рг-1х>СА)^а, « где для отображения В справедлива 
оценка ( 9 ' ) р<т? ,х ; Ч ? . ( А (Г^ . , , + В,)х-А,у)* < (^"л)1(р<^ 
^а,*)1) У к а з о м . ) УреР у ^ а 
если при этом А, обратим, то 
У Р * Ъ(ои1)1б(Аг.))'зр1'-Я(А,)->Я(АхНР(*,А,*)^сь*>КЛ1),) ЪкА*)«г4), 

причем Р>--?Я(А,1*~Я:)_ ' г д - е Для отображения 4^.» справедлива 
оценка (10*) ю1вг*Жъ(ПгА,*)1<,а?*)*(ро)'-^СА.*)г) У**#Ч> ^ / " И 

Доказательство, а) Отображения Р, я^г строятся так же, 
как в лемме 4 в [ I ] , оценка (9) проверяется следующим обра
зом: пусть р± Р , ^ < 2 , / р г Г о о » , ; ^с&<л,) • Т°гД а 

/ з а , х - ^ , ^ ) г ^ ч С А г Р г У АгХ-Лг.Р^А,})
 г - г(С,^ «.ао»,. С*,Л,*) ~ 

фСЛщ-Аф)'-) Ч*,ь&&<-АЛ 
Отсюда оледует оценка ( 9 ) . Далее доказательство леммы 4 в 
можно перенести дословно. Пункт б) доказывается аналогично. 

Из оценок ( 9 ) , ( 1 0 ) , ( 9 ' ) и ( 1 0 ' ) непосредотвенао следуют 
оде или 

ра.,х -I.,?)&аг/'Ърс*гу) ^сь*-*,})) ь^фа.) у ^ р у^а тп) 

1Ш,-^х-СА^г^^са^(ри^)Ух>>а>ШV?еР, У^ (12) 

р ( Я , х ) * ^ * 6 Р « ) ^ 6 Л , х ) > У * « » < Л , ) ЧрьРЧца Щ . } 

3 . Теоремы устойчивости. 

Теорема I I . Пусть 1 х , Р ) , СЧ,в.) -ЛВП. 
1) Если А.^ШСУ.,4) ,Аг^Цр^Ч) уГСАуА..) <и+алЛ/9 УУ*<* *, 

* Это требование не является слишком жестким, т . к . обыч
но рассматриваются операторы, у которых соответствующие 

константы ограничены в совокупности, например, операторы 
сжатия в ЛВП в С 5Л , с . 98. 
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воли при этом а ^ Д И ^ ^ Г ' ,то \0.\,Га}-^ 

2) Е о и - отделило, А,*Щ&,Ч), А^В§(\Ч) , е & * > г Л Х * 

Ь(А-„А1) У?**? , то А,*в}(Я,Ч) и 

еоли при этом 

б) А^^о^СЯ,У) (еолж А*- 4 | Н А Е { ^ то это имеет меото), 

Доквзательотво. I ) Пуоть А^цр^ч) , ре^АЩйМ^) и 
Р., в - отображения, поотроенные по р в теореме Ю. 
Торда ^ МЫ-А^,}) фКЫ-г,)) 1фС*->) *• 

Отоида в силу оценки ( И ) (ниже вместо а*1*** будем писатьа' р) 

^ ^ ^ Л ^ ^ Ц ^ ' л / +

 ( 1 б ) 

С другой стороны, 

Отсюда в силу (12) 

Сравнивая (16) и ( 1 7 ) , получаем 
11-а.р <^<41^)%-^/*-^>) $ ))%><**) 

Отоюда, в силу произвольности оператора Р из Ш&МААМд) 

* Вместо уоловий (Ч,ЕС} - отделимо и « <• ЖА^) можно 
положить ^1 * ЯТЬд, СХ, Ч ) . 
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и условия ?М,/,ЫГ*«* , получаем, что Л 4 } 
и оценку (14) . а) Тут почти дословно можно повторить докава-
тельство пункта а) теоремы 8 в [ 1 ] . 
б) Пуоть Дд - ливеон.и Юй*,]&Я6М . Тогда О '(Лг\>х-(4,~ам 

из оценок ( И ) в (12) $Ш,~Юх-<ЛгЛ>)}) Х^аА*^)' 

или С & Л ^ У Д - ^ ^ * ^ П ' ' * { 1 > 9ф&*}» 

произвольности г из ^ 1^(Л,}>(*(АЖ)) , следует оценка ( 1 5 ) . 
2) В силу замечания 4 Л1ет//(Х,1) и,следовательно,, 
функции 6 и Г определены на паре операторов я 4 , . 
Далее вта часть доказательства теоремы проюдитсн аналогично 
предыдущей. 

Следствие 4 . ПУСТЬСХ г Р) , С%С^~ ЛВП. /4, * Я * ( Х , У А Л * 
иру(Х,У}- оператор ажагия; ?САьАг) * 2 " " ' С / * - А ^ > Г ' У ' - в ^ ) ^ « в 

Тогда Л, - оператор сжатия. 
Доказательство. В силу теоремы 12 Л,еЦо$СХ,У) в о , ' 

Т^ЙЗД 1 И Г У > . Отсюда, учитывав оценку 
Г(АцАТ ."получаем, что 

Теорема 12. Пуоть (Х,Р) ~ секвенциально полное отделимое 
л в п , ( у , # ) - лвп. А,*ты>4), 4 « % С Х , й З и *\0.->р -
сюръекция. ф{А„АА) < И+О&Г' У**<Я . Тогда А,е^Сх,Ч1 
и имеют место оценки пункта 1) теоремы II, 

Доказательство. Пусть Р * (5{Л 4 ) , СУ (А,) ) и Р. к I , 
- отображения, построенные по отображению Р в теореме 10. 
Тогда из оценки ( I I ) и условии Ар.*1ч>#СИ,ЧЗ следует , что 

Ух,?еХ,Уу<-й и т . к . - саръекция, то 1 , 6 ^ ^ ) 

и, Б салу леммы I , 1< - отображение сжатия. Отсюда, в силу 
теоремы 3.1аГб1 , )Гобоажение Ц * * * - * - ^ ^ * & Х , где 



X имеет неподвижную точку в X Уу&Х и ,следова
тельно, отображение Р, =1 - сюръекция. Но К(Р,-)$Ш,)$Х , 
поэтому ВСА,) ~ X . Отоюда, в силу теоремы I I , А1 е 
Ь ^ С Х / ^ и имеит место оценки пункта I ) . 

Устойчивость непрерывной и ограниченной " 
обратимости. 

Определение, Пусть СК,Р),(Ч/Ш - ЛВП. Л:&Л)аХ-*У 
- некоторый оператор из X в У . &СА) - график оператора 
А • Множеотво <*(А)Щ(1^*>* ЧхХ \1*,?)ейС*) \ назы

вается обратным графиком оператора 4 
Легко видеть, что если 

а) А,^^Ша,Ч) , Юу(6'(Л,),а'(Лг)):г(6Ш,<ХЛЬ 

б) Л^А^ЩЦ.у) , то $(С'(А,),а'Ш) = ЬШ*,),в(Л*))ш 

Обозначим через У&с(Х,Ч) и ^/уе У) подмножества, 
состоящие из всех обратимых операторов из Ш7-СУ,, Ч) и 
ЩуЩ- соответственно (очевидно, если Л * Ч) , то 
А~'(гтс%Х) и &'СА-')= <$сА) и еоли А(Щ& , то 

Следующая теорема немедленно вытекает из сделанных заме
чаний. 

Теорема 13 . Пусть ( Г , Р ) , ( Ч, а ) - ЛВП. Если 

б) АиА^ (х,ч) , гоМ7,Л'1')'Ь(ЛиЫ^<л-,',л\') ^ . 

Определение. Пусть СИ,Р), СУ,&) - ЛВП. А еШСХ,У) _ про
извольный оператор из 9>СА) с у в й У . Будем гово
рить, что оператор А обладает свойбтвом С с) , если 

Ух^е-ЯХА ) 

Теорема II. Пусть ^Х,Я) - отделимое ЛЬП, СЧ, Р) - ЛВП, 
(\1Жа,Ч) • Тогда А(гШсОс,Ч)1А-1ЕИР(Ч^)^ А 

- обладает свойством (с). 
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Доказательство. Пуогь /4 <= ^ О ^ У ) и А~"е Тог
да З^Р-*0. \?р*РЗ<4/Ч • > ^ я % 

Лх*) Ух^еЗД Отсюда слздувт свойство ( ( . ' ) • 
Пусть оператор/4 обладает свойством'( ь ) . Ролояий 

*ч,хг*Ю(/$н Ах, -Ал* . Тогда из свойства ( с ) \/реР ^ р о , -
х ^ К ^ д ф Н А л - А о з Р й в силу отделимости пространства Сх,Р) 
из предложения 8 на с . 30 в Ху=ягА , т . е . оператор /4 
обратим. То, что Д~'е^<КУ,Х) непосредственно следует из 
свойства ( О » 

Покажем, что множества операторов Л * ^ . ' ^ Х / У ) и лйнЫ-
ных операторов в * # ^ (X, Ч) таких, что А"ъ-Цр1%%) ив*в^Л) 
открыты ъ(1№-С%,Ч)}р^ ) и СХ,^),^) соответственно. 

Теорема 15. Пусть (Х Г Р) - отделимое ЛВП, - ЛВЯ.. 
Еоли 

<. илУчр*9 • 1 0 а , ^ й * * а / У М . - ' ^ в д и 

5 ^ . д а ^ ^ ^ 

если при этом 

I а.?-,, - а 

б) А^кх,ч) и Я<Л> е ^ 0 4 . ) , то 

а * Л / * л ,5 - Г - С П а ^ ^ ) г С А , , Аг) Ур<гР 
2) Л ^ & ^ К Х - » У - линейный оператор; А^Ш„с ^ # Л " * ^ Д Х ) и 

если при этом 

й)А1'бЬр1%х) , то 
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Доказательство. I ) Пуоть Рс~ Л, &1Аг)) > Р, ъ <-< 
- отображения, построенные по оператору Р в теореме 10. Тог
да из оценки (12) 

Отсюда , т . к . А2'еЧ^з-ШуX) * получаем 
рСР,г,-РгУг) л ****** о-а;\$- РС*-**) Н ^ а ^ ^ ) а ^ , . . 

{•Ср)СА,)11-Л,жг)у4х,*^ЗЩ\/р1-Р, или,из определения оператора Р, , 

<-<р^Д«*,-Д|*1.)У11^х/СМ.)У(1)*Р. Поэтому из оценки ( I I ) 

рс%,-х1.)~оф'-^',1р»1-х1}1-^(р)(А,х1-А,*1)) < ач^ар ^ , 

Ур<-Р 
Нб В силу леммы I можно полагать , что ар>**> < </ * 

СЗГ , р - ^ Г 1 УрА Поэтому из (18) 

\ / р * Р . Отсюда: Л, - обуздает свойством ( <! ) и, следова
тельно, по теореме 14 оператор А , * ^,^-,4) и 

Искомые оценки имеют место В силу творем I I и 13 . 

2) Пуоть Р * ^ ( аСА,) , 6 6 0 ) , Р, и в , - отображе
ния, построенные по оператору Р. в теореме 10, и пусть Хь8(А,) 
и А,* - 61 . Тогда 

^ + ^ ^ ' , ^ 1 ^ Р ^ Х 1 Г ' ^ Я / 1 ^ , * ; Г ; ЧреР. П О Э Т О М У К З 

оценок ( I I ' ) и (12") 
Р С * ; 1 ^1х(ё^)гср^)2ч-^р)СА1х)г)^ 
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В аилу леммы I можно полагать, что 4р***'<. И*-**^^) УрьР, 
поэтому из неравенства (20) и отделимости пространства X вы
текает , ч т о х = < 5 . Следовательно,линейный оператор / , обра
тим. 

Искомые оценки имеют место В силу теорем I I и 13. 
Покажем, что Е пункте 2 последней теоремы требование ли

нейности оператора А, существенно. 
Пример 3. Пусть (Х/Р) - ЛВП. цгХ Положим ю = 

1&,Н;*Л • т * V * » ЯГ-Т*> - тождественное , 3 ' Ц \ , при у»» 

отображение на Я) , 

1 П р и и^СX,X^ 
и "<*М; * = [ ( а , » ) } при а ^ Ш ^ ^ " » . Л е г к о 

видеть, что Р = 1 + в в ^ , , ^ ^ ( б М » ) , » ^ ) ) И * 4 . 

Оператор ^ - обратим («ТРУд-ОТД ) ) и ^ Ч / * , * ^ . Оо-
этому ('И-вд-рУ1 ~ ( ' > / г ' = ^ <-Р , т . е . для необратимого 
оператора ^ , справедлива оценка 66/»,,'Аг) < ( / * 

Из теорем 12 , 13 и 15 непосредственно вытекает 

Следствие 5 . Пусть СХ/Р)- отделимое ЛВП. СЧ,Р) - отделимое 
секвенциально полное ЛВП. $1Р)=&'} ^е&КХ/Уу^^ЩСХ^ И 

'бЦ-р^С У, ХИ и имею* место оценки первого пункта 
предыдущей теоремы. 

Замечание 6 . Из следствия 5 вытекает устойчивость сюръе.:-
тивнос№обратимого отображения, если обратное отображение 
удовлетворяет условию Липшица и возмущения малы 8 смысле 
аналога раствора. 

Автор выражает благодарность своему научному руководителю 
М.А.Гольдману за ценные замечания и внимание к работе. 

29 



Литература 

1. Вейлер Е.Л. Об одном нелинейном аналоге раствора. - В кн . : 
Топологические пространства и их отображения. Респ.межвуз.сб. 
н а у ч . т р . , аып.З, Рига, 1977, с . 1 8 - 2 7 . 
2. Ьейлер Е.Л. Об устойчивости некоторых С В О Й С Т Е нелинейного 
оператора. - 3 к н . : Топологические пространства и их отобра
жения. Респ .межвуз .сб .науч .тр . , вып.3, Рига, 1977, с . 2 8 - 3 5 . 
3 . Из то Т. Теория возмущений линейных операторов. М., 197?,. 
4 . Робертсон к.П.. Робертсон В.Дж. Топологические векторные 
пространства. М., 1969. 
5 . Садовский" Б.Н. Предельно компактные и уплотняющие операто
ры. - УКН, т .27, вып. I , 1972, с . 8 1 - 1 4 6 . 
6 . АсЬ.эгуа З . Р . Боте г е з и Н з оп Ггхес! рсипЪз 1П и п П ' о г т 
з р а с е з . - .ТокоЬата Ма-ЬЬ. , Т . ^ о 1 . 2 2 , К 1-2 , 1 9 7 * , р . 164-173. 

Поступила 15 октября 1977 г . 



1опологичэские пространства ц их отображения,. Рига, 1979. 

УДК 513.88; 5 1 7 . 4 3 ; 517,9» 519.55 

МАЛЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ И ТЕОРлШ СУЩКТьОВАНМЯ 
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШИВ 

Е.Л.Вейлер 
ЛГУ в кепи П.Стучи 

В работе приводятся (5 1) примеры возмущений малых в о т е л е 
раствораи аналога раствора статьи [^33 . Полученные результаты 
используются для доказательства существования я единственности 
решения следующих задач: 

1) периодически возмущенной консервативной системы ($ 2)5 
2) периодической арвевой задачи (5 3 ) ; 
3) задачи Коти для системы дифференциальных уравнений (V 4) * 
4) вадачя Кошв для гипврболг-йокого уравнения (5 5)*, 
5) первой краевой задач» для гиперболического уравнения (5 6 ) . 
Рассматриваемые уравнения не разрешены относительно старшей 
производной. 

Используются обозначения и применяются некоторые результаты 
работ • 

5 1. Примеры малых воаЦущениЦ 

Определение 1 . Пусть ( Х , Р ) , * Я » . 4 « А * * 0 У | ©Сй\}-
с.^)САГ)' Оператор А х будем называть непрерывным относительно 

оператора" А,, если ^ ^ • $ - > Р ь ' ^ ^ ^ ^ З а | ^ ^ г ^ » ^ Л * - А / ) * 

Определение 2 , Пусть (у/ р}> (%<Ю - Ш 1 , Л * Д еЩу(-К У) 
'ЮСА,) ё ЮСА^). Оператор А1 будем называть ограниченным от
носительно оператора 4 , , если Эб-'-0.-*Р^ь<Х 3 *^-*-' 

Очевидно, что операторы %ьЦр(%^) и ВСХ^) являются 
соответственно непрерывными и ограниченными относительно любо
го оператора из Ш7-СХУЧ) • 

Легко видеть, что в случае нормированных пространств X и У 
относительная непрерывность оператора А 2 эквивалентна условию 

3«-,*г#1к+ • ЦА^-А^И &а.г/х-ун 4- с1/А,х-4,}11 УгуЯ^А* С1) 
а 0 1 '-сосительная ограниченность - условию 



Замечание 1 . Пусть ( Х , Р ) , 14, &) - А,,АгеЖСХ,У). 
Если оператор Аг ограничен (непрерывен) относительно операто
ра Л. * " С * * ' ( ^ О е О. , то Л - ограничен 
(непрерывен) относительно оператора /4, * А1 с константами 

Действительно, т . к . ^ 64 г х) * в А г 9 Ну)(х) ^^А,л %(А,1\ < 

у т * а , * о | С ^ х ) - ( / - ^ г ' ^ / < д ^ ^ х > р м . ^ ь о 

ЧыФКА,) \Ац(Х . Для относительно непрерывного оператора 
доказательство аналогично. 

Теорема 1 , Пуоть ( Х , Р ) , ( У , О ) - ЛВП. Если 
1) А , , ^ А * ЯКIX,У) } А 2 - непрерывен относительно оператора-Л^, 

2) А,1Аг^Т^/1/{%1

1)), Аг - ограничен относительно оператора Аг, 
*л\л~о у г 9 « Лл^4 , т о 

Доказательство. 1) Пусть С ц ^ | (х у/4 ,х) * < * , Л . к ) Ух*й?64,) • 

Тогда г * , и * « , > < " Л ^ - * * « У ( » А * ) > * - ^ ? ^ , 4 * - Л > Г = 

в ? * ) 1 ^ , ^ * ' ^ * ) ' - ^ / * » * ) ) 1 У х , * * Я > М , ) .Отсюда Р = 
" ^ 4 " ' 4 ' + ' 4 ^ • О ц о н к а 

,/4-) ±С1~СЛ1Л)~' сКл П о л У ч а е , Г С Я аналогично с учетом заме
чания 1 .' Отсюда '(Д,,<*,МА) <: с д р " ' • 

2) Доказывается аналогично пункту 1 ) . 

Теорема 2 . Пусть X , У - нормированные пространства. Ьсли 
1) А%)А1ь ТЯНх,^)) А х - непрерывен относительно оператора 

Л , и с ^ У , то *(*~&)Г'(а**е*)* ; 
2 М # Л 4 * М ^ ^ / ^ ) , Л г - ограничен относительно оператора А, 
и <5^ / ' , то &(Лш,Л1*А1)ьа-Л~11бК<Л*)*'1 . 

Доказательство. 1) Положим ий(А -.{х,А,х) =(&.А,х) ЪыЯХА,) 
Тогда / / Ц ^ у М , х ) ^ й ^ ) ( ' ? Л у ) ' ' г ' = « ^ , ^ > - / 1 ^ ) 1 / ' а 0%* - ^ / Г " 

( й О Д № * $ . 4 , х Д(>)/г- Ух.^е 0 6 * , ) , Отсюда Г - 1 Г , М , Л ' 
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и у» (Л,^А, ^(а1*-^) . Аналогично, с учетом замечания 1, 
получается оценка у » 6 * , М ^ Д , ) * Ц - с У с а ^ ^ с ' ) *» . отсюда 

2) Доказывается аналогично пункту 1)-. 

§ 2 . Периодически возмущенные консервативные системы 

Рассмотрим 2ГГ-периодическую краевую задачу для уравнения 

где Сг •'/$ —> Я - дважды непрерывно дифференцируемая функция; 
*г:(Й.1'К*1 ~> ^ ~ непрерывная функция^ Я ̂ -периодическая по пер
вому аргументу; у.;(Ц-*й,'1' -непрерывная, 2/7"-периодическая 
функция. 

Зададим оператор равенством 

и воспользуемся следующим результатом для уравнения 

х" + срлЛй(Х) = у У2) 
Теорема 3 . ( [ 7 ] , Теорема 2 )Еслй существует м, 6 /V и дей

ствительные числа т х 1 ±5(пь такие, что для любого 
Х^Ш"' хТ^А(Х)^: 5 2 . Тогда уравнение (2) имеет единст
венное 21Т- периодическое решение. $ « 

Следуя , обозначим через Н -гильбертово пространство 
(классов эквивалентности) отображений из У=СО %ТХ^ в Шп' 
со скалярным произведением (Х,у) = (2ТТ)~* {"с^Х^фи&ЯаН 
и положим 3) = {У&Н \ X г дважды дафферекцирзгемая, 2 / Г - п е -
риодич'ёская функция и Х',Х"&Н) ; операторы 1~}№;§)сН-*Н 
зададим равенствами соответственно. 

3 гилу теорегл I и 2 в ЦчЗ при условиях теоремы 3 оператор 
|_ - / V биективен и обратный оператор удовлетво

ряет условию Липшица с константой К$ (2~' (0. т,+ I) - _. 
- таж (12"'(1т2 + 2 ^ «-1) - г ) , 1 2 " 7 2 т 3 - +гт. + . 

Поэтому, если оператор б определен равенством 
(&)а). = -9и,х(*),х"&)') Чх*р , 

то Б силу следствия I в | .2 7 справедлива 
Теорема 4 . Пусть при условиях теоремы 3 
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Тогда уравнение ( I ) имеет единственное 2ЛТ-периодическое 
решение. 

Достаточное условие, при котором имеет место оценка 13), дает 

Теорема 5 . Пусть д;(} - производная функции О по I -й 
переменной^ и пусть функция $ удовлетворяет условию 

+ в?(и-+дс&ш-(Ч''+д1СуС*)))2 ( 4 ) 

для любых -6 е У; и-,*"*', 2Г*еШК) с =-?,•'> ^ * 
где ^ - С - я компонента ^ ; и,1)т*^и"} 1 ^ * - <• -е 
координаты векторов к, и", V" ; ас, & ^Я^, в0 > и 

Тогда справедлива оценка ( 3 ) . 
Доказательство. В силу условия ;4) 1 7 г 

Отсвда 11ви-Втг//&а0Ни-ггН * ^1/^-А/)и,-{^АОр-^ 

Уи,2?еЮ , и из теоремы 2 следует справед
ливость оценки ( 3 ) . 

§ 3 . Периодическая краевая ,задача 

Пусть заданы следующие системы дифференциальных уравнений, 
записанные в векторной форме 

га и:С0,глЗ->Са, А:1о,1ТГЗ*5:Со.2ггЗ^ С п . 
$:1огЮхС2*^сп, Л. :1о.г/Я*СЛ-+С* ; 

( Сп - пространство элементов (У , . * ' "; ) > г Д е Х{_бС 
I = / , , , . , /ь; НХН2 = 2 / X , - / 2 ; и пусть дано условие 

аСо)-иСХЮ 13) 
Для изучения задач ( I ) , *3) и ( 2 ) , .3) мы воспользуемся 

следующим результатом С 57 , для уразнений 
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и' = АИ^) + Я и,и) (5) 
Теорема 6 . Iтеорема 4 .2 С&1). Пусть функция 

(±,Х)-*А'({,х) , непрерывна на СО,2ГГ}х€п , где А'&,х0) 
- производная Фреше отображения х~*А(-6 ,Х) в * с • ДУ^ть 

(X) существует \(>0 такое, что / / ' А ' I ) ^ К 
для вс^х Хб С 1 и ДЛЯ всех ЬеСО^ХТТй ^ 

(.2) существует 6 >0 такое , что 
, п- - целое ч и с л о \ , {X : X-

собственное значение от ^А'(5,иИ))с1^] ^ й для всех • 
и- с- СрЮ,1-ГГ1 , где СР СС, 2Ю = (ие С СО, 2Ю : и СО) •= аия% 

С\0,21гЗ = { а: Сс ,2тг] — н е п р е р ы в н а } - с нормой 
IIиI/ - МФ11^(Х)Ч ; 
1 3 ) ^ * - 'непрерывная функция с ограниченной областью 
значений, 

Тогда 
а) задача 'Л ) , 1 3 ) имеет единственное решение для 

любого ^ с СХо,1Тг2 * 
б) задача (Ь) , ( 3 ) шлеет по крайней мере одно решение. 

Обозначим, следуя С б!] . . через $)(0 множество непрерывно 
дифференцируемых функций из Ср СО, 2 ТТЗ . и положим 
ШиШ - \ШЧ'+Ии'II'; операторы >-}А/ и Г сададим равенствами 

Тогда, очевидно, ^ / Ц Р •' Ю(Ц *-* ССО,ХТГЗ , В силу 
теорем 2.2 и 4 . 1 в С 6Л оператор При \ . 1 ) - « , 3 ) биективен, 
и обратный оператор (/_+А/)~': С С О) 2ГГ]—> §~)(и) 
удовлетворяет условию Липшица (ЗХи) с нормой /II'/// ) с кон
стантой К ^ , зависящей только от К и 5 » и,как показано 

в теореме 4 .1 [_6.7 , оператор Р вполне непрерывен при условиях 
(Г) + , 3 ) . 

Опседелим оператор 0 следующим образом ; 
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Теорема 7. Пуоть функции А и Я удовлетворяют условиям 
теоремы .. $ . и выполняется условие 
Тогда 
а) задача ( 1 ) , ( 3 ) разрешима и имеет единственное решение при 

любом- 5-±ССо,2ГгЗ'9 

б) задача (2)', ..3) имеет по крайней мере одно решение. 

Доказательство. В силу следствия I в [_2] оператор I 
+ 0 биективен и , следовательно, задача ( I ) , (3) разреши
ма и имеет единственное решение. 

В силу следствия I в [2\ оператор Т=( 1~*-№+В)~ 
удовлетворяет условию Лившица и, следовательно, оператор РТ 
вполне нопрерывен, и т . к . область значения оператора р огра
ничена, то существует константа / ? > О такая , что ИРТиН^ 
< /? для любого и* СЕО,2ГГ2 . Поэтому РТ ••Вр~{ и-ьОл-,Ш\ 
йи-Н&К]'—* В% . Следовательно, по принципу Швуде-
ра , оператор р / имеет неподвижную точку М> з В^. Отсюда 
и^~1~и, твляется решением задачи (2) , ( 3 ) . 

Достаточное условие, при котором имеет месте- оценка 
# Г С * # * А 1+#)<7* **4Г* , Дает 
Теорема В. Пусть функция а удовлетворяет уоловяв 

1*1?, и, и') - ^ й*, V, гг')Н 4?а,еНи'- 2Я1 + 

. /2-
для любых Ь еЩ 2ПЗ \ и , » , и/, &' е С , 

где а.А*&*>4><* ' и (^&Г'Ы+$)''Л*(ЩТ1. 
Тогда Щ1 +А/+&, I* +М) < С<+К4)~'. 

Доказательство. Нетрудно видеть, что из условия (6) сле
дует неравенство 

для любых и? 2^ . Поэтому, в силу теоре-
мы 
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§ 4 . Задача Коши для системы дифференциальных 
"уравнений 

Рассмотри; задачу Коши для системы дифференциальных урав
нений, записанной в векторной форме 

с начальным условием 

и с а ) = и 0 , ( 2) 

где х ' е С ' Ь ^ - 7 с / # , ^ :Ца;вЛх1КХа-^№'* -непрерывная 
функция, $2".1.и-^Лхй^"—* - функция непрерывная по 
первому аргументу и удовлетворяющая условию Липшица с кон
стантой I- >О пс второму аргументу, $ъ '[а.} ёПхШ^-*-(№п 

- непрерывная функция с ограниченной областью значений; 
и с с - Я л 

4 . 1 . Пусть 5"з = С • Обозначим через С^Ссь, в! прост
ранство непрерывных функций, действующих из ^ Л в с 
нормой \\ии\\=:угш.к Ии.сх)1/ и, с- >ё\ ; а через С^1Я,в1 
- множество непрерывно дифференцируемых функций из Сй[А,&1 • 
Задали*; на множестве Ю= {,и&С^1-0-,^-1 '• ^<-й) =К-о }' 
операторы /(- и 8 равенствами 

С Ли)(/) = и.'с/) - Ь С*4иСх)) и&Ю 

Легко видеть, что А.В'-Юе СлСау в! -*> С а, Ю 
Лемма I . Оператор А биективен. Если 

то оператор А~' удовлетворяет условию Липшица. 
Доказательство. Биективность оператора А вытекает из 

разрешимости и единственности решения системы и' - $гО(^и)+ 
*У при условии (2 ) для любого ^еС^Ссь, #3 
{ С Ч 1 с . 1 7 , пункт 4 а ) . Далее, при условии (ё-а)-*.4 
нетрудно убедиться, что оператор А~' удовлетворяет усло
вию Липшица с константой ~ С (?-а.)С1 

йз леммы I и следствия I в {2} зытекает 
Теорема 9 . Пусть ^ = О , и 

Тогда задача ( I ) , (2 ) разрешила и имеет единственное решение, 
^остаточное условие, при котором имеет место оценка (3) , 
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дает 
Теорема 10. Пусть функция ^ удовлетворяет условию 

—а-))(4+С4~Щ&-а}[' ^ о т ^ имеет место оценка ( 3 ) . 

Доказательство. Нетрудно видеть , что из условия (4) 
следует неравенство - 5 * ^ | й & / / /4а,- А^И 
для любых и и и ^ & Ю ™из теоремы 2 следует справедли- | 
вость оценки ( 3 ) . 

4 . 2 . П у с т ь Ц # = 0 . Полоним Д) , = { И е 1 ( 1 ( 0 . ) - 0 \ , 
ВСЩ/я^Щ+Шпя любого ССбЮо . Нетрудно видеть, что 

\1 * ) - банахово пространство. Обозначим через А с и 
операторы А и б в ' Г о м случае, когда ^ с = О . Опера
тор Р определим равенством (Ри.)(х) = 5 , (^.Ш^ чп&С$*$ 
и полоним /г - 3 7 

Теорема 1 1 . Пусть 1С0&О , 1-С€-а)< / и 

Тогда задача ( I » ) , (2*^ имеет по крайней мере одно решение. 
Доказательство. Пространство С л ^ , ел полно; оператор 

А о • 5)е-* Спг Сл> ^ биективен в силу леммы 1 и нетрудно 
проверить, что обратный оперьтор Аа' удовлетворяет условию 
Липшица с константой 1~ 2 = (У +• 1-1-1 ) ; поэтому в 
силу следствия I в [2 3 оператор биективен и обрат
ный оператор (А0~В0)~*'Сь1&, ^ " " ^ у д о в л е т в о р я е т условию 
Липшица. 

Покажем далее , что Р0'2)е~*,СПгГ.си^ 02 - компактный опера
тор . Для этого зададимся ограниченной по норме /,' • / / ^ 
последовательностью (и,Л , , из $ ) . и заметим, что 
нз ограниченности последовательности (и^)^ е ^ следует огра
ниченное: ь по норме СпССС,$3 последовательности (СС^)л^/у^ 
Поэтому существует положительное число А/ такое, что 
н ̂  Ю - и, (12)Ц * 1ШфШ< -у/ <МН< -*± И 
Убч&е&фУгиМ* Г Д Й &А.-*СИ;ц*ъ.З • Отсюда следует р а в -
н^стеТгенная непрерывность семейетза функций ( ^ п . ) Л ( г А / • 



В силу теоремы Арцела-Асколи из вееяим и»п 1ш а ^ щ ^ ^ у -
можно извлечь сходявдтося п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ^ ^ ) ^ ^ 

и д . к . пространство С& Гд,, $1 полное, то существует з л е 
ет ОсеС^а.,#3 такой, что и л • 
далее , ^ ц . ^ . — Ри-К V п & А/ . 

Поэтому, если оператор Р : Сп_С<Х , вЗ^> ^ в ^ / к е п р е р г в э н и, 
следователлно, (Ра.^ ) « е Д / г сходится к Р&-, то Р^ - ком
пактный оператор. • 

Покажем непрерывность оператора р . Пусть (^п)п^//~ 
и Т^^*2^ . Тогда существует /Ч0>О такое, что / /2^,(1^/% 
Уч. е А/ • Зададимся В >о и из равномерной непрерыв

ности функция $• "а компактном множестве 1а,,#2х^ХёСлЕ&^Ч 
И XI/ ^ Мс\ получим, ЧТ1. существует 6 > О такое , 

/Х\-Ц / > ИХ* " Хр/ ^ 6 - Но ТУ-» V , поэтому 
для любого & > о существует номер (Ъе такой, что 
Цр2%-р7г//^Е при П,& (Ц, . т . е . Ри^-*-р2Г, 

далее, нетрудно видеть, что из непрерывности оператора Р 
следует непрерывность оператора Р# . Поэтому компактный 
оператор р0 вполне непрерывен. 

Рассмотрим теперь оператор Х ~ Рс (А0~ действ:, одни 
из СЛС-С1} $3 в Сц&Ь} В^З и покажем, Что он сюръективен. 

Нетрудно видеть, что оператор р0 °(Ав~Е>0)~' непрерывен 
я определен на банаховом пространстве 03 . Возьмем 
некоторый .элемент 2% пространства Сп С в ^4Цм рассмотрим 
оператор Р .̂ , определяемый равенством Р^.^ — Р, (АсГ$вТтг 
+ т?* для любого ггеСл[:а.;#У. 

Легко видеть, чтс оператор р^ . вполне непрерывен и . т . к . 
•"й ̂ Р^> ,) ограничена, то существует % > о такое, что 

|/ Црг1\ ^% Угг-бСцСа^ Поэтому оператор / "^ перево
дит шар /С— {г?еСпСС1,#31 II7?И15^ в себя л , в силу. 
принципа Шаудера, имеет неподвижную точку на шаре /^ • От
сюда следует, что оператор _/ ~Р0 (Дс~$ \~1 сюръективеи; 
поэтому из биективности оператора А9- Зо следует разре 
шимость уравнения Ас(^ — ёс^ + Ро на множестве Юв . 
Последнее и означает разрешимость задачи ( I ) , ( 2 ) . 

Достатьчиое условие, при котором имеет место оценка ( 3 ' ) 
дзет теорема 3 , ег;ли ( ' + О * *(1~1-(4**$У 



5 5 . Задача Коши для гиперболического 
уравнения 

1. Постановка задачи. 

Пусть у ч * С ' ( # ) , р'(ж)г.о и точка ( х * , ^ ) ^ 1 

такая , что у»>Д"х.) . Рассмотрим в замкнутой области Л ; 
ограниченной кривыми у-^1я) х = х „ задачу 

(1) 

(3) 

к и1}*рш~*-С*?

 (2) 

где Р{/ъеССЛ) с =(,1,1 , Рг*С(&) (<2 = Л х Г ) ; 

'Х3' - X," Г* 4 / Х4'- * | з Гх,, х, к */->Л I 

2'. Обозначения. Положим: - множество непрерывно 
дифференцируемых функций на Л , удовлетворяющих условию \2) 
1Аи.)/л#) 4к | ^ + § ^ Л ? 0 ( ^ ; | у *- а, СУ,}) и, , и * Я) 

С С и Х у ^ ^ о ^ , ^ х / У ) ; ^ , ^ > | т ^ - ) , Легко в и д е т ь , 
что 4 ; : Ю а С С Л ) ~*С(Л) , в •. «Ос - ^ С С Л ) и 

И в а , - Д и г ( / 4 а „ / / ( 1 Г ^ 1 / * вс(1Аи,{-Аиъ1! М и Ч / и ^ . 

Пусть '17" - функция Римана оператора А 'л М - ^ ;^с/*а/у > 

Лемма 2. Оператор Л биективен и обратный у д о в л е т в о р я е т 
условию Липшица. 

Доказательство. Биективность о п е р а т о р а А н е п о с р е д с т в е н н о 
вытекает из разрешимости и е д и н с т в е н н о с т и решения у р а в н е н и я 

« - « н а д И * л ^ > 1 ^ - и ^ о с ю , 
при условии (2) .. еС(К7') (см..например, [ 5 ] ) . 

Покажем, что обратный о п е р а т о р /4 ^ у д о в л е т в о р я е т •-'словии 
Липшица. 
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Пусть ^1/^<),^Л_ , и и>-&.Л - область, ограниченная 
кривыми Ц=-^СХ) , • Х=Х< • Т о г Д а , в силу формулы 
Римана, 

3 . Теорема существования и единственности решения. 

йэ ле^мы 2 , теоремы 2 и следствия 1 в [ 2 ] вытекает 
Теорема 12. Если <?„ < 1 и (1- * * » 

то задача ( 1 ) , (2) разрешима и и:леет единственное решение. 

§ 5 . Первая краевая задача для гиперболического 

уравнения 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим краевую задачу 

гДв = Уг»С 5 ^ Ю, с 'сх.,*1 ; 

(где 3 " = С * х Я ' ' ) , 

Рассмотрим вспомогательную задачу 

5 ^ ^ 1 (4) 

1$Г + *• г о , * а * " = Р, * * > ) 

| ^ *- «е<*,#У ь а^ууго* + а , сх ,у ; а = Р. о у ^ О у ^ | з г } 

и Ь ^ Т ^ О ( ) ; ****** 

%-Ь = У / О » , * . 
у- _ ,„/ с с * ^ (5) 
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которая эквивалентна системе 

I V» (б) 

Пуоть * - решение задачи ( 1 ) , (2) и гг^ ^ , иг = Щ , 
Тогда непосредственно проверяется, что и , ?>- , решение 
задачи 14), 16). 

Пусть и.,тг,ги- - решение задачи ( 4 ) , ( 5 ) . Тогда ь силу 
эквивалентности ( 4 ) , (5) и 16) 

Подставляя ^сх,^)~ 57 И ^ во второе тождество 
системы, ( 4 ) , получаем, что исх^) явля ч тся решением системы 
( 1 ) . Покажем теперь, что «-/^--^— РД^у .; & ^Действительно, 

Следовательно^ является решением задачи ( 1 ) , ( 2 ) . 

2. Оборначения. Положим: С, =С«3.) > С(0.) *С(0.) . 
"-Не,-1'1 •11ссл)+,',,1^1'"сев; ? С ' ' в и С'' ШО.)- множества 
функций, непрерывно дитференцируемых по первому и второму аргу
менту соответственно; 2> "^{(.и-, & С С"''х&'сС, ( и у - ц ^ * ) , 

^и,»,и*)<Ш>Щ • Щ + а ^ ) ^ *а^)ьо-^1С^)и. ; 

Щ ^в-г^йУ* ~а-}и#)г<>- ^а1^)и) ("7^^«3> 

Лвгхо зидеть, что Л-Ю^С(~*с, > б :Ю й С, - » с , 
Непосредственнс проверяется, что Ч^(л^р-^щ)-0{«. я ^ м у II, е 
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Положим с ~ С<.0-уг); а-*,) ] и 

сг-*ичиг иа,,1есА) чС1Л)./, шл>пеи)). 
Лемма 3 , Оператор А биентивен. Еоли ее'*- / , то , 

оператор А удовлетворяет условию Липшица. 
Доказательство. Еиективность оператора А вытекает ив 

разрешимости и единственности решения системы 

при уоловнн (4) , У ( ^ „ $ г , *-С, (последнее можно показать, 
перейдя я интегральной системе и воспользовавшись принципом 
сжатых отображений). 

Условие Липшица для оператора А 1 прогеряется непосредственно. 

3 . Теорема существования и единственности решения. 

Ив леммы 3 теоремы 2 и оледствкя 1 в [ 2 1 вытекает 

Теорема 1 3 . Если 6 Я , сс'*{ и ( | -в.у'Са^* 
то вадача ( 1 ) , (2) разрешима и имеет единственное решение 

" А в т о р выражает благодарность своему научному руководителю 
М.А.Гольдману за внимание к р а б о т е 
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Типологические пространства и их отображения, Рига, 1979. 

УДК о13 .83 . 

О КОМПАКТНОСТИ И ОТНОСИТЕЛЬНОЙ КОМПАКТНОСТИ 
ШОЖСТВ В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

М.А.Гольдман 
ЛГУ им. П.Стучки 

8 настоящей статье устанавливается некоторый критерий ком
пактности множеств в произвольных топологических пространствах 
и на его основе - критерий относительной компактности множеств 
Б топологических векторных пространствах. Данная статья примы
кает к работе I 1 Л . 

Теорема 1. 
•Условия, X и V — топологические пространства; V с о 

держит не мене, двух элементов; Уй= $~ (.т.е. V удовлетво
ряет первой аксиоме о-делиности); П.^ X • 

Утверждение. Для компактности множества Е необходимо и 
достаточно,, чтобы выполнялось следующие требование; 

Какова бы ни была направленность хл ) ы с ^ с С 
расходящаяся в Р. , найдется такое отображение -

Н —» Ь» . что 
(а) множестве ( Е ) относительно компактно в У ; 
(в) нЕпоавленноетьС^С-^))^^. расходится в V 

Доказательстве> Необходимость. Пусть множество Е компак
тно. Возьмем какую-либо направленность (хы) с В . расхо-
дящ!юсг в Е" » ч обозначим через X одну из ее предельных 
точек. Ввиду расходимости направленности {•*аг)<31€л сущест
вует .такая окрестность 'ЬС точки X , что множество е 
<^А ! ^ е ^ ч и ] номинально с А • Поскольку X —пре
дельная точга направленности (^^)ые д , множество /<х" е 
&А / Х ^ о , \<С \ Т 0 Ж 9 кон^.инаяьно с А . Возьмем два разных 
элемента ^ б V и зададим отображение 4; Р- —>• ^ / , пола
гая , К * > ж У , , если Х&ЕПЪС . и / ^ г / " 8 & ' е 0

г

л л 

У б ' ? ч 1 / , . Так как У & , то множество ^С<^7 = /#*> 
относительно компактно в У {ибо он..) компактно н замкнуто) 
•л направленность ^/(^Уо* « Д расходится в V . Таким обра
зом, в случае, когда множеотво Н компактно, требование (1) 
выполняется. 
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достаточность. Пусть множество Е Не компактно. Тогда 
найдется направленность С - * ^ ^ е 8 *- Е > н е имвщея предель
ных точек в Е . Выделим из направленности ( ^ А ) ^ 6 в универ
сальную поднаправленность \ она, очевидно, расхо
дится в Е . Так как для любого ^ : Е-* У направленность 
({№а<))ые.А г 0 5 1 3 универсальна (си. [ 2 7 , с тр .116) , Го з 
случав, когда множество $(Е) относительно компактно в V , 
направленность К$(*ы))ыед сходится в V . Это показывает, что 
требование (1) не выполняется, еоли Е не номпантно. 

Замечание. Условия теоремы 1, касающиеся пространства У 
( У Содержит не менее двух элементов и У в Ж )^ исполь
зуются только при доказательстве ее первой части - .необходи
мости. 

'Творена 2 . . . 
Условия, .5" —множество} V ^ топологическое пространство! 

X — некоторое множество в У , снабженное {опологиеЙ \ ' } 

Утверждение, Для компактности множества Н в Топологичес
ком пространстве (.Х^ ^)достаточноь чтобы выполнялись следую
щие требования! . . 

(2а) Ку Е $ множество Е} относительно 
компактно в У ; 

(2н) если направленность С , * * ) 0 ( е д с Е такова, что 
$ направленность ( л ^ С * А ^ е / 4 с х ° д и т с я в * • 

то направленность С ^ ^ ) « * д Т сходится в Е . 
доказательство. Пусть ()<ж&А с Е — какая-либо Т - р а с 

ходящаяся в Е направленность. Тогда, в силу (2в ) , существует 
такое &а&5 , ч т о направленность С-** ^*"ъ*ША расходится 
в У . Зададим отображение ^- У , полагая ^ Р ^ ~ - ' С $ в Л & е ^ 
и запишем направленность С$0 п# 6 д в виде '($• ( - ^ Д * е А -
Так как она раиходится в У , и то^атяо$(Е)-{{(*Н:х*Е}*[ж(ЩХ&Е} 
относительно компактно в У (оогласно ( 2 в ) ) , то по теореме 1 
множество Е " С - компактно 

Следствие. 
Условия. 3 —множество; У — топологичеокое пространство; 

Х~у^ ; 6Г= ъ(Х} 3)— топология поточечной сходимости 



Утверждение. Для компактности множества Е в пространстве 
(Х} ^ д о с т а т о ч н о , чтобы выполнялось требование (2а) теоремы 

2 и чтобы множество Е было замкнуто. 
Это. известный рерувьт..т (см. [ 2 ] , о . 287-288) , полученный 

здесь лишь .другим способом. 
Теорема 3 . 
Условия. X и V — топологические пространства; У ^ ^ 

( т . е . У удовлетворяет второй аксиоме отделимости); Е с Х , 
3^ - некоторое разделяющее гочни множества Е семейство 
непрерывных отображений Е в У с относительно компактными 
в У множествами значений. 

Утверждение. Для компактности множества Е необходимо и 
доста-.очно, чтобы выполнялось следующее требование: 

(3) какова бы ни была направленность )^&д с Е, 
расходящаяся в Е , найдется такс 1 отображение 

что направленность (Хы))^ ^ А расходится 
в У -. + 

Доказательство, Необходимость. Пусть множество Е компакт
но, и (Хи^^А*- Е ~ какая-либо расходящаяся в Е направлен
ность. Она имеет в Е по крайней мере две предельные точки. 
Нусть , е Л —предельные точки направленности 6 > ^ ^ € д 
& 1 * Е , ^ , ^ е 4 ) . и ^ - такая функция из 3~ , что ф/Сег). 
В силу непрерывнсети -\ точки ^ = / с " й Л ) (к=^2.) являются 
предельными точками направленности ({ А • ®ТС10В& 
следует (учитывая условие Уе 3^ что направленность 
({(•^и^ы&А Р* с к одится в У" . Таким обравом, в случае, 
когда множество Е компактно,.требование (3) ьыполняется. 

Достаточность. Если выполняется требование ( 3 ) , то выпол
няется требование ( 1 ) , достаточное для компактности Е 

Замечание. Условие У е 3% используется только при доказа
тельстве первой частя теоремы. 3 — необходимости. 

Теорема 4 г 

Узле ^ия. X и У — топологические векторные пространства 
надполем скаляров_К ; У е ^ ; Д — ограниченное мно
жество в X \Е= X) ; , ? * — некоторое раеделяющее точки 
множества Е се.эйстБО линейных непрерывных отображений X 

'- • } 3 • 
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б V , вполне непрерывных на Е . 
/тверздение. Для относительной компактности в X множест

ва Е необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следуялцеее 
требование: 

(4) какова бы ни была направленность С^ы^еА с 

расходящаяся б Е (равносильно—в X ),найдется 
такое отображение ^"е ^ , что направленностьЧпХ^ч^^а 
расходится в У 

Доказательство. Покажем, что при условиях теоремы 4 требо
вание (4) эквивалентно требованию ( 3 ) . Этим наиа теорема бу
дет доказана. Импликация (3) ^Ф» (4) очевидна. Установим им
пликацию (4) ^ » ( 3 ) . Пусть (х^ — расположенная в Т> 
расходящаяся направленность. Обозначим ч е р е з С*4*1рт0 с е н е и _ 

стао всех окрестностей нуля пространства X} частично упоря
доченное по убыванию. Пусть ^ ь Ы а (^^А,р>ё8)-
Тан как ~ окрестность'элемента А ^ * 25 , то в мно
жестве_!)/) 2 Л с в ^ ^ содержится некоторый элемент •> с (^ 1 ^) . Счи
тая декартово произведение А* В частично упорядоченном с по
мощью отношения (°*> * ^ \ р') > означающего, что ы 
и у б з - у з ' , рассмотрим направленность (•х^*,^))(ы,е А* В • 
Установим ее расходимость в X • Предположим противное: 
' д^Ё* ^ с X . Возьмем какую-либо окрестность Ы} 

точки .У , и пусть 1%. — такая окрестность точки Л 
& * Ым • Так как } ^ * , то 3 < * Ь / Л * Л* Я ' 
{°/,^У^{<*•«,, Д ) ^ ^ ( ^ я ) & 2/* • Отсюда следует, что р с̂* с*-в 

' * о ' , / } 1 = " 1 ^ е ^ < Значит ~у~' а * "* • в п р о т и в о р е ч и е 
с выбором направленности С * * ^ ^ • Согласно (4) э у & : 
направленность С^Л (^^) )^а , 4 ) ^ / 4 ^ 6 расходится в У . Выве
дем ив этого , что направленность С / ( • Х - Л ) 0 < е А также расхо
дится в У . Снова предположим противное: 4СКс) ^" 
Зоаьмем какую-либо-окрестность &/у^_точки ^ , положим 
Ш^Ь^ — у и выберем окрестность^Ц} 0 нуля пространства У 
так, чтобц имело место включение 1д~а +" С 2(Д . Так как 
^ — линейное непрерывное отображение, то ^ * (1$,) = ^ 

для некоторого / Л е # . Пусть о / с е А таково, что {(•Кя.)&Ц+Шс 
если с<%&а ; тогда при С*1, л)г (<*.; й ь ) будем иметь: 
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т . е . {(Ъ^мр)) <= ^ при (о/,р> ^ . Так как 

если г. (<*<>,р,) . сто означает, что ^ 9 ^ - ^ ^ -
Мы получили противоречие, следовательно, направленность 
^(•ХрЛЦ^асходнте-я в . Этим доказано, что (4) О ) . 

Следствие, * 
Условия. X —топологическое векторное пространство над 

по леи скаляров $С \ X — топологическое сопряженное к X ; 
X разделяет точки В Д { Р - ограниченное множество в X 

Утверждение. Для .относительной компактности в X множества 
I) необходимо и достаточно, чт'бы выполнялось следующее т р е 
бование: 

(4 ' ) какова бы ни была направленность О^ы)о1^с ^> 
рерхЪдящаяся в X , существует такой функционал 

| ^ 6 )С , что направленность ( ^ е А 
расходится в К 
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Топологические пространства и их отображения, Рига, 1979. 

УДК 513;381 

О КОМПОЗИЦИИ ОТНОСИТЕЛЬНО ОТКРЫТЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 
М.А.Гольдман, С.Н.Крачковс.ий 
ЛГУ им.П.Стучки, МЙИТ 

В настоящей заметке обобщаются некоторые результаты ста 
тей [ 1 ^ и [ 2 ] об относительно открытых отображениях. Устанав-
тивается достаточное условие для того, чтобы композиция таких 
отображений была относительно открыта. Сначала это делается 
в общих топологических пгтстранствах, а затем рассматривается 
вариант, относящийся к линейным отображениям вектооных топо
логических пространств. 

Пусть X и У - топологические пространства. Отображение 
А' (3)(А)сХУ называется относительно открытым (или 
гомоморфизмом), если для каждого открытого множества Тл в X 
существует такое открытое множество У~ в У , что 
— 1?~ГЦр-(А), где Л (А) - область значений отображения А . 

Теорема 1. Условия. X , У , 2 - топологические простран
ства ; 4 < © < / и < 0 0 - * У и В: (&(Ю<=У)-^2 - относитель
но открытые отображен/.я; Е~Л(А)03)(. В) &>= В~1 (В (Е)) I) 
1/ЖА) . . • 

Утверждение. Если существует ретракция* Р множества ^ 
на Л (А), такая , что 

и Р : ^ " ^ Уу*Я(А^Е, (2) 

то композиция В Л , есть относительно открытое отображение. 
Доказательство. Требуется показать, что для каждого откры

того множеетва 'Ьо в X существует такое открытое ьможество 
ЪО- в 2 , что ВА (иП^)(ВА))-^ПХ(ВА1 Так как л 

А (ип<в<йА))=А(илжА)л$(ВА)) и множествоЗд{ВА)~А (Е) 
насыщено по отношению эквивалентности О , порожденному 

* Отображение Р-* &~?(3г с ) топологического пространства 
на его часть Л~ называется ретракцией, если оно 

непрерывно и Р / = / для каждого 4 ^ . 
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отображением А , то А (иП $(ВА)) = А (* П В(А)) П 
П А (®(ВЛ)) = А (и П5)(А)) П В . Поскольку А о т 
носительно открыто, существует такое открытое множество V" 
в V , что А (КП$)САХ}жРпЛ(А). Следовательно, 
А(иа$(ВА)) = 1Ъ)Е и 

ВА (и пмва))=в (тн\ в). сз) 
Но 

В(*ГЕ) = В (Р~'(&П Я (А))П&(В)). (4) 
ДеГотвительно, Р'сРПХкЛ»-Р~1(»пЕ)иР V ^ Я ( А ) ^ Э > ( В ) ) = 

(последнее равенство спра
ведливо в силу (2; ) и, значит, Р~4(&ПЯ{А»Л$(В)=Р П 
Г\3>СВ} , откуда Р~*(тН\ Я ГА))Л2(У=Р&г\ В) (и*Ь П#>Е)<$№) 

в силу (1) ) \ с л е д о в а т е л ь н о ^ ? '(ЖЯ№П$(В))^ВР '(#ПЕ), 
и так как ВР~ Е) •» В (У*П Е) на основании ( I ) , то 
раяенс:во (4^ установлено. да^зе ,ив непрерывности Р заклю-
чаем, что'существует такое открытое множество 2^ в У , 
что р *С&П3?(А)) = 1% О % ; поэтому (4) принимает вид 
В(&ПЕ) = ВС^АёПЮСВ)) • В силу насыщенности множества 

&ПЗ)(В) по о , отсюда будем иметь В(ШЕ)=В(г*}П&(8))() 
О В ( €П&(Ви • Поскольку В относительно открыто, 

существует такое открытое '.иожеотво в 2 , что В(^П 
П2)СВ))-^ и?пЯ(8Х поэтомуВ(гмЕ)=*)-пх<в)пв(бП2(В))<= 
= Ь>ПЯШП%(ВА) ( ибо В(4пШ))=8(е)=Я(ВА)), от
куда, принимая во внимание ( 3 ) , получим ВА (1АП (ВА)) = 
• О &(В А) , что к требовалось. 

Отметим частный случай, когда множество Е . насыщено по 
отношению эквивалентности Р а . . В этом случае Ё~Л(А), и 
требуемой ретракцией Р является тождественное отображе
ние Л (А) на себя. 

Теорема 2 . Услозия. X > У > ? ~ топологические векторные 
пространства над одним и тем же лблам; А- С^(А)<=Х)-*Ь и 
В:(3)(&)^У)~* /* - линейные относительно открытые 

отображения. Р 
Утверждение. Еоли существует линвйный непрерывный опера

тор проектирования Р пространства ё=-Л(В)*Я(А)к& Л (А), 
таков, что ^(?) СЖ(В) » то композиция ВА есть отнс-
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-ительно открытое отображение*. 
Доказательство. Пусть Ь та & имеют тот же смысл, что 

и з теореме 1 . Тая как В *В(1-~) — Е + Л\Г (В) , т ; ^ ~г~ 
о (ь+Ж(В)) иЯ(А)^СЕ +Л. (А ) = Ж В) + Л(А)= й, 
Обозначим через Р сужение Р на & (Р-Р\ё>) . Легко ви
деть , что оператор Р является ретракцией ё наЛ(А) и 
удовлетворяет требованиям Ш , (2) теоремы 1 . Этим теорема 2 
доказана. 

Отмеченный выше частный случай теоремы 1 означает в усло
виях теоремы 2 , что Луг( В)<= Л (А) и оператором проекти
рований Р будет тождественное отображение Л С А) на себя. 

Рассмотрим еще случай, когда & ( А) замкнуто и Ж( В) имеет 
конечномерный выступ 
Тогда,как нетрудно убедитьел, если У является отделимым 
локально выпуклым пространством, то, удет существовать тре
буемый в теореме 2 оператор проектирования Р 

Таким образом, в обоих случаях предпосылки теоремы вы
полняются, так что композиция В А относительно открыта. 

Сочетая этот результат для второго случая с теоремой 3 ..з 
[ § ] , можем сформулировать последнюю в следующем дополненном 
виде. 

Теорема Э. Условия. X ,У , ^ - топологические ректорные 
пространства над одним и тем же полем, причем У отделимо и 
локально выпукло; А : (ДМ)<= X) •->• V и В- (Л(В)с У)-*2 
- линейные относительно открытые отображения с замкнутыми облас
тями^ значений Л (АН %.( В) ; выступ (В, А ) конечномерен. 

Утверждение. Композиция 3 А есть относительно открытое 
отображение с замкнутой областью значений Л (В А ) • 

Остановимся, в заключение, еще на случае, "огда А дейст
вует в одном и том же отделимом локально выпуклом пространстве 
X (А-' (<3)(А)<=Х)-^Х ) • Тсь'да ив теоремы 3 вытекает, что 

если А относительно открыто, Л] (А) замкнуто и выступ 

* :есь ) обо?чачает, как обычно, пространство нулей 
соответствующего отображения, 
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л'(Шл'(А)е&Щп дпш;т щссовскои адре т ( А ) т 

^ ^ • ^ ( А ") конечномерен, то зсе степени Ал (Л = ^ ) 
суть относительно открытие сгображения с замкнутыми областями 
значений Л (А*). 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1979. 

УДК 513.881 

ОБ УСЛОВИЯХ КОНЕЧНОМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА 
НУЛЬЭЛЕМЕНТОВ ЛИНЕ"4Н0Г0 ОПЕРАТОРА 

Дергун о ва Н.А. 
РПИ 

Пусть - банахово пространство) совокуп
ность всевозможных линейных операторов, действующих ъСС. 
Через оОСА^ и (А} соответственно обозначим область 
определения и область значений оператора А & (Х)\чъ-
реэ АА{А) - множество нулей оператора А ; мноч етво 
нульэлементов оператора /4 обозначим чорез /^-{^У^С/^Д1) 

Теорема 1. ! ;ля того, чтобы множество нульэлементов 
(ГС (А) оператора оыло конечномерным про

странством, необходимо и достаточно, чтобы оператор А 
был представим в виде А = 3 + С , где <3, Х(2С), 
обратимый оператор, С. - вполне .непрерывный л $С=(^-' 

Доказательство. Необходимость. Пусть с&пъ <ГС(А) •^•°<^. 
Тогда существует линейный непрерывный, с-перптор проектиро
вания Р пространства X на <ГС^А). Оператор (р —1~]Р 
также является операторе-• проектирования, причем Р(р ^(рР= 
~ 0 . Представим оператор 7 ~ = ] ~ А з виде суммы 7~=7~+~К 

где Т^ТР=(1-А)Р=Р-АР *Ъ°ТС? = 
— (р-АСр-Р-рм этом ГдТт =0, Действительно, 7~7~ = 
*(ф-АФ)(#-АР) = с?Р- ФАР-А&Р + ' 
+ АС?АР-0, *&орф~(?р=о*срлр = 0 - * ы -

лу того, что А преобразует зся:;ий нульэлемент в нуль
элемент. Отметим еще, что Т^ССС) С#Т-(А) и 7^ (<ГС (А))~= 
= О, Далее, обозначив операторы / - 7" и -Т через 3 л 
^ с о о р е т с т в е н - о , получим А= 1-Т= -
~0 + 1— и 0 / . = 1 _ . Остается показать обратимость опера
тора В и полную непрерывность С . 
Установим обратимость оператора ;В . Пусть для некоторого 
ЛеХ 8х=Х'-%Х.= Р, т.е.Х^ЭСТак как # = 

= / 4 + 7 ^ то Ах+Т,Х=& « Ах =-^Х * П(п)^ о т 
куда следует, что ОСе/Ь(А). Но т о г д а — ^ 2 1 ^ ^ ж, е л е - — 
дезательно, Х = &. Полная непрерывность о п е р а т о р е ^ - . ^ 



очевидна, т . к . С — -~Г, 

Достаточность. Пуоть А предегавим в виде А=В+С и 
операторы Ё> , С € удовлетворяют условиям тес— 
реин. Покажем сперва, что с^Т А'ТА)-^^. Предполагая про
тивное, построив (с помощью леммы о почти перпендикуляре) 

последовательность {^п]п^ Тслую, что А^ТА), //Х„#=*% 

п=*,%г-~ > > ^ Пользуясь 

равенством А ОС ^ = + ^ - ^ л , = <9, получаем: 

ХСХггГ-Х'Л =ИвХт-Вт.пИ. Но (на о с -
новинаи I *1 1У статьи [ I ] п р и ^ ^ ^ Г - \ ) , следовательно, 

ИСХп-Сх^-Щ^-ХлА > Т при , а 
ьто противоречит компактности с . Значит ОБЕТ А^СА)^"", 
Предположил теперь, что СБЕТ /%{А)= Тогда все ЛТ^О 
окажутся различными, так как О&Т Аф!")^ О&ТАЩ^^ 

Поэтому найдется такая последовательность / -^-и7 

ч . о ^ п * У, ЗДН и р(Х^ АУ(А ) > ^ 

* = ' , 2 , 
для любых двух "значений /п. и п >т получаем: Н Сх^-

(здесь принято во внимание, что З х т - Х т , $Хп = •Х/^ 

• (Ахп-Ахт + Хщ) 6 А/1(А*~-')). Таким обраэом,сао-

ва получено противоречие с компактностью оператора С > 

следовательно^ с1;-п\ ГЬ(А)<^°^-
Теорема 2 . Если пространство- нульэлементов №(А)ъъ.ъ-

ратора А € ^(оС) конечномерно, то А -инвариантное замкнутое 

дополнение к (А) существует тогда и только тогда, к о г 

да оператор А представим в виде А=№,*ъ б.СеШУВ-

обратимый, С °— ограниченный коньчяомерный оператор, мСС)*-

* Х , в Г = С ш С б с С . 

54 ° . 



Доказательство. Необходимость вытекает из теоремы I и 2 
статьи [I] при условии, что • /= О и ^ = / . Действительно,при 

/ / = С множество Ка~ {&} и множество ^ 5 / / ^ / ^ ) совпадает 

с УХ (А). Таким образом^олучаем представление оператора А = 

и операторы отвечают требованиям на 
шей теоремы: обратимость 3 следует из свойства а ) теоре
ма I статьи / 1 7 ; из свойств ь ) , е) той же теоремы в свой
ства О теоремы 2 в [1] следует выполнение условий 
$С—С ъСЦсС- -Конечномерность оператора С- следует из 
свойства с) теоремы I в [I] и конечномерности <Г^-(А)\ 
оператор (2 ограничен, т . к . С—АР-Р (см.доказательство 

теоремы I в [1]) и обет /ГС-^А)*1 о о -
Достаточность. В разложении оператора А , по условию 

теоремы, С.— оператор конечного ранга, следовательно, С 
— локально алгебраический оператор. Таким образом^из об 
ратимости в и остальных условий теоремы вытекает выпол
нение всех свойств теоремы 3 в / X / , из чего следует суще
ствование А -инвариантного алгебраического дополнения к 

.Далее, рассмотрим оператор 7= I*С тогда, согласно 
теореме Рисса ( с м . Ш , теорема I В г л . Ш § I ) , существу
ет замкнутое 7~-инвариантное дополнение /7Ъ(Т) к <ГС (Т) 

В доказательстве теоремы 3 в [I] показана А —инвариант
ность некоторого 7"-инварнантного дополнения в ОС к /Т-{7) 

Таким образом из замкнутости 'Т) и 
см. V в П ] ) следует существование ва ми

нутого А -инвариантного допо;шения в ОС ъ/С^А) , 
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Топологические пространотва и их отображения,_ Рига. 1979. 

УДК 513.83 
О § -РЛЭнЕРНОСТНО ПОЛНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А.!Сандил 
МГУ им. Л.В.Ломоносова 

Пространством б-близооти, ,или просто 0-проотранотвои, 
навивается тара. (Х^) , где /—топологическое простран
ство , а б - бинарное отношение на множестве всех подмножеств 
ив X С 6 -близость) , удовлетворяющее шести аксиомам В'.Федор-
чука [ 9 ] . мы предполага и знакомство читателя с определени
ями и обозначениями ие ^ 9 ] . ^порчуном В.В. было донава-
но, что 9-близость й на пространстве X однозначно опре
деляет вполне оегулярное пространство Х4 ...его бикомпактное 
расширен не * 6е Х$ и 8 -сой ершенное неприводимое отображе-"' 
ние 5Г. I X , - * X т а и в , что А $8<<*1~т;; л] П 

Определение_1^ Назовем конечное семейство 3 ( Л ' / 
каноничееки открытых множеств ' -пространства X равномер
ны-! 9 -покрытием, 1 1 если оущоотвуют такие открытые множества 
Щ ... Н, , что и Н1*(Х\[Н<]) для 
каждого 1^4 а . 

; Очевидно, что система (Г* {*) всех равномерных ^-покры
тий 9-пространства X является базой^бикомпактной ' - р а в 
номерности _р на X , порождающей исходную Ь -близость [12] 

Множество И с X лаэывается 6 -окрестностью множества Й-
если И'ё (X \ [Н]) • В этом случае мы будем писать Н^Н' 

Легко проверить, что имеют меото следующие утверждения: 
Лемма 1, Если ^ " { й ) * . , " равномерное 0-покрытие В-

проотргчства X ' 1 0 0Г - (0ц является открытым по
крытием бикомпакта . (в Х$ '. 

Лемма 2 . | Вопи покрытие бикомпакта Х§ соото-
..? из канонически открытых множеств. То 

9$ С л А X») - {Щ (ос пх9)- 0(- в ^ 
воть равномерное 8 -покрытие в -пространства X . 

Определение*^ 0-равмерносты) ( 0 4 X ) непустого 0-
проотранства X н эываетоя наименьшее не всех таких целых 
неотрицательных чисеж Л \ Я?*) 1 любое равномерное 
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крытие в-пространства X можно вписать равномерное / -покры
тие кратности, не превосходящей | если же тпких * вооб
ще не существует, то полагаем В Л X = о° . Положим, нако
нец, Ы 9 = -1 . I 

Используя леммы 1 , 2 и равенство (1>н^Х$) тН , спра
ведливого для каждого канонически открытого множества И , л е г 
ко доказать, что справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Для любого ^-пространства < имеет место равен
ство виХ" 1~и»1 4 X) . Если же при этом X бикомпакт, то 
е и х - а* хЙ. 

Поскольку в случае, когда ^ -близость на пространстве X 
есть обычная близость, отображение %г '• Хр ~* X является по-
меоморфиамом, а бикомпакт 1Й X? - бикомпактным \. сширением 
пространства близости X [9] , из теоремы 1 получаем 

Следствие 1 . Если #-близость на пространстве X есть обыч
ная близость, то $4Х = (&И1СХ , где сХ есть бикомпактное 
расширение пространства Л в смысле Г.М.Смирнова. 

Напомним, что подмножество У 0 -пространства / называется 
Р -подпространством, если ограничение 90 отношения Р на 

подмножестве У удовлетворяет шести аксиомам 6 -близости. В .З . 
Федорчук ^11] доказал, что если У всюду плотно в X , то V 
является 0-подпространством. Тем самым отношение % на У 
определяет вполне регулярное пространство У^ , 0 -совершен
ное неприводимое отображение •• ^ У и бикомпактное рас
ширение У^ [9] . Тая как прообраз всюду плотного множества 
всюду плотен, то 5у е " является 6 -совершенным непри-
водиькм отображением. Поскольку Ок^1 У плотно в Х$ , имеем 
равенство У] 6в X? = ^, X, , Зс'.пользовавшись теперь теорема
ми 1 ,3 из [9] , получаем равенство Ув0 - У , Яу% ~ ^ хв I у 
и Ьео \ - &е X) . Отсюда и из теоремы 1 вытекает 

Теорема 2 . Если- X 0-пространство и У плотное в нем под
множество, то 0 с1 V = в их. 

Следствие 2 . Для любого ^-пространства X имеем 6<2Х = 0*Х 
где к/ есть максимальное Н -замкнутое расширение 0 - п р о 
с т р а н с т в [ и ] . -. 

Определение 3. •6-размер , 1ой шкалой хаусдорфова пространства 
'I называется множество всех таких целых чисел ^ . л л я 
каждого из которых можно определить на пространс _ ве л ё-бли
зость вп , удовлетворяющую равенству {ГщИ-Х—~&— 



Хаусдортово пространство X называется 9-размерыостно-
полным, если его б-раэуерн^стная шкала содержит множество всех 
неотрицательных целых чисел. Обозначим через Ж класс всех в-
-размерксстно-полных пространств. <> 

Теорема 3 , Веяний бикомпакт, содержащий неизолированную 
точку счетного характера, принадлежит ЗС . . 

Для доказательства этой теоремы нам потребуется несколько 
вспомогательных утверждений. 

Лемма 3 . Всякий л-мерный бикомпакт, содержащий неизолиро
ванную точку счепсого характера, есть неприводимый образ К-
мерного бикомпакта, оодерлащего неизолированную точку счетного 
характера, еолк только к & п . 

доказательство этой леммы получаем дословным повторением 
доказательств" 1, леммы'8 из [т] . 

Лемма 4 ; Пуст* X - бикомпакт и хв е / _. неизолированная' 
точки.счетного характера. Тогда существуют бикомпакт У и 
непрерывное неприводимое отображение ^ У ~* X такие, что 

1) 1У(х.)1= .'. 

2) ш 4 Г л . У * 0 
3) $~ Хо является неизолированной точкой счетного 

характера ъ У 
Доказательство. Так как X бикомпакт и ,Х)т&,ча су -

и^ствует оистема окрестностей л • {"»'} с « . 0 точки ха е X , 

такая , что Оо = X, [Ос-ц] С О*; С* 4}Х. • < • 

Определим теперь подпространство У в X * Щ ' / следую
щим обра вой: 

и пусть Д ; у ' - г X - естественная проекция. Очевидно, что 
1%~~'ос{ а I. для всех # е X и ограничение отобра

жения У \ 3>"'а0—Х^ {хв} неприводимя. Определим У как 
фактор-пространство пространства У с относительно разбиения, 
единвтиенчыы неодноточечным элементом которого является аГ 
и пусть р " У ~ * У отображение естественного прое-итиро-
вання. Отобо?тенив р непрерывно и замкнуто, $(ув Ч) = Р{Т'л 
где ц , - ^ ( * • « О ; г л . п . в е д а ч . 326) и 

[33,,-пл.П, вадача 346) . Ясно, что У бикомпакт х точка / , 
неизолирована в У (по крайней мере, одна ив двух точек мно-
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жества &~'х0 неияолирсвана в У ! ) . Зададим теперь ото
бражение $ '• >У-*А" равенством 

$ (Н) =- ( ^(9) при У & 
[ зсе при ^ К, ч 

Ясно, что 0Р= & и ^ / ^ ^ " З У у ^ я - Ч х о ; поэтому отображе
ние ф • УX нег.риводимо, будучи неприводимым на всюду плот
ном множестве У \ {У») . Далее, $ - непрерывно, по
скольку р$ непрерывно, а р факторно. Вспоминая, что5"1гс 

обладает базой из открыто-замкнутых окрестностей вида [5Г~'0*] 
получаем илАцсУ-0 и Х(у°, У) * А*„ , что и зазершает дока
зательство леммы. 

Лемма 5 , Пусть У - бикомпакт, у„ - принадле лщая У 
неизолированная точка счетного характерами шс*у,У*С. Тогда 
принадлежит Ж . 

Доказательство. Пусть <4 = {0<}с,о - счетная система откры
то-замкнутых окрестностей точки у»«У такая, что О, - у 
и 0^,сОс для всех й е м . пен о, что множество У1 

бикомпактно. При атом бикомпакт У̂  является образом 
некоторого нульмерного бикомпакта при непрерывном 
неприводимом отображении / , ( 3 , г л . 4 , задача 209) . 
Определим пространство I. и У равенствами 1=9^, , 
Ч'- № У/ • Легко видеть, что г и У локально би
компактны, а отображение / . " / - * • У , где У^. м / , , <: е #^ 
совершенно неприводимо. Тогда естественное продолжение отобрав 
жени я / ^ / с*Х У' (где ^ 1 и ^ У' есть биком
пактные расширения П.С.Александрова пространств X и V соот
ветственно) является непрерывным неприводимым отображением, и , 
поскольку у„ - неизолированная точка Е У , точка ? = *С1\2 
является неизолированной точкой счатного характера. Учитывая, 
что пространство • У'б^ бикомпактно, имеем Л У= У . Далее, 
поскольку очевидно,что <Ы=0 , оогдаоно лемме 3 6 2Г, пои-
надлежит Л* как нульмерный бикоатакт, содержащий неизолирован
ную точку счетного характера. А тогда и пространство У принад
лежит ~А , будучи негпЗерывным неприводимым образом простран

ства из X . Лемма' 5 доказена. 
Ив лемм 3 , 4 , 5 оледует утверждение тчоремы 3 . 
Следствие 3 . Всякий бесконечный компакт^с 1-й аксиомея-__ 

счетности (в частности, веяний компакт) принадлежат^ '^^«-^''зЭ^ 



Следствие 4 , Вполне регулярное пространство, содержащее 
невэолировагчую точку счетного характера, принадлежит Ж , 

• Доказательство. Пусть * - неизолированная точка счетного 
характера в пространотве X ; тогда ХСх,^Х]^^а 

1(3] , гл.2, задача 135) , а следовательно, по теореме &,^ХеХ 
Так как X всюду плотно в ^ X , то 8йХ = всС^Х 
(теорема 2), то есть 

Теорема 4 . гели {Х*'-Ае А) , - семейство вполне регулярных 
пространств л хотя бы д л : одного < , Х*° принадлежит % > 
то и все произведение / = ^принадлежит Ж . 

доказательстве Если /^еД^ , то по определению класса X 
для любого К -5*0 -существует такая # -близость & > 
что 6цс1Хл*~ Ч , Этой близости соответствует 6 -совершен
ное неприводимое отображение ^лв< '• Х*° Х*° и бикомпактное 
расшитэние / „ х Х}*' , для "оторого Ой*< &х = X. . 
Пусть /л* есть бикомпактное расширение пространства X* 
( сС ) . Тогда $X* есть нульмерный неприводимый 
образ нульмерного бикомпакта У* , а следовательно, су
ществует такая В-близость $</ на $Х* , что 9а<ИХл"0. 
Ограничение 9С на X"4 удовлетворяет, согласно теореме 2, 
равенству ' 9в 4 X* - 9в <Х. I X* ~ О. 
Этой 0-блиао^ти соответствует ^-совершенно неприводимое 
отобраявение' ^• , ,> •' Х»с Так как отображение Дйг* '•^^А)в со
вершенно неприводимо и П{^Х*: *^А) есть бикомпактное расши
рение пространства X ~П{Хд''Х.еА) , то по теореме 1 из Г9] 
существует 9 -близость В« на- X • Тем самым, П^дХд•= §в),\> 

и поскольку. вИщЛ \>'$ Х*~К , 'ХО 6*с1Х» К , что и завер
шает доказательство теоремы 

Следствие 5 . Для любой мощности Т куб X ' и канторов 
дисконтинуум 0^ принадлежат X 

Доказательство этого следствия вытекает из теоремы 4 
и предыдуздго следствия. й 

Класс Ус замкнут не только относительно взятия произве
дения, но и относительно перехода к #-совершенным непри
водимым образам. В частности, классу X" принадлежат все . 
неприводимые диаднческие бикомпакты. Ив теоремы 2 вытекает 
также, что класс л вамкнут относительно перехода ко всюду 
плотным цо"множес1еам. В то же время 0 -раэмерностная жала 
экстремально несвязного баяокпа.;та состоит из одного нуле. ' 



Поэтому класс X незамкнут относительно перехода к ^ - с о в е р 
шенно неприводимым прообразам. 

Теорема 5 . [СН] всякий бесконечный бикомпакт мощности 
не превосходящей С , принадлежит ЗС . 

Доказательство, Так как / / / ' - 3^' , то в X существует 
точка счетного характера л„ . ( [ 3 ] , г л . З , задача 127). 
Если <э?о неизо/.ировано, то X принадлежит X согласно тео
реме 3 . Предположим теперь, что все точки счетного характера 
изолированы в / . Тогда множество Е - {х ' Х а X, •* изолирова
на в У] всюдд плотно в X . Покажем, что в этом случае X 
является неприводимым образом бикомпакта -У , удовлетворяющего 
первой аксиоме счетности в некоторой неизолированной его точ
к е . В самом деле, рассмотрим некоторое счетное подмножество С 
множества Е и определим пространстЕп У равенством 
Ч=[С1и{о}и(х\с)*{1\сх*{о,1) ; п у с т ь /г = [ с ] \ с . 

Поскольку С открыто в / , легко видеть, что У замкнуто , 
а следовательно, У—бикомпакт. Рассмотрим, отображение 5Г: 
У '* X , определяемое равенством '-'> х • Непрерывность ото
бражения % очевидна, покажем его неприводимость. 

Так как отображение является,очевидно, гомеоморфизмом 
на X ч / г ) , для доказательства его неприводимости доста
точно убедиться в том, что Т~'(Х^Р) плотно в У ; послед
нее же проверяется непосредственно. 

Поскольку [с]х{о) открьто-замкнутс в У , то / ( ( У т 

- Х(у0,[с]) . Отсюда, согласно теореме 3 , У принадлежит 
X , а следовательно, и X , будучи неприводимым образом 
бикомпакта из- Ж , само принадлежит Ж . Теорема 5 доказана. 

Из теоремы 5 и [г6~] ( г л . З , задача 149) вытекает 
Следствие 6 . [СН1 Зсякий бесконечный секвенциальный биком-

пакт, удовлетворяющий -'словию Суслина, принадлежит Д ". 
Из теоремы 5 и [з] • ( г л . З , задача 152) вытекает также 
Следствие 7 . [СН] Всякий бесконечный секвенциальный од

нородный бикомпакт принадлежит X . 
Теорема 5 . Если бикомпакт / содержит ^ -точку, то его 
В-размерностная шкала бесконечна^ она содержит интервал 

Доказательство. Пусть ос0 - а : - т е ш а пространства/ ' . 
Тогда существует нетривиальная последовательность гх», т = 1,л.~) 

"6? 



сходящаяся и лв . Отделим точки этой последовательности кано
нически открытыми множествами 0т таким образом, чтобы систем 
множеств /ТЯ-кТ:*»^-} была дискретна в себе , то есть для любо 
го *н и любого X е [0*1. существовала окрестность 21л 
такая, что \Ър2 Л Чл = ф при р 4 т . Пусть С - мно 
жество всех предельных точек последовательности {[Я*] *>" 
то еоть Гя [ II Г С1*11\ V Г^**7 • 5 силу дискретности 

системы {[0*,1 1,---) каждое [От.] открыто-замкнуто 
В[У > и поэтому Р замкнуто. При атом х^е^, 
а следовательно, ф . Далее, поскольку Р замкнуто в Хл 

то сИтР~ 3 - * ж а& X , Для каждого целого К У Н> 
рассмотрим подмножество У в Х*Яи'9 , определяемое равен
ством у - $ [ъ:*ъ)ис(х\у а)*%0)ир* 
г Д в {Ж„ З-!,"-!*,"-} - всюду плотное в Ц*'1 множество. Мно
жество У зя.м..нуто в Х*0*~* , поскольку 

По теореме сум*ы ^ у Г $ и р / ф . Л % - / # ^ С / \ . ( 7 ^ ) ) 

Отсюда4 учитывая, что д/шлРхф1'' Xпопучаеи" а** •/>- * 
Рассмотрим теперь проекцию У -*• / . Очевидно, что 

отображение У - » X является гомеомсрфдэмам на множестве 
У, • ЭГ''^Х \ [$ 01 ]) уУ-\Ц й • Непосредственно прове

ряется, что множеотво ' у, плотно в У • Отсюда и следует 
неприводимость отображения проектирования Я" , 
•* Итак, мы доказали, что для любого целого числа X * * 

оущ^ствует биномпан™ У , У=« к ' Ч непрерьзное 
неприводимое отображение 5Г: У X . Н о е.то и означает, 
что 0 -разыврностная шкала.бикомпакта X содержит интервал 
[е(ш.Х, о*^7 • Теорема б доказана . 

Поскольку каждая неиволированная точка диадическрго биком
пакта ЯЕляе^ся^ "X -точкой [4] , ие т е о р е ш 6 вытекает "~ 

Оледст.ие В. С-размерновтная шкала любого диддического 
бикомпакта X. содержит интервал [ Л / , ^ . В частности, 
если ёилиХ * 1 , то V принадлекит X . 

Поноыаревские бикомпакты равмерноста * ха^актеризу^гся 
среди всех биномпантч/В X размерности тем, что они и 
т: аьяо они явллю'"оя образами нульмерных бикомпактов при непре 
рывных неприводимых отображениях кратности, не превосходящей 
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Ясно, что если И -мерный пономаревский бикомпакт содер
жит X -точку, то и его нульмерный непрерывный неприводимый 
прообраз содержит 2 -точку. 

Таким образом, имеет место 
Следствие Э. Всякое п -меоное пономаревское пространство, 

содержащее X-точку, принадлежит X • "Имеет место и более 
сильное утверждение: 

Следствие 1 0 . Всякий бесконечный бикомпакт, являющийся 
счетно-кратным неприводимым образом нульмерного бикомпакта 
и содержащий & -точку, принадлежит X. • 

Из следствия 4 и теоремы 6 вытекает 
Следствие 1 1 . Все бесконечные метризуемые пространства при

надлежат х 
Следуя В.И.Пономареву [ 5 ] , вполне регулярное пространство 

назовем (неприводимо) диадическим,'если у него существует би
компактное расширение (>Х , являющееся (неприводимо) диа-л-
ческим бикомпактом. Из этого определения и из следствия 8 вы
текает 

Следствие 12. Диадическое пространство / , имеющее диади-
ческое бикомпактное расширение размерности , 
принадлежит 3( . 

Из следствия б вытекает 
Следствие 13, Все неприводимо -диаднческие пространства при 

надлежат X . 
Теорема 7 . Всякий бесконечный упорядоченный бикомпакт 

принадлежит % • . 
Доказательство. Пусть X - бесконечный упорядоченный 

бикомпакт, тогда для счетного мкоже^ ва 4 с X либо А , 
либо 1*4 А в [X,<) будет Ж-точкой ( [ з } , г л . З , 
задача 8 5 ) ; поскольку ^ 1 » п Х < , отсюда следует, что-Л" 
принадлежит З С . . 

Ив следствия 4 и теоремы 7 вытекает 
Следствие 14 . Всякое бесконечное (линейно) упорядоченное 

пространство принадлежит ' • 
Укажем некоторые нерешенные вопросы: 
1) Всякий ли бикомпакт положительной размерности принадле

ж и т е ? 
2) Замкнут ли классX относительно перехода к совершен

ным бесконечным образам? 
63 



3} Воятий ли бесконечный диадический бикомпакт принадлежит 
нжассуХ ? 

Автор выражает благодарность аа большую помощь и под
держку В.В.Федорчуку, под чьим руководством выполнена вта 
работа. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1979. 

УДК 51Н.8Е 
ОБ ИНДЕКСЕ И АЛГЕБРАИЧЕСКОМ ИНДЕКСЕ 
- ОТОБРАШЖ В Б.'.НАХОЗЫХ "ПРОСТРАНСТВАХ 

3 . 0 ^ в ч е н к о в 
ЛГУ им.Б.Стучки 

3 настоящей работе на основе различных понятий размернос
ти пространства и результатов из [ 1 } определяются понятия ин
декса и алгебраического индекса обобщенных рредгольмовкх опе
раторов и изучаются соотк "пения между ними. 

Всюду з дальнейшем Х\ и Vобозначают банаховы поостранстза 
над полем 1г\ действительны, чисел и ^ : /К —^ V. - линей
ное замкнутое отображение с плотной- областью определения 
и замкнутой областью значений ^Я^. Через чет: 5 обозначается, 
ядро отображения ^ •, т . е . подпространство | э с е ^ ^ \ = О т ^ 

, где О у - нулевой вектор в пространстве У , и че 
рез со-*©-?. 5 - коядро отображения 5 , т . е . такторпростраи-
ство У / Л 5 

Приведем следующие определения и ракты из \ .1~| : 
1. Определения. ( [ 1 | , стр .1 . -3) . Множество 1_ из ,Х назы

вается слабо линейно независимым, если ке содержится в 
линейной оболочке какого-либо собственного подмножества из 

и , Максимальное слабо линейно независимое подмножество в 
X . называется алгебраическим базисом (базисом Гамеля) для 
X. Мощность алгебраического базиса называется алгебраической 

размерностью чразмерностью Гамеля) ,Х и обозначается с/ел X . 
2. Теорема (см. [ 2 ] , гл.П, §< ь . 8 , теорема 2). Всякое 

векторное пространство X обладает алгебраическим базисом. 
3 . Определения ( [ 1 ] , о п р . 1 - 3 ) . 1аножество И из X назы

вается сильно линейно независимым, если оно не содержится в 
замыкании линейной оболочки какого-либо своего собственного 
подмножества. Максимальное сильно линейно независимое подмно
жество в ^ называется базисом (расширенным базисом Шаучора) 
для /К . Мощность фазиса называется ррзм_ерностью (размерность 
Шаудера) ,Х и обозначается X . 

4 . Теорема ( [ 1 1 , предл. 3). Если с*, есть некоторое 

6Г-



кардинальное число, то .существует банахово пространство Л 
с размерностью У<>эт X — 

5 . Определение. Кардинальным числом типа Е называется 
мощность множества, представимого в виде объединения беско
нечной последовательности подмножеств, мощности которых 
образуют строго возрастающую бесконечную, последовательность. 

6 . Приц-ар. Мощность ОС бесконечного счетного множества 
является кардинальным числом типа 1 , а мощность п. конечно
го множества или мощность континуума О не являются кардиналь
ными числами типа I . другие примеры несчетных множеств ти
па I приведены в следствии Л теореме 4 ( [ 4 ^ , гл.У, §3 ) . 

7. Теорема. ( [ Г \ , т е о р . 1 ) . Пусть Н - алгебраический 
базис и С" - базис для пространства _Х • Тогда 

(1) • 1Н1 = 2 1 Г ' , 
если . |.51 - кардинальное число типа 1 , 

(2) 1И1 = Ш 
если 1X1 не является кардинальным числом типа I 

Замечание. Здесь |А[ обозначает мощность множества А , 
а 2 1 Л ' " мощнгсть множества всех подмножеств множества А • 

8 . Определение. ( [31 , § 2 . 2 . ) Отображение 5 ' X У 
иазывается Ф -отображением, если Жтм1 $ <- •» о° и 

с&т Соке7 $<+<ж>, . ф+ -отображением, е С Л И с{1ПЧ<гг§ < + °» и 
с&тсоют§ = + э и Ф - -отображением, если 

9 . Определение. -отображением навовем 9^. -отображе
ние ДЛЯ КОТОРОГО сктсокег^ Я В Л Я 6 Т С Я КР^ДИНОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ 

типа Г . $Я -отображением назовем Ф_ -отображение ^ , 
для которого с6п,леч5 является кардинальным числом типа I . 

10. Пример, а) Пусть Х'Я У" - банаховы пространства с 
с/с'т X = 1 . и с&>п У- С г Г д е л - ' - мощность конечного 

множества и С - мощность ~онтинуумн\ Такие пространства 
существует в силу теоремы 4 . Тогда отображение X У , 
определяемое для каждого л е X равенством 

; о у 

является у - отображением. * 
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в) Если об'т Л = л и с1*т V = °0 (теорема 4 ) , то в этом 
случае отображение ^ является ф -отображением, не яв 
ляясь ^ -отображением. 

с) Если с/1*п Х-0^ и Лип У - "М- , то отображение .5 яв
ляется ф_ -отображением. 

о!) ьсли с/ип Х- с и сЛ/п У = п

 г то отображение ^ являет
ся ф_ -отображением, не ЯБЛЯЯСЬ -отображением. 

Далее для отображений классов Ф , 3 ^ >с^з с ^ з и 

будем изучать соотношения между индексом и алгебраическим ин
дексом. 

11 . Определение. Алгебраическим индексом & \ , - ото
бражений называется число т</ $ , вычисляемое по "рормуле: 

тс1 Л - (7'/л кеч ^ - с//тсо*е? § . _^ 
Индексом Ф , ^ -отображений называется число <л^5 ; вы
числяемое по формуле 

.'замечание. Если ^ является Ф + -отображением, то 
1ГСб/$ - - с / с / л 1<же1 $ ^ <.»?</ ^ = с/<т1ШР7 $ 

В случае, когда 5 является Ф_ -отображением, справедливы 
равенства ^ 

Используя приведенные определения и теорему 7 , получаем следую
щие предложения: , 

12. Теорема. Если 5 я в л я е т с я ^ ^ . -отображением, то 

2 -"" /*. 
Действительно, п с ^ с « * 5 _ о - Л 

13 . Теорема. Если ^ является 5^. -отображением,то 

действительно, г— г / г 

14. Теорема. Если § является "З 3 -отображением, то 

доказательство: 
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15 , Теорема. Если 5 является ^ - о т о б р а ж е н и е м , не являяе'ь 
<̂ > -отображением, то ^ 

тс/ § - <л<15 . 
Доказательство: 

и.с/ ^ = - «Л*» г^ле? $ - - <^"л соке? ^ = - $ 

16. Теорема. Если 5 является § ^ -отображением,-не 
являясь ф ' -отображением, то 

еле/ 5 = <-По/ $ 
Доказательство: 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1 9 7 9 . 
У Д К 5 1 8 : 5 1 7 . 9 4 8 

О СОХРАНЕНИИ Т-РЕГУЛЯРИЗУЕМОСТИ 
и В-ИЗЬШРШООТИ СТОЕРА};;ЕНИЛ ПЕРВОГО КЛАССА 

ПРИ С Е К В Е Н Ц И у Ш Ь Н О КОМПАКТНО»! Аппро^сиадш 

В.С.Ле1ченков 
:П?У им. П. С тучки 

Определение I . (см. [ 1 , 2 ] ) . Пусть Х~~'\ - отображение 
нормированного векторного пространства X в нормированное вектор
ное пространство У над одним и тем же полем 1\ действительных 
или комплексных чисел. Отображение ^'• X ~ У называется регу-
ляризуемим по Тихонову или кратко Т -регуляризуер.'",м, если су
ществует одиопараметрическое семейство отображений : Х-^У 
О <: Е < о", такое , что для любого' эс е X 

& п А ( К г ; 8 • х ) = о , 

при этом К ^ называется Т -регуляризатором для отображе
ния 5" . 

Определение 2 . (см. 1.2] ) . Отображение X > У называется 
В -измеримым отображением первого класса, если прообраз У'Сс) 

каждого открытого множества С пространства У есть множество 
типа . 

Теорема I . Пусть 5 : X —> У - Т - регуляризуемое отобра
жение. Тогда отображение : У будет т -регуляризуемым 
тогда и только тогда., когда отображение -* ^ . X — У Т" 
-регуляризуемое. 

Доказательство. Необходимость. Так как ^'•Х'""^ , Ъ. Т 
- Т -регуляриэуемые отображения, то существуют Т -регу -

ляризаторы этих отображений Х^»У , о . < г <<5„ и 
К, | Х^- У • О < ^ < ^ , такие, что для любого ас е X 

Далее определим ^ для - " х ' е ; Х , г д е о ^ 5" <: $г- т Х п \ О , " * , 
формулой • с 

Тогда справедливы следующие неравенства 
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= л ( Я * ; 5 ; а } + д Г К ? ; * ; * ' / . 
Переходя к пределу при Л' о получим, что 

т . е . отображение. • § + % . X —* Т I -регуляризуемое. 
Достаточность. Так как 

8- =. Я <- Г - 5 ) , 
то достаточность будет доказана, если будет установлена Т -
регуляризуемость отображения - $ : X —? У • Так как 

: X -» У - Т-регуляризуемое отображение, то сущест
вует '• ~Г -|>егуляризатор отображения ^ , т . е . существует 
оцнопаряыетр;;ческое семейство отображений | : ^ - ^ У , 

о <(У < а", такое, что для любого х е X 
&гг, д ( К * % - гх) = О . 

Далее определим . Р.^ для ос'е X формулой 

Тогда 0 г 

= • А/л *./> Я - Р\; (хЧ + $(*)\\ = Ри~и</* II А ^ Ч - *Г*>И^ 

= л С Я 1 ; А"; * ) -о: г т . е . 
отобраке1тае - з- '• X - * V -' Т -регуляризу м о е . . 

Теорема 2 . Пусть скаляр А К 4 ^ 0 1 . Отображение 
5 . X У' будет Т -регуляризуемым тогда и только тог-

. да , когда отображение А 5- '. Х * - * У Т -регуляризуемое. 
Доказательство. Необходимость. Пустб для каждого 

х' е X определяется форпулой * 
К * * 0 * 7 = Л К ? Г * ' ; . Т о г д а ^ . 

Я * Д Г В : о 1 ' *) = # * $иЬ Ь В ^ " ' 7 - ^ 5 Г * ) И = 



Достаточность. Так как , то 

Далее доказательство проводится так же, как и в случае 
необходимости. 

Из теорем I и 2 вытекает теорема 3 . 
Теорема 3 . Множество Т -регуляривуемых отображений норми

рованного векторного пространства X в нормированное вектор
ное пространство У есть векторное подпространстве в простран
стве всех отображений У * . 

Следствие I . Пусть А : X У - линейное ограниченное 
отображение. Отображение $ : X У будет Т -регуляри-
зуемым тогда и только тогда, когда отображение $ + Я • X -» У 

Т -регуляризуемое. 
Доказательство. Так как •/» •' X ~* У - линейное ограничен

ное отображение, то оно непрерывно и, следовательно, Т - р е г у -
ляризуемо. 

Определение 3. (см. Гз,41 ) . Будем говорить, что последова
тельность линейных отображений 5 и '• X "~* У секвенциально ком
пактно аппроксимирует линейное отображение Х~^У и писать, 
что ть с ^ Ы (Х,У) , еоли: 

а) для любого вектора зс е X ^•У*'' = 

в пространстве У ; 
б) для любой ограниченной последовательности векторов ( т « ) 

из X последовательность векторов ( 5„=>и - ) отно
сительно компактна в пространстве У 

Следствие 2 . Пусть X -*'У - последовательность линейных 
отображений,и 5 •' .X У _ линейное отображение такие, что 
для любой ограниченной последовательности векторов ( * ь.) из X 
последовательность векторов. $^хц) ) ограничена 
в пространстве У . Отображение 5 ' X -*• У . будет Т -регу-
ляризуемым тогда и только тогда , когда существует натуральное 
число п . е такое, что для в с е х , п т? ъа отображения 

X—> У Т - ре^ляризуемы. 
Доказательство. Необходимость. В силу Теоремы 3 из работы 

( [5Т, ) существуют такие числа п. 6 N и с > о , что для 
всех пг-п0 Х~> У - линейные непрерывные отображения, 
причем и 5 „ - N « С - . Тогда применимо предыдущее след
ствие I . 
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Следствие 3 . Пусть последовательность линейных отображений 
$ и •. X —? V секвенциально компактно аппроксимирует линей

ное отображение ^ •. X —> V • Для т о г о • чтобы отображение 
^ X У было Т -рег., ляризуечым,необходимо и 

достаточно, чтобы сущестровало такое натуральное число VI, 
что для.всех а п'„ отображения '• X ^ У были Т - р е -
гуляризуемые. 

Доказательство, Так как  с--^ $ ^ Ь ( Х , У ^ , то для любой 
ограниченной последовательности векторов ("*„ ) из X последо
вательность векторов (У* - З У * * ^ ограничена в У и 
применимо следствие 2 . 

Известна следующая теорема (см. 1 2 1 ) . 
Теорема 4 . Щсть У - сепарабельное нормированное вектор

ное пространство. Отображение Х ^ У будет Т -регуляри
зуемым тогда и только тогда, когда отображение .У X ^- 5Х 
- Е>-измеримо; отображение первого класса . 

Используя эту теорому и предыдущие следствия, можно получить 
еще ряд следствий из теорем 3 и 4 . 

Следствие 4 . Пусть У - сепарабельное нормированное век
торное пространство^ Я X У - линейное ограниченное 
отображение. Отображение $ : Х ^ 5 Х будет В -измери.-лым ото
бражением первого класса тогда и только тогда , когда отображе
ние 5 +• й : X ($1 % ) X - В-измеримое отображение первого 
класса. 

" Следствие С._ Пусть У - сепарабельное нормированное век
торное пространстве, 5* : Х - * У - последовательность линейных 
отображений, и \ X У - линейное отображение, такие, что 
для любой ограниченной последовательности векторов С ^ О из X 
последовательность векторов [ ^^ ( зс Ч / ) - $ ( * ,) ) ограничена 
ь пространстве У . Отображение 5 •' X —^ ^ X будет В. -
измеримым отображением первого класса тогда и только . 'огда, ког
да сущесть/ет гакое натуральное "число п. е N , что' для всех 

ч ? п . отображения & к - X ^ьХ Ь -измеримые ото
бражения первого класса. 

Следствие 6 . Пусть У - сепарабельное нормированное век
торное пространство, к последовательность линейных отображений 

X - * V секвенциально компактно аппроксимирует линей
ное отображение $ \ X ^* У - Отображение $ :: X - * В X 
будет В -ирмеримым отображением первого класса тогда и 
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только тогда, когда существует такое натуральное число V»/* N 
что для всех п & п. отображения $ щ • ^ $ ^ В- изме
римые отображения первого класса. 
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Топологические пространства и их отображения- Рига. 1979. 

УДК 5 1 3 . 8 8 

УСТОЙЧИВОСТЬ ^-ОПЕРАТОРОВ 
.ПРИ .ОТНОСИТЕЛЬНО ПРЕДКОМ!АНТНЫХ ВОЗМЩНИЯХ 

А.Х.Лиепиььи: 
ЛГУ им. П.Стучки 

В предлагаемой работе доказана устойчивость ^ - о п е р а т о р о в 
в локально выпуклых топологических векторных пространствах, 
в частности в пространствах Т^ретш, при относительно пред-
компактных возмущениях, понятие которых било введено в[Др) . 
Там же возмущения, предкомпактные относительно гомоморфизмов 
банаховых пространств, были охарактеризова.ш как возмущения, 
малые по у -норме, и таким образом работа содержит обобщение 
резудьтатов Л.С.Гольденштеина и А . С ' а р к у с а об устойчивости 

^-"операторов в банаховых пространствах при возмущениях, 
малых по • ^ , -норме ( ( ^ 2 ) . . ' 

3 работе испольвуем следующие обозначения: -Л^-множество 
всах натуральных чисел; X и Л/ - топологические векторные 
пространства (ТВП) над полем вещественных или комплексных 
чисел с?С, - базис окрестностей начала в X и $У - в Л/ 

>Б локально выпуклом пространстве (ЛВП) базис окрестностей на
чала считается выбранным таким образом, что любое множество 
базиса замкнуто, абсолютно выпукло и поглощающее и произве
дение на проиезольный ненулевой скаляр любого множества бази
са принадлежит этому базису "(см. СзЗ ) • 

-<^СХ,Ь^)- векторное пространство всех линейны4' непрерыв
ных отображений пространства X в ^ / . Множество значений ото
бражения обозначается черев сЗ*-~уГ и ядро череь с и й ^ у Г . 

1. Определение, Отображение^уГ^ ^ ^ ( р ^ ^ н а в ы в а е т с я гомо-
морФизмог. если оно, как отображение пространства X на под
пространство, с т ^ - у ^ . о т к р ы т о , 

. 2 . Определение. Гомоморфивм <&?(Х, Ъ/), ядро которого 
конечномерно и подпространство сЗР^у^— замкнуто, навывается 

0^ -оператором. 
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3 . Обозначим множество всех конечных подмножеств простран
ства V черев . 

Определение ( > 1-1 Л ) . Подмножество 4 С У навивает
ся предкомпактным относительно (ПО) окрестности {Х<е еоли 
существует такое множество / ^ ^ р ^ У ) , что ^4 ^У. 

4 . Определение. ( , 1 . 2 . 1 ) . О т о б р а ж е н и е ^ с , ^ ^ ^ 
называется возмущением, предкомпактным относительно (ШО) ок
рестностей <^/<е ' у 2 / ^и ^ < 4 ? ^ еоли иноже с?во у П О ок
рестности IX . 

о . Обозначим множество всех подмножеств пространства . V 
череа .2. в рассмотрим при фиксированном гомоморфизме 
у ^ ^ Ь ^ ^ и окрестности С^&ОС отображение ь^^сс) : ^*^ 
"определяемое равенством '^7'^ ^^^^<^/^с='/('хС'с^1 

Рассмотрим множество _Г==--^ и.с<&С/ о у ? . 
Черев 1^,(^61)обозначим множеотво ^су^с()(1у , которо? 

непусто. 
Определение^ ( [^1} , 1 . 2 . 2 ) . О т о б р а ж е н и е ^ с с Я Н ? С ^ н а в и 

вается ШО гомоморфизма ^е:#%Х, Ь/) , если для Любой . окрест
ности ЬС&ярл существует такая онрвстность ^(^сф, что 
^ - ЕЛО окрестностей С/, и ^ , т . е . , если -р^и.^^_ 

б. Лемма. Если X и Л^ТВП и для отображения <^(Х V ) 
и окрестности < ^ е ф ^ существуют такие подпространства .Х^ 
V. пространства X и ОК1 эстностм 1^е*?У и / ^ " е ^ ' , 
"то пространство Л / является прямой топологической суммой 
своих подпространств ^(Х^) и ^ ( Х л ) и 

&у^Сос ЛХ?.) => _ у ^ ^ • т о 

для любой такой окрестности С10е.д2х. > что с^^ ^> <х-^<х., 
существует та§ая окреотность , ч т о у ( с / ^ ) ^ (Х-

Доказательство. Проекцию пространства на подпростран
ство ^(Хс^ обозначим черев /сгх.и и проекцию на -/:(х2) 
черев / э т ^ . Выберем окрестновть У&ФУт&к, что 
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Тогда действительно: 

.<= + ^ О * } <= 

7 . Лемма. Если X * -Ь/'—ШЛ и для отображения -/*о<ХХХ^ У ) 
и окреотности си^*$и_ существуют такое подпространство Жа 

пространства X и окрестность у^ОУ, что ^(Х^) = . V 
я ((и/7 Х0) ^> ^/(Х0) Г? V" , то 

(и. Г> Х0) К 
Дов'а&атеяьство. Обоаначнм черев к внутренность окрестности 

| / . Тал, как множество \ ^ открыто, то справедливо нклю-
чение -/(Х0)Г) &с>-/ХХ0)Г)№ Следовательно,' /Г (и ЛХа) ^ 

^У(Х7)УТУ^^ _ У / 9 \х= \Х 
и тем самым уТ(с/пх^& , что р а в н о с и л ь н о у : ( и . л У с ) ^[/'. 

8 . Если подпространство ь/а пространства с/топологически 
дополнимо в . V » то черев .З^Г" обовначкй некоторое сриксирс-
ваннов топологические дополнение к нему. 

Следствие. Если X и .V—ЛВП, отображение. ^Х<с<^(Х^^/) 
сюрьектмвно я для окрестности.-^! е<&^ существуют такое подпро
странство Х 0 пространства ^Х и окрестности и 

[ / е ^ г Х , что подпроотранство топологически 
дапоянимо в \ у и (С^ГЩ) ^-^с^ х0)/0 ^ <^ 

то длт любой такой окреотности С1а е: , что -.с/.а —><Х+С(, 
оущеотвует такая окрестность у& , что -^(сл-ъ) ^> I/ . 

Доказательство. В силу леммы 7 выполнено включение 

_ у - ) Л 1У , и, следова
т е л ь н о , ^ (СС П/~Ч^(Х,))) П{Х ТЪк как^/Г сюрьен-
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тивно, то ^ С ? ~ * ( ^ : 

по лемме 6 для некоторой окрестности \Х&г%Х , если Ц^^Ы+СА 

9 . Следствие. Если ^Х и .Ь^-ЛВП^ отображение <кР{Х, 
сюрьективно и для окрестности с/.е*2х. существуют такое под
пространство Х а пространства X с с&*и±^у:(хау<°с> и 
окрестность 1Хе:*1У , что у ( ^ ^ ? / ( > ^ ^ / 7 1/> *° 
для любой такой окрестности СС^е^^ , что Ы-а ^>{Х-*-С-С 
существует такая окрестность ^ е<%^~, что ^ ( с / . ^ ^/ , 

Доказательство. Так как с а ^ ь ^ ^ Х ^ о о , то с ^ / и ^ ^ ^ ^ - е » 
подпространство ^(Хоу топологически дополнимо в _ У и 
й ^ > и . ^ ( Х * ) < - а . В силу посяеднепо^существует такая окрестность 

14 ж Гчто у . ( сс Пут ~~С^О^)^} ^> 

_/(х~) /? ^ • 
Таним образои -/(С*.а) ^> в С И Л У следотвия 8 для 

некоторой окрестности ^ е , если ~ХХ^<Х-

10. Следствие. Если Ж" и „Ь/^-ЛВП и для отображения 
у е ^ ^ Х , ! ; / ) и окрестности с/. еО( существую* такое подпро

странство ,Х^, пространства с с^и^^ х < ° о и окрест
ность что ^(ссПХо^^^Х^ул V > то для 
любой такой окрестности б1ое.Ъс, что ^>СХ.+СС » суще
ствует такая окрестность ^ ' е ф * ' , что у(ех^7>ОС^//И4' 

Доказательства Для подпространства ^ ( ' . л ^ пространства 
с З ^ / ^ с п р а в е д л и в о , что ^ ( ^ р ^ ) < а в | повтоцу, если 

дяя~~окрестностй е ЗЕ^, выполнено Включение о(Х-*гХ , 
то в силу следствия 9 _^(и.0) ^> Э^-^-/~Х) Х^, Для некото
рой онреотнооти ^ е '• 

11 . Следствие. Если_Х и _У-ЛВП, X совершенно полно и 
отображение у «г <&(Х] ъ/) нё является гомоморфизмом, то 
существует такая окрестность <Хе*?.^ * ч т о ^ ( С ^ с Х> Уо) ^ 

(Х.у /~)У дня любой окрестности {Хе'РУ и любого 
подпространства Х^Х ^ с^к^Га-^ Х^ < ° о -
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Доказательство . Отображение , как отображение про
странства ,Х на подпространство не является по у с 
ловию открчтым и тем самым не я в л я е т с я и почти открытым, тан 
как X совершенно полно. Следовательно, существует такая о к р е 
стность С ЧЛ. , ч т о у ( и ^ ) ^ > 3 ~ у П I / для любой окрест 
ности у к ОУ. Тогда в силу следствия 10 в качестве окрест 
ности , существование которой доказывается , может быть выбрана 
любая окрестность С*.<г*?Л. , для которой СС^-Ы.^б.^ 

12. Техника доказательстве следующей леммы не отличается 
от техники доказательства ленда 3 . 3 . 5 в С О • в основе 
которого - представление сужение на некотором подпростран
с т в * отображения, че являющегося гомоморфизмом, в некоторой 
специальной форме методом, подсказанным идеями статей С О 
• и . 

Лемма. Если X совершенно полное и V метрвауемов ЛВП 
• отображение у ^ X, \/) не является гомоморфизмом, то 
существуем бесконечномерное векторное подпространство про
странства , сужение на котором отображения ^ инъеи-. 
тивно и яредкомлактно. 

Доказате льет в о . Оогяаона следствия 11 существует такал о к 
рестность ССсгЫ> чгоу^{с^/^Х0)Х>_/:(;<о)/УУ^я любой 
окрестности УЩ и любого подпространства Л р Х ^ г в А ц ^ < « э . 
Обозначим черев калибровочную функцию оиреотностн Ы. . 
Выберем возрастещую последовательность преднорм ) п ± л . 
порождающую топологию пространства . у . Предположим, что 
существуют такие оиор^огенальные последовательности 

- пространство, топологически сопряженное с X , что-Ф^геХГ 

- / > (~*^ / и е ^ ( у с * * ) < ^ * - . 

* л ^ е Х ; 2 . ~ У ^(х) . Ч е р е в 
X сЗозначим векторное п ' д п р о с т р а н с т з о пространства X , 

натянутое на векторы последовательности ^Х^} л.*г^х^ < °У-
жение ^ отображения на котором не является гомо
морфизмом, в салу чего подпространство X бесконечномерно 
вместе с подпространством <у$*и^. Тем самым векторы) после 
довательности «г-л^ можно считать линейно независимы
ми следовательно , инъекцией. К тому же е Х-
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^00 ~ \ ^ ^}~У^~ и > следовательно , у предкомпакт
но {\_\3 , о . 3 . 4 ) . Таким обраэом ? достаточно д о к а з а т ь , что 
выполнено начальное предположение, для чего последовательности 
(Х^С)^ е л ' " и ( - ^ ) / . , существование которых предполага
л о с ь , построим индуктивно. В сигу выборе окрестности су
ществует такой вектор е~ X , что ^&С*4$СмЛ4 
Существует т а к а я линейная форма -к'ет'Х'' . что _к ^-»§(->Х-**Х? 

Й - К ^ е Л ' /^<(лу/<уО(Х) СЦЗ̂ У , 2 . 2 . 2 , 0 . 4 9 ) . Определим 
линейную форму с X' тогда равенством ^к^ ^-~~^-у Пред
положим, что первые л - У векторы и первые линейные 
формы последовательностей, существование которых доказывается , 
построены. Рассмотрим векторное подпространство^ ^̂ С». простран
ства , определяемое равенством / / ' о й т . ^ ! -
Так как с**я^у^_ Х^<^>, т о , с о г л а с н о зыоору окрестности с у 
ществует такой вектор ^ с Л ^ » что > ^ * / Ч , Г ^ ) * ^ 
Существует т а к а я линейная ферма . _х'^_ х ' » ч т о -к'(Х*.)уо(-х^л 

Ц -ИхеХ. *>/К^> V.Л3_^ , 2 . 2 . 2 , о . 4 9 ) . Определим 
линейную форму € * X ' тогда равенством 

1 3 . Определение, { ["13, 1.1.2). Окреотность М-еОС в ЛШ 
X называется окрестностью н а ч а л а , если она не является 

окрестностью начала в слабой топологии пространства X. . 

14 . Определение. !\\_^} , 3 .1 .1 ) . Отображение у ^а€(Х^Ъ^ 
называется -предкомпактным, если существует такая / ^ - о к р е с т 
ность Ы.е<&1. { что множество у^(с^) предкомпактно. 

15. Следствие т Если совершенно полное .1 ^уС-метризуемое 
ЛВП и отображение ^ / ^ ё ^ ^ X ^ ( ^ у ) не является гомоморфивмом, то 
оно / ^ - п р е д к о м п а к т н о сужаемо. 

Доказательство . Согласно лемме 12 существует бесконечномер
ное векторное подпространство пространства х' , сужение на 
котором отображения у инъективно и предкомпактно, следо
вательно, -предкомпактно , 3 . 3 . 7 ) . 

16 . Следующие две теоремы .шляются следствиями общих 
теорем об устойчивости свойств гомоморфизмов ТОПОЛОГИУРОКИТ 
векторных пространств ' (см.{^1^ ) . 
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Отметим, что общие теоремы содержат условие существования 
отображения сТ^.у). Я *~* 2 У о определенными свойствами, 
которое выполнено в случае кэтривуемого ТВП ±/ ( [13 , 2 . 4 ) . 

Теорема Если ^ - с о в е р ш е н н о полное и ^Л-иетриэуемое ЛВП 
и отображение <з€ &(Х)\/) - ВПО гомоморфизмау^е: ^(Х,^ 
с сЗйЦу^оо , то отображение_у г >_у — гомоморфизм. 

Доказательство. Согласно следствию 15 любое отображение 
А^а^ХХ^) » не являющееся" гомоморфизмом, -предком-

паятно оужаемо (в терминологии, применяемой в [1^ , - пара 
пространствX и _ у является Р -парой) , поетому 
гомоморфизм ( [_13, 3 . 2 . 1 1 ) . 

17 . Определение. ( С О ' • в ш & ш бесконечно
мерном замкнутом подпространстве которого индуцированная, 
топология не совпадает со слабой топологией, называется /2 -про - г 
срайствон ." 

18. Теорема. Если X— совершенно полное / ^ - п р о с т р а н с т в о , 
„У-метризуемое ЛВП и отображение^^«Го^СХ, V ) - ВПО 
-оператора ус°&(Х,у)> то отображение_/"+у . - о п е р а т о р . 

Доказательство ^ Любое отображена э А.^ЛР(Х^х) , для ко
торого подпространство с?^-*гуГ" не замкнуто, на является 
гомоморфизмом ({[-1^ , 3 .3 .1) и оогласно следствию 15 У^-пред-
компактно сужаемо (тем оамым в терминологии, принятой в Г О , -
пара пространств X и является ^ - н а р о й ) , поетоцу^Гу.^ 

^ . - о п е р а т о р ( С О » 3 . 2 . 1 3 ) . Щ 
19. Следствие. Если X * ,У-проотранетва Фреше и отображе

ние ^сёЖК'ф- 8 0 0 ^ . -Рператора уг*с&'(^^)< т 0 ото
бражение ^ . - о п е р а т о р . 

Докаватвльотвр. Пространства Фрепю совершенно полны и являют
с я /О -пространствами. 

20 . Следствие, Если X— ароотр"анство ^реше и для отображений 

выполнено уоловие ^ * г Л - . СС<=^(С0$^^еТ^?<гх)с:ии 

то отображение^Х^у р?5_-оператор. 
Действительно, в силу условия, которому удовлетворяют с» 

и -уГ , 'отображение^- *• ВПО ^ . - о п # р а т о р а X е . -



2 1 . Пример. Рассмотрим следующий частный случай. В качестве 
пространства X выберем векторное пространство С 
всех непрерывных вещественных функций на вещественной прямой 

А' , наделенное топологией компактной сходимости на > ? , 
которую зададим посредством семейства преднорМ/О^ ^)=^-^а/х(^)/) 

•^-^У^ , на С-С/1.у/Ъ) , чем выберем определенный* бавнс' 
окрестностей начала топологии компактной сходимости (ом. 
[32 ) . Пространство С ( ^ / ? ) в этой топологии - пространство 
Фреше. Рассмотрим отображения 

для любой функции -ж: е: С (>?/^определяемые равенствами 

< ^ * ) ( ^ - * ( ^ г ) и 
^ } С*)-^-* (В*) , где и 

постоянные с * е ( - / 1 / с Л > _ , -«-=») и 6) е - Л - • 
Тан как -+^^ * Л Г - ^ ^ П ^ е /<?> 

/ -* ( * ) / > - ^ = > , то - +^<Х е 4>< . 

^ & С"-) * С ^ <=-• ^ , в силу 
чего ^ ^ с б 4 . . • ^ . с ^ ^ ; с : ^ 

так как у ^ о у ^ = ^ , г д е ^ С / ? ) ' » С-*^ / ? > -
тождественное отображение. 

Рассмотрим отображение 

определяемое равенством Л & у , где по
стоянная 3 е С^^У- Так как -ф-<* е С1Х^У Д ) ^ / Я 

04==$ х)(^У =0, ТО^/ы инъекция. Следователь
но, отображение Л — ^2^-оператср для любой постоянной 

согласно следствию 20. 

Автор рад выравить глубокую благодарность К признательность 
своему научному руноводитр'во доцйнту Латвийского государствен
ного университета И.В.Карклкньшу еа постоянную существенную 
помощь и поддержку в работе. 
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УДК 513.38 
ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ ТЕОРЕМ УСТОЙЧИВОСТИ. 
ПРЕДКОМПАКТНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ •ОБОЕ'ЕННЕХ 

И ОТНОСИТЕЛЬНО РЕГУЛЯРНЫХ ОПЕРАТОРОВ. 

А.Х.Лиепиньш 
ЛГУ им. П. С тучки 

В предлагаемой работе приводится общая теорема об устойчи
вости свойств отображений, определенным образом действующих 
на некоторой системе множеств. Пользуясь способом исследова
ния, вытекающим из этой теоремы, доказывается устойчивость 
обобщенных (см. определение 3) и относительно регуляр
ных операторов при предкомпактных или в некотором смысле близ
ких к ним возмущениях. Из общей теоремы оледуют также теоремы 
об устойчивости -операторов при возмущениях такого рода. 
Приводимая общая теорема выявляет логическую основу рассмат
риваемого варианта теорем устойчивости. 

1 . Общая теорема устойчивости. 

Используем обозначения: 7 " " - непустое множество, <У- век
торное пространство над полем вещественных или комплексных чи
сел, У 7 ' - векторное пространство всех отображений множест
ва 7~ в пространство _ У и 2 . ^ - множеотво всех подмножеств 
множества Т . 

Рассмотрим следующие фиксированные отображения 

с у г - ^ <= - У ' • Черев 
Р обозначим некоторый фиксированный одноместный предикат на 

некотором фиксированном подмножестве ^ ( ^ п р о с т р а н с т в а . V *~ 
Рассмотрим множество (/^ р у ^ <= ^>{^г.)/1^Х^у)оЩ^у 

определяемое следующим образом: 

^(^) ==> ( у у С ^ / ^ (у^ 
и при фиксированном отображении _ у ^ / г - ( * ^ /э) 

^ < ^ ^ * у у ) ~ ^ : ^ у множество 



с у - * г?-г</;-^ сум 

* ( "°</:у> ^ 0 ^ К 7 ^ « ^ ( / | 

Пусть <. ' - ' - ^ ^ проекции на сомножители произве
дения _Ух У- • При фиксированном отображении^^? • ' ^ ^ ^ ^ ^ / ^ 
рассмотрим множество ^ (^у_)у) = ^ (2 У у 

Определение 1 . Пара (У^^/) множества и векторного про
странства 3 х называется ^ -парой относительно отображений 

и и предиката ^ , если множество Хт2 ( у^ 
непусто для любого отображения у } ^ У>. 

Теорема, Еолиапара (7^Х) ^ - - ' а р а относительно отображе
ний' и ^ у и предиката Х 9 , то ^СуХ ^^У^Х^ 
для любого отображения - / ^ е ' Х-?-; ^^,Р) и отображения 

" Доказательстве Предположим, что '~\у. справедливо для 
произвольно фиксированного отображения, ^ € Г Д ^ 
Допустим, что УРу+р), где о т о б р а ж е н и е ^ <ег ^ 
фиксировано произвольно. Это влечет существование такого мно
жества .-Ас $гХу)\' что ^ / " ^ С-Лу <г €^ (у), 
а следовательно, - равенство <̂ _, ( 5 ^ г и ^ = ^ V ? 
для некоторого отображения ^ <^Лб К<~*У^УУ ' и б ° п а Р а 

(У^ Л/У по условию ^> . -пара 'относительно отображений ж 
и ^ . и' предиката • , вследствие чеуо множество (? г) 
непусто. Но такое равенотво невозможно, так как ^ ^ 

/ > ( У ^ у 1 <у(*)с ? 
( С5К (?Т;У)) / 7 — ' 

в силу свойства отображения 
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Рассмотрим при фиксированной множестве с^С 
множество / = ^ ( ^ 7 - ^ с5*Г_,/^ с г ^ > ( ^ ^ ) / ? ^ ( ^ ^ 
определяемое следующим образом: 

и при [ иксироьанном отображении ^ егX { €т сЭС /^) 
множество С г-> 

( у у <г .У» (' + Л ^ ^ г 

~ е &<.) <% ( //=> {у+?> -> 

> <- К/,) (/у) у + „ (/))/ 

Определение с. векторное пространство , ) / называется 
пространством относительно множества ..ЭСаа2.^, если суще
ствует такое отображение ^ . Л ^ , что 

( -И ОС а 2 У ^Н. У) у ) ~» 

> ^ ( ) • • ^ ) Ч 

=> ^ (у^^ (А)) = ^ (4(У) . 

Следствие. Коли У^—то вство и Л>*-с<*- пространство от
носительно множества сг Л , то /^(уу^ /э(_^^у 
для любого отображения у ^ (^7-^ 
и отображения <? <ег & ( 4^ Ос Х>, +) 

Доказательство. Рассмотрим отображение ^ •. _ У V - 2. -' 
определяемое для любого отображения ^ Л / " 7 - следующим 
образом: .-: ^ 1 ( / ) . с^*1 . Согласно общей теореме 
достаточно доказать, что пара (~7~ \/) «-> - пара относительно 

Со) \ -> ^ 
отображений ^ . г и с и предиката , ибо име^т место 
равенство /=; ( *^ос^ /*) = ^ ( ^ у - , ^) 
и для любого / г / ^ 7 . ^ (ЭС /^) равенство 

действительно, ^о условию «-«-пространство относительно 
множества ' СЭС , следовательно, множество С • > -/I) 
непусто для любого отображения у'<г Л/~7~ , тем более, 
если у <г /=- (^-г; 



4.. Теоремы об устойчивости 0+ -операторов. 

Используем обозначения: X и _ У - топологические вектор
ные пространства (ТВП) над полем вещественных или^комплексных 
чисел, - базис окрестностей начала в пространстве X и 

- векторное пространство всех линейных непре
рывных отобпажений пространства ' X в пространство X. 

Ядро о т о б р а ж е н и яу обозначается через <Хллу< ] а мно
жество значений у через <=?>-~.^у. 

Определение 1. Отображение - / ^ е : ^ ^ С - ^ называется го
моморфизмом, если оно как отображение пространства X на 
подпространство ^Х~у открыто. 

Определение 1. (см. , с . 1 7 5 ) . Гомоморфизм 
ядро-которого конечномерно и подпространство <=Я-~-^Х замкнут 
то , называется -оператором. 

Множество всех -операторов, действующих из простран
ства X в пространство X , обозначим через ^25*. (X, х). 

*7Х^.- множество всех таких подмножеств пространст
ва X , для которых существуют такое бесконечномерное век
торное подп^острагство X пространства X и такая окрест
ность начала <Х е.<%л , что X => Х„ '^><^ 

^ Если подпространство Х ^ ^ п р о е т р а н с т в а X топологически 
дбполнимо в X , Д'О черев Х0 обозначается некоторое фикси
рованное топологическое дополнение к нему. 

Возможность применения способа исследования устойчивости 
свойств отображений, предложенного общей теоремой, по отноше
нию к. -операторам обосновывается следующей простой леммой. 

Лемма 1. Если X и _У-ТВП, X локально выпукло (ЛВП) и 
отображение • ХЛ' е: <Х?(Х_, X) ->- гомоморфизм с о*2~у<<>о 
то -И (Те Ъ-С^ , у (• *г<5у . 

Доказательство. Выберем множество ^-У^ произвольно. 
Лредположим, что Х^ - такое бесконечномерное векторное под
пространство пространства _Х и сС - такая окрестнооть нача
ла , что Х0 => Х0 О и. . 
.'аосмотрим векторное подпространство пространства X" , 
определяемое рьзеиством Хл .• = ^ХЬ^/Р У? Х а . 

. • 
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Подпространство ,Х бесконечномерно, ибо подпространство Ха 

бесконечномерно и по условию <Х^.<Х*^у<°о ( \_%2 , 
3 . 2 . 3 . , с . 7 9 ) . Бесконечномерно и векторное подпространство 

у^Ху\ пространства _Х , так как сужение у / 
отображения ~у на подпространство Х\, инъективно, ибо 
инъективно сужение у/У^~у^ н а подпространство У(%у 

и Хи с=г сХ%*у . Отметим, что инъективность сужения 

У~/У^Ху влечет включение У—^_^ 

У(х^ / 7 и ЛХ&у) ^>у< ) У>УУ /?<Яу). 
По условию отображения X - гомоморфизм, поэтому гомоморфно 
сужение у /УУу Л С^З , 3 . 2 . 2 . , с .79) и существует 
такая окрестность начала Уе^гУ , что 

у С С* X) ъХ^ХГуУ /2> . 
=> х^- Су/^у) У) К 

Таким образом, ' " 

у(ху}^ у ( х ~ ) ^> 
=» У (хГс х> у) => у (~хуу&0 

У (х^ / 7 с+ У? <у&~- уУ^ 
у (Хи) Х>у{сг. Х > ^ у ^ ^ > 

=У 0****уё х> и\1Г/(Х*) л У, 
/ - ( IX) Л /(ХУ* ; 

^>у (Ху / 7 \Х^ и подпространство 
У \ ^ л ' } и окрестность начала X могут быть выбраны 

в качестве тех, доказать существование которых требовалось. 
Рассмотрим при фиксированном множестве &С с 2 . у и при 

фиксированном отображении ~у <г (X^V^ 
множество (<9Су) с ^ух^Х), 
определяемое следующим обре :ом: <Х-^- С <~^*~^у) ~ 

( ^ ( х<) % (у+/* & (ХХ)=$ 
^ х ^ е *ххх . (у^(*^Х^о$>. 



Теорема 1, если X - Ш\,Х -ы- пространство относительно 
множества (5*С <= 2. и ХР ^ < ^ у = ^ , то 

Уу^^. (X, ^ ) для любого отображения у € (Х_,х) 
и отображения ^ е (<ЭС_)^.^-

доказательство. Рассмотрим отображение $ •• ^6?(хУ) г-2. 
- определяемое для любого отображения <Е. х) 

следующим образом: ^ ^ ( / ) . = л . 
Кроме того ? на пространстве <Х? (Ху Х^ рассмотрим пре
дикат /у е: $3^,{X^ ±/) \ обозначим его через . Соглас
но следствию общей теоремы, достаточно отметить, что, во-первых, 

- ^ с / 7 <Э<^ в силу 
леммы (2.1) и условия на множество <ЭС и, во-вторых, 

^ & < ? ^ < З С ' Ъ ; у О для любого е > ^ ( X , V / . 
Рассмотри.': при фиксированном множестве с9с с ^множество 

(5у. (<^^) с о€(Х ^ , определяемо- следующим образом: 

Определение 3 . Пара ^Х_)Х^) пространств X и X назы
вается -парой относительно множества (ЭС ^ . 2 ~^ 
если для любого отображения _у*- С о&(Х^ X) 
справедливо: у ^ (Х^ X) ^ ^ГйХё? ЪсУ^ у(и?)€^ 

Следующая теорема родственна результатам Ю.Н.Владимиоского 
( [ 1 ] , следствие 1, с . 176) . 

Теорема 2 . Ьсли X— ЛВП, -^—^--пространство относительно 
множества с 2 . ^ , С97, /У %ХХ^ и пара (Х^у) 

у< ара "относительно , то у : у ^Х- (' ^Х 
для любого отображения ^ / < г <^^(Х^^У) и отображения 

• ^ . / « - <Я. Г ^ > . 
доказательство. Утверждение следует из теореш ( 2 . 1 ) , ибо 

< ^ ( О * ^ с г ~ <-*Ч* Г<5*_>у15) 1 Л Я Л | с б о г о отображениг 
у е~ 0^- (X^ х) > так как по условию пара (х,Х) 

^у - пара.. 
Обозначим че^ев множеотво всех предкомпактных подмно-

«есть пространства X . . 
Х.емыа 2 . Если X— совершенно полное и ^^-метризуемое ЛВП, 



то пара у) пара относительно любого такого множест
ва <ЭС сг2.-* . что <ХС 

Доказательство. В -'словиях ле.»мы любое отображение 
у€Гг&?(Х^}/) \ 0^. (Х,Х) не является гомоморфизмом^или 
имеет бесконечномерное ядро и, следовательно, предкомпактно 
сужаемо на бесконечномерна векторном подпространстве простран
ства X ( Г'д>3 , 15 ) , вследствие чего утверждение следует в 
силу условия на множество С^Г . 

Следствие 1 , Еоли X и _!>А)1ВП, X совершенно полно, _У— 
метризуемое м -пространство относительно множества <5К сг2.~*/ 

<ЭС/Э^Х^=0 и <ЗС ^=> , то у ^ ^ <^(Ху) 
для любого отображения ~Х~*г (Х,х) и отображения 

у с г С ^ ( О с ) . - Г + \ 
доказательство. Согласно ле.лме (2.2) выполнены все усло

вия теоремы ( 2 . 2 ) . 
Определение 4 . (см. ]Г23 , 1 . 1 . 1 , с . 7 3 ) . Множество х\с2 V 

называется предксмпактным относительно окрестности начала 
, если существует такое конечное множеотво /^€2^ 

что -Л сг /=~^ К 
Обозначим через И(У^) множество всех окрестностей нача

ла Хе относительно которых множество -А- е: 2. ~* 
предкомпактно. 

Замечание. Рассмотрим аналог меры некомпактности Хаус-
дорфа ЭС (у). 2. ^ 2. ~^ » определяемый для любого 
множества с 2 у следующим образом: 

4 у € у ( А ) 0 
Этот аналог может быть выбран в сачестве отображения, суще
ствование которого'доказывает, что _ У ^/ -пространство отно
сительно множества (см. [ 2Л,). 

3 . Устойчивость обобщенных -операторов. 

Определений. Гомоморфизм^/Г А ? С ^ С * - ^ называется обоб
щенным 0^ -оператором или 0~.-оператором, если его ядро 
топологически дополн».мо в 0 и подпространство <=%~*.уС. 
вамкнуто. . -

Множество всех 0^ -операторов, действующи-: из пространст
ва 0 в пространство обозначим черев 0^ У) 

Нижеприводимая лемма при исследовании ^ - - о п е р а т о р о в игра-
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г ту же роль, что и лемуа (2 .1) при исследовании у> -опера-
оров. 

.'.емма 1. Если У - ЛВП, у - ТЕЛ и отображение 
-УЩХ$- гомоморфизм с топологически дополнимым ядром в X . 

то .у х х ^ г у у у • ( 1*Х ^ • 

доказательство. Б условиях леммы ^сужение /- У^Уу 
отображения X на подпространство ^Х^'^у является гомомср-
гизмом ( , 3 . 2 . 2 , с . 7 9 ) . К тому же оно инъективно, поэтому 
утверждение следует из леммы ( 2 . 1 ) . 

Рассмотри; при фиксированном множестве Л с 2 и при 
фиксированном о.ображении у <_ ( Л ^ , - ^ множество 

( ^ у ) <&?(Х^ у) , определяемое следую
щим образом: (&С^у) = / у, е > у / 

Xе <;/> ( <*•>< У/. 

Теорема-1. Если X - ЛиП, У— -пространство относи
тельно множества ^ Х а 2 у и &С/Г)&0'~-у, то у у *^ у^-^х) 
для любого отображения -у " е у>_^г (Xх; ^Х  и  о тоС'?ажения  

д о к а з а т е л ь н о . Рассмотрим отображение Ж,~  : <у-^-^^)г-2 
определяемое для лобого отображения / е ^т>_ (хуь/) 
сл дующим образом: ^ (у): — Х%Уу 
Кроме того, на пространстве .~У(Х^ "рассмотрим предикат 

У е 0~ (ХЛХ) ' ; обозначим его через X*. . Согласно 
оледствию общей теоремы достаточно отметить, что, во-первых, 

Р~ С ^ У ) с=-/=~(м~^ <ЭС;У^ в силу 
леммы (3.1) и условия на множество сЬс и , во-вторых, 

для люб-го у Г с (Х^у). 
Лемма 2 . Если ^—пространство Фреше, являющееся прямой 

топологический суммой своих подпространств Хм и X , Х'о— 
ьамкнутое подпространство пространства X , не имеющее тополо
гического дополнения в X, и Х 0 о Х ^ . т 0 векторное подпро
странство Хо 1 Х± пространства X бесконечномерно. 
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'• (лГ^У н «отображения 

доказательство. Обозначим подпространство X„ /7 Хл 

через 0 , предположим, что оА-Л» Х\ < <=о. , и 
рассмотрим топологическое дополнение подпространства 
0 в подпространстве Ул • По условию _С» X 

вследствие чего тогда имеет место разложение X = Х ^ @ Л о 
что невозможно, ибо подпространство X ^ з а м к н у т о ^ ^ и^ 
тем самым дополняет подпространство Х 0

 в , Х топологически. 
Рассмотрим при фиксированном множестве сЗС <^ 2.~ 

и при фиксированном отображении ^ (х^У) 
множество СР-^У ( &^-^У) ' ^ Ху 
определяемое следующим образом: {<Э<^ -У) = 

Теорема 2 . Если X и _у1лросгрансгва Фреие, причем _!>/— 
-у - пространство относительно множества XX. <^ 2 ш <3<Х 
/1 Ъ<Х,= 0 и <ЭС => ^ 
для любого отображения у 

<ъ-С^уО-
Доказательство. Согласно теореме (3.1) достаточно дока

з а т ь , что при произвольно фиксированном отображении 
уес7$~^У имеет место включение * ^ < * ^ < Э < , у ^ < с : 

сгг О- „ у) • Поэтому вибереи отображение 
о.с О^—^'(с9ц;у~) произвольно к даяияюм, что 

С 1 У ^ «Г С? СС9<_^"7^ > т , е * установи», одо 

У> ^-/-^у/? 0^ (^х)=р 

Предположим, что 0 ^_У~У 0^~(Х^У). 
Это оэначает возможность двух случаев., а именно? подпростран
ство ^Аигл- (^у) н е и м е е т топологического дополнения в X 

или п о д п р о с т р а н с т в о < ^ * Л ^ Х ^ ) н е замкнуто. (В условиях 
теоремы замкнутость мьожества значений отображения равносиль
на его гомоморфности). Разберем ети случаи. Если подпространст
во Х%%ъ. У^р) н е имеет топологического дополнения^ у 
то векторное подпространство ^^Елл. С/+^)/1 <л5Ху 
пространства X согласно лемме (3.2) бесконечномерно, ибо. 
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^ _ г д = ^ й г г у Г и тем самым ХХ-^г. ^ ' у ) 1 = 3 ' ^ - ^ - у ^ • 

Таккм"~обсазом, в этом случае в качестве такого множества 
XX ег &&У&Ху • ™ _ < Х > 9>(ЙЩХе- , можно выбрать 

любое из множеств вида Х & г ^ ^ Х У > * Х Х * - ( /• / <- <~ , 
где • X €.*2У- , так .;нк по условию СУС Х^Х^, следователь
но, у'о^еОС • Если подпростпанстзо Х^-~усу^л& замкнуто, 
то этик же свойством обладает подпространство УХ (уу/^Х') 
ибо Х ^ 
так 
отобо оаяения / у ь н&~тюдпростоанство -.яЙ*. ^ не является 

(Й-опеоатором. ,—. 
Тагим образом, остается лишь отметить, что п а р а ( с * и . Х -

согласно лемме ( 2 . 2 ) — -пара относительно множества <Х, 
Георема 3 . 2.сли X и _у—пространства !уеше, отображение 

У ^ о С ? ^ " ^ А ^ ) - - _ 0 ~ - о п е р а т о р , отображение ^ё?(Х^ъ^) 
- предкомпахтно и ,^Х^ & ~*-гЛЯл /- то отображение 
_ У ^ > ё€^X^ V,) — $ ? у ~ оп''Р&г0'-' 

Доказательство. Ясно, что у «г С ? С У XX ' ^аким 

образом, согласно теореме ( 3 . 2 ) , утверждение в рно, ибо X— 
с-о- пространство относительно множестьа сГ/^в сил}' замеча

ния ( 2 ) . 

" Об устойчивости слойотв^ относительной регулярности. 

Предположи: , что X и ГУ-отделимые ^5П. 
Определение (сл..например, ^ 4~] , с . 5 5 ' . Гомоморфизм 

-7^ ^ с5€ (ГАЛ// 1 называется относительно регулярным 
операторов, если его ядро топологически дополнимо ъ X > 'л 

подпространство <=?*-~у :—. в Л / . 
Обозначим через X пространство, топологически сопряжен

ное :•: пространству Х/ ' 3 е г Р сильной топологии, т . е . наде
ленное топологией равномерной сходимости на всех ограничен
ных подмнс/зствах пространства Х( • 

Кар; известно, свойство относительной регулярности, вообще 
говоря, не сохраняется при воамущениях, "достаточно малых"• 
(например, -алых по норме в случае банаховых пространств) или 
компактных ( С О > с . 6 0 ) . Таким образом, некоторые дополни
тельные условия на возмущения естественны. 

а следующих теоремах устанавливается устойчивость свойства 



относительной регулярности при компактных возмущениях с до
полнительным условием на их ядра в частном случав, когда ко
размерность подпространства значений вовмущаемнх относительно 
регулярных операторов конечна. Следует отметить, что то же 1 

условие на ядра возмущений содержится в теореме об устойчивос
ти свойства относительной регулярности для эндоморфизмов бана
ховых пространств в [ 4 ^ ( [~4Д , теорема 3 , с . 5 1 ) , которая в 
отличие от далее приводимых в некотором смысле более близка 
к теоремам устойчивости в случае "достаточно малых" возмущений. 

Подчеркнем, что следующие теоремы основываются на предыду
щих результатах об устойчивости -операторов и что таким 
образом они опять-таки представляют собой реализацию способа 
исследования устойчивости свойств отображений, предложенного 
общей теоремой. 

Теорема 1. Уели Х> и У - пространства Фреде, отображение 
Ус-&(Хау) - относительно регулярный оператор, сопряженное 
отображение У^(.У^а, Х^) которого - гомоморфизм, при
чем с л я ! ^ . ^С^у <<=о I отображение __^»«г о&(Х^У]) 
компактно и с=?Й1/1^> д? <3&х.у , то о т о б р а ж е н и е у + а е г о ^ ^ у ) 
есть относительно регулярный оператор, причем с л ё С ^ ^ ^ ^ - о 

Доказательство. Согласно теооеме (3 .3) отображение ~у+? — 
^ С - о п е р а т о р . Таким образом, достаточно доказать , что 
<гс̂ =4>~- ^су^& докажем, что а^>^_ <=Ж^ у^Х) ^ . 

Это влечет требуемое, ибо подпространство <-§(С^'{у-^) 
замкнуто. Отображение ^ 'с & (-Х}у Х ^ компактно, так 
как по условию к о м п а к т н о ( / [ " 5 _ / , 9 . 6 . 3 , с . 9 2 2 ) . Подпрост
ранство с^Ё*, Х~' замкнуто, ибо в условиях теоремы замкнутость 
множества анЗчений отображения равносильна замкнутости множест
ва значений его сопряженного. По уоловию норазмерность замкну
того подпространства «5^—I X конечна, вследствие чего . 

сХ^ъ <9САЪу V 0 0 • Наконец, по условию отображение 
гомоморфизм и^таким образом 9 ^2^ . -оператор. Как известно, 

''0уоъ&$ъ.чъщ устойчивы при компактных возмущениях"^-тем 
самым отображение У+<р /— -оператор, и б о ^ ~ ^ } '^уХ^^ 
и, в частности у &ХХ^ оЛ5~_ СХ^^ < < = < э • 4 X 0 треоовалось. 

хеорема 2 . Если \Х и У - банаховы пространства, отобра
жение у & <Х?СХХ)~ относительно р"егулярный бпУ атор.при-
Ч Е М С&<=&л~х ХХ~*- X' < ° ° » ОТО^Рв^НИ9 

9-еХ:'(Х.у) компактно и Ух&г. у ^ХЯХ)г.у , то отображвние 
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^у Х?(Л'УУ) - относительно регулярный оператор, 
причем с~&^<~±^-~-. у < . 

Доказательство. Согласно теореме (4.1) достаточно отме
тить, что в условиях теоремы отобра-кение у''е~ У(у ' х')~ 
гомоморфизм. ° ^ ^ 

Лемма. Если Х ' - б а н а х о в о пространство, У - рефлексивное 
пространство Фреше и отображр .ие е -Х?(2<уу) — 
гомоморфизм, то отображение уУ^ухV А^// 1 - гомоморфизм. 

;оказателоство. Подпространство УХу и, следователь
но, подпространств л <^*у' в условиях леммы замкнуты, вслед
ствие замкнутости подпространство у ' бочечно. Таким об
разом, согласно теореме об открытом отображении,достаточно 
установить совершенную полноту пространства _У^' . Действи
тельно, в силу рефлексивности пространства _у топология про
странства У является топологией Макки й , следовательно, 
пространство ^У^, совершенно полно, ибо _у" - пространство 
Фреше {'[5] , 8 . 1 0 . 7 , с .738 , см.также задачу 8 . 4 1 , с . 8 4 3 ) . 

В заключение приводится теорема, вытекающая из теоремы 
(4.1) и леммы ( 4 ) . 

Теорема 3 . Если^Х - банахово и _ у - рефлексивное прост
ранство Фреше, отображение уё^^г^ : >(X^У^ - относительно 
регулярный оператор, причем—сл-сг^^. <Х~.у<&=о , отображение 
уеск?(Х;%) компактно и Х&^п- <? у^ 

то отображение у~-гу ^ г&(Хуу) -относительно регуляр
ный оператор, причем с ^ « ^ - (у^^ < о о . 

Литература 

1 . Владимирский В.Н.- ^^ . -операторы в локально-выпуклых про- -
отранствах. - У В Д , т . 2 3 , вып.З, 1968, с .175-176 . 

. 2 . Лиеш.ньш А..Х. Относительно предкомпактное возмущение гомо
морфизмов топологических векторных пространств. - В кн: Топо
логические пространства и их отображения. Респ.межвуз.сб.науч. 
т р . , зып.З , Рига, 1977~с7?2-87. 
3 . Лиепин^ш А.Х. Устойчивость -операторов при относи
тельно предкомпактных возмущениях. - Н а с т . с б . , с . 76-84. 
4 . Сагайив З . Н . Ап есща-Иопа! арргоа^Ъ *о ргоЗцо-Ьв о? г е 1 а * 1 -
уе1у гоги1а- о р е г а - о г в . - Аечиа-Ыопеа Ма>Ьета-Ысае , 1977 , то1 .15 . 
5. Эдварде Р. 'Функциональный он & л из • М.. .1969» 

94 Поступила 12 аш-ч 1978 г . 



Топологические пространства и их отображения, Рьга , 1979. 

УДК 515.83 
#-ПР0С*ТАНС73А И Е'СТАЕИЛгНЬЕ Г0:.Ть ЧСРЙЙМЫ 

Л.С.Медну-ов 
Удмуртский государственный университет 

Настоящая статья переносит результаты работы автора [б] 
с сильно локально однородных пространств ка гораздо более 
широкий класс $ -пространств,замкнутый относительно произ
ведений. А именно: докавано, ч*о каждый стабильный гомеомор
физм $ -пространства биставялэя я что каждкл гом'о-юрризм 
тихоновского куба стабилен. 

В §3 доказано, что тихоновский -куб является сильно ло
кально однородным по множествам пространство-'. Рто предложе
ние было соормулкровано в [з ] в виде гипотезы, однако в по
следующих статьях Брехнера оно боле не встречалось. 

Множество всех гомеоморфизмов топологического простран
ства А на себя мы будем обозначать и (К) . 

§ 1 . Зг -пространстве, и & -пространства 

Определение I . Пусть X -топологическое пространство, 
х,у,2 ,иге X , л 7 с X . Гомеоморфизм 1*Ц(Х) ми буде» назы-
вать'(х,ч, Х с ] -гомеоморфизмом, если •[ 00 = ^ и тождестве
нен на , и (*,у,г ,иг! -гомеоморфизмом, есля {(х)= у. и 4 
тождественен на некоторых окрестностях точек 2. и г * г 

Определение 2 . Пространство X будем назизать 5 г - п р о 
странством, если найдется такое плотное в X множество ^ е 

что для любо!: точке ке X я для любого открытого множества 
\Л 9 Х- найдется такое открытое множество 1Гэ х что для 

любых двух точек ^хе\'г\ Хв существует ( ^ , г , ^ 4 ^ ) -гомео
морфизм. 

Замечание.Еслв в определения.2 полоякть-Хо ~Х .~о полу
чится определение представи»'ого п р о с т р а н с т в а ^ ;если потре
бовать. Ус Ц г существоваляе (^ ,,^ >И'^/'-гок(еомор5иэмг ,то полу
чится определение локально однородного_по мк"же-тзам проста 



ранства [_2] ; если наложить оба эти огран-чения, то получится 
определение сильно локально однородного пространства. 

Определение 5 . Пространство X мы будем называть &-про
странством, если найдется^ргадое плотно о в X х X множество л , 
что для лвбоК точки X найдется такое открытое плотное 
в X множество 11 , что для любых-точек 2,^ € Ц существу
ет нг) -гомеоморфизм. 

Теорема I . Произведение € -пространств является & - п р о 
странством. • ~~ 

Доказателье тво . Пусть ^" О^л и -X* - плотные в Х^Хл 
множества, о которых говорится в определении 3 . Положим 
1̂ = {-См) ^Х*Х: найдется такое конечное :ножество В С Л , 

ч т о & | , у . | Н Хл для всех =и В я ^ - $ «* для всех 
^ ' о( е Л\ а у . 
X -.очевидно, плотно в X * А . 

Пуоть.'*,з)б х" и В соответствующее конечное множест
во. Пусть *и .- открытые плотные в X ^ множества, о кото
рых говорится.в определении 3 , выбранные для точек ^ . у * ) * ^ 
соответственно. Положим Ц - ГИЛ <* " ПХ* . 
Пусть 2 , ^ - и.! и пусть +л - (V*, у*, .т., , и/-а) -гомеоморфизмы, 
выбранные согласно опредехзнию 3 для ^ е О . 
Тогда П'-^л *. П - (*.9,г, * 0 -гомеоморфизм, т . к . - / 1 

тоздествене.! Аа V - ПI ^ * П X. . , если г тождественны 

ва э г ^ и г , . ' ^ 
Теорема 2. Пусть в пространстве V найдется открытое 

плотное множество X , которое является 5 г -пространст
в о м / в {шг/шрэваняой топологии/, причем X "** (хи%\ связно 
для любкх двух точек х ^ € \ щ . Тогда У - 4> -простран
ство. 

Доказательство. Пусть Х 9 - плотное в X множество, 
о^котором говорится в определении 2 . Положим У Г Х , У Х „ . 

V; , очевидно, плотно в V * V . Пусть (*(ч) * ^ 
"30X1 X = % , то в качестве Ч можно взять все V 
Если, хе У * , то положим Ц.*- X ^ ( х * ^ ) / т о ч к и * ( ^. 
ие изолированные, т . к . если,например, X -изолированная 



точка, то ^ ч С у ° У ) несвязно, что противоречит услоь ::о/, 
Пуоть 2 , и/ е и. . Рассмотрим множество 

открыто, к для любой ТОЧКИ 

существует у, г, и О -гомеоморфизм из 

\л-'' открыто по построению. Покажем, что \М замкнуто в 
X \ (у ь иг). ^ 

Пусть м, е Г^ л Х^(в и иг)• Возьмем такую окрестность точки 
^ , что [^-|]у с Х ч ( г о Г 4 г ^ , До определению 2 найдем такую 

окрестность Ц точки , что для любых Ч,"*^ К п %о 

найдется ( "в? ,X х М,) -гомеоморфизм из И (X) . Докажем, 
что V - I/, Ь иг) с и/*. В самом деле, ггустьУ ^ 1/-̂  Хр . 
Так как у , € [IV] у ч ( 1 и и г ) , найдется 1Г, ^ ' л / п V л Х е . 

По построению найдетоя (к, 4 , 2 , •«") -гомеоморфизм 
• ? е И ( У } . По выбору множества Ц найдется ( и - ^ Х ^ Ц ^ ) -

гомеоморфизм ^ € И (Д) . Положим 

1^Н1Ч) и ^ - (Ч, | Г 1 ^ и г ) -гомеоморфизм. Тогда 
*°"!~ - (х"7 ц-у , иг) -гомеоморфизм. 

Из построения 1л/ теперь следует, что V' с 1л/ и 
У, Г. \] с\л/ _ Аналогично доказывается, что X е (Л/ , Ввиду 
связности А 4 ' г о ьг) получаем, что Хч(зтог*>") , откуда 

ц 6 1д/ и существует у, .2, -гомеоморфизм из Н(У) 
Следствие. I *" и Я 1 , ярд^та-оя -пространствами 

при Г > ! . 

§2. Стабильные гомеоморфизмы ~%> -пространств 

Определение 4 . Гомеоморфизм называется с т а 
бильным, если он может быт1- представлен в виде композиции 
конечного числа гомеоморфизмом, каждый из которых тождест
венен на некотором непусто»- открытом множестве. Если это кс 
яечяое число можно- свести к двум, то гомеоморфизм яазк 
вается бистабсльяым. 
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Тестема 3 . Любой, стабильны?, гомеоморфизм ъ -простран
ства К, бйстабилен. 

Доказательство. ОчекДйо, достаточно перейти от компози
ции тре-: к композиции . вух гомеоморфизмов, удовлетворяющих 
условиям определения 4 . 

Пусть {~{\\Лк , где , -г».-Гз € / ^ Х / Е тоздзственн:-
да открытых множествах 11.11,^^ соответственно. Покажем, 
что существуют точки <Ъ.еЩ. С13-*,*.*) и (Ч ,^? , (^ёУ) - г о 
меоморфизм. 

Пусть л - плотное в X х X множество, о котором гово
рится з определении 3 . Найдутся такие точки ^ , йг , что 

Рассмотрим открытое плотное в X множество Ч , ви -
бранное по с •эеделенкю 3 для точек > и возьмем 

*з ' {г (У(У, пП)П '11)1 Р . Тогда ОуИо03 и 

и, следовательно, существует (а1,аг, (*Л){VV**}}) -гомеоморфизм 
1п . П у с т ь А тождественен на окрестности. 1/э<?8 ^-^'Т^)-

Расс'/.отрим теперь гомеоморфизмы А~'/« А-/̂  
^ля,л^*^'1{г~^ • Прсверим, л т о ^ , тождественен ка 
1С'(иг)<\11, , а 9 Я - н а \/п{2(\/)п Чя . Пусть 

X С к'^пЫ, я пусть А(г]_- Мг . Тогда 

Пусть теперь X <̂  I* л ̂ ЦУ)г\Иг и = ̂  в I/'. 

Тогда ^ М ^ ^ ^ ^ ^ и ^ ^ ^ , ^ . ^ ^ -

^ Осталось заметить, ЧУО 7'г3«*31 и Ч Т 0 м к о ж е с , г в а 

л \ . и а ] / 1 I I , и С2(_^)п и . 3 непусты, т . к . перчое содер
жит очку #р , а второе - я ? . 

Замечание. Д).М. Смирнов/. Если пространство несвязно и не 
является объединением двух связных множеств, га все его г о -
1<ео.чор-^иэм^ '-"дестабильны. Если пространство является объедине
нием двух непересекающихся открытых связных множеств, то г о -
ме&мЬр*из..ш, "не переставляющие" эти множества, бистабильны, 



а "пеоеставляющиеп - не стабильны. Примером пространств^, яа 
котором существует стабильный, но:, не бистабильный гомеомор
физм,, являются ребра трехмерного тетраэдра. Одномерные ребра 

й. -мерного Симплекса при 3 уже не обладают этим свой
ством. 

Лемма.' Пусть />с Я\У) , причем существует такой гомеомор
физм ^ 
для всех Хб-Х . Пусть, далее , {сН(К,1) {&Н(Х*].0,у) 
2 •[ [",°) - °) для всех КС X - Тогда | - деста 
бильный гомеоморфизм. 

Доказательство этого утверждения для конкретных прости
рано тв имеется в статьях [1] я [й] , Практически без измене
ний оно проходит и для произвольною пространства X 

Теорема 4. Пусть Т>, И, е Н ("I г ) или { е Н( (V е ) . 
Тогда ф* бист'абилен. у 

Доказательство, для \ * см. [ 1 } , а для Я " с м . [ 9 ] . 
Пусть "С "> -У. и - ( ^ Н(1 у . По теореме 3 и следствию из 

теоремы 2 достаточно доказать стабильность 4 
Мы будем рассматривать X н а к 1 ^ * 1 " д Д ^ * * • 

Рассмотрим \л /~1 *" 4 . Это Ч. -множество типа С$ в 
I ** * I /определение 2 -множества см. Щ /« Поэтому -у О*/) 
также является множеством типа (ту и, следовательно, суще
ствует такие счетное множество В с А и II 1 ^ * I , 
ч т о ^ С * ) - - у * п I * . *** 

По следствию 2 а ) статьи |_7^ можно считать, что X = I 
Легко видеть, ч т о ^ ^ л * 1 о 1 ь У являются Н -множест
вами В

4 ^^"**Т- » По известной теореме Андерсона [ I ] 
существует такой гомеоморфизм. Г е Н( П ' ^ » I ) *, что 

Как уже отмечалось, гомеоморфизм п ( Г ") стабглвя, по
этому стабилен \ гомеоморфн?ч| •[,,и IА л X < « При э т о м 

- К М = и/ . положмм и с Г * С Г ^ Ч - - Н ( 1 С ) . 
Ренц ( 8 ^ показал, что любо1_ гомеоморфяз.' к. (6 Н^Т 1 7) обратимо 
изотопен тождественному гомеоморф-;эму, т . е . существует талоЯ 
гомеоморфизм ^ $ Н ^ » [- 1,о] ) . что 3 [*, о) -((.С*),о) у 
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&(х,-0 и 9 | _ г ^ * №1 всех * К о ] . 

Поетому мы .можем применить лемму. :.з нее с . едует , что -
стабильный гомеоморфизм, я {- также стабилен ввиду ста
бильности ^ . 

Доказательство для Р ведется такой же схеме. 
При этом нужно воспользоваться тем, что К ^ ^ Я * 1 , след
ствием 2 б) статьи [ 7 ] и теоремой Ренца для Я г . 

§3 . Одно свойство тихоновского куба 

Брехнер [о] предположил, что тихоновский куб сильно ло
кально однороден по множествам. Для конечномерного куба это 
свойство очевидно, а для бесконечномерного оно несколько 
слабее, чем свойство, доказываемое в слелующе:': теореме. 

Теорема 5 . При X % Ив 

а/ тихоновский куб IТ сильно локально однороден: 
б/ в 1 ^ существует открыт"-л база Ё> такая, что длл 

любого 1Д^'Й и для любой точки х в 11 найдется такая окрест
ность \1 точке. X , что [и ] с Ц.; для любого откпглого 

и/^и существует тахой гомеоморфизм у" ^ И ( I , что 
•КМУ^ЦГ и ^ тождественен на I х *Ч , 

Доказательство. Свойство а / доказано в [ б ] • Из опреде
ления сильной локальной однородности / с м . замечание к опре
делению 2 / следует, что в I* существует такая база ЕВ , 
что для_ любого *и. б р> и любых точек У, 4 0 У. существует 
Сл,м, I" \ и) -гомео орфизм. Учитывая это ,в свойстве б / 
достаточно рассматривать, только случае, когда 1/1/Эл . 

Рассматривая куб Г как П СЧ'Лд и учитывая топологи-
чеокую_одноордяость I , достаточно рассмотреть случай 

х - . о - г ^ ^ . . . ; 

Найдется такое и «<, » е А ( Ч Т о 

П. стъ И/ - сколь угодно малая окрестность точки О 
100 



Можно считать, что <л/ имеет вид 
и / - П ^ п [о,?), * П С ' . а ^ . 

Существует такой гомеоморфизм ^ конечномерного куба 
на себя, что 4( 1 > 1 0 

и ^_ тождественен на дополнении н^П^о, . с;То экви
валентно следующему очевидному утверждению: пусть V -
вершина симплекса V , а ? - противоположная к ней грань. 
Тогда для любой окрестности У точки * и для любого замк
нутого множества сХ.^ 2 существует такой (*, л, - г о 
меоморфизм ^ Н(У), что $(С)<^\/ . 
Тогда :X г ч * Л Се! д - искомый гомеоморфизм.' 
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Топологические пространства и их отображения. Рига, 1379. 

. - УДК 5 1 7 . 9 4 1 

О РАЗРЖ^ГОСТИ Ж Е В Й Н Ж УРАВНЕПГ'? в ПРОИЗВЕДШИЙ 

БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
Н.К.Петров 

ленинградский государственный университет 

Пусть ' Х , , ^ ; ^ ' банаховы пространства. Обозначим черев 
Х~Х * УвУ1*Нь декартовы произведения соответствую

щих пространств и определим в них норму следующим образом: 
е е - X'(X,, Хх) 6 X (X, € X , , ^ е Х г ) , У = ( у,, У(и,е У $ 
то полоним Ц*11ф,1'+1ХУи)* Ц\\*(ЩЦ?У$^ъУ,?Н, 

Пусть / ; X*"* У - линейный оператрр, заданный оператор
ной матрицей А* ) , где Л,,-, ; Х к Т У 
- линейные"операторы в соответствующих банаховых простран
ствах. Через <^(\), ^ О , /У СО будем обозначать область 
определения, область1 значений и множество нулей некоторого 
линейного оператора. 

Рассмотрим систему уравнений: 
• А„ X, + А„ ^ = ^ 

I X * . +• у * , ( I ) 
где у А ) ^/ - заданный-сле:.,знт. Сьотецу (Г) можно 
записать также 'в вид" уравнения: 

Уравнений (2) называемся корректно разрешимым на Ч(А) , 
есл.1 существует К>С такое, что для всех Х й ^ 4 ) с г ф а в е д д д в о 
неравенство •• 

Теорема I . Предположим, что один ьз операторов Аи (I/= 
н.лришр Д и , обратим, %(АН)»% (А14), /1(А„)'У , опе
раторы Д-* , ^ и ограничены, а оператор допускает замы-
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кание. Тогда для того, чтобы уравнение (2) было корректно 
разрешимо, необходимо и доотаточно, чтобы уравнение 

было корректно разрешимо. 
'Доказательство. Необходимость. Положим, что уравнение 

|.2) корректно разрешимо на %(А) . Это означает, что 
^ > о • * х | * * М *Й, 

или иначе 

Если ^ЛШАп)^ШЛ»м) , то Лм Аи Ху+ЖАи) , т . к . 

Ш„) ' %(Ы * . а тогда * д - ^ 
Положим в предыдущем неравенстве X, с - А, Аи х. , тогда 
получим: 

И / А я хх | ' + Я х ^ л * ' ( И - 4 и х л + Л * х < й ' + 4 4 ; / 4 „ * я * Л и у / > 
или 

а это неравенство показывает, что уравнение ^3) корректно 
разрешимо на /? (А.г - А„АЛ м }. 

Доотаточность. Предположим, что уравнение (3) корректно 
разрешимо на ( 1 {Ах~Аи А» Аи ) • 3 7 0 означает, что существу
ет постоянная #х >о ^ такая , что (Ч^ ^ХлЙ(4и~АиА'/1 Аа)х41 
для Ух4 * $ ( ^ а * К. Аи ) . Это неравенство можно 
переписать следующим образом: 

* ^ ^ * л 4 , *«) - *а ки** *, * 

Оно справедливо для « ® М * ) в $ ГА„ ) |_ 
« ^(Ац ) П(С(А4Л ) . Испол*зуя вто неравенство , 
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оценим теперь нерпу Х1 : 

т 4,,Х, I г ̂  Я АА< ^ //•///„ М Н И ! * * Л • 
74/ ^ //)•// М +-4̂  // К Л *, • 

Возводя каждое ::з двух :!р<>дц':уг»-х г о паве!, с тв в степень р(Р-> /) 
и складывая их, получим: 

// г, / / / / М х- л, + л ц 1* 1Г** * 4и *.+Ч> ' / 1 , 
или 

ВХЦбКНЛхК , где X ><? и не ааваёит от X . 
Тем сагил дс азана копг зктная разрешимость уравнения ( 2 ) , 

Выясним теперь, при каких условиях уравнение (2) нормально 
разрешимо. Уравнение ( 2 ) называется нормально раэрешиъоед, 
если его область значений ^ ^ - г г р в д с т а в л ^ т собой !!одорострбн-
ство пространства У , т . е . ЯСА) -К(А) (черта сверху обознача
ет замыкание соответствующего мгпкестЕа) . 

Будем далее предполагать, что области, определения 
операторов ^ц{1\Кш4 удовлетворяют следующим условиям: 

у. множество т)^ плотно в простреле 'ве V" п - 1 ^ , т . е . 

При этих предположен: тх • первтрркая матрица А плотно опреде
лена и поэтому может быть <-. редслека сопряженная операторная 
матрица Аи\ ,ф 

• I , г а - е па ~ оператор, сопряжен
ный к опера!ору 

г-зорема 2 . Пусть область, определения операторов ки Я^А) 
удовлетворят условиям ( 4 ) . ( 5 ) , один из операторов А * , 
например Аи , -обратим и ЩА^У^ Тогда, для того чтобы урав
нение (2) было нормально разрешимо, необходимо к достаточно, 
чтобы уравнен е (3) оыло нормально разрешимо. 

Замечание. Прь доказательстве теоремы '2 будут использовать
ся следупд..е утверждения^ С1граведливость которых легко прове
рить: 

104 



Г ; если У*(у,,уж) л Я(Л) 

2) если улеЙ(Ли-Ли А\)Аи) 

если Л С / , Д ) е //Ц*\ 
тс А е ^ - ^ ^ Х < ) I 

4) если Л л /ГМЛ ~ 4 1 Л* * 6 

док а ват ель с тв о. Необходимость. Предположим, что уравнение 
(2) нормально разрешиш. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы й(Л)*#($*)* . ада иначе: /4(у»)+{*(у1)*с для 

Возьмем произвольный элемент 9(*&уА* А*,,'А *4 

Тогда в силу утверждения 4) з а м е ч а н и я / - / - ^ ' ' А у / л . 1 / ^ ) л 0 ( А " у 
Возьмем также пройзволмшк элемент у х е Я(АЛК—Ли А~* Ац ) 
Тогда, в силу утверждения 2) замечания, э л е м е н т ( О ^ е & ( А ) . 
Так как уравнение (2 ) нормально разрешимо, то /^С^)* 0 , а 

это равенство означает, что К 1АЛ1~ Аи А,' Аи) * 
"С̂ и"̂ !̂ »̂ *» )_]"'' ) в нормальная разрешимость уравнения (3) 
доказала. 

Достаточность. Пусть уравнение (3) нормально разрешимо. 
Тогда /< (у1)"С № у А В ЛГГС - Л » *Л А $ А*,) и 
У у, е Я(Алл-ЛиА~„* А,1 • йиъмвтм произвольный элемент 
у = г ^ Э М е / ? М ) . Тогда в силу утверждения I ) замечания, 
*х - А» е Я (Аи-А„ А„' Аи) . Пусть АГДД; * / » ^ 

Тогда в силу утверждения 3) замечания, ^ <еУ(4л\ -АиЛ**Л%), 
Отсвда с л е з е т , что / Д О - О Д / № ^ ~ * 1 & > 0 
Последнее равенство показывает, чтс А(А)к^^*уу- , а это • 
означает, что уравнение (2 ) нормально разрешимо. Теорема 
Показана. 1 - • • • • 

Уравнение ( 2 ) , для которого нуль-пространство к'(А) 
конечномерно, называется Л-нормальным. • Уравнение ( 2 ) , котр-
рое нормально разрешимо и для которого двфея* 1 подпростран
ства ^ТК) конечен, называется Й^-кормагъным. Ур льение (2) 
называется нетеровым, если оно И -нормально и ^/-нормально. 
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При это;.-, сел:: обозначить п (А) = Ыт №{А), о1 (А)*а1[Я(А)-<1мЫ*$ 
то число хА " п(А)-е1(А) называется индексом уравнения ( 2 ) . } 

В дальнейших рассуждениях будем предполагать, что обла
сти определения операторов удовлетворяют условиям ( 4 ) , 
( 5 ) , оператор Аи обратим. 

Предполохап.:, -что уравнение ( 3 ) л-нормально, и пусть 
п V»-А,, Л,'? Аи = V (Ах1 - Л и А'; А.и ) = * - ~ , • 

пусть х"'1> X ' А ) X -базис в пространстве * ( ^ ! ^л"п^и'-
Тогда векторы )"г,^^А]\КаХ1

х\ Х/']) * ПАСА) ••>•") 
и яэляга-ся линейно независимыми. Кроме того , если вектор 

<Г = (Х1. Х А) е. А'(А) > т с вектор X,« И{Ах1-кИК^ А ) 
к X, Т ~ Л,'/Аа ХА . Это означает, что уравнение (2) 

л -нормально тогда и только тогда, когда я -нормально 
уравнение ( 3 ) , при этом 

ц[А) = А'(А) - е&ч 1^(АЛ1-,1Л1АИ А/г) = п(Аи"А11А1; А12.) 
Прэдиол'оЕ-.м теперь, что уравнение (2) -нормально. Тогда 

*ау ЯГА) ' <*'•» №Ю '* А/(А*) = О,'' ША* - А*х А'4 А/,) -
* X (Аи~Ах14^ А и)' . Последнее равенство показывает, 

что тогда и уравнение (3) является ^-нормальным. 
Итак, наш доказана следующая 
Теорема 3 . Пусть области определения операторов А к 

удовлетворяют условиям (4) , ( 5 ) , один из операторов, 
например А , обратим и К(Ац)" ^ . Тогда для того чтобы 
уравнение (2.) было Л -нормальным, (Х-нормальным, нетеровым, 
необходимо и достаточно, чтобы уравнение ( 3 ) было Л-нормаль 
ним, -нормальным, кетеоозым-.'Пои этом X.-Хд -А , А 
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ЭКСПОНЕНТА, Х-ПРОЮНВДЕНИЯ И К-ПРОСТРАНСТВА 

В.В.Попов 
Волгоградойий государственный университет 

В работе рассмотрены условия, при которых еиеяонекта 
топологического пространства X или Е-промвведвнне 

топологических пространств [12] является #-пространством. 
Основные ревультаты содержатся в теоремах 1 , 2 , 3 , 5 , 7 и В, 
Следует отметить важность теоратийо-множеотвенной ламш 3 , 
Часть результатов была объявлена в \Я)] . 

Для подмногвотва М топологического пространства X через_ 
[И"] будет обозначаться вамнжанне множеотва М , а черва М 

^-замыкание [ 4 ] . Наломиам, что Нс& прв Ис1?с%; 
Щ - М для замкнутого М и /)8]<- и дня веяного 

бикомпакта В , лежащего » X . В работа [4} А.В,Архангель
ский представил множество М в вид* раотущей суммы мно
жеств М$ ( V - ординал), удовяетворяющкх следующим у с 
ловиям: Щ^с (V аршМеИ/ьй ., « М для замкнутого 

МсХ » [Нк/)Ь}сМ*** для бикомпакта »€% .. Т\м-
жа Лл топологического пространства X называется ^ - т о ч 
кой ( X -точной), води из соотношений N с X сле
дует о с « М 4 ( се • Я ) , см. [4,117 . Пространство, с о 
стоящее ^-точаж ( < -точеж) называется ^-пространст
вом ( К -пространством), 

Черве 1лГ(Х)г К (X), 6 (X) обозначаются, соответст
венно, вас, характер ж теснота пространства X (см.,напри
мер, [ 2 ] ) , Черве X я Т обозначаются кардиналы, причем 
нарджнал отождаствжявтея в начальным ординалом соответствую
щей мощности. Остальные обозначения в определения будут вво
диться по мере Надобности. 

Лемма 1. Пусть А - некоторый кардинал а X - точка ре
гулярного А -огранячамногч.*' пространства X . Пусть, 

Пространство называете! Д -ограниченным, если ав соот
ношений Не X и / М / < Д следует бжжомпажтвооть под
пространства [И] • ц>7 



кроне того, 2Г. X и | 2 \ и | < А для веяной окрестности Ц 
точка II . Тогда подпространство <̂ = Г2] пространства X 
является бикомпактом. 

Доказательство. Достаточно проверить, что из всякого от 
крытого покрытия у" пространства X можно выделить конеч
ное у*' , покрывающее $ . Воспольаов"вшись регулярностью 
проотранотва X > фиксируем открытое в X подмножество V 
и элевент V * У* такие, что а в У<=[У.] С У . По условию 
леммы 11 \ VI < А , поетоцу Л -ограниченность простран
ства X влечет бикомпаытнооть подпространства [ ? \ У ] 
следовательно, существует конечное У* "с , покрывающее 

Ц\У) . Т о г д а $,[1]с12\У1и(1ПУ1с и^Ы^•.Ц^е 
6р"}цУ , поэтому у*'я )Гя1/{№) - искомое конечное под
покрытие множества ф . Лемма докааана. 

Теорема 1. Пусть X - регулярное А -ограниченное 
пространство и %(Х)4 А • Тогда / является / ^ - п р о 
странством. 

Доказательство, Пусть а « X , Ис X ъ х& СИ] . До-
отато'чю проверить, что я. & М1 . Пус. ь (УУ <^<^ ) - база 
топологии в точке ос , состоящая из замкнутых окрестностей. 

Фиксируем ординал ^ < Л и покажем, что существует точ
на уле. М*ЛП {Уд ! <Ь<^} . С этой целию для каждого конеч
ного подмножества ^ с уз выберем точку Х^^МАЛ (V/,\<Ье$} 
и -положим 104*, 1$1 < А ' Л • Т о г д а /V/ < А 
и из А -ограниченности пространства X следует бикенпант-
ность его подпространства вж[У1 • Система замкнуты* подмно
жеств ХУА Г> 3 •' <С <• уЪ бикомпакта В явдяетоя, как легко 
проверить, центрированной, поетому можно выбрать точку 

у е Л {Ул(\&• 4. <А] . П р я м о м у с Г М Л 0 7 с Н * а 

^ е Л {14 : «С <р} , поетому можем положить ^ » у: . 
Пусть 1 = {ул •• уз < -1 'I и -произвольная окрестность 

точки л в пространстве X . Тогда найдется ординал 
_д, < А , для которого Уд, <= М , а тогда при 
Л > уз. верно $А*А{.УЛ: 4 ч » Е М $ Ь « Ы ; 

следовательно, / . ? \ л . Отсвда по ленне 1 подпростран
ство Ф * { 1 3 - пространства X являя тся бикомпактом, а 
следовательно, ф с ; Но, как л е г к о видеть , х^с^] , 
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поэтому х б М1 . Теорем* доказана. 
Теорема 2 , Пуоть X - нормальное пространство, в кото

ром всякое замкнутое подпространство имеет плотность « я в 
внешни баеу Гз] мощнооти < Л . Тогда пространство яр X' 
является -пространством. 

Доказательство. В условиях теоремы пространство $фХ ре -
гулярнс [14/ , .Я -ограниченно [13],и Я(е*рХ) ёЛ Гю} . По 
теореме 1 оно является -пространством. 

Теорема 3 . Пуоть для каждого л < Ы1 » ХЛ ш бикомпакт 
счетной тесноты и веса, не превосходящего 71к . Тогда 

ир X , где X Г (Х4 ; и),} , является (^-про
странством. 

Доказательство. В уояовнязс теоремы пространство X нор
мально [7] в (ырХ)$Х, [ 10 ] . Остается воспользовать
ся теоремой 2 при Л « . 

Отметим следующее: еоли внсяонента X -произведения хвуо-
дор|ювых пространств является К-пространством, то чмоло 
неодноточечных сомножителей меньше кардинала 2 

Теореу? 4 . Г ^произведение*' оемейотва Л -орраявчен-
ных регулярных проотранотв ХЛ , характер каждого из ко
торых не превооходнт А , являете* ^-пространством. 

Доказательство. Пусть . г « Д" ,НеХ и зс е [ # ] . До
статочно проверять, что х* Нх . И в условия теоремы я ра
боты [б] ояедует ИХ) *> А , повтому, не ограничивая общ
ности, будем в Дальнейшем считать 1М/л л , Подовым 

К = { * I существует такое у г М , что Х^} 
(вдеоь и далее Л* у - ^ - а я координата точен х ) . Яс
но, что 1АС1* X , позтому тихоновское Произведения У = 
™ П {ХЛ - А е Ав } имеет характер * А ; из Л -ограни
ченности сомножителей следует А -ограниченность У 
Учитывая регулярность У , отсюда по теореме 1 получаем, 
что У - Кг-пространство. Заметим, что сущеотвует е с т е с т 
венный гомеомор-рлвм X , при которой / (У) _> 
э .' V {Л} . Остается для завершенхя доказательства восполь

зоваться таким общим фактом: еолж И с. л1 с X , х^Х1 ш 
сс&М"'=М*1Х1 (оператор взятия бикомпактного эямыжанж* 

действует в Х{! ) , то- * пряыадяежа? и множеству 

М*[=_М%х1—- (бжжрмпажтвда адиижяижж берутся уж* ж X ' ) . 

Определенже 3) -прожвведевжя см. в ( б ] . 109 



Покажем, что 2 -проивведение бикомпактов не обязано 
быть К -пространством. Нам потребуется для етого 

Определение 1. Точку X топологического пространства 
X назовем Х1 -точкой, если для всякого М с X тако

г о , что 1Н1=Ь\ и ее еГ/Ч] \ [М.1^ существует Н0

С1ЩХ 

мощности Я 4 . для которого 1 М ^ и 1 б 
для всякой окрестности и точки ос 

Напомним, ЧТО(ЮА'„= • М'<^ Н , IМ'X 
Л"в - вамынание множества М , ом. [ъ\ . 

Теорема 5 . Пусть л . - точка регулярного пространства 
X , пространство 2. ~ Е 5

 : ^ < * 1 | является л-простран
ством и при воех Л < и)1 существу»! гомеоморфизмы "на" 

^ -" ̂  - * X такие, что ^ ( \ Х щ . Тогда ос„ 
является Л'» -точкой. 

Доказательство. Пусть М ~ '••/* < ^ 1 и - ^ о * 
<=[Н] >^Н)м ' Построим М„ в соответствии с определением 
1 . для ^ / З . ^ II 1, введем следующие множества и отображе
ния: ' НгяО* , 21^* Х^~~Х - естествен
ное проектирование на X » Х / д - точка Е. -произве
дения, определенная через проекции следующим образом: 

(Х&X); % = /у•• у = X п р и некотором х**Н}} 
ХТ^У{9Г Г^Г'З • '• < "1| 1 • Несложные, хотя 
я громоздкие выгааднк показывают, что [^^'}~^^< прл 
всех Г V Ы4 _ , и]'ХО<5). я Я (?} с Т / / ] ^ . 
Ясно, что 3 , поэтому не замкнуто в X • Тав 
как & является К -пространством, найдется такой би
компакт в с V, , для которого 8 Л X не вамкнуто,а 
тогда 6 е [В П 7 . 

Положим /V, - # € ) . тогда /Ч„ ̂  /5 (X) . 
Допустим, что существует окрестность 11 точки ха , для 
которой множество Н1 ™ М0\.И несчетна. Так как М{

 с-
ср^СЗ) и 5 бикомпакт, множество Ч, имеет в прост
ранстве р{ (В некоторую точку полного накопления Щ . 
Пуоть 5 , - точка тихоновского произведения П{ХЛ '• 

. <Х, <. 1д1) , все координаты которой равны Л* . Ив ааик-
вутооти мноаюств в ^ у . ' и соотношения 5&[8Л%} получаем. 
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что множество {}[•'• ^ Ф Ф) конфинальнс (Л . Теперь 
уже нетрудно сдела?ь вывод о том, что х1&[0Л%>] . 
Но последнее невозиопно, тан как 5сА^в\И , а бикомпакт 
замкнут во асякой объемлющем пространстве [Ц . Теорема 
доказана. 

В условиях теоремы 5 выполняется соотношение 
У = Ё^^^х) » п °этому по указанной теореме 

всякая точка пространства Ц .вдается ^ . - т о ч н о й . От
метим, что а сильно счетно-компактном пространстве а обо
значениях определения 1 выполнено соотношение 1М]х,сМ1 

а подпространство '^М,-1 пространства X бикомпактно 
(по лемме 1 ) ; рассуждения, проведенные при доказательстве 
теоремы 1, показывают, что всякая точна такого пр-странства 
является >)\ -точкой. 

Следствие 1. Для -произведения X не более чем Х ( 

экземпляров сильно счетно-компактного пространства эквива
лентны условия: а) X - К -пространство; б) X - ^ - п р о 
странство; в) каждая точна пространства X является X, -
точкой. 

Следствие 2 1 X. -произведение произвольного семейства 
экземпляров регулярного сильно счетно компактного простран
ства характере, не превосходящего Л'4 , состоит из А', -
точек . 

Лемма 2 . Точка 4 X \ Стоун-Чеховского расшире
ния рХ дискретного пространства X мощности Х4 на 
является ${1 -точкой. 

^онааательство, Предположим противное, тогда для множест
ва М = Х в соответствии с определением 1 можно выбрать 
таное Мц'-Е*]^ , для которого справедливо свойство ( 1 ) : 

М, \11 счетно для всякой окрестности Ч точки 6 , 
причем (ЦВ\ =X • . По транофинитной индукции для всех 

ы, < построим семейство дизъюнктных подмножеств ДА 

множества X и точки 2<,с М0 такие, что будет 
гаполняться ( 2 ) : е ^'\[1уЭ х < М . . Точку МА 

выбираем произвольно. На «С -ом таге индуктивного построения 

Сильно счетно компактным пространством принято называть 
-ограниченное пространство. 



полагаем , Т О Г д а В^СПу 
и / е / з Л ^ /* X" . ив (1) и равенства / ^ . / = ^ 
следует еуцвствоьание точки г Л е М» \ в . Тан как 
мозаы выбра:ь талое счетное множество Л X , что 
Лв -Г^^л и СА]рхЛв~4 . Поотроение,завершаем^ 

положив я / . 
Рассмотрим С * и •' ̂ - -четный ординал} и 

= 1 / ^ нечетный ординал } _ , тогда ив (1) я (2) следу
ет , что ынпяество б'и С" являетоя элементом ультрафильтра 
I [15] ; так как С'П 0"^ $ , одно из множеств, скажем, С' 

не является элементом ультрафильтра (> , поетому $ 
Тогда из (2) следует, что для окрестности В=уЗ^Г(" /^д-
точки Ьл выполняется соотношение /Н. Чй/**У1 , ЧТО про
тиворечит предположение ( 1 ) . 

."эмма докааана, 

Иа леммы 2 и теоремы 5 получаем: 
Теоггеыа б . Существует Сикомпак» В веса % % Е -проаа-

ведение # экземпляра которого не является К-простран
ством. 

Пользуясь однородностью канторова куба % веов контину
ум и его универсальностью для пространств веса С , а также 
наоледствен'оотьв ло Замкнутым подпространствам свойства быть 
К -поостранстврм [41 , в модели теории множеств, в которой 
С * : |™ .[16] • можем утверждать, что Е. -проневедение 
,')\ еквемплярй канторова куба Я' не является К -прост

ранством. В то же-время в предположении континуум-гипотеаы 
имеем Х(&) * '̂ 1 I йовтсау унавйнное $, -проивведе
ние является « -пространством по теореме 4 (при Л= А'( ) . 
Поетому справедлива 

Творена 7 . Для 2 -проневеданвя X ввавмпляра тихо
новского куба веса континуум свойство быть * -пространст
вом не зависит от системы анонсы З ^ Г . теории множеств. 

Ниже будет показано, что X -проивведение произвольного 
семейства линейно упорядоченных бикомпактов является '<( -про
странстве*. Нам потребуетаа теоретико-множественная лемма; 

Дакка 3 . Пусть Я ж Т - некоторые кардиналы, причем 
кардинал Я регулярен и его конфанальный характер с/СА) 

* ^ Т * - наиьекыЕИЙ на кардиналов, превосходящих % . 
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больше кардинала Г + Пусть, кроме того , -.Л,< А) -
семейство подмножеств некоторого множества Я , причем 
I 4 'С при всяком Л . Тогда существует Д. «^2 таное, 
что / 2 р | < Т , и для всякого В с 1\1о , / $ / * ч" множест
во {Л : Д^ПВ- ф } имеет мощность А 

Доказательство. Для некоторого сокращения записи будем 
предполагать Т = А* . Предположим, что заклк;ение леммы не-
верно^ и построим семейство {Влб * подмножеств мно
жества 2 и ординалы Д А , где Ж ^ и)л , которые 
удовлетворяют условиям» 

(1) 3^/13^ = ^ при всех 4' <• <*• ; 
(2) Я у Л - ф при всех у ? у з * 
Допустим, что построение произведено для вовх еС' , мень

ших некоторого сС - Ы4 . Положим 1В

 = 6 ) , тогда 
/ ^ „ / ^ Х , • Так нал заключение леммы предполагается невер

ным, найдется подмножество Д< с 2 такое, что множество 
\т 'КГ имеет мощность, меньшую, чем Л , Из 

регулярности кардинала А, олэдует существование ординала 
Д г - / I такого , что из р&У3*, следует Яу-^&УФ . По

строение закончено. Положим ^ { А с • ' •^ < ^ 3 > тогда 
р < Д и из (1) и [2х получаем /Яр!?^ 7 Д'„ • что про

тиворечит условию леммы. Лемма доказана. 
Теорема 8 , Пусть пространство X являетоя I". -произве

дением семейства {Хл • #С « ? } линейно упорядоченных бикомпак
тов, где 7- - некоторое множество индекоов. Тогда X есть 

к -пространство. 
Доказательство. Пусть 5& X , Не Ж в ; доста

точно проверить, что а « М . Будем предполагать, что-вы
полняется условие, (ж); проекция 5 Л точки 5 является ми
нимальной точкой линейно упорядоченного пространства Х^ 
при всяком ^ е ? . Ниже будет показано, что это условие 
несущественно. 

Фиксируем оС е ^ и положим . А ^ ~ Х С 4 ' Д ^ ) ; пусть 
п р я Г д , = ЛГ, ж Д М - 3 * } арш Л.у >Г4 . Отметим, что 

Ж (4« • ) ~ *Ч* * Д ° к * 8 а т в л ь о т в о теореме разобьем на ряд 
последовательных утверждений. 



А) При воякоы существует точна ^вМЛ^*(9л) . 
(Здесь и далее рл : X —* - проектирование). 

Пользуясь линейной упорядоченность» пространства ХЛо , 
выберем подмножество ^ср^„(М) минимальной мощности, для 
которого 4 , , является единственной точкой полного накопле
ния. Фиксируем И'с И такое, что ограничение проектирования 

на М' взаимно однозначно и рл = (I , Возможны 
три случая: 

1. //V/ ; тогда из очетности множества Н' и силь
ной счетной компактности пространства X следует бикомпакт-
ность подпространства Ф~[М'] пространства X Отощав 

^ с Г $ / ; м ] с М . Так как непрерывный обрав бикомпакта замк
нут а любом объемлющем пространстве [1] и Зс,&А<ЛМ] , су
ществует точк? у&Ф » Для которой Л „ ( ^ < 5 ф ^ М . 

2 . / V / - Л' ; тогда Вл0^ ХЛш • поетому любая 
точка из А/ удовлетворяет сформулированному требованию. 

3. Пусть / А77 Н1 ; можем считать при етси, что кардчнал 
Д =//1/'1 регулярен и У . Пронумеруем точкнЯтранс-

финитами: Ц'3 ( у * ; Л < А] , И пусть подмножество Ял являет
ся носителем точки" относительно точки ь , то есть 
^ ^ { Г - ' ^ г С ' * ' ^ 5 Г ^ ' Дяя оемейотва {^:Л<А\ очегннх 

подккоаэстл.множества 2 фиксируем в соответствии о леммой 
3.множество. 2 ^ 7 . , Ха , и пусть / . - у . - * % 
- 'естественный гоиеоморфием " в " тихоновского произведения 
^ЩХу.^Ъии.)} , % - / ( % ) . *» 12.1 * X. а би-
коыпалтностЕ сомножителей X следует бикомпактность У, • , 

Покажем, что •$й,&Г&я(Ч'1Лп)] . Пусть 1С -. проиеводь-
к а я шили утая окрестность точки Ал» в пространстве Х^а , 
тогда /Х/\К(<Л , откуда / А 1 , / - Я , где Нг^Р^(и). 
Построим по 1 индукции точки Д п

с ^1 с дизъюнктными вне мно
жества ' %ои{А.\ носителями " Д , . Точку 2 , е #» выберем 
произвольно, а на №-ом шаге полагаем В=и{В^ : С~н)9 

^огда гз равенства / # , / = А . к вемда I следует существовани 
ординала е й ' * А такого, что /?Л<Х}&\Цо0Цв}) = <р. , 
Полагаем ж„ = у * ' . . Построение завершено. Рассмотрим 

Т а {2»'-М*л2»-}« « г д а / 7 7 * Й. , поэтому в бякомпажт-
.вом подпроотра..зт.,е Г = Г Г } сильно счетно компактного ьро -
отр&нства л оущеотвует предельная точка у г - . 0 8 "почтя" ' 
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дивъюнктностн ноги гелей точек иа ' следует у'^ У± . Кро
ме того, р'~СМ±)с {И] , откуда ^ <г и . Верно так
же у ' е / " с Г/77 Я ^ с / С ^ о ^ .Отсюда °Рл.У&Р*0СЧ,ПЦ) . 
Так как окрестность 2/ точки 4»„ выбиралась произволь
но , получаем а (р^ (цгп М)] . Н о Й - бикомпакт, поето-
му ^ '1М также бикомпакт, следовательно, множество 

(ЩЯМ) заиннутои содержит точку гу„ ; поетому 
найдется точна уе.%ЛМ такая, что /ъ„ - • Но 

С%ПЙ]сМ , откуда С * ) . Осталось вспомнить, 
что Д * . Пуннт А) докаван. 

Б) Фиксируем при каждом об. « ? монотонно убывающую фа
зу |р =» топологии в точке 5Ло бикомпакта 

* причем множества в% замкнуты и ореди них могут быть 
совпадающие. Покажем, что при всяких «<.е 2 м ^ < а), 
найдется точка у МП С ) . 

При А^= ,4, достаточно воспользоваться пунктом А) с 
заменой сомножителя ( сомножителем ^ и множества М 
множеством И Ар*. (6^) . При А ^ Я , выполнэно соот-
ноиенже Щ = { 5^ ) = в, и Б) эквивалентно уже доказанно-
му А) . 

В) Показам, что при в ;яноы $ < и>1 и всяком не более чем 
счетном 1><=-2- выполняется 

(1) 2'= (у) пря 4 « 2 . 
.Пусть и - произвольная замкнутая окрестность точжж -ь 

пространства X , тогда используя Б) для множества Н,тШ& 
найдем точку у С/Сс(&1,)п & . Т о г д а ^ « . { № / / 1 ЪС , 
откуда /^*(^)--1М ^ и г $ . Ввиду произвольности выбора 
окрестности 2/ свойство (л) верно пря / , 2 7 = * / . 

(2) Пуоть / ^ { ^ ч . Используя (1) для множества 
^ , где Й - произвольная замкнутая 

окрестность точки . * , найдем, точку у е С=/^(В^}/1 Мг -
Но С ̂  ^ * ) /1М П И , что ввиду произвольности вы
бора Ц доказывает (ж) для случал ( 2 ) . 

(3) / - ? ' /< -К, , тогда справадлжиоет^^С__ДС^ьпм*тсж-~ 



последовательным применением пункта ( 2 ) . 

(4) / . ? ' / = Л'„ . Пуотъ 2 ' • ' ">< !*)<>). Фиксируем проив-
вольную замкнутую окрестность V точки ^ в X и для 
всякого л выберем в соответствии с пунктом (3) точку 

$П */К>&.' } - С ^ п ^ п ^ п ' ^ г . Тогда центрированная система 
{рл'(в*. ) 0 ф •. I < п } замкнутых подмножеств бикомпакта 
ф = [{у -. п . с и л ь н о счетно-компактного пространства X 

имеет в пересечении точку у , для которой ^ е 

(ё*.)ч<ь).)(]гМ откуда уефс[#/1ф] аМ , а поето
му ввиду произвольного выбора V утверждение (*) справед
ливо. Пункт В) полностью доказан. 

Г) Построим по трансфинитной индукции точки у*, е М 
о носителями .й^ для ^ <. и)А , для которых выясняется 
следующее услоьае; 

Точку ^* е Л/ выберем произвольно и на шаге ^ индук
ции положим" = • 'У'< ^ } ; тогда / ^ ' / ^ Ь ' . ^ и ив В) 
следует существование точки ЦЛ/1{^В*: 4&2')1М , которую 
и принимаем за ^ . проверка праведлизостя триви
альна. 

Положи Р = { ^ \ < И } 1 и Й = ОЩ^ < Щ и покажем, что 
для произвольной окрестности 0 5 точки 5 зерне 

/ Р \ 03/^ Яа . Очевидно, указанное свойство достаточно прове 
ритъ для елементов стандартной предбазы. Итак, пусть 05=р4(у) 
где и - окрестности точки $с в пространстве X* и«0<?-? 
Если сС е I ^ Я , то рА (у<() = $4 е 11. при всяком ^ , 
откуда Р\ Ол

 т 0 . Пусть Теперь о( «г / ? ^ в . Так как с е 
мейство }} г'{вЪ: \ < образует базу топологии пространст
ва вл " точде 5Л , найдется VI" 1 такое, что 

8^ с и . Пусть У > ^ -ичиг С*., ^ } и ^ < . т о 
гда из ( « ) и монотонности чаам $ получаем:_ / ^ Г ^ е 
е В} с В*<<^ И . Отсюда • « 0^ при •§ > "5 » следователь 

но» /Р\0з1^Яв По лемме 1 подпространство 1(=ГР] 
пространства X является бикомпактом; кроме того, 5еК , 
поетому о е К= [КЛ Н] Я М • Доказано, что _ ^ является 

к -точкой в пространстве X , откуда б & М при Не X • 



Покажеы теперь, что требование (к) несущественно. Д л я ^ а / 
положим ^ = {л« ХЛ л * 5+ } и X* = {х & : ас ? 5 Л \ 
тогда X гомеоморфно замкнутому подпространству 
{^.}хЩу1у(^\ пространства Х / * ^ " . Меняя в ХЛ поря-
дон на обратный, получим бикомпакт > в котором точка ^ 
минимальна. Из сказанного ранее следует, что точка $ 
пространства 2Г, ((Х^г ХЛ,) :<&1}~Х является *-точкой^ 
осталось заметить, что гомеоморфно замкнутому 
подпространству пространства X . Так как свойство быть 

/(-точкой наследуется замкнутыми подпространствами, доказа
тельство теоремы завершено. 

При доказательстве теоремы 8 использовался частный случай 
леммы 3 (при А* Х{ ) ' . использование указанной леммы в пол
ном объеме позволяет показать, что -произведение, а 
также 6 -произведение /12] произвольного семейства линейно 
упорядоченных бикомпактов является К-пространством. 

Автор выражает искреннюю признательность А.В.Архангельскому 
и В.В.Филипову га внимание, проявленное к работе, и ценные со
веты. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1979. 

УДК 513.83 

О ТЕСНОТЕ И БЛИЗКИХ ПОНЯТИЯХ 
Б.Шапировский 

ЦНИИ ИнформЭлек^ро 

Понятие тесноты топологического пространства , введенное 
А.В.Архангельским, - одно из центральных в теории кардинальных 
инвариантов - интенсивно развивающейся области теоретико-мно
жественной топологии (см. , например, [ ! } , [18] , [20] ) , 

Теснотой {(X) топологического пространства X называют 
минимальное : з кардинальных чисел Т таких ,что 

для всякого множества Щс X и для всякой 
точки Л е [ | * | \ { Х } 3 существует подмножество 
для которого Х^[Н') й « кроме того, ( М ' ! * ^ ' ^ 

Заменив в этом определении выражение "для всякого множест
ва Не X " н а выражение "для всякого замкнутого множества 

Цс X ". получим определение С -тесноты Ьй (X) 
топологического пространства X. 

Очевидно, что ^.((Х)^^. (X) для всякого пространства X . 
Как показал Д.В.Ранчкн, которым впервые было выделено поня

тие в -тесноты [14] , см. также [15] и [п] ) , существуют ж 
притом достаточно хорошие, пространства, на которых это нера
венство становится отрогим: им построено регулярное финально 
компактное пространство Р , у которого 1е (Р) * .А( в < Ь ( °), 

[14] , [15] . 
В этой работе мы докажем, в чаотности, что .для широкого 

класса бикомпактов С-теснота и теснота совпадают. Таков, 
например, класс бикомпактов с условием Суслина (следствие 4 ) . 

Сразу же подчеркнем, что для класса всех бикомпактов проблема 
остается открытой, т . е . нет ответа на следующий вопрос: 

Верно ли (хотя бы в дополнительных аксиоматических предпо
ложениях, например, в предположении й С Н ) , что для всякого 

бикомпакта X справедливо равенство 
Отметим, что по методу и проблематике эта работа близка 

к статье [13] , ряд определений и утзерадений из которое здесь 
уточняется и обобщается. 

Ы Терез [ А ] обозначается замыкание множества А , через 
его мощность. 



Обозначена и опоз^здения. Атоьои точки Х^Х •• »/̂ Х 
мы называем / см . СИ], а так*е!!1$] / идадлнальное чиста 

**(Х|У) = 1,если точка Х^У изолирована в ^ | , Д(Х,^)=0 
если Х^С Ясно, что тогда 

Цх, X) я *и»{а(х,У):ЭД(|- т э с н о т а ТОЧ1Ш * 3 Х , 
•((^г^юр^С^Сх^)! Х*Х,^СХ} - теснота пространства X! 

Аналогично, "&с&, ЮХЩ[ Й(К,Р) 1 р - замкнуто в Д | -
С -теснота точки X в Д _ СсОО « {Се<*,Х) ' «*Х1= 

= й.Ч.{«*(х,(Р): ксХ, СЯ*Л = РсХЬ С-тескотаХ • 
По поводу нераг цененных обозначений и определений 

см. [ 1 ] или С . 

Пусть V ^ X *" П {Ха • Х^Х . хСстзствен;:ое отобра
жение '• Х~"*Х определяется следу а с о о т п о л з н ^ ш : 
для всех дс При р < А. 
и И> Р/(« * " > ( 2 ) при > >Л ( / * в) , где 

: Х = П{Ха : А4'*|"*Х_^ - естественная проекция. 
Центральное определение I . Точку 2 € X = П { X*'• А * $ | 

назовем б а з к с н о Г. точкой для с/*-Х (относительно 
семейства { Х а ' А ^ } ) , если д^ш всех X <• $ С А Ф О ) 

?А СУ) (Ясно, что Р в

2 ( У ) я ( * } , поэтому если и 
^рР^СЧУС-^ • т о будем говорить, что точка 2 - базисная 

в УЙУ^прочем, это различие несущественно/!:. В&айй отметить, 
что если 2 - базисная точка для У^Х • т о 'т-яя

 З С О Х А < & ( * * 0 ) 
отображение Р± \ у - р* : ^/ - * ^(У) С.У - ретракция, 
поскольку из опрецеленыь: сразу «е сле 'р/зт, что 

В? РаОО « Р ^ д л я ,сех Х*Х . 
В случае V/ С Хо * П { 1 * ' ^*&}^будсм говорить, что 

У - Х~Н а тт с т о о й к я нал Ха (*с основанием X»1) 
/относительно семейства с базисной точкой 2. € X / 
Если при этом, Хв =1 , будем говорить прог-.о, что У 

Т-надстройка. , 

^еша_1._ пусть Х~П{.Ха : Я в̂} ?. г-е 5 
предельный ординал,и существует точка X * X базисная для ^ 
Тогда: / а / [ ^ ( х } ] ? 9 и > - С Л Е : Т Г - Ж е с т ^ ° {А •' * ~ 
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конфинально & , то Л(*,\0С*)) в 1 
/в / если гжо^.астю ТуфТГ^С} вполне упорядочено 

по типу ординала ^ , то пространотзо Хк(о+4) всех ордина
лов ̂  д топологически вкладывается з ^ , причем 
вложение I : Л.{#+& - * У(2)У{#<Чтаково, что {.(У) я 4 
и * ( Л ( У ) ) С ^ С Х ^ . 

дркаоательство пункта / в / (пункт / а / очевидно следует 
из определения I /базисной точки / ) : 

Пусть {с1^ : Э < У| - соответствующее упорядочение 
множества { А : 1^2 « И Г р ^ } Ар'&*>/) , 
Поло*им ^ = ̂  ^ , 0 0 .'УМ всех 5̂*У и <^ух€ • 
Ясно, что Р я Д ц,- • А ( 1_*&ЭДШяи иокомый гомеоморфизм . 

задается соотношением С ^ ^ - ^ я ДХЯ всех у5*>^. 

Лусть Л - семейство подмножеств из X . Положим 
ХУ в*УиЯИ1| ̂ 'У- ЗГ-^аза относительно Л вХ| 

(семейство - ЦчЗаза относительно Л в X . если ^ля 
всякого непустого существует нэпустое Ц * * - ^ такое, 
что *ЦС. Д§3] ) . Таким образом, если ^ я 5$̂  - база 
пространства X и база точки X в X соответственно, то 

Все отображения далее предполагаются непрерывными. 
Основное предложение I . Пуоть X - бикомпакт и 

1̂ ) — ̂  ] Д < у | - семеиотво непустых открытых в Х 
множеств, тля которого к7(й»Х^ С ^ У { # ; пусть, кроне 
того , семейство чг а{Сг^,' • ь * с открытых в X мно
жеств и семейство Р1^? А * ? } замкнутых в Х множеств 
таковы, что Р ^ С СгА и Г Х . ( г 4 , Х ^ ^ для всех 

Тогда существует отображение ^ ; ^—*Х ' Л Л Я 

которого: -
/ а / 4 Д р ^ с о ^ и тгд{(1к)« ± <х=п(М)-
/ з / У = " ^ -надстройка с базисной точкой ^ * ' 
/ с / У * ( В < 0 * Л дня всех А < Е . 
доказательство. Поскольку В # \ |Г,|>Л(иначе; о в С Ре и , ' 

следовательно, 7ГХ(Рв, 1* 1* ) • т о существует отобра-_ 
1 • 
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следовательно, н"Х(Р 0 ,Х^~1^ то существует от< 
. э к и е ^.х-^1=1# т а : с о е ' ч т о 11 (В«)* Л 



1 * И ( Ф о ^ • Ю'о.! ; ^ = ^ , = ^ , в и п у с т ь для 

в с е х о » * ^ * ^ У*е построены отображения !X""*!!? 

( I ) Ъ С Ъ М и С С Т А 1 Сг) З к С ( О ) = Ы ) 0 • 

Ясно, что тогда опреде ен ординал о ( 4 [ ) я 7уи/у>{ й ! 
« С В Д ч & У п о с к о ^ ъ к у в противном с л у ч а е , к а к л е г к о в и д е т ь , 

7 К В , Х ) ^ ( 1 ^ * Ц Г \ < С ( с . . . [ 1 3 , у т в . 2 ] ) . 
/Залетим т а к ж е , что ы! * < э ( ^ 0 / . - 'ак как В й ( с О \ РеС ^ Л , 
то судеств^ют отгг чтые множества *Ц и"У" т а к у е , что 

А * и с б ^ ) , Й^с"У*СгА1( 1(П"У" ВЛ и , кроме т о г о , 
§2 (̂11 и " У ) а Л (последнее возможна, так к а к если для 

всякого-открытого "V" С " У " Л Ц 5 Л ) имеем 
Й ШиТ*} * Л , т о , у ч и т ы в а я , ч с Ш = Л , 

легко получаем И Х С ^ * ^ (^ДХ)) 6
 € ) огда 

отобракеи:е ж , | • - V — * Т . н * Д - , [ Я к е т о в о г о ^ . 

и (х \ ( и и V ) ) * о 1 * мм * 1 « , ф и ) ? } 
отвечает / а л е е т е с ^ / у с ' З ' ш ("I) - ( 3 ) . Ио^тооеинпе 
таким образом отображение _ / - г - . 

<^<^} ; Х - * 1 = П ( 1 О . : А ^ } - искомое. 
Действительно, пункты / а / и / с / очевидно вытекают и з у с л о 
вии" { I ) и ( 3 ) . Остается п г ю а е э п т з , что в с::лу Г2) т о ч к а 

- б а з , С н , я д , л *М(Ю < Р « п ( 1 А - . *<г} 
( я , следовательно, У - Т - н а д с т р о й к а ) . 

При ( ^ в | й Л наше предложение I п р е в р а щ а е т с я в 
предложение I и з ^ 1 3 } . дроые т о г о , н а нагл о л • • . ' тся 

Леша 2 . п у с т ь X - бгсеог п о п г , Х€(3г С Х , 
и"Х(*,Х)*^и ЧЧ&Х)**. ю и а сущсс.т,,--;т отображение 

^; Х~"*Т^ т а к о е ; что 

I : - П . ( ? + Л - * ^ " а к о в с , ч т о 6 ( 1 » = 1 = ^ (Х) 

( с ) е с л и , кроме т о г о , "Х(Х>Х} = ^ ' т о 0 Т 0 ' 3 Р а ^ е н к е 

•» неприводимо з т о ч к е X И, з н а ч и т , 

хеГГЧУСб))] * . ПР= это. , , (У(о ) ) )аф) 



Доказательство. Полсиив г\̂ =* для "всех Л < С 
и взяв в качестве семейства ^ 7Г - (^азУ * в X • а в 

качестве семейства - псевдобазу (яр в X такую, что 
| 3 ^ > \ — ̂  , оказываемся в згсловиях предложения I . 

Поэтому пункт ( а ) нашей леммы следует из пункта / а / предло
жения I , пункт ( в ) - из пункта / в / предложения I и пункта 
/ в / леммы I . Наконец, пункт ( с ) следует из пункта / с / 
предложения I и пункта / а / леммы I . Действительно, в этом 
случае | ^ ( ~ с" и, значит, в силу пункта / с / предложения 
I отображение •* -• неприводимо в точке X . Поэтому, 

Кб С.4 ^ и, следовательно, в-силу ( а ) 

леммы I получаем « М ^ С В ^ Щ ^ ( 5 ) > 4 ( Г ) 
Доказательство завершено. ' ' 

Уже пункт ( в ) лешы 2 уточняет предложение I из 
которое влечет теорему I и з ] [ 9 3 о совпадении в бикомпактах 
тесноты и наследственного ^ - х а р а к т е р а . И хотя вопрос о 
возможности локализовать эту теорему, доказав в классе 
бикомпактов р а в е н с т в о ^ ^ ( х Д 4 ) 5 5 С С * у Х ' ) (или, что доста
точно, неравенство 1ГХ(!*|Х^ ̂  С(х,Х^ ) • остается открытым, 
тем не менее, пункт (с ) лемгл 2 позволяет продвинуться в 
э т о м направлении. Поэтому спегогально выделим его в 
отдельное 

Утверждение I . Пусть X - бикомпакт и X 6 X 
Тогда существует мно.жестзо X такое , что 

*(*,1Л^ ^ Ц ( « Х ( * , Х У ) : следовательно, 

З а х о д а 4 с о о о и - б о л е е ^ - ^ « х о д о м с о д о . 

Зсли V- !К^. . а = , то в целях краткости 
будем пксат . р. = Ту ; в частности, с " + = „ 
".сне, чте <4с<Г + ^= > Ъ П Р И 1 4 Л < ( 0 в - к и з 

утверждения I вытекает 

Теорема X. Пусть X - бикомпакт и й*Х(х,Х)<С(хХ) 
т о г д а К Х М ^ С С М О • 

/читывал очевидные неравенства 

из теоремы I сразу ...е получаем.: 123 



Теорема I1. Пусть X - бикомпакт и Х ( к , Х ) < ( ( * 1 ) С > . М л 
Тогда Т Й Г < * , Х ^ « ^ С * . Х ^ . 

Следствие I . Если X .- бикомпакт и Х ( * , Х ) ^ ф 
(в частности, если|ХЦу/(Х)*Ф или ^ ( Х ) 4 К о ^ и 

^ * , Х ) 4 Й « . то 1П^(Х ,Х )43К« в претгполо.адник<^я)(л 

/при любом к <С0* / . 

Следующее утверждение, такте основывающееся на лемме 
существеннв при выяснении соотношений мехду б-теснотой й 
теснотой в бикомпактах. 

Утверждение 2 . Пусть X - бикомпакт иТйС&.Х^ХбОО 1 1 ?. 
Тогда существует бикош&сг П ^ Х и Ц э Х и неприводимой 
отображение • Ц ^ » такое, что Т\(Х.)« С" 
и А"*(С> • (.*$ и - следовательно, « . ( * , Ю * Л , 6 Л Ю = 4 ( 1 » 

Доказательство. В оилу пункта (в) леммы 2 существует 
бикомпакт Р С X и отображение ^ : Р —3> _ 0 . ( ? Ч 1 ^ 
такое, что ^ ( Х ^ в ^ , а в силу пункта ( а ) • ^ ( ^ а 
поскольку ^ Х ^ Х Л Х Н С • « с ™ , что С Д О Л С О Д ) » 
* Х ^ , Л № к 1 ) ) . и так как - | - замкнуто и ^"Ц(Юг( .х1 
то требуемые равенства очевидны, заметим, наконец, что 
существует бикомпакт Н с Р , на котором отображение 

4 \ ц : - неприводимо. 

вамечание_1.. Скажем, что & в { Е в , : . А < У | 
свободное семейство {в X ) длины # , если 
С и < Е . . . * * > 3 ] П [ { Е А : при любом > < К 

Если все Ем» - одноточечны, получаем хорошо известное 
определение свободной последовательности в смысле 
Архангельского^ ! ] . Отметим следующий несложный, но 
полезный факт. 

Для того, чтобы существовало непрерывное отобра
жение ^ бикомпакта X на пространство 
ординалов, необходимо и достаточно, чтобы в X существовало 
свободное семейство ^ длины ^ такое, ч т о Х = С ^ ^ \ " 
При этом отображение неприводимо тогда и только тогда, 
когда § - свободная последовательность / т . е . все 
элементы из ^ - одноточечны/. 
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Ясно, что в селу пуанта (в) леммы 2 немедленно влечет 
, Если X - бжомпакт и Х*Х . *° в X существует 

свободная последовательность длины с* ж 1ГХ0* Х^ 
Заметим, что усиливает Основную лемму 4 

из СЗ] ( см. также , предложение Г ] ) , поскольку при 
Х*СМ]\М имеем «Х^.СМТ» ! СМ]^М*Л^. 

Если же ш е с т е с учесть в утверждение 2 , ытекающее из 
пунктов (а) и (в) леммы 2 , то,очевидно^получим такой его аналог: 

^ 1 , . Если X -бикомпакт и «"ХООО* Х(*,Х) • Ь , 
го в ^ существует свободная последовательность {х^-. 4 < Э Д 
такая , что ' с д | = Ц х ^ \ ^ { [ { Д * 1 * * / } ] • 

Утверждение ^ Пусть 7&<Х,Х)« С*Д (Х,Х)<*У , «$У)*>р. 
Тогда 7бСХ,Х^4 Щ ( \ Х и у ) значит, если УаД* 

Доказательство. Предположив, что 1?Х (Х ( д )в ХХ**п)*'У 
для некоторого бикомпакта X' С X . приходам к противоречию, твк 
как тогда в силу утверждения 2 существует бвкомпвкт Н с X' .для 
которого 4С*>Ю*ЦС*)}. С • Значит, И/Х*,^ < V для 
всякого (?сХ » откуда и вытекают требуемые неравенства. 

Особо выделим следующий частный случай; 
Утверждение 3*. Пусть X ~ бикомпакт в &еС*,Х)*«Х(к X} 

Тогда еС(Х,Х> = С(Х (К)«^Х(Х,Х). 
Напомним» что точяв Х<Х называется (в-точкой вХ СЮ^ВД-

если существуют замкнутые вХ множества |Ь (Ри таете , что ' 
^*1 гСр1\М1лСР\Й хД ; при это*1 точки, не являтщяеся 
^-точками в X ш называем Иб-точками в X . 

-> Утверждение 4 . Пусть X - бикомпакт, Д - н | -точяа вД 
• г ь о о о « с . тогда Х с х , х ) 4 ^ %таск,Х)4Я* а-
если Се(*|Х) в ^ • 1 0 в предположение д х в ^ * 

Сс <х#Х)=С(х, X} = П х < х , Х ) . 
Я *1с<Я.ХЪ » *С*,-Р)+ : Р замкнуто вХ|« 

= ««4Л\\, V : « ( Х , ? 1 ^ ^ для всякого замкнутого Рс^1 
^ " Х С * , Х ^ Л * р и Х ( Х , ^ ) + : Х 6 ^ С Х } » > А ^ { > : 

Т > Х ( * | ^ ^ < ^ ' Д-^ всякого У с X такого, что Х«У} '> анало
гично определяется ?С(Х,Х) [ 8 ^ (по поводу оператора * 7 " см.|13]) 
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Доказательство. Таи как К - -точки, то в силу утверждения о 

утверждение 3 (которое применимо здесь, поскольку Г**е#(ДУ)) 
вместе с утверждением э'даю* Трьбуеине равенства. 

2 . В.В.Федорчуиом построен (и дополни-
тельных автоматических предполоаениях) бикомпакт, нее точки ко
торого - п€-точк^.С другой оторонн^М (в значит, в всякий 
экстремально несвязный бикомпакт) содержит ^-точхж^Ю] (Дока
зательство можно нейти в[1!Е], ои. такие ^483 /Отметим, что р е 
зультат, содержащийся в • получен 1 А.Шймвньским/). Тем не 
менее остается неясным (даже а с л у ч а е ) 3 в с я к а я ли точка 
экстремально несвязного бикомпакта является '(-точкой / » , зна
чит, течкой ненормальности/. В сияла с этим отметим легко выте
кающий ив утверждения 2 нашей работа и утверждения 2 на СИЗ 

П ? 0 » * X - бикомпакт и «*Х(*ЛО ЯХ(*,Х) *$Г. 
Тогда, если %иТСС> <С* , *о X - I -точке в / . 

. Действительно, в силу утверждения 2 существует бмомпант 
ЦсХ « ю н . ч» Х К Н ) = Ц ф * Г « , З Д Х ) , 

ие это противоречит, - если Д - щ4-точке, - утверждению 2 изЩ 
Таким образом, при любой ^ з ^ Н * (в частности, при' ^ - - ^ ) 

•а предтлоиеяня с^(Г1 < вытекает, что всякая точка у 
абсолюта рТ* является ^-точкой, поскольку (с:л-С*>1 ) 

ЪХ(*, а Х(Г», р1 С^ * Т Для любой точки * 6 Д . 
ЧТеби продемонстрировать специфические свойства -точек 

сформулируем следующий факт, легко дотекающий и э ^ Ц утвержде-
жив Г? предложение 3 ° ] : 

*Г;Г, ОуСТЬ X - бикомпакт, X - Пв-точка в X • 

ветельно 1см. утверждение 3 ) , ^СС^Х) * т^Ди,*4) * & . 
Цусть - КЭрдйНвль.нозначнеЯ функция, определенная 

для веялой точки Х*Х и всякого замкнутого множества РсХ • 
Иелоиим ^ (Х)« * Ц Л \ ^ : для всякого замкнутого РсХ 
существует хеР такая, что МОцК^вС}. Ясно, что 

//*(Х^»*«Н(»иел.{/»(»|1а):х«р(: Р - зеишуто вХ}. 
Талям образом,определена ^»йОО,/&00 , /$Х(Х) 

и другие. (КарДИИВльнне инварианты подобного рода уже встреча
лась в ряде работ /нвпрамер, в -^^-разреженные пр-ве/). 
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Легко заметить, что в случае бикомпакта X ( и Д а ж е в слу
чае "|"^-пространства точечно-счетного типа) справедливо 

равенство / Й ^ Ш = КИМ*! ? ( Г = [ { х * ? : и % ( Х , ^ « &}] 
для всякого замкнутого ^ С д } . т- / \ V/ 

Аналогичные равенства справедливы для ^ С ( Х ) , / ^ С Л } , ^ Л ( Д ) 
• вообще для всякой кардинальной функции /^*(Х) такой,что 
Р (\X)^ Н (* , V Х в при любом замкнутом Р с Х 

жение 
VС(X , ) : : : : VЛА/V^1 , & : н е существует отображения ^ : д^*!,'"^? | 

Утверждение 5. Пусть X ~ бикомпакт^ 
Тогда 7с (X") * УУУ^Л^: С =^^» и рХ 1 , не вяладывается<Х|. 

Доказательство. Если существует отображение -

Т

> : Х " ^ * Х ' ' 
то, поскольку РТъ~ ^ Т * ^ при Г з Г ^ ' (см,.например, ) , 
сразу же получаем, что р ^ ~ с » X ( п о Э Т 0 М У поводу и по поводу 

абсолютов вообще сы. |^ ) . 

Напомним, что -6у\ г «\АЛг\ ( V : Я ^ ^ с " } ^53 

и ( г - ) = Г П Д А А { у : ^ > г } Ш . Я с н о • 4 1 0 

Демма 3*. Пусть X - бикомпакт, я ^ " , , 
и в каждом бикомпакте Р с Х с 5э(р*) 4 "в'ЬС'С') существует 
точка к< 

Доказе 

р 1 ^ } 4 ^ с м > .например,ИЛ ) я« следовательно, 
ладыв; 

( X ) 

% Р Х н е В К Л 8 Д ы в а е т с я в X » 0 ' к у д а в силу утверждения 4 
и получаем 7 с ( Х } 4 Е " . 

'выделим случаи ? 4 =6>Сс00 К , ) + Ъ = ч№® Специально 
заметив при этом, 

Лемма 3 . Пусть X - бикомаакт. Тогда 
7СХХУ4 ^ { ( К с С Х ) * » ) * 3 . ^ 0 0 1 н , значит, 

с ( Х ) ^ / С е ( Х Г Ч Ш Н в , а если / Г С ( Х ) К « . 
и с ( Х ^ / * ^ е М * Сс(Х)|следовательно,в предположении " ^ • д ' ^ 1 

для всех ^ " и, в частности, в предположении Сг С У\ 0 1 6 6 0 1 м е с ~ 
то несавенства И Х И / С с С х Н й с С Х ) . 
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Далее нем понадобится следующий результат [1° , теорема 13'. 
А л и X - бикомпакт, то. Ц/СХ") 4 б ( Х ) С ( Х ' . ! 

_Х§22§ма_2_1 Пусть X - бикомпакт, >Н«5 V , и в каждом 
бикомпакте р*сХ с { ^ ( ^ 4 и>»(У) существует точка Х б р 
такая, что Со.(х Р ' } 4 ' У . Тогда 1 ( Х ^ 4 У и, следовательно, 

Доказательство. Полоиив V * а , оказываемся в услови
ях леммы 3 . Поэтому Т 4 ( Х ^ 4 ^ " Я У + и » значит, ^ Х ^ 4 У . 
Применив теперь А / 1 получаем требуемые неравенства. 

Следствие. 2 . Если X •* бивомпакт с условием Суслина в 
каждое замкнутое подмножество Р с Х (плотности 4 ф ) имеет 
точку Х 4 р т е й © ( х , Р ^ 4 ^ » *° * ^ С Х } ^ . 

Новы»; является уже и 
Следствие 2*. Если X - бикомпакт с условием Суслине я 

замывание всякого подмножества Д с X мощности 4 $ 
имеет вес 4 ^ , то и вео бикомпакта X ^ ф . 

Так как - ^ ( ^ Н ? и йе(*,\Р} 8 8 теоремы 2 легко 
вытекает 

Теорема 3 . Пусть X ~ бикомпакт со следующим свойством: 
если А<-Х в 1 М * ^ *°« 

Тогда у/(ХИ 'Е'*" 0 в.вначиг, если 2 , й « ) в ^ , то 1Х\41\ 
Следствие 3 , Пусть X - бииомпакт с условием Суслина, 

2*К* е ^ и 1Р\ 4 ^ Для веяного бикомпакта Ь'^Х такого, 
что ^ ( р ^ С . Тогда и |Х\6 С1 # в частности, если всякое 
подмножество А С Х плотности 4 0 имеет мощность ^ ^ 
» • 1 X 1 4 0 . 

.Замечание 3 . Неравенство теоремы 2 уже в форме У / ( Х ) ^ ( * 0 ^ 
улучшаетнеравенство 4 ( Ю 4 1 * ^ ™ ^ Архангельского из Г~ а ] 

в, более того, йеравенство >*()(^ Л С С К Р ^ ^ Г ! ' 
т е о р е м а ^ * В то же время теорема 3 существенно усиливает 
основывающийся на неравенстве ^ ( X ) 4 Д , ^ ^ р е з у л ь т а т , 
которнй неявно содержится и 1 8 К 0 Т ° Р 0 Г ° вытекает извест
ная теорема А.В.Архангельского о мощности секвенциального би
компакте с условием Суслина. Однако метод, развитый в [ 1 ] , 
позволяет провести доказательство лишь при ^ * зЛ . и,что 
особенно следует подчеркнуть, базируется на требовании 

^(Х*)^ Я. " . которое; как показывает теорема 3 является 
л янины. 
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Заметим, что хотя теорема 2 использует как ( ) \ , ^ г а к я 
лемму 3е(основывающуюся на утверждение 2 ) , вытекающую яз теоре
мы 2 теорему 3 можно получить почти сразу же только из неравен
ства 0\±. Чтобы продемонстрировать ето выделим несложный фалт 

16 . Пусть X - бикомпакт со следующим свойством ; 
если |Д\ & . *о 1С А3\ -С 

Тогда (,(Х) «ТЦХиГ*!? 

в X н> следовательно, по утверждению 5 УС(Х} -к 
Докажем теперь теорему 3 . Так как ~6у\ С̂ ") * *̂ * > 

из сразу же получаем с(Х) б ^ ^ в н » в шяу^^У/щТ^ 
Значит, ^(Х^*^&^ • что * влечет (при Е 'ж^сОО* ) 
немедленно | X \ ^ • 

Отметим, что все приведенные как выше, так я ниже теоре
мы (а также & 1 ) справедливы я для Та -пространств точеч
но-счетного типа. Приведем в связи с этим, Чтобы еще раз 
подчеркнуть возможности, которые дает (Н,1 , следующей факт; 

Я*?. Пусть X - Т х - П Р о с ' г - Р а н с т а о точечно-счетного типа 
я с условием Суслнна. Тогда, если X \'{х} - нормально пря 
любом Х€ X • т о в предположении Ьг1- 2.^*^ 

Х \ ^ Х ^ коллективно нормально при любом Х € X > а сле
довательно,, коллективно нормальным является пространство X •* 

( вытекает Из СО» лемма 2 ^ , , и I, % , т е с -
рема 8̂ 3 )• Отметим, что нов уже в классе локально би
компактных пространств. 

' ' Вернемся,наконец, к выяснению соотношений между й-теенс— 
той и теснотой в бикомпактах. 

Теорема 4 ! Пусть X - бикомпакт, у а : \ с ( Х ) н в каждом 
бикомпакте рсХ с $ ( Р ) 4 Ьу)Сч) существует точка Х б р 
такая, что йс(*,Р) 4 М . Тогда, если {е(*.Х*}&? « 

Доказательство. По теореме 2 У/(Х^4"У < сткУД8 П Р 
V ̂  * ? + в силу утверждения 3 и вытекает требуемое заключение. 

Следствие 4? ( С г С Ц ) Пусть X - бикомпакт с условием Сус-
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лина, и в каждом бикомпакте Р с Х (плотности 4 § ) существует' 
точке Х € ]? такая , что & ( Х , | П ) * $ . Тогда в предположении 1 

СгСН М х . Х ^ г и ^ Х } Д « я в с е Х Х е Х . 
Положив в условиях теоремы 4*последовательно 

немедленно получаем: 1 ^ 

Терема 4 (СгСЦ) , пусть X - бикомпакт. Тогда 
/ С 0 0 « Л С Х ) - е ( Х ) и е ( Х Н Ш У Ц Х ) . 

Следствие 4 ( 0 г С Ц ) Если X ~ бикомпакт с условием Сусля-
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Топологические пространства н их отображения. • Рига. 1979^ 

УДК 513.ВЗ 

ШОТОРЫЕ КРИТЕИИ ФИНАЛЬНОЙ КСШАКТНОСТИ 
СИЛЬНО ПАРАКШПАКТШХ ПЮСТРЛНСТВ 

А.П.Шостак 
ЛГУ им. П.Стучкя 

Известно, что каждое финально контактное пространство 
сильно парысоипактно ( с м . , н а п р . , [1] ) , В данной заметке 
мы показываем, что необходимым и достаточным условием финаль
ной компактности для сильно пвраномпактного пространства X 
является финальная компактность пространства 9(Х) квазиком
понент пространства X. Поскольку, в свою очередь, финальная 
компактность пространства квазикомпонент СДХ) эквивалентна 
свойству финальной скученности пространства•X (см. определе
ние I и предложение I ) , мы получаем характеристику Финально 
компактных пространств как пространств, являющихся одновре
менно сильно парвиомпактными и финально скученными (теорема 
2 ) . Отсциа следует, что в классе скученных пространств и , в 
частности, в классе связных пространств свойства сильной па
ракомпактности и финальной компактности совпадают. 

Т. Прпг^рагс-епг. яицгакгшппнкнт тппплпгичкг-.тгпт 
ПрПСВДНИГ.ТВР 

В этом разделе мы приводим определения и некоторые нужные 
нам в дальнейшем результаты, касанциеся пространства квази
компонент (см. [ 2 ] ) . 

Квазикомпонентов точки х топологического пространства X 
называется пересечение всех открыто-замкнутых множеств, с о 
держащих точку х . 

На множестве р(Х) «сех квазикомпонент топологического 
пространства X вводится топология, в качестве базы которой 
берется совокупность множеств вида {А •' А с И) , где 11 -
открыто замкнутое множество э X, а А - квазикомпонента неко
торой точки пространств! X. Очевидно, что наделенное такой 
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топологией, пространство ()(Х) является вполне регулярным и 
нульмерным в смысле»*^ пространством. Легко заметить, что 
отображение 0 : X - * ОДХ), которое каждой точке х в X 
сопоставляет содержгшч'ю ее квазикомпоненту К х , является н е 
прерывным . 

2 . Скученные и Финально г.кученннв проптряжугва• 

Напомним, что топологическое пространство X называется 
скученным если из каждого покрытии этого пространства откры
то-замкнутыми множествами можно выделить ксчечное подпокры
тие ( см. 3 ) . Там же показано, что топологическое 
пространство X является скученным в том и только в том случае, 
когда пространство его квазикомпонент 0,(Х) бикомпактно. В 
дальнейшем нам будет полезно следующее определение! 

Ппряпр.няние т . Топологическое пространство X назовем фи-
нально скученным, если из кавдого открыто-замкнутого покрытия 
этого пространства можно выделить счетное покрытие. 

Прйттлпжр.нцк т . пространство X финально скученно в том и 
только в том случае, когда пространство его квазикомпонент 
0(Х) финально компактно. 

Доказательство. Если пространство р(Х) не финально ком
пактно, то в ОЛХ) найдется открытое покрытие, из которого 
невозможно выделить счетное подпокрытие. Воспользовавшись 
нульмерностью пространства квазикомпонент, впишем в ^то по
крытие открыто-замкнутое покрытие 

Ясно, что покрытие ^ также не имеет счетного -
подпокрытия. Тогда прообразы ^ У Т " множеств V , входящих в 
У образуют открыто-замкнутое покрытие пространства X, из 
которого невозможно выделить конечное подпокрытие. Тем самым 
показано, -то пространство X не является .финально скученным. 

Обратно, если X не финально скученна, то существует откры
то-замкнутое покрытие и пространства Х^из которого невозмож
но выделить счетное подпокрытие.- Тогда из определения топо
логии в 0(Х) следует, что{|у(и)-.Цсообразует открыто-замкнутое 
покрытие пространства (}(Х) из которого невозможно выделить 
счетное подпокрытие. Существование такого покрытия и доказы
вает , что пространтво 0;(Х) не является финально скученным 
и тем более-финально компактным. Предложение доказано. 



3. Н Й К П Т П Р Н Й г.пйг^иялТУНый Г . В И В Й Г . Т В Я пппмнпдяг.тв 

# Семейство множеств У называется звездно-конечным Ц I ] ) , 
если для каждого уе 7/*число элементов имеющих с V 
непустое пересечение, конечно, 

. 3 4 

В доказательстве основной теоремы нам будет удобно восполь
зоваться определяемым ниже понятием цепной звезды в семействе 
множеств. • 

П П Р Н П Н Д Й Н И Й Т. Подсемейство ^ с е м е й с т в а множеств назо
вем лепной звездой (в если для любых ^ е ^найдутся 
такие множества Ич — ,%к е У , 410.Щ = Й , ? V и 

Ли.УРддя всех С *» -< . 
пр^л^гжАяяй т . Каждая цепная звезда содержится в (единст

венной) максимальной цепной з в е з д е . 
Доказательство следует из принципа мах . элемента*^ 
П Р Я Т Т Л Г Д Р Н И Й 2 . Если семейство 3 / звездно-конечно , то 

каждая цепная звезда У~ в О^1 не более чем счетна. 

Доказательство. Пусть некоторая цепная звезда , и пред
положим, что У содержит несчетное число множеств. Зафиксиру
ем некоторое множество Й» е/*и назовем расстоянием от 1 ' « ^ д о 
У., минимальное число множеств 11ц-,У* уобладающих тем свой

ством, что 1/а = и{ з 11* = ^ и пересечения & / 7 ^ , л д я всех 
непусты. Поскольку/* содержит, согласно предположению, несчет
ное число множеств, то йо крайней мере для некоторого п семей
ство множеств, находящихся на расстоянии И от множества Н0 

несчетно. Воспользовавшись звездной конечностью семейства , 
отсюда легко вывести, что число множеств, расположенных от 
и, на расстоянии Л- 4,также несчетно. По индукции отсюда заклю
чаем-, что и число множеств, расположенных на расстоянии \ от 
и„ также несчетно, ч т о , очевидно, невозможно. Полученное про
тиворечие и доказывает, что в каждую цепную звезду входит не 
более, чем счетнсе число множеств. Предложение доказано. 



4 . Критерия <1Г|ИИЯЛГЬНГ>Й КПМПЯКТНПСТИ Г.ИЛТ.ИП 
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пжрщгпмгтяктттнг пространств 

Теараыя Т. Топологическое пространство X финально ком
пактно тогда и только тогда., когда оно сильно параюмпактна 
и пространство его квазикомпонент С;(Х) финально компактно. 

Тнорямя 2. Финально компактные пространс ва могут быть 
охарактеризованы как пространства, являющиеся одновременно 
сильно параномпактными и финально скученными. 

Поскольку согласно предложению I финальная скученность 
пространства эквивалентна финальной компактности простран
ства его квазикомпонент, нам достаточно доказать одну из 
этих теорем. Мы докажем справедливость теоремы 2 . 

доказательство. Для сильной паракомпактности пространства 
л (необходимо и) достаточно, чтобы в каждое открытое покры
тие пространства X можно было вписать открытое звездно-счет
ное*)' подпокрытие ^С^-] > С Т Р«^29 отсюда следует, 
что 'каждое финально компактное пространство является сильно 
паракомпактным. 

Обратно, пусть пространство X сильно параяомпактно и при 
:том скученно. Рассмотрим произвольное открытое покрытие 11 
пространства X и впишем в и звездно-конечное подпокрытие 
(существование которого обеспечивается сильной паракомпакт
ностью пространства X). Поскольку покрытие V" звездно-конечно, 

предложения I легко следует, что оно распадается в дизъюн
ктную сумму максимальных цепных звезд . Действительно, каж
дый элеменг покрытия V принадлежит хотя'бы одной максимальной 
цепной звезде , а различные такие цепные звезды ввиду своей 
максимальности являются дизъюнктными. Таким образом, 

1 Г Д Е & Д Л Я *с {^ и все 9^ - максимальные 

т . е . для кахцогс элемента \/еЪ^число множеств и* л, пере
секающихся с Т , не более . чем счетно. 



цепные звезды. Рассмотрим множество ^ ={У-,Т*2Г. Это множест-. 
во является открыто-замкнутым: его открытость очевидна, а \ 
замкнутость следует из того факта, что для различных 4 , $ 
множества 1Л и 1^ не пересекаются. Тем самым мы получаем ! 
дизъюнктное покрытие пространства X открыто-замкнутыми мно
жествами 14 . Поскольку пространство X предположено финально 
скученным, из п о к р ы т и я ^ } можно выделить счетное подпокры
т и е . Отсюда, ввиду ДИЗЪЮРКТНОСТИ исходного покрытия^получаем, 
что само счетно, а . следовательно, и число максимальных 
цепных звезд , на которые распадается семейство счетно. 
Вспоминая, что в каждую звезду входит не более чем счетное 
число множеств из покрытия у-(предложение 2 ) , отсюда выводим, 
что и все построенное нами покрытие V счетно. Тем самым 
фтадЪная компактность пространства X докапана. 
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Топологичеокие пространства и их отображения Рига, 1Э79.. 

УДЯ 513.83 

1ЮКАЛШ0 СКУЧЗННЬЕ ПРОСТРАНСТВА И ИХ РАСШИРЕНИЯ 
Шостак А.П. 

'ЛГУ им. П.Стучкн 

8 работах [I] , [ 2 ] , [з] , : изучалось понятие 
скученного пространства (или св-пространства) , представляю
щего собой обобщение свойств бикомпактности к связности. 
Напомним, что топологическое пространство называется скучен
ным или св-пространством, если из каждого его покрытия 
открыто-замкнутыми множествами можно выделись конечное под
покрытие. В данной заметке мы рассматриваем локальный вари
ант свойства скученности. 

Локализация топологического свойства Р может быть произ
ведена следующими двумя способами: I)требованием наличия у 
каждой точки х е Х базы окрестностей, обладай! тх свойством Р ; 
пли 2) требованием у каждой точки наличия хотя бы одной окрест
ности, обладающей свойством Р . Основным способом локализации 
является первый. При локализации свойства бикомпактности 
оба способа эквивалентны и приводят к определению локально 
бикомпактного пространства. 

При локализации свойства связности принято использовать 
первый подход. Получаемые при этом пространства навыгаются 
локально связными (напомним, что связное пространство не яв
ляется , вообще говоря, локально связным). В Данной заметке 
ь** рассматриваем оба возможных подхода к локализации свойст
ва скученности - в первом параграфе рассматриваются простран
ства , обладающие базой скученных окрестностей (эти простран
ства мы называем локально скученными), во втором параграфе 
рассматриваются пространства, каждая точка которых обладает 
хотя бы одной скученной окрестностью - такие пространства 
мы называем слабо локально скученными. Третий, последний, 
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параграф посвящен изучению одноточечных скученных расширений 
локально скученных и слабо локально скученных пространств. 
Здесь показано, что каждое (хаусдорфоио) олабо локально ску
ченное пространство X обладает одноточечным (хаусдорфовым) 
скученным расширением;обратно, если у пространства имеется -
одноточечное скученное и локально скученное расширение << X, 
то само пространство X локально скученно, 

В дальнейшем все ссылки мы делаем на работу [2.] , хотя 
формулировки большинства ив используемых здесь результатов 
можно найти в { I ] . Как и при изучении свойства скучен
ности, для удобства мы ограничиваемся рассмотрением класса 
Т- пространств» 

§1. Локально скученные пространства. 

Определение I . Топологическое пространство X называется 
локально скученным (или локально св-пространством), если в нем 

существует база скученных окрестностей, т . е . ес*ш для каж
дой точки х € X и произвольной ее окрестности Ы# найдется 
скученная•окрестность. У/ , содержащаяся в Ик . 

Поскольку как бикомпактные, так и связные пространства 
скученны [2] , локально бикомпактные пространства, а также 
Локально связные пространства являются локально скученными. 

Предложение I . Регулярное пространство локально скученно 
тогда и только тогда, когда в нем существует база , состоящая из 
з а м к н у т ы х скученных окрестностей. 

Доказательство. Если выполнено утверждение этого предложе
ния, то пространство, очевидно, локально скученно. Обратно," 
пусть X - локально скученное пространство и ^ - произволь
ная окрестность некоторой его точки х . Воспользовавшись 
локальной скученностью и регулярностью пространства X, нае
дем такую скученную окрестность Ум точки х, которая лежит 
в Цг вместе со своим замыканием. Согласно предложению V из 

[2] , замыкание Ух скученно и, следовательно, является 
искомой окрестностью. 
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Предложение 2 . Открытое подмножество локально скученного 
пространства локально скученно. 

Доказательство. Пусть X - локально скученное пространство 
и УСХ - его открытое подмножество. Рассмотрим произвольную 
точку ие Ч и некоторую ее окрестность &^в У. Поскольку мно
жество У открыто в X, Ц,у является также окрестностью точки 
у во всем X. Воспользовавшись локальной скученностью про
странства X, выберем такую скученную окрестность точк;: 
у , которая целиком лежит в ЫусЦ, Существование такой 
окрестности и доказывает локальную скученность пространства 
У. 

Предложение 3.Дискретная сумма X = ф Х^ топологических 
пространств локально скученна тогда и только тогда, когда 
каждое X является локально скученным пространством. 

Доказательство очевидно. 
Теорема I . Произведение X = П^Х^ЧвА) является локально 

скученным пространством тогда и только тогда, когда каждое 
Х^ локально скученно и при атом почти все ' Х^ скученны. 

Доказательство, Предположим, что произведение Х = П { х ^ « А } 
является локально скученным пространство^. Выберем точку 

в некотором сомножителе Х < # и пусть Щ9 - произвольная 
ее окрестность. Зафиксируем некоторую точку х X, для кото
рой ^ х = х А в (через 5ГА обозначается проекция произведения 
X = п{х Л:<СеА) на координатное пространство Поскольку 
X предЙоложеко локально скученным и. множество V* = Ыл<> X 
п(х < 1 : ^ с А\{.с,}}является окрестностью точки х в X, мы можем 
выбрать скученную окрестность ]/ц точки х , содержащуюся в 
V* . Выберем теперь некоторую окрестность точки х , лежащую 

з ^ и имеющую вид ~у =П{ЩУ&1 г Д е = х ДДО в с е х индек
сов 4 , кроме, возможно, ^ , 4 * • Поскольку очевидно,что 
Т (Ж)с^ (Ук)' о б Р а з ы окрестности V» при проекциях 5Г^ 

I) т . е . все , кроме, возможно, конечного числа X 



совпадают с соответствующими пространствами Х^ для всех 
^ , отличных от сС 0 >оС,,..«,^Л. Таким образом, все координат

ные пространства X за исключением, возможно, пространств 
> > " ' I Х«4Л является скученным! как образы скучен

ного пространства X при непрерывных отображениях . 3 ^ (2, 
теорема 3] . Далее, поскольку, о ч е в и д н о ^ Щ » ^ м н о ж е с т в о 

является скученной окрестностью точки х, лежащей з за
данной окрестности Чл * Тем самым показано, что пространство 
Х^ является локально скученным. Ввиду произвольности выбора 
пространства Х Л это й означает, что все сомножители Х ^ Я 

являются локально скученными пространствами. I 
Обратно, предположим, что каждое пространство Х ^ локально 

скученно и при этом все они, кроме, возможно, конечного числа 
индексов «(,„..•) «С* являются скученными. Возьмем произволь
ную точку х в произведении X = П { Х ^ . ^ е Д } ^ и пусть 1С -
некоторая ее окрестность; без ограничения общности можем 
считать, что она имеет вид-Й = % • * ^ и

г ^ я , ^ - - ' ^ / О Д ' ^ О 
Выберем в каждом 2^., где I = /,...,*»,»Щ^кучён11ую окрестность 
|^,сЦ(.точки х^. =5ГЛ. х , Тогда множество К, определенное равен
ством V е Й. / . . . х !(, * . •• 1 ШЪ, Ч т Ч ) , является окрестностью 
точки х, лежащей в Ы ; при этом скученна как произведение 
скученных пространств , . . . , и X А («с ^ ) [2, тес-
рема б] . Тем самым утверждение теоремы доказано. 

Ранее было отмечено, что как локально связные простран
ства, так и локально бикомпактные пространства являются ло
кально скученными. Приведем теперь примеры локально скученных 
пространств, не являющихся ни локально бикомпактными, ни ло
кально связными. 

Пример 1. Определим подпространство X отрезка [0 ,1 ] ра
венством X = [0,1]\^:ч*<}.Легко видеть, что X локально ску
ченно и скученно, не будучи при этом ни локально бикомпактным 
ни локально связным (оба эти свойства нарушаются в точке 
О е X). Согласно предложению 3 , дискретная с у ш а таких 
простгзлств также является локально скученной. 

Сркмер 2 . Рассмотрим подпространство X плоскости, опре
деленное равенством X = ( У ^ Ь ^ , г д е каждое У-к есть множестве 
точек плоскости, первач координата которых равна %, , а вто-
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рая принадлежит отрезку [0 ,1 ] и {, е. ( 0 , 1 ) . Яоио, что X 
локально скученно (к -кучекно), но не является ия локально 
бикомпактным, пк локально связны;.:. 

Пример 3 . Зеер Кнастера-Куратовского является, как нетруд
но видеть, связным и локально скученным пространством, ке 
будучи при э т о - ни локально бхкокпактнш.:, ик локально связ
ным. 

Приведем теперь пример связного (вполне регулярного) 
пространства, не являвшегося локально скученным. 

Пример 4 . Рассмотри:/; метрического еха Зь колючести т . 
занумеруем все ."чолючк::" ежа, (имеющее В И Д отрезков длкнн I , 
исходтгд:х из общей точки 0) порядковыми числам;! ( меньшими 
(лЯг( 14 1 1 х . • $к ^< • На множестве 2 = Дс1/'{о] , 

где ^ - точка, не принадлежащая еяу Зч , введем тополо
гии взяв в качестве базы все множества, открытые з тополо
ги:: метрического ежа, а кроме того множества вида ,где 

^ ) . легко видеть, что наделенное такой топологией простран
ство 2. связно. При этом / не является локально скученным 
пространством - окрестность точки 1 , имеющая вид Ь},К при 
к 2 I не содержит ни одной меньшей скученной окрестности: 
действительно, для любой окрестности СС^ точки 4 , содержа
щейся в Ь^к , семейство м»счеетБ#Д,^/^•••^4нгЦчв$Р А 

X.с-,/>с^(у^*^}Ьбразует открыто-замкнутое покрытие '^ , 
из которого невозможно выделить конечное подпокрытие. 

Замечаю: а. Построенное в предыдущем примере подпростран
ство не является метризуемым, ибо в точ_:е 4 не существует 
счетной базы. Мы не знаем, существует ли метризуемое связ
ное пространстве, которое не было бы локально скученным. 
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52. Слабо локально скученные пространства. 
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Определение 2 . Топологическое пространство называется 
слабо локально скученным, если каждая точка х из X обладает 
хотя бы одной скученной окрестностью. 

Ясно, что каждое локально скученное пространство является 
слабо локально скученным. С другой стороны, каждое скученное 
пространство также является слабо локально скученным.. 

Предложение 4 . Каждая точка слабо локально скученного про
странства обладает замкнутой скученной окрестностью. 

Доказательство вытекает из того факта, что замыкание ску
ченного годмножества является скученным ( [•}} , предл. 7 ) . 

Предложение 5-. Дискретная сумма топологических пространств 
слабо локально скученна тогда и только тогда, когда каждое 
слагаемое является слабо локально скученным пространством. 

Доказательство очевидно. 
Теорема 2 . Произведен1 л X = II ( х ^ ! ^ е д . является сла

бо локально скученным пространством тогда и только тогда, 
когда каждое слабо локально скученно и при этом почти 
все пространства X скученны. 

Доказательство нетрудно провести по аналогии с доказа
тельством теоремы I . 

В противоположность локальной скученности свойство слабой 
локальной скученности не наследуется по открытым подмножествам. 
Действительно, пространство X = ?\{о}, являющееся открытым 
подпространством.скученного (и даже связного) пространства 
1 , построенного в предыдущем параграфе (пример 4), не явля
ется слабо локально скученным - точка -0 этого пространства 
не имеет ни одной скученной окрестности. 

Приведем пример метрического пространства, не являющегося 
слабо локально с-ученным. 

Пример 5 . Определим пространство X как подпространство 
метрического ежа У„ счетной колючести ^ с , состоящее из всех 
точбк, расстояние которых до точки 0 равно У» (1еА') и са
мой точки 0 . Легко видеть, что точка 0 не обладает ни одной 
скученной окрестностью, т , е . пространство X не является 
слабо локально скученным. 



'аЗ. Скученные расширения локально скученных 
и слабо локально скученных пространств 

Теорема 3 . Если X - слабо локально скученное, ко не ску
ченное пространство, то существует одноточечное скученное 
расширение оС X = ХУ{й}этого пространства. При этом, если X 
хаусдорЛов", то к расширение <* X может быть зыорано хаусдор-
тювым. Обратно, если у пространства X имеется одноточечное 
скученное и локально скученное расширение «С X, то само про
странство X локально скученно.• 

Доказательство. Обратное утверждение очевидно, ибо X,• 
будучи открытым подмножеством локально скученного простран
ства и, X, является, согласно предложению 3 , локально скучен
ным. 

Предположим теперь, что X - слабо локально скученное, но 
не скученное пространство и а - не принадлежащая ему точка. 
Па множестве^ X = X V (в) определим топологию базой, состоя
щей из всех множеств, открытых в X, а также множеств вида 
{*} и X \ А, где А - замкнутое скученное подмножестве про
странства X. Получаемое при. этом пространство / X является 
расширением пространства X, ибо X предположено ке скученным. 
При этом если само пространство X было хаусдорфовым, то и 

о̂ Х получается хаусдорфовым: действительно, согласно опреде
лению слабой локальной скученности каждая точка х 6.Х облада
ет скученной окрестностью 2/ г ; тогда ее замыкание И*. = А 
также скученно [2, предложение Ту , а следовательно, V* 
Я X \ А являются дизъюнктными окрестностями точек х и а . 

Пространство X скученно. 3 самом деле, допустим, что X 
1-е скученно; тогда в X найдется открыто-закинутый фильтр* 
Т , облад; "!щий пустым пересечением [<?., теорема I ] . -

^ иод открыто-замкнутым фильтсоы здесь понимается центриро
ванное с е м е й с т в о открыто-замкнутых множеств, содержащее 
вместе с любыми двугл своим:: элементами их пересечение. 
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Поскольку пересечение всех элементов из пусто, можем выбрать 
такое открыто-замкнутое множество И е ^ которое не содержит 
точки а . Поскольку множество Иоткрыто-замкнуто, его допол
нение Vтакже открыто-замкнуто,, а следовательно, является 
окрестностью точки а . Ко тогда, согласно определению тополо
гии в точке; а, найдется такое скученное подмножество А про
странства X, что X \ А С V г а следовательно, XIе'А. Тем са+ 
мым мы показали, что Ц является открыто-замкнутым подмноже4 
ством скученного пространства X, а следовательно, и само 
скученно [2 , теорема 2~] . С другой стороны, Це 5е" , \ 
а следовательно, след открыто-замкнутого фильтра & на и 
является открыто- замкнутым фильтром в скученном простран- •' 
стве % . Но тогда /13^ 4 а следовательно, тек более и 

^ 6, что противоречит выбору фильтра У . Полученное про
тиворечие и доказывает, что построенное расширение Л X явля
ется скученнйм пространством. 

В противоположность одноточечной бикомпактификации П.С. 
Александрова локально бикомпактного пространства, одноточеч
ное скученное расширение слабо локально скученного простран
ства , вообще говоря, не единственно - в этом нас убеждает 
следуюптчй пример: 

Пример б. В качестве пространства X возмем дискретную 
сумму счетного семейства отрезков (О,.Г) ( т . е . Х= 
Ясно, что пространство X как локально бикомпактно, так и 
локально связно. В расширении «с X, построенном согласно пре
дыдущей конструкции, базой окрестностей в точке а служит 
семейство открыто-замкнутых окрестностей в и д а / и , ! / ^ , где 
Хж=^©^ (О,Г) л . С другой стороны, одноточечным скученным 
расширением пространства X является • гетрическил еж счетной 
колючести / X = ^ (добавляется точка 0 - "центр ежа") . При 
этом расширение X является связным. Легко заметить, что 
топологии в расширениях^X и ^ Х не сравнимы. 

Одноточечным скученным расширением пространства X служит 
и т . н . факторный еж счетной колючести: ^ Х = , (Ко множест
ву X добавляется 'центр" ежа - точка 0 . Открытыми в 5X объ
являются все множества, пересечения которых с каждым из от
резков (0,1)„ непусто и открыто. Топология в / X сильнее 



топологии в ^ X, но не сравнима с топологией оС X. 
Наконец, еще одним, отличным от всех предыдущих, скучен

ным расширением пространства X является одноточечная биком-
пактификацкя Александрова аХ. Нетрудно видеть, что топология 
одноточечной бккомпактификащш Александрова с л б е е , чем топо
логия Л X, а также слабее, чем топологии в расширениях ^ Х 
и с) X. 

Связь между расширением •с X к бикоша^тифг.кацией Алексан
дрова в случае локально бикомпактного пространства устанав
ливает следующее предложение: 

Предложение б. Если X - локально бикомпактное пространство, 
то топология расширения X сильнее или совпадает с тополо
гией расширения й-Х, 

Доказательство непосредственно следует из конструкций 
этих расширений и того Факта, что каждое бикомпактное про
странство скученно. 

Следу.-тщкй пример показывает, что расширен" э оС X может сов
падать с расширением 0-Х. 

Пример ? . Определим пр "странство X равенством X =®СО,*]Й 

Совпадение расширений ^ X и д,Х очевидно. 
Как мы видели, слабо локально скученное /пространство может 

пмет: несколько одноточечных скученных расширений. При этом 
топологии одноточечных скученных расширений данного простран
ства могут быть несравнимы. Наша ближайшая цель состоит в 
том, чтобы дать сравнительную характеристику одноточечного 
расширения <! X среди всех других одноточечных скученных 
расширений данного слабо локального скученного пространства 
X. 

Если. Л X и - два расширения топологического простран
ства X, то будем писать Л X > р. X, если существует (вообще 
говоря, - е непрерывное) отображение у : А X ~*р X, тождест
венное па X, прообраз каждого открыто-замкнутого множества 
из (М. относительно которого является открыто-замкнутым под
множеством пространства Л,X. 
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Предложение 7 . Для любого одноточечного скученного расши
рения данного слабо локально скученного пространства м X 
имеет место «с X > н X. Другими словами, ни одно одноточечное 
скученное расширение рХ не может содержать открыто-замкну
тые множества, не являющиеся открыто-замкнутыми в Л X. 

Доказательство. Рассмотрим отображение ^ : *, Х-»мХ, 
тождественное на X и переагодящее нарост а = 4 X N X в 
нарост п* = м. X Ч X • Покажем, что прообраз каждого открыто-
замкнутого подмножества из ^ Х является открыто-замкнутым в 
<4 X. В самом деле, если II - открыто-замкнутое подмножество 

в м-Х, то и его дополнение У открыто-замкнуто в ^ Х , а сле-| 
довательно, как У,, так и V являются скученными пространст
вами в ^ Х (2 теорема 2] ; при этом одно из них, например, 

не содержит точки т . Тем самым И является открыто-замкну
тым подмножеством пространства X и при этом ^ с к у ч е н н о . Отсю
да и из определения топологии в пространстве X непосредст
венно следует, что множество у ' ^ я в л я е т с я как открытым, 
так и замкнутым в пространство «с X, а следовательно, и его 
дополнениеу~%)1 Т У Открыто-замкнуто. Тем самым мы пока
зали, что прообраэ каждого открыто-замкнутого множества 
из м X Является открыто-замкнутым в ^ Х , а следовательно, 

а > м - Х • 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1979. 

УДК 519.45 

о гадетвАх: МНОГООБРАЗИЯ, 
ПОРСй&ЕННОГО ТРЕУГОЛЬНОМ ;,..ТР/ЦАМИ 

Р.С.Лйпянский 
ЛГУ им. П.Стучки 

Пусть Г - свободная алгебра Ли над конечный полем 
К характеристики р . Гомоморризм алгебры Ли ^1 / с " « Р, 

задаваемый правилом К - * ( х 3 х ) индуцирует гомоморфизм а с с о 
циативных алгебр Д •' К (^) —» 6/ <а <гУ Л " ^ . 

Элемент а е X X) называется примитивный, если 
д а - а <& / /& а С ±, определение 30 . Обозначим через 

Р и (?) множество примитивных элементов алгебры 6? (Р) . Из 
упражнений 1 и 2 [I, стр.34_7 следует, что Р^({/ГХ является 
свободной ограниченной алгеброй Ли на'', /Г . 

Если задано представление ограниченной алгебры Ли / / 
линейными операторами векторного пространства \ / над М , то 
этим определяется ограниченная лиевокая пара ( \ / / , ) . При 

этом 44 0€).мъ№ 
Пусть теперь у - 7 3 • • •> Х"* *~Т множество 

свободных образующих свободной алгебры / - над / Г ч 
^ у ? * л. с \5(• я - й _ / • Рассмотрим элемент и = 

- « <?4>.г1, У- а „ ; ^ где г. 6 2 . Если огра
ниченная лиевская пара над , то подставляя в аапноь 4 
вместо с е л/ элементы из I, , получим некоторый влеыент 
из С((б) , действующий в I / . 

Определение 1. В паре ^ ' ^ ' в ы п о л н я е т с я р -битождест-
во л • и (г,, ..,} 2 , у - о ) г< е е с л и оно справедливо при 
любой подстановке вместо X элементов из \ / , а вместо 
с 6 Л/ , участвующих в записи 2 ^ любых элементов из С . 

Легко видеть, что если Э$ - некоторый класс ограничен
ных лиевских пар^и Л - множество всех # - &С&у 
для которых в парах из ~% выполняются /> -бятождества х .« - с>^ 
то Л является идеалом в Л&у>, выдерживающим все эндоиор-
•риэмы из А в р#{^. 
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Далее, аналогично теории групповых пао можно ввести для 
ограниченных лиевских пар конструкции б> Ж, 
, где^С, и Лл - многообразия ограниченных лиевских пар и (9 
- многообразие ограниченных алгебр Ли. В дальнейшем мы будем 
использовать свойства этих операции, предполагая, что их можно 
доказать самостоятельно по аналогии с групповыми парами г 2 , 3 7 -

Лемма 1. Если /_, - ограниченная алгебра Ли над А" , где 
/А / - р т и хр - л для У'л ^ , то - абелева алгеб
ра Ли. 

Доказательство. 8 С( (6) выполнено равенство 

С <* . у ' " - < к у Л - (х у - 09 - о 
После раскрытия скобок получим ^/^ху)*^лСх'}(у)+. • ^ 
где у?*)^) - сумма одночленов, в которых ж входит о' 
р а з , а ц входит / > " - ' р а з . Пусть у . Рассмо
т р и м ^ ^ , (**у)*уУху)+ +УгУу) • Н о &ху).-

* ^ с с*х) Ч) • Следовательно, с Х у , - с * у ) < . . у 
Подставляя вмеот*6 X всевозможные элементы из , получи»/' 
систему с определителем Зандермонда, отличным от нуля. Таким 
образом с*у)- о выполняется для всех <-' . Й частности, 
ГЬ (*~у) - О , из чего с-едует ху =ул . 

Определение 2 , Многообразие ограниченных лиевских пар 
(Ху у с действием \/ие'=о, еУ и УХ ^ ^ 

называется многообразием тривиальных пар и обозначается • 
Определение 3. Многообразие ограниченных алгеор Ли над 

И , где {/^1=/0 / П, задаваемое тождеством X ^ - к , назы
вается многообразием экспоненты / ° и обозначается . 

Из леммы 1 следует, что р является подмногообразием 
многообразия ограниченных аболевых алгебр Ли. 

Лемма 2 . Если • / / < / - /> т , то [А? (*\ М*У 5 Л "Г.(^ 
Лемма легко доказывается сравнением вербальных идеалов 

соответствующих многообразий. 
Обозначим через Г {~п ̂ ) алгебру всех среугольн!-х 

матриц п -ого порядка над / Г . Тогда 
Значит, \/ач ^ л

р /?«,*)/- Уа1 ^ X/-...: ьъ? у , А)Х$х )] у % , 
Следовательно, / ^ л ? Т^,М) . X" * ^ * 4Г €/ ^7? V/ 
Поэтому ^ л ? Т^л^А) задается точдастгом '~" "~ • 

^ .. * х,} х/-ху.. - \-„у = о (о 
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в многообразии ограниченных алгебр Ли. Так к а к / ~ Х ^ * 
- - ^ Л ^ ^ д т о можно показать, что тождество И (определяет ба

зис тождеств лиевского многообразия, порожденного треугольными 
матрицами над /А. 

Если же бесконечно, то аналогичными рассуждениями 
, ..взывается, что Кол Т(^, А)= & » гДв «С, - / -мно
гообразие нильпотентных алгебр Ли ступени ,< л -/ . , -
многообразие абеленых алгебр Ли. \ ч 

Автор вьражает глубокую благодарность Б.И.Плотнину 
за постоянное внимание к работе. х 
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А Н Н О Т А Ц И И 

УДК 513.83 

Некоторые топологические теоремы Рамсея. 
Брегман Ю.Х., Шоотак А.П., с . 3 - 1 3 . а 

Научается проблема существования Рамсеевских пространств. 
Доказано, в частности, что каждое метрическое пространство не 
слишком "большого" веса представимо в виде объединения двух 
своих подмножеств, ни одно из которых не содержит канторов 
дисконтинуум. Библ. 7 назв . 

УДК 513.88 

О растворе между множествами и теоремах устойчивости 
в локально выпуклых пространствах. 
Вейлер Е Л . , с . 14-30. 

Понятие раствора распространяется на нелинейные множества 
(в частности, графики операторов) в локально выпуклых про
странствах, доказывается устойчивость ряда свойств произволь
ных, возможно нелинейных, операторов. Библ. 7 назв. 

УДК 513 .85 ; Ш - 4 3 ; 
5 1 7 . 9 ; 51^.55 

Малые возмущения и теоремы существования 
и единственности решений. 
Вейлер Е.Л. , с . 31-43 . 

Результаты предыдущей отатьи используются для доказатель
ства разрешимости и единственности решения периодически воз 
мущенной консервативной системы, периодической краевой з а д а 
чи и некоторых других нелинейных задач с уравнениями, нераз
решенными относительно старшей- производной. Библ. 6 назв. 

.УДК 513.83 

0 компактности и относительной компактности множеств 
в топологических пространствах. 
Гольдман М.А., с . 44-48. 
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Устанавливается некоторый критерий компактности множеств 
в произвольных топологических пространствах и на его рснове -
критерий относительной компактности множеств в топологических 
векторных пространствах. Критерии используют расходящиеся 
направленности элементов. Библ. 2 наев. 

УДК 513.881 : 

О композиции относительно открытых отображений. 
Гольдман М.А., Крачковский С.Н., с . 49-52. 

Обобщаются некоторые результаты об относительно открытых 
отображениях, полученные авторами ранее. Устанавливаются д о 
статочные условия для того, чтобы композиция таких отображе
ний была относительно открытым отображением. Это делается сна
чала в общих топологических пространствах, затем рассматривает
ся вариант, относящийся к линейным отображениям векторных т о 
пологических пространств. Библ. 2 наев. 

УДК 513.881 

Об условиях конечномерности пространства нульэлементов 
линейного оператора. 
Дергунова Н.А., с . 53-55. 

В статье приведены необходимые и достаточные условия ко
нечномерности пространства нульэлементов линейного оператора 
в банаховом пространстве, связанные с представлением этого 
оператора" в виде суммы двух линейных операторов: обратимого 
и компактного. Библ. 2 назв . 

~ ~~ * УДТ~513ЛЗЗ~ 

О © -пазмерностно полных пространствах. 
Кандил А., с . 56-64'. 

В работе изучается класс К бикомпактов, В -размерностНаЯ 
шкала которых полна. Показано, что класс К содержит, в част
ности, все бикомпакты, в которых существует хотя бы одна 
неизолиоованная точка счетного характера,, все бикомпакты мощ
ности, не превосходящей континуум, а также все линейно-упоря
доченные бикомпакты. Библ. 12 назв . * 



УДК 513.88 

Об индексе и алгебраическом индексе Ф, Ф + , Ф_-атобдадений 
в банаховых проотранствах. 
Левченков В . С , с . 65-68» 

Исходя ив понятий алгебраического базиса и базиса л!аудера 
в банаховом пространстве и соответствующих понятий размернос
ти, определяются индекс и алгебраический индекс обобщенных 
рредгольмовых отобр. кений и устанавливаются соотногаенмя между 
ними. Еибл. 4 назв . 

УДК 518:517.948 

О сохранении Т-регуляризуемооти и В-иэмеримости отображений 
первого класса при секвенциально ксупактной аппроксимации. 
Левченков 8 .С. , с . 69-73 , 

Изучаются некоторые свойства линейных регуляризуемых по 
Тихонову отображений нормированных векторных пространств и 
доказываются ]чкты, отмеченные в заглавии. Библ. 5 назв . 

.УДК 513.88 

Устойчивость Ф +-операторов при относительно 
предкомпактных возмущениях. 
Ачэаини с . 74-82. 

Доказывается устойчивость Ф + -сператоров в локально 
выпуклых топологических векторных пространствах при относи
тельно предкомпактных возмущениях. Библ. 5 назв . 

УДК 513.88 

Об одном варианте геопем устойчивости. Предксмлактнор 
возмущение обобщенных Ф - и относительно регулярных 
операторов. 
Лиепинып А.Х., с . 83-94. 

доказывается устойчивость обобщенных Ф + - и относительно 
регулярных операторов при предкомпактных возмущениях, удов-
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летворяющих некоторому дополнительному условию, аавиеящему 
от вовмушаемого отображения, Иоследуется структура характера 
устойчивости. Библ. 5 назв . 

УДК 513.83 

В-пространства и бистабильные гомеоморфизмы. 
Медников Л . Э . , с . 95-101. 

досматривается класс пространств, включающий почти все 
сильно локально однородные пространства, а также более широкие 
классы представимых и локально однородных по множествам про
странств. Изучаются свойства гомеоморфизмов етих пространств. 
В частности, доказано, что любой гомеоморфизм тихоновокого 
куба бистабилен, а также, что тихоновский куб является сильно 
локально однородным по множествам пространством. Библ. 9 назв . 

~ УДК 517.941 

О разрешимости линейных уравнений в произведении 
банаховых пространств. 
Петров Н.Н., с . 102-106. 

Изучается связь между овойствами системы 

А п х 1 + А 1 2 х 2 = У 1 

А 2 1 х 1 + А 22*2 * ^2 
и уравнения ( А ^ - А 21 А 11*12^*2 = ^2 П Р И 0 П Р в Д 9 Л в н н ш с предпо
ложениях относительно линейных операторов А Доказано, что 
одна и.з этих задач корректно разрешима (соотв. нормально разре
шима, к-нормальна, ^.-нормальна.^нетерова) тогда и только то
гда, если этим свойством обладает вторая. Библ. 4 назв . __. 

УДК 513.83 

Экспонента, 2]-произведения и К-пространства. 
Попов В.В. , с . 107-118. 

Изучается вопрос, при каких условиях экспонента и 2. -произ
ведение топологических пространств является К-пространством. 
Показано, например, что Е -произведение линейно-упорядоченных 
бикомпактов является К-пространством. С другой стороны, приво
дится пример бикомпакта веса 2^* , ^ —произведение 
зк?емпляров которого не является К-пространством. Библ. 17 ня:-я. 
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УДК 5 1 3 . 8 3 

О тесноте и близких понятиях. 
Дапировскнй Б . , с . 119-131. 

Изучается соотношение иежду понятиями тесноты и с -тесноты. 
Доказано [&СН1 > что для бикомпактов, удовлетворяющих условию 
Суслина, теснота совпадает с с - т е о н о т о й . доказано также, что 
если мощность замыкания каждого подмножества мощности к данного 
топологического пространства X не превосходит к , тогда 
мощность всего пространства X не превосходит , где 
С(Х) обозначает число -услина X . Еибл. 20 н а з в . 

УДК 5 1 3 . 8 3 

Некоторые критерии финальной компактности сильно 
парокр^пектных п р о ; т р а н с т в . 
[Иостак А.11., с . 132 -136 . 

Продолжается начатое автором изучение свойств скученности, 
представляющее собой обобщение бикомпактности и связности . 
Доказано, в частности , что пространство я в л я е т с я ринально ком
пактным тогда и только тогда , когда оно сильно паракомпактно 
и тинально скученно. Библ. 4 н а з в . 

~~ УДК 513.83 
Локально скученные пространства и их расширения. 
Шостак А.П. , с . 137-146. 

Определяются и изучаются локально скученные и слабо локально 
скученные пространства . Рассматриваются скученные расширения 
таких пространств . Доказано, что такого типа эастирения могут 
быть получены присоединением к пространству одной точки. 

Библ. 3 н а з в . . _ . . 
УДК 519.45 

О тождествах многообразия, порождённого треугольными матрицами, 
ляпянский Р . С . , с . 147-149 . 

Описан базис тождеств Лиевского многообразия, порождённого 
алгеброй Ли треугольных матриц И - го порядка над конечными и над 
бесконечными полями. Библ. 3 н а з в . 
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