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eniigkByirds,

S5aj8 darbd apliikotas 1Iknes n dimensiju telpfi, k&
arf td348 telpd letvertds varietdit3s, galveno v8rIbu ple-
vErSot liekumiem un oskul® joX8m 1lInedrfim un sf3riskim va-
rietfit&m, Absolfitie diferenciflirdjini - pB8dBJE lalkd
gandrTz ekskluzTvl lietZtd metode n dimensiju diferenci-
filgoometrijd - ir gan Srti sist®matiskdl ziphk, Jo tie dod
ljesp8ju ar klasiskiem pap3mieniem notelkt visas diferen-
eiflinvariantes. Tie tom3r ir pasmagl un neparoeIgi tI-
ri geometrisku sakarTbu atraSanail, jo katrs lielums Jj&=
defind ar valirBkiem skaitliem, kas savukirt ir atkarIgl
no koordinfitu sistSmas izvBles, un atrastis sakarIbas
JEpArverS atpakal geometriskos lielumcs. 5T interpretd-
eija, ki arl lepriek¥ZJE koordinfitu aprliinfiiana prasea
diezgan garas un sarctglitas operficijas - t&, piemSram,
zemBk mindtajd E. E. Levl darb@ 42 pirmis lapas puses
{ no 981 ) ir veltItas leprieki¥8jiem apr8kiniem, un ti-
kal pSc tem sutors sfk geometrisku llelumu pStIiBanu.

T8 k& esmu eénties apllikot tIrli geometriskas Ipa-
BIvas un to sakarlbas, esmu viscauri liet&jis vektoru
analizi, gan vienu palu, gan kop8 ar tieBlem geometria-

kiem sl8dzieniem, gan arI kopl er kart8ziskim koordini-
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t8m, Literatfrf@ neatradu zipas par oskul® jo¥&m lodBm,

k& arT par liekumm notcik¥anu, je parametrs ir patva-

3%gs. Sie un da¥%i eiti rezultdti t& tad laikem ir jau-
ni; parZjle min8ti lietdtiEs metodes illlstriiéljail.

Darbu izstrd@dfjot, blakus klasiskiem difersncl@l-

geometrijas kursiem, esmu izlietfjis ¥&Edus darbus:
I. Vektoru teorija;

G. Boullgand, Géométrie vectorielle ( Vuibert,
1924 ).

G. Julia, Introduction mathématigue aux théories
quantiques ( Cahiers secientifiques XVI,
Gauthler-Villars, 1936 e

I1. n dimensiju telipas diferenciflgeometri j&:

Ce Jordan, Sur la théorie des courbes de l'espa~
ce &4 n dimensions { Comptes Rendus T. 79
1874, 795, lePe Jo

C. Guichard, Les courbes de l'espace & n dimen=-
sions ( Mémorial des Scicnces mathéma-
tiques, XXIX, Gauthier-Villars, 1928 ).

Ke Kommerell, Die Krimmung der zweidimensionalen
Gebilde im ebenen Raum von 4 Dimensio-
nen ( Dissertation, Tdbingen, 1897 J.

E.Ee. Levi, Saggio sulla teoria delle superficile
a due dimensioni immerse in un iperspacio
{ Annali della R. Sc. normale super., di
Pisa, Vol., X, 1905, Nr. 2, le = 99+ lepe)
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Jehe Schouten ue. DeJeStrul-k, Mer Krfnmungsel-
genaschaften einer m-dimensionalen Mane
nigfaltigkeit, die in einer n-dirensio-
nalen Mannigfaltigkelt mit bellebiger
quadratischer Hassbestlimmung eingsbete
tet ist ( hendloonti del Cirec, mat. di
Palermo, Te XLVI, 1922, 165, = 184. lepe)

Fr, Edmmerer, Zur Flléchentheoric im n-fach susge-

" dehnten Raume { Hitt. des Math. Somie

nara Giessen, IX, Heft, 1922 ),
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le nodal a.

Erfvu 1Tkpu teorida.

Yaji darbd mSs lietfsim ¥8dus apzin8jums; V, - n
dimensiju varietlite; ® - 1fnecira Vn jeb telpa; C, - 8ff-
riska V_ Jeb lode, t.l, k¥das F,,, to punitbu geometriskd
vieta, kas atrodas tal pa%% attflumd, ko ssuksim par ra-
d1ju, no dote BIs 1., punkta - centra. Faktu, ke kida
¥? ir letverta vﬁ, m3s 1zteiksim ar simbolu Vpth {p<nje
Par brTvEm 1Tkndm savksim patve}Igas 1Tknes, kes letver-
tas B, pretstatd 1TknSm uz liekt@m varletdtdm. 88 ape
1tkosim tikal relilas varietBtes, t.i. 3a}& nodald reiilas
brIvas 1Tknes, un nEkoSaji - 1Iknes uz refldm Vg, T&pat
m8s plepemsim, ka lIknes val varietBtes tekoB& punkta
radljvektora atvasinijumi pSe paramctia, resps paramete
riem, visfs tanls kirtIbds, ko mes lletdsim aprdjlncs,
ir gallgi ( t.1. ar gellgu absolfito vErtIb: ) un neplir-
trauktl.

iormIlées kompoinentos.
1.Ja noteiktd kirtIovd dotl p vektori Xy (i=1,2,+eP/y
tad par vektora X, normiile komponenti mSs sauksim Xj to

komponenti Xy, k%? ir ortogonfla visiem iepriekBZjlem X,
un X3 X,
(3=1,25e+51=1}s BT komponente ir viennozImIgi notelkta,

ja mBs pemam 'ﬁ'i:: Xy gadljumd, ked visi X, ir nulles.

Vektori i;figiltneﬁri neatkafigi,gg;Aﬁ;iiégggigﬁﬁs
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(1) ékixi’ ¢ {ky - skalfiras konstantes)
ir agmierigita vienTgl tad, ked visi k, 1ir nulles. §eo=
metriskl tas nozimd, ka X; nav visi letvepaml k&4l R, er
q<p. 51s noteikums ir 1TdzvSrtIgs sckoBajam: neviens no
ﬁ%knadii%at blit nulle, Tiel¥Zm, Ja kids ﬁi ir nulle, X,
ir 1eprickB8 jo XJ 1Tne8ra kombinfielia,un starp pirmiem 1
vektoriem past8v (1) tipa sakarfba; no otras puses, Jja
21; ir iesp®jars, kad visi k, nav nulles, pgﬁﬁgaia Vol
tors X, k8 koeficlents nav nulle, i??igéiiiéi k& iepriek-
8530 vektoru 1Inefra kombinfclja,un tE ted t8 normilA"
kemponente ir nulle.

2. EErtIbE doto p vektoru Xy lzveidete figlru mBs
sauksim par p-vektoru un par BI pevektora tilpumi - re-
kurentli definsto lielumu

tele { 21: 5 Sf}} :“i‘ll.’ igflt’et ,Y‘S‘

%841 definBtals pevektora tilpums 1r ldentisks ar paral-
18lotopa, kam Bjeutnes ir ekvipollentas vektoriem X,,

tilpﬁﬁnl}. pivvektora tilpums t%ﬁad bégﬁﬁgtiﬁgiga parale
18logramma laukumu, un trijvektora tilpums - ar attiecI~

g8 parall@lepipeda tilpumu. Formula €21} rida, ka Tp ir

1) Skat. piem. P.HeSchoute, Mehrdimensionale Geo-
metrie! Leipzig, 1905 ), 11, =, Ire3d, val
Dell. Y, crmerville, An introduetion to the geometry of

n dimensions { London, 19¢° j, VIII, 8. K& var sagaldilt,
%o autoru dotEm gala formulim ir citfds lazskats k& ma=
nd j&m, bet tds viegll reducljamas viena uz otru.
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nulle, kad vektori X, nav llnefiri neatkarIgil.

i :
TD apr8iindlanal, pemsim specililu Dekarta koordi-

, 888 let pa talsnl, kas nes Xq. 57

sistBma tad blis ertogondla. 7ad, Jjs vektora X, gala pun-

nBtu sistdm, kam x

kta koordinfitas ir xis {3=21,2500eD)
[Xy)=Ixq1) un x14=0 Ja J>1,
TR tad ':{'p: lxllx?Engo ® vxpp [ »

val arl

xll xlg e o o xlp
X2l Xpp ¢ » « Xpg

T:ioquo =

“"13“] ’

@ L L ®

X b4 . o e
pl *p2 *op

jo visl locekll virs galvendis diagonfles ir nulles. Ja
nu m8s %o determinantu pacelam kvadri¥ti, :Loubindjot rine

digas ar rindigim, m@s dabfijam

te 1. 50 abu vektoru skalirals reizin&jums. °I formula
aeImredzot ir neatkerfga nc izv8l&tds koordinfitu sistd-
mas, Jo lielumi Aij ir intrinseki salstitl ar vektoriem
Xq. SakarIba (&), kaut gan plerfdita tikei lInefirli neat-
karigiem X4, ir derIges ari viapﬁrig& £adl jumd; determi-

nanta Agqy vOrtiba ir nulle, kad ir iespljams askarIba
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(1), 3o tad pastfiv t& petl saekarfba starp determinanta
rindigfm val kolonnfim. (2) v8l rida, ka Ty ir neatkarIgs

no vektoru X, k&rtIbas. ApzImSjot

D= (1) = [(Agyll s

sakarIba (2) dod

(¢) Xf) = --»---2-—---W %
D3

Loka gayums. Regulfirioc punkti.
5. Apltkojamo 1Ikni (L) n dimensiju telpd Ry w8s

notaiksim, dodot tekold punkta M radijvektoru X ki vie-
ne parametra t funkeiju X(t). Uzskatot t par ki¥da ecita
'parnmstra u patvallgu funkeiju, nums rodas bezgalligi daue
dzas lespSjamIbes parametrdt (L). ApzImdsim

(kj} (k)
g 8 . -n 2)
dtk d;k . 5
Loka elementu ds dod ds=X;at®; 1Tklfnijas mbseisa ir fas.

~ Ja mez8@m t-t, nozimdm pastdv 1zvirzTjums

(8) X(8)= Koo o2 Xy to-to 0 2,
[F] i
1Tkne (L) punktd ¥(t) ir enalltiske attiecIof pret para-

metru t; t5 ir visplir anelTtiske punktd ¥, ja ir lesps-

£) 1fdzu lev8rot, ke pie visiem citiem burtiem, 1z~
gemot vienIgi Vv, %, C, X, apakB&§jle indekl patur savu

parasto noziml, tos vienIgl at¥kircet viemm no otra.
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jams atrast kddu parametru, attiecIb&d pret kugu t& Bal
punktd biitu anallItiska. Beldzot, ja s 1r M 1IklInijas
abscisa, kas m8rTta pa (L), punkte M ir regul8rs l1lIknes
(L) punkts, jJa (L) tanI ir analltiska attiecIbd pret s.
Turpmik mEs aplikosim vienIgi ¥&dus punktus. Tad mums
katri atseviBkd gadfjumd nebls jénosaka, cik no radij-
vektora atvasinfjumiem p8e s j&bflit ar galIgu absollito
vErtIbu, kas neradItu ne mazfkis griitIbas, bet tikal bez

va jadzIbas pagarindtu tekstu.

Uskuld joE8s telpas un lcodes.

4, Turpm@kos paragrafos més 1zlietfsim normflfis kome
ponente8 punkta M radijvektora X atvssinﬁjumiem péc 8.
Ja nu X ir dots kd k&da cita parametra t funkeija,
: k k %1
(6) M :xl,(-‘%-’?-) +2 84X ;

dsk \'\as ‘T4

pie kam koeficientil ay ir i-tfs pak@pes polinomi, kas
sastddlti ar t atvasindjumiem pSc¢ s 1Idz k-tai kirtIbai,
p8d3jo ieskaitot. Ja nu Bie atvasinfjumi visi ir galigl
un %g;ec, 1Inedris varietdtes, ko noteic pirmie p vekto-
ri X4 vai ¥, ir identiskas, un t& tad

. -
. = [dbt)
(7) ‘Y 2 Xy o= ]
17 ™ s
SakarIba
( } /dt ‘\2 1
8 é ) -
‘\, / i Xi

l.\\)'\',_ 3 % @

un 8 pieaugﬁaﬁag‘izvéle uz (L) dod t pirmo atvasindjum
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pSc loka sgt-+1 val =1):
at . 1
T T ,
Xy

un labds puses izteiksmi t&}ak diferencd jot pdc s, més
dabfijem t tH}Akos atvasinfjurms pSe s. TA k& BAAE kErta
jeglstam dalas, kam saucdj& ir X, absolfitds v8rtIbas pa-
kdpe, un skaltItdjd vektoru Xy aksl8ro reizinfjum iz-
veidots polinoms, redzams, ka punkts M ir 1Tknes (L) re-
guldrs punkts, ja (L) tanI ir analltiska attiecIbd pret
t un Xq# Co

Turpmik m8s piegemsim, ka ¥ie noteikumi ir izpil-
atti. Bezgaligli mazo lielum kErtIbu m8s noteiksim attie=-
¢Ib8 pret dt, kas ir ekvivalents ar ds, Jo %.E. nav ne nulle,

ne~dz ir bezgallgi liels.

5, VispirIgd (L) punktd M pirmie n vektori X; 1ir
1Tnedri neatkarfgi, t3 tad it Ipali neviens no tiem nav
nulle. Caur punktu M velkot pirmos p vektorus Xy, tie no~
teiks, kam8r p<n, telpu Ry, ko mds sauksim par p-to os=-
kultelpu. TE att®lojama ar parametrisko nolIdzind jum
(9) N-= f:-i-f a;Xy »

¢4
kur ¥ ir 5Is Rp teko¥ais punkits, un aj -patvallgl para-
metri. Lai noteiktu lIknes (L) saskarSands k&rtIbu ar Ep,
aplikosim liknes punktu u', kas atbilst parametra nozl-
mei t+dt:
MY = M x ot :

=1
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T8 k& punkts 5
M" = M4 Xqatd

ez

atrodas Rp, un vektora M'-M" galvend dala ir xp+1dtp+l.
vispirIgi gadljumd M' atstatumam no Rp galvend dala ir
%¥T vektora iepriekd definZtds normilés komponentes abso-
18t3 vértIba, t.i. p+l-&s kartibas bezgalIgl mazs lie-
lums; (L) saskarSands ar Rp ir p-t8s kirtIbas. Citlem
vardiem, Rp iet caur p+l bezgallgl tuvu (L) punktu. T&
k& p+l telpas R, punkts (p<n) vispardja gadl jumd noteic
vienu un tikai vie?u Rp telpa (9) no visim p dimensiju
telpam ir t&, k;g“;istawaki pleglausas 1Tknei (L). T
jesp8jams pler@dIt arl otrfdd celd, mek1§jet p dimensi-
ju telpu ar 3#du Ipa¥Tbu. Tal acImredzot jaiet caur V.
Bez tam tal jasatur vektori, kas paralldli Xq, Xoy sees
xp. Tie¥&m, lal pileskerSanis bitu vismaz otrfis kartibas,
Sal telpai jEsatur punkts H,, k& étstatuma no punkta M'

ir vismaz otris kirtibas, t.i.

1im|Mq =Mt _
dtaO( %, -°

" val, rakstot Mleﬁiz (ml-w)-(M'-@) "

1im [Mq-M
at-0 \“éf”}' X3=0 ’

t& tad mekldjamd telpa satur vektoru, kas ekvipollents
vektoram Xl' LIdzIgh kartd plerddIjums turpinfims arl pa-

r8 jiem vektoriem, un £35 k& viepArigd gadIjumd xp+l nav
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iepriek¥&jo X; lInefra kombinficlja, sasnlegtd p~-tds kir-
tTbas pieskarSands ir visaugst@kl, kida lespdjama.

6. Ja pirmie n Xi nav 1lTne8ri neatkarIgi, apllko-
sim vektorus ﬁ&, Xop & v + 2uh in+1’ . o To starpd aug-
stdkais n nav nulle; ¥o vektoru indeki lai ir ky(=1),

Koy o o kq (g¢n)e. Pirmie k -1 vektori X;ted ir 1le-

p+l
tverti Ry, ko noteie vektori Xq1s XK; i ka.So telpu
m8s atkal sauksim par p-to oskultelpu; 1Iknes (L) saskar-
Sands ka@rtIba ar Rp punktd M, k& to rdda iepriekZ8jiem
analogi sl&dzieni, ir kp+1-1.

Ja a<n, Rq satur visus Xi’ un t& tad arf visu to
analftisko (L) loku, uz kupra atrodas M, k@ to rada iz~
virzijums (5).

Iepriek¥&jos sl8dzienos m8s izlietdjaAm faktu, ka
k8dd (L) punktd starp vektoriem X; pestliv lInedras saka-
rTbas. LIdzIgus rezultitus dablijam, je pasti@v tikal vie-
na ¥&da sakarfba, bet par to visos (L) punktos. Ja plem.

pén ir vismazdkals skaitlis, kam past@v sakarIba
P
2 _£3X4=0 ’
‘=4

kur £, ir kaut k#das t funkeijas, pletiek, ka vektori Xl'
Xos o o XP+1 ir nepdrtrauktas t funkeijas, lail vardtu
apgalvot, ka 1Ikne (L) ir ietverta p dimensiju telpd.

To visvienkdrSik var redz8t, pemot ortogondlu Dekarta
koordindtu sist8mu. Radijvektora X projekeljas uz asTm

lal ir Xy, Xgy o o Xy oo X,» UR vektoru X; projekel=
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jas = X4 (j=1,2, « « n)es ApzIm@sim ar A, locekla a,
saistfto minoru determinanté

&1 &2 e o o ﬁp+l
11 *n Xp+1,1
(o) X12 Xop X541,2
*1p *2p Xp+1,p

un ar A] lieluma Ay atvasind jum pfe t. Ja nu f3; nav

identiski ar nulli, viegli redzams, ka

! & 1 -
AiAj AiAj‘ ¢ H

plegemot, ka A,,) nav identiski nulle, kas vienm8r panéi-
kams ar piemSrotu asu izv&li, liekot i=p+l un integré-

jot p&d8jo sakarIbu, dabijam

£1)1) #j:chp+l ’
kur o ir konstantes. Determinantd (10) liekot a;= X44,
dabd Jam
Ayx31=0 s
kas dod, ievietojot Aq vErtTbu, dalot ar Ap+l un integré-

jot:

(12) CyXq+CoXot o o i opxp+xp+1::c

(C =const.)es x viet® determinanta (10) kolonnd pemot

P+l
Xp420 + o s m3s dabiijam p-p sakaribas analogas (12),

kur xp+i koeficients ikreiz ir viens. (L) t& tad tiel&m
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atrodas p dimensiju telpd, kas ietverta K.

7. Telpas R, p+2 punkti vispﬁrtgﬁé&dijumﬁ noteic
vienu un tikal vienu C, (pier8dIjums t&ds pats, k& lo-
del Cy telpd Rz)e UskuldjoSd Rpi) jetilpsto¥ie p+2 (L)
bezgaligl tuvie punkti visparIgd gadIjum@ noteiks vienu

c ko m8s sauksim par p-to oskullodi; pirmi oskullode

p*
tad blis oskulripkis. VispirTgd savd punkta M likne (L)
pleskapas p-tal oskullodei p+l-md k@rtiIbd, un tad ir vie~
nigé Cy ar %3du IpaXfbu. Lail saskar¥enfis kartIba bltu
p+k (k>1), Cp ir j&satur p+k+l 1Tknes (L) bezgaligl tuvs
punkts. Sis noteikums ir 1Idzvertigs ar sekojo¥o: osku=-
18 joBSail Kol jEpieskayas (L) kartIbd lield@kd vai vien#dd
ar p+k (t.i. pirmo p+k vektoru'starpd augsta@kais p+l nav
nulles ] un Cp radija ey pirmiem k-1 atvasinfjumiem p8c
parametra t ja8bit nullém.

Oskullo¥u radijus apr8jinfsim vEldk, kad bisim lepa-
zinuSies ar liekumiem un to vErtIbam.
Purpmik m8s piepemsim, ka apliikojami 1Ikne ir tle-

¥8m telpas R, 1Ikne, t.1l. ka to nesatur neviena lInedra

telpa ar mazf@ku dimensiju skaltu.

Liekumi.
8. Oskuld jolas Ry, punktos M(t) un M'(t+dt) vispari-
ga j8 gadljumd Bkelas pa fpe1, Ja dt—0. Tie¥dm, p-to os~
kultelpu punktd@ I noteic vektori X, Xg, + » Xp, un pune

ktq M'! - vektori X1+X2d‘c, X2+X3dt, o e Xp+1p+ldt. Tém ir
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kop& ja caur punktu ! vilkts varietdte, ko noteic vek-
tori X1+X2dt, Xg"’Xsdt’ e e Xp-1+xpdt' tcio p-*l*vmﬁ Qs}{ul"
telpa punktd M', kas top par Rp-1' kad dt—>0. Abas seko-
jo¥8s p-tds oskultelpas td tad veido " divtelpu kaktu ",
k& legkl dv, m5s sauksim par p-to llekuma lepjl. 5T lepja
robeZattiecIba pret loka elementu ds bis p-tais liekums
kp , un td reciprokais lielums - p-tais liekume radijs rye

Lai noteiktn dvp, apzImSsim ar R, 3 un R, attieci-
gds (L) oskultelpas punktd M, ar Hﬁ—l un R& telpas, kas
caur M vilktas parall&li attiecIgim oskultelpim punkt&
}M', un ar P respektiIvi N punktus M+Xp un M+Xp+xp+ldt.

(1. 2Tm.)

Projec8sim punktu N punktd A uz E'p_lun punkt& B

uz Rp. rTaisnlepfa trijstirI NAB lepkls A ir dvyp, un t&

galvend dala ir ig . t8 k8 BN 1r[X,,1pt, atliek no-
teikt AB. M8s parddlsim, ka AB galvenfl dale irliﬁ. Lai
to panfktu, projecSsim P punktd C uz R 53 tad PC=[Xp| un
atliek pler8dIt, ka atstatumi BF un AC ir vismaz pirmés
k@%ibas bezgallgl mazi lielumi. Ja D ir B projekelja vz

Rp~1’ BP un DC ir xp+ldt projekei jas uz Rp, respektivi
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uz Rp—l’ un t& tad vismaz pirmis kirtIbas bezgaligl mazi.
Atliek v8l noteikt AD lielumu. Rp ietver Rp-l’ R§~l un
punktu B, t& tad arl taisnes BA un BD; ¥Ts p8d&jas telpd

Rp noteie Rp_l'un RE}_q Bk&lumam ﬁ§;2 absollti ortogondlo

plﬁksni,'kaéfﬁgzzfﬁkeirbunkﬁﬁ S. Taisnes SA un SD tad
veido lepkl dvp,l, punkti B,D,4,S ir uz ripka ar diamet-

ru BE un

AD =Bssin(dvy_3) ’
t3 tad arI AD ir vismaz pirmfs kirtIbas bezgallgi mazs
1ielums. LTdz ar to ir pilerddIts, ka AB ir ekvivalents
ar]fﬁh un td tad robeXgadi jumd

dvp l_ |Xp+1]
at | [Xpl

Izliet&jot sakaribas (4) un (8) (7. un 8. 1.p.), m8s da-

biijam

2 D -
(13) R p+1Pp-1
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Lai 3T formula der8tu arl k,; noteik¥anai, j@piegem, ka
Dy = 1. Tad katram kp mS8s varam noteikt absoliito vdrtIbu,
kam8r to zImju nesaci¥anail bls vajadzIiga specifla noruna.
Formula (13) r3da aerf interesanto faktu, ka dodot N kar-
t5ziskds ortogondlids koordindtas ki imks t funkei juf vie-
nigi Ry lIkyu otro liekum: varem izteikt k& racionflu
koordinitu atvasingjumu funkelju, l'-m8r visos citos ga=
4T jumos liekumus dod irracionflas izielksmes.

serr8- Fren8 (Serret - Frenet) n-edrs un formulas.

§.%K& to formula (7) (8. l.pe) réda, talsnes, kas nes
vektorus Xy, ir neatkarIgas no parametra izvSles. Lai
t8s orient8tu un tddsjd3ai ieglitu punktd M ar (L) vien-

- Serré - Frend& n-edru,
nozImfgl saistItu ortogonilu n-sdru; veram rikoties di-
vE jadi:

1) K8d& (L) punktd patvalIgi izvElamies asu vir-
zienus un t5d1 dabfito n-edru parvietojam gar (L). Lie=-
kﬁmi ky tad blis pozitIvi vai negdtIvi, atkarIbid no té,
vai X;,1 let attiecipds ass virziend, vai pretdjd. Sis
pagSmiens bilis derIgs , piemdram, p8tot (L) tadu punktu
guvumf, kur viens val da%i no kg ir nulle.

2) Izv8lamies loka pleauglanas virzienu uz (L)
un tad, gemot s par parametru, pirmis n-1 asié nemaﬁ at-

tlecIgo X; virzienf, un p&d&jo td, lal n-edram blitu ta
pati orientdeija, k@da ir kédam pastiAvigam dotam n-edram.
Tad k, zIme, 1IdzIgl ki augstdk, atkardsies vienIgi no

in un p8a&jds ass virzienu sakrilanas val nesakrilanas.
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Citiem vardiem, kn—l bfis pozitIvs vali negitivs, atkari-
bd no t&, vail vektoru,‘i1 n-edrs (vai ari vektoru X,
n-edrs, kas orient8ts tipat ki iepriek38jais) ir ar vie-
nddu vail pretfju orientfdeciju izv8l&tam pamata n-edram.
MEs 1zvEldsimies otro determindel jas veidu., No~

skaidrosim jautf jumi, kad kn zIme ir atkarIga no s pile=-

1
auglanas virziena uz (L), un kad n8. Jemot t = -s, for-
mula (7) r#da, ka fi ar nerniriem indekiem malna savu vir-
zienu, un ar pariem - nemaina. Lai salldzin&tu divu
n-edru orientdiciju, ko izveido asis a; un a], apzImdjot
ar ¢4 4 asu a4 un‘aa pozitIvo virzienu lepka kosinu, piee-
tiek apliikot determinants ”cij“ zImi: ja t3 ir +, needru
orientdcijas sakrit, ja -, td3s ir pretdjas. Aplikojamd
gadl juma eii:-(-l)1 un visi pardjie ¢ ir nulles, td tad
n(n+l

determinanta virtiba ir (-1) o K& iepriekd redzle
j&m, tieX¥i ar ¥o skailtli ir jireizina k, _4, Ja maindm
pc;itIvb virzienu uz (L). ¥8s t& tad varam teikt sekoSo;

Ja n ir forma 4k+1l val 4k+2, mainot pozitivo vir-
zienu uz (L), kn~1 maina zImi,

Ja n ir forma 4k+3 val 4k, k. zIme ir intrinseki

1
saistfta ar (L) un m8s, piem&ram, varam rundt par 1lIk-
n8m, kas sav@rptas pa labi vai pa kreisi.
JapiezImd8, ka misu noruna par kn-l ziml ir preté-
ja tai, ko lietd gandriz visi autori telpai Hz; Ermits
(Hermite ) un BiankI (Bianchi) gan 1iefd to pa¥u k3 mds,

un arI Darbl (Darboux), kaut gan lietddams preté&jo, ate
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zIst 30 par 1ab§ku°).
10. Lai iegilitu Serrf - FrenS formulas telpal R,,
uz 16. l.pe. beigds defindtdm asim pozitIvos virzienos
atliksim vienibas vektorus t, . Mekldjamis formulas dos

i
ty atvasindjurms pdc s, ko mSs apzIimSsim ar t'i; T8 ki

5.
b |
uwn tyby=0 Ja 1# ] -

Bez tam 5
t%tzi'fhxh (f-skal@ras s funkeijas),

kas diferene8jot dod (X parametrs te ir s)
th =2 SR+ LSy Xy ;

t4 tad tyt;=0, Ja J-12. (14) rda, ka tad arl t;¥y=0
t.dle t4t3=0, Ja J-1>2. TE tad

(16 } tli = aiti-l‘”bitiﬂ.
un atliek noteikt koeficientus a un b. LIdzIgi k& iepriekX
X=2 &n'ty

( g - atkal skaldras s funkeijas ). 53T izteiksme, kopd

ar t3s atvasinfjuwm pdec s un (15), dod

;= ety wm o Xy =8Pt .

%) Legons sur la théor. gén. des surfaces,IV, 428 l.p
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KamSr 1< n, asu virziena noteikN¥anas norunas 48}, 8y ir
visi pozitiIvi, un bi - ar attiecIga k zImi, Bet t8 k&

k, absolltd virtiba ir\x1+1lun X, ]attlecfba, redzams, ka
bi: ks Beldzot, otrd formld (14) liekot j<—1i-1, dablijam

8,403 1370, Tels a4z kg 4 . T& tad
(18) Bz ek gty g + Kybsy o

¥ formula ir mekl&to Serrf - Fren formulu vispirdja
izteiksme, Lal t& bltu derfga arf gedljumiem 1=1, un

i-n, J&nosaka, ka

kog=kn=0

Fornulss (16) protams nav jaunas, bet t#da liekas
gan esam to pler&dISanas metode. LIdz Nim tas 1ir ticis
darits gaﬂgplﬁkojot t; virzienu kosinu determinantu un
nosakot t& "rotﬁeijas"4), gan arf ar tensoru r&iniem 5),

Ja mums ir dotl k; ki s analitiskas funkel jas, for=-
milas (16) mums dod iespdju notelikt visus Xy (1 =1,2,..
eesNyN+l,c0e ) ki ty (1 =1,2,..,n) 1Tnediras kombindci jas,

4) Skat. piem. E.Cesaro, Vorlesungen Hber natiir-
liche Geometrie, 16. nod., val arl

MeC.Cuichard, Les courbes deg l'espace a n di-
mensions (Mémorial des sciences mathém. XXIX), 14=-16 l.p.

5) Skat. piem. A.Duschek - W.layer, Lehrbuch der
Differentialgeometrie, II,74. l,p., val

L.,P, Eisenhart, Riemannian Geometry 103-106 le.p.

K& pirmais X¥Is formulas laikam ir devis (gan bez
pier@dijuma) C. Jordan (Sur la théorie...)
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pie kam koeficienti ir polinomi, kas sast@dIti ar k; un
to atvasinijumiem., ¥8s td ted varam leglt (5) (7« lepe)
tipa izvirzijumu radijvektoram. Piegemot, ka ¥ls izvir-
zTjums ir savirzéms, mums ir 33ds rezultéts:

Divas 1Tknes, kam ir tie pali ki’ ir kongruentas;
tZs pariet viena otrd ar to paSu parvietojumi, kas pér-
vieto vienu otrd vektoru t; n-edrus divos saderIgos, bet
citddi patvaligos punktos.

11. Serré - Frend formulas ir it Ipa¥i izdevigas
Jeutd jumlem, kxur izlietdjama valrakkirtIga atvasinéBana,
vai arI kur wis interes& kdda vektora projekel jas uz
Serrd - Fren& n-edra asIm, ple tam katra atseviljl. Ci-
tos jautd jumos tdm tomér ir vispardjais koordindtu meto-
du trikums: katra geometriska TpaXTba lztelcas vairfkds
sakarTbis. TEpSc tieEd geometriskd metode bie%i ir izde=-
vigika, K& 1llfistrfciju visiem iem gadl jumiem mds apli-
kosim: aug¥minStd X izvirzIjuma plrmos locekJus, oskul-
lo%u radiju noteik¥anu un evoliitas. pPar parametru mfs
viscaur gemsim s un ar akcentien apzIm8sim atvasing ju-

mas p8c 8.

X i2virvzIjums.

19PakEpeniski diferencdjot, dabfijam %8dus 4 pirmos

X atvasind jumus:

2
X1:t1 (jQ Xl :1)

Xp= kqto
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; 3 2
~ «3k1k} (ke = z £ 1
Xg= =Bkt +(k]-kl-k k7))t +(2klk +k k) )t +k k kb,
un vispdr redzams, ka X ;t;-kjkokaze o k3 _q. Jemot
M=-Mo0) , X(0)=0 un liekot

m3s dabiijam izvirzIjum lokam s atbilstoX& teko¥& pun-
kta ortogonflim koordindtim attiecIbd pret Serrd - Frend

n=-¢dru
’ 8 5. 31 R
Xl: G - —-6—-}(1 - -——kB lki
2 3 % 3 o
L il 5 S Boir wl
xg_ = 1‘1 + % k]’. - —‘g-z(kl 1{1 ;{lkg) + e e e
3 4
s = s
x3 = gk + -gpiBkik dRk2) o
34, SR
X, ‘Ez}ﬂ.lﬁ_zg»:{) + & o %
i
Xi = -—g—l—klkgkaoocki*l + & w @

3fs izteiksmes dod iesp&ju notelkt galveno dalu
da¥ddiem bezgaligli maziem lielumiem, k& arI, pieméram,
dot citu interpretficiju liekumiem um noteikt (L) projek-
ciju izskatu punktd 1, ja (L) projecEjam wuz k8du Ry, kas
iet caur ¥ (un it Ipali t#du, ko notelc da%i no ty). TH
redzam, ka bezgalIgi mazs loks un attiecIgd chorda ir
ekvivalenti lielumi; to starpIbas galvenf dala ir ~%§k§.

Liekumiem rums ir:
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ki-l - 1im _j;.L

s>0 SeX3.q
ey g,
t.i;%ir dablijams, punktam M bezgalIgi tuvo 1Tknes (L)
punktu projecsjot punktd M' uz ty_5 un Ty noteikto Ry,
un gemot i reiz robeXu MM' un t;_, lepja attlecibal pret
e.
atticIgo (L) loku s.

Oskullo¥u radiji.

2, Serr§ - frend asim ir acImredzama geometriska

interpretficl jas t,neso8d ass 1ir orient&td tangente, un

t; neso¥d - i-td oskultelpd eanur ¥ vilktd normile lel-mal

oskultelpai. J¢ viedokll mSs zemfk varSsim izliet&t.
Apliikosim p~-to oskullodi ar centru Ap; t& atrodas

oskultelpd R,y Punkts A, ir vienddd att&lumd no p+2

bezgallgl tuviem (L) punktiem, kas visi letvertl oskul8-

joB& Rp*l' Ja nu m8s projecé jam Ap punikt& Apnl uz osku=-

18 jo¥o Ry, talsne Ap 34, bls parall8la tp, a0 punkts Ap.j

bis vienZdi attflumi no p+l bezgalIgl tuviem (L) punktiem,

kas iletverti oskuld jo¥& Rp, citiem viArdiem tas ir oskul-

lodes Cy.3 centrs. T wad, Jja -
F oA
Apz M+ 2 dgty . tad
i’)
AF"‘l = W o+ ; uiti ?

ple kam abos gadfjumos dy ir tie pali un 1Idzind jas

un gemot Ap+1 ue.t.t. dabijam:
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d = (Ap_q = M)ty .

No otris puses, lai dablitu A 10 ko m8s Isuma pdc apzle

w8sim ar A, xums Jaraksta
(ar) (A=1)%= epoa®

un 3 sakariba n reizes jadiferencd, uzskatot A un ep.]

par konstant&m. Pirmd atvasinf¥ana dod:
{18) (A-H)tl: ¢! o

kas izteic, ka A atrodas (L) galvena normiltelpd punktad
M, tol. telpZ R _,, kas jet esur ¥ vn ir normila tangen=
tei., T& ki (18) jddiferencd v8l n-l reizi, A atrodas n
bezgal!gi tuvds normiltelpds. : e
: Diferenc&Sanal jev8rosim seko¥o: ja mums ir noll-
dzindjumu sistdma Fp= 0, Fo= Cp o » Fy=0, F14,1= 0y kur
. katrs nolldzind jums dablts jepriecki3 jo atvasinob péc kie
da psremetra, lal legitu ekvivalentu sistdmu, m8s varam
Fy, vietd atvasindt t& un lepriek33jc Fj 1Tnefru kombinde
ciju Gy, kur Fj koeficientil ir gallgas parametra funkei-
jas ar gallglem plrmlem atvasinf jumiem un Fy koeficients
nav 1dentiski nulle. Zo papSmienu jzlietEjot redzam, ka

par G varam gemt (A=M)t, un t3 dabl jam:

=i = ! = e
(A i»)t5 rlr dw
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Turpmikiem d izteliksmes top Atri sare¥gitas, tapSc més
noteiksim divas formulas, kas saista d; un iepriek¥3djos
d, r resp k un ¢.

Ja m8s esam noteikul¥i

(A’M)tj: dJ(S) (J:lgggoco,i)
tad, diferencdjot sakarIbu, kam j=- i, vienIgi A ir jHuz-

skata par konstanti, kas dod
(A!—M)('ki_lti_l + kiti+l) :di'. 9 teloe
(19) dy,q= Tyldy + kg 44y 4) .

1#8s tad nu varam rekurrentd kirtd apr8kindt visus d; un
tad

Pt

2 . =
cp—édi (prokéms p <n-1).

Otro augstd8k rindto formulu m8s noteiksim vispirI-
gam gadi jumam, kad parametrs t ir patvalIgs. Iztelksim,

ka Ay ¢ atrodas i bezgallIgi tuvds normdltelpés:

(Ay.q - ¥)X=0

e

mun vispér
(Ai_l - h{)x" :fj (3:1,230051)
Viegli redzdt, ka fj var attdlot simboliskd formi

i s Eyded
£4=XXy(gg + @) T - XXy ’

:

ple kam iekavu pirmais loceklis attiecin@ims uz priek3d
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stivo¥o X, un otrs - uz X,. K& redzams, fj satur vienigi
J-1 pirmos X, , bet nesatur XJ.

Uzrakstot sist®mu (20) punktam Ay = dy.qt3,7%44.q »
un no otré@s puses atvasinot p&déjo no nolidzini jumiem
(20), redzam, ka

T
Aj.1Xy - d343%941%3471 .

Atvasinot pirmos i-1 nolIdzindjumus (20) redzams, ka A'i-l
ir ortogonfils vektoriem Xy, Xo, « . Xi,l s LA tad

1 - 1 s ] | . "
AjoaXy = AgaXy = Ag L (Xgfby 45 5 %0 Je
T ! e 1 ; v
Bet ci"lci"l = Ai-l( Ai_l - M)
~ 1
= diAi"lti . )

Ievérojot v&l to, ka

bivaXsen

‘éi{
| &4 |

i clt

misu piegemtfis k4 zImes norunas 48},

e st
S1-1¢1.3 = 939547k | un

c:-;lﬁjol &
(21) d =9 € :
i+l : § dy 2

oS

M8s jau alzradljam, ka dodot liekumus k& loka s
funkeijas, ir pilnIgi noteikta 1lIknes forma ( ja tikal
X izvirzIjums pSc s augo¥8m pakdpém ir savirzams). Ja
tiek dotl c4, tle noteic ry absoliitds vErtibas, t& tad
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pirmie n-2 k; ir viennozImIgi noteikti, kam8r k,_q var
bfit pozitIvs vai negdtIvs. X izvirzIjumid redzams, ka X,
ir k,_y nepéra funkeija, bet visi citi xj3 - tad péras
funkei jas. Divas 1Iknes, kam k&da punktd ir kopIgs Serrs-
Frend n-edrs, un kas at¥jipas tikai ar k _, 2Imi, ir sim-
metriskas attiecIbd pret to kopIgo n-l-mo oskultelpu.

T& tad divgépggkﬁgm, kam ir tie paSl1 ¢y, var 1likt kon-

grudt ar parvietojumu, kam eventuell j@plevieno simmet-

rijao

Poldrd lIkne.

14, Punkta A, _,, ko m8s turpmik apzIm@sim ar A,
geometrisko vietu (L,) var da%fdi interpret&t.No vienas
puses t& ir saistIta ar (L) normSltelp@m, kas lzveldo
(qu n-l-mo oskultelpu saimi. Par %o saimi m&s minSsim
da¥us vardus ndko¥8 paragrafi.

No otr@is puses (Ll) var 8rti atrast da¥as intere-
santas Tpa¥Tbas, no kupim mds apliikosim tikal Serrd -
FPren8 n-edru un liekumus, lietdjot t&s teko¥& puhkta A
izteiksmi '

(22) A- M + Ei dyty . ‘.

2
To atvasinot pée s, daebljam

A'=(dp + dpogknoy )ty »

%1 sakarIba r@da, ka (L;) tangente punktd A sakrit ar
taisni A, _14,.os kas ti tad rada attinam Vo, punktam M
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parvietojoties pa (L).
Ja pozitivie virzieni uz (L) un (Ll) viens otram

atbilst, (Ll) loka s, atvasinfjums p8s s ir

LIknes (I,) orient&tds tsngentes vienIbas vektors
Tl ir

(28) Tl s ety

]

ple kam |eq/-1, un ey ir d) + &, 1k, 5 zIme.
ApzIm8jot ar K; 1Iknes (L) liekumus, ar T; tés

Serré - Pren® n-edra vienThas vektorus un liekot

] .o |
Kpe1= ®/kpa1l Kn-1< Eikpay | :
pakd@ipeniska (23) diferenc&¥ana pSc s dod sakarlIbas

a
ﬂs)ixi' . ‘kn-il

F t

1°%1%41-1

AtseviXkos €y s@kot ar e,, notele sakaribas

i-1
eyz (-1) eqe (2 <1i<n-1),

n-1
en=(-1) e eE .

T&s dod iespdju noteikt visus ey, izpemot en; jo p&dsja

letilpst nezinfimie E un e_. E ir nosakf@ms ar notelkum,

n
ka n-edram T; J}&bTt ar to pa¥u orientfeiju, kida ir n-
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edram ty, tas ir 17. l.p. minStd kosinu determinanta
vBrtIbal jEblit +1. Aplikojami gadl jumi SI determinanta
otrds diagondles locekli ir ey, kam8r visi par&jie ir
nulles, t3 ka gald dabijam

E= (-1)1' & e?en’l un t& tad
n{n-1)
= nel n
en-(-l) e ey e .
FilZrevoliitas.

15, Lai atrastu 1Iknes (L'), kam (L) ir tangentu
ortogondla trajektorija, t.i. 1Iknes (L) fil@revolltas,
j@noteic (L) normiles (T), kas rada attinam ¥,, ja to
¥kelpunkts M ar (L) pirvietojas pa (L). N lal ir normi-
les (T) charakteristiskais punkts, t.i. (L') tekoNais
punkts, U vienibas vektors uz (T) un a orient&tais attd-

lums NIl
(24) N=-M + aU s

Lai normile {T) raditu attinam V,, ir nepiecie¥ami un
pietiekoli, ka (T) sakrIt ar (B) tangentli punktf N, t.i.

tl + a'U %+ a.U': hU s
kur h ir pagald@m nenoteikta s skal@ira funkelja. Reizinot
ar U, dabijam

a'-h ’
kas noteic h atkarIbid no a, un tad paliek pfri noteikums

(25) ty + a0 = 0 .
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8is nol¥dzindjums rf#ds seko¥o: ja U un W ir divu
mekl8to normilu vienTbas vektori, ¥c¢ normi]u pozitiIvo
virzienu lepkis ir konstants. Tie¥&m, t& kosinus ir UW
wn (25) a81 vw'= wo'= 0, t& tad UW ir konstants. M8s v&-
18% redz8sim, ka ir iesp¥jams atrast n-1 normdli (T,)
ar lInefri neatkarigilem U;., Katra t31ldk& normile (T) tad
paturss nemainIgu stivokli attiecIbd pret (T,) izveidoto
n-leedru.

. NolIdzinfjuma (25) etrisindjumus var noteikt, iz~
sakot U k3 vektoru t; (1- 2,3,..,n) 1Inedru kombindcl ju.
Dabfitd diferencidlnolldzindjum sist®ma réda, ke vispid-
rIgais integriils ir atkarIgs nc n-2 parametriem, t& tad,
pieméram, punkté& var normiltelpid gemt patvaligu U, 1Idz
ar ko tiek noteikis a un attiecIgals U ikkatrd citd (L)
punkti.c)ﬁﬁs tom8r lietisim tie¥fku geometrisku metedl,
kas mums bez plldm dos arI citas (L') IpaBIbas.

Liknes (L) normiltelpas R, , un R;_l divos bezgall-
gl tuvos punktos M un li'Sjelas pa R,_p, ko mSs sauksim
par (L) poliiro telpu punktd M. T# ir absolfiti ortogond-
la oskulé joSai R, un ¥ke]l %o p&d&jo punktd Al‘ Tie¥&8m,
neievérojot otrds un augstfku kdrtIbu bezgaligl mazus
lielumus, R, respektIvi Fp.1 3461 Bp pa talsndm, kes
ir divas bezgallgi tuvas normfles (L) projekeijai telpd

6) 8o papSmienu izlietd C.Guichard (apréjinot gan
tikal konkrS3to gadljum, kad n=75) un atrod arl augstak
mindto nomélu %T) 1pa§Ibu (loec cit. 20.» 224 1cpc)o

TE15k mindtdE evdlitu Ipa%Iba biit polérds V,_, ge-
od8tiskam 1Inijim Skiet esam jJauna.
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Rgs un t& tad Sgelas punktZ A . T ki Ry ; un R, veldo
to pa¥u legki dv = dvy, ki tiem ortogondlas tangentes
punktos M udﬁ', redzams, ka Rﬁ-l dsbfijams, pagrieZot

R,.1 ap polirtelpu Rn-e par lepki dv pozitiIvajd virziend,
t.1. virziend, kurd grie¥ot par -/, b, piriet t, sti-
vokli. Velkot caur Al vektorus, kas ekvipollenti punke-
tiem ¥ un M¥' atbilsto¥iem vektoriem U un U+dU, (25) deod

(26 ) ' a.du- -tlda s

td tad vektors dU ir ortogonfls polartelpai. T& k8 U
nemaina savu gayurm, redzams, ka U+dU ir dabfijams, lie~
kot U sekot nupat aplikotai rotdcijai. Bet tad

dU: -(Utg).tldv e
salfdzinot ¥o sakerIbu ar aug¥&jo, redzam, ka
(27) alty = 1y s

kas izteie, ka punkts N= M+aU atrodas polrd telpf. Citu
ierobe¥otd ju noteikumu punktam N nav un sakarIbas (26)
un (27) dod iespdju pa punktiem konstrudt (L'), kas at-
bilst patvallgem poldrtelpas ize jas punktam N.
Interpretd jot iepriek®&jds formulas, vai arl tie-
%31 izlietdijot to faktu, ka punkts N atrodas attleecigi
(L) punkta poldrtelpd, dabfijama v8l ¥&da tIri geometris-
ks (L') konstrukelija pa td3s elementiem: uz (L) izvdla-
mies vienu otram sekojoSus un bezgaligi tuvus punktus

M, Ml, 32, o o ._To poldrtelpas lai ir P, Py, Pgy o o o
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Uzskatot (L) normiltelpas k& poldrds lIknes (L, ) n-l-mis
oskultelpas, redzam, ka punktu M uéﬁl normiltelpas ¥ke=-
las pa Pl.v) Punkta ¥ normiltelpa td tad satur P un Py,
un Mi normdltelpa « P; un Py q.

(L') konstrud¥anai patvalIgi izvElamies punktu
¥ CP. Taisne KN Bkel Py punktf N,, taisne ElNl Skel P,
puniktd No uetete Bezgallgl mazie nogrieZgi NH,, NyNo,eee
ir (L') sekojo¥i elementi. 5T konstrukeija rida, ka (L')
oskulpl@ksne punktd N, kas 1r pl@ksnes Ny robe¥stivok-
1is, satur (L) tangenti punktd ¥, un t& tad ir ortogond-
la (L) norm8ltelpal.

Ja m3s epliikojem 1Iknes (L) normiltelpu saimi,
tad redzem, ka tds ietin poldro telpu izveldotu V,_ 4,
'pia kam katra normiltelpa tai pieskapas visos attiecIgdis
poldrds telpas punktos. 5I Vo.1? ko m&s sauksim par (L)
poléro varietdti, ir attinama, t.i. tanI ir sp8kd Eik-
1Ida metrika. PilnIgi analogi, k& tas ir ar attinamém
Vo C Rgzy,polard varietdte ir pdrveldojams ﬁn—l (val ¥8das
telpas da;a),(g;%?ZQt katru td3s "plandro” elementu, t.l.
starp div&mfgéfgrggigé; atrodo¥os Rp~1 daju, ap polére-
telpu, kas tam kopdja ar iepriek3&jo elementu, 114z abi

%¥ie elementi nonfk viend kopéja Ro_1» katrs savd pusd

7) Ejietamd pretruna ar sl@dzlenlem, kas nmums deva
(26) wn(27), ir pilniIgi dabIga: starpiba otrds k#Eptibas
pezgaligi mazajos lielumos, notelcot Rp.j rada pirmis
kErtIbas starpibu ¥k81luma telpu nosakot. IepriekXdE jie
s1l8dzieni 3T apstikla d8] protams nav jégroza, jo rotie
cijas par to paSu lepkl dv ap P val Py at8kiyas augsti-
kais par otriis kdrtibas bezgallgi maziem lielumiem.
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kop& jai polértelpal. K& tas aizrddits 1epriek§§jas lap~-
puses piezIm3, roticija, kas vektoru Uk\?veidoja vektora
U+dU, gugstikals par otrés kartIbas bezgaligi maziem
lielumiem at¥kirsies no rotdcijas inversas tai, kas liek
nongkt viend R,_; punktu M un Iy normiltelpds eso¥&m
v

Ne
Ry.1s 1Iknes (L') transformStal 1Tknei (L") tangentes

1 elementdrdm dalim. Uztinot t& tad poldro V,_; uz

vienIbas vektori divos bezgalIgi tuvoes punktos atBkir-
sies augstikals par otris kirtIbas bezgallIgl maziem lic-
lumiem. Katrs (L") punkts tad biis infleksijas punkts,
kas var bfit tikal tad, kad (L") ir taisne. LIdz ar to
més esam plerddIju%i, ka regul@ri un pletieko81 mazé po=-
1&ris varietites apgabald, 1lTknes (L") dod Is@ko celu
starp diviem to punktiem, kas iet pa V -1°

NEko%& nodald m&s nosauksim pa kadas varietites V
geoddtiskdm 1inijdm t3s 1Tknes, kam oskulpl&ksne ir ore
togonila V tangenttelpal. LIknes (L') t8 tad ir polards
varietdtes geoddtiskfis 1Inijas. Bez tam m8s redzd jdm, ka
tim piemIt Is8kd cela Ipa¥Tba (izlietdjot par pler@ditu
piegemto faktu, ka telpd Ri Ts8ka cela Ipa¥iba piemit
tikai taisndm); visparIgd gadljumd turpretim %¥s geods-
tisko 1Iniju IpaX¥Tbas pierddifanal ir neplecie¥ami vari-

fciju rékini.
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LIkxnes uz variet adt & nme

16. LIAzTgl k& iepriekd, apliikojamo m dimensi ju
variet@ti V, n dimensiju telpd mEs notelksim, dodot tés
teko¥8 punkta M radijvektoru X k8 m biitisku parametru
ug funkeiju. Lal ug bltu bitiski, ir nepiecie¥aml un
pietiekoSi, ka vektora X pirmie parcifilie atvasindjuml
pSc uy nav visos V, punktos 1Tneiri atkarIigi. Ja mums
3848 veidd dots V,, mds dabiijam bezgaligl daudz citu vV,
parametrisiku attflu, aizvietojot katru u, ar patvaligu
m eitu parametru vy funkei juy vienIgais notelkums, kas
¥Tm funkeljfm ir j3pilda, ir tas, k2 to funkcionflde=-
terminante nedrikst bt nulle.

LIkni (L) uz Vm mS8s noteiksim, izsakot katru uy
k5 viena parametra t skalfru funkeijuy 1Idz ar to, X
top par t vektoridlu funkeiju X(t)e Vektorivxi paturés
jau leprieks lietdto nozTmi; ar akecentlem m8s apzImBsim
skaldro funkeiju atvasindjumus p&c t, kamSr vektori I,
¥.e, Yij apzImds X parcidlos atvasind jurms: pilrmo pée
ui, otro pSc uy, wa otro p&c uy un u4, u.t.t. LIknes, ko
dabfijam, Jja visi Uy izgemot 4, iy konstantes, mSs sauk-
gim per 1-1Ikném.

Viscaur mSs piepemsim, ka neviensno ikreiz lietd@-

jamiem atvasind jumu vektoriewm nav ar bezgalIgu absoliito
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v&rtibu, k& arl, ka vektorl Y; apliikojami V_ punktd M

ir 1lTnefiri neatkarigi.

Tangenttelpa un liekumu telpas.

17. LIknes (L) tangente punktd ¥ ir taisne, kas

nes vektoru
3
(27) xl:Zf"’Yi : ja

Vis@m Vp, 1Tkn8m, kas iet caur M, tangentes t& tad atro-
das vektoru Y; notelktf caur N ejo¥& R,, ko m¥s sauksim
par tangenttelpu. V8lreiz atvasinot (27) pée t, mums ir

(28) xgz_f; £, +,)_:_r£fsx“

iz ¢re '
Vektori X, un Xq kop& noteic oskuldjoSo R,, k& arl klg
Viss, kas attiecas uz pirmo (L) liekumu, k& redzams no-
risinas vektoru ¥; un Xij noteiktd telpé , ko m8s té&pfe
gsauksim par pirmo liekume telpu.7) T& k& Yijzzgji' vek-
toru Yy 4 gkalts ir —%—(m+1)m, vipdriglkajd gadljumf, ked
(28) labds puses vektori visi ir liInediri neatkarIgi,
pirmai liekuma telpei ir m + —Eigillu dimensijas. $5d&
kdrtd turpinot, redzem, ka vispdrigdkes & gadl jumd k; no-
teiks vektori, kas atrodas i-t3 liekums telpd ar dimen-

silju skaltu

7) JeAeSchouten un D.J.Struik So telpu sauc par
liekuma epvidu (Kr#immungsgebiet), par t@lfkiem lieku-
miem neinteres8damies{ loc. cite 171le = 173« leDe)e
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m(m+l J(m42)ewo(metel) — om0 =
+ i ——

] "-14,\_.’4_-'.

gx_(_g—&-l) . m( mi%x)( m+2 ) "

L=

n + s

8is skaitlis ir aug¥8jd i-t8s liekuma telpas dimensiju
robe¥a., Otra robe¥a ir n, td k& pie dota n, s&kot ar ki~
du liekuma telpu, vis@m turpmikim liekuma telpdm ir tas
pats dimensiju skailts, caur ko attiecIgo liekumu likue-
miba taps vienk&rSdka. T8, piemSram, ja aplikojam V,{ Ry

tds Dip8na indikatrise sastiv no divim saistIt&m koni-
visparIgéks .

-

kém, kamdr VoCR arn>5 td ir ‘ceturtis pakipes 1liIkne.
Var protams arf notikt, ka aplikojamle vektorli X
nav visl 1lInefrl neatkarIgi, kaut gan n ir pletiekoXi
liels. Vo, pieméram, var bt punkti, kur pirmai liekuma
telpail ir & vai 4 dimensijas (eksidli resp. planiri
punkti ). S8dus punktus tuvik apliko E.E.Levi 5e¢ lepe mi-
nStd darbd. 18s burpretim turpmik piegemsim, ka apliko-

jamie wvektori Y ir lined@ri neatkarigi.

ien & { Meusnier ) teorfna.

[punkt& M
18. Liekot uy= t, un plegemot, kelvisu pardjo uy

pirmie p atvasindjumi pSe t ir nulles, un p+l-mais ir
a,, m8s dabfijem 1Tkgu saimil, kur visdm 1Tkn&m ir kopigi
vektori Xi, XQ, « . Xp, t3 tad ary Serrd - Frenf pirmie
p vektori t; un p-1 pirmie liekumi un oskullo%u radiji
ir kopIgi. Ikkatrdm divim saimes 1Tkném ir vismaz p-tés
k8rtIbas saskar¥anis punktd W,
OtrE4i, dodot 1Tkpu saiml ar ¥&du TpaSTbu kEAE Vy,
gemot vienu no t&m par 1-1fkni un liekot t= uq, redzam,

ka pirdjo u p pirmiem atvasindjumiem punktd ¥ 1r jablt
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nullém,

Vektoru ty, to, « o & neorient@to asu kopIbu mds
sauksim par p-virzienu. XK@ redzams, aug¥f apidkotd 1Ik-
pu saime noteie tai salstItu p-virzienu. Arl otrddl, p-
virziens noteic ¥&du saimi, vienigi vektorus ti m8s ne~
varam pemt pilnIgi patvaligus, ja ir dota V,. &) ir ja-
1zv8las tengenttelpd, 1Idz ar ko ir notellkti. f{ vErtle
bEm Seil punktd proporecionfli lielumi, Lai ] noteiktu
viennozTmfzi, m8s varam uzlikt k#du noteikumu peramet-
ram t, plemSram prasot, lai tas blitu loks vienal no neke

18§ jamfis saimes 1Tkndm. X& to rdda (28), t, ass ‘tad ir

j@izvElas telpd R , ko noteie tangenttelpa un vektors
; m+1 .
= ? Tpls
A—{':’fifjfij ?

kas dod fy u.t.t., td ka beldzot ir noteliktl visi £, st-
vasindjumi, 1Tdz p-tai k@rtTbai, ieskaitot. p-virziena m
atbilstolam 1Tkném tZ tad ir vismaz p-tls kiArtIbas sase
kar8anfis, tis gemot pa divi.

19. Atgrie¥oties pie iepriekBZji paragrafa s8kumd
win&td parametra, epzImdsim ar Z vektora X p+l-mo paf~

¢iflo atvasinijumu plc Uy e Tad

et
Xp+l:Z+§aiYi e

Ja Z resps ¥; ir attlecIgo vektoru komponentes,
kas ortogonfilas vektoru t3, to, « o tp noteiktali telpal
Ry, un kas miisu norunas d§}ipgyfhé€1éﬁé7nulle un ir 1I-

nefiri neatkarIgas, tad
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el

3T sakarfbe izteic, ka vektora i§+l gala punkts
var sakrist ar visiem galfgsd attilum%ésogiem.punktiem
(Jo a; ir patvaligi, bet ar galigu nozimi), kas atrodas
telpd R, _,, kupa iet caur punktu ¥+Z un satur vektoru
Y, parallfles. 31 telpa acTmredzot ir neatkarIga no
vektorn ¥y, resp. attiecIgo 1lIkpu izv8les. Ja nu N ir M
projekel ja ¥al telpd,

(N-L’?)Iil C un

X #) 2 12
Xpﬁ*l(n-ﬁ') 2 (H=M)

ApzImEjot ar ¢ legyl starp N-K un X,41 pozitIviem vire

” i
zieniem, redzams, ka 0S¢ ¢ S7 un

/ Xp+1/cosj = |N-u| .

Ja (Lg) ir saimes 1Tkne, kam X,.1° N-M , un kfdai citai
1Tknei ¥is vektors ir kaut kads, ¥ blis Bo abu 1lTkpu p+l-
mo oskultelpu lepkis. No otras puses, katrai saimes 1Tk-
nei p~tais liekums ir progorcionils(fé+1], jc\ﬁf( visam
ir tas pats. TE tad, apzTmSjot or i-:‘p un Tp p-to liekumu
un liekuma radiju lIknei (Lo), katral cltai saimes 1Tk~

nel tie biis

-

X
kp:s‘b'g';» un
I'p = I’p Ces (7 »
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kas ir Menj& teordmas viapﬁrinﬁjums.a) T8 nums rada se-
ko¥o: je ar katru saimes 1Tkni saistam punkius

E: M + tpakp un

P-H + tp+1rp »
K geometriskd vieta ir m-1l dimensiju telpa, kas homoté&-
tiska ar E§+l gala punkta geometrisko vietu, un P vieta
ir K vietas inversd lode attieéibﬁ pret centru M un pa-
k3pi +1.

Jemsim tagad p:> 1, un pdrd jas parametru lIknes 1z~

vélésimie%;é, lai ¥, jzveidotu ortogondlu m-edru. Tad
i{l: Yl un Ii:xi (i: 2,$"Gm}t

LTkne (Ly) ar vismazdko plrmo liekumu te bills t&, kam t,
ir perpendikulirs pret visiem ¥y, t& tad perpendikuldrs
pret tangenttelpu. Vp lTknes, kam B&da Ipa%fba piemit
katri punkt®, sauc par geodStiskim, Ar varificiju r8inu
palfdzfbhu var pierfidIt, ka ar zinfmlem ierobe¥ojo¥iem
noteikumiem geodStiskds 1Inijas ir Isfkds V, 1lIkpu star-
pd, kas savienc divus to punktus.a} Attinamim Vm('Rm+l'
turpretf, papildinot miisu spriedumus par fil8revoldtim,
%o geodftiske 1Iniju Ipal¥Tbu var pler@dit ari element&-
r3 kBrtd, gan postuldjot Isfkis 1ini jas Ipa¥Ibu telpe:

R, taisnfm.

3) %o labi pazIstamo sakarfbu pierdda picm.
E.E.Levi, Sagglo sulla Teoria <. 38. = 55e¢ leDe

9) skete. piem. T.Levi=-Civita, Der gbsolute Diffe-
rentialkalkfil (Springer, 1928) 23 (56s - 6ls 1.Ds)
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Jemot t= ul un izsakot, ka vektors X, ir ortogo-
nils pret ¥, (1=2,3)eem), mEs dabfijam m-1l otrads karti-
bas diferencifilnolidzinfjum funkeljdm f;. To visplrs-
jals integrals saturSs 2(mel) k&gtantes. VispdriIgd gadi-
jumf geoddtiskds 1Inijas k#dA varletftf ir notelcamas,
liekot tail iet caur diviem dotiem punktiem, val arI do-
td punkt& iet dotd virziena.

Punktd M dotd virzieni ejoBas geodftiskis lIknes
liekumu, m~e8 ssuksim par , % geodstisko liekurmu dotd
virziend. 5T liekuma atkarIbu no virziena mfs apliikosim

nedaudz v31lE&k.

Varistites p-virziena oskullode,

20, K& w8s jeu aizrEiT)Em, visfm pevirziena punktd
¥ noteiktfs saimes 1Tkndm (L) pirmSs p-l oskullodes ir
t8s pa¥es,. MeklZsim p-t@isoskullodes centra A geometrisko
vietu. 24. lep. formuld (20) liekot i - j ~p+l, dabijam

(29) (A-m}xp+1t:fp+1

Pie tam vis@m (L) fp+1 ir tas pats, jo tanf ieiet tikal

X;, kam 1 $p. ApzIm§jot dp,y ar 4, aizvietojot A ar

a :Ap_l ’l’&p.‘,l 9

Xp41 2T tZ nozImi un ievdrojot v8l to, ka p+i<n, un t&

tad t {29) dod

P+1Xp+l.:lxp+1b

‘h-‘
(30) d}'z" +Z a;"i! = b + Zaibi 3
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teur b=fo, 7 (&g = )2 un
by -~ (A_p__l - ?\5)!1 e

Formula (30) dod 4 k# parametru a funkeiju. Izda-
rIsim tagad inversiju ar centru A,.) un pakipi +l. A in-
versais punkts A' ir

N
7+ asX
At - + G
Apnl b & Zia b1 ®

|

Ja Ay ir A aﬁ%klia, kas atbilst aj= 0,

% ay(v¥; - 0%y

At= A, * o~ .
e b(b + Zagby)

A! t& tad atrodas telpd R, _,, kas caur A, vilkta parale-
1511 vektoriem bYy - byZ, un A atrodas BIs telpas in-
versd 10d8 C,_q, kas let caur Ay 3. Ja A" ir A,y dla-
metrili pret8jais punkts wn (L") saimes 1Tkne, kam

Lt
A=A" un ¢4 tad d4- a"- (A" = Ay 4y )tp@atmit’ﬁaimas 1fknel

d -d"cos v ’

kur ¢ ir lepkis, ko veldo attiecIglis 1Iknes tp +1 ar tals-
ni Ap,la". gitiem vErdiem, A ir A" projekeija uz talsnl
parall8lu tp 41 caur Ap-l' Ja mu & ir k#das saimes 1Tk~
nes (L) patvallgs p-tds oskullodes punkts, t8 k& taisne
AA" ir ortogondila pret attleeiIgo p+l-mo oskultelpu,
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(8 = A")% (8 = A, 3)% (A, 5= 8)%+ (& - a")?

— cp,12+ d"z

Visi p-to oskulloZu punkti tZ tad atrodas uz Crpa1© Rnsp,
ko noteiec caur ¥ ejo¥ie vektori Xy (1=1,2,40p), Z un

I3 (§J=2,8,..m)s ArI otrfdi, ¥o lodi Skelot ar kidas (L)
p+l-mo oskultelpu, mSs dablijam attiecIgo p-to oskullodi.

81 iemesla d8] ir dabTgi nosaukt lodi C 1 par varietd-

m+p-
tes V, p-virziena oskullodi.

geod8tiskie liekumi.
2l. K8 més redz8jam 36. l.p., ar diferencs¥anu un

1Inefiru nolfdzind jumu atrisind¥anu ir iesp&jams atrast
dotam varietftes p-virzienam saistTto 1Tkpu saimi.

GeodStisko liekumu noteik¥anai blis izdevIighA %&de
2=virzienu sist&ma: tangenttelpd pemsim p savstarp8ji
oertogondlus vektorus tli’ un par tBi pemsim attiecIgis
normiles pret tangenttelpu. Katram S-virzienam atbilsto-
& saimé 1zv&l8simles pa 1Tknei (Ly); ¥Is m 1lIknes mSs
pemsim par parametru 1Ikndm, un par parametriem - to
lokus. S&4& kartd mSs leglistam punktd M ortogondlu loki-
1i geod&tisku parametra 1Iniju sistdrmu.

Ja nu (L) ir patvalfga 1lTkne caur M, un t t&s loks,
attiecIgie fi blis tds tangentes virziena kosini ¢; attie-
¢Ibd uz m-edru t,y¢ Lel dablitu (L) virziena (¢;) noteik-
to geod&tiske liekumm, (28) formulas datam vektoram Xo»
kas 1r ortogonfls pret X1, JabGt aril ortogondlam pret
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varietdtes tangenttelpu, kas rfida, ka visi f£"- 0. Geo-
d8tiskals liekums, kes saistIts ar virzienu (eq), biis
t&8 tad vektora

(51) G= iﬁiﬂjxij
qj=1

absoliitd vértIba. Punkta M + G geometrisko vietu (G) da-
Y8diem m un n ir aplikoju¥i valrdki no ievadd minStiem
pﬁtniekiam%O)Tﬁpﬁe m8s arl ar ¥o Jautdjum vispirigajd
gadl juma turﬁk nenodarbosimies.,

u&s vienIgli Isumd apliikosim specidlo gadIjumm m=2
(n2>5), kur noskaidrosim 1Idz ¥im, kd liekas, v3l neat-
risinftu jaut&@jumu: noteikt divu dimensiju varietatém
reflo 1lIkpu geod@tisko liekumu ekstrdmu skaltu.

Ja m=2, un ¢ ir 1Ikgu (Lj) un (L) pozitive vire

zienu leypkis,
Cy=- cosy Cp = 8iny
un formula (31) top
(32) G =Y 008% +2Y; cosysing + Yposin
Liekot Y77 P48, Yo Q, %o P-S,

forrula (32) plrvEr¥as sekolajd:

10) Skat. it Ipa%i J.A.Schouten u. D.J.Struik,
tber Kr#mmmgseigenschaften..., p8dsjos paragrafus, kur
atrodami arI noradIjumi uwz (G) sakariem ar cité@m konfigu-
récljém, ko var izlietd@t geoddtisko liekumu p&ti¥anai.
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(33) G(y): P + ScosZy + Qslnﬁf .

Punkts M+G t& tad atrodas plaksng, kas caur punktu M+P
vilkte parail§11 vektoriem S un Q, un tur apraksta el-
1Ipsi (E) ar centru M+P. Diviem ortogondliem virzienlem
Vo tangentpliksné atbilst Adiametrali pretdji (E) punkti.
v8s t& tad varam 1zvEl8ties (Ll) un (L2) td, lai t@m at-
bilstu (E) vienas ass gala punkti. 78 k& forrulas (33)
forma paliek t& pati, vektoru S un Q virzieni un absoli-
tas vErtibas biis (E) asu virzienl un pusasu gayumi a un
b. Ja-par pamata virzienlem pemam jeprieks8jo bisektri-
ses, (Ly) un (Ly) atbilst otrds (E) ass gala punkti, te
i. S un Q apmainds vietam.

G absolfitd vértiba ir ekstremila, kad G iet pa
vienu no vienk§r§§m normildm, kas no M vilktas uz (B
To p8das uz (E) ir ari to normilu p&das, kas no punkta
M! - M projekeijas (E) pl8ksné - 1r vilktas pret (E).
Veklstals redlo lTkpu geoddtisko lielumu ekstrdm skalts

bis t& tad 4, ja M' ir (E) evoliitas iekBpus?, teie Ja
2 4 E4
3 3 2 T
(34) (ax)’ + (by) =-(a® -b7) <0
un 2, ja krels@is puses izteiksme ir pozitiva val nulle.
x un y te ir M' ortogondlds koordindtas, méritas pa (E)
asIm, kam atbilst pusasis a un b. Misu gadIjumd ex="PS,

by =¢PQ, t& tad noteikums (34) top

4 £ 5
(ps)’ + (PQ) - (8%-@)° <0
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K& tas bija sagaidams, kreisfis puses izteiksme ir sime
rietriska attiecIbd pret S un Q, td tad neatkariIga no (E)
ass izv&les, kas noteica (Ly) un (Lg). VienIgals izp&mu-
ma gadIljums ir tad, kad (E) ir rigkis un M atrodas uz

t8 ass. Tad |G| ir neatkarIgs no ¢ 5 ¥8dus punktus var
saukt par nabes punktiem (ombilic, Nabelpunkt), jo caur
tiem e jo¥dm 1Ikném visé@m ir ta@s pa¥as geod&tiskd liekuma
IpeXibas.

22, Pormulas (32) un (33) viegli dod da%ddas geo-
.détiskﬁ liekuma vektora G IpaXIbas. T& piem&ram, liekot
Gy = G(i?), (1=0,1,2,3), G4 ir (E) virsotyu radi jvektori
un katrs cits G ir izsesk@ims simmetriskd veld:

3
(35) 6(g)= ) Gyleos (y-1£) -1 .
(20

Td k& Gy nav 1lInedri neatkarigi, vienu no tiem var
izteikt ar p&rﬁjiem,.bet tad z{d formules (35) simmet-
rija. 8iet, ka formula (38) drIzf@k uzskat@ma par Ellera
teorémas vispdrindjum, k@ formula

y y :
i1 _sin?¥, * siny, + Gsin‘y,sj.n’qz N

L /2 2
R " R
11)
ko dod F.Kemerers. Bajd p8d&jd indeki 1 un 2 attiecas
afino|

uz DipZna indikatrisas (asu virzieniem; n@ko¥d paragrafi
m8s redzdsim, ka vispdrdji gadIljumd ir divi ¥&du asu pa-
vt (aksidliem punktiem to ir pat bezgallgl daudz), ko
salsta sare%glita sakarIba, t8 ki F.Kemerema formulas kon-

11) F.Kdmmerer, Zur Fldchentheorie..., 13. l.p.



stant®m var bt divas (val bezgalTlgi daudzas) dalfdas
v3rtIbu sistdmas. Formuld (35) turpretim lespfjama ti-
kal G4 permutiiel ja, un aksifliem punktiem, kur divi no
G4 sakrit ar P, ar elementiru transformiciju t& ir plr-
vErBama klasiska}® Eilera formuldl.

Formula (%3) starp eitu tieSl réda, ka uzskatot ¢
par 1lInefru lailkes funkeiju, punkts ¥+C kustas t&, ig 73 1
{8) centrs to plevilktu ar kvazi-elastisku apgku.lh)

Dip8na indlkatrige.

25, Varlet@ites V_ DipSna indikatrisi (D) punktd M
m8s dabfijam, uz katra virzlena tangenttelpi punktd ¥ ate
liekot attleeIpgd geodBtiskd liekuma radija kvadrftsakni.
Je r ir (D) teko$Z punkte radljvektors, (D) nolIdzinf jums
polfirfs koordinfités bils

r‘g’G&E =3 n

kur G vSrtIbu dod (1). Jemot t; parDekerta koordinftu xj
asfm, reg= x3, uwn (D) nolidzing jums ¥ajdis koordin&tds ir

" & '
('in:ﬁiﬂ) =1 M

(D) ir dablijams arl cit&dd celd: nosaka geometrisko

(36)

vietu tiem V, punkiiem M tuvomB, kupu attdlums no ¥ tane
2

genttelpas ir;%, to projecd tangenttelpf, izdars homot8-

eiju ar centru M attlecIbd % un liek ¢ tiekties uz nulli.

Tas viegli izdarfms, pemot koordinftu asis Xj, Xg, «es¥p

12) Skat. F.Klmmerer, loc. cit. 22. lepe, kur -5 o
fakta plerddISanal lietditi, kaut ari Isi, aprSikini,
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tangenttelpd (plems pa t,), pdrdjis tal perpendikulird
telpd un beidzot x; (1=1,2,.,.,m) par parametriem us. Fe-
gul&rd V, punktd ¥ mazém x, nozImém bfis op8kE izvirzIjums

xj:%fjixl,nbchm} + ga (j:m*&l,m*z,u,n}.

kur fj ir otrds pakiipes homogenas formas, un iy ~'vage-
las rindes, kas s8kes ar trelfis pakfipes locekliem., Izda-
rot augli mindtfds operdicijas, deblijam (D) nolldzind jumu

=2
(87 2:r3=1 ¢

et ;
pet t3 k& xyxpkoeflclients formi £y ir Ygp komponente pa
x, asi, nolfdzin&jums (27) ir tas pats (36), tikal plr-
rakstTts skelfiri formi.

Abi (D) nolfdzindjumi viegli dod da%as t8a IpalI-~
bas. Vispirms (D) ir ceturtlis pakiipes V 4, kes i@tvérta
tangenttelpdi, un kam ¥ ir simmetrijas centrs. Katra tan-
genttelpas taisne caur ¥ kel (D) dives relilos punktoss
(D) refld dala, kas atbilst reflinm 1Tkn8m uz pamata Vp,
igéggﬁééa V,.yrkas tombr ne viermEr ir konvekse - tH, Ja
m=2, (D) var sastdvdt no divim salstItdm hiperboldm.

Velkot (D) sekantes parall®li k3dam past8vigam vire
zienam, Betru BkelBlendis punktu smagums eéntra geometris-
k8 vieta ir redla R,_, caur M. (D) tipa variotltém; 13-
dztgl k& otrdis pakiipes varietftdm, vardtu izstriddt dia-
metm® un"diemetrileo telpu" teoriju. BEdu un lidzxgu‘Jau»
tdjumu iztirz@%ana tomSr neletilpst 3I darba apjomile
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uSs vienIgi apliikosim vE1l vienu jeutd@jumu, kur da-
%1 geometrijas slBdzieni atlauj izvairIties no gaplem ap-
rékiniem, proti (p) afIno simmetrljas asu noteik¥anu, kad
m=2, Bajd gadijuml (36) top, liekot X =Xy, ¥ “Xgs

-

. ot 212 _
| (5?3) (Y%7 + RY, XY + Yoo ¥ =1

Ja S’, un ¢, ir afino koordinitu f un 7 asu {f) un (%) po-

zitIvo virzienu lepjls ar x asd pozitive virzlemu,

.- }ma g, + q008Y,

¥ - jain% + nain g, .
slzvietojot x wn y ar ¥Im vErtTbEm, sakariba (38, top

» -l :
(36) (AT‘ +QB§7 +G:l‘:§ = X s kur
A:G{%) " ¢ =6yl M
B = Inaaay'msyz + ilg(eos%sin%* ain%@wﬁ) + iﬁgamﬂsmﬁ .

Lal {}) bty afina simmetrijas ass virzienam (7 )y ir nee
piscleBaml un pletiekoli, ke formulas (39) krels® pusl
pazfid loselk}u f“z un fy koefieentl, iekavas pace}ot vade
rEtd; tad arf (7) bils simmetrijas ass virzienam { fls tele
(?} un (7 ) bils saistTts afInu sifmetrijas asu piris. Abu
koeficientu 1zzulanas nobtelikums nozim® to, ka B ir per-
pendikulirs pret A un 0y telepret to plikesni, jc vispé-
rIgi gedijumfi B nevar bt nulle.

Ja nu m8s konstyud jam kinmu () ar virsotnl I un va-
art&ju (E), un vektorus A, B un C velkam caur M, A “‘3&
jes pa (%) veldot&jam {(A) un (C), bet B - pa A un ¢ noe-
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teiktfis pliksnes poldri attiecIbd pret (K). Tiekdm, ja

ar E(y) apzImd jam vektora G plrmo atvasind jumu pec ¢, at-
tieeIgos G un F 1lIne@iri kombindjot, més dabljam visus vek-
torus, kas atrodas (K) tangentpliksng gar veldotdju {G)e
T8 k&
B=cos ({ =y 6ly ) + ésm(\fl-f ¥ p) ’

B atréedas (X) tangentpléksn® gar (A). THAE pat kErtd re-
dzams, ka B atrodas arl (K) tangentpliksnd gar (C), 1Idz
ar ko miisu apgalvojums ir pierfdits.

B blis perpendikul&rs pret A un C pléksni tad, un
vienTgl tad, ked tas les pa vienu no (k) galvenfin asIm.
AttieclIgo A un C gale Qunktuz mBs Asblsim, Bkelot (E) ar
() galvendim pl&ksn®m, VisplrIgh gadf jurd, kad (K) nav
revoliicijes kdns, ¥8du plEk¥pu ir tris; divas no t8m dod
redlus A un C, tre$& - kompleksus. T& ki pirmainot A un ¢
mSs dabfijam to pa¥u {f3: (71 pEri, vispirigd gedIjumi Vg
DipSna indikatrisgl ir divi refli salstTtu afinu simmet-
r1jas asu pApi, un viens kempleksse Ja (K) ir revolilicijas
k®ns, t.1. ¥ atrodas uz (E) fokslls hiperbolas, aflno asu
ir bezgellgi dauvdz. (D) Bali gadljumd ir j&ssdallis divis
konikds, unp k& to viegll plErbandlt, t#as ir divas salstl-
tas ellTpses., Blakus lInefirien, planfiriem un nabas pun-
ktlem, refiliim Vy var & ted bt v8l ceturtais Ipatniju
punktu veids - punkti ar vevolficijas (X, kes ir nabas
punktu visplrind jums.

LT4zTgl rezultdti dabiijemi planariem ¥, IzgSmuma

; Mq;fg_/
gedfjumi tad ir: ¥ uz (E) - (¢) ir tikail viens afInu asu
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plris, un ¥ (E) fokll « (G) atkal sadalfs divis saistitds
011Tps8s. Baldzot aksifliem punktiem, k& sagaldfms, ree
zult&tl 4r tie pali, k& triju dimenaliju telpas virsém,

PEASJo divu paragrafu rezultdti rida, ke uz reflim
VQ cﬁn to visplirigh punkt8 M ir 8841 Tpatn8ji refli vire
zienl; Betri, kas atbilst (%) virsotn®m (katral asi] ate
bilsto¥ais plris 1r ortogonfls un bisecE otre piri),

Botri, kas atbilst (D) affnfm simmetrijes asfm
(tie izveido harmonisku Bkipsnu) un

Botrl val divi, kas atbilst ekstremfliem geods-
tiskiem liekumiem (p8d8J& gadljumi var plevienoties vl
viens virsziens, kas atbilst staclonfiram goodStiskam lie-
kumam, kas nav ton8r ekstremfils ).

R il ket R Rl R d

Ar to mfs arf %o rakstu belgsim ceribli, ka, nerau=-
goties uz da¥iem pasmagiem plerfidljumiem, neveiklo re-
dakeiju un eventuelim ne Jaulfim kl{idfm, minStie plemdri
tom8r pletiekoli plerfida ilespdjamibu n dimensiju telpas
diferenciflgoometri j& absollitos diferenciflrlkinus alz-
vietet ar ¥e lietdtfm elementlrdm metoddm. THS mums de-
va k& pazistamas Tpa¥Thas, t& ar® atllva atrast jJaunase.
TApSe eutoram ir arl nodoms ¥Ts metodes 1zlietdt kddR
turpmBkE sistemitiskd darb#, lal ple¥&ki apliikotu ¥e I-
sumi skartos jautfijurmus, k& arf citus, kas no tiem izriet.
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