
Uber tlie Bestimnung von zu,ei speziellen Klassen
von Eilinien.

Von

E. Griinbergs in Il,iga.

Herr P. Ganapathi hat in dieser Zeitschrift behauptet 1), daB die An-
zahl 11 der umschriebenen Quadrate einer Eilinie immer ungerade ist.
Dasselbe gelte von der Anzahl s der Spitzen der Mediane (d. h. des
(lrtes der Mittelpunkte der Durchmesser). 'wie Herr w. Fenchel bemerkt,
ist der Beweis diuser Sbtze nicht stichhaitigr). Herr H. Gericke hat
ferner Eilinien angeqeben, die gena,u zrvei umschriebene euadrate be-
sitzen 3), niimlich ein bestimurtes Dreieck und dessen Parallelkurven.
Einige einfache Betrachtungen werden uns gestatten, Eilinierr mit be-
-iebigem (also atrch geradem) q oder s herzustellen, die der strengeren
Definition der Eilinien geniigen, niimlich deren Tangente und nie ver-
.ehwindende Kriimmung sich stetig mit dern laufenden Punkte d,ndern.
llit llerrn F. Severi nennen wir solche Kurven intuitiv.

Eine Verallgemeinerung des Yerfahrens von Herrn H. Gericke gibt
-ine erste Methode zur Herstellung von Eilinien mit geradem q: In ein

'luadrat beschreibe man eine Eilinie E ein, die eine Mittelsenkrechte D
1s-. Quadrates zur svmmetrieachse hat. E bat clann immer noch ein

-;reites umschriebenes Quadrat, dessen eine Diagonale mit D zusammen-
."ilt. Falls noch andere umschriebene Quadrate in endlicher Anzahl vor-
:-anden sind. so sind diese zu je zweien symmetrisch in bezug auf D und
'',,,neinander 

'erschieden. 
Die Gesamtanzahl q der umschriebenen eua-

i:irte ist also, falls endlich, immer gerade.
Im folgenden erhalten wir ein verfahren zur effektiven Herstelrung

::uitiver Eilinien mit vorher gegebenem q oder s (q ) l, s ) 3). Der
;',rfende Punkt, Punkt E genannt, wird iiberall durch den Winkel q be-
.:inrmt, den die betreffende orientierte Tangente mit einem festen Si;rahl

ii ri et.

1. Es sei p(V) die Entfernung der Tangenten in den punkten g
-::-,) 

9' * n. Diese n'unktion hat offenbar die Periode z. Die Anzahl q

1r )Iath. Zeitschr. :t8 (193it), S. 490-49t.
- t Zentualblatt f. Math. I (1934), S. 30.
r ]lath. Zeitschr. 40 (1935), S. 201.
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der unischriebenen Quadrate ist gleich der Nullstellenanzahl der n'unktion

l(,p\:y\c)- r(v+ !)
in jedem Intervall fl 1 E < P + +. In

l(q) die gleiche Anzahl q von Nullstellen,

nie unendlich gro8 u'ird und

(1) t(,p+;) :-t(q)
ist. Die Anzahl der Nullstellen, in d.enen f (g) das vorzeichen rvechselt,

ist wegen (1) stets ungerade, also q ) 1 (der Fall (I : \ tritt auch

wirklich ein, z. B. bei der Ellipse).

Da wir nur einige und nicht etwa alle Eilinien mit gegebenem q be-

stimmen wollen, wd,hlen rvir pr (9) und also auch I (E) in der Form eines

Polynoms in sin2 E, cos2E. Es seien a;(i:1,2,.... q) die voneinander

verschiedenen l{ullstellen von f (q) im betrachteten lntervall und

ai (i : 1,2, ..., q) ihre respektiven Ordnungen. Durch Multiplikation der

einzelnen Glieder mit geeigneten Potenzen von sinz 2I f cos2 2 E Wingt'

man f (E) auf die Forru

I @) :1 (sin4 E, cos + E) fi (cos2aisin2 q - sin2 a'd cos2 E)(lt,

wo ]l ein beliebiges Polynom ."*:", ,*., variablen ist, das keine reellen

Nullstellen hat. Ferner ist, in Folge von (1)

jedem solchen Intervalle hat

da I (E) die Periode n hat,

(n20 und ganz).(2) ,Z,oo: 
2n ! 1

l(g), etwas einfacher geschrieben, lautet:

(3) I (il :1' (sin 4 9. cos 4 E) fl ,lsin2 
(E - a))Qi '

IJm nun alle Eilinien herzustellen, denen die so gebildete Funktion

I (rp) entspricht, beachten wir, daB der vektorenbereich einer Eilinie in

j.a", ni"nt"ng die doppelte Breite der Eilinie hat. Es geniigt also eine

bilini" .O zu bilden, die ein Symmetriezentrum hat und der die Funk-

tion fjq : 2 f (il entspricht. Alle anderen Eilinien, deren vektorenbereich z
ist, stellt man dann nach einem von Herrn P. Vincensini angegebenen

Verfahren her a).

Es sei der Koordinatenanfangspunkt das Symmetriezentrum von E

und p (q) sein Abstand von der Tangente im Punkte E' Dann ist

P ('P) : lt ltt':'(V),

4) P. Vincensini, Sur les corps convexes adntettant un domaine vectoriel

tlonn6, Comptes Rendus 201 (1935)' S' 761-763'
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muB man baben

p(,p)-n(v+|):ttvl.
Eine evidente Ltisung von (4) ist

P,(9): *l@),

rrnd. da p(cp) - pr(q) die Periode f, ttut, so ist die allgemeine Liisung

der gesuchten Art
p(cp) : * l@) -f- P(sin 4q, cos4q),

wo P ein beliebiges Polvnom von sin 4E, cos4E ist. Folglich ist

(5) p(il: $.F(sin 4E,cos+El ii fsin2(E -ar))oi-lP(sin 4cp, cos49).
I:I

Dann ist die Tangentengleichung von .E

(6) A(n,y, q) - rsinV -y cosq - P:0,
und die Elimination von g zwischen (6) und

AA
itr: ncos v'* Y sin q - P' : o

also

(1)

(7)

sibt die Parameterdarstellung in Punktkoordinaten (die Akzente bedeuten

Ableitungen nach g):

fr: -psinEl-p'cosE,
y:pcosp-ap'sinE.

Die Kurve E hat alle ihre Punkte in einem endlichen Bereich und

ist geschlossen. Ferner dreht sich die Tangente (6) im Punkte g stets

i:r derselben Richtung trm 2 n, wenn dieser Punkt die Kurve -E einmal

durchliiuft. Damit .E eine intuitive Eilinie ist, muB z in jedem Punkt'e

einen endlichen, stetigen und nicht verschwindenden Kriimmungshalb-

messer g haben. Da nun
dsn:;;_p)_p,,,

so sind die zwei ersten Bedingungen immer erfiillt, und es bleibt

(8) p (q) 'l p" (V) * 0 fiir jedes reelle 9.

Diese Bedingung ist hinreichend, denn wegen der bestd,ndigen Richtung

der Tangentendrehung kann E keine Doppelpunkte haben, ohne spitzen

zu haben, da die Tangente sich um 2n dreht, wenn der Beriihrungspunkt

die Kurve durchliiuft.
Insbesondere, ist (8) erfiillt, so verschwindet p nie. Wir haben also

den folgerden Satz: Hat das trigonometrische Polynom p(sin q, cosq)

(oder die Summe p(E) : i (*,cos'iq f b;siniq), was ja dasselbe ist)
i:r
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reelle Nullstellen, so hat auch e -f I di! reelle Nullstellen ftu k : 4.
d. qa

Genauere Untersuchungen, die nicht in den Rahmen dieser Schrift fallen,

wiirden wahrscheinlich eine untete Grenze fiir die Werte von k geben,

denn fiir jedes rt giltder Satz nicht (2. B. fiirp : n -l (n * L) cos q, k : :\
hat man p -l p" - n - (" - l)cos g).

Der Bedingung (8) ist leicht zu geniigen durch die Wahl eines kon-

stanten Gliedes in P, dessen verhii,ltnis zu den anderen Koeffizienten ge-

niigend gro8 ist. ]t und P kiinnen sich auf zwei Konstanten reduzieren.

Nehmen wir z. B. F : ak, P : o, so gibt (8)

W @) = !,fsin 
2 (e - oc1)]"; ):

a { kalII @) + n" (q)l * 0"

Nun ist aber
llr @)l < 1,

I fI" Gill < 4 ( b o)' : 4 (2n 1- t)'

bei Beachtung von (2). X'iir 
i:7

t"l / Ilkl< aeil t)r+t'k+0
stellt also

rsin q - y cos E - a{l +f / lrio 2(q - orr)l"t} : 0
i:1

eine Eilinie dar, die genau q umsehriebene Quadrate hat.
In konkreten n'hlen findet man natiirlich fiir d.en Parameter fr weitere

Grenzen, z. B. mu8 bei g: 2, &t:0, 4n: T, or:2, ao :1
l95

0.a lkt l,un
. [3b

sein, und es ist'^"i > 0,1095, wtihrend 4(2n t)' l-37-"'::<o,o2zr ist.

Bei Beachtung der Bedingungen (2) uncl (8) gibt aber die Tangenten-

gleichung (6), wo p die X'orm (5) hat, eine Eilinie mit genau q um-

schriebenen Quadraten, deren Seiten sie in den Punkten o.,+i| (i : 0,

1,2, 3) beriihren. Die ai ktinnen ganz beliebig gev'ii,hlt werden unter

d"er einzigen Bedingung

a, * o'(mod X), wenn i' + t.

2. Betrachten wir als Tangente eines konvexen Vieleckes eine Min-

kowskische Stiitzgerade, d. h. eine Gerade, die durch eine Ecke geht,
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ohne es in einem anderen Punkte zu schneiden, oder die mit einer Seite

zusammenfd,llt (in welchem Talle jeder Punkt dieser Seite ein Beriihrungs-

punkt ist), so gibt uns jedes konvexe n-Eck, dessen keine zwei Seiten

parallel sind, ein triviales Beispiel einer Eilinie, deren l\Iediankurve za

Spitzen hat.
In iihnlicher weise wie vorher, kcinnen wir jedoch auch intuitive Ei-

linien mit beliebigem s(s ) 3) herstellen.

Ds sei p(q) der Kriimmungshalbmesser im Punkte g' Die Zahl s

ist gleich der Nullstellenanzahl von

(e) R(q): e(E) - e@ *n)
in jedem rntervall f 3 E < F + n, da lR(g) der Kriimmungshalbmesser

der Mediankurve in dem Punkte ist, der E entspricht5). Genau d.ieselben

Betrachtungen wie im vorigen Paragraphen (nur ist hier die Periode gleich

)n) zeigen uns, daB in jedem solchen Intervall die gleiche Anzahl von

\ullstellen liegt, wobei ,B(g) in einer ungeraden Anzahl von ihnen das

\-orzeichen wechselt. ,R(g) hat aber noch Bedingungen zu erfiillen. sind

xo, Uo die Koordinaten des Punktes q : 0 und ist die r-Achse parallel

zu der betreffenden Tangente, so sind die Koordinaten des Punktes 9:

( i0)
7*: *,+ ['stq) cos sds,
ld
lq
l, : ,,+ J e(r) sin tPd'E,

lo

I f o,rl cos rpd,e :0,
ld

I f ",r, 
sin sd e :0.

to

Bei einer intuitiven Eikurve fallen die Punkte 0 und 2n zusammen.

Die beiden Integrale, von 0 bis 2 z genommen, miissen also verschwinden,

das hei8t es ist in X'olge von (9)

r 1l)

Diese Beclingrlngen zeigen, da8 s nie 1 oder 2 sein kann, denn in

iiesen beitlen I'iillen wiirde R (9) nur in einer Stelle E : a des Intervalles
,, < q ( z das Vorzeichen wechseln. Der Ausdruck

.B(E) sin (q - a): cos q&(d sin g - sin aR (E) cos cp

.--;rde also in diesem lntervall ein konstantes Vorzeichen haben und von 0
-,s z integriert eine von Null verschiedene Grii8e ergeben, was den Be-

:') P. Gana,pathi, Theorems on Ovals' Journal of the Annamalai Un' B I'
I lg39), s. 6?-7I. Man erhiilt dieses Resultat noch einfacher durch Differenzieren

:-;ch g,
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dingungen (11) widerspricht. .R(p) wechselt also in mindestens drei Null-
stellen das Vorzeichen; folglich ist s ) 3.

Wiihlen wir -E(g) und g(q) in der Form von trigonometrischen Poly-
nomen, so erhalten wir wie vorher

R(,il :1'(sin 2 E, cos2g)-il t.io (q - o,)f"'

mit

(r2) ii o, : 2n * 3 (m ) 0 und ganz)

und wenigstens drei o, orr*"rii, fernet

e@): ! R(q) f P(sin 2cp, cos2E\,

wobei 1 und P beliebige Polynome von sin 28, cos 2g sind, die fiir liein
reelles g verschwinden. Der so erhaltene Kriimmungshalbmesser p(g) ist
beschrbnkt und stetig, und die Formeln (10) geben stets endliehe Werte
{iir r uncl y. Ist (11) erfiillt, so ist die Kurve (10) geschlossen, und
jeder Tangentenrichtung g entspricht ein und nur ein Punkt g. Doppel-
punkte ktjnnen nicht auftreten, ohne da8 Riickkehrpunkte auftreten. Da-
mit also (10) eine intuitive Eiiinie darstellt, ist neben (ll) noch notwendig
und hinreichend, daB g nie verschwindet, was man durch die Wahl eines ge-

niigend gro8en konstanten Gliedes in P stets erreichen kann.
Den Bedingungen (11) geniigt man am einfachsten dadurch, da8 man

nterst F und die a1 beliebig wd,hlt, mit Beachtung von (12). Dann gibt
(11) zwei Gleichungen in sina; und cos cti, so da8 man alle aa, bis auf
zwei, frei wd,hlen kann. Es muB nur

ar*ch(modz) fiir if lsein,

was man gegebenen X'alles fiir die zwei letzten a2 durch eine eventuelle
Abd,nderung der frei gewdhlten a1 wird erreichen kijnnen.

Als besonders einfaches Beispiel von X'unktionen, die (11) und (12)

erfiillen, haben wir:
R(v) :2ak sin sq

s)3undungerade

id. i. o(/: (t l)!, a,:1)
urrd

R(E):2alt,sin g sinsq
s)4undserade

(a. i. ", : (i_ l)X, o,:2, ei: L fiir t > I).
Wiihlen wir dann P : a, so geben uns diese Funktionen fiir

o < lel< 1

intuitive Eilinien, deren Mediankurven genau s Spitzen haben.
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Nehmen wir in yo das bei der Integration von p sin g erscheinende

konsta,nte Glied a au{, so lautet die Parameterdarstellung der betreffenden

Eilinien
r &;-l-cos(s - ll,p -l -cos(s-l)ql\r:no+ei$nVf tl ".l t 

- -l_ s_l Ji
( , fr;-sin(s-ltE sin(sl]?lt!-!o+o1-cosE-ftl';_r , r 'li

fiir ungerades s und
t . ft;sin (s -21 

,p _ sin(s - 2) ?llr : no * a {stn I * zL zi"- 2) - z(s 2)' ll'
I fr11-cosss l- cos(s12)q l- cos(s-2)qlt

Y : Aol a \- cos q + t l- s 2(s1 2) 2(s-2) Ji

fiir gerades s. Bezeichnen wir die Punkte g und g I n mit M und M',
so ist der entsprechende Punkt N der Nlediankurve der Mittelpunkt von

lI M'. Die Koordinaten von 1[ sind

lr-f :.roaa2l ).

rt :lo+"lt l,
wcbei in die Klammern die in den Quadratklammern d.er entsprechenden

e und y enthaltene Ausdriicke zu setzen sind. Dann prii{t man miihelos

nach, daB i n(d wirklich der Kriimmungshalbmesser der Mediankurve

im Punkte /f ist. Da 1[ diese Kurve einmal durchld,uft, weno I von 0
bis z geht, hat die Kurve also genau s Spitzen.

(Eingegangen am 12. Sebruar 1936.)


