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Cand. math, E. Griinbergs.
Dazas transformacijas elementara geometrija.

Si referata autors, biidams viens no jaunakajiem Latvijas
matematikiem, pilnigi apzinas tam pieskirto godu — izteikties tik
ieveérojama sapulce. Tapec tam jo vairak jaatvainojas par iejauk-
Sanos jautajumad, kur vipS ir tikai verotajs no malas, un nevis
specialists, proti geometrijas maci3ana vidusskola. Si iemesla del
daZi spriedumi biis parak subjektivi. Referats galvena karta
domats dazu pardomu ierosinasanai. Ja tas biis izdevies, miisu
merkis biis pilnigi sasniegts.

Ka tas vispar ir atzits, mat€matikas maciSanas uzdevums
skola ir attistit logisku domaSanu. To jo seviSki var attiecinat
uz geometriju. No 57 viedokla raugoties, teor€mas ir tikai pa-
raugi, un tie$i uzdevumu atrisinaSanai bfitu jarada, cik talu sko-
léni piesavinajusies $adu doma@Sanu. Ja skolu beidzot tie iema-
cijuSies tikai zinamu skaitu teor€mu, bet neprot tas izlietat pat-
stavigiem logiskiem secinajumiem, tad mat€matika tiem ir bijusi
tikai lieks balasts. :

Autoram ir nacies noverot pie veiraku vidusskolu skol€niem,
ka geometrijas uzdevumus tie liela meéra uzliko ka kadu miklu
veidu, kas pie tam nemaz nav interesants. Skoleéns tad nu izme-
ginas kaut ko ,dabfit“, uz labu laimi velkot dazZadas taisnes un
rigkus. Ja nu $ada SvitroSana mnekadus panakumus nedod, kas
notiek visai biezi, jo  skoléns palaikam pat neapzinas, ko vip$s
isti mekle, atrisinajumu noraksta no biedra, vai ari to liek ,izré-
kinat“ privatskolotajam, nemaz pat necensoties to izprast.

Skolénu nesp€ja patstavigi atrisinat matematikas, it ipasi
geometrijas, uzdevumus ir diezgan zimiga lidzSin€jai mat€matikas
maciSanai misu skolas. Un ja skoléns nav laikus ieradis kaut
cik metodiski un patstavigi domat, velak tam griiti So sp&ju pie-
savinaties. Ir tak piedzivoti gadijumi, kur studiju beigads matg-
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matikas studenti, kas dazreiz pat paSi ir skolotdji, neprot tikt
gala ar pavisam elementariem geometrijas uzdevumiem, Skaidrs,
ka viss teiktais attiecas tikai uz caurmeéru; ir, protams, sastopami
ari izn€mumi, kam uz matématiku ir sevidka interese, bet ari tiem
palaikam skola maz ko devusi metodiska zipa.

Vares iebilst, ka daudzi skolu absolventi labi parzin izgemto
kursu. Bet ko tad tas dod? Kursa zinaSana un sp€ja logiski
domat ir divas pilnigi dazadas lietas, Un ja kads skoléns kursu
labi zina, bet nespgj atrisindt vienkarSus wuzdevumus, tad ir
skaidrs, ka vip$ savu kursu ir vairak vai mazak iemacijies no
galvas, bet nav to isti izpratis un piesavinajies. Neviens tak
neuzskatis par labu latinistu skolénu, kas no galvas iekalis visu
latinu grammatiku, bet nesp€j partulkot visvienkarsako Cezara tei-
kumu, ja vigS arl tulkojumu nav jepriek§ izmacijies no galvas.
Tapat ari prasme atstastit kadu kursa dalu nekada ziga
viena pati nenorada uz labam mat€matikas' zinaSanam.

Saja referata ir méginats dot daZus ierosinajumus skolenu
sekmigakai ievadiSanai matématiska domasana. Meés vel lieku
reizi uzsveram, ka no visparigas izglitibas viedokla paSai prasmei
atrisinat geometrijas uzdevumus nav sevikas nozimes. Si prasme
tomér ir vienigais kaut cik droSais krilérijs attieciba uz matéma-
tiskas logiskas domasanas realu piesavinaSanos.

Vispirms varétu pieverst -vairak veribas pasiem uzdevumiem
— macit tos pareizi formul€t, metodiski analizeét un izdarit even-
tudlds konstrukcijas k@ ari diskusiju. Sis jautdjums ir stipri
plass, kapec ari mes tani vairak neiedzilinasimies.

Otrs cel§ butu zindma programmas papladinasana no skolo-
tdja puses. Te nu var rasties iebildumi, kas biis versti ari pret
pirmo lidzekli — tikko atliekot laika iznemt obligatorisko pro-
grammu. un to iemacit skoléniem, kar tad nu vél lai nodarbojoties
ar blakus lietam. Sie iebildumi nav vairs dibindti. Ar neseno
skolu reformu, ka to ari vairakkart uzsveris Izglitibas ministra

kungs, palielinot vidusskolas klaSu skaitu ir noverstas parpilesa-

nas briesmas un katru priekSmetu ir iesp€jams apstradat mierigak

‘un pamatigak. Otrkart, autoram ir cieSa parlieciba, ka metodiski -
izlietajot abus minetos lidzeklus, skolenu darbs patiesiba tiks
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atvieglots un dos tiem lielaku svetibu. Ja tie reiz biis iemaciju-
Sies geometrija patstavigi domat un patstavigi secinat, tiem teo-
rémas nemaz vairs nebiis jakal: pietiks atcer€ties domu gaitas
virzienu, lai pieradijums naktu pats no sevis. Sada maciSana
skolotajam protams prasis lieku darbu, bet par to vigs vares
apzinaties, ka vigS saviem skoleniem iemacijis ne tikai zinamu
skaitu teor€mu (ko tie ta ka ta driz aizmirsis), bet tiem devis ari
ko daudz vertigaku -~ prasmi metodiski stradat.

Kursu eventueli paplaSinot protams ir jarikojas pec noteikta
plana. Tad var@s cinities vél ar otru negativu paradibu. Skoléni
visuma geometriju mazak ciena, ka algebru vai pat trigonome-
triju. Zinama meéra tas ir izskaidrojams ar subjektivo ievirzi —
arl radoSos matematikus me€dz sadalit ,analitikos“ un ,geometros®
— tomeér sava loma biis ari objektiviem apstakliem. Algebra un
trigonometrija teorija iet uz priekSu pa diezgan norobeZotu celu;
ari uzdevumi pieder pie zindmiem raksturigiem tipiem, ko var
atrisinat gandriz mechaniski. Geometrija, turpreti, pieradijumi ir
tik dazadi, ka skolenam daZs labs tiesam var likties ka kads
veikls triks, kur savelk kopa pavisam nesaderigas lietas. Tada
karta viegli kaut kur sirds dzijumos var rasties parlieciba,
ka geometrija ir tiri vai sagudrota nabaga skolénu mociSanai;
logiskas kartibas vieta tur saredz vairs tikai patvalu un nekartibu,
ko nemaz nav vérts censties saprast Sada uzskata dabigas sekas
tad ir vai nu pilniga atmeSana geometrijai ar roku, vai ari kal-
Sana no galvas. Te nu skoléniem diezgan daudz varetu lidzet
no vienas puses dodot plasaku skatu un no otras — tos tik talu
iepazistinot ar geometrijas page€mieniem un to biitiskam sakaribam,
ka vigi vairs nejustos ka neizbrienama purva. Tad ari skoléns
pats saks izprast Seometrijas logisko uzbiivi un ieglis parliecibu,
ka tam dotos uzdevumus vigs sp€j atrisinat paSa spekiem, kaut
arl daZreiz butu japiepiilas.

Ir vairakas iespgjamibas stradat Sai virziena. Vispirms var
dot dazus apvienotdjus principus, kas sevi ietver lielaku skaitu
teoremu. Ta, pieme€ram, antiparallelitates jédziens un ta divas
pamatipaSibas satur teor€mas par ievilkto Cetrstiiri, punkta pakapi
attieciba pret rigki, taisnlepka trijsttira katetes kvadratu, punktu
geometrisko vietu, no kuriem dotu nogriezni redz zem dota
legka, u.t t '
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~ Cits lidzeklis biis skolénus ieradinat rikoties ar geometris-
kam figliram, tds metodiski pelit: apzinaties, kas tie§i jamekle
un kadiem lidzekliem tas biitu atrodams. Tad _skolénam vairs
nebiis jakeras pie neaugligas ziléSanas. ,

Si merka sasniegSanai- liela nozime var biit dazam elemen-
taram transformacijam. Tira geometrija transformacijas ir page-
mieni, kas vienas figliras elementiem — punktiem, likn€m, vai
virsam ar noteiktu konstrukciju palidzibu liek atbilst citiem
sadiem elementiem, kas nosaka transformeto figru. Viegli
noprast, ka visvienkar3akas ir tas transformacijas, kas punktus
parvers punktos., Mes tad nu ari apliikosim daZas no Sim trans-
formacijam planimetrija, noradot ari uzdevumu vai figiiru tipus,
kam katra seviSki piem€rota. Min€sim arl daZus uzdevumus
analitiska geometrija plaksn€, kur paris planimetrijas sleédzieni
liela mera atvieglo aplésumus; Sadus uzdevumus atrisinot sko-
leni biitu japieradina iepriekS meklet vienkarsako atrisinaSanas
veidu. Tilip kerdamies pie aplésumiem tie var nonakt pie tik
sarezgitam izteiksme€m, ka nespej tas veikt.

Izteiksmes saisinaSanai izejas figiiru, ko mes transforméjam,
mes apzim@€sim ar F un tas atséviél;os punktus ar A, B, C, ..
Attiecigie transformétie punkti biis A’, B’, C’, ... un to kopiba
sastadis F transfomeéto figiiru F'.

Samera vienkarSas ir tds transformacijas, kas katru doto
figtirn F parverS kongruenta figiira, Tas sauc ari par parvie-
tojumiem, jo faktiski tas doto figiiru tikai parvieto cita stavokli.
Savu aplukojumu mes tad ari iesaksim ar visvienkarSako parvie-
tojumu — proti translaciju.

Translacija pastav katra punkta parv1etosana dota vir-
ziena par dotu atstatumu; to var definét ar noteiktu brivu vek-
toru plaksn€. Pieradisim, ka translacija ir parvietojums. Aplikosim
tris F punktus A, B, M un to transforméetos (zim. I)*). Péc transla-
cijas definicijas nogrieZgi AA’, BB’, MM’ ir paralleli un vie-
nadi, ta tad cetrstuyi ABB’A’, AMM'A’, BMM'B’ ir parallélo-
grammi, AB = A’B’, AM = A’M’, BM = B’M/, trisstiiyi ABM
un A’'B’M’ ir ta tad kongruenti. Ta ka tiem ir vienada orien-
tacija, parbidot F pa plaksni ta ka A sakristu ar A" un B ar B/,

- %) 8o un turpmakos zim, skat. pielikta tabula Ipp, 36,
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ari M sakritis ar M/, Par M més varam izveleties ikkatru F
punkiu, kas norada, ka peéc F parvietojuma td sakrit ar F’, ta
tad figiras F un F’ ir kongruentas. Translacija ta tad taisnes
parver§ parallélas taisn€s un uzglaba legku lielumu un orientaciju.

Ja gribam noteikt translaciju, lietajot tikai F un F’ elementus,

to visvienkar§aki var izdarit dodot atbilstoSu punktu pari A un A’. -

Katram F punktam M atbilstoSu punktu M’ dabuijam ka krust-
punktu taisném, kas caur M, respektivi A’, vilktas paralleli AA’,
respektivi AM. Ja M atrodas uz taismes AA’, Si konstrukcija,
neder, bet nav ne mazakas griitibas atrast kadu citu. Ari turp-
mak mes katrai tranformacijai dosim vienu vai daZas vispatigas
konstrukcijas, nepakavejoties pie gadijumiem, kur tas neder, jo
katrreiz specialas konstrukcijas var atrast bez griitibam.

Translacija, ka visai vienkarSa transformacija, uzdevumu
atrisinaSanai neko daudz nevar dot. Ta piem€rota uzdevumiem,
kur dota virziena jakonstrué dota garuma nogrieznis, ka gala
punktiem jaatrodas uz divam dotadm linijam. Sadi uzdevumi ar
attiecigas translacijas palidzibu atrisinami paris vardos.

Rotacija definéjama $adi: dots rotacijas centrs O un ori-
entéts legkis a. Katra F punkta M transformetais M’ ir tads, ka
OM == OM’ un orientetais legkis MOM’ ir ¢, Citiem vardiem,
nogriezni OM pagrieZot ap O par legki a, 12 gala punkts nonak
punkta M’. Punkts O ir dubultpunkts, t. i. tas sakrit ar savu
transformeto. Viegli pieradamas §adas rotacijas pamatipasibas:

1) Ta ir parvietojums; it ipaSi taisnes parverSas taisn€s un
lenki uzglaba savu lielumu un orientaciju.

2) Katra taisne T veido ar savu transform€to T’ orientéto
lenki a; 31 ipasiba izriet no ieprieks€jas, jo T veido ar OM tadu
pat legki ka T/ ar OM’.

3) O ir vienada attaluma no ka{ras {aisnes un tas trans-
formetas. '

Rotacijas noteikSanai ar F un F’ elementu palidzibu pietiek
divi atbilstosi stari Ax, A’x’. Rotacijas lepgkis ¢ ir legkis
(Ax, A’x’) un caur centru O iet tris linijas: AA’ vidusperpen-



dikulis, trissturim ABA’ apvilktais rigkis (B ir Ax un A’x’ krust-

punkts), jo (zim. 3.)
© = <L (Ax, A'x’) = 3T(OA, OA’),

un viena no Ax un A’x’ veidoto legku bisektrisem. Ta ka
figiram (O, Ax), (O, A’ x’) ir jabut kongruentam, O jaatrodas
tai paSa pus€ attiectha pret abu staru atbilstoSiem virzieniem. O
ta tad atradisies nevis uz bisektrises zBz’ , kas iet starp atbil-
stoSiem virzieniem Ax, A’x’, bet gan uz otras bisektrises yBy’.
Ja tikai stari Ax un A’ x’ nav paralleli un vienadi versti, vienmer
atrodams viens un tikai viens rotacijas centrs, ap ku;u griezot
staru Ax, var likt tam sakrist ar A’ x’.

Atrisinot geometrijas uzdevumus, rotécijas biezi lietojamas
kopa ar homotecijam, kapec attieciga tipa uzdevumus més apli-
kosim velak.

Rotacijas definicijai viegli dot daZus vispﬁrinéjumus.' Ja
mes centru O attalinam kada virziena, liekot lepkim reize dilt, ta

ka izteiksme 20Asin %, kas izteic atstatumu AA’, tiecas pret"

kadu galign robeZvertibu, rotacija aizvien mazak atskiras no
translacijas AA’ un, punktam O neaprobeZoti attalinoties, ar to

sakritis, Sis apstaklis ari norada, kapec diviem paralleliem un

vienadi verstiem stariem nevar likt sakrist ar rotacijas palidzibu,
bet gan izlietajot translaciju. Katru parvietojumu plaksn€ ta tad
var izdarit ar rotacijas vai tranmsldcijas palidzibu. Ja nu mes
apliikojam kadu figliru, kas kustas plaksn€, divos loti tuvos sta-
voklos F un F’, viegli saredzams, ka katra kustiba plaksne ir
sadalama elementdras kustibas — acumirkligas rotacijas vai tran-
slacijas. S5ada cela mes nonakam pie kinematikas teor€mas par
acumirkligas rotacijas centru. Ta, no vienas puses, var dot labu
priekSstatu par acumirkligo kustibu, bet no otras — €rtu lidzekli
tiri geometriska cela pétit dazadas trajektorijas.

Ja rotacijas lepkis ir w, attiecigo transformaciju sauc par
simmetriju attieciba pret centru. Simmetrija ir defi-
nejama ari vienkarsaki: O ir viduspunkts katram atbilstoSu
punktu parim. Citiem vardiem, punkta A simmetriskais A’ atrodas
~ uz taisnes AO, pie kam AO = OA’,
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Simmetrija, lidzigi translacijai, taisnes parvérS parallelas
taisnés, bet maina to virzienu.

Uzskatot A’ ki izejas figiiras F sastavdalu, ta simmetriskais

ir A So faktu izteic, simmetriju apzime€jot par involutivu

transformaciju. Ir skaidrs, ka translacija un vispariga rotacija
nav involutivas. ‘

Simmetrija ir sekmigi izlietajama uzdevumos, kur dots kada
mekl€jama nogrieZga viduspunkts un linijas, uz kujam jaatrodas
ta gala punktiem. '

Atrisindsim vienu $adu uzdevumu : konstruet Cetrsttiri ABCD,
kam dotas stavokli virsotnes B un D, diagonales AC viduspunkts
O un legki A un C (zim. 4). A un C ta tad respektivi atrodas
uz lokiem BED un BFD, ko més makam konstruet. Ta ka
O ir AC viduspunkts, A simmetriskais pret O sakritis ar C. C ta
tad atrodas ari uz loka BED simmetriska loka B’E’'D’ attieciba
ptet O. Ka redzams, uzdevuma konstrukcija ir~ diezgan vien-
kar§a. Drusku garaka, bet ari ne visai griita ir diskusija, lai
noteiktu gadijumus, kad uzdevumam ir O, 1, 2 vai bezgaligi
daudz atrisinajumu, jo ir janoteic tikai loku BFD un B’E’D’
krustoSands. Turpreti atrisinot So uzdevumu ar analitiskas geo-
metrijas palidzibu, ka viegli redzams, aplesumi biis visai sarezgiti.

Ir iesp€jams vél otrs simmetrijas veids, proti simmetrija
pret asi. Tas vispariga definicija it Sada: ir dota simmetrijas
ass (D) un virziens (u) (zim. 5). Punkta A simmetrisko dabi
velkot paralléli virzienam (u) caur A, kas Ske] 351 punkta M, un

atliekot uz §is paralléles MA’ = AM.

Apliikojamo transformaciju starpa §i ir pirma, kas gan taisnes
parver§ taisnés, bet visparigaja gadijuma uzglaba tikai tos garu-
mus, kas ir paralléli asij vai virzienam, To viegli redzét, ieve-
rojot, ka katra trijstira malas ir simmetriskas attieciba pret to
ietverto medianu paralléli treSai malai.! Ari lepka un ta simmet-
riska lielumi ir dazadi, pie kam legku un vispar figtiru orientacija
parveérSas preté€ja.

Biezi par simmetriju pret asi médz saukt augSmin€tas trans-
formacijas specialo gadijumu, kuar simmetrijas virziens ir ortogo-
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nals asij. Si speciala simmetrija uzglaba ka garumus, ta legkus.
Tomer ta nav parvietojums plaksng, jo katras figiiras F sim-
metriska F’ ir gan kongruenta ar F, bet preteji orientéta, Lai F’
liktu sakrist ar F, ta ir jaizce] no plaksnes ara un jaatliek ap-
griezta atpakal.

Simmetrija pret asi biis noderiga analogu uzdevumu atrisi-

nasanai, ka simmetrija pret centru. Bez tam visada veida sim-

metrijas var palidzet petit un padarit uzskatamas daZas figiiras
(it ipaSi telpa), kam ir simmetrijas asis vai centrs, t. i. kas sakrit
ar savu simmetrisko figliru attieciba pret $im asim vai centru.
Starp citu pastav visai vienkarSas sakaribas starp $adu figiiru
simmetrijas elementiem: asim un centru. Beidzot simmetrijas
elementiem ir nozime statika, piem&ram smaguma centra noteik3ana.
Homotécija ir bieZi un izdevigi izlietajama transforma-
cija. To defin€é 3adi: dots homotecijas centrs un homotecijas
attieciba k (patvaligs, pozitivs vai negativs skaitlis). Punkta A
homotetiskais A’ atrodas uz taisnes OA, pie kam (zim. 6)

OA’
OA

=k

Viegli redzet, ka homotgcija taisnes parvers parallelas taisnes,
pie kam lenki patur savu lielumu un orientaciju, bet visi atsta-
tumi tiek pareizinati ar k. Katra figiira parverSas tai lidziga figfira.
Ja k = — 1, attiecigd homotecija ir simmetrija ar centru O.

Gan viena pati, gan kopa ar rotaciju, homot&cija izlietajama
daudzos gadijumos. Vispirms ta ietver sevi visu lidzigo figfiru
teoriju, it ipaSi teor€mas par legka, trijstiya malu, vai ari staru
Skipsnas SkelSanu ar parallélam taisnem.

Ja ir dotas divas lidzigas figiiras lidziga stavokli, t. i. abas
ir orientetas tai paSa rigkoSanas virziena un viens atbilstodu malu
paris ir parallels, vienmer var atrast homotecijas centru O, kas
lauj vienu figtiru parverst otra. Ta, piem€ram, visas taisnes, kas
savieno atbilstoSus punktus abas figiras, iet caur O. Ja turpreti
vienai figiirai F ir simmetrijas centrs C, atbilstoSais punkts C’
biis F’ simmetrijas centrs un F un F’ ir divi homotgcijas centri
O un O,, kas iekSgji un argji sadala nogriezni CC’ abu figiiru
lidzibas attieciba.

It ipaSi katriem diviem dotiem rigkiem ar daZadiem radijiem
ir divi homotecijas centri O un O,, pie kam kopg@jas tangentes,
ja tadas ir, iet vai nu caur O vai O,. Sis fakts starp citu liela
mera atvieglina uzdevumu ar analitiskds geometrijas palidzibu
vilkt kop&jas pieskares diviem patvaligi dotiem rigkiem. Ja me€s
turpreti neizmantojam So apstakli, bet meginam tiedi atrisinat
uzdevumu, visparigd gadijuma mes nonakam pie pilna ceturtas
pakapes nolidzinajuma, kuya atrisinaSana prasa gajus un sarez-
gitus aplésumus. :

Ja doti 3 rigki ar centriem C,, C,, C;, tos ik pa diviem
gemot dabfijam 6 homotgcijas centrus, kas, ka to viegli pieradit,
ik pa trim atrodas uz 4 taisn€m, t4 saucamajam homot&cijas
asim. Sis asis izveido pilnigu Getrmali, pie kam doto rigku
centru linijas ir Cetrmala diagondles. Ka redzams (zim, 7) §1 speciala
pilniga Cetrmala katras divas diagonales treSo sadala harmoniski. .
Apliikojamai konfiguracijai ir daudzas vienkarsi pieradamas ipasibas.
Ta, piemeram, rigku radiji ir proporcionali to centru atstatu-
miem no homotecijas asim ; ja viens rinkis pieskaras kadai asij,
respektivi to Ske], ari abi par€jie tai pieskaras, respektivi to skel.

Ja mums ir dots kads patvaligs pilnigs Cetrmalis, ir iespe-
jams konstrugt aplitkoto figliru un tada karta pieradit, ka teorema
par Cetrmala diagonalem ir vienmér pareiza. Sis papémiens gan
ir visai makslots, bet par to tas izlieta tikai elementarus lidzeklus,
nevis transversalu vai projektivas staru Skipsnas ipasibas.

Konstrukcijas uzdevumos homotecija plasi izlietajama gadi-
jumos, kur meklejamai figlirai zinams viens gayums, bet pargjie
dotie elementi ir legki vai attiecibas. Ja, piemé€ram, jakonstrue
trijsturis, kam doti divi legpki un kaut kadu divu punktu atstatums
m, meés konstru€jam trijsttri, kam ir dotie leyki — tas bis
lidzigs mekletajam. Attiecigo divu punktu atstatums Sai trijsturi
biis m’. Pietiks izdarit homotéciju ar patvaligu centru (to bieZi
eérti novietot viena no paligtrijstiiya virsotném) un ar attiecibu

ki— 11,, lai dabtitu mekl€jamo trijstiiri. Tapat homotécija lieta-
m

jama visur tur, kur dota lepki jaievelk dotai figiirai lidziga figiira,
kam uzlikts vel kads noteikums. Sada tipa uzdevumi biitu;



konstruet rigki, kas iet caur dotu punktu un pieskaras 2 taisn€m, :

dota trijstiiri vai ripka sektora ievilkt trijstfiri, ka malas ietu dotos
virzienos, u. t. t. ;

Kopa ar rotfaciju homoteécija lietdjama konstrukcijas uzde-
vumos, kur dots kads mekléjamas figliras punkts un legki, zem
kadiem no ta redzami nogrieZni, kuru gala punktiem japilda vel
citi noteikumi. Paraugam aplitkosim §adu uzdevumu: dots
punkts A un divas taisnes D, D;. Jakonstru€ dotam trijstiirim
afy lidzigs trijsttiris ABC, pie kam B jadatrodas uz D un C uz
D, (zim. 8).

Ja ABC ir meklgtais trijsturis, tad

9: (AB, AC) == @: (aB, .CL"{)
o o

= AB .7 op

kas izsaka, ka C atrodas ari uz taisnes D’, ko m@s dabiijam

pagriezot D ap A par legki (a8, ay) un konstrugjot Sai pagrieztai

taisnei homotetisko attieciba % pret centru A. C ta tad biis

b
D, un D’ krustpunkts. Ari diskusija ir visai vienkar3a: jaizteic

tikai, ka D’ Ske] D,.

Uzdevumu var protams atrisinat ari citada veida, piemeram
konstrugjot punktu E, no kura trijstira afy malas saredzamas zem
tiem paSiem legkiem, ka trijstura ABC malas no D un D, krust-
punkta E, kas dod Cetrstiirim ABEC lidzigu Cetrstiiri afey. Si
konstrukcija tomer sarezgitaka, ta izlieta uzdevuma butibai, sveSo
punktu E un ari diskusija ir sarezgitaka, jo jaizsaka divu loku
krustoSanas un atseviSki jaapliko gadijumi, kad E ir frijstira a3y
iekSpus€ vai arpuse. ;

Visas apliikotds transformacijas faktiski neparsniedz vidus-
skolas planimetrijas programmu, bet gan tikai sistematize daZus
spriedumus un konstrukcijas. Tap&c ari tos var izlietat pat nepar-
kapjot programmas teksta burtu — pietiek katra atseviska gadi-
juma aprakstit izdaramos parveidojumus vai konstrukcijas un
pieradit mo tiem izrieto$as vajadzigas ipaSibas.
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Tagad apliikosim {ransformaciju, kas vairs nav ietilpinama
vidusskolas programma, bet ir loti noderigs ierocis dazadiem
pétijumiem geometrija — proti inversiju. Tai iesp€jams dot
daziadas definicijas; vienkarSa un vispariga ir sada: dots inversijas
centrs jeb pols O un inversijas pakape ea? kur e = +1 vai
—1 un a ir dots gajums., Punkta A inversais A’ atrodas uz OA,
pie kam : : ‘

GA, @R — e’

Atkariba no e zimes rund par pozitivo inversiju,
kam e = -1 un O atrodas nogriezna AA’ arpus€, un nega-
tivo inversiju, kam ¢ = —1 un O ir starp A un A’.
Augseja sakariba rada, ka inversija ir involutiva transiormacija,
jo A’ inversais ir A.

Ja kadu figliru parveidojam ar divam dazadam inversijam,
kam ir kopejs pols O, dabitas figiras F’ un F” ir homotetiskas.
Tie§am, ja A ir kaut kads F punkts in A’, respektivi A” ta in-
versais, attieciba pret O, tad

0K . DA" = &
un '—'—A- : _A” :82322,
kas dod
ORA/
_Oi\ — 51312 — konst
AQ” 3985
Tic§i §ada veida mes defingjam homoteciju.  Sis apstaklis

rada, ka kadu figiiru parveidojot ar pozitivu vai negativu inver-
siju, dabititas figtiras principiali neatSkiras.

Aplikosim tagad daZas svarigakas inversijas IpaSibas.

Divi pari inversu punktu atrodas uz kop€ja rigka, Ja A, A’ un
3, B’ ir §adi punkti, rigkis, kas iet caur A, A’ uu B, Skels OB
kida punkta B” (zim. 9), pie kam
@At

©B . OBl — @1

Bet ti ki OA . OA” — ca® — OB . OB’, redzams, ka
OB’ = OB” un B’ un B” sakrit. Bez tam vél redzams, ka
taisnes AB, A’ B’ ir antiparallélas attieciba pret ler,llfa AOB malam.
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Ja tagad punktam B mes lickam tuvoties A pa kadu likni L,’

B’ tuvosies A’ virzidamies pa inverso Jikni L’. TaiSgu AB un
A’ B’ robezstavokli irlikgu L un L’ tangentes AT un A’ T’, kas
biis antiparallélas pret dubulto taisni OA, citiem vardiem veidos
ar to vienadus, bet pret&ji orientetus legkus (zim.10). Tas’pats biis ar
kuru katru citu likni, kas iet caur A un t@s inverso — ta tad
inversija uzglaba legkus, bet maina to orientaciju. It ipasi, ja
divas liknes punkta A viena otrai pieskaras vai ir ortogonalas,
tas pats notiks ar vigu inversam likn&m punkta A’. '

Otra inversijas svarigaka ipaSiba ir ta, ka ta rigkus, kas
iet caur polu, parver§ taisn@s, bet visus par€jos — atkal rigkos.
So ipaSibu var daudzejadi pieradit. Izvelesimies sekoSu veidu,
kas derigs abiem gadijumiem. Dots kads rigkis, kas neiet caur
O (zim.11). A un B lai ir ta diametra gala punkti, kas iet caur
O, un M kaut kads rigka punkts, Attiecigie inversie punkti bis
A’, B/, M’. Ta ka taiSgu pari AM, A’ M’ un BM, B’ M’ ir
antiparalléli attieciba pret lepka AOM malam, A’ M’ veidos ar
B’M’ tadu pat legki, ka AM ar BM. Ta ka Sis pedgjais legkis
ir taisns, ari
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un M’ atrodas uz rigka ar diametru A’ B’. Ja M apraksta visu
pirmo rigki, M’ aprakstis visu otro rigki, ta tad teor€mas viena
puse ir pieradita. Ja nu O sakrit ar A, 3 OMB 'un tam vien-
lielais <~ O’ B’ M’ top taisni. M’ ta tad atrodas uz taisnei OB
punkta B’ vilktd perpendikula. Ja M apraksta visu rigki, M" apraksta
visu 3o perpendikulu, ta tad caur polu ejosa rigka inversa ir taisne.
Redzams, ka ari otradi, polu nesaturoSas taisnes inversa figira ir
caur polu ejoSs rigkis. Ja taisne turpretim iet caur polu, ta ir
pati sava inversa. Viegli atrast dazadas ertas konstrukcijas rigka
vai taisnes inversai figfirai.

No teikta redzams, ka inversija var liela mera atvieglot
uzdevumu atrisinaSanu, kas saistiti ar rigkiem. Divus dotos
rigkus iespéjams vienmér parverst vai nu taisn@s, ja tie Skelas,
vai arl koncentriskos rigkos, Ta, piem€ram Apollonija
problemai: konstrugt rigki, kas pieskaras trim dotiem rigkiem
(ka to robeZforma var biit ari taisnes vai punkti), vai pat Sis
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problémas visparingjumam: konstrugt rinki, kas zem dotiem leg--
kiem Ske] tris dotus ripkus, sameéra vienkarsi ir dodams vispare-
jais atrisindjums un ari diskut€jams atrisinajumu skaits un iespe-
jamiba. Turpreti bez inversijas *So paSu uzdevumu atrisinasana
ir stipri sarezgita — ir jaapliiko dazadi speciali gadijumi — un
pilniga diskusija praktiski gandriz nemaz nav izdarama.

Illustracijas pec aplikosim uzdevumu: konstrugt rigki,
kas iet caur 2 dotiem punktiem A un B un pieskaras dotam
rinkim (R) (zim. 12.). lzdarot inversiju ar centru A un pakapi
vienadu ar A pakapi pret rigki (R), (R) blis pats sava inversa
tigira, B dod viegli konstru€jamo punktu B’ un mekletais rigkis
parvérdas taisng, kas iet caur B/ un pieskaras (R). Sadas taisnes
ir divas, un to pieskarSanas punkti T/, T,’ ir meklgjama rigka
pieskarSanas punkta inversie. Izdarot vel reiz to paSu inversiju,
B’ dod B; T’ un T,’inversie punkti T un T, ir tie, kur taisnes
T'’A, T,’Aotrreiz Ske] (R) un trijstirim ATB respektivi AT,B ap-
vilktais rigkis ir mekletais. Uzdevumam ta tad ir divi atrisina-
jumi, ja tikai B’ atrodas arpus (R). Viegli redzams, ka tas biis
tad, un tikai tad, ja A un B ir vai nu abi (R) arpus€, vai iekS-
pus€. Tapat nerada griitibas daZzi atseviSki gadijumi, kur taisne
AB ir (R) tangente, vai ari viens no punktiem ir uz (R).

Aplitkoto uzdevumu, protams, ir iespéjams atrisinat ari ar
daudziem citadiem pag€mieniem. Var piem€ram konstru€t punktu
C, kur 3kelas (R) pieskares punkios T un T,, jo velkot caur A
un B kadu rigki, kas Ske] (R), to kop€ja chorda krusto taisni AB
punkta C, tomér neviena cita konstrukcija nerodas tik dabiga
cela, ka minéta.

Ari dazadu konfiguraciju pétisand inversija dod
lielas iespejamibas. Ta, pieméram, viegli iesp€jams atrisinat Sadu
jautajumu : kadiem ftrijstiiriem, kam malas ir taisnas vai rigku
loki, lepku summa ir ©? — Vispirms der ftrijstiiyi ar faisnam
malam. Skaidrs, ka neder trijstiiyi, kam tikai viena mala ir rigka
loks. Ja tagad kadam trijstiirim divas malas ir loki, izdaram
inversiju, centru pemot So loku tai krustpunkia M, kas nav virsotne.
Lai inversais trijstiiris, kam lenki ir tie paSi ka dotajam, nepie-
derétu pie iepriek§ minetas kategorijas, ari treSai malai jatop par
taisni, t, i. treSam ripkim jaiet caur M. No inversijas viedok]a
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var teikt, ka plaksnei ir viens vienigs bezgala ta]S punkts —
taisnes tad ir tigki, kas iet caur So punktu. Atbilde uzstaditam
jautdjumam, ka redzejam, ir $ada: lai rigku loku veidotam trij-
stirim legku summa biitu =, ir nepiecieSami un pietiekosi, ka
visiem trim rigkiem ir kop€js punkts.

Ari bezgaligi daudzu rigku saimes €rti petamas ar inversiju.
Rigku saimi, kam ir divi kop&ji punkti, ta atlauj parverst taiSpu
Skipsna ; minétai saimei ortogonalo rigku saime tad parverSas
koncentrisku ripku saim&.  Tapat ari telpa viegli apliikojamas
rinku izveidotas figliras. Min@sim tikai to apstakli, ka Latvijas
Universitates $aja macibas gada izsludinato sacensibas darbu par
Dipena ciklidam ir iespéjams loti pilnigd veida apstradat ar
inversijas palidzibu, bez . neviena aprekina vai formulas, vienigi
izlietdjot daZas diferencialzeometrijas teorémas Dip€na ciklidu
definicijas parveidoSanai piemérota veida.

Apliikotie gadijumi attiecas uz figiiru formalam ipasibam,
bet tie ne talu neizsme] inversijas lietaSanas iesp€jamibas. Ta
var dot melriskas ipaSibas : piem€ram parveidojot taisnes punktu
ipasibu

AB+BC=AC,

m@s dabiijam pirmo Ptolomeja teoremu ievilktam Cetrstlirim.

Lidzigi dabiijama ari otra Ptolomeja teoreéma. Tad vel inversija
nemaina anharmonisko attiecibu 4 rigpka, respektivi 4 taisnes
punktiem (ka zinams, par anharmonisko attiecibu etriem punktiem,
kas atrodas uz rigka, sauc to, kada Sajos punktos vilkfas pie-
skares sadala patvaligu piekto pieskari).

Saja parskata, ka redzams, ir grib&ts vienigi dot kadus
ierosinajumus transformaciju izlietasanai vidusskolu planimetrijas
kursa. Tapec ari galvena veriba piegriezta to ,praktiiskai pusei®,
t. i. aplilkotas tikai daZas tieSi izlietajamas pamatipaSibas. Vienigi
inversijai doti drusku plasaki noradijumi izlietaSanas iespejamibam.
Lai vairakkart nepavairotu referata apjomu, bija pilnigi jaatmet
pasu transformaciju pétiSana. Si iemesla del ari pats referats
sirgst ar metodes triitkumu, pret ko tas bija grib€jis cinities.
Viegli noprotams, ka ari paSas transformacijas var diezgan plasi
izpetit tik pat elementara cela — var, pieme€ram, katrai atrast
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visus dubultpunktus, invariantas figiiras un figliru saimes, para-
metru skaitu, noteikt, kadas transformacijas veido grupu un kadas
ne, u, Lo i

Katrs skolotajs, protams, pats noteiks, vai vips vispar atzist
par derigu apliikoto principu izlietaSanu sava maciba un kada
méra vig§ to daris. Ja varbiit Sie ierosinajumi nebiitu pieme-
rojami kartejam klases darbam, tomer ir japatur prata, ka klase
nav tikai amorfs kollekiivs, bet ka taja ir ari toposSas personibas,
nakosie Latvijas liktepa veidotaji. Ja nu kads skolens interes€jas
par matématiku, paverot tam plasakus apvarkSgus, kaut ari arpus
stundam, skolotajs vigam ne tikai sagadas prieku, bet ari dos
svéligu ierosinajumu patstavigam darbam, kas dienas var vaiga-
goties ar lieliem panakumiem un palidzét misu teviju celt saulite
pargjo kulttras tautu vida,
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