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Darba parskats

Ievads
Promocijas darba mérkis ir ar vienotu metodiku aprakstit procesus vidés ar kartainu
struktiru. Darba apvienoti divi pétijumu bloki. Pirmais no tiem saistits ar
astondesmitajiem gadiem un taja pétiti filtracijas procesi kartainos naftas un pazemes
tidens slanos; Sajos darbos piedavati jauni matematiskie modeli, kuri iegiti ar
originalu konservativas viduvé$anas metodi, tai skaita izmantojot integralos splainus.
Otrais petfjumu cikls saistits ar p&d€jiem desmit gadiem un taja veidoti jauni
matematiskie modeli sisttmam ar izstieptam virsmam (siltuma mainiem), Ipasi
analiz€tas sist€mas ar taisnstiira ribam, tam izstradatas jaunas tuvinatas un precizas
risinaSanas metodes. Procesiem par intensivo t€rauda ridiSanu tdeni (ellas vieta)
izmantots hiperboliskais siltuma vadiSanas vienadojums, problémas risinatas tuvinati
ar konservativas viduvéSanas metodi un Grina funkciju metodes visparinajumu
atrisinajumu reducgjot uz integralvienadojumu.
Autoram par promocijas darba temu kopa ar lidzautoriem ir 40 publikacijas, no tam
promocijas darba izmantoti 35 raksti.

Temas aktualitate

Promocijas darba apskatitajiem procesiem ir svariga tautsaimnieciska nozime. Naftas
slanu ekspluatacijas metodika bija loti svariga 20.gs 80-jos gados, tie tika veikti péc
Maskavas Naftas un gazes institita liguma un péc Rietumsibirijas Samotloras
atradnes temperatiiras lauka aprékiniem LU vadiba san@ma pateicibas vestuli no
minéta institiita vadibas. Pazemes tidenu filtracijas, piesarnoSanas un attiriSanas
procesi tika veikti ar jauna tipa matematiskajiem modeliem, kuri izmanto darba
vaditaja A. Buika defingtos integralos splainus. Sis darbs tika veikts sadarbiba ar
Maskavas universitates Hidrogeologijas katedru un Freiburgas, Vacija Kalnu
ripniecibas institlitu. Procesi par intensivo terauda riidiSanu udeni tiek veikti
sadarbiba ar ASV, Ukrainas, Griekijas un Horvatijas zinatniekiem un praktikiem
WSEAS projekta ,,Database for cooling capacities of various quenchants to be
developed with the modern computational and experimental techniques” ietvaros,
vaditajs ir doktors Nikolajs Kobasko, ASV, Ukraina.

Darba merkis
Promocijjas darbs ir teorétisks pétijums ar praktiskiem lietojumiem filtracijas plismu
analizei kartainos naftas, gazes un pazemes udens slanos, siltuma parneses procesu
analizei sistémas ar izstieptam virsmam, intensivas t€rauda riudiSanas procesa
aprakstam ar hiperbolisko siltuma vadiSanas vienadojumu.

Pétijjumu metodika

Pirmkart, aprakstot ar matematiskajiem modeliem dazadus tehnologiskos procesus,
tiek konstruéti specifiski matematiskie modeli, kuri biezi ir originali, butiski atSkiras
no literatira apskatitajiem.

Otrkart, darba tiek izmantotas matematiskas fizikas tradicionalas metodes: analitiskas
un skaitliskas metodes. Pie analitiskajam metodém pirmam kartam jaatzimé Grina
funkciju metode ar tas modifikacija regulariem nekanoniskajiem apgabaliem, splainu
metode, tai skaita integraliem splainiem, konservativas viduvéSanas metodes izstrade
un izmanto$ana vienadojumam ar nepartrauktiem koeficientiem. Skaitliskas metodes
izmanto galigo diferenéu metodi un tas modifikaciju vienadojumiem ar



robeznosacijumiem, kuri satur augstakas kartas atvasinajumus, kadi ir
pamatvienadojumos.

Zinatniska novitate un galvenie rezultati
Promocijas darba vaditaja A. Buika defin€tos integralos splainus $aja darba
tieck piedavats uzrakstit normalizéta forma, dodot ari citu atklatu reprezentacijas
formulu, kura tiesi atdalita robeznosacijumu ietekme.
Dota atklata reprezentacijas formula klasiskajam kubiskajam splainam.
Konservativas viduvéSanas metode izmantota arT galigam n- dimensiju

cilindram, citiem vardiem, parcialam diferencialvienadojumam ar nepartrauktiem
koeficientiem un dazada veida robeznosacijumiem, tai skaita nelineariem.

Tiek piedavati matematiskie modeli un to risinaSanas metodes viena un
daudzu slanu pazemes slanu filtracijas procesiem.

Doti jauni matematiskie modeli divu un tris dimensiju stacionaram un
nestacionaram problémam sist€mam ar vienu vai vairakam ribam.

Piedavatajiem divu un tris dimensiju stacionaram un nestacionaram
problémam probl€émam sistémam ar vienu ribu doti tuvinatie un precizie atrisinajumi.

Piedavati intensivas t€rauda ridiSanas Udeni matematiskie modeli ar
hiperbolisko siltuma vadiSanas vienadojumu.

Konstrugti tuvinatie un precizie atrisinagjumi intensivas t€rauda riuidiSanas
procesiem iident.

Darba praktiskais pielietojums
Piedavatie matematiskie modeli ir tiku$i izmantoti naftas ieguves procesu
prognozeSanai, pazemes tdenu piesarnoSanas un attiriSanas procesu prognozeésanai,
siltuma mainu ar izstieptam virsmam efektivitates aprékiniem un teérauda rudiSanas
procesa norises procesa modeléSanai.
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Pirma dala. Integralie splaini un konservativas viduvésanas metode
Saja pirmaja dala ir apskatits matematiskais aparats, kur§ tiks izmantots
turpmakajas divas dalas. Apskatiti integralie splaini un konservativas viduvésSanas
metodes dazi visparinajumi. Abas pieejas tiks pielietotas nakamajas divas dalas,
modelgjot dazadus procesus kartainas vid€s, sist€mas ar izstieptam virsmam un
procesus intensivai térauda rudiSanai. Saksim ar gabaliem gludas funkcijas integralo
vid€jo vertibu ar jauna normaliz€ta tipa splainiem.

1. nodala. Normalizeti integralie splaini
Integralie paraboliskie splaini (IPS) pirmo reizi tika definéti A. Buika darbos [1], [2]
un nepublic€taja monografija [3]. Raksta [4] formuléts IPS visparinajumu: taja tika

Seit tieck piedavats jauna abu integralo splainu “normalizéta” forma. Galvenie 3is
nodalas rezultati atspoguloti rakstos [5]-[9].

1.§. Integralie paraboliskie splaini
1.1. Piepemsim, ka dota nepartraukta, gabaliem gluda funkcija U(x),x €[a,b]. Talak,
pienemsim, ka pirmie atvasinajumiem U'(x), ieks$€jos punktos x,,i=1,.,N ir

galigs I&ciens:
k U'(x,-0)=kU'(x, +0),i=1,..,N. (1.1.1)*

Seit k,i=0,.,N ir doti pozitivi koeficienti. Funkcijas nepartrauktibas dg]

izpildas vienadibas:
Ux,-0)=U(x,+0),i=1,..,N. (1.1.2)

Visbeidzot, papildus ir dotas funkcijas U(x) vidgjas integralas vértibas u, pa

visiem apakSsegmentiem [x,,x,.,], 1=0,..,N, x,=a,x,,, =b:
u,=H;' j- U(x)dx,H, =x,,,—x,i=0,...,N. (1.1.3)

Interpolacijas dél nepiecieSams tuvinati rekonstruét funkciju U(x) , izmantojot
nosactijumus (1)-(3) un $adus visparigus robeznosacijumus (RN) intervala galapunktos
X=aun x=b:

—v ke U'(a)+ AU(a) = D,, (1.1.4)

vk U'(b)+ AU (b)=®,. (1.1.5)

* Formulas pirmais skaitlis norada nodalu, otrais - paragrafu, tresais - formalas numuru paragrafa.



Sadi RN ir tipiski parastajiem un parcialajiem diferencialvienadojumiem. Patiesi,
jav,=0 (v,=0)un A =1(4 =1), més ieglstam Dirihlé RN, ja v, =1(v, =1) tie
dod Neimana RN (ja 4, =0 (4, =0)) un Robina RN (ja 4, >0 (4, >0)).

Darbos [1]-[3] tika pieradits, ka $1 interpolacijas probléma var tikt atrisinata ar
otras pakapes interpolacijas polinomu splainu $ada forma:

_ )2
S(x)=u, +m(x—%)+e, {%—%}f =(x,+x.,)/2,G =H,/k>0.  (1.1.6)

S1 splaina forma precizi izpilda integralas sakaribas (3) visam realam nezinamo
koeficientu m,, e, verttbam. Nezinamo 2(N +1) brivo koeficientu noteikSanai ir

nepiecieSamais vienadojumu skaits (1), (2), (4) un (5). Rakstos [2], [3] tika pieradits,
ka visi koeficienti m, var tikt izteikti caur koeficientiem e, divas formas:

a) priek§ i =0, N —1

kimi(Gi + Gi+1) = 2(ui+l - ui) o ei(Gi /3+ Gi+l) - 2/38i+1G1'+1; (1.1 '7a)

b) priek§ i =1, N,

km (G, +G._)=2(u,—u,)+e(G,/13+G, ) +2/3¢_G.,. (1.1.7,)

Izsledzot koeficientus m, no sisttmam (7,), (7,)iegistam priek§ i=1,N -1

linearu algebrisku vienadojumu sistému koeficientiem e, (sk. [1] - [3]):

de_+Ce+Be, =Fu_ —Fu+Fu,,. (1.1.8)

Seit priek§ i =1,...,N—1:

4= GH(Gi +Gi+1)’ B = Gi+1(Gi +Gi—1)’Ci =4, +B,+D,

D, (Gi+Gi+l)(Gi+Gi—l)’F;7 :3(Gi+G‘ )7 Ff =F., F :Ff"'F'i'

i+1 i

(1.1.9)

RN (4), (5) aproksimacija ir $ada:

myk, [VO + 4 %) -e, (VO + 4 %j = A, —D,,

myky (V] +ﬂ1%j+ez\, (vl +ﬂ1%)=®1 — Ay,
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Rakstos [1], [2] tika izrakstita sist€mai (7) identiska vienadojumu sist€éma ar diviem
papildus degenerétiem fiktiviem koeficientiem:

e, =ey,, =0.
Sim noliikam rakstos [1], [2] tika apskatiti divi atskirigi varianti:
1) 4,20 (un 4, #0). Tad
G, =2v,/ ,,Gy,, =2v, /[ A, u =D,/ A, uy,, =D,/ 4; (1.1.10,)
2) 4,=0(un 4, =0). Tad
G,=2v,-G,,Gy,, =2v,—Gyu =D, +u,, u,,, =D, +u,. (1.1.10,)
Otraja gadijuma dazi koeficienti at$kiras no vispargja gadijuma (8):

4,=D,, B, =D,.

Koeficienti e, IPS var tikt atklati izteikti caur visam viduvétajam integralam vertibam

(121, [51-[8D):

J

e = a,(u,, —u,)sgn(i—j+0.5),i=-LN+L. (L.1.11)

Raksta [2] matrica {% } tika pakapeniski atrisinata visiem j =0, N :

a,; =0y, ,; =0,

Aia[—l,j+ciaij+Biai+l,j =0,i# j,i#j—1,
) (1.1.12)
4ea,,,+Ca,-Ba,, , =F", i=j-],

i1, i+l j i

_Aiai—l,j + Ciaij + Biai+1,j =F, i=].

Viegli redzet, ka linearo algebrisko vienadojumu sistéma (8) (Iidz ar to art (12)) ir
sisttma ar stingri domingjosu galveno diagonali. Sadai sistemai ir tikai viens
atrisinajums un aprékinu kliida var tikt viegli caur sist€émas labo pusi.

1.2. Saja promocijas darba tiek piedavata atikiriga “normalizéta” splaina galveno
koeficientu e, atraSanai:

ae +(1+a +b)e +be. = fu  —fu+fu., i=1.,N-1I. (1.1.13)

11



Papildus tam mes izmantojam citu formu pirmajam un p&d&jam linearas algebriskas
vienadojumu sistémas vienadojumam:

(I+a,+b,)e, +bye, = fou_,— fou, + fyu,,

(1.1.14)
ayey +(1+ay +by)ey = fuy, = fuuty + futty,-
Seit
fi=1
un

a,=G_/(G+G._),b=G, /(G +G,,), [ =3/(G+G_). [ =3/(G+G,,).
Lidzigi ar ieprieks€jo situaciju gadijumam A, = 0 (A, = 0) mums ir specialas formulas

koeficientiem g, un b, :
a,=b, =1.

Atzimésim, ka §1 forma ir nozimiga, ja bitiski atSkiras koeficienti £,,i=0,...,N.
Atskiriba no sistémas (8) més piedavajam ari citu reprezentacijas formu koeficientiem
e. . Sireprezentacija skaidri parada RN tipa un to labas puses ietekmi uz splainu:

N

ei=7i(0)ﬁ1_”—1+7z‘(1)f1\7”N+1 Z s =0 (1.1.15)

Reprezentacijas (14) koeficienti var tikt noteikti no $adam linearam algebriskam
vienadojumu sist€mam:

a) Sistéma vienadojumiem y*

(+ay,+b)y” +by® =1,
ay®+(l+a +b);/(°)+b}/(0) =0,i=1,...,.N—1, (1.1.16)

N7//(v0)1+(1+a +b )7/(0)

b) sistéma vienadojumiem y "

(1+a, +b,)y" +b,y" =0,
ayV+(+a+b)yy" +byV =0,i=1,.,N-1, (1.1.17)

N7//(v1)1+(1+a +b )7/(1) =1
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¢) un N+1 sisttmam(j=0,..,N) prieks S, :

(I+a, +b0)ﬂ0,j +b0ﬂl,j =0,
apf. +(1+a[+b[)ﬂij +b[,6’i+1’j =fj_5i71,j—fj5i’j +fj+5i+1,j,i=1,...,N—l, (1.1.18)
aNﬂNfl’j+(l+aN+bN)ﬂN,j =0.

Velamies pieverst uzmanibu daziem svarigiem jauno integralo splainu ipasibam.
Pirmkart, Sie splaini precizi interpolé funkcijas U(x)integralas vertibas (3). Otrkart,
tie precizi interpolé saistibas nosacijumus (1), (2). Treskart, jaunajai reprezentacijai
(10) (un 1pasi (15)) ir loti interesanta Tpasiba lietojuma diferencialvienadojumiem. Ka
viegli redzt, vektora y“ = (7)Y, k = {0,1} komponentes un matrica S =(5;);_, ir
atkarTgas no rezga punktu x, , koeficientu &, un RN tipu (4), (5), tacu tie ir
neatkarigi no integralam vértibam u, un RN labajam pusém ®,,®, . ST ipasiba
nozimé, ka fiksétiem rezga punktiem un koeficientiem &, mums vektora y"“un
matrica f jarekina tikai vienu reizi. P&c §1 aprékina integralam splainam mums
jasasummé tikai galiga summa (15). ST reprezentacija (15) ir Joti nozimiga
diferencialvienadojumiem ar partrauktiem koeficientiem. Atzime&sim Seit, ka
reprezentacija (15) var tikt uzkonstruéta ar1 klasiskajiem splainiem [10]-[13] (sikak
tas apskatits paragrafa 1.3.).

1.3. IPS aproksimacijas kliida var tikt noverteta sadi.
Teoréma. Ja nepartraukta, gabaliem gluda funkcija U(x),x €[a,b] apmierina

nosactjumus (1)-(3):

U, -0)=U(x, +0),k_U'(x,-0)=kU'(x, +0)i =1,..., N,
u, =H;' j U(x)dx,H, =x,,, —x,,i=0,..,N

tad tas interpolacija ar splainu IPS ir novért€jama ar nevienadibu:

U @) -50 @< a, A p =012

3.4])

Seit w ir nepartrauktibas modulis atbilstosajai funkcijai [13]:
oU,8) = max U(x+h)-U(x)|.

x,x+hela,b]

(1.1.19)

A, =maxG,,a, = a)(U",2

13



Tas izpildas divreiz nepartraukti diferencgjamai funkcijai, kura partraukuma punktos
izpilda §adu nosactjumu:

kKU"(x, —0)=k’,U"(x, +0).
Ja funkcija U € C 1[Z0 »Zy.4 ] » tad novertéjums pavajinas:
~ ql-p
U? ()= 57 ()| < Cpay [Ay| "L p =01 (1.1.20)

Sis teorémas pieradijumu reduc@sim uz aproksimacijas teorému klasiskajam paraboliskajam
splainam [13]. Sim noliikam no argumenta x parejam uz jaunu mainigo z :

X=X
Z,=a,z=z + ,Z

i k i+1

i i

1

H,
=2+G,,G, =5 H, =%, ~x,i =0.N.

Viegli ieraudzit, ka mainigajos z funkcija U(z) ir nepartraukta un gluda funkcija. Integralais
paraboliskais splains S,(z) tagad aproksimé gludu funkciju segmenta [z,,z,,,]. Ta ka
splains interpolé vid&jas integralas vertibas, tad katra apakSintervala [z, z,,, ] splains krusto
likni U(z) kada punkta Z: , [idz ar to integralais splains ir uzskatams par parasto parabolisko
splainu [13] segmentam [z,,z,, ]. Maksimalais attalums starp diviem Z: nevar
parsniegt 2G,. Tadejadi teorémas pieradijumu esam reducgjusi uz teorému klasiskajam

paraboliskajam splainam [13]. No ta arT izriet abi augstak dotie noveért&jumi (1.1.19), (1.1.20).

2. §. Visparinatais IPS.
2.1. Dota nepartraukta, gabaliem gluda funkcija U(x),x€[a,b], kuras
atvasinajumam U'(x) ir pirma veida partraukumi 2N atSkirigos iek$&jos punktos

X, X, 1, i=L.,N:

k. U'(x_,,-0=k_,U'(x,+0),k_,U'(x,—0)=kU'(x, +0). (1.2.1)
Funkcijas U(x) nepartrauktiba dod 2N vienadibas:

Ux.,,-0)=U(x_,, +0), U(x, —0)=U(x, +0). (1.2.2)

Seit funkcijas (koeficienti) k(x) ir gabaliem konstantas funkcijas:

k(x) = {ki1/2’lfx € (X 1/2,%,)s (12.3)

ki’ ifxe(xi’xm/z)

ar ipaSibamk, |, <<k,

i-1°

k._,,, <<k, .Jaatzimé x,,,, =x,,, =b.

Papildus dotas N +1 vertibas i, funkcijai U(x) pa apakisegmentiem [x,,x,,,]:

1
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i :F, j Ux)dx, H =x,,,,—x,i=0,N. (1.2.4)
Talak, ir zinams, ka apak3segmentos [x,,,,,x,,],i =0, N —1 funkcija ir tuvinama ar
linearu funkciju. Visbeidzot, izpildas RN (1.4), (1.5).

Raksta [4] ir paradits, ka eksisteé tieSi viens splains, kur§ izpilda visus minétos
nosacijumus.

2.2. M&s So splainu mekl&sim forma:

.. | (x=%) G,.
a +m(x—%)+¢ —LlLxelx,x,
i l( l) z|: kH 12 [ ]/2]
~ +
S()=1% =22 i = O.N: (1.2.5)
X0t X
Uy +m (X=X, X €[X %], X, :%al =1L N.

Seit G.=H,/k, ir garuma elementi, daliti ar siltuma vadiianas koeficientu, kurus var
nosaukt par “raksturigajiem vadiSanas garumiem”. Lidzigi mes defingjam N

papildus garumus otra tipa slaniem

Gon=H_ ki i=LN.

Lidzigi ka ieprieksgja paragrafa IPS saistibas nosacijumi (1), (2) VIPS dod gala
sistemu:

aé  +(+a+b)e+bé , =fa_ —fi+fi, i=1.,N-I,

(+d, +by)é, +b,e = foii, — fyily + [, (1.2.6)
ayey +(L+ay +by)ey = fily, — fytly + fyily,,.

Seit linearas algebriskas vienadojumu sistémas koeficienti ir 3adi:

i=G_ /(G +2G,,,+G,,).b,=G,, /(G, +2Gl+,/2 +G, )

f7=3/(G,+2G ), +G ). [ =3/(G +2G,,, + G ). fi = [+ /7 (1.2.7)
Gy =Gy =0,
Izteiksmes koeficientiem G ,,G,,,,i_,,ii,,, ir identiska ar izteiksmem (1.10,),i = 0,1,

Pasvitrosim $adu interesantu VIPS momentu: linearo algebrisko vienadojumu sistéma
splaina  koeficientiem satur tikai “parabolisko” koeficientu dalu. Lineara
raksturlielumu dala ir reprezentéta caur linearas algebriskas vienadojumu sist€émas (6)
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koeficientiem (7). Otrs svarigs aspekts: VIPS dabiska cela transforméjas par IPS, ja
visi x_,,=x,. ST paSa Tipasiba palick speka atklatajai VIPS koeficientu

e, reprezentacijai (sisteémas (1.15) analogam):

5 — 70 7 S() 7 Ny

& =7 fo i + 7 futiya + Y Byt (1.2.8)
Jj=0

3. §. Klasisko kubisko splainu reprezentacija. Lidzigi ka (1.15) atklata sistéma
var tikt konstruéta ari klasiskajiem splainiem. Sada tipa formula nav literatiira
apskatita, sk. [10]-[13]. Masu raksta [9] krievu valoda 90 —tajos gados p&c analogijas
ar reprezentaciju (1.15) (vai (1.11)) klasiskajiem kubiskajiem splainiem (KKS) tika
iegtta lidziga reprezentacija. M&s to Seit dosim nedaudz atskiriga forma.

Klasiska interpolacijas probléma funkcijai u (x) tiek formuléta $adi. Piepemsim, ka uz
rezga

1

A={a=x,<x <..<x,=b}, H =x

1+

T

dotas funkcijas vertibas u, =u(x,),i =0,...,N.
Interpolacija ar klasisko kubisko splainu  S;(x)e C’[a,b] apakssegmentam

xe€[x,x,,] attieciba pret normalizéto argumentu ¢=(x-x,)/H, tiek reducéts uz

1

splaina otro atvasinajumu atraSanu M, =S3" (x;). Trisdiagonalas linearo algebrisko

vienadojumu sisteéma koeficientu M, atraSanai pec bitibas ir identiska sisteémai (1.13):

aM_ +(1+a,+b)M, +bM,, = fu_ — fu, + fu,,. (1.3.1)

1

Interpolacijas formula apakSsegmentam xe[x;,x,,,] attieciba pret normalizeto

argumentu ¢ = (x - X, )/H . tiek reduceta uz splaina otro atvasinajumu atraSanu:

S,O)=u,(1-t)+u,,t —H?"zt(l—z)[(z—z)Mi +(1+0M,,],i=0,N-1. (1.3.2)

Koeficienti kubiska splaina atrasanai ir $adi:

a,=H, /(H_ +H,),b=H,/(H_+H),

(1.3.3)
J7=6a,/ HE L f = 6b L HE £ = £+ 1
Tadejadi sistema (1) var tikt uzrakstita forma:
aM, +2M,+bM, = fu_ — fu,+ fu,,i=1.,N-1 (1.3.4)

Mgs aprobezosimies ar diviem RN tipiem:
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!

a) S, (a)=u,,S; (b)=u,; b) S, (a)=u, .S, (b)=u, .

Uzrakstisim tos I1dziga formulai (1) forma:
M +b M, = f, (u, —uy)+ Fy,ayM,  +2M, = fy (uy  —uy)+Fy. (1.3.5)
Vienadojumu (5) koeficienti izskatas §adi:

a) b, =1,F, =—6u, /Hy,a, =1,F, =6u, /H,_;
b)b, = f;f =0,F, =2u," ,a, = f, =0,F, =2u,".

KKS koeficientiem M, reprezentacijas ir uzrakstamas $ada forma. To iegiiSana ir tada
pati ka pirmaja paragrafa, skat vienadojumu sisteémas (1.16)-(1.18):

N
M=y OF+y F +> i=0,N. (1.3.6)

U L
7=0

Reprezentacijas (4) ievietoSana izteiksme (2) dod jaunu interesantu atklatu KKS
formulu:

S; () =u,(1-1)+u,,t-

N 1.3.7
1 16t(0-10)| 3(7OF, + yVF) + Y[R =0 + 0+ ) 1y |. (139
7=0
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2. nodala. Konservativas viduvésanas metode cilindram R’

Saja nodala vispirms ir apskatita konservativa viduvésana vienkar§am cilindram,
citiem vardiem, diferencialvienadojumam ar nepartrauktiem koeficientiem. Metode
vienadojumiem ar partrauktiem koeficientiem apskatita virkné darbu: monografija [3],
publikacijas [14]-[16]. ST pieja lauj vienota matematiska forma iegit neklasiskus
robeznosacijumus problémam ar partrauktiem koeficientiem. No daudzajiem darbiem
atsauksimies uz A. Samarska publikacijam [17], [18]. Saja dala tiek apskatitas divas
petijumu grupas, kuras atSkiras ar pétijumu laiku. To rezultatu pirma dala ir publicéta,
sakot ar 1981. gadu un tajos ir apliikotas toreiz aktualas témas par naftas ieguvi
daudzslanu sistémas un par pazemes @idenu piesarno$anos. Sie darbi ir publicéti
rakstos pazistamu specialistu monografijas [19]-[22], ka arT miisu publikacijas [23]-
[32]. P&c zinama partraukuma Sie pétijumi tika turpinati jau pédéjos gados un tajos
problémas skatitas visparigaka forma. Galvenie §is nodalas rezultati pédgjos gados ir
publicéti rakstos [5]-[8], [34]-[36].

2.1. Mes saksim ar problemas diferencialvienadojumam ar nepartrauktiem
koeficientiem (vai integrodiferencialvienadojumam). Mes apskatisim klasisko
atrisingjumu, t.i. visi diferencialvienadojuma augstakie atvasinajumi apgabala ir
nepartraukti.

Apskatisim apgabalu D (skat 1. zim.), kur D= {(x, v):xe[0,H]xG c R””}. Seit
apgabala D baze G ir ierobezots (vai neierobezots)

apgabalsy =(y,,...,»,)€ G R". Uzreiz atzimésim, ka viens no vektora y

argumentiem var but laiks ! Tatad metode ir lietojama gan stacionaram, gan
nestacionaram matematiskas fizikas problémam.

Fig. 2.1.
Pamatvienadojums ir $ads:

ﬁ(k a—Uj +L({U)=~-F(x,y),(x,y) € D. 2. 1)
ox\  Ox

Seit L (') ir linears diferencial (vai integrodiferencial) operators attieciba pret vektoru

argumentu Y koeficientiem, kuri var bt atkarigi no y, bet ne no argumenta x.

Uz pamatnes (uz G ) més uzliekam RN vispariga forma:
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—Vokaa—U+/10U:(D0(y)+LO(U). (2.2)
X

RN (2) operatoram L,(U) ir tadas paSas ipaSibas ka operatoram L(U); Sads
operators var paradities RN, ja izmanto konservativas viduvéSanas metodi Iidzigi ka
vienadojumam (1) cilindra G, =Gx{xe[-5,0]}. P&c konservativas viduvesanas
metodes lietoSanas tievais cilindrs G, paziud no problémas formulgjuma un iegiistam

problemu parcialajam diferencialvienadojumam (1) ar netipisku RN (2), detalas
apskatitas rakstos [14]-[16].
Konservativas viduvéSanas metode ir izmantojama ar nelineariem RN:

oU ., "
k= pr[U-00)]" =o0. 2.3)

Seit koeficients m ir: m =3;10/3 ta sauktai burbulveida vari$anas robeznosacijumam

uz materiala virsmas intensivas térauda riidiSanas procesa [61]-[63].
Cits interesants un svarigs RN process ir siltuma izstaroSanas ( & ir virsmas

absorbésanas koeficients, o — Stefana-Boltcmana konstante):

ou 4 4
—kahsa[U ~0' (1 ]=0. (2.4)

Uz otras cilindra pamatnes (pie x = H ) mé&s formul&jam tada pasa tipa RN:

Vlk%—U—i-ﬂ.lU =®,(y)+ L (U). 2. 5)
X

Robeznosacijumu (vai nosacijumu) tips uz cilindra D sanu virsmas (uz visas virsmas
vai tikai uz dalas no tas) I' € {0G = G \G}x {0 <x < H} ir atkarigs no operatora L ()
tipa. RN tipu precizé vélak, bet Seit aprobezosimies ar l/inearu RN §ada vispariga
forma:

l(u)=Y(x,y), (x,y)el. (2.6)

Transform&sim problému (1), (2), (5) un (6), t.i. m&s formul€sim citu problému
sakotngjas problémas vietd. Lai So atSkiribu pasvitrotu, mes jaunas problémas
vienadojumam (1) apzimesim ar u(x,y) funkeijas U(X,¥)ietz un papildus
defin€sim vidgjo integralo funkcijuvirziena:

uy(y) = H' [U(x, y)dx. 2.7)

Integréjam pamatvienadojumu (1). Tas dod precizu vienadojumu (operators L(u) ir
linears operators!):
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Liug) + %‘Z—Z =0 S0 =1 R 2.8)

Megs sauksim $o vienadojumu par principialo sakaribu. Viegli redzams, ka principiala
sakariba ir nepilnigi defin€ts vienadojums, jo vin$ satur divas atsSkirigas funkcijas:
u,(y)un U(x,y),atbilstoSi u(x,y)viena vienadojuma. Tas nozim&, ka janosaka
saistiba starp $§Tm funkcijam. Nakamais solis miisu pieeja (metode) ir atkarigs no
diviem faktoriem:

1) Pienémuma par funkcijas U(x,y), attiecigi u(x,y) izturéSanas x—virziena pie
fikséta y;

2) No RN tipa uz abam cilindriska apgabala pamatném.

Vienkarsakais pien€mums; funkcijas wu(x,y) izturéSanas x—virziena: ta ir vaji
atkariga no argumenta x . Tad iesp&jams uzrakstit §adas vienadibas:

U(x,y) = u(x,y) = u(y) = u, (y).

Otra veida RN tips tiilit dod $adu jaunu pamatvienadojumu (no principialas
sakaribas):

D, (»)+PD,(»)
I + f(y)} . (2.9)

L (”0) = _{
Tresa veida robeznosacijumu gadijuma mes izsakam “pliismas” locekli:
oU

_ka = hyO,(y) — hyu(0, y).

Gala rezultata iegiistam pamatvienadojumu:

hy +hy {h0®0(y)+hl®l(y)

L(“o)_T”o = H +f(y)} (2.10)

RN (33) dod $adu pamatvienadojumu:

By w B m_
L(u, _7[”‘0 ®0(y)] H[”o ®1(y)] (). (2.11)

Vairak uzmanibas pirma veida RN. Formali no principialas sakaribas (8) izriet, ka abi
“pliismas” locekli paziid (vienadi ar nulli) un ka pamatvienadojumu iegiistam:

L(uy) ==f(»).
legiita vienadojuma vajums ir acimredzams: tas ir neatkarigs no RN labajam pusém

®,(y),i=0,1. Pienemot, ka integrala videja vertiba u,(y) ir tuvu viduspunktam

x = H /2 (aizvietojot abas pliismas ar galigam diferencém), iegiistam:
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L(uy) _%uo = {%[(Do(y) +@,(»)]+ f(y)}- (2.12)

Vispargja gadfjuma (operatori L,(L,) ir klat RN) iegistam S§adu viduvéto

vienadojumu:
L(u,) +i[—’§[Lo(u0) + L, (uy) —2u, | = —{f+§]—k2[CD0(u0) +CD1(uO)]}.

Visos gadijumos pamatvienadojumam (8) japievieno RN uz y c {0G =G\G}. RN
linearitate dod viduvéto jauno RN:

1) =y (), yerw(n) = H [W(x, y)dx.

2.2. Isi dosim pieméru konservativas viduvéSanas metodes izmantoSanai
viendimensiju siltuma vadiSanas vienadojumam:

2
cl.%zi(ki 0 Ui)+F;(x,t),xi <x<x,,i=0,N,x,=a,x,,,=b,te(0,T], (2.13)
ot Ox ox
Uy (5 =0) =5 40, S0 8= ST, .14
ox ox
iy D @) = 0, 0k ZO 4 Uy = 0,0, 2.15)
U,(x,0)=U/ (x). (2.16)

Viduvetra veértiba u, () :

1 Xit1 '
u,(t) T I U, (x,t)dx,H, =x,,,—x,,i=0,...,N.

LoXx;

Gala rezultata iegiistam:

du. 2 | & _ .
L= P+ YO fou  +y O fiuy | +£0),i=0,N,t€(0,T]. (2.17)
0

¢, —
At H,| <

2.3. Ja apskatam sisttmu stieni ar starpstieniem, tad formul&ums ir S$ads.
Pamatstieniem:
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_oU, o -0, -
c.—=—/Ik ) —q. (U, + F.(x,1),
=k ) g (00, + F ()
(2.18)
X <x<x,,,,i=0,N,x,=a, xy,,,, =Xy, =b,t(0,T].
Vienadojumi starpstiepiem:
oU,._ 0 o°U,.
Ciryn atl/z :a(kifl/z axl/z)_q[—l/ZUi—l/Z
(2.19)
+F (0, x,,<x<x,i=LN.
Saistibas nosacijumi uz stieniSu un starpstieniSu virsmas punktos x;,x, ,:
Uy (%0, =0)=Up 5 (%, +0),
(2.20)
U ,(x =0)=U,(x,+0),i=1,N,
P aU[—l (x4, —0) s oU,_,,(x,_y,, +0)
i-1 - Mi-1/2 ’
ox ox
(2.21)
U115 (=0) _  0U,(x; +0)
kiv/ =k, :
ox ox

Visbeidzot, izrakstam RN (22) malgjiem stieniSiem un sakuma nosacijumus (23):

—Voky ot, () + AUy (a) =D (1),
(2.22)
VlkN aUN (b) + //l’IUN (b) = q)l (t)a
X
U.(x,00=U"(x),U._,,,(x,0)=U’, , (). (2.23)

Ka redzams, vienadojuma koeficientiem ir partraukumi 2N iek$€os punktos

X;, X5, 1=1..,N . Tehniskas (dabiskas) sisteémas biezi izpildas Sadas nevienadibas:

k., <<min(k_.k),i=1N, x,

i—1°"i i

Xy, =Hi, < mln(Hi—l’Hi)'

1

22



Tados gadijumos matematiskajos modelos pienem, ka starpslanos var ielikt linearu
attieciba pret x (skat, [3], [4], [19], [21]-[27]).

Problémas (18)-(23) atrisinajums ir nepartraukta taisnstart
{x € [a,b]} ®{t € [O,T]} funkcija:

U[(x,t),ifx € (X, %,,1/,),i =0, N,
Uxt) =
Uiy (0,1 x € (x,,,%),i =1 N.

Integrétas pret argumentu x vidgjas vertibas i, (¢) saskana ar VIPS 1pasSibu definé
Sadi:
1 Xiv1/2

A J. U.(x,t)dx,H, =x_,,—x,i=0,N.

1 X
i

ﬁi(t):

Integréjot pamatvienadojumu (18), iegiistam:

X=X
+1/2 1 Xii1/2

L di, _k U, —q, (i + [0, (6) =~ I F(x,1)dx. (2.24)

c._ — —
“dt  H, oOx

T

xX=x;

S1 vienadiba (24) ir preciza. Tagad labas puses pirmo locekli aizvietojam ar
splaina (1.2.5) atvasinajumu:

X=Xis1/2 = [ X=X 2

L B (2.25)
H, ox|_ H, dx| __ H,

Reprezentacijas (1.2.8) ievietoSana vienadojuma (25) dod vienadojumu:
kU™ 2|35 c0Fs o0 e

HTE: A JZ:(:) gl Vi oty + Vi Sty |- (2.26)

So izteiksmi ievietojam formula (24) un iegiistam vienadojumu kopa ar viduvéto
sakuma nosactjumu:

23



N ~ ~ ~
Z'Bijuj + 71'(0)f0‘”—1 + 71-(1)f1\7“N+1 —q,(Du, + f,(0),

m|>~“z

(2.27)

j 0 (x)dx.

=

Sis KosT problémas atrisinajums parasto diferencialvienadojumusistémai (analitiski
vai skaitliski) funcijas ,(z),i = 0,N. Tas atlauj atrast no VIPS reprezentacijas (1.2.8)
un formulam visus koeficientus  e,m,, un rekonstruét atrisinajumu
U (x,1),i = O,_N elementarajiem stieniSiem.

Vienkarsakais veids, ka atrast atrisinajumu starpstieniSiem, ir izmantot linearitates
pienémumu. legiistam:

Upya(60) = U,y (5o ) 54 U, (3, 1) T (2.28)
i-1/2 i-1/2
VIPS definicija dod:
1 (Xi_1/0,1 +Ui X,
l(li/z(t)_ 1—1( i—1/2 2) ( ) (229)

Otra iesp€ja ir vienadojuma (19) integréSana x — virziena:

du,y, _ ki OU ), . /
Ciin = Gi1oti1n F Si2(0),
dt H_, o |_
X=Xi4/2
t.1.
du (21)/2
i 2 _
Cii2 G, 05% 0, = fian @),
dt
(2.30)
(2) 1 h 0
U;_ 1/2(0) = ” _[ Ui—l/z(x)dx-
=172 x;

Atdkiriba starp abam pieejam |u") ,(f) - ule)/z(t)‘ parada kladas lielumu

konservativas viduvésanas metodei problémai (18)-(23).
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Otra dala. Konservativas viduveéSanas metode un integralie
splaini lietojumos

Promocijas darba turpmakaja nodala tiek pétiti siltuma un masas parneses procesi
daudzslanu sistemas. Pec tam tiek apskatiti siltuma apmainas procesi sistémas ar
izstieptam virsmam. Visbeidzot tiek apskatiti intensivas t€rauda rudiSanas procesi.

Nakamaja nodala tiek apskatitas divas p&tijumu grupas, kuras atSkiras ar p&tijumu
laiku. To rezultatu pirma dala ir public@ta, sakot ar 1981. gadu un tajos ir apliikotas
toreiz aktualas t€mas par naftas ieguvi daudzslanu sisteémas [19]-[21] un par pazemes
tdenu piesarnosanos [22]. Toreiz&jos apstaklos Sis publikacijas bija zinatniski
aktualas, jo tabriza apstaklos datoriem ES (Jedinaja Sistema) bija nepiecieSams
minimals problému formul&ums un datu apstrades apjoms, lai datori spetu aprekinat
ilgtermina (15-20 gadu) naftas atradnu stratégijas. Sobrid ar pavisam citas jaudas
datoriem Sie problému uzdevumi izskatas péc metodiskiem modeliem.
Sie autores un ar lidzautoru darbi ir publicéti rakstos [23] —[33]. Péc zinama
partraukuma Sie petijumi tika turpinati jau ped€jos gados un tajos problémas skatitas
daudz visparigaka forma, atbilstoSi inZenierzinatnu attistibas Iimenim [5]-[8], [34]-
[36].
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3. nodala. Siltuma un masas parneses procesi kartainas vides
1.§. Konservativas metodes lietojumi kartainam sistemam 80-tajos gados
Publikacija [23] apskatita siltuma parnese siltuma vadiSanas un konvekcijas cela

poraina vide (slani), ja atSkiram slanim cauri plustosa skidruma temperatiru u (xz,t)
un pasa slana temperatiiru v(x,, x,,?):

. PaSa slana temperatira viduveta pa slapa biezumu (koordinati x,) ar
konservativas viduvésanas metodi, aproksiméjot ar konstanti;

. Siltuma vadiSana slani un apkartgja vide konvekcijas virziena (koordinate x, )

netiek nemta vera;

. Pasu slani uztveram ka divu temperatiiru vidi: poraina matrica un tai cauri
plustosais Skidrums.

Darba formuléta nostadne:

ov 0%
—=—.X,X,,t>0, 3.1.1
6t axlz 1 2 ( )
Do a(u-v).

ot Ox

x, =0,x,,t>0, (3.1.2)

ou v Ou

QY (v-u),

ot m Ox,
v|t:0 = vo(xl,xz),utzo =u’(x,), U ,u(t). (3.1.3)

Darba tiek salidzinati divi matematiskie modeli:

. Tikko aprakstitaja matematiskaja modeli tiek veikta temperatiiru viduvésana
attieciba uz viduvétajam termiskajam ipasSibam (indekss ,,0” attiecas uz Skidrumu,
indekss ,,1”” - uz poraino matricu):

mcyu(x,,t)+(1—m)c, v(0,x,,1) '

ii(x,,1) = : (3.1.4)

mc, +(1—m)c1

. Kad slant tiek izdarita divu komponentu (fazu) vides termisko 1pasSibu
homogenizacija (viduvéSana: apskatita vide ar viduvétam termiskam ipasibam). Tada
probléma tiek saukta ar1 par Loverjé sheému u, (xz,t). Taja pasa slani tiek definéta

temperatiira ar vienadojumu

D _gv LoV (3.1.5)

Koeficientu f,w vertibas ir atkarigas no porainas vides fizikalajien wun
geometriskajiem parametriem un filtracijas atruma lielumiem. Pievienotaja zim&juma
paraditas temperattras u(x2 ,t) un u, (xz,t) atkariba no fizikalajiem parametriem un

geometriskajiem parametriem. Ka redzams, loti butiski atSkiras temperatiiras frontes
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un temperatiru lauku izmainas. Tatad darba paradits (ar analitiskdm formulam un ar
galigo diferencu metodi), ka abas pieejas dod principiali atskirigus rezultats.
Temperatiiru frontes atrodas visai dazadas vietas, kas bija loti nozimigi temperatiiru
ietekmei uz slanu naftas atdevi.

N
%, 107 M

Zim.3.1. Loverj¢ atrisinajums — Iiknes 1,2; 3-6 - problémas (3.1.1)-(3.1..3)
atrisinajums (3.1.4)

Publikacija [24] apskatita siltuma parnese siltuma vadiSanas un konvekcijas cela
daudzslanu poraina sist€éma, ja atsevisku slanu temperatiira viduvéta pa attieciga slana
biezumu (piepémumi lidzigi ieprieks€jai publikacijai, bez otras komponentes).
Detalizétak nostadnes par daudzslanu sistemam apskatitas zemak (3. un 4. §is nodalas
paragrafos), Seit dosim tikai problémas formul&jumu:

Publikacija tiek piedavata galigo diferen¢u shéma ar svariem:

&

Y :aleny )aNl(kil) <i<N1(k)=

(

+ -w,A, ),izN(k).
4a1§+1 4013 > 1y KNV k

+ 7 (k+1) -1, (k) + . - k
£1+ ,Bk hl :Bk hl jyt _ :Bk A;’y(al( )) _'BTkA— ("1( ))

Parejie vienadojumi (robeznosacijumi un sakuma nosacijums) ir acimredzami.
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2
ou  ,0u ;o

(k) .
—=a X <x,<x,x,t>0,k=1K+1;
o k 6x12 1 1 1 2
ou " Ou - Ou ou
_:ﬁk _ﬂk — W > X :x](k),xz,t>0,k=1,K; (3.1.6)
ot 2 0ox fmx 10 2 0ox T ox,
0
u|t=0 =u (xl’xz)’u)«::x(()k) :’le (t)’ ux12+x2—>oo < 0.

Talak raksta [24] formuléta shémas stabilitates teoréma C metrika un piedavats
ekonomisks parneses tipa (faktorizacijas) algoritms tris punktu shémas risinasanai (pa
koordinati perpendikulari slanu biezumam).

3.1. Teoréma. Ja 0 < al(k) <1,0< agk) <1 un ir izpilditi nosacijumi

. . k
T S( min 7, min rg )),

kur
+h(k+1) —h(k)
(h(k))2 1+ﬂ" ‘2 +ﬂ" 12
) _ 1 (k) _ da; ., 4a, 317
aT oy T “) ® oy Gl
2ak(1—0'l ) B, (1—0‘1 )+ﬂk (1—0‘l )+Wk(1—01 )

tad diferen¢u shéma ir stabila C norma. Tiri aizklata shéma al(k) = agk) =1 ir absoluti

stabila.

Publikacija [25] apskatita siltuma parnese siltuma vadiSanas un konvekcijas cela divu
dimensiju daudzslanu poraini - plasaina sist€ma, ja atseviSku slanu temperatira
viduvéta pa attieciga slana biezumu (pienémumi lidzigi publikacijai [23]):

oT o'T
= =a’ (xl)y, x, #x7,x,,t>0;
8—T=’B—ka—T _por —wka—T+ak(®k—T),x]:xl("),xz,t>0;(3.1.8)
o 2 0% _w,, 20| _w., X,
00, 0, 00, 0
=—w +a, (T-0,),
ot ‘ ox, ((7-6,)

TL:O =T0(x1,x2), ®k|t:0 :®2('x2)5 T

=T(1),0,],_, =0, (7).

x:xl(“,xZ:O
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Darba tiek piedavata galigo diferencu shéma ar svariem, jaunaja laika momenta tiek
izslégts temperatiiras vienadojums Skidrumam un piedavats parneses tipa algoritms.
Publikacija [26] apskatita divu dimensiju siltuma parnese siltuma vadiSanas un
konvekcijas cela daudzslanu poraina sisteéma, kura satur starpslanus starp jebkuriem
diviem pamatslaniem. Tiek realizeta viduvéSana pa attieciga slana biezumu un iegtta
Loverje modela analogs daudzslanu sist€émai:

—=a (x)—,x #x",x,,t >0;
ot ( l)axf b
T T T T
8—2,3[8— —ﬂ[a— —wka—, x, =x",x,,t>0;
ot ox, 50 ox, qmx® 0 0ox,

TL:O =T7° (x1,X,), T|x:x{”,x2=0 = Tkl (0.

Tiek piedavata diferencu shéma ar svariem $adai vienadojumu sistémai:

(O_(k+1/2)

yo=a A" NS i,
‘*’h(k:l) ﬁ_}ﬁ(k), k12 (ot _ (ot
142 ;,k1/2+ 3 2,k1/2 yt:ﬂkAly( )_ﬂkAly( )_WkAzy( )’
2a;,,), 2a; ),
i=NY

kopa ar acimredzamajiem papildnosacijumiem.

T~
T, %, t)

*q

Z1m.3.2. Temperatiiru lauka sadalfjums koordinates x, virziena. Tas ir vienadojumu

(3.1.8) atrisinajums simetriskam trisslanu atradnei ar starpslanu biezumu 0,4.
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Formul@ts diferencu shémas stabilitates nosacijums vienmériga metrika (3.1. teorémas
analogs) un diferencu sh&€mas atrisinaSanas algoritms. Apskatita ari nostadne
daudzslanu poraini-plaisainai sist€mai (isa materiala [25] paplasinajums) un diferencu
vienadojuma Skidrumam izslégsana no vienadojumu sisteémas. Darba beigu dala doti
aprékini, kuri parada, ka monografijas [19], [21] izdaritais piep€émums par
temperatiras linearitati starpslanos var ari neizpildities, ja starpslanu biezums ir
pietiekami liels.

Publikacija [27] apskatita siltuma parnese siltuma vadiSanas un konvekcijas cela divu
dimensiju daudzslanu poraina vai poraini - plasaina sistéma, ja atsevisku slanu
temperatira viduvéta pa attiecigd slana biezumu. Darba beigu dala doti konkré&ti
aprékini, kuri parada, ka piep€émums par temperatiiras linearitati starpslanos var ari
neizpildities: atrisinajums var biit ar iek§€ju minimumu.

Publikacija [28] apskatita gruntsiidenu konvekcijas - difuzijas probléma, izmantojot
konservativas viduvéSanas metodi. legiitajai neklasiskajai problémai uzkonstruéta
galigo diferen¢u shéma ar svariem, iegiits pietickamais stabilitates kriterijs
vienmerigaja metrika, tuvs formulai (3.1.7), ka art izteikti apsv€rumi par skaitliskas
difuzijas samazinasanu aprékinos. Dots piemers, kuru piedavaja Maskavas
universitates profesors V. Sestakovs. Rezultati paraditi grafika 3.3., krustini uz
likném parada konvektivas frontes novietojumu aprékina beigas: péc aptuveni 27,5
gadiem.

MU (%, , 1)

1b

051

T >

0 05 1 %-10M

Z1im.3.3. Temperatiru lauka sadalijums koordinates x, (slana gareniskaja) virziena.
Slapa garums ir 10* m.
Autores darba [29] apskatits matematiskais modelis divdimensiju divu slanu sist€émai

ar difuziju Skérsam slapa gareniskajam virzienam, kad bitiski atSkiras abu slagu
diftizijas koeficienti. Ar viduvéSanas procesa palidzibu tiek izslégts otra slana
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diferencialvienadojums un tas parvérSas par neklasisko robeznosacijumu.

N Cilxyg,x, t)

05 03 ~0] 01 03 x;
Zim.3.4. Temperatiru lauka sadalijums Ske€rskoordinates virziena. Diflizijas
koeficientu attieciba ir 16. Nepartraukta likne — pilna nostadne; parejie atrisinajumi:

konstante slani ar lielako diftiziju, tad IPS tur un abos slanos IPS.

Cilxxt)

T : 0 r N

-05 —-03 -01 o 03 X{

¥’

Zim.3.5. Temperatiru lauka sadalijums Ske€rskoordinates virziena. Difiizijas
koeficientu attieciba ir 5. Nepartraukta Iikne — pilna nostadne; parejie atrisinajumi:
konstante slani ar lielako diftiziju, tad IPS tur un abos slanos IPS.
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Jaunajai nostadnei tiek piedavata diferencu shéma, ar maksimuma principa palidzibu
tiek izrakstits stabilitates kriterijs diferen¢u shémai un piedavats aprékinu variants.
Tatad darba [29] apskatita vielas parnese Skérsam (pa slanu biezumu) difiizijas un
konvekcijas pa slanu garenisko Iiiju divu dimensiju daudzslanu poraina izoléta vide.
Piedavata divu dimensiju diferencu shéma. Péc tam tiek apskatita nostadne ar
konservativo viduvésanu pa slani, kura diftizijas koeficients ir lielaks; rezultata tiek
iegiita probléma vienam slanim ar neklasisko robeznosacijumu un attieciga diferencu
shéma, tada ka [28]. Talak tiek apskatita aproksimacija ar otras pakapes polinomu un
ari Sim modelim piedavata diferenCu shéma. Beidzot apskatits variants ar
aproksimaciju ar 2. pakapes polinomu (IPS) abos slanos un ari $aja gadijuma
piedavata diferencu shéma. Darba beigu dala salidzinati aprékinu rezultati dazadiem
parametriem (kad difuizijas koeficienti atSkiras 20 reizu un 5 reizes). Att€los 3.4. un
3.5. paraditi rezultati abiem gadijumiem

Darbos [30]-[32] apskatiti parneses matematiskais modelis divdimensiju daudzu slanu
sist€émai ar starpslaniem, kad ir diftizija Sk€rsam slana gareniskajam virzienam, kad
atSkiras slagu difuizijas koeficienti un konvekcijas atrumi. Starpslanos izmantota
lineara aproksimacija. Ar VIPS (skat 1. nodalas 2.§) nenorméta forma palidzibu tie
iegiita vienas dimensijas vienadojumu sistéma un paradits, ka iegiita sistéma atskiras
no klasiskas Mjatijeva — Girinska sh&mas, kura nepielauj starp slanu biezumu vienadu
ar nulli.

Autores publikacija [31] apskata situaciju, kad atSkiriba no [30] starpslanu
aproksimacijai tiek izmantots otras pakapes polinoms. Izmantojot saistibas
nosacijumus tiek iegiita vienadojumu sist€tma galvenajiem slaniem un ari
starpslaniem. Tiek izrakstiti stabilitates krit€riji galigo diferencu shémam. Péc
publikaciju [26]-[31] teor&tiskajiem rezultatiem tika veikti aprékini daudzslanu
sistémas, kad tiek salidzinati pilnas un viduvétas ar VIPS palidzibu iegiitas diferencu
sheémas. Tika veikti aprékini 9 slanu sist€émai ar dazadiem konvekcijas atrumiem
slanos. Ja pilnas sistémas aprékini uz ES datora prasija stundam ilgus aprékinus, tad
nostadne ar VIPS aprekinus procesam, kurs ilga gadus, tika veikts dazas miniites. Pie
tam diferencu shému rezultati ar VIPS paradija, ka integrala bilances klida atradas
aptuveni 1-1,5% kluidas robezas. Grafiki 3.6. un 3.7. atspogulo iegiitos rezultatus.
AtzZim@sim svarigakos aspektus. Plisma tika rékinata starp iepliiSanas galereju un
izpludes zonu (ekspluatacijas galereju) L, =1000m laika intervalam 3000 diennaktis.
Visu slanu biezumi bija vienadi: 0,9 metri. Vertikalas difuzijas koeficienta dél dala
masas no viena slaga var nonakt blakus slant; to labi parada 3.7 zZim&ums. Slanu
filtracijas koeficienti bija sadi: 4,8;5,7;6;8,1;12;15;18;21;10,5 m/diennakti. Lai
novertétu aprékinu kludu, tika defin€ti masas apmainas koeficienti:

0 :M"—(’)loO% M ()= Tu.(x t)dx, M, ,(t) = min(v,L, );
oMo
9
2 HM(0)
i7(t) = =—-—100%.
> HM, (1)
i=1
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Ja aprékini precizi, tad 77(¢) =100%. Aprekinu laika §is lielums mainijas no 0,1-0,3%,
sasniedzot laika momenta 2000 diennaktis sasniedzot maksimalo vértibu 2%. Saja
bridi ekspluatacijas galereju sasniedz tris labako slanu (no 6. Iidz 8. slanim) frontes.
Sada aprekinu klida astondesmitajos gados, nemot véra parejo parametru
neprecizitates, bija maza.

Wi (%, ,%,t)

1 40

20

1a
4b
3a
051 3b
2b
1b

0 25 55 _7?) 100 Xz,ti‘l

Zim. 3.6. Temperattras lauku sadalijums 9 slanu sist€mai (paraditi butiskakie slani).

N ni(t) %

Zim. 3.7. legitic masas bilances aprékini. °cco—77(¢). Ar zvaigznitém paraditi
momenti, kad slana pliisma sasniedz ekspluatacijas galereju.
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2.§. Filtracijas materiala ipasibu modelis

Publikacija [33] apskata situaciju, kad model&jamais filtréjoSais kompozitais
materials sastav no polietiléna sietina (PS) un neausta poliakrinonitrila diegiem
(PAN). Materials ievietots presé zem spiediena, pie kam no PAN puses ir preses
plaksne sakarséta lidz temperatiirai 7,, otra plate atrodas pie temperatiras 7.

Eksperimentos tika vari€ta temperatiira 7;, izradijas, ka katrai temperatiirai atbilst
kopgjais robeZas biezums. Modeli tiek formuléts kritiskais temperatiiras lielums 7,

(tas atkarigs no preses spiediena), pie kura PAN materials sak iespiesties PS lidz
zinamam dzilumam. Apskatam vienas dimensijas modeli ar koordinati x materiala
dziluma. PAN materials ir poraina vide ar gaisu poras. Lidzigi ka ieprieks, to
aprakstam ar divu fazu vienadojumu (indekss ,,0” attiecas uz gaisu, ,,1” - uz PS, bet
,»2” —uz PAN).

oT, o°T,
mey Py 8_t0 = mkoaTzo"'aoz (L-1,).

(3.2.1)

2

orT. 0T,
(1—m)c2,02a—;:(l—m)lc2?22+ozo2 (T,-T,).

Seit apzim&jumi tadi pasi ka ieprieks, siltuma apmainas koeficients:

Seit Nu —Nuselta kritérijs, S —Tpatngjais virsmas laukums tilpuma vieniba. Izdarot
novert§jumus, iegist, ka pedgja vienadojumu sist€éma var tikt aizvietota ar vienu
vienadojumu ar viduvétiem termiskajiem koeficientiem:

o7, 0 oT
Np(T)—L=—|k— |[,0<x<I(),0<t,
c(T)p( )at ax( axj <x<I(),0<

=7°, (3.2.2)

mky +(1—m)k,, 0<x <[, ()0,
k={mk +(1-m)k,,l,()+0<x <1, -0,
k,, L +0<x<I().

Seit I(¢) ir kopgjais materiala biezums. Partraukuma punktos: /,(¢),/, tiek formuléti
saistibas nosacijumi, savukart kreisaja un labaja mala tiek formuléti tresa veida RN.
Pie kritiskas temperatiiras PAN iegiist sp&ju iespiesties PS; te gan jaatzimé, ka ta nav
Stefana tipa probléma, kad pie 7 =7, izdalas sléptais siltuma daudzums. Kritiskas
temperatiiras bija dazadiem variantiem dazadas, ievérojot materialu saspieSanas

stiprunu. Ja nakamaja rezga punkta PAN ieckSien¢ temperatira ir augstaka par kritisko,
tad PAN materials iespiezas PS sietina, veidojot abu materialu saskares zonu, kura
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tilpuma vieniba saskaras abu materialu virsmas. Tas att€lots zim. 3.9, kur raustita
linija att€lo situaciju, kad abi materiali ir viscaur savienoti.

P T,k

3734

323

Ly 05  —

Zim. 3.8. Temperatras sadalfjums materiala, ja 7, = 70°C I = 150°C. 1-t=0,5 sek,
2-t =2 sek, 3- t =4sek.

1.5

|

05

N

0 5 10 t,C
Zim. 3.9. Kompozita materiala sasaistiSanas tilpuma izmaina laika, ja7, = 453K.
1-345 K, 2-358 K, 3-371 K.
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3.§. Viduvesanas procesi 2-D advekcijas — dispersijas vienadojumam.
Saja nodala tiek apskatits labi zinama probléma kartainai videi, aizvietojot 2-D problému ar
tas 1-D tuvinajumu, kas analiz€ta izdevnieciba Springer izdota monografija par tidens
filtraciju [37]. Péc §1 darba analizes més piedavajam pirmaja dala apskatitos splainus
problémas risinasanai, skat miisu darbu [8].
Monografija (apaks$sekcija 7.2.3) tiek analizéta 2-D advekcijas — difuzijas vienadojums
horizontalai kartainai videi

(3.3.1)

oc 8 C 0 oC
V( )_ = xx D}y(y)_
o 8y oy

Un tur ir paradits, ka §is 2-D vienadojums nevar tikt aizvietots ar sekojoSu 1-D vienadojumu
ar kadu fiksétu konstantu atrumu V" un dispersijas koeficientu D :

2
oo
ot Ox ox?

Megs apskatisim visparigaku 2-D vienadojumu:

oC oC 9 oc]|, @ oC
o V00— = Doy == [+ = D, (2, y.) == |+ F(x. 1), (332
5 VoD a[ e (X )Gx} Gy{ W(xy)ay} (xx»,0. (32

Paradisim, ka IPS atlauj reducgt So 2-D vienadojumu uz 1-D vienadojumu tada veida, ka visi
sakotngjas problémas saglabasanas likumi ir izpilditi (neparadas papildus avotu/nopliides
locekli). M&s saksim ar visparigo 3-D problému un tas redukciju uz 2-D sist€mu.
Konservativas viduvésanas metode advekcijas — difuzijas vienadojumam kartaina
vid€ var tikt uzrakstita Sada forma visiem i=0,...,N (Seit N +1 ir slanu skaits ar

biezumu H, =y, —,):

oC, oc, 0 0’
—+V(t)—=— t— +D,  (x,t DV, <Y<y, 3.33

6t 1()ax ax|: zch( ) } zyy( )62 y y yzl ( )
Kopa ar saistibas nosacijumiem

H|y=y,v—0 - "|y=y,v+0 ’

oC, B oC, (3.3.4)
i—1,yy — iy A
y=y;=0 y=y;+0

Un robezas nosacijumiem:

[—VODO’W%jt%CO} =0, (x,1), (3.3.57)

oy

Y=o
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=, (x,1). (3.3.57)

Y=VNa

oC
|:V1DN,yy a_yN + AICN:|

Defingjam integralas vértibas:

i
ci(xat): I Ci(xayat)dya (336)
Yi

1
Hi
Integréjam vienadojumu (3) y— virziena un atkartojam visus viduvéSanas solus.
Beigas ieglistam N +1 viendimensiju parcialos advekcijas — difuzijas tipa
diferencialvienadojumus:

oc, oc. 0 oc,
—+V.(t)—=—|D. _(x,t)— |+ f.(x,t
o ,()ax 8x[ o ( )ax} Ji(x,0)
(3.3.7)
2|5 0) - (1) p+
+ Zﬂijcj"‘%' Joea +7 fyena |-
Hi J=0
Seit parametri G, sistemai saskana ar definiciju ir:
G =H,/D, (x,1). (3.3.8)

iy

Talak,ja A4, #0 un 4, #0:

G,=2v,/ 2,,Gy,, =2v,/ A, c, =D,/ Ay, cy,, =D,/ 4;

jad,=0un 4 =0:

G,=2v,-G,,Gy,, =2v,—G,,c, =D, +c,, ¢\, =D, +c,.
M

Koeficienti ', -, ,Bl.j, i,j=0,..,N tiek rekinati atbilsto§i no sisttmam

l

(1.1.15), (1.1.16) un (1.1.17). Formula (3) rada, ka vispariga gadijuma
7" =10ty = v (), By = By(xt).

Ka seko no linearo algebrisko vienadojumu sistémam (1.1.15)-(1.1.17), tas ir jarisina
visiem x. Pretstata tam labo pusu atkariba no x - @ (x,7),P (x,1) RN (5°), (5)

nepieprasa }/l.(o), .(l),,[)’l./. parrékinu, jo ST atkariba ir ietverta vienadojumos caur locekliem

C_5Cyy UM
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1o =3/(Gy+G.), fy =3/(Gy +Gy.,).

Ir acimredzami, ka konstantu dispersijas koeficientu gadijuma i-tagja slani
(tomer atSkirigus dazadiem slapiem!) més iegiistam sisttmu (7) ar
sasaistitu N +1 vienas dimensijas vienadojumiem ar konstantiem koeficientiem.
Mgginajums reducét 2-D sistému uz 1-D vienadojumu noved pie nepiecieSamibas
laika un telpas koordinatu atkarigus advekcijas — diftizijas koeficientus (skat [36]).

4.§. Transporta procesi 3-D kartainas vides

Saja nodala tiek apskatita transporta procesi ortrotropas vidés. Galvenie §i
paragrafa rezultati publicéti darbos [6]-[8], [34]-[36]. Vienadojums cietas matricas
raksturoSanaiU,(x, y,z,t) (koncentracija, temperatira utt.) i—faja ortotropaja slani
uzrakstams $adi:

c oA =i(k1jl %]+i ki, oA +£(k§3 %}Fi(x,y,z,t). (3.4.1)
ot Ox Ox oy oy 0z 0z

Mes pienemam, ka avota funkcija sastav no divam dalam. Pirmkart, lineara
mijiedarbiba ar Skidruma (gazes) raksturotaju V,(x,y,z,t) un, otrkart, icks€jais avots

D,(x,y,2,1):
F(x,y,z,t)=a,(V,=U)/(1-m,)+®,(x,y,2,1).

Seit O<m,<lir i—ta slana porainiba un ¢,, ir zinams mijiedarbibas

koeficients. Vienadojums kustigai fazei tiek uzrakstits [1idziga forma:

cgﬂzi(gl%}i o +3(K;3%j+q(x, ozd). (34.2)
ot 0Ox ox ) oy oy ) oz 0z

Avota loceklis kustigai fazei ir sarezgitaka forma saistiba ar tas iesp&jamo kustibu
ar atrumu w; = (w;;,w,,,0):

G (x,y,z,t)=a,,(U, = V) m+T,(x,y,2,1) —ai(wi’lVi) —ai(wi’zV). (3.4.3)
X Y

l

Ka lasitajs var redzet, tiek izslégta kustiba z virziena: ortogonali slana plaknei.
Papildus pieprasam atruma komponenSu w;, ,w,, un koeficientu kjj,K;] atkaribu tikai

no x, y,t .

Mgs izmantosim originalo konservativas viduvésanas metodi un tadél defin€sim
vidgjas integralas vertibas:

w,(x,,8) = H;' [ U, (6,3, 2,0dz,v,(x, y,6) = H; [ V,(x, y,2,0)dz. (3.4.4)

Integréjam diferencialvienadojumu (1) z— virziena:
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ci%zg(ki auij 0 (k’ 8u) +H kK o, +fl.(x,y,t), (3.4.5)

Yor oaxUMox ) oyl P oy R

Loy ) =a, (v, —u;)/ (1-m,)+@(x, y,1), o.(x,y,t)=H," I D, (x,y,z,t)dz.

Nakamais solis ir funkciju U,(x, y,z,t) un V.(x,y,z,t) aproksimacija ar integralo
parabolisko splainu z—virziena. Ka tas tika paradits ieprieks, splaina konstrukcija
reducgjas uz ta koeficientu ¢,i =0,..., N (augigjais indekss (u) atspogulo ta saistibu
ar funkciju U,(x,y,z,t)). Nakamais butiskais solis ir aproksimacija ar splaina
atvasinajumu pliismu starpibu integrétaja diferencialvienadojuma (5):

Z=2Zin

- oU. a’S(”)
ki, —1 ——=2e", 3.4.6
. | i ( )

Japasvitro, ka S§is pedgjais ir vienigais solis, kura tuvinata aproksimacija
konservativas viduvésanas metodg tiek izdarTta.

Nakamais un arT péd€jais solis konservativas viduvéSanas metode ir
reprezentacijas (1.1.15) izmantoSana integrétaja diferencialvienadojuma (5).
[eguistam:

;ou, 0O (,; oOu, 0(,; Ou
c _:_(ku j (kzz 8yj+f(x y,t)+

Yor ox ox ) Oy

2% 0 1

H Zﬂ;“)uj + 7 fou + 7 fyti | (3.4.7)
i | j=0

[, p,0) = a, (v, —ui)/(l—mi)Jr(p[(x,y,t).

Lidziga veida tiek transforméts diferencialvienadojums (2) un gala rezultata no
diviem 3-D vienadojumiem iegiistam 2-D sisttmu (7), (8) ar konstantiem
koeficientiem:

16‘/1 a i 6l/l a i a‘/l 2 N v RY ,V
cz_t___(Kll_J+_y(K22 _]+_i|:j§_0 ( )v +7[(0 )fo V_ +7/:(1 )fNVN+1
(3.4.8)

0
(M/i,zvi)a

+gi(xay7t), gi(x:yat)zai,z(u V)/m +7/1(x y:t) (VV; lv) ay

V. (x,p,t)= H{l I I'.(x,y,z,t)dz.

Zi

Megs aprobezojamies ar So 2-D modeli transporta procesam.
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Tresa dala. Siltuma parneses procesi sistémas ar izstieptam
virsmam

Liela apjoma dazadu inzenierzinatnu nozaru uzdevumi ir orient€ti uz atru siltuma
energiju parnesi. Atskirigu efektivu siltuma parneses iekartu ar ta saukto pamatvirsmu
(bazi) ir papildinatas ar papildu virsmam, pieméram, taisnstiira vai citas formas ribam
[42]-[44]. Tadas siltuma parneses iekartas ir saistitas ar refrizeratoriem, radiatoriem,
dzingjiem un mikroelektroniku utt. Tradicionala matematiskaja apraksta siltuma
plisma starp avotu un vietu, kur siltums aizpliist tiek ierobezots ar ta sauktajiem
Marreja- Gardnera hipoté€zém [43]. Tas ir:

1) Siltuma pliisma riba un temperattira jebkura punkta riba laika nemainas;

2) Ribas materials ir homogens; ta siltuma vadiSana ir visos virzienos viena un ta pati
un nemainas;

3) Siltuma parneses koeficients starp ribu un apkartgjo vidi ir homoggns un nemainigs
pa visu kopgjo ribas virsmu;

4) Apkartgjas vides temperatiira ap ribu ir viena un ta pati;

5) Ribas platums ir mazs salidzinot ar tas augstumu, lidz ar to temperatiiras gradientu
ribas platuma virziena var tikt nenemts vera;

6) Temperatiiras sadalijums ribas pamatné ir homogens;

7) Riba pasa nav nekadu siltuma avotu;

8) Siltuma parnese uz vai no ribas ir proporcionala temperatiiru starpibai starp ribu un
apkart&jo vidi;

9) Nav nekada kontakta pretestibas starp ribam konstrukcija vai starp ribu un pamatni;
10) Siltuma parnese starp ribas gala virsmu ir loti maza salidzinajuma ar siltuma
atdevi no parejas ribas virsmas.

Mgs atteiksimies no Marreja- Gardnera ierobezojumiem 5), 6) un 10) pilnigi, arT no
9) un no ierobezojuma 2) nodala 5.1.
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4. nodala. Tuvinati 2-D un 3-D atrisinajumi probléemai

1.§. Stacionara 3-D un 2-D probléma

1.1. M@&s saksim ar precizu tris dimensiju formul&jumu stacionarai problémai vienai
periodiskai sistémai ar taisnstira ribam. Sis matematiskais formul&jums ir apskatits
publikacija [41] un kopg€jas publikacijas divu [42]-[46], [S0] un tris dimensiju [51]-
[53] gadijumam. Nestacionaras problémas apskats ir publikacijas [45], [54].
Materiala izklasts saisinagjumam més visparinam rezultatus 3-D variantam, izlaizot
apskatu 2-D gadijumu, ka tas minétaja literatiira. Galvenie rezultati publicéti darbos
[42]-[45], [47]-[54]. Atzim&sim, ka Sie matematiskie modeli ir originali, literatiira
parasti apskata vienas vai divu dimensiju tuvinajumus [38]-[40], [58]-[60]. Somu
autoru darba [61] apskatita trfju dimensiju nostadne, tacu risinajuma metode ir
klasiska mainigo atdali§anas metode, kura darbojas tikai zinamas robezas. Saja
gadijuma somu autori atsaucas uz miisu darbiem ka precizo atrisinajumu. Izmantosim
turpmak $adus bezdimensiju argumentus, parametrus:

x' V' 4 A L B
x: 7y: 7Z: )5: 7l: 2 b: b
B+R B+R B+R B+R B+R B+R
h,(B+R) h(B+R) h(B+R) w
0 0
=, = 5 = , W=
Py k, by k, d k B+R
un temperaturas:
V(x,3,2)-T, Vo(x,y,2) - T,
V(x,y,z)= .V, (x,y,2)= £,
(oy,5) == By ) ==

Seit k(k,)- siltuma vadiSanas koeficients ribai (sieninai), /(h,)- siltuma apmainas
koeficients ribai (sieninai), L -ribas garums, A-sieninas platums, W — sieninas
platums (garums), 2R — attalums starp divam ribam, 7, -apkartejas vides temperatiira
sieninas kreisaja (karstaja) pusé (siltuma avota pus€), 7, - apkartgjas vides

temperatiira sieninas labaja (aukstaja) un ribas pus€. Dimensiju temperatiras:
Vix,y,2) (Vy(x,¥,2)).
Sieninas (bazes) viens elements ir novietots apgabala

{xe[O,é‘],ye[O,l],ze[O,w]}un mes aprakstam ar V,(x,y,z) temperatiru, un ta

apmierina vienadojumu:

&Y, Oy, 0y
ox> oyt oz

0. (4.1.1)
NepiecieSami $§adi robeznosacijumi (siltuma apmaina ar apkartgjo vidi):

%+,B(?(l—VO)=O, 4.1.2)
ox
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oV,

—o AV =0,x=0,ye (b)), ze(Om), (4.1.3)
X

d] =0y (x,2), (4.1.4)
Y |,

P =0y, (x,2), (4.1.5)
oy -

oV,

- =0,,(x), (4.1.6)
aZ z=0

§&+%%=QZ=W- (4.1.7)
0z

Uz virsmas starp sieninu un ribu més pienemam saistibas nosacijumus — ka tur nav
kontakta pretestibas:

Voliesoo =V |icsio> (4.1.8)
oV, oV

p—L =p,— (4.1.9)
OX |50 OX |4=s10

Taisnstiira riba ar garumu / aiznem apgabalu {x e[6,6+1],y€[0,b],z€[0,w] }un

temperattru lauks V' (x, y,z) izpilda vienadojumu:

2 2 2
812/+85+612/: . (4.1.10)
ox~ oy~ oz
Tur ir $adi robeZnosacijumi:
8—V+ﬂV=o, x=38+1, (4.1.11)
ox
Y By =0, y=b, (4.1.12)
oy
W By =0, z=w, (4.1.13)
oz
6—V =0,(x,z2), (4.1.14)
oy =0
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oV

—| =20 (4.1.15)

Atzim&sim, ka praktiski visi autori nenem v&ra siltuma atdevi no sanu virsmas, t.i., pie
z=w. M@s pienemam, ka Sis siltuma parneses process ir proporcionals temperattiru
starpibai starp sieninas/ribas temperatiiru un apkartgjas vides temperattiru un ir fikséts
ar robeznosacijumiem (7) un (13).

1.2. Mg&s izmantosim konservativas viduvéSanas metodi. Saksim ar periodisku sist€ému
ar taisnstiira ribu. Tad mums ir homogeéni robeznosacijumi (4)-(6),(14) un (15):

A A A ov
oy -0 oy |y=1 oz

0. (4.1.16)

Misu rakstos [42]-[50] m@s ierobezojam sevi ar homog€niem robeznosacijumiem
(16) un ar divu dimensiju siltuma parneses problému periodiskai sist€mai ar taisnstiira
ribu.

Lidzigi ka rakstos [42]-[45] m&s izmantosim originalo konservativas viduvéSanas
metodi un aproksimesim 3-D temperatiras lauku V' (x, y,z) $ada forma:

Vx,y,z) =h,(x,y)+ (€ =Dh(x,y)+(1—-e 7 )h(x,y), o= w (4.1.17)

Ar trim nezinamam funkcijam #4(x,y), i=0,1,2. Sim nolikam més definésim

integralo vidgjo funkcijas V' (x, y,z) veértibu z -virziena:

U(x,y)= o{f V(x,y,z)dz . (4.1.18)

S1 vienadiba kopa ar diviem RN (piez=0 un z=w) atlauyj mums izslégt visas
nezinamas funkcijas  A,(x,y)no reprezentacijas (13). RN (16) funkcijai
V(x,y,z)pie y =0 dod sakaribu:

hy(x,y) =—h(x,y).
Reprezentacijas (17) ievietoSana (18) dod izteiksmi:

_U(x,y)—ho(x,y)
h(x,y)= 2(sinh() 1) (4.1.19)

Un izteiksme (17) iegiist formu:

V(x,y.z) = cosh(oz)—1 Ux,y)+ sinh(1) —cosh(oz) o (x,

sinh(1) —1 sinh(1) -1 )

Beidzot, izmantojot (13) mes izsledzam #,(x,y)no pedejas izteiksmes un 3-D
atrisinajumu ¥ (x, y,z) izsakam forma:
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Vix,y,2)=U(x,y)¥(z). (4.1.20)
Ir vienkarsi parbaudit, ka \¥(z) izskatas sadi

_ sinh(1)+ Sw{cosh(l)—cosh(oz)] 4.1.21
¥ == + Aufcosh(D) —sinh(D)] ( )

Otraja konservativas viduvéSanas metodes stadija tiek parveidots parcialais
diferencialvienadojums (10) funkcijai V' (x, y,z) uz divu argumentu funkciju U(x, y).

Lai realizétu So mérki més integréjam galveno vienadojumu (10) z -virziena:

CU(xy)  PUY) OV (4.1.22)
ox? oy 0z

z=0

Izmantojot RN (16) pie z=0 funkcijai V'(x,y,z) un izsakot no RN (13) pie z=w

: . oV .. . : :
pirmo atvasinajumu = caur funkciju V' (x, y,z) més ieglistam vienadojumu:
z

*U(x,y) , 0°U(x,y)
ol o)
y

-w' BV (x,3,2)| _, =0 (4.1.23)

Atliek tikai funkciju V(x,y,z) izteikt caur funkciju U(x,y) ar vienadibas (20)
palidzibu un més iegiistam jaunu diferencialvienadojumu, kur§ apraksta divu
dimensiju temperattras lauku U (x, y) riba:

FUy) , UGy
ox’ oy’

Z°U(x,)=0. (4.1.24)

Seit
= pw ' ¥P(w).

1.3. Varam atzimét, ka ir viegli parbaudit, ka mes esam atteikuSies no otra Mareja-
Gardnera piepémuma. PatieSam, apzimésim ar k;siltuma vadiSanas koeficientu riba
tas garuma (x -) virziena, ar k, tas platuma (z -)virziena un ar k,tas augstuma (y -
height) virziena. Tad vienadojuma (10) vieta mums biis parcialais
diferencialvienadojums
o .o . oV

e + K, e +K, P =0.
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Diferencialvienadojuma (22) vieta biis:

_la_VZ:W _

Oz 0

2 2
OUY) | OUX))

+ KW
ox? oy* ?

z=0

Galu gala més iegiisim $adu divu dimensiju diferencialvienadojumu (vienadojuma
(24) vieta):

2 2
6 U(-fﬂy)_,r_l(.l a U()?y)—ﬁzU(x,y):O' (4.1.25)
ox oy
Seit

B =00 =0pw (W)
Ta pati procediira sieninai ((20) vieta) dos reprezentaciju:
Vo(x,3,2) =U, (x, )¥(2). (4.1.26)

Te U,(x,y) (lidzigi vienadojumam (18)) ir atkal vid€ja integrala funkcijas z-

virzienaV,(x,y,z):
Uy(x,3) = [ Vy(x,,2)dz. (4.1.27)
0

Atkal m@s atkartojam konservativas viduvéSanas metodes otro soli un parveidojam
parcialo diferencialvienadojumu (1) funkcijai V,(x,y,z) par vienadojumu pret
funkciju U,(x,y). Izmantojot homogeéno robeZnosacijumu (6) un RN (7) més
iegiistam sekojoSu diferencialvienadojumu prieks divu dimensiju sieninas temperatiiru
lauku U (x,y):

52U0(x, ) n 82U0(x,y) _

= e U, (x,y)=0. (4.1.28)

Gadijuma, ja sienina ir no ortotropa materiala, tad vienadojuma (28) vieta bis
vienadojums:

2
0 Uo(ic,y)”

azUO (xv y)
ax 0,1

ayz _ﬁozUo(an/):O : (41'29)

Vienadojuma (29) més esam izmantojusi apzZimgjumus:

Ho = Ko,zl_‘2 = Ko,zﬂw_lqj(w) .
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Koy =Koy =—. (4.1.30)

Apzim&jumos (30) mes siltuma vadiSanas koeficientu trijos ortogonalos virzienos
ortotropam materialam sieninai més esam izmantojusi atbilstosos ribas apzZim&jumus.
1.4. No Sejienes mes varam izmantot konservativas viduveésanas metodi 2-D lidzigi ka
tas tika darits publikacijas [47] - [49]. Vieniga atSkiriba, ka tagad Laplasa
vienadojumu (24), (28) vieta biis Helmholca vienadojumi (25), (29). Tacu §1 izmaina
nerada nakadas papildus gritibas konservativas viduvéSanas metodes izmantoSanai.
Tade] mes relativi 1si aprakstisim talakos solus vienadojumu (24), (28) kopa ar RN
(2)-(5), (11), (12), homogeniem RN (14), (15) un saistibas nosacijumiem (8), (9).

Mg@s izmantosim eksponencialo aproksimaciju y- virziena 2-D temperatiras
laukamU (x, y) riba lidzigi reprezentacijai (17):

U(x,y) = fy(x)+(e” =D fi(x)+(1=e ™) f,(x), p=b” (4.1.31)

Megés defin€jam otru integralo veértibu funkcijai V' (x, y,z), tacu tagad y - virziena (skat

(18)):
u(x) = ij(x, V)dy . (4.1.32)

Atkartojot visus solus més beigas iegiistam atrisinajumu ribai lidzigu aproksimacijai
(20):

Ux,y)=u(x)D(y). (4.1.33)
Seit izteiksme funkcijai ®(y) ir lidziga funkcijas W(z) aproksimacijai (21):

D(y) = sinh(1) + Bb[cosh(l) —cosh(py)] . (4.1.34)
sinh(1) + Sb[cosh(l) —sinh(1)]

Ka sekas vienadojumiem (20) un (34) iegtistam:
Vix,y,z) =u(x)®(y)¥(z). (4.1.35)

Tagad integréjam vienadojumu (24) y - virziena (Iidzigi ka vienadojumu (22)) un
izmantojam robeznosacijumus (skat RN (12) un homogéno RN (14)):

8—U+ﬂU:O,y:b,a—U =0.
oy 0

»=0

Gala rezultata iegiistam, ka funkcija u(x) ir atrisindjums S$adam
diferencialvienadojumam:
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2
‘%—gzmo. (4.1.36)

M em . — . — ~2 . . . R
Saja vienadojuma parametrs 4~ ir dots ar izteiksmi:

i’ = Bpd(b) + I (4.1.37)

Ortotropa materiala gadijuma ribai parametra ji* paradisies parametrs f*, kurs ir dots
ar izteiksmi:

i =K, Bp®(b)+ &°.

Parasta diferencialvienadojuma (36) atrisinajums argumentam x (9,0 +/) kopa ar
vienu RN punkta x =0 +/ (Sis RN ir iegiits no vienadojuma (11) p&c integréSanas y -
un z - virzienos)

[d“(x) + ,Bu(x)} =0

dx x=0+[

dod:

u(x) = C,(ue™ +e ). (4.1.38)

Seit C, ir pagaidam nezinama konstante, bet

=228 exp 25 +1)).
a+p

Mes darbojamies Iidzigi sienind un atrodam aproksiméto atrisindjumu - 2-D
temperatiru lauku U, (x,y) x-— virziena kopa ar divu eksponenSu funkciju
kombinaciju (viena ir augosa, otra ir dilstosa):

Uy (x.3)=8,(»)+[e? 0 ~1]g (»)+[1-e?Dg, (), d =51 (4.1.39)
Tagad més defingjam funkcijas U, (x, y) viduvéto x - virziena:
o
() = d [ Uy(x, ). (4.1.40)
0

Vienadiba (40) kopa ar RN (2) atlayj izteikt g,(»),=1,2 forma:

&) =D"buy(»)-ag,(»)+d,1i=1,2.(41)
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Seit

a=AK ',b=BK,',d =DK, ', i=12,

K, =e'[2+ B)0(e-1(B—e)], 4, =e ' (1+ B)5(e-2)), A, =e+ B.F, (4.1.41)
B, =e'(1+B)6(e-1)), B, =e + B)5(e—1)),

D, =e'B)5, D, = B,5(e—2).

No Sejienes més varam parrakstit izteiksmi (39) funkcijai U (x, y) forma:
Uy (6.3) =[1+ (70 ~D)a —(1-"0=)a, g, () + 4.1.42)

[(1- e4(=9) )b, — (ed((s‘x) =Db Juy () + (ed(ﬁ‘x) —d, —(1- e?(=9) )d,.

Izmantojot RN (3) sieninas aug$&jai dalai b<y<l mes iegtlistam saistibu starp g,(») un

uy(¥):

gy (¥)=byuy(y)—d,. (4.1.43)
Izteiksme (43):

b,=B,K,',d,=D)K,',B,=B,-B,, D,=D,-D,, K,=A4,— A, +p,K,.

Saistiba starp funkcijam g,(y) un u,(y) atlauj mums izteikt funkciju U (x,y) 1saka

forma, kura atkariga tikai no viena argumenta funkcijas u,(y) (integralas vértibas

funkcijas):
Uy (x, ) = A(x)uy(y) + D(x). (4.1.44)
Te

A(x) = by + (aby — b€ =1)+ (b, — a,b, )(1— &), (4.1.45)
D(x) = —d, +(d, — a,d, )(e"*™ —1) + (a,d, — d, )(1- "), (4.1.46)

Integr&jot diferencialvienadojumu (28) x - virziena un izmantojot RN (2) un (3) mes
iegiistam parasto diferencialvienadojumu:

2
du,

2 u,+0,=0,h<y<l, (4.1.47)
dy
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k2= 25’2K0’1[(,B0 + ,Bg)5sinh(l) +2, (())52 (cosh(1)-D)]+ @22,
0, = 57 [(d, —ad,)e—1)+(d, —a,d,)1- eN].

Papildus mums ir RN #'(1) =0 (RN (5) sekas). Problémas (47) kopa ar $o vienu RN
atrisinajums izskatas $adi:

uy(y)=C, cosh(k(1-y)+U,,U, =k 20, - (4.1.48)
Seit C, atkal ir nezindma konstante.

Sieninas apaks$gjai dalai 0<y<b mes izmantojam RN (6) un (7). Izmantojam
sakaribas (33) un (39); tas dod vienadojumu:

gy(»)=u(6)P(y), (4.1.49)
WD) A gy d0 (V) it
o .. 5 O(y) &y | (4.1.50)

Megs integréjam vienadojumu (28) x - virziena

x=0

_ﬁzuo(xay):()'

x=0

dzuogy) L 7 9Yu(x)
dy Ox

Talak izmantojam reprezentaciju (42) veértibai x = 0 un vienadibu (49). Tas dod:

oU,(x,y)
ox

d

=d’[(eb, —e”'b, Juy(») +(—ea, + '@, Ju(S)D(y) + ed, —e”'d,.

x=0

Izteiksmi (38) m&s varam izmantot atrisinajumam u(x) sakariba (50). [egtstam:

oU,(x,y)
ox

d

- d%cmqu(m -1).

x=6-0
Gala rezultata mes iegtistam $adu nehomogeénu parasto diferencialvienadojumu:

d’u, -
Wzo—/izuo +C0;,-C,0;, cosh(py)+D; =0.

Seit parametri ir $adi:

5 0 _1 2 72 D @
22 :ﬂo(g—K)_'_ﬁz,D?’:%’ @3’1.: 3®i’i:0’1’ d3:7§’ 1930—i
eok, e—

Q. = (Ale_ Azeil)(l + ﬂl) _ ﬂoﬂ
} 5°K, i)

(1-4),
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O o4 _ S sinh(1)

pz_/{z’ 0

-1
& = +cosh(1))®,,®, = { + cosh(l) — sinh(l)} :

Atrisinajumu (38) ievietojam (49). Tas dod
& (1) =C(ue” +e) (@, —D,(py)). (4.1.51)
Atrisinajums kopa ar homogeéno RN (4):

du,(0) _
dy

0

Visparéja gadijuma p# /1 izskatas 3adi (Seit konstante C, atkal pagaidam nav
zinama):

uy(¥)=C;cosh(Ay)+C (9, + &, cosh(py)) +d. (4.1.52)
Singularaja gadijuma p = A atrisinajums izskatas Sadi:

y(y) = Cycosh(Zy)+C, (9 +0;, Sm‘;(;y)) +d,

Kopuma §is 3-D problémas atrisinajums ar konservativas viduvéSanas metodi satur
tris nezinamas konstantes C,,i=1,2,3 vienadojumos (27), (34) un (35). To
noteikSanai mes formul&sim dabiskus nosacijumus , kuri doti publikacijas [42]-[45].
Pirma no tam ir temperatiiras nepartrauktiba noteikta punkta - x =9,y =»5 - tur, kur
saskaras sieninas aug$gja dala ar ribas stiiri. No vienadibam (26), (33) un (35)
iegiistam:

C (1,e™ +e ™ )D(b) - C,b, cosh(k(1-b)) = U,b, —d,. (4.1.53)
Ka nakamos divus nosacijumus mes uzlieckam prasibu par temperatiiras un tas
plismas nepartrauktibu uz linijjas 0 <x <,y =b starp sienipas augs¢jo un apaksejo

dalu. No (48) un (52) iegtstam:

C, cosh(k(1-b))— Ci[8 + &, cosh()]-C; cosh(Ab) = d,-U,, (4.1.54)
C,8,, psinh(1) + C, k sinh(k(1 - b)) + C, A sinh(Ab) = 0. (4.1.55)

Ir viegli parliecinaties, ka Sai tris linearu algebrisku vienadojumu sistémai ir tikai
viens atrisinajums.

1.5. Dazi skaitliskie rezultati un to analize ir misu publikacija [44]. Dosim isu to
analizi. Par tipisku pieméru izvélamies problému, kura apskatita publikacijas [58]-
[60].
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y/x 10,000 | 0,195 10,391 | 0,586 | 0,586 1,260 1,934 2,608
1,000 | 73,62 | 72,15 | 71,09 | 70,32
74,17 | 72,71 | 71,65 | 70,89

0,714 | 73,53 | 72,05 | 70,99 | 70,23
74,08 | 72,61 | 71,56 | 70,79

0,428 | 73,24 | 71,76 | 70,69 | 69,94
73,80 | 72,32 | 71,27 | 70,51

0,142 | 72,77 | 71,27 | 70,20 | 69,44
73,33 | 71,85 | 70,78 | 68,42

0,142 | 72,77 | 71,27 | 70,20 | 69,44 | 69,44 | 48,67 | 39,12 | 36,08
73,33 | 71,85 | 70,78 | 68,42 | 68,42 | 48,13 | 38,81 | 35,84

0,094 | 72,62 | 71,14 | 70,14 | 69,50 | 69,50 | 48,70 | 39,14 | 36,09
73,35 | 71,86 | 70,79 | 68,50 | 68,48 | 48,16 | 38,83 | 35,86

0,048 | 72,53 | 71,06 | 70,10 | 69,54 | 69,54 | 48,72 | 39,15 | 36,10
73,36 | 71,87 | 70,79 | 68,62 | 68,51 | 48,18 | 38,84 | 35,86

0,000 | 72,51 | 71,04 | 70,09 | 69,55 | 69,55 | 48,72 | 39,16 | 36,10
73,36 | 71,87 | 70,79 | 68,75 | 68,52 | 48,18 | 38,84 | 35,87

1.6. Specialie gadijumi. M@&s iegiisim pirmo specialo gadijumu, ja piegemsim 3-D
atrisinajuma neatkaribu no tresa argumenta z. Tad vienadiba (18) reducgjas uz
trivialu identitati:

Vix,y,z2)=U(x,y),
Bet 11dzigi vienadojums (27) reducgjas uz identitati:

V()(xayaz):UO(x’y)'

Parametrs 7z $aja gadijuma parvérsas par sakaribu zz° = fw™'. Tomér svarigi atzimét,
ka Saja gadijuma tomér me&s esam ne€musi vera siltuma plismu no virsmas z=w.
Nakamais specialais gadijums ir, ja uzskatam, ka plisma no sanu virsmas netiek
nemta véra, t.i. virsma z =w ir izoléta. Tad z° =0un 3-D atrisinajums reducgjas uz
agrako 2-D atrisinajumu [42],[43].

Labi zinamais 1-D formulgjums periodiskai sistémai ar taisnstiira ribu no publikacijam [59],
[60] izskatas $adi:

2
d U°2(x) ~0,xe(0,5), (4.1.56)
dx
2
bf{?—ﬂU(x)zO,xe(é‘,5+l), (4.1.57)
X
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dU,(x)

— L B (1-Uy) =0, x =0, (4.1.58)
dx
M+,BU=0,x:5+l, (4.1.59)
dx
U0|x=5—o - U|x:5+o’ (4.1.60)
dU (x) dU(x) (4.1.61)
0 _ _
ﬂ{ Al b)Uo] i I
x=0-0 x=6+0
Problémas (56)-(61) atrisinajums var tikt uzrakstits forma (skat [59], [60]):
U,(x)= COx+ Céo) ,
(4.1.62)

Ux)=Ce" +Ce ™, u=

@_Rb

Seit &etras nezinamas konstantes viegli var tikt noteiktas no etriem RN un saistibas
nosacijumiem (58)-(61).

Sis vienas dimensijas modelis viegli var tikt noteikts ka miisu trfs dimensiju atrisinajuma (1)-
(3), (7)-(13) un (16) integrejot y - virziena, ja izdaram vel divus vienkarSojumus:

1) més pienemam abu temperatiiru neatkaribu no diviem argumentiem - yun z ,t.i., més
pienemam, ka

Vix,y,2)=U(x), (4.1.63)
Vo(x,y,2)=U(%); (4.1.64)

2) més pienemam, ka parametrs 27> = 0 . Tas nozimé, ka més esam izdarijusi pienémumu
par izolacijas nosacijumiem uz virsmas z = w.

Patie$am, paradisim So izvedumu vienadojumam (10). Integrésim (10) y - virziena pa
segmentu y €[0,b]un z - virziena pa segmentu z €[0,1]:

z=w

2
U,y 0

W’l a_V
dx? oy

Y (4.1.65)
Oz 0

z=0

+
z=0

Tr1s homogenie RN atlauj parrakstit vienadojumu (65) forma:

2
PUE) oV

= 0 .
dx? oy

y=b

Atliek izmantot nosactjumu (12), identitati (63) un esam ieguvusi vienadojumu (57).

Mes viegli varam iegiit uzlabotu atrisingjumu (salidzinagjuma ar “klasisko”
atrisinagjumu (62)) , ja més pienemsim 3-D atrisinajuma neatkaribu no otra un tresa
mainiga, tacu nemsim véra siltuma apmainu ar apkartgjo vidi saskana ar RN (7) un
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(13) ar konservativas viduvéSanas metodi. Beigas, atrisinajuma (62) mes ieglsim
atrisinajumu forma:

U, (x) = CO exp(@x) + C© exp(—u*x),

: . (4.1.66)
U(x) = C, exp( 21Wx)+ C, exp(— 1Ox),

1O =B/w, 1 = pAIb+1/w).

Sis jaunais un vienkarsais 1-D atrisinajums atlauj mums viegli novértét, kad ir iesp&jams
izmantot atrisinajumu (62) atrisinajuma (66) vieta. Sis nosacijums ir:

,u(o)5 <lLb<<w.

Visinteresantakais no lietojumu viedokla ir divu nehomogéno sieninas robeznosacijumu (4)
un (5), ti., Oy, (x,¥) =0 (x,2)=0,(x,y)=0. Saja gadijuma 3-D problémas redukcija uz

divu dimensiju problému ir identiska ar to, kura ir realiz&ta subsection 3.1 un mums ir tas pats
parcialais diferencialvienadojums (24) 2-D temperatiras laukam U(x, y). Mums ir vismaz

divas iespgjas transformét RN no 3-D uz 2-D formu.
Pirmais cel$ ir izmantot konservativas viduvésanas procediiru (18) abiem nehomoggnajiem
RN un definét:

o0 (x)= O'I O (x,z)dz, 9,1 (x) = O'I Oy, (x,2)dz.

Ka nakamo mes par jaunu defingjam vienadibu (40) funkcijas U,(x,y) integralai vidgjai
vertibai u,(y) x-virziena un beigu beigas ieglistam parasto diferencialvienadojumu (47),

tacu tagad homoggna robeznosacijuma vieta més iegiistam $adu nehomogenu:

du,(1)
dy = %,1(’5) .

Atrisinajums izskatas sekojosi:

tty () = C, cosh(k(1= ) +U, - qo’};(x) sinh(k(1-y)),U, =k7%0,.

Lidzigi parveidojas atrisinajums sieninas apaks$&jai dalai.
Otraja panémiena més izdaram viduvéSanas procediiru visam intervalam y € (0,1), tau ne
RN (4) un (5). Tad tikko iegtitais atrisinajums iegtst formu:

uy(v;2) = C,(z)cosh(k(1- ) +U, - %’“z)smh(l%(l -y),U, =k20,.

Tas nozimé, ka vienas dimensijas atrisinajums patiesiba ir atkarigs no argumenta z ka
parametra caur nezinamajam konstant€ém C, un siltuma pliismas uz robezas y =1.
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2.§. Nestacionara 2-D problema

Saja otraja paragrafa més izpétisim nestacionaro siltuma parnesi viena 3-D sistémas
elementa ar taisnstira ribu. M&s parveidosim sakotn€jo 3-D problému uz trijiem
saistitiem viendimensiju parcialiem paraboliska tipa diferencialvienadojumiem
(siltuma vienadojumi ar konstantiem koeficientiem un lineariem avotiem) Sos
vienadojumus risinasim ar galigo diferencu metodi [45].

2.1. Saksim ar nestacionaras tris dimensiju problémas formul&jumu sistémas vienam
elementam ar taisnstlira ribu. Izmantosim tos paSus bezdimensiju argumentus un
parametrus ka ieprieks€ja paragrafa, tikai ar tikai vienu papildinajumu:

a’=klc,(a; =k,/c,),

Seit temperatiiras vadiSanas koeficients ribai (sieninai), kur c(c,)ir Ipatngja siltuma
ietilpiba tilpuma vienibai ribai (sienipai). Sienina — ir viens sist€mas elements ar
taisnstiira ribu — ir novietots 3-D apgabala {xe[0,5], ye[O,l],ze[O,W]} un

temperatiiras lauks V,(x, y,z,t) tiek aprakstits ar siltuma vienadojumu:

o, +62V° + o7y il

4.2.1
ot et Y o #2.1)
Pamatvienadojumam mes pievienojam nepiecieSamos robeznosacijumus:
Do g-V,)=0, x=0, 422)
ox
Doy =0.x=6.y < (b, (423)
Ox
T Ny, (4.24)
Yl W
% =0’ %—i-ﬂ()% :O’ Z=W. (42.5)
0z |._, 0z
Pievienojam nepiecieSamos saistibas nosacijumus starp sieninu un ribu:
VO v=5-0 " ly=s+0° (4'2'6)
ov. oV
p—L =f,— (4.2.7)
X |\_5- OX |,_s10

Visbeidzot, pievienojam sakuma nosactjumus $ada forma:
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Vo, y,2,0)|_, =Vy (x,3,2). (4.2.8)

Taisnstiira riba aiznem apgabalu {x e[6,6+1],y€[0,b],z€[0,w] }un temperatiiras

lauks V(x, y,z,t) apmierina vienadojumu

oV oV oV _ L0V

+ —a _ 4.2.9
ox> oy oz’ ot ( )
Robeznosacijumi ribai ir §adi (sakrit ar agrakajiem):

VL gy =0, x=5+1, (4.2.10)
Ox

Y By =0, y=b, (4.2.11)
oy

W By =0, z=w, (4.2.12)
0z

o _ar =0, (4.2.13)
Xlmo V|,

L4 - 0 (4.2.14)
0z |._,

Un sakuma nosacijums:

Vx,y,z,0)|_, =V (xp.2). (4.2.15)

Atkal izmantosim konservativas viduvé$anas metodi. ST tuvinata pareja no 3-D uz 2-D
formul&umu ir tuva tam, ka tas bija stacionara gadijuma.
2.2. M@s aproksimésim 3-D temperatiiras lauku V' (x, y, z,t) sekojosa forma:

V(x,y,z,t) =hy(x,y,t) + (e =Dh(x,y,t) +(1—e "), (x,y,t), o = w (4.2.16)

Seit tris funkcijas A, (x,y,t), i=0,1,2 pagaidam ir nezinamas. Atkal defin€sim

funkcijai V(x,y,z,t) vidg§jo integralo vertibu z -virziena:
U(x,y.0) =0 [V (x,y,2,0)dz. (4.2.17)
0

St sakariba kopa ar RN (pie z=0 unz =w) atlauj izslégt h,(x,y) no reprezentacijas
(16). Beigas més varam izteikt 3-D atrisinajumu V' (x, y,z,t) forma:

Vix,y,z,t)=U(x,y,t)¥(2). (4.2.18)
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Funkcijai W(z)iznak $ada izteiksme:
_ sinh(1)+ Sw{cosh(l)—cosh(oz)] 4219
Y@=~ + Aulcosh(D) —sinh(D)] ( )

Tagad més vienadojumu (9) transform&am uz diferencialvienadojumu funkcijai
U(x,y,t): integrgjam vienadojumu (9) z - virziena. Galu gala iegiistam $adu 2-D

temperatiiras lauku U(x, y,¢) riba:

2 2
8_(2J+ 0 12] ~n’U=a" au , (4.2.20)
ox~ 0oy ot
Seit
= pw ' ¥Y(w).

Ta pati procediira sieninai dod identisku reprezentaciju:
Vo(x,,2,0) =U,(x, y,0)¥(2) . (4.2.21)

Seit U, (x, y,t) atkal ir funkcijas ¥, (x, y,z,t) vidéja integrala vértiba z - virziena:

U,(x,y,0)=0 j Vo(x,v,z,0)dz . (4.2.22)
0
Siltuma vadiSanas vienadojums funkcijai U (x,y,f) sieninai ir identisks
vienadojumam (20) ribai:
2 2
0U, 0l _ U, =a;’ _a;o : (4.2.23)

2

ox> Oy
Mums japievieno viduvetas z - virziena sakuma nosacijumi vienadojumiem (20) un

(23):

0
=0 = U (x7 y)’
(4.2.24)

U(x,y,t)

UO (x’y’t)L:O = U(()) (X, J/)

Tagad més atkal varam izmantot konservativas viduvésanas metodi 2-D problémai ar
RN temperatiiram U(x,y,t) un U,(x,y,t). Tas var tikt izdarits lidziga forma ka
ieprieks. Més 2-D temperatiiras lauks U (x, y,¢) riba izteikts forma:

Ux,y,t)= fo(x,t)+ (™ =D fi(x,t) + (A=) f,(x,8), p = b (4.2.25)
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Otra integrala vidgja vertiba funkcijaiV (x, y, z,t) tiek definéta Sadi:
b

u(x,t)=p j U(x, y,t)dy . (4.2.26)
0

Lidzigi ka ieprieks ieglistam:
U(x,y,t) =u(x,t)®d(y). (4.2.27)

Izteiksme funkcijai ®(y)ir ka ieprieks:

D(y) = sinh(1) + Bb[cosh(1) —cosh(py)] . (4.2.28)
sinh(1) + SBb[cosh(1) —sinh(1)]

Beigas més iegiistam no (18) un (27) tuvinatu reprezentaciju tris dimensiju
temperatiiras laukam riba:

V(x,y,z,t) =u(x,t)®(y)¥(z2). (4.2.29)

Integréjam diferencialvienadojumu (20) y - virziena un izmantojam RN (skat (11) un
otro RN (13)):

a—U+ﬂU:O,y:b,a—U =0.
oy 0

»=0

Tad mes iegiistam funkcijai u(x,t) 1-D parabolisku parcialu diferencialvienadojumu:

ou . Lou . _
y—,uzu =a” 5 i’ = Bod(b)+11° . (4.2.30)

Sis vienadojums jarisina pret argumentu x € (5,0 +1) ar RN:

=0, (4.2.31)

x=0+l

[—8”(’“’ D\ Bux, t)}
ox

Un tam pievienotu sakuma nosacijumu
u(x,t)|_, =u’(x). (4.2.32)

Abi $ie nosacTjumi ir saskanoti ar nosacijumiem (8) un (15) p&c to integréSanas
(viduv€sSanas) y - un z - virzienos.

Lidzigi darbojamies sieninai un aproksim&jam 2-D temperatiiras lauku U, (x,y,?)
sinipai x -virziena:

Uy (5, 3.0)= 8, (r0)+[e 09 ~11g, (16)+ 11 Dg (1,1), d =51, (4.2.33)
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Defingjot integralo vid€jo vertibu funkcijai U, (x, y,t) x -virziena:
5

u,(y,0)=d j U, (x, y,1)dx . (4.2.34)
0

Definicija (34) un RN (2) lauj mums atrast g, (y,¢),=1,2 forma:

g&.t) =D bu,(y,0)—a,g,(y.)+d,1,i=12. (4.2.35)

Seit visiem koeficientiem ir tadas pasas vértibas ka iepriek3gja paragrafa. Tas lauj
parrakstit U, (x, y,t) forma:

Uy (x,,0) =[1+ (™ =1)a, —(1—e*“"a, g, (v,0) +
[(1- e4(=9) )b, — (ed(d‘x) =Db, Juy (y,2)+ (ed(d‘x) —1)d, —(1- e?4(=9) )d,.

Izmantojot RN (3) sieninas aug$&jai dalai b<y<l més iegiistam saiti starp funkcijam
gO(y’t) un uo(y’t) :

8o (¥,1) =byu,(y,1)—d, . (4.2.36)
Izteiksme (36):
b, :BoKo_l’ d, :DoKo_la By,=B,—-B,, Dy=D,-D,, K,=4,—-4, +pB,K,.

Integrgjot diferencialvienadojumu (23) y — virziena un izmantojot RN (2), (3) un otro
nosactjumu (4) mes ieglistam vienadojumu:

o’u, - L, Ou

8y20 K+, =4 T b <y <L, (4.2.37)

(L) _ (4.2.38)
y

k2= 25’2[(ﬂ0 +ﬂg)§sinh(l)+2ﬂ0 852(Cosh(1)—1)]/K0 + i,
0, = 57 [(d, —ad,)e—1)+(d, —a,d,)1- eil)]-

Sieninas apaks$gjai dalai 0< y<b izmantojam RN (6), (7) un beigas ieglistam
vienadojumu:

2
Ouy _ %,O<y<b.
oy?

ot

£ Ou (4.2.39)

/izuo +D(y) 13y

Eou +

— 2
+D,=aq;

x=0
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Seit

0/, 1\2 72 02 5,
PO Gl Y SN O Gk Y-
eokK, (e-1) A’ eok, po

Diferencialvienadojumam (39) japievieno viduvéti x - un z - virzienos RN (4) forma:

auO (09 t) _

0 4.2.40
o ( )

Un sakuma nosactjums (24), kurs ir integréts x -virziena:
uy(y,0)|_, =10 () - (4.2.41)

Sis sakuma nosactjums der abiem vienadojumiem (37) un (39).

St probléma trijiem parcialiem diferencialvienadojumiem (30), (37) un (39) ar
dotajiem RN un sakuma nosacijumiem més risinasim ar galigo diferen¢u metodi, ka
darbos [45], [54]. Tacu trikst nosacijumu diferencialvienadojumu (37), (39)
sajligSanai uz Iinijas y =b. Tacu te ir vienkarSa izeja: mes pienemam acimredzamu
funkcijas (temperatiiras) u,(y,¢)un siltuma plismas nepartrauktibu stiira punkta
{x =0,y= b} . Temperatiras sajligSanai starp sienipu un ribu S§aja punkta

{x =0,y= b} més varam izmantot vienadibu (6), (18), (21), (27) un (36) sekas:
u(9,t)d(b) =byu,(b,t)—d,. (4.2.42)

Vienadojumu kopa ar RN, saistibas un sakuma nosacljumiem m&s izmantosim
klasisko tr1s punktu shému ar svariem ar otro aproksimacijas kartu attieciba pret telpas
argumentu. Lai iegiitu otro aproksimacijas kartu RN, m@s izmantojam ideju par
pamatvienadojuma izmantoSanu uz robezas [45], [55]. Kad més cenSamies
tradicionala veida aproksimét diferencialvienadojumu (39), tad mums ir
netradicionala situacija, jo Sis vienadojums satur loceklus ar ribas temperatiiru un
siltuma pliismu. ST griitibu parvaram ar Gausa izslégsanas metodes visparinajumu tris
diagonalai matricai.

Au —Cu™ +Bu!' =-F,, i=1,N-1,

i+l

o 20 1
A=—=B, C =—+u’c+—,
h’ h? H a’r

X

2u! +u u
(-0 +——.
h; a’t

F=(-0) "

Robeznosacijuma (15;) aproksimacija punktaicx =06 +/ (i =N ) robezpunkta (13)
[55]:
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n+l n+l n n n+l
Uy — n+l

O'—h -l +(1—O')—MN ;luN"l +7x[,uzo-u,\, + 15 (1-o)ul, e

2

ar7T

+Boul’ + B(l- o)y =0.
Parrakstot to forma:
n+l n+l

Uy =T Uy, + I,.

Te

2
o o ouh, 1 -
wzzwzlh_awz1:(h_+ 5 +a22_+ﬁ(7) L

X X

uy —uy_ . (I-o)hu® , ul \
U Sl S k2 L L B e A
h 2 a’t

X

Hy =~y

Aprékini riba ar parneses metodes koeficientu (kreisa parnese):

Oy =@y, 1y =M,

A BUH— +E
(= M=t

,i=N-11.
C_é,iJrlB C_é,i-HB

Otraja etapa ar formulam

. . 1 w 1
Tiek atrasti u". Tadu u;"

]

(4.2.29)

(4.2.30)

(4.2.31)

(4.2.32)

nav zinams . Vienadojums (21) ir vienadojuma (24)

specialgadijums, kad koeficienti E,=FE, =0. Tadel sikak apskatisim tikai

vienadojuma (24). Locekla

{Eou +E, Z—Z}
x=0

aproksimaciju.

Pirma atvasindjuma aproksimaciju x virziena funkcijai u(x,t) uz robezas x =0

izmantosim, tapat ka vienadojuma (29) aproksimacijai, izvirzijumu Teilora rinda ar
sekojosSu otra atvasinajuma x virziena izteikSanu no vienadojuma (13). legiistam:
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n+l n+l n n n+l
ou

e M e M
ox| h h

X X

n
0 _h_x[uo —U
2 a’

—— i (o + (=0l

n+1

Atliek izmantot sakaribu (32) pie i=0, lai izslégtu u;" no pédgja diferencu
vienadojuma. Parejo vienadojuma (24) loceklu aproksimaciju tiek veikta
standartveida (ka vienadojumam (28)). Gala rezultata vienadojuma (24) diferencu
aproksimacija var tikt uzrakstita §ada forma:

AV - O+ By DOt = —F O =1, M 1. (4.2.33)
Te
1 o 1 1 20
A()=_21=B()’ C() :Tl+ﬂ261+2_’
v b a ot

(4.2.34)

n n

U, .
0,
. ~A (-0, +—=+D; +F"..
hy,l ’ a, T

u

= 2u) . +u

0,/-1 0,/ 0,/+1

FO=(1-0,)-2 -
J 1

No otras puses D;l) vienadojuma (33) uzrakstams forma D;” = D“)(I)j , kur

DY =E,o+ E[o(—5t 1 p) 45,
h 2a°t

X

bet ©, =D(y,).
Visbeidzot F j(o) =F (O)CDj , te

I'I_ n h
FO =B (-0 +E[c i+ -yt e L pa oy,
h h 2 ar

X X

RN (25,) aproksimacija ar otro kartu attieciba pret y, izmantojot vienadojumu (24)

tiek realizets ka vienadojuma aproksimaciju (29) un var tikt 1si uzrakstits forma:

n+l n+l n+l
Ugogy =@ Uy, T L — ViU,
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g, —uy, h,, u,
S = (= A= ug, + Dy = 7))
h,, 2 a7

u =-a,[(l-0))

Sienipas apaksejai dalai parneses koeficienti «,,,,f,,,,7;, 1r $ada neparastaka

JH

forma:

n+l __ n+l n+l .
Ug; =g g+ B =V ke »  J=0,M -1. (4.2.35)
Siem koeficientiem ir sekojosas izteiksmes:
o=@, =1, =V,

) @ @
B _ATB AL

a; 1 z—,ﬂ‘ 1~ "~ . °
Jt C(l) _ajA(l) Jt C(l) —afA(”

(4.2.36)

AVy & DO
J J

CcO—gq AV’

J

Vi = j:LMO_l‘

Vienadojums (21) ir gadijums, kad koeficienti E, = E, =0 (tatad vienadojuma (33)
koeficients D; =0):

APurt —CPult +BPuy =-F P, j=M +1LM -1, (4.2.37)

Bet koeficienti 4 ,B ,C ,F, tiek atrasti péc formulam (34), svars o, var bit cits,

tapat ka solis 4, ; F],(z) nesatur F /(0) , koeficienta 2° ir k> un D, ir ©,.

6]

CP=m P n @=y® 0= 4

M 2 oy 2,9 c® _ ;i}B(Z)’

(4.2.38)
BPn? + F® -

2) Jj+l J .
n' =——0———— j=M-1,M,+1

J C(2) _ ./('er:B(z)
RN (22,) aproksimacija ir analoga vienadojuma (29) aproksimacijai:
oy = @5 Uy + s (4.2.39)

Te
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2
@__ @ 0, o _, 0, Okh, 1
o, =, i Wy = 7 + > +—),
y.2 .2 a, T
n n n
u' —u h u
(2) _ (2) 0,M 0,M~-1 .2 2 n 0,M
Uy, =-w, [(1-0,) 7 + ) (k (l_az)uo,M_G)z_ 2 )]
v,2

a, T

Tada veida ir zinami koeficienti £”,7 "

v -7y un var tikt atrasti koeficienti § 1(.2) , 7752) u[)”]l
+ @ gm0 s ar 1
u(;l /+1 - D+l ”g, + 77‘,'4.1 s J= M()yM -1. (4240)

Ar vienadojumiem (26), (27), (26) ir noteikti u, M , vienadojumam (35) j=M

o —1
un (40) pie j = M. (27):

n+l _ n+l
uy D, —bOuO’MO —-d, .

4.2.41)
n+l n+l n n
u - u —u h
0.M, 0,M,~1 0,M, 0,M,-1 vl a2 n+l n
oo——————+(l-0)————— ) . +—2 [4 (O-luo,MO +(1—01)”0,M0)+
.1 y,1
n+l n n+l n+l
Uom, —Uoum Uomy+1 — Uom
0 - 0 +(D(l)u(r)t+l _F(O))q)M _D ]= 02 ot 0 +
0 h
a,T )
n n n+l n
Uu —U u —U
0,M,+1 0,M, - sl " 0,M, 0,M,
(1-0,) Oh °— 5 [k (O'Zu()’M0 +(1—0'2)u0’M0)+—° > ~-0,].
v,2 aO T
Izsledzot ug™ no (41), ugyy .ugy, , ar vienadojumiem (35) un (40) punkta
j=M,:
F o h 4 h
1 _“1 ¥, @) M vl (0)
ug,MO =— ﬂMO —2.n¢ M 4+ (=—D" +0,——)d, +—(D, +Fy, )+
G h, hy,2 2 h,®,, 2

n

B u n
(-0 OMO 1 0,M,

+ —u h n
}“2_”01\40]4‘(1 O-z)[ OMOI o k2 y22 OMO]
v,2

vl
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(o2

n _ 1

20 Uy my» G_h (I-ay, +7uy, 7
aO T y,1 M,

h +h
1 2
D 703

h h h ., +h

2 1 1 2

-‘erkz e +b0D(1)—y’ SEEALE L > Ly
2a0r

n+l n+l |

Kad atrasts u,, , tad no (41) tiek atrasts u,
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5. nodala. Precizais analitiskais atrisinajums 3 — D problémai

1. § Nepilna stacionara problema

Saja paragrafa tiks apskatita nepilna matematiska 3-D stacionara probléma, kad uz
divam pret€jam virsmam ir doti otra veida RN, kas lauj problému reducét uz 2-D
problému Puasona vienadojumam. Probléma tiek apskatita vienam sist€mas
elementam ar taisnstira ribu, ka tas attSlots grafika ar tumsaku krasu. Sis
matematiskais formul&jums 2-D un 3-D problémam ir apskatits rakstos [50], [51],
[53].

Seit tiek lietoti iepriek§ izmantotie bezdimensiju parametri. Ari bezdimensiju
temperaturas:

V(X,y,z)_T _Z)(xayaz)_j—;z

Vx: »Z) = a,I7 X, V,z)=————,
(x,,2) T T 0(x,,2) T-T
®(xayaz) T ®O(yaz) T
O(x,y,z)= £.0,(y,z =
(09 = =0, 000) = 2

Zim. 5.1.

Te C:)O (»,z) ir apkartgjas vides temperatiira kreisaja (karstaja) sieninas pusé (siltuma
avota pusé), O(x, y,z) - apkartsjas vides temperatiira labaja (vésaja) sieninas un ribas
pusé. Talak, V(x,y,z) (I7O(x, y,z)) ir dimensiju temperatiiras ribai
(sienipai).Visbeidzot, Seit 7 (7,) ir integralas vid&jas temperatiiras uz atbilstoSajam

virsmas plakném:
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B+R A+L

sz j O(A, y,2)dy + j de O(x, B,z)dz + ijdzf O(A+L,y,z)dy
T — 0 B A 0 0 0

a

b

[(B+R+L)W ]

B+R w
[ dv[©,(r,2)dz
0 0

(7 (B+R)]

];_

Mgs Seit esam defingjusi sekojosus dimensiju siltuma un geometriskos parametrus:
k(k,)- siltuma vadiSanas koeficients ribai (sieninai), h(h,)- siltuma apmainas
koeficients ribai (sieninai),2B — ribas biezums, L — ribas garums, A — sieninas
biezums, W — sieninas platums (garums), 2R — distance starp divam ribam (ribu
sprauga).

Mgs aprakstam bezdimensiju temperatiiru lauku ar funkcijam sienina (riba).Tie tiek
aprakstiti ar vienadojumiem:

oV, o, oW, oV oV &V
—t+—+— =0—+—5+—=0.
Ox oy 0z ox~ oy oz

- Y

Vispirms mé&s apskatisim tris dimensiju nostadni ar dotam siltuma plismam no sanu
virsmam:

o,

- =0,(x.y). G1D

ov ov
= QO,} (x:y)a = QZ (xay):
oz oz

ov,
= Qo,z(an’),a—o

z=l

z=w z=0 z=w

Sads RN tips atlauj precizu pareju no 3-D problémas nostadni uz 2-D nostadni
Puasona vienadojumam ar konservativas viduvésanas metodi. Ka ieprieks, defin€sim
sekojosu integralus vidéjam veértibam:
Voo 3) = w [V (x,,2)dz, 8, (v) = w [ @, (1, 2)dz,

0 0

(5.1.2)

V(ep)=w [V (x,3,2)d2,9(x, ) = w [ O(x, y,2)dz.

0 0

Atliek izmantot galvena vienadojuma integraciju, izmantojot abu RN parus un mes
iegiistam:
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oV, . oV,

+0y(x,») =0,

ox> oy’
(5.1.3)
o’V oV
+ + ,y)=0.
PPN O(x,y)

Seit
1
w

0,(13) =-(0,(5.)= 003 (1)), 0(x.3) = (0, (5:) = 0u(x.3).

Pievienojam abiem jaunajiem diferencialvienadojumiem (3) nepiecieSamos RN:

0

{8—?+ﬂ§ [‘go(J/)_Vo]} =0,y €(0,1), (5.1.4)

{aaﬁ+ By [Vy — 9(x, y)]} =0,y e (b,1), (5.1.5)

x =0

5@& = 0,,(). (5.1.6)
y y=0

ol —0, (5.17)
y y=1

Megés pielaujam situaciju, ka ribas materials var but atSkirigs no sieninas materiala.
Tatad, tas nozimé, ka jaformul€ saistibas nosacijumi uz virsmas starp sieninu un ribu.
Megés pienemam idealu termisko kontaktu — nav kontakta pretestibas:

I/O x=0-0 = x=5+0" (518)
ov, Gl
-1 =hP 5.1.9
P X | _s5.0 Py OX |,_s40 ( )
Ribai ir $adi RN:
{a—V+ﬂ[V—z9(x,y)]} =0,y €[0,5], (5.1.10)
ax x=0+[
ov
- =4, (5.1.11)
oy =0

67



{aa—V+ﬂ[V—9(x,y)]} =0,xe[5,0+1]. (5.1.12)
y

y=b

Mgs piepemam, ka ir izpilditi visi nosacijumi, kuri nodroSina klasiska atrisinajuma
eksistenci un unitati problémai (3)-(12), t.i., apkart§jas vides temperatiras
nepartrauktibu, saskanotibas nosacijumus uz virsmus saskares Itnijam utt.

Atzimésim, ka praktiski visi autori ignoré siltuma apmainu caur sanu virsmam
z =w (tapat ka no virsmas z = 0). M&s pienemam, ka ir dotas siltuma pliismas caur
abam virsmam.

Mg@s izklastisim galveno ideju atrisinajumam 2-D gadifjuma ar konstantam
bezdimensiju temperatpuram &, = 1(@)0 = 7}7) un $=0(©=7). Mes papildus
nenemsim véra siltuma plismas caur sanu virsmam. Saja konkrétaja gadijuma mums
ir §ads pamatvienadojums temperatiirai U (x,y) sieninai, atbilstoSi temperatiirai
ribai U(x, y) :

o’U, 0,

8x20 + 8y20 =0,{x[0,5],y €[0,1]}, (5.1.13)
2 2

lezj+2ylz] =0,{xe[5,6+1],y€[0,b]}. (5.1.14)

RN (6), (7) un (12) ir homogeéni:

ou, |
y

_au,| ou
y=0 ay |y—1 ay =

0. (5.1.15)

RN (4), (5), (10) un (11) vieta ieglistam:

oy + 5, (l—UO)} =0,y €(0,1), (5.1.16)
L ax x=0
aUO +ﬂOU0] :ane(bal)a (5117)
ox s
(6—U+ﬂUj =0,y €[0,b], (5.1.18)
8)6 x=0+[
@—U+ﬂU] =0, xe[6,6+1]. (5.1.19)
y -

Saistibas nosacijumi starp sieninu un ribu nemainas, paliek (8), (9) izskata.
Vienadojumu (8), (9) lineara kombinacija kopa ar RN (17) atlauj mums parrakstit ka
sadu RN ar labo pusi uz sieninas visas labas puses:
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ou ,
( ] = BFy(5.). (5.1.20)
x=6—0

Seit
(ié—U+UJ,OSySb,

Fy(x.) =1L § ax 5120
0 b<y<l, o
elo,0+1].

Pienemot, ka funkcija F(x,y) ir dota, m&s atrisinajumu varam izteikt ka zinamu
atrisinajumu caur Grina funkciju [56]:

1 b
Uy(x,y) = _ﬂ(?jGo(xay,Oan)dUo +ﬂo_[E)(5a770)G0(x’ya§a770)d770- (5.1.22)
0 0

Ieverojot formulu (21), m@s atrisindjumu parrakstam $adi:

Uy(x,y) = ﬂoIG (x, 7,0, no)d770+ﬂof[l ou U] G, (x,9,8,1,)dn,. (5.1.23)

B ¢,

£,=5+0

Grina funkcijas izteiksme formulas (22), (23) ir $ada (skat [56], [57]):

Go(x’y’é:’n)=Gg(xaé:)'G({(y>77)a
(5.1.24)
G (x,&) = z(ﬂ ()9, (&)
= el

2

y = cos|nz(y+mn)|+cos|nz(y—n
[y + 7]
Formula (24) viendimensiju Grina funkcijas tpasfunkcijas ir $adas:
0

9, () = cos(t ) + L sin(u, v).

m

Seit x4, ir transcendenta vienadojuma pozitivas saknes:

(B +5)

1g(u,0) =
/Ui - ﬂoﬁ(?
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Diemzel, formula (22) nav tiesi lietojama, tadel ka, funkcija F(x,y) nav zinama, t.i.,
nav zinama ribas temperattra U(x, y). Tas liek apskatit atrisinajumu riba. To daram
tada pasa veida ka nosacijumam (20) més saistibas nosacijumus parrakstam ka tresa
veida RN ribas taisnstiira kreisajai malai:

()

= PF(S,y). (5.1.25)
ox

x=0+0

Te RN labajai pusei vienadojuma (25) ir izskats:

0
F(x.) =(ﬂi =

—UOJ,xe[O,é‘],ye[O,b]. (5.1.26)
Tagad, lidzigi ka iepriek§ mes atrisinajumu ribai varam izrakstit forma:
b
U(x,y) ==B[ F(8,mG(x,,8,n)dn. (5.1.27)
0

Te

G(xa Vs 55 77) = G(X) (X, é:) ’ G(y) (y’ 77)5

BB Gy ) 5L 0D

GO (&)=Y
% ol =,

$(x) = cos[/?,[(x—5)]+§sin[/1i (x—é')},

1

l//j(y,n) = COS|:K'j (y+77)]+cos[/(j (y+77)],

1
bl -3+ =25)

Seit A (x ) 1r transcendentalo vienadojumu pozitivas saknes:

tan(A1/) = /fliﬂ tan(x b) = ﬁ
K

2 2
i J

Izmantojot apzim&jumus (21) un reprezentaciju (27) més viegli ieglistam S$adu
vienadojumu:
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b
Fy(x,y) ==[ F(8,mT(x,7,8,m)dn,
0

(5.1.28)
0
F(X,yaf,ﬂ) = (_—l_ /BJG(xayaé:an)
ox
No (22) mes tulit iegiistam I1dzigu representaciju funkcijai F(0, y):
01 b
F(8,y) = jjro (8,3,0,7,)d, = [ Fy(8,7)T (8,3, 8,1, )d . (5.1.29)
00 0
Seit Tsumam més esam izmantojusi apzimé&jumus ka formula (28):
0
Fo(xayaéoano):(ﬁo_ajGo(xayafoano)- (5.1.30)

Tagad representaciju (29) ievietoja formulas (28) labaja pusé un mes iegiistam
sekojoSu otra veida Fredholma integralvienadojumu funkcijai £, (0, y):

b

Fy(8,) = =@, (») + [ K(3,6)F,(3,6)ds. (5.1.31)
0

Te izmantoti 1saki apzZim&jumi:

0 b 1
()= [T(8.y,8.m)dn | Ty(8.7,0,m,)dn,,
0

00

(5.1.32)

b
K(yano) = Iro(5,77a5,770)r(5a%5,77)d77
0

Kad esam atrisinajusi integralvienadojumu (31), més tulit no reprezentacijas (22)
varam iegiit temperatiiras lauku sienina. Tad reprezentacija (27) dos temperatiiras
lauku riba.

Tagad apskatam vispargjo gadijumu, ka ir nehomogeéna apkarteja vides temperatiira.
Tad atrisinajums ar Grina funkciju (22) vieta ir forma:

b
Uy (x,9) = W, (5,) = B, [ Fy (8,1,)Gy (x, 9,8, )1y (5.1.33)
0

Seit visi zinamie locekli ir savilkti kopa:
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Vo(x,y)= .[Qo,1(§o)Go (x, 3,8, Dd &, _IQ0,0 ()G, (x,3,&,,0)d S, —

ﬂ(;)_[‘go(no)Go(x: »,0,n,)dn, +J.d§0_[Q0(fo,770)G0(X,y, So>1o)d -

(5.1.34)

Lidziga forma m@s varam reprezentét atrisinajumu riba. Atrisinajums izskatas $adi:

U(x,y) =¥ (x,) - B[ F(8.mG(x,y,5,m)dn.

Zinama funkcija W(x, y) ir $ada:

o+l b

W(x,p) == | QEIG(x,y.£,00dE + B HE+1,m)G(x, 7,6+ n)dr

O+l o+l 1

+B [ HEDYG(x, y,E,b)dé+ [ dE[ O(E,mG(x, y,&m)dn.
Formulu (28) un (29) vieta iegiistam reprezentacijas:

b
F(x,3) = Wo(x,2) = [ Fy(8,1,)To(x, 3,8, )l
0

Fy(8,y)=¥(x,6)~ B[ F(8,m (S, y,8,m)dn.

Vienadojuma (37) ir izmantoti apzim&jumi:

~ 1 (0 ~ 0
To(xay)_ﬁo(a_ﬂoquo(xﬂy)a T(xay)—(aJrﬂij(an/)

Gala rezultata més ieglistam $adu nehomogénu Fredholma
integralvienadojumu (31):

Fy(8,9) ==Y,(0)+ [ K(3,6)F,(5,6)ds.
Te

Y, () = ¥(8, ) = B[ Dy (8,8, y,8,m)dn.
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Atkal, atrisinot integralvienadojumu (38), uzreiz no vienadojuma (33) ieglistam
temperattru lauku sienina [62]. Tad formula (37) atlauj atrast kombinaciju F(x,0).
No tas izteiksme (35) dod temperatiiras lauku riba.

Atzim@sim, ka pedgja probléma ar nehomogeénu apkart€jas vides temperatiiru un tas
atrisinajums atlauj sasaistit temperatiiru lauku ar hidrodinamiku (Skidruma vai gazes
kustibu starp divam ribam un gar kreiso malu). Ja ir tresa veida RN, tad iegtistam
pilnu 3-D problému.

Isi apskatisim sistemu ar ribu, kura ar sieninu savienota ta, ka ir neideals siltuma
kontakts; tatad ari materiali nav cie$i savienoti. Lidzigas problémas var apskatit art
citam geometrijam, arf nestacionaram problémam. Sis uzdevums apskatits un referéts
pasaules kongresa Indija, atreferjums dots miisu raksta [50].

Izrakstam saistibas nosacijumus neideala siltuma kontakta forma. Seit koeficients

k
raksturo abu materialu kontakta trikumu. Darba [15] paradits, ka « =—, kurk, ir
1

vides starp abiem materialiem siltuma vadiSanas koeficients, o, —vides starp abam
pusém biezums. Atskiriba no nosacijumiem (8), (9) tagad doti nosacijumi:

ouU
Uy =(U-a—j » »<(0,0), (5.1.39)
. Ox 540
oU ou
B— =B— . ye(0b). (5.1.40)
0x |,_s0 OX |,—s40

Pirmais no tiem rada, ka temperatiira savienojuma vietd nav nepartraukta, bet ir
l&ciens, proporcionals pliismai ar koeficientu & . Robeznosacijumus sieninas labajai

malai robeznosacijumu parrakstam forma:

, _ B B ﬁ_l ,ja0<y<ba
|:(U0)x+ﬂ(y)Uo]X:M = F,(»), ﬁ(y)—{ﬁ0 ab<y<l.

ﬂil((ﬂo—a)U;(x,y)+U(x,y))|x:5+0 ’ja O<y<b’
Fy(y)= .
,jab<y<l1.

Analogi ribas kreisajai pusei robeznosacijumu parrakstam §ada forma:

=F(y)= ﬂ —UO()C,_)/)
Ox

x=0+0 ﬂo ta

ou  U(x,y)
Ox _(,BO +a)

x=0-0

Lidzigi ka ieprieks, atrisinajumu ribai var uzrakstit tada pasa ka ieprieks forma:
b

U(x, y) = =| FG(x, y;8,mdn . (5.1.41)
0

Atrisinajumu sieninai uzrakstam forma, zinamos loceklus apvienojan ka nehomogéno

locekli f(x,y). (B, =p,—a):
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1¢ -~ oU(x,
Uy = £ ) 4= [ | f, 22

57 (B, —a)ox Gy (x, y:8,m)d7. (5.1.42)
0 0

x=5+0

+U(x, 77)}

b 1
Te f(x.)=f) [ G (x.y:0.m)dn +5, [ G3 (x. y:0.7)d7 .
0 b

No atrisinajuma (42) ribai un atrisinajuma (43) sieninai, kura satur reprezentaciju
(41) un tas diferenciaciju, iegiistam:

U,(x.9) - B(U,), = Fy(x. )+ [[ AU +U(x, 77)]\ G (x, y;8,m)dn . (5.1.43)

Seit ir apzZim&jumi:
Fy(x%,3) = f (6, 0)= B> Gy y38.m) =BG (x,38,m) (G

Analogi no reprezentacijas (41) un tas diferenciacijas iegiistam:

BU UG =[[U,em=B(U,), | | Gy(xnp:8.mdn,

x=

(5.1.44)
G, (6, 3:0.m) = B, | G, 38, + B,GL(x, v;8.m) |-
Tas dod galu gala:
b
V(8,9)=Fy(3,9)+ [V(3,9K(8,7:0,6)ds (5.1.45)
0

Seit ir Sadi apzim&jumi:

b
V(x,3)=U,(5,0)-B(U,), K (x,3:6,6) = [ G,(8,:6,6)G5 (x, y;8,m)dn.
0

U(x,y) = B, [V (8, 0)G(x, y;8,mdn
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2. § Nepilna nestacionara problema
Te apskatam nestacinaro 3-D formul&jumu sist€mas elementam ar taisnstiira ribu.
Formul&sim bezdimensiju temperatiiras tada pasa forma ka ieprieksgja paragrafa:

V 2 ’t _T va V s ’t _T
(xyZ ) aaVv()(xayazat): O(Xyz ) aa
I, -1, L, -1,
C:)(x,y,z,t)—Ta (:) (y,Z,l‘)—T;

, 0,(y,z,1) =122
I, -1, I, -1,

17(x, V,Z,t) =

O(x,y,z,t) =

Te (:)0 (y,z,t) ir apkartgjas vides temperatira kreisaja, karstaja pusg; O(x,y,z,7)-
apkartejas vides temperatiira labaja (aukstaja) pus€ sieninai un ribai. Visbeidzot,
V(x, V,2,t) (170(x, »,z,t)) ir dimensiju temperatiiras sieninai un ribai, kur 7 (7;) ir
kada raksturiga apkart€jas vides temperatira. Temperatiru lauku aprakstam ar
funkcijam ¥, (x,y,z,1) (¥ (x, y,z,1)) sienina (riba):

oV, +azr70 +azr70 1oy, & &V oV 1oV

, + + ——.
o’ oyt oz a, o ox* o 07 a’ ot

Pienemam, ka siltuma pliismas no sanu virsmam, no augsas un apaksas ir dotas ideala
siltuma kontakta forma:

ov, ov,
8_0 =Q0,2(xayat)na_o =Q0,3(x7yvt)’
Z .o 2, (5.2.1)
ov ov
~_ ZQZ(x:y,t):_ :Q3(X,y,t)-
oz |_, oz _

Atkal RN (1) layj atbrivoties no 3-D problémas un pariet uz 2-D problému. Defingjam
vidgjas integralas vertibas:

Voo yst) = w [V, (x, 3, 2,00z, G (0.0) = w™ [ 0, (3, 2.1)dz,
0 0

N N (5.2.2)
Vix,y,t)= w_'J-V(x,y,z,t)dz, 9(x,y,t)=w" I@(x,y,z,t)dz.
0 0
RN (1) p&c integrésanas lauj iegtit 2-D vienadojumu:
82VO+62V°+Q(X t)—iaVO 82V+62V+Q(x t)—La—V (5.2.3)
o’ oy’ 0t a; ot axt oy’ g a ot o

Seit
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Qo(xayat) :%(QOQ(x’y,t)_Qo,z(x’yat))’ Q(x’y’t) :%(Q3(X,y,l)—Q2(X,y,t)).

Diferencialvienadojumiem (3) pievienojam RN:

{aaﬁ+ By [%(r.1)— VO]} =0,y €(0,1), (5.2.4)

X =0

{aaﬁ+ By [Vy = 9(x, y, z)]} =0,y e(b,]), (5.2.5)
X =5

Dol 0,0, (5.2.6)

W |, ’

Ml o o). (5.2.7)

oy . ’

Megs atkal pielaujam abam dalam biit no dazada materiala, tad€] formul&jam klasiskos
saistibas nosacijumus:

I/O x=0-0 = x=5+0" (528)
ov, oV
. =P . 529

/ X |50 & OX | 540 ( )

RN ribai:

{G—V + BV - S(x,y,t)]} =0,y €[0,5] (5.2.10)
ax x=0+[

a =0, (x,1), (5.2.11)

W,

{z—ZW[V—S(x,y,t)]} =0,xe[5,6+1]. (5.2.12)

y=b

Sakuma nosactjumi abiem siltuma vienadojumiem (4), (5). Visparigaja gadijuma tie ir
forma:

Vol o =Ve (e, y,2), V|, =V (x,p,2).

Atkal defingjam ar (2) vidgjas integralas vertibas:
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Vol =Us (0], =U"(x,9). (5.2.13)

Tapat ka iepriek§ mes pienemam, ka ir formuléti visi nosacijumi, kuri nodro§ina
klasiska atrisinajuma eksistenci un unitati problémai (3)-(13).

Mgs atkal saksim ar vienkarS$ako variantu, kad 2-D problémai ir apkart&jas vides
bezdimensiju temperatiras ¢, =1 un $=0. Papildus vienkarSotajam apkartejas
vides temperatiiram pienemsim, ka nav siltuma pliismu no kermena sanu virsmam.
Saja gadijuma ieglistam pamatvienadojumus temperatiiram U, (x, y,¢) sieninai,
atbilstosi U(x, y,¢) ribai:

o’v, &, _ 1 aU,

ot al o

(5.2.14)
o’U o°U 1 oU
+ =———.
ox’ oy’ a’ ot
RN (6), (7) un (12) ir homogeni:
ou,| _ou| __au —0 (5.2.15)
ay |y:0 ay |y:l &y y=0
RN (4), (5), (10) un (11) ir sadi:
v, + (1 -U, )} =0,y € (0,1), (5.2.16)
X x=0
éa(jb '+-/fi)l]0 j = ()JJ/ € (l)al)a (:5.:2.1’7)
Ox s
(a_U N ﬁuj 0,y <[0,b], (5.2.18)
ax x=0+[
{%—U+,HUJ =0, xe[0,0+1]. (5.2.19)
y b

Sakuma nosacijumi (13) un saistibas nosacijumi (8), (9) funkcijam U(x, y,?) un
U,(x,y,t) nemainas. Vienadojumu (8), (9) kombinacija kopa ar RN (17) layj tos
parrakstit s$ada RN uz sieninas labas puses:

oU
(e )
Ox

= pyF, (5, 3,1). (5.2.20)

x=0-0
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Te

(la—U+UJ,OSySb,

Fy(x,p,t) = xel[o,0+1]. (5.2.21)
0 ,b<y<l],

Uzskatot, ka funkcija Fj(x,y,t) ir zinama, mes atrisinagjumu varam izteikt $adi ar

Grina funkcijas palidzibu:

t 1
Uy (x,3,0) ==f, [ d7[ Gy (x, y,0,0, = )dv +
0 0

(5.2.22)

1 5 t b

[d¢[U3 (¢, 0)Gy(x.¢,y,0,0dv+ B, [ dz[ F,(8,0,7)G, (x, y,5,0,t = T)dv.
0 0 0 0

Nemot apzim&jumu (21), mes atrisindjumu sieninai parrakstam $adi:

t 1
Uy (x,3,0) = B [ d7[ Gy (x,,0,0,t =2)dv +
0 0
1 5
[ [US (010G, (x,¢,y,0.00dv + (5.2.23)
0 0

G,(x,y,0,0,t =7)dv.

£=5+0

1 oU
dr|| =——+U
g °I I [ﬁ o¢ j
Grina funkcija vienadojumos (22), (23) ir Sada (skat [56], [57]):
Gy (x, y,¢,0,1) = Gy (x,¢,1) - Gy (3, 0,1). (5.2.24)

Te

G (o) = 3 2000

exp(—ag 4,1,
el

G (yo0ut) = explagn’mt) cos[n (y +0) |+ cos [ nz (y -v) ]}

Izteiksme (24) Grina funkcijai ir $adas 1pasfunkcijas:
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ﬂ_é) (p”2=ﬂgz+ﬁo 'um+(ﬂ0) +é 1+('BO)

Mo T 2 2+ (By) 2 t

¢, (x) = cos(4,x) +

Seit g ir transcendenta vienadojuma pozitivas saknes:

(B, +5))

B, 0) ==

Lidzigi ka ieprieks, Sis atrisinagjums (22) nav tiilit izmantojams, jo nav zinama
funkcija F;(x,y,t), t.i. temperatiira riba U(x, y,t). Tadel tagad pieversisimies ribai,
parrakstot (20) ka RN saistibas nosacijumus ribas kreisaja puse:

£

= PF(,y.1). (5.2.25)
ox

x=0+0

Te RN laba puse (25) ir $ada:

1 oU,
B, Ox

F(x,,t) = [ Uoj, x €[0,5],y €[0,b]. (5.2.26)

Tad, lidzigi sienipai, atrisinajumu ribai varam uzrakstit forma:

b S+l

U(x,y,0) = [d€ [ U(EmG(x. &, y,m.0)dn

0

(5.2.27)

t b

_ﬂ'[ dTJ‘F(é‘a 77=T)G(xa Y, 5: 77:t - T)d77
0 0

Seit

G(x,,&,m,1) =G (x,£,0)-G(y,1,0),

GO (x,&,0) = z ¢ (x (” )ﬁ (&) exp(_az%zt)’ GV (y,n i H(y ‘T)
i1 =]
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¢.(x) =cos[ 4, (x-5)] +§sin[/1,. (x=9)],

1

2 / 2
4| :%+5(1+%],

G(y) (ya n, t) = z l//j (ya 77) eXp(—aszt),
J=1

v, (y.,n) = COSI:K‘]. (y+77)]+cos[1cj (y+77)],

2_1 ﬂ
o 2ol

Te 4 (x;) ir transcendentdlo vienadojumu pozitivas saknes:

tan(4/) = /121" P tan(x,b) = ﬁ
K

2 27
i J

Izmantojot apzZim&jumus (21) un reprezentaciju (27), mes iegiistam vienadojumu:

t b
Fy(x,y,0) ==[dz[ F(8,n,0)T(x, y,8,n,t = 7)dn,
0 0

(5.2.28)
0
F(X,J/af,ﬂ,t) = (a—i_ ﬂjG(x’y"f’n’t)'
No (22) lidzigi iegiistam reprezentaciju funkcijai (0, y,t):
ﬂO t 1
F(5,v,t) = —Ojdrjro (S,,0,0,¢ — 7)dv
Bos o
(5.2.29)
t b
—jdz j F,(8,0,0)T(3,,5,0,t —7)dv.
0 0
Te, lidzigi (28), izmantots apzZimgjums:
0
Lo(x,3,6,0,0) =(ﬂ0 _ajGO (x,¥,4,0,1). (5.2.30)

Atliek reprezentaciju (29) ievietot formulas (28) labaja pusé un ieglstam otra veida
integralvienadojumu funkcijai £ (J, y,t), kur§ ir Voltéra attieciba pret laiku un

Fredholma pret telpas koordinati:

t b
Fy(8..0)= =Y, (n.)+ [de[ K(y.0.t = 0)F, (8.0.7)d. (5.2.31)
0 0
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Seit izmantoti apzZim&jumi:

b
K(3,0,0) = [T4(8,7,8,0,00(8,,8,n,0)dn,
0
(5.2.32)

0t b 1
YO(yat) =;0Idffr(5aya5a77at)dﬂj.ro(é‘,ﬂ,O,Uat)dU-
00 0 0

Kad ir atrisinats integralvienadojums (31), mes uzreiz iegiistam temperatiiras lauku
sienina no reprezentacijas (22). Péc tam, reprezentacija (27) dod temperatiiras lauku
riba.

Talak apskatam vispargjo gadijumu ar nehomogénu apkartgjas vides temperatiru:
diferencialvienadojums (3) ar RN un sakuma nosacijumiem (4)-(13). Tad atrisinajums
sieninai (22) vieta izskatas Sadi:

t

b
Vo, 3,0) = W, (x,,0) + B, [ dz [ F(8,0,7)G, (x, y,5,0,¢ = T)d. (5.2.33)
0 0
Seit visi zinamie locekli ir $adi:

S+l

¥y (v, 0,0 = [d¢ [ U (E.0)G, (x.¢, y,0,0)dv +
[de[dC[0,(6.0,5)G, (5. 7. 0,1 - 00w + [ 7] 0,1 (671G, (5, 7. &Lt -
~[d7[0,,(¢. )Gy (x,3,¢,0,t - 1)d¢ ~

t 1 t 1
B [dr[8,(0,0)G,(x,3,0,0,t = 2)dv +p, [ dz [ 8(8,0,1)G, (x, 7, 8,0, ~ T)dv.
0 0 0 b
Lidzigi izskatas atrisinajums ribai:
t b
V(x,3,0) = W(x, y,t) = B[ de [ F(3,1,0)G(x, y,6,n,t = )dn. (5.2.35)
0 0

Zinama funkcija W(x, y,t) ir $ada:
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o+l

W(x,p.0) = [dr [ dE[OEn )G, v, & n.t—7)dn -

3

t S+l t

[dr | 060G (x,y,£,0,t—0)dE + B[ de[ K5 +1,1n,7)G(x, 9,6 + 1.t —7)dn

+B[dr [ 9(&b,0)G(x, y,&,b,t ~1)dE + j dE[U" (& mG(x,y,&,m,)dn.

Formulu (28) un (29) vieta iegiistam:

t b
F(x,3,0) = 9, (x,0,0) = [de [ Fy (80,007 (x, y,6,0,t = 7)du, (5.2.36)
0 0

t b

Fy (8,3, =¥(8,7,0) - [dz[ F(8,7,2)T(8,y,6,n,t = )dn.
0 0

Izteiksmes (36) esam izmantojusi apzZim&jumus:

i R i _1(9
TO(X’y’t)_ﬂo(ax ﬂoj‘f’o(x,yaf)a ¥(x, ,0) ,B(axhﬁj‘l’(x,y,t)-

Galu gala iegilistam nehomogénu otra veida integralvienadojumu funkcijai F; (5, y,?),
kurs ir Voltera attieciba pret laiku un Fredholma pret telpas koordinati:

t b
Fy(8.3.0)==®, (v.0) + [dz[ K(y.0.1 = D) (8.0.0)dv. (5.2.37)
0 0
Te
~ ! b ~
y(3,0) = (8, 3,0 = [de [ ¥,(8,1,000(8, y,8,,1 = 2)dn
0 0

Integralvienadojumam ir nepartraukts kodols un tam ir tikai viens atrisinajums [62].
Atrisinot (37), tilit no formulas (33) ieglistam temperatiiru lauku sienina. Tad pirma
formula (36) formula lauj atrast kombinaciju F(x,0,t). Tad formula (35) dod

temperattiru lauku riba.

Nobeigsim ar $adam divam piezimém. Pirmkart, nehomogéna apkartgjas vides
temperatiira un tas atrisinajums atlauj sajiigt sasaistito temperattiru lauku ar argjo
hidrodinamiku: Skidruma vai gazes plismu starp divam ribam un pa kreisi no
sieninas. Otrkart, ja RN (1) butu tresa tipa RN, tad butu jarisina pilna 3-D probléma.
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3. §. Pilna 3-D stacionara probléma
Lietosim tos pasSus parametrus ka nodalas pirmaja paragrafa. Bezdimensiju
temperatiras izpilda Laplasa vienadojumus:

o°U, o’°U, 0oU
6x20 + 6y20 ' azzo =0, (5:3.1)

o’U o'U o°U _

P + P + P 0. (5.3.2)

Vienadojumiem (1) un (2) pievienojam $adus RN:

{GUO + 3 [1- UO]} =0,y €(0,1),z€[0,w], (5.3.3)

ox 0

{aUO + ﬂOUO} =0,y e(b,1),ze[0,w], (5.3.4)
ox s

Ul _ 0, x €[0,5],z €[0,w], (5.3.5)

oy =0

v, =0, x€[0,8],z €[0,w], (5.3.6)

oy -

a =0,xe[58,6+1],z€[0,w], (5.3.7)

oy -0

{68—U+ﬂU} =0,xe[5,6+1],z€[0,w], (5.3.8)
y y=b

v, =0,x€[0,0],y €[0,1], (5.3.9)

0z |._,

{ago +ﬂ0Uo} =0,x€[0,0],y €[0,1], (5.3.10)
iz i

8_U =0,xel0,0+1],y €[0,b], (5.3.11)

aZ z=0

{%—U+ﬂU} =0,xe[0,0+[],y €[0,b]. (5.3.12)
Z =w

&3



Uzskatam, ka arT no ribas gala nemam véra siltuma atdevi:

oU
{5;+ﬂU}

Starp ribu un sieninu (pie y €[0,b],z €[0,w]) ir ideals termisks kontakts — saistibas
nosacijumi:

=0,y €[0,b],z €[0,w]. (5.3.13)

x=0+/

Volicso =V lcsio® (5.3.14)
oV, oV

p—2 =p,— (5.3.15)
Ox |,_s0 OX {540

Lidzigi ka ieprieks, saistibas nosacijumus (14), (15) parrakstam RN (4) Laplasa
vienadojumam (1) sieninai {x € [O, 5],y € [O, 1],2 e|[0, W]} :

oU,
{ 5 - +ﬂ0U0} = B, F,(3,y,2),y € (b,1),z €[0,w]. (5.3.16)
X x=0
Te
la—U+U ,0<y<b,
Fy(x,y,z) =\ B Ox xel[d,0+1],z<€[0,w]. (5.3.17)
0 ,b<y<],

Tapat RN forma (16) transform&am RN forma (12) Laplasa vienadojumam (2) uz
taisnstira  ribas  (uz  paralelopipeta{x [5,6+/],y €[0,b],z€[0,w]})  kreisas

malas x=0:

(8_U _ I[,’Uj = BF(8,,2). (5.3.18)
ax x=6+0
Te RN laba puse ir forma:
1 oU,
F(x,y,z)=| — -U, |, x<[0,0],y €[0,b],z €[0,w]. (5.3.19)
B, Ox

Grina funkcija G(x, y,z,&,7n,¢) paralelopipetam ar RN (7), (8), (11)-(13) un (18) ir
sada [56], [57]:
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g, (x,8)g; (y,mg,(z,¢ )

Geroy.z e )= Y

i,jk=1 /12 +/’lj +Vk
@, (x)p.($) [ B Ip
g (x,8) =02 g [P =~ + 2( +—j, (5.3.20)
o 2 A\ 2

@,(x) = cos (4, (x = 3)) +§sin(/1i (x—90)),

i

g, (v = ¢(y)¢(")¢(> cos(1,9)> g —05( p }
Io PRy

g, (2.0) = LWL ) ()~ cos(v,2) ||2:O.5(w+ s j
vl vi +

Ipasvertibas A, 4;,v, ir transcendento vienadojumu pozitivas saknes:

M, tan(u;b) = ﬁ,tan(vkw) = ﬁ

;Li _/Bé)ﬂo :uj Vi

tan(A,/) =

Grina funkcija sieninai ar RN (3), (5), (6), (9), (10) un (16) ir tuva (20):

G, (%, 7,2,¢,0,0) —lzlg’ (x[jz +g(m;z(:1’)0)+ f"ﬁz :0) (53.21)

Viendimensionalas Grina funkcijas (21) satur $adas izteiksmes Tpasfunkcijam:

g (x,$) = i (” )(ﬁ’ =3 /12 [ +§j,¢, (x) = cos(A4x) +'i—°sm(/1,x),
24, (? + 5, 0
tan(4) = %,gm (r0) = LD (1) = cos(my),
0y oy Ya@W, () . 2 _ B
g,(z,4) ||Wn||2 W, (z)=cos(v,z),|w, > +2(v,f +,32)'

Ipasvertibas 4,,v, ir transcentdlo vienadojumu pozitivas saknes:
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(B + 1)) B
0h0) = ) =

Uzskatot, ka funkcija F,(x,y,z) RN (16) ir zinama, m&s atrisinajumu varam sieninai

izteikt forma:

1 w
U,(x,y,2) = ,BOOJ.dUI G,(x,y,2,0,0,0)do
0 0
(5.3.22)

b w
+B, [ dv[ F,(8,0,0)G, (x,7,2,8,0,0)do.
0 0

Lidzigi ar zinamu funkciju F(x, y,z) RN (18) atrisinajums ribai var tikt reprezentets

forma:
b w

U(x,y,2) ==B[dn[ F(6,1.£)G(x, y,2,8,17,{)dS. (5.3.23)
0 0

Diferencgjot formulu (20), ieglistam:

6U ! waG
Uy (%, 3.2) _ g.[duj_o(x,y,z,o,u,o)do
ox

ox 50

+ﬁ0jdqu (6,0 0) (x ¥,2,8,0,0)do.

Formula (22) kopa ar tikko iegiito dod:

F(x,y,z)= ——.[dUJ-F (x,y,2,0,0,0)do
00
(5.3.24)

b w
—j dv j F\(8,0,0)T,(x,y,2,5,0,0)do.

0 0
Seit izmantoti apZim&jumi:
FO(xay’ZJg5Ua0) (IBO jG ('x yaz g,U 0) (5325)

Tada pasa veida no formulas (23) iegiistam reprezentaciju funkcijai F(x,y,z):
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b w
Fy(x,y,2) = =[dn[ F(8,7,)0(x,y,2,6,1, )¢ (5.3.26)
0 0
Seit
0
I'(x,y,2z,,n,8) = (a + ,Bj G(x,,2z,&,1n,0). (5.3.27)
Nemot véra pedgjo integrali formula (24), mes parrakstam reprezentaciju (26) forma:

E) (5’ v, 0) = _Idnf F(59 7, {)F(&, v,0, 5: n, é/)dé/ (5328)

Ievietojam funkciju F; no formulas (28) izteiksme (24):

01 0
F(x,y,z)= ——OIdUIFO(x,y,Z,O,U,O)dO
00 0

(5.3.29)

b w
+[dn[ R (x,y,2,1.$)F (8,7,$)d¢.
0 0
Te
N b w
R(x,y,2,1,¢) = [dv[ T, (x,,2,6,0,0)T(8,0,0,8,1,¢)do.
0 0

Atliek defingt:  K(J,y,z,n,¢)=K(y,z,7,{) un parrakstit formulu (29)
punktam x = & forma:

F(8,y,2) ==Y(y,2) + [dn[ K(3,2,1,$)F (8,7,$)dE, X (3, 2)

(5.3.30)

01
——°de j I,(5,y,2,0,0,0)do.
ﬂO 0 0

Esam ieguvusi nehomogenu otra veida Fredholma integralvienadojumu attieciba pret
funkciju F(x,y,z): pret atrisindjuma un pirma atvasindjuma x —virziena linearu
kombinaciju, kura nemta uz robezas x =0 .

Lidzigi iegustam otra veida Fredholma integralvienadojumu attieciba pret
funkciju £ (9, y,z) ievietojot (24) formula (26):
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Fy(8,y,2) ==[dn[ F(5,7,0)T(5,,2,6,1,0 ¢,

01 b w
F(6,n,8)= —70 dUIFO(5,n,§,O,U,0)d0 —J.dUJ.F;)(é‘,u,0)F0(5,77,§,5,U,0)d0,
0 0 0 0

0

w

w 1

0 b w
Fy(8,y,2) = ?(’jdn [a¢[dv[T,(5,1,¢,0,0,001(5,y,2,8,n,{)do+
00 0 0 0

b w b w

.[dUI FO (55 v, O)dOI dﬂj 1—‘0 (55 77& g& 5a L, O)F(§5 ya z, 5, 77, é/)dé/
0 0 0 0

So vienadojumu var parrakstit isaka forma:

b w
Fy(8,,2) = X, (3,2) + [ dv[ K, (3, 2,0,0)F, (J,0,0)do. (5.331)
0 0

Seit

0 b w 1 w
Y, (y,2) = ﬁ—o [dn[d¢[dv[T,(8,7,¢,0,0,000(8,,2,6,n,¢)do,
00 0 0 0

1 w
Ky(3,2,1.4) = [v[T(8,,2,6,0,0)T,(6,1.£,6,0,0)do.
0 0
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6. Nodala. Dazi terauda rudiSanas matematiskie modeli hiperboliskai siltuma
vadiSanas problémai

Parasta térauda radiSanas tehnologija ir saistita ar t€rauda radiSanu ella. Jau vairak ka 30
gadus ir attistita tehnologija par ridiSanu tdenT vai poliméru $kidumos [63]-[65]. Témas
vaditajs pirmais S$ada procesa aprakstam izmantoja ne klasisko siltuma vadiSanas
vienadojumu, bet hiperbolisko siltuma vienadojumu [65].

Saja nodala més apskatisim dazus siltuma parneses procesus hiperboliskajam siltuma
vadisanas vienadojumam. Vispirms tiek apskatits process viendimensiju tuvinajuma
stienitim ar konservativas viduvéSanas metodi, reducgjot problému uz 2. kartas
parasto diferencialvienadojumu. Talak apskatitas problémas tris telpas koordinatem
un ar konservativas viduvéSanas metodi tas reducgjot uz divu dimensiju un vienas
dimensijas problemam, kas sevi ietver arT siltuma zudumus no sanu virsmam, un tam
apskatitas gan tieSas, gan inversas problémas. Visbeidzot, lidzigi ka ieprieksgjas
nodalas tika apskatitas sist€mas ar ribam, Seit apskatitas problémas taisnstiira t€rauda
detalam. Atkal ir analiztas gan tieSas, gan inversas problémas. Galvenie $1s nodalas
rezultati public@ti darbos [66], arT publikacijas [67]- [69].

1.§. Konservativas viduvéSanas metodes izmantoSana laika inversai siltuma
vadiSanai

1.1. Disertacija vaditaja publikacija [65] tika piedavats matematiskais modelis térauda
ridiSanas procesa aprakstam ar hiperbolisko siltuma vadiSanas vienadojumu. Sada
pieeja no matematiska skatu punkta analiz€ta monografija [70]. Publikacija [65]
atrisinajums tika reduc@ts uz pirma veida Fredholma integralvienadojumu. Tur dota
$ada nostadne:

U oU ,0U
+ =a

o S S f (), ¥ € (O H) € (OT)H <om, 6.1.1)

(—ki—U+hUj:h®(z),x:0,te[O,T], 6.1.2)
X

Y _ox=H, (6.1.3)

Ox

U=U"(x).t = 0,x [0, H]. (6.1.4)

Seit & ir siltuma vadiSanas koeficients, c¢-Tpatngja siltuma ietilpiba, /- siltuma
apmainas koeficients,a’ =k/(cp) un p ir térauda blivums, 7, — relaksacijas
koeficients. Pilnam problémas formulgjumam nepiecieSams vél viens sakuma
nosacijums:

Z—M:Vo(x),xe[o,l],tzo. 6.1.5)
t

No praktiska viedokla $is sakuma nosacTjums ir nereals: nav iesp&jams izmerit
temperatiiras mainu sakuma momenta un tas ir jaatrod matematiski. Ta vieta uzdosim
eksperimentali realiz€jamu nosacijumu, ka beigu momentda ir dots temperatiiras
sadalifjums:
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Ux,T)=U,(x),xe[0,H]. (6.1.6)

Darba [65] tika paradits, ka problémas atrisinajums ir uzrakstams labi zinama forma
siltuma vadiSanas vienadojumam:

U(x,t)= IUO (X)G(x,&,0)dE + %j.@(r)G(x, 0,t—7)dr

0°U(&,7)

+Idz-j[f(§r) L3 }G(x,&f,t—r)dé

Seit G(x,&,t)ir Grina funkcija klasiskajam siltuma vadi$anas vienadojumam [55],
[56]:

_(X+§)2 _(X—§)2 LI, +7
Gx, &) =—~ [e iy A ]4};{|a|ek{ syt f{xjﬁ hf}
2

Ar RN (2), (3) un sakuma nosacijumu (4) atrisinajums var tikt uzrakstits 1saka forma:

t H

u(x,0) = G,(x,0) -, [ dz j & U@ 7 G(x,&,t—1)dE, (6.1.7)
0 0

Seit G, (x,&,¢t) ir atrisindgjuma zinama dala:

G, (x,t) = Tuf’ (E)G(x,&,0)dE + ij@(r)c;(x, 0,t—7)dr+ jdrlf FE DG, E t—T)dE.
0 Cp 0 0 0

Tagad ir iesp&jams izmantot nosacijumu beigu momenta (6) un no (7) iegiit $adu
pirma veida Fredholma integralvienadojumu otras kartas atvasinajumam laika:

TdT%TG(x,f,T—r)déz G, (1) =Ux) (6.1.8)
T

0 0 r

Si integralvienadojuma risinasana ir nekorekta probléma, te iesp&jams izmantot
skaitliskas risinaSanas metodes, pieméram, Tihonova regularizacijas metodi []. P&c
tam, skat [8]:

0G,(x,+0) o*U(&,0)

6.1.9
ot " o7t ( )

Vo(x) =

90



)~
Seit 2000
5 ot

Sai pieejai ir bitisks trikums: publikacijas metode izmanto ne hiperboliska
vienadojuma (1) Grina funkciju, bet klasiska siltuma vadiSanas vienadojuma Grina

funkciju.

ir tuvinatais integralvienadojuma (8) regularizetais atrisinajums.

1.2. Tagad izmantosim pirmaja nodala izmantoto konservativas metodi. Defingjam
vid€jo pa argumentu x vertibu:

uo(t):HITU(x,t)dx. (6.1.10)

0

No vienadojumu sist€tmas (1)-(6) iegistam $adu robezproblému parastajam
diferencialvienadojumam pret funkciju:

2
Tr%+%+ciuo:ci®(t)+f(t),cH:cpH, (6.1.11)
H H

H
1, (0) =1l =H-1jug(x)dx, (6.1.12)
0

uO(T)zuT:HITUT(x)dx. (6.1.13)

Mums jaatrod lielums

L _duy()

6.1.14

0= ( )
Lai atrisinatu So problému, més to sadalam divas apakSproblémas:

u, (1) =u(t)+w(t). (6.1.15)
Pirma no tam ir ar homogénu pamatvienadojumu:

r,,d—uz+d—u+ip7=0 (6.1.16)

dt dt «c,

Kopa ar nehomogeéniem sakuma nosacijumiem:
u(0)=u,, a0 _ (6.1.17)

V,.
dt 0

Tas atrisinajums ir $ads:
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t

(1) = [ul cosh(fr) +v, ' sinh(fr) |e . (6.1.18)

Seit f=—— 1% (6.1.19)

27, Cy

Sis nosacijums 4hr, <c, ir matematiski formul€ts: tas rada ierobezotibu iespé€jai
aproksimét atrisinajumu U (x,¢) ar konstanti attieciba pret x.

Otra probléma ir ar nehomogénu pamatvienadojumu un homogeéniem sakuma
nosacijumiem:

aw* dw h h

+—+—w=—0(0)+ f(¢), 6.1.20
Lot CHW . O+ 1) ( )
w0y = O _

dt

Atrisinajums ir forma:

W) =e j gt — )YD(7)dx,

o) =7 [0+ fD]e™ .y =

Cu

Seit ¢ (t) ir diferencialvienadojuma (16) ar specialiem sakuma nosacijumiem:

_o 99(0) _
q(0)=0, = = =1

2

tasir ¢(¢) = B~ sinh(f1) .
Seit:
t

()= B'e > [sinh[B(t—7)J0(r)dr . (6.1.21)

0

Tadejadi galigi iegtistam problémas (11), (12), (14) atrisinajumu forma:
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t

uy (1) = {“g cosh(fr) + %Sinh(ﬂz)} T
(6.1.22)

t

2z, t

, [sinh[ gz - D1[0(0) + f(D)]e* dr.

Tr 0

Ka pédgjo soli izmantojam papildus informaciju (13), tas ir, zinamo atrisinadjumu
beigu momenta. Tas lauj So informaciju izteikt vienkarsa un noslégta forma:

_ ﬂ”TeZTr 0 _
v, = —sinh(ﬂT) Pu, coth(BT)

(6.1.23)

T

! fw[ [(2)+10(2)]e* dr.

sinh(S7T)

0

Mges varam paaugstinat aproksimacijas kartu ar konservativas viduvéSanas metodi
problémai (11)-(14) Iidz otras pakapes polinomam, ka rakstos [9], [10]:

U(x,t) zuo(t)+m(t)(x—%j+%{(x—%j —?—;:l (6.1.24)

Nezinamos koeficientus m(t),e(t) més nosakam no RN (2), (3) un galu gala iegtstam:

Uet) = 1y () + L 20 =10 0] (

H(H+3kj
h

%xz —3Hx+H2j.

Integrésana pa intervalu x €[0,H] pamatvienadojumu dod to pasu parasto
diferencialvienadojumu (11), atSkiriba ir tikai divos koeficientos:

du; N du, 3kh 3kh

ST T 77y R e ) R (6.125)

Papildnosactjumi (12)-(14) paliek tie pasi, tatad var izmantot iegiitas formulas (25),
(28)-(30), aizvietojot parametrus S,y ar $adam izteiksmeém:

(6.1.26)
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4hr,

Ka bija atziméts ieprieks, nosacijums <1 parada §1 atrisinajuma ierobezotibu,

CH
aproksim&jot atrisinajumu U(x,¢) ar konstanti. Aproksim&jot funkciju U(x,t) ar
reprezentaciju (24) no (26) mes iegiistam vajaku ierobezojumu:

dht,

<1+h—H.

Cy

Tas, no vienas puses, ir inversas problémas tuvinata atrisinajuma ierobezotiba. No
otras puses, més esam ieguvusi korektas problémas atrisinajumu slégta forma. Sis
atrisinagjums (23) var tikt izmantots ka sakuma tuvinajums pilnajai problémai
vienadojumam (1) intervala x €[0, H].

1.3. Konservativas viduvé$anas metode ir izmantojama ar1 nelinearu robeznosacijumu
gadjjuma. Izmantosim to S§1 paragrafa sakuma apskatitajam hiperboliskajam
diferencialvienadojumam (1) ar RN: stieniSa kreisais galapunkta ir burbuloSanas RN,
bet labaja galapunkta ir Stefana-Bolcmana robeznosactjums:

o’U oU , 00U
T + =a

+ 1), 0,H),t(0,T),H < 0, 6.1.27
YR P S(x,1),xe(0,H),te(0,T) © ( )
—kaa—i]+,6’0 [U-0,0)]" =0,x=0,re[0,T],
(6.1.28)
k%—gwla[U‘*—@f(r)]zo,xzﬂ,te[o,ﬂ,
U|_, =U°x),xe[0,H]. (6.1.29)

Izmantosim vienkarsako aproksimaciju problémai ar aproksimaciju ar konstanti. Gala
rezultata ieglistam $adu parasto diferencialvienadojumu:

du.  du, &0
T, — A ———
dt d cy

uy = B, [U-0,0)]" = —‘2—0(9;‘ )+ £ (1) (6.1.30)

Sis diferencialvienadojums ir jarisina kopa ar sakuma nosacljumu un papildus
nosacijumu beigu momenta:

u,(0)=u,, (6.1.31)
u,(T)=u, . (6.1.32)

Sadu problému varam risinat ar skaitlisku metodi. Péc tam jaatrod pliisma laika
sakuma momenta:
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du, (0)
vy :—;ﬁ )

Turpmakajos divos paragrafos attistitas citas pieejas, risinot hiperbolisko siltuma
vienadojumu. Tajas nemti vera ari siltuma zudumi no sanu virsmam.

2.§. Modeli paraleloskaldnim, 1-D un 2-D problémas

2.1. Més apskatisim 3-D problemu paralelopipetam ar funkciju V(x,y,z,f) un
defingésim bezdimensiju temperattiras laukus (Seit V, ir kada raksturiga vertiba,
pieméram, t€rauda parauga sakuma temperatira un O, ir apkartgjas vides
temperatiira, ta varétu but paraugam garam pliistosa Gidens temperatiira):

V(x,y,z,t)- 0,
v,-0,

in

V(x,y,z,t)=

Bezdimensiju temperatiiras lauks izpilda hiperbolisko siltuma vienadojumu (telegrafa
vienadojumu):

o oV z[an oV oV
+—=a +

T, P E = Y + o o J,x €(0,0),y €(0,b),z € (0,w),t €(0,T]. (6.2.1)

Seit a” = —, apzim&umi parastie un 7, - atkal ir relaksacijas laiks. Dabiski uzskatit,
cp
ka plaknes x =0,y =0,z =0 ir simetrijas plaknes paraugam:

LA m— (6.2.2)
ax x=0
ol 0, (6.2.3)
oy =0
I . (6.2.4)
0z |._,

Uz parejam parauga skaldném ir siltuma apmaina ar apkart€jo vidi. Kaut arT metode ir
izmantojama arT nehomogeénai videi, més vienkarSibas d&] apskatisim situaciju ar
konstantu temperatiiru ©, . Sads nosacijums lauj apskatit homogénus tre$da veida

robeznosacijumus (Sei 4 ir siltuma apmainas koeficients):

£

h
—0,8="1 6.2.5
. B i (6.2.5)

x=l
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=0, (6.2.6)

=0. (6.2.7)

Sakuma nosactjumi ir forma:

V| =Vo(x2,2), (6.2.8)
P - W, (x,,2). (6.2.9)
ot |,

Tapat ka iepriek3gja paragrafa nosacijums (9) ir nepraktisks. ST plisma janosaka
teorétiski. ta vieta uzdosim divus nosacijumus beigu momenta. Dota temperatiira un
siltuma pliisma laika:

V] =Vr(x,,2), (6.2.10)
cd . Wi (x,,2). (6.2.11)
ot |,

Ka pirmo soli izmantosim labi zinamu transformaciju, kura Jau;j:

t

Vix,y,z,t)= exp( ]U(x, V,2,1). (6.2.12)

r

Tad pamatvienadojums (1) atbrivojas no pirma atvasinajuma laika:

U ,(o'U o°U oU). 1
2 = aT 2 + 2 + 2 + 2 Ua
ot ox oy oz 4z
(6.2.13)
2
xe(0,0),y € (0,b),z € (0,w),t € (0,T], a* =<
TV
Sakuma un robeznosacijumi parveidojas $adi:
Ul_, =V, (x,2,2), (6.2.14)
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UL (v, y,2) 4 2222). (6.2.15)
ot |, 27
oul _eul _au| _o, (6.2.16)
ol |, 07l
(O_U . ﬂyj _0, (6.2.17)
ox o
(O_U N ﬂyj =0, (6.2.18)
oy yeb
(a—U + ﬂUj = 0. (6.2.19)
oz .

Papildnosactjumi (10), (11) transformé&jas sadi:

Ul = eXp[—T er (x,,2), (6.2.20)
= 27,
v = exp(i]{WT (x, v, z)+M}. (6.2.21)
ot |,_, 27, 27,

Megs apskatu saksim planam y, z — virzienos paraugam (vienas dimensijas modelis):
wkl,bxl. (6.2.22)

Tad saskana ar konservativas viduvéSanas metodi més defin€sim $adu vidgjo vertibu
funkciju:

u(x,t)=(bw) " | dyT U(x, y,z,t)dz. (6.2.23)

Pienemot vienkarsako aproksimaciju y,z — virzienos, bet nemot véra saskana ar RN

(18), (19), iegiistam 1-D diferencialvienadojumu ar negativu avota funkciju:

@—azi—cu,xe(O,l),te(O,T],c={ﬂ(%+lj ! } (6.2.24)

o o w) 47>
Sakuma nosacijumi (14, (15) diferencialvienadojumam (24) ir $adi:
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.y =), 0, (0) = () [y [V, 3. .20, (62.25)

ou u, (x) L

L =0, (0,1, (%) = Wy (X) + ===, wy (x) = (bw) j dy j W, (x,y,2)dz. (6.2.26)
2 2z, 0 0
RN paliek taja pasa forma:

Quj - _ 0, (6.2.27)
ax x=0

(5_” N ﬁ”j ~0. (6.2.28)

ox o

Sis vienas dimensijas formulgjums ir realitatei tuvaks ka iepriek3gja paragrafa
apskatitie, jo Seit pemti vera siltuma zudumi no sanu virsmam y =b un z = w.
Problémas (24)-(28)atrisinajums ir labi zinams [55], [56]:
I} 6 I}
u(x,0) = [y ()= G(x.£,0d¢ + [v()G(x.§,0d5. (6.2.29)
0 0

Grina funkcija ir $ada [55]:

w1 0.0 sinb(r)la2 47 +])
+

G(x,6,0) =

2172
a. A +c‘

2
T el

. .00 (g)sin(z,/afzf +c)
: (6.2.30)
i=m ||(pl, ||2 Jai Al +c

2_1 p
(/’t” _2+2(;ti2+ﬂ2)'

¢, (x) = cos(Ax),

Naturalais skaitlis m abas summas ir definéts ar nevienadibam:

C (11 1]
a’l? + [—+—j—— <0,i=1lm-1,
AP b w) 4’|

C (11 1]
a’l’ + (—+—j— > 0,i = m,oo.
AP b w) 4|
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Ipasavértibas A ir transcendenta vienadojuma pozitivas saknes: A tan(Al) = .

Ka jau bija teikts ieprieks, mes apskatam konstantu apkartgjas vides temperattru. Ja
vides temperatiira stienitim apkart ir ® = ©(¢) , tad (28) vieta bis nehomogéns RN:

(5]

Tad tieéaj ai problémai (24)-(27), (31):
u(x,t) = j u, (&) ——2=2 aG(x 61) A&+ [v(OG(x,&,0)dé + a! B[ §(2)G(x, 1t ~7)d7.(6.2.32)

= pI1),9(t) = (1) - O,. (6.2.31)

x=Il

Ka bija atzZiméts paragrafa sakuma, sakuma nosacijums (26) nav reals un lielums
v, (x) jaatrod teoretiski. Atrisinajuma (29) diferencéSana dod:

L - j LT J W62 Glx.&d (623

Papildus nosacijumi (20) un (21) procesa beigas pret atrisinajumu u (x,t) ir sadi:

”|,:T = uy (x),u; (x) = exp [%J v (%),

L (6.2.34)
7 (x) = (bw) " [y [V, (x, 3, 2)dz.
Citadi
a_u _ _ ()

(6.2.35)

wy(x) = (bw)f1 J.dyjf W, (x,y,z)dz.
Atrisinajums (29) beigu momenta ¢ = 7" dod:
ur (x) = I“o(?)%G(%fJ) dé+ jvo(ﬁ)G(x,é,T)df,
vai:
[K(x.om(©)de = /(). (6.2.36)
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Seit

i@ =100 [1,E 2G| dE, K() = Gx. &) (62.37)

Tadejadi més atkal esam ieguvusi pirma veida Fredholma integralvienadojumu
sakotngjas siltuma plismas noteikSanai. Integralvienadojuma (37) risinaSanai var
izmantot kadu regularizacijas metodi.

Ka tika paradits ieprieks, pirmais atvasinajums problémai (24)-(28) ir $§ads:

—I o(f) G(x S t)d§+fvo(§)—G(x c.0)dg. (6.2.38)

Ja dots otrs papildus nosacijums, mes ieglstam S$adu pirma veida Fredholma
integralvienadojumu:

[

JROOM ()8 = 2,0, K (5,6) == G £.1)

0

5
t=T

(6.2.39)

2,(x) = v (%)~ juo(@ e

t=T

Vel interesantaka ir situacija, ja doti abi papildus nosacijumi (34), (35). Tad defin€sim
$adu jaunu laika argumentu ar formulu:

{=T-t. (6.2.40)
Pamata diferencialvienadojums (24) paliek nemainiga forma:

62 , 0’u
=a’——cu,x€(0,0),f €(0,T]. (6.2.41)
o ox’

RN (27), (28) nemainas. Abi papildus nosacijumi transforméjas par abiem sakuma
nosacijumiem vienadojumam (41):

u|f:0 = Z’lT (X),

(6.2.42)
% . ==V ().
TieSas problémas (41), (42), (27) un (28) ir lidzigs ar atrisinajumu (29):
u(x,f)= Jur (§)%G(x, E)dE - Ivr (E)G(x,&,1)dé. (6.2.43)
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Siltuma pliismai més iegiistam izteiksmi, kura Iidziga formulai (38):

0 l 0 l 0

v ,lr = TG X, ,le — |V —NG X, ,fd . 6.2.44
(o) luT(é)atz (x,&,7)d¢ QT@)& (x,&,7)dé (6.2.44)

No formulas (44) tiilit seko skaista atklata reprezentacija meklgjamai sakuma siltuma
plismai:

Vo) = [T, &1 dé - [v (O 2 G &), de. (6.2.45)
e I

Mgs So apaksSpunktu nobeigsim ar daziem apsvérumiem par iegiito Seit atrisinajumu
un 1. §. Atrisinajumu no raksta [7]. Galvena atSkiriba ir izmantotajas Grina funkcijas.
Raksta [7] tika izmantota klasiska (paraboliska) Grina funkcija, bet Seit izmantota
Grina funkcija vilpa (hiperboliskajam) vienadojumam. Jaatceras, ka paraboliska Grina
funkcija dod nepartrauktu atrisinajumu, bet hiperboliska atrisinajuma partraukumus
parnes talak.

2.2. Tagad iegusim 2-D problémas atrisinajumu tada pasa veida ka tikko vienas
dimensijas problémai.

Matematiskais formul&jums planam z — virziena paralelopipetam 2-D modelim ir visai

tuvs tam, ka tas tikko tika izdaritsl-D modelim. Plans nozime: w <</, w<<b.
Pirmkart, més defingjam integralo vid€jo vertibu z — virziena:

U(x,y,t) = w_IIU(x,y,Z,t)dz.
0

Lidzigi ka ieprieks iegtistam $adi 2-D pamatdiferencialvienadojumu:

o’U  L,[o'U o0U) _-

—=uq + -cU,xe(0,0),y (0,b),t €(0,T]. 6.2.46
e T(axz P (0,7),y €(0,b),t €(0,T] ( )
Seit:

2-D problémai ir $adi RN:
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(6.2.47)

y=b

Sakuma nosacijumus vienadojumam (46) pienemam forma:

U YT (70 (x,),

1=

(6.2.48)
oU

P Vo (x, ).

t=0

Vienadojuma (48) esam defingjusi Sadus apzim&jumus:

Ty (x,3) = w [V, (x,,2)dz,
0

Ky.2) )
2t '

r

Voo y)=w | (Wo(x,y,z) *
0
2-D problémas atrisinajums ir [idzigs ar formulu (29):
T(x,y,) = [dE[Vy(£,mG(x,,€,m.0dn
0 0
(6.2.49)

b
— 0
+_[ dé:J. UO (é:v 77) A, G(xa s éj: 7, t)d77
5 o ot
Divu dimensiju Grina funkcija formula (49) ir forma [55]:

Gop iy § 2RO sinh 1y, ]
X Y5651, 1) = 2 2
B el el

= 0,()9,()¢,(1,ysin (v, ;) 2
+ Z TR Vi =a; (
o e I v

(6.2.50)

Atkal naturalais skaitlis ir dots ar nevienadibam:
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Ipasfunkcijas vienadojuma (50) ir dotas ar transcendentam izteiksmém:

_ B
242+ 5°)

¢, (x) = Sin(/iix-}— & )’gi = arctan(%j, i ”2 - é“”

2_9 ﬂ
¢/H _2+2(,U12»+,32).

9. (y) = sin(,ujy+0'j),0'j = arctan(%}

Ipasfunkcijas A, . ir transcendento vienadojumu pozitivas saknes:

Atan(Al) = B, utan(ub) = S.

Papildus nosacijumi beigu momenta (20) un (21) attieciba pret meklgjamo
funkciju U (x, y,t) ir sadi:

t=

_ _ _ T \_
0|, =0, (7). Uy (x.9) = exp(;}vr (x.7),

I

(6.2.51)
v (x5,3) = w [V, (x, 3, 2)dz.
0
Attiecigi:
oU _ _ T\ vy _
A, :VT(xay)a Vr(an/):eXP ~_ —+WT(xay) )
ot |,_, 27, 2z,
(6.2.52)

W, (x,3) = w [ W, (x, 3, 2)éz.
0

Apskatam problemu ar abiem dotajiem papildus nosacijumiem (51), (52) un no jauna
defin&jam jaunu laiku 7 ar formulu (40). Jaunie sakuma nosacijumu ir:

_ _ oU _
Ut~=0 = T()Cay)ag~ :_VT(XJ)-

t=0
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Jaunas 2-D problémas atrisinajums attieciba pret jauno laika argumentu 7 (tatu ta ir inversa
pret sakuma laika argumentu ¢ !) ir §ada:

U(x,y.0) = [d¢[T, (é,m%G(x,y, & Ddn = [dE[V, (&G (x, y,&n,0)dn.

Reprezentacija pret sakuma siltuma plismu:

7o) = [ e[ UG Gy, di

(6.2.53)

v Em =Gy dn

Tatad m@s esam ieguvusi atklatu slégtu analitisku izteiksmi attieciba pret sakuma
plismu.

2.3. lidziga veida més varam apskatit pilno 3-D problemu. Saja gadfjuma galvenais
vienadojums (13) satur negativu koeficientu c:

c =—%< 0.
4z

Atrisinajumu iegiistam I1dziga veida ka plaksnei, izmantojot Grina funkciju no [58], [59].
Tatad me€s esam ieguvuSi inverso problemu atrisindjumus hiperboliskam siltuma
vienadojumam. Tie ir iegiiti vai nu ka pirma veida Fredholma integralvienadojumi ar
nepartrauktu kodolu (1-D varianta), vai arT sl€gta analitiska forma (1-D un 2-D).
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