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Anotācija 

 

Šajā darbā aplūkoti nosacījumi, lai regulāru valodu varētu pazīt ar galīgu kvantu 

automātu (GKA). Netriviālai regulāru valodu apakšklasei parādīts, ka šie nosacījumi 

ir nepieciešami un pietiekami. Patvaļīgai regulārai valodai ir vienīgi zināms, ka šie 

nosacījumi ir nepieciešami, bet nav zināms vai katru valodu, kas apmierina tos, var 

pazīt ar GKA. 

Tiek arī konstruēta regulāru valodu (formā **
2

*
1 naaa K ) hierarhija tāda, ka katru 

hierarhijas valodu var pazīt ar GKA ar varbūtību mazāku kā iepriekšējai valodai 

hierarhijā. Tas rāda, ka, pretēji varbūtiskiem automātiem, valodu klases, kas 

atpazīstamas ar GKA pie dažādām varbūtībām atšķiras. Turklāt dažām valodām 

noteiktas maksimāli sasniedzamās varbūtības, lai valodu varētu pazīt ar GKA. 

Parādīts, ka katru valodu, kuru nevar pazīt ar RFA (galīgs reversible automāts) var 

pazīt ar GKA ar varbūtību ne lielāku kā 0.7726…. 

Tiek arī pilnībā definēta to valodu klase, kuru var pazīt ar nesen definētajiem 

varbūtiskiem “reversējamiem” automātiem. 
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Abstract 

 

We consider some conditions for a regular language to be recognizable by 

quantum finite automata (QFA). For a non-trivial subclass of regular languages, we 

show that our conditions are necessary and sufficient. For arbitrary regular languages, 

we only know that these conditions are necessary but do not know if all languages 

satisfying them can be recognized by a QFA. 

We also construct such a hierarchy of regular languages (in form **
2

*
1 naaa K ) that 

the current language in the hierarchy can be accepted by QFA with a probability 

smaller than the corresponding probability for the preceding language in the 

hierarchy. This means that, in contrary to probabilistic case, classes of languages 

recognizable by QFA with different probabilities differ. We also determine the 

maximum probabilities achieved by QFAs for several languages. In particular, we 

show that any language that is not recognized by an RFA (reversible finite automaton) 

can be recognized by a QFA with probability at most 0.7726…. 

We also give a complete characterization of the languages recognized by 

recently introduced model of reversible probabilistic automata. 
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Аннотация 

 

В работе рассмотрены условия распознавания регулярного языка 

конечным квантовым автоматом. Для нетривиального подкласса регулярных 

языков показано, что эти условия необходимы и достаточны. Для 

произвольного регулярного языка известно только, что эти условия 

необходимы, однако неизвестно, можно ли каждый удовлетворяющий им язык 

распознать конечным квантовым автоматом. 

Строится также иерархия регулярных языков (в форме **
2

*
1 naaa K ) таковых, 

что каждый язык иерархии может быть распознан конечным квантовым 

автоматом с вероятностью меньщую, чем для предидущего языка иерархии. Это 

показывает, что в отличии от вероятностных автоматов классы языков 

распознаваемых конечным квантовым автоматом с различными вероятностями 

различаются. К тому же для некоторых языков определены максимально 

достжимые вероятности для распознавания языка конечным квантовым 

автоматом. Показано, что каждый язык, который нельзя распознать конечным 

обращаемым (reversible) автоматом, можно распознать конечным квантовым 

автоматом с вероятностью не больше 0.7726…. 

Дана также полная характеристика языков, распознаваемых недавно 

введенной моделъю обращаемого вероятностного автомата. 
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� pirmoreiz dota netriviāla regulāru valodu apakšklase, kurai uzrādīti pietiekamie un 

nepieciešamie nosacījumi, lai valodu no šīs apakšklases varētu pazīt ar GKA 
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� atrasta precīzā varbūtība konstrukcijai “k cikli paralēli” (Teorēma 8.2); 

� atrasta precīzā varbūtība konstrukcijai “0.7324… konstrukcija” (Teorēma 8.3). 

� kopā ar Maratu Golovkinu pierādītas svarīgas varbūtisku “reversējamu” automātu 

īpašības (Teorēmas 9.2, 9.3 un 9.4); 

� kopā ar Martin Beaudry, Mark Mercer un Denis Therien atrasts precīzs apraksts to 

valodu klasei, kuras var pazīt ar varbūtisku “reversējamu” automātu (Teorēma 

9.5). 
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1  Ievads 

 

Kvantu skaitļošana ir jauns virziens, kurš iekļauj gan fiziķu gan datorzinātnieku, 

gan matemātiķu atklājumus, solot tālejošas sekas. Piemēram, parādoties kvantu 

kompjūteriem publiskās atslēgas (public-key) kriptogrāfija radikāli mainīsies, jo jau 

1997. gadā Pīters Šors (Peter Shor) parādīja pārsteidzošu polinomiāla laika kvantu 

algoritmu diskrēto logaritmu aprēķināšanai un naturālo skaitļu sadalīšanai 

pirmreizinātājos [S 97]. 

Autors pēta galīgiem kvantu automātiem (GKA) piemītošas īpašības no formālo 

valodu pazīšanas iespēju viedokļa. 

Galīgie automāti ir teorētisks modelis klasiskai skaitļošanai ar galīgu atmiņu. 

Līdzīgi arī galīgie kvantu automāti ir teorētisks modelis kvantu kompjūteriem ar 

ierobežotiem resursiem. Kvantu skaitļošanas vispārīgākais modelis ir kvantu shēmas 

(quantum circuits), kas dod kvantu datoru iespēju augšējo novērtējumu. Taču 

joprojām nav izdevies uzbūvēt šādas shēmas (par spīti daudzu zinātnieku pulēm). Tas 

liek domāt, ka pirmie kvantu datori nebūs tik spēcīgi. Tātad tas ir ne tikai interesanti, 

bet arī praktiski pētīt vienkāršākus modeļus nevis tikai vispārīgāko kvantu 

skaitļošanas modeli. 

Ir ievesti dažādi galīga kvantu automāta modeļi. Šie modeļi atšķiras ar 

mērījumiem, kuri ir atļauti skaitļošanas laikā. Vispārīgākais galīga kvantu automāta 

modelis ir galīgi kvantu automāti ar jauktiem stāvokļiem [AW 02, C 01, P 99]. Šis 

modelis pieļauj patvaļīgus mērījumus un var pazīt katru regulāru valodu. Visvairāk 

ierobežotais galīga kvantu automāta modelis ir vienreizēja mērījuma (measure-once) 

modelis [CM 97]. Šajā modelī visām pārejām jābūt unitārām, izņemot vienu 

mērījumu beigās, kas ir vajadzīgs, lai nolasītu skaitļošanas rezultātu. Šajā gadījumā 

šāda GKA pazīstamo valodu klase sakrīt ar permutāciju automātu pazīstamo valodu 

klasi. 

1997. gadā Kondacs un Vatrouss (Kondacs, Watrous) [KW 97] ieveda galīga 

kvantu automāta daudzmērījumu (measure-many) modeli. Šis modelis atļauj 

mērījumus skaitļošanas laikā. Šī modeļa pētīšana ļauj saprast kādas pakāpes mērījumi 

galīgiem kvantu automātiem ir vajadzīgi, lai pazītu noteiktas valodas. Autors ir 

ieguvis svarīgus rezultātus par šī veida galīgiem kvantu automātiem. 
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Pirmais raksts [ABFK 99] (Pielikums A) tika izstrādāts 1999. gadā. Līdz tam 

bija zināms, ka eksistē valoda, kuru var pazīt ar GKA ar varbūtību 0.68…, taču nevar 

pazīt ar varbūtību 7/9+ε (varbūtiskiem galīgiem automātiem pareizās atbildes 

varbūtība var tikt palielināta patvaļīgi tikai ar rēķināšanas atkārtošanu, taču tas nav 

spēkā galīgiem kvantu automātiem). Minētajā rakstā šis rezultāts ir vispārināts, 

konstruējot hierarhiju no regulārām valodām, tādu, ka katru valodu šajā hierarhijā var 

pazīt ar galīgu kvantu automātu ar varbūtību mazāku nekā atbilstošā varbūtība 

iepriekšējai valodai hierarhijā. Šī varbūtību virkne konverģē uz 1/2. Autora 

ieguldījums ir varbūtības apakšējais novērtējums katrai no hierarhijas valodām. Šis 

raksts tika publicēts arī paplašinātā versijā [ABFK2 99] (Pielikums B). 

Rakstā [GM 99] ir formulēta problēma (Open problem 2.15) – vai šādu 

hierarhiju var konstruēt valodām tikai divu burtu alfabētā. Šī problēma tika atrisnāta 

2000. gadā kopā ar Zigmāru Rasščevski [KR 00] (Pielikums C). Interesanti, ka 

varbūtību apakšējais un arī augšējais novērtējums šīm hierarhijām sakrīt. 

1997. gadā pirmoreiz tika parādīts, ka eksistē regulāras valodas, kuras nevar 

pazīt ar GKA [KW 97]. Vēlāk Brodskis un Pipengers (Brodsky, Pippenger) [BP 99] 

vispārināja [KW 97] konstrukciju un parādīja, ka katru regulāru valodu, kas 

neapmierina daļējā sakārtojuma nosacījumu (the partial order condition), nevar pazīt 

ar GKA. Turklāt viņi arī pieņēma, ka visas regulāras valodas, kas apmierina daļējā 

sakārtojuma nosacījumu, var pazīt ar GKA. 

Rakstā [AKV 01] (Pielikums D) tika apgāzts viņu pieņēmums, parādot, ka, lai 

valoda  būtu pazīstama ar GKA, tās minimālais determinētais automāts nedrīkst 

saturēt dažus “aizliegtos fragmentus”. Viens no šiem fragmentiem ir ekvivalents ar to, 

ka automāts neapmierina daļējā sakārtojuma nosacījumu. Pārējie fragmenti bija jauni. 

Pārsteidzoša lieta, kas attiecas uz “aizliegtajiem fragmentiem”, ir tā, ka tie 

sastāv no dažām daļām (atbilstoši dažādiem vārdu sākumiem) un valodu, kas atbilst 

katrai no tām, var pazīt, taču nevar pazīt visu valodu kopā nezaudējot unitaritāti.  

Regulāru valodu apakšklasei (valodas, kas nesatur konstrukciju “divi cikli 

rindā”) autors ir  parādījis, ka šie nosacījumi ir nepieciešami un pietiekami, lai valodu 

varētu pazīt ar GKA. Tas bija pirmais šāda veida rezultāts galīgiem kvantu 

automātiem. Patvaļīgai regulārai valodai ir vienīgi zināms, ka šie nosacījumi ir 

nepieciešami, bet nav zināms vai katru valodu, kas apmierina tos, var pazīt ar GKA. 

Rakstā [AK 01] (Pielikums E, žurnāla versija šim rakstam: [AK 03], Pielikums 

F) ir aplūkotas precīzās varbūtības, ar kurām dažādas valodas var pazīt ar GKA. 
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Pārsteidzoši, ka valodu klase, ko var pazīt ar GKA, ir atkarīga no varbūtības, ar kādu 

automātam ir jādod pareizā atbilde. Gandrīz katrā citā skaitļošanas modelī pareizās 

atbildes varbūtība var tikt palielināta tikai ar rēķināšanas atkārtošanu paralēli. Turklāt 

parasti šī īpašība tiek uzlūkota kā acīmredzama. 

Šajā rakstā tiek parādīta jauna metode, lai noteiktu maksimāli sasniedzamās 

varbūtības, ar kurām GKA var pazīt dotu valodu. Metode ir balstīta uz GKA stāvokļu 

klasifikāciju (līdzīgi kā klasiskajā Markova ķēžu gadījumā). Šī stāvokļu klasifikācija 

tiek lietota, lai maksimālās varbūtības problēmu pārveidotu par kvadrātisku 

optimizācijas problēmu. Tad tiek atrisināta šī problēma (analītiski vienkāršākajos 

gadījumos, ar datoru sarežģītākajos gadījumos). 

Salīdzinot ar iepriekšējo darbu jaunajai metodei ir divas priekšrocības. Pirmkārt, 

tā dod sistemātisku ceļu kā izrēķināt maksimāli sasniedzamās varbūtības. Otrkārt, tā 

vienmēr dod maksimālo varbūtību precīzi. Iepriekšējās pieejas bija atkarīgas no dotās 

valodas un tām bija nepieciešamas divas metodes: viena, lai iegūtu varbūtības 

apakšējo novērtējumu, otra, lai iegūtu varbūtības augšējo novērtējumu. Turklāt bieži 

šo divu metožu lietošana deva atstarpi starp apakšējo un augšējo novērtējumu 

(piemēram, 0.68… un 7/9+ε, kā jau tika minēts iepriekš). 

Autors 2004. gadā kopā ar Maratu Golovkinu ieguva nozīmīgus rezultātus 

varbūtisku “reversējamu” automātu (probabilistic reversible automata, VRA) jomā 

[FGK 04] (Pielikums G). Tika pierādīts, ka valodu klase, kuru var pazīt ar GKA 

ir/nav slēgta pret dažādām operācijām. Tika arī parādīta cieša sakarība starp diviem 

jau agrāk zināmiem nosacījumiem [GK 02], lai dotu valodu nevarētu pazīt ar VRA. 

Raksts [ABGKMT 04] (Pielikums H) arī ir izstrādāts pagājušajā gadā. Tajā tiek 

analizēti dažādi GKA modeļi: modelis [BP 99] un jauns modelis (rakstā šī modeļa 

automāti tiek saukti par Latviešu galīgajiem kvantu automātiem (Latvian Quantum 

Finite Automata)), kura definīcija ir balstīta uz kvantu skaitļošanu, kas izmanto NMR 

(nukleo-magnētiskā rezonanse) kā arī VRA modelis. Starp dažādām fizikālām 

sistēmām NMR līdz šim ir bijusi visveiksmīgākā realizējot kvantu kompjūteru ar 7 

kvantu bitiem [VSBYSC 01]. NMR uzliek ierobežojumus kādi mērījumi var tikt 

izpildīti un jaunā modeļa definīcija tos apmierina. Tiek lietoti algebras teorijas 

līdzekļi, lai pētītu valodu klases, ko var pazīt šie GKA modeļi.  

Visiem trim modeļiem tiek dots pilnīgs apraksts tām valodām, ko šie automāti 

spēj pazīt. Izrādās, ka šo automātu pazīstamo valodu klases gandrīz precīzi sakrīt, kas 

ir ļoti pārsteidzoši, ja apskata šo modeļu atšķirības (piemēram, NMR modelis atļauj 
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jauktus stāvokļus, turpretī Brodska un Pipengera modelis – neatļauj). Autora 

ieguldījums šajā rakstā ir pierādījuma atrašana (kopā ar Kanādas zinātniekiem Martin 

Beaudry, Mark Mercer un Denis Therien) VRA pazīstamo valodu aprakstam. 

Promocijas darba nākošās nodaļas ir veltītas autora publicēto darbu plašākam 

izklāstam. Teorēmām, kurām ir izlaisti pilni pierādījumi, ir dotas norādes uz pilnu 

pierādījumu pielikumā. 

Otrajā nodaļā tiek dots neliels ieskats kvantu skaitļošanas pamatos. Trešā un 

ceturtā nodaļa precīzi definē galīgu kvantu automātu. 

Piektā nodaļa apskata galvenos rakstu [ABFK 99, ABFK2 99, KR 00] 

rezultātus, sestā nodaļa ir visa veltīta rakstam [AKV 01]. Divas nodaļas (septītā un 

astotā) ir veltītas rakstu [AK 01] un [AK 03] rezultātiem. 

Devītajā nodaļā īsumā ir aplūkoti raksti [FGK 04] un [ABGKMT 04] (no šī 

raksta ir aplūkota tikai teorēma, kuras pierādīšanā ir piedalījies autors). 

Autors izsaka pateicību Rūsiņam Freivaldam par izcilu zinātnisko vadību 

gandrīz desmit gadu garumā. 
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2  Kvantu skaitļošanas pamati 

 

Vispirms aplūkosim viena bita sistēmas. Klasiskais bits var būt vienā no diviem 

klasiskajiem stāvokļiem true vai false. Varbūtiskais bits var būt true ar varbūtību α  

un false ar varbūtību β , kur 1=+ βα . Kvantu bits (qubit) ir kaut kas ļoti līdzīgs 

pēdējam, taču ar sekojošu atšķirību. Kvantu bitam α  un β  var būt patvaļīgi 

kompleksi skaiļi ar īpašību 1|||||||| 22 =+ βα . Ja mēs mērām kvantu bitu, tad mēs 

dabūjam true ar varbūtību 2||||α  un false ar varbūtību 2|||| β  līdzīgi kā varbūtiskajā 

gadījumā. Tomēr, ja mēs mainām kvantu sistēmu bez tās mērīšanas (mēs zemāk 

izskaidrosim, ko tas nozīmē), tad transformāciju kopa, kas var tikt izpildīta ir lielāka 

kā varbūtiskajā gadījumā. Šī arī ir tā vieta, kur slēpjas kvantu skaitļošanas spēks. 

Vispārīgi mēs aplūkojam kvantu sistēmas ar m  bāzes stāvokļiem. Mēs 

apzīmējam bāzes stāvokļus 〉〉〉 mqqq |,,|,| 21 K . Ar Q  apzīmējam šo bāzes stāvokļu 

kopu. Pieņemsim, ka ψ  ir formāla lineāra kombinācija no tiem ar kompleksiem 

koeficientiem 

.||| 2211 〉++〉+〉= mm qqq αααψ K  

Lieluma ψ  norma 2l -metrikā ir  

.|||||||||| 222
1 mm αααψ +++= K  

Kvantu sistēmas stāvoklis var būt jebkurš ψ , kuram 1|||| =ψ . ψ  tiek saukts par 

stāvokļu 〉〉〉 mqqq |,,|,| 21 K  superpozīciju. mαα ,,1 K  tiek saukti par stāvokļu 

〉〉〉 mqqq |,,|,| 21 K  amplitūdām. Mēs lietojam )(2 Ql  lai apzīmētu vektoru telpu, kas 

sastāv no visām stāvokļu 〉〉〉 mqqq |,,|,| 21 K  lineārajām kombinācijām. 

Patvaļīgu kompleksu amplitūdu pieļaušana ir ļoti būtiska fiziķiem. Tomēr tas 

nav tik svarīgi kvantu skaitļošanai. Viss, kas var tikt izrēķināts ar kompleksām 

amplitūdām, var tikpat labi tikt izrēķināts ar reālām amplitūdām. Kvantu Tjūringa 

mašīnām tas ir parādīts rakstā [BV 93] un šis pats pierādījums der pie GKA. Tomēr 

ļoti svarīgi ir, ka tiek pieļautas negatīvas amplitūdas. Šī iemesla dēļ mēs pieņemsim, 

ka visas amplitūdas ir (iespējams, negatīvas) reālas. 

Ir divu tipu transformācijas, ko var pielietot kvantu sistēmai. Pirmais tips ir 

unitāras trasnformācijas. Unitāra transformācija ir lineāra transformācija U  telpā 
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)(2 Ql , kas saglabā 2l -normu. (Tas nozīmē, ka katrs ψ , kur 1|||| =ψ  tiek attēlots par 

'ψ , kur 1||'|| =ψ .) 

Otrs transformāciju tips ir mērījums. Vienkāršākais mērījums ir  

〉++〉+〉= mm qqq ||| 2211 αααψ K  mērīšana bāzē 〉〉〉 mqqq |,,|,| 21 K . Tas dod 〉iq|  ar 

varbūtību 2
iα , un nosacījums 1|||| =ψ  garantē, ka dažādo rezultātu varbūtību summa 

ir 1. Pēc mērījuma sistēmas stāvoklis mainās uz 〉iq|  un tālāka mērījumu atkārtošana 

dod šo pašu 〉iq| . 

Tiek lietoti arī daļējie mērījumi. Pieņemsim, ka kQQ ,,1 K  ir pa pāriem 

savstarpēji nešķeļošas Q  apakškopas, tādas, ka QQQQ k =∪∪∪ K21 . jE  

( },,1{ kj K∈ ) apzīmē { 〉iq| : jQi∈ } lineāro slēgumu. Daļējais mērījums dod jE∈ψ  

ar varbūtību ∑
∈ jQi

i

2α . Pēc tā sistēmas stāvoklis kļūst ψ  projekcija uz jE . 
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3  Galīgi kvantu automāti 

 

Saskaņā ar [KW 97] GKA ir kortežs ),,,,,( 0 rejacc QQqVQM Σ= , kur Q  ir galīga 

stāvokļu kopa, Σ  ir ieejas alfabēts, V  ir pārejas funkcija, Qq ∈0  ir sākuma stāvoklis, 

QQacc ⊂  ir akceptējošo stāvokļu kopa un QQrej ⊂  ir noraidošo stāvokļu kopa. Kopu 

accQ  un rejQ  stāvokļi tiek saukti par halting stāvokļiem, bet kopas 

)( rejaccnon QQQQ ∪−=  stāvokļi tiek saukti par non halting stāvokļiem. ¢ un $  ir 

simboli, kas nepieder Σ . Mēs lietojam ¢ un $ kā kreiso un labo endmarker. Automāta 

M  darba alfabēts ir ,$}¢{∪Σ=Γ . 

Automāta M stāvokļi. Automāta M stāvoklis var būt jebkura stāvokļu no Q 

superpozīcija (t.i. jebkura lineāra kombinācija no tiem ar kompleksiem 

koeficientiem). 

Pārejas funkcija. Pārejas funkcija V  ir attēlojums no )(2 Ql×Γ  uz )(2 Ql  tāds, 

ka katram Γ∈a  funkcija )()(: 22 QlQlVa →  definēta kā ),()( xaVxVa =  ir unitāra 

transformācija. 

Skaitļošana. GKA darbu sāk superpozīcijā 〉0| q . Tad tiek pielietotas 

transformācijas, kas atbilst kreisajam endmarker, ievada vārda burtiem un labajam 

endmarker. Transformācija, kas atbilst Γ∈a , sastāv no diviem soļiem. 

1. Vispirms tiek pielietota transformācija aV . Jaunā superpozīcija 'ψ  ir )(ψaV , 

kur ψ  ir superpozīcija pirms šī soļa. 

2. Tad 'ψ  tiek mērīts attiecībā pret telpām accE , rejE , nonE , kur 

}:{| accacc QqqspanE ∈〉= , }:{| rejrej QqqspanE ∈〉= , }:{| nonnon QqqspanE ∈〉= . 

Ja mēs dabūjam accE∈'ψ , tad ievads ir akceptēts. Ja mēs dabūjam rejE∈'ψ , tad 

ievads ir noraidīts. Ja mēs dabūjam nonE∈'ψ , tad tiek pielietota nākošā 

transformācija. 

Šie divi soļi tiek saukti par burta a  lasīšanu.  

Apzīmējumi. Mēs lietojam '
aV , lai apzīmētu transformāciju, kas sastāv no aV  ar 

sekojošu projekciju uz  nonE . Mēs lietojam '
wV , lai apzīmētu ''''

121 aaaa VVVV
nn
K

−
, kur ia  ir 

i-tais burts vārdā w. Mēs arī lietojam yψ , kas apzīmē GKA stāvokļa non-halting daļu 
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pēc kreisā endmarker ¢ un vārda *Σ∈y  lasīšanas. No apzīmējumiem seko, ka 

)(| 0
'
¢y 〉= qVyψ . 

Valodu pazīšana. Mēs teiksim, ka automāts pazīst valodu L  ar varbūtību p  

(
2

1
>p ), ja tas akceptē katru vārdu Lx∈  ar varbūtību p≥  un noraida katru vārdu 

Lx∉  ar varbūtību p≥ . 
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4  Galīga kvantu automāta piemērs 

 

Lai izskaidrotu definīciju mēs konstruēsim galīgu kvantu automātu, kas pazīst valodu 

**ba  ar varbūtību ..68.0=p , kur 13 =+ pp .  

Automātam ir 4 stāvokļi: accqqq ,, 10  un rejq . }{ accacc qQ = , }{ rejrej qQ = . 

Stāvoklis pēc ¢ lasīšanas ir 〉+〉− 10 ||1 qpqp . Pārejas funkcija ir  

 

〉+〉−+〉−=〉 reja qpqppqpqV ||)1(|)1()(| 100  

〉−−〉+〉−=〉 reja qpqpqppqV |1||)1()(| 101  

〉=〉 rejb qqV |)(| 0 , 〉=〉 11 |)(| qqVb , 

〉=〉 rejqqV |)(| 0$ , 〉=〉 accqqV |)(| 1$ . 

 

Gadījums 1. Ievads ir *ax = . 

Viegli redzēt, ka pārejas funkcija stāvokli 〉+〉− 10 ||1 qpqp  attēlo par to 

pašu kamēr no ievada tiek saņemts burts a . Tas nozīmē, ka lasot *a  stāvoklis 

nemainās un pēc $ lasīšanas tas kļūst par 〉+〉− accrej qpqp ||1 . Tātad automāts 

akceptē ar varbūtību p . 

 

Gadījums 2. Ievads ir += bax * . 

Atkal stāvoklis 〉+〉− 10 ||1 qpqp  nemainās kamēr ievads satur burtu a . 

Pirmā b  lasīšana maina stāvokli uz 〉+〉− 1||1 qpqp rej . Non-halting daļa no šī 

stāvokļa ir 〉1| qp . Tā nemainās lasot nākamos b  un $ lasīšana to attēlo par 

〉accqp | . Atkal akceptēšanas varbūtība ir p . 

 

Gadījums 3. Ievads ir **bax∉ . 

Šajā gadījumā x  sākuma fragments ir ++aba* . Pēc pirmā b lasīšanas stāvoklis 

ir 〉+〉− 1||1 qpqp rej . Šajā momentā automāts noraida ar varbūtību p−1 . Non-

halting daļa 〉1| qp  pēc pirmā a  lasīšanas tiek attēlota par 
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〉−−〉−+〉− rejqppqppqpp |)1(|)1(|1 10 . Šajā brīdī automāts noraida ar 

varbūtību )1( pp − . Non-halting daļa 〉−+〉− 10 |)1(|1 qppqpp  nemainās lasot 

nākamos a . Tā kā gan b  gan $ lasīšana 0q  attēlo par rejq , tad automāts noraida ar 

varbūtību )1(2 pp − . Tātad visu noraidošo varbūtību summa ir vismaz 

pppppppppppp =−=−+−+−=−+−+− 33222 11)1()1()1( . 

 



Arnolds Ķikusts 

 19 

5  Augšējais un apakšējais novērtējums valodām Ln un L`n 

 
 

Šajā nodaļā mēs konstruēsim 2 dažādas hierarhijas no regulārām valodām, tādas, ka 

katru valodu šajā hierarhijā var pazīt ar galīgu kvantu automātu ar varbūtību mazāku 

nekā atbilstošā varbūtība iepriekšējai valodai hierarhijā.  

 

Mēs aplūkosim valodu Ln definētu n burtu alfabētā {a1, a2, ..., an}:  

**
2

*
1 nn aaaL K=  

(var ievērot, ka gadījums, kad n=2, tika aplūkots iepriekšējā nodaļā.) un valodu L`n 

definētu 2 burtu alfabētā {a,b}:  

 

{ }
{ } skaitlis parair   ja

skaitlis neparair   ja

,|...

,|...

212
**

2
*
1

212
**

2
*
1'

n

n

blallll

albllll
L

iin

iin

n





==

==
=

−

−  

 

Vispirms pierādīsim šādu teorēmu: 

 

Teorēma 5.1. Valodu nL ( 1>n ) var pazīt ar galīgu kvantu automātu ar varbūtību p , 

kur p  ir vienādojuma 11

1

=+−

+

pp n

n

 sakne intervālā [1/2,1]. 

 

Pierādījums: Mēs lietojam lemmu: 

Lemma 5.1. Katriem patvaļīgiem reāliem 01 >x , 02 >x , …, 0>nx  eksistē unitāra 

nn×  matrica ),,,( 21 nn xxxM K  ar elementiem ijm  tāda, ka 

22
1

1
11

nxx

x
m

++
=

K
, 

22
1

2
21

nxx

x
m

++
=

K
, …, 

22
1

1

n

n
n

xx

x
m

++
=

K
. 

□ 

Ar ijm apzīmējam elementus matricai ),,,( 21 kk xxxM K  no Lemmas 5.1. Mēs 

konstruējam )1( −× kk  matricu ),,,( 21 kk xxxT K  ar elementiem 1, += jiij mt . 

),,,( 21 kk xxxR K  apzīmē kk ×  matricu ar elementiem 
22

1 k

ji

ij
xx

xx
r

++

⋅
=

K
. kI  apzīmē 

kk ×  vienības matricu. 
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Fiksētam n  intervālā [1/2,1] atrodam tādu np , ka 11

1

=++

−

n
n

n

n pp . Definējam 

11

1

)1( −−

−

−=<≤ n

k

n
n

k

nk ppnkp . Viegli redzēt, ka 121 =+++ nppp K  un  

                           pp

p

pp

pp

ppp
n

n

n

n

k

n

n

k

nn

nk

nkn =−=−=
++
++

− −

+

−

−

−

−

−

1

1

1

)2(2

1

)1(2

2
1

2

11
)(

)(
1

K

K
                         (1) 

Tagad mēs definēsim GKA, kas pazīst valodu nL . Automātam ir n2  stāvokļi: 

nqqq ,,, 21 K  ir non-halting stāvokļi, 1221 ,,, −++ nnn qqq K  ir noraidošie stāvokļi un nq2  ir 

akceptējošais stāvoklis. Pārejas funkciju definēsim ar unitāru bloku matricu palīdzību: 

 











=

n

nn

I

pppM
V

0

0),,,( 21
¢

K
, 

 

















=

100

00),,,(

0),,,(),,,(

21

2121

1 n

T

n

nnnn

a pppT

pppTpppR

V K

KK

, 

 























=

−

−−

10000

000),,(0

00001

0),,(0),,(0

00100

21

2121

2

n

T

n

nnnn

a

ppT

ppTppR

V

K

KK

, 

…, 























=

−+

−

−+−+

−

10000

000),,(0

0000

0),,(0),,(0

0000

1

1

11

1

nk

T

kn

k

nkknnkkn

k

a

ppT

I

ppTppR

I

V
k

K

KK

, 

…, 



















=
−

−

1000

000

0010

000

1

1

k

k

a
I

I

V
n

, 
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







=

0

0
$

n

n

I

I
V . 

Gadījums 1. Ievads ir $¢ **
2

*
1 naaax K= . 

Sākuma superpozīcija ir 〉1| q . Pēc ¢ lasīšanas superpozīcija kļūst par 

〉++〉+〉 nn qpqpqp ||| 2211 K  un pēc *
1a  lasīšanas superpozīcija nemainās.  

Ja ievads satur ka , tad pirmā ka  lasīšana superpozīcijas non-halting daļu attēlo 

par 〉++〉 nnkk qpqp || K  un vsu pārējo ka  lasīšana šo superpozīciju nemaina. 

Labā endmarker($) lasīšana 〉nq|  attēlo par 〉nq2| . Tāpēc superpozīcija pēc tā 

lasīšanas satur 〉nn qp 2| . Tas nozīmē, ka automāts akceptē ar varbūtību np  tāpēc, ka 

〉nq2|  ir akceptējošais stāvoklis. 

 

Gadījums 2. Ievads ir KK mkk aaaaax **
2

*
1¢= )( mk > . 

Pēc pēdējā ka  lasīšanas superpozīcijas non-halting daļa ir 

〉++〉 nnkk qpqp || K . Tad ma  lasīšana maina to uz 

〉
++

++
++〉

++

++
n

nm

nkn

m

nm

nkm
q

pp

ppp
q

pp

ppp
|

)(

)(
|

)(

)(

K

K
K

K

K
. Tas nozīmē, ka automāts 

akceptē ar varbūtību 
2

2

)(

)(

nm

nkn

pp

ppp

++

++
≤

K

K
(tāpēc, ka jebkura ka  lasīšana superpozīciju 

formā )||(1 〉++〉 nnii qpqpc K  maina par superpozīciju formā 

)||(2 〉++〉 nnjj qpqpc K , kur |||| 21 cc ≥ ) un noraida ar varbūtību vismaz 

n

nk

nkn

nm

nkn p
pp

ppp

pp

ppp
=

++

++
−≥

++

++
−

−
2

1

2

2

2

)(

)(
1

)(

)(
1

K

K

K

K
, 

kas seko no (1).                                                                                                              

□ 

Secinājums 5.1. Valodu nL  var pazīt ar GKA ar varbūtību vismaz 
n

c
+

2

1
 kādai 

konstantei c . 
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Teorēma 5.2. Valodu nL  ar GKA nevar pazīt ar lielāku varbūtību kā p , kur p  ir 

vienādojuma  

1

)1(2
4

1

)1(2
12

−
−

+
−
−

=−
n

p

n

p
p  

sakne intervālā [1/2, 1]. 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma A Teorēmas 5 pierādījumu. 

Secinājums 5.2. Valodu nL  nevar pazīt ar GKA ar varbūtību lielāku kā 
1

3

2

1

−
+

n
. 

Pieņemsim, ka 21 =n  un 1
9

2

2
1 += −

c

n
n k

k ( 1>k ), kur c  ir konstante no 

secinājuma 5.1. Definējam 
k

k
n

c
p +=

2

1
 . Tad no Secinājumiem 5.1 un 5.2 izriet 

Teorēma 5.3. Katram 1>k  valodu 
knL  var pazīt ar GKA ar varbūtību kp , bet nevar 

pazīt ar varbūtību 1−kp .        □ 

 

Tātad ir konstruēta valodu virkne 
1n

L , 
2nL , … tāda, ka katrai valodai 

knL  

varbūtība ar kādu to var pazīt ar GKA ir mazāka kā valodai 
1−knL . Vienīgais “mīnuss” 

šai hiearhijai ir, ka katra nākošā hierarhijas valoda ir definēta lielākā alfabētā nekā 

iepriekšējā.  

Rakstā [GM 99] ir formulēta problēma (Open problem 2.15) – vai šādu 

hierarhiju var konstruēt valodām tikai divu burtu alfabētā (novēršot to, ka alfabēts 

pieaug atkarībā no valodas kārtas numura hierarhijā). Nākošās trīs teorēmas (5.4, 5.5 

un 5.6) atrisina šo problēmu. 

 

Teorēma 5.4. Valodu '
nL ( 1>n ) var pazīt ar galīgu kvantu automātu ar varbūtību p , 

kur p  ir vienādojuma 11

1

=+−

+

pp n

n

 sakne intervālā [1/2,1]. 
 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma C Teorēmas 3.1 pierādījumu. 

Secinājums 5.3. Valodu '
nL  var pazīt ar GKA ar varbūtību vismaz 

n

c
+

2

1
 kādai 

konstantei c . 
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Teorēma 5.5. Valodu '
nL  ar GKA nevar pazīt ar lielāku varbūtību kā p , kur p  ir 

vienādojuma  

1

)1(2
4

1

)1(2
12

−
−

+
−
−

=−
n

p

n

p
p  

sakne intervālā [1/2, 1]. 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma C Teorēmas 3.2 pierādījumu. 

Secinājums 5.4. Valodu '
nL  nevar pazīt ar GKA ar varbūtību lielāku kā 

1

3

2

1

−
+

n
. 

Pieņemsim, ka 21 =n  un 1
9

2

2
1 += −

c

n
n k

k ( 1>k ), kur c  ir konstante no 

Secinājuma 5.3. Definējam 
k

k
n

c
p +=

2

1
 . Tad no Secinājumiem 5.3 un 5.4 izriet 

 

Teorēma 5.6. Katram 1>k  valodu 
'

knL  var pazīt ar GKA ar varbūtību kp , bet nevar 

pazīt ar varbūtību 1−kp .        □ 
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6  Nepieciešamie un pietiekamie nosacījumi 

 
Vispirms mēs īsi atzīmēsim galvenos iepriekšējos rezultātus par regulārām valodām, 

ko var pazīt ar GKA. Valodas apskatīsim lietojot to atbilstošos minimālos 

determinētos automātus. Valodas minimālais determinētais automāts ir galīgs 

determinēts automāts, kas pazīst to, ar vismazāko stāvokļu skaitu. Ir labi zināms, ka 

minimālais automāts ir unikāls un to var efektīvi konstruēt. 

 

Teorēma 6.1. [AF 98] Dota valoda L . Pieņemsim, ka eksistē tāds vārds x , ka L  

minimālais determinētais automāts M  satur stāvokļus 1q , 2q  tādus, ka izpildās 

sekojoši nosacījumi: 

1. 21 qq ≠ , 

2. lasot x  no stāvokļa 1q  automāts M  pāriet uz stāvokli 2q , 

3. lasot x  no stāvokļa 2q  automāts M  pāriet uz stāvokli 2q , 

4. 2q  nav nedz “visu akceptējošs” nedz arī “visu noraidošs” stāvoklis. 

Tad valodu L  nevar pazīt ar GKA ar varbūtību vismaz ε+
9

7
 katram fiksētam 0>ε  

(1. zīmējums). 

1. zīmējums. Teorēmas 6.1 nosacījumi 

 
 Teorēma 6.2. [BP 99] Dota valoda L  un tās minimālais automāts M. Pieņemsim, ka 

automātam M izpildās visi 4 Teorēmas 6.1 nosacījumi un vēl sekojošs nosacījums: 

5. eksistē tāds vārds y, ka, lasot to no stāvokļa 2q  automāts M  pāriet uz 

stāvokli 1q . 

Tad valodu L  nevar pazīt ar GKA  (2. zīmējums). 

 
2. zīmējums. Teorēmas 6.2 nosacījumi 
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Līdz [V 00] visām zināmajām regulārajām valodām, kuras nevar pazīt ar GKA, 

bija īpašības 1-5. Šajā nodaļā mēs aplūkosim šādas valodas, kuras neapmierina šos 

piecus nosacījumus un nav pazīstamas ar GKA. 

Ir arī daudzi rezultāti [AF 98, K 98] par stāvokļu skaitu, kas vajadzīgs GKA, lai 

pazītu dotu valodu. Dažos gadījumos tas var būt eksponenciāli mazāks par 

ekvivalenta determinēta vai pat varbūtiska automāta stāvokļu skaitu [AF 98]. Tomēr 

citos gadījumos tas ir pat eksponenciāli sliktāks kā ekvivalentam determinētam 

automātam [ANTV 98, N 99]. 

Pagaidām vēl nav zināms, kāda ir to valodu klase, ko var pazīt ar GKA. 

Tagad mēs dosim jaunu nosacījumu valodai, lai to nevarētu pazīt ar GKA. 

Līdzīgi iepriekšējam nosacījumam (Teorēma 6.2) tas tiek formulēts kā nosacījums par 

valodas minimālo automātu. 

 

Teorēma 6.3. Dota valoda L . Pieņemsim, ka eksistē tādi vārdi x , y , 1z  un 2z , ka L  

minimālais determinētais automāts M  satur stāvokļus 1q , 2q  un 3q  tādus, ka 

izpildās sekojoši 11 nosacījumi: 

1. 32 qq ≠ , 

2. lasot x  no stāvokļa 1q  automāts M  pāriet uz stāvokli 2q , 

3. lasot x  no stāvokļa 2q  automāts M  pāriet uz stāvokli 2q , 

4. lasot y  no stāvokļa 1q  automāts M  pāriet uz stāvokli 3q , 

5. lasot y  no stāvokļa 3q  automāts M  pāriet uz stāvokli 3q , 

6. katram vārdam *)|( yxt ∈  eksistē vārds *
1 )|( yxt ∈  tāds, ka, lasot 1tt  no 

stāvokļa 2q  automāts M  pāriet uz stāvokli 2q , 

7. katram vārdam *)|( yxt ∈  eksistē vārds *
1 )|( yxt ∈  tāds, ka, lasot 1tt  no 

stāvokļa 3q  automāts M pāriet uz stāvokli 3q , 

8. lasot 1z  no stāvokļa 2q  automāts M  pāriet uz akceptējošu stāvokli, 

9. lasot 2z  no stāvokļa 2q  automāts M  pāriet uz noraidošu stāvokli, 

10. lasot 1z  no stāvokļa 3q  automāts M  pāriet uz noraidošu stāvokli, 

11. lasot 2z  no stāvokļa 3q  automāts M  pāriet uz akceptējošu stāvokli. 

Tad valodu L  nevar pazīt ar GKA ar varbūtību vismaz ε+
2

1
 katram fiksētam 0>ε . 

 
Teorēmas 6.3 pierādījums 

 
Mēs lietojam lemmu no [BV 97]. 
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Lemma 6.1. Ja ψ  un φ  ir divi kvantu sistēmas stāvokļi, kuriem εφψ <− |||| , tad  

variational distance (variational distance starp diviem varbūtību sadalījumiem iP  un 

iR  tiek definēta kā ∑ −
i ii RP || ) starp mērījumu uz ψ  un φ  rezultātā iegūtiem 

varbūtību sadalījumiem ir mazāka kā ε2 . 

 

3. zīmējums. Teorēmas 6.3 nosacījumi  
 

Mēs arī lietojam lemmu no [AF 98]. 

Lemma 6.2. Dots +Σ∈x . Tad eksistē apakštelpas 1E , 2E  tādas, ka 21 EEEnon ⊕=  

un 

(i) ja 1E∈ψ , tad 1
' )( EVx ∈ψ  un ||||||)(|| ' ψψ =xV , 

(ii) ja 2E∈ψ , tad 0||)(|| ' →ψkx
V  pie 0→k . 

 

Nākošā lemma ir mūsu vispārinājums Lemmai 6.2. 

Lemma 6.3. Doti +Σ∈yx, . Tad eksistē apakštelpas 1E , 2E  tādas, ka 

21 EEEnon ⊕=  un 

(i) ja 1E∈ψ , tad 1
' )( EVx ∈ψ  un 1

' )( EVy ∈ψ  un ||||||)(|| ' ψψ =xV  un 

||||||)(|| ' ψψ =yV , 

(ii) ja 2E∈ψ , tad katram 0>ε  un katram vārdam *)|( yxt ∈  eksistē 

vārds *
1 )|( yxt ∈   tāds, ka ε<|||| '

1ttV . 
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Pierādījums. Mēs lietosim zE1 , lai apzīmētu telpu 1E  no Lemmas 6.2 vārdam z . 

Definēsim 1E  kā I
*)|(
1

yxz

zE
∈

. 2E  sastāv no visiem vektoriem, kas pieder nonE  un ir 

perpendikulāri 1E . Tālāk mēs pārbaudīsim, ka (i) un (ii) ir spēkā. 

(i) Viegli redzēt, ka visiem *)|( yxt ∈  vektora ||)(|| ' ψtV  norma nevar 

samazināties, jo tE1∈ψ . 

Pieņemsim pretējo, ka ir 1E∈ψ  un *
1 )|( yxt ∈  tādi, ka 1

' )(
1

EVt ∉ψ . Tātad 

šeit arī eksistē *
2 )|( yxt ∈   tāds, ka )('

1
ψtV  nepieder 2

1
t

E . (Tas seko no 1E  

definīcijas.) No Lemmas 6.2 seko, ka vektora )('
1
ψtV  norma var tikt samazināta. 

Pretruna. 

(ii) Skaidrs, ka, ja ψ  pieder 2E , tad katram *)|( yxt ∈  superpozīcija 

)(' ψtV  arī pieder 2E , tādēļ, ka xV  un yV  ir unitāras transformācijas un attēlo 1E  par 

1E  (un tāpēc katrs vektors, kas ir perpendikulārs telpai 1E  tiek attēlots par vektoru 

perpendikulāru telpai 1E ). 

Vektora norma ||)(|| ' ψtV  nepalielinās, ja mēs pagarinām vārdu t  uz labo pusi 

un tā ir ierobežota no apakšas ar 0. Tātad katram fiksētam 0>ε  mēs varam atrast 

tādu vārdu *)|( yxt ∈ , ka katram *)|( yx∈ω  

εψψ ω <− ||)(||||)(|| ''
tt VV . 

Mēs atrodam vārdu virkni 1t , 2t , 3t , … atbilstoši reālu skaitļu virknei ε , 
2

ε
, 
4

ε
 … tā, 

ka izpildās iepriekšminētā īpašība. )('
1
ψtV , )('

2
ψtV , )('

3
ψtV , … ir ierobežota virkne 

galīga skaita dimensiju telpā. Tāpēc šai virknei eksistē robežpunkts 'ψ . Mēs 

parādīsim, ka 0' =ψ . 

Izsakām 'ψ  kā '
2

'
1 ψψ + , kur 1

'
1 E∈ψ  un 2

'
2 E∈ψ . Tad 0'

1 =ψ , jo vektora ψ  

telpas 1E  komponente ir 0 (tāpēc, ka 2E∈ψ ) un vektoru  )('
1
ψtV , )('

2
ψtV , )('

3
ψtV , … 

telpas 1E  komponente arī ir 0, jo '

1t
V  attēlo 2E  par 2E . Tātad 2

' E∈ψ . 

Pieņemsim, ka 0' ≠ψ . Tas nozīmē, ka kaut kādam *)|( yxz ∈ , 'ψ  ir nenulles 

telpas zE2  komponente. Pietiekoši daudzu z  lasīšana samazina šo komponenti, 

tādējādi samazinot arī vektora 'ψ  normu. 
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Tā ir pretruna ar faktu, ka katram ω , ||)(||||)(|| '' ψψ ωtt VV =  (jo 

||)(||||)(|| '' ψψ ωtt VV −  ir mazāks kā jebkurš fiksēts 0>ε , kas ir spēkā, jo 'ψ  ir virknes 

)('
1
ψtV , )('

2
ψtV , )('

3
ψtV , … robežpunkts). 

Tātad 0' =ψ , ko arī vajadzēja. 

□ 

Pieņemsim, ka L  ir tāda valoda, ka tās minimālais determinētais automāts 

satur “aizliegto konstrukciju” un M  ir atbilstošais GKA. Parādīsim, ka M  nevar 

pazīt šo valodu. 

Atradīsim vārdu ω  tādu, ka pēc tā lasīšanas minimālais automāts ir stāvoklī 

1q . Sadalīsim vektoru ωψ  divās komponentēs attiecībā pret telpām 1E  un 2E : 

21
ωωω ψψψ += , 1

1 E∈ωψ , 2
2 E∈ωψ . Mēs atrodam vārdu *)|( yxa∈ , ka pēc vārda xa  

lasīšanas minimālais automāts ir stāvoklī 2q  un vektora 2
xaωψ  norma ir mazāka kā 

fiksēta 0>δ . (Tāds vārds eksistē, jo ir spēkā Lemma 6.3 un 6. un 7. nosacījums.) 

Mēs arī atrodam vārdu b  ar tādām pašām īpašībām tikai attiecībā pret vārdu y . 

Katram fiksētam 0>ε  eksistē naturāli skaitļi i  un j  tādi, ka 

εψψ ωω
<− |||| 11

)( i
xa

 un εψψ ωω
<− |||| 11

)( j
yb

 tāpēc, ka xV  un yV  ir unitāras 

transformācijas telpā 1E . 

Vienkāršības dēļ varam pieņemt, ka 0== εδ  (šis pieņēmums ir korekts dēļ 

Lemmas 6.1). 

Pieņemsim, ka p  ir varbūtība, ar kādu M  akceptē lasot vārdu ω¢ , 1p  – lasot 

vārdu ixa)( , 2p  – lasot vārdu jyb)( , 3p  – lasot vārdu $1z  un 4p  – lasot vārdu $2z . 

Aplūkosim četrus vārdus $)(¢ 1zxa iω , $)(¢ 2zxa iω , $)(¢ 1zyb jω  un 

$)(¢ 2zyb jω . Lasot pirmo vārdu, M  akceptē ar varbūtību 31 ppp ++ . Lasot otro 

vārdu, M  akceptē ar varbūtību 41 ppp ++ . Lasot trešo vārdu, M  akceptē ar 

varbūtību 32 ppp ++ . Lasot ceturto vārdu, M  akceptē ar varbūtību 42 ppp ++ . 

Akceptēšanas varbūtību summa diviem vārdiem, kas pieder L  (pirmais un 

ceturtais) ir vienāda ar akceptēšanas varbūtību summu diviem vārdiem, kas nepieder 

L  (otrais un trešais). Tātad M  kādu no šiem vārdiem nepazīst pareizi. 

□ 
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Valodām, kuru minimālais automāts nesatur 4. zīmējamā parādīto konstukciju, 

Teorēmas 6.3 nosacījums kopā ar Teorēmas 6.2 nosacījumu ir nepieciešams un 

pietiekams. 

 

Teorēma 6.4. Pieņemsim, ka U  ir valodu klase, kuru minimālais determinētais 

automāts nesatur “divus ciklus rindā” (4. zīmējums). Valodu, kas pieder U  var pazīt 

ar GKA tad un tikai tad, ja tās minimālais automāts nesatur “aizliegto konstrukciju”  

no Teorēmas 6.2 un “aizliegto konstrukciju” no Teorēmas 6.3. 

 

Teorēmas 6.4 pierādījums 

Skaidrs, ka, ja minimālais determinētais automāts satur kaut vienu no Teorēmu 6.2 un 

6.3 “aizliegtajām konstrukcijām”, tad valodu nevar pazīt ar GKA. 

 

4. zīmējums. Teorēmas 6.2 nosacījumi 
 

Tam gadījumam, kad minimālais automāts M  neastur nevienu no 

“aizliegtajām konstrukcijām”, mēs konstruēsim GKA, kas pazīst atbilstošo valodu L . 

Tāpēc mēs lietojam teorēmu no [AF 98]. 

 

Definīcija 6.1. Galīgs reversible automāts ir galīgs determinēts automāts, kurā 

katram stāvoklim q  un burtam a  ir ne vairāk kā viens stāvoklis 'q  tāds, ka lasot 

burtu a  stāvoklī 'q   automāts pāriet uz stāvokli q . 

 

Katrs reversible automāts ir speciālgadījums kvantu automātam. (Ja katram 

stāvoklim q  un katram burtam a , ir tieši viens stāvoklis 'q , ka a  lasīšana ved uz 

stāvokli q , tad burts a  nosaka kaut kādu automāta stāvokļu permutāciju un atbilstošā 

kvantu automāta transformācija ir tīri unitāra.) 
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Teorēma 6.5. Dota valoda L  un tās minimālais automāts M . Ja M  nesatur 

Teorēmas 6.1 “aizliegto konstrukciju”, tad valodu L  var pazīt ar reversible 

automātu. 

 

Automāta M  pārejas funkciju apzīmēsim ar V  un sākuma stāvokli ar 0q . 

Automātu M  var sadalīt 1+n  daļās 1B , 2B , …, nB , A  ar sekojošām 

īpašībām: no katra stāvokļa iBq∈  lasot jebkuru vārdu automāts var atgriezties 

atpakaļ stāvoklī q  pēc kaut kāda vārda lasīšanas; A  sastāv no visiem pārējiem 

stāvokļiem, t.i. stāvokļiem, kas nepieder nBBB ∪∪∪ K21 . Divi dažādi stāvokļi iq  

un jq  pieder vienam un tam pašam kB  tad un tikai tad, ja iq  ir sasniedzams no jq  un 

jq  ir sasniedzams no iq . Viegli redzēt, ka nav tāda kB , kas saturētu Teorēmas 6.1 

konstrukciju. (Citādi šeit būtu arī konstrukcija no Teorēmas 6.2.) 

Tātad katram burtam a  un katram stāvoklim q  no iB  ir tieši viens 'q  tāds, ka 

lasot a  stāvoklī  '
q  automāts pāriet uz q , t.i. katrs burts nosaka kādu iB  stāvokļu 

permutāciju. (Šādi automāti iB  tiek saukti par permutāciju automātiem.) Tas nozīmē, 

ka katram Aq∈  un iB  eksistē vārds x  un ii Bq ∈  tādi, ka iqxqV =),(  un 

ii qxqV =),( . Tātad A nesatur konstrukciju no Teorēmas 6.1. (Citādi šeit būtu “divi 

cikli rindā” fragments.) 

Vēl vairāk: šeit nav tāda iB , kas satur 5. zīmējumā parādītās konstrukcijas 

stāvokļus 2q  un 3q  reizē. (Pieņemsim pretējo. Tad šeit eksistē tāds vārds a, ka 

),( 2 aqV  ir akceptējošs stāvoklis (vai noraidošs stāvoklis) un ),( 3 aqV  ir noraidošs 

stāvoklis (vai akceptējošs stāvoklis) un nav tāda vārda l, ka ),( 2 lqV  ir noraidošs 

stāvoklis (vai akceptējošs stāvoklis) un ),( 3 lqV  ir akceptējošs stāvoklis (vai noraidošs 

stāvoklis), jo M nesatur Teorēmas 6.3 konstrukciju. Mēs apzīmējam ),( 2 aqV  ar accq  

un ),( 3 aqV  ar rejq . Skaidrs, ka šeit arī eksistē vārds b, ka accrej qbqV =),( . Turklāt 

stāvokļi ),( 2 abqV  un ),( 3 abqV  ir akceptējoši stāvokļi ( ),( 2 abqV  ir akceptējošs, jo 

),( 2 abqV = ),( abqV rej = accq  un ),( 3 abqV  ir akceptējošs tāpēc, ka, ja tas būtu 

noraidošs, tad stāvokļi 1q , 2q  un 3q  veidotu Teorēmas 6.3 konstrukciju ar a un ab kā 

1z  un 2z .). Līdzīgi arī stāvokļi ),( 2 abbqV  un ),( 3 abbqV  ir akceptējoši stāvokļi, 
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stāvokļi ),( 2 abbbqV  un ),( 3 abbbqV  ir akceptējoši stāvokļi un tā tālāk. Tomēr šeit 

noteikti eksistē k, ka rej

k qaqVabqV == ),(),( 33  (tāpēc, ka iB  ir permutāciju 

automāts un  tātad tas noteikti atgriežas sākuma stāvoklī pēc kāda daudzuma burtu b 

lasīšanas) . Tas arī mums dod pretrunu.) 

 

5. zīmējums. 

 

Mūsu konstrukcijas galvenā ideja ir, ka katrā iB  mēs izvēlamies vienu 

stāvokli, kas reprezentē sākuma stāvokli 0q . Formāli tas nozīmē, ka katrā iB  ir tāds 

stāvoklis q, ka, ja ),( 0 xqV  pieder iB , tad ),(),( 0 xqVxqV =  (citādi iB  saturētu 5. 

zīmējumā parādītos stāvokļus  2q  un 3q  reizē.). Šos stāvokļus apzīmējam ar iq . 

Skaidrs, ka visiem stāvokļiem jq , kq  vai nu nav tāda vārda x, ka ),( xqV j  ir 

noraidošs stāvoklis un ),( xqV k  ir akceptējošs stāvoklis (sauksim to par rej-acc 

attiecību) vai arī nav tāda vārda x, ka ),( xqV j  ir akceptējošs stāvoklis un ),( xqV k  ir 

noraidošs stāvoklis (sauksim to par acc-rej attiecību). Citādi M saturētu Teorēmas 6.3 

konstrukciju. 

Ar ia  apzīmējam to jB  skaitu, kur starp stāvokļiem iq  un jq  ir acc-rej 

attiecība.  

'
1B , '

2B , …, '
nB  apzīmē atbilstošos reversible automātus (ar sākuma 

stāvokļiem 1q , 2q , …, nq ) automātiem 1B , 2B , …, nB  (šādi automāti eksistē, jo ir 

spēkā Teorēma 6.5 un automāti 1B , 2B , …, nB  nesatur Teorēmas 6.1 konstrukciju). 

'A  apzīmē atbilstošo reversible automātu automātam A ar vienu izņēmumu: kad 

automāats M nonāk stāvoklī, kas pieder nBBB ∪∪∪ K21 , tas akceptē ar varbūību 

1+

−

n

an i  un noraida ar varbūtību 
1

1

+

+

n

ai . 
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Definēsim GKA, kas pazīst valodu L. Faktiski tas sastāv no n+1 neatkarīgiem 

kvantu automātiem ( 'A , '
1B , '

2B , …, '
nB ), kas katrs strādā ar zināmu varbūtību 

(amplitūdu). Var redzēt, ka tādā gadījumā visi automāti kopā nezaudē unitaritāti (t.i. 

visi kopā joprojām veido kvantu automātu). Automāts 'A  strādā ar varbūtību 

12

1

+
+

=
n

n
p  (ar amplitūdu 

12

1

+
+

n

n
) un katrs '

iB  strādā ar varbūtību 
12

1

+n
 (ar 

amplitūdu 
12

1

+n
).  

Gadījums 1. AxqV ∈),( 0 . GKA pazīst x ar varbūtību p. 

Gadījums 2. iBxqV ∈),( 0  un Lx∈ . Automāts 'A  akceptē šo vārdu ar 

varbūtību 
1+

−

n

an i . Turklāt šo vārdu akceptē vismaz ia  automāti no '
1B , '

2B , …, '
nB . 

Tas nozīmē, ka kopējā akceptēšanas varbūtība ir vismaz  

p
n

n

n

a

n

n

n

an ii =
+
+

=
+

+
+

+
+

⋅
+

−

12

1

12

1

12

1

1
. 

Gadījums 3. iBxqV ∈),( 0  un Lx∉ . Līdzīgi kā iepriekšējā gadījumā mēs 

varam dabūt, ka kopējā noraidīšanas varbūtība ir vismaz p. 

□ 

 
Teorēma 6.4 var tikt vispārināta uz jebkuru skaitu līmeņu (cikli sekojoši viens 

otram) un jebkuru skaitu sazarojumu katrā līmenī. 

1. līmenis šajā konstrukcijā sastāv no stāvokļa 1q  un dažiem vārdiem 11a , 12a , 

13a , … 

2. līmenis sastāv no stāvokļiem 21q , 22q , … , kur automāts nonāk, ja tas lasa 

kādu vārdu no 1. līmeņa, esot stāvoklī no 1. līmeņa. Tiek pieprasīts, ka, ja automāts ir 

kādā stāvoklī no 2. līmeņa un lasa jebkuru virkni no vārdiem, kas sastāv no 1. līmeņa 

vārdiem, tad tas var atgriezties šajā stāvoklī, lasot kādu virkni, kas sastāv no 1. līmeņa 

vārdiem. 2. līmenim arī ir daži vārdi 21a , 22a , 23a , … 

3. līmenis sastāv no stāvokļiem 31q , 32q , … , kur automāts nonāk, ja tas lasa 

kādu vārdu no 2. līmeņa, esot stāvoklī no 2. līmeņa. Tiek pieprasīts, ka, ja automāts ir 

kādā stāvoklī no 3. līmeņa un lasa jebkuru virkni no vārdiem, kas sastāv no 2. līmeņa 
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vārdiem, tad tas var atgriezties šajā stāvoklī, lasot kādu virkni, kas sastāv no 2. līmeņa 

vārdiem. 3. līmenim arī ir daži vārdi 31a , 32a , 33a , … 

… 

n-tais līmenis sastāv no stāvokļiem 1nq , 2nq , … , kur automāts nonāk, ja tas 

lasa kādu vārdu no n–1. līmeņa, esot stāvoklī no n–1. līmeņa. Turklāt šim līmenim ir 

zināms, kuri stāvokļi ir akceptējoši un kuri ir noraidoši. 

 

Apzīmēsim visus dažādos šīs konstrukcijas vārdus ar 1a , 2a , 3a , …, ma . 

Vārdam ia  un j-tajam līmenim konstruēsim stāvokļu kopas ijB  un ijD . 

Stāvoklis q no j+1. līmeņa pieder ijB , ja vārds ia  pieder j-tajam līmenim un M pāriet 

uz q pēc kāda no ia  lasīšanas no kāda stāvokļa no j-tā līmeņa. Stāvoklis pieder ijD , ja 

stāvoklis pieder n-tajam līmenim un tas ir sasniedzams no ijB . 

 

Teorēma 6.6. Valodu nevar pazīt ar GKA, ja katrā ijD  akceptējošo stāvokļu skaits ir 

vienāds ar noraidošo stāvokļu skaitu. 
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7  GKA vs. RFA 

 

RFA (galīgs reversible automāts, definīciju skatīt iepriekšējajā nodaļā) ir 

speciālgadījums GKA, kur rezultāts tiek izdots ar varbūtību 1. Tātad jebkuru valodu, 

kura nesatur Teorēmas 6.1 konstrukciju, var pazīt ar GKA, kas vienmēr dod pareizu 

atbildi. Ambainis un Freivalds [AF 98] arī parādīja apgriezto apgalvojumu 

iepriekšējam: katru valodu L, kuras minimālais automāts satur Teorēmas 6.1 

konstrukciju nevar pazīt ar varbūtību lielāku kā 7/9. 

Mēs aplūkojam jautājumu: kāda ir maksimāli sasniedzamā pareizās atbildes 

varbūtība galīgam kvantu automātam valodai, kuru nevar pazīt ar RFA? Un atbilde ir:  

 

Teorēma 7.1. Pieņemsim, ka dota valoda L un M ir tās minimālais  automāts. 

1. Ja M satur Teorēmas 6.1 konstrukciju, tad L nevar pazīt ar GKA ar 

varbūtību lielāku kā  p=(52+4 7 )/81=0.7726…. 

2. Eksistē valoda L, kuras minimālais automāts M satur Teorēmas 6.1 

konstrukciju un kuru var pazīt ar GKA ar varbūtību 

p=(52+4 7 )/81=0.7726…. 

 

Pierādījums: Mēs aplūkojam sekojošu optimizācijas problēmu: 

Optimizācijas problēma 1.  Atrast maksimumu p tādu, ka eksistē galīgas 

dimensijas vektoru telpa Eopt, apakštelpas Ea, Er tādas, ka Ea ⊥  Er, vektori v1, v2 tādi, 

ka v1 ⊥  v2 un ||v1 + v2||=1 un varbūtības p1, p2 tādas, ka p1 + p2=||v2||
2 un 

1. ||Pa(v1 + v2)||
2 ≥  p, 

2. ||Pr(v1)||
2+p2 ≥  p, 

3. p2 ≤  1–p. 

 

Tagad mēs parādīsim saistību starp GKA, kas pazīst L un šo optimizāciajws 

problēmu. Pieņemsim, ka Q ir GKA, kas pazīst L. Ar pmin apzīmēsim vismazāko 

pareizās atbildes varbūtību automātam Q no visiem vārdiem. Mēs lietojam Q, lai 

konstruētu optimizācijas problēmas gadījumu ar p≥  pmin. 

Proti, mēs skatamies, kas  notiek, ja Q lasa bezgalīgu (vai ļoti garu galīgu) virkni 

no burtiem x. Pēc Lemas 6.2 seko, ka mēs varam sadalīt sākuma stāvokli ψ  divās 

daļās ψ 1∈E1 un ψ 2∈E2. Definējam v1=ψ 1 un v2=ψ 2. Pieņemsim, ka p1 un p2 ir 
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varbūtības nokļūt akceptējošā (varbūtībai p1) vai noraidošā stāvoklī (varbūtībai p2) 

kamēr automāts Q lasa bezgalīgu virkni no burtiem x sākot no stāvokļa v2. No 

Lemmas 6.2 otrās daļas seko, ka p1 + p2=||v2||
2. 

Tā kā q1 un q2 ir minimālā automāta M dažādi stāvokļi, tad eksistē tāds vārds y, 

kas tiek akceptēts no viena no tiem, bet ne no otra. Nezaudējot vispārīgumu mēs 

varam pieņemt, ka vārds y tiek akceptēts, ja M sāk darbu stāvoklī q1, bet netiek 

akceptēts, ja M sāk darbu stāvoklī q2. Tā kā q2 nav “visu akceptējošs” stāvoklis, tad 

noteikti eksistē vārds z, kas tiek noraidīts, ja automāts M darbu sāk stāvoklī q2. 

Mēs izvēlamies Ea un Er tā, ka vektora v projekcijas Pa (Pr) uz Ea (Er) kvadrāts 

ir vienāds ar akceptēšanas (noraidīšanas) varbūtību automātam Q, ja Q darbu sāk 

stāvoklī un lasa vārdu y un labo ‘endmarker’ $. 

Visbeidzot, ar p mēs apzīmējam varbūtību kopas, kas sastāv no pareizo atbilžu 

varbūtībām automātam Q vārdiem y un xi
 y, xi

 z visiem i Ζ∈ , infīmu. 

Tādā gadījumā optimizācijas problēmas 1. nosacījums ||Pa(v1 + v2)||
2 ≥  p ir 

spēkā, jo vārds y ir jāakceptē un akceptēšanas varbutība šim vārdam ir tieši sākuma 

stāvokļa v1 + v2 projekcijas uz Ea kvadrāts.  

2. nosacījums seko no tā, ja automāts Q lasa vārdu xi
 y kādam lielam i. Pēc 

Lemmas 6.2 seko, ka kādam k, kuram i > k : ||V’ ix
(v2)||≤ ε . v1, V’ x (v1), V’ 2x

(v1), … 

ir bezgalīga virkne galīgas dimensijas telpā. Tātad tai eksistē robežpunkts un eksistē 

tādi i,  j, i > k, ka  

|| V’ jx
(v1)- V’ jix + (v1)|| ≤ ε . 

Skaidrs, ka  

V’ jx
(v1)- V’ jix + (v1)= V’ jx

(v1- V’ jx
(v1)). 

 

Tā kā ||V’ x (ψ )||=||ψ ||, ja ψ ∈E1, tad ||V’ j
x

(v1- V’ j
x

(v1))||=|| v1- V’ j
x

(v1)|| un 

|| v1- V’ j
x

(v1)|| ≤ ε . 

Tātad xi
 lasīšana dod sekojošu efektu: 

 1. v1 tiek attēlots par stāvokli, kas nav tālāk par ε  (l2 metrikā) no v1, 

 2. v2 tiek attēlots par akceptējošu/noraidošu stāvokli un ne vairāk par ε  daļu no tā 

paliek ‘non-halting’ stāvokļos. 
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Šie divi nosacījumi kopā nozīmē, ka automāta Q stāvoklis pēc xi lasīšanas nav lielākā 

attālumā kā 2ε  no v1. Un akceptēšanas un noraidīšanas varbūtības kamēr tiek lasīts 

vārds xi
 no p1 un p2 atšķirās ne vairāk par ε . 

Ar p
yxi  apzīmēsim automāta Q noraidīšanas varbūtību vārdam xi

y. Tā kā vārds y 

no stāvokļa q2 ved uz noraidošu stāvokli, tad vārds x
i
y ir jānoraida un p

yxi ≥  p. 

Varbūtība p
yxi  sastāvno divām daļām: noraidīšanas varbūtība kamēr automāts lasa 

vārdu xi un noraidīšanas varbūtība kamēr automāts lasa vārdu y. Pirmā daļa atšķirās 

no p2 ne vairāk par ε , otrā daļa atšķirās no ||Pr(v1)||
2 par ne vairāk kā 4ε  (tāpēc, ka 

automāta Q stāvoklis pēc y lasīšanas no v1 atšķirās ne vairāk par 2ε  un pēc Lemmas 

6.1 akceptēšanas varbūtība atšķirās ne vairāk kā divreiz). Tāpēc 

p
yxi –5ε ≤ ||Pr(v1)||

2+ p2≤  p
yxi +5ε . 

Tā kā p
yxi ≥  p, tad tas nozīmē, ka p–5ε ≤ ||Pr(v1)||

2+ p2. Atbilstoši izvēloties i mēs 

varam panākt, ka tas ir spēkā katram ε >0. Tātad p≤ ||Pr(v1)||
2+ p2, kas arī ir 2. 

nosacījums. 

3. nosacījumu var iegūt aplūkojot vārdu xi
z. Šo vārdu automātam Q ir jāakceptē 

ar varbūtību p. Tātad katram i automāts Q kamēr lasa xi
 drīkst noraidīt tikai ar 

varbūtību 1-p un tātad p2≤1-p. 

Tātad neviens GKA nevar sasniegt lielāku pareizās atbildes varbūtību par 

Optimizācijas problēmas 1. atrisinājumu. Atliek tikai atrisināt šo problēmu. 

Optimizācijas problēmas 1. atrisināšana. 

Atrisinājuma ideja ir parādīt, ka šai problēmai pietiek aplūkot tikai 2-dimensiju 

gadījumus. 

Tā kā v1⊥ v2, vektori v1, v2, v1+v2 veido taisnleņķa trijstūri. Tas nozīmē, ka 

||v1||=cos β ||v1+v2||=cos β , ||v2||=sin β ||v1+v2||=sin β , kur β  ir leņķis starp v1 un v1+v2. 

Ar w1 un w2 apzīmēsim vektoru v1 un v2 normalizētos vektorus: w1= v1/|| v1||, w2= v2/|| 

v2||. Tad v1=cos β w1 un v2=sin β w2. 

Aplīkojam 2-dimensionālu apakštelpu, ko veido vektori Pa(w1) un Pr(w1). Tā kā 

akceptēšanas un noraidīšanas apakštelpas Ea un Er ir perpendikulāras, tad Pa(w1) un 

Pr(w1) arī ir perpendikulāri. Tātad vektori wa= Pa(w1)/|| Pa(w1)|| un wr= Pr(w1)/|| 

Pr(w1)|| veido ortonormētu bāzi. Pārrakstīsim vektorus w1, v1, v1+v2 šajā bāzē. Vektors 
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w1 ir (cosα , sinα ), kur α  ir leņķis starp w1 un wa. Vektors v1=cos β  w1 ir vienāds ar 

(cos β  cosα , cos β  sinα ).  

Tagad aplūkojam vektoru v1+v2. Mēs fiksējam α , β  un v1 un meklējam v2, kas 

maksimizē p fiksētiem α , β  un v1. Vienīgā vieta, kur optimizācijas problēmā parādās 

v2 ir 1. nosacījuma kreisajā pusē: ||Pa(v1 + v2)||
2. Tātad vajag atrast v2, kas maksimizē 

||Pa(v1 + v2)||
2. Mums ir divi gadījumi: 

1. α ≥ β .  

Leņķis starp v1+v2 un wa ir vismaz α – β  (tāpēc, ka leņķis starp v1 un wa ir α  un 

leņķis starp v1+v2 un v1 ir β ). Tātad vektora v1+v2 projekcija uz wa nev lielāka par 

cos(α – β ). Tā kā wr pieder Er, tad ||Pa(v1 + v2)||
2≤ cos2(α – β ). Maksimumu 

||Pa(v1 + v2)||
2=cos2(α – β ) var sasniegt, ja vektors v1 + v2 atrodas plaknē, kuru 

veido vektori wa un wr: v1 + v2=(cos(α – β ), sin(α – β )). 

Tālāk mēs pārrakstam 3. nosacījumu kā 1–p2≥p. Tad 1.–3. nosacījumi nozīmē, ka 

                                 p=min(||Pa(v1 + v2)||
2, ||Pr(v1)||

2+ p2, 1–p2).                           (1) 

Lai atrisinātu optimizācijas problēmu mums vajag maksimizēt p. No 

augšminētajām izteiksmēm seko, ka (1) ir vienāds ar 

                                 p=min(cos2(α – β ), sin2α cos2 β + p2, 1–p2).                       (2) 

Vispirms mēs maksimizēsim min(sin2α cos2 β + p2, 1–p2). Pirmais lielums 

palielinās, ja palielina p2, otrais samazinās. Tātad maksimums tiek sasniegts, kad 

abi ir vienādi, kas notiek, ja p2=(1–sin
2α cos2 β )/2. Tad abi sin2α cos2 β +p2 un 1–

p2 ir vienādi ar (1+sin
2α cos2 β )/2. Tātad mums ir jāmaksimizē 

                               p=min(cos2(α – β ),
2

cossin1 22 βα+
).                                  (3) 

Vispirms mēs fiksējam α – β  un mēģinam optimimizēt otru lielumu. Tā kā 

sinα cos β =(sin(α + β )+sin(α – β ))/2, tad tas tiek maksimizēts, kad α + β =π /2 

un sin(α + β )=1. Tad β =π /2–α  un (3) kļūst par  

                              p=min(sin22α ,
2

sin1 4 α+
).                                                      (4) 

Pirmais lielums palielinās, ja palielina α , otrais samazinās. Tātad maksimums tiek 

sasniegts, ja 

                             sin22α =
2

sin1 4 α+
                                                                   (5) 
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Izteiksmes (5) kreisā puse ir vienāda ar 4sin2α cos2α =4sin2α  (1–sin2α ). Ja mēs 

apzīmējam sin2α  ar y, tad (5) kļūst vienāds ar 4y(1–y)=(1+y
2)/2. Atrisinot šo 

vienādojumu mēs dabūjam y=(4+ 7 )/9 un 4y(1–y)=(52+4 7 )/81=0.7726…. 

2. α < β .  

Mēs aplūkojam min(||Pr(v1)||
2+ p2, 1–p2)=min(sin2α cos2 β + p2, 1–p2). Tā kā divu 

lielumu minimums nav lielāks par šo lielumu vidējo, tad šis minimums nav lielāks 

kā  

                                                 
2

cossin1 22 βα+
                                                  (6) 

Tā kā α < β , tad sinα <sin β  un (6) ir ne lielāks par 
2

cossin1 22 ββ+
. Tas tiek 

maksimizēts, kad sin2 β =1/2. Tad mēs dabūjam, ka (1+1/4)/2=5/8, kas ir mazāk 

kā p=0.7726…, ko mēs ieguvām pirmajā gadījumā. 

Tātad teorēmas pirmā daļa ir pierādīta.                                                                                   

□ 

GKA konstruēšana. 

Šī daļa tiks pierādīta izmantojot optimizācijas problēmas atrisinājumu un lietojot 

to mēs konstruēsim GKA, kas pzīst valodu a+ definētu divu burtu alfabētā {a,b}. q1 ir 

minimālā automāta sākuma stāvoklis, q2 ir stāvoklis, kur automāts nonāk lasot a, x=a, 

y ir tukšais vārds un z=b.  

Pieņemsim, ka α  ir vienādojuma (5) atrisinājums. Tad sin2α =(4+ 7 )/9, 

cos2α =1–sin2α =(5– 7 )/9, cos2α =cos2α –sin2α =(1–2 7 )/9, cos22α =(1–

2 7 )2/81=(29–4 7 )/81 un sin22α =1–cos22α =(52+4 7 )/81. sin22α  ir pareizās 

atbildes varbūtība priekš GKA, kas ir aprakstīts zemāk. 

Automātam M ir 5 stāvokļi: q0, q1, qacc, qrej un qrej1. Qacc={qacc}, Qrej={ qrej, 

qrej1}. Sākuma stāvoklis (pēc kreisā “endmarker” nolasīšanas) ir sinα |q0 〉 +cosα |q1 〉 . 

Pārejas funkcija ir: 

Va(|q0 〉 )=|q0 〉 , Va(|q1 〉 )=
2

sin1 2 α+
|qacc 〉 +

2

cosα
|qrej 〉 , 

Vb(|q0 〉 )=|qrej 〉 , Vb(|q1 〉 )=|qrej1 〉 , 

V$(|q0 〉 )=sinα |qacc 〉 +cosα |qrej 〉 , V$(|q1 〉 )=-cosα |qacc 〉 +sinα |qrej 〉 . 
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Lai pazītu valodu L, automātam M jāakceptē visi vārdi, kas ir formā ai, ja i>0 un 

jānoraida tukšais vārds un katrs vārds, kas satur vismaz vienu burtu b. 

 

1. Tukšais vārds. 

Vienīgā transformācija, kas tiek pielietota sākuma stāvoklim, ir V$. Tātad beigu 

superpozīcija ir  

V$( sinα |q0 〉 +cosα |q1 〉 )=( sin
2α –cos2α )|qacc 〉 +2sinα cosα |qrej 〉 . 

|qrej 〉  amplitūda beigu superpozīcijā ir 2sinα cosα =sin2α  un vārds tiek noraidīts 

ar varbūtību sin22α =0.7726…. 

2. a
i, i>0. 

Vispirms Va komponenti cosα |q1 〉  attēlo par 

cosα
2

sin1 2 α+
|qacc 〉 +

2

cos2 α
|qrej 〉 . 

Šajā momentā akceptēšanas varbūtība ir cos2α (1+sin2α )/2. Otra superpozīcijas 

komponente, sinα |q0 〉 , paliek nemainīga kamēr V$ to attēlo par 

sin2α |qacc 〉 +sinα cosα |qrej 〉 . 

Akceptēšanas varbūtība šajā momentā ir sin4α . Tātad kopējā akceptēšanas 

varbūtība ir 

cos2α (1+sin2α )/2+sin4α =(1–sin2α )(1+ sin2α )/2+sin4α =(1+sin4α )/2. 

Pēc vienādības (6), tas ir vienāds ar sin22α . 

3. Vārds, kas satur vismaz vienu burtu b. 

Ja b ir pirmais vārda burts, tad visa superpozīcija tiek attēlota uz noraidošiem 

stāvokļiem un vārds tiek noraidīts ar varbūtību 1. Ja pirmais burts ir a, tad 

cosα |q1 〉  tiek attēlots par cosα
2

sin1 2 α+
|qacc 〉 +

2

cos2 α
|qrej 〉 . Akceptēšanas 

varbūtība šajā momentā ir cos2α (1+sin2α )/2=(1–sin2α )(1+ sin2α )/2=(1–

sin4α )/2. Pēc vienādības (6) tas ir vienāds ar 1–sin22α . Atlikusī komponente 

sinα |q0 〉  nemainās pēc nākamajiem burtiem a, bet tiek attēlota uz noraidošu 

stāvokli pēc pirmā b. Tātad kopējā akceptēšanas varbūtība ir 1–sin22α  un pareizā 

atbilde (noraidīšana) tiek dota ar varbūtību sin22α .                                                    

□ 
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8  “Nereversējamas” konstrukcijas 

 

Mēs tagad aplūkosim minimālā automāta fragmentus, kas nozīmē, ka valodu nevar 

pazīt ar varbūtību lielāku kā p, dažiem p. Šādus fragmentus mēs sauksim par 

“nereversējamām konstrukcijām”. Vienkāršākā šāda konstrukcija ir Teorēmas 1 

konstrukcija. Šajā nodaļā mēs parādīsim vēl 3 “nereversējamas konstrukcijas”, kuras 

nozīmē, ka valodu nevar pazīt ar varbūtību vairāk kā 0.7324…, 0.6894… un k/(2k–1). 

Šo 4 “nereversējamo konstrukciju” salīdzināšana palīdz saprast, kas liek vienai vai 

otrai valodai būt grūtākai priekš GKA (t.i. pazīstamai ar sliktāku pareizās atbildes 

varbūtību). 

 

8.1 “Divi cikli rindā” 

 

Šī konstrukcija nāk no valodas a*
b
*. Šī valoda bija pirmais piemērs valodai, kura var 

pazīt ar GKA ar kaut kādu varbūtību (0.6822…), bet  nevar pazīt ar citu (7/9+�). 

Mēs atrodam “nereversējamu” konstrukciju šai valodai un konstruējam GKA ar 

vislielāko iespējamo akceptēšanas varbūtību. 

 

Teorēma 8.1. Pieņemsim, ka dota valoda L un M ir tās minimālais automāts.  

1. Ja M satur stāvokļus q1, q2 un q3 tādus, ka kaut kādiem vārdiem x un y, 

(a) lasot x no stāvokļa q1 automāts M pāriet uz stāvokli q1, 

(b) lasot y no stāvokļa q1 automāts M pāriet uz stāvokli q2, 

(c) lasot y no stāvokļa q2 automāts M pāriet uz stāvokli q2, 

(d) lasot x no stāvokļa q2 automāts M pāriet uz stāvokli q3, 

(e) lasot x no stāvokļa q3 automāts M pāriet uz stāvokli q3 

tad valodu L nevar pazīt ar GKA ar varbūtību lielāku kā 0.6894…. 

2. Valodu a
*
b
* (kuras minimālais automāts satur augšminēto konstrukciju) var pazīt 

ar GKA ar varbūtību 0.6894…. 

6. zīmējums. Teorēmas 8.1 nosacījumi 
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Pierādījums. Ar redukciju uz sekojošu optimizācijas problēmu. 
 

Optimizācijas problēma 2. Atrast maksimumu p tādu, ka eksistē galīgas 

dimensijas vektoru telpa E, apakštelpas Ea, Er tādas, ka Ea ⊥  Er, vektori v1, v2 un v3 

un varbūtības pa1, pr1, pa2, pr2 tā ka:  

1. ||v1 + v2 + v3||=1, 

2. v1 ⊥  v2, 

3. v1 + v2 + v3 ⊥  v2, 

4. v1 + v2 ⊥  v3, 

5. ||v3||
2 = pa1+pr1, 

6. ||v2||
2 = pa2+pr2, 

7. ||Pa(v1 + v2  +v3)||
2 ≥  p, 

8. ||Pa(v1 + v2)||
2+pa1 ≥  p, 

9. ||Pa(v1||
2
 +pa1+ pa2 ≤  1–p. 

 
Pieņemsim, ka Q ir GKA, kas pazist L. Ar q4 apzīmēsim minimālā automāta M 

stāvokli, kurā tas nonāk, ja tas lasa vārdu y esot stāvoklī q3. Gadījumā, ja q2=q4, tad 

mēs dabūjam Teorēmas 6.2 aizliegto konstrukciju. Ja q2≠ q4, tad šie divi stāvokļi ir 

minimālā automāta M dažādi stāvokļi. Tātad eksistē vārds z, kurš tiek akceptēts no 

viena no tiem, bet ne no otra. Nezaudējot vispārīgumu mēs varam pieņemt, ka z tiek 

akceptēts, ja M darbu sāk stāvoklī q2, bet tiek noraidīts, ja darbu sāk stāvoklī q4. 

Mēs izvēlamies Ea tā, ka vektora v projekcijas Pa uz Ea kvadrāts ir vienāds 

automāta Q ar akceptēšanas varbūtību, ja Q esot stāvoklī v lasa vārdu yz un labo 

“endmarker” $. 

Mēs lietojam Lemmu 6.2. Ar E x
1  un E x

2  apzīmējam atbilstoši E1 un E2 vārdam x 

un ar E y
1  un E y

2 apzīmējam atbilstoši E1 un E2 vārdam y. 

Nezaudējot vispārīgumu mēs varam pieņemt, ka q1 ir sākuma stāvoklis 

automātam M. Pieņemsim, ka ψ  ir automāta Q sākuma superpozīcija (pēc kreisā 

“endmarker” ¢ nolsasīšanas). Mēs arī varam pieņemt, ka vārda x lasīšana no šī 

stāvokļa nesamazina šīs superpozīcijas normu. Mēs sadalam ψ  trīs daļās: v1 , v2 un v3 

tā, ka v1+v2∈  E
y
1  un v3∈  E

y
2 , v1∈  E x

1  un v2∈  E x
2 . Tā kā v1 + v2  +v3 ir sākuma 

superpozīcija, tad ||v1 + v2 + v3||=1 (1. nosacījums). 



Arnolds Ķikusts 

 42 

Tā kā v1 + v2 + v3∈  E x
1 , tad v1 + v2 + v3 ⊥  v2 (3. nosacījums), jo v2∈  E x

2 . 

Līdzīgi var iegūt, ka v1 + v2 ⊥  v3 (4. nosacījums) un v1 ⊥  v2 (2. nosacījums). 

Viegli redzēt, ka ||Pa(v1 + v2  +v3)||
2 ≥  p (7. nosacījums), jo lasot yz no stāvokļa 

q1 automāts M pāriet uz akceptējošu stāvokli. 

Ar pa1 (pr1) apzīmējam akceptēšanas (noraidīšanas) varbūtību kamēr automāts Q 

no stāvokļa v1 + v2  +v3 lasa bezgalīgu vārdu y virkni. Tad ||v3||
2 = pa1+pr1 (5. 

nosacījums), jo v1+v2∈  E
y
1  un v3∈  E

y
2 . 

Ar pa2 (pr2) apzīmējam akceptēšanas (noraidīšanas) varbūtību kamēr automāts Q 

no stāvokļa v1 + v2 lasa bezgalīgu vārdu x virkni. Tad ||v2||
2 = pa2+pr2 (6. nosacījums), 

jo v1∈  E x
1  un v2∈  E x

2 . 

Atrodam i tādu, ka pēc vārda yi nolasīšanas vektora ψ iy
–(v1+v2) norma nav 

lielāka kā fiksēts ε >0. Tagad līdzīgi Teorēmai 7.1 mēs varam iegūt 8. nosacījumu: 

||Pa(v1 + v2)||
2+pa1 ≥  p. 

Sadalīsim vektoru ψ iy
 divās daļās ψ 1 un ψ 2 tā, ka ψ 1∈E x

1  un ψ 2∈E x
2 . 

Atrodam skaitli j tādu, ka pēc vārda xj
 nolasīšanas vektora ψ jixy

–ψ 1 norma nav 

lielāka kā fiksēts ε >0. Tā kā ψ 1–v1⊥ ψ 2–v2, tad  ||ψ 1–v1||
2+||ψ 2–v2||

2=||ψ iy
–

(v1+v2)||
2<ε 2. Tātad ||ψ 1–v1||<ε . Tad ||ψ jixy

–v1||≤ ||ψ jixy
–ψ 1||+||ψ 1–v1||<2ε , kas 

seko no iepriekšējām nevienādībām. Tagad līdzīgi Teorēmai 7.1 mēs varam iegūt 9. 

nosacījumu: ||Pa(v1||
2
 +pa1+ pa2 ≤  1–p. 

 

Mēs esma konstruējuši otru optimizācijas problēmu. Mēs atrisinām šo problēmu 

ar datoru. Lietojot atrisinājumu var viegli konstruēt atbilstošo galīgo kvantu automātu. 

□ 

8.2 “k cikli paralēli” 

 

Teorēma 8.2. Pieņemsim, ka k≥ 2.  

1. Pieņemsim, ka dota valoda L. Ja eksistē vārdi x1, x2, …, xk tādi, ka valodas L 

minimālais automāts M satur stāvokļus q0, q1, …, qk  tādus, ka: 

(a) lasot xi no stāvokļa q0 automāts M pāriet uz stāvokli qi, 

(b) lasot xj no stāvokļa qi (i≥1) automāts M pāriet uz stāvokli qi, 

(c) katram i stāvoklis qi nav “visu noraidošs” stāvoklis, 
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tad valodu L nevar pazīt ar GKA ar varbūtību lielāku kā k/(2k–1). 

2. Eksistē valoda, kuras minimālais automāts satur augšminēto konstrukciju, un šo 

valodu var pazīt ar GKA ar varbūtību k/(2k–1). 

 

7. zīmējums. Teorēmas 8.2 nosacījumi 
 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma E Teorēmas 5 pierādījumu. 

 

8.3 0.7324… konstrukcija 

 

 
8. zīmējums. Teorēmas 8.3 nosacījumi 

 

Teorēma 8.3. Pieņemsim, ka dota valoda L.  

1. Ja eksistē tādi vārdi x, z1 un z2 tādi, ka valodas L minimālais automāts M satur 

stāvokļus q1 un q2, ka: 

(a) lasot x no stāvokļa q1 automāts M pāriet uz stāvokli q2, 

(b) lasot x no stāvokļa q2 automāts M pāriet uz stāvokli q2, 
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(c) lasot z1 no stāvokļa q1 automāts M pāriet uz akceptējošu stāvokli, 

(d) lasot z2 no stāvokļa q1 automāts M pāriet uz noraidošu stāvokli, 

(e) lasot z1 no stāvokļa q2 automāts M pāriet uz noraidošu stāvokli, 

(f) lasot z2 no stāvokļa q2 automāts M pāriet uz akceptējošu stāvokli, 

tad valodu L nevar pazīt ar GKA ar varbūtību lielāku kā 
50

153

2

1
+ =0.7324…. 

2. Eksistē valoda L, kuras minimālais automāts satur augšminēto konstrukciju, un šo 

valodu var pazīt ar GKA ar varbūtību 
50

153

2

1
+ =0.7324… 

 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma E Teorēmas 6 pierādījumu. 
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9  Varbūtiski “reversējami” automāti 

 
 
Golovkins un Kravcevs [GK 02] definēja varbūtiskus “reversējamus”automātus 

(probabilistic reversible automata, VRA). Atšķirība no klasiskajiem varbūtiskajiem 

automātiem ir, ka VRA ir ),,,,( 0 accQqVQM Σ= , kur transformāciju kopa V sastāv 

tikai no dubult stohastiskām matricām.  Matrica tiek saukta par dubult stohastisku, ja 

elementu summa katrā rindā un katrā kolonnā ir vienāda ar 1. Vārdi tiek akceptēti un 

noraidīti tāpat kā klasiskajā varbūtisko automātu gadījumā. 

Golovkins un Kravcevs definēja divus regulāru valodu tipus aprakstot to 

minimālos determinētos automātus: 

 

Definīcija 9.1. [GK 02] Regulāra valoda ir no Tipa 1, ja minimālajam automātam, kas 

pazīst šo valodu, izpildās sekojošais: eksistē divi stāvokļi q1  un  q2 un eksistē divi 

vārdi x un y, ka: 

1) q1 ≠  q2   

2) q1 x= q2 

3) q2 x= q2 

4) q2y= q1     Tipa 1 konstrukcija 

 

Definīcija 9.2. [GK 02] Regulāra valoda ir no Tipa 1, ja minimālajam automātam, kas 

pazīst šo valodu, izpildās sekojošais: eksistē trīs stāvokļi q, q1  un  q2 un eksistē divi 

vārdi x un y, ka: 

1) q1 ≠  q2  

2) qx= q1  

3) qy= q2 

4) q1 x= q1  

5) q1 y= q1 

6) q2x= q2  

7) q2y= q2                                                                           Tipa 2 konstrukcija  

 

Viņi arī pierādīja negatīvus rezultātus valodu pazīšanai ar VRA: 

Teorēma 9.1. [GK 02] Ja regulāra valoda ir no Tipa 1 vai no Tipa 2, tad to nav 

iespējams pazīt ar VRA. 



Arnolds Ķikusts 

 46 

Atklāta palika problēma, kāda ir to valodu klase, kuru var pazīt ar VRA. Rakstā [FGK 

04] tika plašāk analizēta šī klase un iegūti sekojoši rezultāti: 

 

Teorēma 9.2. Valodu klase, kuru var pazīt ar VRA, nav slēgta pret homomorfismiem. 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma G Teorēmas 5 pierādījumu. 

 

Teorēma 9.3. Valodu klase, kuru var pazīt ar VRA, ir slēgta pret inversajiem 

homomorfismiem. 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma G Teorēmas 6 pierādījumu. 

 

Teorēma, kas parāda skaidru sakarību starp Tipa 1 un Tipa 2 valodām: 

Teorēma 9.4. Regulāra valoda L ir no Tipa 1 tad un tikai tad, ja LR ir no Tipa 2. 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma G Teorēmas 7 pierādījumu. 

 

Pats svarīgākais rezultāts par VRA tika publicēts rakstā [ABGKMT 04], kur tika 

precīzi aprakstīta to valodu klase, kuras var pazīt ar VRA: 

 

Teorēma 9.5. Regulāru valodu var pazīt ar VRA tad un tikai tad, ja tā nav no Tipa 1 

vai Tipa 2. 

Pierādījums: Skatīt Pielikuma H Teorēmas 15 pierādījumu. 
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10  Nobeigums 

 
Galīgs kvantu automāts (GKA) var pazīt visas regulārās valodas, ja tiek pieļauti 

patvaļīgi mērījumi. Ja galīgi kvantu automāti tiek ierobežoti ar prasību būt unitāriem, 

tad skaitļošanas iespējas dramatiski samazinās. Šādā gadījumā var pazīt tikai tās 

valodas, kuras var pazīt permutāciju automāti. Promocijas darbā mēs aplūkojām 

modeli, kurā ir atļauti arī mērījumi, taču tie ir ierobežoti formā: “akceptē-noraida-

turpina” (tāpat kā [KW 97, AF 98, BP 99]). 

Šāda tipa kvantu automāts var pazīt dažas valodas, kuras nevar pazīt atbilstošais 

klasiskais modelis (galīgs reversible automāts). Visos šādos gadījumos tās valodas 

nevar pazīt ar varbūtību 1 vai 1–ε , bet var pazīt ar kādu fiksētu varbūtību p>1/2. Tā ir 

neparasta šī modeļa īpašība, jo gandrīz visos citos skaitļošanas modeļos pareizās 

atbildes varbūtība p>1/2 var tikt viegli palielināta līdz 1–ε  patvaļīgam ε >0. 

Promocijas darbā tika aplūkotas maksimāli sasniedzamās varbūtības dažām 

valodām. Šīs varbūtības ir saistītas ar minimālo automātu “aizliegtajām 

konstrukcijām”. Minimālā automāta “aizliegtā konstrukcija” nozīmē, ka valoda nevar 

tikt pazīta ar varbūtību lielāku kā noteikts p. Dažādām “aizliegtajām konstrukcijām” ir 

dažāds spēks (dažāda “nereversējamības” pakāpe). Promocijas darbā tika aplūkotas 

arī tādas “aizliegtās konstrukcijas”, kuru eksistence nozīmē, ka valoda nevar tikt 

pazīta ar GKA. 

Pamata konstrukcija ir “viens cikls” [BP 99]. Tās savienošana pašai ar sevi 

virknē vai paralēli dod “aizliegtās konstrukcijas”, kuras var pazīt ar mazāku 

varbūtību. Sasniedzamā varbūtība ir arī atkarīga no tā vai akceptēto vārdu kopas no 

dažādiem konstrukcijas stāvokļiem ir apakškopas viena otrai vai ir nesalīdzināmas. 

Konstrukcijām ar nesalīdzinām kopām parasti ir mazākas varbūtības. 

Akceptēšanas varbūtības galīgiem kvantu automātiem ir tikai viens veids kā 

dažādām “nereversējamām” konstrukcijām raksturot “nereversējamības” pakāpi. Citu 

veidu kā raksturot “nereversējamību” pētīšana varētu būt tikpat interesanta. 

Otrs interesants jautājums ir “aizliegtās konstrukcijas”, kuru eksistence nozīmē, 

ka valodu nevar pazīt ar GKA. To pētīšana palīdzēs noskaidrot, kāda ir to valodu 

klase, kuru var pazīt ar GKA, kas pašlaik nav zināms. 
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