




Svarīgāko kļūdu saraksts 
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1 2 . " 1 1 rindā no apakšas ir "Zīmējumā § 6. Taisne..." 
jābūt "Zīmējumā § 6 taisne ..." 

14. • 5 " " augšas ir "coscu, - 2<ļ J' jābūt "cosc*A = l £ " 

14. n 1 " " apakšas ir "cilindra koordinātām", jābūt "polar 
koordinātām" 

1 5 . n 3 " " augšas ir " tgy = ... 11, jābūt ncotg^= ..." 
1 7 . " 1 " " apakšas ir "šajā grieztā sistēmā...", jābūt 

"...šajā jaunā sistēmā..." 
33» " 1 1 " " apakšas ir ('Ja D{ un L\ i r . j ā b ū t 

"Ja D, un 1\ ir ..." 
4 5 . " 11 " " augšas ir. "cosoC2_,cosp>i.oos^= ... jābūt 

"cos^: cosp^rcos^- ..« " 
53* " 1 6 " " augšas ir " ... sauc pa:~ homogenu attiecībā..," 

jābūt "...sauc per homogeniem attiecībā..." 
53* " 22 " " augšas ir ".,.ar rādiusu ¡2 un centru ...." 

jābūt "...ar rādiusu r ur centru " 
62. " 23 " " augšas ir " nol­ma (7) . jābūt ".. .nol­mā (7) . 

62. " 25 (; " " ir "... pieņēmuma S = 0 dēļ ja x = 0 , . . . " 
jābūt "..^pieņēmuma S = 0 dēļ x = 0, . . . " 

62. H 5 " " apakšas ir "...Pieskaru plaknes...",jābūt "..Pie— 
skaia plaknes..«* 

68. " 24 " " augšas formulā (29) 4 . un p- locekļiem jābūt: 
" , - .+ 2aļ̂ x'y,-i- 2a { 3 x' sl -r ..." 

68. " 30 " i! augšas ir ,; ...locekļi ar x* pirmā kāpē ..." 
jābūt "...locekļi ar x" pirmā kāpē..." 

68. " 12 R " apakšas ir " x = 0 (31) * . jābūt 
"x = 0 

7 1 . " 9 " •'" apakšas ir H Ja a | f> 0, & y A>0, ... " jābūt 
"Ja a n> 0, a ^ O , ..." 

72. " 4 " " apakšas pierakstīt: "Sekojošā zīmējumā:"findas . galc 
7o " 5 pierakstīt "virziena;w pec vārdiem 

" ...ass ir f ass." 
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Virziena, leņķi, projekcijas. 
1. Virzienu telpā dod ar taisni vai ar taisnes gabalu.Vir­

ziena pilnīgai raksturošanai vajadzīga arī virziena puse, kura 
uz taisnes gabala iet gabala galu punktu apzīmējošo burtu vai 
skaitļu kārtībā. 

Piemēram A JB vai arī 1 2. Šie gabali dod 
virzienus ar noteiktu virziena pusi uz gabala, no A uz B pusi 
un no 1 uz 2 pusi.Uz taisnes virziena puse tiek dota ar bultu, 

Ja virziena pusi, no A uz B, no 1 uz 2 vai ari ar bultu no­
rādīto, uzskatam par +, tad virziena puse no 3 uz A vai 2 uz 1 
vai arīvpretēji bultai, uzskatāma par -. Paralēlām taisnēm vai arī taišņu gabaliem ir tas pats virziens. 

Par leņķi starp diviemvgabaliem vai arī taisnēm,neatkarīgi no tam, vai notiek krustošanās vai šķērsošanās, uzskata leņķi, 
kuru veido taisnes, šiem gabaliem vai taisnēm paralēlas caur 
kādu,pēc patikas pieņemtu,punktu. 

Šis leņķis u ņemams no gabala P^ uz P.O^vai no taisnes 1 uz 
taisni 2. 

/ p 

Ievedot ka leņķa funkciju cos funkciju, kā leņķi starp tais­
nēm varam uzskatīt &>, vai arī 2n - u, jo arvienu 

cosu -- C C C ( 2 T C - u) 
Šeit jāievēro, ka pie leņķa noteikšanas starp taisnēm 1 un 

2, jāņem no krustpunkta stiprāk apzīmētie, pusstari. 
Leņķis starp divām plaknēm tiek noteikts ar leņķi,kuru vei­

do šo plakņu krustošanās taisnes a un B ar uz dotām plaknēm 
statenisku plakni. 

P i \CL 
Šis leņķis tiek ņemts no a uz B un dabūjams arī kā leņķis 

starp stateņiem uz abām plaknēm, mērojot leņķi u abos gadīju­
mos tai pašā virzienā. 

Leņķis starp taisni g un plakni e tiek veidots starp taisni 
g un •iņas statenisku projekciju uz plaknes e. Tiek ņemts tas 
leņķis, kurš mazāks par 90° • 

Leņķis starp taisnes gabalu P, P z un taisni g, kurai dota 
virziena puse, tiek ņemts no taisnes g uz gabalu Pt T% 

Visos apskatītos gadījumos ka leņķa funkcija tiek lietota 
cos funkcija. 

http://TZ.fi


- 5 -

p' p"" 
Ja gabals P, Pz un taisne g šķērso jās, tad caur Pt vedam taisni g'ļfg un noteicam leņķi u kā agrāk. 

\ 
\ 

V — * 9' 

P( P^ ir P, P2 projekcija uz g ! .Vedam P, P/ j_ g un P̂ 'P̂  ari 1 g, 

P/Pj = *P, P« = ļP, Px ļ C O S U (1 ) 

Gabala projekcija dabū -f vai - zirni atkarībā no cos u zīmes, 
pirmā gadījumā projekcija teH vienā virzienā ar g un otrā gadi-
jumā pretējā. 

Gabala projekcijai uz plaknes nav virziena puses. 
R 

/ 

r 

/ 
i P.'PJ = |P, \ cos uj(u arvien < 90°) 

V 8 / / 
Poligona projekciju uz virsienotas taisnes g dabūjam ka poligo­
na malu projekciju algebrāiska summu. 

P' % fļ?ļ 

P,*PS'= P,'P2' + P̂ P,' + Pj'P̂  + PH'P5* = P, P2 cosu, + P2 P3 coswa+ 
+ F3 P. cosw3+ P5 cosuM (2) 

Izteiksme derīga arī tad, kad poligona malas šķērsojās ar g. 
Kā redzams, ja poligons slēgts, tad viņa projekcija uz tais­

nes g ir 0. 
P{j Pļ ir poligona slēdzoša mala un redzams, ka poligona slē­

dzošas malas P5 Pj projekcija uz taisnes g nolīdzinās poligona 
Pļ P5pro jekci jai uz g. 

3 . Plaknē E atrodošā trijstūra laukums 
¿ = 7 5 AB.h 

Projecējot C uz E' dabūjam C , h' ir A projekcijas Af augs­
tums, ta tad , 

A' = ģ AB.h' 

2. Taisnes gabala P, P 4 projekcija P,'Pj* uz virzienstas tais­nes g dabūjama 
P,»P»' = |$ P, j cos u (1) 



Leņķis u starp h' un h Ir arī leņķis staro E* un E,un 
h f = h cosu 

tadeļ ļ , 
A1 = ļ AB.h- = § AB.h. cosu = Acošu (3) 

Ja projecētu A uz kādas plaknes E",kura iJE», tad 
A" = A« 

Ja trijstūris A atrodas plaknē E, pēc patikas kādā vietā, 
tad vedot BD ļļ ee sadalām A divos trijstūros i, un A 4 

A = A, 4- A a 

un jaoleņķis starp E' un E, tad saskaņā ar augšējo 
A,' = A, cosu un hl = A2cosu 
A' = A,' + Aļ = A( cosu + A^cosu 

A' = Acošu 

Ja plakne E atrodas ar taisnēm ierobežots laukums F, tad to 
varam sadalīt trijstūros F, ,F2 ,P3 . .. F un pamatojoties uz 
augšējo,dabūjam laukuma F projekciju uz plaknes E' 

F,1 = F, cosa 
F2' = F* co3a 

F/ + F̂  +. . . + F^ = F' = (F, + F i+ ... f Fn)cos u 
F' = F cos u (4) 

Plaknē E atrodošā laukuma F projekciju F f uz plaknes E' dabū­
jam, reizinot origināllaukumu F ar starp plaknēm veidotā leņķa 
u kosinusu. 

4. Lai noteiktu punkta vietu telnā, lietosim trīs sav­
starpēji stateniski stāvošas plaknes. Šīs plaknes krustojās 
trijās taisnēs. Minētās plaknes sauc par koordinātu plaknēm un 
viņu krustošanās taisnes par koordinātu asīm, kuras arī sav­
starpēji stateniskas. Parasti pieņem, ka viena no asīm vērti-
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kala un to tad sauc par Z a3i. Pārēiās divas asis tad ir hori-
contālas un ja pieņemam, ka z un y asis atrcdās zīmējuma plak­
nē, tad x ase stāv ]_ uz zīmējuma plaknes, z ases virziena pusi 
pieņemam uz augšu., _y ases virziena pusi par labi un x a 3 e s uz 
priekšu āra no zīmējuma plāksnes. 

zx vai y plakne 

0 

yz vai x plakne 

zy vai z plakne 

X 
Asu. krustpunktu 0_sauc par koordinātu sākuma punktu. 
Plakni caur xy asīm sauc par xy vai arī z plakni 

•• » y 2 '« it ņ y 2 ii n i» 

II II g j - »1 tl II 2 X M II y II 

Augšējā kārtībā pieņemtu koordinātu asu sistēmu sauc par 
labas_skrūves sistēmu, jo ja iedomātos uz z ases labo skrūvi, 
tad šadu skrūvi ieskrūvējot būtu jāgriež x ase uz y ases pu­
si un z ase_tad dabūtu kustību bultas virzienā. Kreisās skrū­
ves koordinātu sistēmu dabūtu, ja x ases virziena pusi pieņem­
tu punktotā virzienā.Apskatīto koordinātu sistēmu sauc par De­
karta taisnleņķa koordinātu sistēmu. 

5. Par punkta P taisnleņķa koordinātām sauc ceļus no ko­
ordinātu sakuma 0 līdz punktam P koordinātu asu virzienos. 

OP,ceļu no 0 līdz P sauc par rādiusu vektoru. Kā redzams, 
punkta P koordinātas izteic arī punkta P attālumus no attie­
cīgām koordinātu plaknēm un tāpat arī ieskatāms, kal 

punkta P taisnleņķa koordinātas x,3"-,z ir rādiusa vektora 
projekcijas uz attiecīgām koordinātu asēm. 

Koordinātu plaknes dala telpu astoņās daļās, oktantos, kuri 
atšķiras ar viņu punktu koordinātu zīmēm. 

Pirmā oktantā,piemēram,visām koordinātām ir + zīmes.Leņ­
ķus no koordinātu asu pozitīvā virziena līdz virzienotai tai­
snei r, sauc par rādiusa vektora virziena leņķiem ar koordi­
nātu asēm, pie kam arvienu apzīmēsim. 

r virziena leņķi ar x asi ar ot 
II II !! II y II II p 
ii ii ii i i 2 ii i i y 
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cos a, c o 8 B, cos y 3Sac par attiecīgiem virziena koeficien­
tiem. 

Kā redzama no zīmējuma 
x = r cos a , y = r cos p , 

vai arī 
r CO£ 

cos a 
Redzams,ka 

Seko 

r , C O S P = ļ , cos y z 
r 

(5) 

(6) 

+ Z 5 , 

= x*+ y* 
rX — 

= X 1 -f y 1 + z1 ( 7 ) 

r = y'/x1+ yz+ z 1 (r ar vienu dabu + zirni) 
No (5 ) un ( 7 ) seko 

Ī l i 

r x= (r cos a) + (r cos p) + (r cos y) 
Nodalot ar r 1 dabūjam virzienu formulu 

cos* a + cos1 p + cos* y = 1 (8) 
Beidzamā formula rāda, ka virziens telpā noteikts,dodot di­
vus skaitļu datus un tādēļ taisne caur dotu punktu ir noteik­
ta ar diviem skaitļu datiem. 

Ja telpā dota taisne g, vai gabals ?, p2_ ,tad attiecīgus vir­
zienus dabūjam, vedot caur koordinātu sākumu 0 taisni \\ g vai 
arī ļiPļPj.Sī taisne dod attiecīgus virziena leņķus a,P,y un 
arī attiecīgos_virziena koeficientus cosa,cosp,cosy. 

Ja zināmi kada virziena divi virziena koeficienti cosa un 
cosP, tad 

cosy = - (cos1 a + cosap) 
Trešais virziena koeficients cosy ir divvērtīgs un tādēļ arī 
virziena leņķis divvērtīgs. Ģeometriski tas nozīmē, ka punkti: 
P x ar rādiusu vektoru r a un virziena leņķiem â . P i ŷ  un 
punkts ar rādiusu vektoru r, ,virziena leņķiem a, P, y ,stāv sim-
metriski pret xy p l a k n i . 

* 2 

ja 
un 
Piemērs. 

a, = 04 , P, T, 

cosy^ - c 0 3 T ļ 

P = 2 ļ 3 ļ -1 

dabūt r, cosa, cosp, cosy un a,P,y 
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nesot = 
V/14 

a = 5 7 o40 f ; 
Piemērs. 
Atrast 

= + y 2 4- z a = y / 2 X + 3 a 4 = \/ĪĀ 

- - 0.534 ; cosp = - 2 — = 0.802 ! cosy = 
Vl4 VT4 

= -0 .267 

3 « 36°40' y = 105 30' 

Doti r = 5 , a = 60° , 0 = 45° 

cosy un rādiusa vektora gala punkta koordinātas xļy|z 

V2 
cosy = -\J\ - (= + f) = - i 

= r cosa = 5-i = -| : y = r cosp = 5* 1 = — ^ 
'/2 V/2 

z = r cosy = 5 ( - ^) 2 
Bezgalīgi talu punktu U dod ar ta virzienu, rakstot ū 

koordinātas 
U = u cos a | u cos 13 | u cos y ; u = co (9) 

6. Ja radius vektors r dots ar gala punkta koordinātām 
P = xļyļz un dota taisne g caur koordinātu sākumu, ar leņķiem 

a,3,y, tad r^projekciju uz g dabūjam ievērojot,ka poli­
gona x y,z slēdzošā mala ir r un tādēļ poligona x,y,z projek­
cija uz g ir tik pat liela, kā slēdzošās malas r projekcija p. 

x projekcija uz g = x cos a 
y " " g = y cos p 
z " " g = z cos y 

p = r projekcija uz g = 1 cos a + y cos p + z cos y ... .(10) 
7- Ja telpā atrodas gabals R ar projekcijām uz koordinā­

tu asīm X,Y,Z (projekcijām ir zīmes),tad pārceļot koordinātu 
sistēmu paralēli sev uz gabala sākuma punktu redzams,ka varam 
pielietot agrākās formulas priekš rādiusa vektora,liekot r 
vietā R un x,y,z vietā X,Y,Z, 
un tā tad . s - ļ - r- ~A 

R =\ / 2 * + Y* + Z* 

cos a X 
R 

V 
cos P Y 'Z 

( 1 1 ) 
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un 
fi zt f + (y2 - y( f + (z a- z, 

Redzams, ka! 
rādiusa vektora vai gabala projekcijas proporcionālas viņu 
virzienu koeficientiem. 
8. Ja dota virzienu koeficientu attiecība 

cosa I cosp cosy = a '. b : c 
tad pievienojot še virziena formulu 

cos'La + cos1 3 + cos^y = 1 
varam dabūt cosa,cosp,cosy. No augšējās attiecības seko 

cos a = <ŗ> a 
cos p = ^b 
cos y = <pc 

Ievietojot vērtlvas virziena formulā 
cos1 a + cosap + cos*y = 1 = (aa+ b z + c1) 

1 

tad 

cos a = >̂.a 

co s p = p.b 

± V / ? + b a+ c*~ 

a 
1 v r 7 T b * + c 1 

i 
^ v (12) 

- \ / Q l a. v2 j . l 

cos y = p.c = ŗ 
V aA + 

c 
i l 
J V <? + c~ 

Šinīs izteiksmēs jāņem vai nu visas virsējās, vai. visas apak^ 
sējās zīmes. Dabūjam divus virzienus, kuri atrodas uz vienas 
taj.snes, bet atšķiras ar virziena misi. 

Tā tad! 
no dotām virzienu koeficientu attiecībām dabūjam vir­
zienu, bet ne virziena pusi 

9-
Ja gabals ?4 P^telpā tiek ar punktu P dalīts attiecībā A , 

tad no zīmējuma redzams, ka gabala P, P2 projekcija uz xy plak­
nes tiek dalīta ar C arī attiecībā A- un tādēļ arī gabali P/P^ , 
P/Tj" un P"P2arī tiek dalīti ar P',P",P" attiecībā A. 

Ja dots gabala garums R un -viņa virz.3eo.]jri.a,P,y, tad 
X = R cos ct , Y = R cos p , Z = R cos y 

Ja dotas gabalu noteicošo punktu P, un ?«_ koordinātas 
P, = x. Iy, U, un Pa^^ļv^lzj 

tad 
X = 3 t s - x, , Y = y z - y, , Z = z x - z, 
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tad apzīmējot 
dabūjam _ _ 

r x 

P " X 7 1 2 

un 

y - V 

z 2 - Z 

X = 

A 3^- X , 

A - i y = 
Ay x - y, 

z = 
A - l 

Gabala P, P t viduspunkta koordinātas dabūjam 
ya + y, 

x = 
x,+ x l 

V = z = 

-Az t- z, 
A - f 

z1 ' z\ 

• ( 1 3 ) 

.(14) 

• ( 1 5 ) 

Piemērs. 
Pie kāda noteikuma radius vektors OPj krusto gabalu P, Pt ? Krustpunkts P atrodas uz gabala P P z un uz rādiusa vektora OP^ Punkts P dala gabalu attiecībā Aun tādēļ viņa koordinātas ir 

A x 2 -
x = A - i ' * ~ ~ ' * ~ A - i ( c c ) 

Še A vēl nenoteikts. Punktam P, kā atrodošam uz rādiusa vek­
tora OP^ piekārtotas koordinātas 

3 > y = ?y 3 O ) 
Še p vel nenoteikts. No nolīdzina jumu giupam (a) un (S) seko 
A x t - x,= ŗ(A- i)x. ; A y i - y( - ?(A- i)y 3; A z x - z , = ?(A-i ) z 3 

Uzskatot ( A - 1 ) par pirmo nezināmo un A p a r otro, zināms, ka 
šie trīs nehomogēnie nolīdzinājumi ar diviem nezināmiem var 
kopēji pastāvēt, ja nolīdzinājumu koeficientu determinants 

-1 J'» 'i 
*3. y-l z2 0 

x 3 y3 z 3 

Augšējais determinants dod meklēto noteikumu. 
1 0 . Par plaknes virziena leņķiem sauc leņķus, kurus tā 

veido ar koordinātu plaknēm. Šo virziena leņķu, kosinusus sauc 
par plaknes virzienu faktoriem. Agrāk jau norādīts,ka leņķis 
sгarp divām plaknēm dabūjams arī kā leņķis starp šo plakņu 

i m "P. — 
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stāteņiera un tādēļ plaknes E virziena leņķis ar (xy) vai z 
plakni dabūjams kā leņķis starp z asi un stāteni uz plaknes E 
u.t.t. Seko: 

Taisnei un uz viņai stateniskai plaknei ir tie paši virzie 
na leņķi un tādēļ ari tie paši virziena koeficienti. 

Ja runā par plaknes E virzienu, tad domāts par tās taisnes 
virzienu, kura stāv stateniski uz E. 

Ievērojot augšējo redzams, ka ari plaknes virziena leņķi 
ct,P,y izpilda formulu 

cos4a + cos*" p + cos* y = 1 
Piemērs. 

Plakne dota ar attālumu p no koordinātu sākuma 0 un virzie 
na leņķiem ct,p,y. Dabūt plaknes attālumu d no punkta P = xļyļz 

Poligonam p,e,d ir tā pati slēdzoša taisne kā poligonam (x,y,z 
Proiecējot poligonu p,e,d uz virziena p,dabūjam 

p + o + d 
Projecējot poligonu (x,y,z) uz p,dabūjam 

x cos <x + y cos B + z cos y 
Šim projekcijām vajaga nolldzināties un tādēļ 

p + o + d = x cos cc + y cos 3 -f- z cos y 
d = x cos <x + y cos p -f z cos y - p ( 1 6 ) 

ta tad 

1 1 . Leņķi starp divām taisnēm gf un g 2 ,kuras dotas ar 
virziena leņķiem a, ,P, , y, un o.2 , pa ,ya, dabūjam izlietojot for­
mulu (10).Zīmējumā § 6. Taisne g, pieņemta r virzienā un tais­
ne g x taisnes g virzienā 

p = x cos a + y cos p + z cos y ( 10) 

Šinī formulā p = r cosS un tādēļ 
r cos'v) = x cos a 4+ y cos P a+ z cos y i 

jo taisnes g 4 virziena leņķus apzīmējam ar ai,p<ļ,y1. Seko 
cosn9 = — cosaa. + Ķ cos p a + % c c s T i (m) 

Apzīmējot rādiusa vektora r virziena leņķus ar cc, P, y, ,redzams, 
ka 

~ = cos a r = cos p, - = cos y. 
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Seko 

un 
X) T } "D - Y| _ t j t j ~ 4ix — "DP 

- ^ , ^ 2 ' Y 2 ' * ' Zx~ 

X, _ Y, _ Z, 
Xj Y t Z 2 

Tā tad divi taisnes gabali ir parallēli, ja to projekcijas ir 
proporcionālas. 

Divas taisnes gf un g a ir parallēlas, ja 
cosa, = cosa2 , cos3 f = c o s 3 2 , cosy = cosya 

Taisne gf J_ uz g a , ja c o s ^ = 0, tad 
cosa, cosaa4- c o s 3 ļ c o s 3 x + cosyj cosyj = 0 

Piemērs. 
Meklēts virziens ar cosa,cos3,cosy,kurš _ļ uz virzieniem ar 

cosa, , cos3 , ,cosy( un cosaa ,cos3j,, cos^ .Pielieto jot virziena 
formulu,priekš meklētā virziena un katra dotā virziena,dabū­
jam 

cosa cosa, + C03P c o s 3 , + cosy cosy, = 0 

cosa cosa2+ cos3 COSP2+ cosy cosyj= 0 

No šiem homogeniem nolīdzina jumiem seko 
cosal c o s 3 t cosy, 

cosa.'cos3:cosy = cosaa c o s 3 a cosya 

+ - + 

Ieliekot šis vērtības augšējā formulā/dabūjam meklēto leņķa 
kosinu3u 

cos-O = cosa, cosai-f c o s 3 t 003(3-,+ cosy, cosj % ( 1 7 ) 

Šī formula derīga arī leņķa noteikšanai starp divām plaknēm 
un arī starp diviem taisnes gabaliem. 
Piemērs. 

Doti gabali R, un R x ar projekcijām X, ,Y, , Z, un X 1,Y 1,Z i ', 
dabūt leņķis starp šiem gabaliem. 

cosa, = |ļ , cosp, = |ļ , cosy» = |ļ 
un Y 2 £030*= g> , cos3a= , cosy4= 
tad ieliekot šīs vērtības formulā (17),dabūjam 

0 X.X2+ Y Y,+ Z. Z, 
cosd= * * ~? * (18) 

Ja R, J_ uz R2,tad a) = 90° un cosO? = 0 un tādēļ. 
X, Yt Yx+ Zy Zt= 0 

Ja divu taisnes gabalu projekcijas izpilda augšējo noteikumu, 
tad gabali stateniski. 
R, ir |ļR2 ja cosa, = cosaa cos3 t = </os$1 ', cosy( = cosy2 

tā tad 
X, _ X 2 Yļ _ Ya Z\ _ Zj. 
R, R a ' R, ~ Rj. ' E, Rj 
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Ja cosa, ! cosPj * cosy = 2 : J> : 1 
un. cosail cosļ\'. cosYi - 1 '. 2 *. J 
tad ievedot proporcionalitātes faktoros y\ un P^datūjam 

cosa, = 
cosax= 

cosa:cosp:cosy = 

2P, ; cosp, -= j >JX ua. cosy, = 1£, 
; cosPj^ 2 ̂  un cosy1= 3 ^ 

2 n 

; - + 1 ! p * 58i 

5?. s . 2 ? ?, 29« 
ft 

3 * L 
2 ? J 

cosa : cosļ3 : cosy = 7 

Ievērojot formulu Nr.12, dabūjam 

cosa 
V75 

:osB — x 
i V/75 

j« >t 

-5 : i 

cosy 

^12.Bez agrāk apskatītās taisnieņķa parallēlkoordinātu* 
sistēmas lieto^arī vēl semipolārc vai arī cilindra koordinātu 
sistēmu un polāro koordinātu sistēmas. 

Semipolara vai cilindra koordinātu sistēma punkta P koordinātas 
tiek dotas ar r, leņķi cd un z. 

coscp = —— 

x = r cos<p 
y = r sincp 
z = z 
x 

pareja uz cilin­
dra koordinātām ( 1 9 ) 

V sincp = — — — ,* r =Vx r+~y ļ £ r ;<p=arc tgj (20) 

Beidzamās formulas lietojamas pārejai no cilindra koordinātām 
uz parallēlkoordinātām. 

Polārkoordinātu sistēmā punkta P koordinātas tiek dotas 
ar leņķi cp, Q , un leņķi i|). 
Liekot r = p simļ), dabūjam 

y = r îno.siorj. V (21) 
z = p COSlļ) J 

Šīs formulas pielietojamas pārejai no parallēlkoordinātām uz 
cilindra koordinātām. 
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C \ 

tg $ 

Z I 
> (22) 

Formulas pielietojamas pārejai no polarkoordinatam uz parallel-
koordinātām 

1 3 . Koordinātu pārveidošana. 
a)Virzes pārveidošana vai translācija. 

No zīmējuma redzams, ka 

4 
1 

-4' 
/. « » t i r a 

y 

V i _ NU _ 

x = x 0 + f ļ 

y = 7 0 (23) 

= *o +J ) 
Formulas pielietojamas pārejai no (x,y,z) sistēmas uz (5,^,)) 
sistēmu. 

= x 
7 - y - y 0 

1 
f 

( 2 3 § ) 

Formulas pielietojamas pārejai no (f , 0 , X ) sistēmas 
(x,y,z) sistēmu. * 

b)Koordinātu sistēmas griešana. 

uz 

Sistēma (x,y,z) un sistēma ( . ļp , > ) abas ir taisnleņķa sis­
tēmas. Abām sistēmām ir kopējs sākuma punkts 0 un kopējs ra-



- 16 -
drus vektors r uz ?. Sistēmas f , . \ asis veido ar x,y,z 
sistēmas asim leņķus a, 3( y, - a i P j / ^ - a3(33y3,kā tas redzams no sekojošas tabulas 

f ? 
X a. a 3 

Y P. P* P3 

Z *3 
Projecējot r uz X ass dabūjam x, bet tā kā jaunā sistēmā punk­
ta P koordinātas | , , \ sastāda poligonu, kura slēdzošā maļa 
ir r,tad r vietā varam projecēt šo poligonu un dabūjam to pasu 
lielumu x. Tāpat projecējot šo poligonu uz Y ass dabūjam y un 
projecējot uz Z ass dabūjam z. Tā tad 

x = ^ cosa,-f ^003^+ i cosou 
y = I cosB, + 1} cose* + f cosp, (24) 
z = | cosy, + t|cosy;L+ f C 0 S T 3 

Formulas pielietojamas pārejai no x,y,z sistēmas uz |, vl , j 
sistēmu. c 

Lai dabūtu formulas pārejai no ( f , *2 > >_) sistēmas uz 
(x,y,z) sistēmu, projecējam punkta P koordinātu x,y,z poligo­
nu uz ļf, , £ asīm un dabūjam 

* , j = x cosa, + y oos3, + 2 cosy, 
^ = x cosâ -r y cospi + z cosy2 

$ = x coscu-f y cosļ33-f- z cosy^ 
c)Koordinātu sistēmas translācija un griešana. 

(24^) 

Pirms pārceļam sistēmu parallēli uz sākama punktu 0* un pēc 
tam izdarām sistēmas (x',y*,z') griešanu ap punktu 0'. 

Abas operācijas izvedam kā aifsā norādīts un dabūjam 
x = x Q + | cosa, 4- *ļ cosa? + ^ cosa3 *ļ 
7 = y o + f c o s 3 , + y c o s 3 i + f ccs03 S (25) 

Z = Z Q + f COSy, -I- ^ C O S ; ^ + J C 0 S T 3 J 
Augšējās formulas dod pāreju no sistēmas (XYZ) uz sistēmu 

Pāreja no sistēmas ( £ , *? , £ ) dabūjama ar sekojošam for­
mulām i * 
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I = (x - xQ)cosa, + (y - yQ)cos6, + (z - z0)cosy, 
= (x - x 0 ) c o s a i + (y - y0)cofjpi+ (s - z 0 ) c o s Y a ^ ( 2 5 - ) 

f = (x - x 0)cosa 3+ (y - y0)cos(33+ (z - z0)cosy3 

Formulās (24),(24-),(25) un ( 2 5 - ) atrodas 9 leņķi,bet tikai 3 
no tiem uzskatami par neatkarīgiem, jo pielietojot pie i , v) 
asu virzienu leņķiem virziena formulas, dabūjam * *• 

cos a, + cos 6, + cos y, = 1 
cos1 a t+ cos^Pi-h cos ry 1= 1 
cos aa 4+ cos a 3ļ+ cos 1y a= 1 

Pielietojot statenības pazīmi pie asīm (1*9), (It) un (tf̂ ) d a t , u -
jam • c ' J 

cosa, 0 0 3 0 . 3 + cos3, cos32H- cosy, cosy1= 0 
cosa, cosai+ cosP, cosp| + cosy,cosy3= 0 
cosaz cosa3+ cosBxCos^^-f cosy1cosy3>= 0 

No šiem sešiem nolīdzina jumiem varam izteikt sešus^leņķus kā 
funkcijas no pārējiem trijiem leņķiem un tādēļ, augšējās koor­
dinātu pārveidošanas formulās atrodas tikai trīs neatkarīgi 
leņķi, kuri raksturo koordinātu sistēmas ( f , Y) , £ ) griešanu 
pret. koordinātu sistēmu (X,Y,Z), * •> 

1 3 . Eulera formulas. 
Ievērojot norādīto, Eulers pieņem trīs neatkarīgus leņ­

ķus iļ>, nS un (p. 

N N 

i KOX = $ , i ZG2' = r§ un / KOX« - <p 
Koordinātu sistēmu (XYZ) var pārvest ar trīskārtēju griešanu 
jaunā koordinātu sistēmā . 

1)Griežot ap Z asi par leņķi ib̂  X ass pārvietojās taisnē 
OK, analītiskā ģeometrijā plaknē, šāds gadijiens apskatīts un 
tādēļ, ja punkta P koordinātes vecā sistēmā apzīmējam ar 
x,y,z un jaunā sistēmā pēc norādītās griešanas ar x( y} z ( 

x = x, c o s i ļ i - y, sin'4» \ 
y = X, Siniļ) + yt COSTķ ' (26) 

z = z, 
0 < iļ> < 180° 

2)Koordinātu sistēmu (X, Y, Z, ) griežam ap CK par leņķi *Q un 
dabūjam, ja punkta P koordinātas sadā grieztā sistēma apzīmējam 
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ar r.Xijx,z% 

x t = x 2 ļ 
y, = y 4 co3-v - ?.t siniy r (26-) 
z\ ~ yi9in^+ zlcosrō ) 

3)Beidzot griežam šo sistēmu ap OZ' par leņķi cp un apzīmē­
jot beidzamā sistēmā punkta P koordinātas ar| , ̂  , ̂  dabūjam 

x x= | coscp - ^ sincp 'ļ 
yx=s | sincp 4- Vfco3'.p ļ (26-) 

Izslēdzot no ( 2 o ) , (26-) un (26-) lielumus xvy, z, un x 1 y 1 z I dabūjam 
x = a,5 4- a 2^ + a 3£ ) 
y = b,| 4- b ^ 4- b 3c }• (Eulera formulas) (27) 
z = ct| 4 ĉ  ̂  + c 3^ } 

Koeficienti a, a ^ j , ^b^b^, c i C j t c s dabūjami no 
4- coscp cosrj) - sincp 3imp costV ^ 
- sincp cosiļ) - coscp smjļ) cosi/ q 
4- sintļ) sin 1/ 
4- coscp sinii) 4- sincp COSiJ) cosf 
- sincp siniļ) 4- coscp COSlļ» coso? 
- cosil) sinl? 
sincp sin 
coscp sin 
COS 'l? 

a, * 
a* = 
a 3 = 
bt = 
\ = 

ci= 

(28) 

Apskatam 
tu sākumā. 

14. Tetraedra tilpums. 
:etraedru, kura viena virsotne atrodas koordinē­

ju 

» ^Ne- ' { / . 

/1 = M / 5 

& 
X ^ — * ^ 



- 19 -

Tetraedra C 1 2 J tilpums T 
= i h A. 

J012 
j e ? h statenis no punkta 3 uz A Q ļ X plaknes. Ar n apzīmēts sta­
tnis no punkta 0 uz A un tādēļ n h. 

b projekcija uz n ir tik pat liela ka tetraedra šķautnes 03 
projekcija uz n, tādēļ,ievērojot formulu (10),dabūjam 

Tā tad 

Tā kā 

h = X g c o s a + 7j cosQ + z3cos-

T = I&^oia. c o s a + y3
 û
c4i

 c o s ( 3 + z

i
ù

Qi7 c o s y 1 

A

o.i cosy = A

o .V 
Oli cosa = 

A042 COS0 = 

projekcijas uz attieci­

un no analītiskas ģeometrijas plaknē zināms, ka 
1 

W ~ 2 

o • a 2 

A o , V = 2 

y, 
y 2 

y. z,| 
1 

Zi 
z . 

tad, ievietojot šis izteiksmes formula, dabūjam 

3 2 L 
l y 2 Z 2 

+ y 3 | 
l z1 

:zr 

+ h\ ļ 

Kā redzams (3L,ytz) , (s^Vj^j, (^v-^J ir tetraedra virsotņu koor­
dinātas . 

Augšējo izteiksmi varam ari rakstīt 

1 T = 
yt 

Y2 (29) 

x 3 ys z 3 
Ja tetraedra virsotne neatrodas koordinātu sakuma,tad saskaņa 
ar zīmējumu 



- 20 -
pārnesām koordinātu asis paraJIēli uz pv«nktu 4 un tad,ka re­
dzams, augšējā determinantā jāieved 

vietā ... x, - x^ 
y. i» 

ir z. - z. 

; x z vieta 

; z% 

- 2, x 3 vieta x 3- x«, 
-• 

n 
y<ii 

zk 
y» n 

ii 

y 3- y« 
z 3 - Zi< 

tad 

T = 1 
o" x s y 2~ ŷ  

x s - x s y3 -
Šo determinantu varam arī rakstīt 

x, - i,, y, - y<, 
Z j t - z ^ 

Z-v"~ Zu 

1 
5 

y. 2, 1 
X * y x 

Z Z 1 
x 3 Z3 23 1 
x4 ZA 1 

(30) 

Ta tad tetraedra tilpums tiek izteikts ar augšējo determinantu. 
1 5 . Nolīdzinajumu ģeometriska nozīme. 

Ja pieņemam z = c, tad šim nolīdzinajumam atbilst bezgalīgs 
daudzums punktu, kuru z nolīdzinās c. Visi šie punkti atrodas 
plaknē, kura parallēia (xy) vai ari z plaknei." 

Tāpat redzams, ka no līdzina jums x = a dod plakni paralļelu 
(yz) plaknei un y = b dod plakni parallēiu (xz) plaknei. 

Ja kāds punkts atrodas (xy) plaknē, tad viņa z = 0 un tādēļ 
z = o ir (xy) plaknes nolīdzinajums 

kā arī, ievērojot analoģiju 
y = o ir (xz) plaknes nolīdzinajums 
x = o ir (yz) " " 

Nolīdzinajumiem 
x = 
y 

atbilst^punkti, kuri atrodas tikpat pirmā, kā otra plakne, ta 
tad uz šo plakņu krustošanās taisnes. Šī taisne ir parallela 
z asij. 

Analogi dabūjam, ka 
x = a ļ 
z = c J 

dod taisni, paralļelu y asij, un 
y = b 
z = c 

dod taisni, parallēiu x asij. 
Ievērojot augšējo redzams, ka 

y = 
z 

ir x ass nolldzinājumi un nolīdzina jumu pāri 
X = O "> X = 

z = o J 
ir y un z ass nol-mi. 
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Kol Ids inā jums 

apskatīts xy p 
P(x,y) = O 

lāknē, dod tajā Ukri. 
8* 

gt {¡ z asij iin uz cr 
pieņemam punktus P, Pt . . . P n ,tad visiem šiem punktiem ir tādas 
pašas koordinātas xy plaknē, kā punkcam P 0 un tādēļ arī tās ap­
mierina nolīdzinājumu F(x,y, = 0. Tāpat tas ir ar_punktiem uz 
taisnes gj ,kura iet caur līknes punktu Q 0 parallel! z asij. 
Taisnes g,g1... g n parallēlas z asij un caur līknes F(x,y)=0 
punktiem veido statenisku uz xy plaknes cilindru un visu,uz sl 
cilindra atrodošos punktu koordinātas izpilda nolīdzinājumu 
P(x,y) =_0. Tādēļ nolīdzinajums F(x,y) = 0 apskatīts telpa,dod 
uz xy plaknes stateniska cilindra virsmu. 

Analogi dabūjam, ka nolīdzina jums <p(x,z) = 0 ir uz xz 
plaknes stateniska cilindra nolīdzinajums un tp(y,z) = 0 iz­
teic uz yz plaknes statenisku cilindru. 

Piemēram nolīdzinajums 

izteic kadu virsmu.- Ja pieņemam z = h ,tad nolīdzinājumu sis-

dod pinktus, kuri atrodas uz xy plaknei parallēlas plaknes un_ 
arī uz ar F(x,y,h) = 0 izteikta cilindra, kopa veidule paralle-
la z asij. 

Šie^puņkti veido līkni; plaknes z = h un cilindra F(x,y,h)=0 
krustošanās līkni. 

Ja mainām h, tad mainās plaknes z = h attālums no xy plak­
nes, un mainās arī cilindra pamatavlīkne F(x,y,h) = 0, krus­
tošanās līkne tādēļ kastās un pie šīs kustības veido virsmu 
telpa. 

Tā tad nolīdzinajums 

tema 

F(x,y,z) = 0 
dod telpā virsmu. 

Divu nolīdzinājumu kopība 

virsmu krustošanas līkni. 

(a) 
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Triju r.oli dzina jumu kopība 

F(x,y,z) = 0 *̂  
f(x,y,z) = 0 
<p(x,y,z) = 0 3 

dod vienu vai vairākus, ar nolīdzinajumiem izteikto triju 
virsmu krustpunktus. 

Kā redzējam, noIIdziņājumi (a) dod līkni telpā.IzslēdzoT 
no šiem_nolIdzinājumiem vispirms z, tad y, dabūjam divus jau­
nus nolīdzina j u m u 3 

cp(x,y) = 0 \ (S) 
iļ)(x,z) = 

Nolīdzina jumi (3) dod to pašu līkni, kuru dod nolīdzina jumi 
(a). 

Eeidzama gadījuma līkne tiek dota,ka redzams, ka divu ci­
lindru krustošanās rezultāts. Šie cilindri stāv stateniski, 
pirmais uz xy plaknes un otrs uz xz plaknes un tiek saukti par 
līknes projecējušiem cilindriem. 

Šeit jāpiezīmē, ka šiem cilindriem var būt kopējas arī kā­
das citas līknes, 

1 6 . Virsmu klasifikācija. 
Ja virsmas nolīdzinājums sastāv no polinoma, kura locekļi 

satur,pie pastāvīgiem koeficientiem,tikai x,y,z veselās un 
pozitīvās kapēs vai arī ja virsmas nolīdzinajumu ar pārveido­
šanu var pārvest tādā izteiksmē, tad virsma sauc par algebra-
isku. 

Locekļa x y nz^ rādītāju summu^m + n + p = r sauc_par lo­
cekļa kāpi un polinomā atrodoša >šādi noteikta augstāka kape 
noteic nolīdzinājuma kāpi. Ar tādu nolīdzinajumu izteikto 
virsmu sauc par r-tās kārtības algebrāiska virsmu. 

Virsmas, kopu nolīdzinajumi neatbilst augšējai pazīmei, 
sauc par transcendentam virsmām. 

Virsmu klasifikāciju izdara pēc to nolīdzinajumiem^Dekar-
ta koordinātās, tāpēc, ka tad pie koordinātu pārveidošanas 
nolīdzinājuma raksturs nemainās,transcendents nolīdzinājums 
paliek transcendents un algebrāisks. paliek algebrāisks,un pie 
tam patur arī agrāko kāpi, kā tas redzams, ievērojot Dekarta 
koordinātu sistēmas pārveidošanas formulas. 

Pie virsmu pētīšanas ievērojami dotās virsmas šķēlieni ar 
koordinātu plaknēm. Šos šķēlienus dabū, pievienojot virsmas 
noIIdziņājumam pfc kārtas koordinātu plakņu nolīdzinajumus, 

Tādā kārtā 
P(x,y,z) = 0 "ļ 

z = 0 J 
dod virsmas šķēlienu ar xy plakni. 

F(x,y,z) = 0\ 
y = 0 j 

dod virsmas sķēlienu ar xz plakni, un 
F(x,y,z) = 0 ~ 

x = 0 
dod virsmas šķēlienu ar yz plakni. 

Ja virsmas nolīdzinājums 
P(x,y,z) = 0 
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algebrāisks un n-tās kapes, tad šķeliena līknes nolīdzinājums 
ar xy plakni ir 

F(x,y,z) - 0 V | 
z = 0 J 

Šis līknes nolīdzinājums plaknē (xy) ir 
P(x,y,o) = 0 

Vispārējā gadijumā šis nolīdzinājums ir ņ-tās kapes un tā­
dēļ n-tās kārtības algebrāiska virsma vispārējā gadījuma krus-
to koordinātu plākne3 n-tās kārtības algebrāiskās līknēs._ 

Tāpat ievērojams arī krustpunktu skaits, kopos koordinātu 
asis krusto virsmu. 

Virsma3_ krustpunkta^,piemēram, ar x asi dabūjam, atslēdzot 
kopēji nolīdzina jumus 

F(z,y,z) = 0 
y = 0 

z = 0 j 
Krustpunktu x koordinātas dabūjam no nolīdzinājuma 

F(x,o,o) = 0 
Ja. virsmas nolīdzinājums algebrāisks un n-tās kapes,tad 

vispārējā gadijumā arī beidzamais nolīdzinājums ir algebrā­
isks un n-tās kapes, un kā z i n ā m 3 dod n saknes, t.i. prieks 
x - n vērtības. Analogi dabūjam arī krustpunktus ar y un z 
asīm. 

Tādēļ: 
vispārējā gadijumā n-tās kārtības algebrāiska 
virsma tiek krustota ar katru koordinātu asi, 
n punktos, reālos vai iaagināros. 

P l a k n e . 
1 7 . Agrāk jau redzējām koordinātu plakņu no II dziņā jumus 

z = 0 ... xy plaknes nolīdzinājums 
y = 0 ... xz 
x = 0 ... yz 

Plaknes, parallēlas koordinātu plaknēm 
z = c ... plakne parallēla xy plaknei 
y = b ... " " zx 
x = a . .. " " yz 

Plaknes caur koordinātu asīm. 
y = cxx 

dod plakni caur z asi, jo lai punkts P atrastos tādā plaknē 

ir 
If 

n 
II 

z * ir tikai vajadzīgs, lai viņa x un 
y koordinātas izpildītu noteikumu 

^ = konst. 
un šis noteikums ir izpildīts no­
līdzinājuma 

y = ax 
Analogi dabūjam plaknes nolīdzinā-
jumu caur x asi 

y = Bz 
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un plakr.es no līdzina jumu caur y asi 

x = ys 
18. Plaknes nolīdzinajumu caur trijiem punktiem 

p, = x, |y, ļz, J P2 =x 1ļy iļz l un P3 = x3ļyJjz.J dabūjam, ie­
vērojot, ka punkti P, PtP, un tekošais punkts P = xļy|z veido 
tetraedru. Ja tekošais punkts P atrodas tanī plaknē,kura iet 
caur punktiem P, ,PZ,P3 ,tad tetraedra tilpums ir 0. 

Tetraedra tilpums dots ar determinantu (30) un tādēļ 
X y z 1 

y, z, 1 
h z 2 i 

X 3 z3 1 
= 0 ( 3 D 

dod meklētas plaknes nolīdzinajumu. Nolīdzinajums ir pirmās 
kapes attiecībā uz x y z jo ja determinantu attīstām pec pir­
mās rindas, tad dabūjam 

x A, + y A H + z A | 3 + l.Aļlt - 0 

x 
a 
o 
o 

y 
o 
b 
o 

z 
o 
o 

11 
1 
1 
1 

= 0 

Attīstot pec pinnas rindas, dabūjam 

uz x 

Šim nolīdzina juma visi koeficienti, apakšdeterminanti A,| , 
&•% > Aji ; A|tl ir pastāvīgi lielumi un no līdzina jums tadeļ 
attiecībā uz x,y,2 lineārs. 

Piemērs. 
Kāds nolīdzinajuns plaknei, kura nogriež gabalus 

ass a, uz y ass b un uz z ass c ? 
Še doti trīs punkti 

P,= a|oļo , P 1= ojb|c un P 3= 0|0jc 
Ieliekot šīs vērtības determinantā (31) dabūjam 

0 0 1 a 0 i a 0 1 a 0 0 

X b o 1 + y(-) 0 0 1 + Z o b JL. + (-> 0 b 0 

0 c 1 0 c 1 0 0 1 0 o c 
= 0 

k 
o 

0 

c + y(-).(-) 
a o 
0 c 

+ z a o 
o b 

X . bc + y.ac + z. ab - aoc == C 
ar abe dabūjam 

1 + 1 + t - 1 

= 0 

- abc = 0 

(32) 

Šo nolīdzinājumu sauc par plaknes nolīdzina jumu asu nogriež­
ņos . 

http://plakr.es
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1Q. Apzīmējam ar a,3,y virziena leņķus, kurus veido ar 

x,y,z asīm uz p].āicie3 E vilktais stātenis. Pēc agrāk teiktā 
šie leņķi ir arī plākne3 E virziena leņķi. Salīdzinot šo zī-

^ 2 

mējumu ar zīmējumu § 1 0 , redzams, ka formulā 
d = x cosa 4- y cos3 4- z cosy - p 

jāliek d = 0_, jo punkts P atrodas plaknē E, tā tad, ja punkts 
P atrodas plaknē E, tad 

d - 0 = x cosa 4- y cos3 4- z cosy - p 
Šāds nolīdzinajums derīgs priekš katra punkta, kopš atrodas 
plaknē E un tādēļ izteic plaknes E nolīdzinajumu,jo visu punk­
tu P kopība, kūpi apmierina šo nolīdzinajumu, veido plakni E.-

Kolīdzinājumu 
x cosa 4- y cosp 4- z cosy - p = 0 . . . . (33) 

sauc par plaknes normālu nolīdzina jumu. 
Piemērs. 

Kāds nolīdzinajums plaknei,ja viņas attālums no koordinā­
tu sākuma p = 3 un tā stāv perpendikulāri uz gabala Pļ P^ ? 

Dotas gabala projekcijas X = - 1 , Y = -2 , Z = - 1 . 
Šī gabala garums 

R =y/x* 4- Y2 + Z 2 = 0 - 1 ) * + (-2f 4- ( - 1 ) 2 = VB 

gabala virziena koeficienti 
7 -1 cosa = ^ = —— v -P 

cos3 - ē — 
Z -1 cosy = p = — 

V'o" n VB ' * VB 
Plaknei, kupa stateniska uz P P ir tādi pat virziena koefici-
enti_, kā gabalam P P2 = R un tādēļ arī meklētais plaknes nolī­
dzina jums ir 

- 1 . -2 , _ - 1 x. VB + y VB 
+ z. 

VB 
- 3 = 0 

Piemērs. 
Vest caur punktu P = x Plakni ar dotu virzie­

nu,*;, i. dotiem virziena koeficientiem cosa,cos3 ;cosy. Kads 
ir šīs plaknes nolīdzinajums? 

Plaknes normālno līdzina jumā tā tad zināmi virziena_koef i-
cienti cosa, c o s 3 , cosy, bet p nav zināms>Plaknes nolidzina-
jums ir 

x cosa 4- y cos3 4- z cosy - p = 0 (r) 
kaņā_p vēl nezināms. 

Ta kā plaknei jāiet caur P0,tad punkta Pq koordinātēm va­
jag apmierināt plaknes nolīdzinajumu, un tādēļ 
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un 

x0cosa 4- y Q c o s 3 4- z cosy - p - 0 (s) 
No ši nolīdzinajuma dabūjam nezināmo p 

p = xQcosa 4- yocosP + zQcosy 
Ieliekot p vērtību nolīdzinajumā (r), dabūjam 

x cosa + y cosp 4- z cosy - (xQcosa + y0Cos3 + z0cosy) = 0 y 
vai ari 

(x - xo)cosa 4- (y - y o ) c o s 3 + (z - zQ)cosy = 0 (34) 
Sis nolidzinājums ir tās plaknes nolīdzinajums,kupa iet caur 
P Q ar doto virzienu (cosa,cos3,cosy) . Nolīdzinajumu var ari 
dabūt, novelkot nolldzinājumu (s) no nolīdzinajuma (r). 

_20o Apskatītiem plaknes nolīdzinajumiem ir lineāra nolī­
dzina juma veids 

Ax + By + e z + D = 0 
un tāpēc varam teikt, ka lineārs nolīdzinajums attiecībā uz 
x,y,z izteic plakni. 

Dalot nolldzinājumu ar -D dabūjam 
^ + B y , C _ z _ 1 = 0 -D -D -D 

Šo nolldzinājumu pārveidojam 

-D -D -D x u 

A B C 
Salīdzinot šo nolldzinājumu ar plaknes nolldzinājumu asu no­
griežņos, redzams, ka 

D -u D _ D / ir ļ 

Nolldzinājumu 
Ax4-By4-Cz4-D=0 (36) 

sauc par plaknes nolldzinājumu vispārējā veidā. 
2 1 . Plaknes E nolīdzina jums normālveidā ir 

x cosa 4- y cos3 4- z cosy - p = 0 
Tās pašas plaknes nolldzinājums vispārējā veidā ir 

Ax 4- By 4-Cz 4- D = 0 

Šie divi nolīdzinajumi izteic to pašu plakni un yar atšķirties 
tikai ar pastāvīgu, vēl nezināmu reizuli p ; nolīdzina jumiem 

x cosa 4- y cos3 4- z cosy - p = 0 

J3 (Ax 4- By 4- Cz 4- D) = 0 

vajag būt tapatlgiem, un tādēļ 
cosa = pA ; cos3 = <pB J cosy=fC ', -p = J»D 

Tā kā 
cos1 a 4- cos^B 4- cosay = 1 

tad ari „ = 
P aA 4 4- <?2BZ 4- <?2C* = 1 

Seko 1 

i (37) 
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No šejienes redzams, ka lai pārvestu plaknes vispārēja noll­
dzinājumu normālnolidzinajumā, vispārējs nolidzinā|ums jādala 
ar -V i + B a + <? , tad 

Ax_+_By_+_Cz_ ± B 

ir plaknes normālnolīdzinājums. 
Plaknes virziena koeficienti. 

= 0 (38) 

cosa = 

cosp = 

cosy = 

A. 

B .(39) 

1 IT2 + B + c 2 

+ 
.(40) 

V T 2 + b V c* 

Tā ka p ņemams arvienu ar + zīmi, tad redzams, ka p arvienu 
būs + ,ja_saknes zīmi ņem pretēju D zīmei. 

Attiecībā uz virzienu koeficientiem varam rakstīt 
cosa : cosp : cosy : 1 = A : B : C : - V a * ' + B X + C1 

Piemērs. 
Dots plaknes vispārējs nolīdzinajums 

12x + 4y + 3z - 1 2 - 0 
Šīs plaknes asu nogriežņi 

(41) 

a = " Ā = " 

b = - 8 = -

-12 
12 
-12 
4 
-12 

= 1 

= 3 

= 4 
Plaknes nolidzinajums asu nogriežņos 

f + * + f - i = o " 

Plaknes pēdu līniju xy plaknē dabūjam, liekot plaknes nolīdzi­
na juma z = o, tā tad 

12x + 4y - 12 = A0 
ir pēdu linija (sy) plaknē. 

Analogi dabūjam pēdu līnijas yz un zx plaknēs, liekot x = o 
un y = o. 

4y + 3z - 12 = 0 pēdu linija yz plaknē 
12x - 12 = 0 zx 
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= 0 i c — 0 , tad plaknes 

+ 0. •y + o. z + D = 0 

D D - 00 A 0 
- 00 

D 
~ B 

as — P 0 
ss - CO 

D 
~ C — - L 

0 = - 00 
Ta tad, ja plaknes nolīdzinajums sastāv no izteiksmes 

D = 0 

tad tas dod bezgalīgi tālu plakni, jo tādas plaknes asu no­
griežņi ir bezgalīgi lieli. 

Plaknes vispārējā nolldzinājumā lineāro izteiksmi apzīmē 
ar simbolu E un raksta 

E = A x + By + C z + D 
Arī plaknes normālnolīdziņājuma lineāro izteiksmi apzīmē ar N 
un raksta 

N = x cosa + y cosB + z cosy - p 

Plaknes nolīdzina juris norraālveidā 
1 2 X + 4y ± 3 S - 1 2 _ 0 

V 1 2 * + 4 a + f 
1 2 S 4- 4y + 3 Z - 1 2 _ N 

1 3 ~ U 

cosa = t | , cosB ^ ļ4 » C 0 S T = Ī F 

- 1 2 1 2 
? = " T J = Ī J 

Kā redzams, plaknes virziena koeficienti noteikti tikai ar 
A ,B,C, bet D viņus neiespaido. No D atkarājās tikai plaknes 
attālums no koordinātu sākuma. Seko, ka ja divu plakņu nolī­
dzina jumi atšķiras tikai ar absolūto locekli,tad plaknes pa-
rallēlas. 

Liekot plaknes vispārējā nolldzinājumā 
Ax + 3y + C z + D = 0 

ka A = 0, tad cosa = , , A = 0 vai arī a = 90°, tas 
-y£+ Bz+ C* 

nozīmē, ka p ļ uz i ass un tad plakne ir parallēla x asij; 
tā tad 

ja A = 0 , tad plakne parallēla z asij 
n b = o , " " " y " 
" C = 0 , n " " z " 

Ja plaknes vispārējā nolldzinājumā A = 0 un B = 0, tad plak­
ne parallēla tikpat x asij, kā arī y asij un tādēļ ļ uz z ass, 
Tā tad, ja 

A = 0 , B = 0 plakne j_ uz z ass 
A = 0 , C = 0 " i 11 y " 
B = 0 , C = 0 " i " x " 

Gadījumā, kad A = 0 , 
jums pieņem veidu 

o. 
bet tad 
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cosa, = — — ; cosp, = x — ;cosy,= j—rf * , 

H B i c * 
cosa^ n . — . — - ; cosB^ , = = = : ;cosy = qr 

dabūjam leņķi starp p, un Pj_ un tādēļ arī leņķi starp E, un E x, 
kapu apzīmējam ar oJ . 

* A, A 2+ B, B x+ C, C 2 

cosi-/=cosa, cosaļ+cosi3, cos32+cosy, cosy7 = — ~~ (42) 
+3?-+C2 . V^i+Ba+cJ 

Sakņu zīmes noteicamas pēc agrākā un tādēļ arī cosi^ zīme ir 
pilnīgi noteikta. 

Piemērs: 
E, = x - 4y + 2z - 30 = 0 

^ % s x + y - 2z - 1 = 0 

cosa, = x-7T 1 ļ = — ^ — J cosp, = ; cosy « 
+ V / 1 X + (-4)a+ 2' V2Ī \/2Ī 

v'21 . 3 \/Ī4 
Ja plakne E, ̂  A,x + B4 y -f C, z + D, = 0 parallēla plaknei 
E 2= A 2x 4- E iy + C 2z + D a= 0 , tad cosa, = cosa2,cosB, = cosS2, 
ccsy( = cosy^ un tādēļ 

Tad 
E = 0 apziņo plaknes vispārējo nelīdz :ma jumu 
H = 0 ,: " normālo ,r 

22. Divas plaknes krustojās taisnē.Šīs taisnes punktiem 
vajag apmierināt abu plākšņa nolīdzina jumus, tā tad 

>E, = 0 

E l = 0 

dod krustošanās talani.Sī taisne tiks vēlāk apskatīta atseviš­
ķi. Seit apskatīsim kādu leņ'fi, ko sauc par krituma leņķi jun 
karu šīs_plāknes veido. Leņķis starp divām plaknēm tiek mērīts 
starp plakņu stateņiem p, un p t un tādēļ, ja doti plakņu nolī­dzina jumi 

A,i + E,y + C, z + D, = 0 

A a X + BļJ + C^z + L V = 0 

dabūjot p( un p a virzienu koeficientus 
A, B 4

 C< 
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A. 
r -

V AVS" 3*f C* V A? -!- B*4 Cl 

tāpat 

un 

Seko 

A. + B*+ C* 
A 2 ŗ — • -

V A 2 + Bt h Cl 
B, 

c, 
c 2 -

= k 

« k 

* k 

Tā tad, ja 
tad 

A, . Bļ . C ( — A 2 • B 2 ! 

E (= 0 11 E 2= 0 

E, =• A, x + B, y + C, z + D, = 0 

1 Ax-f- i 3. y + | C, z + 1\= 0 k k " " ' k 
ITo kā seko, ja plaknes parallēlas, tad attiecīgie koeficienti 
pie x,y,z proporcionāli. 

Reizinot Ej ar k dabūjam 
Eļ= A,x + B, y + C,z -f kD l= 0 

Salīdzinot šo nolīdzjjuājumu ar E, nolldzinājumu, redzams 
parallēlu plakņu nolīdzina jumi atšķiras tikai abso­
lūtos locekļos. 

Ja E, = 0 j _ uz E A - 0 , tad 1 / = 90° un c o s o J ^ 0 ,kas pie ga­
līgiem koeficientiem prasa, lai nolldzinājumā (42) skaitītājs 

A rA, r B, + C, C 2 = 0 (43) 
Sl izteiksme ir divu plakņu parallēlisma noteikums. 
Piemērs. 

Kāds nolīdzina jums ir plaknei caur P = 3J4.il ,kupa paral­
lēla plaknei E,= x + z - 3 = 0 ? 
Meklētais nolldzinājumā veids ir 

E 2 = Ax + By + C z + D - 0 
Tā kā plakne parallēla plaknei E 4 = 0, tad E.= 0 var atšķirties 
no E,= 0 tikai absolūtā locekli un tādēļ tās nolīdzinajums ir 

E 2 = x + z + D = 0 

Tā kā plaknei 2^= 0 jāiet caur punktu P Q =- 3|4|l ,tad šī punk­
ta koordinātām vajag apmierināt Ej_= 0 nolldzinājumu,un tādēļ 

3 + 1 + B - 0 

D = - 4 
Ieliekot šo D vērtību E 4= 0 nolldzinājumā, dabūjam 

x + z - 4 * 0 

t.i. plaknes meklēto nolldzinājumu. 

http://3J4.il
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23- Trīs plaknes E, = 0 , Ej,= 0 , E­, = 0 krustojās vienā 
punktā P0,kupa koordinātas dabūjam atslēdzot nolīdzinajumus 

A

«
x

o
 + B

«y 0 + C, z Q + D,= 0 
A i X Q + B 2y 0 + CxzQ + D a= 0 
A » X

0 t ^ y

0
 + C

5
Z

0
 + D

4
= 0 

Atrisinājumu dabūjam ar izteiksmi 
A» в , c . 

A x Вг Ci Di 
H B

* 
— • + — ­t­

= Л. •(44) 

kur A j j A ^ A j j A ^ ir ceturtās rindas vietām piekārtoti apakšde­
terninanti. 

Kamēr 
A, B| C, 
Ai B, n 

><
 0 

A 3 в 3 с, 
^k

 = i 
! 

krustpunkta ? 0 koordinātas ir galīgas. Ja A^ = 0 un vismaz 
viens no A, , A a , A j nav 0, tad vismaz viena punkta P 0 koor­
dināta ir co , krustpunkts tādēļ atrodas bezgalībā un plaknes 
krustojās trijās parallēlās taisnēs. 

Ja pie A ( 1 = 0 ari pārējie A, , A 2 . A 5 ir 0, tad 
У о 1 = 0 О о : о 

о 

о у = °о 
krustpunkts nav noteikts, t.i. plaknes iet visas caur_vienu 
taisni. Atsevišķā gadijumā šī taisne var būt bezgalībā,tad do 
tās trīs plaknes ir parallēlās. 

Trīs plaknes E. = 0 , E 4= 0 , E 3= 0 krustojās parallēlās(at 
sevišķās vai sakrltošās) taisnēs, ja 

А. В 
A a 

A» 

i °i 
Вг С г 

B9 C i 

= 0 (45) 

Četrām plaknēm E, = 0 , Ek= 0 , E^= 0 , Ēi}= 0 vispārīgi nav 
kopēja punkta, bet ja viņām ir kopējs punkts P 0 = x |y0,'z0 

tad šī punkta koordinātām vajaga apmierināt augšējo četru 
plakņu nolīdzinajumus un tādēļ 

A,x 0 + B l y 0 + C,z 0 + D, = 0 
A 2 x 0 + 3 2y 0 + Ctz0 + D 2= 0 
A 3 * 0

 + B3 yo + C3 so + D3= 0 
Ai,xQ + В^у0 

о 
D A= 0 

Šiem četriem nehomogēniem nolīdzinajumiem ar trijiem nezinā­
miem vajaga kopēji pastāvēt,bet tas iespējams tad, ja 
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D = 
A, B» c, Pi 
A* Bi c a D, 
H B 3 

C3 D 5 

M Bi, C«, 

= 0 (46) 

Tā tad, ja četras plaknes krustojas vienā punkta, tad vajaga 
būt izpildītam augšējam noteikumi-m . 

24. Ja četri punkti P, = x, jy, ļz, , P t = X j j y z ļza,l3= * 3|y 3 ;z 5 

un P̂  = -7itilyti \7,A atrodas plaknē Ax + By 4- Cz + D = 0, tad viņu 
koordinātām vajaga apmierināt plaknes nolldzinājumu, ko izpil­
dot dabūjam četrus noIIdziņājumus 

Ax, + By L+ Cz, + D = 
AXj+ By 2+ Cz2+ B = 
Ax-+ By 3+ Cz 3+ D = 
Ax^+ By^+ Cztt+ D = 

Attiecībā uz četriem lielumiem A,B,C,D šie četri nolīdzinaju­
mi ir homogeni un nolīdzinajumi var kopēji pastāvēt tikai tad, 
ja determinants 

0 
0 
0 
0 

D = i 
2, 

Z* 

! = 0 (47) 

= V ^ o z Q dots 25- rlaknes E = 0 attālums d no punkta P 
ar formulu ( 1 6 ) 

d - xQcosa -f yocosp + z0cosy - P 
Formula rāda, ka d dabūjams, ieliekot plaknes normālnolldzinā-
jumā punkta P 0 koordinātas. 

Ja plaknes E = 0 nolīdzinajums dots vispārējā veidā, tad 
viņu pārveidoļjam normai veidā un d tad dabūjam kā norādīts. Tā 
tad,ja 
tad 

u n 

E = Az + By + Cz + D 
Ax + By + Cz + D N = - + 

0 

0 
1 1 1 . 
A A+ B + C Ax o + By 0 + Cz 0 + D (48) 

± V x 1. i 
A + B + C Saknes zīme, ka agrāk noradīts, jāņem pretēja D zīmei. Attā­

lums d tiek skaitīts no plaknes līdz punktam. 
Ja liekam nolldzinājumā (48) izQ = 0 

dabūjam plālaies attālumu no koordinātu sākama 0 -
D 

V_ = 0 , z„ = 0, tad 

o + 
V A" + B* + C7" 

(49) 

Agrāk jau izteikts p, koordinātu sakuma 0 attālums līdz plak­nei 
p = - - D 

i/a i + b 2 + e-
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= 0 

= 0 

d = p 
Plakņu asu nogriežņi tiek izteikti 

7 P. (50) 

a = _ Pj 
A 

un a f 

b = _ Pj E un b' 

c = _ Pj 
C 

un c' 

_ Si 
A 

B _ 
Nogriežņiem a, un a^ , b Lun ~bt , c, un Cj ir t ā 3 pašas zīmes, 
ja Dļ un Dx ir ar vienādam zīmēm. Tādā gadijumā abas plaknes 
atrodas vienā pusē no koordinātu sākuma 0 un formulā (50) jā­
ņem - zīme . 

c, un c^ Ja D, un DA' ir ar pretējām zīmēm, tad a, un , b, un b t, ir ar pretējām zīmēm tai koordinātu sākums 0 atrodas starp abām 
plaknēm. Formulā (50) tad jāņem + zīme. 

Piemērs i 
E, s 2x - y + 2z + 6 = 0 

E 2= 2 x - y + 2 z - 7 = 0 

6 6- 3 
-V2l+ (>lf+ 2 a 

= 2 

d = 

a. -

b, = 

\ + p, = 3 
- f = - 3 

= z 
+V7 3 

- 2 11 
3 

6 = - ^ = + 6 , b l = -
2 ^ 2 

- - 7 

Tā kā p arvien > 0, tad redzams, ka d 0 < 0, "bet 
I p I = |d0l 

ja punkts P Q un koordinātu sākums 0 atrodas vienā pusē no 
plaknes E = 0, tad d dabū - zīmi, bet ja plakne atradās starp 
0 un Pj, ,tad d dabū -H_zlmi. 

Divu parallēlu plakņu 
Ax + By + Cz + D, 
Ax + By + Cz + D^ 

attālumu d dabūjam + 
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+ \ / a * + b z4- c 1 ±^rY+ ¥ļ c-
E = N( V A X + B * + C* ) 

V A + iT+ C V A + 13 + C* 
un 

Ta tad simbols E izteic ar faktoru 

- \/ AX4- B*4- C 2 

reizinātu plaknes E = 0 attālumu no punkta P = xļyļz. 
27-Plākšņu šķipsna un plākšņu kūlis. 

Nolldz inā jumi 
E, = 0 un E x= 0 

dod divas plaknes, un ja apskatam abus nolldzinājumus kopēji, 
E ' = 0 1 (a) 
Ex= 0 j 

tad dabūjam taisni, kupā šīs plaknes krustojās.Punkti uz krus­
tošanās taisnes atrodas abās plaknes un tādēļ to koordinātām 
vajag apmierināt nolīdzinajumus (a), bet tad arī nolīdzinajums 

E, - A E Z =• 0 ( 5 D 
tiks apmierināts ar krustošanās taisnes punktu koordinātām. 

c - _ 6 - , - 4- 2 
— 2 ~~ ~~ > ^ u i — 2 — 2 

No asu nogriežņu zīmēm redzams, ka 0 atrodas starp abām plaknēm. 
26- Simbolu N un E ģeometriska 

nozīme. 
Ar N apzīmējam izteiksmi 

x cosa 4- y cosp + z cosy - p 
Ja dota plakne 

x cosa 4- y cosS 4- z cosy - p = 0 
tad šīs plaknes attālums d no punkta P Q = x 0|y 0ļz 0 tiek dote 

d = xDcosa 4- y0cosS 4- zQcosy - p 
bet ja punkts dots ar koordinātām P = xļyļz ,tad augšējā iz­
teiksmē jāievieto x 0,y 0,z Q vietā x,y,z un tad dabūjam 

d = x cosa 4- y cos3 4- z cosy - p 
Izteiksmi labajā pusē, saskaņā ar apzīmējumu, atvietojam ar 
simbolu N un tad d = N 
Redzams, ka simbolsļNJdod punkta ? = xļyjz attālumu no plak­
nes 

x cosa 4- y cosS + z cosy - p = 0 
vai arī! 

ļNjir punkta P = xļyļz attālums np plaknes 
N * o 

Nolīdzina jums d = N = 0 izteic, ka punkts ar koordinātām 
xļyļz atrodas uz plaknes N = 0. 

Ja 
E S Ax 4 By 4 Cz + D 

tad 
= Ax 4- By 4- Cz 4- D _ 
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- a = 0 plakne parallēla yz plaknei 
y - b = 0 n n 
z - c = 0 rt xy II 

Meklētais plakņu kuļa nolīdzinājums 
(x - a) -A(y - b) -/-(z - c) = 0 

a 1 s n e 
28. Taisne tiek dota kā divu plakņu E.= 0 un E 2= 0 krus­

tošanās rezultāts. 
Koordinātu asu nolldzinājumus dabūjam, krustojot divas ko­

ordinātu plaknes. x asi dabūjam, krustojot xy un zx plaknes. 
Tādā pat ceļā dabū arī y un z asu nolīdzina jumus'. 

5 = o ļ x = o I X = o ļ 
r - 0 ļ x a s s nol-ms z _ Q j y ass nol-ms _ Qj z ass nol-c 

Taisni, parallēlu z asij dabū, krustojot plakni, parallēlu yz 
plaknei ar plakni, parallēlu zx plaknei. Tāpat dabū, krustojot 
attiecīgas plaknes, arī taisni, parallēlu x asij un y asij. 

Nolldzinājumā (51)_A ir skaitlis - parametrs. Nolīdzinā-
jums ( 5 1 ) ir_pirmās kapes attiecībā uz x,y,z un tādēļ iztejc 
plakni. Tā kā krustošanās taisnes punktu koordinātas apmieri­
na tik pat nolldzinājumu E, = 0 ,kā ari nolldzinājumu E Z = 0 un 
arī nolldzinājumu 

E, - kE± = 0 

tad ar šo nolldzinājumu izteiktā plakne iet caur plakņu E , = 0 
un Ei= 0 krustošanās taisni g.Parametrs A var pieņemt co vēr­
tības. Katrai X vērtībai atbilst plakne caur g, tā tad noll­
dz inā jums izteic bezgalīgi daudz plaknes caur E, = 0 un E a= 0 
krustošanās taisni. Nolldzinājumu 

E S - Xex = 0 

sauc par plakņu šķipsnas nolīdzina jumu. 
Trīs plaknes 

E, = 0 

E t= 0 

E 3 = 0 ^ 
krustojās vienā punktā P Q un krustošanās punkta koordinātas 
apmierina katru no šiem nolldzinājumiem. 

Nolldz inā jums 
E, - A E X - /»$-1 = 0 

ir pirmās kapes, tā tad izteic plakni. Bet tā kā plakņu E, = v 0 , 
E 5 = 0 , E 3 = 0 krustpunkta P 0 koordinātas apmierina arī augšē­
jo nolldzinājumu, tad redzams, ka plakne 

E, - X~ĒZ - /«-E^ = 0 

iet caur punktu P Q. Parametri A u n k a t r s var pieņemt co vēr­
tības un tādēļ nolīdzinājums izteic co plaknes, plakņu kūli, 
caur P c. 

Nolldzinājumu E. - A E ^ — /*-E 4 = 0 (52) 
sauc par plakņu kūļa nolldzinājumu. 

Piemērs. 
Kāds nolīdzinājums plakņu kūlim caur punktu P v= ajbļc ? Punktu P varam domāt veidotu ar triju plakņu krustošanos 
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z = 
E = 

a"ļ taisne |j x = al taisne {} y = b"> taisne j| 
0 J xy plaknei; E _ Q j ys plaknei; E _ Q ļ zx plaknei 

Taisni koordinātu plaknē dabūjam, krustojot plakni E = 0 ar 
attiecošos koordinātu plakni. Šāda taisne tiek saukta par plak­
nes S pēdu liniju. 

.Tā tad 

: 3 
z 
E 
x 
E 
y : 

taisne xy plakne, vai arī plāknesEOpedu lini ja xy plakne 

yz " " n " E=0 " " yz 

zx " " " " E=0 • " zx 

Taisnes pēdu punktu xy plaknē dabūjam,liekot taisnes ncJ īdzi-
nājomā z = o, tad E = 0 ļ 

Ej= 0 V taisnes pēdu punkts xy plaknē 
z = 0 j 

Analogi dabūjami pēdu punkti yz un zx plaknēs. 
Taisni caur koordinātu sāļumu dabūjam krustojot, divas plak­

nes, kūpas iet caur koordināta sākumu 
A,x + B. y + C, z = 0 1 
Aa.x 4- B ty + C2 z = 0 ) 

29. Nolldz inā jumus 
A,x + B,y + C, z + D, = 0 "ļ 
A^x -l-BjV + CjZ+Ba^O J 

sauc par taisnes nolldzinājumu vispārējā veidā. Izslēdzot 
starp šiem nolldzinājumiem z, dabūjam nolldzinājumu starp x 
un y un izslēdzot y, dabūjam nolldzinājumu ar x un z. Šie no­
līdzina jumi pieņem veidu 

y = mx + b 
} (54) 

z — nx + c J 
Tie izteic to pašu tai3ni, kā (53) "un tiek saukti par taisnes 
nolldzinājumu normālā veidā. 

Kā redzams no taisnes normālnolldzinājuma,tad,lai noteiktu 
taisnes vietu un virzienu telpā, mazākais neatkarīgu parametru 
skaits ir četri. 

Ar nolldzinājumiem (53) taisne g tiek veidota, krustojot di­
vas vispārējas plaknes, bet ar nolldzinājumiem (54) tā pati 
taisne tiek veidota, krustojot divas atsevišķas plaknes.Flākne 
y = mx + b ir stateniska uz xy plaknes un plakne z = nx + c , 
stateniska uz zx plaknes, kā tas redzams zīmējumā. 

y = n taisne || x asij; x = a ) taisne j| y asij; x = a ļ ļ u " 1 ^ 
z = c 3 z = e ) y to b) l p J 

Taisni, parallēlu xy plākndabū, krustojot plakni, parallēlu xy 
plaknei ar kaut kādu plakni. Tādā pat ceļā dabū ari taisni,pa­
rallēlu yz plaknei un taisni, parallēlu zx plaknei. 
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Taisnes g projekcijas uz r/ un 2 1 plaknēm dabūjam 
V = mx + b "l . , . . -, -, 
J t taisnes g projekcija uz xy plaknes 
z = o J 

un „ _ _\ , • _ * 
> taisnes g projekcija uz zx plaknes. 

% = o ) 
Redzams, ka no līdzina jums 

y = mx + b 
apskatīts xy plaknē, dod taisnes projekciju uz xy plaknes. 
Analogi ieskatāms, ka nolīdzina jums 

z = nz + c 

dod taisnes g projekciju uz zz plaknes. 
Pastāvīgie lielumi m,b,n,c pilnīgi noteic taisnes vietu un 

virzienu telpā un tiek saukti par taisnes g koordinātām.Tā kā 
taisnes g projekcijas: nolīdzina jums xy plaknē ir 

y = mx + b 
tad m ir šīs projekcijas virziena koeficients un b viņas no­
grieznis uz y ass. 

Tāpat ieskatāms, ka n ir taisnes g projekcijas xz plaknē, 
virziena koeficients un c ir projekcijas nogrieznis uz z ass. 

Piemērs. 
Pārveidot taisnes vispārēju nolīdzinajumu 

1 
x + y - Z = 0 
2x + y + 2z - 12 = 0 

normālnolīdz inājumā. 
Izslēdzot starp nolīdzinajumiem z,dabūjam 

2x + y -r 2(x + y) - 12 = 0 
4x + 3y - 12 = 0 , y = 

Izslēdzot y dabūjam 

( t ) 

4 
4 X + 4 

x + 3z 

tā tad no11dziņājumi 

2x + (z - x) + 2z 
12 = 0 , 

- 12 
z = 

= 0 
j x + 4 

x + 4 
3 1 



- 38 -

dod meklēto taisnes normālnolīdzinājumu. 
Nolīdzinajums 

4 
7 = - ļ x -h 4 

_ 4 v_ ir dotās taisnes projekcijas nolīdzinajums xy plakne, - -j sis 
projekcijas virziena koeficients un 4 viņas nogrieznis uz y 
ass. -i 

Nolīdzina jums z = - y x f 4 
ir dotās taisnes projekcijas nolīdzinajums uz zi plaknes, - i 
ir šīs projekcijas virziena koeficients un 4 ir nogrieznis 
uz z ass. 

30. Nolīdzinajumi 
E, * A, x 4 B, y + C, z + B, = 0 ļ 
E 2= A*x + Bjy + C 1z + B a= 0 ) 

dod taisni g,. Šai taisnei parallēlas taisnes g a nolīdzināju-
mus dabūjam, krustojot plaknes EJ = 0 un = C, pie kam 
E! = C parallēla Et = 0 un Eļ = 0 parallēla E z= C. 

E' = 0 dabūjam, liekot nolīdzinājumā E. = 0 B, vietā D| un 
Eļ = 0 dabūjam, liekot nolīdzinājumā Ex= 0 B^ vietā D,' , un 
tad 

E,1 - A, x + B, y + C, z + B,' = 0 ļ 
Ej £ A 4x + BJLy + CJ.Z + = 0 j 

ir taisnes g^ nolīdzinajums, kopa parallēla taisnei g,. Salī­
dzinot taisnes gj un taisnes nolīdzinajumus redzam,ka tie 
atšķiras tikai absolūtā loceklī. 

Piemērs. 
Taisnes g( nolīdzināj-umi 

2x - y -i- 4z - 5 = 0 "ļ 
x +2y - 7z -!- 8 = 0 j 

Tai parallēlas taisnes g 2 nolīdzinajumi 
2x - y + 4z + D, = 0*1 
x + 2y - 7z + ī>z = 0 ) 

Ja noteicam, ka taisnei g^ jāiet caur punktu P = l|2,'4,tad šī 
punkta koordinātām vajag apmierināt taisnes g^ nolīdzinajumu. 
Ievietojot P koordinātas g,x nolīdzinājumā, dabūjam D, un D 2 

2 . 1 - 2 + 4.4 -r D, = 0 , D, = - 16 

1 + 2.2 - 7.4 + D 2 = 0 , Ljl = + 23 

un tad taisnes g^ nolīdzinājums, kopa parallēla taisnei g, un 
iet caur P ,ir 

2x - y 4- 4z - 1 6 = 0 *) 
> 

x + 2y - 7z -i- 23 = 0 J 
3 1 . Taisnes g virzienu dabūjam, atrodot virzienu taisnei 

g',kuņa iet caur koordinātu sākumu un parallēla taisnei g. 
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Apzīmējam taisnes g* virziena leņķus ar a,(3,y. Pieņemam uz g' 
pēc patikas punktu P Q = x

0i3 c
0|z o ar rādiusu vektoru r 0 , tad 

cosa = cos0 = o 
o 

cosy = 

cosa '. cosp 
x v z o "O. o cosy = —*- — • — = x * r ~ r ~ r„. o o o c y o (m) 

Ja taisnes g nolīdzinajums ir 
Af x + B, y -I- C, z -I- D, = 0 \ 

A 2x 4- B 4y + C 2z 4- D 2= 0 ) 

tad, tā kā g' |ļ g un g' iet caur koordinātu sākumu, g' nolī­
dzina jums ir 

A, x 4- B, y + C, z = 0 1 
A zx 4- Biy 4- C<z = 0 \ 

Punkts P Q atrodas uz g',tādēļ viņa koordinātām vajag apmieri­
nāt taisnes g' no11dziņājumu, tā tad 

' ' : ^ - - t : V / > S r - A » x o + B« yo + c« 2o * 0 

no šiem diviem homogeniem nolīdzinajumiem dabūjam 

xo • ̂ o zo = 

A, B, C, 
b . C| A. C| ļ A, B, 

Aj B, Ci -: C| 
* — i: 

A, B, 

4- - + Ci A 2 C 2 ! A 2 B1 

izteiksmi attiecībā (m),dabūjam 

sB'. cosy = | B , c, A» Ct ļ. A, B, ļ 
sB'. cosy = • 

Ct ļ. 
b J 

sB'. cosy = 
A* Cxj ' A, b J 

(555 

Apzīmējot determinantus ar A , A^A* un ievērojot formulu (12), 
dabūjam -

cos a = 4-

cos(3 4- (56) 

A, 4- 4- A3 

cos y 4-
4- A 2 4- A; 
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Piemērs. 

Kādi ir virziena koeficienti taisnei 
2 x - 3 y - z - 4 = C 
x + y - 2 z + 3 = P 

cosa : cos0 : cosy = 
2 
1 
4-

-3 -1 
1 -2 

- + 

1 
- 1 ! 
-2 i 

2 -1 
1 -2 

-3 
1 

7 : 3 

cosa = 
+ 3 + 

cosB = t — 2 

- Vēl 

§_ , cosy = q: -Vēj 
Zīmes augšējās formulās lietojamas vai nu visas + ,vai visas -. 

Taisnes g bezgalīgi tālo punktu varam darbūt, ejot no koor­
dinātu sākuma taisnes g vieziena ceļu u — co . 

Bezgalīgi tāla punkta B* koordinātas 
U = u cosaju cosPju cosy ; \I = co 

Dažreiz izdevīgi rēķinos ievest bezgalīgi tālo punktu,piemē­
ram I . 

Kādai vajag būt parametra A vērtībai, lai taisne 
A x - y 4- 2. = 0 1 

x - Ay + z = 0 i 
būtu parallēla plaknei 

E = 4 x - 4 y + z - 6 = 0 
Ja taisne parallēla plaknei E = 0, tad taisnes bezgalīgi tā­
lam punktam U vajaga atrasties plaknē E = O.lai dabūtu tais­
nes bezgalīgi tālā punkta U koordinātas, dabūjam taisnes vir­
ziena koeficientus j 

ļ \ -1 o 
cosa l cosp : cosy = ļ 1 -X 1 

tad 

-1 0 A 0 X -i 

-A i 
'. — i i ' i -X 

i) = i : A : ( Á 1 -­1) 
+ - + 

= ­ i : - A : (-> 
ū = v. 1 i u A | u (A*l 1) y 

Ieliekot šīs vērtības plaknes nolīdzinajumā, dabūjam 
4u ­ 4\:.X + uC'­jf­ 1) ­ 6 ­ 0 

nodalot ar u un liekot u = co ,dabūjam 
4 ­4A + A ­ 1 = 0 
A,= 3 ; A a = i 

Piemērs. 
Kāds ir plaknes nolīdzina jums, kupa iet caur P = OļljO un 

stateniska uz taisnes g 
2x - y + z = 0 
x + y - 2 z - l = 0 

Ja plakne ]_ uz g, tad viņai tādi paši virzienu koeficienti kā 
taisnei g. 
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Taisnes virzienu koeficientu attiecība 
" 2 - 1 1 

cosa : cosp 1 cosy = 
- 1 1 

1 -2 

ļ 

i 
\ 

¡ 2 1 » 

I 1 - 2 ļ 1 1 - 2 
+ - + 

= 1 : 5 : 3 
Meklētās plaknes nolīdzina jums 

Ax + By4-Cz4-B = 0 
Saskaņā ar formulu (41) 

a : b : c = cosa : cosp : cosy 
a : b : c = 1 : 5 : 3 

a = j>i ; b i ŗ 5 ; C = 9 3 

Plaknes no līdzina jums caur doto punktu P 
A(x - o) 4- B(y - 1) 4- C(z - o) = 0 

Ieliekot šinī nolīdzinajumā A,B,C vērtības, dabūjam meklēto 
nolīdzina jumu 

?l(x - o) + ? 5(y - 1) + f 3 ( 2 - 0) = 0 

x + 5y + 3z - 5 = 0 

2 -1 
1 1 

4- c ) 

32. Ja taisnes nolīdzinajums dots normaiveida 
y = mx 
z = nx 

tad pārrakstām to 
mx - y 4- o.z - b = 0 

nx 4- o.y - z 
Saskaņā ar formālu (55) dabūjam 

m -1 o 
n o - l 
4- - 4-

b = 0 ļ 
2 = 0 J 

cosa : cosp ¡ cosy = 
< 

-1 0 m - 1 

- - 1 ' |n - 1 n 0 

cosa *. cosp '. cosy = 1 I m ¡ n 
cosa = ^ . 1 ; cosp = ̂ .m )cosy = <̂ .n 

(57) 

9 = ± Vf 4- mx 4- r? 

cosa = 4- r ) cosp = qŗ m 
4- m 4- n V i 1 4 m + n 2 

Piemērs. 
Kādi virziena koeficienti taisnei 

y = 3x - ll 
9 = i - 3 J 

cosa '. cosp : cosy = 1 : 3 • 1 

,cosy = ŗ n 
Vl 4- m24- n2 

(58) 



- 42 -
ja divas taisnes parallelas,tad to nolxdzinajumi atšķiras ab­
solūtos locekļos. Taisnen 

y = dec + b *ļ 
z = nx + c ) 

parallelas taisnes nolīdzinajums 
y = mx + b * ļ 

z = nz + c 1 j 
33- Taisnes nolīdzinājumu caur doto punktu P Q = xcJ yo' zo 

ar dotu virzienu cosa,cosp,cosy dabūjam šādi. 
Fieņemam uz taisnes pēc patikas punktu . 
P = x|yļz ,tā attālumu no P apzīmējam ar A 
(mainīgs parametrs). 
Gabala A projekcijas uz koordinātu asīm tad 
ir 

x - X • , y - y^ , z - z„ o 1 J J o ' o 
un virziena koeficienti 

x - x 
cosa = o 

A 
No šejienes dabūjam 

cosp y - y o z - z 
A , cosy - 0 

À 

= x

o + À cosa 
y = y D + À cosp 
z = z

o + À cosy 
(59) 

Šos trīs nolīdzināīumus sauc par taisnes nolīdzinājumu 
paramétrageidā ( À parametrs). 

No augšējiem trim no11dziņājumiem dabūjam taisnes nolīdzi­
nājumu virziena veidā 

x - x o y - y o 
Ja dots,ka 
tad 

cosa cosp 
cosa '. cosp 

cosa = P L , cosp 

cosy (60) 

cosy m : n 

y u , cosp = p M 
un taisnes nolīdzinajums dabū veidu 

cosy = pN 

X - X o 
reizinot ar <̂  dabūjam 

x - x o 

y - y c 

y - y 0 

o £>N 

z - z 
(61) L M N ' 

Ja dots taisnes nolīdzinājums beidzamā veidā,tad tās virziena 
koeficientus dabūjam no izteiksmes 

cosa : cosp : cosy = L : M : N ( 6 l - ) 
Taisnes nolīdzinājumu caur Pt = x, |y ļz, un P^= x^jy^ ļz^ dabū­
jam sekojošā ceļā. Šīs taisnes virziena koeficienti dabūjami no 

cosa ; cosp '. cosy = x^- x } '. y2 z a- z, 
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Holl dzina juma 
X - X , Y - y, Z - Z . . ! I \ 

HSiTa = fesß1 = coF V ^ t a i s n e caur x ^ \z) ievedām virzienu koeficientiem proporcionālos lielumus x x- x t, 
y.- y~\ >  z i ~ zi ~ u n dabūjam taisnes nolīdzinājumu caur diviem 
punktiem 

(62) - z - z, 
% - y» 

Taisnes nolīdzinājumu caur diviem punktiem dabūjam arī parame­
tra veida, ievērojot, ka tekošais punkts P = xļyļz dala gabalu 
P( P.̂  attiecība X un tad saskaņā ar Nr .10 

y 

z -

A x%~ 
ā - i 

X sj -y. 
1 i 

k z, -
z » 

A - i 

i (63) 

Piemērs. 
Kāds ir taisnes nolīdzinājums caur P̂  = 2 ļ 0 ļ i un P 2= —1 ļ0ļ3 

x - 2 v - o z - 1 
- 1 - 2 

x - 2 
o 
y_ 

o 
o 

3 - 1 
z - 1 

o 
Šeit vidējais dalijums dabū vērtību co . Eet ievērojot,ka pie 
galīgiem x un z pirmais un trešais dalijums dod galīgas vēr­
tības, tādēļ arī vidējam dalījumam vajaga dot galīgu vērtību, 
kas iespējams, ja y = o. 

dod 

un 

x - 2 _ z - 1 
-3 " 2 

2(x - 2) = - 3(z - 1 ) 
2x + 3z - ? = 0 ļ 

y = o \ 
dod taisnes nolīdzinājumu dotā gadijuma. 

34. Divas taisnes šķērsojās vispārējā gadījumā, viņām 
tad nav kopēja punkta. 

Taisni gf dabūjam ar plakņu E, = 0 un E ^ 0 krustošanu; tā­
pat taisni g^ dabūjam ar plakņu E^= 0 un Ej,= 0 krustošanu. Ja 
taisnes krustojās, tad krustošanās punkts ir g, un g 2 kopējs punkts,caur kuru tad arī iet plaknes E, = 0 
~Ek= 0 

% = 0 E 3= 0 un 
Šie četri nolīdzinajumi ir nehomogēni attiecībā uz x;y,z un tādēļ var kopēji pastāvēt, ja viņu koeficientu determinants 

A = 

i 
A 

A* 
Ai, 

b , 

b 3 

'Bļ 

-2 3, 
B 3 

= 0 (64) 

Ta tad augšēja izteiksme ir noteikums, kuru izpilda divas 
krustojošas taisnes. 
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35- Leņķi starp taisnēm g { un g 0 dabū no formulas 
ļ, / /%i cost? = cosa, c o H a , + cosč, COSP2+ ccsy( C O S T ^ . 

Ja taisnes nolīdzinajumi doti vispārēja veida, 
tad virziena koeficienti aprēķināmi ka agrāk 

7 norādīts un ieliekami augšēja formulā. 
Ja taisnes nolīdzinajumi doti normālā veidā, tad 

cosaj : cosp, ! C O S Y , : 1 = 1 : m, : n,, : - y l + m*4- n* 

cosaz. cosp^. C O SYJ J _ . 1 = 1 : m a; n.L. - V I + rnx+ n% un 
cos ̂ 0 _ 1 + m. m^-h n, no, (65) 

V'l + nif + n x . V 1 4- b&+ n\ 
Taisne g t dota caur punktu P, = x, ļy, ļ z, un taisne g^ caur 
punktu P a= x zļy a ļz 2, tad viņu nolīdzinājumi ir 

x - x. y - y, z - z, 

x - x a y - y 4 z - z a 

un L ? . N 2 

cos - L i L 2 . + M i M ^ + Ni lh (66) 

Ja taisnes stateniskas, tad n) = 90° un cos -~D - 0, bet tad 
pirmā gadijumā (65) 

1 + m, 111,+ n. n,v= 0 (67 

un otrā gadi jumā (66) 
L, L%+ M, M a+ 1^= 0 (68) 

Ja taisnes parallelas, tad pirmā gadijumā 



- *5 
un otra gadijiena 

Piemērs. 
Kādu leņķi veido taisnes 
x - 2y + 2 = 0") 
X + y - 2 - 1 -

cosa, £ cos(3, : cosy, = 

cosa^. cosp^. cos-v-^ 

cos 1? = 

0 ) un 

Mi h 

x - 2y + z = 0 ļ 
2 x - y - 2 z + 5 = o) 

(70) 

1 -2 - i -2 -1 1 - i 1 -2Ī 
1 1 - i = * — • 

f - + 1 -1 1 1 1 1 

1 -2 i -2 1 1 1 1 -2 
2 — X = " — 

+ - + -1 -2 2 -2 2 _1 

+ 0' 4 + 3 3 4 

=3-0:3 

=5:4:3 

J7. f . V ^ h - 4 X+ 3* \/ 3 + 0 + 3' 
Piemērs. 

Kāds taisnes g nolīdzinajums, kura iet caur P = a|bļc un 
stateniska uz taisnēm g^ un g a ? 

{ x L, Mj IT, un Z - Zļ 

Meklētas taisnes g nolīdzina jums caur punktu P ir 
x - a y - b z - c 7 ~ b U ) L ~ M ~~ N 

Šeit L,M,N, lielumi, proporcionāli meklētās taisnes koeficien­
tiem, nav zināmi, bet jādabū no uzdevuma datiem g ļ g, un 
g i g a 

Ja g i uz g, ,tad 
LL, + MM, + NN| - 0 

Ja g ļ uz g« ,tad 
LL^ + IM% + N % = 0 

Nezināmo lielumu L,M,N attiecības dabūjam no šiem diviem homo­
geniem nolīdzinajumiem 

M N = 
Lj M, K, I 

M, 11, L. N, i 
L, M, i Lj, M-ļ Nj_ 

I 
M, 11, • • - 1 1 1 

+ - + L 2 E 2 L Z M 2j 
(71) 

Ievērojot šo izteiksmi, taisnes meklēto nolīdzinajumu -(a)va­
ram rakstīt 

x - a _ y - b _ z - c (72) 
ļ 1L N.j 'i 

M x Kal 

L, N, M, 

Šis nolīdzina jums dod uzdevuma atrisinājušai. 
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sin<p = cosijj = cosa, cosaj+ cosp, cosp24- cosyt cosy1 

Tā tad, ja doti plaknes un taisnes nolīdzinajumi 
A x + B y + C z + D = 0 

* - *. - y ~ y. _ z - z, 
L M ~ N 

Saskaņā ar formulām (39) un ( 6 l - ) dabūjam 
AL + Bal + CN 

(73) 

im<p = 

Ja taisne g parallēla plaknei E , tad <p = o , sin<p = o 
u n AL 4- BM 4- CN = 0 , 

(74) 

(75) 
ir noteikums, lai g "butu parallēla plaknei E = 0. 

Ja taisne g stateniska uz plaknes E = 0, tad 
cosa, = cosa^ , 

cosa + "VA V+ ET+ C 5 
JcosP, = ŗ 

cosPj = COSPj^ , COSY, = C O S Y a 

B 

T v 2 
cosajj_= x 

V I S M V N * 

; c o s p 1 = 

4- B 4- C 
M 

c o s T ļ = + 
- V ^ T b ^ C 5 

+ "V /L 2+ M a+ N a 

;cosy. N 
*2 4-

Seko B 
M 

c 
N 

&t+ NC 

(76) 

Ja taisnes nolīdzinajums dots vispārējā veidā vai normālveida, 
tad ar agrāk norādītiem paņēmieniem jāizrēķina cosa^,cosP^. un 
cosyi un jāievieto formulā ( 7 3 ) -

37- Taisnes g krustpunktu ar plakni E = 0 dabū atslēdzot 
attiecībā uz x,y,z noIIdziņājumus 

Â  X 4- B, y 4- C, z 4- D, = 0 (plaknes no Ildzina jums) 
A 2x 4- BlY 4- Czz 4- B x = 0\ ( t a i s m B S nolīdzina jums) 
A^x 4- B 3y 4- C 3z 4- B 3= Oj 

jo krustpunkta koordinātas kopējas visām trijām plaknēm.Krust­
punkta koordinātas dabūjam no izteiksmes 

A, Bt C, D, 
Aj. Bļ Cjļ D2 1 = 
A 3 B s 

4-
D 3 

4-

(74) 

Taisne un plakne. 
36. Leņķis starp taisni g un plakni ir leņķis <p, starp 

taisni g un viņas projekciju g 1 uz šis plaknes.Leņķis ty=90°-(p 
' ^t^/S cosiļ) = cos(90° - <p) = sincp 

7 Ja plaknes virziena koeficienti ir 
^ / cosa, , c o s P t ,cosy, un taisnes g virzie­

na koeficienti cosa^,cos3i ,cosy 1 , tad 
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A 2 B t C a 

A 3 B 3 C 3 

jo tad vismaz viena krustpunkta koordināta būs oo . 

A, B, C, 
= 0 (75) 

j>8c Plaknes nolīdzinajumu caur dotu taisni dabu,veidojot plakņu šķipsnu caur doto taisni g. 
A,x + B4 y -i- C, z + D,= 0 1 
A 2x + B 1y + C tz + D 2= 0 j t a i s n e 6 

Plakņu šķipsnas nolīdzinajums 
A, x + B, y + z + D, - k (A2x + Bzj + C az + D 2 ) = 0 

Pie katras A vērtības šis nolīdzinājums izteic plakni caur 
taisni g. 

Piemērs. 
Dabūt plaknes nolīdzinajumu, kura iet caur punktu 

P Q = 2|0|i un taisni 
2 x _ y -i- z = 0 ļ t a i s n e g 

x + y - 2 z - l = 0 ) 
Taišņu šķipsna caur g 

2x - y + z - A U + y - 2z - 1) = 0 ....(u) 
Šinī šķipsnā atrodas arī meklētā plakne. Tā kā P Q jāatrodas 
meklētā plaknē, tad P^ koordinātām vajag apmierināt šīs plak­
nes nolīdzinajumu (u), tā tad 

2.2 - 1.0 + 1 - A (1.2 + 1.0 - 2.1 - 1) = 0 

Ievietojot šo A vērtību nolīdzinajuma (u),dabūjam meklēto no­
līdzina jumu 

Ja taisnes nolīdzinajumi doti normaiveidā,tad rakstam viņus 
mx - y + b = Oļ 
nx - z + c =• 0 ( 

un koeficientus ievietojam augšējā izfceiksoē. 
Ja taisnes nolīdzinajums dots veidā 

L U N 3 

t a d x = x( + Ls , y, = y + Ms , z,= z + Ns (u) 
Krustpunkts atrodas arī uz plaknes un tādēļ, ja punkts 
P_= xļyļz _ir krustpunkts, tad viņa koordinātām vajag apmieri­
nāt ari plaknes nolīdzinajumu) tā tad 

A(x,+ Ls) + B(y + Ms) + C(z -I- Ns) + D = 0 
seko 

Ax,+ By, + Cz,+ D + s(AL + BM + CN)+ D = 0 
_ _ Ax, + By. + Czt + D 
s AL + BM + CN 

ievietojot s vērtības nolīdzinajumos (u), dabūjam krustpunkta 
koordinātas. 

Ja taisne parallēla plaknei, tad apakšdeterminants 



- 48 -

X - x ( y - y( z - z, 
L 1S N = 0 

A B C 
Attīstot šo determinantu attiecībā uz pirmo^rindu, dabūjam_ 
pirmās kapes nolīdzinajumu starp x,y,z, kupš tad ir meklētas 
plaknes nolīdzinajums. 

39- Plaknes nolīdzinājumu caur divām parallelem taisnēm 
g (un g 2 dabū sekojošā kārtā 

L M N taisne g, ; 

^ T ^ l = Z T Ä = T ^ 1 (taisne g.) 
Liekam plakni caur P, = x, ļy, j z, 

A(x - x, ) + B(y - y, ) + C(z - Z f ) = 0 

Tā kā šī plakne jāved parallēli taisnēm g t un g, ,tad vaja­
dzīgs, lai būtu izpildīts noteikums 

AL + BM + CN = 0 

Meklētai plaknei jāiet arī caur P 4 = x^jyjjz^ ,tādēļ arī 
A(x a- x, ) + B(y£ - yt ) + C(z a- z, ) = 0 

Šie trīs, attiecībā uz A,B,C homogeni nclīdzinājumi var kopē­
ji pastāvēt, ja 

x - x, y - y, z - z, i 
L M N 1 = 0 

Attīstot determinantu pēc pirmās rindas, dabūjam meklētās 
plaknes nolīdzinājumu. 

2x - y 4- z - (-5)(x + y - 2z - 1) = 0 

'/x -1 4y - 9z - 5 = 0 

Piemērs. 
Dabūt plaknes nolīdzinājumu, kura iet caur taisni g 

*-...*» - 3r - y, = z - z, L M N 
un stāv J_ uz plaknes 

Ax+ By +Cz + D" = 0 (k) 
Veidojam plakņu kūli caur P = x, ļy, ļz, 

(x - x,) -A(y - y, ) -/c( z - z, ) = 0 (m) 
Izņemam no šī kūļa plakni, kupa parallēla g, tad saskaņā ar 
(75) jāizpilda noteikums 

L . l + M(-A) + = 0 (o) 
lai plakne (m) būtu arī X u z dotās plaknes (k),tad saskaņā 
ar (43) jāizpilda arī noteikums 

AI + B(- ty + C ( - a O = 0 (p) 
Divi nezināmie A unyK. atrodas trijos nehomogēnos nolīdzināju-
mos (m),(o),(p). Šie nolīdzinajumi var kopēji pastāvēt,ja vi­
su koeficientu determinants ir 0, tā tad 
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40. Vest taisni no punkta P = aļbļc uz taisnes 

L M N (a) 
Meklētais statenis ir dabūjams kā krustošanās taisne starp 
plaknēm, no kopām viena iet caur doto taisni un doto punktu P 
un otra iet caur doto punktu P un stateniska uz dotās taisnes. 

Plakne caur P = aļbļc un ļ uz taisnes (a) 
L(x - a) 4- M(y - b) + N(z - c) = 0 

Plakne caur taisni (a)unP=ajbļc '. 
liekam plaknei iet caur P = aļbļc 

A(x - a) + B(y - b) + C(z - c) = 0 
Tā kā šl plakne parallēla taisnei (a), tad vajaga būt 

AL + BM 4- CN = 0 

(P) 

(y) 

(6) 
un ta ka plakne (y) iet ari caur taisni (a), tad viņai jāiet 
arī caur P, = x^ļyļ ļz, ,kas dod 

A(x,- a) + B(y, - b) + C(z,- c) = 0 (e) 
Plaknes nolīdzinajumu, caur taisni (a) un punktu P = aļbļc 
dabūjam ievērojot, ka trīs homogeni nolīdzinajumi (y),(6), 
(e) ar nezināmiem A,B,G var kopēji pastāvēt,ja koeficientu 
determinants 

x - a 
L 

x( - a 

z - c 
N 
- c 

= o (A) 
y - b 
M 

y, -- b z, 
Nolīdzinajumi (p) un (A) dod meklēto stateņa nolīdzinajumu. 

41. Dabūt plaknes nolīdzinajumu, kupa iet caur P = aļbļc 
un parallēla taisnēm g | un g^ 

X - X , y - y. -z - z, M, 
X — X , y - y* z - z ? 

N 4 

(a) 

(P) 

Vedam plakni caur^P ar nolīdzinajumu (y). Ar nolīdzinajumu. 
(ō) izteicam, ka šī plakne ir parallēla g, un ar nolīdzinaju­
mu (&) izteicam, ka plakne ir parallēla g.̂  

A(x - a) + B(y - b) 4- C(y - c) = 0 (y) 
AL t 4- BM, 4- CN, = 0 (6) 
AL t 4- BM X 4- C % = 0 (s) 

Nolīdzina jumi (y),(6),(e) homogeni attiecībā uz A,B,C un var 
kopēji pastāvēt, ja 

x - a y - b z - c 
h M, N, 
u M 2 N a 

0 (A) 

Izteiksme (A) dod meklētas plaknes nolīdzinajumu. 
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42. Dabūt plaknes nolīdzinajurau, kura iet caur taisni g, 
x_z_z, = yj£j5 = z_-_ z, / n 
L, M, N. v a ' 

un parallēla taisnei g^ 
X - X , _ y - y, _ Z - Zņ 

Li M 4 Nj. (P) 

Plaknes no līdzina jums caur taisnes g, punktu P, = x. ļy, ļzj ir 
A(x - x, ) + B(y - y, ) + C(z - z» ) = 0 (y) 

Tā kā šī plakne parallēla taisnei g,,tad vajaga būt 
AL, + BM,+ CN, = 0 (6) 

Plakne (y) parallēla ari taisnei g* un tādēļ 
AL 2+ Bli%+ CN a = 0 (e) 

Nolīdzinajumi (y),(6),(e) attiecībā uz A,B,C homogeni,tādēļ 
var kopēji pastāvēt, ja 

(A) 
X - X , y - y, z - zx 

T 
L | M, N, - 0 : . . . . 

Nolīdzinajums (A) dod 
L X 

Nolīdzinajums (A) dod meklēto plakni. 
43. Noteikums, kad divas taisnes krustojā3. 

Dotas taisnes 
X — Xļ y V y»= 2 - z* — n 
h M, Nj 

X - x 7 _ y ~ Y*_ 2 - ¿5* ­ 0 
Li M5. N^ 

Liekam plakni caur taisni (00) parallēlu taisnei (P) 
- X. y ­ Ji z ­ z, 

(a) 

N> 

Nn 

0 ( T ) 

Ja taisnes (ot) un (p) krustojās, tad punktam P̂  = Ķ%ļyi\z% va­
jaga atrasties uz plaknes (y) un tādēļ tā koordinātam vajaga 
apmierināt nolīdzinajumu (yj, tas dod 

L! 
L l 

z, 
Mi N, 0 --(6) 

Izteiksme (6) dod noteikumu, kuram vajag but izpildītam, ja 
taisnes (a) un (8) krustojās. 

44. īsākais attālums d starp divām taisnēm. 
Dotas taisnes 

x - x, _ y - y, _ z_ 
M, 

7- ~ X , _ y ~ V ļ _ 

I*. ~ Mn. 

» 1 

Na 

(o) 

(P) 

Meklētais attālums dabūjams kā statenis no kaut kura taisnes 
(0) punkta, piemēram Fz = x, |yaļz, .uz plaknes, kura iet caur taisni (a) un parallēla taisnei ( P ) -
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Ta tad plaknes nolīdzinajums, kupa iet caur taisni (a) un pa-
rallēla taisnei (p) 

M, N, 
M 1 E a 

(x-x, )+ (-) 
L, N, 

z - x, y Z Z , 

if N, = 0 ... (Y> 
M x H, 

dabūjam 

(y-y,) + 
L, Mj 

(z-z,) = 0 (6) 

Plaknes (y) attālums d no taisnes (B) punkta P = X/Jy^Jz^ ir 

d = 

L | LI, 

V 
M, 11 L, N, 1 TT 

*•! M, 
Mi » l r + **2 

Virsmu veidošana. 
45- Līkne telpā tiek dota ar diviem nolīdzinajumiem,satu­

rošiem koordinātas x,y,z. Ja noIIdziņājumos atrodas ari mai­
nīgs parametrs u, tad nolīdzinajumi dod ne vienu vien Ilkni, 
bet vienkāršu bezgalīgu daudzumu līkņu. Tā tad, ja nolldzina-
jumos 

F(x,y,z,u) = 0 
<p(x,y,z,u) = 0 

pārejam nepārtraukti no kādas parametra u vērtības uz citu 
vērtību, tad ar no II dziņā jumiem (ļ) izteiktā līkne kastās ne­
pārtraukti un veido virsmu. Kustošo līkni sauc par veiduli. 

Atslēdzot noIIdziņājumus attiecībā uz u ,dabūjam 
u = f(x,y,z) (X§) 
u = ļj>(x,y,z) 

seko 
f(x,y,z) - $(z,y,z) = 0 (2) 

Šinī noIIdziņā jumā nav u, tas izteic virsmu^ kupa iet caur 
līkni ( 1 ) , jo tas ir apmierināts ar tiem pašiem x,y,z,kupi 
apmierina līknes nolīdzina jumus ( 1 ) vai (1-). ĪTolī dziņā jumu 
(2) varam rakstīt 

Cp(x,y,z) = 0 (3) 
un to, kā redzams, dabūjam, izslēdzot u starp nolīdzinajumiem 
(l). Nolīdzinājums ( 3 ) dod to virsmu, kupa tiek veidota ar 
kustošo Ilkni ( 1 ) - veiduli. 

Ja veidules no līdzina jumos 
F(x,y,z,u,v) = 0 (4) 
<p(x,y,z,u,v) = 0 

atrodas divi mainīgi parametri u,v, tad mainoties u un v dabū­
jam oo2, līknes, bet ja ar kādu likumu no ooa daudzuma līkņu 
izņemam oo* līknes, tad šis daudzums veido atkal virsmu.Likums 
tiek izteikts ar sakara nolldzinājumu starp u un v 

tJ)(u,v) = 0 (5) 
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Izslēdzot divus mainīgos, u un v, starp trijiem nolīdzinaju­
miem (4) un ( 5 ) , dabūjam veidotās virsmas nolīdzinajumu. 

Apskatītā gadijumā no oo* daudzuma līkņu izņemam ao' daudzu­
mu līkņu,dodot sakara nolīdzinajumu (*>). 3o izņemšanu var arī 
izdarīt noteicot, ka veidulei vietu mainot, arvien jākrusto 
kada noteikta nekustoša līkne, kuru tad sauc par vaduli. Uz 
vadules ir oo' punktu un novooa daudzuma līkņu, kuras dotas ar 
nolīdzina jumiem (4) ar augšējo noteikumu tiek izņemts tikai 
oo1 daudzums tas līknes, kuras krusto vaduli. Šīs izņemtās līk­
nes veido virsmu. Ta tad sakara nolīdzinājuma (5) vietā dodam 
taisnes - vadules nolīdzinājumus. Noteikums, ka kustošā veidu­
le arvien krusto vaduli nozīmē, ka vajaga būt tādai vērtību 
sistēmai x,y,z, kas apmierina vienā laikā nolīdzinajumu sistē­
mu 

x,y,z dabūjam vienu nolīdzinājumu, ar u un v, kas atbilst sa­
kara nolīdzinajumam ( 5 ) . 

Ja līknes nolīdzinājuma atrodas trīs mainīgi parametri 
u,v,w, tad vajadzīgi divi noteikuma nolīdzinajumi starp^u,v 
un w, lai no oo3 daudzuma līkņu izņemtu00 daudzumu,bet šos 
noteikumu vai sakaru nolīdzinājumus varam dabūt, dodot divas 
vadules, jo katra vadule dod vienu sakara nolīdzinājumu starp 
parametriem. 

Vispārīgi varam teikt ka, ja veidules nolīdzinājuma atro­
das n mainīgi parametri, tad vajadzīgi n-1 noteikuma vai sa­
kara nolīdzinājumi starp parametriem. Izslēdzot šos parame­
trus starp (n-1) sakara nolīdzinājumiem un diviem veidules no­
līdz inā jumiem, dabūjam veidotās virsmas nolīdzinājumu. 

No teiktā par vaduli redzams ka,ja veidules nolīdzinājuma 
ir n mainīgi parametri, tad (n-i) noteikumu vietā varam dot 
n-1 vadules. 

Virsmu veidojošā kustošā linija var arī būt taisne.Kā re-_ 
dzam no taisnes normālnolīdzinājuma^ to- noteic četri neatkarī­
gi parametri un tādēļ,ievērojot augšējo, lai kustošā taisne 
veidotu virsmu, vajadzīgas trīs vadules. 

Ja dots nekustošs "punkts F_ = X^\y-lz~ ,caur kuru jāiet 
o o 1 o 1 o ' 

veidulei, tad ieliekot šī punkta koordinātas veidules nolīdzi­
na jumos, dabūjam divus noteikuma-sakara nolīdzinajumus starp 
parametriem. Lai veidulei paliktu kustības brīvība,tad redzams, 
ka sada gadijumā tās nolīdzinajumos vajaga atrastiea^visnaz 
trim parametriem. No augšējā arī redzams, ka nekustošs punkts 
atvieto divas vadules. 

Ja telpā taisne griezās ap uz viņas atrodošu nekustošu 
punktu,vtad viņa veido virsmu, kuru sauc par konusa virsmu, nekustošais punkts ir konusa virsotne. 

Ja nekustošā punkta koordinātas P = x
0 | y o ! z

0 ,tad veidu 
Ies nolīdzinajums ir 

(veidule) 

46. Konusu virsmas. 

vai ari L 
y - ̂ o 
M 

z - z 0 

X - y - 7, Z - z 



liekam M 
L

 = 1 1 
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tad u un v ir veidules mainīgie parametri un 

seko 

X — x 
_ 3 

1 

У ­ 7r 

У ­ У, 
u 

u un 
z ­ z. 

= V (1) 
0 0 

Ja dots sakara nolīdzina jums, kas veidules kustību noteic 
<p(u,v) = 0 (2) 

tad_ievedot šinī nolīdzina jumā vērtības no (1), dabūjam vei­
dotas konusa virsmas nolīdzinajumu 

x ­ x Q ' 
z ­ z 
X - X 

a ) 0 (3) 

Ja veidule iet caur koordinātu sakumu, tad 
x

o
 = 7 0

 = Z

o 0 
un veidotas konusa virsmas nolīdzinajums dod veidu 

У z > = (4) 
Šāda veida nolīdzinajumus (3) un (4) sauc par homogenu 

attiecībā uz viņos atrodošamies argumentiem. 
Sakara nolīdzinajuma vietā var dot vaduli un tad konusa 

virsma noteikta ar virsotni un vaduli. 
Piemērs. 

Dabūt konusa virsmas nolīdzinajumu, kuras virsotne at­
rodas koordinātu sākumā, vadule riņķis ar rādiusu a un centru 
uz z ass, attālumā c no xy plaknes.pLiņķa plakne ļ_ uz z ass. 

Veidules nolīdzinajums veidne 
y ^ | (m un n mainīgi parametri) 
z = nx ) 

Vadules nolīdzinajums 
x*+ y*- r* = 0 \ 

2 = C j 
Izslēdzam x,y,z starp veidules un va-

»y dules nolīdzinajumiem 
z = c 

2 
x = П n 

_, mc 
у = mx = — 

Ieliekot šis vērtības vadules pirmā nolīdzinajuma, dabūjam 
sakara nolīdzina jumu starp parametriem m un n 

• x т г с * 

+ ­ r x = 0 (s) 
n 

Izslēdzot m un n starp šo nolidzinajumu un veidules nolīdzi­
na jumu, dabūjam veidotās konusa virsmas nolīdzinajumu 
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(-f vx' (I? 
* 0 

x* + y* 

47- Cilindru virsmas. 
Ja taisne kustēs telpā, nemainot savu virzienu, tad viņa 

veido cilindra virsmu. 
Ja taisnes noIIdziņājumos 

( 1 ) 
A, x + B, y + C, z + Df = 0 

A 1x + B 1y + CXZ + Vt = 0 

Pieņemam D un D^ kā mainīgus parametrus un rakstam nolīdzi­
na jumus 

A, x + B, y + G, z = u "\ ' ^ 2 ) 
^ x + B ay + Cj.z = v } 

tad pie mainīgiem u un v dabūjam co* parallēlas taisnes telpā 
un dodot sakara nolīdzinajumu 

<p(u,v) = G (3) 
no oo*- daudzuma izņemam oo' taisnes, kuru ģeometriskā vieta ir 
cilindra virsma. 

Liekot u,v vietā nolīdzinajumā (3) u un v vērtības no 
( 2 ) , dabūjam veidotas cilindra virsmas nolīdzinajumu 

(pf(A,x + E,y + Ctz),(A2x + B^j + Cxz)] = 0 
Redzam, ka šis^nolīdzinājums ir funkcija nc divām lineārām 
izteiksmēm iekš x,y,z. 

Ja šinīs izteiksmēs trūkst,piemēram, koordināta z.tad ci­
lindra virsma _ļ_ uz xy plaknes. 

Sakara nolīdzinajuma vietā varam dot vaduli. 
Piemērs. 

Dabūt cilindra virsmas nolīdzinajumu, kuras vadule riņķis 
xy plaknē ar rādiusu r un centru koordinātu sākumā.Veidule 
taisne, kuras leņķi ar x asi a = 60°,ar y asi P = 45° un ar 
z asi y — ir šauri. 

Veidules nolīdzinājums 
x - u _ y - v _ z - o 
L ~ M ~ N 

Še uļv|o tā mainīgā punkta koordinātas xy plaknē, caur kuru 
veidule iet. 

cos'la + cos P + cos y = (^7+ V'2) + c o s T — i 

cosy = \ 
tad 

cosa : cosp : cosy = ^ " ̂  \/2 .* 

L : M : N - 1 *. \/2 ! 1 
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x -_u _ y - V _ z 
" 1 " ~ , Ap 1 
x_-_u _ z 

1 I 
y - v _ z 

\/2 ' 1 

x - z - u | v e i d u l e 

y - \/2 z = v J 

z = o ļ v a d u l e 

Izslēdzam x,y,z starp veidules un vadules nolīdzinajumiem 
u a+ v 1- 1*= 0 (sakara nolīdzinajums) 

Izslēdzot starp sakara un veidules nolīdzinajumiem u un v,da­
būjam meklēto virsmas nolīdzinajuma 

(x - zf+ (y - V2 zf = r1 

48. Konoidi. 
Ja veidule ir taisne, tad viņas normālnolīdzinājumā atrodas 
četri parametri m,n,b,c. Kā agrāk redzējām, tad pie četriem 
parametriem vajadzīgas trīs vadījies. 

Fie konusa veidošanas dota vadule un punkts (karš atvieto 
divas vadules) ar galīgām koordinātām. 

Pie cilindra veidošanas dota vadule un punkts (atvieto di­
vas vadules) bezgalībā. Abos gadījumos veidule katrcs divos 
sekojošos stāvokļos krustojās. Konusu veidojot,veidule-taisne 
atrodas griezes kustībā\ cilindru veidojot, veidule atrodas 
virzes kustībā. 

Ja veidule-taisne kustas tā, kā pēc patikas ņemtcs divos 
sekojošos stāvokļos veidules nekrustojās, tad tādu veidules 
kustību sauc par skrūves kustību un tā ir sastādama no griezes 
un virzes kustībām. 

Taisnes skrūves kastība vispārēji ir noteikta ar trim va-
dulēm.^Ja viena vadule ir taisne galībā, otra vadule taisne 
bezgalībā un trešā vadule pēc patikas līkne, tad ar taisnes 
veidules kustību veidotā virsma tiek saukta par konoidu. 

Ta tad konoids tiek veidots ar veidules-taisnes kastību, 
veidulei arvien krustojot pirmo vaduli-taisni,otru vaduli pēc 
patikas līkai un trešo vaduli bezgalīgi tāle taisni,t.i.vei­
dule kustas parallēli plaknei, kupā šī bezgalīgi tāla taisne 
atrodas. Minēto plakni sauc par virzienojoso plakai.Ja vadu-
le-taisne stateniska uz virzienojušas plaknes, tad veidotais 
konoids taisns, pretējā gadījumā slīps. 

Ja vadule-taisne sakrīt ar x asi, tad taisna konoida vir­
zieno jošā plakne ir yz plakne. Tad taisnes-veidules nolīdzi-
najums^ kupa krusto x asi un parallēla yz plaknei (t.i.krus­
to tanī atrodošos bezgalīgi tālo taisni) ir 

. (veidule) x = u 
z = vy 

Ja ar trešās vadules palīdzību dabūts sakars starp u un v 
tp(ū,v) = 0 

tad izslēdzot starp šo nolīdzinājumu un veidules nolīdzināju-
mu u un v, dabūjam veidotās virsmas nolīdzinājumu 



un atslēdzot attiecība uz x 
* = f < l ) 

Piemērs. 
Dabūt taisna konoida nolīdzinajumu, kura pirmā vadule ir x 

ass_un otra vadule arī taisne, kura krustOvy asi stateniski attālumā b no koordinātu sākuma.Virzienojušā plakne ir yz plak­
ne . 

Kā redzējām, veidules nolīdzinājums,kura krusto pirmo vadu-
li (x asi) un otro vaduli (bezgalīgi tālo taisni yz plaknē)ir 

(veidule) X = u 
z = vy 

vadules nelīdz inājums, tās taisnes nelīdzinājums, kura J_ uz y 
ases ar krustpunktu attālumā b no koordinātu sākuma 

y = b 
x = kz i (vadule) 

Izslēdzam x,y,z starp veidules un vadules nolīdzinajumiem 
x 
k z = 

K 

u 
k 
u 

= v.y 

V . D 

kbv ... (sakara nolīdzinajums) 
Izslēdzam u un v starp sakara nolīdzinajumu un veidules nolī­
dzina jumiem 

x = k.b.v - kb — 

= kb y 
Beidzamais nolīdzinajums ir meklētais veidotā konoida virsmas 
nolīdzinājums. 

49- Rotācijas virsmas. 
Rotācijas virsma tiek veidota ar kādas līknes griešanu ap 

asi, kura ar līkni nekustāmi saistīta.Griezes asi sauc par 
rotācijas asi.Zīmējumā rotācijas ass ir z ass. 

4 
"* Y 

Katrs līknes punkts P veido rotācijā riņķi,statenisku uz ro­
tācijas ass.Šie riņķi tiek saukti par parallēlriņķiēm .Katra, 
caur rotācijas asi liktā plakne šķeļ rotācijas virsmu līknē) 
visas šķēlienu līknes ir kongruentas ar origināllīkni G un 
tiek sauktas par meridiāniem. 

To pašu rotācijas virsmu var arī veidot ar veidules-riņķa 
kustību, riņķa plakni pieņemot j_ us rotācijas ases un tā cen-
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tru uz rotācijas ases. 
Par vaduli tad -uzskatams mēri '• • aņs, likus C. Mainīgie pa­

rametri veidules nolīdzinajuma tad ir riņķa rādiuss u un riņ­
ķa plaknes attālums no koordinātu sākuma,v. 

Veidules nolīdzina jums 
- ̂  z a= u*ļ 

Z = V ) 

Ja dots sakara nolīdzinājums starp u un v 
(p(u,v) = 0 

tad 
<p( + y*+ z* ;z) = 0 

ir veidotās virsmas nolīdzinājums. Šo nolīdzinājumu varam ari 
rakstīt atslēgtu attiecībā uz z 

z = 4 > u a + f) 
Šis nolīdzinajuma ir rotācijas virsmu vispārējs nolīdzinājums, 
ja z ass ir rotācijas ass. 

Piemērs. 
Pieņemam z asi par rotācijas asi un kā meridiānu taisni 

I 

] x = 0 
y = ks 

tad veidules riņķa nolīdzinājums ir 
x a+ jx+ z a= v2 ) 

z = v ) 
l (veidule) 

un vadules nolīdzinājums 
* = 0 ] (vadule) 
y = kz J 

Izslēdzot starp veidules un vadules nolīdzinajumiem x,y,z 
dabūjam 

k v + v = u (sakara nolīdzinājums.) 
Izslēdzot starp sakara un veidules nolīdzinajumiem u un v,da­
būjam meklēto virsmas nolīdzinājumu 

z*ka = yP-r y* 
Šis nolīdzinājums dod rotācijas konusu. 
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OTRAS KARTĪBAS VIRSMAS. 
Vispārējās izteiksmes. 

50. Ja virsmas nolidziņājums 
;>^.' r(x,7,z) = 0 ( 1 ) 

sadalās divos reizinātājos 
<p(x,y,z) rl>(x,y,z) = 0 (2) 

tad virsma sadalās divās virsmās, kuru nolīdzinajumi ir 
<p(x,y,z) = 0 (3) 

<J>(x,y,z) = 0 ( 4 ) 
Ja punkts P = xļyjz atrodas uz virsmas. ( 1 ) , tad viņa koordinā­
tam vajaga apmierināt nolīdzinajumu ( 1 ) un tādēļ arī nolīdzi-
najumu ( 2 ) . Nolīdzinajums (2) tiek apmierināts ar P koordinā­
tam, tad, ja tās apmierina nolīdzinajumu (3) vai (4),t.i. kad 
P atrodas uz virsmas (3) vai uz virsmas ( 4 ) . Tā tad ja punkts 
atrodas uz virsmas (l), tad viņam vajaga atrasties uz virsmas 
(3)_vai ( 4 ) un tādēļ virsma ( 1 ) sastāv no virsmu (3) un ( 4 ) 
kopības, t.i. virsma (l) sadalās divās virsmās (3) un ( 4 ) . 

Ja nolīdzinajums ( 1 ) ir otrās kapes, tad nolīdzinajumi (3) 
un ( 4 ) katrs ir pirmās kapes,t.i. plaknes, un tādēļ otrās kar­
tības virsmu var sadalīt divās plaknēs. 

5 1 . Ja virsmas nolīdzinajums F(x,y,z) = 0 nemainās kad z 
vietā ievedām -z, tad virsma simmetriska pret (xy) plakni. 
Ja P=aļbļc atrodas uz virsmas, tad viņa koordinātas apmieri­

na virsmas nolīdzina jumu, bet ja arī P, = +a|+b|-o apmierina 
virsmas nolīdzinajumu, tad arī P atrodas uz virsmas un punkti 
P un P, atrodas simmetriski pret (xy) plakni. 

Analogas izteiksmes dabūjam tāpat arī priekš y un x. No augr 
s ē j ā seko: 

ja virsmas nolīdzinājums nemainās kad z vietā liekam -z 
un y vietā -y,tad virsma simmetriska pret (xy) un (zx) 
plaknēm un ja virsmas nolīdzinājums nemainās kad x vie­
tā liekam -x, y vietā -y un z vietā -z, tad virsma sim­
metriska pret katru no trim koordinātu plaknēm. 

5 2 . Par virsmas centru sauc punktu, kurs dala uz pusēm 
katru,caur to vestu chordu. Ja virsmas centrs atrodas koordi­
nātu sākumā, tad tas parādās tā, ka katru reizi^ ja P, = aļbjc 
apmierina virsmas nolīdzinajumu, tad arī P l= -aļ-bļ-c apmie­
rina virsmas nolīdzinajumu, tad taisnes P, P z viduspunkta ko­ordinātas x

o | y 0 l z
0
 i r 

x = a + (-a) = Q = b + (-b) _ Q _ c + (-c) = 

53« Otras kapes homogens nolīdzinājums starp x,y,z 
Ax 4+ By* + Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Pyz = 0 ( 1 ) 

dod konusa virsmu, kura virsotne atrodas koordinātu sākumā. 
Dotā virsma iet caur koordinātu sākuma punktu, jo tā koordi­

nātas apmierina virsmas nolīdzinajumu. 
Virsmas krustpunktus ar taisni caur koordinātu sākumu 

y = ffiXļ (2) 
z = nx j 

dabūjam, atslēdzot kopēji nolīdzinajumus ( 1 ) un (2). 
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Ievedot y un z vērtības no (2) nolldzinājuma (l),dabūjam 

x*-(A + Bm 4+ Cn*+ 2Bm 4- 2En 4- 2Fmn) = 0 - . ( 3 ) 
No (3) seko, ka vai 

X 1 = 0 (4) 
vai 

A 4- Brn^ Cn*+ 2Dm 4- 2En 4- 2Pmn = 0 (5) 
Ja x = 0, tad no (2) seko y = o, z = o, t.i.taisne (2) 
krusto virsmu (1) koordinātu sākumā. Bet ja izpildīts nolīdzi­
na jums ( 5 ) , tad dabūjam no (3) 

* = § 
un ievērojot noIIdziņājumus (2) redzams, ka tad ari 

y = § 

» > i 
tas nozīmē, ka ja taisnes parametri m un n izpilda nolldzinā-
jumu ( 5 ) , tad taisnes katrs punkts ir tās krustpunkts ar vir­
smu (1) - taisne atrodas uz virsmas (1). 

Taisnes nolldzinājuma (2) m un n ir mainīgi parametri, kupi 
saistīti ar nolīdzinajumu ( 5 ) un tādēļ, saskaņā ar augšējo,vi­
sas taisnes (2), kupu parametri m un n izpilda nol-mu ( 5 ; atro­
das uz virsmas (l). 

Taisni (2) varam uzskatīt par veiduli un nol-mu (5) par vei-
dules^parametru sakara nol-mu. Ķā agrāk redzējām, pie virsmas 
veidošanas ar taisnes kustību, šinī gadijumā veidotā virsma (1) 
ir konus un šī konusa nol-mu dabūjam, izslēdzot starp veidules 
nol-miem (2) un sakara nol-mu ( 5 ) parametrus m un n. Izslēgša­
nas rezultāts dod nol-mu (l) un tā tad nol-ms (1) dod konusa 
virsmu. 

Otrās kapes nolīdzinajums ar x,y,z. 
54. Izteiksmē 

a. x 4- a 4y 4- a 3z 4- a^u (1) 
saucam pēc kārtas," x,y,z,u par pirmo, otro u.t.t. mainīgiem, Vi­
si koeficienti apzīmēti ar a,bet rādītāji pie a norāda pie kā­
da mainīgā koeficients atrodas. 

Veidojot izteiksmēs (l) kvadrātu, dabūjam 
a, a, x*4- aiaiy^-+ a3.a3za+ a^ vr+ 2at ajLxy + 2a r ixz + 2aļtļ xu 4-

4- 2a£a3yz + 2a;Laiļyu + 2a^a^zu (2) 
Šeit liekam 

a, a, vietā a n , a^a^ vietā a ^ u.t.t. 

tad (2) dabū veidu 
aļļx2"4- 0^^+ Sņ^^ a^uz+ 2aaxy 4- 2a(,xz 4- 2a^ļtļx:a 4- 2az$Tz 4-

4- 2a^yu -f c a ^ z u 

Šeit liekam u = 1 un dabūjam otrās kapes nehomogēnu izteiksmi 
aux%+ BLļgl+ a 3 3z x+ 2a^y + 2aJSxz 4- 2a^rz + 2aftx 4- 2 8 ^ 4-

4- 2a^z 4- a ^ (3) 
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Ievērojot augšējo, redzams, ka 

Tālāk jāievēro, ka nav reizinātāja 2 koeficientos pie xa,yž',z*-
un ari pie u~,t.i. locekļi ar au ,a i a ,a^ n a v" reizināti ar 

Pielīdzinot izteiksmi (3) nullei, dabūjam otrās kapes pilnī­
gu nolīdzinajumu starp x,y,z 
a n x l + aao7 1 + a a z * + 2 a a x y +

 2 a j * x z
 + 2 V a + 2 aiH x + 2ai«<y + 

+ 2ayZ + a^ = 0 (1) 
Šis nolīdzinājums izteic otrās kārtības virsmas. Nolīdzināju-
ma atrodas desmit parametru, bet nodalot nolīdzinajumu ar vie­
nu no koeficientiem redzams, ka paliek divini neatkarīgi para­
metri, kuri noteic otrās kārtības virsmu. 

55« Otrās kārtības virsmas (3) krustošanās līkne ar plak­
ni tiek noteikta ar nolīdzinājumu sistēmu 
a i , x l + aiiy1+ 2at%^7 + 2s.)V.rz + 2&ŗjyz + 2a,,x + 2 a ^ + 

+ 2e yz + = 0 ] • • (1) 
Ax + By + Cz + D = 0 [. . (3) 

Ja z no plaknes nolīdzina juma (8) ievietojam virsmas nolādzinā-
juma (l), tad pēdējais ir otrās kapes nolīdzinājums starp x un 
y. Tāds nolīdzinājums izteic otrās kārtības cilindru,statenis­
ku uz xy plaknes. Šis cilindrs projecē meklēto krustošanās līk­
ni uz xy plaknes un šī projekcija ir otrās kārtības līkne, jo 
viņas_ no līdzina jums, kā redzams, ir otrās kapes, lío augšējā se­
ko: tā kā virsmas (l) un plaknes (S) krustošanās līkne atrodas 
plaknē (8) un līknes projekcija uz xy plaknes ir otrās kārtī­
bas līkne, tad arī krustošanās līkne ir otrās kārtības līkne, 
jo izejot no līknes projekcijas varam dabūt krustošanās līkni 
ar homogenu dēfermaciju, kuru izvedot nolīdzinajuma kāpe nemai­
nās . 

Otrās kārtības virsmas krustošanās līkni ar (xy) plakni da­
būjam no nolīdzinājumu sistēmas 

( 1 ) un z = 0 
Redzams, ka šī līkne ir otrās kārtības. Analogi dabūjam krus­
tošanās līknes ar (yz) un (zx) plaknēm. 

Ja nolīdzinājums (l) pastāv kopēji ar taisnes nolīdzinaju­
miem 

y = mx + b \ 
z = nx + c J

 s y

' 
tad izslēdzot starp nol­miem(l) un (3) koordinātas y un z dabūjam 
kā redzams, otrās kapes nol­mu ar x, no kura dabūjam priekš x 
divas vērtības x, un x 2 ,un ieliekot šīs vērtības nol­mos (3) 
arī priekš y un z, katram divas vērtības y, ,y¿ un z,,z­.Dabū­
tās vērtības dod taisnes (3) krustpunktus ar virsmu (1;.Vērtī­
bas var abas būt reālas vai arī abas imaginaras,Tā tad taisne 
krusto otrās kārtības virsmu divos punktos. 

Virsmas krustpunktus ar x asi dabūjam, atslēdzot kopēji no­
li dziņā jumus 

( 1 ) un y = oļ 
z = o J 

Analogi dabūjam krustpunktus ar y un z asīm. 
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Ctrā3 kārtības virsmu pētīšana. 
56. Lai dabūtu otrās kārtības virsmas īpašības,meklējam 

šis virsmas krustpunktus ar taisni,kurai mainīgs virziens,t.i. 
krustpunktus ar taišņu kūli, mainot vajadzības gadījumā arī 
kuļa centru. Sekojošos pētījumos^ labākas orientācijas dēļ,vi­
sas formulas tiks apzīmētas tekošā kārtībā. 

Otras kārtības virsmas nolīdzinajums, kā redzējām, ir 
a,^rs+ a,3z*+ 2a,,xy 4- 2a/3xz 4- 2aa2yz 4- 2a/lfx 4- 2a^y + 

4- 2a^z + a^ = 0 ( 1 ) 
Ievedot 

X = X + X 1 ļ 
Pf^f ,7 - f + y• I \ - V i . , . • • • (2)g_Ķ 

z = ž~ 4- z' J 
dabūjam virsmas jiolīdzinā jumu jaunā koordinātu sistēmā,kuras 
centrs ir (x,y,z) un kuras asis ir x',y,,z' parallēlas asīm 
x,y,z. 

Izdarot noradīto ievešanu, dabūjam virsmas nolīdzinajumu 
jaunā koordinātu sistēmā 
a,,** + a^* + a33z'2 4- 2afix,y' 4- 2a / 3 X ,z' 4- + 
+ 2x'(a(ļx 4- a,2y 4- a/3ž~ 4- a^) 4- 2y'(az,x 4- ai2y + a^ž 4- a^) 4-
4- 2z'(a3,x 4- o^tY 4- 4- a M) 4- (a„x44- 8^*4- a,^4- 2a,txy 4-
4-2̂ x̂5 4- 2aļ^ž + 2a1Ifx 4- 2a%y 4- 2&}iz 4- a^) = 0 (3) 

Beidzamās iekavās atrodošos izteiksmi apzīmējam ar S un viņu 
pārveidojot algebrāiski, varam rakstīt 
S = x(a,(x 4- a;ly 4- a,5ž~ 4- a,v) 4- ̂ (a^ž 4- â ģr 4- a^z 4- a^) + 
4- zCa^ž + a^v 4- a^ž 4- adlļ) 4- (av,x 4- â jr 4- a^z 4- a^) (4) 

Tad virsmas nolīdzinajumu koordinātu sistēmā x',y,,z' varam 
rakstīt 
a(ļx*z4- a.i7y*+ 8^0*+ 2 au x'y' + 2a - J X ,z' 4- Sa^'z' + 2x'(a„x 4- 8^7 + 
4- a^i 4- a i v) 4- 2y'(ailx 4- aj-v 4- ar,ž 4- azV) 4- 2z'(a3lx 4- a$y + 
4- a3ļž 4- a 3 N) 4- S = 0 (5) 

Visās pārveidošanās izlietots, agrāk norādītais, ka 
a H , ~ a ^ > a)»i = a 3 i 3 a i i ; ~ a'ļl u.t.t. 

Kā redzams, pie šīs koordinātu sistēmas transformācijas, nav 
mainijušies koeficienti pie nol-ma ( 1 ) otrās dimenzijas loce­
kļiem. 

Ko jaunā koordinātu sākuma vedam taisni 
y' = mx' "ļ 
z; = n x - j ( 6 ) 

Uzskatot^m un n kā -mainīgus parametrus, ar nolīdzina jumu (6) 
dots taišņu kūlis. 

Ievietojot nolīdzinajumu (6) y' un z' vērtības virsmas no­
lldzinājuma ( 5 ) , dabūjam 
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1 (a!t+ aj-jial+ a 3 ?n a+ 2aaci + 2ajjn + 2a„.Jsffi) + 
+ 2x ' [(a(ļx + a/2y-+ a,.ž + a^) + m.(a^pt + a ^ + a^E + â .) + 
+ n(a3,x + a ^ + â gž + a3M)] + S = 0 (7) 

Nolīdzinajums ( 7 ) ir otrās kapes attiecībā uz x' un dod taisnes 
(6) un virsmas (5) krustpunktu koordinātas x| un un ievē­
rojot nolīdzinājumus ( 6 ) , arī krustpunktu koordinātas y(' ;y2' 
un zļ ,zļ . 

I. Pieskāra plakne-
Ja pieņemam, ka nolīdzinajumā ( 7 ) x,y,z tā izvēlēti, ka 

S = 0 . (8) 
tadatas nozīmē, ka jaunais koordinātu sākums 0 ' — (x|yļž) -
taišņu kūļa (6) centrs, atrodas uz virsmas (l),jo S = 0 ir ta 
izteiksme, kuru dabūjam ievedot nolīdzinajumā (l) x;y,z vieta *,y,z. 

Bet ari nolīdzinajums (7) to rada, jo ja kvadrātiska nol-ma -
absolūtais loceklis S = 0, tad, kā zināms,viena sakne x, = 0 
un ievērojot (6) arī y, = 0 un z( = 0. Tas nozīmē, ka taisnes 
(6) krusto virsmu vienreiz koordinātu sākumā 0 ' , t.i. 0 ' atro­
das uz virsmas. 

Ja pieņemam,ka atkarībā no m un n arī vēl 
pffx + a(1y + a,si -f a(Jj+ m(a.jX + a.^ + a ^ + a^) + 

+ n( a^i + a^ģŗ + a3jž + = 0 (9) 

t.i. ka kvadrātiskā nol-ma ( 7 ) koeficients pie x' ir 0,tad 
tas, kā zināms izteic, ka nol-ma sakņu summa x^ + x£ = 0 . Bet 
tā kā agrākā pieņēmuma 3 = 0 dēļ ja x', = 0 , taa redzams. ka_ 
ja izpildīti (8) un ( 9 ) , tad arī xJL = 0 un ievērojot (6) ari 
Yl = 0 un zļ = 0. Tas nozīmē, ka^taisnes ( 6 ) , katra krusto vir­
smu punktā 0' divos kopā sakrītošos punktos un ta tad tas ir 
virsmas pieskares. 

Šo pieskaru kopība veido pieskāra plakni punktā 0',ka tas 
redzams no sekojošā. 

Uzskatot nol-mus (6) kā veiduli, šīs veidules parametri m 
un n saistīti ar nol-mu ( 9 ) . 

Izslēdzot starp nol-miem (6) un (9) parametrus m un n,dabū­
jam veidoto virsmu 
(a,,x 4- atly + atJž + a,̂ ) + |r(a2lx + a^F + a^i + a2iļ) + 

+ IrrCaj,̂  + a 3y + aĵ ā + a,^ = 0 
vai ari 

(altx + alty + atJz + a^)x' + (a.,x + e^ŗ + a,^ + &^)y* + 
+ (aj,x + ajjy + ajjž + a^z' = 0 (10) 

Nol-ms ( 10) ir pirmās kapes attiecībā uz x',y',z' un tādēļ iz­
teic koordinātu sistēmā x',y',z' plakni,t.i. pieskāra plakni 
pie virsmas ( 1 ) . Pieskaru plaknes nol-mu koordinātu sistēma 
x,y,z dabūjam, ievedot nol-mā (10) no (2) 
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(anx + atly + a|Sz + a(ij)(x-x)-f-(ai,x -1- a ^ 4 ai?£ 4- aw)(y-y)+ 
4- (aj,x 4- a ^ + a^š 4- ajļ,)(z-ž) = 0 

Pārveidojot dabūjam 
(aļ(x -:- a,^ 4- aj3ž + a^)x 4- (a^ž + a ^ + e2Jž + aņ.)y + 

4- (a3,x 4- ajģ + aj3z 4- a^)z - [(aļ4x 4- a„y 4- a,3ž~ + a^)x 4-
+ (a2|x 4- a^f 4- a^ž + a^Jf + (aj,x 4- a^y 4- a^ž + a3lļ)ž] = 0 
Ievērojot, ka^šinl pētijumā S = 0 un S izteiksmi ( 4 ) , redzams, 
ka-£ J atrodošos izteiksmi var atvietot ar 

un tadeļ augšējo nol-mu rakstam 
(a(ļx + a ^ 4- aļ3S + a^)x 4- (a2ļx 4- a^r 4- a 2^ + a^y + 
+ (a3ix 4- a,jy 4- a^s + a3iļ)z4-(a<f,x + a,̂ y 4- a^ž 4- a^) = 0 . . . ( 1 1 ) 
Nol-ms ( 1 1 ) dod pieskāra plaknes nol-mu pie virsmas (l) punk-• 
tā x,y,z koordinātu sistēmā x,y,z, ja punkts xļyjz tā izvē­
lēts, ka atrodas uz virsmas (l). 

Pieņemam, ka 0' 

Pieņemamāka ari 

II. Konuss. 
- Xļ!yļz atrodas uz virsmas ( 1 ) , tad 

S = 0 (8) 
a„x 4- a,,y 4- e,^ 4- a 
â ,x 4- a ^ 4- a ^ a.^ 

= 0 

= 0 (12) 5? + a2 
a^ž + â jr 4- a^ž 4- a^ = 0 

Ievērojot, ka S = 0 un S izteiksmi (8), kā ari ( 1 2 ) , redzams, ka tad ari 

Nol-mi ( 1 2 ) un ( 1 3 ) dod nolīdzinajumu grupu 
a,,x 4- a(ļy 4- a^z 4- aļJf = 0 

( 1 3 ) 

a, a7 4- a^z 4- â », = 0 aļ,x 
4- a^y 4- a^z 4- a 3 J {= 0 

iu, = 0 a ^ 4- a^v 4- ai(3z 4- a, 
Šie četri, attiecībā uz x,y,ž~ nehomogēni nol-mi var kopēji pa­
stāvēt tikai tad, ja determinants 

D = 

a i 5
 am 

% a n -H-i 
a3! a5l a33 a3»< 
a 

= 0 (14) 

Ievedot virsmas nol-ma (5 ) vērtības no (8) un ( 12) un ņemot 
vērā S izteiksmi, nol-mā (5) paliek locekļi 
a„x'z4- aa,7'1+ a 3 ^ , a + 2a,<F(y' + ^ i ^ ' 2 ' + 2 V r , z ' = 0 

Ši3 ncl-ms, kā agrāk_norād!ts, izteic konusu, kura virsotne 
atrodas punktā 0 ' = xļyļz. 

Konusa virsotnes koordinātas dabūjam atslēdzot nolidzinā-
jumus ( 1 2 ) attiecībā uz x,y,z. 
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Ta tad, ja virsmas ( 1 ) visu koeficienta deterninents L=0, 

tad virsma (1) izteic tonusu. 

III. Centis. 
Pieņemam, ka nol-mā (7) koeficients pie x' 
(a„x + a ^ f al3ž + art)+ ig(ajpc f srjy 4 a2Js -f a2*) + 

+ n(a3tx + a#y + a33i + a-̂ ) = 0 (9) 
tad tas izteic, ka nol-ma ( 7 ) sakņu summa 

x,f + x^ = 0 
"bet tad arī, ievērojot (6) 

y,' + ya' = o 
4 zl = 0 

Ta ka šinī gadi juma ari 
x! + x! 

= 0 
+ z. 

= 0 = 0 
tad redzams, ka taisnes 

y . = mx' ļ 

z» = nx' j (6) 

chorda P( P tiek dalīta uz pusēm koordinātu sākuma 0' . Bet ja 
nol-mā (9) pieņemam, ka 

a M x + V + a a i + aļl? = 0 ļ 
a ļ̂X â yr Oiļ^t aļLi - C (i6) 

a3tx + ai2y + a^ļZ + a 3». 0 
tad ne tikvien chorda ar koeficientiem m un n, bet katra chor­
da caur^šādi izvēlētu 0' tiek dalīta uz pusēm, jo nol-ma (9) 
izpildīšana nav atkarīga vairs_no m un n, bet tikai no ( 1 6 ) . 

Tā tad novietojot 0' = Xļ'yjz tā, ka viņa koordinātas izpil­
da nol-mus (16), esam dabūjusi tādu punktu, kurš dala visas 
caur viņu vestas chordas uz pusēm. Šo punktu sauc par virsmas 
centru un viņa koordinātas C = ^ 0iy n|z n dabūjam 

1 = 
a, 

a 
a 

O 

•iz 

a 3 i a-j3 a-̂  
-f - + 

a 

a!l a/s a(tf 
a„ a

( * 
a,i, a f l 

afM ļaM a »2 
alī a^ aiH : (-) ļ Hl a i Z . . . ( 1 7 ) 

a3H aj, a 3 3 a 3 % a4< a 3«. a3M| ļ a?l a3l 
I\3 

Augšējie determinanti, kā redzams, ir virsmas visu koeficientu 
determinanta D...(14) apakšdeterminanti. 
Ja determinants ^ 0 ,tad centra koordinātas x n , 7 n J z n ir ga-o līgi lielumi un virsmai ir galīgs centrs. Ja = 0 un kaut 
tikai viens no pārējiem apakšdeterminantiem ^ 0, tad virsmas 
centrs atrodas bezgalībā. Bet ja = 0 un arī 1̂ ,= D^= D 3̂= 0, 
tad 

x„ o 
o o 

o 
o 
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Ja nol-mos ( 1 6 ) uzskatam x,y,ž kā mainīgus,tad katrs nol-ms 

izteic plakni.šis plaknes krustojās centrā un dod centra koor­
dinātas x

0 l y 0 l z
0 - Ja divas plaknes identiskas,tad D^=0 

un tāpat D̂ , = Diil= - 0 un punkta vietā dabūjam taisni- asi, 
kupa tad izpilda centra vietu.Ja visas trīs plaknes identiskas, 
tad punkta - centra vietā dabūjam plakni, kupa izpilda centra 
vietu. 

IV. Diametra plaknes,diametri. 
Katra no plaknēm ( 16) 

a.tļx + a(ly + aļ5z 4- a(lļ = 0 
a ^ -I- a ^ 4- a,,z 4- â i, = 0 
a ^ 4- a3xy 4- ajgZ 4- a31ļ = C 

iet caur centru un ir diametra plakne. Visu diametra plakņu 
nol-mus dabūjam veidojot diametru plakņu kūli 
(a„x 4 aļ5y + a^z +a^) 4- A.(alrx 4- a^v + a ^ + ailf ) 4-

4- yU,(aj,x 4- a^v 4- a3?z 4- a w ) = 0 ... (18) 
Diametra plakņu kūļa nol-mu dabūjam ari sekojošā kārtā. 

Pētijumā III redzējām, ka, ja liekam 
aJ(x 4- aJty 4- aj3,ž 4- a(l4- m C a ^ + a^? 4- a ^ 4- a^) + 

4- n(a3(x 4- a3;ļy 4- a^ 4- a^) = 0 (9) 

tad punkts 0 ' = x|y}ž dala uz pusēm chordu, kūpas projekciju 
virziena koeficienti m un n izpilda nol-mu (9).Pie pieņemtiem 
noteiktiem m = X_un n = nol-mu (9) var ari izpildīt,uzska­
tot koordinātas x,y,5 kā mainīgus,bet tad nol-ms (9) dod 
plakni un katrs šis plaknes punkts dala uz pusēm no viņa ves­
tu chordu ar virzienu koeficientiem,proporcionāliem 1, 
Tadā kārtā esam dabūjuši to pašu diametra plaknes nol-mu (18), 
ta iet, kā augšā norādīts,caur centru un kā tagad redzējām, 
dala uz pusēm parallēlas chordas, kuru virziena koeficienti 
roporcionāli l,A,>""šls chordas sauc par diametra plaknei 
18) piekārtotām chordām. 
Diametru,t.i. chordu, kupa iet caur centru, dabūjam krusto­

jot divas diametra plaknes 
al! x + a ia7 + ai3z + a« f

+^' a2( : s : + a w r + + + 

4-/c(a3ļx 4- ̂ 7 4- a,3z 4- a^) = 0 
a Hx 4- aļ5y 4- a|3z 4- a}i+ A'^pc 4- a^y 4- a^z 4- aM) + 

4y*.,(a3ļx 4- a^v 4- a^z 4- a^^) - 0 

V. As imptot isks konus. 
Taisne (6) krusto virsmu (5) divos punktos, šo krustpunktu 

koordinātas x* un x£ dabūjam no nol-ma ( 7 ) "un ievērojot ( 6 ) , 
dabūjam ari attiecošos y' ,y£ un z,' , zJļ_ 

Ja nol-mā ( 7 ) koeficientu pie x,a- liekam 
a B + a-ixT!^+ ajanl4- 2a^mn 4- 2a(1m 4- 2aj3n = 0 (20) 
tad nol-ma ( 7 ) viena sakne xļ = co ,t.i. taisnes (6) viens 
krustpunkts ar virsmu (5) atrodas bezgalībā. 



- 66 -

Uzskatot taisni (6) kā veiduli ar mainīgiem parametriem m 
un n redzam, ka ar nol-.rru (20) šie parametri saistīti. Izslē­
dzot m un n starp nol-rciem (6) un (20) dabūjam nol-mu 
a Hx'% a ^ V a^-i- 28^'z' + 2a^tfy' + 2a/3x'z' - 0 (21) 
Šis^nol-ms,kā zināms, ir konusa nol-ms. Tas tiek veidots no 
taišņu kūļa (6) tām taisnēm, kuras izpilda nol-mu (20),t.i. 
kuras krusto virsmu (5) bezgalīgi tālos punktos. 

Še var_būt gadījumi a)konus reāls, b)konus imaginārs,c)ko­
nus sadalās divās krustojošās plaknēs. 

Kad konusa virsotni 0 1 = x|yļz pārnesām virsmas centra,tad 
kā zināms no pētijuma par centru 
a»i x +

 a a7 + a n z + a * +
 m ( a 2 i x + Sitf + 2̂3? + az0 + 

+ n(aj,x: + ajjj + a^ž + a^) = 0 (22) 
bet tad nol-mā (7) koeficients pie x' arī ir 0 un tas nozīmē, 
ka arī xļ = co ,tā tad abas saknes = = co un ievērojot 
(6) arī v» = yj = oo , zļ = = oo 

Šinī gadijienā konus pieskārās virsmai bezgalībā.Tādu konu­
su sauc par asimptotisku. 

VI. Otrās kārtības virsmu klasifikācija. 
Ja virsmas noi-ms tāds, ka t- 0,tad centra koordinātu 

vērtības ir galīgi skaitļi. Šādu virsmu sauc par centrālu. Kā 
velak redzēsim, sādu centrālu virsmu tipi ir ellipsoids,vien-
telpas hiperboloids, divtelpu kiperboloids un konus. 

Ja ̂ >tiH = 0 un kaut arī tikai viens no ,13^ ,0^? 0,tad v i E r * 

ma3 viena no centra koordinātām ir oo un virsmas centrs tad 
ir bezgalīgi tāļš punlcts. Virsmas ar bezgalīgi tālu centru 
sauc par paraboloīdiem, tādu ir divi tipi: elliptisks parabo­
loīds un hiperbolisks paraboloīds. Tā kā virsmas diametri iet 
caur centru un paraboloīdu centrs ir oo tālu, tad paraboloīdu 
diametri ir parallēli un visas paraboloīdu diametra plaknes 
ir parallēlas vienai taisnei. 

Ja L\ H= 0 , I>hi = 0 , T>t,z= 0 , B^, = 0 , tad centra koordinā­
tas dabū nenoteiktas vērtības.Tādai virsmai tad ir bezgalīgi 
daudz centru. 

Šāds gadijiens var būt, ja nol-mu sistēmā ( 1 6 ) ir tikai di­
vi patstāvīgi nol-mi. Tad sistēma nedod punktu-centru,bet tai­
sni, kura nāk centra vietā. Šo taisni sauc par asi.Virsmas ar 
asi galībā ir eliptisks cilindrs un hiperbolisks cilindrs.Pa­
raboliska cilindra ass'atrodas bezgalībā. 

Ja nol-mu sistēmā (16) tikai viens patstāvīgs nol-ms, tad 
sistēma dod centra vietā plakni, virsma tad sadalās divās pa­
rallēlas plaknēs. 

Apskatītā iedali jumā par pazīmi pieņemts apstāklis, vai 
virsmas centrs atrodas galībā vai b ezgalxba. 

Par_iedalīšanas, pazīmi varam pieņemt arī, vai virsmai ir 
bezgalīgi tāli punkti vai nav. šo jautājumu izšķir nol-ms(7). 
Ka agrāk redzējām taisnes ( 6 ) , kuras iet uz virsmas bezgalīgi 
tāliem punktiem atrodas uz konusa. 
a Hx' l+ aa^'2'+ a 3^ , i+ 2a!1x,y' + 2ai3x'z' + 2ajjsrlz' = 0 
Ja šis konus imaginars,t.i. ja izņemot vērtības x = 0, y = 0, 
z_=_0, nol-ms tiek apmierināts tikai ar imaginarām x,y,z vēr­
tībām, tad virsma ir ellipsoids. Ja konus reāls, tad virsma 
ir vientelpas vai divtelpu hiperboloids. 
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VII. Galvenās diametra plaknes. 
Kā redzējām pētijumā IV, ja virsmas chordu virziena koefi­

cienti proporcionāli l,m,n, tad chordām piekārtotas diametra 
plaknes nolīdzinajums ir 
a,,* + a ay + a(Jz + a,̂ + mCa^s: + a^v + a ^ + a^) + 

+ n(a3tx + a3Jy + a3̂ i + a 3i,) = 0 
Sakārtojot šo nol-mu attiecībā uz x,y,z, dabūjam 

(aļ(+ mâ -4- na3,)x + (% + max̂ ļ~ na31)y + (â H- mâ -f na^z + 
+ (a^+ m a ^ na^) = 0 

Šis plaknes virziena koeficientus dabūjam no 
cosa: cosPcos*y=( aļ(+ma2ļ+na3l)." (%-hna^na. )'. (a^+ma ina^) . . 
Chordu virziena koeficientus dabūjam no 

(23) 

(24) 

cosa. cosp. .¡ . o w M ļ . cosyt = 1 ; m 
Lai chordas būtu stateniskas uz plaknes (23),tad,kā zināms, 

vajaga būt 
cosS = cosp, , cosy = cosy 

n (25) 

cosa cosa, 
No augšēja seko, ievērojot,ka 

aM+maļJL+na{3 ,+na 23 
m 

a^+ma^na^ 
n 

= a, 13 u.t.t, 

= s (26) 

Diametra plakni, kupa stāv stateniski uz tai piekārtotam pa-
rallelam chordam, sauc-i, sauc- ŗ 
plaknes nolīdzinaiumr^ŗSj 
pas dabūjam no (26). 

No nol-ma (26) dabūjam 

virsmasgalveno diametra plakni.Šis 
fedot nol-mā (23) m un n vērtības,ku-

a am + a,5n + a, = s 
vai ari 

Sņp. + a^n + a^= rai 

afJm + a(in + (a,,- s) = 0 ļ 
(a^- s)m + a23ņ + a.Xļ = 0 > (27) 
a^m + (eu3- s)n + a^ = 0 J 

Šie trīs nol-mi, kā nehomogēni attiecībā uz m un n var kopēji 
pastāvēt tad, ja 

a 

-Hz 

"32, 

&i4 
a13 

Hi 3 

a.r 

a 

L2i 
3i 

= 0 (28) 

Attīstot determinantu (28) pec pirmās rindas, dabūjam 
a 23 a 
(a^-s) a 31 

-a 13 
(oji-s) Hi ļ 

a 3X a3l 
+(a„-s) 

(a^-s) a 23 

a 32 (a,a-s) I 
0 

Ja konus sadalās divās plaknēs, kūpas var "būt imaginaras 
vai ari reālas, tad O un virsma ir pirmā gadijienā ellip-
tisks paraboloids, otrā - hiperbolisks paraboloids.Ja ari 
D i ļ | = 0, ui,2_= 0, = 0, tad elliptisķs vai hiperbolisks cilindrs, 

Ja konus sadalās divās sakritušās plaknēs, tad virsma ir pa­
rabolisks cilindrs. 
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o o (a™ - s) 
CeEJļ"'- s) o o 

o (a'̂  - s) o 
= (a'J -s)(a'2»i-s)(a'3"3-s) = 0 

Attīstijuma trešais loceklis rāda, ka galīgā attīstijumā s 
"būs trešā kāpē, tā tad (28) dod t r e š ā 3 kapes nol-mu attiecībā 
uz s. Atslēdzot nol-mu attiecībā uz s,dabūjam trīs vērtības: 
s( ,s^,s3,kuras, kā to var pierādīt, arvien visas reālas. 

Ievietojot s vērtības divos no nol-miem ( 2 7 ) , dabūjam 
s, atbilstošas vērtības m, , nt 

. Sj. " » mx , nL 

s 5 " " m 4 , n 3 

Tā tad virsmai (l) ir trīs reāli virzieni, kuri stāv statenis­
ki katrs uz tam piekārtotas diametra plaknes. Šos virzienus 
sauc par virsmas galveniem virzieniem un diametru, kurš iet 
galvenā virzienā sauc par virsmas asi. 

Galveno diametra plakņu nol-mus dabūjam, ievietojot nol-mā 
(23) vērtību pārus (m, ,n, ), (m1,rij), (m 3,n 3). 

Katra, galveno diametra plakņu pāra krustošana dod vienu no 
trim asīm. Šīs trīs asis, kā to var pierādīt, stāv stateniski 
viena uz otras un tamdēļ stāv stateniski viena uz otras arī 
sim asīm piekārtotas galvenās diametra plaknes. 

Virsmas,kuru centram ir galīgas koordinātas. 
57- Ja pārnesām koordinātu sākumu 0 ' = x|y|z uz virsmas 

centru, tad ievērojot Nr.56,III nol-mus ( 16) redzams, ka virs­
mas nol-mā Nr.56,nol.(3) pazūd pirmās dimenzijas locekļi un 
virsmas nol-ms dabū veidu 

a(ix'4 + a 2 ty , J+ a 3 3z , a+ 2a,,x,y, + 2aļx,z1 + 2a42y'z' + R= 0 V ( 2 9 ) 

kur R = a^ž + â jr + a ^ + a^ 
Atstājot koordinātu sākumu 0 ' centrā, ievedām jaunu koordi­

nātu sistēmu, kuras x" ass iekrīt galvenā virzienā.Tad (y",z") 
plakne būs galvenā diametra plakne un virsma simmetŗiska pret 
so plakni,bet tad pēc nol-ma (29) pārveidošanas tanī vairs ne­
atradīsies locekļi ar x' pirmā kāpē un virsmas pārveidotais 
nol-ms (29) dabū veidu 

a* x'»1+ a4 1y" a+ a3'3z"Z+ 2a^ 3y"z" + R = 0 (30) 

Šo virsmu krustojam ar (y"z") plakni, liekot 
x" = 0 ( 3 D 

Tad krustošanās līknes nol-ms (y"z") plaknē ir 
ajxy«*k + a3«3 z"a+ 2a2'Jy"z" + R = 0 (31) 

Ja y" un z" iegriežam šīs otrās kārtības līknes diametru vir­
zienos, tad nol-mā (31) "ua tādēļ arī pārveidotā nol-mā (¿0)pa­
zūd loceklis ar y"z" un pēc šīs pārveidošanas virsmas nol­ms 
(30) dabū veidu 

am x m
2

 + am v"»1 + a№ Z n , 2 + R = 0 (32) 

Priekš šī nol­ma determinants (28) dabū veidu 
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(a^- s)m = 0 y ( 2 7 - ) 
,U1 v ( (as.- s)n = 0 ) 

noreizinam nol-mus ar L 1 

/l + m?-+ n* 
un ievedot mL = M , nL = N ,tad cosa = L , cosB = II , cosy = N 

(a„- s)L = 0 ļ 

(a n- s)M = 0 ļ ( 2 7 - ) 

liekot nol-mos (27°) 3 = 8 , = a u ,ievērojot ( 3 2 ) , dabūjam 
( a ^ - s ^ O 
(a^- s.)M, = 0 

(a w- s,)N, = 0 

seko M = 0 , N,= 0 ,bet tad 
cosB^ 0 , 3 ,= 90° ; cos T l= 0 , Yi= 90° 

kas rāda, ka galvenais virziens ļ uz y un z asīm, tā tad sakrīt 
ar x asi. , 

Liekam nol-mos ( 2 7 - ) s = st= aļx ,ievērojot (32),dabūjam 
(a„- s,)Lt= 0 ļ 
(a^- Sj)M2= 0 r 
(a^~ Sj)Hi= 0 J 

seko Lj= 0 un Hļ= 0 , bet tad 
cosaz= 0 , a 2= 90° ; cosyx= 0 , y = 90° 

kas rāda, ka galvenais virziens ļ uz 1 un z asīm, tā tad sakrīt 
ar y ass virzienu. , 

Liekot nol-mos ( 2 7 - ) s = s 3 = a 3 3 dabūjam 
(a h- Sj)L3= 0 

(a^- s^Mļ= 0 

(a a- spN3= 0 
seko L 3= 0 un M 3= 0 ,bet tad 

cosa3= 0 , a 3= 90° c o s 0 3 = 0 , 3 3 =90° 

kas rāda, ka galvenais virziens X 1 1 2 s ' a n y asīm, tā tad sakrīt 
ar z ass virzienu. 

No augšējā redzams, ka tagadējā koordinātu sistēma, ar ko­
ordinātu sākuma punktu virsmas centrā, tā novietota, ka tās 
asis x y z iet virsmas galvenos virzienos. 

Tā tad nolīdzinajums 
a,.*** 8^^+ 8 3 ^ * + R = 0 (32-) 

izteic visas otrās kārtības virsmas, kuru centram ir galīgas 

Ko augšējā seko 
CJ = R>»»» Q — O!" — O»l» ' 7~ > 

Uzskatam nol-mu (32) kā dotu un tālāk atmetam koeficientu aug­
šējos rādītājus^ 

Nol-mi (27) šinī gadijumā, ievērojot ( 3 2 ) , dabū veidu 
(a„- s) = 0 ļ 

)m = 0 V 
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a* b a c 
Ja a = b, tad dabūjam rotācijas konusu 

*&T-5-p'0 (342) 

a a - u u • \ 

b) liekam, ka nol-mā (32-) viens no koeficientiem pie mai­
nīgiem, piemēram, a 5 3= 0, tad dabūjam 

a;1x*+ a 2 ^ + a H k= 0 (35) 
Nol-ms, kā zināms,izteic cilindru J_ uz xy plaknes. Ja apska­
tam nol-mu (35) kopēji ar z = 0 , tad dabūjam līkni xy plaknē 
un kā zināms no analītiskās ģeometrijas plaknē, nol-ms 

aļļx2'+ &7£ŗl+ 81,1,= 0 

dod ellipsi vai hiperbolu, un tā tad šinī gadijumā dabūjam 
elliptisku vai hiperbolisku cilindru. 

Ja aj( = a 2 1 ,tad dabūjam rotācijas cilindru. 
c)ja nol-mā ( 3 2 - ) divi no četriem koeficientiem ir 0, tad 

virsma sadalās plaknēs. 
d)Pieņemam, ka nol-mā ( 3 2 - ) visi koeficienti ^ 0,tad noda­

lot nol-mu ar -a f e 4 ,dabūjam 
— F 1 - + — J — + - ~ - - 1 = 0 (36) 

au a53 

koordinātas un pie tam koordinātu sistēmas sākuma punkts at­
rodas virsmas centrā un koordinātu, asis iet virsmas galvenos 
virzienos„ 

58, Kada3 virsmas izteic noi-ms ( 3 2 - ) , 
Nolīdzinajumā (32-) ievedām absolūtam loceklim apzīmi a^ 

apzīmēs R vietā, tad 
a„z1+ a^v^- a3iza+ a<^ = 0 (32-) 

Šinī nol-mā koeficienti a,, ,a l t,a 3 3 )var būt visi pozitīvi (ga­di jums a) vai arī divi pozitīvi un viens negatīvs (gadījums (3). 
Gadijienus, kad visi trīs koeficienti negativi vai tikai viens 
no viņiem pozitivs, var tad pārvest uz gadijumie cc un B,reizi­
not nol-mu ar - 1 . 

a) pieņemam, ka â , = 0 
b 

tad nol-ms (32-) dabū veidu 
a J lz 1+ a z <y 2+ a ? / = 0 (34-) 

Nol-mu pārveidojam, liekot 

':M a " = % ' & i X = ķ ' a 3 3 = ^ 1 

*L + ll + ii = o (34^) 
a x b1 c1 

Šis nol-ms ir homogens attiecībā uz z,y,z un kā no agrākā_ 
zināms, izteic konusa virsmu, kuras virsotne atrodas koordinā­
tu sākumā. 

Ja a | ( ,a z l,a 3 3visi pozitīvi, tad konus imaginārs,bet ja 
a3i *s ̂  > "fca^- l i e^°t a3i = ~ T̂ T dabūjam reālu konusu 
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liekam 
ali a«. ^33 

tad dabūjam a -j. a 
rfr + : J ŗ + rf* - l = 0 vai ari 
W + |i + 1 = 0 ; . - - ( 3 7 ) 

Nol-ms dod imagināru virsmu. Šis virsmas asimptotiska konu­
sa nol-ms, saskaņā ar (20) un (21) ir 

1 X 1 . 

51 + 2_ + z l - o 
ai + bx — 

imaginara izteiksme, tā tad apimptotisks konus imaginārs un 
virsma tad ir imaginara ellipsoids. 

d z) ja a„ > 0 , a u > 0 , a 3 3 > 0 , bet a^ <^0 

tad -a^ ir ) 0 un tādēļ varam ievest 

~aHH i ~ a - i H ,i ~ a<* x 

ievietojot šis vērtības nol-mā ( 3 o ) , dabūjam 

£ + £ + £ - 1 - 0 . . ( 3 8 ) 
ŠI virsma ir reāla, bet viņas asimptotisks konus ari imagi­
nārs- Virsma ir reāls ellipsoids. 

d 3) Ja a h > 0 , a 2 a y 0 , bet a^ < 0 un a^ ^ 0 , 

~afc<< a "
a¡

rt a. "
a

^ % 
—­— = a , = b , ——­ = ­ c 

a

i! aix a-35 

un nol­ms (36) dabū veidu 

| ' % l I l i É I Í I I I ••
 ( 5 9 ) 

Virsma ir reāla, asimptotisks konus fī" + c*~ = 0 r e a l s -

Ši virsma ir vientelpas hiperbololds. 
d^) Ja a(l > 0 , a ^ ) 0 , a J 3 <̂  0 un a ^ 0 

tad liekam 
a l i H%

 a

33 
Nol­ms (36) dabū veidu 

+ Ķr - 1 '•= Ō 
a a b a 

|v + b í - o V + i = o C39) 
Virsma reāla, asimptotisks konus ari reāls.Virsma ir divtel­
pas hiperbololds. 

šeit var būt atsevišķi gadijieni. 
d, ) a,. > 0 , a 2 i> 0 , a3.á > C , a S M > 0 
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Konusa nol-ias dot3 ar (54 ) 

è + Ž - - = 0 • • .(342) 
Šķeļot virsmu ar yz plakni 

x 1 . y J 

0 ) X = 

dabūjam ys plakne 

divas taisnes. Tāpat dabūjam xz plaknē divas taisnes 
kt - = 0 vai a n = y = - £ z 

x = ± f > 
Šķeļot virsmu ar xy plakni, dabuj am 

z = 0 
Šie nol-mi dod punktus x = 0 , y = 0 , z = 0 . _ + bķeļot virsmu ar plakni, kura parallēla xy plaknei, z = - n 

z = ± h 
Izslēdzot z starp šiem nol-miem redzam, ka šķēliena līknes 
projekcija uz xy plaknes ir 

$• + £ - cV = 0 vai arī - f ^ + - 1 - 0 
a c^ b c^ 

t.i. ellipse. 
Šķeļam virsmu ar plakni caur z asi: 

X % 1 s 

a* + b a c* ~ U ļ 
y = mx j 

Izslēdzot y starp šiem nol-miem, dabūjam šķēliena līknes pro­
jekciju uz xz plaknes 
. _ **<-^ + £ > - £ = ° 

vai ari 

( + + | ) ( x V ^ + g r - f ) = 0 
t.i. divas taisnes. 
Taisnes (1 un 1' )" y = - — z 

taisnes (2 un 2')"- z = - § 2 

ellipse ar pusasīm a un b ,šķēliens pie z = c , 
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taisnes (3 un 3 1 ) - šķēliena (ar plakni y = rax) projekcijas uz 
xz plaknes. 

(apakš xy plaknes atrodoša konusa virsmas daļa nav uzzīmēta) 
60. C i l i n d r i . 

Cilindru nol-mu (35) 

pārveidojam 
a„x + a^y + a^ = 0 

- x— + — -a4fH -a - 1 = 

a w 

kad a„ > 0 un a^ > 0 , a^ =C 0, 

tad liekam 
ii 

un dabūjam 
2 -v. » = a , — — = b a.. at 

i i 

pi 

a* + &r - 1 = 0 
Šis nol-ms dod elliptisku cilindru 

! i ! i 
i Utij • H>J i 

Ja aļ( > 0 , a 2 1 < 0 un â , < 0 ,tad liekot 

-a 
a dabui am 

*L - £. - i = 
aA 

aj2_ 

0 

- b* 

Nolīdzinajums dod hiperbolisku cilindru. 
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I i'0 I /1\ 21 
I ! 

44 i i 

LI L I i 1N "!>. 

6 l . E I l i p s o i d s 
Ellipsoīda nolīdzina jums (J>8) 

0 08) 
Nol-ms rada, ka virsma siīnmetriska pret koordinātu plaknēm. 

Šķēlienu ar xy plakni dabūjam no nol-miem 

a* + b a c* -1 0 1 
z = 0 J 

Sķēliena līkne xy plaknē ir ellipse 

Tāpat dabūjam, ka šķēliena līknes yz un zz plaknēs ir ellipses 
.1 „2 ŗ̂- + - 1 = 0 (līkne yz plakne)^ 

V e l i 

^ - + • ^ - - 1 = 0 (līkne xz plakne)) 
x ass krustpunktus ar virsma dabūjam no nolīdzinajumiem 

ipses 

a* + b 1 + i - l - o ļ 
7 = 0 ļ> 
z = 0 j 

Tā tad virsmas krustpunktu koordinātas ar x asi ir 
x = - aļ o j o 

Tāpat dabūjam, ka 
y = ^ ojbjo (y ass krustpunkti ar virsmu) 
z = oļoj- c (z ass krustpunkti ar virsmu) 

Lielumus a,b,cvsauc par ellipsoīda pusasīm. 
Ellipsoīda šķēlienu ar plakni z = i h dabūjam no nol-miem 

b* c 1 

z 

L=0 
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pārveidojot 
fr + ¿ + Ļ - i = o 

aA b* c* 

" + ~ — ^ T S 1 = 0 (59) 
tas ir ellipses nolīdzinajums 

Ellipses pusasis 

a' = \/é(l un t' = \ P (1 - gr 
paliek mazākas ar augušo h un pie h = c pu3asis - 0> fa tad 
plakne z = + h krusto virsmu punktos C, = oļoļc un ojoj-c. 
Ja h > c, tad ellipse (39) imaginara. 

Analogus rezultātus dabūjam, šķeļot virsmu ar plaknēm 
x = ± h un y = I h , 

Šie rezultāti rāda, ka ellipsolds ir slēgta virsma,un taisn­
leņķa parallēlepipeds ar malām 2a,2b,2c pilnīgi ieslēdz ellip-
soīda virsmu. 

Parasti pieņem a > b > c ,tad ellipsoīda lielākā ass pie­
ņemta kā x ass,vidējā, kā y ass un mazākā kā z ass. 

Ja a = b, tad ellipsoīda nol-ms dabū veidu 

āT^ + c* 1 u 

Šis nol-ms dod rotācijas ellipsoīdu ar z asi kā rotācijas 
asi. 

Ja a = b = c, tad dabūjam lodes (sfairas) nol-mu 
X A + y1+ z 2 - a2 = 0 

kur lodes rādiuss 
r = a 

Pieskāra plaknes nol-mu pie ellipsoīda dabūjam pielietojot 
formulu (11). Šajā nol-mā 

a u = i? ' ^ = W ' a3J ~ č1 ' a ^ = ~ 1 

Visi citi koeficienti = 0. Apzīmējot ellipsoīda punktu, kurā 
pievedama pieskāra plakne, ar P = x ļy ļz .dabūjam pieskāra 
plaknes nol-mu 

xz yy„ zz„ 
o j _ -^o , o , _ r 

Zīmējumā Nr.l parādīts ellipsoīda attēls. 
62. Vientelpas hiperboloīds. 

Vientelpas hiperboloīda nol-ms, kā redzējām, ir 

āT + b* c* v ^ u ; 

Virsmas šķēlienu ar xy plakni dabūjam no nolīdzinajumiem 

a* + b* c- ( 
z = 0 i 

J 

Izslēdzot starp šiem nol-miem z, dabūjam šķēliena līknes pro­
jekciju uz xy plaknes, apskatot sekojošo nol-mu (xy) plaknē 
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dabūjam 

un pie y = o dabūjam 

x = 0 

b 2 c* A u 

Abos gadijumos nol-mi dod hiperbolas attiecīgas koordinātu 
plaknēs. 

Šķēlienu ar plakni, kupa parallēla xy plaknei, dabūjam,ap­
skatot kopā nol-mus 

2* V 3 - Z% ^ 
| r + žr - §r - i = o [ 

z = 1 h J 
Izslēdzot starp nol-miem z, dabūjam šķēliena līknes projekci­
ju uz xy plaknes, apskatot sekojošo nol-mu xy plaknē 

x_ + Z (i + £L_ļ B - o 

+ - 1 = 0 (41) vai ari xa 
a M l + ^r) + b * ( l + g r ) 

Nol-ms dod ellipsi, kūpas asis aug, ja aug h. Tā tad plaknes, 
parallēlas (xy) plaknei, kru3to vientelpas hiperbololdu ellip-
3es, vismazākā elļipse ir pie h = 0. Šo ellipsi sauc par rī­
kles ellipsi. Augšējais nol-ms rāda, ka šķēliena ellipsei pie 
i h arvien reālas asis. Seko, ka šī virsma iet bezgalībā z ass 
virzienā. 

Šķēliena ar plakni, kupa parallēla yz plaknei dabūjam,apska­
tot kopēji nolmu (40) 

§r + - § T - i = o 
un x = i k ļ 
Izslēdzot starp tiem x, dabūjam šķēliena līknes projekciju uz 
yz plaknes, apskatot sekojošo nol-mu yz plaknē 

£ " ~ ( 1 - !?-> = 0 ( 4 2 ) vai ari * 
^ ^ ŗ - - 1 = 0 (43) 

Nol-ms izteic hiperbolu. Šeit jāizšķir trīs gadijienl 
1) jkļ < a,tad hiperbolas reālā ass ir y ass. 
2) ļkļ = a,tad,kā redzams no nol-ma(42),šķēliens ir divas 

taisnes 
<! - §) = o (f + 1 ) - 0 

3) |kļ > a,tad hiperbolas (43) reālā ass ir z ass virzienā. 

Ievedot pirmā nol-mā z = o, dabūjam 

a* t b* - J 

Nol-ms dod ellipsi xy plaknē. 
Šķēlieni ar (yz) un (xz) plaknēm ir hiperbolas, jo pievie­

nojot nol-mam (40) nol-mu 
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a* ' b* c 
Virsmas šķēlienus ar (xy),(yz),(xz) plaknēm dabūjam 

l)ar xy plakni a^ + b * " ~ c * " + 1 = 0 ^ z = 0 
2 2 2 

2)ar yz plakni g- + §ŗ - I* + 1 = 01 
, i = 0J 

3)ar xz plakni 5 r + ? r - | r + l = 0 ' ) 
cl U O 

y = Oj 
Pirmā gadijumā izslēdzot z starp nol-miem dabūjam, ka šķēlie-
na līknes projekcija uz xy plaknes,apskatot nol-mu xy plaknē 

f£ + fc + 1 = 0 

Šis šķēliens ir imaginara ellipse. 
Otrā gadijienā izslēdzot x un trešā gadijienā' izslēdzot y, 

dabūjam sķēlienu projekcijas, apskatot sekojošus nol-mus at­
tiecīgās plaknēs 

b l c*1 + J" ~ U 

x2- s2-

Abos gadijienos dabūjam hiperbolas, pie kam reālā ass ir z ass. 
Šķēlienu ar plakni, parallēlu (xy) plaknei, dabūjam ar no­

li dzina jumiem 

Šķēiieni ar plaknēm, kuras ņarallēlas (xz) plaknei, dod 
analogus rezultātus. 

Vientelpas hiperboloīda krustpunktus ar koordinātu asīm da­
būjam: ar x asi, atslēdzot kopēji nol-mu (40) un y=0 , z=0, 
tas dod 4. „ 

x = 1 a 
Tāpat dabūjam arī krustpunktus ar y asi 

y = ± b 
Krustpunktus ar z asi dabūjam 

z = + ci 
tas nozīmē, ka z asij nav reālu krustpunktu ar virsmu. 

a un b sauc par vientelpas hiperboloīda reālām pusasīm un 
c par imagināro pusasi. 

Ja a = b, tad dabūjam rotācijas vientelpas hiperboloīda no­
līdzina jumu 

Pieskāra plaknes nol-mu dabūjam pielietojot formulu ( 1 1 ) 

Vientelpas hiperboloīda attēls redzams zīm.Nr.2. 
63- Divtelpu hiperboloīds. 

Šīs virsmas nol-ms, kā agrāk redzējām, ir 
+ ¿ - 4 + 1 = 0 (44) 
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x + „ ^ 7 1 = 0 ....(46) 
7 X - 1 ) b lp?T ~ 1 ) 

Kamēr |hļ Co nol-ms dod imagināru ellipsi. Kad ļhj = c, tad 
nol-ms ( 4 5 ) rāda, ka tas apmierināts a r x = o u n y = o . Tad 
plakne z = + c krusto virsmu punktos 

P, = oļojc 
P 2= o{o|-c 

Kad |hļ > c,tad nol-ms ( 4 6 ) dod reālu ellipsi.Šis ellips'es asis 
aug,_ja aug h. Seko, ka divtelpu hiperbololds sastāv no divām 
telpām, viena no tām atrodas v i r 3 plaknes z = c un otra apakš 
plaknes z = -c. 

Sķēlienu ar plakni, parallēlu yz plaknei, dabūjam ar nolī­
dzina jumiem 

1 2 1 
: • V z± 
a* b a c 1 

x - ± k ) Izslēdzot starp šiem nol-miem x, dabūjam 
£ - $r+ ( 1 + tv) = 0 ( 4 7 ) 

vai ari d 

— y * v ž - + 1 = 0 (48) 
b*(l+|c) o M l ^ ) 

Apskatot nol-mu (48) plaknē (yz), tas dod krustošanās līknes 
projekciju uz xy plaknes.^Redzams, ka līkne ir hiperbola ar z 
asi kā reālo asi. Tādu pašu rezultātu dabūjam, krustojot virs­
mu ar plakni, kura parallēla xz plaknei. 

Divtelpu hiperbololda attēlojums parādīts zIm.Kr.5-
Koordinātu asu krustpunkti ar divtelpu hiperbololda virsmu: 

Ar x asi 
2 1 1 

+ Z z . -4. , _ Q >j 

al + fc» c* • - - ^ { 
y = 0 r 

Seko z = 0 
Tāpat dabūjam ar y asi 
Ar z asi 

x = ļ" ai 

y = ± bi 
z = ± c 

J 

Redzams, ka tikai z ass ir reāla. 
Ja liekam a = b, dabūjam rotācijas divtelpu hiperbo-

loidu 

• £ + ¿ . 4 + 1 = 0 ļ ffi ar cr cx [, 
x = i l i j 

Izslēdzot z starp šiem nol-miem, dabūjam šķēliena projekciju 
uz xy plaknes, apskatot nol-mu 

A A +
 B A - V£T I , - b 

xy plaknē. 
Pārve ido j ot,dabūjam 

http://zIm.Kr.5-
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J = mx ļ 
Z = nX j 

(6) 

Ievedot šis izteiksmes hiperboloīdu augšējos nol-mos,dabūjam 
X 1 m1x7- n ax 2 -. _ ^ 
W + ~b^ _ 1 ~ u 

X 1 , m ax 2 n2-xa , _ n i~ + "b* c 5 - + -1 ~ U 

vai ari 
ļ 0 $ $ ? § ) - 1 - 0 

* ( J , + £ - £ ) + 1 = C 
Ja koeficients pie x z ir nulle, tad x top bezgalīgs.Bet tā kā 
šeit koeficients arī pie x ir nulle, tad ari x 2= co un tais­nes (6) pieskārās virsmai bezgalībā. 

Izteiksmi 
1 , ma n 1 _ n a*" + b-" " W ~ 0 

izpilda daudzas taisnes no koordinātu sākuma; šīs taisnes vei­
do virsmu, kuru dabūjam, izslēdzot starp taisnes nol-miem un 
šo noteikumu m un n. 

Izslēgšana dod 
(l)2 (§)2 

vai arī 
__ 
__- i _ £> _ r\ 
a l • b 2 ~ c a - U 

Šī virsma ir konus, kas, kā redzams, kopējs_abiem hiperbo­
loīdiem un pieskārās pie tiem bezgalīgi tālā līknē. 

Šķeļot konusu ar plakni z = h dabūjam, kā šķēliena projek­
ciju uz xv plaknes 

x a v a h* 
_ j - ___ _ ±___ as 0 

Šķeļot hiperboloīdus ar to pašu plakni, dabūjam šķēliena pro­
jekcijas uz (xy) plaknes 

Pieskāra plaknes nol-mu dabūjam, pielietojot formulu (11) 

_____ + _____ _ , 1 - 0 

64. Hiperboloīdu asimptotisks konus. 
Hiperbololdl ar nol-miem 

- 2 1 ____ + _£. _ _L _ 1 _ n a* + ba c* 1 ° 

|r + i - £ + i = o 
tiek saulīti par piekārtotiem. Šiem hiperboloīdiem ir tie paši 
parametri a,b,c. 

Vedam taisni no koordinātu centra,tad šī taisne iziet ari 
no augšējo hiperboloīdu centra 
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_v 4- -Ž _ ( i -i- i£ļ =. o 

r + £ -a 1) = 0 
Pārveidojot šos trīs nol-mus, dabūjam 

2 2 
1 y i., - 1 = 0 (konusa sķēliens) 

a c* b • c* 
X 1 . j j f —vā f- ^ , i - 1 = 0 (vientelpas hiperbo-

a a(l + gŗ) b*(l 4- £t) lolda sķēliens) 
•j— 1 = 0 (divtelpu hip.sķēliens) x 2 

Kā redzams, šis trīs šķēlienu e_lipses ir līdzīgas-Vislielāko 
ellipsi dod vientelpas hiperbololds, vismazāko ellipsi dod 
divtelpu hiperbololds. Ho tā seko, ka asimptotiskā konusa virs­
ma atrodas starp vientelpas un divtelpu hiperboloīdu virsmām. 

Šķeļot asimptotisko konusu un hiperboloīdus ar plakni x = o, 
dabūjam 

vai ari u ** 

V * 9-2 
_ _5 1-1 = 0 

Redzams, ka asimptotiskā konusa sķēliens - divas taisnes,- ir, 
hiperboloīdu šķēlienu - hiperbolu - asimptotas.Analogu rezul­
tātu dabūjam, šķeļot ar plakni 7 = 0 . 

Asimptotiskā konusa pieskāra plaknes nol-ms,pielietojot 
nol-mu ( 1 1 ), ir 

X X V Y z Z 

+ b- c* L 

Virsmas ar centru bezgalība. 
65. Kā redzējām, virsmai (i) ir trīs galvenās diametra 

plaknes, kuras stāv savstarpēji stateniski. Liekam koordinātu 
sistēmu tā, lai (y'z') un (_*_*) koordinātu plaknes sakristu 
ar divām galvenam plaknēm un koordinātu sākums 0 ' atrastos uz 
virsmas. Tādā gadijienā virsmas nol-mā nebūs absolūtā locekļa 
un nebūs,virsmas simmetrijas dēļ,arī locekļu,kuros x' un y' 
pirmā kapē. Virsmas nol-ms (i) tad dabū veidu 

a/, X ' 1 + &ļ% y + aj3 z 'a + 2a^ z • = C (49) 
Ērtības dēļ atmetam augšējos rādītājus pie koeficientiem un 
nezināmiem, un rakstam 

a„ x* + a 2 iy 2 4- a^jz2" 4- 2a3;,z = 0 (49-) 
eirā nol-mā atrodas vēl visas otrās kārtības virsmas.Virsmas, 
koiu_centra koordinātas ir galīgas, jau apskatītas,tādēļ ap­
skatīsim tās virsmas, kur1! centra koordinātas ir bezgalīgas. 
ITo pētijuma par centru zināms, ka centra koordinātas dabū 



vērtību oo , ja 

Priekš nol-ma (49-) determinants dabu veidu 
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a n a » ! 

! 
a i l a z l a 23 ļ 
a-3, a 3 i a 3 3! 

au o 0 

o 0 

o o a 33 
= a, a u .a 3 3 

Lai centra koordinātas dabūtu vērtību oo ,tad vajaga, la: 
a 3 3 = 0 

a> 1) Ja a n = 0, tad L\̂  = 0 un nol-ma (49-) paliek 
a^y* + a 3 3 z1 + Za^ z = 0 ( tr 50) 

Šis nol-ms dod cilindra virsmu. Augšējo nol-mu varam rakstīt 
y* = 2pz + qz 2 (50^) 

kur 
~ a 3 t -

0. : "D = un 
Pieņemam, ka a 3 W < 0 , jo ja a^^O, tad varam par pozitivas z 
ass virzienu pieņemt pretēju dotam virzienam.Nol-ms (50-) dod, 
ja q_ 4 0 elliptisku vai hiperbolisku cilindru.Ja q_ = o,tad da­
būjam parabolisku cilindru. 

Analogus rezultātus dabūjam pie a 2 1 = 0. 
2) Ja a 3 i= 0, tad ari 0. Nol-ms (49-) tad dabu veidu 

Pieņemam a z = 0 

a(ļ > o , a 2 2> o un ka agrāk a3if<o 
tad nodalot nolldzinājumu (49-) ar -a^,dabūjam 

a22 
= 2z ( 5 D 

-a. Liekam V = un 

z 1 = 
0 . 

- 8 . 

0. = Vi 
21 

2z 

Nol-ms ( 5 1 ) tad dabu veidu 

Šis nol-ms dod elliptisku paraboloīdu. 
Pieņemot a„ < o , a i 7> o , a3<f<o dabūjam a 2 

_ 2 + JL _ 2z 
p q. 

Šis nol-ms dod hiperbolisku paraboloīdu. 

(52) 

(53) 
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5 + ? = 2 2 1 P q V 
x = 0 y' 

Šis līknes (yz) projekcija ir 
y 2 = 2qz 

Nol-ms dod parabolu. Analogus rezultātus dabūjam, šķeļot virs­
mu ar plakni y = o.Škēlienu ar plakni, parallēlu(xy)plāknei 
dabūjam * o. 

z = h j 
Šīs līknes projekcija (xy) plaknē ir 

vai ari p -
a i 

p.2h ' q.2n 
Nol-ms dod ellipsi, kopas asis aug, ja aug h. Ellipse^kā re­
dzams, reāla tikai pie h> o. Elliptisks paraboloīds ta tad at­
rodas virs xy plaknes un iet bezgalībā z ass virzienā. 

Šķēlienu ar plakni, parallēlu (yz) plaknei dabūjam 
ļ\ f= 2z ļ p q [ 

x = i k ) 
Šīs līknes projekcija uz (yz) plaknes ir 

q p 
y-= 2qz - ļ k* 

Nol-ms dod parabolu. 
Analogu rezultātu dabūjam, šķeļot ar plakni y'?I k. 

Elliptisks paraboloīds attēlots zīm.Nr.4. 
Ja p = q, tad dabūjam rotācijas paraboloīdu 

66. Elliptisks paraboloīds. 
Elliptiska paraboloīda nolīdzina jrras ir 

v q 
Škēlienu ar xy plakni dabūjam ar nol-miem 

t+t- -) 
z = 0 j 

Šķēliena līknes projekcija xy plaknē ir 

P q 
Nol-ms dod divas imagināras taisnes ar reālu krustpunktu 
P = o|ojo. Tā tad xy plakne pieskārās elliptiskam paraboloī­
dam koordinātu sākumā. 

Šķēliena līkni ar yz plakni dabūjam 
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Pieskāra plaknes nol-mu dabūjam no formulas (11) 
x x y y o . J Jo „ , —-— - i — - — = 3 -f- z„ 
p a o 

67. Hiperbolisks paraboloīds. 
Hiperboliskā paraboloīda nolīdzinajums ir 

p _ 
Šķēlienu ar (xy) plakni dabūjam ar nolīdzina jumiem 

p q. > 
z = 0 ) 

(xy) plakne dabūjam 
- f + + = 0 

•vai arī p q-
(_ + Z)(_ _ + Z) = 0 

nol-ms dod divas reālas taisnes, bet tas arī apmierināts ar 
x = °, 7 — o, tā tad (xy) plakne pieskarā3 virsmai koordinātu 
sākumā. 

Šķēlienu ar (yz) plakni dabūjam 
_2 _ 1 " \ 

_ I + Z = 2z 
X = 0 j 

(xy) plaknē dabūjam 
y*= 2qz 

parabolu, kuras ass iet pozitīvas z ass virzienā. 
Šķēlienu ar (xz) plakni dabūjam 

- t + í = 2z ! 
p a > 

y = 0 j 
(xz) plakne dabūjam « 

­ =r = 2z 
P 

X 1 - ­ 2pz 
arī parabolu, bet šīs parábolas ass iet negatīvās z ass vir­
z ienā. 

Šķēlienu ar plakni, parallēiu (xy) plaknei dabūjam 

z = h J 

"Sis līknes projekcija uz xy plaknes ir 
xx v* _ 5 + Z = 2h 
u a 

vai ari - -
x i _ "1= 0 

p.2h ̂  q.2h x u 

Pie h> o šī līkne ir hiperbola, kuras reālā ass parallēla y 
asij, tās asis aug, ja aug li. 
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Ja h<o, tad arī dabūjam hiperbolu 

pTž(-ii) +
 q721^ET " 1 = 0 

Šis hiperbolas reālā ass ir parallēla x asij. 
Šķēlienu ar plakni, parallēlu (yz) plaknei dabūjam 

2 - ? + ? = 2z 1 
j i = t k 

Šis līknes projekcija uz (yz) plaknes ir 
v 1 k 1 

q P 

y i = 2 q z + | 1 q 
Līkne ir parabola, viņas ass iet pozitīvās z ass virzienā. 

Šķēlienu ar plakni, parallēlu (xz) plaknei dabūjam 

y = + k J 
Šis līknes projekcija uz (xz) plaknes ir 

- g + § = 2z 
P q 

x* = - 2pz 4- ļfp 
Šī līkne ir parabola, kūpas ass iet negatīvās z ass virzienā. 

Hiperboliska paraboloīda attēlojums parādīts zīm.Nr.5-
Pieskāra plaknes nol-ms seko no nol-ma (11) 

p a ° 

68. Otrās kārtības virsmas, uz kupām 
atrodas taisnes. 

Taisne iet bezgalībā divos pretējos virzienos.Ellipsoīds 
ir slēgta virsma, tam nav bezgalīgi tālu punktu un tādēļ uz 
tā arī nevar atrasties taisne. Divtelpu hiperboloīds sastāv 
no divām atsevišķām daļām, tādēļ uz tā arī nevar atrasties 
taisne. Paraboloīds iet bezgalībā vienā virzienā un tādēļ 
arī uz tā nevar atrasties taisne. 

Taisne var atrasties 1< uz konusa, 2)uz cilindra, 3)uz 
vientelpu hiperboloīda, 4; uz hiperboliska paraboloīda, jo_ 
šis virsmas iet bezgalībā divos pretējos virzienos un sastāv 
no vienas telpas. 

Taisnes uz vientelpas hiperboloīda. 
Vientelpas hiperboloīda nolīdzinajums 

x z yļ_ z 1 

Pārveidojam 

a* c* " ± b a 

( 
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va c' "a c' 
X . Z -. z 

b 
1 + i i -

D a 
z_ 
c 

V, 

Ja pieņemam uz hiperboloīda punktu P = X|'yiz,tad pie šim ko­
ordināta vērtībām nol-ma (ot) kreiētā puse dabū vērtību 

x , z 
a ' c - i . (p) 

tad 
1 + | -I 

/ , - ' 1 (v) 
1̂ X _ Z V »' 

a c no (3) un (y) seko 
- + a - >(i + 2) ļ 
a c ,v b' t 

Nol-mi (6) ir vientelpas hiperboloīda nol-mi parametra veida, 
bet katrs no tiem ir pirmās kapes un tādēļ izteic plakni.Pie 
noteikta £ t nol-mi izteic taisni, kura atrodas uz hiperboloīda, bet ja £ļ mainīgs parametrs,tad katrai £t vērtībai atbilst tais­ne un visas šīs taisnes atrodas uz hiperboloīda un veido vienu 
bezgalīgu daudzumu. 

Hiperboloīda nol-mu varam rakstīt arī šādi 

f" + 5 i + l 
a c b 1 _ Z _ _ _ 

b a a 
un liekot, ka augša 

x z 
a c 

Z 
o 

dabūjam 
Z _ 

a 

a + f = 4 ( 1 - D 
° 1 b i (6«) 

Seit mainot dabūjam ari taisnes, kuras atrodas uz hiperbo­
loīda. Tā tad, uz^vientelpas hiperboloīda atrodas divi bezga­
līgi daudzumi taišņu, viens no tiem atbilst mainīgam parame­
tram iļun otrs - mainīgam k.^. 

Kā redzējām,^ tika noteikts, pieņemot uz paraboloīda punk­
tu P = xļyļz, pirmā taisne (6) tādēļ iet caur punktu P. 

Ja noteicam ^ £arī ar tā pasa punkta P koordinātām,tad arī otra taisne (ō') iet caur P un tādēļ,taisnes (6) un (6*)krusa 
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to jās pMnktā P . No sacītā seko; caur katru vientelpas hiperbo-
loīda punktu iet^divas taisnes, pa vienai no katra,parametriem 

un ̂ atbilstoša daudzuma, Q \ -
Tā kā katram P = x|yļz atbilst tikai viens Jtt un arī viens 2^, un katram Bģxm^atbilst tikai pa vienai taisnei katrā daudzumā, 

tad seko, ka viena un tā paša daudzuma taisnes nekrustojās. 
Taisnes uz hiperboliska 

paraboloīda. 
Hiperboliska paraboloīda nol-ma 

pārveidojam 
_ 5 + ļ t= 2z 
p q. 

( + -j— )( + - ļ - ) = 2z 
V/F V/^T VT VōT 

Pieņemam uz hiperboliska paraboloīda punktu P = xjyļz,tad to 
vērtību, kupu pieņem pirmās iekavas ar P koordinātām,apzīmē­
jam ar j¿. 

- * + 8 _ y _ ¿1 

it-

(a) 
+ = 2z' 

VP ~ VĶ 
Nol-mi (a) ir hiperboliska paraboloīda nol-mi parametra vei­
dā, parametrs ir & t .Katrs nol-ms izteic plakni un pie noteik­ta £ļ dabūjam taisni, kura atrodas uz hiperboliska paraboloī­
da. vJaj£ļ mainīgs,tad dabūjam vienu taišņu bezgalīgu daudzumu, kurš tad veido hiperbolisko paraboloīdu.Otru taišņu daudzumu 
dabūjam, liekot 

- ^ + ^ = 4 1 
(b) 

Kā agrāk redzējām, tā arī šeit,caur katru hiperboliska parabo­
loīda punktu iet divas taisnes, .-par vienai no taišņu daudzu­
miem, atbilstošiem parametriem Žf un .Tāda pat kārtā,kā pie 
vientelpas hiperboioīda,šeit redzams, ka viena un tā paša dau­
dzuma taisnes nekrustojās. 

Pirmā daudzuma taisnes atrodas plaknē 

+ v 

tā tad tās paralíelas plaknei 
4 

+ — Z — = 0 (c) 
V'P VT 

Otra daudzuma taisnes atrodas plakne 
7 

w vr. 
7 

w 
plaknei 

y 
vr 

i 

= 0 (d) 
Plaknes (c) un (d) sauc par hiperboliska paraboloīda virzieno­
šām plaknēm. 
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Vingrinājumi. 
1.Dabūt attālumu starp punktiem ?=5\-o\-9i • Atbilde 1 J . 

2.Kāds z,lai P = 5 ļ - 2 ļ z attālums no 1^=5ļ6|l 
butu 3 ? Atbilde z=o;zi= 

3-Kādus leņķus veido ar koordinātu asīm taisne no koordinātu 
sākuma,līdz P = 5/2|10|5\/2. Atbilde a =60°, p=45°, Y=6G° 

4.Taisne g, veido ar i un y asīm leņķus a=60°,8=60° 
taisne ĝ  veido ar x un y asīm leņķus ct=45 ,3=45 • 
Kads ir leņķis starp g, un g t ? Atbilde 45° 

5.Dabūt leņķi 3tarp r, un r t .Radius vektors r, iet uz 
PF = 2 V2\2\ VE un rz uz P Z = 3|0ļ N/J Atbilde 3C° 

6.Taisnes gabals P. P̂  noteikts ar P, = 9ļl2|3 un P_= 151-18 ¡9 , 
ir dalīts trīs vienlīdzīgas daļas. Dabūt punktu P, ,tuvāka da 
lijuma punkta koordinātas. Atbilde 1 1 ! 2 | 5 

7-Uz plaknes 6x - 3y 4- 2z - 1 = 0 dabūt- tādu punktu, laira 
y = - l u n z = 2 . Atbilde P = -1|-lļ2 

8.Uz plaknes 5^/2 x 4 - 5 y + 5 z - l = 0 vests statenis d no ko­
ordinātu sākuma. Dabūt stateņa garumu un tā virziena leņķus 

Atbilde d = o.l 
a=45°,P=60o,Y=60O 

9-Dabūt plaknes 2x - 3y + 5z + 30 = 0 asu nogriežņus a,b,c. 
Atbilde a = - 1 5 ,b = 1 0 , c = -6 

10.Kāds ir plaknes 6x - 5y + 8 = 0 normālnolīdzinājums? 
6x - 5y + 8 r Atbilde -- = 0 - \/6T~ 

11.Kāds ir plaknes 3^ + 4y - 12z 4-6 = 0 attālums d no punkta 
P = 5 1 A t b i l d e d = 

12.Kāds leņķis \) staru plāknē_3x - 5y + 6z - 7 = 0 un 
3x 4- 3y + z - 1 1 = 0 ? Atbilde 9 

13.Vai punkti_P, = 2 | 4 ļ 3 , P Z = 61515, P 3 = 2 ļ 5 | 3 un P ; ,= - 2 | 7 ; 1 
atrodas plaknē ? Atbilde atrodas 

14.Kāds ir tās plaknes nol-ms, kurā augšējie četri punkti 
a t r o d ā s ? Atbilde x-2z4-4=0 

15.Dabūt plakni,kura iet_caur P, = 14i 12¡10 un P A = 14J8J10 un 
kura stateniska uz plaknes 13y ­ lis 4­ 17 = 0 

Atbilde i­14=0 
16.Dabūt plakni, kura iet caur taisni 

3x - 7y 4­ 8z ­ 10 = Ol 
2x 4­ 4y - 7z + 5 = 0 \ 

un caur koordinātu sākumu. Atbilde 7x4-y-6z=0 
c\ 

17.Kads ir leņķis-v starp taisnēm x 4- I _ y - 1 _ z 4- 2 
2 " 3 " ~~ b~~ 

x - 2 _ y 4- 3 _ z - 3 
Atbilde cos^=ķ^ 
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le. Vai punkti P, = 2 | 3 | 1 , B . = 4|5|2 un P 3 = 6|7|3 atrodas uz 

vienas taisnes? Atbilde: ja 
1 9 . Dabūt tā virziena koeficientus, kopš J_ uz taisnēm 

* + 1 - 2-^-2- - ž 7 5 

-6 2 ~ 1 
x - 2 _ y + 1 _ z + 2 
4 ~ 1 ~ 1 

1 2 2 Atbilde cosa = % , cos3 = v , cosy = j 
20.Dabūt leņķi starp plakni 2x - 3y + 6z - 39 = 0 un taisni 

x - 8z - 1 = 0 
y + 4z - 1 = 0 A t M l d e 3 i n ( p = |4 

21. Dabūt plakni, kopa iet caur P = 2 | 3 ļ l un J_uz taisnes 
x - 1 _ y + 1 _ z + 2 

2 4 Atbilde 2x-3y+4z+l=0 
22. Dabūt plakni, kopa iet caur taisni 

x + 1 _ y - 15 _ z - 2 
5 " 3 " 2 un parallela taisnei 

x - 4 z - 7 = 0 ļ 
y ~ * = 0 Atbilde x+y-4z-6=0 

23. Kādās virsmās sadalās virsma,dota ar nol-mu 
x - y - x - y A t ļ 3 i l d e cilindr. x 2+ y 2= 1 

plakne x + v = 0 
" x - y = 0 

24.Dabūt virsmas x1-4xy+9y a -6xz+2yz+2z a +8x-l6y+l=0 centra koor-
d i n ā t a s Atbilde Ijljl. 

25.Kāda virsma izteikta ar nol-mu 
5 x a - 6xy + 2 y a - 4xz + 2yz + z*~ 8x + 6y + 4z + 2 = C 

Atbilde paraboloīds. 
26.Kādā līknē tiek krustota virsma 4x*-12x7+97* +5za+12y=G 

ar plakni z = 0. Atbilde parabola. 
27.Dabūt virsmas (24.uzdevumā) diametra plakni, kupa iet caur 

koordinātu sākamu un punktu P = 0 j 1 ļ 2 
Atbilde x-2y+z=0 

28.Dota virsma llxi-8xy+7yL+12xz-6yz+5z2--4x+6y+2z-l=0 
dabūt virsmas diametra plakni,kupa piekārtota cbordam ar 
virzienu koeficientu Atbilde 13x+8z+2=0 

29.Kādu virsmu izteic nol-ms x1-yz+10x+12y-18z+7=0 
Atbilde hiperbol.paraboloīdu. 

30.Ellipsoids.kupa asis sakrīt ar koordinātu asīm,iet caur punk­
tiem P, = 11311, ? i = 3 i 1 ļ 1 un B j = ljlļ v^-Kāds ir šī ellipsoī-
da nol-ms? x t+ T 1 Z^ 

Atbilde " * + f - 1 = 0 
31.Virsmas ^ + Ķ--Ķ-l-0 punktā P = 1J2J1 dabūt pieskāra plaknes nol-mu ? Atbilde f + f Z - f - 1 = 0 








