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AVALITISKE GRCAMITRIJA
oF

Virziens, lepki, projekecijas.

1 Virzienu telpég dod ar taisni vai ar taisnes gabalu.Vir-.
ziena pilnigai raksturosSanai vajadziga eri virziena puse, kuya
uz taisnes gabala iet gabala galu punktu apziméjoso burtu vai
skaitlu kartibpa.

Piemsram A. B vai ari 1 2. Sie gabali dod
virzienus ar noteiktu virziena pusi uz gabala no A uz B pusi
un no 1 uz 2 pusi.Uz taisnes virziena puse tiek dota ar bultu,

Ja virziena pusi, no A uz B, no 1 uz 2 vai ari ar bultu no-
radito, uzskatam par +, tad virziera puse no B uz A vei 2 uz 1
vai ari pretéji bultai uzskatama par -. Paralelam taisném val
ari taispu gabaliem ir tas pats virziens.

Par 1enk1 starp diviem gabullem vai arl taisném,neatkarigi
no tam, vai notiek krustosSanas vai skersosanas uzskata lepki,
kuru veido taisnes, Siem gabaliem vai teisnénm paralelas caur
kadu,péc patikas pieremtu,punktu.

318 lepkis w nemams no gabala 3JF, uz Q,Q,vai no taisnes 1 uz
taisni 2.

p
y
;%,4
.“ QJ ;},{ Qa,

Ievedot ka lenka funkeiju cos funkciju, kB8 lenki starp tais-
ném varam uzskaitit w, vai ari 27 - w, jo arviemn

ecosu = co3(2n - w)

Seit jaievero, ke pic lepia noteiksSenas starp teisném 1 un
2, Jjanem no krhstpun tta stiprak apzimétie, pusstari.

Lepkis starp diveam plaknem tiek noteikts ar lepki,kuyu vei-
do So plakpu krustoSanads taisnes a un B ar uz dotam plakném
gstateniskn plékni. %

: q
—740 3 I\CL

Sis lepkis tiek pents no o uz B un dabljams ari k& lepkis
starp statenlem uz abam plalm&m, mérojot lepki w abos gadiju-
mos tai pasa virziena.

Lepkis starp taisni g un plakni e tiek veidots starp taisni
g un ¥inas statenisku projekeciju uz pléknes e. Tiek pemts tas
lepkis, kurs masaks par 90°.

Legkls starp taisres gabalu P, P, un taisni g, kuyai dota
v1r21ena puse, tiek nemts no taisnes g uz gabalu P Py

=8
Visos apskatitos gadijumos ka lenka funkcija tiek lletota
cos funkeija.
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2. Taisnes gabala F, P, Dprojexcija 5'P! uz virziemtas tais-
nes g dabijama

A S R A B LT S e et LR T v tx)
Sk w
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Ja gabals P, B, un taisne g skdrsojis, ted caur P, vedam taisni
Fg un notelcam lepki w k& agrak.

.‘\
b
4 >4
F, B ir B P, projekeija uz g'.Vedam P, B' | g un B'P} ari e

tad : (qa
BB = B BN = A RB S8BTl v C e S e (X5)

Gabala projekcija debu + vai - zimi atkarib@ nc cos w zinmes,
pirma gadijuma projekcija teR viend& virziena ar g un otra gadi-
juma pretéja.

Gabala pr03e£01jai uz pléknes nav virziena puses.

p /‘ BB = [P' B cos wl(w arvien(90°)

£ 5

Poligona projekeciju uz virzienotas taisnes g dabljam k& poligo-
na malu projekeciju algebraisku summa.

P

R_ 3"‘6:"p
R . : T
. 3-L Pl Wy
i AT
R B egr R

B'Bl= B'By + BB + B'B! + B'B! = P B, cosw, + B B, cosu, +

+ P3P, cosugt B R COSO,  c.iiiianiiiiiian, (2)

Izteikonme ceriga ari tad kad poligona malas 8kérsojés ar g.

K& redzans, ja pollgons slégts, tad vipa projekcija uz tais-
nes g ir O.

Ig¢,1r poligona sl&dzosSa mala un redzams, ka poligona slé-

dzofas malas 2 B projekeije uz taisnes g nolidzin&s poligona
P, P.projekcijai uz g.
LE5

3, Pl8kne E atrodosa trijstiira laukums
i il s
2 = 5 A3.h

Projecéjot C uz E' dabljam C', h' ir A projekcijas A' augs-
tums,ta tad l
Ati=i= AB.h’
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Lepkis w stary h' un h ir ari lepkis starn E' un E,un

h' = h cosw
A' =3 AB.h' =3 AB.h €cO0Sw = ACOSW ...criviiianns A5k
E
o
w'f"*"’
£,
B i et | T e
Je projecétu A uz kidas plélknes E",kura || E', tad

L\."=A’

Ja trijsturis A atrodas plékné E, p&c patikas kada viets,
tad vedot BD || ec sadalam A divos trijstliros 4, un A,

A=A + 8,
un jawlepkis starp E' un E, tad saskapnd ar augséjo
Al = A,cosw un A} = 4,cosw

A' = A' + A, = b cosw + Aycosw

A' = Acosw

Ja plékné E atrodds ar taisném iercbezots laukums F, tad to
varam sadalit trijsturos F ,E, ,F3 ... Fn un pamatojoties uz

augssjo,dablijam laukuma F projekciju uz plaknes E'

' = K cosa
¥ = T, cosua

n n
B+ B Foa0 B RV B = (R + B4 Lo+ T Joos @
L BB aE g e o b (4)

Pl8kns E atrodosa lsukuma F projekeciju F' uz pléknes E' dabu-
jam, reizinot originallsukurmu F ar starp plakném veidotd lepka
w kosinusu.

4. Lai noteiktu punkta vietu telpa, lietosim tris sav-
starpéji stdteniski st&vosSas plaknes. Sis plaknes krustojas
trijés taisn@s. lMinétas piaknes sauc par koordinsgtu plakndm un
vinu krustosan&s taisnes par koordindtu asim, kuras ari sav-
starpeji stateniskas. Perasti piepem, ka viena no asim verti-



. o
kala un to tad sauc par Z esi. Pargjas divas apis tad ir hori-
contadlas un ja piepeman, ka z un y asis aticdis a:meaama plak-
né, tad x ase s+av_l nz 21me3uma plaknes. z ases virziena pusi

piepemam uz sugsu, y ases virziena pusi par labi un x ases uz
prieksu &ra no ziméjuma plaksnes.

e
! 2 e
zx vai y pigkne ! 1 yz val x plakne
P/I’ >y
e
///’ zy vai z plakne
74
X

Asu krustpunktu O sauc par koordinatu sgkuma punktu.
Plakni caur Xy asim sauc par xy vai ari z plaknl

" n yz n n " VZ " n X

" n Zx " n " ZX " n y- n

Augsdja kartiba piegemtu koordindtu asu gistému sauc par
labag skrives sistému, jo ja iedom&tos uz z ases labo skrivi,
tad Sadu skriivi ieskruvdjot butu Jagrlez X ase uz y ases pu-
si un z ase tad dabutu iustibu bultas virziend. Kreisas skri-
ves koordin&tu sistému dabutu, je x ases virziena pusi piepem-
tu punktotd virziena.Apskatito koordinatu sistému sauc per De-
karta taisnlenpka koordindtu sistému.

5. Par punkta P taisnlenka koordin&tén sauc celus no ko-
ordindtu sdkoma O 1idz punktam P koordin&tu asu virzienos.

v

— - - -----4

”

™

|
i
!
i
1
'

L i I T —n—-k

OP,celu no O 1lidz P sauc par radiusu vektoru. K& redzams,

punkta P koordingtas izteic ari punkta P attalumus no attie-

cigém koordindtu plakném un tapset ari ieskatams, ka: ’
punkta P taisnlepka koordinédtas x,y,z ir radiusa vektora
projekcijas uz attiecigém koordinatu asém.

Koordinatu plaknes dala telpu astopés dalas, oktantos, kuyi

atSkiras ar vipu punktu koordindtu zimém.

Pirma oktentd,pieméram,visém koordinatam ir + zimes.lep-
kus no koordinatu asu pozitiva virziena lidz virzienotal tai-
snei r, sauc par radiusa vektora virziena lepnkiem ar koordi-
natu asém, pie kam arvienu apzimésim.

r virziena lepki ar x asi ar a

n" n " 11 y " " B
n " n i Z L) JEA Y



B
o
cos @, co8s B, cos Y ssuc par atticcigien virziena koeficien-
tienm.
K& redzams no ziméjuma

T PCCO8 8., Y S Y COB By B e X 08 Y e e b (5)
vai ari
g . i - ]
cos a =3 ,cosB-—}- 3, QOB Y =imi R L (6)
Redzams,ka
?=1r'* + g*
b ol e cud: e e
Seko
ot b Gl B AR G i S A G A R (7)

T =\/x1+ y*+ 2¢ (r arvienu dabt + zimi)
No (5) un (7) seko

2= (r cos a) + (r cos BY + (r cos Y)z
Nodalot ar r? dabiijam virzienu formulu
costa + cogt B oot e il U e (8)

Beidzama formula r&@da, ka virziens telpd noteikts,dodot di-
vue skaitlu da&tus un tadel taisne caur dotu punktu ir noteik-
ta ar diviem skaitlu datiem.

Je telpa dota taisne g, vai gabals I B ,tad attiecigus vir-
zienus dablijam, vedot caur koordindtu sgkumu O taisni ﬂ g vai
ari || P, P,.51 taisne dod attiecigus virziena lepkus a,B,y un
ari attiecigos virziena koeficientus cosa,cosp,cosy.

Ja zinami kada virziena divi virziena koeficienti cosa un
cosfB, tad

cosy = '-}:\/1 - (cogta + cos*B)

TreSais virziena koeficients cosy ir divvértigs un tadel ari
virziena lepkis divvertigs. Geometriski tas nozimé, ka punkti!
P, ar radiusu vektoru r, un virziena lepkiem a; B3 Y, un

punkts ar radiusu vektoru r, ,virziena lepkiem o, B, y; ,Stav sim-

TZ

metriski pret xy plakni.

x.
ja T R Y ST SRR € R

un cosy, = - cOsy,

Piemérs.
P=21]3] 2

debuit r, cosa, cosf, cosy un a,B,Y
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. .Jﬁ
r—\//;z-l-y + z* =vf9 e g -1) =UAIR
cosa = —2— = 0.534 ; cosp = —— = 0.802  cosy = = = -0.26
V14 Via V14
o =57%40* ; B =36%0" ; y=1050"
Piemeérs.
Doti r =5, a=60%, B =45°
Atrast
cosy un radiusa vekiora gala punkta koordinatas x|y|z
55 ey i _+ R N Vi
cosa =35 ; cosf = vz cosy = —\//l - (Z +-§) ==
X =T cosa = 5-% = g ; Yy =1 cosf =5* 1_ = 2 :
\/2 V2
Z =T CcoSy = 5(f %) =1 g
Bezgaligi talu punktu U dod ar ta& virzienu, reskstot U
koordinitas
gieni cot a ] uieos B halieoB oyl TS 00 Gl e (9)

6. Ja radius vektors r dots ar gala punkta koordinatam
P = x|y|z un dota teisne g caur koordinatu s@kumu, ar lepziom

as By, tad r Jprojekeiju uz g dabijam l@VPlOJOt ka poll—
gona X.y,z S1&dzosa male ir r un tadé]l poligona X,y,z projek-

cija uz g ir tik pat liela, ka sl&dzosé&s malas r prosek013a D

X projekecija uz g = X oS «

y " 1" g — y cos B
z - " g&=12cos Yy
P ==x projekeijauz g =x cos a +y cos B + 2z cos y . o G0

7. Ja telpa atrodas gabals R ar projekcijam uz koord;na—
tu asin X,Y,2 %progek013am ir 2zImes),tad parcelot koordinatu
sist&ma paralell sev uz gebala s@kuma punktu redzams,ka varam
pielietot agrakas formulas prieks radiusa vektors, liekot T
vietd Run xX,¥,;2z vietd X,Y¥,Z,

un ta tad
R =\/1cl iyt

G o Il

y cos B = % y L rCo8 Y

o4
=~ [

Ccos a =

-1
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: /ﬁ
Ja dots gabala garums R un vina virziankia,f,y, tad

X=Recosa ,Y=RcospB, Z=RcosyY
Ja dotas gebalu noteicoSo punktu P, un 2, koordindtas
E=xlylz, w P= X |y |2,

o

tad
s e o S e A . SR Ul T

T
R w P+ (m-w P+ (22 2)
Redzams, ka:

radiusa vektora vai gabala projekcijas proporciondlas vinpu
virzienu koeficientien.

un

8. Ja dota wvirzienu koeficientu attieciba
cosax . cosp [ cosy=a . b . cC
ted pievienojot Se virziena forrmlu
cos o + cos® B + cosﬁ'{ =
varam dabut cosa,cosp,cesy. No augsé&jas attiecibas seko
cos oo = Qa
cos B = @D
cos ¥ = fc
Ievietojot vértivas virzicra formlad
cos*a -+ cos*B + costy =1 = ¢* (a*+ b + ct)
~ 1

S Tl
-\/a1+ b+ o*
tad
= 0O —_ & ;
G V a4 i o2 \
}
cos f= P.bh =7 b O R R .(12)
£ \/ &+ B4+ {
‘ i
3. 3 c
cos Yy = P.c = iv : . : }
s S0 o Dl o g

olnls izteiksmés japem vai nu visas v:.rse;}as vai visas apak~
ScJaS zimes. Dabujem divus virzienus, 'url atrodas uz vienas
taisnes, bet atskiras ar virziena pusi

Ta ta.d

no dotam virzienu koeficientu attlocz.bam dabtijem vir-
zienu, bet ne virzienz pusi.

9.

Ja gsbals P, P,telpé tiek ar punktu P dalits attieciba X,
tad no ziméjuma redzams ka gabala B P, projekeija uz xy plak—
nes tiek dalita ar € ari attieciba\ un tad&l ari gabali B'E),
PP un P"B, ari tiek daliti ar P',P",P™ attieciba A.



o+
: !
TR kR 20ty " Bs }:.! Yotz -un-Bo= ~r' Vot 2.

ta-d‘-a.,pz-iIBéjOt P = x|yl
dabijan i f._—_g VA S iy e (13)
L o Vgl O 3 e

Nz 5 AN % coha Yl

S er S Sl G v s e o
Gabala PI P,_ viduspunkta koordinatas dabijam
x'+ X, y1+ Y,

e yoF R e e e e (15)

Tiene

Piemérs.

Pie kade noteikuma radius vektors OPy krusto gabalu F P ?
Krustpunkts P atredas uz gabale F, P, un uz radiusa vektora OF4
Punkts P dala gabalu attieciba Aun t&de1 vina koordinatas ir

Axz- 3%, PN ARS G Azg-
= ”"7::"1“ 7y O (N )i qﬁjrrjr— ....... .(a)
Se A vel nenoteikts. Punktar P, ki atrodoSam uz radiusa vek-
tora CP; piekartotas koordinatas '
XELeRy Y isl Oy Gs = Semg s v s iR e (B)
Se P val nenoteikts. No nolidzindjum grupenm (o) un (B) seko

Axy= x= §(A= Dxy 3 Ay, 5 = 0(h- iy, 5 Azy- 7,= PA-1)z,

Uzskatot 53 (.k 1) par pirmo nezindmo un .A par otro,zinams,ka
gie tris nenomogen1e nolidzindjumi ar diviem nezmamlem var
kopeji pastavét, ja nolidzinajumu koeficientu determinants
Ky LYy Gy
Xy ¥Vq 23 {=0
. X3 Y3 Z3
Augseéjais determinants dod meklsto noteilumu.

10. Par plaknes virziena lenkiem sauc lepkus, kuyus ta
veido ar koordinatu plaknzm. So virziena leplu kosinusus sauc
par plaknes virzienu faktoriem. Agrak jau noraditg,ka lepkis
starp divam plakném dabiijams ari k& lenkis starp so plakpu



a1 PSR

stateniem un t&dsl plaknes E virziena lepkis ar (xy) vai z
plakni dabujams k& lepkis starp z asi un stateni uz plékmes E
Nyttt Seko.

Taisnei un uz vipai stateniskai plakmei ir tie pasi virzie-
na lepki un tadél ari tie p381 virziena koeficienti.

Ja rund par plaknes E virzienu, tad dom@ts par t&s taisnes
virzienu, kuya stav stateniski uz E

Ieveroaot augse jo redzams, ka ari plaknes virziena lepki
o,B,Yy izpilda formulu

cosa + cos'f + cos’y =1

Piemérs.
Plekne dota ar attdlumu p no koordindtu sdkuma 0 un virzie-
na lepkiem o,B,y. Dabit plaknes att&lumu d no punkta P = xlylz.

AZ -

X 3 :
Poligonem p,e,d ir td pati s1&dzosSa taisne k8 poligopam (Xx,¥y,z).
Projecéjot poligonu p,e,d uz virziena p,dabijam
pE o Fa
Projecéjot poligonu (x,y,z) uz p,dabiijam
X cos a+yecos B+ acosy
S5im projekecijam vajaga nolidzinaties un tadsl

Pptrtod+d=xcosa+ycosp+t+zgcosy
ta tad
disi X cosin kY cod BiF 'z goB i P Ll le (16)

11. Lepki starp divém taisném g, un g, ,kuras dotas ar
virziena lepkiem o, ,B, ,y, un o0,,P ,Y¥, ,cdabtijam izlietojot for-
molu (10).ZIim&jums § 6. Taisne g, piepemta r virziena un tais-
ne g, taisnes g virziena

Pr=lroenaiu bivicos i gosly L Tl (10)
§ini formuld p = r cosa) un tadel

T cos'S =X coS myt y cos Bat 2 €COS Y,

jo taisnes g, virziena lepkus apziméjam ar a‘,B,,ya
Seko

e « z %
cosd = = Cosay +-¥ COS By + 2 COSYy vioiiiiiinns (m)

Apzimé jot radiusa vektora r virziena lepkus ar a,p, Yy, ,redzams,
ka :

RN
H |

=e08 @, % = ¢cos B, , = c0S Y,



Ly, s

Ieliekot Sis v8riibas avugsSéjé formulsd,dsbijem mekleéto lepka
kosinusu

cost) = COSQy COSaa+ COSP, COSP, + COSY,COBY, - -vuunenn. (17)
81 formula deriga ari lepka noteikSanai starp divam plaknsm
un ari starp diviem taisues gabalien.
Piemérs.
Doti gabali R, un R; ar projekcijam X,.Y, ,Z, un X,,Y,,Z, ;

dabut lenkifa starp Siem gabaliem.
Ta ka

cosa, = %I , cosB,= %i , COSY, = %:
un
coS0g = %: : cosBlz'%; , COsSY,= %;

tad ieliekot §is vértibas formula (17),dabijam
COS’9= =
iRy
Ja R, ] uz R,,tad A = 90° wn cos) = 0 un t&dsl
X, X+ Y, Yy+ 2,2,= 0

Ja divu taisnes gabalu projekecijas izpi:lda augsSéjo noteikumu,
tad gabali stateniski.
R, ir ||R, ja coso,= cosa, ; cosB, = 0SB, ; cosY, = cosY,

t& tad

b R T
3
‘4 o L ) z
Seko
b Sy Yt lon X
%= BBy g =RBy 5 F=RE
un
Xl g Z|
.gL’! Y1 Zz

Ta tad divi taisnes gabali ir parall&li, ja to projekcijas ir
propcrcion@las.
Divas taisnes g, un g, ir parallélas, ja

cosq, = cosa, , cosB = cosB, , COBY,= COSY,
Taisne g, | vz g, ,ja cosa? = 0, tad

cosw cosag+ cosP, cosPy+ cosy cosy,= 0

Piemérs.
Mekl&ts virziens ar cosa,cosf,cosy,kuyS | uz virzieniem ar
cosm.,cosB',cosy} un cosa,,cosﬁz,uos‘a Pielietojot virziena

formulu,prieks meklsta virziena un katra dota virziena,dabli-
jam
coso cosa,+ cosP cosB,+ cosy cosy,;= 0
cosa cosa,+ cosB cosPy+ cosy cosy,= 0
No Siem homogeniem nolidzindjumiem seko
|cosa, cosB, cosy,
cosa:cosB.cosy = |cosa, cosB, cosy,
+* - o g



Ja cose, ! cosf, l cosy, =21 3 11

un- coscg. CosB, L cosy, = 1. 2  Z

tad ievedot proporcion&litftes faktoius ¢, un ?,_dahﬁjam
cosw, = 2(}‘ » CoSB = 5/ un cosy, = l?.
cosey= 2§, ; cosf= 2??_ un cosyY,= 3§

S G
cosa:cosBicosy = | 2Q, o l;i/lﬁ 5 (Y o :
+ - ¥ } ;q?’- 33' ?;_ Bﬁ ?1

=7?|Pi.:_ 3?;_ ?.?1

eosa . cosB [ cosy =7 . -5 11

-

r

Ievérojot formulu Nr.1l2, debiujam

cosa = r—L— ; COSB — q_...:.ﬁ___ :I-_l_—
- V75 -\V/75 -V75

12.Bez agrék apskatit&@s taisnlenks parallslkoordindtu:
gistémas lieto ari vél semipoldro vai ari cilindra koordinatu
sistéem un polaro koordinatu sictémas.

; ecosy =

Semipolara vai cilindra koordinatu sistéma punkta P koordin&atas
tiek dotas ar r, lepki ¢ un z.

X = I cosy

¥ rareja uz cilin-
Y Soiialoy dra koordindEem o Gl TS T e (19)
g iy
s e X - . i 1.;' - LS r‘ i I
cosp = —=—— ; ging = —=+—— ; r =\/X*+ y* ;p=arc t (20)
e e M ; &

Beidzamas formulas lietojamas parejai no cilindra koordinatam

uz parallélkoordinatam. '
Pol arkoordmatu sistémé& punkta P koordinatas tiek dotas

ar lepki ¢, 0, un lepki ¢.

Liekot r = §3 sinyp, dabujam

X = Poosg.sing

f
y = Osino.sing  } 0 ..ol g5 (I )
z = ?cosw :

8is formulas pielietojamas pérejai no parallé&lkoordinatam uz
cilindra koordinatam.



=BT

¢ = VEFT T 2= \,
12 8 = % % AR et (22)

Formulas pielietojdmas parejai no polarkoordinétéam uz parallsl-
koordinatam.

13, Koordinatu parveidosana.
a)Virzes parveidosana vai translacija.
No zim&juma redzams, ka

&)
Il
[
&)
«}. <
far 7y
N

Formulas pielietojamas parejai no (X,y,z) sistémas uz (§,Q,g)

sistemu.
Elxnx
.= 3i~¥, 1. ................. (o8
femeia) )

Formulas pielietojamas parejai no (§ ,? ,g ) sistémas uz
(x,¥,2) sistém.

b)Koordindtu sistémas griesana.
\ ¥

! \ i
Son ke 1
‘\ ;/’ S e \g

i e

Sistéma (x,y,z) un sistéma

i ¢ ,2 .5 ) abas ir taisnlepka sis-—
témas. Abam sistémam ir kopéjs

js sakuma punkts U un kopéjs ra-

(
a8



SRty o

dius wvekters r vz P, Sisténas ? g y ,§ asis veido ar x,y,2
sistémgs asim legigus o, B, ¥, - 03B~ O3 {33 *;3,kﬁ tas redzars no
sekojosas tabulas

— e

Projecéjot r uz X ass dabujam x, bet ta ki jaund s;stema pum:——
te P koordinatas §,9,§ aﬂtade. poligonu, kuys sleédzoSe mela
ir r,tad r vieta varam projecét S0 poligonu un dabGjam to pasu
lielumu x. Tapat projecgjot so poligonu uz Y ass dabijam y un
prc;;ecegot uz Z ass dabitjam z. T& tad

= § cosa, + 9 cosa,+ Ycosa; ;
y = § cosp+ Ycosp+ 3 e o PR O R Gl e (24)
z = gcosy+ Wcosy,+ §cosy,

- Formilas pielietojémas parejai no x,y,z sistémas uz € 9, ?
sistémua.

Lai dablitu formulas parejai no ( §,9,5 ) sistemas uz
(x,v,z) sistému, projecéjam punkta P koordlnatu X,¥,2 poligo-
nu uz 'f’, W,§ asim un dabiijen

v
I

x cose,+ y ©cos@, + 2 cosy; . )
§ = x cosa,+ y cosB; + z cosy, T A (24=)
§= x cosay+ y cosPyt z cosy,

¢)Koordir&tu sistémas translacija un griesana.
AZ

Pirms parcelam gistému Da“a_:.lell uz sakuma punktu O' un péc
tam izdaram sistémas (x',¥',z') grieSanu ap punktu O'.
Abas operacijas izvedam k& alfsa norgdits un dabljam

X y=hig oo f cosa, + f cosaz + § COS03
oLt FcosB,ﬁ- peospy + f COBRe AL L (25)
z2 =2, +F § cosy,+ fcosy, + §cosy,

F -

(ug,gé Jés ;ormulas dod pareju no sistémas (XYZ) wuz sistému

'Dare_]a no sistzmas ( § ¥’ q f f ) dabiijéma ar sekojosSam for-



s,
?: (x - xo)cosa‘-l- fy: - yo)cosﬁ, + (z - 2 )ccas_r.
Y= (x ~ xo)cosa1+ (y - yo}cosﬁi-.‘- (el zo)cosy.1 o S A (252)
f: (x - xo)cosas-f— (y - yo)cosBS+ (z - zo)cosw(.d

Formulds (24),(242),(25) un (25%) atrodss 9 lepki,bet tikai 3
no tiem uzsxataZmi par neatkerigiem, jo vielietojot pie @,n ,g
asu virzienu lepkiem virziena formulas, dabujam " Li
1
cos o, + cos' B+ costy =1
cost ay+ cos? B+ costy,= 1
cos?ay+ cos?By+ costy,=1
Pielietojot statenibas pezimi pie asim (§9)), (§§) un (Q§‘ dabi-
jan
cosq, cosa,+ cosf, cosP,;+ cosy, cosy,= 0
cosg, cosayt+ cosp, cosPy+ cosy, cosyy= O
cosaicosa3+-cosBicOQB3+ cosY, cosy,= QG

No Siem seSiem nolidzindjumien varam izteikt sesus JLepkus ka
funkeijas no paréjiem trijiem lepkiem un tad4&l augseé jés kaor-
diratu pérveidosanas formulis atrodas tikai tris neatkarlgl
lepki, kuri raksturo koordinatu sistémas ( f ,Q ,g ) grlesanu
pret koordinatu sistém (X,Y,2 ’

13. BEulers formulas.

Ieverojot noradito, Eulcrs piepem tris neatkerigus lep-
xus ¥, AJ un ¢.

LoROT = - A ROZY = A an ) LROR Y =
Eoordinatu sistémm (XYZ) var parvest ar triska&rtéju grieSanu
jaund koordindtu sistéma . (f.n.5)

1)Griezot ap 2 asi par lenk: g X ass parvietojas taisné
OK, znalitiska geometrl '3 plitng sads gadijiens apskatits un
tadel, ja punkta P koordinftes veca Sistsma apziméjam ar
X,¥,z un jauna sistémad péc rorzditas griesSesnas ar x V9, 2

X = X, cosy - ¥, s8iny

e SRS R T A R R L (26)
z = g, ' )
0 ¢ v < 180°

2)Kooraxnatu sistemu (X, Y, Z, ) grlezam ap OK par 1e¢kii?1n1
d&bugam, ja punkta P koordinatas sajjd griezta sistémd apziméjam



ar Xq,¥2 2,

-ty 1

-
b |

= Eq ]
D ind 1}
Y, = V5 €03V — Z; 8in
. L3 Q
Z, = Ya8inv+ z,cosV

3)Beidzot griezam Sc sistému ap 0Z' par lepki ¢ vn apzims-
jot beidzamd sistém& purkta P koordinatas ar% L § dabtijam

X, = § cosg - Y sing
Y%= § sing + Ycosyp |
Z,= ? J

Tzslédzot no (26), (262) un (2613} lielumus Xy, z, UR X4y 3,

S X = a,? + 8,9 + agf -‘,
y = "o,? + by + baf. } {Bulera formulas) ...... (27)
z=ol§+01|'?+03 ]
Koeficienti 8,858, b, bbby, ¢, c,cq dablijami no
8= + cosg cosy - Sing sSiny cos U
83= — sing cosy - cosy siny cos)
83= + siny sin ‘&
b,= + cos¢g siny + sing cosy cos’lj
. = - sing siny + cosg cosy €osY [ ......... (28)
by= - cosy sin
e = sing sin?/
Cy= coseg Sinf'lj
cy= cos 27 )
14, Tetreedra tilpums.

Apskatam tetraedrun, kura viena virsotne atrodés koordina-

tu sakuna.




Sy

Tetraedra C 1 2 2 <tiipuns T

(o

D= =

¥R 050
Je h statenis no punkta 3 usz Aou pléknes. Ar n apzinéts sta-
tenis no punkta O uz 4, un t&4&] n |ibh.

h projekeija uz n ir til: pat liela k& tetraedra Skautnes O3
vrojekeija uz n, tadel,ievérojot formulu (10),dsblijam

h = x,cosa + y3 cosB + z3cosy

T2 tad 1
T/ -3—[:;3.6.0!,_ cosa + ¥ 8, cosp + z34,, cosy]
Ta ka
a cosy = A_ i
b pex ] A projekcijas uz attieci-
A cosSa = A_ s 042 i SRR
ol 01"2" | g8m koordinatu plakném
A5, COSB = Amm,_m
un no analitisk@s geometrijas plékné zinams, ka
5 gy X
ogs 2
Il }rz
l YI Zi }
AO 1"1"= -]
2 S
1 By ity
A _mw= =
o 2
tad, ievietojot Sis izteiksmes formuld, dabijam
W P o - T8
Tz%"%[xa G P Zal} }

K& redzams (x,¥32), (x,%3z) (333737-9 ir tetraedra virsotpu kocr-
dinatas.
Augséjo izteiksmi varam ari rakstit
5 X Vg

Tz 6 ps Ya Zg 1l eseieceeeeece (29)
Ja tetraedra virsone neatrodas koordinatu sakumé,tad saskana
ar ziméjuma %
iy A

1
1
b
i




i 4 g

paruesan koordinatu asis parali&li uz pekiu 4 un ted,kd re-
dzams, augséja determinantd jaieved

x, vietd ... X, -X; ; X, vietE ... X,-'X, | X; vietd X;- X4

¥y - SLTE e PR B S " cor V2= Ty 1 Y » Yy — Y4

z, N iy By e B e N Zo~ 24 3 23 v 2Zg- 74
tad

3 L= iXy V=W B By
T TiX*r- Xy V2= V4 Za- 24
Xy~ Xy V- ¥y B3 24

S0 determinantu varam ari rakstit

N

- man ey —

> A A . TR o
< 1 xi yz, Zy 12
T = g Xion el TRav N S e L2080

P I ¢ EE
Té tad tetraedra tilpums tiek izteikts ar augséjo determinantu.

15. Nolidzinajumu geometriska nozime.

Ja piepemam z = ¢, tad 3im nolidzinéjumam atbilst bezgaligs
daudzums punktu, kuru z nolidzinas c¢. Visi 31e punkti atrodas
plakn3d, kuya paralléla (xy) vai ari z plaknei. -

Tapat redzams, k& nolidzindjums x = a dod plékni parallélu

(vz) plaknei un y = b dod plakni paralldlu (xz; plaknei.
Ja kads punkts atrodaés %xy) plakns, tad vipa z = O un t&d&}

z = o0 -ir (xy) plaknes nolidzinajums
kd ari, ieveérojot analogiju
y = 0o ir (xz) plaknes nolidzinajums
x=o0 ir (yz) ” "
NWolidzina jumiem
x =8
et

atbilst punkti, kuri atrodas tikpat pirmd, ki otréd plakmns, ta
ted uz So plaknu krustosSanas taisnes. 51 taisne ir paralléla

z asij.
Analogi dabljam, ka
X =a
z =c
dod taisni, parallélu y asij, un
y:=0
zZ =0

dod taisni, paralldlu x asij.
Ievérojot augséjo redzams, ka

¥y =0
2 'R0 }
ir x ass nolidzin&jumi un nolidzinadjumu pari
X =0 X =0
z=o} y=O]

‘ir y ur z ass nol-mi.



Nolidzingdjums ' :
I I-‘Lx,y) o J
apskatits xy plakn&, dod taja 1ikxi.
prZ 4
e
s nGl
A Q,
3 2
o 3 — 3
h
< J Qo i x.lii

v P’%\’o

X
Je caur Sis liknes punktu P, vedem taisni g,{lz asij un uz g,
plenemam.punktus L L e Pn ,tad visiem Siem punktiem ir t&das
pasas koordinatas xy plakne k& punikttam Po un tadel ari tas ap-
mierina nolidzinajumu F(x, y; = 0. Tapat tas ir ar punktlem uz
taisnes g, ,kuya iet caur liknes punktu Q, parallé€li z a9¢3.

Teisnes g, g, ... g, parallélas z asij un caur liknes F(x,y)=

punktiem veido statenisku uz xy pléknes cilindru un visu,uz S1
cilindra atrodosos punktu koordinétas 1zpllda nolleLnaJumu
F(x,y) = 0. Tadsl nolidzindjums F(xz,y) = O apskatits telpé,dod
uz Xy plaknes stateniska cilindra v1;sau
Analogi debiijam, ka nolidzindjums ¢(x,z) = 0 ir uz xz
plaknes stateniska h1+1ndra nolidzina jums un w(y,z) =0 11z-
teic uz yz plaknes statenisku cilindru.
Pieméram nolidzindjums
x2+ y2- 1% =0
izteic cilindru, statenisku uz xy pléknes.
Nolidzina jums ;
¥(x,y,2) =0
izteic kadu virsmu. Ja piepemam z = h ,tad nolidzindjum $isS-—
téma _ 5 —.n)
Mx.vi8) =

dod ktus, kuyi atrodss uz xy pléknei parallslas pléknes un
ari ggnar Ffz yrh) = 0 izteikta cilindra, kura veidule paralle-
la z asij.

Sie punkti veido 1ikni; pldknes z = h un cilindra F(x,y,h)=0
krustoSands 1ikni. %,

Ja mainam h, tad mainds pléknes z = h atualums no xy plék-
neg, un mainds eri cilindra pamata 1ikne F(x,y,n) = O, krus—
toSands likne t8ds]l kustds un pie Sis kustibas veido virsmu
telpa.,

Ta tad nolidzinajums

F(x,y,z) =0

dod telpad virsmu.
Diva nolidzinajumu kopiba

PAEV Bl d ok » (0 a)
f(x:Y:Z) =0

dod abam virsmam kopéjo punktu geometrisku vietu,td tad So
Tirsm krustosanas 1ikni.



e

Trijui nelidzingjum kopiba
F(X,Y,Z} =0}
£(x,y,2) =0
¢(x,y,2) =0
dod vienu vai vairalkus, ar nolids inajumien izteikto triju
virsm krustpunktus.
K& redzéjam, nolidzin&jumi (a) dod likni telpa.lzsledzot

no siem nolldzlnaJum¢em vispirms z, tad y, dablijam divus jau-
nus nolidzing jumus :
w<xiy)=0} o (B)

P(x,2) =0

?O%’dulﬁ&TUEI (B) dod to pasu likni, kxuyu dod nolidzindjumi
o

Beidzamd gadijumda likne tiek dota,kd redzams, ka divu ci-
lindru krustosanas rezultéts. Sie cilindei stav stateniskl
pirmais uz Xy plaéknes un otrs uz xz plaknes un tiek seukti par
liknes pro3ece3u51em cilindriem,

Seit japiezims, ka Siem cilindriem var bt kopgjas ari ka-
das citas liknes. ;

16. Virsmu klasifikacija.

Ja virsmas nolidzindiums sastav no polinoma, kura locekli
satur,pie pastaV1g1em ﬁoeflelentlem tikai x,¥,2 veseldas un
pozitivas kapés vai ari ja virsmas nolﬂdzlnajumu ar pérveido-
sarpu var parvest td3da izteiksm&, tad virsmu sauc par algebra-
isku.

Locekla x y-zP raditéju suymma m + n + p = r sauc par lo-
ﬂehlq kap'r un polinomd atrodosa ,S&di noteikta augstéka kape
noteie nolidzinajuma kapi. Ar tadu nolidzinajum izteikto
virsma sauc par r-t&@s k&rtibas algebraisku virsmu.

Virsmas, kuru n011d21naJLm1 neatbilst asugséjei pezimei,
sauc par t;anscendentam virsmam.

Virsm klasifikaciju izdara péc to nolidzind jumien Dekar-
ta koordinatas, tapsc, ka tad pie koordindtu parveidosanas
noliazinajuma raksturs nemainas,transcendents nolidzinajums
paliek transcendents un alcebraasks paliek algebraisks,un pie
tam patur ari agrako képi, ka tas redzams, ievérojot Dekarua
koordingtu 31stemas parvelaosauas formulas.

Pie virsmu p&tisanas ieverojami dotas virsmas skellenl ar
koordin&tu plakmeém. Sos skellenus dabu, pievienojot wvirsmas
nolidzinajumam pgc kadrtas koordindtu plakpu n011d21nagumus,

Tada karta A

M v,%2) =0

z 0 j
dod virsmas Sk&lienu ar xy plakni.

F(x,y,z) = 0]
y =0}

dod virsmas Skslienu ar xz plakni, un
G Mz.y,2) = O‘}
X =0

dod virsmas Sk&lienu ar yz plakni.
Ja wvirsmas nolidzinajums

F(X,Y,Z) =0



Heg, 5 S

algebraisks un n-t@s k#pes, tad Skfliena liknes noliidzindjums
ar Xy plakni ir 3
Fix,v,2) = 0]
=== ) j
§is liknes nolidzindjums plBkné (xy) ir
F(x,y,0) =0
Visparéja gadijumd Sis nolidzindjums ir n-téds kapes un ta--
de] n-tas kartibas algebrzisks virsma visparéja gadlijumé omas -
to koordindtu pléknes n-té&s kartibas algebrziskas likmes.
Tapat ievBrojams eri krustpunktu skaits, kuyes koordinatu
asis krusto virsmu. : i
Virsmas krustpunktasg,pieméram, ar x asi dabiijan, atsledzot
kopé€ji nclidzinajumus

&8

F(x,y,2) =0
vy=20
z=0 )
EKrustpunktu x koordinZtas deblijam no nolidzinajuma
; Plx:0,0) =0
Ja virsmas nolidzingjums slgebriisks un n-té&s kapes,tad
visparé j& gadijuma ari beidzamais nolidzinajums ir algebra-
isks un n-tas kapes, un k& zindms dod n saknes, t.1. prieks
X - n vértibas. Analogi dabfjam ari krustpunktus ar y un 2
a3im,
Tadel.
vispargja gadijumi n-t8s kAdrtibas algebriéiske
virsma tiek krustote ar katru koordinatu asi,
n punktos, realos vai imaginaros.

g L Ml o Ve -
jau redzéjam koordinatu plékpu nolidzinajumus

X
2 =0 ... Xy pleéknes nolidzinajums
i, T O ACIE T, <) " "

M

i PR o %

Plaknes, parallélas koordinadtu plakndm
Z = ¢ ... plakne parall&la xy pigknei
i ¢ TR " o Z2x "
i g - - vz i

Plaknes caur koordinﬁtu.ésim.

y. = ax
dod plakni caur z asi, jo lai punkts P atrastos t&d& plakné
s ‘ ir tikai vajadzigs, lai vipa X un

¥ koordinatas izpilditu noteikumu

A Al
x konst.

un Sis noteikums ir izpildits no-
>y 1idzina juma
¥y = ox
Anslogi dablijam pladknes nolidzina-
jum caur X asi
Yy = Bz




Kt e F Wt

un pléknes nolidzindjuma caur y asi
Z =Nz
18, Plaknes nolidzirnBjumu cauvxr irijiem punktiem
P, =x, 15 1z, ; B =xlynlz, wn P; = x|y, |z, doblijem,ie-
verojot, ka punktii £ ¥ P, un tekoSais punkts P = x|y|z veido

tetraedru. Ja tekoSais punkts P atrodaés tani plakns,kuya iet
caur punktiem P, ,P, ,P; ,tad tetraedrs tilipums Ax

Tetraedra tilpums dots ar determirantu (30) un tadg}l

x ¥ Z 1
x Z 1

./ ! "~ o e A (31)
Kj Yq 23 1

dod meklétés plaknes nolidzindjumu. Nolidzindjums ir pirmes.
képes attiecibd uz x y z jo je determinmantu attistam pec pir-
mas rindas, tad dabiijam

xA“+3rAn+zA|3+1.Am = 0 :
Sini nolidzindjumé visi koeficienti, apakSdeterminanti Ay ,
Ay s Ay, Ay ir pastavigi lielums un nolidzinadjums tadel
attiecibd uz x,y,z linears.

Piemérs. - & 3
Kads nolidzindjuns plaknei, kura nogriez gabalus. uz X

888 8, Uz ¥y &8s b un uz z ass c 7?7
Se doti tris punkti

B =alolo , B=o|ble un B=0|0lc
ieliekot Sis veértibas determinantd (31) debljam

o am iy, HIRA lg
et S T SR
o} b 0 i
0 (o] o 1
Attistot péc pirmés rindas, dabujam
o M, Y a ‘o 1 T W o S B0
z|b o 1l+y(-)jo o 1t+z]lo b 2{+(=)}o Db =0
3 faiid o S0 § : o R o ) e o U o e 7 o Mt 21
- S o a a o
x + y(-).(-) +Zl i ah e =i
O O hdr @ s R o
x.be + y.ac + z.ab - abe = O
Nodalot ar abc dabijam
P O W Y- T e i B S G N e PR 2
s o e S VR A (32)

S0 nolidzindjumi seuc par plaknes nolidzindjumu asu nogriez-—
Rnos.
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19. Lpuimeiam ar o,f,y virziena lepyius, kuyus veido axr
X,¥,2 asim uz piagnes E vilktais stalenis. Psc agrak teikta
é‘e lepki ir ari pleknes E virziena lepki. Salidzinctso zi-

n7Z

x¢ %

mé jume ar zim&jumu § 10, redzams, ka formuld
d =X cosa + y cosB + z cosy~-D

jaliek @ = O, jo punkts P atrodés pléakné E, ta tad, ja punkts
P atrodés plakné E, tad

d=0=x cosa + y cosg +2 cosy — D
Sads nolidzindjums derigs prieks katra punkta, kuys atrodas
plakné E un tadel izteic pléknes E rolidzinéjum, jo visu punﬁ—

tu P kopiba, kuyi apmierina So nolidzindjumu, veido plakni E..
Nolidzing jum

x cosa + ¥y cosp + z cosy-p =0 ....(33)

sauc par pléaknes normdlu nolidzindjurm.
Piemérs. o
K2ds nolidzindjums pliaknei,ja vipas attadlums no koordina-
tu sakuma p = 3 un ta stav perper.alkb.lar.L uz gabala PPy ?
Dotas gabale projekcijeas X = -1 , ¥ = -2 , Z2 = -1.
Si gabala garums

R =\/xl + Y+ R =\ﬂ-1)"+ (2F+ (-1)° = V&

gabala virziena koeficienti

B el o . i A
cose. = § = , cosB = i 5k COBY = = 3=

Ve V4 %4
Plaknei, kura stateniska uz P P ir t&di pat virziena koefici-

enti, kd gabalam P, P,= R un t&de] ari mekl&tais pléknes noii-
d21na3ums iy

IN

=3 2 3

X. — + y., —+ z2,. — -3=0
v Ve Ve V6
Fiemé&rs. ‘
Vest caur punktu P, = x|y, |z, Dplakni ar dotu virzie-

nu,t.i, dotiem virziena koeflclentlem cosa,cosp,cosy. Kads
ir SIs plaknes nolidzindjums?

Plaknes normélnolidzinajumd t& tad zind@mi virziena koefi-
cienti cosa, cosB8, cosy, bet p nav zinéms.Plaknes nolidzina-
jums ir

x cosa + y cosB + z cosy - p =0 WA LR
kura p v8&l nezinams.

Ta k& pigknei jaiet caur P ,tad punkta P, koordinatém va-
jag apuierinat plaknes n011d21na3umu, un ta&el



Ly

x cosa + ¥

Y = S\
-~ cosB + 2,008y =P =0 ..........0.... (s)

0
No 1 nolidzindjuma dablijam nezindmo p
P = X cosa + y,cosf + z,c08Y

Ieliekot p vértibu nolidzinajuma (r), dabijam

x eose + y cosf + z cosy - (xocosa + y, cosp + zocosy) =0 §
vai arl

(x -~ x )eosa + (y - y,)cosB + (2 - z )cosy =0 ...... (34)
8is nolidzinadjums ir tas plakmes nolidzinadjums,kuya iet caur
P, ar doto virzienu (cosa,cosB,eosy). Nolidzinajumu var arli
dabiit, novelkot nolidzindjumu (s) no nolidzindjuma (x).

20. Apskatitiem plaknes nolidzindjumiem ir linedra noli-
dzingdjuma veids
Ax + By +€z + D =0
un tapéc varam teikt, ka linedrs nolidzinajums attiecibz uz
x,¥,2 izteic plakni. '
Dalot nolidzinajumu ar -D dabtijam

T B
—-D+——D+—-D 1 0

S0 nolidzinajuma parveidojam

A L . B, e
—-I_)+—_D_+—_ 1 =0
A B C

Salidzinot So nolidzindjumu ar pl&knes nolidzindjumu asu no-
griezpnos, redzams, ka

D
al= R b =gl e siig (3%)
Nolidzina jumi
: A HBE A 02 A DR D o e e e (36)

sauc par plaknes nolidzing&jumu visparéeja veida.

21. Pléknes E nolidzindjums normalvéida ir
x cosa +y cosB + 2 cosy - p =0
T&s paSas plaknes nolidzinadjums vispargj& veidd ir
Ax + By +0z + D =0

Sie divi nolidzinajumi izteic to pasu plakni un var atskirties
tikai ar pastavigu, v€l nezinamu reizuli ® 3 nolidzindjumiem

X cosa +y cosB + 2z cosy - p =0
f(Ax+By+Cz+D) =0
vajag but tapatigiem, un tadé]}l

cose = PA *; cosp = QB ; cosy=0C ; -p= @D

un

Ta ka
cos®a + cog"B + costy =1
tad arl 3 5
o8 + @B & Ficti=1
Seko

SD i =R SN SO SRR G ) SR T O <D T)
VAL R G



iy g

No Sejienes redzams, ka lsi parvestu plakmes vispéréja noli-
dzindjumi normalnolidzirdjuma, vispdrd)s nolidzingjums jadala

———— e

R 4T £ TR R S RN
Az + By * Cz + D
b T R A

ir plaknes normélnolidzinajums.
Plaknes wvirziena koeficienti

cosa = ,———-%—‘——
R, - o L |
fi
coap = ey ERIE s W UL R e (D (39)

T IS R

G
COS‘{ = £ )
~Viid+t

P AL e A ) (40)
t 2 2 v §
VA Bkl
Ta k& p pemams arvienu ar + zimi, tad redzams, ka p arvienu

bus + ,ja saknes zimi pem pretéju D zimei. ”
Attiecibg uz virzienu koeficientiem varam rakstit

i

cosa : cosB : cogy : 1L =4 ;B :.0: i'\/A9'+ B"+ C" ----- (41
Piemé&rs.
Dots pléknes vispar3js nolidzinajums

12x + 4y + 3z - 12 =0
Sis plaknes asu nogriezpi

)
|
H
N

LA » e
el L 4 5
S R Rt O R
c_—-ﬁ——__} = 4

Plaknes nolidzindjums asu nogriezpos

2 SR R S

Plaknes p&du liniju xy plakné dasbiijam, liekot plaknes nolidzi-
ndjumd z = o, t& tad
12x + 4y - 12 = 0
ir p&du linije (xy) plakns.
Analogi dabtijam pgdu linijas yz un 2zx plaknés, liekot x = 0

wm y = o.

8y 3 =12 0 pédu linija yz plaékné

12x + 32 - 12 =0 X il . < e



- 28 =

DPliknes nolidzinajwis nocm8lveids
12x 4+ 4y + 3z - 12
-5

I ..._4-—.- ..—-.-....—. - ———

V2> v a8 4%

12x + 4y + 3z - 12 A

13
>
cosa = %% ; cosB = T% ; CoOsY Ti
Cohede cole
S Ly

K& redzeams, plaknes virziena koeficienti noteikti tikai ar
A,B,C, bet D vipus neiespaido. No D atkardjas tikal plakmes
attalums no kKoordinatu sakuma. Seko, ka ja divu plakpu noli-
dzindjumi atskiras tikai ar absoluto locekli,tad plékmes pa-
rallé&las.

Liekot plaknes visparéjéd nolidzinzjums

AXx + By + €z +D =0
) o 0
ka A = 0, tad cosa = T A = vai ari a = 90, tas
A/ar+ B o :

nozimé, ka p | uz x ass un tad plekne ir paralldla x asij;
ta tad

ja A =20, tad plakne paralléla = asij

B BL=iD e n n " v it
= 0 g " " " z n
Ja plaknes vispérgja nolidzindjumé A = O un B = 0, tad plak-
ne paralldla tikpat x asij, k& ari y asij un tédel | uz z a

Ta tad, ja

A=0,B=0 plekne | uz z ass
A=0,C=0 AIC R ey
B:O}C:O " _L"X"
Gadijumd, ked A =0 , B=0 , C = 0 , tad plaknes nolidzina-
jums piepem veidu :
.oy 0. s D =0
bet tad
a2
i Bl co
oyt RGN S LSIs
B i S

Ta tad, ja plaknes nolidzindjums sastav no izteiksmes
D=0
tad tas dod bezgaligi talu plaékmni, jo ta@das plaknes asu no-
griezpi ir bezgaligi lieli.
Plaknes vispareéja nolidzinajuma linedro izteiksmi apzimé
ar simbolu E un raksta

E=Ax + By +Cz2 +D

ArI pléknes normé&lnolidzindjuma line&ro izteiksmi apzimé ar N

un raksta
N=Xxcosa +y cos + 2z cosy - p

SN
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E = O apzin® plaknes vispirejo nciidzindjumu
=20 i 5 rormglo "
22. Divas plaknes krustojas taisné,.S5is taisnes punktiem
vajag apmierindt abu pléksrpu nolidzindjumus, ta tad
E, = 0
E, = G
dod krustoSands taisni.Si taisne tiks vElak apskatita atsevis-.
ki. Seit apskatisim kadu lepii, ko sauc par kritume lepki un
kuyu s8is pisknes veido. Lepkis starp divam plaknem tiek meérits
starp plakyu statepiem p,un p, un taael, ja doti plakpu noli-
dzinajumi
Ax+ By+ Ca+ D=0
| M + ByY + Caz + D=0
dabljot P,un p, virzienu koeficientus

Ay : : B, ! &
cosay = S R AT » CO8BE, = % : , COSY, = -l'—/—i—_—"_.——l
Ay WY A ot
SV T V &+ B+c St G
A, B,, Ca
COS0y = ,CO8Y = ¥

, cosBy =
n s B T + T
T Vi % G
dabujam lepki starp »,un p; un tadsl ari lepki starp E,un E,,
kuyu apziméjam ar 4.9

AyA,+ B, B+ C,Cy

cos’lﬂ“—:cosa, cosa,+cosf; cosd,+eosy; cosyy = (42)

VE +82 40 . VA +Ba+Ch

Saknpua zimes noteicémas péc agrakd un tédel ari cos'ﬁ zime ir
pilnigi noteiktsa.
Piemérs:
E=xi~ 4y ¥ 25 = 350.=0

- BREx +y:. =dgi~ Y =10
1 1 —4 2
cosa, = z o e 3 QOBRY S it JUBRR YL ER
AR T R s S e i R e
' Yo gt s LA -2
CoSt, = T = - = ; cosBy= — JigoeY, = et
e R e g o A
b e 1 R 54‘)..1\-;62.4’—2) g
Vel 3\Vi4

Ja plikne E = A X HB Y+ Lt b= O paralléla plaknei
E,= Ayx + By + Chz + D= 0, tad cosa, = cosa,,cosp; = cosP,,
cosy, = cosy, un tade}



TR

A, A

V £+ B+ ¢} V B+ o ot

A, v A+ B+ C

— = = e

Az I T

— = = k
un Bz

5 2 <

i = k
Seko

!‘-| - Bi ¢ C! - Al BQ CQ
Ta. tad, 38

E"—' O “ Ez': O

tad

E,2ZAx +B,y+Cz+ D=0

e | 1 : U
.L'1=-'-E.A‘X'|"EB,Y+'EClZTDL—O

Mo k& seko, ja plé@knes parallslas, tad attiecigie koeficienti
pie x,v,2 propor01ona11
Reizinot E; er k agbugam

B,= A,x+ B,y +C,z+ kD=0

Salidzinot So nol 1ézkna3umu ar E, nolidzirajumu, redzams:
parallglu plekpu nolidzindjumi atSkirss tikai abso-
14tos loceklos

O £ i
Ja E,=0 | uz E,= 0, tad s = 90O un COS‘i7==O ,kas pie ga-
ligiem koeficientiem prasa, lai nolidzinajuma {42) skaititajs

'A‘JAZ = B|B7.+Clc'1 =0 ................. -(43)
S1 izteiksme ir divu plékpu parallsdlisma noteikums.
Piemérs. S
Kads nolidzindjums ir p;aﬁnel caur P 2j441 ,laya paral-

léla pléknei Ei=x+2 -2 =07
lekletais nolidzingéjuma veids ir
E,= Ax + By +Cz +D =0

Té k& plakne parellsla plaknei E,= 0, tad E,= O var atskirties
no E, = O tikai sbsolttad locekli un tadé&]l tas nolidzinajums ir

E,=x+z+D=0
T2 k& plaknei B = O jaiet caur punktu F, 3{4{1 ,tad Si punk-
ta koordlnatam vajag apmierinat E,= 0 n011d21na3umu un tadél
Rt 20 10)
Dielg :
Ieliekot S0 D vertibu E,= O nolidzinajumd, dabhjem
X+2~-4=0
t.i. plakmes mekleto nolidzindjumu.


http://3J4.il

2% s

23. Tris plalmes E,;= 0 , E,= 0 , E,= 0 kirustojas vieng
punktd@ Pg,kura koordindtas dabujam atslédzot nolidzinajumus
Ax, + B,yo +C 3z, +D,=0

0
Ax, + Byy_ + Cyz  + Dy=0
Atrisindjumu dabiijam ar izteiksmi
BB s -C-0D,

XO:Y6:ZO:1 = = A.f dii Aat aq _____ {44)

SELEaT S e
kur n',Al,As,AA ir ceturtas rindas vietam piekartoti apaksde-
terminanti.
Kamér | ;

I A, B C,l

12 5 cai

i A3 By Gy
krustpunkta. Po koordindtas ir geligas. Ja A,= O un vismaz
viens no A, ,4, »84 nav 0, tad vismaz viena punkta P, koor-

dind&ta ir oo krustpunkts tadel atrodas bezgalibid un plaknes
krustoaas trlJas parallélas talsnes
Ja pie 4, = O ari pargjie A, A Yo 05 tad

X, = A Z, S Gl ORS D

krustpunkts nav no+e15ts t.1. plaknes iet wvisas caur vienu
taisni. Atseviska gadlguma Si taisne var bat bezgalibid,tad do-
tés tris pléknes ir parallélsas.

Tris plaknes E;= O , E,= 0 , E;= 0 krustojas parallélas(at—

seviSsk@svai sakritoSas) taisnés, ja

a B c|
Ay Ba Cz' S L) e e e e (45)
i o

Cetram plakmem E, =0 , E;=0 , Es= 0, E,= O visparigi nav
kopéja punkta, bet ja vipam ir kop&js punkts Py = xolyo{zo ;
tad S punkta koordinatam vejiage apmierindt auesgdjo cetru
plakpu nolidzindjumus un tadel

Ayx_ + By '+ Csz, +DB,=0

Ayx, + Byy, + Cyz, + D=0

Ayx, + Byy, + C3z2, + Dy=0

Ayx, + By, + Gz + D=0
Siem Cetriem nehomogeniem nolidzindjumiem ar trijiem nezin&d-
miem vajaga kopéji pastavét,bet tas iespéjams tad, je



A

Ay By Gy :

RN PO R Dzlzo ......... ... (46)
| 4 By c3 Dy
i Ay By Cy I

T8 tad, ja cetras plaknes krusto1as vienad punktad, tad vajaga
bat lzp11d1+am sugsS&jam noteikumam .

24. Ja cetri punkti B, = x, |y, {3, , Pr= X[y, {2, ,F3= xaiyéiz3
un B = x,'iy,‘ |z, atrodas plakmé Ax + By + Cz + D = 0, ted vipu

koordin&atém vajaga apmierindt plaknes nolidzinadjumu, ko izpil-
dot dabijam cetrus nolidzinajumus

Ax,+ By + Cz,+ D = O
Ax,+ By, + C2,+ D = O
Ax;+ Byp+ Czy3+ D = 0
Ax+ By, + Czp+ D=0

Attiecibd uz cetriem lielumiem A, B C,D Sie cetri nolidzing ju-
mi ir homogeni un nolidzindjumi var kopegl pastavet tiksei tad,
ja determinants

> S Ry TR U

i

. $ots PR PRI
D = AT 8 IV R IR e e 47)
e S £ l (47

Xy Yy 24 1 |}

25. Plaknes B = O attdlums d no punkta P_ = x_|y_ {z. dots
ar formulu (16) = i T

d = X, cosu +—yocpsﬁ -+ z,cO08Y - P

Formula ridda, ka d dablijams, ieliekot pl@knes normalnolidzina-
jumad punkta P koordinatas.

Ja plaknes E = 0 nolidzindjums dots visparéja veid&, tad
vinu parveidojam normalveida un 4 tad dabljam ka norzdits.Ta
tad, ja

E=Ax+ By +Cz+D=0
tad
Ax:F By 4 Gz D

+
i A F e

g AX, By qk Gk SR LR S
T N g ol

Saknes zime, k& agréak noradits, japem pretéjad D zimei. Atta--

lums 4 tiek skaitits no plaknes 1idz punktam.

Ja liekam nolidzinajuma {48) S B SRR O N P s P

dabiijam plaknes attdlumu no koordinatu sakuma O -

- D )
e Sttt e D s TR (49)

i\/.zi‘+ o M

Agrak jau izteikts p, koordinatu sakuma O attdlums 1lidz plak-
nei
D

t\/A‘+ B+ ¢t

N

=0

i
|

P:-—-.




L] e
Ta k& p arvien ) O, tad redzams, ke d5 < O, bet
Il = la,]
Ja punkts P, un koordinatu sgkums O atrodas viend pusé no
plaknes E = O, tad 4 dabli - zimi, bet ja plékme atrodas starp

O un B, ,tad 4 dabid -+ zimi.
Divu parall&lu plaknpu

Ax + By + Cz + D,
Ax + By + Csg +-D1 = 0

|
o

attdlum d dabujam +
d =D, =Py  sieciiiiiiiiiiain. (50}
Plakpu asu nogriezni tiek izteikti
Sl gy
a=-7 un a' = e
D 3
=t e L
b 5 un b! B
c = - %‘ un etis o~ %ﬁ

Nogriezpiem &, un &, , bun b, , ¢, un ¢ ir tds pasas zimes,
ja Dyun D, ir ar vienddam zimém. T&da gadijumd abas plaknes
atrodés viena pusd no koordindtu sakuma O un formula (50) je-
pem - zime .

Ja Dyun Dy ir ar pret&jam zimem, tad a un & , D,un by, c un ¢,
ir ar preté&jam zimém un koordinatu sikums O atrodas starp abanm

plaknsm. Formula (50) tad janem + zime.

Piem&rs.
EE2x-y+2z2+6=0
0

Ey=2x -y + 22 -7
6




c,z.—%:_j A le_%:+%

No asu nogrieénu zimém reczams, ka O atrodas starp abam plakném.
: 26. Simbolu N un E geometriska
nozime.
Ar N apziméjam izteiksmi
X cosa + y cosB + z cosy — P

Ja dota plakne
X cosa + y cosB + z cosy - p =0

tad Sis plaknes attalums d no punkta P, = X5|yplzo tiek doss

d = X, cosa +-yocosB = z,CO8Yy - P
bet ja punkts dots ar koordinatam P = x|y|z ,tad augséja iz-
teiksmé jaievieto X5:Y52%, vieta x,y,z2 un tad dabujam

d =x cosa +y cosp + 2z cosy - P

Izteiksmi labajad pusé, saskapa ar apziméjumu, atvietojém ar
simbolu N un tad - Al

Redzams, ka simbolslmldod punkta P = x|y|z attdlumu no plak-
nes
x cosa + y cosB + z cosy - p =0
vai ari:
INjir punkta P = x|y|z attalums np plaknes
: N =0

Nolidzinajums d = N = 0 izteic, ka punkts ar koordinatam
x|ylz atrodas uz plaknes N = O.

Ja
E = Ax + By + Cz + D
tad :
N-AX+By +Ca+D _ E
= F
‘\/A+B‘+c B e
un

E = NIV £+ B+ ¢*)
Ta tad simboler izteic ar faktoxu

2 b ieda ot

reizindtu plaknes E = O attaluru no punkta P = x|y|z.

27.Plakspu sSkipsna un plakspu kulis.
Nolidzina jumi
2= ) un E1= O
dod divas plaknes, un ja apskatam abus nolidzinajumus kopéji,
E,=0 4
sy
1 )

tad dabtjam taisni, kura Sis plaknes krustojas.Punkti uz krus-
toSanaés taisnes atrodas abas plaknes un tadeél to koordindtam
vajag apmierinat no+1az1nagumus {(a), bet tad ari nolidzing jums

B B 00 Lo o S o oy .(51)
tiks apmlerlnats ar Krustosanas taisnes punktu kcordinatam.



_35_..

Nolidzind juma (51) A ir skaitlis - parametrs. Nolidzind-
jums (51) ir pirmas kapes attiecidd uz x,y,z un tads]l izteic
plékni. T8 k& krustosanas taisnes punktu koordindtas apmieri-
pa tik pat nolidzindjuma E, = 0 ,k& ari nolidzinéjumu.E1= 0 un
ari nolidzinajumu

E,- AE, = O
tad ar So nolidzinadjumu izteiktd plakne iet caur plakpu E,=0
un E,= O krustoSanés taisni g.Parametrs A var piepemt ® vér-
tibas. Katrai A vertibai atbilst plakne caur g, té tad noli-
dzindjums izteic bezgeligi daudz plaknes caur E,= O un E;= O
krustosanés taisni, Nolidzinajumu

B AR, = 0

sauc par plakpu Skipsnas nolidzingjumu.
Tris plaknes

E,= 0
Ezz 0]
E?,: C

krustojés viend punktd P, un krustoSanas punkta koordinatas

apmierina katru no Siem nolidzinajumien. -
Nolidzina jums

B Ay oy =0

ir pirmes kapes, t& tad izteic plakni. Bet t& ki plakpu E,=_

E.= 0 , E;= O krustpunkta Pp koordinatas apmierina ari augs

jo nolidzindjumu, tad redzams, ka plakne :

™ 1 . —

11:‘—' /\Ez s /“'EG ='-0

iet caur punktu Po.Parametri A unyu.k%Frs var piepemt o vVEr-

tibas un tadé&l nolidzinajums izteic o~ plaknes, pliknpu kuli,

caur P,.

0,
&-

Ne o R B A B BB S 0 s (52)
sauc par plakpu kila nolidzingjurmu.
Piemérs.

Kads nolidzinajums plakpyu kulim caur punkitu P = albjc ?
Punktu P varam domgt veidotu ar triju plakpu krustosanos

x-a=0 plakne paralléla yz plaknei
y-b=0 3 o ZX 4
= 0 " " xy— i
llekigtais plaknpu kiila nolidzinz jums
(x - a) ~A{y -Db) - Mz -c}) =0
PR AN E N Q.
_ 28. Taisne tiek dota k& divu plakpu E,= O un E,= O krus-
tosanas rezultats.
Koordingtu asu nolidzinajumus dabijam, Xrustojot divas ko-

ordinatu plaknes. X asi dabujam, krustojot Xy un zx plaknes.
Tada pat cela dabti arl y un z asu nolidzinajumus.

A X = .0
v =6 S y = 0} Z ass nol-ms
Taisni, parallélu z asij dabii, krustojot plakni, parallélu y=z

rlaknei ar plakni, parallélu zx plaknei. Tapat dabli, krustojot
attiecigas pléknes, ari taisni, parallélu x asij un y asij.

X =0

}:x ass nol-ms } ¥y ass nol-ms



X = a& taisne ||y asij; X = al taisne

c Z=20C) v= %) Ik asij

Taisni, parallélu xy plaingabu, krustojot plakni, parallslu xy
pléknei ar kaut k&8du plskni. Tada pat cela dsbl ari taisni,pa-
rallélu yz plaknei un taisni, parallélu zx rliaknei.

z = a) taisne || x = al taisne || y = b) taisne |}
o xy plaknei; 5 _ yz plaknei; o _ O; zx plaknei
Taisni koordlnatu plékne dabuaam krustojot plakni E = O ar

attiecosos koordindtu plakni. Saﬁa taisne tiek saukta par pigk-
pes & pédu liniju.

y =.b} taisne |l x asij;

&
Il

T2 tad
B o}talsne xy plakng,vai ari plaknesE=0p&du linija xy plakné
E=0
X = } " " " " E=0 " i vz i
§ T
Y 0} " zZX " " n n E=O " " Zx "
ul /4
Taisnes pédu punktu Xy plBakn& dablijam,liekot taisnes nelidzi-
najuma z = 0, B0
i
BE,= 0 E'taisnes pédu punkts xy plakmé
z2=0 )

Analogi dabijami peédu punkti yz un 2x plaknés.
Taisni ceur koordinatu sZkumi dablijam krustojot divas plek-
nes, kuyas iet caur koordinatu sdkumu

Ax+By+¢(z e 1
ALx+ By +Gz2 B
29. Nolidzinajurms
Ax+By+Cz+D=0 ik Bl T e (53)
Ayx + By + C32 + D= 0

sauc par taisnes nolidzinajumru visparéja veida. Izslédzot
starp Siem nolidzindjumiem z, debijam nolidzinajurmu starp x
un ¥ un izslédzot y, dabijem nolidzindjumu ar x un z.5ie no-
lidzinadjumi piepem veidu

y=mx+’°} ........................ (54)
L AM—1ch 3 b i il 03

Tie izteic to peSu taisri, k& (53) un tiek saukti par taisnes
nolidzindajumu normala veida.

Ka redzams no taisnes rorm@lnolidzinz juma,tad,lail noteiktu
taisnes vietu un virzienu telpg, mazikais neatkarlgu parametru
skaits ir cetri.

Ar nolidzinajumiem (53) taisne g tiek veldota krustojot . di-
vas visparéjas plekmes, bet ar nolidzinéjumiem (54) ta pati
taisne tiek veidota, krust~|bu éivas atseviSkas plaknes.Plakne
y =mx + b ir stateniska uz 3y piBknes un plakne z = nx + ¢
stateniska uz zZx plaknes, ka tas redzams ziméjuma.




Taisnes g projekecijas uz xy un zx plakném dabijam

o b-} taisnes g projekcija uz xy plaknes
B D
un &
e C.l taisnes g projekcija uz zx plaknes.
t e, J
Redzams, ka nolidzinajums

y =mx + b

apskatits xy plakne, dod taisnes projekeiju uz xy plaknes.

Analogi ieskatems, ka nolidzingjums
Z =nx + ¢
dod taisnes g projekeciju uz xz plaknes.

Pastavigie lielumi m,b,n,c pilnigi noteic taisnes vietu un
virzienu telpad un tiek saukti par taisnes g koordinatam.Ta k&

taisnes g projekcijas:molidzingdjums xy plakmé ir
y=mx + D

tad m ir Sis projekcijas virziena koeficients un b vinpas no-

grieznis uz y ass.

Tapat ieskatams, ka n ir taisnes g projekcijas xz plakne,
virziena koeficients un ¢ ir projekecijas nogrieznis uz z ass.

Piemérs.
Parveidot taisnes visparéju nolidzindjum
X+ y-2=0
ey de - k2=0
normalnolidzina juma.
Izslédzot starp nolidzinajumiem z,dabtjam
2Zx +y+2zx+y) -12=0

4x ' 3y~ Q2. =0 "%, y = - —% X 4
Izslsdzot y dabiujam _
2x + (z - x)+ 2z - 12 =0
FpRE L YRS Do g e %-x-+4
ta tad nolidzinzjumi
Yy = - % X+ 4
B = % X +-4

----------



| =% <
dod mekléto taisnes normalnolidzind jum.
Nolidzinajums
3”=-%}:+4
ir dotds taismes projekcijas nolidzindjums xy plékné, - % Sis

projekcijas virziena koeficients un 4 vipas nogrieznis uz y
ass. ik
Nolidzind jums Z - 3 + 4

ir dotas taisnes pro1eﬁc1 ;88 nolidzindjums uz 2zx p*éknes -
jr Sis projeékcijas virziena koeficients un 4 ir nogrieznis
uz 2z ass.

30. Nolidzinajumi

Ef2Ax+By+0Cz+D=0]

E?_E Azx ir Bly = CQZ =+ D1= 0 S
dod taisni g,. Sai taisnei parallélas taisnes g, nolidzinaju-
mus dabtjam, krustojot plakmes E] = O un E} = O, pie kanm
L C parallgla E.= O un Ej = O parall&la E,= O.

E; 0 dabugam liekot nolidzinajuma E,= 0 D, vieta D} un

E; = O dabujam, liekot nolidzinajuma E,= O Dy vieta D/ , un
tad

ol

E' =Ax+By+Cz+D =0)
Ej = Ayx+ By + Cpz + D} =0 |

ir taisnes g, nolidzindjums, kura paralldla taisnei g, . Sali-

dzinot taisnes g, un taisnes g, nolldz1naJumus redzam,ka tie

atSkirdés tikai absolGitda locekli.
Piemérs.
Taisnes g, nolidzinajumi

2%y Azih iz 0)

X 42y <« Ja 8= 0 3
Tai parallélas taisnes g, nolidzindjumi

2x~y+4z+1~),=01

X+ 2y - 72 +Dg =
Ja noteicam, ka taisnei g4 jéiet caur punktu P = 1[2)4,tad 31

runkta koordinatam vajag apmlerlnau taisnes gg n011a21na3amu.
ievietojot P koordinatas g, nolidzinajuma, dabljam D, un D,

2.1 -2+4.4+D/'= 0 , Dy =-16
3422 o4 kD= 0 o Dt 23

un tad taisnes g, nolidzinajums, kura parall&la taisnei g, un
et caun'P -5 ir
2x—y+4z—16=01

x+ 2y - T+ 2% = O) 5

31. Taisnes g virzienu dabUjam, atrodot virzienu taisnei
g',kuya iet caur koordin&tu sikumu un paralléls taisnei g.



Apziméjam taisnes g' virziena lepkus ar «,B,y. Piepemam uz g'
péc patikas punktu P, = xolxolzo ar radiusu vektoru r, ,tad

Yo 0
r 2

Hl&ﬂ

cosa = z cospB =

o
!
d
&

o

o]

: : ) 0 0 % }

COBME Srooa L —poRY = o2 esliias s Sy I g LS . (m)
IR e o) 0 0

Ja taismes g nolidzinajums ir
Ax+ By+Cz+D=0)]
Ayx + Byy + €32 + D=0 )

tad, ta k8 g' }| g un g' iet caur koordinatu s@kumu, g' noli-

dzinajums ir
Ax+By+ZCz=0
A1x+Bzy+Ciz=O}
Punkts P, atrodés uz g',tade] vipa koordindtam vajag apmieri-
nat taisnes g' nolidzindjumu, ta tad
| By b By o+ Qe =0

Aixo + Bﬁyo + Cizo =0

no Siem diviem homogeniem nolidzinadjumiem dabiijam

I |
LR K Gl on
X 1Y iz =|Ag By Cyfl= £ y
0 O (®] .
0 Mo e 5 & HIA VR N
Ievietojot So izteiksmi attieciba (m),dabujam
cosa:cosBicosy = Do- : LA (55)
Dy AyiCsit AR B

Apziméjot determinantus ar 4, ,4,,44 un ievérojot formulu (12),
dabtjam

4,
cos o =
s -
V. £+ 8 + 0
bq
cosB = R T
15 2 1 1 {
£ + 8 + 8
Bq
cos Yy = -




Al =

Piemérs. L
Kadid ir virziena koeficienti tsisnei
28 - 3y -2 -4 =0
Eohearte I G20

_ S _Ei < '1 12 I'3 e 4 —1|.‘2 -3
cosa . cOsB cocy—‘+ ST R P S _ll _> 'll 1
: -+
: BF 35
. 1 g : 3 . = __5__
cosa = = e cosB = — ,.co8y =
YAy . 2 TVES tyvEs 83

ZImes augééjés formulas lietojamas vai nu visas + ,vai visas -.
Taisnes g bezgaligi talo punktu varam darbut, ejot no koor-
dingtu sakuma taisnes g vieziena celu u = .
Bezgaligi tala punkta U koordinatas

U = u cosa|u cosBj cosy ; 1=

Dazrelz 1zc1ev1g1 rékinos ievest bezgaligi talo punktu,piemé-—

ram:
Kadai vajag bat parametra Av(art’ibai, lai taisne

AX o ek LR ]
)y g O}
blitu parallela plaknei
E=4x - 4y + 2 - b6 =

Ja taisne paralléla plaknei E = O, tad taisnes bezgaligi t&-
lam punktam U vajaga atrasties plakné E = 0.Lai dabutu tais-
nes bezgaligi tala punkta U koordinatas, dabiijam taismes vir-
ziena koeficientus i :

)"]}‘\O -1 o _!l 0 A ~ll
cosa . cosB I cosy =j1 -N 1}|= o R g oG
R 1”* Y ! )&.l

e LSS witee e SRRl L A=)

Hok i oLy A [ciin (.-\1- 2|

Ieliekot 8is vértibas pliaknes nolidzinajumid, dabijam
4¢. — 4vA + u(f— s BT

nodalot ar n un liekot v = o0 ,dabijam

4 4k + X -1=0
St A R
Piemérs.

Kads ir plaknes nolidzinajums, kuya iet caur P = 0[{1{0 un
stateniska uz taisnes g

tad

2x -y + 2 =20
x+y-22-1=0

Ja pla}me ]l uz g, tad vipai tadi pasi virzienu koeficienti ka
taisnei g,



e T

Taisnes virzienu koeficientu attieciba

: Rt al e Pide o
cosa - €o08B .l cosy =141 1 =2 12 I 1 _2i e {1 -2 i: o
'+' e + -
9 G, e |
liekl2tas plaknes nolidzins jums
Ax + By + Cz2 + D =0
saskapd ar formulu (41) !
A:B:C = cosa: cosp : cosy 5
SRl S A et b A e 2
Barel B.= ¢5; C=¢03 3
Plaknes mnolidzindjums caur doto punktu P
A(x - 0) +B(y -1) + C(z -0) =0
leliekot 8ini nolidzindjumd A,B,C vertibas, dabiijam mekl&to
nolidzinajuma
gl(x -0) +¢5(y - 1) +¢3(z -0) =0
* Xk Sy 4 S e B =10
32. Ja taisnes nolidziné&jums dots normélvei&ﬁ
y=mx+D
: et g i 8
tad parrakstam to
mx -y +oz -b=20
nx +oy -z -¢=0
Saskanad ar formalu (55) dabijam
Bk ol 1 ol lm of tm -1
cosa . €08B I cosy=|n o -1l = pelfe l
: g _+! jo- -1 n-1{qn- of
GOER Y CORN- TroagY =Y Com oL B L LS {(57)
cosa =¢.1 ; cosp =@Q.m ;cosy = {.n
§'=ri'\/ﬁf-+ 4 2
cosa = & 1 > cosf = = ;eosy = > ..(58)

i \ *
'\/1"+ m+ 1t i e L Vi1 + it

Piemérs.
Kadi wvirziena koeficienti taisnei

y =3x - 1
Foo= AR -

eosa < eoafii coay = 1o 3 L1

5 i ; 5 4 3 P i
cosa = = , cosB = cosy =
t\/li e AT LY s YV R



v Tl

Ja divas taisnes parallélas,tad to nolidzindjumi atSkirds ab-
goliitos loceklos. Taisnei :

2 =nx + c
parall€las taisnes nolidzinajums

y=mz+ b

Z = nx + c'k

y=m*c+b15

35. Taisnes nolidzindjumu caur doto punktu Po = xolyolzo
ar dotu virzienu cosa,cosB,cosy dablijam $&di.

Piepemam uz taisnes péc patikas punktu

P ='x|y|z ,t8 attalum no P, apzimsjam ar A

(mainigs parametrs).

Gabalm M projekcijas uz koordindtu asim tad

ir :
48 5T B BT M HRE R

un virziena koeficienti

X - o s,
IO y y-O

T ) cosfB = T ) cosy = A et

coso =

No Sejienes dabiijam

M
|

= xo b i lcosa

Jom iyt o KonoaB. B (59)
Zi= g 5 )\,cos]r

Sos tris nolidzingjiumus sauc par taisnes nolidzinajumu
parametra veida ( A parametrs).

No augséjiem trim nolidzindjumiem dablijam taisnes nolidzi-
nadjumu virziena veida

e L P

cosa _ cosB GOBN S B B SR --(60)
Ja dots,ka
cosa. . cosf I cosy=L : M N
tad
cosa = QL , cosB =@M , cosy=¢N
un taisnes nolidzinajums dabt veidu
x~xo_y—yozz—zo
: L pM pN
reizinot ar SJ dabtjam ’
X - X Yy -y zZ - Z ‘
0¥ A 0 :
= e et s S (61)

Ja dots taisnes nolidzindjums beidzamd veida,tad tAs virziena
koeficientus dablijam no izteiksmes

cose. I cosB lcosy=L I M:IN ...... (612
Taisnes nolidzindjumi caur P, = x, Iy| iz, un P,= x, |y, |z, dabu-
jam sekojosa cela: Sis taisnes virziena koeficienti dabGijami no
: cosa . cosf I .cosy = X4~ x!: o= 5 Zg— 2,



A% )

Nolidzinajuma

p:Y N Bled S !
—-——-—4 | = ————— ——l

cos a €03 B cos Y (taisne caur ny§z)
jevedam virzienu komficientiem proporciondlos lielumus Xy~ X,

V2~ % » %3— % un dablijam taisnes nolidzinajumu caur diviem

unktiem

P S TR e S N R (62)
e SR BER Pth ASER et

Taisnes nolidzinajumu caur diviem punktiem dabljam ari parame-

tra veida, ieverojot, ka tekosais punkts P = x|y|z dala gabalu

B e attieciba A un tad saskana ar Nr.10

)\Al Xl \
2 s R
RAeR
y=“'——'};_—1““ .............. (6})
o e
A=A
Piemers.
Kads ir taisnes nolidzindjums cavr P, = 2|0|1 un B,= -1[0|3
o s gt v -0 _ 2 =1
Ry R 1 . ORCD
b Ty S o B S
-3 15 0 g 2.

Seit vidéjais dalijums dabu veértibu oco. Bet ieverojot,ka pie
galigiem x un z pirmeis un tresSais aallJums dod gallgas ver-
tibas, tadeél ari videjam dalijumam vejaga dot galigu vértibu,
kas iespejams, ja y = o.

3 5
ol ox= 2) == 3(z -1)
2x+32~7=0}
e
y=0

dod taisnes neclidzindjumu dota gadijuma.

34. Divas taisnes Skérsojds visparsjé gadijumé, vipam
tad nav kop&ja punkta. 1
Taisni g, dabujem ar plakpu E;= O un E,= O krustosanu; ta-
pat taisni g, dabljam ar p1aknu.E3~ O un E,= 0 krustosanu. Ja

taisnes krustojas, tad krustosanas punkts ir g, un g, kopé&js
punkts, caur kuru- tad ari iet plaknes E,= 0 , E,= 0 , Es—-O un
Ey= 0.
(7
Sie cetri nolidzinajumi ir nehomogeni attiecibid uz x,y,z
un tadé]l var kopéji pastavét, ja vipu koeficientu determinants

E A-| BI CJ L Di
| A B C D
2 2 4 i
A = ‘ P et R By Y AN R .(64)

Ta tad augseja izteiksme ir noteikums, kuru izpilda dlvas
krustogosas talsnes.



35.

ANl

Lepkl starp taispém g, 1un g, dabli no formulas

L
9 cos = COSQ, COSA,+ COSP, cosPy+ cosy, cosy,

Ja taisnes nolid,zia’éjum* doti visparzja veida,
tad virzierna koeficientl aprékinami ka agrak
noradits un ieliekami sugséja formul:.

Ja taisnes nolidzinajumi doti normala veidd, tad

cosa

COSG.Z.

un

Taisne g,

pe

cosBy : cosy,: 1 =1.m:n

T,
COSBs . COSY,. 1= 1 7 mg? ny: VA e iy + 17

00349: T 0 v e o £ P A AT e R (65)

/ : / 3
TS e g ‘v’l+m2,'_+ ol

dota caur punktu B, = x, |y, [z, un taisne g, caur

punktu P, = x, |y, |2,, tad vipu nolidzindjumi ir

e U g Z 2
b X,

e SRR St Z - Za
L, T, N,

T

008'9

VT + 1+ 1 \¢1+M;+N‘
9

Ja taisnes statenisgkas, tad /s = 60% un cos A= O beb. bad
pirma gadijuma (65

Lishim mok momgss Q00 TR LGy L (67

un otra gadijuma (66)

L+ NN, = )
LiLot MM+ NN=0 ...onnnioiinaes (68)

Ja taisnes parallélas, tad pirma gadijuma

i e |

B nT e



un otra gadijienza

Lice M0 N (
TS LT W e (70)
Piemers.
¥adu lepnki veido taisnes
X ~2y -3 +2=0 1 X =2y + 2 =0
S R B R e e 2% =iy = 2% 4+ B =
S sl e ks de o nEn s o)
cosa, ¥ cosB, : cosy,=;1 1 -lil= .- : =3:0:3
Rt M Ty el h e T
Leenel S ooy 13 b s
cosag. €OSBy. cosy,=;2 -1 -2|= FS : =H 433
B P e g 2agpkitag
S =<
cos’9= FA il Y e 5 =-g—

Vit &+ 3 L Vo 4 P
Piemdrs. .
Kads taisnes g nolidzinajums, kura iet caur P = a|b|c un
stateniska uz taisném g, un g, ?

X*Xf_l_.__l___J ca L g o e
g L“ \‘ un gll Ly £ M N,
ekletas talsnes g nolidzinajums caur punktu P ir
X B e D R e O
T e | g e e e (o)

Seit L,M,N, lielumi, proporcionali mekl&tds taisnes koeflclen—
tlem nav z1nam1 bet jadabl no uzdevuma datiem g | g, un

g_l_gz
Ja g | uz g, ,tad
LL, + M, + NN, = O
Ja g | vz g, ,ted
LL, + WM, + NNgq =
Nezinamo lielumu L,M,N attiecibas dabaJam no Siem diviem homo-
geniem nolidzinajumiem
L, H, Y| ’M N,{ |2,
LIM:N= L1M1N,_—‘
Py B B [ £ 03 i L2 M, g

Ievérojot sSo izteiksmi, taisnes mekldto nolidzingjumu (a)va-
ram rakstit ;

EER——]

s astg Y- .b R RN SRS A £72)

| N 5 lL, NW- L IL, I
| My Ngi Ly Wy Ly M

Sis nolidzinajums dod uzdevuma atrisinijum.




e ULy T e
Taispne un plakne,

36. Lenkis starp taisni g un plakni ir lepkis ¢, starp
taisni g ur vipes projekciju g' uz Sis plsknes.Llepkis Y=900~¢

n .
“’/ﬁi cosy = cos(90° - ¢) = sing
Ja plaknes virziena koeficienti ir
cosmL,cosB‘,cosy} un taisnes g virzie-
na koeficienti cosa,,cosB, ,cosy, , tad
sing = = cO0sq, cosa,+ cosp, cosP,+ COSY, COSY, -------- (73)

Ta tad, Jja dot1 Pléknes un taisnes nolidzindjumi
AX + By +Cz. % D=0
. ST odte? PP oo (U it -

T M= N
Saskapa ar formulam (39) un (61%) dabijam
AL + BM + CN e L o (74)

3 Sin(p =

VE+ et . Vite s W
Ja taisne g paralléla plaknei E ,tad ¢ = o , sing = o
o % IRV S i e el A G (75)

ir noteikums, lai g butu paralléla plZknei E = 0.
Ja taisne g stateniska uz plaknes E = 0, tad

cosq, = COoSa, , cosBl= cosB, , cOsy, = COSY,

; . ¥
cosa, = — 4 ,COSB, = ¥~ = . T ;cosy = T = = L
o T o T O VA g ot “VA+ B4+ C
L - M ’ N '
COSUy = T ,cosﬂz='+ ,COSY, = T
Vs uw ot VRO T “VIir+ v+ N
Seko ,
. T L et &)
i—'-" o M e N W ® e e s e s s e e s e ee e (76)

Ja taisnes nolidzinadjums dots visparéja veida vail normélveidd,
tad ar agrak noraditiem pagemlen1~m jaizrgkina cosa,,cosBa un
cosy, un jaievieto formula (73).

37. Taisnes g krustpunktu ar plakni E = O dabu atslédzot
attieciba uz x,y,z nolidzinajumus
Ax+ By+Cz+ D=0 (plegknes nolidzinajums)

Ay X + By + Cz2 + Dy= O} (teismes nolidzinajums)
Ayx + Byy + C3z + Dy3= 0)

jo krustpunkta koordinatas kopgjas visam trijam plakném.Krust-
punkta koordinatas dabiijam no izteiksmes

A5 B CLiin;
i e e TR SRR R Y R s (74)
el e



P

Ja taisnes nolidzinajumi doti normilveida,tad rekstam vipus
: m:iu-y+b=0']
7
BX ~ 8 o=y

un koeficientus ievietojam augssja izteixeoms.
Ja taisnes nolidzindjums dcts veida

B TE T i & B
5 Tl s i
tod x=x+1s ,y,=y+U¥s , z=2+Ns ........ (u)
Krustpunkts atrodas ari uz plaknes un tads], ja punkts
=X ylz ir krustpunkts, tad vipna koordinatam vajag apmieri-

nat ari plaknes nolidzinajumu, ta tad
A(x,+ Ls).+ B(y, + Ms) + C(z,+ Ns) + D

O =
0

seko

A_x+By+Cz—I-D+S(AL Bif + CR)+ D

AU _Ax,+ By, + Cz2,+ D
_AL + BM + CN

ievietojot s vértibas nolidzinajumos (u), dablijam krustpunkta
koordinatas. 5
Ja taisne paralleéla plaknei, tad apaksdeterminants

A B8]
S AR R S e (75)
By By gyl

jo tad vismaz viena krustpunkta koordinata bus .
58. Plaknes nolld21na3umu caur dotu taisni dabu,veidojot
plaknu skipsnu caur doto taisni g.
Ax+ By + Cz+ D)=
Azx + Byy + Cez + DQ_—
Plakpu Skipsnas nolidzinajums
Ax+ By +Cz+D- A(A;x+Byy+Caz+Dy) =0
Pie katras A vértibas Sis nolidzindjums izteic plEkni caur

2
taisne g
J

taisni g.
Piemérs.
Dabuit plaknes nolidzingjumu, kuya iet caur punktu
P, = 2|0]1 un taisni

ek y e =0 1 taisne g.
x+y -2z -1=0 J
Taispu Skipsna caur g

2x—y+z—A(x+y—2z-1)= i eian)
Sinil sSkipsné atrodas ari mekléta plakne. T& k& P, Jaatrodas
mekleta plakn&, tad P koordinatém vajag apmlerlnat Sis plak-
nes nolidzinajuma (u), ta tad

Sitio r A (210 2 2.1 ks
A=

Ievietojot So A vertibu nolidzinajuma (u),dabijam mekl&to no-
11dzina jum



S

2xX ~-y+z - (S)x+y-22=+1)=0
/x4 4y - 92 - 5 =0

Piemérs.
Debut plaknes nolidzindjumt, kura iet caur taisni g
Sl S il ([N Mot
j R s U TG

un stév | uz pléknes

- Axt By +0z 4+ D=0 ...... STt (k)
Veidojam plakpu kuli caur P = x|y, iz,
{z.~ix.) -A(y—y,)—/k-(z—z,)=0 ..... (m)

Izgemam no S81 kiila plakni, kura paralléle g, tad saskapé ar
(75) jaizpilda noteikums

L R RS So7 AN (o)
lai plakne (m) butu ari | uz dotas plaknes (k),tad saskana
ar (43) jaizpilda ari noteikums

C U T T e T R s SR S (p)

Divi nezin@mie A un m atrodds trijos nehomogenos nolidzindju-
mos (m),{o),(p). 8ié nolidzindjumi var kopeji pastavet,ja vi-
su koeficientu determinants ir O, ta tad
e bl T e £ z,i
L M N
A B c |

Attistot So determinantu attiecibé uz pirmo_rindu, debtjam
pirmés kapes holidzinajuma starp x,y,z, kuys tad ir mekletas
plaknes nolidzinajums.

= 0

39. Plaknes nolidzindjumu caur divam parallélam taisném
gun g, dabli sekojosa karta

o e Pods & A et ;
- e b= (taisne gl)

Xix'x:-vh‘ﬁy&: 2 1& 2L (taisne g;‘)

Liekam plakni caur P,= x, |y, |2

A(x ~x,) + Bly - v, )+ C(z - 27} =0

Té k& 51 plakne javed parallsli taisném g, un g, ,tad vaja-
dzigs, lai bhtu izpildits noteikums

AL + BM + CN = O
Mekldtai plaknei jaiet ari caur By = X,|¥, |2y ,t846] arl

Il

A(zs— x,) + Blya- ¥, ) + C(z3- 2,) =0
Sie tris, attieciba uz A,B,C homogeni nolidziréjumi var kops-
ji pastavet, ja
: X XYY R z,i -
¥ M oAl SR S|
Kyr Ky Jg oy L By By l

Attistot determinantu péc pirméas rindas, dabujam meklétas
plaknes nolidzingjumu.
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40. Vest taisni no punkta P = alble | uz taismes,

X — X YN 27

i c Y= 2B («)

Mekletais statenis ir dablijams Li krustosonas taisne starp
plakném, no kuyam viena iet caur doto taisni un doto punktu P

un otra iet caur doto tu P un stateniska uz dotas taisnes.
Plakne caur P = alblc un | vz taisnes (a)
Rt~ ay + My < b) + Bz =y =0 5 0. (B)

Plakne caur taisni (a) un P = ajbjc :
liekam plsknei iet caur P = a|blc

Ax sl + By -b) +Clz~c) =0 5.4k (y)
Ta k& S1 plakne parallsla taisnei (a), tad vajaga but
: CBEE Rt n | B el e ) B S I R e S e R (&)

un t& k& plikne (Y? iet ari caur taisni (a), .tad vipai jaiet
ari caur P = x,|y, |z, ,kas dod :
A(x, - a) + B(y; - b) + C(z,-¢c) =0 ....... (g)

Plaknes nolidzing&jumu, caur taisri (a) un punktu P = a!b&c

dabtijam ievérojot, ka tris homogeni nolidzinajumi (y),(8),

(¢) ar nezinamiem A,B,C var kopéji pastavat,ja koeficientu
determinants

X - a y - Db z -

8 M N

X, - a y}—.b Z,

c |
PR e e (M)
|

c
Nolidzinajumi (B) un LA) dod mekléto statepa nolidzinzgjumi.

41. Dablit plaknes nolidzindjumu, kurva iet caur P = a|ble
un paralléla taisném g, un g,

x—x._ r _;Z'-‘Z; el
g 45 M, | SRR e T (a)

3 A et s e ; 3
oy e g e e e (8)
4 7 2

Vedam plakni caur P ar nolidzindjumu (y). Ar nolidzindjumu
(6) izteicam, ka Si plakne ir parallsla g, un ar nolidzindju-
mu (&) izteicam, ka plakne ir paralléla g,

A(x —a) +B(y -b) +C(y-¢) =0 -oc..can. (y)
PR B, 03 P 0 B < (8)
AL;_ e BMz + CN?_ =2 1 SR R e, 15 (8)

Nolidzindjumi (y),(6),(e) homogeni attieciba uz A,B,C un var
kopeji pastavet, ja

Izteiksme (A) dod meklétas plaknes nolidzinsjumu.
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42. Dabut plakunes nolidzina&jumu, Xuya iet caur taisni g
- Skt T i i | e Sl
! i i e
un paralléla taisnei g,

§~i}35=:3;:;jﬁ::-§—:~§1 ............ (B)
2 M, Ny
Plaknes nolidzindjums caur taisnes g, punktu B, = X, |y, |z, ir
AMx -x,) +B(y -v,) ¥C(z -8) =0 ,..:.-- (y)
Ta k& S1 plakne parallsla taisnei g, ,tad vajaga but
ALyH BM -+ CRy =00 D i e oo s (5)
Plaxne (y) paralléla ari taisnei g, un tadel ;
Al Bl £ Oy = 04 s aibin aens (g)

Nolidzinajumi (y),(8),(¢) attiecibd uz A,B,C homogeni,tadel
var kopéji pastavet ja

]x e AglNe S (O P, z‘i
1o, M, R T i o A
Lqy iy Nqy !
Nolidzina jums (A) dod mekleto plakni.
43. Noteikums, kad divas taisnes krustojas.

Dotas taisnes ’
- £ et SR it § G it < ST DSBS B AT (a)
L, k, N,
et SN i £ I et 1 G SR el
T e o 0L (B)

Liekam plakni caur taisni (a) paralldlu taisnei (B)
X=X Y-z -y
1 M, N w0 e (y)
Ly My Ng.

Ja taisnes (o) un (B) krusto as, tad punntam.fg—-xityi[zi va-
jaga atrasties uz pléknes ¥3 un tadel ta koordinatam vajaga
g

apmierinat nolidzinajumu ( tas dod
s e e el I R
L, L8 N, = iy (6)
Lg : Mz Ng

Izteiksme (6) dod roteikumu, kuyam vajag but izpilditam, ja
taisnes (a) un (B) krustojas.
44 . Tsakais attalums 4 starp divam taisném.

Dotas taisnes
: S Ry Aoy AT By (SR
7 i o ; (a)

u: X-—'-----m-: P A e SR e
= (B)

He,

Meklétais attalums dabtjams ka statenls no kaut kuya taisnes
(B) punkta, pieméram P, = X,|y, |2, ,uz plaknes, kuya iet caur
taisni (a) un paralléla taisnei ? 5

e )



by

Ta tad pleknes nolidzindjums, kuya iet caur taisni (a) un pa-
ralléla taisnei (B)

e gk Aot (s S

L' H‘ :NI = 0 ........ (Y)
Lq, Lig N,
Attistot determinantu, dabiijam
M, Hl L, N L M,
x-x, )+ (-) (¥, + G b R SR (8)
My N, L, N s M

Plaknes (y) attdlums d no taisnes (B) punkta P = x,|y, |24 ir

Xg- I‘ Yz“ Y| 2o g

LI 1‘51 Nl
f\/m, N"n L, hp L LD
M1Nz+'1'11‘71+ Ly My

Virsma veidoSana.

. 45. Likne telpa tiek dota ar diviem nolidzinajumiem,satu-
rosiem koordinatas x,y,z. Ja nolidzinajumos atrod&s aril mai-
nigs parametrs u, tad nolidzinajumi ded ne vienu vien 1ikni,
bet vienkarsu bezgaligu daudzurmu likpu. Ta tad, ja nolidzina-
jumos

PR R e S i e (1)
¢(x,y,2,u) = OC

parejam nepartraukti no ka@das parametra u vErtibas uz citu

vértibu, tad ar nolidzinajumiem (1) izteiktd likne kustas ne-

partraukti un veido virsma. Kustoso likni sauc par veiduli.
Atsleédzot nolidzinadjumus attiecibd uz u ,dabujam

TR AL S B e S (18)
u = p(x,y,2)
seko
f(K,Y,Z) it w(X,Y,Z} =0 cieniievesanies (2)

Sini nolidzindjumé nav u, tas izteic virsmu, kuya iet ceur
131kni (1), jo tas ir apmierinats ar tiem pasiem x,y,z,kuri
?gmlerina.liknes nolidzinajumis (1) vai (12). Nolidzindjumu

) varam rakstit
LR a0 L (3)

un to, ka redzams, dabijam, izslédzot u starp nolidzirajumiem
(1). Nolidzinﬁ?ums (3) dod to virsmu, kuya tiek veidota ar

kustoso 1likni (1) - veiduli. .
Ja veidules nolidzin&jumos
F(X,Y,Z,H,V) o R R R S (4)

_ o{x,y,2,u,v) =0
atrodaés divi mainigi parametri u,v, tad mainoties u un v dabi-

jam oo* 1iknes, bet ja ar kadu likumu no co? daudzuma likpu
izpemam o' 1liknes, tad sis daudzums veido atkal virsmu.Likvus
tiek izteikts ar sakara nolidzingjumu starp u un v

B o o § QA et S e N Gt T 5 (%)
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Izslédzot divus mainigos, u un v, starp trijiem nolidzinaju-
niem (4) un (5), dabfijam veidotds virsmas nolidziudjunmu.
Apskatitd gadijuma no oo* davdzuma liknu izpemam o' daudzu-
ma likpu,dodot sakara nolidzingjumu (5). So izperSenu var ari
izdarit noteicot, ka yeidulei vietu mainot, arvien jakrusto
k&da noteikta nekustosa likne, kuru tad sauc par vaduli. Uz
vadules ir ' punktu un no_oo* daundzuma likpu, kuras dotas ar
nolidzinajumien (4) ar augsadjo noteikum tiek izpemts tikai
o' daudzums ta@s liknes, kuyas krusto vaduli. 5is izpemtas 1ik-
nes veido virsmu, T tad sakara nolidzin&juma (5) vietd dodam
taisnes - vadules nolidzindjumus. Noteikums, ka kustosSz veidu-
le arvien krusto vaduli nozim&, ka vajaga but tadai vertibu
sistémai x,y,z, kas apmierina viend laikd nolidzindajumu sisté-
ma

PV, 8,0,%) =0 ‘& :
‘P(X:Y,Z‘,u,v) = Ry (Veldule)
f(x,y,z) Skl b r

WX y,2) =0 5 (vadule)

Starp Siem Cetriem nolidzindjumiem izsladzot tris liélumus
X,y¥,2 dabujam vienu nolidzinajumu, ar u un v, kas atbilst sa-
kara nolidzinajumam (5). :

Ja liknes nolidzinajumd atrod@s tris mainigi parametri
u,v,w, tad vajadzigi divi noteikuma nolidzindjumi starp u,v
un w, lai no oo® dandzuma likpu izpemtu®™ daudzumu,bet sos
noteikumu vai sakaru nolidzindjumus varam dablit, dodot divas
vadules, jo katra vadule dod vienu sakara nolidzin&jurm starp
rarametriem,.

Visparigi varam teikt ka, ja veidules nolidzinajuma atro-
dds n mainigi parametri, tad vajadzigi n-1 noteikums vai sa-
kara nolidzingdjumi starp parametriem. Izsl&dzot sos parame-
trus starp (n-l) sakara nolidzin&jumiem un diviem veidules no-
lidzinajumiem, dablijam veidot&s virsmas nolidzingjumu.

No teikta par vaduli redzams ka,ja veidules nolidzinajuma
ir n mainigi parametri, tad (n-1) noteikumz vietd varam dot
n-1 vadules. -

Virsmu veidojosa kustosSa linija var ari but taisne.K& re-
dzam no teisnes normdlnolidzindjuma, to noteic cetri neatkari-
gi parametri un tadsl,ievérojot augséjo, lai kustosa taisne
veldotu virsmu, vejadzigas tris vadules. o

Ja dots nekustoss punkts P_ = xolyoizo ,caur kuru jaiet

veidulei, tad ieliskot 81 punkta koordindtas veidules nolidzi-
né jumos, dabfijam divus noteikurma-sakara nolidzinajumus starp
pargmetriem. Lai veidulei paliktu kustibas briviba,tad redzams,
ka sada gedijumd tas nolidzindjumos vajaga atrastiem vismaz
trim perametriem. No sugSéja ari redzams, ka nekustoss punkts
atvieto divas vadules.

46. Konusu virsmas.

Ja telpa taisne griezas ap uz vipas atrodosu nekustosu
punktu, tad vipa veido virsmu, kuyru sauc par konusa virsmu,
nekustosSais punkts ir konusa virsotne. _

Ja nekustosa punkta koordinatas P = xolyolzo ,tad veidu-
les nolidzinajums ir

S A S s Bl
L el RO

X 30 e e TR

vali ari

(o]
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Liekam u .
e

tad u un v ir veiduvles mainigie parametri un

=W

£

% w X Y- ¥4 .2 -z

Qe % e
1 u v
seko _
T i 5o
0 6]
g T R T P N D1 e et e R e L e e, (1)
X X, X — X,

Ja dots sakara nolidzindjums, kas veidules kustibu noteic

AL E R T e S e S O e L (2)

tad ievedot Sini nolidzinajuma wvértibas no (1), dabijam vei-
dotas konusa virsmas nolidzinajuma

( G 8 Z - 2,
P i ’ =

X- X X =X
Ja veidule iet caur koordingtu s@kumu, tad 7

P SR PRl TR 0

):O ............ (3)

un veidoté@s konusa virsmas nolidzinajums dod veidu

ek B R e (4)

Sada veida nolidzinadjumus (3) un (4) sauc par homogenu
attiecib@ uz vipos atrodosSamies arguzenticn.

Sakara nolidzingjume vieté var dot wvaduli un tad konusa
virsma noteikta ar virsotni un wvaduli.

Piemers.

Dabiit konusa virsmas nolidzinzjumu, kuras virsotne at-

rodas koordinatu sakuma, vadule ripkis ar radiusu a un centru
uz z ass, attaluma c mo xy plaknes.Ripka plakne | uz z ass.

S Veidules nolidzinajums
z_ veid ule e

s mx'} (m un n mainigi parametri)
Z = nNX

Vadules nolidzinajums
2+ y*- *=0)
2z =c)

Izslédzanm x,y,z starp veidules un va-
>Y dules nolidzindjumiem

LA

S AR
i n

% - nc
y=mx==

Ieliekot Sis vertibas vadules pirmd nolidzinajumad, dabtjam
sakara nolidzindjum starp perametriem m un n

& § s ey S Y e s e R AR (s)
n2 e

Izslédzot 'm un n starp $o nolidzindjumu un veidules nolidzi-
najumi,dablijam veidot@s konusa virsmas nolidzinadjumu
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r* ot

47. Cilindru virsmas.

Ja taisne kust@s telpa, nemainot savu virzienu, tad vinpa
veido cilindra virsmu.
Ja taisnes nolidzin&jumes

Ax A By +Cia+ D =0 (1)
T e W e e e
Piepemam D, un D, k& mainigus paramet“us un rakstam nolidzi-
na jums 3
Alx+Bly+Clz=u~§ ............... (2)
Ag X + By + G2z =¥V

tad pie mainigiem u un v dabijam o? parall@las taisnes telpa
un dodot sakara nolldzlnajumu

(u PR ) R L O e e (3)
4,

no oo daudzuma izpemam o' taisnes, kuyu geometriské vieta ir
cilindra virsma.

Liekot u,v wvieta nolldzlnajuma {(3) u un v vértibas no
(2), ﬁabuJam veidotas cilindra virsmas nolidzinajumu

[’A XA RY £C32), (A By F Canl] =0

Redzam, ka Sis ,polidzinajums ir funkeija nc divam linearam
1ztelksmem icks x,y,2

Ja Sinis 1zte1&smem trokst,pieméram, koordindta z,tad ci-
lindra virsma ; uz xy pléknes.

Sakara nolidzinadjuma vietad varam dot vaduli.
Piemérs.

Dabtit cilindra virsmas nolidzinZjumu, kuyas vadule rinkis
Xy plakné ar radiusu r un centru koordinatu sa@kuma.Veidule
taisne, kuras lepki ar x asi a = 60°,ar v asi B = 45° un ar
z asi ir sauri.
Veilﬁles nolidzinajums

o S Tt i eNE, S ARG o
L =y M % N
Se u|v|o t& mainIigd punkta koordinatas xy plékns, caur kuru
veidule iet.

cosa + cos*B + costy = (%)l-i- (% \/é) + costy =1

tad

PO
N
o



X - u P il B z
V2 .
P sl N
4 Gt i
Al PR
ke
SRR u}veidule
¥ -\/2. 7 =iy
e st i R o
S e vadule

Izsledzam x,y,z starp veidules un vadules nolidzin&jumien
¥+ v2- 2= 0 (sakara nolidzindjums)

Igglédzot starp sakara un veidules nolidzindjumiem u un v,da-
btujam mekl&to virsmas nolidzindjum

(x -z} ¥ (y ~v2 af =71

48. Konoidi.

Ja veidule ir taisne, tad vinas normd&lnolidzinajuméd atrodas
cetri parametri m,n,b,c. K& agrak redzéjam, tad pie cetriem
parametriem vajadzigas tris vadules. -

Pie konusa veidosanas dota vaedule un punkts (kurs atvieto
divas vadules) ar galigém koordina@tam.

Pie cilindra veidosanas dota vadule un punkts (atvieto di-
vas vadules) bezgaliba. Abos gadijumos veidule keatrcs divos
sekojosos stavoklos krustojas. Konusu veidojot,veidule-taisne
atrodas griezes kustibd; cilindru veidojot, veidule atrodés
virzes kustiba.

Ja veidule-taisne kustaés t&, k& péc patikas pemtos divos
sekojosos stavoklos veidules nekrustojas, tad tadu veidules
kustibu sauc par skrives kustibu un ta ir sasti@dama no griezes
un virzes kustibam.

Taisnes skriives kustiba visparéji ir noteikta ar trim va-
dulem. Ja viena vadule ir taisne galiba, otra vadule taisne
bezgalibd un tresa vadule péc patikas likne, tad ar taiszues
veidules kustibu veidotd virsme tiek saukta par konoidu.

Ta tad konoids tiek veidots ar veidules-taisnes kustibu,
veldulei arvien krustojot pirmo vaduli-taisni,otru vaduli péc
ratikas 17kni un treso vaduli bezgaligi téloc taisni,t.i.vei-
dule kustés parallsli plaknei, kura Si bezgaligi téla taisne
atrodas. lMingdto plakni sauc par virzienojoso plakai.Je vadu~
le-taisne stateniska uz virzienojusas plaknes, tad veidotais
konoids taisns, pretdja gadijuméd slips.

~ Ja vadule-taisne sekrit ar x asi, tad taisna konoida vir-
zlenojosa plékne ir yz plakne. Tad taisnes-veidules nolidzi-
najums, kuya krusto x asi un parall@la yz plaknei (t.i.krus-
to tani atrodosos bezgaligi talo taisni) ir

Ao u'_}(veidule)

oy
Ja ar tresas vadules palidzibu dabits sakars starp uun v
p(u,v) =0

tad izsledzot starp So nolidzindjumu un veidules nolidzindju-
mi u'un v, dabiijam veidotas virsmas neolidzin&jumu
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7
PE 5

<N

un atslédzot attiecibd uz x
x = £(2)

Piemers. g

Dabut taisna konoida nolidzindjumu, kura pirma vadule ir x
ass un otra vadule ari taisne, kura krusto y asi stateniski
attdluma b no koordinatu sa@kuma.Virzienoiusié plédkne ir yz plék-
ne.

Ka redzéjam, veidules nolidzindjums,lkura krusto pirmo vadu-
1i (x asi) un otro vaduli (bezgaligi talo taisni yz plakmé)ir

X =1U l(yeigule)
zZ'= vy
vadules nolidzindjums, t&s taisnes nolidzinAjums, kuya | uz y
ases ar krustpunktu att&8lumda b no koordindtu sd@kuma
¥ =0 }(vadule)
x = kz
Izsledzam x,y,z starp veidules un vadules nolidzindjumiem

- X
e
Fera
S e
3 = v.Db
-& L
w=Xkby .... (sakara nolidzinajums)

Izslédzam u un v sterp sakara nolidzinajum: un veidules noli-
dzinajumiem e
Kb =

% =ueba Y 7

= kb2
= v

Beidzamais nolidzinajums ir meklétais veidotd konoida virsmas
nolidzinajums.
49. Rotécijas virsmas.
Rot&cijas virsma tiek veidota ar kadas liknes grieSanu ap

asi, kura ar likni nekustami saistita.Griezes asi sauc par
rotacijas asi.Ziméjumé rotacijas ass ir z ass.

21\ C
25 %;}'P
e

> Y

Katrs liknes punkts P veido rotacija ripki,statenisku uz ro-
tacijas ass.8ie ripki tiek sgukti par parallelripgkiém .Katra,
caur rotacijas asi likta plakne skel rotacijas virsmu 1ikng;
visas skélienu liknes ir kongruentas ar originallikni C un
tiek sauktas par meridianiem.

To pasu rotacijas virsmu var ari veidot ar veidules-ripka
kustibu, ripka plakni piepemot | uz rotécijas ases un ta cen-
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tru uz rotacijas ases.

Par vaduli tad uvzskatans meridians, 1iluz C. Meinigie pa-
rametri veidules nolidzingjuma tad ir ringa radiuss u un rip-
ka plaknes attdlums no koordinatu sékuma, v.

"eldules nolidzinajums

x4+ v+ 2 )r
PN )
Ja dots sakara nolidzindjums starp u un v
| p{u,v) = 0

tad

o( VX*+ y*+ 2* ,2) =0

ir veidotas virsmas nolidzindjums. So nolidzin&jumu varam aril
rakstit atslégtu attiecilba uz z

= do(x*+ ¥)
Sis nol idzinadjums ir rotacijas virsm visparéjs nolldalﬁaJu¢S
J& 2z ass ir rotacijas ess.

Piemers. o e
Piepemam z asi par rotécijas asi un ka meridiaru talisnl

7
A
q”y
2
X x =0
y = ke
tad veidules ripnka nolidzin&jums ir
<2 R
L ot (veidule)

Z =V
un vadules nolidzinajums

x=o01 {vadule)

y = kzj
Izslédzot starp veidules un vadules nolidzindjumiem X,¥,2
dabiijam 2 T
: K2v2*+ v2= u* (salkara nolidzin&juus)
Izsl&dzot starp sakara un veidules nolidzinajumiem u un v,da-
btjam mekléto virsmas nolidzing jumu

2kt = P+ y*

Sis nolidzinadjums dod rotdcijas konusu.
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OTRAS EARTIBAS VIRSMAS.
Visparejés igcteiksues,

50. Ja virsmas nolidzingjums

e R e R R R o O A e (1)
sadalas divos reizing&tidjos
Pl yos Yl y ) =0 e el ws (2)
tad virsma sadalas divEs virsmés, kuyu nolidzindjumi ir
By L8 k=0 L e A R (3)
N e SR B U S WL B R A LD (4)

Ja punkts P = x|y|z atrodas uz virsmas (1), tad vipa koordina-
tém vajaga apmierindt nolidzindjumu (1) un tadé]l ari nolidzi-
nadjumi (2). Nolidzinajums (2) tiek apmierinats ar P koordina-
tam, tad, ja tas apmierina nolidzinajurmu (3) vai (4),t.i. kad
P atrodas uz virsmas (3) vai uz virsmas (4%. Ta tad ja punkts
atrodas uz virsmas (1), tad vinam vajagae atrasties uz virsmas
(3) vai (4) un tade]l virsma (1) sastav no virsma (3) un (4)
kopibas, t.i. virsma (1) sadalas divas virsmas (3) un (4).

Ja nolidzinajums (1) ir otras kipes, tad nolidzindjumi (3)
un (4) katrs ir pirmas kapes,t.i. plaknes, un tadsél otras kar-
tibas virsmu var sadalit divas plaknés.

51. Ja virsmas nolidzindjums F(x,y,z) = O nemainds kad z
vietd ievedam -z, tad virsme simmetriska pret (xy) plékni.

Ja P=a|blc atrodas uz virsmas, tad vipa koordinatas apmieri-
na virsmas nolidzindajumu, bet ja ari P, = +a|+b|-c apmierina
virsmas nolidzing&jumu, tad ari P atrodas uz virsmas un punkti
P un F, atrodas simmetriski pret (xy) plakni. _

. Analogas izteiksmes dabtijam t@&pat ari prieks y un x. No augs
SEj&é seko:
ja virsmas nolidzinajums nemain@s kad z vieta liekam -z
un y vieta -y,tad virsma simmetriska pret (xy) un (2zx)
plakném un ja virsmas nolidzin8jums nemainds kad x vie-
t8 liekam -x, y vietd -y un z vieta -z, tad virsma sim-
metriska pret katru no trim kcordinatu plakmém.

52. Par virsmas centru sauc punktu, kurs dala uz pusén
katru,caur to vestu chordu. Ja virsmas centrs atrodés koordi-
natu sakumd, tad tas paradas ta, ka katru reizi, ja P, = a|bje
apmierine virsmas nolidzinajumua, tad ari B = —a;-bl—c apmie-
rina virsmas nolidzindjumu, tad taisnes P, P, viduspunkta ko-
ordinatas xolyolz i

(6]
+ (-~ b+ (- 3
s et na e g, e b el

53. Otras kapes homogens nolidzinajums starp x,y,2z

AX*+ By*+ Cz*+ 2Dxy + 2Ex2 + 2Fy2 =0 ooveriinnnnns (1)

dod konusa virsm, kurya virsotne atrodés koordindtu sg@kuma.
Dota virsma iet caur koordinatu sa@kuma punktu, jo ta& koordi-
ndtas apmierina virsmas nolidzin3djumu.
Virsmas krustpunktus ar taisni caur koordinatu sakumu

S e I RDRRRENERURS © s (2)
Z2 = nx
dabtijam, atslédzot kopéji nolidzindjumus (1) un (2).
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Ievedot y un z vértibas no (2) nolidzindjuma (1),dsbiijam
x*(A+ B+ Cri*+ 2Dm + 2En + 2Fmn) = 0 .ovronrnnnns (3)
No (3) seko, ka vai '

S e U0 N S (R i (4)
vai A '
. A+ Bm*+ Cri*+ 2Dm + 2En + 2Fmn = 0 ....... (5)
Jaix =0_:tad no (2) seko y = o0, z = o, t.i.taisne (2)

krusto virsmu (1) koordindtu sakumd. Bet ja izpildits nolidzi--
najums (5), tad dabhjam no (3)

un ievérojot nolidzindjumus (2) redzams, ka tad ari
y Y

L~

olo olo

tas nozimé, ka ja taisnes parametri m un n izpilda nolidzing-
jumu.(B), tad taisnes katrs punkts ir tas krustpunkts ar vir-
sma (1) - taisne atrodas uz virsmas R Y §

Taisnes nolidzindjuméd (2) m un n ir mainigi parametri, kuryi
saistiti ar nolidzinajumu (5) un tadds), saskapsd ar augséjo,vi-
sas taismes (2) lkuyu parametri m un n izpilda nol-mu (5) atro-
d&s uz virsmas [1).

Taisni (2) varam uzskatit par veiduli un nol-mu (5) par vei-
dules parametru sakara nol-mu. K& egrak redze€jam, pie virsmas
veidosanas ar taisnes kvstibu, sSini gadijumd veidotad virsma (1)
ir konus un Si konusa nol-mu dabiijem, izslédzot starp veidules
nol-miem (2) un sakara nol-mu (5) parametrus m un n. Izslégsa-
nas rezultadts dod nol-mu (1) un t& tad nol-ms (1) dod konusa
virsm.

Otras kapes nollidzindjums ar X,y, 2.

54 . Izteiksmé

X+ 8,y +az+an ...l (1)

saucam péc kartas. X,y,z,u par pirmo,otro u.t.t. mainigiem,Vi-
si koeficienti apziméti ar a,bet raditaji pie a norada pie ka-
da mainigsz koeficients atrodas.

Veidojot izteiksmés (1) kvadratu, dabijam

8 8 X+ 8,8, ¥+ a,8,22+ g, W+ 2a,a,xy + 26 . xz + 2a. xiid

3
+ 25 8,z + 28,8,y0 + 2848,20 ...l (2)
Seit liekam
a;a, vieta a, , aza, vieta az;, u.t.t.
a,ag ey, , &84 i 83 ; 9334 Viets a,, u.B.t.

tad (2) dabi veidu
a"x2+ amy"+ ay,2*+ a%u“'—}— 28,Xy + 28Xz + 2a,x0 + 28,37 +
+ 2apyu + 2agzu
Seit liekam u = 1 un dabGjem otras kipes nehomogenu izteiksmi
a“xg'-i- a#y"i— 852"+ 28,Xy + 28,Xz + 28,yz + 28, + 28,y +
: + 233{2 s AR SR R UG {3)
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Ievérojot augséjo, redzams, ka

8127 8y 5 83T 8g , 8y3= 84, U.T.T. ‘
Talak jaieveéro, ka nav reizinatiéja 2 koeficientos pie x",y",z1
un ari pie u@ t.i. locek]li ar &, 1849 »844 ;84 NAv reizinati ar

"Pielidzinot izteiksmi (3) nullei, dabujam otras képes pilni-
gu.n011d21naJumu starp x,y,2

A xb+ qny - a£?1+ 2a,Xy + 28,Xz + 28,7z + 28,X + 28,y +

+ 2ayz + 8y, = O £ R _....(l)

Sis nolidzinajums izteic otras kartibas virsmas. Nolidzinaju-
mé& atrodas desmit parametru, bet nodalot nolidzingjumu ar vie-
nu no koeficientiem redzams, ka paliek divini neatkarigi para-
metri, kuyi noteic otrés k&rtibas virsmu.

_ _55. Otraés kartibas virsmas (3) krustosSands likne ar plak-
ni tiek noteikta ar nolidzindjumu sistému

X’““" gyt + 8.33.22—L 28Xy t+ 28,F2 t+ 28452 + 23,X + 28,y +
i Peyz’ + 8,0 =0 %..(1)

¥y
AXx + By +Cz +D =0 .{8)

Ja z no plaknes nolidzinajume (8) ieviet ojam virsmas noladzina-
jumd (1), tad pedéjais ir otras kapes nolidzinajums starp x un
y. Tads nolldvlnaaums izteic otraés kartibas cilindru,statenis-
ku uz Xy pléknes. Sls cilindrs projecé mekléto grust0°¢nas 1ik-
ni uz xy plaknes un Si pro'.cxe-L ir otras kartibas likne, jo
v1gas nolld21na3ums ka requao, ir otras kapes. No aagseja se-
ko: ta k& virsmas (1) un pidmnes (8) krustosanas likne atrodas
plakné (8) un liknes projekecija uz Xy plaknes ir otrés karti-
.bas likne, tad ari krustoSandés likne ir otras kartibas likne,
jo 1ze30t no liknes proaek013as varam dsbit krustosSanis llknl
ar homogenu défermaciju, kuyu izvedot nolidzindjuma kape remai-
nas. -

Otras kartibas virsmas krustosanas 1likni ar (xy) plakni da-
blujam no nolidzindjumu sistémas

Ly w =0

Redzams, ka 81 likne ir otras kartibas. Analogi dabhjam krus-
tosangs liknes ar (yz) uvn (2zx) plakném.
Ja nolidzinajums (1) pastav kopsji ar taisnes nolidzinaju-
miem
Uk 1t RO

2 =nx + ¢ J (3)

tad izsledzot starp nol-miem(l) un (3) koordinatas y un z dabujam
ka redzams, otras kapes nol-mu ar x, no kurya dabujam prieks x
divas vertlbas X, un X, ,un 1ellekot 8is vértibas nol-mos (3)
ari prieks y un z, katram divas vértibas Y, »¥y un 2z, . Dabli-
tas vartibas dod taisnes (3) krustpunktus 'ar Yirsmi 1} Verti-
bas var abas bt readlas vai ari abas imaginaras.Ta tad talgne
krusto otrés kartibas virsmu divos punktog

Virsmas krustpunktus ar x asi dsbiijam, atslédzot kop&ji no-
llelnaJumus

(1) un gy = 01

gk OJ
Analogi dabfijam krustpunktus ar y un z asim.
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Otras kartibas virsm pétisSauna.

- 56. Lai dabitu otras kértibas virsmas ipsSibas,melkl3jam
Sis virsmas krustpunktus ar taisni,kuryai maeinigs virziens,t.i.
krustpunktus ar taispu kuli, mainot vajedzibas gadijumd arl
¥ola centru. Sekojosos petijumos, lab&kes orientacijas del,vi-
sas formulas tiks apzimétas tekosa kartiba.

Otras kartibas virsmas nolidzinadjums, k& redzéjam, ir

8,X + 8,7+ a,z'+ 2a,xy + 2a,%xz + 28,yz + 28, + 28,y +

= 1
+ 2842 + 8, =0 ..onniiiiieiien (1)
Tevedot -
X=x-1~x‘)~
A S B TR s G SR G L e (2)
2 =3z + 2z J

dablijam virsmas nolidzindjumu jaung& koordindatu sistéma,kuras
centrs ir (X,¥,z) un kuyas asis ir x',y',z' parallélas asim
> 4 Bk B 2 LT

Izdarot noradito ievesanu, dabujam virsmas nolidzinajumu
jauna koordinatu sistéma

a”x"' + aﬂyﬁ- + %z:l + 28,x'y' + 23;’32-_!3' + 2a,5'z' +

dox'(a X+ 8.y + a.z +a,) + 2y'(a,X + 8,y + 8522 + &44) +

+ 22'(ayX + 8,7 + a2 + ay) + (8,x*+ a,F*+ a.z*+ 28,%y +
+2a.‘3i§ + 28,5z + 2a,x + 2a,y + 287 + ay) =0 ........on. (%)

Beidzamds iekavas atrodosos izteiksmi apziméjam ar S un vipu
parveidojot algebraiski, varam rakstit
S =X(a,X + 8,7 + 8,2 + 5,) + T(g,X + 8,7 + 8,2 + az9) +

+ Z(ayX + 8,7 + apz + 8,,) + (8T + 8y + aZ + ay) ... (4}

Tad virsmas nolidzinajumu koordin@tu sistémd x',y',z' varam
rakstit

8y X+ 8,70 8yt 28, X'y + 28,x'z' + 2axy'z' + 2x'(8,X + 8,7 +
+ 8,z + 8,) + 27" (8, + 8,7 + apz + 8y) + 22'(ayX + 8y +
S e g e O R e T e e e S (%)

Visas parveidoSanas izlietots, agrék noraditais, ka
B = 8y 5 By, T 83y, 8347 By B g

K& redzams, pie Sis koordindtu sistémas transfgrméc}jas, nav
mainijusies koeficienti pie nol-ma (1) otras dimenzijas loce-
Xliem.
No jauné koordinatu sgkuma vedam taisni
y' — mx:‘ 1
: z' = px' J
Uzskatot m un n k& mainigus perametrus, ar nolidzinajumu (6)
dots taispu kulis. ' : & ;
Ievietojot nolidzinajumu (6) y' un z' vértibas virsmas no-
1idzingjume (5), dabijam



R -
x? (a,+ 8@+ a,n*+ 28,m + 28,0 + 2a,m) +
+ 2xv[(a"i + an§'+ 8,2 + a,) + mla,X + & + a2 + a,) +
+a(a,X + agF + 82+ 8)] + 8 =0 (...l (7)

Nolidzindjums (7) ir otras kapes attiecibd uz x' un dod taisnes
6) un virsmas (5) krustpunktu koordindtas x! un x} un ievé-

rojot nolidzinadjumus (6), ari krustpunktu koordindtas y' ¥,
un z',z,

I. Pieskara plakne.

Ja piepemam, ka nolidzinadjuma (7) X,y,z t& izveleti, ka
Bl ) -Gl I e e e (8)

tad tas nozimg, ka jaunais koordinatu sakums Q' = (
taiSpu kula (6) centrs, atrodas uz virsmas (1),30 S a
izteiksme, kuyu dabljam ievedot nolidzinajume (1) x,¥y,z vietd
z,¥,2. :

Bet ari nolidzinajums (7) to rada, jo ja kvadratiska nol-ma-
absolfGitais loceklis § = 0, tad, k& zinams,viena sakne x,= O
un ievérojot (6) ari y,= O un z = 0. Tas nozime, ka taisnes

krusto virsmu vienreiz koordinatu sékuma 0', t.i. O' atro-
das uz virsmas.

Ja piepemam,ka atkar¥bd no m un n ari vél

gy X + 8,y + 8,7 + ayt m(ayE + 8,y + ez + ay) +
Fonlbax + By F 05T F 8) = 0. T ko vy (9)

t.i. ka kvadratiska nol-ma (7) koeficients pie x' ir 0O,tad
tas, ka zinams izteic, ka nol-ma sakpu summa x! + xj = O. Bet
ta k& agraka piepémuma S = 0 d&l ja x} = 0, tad redzams, ka
Ja izpilditi (8) un (9), tad ari x} = O un ievérojot (65 arl
y2 =0 un z} = 0. Tas nozimé, ka_taisnes (6),katra krusto vir-
smu punktd O' dives kopa sakritosos punktos un ta tad tas ir
virsmas pieskares. g

So pieskaru kopiba veido pieskara plakni punktd O',k& tas
redzams no sekojosa. 5 -

Uzskatot nol-mus (6) k& veiduli, Sis veidules parametri m
un n saistiti ar nol-mu (9).

Izsleédzot starp nol-miem (6) un (9) parametrus m un n,dabi-
jam veidoto virsmu

(a,x + &,y + apz + ay) + %—:—(aﬂi + a7 + ayz + ay) +
z' = = =

; + =(ayx + a,.7 + 8,2 + 8,) =0

vai ari i w/ 2 w

(a,X + 2,y + 8,2 + 2, )x" + (g, + a7 + a7 + a)y' +

+ (8T + 837 + 8452 832" =0 ......olo.... (10)

Nol-ms (10) ir pirmas kapes attieciba uz x',y',z' un tadel iz-
teic koordinatu sistéma x',y',z' plakni,t.i. pieskara plakni
Pie virsmas (1). Pieskaru pléknes nol-mu koordina@tu sistema
X,¥,z dablijam, ievedot nol-m& (10) no (2)

p ST RS
V' =y -7
z' =g —- 2



= 63-=
(a,x + 8,7 + 8,2 + 8, ) (x-X)+(ayX + any + 8.235 + ) (y-y )+

+ (ayx + 2 y+a3.57+a,-,')(z =0
Parveidojot dabGjam

(ayx + 8,y + 8,2 + 8,)x + (g,X + a7 + 2,2 + a)y +
+ (g% + ,a_,'.j + 852 + 8y)z ~ (a2 + 8,57 + a2 + 8,)x +

+(a2,:i+aﬂ§+au§+a2,’)§+ (ag,i-i-an?-i-ajai-i-aﬂi}zo
Ievérojot, ka_ Sinl pétijumd S = 0 un S izteiksmi (4), redzams,
ka-{ ] atrodoSos izteiksmi var atvietot ar

gx + oy + 8,z + ay
un tadé]l augséjo nol-mu rakstam
(ayX + 8,7 + 8,2 + 8,)x + (8,% + 8,7 + 8,7 + 8,)y +
+ (ayx + a,y + a2 + ag)zH(ayX + any + 8,2 + ay) = e s

Nol-ms (11) dod pieskara plaknes nol-mu pie virsmas (1) punk—
t2 X,y,z koordinatu sistema x, , Jja punkts x|¥|z ta izve-
lets, k.a atrodas uz virsmas JK

11I. Konuss.

Piepemam, ka 0' = X|¥|Zz atrod@s uz virsmas (1), tad

i s RS Gl (8)
Pienemam,ka ari i s =
a,x + 8,y + a2z +a, =0
ai‘i by Bz F By =0 f LLLO L (12)
azx + 831?7 + 3335 + a4, = 0
Ievérojot, ka S = O un S izteiksmi (8), k& ari (12), redzams,
ka tad ari

a,"x+a,,'ly+a,lz+a. A R e AR SR (139
Nol-mi (12) un (13) dod nolidzinajumu grupu

a,Xx + a,y + a,z +a, =0

ax + 8y * ez + oag =

agX + 8yY + Az + 84, = 0

a,"i-!-a.;ﬁy"+a;‘32+a“=0
Sie ¢éetri, attieciba uz X,¥,z nehomogeni nol-mi var kopéji pa-
stavet tikai tad, ja determinants %

)

&y 8y 83 Gy

%y S0 S Gy

8.3! Qas 8.33 8.3..‘

By a% Gyq Sy

Ievedot virsmas nol-ma (5) vertibas no (8) un (12) un nemot
vSra S izteiksmi nol—-mé (5) paliek locek}i ,

& x'2+ a.z,"y' + aﬂsz' -+ e x'y' & 2a3x'z' + Q%y AR SR il Y
313 nel-ms, ka agrak noradits, izteic konusu, kurya virsotne
atrodas punkta OF = xlylz.

Konusa v1rsotnes koordinatas dablijam atslédzot nolidzina-
Jumus (12) attieciba uz X, T B
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Ta tad, ja virsmas (1) visu keoeficientu determinants D=0,
tad virsma ?l) izteic lronusu

I11T. Centrs.

Piepemam, ka nol-ma (7) koeficients pie x'
(8,X + 8,7 + 8,2 + a,)+ mla,T + o,y + a3 + a5 +
T RlayX + auV -+ 82 +ag) =0 o2 {9)
tad tas izteic, ka nol-ma (7) sakpu summa
x +x5=0
bet tad ari, ievérojot (6)

¥ty =0
prokny =0
T& k& Sini gadijuma ari
s Sefl L 4 A LTt A g
1 = *3 T i TS
e e et A Ry,

tad redzams, ka taisnes

¢ }r‘ F— mx'

Al Tt

chorda F P, tiek daiita uz pusém koordinatu sakuma O'. Bet ja
nol-ma (9) piepemam, ka

a,x + 8,y + 3:3%- + ay, = 3%

G.F taotiag biB 0 F (16)

84X + 837 + 852 + 84, = 0
tad ne tikvien chorda ar koeficientiem m un n, bet katra chor-
da caur 3adi izvelstu O' tiek dalita uz p'usem, jo no.;—ma ( )
izpildisana nav atkari ga valgs no m un n, bet +1¢-a¢ no (16).

Ta tad novietojot O' = Xi¥|2 ta, ka vipa koordinatas 1zp11—
da nol-mus {16), esam dabujusi taAn punktu, kurs dala visas
caur vipu vestas chordas uz pusém. 30 punktu sauc par virsmas
centru un vipa koordindtas C = x|y, |z, dabijam

o =g
{8y 82 Qs B |
xolyoizo:l=!au By 8y Bl =
|§5; 3_31 Gss ishl
Gy By Fyy 8y 843 By T ai*-r] P Tn O

-(17)

=(=)| 820 825 3|7 | 89 8g3 8447 (2] 2y 912 au, | 82 812 825
8505y 8af | By 85 33!.' 8y 83 B3uy | By By Ba3

Dy Dy Dys Diy
Augseijie determinanti, k& redzams, ir virsmas visu koeficientu

determinanta D...(14) apakSdeterminanti.
Ja determinants D‘m # 0 ,tad centra koordinatas X51751%0 ir ga-

1igi lielumi un virsmai ir galigs centrs. Ja Dy, = O un kaut
tikai viens no parzjiem apakSdeterminantiem # O, tad v;rsmas

centrs atrodas bezgallba. Bet ja Dy, = O un ari D," D= D=0,

tad
X — :g =z .—_'9-
o o vy O 2 o o



65 =

Ja nol-mos (16) uzskatam X,7,z k& mainigus,tad ketrs nol-ms
izteic plakni.3is plaéknes krustojas centra un dod centra koor-
dinatas x lyol = Ja divas plalknes identiskas,tad Dy, =0

un tapat D, = Dy, = Dyy= O un punikta vieta dablijem taisni- asi,

kura tad izpilda centra vietu.Ja visas tris plaknes identiskas,
tad punkta - centra vietz deblijam plakni, kuya izpilda centra
vietu.

IV. Diametra plaknes,diametri.

Katra no plakmém (16)
8,X + apy + gz + ay =
BX T 8y + Az + 8y =
8-5‘}:'!' any-i* 3332 -+ a3hz

iet caur centru un ir diametra plakne., Visu diametra plakpu
nol-mus dabtjam veidojot diametru plakpu kuli

20 L o

O

(ayx + apy + 832 +a,.‘) 3 /\(&MX + 8,y + a2 + By Ik
+ mleyx + auy + a5z + ay ¥y = 020 5018)

Diametra plakpu kiila nol-mu dabiijam ari sekojosa karta.
Petijuma ITI redzéjam, ka, ja liekam

8, X + 8,5 + 8,% + a,t+ mla, X + 8,7 + 852 + az,') -
+ 08, X + ayF + Az +8,) =0 .ol (9)

tad punkts O' = X|y|z dala uz pusém chordu, kuras projekeiju
virziena koeficienti m un n izpilda nol-mu (9).Pie piepemtiem
noteiktiem m = A\ un n —,»c,nolumu {(9) var ari 1zp¢ld1t uzska-
tot koordindtas X,y,z ki mainigus,bet tad nol-us {9) dod
plakni un katrs sSis plaknes punkts dala uz pusem no vipa ves-
tu chordu ar virzienu koeficientiem,proporciongiien L,
Tada karta esam dabujusi to pasu diametra plaknes nol-mua 1838
t& iet, ka augsd noradits,caur centru un k& tagad redz@jam,
dala u~ pusém parall&las csoraas kuyuw virziena koeficienti
roporcionali 1, A, «.351s chordas sauc par diametra pléknel
18) plekartotam chordan.
Dlametru t.i. chordu, kura iet caur centru, dabiijam XKrusto-

jot divas diametra plﬁknes

ayX + a,y + a.z + a,+ A(azlz»: + oo,y 4 ez Han) + 3
iy +h(ayx + 2,7 + 242 + ay,)

3 ; ,

a,x + ayy + a,z + a,+ ]\'(aux T+ any + anz + agy)
tp(eayx + agy + agz + ag)

V. Asimptotisks konus.

Taisne (6) krusto virsmu (5) diwvos punktes, So krustpunktu
koordinatas x! un x; dabljam no nol-ma (7) un ieverojot (6),

dabGjem ari attiecosos y' ,y' wn 2! ,35

Ja nol-ma (7) koeficientu pie = 2 liekam

Il
)

-(19)

i+
o

a+aum1+a.35n+2513mn+2am+2an—f3 ................. (20)

tad nol-me (7) viena sakne x) = oo,t.i. taisnes (6) viens
krustpunkts ar virsmu (5) atrodas bezgaliba.
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Uzskatot taisni (6) ka veiduli ar mainigiem parametriem m
un n redzam, ka ar nol-ru (20) sie purametri saistiti.Tzsls-
- . ¢ R L -
dzot m un n starp pol-wiem (6) un (20) dabiijaiz nol-ru

a“x'z'l— a.ﬂy‘*-%-' a.aaz"‘-w‘— 28,,7'2' + 28,x'y' + 28,x'2' =0 ...... (21)

Sis nol-ms,k& zinams, ir konusa nol-ms. Tas tiek veidots no
taispu kiija (6) tam taisndm, kuras izpilda nol-mu (20),t.i.

kuras krusto virsm {(5) bezgaligi talos punktos.

Se var bt gadijumi a)konus re&ls, b)konus imagindrs,c)ko-
nus sadalds divas krustojoSas plaknss.

Kad konusa virsotni 0' = X|y|z pe&rnesam virsmas centrs,tad
ka zinams no pétijuma par centru

a, X+ 8,7+ 8,z + at n{a,X + a8,y + e,z + ay) +
+ n(agX + 8,7 + 84,7 + 8y) =0 ... (22)

bet tad nol-ma (7) koeficients pie x' ari ir O un tas nozimé,

X
ka ari x} = o ,t& tad abas saknes x| = x} = 0 un ievérojot
(6 ar1 y' =y = o, 2! = 25
Ir

Sini gadijiend konus pieskards virsmai bezgalibs.Tadu konu-
sSu sauc par asimptotisku.

=00

Vi. Otras k&rtibas virsmu klasifikzicija.

Ja virsmas nol-ms tads, ka D,, # O,tad centra koordinatu
vertibas ir galigi skaitli. Sa&du virsmu sauc par centralu. K&
velak redzésim, saddu centralu virsma tipi ir ellipsoids,vien-
telpas hiperboloids, divtelpu hiperboloids un konus.

Ja D, = O un keaut ari tikai viems ro D, sDyq sDya # O, tad vis—

maz viena no centra koordinatam ir o un virsmas centrs tad
ir bezgaligi tals punkts. Virsmas ar bezgaligi t&lu centru
sauc par paraboloidiem, tadu ir divi tipi: elliptisks parabo-
loids un hiperbolisks parabolaids. TE ka virsmas diametri iet
caur centru un paraboloidu centrs ir o t&lu, tad parabolcidu
diametri ir parall&li un visas paraboloidu diametra plaknes
ir parallélas vienai taisnei.

Ja Dqﬂz'o s Dya= 0 , Dyy=C , Dy, = C , tad centra koording—

tas dabl nenoteiktas vertibas.Tadai virsmai tad ir bezgaligi
daudz centru.

_ Bads gedijiens var biit, ja nol-mu sistemd (16) ir tikei di-
vl patstavigi nol-mi. Tad sistema nedod punktu-centru,bet tai-

sni, kuya nak centra vieta. So taisni sauc par asi.Virsmas ar
asi galiba ir eliptisks cilindrs un hiperbolisks cilindrs.Pa-
raboliska cilindra ass atrodas bezgaliba.

Ja nol-ru sistema (26) tikai viens patstavigs nol-ums, tad
sistema dod centra vietd plakni, virsmsa tad sadalas divas pa-
rallglas plaknés. '

Apskatita iedalijumd par pazimi piepemis apstiklis, vai
virsmas centrs atrod&s galiba vai bezgaliba.

Par iedalisanas pazimi varam piepemt ari, vai virsmai ir
bezgaligi tali punkti vai nav. 30 jaut@jurmu izsSkir nol-ms(7).
K& agrak redz&jam taisnes (6), kuyas iet uz virsmas bezgaligi
taliem punktiem atrodas uz konusa.
%§f+%gg+%¥3+2qﬁW'+2%ﬁw'+2%gw'=O
Ja sis konus imaginars,t.i. ja izpemot veértibas x =0, y = 0O,
z = 0, nol-ms tiek apmierindts tikai ar imaginaram X,y,Z VET-
tibam, tad virsma ir ellipsoids. Ja konus redls, tad virsma
ir vientelpas vai divtelpu hiperboloids. :
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Ja konus sadalads divas plaknss, kuyas var biit imaginaras
val ari redlas, tad D, = O un virsme ir pirmad gadijiena ellip-
tisks paraboloids, otré - hiperbolisks peraboloids.Ja ari
Dy, =0, Dy = 0, D%-——- 0, tad elliptisks vai hiperbolisks cilindrs.

Ja konus sadalss divEs sakritosas plaknés, tad virsma ir pa-
rabolisks cilindrs.
VII. Galvenés diametra pleknes.

K& redz&jam pétijuma IV, ja virsmas chordu virziena koefi-
cienti proporcionali 1,m,n, tad chordém pieké&rtotas diametra
plaknes nolidzindjums ir

X + a8,y + a2 + g+ mla,x + ey + a2 +a,) +
_ + n(agx + g7 + azz + ay) =0
Sakartojot So nol-mu attiecibad uz x,y,z, dabijam
(a,+ ma,t na;)x + (gy+ ma,g nas)y + (g, + ma gt 95'33)2 +

+ (g, + ma,t nam) S B R L 0 L (23)
Sis plaknes virziena koeficientus dabfjam no
cosa:cosB:cosy=(a, tma,+tna,): (ad—i-man-}-na&) : (gﬁ+malif-nagg) SO LA

Chordu virziena koeficientus dsbiijam no
cosa,: cosB, i cosy,=1l imin  ........-. (25)

Lai chordas biitu stateniskas uz pléknes (23),tad,k& zinams,

vajaga but
cosa = cosa, , cCOSB = cosf, , cosy = cosy,

No augsgj& seko, ieverojot,ka 8y = 8, 1 T 8y u.t.t.

a,tma, ina, = 51:+maﬁl-naz3 = 8, T8, N8 4, 5

1 & m EE

Diametra plékni, kura stav stateniski uz tal piekartotam pa-
rallslam chordam, ﬁt%ﬁ virsmasgalvenc diametra plakni.Sis
) b ]

n

pléknes nolidzina edot nol-mda (23) m un n vertibas,ku-
ras dabtjam no éE
No nol-ma (26) dabiijam

B o i e Byeems Sisgn oagn b oage B
val ari

-

a,m + an + (a,~ s) =
(eg- s)m + app + 8y, =
8gm + (6.33— S)n + a4 =

Sie tris nol-mi, k& nehomogeni attiecibs uz m un n var kopgji
pastivet tad, ja

OO
e

(@)
e

84 R el l
& s 893 8.2‘ i =) A L (28)
At T 2
Attistot determinantu (28) p8c pirmas rindas, dabijam
823 a1 ‘(31:"5) ay, | (ap-s) 2ai3 I
5 e +a,-s) : o= 8
(333—3) ) | a3 gy a1q \&ﬁ-S)I




35 T
Attistijuma tresais loceklis rada, ka galigé attIistijumi s
blis tresa kapé, ta tad (28) dod tresaés k@pes nol-mu ettiecib:
uz s. Atsleédzot nol-au attieciba uz s,dablijam tris veértibas.
8 ,sl,ss,kn:as, ka to var piergdit, arvien visas reglas.
Ievietojot s vertibas divos no nol-miem (27), dabiijem

s; atbilstosSas vértibas .......... B

SL 5 5 o S, s e m1 2 nl
"

Ss LA R o i o e Bl i m s » n 3

Ta tad virsmai (1) ir tris reali virzieni, kuyi stav statenis-
ki katrs uz tam piekadrtotas diametra plaknes. Sos virzienus
sauc par virsmas galveniem virzieniem un diametru, kuys iet
galvend virziena sauc par virsmas asi.

Galveno diametra plakpu nol-mus dablijam, ievietojot nol-ma
(23) vartibu parus (mi,nl), (mi,nl),_(m3,n3).

Katra galveno diametra plakpu para krustosana dod vienu no
trim asim. Sis tris asis, k& to var pieradit, stav stateniski
Viena uz otras un tamdg] st&v stateniski viena uz otras ari
Sim asim piekartotas galvenas diametra plaknes.

Virsmas,kuyu centram ir galigas koordinates.

57. Ja parnesam koordindtu sgkurm 0' = X|y|z vz virsmas
centru, tad ievérojot Nr.56,III nol-rus (16) redzams, ka virs-
mas nol-ma Nr.56,n0l.(3) paztd pirmés dimenzijas locek}i un
virsmas nol-ms dabli veidu

a“x"'-i-_ azg'"-l— aaaz‘z+ 28, x'y' + 2g,x'z' + 28,y'z' + E=0..(29)
kur R=g,Xx+ a8,y +az+a,

Atstijot koordinatu sakumu Q' centra, ievedam jaunu koordi-
ratu sistému, kuyas x" ass iekrit galvens virzierna.Tad (y",z")
plakne bus galvend diametra plakne un virsma simmetriska pret
so plakni,bet tad péc nol-ma (29) parveidosanas tani vairs ne-
atradisies locekli ar x' pirmé ka&pé un virsmas parveidotals
nel-ms (29) dabl veidu

a!'l!i xn’-—{- a£1y|ﬁ-+ a3'3zh1+ 2a£3ynzu Lpeap A i el R e (30)

S0 virsmu krustojam ar (y"z") plakni, liekot
2 gs s N o D LS BN i R B (31)
Tad krustosSanas liknes nol-ms {y"z") plaknd ir

aﬁyn"_}. 8.3'3 -an+ Qa;sy"z" b e £ Gt R e T S B (31}

Ja y" un z" iegriezam Sis otrads kartibas liknes diametru vir-
zienos,ted nol-mg& (31) un téade] ari parveidota nol-mé (30)pa~-
zGd loceklis ar y"z" un psc S2s pé&rveidosanas virsmes nol-us
(30) dabt veidu

g ™ 4 oan Y £tz R =0 ... (32)
Prieks 81 nol-ma determinants (28) dabu veidu
o o) (aﬁ ~'g)
(g ~'8) . o 0 = (ay -s)(ay), -s)(ef -8) =0

0 (qﬁ < 8) o0



No augséji seko

U)

85,=a , 8,= a7 3 = :—JL"!ﬁ ........ £ 3%)
Uzskatam nol-mu (32) ka dotu un talak atﬂ: tam koeficientu aug-~
s&jos raditajus.

Nol-mi (27) S$ini gadijumd, ievdrojot (32), dabt veidu
2 (a,- 8) =0 ,
(8 s)u = 0 (27%)
(8.53- s)n = 0 ]
18

noreiginam nol-rmas ar 1L =
Vi+nts it

un ievedot mL = M , oL = N ,tad cosa = L

(a,- s)L =0 1
(2, s)M = 0 \ (27
(ay,- 8)B =0 )
liekot nol-mos (279) s = 5, = a, ,ieverojot (32), dabujem
(ay- 8)L, =0
(ay,— s)M,= 0
(a4 )N, = O
seko M'= O , Ny=0 ,bet tad
cosBiz 0, B= 900 - COSi=0 , 4= 900

kas rada, ka galvenais virziens ]| uz y un z asim, t& tad sakrit
ar x asi.

Liekam nol-mos {2‘7 ) 8 = 5,= a,, ,ievérojot (325 aabLJa.m

I

, cosB =M , cosy =N

|

)

(ap- )i, = O
(85,- 8)N= 0
seko L,= O un N,= 0 , bet tad
: coSE. = 00, ty=-9073 cogy s Qi = 90°

kas rada, ke galvenais virziens _l_ uz X un z asim, ta tad sskrit
ar y ass virzienu.
Liekot nol-mos (27 ) 8 = s,= a,, dabljam i

- s,)L.j: e
(8- sy= 0
(ayn- 8)N;=0
seko Ly= O un M,= O ,bet tad
CoSQ,= Q., %A= 900 ; cosB,= 0 [33 =9O0

~ kas rada, ka galvenals virziens _[_ uz X un y asim, té tad Sakl'lu
ar z ass yirzienu.

No augsega redzams, ka tagadéje koordinatu sistema, ar ko-
ordinatu sékuma punLtu virsmas centra, ta novietota, ka tas
2sis x y 2z iet virsmas galvenos virzienos. :

Ta tad nolidzinajums

ax"l+eny’+a3 S5 TR 6 GRS S TR (328

1ztelc visas otr@s k@rtibas virsmas, xupyu centram ir galigas

(a,- 8)Ly= 0 3 :
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koordinadtas un pie tam koordindtu sistémas sakuma punkts at-
rodas virsmas centrd un koordindtu asis iel virsmes gslvenos
virzienos.

: . ! & a
58. Xadas virsmas izteic nol-ms {(32%).

Nolidzing juma (329) ievedam absolutam loceklim apzimil a,,

apzimes R vietad, tad
LD e g S e R U (322

5ini nol-m& koeficienti 8, »8yq 83, Var bt visi pozitivi (ga-
dijums o) vai ari divi pozitivi un viens negativs (gadijums B).
Gadijienus, kad visi tris koeficienti negativi vai tikai viens
no vipiem pozitivs, var tad parvest uz gadijumie a un B,reizi-
not nol-mu ar -1.

a) piepemam, ka 84,= 0
tad nol-ms (322) daba veidu

’ a.nxi+ algz-i- a3!£= O35 b O AR T (342)
Nol-mu rarveidojam, liekot
et WG iy
ay ag_ » 8397 b_p,— ’ 833_ o2
2 2
4"% + L+ 2 =0 i (342)
a b et

Sis nol-ms ir homogens attiecibd uz x,y,z un k& no agraka
zinams, izteic konusa virsmu, kuyas virsotne atrodés kocrdina-
tu sd@kuma.

Ja a,, 3829 ;853 Visi pozitivi, tad konus imaginars,bet ja

849 < O , tad liekot a,; = - %E dabltijam realu konusu

2 1 2

X 4 5

C -é-ﬁ—-l—%;*a;::o ............ (34=)
Ja a = b, tad dabiijam rotacijas konusu
2 2 B

> S LT zaa

a ——E{'-O ............ ())

b) liekam, ka nol-m& (329) viens no koeficientiem pie mai-

nigiem, pieméram, 833 = 0, tad dabiujam
T W ot R s B (35}

Nol-ms, k& zinéms,izteic cilindru | uz xy pléknes. Ja apska-
tam nol-mu (35) kopéji ar z = O, tad dabiijam 1ikni xy plekné
un ka zinams no analitisk@s geometrijas plékn€, nol-ms
dod ellipsi vai hiperbolu, un t& tad Sini gadijumé dabljam
elliptisku vai hiperboliska cilindru.

Ja a;, = aj,y,tad dablijam rotacijas cilindru.

c)ja nol-ma (32=) divi no éetriem koeficientiem ir 0, tad
virsma sadalas plaknés. :

d)Piegemam, ka nol-ma (322) visi koeficienti # O,tad mode-
lot nol-mu ar —ahq,dabﬁjam

= v 7t i
e, 5 v e REILRa BUR ()

8y Gn 833




Y

Seit var biit atseviski gadijieni.

d,)a|i>0,a21>0,333>0,a% >0
lieckam ,
Tl R Y Sl M T Sl
ay ey, L realies
tad dabujam 2 2 2
x Y Z 1
S e e S B S Y
val ari éz ba cﬁ
b xRt 2 )
St ok e =00 L (37)

Nol-ms dod imagina@ru virsmu. Sis virsmas asimptotiska konu-
sa nol-ms, saskanz ar (20) un (21) ir

x*

2
Z
et T ter=0

imaginara izteiksme, ta tad agimptotisks konus imaginars un
virsma tad ir imaginars ellipsoids.

d’l) je 8, > 0, ay >O,a33>0,’deta,‘q <O

tad -a,, ir » O un t&del varam ievest
R T T B,
L Sl g
ay 892 833
ievietojot Sis vértibas nol-ma (36), dabujam
2 2
X z L
a3+b~‘i:»+c,,-1_o ........... (38)

51 virsma ir re@la, bet vipas asimptotisks konus ari imagi-
nars. Virsma ir regls ellipsoids.

dda) Jaa, > O, a,> 0, bt a,, {0 un a, £0,
ta

—'a.u‘ a —a% g —a,m % 2
S e S T T el DA R
&)y By b
un nol-ms (36) dabt veidu
2%}
§;+=§1——%§-1=0 .......... (39)
¢ ] 2,

' 2
Virsma ir reala, asimptotisks konus -g—.; -+ %,— - =~ = 0 'reals.
§i virsma ir vientelpas hiperboloids.

dy) Ja a"> B a}.z)o » 8,30 un 8,, >0
tad liekam

-8, -8, =
Hz_z, _a_"_'_'z_bi, i A
a,, Ban d13
Nol-ms (36) dabt veidu
= z*
o E Eano1-o0
vai ari
xq_ A Z?.
¥+%E_E,T+1=o ............ (32)

Virsma reala, asimptotisks konus ari re&ls.Virsma ir divtel-
pas hiperboloids.
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59, KEcnus

Konusa nol-ms dots ar (74%)
AR e S
Tt - m =0 el (34=)

Skelot virsm ar yz plékni

x

X gk
= A %r C3 T

‘\_.o----(""'J

dabljam yz plakné

¢ 2
3 Z ; “ AP b
%r T O vei ari =y = - e
divas taisnes. Tapat dabljam xz plékné divas taisnes
x == % z

Skelot virsmu ar xy plakni, dabujam

2 a
z =0
$ie nol-mi dod punktus x =0 , y =0 , z 0. s
sikelot virsmu ar plekni, kuya paralléla plaknei, z = - h

=Th

Izsleédzot z starp Siem nol-miem redzam, ka sk&liena liknes
projekcija uz xy plaknes ir

[\

2 2 2
5 + I; - g; =0 vai ari - SHBRR l
c

= )15 72 e¢11pse.
kelam virsmu ar plékni caur z asi.
2 2 2
pS g B 8
s - Al
y = nx j
Izsledzot y starp Siem nol-miem, dablijam Skéliena liknes pro-
jekeciju uz xz plaknes
2

xﬂ.(_lr_l_li_’.l_)___Z?:O
vai ari = L i

t.i. divas taisnes.'
Taisnes (1. un 1'): ¥

B3

(!

QP old

(%]

taisnes (2 un 2'): x =

ellipse ar pusasim a un b ,8k8liens pie z = ¢ ,
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taisnes (3 un 3'):. sk&liena (ar plakni y = mx) projekeijas uz
xz plaknes. &

3 4% ,

4! \\ __._l...._,__ ‘
DR » 4 B
R A T

\ ‘

2_\\! M)
S i,
b WS

b )
"\\\t

A

-k - -

(apaks xy plakres atrodoS& konusa virsmas dala nav uzziméta)
N S Wt 0 S Ko s

Cilindru nol-mu (35)

prarveidojam .
-
A
== + :g -1=C
~Bi Ay
ay 822

kad a; >0 un 85,20 , &,<0,
tad liekam

~&y =t S g
a“ 829
un dabtjam s 2
'gz— R s 3 =y
Sis nol-ms dod elliptisku cilindru

> 4
g g 300 a,, <0 un a, <0 ,tad liekot
=8 ooy
alfh.= o2 : Bl BARLE
dabtijam W %22
xz be 4
T-hk-1-0

Nolidzingjums dod hiperbolisku cilindru.



>Y
61 B 11 ipsoids
Ellipsoida nolidzindjums {38)
. 8
x -7
-a_2+§_+09'_1: 8 15 e e R A S TS T (;’)8)

Nol-ms rada, ka virsma simmetriska pret koordingtu plakném.
Skglienu ar xy plékni debfijam no nol-miem ;

L e = 0)

ke kT Sl i

sl

Skeliena likne xy plakné ir ellipse
2
x "
T+ -1-0

Teépat dablijam, ka Sk&liena likres yz un zx pliknés ir ellipses

x Z.z -1 - =%

%f'+'ET -1=0 (likne yz plekne))
% g ellipses
X +Z _1=0 (likne xz plakns)),
= = \ T 18 ) j

X ass krustpunktus ar virsmu dablijeam no nolidzinadjumiem
X z 7
Bt o1 =0)

¥.=0 ¢

z =0 )
Ta tad virsmas krustpunktu koordinZtas ar x asi ir
z =1 alolo
Tapat dabujam, ka

5= t'o]blo (y ass krustpunkti ar virsmu)
B olo[i ¢ (z ass krustpunkti ar virsmu)
Lielumus a,b,c_sauc par ellipsoida pusasin.
Ellipsoida skélienu ar plakni z = * h dabtjam no nol-miem

=

2
X gf z! £
—'—'-! + ] ? I — -‘1=O L

z =i‘hJ
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Izslédzot starp Siem nol-miem z, dabugam ske11ena liknes pro-
jekeiju nz xy plaknes, skatot sekojoso nol-mu (xy) }l@kne

2. 2. o 8
o 1
ge i g 2 X =0
parveidojot 2 %
- ST J -
ey Pl T W s SN (39)
1 -2y va -5

tas ir ellipses nolidzina jums.
Ellipses pusasis
/_E- \/—_‘T
e V. d¢(1-Zowmb =YFa-5

paliek mazakas ar auguso h un pie h = ¢ pusasis = 0. Ta tad
plékne z = T h krusto virsmu punktos C, = = olofc un C,= ofo|-c
Ja h> ¢, tad ellipse (39) imaginara.

Analogus rezultatus dabijanm, skeWOt virsma ar pléknem

+hH un oy o=t h

Sle rezultati rada, ka ellipsoids ir slégta virsma,un taisn-
lenka paralleleplpeds ar malam 2a,2b,2c pilnigi ies184z ellip-
soida virsmu.

Parasti piepem a > b > ¢ ,tad ellipsoida lielaka ass pie-
nemta ka x ass,vidéja, k& y ass un mazaka ka z ass.

Ja a = b, tad ellipsoida nol-ms dabli veidu

2 v 5

Sis nol-ms dod rotacijas ellipsoidu ar z asi k& rotacijas
asi. =
Ja a =b = ¢, tad dabtjam lodes (sfairas) nol-mu

24+ yi+ 2~ =0

kur lodes radiuss i

Pieskara pléknes nol-mu pie ellipscida dabiijam pielietojot
formulu (11). 32j2 rol-ma

31 e X

e 1 o
G i T i | e NG Pl T MR PR R el

Visi citi koeficienti = 0. Apzimgjot ellipsoida punktu, kura
plevedama pieskare plakne, ar P = xolyolz ,dabiijam pieskara

plaknes nol-ma o

XZ NA'S ZZ

0 0

c} S e

ulmejuma Nr.l paradits ellipsoida attéls.

-1=0

62. Vientelpas hiperboloids.

Vientelpas hiperboloida nol-ms, k& redgé&jam, ir

2

5.-+b5—'1f-—21;-_1=0 ............. (40)
Virsmas skélienu ar xy plakni dabhjam no nolidzindjumiem

2

e z*

¥+§-a“1=01_

g =)



Nol-ms dod ellipsi xy plakné.
Skelieni ar (yz) un (xz) plaknédm ir hiperbolas, jo pievie-
nojot nol-mam (40) nol-ma

dabtjam

il

un pie y = o dabujam
x* g

ke |
az ~ c2

Abos gadijumos nol-mi dod hiperbolas attiecigés koordinatu
plaknés.
Skslienu ar plakni, kuya parallsla xy plaknei, dabljem,ap-
skatot kopa nol-rmus g
1=0 |

z =71 h.&

Izsl&dzot starp nol-miem z, dabljam sk&liena liknes projekeci-
Ju uz xy plaknes, apskatot sek03030 nol-mu Xy plakné

'I.
-aT'i'%;-—(l“i‘E‘.r):O
vai ari 2 y_z

e
|

X

— 4 - et S e e (41
a’(1+h—1) b1(1+1—“1-)

Nol-ms dod ellipsi, kuyas asis aug, ja aug h. Ta tad plékmnes,
paralldlas (xy) plaknel krusto vientelpas hiperboloidu ellip-
Ses, vismazakd ellipse ir pie h = O. So ellipsi sauc par ri-
Eles ellipsi. Angsegals nol-ms rada, ka skgliena ellipsei nle

h arvien re@las asis. Seko, ka 31 virsma iet bezgallbd z as
virgiena.

Skellenu ar pigkni, kura parallé&la yz plaknei dabujam,apske-

tot kop&ji nolmu (40)

N T
S s v st 2ol
un x="Tk

Izslé&dzot starp tiem x, dabuaam Sksliena llknes projekeciju uz
¥z plaknes, apskatot ue&o 080 nol-mu yz plakne

R G S '
- == = 1 - = G ............ (42)
vai ari 5 102 E?;

y z ity Al (43)

x 2
(1 - 5) c'&(l—k

Nol-ms izteic hiperbolu. Seit jaizskir tris gadijieni
1) |k| < a,tad hiperbolas redla ass ir y ass.

2) |k| = a,tad,kd redzams no nol-ma(42),skéliens ir divas
' taisnes i Fhy
(‘-E-'a):O un(b+6)=:0

3) k| > a,tad kiperbolas (43) reala ass ir z ass virziena.



digl e
Sl;é.l.ieni ar plakném, kuras paralldlas (xz) plalmei, dod
analogus rezultétus.

Vientelpas hlperboloLda krustvunktus ar koordinatu asim da-
bljam: ar x asi, atslddzot kopéji nol-mu (40) un y=0 , z=0,
tas dod et

X=X &
Tapat dabtijam ari krustpunktus ar y asi

y=215
Krustpunktus ar z asi dabijam

g =itr ol

tas nozime, ka z asij nav readlu krustpunktu ar virsmu.

a un b sauc par vientelpas hiperboloida redlam pusasim un
C par imaginaro pusasi.

Ja a = b, tad dablijam rotacijas vientelpas hiperboloida no-
1idzing jumu A

. HPEae
Pieskara plaknes nol-mu dabiijam pielietojot formulu (11)
XX, yyo 22
gt e Aot -
Vientelpas hiperboloida attg&ls redzams zim.Nr.2.

63%. Divtelpu hiperboloids.

Sis virsmas nol-ms, ka agrik redzdjam, ir

Z;'*‘%;'- é; o B R e SR ALy
Virsmas skélienus ar (xy),(yz),(xz) plekném dablijam
i gt ol :
1)er xy plakni §r+bz-5-f+1..o}
z2i= 0
2 2 2
2)&rYZpl§lcnl IE:T+%?-—‘2_2+1=}
e G R L 20 0
3)ar xz plakni S e 83
y=0C)

Pirmé gadijumd izslddzot z starp nol-miem dablijem, ka Skslie-
na liknes projekcija uz xy pléknes,apsxatot nol-ru xy plilakne

?. 2
Sk 1=0

Sis Sksliens ir imaginara ellipse.

Otra gadijiend izsledzot X un tresa gadlglena izgledzot ¥y,
dabltijam sk&lienu projekcijas, apskatot sekojosus nol-mus at-
tiecigas plaknés

Lok rda

%1- 2 +1=0
o5 3

%14: —a_—+l=0

Abos gadijienos dablijam hiperbolas, pie kam re&@ld ass ir z ass.
Skélienu ar plakni, parallslu (xy) plaknei, dabijam ar no-
1idzind jumiem



i?:".‘bxr—%r“l‘l?—'o ]

X='_;_'.115
Izslédzot z starp Siem nol-miem, dabiijam Skéliena projekeciju
uz Xy plaknes, epskatot nol-m

2 1 1
X h
§T+%’r-"(€f—l}=o ........... (45)
Xy plakne.
Parveidojot,dabiijam
X
+ =y R .(46)
2 (h* 2, h
a (Ef S 5 B (Ef - 1)
Kamér |h| 4c nol-ms dod imagindru ellipsi. Fad th! = e, tad

nol-ms (45) rada, ka tes apmierinits ar x = oun y
. plakne z = T ¢ krusto virsmu purnktos

K = ojole
B,= oflo]-c

Kad |h|> c,tad nol-ms (46) dod redlu ellipsi.3is ellipses asis

aug, Jja aug h. Seko, ka divtelpu hiperboloids sastév no divam
telpam, viena no ta&m atrodéas virs plaknes z = ¢ un otra apaxs
rlaknes z = -c.

Skgelienu ar plakni, parallélu yz plaknei, dabujam ar noli-
dzindjumiem

2 2 o

X 3 Z

st -wtr=0 |
x=1tTkx)J

Izsleédzot starp Siem nol-miem x, dabijam

bi
1 2
Y 3 2 Q=0 {48)
z vl b il WS B e RS )
b“(1+§,7) c"(lv!--gz,_—)

z> %
s +(1+..._2_.- R e S i T (47)
vai ari a

Apskatot nol-ma {48) plakné (yz), tas dod krustosangs liknes
projekeiju uz xy plaknes. Redzams, ka likne ir hiperbola ar z
asi ka realo asi. Tadu pasu rezultatu dabijam, krustojot virs
mi ar plakni, kuya parallZla xz plaknei.

Divtelpu hiperboloida attélojums paraddits zim.HNr.3.
Koordingtu asu krustpunkti ar divtelpu hiperboloida virsru:

Ar x asi 4 = - :
£ 3 i T A L
T SSRGS SOONT SR i
: y:O
Seko z =0
T s S
Tapat dabtijam ar y asi
y=%bi
Ar i
z asi o

Redzams, ka tikai z ass ir redla. 5
Ja liekam & = b, dabuijam rotacijas divtelpu hiperbo-

ﬂ_i-}-l:o

a* o

loidua


http://zIm.Kr.5-

2F0G s
Pieskara pléknes nol-mu dablijam, pielietojot formulu (11)

“ e 4 v.¥ Z.2
e F e G
64. Hiperboloidu asimptotisks konus.
Hiperboloidi ar nol-miem

2
% z*
S il i
2 2 2

x z

St tr - x t1=0
tiek saukti par piek&rtotiem. Siem hiperboloidiem ir tie paSi
parametri a,b,c.

Vedam taisni no koordin&tu centra,tad S1 ‘taisne iziet arl
no augséjo hiperboloidu centra

F TR L L S (6)
% = nx
Ievedot Sis izteiksmes hiperboloidu augééjos nol-mos,dabujan
% (e
X mx n =3
Pl B e R i
AR b i ¢ <
i spges Sl h = 0
val ari & ¥
3 m n il
I?‘(E,.'l‘BT—"cT)-— B e &
agl -t Laght
x(a."'+b“‘ 0’—'-)+ L § 8

Ja koeficients pie x* ir nulle, tad x top bezgaligs.Bet t& ka
seit koeficients ari pie x ir nulle, tad ari x;= 00 un tais-
nes (6) pieskaras virsmai bezgaliba.
Izteiksmi
1 s gl

i} =
Rt T My

izpilda daudzas taisnes no koordinatu sakuma; Sis taisnes vei-
do virsmu, kuyu dabijam, izslédzot starp taisnes nol-mienm un
SO noteikurmu m un n.

Izslégsana dod

Y2 Z4\2
e Cr
a? b2 ce

val ari

S1 virsma ir konus, kas, ki redzams, kopgjs abiem hiperbo-
loidiem un pieskar@s pie tiem bezgaligi talé likne.
Skelot konusu ar plakni z = h dabijam, k& skéliena projek-
ciju uz xy plaknes
2 2 2
> SHEH S el (Y Baya
at b2 k]
Skelot hiperboloidus ar to pasu plakni, dabijam skéliena pro-
jekcijas uz (xy) plaknes



z y Rl . i
2. = o 3 & 1 =0 (konusa sSkéliens)
o2 - ci
= - : ;
R . - 1 =0 {vientelpas hiperbo-

loida Sksliens)

-+ - -~ 1 = C {divtelpu hip.Skeliens)
i z & £
& (& -1 v(E-2)

Ka redzams, Sis tris sSkélienu ellipses ir 1lidzigas.Vislielako
€llipsi dod vientelpas hiperboloids, vismazgko ellipsi dod
divtelpu hiperboloids. No t& seko, ka asimptotiskaé konusa virs-
ma atrodas starp vientelpas un divtelpu hiperboloidu virsmémn.

Skelot asimptotisko konusu un hiperboloidus ar plékni x = 0,
dablijam S o

-

E+HE-B =0

2 0
val ari

T e
il = 0
i ASe .
itis 2 0

Redzams, ka agimptotiska konusa Skgliens - divas taisnes,- ir,
hiperboloidu skElienu - hiperbolu - asimptotas.inalogu rezul-
tdtu dabljam, skelot ar plakni ¥ = o.

Asimptotiskd konusa pieskara plaknes nol-ms,pielietojot
nol-m (11), ir

M

x 7Y gz
o) o L2 i
SR - Vi e il

Virsmas ar centru bezgaliba.

. 65. K& redzgjam, virsmai (1) ir tris galvenas diametra
rlaknes, kuyas stév savstarpéji stateniski. Liekam koordinatu
sistéma t&, lai (y'z') un {x'z') koordinétu pléknes sakristu
ar divam galvenam plskném un koordindtu s&kums Q' atrastos uz
virsmas. Tada gadijiengd virsmas nol-méd nebts absolutd locekla
un neblis,virsmas simmetrijas d&l,ari locek]u,lkuzyos x' un y'
pirmd képé. Virsmas nol-ms (1) tad dabl veidu

¥3
B xt+ agiy‘i_-i- a_,hz"‘—:- 2agea’ =0 oo el (49)

Ertibas d8] atmetam augSéjos raditdjus pie koeficientiem un
nezinamiem, un rakstam
C A
a-” X" + a11y2 + &332 i 2 2&3#2 = O --------------- (4‘92)
Siri nol-md atrodas vEl visas otras kdrtibas virsmas.Virsmas,
koxu centra kxoordingdtas ir geligas, jaw apskatitas,tads] ap-

_Skatisim tas virsmas, kuyu centra koordin&tas ir beizgaligas.
Fo p&tijuma par centru zinams, kxa centra koordinétas dabia



vertibu  , ja

ay 812 8j ;
Dy = | an  2n aaai

8y 833 83l

Prieks nol-ma (492) determinants dabi veidu

a, 0 0
D‘lH = o 8,9 © = a, .a5,-.83;
(0] 3 Lo a:’a
Lai centra koordinatas dabitu vértibu oo ,tad vajaga, lai
Dy = 28, 8335 83y =0
1) Jz 8, =0, tad D, = O un nol-ma (49%) paliek
BBVt A P CARE DT : ..{50)
Sis nol-ms dod cilindra virsmu. AugS&jo nol-mu varam rakstit
griciorag F Tpek Do R gl el (502)
kmr '
S LS
¥ a o T &

Piepemam, ka ay, 40, jo ja az,»0, tad varam par pozitivas z

ass virzienu piepemt pretéju dotam virzienam.lNol-ms (SOQ) dod,
ja q # O elliptisku vai hiperbolisku cilindru.Ja q = o,tad da-
bljam parabolisku cilindru.

Analogus rezultatus dabujam pie a,, = O.

2) Ja Bqy = 0, tad ari D%= C. Nol-ms (49§) tad dabu veidu
< & a e

Pienemgm
2y, >0 , 85350 un k& agraék a,,{0

tad nodelot nolidzindjurmmu (492) ar -a,, ,dabljam

2
x b ‘e
=8 o 02 e et R PR e \/l)
ay az;
-8, =8
: o 3y
Liekanm = — un = —
E a'“ 4 S22
Nol-ms (51) tad dabiu veidu
= A :
= e R R e SR R s
:: - q z (52)

Sis nol-ms dod elliptisku paraboloidu.
Piepemot a,{0 , 8;,>0 , az<0

dabijam 2 s ¢

SR oy
P q

Sis nol-ms dod hiperbolisku paraboloidu.
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66. Ellip*isks paraboloids.

Elliptiska parab0101da PO¢1J jvms . ir

X X

- + q = 22
Skelienu ar xy plakni dablijam ar nol-miem

i 8

._+x: 1

» 2z?

z =0 }

Sk3liena liknes projekcija Xy plakné ir

2P

P

Nol-ms dod divas imaginaras talsnes ar realu krustpunktu
P = olojo. Ta tad xy plakne pieskaras elliptiskam parsboloi-
dam koordinatu sé@kuma.

S8k&liena 1ikni ar yz pléknl dabﬁjam

54’% QZ-)‘
x=0
Sis liknes (yz) projekcija ir
; yz = 2qz

Nol-ms dod parabolu. Analogus rezultatus dabijam, Skelot virs-
mu ar plakni y = o.85k&lienm ar plakni, narallelu(yy plaknei
dabtijam

P q
z =nh
Sis liknes projekcija (xy) plakms ir

+11~—2h

P 2h.+ _I%_ e

Nol-ms dod ellipsi, kuyas asis aug, ja aug h. Ellipse,k& re-

dzams, reala tikai pie h)o. Elliptisks paraboloids ta tad at-

rodas virs xy plaknes un iet bezgalibé z ass virziena.
Sgslienu ar plakni, parallelu (yz) plaknei dabujam

x I 2%
T + q 2z \}
=T

Sis 11knes projekcija uz (yz) plaknes ir

z’,gz_._

P

' ] A
y*= 2qz 2 dx

8 s
b T L 22-}

vai ari

Nol-ms dod parabolu.

Analogu rezultatu dabujam, Skelot ar plakni y = T k.
Elliptisks paraboloids attélots zim.Nr.4.

Ja p = q, tad dabijam rotacijas paraboloidu



LogT e
Pieskara plaknes nol-mu dabiijam no formulas {11)

X e
i % Y Yo

= e = 2z + Z

67. Hiperbolisks paraboloids.

Hiperboliska paraboloida nolidzindjums ir

2.
X V
el G 12 =
7 2z

Skélienu ar (xy) plakni dabijam ar nolidzinéjumien

D q
z=0 )
(xy) plakn&é dabijam
vai ari P

X4 Y. Z24+d) =0
(P . q)( P + q)

nol-ms dod divas reglas taismnes, bet tas ari apmierindts ar
X =0,y =0, ta tad (xy) plakne pieskaras virsmai koordinatu
sakuma.

Skelienu ar (yz) plakni dabiijam

-2 2
- = E:l
T +-q 2z
Xt sl
(xy) plakne dabujam
: vi= 2qz

parabolu, kuras ass iet pozitivas z ass virzienz.
S8kelienu ar (xz) plakni dabiijam

(xz) plakns dabijam >

ari parabolu; bet Sis parasbolas ass iet negativds z ass vir-
ziena.
Skelienu ar plakni, paralldiu {xy) pléknei dabiijam

7
- = 4+ e
T a 2z
z =h
Bis liknes projekcija uz xy plaknes ir
pia
| -2+ ¥ -02n
vai ari - a
5
—x , 25
p.2h.+ a.on 1 =0

Pie h> o 81 likne ir hiperbdla, kuras re@lé ass paralléla y
asij, tas asis aug, ja aug h.
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Ja h€ o, tad ari dablijam hiperbolu

o H 2 R
s T GatE T T
S8is hiperbolas redla ass ir paralléla x asij.
Skslienu ar plakni, parallslu (yz) plaknei dabujam

x* ra 1? 4 3

= =0
D q % 3
x = Tx
Sis 1iknes projekcija uz (yz) pléknes ir
' 2 2
A k
q P S D
2
y3= 29z + = g
P
Likne ir parabola, vipas ass iet pozitivés z ass virziena.
Skelienu ar plakni, parallslu (xz) plaknei dabijam

2 2 3
X
- = 4 =
D q 2z %
o
Y‘—-k_j
Sis liknes projekcija uz (xz) plaknes ir
$ 39
s e 4
- = == 2
e il
2= - 2pz +-%?p

81 likne ir parsbola, kuyas ass iet negativas z ass virziena.
Hiperboliska paraboloida att&lojums %arédits zim.Nr.5.
Pieskara plaknes nol-ms seko no nol-ma (11)

K X ;
e AL
D q o

68. Otras kartibas virsmas, uz kuram
atrodas taisnes.

Taisne iet bezgaliba divos pret&jos virzienos.Ellipsoids
ir siégta virsma, tam nav bezgaligi ta&lu punktu un tadeél uz
ta ari nevar atrasties taisne. Divtelpu hiperboloids sastav
no divam atseviskam dalam, tadé] uz ta arl nevar atrasties
taisne. Paraboloids iet bezgaliba viena virzienad un tade]
ari uz té nevar atrasties taisne.

Teisne var atrasties 1) uz konusa, 2)uz cilindra, 3)uz
vientelpu hiperboloida, 43 uz hiperboliska paraboloida, jo
91s virsmas iet bezgaliba divos pretgjos virzienos un sastav
no vienas telpas.

Taisnes uz vientelpas hiperboloida.
Vientelpas hiperboloida nolidzinajums

<% 2
Fef-H-1=o0
4

Parveidojam
; X? . 2
ol



(2 By X B Y AN s
\a + CJ‘ \5'.... ci \1 L] b.r l b)
x z e
3;f T . b (o)
i v e R T
b a c

Ja piepemam uz hiperboloida punktu P = x|y|z,tad pie Sim ko-
ordindtu vértibam nol-ma (o) kreida puse dabu vértibu

?E+.Z.:
i+§ o AT (8)
tad .
Vi
e
f’_ Ep rrerieeeenees (v)
a ¢
no (B) un {(v) seko
2 2. 2a+1 )
‘ k ......... e (6)
VAC SIS s e % ) '
ra C A

Nol-mi (&) ir vientelpas hiperboloida nol-mi parametrs veida,
bet katrs no tiem ir pirmés ka@pes un tadé] izteic plakni.Pie
noteiktaﬂﬁ,nol~mi izteic taisni, kura gtrodas uz hiperboloida,
bet ja £ mainigs parametrs,tad katrei £ vertibai atbilst tais-
ne un visas sis taisnes atrodas uz hiperboloida un veido vienu
bezgaligu daudzumu. %

Hiperboloida nol-mu varam rakstit ari sadi

X . 2 S
g e =_1'+ b
N 2 X _ 2z
1 b a a
un liekot, k& augsa
£, 2
e s 12
g Pl 4 2
b
X
é}"— 5 EEr. o 5
xS
&8
dabujam
X iy
B e A;(l TR

Seit mainot Jg,dabﬁjam ari taismpes, kuyas atrodéds uz hiperbo-
loida. Ta tad, uz _vientelpas hiperbololda atrodas divi bezga-
13gi daudzumi taispu, viens no tiem atbilst mainigam parame-
tram £, un otrs - mainigam £;. :

Ka redzéjam,l% tika noteikts, piepemot uz parsboloida punk-
tu P = x|y|z, pirmd taisne (3) tadel iet caur punktu F.

Ja noteicam fLj,ari ar tad pasa punkta P koordinatam,tad ari
otra taisne (6') iet caur P un tadél,taisnes (o) un (&' )krusa

N i e



= B6 -

tojas punkta P. No sacita seko:. caur katru vientelpas hiperbo-
loida itu iet divas taisnes, pa vienal no katra,parametriem
£, un £,atbilstosa daudzune.
T k& katram P = x|y|z atbilst tikai v1ens.£ un ari viens l&
un katram ,undgﬁatbllst tikai pa vienai talsnel katra daudzuma
tad seko, ka viena un ta paSa daudzuma taisnes nekrustojés.

Taisnes uz hiperboliska
paraboloida.

Hiperboliska paraboloida nol-ma

2 2
LS S
A . : D + q 22
pérveidojam

(=E—+—L )(—ZE2—+—L)=2
VB ART o VD Ve

Piepemam uz hiperboliska paraboloida punktu P = x|y|z,tad to
vértibu‘B kuyu piepem pirmes iekavas ar P koordinatam,apzimé-

jam ar !
=5k o _g\\

Vo~ V— A A gl
o' o
é’(v_ o 2z>

Nol—mi (a) ir hiperboliska paraboloida nol-mi parametra vei-
parametrs ir 4, .Katrs nol-ms izteic plakmi un pie noteik-
43”2 dablijam taisni, kKura atrod8s uz hiperboliska parab0101—
da. ua_Z,malnlgs tad aabujzv vienu taispu bezgaligu daudzumu,
kursS tad veido hiperbolisko paraboloidu.Otru taispu daudzumu

dabfijam, liekot
- SRR Apah éz-\L

YR P R e e (v)
LE e Yyl
VD Vg Z)

Ka agrak redz&jam, td ari Seit,caur katru hiperboliska parabo-
loida punktu iet divas taisnes, ienai no taispu daudzu-
miem, atbilstoSiem parametriem iyunﬂgl.;ada pat karta,ka pie
vientelpas hiperboloida,feit reuzams, ka viena un té pasa dau-
dzuma taisnes nekrustoaas.

Pirmé daudzuma taisnes atrodas plékné

> Sl o l?
‘~/— \/— '
ta tad tas parallelas plaknei
- X _ 4 e S e NS e R (e)
AT 7

Otra daudzuma taisnes atrodas plakné
% v G
+ 172

Vo Va
ta tad tas parallélas plaknei
S e S TR (a)
Vi MG

Plaknes (c) un (d) sauc par hiperboliska paraboloida virzieno-
Sam plakném.




-

S L
Vingrinajumi.
1.Debiit attd8lum stary Tvnktiem P=5}-6f—9: Atbiléde: 13,
2.Kads z, lal B=5|-2|z attalums no B, =3|0|1
butu 3 ? Atbilde z=0;z,=-2.

5.Kadus lepkus veido ar koordirnatu asim taisne no koordlnagu
sakuma,lidz P = 5/”110[5'v" Atbilde =600, p=45° e o°

4_.Taisne g, veido ar x un y asim lepkus a~oOO,B-6P°

taisne giveldo ar Xx un y asim legltus a=45 ,B~45

Kads ir lepkis starp g, un g, ? Atbilde 45°
5.Dablit lepki starp r, un r, .Radius vektors r, iet nz

y=2V2{2|V6unr, uz B=3[0{V3 S v, e T

6.Taisnes gabals F, B, noteikts ar B = 9|12|3 un B, = 15]|-18]9,
ir dalits tris v1enlld21gas dalas. Dabit punktu E ,tuvaké da-
" lijuma punkta koordlnatas Atbilde 11!2]5
7.-Uz pleknes 6x - 3y + 2z - 1 = O dabut tadu punktu,kura

y=-1lu z=2. tbilde P = -1}-1}2

8.Uz plaknes 5V2 x + 5y + 52 - 1 = O vests statenis d no ko-
ordinatu sakuma. Dabtt stateps garurm un t& virziena lepkus.

Atbilde 4 = 0.1
u=45O,B=6OO,y=6OO
9.Dabtt pléknes 2x - 3y + 5z + 30 = 0 asu nogriezpus a,b,c.
Atbilde 'a = -15 ,b =10, ¢c = -6
10.Kads ir plaknes 6x - 5y + 8 = O normélnolidzinajums?

O
~

Gapitde. SR =¥ 8L o
AV S

11.K8ds ir plalmes 3x + 4y - 12z + 6 = 0 attdlums d nc punkta

P=3|-12? Atbilde d =1
12.Kads lepkis 19 starp plsknem3x ~ 57 + 6z - 7 = O un

Sk Ay el i) =0 19 Nihadde e 900
13.Va3 qunkti B = 2[413, By= 6i515, B= 2(5(3 wn B,= -2|7[1

At

P =
i3
atrodas plakne ! bilde atrodés

14.Kads ir t&s plaknes nol-ms, kuyd sugssjie fetri purkti
atrodas? Atbilde x-2z+4=0

15.Dabtit plakni,kuya iet caur P, = 14{12}10 un.Ia-1418 10 un
kurya stateniska uz pléknes 13y - 11z + 17 =

Atbilde x-14=C

0!

Atbilde 7x+y-62=0

16.Dabut plakni, kuya iet ceur taisni

3 - 7y + 82 - 10
2Xx + 4y - 7z + 5
‘un caur koordinatu sakuma.

I

17.Kads ir leukis&? starp teisném
TaFolr e s
2 5
Eoa e ey e 2
8 4

ro

= Ko

Atbilde cosﬁ%}%



MY = { o pt=

18. Vai punkti F, = 2|3|1 B = 415!2 wn P,= 6|7|3 atrodés uz
vienas taisnes? Atbilde: ja

19. Dablit ta virziena koeficientus, kurs | uz taisnsm
P ol a2t =

e Sy 1l
s AT LN g A e e A
ST T W R 1
Atbilde cosa = % , COSB = % , CO8Y = %

20.Dablit lepki starp plakni 2x — 3y + 6z - 39 = O un taisni
X -8z -1
y+4z - 1

I
(ol®)

Atbilde sing = 23
21. Debut plakni, kuya iet caur P = 2|3|1 un | uz taisnes

o M0 5 I s P R T0L  s n0 A
2 0 ey A

Atbilde 2x-3y+4z+1=0
22. Dabut plakni, kuya iet caur taisni

X o ] L o St e L D
= g =25

un paralléla taisnei
X - 4z - 7
Yy -3

I

Il

)
CJ Atbilde xty-42-6=0
25. Kadas virsmés sadalés virsme,dota ar nol-mu

xle yl=xto v Atbilde cilindr. X2+ y%=1
plékne x +y =0
" x-y=0
24.Dabiit virsmas x*-4xy+9y- -bxz+2yz+22* +8x-16y+1=0 centra koor-
b et Atbilde 1]1]1.
25.Kada virsma izteikta ar nol-mu
5% - 6xy + 2y%- 4%z + 2yz + Z2* - 8x + 6y + 4z + 2 = O
: atbilde paraboloids.
26.K&da 1Ikné tiek krustota virsma 4x*-12x7+9y*+5z*+12y=0
P PRI, P Q- Atbilde parabold.

27 .Dabut virsmas (24.uzdevuma) diasmetra plakni, kuya iet caur
koordingtu sakwmi un punktu P = Q)12
' Atbilde =x-2yi2=0
28.Dota virsma 11x*-8xy+7y* +12xz-6yz+52% —4x+6y+22-1=0
dgbﬁt virsmas_d@ametra plakni,kuya piekartota chordam ar
virzienu koeficientu 1[1]1. Refdide 48 1218400

29.Kadu virsmu izteic nol-ms xl—y1+10x+12y—18z+7=0

Atbilde hiperbol.paraboloidu.

50.E11lipsoids , kura asis sakrit ar koordinatu asim,iet caur punk-
tiem P, = 1{3il, Pp= 3{1|1 un P,= 1{1] Y5.Kads ir sSi ellipsoi-

d 1-ms? % 2
T e . Atbilde x—ilg—f+§-—1=o

31 .Virsmeas %1+-§?- %F— 1 =0 punkta P = 1/2|1 dablt pieskara

plaknes nol—mu ? Atbilde ¥ + %I 2 e

0

e
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