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Pirma daja.
Diferencialréekini,

Funkcijas ar vienu mainigo.
Pirm3 nodala.

Diferencesana.

1. Starpibu kvocients. Piegemam, ka intervald (e, §) dota vien-
vertiga, oepariraukta funkcija:

y = fix ¢F

Dota intervald piepemam 2, un x, Starpibu x, — x, apzim&jam
ar / vai ari ar simbolu Ax,. Tad

Ary = A, (2)
x? — = /f = AI],

Xy = ¥, + = ¥ + Ax,. {3)

Ar argumentu x, dabijam:
»n = flx)
un ar
Xy = x, + £ x4 Ax

dabijam

v, = flxy) = filx, + /) = flx;, + Ax).
Starpibu 3, — ¥, apzim€jam ar simbolu Ay, tad

Yo — ¥ = Ay,
un

Yo =3 + Ay, (4)

Starpibu f(x,)  f(x;), vai fx, + &) — f(x,), vai arl f(x, + Ax)) — f(x,)
apzim€jam ar simbolu Af(x,), lad

Ay, =y, =y =8f (2 =f ()~ (x,)=f (2, + D) —f(2)=Ff (v, +8x)—f(x,). (5)

Simbolu Ax, sauc par argumenta », pieaugumu; tasir pozifivs,
ja xy > x, un pegativs, ja x, < x;. Simbolus Ay, un Af(x,) sauc par
funkcijas picaugumu; Sis pieaugums ari var biit pozitivs vai
negatiivs, k3 tas ieskatams no izteiksmes (5).



2 Diferencialrekini I ned.

levérojot augs€jos apzim&umus, veidojam izteiksmi:

Ay, _Mix) _[flx, + B — fla) ©
Axl A.‘L’l - h

Augiejo izteiksmi sauc par funkcijas f(x) starpibu kvo-
cientu veidotu vietd x,, ar starpibu dx;, = 4.

2. Diferencialkvocients. Ja x;,— x, tad #—0 (Ax,—>0)
un, ta kd f(x) piepemta nepdriraukta, ari Ay, - 0; (Af(x) — 0).

Tidd gadijuma izteiksmes [1] (6) skaititagjs vn rauc@js tiecas uz
0 un tadé] tie ir bezgaligi mazi lielumi.

Izteiksme [1] (6) ta tad ir divu bezgaligi mazu lielumu dali-
jums un tada dalijuma robeZa, k3 zinams, atkaribd no skaiti
taja un saucdja kartas var

vy dabiit vertibu: 0, galigu
skaitli, oo, nenoteiktu vertibu.

Ja izteiksmes [1] {6) robeZ-
D vertiba ir 0 vai galigs skaitlis,
vai oo, tad So robeZverlibu
sauc par funkcijas f(x)atva-
sindtovai diferencial-
kvocientu vieta . Si
s X robezvéitiba ir funkcifas f{x)
maigas mers vieta x,.
Funkcijas f(x) feomet-
risks ati€ls plakné ir likne
ABCD (zim. 1).

fix+h)

Abscisai x, atbilst liknes ordinala B’ B=y, =f{x,),
n " n C C=y=f(x)=f(x,+-A)=f(x,+8x)).
B'C'=h=Ax,.
C" C =yy— =2 =8f (x))=f (x)—f (x}) =
=/ (2, +M—f (x)=f (2, +8x,)—f (x,).

] IQ

Ka redzams no zim&uma, funkcijas /(x) starpibu kvocients vietd x, ir:

Sy S B) = Jle)_

Axl

g e (1)



Dilerence3ana 2 2

Ja # — 0, tad punkts C tiecas uz punktu B up liknes sekanta s, BC,
grieZoties ap punktu B, tuvojas liknes punkta B pieskarei 7. Ta tad,
ja & — 0, tad sekanta s tiecas uz robeZstavokli 1.

-

lim 21— fim ("l-i—h};:—f—@ = limtg e =fang 1. (2)

Ax;—>0 Ax, k-0 A—>0
Ta tad geometriski apskatot, funkcijas f(x) atvasinata vai diferen-
cialkvocientsvieta
x ir: ta legpka ttag- Y
gens, ko veido vie-
ta x, liknes pie-
skare ar x asi
Apskatitd gadijuma /

ir pozitivs, kad 3e 4
tiecas uz 0, tad to raksta
h - + 0. Sini gadi-
juma dabuto atvasinalo 5
vai dilerencialkvocientu
sauc par lab3@s puses
diferencialkvo- Zim. 2,
cieotu

Zim€juma (2) # ir negativs, ja Se % tiecas uz 0, tad raksia
h—> —0,

Sini gadijuma funkcijas /(x) diferencialkvocients vieta x, ir

lim (Ayl) — lim [t D) = [l 3)

Ax——0 ‘3-’;1 A>—0 7

Xa———m

Se jaievero, ka Ax, = 4 un Ay, ir negativi. Ar negativih 4 dabftu
diferencialkvocientu sauc par diferencialkvocientu no krei-
sas puses.

Ja vietd x, ir abi diferencialkvocienti un pie tam abi ir vienli-
dzigi, tad saka, ka funkcijai f(x) vieta x, ir pilnigs vai ari ists
diferencialkvocients un fo tad raksta:

flxe + A — flx)
h

lim
h—0

(4)

Ka redzams, geometriski tas nozim€, ka vieta x, liknei y = f(x)
ir tikai viena pieskare. '

Piepemam, ka funkcijam, kuras talak apskatisim, ir ists un galigs
diferencialkvocienls un gadijumi, kad labas un kreisas puses diferen-



4 Dilerencialrekini I nod.

cialkvocienli nav vienlidzigi vai kads no tiem ir bezgaligs, gadisies ka
izg@mumi,

3. Funkcijas atvasinata. Ja funkcijai f(x) vietd x| ir isis un
galigs diferencialkvocients, tad saka: funkcija f(x) vietd x, ir
diferencgjama,

Ja funkcijai f(x) ir §3ds diferencialkvocients intervala (a, #) katra
vietd, tad tdidu funkciju sauc par diferenc€jamu dota infervala. Katram x»
gini inlervald tad ir piekartota noteikta diferencialkvocienta vértiba; §is
vértibas ta tad ir atkarigas no x; tas veido jaunu funkciju mo =, ko
sauc par funkcijas f(x) atvasinato funkciju, vai ari vien
kar§i par atvasindto, vai arl par funkcijas f(x) diferencial
kvocientu. To apzimé ar simboliem :

YD p); Dy /()

(1)
rfy '
det Y Dy,
Ta tad ieverojot [2] (4), vietai x intervala (e, f), dabfijam funkcijas
f(x) atvasindto:

dy __ R SS /4 G -5 2

de =D ¥y = flx) = e = Dxf(«"—’) —-Ailiﬂ}oa—x—
= lim [+ 7 = f(¥) 2)
T b0 h

Pareja uz robeZu Se jaizdara pie nenoteikta .

4. Funkcijas f(r) = x atvasinata. Funkcijas diferencialkvo-
cients, ki aug33d norddils, ir funkcijas f(x) mainas mers vietd x
Par §i mé&ra vienibu piepem argumenta x maigas lielumu.

Ja f(x) = =, tad §is funkcijas starpibu kvocients ir

f(x—{-/z) fix)y x-i-/z—x_l_
h -

tad diferencialkvocienti katra vieta ir:
lim [ b= flo) lim x + 4
h—>0 h h—>0

=~

-_— X

L |

o

Ta tad, kdda vietd, kur f(x) diferencialkvocieats ir lielaks (maziks)
par 1, §i funkcija mainas straunjak (vajak) neka arguments x.



DiferencéSana 5, 6 5

5. Linearas funkcijas atvasinata. Uzdevumu, airast kadas funk-
cijas, piemé&ram,

flx) = axr + b

atvasinato, saskanad ar avg33d poradito, izieic ar vienu po simboliem:

d

{ax + &)’
D, (ax + b).

Mekleto atvasindto dabiisim, veidojot izteiksmi:

A0 7

Sini gadijumi dabiijam :

(ax + by =lim BEE B FO) = (ax +0) _ ) al

k—0 I A0

=a. (1)

Funkcija f(x) = ax + & ir lineara [zteiksme (1) rada, ka linearas
funkcijas atvasindta ir pastavigs lielums,

Liekot izteiksm& (!) a = 0, dabijam:
(6 =0, 2)

t.i pastaviga lieluma atvasin3td@ ir 0.
Ja izteiksm& (1) lieckam ¢ = 1 un & = 0, tad dabfijam :

(=) =1, 3)
t i neatkarigd mainiga atvasinatair 1.

6. Funkcijas diferencéjamiba un nepartrauktiba. Ja fuokcijai
f(x)vietd « ir ists galigs diferencialkvocients, t.i. ja funkcija vieta x ir
diferenc€jama, tad ta Sai vieta ir nepartraukta.

Ta ka

S ey=tin =D, g, SELDZRD_ ) 43, 2450, tad 2-50),
—_—

no avg3gja dablhjam:

Sz + 8 — fx) = 4 [ + 8
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81 izteiksme rada, ka ja # — 0, tad ari {f(x + & — f(x})] > O,
kas izteic, ka f(x) vieta x ir pepartraukta funkcija.

Ja funkcija f(x) vietd x ir nepartraukta, tad tom@r nevar apgal-
vot, ka funkcijai f(x) Sinl vietd ir diferencialkvocients, jo, k3 rada
prof. Veierstrass, ir tadas funkcijas, kas katra vieta ir opep@rtrauktas,
bet kuram nav neviend vietd atvasinatas. Sadam funkcijam ir tikai
teoretiska nozime un praks€ tas nepielieto.

Sekojosais piemé&rs rada funkciju, kas vietd xr — 0 ir pepar-
traukta, bet Sai vieta tai funkcijai kreisais un labais diferencialkvocients

nav vienlidzigi.
X

flx) == ——.
1+ ¢
K3 redzams, f(0) = O un pie x = 0 aug3€ja funkcija ir nepariraukia.
Sis funkcijas atvasinatd ir:

x4+ A x
T 1
+ A x
f’(x)=1iml+"x P+ &
h—0 /e
0+ 2 0
= i
044 ¢
FO) = lim L T ¢ . L+ ¢ _ fjm -1
hA—0 fl-—)ﬂ] + gl?
Ja A — -+ 0, tad labds puses atvasinata ir:
f10) = lim L = ! =0
= = =
A0 I 1 4 et
Ja & -+ — 0, tad kreisas puses atvasipaia ir:
O =lim — _—_ 1
e ; Tl e )
1 + ¢

7. Visparéjs diferencé$anas likums. Dotas funkcijas f(x) dife-
rencéana, t. i. atvasinatas atraSana, sadalas sekojoSos solos:

) ¥ = f(=).
Pirmais solis:
Ja dodam x pieaugumu 4, tad ¥ dabd piecaugumu Ay, t& tad;

Yy + =S =+ A,
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Otrs solis: veidojam Ay:

y+ =[x+ A
y = f(=)
Ay = flx + I — f(=)
Tresais solis: dalam augs€jo izteiksmi ar Ax un 4 (3x = 4)

Ay flx + k) —f(x)_
Ax A

Ceturtais solis: lieckam Ax — 0 un dabiijam izteiksmes robeZ-
vértibu :

T yim 3 = ym [N = @)
adx Ax—>»0 Ax A—»0 h
Piem&@rs:
Dota funkcija: ¥ == 32® + 5. Dabiit Sis [unkcijas atvasinito.
Pirmais solis:
y+Ay=3(x+la‘§+5=3,t2+6.rk+3f:2+5.
Otrs solis:
¥ + Ay = 32 4 6xh 4+ 342 + 5
y=3x+5

Ay = Bxh 4+ 352,
Tre3ais solis:

dy_6wh + 32

A}— ’7’ == 6-1': + 3/?.
Ceturtais solis:
. Ay dy .
lim ——=—=-—== = lim (6x 34 = Gx.
Ax—D Axr T dx h-—)O( * )
Ta tad,
dy _

To varam ari rakstit:
(322 + 5)! = 6x
D, 322 4 B) = 6x

Ed;: (3z* 4+ 6) = 6x.
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Nordditais vispdréjais diferenc@Sanas pap€miens ir pamata papé
miens, jo tas pamatojas tiesi uz atvasinaids jédziena definicijas. Tomér,
$1 pap€miena pielietoSana vispar daZkart savienota ar griitibam, tadél,
lai atvieglotu diferenc€Sanu, no vispargja likuma attista atseviskus
panémienus.

8. Pastaviga lieluma C atvasinata Ja y = f(x) = C, tas
nozim&, ka f(x) pie visiem =« ir pastavigs lielums. Ta tad, an
flx) =C Ja lieckam x, — x + /4, tad f(x + 4) = C, bet
f(x + 7) atbilst ¥ + Ady; tad tad:

y+ Ay = fixr + ) =C

¥y = flx) = (,
Ay = 0,
tade] ari
Ay
2y =0
un
A
lim ‘2 =y =0
_\x—>0‘-“-r
To varam rakstit : \
(CY =0
Ta tad pastdaviga lieluma atvasinmatda ir O.

9. Vienlidzigu funkciju atvasinitdi. Ja » — f(x) un = @ {x)
un kada dota intervald arvienu

H = v,

lad, ja dodam argumentam » pieaugumu Ax, ari pie argumenta x +Ax
augdejas funkcijas ir vienlidzigas. Bet ja x dabfi pieaugumu Ax, tad
# un v dabu pieaugumus Ax on Av un, ievérojot teikto:

# + Ax = v + Ap,

H =
dabiijam: .

Au = A‘E’,
1adg| ari:

Ax  Avw

Ar T Ax

Ta kd augsejas izteiksmes ir vienlidzigas visa maigas procesd, tad vien-
lidzigas ari to robeZas; ta tad
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. Ap . Av
lim Ar = litg ,
Ax—03%  Aysod%

!

1w = v,
Ta tad, ja divas fupkcijas ir vienlidzigas, tad ir
vienlidzigas ari to atvasindtas,
10. Funkcijas + C atvasinata.
u = -4 C

Ja v ir funkcija », tad ari # ir funkcija x. Dodot x pieaugumu
Ax, dabiijam:
v 4+ A= 4+ A4+ C

u= -+ C

A = Ap

A Ay

A Ax
An . Ag
lim — lim —

_'Lr—>0‘l"; T Ax—>o0 A%
= u’
levedot # = v 4 C, dablijam:
(v + CY = ¢
Augsejas izteiksmes 1ada: ja divas funkcijas no x atSkiras

ar pastavigu lielumu, tad §dadam funkcijam ir vien-
lidzigas atvasinatas.

Vai ari: konstants sumands paziid diferencéjot.
11. Summas un starpibas atvasinata. Ja

y=u 47

un # = flx); = ¢fx), tad ari y ir funkcija . Dodam x pieau-
gumu Ax, tad # un v dabd pieaugumus A, Az, bet ari ¥ dabu pie-
augumu Ay, Ka agrak noradits:

y+ 8y =u+ Adu+ v+ A
y=u+ v
Ay = Au + Av
dy Au  Av
Ax T3z T Bz
im 2 — jim 2% 4 fim O

Ax—p0dx Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax
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Beidzama izteiksme dod:
¥y =u 4+
Takay = u + tad, tevedot §o izteiksmi, dabGjam:
(v + ) =u" +

Td tad: summas atvasindta ir vienlidziga ar saskai-
tamo atvasinato summu,
Tada pat ce|]a dabijam, ka

#—v =u" —
un vispar
(# + v —w)y =u" + — w’,
12. Reizindjuma atvasinata.
¥y = Gen = f(x); v = P(x).

Dodam x pieangumu Ax, tad y, », dabii pieaugumus Ay, Ax, Av un

¥4 Ay = (1 + du) (¢ + Av) = wv + vduw + wde 4 Au Ay,

¥y = u v
Ay = udv + vdw + Ax Avg
Ay Ag Au  An
Axr = % Bx + Ar+Ar A
k=i (n5) 50 e
lim - = lim |#+—) + lim {v+—]) + lim (— Av).
Ax—0 Ax Ar—0 Ax Ax—)O Ax—0 Ax
Aw Aun
'=u lim — 4+ vllm 4+ lim — lim Agw,
¥ Ax—»0 2T Ax—>0 Ax Ax—03% Av >0
= u + w' + ut 0.
Galigi:
yl‘ - + “’
Ta ka
Y = u
tad
(¢ o)y = u + v W (@)
Augigjas izteiksmes abas puses dalot ar v, dabijam:
(_ . L’)’ ur v
A ®

Pielietojot formulu (a) dabijam:

(.v.w) = (u.vw + wn.v).
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Izvedot (# . v)’ no formulas (a), dabiijam:
(woe) = (o' + wlus + o)
gakartojot dabijam:
(wow) = wow' + wav’ + v’
Dalot abas puses ar uiiv, dabiijam:
(o) _w' o @

-+ (r}

uvw | w0 v w
Atsevisks gadijums: o pastavigs lielums un:

¥y = au.

Pielietojot formulu (a), dabnjam:
y' = an' 4+ ua’

Td ki3  ir pastavigs lielums, tad, k3 redz&jam:

a =0,
tade]:
y = au'
un
(ag) = a .

Augsgja izteiksme rada, ka diferenc&jot pastivigs reizi-
natijs paradas ka reizinatajs alvasinata

13. Dalijuma atvasinata.

¥y = — (2 = f(x); v = cP(x)).
Ty = H.

Ta ka vienlidzigu funkciju atvasinatas ari ir vienlidzigas, tad,

() =
w' by =
173
, . w — — . , ,
e ? v — wv'
y = I = = ) H
v v

1a tad
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AtseviSks gadijums: a pastavigs lielums:

=2
Y=

14. Kidpes un saknes atvasinatas.

y:l‘

Se # == f(x) un m pozilivs vesels skaitlis. T3 ka

1 H k| m
w = u 1w u u

jevérojot formulu [12] (v), dabijam :

uf

’ + !
y ' | u u u
—=—+—+—+ +— =m —
¥y u  u ' onu u 1
r !
1t 1 _
y=y - = Wt = ma™ T u';
“ u
ta tad
@ = m "=V

Ja kapes raditdjs ir vesels negalivs skaitlis —», tad

1

"= .
“ﬂ
1Y 1. @Y —nuy e
(u""]’.—:(— —_ — ( — = 21 = —nu " 1u’;
" {u” ) u<t
ta tad
@ = nu "V ow

Si formula rada, ka formula, kas dod kapes atvasindto
ar veselu pozifivue kapes raditaju, pielietojama
ari tad, ja kapesraditdjs irveselsnepgativsskaitlis
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Saknes atvasinata:
¢(x); n vesels poz.

! (5e 1

” 2
y=Vu = u" vai neg. skailis.
= u
(»") = w'
ny 1 ¥ =u
1\n—1 1
1 u’ _ 1-.
yu____, e ia ka yﬂ 1 __ 1t — n,
n
tad:
n ! Y I ' 1 1
— 1 ~—
(I/u):(u")——n ey o '
=
ta tad
F1] 4 1y 1
_ — —1
(]/ zz):(ﬂ"):—l- u” u’,
n
Ja
g 2

tid:
¥y = ub
(1) = (#?)
q_yq—‘l ' :PHP_1 w’

J’l' =:p_ "p_': u' —_—ﬁ Ep}"fri —_—_g ﬁ, "'
g y7— q ( )‘1 g p-2
u? u 9
2_4
J";%.u‘? u’,

?_4

(i?/up)'t(u’f?);z; N

Si izteiksme rada, ka formula, kas dod kapes atvasi-
natoar veseluy, pozitivu vai negativu kdpes radi-
tajmm pielietojama ari tad, ja kapes raditdajs ir
dalas skaitlis,

15. Piemeri algebrisku funkciju diferencéfanai.

1) ¥y = 2 + 4x.
Pielietojot summas diferencéSanas pap€mienu, dabtjam:

¥ =Y + @)
¥ =22, () + 4.,
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Td ka neatkarigd mainiga x atvasindta (v)’ = 1, fad dabijam:
¥+ 4 = 2x 4,
2) Dabit
@I =1y =2
3 a 3 ] 1

(#*)2x—=1) = (22| 2e—1+22} 20— 1) =2x)22—1 + 27(2x -1)*]

= 2x?i/§x——_l-|- %2, :1,—(2;;- 1)';“1 @x— 1 =
x2, 2 _6x(2x—])—{—2x2'

8
=22 —14 ;- = ;
32— 1) 3V(Zx — 1)2

3) Uzkarta tilta virve veido likni 40B. (Zim. 3.)

Sis liknes nolidzindjums ir

.t g
J’——.z- 7?0-’»’2- (1)

Se ¢ ir slodze uz tilta garuma
/ teko3d metra; 7, virves punkta
’ iedarbojo3ais stiepes sp&ks.

Kads ir legkis a, ko veido
virves pieskare uzkarSanas punkta
B ar horizontali?

No (1} dabiijam:

ievietojot + — dabujam:

£
2 »
9 !
¥y = % - = tan e,
w=t Lo 2
2
No §is izteiksmes dabdjam lepki a.
4) Dots liknes nolidzinajums :

y = f(x); )
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pievilkt pieskari liknes punkta
(zim. 4).
No (1) dabiijam:

15

P, kas piekartots abscisai v = «

yo= f{x\

Ta k3@ y' ir pieskares virziena
lepka tg, tad ar x — 4

ge=y _ =/ (2

NogrieZot uz y ass vértibu
/" (@) = O, vedam no pola
M, kura attalums pno koordi-
patun sakuma O ir zZimé&uma
izvéleéla vieniba, liniju MQ.
Ka redzams

l 1

tfga —

ta tad linijai M@ ir punkta P pieskares virziens,

Zim, 4,

Linija NP | MQ,

tad ir puakta 2 pieskare pie dotas likmes, kuras nolidzindjums ir (1).

16. Vingrindjumi.

‘
1) ¥y —= (3.1:5 — l—lgxs);

)

N y=(+VT+=2)(1+2%

3 = == —
)y ==
) y= .
) ¥ Vl—l—xz-{—x’
Vg — V=)
PR
% J’EVZTT;‘
3 4 2x 4 2,
D Y=gy

3
8) y =(2x—5)3x + 8)/3x+8,

1 3
_ _ts)

r___ 4 —_ B
y'= 2x4(30 x)(Bx 5

Gt VT E e

7 Vi + =
¥ = a -
(@ — 22 | 22— 2
y— 1T+ »* — 27)°
VT + a?
, 1
¥ =— :
VaViy= — 2
' 2a%x
T T @y e
, 43 — 29
T3 —2r 4 29)?
8
¥ = 2(7Tx — 2)J3r ¥+ 8.



16 Diferencialrékini ( nod.

17 Apvérstas (inversds) funkcijas atvasinatda. Ja y —= f(x)
ir vienveérfiga monotoona nepariraukta funkcija intervala « < x <}
un intervals (A, B) ir S$is fonkcijas vértibu apjoms, tad Katrai
y vértibai no (4, B) atbilst viena un tikai viena x vérliba no
intervala (a, 3) un tade] r ir poteikts ka vienvértiga monotona nepar-
traukta funkcija no y, x =—= ©(y).

Funkcijas y == f{x) un x» = ¢(y) sauc par apvérstam,
inversam funkcijam.

Ja x dabi pieaugumu Ax, tad y dabii pieangumu Ay; ta tad

Ay

x + Ax un y + Ay ir piekirtotas vértibas. AT ir funkcijas f(x)
starpibu kvocients. iy ir @ (y) starpibu kvocients, Starpibu kvocientu
reizinajums dod izteiksmi:

Ay Ax 1

Ariy

kas pastav ari vél tad, ja Ax un {adé] ari Ay top bezgaligi mazi;
tdde] ari So funkciju diferencialkvocienli izpilda augsejo izteiksmi, t. i:

Dxf('r) ' Dy{?(y) = L

Si ipaSiba viegli ieskatama no sekojo3d geometriskd att€la: (zim. 5)

Liknes ADC nolidzinajums, ja
uzskatam x» par neatkarigo mai-

nigo, ir
y =/

Ja uzskatam y par neatkarigo
mainigo, tad Iliknes APBC no-
lidzinajums ir

c

X x == @(y.

Zim 5. Pirmaja gadijuma atvasinald ir

D, f(x) =tan,
Otra gadijuma atvasinald ir
Dy (y) = tan 6.
Ta ka
6+ =3,
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tad
tap 8 = cot T.
Tadel:

Dyfix). Dy ¢(y) =tan t.tan 6 = tang t cott=1.

18. Saliktas funkcijas atvasinata. Ja w = ¢ (x) ir vien-
veértiga, nepartravkia fumkcija no x», un y = f(u) ari vienvér

tiga, nepartraukta funkcija no x, tad y ari ir vienve&rtiga, uvepartraukta
funkcija no x

y = flp(2)];
y Se ir salikta funkcija no x, vai arff y ir funkcija
no funkcijas x,

Noteiktai x vertibai atbilst noteikta #» vE&rtiba un pEdg&jai atbilst

noteikta v vértiba. Jafunkcijai p(x) vieta x ir atvasinald un funkcijai f (%)
vieta # ari ir atvasinaiad. tad funkcijai

» = flo(x))

ari ir atvasinata vieta x, jo, ja dodam x pieaugumu Ax, tad # un y
dabil pieaugumus Az un Ay, un ja Ax — 0, lad. t8de] ka funkcijas
@(x) un f(x) ir nepartraukias, ari d# — 0 un Ay — 0.

A
;g_: ir funkcijas # starpibu kvocients attieciba uz x.
Ay
_A—“ " " ) » n » n .
Ay
A:' " .} n » . . X

Starp Siem starpibu kvocientiem pasidv sakars:

by_ & w

Axr  Au Ax

kas ari tad pastav, kad dx — 0; tadé] aug3®jais sakars pasiav ari
pie robeZvertibam. Ta tad:

Dx}’ = Du}’ Dy u.

Ta ka y = f(u), tad 1), y = f'(u); D, u=g'(x) = ', tad augs€jo
izteiksmi varam rakstit:

’

yo= f'li) &'(x) = f'(u'.
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Ja funkcija ar starpmainig@ »# palidzibu ir
atkarigano x, tad 5is funkcijas atvasinato, attie-
cibiuz x, dablijam, atrodot funkcijas atvasinadto
attieciba uz starpmainigo #, unreizinot So atva-
sindto ar starpmainigd atvasindto attiecibad uz x.

Transcendentu funkciju diferencés$ana,

19. Eksponentfunkcijas alvasinata Meklgta atvasinaia no

y = a*
Se a pozitivs un nav 1.

Dodot x pieaugumu Ax, dabujam :

¥+ 8y = attar,

» = a¥,

Ay — ax-|-Ax —_— gt = ax(an_ 1\i
A_}r — ax (an _ 1)

Ax Ax ’

Ja Se Ax— 0, tad labaja pus€ dabijam % Lai 50 nenoteiktibu atklatu,
izdaram pdarveidojumu. Liekam:

ad* _ 1 =@ (ja Ax = 0, tad ¢ — 0),
tad
Ax = log, (1 + a),
Ay  a* e a* . a*
Ax T log, (0 Fa 1 T i
a F]Oga(l + a) loga{l + a)a
Liekam
1 1
— =, & = —.
a "
JaAr > 0, tad ¢ — O no # = o,
Ay a*
Ay — 1\
loga (l + ;)
x X
lim é-—y = lim il = i

Ar 1\ . [
Ax—>0 m—)-m|oga(| +;) |0£’.‘a[ lim (] -+ ;;) l

m—r @
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Ka zinams
lim (1 +£’"= 0
m—n
ta tad
o XN a*
y= ¥y = log, ¢

Si formula nav parociga atvasindtds dab@Sanai, jo, ka redzams,
saucéja atrodas logaritms pie pamaia a; turkldt ¢ var dabiit dazadas
vertibas.

Aug3gjo izteiksmi parveidojam 3adi:

. — alogae
Abas pusés pemam logaritmu ar pamatu e. Sadu logaritmu sauc par
dabigo logaritmu — logarithmus naturalis, to apziméjam ar burtv /.

Tad:
le =log,e la

le = 1,
tade]
1 =log,e /a
1
logne = E

So verlibu ievedol atvasinatas formuld, dabijam:

a*) = a* la.
Liekot & = ¢ dabiijam:
() =% le=2¢" |
(t"'t)’ — 8x

Izteiksmes paplajinajums:
Ja jadabu atvasindtd no
y = a", tad = f);

ja # = o¢(x), tad, pielietojot papEmienu, ka diferencé funkcijas
funkciju, dabiijam:

D,y = Dya* = a".la
D,ou =

Doy =D,v. Do = a" . la. u,

2%
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ta tad

ﬂ)f — alt Ia "I

(a
Liekot @ = ¢, dabiijam:
(") = e* 1 1! = M  u'
Piem@&rs: Dabit funkcijas

y = axi—2x
atvasinato.

y = a2 lag (2% — 2x) = axa_z‘r.la.(?)xg — 2)

¥y = (322 — Qa*" X a,

20. Logaritmiskas funkcijas alvasinata. Dabiit atvasinato
funkcijai
¥y =log,x.

Sis funkcijas apvérsta funkcija ir
xr = aV.
Pielielojam pap€mienu apv&rstu funkciju diferencéSanai:

D fix) Dyg(y) = 1.

Se
f(x) = log,x
¢(») = a’;
ta tad:
D, fx) = Dylog, =
Dye(y) = Dy a¥ = a’.la
Dxf(x)-qu-’(_y) = Dyloggx.a¥ la =1
1 1
Dylogyx = a¥.la =x.a’
ta tad
| r=
loggz)' = —-

PaplaSinajums: dabit

(loggu)’, 3e u = ¢(x)
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Pielietojot pag€mienu [unkcijas no funkcijas diferencéSanal
dabiijam :

(logg #) = ———
Piggemot par logaritmu pamatu ¢, dabiijam dabiga logariima
atvasipito :
o
(fuy = s
Liekot # = x dabijam:
p_ox 1
([T) — x —-?-
Piemers: Dabiit atvasinato no fuokcijas

y=Ilx + Ve + 2 = u
. (x + Va2 x4 [(a® + x)P)

—y_u t+V42+x‘ R e
1+ % @+ W F@ 4oy L+ W%r_"’

= R [ IR

__ V¥4 1

Ve 3(x V) Ve o

Ta tad
e 1
e+ Va? + % = ey

21. Sinus un kosinus atvasinatas. Dota funbcija:
y = sin x;

dodot x pieaugumu Ax, dabiijam:

y + Ay = sin (x + Ax)
3 = sin x
Ay = sin (x 4+ Ax) — sin «»

A_y_ sin (x 4+ Ax) — sin x
Ax — Ax -
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Labas puses izteiksmi parveidojot, dabiijam :

Axy . Ax . x
b Tl )Y e
= 3 = cos |» > Ax
2
sinAx
Ay ) Axy . 2
lim _\1 = lim cos (x -i-—f) lim o
Ar—>03Y  Ax 50 27/ axsp A
2
ta lad
(sip v+ = cos x 1| = cos «x

Liekot » vieta # = @(v) dabfijam:
(sin #)' = cos u

cos uz atvasinato dabifijam sekojoSi:

cos sin (‘It )
I = —_ = U
2

(cos n) = |[sin (% — u)]’ = cos (12:- — u) (% — u)’

(cos #) = sin# (— ') = — sin v «'.
Piemé@rs. Dabiil atvasindto no funkcijas:

y = cos (x* + [x)
¥ = [— sin (a® + [))(x® + Iy

[ — 3 d 71,
' = [— sin (x? + Ix)] (Sx‘z 4 :-:)
y = - (3,1:2 + %) sin (x% + /v

22. Tg un cotg atvasinatas.

a) o u — sin #

¥ = Cosw

, sin #Y cos # (sin #) — sin # (cos u)
(tg H) - l—] = 3 —

cos cos?
__cos u cos#.uw — sin#(— sim u) ' (cos® # + sin®u)u’
- cos? u - cos?

uﬁ
(tg u)! = ——5-

T ocos? u
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cos u
b) = ot = ——
sin
cos n\' sin u . (cos u)’ cos u (sin u)’
(Cotg ”)f = (-____) — ( ) — ( ) —
sin o sin? u
sinu (— siDn)u’ —cosu.cosw . ' (sin? 1 4 cos® #)u’
- sin? - sin® u
!
cotg #)!) = — —-.
(cotg #) sin? u

23. Arc sin un arc cos atvasinatas. Dabiit atvasinalo oo
funkcijas :
y = arc sin x.
Sis funkcijas apvérsiad funkcija ir:

x = sin .

Pielietojot panémienu inversu funkciju diferenc€sanai, dabijam :

D, arc sin x Dy siny = 1,
. 1 1
D, arc sin x = D.sin v cos o
’ y8in y oS y
Ta ki sin = r, tad cos y = /T — 22 (_%gy-g;)
un
|

arc Siﬂ x) = —_—
( ) ==
Liekot x vietd # == ¢ (x). un ievérojot funkcijas no funkcijas diferen-
c€5anu, dabiijam jpaplaSinajumu:

r

{arc sin #)’ = 17;7
V1 — u®

Pielietojot tddu pasu pap€mienu, dabfjam:

_
V1 — a2

ul‘

fi-w

(arc cos x)' =

(arc cos )’ = —



24 Dilerencialrékini
24. Arc tg un arc cotg atvasinatis. Ja
y = arc tg =x,
tad
=tgy
Dearc tg x Dytgy =1

1 1
Dytgy 1

cos? y

D arc tg x =

Jatg y = &, tad:
sin y
cos y
— cos? y
1 2cos Y e

cos® y
1 — cos? y = x® cos® y
1 = cos® ¥ (1 + 23
cos® y = -

1 + &7

levedot 30 vertibu dabtijam:

(are tg x)' = 1 F =¥

Liekot x vieta # = o(x} dabtjam:

(arc tg »)’ = T+
Tada pat karta dabijam:

(arc cotg x) = — ==

’

H

T+ u*

{arc cotg u) =

Piem@&rs, Dabit atvasindto no fuukcijas

y—:slrctg1 -I—x

= cos® 7.

I nod,
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y = (‘;—i—a_i)' - (l —axy(@a+ xy — (a+ ) (1 — a.rl':
(2 e+ (R

(—ax)—(a+xi{—a)

1 4+ a*

(1 — ax)?+ (a + x)?
1 + a2

T+ e+ 20 + a8y~

25. Diferencétanas formulas.

v = @(x).

)y =0

2) (x)) =
N+ ) =u'

Hut+rv—wy=u 4+ —a

D) (e2t)) = ¢ u
6) (# ©) = ur 4 v

7} (#. vw)=uvw' 4w v

8) (uﬂl)! — mum-—d u'

9)(u)’ v.u — u v
- 3

i

c\' c u'
10) (?) =T T8

It) (@*) = a*% la u’
12) (") = &% o'

13) (log, w) = Ta

14) (luy =

T+ 0T a

T (Il —2ax+ a*xf 4 (a? 4 2ax + X%

l—l—a- 1
1 F x

Piepemam, ka # = f(x) un

15) (sin #) = cos u «

16) (cos #)) = — sin u o

17) (g wy'= cos? u

18) (cotg u) = — éi;’:—u

. u'

19) (arc sin #)' = V—lﬁ
'

20) (arc cos #) = — V:—“"

22) (arcig u) = T _:‘ —

22) (arc ctg uy = — %2

23) Dy f(x) D_v oy =1
ja f(x) un ofy) ir apverstas
funkcijas.

24) Ar ¥y = f(u); w = ¢(»
Dyy = D, f(w) Dy g(x)

26. Logaritmiska diferencé¥ana. DaZkart ieteicams, ja jadabii
funkcijas f(r) atvasindtd, iepriek§ gemt dabigo logaritmu no f{x),

un tad to diferenceét attiecibda vz x,

PiemE&rs,

v

y=‘u .

Se u un v ir lunkcijas uwo x.
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Logaritméjot dabijam:

ly =

diferenc€jot attieciba uz x, dabiijam:

lu;

b ' ,
— = v ({u n v
" ()" +
ey
y = v + v u
| - {"; r _ v ( E’_ ) )
y_y(u.u—}—vlu)_u 'Uu+u/u
Yy =9 & " o + w¥ v
27 Vingrinajumi.
X X
N L L Y === 1—-x
Dy =e Vi — 2p
9) y = a?c sinl T—xt y = __:I,L _ gArc cosx
B A
3) y = % Yy = (1 4+ )
4) y = [ sin x; ¥y = cot x.
, 2
S)y =11 x; > sin 2x
. x 1
6) ¥ — aIc sin ————; '
7 V1 F # Y =1TF
. b+ acos x, R
Ny =aces s T a+b cos 3
arc t 142 — , 1
8 y— g (/'T+ ); Y= N
x 2(1 4.9

9 y = ™ (a sin x — cos x);
1 1
10) YT 3 sin® & " sim x’

¥y = (@ 4+ 1) ¢®*.sin x

, (I 4 sin® x) cos x
- sint x

Y

28. Diferencials.

Ka redzg&jam:

lim

Ax—>0

[+ 8x) — f(x)
Ax

=f' (x)l

I nod.



Diferencials 28 27

bet tad:

Ay) —
M=t gy

Se e ir bezgaligi mazs un kad Ax — 0, tad ari ¢ - 0. No
augSéja dabijam:
flx + Ax) - f(x) = f'(x).Av 4 e.Ax,
Augsejas izteiksmes kreisaja pus€ ir funkcijas f(v) pieavgums 3 f(x);

ta tad
lf(x) = A:" :f’(x) A,‘L’ + s.lx

Ka redzams, funkcijas pieaugums Ay sastadas no diviem locek|iem.
Pirmais
Sfilx) Ax

ir pirmas kartas bezgaligi mazs, ja uzskatam Ax par pirmas kartas
bezgaligi mazu. Otrs loceklis

£ Ax

ir avgstakas kartas bezgaligi mazs, k3 divu bezgaligi mazu iielumu
reizindjums. Salidzinot otro locekli ar pirmo, redzams, ka tas bezga.
ligi mazs pret pirmo. Pirmo locekli

/' (x) Ax
sauc par funkcijas f(x) diferencialu un apzime ar 4y vai ari

df (), 13 tad :
dy = df(x) = f' (x) Ax. (a)

K3 redzams, funkcijas diferencials #y ir funkcijas pieauguma
Ay galvend sastavdala,

Ja liekam

f(x) = x,

tad
df(x) = dx; fllx) = (v = 1.
Ta ka
df{x} = f'(x)Ax,

tad

der = 1 Ax.
Ta tad

Ay = dx.

Funkcijas diferencialu tade] varam rakstit :

df () = dy = f'{x)dx. ‘ ®
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Funkcijas f{x) diferencials td tad ir funkcijas atvasinatas f’(x) reizi.
najums ar neatkariga mainiga » diferencialu «x. Neatkariga mainiga «
pieangums
h = Ax = dx
vienlidzigs ta diferencialam. Pieaugums Ax nav atkarigs no x, tur-
pretim jaievéro, ka funkcijas

Y pieaugums Ay nav vienlidzigs
ar dy un ir atkarigstikpat no x,

YA kd arf no dr. No zim€uma

LL i (6) ieskatams, ka MP = Ay

p 7 v S 43’ ir funkcijas f(x) ordinatas

dx - pieaugums; WN = tant dx =

Yy = f'(x}dx = dy ir pieskares

X ordinatas pieaugums, kad «x

Of—x—_  dx dabli pieangumu Ax = dx.
No P izriet kas redzams
Zim, 6. ari ziméjuma:
e - A
tan 1 = f'(x) = e

ti.funkcijas f(x)atvasinata f'(x)onolidzinas funkcijas
diferenciala dalijumam ar neatkarigd maipniga
diferencialun.

Diferencials 4~ ir arvienn 3= 0, bet dy ir tik tad 0, ja f'(x) =0.

Ja f(x) = 23, tad f'(x)=3a%; ar x = | un f'(3) =

Ay un dy dabu sekojo33a tabulz paraditas vértibas.

= dx
0.0t | 0.1 | 1.0 | 10
Ay| 0.030301 | 0.331 i 7 ‘ 1330
dvloos | o3 | 3 30

No aug3€ja redzams, ka, jo mazaks Ax = dx, jo pareizdka ir tuvina
formula:

v = dy
Sada gadijuma ari Ayir mazs. Ta tad, ja Ax = dx ir Joti mazs,
tad funkcijas pieauguma Ayvietd vargemtfunkcijas
diferenmcialu dy.

Funkcijas pleauguma A y atvietoSanai ar oy ar |oti mazu dr=dx
ir 5ada geometriska nozime. Ka redzams no zim€juma 6.

Ay — dy = NPy
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Liekot A y = dy, uzskatam NP, par tik mazu, ka to varam neievérol;
bet k3 ziméjums rada, tas var bat tikai tdda gadijuma, kad
Arx = dx |oti mazs un tadé] punkis P, atrodas |oti tuve punkiam P
§ada gadijuma liekot
A}l ) d‘y'

likni punkia P Joti tuva apkartn€ esam atvietojudi ar liknes pieskari
punkia 7.

Augsgjas aizvieto3anas fizikala nozime ir Sada:

Ja dotd likoe attélo kadas paradibas norisi, tad

dy i
Je =/

dod parddibas norises atrumu vietda x  Atvietojot Ay ar dy un
viela x likai ar taismi, ar to izteicam, ka vieta x paradibas maipas
atrums Joti maza intervala Ax — dx ir uzskatams tuvini par pastavigu.

Ja uz liknes pemam |oti tuvus punktus un katra punkia likni
atvietojam ar pieskari, tad liknes vieta dabiijam poligonu, kas iet caur
§iem liknes punkfiem.

Fizikali tas pozime, ka parddibas mainign norisi esam atvietojudi
ar Joti isiem elementariem procesiem, katru ar pastavigu maigas atrumn,
kas katra elementarprocesa ir jpalnéjs un ko dabiijam ievedot /' (x)
vértibu attieciga liknes punkta x. Jo mazaks ir <z, jo tuvak Sads poligons
pieslejas dotai liknei, Ka velak redz€sim integraltékinos, ja izteiksme

d
Y f@) = 2

funkcija ¢(x) t. i. elementarprocesa maigas atrums ir dots, tad var dabiit
funkciju f(x), kuaras atvasinata /' (x) — o(r) un {23 tad ari sakaru

y»= f(®
kas dod paradibas norisi.
Izteiksmi:
Ay = dy
bieZi lielo lai aprEkindtu, ka iespaido rezultain maza kldda.
Piem#&rs. Oma likums-

E

dod sakaru starp pretestibu X, stravas stiprumu / un spriegumu E.
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Piegemam, ka mérijot J ir pielaisia maza klida JA; tad ar
noteiktu £ §i klida atsauksies uz lielumu R,

Ta ka ar mazu JA, AR = 4R, tad no (1) dablijam:

E

'_\R::rﬂvc‘:—ﬁ AJ (2

ar ¥ =110 voltu un /=20 amp. un /A == + 0.5 amp. dabijam

Aﬂ’l}z—o2 0.5%omu.-#:-,014 omu, 3)

_-_—w

Ta ka praktiski mé&riSanas k]idas ir zinamas tikai k3 absoluti lielumi,
tad ari AR ir dots ka absoluts lielums.

No (1) dabiijam:

110
R = 50 = 5,0 omu;
attiecibu: AR 04
J— 1 —_— J— Q
R=5s5— T 0B =2.5%

sauc par relativo K]idu.

29. Hiperbolas funkcijas. Fizikd un technik@ daudziem nolu-

kiem ir parocigi ievest jaunas funkcijas, kas sastaditas no ¢* funkcijas,
leved

& 4+ e - ¢~
2

Cos x = —; Sinx = ——5-- - (@)

Yy Cos x= cosinus hyper-
bolicus un Sie » = sinus

%, hyperbolicus. Turpmak apzi-
< mésim trigonometriskas funkcijas
ar cos x, sin x un hiperbolas {uok-

cijas ar Cosx un Sinx, Sis funkci-
x  jasir nepartrauktas ar visiem x; to
(i ! grafiskais attels paradits zimé&ju-
e mi 7. No(e)dabiijam ;
¢*=Cos x + Sinx (8)
Cos (—x) = Cos x;
Zim, 7, Sin (-—--—'t) = — Sin =x.

Ta tad, Cos ~ ir paru un Sin ~ ir neparu funkcija.

t.'a\
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No (a) dabiljam:

Cos? r — Sin?x = 1
82.1: _ g——?x
2Cosx Sin~x = 5 = Sin 2x
2x —2x
Cos?x 4 Sin?x = ot te = Cos 2x

2
No (3) dabiijam:

(Cos z + Sin x)* = (¢¥)* = " = Cos nr + Sin

Ta k3 lim ¢* = 0, no (a) dabiijam pie liela x

X—m
Cos x = Sin » =~ %e".
Talak definé:
Sin x ¢ — e *, o _Cosx_ ¢* 4+ F
Tg xr = Cog—x-_ e + e—_—;, Cotg X — Sig « = x g:";.
Ka redzams y 3
G
Cosxzzl; [Tgal<l; [Cotgx[>1. | "R
; — . .
Teg «» ir nepartraukia funkcija ar
visiem x. Cotg x ir partraukta X
funkcija ar ¥ = 0. So likgu i !
attéls paradits zimejuma (8). p y
Pie lieliem x: g
Tg x = Colg r = + 1.
Zim. 8,

30. Hiperbolas funkciju atvasinitas. No (a) viegli ieskatams, ka :

{Cos xY = Sin x; (Sin x) = Cos x,
(Tg xf = (Sin .1:)’_(30.'.2 x — Sin* x_ 1
g " \Cos =/ — Cos? x " Cos?x
Lidzigi dabajam :
A
(Cotg x) = o7 %

31. Area funkcijas. Hiperbolas funkciju inversas funkcijas sauc
par area funkcijam tade], ka tdm, ka vélak biis redzams, ir sakars ar
hiperbolas segmentu. Ja

Cos vy = «x,
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tad 3is funkcijas iaversa funkcija ir

Ta ka

tad saskapa ar augsejo:

un

Lidzigi daba:

» = Ar Cos x,
A
Cos y = —g
eY + Y
S =

ezy—2x3y+l=0

ey = x 4+ Va2 =1

y=1le = F=D

v=ArCos x = l(x + }x2 — 1)

Ar Sin x =/ (x + V¥ + 1)

I nod.

Beidzamaja formuld sakomei ir tikai + zime,; 3¢ nevar bt — zime, jo

ar — zimi logaritma arguments biitu negalivs,

tad

ia tad

un

Lidzigi dabu

T e
A =1 =¥ 4+ 1
V(1 — x) = (1 + %)

T T .

B

Ar Cotg » =/ -R—+—]

x — 1

Ja

{ar x << 1)

(ar x > 1)
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32, Area funkciju atvasinatds. No [31] dabiijam
(Ar Cos v) = [(x -+ JVa? — 1y

u. t. t. Izdarot attiecigas diferencéSanas, dabijam:

1
(Ar Cos . (Ar Sin x,) = ;—;
Va2 41
1

(Ar Tg x) = —I_l—‘t-” (Ar Cotg vy =7 _

33 Hiperbolas funkciju sakars ar hiperbolu. Ja liekam
xr=1-a Cos #; y =5 Sin ¢, (1)

tad Sie nolidzindjumi ir hiperbolas nolidzinajumi parametriska veida,

No augsjiem nolidzindgjumiem secinam:

2
&= Cos? ¢
X2 \
= Sin? ¢
a3 2 ) s
(;3' —2q :COSlf — Sip?f = |,

Ta tad, izslédzot nolidzindjumos (1) /, dabijam hiperbolas nolidzi-
najumu

X2 2
L _1=0

a® 5
34. Diferencialu formulas. Saskapd ar [28]. ja v = f(x), tad
dy = /' (x) dx.
Saskana ar (18), ja y = /() un 1 = % (x), tad
y =1 @
Reizinot nolidzindjuma abas puses ar dx, dabiijam
3 dv = f () dr.
Td ka:
YVdx=dy=4df(%) un « dx = dn,
df (1) = [ () du

tad
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levErojot avgsé&jo, no (25], [30], {32] dabijam attiecigas diferencialu

formulas,

i) de =0
2) dx) = dx
N diutc)y=dn

4) du+ v — wy=dut+dv—duw
S) d (e1) = ¢ du

6y . ) = ude + du

7Y deviy=rvdiv+ nivdo~+ viodu

B) d (") = mu' " dy

9) ({(i"): H (l!{_—TE{U

i 7

10) d(%) - _ cefu

0

11) d (a%) = a* la du
12) d (e“) = ¢* du

d
13) 4 (log, u) = -"—’;a
14) d (fv) = du

7]
15) d (sin 2) — cos u duw
16) d (cos 1)y = — sin n du

d
17) d (tg w) = EE.'ST;;

18) d (coig w) = — sji:;iu
19) d (arc sin #) = 1%
—_— -
20 du
) d(arc cos 1) = — ]fl_ré
'l — n
du
21) d(arctg w) = e
22) d (arc cotg 1) = — %P

23) d (Cos x) = Sin x dx
24) 4 (Sin x) = Cos x , dx

dx,
dx

26) d (Cot v) = — &,
27) d (Ar Cos x) = — ax
Iyt — 1|

ax
28 { Al' S = ——
) d ( in x) e
29) d (Ar Tg ) = %
30) 4 (Ar Cot x) = %

Rugstakas kartas atvasinatas un diferenciali. Leibnica formula.
Apsleptu fuukciju atvasinatas.

35. Rugstikas kartas atvasindtas. Diferencgjot funkciju y = f(x)

yo=f (v

dabiijam

funkcijas f(x) pirmo atvasinato,

Funkcija /' (x) ir ari funkcija no

x un, ja tai ir tadas ipasibas, kadas prasijam no f(x), tad no funkcijas

' (x) varam veidot:

lim

h—-0

S x4+ /)= f (%)
h
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Si izteiksme dod funkcijas /° (v} alvasindto, ko apzim&jam ar /" (x).
Ka redzams, S (x) ir otrd atvasindtd no /(v). Funkcijas / (v} otro
alvasinato apzimé ari ar
3 /)i._l'. /)i f )
Piemers:
¥y = fx) = R
L =) = ket
) = Dify = Dy = 5" = kehe

Diferencgjot /" (x), ja ta ir diferenc€jama, dabiijam funkcijas / (v) treSo
atvasindto, ko apzimgjam ar:

1 = D fix)y = 3" = 1%y

Ja §i tre$d un augstakas atvasinatds ir neparirauktas un diferencéjamas,
tad varam veidot ceturto atsavasindto up ari vél augstakas alvasinatas:
kuras apzim&jam ar zimboliem

flv {v), f Vix) f(ﬂ) (x)
D' fixy D fx) D" f(x)
o o ™

4 5
2052 Dx ¥ D: P

Vispar, funkcijas f{x) n-to atvasindto dabiu, pe-
mot atvasinato no funkcijas f(x) (n—1)8 atvasi.
natas, t i

¥ = ) () == [FOD ()]
36. Piemerl atkartota diferencedana.

I) Ja
flx) = &”

fx) = na"?
Sy = (n—1) x" 2

tad dabiijam :

DM fx) = f(m) @W=un—-hn—-2 [# —(m— 1)]x*"% (1)
Ja » = » dabiijam
F(x) = (n—DE—2...1=un!
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2) flx) = Ix

1
Doty = . = !

e = () a,

Se pielietojot formulu (1), lieckot = — 1 un m = n — 1
dabiijam :
1.2 3 . . . —1
DM = (= = (n—1) (2)
)] f(x) =
fl' (x) — bekx
Fr(x)= peohx
Dn pRx — (e’&'t) () — pm lox (3)
4) y =a
¥y =a* la
¥ = a* (la)?
}.(r:): at Uﬂ)" (4)

B) y=apn” + apx ' fax®* 7+ 4a, o+ a, x4 a,
Y =naga" ' =1y a4 (n - 2ax" 4.+ 20, _,x+4a,_,
y'=n(n—1)agx? " +a,(n—1)(n—2)2"4a,(n—2) (n 32" ~*+...+2a,__,

Ka redzams, veselas algebriskas »-i3s kapes funkcijas atvasinata ari
ir vesela algebriska funkcija, bet (# — 1) kapes, Talak diferencéjol
katrreiz kapes raditdjs pamazinas par I, un izteiksmes gala katra
diferencg3ana pazid viens loceklis, # t3s kartas atvasindta tadé|
atrodas tikai viens loceklis, kas célies no # tas kapes locek]a »-reiz€jas
diferenc€sanas :

y =1 2 3 " a, (5)
6) y = sin x
3 = cos x = sin (x + 1'2—)
¥y’ = — sin ¥ = sio (x + 2%)

¥y = (sin x)(") = sin (x + n ‘%) %
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7} = COos
fapat dabiijam :
Y = (cos x)") = cos (r + n;) (7
8) Nolidzinajums
s = A cos A + H sin A

dod svirsiibas kustibd sakaru starp svarstoa maleriala punkta ceju s
un laikn 7 Kustibas notiek bez berzes.

Kustibas atrums

— g‘; = — kA sin A + kD cos ki

Kustibas padtrindjums :

_d’s _dv - T . _
_Rp_._m_—‘k‘lcoskt A2 I} sin At = —#ts.
. m
9) Ja sija slogota ar Ah . AB
g kg uz teko3a metra, tad .
stipribas maciba dod : T
. —— '
1) balstu reakcijas : n !
s _p_ 4 '
A=1B=9q, Zim. 8,

2) Skérsspeku F = qé — gn,
o q! gx?
3) momentu Sk€lienam s, i: M=2 ¥ =5
Veidojot pirmo atvasinato no A/ attieciba uz », dabiijam:

dM gl .
==l
Veidojot otro atvasinato no M attiecibd uz x, dabiijam:

oM _dv _
v, dax 7
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37 Leibnica formula.
Ja

tad
Wy 4w
o + 200 oud”
4+ 3" 4 3" 4w

"

"

-.\I

Redzam, ka koficienti seko Nutona binoma likumam s-to atvasinito
varam apzimét ar simbolu:

DV v) = (e + V¥

Se jaievéro, ka attiecigas kiapes vieta jaliek atlieciga atvasindta un
locek]u

w#” v un 0
vietd jaieved

1) yn ,(0) M)
t i

un p("}‘

38. Augstakie diferenciali. 1) Arguments ir neatkarigais mai-
nigais. Ja y = f(x), tad Sis funkcijas diferencials ir

dy = f' (x) dx.

Se jaievero, kd agrak noradits, ka <x opav atkarigs no x un tade]
uzskatams attieciba uz x maipu ka pastivigs.

No pirma diferenciala 4y varam veidot otru diferencialu, ko
apzimé&jam :

dldyv) = &%y = d [f' (x} dx] = [f' (x) dx)dx.

Saskaga ar aug3d noradito, gpemot atvasindto no labas puses iekavam,
«x janzshata ka pastavigs faktors; tade)

(/" (x) dx] = f" (x) dx;

Py = " (%) dy  dr = f7{x) dx?
dry = f" (x) da?

Tada karta {urpioot, dabiijam:

&y = f" (x) da?

i3 tad

d*y = fOx) dx* .



Dilerence$ana 38 39

Ta tad, n-tais diferencials no funkcijas, kuras argu-
ments ir neatkarigais mainigais, ir reizindajums
no funkcijas mtds atvasiopdtdas ar neatkarigd mai-
nigd diferenciala uto kidpi.

No augséjz dabiijam

. _dy

f L¥) = dx
" 7y
/T =
N dy
/W= dx"

Se jaievéro, ka augsejas formulds
d = (dx)"
un i{as nav jasamazina ar 4{x").
2) Arguments ir atkarigs. Dota funkcija

y = fu);
Se # = ¢ (v) K@ redz€jam, diferencéjot funkciju no funkcijas,

s dy _
¥ —T.r_f (1)

fuokcijas diferencialu dabiijam, reizinot tds atvasindto ar dx; fa tad

dy = ;:: dx = f{w) ' dx,
bet

dy = .r{H,
ta tad

dy = f' (1) du

Ka redzams, gadijuma kad funkcijas arguments ir
atkarigs, §ddasfunkcijaspirmajam diferencialam
irtdads pat veids, kdagadijumid, kad argumentsnav
atkarigs. Funkcijas /(%) otru diferencialu dabiijam:

d2y = o [f' () du).

Se jaievéro, ka du ir atkarigs no_x un tade]imainigs. lzteiksmes



40 Diterencialrekini I nod

laba puse rida, ka jagem diferencials no reizindjuma. Tas izdarams
saskapa ar diferencialformulu {34] (6):

d2y = d[F (). du + f ) d (di)

dy = fU () du du 4+ f ) dP,
13 tad

Avo= fY ) dit 4 F ) da

TreSo diferencialu dabijam, pemot diferencialu no otra diferenciala:

By =d[f" ) dit + J0 dP] = dF )y iR 4 d T () dre] =
= [f () du du® + FU(uy 2de dPu) - | STy du L dPe 4= f (n) dPa)
Ay = " (u) dud + 31" (u) du d2u 4+ f (1) du,

39. Apsleptas funkcijas atvasinata. Ar nolidzinajumu
Fix, vy =20 (1)

y ir dots k3 apslépta funkcija mo ». BieZi nav iespgjams mno (1)
izteikt ¥ ka atklatu funkciju mo x». Piegemam, ka y = f(x) bﬁ_tu
tada atklata funkcija, tad funkcijai f(x) vajadzetu bt tadai, ka noli-
dzinajums _
Flx, f(v)] 0
ir tapatigi izpildits. Sis funkcijas F uo » atvasipata tade) ir 0. No
teikid secimam, ka funkcijas / (x, ») aivasindld attieciba uz x ir O
Pielietojot saliktas funkcijas diferencéSanas pap&mienu (18) dabi-
jam nolidzin@jumu ar argumentiem ~, ¥ un ¥’  Sini nolidzinajuma y’
atradisies pirma kadp€ un 3 aislegdana aitieciba uz y’ gritibas neradis.
Piem@rs: dabit 3, ja dota funkcija

ax® + 2xly — 3y — 10 = 0.

Diferencéjot aug3gjo izteiksmi, uzskatot y k3 funkciju no x, dabiijam:

Bax® + 6x%y + 2%y — Ty¥y'x — vT =0 (1)
. ¥T — bax® — 6x%y
Y = 2x% — Txyb 2

Nolidzinajuma (1) atrodas neatkarigais mainigais v un atkarigais y,
bet tur atrodas ari vél ).



Diferencésang 39 41

Sadu nolidzinadjumu sauc par diferencialnolidzindjumu.
Sini nolidzinajuma atrodas pirma alvasinata, kad€ nolidzingjumu
apzime par pirmas kdartas diferencialnolidzinajumu.
Diferencgjot polidzindjumu (1) velreiz atiiecibd vz x, uzskalot »
un ' k@ atkarigus no ., dabiijam :
30art 4+ 12xy 4 6% 4 6%y’ 4 20" — Tty —
— 4217y — TSy — T8 0 3
vai ari:
Waxt+12vy+ 12070 2%y — 148" — 42920 716y . 0 (3°)

levedot beidzamaja nolidzinajuma y' vértibu no (2), dabijam nolidzi-
ndjumu, no kura varam dabit

Nolidzinajums (32) arl ir diferencialnolidzindjums un tas ir
otras kartas, jo tur v augstdkd atvasinata ir otras kartas.

Piemers: Dabit v un 3", ja dots nolidzinajums
b2t 4+ aHy? a?bs, (4)
Nemam atvasinato po katra nolidzinajuma locekla
262r + 2a4%y 0
2y + a&fyy = 0 (9
Nolidzipdjums (5) ir pirmds kartas diferencialnolidzindjums; no ta
dabijam :
, . by
a‘{}'

¥ {6}

Nemot diferencialu no nolidzindjuma (4) katra locek]a dabujam:
Prdv + atydy = 0. (M)
Ari §is polidzinajums ir pirmds kartas diferencialoolidzinajums. Dalot
lo ar dv, dabiijam nolidzindjumn (5) un no ta y'
y” varam dabit izejoi no nolidzin3juma (5) vai nolidzinajuma
(6y vai (7).
Izejot no (5) dabajam:
b+ a% .y + atyy =0
b2 _|__ a‘.’}.“! + ﬂgj’_y" - O

Jr— b -+ a®y"
ay

Sioi izteiksm& jaieved y vértiba no (6).
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lzejot no (6) dabiljam

o @yt — Pty athly — abtey 9)
L o y'z - al y‘-’
Se jaieved  vertiba no (6).
lzejot no {7) dabiijam :
bUlx dx 4+ ady dy + atydiy =0
B%x® + atdy* + atydiy = 0.
Dalot ar <+? dabiijam
. . rh')2 . ({2},
2 g il 2, Y _
b + a (rf.\' T 4 Ax?
No 3i nolidzindjuma dabiljam :
o+ a(2)
<y _ yo= — _é’if (10)
av: n?y
levedot ari $e »' vertibu no (6) dabijam:
w _ My _ a*y’
T odxt T ot -
Te paSu vértibu dabiijam oo (8) vai {9).
40. Vingrinajumi apsléptu funkciju dliferencéSana.
v — y
2 2 — Q- f = -
1) » xy + ¥ = 0; Y=gy
,_y(y — xly)
y - X . Yy — —
2 ¥ =0 & x (x — ylx)
= X, gyl =2t — )
3) ay = arc g ; U FEE A
7’2
4 3% 4 3 = % J’":_ys
— . w_. A+
) i(x + ¥y =2x — v; _y—(x_**y_'_l),,
6) ex+y= Xy yu:__y[(x'_l)__{_(y_ 1)_]
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Otra nodaja.
Funkcijas f(x) sakars ar ¥(x). Rolles, LagranZa un Ko3iteoremas.

41. Funkcijas aug3anas un dilSanas pazimes. Apskatam vienver-

tigu nepartravktu funkciju f(x) ar « < v« 3 vietda v, Saka, ka f(v)
vieta x ir augod§a, javaram pozitivu skaitli & ta noteikt, ka

Slo I < fly)y < fle + 0 (1)

ar visiem /, kas izpilda no- uy,

teikumu
0 < b <

Zim&uma 10 redzams, ka &
¢ ir tads lielurns, ka ar
visiem

‘/{\.Ifh‘l

0 < h < fxh—
noteikums (1) ir izpildits; ta 0
tad vieta x, t.i. liknes punkta

£ funkcija ir ango3a. Zim. 10,

-
=\

Funkcijas f(x) starpibu kvocients pa kreisi, k3 redzam no (1) ir

fle — I —Jlx) g

— 4
jo skaititdjs un saucéjs ir abi negativi; tapat starpibu kvocients pa labiir

Six + /;;] — fl(x) -0,

Ja i > 0, tad abi starpibu kvocienti tiecas uz to pasn robeiu, uz
J'(x} un ta ka tie abi arvien ir pozitivi, tad ari /7 (x) nevar biil negativa.

Funkcija f{x) vieta x ir dilsto§a, ja var dabiit tadu pozitivu
skaitli &, ka

F = > f() > flx + b @)
ar visiem /%, kas izpilda

0 < <
No (2) secinam

Mz — B — f(x)
— h

fle + i = fi) g

<7 0 un 0

(8)
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So izteiksmju kop@ja robeZa ir f’(x) un 13 nevar biit pozitiva, jo
izteiksmes (3) arvien ir negativas, kad / — 0.

Ta tad: Ja funkcija f(x) arvien ir monotona, t i
arvien aug vai dilst, tad, ja funkcijai fix) ir atva-
sindtd, td pirma@ gadijumd nevar biit negativa un
otra gadijumd pevar but pozitiva.

Abos gadijumos f'{x) daz3s vietas var bit nulle.

Piem#&rs: Kada ir funkcija » sin » intervala (0, «)
{sin x¥)’ = cos .
Intervala (O, %) funkcija cos  ir pozitiva; ta tad y —= sin x ir

§inl iotervald augoSa funkcija. Intervala (%, .1) funkcija cos ~ ir

negaliva; ta tad 3ini intervald funkecija sin x ir dilstosa.

42. Rolles teorema. Ja funkcijai f(x) ir Sadas ipaSibas:
1} f(x) vienvertiga nepartraukta intervald @ < ~ < &
2) fla) =0 un f(B) = 0O

3) funkcijai f(x)dola intervala ir katra vieta viena galiga alvasinata.
Tad intervala (s, b) ir vismaz viena vieta £, kur

fE) = 0.

Pierdadijums: Funkcija f(x) vieta ¢ var biit augoia, vai
diistoa; piegemam, ka {d 3ai vietd augoSa. Funkcija nevar buit arvien
augosa, kad x~ mainas no a lidz 4, jo f(6) = 0; tadé] kada vieta &,
intervala (a, 4), f(x) pariet no augSanas dilSana.

Vieta (£ - /) funkcija f(S i) ir augosa (0 << £ < #); tade]

Vieta £ + / funkcija ir dilstoda; tadg]

L€+ B — f@ :
<0 ®

-

Ja 4 — 0, tad aug3ejas izteiksmes tiecas uz kop€ju robeZvertibu /' (€).
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[zteiksmes (a) robeZvértiba var biit tikai pozitiva vai 0. Izteiksmes
(3) robeZvértiba var but tikai negativa vai 0. Ta k@ abam izieiksmém
ir kop&ja robeZvértiba, tad, ievérojot aug3éjo, td var bit tikai 0. Ta tad

FriE) =0

Ja funkcija sakuma diist, bet véldk aug, tad slédziemi ir analogi
Geometriski Rolles teorema y
tiesi ieskatama. (Zim. 11),

Augi€jai funkcijai ir pat
tris vietas, kur

FEN=f G = f" (&) =0.

Ir gadijumi kad Rolles
teorema nav  pielietojama.
(Zim. 12, 13.) oA

Pirma gadijumd f(x) ir A
partraukta vieta ¢ inlervala
(a, #). Ofra gadijuma f(x) vieta ¢ ir divas kopda sakritoSas pieskares.
Ka redzams, lai gan abos gadijumos f(a) — f(§) = 0, tomer intervala
(a, &) nav tidas vietas, kur ' (x) biitu 0. Sajos gadijumos Rolles
teoremas noteikumi nav izpilditi.

. & B
Zim. 11,

y ua

o

b — ¥
R S

Zim, 12. Zim. 13,

Ja f(a) = f(6) = C, tad ari Rolles teorema deriga.

Fupkcija

fixy —C

izpilda aug$€jo noteikumu, jo ta vietds x —=an uvn x =15 ir 0; 13 tad
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saskapa ar Rolles teoremu, jabat vismaz viepai tddai vielai §, kur
§is funkcijas atvasinata dabid veriibu O, t. i.

(/)= = H =0
Piemérs:
Fivr = sin

ir O, vieldss x = 0 un x ===, Si funkcija un t3s atvasindta ir vienver-
tigas nepariraukias dota intervalad. Saskan3 ar Rolles teoremu t3 tad

starp 0 un T jablit vismaz vienai vietai &, kur (sin x)’ = cos x ir 0.
_ . = _ T T
Tada vieta ir T = D) ar cos 7 =0,

43. Lagranza (Lagrange) vai vidéjas vértibas teorema. So teo-
remu izteic ar formulu :

flax + I — fixy =4 [flx + bhn

Se 0 << b1 un x 4 64 izteic skaitli kas atrodas starp skaitjiem
xun x + A

Pieradijums: Apzim€am attiecibu

fix + B — f(®)
h

ar A4; tad
_f_(_'i_ﬂ'_}'lz_,_ PAC) N A4 (1)
vai
flx + 1 — f(x) = id;
liekot
x4+ h=X
un
h= X x,
dabijam
X)) —fla) — (X =) 4=0 (@)

Ar kadu noteikty x, kam atbilst ari noteikta vé&rtiba A, aug-
$8ja izteiksme ir izpildita, bet ja uzskatam x k3@ mainigu un tad to
apzimgjot ar z, dabiljam. izteiksmi

X)) ~ flz) — AX — 2),
kas vairs nav vienlidziga nullei un ir funkcija no z; ta tad

¢z} = f1X) - fle) — AKX — 2) (8)
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Ja f(x) ir vienvertiga neparfraukta, un, ja tai ir tikai viena
atvasinata intervala (r, X) katra vieta, tad ari aug3@jai funkcijai <(2) ir
tadas pat ipaSibas. Ja liekam z=: v, tad <(x) =0, ki redzams no ().

Ja liekam =z = X, tad, ka redzams, «(X) = 0. Ta tad,
funkcija ¢(2) izpilda visus Rolles teoremas noteikumus un tade| attie-
ciba@ uz {z) var pielietot Rolles teoremu. No (B) dabijam:

@) = —f'(s) + A

Saskapa ar Rolles teoremu, starp v un X jabit tadai = vértibai &,
ar kuru

w5 = 0;
tad
—fE&+4=0
un
A== 18
¢ vertiba atrodas starp vértibam v un X = x 4 /; t3 tad
E = —l— 8/3
un galigi
A = f'(x + th).
levedot izteiksm& (1) S0 4 nozimi, dabiijam
fla + by — f@_
P = e 4 oy
vai

flx + ) — fx)y = Af'(x + 0/,
ar to tad teorema ir pieradita.

L}ﬁﬂés teoremas geomet-
riskd nozime ieskatama no zi-
méjuma 14.

[zteiksme
Mot =70 _
! Q
dod sekantas s virziena koefi- X ! .
cientu tg a. -s—x-ah———-n:
Izteiksme /7 (x 4 64) dod Zim. 14,

liknei punkta P pievesids pieskares ¢ virziena koefientu tg . Tz ki

f(x + /1;)’ — f(x) — f’(x + BJ-’),
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tad
lg 7 = tg u;
@ tad

==

Beidzama izteiksme — a rada, ka ir tada vieta siarp v un
x4t i x4 64 untd tad arl uz liknes tads punkts 2, kur pieskare
ir parallela sekantei s.

Ja ar ¢ apzim€jam vErtibu starp un x + /%, lad Lagrania
teoremu rakstam :

fle + i — fv) b ).
Ja liekam = & un + /= b, tad

h=46— a;
teoremu tad rakstam:

fiby — fla)y = — a) flla + 66 — a)]
Secinajums: Agrak pieradits, ka ja f(v) = C, tad S§is
funkcijas atvasinata ir 0.

Tagad, ar LagranZa teoremas palidzibu pierddisim, ka, ja [unkci-
—~

jas atvasindta ar visiem x intervala a - x <D & ir nulle, tad S§i
funkcija dota intervala ir pastaviga.

Ka redzeéjam

fle + 8 f(x) = &S, kur § = x + 64;
T3 kd dotd intervald /' (¥) = 0, tad ari /(§) = 0, 1ad§]
flx + B = f(2).

Si izteiksme ir deriga bezgaligi daudzim / vértibam doia
intervala; tas nozimé, ka funkcija ir pastaviga.

Agrak pieradits, ka, ja divas funkcijas atSkiras par pastavign
lielumu, tad So funkciju atvasind@tas ir vienlidzigas.

Tagad pieradisim, ja divu funkciju atvasinalds ir vienlidzigas, tad
§is fnnkcijas atSkiras par pastAvigu lielumu.

Piegemam, ka
! ,Uf

“

tad
T 0
(v — o) 0

i
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No beidzamas izteiksmes, secinam

# —yv=0C

=19+ C.

Si izleiksme dod teoremas pierddijumu.

44. Ko3i (Cauchy) formula. Piepemam, ka funkcijas f(x) un
F'(x) ir vienvE&rtigas, nepdrtrauktas funkcijas intervald (a, ) un ka tam
ir istas un galigas atvasinalas Sini intervald Talak piepemam, ka 1) f/'(x)
un F'(x) nepiegem verlibu O vienad tai pasa vieta, 2) F(b) #£ Fla).

Veidojam izteiksmi :

f(MEWG) — Fla)) — F(x)[f(6) — fla)) (1)

§i funkcija ir nepartraukta intervala (e, #) un tai Sini intervald ir
istas un galigas atvasinatas.

Ja liekam Sini funkcija » = a, tad dabiujam:
fla}[F6) — Fla)] — Fla)[f (&) — f(a)).
Liekot x = b dotad funkcija, dabujam :
fOYF®) — Fla)] — FO[/(6) — fla).

Sis divas izteiksmes ir vienlidzigas. Ka redzams, izteiksme (1) ir tada
funkcija, kas atbilst Rolie teoremas noteikumiem, tad€| varam tai pie-
lietot Rolles teoremu, t i. funkcijas (1) atvasinatai vajaga dabit ar
kadu &

a<f<é
vertibu 0. Ta tad:
FOFEB — Fa))— F'@fb) — fla) = 0. 2)
un
ST EFB — Fla)] = F'E) [fb) — f(a)] (3

Ar augia izdaritiem piegEmumiem varam (3) dalit ar [F(6) — F(e)] un
£(€) un dabiijam:

J) = Sl _ @

Fio) — Flay  F'Gy

Beidzama izteiksme dod Kodi teoremu.
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Treia ooda)a.

Teilora (Taylor) un Meklorena (Mac Laurin) formalas un rindas.
DaZu funkciju izvirziSana rindas.

45. Teilora formula. DaZada veida funkciju, pieméram, loga-
ritmiskn, trigonometrisku funkciju petisana, Joti svarigs ir jautdjums,
kd izreékinat funkcijas ve&rtibas dotam argumenta
vertibam.

Diferencialrékini 3ados gadijumos dod vienkarSu lidzekli minéid
uzdevuma veik$anai, proti, izvirzot doto funkciju rinda.

Uzdevuma atrisindjumu pandk ar Teilora formulas atse.
viSku veidu: ar Meklorena formulu

Teilora formula dod funkcijas f(x —+ %) izvirzijumu rinda ar
augoiam # kipeém. So formulu lieto netikvien funkcijas vertibu apre-
kinaSanai, bet ari daudzu citu teoretiska rakstura jautdjumu noskai-
dro3sanai,

Apskatam visupirms aiseviSku gadijumu: funkcijas (x + A)*
{zvirziSanu rinda.

Pielietojot Nutona binoma formulu, dabiijam:

(x4 =" fnx"h+ " (ln—zl ?.\'”_2112 -+ "[—n]? 12) (“3:2-' =334, (a)

$i sinda, k3 zinams, ir galiga, ja » ir vesels pozitivs skaitlis. Ja » ir
dajas skaitlis vai negativs, tad rinda ir bezgaliga. Ja apzim€jam
f(x) = =", tad f(x + /) =(x+ A)”

Apskatot rindas (a} locek]us, redzam, ka pirmais loceklis ir f(x);
télako locek|u koeficientus var izteikt ar funkcijas 7(x) atvasinatam :

S @ =

S (x) =
fx) = n(n — 1) «* n—2

To ievérojot, rindu (a) varam rakstit:

lzf’(x) " (x)

__+3lfm('r)+' L

(v + W = flx 4+ ) = flz) + +
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Sadu funkcijas izvirzijumu rindd dab@ijam atseviSkai funkcijai

f(x) = 2", apskatisim vai tas ir derigs ari katram citam funkcijas
veidam. Veidojam starpibu

2 3
Seth =[r@+ Lr@a Brm+ +rmew]

Ja izieiksme iekavas nav vienlidziga funkcijai /(v - /), tad Si star-
piba dabfi kadu vertibu /A un varam rakstit:

et D=/ TS @S0 OE R0

Ja funkcijai f(x 4 #) un izleiksmei

[+ iro+5re s 5w

ir kads tuvs sakars, tad starpibai R jaizteicas vienkdr§a veidd, un jo
cie$dks $is sakars, jo vienkariakam jabiit A veidam.

Meginam atrast & veida:

n‘

Lt
P
3

Se p ir nenoteikis vesels pozitivs skaitlis un 7 v&l nezinama funkcija.

Piegemam, ka f(x) ir vienvértiga, nepartraukta, intervald », x+#
katai 3aja intervald ir (x4 1)vienverligas, nepartranktas atvasinatas. Tad:

FlA= A+ f () H s @ + e b Y e e

r:'
Parveidojam 3o izteiksmi, ievedol:
24+ h-t=X

Tad
h:X—x.

levedot 3is vE&rtibas nolidzindjum3 (y) un parnesot visus loceklus no-
lidzind@juma kreisaja pus&, dabiijam:

X x) (X x)

fiX)=fix) ( (%)~

(X-x) (X—
7S (@) ,,f)*f ®)(e) —;LP—O (%)

q*
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Ar noteiktiem x un / ari X un P ir noteikti. Bet ja izteiksmé (3).
atstajot ki pastavigus X un P, aizvielojam x ar z un liekam z mainities
no x lidz X, tad izteiksme vispar mav O, bet ir funkcija no  tadg|
varam rakstit:

(X ,) (X-s

PAC) f ()

(X—2z\?
' p
P

2N A2 -

Ja funkcija f(x) intervald (x, X) ir vienvértiga vn nepariraukta up ja
tai $aja intervala ir lidz (» 4 1) atvasinatas, kas vienvertigas un nepar-
trauktas, tad, ki zinam no ievada amalizg, ari funkcijai ¢(z) ir
visas tas paSas ipaSibas.

Ja lickam izteiksm& (¢) z — «x, tad dabujam izteiksmi (3), 1. i.
9(x) = 0.
Liekot izteiksme& (s) : = X redzam, ka ari
(X)) =0

No apskatitd izriet, ka funkcija (s) izpilda Rolles teoremas noteiku-
mus up tade] to $ini gadijuma varam pielietot,

Veidojam izieiksmes (¢) atvasindto, uzskatot X un P ka pastavigus.

w@z-f@+km—ﬁ?%%ﬂ[xuf%)ar " @) +

[(X —z)? £ fw(d)] +. _|_ (ﬂ )1)|| f(ﬂ)() (X—e) f(n—i—ﬂ(a)]
+ (X — P\ P (%)

Sakartojot 3o formulu, dabiijam :

X —

o= - TG L x— e
Saskaga ar Rolles teoremu jabtit tadai z veértibai, ko apzim€jam ar z,

un kas dod
¢'(5) = 0.

Ja ievedam izteiksmg (v)) z vield z,, fad izteiksme dabi vértibu 0.
Ta tad

X—g)?'. P~ (—X—_,—z"—" ) =0

n.
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$i formula dod
X =z

— (X— ="
- ﬂ—! (1‘{ _ Zi)p_1

y f("—f_.l ](21)
nl

S ) =

Ta ka
zy=x4+ b un X =2+ 4

W

P___[_r-l-!z—(x-klﬂkl]"_p'*‘ 1 SO )= [#- Bk] f(n+l)(x.|_e/,)
vai "
p= U= T ot o 4 a,
Ta tad "
R=" p_ (=0 b e (o 1o,

nl p

R sauc par rindas () atlikuma locekli, un pedeja izteiksme
ir vindas atlikuma loceklis Slemilch Ro3e (Schiomilch Rosche)
veida. Ta ka p nav noteikts, tad tam varam dot daZadas vérlibas,
To izlietojam dodot p tadas vErtibas, lai K izteiksme dabiitn vieukar-
saku veidu.

Liekam
p=u—4+1;
tad
iy
(n+1)
(H + / (x + 04).
So rindas atlikuma loceka veidu sauc par LagranZa (Lagrange) veidu,
Liekot
=1
dabiijam:
(1 — 9)12 41 41
R="—""" it s+ | ok,

12

So rindas atlikuma locek]a veidu sauc par KoSi (Canchy) veidu.

Izteiksmi
A A? Mt
S+ =f@ + g f@+ 5/ @O+ + SO+ ER

sauc par Teilora formuly. R izieiksmes dotas ar augSejam
trim formuldm,
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Teilora formulu var rakstit visam =« un /% verlibam, ja tikai
x un x -+ /4 atrodas iotervala (u, 3), kur f{x) ir vienvertiga, nepar-
traukta un taj Sini intervald ir vienv@rtigas, nepiarirauktas, atvasinaias
lidz (» -+ 1) kartai, to ari ieskailot.

Ja x uzskatam par noteiktu, tad saka, ka formula deriga vieta
x; £t tad ir mainigs tadas robezZids, ka x 4 / vienm&r atrodas dota
intervala,

Raditdjs » var but (izvElets) pec patikas, ja tikai augs€jie notei-
kumi izpilditi lidz skaitlim » 4 1.
Pielietojumos /% ir |oti mazs shkaitlis, tuvu nullei. Augodas #

kapes atri tuvojas robeZai nulle un, lai no fx) dabiitu tuvini A= + #),
vajadzigi tikai nedaudzi formulas locek]i.

46, Teilora rinda. Ja funkcija f(x) intervala (a, §) ir vienvér-
figa un pepartraukta un tai Sini intervala ir visas atvasinatas, kas vien-
vértigas un mepartrauktas, tad varam rakstit:

Axthy=tim (A + 1 /4 5 F7 @ A FO () + lim

n—@ H—>D

ta tad ,
Aty — lim R = f(x) + 1 f/(x) + o= (8 +.

nH—o

lzteiksmes labaja pusé atrodas bezgaliga rinda. Ka redzam, funkciju
J( + #) tikai tad izteic 31 bezgaliga rinda, ja lim R = 0.

f—m
Izteiksmi

‘!2
fx+ 1) = f0) + o /) + S+

sauc par Teilora rindu, ja f(x) un tds atvasindtas
izpilda minétos noteikumus un pie tam vEl

lim # = 0.

o

Ja fO+D(x 4 64) visam » vErtibam ir galigs lielums, vismaz inter-
vala (¥, x + /), tad R vértiba ar » — « ir atkariga no izteiksmes

1t
4+ 1

Ar n— 0 tas robezvertiba ir 0 visiem galigiem /.
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Pieradijums.

et R b ok b kb
wm+N- 1T 2 3 i 141 #+ 1

Piegemot pozitiva noteiktu skaitli # < 1, varam dabiit katram galigam
A tadu galigu 7, ka reizindjuma

h r i |
T2 i @

3
katrs faktors lieldaks par 4. Reizinagjuma (a) vertiba tad ir galigs
skaitlis G. Reizindjuma

e A
i+ 1 i+ 2 #41 |
ar

I Ir
T < E<

katrs faktors tad ir mazaks par 4. Redzam, ka

ol \ h | ‘ /1 ! | 4 | b

|
0 </ s 1y =T) 2, | iFd

b 1—s
- G e
1<

Ta ka & < 1, tad
lim G A+t =0

$—>m
tade]
,?ﬂ-|-1 l
lim — =20
el 7 1
un ari
741
lim h = 0.

o “+ T

No augggja izriet: ja f*+")(x + #4) ar katru # ir galigs lielums inter-
vala (v, v + /), tad ar galigu A

iim R = 0
H=—>r@

Teilora formulu un rindu varam rakstit ari citd veida, Liekot

o+ A=2; h=2x— x


file:///
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rakstam Teilora fermulu:

=/ e H T et T T e 4 S p00 g B
R= (r(n— +t°l) ! f Dy + 60 — x) (LagranZs)
(l — .a)f.l

(x — 2T O (g 4+ 0(x — ). (KoSi)

n!

Talak ievErojam, ka

S+ — f0) = A (=1 1) + g 1+ 2 +
Ta ka:
h=Aar=dr un f'(x)de=df(x); [f"(x)d2®= @ (x) u tt
dabiijam Teilora rindu veida

M) = YL D L)

Si izteiksme rada ari k]idu, ko pielaiZam, ja atvietojam Af(x) ar df (x)

47. Meklorena formula un rinda. Ja intervala (a, 3) atrodas ari
vieta x = 0, tad 50 vietu varam piegemt ka izejas vietu funkcijas
izvirziSanai rinda.

Liekam Teilora formuld x — 0 un uzskatam / par mainigu. Ja
tad liekam / vieta x, dabiijam:

2
Sy = Fflo) + ]il (o) + ;:—!f"(o)-|- ”_If(”) + R
n--1
R= (,,x _:- n’ 7 i0), (LagranZs);
R= (_]__'_‘m 2! ﬂ”‘*’”(ﬂx). (Kosi).

#nl
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Intervala (e, 3), kura atrodas vértiba » = 0, funkcijai f(x) jaiz-
pilda noteikumi, kas bija piegemti attistot Teilora formulu. Augsgjo
izteiksmi sauc par Meklorena formulu.

Ja intervald, kura atrodas 0 um ~, fuokcija f(x) ir vienvértiga,
pepariraukta, tai Sini intervala ir visas atvasinatas, kas vienvertigas un
pepartrauktds uo ja

lim R =0,

n—x

tad funkciju f{x) var izteikt ar bezgaligu rindu:
x a?
f@)=f@) + 7 /') + 55 f"0) +

lim R = 0,

n—>m

So rindu sauc par Meklorena rindu.

Jaievéro, ka /(o) nozimé funkcijas f(x) v&rtibu, un ) (o) no-
zimé funkcijas »-tds atvasinatas vertiby ar + = 0, 7 ®*1"0x) nozime
funkcijas (» 4+ 1)-8s atvasindtas vertibu, ko dabiijam liekot x» vietd 6x.

48, Da2u funkciju izvirzitana rindas, Meklorena rsinda ir paro-
cigs lidzeklis funkciju jzvirziSanai rindas. Apskatisim daZus piemérus.

a) flx) = a'
Se a pozitivs un lielaks par 1.
Lai So funkciju izvirzitu Meklorena rinda, jaapskata, vai §i funk-

cija izpilda Meklorena rindas ooteikumus.

Funkcija a ir vienvertiga, nepartraukia robeZas no xr = — o
lidz x = 4 oo; tatad ari ar x = 0. Sis funkcijas visas atva-
sinatds ir vienvErligas un pepartrauktas visam galigam x vertibam.
Meklorena formulas noteikumi ta tad ir izpilditi.

levieto§anai Meklorena formula

fA=fO + 5 O+ 2/ @+ M0+ R

2t 1

R = (7,?1")-!‘f(”+1)l9«"-‘)r
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veidojam vajadzigds funkcijas f(x) atvasindtas /'(o), /"(¢} u. t. t.

flx) = a*; fi0) = g

f(x) = a* la; S (o) =a° la =la
J'(x) = a* (a)?; J7e) = a°(la)? = (la)2
S x) = &% (lay* /o)

levietojot dabiijam:

=1+ (fa) + o (fa)‘

xu—f—‘
=G ¥ 1)
1
lim R = lim ( ' -
n—o n— o \(H + l)'
%41
= lim “a.%) lim a8

?n—> m (”+ “! H—>rwm

Agrak pieradits, ka
lim A+
SEITES)

ja A ir galigs skaitlis, no ka secinam

(la )"t
i .
n-l:l:: (» + ])‘

Ta ka v ir galigs skaitlis
lim a8 = g8«

Ta tad ieverojot (1), (2), (3):
lim R = 0.

H 0

= g% (la)" = (la)"
FONx) = oF ()"t yOFD(pr) = gb2

+ Ty + R

afx (la)ﬂ-‘—l

abx (la) "+1) =

=0,

=0

Il nod.

(1)

2

(3)
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levérojot augi&jo redzam ka funkciju a* varam izvirzit Meklo-
rena rinda

=1+ “(1 a) + = 1 (la)* + 3:(/a)3+.. {ar visiem galigiem x)

1
(n—|—l) i?

a¥ ., eyt
Atlikuma loceklis R rada k]idu, ko pielaiZam rindu beidzot ar locekli

xf‘
?! (Ia)”

b) Slx) =

Se viegli parliecindties, ka funkcija atbilst Meklorena formulas nolei-
kumiem,

flx) = flx) = f'(x) = = fM(x) = ) (x) =
fo)y = fo) = f"zx) = =M@ =1
f("+1) (6 x) = e X

levedot 3is vértibas Meklorena formula, dabiijam

2 L
=14+ G+a+  +5+ R

= L"i _ebx
(12 4+ !
Ta ki galigam x v&rtibam
o
lim — - =0; lim ¢b6% =0,

H—> 0 (”+])

tad
lim R =0,
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un funkciju ¢* varam izvirzit Meklorena rinda:

2 3
=14 %—f-%-l—%—h% + (ar visiem galigiem x)
1
— s
R=GFni®
) flx) = I
8o funkciju nevar izvirzit Meklorena rind3, jo flo)=/lo = —oe.

Tapat ari 5is funkcijas visas atvasinatas ir oo, ja » = 0.
lzvirzam rinda funkciju

Sflx) =11 4+ x).

Dabiijam 3is funkcijas atvasinatds:

: Lo oy — Lo oy 12
SO =g xE SO magay 0= gy
() = (— =1t -2 = D
FPx)y=(=1) TF 2
f)=0; fo)=1; f"(x)=—1 fr(0)=I.2... fPo)=(—1)""n—1)
) = (— 1) 1.2...mn
STy = (= 1) T o eyt

s

R=(—D" — _
( )(L+Mwﬁuw+n

(LagranZs).

Ka redzam, funkcija /(1 4 ) izpilda Meklorena formulas mnoteikumus
vieta x = 0.

Atlikuma locek]a R pEtiSana LagranZa veida nav parociga, tade]
nemam £ Kosi veida:

I T S L
- wl © (1 + 8xyit?

xn—H
(1 + oy

R

(—17;
R= (—1*(1 — @

Parveidojot 3o izteiksmi, dabujam :

R=“”KLfE(T;$T
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Funkcijas /(1 4 x) veids rada, ka + jabut lielakam par —1, jo ar
v 2 — 1, (1 -+ x) biitu — o vai imaginarts.
Ja x > — 1, tad da]am
X o ¥ = br
1 + bx 1 + 6x
ar galigiem x arvienu jabiit galigiem lielumiem. Karedzam, lim K atkarigs
n—»o
no lim (‘ - Bx)
noob\l + bx

Dajas fl—Igi skaitlisk3 vErtiba arvieou ir mazdka par x skait-

lisko vertibu.
Ja x > 0, 1ad ka redzams, katrai x v'e‘rtibai 1 +6xr>1—48

- 1 —6 . . x{l —
un {adé] daja L F o ir isia daja un TI or B <
Ja x < 0, tad da]a dabi veidu:
_ |2 (1 —8
1 — bz}’
tad
_lxl =0,
1 — 6 |x) ]<|x|'
jo
1 — 86
— Ly | <
l—Bl.ri<l ar x| < 1.
levérojot augdéjo redzam, ka arvicnu daja
x — bx | . .
un {ade]
lim x_—_e_;_.»__) P—0; (ar— 1 < x < 1),
oo (l + bx ( < <D
tada gadijuma ari lim R= 0,

N>

Funkciju 7(1 + x) ta tad varam izvirzit Meklorena r1inda, ja
-1 < x 21,
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levedot Meklorena rinda f(o), f'(0) u t. t. dabijam funkcijas
{(1 4+ x) izvirzijumu rinda:

2 3 e

M4 0= -5+5—7+

— (. x_T_Hf")" 3 vei
R=(=1 . (1 il (Kosi veids)
n+1
R = (-1 i (Lagranza veids)

4+ 1) (1 4 6zt

Si rinda deriga dabigiem logaritmiem un no ias izejot varam dabat

rindu logaritmiem
log, (1 + x)

ar pamatu ¢ $ad3 karta:
1 4 2 = aloga(1—|-x);

Il + x) = log,(1 + x).la;
{1+ 2

la

log, (1 4+ zx) =
Ta tad

1 2 3
log, (1 + x]=E(x—-%+%—-—xT+ )

Ka redzam, r&kias ar kuru katru log, ir sareZfitaks neka ar Nepera
logaritmu, tadé] pedeéjie ari skailas par dabigiem.

Nupat apskatito logaritmisko funkciju rindu savirzamiba ir léna
un tade] tds nav parocigas logaritmu aprékinaSanai, tds parveidojot
dabiijam Aatri savirzamas rindas,

Ta ka /(1 + ) rinda savirzama ar veértibam | x| < 1, tad 3ini
rinda var ievest x vieta — x, tad

! £ _x
(1 4+ ) = T‘-‘2—+§"T +
I(] — 2) = _E X X
]
Atngemot otru rindu no pirmas, dabfjam:

1_+_f_

042 = 10 —2) = 2v+ T+E+. )
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Liekam
1+ =+ 1
1 — v~z
tad
e L
T2z 41

Ievedot 3is vériibas rinda (a), dabijjam :

i I |
e+ ) — 1 =2 (g Fits@gFmr T o@rnt )

Logaritmiem ar pamatu @ dabb@jam formulu:

1 1 1
FriT 3+ T 5@y T )

2
tog, (s+1) - logas =7 {

Sis rindas ir [oti atri savirzdmas un savirzamiba palielinas ar augo3u 2,
tade] tas derigas logaritmu tabulu aprékinasanai.

d) J(x) = sinx.
(sin )’ = siﬂ(x + %). (sin 0)’ = 1.

(sin x)" = sin(x + 2%); (sin 0)" = 0.

(sin )" = sin (.1: + 3%); (sin 0)" = — 1.
(sin v,'¥ = sin (x + 4 %), (sin o)V = 0,

Talak vertibas atkdrtojas

(ins) e tO=sinfz 4 (r+ 1) 5} (sim 9D = sin (5 + 1+ ')

et
R = o _H)lsm[er + (n +1) ]

1 -
lim R = lim ———. i [ >
e = e, S8+ e D

lim R =

Horo
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jo pirma locek]a robeza, ka agrak pieradits, ir 0, bet otra locek]a
robeZa ir galigs skaitlis, tad€] ka sin vertiba arvienu atrodas starp — 1

un + L.

Ka redzam, funkcija sin x izpilda Meklorena rindas noteikumus,
tade] f[unkciju sipx varam izvirzit Meklorena rinda: ievedot tur
J(e), f'(0) u. t. t. vErtibas.

Ta tad
) x 2 xb AT . .
sipx = 1 3'+5! 7 -+ (ar visiem galigiem x)
e) flx) = cos .

Lidzigi dabujam:

x2  oat ot

cosxr =1 — ﬂ"l"n—s—j -+

Se
2t
=0T cos[Gr + 4+ 1) 2]
49. Vingrinajumi.
Izvirzit Teilora rinda:
A2 #
8x | x +Er27;

h pr
2y Hx 4+ h); 1(.1:—}-11):[2:—}—-; 2.[.31:3

D V¥ Veth=Ve+g {/r -

. . . p/ i? A
3) sin{x+ A); sm(x+/’a)=smx+l—’cos:r 7 ssm*r--—3 cosx +

Izvirzit Meklorena rinda

L] 8
1) arctgx; arc tgx-_-:%_%+'f5-+

£ at 2B

2) lcosx; lcosxz-?_ﬁ_ﬁ___
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Lai ietaupitu laiku R, t. i. kjidas noteikSanai, daZos gadijumos
deriga sckojo3a tabula:

L —— e o, I [

z intervals, ja k]dda ir
Tuvina formula 0.1% ' 1%/ | 10%
1o lidz no | lidz ] no i lidz
Hein w — ~ —0.077] 4+0.077] —0.244] +-0.244] —0.780] +-0.780
= —4.4° | +44° | —14.0°] 414.0°| —44.0°| 44400
ol sin » — x _ X | —0:576| +0.576] —1.032| 41 032| —1.636/ +1.636
PN T T AT | —33.0°| 433.00) —59.0°) 459.0°| —93.5%| 493,50
ol cos » — — 0.045| 1-0.045| —0.141| +0.141| —0.430| 40.430
= —26° | +-2.6°  —8.1°  +8.1° | —24.6°| +24.6°
sl cos x — 1 _ 7] —0-384] +0.384 —0.650( +-0.650( —1.034| +1.034
T T T 9 | —22.00] 422,00 —87.28] 87.2°| 59,90 +59.2°
olio  — —0.054| +0.054| —0.188] +-0.183, —0.522| +0.522
gr = —3.1° | 43.1° | —105" +10.5°| —30.0°| +30.0°
6ltgx — x o 2] —0.385 +0.385 —0533) +0.533 —0.933| +0.933
T 3 | —22.00| 4+22.0°| —30.5°| 4+30.5°| —53.4%| 4-53.4°
N1 +x=2 |—008|+0.10| —024 | +0.32 | —0.61 | +1.53
- 1 x

8 V—l—:;=l—§ —0.04 | 4+0.06 | —0.15 | +0.17 | —0.45 | 40.53
9 l;le——x —0.03 | 4003 | —0.10 | +0.10 | —0.30 | +0.30

DaZas bieZi lietojamas rindas:

1L+ — . 1 __1__ a 17 9 _E 4 1
OVI+z =1+ 52— gatdps’— g +

IR T ST IO S IO TR T AR
”T/1+.~c_l ¥ T g* % Tis”

1 _,_ 2 __ .9 ‘_
121—;:‘:—-—1 x4+ x 2+ 2 |x| < 1.

9
lBarcsinx=x+%+%lxs+

28 oL
l4larctgr = &+ — §+€_
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Ceturta nodaja.

Dabiga kape. Bernulli-Eilera formula. Funkciju sakari.
50. Dabiga kiape. Rinda

- -2 -3
e g

x ir reals skaitlis, Si rinda ir savirzama ar visaim galigim realam
verlibim

Ja rinda jevedam v = 7y, tad dabiijam rindu ar imaginaru
argumento

2 3
1+1y+(zy) +(1y) + 2

Si pedéja rinda ir savirzama, jo rinda, kas veidota ar rindas (2)
moduliem

| iy | | y® y 12 |
Tttt
ir savirzama. Rindai (2) {3 tad ir kada galiga summa; to apzime-
jam ar ¢,
Ta tad

( J’z)‘1

=1 4 BB &)

Ar rindu (3) dota dabigids kapes ¢¥ definicija

Reizinot rindas

. 1712
i =1 4 0 O OO

11 3
un
o — (ai)—[_(Zf) {z)? 4
31
dabiijam :

al }‘2

Fi=(1 n-i-( (a1) +‘ff' 1)+(1 e +(—f—f)-@ (—;’,—'I)+

--2‘2
Vi e ——1+(J’+“”+U’+] 4. (4)
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lzteiksmes (4) laba puse rada rindu ar argumentu (y -+ 2)4,
kadg| izteiksmes (4) kreisas puses veidam jabdat

Vit — Jfyter

Redzam, ka reizinot dabigas kapes, jasaskaiia raditdji un tz tad pielie-
tojams tas pats likums, ka2 reizinot kapes ar realiem raditdjiem, tadg|
ari dabigam kapém attiecinami algebras likumi.

51. Bernulli — Eilera formula. Rindu

iy X1 d® | (any ()t (v (x)®
St T Y B T Y- T

varam izteikl ari $adi:

; T oxd,  xt xB 48
eIt af tate Te

Rinda ir absoluti savirzama, tade] varam parkartot loceklus. Sagemot
kopa rtealos un atsevilki imaginaros loceklus, dabiijam:

2 4 N 3 6
i 4 S I
¢ —(' it 61 T )+’(1: 317151 )
Pirmajas iekavds, k3 redzam, ir cos x un otras iekavds sinx; ta tad
! = cosx + isinx (N

S0 izteiksmi sauc par Bernulli (ari Eilera) formulu

Ja augdeja rinda liekam x vieta — x, tad dabiijam:

e x?  xt b . x x . xb

= (gt et ) HiED ([GeRte )
e — cosx — fsinx, (2)

Ka zinams, ¢* dabd védibas no 0 lidz «, kad x mainas no —

lidz 4+ os, Turpretim ¢* moduls ir

J/sin?x + cos?x = 1,

kas maina tikal wvirzienu.

(4
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Funkcija ¢** ir periodiska, kas redzams no sekojo3a:

e+ 280y = cos (v 4 2h%) + £ sin (v + 2i7) =
=cost + fsinxy = ¢
1a tad
HxH2bRN — exi

K& redzam, raditajam pieskaitot 26wi, ¢ vértiba nemainas; ta tad ¢*¢
ir periodiska funkcija ar imaginaru periodu 2ém¢ No

e 2bTY — X hET
dabiijam :
2AT = ],

52. Trigonometrisko un hiperbolisko funkciju sakars ar ekspo-
nentfunkciju. No
eV == cos x + 7 %in v

e~ = cosx — i sin x
dabiijam:
vi — Xxf
e 4+ e
cos x — - - 5
sin x = e’ ¢ —j
X = o7 .

Ja aug$éjas formuias lickam x — z7, tad dabiijam:

. -4
Cos 2 — N L =Cos z.
2
sin 27 i's_f: i Sin z
H=i———— = 2
2

53. Logaritms. Kompleksu skaitli = varam izteikt :
g = x + i = p(cose + isin @) = p[cos(p + 24w) + #sin (v + 247)) ()
o= V22 4+ 3% un tgo = %

© = arctg %, (2)
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bet td ki
[cos (¢ -+ 2&w) + isin (o + 247m)] = lp+2kT)1,
tad
s=x + yi =p elptumi
un

Iy = Ip + wi + 2kni.

v vield ieliekot vértibu no (2), dabiijam:
&:@+¢mug%+2ma (3)

Ja y =0, tad z = x un ir reals, Tad,

jax >0, arctgyp =0 un
jax <0 arctgo =w; g=|x|

Ka redzam:

ar x >0, Ix =_Tx ~+ 2&mwi, (4)
w ¥ <0, Ix=/x|+ 2+ 1T 4 )

ArTx ir apzimsts logaritms parasta aritmetiskd nozime.

No (3) redzam, ka kompleksa skait]a dabigais loga-
ritms ir bezgaligi daudzvertiga funkcija,

No (4) redzam, ka ari reala pozitiva skait]a dabi-
bigais logaritms irbezgaligi daudzvértigs unno
visam td vertibam tikai viena, ar #=0 ir reala.

(5) rada, ka negativa skait]a dabigais logaritms
arvienuirimaginars.

54. Ciklometrisko funkciju sakars ar logaritmisko funkciju.
Par kompleksa mainigd 5 == x - ¢y arcus taungens, {. i. arcigz, apzimé&
to komplekso skaitli w = u + #v, kas izpilda poteikumu

tg w = 2.
Tad
w = arc tg =
Ta ka ‘ .
sin w 1 & — =W
tg = —_———— - - .
CoSs o 1 Wt + g
tad dabiijam :
ez:'w — 1
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p2iw 1+
Tl — a
1,1 4 =
arctge — w = —/———.
g 201 — z7
Jacosw = tad = arc coss,
Wi —u
e €
COos W = + — = 5,
2
" 1
(,ﬂf Tt — ?.":,
ell'l
Y 9z = ],
M= =1 =z+ i)t — 2
un
1 A
arc cosz = = -l=z+ il — &
7

Lidzigi dabiijam:
arc sinz = zi l(iz + |1 — ).

arc colgs = Ql.l:—z’

i1 4 =z

Piekta noda]a,

Nenoteiktie veidi. Funkcijas atvasinatas nenoteiktibas
gadijums.

55. Nenoteiktie veidi. Ja funkcija f/(r) ieved x vieta vertibu a
(a var biit ari o), tad var gadities, ka f(x) vertiba paradas viena no
sadiem nenoteiktiem veidiem:

9.
0?

. . . 0. D. @
; 0,007 w0 — e; 09 wf 1

8|8

Var ari gadilies, ka lim f(x) ir kida noteikta vértiba. So robe-
X-raG

vertibu tad uzskata par funkcijas f(x) ve&rtibu vieta @ un sauc daZreiz
par f(x)isto v&rtibu vieta a,
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Sadi veidi paradas, ja /(v) izteicas ar

ﬁ%' ¢(0). p(x) plx) — P(x}  vai ‘P(x)q’("‘]

un funkcijas @(x), d(x) top O vai o, ja ¥ = 4. T2 x vErtibu,
ar ko f(x) dabi nemoteiktu veidu, sauc par kri.
tisko veértibu,

/{x) robeZvértibas noteikSanai pielicio Sadus pap€mienus:

.. 0 . %(x)
I veids e Se f(x) = S0

Ja funkcijas %(x) un ¢(x) ar x — a dabid vertibu O un x—=a
apkarin®, tam ir istds noteiktas atvasinatas, tad

¢'(x)
X

ja tada robeZvertiba pastav.

Pierdadijums: Piegemam, ka a ir galigs lielums. Kodi
teorema dod:

o(x) — <,«(a) %'(E) .
Px) = ba) — $E)" @ ¢ )

Ta ka 9{a) = 0 un P(a) = 0, tad

i G _ 26
V—Ta‘p( ) x—Ta iy (El

Ja x — a, tad ari ¢ — a; tadg)

fm 9 _ i 910 20 _ 9,
T Rl A1 R O D RO U Bk

ta tad

wo(x) @’ (x)

li = lim %X 1
Jim 25 = lim )

So panEmienu sauc par Bernulli vai ari par Lopitala
(! Hospital] pap€mienu. Ja ari

¢ (a) _
4’ (@) —
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tad atkartojsm aug3€jo pag€mienu un dabijam :

1i ‘?il = li _cp_:’@ bt
xl—Ta $ (x) x—a?P"(¥) .

So papémienu atkarlojam, kamer kada no robeZvértibam ir galigs
skaitlis, 0 vai o,

Ja a4 = oo, tad lickam x:l. Jax > o, tad z— 0. Pie-

lietojoi apskatito pag&€mienu, dabiijam:
) (9
im P gim D2 i = 2 2
c>al®) L0 ¢(L) z—0 ¢f(L)(_.L)

-~

['—’-'-— ar r =1 dabi nenoteikiu vé&riibu g:
x — 1 0

x=1,tatad irkritiska vertiba.
Piclietojam izteiksmi (1):

Piem&rs,

lim 2% —tim )

x—>1¥ -1 z1{x—1)' a1

. Veids —.
[~ -]

Ja funkciji  f(x) = ?’;Zi; ar x=a ola)= o un $(@) = o, tad

dabiijam apskatamo nenoteiktibas veidu.

Izvélam =x, x, 13, lai x vériiba biitu starp x;, un a vértibim
X, x a

un @(x), ka ari {(x,) dabii galigas vertibas, Saskapd ar Kosi
teoremu, dabijam:

olx) — glxg) _ ¢’ ()
Px) — i) ¢ E) (xg. -§...%)
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Parveidojot dabujam:

_ $lw)
Plr) Px) _ 96
T R TS B A
P{x)
un
Plxo)

) _ ! T 9®
blx) 1 — e(xg) (8
¢(x)
Atslajam x, nemainigu un lieckam x — 4, tad ¢(x) - o un ¢(x) > ;
tad
i ¢("‘0]
| 1 —
lim §(7’C7) —_ xl—r>na( '\{"(f)) . -ﬂ@ _ lim "?'(E)

- — . l — ol o
et g () — gl A5 O AT
x—>a Q)

jo reizinajuma pirmais reizulis dab vertibu 1. Ta tad

N G (Y
im e T vy

Ja tagad lickam x, — a, tad ari x — @ un § — a; tade]

im ) — jim 26 _ i 90 _ i 90

X—>a me  xsa?'(® E—ya € xa 4’7(‘—)

Ta tad

. x) . "{x)

lim P(+) = lim -tF—,—.

x—>a Pl x—>a? (%)
Ka redzam, ari $ai gadijuma Lopitala pag€miens pielielojams. Ja
ari lim ? () ir nenoteikts veids, tad pan€mieou atkariojam,

x—ad (%)
Piemers.
x” =]
Funkcija — (ar a>>1, #=>0un vesels skaitlis), ja v+ = o dod =
a

Pielietojam aug3€jo teoremu:

_ P . (xn ) ' ) net—1
lim — = lim
xow a* xo>wl@®) xo>e atla
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n—1

kd redzam,
a*la
miepa pielieto3anu:

R ) n=) \ nin — 1yan—2
lim “-= jim =" = lim ———— . =
r—oat x—soadt la x> a®(la)?
!
) n!
= Jim —- — = 0;

X—>o ax([a)"
ta tad
tH
im > = 0(@ > 1 un » > 0 un vesels).
x—>w at

[l veids 0.w.

V nod.

— ar x — o atkal dod g; tadé] turpinam pape-

So veidu dabiijam, ja f(v) = ¢(x).¢(x) un ar x=a, ¢(a)="0

un Pla) = m,

Ta ka
o). dx) = B,
b ()
tad ar Siem noteikumiem
?(a) _ 0
1~ 0
V(@)

Parveidojums parved doto izteiksmi (I) apskatita veida,
Piemérs:
1
flx) = x(a* — 1)
Ar x = oo dab@ijam veidn 0.0,
Parveidojam :

x
@ —1

Flx) = ——

x

Se ar » = o dabiijam veidu % Liekam ir =z ja

tad z — 0 un izteiksmes

(@ > 0)

x — w,
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Pielielojam Lopitala pag@mienu:

1

lim .r(a-'; — I = lim —ZE = lim a”.la = {a;
x> =0 F PN
ta tad
2
lim x(@* — 1) = /a.
X—ro
IV veids oo — w0,
Tadu veidu dabijam, ja f(x) = ©(x) — dx) un ja ar x = a
wa) = = un P(a) = .
Ta ka
1 1
o(x) — Pz (x) wl(r).
E?‘-r) (x)
tad ar aug3ejiem noleikumiem dabiijam veidu —g-

Se atkal pielietojam Lopitala papémienu.

Piem&@rs.

-—% ar v = 0 dabi veidu @ — o,

Parveidojam :

__x — sinx 0
fix) = ax « M ¥= = 0 dabtu veidu o

Pielietojam Lopitala] papémienu:

. . [x sin x 1 — cos x 0
lim (—.—— ——): lim (— ).—- m - - - T =
v—yorSiD ¥ x x=»0\ S0 & X r—»grcosx + sinx O
Taldk pielietojot S0 pap€mienu, dabiijam:

sin x \ sin x
lim —-

= lim -
0COS X — x8inx + cosx  , ,02C08x — x Sin x
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V nod.
V. Veidi 0°, =0, 1

Sos veidus dabiijam, ja f{x) = g,(:c,""’(x), “(x) >0 un %(a) =0,
w, I, bet (@) = 0,0, . Ta ka

H(x) = ) 1g(2),

tad arvienu dabiijam veidu 0.e.

Ta tad 3ados gadijumos arvienu visupirms janoteic lim /f(x).

_ x—»a
Piemers.

Sz} = % (x = 0)

If(x) = a2lx ar *— 0 dod 0.co,
Parveidojam :

H(x) = x.lxr = ﬁ, kas ar x— 0 dod veidu E.

X

Pielietojam Lopitala pap€mienu:

1
lim /f(x) = lim 1—": lim - = — lim v = 0,
x —0 x—0 _L x—0 ___l_ 2—0
v x
ta tad lim /f(x = 0 vai / lim f(x) = 0.
x—»0 x—0
Tade]
lim f(x) = ¢ = 1
x—»0
un
lim x* = 1.
x—>0
Piemé&rs:
1
y =x1""* ar x =1 dabii veidu 1°;
1 lx . - 0
]y — l_x.!x i l_-——_'; ar x = 1 dabii veidu ‘6-.
Pielietojam Lopitala formulu:
1
Ix . x
lim iy = lim ———-=1lim — = —1;
x—1 4 11— % x5 —1
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ia tad
llmly—!llmy——l
x—1 x—>1
lim y = ¢ = 1
x> ¢
un
lim (:c:' ) = 1
x—1 €

56. Neatklatas funkcijas atvasinatas nenoteiktibas gadijums.
Ar Fix, ) = 0 » dots ki funkcija no » neatklata veida. Diferen-
c8jot 30 izteiksmi, dabijam diferencialnolidzindjuwinu, no kura dabijam:

;S5

4 o, ¥)

Var gadities, ka v@rtibas x = a un y = ¢, kas izpilda nolidzin3gjumu
Flx, )y = 0, dod f(a, ) = 0, ka ari o(a, b)) = 0, tad ' daba
pepofeiktn vértibu % Ari 3add gadijumma pielielojama vispargja
teorija.

Piem@&rs: Ar nolidzing@jumu

= xy =32 =0 (@)
y dots k@ neatklata funkcija no x. Dilerenc€jot 30 polidzinajumu
dabijam:

2r — y — xy’ 29" = 0
un

,__Qx—y_
= ®

x=0 un y=0 izpilda nolidzinajumu (), ta tad punkts =00
atrodas uz liknes, kas dota ar So nolidzindjumu, leliekot v+ = 0 un
y = 0 nolidzindjuma (), dabiijam pieskares virzienu punkia /’.

' 20-—-0_0
Ym0 04+ 20 0
y=0

Pielielojam Lopitala pagémienu :

(21 — J)' 2 — y'
lim = Ilm = < — lim .
xLo(y )= o'r + 2 col + 2
v—0 1——>0 130



¢ Diferencialtekini V nod.

Apzimgjot lim (') ar ¥, dabiijam:
x—»0 w

y—0

Parveidojot dabiijam :

W=7 = 5,
yo 4y, -1 =0
' 1 ] I T
il LR F =
57. Vingrinajumi.
Va + = — J2a 1
1 = == — ar xr =— g =— 6.
) Ve +2x — |34 Y 41/
e¥ — 1
2 = ——— ar x=90; y, = — 1.
) ¥ eX Il — x) 7o
|[x_
3) },:_a /r.f ar rx=1; yy=la —1
¥ — x
V y= 1y =l =2
1 | I
5) Y=g T x=0; Yo = 3~

Sestd noda]a.

- *

Funkcijas maksimi un minimi.

58. Funkcijas maksima un minima jédziens. Ekstrema noteikumi.
Maksima un minima at3kirSana. Ja funkcija nav monotonas, tad ipasi
ievBrojamas ir funkcijas vertibas, pie kuram ta pariet no aug3apas
dilsana un otradi. Sadiem gadijumiem ir nozime pielietojumos.

Piepemam, ka f(x) iotervald (a, B) ir vienvErliga vn nepartraukta.
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Tadai funkcijai 31 intervala vietda r =« ir maksims,
jaap xr=a varam noteikt tadu apkartni, ka f(a) vEr-
tibairlielaka parvisam citim funkcijas f(x) vErtibam
Sini apkartng,

Funkcijai f(x) intervala (a, 3) vieta r=a ir minims,
jaap x—=gqa varam noteikt tadu apkartni, ka f(a) ver-
tiba ir mazaka par visam citam f(x) vErtibam S§ini
apkartné.

Saskapa ar definiciju, ja funkcijai /(x) viela *r = @ ir maksims,
tad var noteikt tadu pozitivu lielumu v, ka visiem /4, kas izpilda
noteikumu 4| < v,

fla = < fla) > fla + 4) (1)

un ja funkcijai /(x) vietd xr=a Y|
ir minims, tad

fle—h> fla)<fla+h) (2)

visiem /%, kas izpilda notei-
kumu
Al <.

Lieluma v veértiba ir atkariga o
no funkcijas f(x) veida, t. i.

cik biezi ta iotervala (a, 3)
pariet po augSanas dilsana. Zim. 15.
Zimé&uma 15, vieta x — a, paradits [unkcijas f{x) maksims,

K4 redzam, pa kreisi nox = a » vertibu var€tu pemt ¥, un
pa labi n, un arvienn, kad
|4 < w, biis izpildils notei-

\/ / kums
o 4 fla— by < f@)> fla+ ;

b ta fad f(a) ir dotas funkcijas
maksims.

i

: : Zim@juma 16, k3 redzam,
ol & . =¥ 7 ir daudz mazaks. Nav ja-
pem 7 vertiba, kas dota gadi-
jumd@ butu lielakd pielaiZama;
Zim. 16, to var gemt ari p&c patikas
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mazu, Jedzieni funkcijas maksims un minims peattiecas uz funkcijas
S(x) vertibu kopibu dota intervald (a, B), bet tikai uz tas vertibam
pec patikas Saura x — a ap-
kartng. Funkcijai f(x) var
biit dota imtervala vairaki
maksimi vai minimi un starp
Siem maksimiem vai mini-
miem tad var biit lielakais
maksims, vai mazakais mi-
nims. Zim&uma 17. funkcijai
f(x) ir vairaki maksimi un
; minimi, Lielakais mzksims ir
c - f(ay vietd » = a un maza.
kais minims f(b) vield x == &.

Zim. 17, Funkcijas f(x) maksima

un minima verlibas sauc par ekstremam veértibim.
Piegemam, ka funkcija f(x) intervala (a, 3) ir vienvértiga, nepar-
fravkta un ka tai intervala (e, B} katra vieta ir ista un galiga atvasinala.
Ja 3ai funkcijai vieta x = a ir maksims, tad i3 3ini vieta pariet no
augSanas dilsani.
Funkcijas f(x) starpibu kvocients tad pa kreisi 0o air

—_hn -
fla _’)}liﬂ‘l) ~ 0

un starpibu kvocients pa labi ir

fla + 1) — fla)
5 <.

Kad 4 — 0, tad Siem starpibu kvocienliem, saskapa ar piegg-
mumy, ir likai viena robeZvértiba un ta ka ta pmevar buit viend laika
pozitiva un negativa, tad §i robeZvérliba var biit tikai 0. Ta f{ad, ja
funkcijai f(x) vietd x = a ir maksims, tad

f(@) = 0.

Ja funkcijai f(x) vietd x — & ir minims, tad starpibu kvocienis
pa kreisi no & ir negativs un pa labi pozitivs. Ar 4 0 Siem star-
pibu kvocientiem ir viena un ta pati robeZvErtiba, un ta var bat tikai 0
Ta tad ari, ja funkcijai f(x) viela .x = b ir minims, tad

f')y=0.
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No aug3&ja redzams, ka ja f{x) intervala (e B)ir vienver-
tiga, nepartraukta, un tai §ini intervala visasvie-
tas ir istds un galigas atvasindatads, tad vietas ux,
kur funkcija f(xv) dabu ekstremas ve&rtibas, jamekl&
nolidzinajuma

flm) =0
saknés, Ja viena no sakném ir x — @ un f(a) ir maksims, tad
no x = a — 4 lidz x = a funkcija f(x) ir sugo3a un no x = «

lidz x = a + /% funkcija f(x) ir dilstoSa; tadé] f'(ea — 4) jabiut
pozitivai verlibai, bet f'(a + /) negativai. Pret€ja gadijuma f(a)
ir minims.

Td tad funkcijai f(x) vieta x — @ ir maksims, ja

fila—HF >0 )
f(a) =0 (/r Joti mazs) ()
fla + 1) <0

un funkcijai /(x) vieta x = a ir minims, ja

f(a—Hh.<0
F(a) =0 (/ loti mazs) {3)
Sa + ) > 0[
Piem#&rs.
Slx) = 233 — 322 + b (D
F(x) = 6x2 — 6x = 6x(x — 1), (2)
Pielidzinot /'{x) = 0, dabijam:
6r(x — 1) =0
un
¥, =a =0 un x, = a, =1

Ar §im x vEribam funkcijai f(v) ir ekstremas vertibas. Piegemam,
ka % ir Joti mazs pozitivs skaillis, tad (0 — %, 0 4 %) ir vietas
x = 0 apkartng,

Ar a, = 0 no (2} dabiujam:
fa, —H=f0—-—"N=—6—r—=—1)>0
fla, + =0+ D=6k —1)<0 io ¢4 — 1) < 0.

Saskapa ar aug3&jo redzam, ka ar x, = O funkcijai f(o) ir maksims
un ta vertiba ir f (o) = b.
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Ar x, == a, = 1 no (2) dabijam:

fla—N=(1—NH=60—NHl(l—="1—1]=6(01—4).—/<0
J'la+hHh=70+0=60+[N+H—=1]=61+F+4 ,>0.
y Taka f'lfa — /) << 0 un

S'(a + %) >0, tad, saskanpa
ar augsgjo, vietdi v, — 1
funkcijai f(x) ir minims un
td vertiba ir

F(N=2.13—3.124 p=b—1.

Augséjo noteikumu geo-
metriskd nozime ieskatama
zim€juma 18: vieta v = ¢
Zim. 18. funkcijai f(x) ir maksims.

Noteikums f'{a—#4)=>0
izteic, ka liknes pieskares virziena koeficients vieta a4 — # ir pozi-
tivs; noteikums f'(a) = 0 izteic, ka liknes pieskare vieta x =aqair
paralela x asij un noteikums
F'(a+ k) <0 izteic, ka liknes Iy
pieskares virziena koeficients
vieta @ + / ir negativs. AN

Minima gadijums para-
dits zimgjuma 19. Setgnt,_,
ir pegativs; tg 1,—=0 un
g v,y ir pozitivs. Ka re-
dzam zim. 18, maksima
gadijuma funkcijas f(x) 0
atvasinata f'(x) iet no
pozitivam veértibam Zim, 19,
caur 0 uz pegativam
veértibam, bet minima gadijuma (zim. 19) f'(x) iet
no negativim vé@rtibam caur 0 uz pozitivim veér-
tibam,

Zim&jumi 20. un 2). rada, ka var biit gadijumi, kad f(x) dabi
maksima vai minima vertibas ari ja f'(x) = oo.

i
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Pirmaja gadijumd f'(a) — o un funkcijas f(a) vértiba ir mak-
sims. Otrd gadijumd ari f'(4) = o un funkcijas f(a) vertiba ir
minims.

y Yy
fix)

Zim, 20. Zim. 21,

Se maksima gadijuma #'(x) iet no 4 vertibam caur o uz —
vértibam un minima gadijumad no — vE&ritibam caur o uz 4+ véribam.

PiemEe€rs,

Fl@) = [(2ay — +%2

fe=—tT

3 V3ea =5

Ja liekam f'(x) = 0, tad dabiijam :
x=ua.

Vai ar So vErtibu f(x) ir maksims vai minims, jdizp&ia, kd agrik
noradits. PElijums rada, ka

f{a) = alsf_a-

ir maksims,
No f'(x) izteiksmes redzams, ka f'(x) = o ar
=0 un x,=2a.

Apskatisim, vai f(x) vietd x, = 0 ir maksims vai minims. Veidojam

o=k =p0—n=—2E%H 4
3Vh2a+7)
o+ h=r0+n= =P 5o u<a,
Vi2a — %)
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Td ka f'(x) iet no negativam vertibam caur o vz pozitivdim verti-
bam, tad vieta x = 0 funkcijai /(x) ir minims un 31 minima v&rtiba ir:

f(0) = 0.
lzdarot lidzigu p@tijumu ar x, — 24, dabiijam, ka
f(2a) =0

ari ir minims,

Ja /(@) =0 vai f'(a) = o, bet f'(a — /) un f'(a+ 4)ir ar
vienadam zim&m, tad vield x — e funkcijai /(x) nav ne maksims, ne
minims, 5add gadijuma funkcijai f(x)vieta x =a irinfleksijas
punkts. Infleksijas punkiu geometriski att€lojumi paraditi ziméju-
mos 22,—25.

Yi 9|

| |
Lo |
| 1
. b
:-5 h,-‘-h‘-h—-n 1 _T_ _':
| ! | 1
A AR
e - X : - X
0 q—‘-fu-—u-.—.—! O —- a ___I
Zim, 22. Zim. 23,

Ziméjumos 22, un 23. funkcijas atvasinata f'(a) = 0 un ziméju-
mos 24. un 25, funkcijas atvasinala f'(a) = .

v g4

- —-—-—"—-——"-""-"~-~-~--=
X
i
=F

.

~h-t-h

S

>
T
o
|
e

ol—a

Zim, 24, Zim. 25.
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Kz redzaw, visos Sinis gadijumos funkcijas atvasinata, ejot caur
0 vai o, nemaina zimi. Punkts M ir infleksijas punkts
Infleksijas punktus talak apskatisim plasak.

Augstak attistitais papémiens pazimes noteik$apai, vai funkcija
f(x) vietd x = a ir maksims vai minims, nav &rts pielietoSana. Paro-
cigaks ir $ads pap€miens:

Pienemam, ka funkciju f(x) apskatam intervala (z, B) vietd x, kur
tai ir maksims vai minims un ka Saja intervala f(x) un ari tas =
atvasinaias ir vienverligas un nepartrauktas funkcijas.

Ki agrak redzejam, maksima gadijuma
fla— — f(x)<0 un ani fix 4+ &) — f(x) <O,

Se / ir bezgaligi mazs lielums, Ja uzskatam /% par lielomu, kas var
piepemt negativas un pozitivas vértibas, tad maksima gadijuma

flx ) — flx) <0,
ta pat dablijam mivima gadijuma
flx+ 1) —f(x) >0

lzvirzot f{x + /) ar Teilora formulu, dabitjam

h P " I " e
fl+ B — [y = 1 F) + 5 F0) + g S0 + + R

Saskapa ar augSejo, maksima gadijumd jabiit :
b, ., /L
T/ + g/ @) + g/ () + + R <0 (a)

Sai izleiysmei jabiat izpilditai ka ar pozitiviem, ta ari ar negativiem /.

Izteiksmes (a) kreisds puses pirmais loceklis ir pirmas karias bez-
galigi mazs, talakie locekli, otrds un augstikas kartas, bezgaligi mazi
lielumi un ki zinams oo bezgaligi mazu lielumu teorijas

@ > e re+ + kD0

Si izteiksme rada, ka loceklis % /(x) noteic izieiksmes (a) kreisds pu-
ses zimi, Ta ka pirmajd locekli % ir pirmaja kap&, tad Sis loceklis
maina zimi, kad 4 maina zimi un tadé] lidz ar /# maina zimi ari iz-
jeikswes (¢) kreisa puse. Ja vietd x» funkcijai f(x) ir maksims vai
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minirms, tad izteiksmes (¢) kreis3s puses zime nav atkariga no / 2imes,
tade] 5ada gadijuma jabut:
h flix) =
4 nav 0, t3 tad vietd, kur fuokcija f(x) ir maksims vai minims, jabut
) =

To ievErojot, vieta kur funkcijai f(x) ir maksims, izteiksme (a¢) dabi
veidn ;

]lg 113 Ita (]
?f (-")‘l‘ﬁf () + + R <O )
Se atkal

3w > g + R e

un loceklis Qh_v F"(x) noteic izteiksmes (y) zimi; ta ka /% ir kvadrat3,

522 . .
tad locekja % F"(x) zime, un ta tad arl izteiksmes (y) kreis3s puses

zime, nav alkariga no / zimes, bet gan no f“(x) zimes. Ja f"(x) ir
negativa, lad izteiksme (y)ir izpildita untad 3iol vieta funkcijai f(x) ir
maksims. Ta tad, ja vietd x funkcijai f(x) ir maksims, tad

fx) =0 un f'(x) <0

Pielielojot So panp&mienu funkcijas f(xr) minima gadijuma, viegli
ieskatams, ka ar x vertibu, kas atbilst f(x) minimam, jabit:

S5 =0
F'x) > 0.

Ta tad redzam: lai dabitu vietu vai vietas, kur f{x)
ir maksims vai minims, jaatrisina nolidzinajums

Fx)=0.

Si nolidzinajuma saknes

un

X = @5, Xy = dg Xy = Ay

atbilst tam vietam, kur funkcijai f(zx) ir ekstre-
mas vertibas, Lai izSkirtu, vai kdadia vietd, pie-
méram x, — a,, funkcijai f(a) ir maksims vai mi-
nims, veidojam f"(x) un ja f“{a;) << 0, tad vietd q,
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funkcijai f{(x) ir maksims, bet ja f"(a) >0, tad
vieta a, funkcijai f(x)ir mioims. Gadijumue f“(4)) = 0
apskatisim vélak.

Piemérs.

y = flx) = 223 + 3x% — 36x + L

Dabiit vietas, kur Si funkcija daba ekstremas vé&rtibas, ka ar y,,,,
un Yy -

Veidojam
F(x) = 62 + 6x — 36 = 0.

Si nolidzindjuma saknes ir
X3 =2 uwn x, = — 3,

oo 13s atbilst dotas funkcijas /(v) ekstremu vietam.

Veidojam

Frix) = 12v + 6.
Ta ki ar »;, = 2
fU@ =12 2 4+ 6 =18 >0,
tad vieta x;, = 2
fi2y=2.2243.22 —36 2 +1=—43
ir minims Talak:
f'(— 3 =12 —3 + 6 = —30 < 0;

td tad vietdi v+ —= —3

f(—3 =2.(-3)2 +3.(—-32 —-36 -3 +1=82

ir dotas funkcijas maksims.

Piemers.
_ b
ry=3
1
’ v - I [ — [e
Y= 2 I
Liekot
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dabiijam
1 —lr=0

X =

Vieta x = ¢ dotai funkcijai ir ekstrema verliba. Lai iz3kirtu, vai ta ir
maksims vai minims, veidojam :

1
] .
"( x) 2 —t) 9y _ 3
= 4 - x3

Ta ka f"(¢) ir negativa, lad vielda x = ¢ dotai funkcijai ir maksims
un 31 maksima vertiba ir:

{ 1
=g ==L

Var gadities, ka polidzindjuma f'(x) = O sakne x — @ padara ari otro
atvasinato f”(x) Sai vietd par 0, t. i. /"(a) = 0. Tad

fa+h—f=2r@+ +R

Sis izteiksmes laba pusé maina zimi, ja # maina zimi. levErojot
agrik leikto, vietd r=—a funkcifai f (x) nav ne maksims, ne minims, bet gan
infleksijas pupkts ar pieskari, paralelu x asij.

Ja vietd » = g dabijam:

f'@ =0, f"(a)==0 un ari f'"'(a}) =0,
tad

fla+h—f@=""@+ +R

Sis izteiksmes zime nav atkariga no /4 zimes, tade] vieta x = a
funkcijai /(x) ir ekstrema vertiba; ta ir

maksims, ja fV(a) <0,
minims, ja f1V(a) > 0.

Vispar varam feikt: ja vietZ x = a

F@=0; ff@=0...f4N@=0 m /@S0,
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kur » ir para skaitlis, tad funkcijai f(x) vietda x =« ir
ekstrema vé&rtiba, pie kam, ja f"(a)<Z0, tad f(a) ir mak-
sims unja f*(a)>0, tad minims. Ja » irnepdra skaitlis,
tad funkcijai f(x) vieta x —=a nav ekstremas vértibas,
bet gan infleksijas punkts ar pieskari paralelu «~
asij. Par infleksijas punktu bids ruma ari veiak, Gadijums, kad
funkcijai £ (x) var but ekstrema vérliba vietd x = 4, kur f'(6) = oo,
apskatams, ka agrak noradits.

59. Vingrinajumi.

1) ¥ = a3 — 622 | 9x 4 5; vietd x; = 1, f(x) ir maksims;
vield xy = 3, f(x) it min.

1 — x4 «2
2 y:l__¥}:xlx9;

vietd xr = %, f(x) ir smn, Yonin = g.

3) Noteikt valgja cilindriska tranka izm@rus (radius » un aug-
stums 4), lai ar doto trauka virsmu s (3@ tilpums biitu maksims.

Atb.: r=4h =  _.
V3=
4) Svaru W (zim. 26.) pace] ar [
sviru, pielickot sviras gala speku £ ———- - ——
Svara W altdlums no sviras aibalsia d}-—a )
punkta ir a. Sviras svars uz teko3a ceo- W

timetra ir 2z kg. Kadam jabiit sviras
garumam x, lai speks # biitn min?

Atb x = V2a WCIT].
w

5) Kddam jabiit &€kas garu-

mam x (zim. 27) un platumam 3,
I kuras Jau.ums & = x ., y ir dofs, laj
A B Yy  #r&jo un starpsienu garums butu min ?
1 ap— 2.,
Dols ari 48 = B
- X " - 2F
N Atb: v = V5F, » VeF
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6) Dzeizce|la linijai Af5 (zim. 28) starp puokiiem A un N
jaatrod atzarojumu liniju
¢, un (P, kopejais pie-
vienoSanas punkts C 13, lai
CP, + CP, bdbiitu minims,

B Atb.: legkiem a un §
jabiit vienadiem.

7} Sijas nestsp€ia ir
atkariga no izteiksmes 54?
vértibas, kur & un /% ir sijas Sk&€rsgriczuma platums un augstums.
Siju veidojam no apsja
koka ar diametru 4 - - -
(zim. 29.). Kadam ja- / / —‘ (
bit sijas platumam «,
lai 1as nestspéja biitu / y

Iy

~—b-~ —2C

Zim. 28,

maksims?

Atb.; a = —‘.i,,
/3
Zim. 29,

Septita nodala.

Diferencialrékinu pielietoSana deometrija. Diferencial-
deometrija |.

60. Likpu nolidzindjumu veidi.
Likne dota plakné ar 3adiem nolidzinajumu veidiem :

y=Jf(x) (1)
Fix,3) =0 @)
x = ()
y = it } @
r =f(g) (4)
Nolidzinajumi (1), (2), (3) dod likni ortogoualas koordinatds un noli-
dzindjums (4) — polarkoordinatas. Nolidzindgjumus (3) sauc par

liknes nolidzindjumiem parametriska veidd. Izsledzot
parametru ¢/ po nolidzindjumiem (3), dablijam nolidzindjuma veidy
(1) vai (2).
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Ja aug3éjas [unkcijas ir vienvértigas, tad dabiijam vienu likni,
bet ja, pieméram, nolidzindjuma (1) y ir vairdkvértiga funkcija, tad
katram funkcijas zaram atbilst liknes zars.

Likgu iedalisanas pamata liek veidu
F(,y=0.

Ja F(x,y) ir algebriska funkcija, tad to var arvienon parveidot 13,
ka nolidzingjuma locekii dabi veidu A, , 3"y kur moun o ir
pozitivi veseli skaitli vai 0, bet 4, , — reali koeficienti.

Lielako summu » + s sauc par nolidzinajuma kapi un
ar 5o nolidziodjumu doto likni — par algebrisku m + # kartas
likni. Likni, kuras nolidzinajums, attieciba uz v un
y, nav algebrisks, sauc par transcendentu Iikni.

Lai izSkirtu, vai parametriskda veida dota likne ir algebriska vai
transcenderta, nolidzindjums jaizteic veida (2).

61. Liknes pieskares nolidzinajums ortogonalas koordinatas. Ka
jau zioam, ja dots liknes nolidzin@jums

¥ = f(®)
tad virziena koeficieats pieskarei, kas iet caur likmes punktu P = x|y,
ir f'(x} vai arl % (zim. 30.)

Pieskares ¢ nolidzindgjumu dabii- Y|
jam ieverojot, ka pieskare ¢ iet caur 2,
un t3s virziena Kkoeficients ir % f

Apzim€jot pieskares teko3as koor- o b
dinatas ar &, v, dabiijam pieskares Jy_
nolidzingjums punktd 2 = x|y L= o 777 =X
veida :

~y=2e-n am. 20
Ty =T :
vai ari
n— ¥y =y —x). (1)

Pieméers. Dots parabolas nolidzinajums:

¥ = 2px,
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mekléts pieskares nolidzinadjums. Ta ka

tad ievietojot »' izteiksmi nolidzinajuma (1°), dabuijam pieskares
nolidzinajumu
n—yzﬁ(i—.r).
Y

So nolidzindjumu parveidojot, dabiijam

M.y — ¥ =p5 — p¥
3 = 2px.

Saskaitot augS€jos nolidzindjumus, dabiijam parabolas pieskares no-
lidzinajumy veida:

=26 + % @
Nolidzindjumu (1) parveidojol, dabiijarm:

E—x_n—y

o=y @)

Pédéjais nolidzinajums pielietojams, ja likne dota parametriska veida:
r= o)
y=4%@
dy = 2'(t)dt un dy = '(#) dt.
levedot §is vertibas pieskares nolidzinajuma (3), dabujam:
€ — o) __n — U 34)

ow T Y
Piemérs Dota likne parameiriska veida:
1-2
1 4 2
Lo =19
R R A
1+~
L — a2 — &
(1 + &7

levedot dis vertibas nolidzinajuma (3* ), dabiijam pieskares nolidzinajumu.

Tad

X —— a

w'(f) =

¥ = a
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Pieskares virziepa koeficieuts ir

dy 1 —4ar -z

dx 4

62, Liknes normales nolidzinajums ortogonalds koordinatas.

Taisne =, | pret pieskari 7 liknes
punkta P, ir liknes woormale. Uj n
(Zim. 31.)

Ta ki pieskares / virziena koeli- t
cieots ir g{ vai y’, tad normales E
virziena koeficients ir y

| =X
IR oF——
¥ dy

jo normale it  pret pieskari.

Ta tad normales nolidzingjums liknes punkla > = v |y ir

— 9y = — — (£-—x D
n—y yt v) {
vai ari
. dx — .
W=y = - dy © x). (1*)

Parveidojot, dabijam normales nolidzinajumu

11—y _ _E—-x b
= dy (1)

kas pielietojams, ja likne dota parametriska veidd. Galigi nornales
nolidzinajums dabi veidu:

=4 E=¢ ) (2)

Piem&rs. Parabolai

dabujam
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So vertibu jevietojot nolidzinajuma (1), dabiijam parabolas normales
nolidzinajumu punktd 77 = x|y

1
n—y=— —(€—2).
Piem®&rs, Likni, dotu parametriskd veida

¥ =af — bsint = o)
y=a—bcost =i,

sauc par cikloidu, Se

dv =o'(ydi = (a - bcos /) dt
dy = 4" () dt = b sin ¢t dt.

levietojot §is izteiksmies noli-
dzin3juma (l1*), dabdjam cik-
loidas  pieskares nalidzina-
jumu.

63. Pieskare, normale,
apak3pieskare (subtangente)
apakinormale (subnormale).

> X  Liknes y — f(x) puokta
M — x!y velkam pieskari ¢
Zim, 32, un pormali » (zim. 32.).

Zemak minétiem nogrieZpiem piegemti $adi nosaukumi:

TM = T = pieskares garums

AM = N = pormales .

TP — s, apakSpieskare (subtangente)
PN = s, apaki$normale (subnormale),

Ja parpratums izslégts, tad nogriezni 7'M sauc vienkarsi par pieskari
un NM par normali,

Ka zinam,
tan T = v’
Zim&juma redzam, ka
_.}:_ = }_’ — i — 4!
TP s, Er =27
PN Sn ,
— =—— =g t= ¥y

J ¥
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Ta tad: subiangente

$p = 55 ()
subnormale
Sy =¥ 3 (2)
Taldk:

o /a2
TM? = TP 432, tatad T= |52 + 32 = V;.e.ﬁ)’?

T= 3’,'7 I'l 4 e 3)
Beidzot
Nott=y 4 5,5 N=1F52=1"+ (O 3)F
N=y T + 3> (4}

Ja liknes nolidzinajumi doti parametriskd veida, tad, parveidojot for-
mulas (1), (2), (3) un (4), dabtijam:

s, =y ‘—f} (1*)
=y ¥ @)
T :JJ":(-E;; - (3*)
v J’V‘h_;.i._‘_’f (42)

dx, dy un y dabijam no liknes nolidzinajumiem.

Pieskares 7 un normales N garumus gem kad absolutus lielumus,
7 un N izteiksm@s saknes tade] jaieved ar tadu zimi, lai izteiksmes,
3), (37), (4) un (4%) dotu pozitivus lielumus,

Apak3pieskare sun apak3normales, uzskatamas
par relativiem lielumiem, Tie ir pozitivi, ja virziens
TN atbilst v ass pozitivam virzienam, ka parddits zimé.
juma Pretéja gadijuma s, un 5, skaitami ka negativi
lielumi. Lielumus s;, s,, 7, N sauc par pieskar$anas ele-
mentiem un tos bieZi pielielo pieskares un normales konstrukcijas,

Pieme€rs.

=25 ¥ =

Sy = ¥ ¥y =y

2w e
I
S
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Ta tad parabolas subnormale ir pastavigs lielums,
turpretim

25
Pl=2
?
Y b n
J’P
oN FMBN =X
Zim. 33, Zim 34,

Ta tad parabolas apakSpieskare vienlidziga div-
kar3ai pieskarSanas punokta abscisai. Ar §im ipaSibam
normales un pieskares konstrukcijas parabolai, ka redzam zim. 33. un
34, ir Joti vieokar3as.

Piem#&rs., Kedes linijas nolidzindjums ir:

Y a ;i _'c):'
y = 7(6 + e )
Sis liknes feomelrisks attéls pard-
dits zim&uma 35.
l\a SE
0 - -_X X X X X
— E(Leé{_ __;E) — L( a_ )
Zim, 35, Y73\, 2\ —¢
un
1 o -z ¥
! [ a al —
ITF o= (e + ¢ 7)=2
ta tad
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64, Liknes pieskare, normale, apakSpieskare un apakinormale

potarkoordinatas.
Liknes nolidzindjums po- g
larkoordinalas ir
r= f{g)=0M.

Se (zim 36) M7 ir liknes
pieskare punktd /. Pankts
M ortogonalas koordinatas
tad dots ar

x = rCOs %; y = rsin

Zim. 36,

Otradi: ja punkts M dots
ortogonalas koordinatas, tad ta polarkoordinatas ir:

r = VaT £ 3% o = arc lg%,
jo
Zim@juma redzam :
A—1 — =
Tad
v _ ¥
1 +tgr.igo 1+¢_1Ly£_
dx’ x
Parveidojot dabiijam:
_xdy — ydx
B = ¥y o

So izteiksmi vél parveidojam. Ta ki

= 4t A
tad
rdr == xdx 4+ ydy.
Talak

2)
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Ta ka
A% = Fcos?q,
tad dabtujam
2de = vdy — ydx. (3)

levedot nolidzindjuma (1) attiecigads vertibas no (2) un (3), dabijam

_rde _r _r
2= T @
dp

Zim&juma 37 paraditi pieskarSands elementi polarkoordinatu
sistema.

O pols; Ox polarass; N7 | »
Liknes nolidzinajums: » = f(¢).
O7 — s, polara apakSpieskare
ON = s, polard apak3normale,
M = T polara pieskare.

NM = N polara normale.

Zim@&juma redzam, ka

S r
ta tad )
=75 6
T ¥ ¥ r
5W= s—”:igl‘—" .
Zim. 37, ta tad
Sy = 7\ (6)
Viegli jeskatams, ka o
N=)2FF7? 7
tin
r=LyA¥ 7 )

7 va N uvzskatami ki absoluti lielumi, tadé] for.
mulas saknes jagem ar tadue 2zimi, lai 7 up N iz
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nak pozitivi.i s, un s, irrelativi lielumi, polar-
subtangente ir pozitiva, ja ta atrodas pa labi no
vérotaja, kas skatas radinsa vektora virziena,
polarsubnormale turpretim ir pozitiva, ja ta at-
rodas pa kreisi no vErotaja.

Piemérs:

r = agp. (Archimeda spirale)

Polarsubnormale

ta tad Archimeda spirales subnormale ir pastavigs
lielums,

Piemé&rs.
p o= % (hiperboliskd spirale)

, a
2

Ta tad hiperboliskas spirales polarsubtangente
ir pastavigs lielums.

65. Loka diferencials ortogonalas koordinatds. Dota likoe
y = f(x); 188 alt¥ls zim&uma 38, lai bitu likme C,

ledalam loku starp X on L Cr
péc patikas » dajas. Caur dali- g Y B L
jumu punktiem ierakstam poli- K\
gonu. Poligona malu slarp dali- ¢
juma punktiem # — 1 un » apzi- Zim. 38,
mejam ar ¢,.

Liknes loka garumu s slarp punktiem K un L defin@ ar 3ddu
{zteiksmi:

#
¢ = lim Zr ¢,
Horw 1

Pieradijuris par 3ddas robeZvertibas esamibu tiks dots integraligkinos.

7.
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Piegpemam, ka funkcija
¥y = fx) )
attélota zim&juma 39 ar likni C.
Loka garums MM = s

C

J no nekastiga punkta M, lidz
/ mainigam punktam A, ki
M ieskatams, ir vienvérliga funk-

% R cija no «x, 1. i

(e} —

Myﬁ N s = F(x).
p Pati funkcija /{x) nav zinama,
o 3 x bet tas difereocialy varam no-
—x g xvh —~ teikt.

Zim 39. Ja skaitam loku uz lik.

pes C no puokta M, tad
loks M,M = s. Abscisas pieaugumam Ax=}/ atbilst loka pieaugums

MM = As. Piegemam, ka As ir ieliekts pret aug3u, ka paradits zim&-
juma, M@ un QM ir pieskares Iiknes punktos M un M’. Saskapa
ar geometrijas aksiomu

MM < As << My + QM

T3 ka
MO + M < MR + A'M,
tad
MM < &s < MR + R'M’ (@)
MM = VMN +FM* = Vig + [7ix + ) = f3)F =
=Vi2 + [hf (x + P = 2 V1 + Fiv + 6h)2 (&)

MR =V 4 NR* = |7 + 530 = 2VT £ 7. ()
RM = NM — NR = f(x + b = f(x) — hf'(x) =

2 ]
= b + o ST ) = A = e bR )

levedot izteiksmes (7), (y), (8} nevienlidzibd («), dabiijam

.. o - 2
WU F Fiie F o2 < As < 2 VU F Fa® + %f" * + 8,4 (&)
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Nodalot ar /, dabljam :

T+ e + i < ,—f- <V + SR+ g_f " BA). (%)

Ja f'(x) ir nepartraukta funkcija un /+/ — 0, tad nevienlidzibas (») aréjas
izteiksmes tiecas uz robeZvertibu

VU + filxn
Saskapa ar robezvériibu teoremu tad
lim =1+
h—0 72

vai ar

E=VI /=1 + 5

un
ds = [I + f'tx) dx = JI + ¥? dx. (2)

Parveidojot dabtijam :
ds = Vl + (%)2 dv=Vd*® + HA (2*)

Formulas (2) lieto, ja likne dota ar nolidzindjummu y = f(x), bet ja
likne dota parametriskd veida, tad lieto formulu (22),

Formulu (2) un (2*) saknes jagem ar -+ zimi, ja loka garums s,
ar punkta A7 abscisu viena laika aug vai dilst.

No izteiksmes (¢) dabujam :

e LT
As < WVTF FGP+ 5 s+ 6
no (2) dabdjam :
ds = A1 + f(xR (de = I
No §im izleiksm&m dabudjam

As — ds < %’2 Flx + A

Se 42 ir otras kartas bezgaligi mazs, ta tad starpiba
As — ds

ir vismaz olras karlas bezgaligi mazs lielums.
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Apziméjot chordu MM’ ar ¢, no (3) redzams, ka
¢ = hfi + flx + R
Nodalot izteiksmi {€) ar ¢, dabijam

P Yo VUL PGP ko fUx 40k
¢ TV S+ 2V 4+ +

Ja & — 0, tad avg3€jas izteiksmes labd puse tiecas uz 1, tade] ari

Si izteiksme dod iespgju secinat, ka ari loka un chordas garuma star-
piba, ar bezgaligi mazu 4, ir ofras kartas bezgaligi mazs lielums.

Pieme@rs,
y == ¥y =2

ds = J1 4+ »? dx = |1 + (@x)¥dx.
Piem&rs

=t — rsint | (ioida)
Yy =7r — ¥ Cos {

dx = (r -— rcos ) df;
dy = rsint dt;
ds = Jdx® + dy*=V)r(l — cos §? + (rsia ) .dt=
=7 V{1 — cosf)? + sin?Zdt=r}1 — 2c0os? + cos?? + sin?/dt =

= r|/2(1 — 2cos ) dt = rV2 25in9% at;

ds = 9rsin -2’ .

66. Loka diferencials polarkoordinatas. Ja likne dota ar mno-

lidzingjumu (zim. 40)
r = f(%)

tad
x = rcos@; dx = drcosz r sin ¢ dv

y = rsineg; dy = drsing + rcosg dy.
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levedot §is dx un Ay izieiksmes formula
ds = Vdx* + dy*

, Y4
dabijam :
ds = }r¥ + r?dg. (1)
Piemers:
v = ap (Archimeda spirale), r 'y
|
f 9 Y :
v= = a; . -
d(? 0 x t - x

ds:]/rT—}:ﬁd:p = Va?pe—-l-t;?d'p

. Zim. 40,
ds = all + ¢dqp.

67. leliektas, izliektas liknes. Infleksijas punkts. Dota funkcija

y = flx).

Tas geometriskais att&ls zime-
jumd 41 ir likne €. Velkam pic-
skari liknes punkia M, = xo|y,.
Ja apzim@jam pieskares teko3as
koordinafas ar » un v, iad tis
nolidzin@jums ir:

M — ¥ = f(xg) (x — xy)

C

vai ari
Zim. 41. n = flv) + A (xe) (1)
Likues ¢ ordinata punkta M ir:

Kl 3
3= F ot =) + 17/ o)+ ") + S bR (@)

Apzim€jam:
8 = Y - 7. (3)

Piepemam, ka intervala (v, — A, x, + 4), & ir 0 tikai vield x = x,,
levérojot nolidzinajumus (1), (2) un (3),

h? }3
8= g1/ (W) + g/ R 4
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Ja /i ir bezgaligi mazs, tad, ka agrak redz€jam, izteiksmes (4)
labds puses zimi noteic loceklis

L
-s;—' ().

Si locek|a zime ir 4, ja f”(x,) ir pozitivs lielums uo td nav atkariga
no % zimes. Sini gadijumi & ir pozitivs, k3 pozitivam, ti ari nega-
tivam /. Geometriski tas nozimé&, ka likne C punkta 3, apkarin& atro-
das virs pieskarcs. Sada gadijuma saka, ka likne C
punktda A, un t3 apkartn€ ir pret augSu ieliekta
(konkava).
g4 Ja izteiksmé (4) f"{x,) ir
negativs lielums, tad & ki pozi:
~.0 tivam, ta ari negativam / ir ne-
gativs. (eometriski tas nozimg,
ka likne (, punkta A7, apkirtng
atrodas zem pieskares, ka re-
dzams zim&um3a 42, Sada
hTh*’ gadijuma saka, kalikne
‘ y ( punkta M, un ta ap-
Xo —iF kartn& ir pret augdu
x izliekta (konveksa).

Ja f"(xg)=0, bet f"(xo)=0,

tad ka redzam, ¢ zime mainas ja # maipna zimi, jo tad

Zim. 42,

/L
8 = 37/"%) + + R

Ta tad, ja 4 negativs un & ir pozitivs, tad ja /: pozitivs 3 ir negativs un
otradi. (jeometriski tas nozime, y
ka likne pa kreisi un pa labi no
ordinatas M P, atrodas pieskares '
pret€jas pusés, ka3 ieskatam zimé- M ﬁ@
juma4d. Liknes punktu i, E

kam ir nupat minéta

ipadiba sauc parinflek-

sijas punktu Ki redzam, ~—h—-h—

vienu, vai vairakus infleksijas X
punktus dabiisim, atrisinot ooli- © Xo R

dzindjumu

U x) =0, Zim. 43,
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ka saknes x, — a,, v;=a0a, u. t. t dod infleksijas punktu abscisas,

Ja ar kdadu no $im vértibam, piem€ram v, = a, arl f"(a,) = O

bet f'V(a,) % 0, tad % nemaina zimi ja % maina zimi. Tada gadi-

juma inileksijas punkia nav, bel likne Sini punkid ir konkava pret

angiu, ja f'V{a,) > 0 un konveksa pret augsu, ja f'V(a,) < 0.
Rezultatu sakopojums:

ja frlury) 0, tad likne konkava pret augsu,

Sy <0, . konveksa , .
» fMixg) = 0,tad — infleksijas punkts.
Ja

f(x) = 0; fMixg) =0 P D(xg) =0, bet fPxg) 50,

tad: ja p ir nepira skaitlis, punkis M, ir inflek-
sijas punkts, bet ja p ir para skaitlis, tad,
ja fP(x) 0, likne puukta M, konkava pret augdu

. SPAx) <0, » . kounveksa )
Piemers,
y = ¢—** (varbiitibas likne) (@)
Td k@ liknes nolidzindjums nemaivas, ja + x vield liekam — v,
tad likne ir simetriska pret » asi.
y = =2 18]
y = 224 — e Y. (1)

No

dab@jam v = 0.

Sini vieta liknei ir ekstrema vértiba. levedot » = 0 nolidzina-
juma (y), redzam, ka y” < 0; (3 tad vietd x = O liknei ir maksims
U0 Yypar = 1.

Jax = + o, tad y = 0.
Liekot " = 0, dabfijam:

20222 — D= =0
2x7 - 1 =0

X o= -

Q‘.l _
9|
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vietds v, = — un x, = likaei ir infleksijas punkti. Liknes

1 L
V2 Ve
YA geometriskais at(gls paradits zi-
méjuma 44. M, vo M, ir in-
fleksijas punkfi,

Ja likones nolidzinajumi doti
parametriska veida

x = ¢ 5
y=d0f  ©
tad
dy__¢'t
dx~ @’()
un
i(@)_dgj_f_(wt}) dt _ ¢t " - i ¢"() 1
de\dv/ dv® " dt\g' ()] dx ¢'(1)? tdx
dr
v By _0 Y — Yo'
Yy = Pt A :Pr(t)g—_- (6)

Liknes konkavitali un konveksitati noteic ar izteiksmes (6) labas puses
palidzibu. ¢ vErtibas, kas atbilst liknes infleksijas punktiem, dabt at-
risinot nolidzindjumun

P YD — ) ") = 0.

68, Liknes liekums un liekuma radius ortogonalas koordinatis,
Ar nolidzinajumu

y = f(x) 1y v

dota plakn€ likne C.
(Zim. 45.)

Dodot abscisai x+ pieau- N
gumu Ax, dabijam uvz likpes
puaktu M’ @Ja loku MM
apzim&jam ar s, tad loks

_— 0
MM ir As. Punktos M un ‘
M’ pieskares apzim&jam ar ¢
un ¢, Parejot no punkta
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M uz M' legkis © mainds par At un loks — par As.

ir lepka t maigas atrums punkta M. Jo atrak t mainas, attieciba pret

s, jo vairdk likne C ir liekta. Liknes liekumu punktd A apzimé ar #
un to defin€ 3adi:

lim oy dr
kz‘n__".)_x:d_r (1
lim s s
Av—s0dx  dx
vai ari
B = lim 2I_9° (2)

Ax—C As— ds
Lepki 4t sauc par dx piederosa loka ds kontingences lepgki.
No (2) dabijam;

ds dr.

_ 1

Y

Apzimgjot lb = p, dabijam:
ds = pdt. (4)

Nolidzinajums {4) rada, ka likoes
C loka diferencialu ds var uz-
skatit, ka tdda ripka loka dife-
rencialu, kura radius ir ¢ un
centra legkis 4t (Zim. 46).

Si rigka lickums &, ir:

o At L A _l
l{’l——llmA‘—SI—llmPA—Tl = P. (5)

Liknes C liekums, kd rdda nolidzindjumi, (2) un (4} ir:

Zim. 46,

dt 1
b= g = —?- (®)
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No (5) un (6) izriet, ka rigkim ar radiusu z = % visos punktos ir

ads pat liekums, kd liknei punkta M. Lielumu ¢ = % sauc tadé| par

iknesliekuma radiusu punktd M. Ja velkawn liknes punkta

M wormali un liknes konkavd pus€ uz 3is normales nogrieZam ¢ = F

un ar to ki radiusu velkam rigki, tad So ripkl sauc par liknes
liekuma rigki punkta M. Si tigka centru L sauc par likeoes lie-
kuma centru un radiusn p par liknes lieckuma radiusu punkta M.

Ta ka
tgr=1y", tad = arcigy’
un
oy dx
drt = TF 7
ds =11 F »'?. dx
levérojot, ka
1 _a
I
dabijam :
L yrdx
_ t+yE o
e
¢ ‘(l +.} dx U _+_yf2)2
ta tad
s
(1 2)2
S o
us Ja skaitam loku s fa, ka

tas aug lidz ar x, tad sakne
augseja formnla ir pozitiva uo ¢
tad ir tada pat zime ki y*. Ja
3" >0, tad p ir pozitivs un at-
rodas liknes konkava pus€, t. i.
virzits uz augsn, bet ja 3" <7 0,
tad ¢ ir negative un virzils uz
; leju, jo tad likme konkava pret
- apaksu.
Zim@juma 47. liekuma
Zim, 47. ceatra koordinatas lik-
nes punkta M = x|y apzimetas ar § un .
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Redzams ka
E—_-.r—psmt}
m=y+tgcosc
Td ka
tg Tt =y,
tad |
COS T —= ——-— —
T+ 5
un J
¥
510 T =
VT + 57
levietojot izteiksmes (9) un (10) nolidzindjumos (8) dabdjam
2
£ — ¢+ ¥3° y
A
oLyt 1
E I

Parveidojot dabiijam liekuma centra koordinatas:

= - UH2DS

y
1 2
n=y+ -j:”y'
Piem@&rs.
P =2px
) 2 " ??
Y = —; = — —.
v 7 ¥

Ievedot ' un y" izteiksmes liekuma radiusa izteiksm& dabiijam:

Vs ]
F,=(I i—ﬁg:e) =i(P2:;-Ji)-: (
¥

109

(8)

)]

(10)

(i
(12)

p<C0ja y>0)
e>0ja v<C0O

Parabolas virsoln€ y = 0; lieknma radius Sini vietd dabfi vérilbu p.

Ja likne dota parametriskd veida:

X
¥

@ ()
) )

(13)
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tad x un y ir atkarigi no ¢/
y o=1gr;

T = arc tg y' = arc tg %;

d(d_y) dx dy — dydc

dt — dx _ dx?
T = -175.)2 T dv® :F?yﬂ
t Az Tde
o= dxdy — dyd®x
dv? T dy?
Ta ka
ds = Vd=* + &%,
tad

9

ds _ (d~* + dy?)?

P = kT dedy —dydiv (14
dx, d%xv, dy, &%y dabiijam no nolidzinajumiem (13),
69. Liekuma radius polarkoordinatas. Ta ki
1 dt
LI A =
tad varam ari rakstit:
dt
1 4
a9
C . Piepemam, ka liknes C noli-
dzinajums dofs :
r= /(9.

ZimEjuma 48 redzams, ka pie-
skares 7 virziena lepkis

Tt =9 4+ A

=X Nodalijuma [64] formula (4)
Zim. 48, dod
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ta tad
Al r
A = arc g7

un
1:::p+arctg;,.

Td ka » un ' ir funkcijas no v, tad:

(r)' vy —
dr = L r'2 rr”
= e (?)é_l+ TR =1+ r? + 12
; L+ (2 L
r t
dt_* + 27— »"
B AL (2)
[66] formula (i) dod
RN o
T

l[evedot izteiksmes (2) un (3) formula (1), dabijam :

1 ¥ 2= 27—
= - o = 2__'.—__i§ = - - —5:-—
p (r9—|-r)V‘r 1-?" (?‘2-{'7'2)2
vai
_!!
2 4212
(r2 4+ 9 (4)

A 4 2p'F — "

Piem&rs. Archimeda spisale.
r = ag
Yy =a; ¢ =0,
3
. (a%:? "_"_ aa)?
— a%? 4 227
70. Liekuma c¢entrs, ki liknes divu bezgaligi tuvu normafu
krustpunkts. Liknes
y = f{x

normales nolidzindjums punktd W/ = «|y ir:

n—y=—%@—ﬂ- (1)
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Se y un & ir funkcijas no Ja dodam x pieaugumu Ax, tad
y un ¥ dabd pieaugumu Ay u Ay’ Ta tad normales nolidzindjums
liknes punkia M’ ar koordinatim x + Av un y 4+ Ay ir

n-(td)=— 5 + &y & — (v + axl, @)

Normalu (1) un (2) krustpunkta koordinalas dabiijam atrisinot 3os
nolidzinajumus attieciba vz § un v. Atvelkot (2) no {l) dabiijam:

Ay:T-Tl-T_y [E—(-’»‘-FA-“)]—L(E—‘
E—(x 4+ )]y — & — x) (y +~\J’)
by = (0% +Ay)3
Ay () + M) Y = (8 — v) (3 — 3 — Ay) - Axy;
Ay (3 + Ay) » = — (§ — 1) &y’ — yAx.

Dalot ar Ax dabfiijam :

Ay ., PR ay’ .
un N
2+ MY+
=== . 3
£ X Ay ( )
Ax

Ja avgieja izteiksmé liekam Ax — 0, tad & biis divu bezgaligi
tuvu normaju krustpunkla koordinata, ko apzimésim ar & Sada gadi-
jnma

. Ay . Ay!
lim = = #; lim &' = 0; lim = 4",
Ax—pndx Y Y Ax—»0 A% ¥
Ta tad
= IR e o AR ¢ U o 20
f—y=-2t2 o QTS0
y y
ug

O e 4
yh'

Salidzinot 3o abscisas € izteiksmi ar liekuma cenira abscisu &
[68] formuld (11) redzam, ka

ol
I

Tada pat ce]a varam dabiit

T =1
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Ar to fad ir pieradits, ka ltknes normale punkia A/ = x|y un liknes
normale punktam A bezgaligi tuva pupkta M’ krustiojas punkta A/
liekuma centra,

71. Liknes evoluta. Liknes

y =f() (1)
liekuma centra koordinatas ir;
E == X — ‘(1 + '-’y’?).yr
¥
(2)
T U o A
=y + 7
Lielami ¥, ¥, »” ir funkcijas no x; td tad varam rakstit:
= o)
3)
n = )

Ka redzams, nolidzindjumi (3) izteic parametriskd veidd likni. So
likni veido dotas Iliknes (1) liekuma cenlru geometrish@ viela un to
sauc par liknes ¥y = f(x) evolutu.

Evolutas nolidzindjumu alklatd veidd dabiijam, izteicot y, »', »”
no formulas (1) ka funkcijas no x, [evedam Sis izteiksmes nolidzina-
jumos (2), un izslédzam no tiem parametra «.

PiemErs:
2 = 2px;
fo— £_ L 3_2.
¥ y v Y J'B .
levedot ' un »" izteiksmes nolidzindjumos (2), dabiijam:
252
(1 + 57 2) 2
g = ——j—)i= s Py Dt p @
A
?
1 + 2 3
n-*y+—7——y—y(yjp) ';'—g (B)
~%
levedot talak izteiksm@s {a) un (B) »® = 2px, dabiijam:
=3+ 2 ()
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un
3 3 8 a3
22 12 . 2 22 ..2
= - 1P2 2 - - llf (5]
p:ﬁ
No (y) dabiijam :
r=1TP
levedot 3o izteiksmi nolidzindjuma (&), dabtjam :
. 3
ki 7 (& — PN
(55 2)
N = - 1 '
( PE
. Augséja nolidzinajuma kvadrats dod
1 p 8
Y N v L
Pédgjais nolidzingGjums dod
parabolas  evolutu, ko sauc par
c, semikubisku parabolu.
Si likne, ki redzams, (zim. 49.)

Zmi. 49,

Apzim&jot §7a_p == g, liknes

7 =a@ — 2
" =a.3(E — PP
3 E=pP_ 3
_Ta 7 _i2a
1
"}"‘——-i%a? | .
E—p¢

ir simetriska pret x asi. Arf=p,
1 =0 un ar £ < p, v ir ima-
ginars,

nolidzind@jumu rakstam:

1 -
2

— Ay 3 1 1
—%ﬂigd“(:—-p)‘;
€-~p)°

Punktd A, kur £ — p, atvasindtd v’ = 4 0; ta tad punktd A4

liknes abiem zatiem ir kop&ja pie
tiviem v otra alvasinata y" >

skare x ass. Ja £ > p, tad pozi-
0 un negativiem v, 7" < 0.
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Liknes zars virs x ass ta tad ir konkavs, bet liknes zars zem
ass — konveks vz augSu. Zim€umi 49, semikubiskas parabolas attg-
lojurns ir likne CAC,.

72. Vingrindjumi. 1) Dabiit liknes

x? 52
at T p2

=1
liekuma cenira koordinatas un evolutas nolidzindjumu. Atbilde:
- _ (a® 4 5% 2 _ @4y

g pr N = —

evolutas nolidzinajums:

2 2 2
(ag)’l — (b-!n!l — (aﬂ + b?)?
2) Dabitt liknes
x = a co3*¢
y = a sin?/{

evolutas paramelriskos nolidzindjumus. Atbilde:

E—=acos®? 4+ 3 a cos ¢/ sin? £
n = 3 a cos? /sint 4 a sin®s

Vi \L c 3) Dabit liknes
' x = 32
y =3 — 7
%, t ... evolutas parametriskos nolidzi-
_____ 2 n3jumus. Atbilde:
|
y E=%(|+2F—t‘); N = —4£2
1 :
v : - X% -
o X i 73. Evolutas ipadibas. Ja
:g_..i ' liknes nolidziodjums y = f(x)
dots, evolutas teko3as koordinatas
Zim. 0.

§ un 7, kd redzams zim@juma 50, ir:

f=x —psint; n=y4+ pcost
d&:dx—dpsint—pcosrdr} i)
dy = dy 4+ dp cos 1 — ¢ sin 1 d (

B
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un
pdi = ds; dxr = ds cos 1; dy — ds sin t. (2)

levedot izteiksmes (2) nolidzindjumos (1), dabiijam:

dt = — dp sin 1
ay = o Cos T } (3)
un
ﬁ—_‘.:_cﬁf—_cot-:—-_.l_r—‘ L
I sint - gty
Ta tad
an |
E @

81 izteiksme rada, ka evolutas pieskare punktd L ir liknes
normale punkta M.

Talak, no nolidzindjumiem (3) dabujam:
d5? + ? = 47

bet |/ 5% 4- 42 ir evolutas loka diferencials 4o, ja ar o apzimé evo-
lutas loku. Ta tad, ja o skaitam augosa p virziena, tad

s == dp. (5)

Ja divam funkcijam ir vienlidzigi diferenciali, tad funkcijas at3kiras ar
konstantu lielumu; td tad

s=¢p+c (6)

Ja uz evolutas loka piegemam kadu punktu ¢, tad tam atbilst uz
liknes punkis A ar liekuma radiusu 2, un ja no punkta ¢ skaitam
evoluias loku, tad altiecibd uz So punkiu o = 0. Tad dabiijam:

0 =2 +c¢
un

€= —7 (7
levietojot ¢ vE&rtibu nolidzindjuma (6), dabiijam :
¢ =p¢— pp (8)
Sis nolidzindjums izteic:
Ja liknes y = f{x) punktam R atbilst liekuma
radius ¢, un evolutas punkts ¢ un liknes punktam
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M atbilst liekuma radius g un evolutas punkts L,
tad evolutas loka garums @FL ir liknes loka RM
gala punkta M un sakuma punkta AXliekuma radi-
usu starpiba.

74. Liknes evolventas. Ta ka evolutas pieskare ir dotas liknes
normale, tad ja uz evolutas pieskares
nogrieZam w©o pieskara puokta L
(zim 50} gabalu p un nolinam So
evolutas pieskari, tad dabiijam doto
likni ¢, Ja uz evolutas pieskares no-
grieZam gabalu «, tad nolinot $o pie-
skari dabfijam likni (). Liknes C un
C, it paralelas.

Ja evolutu apzim&jam ar burtu X
(zim.  51), tad tadd karta dabiitas
liknes C, C, sauc par liknes K evol-
ventam. Ka redzams, dotai likmei
ir tikai viena evoluta, bet evolventu P.
tai ir bezgaligi daudz.

MP, M\P,, M,P, u. t. t. ir pieskares
liknes K punktos M, M,M, u, t. t. M P\ =MMP; M,P=MM P,
u bt

Zim. 51,

Likne E ir liknes K evol-
Y venta: K ir liknes £ evoluta,
Evolventas nolidzindjumu vispa-
réjos gadijumos dabt ar dife-
rencialnolidzindjumu  palidzibu.
Rigka evolventas nolidzinajumu
var dabfit elementara cela, ka
rada sekojo3a apskate (Zim. 52.)
Ja ripka punkia B velkam pie-
skari un uz $is pieskares mogrie-
Zam loka AB garumu, i i. ja

BM = BA, tad punkis M ir
Zim. 32. rigka evolventas punkts.

—

LYl

Ka redzams
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un
OP + P = r cos t 4+ #sin ¢
BP — BS = rsin{ — »f cos L

X
¥

It |l

T4 tad ripka evolveatas nolidzindjumi paramelriska veida ir:

xircost+rtsint} (1

¥ ¥ sin f — rt cos ¢

Rigka evolventu pielieto zobratu zobu veido3ana.

75. Divu liknu savstarpejais stivoklis kopeja punkta. Dotas
divas liknes (zim. 53.) ar nolidzindjumiem :

y = fix) ()

y = gx). "

Piepemam, ka Sim likn€m ir

Y4 (C) (C-) kop€js punkis M, ar abscisu

x, tad

¥o 7= f(xp)
1
/Vd Yo = P(xo) A
' Talak piepemam, ka funk-
cijas f(x) un p(x) ir vienver-

Yo L h— tigas, neparirauktas un ka {am

X ir galigas, nepartrauktas visu

Ol 5. kartu atvasinatas, kadas biis
e vajadzigas, kada x intervala,

Zim, 53. kur abam likném ir tikai viens

kopé&js punkts 1,
Izvirzam fuokcijas f(x,+4) ue @(x,+4) ar Teilora formulu:

2
Foat B =/00) + 1S @) + B+ R @
2
Bloo + 0 = 3l0) + 1@ () + @D+ Re @)
Atgemam (3) no (2) un ieverojam, ka f(x,) = @¢(x,), tad dabiijam:

bt Gt (gt M=/ (o0 (el e (e A TR ) (4

Ka redzams:
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Ja piepemam, ka / bezgaligi mazs, tad nolidzinajumi (4) labas puses
pirmais loceklis noteic labajai pusei zimi. Ta redzam, ka % maioa zimi
kad /» maina zimi. Tas norada, ka liknes (C) un (C’) pa kreisi un
pa labi no punkla A, atrodas pret€jos siavok]os, kas arl redzams
ziméjuma  $ada gadijuma liknes (C) un (C’) krusiojas punkta M,
Ja
Slxp) = glxg} nn af f'{xg) = %'(x,), {5)

tad likném (C) un (C’) punkta M, ir kop€ja pieskare un & zimi
nolidzindjuma (4) labaja pusé noteic ta locek|a zime, kur atrodas /2. Se,
ta tad /s zimei mainoties, & zime nemainas. Tas nozim€&, ka abas lik-
nes pa kreisi un pa labi no M, alrodas vien3da savstarpéja siavokli.

Ja

Sy = ovlxg), flive) = @'(xp) un arl f"(x)) = ¢"(xp), (6)

tad B izteiksme (4) iesakas ar locekli, kura atrodas 4%%; ti tad ja 4
maina zimi, tad maina zimi ari 3. Se likném ir pa labi un pa kreisi
no M, tads pats stavoklis ka vienkarSas kruslo3ands gadijuma. Ta
ka /7% ir tre§ds kdrtas bezgaligi mazs un noteic izteiksmes (4) labas
puses kartu, tad ari & ir tredds kartas bezgaligi mazs.

Vispdr, ja

Slvg = olxg); f{vo) = ¢'lx) .f(k)(xo) = cp(k)(ro), (7)
tad % ir 241 kartas bezgaligi mazs. Ja 4 ir nepara skaitlis, tad % pe
maina zimi, ja / maina zimi, bet ja & ir para skaitlis, tad 5 maina
zimi, ja # maina zimi. Pirmajd gadijuma liknes pa kreisi un pa labi
no punkta M, atrodas vien3ada savstarpéja stdvokli un otra gadijuma
pret&ja savstarp€ja stavokli.

Ja ,

f(xg) = olxg) un f'ixg) = @'(xo) (5)

iad likn€m (C) uo {(C’) ir kop&a pieskare punkta 1/, tad saka, ka
liknes (C) un (C') pieskaras punkta M,

Ja pilditi noteikumi (6), tad izpildili ari noteikumi (5): liknes
(C) (C') pieskaras punkta A/, bet cieSak neka tad, kad izpilditi tikai
noteikurmi (5).

Liknes pieskaras vél cie§ak, ja noteikumiem (6) pievienojam vél
Fll(xg) = @' (xg), u t. 1. Saka, ka likmes (C) un (')
pieskaras »-ta karia, ja

flae) = glx); 2 = gl . - fONx) = Mz, (8)
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t. i, ja izpilditi Sie (# + 1) ooteikumi. Ja 4 ir pirmas kartas
bezgaligi mazs, tad §adi gadijuma 2 ir (» 4 1) kartas bezgaligi mazs.

I Zim€juma 54, liknes [ un 1l krusto-
- jas punktos P un P, Sim liko€m ir

E I  kop€ja sekanta /P, Piepemam, ka

likne I ir nekustoga, bet likoe II kustas

ta, ka punkis P, — P, Tad kopéja

P sekanta pariet kop€ja pieskar€ un lik-
neém [ un 1l pieskarSands punktd ir ko-

Zim. 54. pEji divi bezgaligi tuvi punkti? un 2,.

Sini gadijumid f(x)) = o(x,) un
f(xy) = @'(x,); ta tad liknes pieskaras, péc pirmas kartas un tam
pieskarSanas punkta ir kop&ji divi bezgaligi tuvi punkti.

Vispar var pieradit: ja divas liknes (C') un C’) pieskaras p&c #-tas
kirtas, tad tdm pieskar$anas punkla ir kop€ji (» -+ 1) bezgaligi tuvi
punkti.

Likpu krusto§anids lepkis.

Piemers. Kads ir likqu

P=x 0
un

xy =1 (I
krustoSands lepkis?

Par divu likpu krustosa.
nas legki sauc legki, ko veido
liknu pieskares krustoSanas
punktd. Krusipunktu atrodam
atrisinot kop®ji likgpu nelidzi-
najumus pé¢ x un y. Da-
bijam krustpunkta M, koor-
dinatas (zim, 55.), kas dota
gadijuma ir:

y

M, = 1|1

Zim. 55,

Krusto3ands legki apzim€&jam ar 0, tad

b= 1y — 1,35
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2,
— tg__.:?___'_ig _1_1_ . dx/u dxl

R TN, (Z) (&)
XA xXJi
dyy_ 1 — (E’Z 1
(dr)l_g l/?' ar =1 dx 1.t’=1_ 2'
(gz)z———l.,-; ar x — (dl) =—1
XA R ¥ Uy—1
Ta tad
o _%
(lg B),r:‘l; y=1 1 = -3
L+ (=1 03
8 = o~ 108°
Piem&rs.
Kédes linija
X —X
yze -;g = Cos v = f{x)

un parabola

krustojas punkid

M, = 0|1
Se:
flx) = Cosx; f(0) = Cos0O = 1.
f(xy =Sinx; f'0) = Sin 0=0.
SfMx) =Cosx;  fY0) = Cos 0 = 1.
Fx)=Sinx;  f£7(0) = Sin 0 =0,
Fx)=Cosx; f'V(0) = Cos 0 == 1.

x2
lx) :?-}—I; o) = 1.

o'{x) = x; '@ =20
@"(x) 1; o"0) = 1,
¢"'(x) = 0; "0 = 0.
o'V(x) = 0; ©'V{0) = 0.

Ka redzam, $ini gadijuma:
FO = 90); f0) =o' (0; [0 = "0); S0 = ¢7(0,

bet /Y(0) un ¢'V(0, nav vienlidzigas, Saskanpa ar izteiksmi (8), 3is liknes
pieskaras punkid 0|1 p&c treSas kartas.
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76. Oskulacija, oskulacijas rinkis. Piegemam, ka dota likne
(C), ¥ = f(x) ar noteikliem parametriem, un dota ari otra likne
(), ¥ = wix) kuras parametri skaitd (#z + 1) ir penoteikti lielumi,
Tada gadijuma likne (C‘) var mainit vietu pldkn& un ari sava veidu.
Lai Sie parametsi dabfiitly noteiktas vértibas, varam dot, atlieciba uz
likni (C'), (2+41) noteikumwps. Ja 3adi noteikumi ir, ka ar abscisu x,

Plagd = flxghs ¢'(xg) = f'(xy) (?(m(xo) =f(")(xo)'

tad Sie # 4 1 noteikumi, saskapa ar [75]) (8), izteic, ka likme (C’)
pieskaras liknei (') p&c #-tas kartas, kas ari ir augstaka pieskar3a-
nas kirta, kadu pielaiZ liknes (C’) parametru skaits, S$add gadijuma
saka, ka likne (C’) oskul® ar likni (C) punkta M; = x,|5,

Ta ka taisnes nolidzindjuma ir divi parametri, fad taisue var pie-
skarties kadai dotai liknei péc pirmas kartas.

Ja ripkis oskulé ar kadu dotu likni, tal pieskarSanas ir otras
kartas, jo ripka nolidzin@juma ir 3 parametri un pieskar3anas notei-
kumi tad ari ir tris:

fvg) = %lxg); flixg) = vy f7(w) = @"(xg)s

tie 1ada, ka pieskarSanas irrotras kartas,

Piem Ers.
¥y == a3 — 3 — 12w 6 = fix)h N
y = — 1bx — 5 = ofx). {2
Dotai liknei (1) un taisnei (2) ir kopé&js punkis.
tad
fhy= —20 ¢(I) = —20
() =38x"—6x—12 f'(1) =-15 g'(l) = —15
F'x) =6x — 6 f"y= 0 "(l) = 0
f'"(x)=6 "= 1 o)== 0
Ka redzam, taisne (2) ir liknes (1) pieskare, jo ta iet caur liknes punktu
My, = 1| — 20 un tis virziena koeficients — 15 ir ari liknes pieskares

virziena koeicients Ta ki taisnes nolidzin@juma ir tikai divas kon-
stantes, tad {2 vispar var pieskarties liknei p&c pirmas kartas.

Apskatot 30 gadijumu, redzam, ka ar x = 1

SOy =g); () =¢'D); [0 =9,
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bet
Fay FE .
Se ir otras kartas pieskarSands. Sadu paradibu sauc par superoskula-
ciju uo 13 3e ir tade], ka punkts VM, = 1| — 20 ir likoves infleksi-
jas punkls, jo
Sy =0

Saskapa ar agrako, otras kartas pieskarSands gadijumos likn€m
pieskarfanas punkta M, ir lris kop®ji, bezgaligi tuvi punkii. Taisnes
pieskarfanas punkta, Sini gadijumd liknes iofleksijas punkia, faisnei
un liknei 12 tad ir kopgji tris bezgaligi tuvi punkti.

Oskulacijas rigkis. Ja dota noleikta likne
y =/ (1)
-+ =39 —-—r=0 (2)

tad varam noteikt a, 5, vy, tadejadi, ka rigkis pieskaras dotai liknei
pec otras kirtas, liknes punktd A = x|y. So rinki sauc par osku-
lacijas rigki. Diferencéjain rigka nolidzinajumu divas reizes attie-

ciba uz §
E—-—n+0—nn =0 (3)
1 + 924+ =B =0 C)]

Ja ripkis pieskaras likoei (1) p@c otras kartas punkia A/ = x|y, tad
pieskarSands punikta jabit:

un ripkis

¢

E=ux; =y 0 =3 v =)

levietojot 3is vErtibas nolidzindgjumos (2), (3), (4), dabiijam:

(x —a) 4+ (y — p)? =2 (22)
x—a)+(y—Hy=0 @)
L4524 (y—3y =0 (=)

No Siem trim nolidzinagjumiem dabGijam oskulacijas ripka ceotra
koordinatas a, 3 un radiusu y.

i=0+ 'l__l_uy-;
¥y
_ o '
a = 'L—L‘—{Fy;? )j’;
s
f= 0T
}'” '
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Salidzinot §is izteiksmes ar liknes liekuma radiusa un liekuma centra
koordinatdm [68 ), redzam, ka oskulacijas ripkis ir ari lieces ripkis.
Oskulacijas ripki sauc ari par pieslejas rigki.

77. Asimptotas, a) asimpiotas ortogonalas koordi-
natas,

Ja liknes nolidzinajuma vai ¥, vai ari abas koordinaias var
biit os, tad saka, ka liknei ir (viems vai arl vairdki) bezgaligi
tali punkti, vai ari: likne iet bezgaliba.

Par liknes bezga-
CB liga zara asimptotu
sauc tadu taismi, no
kuras attalums & lidz
kadam 1likni apteko-
Sam punktam M tiecas
uz 0.

Taisne A8 (zim. 56.) ir
dotas liknes asimpiota, jo
& — 0, kad A kustas pa likni

-X virzieaa no M uz C.

Uz §i defindjuma pamata
var pierddit: ja liknes no-

1°4

Zim. 8. lidzindjums ir
y=n+ Bv + O
kur v ir kdda funkcija no xunlim = 0, tad §is liknes
X—> @
asimptotair
y= &+ B (2)

Pierddijums:
Taisnes (2) attalums & no kada punkta x|y ir
N el el
T
Ja puakts x]y atrodas uz Iiknes (1), tad tas izpilda nolidzinajumu (1).

Nolidzindjuma (3) tade|, saskaga ar (1), varam y aizvietot ar a+43x + v;
ta tad

(3

gt v —a—fxr _ v 4
Ve +1 Ve 41 )
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o

x—>o x—>o 3 41

Bet ta ka, saskapa ar piegémumu, lim v = 0, tad

X—>D
lim 5§ — 0.
X—rm
Tas nozimé€, ka taisne
, y=a+
ir liknes
. y=a+ ix +
asimptota.

Liknes asimptotu defin€ ari 5adi:

Liknes asimptota
g ir liknes pieskares

trobeZstavoklis ko ta Y t
iegpem, ja pieskar3a-
nas punkts M iet bez.
galiba virziena no M M
uz C. (Zim. b7) 3 =
Liknes pieskares nolidzi- o) — X
ndjums punkta W = x|y ir:
B
n—y=yE—x;
=354 (¥ — ¥ 2. g
Ja asimplotas nolidzindjums ir
Zim. 57,
n=d5 + B, (5)
tad no §i defingjutma dabujam :
A=1m3; D =lim(y — yx). (6)
X—r@ X—>x
Piem@rs.
xy — ax? — fv = a,

y=oax 404 =
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. , . a ,
A =lim ¥ = lim (a—?’)=a,

X=>0 X—ro

B—;(imm(y—y r)‘—llm[av-l— +7—1:(a ri)]h}lﬂ(g-k ) 8.

Ta tad dotas liknes asimpiotas nolidzin@jums ir
n = o + 3.

Ja likpes nolidzinajums ir

¥ = f(x)

un ar x = a funkcija f(a) = o, lad taisne » = a ir dotds liknes
asimptota.

Visparéjs papémiens liknés asimpiotu noteik3anai, kas paralelas
koordinatu asim, ir $ads:

Ja liknes nolidzindjums ir algebrisks, tad to sakartojam pé&c
dilsto3am y k3pe€m:

I p(x) 4 ¥ Ve (x) + 37 20,(x) + =0. (7

ﬂ!

Dalam ar y

() (x)

(x) +9" +% + =0 )

Sis nolidzindjums ir izpildits, ja

¢x) =0 un y = oo,
Ta tad:
Ordinatu asij paralelu asimptotu abscisas ja-
mekl€& nolidzindjuma

¢(x) =0 ®)
sakné@s.
Piemé@rs,
§ Y2 (2 —~ 1) + 22% 4 23 — 1 = 0.
e
w(x) = x? — L.
Ta tad ar
%=1 un 2y = — 1

dotai liknei ir asimplotas paralelas y asij.
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Lai dabiitu liknes asimptotas, kas paralelas v asij, volidzinajuma
polinoms jasakarto p&c dilstosam v kapem :

A (5) + ") + = 0. (9)
Dalam ar x™:
dp+ AN LR @)
Sis nolidzindjums ir izpildits ar ¢(y) = 0 un x = o, No-
lidzinajuma
(=0 (10)

saknes dod liknes asimptolas, paralelas x asij.

Aungigja piemera likues noolidzindjumu sakirlojot pec dilstofam ~
kapem, dabitjam:

2y + 2y + 1) -+ 1=0.

=+ 4+ 1=+ 12=0

Se

dod
y = — 1.

3is nolidzajums dod mekléto asimptotu.
Sakne y = — 1 jaskaita dubulti,

Algebriskam likn€m var dabiit asimptotas, kas nav paralelas ¥
asij ar §2du papg@mienu:

Piegemam, ka liknes nolidzinajums ir
Fix, =0 (11)

un asimptotas nolidzinajums

§ = my 4 b (12)

kur s un b nezinami.
Krustojam likni £ (x, ») = 0 ar taisni caur koordinatu sakumu:
¥ =mx, (13)
[evedot (13) liknes nolidzinajuma (11), dabfjam
Fix, mx) = 0, (14)

No 3i nolidzindjuma varam dabiit krustpunkta abscisn, ja taisnes vire
ziena koeficients m ir dotr; bet ja krustpunkta abscisa ir dota, tad
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varam dabiit taisnes (13) virziena koeficientu. 3ini gadijuma piepe-
mam, ka krustpunkta koordinata v = oo. Ar nolidzindjumu (14) tad

dabijam . Taisne
¥y = mx

ar 3adi noteiktu m iet caur koordinatu sikumu uz [iknes bezgaligi
taio punktu up 13de] ir paralela meklétai asimptoiai, Ta tad # noteic
asimptotas virziena koelficieniu,

levedot liknes nolidzindgjuma (11)
y=mx + b

dabujam:
Flx, mx 4+ 5) = 0.

8¢ m ir zinams. Liekot x = oo, ar nolidzindjumu dabiijam ari
asimptotas nogriezni & uz y ass.

Piemé&rs.

3 — 3axy + 33 = 0; (15)

Likne péc 3i nolidzindjuma att€lo Dekarta lapu.

Ievedam nolidzindjuma (15)

¥y = mx.

Tad dabiijam:

x3 — Bamx? + 33 = 0
dalam ar 3, tad:

Liekot x — oo, dabiijam:
1 4+ m3 = 0.

3i nolidzindjuma reald sakne ir

m = — 1.
Liekam nolidzingjuma (15)

y:--l x 4+ &
W —Bax (—x 4+ )+ (—x+862=0
dax? — 3Jaxbd + 3bx* — 3% + I = 0.

Dalet ar x? dabiijam

3ab 35

3 3 A
A L
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Liekot x = 0, dabiijam:
3a + 36 = 0;
b= — a

levedot vertibas m = — 1 un 6 = — g nolidzindjumi

y=mx + &
dabiijam asimptotas nolidzindgjumu
y=—x — a

f) Asimptotas poli.
dzinajums polarkoordi-
natids. Likne doia sar noli-

dzinajumu
r = /(%) M

Ja nolidzing@jumi (1) ar ¢ = q,
dabfijam » = e, tad ar legki 2
dots liknes (1)} asimptoliskais
virziens (zim. 58.)

Asimptotas attalums no pola

0 ir
p=AB = AP + PB (D) Zi. 8,
PB = rsin (& — ©);

ta tad
P = AP + rsin(a — o). 2=)

Jar-—> 00,0 — a tad AP - 0 un PB — p; 13 tad
2 = lim [r sin (@ — )] (3)

o—>a

Jaa— o >0un» > tad ari p > 0, t. i. atrodas pa labo roku
vérotajam, kas punkia O skatas » virziena.

Jaia — o< 0unr»>0 tad p < 0.

Piemé&rs,

r = %. (hiperboliska spirale, zim, 59 )
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Se ar
¢ = 0 dabljam » = .
Ta tad ¢ = 0 un asimplota jet
polarass virziena.
‘ asimpiofe
P‘ ~a p = lim [rsin (¢ — @)} =
T—>a
- = lim [rsin (0 — «}] =
ol r -- o )
= lim (isin — ):— lim (gyﬂcp);
Zim. 59. o0\ ¥ =) p—>0N 7
p=—a

78. Spirales. 1) Archimeda spirales nolidzinajums ir
r = ayp. )

. Likome iet caur

Ja ¢ =0 tad » =0; a1 ¢ = o
O punktu un tai ir e tali punkti. Ja

un

tad
rcp+2n—r@=a(cp+2n)—aqo=a‘2n;

bet ari
f’(?+4ﬁ — r?_}_zn = 021'\..

Likne vijas ap O punktu un vijumu
atstatums ir ¢ 2%, Ta ka

’

v = a,
tad liknes subnormale ir pastavigs
lielums, Ja z, = 1, tad » = a.
Likoes konstrukcija ieskatama zimé»

juma 60. Zim, €0.

Jag, = 57026, tad r, = a; ar g, = 28, 7, = 2r, u. & t.
Liknes punktos varam zimét pieskares iev&rojot, ka subnormale ir a.
Ta piem., punkta 7/, dabujam pieskari 3adi:
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Nogriezam OF, = a, tad OR, ir punkta 7, subnormale, Liknes
pieskare punkta 7, ir  R,P,. O punkia likne pieskaras polarasij.

2) Hiperboliskds spirales nolidzinajums ir

a
y = —,
?
Ta ki ar ¢ =0, » = oo, tad redzam, ka asimptotiskais legkis
it @« — 0. Liknes asimptota iet paraleli polarasij un, kd jau agrik
redzéjam (77),
p = —a.

Ta ki ar ¢ = o, » = 0, tad redzam, ka likne vijas » daundzos
vijienos ap O punkiu. Agrak jau redz®jam, ka §is liknes subtangente

+

ir — a.

Ja lenkis 3,=57°.26,
tad loks =, = | un

7 = a.

0, ir punkta 7, sub-

tangente = — a:
O = p= — a
{zim. 61)),
3) Logaritmiskas spirales nolidzindjums ir
ry = ae'"{?.
Ja 9=o00; arir=co {3 tadlikne
iet ap polu O lenkiem pieaugot A
arvienu  papladinatos  vijienos.
Ar ¢ = — 0w r = 0; {3 tad
likne lepkim ¢ dilsiot ari vijas
ap polu O, bet vijieni saSaurinas.
y' = am ", A o
Ta ka U
g A = s =1 = const.,
v g Zim, 62.

tad likne krusto katru radiusu vektoru, veidojot ar 1o pastavign
legki A (zim. 62.).
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79" Cikloidas. Pla3u likpu kategoriju sastada novelSanas liknes.
Tds veido zemak aprakstita karta.

Plakné atrodas nekustiga likne s
(zim. 63). Sini plaksné atrodas ari otra
likne o, kas pieskaras liknei s punkta A
Ar likoi o nekustigi saistits punkts Af.

Ja likne o velas plakné pa likni s,
tad punkts A kustas kopa ar likni ¢ un

Zim, €3. veido jaunu likni. Punktu P sauc par

momentano polu; likni s sauc par

pola ceju; likni ¢ — par pola likni, likni, ko veido punkis A
sauc par novel3anads likni.

NovelSanas liknes ir svarigas technika, jo tas lieto mechanismu
teorija un konstrukcija.

Ja pola cela likne ir taisoe un pola likne — rigkis, tad puaokti
My, M, M, (zim. 64.) veido liknes, ko sauc par cikloidam. Ja pola
cela likne ir ripkis un pola likne ari rinkis, tad ar punktiem A, M, M,
veidotas liknes sauc par trochoidam vai ari cikloidam, pie

Mg

y |
i M.
Mo
JM

‘

:

t '

E I

B |

B ; X
r7 —JI
Zim. 64.

kam, ja rigki atrodas viens &rpus ofra, tad veidotds likpes sauc par
epicikloidam; ja viens rigkis atrodas otrd, tad par hipo-
cikloidam.

1) Cikloidas. Ja rinkis 1 (zim, 64.) noveldamies vz x ass
iegem stavokli 11, tad rinka punkts I? isgem stavokli B’ un

MOB' = 7l
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Novelanis lepkis ir 7. Punkts M, iegem vietu A, Se pasiav sakari:
X MCB = 2L MULB.
Veidolas likoes punkta M:, koordinatas x un y ir

= MDD = M;B' — DI, y=r — CE;
vai
x = rt — rsint
¥ } ()
Yy =r —yrcost?

Izteiksmes (1) dod liknes A7, M,; ﬂ«fg nolidzindjumu. So likni sauc
par vienkarSu cikloidu.

Punkts 17, veido likni .17, M 111:, ko sauc par pagarinitu
cikloidu.

Punkts A4, veido likni 3/, ;17’; M:’, ko sauc par saisinatu
cikloidu,

Ja apzim€jam (M, ar a, tad, ki redzam zim@&juma

yi — a sin ¢
}. @
Y= r — acos{

I

ie divi nolidzinajumi dod paramelriska veida Kka saisindto, la ari
Sie divi nolidzinjumi dod triska veida k indto, 13
pagarinato un vienkarSo cikloidu, un proti:

ja @ == r, tad dabiijam vienkarSo cikloidu;

ja @ < r, tad saisinato un

ja @ > r tad pagarinato cikloidu.

Sis likoes ir simetriskas pret ordinatu asi un tapat pret ordi-
natu, kad x = »mw.

2) Epicikloidas. Ja ripkis K nove]as arpus€ vz ripka K (zim. 65.),

tad dabiljam liknes, ko sauc par epicikloidam.
Ja rigkim K novejoties uz ripka X, rigka K punkts M, nondk punkta

M;', tad
Rt = ru
un

(1)

Rt
= —.
r
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Ka redzam (zim. 65.), apzimEjot C Ma' = a, dabijam punkta Mz’
koordinatas :
v = (R — Mz'(,) = (R + » cost — acos(t + u);
y=CR CQ = (R + »)sint — asin (¢ 4+ n).

Yy
K|
- ———-C . r
rr
P 1 73
R
G
c t M, Yy
R = X
— '
Zim. 65,

levedot # izteiksmi no (1) dabfijam :

)
x = (R 4+ #) cost — a cos K j;ri

> 2
y = (R + r)sint — a sin {L;L—rt

Nolidzindjumi (2) dod:

ar a« = r vienkdrSo epicikloidu
» @ < r saisindto »
» 4@ > v pagarinato »

Ja § ir racionals skaitlis, tad ripkis X p& zinama no-
velsands skaita atgrieZas izejas vieta un cikloidai ir galigs vien-
lidzign zars skaits. Ja turpretim }5 ir iracionals skaitlis, tad tas

nekad nenotiek. Var pieradit, ka pirmaja gadijumd epicikloidas ir
algebriskas un p&d&ja — transcendentas liknes.
Ja R = r = a, tad 5adu epicikloidu sauc par kardioidu,
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Kardioidas nolidzindjums ir:

x = 2a cos { — a cos 2
y = 2a sin  — a sin 2/

3. Hipociklo-

idas. Jarigkis A no- Yy
ve|as uz rigka K, iek§- =~
pusg, tad veidotas Jik- K?
nes sauc (zim. 66) par
hipocikloidam. R p

Sakuma  stavokli cr L t
rigka K centrs C alra- ‘ S
das uz v ass un punkis . : '!‘;Il

! i ' ‘ X
M sakrit ar punktu 0~ [:R
M,, adg] x

— — /

PMO = P,

im. 66.
oy — R Zim,
un
Rt .
v =—_. (1)
Ar CM = a dabTjam:
x=C0 + OR=(R — Acost + acos(n—1
y=C0-—-LM2'=(R—r)sint--asin(u—z’).
levedot # izteiksmi no (1) dabiijam :
Yo
.r:(R—r)cost-i—acos!‘—;‘ "y
(2*)

J’Z(R—r)sinz‘ asin}i_:_rt

Nolidzindjumi dod hipocikloidas:

ar @ = r vienkdr3o hipocikloidu
. 8 <Z r salsindto n
. @ > r pagarinito n
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R ad no (2¢) dabijam:

Ja ?’='§,
x=£§cost+acost:(‘g+ a)cost

(3

y:%sint-—asint:(%}— a)siut
Sie divi nolidzioajumi dod elipsi, kuras lield pusass ir 35 + & un

maza E —_da
5 .

Jaga=r= ]—S. tad no (3) dabiijam:
x = R cos ¢
y =0

Sie pedéjie nolidzindjumi dod taisni, kas sakrit ar x asi.

Likni, ko dabiijam ieliekot hipocikloidas nolidzindjuma (2°)

a=r="
T 4
3 R
x_TRcost—]-Tlcos 3¢
3 . R .
y_TR sma‘——T1 sin 3¢

sauc par asfroidu.
Astotd nodaja.

Neatkariga mainiga transformacija.

80. Neatkarigd mainiga transformacija. Piepemam, ka kada

funkcionala sakara x ir neatkarigais un ¥ Do x atkarigais mainigais.
levedam
x = ¢ (u), {1

{ad ari y un y atvasin@tas top par funkcijim no # Se apskatam

divus gadijumus:
I. Ir kaut kdda funkcija ¥ no x, kuras veids mav dots, bet tas

atvasinatas Q @
dx’ dx? u. t. t. saistitas kada izteiksmg.
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Ar kadam izteiksm€m aizvietojami j—g, g’% u. t. t, ja ievedam

. = @(u)
rada sekojoSais.

lev@rojot (1) redzam, ka y tagad ir salikta funkcija no #, !ade),
saskapa ar [18],

dy _dy dx
du = dv du @
No (2) dabijam:
4y
dy _ du,
e = E, {3
du
ta tad ieverojot (1)
dy
dy . _du_
a —_— (?f (u)- (4)

Diferencéjot (2) vel reiz attieciba uz « dabiijam :

dy _ &y (‘3’1)’ dy % (5)
du? dx® \du dx  du?
No 3§i nolidzinagjuma dabijam:
d¥y dy d*%
P I N Y
((%y§ _ fa_’u dx du ' ©6)

()

levietojot nolidzicajumd (6), ‘(% izteiksmi no (3), dabujam;

d*y  du dﬁ:
du? a'_t du?
d”-_y du

Ty
du

dx dy dy d'x

Py du 4w .
i (dx)a ' @

vai

du
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levérojot (1) redzam, ka

dx 2y

J— ! d - - "
Tn @ (#) uvn Tz T ? (2).
levietojot §is izteiksmes nolidzinajuma (7) dabdjam:

iy Y gAY
a2y _ ¥ g0 = T g, .
dy? [¢'Ce)]® (8)

[zteiksmes (4) un (8) ir uzdevuma atrisin@jumi. Lidzigd karta diferen-

3
c€jot (5) varam dabiit 4%y izteiksmi u, t i.
dx3

Piemérs.
72 d
et TG Ty =0 @

Augséjais diferencialnolidzinajums japarveido, ievedot jaunu neatkarigo
mainigo #, liekot

x = " = @(u) (®)
Se
(P'(u) —_ ﬂ“; CP”(M) —_ g";
oy dy
dy . _du __du
Do e T 0

1

. ! a2y 'l dy n @2y w Y @ _ f_i!
dzy ¥ (“.E—‘z_f-(ﬂ)d—_‘u_t b " da "
dv2 (@’ (1)]2 - ( ot )3 - e

levedot izteiksmes (f,} (y), (¥) nolidzinajuma (a) dabiijam:

a2y dy dy

dut du du
2 | ' —
et 02_11 ¢ e nzy 0

vai

Ka redzam, ar jauna mainiga ieveSanu, diferencialnolidzinajums ir
daudz vienkarsaks.
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II. Dota funkcija

y =S )
Ar polidzipdjumu
x = gl(n) (2)
ievedam jaunu neatkarig umainige ». Kadu veidu 3ada gadijuma dabil
dy  d ?
dax' dx?
Ka redzam
y = Jlet)] = $(«) ®

Se (u) ir zinama funkcija no .

Diferencéjot (3), attiecibd uz » dabfijam :

dy

—_— !
T = )
()
%y "
7 b (24)
ievietojot 3is v&rtibas I (4) un I (8) dabiijam:
dy _ ')
dx  9'(x) (5)
@, . S"’(“) !-!J”(H) — Q?"(u)q)'@
adx? [e’ ())?
Izteiksmes (5) dod jautajuma atrisin@jumu.
Piemeérs.
Elipses nolidzindjuma
y=xLyF == =
ievedot
¥ = a sin u = o) ()
dabiijam :
vy = bcos v =) (3)

Nolidzindjumi (a) un (3) izteic elipses nolidzinajumus parametrisk3d veida.

o(u) = a sin u#; ¢(u) = a cos u; ¢"(u) = — a sin u;
P(a) = b cos u; () = — bsinu; $"(u) = — b cos .
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levietojot Sis atvasinatdas nolidzindjumes (5) dabfijam:

dy __ ¢ )
dv .~ g &%
Py b

dy® T T a?costu

Nolidzindjumus (5) var rakslit veida:

_ 9
Pad = Pty &)
Ity =¥ — "Wy |
gy [¢72))®

Reizinot pirmd@ (5* ) nolidzind3juma labas puses skaitilaju un saucéju
ar du un otra polidzindjuma labds puses skaititdgju un sauc&ju ar d»®
dabijam

_ ') du
ey T w'(u) du

5b
J _ u)du P(u)du — o"{uydu® . §'(u)du ©")
= [0} dul?
Bet
o' (ydn = dv; ¢"(Wdu® = dx;
Y@)de = dy, $"(w)du? = d*y;
ievedot Sis izteiksmes nolidzindjumos (5") dabtjam:
a
ny == -d—xz 5
(®°)
_dx d*% — d* d
iy = ¥

adx?

NolidzinZjumu (5°) labds puses jauzskata ka diferencialu isti kvocienti,
pie kam 3ie diferenciali ir funkcijas no kada pec patikas izraudzita
neatkariga mainiga,

Sis formulas lieto lad, kad x un y funkcionala sakard neatkari-
gais mainigais atstats izvelei. Gadijumi var but 3adi:
1) Ja x ir neafkarigais mainigais, tad %x = 0, tad aug$ejas
formulas dod
— 4y
Dy = dx
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un n
_ay
Di)'— A

2) Ja y ir neatkarigais mainigais, fad *y = 0 un

, o dy 1,
f)xy = d_\: = ‘(i,}.' M
dy
dix_dy a2y
s dxdy . dF _ dy
Dey=—= =3 = Ty = - ey
(ffy 75)

Ta tad, ja ir kads funkcionals sakars, slarp y un x, kur x uzskalils
par neatkarigo mainigo, ja gribam y ievest ka neatkarigo mainigo, tad

jaieved J |
4y viets -
o vieta ‘ﬁf
dy
un
&
Y w92
e vieta ( _({:g)“'
dy
Piem®rs.

Kada ir pizteiksme, ja liknes nolidzinajums dots paramelriska veida?

Ja y ir funkcija no x, tad

Ty
dx?
d¥y .. o
4 22 izteiksmes no nolidzindjumiem

Sini izteiksmg, jevedot —= un —=
(6°) dabijam:
2 :
_ [l + (E L @ 4 dmr
PE L dy —dxdy = dxdly — dxdy’
dax?
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VIl nod.

Sini formuld dx, d%v, dy, % izteiksmes dabiljam no liknes para-

metriskiem oolidzinajumiem.
Piem€rs.

v o= r{ — sin ’)} (cikloida)
y = r{l — cos ¥

¢ ir parametrs,

Tad
de = r(l — cosddt; f°v = rsinz dr?;

dy = rsint df; d*y = rcosdi

levietojot Sis izteiksmes augSeja formula dabiljam:

3
. [P —costy? + #2sin?fE
¥ y(l—cosH(rcosf)—rsinf (rsinf)  cost — cos?! — sin?y
3
_r[2 — 2cos®

T — 1 4 cost
3 3 2 3 . .
_ r-2A—cosnl®  r.2%[l—cos/P o5 o oopE
—1+4cost 1 — cosé 2% r(1—cosl)
Ta ka
I — cost = 2sin? %,
tad:
5

3 AL ¢
— 2 - H. a — _ .
- — 2 .r(2sm —2) = 4y sin 5

-

#[1—2cos/-f-cos?+sin®]® _



Funkcijas ar vairakiem rmainigier.
Devita nodaja.

Parcialas atvasinatas. Parcialie diferenciali. Totalais
diferencials.

81. Funkcijas deometriska attélo3ana. RobeZvértiba. Nepar-
trauktiba. Piegemam, ka v un » it viens no ofra neatharigi mainigi
3} lielumi. Sadu vértibu paris vy

0 . noteic vy plako€ punktu A7
Y (zim. 67.).

X Ja punkts A7 var vy plakne

1 M iepemt kuru katru vietu, tad neat.

karigos mainigos x un y sauc par
neierobezZotiem.

Ja a<<x b c<y<d,

X tad punkis A7 (zim. 68.) var iepemt

Zim, 67. !(atru vietq_: svitrota paralelograma,
izgemot 13 malas; ja

a<.x< b un ¢y < d

ey

fad M var iegemt vielu ari uz paralelograma malam.

So paralelogramu 2P sauc par
vértibu para x|y iecirkai. 0 c y d y

Vértibu péra iecirknis var ari biit g !

jerobeZots ar likni. Ja rakstam tfy/ //

X

(v —a® + (v — @2 < 4 ol /M

tad v&rtibu para x  y iecirknis ir S
rinkis ar radiusu » un centra koor-
dinatam ¢ un f (zim. 69.).

Sados gadijumos saka, ka x un Zim, 68.
yir ierobeZoti mainigi.

Ja katram vértibu parim x|y noiecirkga 7, piekartota
viena (vai ari vairdakas) kada tre§a mainigad z noteikia
vértiba, tad z sauc par funkciju no x un y up raksta:

z = f(x, 3)
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1X nod.

£ sauc par no neatkarigiem maipigiem x un y atkarigu mainigu.

Z=f(-‘f,5f']=x+y+€-

Piemé&rs.
oY __ s
|
x E
al.- - ]..4C
| M
X\
Zim. 69,
vértigu,

Geometriski z vertibu,
t, i. f(x, » atveido 3adi
(zim. 70.) telpas ortogo-

nala koordinatu sistema.
Se piepemta labas skrd-

ves sistema Vé&rtibu pdris
x|y dod punktu A plakoé.
Uz statepa punkla A/ no-
grieZam_z vertibu un dabi-
jam telpa punktu £,

lecirkpa P vérlibu pari
x|y %alye wo tot dod
telpa punktus £} Fy u. t. 1.
Sie punkli vienkarSos ga.
dijumos veido liku virsmu.
Ta tad, izteiksmes

Var biit ari trisvérlipas u. t.

Se katram vértibu parim
x, ¥ atbilst viema no-
teikta z vertiba. Funk-
ciju f(x,y) tade] sauc
par vienve&rtigu,

Ja

g ==+l — 32—

fad katram ve&nibu parim
x|y aibilst divas noteik-
tas z vértibas, Sadu
funkciju sauc par div-
t. funkcijas.

Z|
\F'
y4

0 Y 7

x 1/
M
Zim, 0.
z2=f(x,

'geometrisks atveids vienkarSos gadijumos ir lika virsma,
Ja & ir zinams pozitivs mazs lielums un

0 <7 |h| =5

0 < |4 <8
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lad vertibu parus (x+4, y+4) ar #5£0 un 4 0 sauc par vietas x|y
apkartni. 5i apkirtne 13 tad ir kvadrats ar malu 25 un centru x|y.

Ja neatkarigi viens no otra x —a un y — b, ‘tad maioigais

punkts x | ¥ kaut kdada ce]a tiecas vz nekustigo pnnkiu a | &
To apzime:

(x' y) — (a? b)p
vai ari
lim (x, ¥) = (a. ).

Lai tas mnotiktu, jabut izpilditam npepiecieSamam un pietiekamam
noteikumam

(x — a2 + (y — b2 > 0.
Ja
{x, ) = (a, b)
un
Sl 3 — G,
tad saka, ka vietd (e, ) funkcijas f(x, ) robeza irG.

To pasu izteic ari

lim f(x, v) = G.
(£, ) ~ (a, b).

Precizak augSejo izteic sekojosi: funkcijas f(x, ) robeZvertiba viela (g, §)
it vértiba G, ja piegemot, péc patikas, mazu pozitivu skaitli e, varam
atrast citu pozitivu skaitli 3, tadu ka

Sl — G €

visam verlibam
0 x —a <& wn O0<\|y—>b|<%

pie kam & ir atkarigs no ¢, Funkcijas f(x, y) vértibu, ko dabiijam
ievietojot x vieta a un y vietd &, t.i.f(a, 0) sauc par funkcijas f (v, ¥)
ievietoS§anas vErtibu vieta (aq b); ta var biat wnoteikts
skaitlis A, ari @, val kdda nenoteikta v&rtiba.

Ja funkcijai /{x, 3) vietd (a, 0) ir noteikta vertiba 4, ja vieta
(a, &) funkcijas f(x, ) robeZvértiba G ari ir noteikta un ja
pie tam vértiba A nolidzinds robeZvertibai G, tad funkcija f(x, 3) ir
nepirtraukta vieta (a, 6). To izteic ari Sada veida:

10
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Funkcija f(x, y) ir nepariraukta viela (e, ), ja piegemot, péc
patikas, mazu pozitivu skaitli e, varam atrast citu pozitivu skaitli 3,
tadu ka

| flxo ) — fia, B) | J e
visam véertibam
r —al<<® vn |y —b| <8

Funkcija f(x, ») ir nepar-
~y traukta iecirkni £, ja ta
E g: ir nepartraukta visds

a ' iecirkpa P vietas,
4 Gar kadu taisni g f(x, ) ir
? funkcija tikai no x. Ja visos &is
Q. taisnes punklos iecirkni P funkcija

f(x, ») ir nepartraukta, tad saka,

X ka f(x, 3) ir nepartraukta gar 3o

Zim. 72. taisni. Ja funkcija f(x, ») ir nepar-

traukta puokta M = aib (zim. 72),

ejot gar taisném g,, g, g5 u. 1. t, tad ta ir nepartraukta punkta A/

tikai tad, ja funkcijai f(a, #) ir viena un ta pati noteikta vértiba. gar
visdm taisp€m caur A

Piem#&rs.
2x y

f(xn y) = }31—'}&

vieta 0|0 dabiljam f (0, 0) = %. {a tad penoteiktu vértibu.

Velkam caur punktu 0|0 taisni

y = kx;
tad o "
X2 _ 2
fo ) = a0 T =TT
So vertibu funkcija patur kam@r 2 > 0, bet ar x = 0 funkcijas
veriiba ir %— Funkcija f(x, Ax) patur vertibu
2k
T 4

ari tad, kad x ir bezgaligi tuvu 0. Tad, k3 funkcijas f(x, #x) verliba
vieta x=0 varam piegemt augs€jo izteiksmi, un funkciju f(x, ) gar
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taisni y—4x varam uzskatit par pepartrauktu vieta x=0. Punktd 0|0
funkcija f(x, ) tom& nav nepartravkta, jo ar katru % v&stibu funkcija
Sf(x, kx) dabd citu robeZvértibu, ja x - 0 un 33da gadijumd nav
iespéjamws atrast tddu punkta 090 apkartni, kur

biitu pec patikas mazs lielums pie visiem x|y §ini apkarin€, jo funk-
cijai /(0, 0) nav noleiktas vertibas. Ja kad® iecirknl f(x, ») ir
nepartraukta, tad t@ ir nepartraukta ari gar katru
liniju §iniiecirknl

82, Parcialie diferencialkvocienti un parcialle diferenciali. Dota
funkcija
z = f(x, 2

kas iecirkni 7 ir nepariraukta. Ja piepemam y par pastavigu, tad
apskatam f(x, y) gar kadu x asij paralelu taisni, kas krusto iecirkni 2.
Sada gadijuma f(x, ») ir funkcija no viena mainigd x. Tas atvasinato
attiecibd uz x varam veidot, ka agrak noradits.

Ja dodam abscisai x pieavgumu Ay = 4, tad ¢ dabi pieaugumu
Aes = flx + A 3) — f(x, 3). )
Raditdjs x pie simbola A norada, ka = dabil pieaugumu tadé] ka mai-
nijies vienigi x.
Ja izteiksmei

sz_f(x + h- J’) -_f(xl J’)
Ax h

ir viena un noteikta robezvertiba, kad ~2— 10, tad vietai x|y piekartota
robeZvériiba ir funkcijas f(x, ») parciala atvasinatd attieciba
uz x vieta x|y. To apzim€ ar 33diem simboliem :

df(x, d
Dof e LD f e, 2
Ta tad " R y
0z __ .. x4+ nY) — flx, 3
% = 40 z ' @

Ja funkcijai f(x,y) iecirkpa P kaira vieta ir $8da atvasinata, tad f ;(x, ¥

ir jauna funkcija iecirkni 7P, io sauc par funkcijas f(x, ¥) parcialo
atvasindto attieciba uz x.

10*
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Ja parcialo atvasindto, attiecibd uz x, reizinam ar dv = dx, tad
saskaga ar {28) dabuijam parcialo diferencialu attieciba uz x.
Ta tad

d s= f\ dx. (3)
Saskapd ar agrako par funkcijas pieaugumu, varam rakstit:

0z
Az - v dx + e, A 4)

Tada pat ce]a dabujam funkcijas f(v, 3) parcialo atvasinato,
attieciba vz y, dodot y pieaugumu Ay A, tad

05 = lim fiv, ¥y + kg). — f(x, » (2*)

dy k10

un parclaoc diferencialu attieciba uz y

dz .
dyz = dy dy, 3)
ka arl

dz
a5 = 5 ay + ek (4*)

83. Totalais (pilnigais)
0 diferencialkvocients un tota-
y lais (pilnigais) diferencials
M K Parcialos  diferencialkvoci
— (y) entus, attieciba vz » um 4,
s s var uzskalit, ki gemtus
M‘ Y un ¥ asu virziena (2im. 73.)
/C{ Apskatisim diferencialkvoci-
entu pec patikas izveleta
. §  virziena S. Sini gadijuma
X1 ()(J‘ mainas abi mainigie x un y.
Virzienu MS uzskatam par
Zim. 73. pozitivu; tas veido ar «
asilegki © un ar y asi legki .

Punkta M koordipalas ir x|y un punkta M, koordinatas ir

x4+ h y4+ £
K3 redzam
h k
A; = Cos¥i g == cos P, 1))
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Ja dodam abscisai r pieavgumu / un ordinatai y pieaugumu 4, tad 2
dabil pieauvgumu Az, ko nosaucam par funkcijas f(x, y) totalo
pieaugumu vieta x|y Tad

Az = fix + b oy + B — filv, ) (2)
So izteiksmi parveidojam :

Az = fx + A y+B (v, ¥+ B + Flx, y+8 — Fix, 3, (3)

_[CAhy DS Gy th) b [y b= k)
-\s h As ) As

Ja ds - 0, tad ari # — 0 un # — 0,bet arvienn :i% ==co: &
b
un 3o = €os .

Ja funkcijai f(x, ) ir parciali diferencialkvocienti, attiectbd uz
x un y, tad

f(x—}-—/i}"i-k) f(x'y_}_k):f;(x,y—f—k) 4

lz—>~+0
un
RCEL LSS NP ”
£—>+0 Yy
Ja f;(x, ¥ + #) ir nepartraukta funkcija no y, tad
b—»10, i—>+0 i X tlx

Ja &5 >0 un # — 0, £ — 0, tad izteiksme (3* ) tiecas uz robez-

vertibu

dz oz thz

t-i—s_'frcoscp-l—@cos& (6)
So izteiksmi sauc par funkcijas f(x, y) totalo diferencialkvo-
cientu, vai ari tas diferencialkvocientu virziema S.
Se piegemts, ka vieta x| y : funkcija f(x, ») ir nepdrtraukia ka f; ir
nepartraukta funkcija no y, vai ari ki viegli ieskataws, f; nepdr-
traukta funkcija no x, jo izteiksmi (3) varam ari rakstit:

Reizinot (6) ar ds dabiijam :

0z Jz
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vai ari, iev&rojot [82] (3) un (3*)
dz = d,.z + dy 3, (7)

Td tad, 4=z funkcijas z = f(x, ») totalais diferencials ir attiecigo
parcialo diferepncialu summa.

Starp fupkcijas pieaugumu Az un funkcijas totalo diferencialu dz
pastav sakars, ko dabiijam sekojo3i. Ka redz€jam :

L=flx+hy+ O Sflo,y+ B+ oy +8—fx

Piepemam ka f;(x, ¥) un ji (x, ) nepartraunktas funkcijas no x un ».
Pielietojot LagranZa teoremu dabiijam

Sa A y+ B —fle, y+B=h 6 y+h), kut 2. E v+ (8)

Sy + B —fle ) =HmD . etk 9)

kad # — 0, tad £ — x; tade]

. ' 4 J
lim Gy + B =S = (10)
W, £—(0,0 ¥ x
Kad # — 0, tad n — y; tade]
im  fom = f o) = 2 (an
th, 0,05 ¥ Ty 9

No (10) dabiijam:
FEy+ 8 = f ey Fei (e e —>0kad (h£—>(0,0] (12
Tapat no (11) dabiijam:
S m =/ ) + e Bey—>0kad (14— (0 0)] (13)
levErojot (8), (9) (12), (13) dabBjam
4+ hy+ b — [,y +h) =hf (53 + kg
fx g+ A) — S = HE )+ ke
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Tadg&] funkcijas pieangums
be=flx+hy+ o —/ny+RD+Slxy+8—flxy)=
=hf )+ he A+ kS (v )+ ke =
= hf e S %)+ e + ke,

vai ari

0z
Az = d?d+d dy + he + ke,

un
Az = dz + /] & —}— ¥ €. (14)

Formula (14) izieic mekleto sakaru starp Az un dz. /e un ke, ir
augsiakas kartas bezgaligi mazi lielumi pret dx, 4y vn dz.

Ja i = dx un & = dy ir Joti mazi lielumi, tad

Az ~ dz (15)
Piemérs.

flx 3) = ax® + 32 4 Iymy® + S

Lai dabiitu parcialo atvasinato, aftieciba uz ., funpkcija jadiferencg,
uzskatot y ka pastavigu lielumu; tad

% = 3ax? + Bfxy + 3Ip?
Lidzigi dabfijam :

d L)
0"; 3px? + Bvxy 4 38y%;

Parcialie diferenciali ir:
0f .
dyz = -dx = (Bax? + 68xy + 3yy%dx,
0f .
dy z = ﬂdy = (33x? + 6yxy 4+ 387 dy,

totalais diferencials ir

dg=dxz + d, g = (3ax? +-6Dxy431y%)dx +(3px>+brxy+32y°)dy.
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Piemérs.

Taisnlegku paralelograma malas ir x un ¥ Par cik palielinas
paralelograma laukums, ja palielinam malu x par /# un y par 4, kur
/i un 4 ir mazi lielumi.

Apzim@jot laukuma vértibu ar z dabijam:
2 = xy.

Laukuma pieaugums ir Az, bet ta k8 # un 4 ir mazi, tad, ka redz¢jam,
Az varam tuvini atvietot ar funkcijas diferencialu 7z Ta ka

of _ . of
w7 =

tad:
~ g . af (z . _
Az dz = e de + 2y dy = vyl + vk
Funkcijas istais pieaugums ir:

b =flx + byt B —fle, )=+ +hH—w=
=xy 4+ by + by + b — xy = Iy + kx + bk

‘ Kd redzam,
. _T_ Az — dz = hk
[ ir otras kartas mazs lielums. Si star-
7 piba redzama grafiska attélojuma, ka
[ svitrotais lavkums. {(Zim, 74).
Piemérs. Oma likuma
X ~h- P
Zim. 74. R = 7

R — pretestiba, E — spraigums, J — stravas stiprums.

Ja merijot £ un J pielaistas k]iddas, AF un A/, kas ir mazi
lielumi, tad pielietojot formulu (15) dabdjam:

AF X
P dRy=— 7, AJ; dR = dRg + dRy;

AR ~ dR =

dRg =

JAE — EAJ
Y
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Ta ka zinama tikai mériSanas k|Gdu absoluta vertiba, tad aug3gja for-
mula dod k|udas virsrobeZu :

_12
Ja
£ =110 & 2 volti un J = 20 + 05 amp,,
tad
202 4+ 110 05
A =22 1 """ = —
| AR | 00 = 0.2375 omu.
Ta ka
Zi .
110 Mo
R = - = 55 omu, A M
20 : M b-of - d
tad : @, f xZ
R =55 4+ 024 omu. ! ¢ AxZ
' Zd K}
Relativa klida | =
AR 024 o_*¢ B — y
_— T — — [ ~ i -
R =55 — 0.044 4.4%,. x _m |
|
84. Parcialo atvasinato, par- h \ M
cialo un totala diferencialu §eo- oo
metriska nozime. Ki redz€am )X
o f(.T, y) Zim. 75.
dod telpa liku virsmu. Ja y pastadvigs un mainas tikai tad visi

abscisam x atbilstodie z atrodas plakng&, kas ir { pret xy plakni un
kuras pedu linijas ir AB un BM, (zim. 75). Si plakne krusto virsmu
z = f(x, ) likn€ MM . Sis liknes abscisas ir x un ordinatas
Ar mainigu x, bet pastavigu y

g = f(x, %)

ir §is liknes nolidzinajums, Ka redzam,

()5' ' . .
o =fx(’v: V) = tgw,
A,z = KM1

dyz = KM:
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Tapat ja x pastavigs un y mainigs, tad = (x, y) dod likni MM;
plakné CDM, (zim. 76).
Z A M.
|
C M
MA . L
. 1
|
Y K
Y
lL ] /’
DY ___. My
M.
X
Zim. 76.

un
dz 4
@——fy(x. ¥ =tg w,
Ayz = L[W2
"
dyz = LMz'

Ja x un y abi ir mainigi, tad z = f(x, y) dod liku virsmu (zim. 77),
Stateniskai prizmai ar Skautném ||, z asij pamais xy plakog it MM, MM,
13 izgrieZ no likds virsmas daju MM M M. Caur punktu M vel-

kam plakni MKSL || xy plaknei. MM’ ir pieskare liknei MM
punkta M. MM, ir pieskare liknei MM’ punkta M. Plakue
MM'M'M 13 tad ir pieskaru plaksne virsmai z = f(x, 3)
punkta M.

levérojot agrako, redzam, ka

Kym' = 55 =d,z
B

LM: = S'M: = (fyz,
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jo
AMLM: = AM'S'M]
Ta tad
SIW: = 55 + S'M: = dyz + dyz = dz.

Zim@jums rada: ja x pieaug par s uo y par & tad f(x + 4 y + &)
dod virsmas punktu 7.

Z| M, T
- e ’ dyz
22K :‘—‘_‘_‘_;,..-_ P
. =
"H;K}\ S 4z
AN : 121
NERERS TN
Y K |
o < — -y
B N M"‘.__r__\lkt":
h o
\‘ M, M,
). 4
Zim. 77.

Virsmas punkta 37, z koordinata ir M,/

r

. M, = R " MsM'.
3

]

Virsmas koordinatas s pieaugums ta tad ir
Az =flx+hy+ B = flx,y)= MM — MS = SM .

Pieskaru plaknes z koordinata punkta A ir M, M.
. . 2 . M s it MM
ta tad
dz = dyz + dye = MM, — MM, (jo M,S = MM,y).
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Ta tad: 3z ir virsmas koordinatas  pieaugums, kad parejam no
punkta x| ¥ uz punktu x 4+ %{y + 4 un totalais diferencials d ir
punktd v |y |z pievesitds pieskaru plaknes z koordinatas pieavgums,
kad parejam no punkla x |y uz punkin x + 4|y + 4.

85. Paplatindjums trijiem un vairakiem mainigiem. Ja x, ¥, =
apzim@ kada punkta koordinatas un

= fix, 3, %)

it vienvértiga un nepartraukta funkcija kadi iecirkni R, (iecirknis /¢
ir kads tilpums), fad ja * dodam pieaugumu /%, dabiijam:

u_ lim S+ by o2 — flx, 8

E _ h—>+0 A = fx('rl ¥y z).
Tapat dabiijam :
ou ' ou -
55, = fy(x' J 51 un 9z —fz(}" I &)

Virziens S tagad veido ar koordinatn asim legkus

©, ¢, o

Ja funkcijai f(x, ¥, ) ir parcialas atvasinatds un ja tas ari ir nepar-
trauktas, tad totalais diferencialkvocients virziena S ir

die __ du du ou
75 o OS5 ¢ +?3-j cos ¢ -l—Ecos W,

No 8is izteiksmes dabiijam pilnigo diferencialu

e = 3—; dx + %: ady + 3—’; dz,
vai ari:
du = dyu + dyu + d, u.
Ja

t = f(x, Y9 ¥gp.v. an) uUn n > 3,
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tad izteiksmi attiecina uz n-dimensionalu telpu un, ki agrak, dabd
parcialds atvasinatas

ou i
ixy’ dxy’ dx,,

Ja 3is atvasinatas ir oepariraukias, tad ari 3e

o o ot
r — —— fx = i + — 4
au P dx, + oz, dx, + 9, Loy .

Ja funkcija » visa iecirkni R ir pastaviga tad tas atvasinata ::’; un dife-

rencials ir visa iecirkni — 0. Tadg|, ja

flxy, %o ty) = 0,
tad

of
v dxy -+ Iz, dv, + + =

Desmita nodaja.

Rugstakas kartas parcialie un totalie diferencialkvocienti un
diferenciali.

86. Augstakie parcialie diferencialkvocienti un diferenciali.
Piegemam, ka z = f(x, y) dota iecirkni 7 kd nepartraukta funkcija

un tai 3ini jecirkni ir nepdrtraukta parciala atvasinata f;, attieciba uz x,
tad atvasinato no f; attieciba uz «, ja f; ir diferenc€jama, sauc par

funkcijas f(x, ) otro parcialo diferenciajkvocientu vai
otro parcialp atvasinato attiecibd uz x. To apzimé ar simboliem :

)2 X, ') 025 "
D fix, 3); (—";F;J; L fx(r.y);fxx (x, 3)

Tapat defin€ otro atvasinato attieciba uz y, ko apzim@:

0%f(x,5) "
D, fix, 3); J;;-l; (f, fym', o Sy 2.
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2
Ja )ﬂt 7 it nepartraukta funkcija no x undiferencéjama, tad talak dife-
reucejot dabfijam
')3f(xv ¥ .

ax? 7

-

ja pievestie piep€émumi pastav ari talak, tad dabidjam:

M (x, ) " fi{x, )
Coxt o
un tapat
Pf(x, ¥). o f1x, 3)
T’ - ayn *
Ja
3_‘::_ - f (x »)

jt nepariraukta un diferenc€jama funkcija no y iecirkni P, tad 30 funk.

ciju varam diferencét attieciba uz y. Sis diferencE3anas rezultatu sauc
par funkcijas f(x, ) otro parcialo atvasinato, attieciba

x un ¥, no apzim& ar simboliem:

df,(x 9 2f(xr, y) 0%

1
fxy .y = 3y = Tix dy T dx dy

Tapat ja attiecigi izpildili sakuma piegemtie noteikumi, varam gj diferencet

attiecibd uz » un rakstit '
£ ) = 0,3 P,y 0%
A A T T e

87. Svarca teorema. Ja funkcijai f(x, y) vietd x|y un tds ap-
kartn€ ir alvasindtas

] ! 4 L4
fx (%, ) f;, (=, »), fxy {x, »), fyx (x, ¥
pie karnjiv_‘r uh fxy vieta x|y ir nepdrtraukias, tad pasiav izteiksme:

" u .o 0% d%
Sy ber ) = Sy (% 5) val arl 50 = e
Pierddijums.
Liekam
flx, y + &) — flx, %)

J

rr( 1:)
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un

_flx + k) — fix, J)
by h

tad

M(x) k[f(x+h y+4) _f(x—}—k,y)—-f(x y-l-k)-i—f(t J’)] ()

k -

Wt BAO — S 30 ~fis s+ D—fsth e 9] @
~—

Lietojot divas reizes LagranZa teoremu dabiijam :

_ fEy+BH—fED
':p(x + k})! @(I) =(Pﬁ(5’= pA :f (5: %), (3)
I — Xy

— ) .f '(x + II, ﬂ-)—f’(x' -ﬁ) 4
¢(y+ki U gy =" =& @

No (1) un (2) redzam, ka 3o izteiksmju lab3as puses ir vienlidzigas;
ta tad vienlidzigas ir ari to kreisas puses, bet tad, iev@rojoi (3) un (4),
dabiljam :

S = £, & .

"

Ta ka saskapa ar piepémumu f; un f

i it nepidrtrauktas funkcijas
vieta x|y tad ar 4 > 0 un £ -0,

E>x; >y up E‘-J‘.r; E\—-»y

Ta tad
f (Is ) = f x: J’)

vai ari 5
oz _ 9% ©
0x dy ~ dy dx

Ja funkcija f(x, ) iecitkpa P visas vietds izpilda sdkumad piepemtos
noteikumus, tad izteiksmes (5) pastav iecitkpa P katra vieta.

Ta tad, ja funkciju f(x, ) diferenc&jam attiecibi
uz abiem mainigiem, tad diferencé3anas rezultats
nav atkarigs no kartibas kadd izdaram diferenc@Sanu.

So ipasibu var papladindt. Ta ka

#*f(x, ) _ 0% (x, )
dx dy ~ oy ox

¥
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tad diferencjot abas puses, attieciba uz ., dabfijam

r}ff(.r,_}_'_) oy B, )
dx dy ox T gy uxax . dy dx? 7

bet

Hiw ) 0N LD w5y o ),
dxdydx  dydx dxdy  dxdxdy | dxoy

fa tad:
_ _r]az_ . r)?’z iz
dx dydx — aydx? T a2 oy

Ja funkcija # = f(x, y, 2) jadiferencé parciali #»
reizes, attieciba uwz x, m reizes, attieciba nz y un p
reizes, atliecibad uwz 2z tad tddu diferenc&Sanu var
izdarit p&c patikas izveléta kartiba un 3adu operaciju
izteic ar simbolu:

aﬂ-|-m+p

ax" gy 0z ?

Fizika un technikad lietojamas funkcijas vispar izpilda sakuma
mingtos noteikumus, kas vajadzigi, lai aug3ejd ieorema biilu pielieto-
jama, lzgp&@mumi var buit likai dazZos punktos. Tas pats attiecas uz
augslakam atvasindlam. Talak tadé] piepemsim, ka apskatamas fonk-
cijas min€los noleikumus izpilda.

Ja veido f(x, y, ») atvasinatas, tikai attiecibd vz vieau maiunigo,
tad tadas atvasinatds sauc par tiram, bei ja atvasinatis veido, attie-
ciba uz vairdkiem mainigiem, tad tas sauc par jauktam atva-
sindtam.

Piemeéram

WAL
et

ir tira atvasinata
()‘?f(-\'f X 2)

dx? dy

ir jaukla atvasinata.



DiferencéZana 88 181

Pieméers.
= f(x ) = ex® + 3fx?y + Byxy? + &
"f = 3ax? + 63ty + 317
af .
2 - a 2.
ny = st 4 Byxy 4+ 3537
2
:;f 6ax + 68y;
0%f
aa = Bz + By;
o _ :
dy r)x - pr + BTJ’r
A P _ o B
g = B ax%y 68; dxdy? By 0yt T 68.
Augstdkas atvasipalas visas ir 0,
Funkcijas
z = f(x »)
atvasindtas arl apzim€:
cE_df(x. ) 0z df(x,l) .
wxax DT ey T
Nz Pflxe, ) . % () Pz f(x oy -
7 I P I dxdy ~ dxdy T T o0 '

88 Rugstakas kartas totalie diferencialkvocienti un diferenciali.

Ka redzgjam 4
z__ 03 0z
{TS_C)_;’ cos ¢ + @ Cos (IJ.

Ja funkcijai z vietd x | y ir visi parcialie diferencialkvocienti 2,3 ... #-{3s
kartas un ja tie ir vienvértigi nepariraukti, tad fjai Sai vieta virziena
S ir ari aogstakie totalie dilerencialkvocienti un diferenciali.

Oirs totalais diferencialkvocients (otra totala atvasinitd) ir:

tZ'..v (J do
d?z d.s‘ ds
TR 5y C05¢ + 7y 8 ¢. m
dz
ds 02z 0%z
P + o cos ¢ 2
}do
2
dj:s ; P cos © + g—fa cos ¢. (3)

n
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levedot izteiksmes (2) un (3) izteiksme& (1) dabiijam:

Ps_ 9% cosfy 4+ 2 Yo cos ¢ cos ¢ T2 o L7
ds2  gxt o ¥ iy dy 3 + )v’ o8 ©.

Reizinot 3o izteiksmi ar os* dabiijam
?z )z iz
2, — Y F 4 < L
d*z = it dx® 4+ 2 R0y dx dy + e dy®.
So izteiksmi var rakstit simboliski
T PN
dz = (t)x dx 4 r)ydj) z.

Vispar var rakstit simboliski:

(e )

"o o _d_ 9 )n
d _(dxder@dy 2.

pid

Par 30 simbolu pareizibu var parliecinaties, veidojot augstakas totalas
alvasindtds un attiecigos, totalos diferencialus. Ieguitos rezultatus var
paplaSinat ari fupkcijam ar vairak ka diviem maipigiem, pieméram
funkcijai :

= f(x, 3, 2)
tad dabtjam

n
d (ocosco-{-dco s b + zcosu)”z

ds” 0x
un
ny = (2 9 LA
dtu _(dx dx + i dy + dzdz) z.
Tada kartd i-jai
¢ = ax3 4 3’y + Iyn? + 57
dabiijam :
Pz = 6 (ex 4 By) d2® + 12 (Bxr + v») drdy 4 8 (1x + Sy)dy?;
dlz = 6 (adx? + 3pda2dy + 3Iydxdy? 4+ 3dy3)
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Vienpadsmita noda]ja.

Saliktu un apsléptu funkciju diferencé$ana.

89. Saliktas funkcijas ar vienu neatkarige mainigo diferen-
cédana. Piepemam, ka # un z ir vienvértigas un nepartrauktas fuok-
cijas no » un ka

_}'=f(u| )

ir vienvértiga un nepartraukta funkcija no » un v, tad ari y ir vien.
verliga un nepartrankta funkcija no », un to sauc par saliktu
funkciju no =x.

Ja dodam mainigam x pieaugumu Ax, tad #, v dabi pieaugurous
Az, Av un y pieaugumu Ay,

Ja Ax—0, tad ari Au-»0; Av—0 un Ay—0. Saskapd ar [83](14)
Ay = f(u + Aw), v + Ay — f(u, ) = dy + gdn + ¢,ar,
dy_()fA -+ fAv;

de

ta tad

sy = a4 W a4 qau 4 g M
Td ka

A = dn + ¢, Ax up Av = dv 4 ¢, Ax,
tad

du dov
Au"'*d—ﬂx—f-esﬂx AEZJ—AI+E4Ax (2)

levedot izteiksmes (2) nolidzinajuma (1), dabiijam

of (a’ o

df fdv
ay= L% ax +ssnx)+df( Ax -|—s‘Ax)—|—el Au + e, A,

Parveidojot angs&jo izteiksmi dabiijam:

of du of 9 ) )
G HE R L) o vt o

un
A_y af du of dv ( f of
(du dx (TI’Z)_‘— 5[) + 401.)+51+52
JaAdr—0, tad ¢, >0; ¢ —>0; ¢ —0 un ¢,—0;

11*
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ta tad
dy _Of dw of dv
dr T ou dy T 9 dx (3)

Reizinot ar 4x dabiijem saliktas funkcijas totalo diferencialu

)
dy = {n’ -{-‘f’ do. ()

Ka redzam, saliktas funkcijas f{», ) pirmais totalais
diferencials veidojams tapat ka, kad # un bitu neat-
karigi mainigie.

Ja u, ir funkcijas no x, tad viegli ieskatams, ka funkcijas
= f(u, v, J
atvasinata, attiecib@ uz »x, ir:
_of du  df dv af dw .
dr o dx +5’;—: dx + dwe dx + (3*)
un
dy — 3f d“ -l— f)f ({Ij _|,_ t;zf, dd' + (4!)
Piemers.
y = u?
df _— . v—1, df — U s
i fu;
dy — w—1 du v ({t
o = s —|- 1 [u -
Fuokcijas y augstikas atvasinatas dabﬁ;am dlferencéjot (3) tdlak, attie-
ciba uz », un ievérojot, ka g—{‘ un g—{ savukart atkal ir fonkcijas no

# un v, td tad, saliktss funkcijas no x, Tas jadiferencé tapat, ka
funkcija f(#, v) attiecibd uz x. y otro atvasinato, attieciba uz x,
dabiijam diferenc€jot (3) attieciba vz x. To varam rakstit §adi:

d {dy [Qf du df a'v] [df du]+ of dv
dx( ) dv |ou dx dv dxl ™ dx lou dx] " dx Lov dx]
T O L R (D 2
dr“ dx \oul dx du dx* [dx dx dv dxgl_
3f du du Rf dv du | df d*u
[a)u o dx :{r+0u ov d_x(ﬂ-'-ﬂ ' E]’{”
RY dudy | Rf dvdo O o)
+[dv ou dx dx+dv dv dx dx+dv dx2f
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Sakartojot dabiijam :

2 i I'2 [
d*y dj(du) 12 Pf du dv | P du) n of &u | f d® (5)

dx? dx ’ —+r)v adx ou de? +r}vdx2

dx? " g du dv'dx  da

Reizinot augsejo izteiksmi ar 7+ dabujam

92 3
d*y = gr—‘{a’u + 2 f - du dv + ;'{ak :)—id“u-{-gj;d?v (6)

Ja w uu v biitu neatkarigie mainigie, tad formulds (5) un (6} atkristu
beidzamie divi locekli.

Ja # un 7 ir linearas funkcijas no x, tad beidzamie divi locek]i
ari atkrit, Ja

= ax + b
= ax + f,
tad
de = adx; dfn =10
dv = adx; d% = 0.

Lidzigi jarikojas attistot treSo un augstdkas atvasinatas un diferencialus.
Izteiksmes var viegli paplasinat vairdkiem mainigiem », v, w.

90. Eilera teorema par homogenam funkcijam. Ja funkcijd
f(x, ¥, 2) ievietojam, x vietd fr, y vietd /y un z vietd /> un ja tad

Sz, ty, t2) = £ f(x, 3 2), D

tad funkciju f(x, v, 2) sauc par »-tas dimensijas homogenu
funkciju

Otras dimensijas homogena funkcija ir, pieméram,

) anx® + 2a,5x5 + ax Y’
jo redzam ka

ay ()t + 2afx Iy + an W) = Planx® T 28,y + ap i)
Nolidzindjuma (1) ievietojam:

w =ix, v=1, w=I 2
Tad
S, v, w) = £ f(x, 3, 2} 3
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Nolidzindjuma (3) kreisa puse, ka redzam, ir salikta funkcija no ¢
Veidojam nolidzinajuma (3) ab3s pus€s atvasindto attieciba vz ¢ Tad
ievérojot [89] dabijam

of (v, wydu | of (4, v, w)dv | df(u, v, w)dw __ 1
ou dt + dv at + dw dt w0 y8) (&)

Ka redzams no (2):

au dv __  dw

A=F F=Y g =

levedot 3is vErtibas nolidzindjuma (4) dabijam

f

af x_|_df ¥+ 3 z=n.1"1f(x, 9 2 (5)

an

Liekot # = 1, no (5) dabiijam

f + y+ f z = nf(x, ¥ 2)

Beidzamais nolidzinajums dod Eilera teoremu:

Ja homogenas funkcijas parcialos diferenci-
alkvocientus reizima katru ar attiecigo mainigo
un veido So reizindjumu summu, tad ta ir vienli-
dziga dotai funkcijai, reizinatai ar dimensijas
raditiju.

Piemers.
Sz 9) = apx® 4 2a,xy 4 ag,

Ka redzéjam, §i funkcija ir otris dimensijas homogena funkcija. Se
n = 2;

d 0
0_{ = 2a,x + 2a,y; 6_'_1{ = 2a;9x + 245y ;

] a
f x + fy = (Qayx + 2a,39) x + (2a19x + 2a5,, 0y =

= 2(apx? + 2a,xy + ag, ¥
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91. Apsléptas funkcijas ar vienu neatkarigo mainigo diferenca-
gana. Plegemam zim. 78, ka funkcija f(x, ») kada iecirkni P ir vien.
vertiga uo nepartraukta un bka tai $ini iecirkni ir oepartrauktas parci-

alas alvasinatas attieciba uz x un y pie kam g—_{q& 0. Ja §1 funkcija
Flx, y) iecirkni P gar kadu S0 iecirkni krustojodu likni K, dabid
vertibu C, t. i,
Sz ) =C (1)
tad y ir ar to dots k3 apslépta, ne-
pactraukta funkcija no x ar x kiadd g
intervala (a, ).
Ja §i tunkcija biitu zipama at-
klata veida: "
y = ¢,
tad :
Sz ¢(x)) = C
vajadzétu biit tapatigi izpilditai ar X
visiem x iotervald (a, 3). Nolidzi- Zim 76,
najums
f(xt y) = C. 1)

ta tad ir uzskatams kid salikta funkcija no =.
Ta ka 3i funkcija ir pastaviga, tad tas atvasinatai janolidzinajas O.

Funkcijas .
flx, ) =¢C

atvasindto, attiecibd uz x, pielietojot [89] doto pap€mienu dabiijam :

af dx dffif_o

ox dx oy dv T
vai ari:
of  of dy 9
un
of
ay ox 3
oy

Nolidzindjums (2) rada, ki diferencé apsléptu funkciju attieciba uz x:
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Diferenc@ (l) parciali attiecibd vz x, tad dife:
renc& (1) parciali attiecibd@ uz y un atvasiaito

a—freizina ar @, veido abu izteiksmju summu un
dy dx

pielidzioma to nullei,
Pielietojot So pageémienn nolidzin@jumam (2) piepemot, ka funk-
cijai f(x, ) ir ari otras kartas parcialas atvasindids., dabijam:

A sl g - o

dy dx or ' oy dx
Af Y dy of a"“_y &f | *f dyydy
(dtg_‘_ dyox d‘c+c)_y dx® )+(r)rd_y+ dr)dx 0.
Sakartojot dabijam :
A 5 B dy  Ff ({fyf) of d _
t9+ oxdy a’x+ I dy dxt =0 4)
No (4) dabijam:
Ef | o 9 dy  Pf(dy
By w T Pamy dx+dy dx) (5
dxﬁ - i}f )
oy

levedot izteiksmé (5) %% vértibu no (3) dabijam :

ry_ S-S LG
% (g_}{)
Piemé&rs:

x‘z 2
AR

of 2% 0 2 . _dy_ _@_ B x
x—a a 8 Y T dxT T HT &y

P2 P2 P _ o
ox? ae’ 2y 52’ oxdy
levedot 3is vé&rtibas izteiksme& (6) dabiijam:

dy_ ¥

7 = P


file:///dxdy
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92. Saliktu funkciju ar diviem neatkarigiem mainigiem, dife-
rence$ana. Ja ¥ un v ir vienvertigas, nepartrauktas funkcijas no
X um y un

z = f(u, ) (1)

vienvértiga un nepartraukta funkcija no «, v, tad funkciju f(x, v) savc
par saliktu funkcijunoxun_y, uniair nepartraukta vienvertiga funkcija
no x un y taja pasa iecirkoi, kura 13 ir nepartrankta atlieciba uz « un =

Ja 3aja iecirkni uzskatam k3 mainigu tikai x, tad varam se pie-

. du _ du_ dv
lietot visus [89] rezultatus, tikai liekot g vieta S w vieta d “utt.

Ta tad parciald atvasinata no z attieciba uz x ir:
dz__of du  Jf v @)
ox  du dx ' ov ox

Tapat dabiijam:
dz_of ou  of ov

oy ou dy ' dv dy 3
Totalo diferencialu dabijam formula
dz 0z
ievedot vértibas no (2) un (3), t&8 tad
__ {of ou of d'zi) (df du  dof dv
s = (ﬁ ox T o0 oz @+ ou gy | dv dy)dy
_ r)_f(du ) i(@ ov )
ds = o \ox 7 + D)+ 50 ox dx + c)_ydy ’
Se iekavas atrodas:
du ou dv Jv
dxd +35 dy du; 5% dx —|--@dy_dv.
Ta tad
_df of 5
dz = I du -+ %dd 4

Funkcijas 2z = f(r, v) pirmais diferencials, ka
redzams, irtadapaSaveida, ka iad, kad « un ¢ bitu
neatkarigi mainigie.
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Otro  atvasindto izr€kina%ana jaievéro, ka nolidzindjumos

@ w @ 2, Y

oy atkal ir saliktas fumkcijas, un ka

o ov o o
ox’ ox’ oy’ oy
it funkcijas no x un y. Tad:
d*s _ o (du) 4+ Ff ou o df Pu
v = 2 *\ox) Touow 9xox T ou arﬁ‘

Bf ou o d’f(dv) of v
F 3 ox 3% T grkom) F 55 5o

un

Pz d"’f(du) Pf ou d’-’f v dof *u  of %
0x2~ ou\ox + duov ax' + )+6u ax“+av ox? ()

Lidzigi dabtjam:

S B0 GO S Y00 O Fu If P
y? T oul\dy oudv dy "oy ' out\dy) ' ou 032 ' dv ¥

No (2) vai (3) dabi:
Pz Bf du ou | O [ou du+dv dit
dxoy  oud ox oy ' ouovlox dy ' ox oy

af Pu of v
* o dxdy +av oxdy

?f dv ov

]+£ﬂ'a—x'5;

(7

Totalais diferencials dabi veidu :

2
d%:j—z{?d:ﬂ—}-? yil dz:dv+3fd3+gﬁu+gfv. 8)

Ja # un v ir linearas funkcijas no x un y, tad izteiksmes (8) divi bei-.

dzamie locek]i atkrit un 4%z dabii tadu paSu veidu, k3 tad kad « un v
ir neatkarigi mainigie. Ja

“zax—|— b_y-l-c.
=ex 4+ By + 71,
tad

A =0, un & = 0O
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93. Apsléptas ftunkcijas, ar diviem neatkarigiem mainigiem,
diferencé8ana, Dota telpas iecirkni K vienvértiga, nepartraukta
funkcija f(x, », 2), kurai Sini iecirkni ir nepartrauktas parcialas atva-
sinatds. Piegemam, ka §i funkcija dabd vérlibu ¢ uz kadas, telpas
iecirkni K krustojoSas, virsmas. Tad z ir vienvértiga, nepariraukia
funkcija no x un y, ari nz minétas virsmas., Ar izteiksmi

flx, v 8 =c¢ 1)
z ir noteikta, k3 vienvertiga, nepartraukta, apslépta funkcija no
x un y,

Funkciju f(z, y, 2z) var uzskatit k3 saliktu funkciju ar neatkari-
giem, mainigiem x un y. Sis funkcijas parciala atvasinata atliecibd
uz x ir:

of ox  of oy  df 95
ox dx+dy dx+6z ax—o
- Ox dy
Ta ka gr = i un Sy 0, (¥ nav atkarigs no x) tad dabtijam
of L of 0
i tos a2 = O @
un
of
0z ox
%= T of @
0z
Lidzigi dabiljjam:
of ,0f dz __
Gy Tozay =0 @)
un
df
dz oy
oo ()
oz
of

Se piegemam, ka s #* 0 pie tdm, x, y, z vertibam, kas apmierina
nolidzindjumu (1).

Pielietojot S0 padu pap€mienu, diferencéjot (2) attieciba uz ~ un
(4) attiecib@ uz y, dabiujam:

Py, az+62f(dz)+af P _ o

ox? dxdz ox dz ox?
P o B dc B osf, of B (6)
ay? d_ydy oz (922(6_)1 0z ot
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No (2) vai (4) dabiijam:

d-if__i_ Ak #f dz  df dz oz
dx dy

No opolidzinajumiem {(6) un (7) var dabit:
AN
dx?  J0y? oroy
Piemé@&rs:
ax® + &? + 22 = &

Atvasindia attiecibd uz x ir:

dz
ar + cz i 0.
Atvasinatd attieciba uz y ir:
oz
b cz— = 0,
Yy + >

Diferencéjot () attieciba uz x un (y) attieciba uz y dabiijam:

a + czdz—z-f— (;;)2 0

SOt

No (3) vai (y) dabiijam:

d’ dz oz
3 ox + ox dy =9.
Atslédzot nolidzin@jumus () un (y) dabijam:
dz_ _ax, dz__ by
oax ~ ¢z’ oy ez’

levedot 3is vértibas polidzindjumos (8) un (¢} dabiijam :

Fz__alk — b Pz bk — ax?) P

0T T T 2B oy AP ' oxoy

of oz
gxds oy Vayes ox Vot oxr & Vo vy

XI nod.

0 7)

(e)

®

(1)

(@)

(©

ab xy
poye]
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94. Apsléptu funkciju, kas dotas ar simultaniem nolidzinaju
miem, diferencé8ana. Ja kdd3 telpas iecirkni R funkcijas % (x, 3, 2)
un ¥ (x, y. 2) dolas vienve€rtigas un nepartrauktas un ja funkcija ¢ vz
kddas R krustojoSas virsmas dabi verlibu ¢ un fuokcija ¢ vz kadas
cilas 2 krustojo3as virsmas dabli v@rtibu B, tad virsmu krustoSanas
liknes katram punktam atbilst vEriibu kopiba x |y [z ar kurdim

¢ =a un ¢ = § (1

Gar 3o likoi ¥ un z ir funkcijas no x, 1@ tad ar simultaniem wnolidzi-
nEjumiem :

$(x 2 =a }
¢ (v, 3 2 =

mainigie y u z ir doti k3 apsl&ptas funkcijas no .

(1)

Nolidzin@jumu kreisas puses uzskatam ka saliktas funkcijas ar
neatkarigo mainigo x. Mainigo » un z pirmas atvasinatds dabiijam
diferencgjot (1) altieciba uz x ka radits [89).

Ta tad:
O K dy  d% ds
dx+c)_y dx+dz dx_ol
Ny sl @
ox ' dy dx | dz dx

Atvasindto vertibas dablijam no izteiksmes:

op de 9% 9| % 9% |
dy ds dz dx |. dy dx dy dz
D= - (3)
idx T pon | oo | ob o

dz ox dy dx Jdy dz

Atvasinatas dabii galigas verlibas, ja delerminants

dp 99
Jy dz

0.
o oyl 7
dy o=z
Otrds atvasindtas dabiijam, diferenc€jot nolidzin&jumus (2) pirmo attie-
ciba uz x un otro uz y.
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Ta tad:
(Ec?‘i‘g o%p dy+2ra‘3§9 dz +9 P dy dz

dx2 ox Jy dx dx 0z dx E_)}“(; dx dx +

i (f_*’z)?+ g (f_’ 2)2 oAy Iy iz

ov2\dx) T oz \dx) T oy dxt T oz dx2 T

0% . o dy 2 dz S dy ds 4
et oy T 250 dx V2 os dr dx T @)

a%(dy)“" @(E)"‘ W by Kz
+c-)yd§;z'7r +dz" dx, +dy dx2+dz dxz_o

o wdy dz _ . _
levedot nolidzio@jumos {4) s de vértibas no (3) dabiijam otras atva-

ategs: T un O
sindtsds: T

Sis papémiens viegli papladinams, pieméram, ja ar trim nolidzi-
n3jumiem, ¥, 2, # ir doli ka apsléptas funkcijas no x.

Piemérs:
x“+y2—|-z2=4a2}
22+ ¥ — 2ax = 0 (@)
Vienreizéja diferenc&3ana dod:
ay dz

Yy _
Diferencgjot nolidzinajumus (f) dabiijam:

g+ (3)+ (@) =0 m
1+ y%‘l‘(%)gzo

No nolidzin3djumiem (f) dabiijam :

dy_a—x de__ _ a
dx~ vy ' dx 2z’
levedot Sis vértibas nolidzindjumos (y) dabiijam:

#y__a dz__a
dx?™ 9% dx? T 2¥
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Divpadsmita noda|a.

Mainigo transformacija.

95. Divu, vienu no otra atkarigu mainigu simultana transformacija.
Starp peatkarigo mainigo x un atkarigo v pastav kads funkcionals
sakars. So mainigo vietd ievedam jauous mainigos » un v ar noli-
dzinajumiem :

x = 9, 1)

1
y = din v W

Se # uzskatam ka jaumo meatkarigo un  ka no # atkarigo mainigo.

Piepemam, ka nolidzindjumi (1) ir vienvértigi, un ari So nolidzi-
pdjumu apvErstie nolidzindjumi ir vienvértigi.

Se jaatrisina jauldjums k3 jaizteic

dy %
E?J_f' ‘Ez u. i, t.

ar jaumiem mainigiem # uo .

No (1), diferencgjot attiecibad vz #, dabijam:

dx_op iy de
du_ou 3 dw
dy _ 64’ op dv
du dv di'

d*x 0‘2 Pe dv % do d*v
Ziz—c“ ou? + ou o du+ 12 (du) +dv du®
By o b e Py 0b

du v du ' 0vi\du ov dut

du-

levedot 3is vErtibas, agrak dabiitds, izteiksmés:

dy
__du
=
du
dx &y dx dy
ay_ du’ di® dut du

dx® (gg)

dabiijam jautijuma atrisinajumu.
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96. Mainigo parveido3ana funkcijas ar vairik ki vienu neatkarigo
mainigo. Pirmais gadijums.

Piepemam, ka z ir kautkdda neatkarigo mainigo x, ¥ funkcija.
Neatkarigo mainigo x uo y vietd ievedam jaunus mainigos ar noli-
dzindjumiem :

X = v

=4 9) M

Tad z ir salikta funkcija no » un v. Dilerencjot z attiecibd uz « un v
(1), dabiijam:

dz _ 0z dx | oz dy g |, dz o
on_ ox ' ou +d_y v —+_3; 2)
dz __d3 ox a_zdy azacp+ o
01’ ) o a_}' dv~ dx o Tov
No Siem nolidzindjumiem dabiijam :
ob__dz dp_ 02| |de
di= de | — o Ju| |ou ou| |du ou 3)
9% "y o _ oz fop_oz|'top ob
dv v do vl |dv dv
emem Iopad . dz  dz . . .
No aupg3éjas izteiksmes dabiijam: oy kd noieiktas vértibas, ja
determinants _
dp b
due Qu =0,
dp ob
dv do
Lai dabinitu Fo P un sz vel reiz jadiferenc€ nolidzinajumi (2
o oy T oyt ] J .
Otrs gadijums,
Dota funkcija:
z = fix, ¥) 4
un
x = o(u, v) &)
Yy = d@, v

levedot x, y vErtibas no (5) nolidzinajuma (4) dabiijam

= flg, 4) = win, v).



Teilora vn Mekiorena formulas 97 177

Sini gadijuma dabdijam

hz Oz
ox’ Ay
no izieiksmes (3) levedol taja

dz i dz_ dw

e du “ap’

Ja pirma gadijuma dabiilas ari otras kartas atvasinatas, tad tajas
jaieved :
Wz e, Pz dPw Pz Pw
Ve diet’ e 92 amdv du ov

Trispadsmitia nodala.

97 Teilora un Meklorena formulas funkcijai ar vairakiem mai-
nigiem. Piegpemam, ka 7 (x, »)

iecirkni P, kas ietver punktus ‘?/l\—zfﬂ o y
x|y wo x + A |y + b it v
vienvértiga, nepirtraukta funk- Mo
cija un, ka fis atvasinatas x \\
1 ..» ariir vienvertigas un s M
nepartranktas  Sini  jecirkni h{ 3 M4
(zim. 79). Punkta M koordi- L S
natas (zim. 79) it x| ¥ un punkta
M, :x + b y+4A  Gar taisni,
uz kuras atrodas M un M, X
funkcija f(x, ») ir funkcija no Zim. 79,
viena mainiga.
Apzimgjam

MM = s; MM, = As,

tad
¥ = xy + scosg; h = Ascosg | |
¥ =y, + scosd; k= Ascos¢ | ()
un
fx, ) = f(xog + 5C085Q, ¥, + scos¢) = F'(s) } @
Sleth y+R)=/xy+(s+85) 08 %, yo+(s+As) cos P]F = (s+As) )
Funkciju :
F(s 4 As)
izteicamm ar Teilora formulu:
. As Ag? Asn—1 P

Fis +39 = Fo) + 117 O 57 F760) + + oo £V 60+

! o !

+ 1 FMs + 8 @

12
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Augséja izteiksmé:
Fls + 3y = fiv + 4 v 4+ & (4)
F(s), F7(5)

ir fix, ») totalds atvasindtds virziend S
Ta tad:

un

Fis) = (l cosw - oy Cosgb)flx. )

P = (7

Ix

]
7 cosg + % cosd) fux, 3) (5

S —1) oy — J rr 4 ) )u ! -
! {s) = (dr cose | oy cos flx, 3)
Ta ka:

F(s+62s)=f[x;+(s+bAs)cos 3, yo+{s+0as)cos{] = f(x+404, y16F),
tad:

F (s + 8As) = (—)cosy—l-—cosq.v) Flx + 64, v+ 08 (6)

levietojot vértibas no (2), (5), (6) izteiksme (3) dabiijam:

flx + h v + B = flx, ») + - Ti ( ! cosw+ c05¢)f(x,3') —+

Pt
+A25-‘( )coscp‘f' cos¢)ﬂr M+ +( l)'( 0 -CO¢ o+ cos.b) f(x,_y)+
As* (o
+_n—!(})\ 9 + 5 cos lb) Sl O+ 8

o=

feeh, y+b=f, y>+1,( i )f(x Mgt ) it

+(Hn_.ﬂ(§f#+5;k) f( )5 (dx +0 ) Sl +6h, y+08) (7

Izteiksmi {7) sauc par Teilora formuolu [unckijai ar diviem neat-
karigiem maloigiem.
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Ja vieta v+ =0 un ¥y = 0 afrodas iecirkni, kurd f(x, ») un
f(x, ) alvasipalas izpilda ang3d min&tos noteikumus, tad formuld (7)
lickam ~ un y vieta 0, 0 un ta kd # un %4 Se varam uzskaiit kd mai-
nigus, liekam /4 vieta v un % vieta y. Tad dabijam:

£ =00+ 17w 4+ D) 0.0 + (5 + £ 5) 70,0+

1 0 ‘ ’u . dJ
TR R t) AR G wo) rox w3 @)

lzteiksmi (8) sauc par Mekloreuna formulu funkcijar ar diviem
tnainigiem.

Lai nebiitu Saubu izrakstisim aug3€jo formulu simbolu nozimi.

Teilora formula:

P oy g O P/ po
(2r+ 58y rin =S+ 2 0w + T

pie kam atvasinatds javeido vieta x| y.
d ) )ﬂ
(5eh + yt) e+ on y o)

apzimé ka p&€c diferenc€Sanas visads n-ias kartas parcialas atvasinatas
x vieta jdievieto x - 64 un y vieta y + 64,

Mellorena formula:

o 2 a f g P Pf
(i).\- dyy)f(o +2 y i )},2_}’-

pie kam labaja pus€ diferencialkvocienios

Ef. ¥
ox’ Ox oy’ dy-

jaievieto x = 0 un y = 0.
( v+ - y) S (6x, 85)

apzimg, ka péc diferenc€Sanas visds #-ids kartas atvasinatas jaievieto
= fr un ¥y = by

12+
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Ja f(x,y) iecirkni #, kurd atrodas vertibu pari x| yun x4 y+4 ir
vienvErtiga, nepartrankta un funkcijai /(x, y) ir visas parcialas atvasinatas,
kas vienvertigas, nepartrauktas 3aja iecirkei, tad, ja lim /,, — 0 dabiijam

n—rm
bezgaligu rindu — Teilora rindu. Meklorena rindu dabd-

jam, ja augs€jie noteikumi izpilditi iecirkni, kurd atrodas vértibu pari
0|0 un x|y

Cetrpadsmita noda]a.

Diferencialjeometrija Il.

98. Papildinajums diferencialjeometrijd plakng. Ja dota ap-
slépta funkcija

F(x, 3} =0, (1)
tad dabiijam :
i
dy _ ox _____ir 9
dv—  oF T g’ (2)
oy ¥
” 1 ,, 2
a2y ]'xr( y) —2F rny y+1y.v( X)
e A B T (3)
. (1')
¥

Tida gadijuma diferencialgeomeirijas agrak dotas formulds jaieved iz-
teiksmes (2) un (3), 12 piem&ram:

1) Liknes #(x, ) = 0, pieskares nolidzindjumu dabiijam :

n—y=3"E— 2
ieveérojot (2)

F
TTYE T TE -2
5
y
un / )
CE—0F+n—»F,=0 {4)

2) Liknes F'(x, 1) = 0, normales nolidzindjumu dabiijam:

iev&rojot (2)
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un i
e (5)
F F
x y
d) Lai iz8kirtu vai likve F'(x, ¥) = O punkia F, = alé ir
konkava vai konveksa, tad vérlibas a | & jaieved izteiksmé (3).
4) Liknes /' (x, y) = O infleksijas punktus dabi atsi&dzot kop#ji
nolidzinajumus :

Flr, »» =0 I
o f \2 g v f )2 6)
FUEY =2k #E + F(F) =0
xe\" y xylaxly w\ x

9} Liknes F(x, ») = 0 liekuma radiusu un liekuma centra koor-
dinatas dabiijam, ievedot atliecigas agrak dotas formulas, y’ un »”
vértibas no (2) uo (3). T3 piem&ram dabijaw:

(<248

¢ = " . ¥ ' I 1\2
_F (Fyyer FF —F (F )
xx' y Xy Yy x
Piemeérs:
No punkta P, = v,|v, vilkt pieskari pie liknes

Sy, 1) =0 {a)
Pieskares nolidzinajums pie liknes (a), liknes punkta x|y ir

E=2)/, -0/, =0
Ta ka 31 pieskare iet caur P;—x,| y,, tad jabiit izpilditam nolidzindjumam
! st a
(o — 2 f, + (J’o')’)fy=0- )
Nolidzinajurnus (e2) un (B) kopd atsledzot dabii pieskarSanas
punkta koordinatas. Pieskares nolidzin8jumu dabiijam velkot taisni
caur punkiu x,|y, un pieskarSanas punktu.
Piem€ers.
Dotas liknes ar nolidzinajumiem :
ox, ) =0 un ¢z, ) = 0. (@)
Kads ir noteikums, lai Sim likn€m kopE&jd punkia bitu ari kopgja
pieskare ?
Ja x|y ir kopEjais punkts, tad pirmds liknes pieskares virziena
koeficients ir

6 | -6
N T
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un otras liknes vieziena koelicients ir:

Siem virziena koeficientiem, saskan3d ar uzdevumu, jabit vien-
lidzigiem, ta tad

!

o &
tx —_ X
Y — 1

':; r
. ty J',_V

vai:
! r ’
2 by, — 9, b, =0 (3)

lzsledzot x, y starp nolidzindjumiem (a) un (%), dab@jam
mekl€lo noteikumu,

Viegli ieskatit, ka noteikums, lai liknes (z), kop€jd punkta bitu
stateniskas, dablijams izslédzol x un y starp nolidzindjummiem:

o(x, ) = 0; dfx, ,}’) =0,

r ! r
o, .+ ?y ¢y=0-
Piem&rs

Caur punktu 2, = x4y, vilkt normali pret likni

f(.il-‘, J’)ZO-

Normales krustpunktu ar likni dabijam, kop@&ji atslédzot nolidzi-
najurous :
f(x' .}") = 0’
(% — x)fy = AN J")fx =0

Liknes normale iet caur punktu =x,|y, un dabfito krustpunktu.

Piecpadsmiti noda]a.
Funkcijas ar vairdkiem mainigiem ekstremas vértibas.
99. Apsleptas funkcijas ekstremds vertibas Ar izteiksmi
Flx, » =0 ()

y ir dots ka apslépta funkcija no x. Lai dabiitu y ekstremas vertibas,
ka agrdk noradits, jaliek:
y =0,
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Sini gadijuma:

of
= —dx of” \
- (5 )
dy
Redzams, ka y =0, ja
oF
gx =0 @)

Ja nolibzindjumu (1) un (2) kopgjs atslégums ir
r=a un y=210s
Tad vietd + = o ordinatai v ir ekstrema vériiba,
y=5b

Vai y = b ir maksims vai minims, noteicams ar »” palidzibu.
Ta ka

Frr (Fr)g . ?Frr ];" Fr + 1,_rr (1 )2
v __ XX ¥y y r ¥ Yy x
T
v

un ta ka ar x = @ un ¥ — 4 atvasinatd (F;) y = 0, tad augi€ja
a,

J

izteiksme dod, ar x = 2 un y = b,

" Fxx
(V' )y=a = — e
y:b .[' ab
1a
‘:_,x > 0 tad y=0 minims,
- i ab <7 0tad y=5 maksims.

Jaar x=aun y=1+4 an (F;)ab:: 0, tad liknei ir ipasSi punkti
Sis gadijums tiks apskatits vélak.

Piemérs.
Fix. )= * —3axy + ¥ =0. . (N
oF oo, '
;)_x = 3.1: —_ 30).

3x2 — 3ay = 0. (2)
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(1) un (2) kop@ji atslédzot dabujam :

=0 vw=0 ryv,=al2; x,=al4

Ar v, un y,

izteiksme dabi vertibu 0, Se ir augdad min@tais ipasais gadijums.
Ar x, un y, izteiksme:

PE

v 6x
Y OF Y-
dabdi vértiby 62 )2 un b dabii vertibu 342 )2, tad
"
e 2
T - a.
Y 1x1 ¥,

3
T3 tad, 3y, = a VT ir maksims, ja 4 >> 0 uo minims, ja a <{0.

100. Funkcijas, ar diviem mainigiem, ekstremas vertibas. Pie-
nemam, ka f(x, ¥) ar diviem nealkarigiem maipigiem x un y, iecirkni
P ir vienveértiga (yn nepartraukta (zim. 80.).

Funkcijai /(x, y)iecirkni P vieta x =a; y =6, ir ekstrema
verilba: maksims, ja varam atrast tddu apkdrtni kd f(a, &) vieid
alb ir lieldka ka katra cita funkcijas f(x, ») vertiba Sini apkartné.

Ta tad vajaga varét noteikt tadu pozilivu skaitli v, ka maksima
gadijuma

fla+h 6+ k) — fla, 6) <0 ()
ar visiem:
|7 <7 un |k <%

Funkcijai f(x, ¥) vieti x =a; y =24 ir ekstrema vértiba:
minims ja:
Slet+ i b+ &) — fla ) >0 (2)
ar visiem:
A <%; A <<m
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Katra —i- vértiba noteic taisoi caur punktu M. Zim. 80. Telpa, virs taisnes

S5, atrodas krustoSanas likme virsmai z = f(r, y) un plaknei, kas
stateniska pret xy plakni un kuras pé&du linija ir taisme 5. Ja funk-
cijai f(x, y) vietd 2'6 ir maksims, tad tas ir ari aug$da min&tas liknes
maksims. Tapat, ja funkcijai
Sf(x, ») vieta al6 ir minims, , b K
tad fas arl ir minims min@tai B Y
likpei. lzteiksmes (1) uvn (2) o
norada, ja funkcijai f(x, v)
vietd a|6 ir maksims vai mi- B
nims, tad vietd a b ir maksims ¥ M,
vai mipims uz katras liknes
telpa, kuras dabiijam, ja vel- )
kam caur a | 4 dazadas fais-
mes S. &
Ja liknei telpd, kas atbilst X
taisoei S5, vieta a|b ir ekstrema Zim. 80.
veértiba, tad funkcijas f(x, ¥)

4 ey we

af__df 2/ —0
Ts =g 05 ¢ + (ycosd: =0, (3)

Sai izteiksmei jabiit izpilditai visos virzieos, kuru cos’p{-cos?y=1.
Ar §adu noteikumu augs€ja izteiksme ir tikai tad 0, ja vietda a| b

0—f= 0 un rLf: 0. 4)
Jx 0y
No augséja secinam: Tas vietas, kurds f(r, ) dabi

ekstremas vé&rtibas, atrodas nolidzindjumu (4)
atslégumos.

Piepemam, ka atslédzot nolidzinajumns (4) dabiijam :
x =a; y=b

Lai iz8kirtu vai 3ai vietd ir maksims vai minims, jaapskata otra totala
atvasinata vieta a|o,

&f #f of Pf 4
F_Wcoscp+2mcoscp.cos¢ tpeesd )
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Ja funkcijai f(x, y) vield alb ir maksims, lad izteiksmei (5) jabiit
vietd a | b negativai un ja minims, tad pozitivai vérlibai, visos virzie-
nos. Vispirms vieta a {6 jabit

(i 2 f
m;ﬁo un r}—y2:,éo. (6)

o2F

2 —
Ja, piemé€ram, (—r.,) bfitu 0, tad d—-{ ari biitu 0 ar ¢ = '?

. f)%f) S =
un ja (ng b biitu 0, tad o Al buitu 0 ar ¢ = R
Piegemot, ka augs&jais noteikums (6) izpildits, reizinot (5) ar

P

J dablijam :
Pf B (r)"if ) S o Ff Ff RS
gxt dst — \on2) © +2 Jx dy dx? cospcosy + 0x® " 0y? COS ¥

Papildinot labaja pusé pirmos divus locekjus lidz kvadratam
dabiijam:

d‘f fff 02 f l I()”f 02 f 2f )‘a] .
ax* dst T 'Jx'cos°+ T o E))_ﬂ_(axdy costy. (D
No (7) redzams, ja

Rf o ( P\

dx® gy \dx dy >0 (8)

tad (7) labd puse, visos virzienos, arvienu ir pozitiva, bet tad
ari (7) kreisd puse ir pozitiva, un tad€] ar visiem S virzieniem caur

al|b izteiksmei ftad ir tada pati zime ka

( v
dz-:_?)a,b
Izteiksme (8) ir pietiekama, lai )QJ; visos virzienos patarétu to pasu
zimi, bet ka 1a ir ari vajadziga, redzams no sekojofa
Ja biitu:
3%’;'::{ (Oij;y)< 0, (vietd a|4) )
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tad ar cos ¢ = 0 izteiksmes (7) laba pus®@ un t3dé] ari kreisd bidtu

pozitiva. Bet izteiksmes labas puses, un tadé] ari kreisds puses zime
bitu negativa pastavot (¥), ja:

&#f o*f

- 5 - g s = 0.
ox* cose dax Jy cosy =0
- 1 . o d*f .. P
Ta tad Sadd gadijuma, ja pastavétu (9), 72 ar visiem virzieniem ne-
patur@tu pastavigu zimi.
Gadijumi, ja
a2f l]gf ( a3 )'3 . - :
G oyt \oway) = 0, (vietd a|b) (10)

tad (7) laba un kreisa puse gan paturétu pozitivo zimi visos virzienos,
izpemot gadijumu virziena, kad

2/ 24

()—Jr‘z Cos '-'? + Z)j'z COSs le = 0

- — a3

Tad pazustu (7) laba puse un ta tad ar s
2

Tada gadijuma par 3;”; zimi neko nevar izteikt,

No augséjd redzams, ka funkcijai f(x, ») var biit
ckstremas vértibas tikai gadijuma ja vield a|b:

i = 0 un 9{ =0 un
ox Jy
of I (_'Z'i)'i
v gyt \gvay) 7
. s . . T L A . -
Tada gadijum3, otrai totalai atvasinatai o ir tada pat zime ka

), (i e () )
< vai ari | =5
(U-’f‘ a.b Y

Ja 3 zime ir negativa, tad f(a, 4) it maksims un ja §i zime ir
pozitiva, tad f(a, 4) ir minims

Ta tad. lai dabitu funkcijas f(x, y) ekstremas vertibas, jarikojas
sekojodi ;

o df of
I} javeido e un a—y
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2) no nolidzindjumiem

A N

ox oo
dablijam: v, =a, y, =46, x,=a, y,=0b,

3) Lai iz8kirtu vai vietd a,'6,, funkcija ffa, 6,) ir ekstr€ma vErtiba,
veidojam :
| _( o ]
(d.t2 rJyg) dydyl”
4) levedam vértibas a,'b,

(e, (5~ G ay

Tikai, ja 31 starpiba ir lielaka par 0, f(=, 4,) ir ekstrema
vértiba.

5) Ja
(ﬁ) < O tad f(a, ) ir maksims.
x5, > 0 tad f(a, 6)) ir minims.

Ja starpiba (11) ir mazdka par 0, tad nav ne maksims, pe
minims. Ja starpiba (11) nolidzinds O, tad jautdjums nav izskirts un
vajadzigi taldki pétijumi,

Ja ar v, = a, un y, = b,

(Ef =0; sz =0: dz.f
ox% 7 oxdy gyt
tad, lai f(a;, 4,) biitu ekstr&€ma v&rtiba, vajadzigs, lai ari ar v, = 4,
un y, = 4,, pazustu visas tre¥as parcialas atvasindtas, Maksima vai
T PR 4
misima jautdjumu tad izdkir Pt ja §iizteiksme ar visiem virzieniem
patur vienu un to paSu zimi.

Piemérs. .
x2 ,
flv, =g 5 (>0, ¢>0.
j x df
dx ?

-2
q
2) no;-—O un ﬁ_Odabmam =0 un y =30.
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3) o _ 1, of =0: #f 1
ETp T oway T T g

g r)"'jf (Wr{"’[ 7)2_ l 1 -
e oy \exeay) g 9>0.
Ta tad vieta v+ = 0; y =0 dotai funkcijai ir ekstrema vérliba.

& 1 Lo B
5) ity (val ari 072_?) = 0

{d lad ar * = 0 un y = 0 dotai funkcijai ir minims, un 3is minims ir.
F0, 0y = 0.

101. Funkcijas ekstremas vertibas ar vairak ka diviem mainigiem
Lidzigi, ka [100] dabiijam, ka funkcijai

S(xy %9 X Ty ) n
vieta

Xl ag | xl | xt, ir maksims vai minims
ja:
S, + hyag+ by xy + 0y)) — flxg, 20 vy xy,) < 0 maksims

_ > 0 minims.
pie visiem /i i1, ar kuriem

Ayl << | | <

Talak dabiijam, ka vajadzigais noteikums, lai dotd funkcija dabitu
ekstremun vértibu, ir:

df_.o- _ai-—-o‘ ()L:O ..‘?j;=0
X

dv, 7 dxy ' Oy 0y,

No diem nolidzipajumiem dabi vErtibu sistemas, kas varetu dot funkcijas
(1) ekstremas vé&rtibas. .lzteiksmi, kas norida wvai ar dabdto v&r-
tibu sistemu ir maksims vai minims, neizvedisim. Prakses gadijumos,
problemas raksturs daudzkart neapSaubami rada, kas dotda gadijuma
sapaidams, maksims vai minims.

102. Relativas ekstremas vértibas. Ja dota funkcija f(x, v, 2)
un ja jdnoteic, ar kddu vErtibu sistemu x|y|z funkcija f(x, 5, 2)
dabui ekstremu vertibu, tad =x, y, z var€ja biit, ka [100] redz&jam,
visas verlibu sistemas, kas airadas 3is funkcijas noteiktibas iecirkni /.
Mainigie x, v, = ir visi neatkarigi. Sadi noteikius ekstremus sauc par
absolutiem ekstremiem.
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Bet ja jadabd funkcijas
fix,  2) (1)
ekstremas vertibas ar dotu noleikumu:
i, 3, 2) =0, (2)

tad vertibu sistemas x| ylz kas dod (1) ekstremas vértibas,
var biit tikai tadas, kas apmierina arl nolidzindjumu (2) Ta ki no
(2) dabfijam » k3 funkciju no x un y, tad Sini gadijuma iecirknis
vertibu sistemai, kas dod (1) ekstremu, ir tilpumu /X krostojoSa
virsina.

Sini gadijuma dabiitos funkcijas f(x, y, z) ekslremus, sauc par
relativiem ekstremiem.

Ja prasitu funkcijas
fix, 9, 2) (3)

ekstremas vértibas ar poteikumiem

9 (X ¥ 2) =0 (4)
b, 3 2) =0 ()
tad ierobeZojums ir v&l Saurdks. Ta kd no (4) un (5) y un z dabu.

jami ka funkcijas no x, tad tagad mainigo iecirknis ir tilpumu /¢ kru.
stojoSa likne,

Ka redzams, ja dotd funkcijd ir tris mainigie, tad var dot tikai
divus noteikumus.

Visparigi, ja dota funkcija, kuras ekstremas vErtibas janoteic,
atrodas = mainigie, tad lielakais noteikumu skaits ir #—1. Noteikumu
skaits gan var biit mazaks par n—I.

Piepemam, ka dota, kada iecirkni R, vienvértiga, nepartraukta
funkcija,

S(x 3 2 w) {6)

Dabiisim 3is funkcijas relativis ekstremas veriibas ar nofeikumiem :

w(x, 2, u4) =0 (7)
$ (v, ¥, z u) = 0. 8

To varéin izdarit Sadi:
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No (7) un (8) varam izteikt:

= (¥, ¥)
L8
n= w,lr, 1) ®)
levietojot §is 5 un « vertibas dotd funkcijd f(x, u) dabiijam
f[-\'. »oole 3 oyl 3] (10}

Ka redzams, Sini funkcijd ir tikai mainigie un y
Sis funkcijas absolutos ekstremus varan dabiit, ka noradits [luu)]

Sis ce|S, izdarot mainigo & un « izslegSanu, nav arvienu iesdé-
jams. Gadijumos, kad tas iesp€jams, tas daZkart dod neparocigus
rekinus.

Se apskatisim LagrapZa papémienu, ki dabiit funkcijas
f(x! I 1) (l 1)

telativos ekstremus. kad doti noteikumi:

¢, y, uy=20 (12)
d(v, ¥, @) =0, 13

Veidojam funkcijas (11) pilnigo diferencialu:
- of o oo o
(l_(f -—-E d.t: + -05} (f_} -+ r); d... -|— E ({l!. (14)

Ja augsa minétd 2z uo izslegSana biitu izdarita, tad izteiksm@
(14) atrastos tikai dx un dy. Arl 3e var izdarit /2 un du izslégSanu.
Veidojam funkciju (12} un (13) diferencialus:

()D -.a ()(P __ -
S dx —|— - a’ —}- =T d -+ 5 on =0, (19)
f)~|ﬂ' ().4 l’

No (15) un (16) varétu dabuit 4z, 41 un to vértibas ievest ooli-
dzindjuma (14), tad dz un du izslegSana biitu izdarita. K3 izdarit
izsl€gSanu parocigi, rada sekojosais LagranZa pagé€miens,
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Reizinam nolidzindjumu (15) ar A un nolidzinajuma (16) ar
Se A un p necoteikti reizinatdji. Rezultatus pieskaitam pie (14). Tad
dabijam:

dr=(L+rZ+nF)ar + (L2 2+ ar +
+(3€+ J,+po¢) -+ (Jj’:-# 32':4-11}4’)#" (17}

Td ka A un p ir nenoteikti reizinataji, 1ad lai tos moteikiu, varam
uzdot divus noteikumus:

of 4’

i + X Jz +l =0 (18)
Ao | Loy 04’_

Ju + * ou aals Jz;_o (19)

Ka redzams, tad izteiksme (17) dabil veidu:

=L +rF+u)ar + (L+2E )y ar)

Vieta, kura f\x, y) dabll ekstremn v&rtibu, tas ilotalais diferen-
cials ir 0, neatkarigi no dx un d_y vertibdm ; ta tad tajd vietd ir:

c)f o

ox T n e (20
ﬂf ()’a r)’.P
= + - dy (21)

Lai funkcija f(x, ¥, = u) dabutu ekstremu verlibu ar dotiem
noteikumiem (12) un (13), jaizvéle x, ¥ =z u, A, p venibas tadl, lai
biitu izpilditas sekojoSas izteiksmes:

olx, ¥, z, u) =0

P2, v, 2, 4}y =0

o L% 4»

51: dx te

f)f + r)cp + (Jq.v —0 (22)
3{ + 3‘3’ + ’”’

0f ¢

+ l)ﬂ + Bou = = 0. j
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Se ir 6 nolidzindgjumi un ari nezinamo skaits ir: &etri mainigie
x, ¥, z, « un divi reizinatdji A vo p, ta tad ari 6.

Visparigi, ja » ir funkcijas mainigo skaits, r nenoteikto reizina-
taju skaits, tad oezinamo skaits ir » 4 #, bet, kd redzams, ari nolidzi-
ndjumu skaits ir (» + »), ta tad nezinamo noteikSanai pietiekarns,

Nolidzindjumu sistemas (22) Cetrus beidzamos nolidzindjumus
varam dabiit sekojoSi.

Uzskatot A un p par pastdvigiem skait)iem, veidojam funkciju /-
pie dotas f funkcijas -pieskaitot ar x reizindtu ¢ [unkciju un ar g rei-
zinatu ¢ funkciju ta tad,

F=fx, ., w4+ helx, y 5 46+ nodx, v, 2 0.

F funkcijas absolutam ekstremam veErtibam noteikumi ir:
od” oF o oF ool
ax =0 =0 =0 n =

Ka redzams, 35is fetras izteiksmes tieSi dod mingtos dCetrus no-
lidzinadjumus. No apskatita redzams, ka, lai dabuatu doias funkcijas
vkstremas verlibas ja doti ari noteikumu woolidzin2jumi, jarikojas
sekojosi :

1) Javeido funkcija F, kas sastdv no summas kuja iejet: dota
funkcija f un katrs ar nenoteiktu reizinataju reizindts noteikuma no-
hdzinajums.

2) Javeido funkcijas J° parcialas atvasindtas altieciba vz katru
funkcijas / mainigo,

3) Katra parciala atvasin@td japielidzina nullei.

4) Augiejiem nolidzindjumiem japievieno dotie noteikumu
nolidzindjumi.

5) S0 nolidzindjumun sistemu, kuras nezinamie ir funkciias f
muijnigie un nenoteiktie reizinataji, (kuru ir tikpat daudz, ka noleikumu
nolidzindjumu) jaatsleédz attieciba uz nezinamiem.,

Ar to tad problema ir atrisinata.

Vai ar 3ddu pagémienu dabiita vieta x|y|z|# ir maksims, vai
minims, o prakses gadijumos var ieskatit no problemas rakstura

Piemé€rs,

Skaitli a sadalit trijos summandos t3, lai 3o summandu reizindjums
butu maksims. Apzim&jam meklétos summandus ar x, », = Tad
funkcija, kurai mekl&jam maksimu, ir

fle, v, 2) = x.y =&

13
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Sis funkcijas maksims tiek mekl&s ar noteikumu, ka
Y+y4 =a
s, e =x+ v+ 2 — a

1) F=xpz+ M+ y+ 22— a
ol af of
?) (I_E——J-+l’ 'r')'y'—'-‘-‘_i‘lr £=.r_}’+1:
3) un 4) x4+ y 4+
vz + A
xz +
xy +

No trim beidzamiem nolidzindjumiem dabiijam :

ta tad

(i
SO O

xr =y
un ievérojot pirmo nolidzindjumu dabijam

[

'g?

XN=y =z =

3
funkcijas f(x, ¥, 2) = x.y.z maksims ir ;—7

Piemérs. Dota trissturi (zim 81)
ar vienadu precizitati izmeriti legki a, §, v
So legku summa ¢ - 5 4 y == 180",

Q jo lepkus nevar pilnigi precizi izm&rit. Apzi-
méjam kludas legku vErtibas ar =, »,

q tad (@ 4+ x); (3 4+ ) un (y 4 2) ir trisstiira

istie legki un tadé]

Zim. 1. (@03 +ri+y 21— 180°=0. (1)
Varbiitibas teorija rdda, ka 3ada gadijumi k|idu kvadratu summai
jabiit minimam.

Ta tad jaairod funkcijas

24 4 @

minims ar noteikumu (1).
Saskanpi ar teoriju veidojam funkciju

F=xdg 2+ 2+ et s+ 6+ 30+ @+ 0 —1809,
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Pielidzinot is funkcijas parcialds atvasinatas oullei, dabiijam :

o

2r + =0
(7R
of
— = = 3
7 2y + A 0 (3)
(.)[' =2: 4+ 31 =0
0z
Augséiie nolidzindjumi (3) rdda, ka = y = z; 13 tad, ja

1809 — (a + % + ¥) = 3,

2 . -
un istie lepgki ir

tad katra kljida » = 3y = 5 = 5

1 . | . l
ﬂ-+§5; ij‘i‘ioF T+“§5-

Se3padsmitanodala.

Diferencialdeometrija 1.

103. Plidknes likpu ipasie punkti. Ja liknes ordinata y ir dota
ka vienvertiga funkcija mo « um, ja vietd x, funkcijai ir viens un
galigs diferencialkvocients, tad punkts x, |y, ir vienkarSs liknes punkis.
Sini punkia liknei ir viena pieskare. lpaSi gadijumi parddas, ja ar
dazim x verlibam y, vai » vai arl abi, y un 3 viena laikd, dabu
nenoteiktas vértibas, vai ari tad, ja y ir vairakvértiga funkcija no x.

Piepemam, ka ar nolidzina.umu
flx. 1) =10 N

ir dota # tas kartas algebriska likne. Ja wm ir y augskakd kape, tad

katrai x vertibai atbilst s veriibas y, kas var biit realas vai imagi-
nares Ja tas visas sava starpa atSkiras, piem&ram, ja
ar x, dabiijam ordinatas 1! yit 0
1'1+/.' 3’; y;l }'};H

tad, ja / ir |oti mazs ari ! y! blis luvu stavoSas vertibas, tdpat

yiun ylf ka ari y" un3iY. Tada gadijumi ordinatas

o ¥

13
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veido dotas liknes (1) zaru. Tapat veido zarus ordinalas

yll }.ll
1* 1
ka ari
yill, in-l[
Ta piemeram
¥ — 2px =0
dod zarnis: o
Y= Vpe
un o
y“ = - Vipx.
Y Ja
Y = ¢lx) (2)
uo
: i) y = ¥ 3
. ir funkcijas f(x, ) = 0
Y, Yo zari, ua abi kada iecirkni
reali, tad abjem zariem biis
X kop€ji punkti, ja nolidzina-
0O — - jumam :
Xo o(z) = dlx)

Zim, 82
ir realas saknes dota iecitkni.

Ja $ada sakne ir x,, tad
$lrg) = Plxy) = 3

ir nolidzinajuma (1) divkarSa sakne un liknes zari (2) un (3) krustojas
punktd (zim 82) x,|y, vai pieskaras Sini punktd (zim. 83). Ja zari
krustojas, tad punktu 3/, sauc 22
par mezgla punktu Otid
gadijama puoktu M, sauc pas ‘
pasdpieskar$anids punktn, M foc;

Ja nolidzingjumam (1) ir ]
kompleksas saknes, tad tas ir pa- W;/
108 un piekdrtotas. Tada gadi- Y,
juma, piemé&ram, viens paris sakgu
dabd veidu:

- X

y=w(x) + foyx) ) D) 0
y = o) — ingx) | b Zim. 83,

Se w,(x) un m,(z) ir nepartrauklas, realas funkcijas.
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Ja uz zara | yir kompleksa veriiba, piem@ram, intervald, (— e, x,),
tad arj zara Il  ir kompleksa vértiba $§ini intervala., Ja intervala
(xp ) zars I ir reals, tad reals ir ari zars II. Vietd x, abi zari top
reali ar 1o, ka wy(x,) dabd vértibu 0. Saja vieta x, abu zaru ordinatas
dabil vértibu

Yo = wlxg) = x5

No aug3gja redzams, ka ja likmei (1) ir zars
¥y = ¢lx),

kas imagipars, piem®ram, intervald (— e, x,) un reals intervala
(xg. ), tad 3im zaram ir piekartols olrs zars, kas ari ir imaginars
intervala (— o, x;) un reals intervala (x, o) Abi realie zari sakas
punktd x; |y,

Piemérs:
Liknes nolidzinajums:

¥ —2xy 4 22— 4+ 2=0
dod o
¥y =x =+ Vx 2.
Pirmais zars ir: L
y=x + Jx — 2.
otrs zars ir:

¥y =x — Vix — 2.
Ka redzams, abi zari ir imaginari intervala (— o, 2) us abi zari ir
reali intervala (2, e).
Ar x, = 2 abi zari dabii vienlidzigas ordinatas

1 — il —
3’_;:2 _ y,r:Z =2

Sini punkta 2|2 abi imagi- .:’T g
narie zari pariet realos,

Punkts M, kura imaginarie

M.

zari pdriet realos zaros, var biit X
likones vienkarss pupnkis. Piemé- 0
ram liknei
4 = 2 Gix)
. — — y
zari ir y=}2x un y = — }2x
tie pariet punktd 0)0 no realiem Zim. B4,

maginaros. Sis punkts ir parabolas viepKkarss punktg.
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Pareja no realiem zariem imaginaros, notiek ari citd veida, bet
tad arvienu parejas punktd abiem zariem ir kop€ja pieskare.

Likoes veidu, zim&uma 85 un 86, sauc parsmaili. Zim&uma (85)
smaile ir pirma un zim&uma (86) otra veida.

Y
y }
x @)
M.
/‘
e M.
@) 1%
X -
0 8]
Zim. 85 Zim. 86,
Ja liknes zari:
¥ = w,(x) + 7wy,
¥ o= t(a) fw,(x).

ar visiem x imagipari, iznemot tos atsevishos x, kas ir nolidzinajuma:
wylx) = 0
realas saknes, tad, ja kida sakne ir piemé€ram x,, tad:

J’o = wl(xo)
un liknes punkis x,!y, tad ir reals. 8adu punktu sauc parizolétu
punktu,
Piemeérs.
Ja liknes nolidzin3jumu atsl€dzot dabijam :

y=x=x xV— (> —TJQI
tad zari ir: o

W o =x4+2V— =22

M= —xI=E S
Ka redzams, abu zaru ordinatas ir arvienu kompleksas, izpemot gadi-
jomus, kad x = 2 un x = 0O,

Sinis gadijumos ordinatas 3' un 3" ir realas un vienlidzigas.
Punkti 2. = 2|2 un P, = 0|0 ir dotas liknes izoléli punkti.
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104 Liknes ipa%o (singulare) punktu analitiska noteikfana.
Ja likpes nolidzindjums dots veida:

F(xr ) =0, N
1ad
r]]"
f_ 4y _x
T dy 7T al” @)
.iMT

Ja gadijuma, kada liknes punktad r,!y, dabijam

@) =om@j — 0, (3)
i X Vo oy Yp Yo
tad:
. dy _‘_3_
Y =ax=0

Liknes punktu x,|%, kam ir ipadiba ki noradits (3), sauc par
liknessingularupunklu

Ka redzams, lai dabfitu iiknes (1) singularus punkius, kopigi
jaatslédz nolidzinajumi:

'éi =0 un g: 0. (3*)
Vertibu paris x =g un y=25,
kas apmierina’ nolidzinajumus (32), v /
noteic sipgularu punktu, ja x =g M
un y =4 apmierina ari likaes !»K
nolidzingjumu (1). M )

Piepemnam, ka liknes nolidzi-

najums’ dots : Y%
o |l— L h— X
F(x, 3) = 0. Horm
Zim. 87,
Ja punkti (zim. 87.) My=x,! v,
vn M=x, + /1|y, + & atrodas uz liknes (1), tad
1;' (xm,l’o) = 0 (4)

ua
Flag+ih yo+ 4 =0 (4
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Nolidzindjuma (4) kreiso pusi izteicam ar Teilora formulu

7 ar
Flag+ i yo+ 8 = Fleg 3 + (o h+5:#)  +
RYBY
a2 , PF PF )
= 2 — — A2 R=0 5
gl 250, + e #) + 5)
lev@rojot izieiksmes (4) vn (4*), izteiksme (5) dabi veidu:
ol I ) ((j [ J2F 2L .
(%0 4+ 2L ), el o 2 g )xnyu—rh—(). 6)
Ka redz&am, ja M, ir ipaSs punkts, tad
0F oF e
o—x_O un @_.O (vieta x| y,)
un izteiksmé (6) paliek:
*F 3 FF df' .
2(a S b2 S e+ 5 )x°y0+ R=0. ()
dalot ar A2, varam rakstit :
1 (2 T A ST LY L i R N
gl 2 it 50 ) ), =0 ®
Ka redzams, no augigji zim&juma
b .
hmT y (>0 tad ari £—0)
h—0
Ja izteiksme (8) liekam %4 — 0, tad
R
llm =0,
—0 A%
io R izteiksm€& atrodas ka reizinatajs /%
Tad izteiksme (B) dabi@ veidn:
L (PF, % F d‘-’[ e .
?(ax 3 25 ayy' + )Io vo 0 ®)
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No izteiksmes (9) dabijam :

(_r{-’{‘_ i )R l()zl“
. ox r)_}')_\,n Y4 l / dx dy dx?
i A e ot i
.U.y * )xu VMo l_’-)_; 3 *eJo —'_)-}"—2 J.\.’o Yo

vai parveidojot:

(. i ‘_)
P o d).'_‘fﬂy_o_k L

i YL

o oRF Sl &

e / --[---—) —(—= - —) 10

(02{‘) _(":’f 1) —l (r).t Dl xgvg 0¥ V2 xey (10)
Ay* Jxq 2 y,

Se jaizSkiy tris gadijumi.

a2l \? (02]" 02F .
¥ (55)e ™ 5 av
Se y' dabd divas nevienadas realas vértibas. Punkta M, = x,|v,
(kas izpilda (1) un (3) izteiksmi) ir divas realas pieskares, | M,| ir
mezgla punkis,

O F )2 ((JEF 62f’)
=—, = 2
2 (dx ¥/ xo ¥a ax®  ay? J,y, (12

Se y' dabil divas vienadas vertibas. Puokti M, = x,| ¥, sakiit divas
pieskares. Tad A/, var biil: smailes atgriezes, paSpieskarSands vai
izoléts punkts. Ka Sos tris gadijumus atSkir, par to vélak.

o F )2 ?*F SF
%) (J‘ Ayl xp < ((_)_rl . F )—Vn Yo

Se punkts M, = x,|», gan ir reals, bet taja ir divas imaginaras
pieskares. Punkts A/, tad ir izoléts punkts.

Gadijuma, kad

(fﬁ"_)’* _(d_‘*{’ il
dv dylx,y,  \ox®\dy? )xu Yo
talaka pétifana izdarama Sadi.

Liekam npolidzinadjuma #'(x, y}) = 0

xo vietd xy + /2 un xy — A
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Ja abos gadijumos y dabi realas v&riibas, tad M, = v, iy, ir pas-

pieskarSands punkts. Ja abos gadijumos y dabii imaginaras vertibas,

tad A, ir izoléts punkts. Bet, ia piem€ram, ar x, + # y dabii realas

vertibas un ar x, — 4 imaginaras vai ari otradi, tad punkis A4, ir
smailes atgriezes punkts.

Lai iz8kirtu, kada veida

U ir smaile, tad javeido »”

Ja smaile ir pirma veida,
/ tad zariem 1 un 2 otra at-
P vasindtda " puokta M ir

M. — ar pretéjam zimém, (zim. 89),
bet ja smaile ir otra veida,
13 tad " ar vienadam 2im€m
(zim. 88). Ta tad, ja dots
| - liknes nolidzindjums

0 ~x;—h—

Fix, ) =0,
Zim &8, tad, lai dabiitu liknes ipaSos
punktus jirikojas sekojoSi:
1y Javeido
of” oF
— un —.
ox Jy

U

2} Jadabii nolidzinajumu

oF _ oF _

e = 0w g =0
saknes, Piepemam, ka saknes , [ - X
it : 0 {~x;~h-+
X = ay; ¥y = by
Xy = fy; ¥ = 62_ Zim. 89,

3) Ja veribu paris o, | 6, apmierina arl liknes nolidzinajumu
fix, ») = 0, tad punkts M, = a, | b, ir liknes ipaSs punkts,

4) Veidojam:
(_ff.F_)"_(G’E oF
dx oy ox?  dy? )
Tad, ja

2P\ 2 2 > 0 mezgla punkls
(r)?@)_ﬁ:(,l - (,}_—r‘! ,;j}é')x[:m: 0 pa¥pieskares, smailes algrieSanas,

vi=b, »=5,<C 0 izoléts punkts. [izolets punkts
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Piem@€rs.
Lemniskatas nclidzindjums ir:

+ %) ¥ =0
1 % =2 (x* 4 ) 2% —~ 2a%; % =2(* + ¥ 2y + 2a%y.

2) 202+ yH2xr — 202 =0 un 2(x*+4 y) 2y + 2a*y = 0.
dod saknes x =0 un y=0.
Véribazs x — 0 un y — 0 apmierina lemniskatas nolidzi-

pajumu, ta tad )/ = 0|0 ir liknes ipaSs punkis,

PE o
3) 55 = 122 + 4* — 24"
PE
o7 = 4127 o+ 20
oo,
dx dy Xy
Ui T A a 3
4 (5 ?j}'r)op - (5 D7), =0 = (= 207 2ah >,

ta tad punkts A/ = 00 ir liknes mezgla punkis.

Pieskaru virzienu koeficientus puokta 0j0 dabGjam ievedot S3is

vertibas polidzindjumd (9), kas dod:

232yt — 2g% = 0,
Yy ==1

Td tad pieskaru nolidzinajums ir:
y = x

¥y = — x.
Piemé@&rs.

Cissoidas nolidzinajums ir:

(2 + ¥ x — 20 = 0, (a>0)

1) g = y2 -+ _\’2 4 247 = Jx? -+ ,1'2; §§ = 2,1,_y — 2ay.

2) Nolidzindjumi
oF of

Y g 2 _ — Oy —
dx_3.r +y2=0 un dy..Q.xy 4ay = 0,
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dod sakmes *=0 un y=0. Sis verlibas apmierina ari cissoidas noli-
dzin@jumu, tade] punkts 0|0 ir cissoidas ipads punkts.

2 @ K

)_TZG Ay =2 — 2a); rd.y:2y'
iy a P G2F
e tb)oﬂ (o«c W)O,O =0—{(0 —4a) =0
Ka no liknes nolidzinajuma redzams, ar v = 0 -+ /, dabujam :

(it + ¥y h — 20y = 0.
¥ (h— 2a) = — M.

Si izteiksme dod realas vértibas  ja k> 0 un imaginaras ja
h <0,

levErojot 3o apstakli un (4) rezullatu, liknei punkla 0|0 ir smailes
atgriezes punkts.

No (9) dabiijam

2

y 0.
= 9,
ta tad smailes atgriezes punkta pieskare sakrit ar x asi. No liknes
nolidzinajuma redzams, ka tas nemaina veidu, ja y vietd ievedam —y;

tas nordda, ka likne ir simetriska pret » asi. T3 tad Se ir pirma
veida smaile.

105. RApliecodas liknes, Piegemam, ka nolidzindjuma:

flx, ) =10 (1)
f(x, 3, 0 ir vienvértiga, nepartraukta argumentu x, y, ¢ funkcija.

Uzskatam ¢ par parametru, no ka otkarajas ar nolidzinajumu
(1) dotas liknes izmeri vai vieta plakneé. Ar mainigu / nolidzingjums (1)
dod likpu saimi. Ta piemé&ram, nolidzindjums

24 =2 =0
ar mainigu » dod rinku saimi, ar centru koordimatu sakuma, Noli-

dzinajums

x —aPF+ ¥ =r=290
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at mainigu e dod rigku saimi. Visiem ripkiem ir viens un tas pats
radiuss, ripku ceotri atrodas uz x ass.

Ja dodam ¢ noteiktu v&itibu, tad no likpu saimes (1) izpemam
noteiktu likoi. Ja nolidzinajuma (1) ievielojam / vield 7 4 A, tad
dabiijam aug3€jas saimes otru likoi.

Likunes
S,y ) =0 (n
Syt + =20 (2)

vispariga gadijuma krustojas Ja Af — 0, tad likpu (1, un (2) krust.
punkts tiecas uz kadu noteiktu robeZvietu. Sadu robeZvietu — punktu
sauc par robeZpunktu. Likgu saimes (1) visu robeZpunkin ko.
piba veido likni, likgu saimes (1) apliecoSo likni.
Likgu (1) un (2) krustpuakts ir dots ar nolidzindjumiem (1) un (2).
Nolidzinajums:
fle, v, 1 4+ A — fre, », ) =0 (3)

dod likni, kas iet caur likgu (1) un (2) krustpunktu. T3 tad, lai da-
biitu likpu (1) un (2) krustpunkiv, varam pemt ari liknes (1) un (3)
Pielietojot LagranZa {eoremu, dabijam :

Syt + 8 — flx, 3, D=0 (v, 3, £ + 80 = 0.
T2 ka Af 5= 0, tad nodalot ar A/ dabiljam
f;(.r, ¥, 4+ BAy = 0. (32)

Ta fad likgu (1) un {2) krustpuoktu varam dabil lietojot nolidzinaju-
mus (1) un (3*).

Lai dabute likgu (1) un (2) krustpunkia robeZvietu — robez-
punktu, jaliek nolidzinajum& (3*) A7 — 0, tad dabiijam nolidzindjumu

fx 3 n =0 ")
Pievienojam Sim nolidzinajurnam
S,y ) = 0. (1)

Nolidzingjumi (1) un (3®) dod likgu (1) un (2) krustoSapas
robeZpunktu Izsl&dzot starp Siem nolidzindjumiem ¢, dabijjam
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robeZpunktu kopibu — likgu saimes (1) aplieco§as liknes noli-
dzinajumu. Ta tad, lai dabitu likgu saimes f(x, 3, ¢) =0 apliecosas
liknes nolidzinajumnu, jarikojas sekojosi:

1) veidojam
Fx 2 1) =0

2) starp nolidzindgjumiem

f(x, v, ) =0 un f:(.‘t‘, y, H =0,

izsledzot parametrn {#, dabiijam nolidzindjumu — apliecoias liknes
nolidzingjumu.

Piemers:

Dabiit iaiSpu saimes

y:kx-l—% vai y—k.r—-%:O:f(x,y,k)

apliecoSo likni. Mainigais parametrs 3e ir £,
. _ T
1) f;(.\, ¥ A= — «x +k§ = 0.
[p
v = -+ K
2) » - 1,/ .
§o vérlibu ievietojot taiSnu saimes nolidzinajuma dabtjam :

= PN e
’ i]/'th#i]/‘% + 2

Ka redzams, apliecosa likne 3ini gadijuma ir parabola.

Teorema.

Aplieco$a likne pieskaras robeZpunktd apliektai
liknei.

No apliektas liknes f(x, » #) = 0 nolidzindjuma dabijum tas
pieskares virziena koeficientu:

Jf
dy _ _ ox (a)
dx df

0y
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Ja punkits v,y ir robeZpunkis, tad las atrodas ari uz apliecoias
liknes.

Aplieco3as liknes molidzinajumi parametriska veida ir:

flx, h 0 :
fiey =0

Se apliecodds liknes koordinatas x un y ir funkcijas no parametra /.

Nolidzindjuma sistemas {J) pirm3 nolidzindjuma pilnigs diferen-
cials ir:

S oo ar s gy — ,
gy TGy A A =0, 8

Sisternas () otrs nolidzindjums rada, ka

of
f)t—f (\' ,yr )—‘0

So izteiksmi ieverojot, nolidzinajums (y) dabii veidu:

f ge o Y gy — -
a-{' (l’.\ + ()_1,' l’{} = 0 \5)

No 3i nolidzinajuma dabiijam:

0f
rf_}' .
=
dy

81 izteiksme dod aplieco3ds liknes pieskares virziena koeficientu
robezpunkta.

ApliecoSai un apliektai liknei ir kop€js punkts — robeZpunkts.
Sioi punktad, k3 to rada nolidzindjumi (e¢) un (¢), abam likném ir
kop€js pieskares virziens, ta tad ari kop€ja pieskare,

Kia redzams, % dabii noteiktas vériibas, ja

{)f _ r?f
a—xq‘:O un ar 0—}’#:0.

t. i. ja likoei (1) pav ipasv (singularu) punktu.
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Ja liknei (1) ir ipaSi punkti, tad izslég8anas rezultats no noli.
dzindjumiem

v, f) 0

f_;(x,u\'. ) =0

i

ki (o var pieradit: dod likgu saimes (1) singularo punktu geometrisko vietu
un $o likgu saimes (1) aplieco3o likni, vai ari tikai singularo pumktu
geometrisko vietu vien vai ar tikai aplieco$o likni

Ja likgu saimes nolidzindjuma atrodas divi parawetri, tad noli-
dzindjuma veids ir:
flx, o u, ) =0 4)
un ja parametri saistiti ar polidzindjuma

?("l 1’) =0 (5)

tad, lai dabiitu liknu saimes (4) apliecoSo likni, var&tu no (5) dabiit
v vértibu kd funkciju no #. levietojot 30 vértibu nolidzindjuma (4)
§is gadijums biitu parvests uz jau apskatito. Bet ja izslégiana nav
viegli izdarama, tad pielieto sekojoiu pap@mienu:

Uzskalot # k3 nealkarige un v k3 no # atkarigu parametru,
diferenc€jot nolidzinajumus (4) un () attieciba uz », dablijam

of |, df dv _

on T or du=" (6)

do oo dv

du ' dv dn 7
v

Starp Zetriem noldzinajumiem (4), (5), (6), (7) izslédzam wu, v, =

Izsléganas rezultats — nolidzinajums starp x un » dod aplie-
co$as liknes nolidzindjumu,

Pieméers gadijumam, kad liknei ir ipasi punkti.
Dabiit liknu saimes

flx, », ) = oy oy — )2 — ax? =0 (rt)

aplieco3o likoi.
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8i saime dod strofoidas. Sim liknfm ir mezgla punkts uz
y ass (zim. 90). LL ir strofoidu asimptota. Ja mainam liknes noli-

dzindjuma u, tad sirofoida tiek pabidita paraleli x asij. Se

L E
o 4 154
/ (1, o H)::)T{: —2 (v+aly—u)

1

Liekot

x+a(y—-u=0 @

up izslédzot starp nolidzinaju-
miem (a) un {§) #, dabiijam:

X {x — a) = 0.

Se x = 0 dod » asi, dubulte L
punktu O feometrisko vietu, Zim. 90.
joarx =0 un y = & no-

lidzingjums (@) dod /. = 0; f;z—- 0. Ar x = a dabiijam taisni EE,

likpu saimes (a) apliecoSo likni.

108. Vingrinajumi.

n

_r -ty 9, dz
1) z-—lx_y, =1 c)_'y_?
. ().; o 2_‘}’ dz
Atbilde e e S S
s )z
2 =2 "y %
) e l/r2—|_y3’fl i)
Atbilde: % — xy 0z

1 x x x
dz = — cotg — dx — = coig — dy.
£y @ OBy Y
4) y = —; uw= 2% — x; v = cosx.

Dabit %, wzskatot y — £, ©) ka saliktu funkeiju.

® et ey

dy %~ |+ (* = s)tgx

Atbilde
dx cos x

14
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3) u = arc cosi; diy = 7
Xy

Atbilde: Au —= %—— (ssdx + x2dy — xyds).
yl %t~ 2
6) z = y¥x; dz =7
. _ y? 4y
Atbilde: d°z = — —de* + - dedy + 2{x dy2

7 a4 ) = 3gxy =0,; " =?
_ 2a(y* ax)lay —x%)—2x(4%— ax)’—2y(ay - x%)°

o,
Atbilde: 3 T —
0%u
— gAye., _YH®
8) u =%, ox oy oz ?
Atbilde : %ﬁ;dz — V7 (%% + 3xyz 4 1)
..  PBu
9 # = (v3)°; Aoy 9z
Atbilde: o d“ — = 2(x)* 7' [2 + slx + )
o — b A P
10) 2x — ay bz® = 0; PPy ? '))’2_?
Atbilde: 0% =@ Sz__ 2ax

dxdy  6%2° @yt Ba
My xy+ xz2—y? — 22 =0; dz =7

Atbilde: ds=7 1.2z 4 T = 23*,,,,
12) 224+ ¥+ 22— =0; 2 =7

2 2 2
Atbilde: dtx = — - h S 25 dvay — V1% +z U Y

13) Izvirzit Meklorena nnda.
flx, ») = cosx cosy.
1 " 1
- 2(—1‘“ + % -hﬂ(x" +6222+1).

Aibilde: cosxcosy = 1 — I
Beidzot rindu ar sestds dimensijas locek]iem dadtjam :
R= 61_!(6x5_y + 212 - 619 sin 6x sin By —

— é(xs + 15x%% + 159%x* 4 4%) cos Bx cos by
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14) Dabiit tunkcijas
2= x4 xy 4+ »° 2¢r — y
minimu.

Atbilde: ar x — 1 un y = O dabiijam z = — | (minims)
15) Dota elipse \

A=

a2—|— 7 1 =0

Sis elipses asis piepemlas mainigas, elipse tad maina veidu. Piene-
mam, ka elipses laukums ir pastivigs.

%.ab = A

Dabiit veidotas likgu saimes apliecodas liknes nolidzinajumu,

. &
Atbilde: xy = + e

16) Dabut vislielako taisnlenka paralelepipeda tilpumu, ko var
ievietot elipsoida:

X2 2 2
atpta—1=0

Atbilde: Meklétais paralelepipeda tilpums: gab_f%c‘
17) Dabat liknes
P = 612 4 2
asimptotas.
Atbilde: y = x + 2.
18) Dabiit liknes
%t + 2y = o
asimptotas.
Atbilde: » = 0; =0; x4+ 3y =0

19) [Izp#tit, attiecibd uz ipaSiem punktiem, likni:
aty? = a2t x5
Atbilde: 7 = 0|0 pa3pieskar3anas punkts.
20) lzpétit, attieciba uz ipaSiem punktiem, likni:
(y — *7 = 8
Atbilde: punkts 0/0 ir otra veida smaile.
21) lzp#&tit, aitieciba uz IpaSiem punktiem, likni
W= x

Atbilde: punkts 00 ir izoléts punkts.

8 _ .2

14¢
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Septippadsmita noda]a.
Vektoru rékinu formulu sakopojums.

107. Vektoru algebras formulas.
1) Vektora apzime:

Ve

- Zim. 92,
Zim, 9N,

Taisne (g) ir vektora P pamats.

2) Vekiora moduls vai absolutais lielums:

|| = P; vaila| = a.
— P L -
3) Vektora £ / vienibas velktors p;:
B
Zim. 93.
|21 =1
Vektora o / vienibas vektors a;; |a,| = I.
Zim. 94,

4 P=P p; a=a a,

5) 4 == B, ja 4 = B; vienads virziens un pamati paraleli.
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6) Pamata vektori 7, 7, %;

1

7
_ _ -P
8) Vektors — /= (-1 P: «&=""O-
P
Zim. 99,
9) Vektori : Vektori
A ir paraleli. Tiem ir antiparaleli.
. irvienlidzigs vir- _ _  Tiem ir paraleli
A B ziens un pamati D pamati, bet vir-
paraleli. ziens nav vienli-
dzigs.
Zim, 100, Zim. 101.

10) Vektora 7 projekcija uz taismes /. (Skalars). Zim. 102.

P

Zim. 102, Zim. 103,
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P, = [ .cosa,  (u lenkis starp vekloru P un taisni ). Vektora P
komponenta uz taisnes 7 zim. 103.

Pr=pP T =(Pcsa)yl;|T|=1

11) Radiusa vektora projekcijas uz koordindtu asim,

Ja vektors iziet no koor-
Z 9 dinata sakuma O un vektora
gala punkia koordinatas x | ¥| 2
dotas, tad vektora projek-
cijas ir:

Pe=u=x; Py=y; P,=xz

Vektora kompo-
nentas ir:

P, =

e =ix; Py =7y;
Zim, 104, P,= k2
12) Saistits vektors: vektors, kd sakuma punkts saistits
ar noteiktu dotu punktu. Sada vektora noteik3apai vajadzigi sedi no-
teikummi. Piemérs: doia puokta atrums rotacijas kustiba.

Slidoss vektors: vektors, ko var parbidit uz vektora pa-
mata Piem@rs : cieta kermepa svars statika. SlidoSa vektora noteik3anai
vajadzigi pieci noteikumi.

Svabads vek
tors: vektors ko var telpa A
parbidit paraleli sev Pie-
mérs: speku para moments,
Svabada vektora notejk3a-
nai vajadzigi tris noteikami.

s
A
Se apskatisim svaba- T\*B Z B -
dos vektorus. B ’B*P‘

13) Vektors 7 un T3 A
summa

Zim. 105,

A4+ B =B + A4 (komutativais likums). Zim. 105
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Vektoru A, 5, C summa: A 4+ B + C
Redzam, ka: (4 + B) + C = A + (B + ) (associativais likums).

Zim. 106,

14) Vekioru .1 un B starpiba: 4 — B == 4 + (— B).

Zim. 107,

15) Veklora R saskaldiSsana komponentds ir daudzvértigs uzde-
yams.
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K3 redzams:

R=4aA+B=3 +B+C+ 7D

D

197

Zim, 108, Zim. 109,

Plakne saskaldit vektoru & divds komponentas, ko virzieni doti ir
vienvertigs uzdevums. Zim. 109.

Blg m 4 g

Telpa var vienvérligi sa-

Z skaldit vektoru 2 tris dolos
N virzienos. Zim. 110.
4 ; U
B/ P=xityjteh=x+y+s=
E' ! = (Pcosa)7 + (Pcosf); +
i j‘—jy; y Yy + (Pcosp) &
X =
S Legki «, B, v ir vektora
X P legki ar koordinatu asim.
i6) Ja
Zim. 110, _ - - -
a=ayi+ a,j+ azk
un
b=6b.17+ by}'-—l— b,k
tad
c=a+ b= (a5 b7+ (a, + b))j + (a, + b
xi+ F + k= (a4 b7+ (ay + 8,)7 + (ay + b.)F
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Se a,, by, ¢ u. .t ir vektoru a, B, ¢ projekcijas uz koordinatu asim.
Redzams ka

Ce=2ay + byi ¢y =a,+ b,; ¢, =a, + b;.
17) Vektorn skalarais, {iek§&jais) reizinajums.

(AB) = A.B cos (4, D).
Secinajumi :

1) (4 By= (B A);jo cos(.q, B)=cos(B, A) (komulativais likums)
9)ja 2 D tad cos(TH =0 ua (IB) = 0.
(AB)=0ir vekioru statenibas noteikums (4 un 77 % 0).
Tade]

G7) =0
(7B) =0
3)jad|| B cos(d,B) = 1.
Tad
(.»‘TB-) = AB
un
(d 4) = 42 = 2
Tideg]
(72)=|7! |fjcos 0 =1 1cos 0= 1.
7 A =1
(B%) = 1.
18) (Ab)= A t.cos(Ap)= Acos(A&); |6 1.
Ja _ _
la,| =1 un |5 | =1,
tad
(;1 E1)=\E-1]|b_1| COS(;sz =

=1 1cos(a,b) =cos (a, &)

— Apzim@jot ar a, 8, 1 vienibas vektora
A cor(hA) a, virziena lepkus ar koordinatu
Zim, 1M1, asim dabiijam :
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(@, 1) = la,|i7].cosa =1 1 cos «; la,| =1
(a, 7) = cos B
(;l %) = cos v.

a, = cosa i+ cosf; + cosy k.

19y 4B + C)==(AB)+(40).
(A4 + B)C + D) =(A C)+(A Dy+(B T)+(5 D) (distributivais likums)

200 (4 By=(Ad+ 4,7+ A BB, i + ByJ + B, k) =
=4, B+ A, B+ A,.B, = AB cos (4, B.
—_— AyB, + 4AyB, + A4.8.
cos (4, B) = -~ 45
Ja
tad
Ay B, + A, B, 4 A, B, = 0. (statenibas noteikums)

1 1 | ¥ r -
) ==—ar=- . =, = = 1.
) R K R o+ r R R e )
22) Ja B=mA
tad vektori A un B ir kolineari, A
un _  m— »
B__m -
5 - B
Zim. 12

Divu kolinearu vektoru dalijlums dod skalaru
lielumu.

23) Vektoru Aun ¥ vektorialais (aréjais) reizindjums:
[4 B)=|4| | B|sin(d B)¢, = A PBsin (4, B)e,.
g 4 1B (ul=1
Vektori 4,DB,¢, veido labas skriives zistemu.
Secinajumi :

) [BA=—[d B)josinB 4 = —sin(d, B
2) Jad||Btadsin(d,B) =0 uw [45] =0.
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tade), ja: _ _ _ _
(4 Bl =0un A+0, B0, tad 4| B
3) ja A1 B, tad sin(A B)==+1 un

[4 By =14\.| Bsin(4,B) [, = AB.

24) Vektoriald reizindjuma [ 5] geometriska nozime.

Uz vektoriem .4 un B
veidota paralelograma fau- - _. |  __________ . ____.

kums ir [AB) ]l/ .'?
B
F=A h= A.Bsin (4, B, ~

ta tad Zim. 114.

(A B = ABJsin(d, B)| ¢, = F 6| =1

Zim. 115,
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Reizindjums | 4 D) ir vektors, kas statenisks pret vektoriem .4 un 5.
Vektori .4, I un |AB] veido labas skriives sistemun, (zim. 114).

(Zim. 113)
lev@rojot aug3gjo uo [23) dabijam:

[[i]=0; [j/1=0; [&
[(771="%; [FRl=7; [
[/il=—Fk; [kf]=

2]
y3

25) |T(B + O) = [IR) + [4C).

1

—_—:

0
) =7

[(F&]= —j

(levérot labajd pus€ vekioru seko$anas kartibu reizindjumos)

(A + BYC + D) = [AT] + (L D} + [BC) + BD).

leverot labaja

pusé vektorn seko3anas

kartibu

reizin@jumos.

AugSejas izteiksmes rada, ka vektoru vektoriala reizinajuma disiributi-

vais likums pastdv,

26) [AB] = ((Ayf+ Ayj+ A 8B + B,j+ B, b)) =

= (A, B, — A, B))i+ (A, B, — A, B.)j+ (A, B, — A, B,)%

Ta tad o
i 7k
[/TB] =14, A, 4,
| 8, B, B,
27) g[FE]:(Ax;—l—ij—f—AzE)l
Ay A, A, B, B, B, l
=B, B, B, |=|C. C, C.|=
€ ¢ G| {4 4, 4.
— A4|BC) = BICA]
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Reizinajumi, kuros Sie tris vektori seko cikliska karliba, ir vienlidzigi.
Ja sekofamas kartiba nav cikliska fad: pieméram :

BIAC) =  A{iC)

28) Reizinijuma A |7} ] geometriska mozime ir zimejumd 116
uz vektoriem .4, 75, ( veidotd paralelepipeda tilpums.

W)

Zim. 116,

Izteiksme _ _ _
ABC) =0, (A#0; B£0; C£0)

ir triju vektoru A, B, C komplanaritates noteikums.
20) [A(BC|) = B(AC) — Ci4B).
30) Ja divu vekforu summa

ca 4+ 36 =0

tad vektori ir kolineari,
Ja: B _ _
ea + Bb 4+ yc =10,

tad vekiori @, &, ¢ ir komplanari.

108. Vektoru diferencé$ana attieciba uz skalaru argumentu,
Vektoram var biit sekojosas maigas:

1) virzienam nemainoties, mainas likai moduls. Vekiora gals tad
veido taisni.
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2) moduls pasiavigs, mainas vektora virziens, Vektora gals veido
uz lodes virsmas kadu trajektoriju.

- 3) Vektora moduls un virziens mainigi. Vektora gals veido kadu
likni telpa.
Se piegemam, ka mainigd vektora sikuma punkts arviem atrodas
kada dota punkia.
Ja:
a = F(v), {v skalars)

tad 7 ir funkcija no skalara . Dodam v pieaugumu Av, tad:

A; = J(v + Av) — f(@).
_flo + A)) — F(»)

Ai! Ay
s da fo+d F@o_ 5 -
B s i LA
Ja: _ _ _ _ o
a = a,i + ayj + a,k (1, 7, # pamata vektori)
un
a, = fi(); ay, = fl@); a, = fa(v), (2)
tad:
da da, - a’a da, s
it i i o @
un
o __da, d*a, —  da, _
TR g b o gl T gk @

Jaa = m.b tad

a = mb,1 + mb}.j_-l— mb, &

un ja skalars » un vektors & atkarigi no mainiga skalara v, tad

da dm b, _ dm  _ dby_ dm db. -
e bei 4 m o —4—'({”—5),; +mdf]+ — bk m- ,,,k_
im = _ N db, . dby,. db, _)
ST +by,+bzk)+m(~d;¢+ -
Tid tad:
- d
4 5y =" 54 m? ®)
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Nav griiti pieradit ka:
d -

- da—+ db — .

d (a b) Z + (flf a. (6,
d da - db

dv (]' = du b ] [ﬂ E . (7J

Beidzamaja izteiksmé jaievEro reizinataju seko3anas kariiba.
Vienibas vektora diferemncials., Ta ka

(‘?1 ‘-7-1) =1, (!;1‘ =1
tad
a’a - d- da
dr(al 1)— d"" a, + a v 1 — 2q T rl"ul =0
un

da, a,) = 2a, da, = 0.

Si izleiksme rdda, ka da, | @, Ta tad, vienibas vektora
diferencialsir statenisks pret vienibas vektoru

Radiusa vek.
toradiferenciala
geometriska no-
zime.

Ja mainigs, no ska-
lara v atkarigs, vektors
7 iziet mo noteikta
punkts M, tad izleiksme

r = F () M
dod telpd liknj. Zim. 17,
Ja dodam v pieaugumu Aw, tad dabujam :

rno=flv + A Q]

Ay =% — 7= jw + d) — fo) = LN (liknes chorda.)

_fo+ ) —J@ _ Je 4 ) — Jwlu Ads.
.‘l'a Av As TA?

(Asloka pieaugums. #, chordas LN vienibas vektors )

im Y i @A =T o A g

Av=>037  Ar—ro As A0 | Av—0 a7
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Se

. e Apy — J (& r
lim LS+ .1}~ A ”= lim [ 37, :r’ = 1. (3
As—0 S Av—>0 =25

Ja Adv — 0, tad vektors u, liecas uz vektoru 7 (7 vienibas vektors
pieskares virziend punkta L),

Ta tad
lim#, = ¢ £)]

lim A—rﬁd;: 174
Ap>0 T v dv
un
dr = 1.ds

Augi§éja izteiksme rada, ka radiusa vektora
r diferencials driet liknes pieskares virziend.

No aug3éja dabiijam

®

="

ds’ ()

Astoppadsmita nodala.

Diferencialjeometrija 1V,
109. Liknes telpa. Likni telpa dod ar parametriskiem nolidzi-

najurniem :
x = 9{v)
¥y = ¢(@) )
z = w(v)
Se v ir mainigs parametrs.
Nolidzinajumi :
= ¢
y=4¢@

dod liknes projekciju uz (xy) plaknes. lzslédzot  starp ¥iem nolidzi-
ndjumiem, dabiijam nolidzinajomu

Ax, y) = 0,
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kas ari izieic liknes projekciju uz xy plaknes. Lidzigi dabGjam ari
liknes projekcijas uz (yz) um (zx) plakn€m:

p(v, =10

viz x} =0
No trim liknes projekciju nolidzindjumiem, divi ir patstavigi un tre3ais
paréjo divu sekas. Ta tad liknes nolidzindjumu varam dot veida:

Ax, ¥) = 0}

w(x, z) =0 ()

Liknes nolidzinZjumus varam dot ari 3adi:

Fr, .3 = 0)
feona =0 (
(x, 1 z) =0
Uadijuma (12) likne dota kd divu cilindru un gadijuma (1*) ka diva
visparign virsmu krustosanas likne,

Likni varam dot ari vektoriala veida, ar nolidzinajumu:

r = F (). (19
8add gadijumd ka redzgjam:
r="2. 17 =1 @
Ta ka: ~ _ B _
tds = dv= dxi + dvj 4+ dzk, (2%

tad, pace]ot izteiksmes abas puses kvadratd dabiijam:
Pdst = dxz? + dy* 4+ dzt; (B=.
s = V(/x' r!"y' + a2, (4)

lzteicot izteiksmes (2) abas puses koordinatu sistem3, ievérojot, ka pieskares
vienibas vektora virziena koeficienti ir cosa,, cosf,, cosy,; dabijam:

= - - n’x-_— rf‘l'— s —
cosa,i+ cosPyf + cosy k= T+ 7 + ok

No §is formulas secinam :

cosa, = ;ii;; cos fi, = %; cosy, = %j (5)

1%
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Pieskaresnolidzindjumu liknes punktd L=xiy e,
dabfijam $adi: Apzim&jot liknes pieskares tekoSo punkiu ar 7 un
radiusu vektoru uz to ar 7,
redzams, ka pieskares visi
punkti izpilda nolidzindjumu':

P

FR—r=1~fx |f=1 (6

kur A mainigs parametrs  Pie-
skares teko3d punkta 7 koor-
dinatas apzim&jam ar I, v, 3
un liknes dota punkta L koor-
dinatas ar x, y, 2 Liekol
koordinatu sistemu punkia ()
aupi€ja izteiksme koordinatu
sistema dabti veidu:

Zim. 118.

E—v)7T+ (0 — v+ (I— k=X (cosq 7+ cos 3,7 +cosy Rl (6%)

Se ar «,, &, v, apziméti pieskares virziepu lepki ar koordinatu asim.
No (6} secinam :

z .
—
— = hcosu; —— = A
Cos ft,
N —
— = cosf; l— T =2 7
K 1Y cos B, (@)
—_ :lCOS‘V‘ !—--?:)\
' ocos 3

Pieskares nolidzinajumus dablijam no augsgjo nolidzindjumu otrds grupas:

I—x_ -y -

o = = = - (77)
cos a, cos 3,  cosv,

leverojot (0) Sos nolidzindjumus varam rakstit ari:

E—a_w—v_5t— n
dv T dy Tz (7

Diferencialus /v, #v, /= dabtijam no liknes sekojosiem nolidzindjumiem:

= 5 () [
— r_!,l (zr) (A)
N = (i) l
Se ¢ mainigs parametrs,
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Liknes pormalplaknes aolidzinajumu, liknes
punkta P = x|y |z dabijam $adi:

Plakni F, kas punkia
P = x|ylzir | pret pieska-
res vienibas vekloru 7, sauc par F

liknes normalplikauoi M
punkta AP

Velkam, uz normalpliknes,
péc patikas npemto punkiu 24,

radiusu vektoru 7, tad vektors /

]
¢

PM =R —r

Sis veklors visos normalplikoes

punktos ir | pret 7. Pielietojot
e statenibas noteikumu dabiijam :

(F—71t=0. (8) Zim. 119.

Liekam koordinalu sistemu punkid O, tad punkiu & un 72 koordina-
tas ir ‘
M=E|n|l wm P ==xi{y|z

Augséjo vekloru skalaro reizindjumu (8) izleicot koordinatu sistema
un ievérojot, ka t_projekcijas vz koordinalu asim ir cos e, cos B, cosy,,

dabiijam ;

(E ~ x)cose, + (4 — y)cosd + (5 — cosy, = 0 (8)
IevEroiot (3) varam ari raksiit:

E — x)dx + (1 — p)dy + ¢ — 5)dz = 0. (8" )

Diferencialus, dx, dy, dz, dabiijam no (A).

Izteiksmes (8), (8*) un (8" ) ir liknes normalplaknes nolidzindjumi,

Liknes pieslejas plakne,

Par liknes pieslejas plakni, sauc plakni:

1) caur liknes trim bezgaligi tuviem punktiem £, F,, F,

2) caur divam liknes pieskarém 1 un 2, kas iet caur bezgaligi
tuviem punktiem 1, 2, 3, zim. 120.

15*
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3) caur pieskari 1 un tas pieskar3anas punklam bezgaligi tuvu

punktu £,

Zim. 120.

Kia redzams, visos tris ga:
dijumos dabiijam to paso
plakni. Piegemam ka likne
dota ar nolidzinajumu:

r = f)
vn ka ), P, Py ir liknes tris

bezgaligi tuvi punkti. Sie punkli
atrodas pieslejas plakn€ E.

No zim€juma 121 redzams:

n =7 + dr;

dr, = d(r 4+ dry = dr + d*r,

Piegemam, ka punkts
M atrodas pieslejas
plakné ¥ un uzskatam
§o punktu par plakni
E veidojoSo iekodo
punktu. Radiusu vek-
toru no O uz M ap-
zimgjam ar K. Tad
veklors

_+ — —
PM=F—7

Zim, 121,

Sis vekiors (X — #) un vektori dr, dr, atrodas pieslejas plakng, ta
tad Sie tris vektori ir komplanari.

Pielietojot komplauaritates moteikumu, dabiijam :

[evedot

dabijam :

(R — 7)ldr.dr] =0

dry =dr + dr

(R — 7)[dridr + &) = 0.

Parveidojot dabidjam:

(R — Pldr.dr] 4+ (R — nldr.&r] = 0.
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Ta ka: _
[dr dr] = 0,
lad aug3éja nolidzindjuma paliek:
(B — rildr d2r] = 0. (9)

Liekam koordinalu sistemas sakuma punktu punktd O, tad punkiu M
un £, koordinatas ir:

M =E§|n|%;

Pi= x|y z

(/% — 7) projekcijas ir € — x); (p — ¥); (& — 2) un
r . . X ¥ z;
dr . . dx; ay; dsz;
dr " . dx; %, d%z;

Ar 3im verlibam no (9) dabujam:
E—x 5 —y 0 — 2

dx dy dz
d*x d%y a’z

(R — 7 [dr.&r] = =0. (%)

- a—

Augieja izteiksme dod pieslejas plikoes nolidzinajumu. Attistot deter-
minaniu, atljeciba vz pirmas rindas elementiem, dabijam pieslejas
plaknes nolidzicajumu:

dx dz.
d2

ldx dyl

b

€—=|, &]+a—mn-n

Apziméjot pieslejas plaknes virziena koeficientus ar cos @y, cosfly, cos |,
dabijam :

dy dz|. dx dz|.|dx dy
_ 0
COS g1 COS fig : COS Y4 _.| Py =)’ |¢Px 22| |a2 &y (10)
Tad
dy dz
a2y d%
cosag; — = ——
+ dy ds|? |dx ds 2_'_ dxr dy P
d%y d% dgx d’z d®x d%y (16>
_ | dx dsz|
&x d% |
COs fly = - —
_|_V | dy ds]? dx d32+ dx dy |
|y d%z d2x d?z d*x d*y
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dx dy
cos d2)’ d2y
s = ' o IE
dy dz| | dx dsP,|dx dy]?
iVId‘-’y 2o | T ldox a2z | 7| aee iy

No liknes nolidzinadjumiem (A) dabiijam dx, dy, dz, d%x, d°, d%=.
Liknes galvena normale.

Liknes punkida P = x |y|z pieslejas plakn€, velkam stateni
pret pieskari. So taisni sauc par likmes galveuno normali
Apziméjam galvends normales vienibas vekloru ar », tad: |u| = !,
}ﬂ =1 un n | { (Zim 122)

Zim. 122, Zim 123,

Liknes pieskaru viemibas veklori 7 un zf_1 liknes divos bezgaligi tuvos
punktos veido legki d<, ko dabiijam (zim. 123) velkotl rinki, ar radiusu

1 pieskarém 7 un 7, paralelas taisnes caur ripka centru. Tad:
ldft = QQ, = 1 dt {a)
Loks #P, = ds atrodas pieslejas plakng, 1adé|:

dx = L (p lickuma radivss liknes punkta F)
ds 7
lev€rojot (a) dabljam: _
ldr] _ 1
ds o

Td ka df ir || n, tad | d? | m = df. Tadg]:

dt

n
Friry (1
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up

- df

(12)
Vienibas vektora 2 projekcijas uz koordinatu asim ir galvenas nor-
males virziena koeficienti

COs a,, (033, CO5 v,

%si projekcijas uz koordinatu asim ir

deosa; dcos3 dcosy;

ds ° ds s

levérojot augdéjo, no nolidzindjuma (12) dabiijam:

- - - dcosa, = {cos%, = My
cosa,,z+cosﬁ.,;+cosy._,k=p( dfl':—{-( ;’,:j'—‘;—f—dcgi{-—‘k)(IZJ

No §i nolidzinajuma dabiijam galvenas normales virziena koeficientus:

s — & dcos
LIS
. @ cos 3,
s i, = p. ,—— 13
] 4 fis ( )
__dcosy,
cosy, = ¢. s
vai ari
,iCO8a, :COo8J,:co8y, = dcosa :dcos; dcosy

No §is izteiksmes dabujam galvenas normales virziena koeficientus.
Pacejot katru nolidzindjumu (13) kvadrata un saskaitot, iev@rojot, ka

cos?a, + cos?j, + cosy, = 1,

dabiijam:

1 _ dCQS“I)E d cos ?1)2 fdcos ¥
=R ) ) (14)
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Nolidzinajumus (13) varam ari rakstit:

cos, dcosa;
e ds
cos 3, _ dcos (13%)
o ds
cosy, _ dcosy,
s — ds
Galvenas normales nolidzin@jumi liknes punkta 77 = viy ir:
Ao _ ATy =T F (15)

dcosa,” dcos3, ~ dcosy,

Liknes binormale,

Stateni pret pieslejas® plaknoi, liknes punkitda P = x|y|z
sauc par likoes bioormali, Ki redzams, bigormalei ir tadi
paSi virziena koeficienli k@ pieslejas pldknei. Pieslejas plaknes vir-
ziena koeficientus apzim€jot ar cos a,, cos fi, cos y, dabiijam ar
formulu (10)

€08 @, * COS B : COS 1. dy ds|, | dx ds dx oy
3 COSPe-CO8Ys =\ 2y wz|" T a2 dz| | dy
Binormales nolidzinajumi ir:
s T ST
dy dz dx dz |” | d= dy (16)
d*y  d% d*x d%z d*c &y

Rektific&josd pldakne,
Plakni, kas liknes punkta # = x|y e ir | pret liknes galveno
normali, sauc par liknes rektificéjosSo plakni punkta 7.

RelktificBjosas plaknes nolidzindjums ir:

€ — x)dcosa, + (n — y)dcosB, + (L—3) dcosyy, =0. (17
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Ta tad, liknes punktd 7 =  y|c atrodas (zim. 124): pieskare,

galvend normale un binormale ar vienibas vektoriem, 7; »; 5. Sie
vienibas vektori ir savstarpgji sta-
tepiski un veido labo skriivi. b

Caur 7 un # iet pieslejas plakne ;
caur # un & oormalplakne un
cavr b un ¢ rektificgjosa plaknme.

H

VEérpe.
Liknes pirmais liekums siav
sakara ar pieskares virziena maipu.

Pirmo liekuma radiusu p jau Zim 124, t
atradam, Liknes ofrs liekums
stdv sakard ar binormales virziena maigu.
Otra liekuma radiusu — ve&rpes radiusu — apzimé&am
ar 7, tad lidzigi, k3 pirma liekuma gadijuma, dabujam :
4 _ 1 18
ds T (18)
Vektori 7, 1, & veido labo skriivi, tade]:
5 —[F 7 (19)
a’b dn ]
]+ [t ds I

Ta ka gfs- =?, tad pirmais vektorialais reizinajums dabii veidu:
l.l

[ 7]
— nk
4

ta vértiba ir 0, jo abi reizindtdji ir paraleli. Paliek:

db [+ dn
&= %) (20
No augséja redzams, ka vektors IZ—% it . # bet i;;— it ari | pret®.

T3 tad vektors (fz— ir statenisks pret plakni caur 7 un 5, tas ir pa-

ralels vektoram #.
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Tadé|] no izteiksmes:

XVII nod.

ld6] _ 1
_ ds T
reizinot ar » dabijam:
b w
7 = T (21)
Ta ka _ _ _ N
b= cosayi + cosfgs + cosy, &
un _ B _
#n=cosa,i + €OsfB,7 + cosy, 4,
tad izteiksmi (21) varam rakstit:
dcosa,— dcosﬁ a’cos-{9 cosa, - | cos fi, - cos 2T (o1s
—s ! + 7+ A==+ ol 7 k(219
No izteiksmes (21%) dabiijam :
Cos ty _ dcos ay
T = s
cos 3,  «cos,
P as (22)
COSY,  dCOSTy,
r = ds
Pacelol kvadrata augi€jos nolidzindjumus un saskaitot, dabfijam
1 _ fdcos as)'3 (d €OS l’s,)’-’ (d €0S 7,\*
=)+ )+ 00 7) 29)
Té ka: .
n=[b1],
tad _
dn dh - - di
ds ~ \ds d |+Ib'dsl'
levérojot, ka:
BTy AT
ds — T’ ds ~ p’
dabiijam :
di - T
P o PR (@)
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Nolidziodjuma (24) lab3s puses locek|i dod:
r - 3
7t T
un _
7 i]l=-L
¢ 4
lev@rojot §is izleiksmes, nolidzindjums (24) dabd veido:
dn b 7
- 242
ds ra P (24°)
Augséjo vekioru projekcijas vz koordinalu asim ir:
dcosa,  COS@y COS @
ds ?
dCosfy,  _ COSPy C0S G (25)
ds ]
dcosyy _ _ €OsSy, cosy,
ds o
Pace|ot 30s nolidzinajumus kvadrata um saskaitot, dabujam.
1 1 d cos a2)9 d cos f;\? (d cos -(2)2 9
-t = ——2 —'2 ey, 6
7+ =) () + 0 @)
Formulas: (132, (22), (25) ssuc Z|
par Frepe formulam.
Piemérs.
Skrives linijas (zim. 123)
nolidzindjums ir:
X=acosu; y=asinwu; z=ku
- 14
Ja u=2%, tad A=2kx; & sauc QU L %
par skriives linijas soli.
=2,
T
Ta ka
X
ds = Vd2® F dyF + d2 Zim, 125,
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un
dr = —asinudn; dy = acosudu; dz == £ du.
Tad

ds = Ja? + B du

Pieskares virziepa koeficienti ir.

cosa _dx —asindue  _ asinu_
VP ds T Ve + Adu Var + &'
cos __dy_  acosudu  acosu
= ST T Bae Ve B
dz kdu &
cosy, =

&5 Var | kdu V& + &

Pieskares pnolidzinajumi ir:

E—acosu  n—asinu__ 0 — ku
—asivy ~  acosu kb

Normalplaknes nolidzind@jums ir:
(E acosu)(— asinu)+ (q — asinu) (acosu) + —ku)b = 0.

Pieslejas plaknes nolidzindjumn dod determi-
nants:

E—acosu n—asinu {—ku E—acosu n—asinu (—hku
dx dy dz =|—asinudu acosudu kdu |=0.
d’x d’y d% —acosudu? —asinudi® 0

Atlistot determinantu allieciba uz pirmas rindas elementiem dabi-
jam pieslejas plaknes nolidzindjumu:

(E — acosu)(bsinu) -} (y — asinwu)(— kcosu) + ({ — ~u)a = 0

Pirm3d liekuma radiusu vn galvenas normales
virziena koeficientus dabijam sekojo§i.
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Ta ki
cosa, dcose, —-acosu
_fp__" ds —7021—1‘&?'
cos P, dcosf,  asinu
T T Tds T a4
cos-(,_d_cosyl_o_
e ds '

tad pacelot 50s oolidzindjumus kvadrata un saskaitot dabijam:

1___a& a4+ &
TR

levedot p augd®jas formulas dablijam galvenas normales virziena koefi-

cientus:
cosa, — —cosu; cOovf, = -sinu; cosy, = O.

Veidojot :
dcose, dcosf, dcosy,
ds ' ds ds

un ievedot formulas (25) dabiijam

cose, cosa; dcosa,  sinwu
e T T ds Y&t
_cosp,_cospy_dcosp,  —cosu .
P T — & jJaie
_cosyl_cosys_dcosmzo
P I ds :

Pacelot 3os nolidzindjumus kvadratd un saskaitot, dabiijam:

1 1 1
AT e

Se ievedot jau dabfito p vériibu, dabfjam:

1 A2 a® + &

@Ry TR

Binormales virzienu koeficientu attiecibu dabiijam no pieslejas
plakoes nolidzindjuma :

CO8Gy:COSPy:cOSYy = Asinu:— kcosu:a
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Binormales golidzindjumi ir:

E—acosu _n — asinu__ [ hn

ksine —~ —kcosu  a

Galvends normales virziena koeficienti jau zinami, ta tad galve-
n3s normales nolidzindjumi ir:

§ —acosu n — asinu__{ ku
—cosu —sin@

110. Virsmas Virsmas polidzinajuwms ir

z = f(x, »). (N
Piepemam, ka So funkciju var jzvirzit Teilora rinda. Parcialos
diferencialkvocientus 3e apziméjam :

dz 0z

g — 21 @—‘I'

N > (2}
d?z 0%z %z

AT T xS oy !

Plasaks ir virsmas opolidzinZjuma veids:
Fix, vy, 2) = 0. 13)

Se s ir apslépta funkcija no x un y.
Virsmas nolidzindjuma treSais veids ir:

x=fl v, ¥y =9nv); = 0 (4)

Ja v = konst, tad ar nepartrauktu mainigu » nolidzinajumi (4) dod
likni telpa un ja ari v nepariraukti mainigs, tad §i likne veido virsmu.

At u# = konst = 4, augSéjie wnolidzin@jumi dod likmi, kas atro-
das uz virsmas, dotas ar nolidzindjumiem (4). Dodot % vé&rtibas:
Ry ky dabtijam uz virsmas liknes, ko apzim€&jam par # likneém.

Tapat ar # = & dabiijam vz virsmas v likni un ar 4, 4,.

v liknes.

Tada karta virsma ir apklita ar divam likpu saimém. Sis
liknes satc par parametfra linijam. Kadas v un kadas « liknes
krustpunkis dod virsmas punktu. leverojot augd€jo # un v sauc ari
par likam koordinatam.

Ja starp nolidzinZjumiem (4) izslédzam # um o, tad dabiijam
veidu (3), un ja veidu (3) var. atslégt, attieciba uz z tad dabtjam
veidu (1).
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Ortogonalas koordinalds doto virsmas nolidzindjumu parveido
polarkoordinatas =, 6, » ar nolidzin&jumiem:

x = r sin 6 cos ¢ ;
¥y =rsintsing;
z = rcosH.
Ja nolidzinajums
F(xy 3 2)=0
ir vesela raciopala » kapes algebriska funkcija, tad virsmu, kas dota
ar aug3€jo nolidzin@jumu, sauc par » kartas algebrisku virsmu,

Sadu virsmu taisme krusto » punktos, un plakne to krusto »
kartas likn@.

Virsmu, kuras nolidzin@jums neatbilst aug3€jam pazimém, sauc
par transcendentu virsmu,
a) Pieskaruplaknoe virsmas punktd ~|y|=.
Liknes pieskari, ja likne dota ar nolidzin®jumiem ;
Filx, y, 2)=0

Fo(z, 0, 2) =0 (“

dabiijam Sadi :
Liknes pieskares nolidzin@jumi, ja liknes nolidziadjumi doti
parametriskd veida, ir:

-

f—y_n—y_ ==

Cdy T nfv'—_ dz =M 2)

Se v, v, ~ ir kdda liknes punkta koordinatas %, v. J pieskares
tekodas koordinatas.

No (1) dabiijam:

GE, . OF, oFy ,

i dx - Q‘J‘ dy 4+ e ds = 0; I .
L SN L I

'!:r ey J[— “y o | t)é dz = 0.

Ja uz Iiknes (1) no punkta P = x|y|z ejam pa ds, tad s
atrodas uz virsmas A, =0 un ari uz /,=0. Sada gadijuma Js
projekcijim: v, 4y, oz vajaga apmierinat nolidzin@jumus (3).
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No (2) dabijam :
E—x n—¥ S
dv = 2 dy =5 dz ="~ (4)

levedot Sis veriibas nolidzinajumos (3), dabiijam :

)£ ol 1
-x) ‘+(n~—))‘+(=—’)(— 0
)(f‘ oF, ®)
2 Gl g » " 2 __
& — 1) + m -2 oy + € — 2) 0z 0.

Nolidzinajumi (5) dod liknes (1) pieskari punkta x|y|{z  Katrs no
Siem polidzindjumiem, attieciba uz &, v, &, ir pirmas kapes, tadé] dod
plaknoi, kas, kd redzams, iet caur punktu P = x|y|= So plakgu
krusto3anas taisne #, ir pieskare liknei ()) un tade] ari pieskare virs-
mam f;, = 0 un £, = 0 punkid £ = «xiy|a

Virsmu F, = 0 krustojam punktd x|y!z ar kadu citu virsmu
£y =0, tad krustofanas likne iet caur punktu x|y|z Sis liknes
pieskari #, punktd x|y|z| ari izteic ar nolidzinajumiem (5), kur F,
vietd jaliek F,.

Tada pat karta dabijjaw pieskares 4, 7, u. t. t. Ka redzams,
visas liknu pieskares punktd x |yi{z t. i #, £, 4 atrodas plakné

G- +u—nDre—9%i—o ®)

un ta ka 7,, #, f; ir virsmas /|, — 0 pieskkres, tad plakne (6) ir visu
virsmas /, = 0 pieskarn kopiba, punktid x|y|z t. i. plakne:

) Ja oF . oF
(§—’f)'—+(ﬂ—y15}7+(s—z)£=0 )

ir pieskaruo pldkne vitsmai £ (v, ¥ 2)=0punktd P=x|y|a

No
F{x, y,2) =0
dabijam:
oF | odf oz oF oF
dx+c)zdx 0 = " P
of oz oF of
e =% 5=~ i
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~

levedot 3}[: un 33{- vértibas pieskaru plakoes nolidzindjuma (7)

dabijam :
E—x)p+M—2»g—E—2)=0 (8)

Sis nolidzingjums dod pieskara plaknes nolidzindjumu virsmas punkta
P =x|y|2z ja visma dota ar nolidzinajumu:

s =f(x, »)

b) Virsmas normale un normalplaknes,

PieskarSands punktd P = x|y|z pret pieskaru plakni vestu
stateni, sauc par virsmas normali Sini punkta.

Virsmas normales nolidzindjumi ir:

IR 2

Ja virsmas nolidzinajums dots:
Fx, v, 2) =0,
tad virsmas normales polidzindjumi ir:

E—x_'q-—y_s_—z

E (10
ox dy Jz
No (9} dabtjam:
E-x_s2 1Y _s— ¢
5~ —1 "M Ty T
Pirveidojot dabiijam:
E—x)+28—2=0; (1)
m—=N+gC—2=0. (12)

Nolidzipdjumi (11) un (12) dod normales projekcijas
uz (xs) un (yz) plakném,

16
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No (9) dabiijam virsmas oormales virziena koeficientus:

2 q -1
08k = —————; COS p= = e €03 V:—Tg—; (13)
=P+ +1 Pt /P +4+1
Ja par normales pozitivo virzienn piepemam to, kas ar pozitivo
z asi veido Sauru lepki, tad cos y > 0 un sakne japem ar minus zimi.
Tada gadijuma:

cos A = -u—-‘ cos COsSYy=— - —————— —
R A BN U N e
No (10) dabitjam:
oF oF

cosh= ox — s cosp— dy

iv(zé)‘w(z;‘)u(%r' . 6T |
L G @

a’F_g—Fd -|- d -[——d ~ 0,

()

Ja

tad sakoei dod + zlmi, bet ja ## <0, tad saknei dod — zimi.

Ar 3adu noteikumu sakoes 4 zime atbilst virsmas aréjai un —
zime iek3Ejai normalei.

c) Virsmasnormalpldknes,

Virsmas normali varam dot ar tas projekcijam :

(E—x)+P(E—2)=0;} (16)
m—N+gi—2=0

Katra caur o normalj vesia plikne, tad ir virsmas

z =f(xv }’)

normalplakne,
Nolidzinajums :

E—2)+2C0—2a+2n—2+gC—2]=0 (7)

ir vitstmas z = f(x, y) normalplikgu Skipsnas polidzindjums,
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Piemers.

Dabiit virsmas
_x ¥
2=31%
pieskarn plakpes nolidzindjumu.
Virsmas pieskaru plaknes nolidzinfjums $ada gadijuma ir:
PE—D+g0-N—GC—a=0

_az_x _dz_l
p—a—; un q-—-a.—y—b.

Se

levedot Sis vértibas pieskaru plaknes nolidzinajuma dab@jam

SR

€ - x)+y3~ Mm——FC—2=0
parveidojot dabijam:

g A P
;—-'4'7—3—“(‘:—3)—-0-

levErojot virsmas uolidzindjumu dabtjam :

*x. 8,9 0 _ .
a + b — . + 2.
Piemé&rs,
Dabit elipsoida
2

PP
i+t —1=0
pieskaru plaknes nolidzindjumu. Virsmas pieskaru plakames nolidzina.
jums Sini gadijuma ir:
oF oF oF
wE— DT 0=+ K- =0
Se
OF _2x. oF _%y JF 2
dx~ a®' oy B2’ ds &

levedot Sis vErtibas pieskaru plaknes nolidzindjum3 dabijam :
g 0.
G-+ 2(1v1-—y)+,(~=,—z)—-

16*
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levErojot elipsoida nolidzindjumu dabijam :
Sr  hy 8o
a? + b? + c? 1=0.
Elipsoida normales polidzindjumi punkta P = x| y| 3 ir

TA_TTY_s—e

I/.nl

Ak

Normales virziena koeficientus cos A, cos g, cosv dabijsm no:

x _y
COS A €COSH COSV = o T%n -5
! 3 a2 2

Piem&rs.
Vilkt caur punkiu P, = x,|¥,|2, virsmai

F(x' J”l z) = 0
pleskaru plakni

Punkits P, neatrodas uz virsmas,

ApzimEjam ar P = x|y |2 virsmas punktu, kurd pieskaras virsmai
plakne, kas iet caur punkin 7,

Pieskaru plikoes nolidzindjums ir:

oF

(E—x):g+ (n——y)dj,% c— =z )Ezf‘-

Ta ka pieskaru plaknei, jaiet caur punktu x,|¥,|z, tad t3 punkia
koordinalam jaapwierina aug3€jais nolidzindjums. Ta tad:

0F oF

G T A5 =0 @

(xg — x) ‘I'( Yo— ) 5>

Ta ki P = x|y |z alrodas uz pieskaru pldknes un virsmas
F(x, », 2 =0, ()]

tad punktam x|y |z jazpmierina abi nolidzingjumi (a) un (f).

Sie nolidzinajumi (a) un (B) dod likni, kas atrodas uz virsmas
(B) un ir pieskarSanas likne, kur@ caur P, ejo3d pieskaru plikne pie-
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skaras virsmai. Caur 7 — x|y|z kas atrodas uz virsmas un
Py = xy1 3| 2, lickam taisnoi

Yg—=¥ YoV FH—

i m

81 taisne ir virsmas pieskare,

Starp Eetriem nolidzindjumiem (@), (B) un (1) izslédzot v,z
dabiijam vienu nolidzindjumu ar &, v, 3. Sis nolidzinajums dod virsmu
uz kuras atrodas visas no P, pie virsmas £ (v, y, 2) = 0 vilkids
pieskares. S8i virsma ir kons ar virsotni punkia 7,

Pieméers,

Dab@it: 1) ta cilindra nolidzindjumu, kas projece virsmu
F{x, ¥, ) = 0 uz xy pliknes un 2) §i cilindra un virsmas pieskar-
§anas liknes nolidzindjumu,

PieskarSanas likoes katrd punktdi P = «x|y|2, virsmas oormale

ir | pret z asi, tdade] g = 0. Ta ka sis punkis atrodas uz virsmas

tad 8 koordinatam jaizpilda ari nolidzindjums
Fix, ) = 0.

Ta tad pieskarSands punktam 7 — «|y|z jaizpilda nolidzi-
ndjumi:
Fix, y,2) =0
oF _ ¢ (1)

s
Sie divi nolidzindjumi dod pieskar§ands likni. Projec€jo3a cilindra
nolidzinajumu dabiijam, izslédzot starp 3iem nolidzind@jumiem koor-
dinatn .

111. Virsmas stivoklis pret pieskaru plakni, pieskarSanas
punkta apkartnd. Piegemam, ka virsmas nolidzindjums dots veida:

z = fx, y). )
Apzim@jam ar
__ a3 __ 0=
2= ox" T T oy @
_ 0% 0% f = Pz
w P T ey LT 9t
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Piepemam, ka punkts A4 (zim. 126) ir pieskaru plaknes £ pieskara-
nas punkts virsmai (1). Punkla 4 projekcija uz xy plaknes ir 0.
Pienemam ka punkts
z M atrodas ]oti tuvn punk-
tam A vz virsmas, £ ir
§i punkta projekcija uz
xy plaknmes. MP kruslo
pieskaru plakni £ punkta
M,. Ja punkta O’ koor-
dinatas it « un b, tad
punkta A4 2z koordinata

ir:
¢ = fa, b). {3)

Pamesam koordinatu sis.
temu paraleli vz ', tad

x =g+ &
r—iia) ®

z=fla+ %', b+ )

Izvirzot izteiksmes labo pusi Teilora rinda dabiijam:

un

c=f@ )+ f g+ g b 2By B )
Pieskaru plaknes nolidzinajums punkta A4 ir:
C—e=C—ap+ & — by
leveérojot transformacijas formulas (4), kas dod
E=a+4 s un v =686+ ¥,
dabujam pieskaru plakoes nolidzin&jumu jaund koordinatu sistema
S=c+ px' + gy’ (6)

Jaund koordinatu sistem3d punkta 3, koordinatas ir x’ |y’ |3.
No nolidzinajumiem (5) un (6) dabiijam:
z2— 0 = -;-(m:'2 + 2sx'y -+ #%) 4 ()

Talakie locek]i Se ir tre3a un angstakas kapés, Ja z — J > 0, tad
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virsmas punkts A/ atrodas virs pieskaru plikmes. bet ja z — {<Z0, tad
punkts A/ atrodas zem tds un ja 3 — § == 0, tad punkts M airodas
pieskaru plakng,

Virsmas un pieskaru plaknes krustoSaoas liknes projekciju uz xy
plaknes dabiijam liekot nolidzindjuma (7)

g — § =0.
Tad nolidzinajums

0= (="% 4+ 2s2'%" 4+ #'% + (8)
dod 3o krustoSands liknes projekciju.
Sis nolidzindjums, kd loceklu zemakd kdpe ir otrd, ki redzEjim

liknu ipaSu punktu petiSand, izteic likni ar dubultpuokiu punkta O’
Sis liknes pieskaru nolidzindjums punktd O', ir:

rx't 4 22’y 4+ 12 = 0. 9

Aug3gjais nolidzindjums izteic divas taisnes caur (', kas var biit ima-
ginaras, realas nesakritoSas, realas sakrito3as.

Pirmais gadijums. Piepemam, ka
¥l — 52 >0,

Tad nolidzin2jums (9) izteic divas imaginaras taisnes: virsmas un
pieskaru plaknes puokta .4 krustoSanas likones projekcija vz xy plak-
nes dod izoletu puoktu O’  Tadé] pieskaru plakoei, punkta 4 ap-
kartn€, ar virsmu pav citu kop&u punktu ka pieskarSanas punkts A.
Td k3 punktda P, x' un »' Joti mazi lielumi, tad 2 — { zimi noteic
trinoma
rx'? ++ 2sx’y 4 #"7?

zime. T3 kd Sim trinomam ir imaginaras saknes, tad tam ir pasta-
vigi tada zime kd lielumam » (vai ari #), Jar >0, tad 2 — 5> 0
punkta O’ apkarto€. Virsma tad atrodas virs pieskaru plakoes, ja
r << 0, tad z — L <7 0 un virsma O apkdrtué atrodas zem pieskaru
plakues.

Sini gadijuma saka: virsma ir konveksa punktd 4. Konveksas
virsmas ir lode, elipsoids, eliptisks paraboloids ua divtelpu hiperboloids.

Otrs gadijums. Ja
v — 52 <0,
tad nolidzindjums (9) izteic divas realas punkid O’ krustojo3as taisnes.
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Virsmas un pieskaru plaknes krustoSanas liknes projekcijai xy plakng
punkts O ir dubulipunkts, Taisnes, kas dotas ar nolidzinajumu (9), ir
min&tas liknes pieskares punktd (¥. Telp3, virsmas un pieskaru plak-
nes krusto3ands likmei, ari ir dubultpunkts pieskar$anas punkta A
Sai puoktdi krustoSands liknei ir divas pieskares, kuru pro-
jekcijas uz xy pliknes dod nolidzindjums (9). Sis pieskares, virsmas
un pieskaru pliknes krustoSands liknei punkta .4, sauc par virsmas
asimptotiskiem virzienierm punkta A4  Krusto3ands liknes abu zaru
projekcijas xy plakné veido punkta O’ Cetrus liknes legkus I, II, II[, IV.

Ja punkts 2 = x’ |y’ kastas punkta O’ apkartn€, tad starpiba
z — §, ja ta pieméram legka iecirkni I ir 4, tad t3 legka iecirkni II
ir —, iecirkni III 4 un iecitknl IV —. Virsmas dala, kas projec€jas
uz 1 un I, atrodas virs pieskaru plaknes un 13 virsmas daja, kas
projec€jas iecirknos II un 1V, atrodas zem pieskaru plaknes.

Sini gadijuma saka, ka virsmas punktd A totalais liekums ir
negativs,

Virsmas ar totalo negativo lieckumu ir pieméram : vieantelpas hiper-
boloids, hiperboliskais paraboloids.

Tre3ais gadijums. Ja
v — 52 =0,

tad nolidzindjums (9) izteic divas sakritodas taisnes, Virsmas un pie-
skaru plaknes krustoSanas liknes projekcijei x:y plakn€ punktd O’ ir
smaile; abiem liknes zariem punktd O' ir kopgja pieskare. Telpd,
pieskarn plakne punkta A krustp virsmu likn& kurai punktad A ir
smajle. Smailes zariem ir kopiga pieskare. Asimptotiskie virzieni
sakrit ar §o pneskan Smailes zaru projekcija dala xy plakni divos iecirkyos.
Starpaba g — { dabil pozitivn vai negativu zimi atkariba no punkta
P = x' |y’ atraSanas viend vai otrd iecirkni.

Sini gadijumd saka, ka virsmai punkta A totalais lieknms ir O,
Sadas virsmas ir piem&ram konu un cilindru virsmas, vispar plakné
izplatamas virsmas.

112 Uz virsmas atrodo3as liknes liekums. Piepemam, ka
punkis®A4 (zim. 127) atrodas uz virsmas.

z = flx, ¥ (1)

Pieqem‘am ari, ka likne A4M atrodas vz $is virsmas. Apzim@jam ar s
loku uz 3is liknes, skaitot no kdda punkta, ar a, B,. v, liknes pie-
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skates AD virziena koeficientus, ar a,, 3, 7, §is liknes galvena@s nor-
maies virziena koeficientus un ar R liknes liekuma radiusu punkta A
Uz liknes AM, =z, y, z ir fuokcijas no s.

Frene formulas dod :

dx __ . dy _ . dz __ B

ds = a, a’s [']1, s = (1 .

day 8, diy__ By dn__ e @ M
s R’ ds =R &R A

T2 ki likne atrodas uz virsmas (1), S

tad x, », z ka funkcijas s tapatigi
izpilda oolidzin@jumu (1). Diferencé-
jot (1), attiecibd vz s, dabijam: Zim, 127.

dz __dz dx  dz dy (3)
dsTdx ds T dy ds

levedot Se apzimes no (2) dabijam:

Ty = Ao + gh 4

Diferencgjot nolidzinajumu (4) attieciba uz s, dabiijam:

d*{, __opdx opdy dal aq dx dq dy dfi
T oxds 1+dyds “t P B'+0ydsﬁ1+
IevErojot izteiksmes (2), dabidjam:
g—‘r ai +s5.80 + 2 %—Fs af, +1¢ ﬁf"l"?-%
vai an
n= P;-a 1 =rai 4 25 0B, + /i (5)
un
R = g — POy — QB‘J (6)

T e + 2s af, + B

Sini izteiksme p, g, #, s, ¢ ir atkarigi tikai no Tpunkta .4 ‘koordi-
natam :x, y, z, bel nav atkarigi oo likmes izv&les, kas iet caur 4.
Lielumi a,, B,, v, ir zinami, ja liknei punkia A pievelkam pieskari.
Lielumi ag.f,. v, ir zinami, ja zinama piepemtas liknes galvena normale.
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Teorema.

Ja uz virmas z = f(x, y) velkam caur punktu 4 likni, tad Sis
liknes liekuma radius X punkta A ir tids pats, kads tas ir tai liknei,
ko dabill, krustojot virsmou sr dotas liknes pieslejas plakoi, kas iet
caur pieskari AB,

Pieradijums.

Dotas liknes liekuma radius K& ir noteikts ar nolidzindjumu (6)
uo atrodas §is liknes pieslejas pldkn€. Ja punkts A piepemts, tad ari
doti p, g, 7 s, /. R ka redzams no (6) tad ir atkarigs tikai no a;, 8. 1,

un a,, By, 1, I vérliba ir {3 pati visam likp€m, kas iet caur punklu
A un kam ir tie paSi sedi lielumi a;, B, v, 2 Ba Yo

Virsmas kruslo3anas liknei ar dot3s liknes pieslejas plakni ir kopigi
ar dofo likni punktad 4: pieskare un galvend normale; ta tad tai ir
arl tie paSi e,, 8, vy, @y fq 7an k& dotai liknei un tade], saskapa ar
(6), tas pats liekuma radius X, ki dotai liknei, Ar 3o teorema ir
pieradita.

Virsmas 3k€lumu ar plaknoi, kas iet caur virsmas pieskari un virsmas
normali puoktd 4, sauc par normal3k&lumu, Katru citu virsmas
Sk€lumu ar plakni, caur to paSu pieskari 4B punkta 4, bet kas neiet
caur virsmas normali sauc par slipu §kélumu.

Menie (Meusnier) teorema:
Slipa 3k€luma liknes liekuma centrs C,,ir attiecigd normal3k&luma
liknes lieckuma centra C projekcija vz slipa Sk€luma plaknes.
Pieradijums.
Virsmas
z = f(x, ¥)

normales nolidzindjumi punktd A = x|y |z ir:

Virsmas normales virziena koeficienti A, n, v ir doti ar

— 2 —9q 1
¥rte | Ntxrte  Nxr+e

Si virsmas normale ari ir normalSkeluma galvend normale,



Diterencialgeometrija 112 251

Apziméjot slipd 3kEluma galvends normales virziena koefici-
entus ar:

[
Gy Par Tas

un apzim@jot legki, starp normala un slipa 3k€luma galvenam norma-
ém ar 6, dabiijam :

Cos § = Aty + i, + Vs,
levietojot A, p,  vertibas mo (8) dabiijam:

—2% — gt T
Vr+ 2+ ¢

cos 6 =

No (b) dabiijam:
— Py — gl + 1, = Rra} 253, + 3.

Sis izteiksmes kreisds puses vertibu ievietojot ang3ejd formuld, dabiijam :

Rire? 4+ 2sa3; + 5}

cos 6 =

VT + 27 ¥ ¢
(11
_ Ik F iy o
T ora® 4 2sa8, + 27 cos b (10)
Se R ir slipa B

Skeluma lie-
kuma radius
punktd A.

Izteiksmes (10)
saucgjs var biit po-
zitivs vai negativs,
bet ta kda R ir pozi-
tivs, tad cos 6 zimei
jabtt tadai pat ka
saucfja zimei.

1) Piegpemam ka:
raj+ 2sa,8,+ B0,
fad cos 0 ir pozitivs N

un legkis 6 ir Saurs. Zim, 128.
Zimgjuma 128 4B ir virsmas pormalik€luma pieskare punkid 4.
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AN ir virsmas normale un ari normalik8luma (caur AL AN
galvena normale. AN’ ir slipd Sk€luma (caur 4B un A/V') galvena
normale.

Ja 6 = 0, t i ja slipais §kflums tuvinas normalsk€lumam,
griezdamies ap 4D, tad, saskapa ar (10), R aug up ar 8 = O dabd
vértibu

VTR
Ba vt o osafy T (an

SeR,tad irnormal3kéluma liekuma radius punkta 4.

N’ Salidzinot nolidzinajumus
(10} un (11) dabiijam:
C C, B R = F,cos8  (12)

No zim&uma 128 redzams, ka
R = AC, it R, projekcija
vz AN, kas pierada Menie
teoremn

2) Ja

r® 4 2sa,f, + 1% < 0,

tad, ka avgsd noradits, cos 6<<0
un 0 tad ir plailegkis. {Zim. 129)

N Ja griezam slipa $kéluma

Zim. 129, plakni BAN' ap AB, ar augo3u

6, redzam, ka ar b—=m=, slipa

Skeluma plakne sakrit ar normalSk€luma plakni un AN’ sakrit ar AN
pagarindjumu 4C. Tad saskapd ar (10) R tiecas uz v€riibu

f__ Vst
" ra} + 2sa)f, + £87°

Formula (10) tad dod:
R =— R,cos0 = K,cos{m — 6).

§i formula pierada Menie teoremu ari dotd gadijuma.
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Menie teorema rdada, ka ja zinam kada normal.
Sk€luma liekuma centru ( punkta 4, tad artoari
zinam katra attiecigd slipad Sk€luma liekvma
centrn C, punktd A.

K3 redz&jam, normalskEluma liekuma cenirs C var atrasties uz
virsmas normales pozitivas puses AN vai ari uz ANV pagarindjuma.
Pirmd@ gadijurnd dabiijam

o Vitpig
" rat 4 28, +
un otra
p—_ N+ +q
" rar 4 2sa.3 + /7

Lai abos gadijumos izteiktu R, ar vienu formuln, dodam R, pozitiva
zimi, ja lieckuma centrs C atrodas uz virsmas normales pozitivas puses
AN un negativo zimi pretéja gadijuma. Ar §adu noteikumu &, apzi-
mé taisnes gabala AC algebrisko verlibu, kas skaitama pozitiva uz
virsmas normales izvEleta virziena 4N Si algebriska vértiba tad ir dota
ar vieou formulu.

R= N+2+ g

rel + 2se.8, + ;ﬁf (13)

Ja R, dabii pozitivy vErtiby, tad liekuma centrs atrodas uz virsmas normales
pozitivds puses un ja X, dabii negativu zimi, tad liekuma centrs atro-
das uz virsmas normales negativas puses.

Formula (13) skaititdjs ir pozitivs, Ja A4 piegemts, tad saucéjs
ir alkarigs no a, un §,. Ja normalSkEluma plakni griezam ap virsmas nor-
mali, mainas pieskares virziena koeficienti a, un 3,. X, zime, {3 tad,
atkariga tikai no saucéja.

Ja rt — 5% < 0, tad saucEjam ir pasidviga zime ar visam e, un §,
vériibam. Sada gadijumd visu normalikeluma liekuma ceniri atrodas
viend pus€ no A.

Ja rt —~ 5% <0, tad saucEjs dabi ka pozitivas ta ari negativas
vértibas. Tad dazu normalSk€lumu liekuma centri atrodas viena puse
no A un defu — otrd puse. Bet 13 ki saucgja vEriiba, ejot no +
vz —, iet caur O, tad gadijuma3, ja

ro® 4+ 2saf, + 2 =0 (14)



254 Diferencialrekini Xvill nod.

R, dabii vértibu o  Sadu vErtibu dabi A, divos virzienos. Tas
redzams no sekojosa. Pieskares 4B nolidzinajumi ir

f—x_m—y_GL—¢

a, N Y1
tad
E-x_n—vy
&y k
vai
(s (15)

E—x a’
ir pieskares projekcija uz x, y plaknes.
ir pieskares projekcijas

By
1

No nolidzindjuma (15) redzams, ka o
virziena koeficients. levedot E—lz tg v nolidzindjuma (14) dabijam:
1

ftg2o + 2stgp 4+ r=0.

Sis nolidzin@jums dod divus virzienus, ar kuriem polidziodjums
(14) ir izpildits.

Ja r#—s%=0, tad R, zimi nemaina, bet %, dab@i vértibu co viena
virziend.

113. Eilera formula. Parnesam koordinatu sakumu uz virsmas
punktu A, 2 asi Se liekam virsmas normales -} virziena. No virsmas
punkta A atkarigos diferencialkvocientus apzim@jam ar p,, g, 7, 5 4.

T3 ka virsmas normale punktd A Se sakrit ar = asi, tad 3is nor-
males virziena koeficienti jauna koordinatu sistema ir:

A=0; p=0; v=1,
Bet tad, saskapd ar formulam (8), [1§2] jabit
- 2=0; ¢=0,

Sada gadijuma formula (13)
[112] dod :
Z P — D S
" ro®y + 255 ayfly + LB

vai arn:

1 .
-En_ = 7 4 25,3y + 4,8} (16)

X Pieskare A B virsmas punktad
Zim, 130, A (zim. 130.), tagad atrodas xy
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plakng. Apziméjot lepki starp x asi un pieskari ar ¢, redzams. ka
formula (16) a, vieta lickams cos ¢ un 3, vield sin ¢, tad:

R] = #5 COS%p + 25, 8D ¢ COS ¢ + £, sin®p. (1n
"

-—

-Rl—— vertiba, ka redzams no avg3€ja, ir ajkariga no legka ¢, un
n

ia ka izleiksme ir otras kapes, tad tai ir maksims un minims, Ver-
tibas ¢, kas dod maksimu vai minimu, dabijam no izteiksmes:

% (?(,17): — 27, cos ¢ sin p 4 25, cos*o — 2s,sin%p + 2/,5in ¢ cos © =
= — (o — #) 2 sin p cos ¢ + 2s, (cos?p — sin®g) = 0. (18)
No nolidzinajuma (18) dabiijam:

25,
g2 = — 4 (19)
Vispdriga gadijuma, kad s, %= 0 un », ¥ #, aug3gja izteiksme dod
vErtibas :
20 =m uwn 20 = m 4 =%,
ta tad:
m m
1= g Y2 = j‘f‘

0] A

(20)

Ar vieou no ¢ veribam RL ir maksims, tad %, ir ir minims, ar otru
"

Fl— ir minims, tad 2, ir maksims. Apzim€jam Sis K, ekstremas ver-
»

tibas ar R, un &, Seil R, un R, atrodas normalikelumos, kas stav
stateniski viens pret otru, ka to rida (20). Normalsk&umus, caur
virsmas punktu 4, kuru liekumu radiusi &, un &, dabii ekstremas
vériibas, sauc par galveniem 3k&@lumiem. Pieskares
virzienus, ar legpkiem ¢, vn ¢, sauc par galveniem
virzieniem, R, un K, par galveniem liekuma ra-
diusiem,

Ja koordinatu asis x um y lieckam galvenos virzienos, tad 3aj3
koordinatu sistemd galveno 3kélumu legki ir:

mw

9, = — 0 un '192:%.
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Ar 3im o, un ¢, vértibam formula (19) jabit s, = 0. Tad nolidzi-
najums (17) dabi veidu:

Rl—” = rycos’o 4 f,sin?p 21
Se legki ¢ veido kada normalSkeluma pieskare punkia A ar x asi,
caur koru tagad iet galvenais SkElums,

Ja v = 0, normalSkelums sakrit ar vienu galveno §k€lumu, tad
R, = R, un lormula (21) dod:

Rl = 0
Ja ¢ = —725. normalik€lums sakrit ar otru galveno Skélumu, tad

R, = R, Se nolidzinajums (21) dod:

1
BT
[evedot R}—; = 7, un 1= {, nolidzindjuma (21) dabujam:

w

I _ cos?¢  sin?e
R, R, + Ry -~
Augsgja formula rada, ka ja caur virsmas punkiu 4 liekam kadu not-
malsk€lumu, kas ar vienu no galveniem 3Sk€lumiem veido legki ¢,
tad §3ada normal3kEluma liekuma radiusu K, varam dabilt, ja zinami
galvenie liekuma radinsi R, un A,
Formulu (22) sauc par Eilera formulu
Pirmis secindjums,
NormalSk&lumiem, kas veido ar galveno Sk€lumu legkus ¢ un
T — ¢, ir vienlidzigi liekuma radiusi,
levedot formuld (22) legkus ¢ un ™ — ¢ dabijam:

1 cos?¢ | sin?¢

22)

R¢_ R, R, "’
1 cos?(m — ¢)+sin2(r — q;)_cos"‘cb_‘_sinﬂcp
Rﬂ_q’_ R, R, R R,
No auvg3eja redzams, ka
1 _ T
R
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Otirs secindjums.

Normalikélumiem ar legkiem ¢ un © -';— pastav izteiksme :
1 1 1 1
R, TR _"RTE
? Gt T
]
Pieradijums
1 _ cos®o  sin®g
R,/ TR
2 [ e, E in2 _.1_:.
1 _cos (‘“ + 2) sin (cp + 2) sm- cos""r
R - R, R,
5
Saskaitot S0s polidzindjumus dabijam:
1 _cos’y 4 sin?¢ | sin®@ 4 coslp 1 1
ch+R x R, + R, -_le_i_fTa'

¢tz

114. Galveno virzienu noteik3ana. Piepemam, ka virsma dota
ar nolidzinajumu

z = f{x, y) ¢}
un ka S§is virsmas punkta n
A = z|y| zjinoteic galvenie vir- Z B
ziepi, Zim. 131) !
Piepemam ka A# ir virsmas TA :

pormale un A DB virsmas pieskare,
Caur §im taisn€m iet mnormal- '
plakoe, kas dod ar virsmu nor- 0 ; , y
malSk€lumu. A'F’ ir pieskares : :

AB projekcija vz xy plaknes. A

Ki redz&jam : X \ B

_N+F+
n— rﬂf + 23313 T? (2) Zim. 131,

vai

R, - 1 o
Vi 27+ ¢t 79+ 25a.f, + i

2')

17
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Ja punkts 4 uz virsmas piegemts, tad %, ¢,7,5,/ ir noteikti pa-
stavigi lieluwni. Taka a,, 3,7, ir pieskares A B virziena koeficienti, tad:

@+ B +v=1 (3)
Ka agrak redz&jam [112] (4):
T = e+ g (4)
tad
a -+ B+ (P g =1 (5

lzteiksmi (5) ievedam formulas (2* ), labas puses skaititdjd, 1 viela, tad:

R, ai + B+ (pe, + ‘?31)_2

Tt tg 7@+ Doy + 78 ©

Izteiksmes (6) lab@s puses skaititdju uo sauc&€ju dalam ar o? un, liekot

&=M o
a,
dabijam:
By (4 m+ 2gm+ 1+ 8
VT + 2% + ¢* tm? + 2sm + r )
Ta ka
_dx, _ d_y
a = d_§’ 31 — ds
tad " p
= =2
= T dx

t. i. m ir pieskares 4B projekcijas A’ B’ virziena koeficients,
Galvenos virzienos, viena X, ir maksims, otrtf minims. Lai
dabfitu galvenos virzienus, jagrieZ normalplakne ap normali Ad#»,

Pieskare AB tad grieZas ap A un pieskares projekcija 4’5’ ap
A'. Tas m verlibas, ar kuram &, ir maksims vai minims, dabiijjam

pielidzinot nullei izteiksmes (8) labas -puses atvasindto attieciba vz m.
Izdarot teikto dabiijam :

[(1 4 g2 m + pq) (tm? + 2sm + 7) —
— (tm + ) (1 + g2 m® + 2pqm + (1 + $9) = 0. ©)

Sakartojot dabiijam :

mils(1 4 ¢°) - pgtl + mir(l + g9 — K1 + 2] +pgr—s (1 + =0 (101
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8im, atiiecibd uz m, kvadratiskam nolidzin@jumam, ir divas realas
sakoes m, un m,, kas ir galveoo virzienu projekciju virziena koefi-
cieati (x, y plakné).
Galvenie liekuma radiunsi.
Apzimé&jam
p 1 R,
— =5
I+ 24+ ¢
R, ir ekstrema v8rtiba, ja S ir tada. lev@rojet (8) un (11) dabijam:

(n

9_(1 1 qfm® + 2pgm 4-1 4 2°
R tm? + 2sm 4 r

(12)

Dabiisim S ekstremas vértibas, kad m mainas no — v lidz 4-co.
No (12) redzams, ka katrai S vé@rlibai albilst divas s vErtibas. Lai
kada S vertiba biitu ekstrema, vajadzigs un pietiekams, lai atbilsoas
m verlibas biitu vienadas. No (12) dabfijam:

m2[(L + ¢%) —4S] + 2m[pg — sS5] + A + AH—7S =0 (19)
Sim nolidzindjumam ir vienidas saknes m, = m,, ja:

(pg — sSSP — [ + ¢ — &SI + £ — #S]=0  (14)
Sakarlojot dabijam
St —s) =S +2)1+ (1 +¢r—28g5] + 1+ 2+ ¢°=0 (15)

Sim nolidzindjumam ir divas sakmes S, un S, no kuram viema ir S
maksims un otra minims,

levérojot (11) dabiijam: ‘?1
R=lIT+ 2.+ ¢ 5 VR. fnp :
Sis izteiksmes dod galve- ¢
nos liekuma radiusus. Virsmas Al VR,
punktd 4 veidotds izteiksmes
1 1 1
RE " mTE

sauc, pirmo, par virsmas totalo Zim, 132,
un otro, par virsmas vid&jo liekumu punkta 4.

17*
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115. Dipena (Dupin) indikatrica, Virsmas punktd A velkam
pieskaru plakni. So plakni piepemam par £ v plakni ar koordinatu
sakumu punktd A (zim. 132). Koordinatu asis £ un % liekam liekuma
galvenos virzienos.

1) Ja galvenie lieckuma radiusi R, uwo /0, ir ar vienlidzigadm
zimém, tad veidojam elipsi ar pusasim [R, uu VR, kuras nolidzina-
jums tad ir:

e
R COR,T
Elipses punkta P koordinatas tad ir:
E == pcosyp; % = psineg.
levietojot Sis vértibas elipses nolidzinajuma dabiijam
Peoste | psinie
i R,

(R,>R

un dalot ar g2 dabdjam:
cos?e  sin®y 1 1
R TR TPTR
Td tad: R = 22
Elipses pusdiametra kvadrats dod liekuma
radiusu tam pormalSk&lumam, kas iet caur So
pusdiametru un virsmas normali punkta A.
2) Ja R, un R, ir ar pretéjam zimém, pieméram, R, >0 un
R, < 0; tad veidojam pieskarn plakné punkta 4, k3 centru piekar-
totas hiperbolas ar asim galvenos virzienos. So hiperbolu pusasim,
gemam R, un V=R, Mingto hiperbolu nolidzinajumi tad ir:
52 2

WF)(VRF
(MF+W “RF

=1 (a)

= . (B

levedot hiperboln

nolidzinajumos
E—=pcosz
ua
g n = ¢ sin g,

dabiijam no (a)

cos®p | sin®y 1 !

R, _Rg :Pa:R

Zim, 133,
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un no (f)

coszgc_'_sm _ _1_

il
-

I\

Pirma gadijumi R = ¢* up
otrai R = —% Asimptotam Vi
atbilst normalSk€lumi ar bezga-
ligi lielu liekuma radiusu,

3. Ja viens galvenais lje- ¢
kuma radius, pieméram X, = o,
tad: Eilera formula dod: VR, 4
-
1 _costg AR, | ¢
kR

Konstruejam punkia A4
zim., 134) pieskaru plakné
taisou pari

=5 (E=p cos @) (zim. 134). Zim. 134,
1

Se ¢ ase ir galvend ¥kéluma pieskare, ka lickuma radius ir R,. Tad

2 c0s? cos’e_ 1 1
p_foz R, CFTR W R=

Apskatitos gadijumos veidotas liknes: elipsi, piekartotds hiper-
bolas un tai§gu pari, sauc par Dipena indikatricam.

116. Atseviskas liknes uz likam virsmam. 1. Limena linijas
un krituma linijas.

Ja Ske]am virsmu
z = f(x, )
ar plakai z = ¢, piegemot, ka xy plakne horizontala, tad dabijam
limega liniju. Limepa linijas, katram punktam pieder konstanis
z, tade]:
dz = pdx + qdy =0
n

dy _ P
dx q

ir limega liniju diferencialnolidzinijums.
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Liknes uz dotds virsmas, kas | pret limepa linijam, sauc pat
krituma linijam. Td@ k@ krituma linijas xy projekcija ir | pret
limega lipijas projekciju, tad krituma linijas projekcija ir dota ar

oolldzindjumau :
v_4q

dx~ p

2 (eodetiskas linijas.
Geodetiska linija uz virsmas ir tada likne, kuras galvena

normale katrd liknes punkta sakrit ar virsmas normali 3aja puokta.

ar A, v

Apzimejam :
koeficientus doia punkia
s 0 0¥,

virsmas normales virziena

un likoes galveaas normales virziena
Geodetiskas linijas galvena normale katra likmes punktd | virsmas

» ”»

normalei attiecigd punkta, tad€]

Ta ki
dx  dy* &z
Aip v=—p —g:1 un az:Bi:y, = 7id -ag—g P

tad dabiijam sekojoSo sakaru:

—f_—q_1)
Pr &y 4
ds? ds? ds?

117. Apliecosas virsmas. Piegemam ka polidzirdjuma
(1

f(xl y! Z, “)= 0
S (x, 3 2, u) it vienvertiga, nepartrankta funkcijane mainigiem x, y, 2z, u.
Ar mainjga » nolidzinajuwms (1) ded vissmu seimi.

Nolidzinajumi
f(x' Yoz ou) = 0} (2)
S,y 2 0+ =20
dod likni, caur kuru iet ari virstna:
(3¥

e, y2,ut+ k) — flx, 9, 2 up = O
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Lai dabéta likni (2), varam t3dé] virsmas

[y 8+ =0

vield ievest virsmu (3).

Izteiksmei (3) pielietojot Lagranza teoremu dabfjam:
f(x, Iz u + h) —f(xl M 2) = l’,f'(xv LRI + Bh) - Ol
]

ta tad, likni (2) dab@jam ar polidzindjumiem :

f(xl I & 2() =0
f,:(x, » z.u+eh)=o} ()
Ja 2 — 0, tad dabiijam:
fle, yosow) =9 b
f;(x, yazuy=10 (2°)

Sini likng krustojas divas saimes (1) virsmas, kas ar nepartrauktu
mainigu # ir bezgaligi tuvas, Nolidzin@3jumi (2") ar maioigu # dod
likyu saimi, ko kopiba veido virsmu, virsmu saimes (1) apliecoio
virsmu. Aplieco$as virsmas nolidzinajumu parasta veida dabtdjam iz-
sledzot  starp nolidzindgjumiem (2b). Liknes {2®) sauc par robei-
likn€m vai ari viismu saimes (1) raksturojodam [ikné&m,

Piemers.

2+ 1+ {z—af— =0 (h

Se 2 mainigs parametrs. Dabiit doias virsmu saimes aplieco$as virs-
mas polidzindjumu. Ta ka

fa = —2(z — a),
tad kop€ji jaapskata

Pt —af — =0

(z—a) =10 @

Sie divi nolidzindjumi dod saimes (1) raksturojo$as liknes. Izslédzot
starp Siem nolidzinajumiem a dabijam:

x2+y9—r2=0.
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51 virsma ir mekl&ld aplieco3a virsma. Ta ir pret xy plakni |_cilindrs
ar radiusu ».

Apliekias virsmas ir lodes, ar radiusu » kuru centrs atrodas
uz z ass.

Teorema.

Apliecosa virsma pieskaras katrai apliektai
virsmai visos raksturojo$ds liknes punktos

ApliecoSas virsmas mnolidzindjumu dabijam, izslédzot =« starp
nolidzinajumiem

Sz 3y z,8)=0 (M)
i‘ﬂa}"_z'_“) —0. 2
]
Parametra izslégSanu varam izdarit §adi: no (2) dabiijam
u = @z, % 2. (3)

So u vertibu, ieliekot nolidzinajuma (1), dabfijam apliecosds virsmas
nolidzindjumu. Ja punkis (x, y, z) atrodas uz raksturojosds likoes,
tad apliekias virsmas pieskaru plakne 3aja punkia ir:

f _ of o _ of —
-+ ga—n+Fgi-9=0 O
Apliecoas virsmas nolidzin@jums ir ari (1), ja taja ieved u ver-
fibu no (3).

Pieskaru plaknes nolidzindjums $ai virsmai raksiurojosas liknes
puoktd x, v, z ir:

Z)e-»+&)a—»+(E)-a=o )

= &) )

apzim& funkcijas f atvasinaias, kad = vicla ievesla vérliba mo (3)
Bet tad:

Se

(i)_@_f__l_d_f du (af) f+df6u (gf) _l_dfau

ox) ox ' du dx' \oy au oy’ \oz 0u 9z
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Ta k&, saskapz ar (2), 3—;{ = 0, tad

(=35 (=5 ()=

T3 tad nolidzinajums (5) dabu veidu
¢ d a
Ye-n+Za-n+%a—a )

Nolidzinajumi (4) un (5*) rdda, ka raksturojoSas liknes punkia
(x, ¥, z), aplieklai un apliecofai virsmai ir koptja pieskaru pliakne,
No augi€ja redzams, ka apliekid un aplieco$a virsma pieskaras gar
raksiurojoSo likoi.

118. Plakne izplatamas virsmas. Virsmu, kas izplitama plakne
dabiljam ka aplieco3o virsmu, ja apliekto virsmu saime ir plaknes.

Ja plaknes nolidzindjuha
Ax + By + Cz4+ D =0

piegemam, ka A4, B, C, D ir neparirauktas funkcijas no mainiga para-
metra », tad mainot # dabiijjam plakpu raimi, kuru aplieco$a virsma
ir plakn® izplatama virsma, Nolidzinajumi

A B CAD=0) (g )
A + By +Cz4 D'=0 du

dod raksturojofo likni. Ta k& Sie nolidzindjumi ir pirmas kapes attie-
ciba uzx, y, 2 tad raksturojo$a likne ir taisme. Gar 3o taisni apliekia
virsma — plakne, pieskaras aplieco3ai virsmai.

[zsledzot starp abiem polidzinajumiem #, dabfijam aplieco3as,
plakn€ izplatamas virsmas nolidzindjumu.

Piemé@&rs.
Dabiit apliecoSo virsmu, virsmu saimei:

x4+ uy+ 42+ a=0

8i virsma ir plakne, 1adé| apliecoda virsma biis izplatama plakne virsma.
Ka redzams, nolidzindjums ir apmierinats ar visam « verlibam, ja:

x=—a; y=0; z=0.
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Ta lad, visas saimé atrodo$as plaknes iet caur punktu 2 = — a[0|0
un apliecosa virsma ta tad ir koons
Td ki 3inl gadijuma
0
auj-r = ¥y + 2us,

tad izslédzot # starp nolidzinajumiem:

1
|
<

x + uy + u¥z + a =
vy + 2uz

I
o

dabiijam apliecosas virsmas nolidzipajumu
4xz — 3? 4 4az = 0.

i virsma ir otrds karlas kons ar virsofoi punkia » = — a|0|0
Plakng& izpldtamu virsmu diferencialoolidzi-
najumi,
Plakni
Ax + By + Cs + D = 0,

kur A, B, C, D ir funkcijas no viena parametra z, var uzskalit ka
pieskaru plakni plakn€ izplatamai virsmai kas dota ar nolidzindgjumiem

Ax 4+ By + Cz + D =10
A'x+ By + C'z+4 D' = 0.

Virsmas z = f(x, y) pieskaru plaknes nolidzindjums ir :

PE—+g—N——2=0
vai ari
i+ gn —C 4 z—px—qy =0

Ja virsma ir izplatama plakng, ftad ka redz&am, Sis plaknes
visiem koelicientietn

P! g _Px' _qy.

jabit funkcijam tikai no viena parameira x, bet tad p un ¢ katrs ir
funkcija no #, tadg} tie ir savstarpgji atkarigi, t. i.

g = ¢(#)-



Dilerencialgeometrija 118 267

Sis nolidzindjums ir plakn€ izplatamu virsmu pirmas kartas
diferencialnolidzindjums.

Diferénc€jot 30 nolidzindjumu, attiecibdJuz x, dabijam:

d ,, . 0 .
£=5=<P(P)£=§°(P)f

un
s=9(p}r. (1)
Diferenc&jot, attieciba uz y, dabfijam:
Q? = f= %
un
t =¢q¢'(P)s. (m)
Nodalot nolidzin@jumus {l) un (m) dabiijam
s_.r
=
vai ari
vt —s2=20

Sis nolidzindjums ir plakné izplatamo virsmu otrds kartas diferencial-
nolidzindjums.



Otra dala.

Integralrékini.

Pirma nodaja.

Nenoteiktais integrals.

1. Integrala jeédziens. Diferencialr€kinn pamata uzdevums ir
atrast intervald (e, p) dotas vienvértigas, nepirtranktas funkcijas f(x)
atvasinato fupkciju f’(x) t. i. robeZvértibu:

lim LT = f2),
}l—)-ta I? !
vai ari ka atrast dotas funkcijas f(x) diferencialu f'(x) dx.

Integralrékinu pamata uzdevums ir atrast funkciju, kuras diferencials
dots. T3 tad, ja

d Fix) = F'(x) dx = f(x) dx,
un dots diferencials fix) dx, atrast funkciju £ (x).

Meklgto funkciju F(x), sauc par funkcijas f(x) inte-
gralfupkciju vai ari par diferenciala f(z)dx integralu.
Funkciju f(x) piepemam k3 vienvertigu un pepartrauktu kada dota
iotervala.

Operaciju, ko izdarot atrodam diferenciala f(x) dx integralu, sauc
par integr&3anu un to apzim€ ar integréSanas zimi So zimi
raksta priek§ dotd diferenciala; td tad ja:

f(x) dx = 4 F(x),
tad:

ff(x) dx = F (x).

Reizingjumu f{x) dx sauc par zemintegrala izteiksmi un
f(x) par zemintegrala fuokciju. Diferencials dx nordda, ka «
irintegréSanas mainigais.

Piem&ram,
ja F(x)= 2% tad d F(x) = f(x) dx = 3x%x,
un
f 3x%dx = 27,

No augséja redzams, ka diferencéSana un integr@Sana ir pretejas
operacijas.
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2. Integrédanas pastavigais lielums. Nenoteiktais integrals. Ki
redzgjam, ja
d F(x) = f(x) dx,

tad
[fx) dx = F (@,
bet ta ka ar
. d [ F(x) + C} = flx) dx,
tad vispar

[rwdr=F@w+c

Se Cir pec patikas pastdvigs nenoteikts lielums,
neatkarigs no x. C sauc par integr&Samas pastavigo
lielumu.

Redzams, ka ja. izteiksmei f(x) 4x ir integrals, tad tai ir bezga-
ligi daudz integralu, kas atSiiras tikai ar ‘pastaviga lieluma C vettibam.

Ta ka lielums C ir nenoleikts, tad izteiksmi
Fx)+ G
sauc par izteiksmes f(x) dx nenoteikto integralu.

Izteiksme F(x) + C aptver visas funkcijas, kuru diferencials ir
f(x) dx, jo diferencialrékinos pieradits, ka divas funkcijas, kum dife-
renciali un i3 tad ari atvasin2fas ir vieolidzigi, atSkiras ar pastavigu
lielomu.

Ta kd

ff(x) dx =F(x) 4+ C un dF(x) = fx) dx
tad :
d [ de=d[F(0) + Cl = d Fx) = f(x) dx.

Si izteiksme rada, ka diferenciala zime atce| iniegrala
zimi,
Ta ka:
ff(x)dx:F(x)—i—-C un dF(x) = f(2) dx,
tad f(x) dx vieta ievedot 4 f'(x) dabijam:
fd.F(x)_—.F(x)—l—C.

‘Redzams, ka integrala zime atce| diferenciala zimi, bet
pie F'(2) japieskaita p&c patikas pastavigs lielums C



Integreianes pamata formulas 3 2n

Nenoteiktds integt@$anas operacijas pareizu. alrisind3anu parbauda,
veidojot atrastiis funkcijas diferemcialu @ ' (x). Sim diferencislam jino-
lidzindjas zemintegrala izteiksmei, t. i,

d F(x) = fi(x) dx.

Ka velak redzEésim, integr&Sanas pastaviga ' vértibu var noteikt, ja
zinami kadas problemas atseviSki noteikumi -— sakuma noteikumi.

3. Integrésanas pamata formulas. I[ntegréSanas pamata formulu
sastadiSanai nav tada vispareja papémiena ka diferencialrékinos atva-
sinatas atraSanai. Lai dabiitu iniegralrékinu pamata formulas, izlieto-
jam -oporadijumn, ka integr€3anas operacija ir pretéja
diferenc&8anai, tad&) integr&Sanas formulasdabii-
jam apgrieZot diferencg€8anas formulas, Katras dife.
rencE3anas rezultats dod iesp&u dabiit integralrékinu formulu,

Piepemam, ka #= ir fuokcija no «x.

o M o
l) Ta ka d (;I—:—_])_ # du,
tad saskap3 ar nenoteikia integrala jedzienu dabiijam
m--1
m — _u J—
fu d“—m+l+c (m4+ 10

N g

%) d ([a)_ a du.

w gy — O
fa du—la + ¢
3) d(e*) = ¢* du.
fe“ du = é* + C.

4) d(lu)z‘ii‘.
"du .
j; = lu + C.

Liekot C = IC, dabijam

B et 10, = 1
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Augséjie piemé&ri rada, ki no diferencialrékion formulam dabijam
integralrtekinu formulas. So formulu pareizibu parida diferencgjot
integraliormulu abas puses.

Integreésanas operacijas bieZzi pielieto sekojoSas tris izteiksmes.
1) fc udx = ¢ fudx. {c koost, u = @ (x)

Parbaudam 3o formulu. Difereocjol nolidzinajuma (1) abas
puses dabiijam:

dfcudx —cudx un d(c fu dx)= cudx,
Ka redzams formulas (1) abam pus€m ir vienlidzidi diferenciali,
tade| tas var at3kirties tikai ar pastivigu lielumu. Formula (1) izteic:

Ja zem integrala atrodas pastdvigs faktors, tad to
varam izoest iotegrala priek$a un ja integrals reizi-
nats ar pastavigu faktoru, tad to varam ievest ka fak-
toru zem integrala.

2) f(udx + vdx + wdx) =f udx —i—fﬂa’x -+ fwdx

(3¢ », v, w funkcijas no xj.

Sis izteiksmes pareizibu pieridam, ki avgia moradils, ar diferen-
céSanu. Formula (2) izleic:

Diferencialu algebriskas summas integrals noli-
dzinas algebriskai summai, kuras summandi ir doto
diferencialu integrali.

3) fua’v =u v —ft!du 3
(5e u, v funkcijas no x).

Izteiksme 3 izteic pagémienu, ko sauc par parcialu integré-
§anu. Dilerencgjot tzteiksmes abas puses dabiijam :

d f udv=d@u v — d f od.
Ta ki d zime alce] f zimi, dabtjam ;
udv = d (uv) — vdu.

Si izleiksme izriet no diferencialriékinu formulas

d (ut) = udv + vdu.
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Pielietojot augi€jos noradijumus sastadam sekojoSo tabulu,

Pamataiotegralutabula

D [edu=c [ (c pastivigs).
2 [w+odr = fua'x + [ vdr.

3) fdu:u+c.

4)fu’”du-—— +C (m + 1 % 0),

5) f——1u+c__1(cu)
gy = O
6]fa‘du_1a + C
7)fe"du = M4 C
8)fc03udu=sinu+€.

9)fsinudu=—cosu+C.
du

10) | =g =tgu+ C
du
11) fsmgu —ctgu 4+ C

du
12) fli_u_z =arctgu +C = arc ctg v + C,.

1 — u?

13) fvjff_—arcsm # 4+ C= — arccos v 4+ C,.

14) fCOS # du = 8in v -+ C.

15) f Sin u du = Cos u + C.

16) fCos‘z =Tgu+4C.

2713

18
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17) fsmg -Cgu+C

18) fv__z_ArSin k+C=1u+ VT E )+ C

19) fv_ﬁ__.m Cosu+ C=lw=+ Vi< 1+ C
20)f1_—ArTgu+C—lvl+“+ < 1)
21) fl—i”—u?:ArCtgu-{-Cl:1]/:%§—:+Cl. (> 1)

22) ffm’v = v —f vdu,

Augsgjas formulas ar Sin, Cos, Tg, Cotg apzimé€tas hiperbolas un ar
Ar, area funkcijas.

4. |Integrésanas pamata pap@mieni. Ja dots diferencials f(x) dx,
tad integréSana arvienu jdaatbild uz jautdjumu: kada ir 18 funkcija, ko
diferencEjot dabijam doto diferencialu. Nav visparéja pag€miena,
kas varétu dot atbildi Sim jautajumam; katrs gadijums jZapskata atse-
viski, Lai dabutu dota diferenciala integralu, salidzinam to ar augsgjas
tabulas formulam. Ja izrddas, ka tam ir tads pats veids ka kadai
tfabulas formulai, tad iotegrals dabiits. Ja mekletais integrals nav
tdpatigs ne ar vienu tabulas formulu, tad zemintegrala izieiksmi mé&gi-
nam ar parveidoSanu pievest kadai tabulas formulai. Tas daZos gadi-
jumos mav viegli pandkams, tade| vajadziga pamatiga ievingrina$anids
parveidoSanas paj€mienos,

Integré3ana lieto sekojoSus Zetrus pamata pag@mienus.

a) Tiesa integréSauna.
Sis pag€miens pastav tie3d pamata formulas pielietofand.

Piem@ra,
Lai dabiitn

f_;“’x__
21 = (lx)é'

plrveidojarmt 2emintegrala izteiksmi :

f _dx ﬁ_f,,i x
AT = Y= e
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Ja parveidotd izteiksme (/x) vzskatam par argumentu, tad redzams
ka parveidotais integrals tdpatigs ar pamata formuiu (13).

Tade]
e == ar¢ sin (4« C.
f.tl/l — (Ix)? G +
Piemeérs.
Dabiit
f sin_i' a’x__
a + & cos x
levérojot, ka « (@ + b cos x) = — b sin & dx, un ka reizinot un dalot,
skaititdju ar — & integrals nemainas, dabiijam

f —bsinxdx 1 [~ bsinxdx
—b(a + bcosx) b a—+ bcosx’

bet tad zemintegrala dalas skaititaja vieta varam ievest d (a4 & cos x), tad

f sinxdx _Lfd(a 4 b cos x)
a4+ bcosx b a+ beosxy

Ka redzams, zemintegrala daas skaititajs ir sauc&ja diferencials, tadg]
varam pielietot pamata formuly (5) un dablijam

sin x dx 1
fE——i—m— — ?l(aﬁ—bcosx)—{— C.

Piemé@&rs,
Dabiut

f x dx

]/az )

Ja skaititdju reizinam ar — 2, tad
—2xdx=d(a?* — 2);

ieverojot So izteiksmi, parveidojam zemintegrala jzteiksmi, reizinot un
dalot ar — 2, tad

- xdx _ — 2x dx
Ja? — a2 o fa2 — a?

1
= — %f(a'-’-—ﬂ)_ﬁn'(a" — a2

g%
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Uzskatot (a? — x?) ki argumentu, redzams, ka p&d&am integra-
tam ir pamata integrala {4), veids, tddél,

1
xdx 1o, NF g2 o] (a®— 2zt
= T L it e o=
_§_+_1
=—Va2 —a? 4 C.
Tapal dabijam
x dx ———
Va'l—_{l:“x_é_l/aa + x* + C
Piemé&rs,
Dabiit
fctgxdx.

Parveidojot zemintegrala funkciju dabiijam:

cos x dx
fclg xdr = s .
s10 x

Ta ka skaititdja airodas saucgja diferencials, tad integralu dab@jam
saskapa ar formulu (5)

fctgxdx =fcos.xdx:lsinx+6'.

sin x
Tapat dabiijam:
ftgxdx:—-lcosx-l—C.
b) IntegréSana ar sadaliS3anas pagémienu,
Pieméeérs.
Saskapa ar sadali3anas teoremn:

f(.dx"—}— B 1 4. . 4+ Mx+ Nydx :fo”dx+fo"_1dx+
+ e e + [Nax 4 C=

Ax"tH Bx Mx?
=w 1T -+ .+—-—-2 + Nx 4+ C.
Piemé&rs.

Dabut

x93
fﬁ—ﬁl T dx
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Zemintegrala funkcija ir neista algebriska daju fuukcija, tadg|
sadalam Se juukciju, iedaloi saucgju skaititaja:

3. .2 — . d
(x4 Y==x I

fl_f_x“"’dxzf(x— 1__:*;2) d’x=fxa'x— ]L_:%:
'L'2

; 1 ,.

f cos? r dx.

Parveidojot zemintegrala funkciju dabtjam :

Tad

Piemers. Dabut

Ievedot 30 izteiksmi zemintegrala dabiijam:

fcosﬁxdx = f%ﬁdx:lfdx‘i- lfcosZJt:a’:c =

:—;Ax-{—ﬁfcoszrd(‘zx) x+ — sm2x+C
Piemers. Dabat

__dx

sin® x cos? x’

levedam skaititaja trigonometrisko vienibu

sin? x + cos®x = 1.
Tad

f dx ﬁf_fsin%: + cosgxdx i f( 1 + 1 )dr _
sin® x cos?x sin? x cos? x — J\cos?x ' sin®ax/

cosz T f sin® x =tgx —cgxr+C

Piem@&rs. Dabit

dx
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. " ] . - - :
Zeminiegrala funkciju P sadalam vienkdrias dalas — parcial-
dalas — ar penoteiktu koeficientn pap&mienu

| | -f-—B A(r—l—a}—{—Bli—a)

2—a? x —a x4+ a x2 — a?

No aug3éja secinam
l=dx 4+ a) + B(xr — a).

Salidzinot koeficientus augs€jas izteiksmes labaji un kreisaja pusé
redzam: labaja pus€ koeficients pie v ir (4 + B), bet ta k3 kreisaja
pusé x nav, t. i. koeficients pie x ir 0, tad

A+ D=0
Absolutais loceklis labajd pusg ir (4 — B)a un kreisaja pusé tasir 1,
ta tad
(4 — Bya = 1.

No Siem diviem polidzin@jumiem dabiijam :

A_2a
, |
b= 2a
Ta tad
L1 1]
xa—a2—2a[r—a x+a
un

f:r-f—xa2 f[x—a ) ]dxzz_l_a( xd—xa_ijfa)z
:.-2-{-z [[tr — &) — Lix + a)
dx 1

2 —a® 2a x+ a

AN

¢} Integrédama ar jevietoSanas pagémienu,

Lai doto integralu pievesiu k3dai pamata formulai, noteicam ar
nolidzin@jumu, sakaru starp integrala mainigo un- kddu jaunu mainigo.
Ar §i sakara nolidzindjuma palidzibu izsleédzam zemintegrala jzteiksme
agrako mainigo un ta diferencialu. Tada karta pirveidotu integralu
nointegré un dabuitd izteiksmé ieved atkal agrako mainigo.
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Piemers. Dabiit

l' P dx
a — bx¥
Liekam
a — bx? = a. (a)
Diierencéjot dabtijam
— 3bxdr = ds
2 _ _dz
iy = 3" (3

ievedot (a) un (8) zemintegrala izteiksm&, dabijam :

t oxtdx 1 fdz 1
R A B e

levedot l1abajd pusé z vérlibu no (a) dablijam:

ridx o8
f.—— : 36“0 bx?) 4+ C.

@ — b

Piemérs Dabat
(x — ) -+

X —a=o=z (a)

dx = dz.

Liekam

levedot §is vértibas integrala dabiljam

dx dz 1 dz f

L Vi “—(—) =g arcig +C.

levielojot z veriibn no (@) dabljam :

—a
6 + C.

1 x
— arc ig —

f(x —af+ @ B
Piemeérs. Dabiit
dx
fxl/a_—f:_brli"
Va+blx =2, (a)

Liekam
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tad
a4+ blx =22
Diferenc€jot dabiijam
dx
b T = 2zd,
X
un p
x 2z
T % (®

levedot vertibas no (@) un () zemintegrala izteiksmé dabfjam:

f]/a+blx 6f F= fdz——"+c

levedot z vériibu no (z) dabiijam

dx R TP
LA 2 bix+ C.
f_rl-’a + b Ix gla +bix+
Piem&rs, Dabiit
fi7#%=

Liekam

x = a sin g, (@)
tad

dx = a cos ¢ dy,
un

y;?_ _; - fV a cos ¢ do f acos ¢ ds —qup_.«—f-C (B)

a® — a®sin%o — sin%g
No (a) dabijam

. X
= arc sin —,
? ¢

levedot 3o vértibu izteiksmé (3) dabiijam

flf t;—_ == &rc sin v + C
a — ’-C
Piem@&rs. Dabat
LA
Va* + =

Liekam
Va2 + x* =z — x. (z)
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Tad
a® + x? = 5 — 22x + x?
un
22 — g2
xr =
2z

IevErojot (B)

4 w2 — e —_—
Vot s =2 —x =5 2z 2z z
Diferencg&jot () dabiijam
2z 22— (2*—a’)2 224 a?
dx = P dr = 2O d

levietojot vE&rtibas (y) un (3) zemintegrala izteiksm& dabfijam:

aﬁja’” 2z d5_° .
[ [ sym= [Tt C

No {a) dabijam .
z =z + Ja* + «2

levietojot 30 vErtibu z vieta 1zteiksm€ (¢) dabujam:

(i.‘t' —_—
fvm= lix + Va2 + 20+ C.

Ar to paSu pagémienn dabiijam ari

______ _:z(x + Vx* = &) + C.

dy Parciala integré3ana, vai ari integré3ana
dalam.

Se pielietojam agrak dabiito fermulu :

fu dr = nv —j v

281

)

(1)

&

(e)

{a)

« un 2 ir funkcijas oo ». Formulas kreisas puses,integrals dots
integréSanai. Zemintegrala izteiksmes reizindtdju » sauc par funk

cionalo un dv par diferencialo reizinaiaju,

Pielietojot parcialas integré3apas formulu (a), izteiksmes labaja
pus€ dabujam integralu, kas daudzos gadijumos ir vienkariaks, ka

kreisds puses integrals, reiz€m pat tada paSa veida ka tas.
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Ja zemintegrala fumkcija atrodas, ka reizieadidjs iranscendenta
funkcija, kuras diferencials ir algebriska funkcija, tad $is reizindtajs
jaapzimé ar #, jo labas puses integralad alrodas 4w, kas dod algebrisku
funkciju,

Pieméers. Dabit

farc tg x dx.

Apziméjam arctg » ar = un 4x ar dv. Pielietojol formulu (a)
dabiijam

arc tg v dx  arctg v x x darcig x
— — = - — —— — ——
i dv 2 L o du

e v _ax L 2 -
= x arcigx f 1+x2_x arc tg 9 Il 4+ %)+

Piemeérs. Dabut

fz(l + x) dx.
fl(l—}-v dx = I(l + %) « f _ax
¥y dy = 7 ( x) x x 7 T ox
ledalot sauc€ju skaititdja, dabiijam
X ]
L4+ 1+ =

levedot So izteiksmi zemintegrala, labaja pusé, dabﬁjam:

fl(l+x)dx=xl(l+x] f(l-—fl—_:_?)dxz

=xl(1+x)—fr{x+ ]{$;=xl(l+x)—x+l(l+x)=

=+ !0+ 2x— x4+ C
Piemé&rs, Dabiit

x dx
cos? x’
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dx S gai .
levérojot ka cog\f;: ir dtg x, parveidojam aug3éjo integralu un

pielietojot parcialas integréSanas formulu dabiijam

f%zf't c%iézzzf'”d gy = v igv —J‘gra’x=

. sin x dx —(dcosx) .
=xtgx fcosx =xigx f Cos x =xtgx + fcosx -+ C

Piemérs. Dabit
f.r cos 3x dx.

x cos 3x dv = %fxcos Ixd (3x) = %fxdsiu Jx=

=—; [+ sin 3x fsiu v dx] = % [x sin 3x — %j sia 3x d (3%)] =

:%— [¥ sin 3x + ‘:-13- cos 3x] + C.

fx"‘ et dx.

Se uzskatam ¢—*4x par diferencialo reizindtiju un parvedam o *
zem & zimes,

Piem&rs. Dabiit

e Fdy = d|— e )

Tad
fx“ e dx =f ABd(— e = ¥ (—~ ) j (— ¢%) 3x2dx=
= — 2243 fx2 e *dx. (@)
fx”e_xdx =fx3d(— e = 22 (— e — f(—-— e N2 dx =
= — e 42 [re¥an ®
fxe‘xa’x = f xd(—e¥ydx =x{—e %) — f e Hdx=—xe*+
—l-f e ¥dx = — xe* — ¢° )

leverojot (a), {§) un (y) dab@ijam

fxae—-xdx = — X% L B[ — 2 4 2(—xeF — M) =

= — (2 4+ 322 4 6x + 6) e + C.
Piemérs. Dabiit .
jsin’” xdx.
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Se no sin™x atdalam reizinatdju sio x un parveidojam zemintegrala
funkciju 3adi:

f sin”x dx = fsin’”_‘1 x sindxr = — fsin”‘_‘xdcos x =
= — sie™ 'x cosx + fcos:r (m — 1)sin”™%x cosxdx =
= —sin” 'xcos x 4 (m — 1) fcos%c sin” 2 xdx =
= —sin?”™ 'xcosx L+ (m — l)f(l — sin? ) sin” 2 x dx =
= —sin” " "xcosx + (m 1) f(:’.in"‘—2 x — sin” x)dx =
= —sig” 'vcosx + (m- l)ff.in”‘_2 x dx — (m—1) fsin’” x dx.
Labaja pusé dabiijam divus integralus. Zem pirm3 integrala sinx ir
zemaka kape, ka kreisaja pus, bet otrs integrals ir tdda pat veida, kd

kreisas puses integrals. Beidzamo integralu parnesam uz kreiso pusi,
tad dabtjam :

(m —l)fsin’"xdx +fsinmxdx= —gin” '« C08x+(m—l)fsin”'—2 rdx

tad

, in—! — .
sin” x dx = — o0 xeosx  m 1 sin™ 2 x dx. (2)
m ‘ m :

Piegemot » k3 veselu un pozitivu skaitli, Se dabiijam ta saukto
redukcijas formulu Labas puses integrald sin » kdpe pazemi-
nata par divam vienibam. Pielietojot So formulu, atkartoti, katrreiz
pazeminam sin x kapi par divim vienibam. Ja m npepara skaitlis,

tad nonakam uz integralu f fsinx dx, ja a» para skaitlis tad uz

integralu f dx.
Piem#e&rs: Dabiit

fsin’ x dx.
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Se m = 3 Pielietojam formulu (3)

- ) .
fsin“xdx:—sm x3cos.1 8 3 2fsinxdx:
in2
__ _ Sin xgcosx—%coe.x +C

5. DaZadi piemeri.

1 fs:uﬂxdx—fl;@-z“—”d lfdx——é—fc:os?xdx -

1 1 lf L1 1.
_?x——ﬁ- ? C052xd(21) = ?I—TSIEQI-F C
d=
x cost
o [ [ dr I3 Y e
sinx 2 sin> cosf_ sin ~- cosi_ sin -~ cos-xr—
2 2 2 2 2 2
2 v
cos 2
x
[T teirc
g

( 7 —)— —! lg(% — %)4-6.

3 cc:ixx—fsi (2 ) _f_sm( )

dx N fsini’x + cos?x _ f(smx cos x .
%) f r sz = cosx+smx) -

sin x cos x sipx cosx

sin x cos x .
dxr = — lcos x ! sio x C =
COS x x * + sio x + +

stnx
cosx + C=itgx + C.

5) f tg? x dx.

Liekam

tlgx = 2
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tad

= arctgz, dx = _l-iz:a;‘
un
o [ a dz f(

2 Cpp— ~2 —_
jlg xd.l__",.l+z2 ~‘—|—l)d =
—fd '--dz——z—arct =t — C.
= 2 ]+z2_ g2z=1gx x4+ C

2 4 d
6) fle_T—ia_f 1/r,i——‘ ( Va'—s?)— f Var—s? dx=

a?—x? 2y
=— x| a®—z2 —dx——x a*—x% fa f —
Va—z?+ Vi Va—22 o o
x2dx - .
fV?A: _;2_—.1:]/:12 — 2?24 a?arc sm;;
22 dx X y—m—— , 2 X
fl/’a*-—; '—Q'V“ — A+ acsin_ + C

2
7 x2dx f xdx

V@t J V& + =

=zt x*— V“_t:,{x_xlfa'z_{_x —aﬁf

=x.Vaz—f—x2—flr/:J§+x2 dx =

_x‘z dx
I/a“—'p—x- Vaz4 22’

2 _ -
[ 2= E TRl e

S x%d
[ =¥ =g et imTa s

—_— a® — a? x? dx
e s P
) Va xtdx Vot = x=a f]/a’ = T x‘

£ Xy , a? x
—_ : 2l ; —
= a® arc sin — ( 2]/ +2 5 arc sin n)_.

Xy ay O in =
=2]/a A+ Gacsin = 4+ C

————— L o x%dx
9) fl’a2 4+ ? dx= f]/;’_-_;:‘-’ ¥ = a® Va +t2 f]/a-—f-x'-‘




) dx |
10) jax—!— bx + c__a_f—

Pieméri 5 287
=a¥(x + Va? + «* + (;f Ja* + ar — (:; [x+Vat + )=

— Va2t St YT

=1 ds
e bx L£ a ( b)-hb-—fl_ac

[24 a

Liekam :

Se jaiz3kir tris gadijumi:

a) 6 — dac < 0.

Liekam
82 — dac _ ,,
T TR
tad
dx "lf & ! .
Jiotom=artp=mme gt C
b
t—1+%

5 — dac — B
- 4a*

W

Se 7 un 4 vértibas jaieved avg3&ja integrala izteiksm@

by 8 — dac > 0,

Liekam :
b — dac . b
T = k M x + % = !,
tad
f dx __lf dx __lfdt__llf—k_'_c
ax®+ bx+c a b . aJ PR T 2k 4 b
(4 5a) = #

{ un % vertibas jdieved integrala izteiksm¢.

h ) b — 4ac = 0,



11)

12)

Integraicekini I nod.
tad
Jasiree=sl (—+—_)e= S+ ) e )=
2a
(e,
a - “
f]/xg-f-bx—f-c (e >0)

fl/ax9—|-bx+c Vafv Vafv rf b2—4ac

2a T 4q®
Liekam

x+2£a=t; dx = di;

b — dac
— 4ué i — l’-

Tad

1 dt

1 -
s mre Tl =

1 R B e ey vomra
::V—?l[x + %+V—;Vax2 +bx + ¢+ C

x
fl/ax“-i—b;-{—c (@ <0

1

dx
Vax? + bx + c=V— af‘l/_(

dx
by 5 — dac
T ) T

Se 42 — 4ac jabat > 0, jo pret€ja gadijumi sakpes vérliba butu
imaginara ar visim x vertibam.

Liekam
x+2£a=t; dx = df;

" — dac

g — 2
£ 4a*
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tad

x dar 1 !
fimemr=i— e am s we sy +C

Rezultata ievietojam

he __
t:x-{-%unkzvb E.

4a?

13) fl/ax + e dr = xfax? + a — fv _a_xn_dx-
a
_ 3 _ xzdx adr edx _
=Vt ([ + s o) -

— te -
= xVax? + a fj_-l-——dx—'_af]/ar‘J-a

= rlax® + « —|—a—f]"ar‘+ o dx -}—afva.

x*’-—{- a
dx
2fVax“ F adr = xfar*+ a + afl"a::?ﬁ'
f]/axg—}—adr——vax‘{—a-l— f]’,—am'

Labas puses integrala intepréSana jau zinama.

19 [Var T 0x Feds = f]/;(xz + 2t )i =

:fVa(x + 228)2— l :ag dx.

Liekam
x+2£a=t, dxr = dt;
# — duc

Tad integrals dabii veidu

f Vaxf + @ dt.
Ta tad integrals (14) parvests uz integralu (13).

19
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1)

2)

3)

4)

9)

6)

7

8)

9)

10}

11)
12)
13)

14)

Integralrékini nod.
6 Vingrinajumi.
la — b?
[ a=- g+
— X
(: T = FT e

sin x 1
Jasimm = mTIEJs PR
fv ‘x.fx‘ l —- arc sm -3 +C

a — x

Integrali (1) lidz (5) atrisinami ar tieSu integréSanu.

(r — bx) _ _ a | 3% _3Jab

TaT = ant T —FE+ C

X =% g Ay 1
f]/ai'——- xidx._ 2]a x —}—?arc Cos +C

" dr 1 x>+ VD
.]5— x? 2V5[x-— V5 +¢

dx
= 13—— =24 C

fl/x+l+l/r Ve + 1 V= +

Y _x_ 1 &
fsmxdx_ 3 4sln2x+C.
Integrali (6) lidz (10) etrisinami ar sadaliSanas pap&mienu.
fsiu’x cos? x dx =-—%cos" x + %coﬂx + € {cos x = 2).

x dx 1 . ox?

V;‘__—‘._—i— arc sin —5 + C

fv*_——l(xﬁ—]/x?—a?)-l—C (Vx“—a“:z—x]

fxzva + xdx=2(a +x)[7(a+.r)9 la-|-x)-|- 3]]/a+x
(hekot a + x = 2%).

Integrali (11) lidz (14). atrisinami ar ievieloSanas pag€mienu,



Nenoteikta integrala geometriskd nozime ? o)

15) f:c‘2 e de = (x 12eX + 5 + (.

. _ Bt 2T
16) fx !.ra’.r_"_*_l (”+l)2+t.

17) jx"cosxdx = 2%sinx + 2xcosx — 28inx 4+ O

cos" " x sin x H
+

"

I8) fcos" xdx =

-
cos* % x dx.
"

19) farc cos x dx = xarccosx — J1 — % -+ C.

lategrali (15) lidz (19) atrisinami ar parcialu integr&Sanu.

Otra nodalja.

Noteiktais integrals.

(3. Integrala geometriskd nozime. Piepemam, ka funkcija f(x),
(zim&uma 1 likne) kada intervald (e, B) ir vienvErtiga, vepdrtraukta
un pozitiva,

y
T~

\\ /\

Zim. 1.

Piepemam doid intervala noteiktu abscisu @ un mainigu abscisu x.
Laukums ABCDA, ka redzams, ir funkcija no x. Ja dedam -abscisai
x pieaugumu Ax, tad min&tais laukums dabi pieaugumu, laukumu
DCEFD,

19%
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Apziméjam :
laukamu ABCDA ar U,
up

laukumn DCEFL ar AUJ

Ja intervald Ax funkcijas f(x) mazakd un lielaka vértiba ir m un M,
tad ka redzam pastav izteiksme:

mAx < AUS << MAx. (n
Nodalot ar Ax dab@ijam
AL,
m << 5 %< M. @
Jadx - 0,tad m - y un M —» y. Ta tad

lim m = lim M=y 3
Ay o0 Ay0

No (2) us (3) secinam, ka

rx
lim - £ =y = f(x).
Arx—o0 Ax 7
T3 tad
dU;
7z — /) 4
un
dU, = f(x) dx. (5)

Integr@&ot dabiijam :
Ui + P= f f(x) dv (P = const, péc patikas) ©

Taka %] irlaukums, tad ari Pir lJankums, bet péc patikas starp likni un abs-

cisu asi, piem&ram laukums KZBAK. Laukums U} -+ P ti tad ir neno-

teikts, jo t3 s@kumu ierobeZojoda ordinata AL atbilst p&c patikas piegem-
tai abscisaiy.

Apzimejam 3o nenoteikto laukumu

Uy + p=0" D
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Us = ff(x) dx. @

[rds = Feo + € (9)
tad ieverojot (8) un (9), dabiijam:
UX = ff(.t) dy = Fx) + C. (10)
Izteiksme (10) rada, ka nenoteikta integrala
[rwar=Fm+ ¢

feometriskd nozime jr nenoleiktais laukums U~

Liekot izteiksm& (10) x = & un x = a (a < 6) dabijam:
ar r — b

Ut :[ f(x)dx]x:b = F) + C ¢ (1

ar x = @:

Ue = { f f(x) dx]xza = F@) + C (12)
Atnemot izteiksmi (12) no izteiksmes (11) dabiijam:
vt — v =|[ swaz,_, —|[ 70 dx],, = F&Y— Fla). 013)
Apzimgjot : »
e ut= Uy [ fwae], —| [ ], = f /1) ds,

izteiksmi {13) rakstam

/]
Ul = [fleyde = F&) — F ). (14)

b
Simbolu ff(x)dx sauc parnoteiktu integralu, air
a

noteiktd integrala apak$ um 6 ta virsrobeZa
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b
Noteikts integrala f f(x) d= analitiskd nozime dota ar

{4
b
ff(r) dx = F\b) — Fla)
a

un greometriska ar

b
ff(x) dv = U2 (15)
2]

Se ki redzams no zim&juma, Uﬁ ir nofeikts laukums starp abscisu
asi, Hkni um liknes ordinatam ar xr = a un v — b. lzteiksme
(15) dod atrisindjumu laukuma aprekinaSanas, kvadraturas problemai
— plaknge.

Lavkur: Uz ver~m aprékinat ari izejot no nenoteikta integrala
(10}, ooteicot integrésanus koostamti C.

Ja laukumu U* skaitam no abscisas x = a, tad U9 = 0. $Sada
gadijuma, ievietojot x = a nenoteikid integrala

Ux = f fleyde = F(x) + C

dabiijam :
Us=0 = F(a) + C,
un
C = — F(a).
Tad

x
U: =ff(x) dx = Fi(xy — F(a).
a

Liekot aug3gja izteiksm& x — 4, dabiijam
b
vt = ff(x} dx = F(b) — Fla).
Izteiksmi ’
Fioy — Fia
apzimé€jot ar simbolu
| F(x112
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rakstam

b
bg = f_f(x)a’x: ' Fx) ig = F(6) — Fla)
a

No izteiksmes
]
=0 - :ff(x) dv = F(b) = Fla),
a

dabiijam :
b

= U 4 fflx)dx = U 4 F(4) — Fua). (16)

Ja 0% ir dots ar kiadas problemas noteikumiem, tad augi€jd izteiksme
dod ari .

Piemérs.
Punkts A/ kustas uz taisnes ar atrumu v—=¢(f). Dabiit 1) ceju S—ty ko
noiet punkis M laikd ¢, — ¢, 2) ceju s, ko nogdjis punkis M lidz
lidz laika momentam . T3 ka

fy

Zim, 2.
% _
dt
tad
ds = v.dt

Zimg&juma 2 redzam, ka svitrotais laukums ds = vd? it laukuma, kas
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atrodas starp likni, abscisn asi un ordinatim v, un v, diferencials.
Pielietojot formulu (16) dabijam:

i
tl
Augiéja formula f vd? izteic ceju, ko punkts M noiet laika spridi
Yo
=~ & St ir ce]5, ko puokts nogajis prieks laika momenta 7, un Sy ir

punkta A viss noietais ce]$ Jidz laika momentam /.

Piemé&rs.

... Cilindriska trauka (zim. 3), ar pamata laukumu F,
1" siend apaksa atrodas caurums ar laukumu /. Laika
T momenta / trauka atrodoSd lideps limega stavoklis

virs cauruma f centra ir A Laika /¢ pieangumi Ay,
fidens limenis pazeminasies par -— A% un Saja
Zim. 3. laikd A7 iztec€jusd Tdens tilpums ir — A%, F.

am  —

Laikd As iztec®jusd tdens tilpumu varam ari izteikt §adi:

S AL A

Se v,, ir iidens iztecéSanas vidéjs atrums laika spridi A7 vn £ hidrau.

likas dots koeficients. Nolidzinot abus iztec&u3d iidens lilpumus
dabiijam :
— A F = f.v,M &k

No avgigja dabijam:

% - f EJHI
A F

Ja &t > 0, tad Ak — 0 un v, — v,. Se v, ir iztec€Sanas Atrums
pie lidens limepa 4. Tad:

Ak . kv, Ef
lim —=— lim —p—=— . lim 7,
A0 B¢ Ao F F " Ao
No augseji dabiijam
an _ H7y

a - F
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Ta ka -
v, = V 2gh,
tad L
dh_ k.S N2
dar = F ’
Parveidojot dabtijam:
- _t
dt = — —['-;-.lz 2 dh.
k. V2
Fa =L F =
frnd —_— Izdlz———.:: 2/2 C. U.l
e v P (

Ja laika momenta 1 = 0 fidens limeni trankd apziméjam ar //, tad

ievadot §is vertibas aug$eja nolidzindjuma dabiijam:

=Y g
t [V
nn
7T
#V2g

levedot 3o C vértibu formula (a) dabiijam :

b V2g
Ja 2z = 0, tad viss idens no trauka iztecgjis. levietojot # = 0 aug-
§€ja formula dabijam laika 7, kurd trauks iztukSojas:
= y
K V2g
Piemérs,

Aprékinat parabolas, zim&uma 4 svitroto  Ofa-
lawkumu no x = a lidz x = 6.

Parabolas polidzindjums ir: Zim. &

92 = 2px;, vai y=)2p  x°.
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5 5 ) b
Ug =fflx) dx :f V22 . x¥dx = VQ;fx_z dx,

yb ! — X : b 2 ez s i
bﬂ:iV?p by :—3—[2;5 (ba a'—’).
2 4
v c Jaa = 0, tad
A .........
flo) _ 25
//4 X Vo= g V25"
Ol _p-—B
dod zim&umd 5. svitroto laukumu.
Zim. 5. Augséjo izteiksmi parveidojot dablijam :
2 — 5 2 2
b . — —
Uy=3b V2p b= b fth= b CB

Kd redzams & (B ir paralelograma OA4CB laukoms.

Svitrofais parabolas laukumns 13 tad ir % paralelograma OACEH

laukuma,

8 Noteiktais integrals ki summas robeZvértiba. Piepemam ka
intervala

a < x < b
dota funkcija f(x), kas 3Saja intervald ir vienvE&rtiga, pozitiva, nepar-
traukta. (Zim. 6.) Intervalu iedalam p@c patikas » dalds, apziméjot
dalitdju punktu abcisas ar:
a4 = Xg; Xp; X%q. Xr—13 Fpi Xep Xp_1i Xy =— b
Apzim€jam atseviSku intervalu:

Xy — X1 = 5,.

Dodot » vErtibas 1,2,3 . x dabiijam da)as intervalus &, 3,, 8, ..3&,.
Siem atseviSiiem intervaliem nav jabiit vienlidzigiem,
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intervala &,, pienemam péc patikas punktu ar abscisu £,

Tadd kartd dabiijam §,, &, &;; E: £, un attiecigas fankci-
jas f(x) vertibas: f(§); fiZ); Sfia's FE)s S &)
Veidojam reizinajumus
LS B, S By S1E 5 f1En)
y
\
; i) v\
il M :
sl 18 Sil | M
Ol g x l.x X Xe X 12n X
SN i §
NP i ;
b.x. _— .
5

Zim. 6.
un §o reizindjumu summu,
S=8/E)+ 5 &)+ +5 fE )+ +3, fE) = 135,f15r) (M

Par 5o summu varam izteikt sekojoSo : ja » pastavigi aug un 3, 8, 3,
katrs tiecas wz 0, tad summa S tiecas vz kadu poteikin robeZvErtibu,
neatkarigi no iedaliSanas kartibas un £,. &, €, izvEles katra dalas
intervala.

Pierddijums,

¢) apzim&am intervala &, funkcijas f(x) mazako vé&rtibu ar m,
uo lielako ar A, (zim. 7).

Tad funkcijas f(,) vértiba nekad nav mazika, bet vispar gan
lielaka par m, veértibu. Tapat f(§,) vértiba nekad nav lielaka, bet
vispar gan mazaka par A/, verfibu. T3 tad:

my << fE) < M,.



300 integralr8kini Il ned,

Apzimé&jot funkcijas f(x) vismazako vértibu ar s un vislielako vErtibu
ar M visa intervala (a, 6) zim. 6, redzams, ka vispariga gadijumd:

m < m < fE) < M, < M.
Reizinot sis izteiksmes locekjus ar &, dabiijam:
wE, < m, 8, < fE,)3, < M,&, << M3,

un tade| ar

N

n H ”
m 5r<‘:"‘ ’”r§r<%f‘5r)ar < ‘:-“Mrar< “1- [V[ﬁ,.

- L1

Apzim@jam:

”
S M5 =P
1

n ”

SME, = M28, = M@$—a)
1 1

e s

levedot Sos apzim@&umus augSgja izteiksmé,
dabiijam :

mb—a)<poS<<PILMOb—a) (2)

"
Summu p = E1‘.m,6, sauc par apaks-

”
summu un summu 2 = LM &, par
1

Zim. 7,

virssuimiou.

f) Palielinot dalijuma skaitli » dabiijam apakSsummu p, un
virssummu P, Ar jauno delijumu, p, var biit tikai lielaks par p, bet
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nekad mazaks. Turpretim 2, var biit tikai mazidks par # un nekad
lielaks. Tas redzams ziméjuma 8.

AL I’
m.
A |
. g —t B
j Cr :. Srrmmmi
Zim. B,

(82

ypt, = laukums AA'B'BA.
Sptity + Bpu iy = lankums AA'C'CA ++ laukums CC"57BC.

Redzams, ka
m, 8, << My B, b P B,
ta tad p < 2,
M, 3, = lavkums. A.4"B"BA.
Mq.8,, + Mupu&, = lavkums A4 A"C"C 4 + laukums CC""B"LC,

Redzams, ka
Mod, + M <Z M, 8,
3 tad P, < P.

Ta tad ar palielindtu dalijummu skaitu
p < p, bet P << P

¥) Katra, uz kdda iedalijumma pamata dabuta apak3summa ir
mazaka k& katra ar to paSu vai ar kidu cite iedalijumu dabiita virs-
summa.

Piepemam, ka apak§summa p dabfita ar iedalijumu 3,, &, 8,
un ka R ir virssurmma ar iedalijumo ¢ ¢, . . . ¢, Ja salieckam abus
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jiedalijumus kopd, tad dabiijam jaunu iedalijumu ar lieldku iedalijumu
skaitu neka katra iedalijuma &, &, .8, un ¢ g €, Jaupd
iedalijuma virssummu apziméjam ar ¢ un apak$summu ar q.

lev@rojol agrako, varam rakstit

6 —aym < p<gq,
Q< R < (b~ a) M;
g <<

No augseja redzams, ka

6 —aym<p RIS —a M

8) ja augoSiem dalijuma skaitliem », u,, n, atbilst apakisummas
D Py P uo augisummas P, 7, P, tad pamatojoties uz
augséjo, dablijam:
2<hH <
P> P> P,
Apaksummas p < p, < 8, veido augoSu skaitju sekojumu,

kam ar #»— « ir robeZa, jo $ini sekojuma katrs loceklis ir mazaks
par katrn virssummu un kalra virssumma mazaka par (6 -- a) M.
Virssummas P > P, > P, veido dilstoSu skaitjlu sekojumu.
Katrs §i sekojuma loceklis ir lielaks par katru apakisummu un katra
no pédéjam ir lielaka par (6 — a) m. Tadé] ‘ari dilstofam virssummu
sekojumam ir robeza ar 7 > ™.

Ta ka
"
p=2%Zmd,
1
n
P=3IM,35,,
1
tad:
T n ”
P—p:z‘.M, 5, —_— Em, 5,: E(Mr —_ ?ﬂ,)ar_
1 1 i
Apziméjam

M, — m, =09,
So starpibu o, sauc par funkcijas f(x) svirstibu intervalds,.

levérojot o, apzimi, dabijam:

n "
P—P:?(Mr_mr)5r: ?crar_
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Vislieliko starp svirstibim o,, a, 3, apzimé&am ar o. Tad
" ”
0 << XM, — m}8, <L 328, = 3 (b — a) (3
L 1

Ja. > o, tad 12 k3 funkcija f(x) iotervala (g, ) piegemta
nepariraukta o ~» 0.

levérojot teikio, dabiijam

lim s(d —a) =10

H—»m

um tidgé], ievérojot (3)

n
lim (P — p) = lim X (M, — m,)5, = 0.

n—»@o n—m 1

-—r—

No augsgja secinam:

lim P = lim 2. 4)
n—r@o n—-o
Bet ta ka
PSS <P

tad ievérojot (4) ari:

"
lim S = lim I/(5)8% = lim p =Ilim 7
H—»w #—»m 1 ”®-w H—>o

Ta tad, ja f(x) atbilst piepemtiem noteikumiem, tad ar n—> (5, >0)
pastav lim p, ka ari lim P un tade| ari lim S,
Summas:

S=/E A /8 %+ SEI =16,

robeZvertibu, kad ux2—ow un tadé&| &, —0, sauc par
funkcijas f(x) noteiktu integralu intervala (4, 4) un
apzimé to ar simbolu

b

ff(x\ dx.

a

Ta tad
b

flx) dx = lim T fE,8,, (5)

Hyxo !
a

a sauc par integrala apak3robeZu, & per virsrobeiu un



304 Integralrekini Il nod.

flx)dx par integrala elementu, pie kam x,—=a un x, = b
Ar izteiksmi (5) ir dota noteikia integrala definicija ka summas
robeZvertiba.

-

b
lim S = j fix) dx
nH—>o s

tad pastav ja
]

un tas ir tikai tad, ja

n
limX¥s, 28, = 0.
nrwl

Ja funkcija f(x) intervala (a, 6) izpilda noteikumn, ka
n

lim £9,5,=10
n—>o 1

tad funkciju f(x) sauc par integréjamu intervalid
(a, £). Ja f(x) intervald (a, b) ir nepartraukta, tad ta izpilda S0 no-
teikumu, un 12d€] ari ir integr€jama intervald (a, 5).

9. Notelkta integrala galvena izteiksme. Ka redzgjam, ja

dF(x) = f(x)dx,
tad

b
f fxydx = F(b) = F(a).
[

Pieradisim, ka ari ar definiciju

b
n
ff(x) dx = lim 2/, )8,
p o 1

dabiijam
b

ff(x) dx = F(b) — Fla).

a
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Piegemam, ka intervala (a, 5)

dF{z)
_dr = f(x).

Se funkcijas f(x) un F(x) piepemias imervald (a, 4) ka vienvértigas
un nepartrauktas. ledalam intervalu (@, b) » dajas ar abscisam:

Xg = a, X;, Xy, x, = b; a < b,

Apziméjam :
X, — x,_y = &,

Pielietojot Lagranza teorému intervala 3,, dabiijam.

F(xr) - F(xr—‘l) = Brf(E_r)- (x, ¢ < E,. < ¥r)
Liekot » = 1, 2, 3, » dabijam:
F(x) — F(a) = 3, fiE);
Fixy) — Fx) = 8, f(B):

F(b) - F(xn—‘l) = ar,f(grx)'

Sashaitot augs€jos nolidzin@jumus dabiijam:
— -— - n —_
FO) —Fl@a=8/E+uE)+...+8, /) =28 /¢) @

Se E, ir abscisa, da)as iutervala 3, noleikid vieta un nav pec patikas
piegemama,

[zteiksme (&) nav atkariga mo dalijuma skaita un iedalijuma kar-
tibas. Tade} ari ar » -

” —
lim 28, f(§.) = F(b) — Fla),

n—o
Agrak pieradijam, ka
u b
lim 28, £(E,) = | f(x) dx.
n—ro 1

a

20



306 Integralrékint 1l ned.

Ka augdd norddits, kreisas puses summa 3aja izteiksm€, ja funkcija
/(%) izpilda dotos noteikumus, dabli noteiktu veértibu. Se §, ir inter-
vald 5, péc patikas piepemta vertiba, tade), ja §, vietd liekam E,

- =

tad augi€ja robeZvertiba nemainas. levedot augseja izteiksme £, vield
g, dabiijjam:

n>r®m ]

b
lim £5, /(5,) = f fx) dx.

Ta ka
#

lim 23, /(£,) = F(b) — F(a),
n—>o 1

tad an

b
[ferie = F&) — Fly = | F b

Saja formuld ar F(x) ir apzim@ta tZ vienverligd nepartraukia funkcija,
kuras diferencials ir f{x)dx, t. i

dF(x) = ftx)dx.
So funkciju #(x) dablijam izdarot penoteiktas integréSanas operaciju

f S(x)dx, ka tas agrik noradits.
Isteikstni

[
[rmyac=F®) Fua

sauc par integralrékinu galveno izteiksmi,

10. Noteikta integrala jeometriska nozime Piegemam, ka f(x)
atbilst agrik dotiem poteikumiem, tad » = f(x) dod nepriraukiu
likni. (Zim. 9).

]
Ki redzams, &, m, ir laukums KLMN un p = Z3, m, ir lau-
1

kums starp apak3 liknes airodo3am kdpn€m — apak3kdpngm, gala un
sikuma ordinatam 4B, CD) un abscisu asi.

”
Tapat redzams, ka &, M, ir lavkums KL'M'N un P = X8, M,
1

ir laukums starp svitrolim kapo€m — virskapn®m, 5o kapgu sdkuma
un gala ordinatam un abscisu asi.
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Geometriski ieskatams, ka, ja #—> o un 3, — 0, tad tikpat
apakskapgu ki ari virskapgu laukumi tiecas uz laukumu starp likni,
abscisu asi, sakuma un gala ordinatam.

Yy
L M
. 3M°
- CH——Rd - ,
B ‘ ME | s
e 2 NS
o|om 7
A K& \|N D
O a X X, Xme ' X~ b
—é¢2 -
Zim, 9.
Ta tad

lim p = lim P = laukums ABCD,

n—-o n—>a

”n
Talak redzams, ka f(%,) 3, ir laukums K."M"N un S = A:Jf(E,)a,

ir visu tadda veida.laukumu summa.
Ja n+w0 un &, >0, tad

&
lim S = ff(x', dx = lim p = lim P.
a

n—yx H—>o n—>mo

Ta k3 lim » = lim 7 dod lankumu starp likni, abscisu asi, sBkuma
n—>rm it—> @

un gala ordinatam, tad ari

b
n
f@) dz = lim SfE)8,
n—ram 1

4
<
dod to paSu laukumu, Al /‘D X

Ta tad noteiktals integrals dod Op-a-
atrisindjumu  uzdevumam, aprékinat
lankumu starp dotu Likmi y = f(x) Zim. 10,
abscisu asi un ordinatdm ar x = a
un x = 4, t. i. laukumu ABCD zimgjuma 10.

20%
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&
Laukums ABCD = L = ff(x} dx.
a

Gadijumi, ja y = f(r) dabid veidu, ka ziméjuma 11., tad, ja
Yy a < v < ¥ .
:r,,__1. < b

£ visi 5, > 0, bet
B » funkcijas f(x) vér-

Aﬂ{ﬂ” tibas starpa CE ir
negativas, redzams,
||[ C E ‘.6 kag
! b
5 ; [ dx =
: a

= laukums 4BC —
Zim. 11, — lankums CDFE +
+ laukums EFG,

Izteiksmé:

= e

& &)

£, it péc patikas intervald &,, t& tad varam £, vietd ievest x,_; un

dabiijam
n

;'?‘ 5, f(xr—1)

vai ari £, vieta x, un dabiijam:

n
?‘ &, f(x, ).

So summu robeZvértibas ir vienlidzigas. Piepemam visus dajas inter-
valus vienlidzigus,

Liekam

tad
fixd=flar fix)=a+hy; fix)=Ff(a+2h) fix,_\~fla+{n—Dk=f6—h),
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un

5
lim -ﬂx,_na = [fwdx= lim {il fia+fiat 20 +.+/b=A]} (4)

nreo 1

&
lim Zf(x,)a,_ ff(x)a’x=hli%{h[f(a+h)+f(a+2lz)+.. +BN) (B)

n—ro

11. Noteikta integrala tieSa aprekinasana.

Piemers.
p

fax dx.

a

Pielietojot formulu (A) rakstam:

B
f a¥ dx = lim {4[a® 4 a%Fh 4 o + a®Hr— DAy
h—0
a
Parveidojam izteiksmi, ieverojot ka: »/+ = f — a, dabiijam:
— (aﬂ}l —_— 1
hat (L 4 ot o 4 e = _'T)'
G—}-nlx aa+fﬂ:a__ A a — a“
- “}'—‘ e T |
Tk ok h

Tad

3 3 a

f * dx = lim (lh:i

h—0 a —_l

a h

Tad ka i
lim 4 h——l = la,
tad
a A o
f dy = 2T
la
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Noteikta Integrala pamata ipadibas. Piegemam, ka fuokcijas
ar kuram talak rikosimies, integréSanas inlervala ir integréjamas,

a

1) ff(:c) de = 0.

a
jo e integréSanas intervals a — a = 0.
Td tad
Noteikta integrala v@rtiba ir0, ja integrala apaks-
robeZa nolidzinas virsrobeZai,

2) Ja parmaina integrala robeZas, tad mainas
integrala zime.

Ar abscisu sekojumn
Xy = @, X X x
summa S dabi vidu:
n
Ej &, f1&).
Ar sekojumu :

b= xy, xy_a, Ty Xy A = @

summas veids ir

1
p {(— ar)f(gr)-
]

Ta ka
:?(— 5,) fi&) = — 15 5, FE),
tad
tim %(— ) f6) = = lim ¥ 5, /6.
un

ff(x) dx = —ff(x) dx.
b a

3) Ja a, &, ¢ tris skaitli funkcijas f(x) integréSanas intervald, un
a < b < ¢ tad

fb f(x) dx + f f(@) dx = ff(x) dx.
a b a



Noteikta integrala pamata ipafibas 12 m

Starpvertiba 4 sadala intervalu (a, ¢) divas dajas (e, 5) va (b, ).
Uz intervaliem (@, &) un (b, ¢) atliecigas summas kopa dod uz visu
intervalu (4, ¢) attiecigu summu. Pareja nz robeZu dod augsejo
formulu.

Ja a <C ¢ <C b, tad ieverojot avgiéjo, dabiijam:

¢ b b
ff(x) dx + ff(:c) dx = ff(x) dx;
a ¢ a

b b

ff(x) dr = [ fiyde — ff(:c) dx

a ¢

¢ b ¢
jf(x) dx = ff(x) dx 4+ ff(x) dx.
a a b

4) Ja pastavigs rejzindatajs atrodas zem inte-
grala, tad 30 reizindtaju var izonest prieks inte-
grala. Ja pastd@3vigs reizinatajs atrodas prieks
integrala, tad reizinataju var parnest zem
integrala.

Ta ka

?

" '
%C.f(gr)ar = C“;“f'l&r)ar

tad ar #» > « dabfijam:

b b
fc.f(x)dx = cff(,t}dx.
(71 a

b b ]
5) f[@ (%) + § (x)) dx = f’{:(x) dx + fq.l(x) dx. (@)
Taka ? ¢
>13['+>(E,) 4+ ¢E)E, = ?@tﬁr)ar + ?4)(5,)57 ®

tad izteiksmes (B) robeZveértiba ar # =» @ ir izteiksme (a). Izteiksme
(a) deriga katram galigam saskaitamo skaitam.

&
6) Jr@ae =@ —ap @
@
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Se p ir funkcijas f(x) veriiba, kas airodas starp funkcijus f(x)
vismazako vertibu m un vislielako vertibu M intervald (a, 5).
Ka redzgéjam
(b —aym << S (b —a)d

Si izteiksme pastav ari attieciba uz lim S, tade]
rg~->m

b
(6 — aym < ff(x)dx<(b—a)x’w.
a

Sis izteiksmes secindjums ir nolidzinajums (a).

Ja f(x) ir npepartravkta, tad ta dabu intervald (s, §), vismaz
viena vieta £, vériibu p  So vertibu £ tad var izteikt

E=a+ 06 — a) 06 )
Tad

]
[r@ac=06 asa+ 66— al ®

No (a) dabiijam :

b
1 )
b= aff(x)dx-

a
Veértibu p sauc par funkcijas f(x) vidéju
veértibu intervala g, b

No (f) secinam; ja funkcija f(x) intervala (2, ) pekad nav ne-
b

gativa (pozitiva), tad integralam f f(x)dx ir t& pati (pret€ja) zime ka
a
(6 — a). Talak varam secinat, ja a < & un intervald (a, &)
f(x) 2= ¢(x) (pie kam intervala a, b nav arviesn f(x) = ¢ (x)), tad
b b
[rmax > [ewax
aq aq

Se
b—a>0 wm f(x) — ¢(x) >0
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Ar augi€jiem piep€mumiem :
&

J [fix) — 2(x)}dx > 0,

vai ari

b b
ff{x) dr — fcp (r)dy > 0
a a

un

b b
[f{.r]d.r > f?‘(x) dx.
a

{3

7) Noteikta integrala vértiba pbav atkariga
no neatkarigd mainigd apzimes.

......

vala, tad neatkarigi no pneatkarigd mainigd apzimes

b b
ff(x)rt'x = ff(l)dt = F (5 — F(a).

Ja a pastivigs un & = x mainigs, tad dabiijam :

X

ff(t) dt = F(x) — Fa. )

[

Sis integrals ar pastdvigu apakSrobeZu un mainige virsrobeZu x, ir

vienvErtiga virsrobeZas x funkcija, jo intervala (e, §) katram x atbilst
X

viena up tikai viena noteikta integrala f f(2) dt vErtiba.
[

Ar integralu (a) noteikio funkcijn sauc par integralfunkciju.

X
8) Ja f(n ir galiga fuankcija, tad ff(!)dt ir virs.
a

robeZas x nepartraukta funkcija.
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Ja a, x un x + £ pieder integréSanas intervalam (e, 3), tad

x-+h A+}i
ffu) dt + ffm at == jf(r) dt (1)
un
x+h x+h
[rwa— f rod = [roau @
a

levérojot ipaSibu (6), iotervala (x, x 4 #4), atrodas tada f(»)
vértiba p, ka

x+h
ff(f)dt:p(x—}—fz—x):p. h (3)
x

i ir galigs; tadé], kad # — 0, iev@rojot (2) un (3) dabiijam:

x+A

llrn [ff(z‘)a’t—ff(t dt] = Ilm hp=10

Beidzama izteiksme rada, ka f S (& dt ir pepartraukta funkcija no x.

9) Nepartrauktas fupokcijas integrala dife-
rencialkvocients, attieciba uz integrala virsro-
beZu, dod integr&jamas funkcijas vé&rtibu, kad
argumenta vieta ievedam aug3robezas vE&rtibu

Ja f(# ir nepartraukta funkcija, tad:

x+h X+-h
ff(tjdt ff(t) dt = ffm dt = hp = hf(x + Oh).

Dalot ar 4 dabijam

x—+h
f @) dt — f fiydt
A = f(x 4 64).




Jaunu mainigo ievefana 13 315

e

Dy [rwdt = /o)

No augséia secinam:

dff(t) dt = f(x)dx.
a

Lidzigi dabi@ijam
b
d f fidt = — flx)dx.

13 Jauna mainigd ieve$ana. 1) Dotd integrala

b
[ 1@z,
a
ievedam mainigd x vieta jaunu mainigo / ar nolidzin@jumu:
x = (). (H
Piegemam, ka fumkcija ¢ (¢), ka arl is funkcijas inversa funkcija
t = ¢ (x) (2)

ir vienvertigas un nepirtrauktas intervala (a, ).

Ar vertibu sekojumu

@ = g X A Xy = b (3)
un jevedot
X, — %X, = &,
veidojam
"
/)5, (4)
Ka zinams:

n—>o 1

5 b
lim Z f(,) 5,=ff(x) dx.
a

levérojot noteikumus par transformacijas nolidzindjumiem (1) un
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(2), augoSam x vértibu sekojumam (3) atbilst augo3s vai dilstoSs) ¢
vertibu sekojums

@ ==ty h ol L, =8
Vertibam
&5 g En
atbilst veriibas
T, T T3 Ty.
Vispar:
t, :"!)(xr); Xy = Q ).
un
a=d(a); § =<6
Sta