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Pirmā daļa. 

D i f e r e n c i ā l r ē ķ i n i . 

Funkcijas ar vienu mainigo. 
P i r m ā n o d a ļ a . 

Diferencēšana. 

1. Starpību kvocients. Pieņemam, ka intervālā (a, [3) dota vien
vērtīga, nepārtraukta funkcija: 

y = / ( * ) (1) 

Dotā intervālā pieņemam xx un x2. Starpību . r 2 — xx apzīmējam 
ar h vai arī ar simbolu hxv Tad 

A* , = //, (2) 
x2 — = // = A j r r 

x2 — x\ + , l = x i + (3) 

Ar argumentu xx dabūjam: 

un ar 
x2 = .Tļ -i- // .r, -4- A.rļ 

dabūjam 

V, = / ( . r a ) = /(.v, + //) = -ļ- A * , ) . 

Starpību jy 2 — j/ļ apzīmējam ar simbolu Aj/j tad 

y* — yi = A^i 
un 

JVa = y\ + A^V (4) 

Starpību f(x2) / ( . V j ) , vai / 0 ^ -ļ- A) — / ( . T O , vai arī / ( x 1 4 A*j) — / ( ^ ) 

apzīmējam ar simbolu A / ^ ) , tad 

^ i = ^ - ^ i = V ( ^ 1 1 = / ( ^ ) - / ( ^ 1 ) = / ( ^ i + ^ ) - / ( ^ i ) = / ( ^ i + ^ i ) - / ( ^ 1 ) - (5) 

Simbolu A^Tj sauc par a r g u m e n t a x-, p i e a u g u m u ; tas ir pozitīvs, 
ja x2 > un negativs, ja x2 < x v Simbolus Ay, un A / ^ j ) sauc par 
f u n k c i j a s p i e a u g u m u ; šis pieaugums arī var būt pozitivs vai 
negativs, kā tas ieskatāms no izteiksmes (5). 



2 Diferenciālrēķini í nod. 

Ievērojot augšējos apzīmējumus, veidojam izteiksmi: 

Ay, kf(xj) = / ( X l + h) — f{x¿ 
bx1 kxļ h (6) 

Augšējo izteiksmi sauc par f u n k c i j a s f(x) s t a r p ī b u k v o 
c i e n t u veidotu vietā x v ar starpību A ^ = h. 

2 . Diferencialkvocients. J a x2 ->- xv tad h —> 0 (A^rt —• 0) 
un, tā kā / ( ^ ) pieņemta nepārtraukta, arī byx -> 0 ; (A/(^) - > 0) . 

Tādā gadijumā izteiksmes [1] (6) skaitītājs un saucējs tiecas uz 
0 un tādēļ tie ir bezgalīgi mazi lielumi. 

Izteiksme [1] (6) tā tad ir divu bezgalīgi mazu lielumu dalī
jums un tāda dalijuma robeža, kā zināms, atkarībā no skaitī

tāja uti saucēja kārtas var 
dabūt vērtību: 0, galīgu 
skaitli, oo, nenoteiktu vērtību. 

Ja izteiksmes [1] (6) robež-
vērtība ir 0 vai galīgs skaitlis, 
vai oo , tad šo robežvērtibu 
sauc par funkcijas f(x) a t v a-
s i n ā t o v a i d i f e r e n c i a 1-
k v o c i e n t u vietā xv Šī 

* robežvērtība ir funkcijas f(x) 
maiņas mērs vietā x v 

Funkcijas f(x) ģeomet
risks attēls plaknē ir līkne 
ABCD (zīm. 1). 

(Zim. 1.) 

Abscisai xx atbilst līknes ordinala B'B—y1=.f(x1), 
„ *a n . C C=yi=f(xJ=f{xl+h)=f(x1+*x1). 

B'C'=h=bxv 

CC=y2-yl=*yl=*f(x1)=f(xi)-f(x1) = 
=f(x1 + h)-f{x1)=f(x1+*xj-f{xļ). 

Kā redzams no zīmējuma, funkcijas / ( x ) starpību kvocients vietā xx i r : 

^ 1 _ / ( * ! + h) - f(xx) tg a. ( 1 ) 



Diferencēšana 2 

Ja // 0, tad punkts C tiecas uz punktu B un līknes sekanta s, BC, 
griežoties ap punktu B, tuvojas līknes punkta B pieskarei /. Tā tad, 
ja // ->• 0, tad sekanta 5 tiecas uz robežstāvokli t. 

No augšējā ieskatāms, ka funkcijas / ( x ) atvasinātā vietā xx i r : 

lim . 
Ajf ! - > o ^xi 

= lim / t o + h) - /to) 
h lim tg a = tang x. (2) 

A - > 0 

Tā tad ģeometriski apskatot, funkcijas f(x) a t v a s i n ā t ā v a i d i f e r e n -
c i a l k v o c i e n t s v i e t ā 
xļiī\ t ā l e ņ ķ a i t a n -
g e n s , k o v e i d o v i e 
t ā xx l ī k n e s p i e 
s k a r e a r x a s i . 

Apskatītā gadijumā h 
ir pozitivs, kad še h 
tiecas uz 0, tad to raksta 
h ->• - f 0. Šinī gadi
jumā dabūto atvasināto 
vai diferencialkvocientu 
sauc par l a b ā s p u s e s 
d i f e r e n c i a l k v o 
c i e n t u . 

Zīmējumā (2) h 
It ~> — 0. 

Zim. 2. 

ir negatīvs, ja še h tiecas uz 0, tad raksta 

Šinī gadijumā funkcijas f(x) diferencialkvocients vietā xx ir 

«- (^) lim /to + h) - f{xx) (3) 

Še jāievēro, ka kxx = h un ir negativi. Ar negativu h dabūtu 
diferencialkvocientu sauc par d i f e r e n c i a l k v o c i e n t u n o k r e i 
s ā s p u s e s . 

Ja vietā xx ir abi difcrencialkvocienti un pie tam abi ir vienlī
dzīgi, tad saka, ka funkcijai f(x) vieta xx ir p i 
diferencialkvocients un to tad raksta: 

lim 
A - > 0 

f{x + h) -

n ī g s vai arī ī s t s 

(4) 

Kā redzams, ģeometriski tas nozīmē, ka vietā xx līknei y — f(x) 
ir tikai viena pieskare. 

Pieņemam, ka funkcijām, kuras tālāk apskatīsim, ir īsts un galīgs 
diferencialkvocients un gadijumi, kad labās un kreisās puses diferen-
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dJ¡~ ;/'<*); Dx/(x) 

dJ>. y> d y 
dx' y *y-

(1) 

Tā tad ievērojot [2] (4), vietai x intervāla (a, ¡5), dabūjam funkcijas 
f(x) atvasināto: 

= l i m /<* + *; - m m 

Pāreja uz robežu še jāizdara pie nenoteikta x. 

4. Funkcijas f(x) = x atvasinātā. Funkcijas diferencialkvo

cients, kā augšā norādīts, ir funkcijas f(x) maiņas mērs vietā x 
Par šī mēra vienību pieņem argumenta x maiņas lielumu. 

Ja f(x) = x, tad šīs funkcijas starpību kvocients ir 

f(x + h) — f(x) _ X + h - X _ . 

h ~ h ' 
tad diferencialkvocienti katrā vietā ir : 

Tā tad, kādā vietā, kur /\x) diferencialkvocients ir lielāks (mazāks) 
par 1, šī funkcija mainas straujāk (vājāk) nekā arguments x. 

cialkvocienti nav vienlīdzīgi vai kāds no tiem ir bezgalīgs, gadīsies kā 
izņēmumi. 

3. Funkcijas atvasinātā. Ja funkcijai f(x) vietā xx ir īsts un 
galīgs diferencialkvocients, tad saka : funkcija f(x) vietā xx ir 
diferencējama. 

Ja funkcijai /( .*) ir šāds diferencialkvocients intervāla (a, p) katrā 
vietā, tad tādu funkciju sauc par diferencējamu dotā intervālā. Katram x 
Šinī intervālā tad ir piekārtota noteikta diferencialkvocienta vērtība; šīs 
vērtības tā tad ir atkarīgas no v ; tās veido jaunu funkciju no x, ko 
sauc par f u n k c i j a s / ( r ) a t v a s i n ā t o f u n k c i j u , vai arī vien 
kārsi par a t v a s i n ā t o , vai arī par funkcijas f{x) d i f e r e n c i a l 
k v o c i e n t u . To apzīmē ar simboliem : 
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5. Lineāras funkcijas atvasinātā. Uzdevumu, atrast kādas funk
cijas, piemēram, 

/(.v) = ax 4 b 

atvasināto, saskaņā ar augšā norādīto, izteic ar vienu no simboliem: 

lx { a X + b ) 

(ax 4 - b)' 
Dx (a.x 4 b). 

Meklēto atvasināto dabūsim, veidojot izteiksmi: 

lim / < * + * > - / ( « > . 
A - > 0 h 

Šinī gadijumā dabūjam: 

. . ,., .. [a {x 4- h) 4 b]—(ax + b) ,. ah 
(ax 4 - b)' = lim — — • — , — = lim - . - = a. (1) 

A - > 0 " A - > 0 " 

Funkcija f(x) = ax 4 b ir lineāra Izteiksme (1) rāda, ka lineāras 
funkcijas atvasinātā ir pastāvīgs lielums. 

Liekot izteiksmē (1) a = 0, dabūjam: 

(b)' = 0, (2) 

t. i p a s t ā v ī g a l i e l u m a a t v a s i n ā t ā i r O . 
Ja izteiksmē (1) liekam a = 1 un b = 0, tad dabūjam: 

( * ) ' = 1, (3) 

t. i. n e a t k a r ī g ā m a i n ī g ā a t v a s i n ā t ā i r 1. 

6 . Funkcijas diferencējamiba un nepārtrauktība. J a funkcijai 
f(x) vietā x ir īsts galīgs diferencialkvocients, t. i. ja funkcija vietā x ir 
diferencējama, tad tā šai vietā ir nepārtraukta. 

Tā kā 

f(xy=lluAx+h}-^x\ t a d : / ^ ± ^ - ^ W ' t o + S , ( j a ^ 0 , t a d 6 ~ > 0 ) ) 

>»->0 « n 

no augšējā dabūjam: 

f(x + h) -f{x) = h \f\x) 4 6). 
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1 + ex 

Kā redzams, / ( 0 ) = 0 un pie x = 0 augšējā funkcija ir nepārtraukta, 
šīs funkcijas atvasinātā i r : 

X -\- ll X 
i T 

f'(x) = hm - - — 

0 + h 0 

/ ' (0 ) = 1im ii-!— 1 ^  e = 1im 

1 + / 
Ja h - > + 0, tad labas puses atvasināta ir : 

/ ' ( 0 ) = 1im 1 — r
 ]—— = 0 

Ja h -> — 0, tad kreisās puses atvasinātā ir: 

1 + Č A 

7. Vispārējs diferencēšanas likums. Dotas funkcijas /( .*) dife
rencēšana, t. i atvasinātās atrašana, sadaļas sekojošos so|os: 

y = /(*)• 
Pirmais so l i s : 

Ja dodam x pieaugumu h, tad y dabū pieaugumu Ajy, tā tad ; 

y + ty = / ( * + h). 

Šī izteiksme rāda, ka ja h 0, tad arī [f{x -\- li) — / ( * ) ] 0, 
kas izteic, ka f(x) vietā x ir nepārtraukta funkcija. 

Ja funkcija f(x) vietā ir nepārtraukta, tad tomēr nevar apgal
vot, ka funkcijai f{x) šinī vietā ir diferencialkvocients, jo, kā rāda 
prof. Veierstrass, ir tādas funkcijas, kas katrā vietā ir nepārtrauktas, 
bet kurām nav nevienā vietā atvasinātās. Šādām funkcijām ir tikai 
teorētiska nozīme un praksē tās nepielieto. 

Sekojošais piemērs rāda funkciju, kas vietā x = 0 ir nepār
traukta, bet šai vietā tai funkcijai kreisais un labais diferencialkvocients 
nav vienlīdzīgi. 

/<*) - — 
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Ajy rfjy 
in — 

A* 
Tā tad, 

lim - r^ = ^ = 1im ( 6 * 4  3//) = 6x. 
0 - i - t ffar A—>0 

To varam arī rakstīt: 

¥ = 6x. 
(IX 

{3x2 4  5 ) ' = 6x 
Dx ( 3 * a  j  5) = 6x 

~ ( 3 * 2 4  6) = 6 * . 

Otrs solis : veidojam Ay: 

y + ly = f(x + h) 

y = /<*) 

Ay = / ( * + h) - f(x) 

Trešais solis : dalara augšējo izteiksmi ar Xv un //, (A.r = /;) 
^ _ fix + h) - f{x) 
\x~ h 

Ceturtais solis : liekam A.r —> 0 un dabūjam izteiksmes robež

vērtību: 
d / = 1im ^ = 1im + W ( f > . 

P i e m ē r s : 

Dota funkcija: >• — 3x2 4 5. Dabūt šīs funkcijas atvasināto. 

Pirmais solis : 

y + A_y = 3 ( * + / J | 4 5 = 3.t2 + 4 3/r2 4 5. 

Otrs sol is : 

y 4 &y — 3.r 2 4 6xfi 4 3A2 4  5 
y - - 3.r 2 4  5 

\y = 6.r// 4  3/;2. 
Trešais solis: 

Ajŗ /r 1 

Ceturtais solis: 
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U — V, 

tad, ja dodam argumentam x pieaugumu bx, arī pie argumenta x-\-bx 
augšējās funkcijas ir vienlīdzīgas. Bet ja x dabū pieaugumu bx, tad 
u un v dabū pieaugumus bu un bv un, ievērojot teikto: 

u 4 - bu = v -4- bv, 
u = 

bu ~ bv, 

bu bv 
b x ~ bx' 

Tā kā augšējās izteiksmes ir vienlīdzīgas visā maiņas procesā, tad vien
līdzīgas arī to robežas; tā tad 

dabūjam: 

tādēļ arī: 

Norādītais vispārējais diferencēšanas paņēmiens ir pamata panē 
miens, jo tas pamatojas tieši uz atvasinātās jēdziena definīcijas. Tomēr, 
šī paņēmiena pielietošana vispār dažkārt savienota ar grūtībām, tādēļ, 
lai atvieglotu diferencēšanu, no vispārējā likuma attīsta atsevišķus 
paņēmienus. 

8. Pastāvīga lieluma C atvasinātā Ja y ~ f{x) = C, tas 
nozīmē, ka f(x) pie visiem x ir pastāvīgs lielums. Tā tad, arī 

f(Xļ) = C. Ja liekam xt = x - f //. tad f{x 4 //) = C, bet 
f\x + //) atbilst y + &y; tā tad: 

y + by = f{x 4 - li) = C. 
y = f(x) = C, 

by = 0, 
tādēļ arī 

l i - " 
un 

lim ^ - y' = 0. 

To varam rakstīt: < 
(C)' = 0 

Tā tad p a s t ā v ī g a l i e l u m a a t v a s i n ā t ā i r 0. 

9. Vienlīdzīgu funkciju atvasinātā. Ja u = f (x) un = cp (x) 
un kādā dotā intervālā arvienu 
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.. AK AI-
lim - r — — lira , 

AJT—>0 AJC->0 A * 

t. i. 
« ' - z/'. 

T ā t a d , j a d i v a s f u n k c i j a s i r v i e n l ī d z ī g a s , t a d i r 
v i e n l ī d z ī g a s a r ī t o a t v a s i n ā t ā s . 

10. Funkcijas 4 - C atvasinātā. 

u = + C. 

Ja ir funkcija x , tad arī u ir funkcija x . Dodot x pieaugumu 
A.r, dabūjam: 

H -\- lll — V -\- by -\- C 
u = + C 

A« : Ai' 
A M A z> 
Ār — A.r 

, A/< 
hm = hm jr-, 

A*->-cr- r Ax->-0 ^ r 

«' = »' 
t. i. 

Ievedot u = v 4 C, dabūjam: 

(v + C)' = 

Augšējās izteiksmes lāda : j a d i v a s f u n k c i j a s n o .r a t š ķ i r a s 
a r p a s t ā v ī g u l i e l u m u , t a d š ā d ā m f u n k c i j ā m ir v i e n 
l ī d z ī g a s a t v a s i n ā t ā s . 

Vai arī : k o n s t a n t s s u m a n d s p a z ū d d i f e r e n c ē j o t . 

11. Summas un starpības atvasinātā. Ja 

y = u -ļ- V 

un u = f(x); = cp(̂ r), tad arī y ir funkcija x . Dodam x pieau
gumu &x, tad u un i' dabū pieaugumus A«, Aw, bet arī y dabū pie
augumu Ajv. Kā agrāk norādīts: 

jy + Ajy = M 4 - A« -ļ- Ī ; + Aļ> 
y = u + v 

Ajv = Aw 4 - At> 
Ajy A K AV 

Ar A.r Ajt 

i- Ay i- ^ K i i - A j ' 
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Beidzamā izteiksme dod: 

y> = « ' + v' 

Tā kā y = u -\~ tad, tevedot šo izteiksmi, dabūjam: 
(« + v)' = u' + 

Tā tad: s u m m a s a t v a s i n ā t ā i r v i e n l ī d z ī g a a r s a s k a i 
t ā m o a t v a s i n ā t o s u m m u . 

Tādā pat ceļā dabūjam, ka 

(u — v)' = u' — 
un vispār 

(ti 4 v — iv)' = «'-)- — w'. 

12. Reizinājuma atvasinātā. 

y = u (še 1t = f (x); v — ty(x). 

Dodam x pieaugumu A.r, tad y, u, dabū pieaugumus Ajy, lu, lv un 

y -ļ- \y = ( M - f A«) (v + = M^ 4 v ^ u 4 M ^» ' + . At\ 

ly = ulv 4- ī'A« 4- bu lv; 
A_y lv A» Aw ^_ 
Â r — Ā.r A.*: A.r 

lim ^ = 1im [u 4- 1im (v ^ ) 4 1im [t^- a A 
A v - > 0 ^ A^r->oV 1x1 1x^q\ Ar/ a ^ o v * * / 

, ,. Ai» An A*i . 
_y = w hm ^ — 4 v 1im - r - — ( - hm — lim lv. 

A.t ->-o A x lx-+o ^ x lx-+0*x Aa:->0 

y' — u 4 M ' 4 u' 0. 

Galīgi : 
y' = u 4- w' 

Tā kā 
v = u 

tad 

(w ī>)' = u -\- v u' (a) 

Augšējās izteiksmes abas puses dalot ar uv, dabūjam: 

M = « : + ! : . ( B ) 

U V U V 

Pielietojot formulu (a) dabūjam: 

(u . v . w)' = (u . v)w' 4- w(u . v)'. 
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tā tad 

( u V vu' — uv' 

VI V2 

Izvedot (« • i')' ° o formulas (a), dabūjam: 

( « » « ' ) ' = ( « I ' ) » ' -ļ- -a'(uv' + i ' " ' ) ; 

sakārtojot dabūjam: 

(UVU')' = K ī w ' 4" IIWV' + I 'TL'M' 

Dalot abas puses ar uviv, dabūjam: 

(nvwy _u_'_ i / ^ 

K Ī W w v a ; 

Atsevišķs gadi jums: a pastāvīgs lielums u n : 

y = au. 

Pielietojot formulu («), dabūjam : 

_y' — -ļ- ua' 

Tā kā n ir pastāvīgs lielums, tad, kā redzējām: 

a! = 0, 
tādēļ: 

y = au' 
un 

(au)' = «'. 

Augšējā izteiksme rāda, ka d i f e r e n c ē j o t p a s t ā v ī g s r e i z i 
n ā t ā j s p a r ā d ā s k ā r e i z i n ā t ā j s a t v a s i n ā t ā . 

13. Dalijuma atvasinātā. 

y = (« = /(•*); » - ?(*))• 

Tā kā vienlīdzīgu funkciju atvasinātās arī ir vienlīdzīgas, tad, 

(vy)' = u' 

vy' -F- yv' = u' 

T t* 
« • ^ / , 

, u — yv V vu — uv 
y — — ō • 

V V vs 
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Atsevišķs gadījums: a pastāvīgs lielums: 

a 

ta ka a ir pastāvīgs, tad a' = 0 un tādēļ 

14. Kapes un saknes atvasinātās. 

y = um 

še u = f(x) un m pozitivs vesels skaitlis. Ta kā 

m 
u, 

ievērojot formulu [12] dabūjam 

— = \- H = w — 
JV M U 11 u u 

y' = y m — = m um. — = . W H " ' ~ 1 U' 
u u 

tā tad 

Ja kapes rādītājs ir vesels negalivs skaitlis — n , tad 

1 
ll~n =z 

tn\> M « « — 1 
( M " ) ' = ( ) = ^ = = — nu u' 

' \unl (unf U 2 M 

tā tad 
(«-")' = n vrn—1 «' 

Šī formula rāda, k a f o r m u l a , k a s d o d k a p e s a t v a s i n ā t o 
ar v e s e l u p o z i t i v u k a p e s r ā d ī t ā j u , p i e l i e t o j a m a 
a r ī t a d , j a k a p e s r ā d ī t ā j s i r v e s e l s n e g a t i v s s k a i t l i s . 
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Saknes atvasināta: 
I (še ii <f(^); » vesels poz. 

y = 1/ u =z u" vai neg. skaitlis. 

yn = u 
(y»)< = „' 

„ Y » - 1 y' = u' 

1 U' l ' V ' - 1 1 - ' 

= — Ļ- ; tā kā R " - 1 = \n") = u «, 

tad: 

tā tad 

Ja 

tad: 

( i h r ) = ( . , - ) • _ L J _ 

n i _ L » 
U' it 

J--1 

qyl-1ly'= puP~y u' 

P M J * _ 1 , P uP-\u' p uP~y , 
V = U = — = — II 

y q <i ( / V " 1 i p-P 

y> = P-.U<l U ' . 

Q 

fc) = ( J ) = * 

Q 

Šī izteiksme rāda, ka f o r m u l a , k a s d od k a p e s a t v a s i 
n ā t o a r v e s e l u , p o z i t i v u v a i n e g a t i v u k a p e s r ā d ī 
t ā j a p i e l i e t o j a m a a r i t a d , j a k a p e s r ā d ī t ā j s i r 
d a ļ a s s k a i t l i s . 

15. Piemēri algebrisku funkciju diferencēšanai. 

1) y = X1 -f- Ax. 
Pielietojot summas diferencēšanas paņēmienu, dabūjam: 

y> = ( X y + ( 4 A : ) ' 

y' = 2x . (*)' 4- 4 . ( * ) ' . 
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Šīs līknes nolīdzinajums ir 

1 
y i r 0 ) 

—X 

Še <7 ir slodze uz tilta garuma 
/ tekošā metra; T0 virves punktā 
(T iedarbojošais stiepes spēks. 

Kāds ir leņķis a, ko veido 
virves pieskare uzkāršanas punktā 
B ar horizontāli? 

Zīm. 3. 

No ( 1 ) dabūjam: 

y = 

ievietojot x — dabūjam: 

? = ļ- -ō- = tan a. 

No šīs izteiksmes dabūjam leņķi a. 

4) Dots līknes nolīdzinajums : 

( 1 ) 

Tā kā neatkarīgā mainīgā x atvasinātā (.v/ = 1, tad dabūjam: 

/ (.r- + Ax)' = 1x - f 4. 

2) Dabūt 
3 

( * 2 fix - 1) ' ? 
3 3 3 8 ^ 

( x 2 l / ' 2 ^ ^ ī ) ' = ( ^ 2 ) ' ļ / 2 ^ — T + ^ 2 ( ^ 2 ^ T ) ' = 2 ^ 1 / 2 ^ T + * 2 [ ( 2 * - 1 ) 3 ] ' 

= 2 * ļ / 2 * - 1 4- x2 . L (2x — 1 ) 3 ( 2 * — lļ[ = 

3 1 / ( 2 * - 1)2 3 ļ / ( ^ — 1)2 

3) Uzkārta tilta virve veido līkni AOB. (Zīm. 3.) 
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pievilkt pieskari līknes punkta P, kas piekārtots abscisai x = a 
(zīrn. 4) . 

No ( 1 ) dabūjam: 
y' = / ' (v). 

Tā kā y ir pieskares virziena 
leņķa tg, tad ar x = a 

t g « » = y = / ' ( « ) • (2) 
x=a 

Nogriežot uz y ass vērtibu 
/' (a) — OQ, vedam no pola 
M, kura attālums no koordi
nātu sākuma O ir zīmējumā 
izvēlētā vienība, līniju MQ. 
Kā redzams 

Y 

Q y* 

/ A 
! 

M i o M i o 01 - i 

t g a = Zīm. 4 . 

tā tad līnijai MQ ir punkta P pieskares virziens. Līnija NP ĻĻ MQ, 
tad ir punkta P pieskare pie dotās līknes, kuras nolīdzinājums ir ( 1 ) . 

16. Vingrinājumi. 

1) y = ( a * « - 1 y = 2x* (30 - * ) ( 3 * B - 1 ^ 

2) j, = (* + Vr+3?)(l/r+̂ ); =̂(̂  + £ 1 ^ » 
Vr+" 

3) 

4) 

5) y 

6) ;y 

7 ) y 

ya2 — x2' 

X 

3 

-|/a 2 - * 2 

^ a 2 + 

3 + 2x + x\ 
3 — 2x + x2' 

y' = 

y' = 

y' 

y' 

y' 

( a 2 — x2) V a2— x2 

(ļ/l 4- x2 — *2)2 

V T ^ P ^ 2 

1 

V̂(y* ._ 2 ) 6 

? a 2 * 
( a 2 4- * 2 ) ļ / a 1 ^ ^ ' 

4 ( 3 — x 2) 
(3 — 2.r 4- X2)2 

8) jf = ( 2 * — 5 ) ( 3 * -(- 8)1/3*4-8; jy ' = 2 ( 7 * - 2)1/3* 4- 8. 
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17 Apvērstas (inversās) funkcijas atvasinātā. Ja y — f{x) 
ir vienvērtīga monotona nepārtraukta funkcija intervālā a <; x < ; ¡5 
un intervāls (A, B) ir šīs funkcijas vērtību apjoms, tad katrai 
y vērtībai no (A, B) atbilst viena un tikai viena x vērtība no 
intervāla (a, Ŗ) un tādēļ x ir noteikts kā vienvērtīga monotona nepār
traukta funkcija no y, x — cp(jy). 

Funkcijas y = f(x) un x = <?(y) sauc par a p v ē r s t ā m , 
i n v e r s ā m f u n k c i j ā m . 

J a x dabū pieaugumu Xv, tad y dabū pieaugumu by, tā tad 
A y 

x 4- A# un y 4- by ir piekārtotas vērtības. - ~ ir funkcijas / ( x ) 

Ax 

starpību kvocients. ^ ir cp(jv) starpību kvocients. Starpību kvocientu 

reizinājums dod izteiksmi: 
Ajy lx j 
A * ' A j v ' 

kas pastāv arī vēl tad, ja A * un tādēļ arī A_y top bezgalīgi mazi; 
tādēļ arī šo funkciju diferencialkvocienti izpilda augšējo izteiksmi, t. i : 

Dxf{x). Dyŗ(y) --= 1. 

Šī īpašība viegli ieskatāma no sekojošā ģeometriskā attēla: (zīm. 5) 

Līknes ABC nolīdzinājums, ja 
uzskatam x par neatkarīgo mai
nīgo, ir 

y=f(*) 

Ja uzskatam y par neatkarīgo 
mainīgo, tad līknes ABC no
līdzinājums ir 

x = cp(jv). 

Pirmajā gadijumā atvasinātā ir 

Dxf (x) = tan T . 

Tā kā 
Dyy{y) = tan 6 
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tad 
tan 6 = cot x. 

Tādēļ : 

Dx/(x) . Dy <?(y) = tan x . tan 6 = tang x cot x = 1. 

18. Saliktas funkcijas atvasinātā. Ja u = <ŗ> (.r) ir vien
vērtīga, nepārtraukta funkcija no x, un y — /(u) arī vienvēr
tīga, nepārtraukta funkcija no u, tad y arī ir vienvērtīga, nepārtraukta 
funkcija no x 

y = /[?(*)]; 

y š e i r s a l i k t a f u n k c i j a n o x, vai arī jy i r f u n k c i j a 
n o f u n k c i j a s f . 

Noteiktai x vērtībai atbilst noteikta u vērtība un pēdējai atbilst 
noteikta y vērtība. Ja funkcijai cp(.r) vietā x ir atvasinātā un funkcijai / ( « ) 
vietā u arī ir atvasinātā, tad funkcijai 

y = /[<?(*)] 

aiī ir atvasinātā vietā v, jo, ja dodam x pieaugumu Ax, tad u un y 
dabū pieaugumus Au un Ay, un ja Ax -> 0, tad. tādēļ ka funkcijas 
<ŗ(x) un /(*/) ir nepārtrauktas, arī Aw —> 0 un Ajy —>- 0. 

AK 

ir funkcijas u starpību kvocients attiecība uz x. 

Ay 
^ » J' » » » • x ' 

Starp šiem starpību kvocientiem pastāv sakars: 

Ay Ay Aw 
Ax Au Ax 

kas arī tad pastāv, kad Ax 0; tādēļ augšējais sakars pastāv arī 
pie robežvērtībām. Tā tad: 

D
x y = Di,y Dx «• 

Tā kā y = / ( « ) , tad Z>„ _y = f'(u); Dxu = cp'(» = M ' , tad augšējo 

izteiksmi varam rakstīt: 

/ = f'(u) cp'(*) = / ' ( « ) « ' . 
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Kā zināms 

Hm 11 + J 4 = * ; 

tā tad 

v' = ( « * ) ' = . — . 
loga « 

Šī formula nav parocīga atvasinātās dabūšanai, jo, kā redzams, 
saucējā atrodas logaritms pie pamata a; turklāt a var dabūt dažādas 
vērtības. 

Augšējo izteiksmi pārveidojam šādi : 

e — a 

Abās pusēs ņemam logaritmu ar pamatu e. Šādu logaritmu sauc par 
dabīgo logaritmu — logarithmus naturalis, to apzīmējam ar burtu /. 
T a d : 

le — log„e la 
le = 1, 

tādēj 

logae = I-

Šo vērtību ievedot atvasinātās formulā, dabūjam: 

(ax)' — ax la. 

Liekot a = e dabūjam: 

(ex )' = ex le = ex 1 

(ex)' - ex 

Izteiksmes paplašinājums: 
Ja jādabū atvasinātā no 

y = a", tad = f(u); 

ja u = cp ( * ) , tad, pielietojot paņēmienu, kā diferencē funkcijas 
funkciju, dabūjam: 

D„y = D„a» = a".la 

Dxu — u' 

Dx v = D„y . Dx u = a" . la. it', 

2* 
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tā tad 
(«")' = a" la it' 

Liekot a = e, dabūjam: 

(«*)' == eu 1 « ' = eu .«' 

P i e m ē r s : Dabūt funkcijas 

y = ax3~2x 

atvasināto. 

y = ax3~2x .la.(x3 — 2x)' = ax3 ~ 2 x . la . (3x* — 2) 

y' = ( 3 * 2 - 2 ) a x 3 - 2 x . la. 

2 0 . Logaritmiskas funkcijas atvasinātā. Dabūt atvasināto 
funkcijai 

y = logax. 

Šis funkcijas ap vērstā funkcija ir 

x = ay. 

Pielietojam paņēmienu apvērstu funkciju diferencēšanai: 

Dxf(x) Dy <ļ>(y) = 1. 
Še 

/ ( * ) = l o g f l * 
<p (y) = °y\ 

ta tad : 

Dxf(x) = Dx\ogax 

Dyy(y) = Dyay = ay.la 

Dxf(x).Dyy{y) = Dx\ogax.ay la = 1 
Dxlogax = - l - = ^ ; 

tā tad 

( l 0 g ^ ) ' = ITJa-

P a p l a š i n ā j u m s : dabūt 

( l o g a « ) ' , še M = y(x). 
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I V + -r2(.r + ļ/rt2 4 r a ) ļ/a a 4- .r 2 " 
Tā tad 

21 . Sinus un kosinus atvasinātās. Dota funkcija: 

y = sin x; 

dodot A; pieaugumu Ax, dabūjam: 

_y 4- A_y = sin (A: 4 ^ x ) 
y = sia x 

Ay = sin {x 4- A*) — sin x 

Ay _ sin ( A ; 4 - bx) — sin x 
Ax ~ Sv 

Pielietojot paņēmienu funkcijas no funkcijas diferencēšanai 
dabūjam: 

(loga » ) ' = 

Pieņemot par logaritmu pamatu e, dabūjam dabīgā logaritma 
atvasināto : 

(/«)' = - . u 
Liekot u = x dabūjam: 

X X 

P i e m ē r s : Dabūt atvasināto no funkcijas 

y = i(x + ļ / ā ^ + ^ ā ) = u 
i 

' — — — { x + f^r~x^)' _ 1 4- [ (a 2 + X*)*]' _ 

y ~~ » — x + ļ / ō M 7 " * 2 ~ * + l / ^ T ^ 2 — 

_ l + i - ( a 2 + * 2 f ^ ( « 2 + . r 2 ) ' ^ 1 + y = = ŗ _ 

_ 7 4 l / a ^ T ^ 1 AT -ļ- l / o M - T 2 _ 

]/a 2 + .r 2 + * 1 
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_ / . A*\ . A* . A. 
Av 2 C O S \ X + ^ j S m ^ / , A.v\ S m 1 
A \ = A, = C O S l V + T J A , 

2 
Ax 

tā lad 

.. A V / A.*\ .. 2 
lim ---- = h m cos \x - ļ — - ļ hm ~ r — ; 

^ _ > 0 A . r A j c - > 0 V ^ ' A*->-0 
2 

(sin n ' = cos X 1 = cos X 

Liekot v vieta u = <p(.v) dabūjam: 

(sin u)' = cos w u' 

cos // atvasināto dabūjam sekojoši : 

cos u = sin ^ — 

(cos « ) ' = [ s i n ( y — « ) ] = cos ( ļ - - H ) ( y - « 

(COS 7/)' = Sin U ( — « ' ) = — Sin II li'. 

P i e m ē r s . Dabūt atvasināto no funkcijas: 

y = cos (# 8 4- lx) 
y' = [ - sin (* 3 + lx)](x* + lx)' 

y' = [— sin (* 3 4 /x)](3x2 4 -Jr) 

y' = — + ^r ) sin (* 3 4 /*). 

22. Tg un cotg atvasinātās. 

sin u 
a) tg u = 

cos « 
/sin «V cos « (sin u) — sin « (cos u) 

(tg w)' = ( J = ¡5 

v Vcos 11/ cos 2 u 
cos u cos 1 1 . u' — sin u (— sin u) u' (cos 2 u 4- sin 

COS
2 77 COS

2 U 

Labās puses izteiksmi pārveidojot, dabūjam: 
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C O S U 
b) = COt U - —. 

S1D U 

, , /cos sin u . (cos u)' cos u fsin » ) ' 
(cotg r / ) ' ļ = - . , = 
v b \sin /// s in 2 u 

sin u (— sin li) u' — cos u . cos u . u' _ (sin 2 u 4- cos 2 «)«•' 

(cotg « ) ' = ^ - j — . 
v 6 s i n 2 » 

23. Arc sin un arc cos atvasinātas. Dabiit atvasināto no 
funkcijas: 

y = arc sin x. 

Šīs funkcijas apvērstā funkcija i r : 

x = sin y. 

Pielietojot paņēmienu inversu funkciju diferencēšanai, dabūjam: 

Dx arc sin x Dy sin y — 1, 

Dr arc sin x — Dy sin y cos y 

Tā kā sin = x, tad cos^' = ļ/l — r 2 y <_>• < y ) 

un 
(arc sin x)' = , — 

ļ ' l — * 2 

Liekot * vietā M = cp ( * ) . un ievērojot funkcijas no funkcijas diferen
cēšanu, dabūjam £ paplašinājumu: 

• w u ' (arc sin uy — 
l/l — M 2 " 

Pielietojot tādu pašu paņēmienu, dabūjam: 

(arc cos x)' = — ' 

(arc cos « ) ' = — 

ļ/l - * a 
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J a tg y = x, tad: 

.v 
cos 2 y 

s i n y 
— = x 

cos y 
2 1 — C O S 2 J = ^ 

COS 2 v 

1 — cos 2 y — X2 cos 2 _y 

1 : - - COS 2 y (1 + X~) 

c o s 2 * = H R ' 

Ievedot šo vērtību dabūjam: 

(arc tg * ) ' = r ^ a . 

Liekot x vietā w = <p(.r) dabūjam: 

(arc tg « ) ' = ŗ - ^ p - ^ . 

Tādā pat kārtā dabūjam: 

(arc cotg = - y q : - ^ -

(arc cotg « ) ' = 

P i e m ē r s . Dabūt atvasināto no funkcijas 

24. Arc tg un arc cotg atvasinātās. Ja 

y = arc tg x, 
tad 

x = tg y 

Dx arc tg x Dy tg y = 1 

/J„ arc te .r = -j=;—7 - — - — — 
x 6 Dv tg jv l 
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(1 — a * ) 2 4- (a + x-)2 ( t — 2ax + fl!.vai + ( a 2 4- 2ax 4 v 2 ) ' 

1 4> a 2 1 + a 2 1 
y = 1 4- a a 4 * a (1 4 « 2 ) (1 4 -v2) (1 4 a) ~ 1 4 

25. Diferencēšanas formulas Pieņemam, ka u = f(x) un 
f - - <?(*)• 

1) ( C ) ' = 0 15) (sin « ) ' = cos u u' 
2) ( * ) ' = 1 16) (cos u)' = — sin u ii 

3) ( « + e ) ' = « ' 1 7 ) ( t g K ) ' = - ļ -

4) ( M _ļ_ i, _ w y = „' + v ' — W ' c o s » 
5) («« ) ' = c « ' 18) (cotg «) = -
6) ( M i»)' = « f ' 4- vti u , 

7) (u.vw)'=uviv'+twv'+vivu' 1 9 ) ( a r c s i n u)' = ļ/ļ^^r^ 

8) (um)' - mum~'1 u' . . . . „ ' K ' 20) (arc cos u) = — . 
/ u V _ v . u' — u . v' l/l — M 

22) (arc tg w) = 

u 
2 

22) (arc ctg « ) ' = — « » ( v ) ' = - V - ' 
11) ( a " ) ' = « " /a « ' 

, ja / ( * ) un cp(yj ir apverstas 
13) (log„ « ) ' = — y a funkcijas. 

M ' 24) Ar jv = / ( « ) ; M = <p(y) 
H ) (/„) = _ ^ = ^ / ( m ) 

26. Logaritmiskā diferencēšana. Dažkārt ieteicams, ja jādabū 
funkcijas f{x) atvasinātā, iepriekš ņemt dabīgo logaritmu no / ( * ) , 
un tad to diferencēt attiecībā uz x. 

P i e m ē r s . 
y = uv . 

Še » un f ir funkcijas no .r. 

, _ \1 — axļ _ (I — ax) (a 4 x)' - (a + x) (1 - a * ) ' _ 

(1 — ax) - (a + ,y) ( - a ) _ 1 + a 2 
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l) y = e' y — 1 / r r 1/(1 — . r 2 ) 3 

2) j - = a a r c s i n ^ 1 — x * V = _f^_ a a r c COSJC 

V1 -V" 

3) y = * * ; / = / ( 1 + /.v). 
4) jv = / sin x; y = cot x. 

2 
5) y — l tg A: ; / = sin 2.r 

X 1 
6) y = arc sin ; v ' = . 

V 1 4 - x* y 1 4 - x* 
b 4 a cos A: , 1/a2 — i 2 

1) y — arc cos — — T ; y = — - r ~ L 
a 4 - b cos A; S - f i cos x 

arc tg (VĪT^2 — x) , 1 
9) jv = « a j c (o sin A: — cos A ; ) ; y' = (a2 4 1) e a x . sin A: 

... 1 , 1 , ( 1 4 sin 2 x) cos A; 

10) y = ō—--i h - — ; y - - 1 =-7— 
3 sin 3 x sin x s in 4 A; 

28. Diferenciāls. 

Kā redzējām: 

f(x + **)-/(*) _ f, , , lim . 

Logaritmējot dabūjam: 

ly = lu; 

diferencējot attiecībā uz x, dabūjam: 

y— = v (lu)' + lu v' 

y— = v — 4 V lu 
y u 

y = y . ^- 4- v' luj — uv ^ 4 v' luj 

/ = v uv~^ u' 4 uv v' lu. 

27 Vingrinājumi. 
X x 
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bet tad: 

Še e ir bezgalīgi mazs un kad A.r - > 0, tad arī e —• 0. No 
augšējā dabūjam: 

/ ( * + A.r) - / ( * ) = / ' ( * ) . A.r + e.A.v. 

Augšējās izteiksmes kreisajā pusē ir funkcijas f(x) pieaugums A / ( .v) ; 
tā tad 

\f(x) = A v - f ' { x ) ± x + z\x 

Kā redzams, funkcijas pieaugums by sastādās no diviem locekļiem. 
Pirmais 

/ ' ( * ) ±* 

ir pirmās kārtas bezgalīgi mazs, ja uzskatam A.r par pirmās kārtas 
bezgalīgi mazu. Otrs loceklis 

£ A.r 

ir augstākas kārtas bezgalīgi mazs, kā divu bezgalīgi mazu iielumu 
reizinājums. Salīdzinot otro locekli ar pirmo, redzams, ka tas bezga
līgi mazs pret pirmo. Pirmo locekli 

/ ' i » A* 

sauc par f u n k c i j a s f (x) d i f e r e n c i ā l u un apzīmē ar dy vai arī 
d/(x), tā t a d : 

dy = df(x) = f (x) A.r. (a) 

Kā redzams, funkcijas diferenciāls dy ir f u n k c i j a s p i e a u g u m a 
by g a l v e n ā s a s t ā v d a ļ a . 

Ja liekam 
/ ( * ) = x. 

tad 
df(x) = dx; /'(*) = (x)' = 1. 

Tā kā 
<1f{x) = f'(x)bx, 

tad 
dx — 1 bx. 

Tā tad 
Ar = dx. 

Funkcijas diferenciālu tādēļ varam rakstīt : 

d/(x) = dy = f'(x)dx. (P) 
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Funkcijas / ( . r ) diferenciāls tā tad ir funkcijas atvasinātās f'(x) reizi
nājums ar neatkarīgā mainīgā x diferenciālu dx. Neatkarīgā mainīgā x 
pieaugums 

h = A.r = dx 
vienlīdzīgs tā diferenciālam. Pieaugums A.r nav atkarīgs no x, tur

pretim jāievēro, ka funkcijas 
pieaugums A_y nav vienlīdzīgs 
ar dy un ir atkarīgs tikpat no x, 
kā arī no dx. No zīmējuma 
(6) ieskatāms, ka MP = Ay 
ir funkcijas / ( . r ) ordinatas 
pieaugums; MN = tan i dx = 
= f'(x)dx = dy ir pieskares 
ordinatas pieaugums, kad x 
dabū pieaugumu A r = dx. 

No p izriet kas redzams 
arī zīmējumā: 

dy 
Tx 

t.i. f u n k c i j a s / ( .v ) a t v a s i n ā t ā f'(x) n o l ī d z i n ā s f u n k c i j a s 
d i f e r e n c i ā l a d a l i j u m a m a r n e a t k a r ī g ā m a i n ī g ā 
d i f e r e n c i ā l u . 

Diferenciāls dx ir arvienu 9t 0, bet dy ir tik tad 0, ja / ' ( * ) = 0 . 
Ja f(x) — x\ tad / ' ( * ) = 3 * 2 ; ar x = 1 un / ' ( 3 ) = 3. 
Ay un </y dabū sekojošā tabulā parādītās vērtības. 

tan x = / ' ( r ) 

Ax = dx 
0.01 0.1 \ 1.0 10 

A_y 0.030301 0.331 7 1330 

dy 0.03 0.3 1 3 30 

No augšējā redzams, ka, jo mazāks Ar = dx, jo pareizāka ir tuvina 
formula: 

A v TU dy 

Šādā gadijumā arī Ay ir mazs. Tā tad, j a A# = dx i r ļ o t i m a z s , 
t a d f u n k c i j a s p i e a u g u m a Ajv v i e t ā v a r ņ e m t f u n k c i j a s 
d i f e r e n c i ā l u dy. 

Funkcijas pieauguma Ay atvietošanai ar dy ar ļoti mazu \x=dx 
ir šāda ģeometriska nozīme. Kā redzams no zīmējuma 6. 

Ay — dy = NP1; 
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Liekot A_y ~ dy, uzskatam NPX par tik mazu, ka to varam neievērol; 
bet kā zīmējums rāda, tas var būt tikai tādā gadijumā, kad 
Ax — dx ļoti mazs un tādēļ punkts Px atrodas ļoti tuvu punktam P 
Šādā gadijumā liekot 

Ay •x, dy, 

līkni punkta P ļoti tuvā apkārtnē esam atvietojuši ar līknes pieskari 
punktā P. 

Augšējās aizvietošanas fizikālā nozīme ir šāda: 
Ja dotā līkne attēlo kādas parādības norisi, tad 

dod parādības norises ātrumu vietā x. Atvietojot A_y ar dy un 
vietā x līkni ar taisni, ar to izteicam, ka vietā x parādības maiņas 
ātrums ļoti mazā intervālā A.v = dx ir uzskatams tuvini par pastāvīgu. 

J a uz līknes ņemam ļoti tuvus punktus un katrā punktā līkni 
atvietojam ar pieskari, tad līknes vietā dabūjam poligonu, kas iet caur 
šiem līknes punktiem. 

Fizikāli tas nozīmē, ka parādības mainīgu norisi esam atvietojuši 
ar ļoti īsiem elementāriem procesiem, katru ar pastāvīgu maiņas ātrumu, 
kas katrā elementarprocesā ir īpatnējs un ko dabūjam ievedot / ' (.r) 
vērtību attiecīgā līknes punktā x. Jo mazāks ir dx, jo tuvāk šāds poligons 
pieslejas dotai līknei. Kā vēlāk redzēsim integrālrēķinos, ja izteiksmē 

funkcija f(x) t. i. elementarprocesā maiņas ātrums ir dots, tad var dabūt 
funkciju / ( * ) , kuras atvasinātā f'(x) = <p(.r) un tā tad arī sakaru 

y = /(*) 
kas dod parādības norisi. 

Izteiksmi: 
Ajy dy 

bieži lielo lai aprēķinātu, kā iespaido rezultātu maza kļūda. 

P i e m ē r s . Oma likums • 

* = f i » 

dod sakaru starp pretestību R, strāvas stiprumu J un spriegumu E. 
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Pieņemam, ka merijot J ir pielaista maza kļūda JA; tad ar 
noteiktu E ši kļūda atsauksies uz lielumu R. 

Tā kā ar mazu JA, AR x dR, tad no (1) dabūjam: 

AR 

ar E = 110 voltu un / 

AR I = 

dR = -
E 
J* 

20 amp. un JA 

1 1 0 n e i 

V (2) 

= + 0.5 amp. dabūjam 

•X 0 14 omu. (3) 

Ta ka praktiski mērīšanas kļūdas ir zināmas tikai ka absolūti lielumi, 
tad arī AR ir dots kā absolūts lielums. 

No (1) dabūjam: 

attiecību : 

R = 2Q = 5 , 5 omu; 

sauc par relativo kļūdu. 

29. Hiperbolas funkcijas. Fizikā un technikā daudziem nolū
kiem ir parocīgi ievest jaunas funkcijas, kas sastādītas no ex funkcijas. 

Ieved 

; Sin x = — e 
(«) 

Cos x = c o s i n u s h y p e r -
b o l i c u s un Sin x = s i n u s 
h y p e r b o l i c u s . Turpmāk apzī
mēsim trigonometriskas funkcijas 
ar cos x, sin x un hiperbolas funk
cijas ar Cos# un S in* . Šīs funkci
jas ir nepārtrauktas ar visiem x; to 
grafiskais attēls parādīts zīmēju
mā 7. No (a) dabūjam : 

C o s x 4 - Sin x 

Zīm. 7. 

Cos (— x) — Cos x ; 
Sin (—x) - — Sin x. 

Tā tad, Cos x ir paru un Sin x ir nepāru funkcija. 
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No (a) dabūjam: 
Cos 2 x - Sin 2 .v = . 1 

e2x — e~2x 

2 C o s . r Sin x = ~ = Sin 2x 

Cos 2 x + S in 2 x = 
Ax -2x 

No (p) dabūjam : 

(Cos * + Sin x)" = (ex)" 

= Cos 2v 

Cos iix -ļ- Siu 

Tā ka 1im Č  x = 0, no (a) dabūjam pie liela .v 

Cos x ~ Sin .r 55; " 2 ~ ^ ' 

Tālāk define: 

Sin x 
Tg x = 

ex - e~x 

Cos x ex _ļ_ 

. Cos .r t 4- <' Cotg .v = ^ — = . 
S i n x ex _ „—x 

Ka redzams 

C o s * > l ; | T g * | < l ; |Cotg*|>l . 

Tg x ir nepārtraukta funkcija ar 
visiem x. Cotg x ir pārtraukta 
funkcija ar x = 0. Šo līkņu 
attēls parādīts zīmējumā (8). 

Pie lieliem x: 

Tg x ^ Cotg x « + 1. 

'V5. 

7 

X 

Zim. 8. 

30. Hiperbolas funkciju atvasinātās. No (a) viegli ieskatāms, ka : 

(Cos x)' = Sin x; (Sin x)' = Cos x. 
Cos 2 * — S in 2 x 1 ,, /Sin * V 

( T g x ) = lēbT^) = 
Līdzīgi dabūjam: 

(Cotg * ) ' = -

Cos 2 x 

1 

C o s 2 * 

S i n 2 * ' 

31 . Area funkcijas. Hiperbolas funkciju inversās funkcijas sauc 
par area funkcijām tādēļ, ka tām, kā vēlāk būs redzams, ir sakars ar 
hiperbolas segmentu. Ja 

Cos y - x, 
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2 
Cos y -

tad saskaņā ar augšējo: 

ey + e~y 
2 = *'> 

e2y — 2xey 4 - 1 = 0 

ey = x ± ]fx2 — 1 
un 

y = l(x ± ļ/.r2 — ]~j 

V = Ar Cos x = l(x ± ļ/.r2 — T ) 

Līdzīgi dabū: 

Ar Sin * = / (x 4 V*a 4 1). 

Beidzamajā formulā saknei ir tikai 4 z ī m e ; še nevar būt — zīme, jo 
ar — zīmi logaritma arguments būtu negatīvs. J a 

tad 
Tg_y = x, 

y = Ar Tg x 
ey _ e-y 

Tg y = = x. 
J
 ey + e~y 

e2y — 1 = x(e2y + 1) 
« 2 y ( l _ X) = (1 _ļ_ X ) 

e2y = 1 + J C 
1 — X 

tā tad 

un 

Līdzīgi dabu 

Ar Tg * = ' ļ / ļ - Z - ^ - ( a r * < D 

Ar Cotg * = / ļ / ^ - ļ - [ (ar x > 1) 

tad šīs funkcijas inversā funkcija ir 

y = Ar Cos x. 
Tā kā 
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32. Area funkciju atvasinātās. No [31] dabūjam 

(Ar Cos x) = /(.v ± } V — TV 

u. t. t. Izdarot attiecīgās diferencēšanas, dabūjam: 

(Ar COĪ , ,—! (Ar Sin x,' — -—! ; 
I V - 1 I V + 1 

(Ar Tg x ) ' = ]
 1

 r , ; (Ar Cotg v)' = { _ ļ 

33 Hiperbolas funkciju sakars ar hiperbolu. Ja liekam 

x = iz a Cos /; y — b Sin /, (1) 

tad šie nolidzinājumi ir hiperbolas nolīdzinājumi parametriskā veidā. 

No augšējiem nolīdzinājumiem secinām: 

r 2 

-s = Cos 2 t 

% - y - = Cos- / - S in 2 / = I. 
a- b* 

Tā tad, izslēdzot nolīdzinājumos ( I ) /, dabūjam hiperbolas nolīdzi-
nājumu 

v2 v2 

^ - ļ f l - 1 = ° -ci* b1 

34. Diferenciālu formulas. Saskaņā ar [28]. ja y = f(x), tad 

dy = / ' ( r ) dx. 

Saskaņā ar [18], ja y = f(n) un u = z (v) , tad 

y ' = y («) 

Reizinot nolīdzinājuma abas puses ar dx, dabūjam 

y dx — / ' («) dx. 

Tā k a : 
y' dx = dy = df (u) un «' dx = du, 

tad 
'*/(»)=/' (")<*»• 
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s i n " // 

3) d (u + c) = du lo, , . . , du 
19) d (arc sin //) = 4) d\u-\-v—w) = dit-\-dv—div Vl — 

5) d (cii) = c du 20) d (arc cos k ) = — y ļ = ~ 

6) r/ (M . v) = II dv -[-
7) d(uvw)=Hvdw+itwdv+vwdii 2 X ) d ( a r C t g w ) — 1 -ļ- u2 

8) (« ' " ) = <fa 22) d (arc cotg «) = — d u 

1 + « a 

9) d (—) = ; ' ' f a ~ " d v 23) rf (Cos x) = Sin r dx 
, \ } 24) (Sin x) — Cos .* . dx 

1 2 ) r f ( 0 = « " ' « 26) (Cot x ) = — 

13) d ( L O F O H ) = ~ A 27) , / (Ar Cos x) = - ^ L = 

14) = ^ ' 28) (Ar Sin x) d x 

" fx2 + 1 
15) d (sin u) = cos du dx 

' , • 29) d (Ar Tg * ) = „ 
16) rf(cos //) = — sin k </w ' v B l — .r 2 

17) (tg u) = -^Ļ- 30) ,/ (Ar Cot * ) = . < l x , 
v & cos 2 K 1 — x-

Augstākās kārtas atvasinātās un diferenciāli. Leibnica formula. 
Apslēptu fuukciju atvasinātās. 

35. Augstākās kārtas atvasinātās. Diferencējot funkciju y =/(x) 
dabūjam 

y' = / ' (*) 

funkcijas f(x) pirmo atvasināto. Funkcija / ' (.*) ir arī funkcija no 
x un, ja tai ir tādas īpašības, kādas prasijām no / ( . r ) , tad no funkcijas 
/' (x) varam veidot: 

Mm a*±j*^ŗM 

Ievērojot augšējo, no [25], [30], [32] dabūjam attiecigas diferenciālu 
formulas. 

1) dc = 0 ,„> >. , . du 
2) d(x) = dx 1 8 ) rf= ~ 
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3* 

5¡ izteiksme dod funkcijas /' (v) atvasināto, ko apzīmējam ar / " (v). 
Kā redzams, f (x) ir otrā atvasinātā no / ( v ) . Funkcijas / ( r ) otro 
atvasināto apzīmē arī ar 

P i e m ē r s : 
y = / (.r) = ekx 

= f (.v) = ke** 
f" (v) = Dx/\x) = Jfx y = y = ¿ V * 

Diferencējot / " ( * ) . ja tā ir diferencējama, dabūjam funkcijas / (r ) trešo 
atvasināto, ko apzīmējam a r : 

/"(.v) = Dx/(x) = y = D\ y. 

Ja šī trešā un augstākās atvasinātās ir nepārtrauktas un diferencējamas, 
tad varam veidot ceturto atsavasināto un arī vēl augstākas atvasinātās: 
kuras apzīmējam ar zimboliem 

/ l v ( . v ) , / V ( . t r ) / ( " ) ( * ) 

Dxf(x), Db
xf{x) D"xf(x) 

ylVf yV y(») 

Dxy,' D\y Dxy. 

Vispār, f u n k c i j a s f{x) >i-\o a t v a s i n ā t o d a b ū , ņ e 
m o t a t v a s i n ā t o n o f u n k c i j a s / ( x ) (n — 1 )-ās a t v a s i 
n ā t ā s , t. i. 

y(n) _ / ( « ) ( v ) : = [ / ( " - 1 ) ( . r ) ] ' . 

36. Piemēri atkārtotā diferencēšanā. 

1) Ja 
f(x) =-- x" 

tad dabūjam: 
/ ' (.v) = // * " - 1 

/ " (v) = n (n — l) x"~2 

D'"/(x) = /("•> (.r) = » (» — 1) (« —2» [n — ( m — 1)] x"-'n (1) 

Ja m = n dabūjam 

/ W (x) = n ( « - 1) ( H — 2) . . . 1 = n ! 
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j f W = (sin * ) ( " ) = sin [x + n ^\ (6) 

2) / 0 ) = lx 

D x l x = 1 = v - 1 

x 
D" lx = / J " - 1 x-1. 

X X 

Še pielidojot fordiulu ( 1 ) , liekot = — 1 un m = n — 1 
dabūjam: 

. 1 . 2 3 . . . ( , , — 1) 
Dnlx = ( - l ) " - 1 — y- ' (2) 

3) f{x) = ekx 

f (x) = kekx 

f"{x)= k2ekx 

Dn ekx = (ekx) C) = kn ekx (3) 

4) y = ax 

y' = ax la 
y" = a

x {laf 

yW = ax (la)" (4) 

5) y = ci0xn + a j . r " - 1 + a^"-' + + a„_2x°- + + a„ 

y' = „a0x»-lM»-l)a1x"-2+(n-2)a2x"-3-{-...+2a„_2x+an_ļ 

y"=n(n-\)aaxn-i+a1(n-\){n-2)xn-3+a2(n-T) ( « - 3 ) . r » - 4 + . . . + 2 a „ _ 2 

Kā redzams, veselas algebriskas «-tās kapes funkcijas atvasinātā arī 
ir vesela algebriska funkcija, bet (« — 1) kapes. Tālāk diferencējot 
katrreiz kapes rādītājs pamazinās par 1, un izteiksmes galā katrā 
diferencēšanā pazūd viens loceklis, n tās kārtas atvasinātā tādē] 
atrodas tikai viens loceklis, kas cēlies no n tās kapes locekļa n-reizējas 
diferencēšanas: 

= i 2 3 n a0 (5) 

6) y = sin X 

y' = cos x = sin (x + 1 2~) 

y" = — sin x = sin (x -\- 2 y j 
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(7) 

7) 

dod svārstības kustība sakaru starp svārstoša materiāla punkta ceļu s 
un laiku /. Kustības notiek bez berzes. 

Kustības ātrums 

- ii 
~ dt 

Kustības paātrinājums: 

_ dls dv _ 
P — dt2 ~ dl 

9) Ja sija slogota ar 
q kg uz tekoša metra, tad 
stiprības mācība dod: 

1) balstu reakcijas 

— kA sin kt -f- kB cos kt. 

/fc2 .1 cos kt — k2 li sin kt = —k*s. 

m 

A I 

n r u l l l l l l l l l l l l l l l l l 

n 

A = B = q\ 

2) šķersspēku V = </ qx, 

3) momentu šķelienam mt n : M=-^ x 

Zīm. 9. 

qx' 

Veidojot pirmo atvasināto no M attiecība uz x, dabūjam; 

dM _ ql 
dx = o — qx = V. 

Veidojot otro atvasināto no M attiecība uz x, dabūjam; 

<PM _ (IV _ 
dx'a dx 

tāpat dabūjam: 

/ " ) = (cos .v ) ( " ) = cos (.V + 

8) Nolidzinājums 

s = A cos kt + B sin kt 

= cos 
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37 Leibnica formula. 

Ja 

tad 
= u'v -f" l , v ' 

y" = u"v + 2u'v' f itv" 
/ " = 4 - 3u" v' 4 - 3u'v" + uv". 

Redzam, ka koficienti seko Ņūtona binoma likumam //-to atvasināto 
varam apzīmēt ar simbolu: 

D" {u v) = (u + v)" 

Še jāievēro, ka attiecīgas kapes vietā jāliek attiecīgā atvasinātā un 
locekļu 

un v° un «° v" 
vietā jāieved 

u n i№-M\ 
t. i. 

un ī  K 

38. Augstākie diferenciāli. 1) Arguments ir neatkarīgais mai

nīgais. J a y = f{x), tad šīs funkcijas diferenciāls ir 

dy = f (x) dx. 

Še jāievēro, kā agrāk norādīts, ka dx nav atkarīgs no v un tādēļ 
uzskatams attiecībā uz x maiņu kā pastāvīgs. 

No pirmā diferenciāla dy varam veidot otru diferenciālu, ko 
apzīmējam : 

d(dy) = d2y = d [/' (x) dx] = [/' (.v) dx]'dx. 

Saskaņā ar augšā norādīto, ņemot atvasināto no labās puses iekavām, 
dx jāuzskata kā pastāvīgs faktors; tādēļ 

[/' (x) dx]' = f" (x) dx ; 
tā tad 

d2 y = f" (x) dx dx = f"{x) dx2 

d» y ='/" Ļr) dx2 

Tādā kārtā turpinot, dabūjam: 

cP y = /"' (x) dxs 

d"y = f^Jx)āxH • 
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T ā t a d , //-tais d i f e r e n c i ā l s n o f u n k c i j a s , k u r a s a r g u 
m e n t s i r n e a t k a r ī g a i s m a i n ī g a i s , i r r e i z i n ā j u m s 
n o f u n k c i j a s « t ā s a t v a s i n ā t ā s a r n e a t k a r ī g ā m a i 
n ī g ā d i f e r e n c i ā l a //-to k ā p i . 

No augšējā dabūjam 

/ ' l * ) = d / 

7 ( ' dx* 

/ W ( v ) = d " ? -
dx" 

Še jāievēro, ka augšējās formulās 

dx" = (dx)" 

un tas nav jāsamazina ar d(x" ). 

2) Arguments ir aticarīgs. Dota funkcija 

y = /(«); 

še u = z (v) Kā redzējām, diferencējot funkciju no funkcijas, 

/ = £ = / • ( » > 

funkcijas diferenciālu dabūjam, reizinot tās atvasināto ar dx; tā tad 

dv = dx — f'(u)ii dx, 
ax 

bet 
dx = du, 

tā tad 
dy = f (u) du 

Kā redzams, g a d i j u m ā , k a d f u n k c i j a s a r g u m e n t s i r 
a t k a r ī g s , š ā d a s f u n k c i j a s p i r m a j a m d i f e r e n c i ā l a m 
i r t ā d s p a t v e i d s , k ā g a d i j u m ā , k a d a r g u m e n t s n a v 
a t k a r ī g s . Funkcijas / ( u ) otru diferenciālu dabūjam : 

d2 y = d[f («) du]. 

Se jāievēro, ka du ir atkarīgs n o , * un tādēļjmainīgs. Izteiksmes 



4 0 Diferenciālrēķini I nod 

labā puse rāda, ka jāņem diferenciāls no reizinājuma. Tas izdarāms 
saskaņā ar diferencialformulu [34] (6) : 

(Py = d[f'(u)]. du +/' (ii) d {du) 
<Py = /" (il) dit dll + /' (II) d1!!, 

tā tad 
d*y = f" (ii) du1 + /' (ii) dhi. 

Trešo diferenciālu dabūjam, ņemot diferenciālu no otrā diferenciāla : 

,f\v = d [/" (") du* + /' (ii) d'n] = d[f" (n) du-l + d[f (i.) d'u] = 
= [/"' (ii) du du* - ļ - / " ( H ) 2du d*ti\ + [/" (//) du . dht + /' («) d"u] 

d*y = /"' (u) du3 + 3 / " (//) I/H rf2/! + / ' (a) 'Pu. 

39. Apslēptas funkcijas atvasinātā. Ar nolīdzinājumu 

F (x, v) = 0 ( 0 

y ir dots kā apslēpta funkcija no x. Bieži nav iespējams no (1) 
izteikt y kā atklātu funkciju no x. Pieņemam, ka y = / ( v ) būtu 
tāda atklāta funkcija, tad funkcijai /( .v) vajadzētu būt tādai, ka nolī-
dzinājums 

F[x,/(x)] 0 

ir tāpatīgi izpildīts. Šīs funkcijas F no v atvasinātā tādēļ ir 0. No 
teiktā secinām, ka funkcijas F (x, y) atvasinātā attiecībā uz x ir 0 

Pielietojot saliktās funkcijas diferencēšanas paņēmienu (18) dabū
jam nolīdzinājumu ar argumentiem x, y un y' Šinī nolīdzina]urnā y' 
atradīsies pirmā kāpē un tā atslēgšana attiecībā uz y' grūtības neradīs. 

P i e m ē r s : dabūt y', ja dota funkcija 

ax6 + 2.v3_y — y-'x - 10 = 0. 

Diferencējot augšējo izteiksmi, uzskatot y kā funkciju no x, dabūjam : 

6 a * 5 + 6*2_y + 2x3y' — 7y6y'x — v 7 = 0 (1) 

_ y1 - 6ax5 - 6.r 2y 
y ~ 2 * 9 - 7xf • KZ> 

Nolīdzinājumā (I) atrodas neatkarīgais mainīgais .v un atkarīgais y, 
bet tur atrodas arī vēl f . 
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Šādu nolīdzinājumu sauc par d i f e r e n c i a l n o l ī d z i n ā j u m u . 
Šinī nolīdzinājumā atrodas pirmā atvasinātā, kādē) nolīdzinājumu 
apzīmē par p i r m ā s k ā r t a s diferencialnolīdzinājumu. 

Diferencējot nolīdzinājumu (I) vēlreiz attiecībā uz v, uzskatot y 
un y kā atkarīgus no v, dabūjam: 

aOa.v4 + \2xy 4 6.t-V + 6x2y' + 2 .v : V - 7 i * / -
— 4 2 v 5 y 2 . v " — lfy"x — 7y»y' u " (3) 

vai ari : 

3 0 a . v 4 + 1 2 v 7 4 - l 2 . v ' 2 j ' ' + 2 . v 3 y ' - 1 4 y y - 4 2 v 5 > ' ' - . u - 7 v b ; v ' ' . v — 0. ( 3 a ) 

Ievedot beidzamajā nolīdzinājumā y' vērtību no (2), dabūjam nolīdzi
nājumu, no kura varam dabūt 

Nolīdzinājums ( 3 a ) arī ir diferencialnolīdzinājums un tas ir 
o t r ā s k ā r t a s , jo tur v augstākā atvasinātā ir otrās kārtas. 

P i e m ē r s : Dabūt y' un y", ja dots nolīdzinājums 

b-x- + n2yn- nW. (4) 

Ņemam atvasināto no katra nolīdzinājumā locekļa 

2b2x + 2d2 y y 0 
b2x + d1 y y' = 0. (5) 

Nolīdzinājums (5) ir pirmās kārtas diferencialnolīdzinājums; no tā 
dabūjam : 

b ' x ,fi» 
a-y 

Ņemot diferenciālu no nolīdzinājumā (4) katra locekļa dabūjam: 

b"-x dx + a2ydy = 0. (7) 

Arī šis nolīdzinājums ir pirmās kārtas diferencialnolīdzinājums. Dalot 
lo ar dx, dabūjam nolīdzinājumu (5) un no tā y'. 

y" varam dabūt izejot no nolīdzinājumā (5) vai nolīdzinājumā 
(6) vai (7). 

Izejot no (5 j dabūjam: 

b2 + a2y' . y' + a2 yy" = 0 
b2 + aiy'3 + a2y y" — 0 

_L_ fla v '2 

y = - • ( 8 ) 

Šinī izteiksmē jāieved y' vērtība no (6). 
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vu _ d2_y _ _ rt2/^ 

To pašu vērtību dabūjam no (8) vai (9). 

40. Vingrinājumi apslēptu funkciju diferencēšanā. 

2x — y 
1) x2 - xy + y2 = 0 ; y' = x — 2y 

2 ) x y - y * = 0 ; V = y l f ^ . h \ 
' X (x — ylx) 

v y (1 — x2 — y2) 
3) xy = arc t g ^ ; y' --= x ( 1 + y 2 + f ) 

4) .r 2 + / = r2; y" = -y\ 

4 (jŗ _ļ_ V ) 

5) l(x ± y) = x - y , y = _ L z ī ^ _ 

Izejot no (6) dabūjam 

" - _ ^IV-m' - b2x(d2y,' _ a2b2y — a2b2xy' 
-v '— a* y* - ~ a* y2 

Še jāieved vērtība no (6). 

Izejot no (7) dabūjam : 

b2dx dx -\r a2 dy dy + a2yd2y = 0 
b2dx2 + a*dy* + a2yd*y = 0. 

Dalot ar dx2 dabūjam 

* + + - »• 
No šī nolīdzinājumā dabūjam: 

^ „ _ _ + W 

7/.V- ' - - r — « 2 j 

Ievedot arī še y' vērtību no (6) dabūjam : 
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O t r ā n o d a j a. 

Funkcijas f(x) sakars ar f (x) . Rolles, Lagranža un Koši teorēmas. 

41. Funkcijas augSanas un dilšanas pazīmes. Apskatam vienvēr
tīgu nepārtrauktu funkciju f(x) ar a < : . r ^ 3 vietā v. Saka, ka f (x) 
vietā x ir a u g o š a , ja varam pozitivu skaitli 5 tā noteikt, ka 

/(.v //) < /(.v) < / ( . v + h) (1) 

ar visiem //, kas izpilda no
teikumu 

0 < // < 

Zīmējumā 10 redzams, ka 5 
še ir tāds lielums, ka ar 
visiem 

0 < h < 

noteikums (1) ir izpildīts; tā 
tad vietā v , t. i. līknes punktā 
P funkcija ir augoša. Zīm. io. 

Funkcijas / ( x ) starpību kvocients pa kreisi, kā redzam no (1) ir 

f ( x - /,) - / ( . V ) 

- // ^ ' 

jo skaitītājs un saucējs ir abi negatīvi; tāpat starpību kvocients pa labi ir 

/(.v + //) - /(.v) 0 

Ja // ->- 0, tad abi starpību kvocienti tiecas uz to pašu robežu, uz 
/'(.v) un tā kā tie abi arvien ir pozttivi, tad ari f (x) nevar būt negativa. 

Funkcija f(x) vietā x ir d i 1 s t o š a, ja var dabūt tādu pozitivu 
skaitli 5 , ka 

/(.v - h) > / ( * ) > / ( . v + /,) (2) 

ar visiem //, kas izpilda 

No (2) secinām 

f ( x - h) - f(x) 

— h 

0 < // < 

< 0 un / ( - + / : ) - ^ < o (3) 
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42. Rolles teorēma. Ja funkcijai f(x) ir šādas īpašības: 

1) f(x) vienvērtīga nepārtraukta intervālā a <J x <J b 

2) f(a) = 0 un f(b) = 0 

3) funkcijai f(x) dotā intervālā ir katrā vietā viena galīga atvasinātā. 
Tad intervālā (a, b) ir vismaz viena vieta €, kur 

/ ' (§) = 0. 

P i e r ā d i j u m s : Funkcija f(x) vietā a var būt augoša, vai 
dilstoša; pieņemam, ka tā šai vietā augoša. Funkcija nevar būt arvien 
augoša, kad x mainas no a līdz b, jo f(b) — 0 ; tādēļ kādā vietā Ķ, 
intervālā (a, b), f(x) pāriet no augšanas dilšanā. 

Vietā (Ķ-h) funkcija /(? //) ir augoša (0 < // < 8 ) ; tādēļ 

/ { Ķ - h ) - / ( c ) > Q ( a ) 

Vieta Ķ + h funkcija ir dilstoša; tadeļ 

m + a> - / © 
< 0 (P) 

0, tad augšējās izteiksmes tiecas uz kopēju robežvertību / ' ( € ) . 

Šo izteiksmju kopējā robeža ir /'(.%-) un tā nevar būt pozitiva, jo 
izteiksmes (3) arvien ir negativas, kad // -> 0. 

Tā tad: J a f u n k c i j a f(x) a r v i e n i r m o n o t o n a , t. i. 
a r v i e n a u g v a i d i l s t , t a d , j a f u n k c i j a i f(x) i r a t v a 
s i n ā t ā , t ā p i r m ā g a d i j u m ā n e v a r b ū t n e g a t i v a u n 
o t r ā g a d i j u m ā n e v a r b ū t p o z i t i v a . 

Abos gadijumos f'{x) dažās vietās var būt nulle. 

P i e m ē r s : Kāda ir funkcija y sin x intervālā (0, TZ) 

(sin x)' = cos .V. 

Intervālā ^0, -^-j funkcija cos ir pozitiva; tā tad y = sin x ir 

šinī intervālā augoša funkcija. Intervālā TC^ funkcija cos x ir 

negativa; tā tad šinī intervālā funkcija sin x ir dilstoša. 
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Izteiksmes (a) robežvērtība var būt tikai pozitiva vai 0. Izteiksmes 
(ļ) robežvērtība var būt tikai negativa vai 0. Tā kā abām izteiksmēm 
ir kopēja robežvērtība, tad, ievērojot augšējo, tā var būt tikai 0. T ā t a d 

/ ' (?) = 0. 

Ja funkcija sākumā dilst, bet vēlāk aug, tad slēdzieni ir analogi 
Ģeometriski Rolles teorēma ^ 
tieši ieskatāma. (Zīm. 11), 

Augšējai funkcijai ir pat 
trīs vietas, kur 

/ ' ( 5 9 ) = / ' (š 3 ) = 0. 

Ir gadījumi kad Rolles 
teorēma nav pielietojama. 
(Zīm. 12, 13.) 

Pirmā gadijumā f(x) ir 
pārtraukta vietā c intervālā 
(a, b). Otrā gadijumā f(x) vietā c ir divas kopā sakrītošas pieskares. 
Kā redzams, lai gan abos gadijumos f(a) = f(b) =- 0, tomēr intervālā 
(a, b) nav tādas vietas, kur / ' (x) būtu 0. Šajos gadijumos Rolles 
teorēmas noteikumi nav izpildīti. 

Zīm. 12. Zīm. 13. 

Ja f(a) = /(b) = C, tad arī Rolles teorēma derīga. 

Funkcija 
f(x) - C 

izpilda augšējo noteikumu, jo tā vietās x = a \m x = b \x Q; tā tad 
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saskaņā ar Rolles teorēmu, jābūt vismaz vienai tādai vietai tj, kur 
šīs funkcijas atvasinātā dabū vērtību 0, t. i. 

[/,;) - r\'= = 0. 
P i e m ē r s : 

/ (.i:) = sin 

ir 0, vietās x = 0 un x = - . Šī funkcija un tās atvasinātā ir vienvēr
tīgas nepārtrauktas dotā intervālā. Saskaņā ar Rolles teorēmu tā tad 
starp 0 un TU jābūt vismaz vienai vietai ?, kur (sin x)' = cos x ir 0. 

Tāda vieta ir Ķ — ^ ar cos = 0. 

43. Lagranža (Lagrange) vai vidējās vērtības teorēma. Šo teo
rēmu izteic ar formulu : 

/{x + //i - / ( * ) = h fĻv + e/?). 

Še 0 < 6 < 1 un x + d/i izteic skaitli, kas atrodas starp skaitļiem 
x un .v + 

P i e r ā d ī j u m s : Apzīmējam attiecību 

fix + h) - f(x) 
h 

ar A\ tad 
Ž±±37^1M = A ( 1 ) 

vai 
f(x + It) - /(*) = l'A; 

liekot 
x + h = X 

un 
h = X x, 

dabūjam 
f(X) - f(x) - (X - x) A = 0 (a) 

Ar kādu noteiktu x, kam atbilst arī noteikta vērtība A, aug
šējā izteiksme ir izpildīta, bet ja uzskatam x kā mainīgu un tad to 
apzīmējot ar z, dabūjam, izteiksmi 

/(X) - /(£) - A(X - S), 

kas vairs nav vienlīdzīga nullei un ir funkcija no z; tā tad 

cp (z) = f(X) - f{z) - A(X - z) (p) 
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Ja fix) ir vienvērtīga nepārtraukta, un, ja tai ir tikai viena 
atvasinātā intervāla (v, X) katrā vietā, tad arī augšējai funkcijai z,(z) ir 
tādas pat īpašības. Ja liekam s = .v, tad ' f ( . r )=0, kā redzams no (a). 

Ja liekam z = X, tad, kā redzams, cp(X) = 0. Tā tad, 
funkcija ņ(z) izpilda visus Rolles teorēmas noteikumus un tādē) attie
cībā uz '{(z) var pielietot Rolles teorēmu. No (J) dabūjam: 

<p'(a) = - / ' (z) + A. 

Saskaņā ar Rolles teorēmu, starp v un X jābūt tādai z vērtībai £, 
ar kuru 

<?'IŠ) = 0 ; 
tad 

- / ' (5) + /1 = 0 
un 

A = /' (?). 
? vērtība atrodas starp vērtībām x un X = * + h; tā tad 

5 = + № 

^ = / ' ( * 4 6//). 

Ievedot izteiksmē (1) šo A nozīmi, dabūjam 

f ( x + h) - fix) 

un galīgi 

v a i 
f ( * 

ar to tad teorēma ir pieradīta 

teorēmas ģeomet 
riskā nozīme ieskatāma no zī 
mējuma 14. 

A) - f(x) 

y 

= f'(x + 8A) 

Izteiksme 

/ ( * + * ) - / ( * ) = tg a 

dod sekantas 5 virziena koefi
cientu tg a. 

Izteiksme f(x + %h) dod / . im. 14. 
līknei punktā pievestās pieskares / virziena koefientu tg t . Tā kā 

f ( x + h ) _ f ( x ) 

h 
= fix + e/i), 
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tad 
tg x = tg o ; 

tā t ad 

Beidzamā izteiksme = a rāda, ka ir tāda vieta starp x un 
v 4- t i. x 4- 6// un tā tad ari uz līknes tāds punkts P, kur pieskare 
ir parallēla sekantei s. 

Ja ar š apzīmējam vērtību starp un x 4- h, tad Lagranža 
teorēmu rakstam: 

f(x + //) -f(x) l,f\ļ). 

Ja liekam = a un + // ~ b, tad 

/i = b — a ; 
teorēmu tad rakstam: 

f(b) -/(«) = (b - a)/'[n 4 - 6 (6 - «i] 

S e c i n ā j u m s : Agrāk pierādīts, ka ja / ( r ) = (7, tad šīs 
funkcijas atvasinātā ir 0. 

Tagad, ar Lagranža teorēmas palīdzību pierādīsim, ka, ja funkci
jas atvasinātā ar visiem x intervālā n <^ x <J b ir nulle, tad ši 
funkcija dotā intervālā ir pastāvīga. 

Kā redzējām 

f(x + /i) f(x) = kur 5 = -r 4- 67/; 

Tā kā dotā intervālā / ' (x) = 0, tad arī /"'(?) = 0, tādēļ 

f(x + //) = / ( . r ) . 

Šī izteiksme ir derīga bezgalīgi daudzām // vērtībām dotā 
intervālā; tas nozīmē, ka funkcija ir pastāvīga. 

Agrāk pierādīts, ka, ja divas funkcijas atšķiras par pastāvīgu 
lielumu, tad šo funkciju atvasinātās ir vienlīdzīgas. 

Tagad pierādīsim, ja divu funkciju atvasinātās ir vienlīdzīgas, tad 
šīs funkcijas atšķiras par pastāvīgu lielumu. 

Pieņemam, ka 
u' = v' 

tad 
ii — = 0 
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No beidzamās izteiksmes, secinām 

ii — v — C 

u = v -(- C. 

Šī izteiksme dod teorēmas pierādījumu. 

44. Koši (Cauchy) formula. Pieņemam, ka funkcijas f(x) un 
F(x) ir vienvērtīgas, nepārtrauktas funkcijas intervālā (a, b) un ka tām 
ir īstās un galīgas atvasinātās šinī intervālā Tālāk pieņemam, ka 1) f'{x) 
un F'(x) nepieņem vērtību 0 vienā tai pašā vietā, 2) F(b) =fc F{a). 

Veidojam izteiksmi: 

f(x)[F(b) - F(a)} - F(x) [/(b) - f(a)]. (1) 

Šī funkcija ir nepārtraukta intervālā (a, b) un tai šinī intervālā ir 
īstās un galīgas atvasinātās. 

Ja liekam šinī funkcijā x = a, tad dabūjam: 

f(a)[F(b) - F(a)] - F{a)[f(b) - /(a)). 

Liekot x = b dotā funkcijā, dabūjam: 

f(b)[F(b) - F(a)] - F(b)[/(b) -/(«)]. 

Šīs divas izteiksmes ir vienlīdzīgas. Kā redzams, izteiksme (1) ir tāda 
funkcija, kas atbilst Rolle teorēmas noteikumiem, tādēļ varam tai pie
lietot Rolles teorēmu, t i. funkcijas (1) atvasinātai vajaga dabūt ar 
kādu ļ; 

a < 5 < b 

vērtību 0. Tā tad : 

/ ' ( ? ) [/X*) - F(a)] ~ F'ft [/(b) - /(a)] = 0. (2) 
un 

/' WW) - F(a)] = F\Ķ) [/(b) - / («) ] (3) 

Ar augšā izdarītiem pieņēmumiem varam (3) dalīt ar [F\b) — F(a)] un 
F'(š) un dabūjam: 

A&) - № _ A(ļl 
F(b) - F{a) F\l) 

Beidzamā izteiksme dod Koši teorēmu. 
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T r e š ā n o d a ļ a . 

Teilora (Taylor) un Meklorena (Mac Laurin) formulas un rindas. 
Dažu funkciju izvirzīšana rindās. 

45. Teilora formula. Dažāda veida funkciju, piemēram, loga
ritmisku, trigonometrisku funkciju pētīšanā, ļoti svarīgs ir jautājums, 
k ā i z r ē ķ i n ā t f u n k c i j a s v ē r t ī b a s d o t ā m a r g u m e n t a 
v ē r t ī b ā m . 

Diferenciālrēķini šādos gadījumos dod vienkāršu līdzekli minētā 
uzdevuma veikšanai, proti, i z v i r z o t d o t o f u n k c i j u r i n d ā . 

Uzdevuma atrisinājumu panāk ar T e i l o r a f o r m u l a s a t s e 
v i š ķ u v e i d u : a r M e k l o r e n a f o r m u l u . 

Teilora formula dod funkcijas f(x -ļ- h) izvirzījumu rindā ar 
augošām h kapēm. Šo formulu lieto netikvien funkcijas vērtību aprē
ķināšanai, bet arī daudzu citu teorētiska rakstura jautājumu noskai
drošanai. 

Apskatam visupirms atsevišķu gadijumu: funkcijas (x 4 - h)n 

izvirzīšanu rindā. 

Pielietojot Ņūtona binoma formulu, dabūjam: 

/ , tsn n i M — 1 ; i M ( " _ l ' , « - 2 / 9 i « ( « — 1 ) ( « — 2 » w _ 3 , , . , 
(#4-/0 V 7 + — ~ j ~ . v # H f 2 ~ 3 — x « 3 4 . . ( a ) 

Šī rinda, kā zināms, ir galīga, ja n ir vesels pozitivs skaitlis. Ja n ir 
daļas skaitlis vai negativs, tad rinda ir bezgalīga. Ja apzīmējam 

f{x) = X», tad / ( * 4 h) = (x + hf 

Apskatot rindas (a) locekļus, redzam, ka pirmais loceklis ir /(.vi
tālāko locekļu koeficientus var izteikt ar funkcijas f(x) atvasinātām: 

/ (*) = -r« 
fix) = nx"-^ 
fix) = n in — 1) xn~z 

To ievērojot, rindu (a) varam rakstīt: 

ix 4 /,)« = fx 4- li) = f(x) 4 h J ^ - 4 + y\ f " { x ) + * ' ' 
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Šādu funkcijas izvirzījumu rindā dabūjam atsevišķai funkcijai 
f(x) = x"; apskatīsim vai tas ir derīgs arī katram citam funkcijas 
veidam. Veidojam starpību 

A-r + h) - \/Ļr) + JLf Ļv) 4 hĻf'\x) 4 4 ~ : f { u ) i-r) ] 

Ja izteiksme iekavās nav vienlīdzīga funkcijai f(x 4- //), tad šī star
pība dabū kādu vērtību R un varam rakstīt: 

fix 4 //) =f(x) 4- Ļf {x) 4 £f"(x) 4 4- f^f{"\-r) 4- R. (?) 

J a funkcijai fix 4- /;) un izteiksmei 

[/(x) 4- Ļf'(x) + 'ļf"ix) +- 4 ^ / ( w ) (-r) ] 

ir kāds tuvs sakars, tad starpībai R jāizteicas vienkāršā veidā, un jo 
ciešāks šis sakars, jo vienkāršākam jābūt R veidam. 

Mēģinām atrast R veidā: 

še p ir nenoteikts vesels pozitivs skaitlis un P vēl nezināma funkcija. 

Pieņemam, ka fix) ir vienvērtīga, nepārtraukta, intervālā x, x-\-h 
ka tai šajā intervālā ir 4-1) vien vērtīgas, nepārtrauktas atvasinātās. T a d : 

h h2 h9 h" , ^ //<* 
/ X * 4 - A ) = / W + £ / ( . r ) + ^ ( Y ) 

Pārveidojam šo izteiksmi, ievedot: 

x 4 - h = X 
Tad 

h = X - x. 

Ievedot šis vērtības nolīdzinājumā (y) un pārnesot visus locekļus no-
līdzinājuma kreisajā pusē, dabūjam: 

4 * 
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Ar noteiktiem x un // ari X un P ir noteikti. Bet ja izteiksmē ( 5 ) , 
atstājot kā pastāvīgus X un P, aizvietojam x ar z un liekam z mainīties 
no x līdz X , tad izteiksme vispār nav 0, bet ir funkcija no tādēļ 
varam rakstīt: 

? ( ^ x M s ) - 0 ^ . ( ^ > ( s ) - . J ^ l p . ,.) 

Ja funkcija f(x) intervālā (x, X ) ir vienvērtīga un nepārtraukta un ja 
tai šajā intervālā ir līdz (« 4 - 1) atvasinātās, kas vienvērtīgas un nepār
trauktas, tad, kā zinām no i e v a d a a n a 1 i z ē, arī funkcijai <p(z) ir 
visas tās pašas īpašības. 

Ja liekam izteiksmē (e) z = x, tad dabūjam izteiksmi (S), t. i. 

z>(x) = 0. 

Liekot izteiksmē (e) z =• X redzam, ka arī 

cp(X) = 0 

No apskatītā izriet, ka funkcija 9(0) izpilda Rolles teorēmas noteiku
mus un tādēļ to šinī gadijumā varam pielietot. 

Veidojam izteiksmes (e) atvasināto, uzskatot X un P kā pastāvīgus. 

« p ' m = - / ' ( , ) + [ f { S ) J ^ r ( g ) ] + Ŗ ^ / » W _ ^ ? V W ] + 

+ <X-z)P-\P Q 

Sakārtojot šo formulu, dabūjam : 

c p ' O ) = _ ^ L Z ^ / C + D { e ) + ( X - P. (n) 

Saskaņā ar Rolles teorēmu jābūt tādai z vērtībai, ko apzīmējam ar zv 

un kas dod 
cp'Oj) = 0. 

Ja ievedām izteiksmē (rj) z vietā zv tad izteiksme dabū vērtību 0. 
Tā tad 

( X - • P - • f»+\*i) = 0. 
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Šī formula dod 

nKA" — 7 1 n! y v " 

Tā kā 

s x = x 4 - M un X = x -(- A, 

tad ievedot šīs vērtības augšējā izteiksmē, dabūjam: 

vai 

P = ( — ~ 4 i " " " - (* 4- 8A). 
Tā tad 

/ ? = ^ /> = (1 - e)w~H-i A „ . M / < M + 1 ) ( j ŗ M ) 

j> w! 

7? sauc par rindas (¡3) a t l i k u m a l o c e k l i , un pēdējā izteiksme 
ir rindas atlikuma loceklis Š I e m i l c h R o š e (Schlomilch Rosche) 
v e i d ā . Tā kā p nav noteikts, tad tam varam dot dažādas vērtības. 
To izlietojam dodot p tādas vērtības, lai R izteiksme dabūtu vienkār

šāku veidu. 

Liekam 
P = " 4 1 ; 

tad 

Šo rindas atlikuma locekļa veidu sauc par L a g r a n ž a (Lagrange) veidu. 

Liekot 
p = 1. 

dabūjam: 

R =
 ( 1 ~ 6 ) " /,«41 /(»41)(̂  + eA). 

n 

Šo rindas atlikuma locekļa veidu sauc par K o š i (Canchy) veidu. 

Izteiksmi 

/ ( . r 4- /,) =/{x) 4 ^-/'(*) + ~/"(x) 4-. 4 ^/<"> + R 

sauc par T e i l o r a f o r m u l u - R izteiksmes dotas ar augšējām 
trim formulām, 
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Teilora formulu var rakstīt visām x un // vērtībām, ja tikai 
x un x 4- // atrodas intervālā (u, ¡3), kur f(x) ir vienvērtīga, nepār

traukta un tai šinī intervālā ir vienvērtīgas, nepārtrauktas, atvasinātās 
līdz (« 4  1) kārtai, to arī ieskaitot. 

Ja x uzskatam par noteiktu, tad saka, ka formula derīga vietā 
x; // tad ir mainīgs tādās robežās, ka x 4 /' vienmēr atrodas dotā 
intervālā. 

Rādītājs n var būt (izvēlēts) pēc patikas, ja tikai augšējie notei

kumi izpildīti līdz skaitlim » 4 - 1 . 

Pielietojumos h ir ļoti mazs skaitlis, tuvu nullei. Augošās h 
kapes ātri tuvojas robežai nulle un, lai no f(x) dabūtu tuvini f(x 4 li), 
vajadzīgi tikai nedaudzi formulas locekļi. 

46. Teilora rinda Ja funkcija f{x) intervālā (a, p) ir vienvēr
tīga un nepārtraukta un tai šinī intervālā ir visas atvasinātās, kas vien
vērtīgas un nepārtrauktas, tad varam rakstīt: 

f(x 4 li) = 1im [/(x) 4 wf"M+ •+ f(W) + , i m ^ 

tā tad 

f(x + /,) - 1im R = f(x) 4 ~ f'{x) 4 ~ f"(x) 4- . 

Izteiksmes labajā pusē atrodas bezgalīga rinda. Kā redzam, funkciju 
/( 4 h) tikai tad izteic šī bezgalīgā rinda, ja 1im R = 0. 

I z t e i k s m i 

f(x + /,) = f(x) 4- Ļf'(x) 4- }Ļf"(x) 4 .. 

s a u c p a r T e i l o r a r i n d u , j a f(x) u n t ā s a t v a s i n ā t ā s 
i z p i l d a m i n ē t o s n o t e i k u m u s un p i e t a m v ē l 

lim R = 0. 

Ja )(x 4- %h) visām n vērtībām ir galīgs lielums, vismaz inter
vālā (x, x 4 A), tad R vērtība ar n ->• oo ir atkarīga no izteiksmes 

n 4- II" 

Ar n -> 0 tās robežvērtība k 0 visiem galīgiem h. 
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P i e r ā d ī j u m s 

Ā w + 1 _ h\_ h_ h_ h_ h_ _ h 

T ' 2 ' 3 T ' i T + l T̂ + 1" 

Pieņemot pozitivu noteiktu skaitli k <Z 1, varam dabīīt katram galīgam 
/1 tādu galīgu /, ka reizinājumā 

li h li I , s 

rr T T ( a ) 

katrs faktors lielāks par k. Reizinājuma (a) vērtība tad ir galīgs 
skaitlis G. Reizinājumā 

// // li 

7 - 1 - 1 7 + 2 tl + 1 | 
ar 

7 + 1 l 

katrs faktors tad ir mazāks par k. Redzam, ka 

ņ ^ 1 \ \l'\ M>\ J _ \ , A _ i ^ G i f e » » + i - ' 
^ ļ ( " + I ) ! l _ l 1 | I 2 | | »"1 r' + l ļ |« + l | ^ U 

Tā kā k < 1, tad 

lim G k"^-' = 0; 

tādēļ 

lim ^ — T . - - 0 

un arī 

lim -- = 0. 
« - • c o " + 1! 

No augšējā izriet: ja f("+^\x + bh) ar katru n ir galīgs lielums inter
vāla (v, r + li), tad ar galīgu h 

lim R= 0, 

Teilora formulu un rindu varam rakstīt arī citā veidā. Liekot 

file:///
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/ ( * ) = / ( * o ) + ^ / ' ( - r 0 ) 4 - ^ ^ ^ 

R = (X(n~yīyr/{"+')[x° + 6 { x ~ *°)]- (Lagranžs) 

R = { - ^ ~ ~ (x - . r 0 ) « + 1 [x0 + d(x- x0)]. (Koši) 

Tālāk ievērojam, ka 

/{x 4 - h) -f(x) = A / t r ) = j[f'(x) + f]/"(x) 4 - ^ / " ' + 

Tā k ā : 

li = Ax = dx un / ' ( * ) r f r = # " ( » ; f"Ļx)dxi=cPf(x) u. t. t 

dabūjam Teilora rindu veidā 

\ f l y . \ ^ . <Pf№ _ļ_ № . 

* V W - j ; "t " 2 ļ " r 3 1 - f 

Šī izteiksme rāda arī kļūdu, ko pielaižam, ja atvietojam &f(x) ar df(x) 

47. Meklorena formula un rinda. Ja intervālā (a, ¡3) atrodas arī 
vieta x = 0, tad šo vietu varam pieņemt kā izejas vietu funkcijas 
izvirzīšanai rindā. 

Liekam Teilora formulā x = 0 un uzskatam /; par mainīgu. Ja 
tad liekam h vietā x, dabūjam: 

/(x) =/(o) 4 /̂>) + /̂>)+ 4- ~ f i n ) + R 

R = r ^ r r , • / ( w + 1 >№*). (Lagranžs); 
( M 4 1)! 

R=(- ~ , 6 ) W / ( " + 1 ) ( 6 ^ ) . (Koši). 

rakstam Teilora formulu: 
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Intervālā (a, ¡3), kurā atrodas vērtība x = 0, funkcijai f(x) jāiz

pilda noteikumi, kas bija pieņemti attīstot Teilora formulu. Augšējo 
izteiksmi sauc par M e k i o r e n a f o r m u l u . 

Ja intervālā, kurā atrodas 0 un v, funkcija f(x) ir vienvērtīga, 
nepārtraukta, tai šinī intervālā ir visas atvasinātās, kas vienvērtīgas un 
nepārtrauktās un ja 

lim R — 0, 
n—>x> 

tad funkciju f(x) var izteikt ar bezgalīgu rindu: 

/ ( * ) = / ( " ) + j } / » + | f / » + 

lim R = 0, 
n —>CO 

Šo rindu sauc par Mekiorena rindu. 

Jāievēro, ka / (o ) nozīmē funkcijas / ( x ) vērtību, un (o) no
zīmē funkcijas «-tās atvasinātās vērtību ar x — 0 . f("^\tix) nozīmē 
funkcijas (u 4 - l )-ās atvasinātās vērtību, ko dabūjam liekot x vietā 6-r. 

48. Dažu funkciju izvirzīšana rindās. Mekiorena rinda ir paro
cīgs līdzeklis funkciju izvirzīšanai rindās. Apskatīsim dažus piemērus. 

a) f(x) = ax 

Še a pozitivs un lielāks par 1. 

Lai šo funkciju izvirzītu Mekiorena rindā, jāapskata, vai šī funk
cija izpilda Mekiorena rindas noteikumus. 

Funkcija ax ir vienvērtīga, nepārtraukta robežās no x = — <x 
līdz x = 4 - o o ; tā tad arī ar x = 0. Šīs funkcijas visas atva
sinātās ir vienvērtīgas un nepārtrauktas visām galīgām x vērtībām. 
Mekiorena formulas noteikumi tā tad ir izpildīti. 

Ievietošanai Mekiorena formulā 

/(*) = f(o) 4 ± / ' ( o ) 4 ļf"(o) 4 4 ~/{"\o) + R, 
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veidojam vajadzīgās funkcijas J(x) atvasinātās f{o), f'(o) u. t. t. 

f(x) = ax; f(0) =a° = 1 

f'(x) = ax la; f'(o) = a° la=la 

f'(x) = ax (laf; J"(o) = a° (fof = (la)2 

/(*)(*) = a* [ļaf / C * ) ( o ) = a°(la)n = (/«)" 

/ ( " + ' ) ( # ) = «* = a e x ( / f l ) « + i . 

Ievietojot dabūjam: 

= l + f (/«) + ^ (/«)« + ^ - ( / « ) " + R 

— — <№ (la)"+] 

lim 7? = lim aft* = 

= lim 
«—>• tu 

Agrāk pierādīts, ka 

= lim K t a  X } ' lim (1) 

lim A"+1 

( W _|_ i)i 

ja h ir galīgs skaitlis, no kā secinām 

= 0, 

Tā kā .r ir galīgs skaitlis 

lim ) —  i — = 0. (2) 

lim a %x = « 0« (3) 

Tā tad ievērojot ( I ) , (2), ( 3 ) : 

lim R — 0. 
» - > 0 0 
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n 

b) f(x) = ex 

Še viegli pārliecināties, ka funkcija atbilst Mekiorena formulas notei
kumiem. 

f ( x ) = f ' U ) = f " { x ) = = / ( » ) ( X ) = / ( « + 1 ) (X) = c x 

/(o) = f'(o) - f"(x) = = /(«>(*) = 1 

(8 * ) = e** 

Ievedot šīs vērtības Mekiorena formulā, dabūjam: 

** = 1 + 1 1 + 2 1 + + ^ ī + / ? : 

(« + !)! 

Tā kā galīgām r vērtībām 

lim — = 0 : lim e — e , 

tad 

lim R = 0, 

Ievērojot augšējo redzam ka funkciju ax varam izvirzīt Mekio
rena rindā 

ax — 1 + ~ {la) 4- y {laf + |y (/fl) 3+.. (ar visiem galīgiem .v) 

Atlikuma loceklis R rāda kjūdu, ko pielaižam rindu beidzot ar locekli 



6 0 Diferenciālrēķini III nod. 

= ( - 1 ) 
„ _ 1 1 • 2 . . (it - 1) 

(I + x)n 

f(o)=0; f'(o)=l; r ( x ) = - \ ; / » = 1 . 2 ; . . . / < " ) ( 0 ) = ( - l ) " - 1 ( M - l ) ! 
1 . 2 . . . ii 

/ ( " + 1 ) l e . r ) = ( - i ) " 
(i + e*)"*1 

R = ( - 1 ) " ^ — (Lagranžs). 

( i + e # H " + 1 ) . ( « + i ) e 

Kā redzam, funkcija / ( 1 + .r) izpilda Mekiorena formulas noteikumus 
vietā x = 0. 

Atlikuma locekļa R pētīšana Lagranža veidā nav parocīga, tādēļ 

ņemam R Koši veidā: 

_ d - e." + 1 « J 

~ " « i ( i + e * ) " + 1 1 ' ' 

7 ? = ( - i ) M ( i — e ) " 

(i + e # ) , l + 1 

Pārveidojot šo izteiksmi, dabūjam: 

* = < - ' > - - n V ( f w ) " 

un funkciju ex varam izvirzīt Mekiorena rindā: 

^ = l + ļ ^ + - J j + - ^ + ^ i + (ar visiem galīgiem x) 

R = -±- e 6* 
( » + 1)1 

C) f(x) = lx. 

Šo funkciju nevar izvirzīt Mekiorena rindā, jo f(o) = lo — —oo. 
Tāpat arī šīs funkcijas visas atvasinātās ir <xf ja x — 0. 

Izvirzām rindā funkciju 

/ ( * ) = / ( 1 + x). 

Dabūjam šīs funkcijas atvasinātās: 

f{x) = i f"Ļx) = -(TT-ir* r ( x ) = (T+Ar 
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i 4- %x i 4 e.r 

ar galīgiem x arvienu jābūt galīgiem lielumiem. Kā redzam, lim R atkarīgs 

.. (x - 6.r \ n 

1 1 0 . t l T + ī r - ) 

X — %x 
Daļas ———- - skaitliskā vērtība arvienu ir mazāka par x skait-

1 4 vx 
lisko vērtību. 

Ja x > 0 , tad kā redzams, katrai x vērtībai: 1 4 8.r >» I — 6 
. . 1 — 6 . . . . . x{\ — 8) ^ 

un tade da a - — r - x — ir īsta daļa un —ŗ^-.—„— < x. 

' 1 i 4 - §x 1 i 4 e.r 

Ja x < 0 , tad daļa dabū veidu: 

_ ļ * | (1 — 6 ) 

i — e | x i * 
tad 

1 * 1 (1 - 6). i — e i x 
Jo 

1 — 

1 -9\x\< 1 " !"V| < L 

Ievērojot augšējo redzam, ka arvienu daļa 

X — %x 
I i 4 e.r ļ 

un tādēļ 

< 1, ja | x \ < 1 

lim ( " U ^ J M * = 0 ; (ar - 1 < x < 1) , 

tādā gadijumā arī lim R= 0 . 

Funkciju / ( 1 4 tā tad varam izvirzīt Mekiorena rindā, ja 
- ļ < x < 1. 

Funkcijas / ( 1 4 - -v) veids rāda, ka x jābūt lielākam par — 1 , jo ar 
x < ; — 1, /(1 4 - x) būtu — oo vai imaginars. 

Ja x > — 1, tad daļām 

X x — 6.r 
un 
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-3 

i 2 3 

Atņemot otru rindu no pirmās, dabūjam: 

/ ( l + . r ) - / ( l - . ) i / ^ - 2 ( . t + y + y + . ) («) 

Ievedot Meklorena rindā f(o), f'(o) u t. t. dabūjam funkcijas 
/(1 4- x) izvirzijumu rindā: 

Q 4 1 m JL \ X X ~ i X X i / ( 1 + r ) = , - _ + - _ T +. 

H = < - 1,». fcgŗ (Koši veids) 

R — ( — 1 ) " nr^- (Lagranža veids) 
(« 4- 1) (1 + a r ) " + 1 ' 

Šī rinda derīga dabīgiem logaritmiem un no tās izejot varam dabūt 
rindu logaritmiem 

10gfl(l + x) 

ar pamatu a šādā kārtā: 

1 - ļ - x = a 5 i v r 

/(1 + x) = log„(l •+- * ) . / « ; 

**<• + *) = ^ 
Tā tad 

Kā redzam, rēķids ar kuru katru log a ir sarežģītāks nekā ar Nepēra 
logaritmu, tādēļ pēdējie arī skaitās par dabīgiem. 

Nupat apskatīto logaritmisko funkciju rindu savirzāraība ir lēna 
un tādēļ tās nav parocīgas logaritmu aprēķināšanai, tās pārveidojot 
dabūjam ātri savirzāmas rindas. 

Tā kā / (1 4 - x) rinda savirzāma ar vērtībām \ x\ < 1, tad šini 
rindā var ievest x vietā — x, tad 
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R = i ^ ^ s i n ļ e . r 4 ( " t - l ) ļ ] ( « 4 - 1 ) 1 

lim 7? = lim n . lim sin 9 * 4 - (n + 1 ) ^ -

lim i ? = 0, 

Liekam 
1 4 * = z + 1 
1 — x z ' 

tad 
_ 1 

* ~~ 2z + 1 

Ievedot šīs vērtības rindā (a), dabūjam : 

/(* - f -1) - / ( * ) = 2 + 3 ^ 7 ? 4 ^ V ī p 4 .) 

Logaritmiem ar pamatu a dabūjam formulu : 

log„ ( g + 1 ) - l o g a s = ^ - ( ā T - p T + 3 l 2 Ž T l ? + 5 ( 2 g + 1 ) 5 + ) 

Šīs rindas ir ļoti ātri savirzāmas un savirzāmība palielinās ar augošu z, 
tādēļ tās derīgas logaritmu tabulu aprēķināšanai. 

d) j(x) — s i n * . 

(sin x ) ' -— s\xi{x 4 - (sin o)' = 1. 

(sin x)" = sw(x + 2 ļ ) ; (sin o)" = 0. 

(sin x)"' = sin(x 4 3 y ) ; (sin o)'" = — 1. 

(sin . r / v = sin (x 4- 4 y j ; (sin o ) I V = 0. 

Tālāk vērtības atkārtojas 

(sin*)(" + 1 ) = s i n ^ + (» 4 - 1 ) y ) ; (sin 6 * ) ( " + 1 ) = sin(e.r + (n 4 - 1 ) * ) 
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49. Vingrinājumi. 

Izvirzīt Teilora rindā: 

h h2 A3 

2) l(x + //); l(x + h) = lx + - - ^ + 3 - ^ -

// h2 A9 

3) sm{x-\-h); s i n ( * + / 7 ) = s i n * 4 - — c o s * — ^ ļ S i n . r — ^ c o s x -f-

Izvirzīt Meklorena rinda 

1) a r c t g , * : ; are tgx = — — — + g- + 

2) Icosx; leos x = 2 " _ Ī 2 — 4 5 

jo pirmā locekļa robeža, kā agrāk pierādīts, ir 0, bet otra locekļa 
robeža ir galīgs skaitlis, tādēļ ka sin vērtība arvienu atrodas starp — 1 
un + 1. 

Kā redzam, funkcija sin x izpilda Meklorena rindas noteikumus, 
tādēļ funkciju sin x varam izvirzīt Meklorena rindā: ievedot tur 

/ ( o ) , f'(o) u. t. t. vērtības. 

Tā tad 

sin-r = - ^ j — āTT + ^ļ — ( a r visiem galīgiem x) 

e) f{x) = c o s * . 

Līdzīgi dabūjam: 

, X2 . X* X6 , 
COS* = 1 - - + - - ģ ļ -,-

Še 
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Lai ietaupītu laiku R, t. i. kļūdas noteikšanai, dažos gadijumos 
derīga sekojošā tabula : 

x intervāls, ja kļūda ir 

Tuvina formula 0.1°/o l°/q 10°/o 

no līdz no līdz no i līdz 

1 sin K = X 
- 0 . 0 7 7 
- 4 . 4 ° 

+ 0 . 0 7 7 
+ 4.4° 

—0.244 
- 1 4 . 0 ° 

+ 0 . 2 4 4 
+ 14.0° 

- 0 . 7 8 0 
—44.0° 

+ 0 . 7 8 0 
+ 4 4 0° 

2 
X* 

Sin X = X — — 
O. 

- 0 - 5 7 6 
—33 .0° 

+ 0 . 5 7 6 
+ 33.0» 

— 1.032 
- 5 9 . 0 ° 

+ 1 032 
+ 5 9 . 0 ° 

— 1.636 
- 9 3 . 5 ° 

+ 1.636 
+ 93.5° 

3 COS X = 1 
- 0.045 
- 2 . 6 ° 

+ 0 . 0 4 5 
+ 2 . 6 ° 

- 0 . 1 4 1 
- 8 . 1 ° 

+ 0 . 1 4 1 
+ 8 . 1 ° 

—0.430 
- 2 4 . 6 ° 

+ 0 . 4 3 0 
+ 2 4 . 6 ° 

4 cos x = 1 2" 
—0.384 
- 2 2 . 0 ° 

+ 0.384 
+ 2 2 . 0 ° 

- 0 . 6 5 0 
—37.2 C 

+ 0 . 6 5 0 
+ 3 7 . 2 ° 

— 1.034 
—59.2° 

+ 1.034 
+ 5 9 . 2 ° 

5 tg x — X 
- 0 . 0 5 4 
—3.1° 

+ 0 . 0 5 4 
+ 3 . 1 ° 

- 0 . 1 8 3 
- 1 0 . 5 ° 

+ 0 . 1 8 3 
+ 10.5° 

- 0 . 5 2 2 
—30.0° 

+ 0 . 5 2 2 
+ 3 0 . 0 ° 

6 
x-i 

tg x = x + y 
- 0 . 3 8 5 
—22 .0° 

+ 0 .385 
+ 22.0° 

- 0 533 
- 3 0 . 5 ° 

+ 0 . 5 3 3 
+ 3 0 . 5 ° 

—0.933 
- 5 3 . 4 ° 

+ 0 . 9 3 3 
+ 5 3 . 4 ° 

7 ļ/l 4 - * = * - 0 . 0 8 + 0.10 - 0 2 4 + 0 . 3 2 —0.61 + 1.53 

8 
1 * 

- 0 . 0 4 + 0 . 0 6 - 0 . 1 5 + 0 . 1 7 —0.45 + 0 . 5 3 

9 r J — = 1 — x 

1 + x 
- 0 . 0 3 + 0.03 - 0 . 1 0 + 0 . 1 0 - 0 . 3 0 + 0 . 3 0 

10 

11 

12 

13 

14 

Dažas bieži lietojamas rindas: 

V ī + ^ = i +1 , -^+^-4^ + 

1 
1 + x 

= 1 — x + . r 2 — x% + xi 

arc sin x = x + - 7 - + x5 + 
1 6 4 ^ ' 

arc tg x = x 3 + "5 — 

5 
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un 

1 + TT + " 2 7 + 3 7 + 

dabūjam: 

C e t u r t ā n o d a ļ a . 

Dabīgā kāpe. Bernulli-Eilera formula. Funkciju sakari. 

50. Dabīgā kāpe. Rindā 

1 + 11 + 21 + 31+ 
x ir reāls skaitlis. Šī rinda ir savirzāma ar visām galīgām reālām 
vērtībām 

Ja rindā ievedām v = iy, tad dabūjam rindu ar imaginaru 
argumentu 

^ 1 1 ^ 2 1 ^ 3 ! ^ 1 ' 

Šī pēdējā rinda ir savirzāma, jo rinda, kas veidota ar rindas (2) 
moduļiem 

1 + | ī ļ | + | - 2 T | + 

ir savirzāma. Rindai (2) tā tad ir kāda galīga summa; to apzīmē

jam ar eyi. 
Tā tad 

' " ' = 1 + £ + ^ 7 + L ā 7 + < 3 ) 

A r r i n d u (3) d o t a d a b ī g ā s k a p e s e y ! d e f i n ī c i j a . 

Reizinot rindas 

e — -T ļ j 1- 2 | 1 - 3 I 1 -
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Izteiksmes (4) laba puse rada rindu ar argumentu {y - ļ -
kādēļ izteiksmes (4) kreisās puses veidam jābūt 

Redzam, ka reizinot dabīgas kapes, jāsaskaita rādītāji un tā tad pielie
tojams tas pats likums, kā reizinot kapes ar reāliem rādītājiem, tādēļ 
arī dabīgām kapēm attiecināmi algebras likumi. 

51. Bernulli — Eilera formula. Rindu 

"^1 I 2T ~*~ 3 ! _ t " 4 ! " ^ " 5 ! ^ 61 " 1" 

varam izteikt arī šādi : 

' — 1 + 2 ! 3 l ' + 4 M 5 ! 6 ! 

Rinda ir absolūti savirzāma, tādēļ varam pārkārtot locekļus. Saņemot 
kopā reālos un atsevišķi imaginaros locekļus, dabūjam: 

xi (i * 2 , * 4 xs \j_-(x x*x* \ 

Pirmajās iekavās, kā redzam, ir cos x un otrās iekavās sin x; tā tad 

ext = cosx -ļ- isinx (1) 

Š o i z t e i k s m i s a u c p a r B e r n u l l i (arī Eilera) f o r m u l u . 

Ja augšējā rindā liekam x vietā — x, tad dabūjam: 

^ ' = ( 1 - 2 l + 4 l - o l + - ) + ̂ -1)(n-3£!+5n+ ••) 

e~x1 — cos# — /sin x. (2) 

Kā zināms, ex dabū vērtības no 0 līdz co, kad x mainas no — oo 

līdz -ļ- c». Turpretim ext moduls ir 

ļ/sin 2* •+• c o s 2 * = 1, 

kas maina tikai virzienu. 
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sin x = 2 J 

Ja augšējās formulas liekam x = zi, tad dabūjam: 

cos zi = 2 = Cos z. 

sin zi — i ~ i S i n 

53. Logaritms. Kompleksu skaitli z varam izteikt: 

z = x 4 yi = p(coscp 4- /sin 9) = p[cos(cp 4- 2kiz) 4- /sin (cc 4 2kn)] ( 1 ) 

? = FT? Un tg C? = 

<p = arc tg ^ , (2) 

Funkcija e*' ir periodiska, kas redzams no sekojošā: 

e(x+2fi-)i = cos (v + 2k~) + i sin (x 4- 2k~) = 

= cos v 4 i sin .r = r*' 
tā tad 

ģ{x-\-?kTz)i = exi 

Kā redzam, rādītājam pieskaitot 2fnzi, e*' vērtība nemainās; tā tad ext 

ir periodiska funkcija ar imaginaru periodu 2kizi No 

e ( j r + 2 * r : ) f _ gXi c?#-/ = exi 

dabūjam: 
t2k~i — 1, 

52. Trigonometrisko un hiperbolisko funkciju sakars ar ekspo-
nentfunkciju. No 

e x t = cos x 4 i sin x 

e ~ x l = cos x — i sin x 

dabūjam: 
exi _ļ_ g - j r i 

COS X = — 
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bet tā kā 

[cos (<ļi -ļ- 2k~) + i sin (cp + 2ka)\ = 
tad 

6 = .V + yi = p «;(cp+2*TC)« 
un 

Iz = fp -{- cp/ 4 - 2/fot/. 

cc vietā ieliekot vērtibu no (2), dabūjam: 

fe = H «' arc tg 4 - 2kizi. (3) 

Ja jv = 0, tad z = x un ir reāls. Tad, 

ja x > 0, arc tg cp = 0 un 
ja x < 0. arc tg cc = TU ; p = ļ x \. 

Ka redzam: 

ar x > 0, =_lx 4- 2/tm. (4) 
. v < 0, lx = / | .v | 4 (2/fe 4 1) TC /. (5) 

Ar l x ir apzīmēts logaritms parasta aritmētiskā nozīme. 
No (3) redzam, ka k o m p l e k s a s k a i t ļ a d a b ī g a i s l o g a 

r i t m s i r b e z g a l ī g i d a u d z v ē r t ī g a f u n k c i j a . 
No (4) redzam, ka arī r e ā l a p o z i t i v a s k a i t ļ a d a b ī • 

b ī g a i s l o g a r i t m s i r b e z g a l ī g i d a u d z v ē r t ī g s u n n o 
v i s ā m t ā v ē r t ī b ā m t i k a i v i e n a , a r k = 0 i r r e ā l a . 

(5) rāda, k a n e g a t i v a s k a i t ļ a d a b ī g a i s l o g a r i t m s 
a r v i e n u i r i m a g i n a r s . 

54. Ciklometrisko funkciju sakars ar logaritmisko funkciju. 
Par kompleksa mainīgā z = x -\-iy arcus tangens, t. i. arc \gz, apzīmē 
to komplekso skaitli iv = u 4 - iv, kas izpilda noteikumu 

tg w = z. 
Tad 

w = arc tg z. 
Tā kā 

sin iv 1 e w i - e~wi 

tg U> = ; .- = Z, 
6 cosa> i eu» -ļ. e

w t 

tad dabūjam: 
eZiw — 1 

= zt 
e2tw _ļ_ ļ 
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,.2»u> _ L + _?_* 
1 — zi 

arc t g 3 = a- = 2 7 ^ T ; -

Ja cos a; = tad — arc cos z, 

ewi _ļ_ 
cos jf — 2 = ~. 

* 2 a " " - 2««""' = — 1, 

e ™ : + 1/^^=" 1 = 3 + 1 1 / F ^ " ^ 2 
un 

arc c o s s = = 4 - l(z + i ļ/l — c 2 ) . 

Līdzīgi dabūjam: 

arc s i n s = 4-/(7 .2 + l/l — s 2 ) . 

. 1 .1 — zi 
arc c o t g ^ ^ . / p - p ^ . 

P i e k t ā n o d a ļ a . 

Nenoteiktie veidi. Funkcijas atvasinātās nenoteiktības 

gadījums. 

55. Nenoteiktie veidi. Ja funkcijā / ( r ) ieved x vietā vērtību a 
{a var būt arī oo) , tad var gadīties, ka / ( . v ) vērtība parādās vienā no 
šādiem nenoteiktiem veidiem: 

O . o o ; oo - c c ; 0 ° ; o o ° ; 1" 

Var arī gadīties, ka Iim f(x) ir kāda noteikta vērtība. Šo robež-

vērtību tad uzskata par funkcijas / ( . v ) vērtību vietā a un sauc dažreiz 
par f(x) ī s t o v ē r t ī b u v i e t ā a. 
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Šādi veidi parādās, ja f(x) izteicas ar 

<?(*)• M * ) . <?(*) - +(-v) vai cp(.r)+W 

un funkcijas <?(x), <b(x) top 0 vai oo , ja x — a. Tā x v ē r t ī b u , 
a r k o f(x) d a b ū n e n o t e i k t u v e i d u , s a u c p a r k r i 
t i s k o v ē r t ī b u . 

t(x) robežvērtības noteikšanai pielieto šādus paņēmienus: 

I veids ° . & / ( * ) = 

Ja funkcijas <ŗ(x) un <]>(x) ar x = a dabū vērtību 0 un x = a 
apkārtnē, tām ir īstās noteiktas atvasinātās, tad 

lim f - - = lira frr{. 

ja tāda robežvērtība pastāv. 

P i e r ā d i j u m s : Pieņemam, ka a ir galīgs lielums. Koši 
teorēma dod: 

Tā kā cp(fl) = 0 un d>(a) = 0, tad 

Mm ļ-^—r — hm 7 7 - ŗ ; . 

Ja x —> rt, tad arī Ķ a; tādēļ 

I'm yy-r- = hm -T-T-pT = 1im = 1im ' , , ; 
^ - • a T O ^ a f W g _ * . a r W x->a t V-*./ 

tā tad 

x-+aWx) x-*a + (*) 

Šo paņēmienu sauc par B e r n u 11 i vai arī par L 0 p i t a 1 a 
(f Hospital] paņēmienu. Ja arī 

<?/_(-?) _ (± 
4>'(a) ~~ 0 ' 
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Šo paņēmienu atkārtojam, kamēr kada no robežvertībam ir galīgs 
skaitlis, 0 vai cc. 

Ja a = cc, tad liekam x = Ja x —> cc , tad z —> 0. Pie

lietojot apskatīto paņēmienu, dabūjam: 

lim = lim - V ? 4 = lim = 7 ' 

- lim dl) = u. m 
4» (x) Mi) X—> 00 

P i e m ē r s . ^ a r x = 1 dabu nenoteiktu vērtību ^ - : 
x — 1 0 

v = 1, tā tad ir k r i t i s k ā vērtība. 

Pielietojam izteiksmi ( 1 ) : 
J_ 

.. lx ,. (/ x)' , . X 

lim , - -- 1im „ — ~ T T = 1im , — - 1. 

* - > 1 x — 1 O — l) 1 

II. Veids — . 
cc 

Ja funkcija f(x) = J - ^ - ar . r = a cp(<?)= cc un cļj(a) = cc, tad 

dabūjam apskatāmo nenoteiktības veidu. 

Izvēlam x, x0 tā, lai x vērtība būtu starp x0 un a vērtībām 

un cpO„), kā arī <ļi(* 0 ) dabu galīgas vērtības. Saskaņa ar Koši 
teorēmu, dabūjam: 

tad atkārtojam augšējo paņēmienu un dabūjam: 

lim £ M = 1im u. t. t. 
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un 

1 — <M*0> 

<|»(.v) j _ cp^Co) q V ( ģ ) ' 

cp(.r) 

Atstājam * 0 nemainīgu un liekam x —>- a, tad cp(̂ r) —> cc un <ķ(x) - > c c ; 
tad 

lim = ^ * W ^ cpM|) = 

lim f l - fe^ *->™<K(Š) xTa + ' Q 

jo reizinājuma pirmais reizulis dabū vērtību 1. Tā tad 

cpO) cp'(tj) 
lim - j — ^ r = lim j T - p T . 

J a tagad liekam x0 - > a, tad arī * —> a un £j —> a; tādēļ 

l i m l i m K m < ? ' ^ ) l i m < ? ' ( X > 

lim ļ-j—j = lim -77F. • - Hm , -. = lim - T - , — . 

Tā tad 

lim -T-}— = hm V 7 7 — v . 

Ka redzam, arī šai gadijumā Lopitala paņēmiens pielietojams. Ja 
m'(x) 

arī lim -pr-: ir nenoteikts veids, tad paņēmienu atkārtojam. 
x—>ar \x) 

P i e m ē r s . 
xn cc 

Funkcija — (ar a > " l , « > 0 un vesels skaitlis), ja .r = cc dod —. 

Pielietojam augšējo teorēmu: 

.. xn .. (*")' .. nxn~^ lim — - - lim ) — — - hm 
a:—>oo a x x—>• od (ax)' x^m axla 

Pārveidojot dabūjam: 

(ļ>(x) (ļ){x) _ y'(g) 
, _ H v o ) + ' ( 5 ) 
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ņ(x). <b(x) 
1 ' 

•b{x) 

tad ar šiem noteikumiem 

g> (a) _ 0 

JZ 0 ' 
*(«) 

Pārveidojums pārved doto izteiksmi (I) apskatītā veidā. 

P i e m ē r s : 

f{x) = x(a~ — l). (a > 0) 

Ar # = oo dabūjam veidu oo. 0. 

Pārveidojam: 
i 

( f l T - 1) f(x) = 

X 

0 1 
Še ar x = oo dabūjam veidu — . Liekam — = s, ja x - > o o , 

tad s - > 0 un izteiksmes 

nxn~1 oo 
ka redzam, ar x = <x atkal dod — ; ladeļ turpinām paņe-

axla 0 0 

miena pielietošanu: 

.. x" ,. ,. n(n — n . r " - 2 Jim —- = lim - - lim -
.*:—>-oo ax x—><d ax la x—>•» ax (/a)2 

n 1 

= 1im — — 0 ; 
x-+*> ax(la)" 

tā tad 
lim — = 0 (o >> 1 un » > 0 un vesels). 

x->-co a x 

III veids 0 . oo . 

Šo veidu dabūjam, ja f(x) = cp(.r). <Ļ(x) un ar .r = a, <p(a) = 0 
un <ļ>(a) = °o. 

Tā kā 
_ ?<-r) 
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tā tad 
i 

lim x(ax — 1) = la. 
X—>co 

IV veids oo — oo, 

Tādu veidu dabūjam, ja f(x) = c?(.r) — ty(x) un ja ar x 
cp(a) = oo un <ļj(a) = 0 0 • 

Tā kā 
1 1 

cp(^) - = r y — i • 

cpU) • <ļ>(*j 

tad ar augšējiem noteikumiem dabūjam veidu ļļ- . 

Še atkal pielietojam Lopitala paņēmienu. 

P i e m ē r s . 

f (x) = ~ — ar x = 0 dabū veidu oo — oo, 

sin X X 

Pārveidojam: 

, , . x — sin x n , . _ . . 0 
f(x) - — : ar x = 0 dabu veidu — . 

J w sin x x 0 

Pielietojam Lopitala 'paņēmienu: 

— cos x 

,. ( 1 1 \ , . Ix — sin X\ .. 1 — i 

hm (— 1 = lim I — : 1 = hm 

. v —>o\ s , n x x ) x >o V S l n x x I x > o x c o s x 

Tālāk pielietojot šo paņēmienu, dabūjam: 
sin x .. sin x 

lim : ; — hm 

+ sin 

x )qCOS X — X sin x + COS ^ x >Q 2 COS — Sin Ji: 

Pielietojam Lopitala paņēmienu: 

i 
. . ~z , . .. a* — I a".la . lim x(ax — 1) = lim = lim — la; 
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jy = x^~x ar * = 1 dabu veidu 1°°; 

ly - — - — . .— — — — ar -r = 1 dabū veidu \ . 
1 — .r 1 — * 0 

Pielietojam Lopitala formulu: 

Ix X 

lira (y = lim . - _ — = lim — — = — 1 ; 

V. Veidi 0°, oo°, 1» 

Šos veidus dabūjam, ja f(x) = tsĻv№x\ 'f (v) > 0 un 'f (a) = 0, 
oo, 1, bet -ļj(a) = 0, 0, oo. Tā kā 

//(*) = <ķ(x) 

tad arvienu dabūjam veidu 0 . oo . 

Tā tad šādos gadijumos arvienu visupirms jānoteic 1im / / ( * ) . 
x-*a 

P i e m ē r s . 

/(x) = x* (x -+ 0) 

lf{x) = x lx ar . r - > 0 dod O . o o . 

Pārveidojam: 

ix Oo 
lf(x) = x. lx - - -f-, kas ar x -> 0 dod veidu — . 

i oo 
x 

Pielietojam Lopitala paņēmienu: 

\_ 

lim //(.v) = 1im ^ = 1im ——~ = — 1im x — 0, 

X X2 

tā tad lim l/(x = 0 vai / lim / ( . r ) = 0. 

Tādēļ 
lim f(x) = e° = 1 

A : -» .0 
un 

lim = 1. 
x->Q 

P i e m ē r s : 
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tā tad 
lira ly = / lira y — — 1, 

x-+\ x - M 

lim y —. e~l = — 

un 

lira ( x ī - x ) = — 
j c - > 1 e 

56. Neatklātas funkcijas atvasinātās nenoteiktības gadijums 
Ar F(x, y) = 0 y dots kā funkcija no x neatklātā veidā. Diferen
cējot šo izteiksmi, dabūjam diferencialnolīdzinājuinu, no kura dabūjam: 

cp'.r, _)•) 

Var gadīties, ka vērtības x = a un y = b, kas izpilda nolīdzinājumu 
F(x, y) — 0, dod f{a, b) = 0, kā arī cp(a, 6) = 0, tad jy' dabū 

nenoteiktu vērtību -ļj-. Arī šādā gadijumā pielietojama vispārējā 

teorija. 

P i e m ē r s : Ar nolīdzinājumu 

x2 — xy — y2 = 0 (o) 

y dots kā neatklāta funkcija no x. Diferencējot šo nolīdzinājumu 
dabūjam: 

1x — y — xy' 2yy' = 0 
un 

J x + 2y w 

x = 0 un y = 0 izpilda nolīdzinājumu (a), tā tad punkts P = 0 1 0 
atrodas uz līknes, kas dota ar šo nolīdzinājumu. Ieliekot v = 0 un 
y = 0 nolīdzinājumā (p), dabūjam pieskares virzienu punktā P. 

' ^ 2 . 0 — 0 ^ 0 
yx=o ~ 0 + 2 0 — 0 ' 

y = 0 

Pielietojam Lopitala paņēmienu: 

(2v v ) ' 2 v' 
Iim ( j v ' ) - 1im - — — / — = 1im , 0 , . x^Q x-*o'x + 2y)' X_*Q\ + 2y' 

v _ > 0 v - » 0 r—»-0 
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2 - y 
^03 

Pārveidojot dabūjam 

/ + 2 y 2 = 2 
00 

y * + / - 1 = 0, 
-'oo ^00 

; = - ļ ± ] / r ^ = - j ± i ^ y 
-'oo 

57. Vingrinājumi. 

lx 
•3\ ū — X I 7 1 

3) y = ; ar -r = I ; y. = la — l . 

4) jy = ŗ ^ - * ar „r = l ; y\ — — 2. 

sina.r ;tr2 °̂ 3 k 

6) jv = (1 -ļ- A ^ ) * ar x — 0 ; _y0 = 

x i 

7) jy = ar . Y = 0 ; y 0 = 1. 

S e s t ā n o d a ļ a . 

Funkcijas maksimi un minimi. 

58. Funkcijas maksima un minima jēdziens. Ekstrēma noteikumi. 
Maksima un minima atšķiršana. Ja funkcija nav monotona, tad īpaši 
ievērojamas ir funkcijas vērtības, pie kurām tā pāriet no augšanas 
dilšanā un otrādi. Šādiem gadijumiem ir nozīme pielietojumos. 

Pieņemam, ka f{x) intervālā (a, ¡5) ir vienvērtīga un nepārtraukta. 

Apzīmējot lim {y') ar y', dabūjam: 
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Tādai f u n k c i j a i šī intervāla v i e t ā x = a i r m ā k s i m s , 
j a a p x = a v a r a m n o t e i k t t ā d u a p k ā r t n i , ka f(a) v ē r 

t ī b a i r l i e l ā k a p a r v i s ā m c i t ā m f u n k c i j a s f(x) v ē r t ī b ā m 
š i n ī a p k ā r t n ē . 

F u n k c i j a i f(x) intervāla (a, ¡1) v i e t ā x = a i r m i n i m s , 
j a a p ^ = « v a r a m n o t e i k t t ā d u a p k ā r t n i , k a f(a) v ē r 

t ī b a i r m a z ā k a p a r v i s ā m c i t ā m f(x) v ē r t ī b ā m š i n ī 
a p k ā r t n ē . 

Saskaņā ar definīciju, ja funkcijai f(x) vietā x = a ir maksims, 
tad var noteikt tādu pozitivu lielumu r(, ka visiem //, kas izpilda 
noteikumu \h\ < yj, 

f\a - /1) < / ( « i ) >/(a + h) 0 ) 

un ja funkcijai f(x) vietā x=a 
ir minims, tad 

f(a-h)>f{flXf{a+h) (2) 

visiem h, kas izpilda notei
kumu 

\h\ < 7i. 

Lieluma rj vērtība ir atkarīga 
no funkcijas f(x) veida, t. i. 
cik bieži tā intervālā (a, ,3) 
pāriet no augšanas dilšanā. Z m - 1 5 -
Zīmējumā 1 5 , vietā x = a, parādīts funkcijas f(x) maksims. 

Kā redzam, pa kreisi no.r = a yj vērtību varētu ņemt yjx un 
Da labi Tio un arvieni 

y 
pa labi T j 2 un arvienu, kad 
\h\ < rļ, būs izpildīts notei
kums 

Zīra. 16. 

/ ( a - / « ) < / ( « ) > / ( « + 

tā tad f(a) ir dotās funkcijas 
maksims. 

Zīmējumā 16, kā redzam, 
rj ir daudz mazāks. Nav jā
ņem rļ vērtība, kas dotā gadi-
jumā būtu lielākā pielaižamā; 
to var ņemt arī pēc patikas 
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mazu, 

/ ( * ) 

Jēdzieni funkcijas maksims un minims neattiecas uz funkcijas 
vērtību kopību dotā intervālā (a, p), bet tikai uz tās vērtībām 

pēc patikas šaurā x = a ap
kārtnē. Funkcijai f(x) var 
būt dotā intervālā vairāki 
maksimi vai minimi un starp 
šiem maksimiem vai mini-
miem tad var būt lielākais 
maksims, vai mazākais mi
nims. Zīmējumā 17. funkcijai 
f(x) ir vairāki maksimi un 
minimi. Lielākais maksims ir 

f(a\ vietā x = a un mazā
kais minims f(b) vietā x — b. 

Z i m ' 1 7 ' Funkcijas f(x) maksima 
un minima vērtības sauc par e k s t r ē m ā m v ē r t ī b ā m . 

Pieņemam, ka funkcija f(x) intervālā (a, 3) ir vienvērtīga, nepār
traukta un ka tai intervāla («. P) katrā vietā ir īsta un galīga atvasinātā. 
Ja šai funkcijai vietā x — a ir maksims, tad iā šinī vietā pāriet no 
augšanas dilšanā. 

Funkcijas f(x) starpību kvocients tad pa kreisi no a ir 

f(a - //) - f{a) Q 

— h 

un starpību kvocients pa labi ir 

f(a + h) - f(a) Q 

h 

Kad h —> 0, tad šiem starpību kvocientiem, saskaņā ar pieņē
mumu, ir tikai viena robežvērtība un tā kā tā nevar būt vienā laikā 
pozitiva un negativa, tad šī robežvērtība var būt tikai 0. Tā tad, ja 
funkcijai f(x) vietā x = a ir maksims, tad 

/ ' ( « ) = 0. 

Ja funkcijai f(x) vietā x = b ir minims, tad starpību kvocients 
pa kreisi no b ir negativs un pa labi pozitivs. Ar h -> 0 šiem star
pību kvocientiem ir viena un tā pati robežvērtība, un tā var būt tikai 0 
Tā tad arī, ja funkcijai f(x) v ie tā . * = b ir minims, tad 

f\b) = 0 . 
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/ ( « - A) > 0 
f(a) = 0 
/ ' ( « + //) < 0 

(A ļoti mazs) ( a ) 

un funkcijai f{x) vieta x = a ir minims, ja 

(A ļoti mazs) (p) 
f (a — A) - < 0 
/ ' («) - - 0 

-ļ- /i) > 0 , 

P i e m ē r s . 

/(*) = 2x3 - 3 * 2 - f 6 (1) 

/'(*) = 6x'2 — 6.v = 6^r ( * — 1). (2) 

Pielīdzinot / ' (#) = 0, dabūjam: 

6 . r ( * — 1) = 0 
un 

xx = = 0 un # a = a 2 — !• 

Ar šīm A : vērtībām funkcijai /(*•) ir ekstrēmas vērtības. Pieņemam, 
ka A ir ļoti mazs pozitivs skaitlis, tad (0 — A, 0 + A) ir vietas 
x = 0 apkārtnē. 

Ar ax = 0 no (2) dabūjam: 

f(ax — h) = /'(0 - A) = - 6 A ( - A - 1) > 0 

/ ' ( « i + * ) = / ' ( 0 + h) = 6A(A - 1) < 0 [jo (A - 1 ) < 0]. 

Saskaņā ar augšējo redzam, ka ar xx = 0 funkcijai f(o) ir maksims 
un tā vērtība ir / ( o ) = 

6 

No augšējā redzams, ka j a f(x) i n t e r v a 1 ā (a, p) i r v i e n v ē r • 
U g a , n e p ā r t r a u k t a , u n t a i š i n ī i n t e r v ā l ā v i s ā s v i e 
t ā s i r ī s t ā s u n g a l ī g a s a t v a s i n ā t ā s , t a d v i e t a s .v, 
k u r f u n k c i j a f(x) d a b ū e k s t r ē m a s v ē r t ī b a s , j ā m e k l ē 
n o l ī d z i n a j u m a 

/ ' ( * ) = 0 

s a k n ē s . Ja viena no saknēm ir v = a un f(a) ir maksims, tad 
no x = a — h līdz x = a funkcija f(x) ir augoša un no x = a 
līdz x = a -\- h funkcija /(.*) ir dilstoša; tādēļ f\a — A) jābūt 
pozitivai vērtībai, bet f\a + A) negatīvai. Pretējā gadijumā f(a) 
ir rninims. 

Tā tad funkcijai f(x) vietā x = a ir maksims, ja 
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f'(a2 - //) = /'(! - li) = 6(1 - //) [(1 - A) - 1] = 6 (1 - / * ) . — / / < 0 

/ ' ( a 2 4 - //) = / ' ( ! + • //) = 6 (1 + It) [(1 + //) - 1] = 6(1 4 - li) li > 0. 

Tā kā / ' ( « — //) < 0 un 
/ ' ( « 4 - //) > 0, tad, saskaņā 
ar augšējo, vietā r 2 = 1 
funkcijai f(x) ir minims un 
tā vērtība ir 

/ ( 1 ) = 2 . 1 3 - 3 . 1 2 4 - b=b-L 

Augšējo noteikumu ģeo
metriskā nozīme ieskatāma 
zīmējumā 1 8 : vietā x = a 
funkcijai f(x) ir maksims. Zim. 18. 

Noteikums / ' ( a — A ) > 0 
izteic, ka līknes pieskares virziena koeficients vietā a — h ir pozi-
tivs; noteikums f'(a) — 0 izteic, ka līknes pieskare vieta * = a i r 
paralēla x asij un noteikums 
/ ' ( a - f - i ) < 0 izteic, ka līknes \j 
pieskares virziena koeficients 
vietā a 4 - h ir negativs. 

Minima gadijums parā
dīts zīmējumā 19. Se tg Ta_/, 
ir negativs; tg i n = 0 un 
tgT„-ļ_A ir pozitivs. Kā re
dzam zīm. 18., m ā k s i m a 
g a d i j u m ā f u n k c i j a s f(x) 
a t v a s i n ā t ā J'{x) i e t n o 
p o z i t i v ā m v ē r t ī b ā m 
c a u r 0 u z n e g a t i v ā m 
v ē r t ī b ā m , b e t m i n i m a 
n o n e g a t i v ā m v ē r t ī b ā m 
t ī b ā m. 

Zīmējumi 20. un 21 . rāda, ka var būt gadijumi, kad f(x) dabū 
maksima vai minima vērtības ari ja /'(•*) = c o . 

Zīm. 19. 

g a d i j u m ā ( z ī m . 19.) f'(x) i e t 
c a u r 0 u z p o z i t i v ā m v ē r • 

Ar x2 = a2 = 1 no (2) dabūjam: 
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Pirmajā gadijumā f'(a) = oo un funkcijas f(a) vērtība ir mak-
sims. Otrā gadijumā arī f'(a) = oo un funkcijas f(a) vērtība ir 
minims. 

Zīm. 20. Zīm. 2 1 . 

Še maksima gadijumā f'(x) iet no + vērtībām caur oo uz — 
vērtībām un minima gadijumā no — vērtībām caur oo uz -(- vērtībām. 

P i e m ē r s . 

/(*) - \!{2ax - . r a ) 3 

3 ]/x(2a — x) 

Ja liekam f'(x) = 0, tad dabūjam : 

x = a. 

Vai ar šo vērtību f(x) ir maksims vai minims, jāizpēta, kā agrāk 
norādīts. Pētijums rāda, ka 

s 
f(a) — a]j a 

ir maksims. 

No f'(x) izteiksmes redzams, ka f\x) = oo ar 

xx = 0 un x2 — 2a. 

Apskatīsim, vai f(x) vietā xx = 0 ir maksims vai minims. Veidojam 

/'(*! - A) = / ' ( 0 - h) = - + < 0 , 

3ļ/A(2a+A) 
/ ' ( * ! + A) = / ' (0 + A) = . 3

4 ( g ~ * } > 0, (A < a), 

ļ/A(2a - A) 
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Zīm. 22. Zīm. 23. 

Zīmējumos 22. un 23. funkcijas atvasināta /'(a) = 0 un zīmēju
mos 24. un 25. funkcijas atvasinātā / ' ( « ) = »• 

Zīm. 24. 

i a -i 

Zīm. 25 . 

Tā kā /'(x) iet no negativām vērtībām caur a> uz pozitivām vērtī
bām, tad vietā x = 0 funkcijai f(x) ir minims un šī minima vērtība ir : 

/(0) = 0. 

Izdarot līdzīgu pētijumu ar , r 2 = 2a, dabūjam, ka 

/(2a) = 0 
arī ir minims. 

Ja /'(a) = 0 vai /'(a) = oo, bet f(a — h) un /'(a + //) ir ar 
vienādām zīmēm, tad vietā x = a funkcijai / (x ) nav ne maksims, ne 
minims. Šādā gadījumā funkcijai / ( . v ) vietā x = a ir i n f l e k s i j a s 
p u n k t s . Infleksijas punktu ģeometriski attēlojumi parādīti zīmēju
mos 2 2 . - 2 5 . 
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Kā redzam, visos šinīs gadijumos funkcijas atvasinātā, ejot caur 
0 vai cc, nemaina zīmi. P u n k t s M i r i n f l e k s i j a s p u n k t s . 
Infleksijas punktus tālāk apskatīsim plašāk. 

Augstāk attīstītais paņēmiens pazīmes noteikšanai, vai funkcija 
f(x) vietā x = a ir maksims vai minims, nav ērts pielietošanā. Paro
cīgāks ir šāds paņēmiens: 

Pieņemam, ka funkciju f(x) apskatam intervāla (o, ¡5) vietā x, kur 
tai ir maksims vai minims un ka šajā intervālā f(x) un arī tās n 
atvasinātās ir vienvērtīgas un nepārtrauktas funkcijas. 

Kā agrāk redzējām, maksima gadījumā 

f(x — h) —f(x)< 0 un arī f(x-\- h) — f(x) < 0. 

Še /; ir bezgalīgi mazs lielums. Ja uzskatam h par lielumu, kas var 
pieņemt negativas un pozitīvas vērtības, tad maksima gadījumā 

/(* + /,) -f(x)<0, 

tā pat dabūjam minima gadijumā 

/(* + h) - / ( * ) > 0. 

Izvirzot f(x -4- h) ar Teilora formulu, dabūjam 

f(x + h) -f(x) = + 'Ļ f"(x) + ^ f"'{x) + + R. 

Saskaņā ar augšējo, maksima gadijumā jābūt : 

~f'^) + Y/'{X) + ^f"\x) + + R < 0. (a) 

Šai izteiksmei jābūt izpildītai kā ar pozitiviem, tā arī ar negativiem //. 

Izteiksmes (a) kreisās puses pirmais loceklis ir pirmās kārtas bez
galīgi mazs, tālākie locekļi, otrās un augstākas kārtas, bezgalīgi mazi 
lielumi un kā zināms no bezgalīgi mazu lielumu teorijas 

i h f(x) i > ļ + ~ r ( * ) + + R ! (?) 

Šī izteiksme rāda, ka loceklis hf'(x) noteic izteiksmes (a) kreisās pu
ses zīmi. Tā kā pirmajā loceklī h ir pirmajā kāpē, tad šis loceklis 
maina zīmi, kad // maina zīmi un tādēļ līdz ar /; maina zīmi arī iz-
t e i k s m e s ( a ) kreisā puse. Ja vietā x funkcijai f(x) ir maksims vai 
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minims, tad izteiksmes (a) kreisās puses zīme nav atkarīga no li zīmes, 
tādē) šādā gadījumā jābūt : 

h f'{x) = 0. 

h nav 0, tā tad vietā, kur funkcija f(x) ir maksims vai minims, jābūt 

f'(x) - 0. 

To ievērojot, vietā kur funkcijai f(x) ir maksims, izteiksme (a) dabū 
veidu: 

+ + + R < 0. (Y) 

Še atkal 

ļ 2 ! ^ ) ļ > ļ 3 ! + + R \ ( § ) 

un loceklis 2 i / " ( v ) noteic izteiksmes (y) zīmi; tā ka // ir kvadrāta, 
ft3 

tad locekļa -^/"(x) zīme, un ta tad arī izteiksmes (y) kreisas puses 
zīme, nav atkarīga no h zīmes, bet gan no f"{x) zīmes. Ja f"(x) ir 
negativa, tad izteiksme (y) ir izpildīta un tad šinī vietā funkcijai f (v) ir 
maksims. Tā tad, ja vietā x funkcijai f(x) ir maksims, tad 

f'(x) — 0 un / " ( * ) < 0. 

Pielietojot šo paņēmienu funkcijas /(.v) minima gadijumā, viegli 
ieskatāms, ka ar x vērtību, kas atbilst /(.v) minimam, jābūt : 

f'{x) = 0 
un 

/ " ( * ) > o . 

Tā tad redzam: l a i d a b ū t u v i e t u v a i v i e t a s , k u r f(x) 
i r m a k s i m s v a i m i n i m s , j ā a t r i s i n a n o l ī d z i n ā j u m s 

fix) = 0. 

Š ī n o l ī d z i n a j u m a s a k n e s 

Xļ = flj , Xņ = = <?2 Xtl ~~ 

a t b i l s t t ā m v i e t ā m , k u r f u n k c i j a i f(x) i r e k s t r ē 
m a s v ē r t ī b a s . L a i i z š ķ i r t u , v a i k ā d ā v i e t ā , p i e 
m ē r a m Xļ = av f u n k c i j a i / ( a j i r m a k s i m s v a i m i 
n i m s , v e i d o j a m f"{x) u n j a / " ( o : ) < 0, t a d v i e t ā a x 
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P i e m ē r s . 
lx 
x ' 

X \-~lx \-lx 

Liekot 

y = 0, 

f u n k c i j a i f(x) i r m a k s i m s , b e t j a f"(ax) > 0, t a d 
v i e t ā ax f u n k c i j a i f(x) i r m i n i m s . Gadijumu f"(ax) = 0 
apskatīsim vēlāk. 

P i e m ē r s . 

y — f(x) = 2.r3 - f 3.v2 - 36.v + 1. 

Dabūt vietas, kur šī funkcija dabū ekstrēmas vērtības, kā arī y m a x 

un y,nin • 

Veidojam 

f'(x) - 6 .r 2 + 6.r - 36 = 0. 

Šī nolīdzinājuma saknes ir 

xx = 2 un v 2 = — 3, 

nn tās atbilst dotās funkcijas / ( . v ) ekstrēmu vietām. 

Veidojam 
/ " ( * ) = 12.v + 6. 

Tā kā ar xx = 2 

/ " ( 2 ) = 1 2 2 + 6 = 18 > 0, 

tad vietā xx = 2 

/ ( 2 ) = 2 . 23 + 3 . 2 2 — 36 2 + 1 = — 43 

ir minims Tālāk : 

/ " ( - 3) = 12 - 3 + 6 = - 3 0 < 0 ; 

tā tad vietā x = —3 

/ " ( - 3) = 2 . ( - 3 ) 3 4- 3 . ( - 3 ) 2 - 36 - 3 4 - 1 = 82 

ir dotās funkcijas maksims. 
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dabūjam 
1 — lx = 0 
v — e. 

Vietā x = c dotai funkcijai ir ekstrēma vērtiba. Lai izšķirtu, vai tā ir 
maksims vai minims, veidojam : 

y" = / " ( * > = - - ^ L
r . = ^ r - ; 

Tā kā /" (« ) ir negativa, tad vietā * = e dotai funkcijai ir maksims 
un šī maksima vērtība i r : 

ye=He) = 7 = y . 

Var gadīties, ka nolīdzinājuma / ' ( * ) = 0 sakne x — a padara arī otro 
atvasināto f'(x) šai vietā par 0, t. i. f'(a) = 0. Tad 

fla + h) -f[a) = ~f"'(a) + + R. 

Šīs izteiksmes labā pusē maina zīmi, ja h maina zīmi. Ievērojot 
agrāk teikto, vietā x=a funkcifai/(x) nav ne maksims, ne minims, bet gan 
i n f l e k s i j a s p u n k t s a r p i e s k a r i , p a r a l ē l u x a s i j . 

Ja vietā x = a dabūjam : 

f'(a) = 0, f"(d) = 0 un arī f"\a) = 0, 
tad 

/(« + h) -f{a) = ~ / ' V ( B ) j . +R. 

Šīs izteiksmes zīme nav atkarīga no h zīmes, tādēļ vietā x = a 
funkcijai / ( * ) ir ekstrēma vērtība; tā ir 

maksims, ja / I V ( « ) < 0, 
minims, ja / I V ( « ) > 0. 

Vispār varam teikt: j a v i e t ā x = a 

f(a) = 0; / " ( « ) = 0 . . . / ( " - 1 > ( a ) = 0 un / " ( f l ) g o , 
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k u r n i r p ā r a s k a i t l i s , t a d f u n k c i j a i f(x) vietā x = a i r 
e k s t r ē m a v ē r t ī b a , p i e k a m , j a / " ( a ) < 0 , t a d f(a) i r m ā k 
s i m s un j a / " ( a ) > 0 , t a d m i n i m s . J a n i r n e p ā r a s k a i t l i s , 
t a d f u n k c i j a i /(.v) v i e t ā . x = a n a v e k s t r ē m a s v ē r t ī b a s , 
b e t g a n i n f l e k s i j a s p u n k t s a r p i e s k a r i p a r a l ē l u v 
a s i j . Par infleksijas punktu būs runa arī vēlāk. Gadijums, kad 
funkcijai f(x) var būt ekstrēma vērtība vietā x — b, kur f'(b) = oo, 
apskatāms, kā agrāk norādīts. 

59. Vingrinājumi. 

1) y = x3 — 6x2 4 - 9.v 4 5 ; vietā xx = 1, f{x) ir maksims; 
vietā x2 — 3, f(x) ir min. 

n . 1 — x + x2 1 , . . 3 
2) y = ļ - -Ļ x _ Y 2 : v i e t a * = T' / ( * ) i r »»»• ->W» = T -

3) Noteikt vaļēja cilindriska trauka izmērus (radius r un aug
stums h), lai ar doto trauka virsmu 5 tā tilpums būtu maksims. 

Atb. : r = h = 4=-
1/3TČ 

4) Svaru W (zīm. 26.) paceļ ar p 
sviru, pieliekot sviras galā spēku F. ŗ- >oc 1 
Svara W attālums no sviras atbalsta A| ~ ļ i 
punkta ir a. Sviras svars uz tekošā cen- y/ 
timetra ir w kg. Kādam jābūt sviras Z j m 26 
garumam x, lai spēks F būtu min"? 

= ļ / -Atb * = | / ^ i f c m . 

B B 

h OC -i 

Zīm. 27. 

5) Kādam jābūt ēkas garu
mam x (zīm. 2 7 ) un platumam y, 
kuras lau.ums F — x .y ir dots, lai 
ārējo un starpsienu garums būtu min ? 

2 
Dots arī = -=-x ; 

o 
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Dzelzceļa Hnij 

Zim. 28. 

vērtības, kur b un // ir 
Siju veidojam no apaļa 
koka ar diametru d 
(zīm. 29.). Kādam jā
būt sijas platumam r, 
lai tās nestspēja būtu 
maksims ? 

2 8 ) starp punktiem M un N 
jāatrod atzarojumu līniju 
CPļ un CP2 kopējais pie
vienošanas punkts C tā, lai 
CP1 + CP2 būtu minims. 

Atb. : leņķiem a un 13 
jābūt vienādiem. 

7) Sijas nestspēja ir 
atkarīga no izteiksmes b№ 

sijas šķērsgriezuma platums un augstums. 

Atb. : x = 
1/3 

Zim. 29. 

S e p t ī t ā n o d a ļ a . 

Diferenciālrēķinu pielietošana ģeometrijā. Diferencial-
ģeometrija I. 

60. Līkņu nolīdzinājumu veidi. 

Līkne dota plaknē ar šādiem nolīdzinājumu veidiem: 

y=f(.x) (1) 

F(x,y) = 0 (2) 

y = № i { ) 

r =/(<?). (4) 

Nolīdzinājurai (1), (2), (3) dod līkni ortogonālās koordinātās un nolī-

dzinājums (4) — polarkoordinatās. Nolīdzinājumus (3) sauc par 
l ī k n e s n o l ī d z i n a j u m i e m p a r a m e t r i s k ā v e i d ā . Izslēdzot 
parametru / no nolīdzinājumiem (3), dabūjam nolīdzinājuma veidu 
(1) vai (2). 



Diferencialgeometrija I 61 91 

Ja augšējās funkcijas ir vienvērtīgas, tad dabūjam vienu līkni, 
bet ja, piemēram, nolīdzinājumā (1) y ir vairākvērtīga funkcija, tad 
katram funkcijas zaram atbilst līknes zars. 

Līkņu iedalīšanas pamatā liek veidu 

F(x, y = 0. 

Ja F(x, y) ir algebriska funkcija, tad to var arvienu pārveidot tā, 
ka nolīdzinājumā loceklī dabū veidu Am „ .y", kur m un n ir 
pozitivi veseli skaitļi vai 0, bet AllhH — reāli koeficienti. 

Lielāko summu m + n sauc par n o l ī d z i n ā j u m ā k ā p i un 
ar šo nolīdzinājumu doto līkni — p a r a l g e b r i s k u m 4 - » k ā r t a s 
l ī k n i . L ī k n i , k u r a s n o l ī d z i n ā j u m s , a t t i e c ī b ā uz x un 
y, n a v a l g e b r i s k s , s a u c p a r t r a n s c e n d e n t u l ī k n i . 

Lai izšķirtu, vai parametriskā veidā dotā līkne ir algebriska vai 
transcendenta, nolīdzinājums jāizteic veidā (2). 

61. Līknes pieskares nolīdzinājums ortogonālās koordinātās. Kā 
jau zinām, ja dots līknes nolīdzinājums 

y = /(*). 

tad virziena koeficients pieskarei, kas iet caur līknes punktu P— x\y, 

ir / ' ( * ) vai arī ^ (zīm. 30.) 
dx 

Pieskares t nolīdzinājumu dabū
jam ievērojot, ka pieskare t iet caur P, 

dy 

y 

un tas virziena koeficients ir 
dx' 

Apzīmējot pieskares tekošās koor
dinātas ar Ķ, r), dabūjam pieskares 
nolīdzinājumu punktā P = x | y Q 
veidā: 

Zīm. 30. 

vai ari 
TJ — }' = /1? — - T ) . 

P i e m ē r s . Dots parabolas nolīdzinājums: 

( l a ) 
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x = ©(/) ) 
y = + (0 I 

Tad 

rf.r = »'(f)<# un rt> = <b'{t)dt. 

Ievedot šis vērtības pieskares nolīdzinājumā (3), dabūjam: 
_ rļ - <!>(/) 

<?V) " +'(/) ' 
P i e m ē r s Dota līkne parametriskā veidā: 

1 — fi 
x = a T+~t2 

/ ( 1 - t 2 ) 
y = a Y+t* 

*'</> = 

( 3 - ) 

(1 + Z 2 ) 2 ' 
1 — 4/2 — 

Ievedot šīs vērtības nolidziūājumā ( 3 a ) , dabūjam pieskares nolīdzinājumu. 

meklēts pieskares nolīdzinājums. Tā kā 

y y 

tad ievietojot y' izteiksmi nolidziūājumā ( l a ) , dabūjam pieskares 
nolīdzinājumu 

V ~ y = J (S - v). 

Šo nolīdzinājumu pārveidojot, dabūjam 

• y — y~ = — px 
y2 — 2px. 

Saskaitot augšējos nolīdzinājumus, dabūjam parabolas pieskares no-
līdzinājumu veidā: 

riy = p (5 + .v). (2) 

Nolīdzinājumu (1) pārveidojot, dabūjam: 

1 7 , - < 3 > 

Pēdējais nolīdzinājums pielietojams, ja līkne dota parametriskā veidā: 
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Pieskares virziena koeficients ir 

1 — 4/2 - t* 

93 

dy 
dx 4t 

62. Liknes normales nolidzinājums ortogonālās koordinātās. 
Taisne n, I pret pieskari t līknes 
punktā P, ir līknes n o r m a 1 e. y 
(Zīm. 31.) 

Tā kā pieskares / virziena koefi-
dy 

cients ir ~ vai y', tad normales 
ax 

virziena koeficients ir 

1 dx 
r vai — -r-, 

Zīm. 31. 
jo normale ir pret pieskari. 

Tā tad normales nolidzinājums līknes punktā P — x\y ir 

1 - J = - y Ū - -v) 

vai ari 

^ — y - d X (F - x) 
dy U % ) 

Pārveidojot, dabūjam normales nolīdzinājumu 

(D 

( l a ) 

0 b ) 

kas pielietojams, ja līkne dota parametriska veida. Galīgi normales 
nolidzinājums dabū veidu: 

rj - <b(t) 

P i e m ē r s Parabolai 

+ ' (0 ' 
(2) 

dabūjam 

^ = -ō-

y = .v. 
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Šo vērtību ievietojot nolīdzinajumā ( 1 ) , dabūjam parabolas normales 
nolīdzinājumu punktā P = x\y 

r}—y= — -Ļ (š — x). 

P i e m ē r s . Līkni, dotu parametriskā veidā 

x = at — b sin / = cp(/) 
y — a — b cos / = ty(t), 

sauc par c i k 1 o i d u. Še 

dx = ?'(/) dt 
dy = <Ļ'(t) dt •• 

(a — b cos /) di 
Z» sin / dt. 

Ievietojot šīs izteiksmes nolī
dzinajumā ( l a ) , dabūjam cik
loīdas pieskares nalīdzinā-
jumu. 

63. Pieskare, normale, 
apakšpieskare (subtangente) 
apakSnormale (subnormale). 
Līknes y = f(x) punktā 
M = x\y velkam pieskari / 

Zim. 32. un normāli n (zim. 32. ) . 

Zemāk minētiem nogriežņiem pieņemti šādi nosaukumi: 

TM = T = pieskares garums 
NM = N = normales 
TP = st apakšpieskare (subtangente) 
PN = s„ apakšnormale (subnormale). 

Ja pārpratums izslēgts, tad nogriezni TM sauc vienkārši par pieskari 
un NM par normāli. 

Kā zinām, 
tan t = y' 

Zīmējumā redzam, ka 
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Ta tad: subtangente 

st = yr, ( i ) 

subnorrnale 
*n = y y' (2) 

Tālāk: 

TM* = TP* +y*; tā tad 7 = ļ / J / M T ? = ļ / ^ 2 + ^ 2 

T = jr\\ + )•'*• (3) 

Beidzot 

* M 2 = y 2 + 2 ; .V = V J = Vy2 + (^>'')2 

jv = y ļ/r+~y2- (4) 
Ja līknes nolīdzinājumi doti parametriskā veidā, tad, pārveidojot for
mulas (1), (2), (3) un (4), dabūjam: 

5<=* dy ( 1 3 ) 

*«=y % _ (2° ) 

y ]ldx* + df-
A - dx ( 4 } 

dx, dy un y dabūjam no līknes nolīdzinājumicm. 

Pieskares T un normales .ATgarumus ņem kā absolūtus lielumus. 
T un N izteiksmēs saknes tādēļ jāieved ar tādu zīmi, lai izteiksmes, 
(3), ( 3 " ) , (4) un ( 4 " ) dotu pozitivus lielumus. 

A p a k i p i e s k a r e 5 un a p a k š n o r m a l e s„ u z s k a t a m a s 
p a r r e l a t i v i e m l i e l u m i e m . T i e i r p o z i t i v i , j a v i r z i e n s 
TN a t b i l s t : x a s s p o z i t i v a m v i r z i e n a m , k ā p a r ā d ī t s z ī m ē 
j u m ā . P r e t ē j ā g a d ī j u m ā 5 ; un s„ s k a i t ā m i k ā n e g a t i v i 
l i e l u m i . Lielumus st, s„, T, N sauc par p i e s k a r š a n ā s e l e 
m e n t i e m un tos bieži pielieto pieskares un normales konstrukcijās. 

P i e m ē r s . 
. , o . . . . , P 
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Ta tad p a r a b o l a s s u b n o r m a l e i r p a s t ā v ī g s l i e l u m s , 
turpretim 

p_ p 

y 
P 

y, \ 
M 

y n 

0 

Zīm. 33. Zīm 34. 

Tā tad p a r a b o l a s a p a k š p i e s k a r e v i e n l ī d z ī g a d i v 
k ā r š a i p i e s k a r š a n ā s p u n k t a a b s c i s a i . Ar šīm īpašībām 
norraales un pieskares konstrukcijas parabolai, kā redzam zīm. 33. un 
3 4 , ir ļoti vienkāršas. 

P i e m ē r s . Ķēdes līnijas nolīdzinājuras i r : 

X X 

y = ļ ( / + e ~ a ) 

Šīs līknes ģeometrisks attēls parā
dīts zīmējumā 35. 

Še 

.. i/^-r—7« _ .. y _ y-

un 

tā tad 
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64. Līknes pieskare, normale, apakSpieskare un apakSnormale 
polarkoordinatās. 

Līknes nolīdzinājums po- y ± 
larkoordinatās ir 

r - /(<p) = OM. 

Še (zīm 36.) MT ir līknes 
pieskare punktā M. Punkts 
M ortogonālās koordinātās 
tad dots ar 

x = r cos z>; y = r sin 
Zīm. 36. 

Otrādi: ja punkts M dots 
ortogonālās koordinātās, tad tā polarkoordinatās i r : 

arc tg y 

jo 

Zīmējumā redzam : 

Tad 

tg ? = Z . 

t — a. 

Pārveidojot dabūjam: 

— t g t — tg cp 

1 + t g X . t g <p ' 

Z 

1 _ L ļl 1. 
dx' x 

tg X 
x dx -\- y dy' 

Šo izteiksmi vēl pārveidojam. Tā kā 

r* — x2 4- yi, 

rdr~xdx-\-y dy. 

(te A- d[y — y dx 
cos 2 <ŗ> — # 2 

tad 

Tālāk 

(1) 

(2) 
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OT st . , r 

tā tad 

Tā lāk : 
*/ = 7 (5) 

** r . , r 

Zīm. 37, tā tad 

Viegli ieskatāms, ka 
(6) 

un 

r = ļ/ r2 + A (8) 

T un N u z s k a t a m i k a a b s o l ū t i l i e l u m i , t ā d ē ļ f o r 
m u l ā s s a k n e s j ā ņ e m a r t ā d u z ī m i , l a i T u n N i z » 

Tā kā 
X 2 = r3 cos 2 cp, 

tad dabūjam 

r2 (/cp = x dy — y dx. (3) 

Ievedot nolīdzinājumā (1) attiecīgās vērtības no (2) un (3), dabūjam 

t g X = ̂ £='=4. (4) & rdr dr r' w 

</cp 

Zīmējumā 37 parādīti pieskaršanās elementi polarkoordinatu 
sistēmā. 

O p o l s ; O . t p o l a r a s s ; NT _ļ_ r. 

Līknes nolīdzinājums: r = /(cp). 

OT = st p o l ā r ā a p a k š p i e s k a r e 

ON = 5 W p o l ā r ā a p a k š n o r m a l e . 

TM = T p o l ā r ā p i e s k a r e . 

NM = N p o l ā r ā n o r m a i e . 

Zīmējumā redzam, ka 
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n ā k p o z i t i v i . s„ u n st i r r e l a t ī v i l i e l u m i , p o l a r -
s u b t a n g e n t e i r p o z i t i v a , j a t ā a t r o d a s p a l a b i n o 
v ē r o t ā j a , k a s s k a t ā s r ā d i u s a v e k t o r a v i r z i e n ā ; 
p o l a r s u b n o r m a l e t u r p r e t i m i r p o z i t i v a , j a t ā a t 
r o d a s p a k r e i s i n o v ē r o t ā j a . 

P i e m ē r s : 

r = a<p. (Archimeda spirāle) 

r> — a. 
Polarsubnormale 

•II — ' — "> 

s p i r ā l e s s u b n o r m a l e i r p a s t ā v ī g s 

(hiperboliska spirāle) 

r' 

s, = 

Tā tad h i p e r b o l i s k ā s s p i r ā l e s p o l a r s u b t a n g e n t e 
i r p a s t ā v ī g s l i e l u m s . 

65. Loka diferenciāls ortogonālas koordinātās. Dota līkne 
y = / ( # ) ; tās attēls zīmējumā 38, lai būtu līkne C. 

Iedalām loku starp K un L ^ 

pēc patikas n daļās. Caur dali' 
jumu punktiem ierakstam poli* 
gonu. Poligona malu starp dali-
juma punktiem r — 1 un r apzl- 2 tm. 38 . 
mējam ar c r . 

Līknes loka garumu s starp punktiem K un L definē ar šādu 
Izteiksmi: 

« 
S — 1im 2 r c r 

Pieradijurtls par šādas robežvērtības esamību tiks dots integrālrēķinos. 

tā tad A r c h i m e d a 
l i e l u m s . 

P i e m ē r s . 

r 

a 

r~ 
r 

r 
— a. 

7* 
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0) 

Loka garums M0M = s 
no nekustīga punkta M0 līdz 
mainīgam punktam 71/, kā 
ieskatāms, ir vienvērtīga funk
cija no x, t. i. 

s = F(x) 

Pati funkcija FĻx) nav zināma, 
bet tās diferenciālu varam no
teikt. 

Ja skaitam loku uz līk
nes C no punkta M0, tad 

loks M0M = 5 . Abscisas pieaugumam Ax=h atbilst loka pieaugums 

MM' = As. Pieņemam, ka As ir ieliekts pret augšu, kā parādīts zīmē
jumā. MQ un QM ir pieskares līknes punktos M un M!. Saskaņā 
ar ģeometrijas aksiomu 

Zīm 39. 

Tā kā 

tad 

MM' < As < MQ + QM' 

MQ + QM' < MR' 4- A'M', 

MM' < As < 71/7?' 4- Z ? W (a) 

Jl/A/' = l/Tl̂ TV̂  4- ~NM'2 = ]//?2 4- [/(.r + h) — /(*)]« = 

= V/'2 + [///'(* + W ) ] 2 = A Vl 4- / ' ( * + W 2 . ((»). 

A//? = l/Aa 4 NW* = |///2 4- w = A l/l 4- /'(*)a. (r) 
tf'AT = /V/tf' - 7V7?' = / ( . Y 4- h) - f(x) - h/'(*) = 

= /'/'(*) 4 - ~/'\x + M ) - * / ' ( * ) = £f»(x 4 - B l A) . (5) 

Ievedot izteiksmes (p), (y), (&) nevienlīdzībā (a), dabūjam: 

Afr+ /'(* 4- 67/)2 < As < A ]/l 4- /'(*)2 4- -J-/" (* 4- 8-A). («) 

Pieņemam, ka funkcija 

y = f(x) 

attēlota zīmējumā 39 ar līkni C. 
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Nodalot ar />, dabūjam : 

l'i + 7 ' ( . v + mi? < j<}'V~-T/'Ģ? + A / " ( . v + h,//). (•/.) 

Ja f ' ( x ) ir nepārtraukta funkcija un // 0, tad nevienlīdzības (x) ārējās 
izteiksmes tiecas uz robežvērtību 

Vl + f'(x)\ 

Saskaņā ar robežvērtību teorēmu tad 

A - > 0 « 
vai arī 

un 

ds = V"i~+~7V) ^ = / 2 dx. (2) 
Pārveidojot dabūjam : 

ds = ļ/l + (g)2 rf.r = Vrf*»~+~</̂. ( 2 - ) 

Formulas (2) lieto, ja likne dota ar nolīdzinājumu y = /(.r), bet ja 
līkne dota parametriskā veidā, tad lieto formulu ( 2 a ) . 

Formulu (2) un ( 2 a ) saknes jāņem ar + zīmi, ja loka garums s, 
ar punkta M abscisu vienā laikā aug vai dilst. 

No izteiksmes (E) dabūjam : 

a 5 < /, ļ/rT7W 2-r- + V ' ) ; 
no (2) dabūjam : 

ds = /;ļ/r + 7W- (dx = h) 

No šīm izteiksmēm dabūjam 

- ds < ļ f " ( x + 0,/!). 

Še //2 ir otras kārtas bezgalīgi mazs, tā tad starpība 

As — 

ir vismaz otras kārtas bezgalīgi mazs lielums. 
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Apzīmējot chordu MM' ar c, no ( ¡ 1 ) redzams, ka 

c = h]/l + f\x + Mf. 

Nodalot izteiksmi (e) ar c, dabūjam 

1 < A 5 < VL±J_1(X? _ + A _ / ' _ J Z + f J i Ā j_ 
c + / ' ( * + flAj* 2 ļ/l + / ' ( * + 6/z)2' 

Ja A - • 0, tad augšējās izteiksmes labā puse tiecas uz 1, tādē] arī 

lim — = 1. 
A - * 0 c 

Šī izteiksme dod iespēju secināt, ka arī loka un chordas garuma star
pība, ar bezgalīgi mazu //, ir otras kārtas bezgalīgi mazs lielums. 

P i e m ē r s . 

y = x2; y' — 2.r 

ds = ļ/l + y a afe = ļ/l + (2*j»rf* . 

P i e m ē r s 

* = r/ - r sin / ļ ( d k l o i d a ) 

y — r — r cos / ļ 

dx = ( r — r cos /) rf/; 

dy = r sin / dt; 

rfs = ļ/rf* 2 + dy2 = yta([ — c o s / ) a + ( r ' s in tf.dt = 

= r 1/(1 — cos/) 2 + s i n 2 / ^ / = r V l — 2cos/ + cos 2 / + s in 2 / <// = 

= r 1/2(1 — 2cos/) <# = r ļ / 2 2 s i n 2 y <//; 

= 2 r s i n rf/. 

66. Loka diferenciāls polarkoordinatās. Ja līkne dota ar no-
līdzinājumu (zīm. 40) 

r = /(?), 
tad 

x = r cos cp; dx = </r cos -f r sin cp rfcp 

V = r sin cp; «J? = <rVsin cp + rcoscp rfcp. 
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Zim. 40. 

ds =: \'ra 4- r'2d'f. (1) 

P i e m ē r s : 

r = acp (Archimeda spirāle). 

r = 1% = a ' 

ds = a]/ 1 4 - cpa </cp. 

67. Ieliektas, izliektas liknes. Infleksijas punkts. Dota funkcija 

y --- /(*)• 

Tās ģeometriskais attēls zīmē
jumā 41 ir līkne C. Velkam pie
skari liknes punktā M0= xo\ y0. 
Ja apzīmējam pieskares tekošās 
koordinātas ar x un TJ, tad tās 
nolīdzinājums i r : 

TJ — y0 = f'(xo) (x — xo) 

vai arī 

Zim. 4 1 . r, = / ( . r 0 ) 4- A/•'(*»). ( I ) 

Līknes C ordinata punktā M i r : 

Aa A3 
^ = / ( * 0 4 - A ) = / ( * 0 ) + ŗ ļ/ ' ( *o )+ 2 ļ/ w (*o) + 3 ļ / > 0 ) + -.+A'- (2) 

Apzīmējam: 

8 = y — T). (3) 

Pieņemam, ka intervālā (*„ — It, x0 4 - A), 8 ir 0 tikai vietā x = *„. 
Ievērojot nolīdzinajumus (1), (2) un (3), 

5 = 2 - y / " ( * „ ) + + . . . + / ? . (4) 

Ievedot šīs dx un dy izteiksmes formulā 

ds - )/dx* 4 df 

dabūjam: 
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Ja /; ir bezgalīgi mazs, tad, kā 
labās puses zīmi noteic loceklis 

agrāk redzējām, izteiksmes (4) 

h2 

£ŗ / "K) . 
Šī locekļa zīme ir - f , ja / " ( v 0 ) ir pozitivs lielums un tā nav atkarīga 
no // zīmes. Šinī gadijumā § ir pozitivs, kā pozitivam, tā arī nega
tīvam //. Ģeometriski tas nozīmē, ka līkne C punkta M0 apkārtnē atro
das v i r s 
p u n k t ā 
(konkava). 

y 

Š a d a g a d i j u m a s a k a , k a l ī k n e C 
MQ \xn t ā a p k ā r t n ē i r p r e t a u g š u i e l i e k t a 
pieskares. 

Zim. 42. 

tad ka redzam, § zīme mainas ja // 

h3 

Ja izteiksmē (4) f"{x0) ir 
negativs lielums, tad 5 kā pozi
tīvam, tā arī negatīvam h ir ne
gativs. Ģeometriski tas nozīmē, 
ka līkne C, punkta M0 apkārtnē 
atrodas z e m pieskares, kā re
dzams zīmējumā 42. Š ā d ā 
g a d i j u m ā s a k a , ka l ī k n e 
C p u n k t ā M0 u n t ā a p 
k ā r t n ē i r p r e t a u g š u 
i z l i e k t a (konveksa). 

Ja f"(x0)=0, bet / ' " ( - r 0 ) ^ 0 , 

maina zīmi, jo tad 

+ /?. 

Tā tad, ja/; negativs un 5 ir pozitivs, tad ja/; pozitivs 5 ir negativs un 
otrādi. Ģeometriski tas nozīmē, y , 
ka līkne pa kreisi un pa labi no 
ordinatas M0P0 atrodas pieskares 
pretējās pusēs, kā ieskatam zīmē
jumā 43. L ī k n e s p u n k t u M0, 
k a m i r n u p a t m i n ē t ā 
ī p a š ī b a , s a u c p a r i n f l e k -
s i j a s p u n k t u . Kā redzam, 
vienu, vai vairākus infleksijas 
punktus dabūsim, atrisinot nolī-
dzinājumu 

f"(x) = 0, Zim. 43. 
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kā saknes xt = ax, x2 = a2 u. t. t dod infleksijas punktu abscisas. 
Ja ar kādu no šīm vērtībām, piemēram . Y 2 = a 2 , arī f'"(a2) = 0» 

bet / l v ( a 2 ) 0i tad 5 nemaina zīmi ja h maina zīmi. Tādā gadi-
jumā infleksijas punkla nav, bet līkne šinī punktā ir konkava pret 
augšu, ja / i v ( a 2 ) > 0 un konveksa pret augšu, ja / l v ( a a ) < 0-

R e z u l t ā t u s a k o p o j u m s : 

j a f'\xu) 0, t a d l ī k n e k o n k a v a p r e t a u g š u , 
/ " I V < 0. » . k o n v e k s a . 

> / " ( Y o ) = 0, t a d — i n f l e k s i j a s p u n k t s . 

Ja 

f"(*0) = 0; f"\x0) = 0 .f^-\x0) = 0. bet f^\x0) $ 0, 

t a d : \ a p i r n e p ā r a s k a i t l i s , p u n k t s M0 i r i n f l e k 
s i j a s p u n k t s , b e t j a p i r p ā r a s k a i t l i s , t a d , 
j a / ( ^ ( * o ) 0, l ī k n e p u n k t ā M0 k o n k a v a p r e t a u g š u 
. / ( ^ o ) < 0. . . k o n v e k s a 

P i e m ē r s . 
y = e~x* (varbūtības līkne) (a) 

Tā kā līknes nolīdzinājums nemainās, ja - ) - * vietā liekam — x, 
tad līkne ir simetriska pret y asi. 

jy' = - 2 . r t - ^ 2 . (p) 

y = 2 (2.r2 — \)e~x\ (Y) 
No 

y = 2.r c - x 2 = 0 
dabūjam x = 0. 

Šinī vietā līknei ir ekstrēma vērtība. Ievedot .r = 0 nolīdzina-
jumā (y), redzam, ka y" < 0; tā tad vietā x — 0 līknei ir maksims 
un y,nax = 1-

Ja .r = + oo, tad jy = 0. 
Liekot y = 0, dabūjam: 

2 (2*2 - \)e~x2 --- 0 
2.r2 - 1 = 0 
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vietās .v, = — ~ un . v 2 

1 1/2 2 

y—•. līknei ir infleksijas punkti. Līknes 

ģeometriskais attēls parādīts zī
mējumā 44. M0 un Mx ir in
fleksijas punkti. 

Ja līknes nolīdzinājumi doti 
parametriskā veidā 

tad 

Zim 44. 

x = <?(/) ļ 
J' = + (/) I" 

dx cp'(f) 

(5) 

un 

dx\dx) ~ dv* " dt \v' (/)/ * dx ~ cp'(7)2 dx' 
~dt 

y dx* cp'(/)3 
(6) 

Līknes konkavitali un konveksitati noteic ar izteiksmes (6) labās puses 
palīdzību. t vērtības, kas atbilst līknes infleksijas punktiem, dabū at
risinot nolīdzinājumu 

cp'(7) <]>"(t) - uV(0 cp"(/) = 0. 

68. Līknes liekums un liekuma radius ortogonālās koordinātās. 
Ar nolīdzinājumu 

y = /(* ) (i) 

dota p l a k n ē līkne C. 
(Zīm. 45.) 

Dodot abscisai x pieau
gumu Xx, dabūjam uz liknes 
punktu M' (£Ja loku M0M 
apzīmējam ar 5 , tad loks 

MM' ir As. Punktos M un 
M' pieskares apzīmējam ar / 
un Pārejot no punkta Zim. 45 . 
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M uz M leņķis x mainās par Ax un loks — par As. 

lim T -

ir loka maiņas ātrums punktā M un 

107 

A r 

A * - > 0 A * 
lim 

ir leņķa x maiņas ātrums punktā M. Jo ātrāk x mainas, attiecībā pret 
5 , jo vairāk likne C ir liekta. Līknes l i e k u m u punktā M apzīmē ar k 
un to definē šādi : 

^ dr 

d x ( 1 ) k = 

l i m . 

.. A s " 
lim -r— 

ds_ 
dx 

vai ari 
, .. Ax dz 
k = lim - r — = - j - . (2) 

Leņķi d\ sauc par ^.v piederoša loka ds k o n t i n g e n c e s l e ņ ķ i . 

No (2) dabūjam: 

ds = ļ rfx. 

¿ 5 

Apzīmējot = p, dabūjam: 

? </x. (4 ) 

Nolīdzinājums (4) rāda, ka līknes 
C loka diferenciālu ds var uz

skatīt, kā tāda riņķa loka dife
renciālu, kura radius ir p un 
centra leņķis a\ (Zlm. 46) . 

Šī riņķa liekums kx i r : 

Ax, . . Ax, 1 
1 ^ 1 P A ^i P 

(5) Zīm. 46 . 

Līknes C liekums, kā rāda nolīdzinājumi, (2) un (4) ir: 

k — d- — — ds p ' (6) 
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No (5) un (6) izriet, ka riņķim ar rādiusu ŗ = — visos punktos ir 

āds pat liekums, kā līknei punklā M. Lielumu p = sauc tādēļ par 

ī k n e s l i e k u m a r ā d i u s u p u n k t ā M. Ja velkam līknes punktā 

M normāli un līknes konkavā pusē uz šīs normales nogriežam p = - ļ -

un ar to kā rādiusu velkam riņķi, tad šo riņķi sauc par l ī k n e s 
l i e k u m a r i ņ ķ i punktā M. Šī riņķa centru L sauc par liknes l i e 
k u m a c e n t r u un rādiusu p par līknes liekuma r ā d i u s u p u n k t ā M. 

Tā kā 
t g x = j v ' , tad x = a r c t g j y ' 

un 

Ievērojot, ka 

dabūjam: 

tā tad 

y" dx 
1 + y r 

ds = ļ/l + y"* . dx. 

P 

y"dx 

dx 
ds' 

I _ 1 + y'2 _ 

? ~~~ ļ/l + y"2 dx ~ 
y" 

3 ' 

(i + yv 

(1 +yv 
y" ' 

(7) 

Zīm. 47. 

n e s p u n k t ā M = x 

J a skaitam loku 5 tā, ka 
tas aug līdz ar .r, tad sakne 
augšējā formulā ir pozitiva un p 
tad ir tāda pat zīme kā y". J a 
y" >• 0, tad p ir pozitivs un at
rodas līknes konkavā pusē, t. i. 
virzīts uz augšu, bet ja y" < 0, 
tad p ir negativs un virzīts uz 

< leju, jo tad līkne konkavā pret 
apakšu. 

Zīmējumā 47. l i e k u m a 
c e n t r a k o o r d i n ā t a s l ī ķ -

apzīmētas ar £ un TJ. 



Redzams ka 

Tā ka 

tad 

un 
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5 = -v - P sin X 1 
7j = JV + p COS X ļ w 

tg i = y , 

cos x - - 7 - — I r - . — (9) 
l ' i + y a 

sin x = - y (10) 
ļ/l + y » ' 

Ievietojot izteiksmes (9) un (10) nolīdzinājumos (8) dabūjam: 

(I 4. y 9 ) T y 
5 = * 

J/i + y 2 ' 

, = ^ + <L + ^ Y 1 

y ļ/i + y 2 ' 

Pārveidojot dabūjam liekuma centra koordinātas: 

( ļ + y a ) y 
5 — * y , (11) 

1 4- v ' 2 

1 = JV + - ^ r - - (12) 
P i e m ē r s . 

jy a = 2p x 

Ievedot y un y izteiksmes liekuma rādiusa izteiksmē, dabūjam: 

(l 4 ^ 1 >-
= \ ^ yV = + Q 2 4 - y ) 2 ( ? < 0 ja y > 0\ 

p _ _^ — £ a \p > 0 ja v < P/ 
ya 

Parabolas virsotnē >' = 0 ; liekuma radius šinī vietā dabū vērtību p. 

J a līkne dota parametriskā veidā: 

* = 9 M ļ (13) 
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•c = arc tg y' = arc tg ^ ; 

dx = 

<h_. 
dx' 

dx d2y — dyd2x 
dx2 

• + № dx2 + dy2 

dx2 

Ta kā 

tad 

, dx cPy — dyd2x 
~ d^ī^df^' 

ds — ydx2 + dj2, 

ds 
^ dz dx d 2y 

(dx2 + dy2V-

dyd2x 

dx, d2x, dy, cPy dabūjam no nolīdzinājumiein ( 1 3 i . 

69. Liekuma radius polarkoordinatās. Tā kā 

_L — i ii 
o ~ " ds' 

tad varam ar! rakstīt: 
dz 
dy 
ds' 
dy 

( 1 4 ) 

Zim. 4B. 

(1) 

Pieņemam, ka Hkoes C nolī-
dzinājums dots: 

Zīmējumā 48 redzams, ka pie
skares / virziena leņķis 

t = «p + A. 
Nodalijumā [64] formula (4) 
dod 

tad v un y ir atkarīgi no / 

/ = tg T ; 
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un 
т r= -ļ- arc tg 

Tā ka r un r' ir funkcijas no cp, t a d : 

rV - rr" 

Л*? ' , /Г̂  ' Г'2 4- Г2 Г г» (
dz_ri 4- 2/2  rr" 
йЪ  ra 4 

[66J formula ( 1 ) dod 

0 ) 

^ = У, 2 4 - ^ - (3) 

Ievedot izteiksmes (2) un (3) formulā ( 1 ) , dabūjam : 

1 _ rn- 4- 2r'2 — rr" _ r"- 4 2r'2  »y" 
P - ( r a + > , ļ/7T7̂  ( r 3 + n \ 

vai 

_ ( r . 4 r'4 
p _ r 2 4- 2r'2 - ( V 

P i e m ē r s . Archimeda spirāle. 

r = acp 

^ = д ; r " = 0 ) 
3 

_ ( a4 2 4 а 2 ) 1 

p ~~ a*'^ 4 2ft2 ' 

70. Liekuma centrs, ka liknes divu bezgalīgi tuvu norma|u 
krustpunkts. Liknes 

У - /(*) 

normales nolidzinājums punktā M — x\y i r : 

ri - jv = - l (5 - * ) • (1) 

tā tad 

X = arc tg-̂ r 
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Še y un y ir funkcijas no Ja dodam x pieaugumu Xx, tad 
y un y dabū pieaugumu Ajy u Ay Tā tad normales nolīdzina]'ums 
līknes punktā M' ar koordinātām x + A.r un jv + Ajy ir 

i - + h) = - y ļ T Ā y ^ ~ ( v + ^ < 2 ) 

Normālu (1) un (2) krustpunkta koordinātas dabūjam atrisinot šos 
nolīdzinājumus attiecībā uz Ķ un rj. Atvelkot (2) no ( l ) dabūjam: 

^ = yļ-Āy $ ~ { x + Av» " J ^ ~ 
_ [g - ( X + A.v)ļ y - (g - .v) ( y + A/) # 

7 ~ (Y + 4 / ) / " ' 
Ajk ( y + Ay) y = (§ — .v) ( y - y - Ay) - A . v y ; 

Ajv ( y + Ay) y = — (Ķ — x) Ay — yA.r . 

Dalot ar Xx dabūjam : 

%L ( y + Ay) y = - (5 - .r) ^ - y 

un 

^ ( y + A y } y + y 

5 - * = - - - g • (3) 

A* 

Ja augšējā izteiksmē liekam A# —>• 0, tad Ķ būs divu bezgalīgi 
tuvu normaju krustpunkta koordināta, ko apzīmēsim ar £. Šādā gadi-
jumā 

lim y ^ = y ; 1im Ay = 0 ; 1im ^ = y". 

Tā tad 
- _ v _ _ y ! _ + _ y _ (1 + y 2 ) y 
« y - y 

un 

Salīdzinot šo abscisas £ izteiksmi ar liekuma centra abscisu g 
[68] formulā (11) redzam, ka 

Tāda pat ceļā varam dabūt 
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Ar to tad ir pierādīts, ka līknes uormale punktā M = x\y un līknes 
normale punktam M bezgalīgi tuvā punktā M' krustojas punkta M 
liekuma centrā. 

71. Līknes evoluta. Līknes 

y = / ( -v) (1) 

liekuma centra koordinātas i r : 

(1 _ļ_ y2)y 
y" 

ri =y + —yr^ 

Lielumi y, y', y" ir funkcijas no x; tā tad varam rakstīt: 

5 = ? ( * ) 

(2) 

(3) 
T) = <Ļ(x) 

Kā redzams, nolīdzinājumi (3) izteic parametriskā veidā līkni. Šo 
līkni veido dotās līknes (1) liekuma centru ģeometriskā vieta un to 
sauc par līknes y = f(x) e v o 1 u t u. 

Evolutas nolīdzinājumu atklātā veidā dabūjam, izteicot y, y', y" 
no formulas (1) kā funkcijas no x. Ievedām šis izteiksmes nolīdzinā-
jumos (2), un izslēdzam no tiem parametru v. 

P i e m ē r s : 
y* -- lpx; 

y y> y f 

Ievedot y* un y" izteiksmes nolīdzinājumos (2), dabūjam: 

f 

Ievedot tālāk izteiksmēs (a) un (P) y* — 2px, dabūjam: 

5 = 3 * + / (r) 

i 
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un 

L i . i. 
, = 7 1 -

21 

(S) 

No (y) dabūjam 

5 - P 

Ievedot šo izteiksmi nolīdzinajuma (S), dabūjam 

i\ = -

Augšēja nolīdzinajuma kvadrāts dod 

8 
27 .p (5 - A 1 

Zmī. 49. 

Pēdējais nolīdzinājums dod 
parabolas evolutu, ko sauc par 
s e m i k u b i s k u p a r a b o l u . 

Šī līkne, kā redzams, (zīm. 49.) 
ir simetriska pret x asi. ArĶ=p, 
fļ = 0 un ar £ < p, Yj ir ima-
ginars. 

Apzīmējot ^ = a, līknes nolīdzinājumu rakstam: 

= 0 - ^ 

2TJV = a . 3 (; - pf 

( 5 - / ) " 

Punktā .<4, kur § = atvasinātā i j ' = + 0 ; tā tad punktā A 
līknes abiem zariem ir kopēja pieskare x ass. Ja Ķ > p, tad pozi-
tiviem TJ otrā atvasinātā TJ" > 0 un negativiem TJ, TJ" < 0. 
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Līknes zars virs x ass tā tad ir konkavs, bet līknes zars zem x 
ass — konveks uz augšu. Zīmējumā 49. semikubiskās parabolas attē
lojums ir līkne CACX. 

72. Vingrinājumi. 1) Dabūt līknes 

* 2 _ yl — i 
a 2 b2 ~ 

liekuma centra koordinātas un evolutas nolīdzinajumu. Atbilde: 

( a 2 + b2) x9 

evolutas nolīdzinajums 

_ _ ( a 2 + b2) y 

f«5 ) s - (brļ)* = (fl 2 + b2)f 

2) Dabūt līknes 
x = a C03 3 / 
y — a s i n 3 1 

evolutas parametriskos nolīdzinājumus. Atbilde: 

Ķ = a cos 3 / + 3 o cos / sin 2 /. 
T) = 3 a cos 2 / sin / + a sin 3 /. 

C 

Zīm. £0. 

3) Dabūt liknes 

x = 3/2 

y = 3/ — t3 

evolutas parametriskos nolīdzi
nājumus. Atbilde : 

5 = A ( l + 2 / » - r ' ) ; rj = - 4 / 2 . 

73. Evolutas īpašības. J a 
liknes nolīdzinajums y = f{x) 
dots, evolutas tekošās koordinātas 
l un Tļ, kā redzams zīmējumā 50, ir: 

| = x — p sin x; yj = y + p cos t 
dŗ = dx — dp s'm t — p cos : </t ļ 
df\ — dy + rfp cos x — p sin x (/T / 

( 1 ) 
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dļ = — <7p sin T 1 

(/r( = dļ> cos x / 
( 3 ) 

un 
drt cos x _ C 0 ļ T 1 ' 
dl sin x tg x y' 

Tā tad 
'h _L 
dl >>'' 

(4) 

Šī izteiksme rada, ka e v o l u t a s p i e s k a r e p u n k t a L i r l ī k n e s 
n o r m a l e p u n k t ā M. 

Tālāk, no nolidzinājumiem ( 3 ) dabūjam : 

dl2 •+- dr? = df, 

bet V^?2 + </?j2 ir evolutas loka diferenciāls do, ja ar o apzīmē evo
lutas loku. Tā tad, ja a skaitam augoša p virzienā, tad 

da — rfp. (5) 

Ja divām funkcijām ir vienlīdzīgi diferenciāli, tad funkcijas atšķīrās ar 
konstantu lielumu; tā tad 

3 = ? + c. (6) 

Ja uz evolutas loka pieņemam kādu punktu Q, tad tam atbilst uz 
līknes punkts R ar liekuma rādiusu p 0 un ja no punkta Q skaitam 
evolutas loku, tad attiecībā uz šo punktu a = 0. Tad dabūjam: 

0 = p 0 4- c 
un 

c = - Po (7) 

Ievietojot c vērtību nolīdzinājumā (6), dabūjam: 

<* = P — Po- (8) 

Šis nolīdzinajums izteic: 

J a l ī k n e s y = f(x) p u n k t a m R a t b i l s t l i e k u m a 
r a d i u s p0 u n e v o l u t a s p u n k t s Q u n l ī k n e s p u n k t a m 

un 

p dz = ds; dx = ds cos x ; dy = ds sin z. (2) 

Ievedot izteiksmes (2) nolidzinājumos (1 ) , dabūjam: 

dl = — do sin T 
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M a t b i l s t l i e k u m a 
t a d e v o l u t a s l o k a 
g a l a p u n k t a M u n 
u s u s t a r p ī b a . 

r a d i u s p un e v 
g a r u m s QL i r 

s ā k u m a p u n k t a 

o l u t a s p u n k t s L, 
l ī k n e s l o k a RM 
R 1 i e k u m a ra d i-

74. Līknes evolventas. Tā kā evolutas pieskare ir dotas līknes 
normale, tad ja uz evolutas pieskares 
nogriežam no pieskāra punkta L 
(zīm 50) gabalu p un notinam šo 
evolutas pieskari, tad dabūjam doto 
līkni C. Ja uz evolutas pieskares no
griežam gabalu a, tad notinot šo pie
skari dabūjam līkni Cv Līknes C un 
Cļ ir paralēlas. 

Ja evolutu apzīmējam ar burtu K 
(zīm 51), tad tādā kārtā dabūtās 
līknes C, Cj sauc par līknes K e v o 1-
v e n t ā m. Kā redzams, dotai līknei 
ir tikai viena evoluta, bet evolventu 
tai ir bezgalīgi daudz. 

MP, MXPV M2P2 u. t. t. ir pieskares Z , m " 5 1 ' 
līknes A punktos M,MVM2 u. t. t. MX1\=MXMP; M2P^=M^MXPX 

u. t. t. 

Līkne E ir līknes K evol 
venta; K ir līknes E evoluta 
Evolventas nolīdzinājumu vispā 
rējos gadījumos dabū ar dife 
rencialnolīdzinājumu palīdzību 
Riņķa evolventas nolīdzinājumu 
var dabūt elementārā ceļā, kā 
rāda sekojošā apskate (Zīm. 52.) 
Ja riņķa punktā B velkam pie
skari un uz šis pieskares nogrie
žam loka AB garumu, t. i. ja 

B~M = 'BA, tad punkts M ir 
riņķa evolventas punkts. 

B 

^ N r t 

\ 0 

x—7*1 

Zīm. 5 ? . 

Ka redzams 

BM = BA = rt 
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X — r cos 
y = r sin 

(1) 

75. Divu līkņu savstarpējais stāvoklis kopējā punktā. 
divas līknes (zīm. 53.) ar nolīdzinājumiem: 

y = /(*)• 

y = <?(*)• 

Dotas 

( O 
(C) 

Pieņemam, ka šīm līknēm ir 
kopējs punkts M0 ar abscisu 

tad 
y0 

y0 

/ ( * o ) 

?(*o) 
(1) 

X 

Tālāk pieņemam, ka funk
cijas f{x) un y(x) ir vienvēr
tīgas, nepārtrauktas un ka tām 
ir galīgas, nepārtrauktas visu 
kārtu atvasinātās, kādas būs 
vajadzīgas, kāda x intervālā, 

z ' m - 5 3 - kur abām līknēm ir tikai viens 
kopējs punkts MQ. 

Izvirzām funkcijas f(x0+h)ua <s(x0-\-h) ar Teilora formulu: 

/(*„ + h) = / ( *„ ) - f 1 / ' (.r0) + |ļ/"(-r0) + + # r (2) 

? O o + A) = ? O 0 ) + ļ ļ ? ' ^ + 2 l ? " ( * o ) + + i ? 2 , ( 3 ) 

Atņemam (3) no (2) un ievērojam, ka f(x0) = <pO0)» * a d dabūjam: 

Kā redzams: 
5 = rf - JV,;'. 

un 
x = OP + PQ = r cos / - I - rt sin / 
y — BP — BS = r sin ; — rt cos /. 

Tā tad riņķa evolventas nolīdzinājumi parametriskā veidā i r : 

/ + rt sin / ļ 
/ — rt cos / J 

Riņķa evolventu pielieto zobratu zobu veidošanā. 
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Ja pieņemam, ka h bezgalīgi mazs, tad nolīdzinājumā (4) labās puses 
pirmais loceklis noteic labajai pusei zīmi. Tā redzam, ka 5 maina zīmi 
kad h maina zīmi. Tas norāda, ka līknes (C) un (C) pa kreisi un 
pa labi no punkta M0 atrodas pretējos stāvokļos, kas arī redzams 
zīmējumā Šādā gadījumā līknes (C) un (C) krustojas punktā M0. 

Ja 
/(.v 0 ) = cp(.r0) un arī /'(.v 0) = <f'(.v0), (5) 

tad līknēm (C) un ( C ) punktā M0 ir kopēja pieskare un S zīmi 
nolīdzinājumā (4) labajā pusē noteic tā locekļa zīme, kur atrodas P. Še, 
tā tad /; zīmei mainoties, S zīme nemainās. Tas nozīmē, ka abas līk
nes pa kreisi un pa labi no M0 atrodas vienādā savstarpējā stāvoklī. 

Ja 

/ 0 » ) = ? t > 0 ) , / ' ( r P ) = <?'(*„, un arī / " ( . r 0 ) = c/'Oo), (6) 

tad 5 izteiksme (4) iesākas ar locekli, kurā atrodas h3; tā tad ja h 
maina zīmi, tad maina zīmi arī 8. Še līknēm ir pa labi un pa kreisi 
no M0 tāds pats stāvoklis kā vienkāršas krustošanās gadijumā. Tā 
kā h3 ir trešās kārtas bezgalīgi mazs un noteic izteiksmes (4) labās 
puses kārtu, tad arī S ir trešās kārtas bezgalīgi mazs. 

Vispār, ja 

/ ( * „ ) = ¥ ( * o ) ; / ' ( * o ) = ? W / W ( * o ) = ? ( A ) ( - r 0 ) . (7) 
tad 5 ir k-\-\ kārtas bezgalīgi mazs. Ja k ir nepāra skaitlis, tad 5 ne

maina zīmi, ja h maina zīmi, bet ja k ir pāra skaitlis, tad § maina 
zīmi, ja h maina zīmi. Pirmajā gadijumā līknes pa kreisi un pa labi 
no punkta M0 atrodas vienādā savstarpējā stāvoklī un otrā gadijumā 
pretējā savstarpējā stāvoklī. 

Ja 
/ ( * „ ) = o ( * 0 ) un /' ( *„ ) = <p'(*o). (5) 

tad līknēm (C) un (C') ir kopēja pieskare punktā M0% tad saka, ka 
l ī k n e s ( č ) u n ( C ) p i e s k a r a s p u n k t ā MQ. 

Ja pildīti noteikumi (6), tad izpildīti arī noteikumi ( 5 ) : līknes 
( C ) (C) pieskaras punktā M0, bet ciešāk nekā tad, kad izpildīti tikai 
noteikumi (5). 

Līknes pieskaras vēl ciešāk, ja noteikumiem (6) pievienojam vēl 
f"'(x0)= <p" '0o) . u l- t- S a k a > k a l ī k n e s (C) u n ( C ) 
p i e s k a r a s « - t ā kārtā, ja 

/ ( * o ) = ^p(^o); = T '(*o) • • • / ( ' ° ( * o ) = ? ( w ) ( * o ) . (8) 
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t. i., ja izpildīti šie (« + 1) noteikumi. J a h ir pirmās kārtas 
bezgalīgi mazs, tad šādā gadijumā 6 ir (w 4 - 1) kārtas bezgalīgi mazs. 

Zīmējumā 54, līknes I un II krusto
jas punktos P un Pv Šīm līknēm ir 

n kopēja sekanta PPV Pieņemam, ka 
līkne I ir nekustoša, bet līkne II kustas 
tā, ka punkts Px —> P. Tad kopējā 
sekanta pāriet kopējā pieskarē un līk
nēm I un II pieskaršanās punktā ir ko
pēji divi bezgalīgi tuvi punkti/' un Pv 

Šinī gadijumā f(x0) = <?(x0) un 
f'(xQ) = cp'(.r0); tā tad līknes pieskaras, pēc pirmās kārtas un tām 
pieskaršanās punktā ir kopēji divi bezgalīgi tuvi punkti. 

Vispār var pierādīt: ja divas līknes ( C ) u n C) pieskaras pēc «-tās 
kārtas, tad tām pieskaršanās punktā ir kopēji (n -4- 1) bezgalīgi tuvi 
punkti. 

L ī k ņ u k r u s t o š a n ā s l e ņ ķ i s . 

P i e m ē r s . Kāds ir līkņu 

yi = x 
un 

x y = 1 
krustošanās leņķis? 

Par divu līkņu krustoša- y 
nās leņķi sauc leņķi, ko veido 
līkņu pieskares krustošanās 
punktā. Krustpunktu atrodam 
atrisinot kopēji līkņu nolīdzi-
nājumus pēc x un y. Da
būjam krustpunkta M0 koor
dinātas (zim. 55.) , kas dotā 
gadijumā i r : _ 

o 
M0= 1 | 1. 

Zim. 55 . 

Krustošanās leņķi apzīmējam ar 0, tad 
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t g To - t g T t 

1 + l g "l t g X 2 

W-Wi 2 l/.r 

Tā tad 

= -

( t g e ) . v = 1 ; y = . 

ar .r 
_ 1 ^ ' ) " x = i _ ~~ ! ' 

— 1 -
1 

P i e m ē r s . 

Ķēdes līnija 

y 
un parabola 

krustojas punktā 

Š e : 

1 + ( - 1) 

- 108°. 

= - 3. 

+ e- - Cos .r = f(x) 

y = ~ī + 1 = 

/ (x) = Cos x; 

fix) = S i n . v ; 
fix) = C o s x ; 
/ " ' ( * ) = Sin * ; 
fW(x)= Cos ^ ; 

cp(.r) = y + i ; 

cp'(.r) = .T 

? " ( * ) 1 
<p"'<*) = 0 
cp l v (x) = 0 

A/0 - 011. 

/ ( 0 ) = COS 0 : 
/ ' ( 0 ) = Sin 0 
/ " ( 0 ) = Cos 0 
/ " ' ( 0 ) = Sin 0 
/ ' V ( o ) = Cos 0 

9(0) = 1. 

cp'(0) = 0. 
<ŗ>\0) = 1. 
cp"'(0) = 0. 

? iv ( 0 ) = 0. 

1. 
0. 
I. 
0. 
1. 

Kā redzam, šinī gadijumā: 

/ ( 0 ) = <p(0); / ' ( 0 ) = cp'(0); / " ( 0 ) = <j>"(0); / " ' ( 0 ) = <p"'(0). 

bet / I v ( 0 ) un <p I V(0; nav vienlīdzīgas. Saskaņā ar izteiksmi (8), šīs līknes 
pieskaras punktā Oļi pēc trešās kārtas. 

tdy\ _ ( d y \ 

U.vA. \dx)i 



122 Diferenciālrēķini VII nod 

76. Oskulacija, oskulacijas riņķis Pieņemam, ka dota līkne 
(C) , y — / ( * ) ar noteiktiem parametriem, un dota arī otra līkne 
( C ) , y ~ cpf.v) kuras parametri skaitā (« -f- 1) ir nenoteikti lielumi. 
Tādā gadijumā līkne (C) var mainīt vietu plaknē un arī savu veidu. 
Lai šie parametri dabūtu noteiktas vērtības, varam dot, attiecībā uz 
līkni ( C ) , ( H + 1 ) noteikumus. Ja šādi noteikumi ir, ka ar abscisu .r n 

?(.v„) = f(x0) ; z' (x0) = /' (xa) ?W(x0) = fW(x0), 

tad šie « 4 - 1 noteikumi, saskaņā ar [75] (8), izteic, ka līkne ( C ) 
pieskaras līknei yC) pēc «-tās kārtas, kas arī ir augstākā pieskarša
nās kārta, kādu pielaiž liknes ( C ) parametru skaits. Šādā gadijumā 
saka, ka l ī k n e (C) o s k u l ē a r l ī k n i (C) p u n k t ā M 0 = x0 \y0 

Tā kā taisnes nolidzinājumā ir divi parametri, tad taisne var pie
skarties kādai dotai līknei pēc pirmās kārtas. 

Ja riņķis oskulē ar kādu dotu līkni, ta i pieskaršanās ir otrās 
kārtas, jo riņķa nolidzinājumā ir 3 parametri un pieskaršanās notei
kumi tad arī ir tr īs : 

/ ( . v 0 ) = ? ( . v 0 ) ; / ' ( . v 0 ) = z\x0); / " ( * ) = cp"(.r 0); 

tie rāda, ka pieskaršanās ir< otras kārtas. 

P i e m ē r s . 

y = . V 3 — 3.v5 - 12* 6 = f(x). (1) 
y = _ 15.v ~ 5 — ?(.v). (2) 

Dotai līknei (1) un taisnei (2) ir kopējs punkts. 

M0= 1 | - 20, 
tad 

/ ( 1 ) = - 20 cp(P = - 20 
f'(x) = 3 . r a - 6 . r — 12 / ' ( ! ) = - 1 5 c p ' ( l ) = - 1 5 
/ " ( . r ) = 6 * — 6 / " ( 1 ) = 0 ? " ( ! ) = 0 
/" ' ( . * ) = 6 / ' " ( ! ) = 1 ?'"(•) = 0 

Kā redzam, taisne (2) ir līknes ( I ) pieskare, jo tā iet caur līknes punktu 
M0 =• 1 | — 20 un tās virziena koeficients — 15 ir arī līknes pieskares 
virziena koeicients Tā kā taisnes nolidzinājumā ir tikai divas kon
stantes, tad tā vispār var pieskarties līknei pēc pirmās kārtas. 

Apskatot šo gadījumu, redzam, ka ar x = 1 

/ (1 ) = cp(l); / ' ( 1 ) = cp ' ( l); / " ( 1 ) = ? " ( ! ) , 
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bet 
/ ' " ( I ) gfc <p"'(l). 

Še ir otras kārtas pieskaršanās. Šadu parādību sauc par superoskula-
ciju un tā še ir tādēļ, ka punkts M0 = 1 | — 20 ir līknes infleksi-
jas punkts, jo 

/ " ( 1 ) = 0 . 

Saskaņā ar agrāko, otras kārtas pieskaršanās gadījumos līknēm 
pieskaršanās punktā MQ ir trīs kopēji, bezgalīgi tuvi punkti. Taisnes 
pieskaršanās punktā, šinī gadijumā līknes infleksijas punktā, taisnei 
un līknei tā tad ir kopēji trīs bezgalīgi tuvi punkti. 

O s k u l a c i j a s r i ņ ķ i s . Ja dota noteikta līkne 

y = / ( -v) (1 ) 
un riņķis 

(g - a ) 2 + (rļ - - f = 0, (2) 

tad varam noteikt a, 3, y, tādējādi, ka riņķis pieskaras dotai līknei 
pēc otras kārtas, līknes punktā M — x\y. Šo riņķi sauc par o s k u 
l a c i j a s r i ņ ķ i . Diferencējam riņķa nolīdzinājumu divas reizes attie
cībā uz £ 

(g ~ x) + - p) V = 0. (3) 
1 + ^ 2 + ( r ) _ p )  ̂ = 0 ( 4 ) 

Ja riņķis pieskaras līknei ( 1 ) pēc otras kārtas punktā M = x\y, tad 
pieskaršanās punktā jābūt : 

g = x; rļ = y; V = / V : y" 

Ievietojot šīs vērtības nolīdzinājumos (2), (3), (4), dabūjam: 

(x - ci)2 + (y - P)2 = r
2 . ( 2 a ) 

(.r - a) + (jy - p) y = 0. (3° ) 
1 + T ' 2 + (jv - P) y = 0. (4» ) 

No šiem trim nolīdziuājumiem dabūjam oskulacijas riņķa centra 
koordinātas a, ¡3 un rādiusu y. 

I 4- r" 2 

_ (1 + r ' 2 ) ^ . 
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Salīdzinot šīs izteiksmes ar līknes liekuma rādiusa un liekuma centra 
koordiuatām [68 ] , redzam, ka oskulacijas riņķis ir ari lieces riņķis. 
Oskulacijas riņķi sauc arī par p i e s l e j a s r i ņ ķ i . 

77. Asimptotas. a ) a s i m p t o t a s o r t o g o n ā l ā s k o o r d i 
n ā t ā s . 

Ja līknes nolīdzinājumā vai y, vai arī abas koordinātas var 
būt oo, tad saka, ka līknei ir (viens vai arī vairāki) b e z g a l ī g i 
t ā l i p u n k t i , vai ar ī : l ī k n e i e t b e z g a l ī b ā . 

P a r l ī k n e s b e z g a 
l ī g a z a r a a s i m p t o t u 
s a u c t ā d u t a i s n i , n o 
k u r a s a t t ā l u m s 5 l ī d z 
k ā d a m l ī k n i a p t e k o 
š a m p u n k t a m . / l / t i e c a s 
uz 0. 

Taisne AB (zīra. 56.) ir 
dotās līknes asiraptota, jo 
5 -> 0, kad M kustas pa līkni 
virzienā no M uz C. 

Uz šī definējuma pamata 
var pierādīt: j a l ī k n e s n o -
l ī d z i n ā j u m s i r Zīm. 55 . 

y = a + S.v + (1 ) 

k u r v i r k ā d a f u n k c i j a n o r u n 1im = 0 , t a d š ī s l ī k n e s 
X—> OD 

a s i m p t o t a i r 
y — a + [5.v. 

P i e r ā d i j u m s : 
Taisnes (2) attālums 5 no kāda punkta x\y ir 

(2) 

S = 
y — a — p.r 

(3) 

J a punkts x\y atrodas uz līknes ( 1 ) , tad tas izpilda nolīdzinājumu ( 1 ) . 
Nolīdzinājumā (3) tādēj, saskaņā ar ( 1 ) , varam y aizvietot ar a+ļ3x + v; 
tā tad 

a -\- $x -\- v — a — v 

VF+l -VF+"ī' 
s - ( 4 ) 



Diferencialģeometrija I a s i m p t o t a s 77 

Tālāk: 

lim 5 = 1im - -. 

lim 5 = 0. 

Bet tā ka, saskaņa ar pieņēmumu, lim v = 0, tad 

Tas nozīme, ka taisne 

ir līknes 
V = a + 

y = o + ļir + 
asimptota. 

Līknes asimptotu definē arī šādi : 

L ī k n e s a s i m p t o t a 
g i r l ī k n e s p i e s k a r e s 
/ r o b e ž s t ā v o k l i s , k o t ā 
i e ņ e m , j a p i e s k a r š a 
n ā s p u n k t s M i e t b e z-
g a l ī b ā v i r z i e n ā n o M 
u z C. (Zīm. 57.) 

Līknes pieskares nolidzi-
nājums punktā M = x \y i r : 

f\ - y — y (5 — x); 

f\ = y' l 4 - (y — y' *)• 

J a asimplotas nolīdzinājums ir 

V = A* + B, (5) 

tad no šī definējuma dabūjam : 

A — lim y'; B ~ lim (y 
JC—*CD x—^30 

57. 

y'x). 

P i e m ē r s . 
xy — ax* — ņx = a. 

a 
y = ax + ¡3 4 -

x 
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A - - lim y = liru (a = a; 
x—>x> x—>•» * x ' 

B = lim (y-y'x) = lim \ax + p + - - x ( a - ļ)ļ = lim (a + )̂=p. 

5 = P. 

Tā tad dotās liknes asimptotas nolidzinājums ir 

= p. 
Ja līknes nolidzinājums ir 

y = / ( v ) 

un ar # = a funkcija / ( a ) = 0 0 , lad taisne x = a ir dotās līknes 
asimptota. 

Vispārējs paņēmiens liknes asimptotu noteikšanai, kas paralēlas 
koordinātu asīm, ir šāds : 

Ja līknes nolidzinājums ir algebrisks, tad to sakārtojam pēc 
dilstošām y kapēm: 

y»> <f{x) + ym~\1{x) + y>"-2?2(x) + = 0 . (7) 

Dalām ar ym: 

y y 

Šis nolidzinājums ir izpildīts, ja 

cp(#) = 0 un y = 0 0 . 
Tā tad: 

O r d i n a t u a s i j p a r a l ē l u a s i m p t o t u a b s c i s a s j ā 
m e k l ē n o l ī d z i n a j u m a 

<pf» = 0 (8) 
s a k n ē s . 

P i e m ē r s . 

y* (X* — 1) - f 1x2y + * 3 — 1 = 0. 
Še 

cp(#) = X2 — 1. 
Tā tad ar 

Xļ = 1 un # a = — 1 

dotai līknei ir asimptotas paralēlas y asij. 
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Lai dabūtu līknes asimptotas, kas paralēlas v asij, nolīdzinājuma 
polinoms jāsakārto pēc dilstošām x kapēm : 

(y) + xm~\(y) + = 0 . (9) 

Dalām ar xm: 

ņy)+ + № + = 0 . (9-) 

Šis nolidzinājums ir izpildīts ar <Ļ(y) = 0 un x = on. No
līdzinājuma 

< M j O = 0 (10) 

saknes dod liknes asimptotas, paralēlas x asij. 

Augšējā piemērā līknes nolīdzinājumu sakārtojot pēc dilstošām x 
kapēm, dabūjam: 

x\y* + 2y + 1) - y» + 1 = 0. 
Še 

t ļ O ) = y* + 2y + 1 = (y + I ) 2 = 0 
dod 

y = - 1. 
Šis nolidzinājums dod meklēto asimptotu. 

Sakne jy = — 1 jāskaita dubulti. 

Algebriskām līknēm var dabūt asimptotas, kas nav paralēlas y 
asij ar šādu paņēmienu: 

Pieņemam, ka liknes nolidzinājums ir 

F(x,y)±=0 (11) 

un asimptotas nolidzinājums 

y — mx -\- b (12) 
kur m un b nezināmi. 

Krustojam līkni F(x, y) = 0 ar taisni caur koordinātu sākumu: 

y =mx. (13) 

Ievedot (13) līknes nolīdzinājuma (11), dabūjam 

F(x, mx) = 0. (14) 

No šī nolīdzinājuma varam dabūt krustpunkta abscisu, ja taisnes vir
ziena koeficients m ir dot?; bet ja krustpunkta abscisa ir dota, tad 
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Ъат 
1 + m 3 — 0. 

x 

1 -|- m 3 = 0. 

Šī nolīdzinājuma reālā sakne ir 

m — — 1. 
Liekam nolīdzinājuma (15) 

у =• — 1 x 4- b. 
.* 3 — Sax (— x 4- i ) 4- (— x + £)3 = 0 
Зал-2 — Здлгб + 36л-8 — 3 6 % 4 - б 3 = 0. 

Dalot ar .v9 dabūjam 

Zab . _. 3 6 a . 6 3 _ 

varam dabūt taisnes (13) virziena koeficientu. Šinī gadijumā pieņe
mam, ka krustpunkta koordināta .v = oo. Ar nolidzinājumu (14) tad 
dabūjam m. Taisne 

y - : mx 

ar šādi noteiktu m iet caur koordinātu sākumu uz liknes bezgalīgi 
tālo punktu un tādēļ ir paralēla meklētai asimptotai. Tā tad m noteic 
asimptotas virziena koeficientu. 

Ievedot līknes nolīdzinājuma (11) 

y = mx -\- b 
dabūjam: 

F(x, {mx + b)) = 0. 

Še m ir zināms. Liekot x = oo, ar nolidzinājumu dabūjam arī 
asimptotas nogriezni b uz y ass. 

P i e m ē r s . 

* 3 _ 3axy + yi = 0 ; (15) 

Līkne pēc šī nolīdzinājuma attēlo Dekarta lapu. 

Ievedām nolīdzinājuma (15) 

y = mx. 
Tad dabūjam: 

* 3 — 3am.v 2 + « A v 3 = 0 ; 

dalām ar .v 3, tad: 

Liekot x = oo, dabūjam 
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Liekot x = oo, dabūjam: 

3a + U = 0 ; 

£ = — «. 

Ievedot vērtības m = — 1 un b = — a nolīdzinājumā 

y = mx + b 

dabūjam asimptotas nolīdzinājumu 

y = — x — a. 

p) A s i m p t o t a s n o l ī -
d z i n ā j u m s p o l a r k o o r d i -
n a t ā s. Līkne dota ar nolī
dzinājumu 

r = / ( < p ) (1) 

Ja nolīdzinājumā (1) ar cp = a, 
dabūjam r = oo, tad ar leņķi a 
dots līknes (1) asimptoliskais 
virziens (zīm. 58.) 

Asimptotas attālums no pola 
O ir 

p = AB = AP + PB (2) 
PB = rs in (a — cp); 

tā tad 
p = AP 4 ** s'n (° — <?)• 

Ja r oo, cp —>• cc, tad AP 0 un PB —>- / ; tā tad 

>̂ = lim [r sin (a — cp)J. 
cp—>a 

129 

Zīm. 58 . 

(2M 

(3) 

Ja a — cp > 0 un r > Oi tad arī p > 0, t. i. atrodas pa labo roku 
vērotājam, kas punktā O skatās r virzienā 

Ja a — cp < 0 un r > 0, tad ^ < 0. 

P i e m ē r s . 

r — — . (hiperboliska spirāle, zim. 5 9 ) 
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o 

9 = 0 dabūjam r = oo. 

asimptote 

Ta tad a = 0 un asimptota iet 
polarass virzienā. 

p = lim [r sin (a — cp)j = 

Zīm. 59 . 

= lim [rsin (0 — cp)] - -

= lim ( ^ s i n ( - ? ) ) = - l i m № ? \ 

^ = — a 

76. Spirāles. 1) Archimeda spirāles nolidzinājums ir 

r = a<p. ( 0 

Ja 9 = 0, tad r = 0; ar cc = oo = oo. Līkne iet caur 
O punktu un tai ir oo tāli punkti. Ja 

un 
«(<f + 2TT), 

tad 

f ? + 2 ļ C — f ? = « ( « p 4 - 2 I C ) - f l ( p = F L 2 7 C ; 

bet arī 
CD+2-it = <7 21T . 

Līkne vijas ap O punktu un vijumu 
atstatums ir a2ic. Tā kā 

r' = a, 

tad līknes subnormale ir pastāvīgs 
lielums. Ja ,z,ļ = l , tad r — a. 
Līknes konstrukcija ieskatāma zīmē
jumā 6 0 . 2im. eo. 

Ja <pi = 5 7 ° . 2 6 , tad r , = a; ar ^ = 2 ^ r 2 = 2,- x u. t. t. 
Līknes punktos varam zīmēt pieskares ievērojot, ka subnormale ir a. 
Tā piem>, punktā P2 dabūjam pieskari šādi : 

Še ar 
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Nogriežam OR2 — a, tad OR2 ir punkta P2 subnormale. Līknes 
pieskare punktā P2 ir R2P2. O punktā līkne pieskaras polarasij. 

2) Hiperboliskās spirāles nolīdzinājums ir 

a 
r ~ " ? ' 

Tā kā ar cp = 0, r=co, tad redzam, ka a s i m p t o t i s k a i s l e ņ ķ i s 
ir o = 0. Līknes asimptota iet paralēli polarasij un, kā jau agrāk 
redzējām [77], 

p = — a. 
Tā kā ar cp = o o , r = 0, tad redzam, ka likne vijas co daudzos 
vijienos ap 0 punklu. Agrāk jau redzējām, ka šis līknes subtangente 
ir — a. 

Ja leņķis cp 1 =57°.26, 
tad loks cpļ = 1 un 

OĢļ ir punkta Pt sub
tangente = — a ; 

Zīm. 61 . 

3) Logaritmiskās spirāles nolīdzinājums ir 

r = aem'*. 

OQ = p = - a 

(zim. 61.). 

J a cp= o o ; arī r = oo tā tad likne 
iet ap polu 0 leņķiem pieaugot 
arvienu paplašinātos vijienos. 
Ar cp = — oo r = 0 ; tā tad 
līkne leņķim cp dilstot arī vijas 
ap polu 0, bet vijieni sašaurinās. 

r = am e 
Tā kā 

r 1 
tg X = -— = — = const., 

6 r m Zīm. 62. 

tad līkne krusto katru rādiusu vektoru, veidojot ar to pastāvīgu 
leņķi X (zīm. 62. ) . 
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Zīm. 63. 

79' Cikloidas. Plašu līkņu kategoriju sastāda novelšanas līknes. 
Tās veido zemāk aprakstītā kārtā. 

Plaknē atrodas nekustīga līkne s 
(zīm. 6 3 ) . Šinī plāksnē atrodas arī otra 
līkne a, kas pieskaras līknei 5 punktā P. 
Ar līkni o nekustīgi saistīts punkts M. 

Ja līkne a veļas plaknē pa līkni 5 , 

tad punkts M kustas kopā ar līkni a un 
veido jaunu līkni. Punktu P sauc par 
m o m e n t ā n o p o l u ; līkni 5 sauc par 

p o l a c e ļ u ; līkni a — par p o l a l ī k n i , līkni, ko veido punkls M 
sauc par n o v e l š a n a s l ī k n i . 

Novelšanas līknes ir svarīgas technikā, jo tās lieto raechanismu 
teorijā un konstrukcijā. 

Ja pola ceļa līkne ir taisne un pola līkne — riņķis, tad punkti 
M0, Mv M2 (zīm. 64.) veido līknes, ko sauc par c i k 1 o i d ā m. Ja pola 
ceļa līkne ir riņķis un pola līkne arī riņķis, tad ar punktiem M0, Mv M2 

veidotās līknes sauc par t r o c h o i d ā m vai arī c i k l o i d ā m , pie 

Zīm. 6 4 . 

kam, ja riņķi atrodas viens ārpus otra, tad veidotās līknes sauc par 
e p i c i k l o i d ā m ; ja viens riņķis atrodas otrā, tad par h i p o -
c i k l o i d ā m. 

1) C i k l o i d a s . Ja riņķis I (zīm. 64.) noveldamies uz x ass 
ieņem stāvokli II, tad riņķa punkts B isņem stāvokli B' un 

M0B' = rt. 
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Novelšanās leņķis ir /. Punkts M0 ieņem vietu M0. Se pastāv sakari: 

2Ļ MaCaB = 2Ļ M'0CB'. 

Veidotas likoes punkta M0 koordinātas x un y ir 

M0D = M0B' - DB'; ; y = r — CE; 
vai 

X rt — r sin t 
(1) 

_)' = r — r cos / 

Izteiksmes (1) dod līknes M0 M0 M0 nolīdzinājumu. So līkni sauc 
par v i e n k ā r š u c i k l o i d u . 

i ir 

Punkts M2 veido līkni M, M M.,, ko sauc par p a g a r i n ā t u 
c i k l o i d u . 

/ it 

Punkts Mx veido līkni Mx Mx MY, ko sauc par s a ī s i n ā t u 
c i k l o i d u . 

Ja apzīmējam C0M2 ar a, tad, kā redzam zīmējumā 

Šie divi nolīdzinajumi dod parametriskā veida ka saīsināto, la atī 
pagarināto un vienkāršo cikloidu, un proti: 

ja a — r, tad dabūjam vienkāršo cikloidu; 
ja a •< r, tad saīsināto un 

ja a > r tad pagarināto cikloidu. 

Šīs līknes ir simetriskas pret ordinatu asi un tāpat pret ordi-
natu, kad x = rīc. 

2) Epicikloidas. Ja riņķis K noveļas ārpusē uz riņķa K0 (zīm. 65.), 
tad dabūjam līknes, ko sauc par e p i c i k l o i d ā m . 
Ja riņķim K noveļoties uz riņķa K0, riņķa K punkts M0 nonāk punktā 

(2) 

M , tad 
Rt = ru 

un 
Rt 

(1) u = —. r 
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Ka redzam (zim. 65.)» apzīmējot CM' = a, dabūjam punkta M' 
koordinātas: 

x = C0R - M^Q = (R + r) cos / — a cos (7 + it); 

y = CR CQ — (R + r) sin / — a sin (/ + «)• 

Zīm. 6 5 . 

Ievedot u izteiksmi no (1) dabūjam : 

, i . R + r 
x — (R 4 - r) cos / — a cos — / 

r 
R + r 

y — (R -\- r) sin / — a sin t 

Nolīdzinajumi (2) dod : 

ar a = r vienkāršo epicikloidu 
a < r saīsināto „ 

„ a ^> r pagarināto „ 

R 

(2) 

Ja — ir racionāls skaitlis, tad riņķis K pēc zināma no-

velšanās skaita atgriežas izejas vietā un cikloidai ir galīgs vien-

līdzīgu zaru skaits. Ja turpretim - ir iracionāls skaitlis, tad tas 

nekad nenotiek. Var pierādīt, ka pirmajā gadijumā epicikloidas ir 

algebriskas un pēdējā — transcendentas līknes. 

J a R = r = a, tad šādu epicikloidu sauc par k a r d i o i d u. 
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Kardioidas nolīdzinājums i r : 

135 

x = 2a cos / 
y — 2a sin / 

a cos 2t 
a sin 2t | 

3. H i p o c i k l o -
i d a s . Ja riņķis K no
veļas uz riņķa K0 iekš
pusē, tad veidotās līk
nes sauc (zīm. 66) par 
h i p o c i k l o i d ā m . 

Sākuma stāvoklī 
riņķa K centrs C atra
dās uz x ass un punkts 
M' sakrīt ar punktu 
M°0, tādēļ 

*PM' - PMn 

ru = Rt Z\m. 66 . 

un 
Rt 
r ' 

Ar CM' = a dabūjam 

d ' ) 

x = C0O 4 OR = (R — r) cos / 4 - a cos (u — t) 

y = CO — LMļ = (R — r) sin / — a sin (u — t). 

Ievedot u izteiksmi no ( l a ) dabūjam : 

R — r 
x — (R — r) cos t 4- a cos - — / 

R — r 
y = (R — r) sin / a sin / 

( 2 a ) 

Nolīdzinajuroi dod hipocikloidas: 

ar a = r vienkāršo hipocikloidu 
„ a < r saīsināto „ 
„ a > r pagarināto 
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Ja r = -ņ tad no ( 2 a ) dabūjam: 

= cos / + a cos / = + a\ 

R • 4 y = "2 sin / — a sin / 

cos / 

sin / 
(3) 

R 
Šie divi nolīdzinajutni dod elipsi, kuras lielā pusass ir + « un 

_ 7? maza — a. 

Ja a = r = - ģ i tad no (3) dabūjam: 

x — R cos t; 
y — 0. 

šie pēdējie nolīdzinājumi dod taisni, kas sakrīt ar x asi. 

Līkni, ko dabūjam ieliekot hipocikloidas nolīdzinājumā ( 2 a ) 

a = r 
R 
4 

* = 
y 

— R cos / + -7 cos 3/ 
4 4 
3 7? 

— i? sin t T sin 3/ 
4 4 

sauc par a s t r o i d u. 

A s t o t ā n o d a j a . 

Neatkarīgā mainīgā transformācija. 

80. Neatkarīgā mainīgā transformācija. Pieņemam, ka kādā 
funkcionālā sakarā x ir neatkarīgais un y no x atkarīgais mainīgais. 
Ievedām 

x = cp («), (1 

tad arī y un y atvasinātās top par funkcijām no u. Še apskatam 
divus gadījumus: 

I. Ir kaut kāda funkcija y no x, kuras veids nav dots, bet tās 
dy <Py 

atvasinātas 
dx' dx2 u. t. t. saistītas kada izteiksme-
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Ievērojot ( !) redzam, ka y tagad ir salikta funkcija no u, tādēļ, 
saskaņā ar [18]. 

dy dy dx 
du dx ' d it 

No (2) dabūjam: 

ta tad ievērojot (1) 

dy 
dy dut 

dv dx ' 
du 

dy 
dy du 
dx cp' («)" 

No šī nolīdzinajuma dabūjam: 

d'2y dy d2x 
d'2y dii1 dx du2 

dx* ~ JdšČ " 

Ievietojot nolīdzinajuma (6), ~ izteiksmi no (3), dabūjam; 

dy 
d2y du d2x 
du* dx du2 

d'2y du 
dx~* v 9 hixY 

\du) 
vai 

dx (Py dy (Px 
ePy du du2 du du2 

(2) 

(3) 

(4) 

Diferencējot (2) vel reiz attiecība uz u dabūjam: 

d2y_d2y (dxV1 dy d*x g . 
du*~ dx* \du) + d x du* K ' 

(6) 

Cl V ci^ V 
Ar kādām izteiksmēm aizvietojami — , - P — u. t. t., ja ievedām 

' dx dx2 

x = cp(«). 
rāda sekojošais. 
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tfxl [<P'(")1" 
(8) 

Izteiksmes (4) un (8) ir uzdevuma atrisinājumi. Līdzīgā kārtā diferen
c i , 

cejot (5) varam dabūt -=-4 izteiksmi u. t t. 

P i e m ē r s . 

Augšējais diferencialnolīdzinajums jāpārveido, ievedot jaunu neatkarīgo 
mainīgo u, liekot 

x = eu = <p(«) (P) 
Še 

<p'(«) = cp"(w) = « « ; 

(Y) 

(S) 

dy 
dy du d u 
dx ~~ cp' («) ~ 

Ievedot izteiksmes (p,) (5) nolīdzinājumā (a) dabūjam: 

r/2jy dy dy 
2 „ r / « 2 du . u du . , _ 

<rM • , V eu — 4 - « 2 V = 0 
e2" eu 

vai 

% + =•• »• 

Kā redzam, ar jauna mainīga ievešanu, diferencialnolīdzinajums ir 
daudz vienkāršāks. 

Ievērojot (1) redzam, ka 

D X II \ D 2 X 

Ievietojot šīs izteiksmes nolīdzina]'urnā ( 7 ) dabūjam: 
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II. Dota funkcija 

Ar nolīdzinājumu 
x = cp(«) 

139 

(1) 

(2) 

ievedām jaunu neatkarīg umainigo ». Kadu veidu šadā gadijumā dabu 
dy d2y p 
dx' dx'2 

Ka redzam 

y = /[?(«)] = <!»(«) 

še <Ļ(u) ir zināma funkcija no u. 

Diferencējot (3), attiecībā uz u dabūjam 

</«9 

ievietojot šīs vērtības I (4) un I (8) dabūjam: 

dy = ŗ ļ u ) 
dx cp' (w) 

d2y _ < p ' f » <Ļ"(u) — ŗ"(u)<ļ>'(u) 
dx* ~ [?'(«)]'» 

Izteiksmes (5) dod jautājuma atrisinājumu. 

P i e m ē r s . 

Elipses nolīdzinajuma 

ievedot 

dabūjam : 

y = ± ^ ļ V - x2 = / ( . r ) 

v = a sin Î< = cp(7/) 

y = ¿7 COS 11 = <1> ( H ) 

(3) 

(4) 

(5) 

(«) 

(P) 
Nolīdzinajumi (a) un (p) izteic elipses nolīdzinajumus parametriska veida. 

cp(«) = rt sin w; <f'(M) = rt cos u\ <&"(«) = — a sin u; 

<Ļ(u) = b cos « ; d/(M) = — b sin w; <|>"(«) = — 6 cos «. 
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(5») 

Reizinot pirmā ( 5 a ) nolīdzinājuma labās puses skaitītāju un saucēju 
ar un otra nolīdzinājuma labās puses skaitītāju un saucēju ar dus 

dabūjam 

°2,y 

<Ļ\u) du 

Bet 

X J <p'(«) 

<p'(K)f/n <ļ>"(u)du2 — <?"(u)du,> . <Ļ'(u)du 
( 5 b ) 

<ļ>'(u)du = dy; <ļ»"(«)</«9 = r̂ jv; 

ievedot šīs izteiksmes nolīdzinājumos ( 5 b ) dabūjam: 

y — dx d2y -- tf*2* rt'jv 
( 5 C ) 

Nolīdzinājumu ( 5 C ) labās puses jāuzskata kā diferenciālu īsti kvocienti, 
pie kam šie diferenciāli ir funkcijas no kāda pēc patikas izraudzīta 
neatkarīga mainīgā. 

Šīs formulas lieto tad, kad x un y funkcionālā sakarā neatkarī
gais mainīgais atstāts izvēlei. Gadijumi var būt šādi : 

1) Ja x ir neatkarīgais mainīgais, tad d*x = 0, tad augšējās 
formulas dod 

D = d - l . 
1 x dx 

Ievietojot šīs atvasinātās nolīdzinājumos (5) dabūjam: 

dy b 
, — — — te u; dx a 6 

d2y _ _ b 
d'x2 ~ 

Nolīdzina jumus (5) var rakstīt veidā: 

+'(«) 
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un 

* y dx2' 

2) Ja y ir neatkarīgais mainīgais, tad <Py = 0 un 

x y dx dx' 
dy 

d2x dy d'2x 
_2 dlx dy dy3 dy2 

fdxy (dxv> 
(dy) \dy) 

Tā tad, ja ir kāds funkcionāls sakars, starp y un x, kur x uzskatīts 
par neatkarīgo mainīgo, ja gribam y ievest ka neatkarīgo mainīgo, tad 
jāieved 

dy . ._ 1 
- 7 - vieta - J -
dx dx 

un 

dy 

<Px 
d2y . ._ dy2 

v i e t a — 
dx2 tdx\v (dx\9 

\dy) 

P i e m ē r s . 

Kāda ir p izteiksme, ja līknes nolidzinājums dots parametriskā veidā? 

J a y ir funkcija no x, tad 

P = d*y 
dx2 

, d y d2y 

SinI izteiksmē, ievedot un ^ izteiksmes no nolīdzinājumiem 

( 5 C ) dabūjam: 

P = 
I ^ W * / J _ (dx2 4-

rt1* o^ jv — rt*2^ ^ j v dxd2y — d2xdy' 
dx* 
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P i e m ē r s . 

x = r (t — sin /) \ . . . . . . . 
J (cikloīda) y = r(\ — cos /) 

/ ir parametrs. 

Tad 

dx — r ( l — cos i) dl; d2x = r s i n / dl2; 

dy = rsint dt; it2y = r cos dl2. 

Ievietojot šīs izteiksmes augšējā formulā dabūjam: 

r _ \r2(\ — cos/) 2 + r ' s i n 2 / ] 2 _ r[I-2cos/4-cos2H-sin2/] 
^ r(l—cos/)(rcos/) — rs in / (rs in/) cos / — cos2/ — s in 2 / 

_ r[2 — 2cos/] 
— 1 4- cos/ 

a 3 3 3 
r . 2 2 l - c o s / 2 r . 2 2 [ l - c o s / 2

 n \ . . 
= ^— J = -ŗ—— — 2 2 r ( l — COS l ) 2 

r — 1 4 - cos / 1 — cos / v ' 

Tā kā 
/ 

tad: 

1 — cos / = 2 sin 2 - jp 

p = — 2 T . r l ^ s i n 2 - ^ ) 2 = — 4 r s i n y -

Šinī formulā dv, d2x, dy, (Py izteiksmes dabūjam no līknes para-
metriskiem nolīdzinājumiem. 



Funkcijas ar vairākiem mainīgiem. 
D e v i t ā n o d a l a . 

Parciālās atvasinātās. Parciālie diferenciāli. Totālais 
diferenciāls. 

81. Funkcijas ģeometriskā attēlošana. Robežvērtiba. Nepār
trauktība. Pieņemam, ka x un y ir viens no otra neatkarīgi mainīgi 

lielumi. Šādu vērtību pāris x\y 
noteic xy plaknē punktu M 
(zīm. 67.). 

Ja punkts M var xy plaknē 
ieņemt kuru katru vietu, tad neat
karīgos mainīgos x un y sauc par 
n e i e r o b e ž o t i e m . 

Ja u < v < i nn c<y<d, 
tad punkts M (zīm. 68.) var ieņemt 
katru vietu svītrotā paralelogramā, 
izņemot tā malas; ja 

<y<<*. 

Zīm. 67. 

- „ x un 

tad M var ieņemt vietu aiī uz paralelograma malām 

Šo paralelogramu P sauc par 
v ē r t ī b u p ā r a .-v ļ i e c i r k n i . 

Vērtību pāra iecirknis var arī būt 
ierobežots ar līkni. Ja rakstam 

(.v - a ) 2 + ( y - W < r\ 

tad vērtību pāra ;v ,y iecirknis ir 
riņķis ar rādiusu r un ceutra koor
dinātām a un S (zīm. 69.). 

Šādos gadijumos saka, ka x u n 
j v i r i e r o b e ž o t i m a i n ī g i . 

J a k a t r a m v ē r t ī b u p ā r i m \y no iecirkņa P, p i e k ā r t o t a 
v i e n a ( v a i a r ī v a i r ā k a s ) k ā d a t r e š ā m a i n ī g ā z n o t e i k t a 
v ē r t ī b a , t a d z s a u c par f u n k c i j u n o v u n y un raksta: 

Zīm. 68 . 

2 = f(x, y). 
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z sauc par no neatkarīgiem mainīgiem x uny a t k a r ī g u m a i n ī g u . 
P i e m ē r s . 

* : /(*. y) = x + y + c. 

Zīm. 69 . 

v ē r t ī g u . Var but arī trīsvertīgas u. 
Ģeometriski z vērtību, 

t. i . f{x, y) atveido šādi 
(zīm. 7 0 . ) telpas ortogo
nālā koordinātu sistēmā. 
Še pieņemta labās skrū
ves sistēma Vērtību pāris 
x \ y dod punktu M plaknē. 
Uz stāteņa punktā M no
g r i e ž a m a s vērtību un dabū
jam telpā punktu F. 

Iecirkņa P vērtību pāri 

telpā punktus Fx F2 u. t. t. 
Šie punkti vienkāršos ga
dījumos veido līku virsmu. 
Tā tad, izteiksmes 

Še katram vērtību pārim 
• x, y atbilst viena no

teikta z vērtība. Funk
ciju f{x,y) tādēļ sauc 
par v i e n v ē r t ī g u . 

Ja 

Z = + }/X2 — jy 2 — r 2 , 

tad katram vēttību pārim 
x \y atbilst divas noteik
tas z vērtības. Šādu 
funkciju sauc par d i v-

t. funkcijas. 

z 

F 
•> 

0 y • z 

Zīm. 70. 

ģeometrisks atveids vienkāršos gadījumos ir līka virsma. 

Ja 5 ir zināms pozitivs mazs lielums un 

0 < | h | < 5 
0 < | * | < S, 
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1 0 

lad vērtību pārus (x-\-h,y-\-k) ar h=£0 un k=£Q sauc par vietas x\y 
a p k ā r t n i . Šī apkārtne tā tad ir kvadrāts ar malu 28 un centru x \y. 

Ja neatkarīgi viens no otra x —> a un y —>• b, tad mainīgais 
punkts x ļ y kaut kādā ceļā tiecas uz nekustīgo pnnktu a \ b. 
To apzīmē: 

(*, y) - > • (a, b), 
vai arī 

lim (x, y) = (a, b). 

Lai tas notiktu, jābūt izpildītam nepieciešamam un pietiekamam 
noteikumam 

(x — a)2 + (y - A)2 0. 
J a 

y) ->• («, 
un 

/(>-, jv) - * G, 

tad saka, ka vietā (a, b) i u n k c i j a s / ( * , y) r o b e ž a i r G. 

To pašu izteic arī 

lim f(x, y) = G. 
(x, y) -± (a, b). 

Precizāk augšējo izteic sekojoši: funkcijas f{x,y) robežvērtība vietā (a, b) 
ir vērtība G, ja pieņemot, pēc patikas, mazu pozitivu skaitli e, varam 
atrast citu pozitivu skaitli o, tādu kā 

/(.v, y) - G e 

vLam vērtībām 

0 < x — a < S un 0 < | _y — 6 | < 8, 

pie kam 8 ir atkarīgs no e. Funkcijas f{x, y) vērtību, ko dabūjam 
ievietojot x vietā a un y vietā b, t. i./{a, b) sauc par funkcijas/(.r, jy) 
i e v i e t o š a n a s v ē r t ī b u v i e t ā (a, b); tā var būt noteikts 
skaitlis A, arī o o , vai kāda nenoteikta vērtība. 

Ja funkcijai / (x, y) vietā (a, b) ir noteikta vērtība A, ja vietā 
(a, b) funkcijas f(x, y) robežvērtība G arī ir noteikta un ja 
pie tam vērtiba A nolīdzinās robežvērtībai G, tad funkcija / (x, y) ir 
n e p ā r t r a u k t a vietā (a, b). To izteic arī šādā veidā: 
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Funkcija f(x, y) ir nepārtraukta vietā (a, b), ja pieņemot, pēc 
patikas, mazu pozitivu skaitli e, varam atrast citu pozitivu skaitli 3, 
tādu kā 

I / ( * . y) - / ( « - *) l < e 
visam vērtībām 

x — a | < S un ļ y — b | < 8. 

F u n k c i j a f(x, y) i r n e p ā r 
t r a u k t a i e c i r k n ī P, j a t ā 
i r n e p ā r t r a u k t a v i s ā s 
i e c i r k ņ a P v i e t ā s . 

Gar kādu taisni g f{x, y) ir 
funkcija tikai no x. Ja visos' šīs 
taisnes punktos iecirknī P funkcija 
f(x, y) ir nepārtraukta, tad saka, 
ka f(x, y) ir nepārtraukta gar šo 

Z j m 7 ? _ taisni. Ja funkcija f(x, y) ir nepār
traukta punktā M = a \ b (zīm. 72), 

ejot gar taisnēm glt g2, g3 u. 1.1., tad tā ir nepārtraukta punktā M 
tikai tad, ja funkcijai f(a, b) ir viena un tā pati noteikta vērtība, gar 
visām taisnēm caur M. 

P i e m ē r s . 

fix, y) = 
2x y 

vietā 0 | 0 dabūjam / (0, 0) = tā tad nenoteiktu vērtību. 

Velkam caur punktu 0 ļ 0 taisni 

y = kx; 

2kx2 
tad 

/(x. kx) = 
2k 

X* (1 4 - k2) 1 4 - k? 

Šo vērtību funkcija patur kamēr x2 > 0, bet ar x = 0 funkcijas 

vērtība ir Funkcija f(x, kx) patur vērtību 

2k 
1 + k2 

arī tad, kad x ir bezgalīgi tuvu 0. Tad, ka funkcijas / ( . r , kx) vērtību 
vietā x=0 varam pieņemt augšējo izteiksmi, un funkciju / ( x , y) gar 
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10* 

taisni y=kx varam uzskatīt par nepārtrauktu vietā x=0. Punktā 0 | 0 
funkcija / ( x , y) tomēr nav nepārtraukta, jo ar katru k vērtību funkcija 
/(*, kx) dabū citu robežvērtību, ja x-*• 0 un šādā gadījumā nav 
iespējams atrast tādu punkta 0 | 0 apkārtni, kur 

y) - / ( 0 , 0 ) | 

būtu pēc patikas mazs lielums pie visiem x ļ y šinī apkārtnē, jo funk
cijai /(0, 0) nav noteiktas vērtības. J a k ā d ā i e c i r k n ī / ( * , y) i r 
n e p ā r t r a u k t a , t a d t ā i r n e p ā r t r a u k t a a r ī g a r k a t r u 
l ī n i j u š i n ī i e c i r k n ī . 

82. Parciālie diferencialkvocienti un parciālie diferenciāli. Dota 
funkcija 

z — f(x, y), 

kas iecirknī P ir nepārtraukta. Ja pieņemam y par pastāvīgu, tad 
apskatam f(x, y) gar kādu x asij paralēlu taisni, kas krusto iecirkni P. 
Šādā gadijumā f(.r, y) ir funkcija no viena mainīgā x. Tās atvasināto 
attiecībā uz x varam veidot, kā agrāk norādīts. 

Ja dodam abscisai x pieaugumu A# = h, tad z dabū pieaugumu 

Axz = f(x + h,y) - f(x, y). ( 1 ) 

Rādītājs x pie simbola A norāda, ka z dabū pieaugumu tādēļ ka mai
ni j ies vienīgi x. 

J a izteiksmei 

Axz f { x + h, y) - /(x, y) 
Ax ~ h 

ir viena un noteikta robežvērtība, kad h-+±-Q, tad vietai x \ y piekārtotā 
robežvērtība ir funkcijas /(x, y) p a r c i ā l ā a t v a s i n ā t ā attiecībā 
uz x vietā x \y. To apzīmē ar šādiem simboliem: 

n t, \ df(x, y) ,' . . dz DJ(x, y). ^ _ y - , fxļx, y). - . 

Tā tad 
dz = ļ i m f(x + h, y) - / ( X , ^ 

dx A ^ ± 0 h 

Ja funkcijai f{x,y) iecirkņa P katra vieta ir šāda atvasinātā, tad fx(x, y) 
ir jauna funkcija iecirknī P, to sauc par funkcijas f(x, y) p a r c i ā l o 
a t v a s i n ā t o a t t i e c ī b ā u z v . 
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J a parciālo atvasināto, attiecībā uz v, reizinām ar A.v = dx, tad 
saskaņā ar [28] dabūjam p a r c i ā l o d i f e r e n c i ā l u attiecībā uz v. 
Tā tad 

Tx 
dx. 

Saskaņa ar agrāko par funkcijas pieaugumu, varam rakstīt: 

<)x 
dx 4 - £ļ h. 

(3) 

(4) 

Tada pat ceļa dabūjam funkcijas f(x,y) p a r c i ā l o a t v a s i n ā t o , 
attiecībā uz y, dodot y pieaugumu Ay k, iad 

dj_ = l i m / ( .v , y 4- k) - f{x, y) 
dy k-+±0 k 

un p a r c l a o d i f e r e n c i ā l u attiecībā uz y 

kā arī 

0 

V = % dy + 

( 2 a ) 

( 3 " ) 

( 4 « ) 

X 

y 

Zim. 73. 

83. Totālais (pilnīgais) 
diferencialkvocients un totā
lais (pilnīgais) diferenciāls 
Parciālos diferencialkvoci 
entus, attiecībā uz x un y, 
var uzskatīt, kā ņemtus v 
un y asu virzienā (zīm. 73.) 
Apskatīsim diferencialkvoci-
entu pēc patikas izvēlētā 
virzienā 5 . Šinī gadījumā 
mainas abi mainīgie x un y. 
Virzienu MS uzskatam par 
pozitivu; tas veido ar v 
asi leņķi cp un ar y asi leņķi <Ļ. 

Punkta M koordinātas ir x \y un punkta Mx koordinātas ir 

x + h, y 4- k 
Kā redzam 

(l) 
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un 

k->±o k Jy J ) dy 

Ja f (x, y + k) ir nepārtraukta funkcija no jy, tad 

l j m / i x + k , y + k ) / { x , y + A ) = > <Ķ 
- • - /7 y - « v <)x v 

¿ - • + 0 , A - > + 0 

Ja As >• 0 un h —> 0, k —> 0, tad izteiksme (3») tiecas uz robež

vērtību 
dz dz 1)3 , / C . 
j - = T - c o s 9 + ^— cos tļ>. ( 6 ) 

rfs dx d.y 

Šo izteiksmi sauc par funkcijas f{x, y) t o t ā l o d i f e r e n c i a l k v o -
c i e n t u , v a i a r ī t ā s d i f e r e n c i a l k v o c i e n t u v i r z i e n ā 5 . 

Se pieņemts, ka vieta x \ y : funkcija f(x, y) ir nepārtraukta ka / ir 

nepārtraukta funkcija no y, vai arī ka viegli ieskatāms, / nepār
traukta funkcija no x, jo izteiksmi (3) varam ari rakstīt: 

A* = f[x 4 - h, y 4- k) - f{x + hty) + f{x 4 - h,y) - /(*, y). 

Reizinot (6) ar ds dabūjam : 

Ja dodam abscisai v pieaugumu /; un ordinatai y pieaugumu k, tad z 
dabū pieaugumu As, ko nosaucam par funkcijas f(x, y) t o t ā l o 
p i e a u g u m u vietā x\y. Tad 

A3 = / ( .v 4 /,, y + k) - f(x, y). (2) 

Šo izteiksmi pārveidojam: 

Aa = /(x + h, y+k) -f(x, y + k) + / ( . r , y+k) - f(x, y), (3) 

Iz _f(x+!iy+k)-f(x,y + k) h f(x,y+k)-f(x,y) k_ 
A s - " h As ^ k As K ' 

h 
la As —>• 0, tad arī /; —>• 0 un k - > O.bet arvienu -r- — co< « 

a s 
k 

un ^ = cos <Ļ. 
Ja funkcijai f{x, y) ir parciāli diferencialkvocienti, attiecībā uz 

x un y, tad 

U m f(x + h.y + k)-fjxty +k) = , y + k ) ( 4 ) 

/ i - > + 0 n x 
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vai arī, ievērojot [821 (3) un (3 * ) 

dz = dxz 4- dyz. ( 7 « ) 

Tā tad, dz funkcijas z = f(x, y) totālais diferenciāls i r a t t i e c ī g o 
p a r c i ā l o d i f e r e n c i ā l u s u m m a . 

Starp funkcijas pieaugumu As un funkcijas totālo diferenciālu dz 
pastāv sakars, ko dabūjam sekojoši. Ka redzējām : 

\z =f{x + h,y + k) f(x, y + k) + f(x, y + k) -/(x, y). 

i i _ 
Pieņemam ka fx(x, y) un f (x, y) nepārtrauktas funkcijas no x un y. 

Pielietojot Lagranža teorēmu dabūjam 

f(x + h,y+k)-f(*,y + k) = hfjS,y+k), kur x...\.. x + h (8) 

f(x,y + k). -f(x,y) =k/y(x,y)), . y.. T , . . . J V + £ (9) 

kad A - > 0, tad Ķ - > x; tādēļ 

lim f\l,y + k) =/'(x,y) = ^ (10) 
(/,, * ) - > ( 0 , 0) x x 0x 

Kad k —> 0, tad TJ — > y; tādēļ 

lim f'(x,ri)=f'{x,y) = d£. (11) 
[h, - t ) ->(0 , 0 ) y y (>y 

No (10) dabūjam: 

/J&, y + k)= f'x(x, y) + ^; [še 8 l - > 0 kad (A, k) (0, 0)] (12) 

Tāpat no (11) dabūjam: 

fy(x, ij) = fy\x. y) -f e 2 ; [še e.2 - > 0 kad (A, k) - > (0, 0)] (13) 

Ievērojot (8), (9) (12), (13) dabūjam 

f(x + k, y + k) - f(x, y +k) = hf'x{x, y) + h TX 

f(x, y + k) - /(*, y) = kfy\x. y) + k 
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vai ari 

un 

^ = Й ^ + ^ ^ + Л £ 1 + ^ £ 2 . 

A 3 = dz + A 6 I 4- k e 2 . (14) 

Formula (14) izteic meklēto sakaru starp As un dz. h z1 un £ ^ ir 
augstākās kārtas bezgalīgi mazi lielumi pret dx, dy un oz. 

Ja A = dx un £ = rfjv ir ļoti mazi lielumi, tad 

Az ~ dz (15) 
P i e m ē r s . 

/(x, y) = ax* 4 - 3p* ajy 4 - 3Y^y a + 6> 9 . 

Lai dabūtu parciālo atvasināto, attiecībā uz x, funkcija jādiferencē, 
uzskatot y kā pastāvīgu lielumu; tad 

dx 

Līdzīgi dabūjam: 

dJ- — Ъах* 4- 6$xy + 3^y 2 

= Зрл а + 6fxy + 3 6 > 2 ; 

Parciālie diferenciāli i r : 

d x s = Č ģ d x = (Зад:2 4 - 6£ху 4 3 Т У ) Л , 

d y e = t y d y = = ( 3 р * 2 +• ^ + ^ НУ' 

totālais diferenciāls ir 

dz = dXjz-\-dys = (Зал:2 +bfay-\-STya)dx+fflx*+fyxy+Xy'I)dy. 

Tādēļ funkcijas pieaugums 

A 2 + + / ( * , y + k) + f(x, y + k)-/(x, y) = 

= hf'x(x, y) + h e, + kf'y (x, y) + k e 2 = 

= A/J JV) + A/j,' (*. y) + * e i 4- * «j, 



152 Diferenciālrēķini IX nod. 

P i e m ē r s . 

Taisnleņķu paralelograma malas ir .r un y Par cik palielinās 
paralelograma laukums, ja palielinām malu x par It un y par k, kur 
h un k ir mazi lielumi. 

Apzīmējot laukuma vērtību ar z dabūjam: 

z — xy. 

Laukuma pieaugums ir Az, bet tā kā h un k ir mazi, tad, kā redzējām, 
Az varam tuvini atvietot ar funkcijas diferenciālu riz. Tā kā 

tad : 

df 0/ 
dx J y ' dy ~ ' 

dz = (lr- dx 4- ^J- dy = yh 4- xk. 
dx uy 

Funkcijas īstais pieaugums i r : 

Az = f(x 4- h, y 4 - k) -f(x, y) = (.v + //) (y f k) — xy = 

— xy ~t~ hy "4- kx 4" AA — xjy = //>• 4 A.v 4 " l'k-

Kā redzam, 

As — dz = hk 

ir otras kārtas mazs lielums. Šī star
pība redzama grafiskā attēlojumā, kā 
svītrotais laukums. (Zim. 74). 

P i e m ē r s . Oma likumā 

Zīm. 74. R = E 
R 

R — pretestība, E — spraigums, / — strāvas stiprums. 

Ja mērijot E un J pielaistas kļūdas, AE un AJ, kas ir mazi 
lielumi, tad pielietojot formulu (15) dabūjam: 

dRE = ~ ; dRj = - J Ī A - / ; dR = dRE + dRj ; 

AR ~ dR = 
JAE — EAJ 



Diferencēšana 83 , fi4 153 

Tā ka zināma tikai mērīšanas kļūdu absolūta vērtība, tad augšēja for
mula dod kļūdas virsrobežu : 

| AR 

Ja 

tad 

Tā kā 

71 A £ ļ + E | AV 

P 

E =. 110 ± 2 volti un J = 20 ± 0 5 amp., 

AR I = 20 2 + 110 0^5 
400 

= 0.2375 omu. 

R = 
n o 

20" 
5.5 omu, 

tad 
R = 5.5 ± 0 24 omu. 

Relatīvā kļūda 

AR 0 24 

7? 5 5 
0.044 = 4.4°/0. 

84. Parciālo atvasināto, par
ciālo un totālā diferenciālu ģeo
metriskā nozīme. Kā redzējām 

z = f(x, y) 

dod telpā līku virsmu. Ja y pastāvīgs un mainas tikai tad visi 
abscisām x atbilstošie z atrodas plaknē, kas ir _ļ_ pret xy plakni un 
kuras pēdu līnijas ir AB un BM1 (zīm. 75). Šī plakne krusto virsmu 
z = / ( * , y) līknē MM\ Šīs līknes abscisas ir x un ordinatas 
Ar mainīgu x, bet pastāvīgu y 

2 — / 0 . y) 

ir šīs līknes nolīdzinājums. Kā redzam, 

£ = f ( x , y) = t g « o l f 

Axz = KM' 

d z 11 x " KM" 
1 
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Tāpat ja x pastāvīgs un y mainīgs, tad — f(x, y) dod līkni MM' 
plaknē CDM2 (zīm. 76). 

Zīm. 76. 
un 

dz j . ' . , 

0y y 
A „ « = LM' 

J 2 

dvz = LM". 
s 2 

Ja x un y abi ir mainīgi, tad z = f (x, y) dod līku virsmu (zīm. 77). 

Stateniskai prizmai ar šķautnēm ļļ, z asij pamats xy p l a k n ē ir M0MXM9M2, 

tā izgriež no līkās virsmas daļu M 71/ M' MCaur punktu M vel

kam plakni MKSL || xy plaknei. MM" ir pieskare līknei MMj 

punktā M. MM"^ ir pieskare līknei MM'^ punktā M. Plakne 

MM'^M"M'^ tā tad ir pieskaru plāksne virsmai z = f{x, y) 

punktā M. 

Ievērojot agrāko, redzam, ka 

KM" = SS = dxz 
i 

LMI = S 'Af ," = dy*I 
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JO 

Tā tad 

A.MLM" = MM"S'M" 
2 1 3 

SM" = SS' + S'M" = dxz + dv 

Zīmējums rada: ja x pieaug par h uo y par k, tad f(x 4 - h, y + k) 
dod virsmas punktu M'. 

Zim. 77. 

Virsmas punkta M, z koordināta ir M0M 

M', z „ „ M-M'. 
• 3 3 3 

Virsmas koordinātas z pieaugums tā tad ir 

A S = f(x + h, y + k) - /(*, /) = M3M's - MaS = SM\ 

Pieskaru plaknes z koordināta punktā M ir M0M. 

tā tad 
M s ir A/oA/ 

3 3 3 

<fe = rf, * + «/,,« = A/9A/' — ^7i/ 0 (jo M3S = MM0). 
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Tā tad: ir virsmas koordinātas pieaugums, kad pārejam no 
punkta x | y uz punktu x -ļ- // ļ y + k un totālais diferenciāls dz ir 
punktā .v | y | s pievestās pieskaru plaknes z koordinātas pieaugums, 
kad pārejam no punkta x ļ y uz punktu * 4- h \ y 4 

85. Paplašinājums trijiem un vairākiem mainīgiem. Ja .v, y, z 
apzīmē kāda punkta koordinātas un 

n = f(x, y, z) 

ir vienvērtīga un nepārtraukta funkcija kādā iecirknī R, (iecirknis R 
ir kāds tilpums), tad ja x dodam pieaugumu h, dabūjam: 

dJL = n m n * + y> * L z J ! * > y- z \ = / { X t y , z ) . 

Tāpat dabūjam: 

du , du . v - = f y { X t y , z ) un Te=f(x.y,z). 

Virziens 5 tagad veido ar koordinātu asīm leņķus 

Ja funkcijai f(x,y, z) ir parciālās atvasinātās un ja tās arī ir nepār
trauktas, tad totālais diferencialkvocients virzienā 5 ir 

du du , du , du 
• T - = - T - cos cp 4 T " cos E + T COS li). ds dx T r)jv T (9s 

No šīs izteiksmes dabūjam pilnīgo diferenciālu 

, du , du du , du = - r - dx 4 — dy 4- T— rtte, w* dy r)z 
vai ar i : 

f/« = 4- rf^M 4-
Ja 

u = f(xv x2, x3, . . . xn) un n > 3, 
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D e s m i t ā n o d a ļ a . 

Augstākās kārtas parciālie un totālie diferencialkvocienti un 
diferenciāli. 

86. Augstākie parciālie diferencialkvocienti un diferenciāli 
Pieņemam, ka z — f(x, y) dota iecirknī P kā nepārtraukta funkcija 
un tai šinī iecirknī ir nepārtraukta parciāla atvasināta / , attiecība uz r , 

tad atvasināto no / attiecībā uz x, ja / ir diferencējama, sauc par 

funkcijas f(x, y) o t r o p a r c i ā l o d i f e r e n c i a ļ k v o c i e n t u v a i 
o t r o p a r c i a l,o a t v a s i n ā t o attiecībā uz x. To apzīmē ar simboliem : 

Dxf(x.y); f\r,y); fxx(x, y) 

Tāpat definē otro atvasināto attiecībā uz y, ko apzīmē: 

Elfi**?); ° ^ Y ) ' < D-ĶV f"y
ix> y)i fyy(x> y) 

tad izteiksmi attiecina uz «-dimensionalu telpu un, kā agrāk, dabū 
parciālās atvasinātās 

<)xl' <)x2' dxH 

J a šīs atvasinātās ir nepārtrauktas, tad arī še 

, . ()u , du , 
du = - <^ + ( ^ <!**+ +dx^dx*-

_ _ du 
Ja funkcija u visa iecirkni R ir pastāvīga tad tās atvasināta - un dife
renciāls ir visā iecirknī = 0. Tādēļ, ja 

f \ X \ l X2< Xfu) = ^> 

tad 

ŽL dx 4- dx 4 - 4 -f- dx - 0 
0xx

 < 1 X l + dx, "** + + 0x„ **» -  U' 
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ox* ,)x" 

d3/(x, y)m dnf(*,y) 
df 1 dy" 

Ja 
dz_ 
dx 

fAx, y) 

jr nepārtraukta un diferencējama funkcija no y iecirknī P, tad šo funk
ciju varam diferencēt attiecībā uz y. Šīs diferencēšanas rezultātu sauc 
par funkcijas f(x,y) o t r o p a r c i ā l o a t v a s i n ā t o , a t t i e c ī b ā 
x un y, nu apzīmē ar simboliem: 

dfx(x' y) &f(x. y) dH f (x y) — = — Z= . 
•> xyy ' dy dx dy dx dy 

dz _ 

Tāpat ja attiecīgi izpildīti sakuma pieņemtie noteikumi, varam •-- diferencēt 

attiecībā uz x un rakstīt 
f" l x v i _ d f y

{ x ' y ) = d*f{x,y) _ d*z 
J yX\*> J) ^ d y d x d y 

87. Švarca teorēma. J a funkcijai f (xt y) vietā x\y un tās ap
kārtnē ir atvasinātās 

fx y\ fy (x> y)> f"xy (*» y)> f'yX i*> y) 

" " _ _ 
p i e k a m y ^ ŗ un fxy vieta x\y ir nepārtrauktas, tad pastāv izteiksme: 

» . x ," , , . . d*z d2z 
f \x, y) = f (x, y), vai ari ^ — R - = , — 

P i e r ā d i j u m s . 
Liekam 

, . f{x, y + h) - f(x, y) 

d2f(v. y) 

Ja ^ " nepārtraukta funkcija no x un diferencējama, tad talak dife

rencējot dabūjam 
0V(x, y) . 

dx3 ' 
ja pievestie pieņēmumi pastāv arī tālāk, tad dabūjam: 

d4/(x,y)m dnf {x, y) 

un tāpat 



Diferencēšana 87 159 

un 

tad 

_ fjx + h. y) - fix, y) 

ep(.r+A) <pfr) = ^ ^ + A ^ + ¿ ) / ( x + A ^ ) _ / ( j e > j V + / f e ) + / ( : r i y ) ] ( 1 ) 

Lietojot divas reizes Lagranža teorēmu dabūjam : 

(3) 

(4) 

No (1) un (2) redzam, ka šo izteiksmju labās puses ir vienlīdzīgas; 
tā tad vienlīdzīgas ir arī to kreisās puses, bet tad, ievērojot (3) un (4), 
dabūjam: 

i ) = fyx (li ī ) 

Tā ka saskaņā ar pieņēmumu / un f ir nepārtrauktas funkcijas 

vieta x\y, tad ar h - > 0 un k 

\-+x> i¡ 

0, 

Tā tad 

vai arī 

T) — > j y un \^*-x\ y¡ y. 

d*z d*z 
dx dy dy dx 

(5) 

J a funkcija f(x, y) iecirkņa P visas vietās izpilda sākumā pieņemtos 
noteikumus, tad izteiksmes (5) pastāv iecirkņa P katrā vietā. 

Tā tad, j a f u n k c i j u f(x, y) d i f e r e n c ē j a m a t t i e c ī b ā 
u z a b i e m m a i n ī g i e m , t a d d i f e r e n c ē š a n a s r e z u l t ā t s 
n a v a t k a r ī g s n o k ā r t ī b a s k ā d ā i z d a r ā m d i f e r e n c ē š a n u . 

Šo īpašību var paplašināt. Tā kā 

<>2f(x,y) _dV(x, y) 
dx dy dy dx ' 
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dx dy f)x <)yox- dx~ dy 

J a f u n k c i j a u = f(x, y, z) j ā d i f e r e n c ē p a r c i ā l i n 
r e i z e s , a t t i e c ī b ā uz x, m r e i z e s , a t t i e c ī b ā u z y un p 
r e i z e s , a t t i e c ī b ā uz z, t a d t ā d u d i f e r e n c ē š a n u v a r 
i z d a r ī t p ē c p a t i k a s i z v ē l ē t ā k ā r t ī b ā un šādu operāciju 
izteic ar simbolu: 

ģti-\-m+p 

dx" dym ds? 

Fizikā un technikā lietojamās funkcijas vispār izpilda sākumā 
minētos noteikumus, kas vajadzīgi, lai augšējā teorēma būtu pielieto
jama. Izņēmumi var būt tikai dažos punktos. Tas pats attiecās uz 
augstākām atvasinātām. Tālāk tādēļ pieņemsim, ka apskatāmās funk
cijas minētos noteikumus izpilda. 

Ja veido f(x, y, z) atvasinātās, tikai attiecībā uz vienu mainīgo, 
tad tādas atvasinātās sauc par t ī r ā m , bet ja atvasinātās veido, attie
cībā uz vairākiem mainīgiem, tad tās sauc par j a u k t ā m a t v a 
s i n ā t ā m . 

Piemēram 

oJ(x. y, 

ir tīra atvasināta 

<)xl dy ir jaukta atvasinātā. 

tad diferencējot abas puses, attiecībā uz x, dabūjam 

"V'i.v. v) = ,)a/jx.y) = ,Pf(x, y). 

OX oy I>x <ly F)X ()x I)y 0x' i ' 

bet 

<)3/(x. y) =
 d*S'x(x' y) = y) = ,)J(x, y) = dV)x. y), 

I)x dy dx dy dx dx dy ()x dx dy <)x'2 0y ' 

tā tad: 

d*z d3z ()3z 
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z = f{x, y) = ax* + Z$x2y 4- 3r -v jv 2 + 8jr 

^ = 3«.r2 4- E?xy 4- Svj-s; 
3p.r2 4 6Y.rj 4- 38j-a; 

= 6$x 4- 6Tjv; dy dx 

ā? = 6 a : ^ = 6 p ' ^ 2 = 6 ' ; - d / = 6 5 

Augstākās atvasinātās visas ir 0. 
Funkcijas 

z = f[x, y) 
atvasinātas arī apzīmē: 

dz_d/(x, y) = dz ==d/(x, y) _ 
dx P ' dy dy q 

<)2z_d2f(x, y) _ r_ ō2z _d*f(x,y) _ d2z = d*f(x, y) = f 

dx2 dx2 ' dxdy dxdy ' dy2 dy2 

88 Augstākās kārtas totālie diferencialkvocienti un diferenciāli. 
Kā redzējām 

dz d z . dz , 
- r = T - cos <p 4- T - cos W. ds dx T dy 

Ja funkcijai z vietā x ļ y ir visi parciālie diferencialkvocienti 2 , 3 . . . «-tās 
kārtas un ja tie ir vienvērtīgi nepārtraukti, tad /-jai šai vietā virzienā 
5 ir arī augstākie totālie diferencialkvocienti un diferenciāli. 

Otrs totālais diferencialkvocients (otrā totālā atvasinātā) i r : 

d— d — diz ds ds , ... 

d d z 

ds d2z , d2z . / n . 

ds d2z . d2z . t 9 X 

- T — = , , cos O + - r - , COS (T. (3) 
dy dxdy d y a 

P i e m ē r s . 

11 
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Ievedot izteiksmes (2) un (3) izteiksmē (1) dabūjam: 

T-Ō = ļ-,j cc s- cp + 2 - cos © cos tļi + —, ros 2 <Ļ. ds* ox* T ox oy ' T I)y' 

Reizinot šo izteiksmi ar ds2 dabūjam 

Šo izteiksmi var rakstīt simboliski 

Vispār var rakstīt simboliski: 

dnz /d , d . V * 
= ( c o s cp 4 - — cos 4» I s ; 

ds» \dx ^ dy V ' 

" = ( s * + H ' " -

Par šo simbolu pareizību var pārliecināties, veidojot augstākās totālās 
atvasinātās un attiecīgos, totālos diferenciālus. Iegūtos rezultātus var 
paplašināt arī funkcijām ar vairāk kā diviem mainīgiem, piemēram 
funkcijai: 

" —- /(*. y. *); 
tad dabūjam 

= [ - r - cos es 4 - — cos i 4 - — cos « ļ z 
ds» \dx ' r)y ^ dz i 

un 

\dx dy dz I 

Tādā kārtā f-jai 

2 = a*3 4 - 3 ^ 9 y _ļ_ ļ y x y 2 + iyi 

dabūjam: 

<Pz = 6 ( a * + py) </*2 4 - 12 (pa: 4 - w) dxdy 4 - 6 ( 7 * 4 - SjO^jv2, 
¿ 3 * = 6 (a </*3 + 3p dx2 dy 4 3y dy2 4 - 5#>3) 
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un 

11« 

V i e n p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Saliktu un apslēptu funkciju diferencēšana. 

89. Saliktas funkcijas ar vienu neatkarīgo mainīgo diferen
cēšana. Pieņemam, ka u un v ir vienvērtīgas un nepārtrauktas funk
cijas no x un ka 

y ~ / ( " . v) 

ir vienvērtīga un nepārtraukta funkcija no u un v, tad arī y ir vien
vērtīga un nepārtraukta funkcija no x, un to sauc par s a l i k t u 
f u n k c i j u no x. 

Ja dodam mainīgam x pieaugumu A*, tad u, v dabū pieaugumus 
Au, AV un y pieaugumu A_y. 

Ja A*->0, tad arī Aw-*0; At;->0 un Ay-+0. Saskaņā ar [83] (14) 

Ay = f(u + An), v + Av) — f(u, v) — dy 4- ^Au 4- eaAr, 

dy = 'LI Au 4- ^r- Av; 
J du dv 

tā tad 

Av = ļ£ Au 4 ļ£ At< 4- £ , AM 4- «_Aw. ( 1 ) 
J du dv  1  2  

Tā kā 

A» = <y« 4- e 3 Ax un Az; = dv + e 4 A :̂, 
tad 

Au = ^ Ax 4- e, A* ; A?< = ~ Ax + e. Ax. (2) 

Ievedot izteiksmes (2) nolīdzinājumā (1), dabūjam 

4 ' = I ( s 4 1 + " 4*)+ž + + " 4 " + 
Pārveidojot augšējo izteiksmi dabūjam: 

\fj« dx^ dv dx) ^\ 3du^  idv) ^  1  a  

A y _ / d / ; rf« df dv_\ I bj_ d/\ 
Ax ~~ \du dx+ dv ar) + V3 du + B« <hj + £ i + E 2 " 

J a A* —• 0, tad ^ ->• 0 ; e 2 - * 0 ; e 3 -»• 0 un TT - > 0 ; 
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tā tad 
dy df du 0J_ dv 

dx Ou dx '1~ dv dx { A ) 

Reizinot ar dx dabūjam saliktas funkcijas totālo diferenciālu 

dy = f - du 4 - - f dv. (4) ou dv v ' 

Kā redzam, s a l i k t a s f u n k c i j a s f(u, v) p i r m a i s t o t ā l a i s 
d i f e r e n c i ā l s v e i d o j a m s t ā p a t kā , k a d u un b ū t u n e a t 
k a r ī g i m a i n ī g i e . 

Ja u, ir funkcijas no x, tad viegli ieskatāms, ka funkcijas 

y =5 /(II, v, .) 

atvasinātā, attiecībā uz x, i r : 

dy _df du df_ dv Of dzv 
dx Ou dx Ov dv 0w dx 

un 

dy = °4- du 4 - 'Ķ dv + Ķ- dw 4 - (4M 
J du dv div v ' 

P i e m ē r s . 
y — u v 

du 
d± 
dv 

dy 

dx 
« - 1 du 

VUV 1 -ŗ-

dx 

= u v lu; 

vi d v 

rlx 

Funkcijas y augstākās atvasinātās dabūjam diferencējot (3) tālāk, artie-
A-F AF 

čībā uz x, un ievērojot, ka ^ un ^ savukārt atkal ir funkcijas no 

u un v, tā tad, saliktas funkcijas no x. Tās jādiferencē tāpat, kā 
funkcija / ( « , v) attiecībā uz x. y otro atvasināto, attiecībā uz x, 
dabūjam diferencējot (3) attiecībā uz x. To varam rakstīt šādi : 

d_ (dy\ _ d_ Idf du dj_ dv] = d_ īdf dul d_ Idf dvi 
dx \dx) dx [du dx dv dx\ ~ dx [du dx\ dx [dv dx\ 
(Py_\d_(df\ du df ePul . fd^ (0f \ dv_ df_ d'v] = 

dx*— \dx \0u)' dx du dx2\ [dx \dv)' dx + dv dx2\ ~ 
_ [ d2f dudu d2f dv_du_.df_m d*tn 

[du du dx dx du dv dx dx du dx2 J 
f d2f du_dv_ d2/^ dv_ di^ . df d2 v] 
[dv du dx dx dv dv dx dx dv dx2\ 
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/(«, v, w) = flf(x, y, z). (3) 

Sakārtojot dabūjam: 

dx2 du\dx) ^ du dvdx ' dx + dvAdx) + du dx2 + dvdx2 ( ' 

Reizinot augšējo izteiksmi ar dx- dabūjam 

c P y = Ļ ^ du2 + 2 - ^ Ļ du dv + 'ĻLDV2 + 4 - * f <l*V (6) (Jir r)// di» dv- du dv 

Ja w uu v būtu neatkarīgie mainīgie, tad formulās (5) un (6) atkristu 
beidzamie divi locekļi. 

Ja u un v ir lineāras funkcijas no x, tad beidzamie divi locekļi 
arī atkrīt. J a 

u = ax -\- b 
— o.x + p, 

tad 
rfz/ = a<te; rf2// - 0 
dv = adx; d2v = 0. 

Līdzīgi jārīkojas attīstot trešo un augstākās atvasinātās un diferenciālus. 

Izteiksmes var viegli paplašināt vairākiem mainīgiem u, v, w. 

90. Eilera teorēma par homogenām funkcijām. Ja funkcijā 
J(x, y, z) ievietojam, x vietā tx, y vietā ty un z vietā tz un ja tad 

/(te, ty, tz) = t"/(x, y, z), (1) 

tad funkciju f(x, y, z) sauc par « - t ā s d i m e n s i j a s h o m o g e n u 
f u n k c i j u . 

Otrās dimensijas homogena funkcija ir, piemēram, 

anx2 4 - 2a12xy 4 - a^y2, 
jo redzam ka 

«ii \fxf + 2a12tx ty 4 - «^(/jv) 2 = t2(aux2 4 - 2a12xy 4 a^y\ 

Nolīdzinājumā (1) ievietojam: 

u = tx, v = ty, w — tz (2) 
Tad 
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Nolīdzinājuma (3) kreisā puse, kā redzam, ir salikta funkcija no /. 
Veidojam nolīdzinājuma (3) abās pusēs atvasināto attiecībā uz t. Tad 
ievērojot [89] dabūjam 

d/(u, v, w)du d/(u, v, w)dv d/(u, v, w)dw _ - - i , . . . . . 

du dt + dv dt~r dw dt - n r jyx<y>z> W 

Kā redzams no ( 2 ) : 

du dv div 
d t ' ~ X ] dī~ y ; īt — z-

Ievedot šīs vērtības nolīdzinājuma (4) dabūjam 

Liekot / = 1, no (5) dabūjam 

Ú x + dyy + Ú a = H f { x ' y - a ) ' 

Beidzamais nolīdzinājums dod Eilera teorēmu: 

J a h o m o g e n a s f u n k c i j a s p a r c i ā l o s d i f e r e n c i 

a l k v o c i e n t u s r e i z i n a k a t r u a r a t t i e c ī g o m a i n ī g o 
un v e i d o š o r e i z i n ā j u m u s u m m u , t a d t ā i r v i e n l ī 

d z ī g a d o t a i f u n k c i j a i , r e i z i n ā t a i a r d i m e n s i j a s 
r ā d ī t ā j u . 

P i e m ē r s . 

f) = <*nx* + la^xy 4- fl22y. 

Kā redzējām, šī funkcija ir otrās dimensijas homogena funkcija. Še 
n = 2 ; 

d  £ = 2 a n * 4 - 2 a l t L y i j-y = 2 a i a * 4  2a^y; 

dx X + dyy = ( 2 ū n X + 2a™y) x + i 2 " " * + 2a™y)y = 

= 2 (anx* 4  2anxy 4- fl2ajy2). 
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91. Apslēptas funkcijas ar vienu neatkarīgo mainīgo diferencē
šana. Pieņemam zīm. 78, ka funkcija f(x, y) kādā iecirknī P ir vien
vērtīga un nepārtraukta un ka tai šinī iecirknī ir nepārtrauktas parci
ālas atvasinātās attiecībā uz x un y pie kam ^~ ^ 0. J a šī funkcija 

f(x, y) iecirknī P gar kādu šo iecirkni krustojošu likni K, dabū 
vērtību C, t. i. 

/(*, y) = c. 

tad y ir ar to dots kā apslēpta, ne
pārtraukta funkcija no x ar x kādā 
intervālā (a, tB). 

Ja šī funkcija būtu zināma at
klātā veidā: 

0 

tad: 
y = <P (*)> 

f[x, cp (x)] = C 

vajadzētu būt tāpatīgi izpildītai ar 
visiem x intervālā (a, ¡3). Nolīdzi

nājums 
f(x, y) 

( ! ) 

y 

Zim 78. 

- c. (1) 

tā tad ir uzskatams ka salikta funkcija no x. 

Tā kā šī funkcija ir pastāvīga, tad tās atvasinātai jānolīdzinājas 0. 

Funkcijas 
f{x, y) = C 

atvasināto, attiecībā uz x, pielietojot [89] doto paņēmienu dabūjam: 

df dx df dy _ n 

v a i a r i 

un 

dx ' dx dy dv 

df df dy 
dx dy dx 

0. 

dy 
d~x 

dx 
dJ 
dy 

(2) 

(3) 

Nolīdzinājums (2) rāda, ka diference apslēptu funkciju attiecībā uz x: 
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^ dxdy' dx'r dy\dx) 
dx* ~ df 

dy 

Ievedot izteiksmē (5) vērtību no (3) dabūjam : 
dx 

<Py__dx2_ 
dx'2~ 

* \dy) dxdy ' dx ' dy dy2 ' \dx) 

P i e m ē r s : 
(dy) 

2x 

df_2x Ļ F — 2 ! . I —dZ—_d*_—_b*_ x_ 
dx~A2'' dy~ P ' y ~~ d x ~ 2 y ~ A2 ' y 

V2 

dx2 ~~ d2' dy*~t>2' dxdy~ 

Ievedot šīs vērtības izteiksmē (6) dabūjam: 

(Py_ b*_ 
dx2 a?y3' 

(5) 

(6) 

D i f e r e n c ē (1) p a r c i a 1 i a t t i e c ī b ā u z x, t a d d i f e 
r e n c ē (1) p a r c i ā l i a t t i e c ī b ā u z y u n a t v a s i n ā t o 

^ r e i z i n a ar ~ , v e i d o a b u i z t e i k s m j u s u m m u u n 
dy dx 
p i e l ī d z i n a t o n u l l e i . 

Pielietojot šo paņēmienu nolīdzinājumam (2) pieņemot, ka funk
cijai f(x, y) ir arī otras kārtas parciālas atvasinātās, dabūjam : 

±(dI+
dldy\ + t(dl+dl lil\[y = o 

dx\dx dy dx) dy\dx dy dx)dx 
(dV,JV_ dy df <Py\ [#f_.#f dy\dy = 

\dx2 "r" dydx ' dx ^ dy dx2) " r \dxdy ^ dy2 ' dx)dx 

Sakārtojot dabūjam: 

dx2^ dxdy dx^dy2\dx)^dy dx2 y } 

No (4) dabūjam: 

d*y _ dx2 

file:///dxdy
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Tāpat dabūjam: 

dz = df du df dv . 
dx du dx dv dx 

dz__df du df dv 
dy du dy dv dy 

Totālo diferenciālu dabūjam formula 

dy 
J dz J . . dz J 

d z = d x ^ + T y d y 

ievedot vērtības no (2) un (3), tā tad 

(df du df dv\ , , (df du , df dv\ , 
d z = U dx + Tv dx) d x + U dj + čH dī)dy> 

Še iekavās atrodas: 

Tā tad 

du du dv dv 
-r- dx + -T-dy — du \ V - « A ; 4 - - T - «y = rft/. 

dy eto; dy 

dz = d/du 4 ^ d v (4) 
0 H 0 1 / 

F u n k c i j a s s = f(u, v) p i r m a i s d i f e r e n c i ā l s , k ā 
r e d z a m s , i r t ā d a p a š a v e i d a , k ā t a d , k a d u u n i» b ū t u 
n e a t k a r ī g i m a i n ī g i e . 

92. Saliktu funkciju ar diviem neatkarīgiem mainīgiem, dife
rencēšana. Ja u un v ir vienvērtīgas, nepārtrauktas funkcijas no 
x un y un 

z =/{u, v) (1) 

vienvērtīga un nepārtraukta funkcija no u, v, tad funkciju f(u,v) sauc 
par s a l i k t u funkciju no x uay, un tā ir nepārtraukta vienvērtīga funkcija 
no x un y tajā pašā iecirknī, kurā tā ir nepārtraukta attiecībā uz // un v. 

Ja šajā iecirknī uzskatam kā mainīgu tikai x, tad varam še pie

lietot visus [89] rezultātus, tikai liekot ^ vietā ^ ; ^ vietā ^ u. 1.1. 
dx dx dx dx 

Tā tad parciālā atvasinātā no z attiecībā uz x i r : 



1 7 0 Diferenciālrēķini XI nod. 

un 
d^z _ dļf/duV J 2 / dudv, d\f(dv\2 df &u dffflv 
dx2 ~ du2\dx) + dudv dx'dx + dvAdx) ~+" du dx2 + dv dx2' ( ' 

Līdzīgi dabūjam: 

dH _ dJļduV 2 d2f du dv d\fļdvf, df d^u df dh> 
dy* du\dy) dudv dy ' dy dv2\dy) du dy2 dv dy2' 

No (2) vai (3) dabū: 

dh• _(Pf du du jŅ_\du dv.dv du\ d2/ dv dv 
dxdy du2' dx dy dudv \dx dy dx ' dy\ dv2 ' dx ' dy 

,dfJN^dJfv_ 
du dxdy dv dxdy 

Totālais diferenciāls dabū veidu: 

d2z = ^du2 -4- 2-ļK-du dv 4 ļ^dv2 4 - ^(Pu 4- ¥dh>. (8) 
du2 dudv dv2 du dv 

Ja u un v ir lineāras funkcijas no x un y, tad izteiksmes (8) divi bei

dzamie locekļi atkrīt un d*z dabū tādu pašu veidu, kā tad kad u un v 
ir neatkarīgi mainīgie. Ja 

u - ax -\- by -\- c, 
— ax + pjv + T. 

tad 
d2u -= 0, un cPv = 0. 

Otro atvasināto izrēķināšanā jāievēro, ka nolīdzinājumos 

(2) un (3) ^ļ, ^ atkal ir saliktas funkcijas, un ka 

du dv# du ^ dv 
~dx' dx' ~dy' dy 

ir funkcijas no x un y. Tad : 

dH _ dV (du\2 J 2 / du dv df čPu 
dx2 ~ du2 " \dx) + dudv dx ' dx~*~ du dx2 + 

jPf_ du dv dyjdvV df cPv 
+ dvdu dx dx + dv2\dx) + dv dxv 



Diferencēšana 93 171 

dV Pf_ te dV(dz\* df _ n 

dx* dxdz dx f dz2\dx) ^ dz dx2 ~ 
&f , _ d2f dz , d*f/dzY , ^f d2z n 

(6) 

93. Apslēptas funkcijas, ar diviem neatkarīgiem mainīgiem, 
diferencēšana. Dota telpas iecirknī R vienvērtīga, nepārtraukta 
funkcija f{x, y, z), kurai šinī iecirknī ir nepārtrauktas parciālas atva
sinātās. Pieņemam, ka šī funkcija dabū vērtību c uz kādas, telpas 
iecirknī R krustojošas, virsmas. Tad z ir vienvērtīga, nepārtraukta 
funkcija no x un y, ari uz minētās virsmas. Ar izteiksmi 

f[x, y, z) = c (1) 

z ir noteikta, kā vienvērtīga, nepārtraukta, a p s l ē p t a funkcija no 
x un y. 

Funkciju f(x, y, z) var uzskatīt kā saliktu funkciju ar neatkarī
giem, mainīgiem x un y. Šīs funkcijas parciālā atvasinātā attiecībā 
uz x i r : 

df dx df dy df dz = Q 

dx dx dy dx dz dx 

Ta ka ^ = 1 un ^ = 0, (y nav atkarīgs no x) tad dabūjam 

= 0 (2) 
dx dz dx 

un 
d J 

- - - - -
dx - df ( d ) 

dz 

Līdzīgi dabūjam: 

un 

dy~ df ( 5 ) 

dz 
Še pieņemam, ka 0 pie tām, x, y, z vērtībām, kas apmierina 
nolīdzinājumu (1). 

Pielietojot šo pašu paņēmienu, diferencējot (2) attiecībā uz x un 
(4) attiecībā uz y, dabūjam: 
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No (2) vai (4) dabūjam: 

d 2f_ dz dj_ dj dz, dz dj J°-z_ 
dxdy  + dxdz dy  + dyds dx+dz 1 dx dy  + dz dx"dy 

No nolīdzinājumiem (6) un (7) var dabūt: 

tPz. <Pz_ JPz_ 
dx 2' dy 2' dx dv 

P i e m ē r s : 

ax 2 4 - by 2 -4- cz 2 = k 

Atvasinātā attiecībā uz x i r : 
i dz ax + cz -ŗ- = 0. dx 

Atvasinātā attiecībā uz y it: 

Ay + « | = 0 . 

Diferencējot (p) attiecibā uz x un (y) attiecībā uz y dabūjam 

, d 2z (dz\ 2 ļ 

b +  C * d f +  C\dy)=Q  

No (¡5) vai (y) dabūjam: 

d 2z dz dz g 

da: č>jV ^ dy 

Atslēdzot nolīdzinājumus (P) un (y) dabūjam: 

cte ax_ dz by 
dx cz' dy cz' 

Ievedot šīs vērtības nolīdzinājumos (3) un (e) dabūjam: 

<Pz _ _ a(k — by 2) d%_ _ b{k — ax 2)m <Pz_ __ _ 
dx 2~~ c 2z 3 ' d 2y~~ c 2z? ' dxdy~ 



Diferencēšana 94 173 

94. Apslēptu funkciju, kas dotas ar simultaniem nolīdzināju 
miem, diferencēšana. Ja kādā telpas iecirknī R funkcijas ? (.v, y, z) 
un 'Ļ (x, y, z) dolas vienvērtīgas un nepārtrauktas un ja funkcija o uz 
kādas R krustojošas virsmas dabū vērtību a un funkcija <ļ> vz kādas 
cilās R krustojošās virsmas dabū vērtību (3, tad virsmu krustošanās 
līknes katram punktam atbilst vērtību kopība x \y \ z ar kurām 

a un P- (1) 

Gar šo līkni y un z ir funkcijas no x, ta tad ar simultaniem nolīdzi-
nājumiem : 

* (*. y> * ) = « 1 
<H.r,_y, s) = I l U 

mainīgie jy u 0 ir doti kā a p s l ē p t a s funkcijas no x. 

Nolīdzinājumu kreisās puses uzskatam kā saliktas funkcijas ar 
neatkarīgo mainīgo x. Mainīgo y un z pirmās atvasinātās dabūjam 
diferencējot (1) attiecībā uz x kā rādīts [89]. 

Tā tad: 
*p dy dŗp dz = Q 

dy dx dz dx 
dtp 
dx 
d<ļ> . d<Ļ dy d<Ļ dz 
dx dy dx dz dx 

0 
(2) 

Atvasināto vērtības dabūjam no izteiksmes: 

dy # dz 
dx ' dx 

dcp dtp dy dtp dtp dtp 
dz dx dy dx dy d» 
<*|> d<ļ> di/ ddi d<Ļ 
dz dx dy dx dy dz 

(3) 

Atvasinātas dabu galīgas vērtības, ja determinants 

dtp dtp 
dy dz 

dy dz 

# 0. 

Otrās atvasinātas dabūjam, diferencējot nolīdzinajumus (2) pirmo attie
cībā uz x un otro uz y. 
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Tā tad: 

Ŝ? + 2 — ? - + 2 — 4 - 2
 d2(? & — 4-

t )* 2 <)*• r/* dx dz dx dy dz dx dx 

+ d>«U.J + da a \dx) • <)y d x 2 + dz dx2 ~ 
i 2 ^ ^ + 2 A ^ ( 4 ) 

dx2 dx dy dx dx dz dx dy dz dx dx 
, ^ ( d y \ 2 ^ ( d z V M cŗy M,J*z_ 

~*~ dy2 \dx) f dz2\dx) ^ dy dx2 dz dx2 ~ 

Ievedot nolīdzinājumos (4) ^ vērtības no (3) dabūjam otrās atva
d a (Pz 

sinatsas: un j-ry 

Šis paņēmiens viegli paplašināms, piemēram, ja ar trim nolīdzi-
nājumiem, y, z, u ir doti kā apslēptas funkcijas no x. 

Piemērs: 
+ y* + z2 = 4 o 2 

x2 4 - y2 — 2ax = 0 
(a) 

Vienreizēja diferencēšana dod: 

x — a 4- y -F- = 0 
dx 

Diferencējot nolīdzinājumus (P) dabūjam: 

(Y) 

No nolīdzinājumiem (Ŗ) dabūjam: 

dy a — x dz 
dx y ' dx dx 

a 
z 

Ievedot šīs vērtības nolīdzinājumos (y) dabūjam: 

cPy a2 cPz a a 

dx~2~~f] dx2~~z~y 
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,dx\ 
\dul 

dabūjam jautājuma atrisinājumu. 

D i v p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Mainīgo transformācija. 

95. Divu, vienu no otra atkarīgu mainīgu simultana transformācija. 
Starp neatkarīgo mainīgo x un atkarīgo y pastāv kāds funkcionāls 
sakars. Šo mainīgo vietā ievedām jaunus mainīgos u un v ar nolī-
dzinājumiem: 

y = <Ļ («, V) ļ 

Še u uzskatam kā jauno neatkarīgo un kā no u atkarīgo mainīgo. 

Pieņemam, ka nolīdzinājumi ( 1 ) ir vienvērtīgi, un arī šo nolīdzi-
nājumu apvērstie nolīdzinājumi ir vienvērtīgi. 

Še jāatrisina jautājums kā jāizteic 

dx' dx2 l> U 

ar jauniem mainīgiem u un v. 

No (1), diferencējot attiecībā uz u, dabūjam: 

dx c)cp ocp dv 
du du dv du' 
dy diĻ d<Ļ dv 
du du di' du' 

d2x_dy d2ņ dv Py (dv\2 cty dH 
du2 ~du2 + du dv du + du2 \du) + dv du2' 
<Py d2<Ļ dv ^ d^tdvf dty tPv 
du2 du2 du dv du ' dv2\du) dv du2 

Ievedot šīs vērtības, agrāk dabūtās, izteiksmēs: 

dy 
, du 

d y = dx; 
du 

dx cPy cPx dy 
d2 y du ' du2 du2 ' du 
dx~2 ~ 
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96. Mainīgo pārveidošana funkcijās ar vairāk kā vienu neatkarīgo 
mainīgo. Pirmais gadijums. 

Pieņemam, ka z ir kautkāda neatkarīgo mainīgo x, y funkcija. 
Neatkarīgo mainīgo x un y vietā ievedām jaunus mainīgos ar nolī-
dzinājumiem : 

X = ? ( " ' v ) } (1) 
y = <ļi ( « , v) ) 

Tad z ir salikta funkcija no u un v. Diferencējot z attiecībā uz u un v 
(1), dabūjam: 

dz dz dx dz dy dz cte dz d^> 
du dx ' du dy dv dx du dy ' du 
dz dz dx dz dy dz dtf dz d<Ļ 
dv dx dl' dy' dv dx dv dy' di< 

(2) 

No šiem nolīdzinājumiem dabūjam: 

jk-dz 
dx ' dy ) = 

dz 
du du 

dz 
dv dv do 

dz dņ d<\> 
du du du 
dz 
dv dv dv 

<3) 

No augšējās izteiksmes dabūjam: ^ kā noteiktas vērtības, ja 

determinants 

. . . ... d"-z d2z 
Lai dabūtu — , ——,- un 

dv- dx dy 

Otrs gadijums. 

Dota funkcija: 
un 

d<p d<\> 
du du 
d<ļ> d<Ļ 
dv dv 

~ 2 vēl reiz jādiferencē nolīdzinajumi (2). 

z = f(x, y) 

x = cp (w, V) ļ 
y = <\> {u, v) I 

(4) 

(5) 

Ievedot x, y vērtības no (5) nolīdzinajumā (4) dabūjam 
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Šinī gadījumā dabūjam 
Oz dz m 

dx' dy' 
no izteiksmes (3) ievedot tajā 

i) z 0w dz div 
<)ii du ' dv' 

Ja pirmā gadījumā dabūtas arī otras kārtas atvasinātās, tad tajās 
jāieved: 

&z_d*zv. tPs_(Pmm 0-z _ d'hv 
Mi ~~ Oir ' dv2 ~ dv' ' dudv — ōū~ōv 

T r ī s p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

97 Teilora un Meklorena formulas funkcijai ar vairākiem mai
nīgiem. Pieņemam, ka / ( x , y) 
iecirknī P, kas ietver punktus 
x\y un x -\- h \ y -\- k, ir 
vienvērtīga, nepārtraukta funk
cija un, ka tās atvasinātās 
1 . . n arī ir vienvērtīgas un 
nepārtrauktas šinī iecirknī 
(zīm. 79). Punkta M koordi
nātas (zīm.79) i r . r ļ jv un punkta 
Mi: x 4 h ļ y-\-k. Gar taisni, 
uz kuras atrodas M un Mv 

funkcija / 0 , y) ir funkcija no 
viena mainīgā. 

Apzīmējam 

o l 

tad 

un 

M0M = 5 ; 

M M 
> 

M 

Zīm. 79. 

= As, 

M.j •» 

v = x0 + s COS cp ; 

y = Jo + 5 c o s + ; 

k = \s cos cp ļ 
k = As cos iļ} 

/{.x, y) — / ( * „ 4 - s cos cp, y0 4 s cos <ļ>) = F ( 5 ) 

f(x+/i, y-\-k)=f[x0+(s+Ls)cosŗ, y0-\-{s+*s)co*$\F={s+*s) 
Funkci ju: 

F(s 4 - As) 
izteicam ar Teilora formulu: 

As As2 A s " ~ 1 F(s + As) = F(s) + ^F'(s)+ŗ-F"(s)-t + 

( I ) 

} (2) 

2 ! 
As" 

/ ' ( » ) ( s 4- 0As) (3) 

12 
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( 4 ) 

Augšējā izteiksmē: 

/ ' ( 5 + As) = / ( . v + //, y + k) 
un 

/ « • ' ( 5 ) , F " ( s ) 

ir /"(v, y) totālās atvasinātās virzienā .S 

Tā t a d : 

F'(s) = f ^ - c o s < 5 4- cosd))/<- r. y) 
\i)x 1 iiy r J 

1 " ( 5 ) = ( i 4 c o s c ? + Tycos'-) f { x ' y ) 

/ ' (« - 1 )( .s) = ( ^ c o s c p 4- ļ-y cos /-(.v, y) 

Tā kā : 

^ ( 5 4 6 A s ) = / [ . r 0 4 - ( 5 4 - e A 5 ) c o s ? , jKo+(54-eA5)co S tļ;]=/(.r4-e//, y+M), 

t a d : 

F ( " ) ( s 4 6As) = (ļ^ cos cp + ^ cos 4 > ) V ( * 4- 8A, j 4- 8A) (6) 

Ievietojot vērtības no (2), (5), (6) izteiksmē (3) dabūjam: 

f{x 4- h, y 4- £ ) = / ( * , _y) + ^ ( ^ C 0 S ( f +1̂  cos+)/(-*> ̂ ) + 
As2/r) , r) . \ 2 , , A 5 " - 1 / ^ , d X l 

+2^{rxC°^+ŌyC0SVAx' y)+--"+&-T)\^COi^dyCOSV / { X ' y ) + 

+ « V t a c o s ? + ^ c o s v / { x + e / ' - ^ + e A ) ' 

Ievērojot, ka A5 cos <ņ—h un As cos $=k, no augšējās izteiksmes dabūjam: 

A » + * . ^ + * ) = ^ ^ ) f / , ( | ^ * ) / ( ^ > ) + ^ ^ | , * ) / ( * ^ H . . . + 

+ ( ¿ 0 1 ( 1 ' ' + & r * * * + H s ī / H - * r H * > 0 

Izteiksmi (7) sauc par T e i l o r a f o r m u l u funckijai ar diviem neat

karīgiem mainīgiem. 
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Ja vieta v = 0 un y = 0 atrodas iecirknī, kurā f(x, y) un 
/ O , y) atvasinātās izpilda augšā minētos noteikumus, tad formulā (7) 
liekam v un y vietā 0, 0 un tā kā h un k še varam uzskatīt kā mai
nīgus, liekam h vietā v un k vietā y. Tad dabūjam: 

/(,, ,)=M 0)+i(| x + Ļy)f{q, 0) + m , + £ , ) > , 0 ) + • 

1 / d f) \"—1 , 1 / d d V» 

•••+ņrT)Lx + ;»y) / ( a o ) + ^ ī f e - r + ^ ) > f ( e ' r e j ' ) - ( 8 ) 

Izteiksmi (8) sauc par M e k l o r e n a f o r m u l u funkcijai ar diviem 
mainīgiem. 

Lai nebūtu šaubu izrakstīsim augšējo formulu simbolu nozīmi. 

Teilora formulā: 

(» h + ±k\*ftx y) — — « 2 4- 2-&- hk + *1» \dx + dy j J ( • y ) — dx2 + 1 dx dy + dy* • 

pie kam atvasinātās jāveido vietā x ļ y. 

[Txh + Ty
k)lAx + M,y + m 

apzīmē ka pēc diferencēšanas visās «-tās kārtas parciālās atvasinātās 
x vietā jāievieto x -\- bh un y vietā y + %k. 

Meklorena formulā: 

(d . d Y/,n m ^ 2 , 0 d 2 / i &f o 

(ar - r + ^ ) / ( 0 ' 0 ) = ^ « v + 2 ĀTdjT ^ + lģy-

pie kam labajā pusē diferencialkvocienios 

dx2' dxdy'' dy2 

jāievieto x = 0 un y = 0. 

apzīmē, ka pēc diferencēšanas visās « t ā s kārtas atvasinātās jāievieto 
x — 0.v un y = 9>\ 

12* 
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slēpta funkcija 

tad dabūjam: 

dy <)x x 
dx~ ~ 6 F ~ ~ p ' 

(2) 

<Py 
dx*' 

>)y y 

[F )-QF F / +F (t 
xx\ y) xy x y 1 yy\ xļ . 

Tādā gadijuma diferencialģeometrijas agrāk dotas formulas jāieved iz
teiksmes (2) un (3), tā piemēram: 

1) Līknes F(x, y) = 0, pieskares nolīdzinājumu dabūjam: 

1ļ — y = y'(Ķ — x), 
ievērojot (2) 

F 
x 

F 
y 

un / ; 

(5 - x)Fx + ft - y)Fy = 0 (4) 

2) Līknes F(x, r) = 0, normales nolīdzinājumu dabūjam: 
1 it 

•1 ~ y = - y (5 

ievērojot (2) 

Ja f(x,y) iecirknī P, kurā atrodas vērtību pāri .vļjvun x-\-/i\y-\-k ir 
vienvērtīga, nepārtraukta un funkcijai f{x,y) ir visas parciālās atvasinātās, 
kas vienvērtīgas, nepārtrauktas šajā iecirknī, tad, ja lim R,t = 0 dabūjam 

bezgalīgu rindu — T e i l o r a r i n d u . M e k l o r e n a rindu dabū
jam, ja augšējie noteikumi izpilditi iecirknī, kurā atrodas vērtību pāri 
0 ļ 0 un x \ y. 

Č e t r p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Diferencialģeometr i ja II . 

98. Papildinājums diferencialģeometrija plaknē. Ja dota ap-

F(x, y) = 0, (1) 

dF 
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P = 
( '2 <2\ i 

ii li i t ti I i \2 

— F (F )'2+2F F F — F \F 
xx^ y 1 xy x y yy \ X ļ 

P i e m ē r s : 

No punkta F0 = x0 \y0 vilkt pieskari pie līknes 

/(x, y) =-- 0. (a) 

Pieskares nolīdzinājums pie līknes (a), līknes punktā x\y ir 

$ - x ) f x + W- y)fy = °-
Tā kā šī pieskare iet caur F0=x0\y0, tad jābūt izpildītam nolīdzinājumam 

(x0 — x)/x + (y0 - y)fy = 0. (?) 

Nolīdzinājumus (a) un (?) kopā atslēdzot dabū pieskaršanās 
punkta koordinātas. Pieskares nolīdzinājumu dabūjam velkot taisni 
caur punktu x0\y0 un pieskaršanās punktu. 

P i e m ē r s . 
Dotas līknes ar nolīdzinājumiem: 

<?!>» y) = 0 u° 4>(*. f) — 0- (°) 
Kāds ir noteikums, lai šīm līknēm kopējā punktā būtu arī kopēja 

pieskare ? 
Ja x \y ir kopējais punkts, tad pirmās līknes pieskares virziena 

koeficients ir 
o 
• x 

^ = ^ (5) 
F F 

* y 
3) Lai izšķirtu vai līkne F(x, y) = 0 punktā F0 = a\b ir 

konkava vai konveksa, tad vērtības a \ b jāieved izteiksmē (3). 
4) Līknes F(x, y) = 0 infleksijas punktus dabū atslēdzot kopēji 

nolīdzinājumus: 
F(x, y) = 0 | 

II / i \2 I I , ,l I /V- } (6) 
F \F ) - 2 F F F + F \F ) = 0 \ 

xx\ y ļ xy x y 1 yy\ X) ) 

5) Līknes F(x, y) = 0 liekuma rādiusu un liekuma centra koor
dinātas dabūjam, ievedot attiecīgās agrāk dotās formulās, y' un y" 
vērtības no (2) un (3) . Tā piemēram dabūjam: 

UI1 
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v a i : 
•y Ty 

• x T y • y T x 1 

Izslēdzot .v, _y starp nolīdzinājumiem (o) un (p), dabūjam 
meklēto noteikumu. 

Viegli ieskatīt, ka noteikums, lai liknes (a), kopējā punktā bulu 
stateniskas, dabūjams izslēdzot v un v starp nolīdzinājumiem: 

<?(*, y) = 0 ; 4C*. _>') - 0, 

''y 'y ? x +* + ?J * • •= °" 
P i e m ē r s 

Caur punktu P 0 = x0\y0 vilkt normāli pret līkni 

f(x, y) = 0. 

Normales krustpunktu ar līkni dabūjam, kopēji atslēdzot nolīdzi
nājumus : 

/(*, y) = 0, 

(*o - x)/y - ( J V 0 - ^ ) / ^ = 0. 

Līknes normale iet caur punktu * 0 |_y 0 un dabūto krustpunktu. 

P i e c p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Funkcijas ar vairākiem mainīgiem ekstrēmas vērtības. 

99. Apslēptas funkcijas ekstrēmās vērtības Ar izteiksmi 

F(x, y) = 0 (1) 

y ir dots kā apslēpta funkcija no x. Lai dabūtu y ekstrēmās vērtības, 
kā agrāk norādīts, jāliek: 

y' = 0. 

un otrās liknes vieziena koeficients ir-

I • 

r y 

Šiem virziena koeficientiem, saskaņā ar uzdevumu, jābūt vien
līdzīgiem, tā tad 

' X ' X 
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Šinī gadījumā; 
<)F 

= — dv 

d~F 
dy 

183 

Redzams, ka y' — 0, ja 

O.V 
(2) 

Ja nolībzinājumu (1) un (2) kopējs atslēgums ir 

x — a un y = l> 

Tad vietā x — a ordinatai r ir ekstrēma vērtība, 

y = b 

Vai y = b ir maksims vai minims, noteicams ar y" palīdzību. 
Ta ka 

F [F ) -2F F F + /•• [F 
•I _ xx \ y) xy x y ' yy \ xļ y" - -

un ta ka ar x = a un y = b atvasināta \F X j = 0, tad augšej 

izteiksme dod, ar x = a un y = b, 

a 

iy")x=a = ~ 
y=b 

Ja 
F 

y a,b 

a,b 

> 0 t a d j y = £ minims. 

< 0 tad y=b maksims. 

Ja ar x = a un y = b arī {F'^Ū B = ° , t a d līknei ir īpaši punkti 

Šis gadijums tiks apskatīts vēlāk. 

P i e m ē r s . 
F(x. y) = -v8 — Saxy + y = 0. ( I ) 

= 3.v2 - Say. 
Ox J 

3 * 2 - Say = 0. (2) 
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II 

F 
XX 
I 

F 
y 

2_ 
a 

3 

Tā tad, ya — a ]/ 4 ir maksims, ja o > 0 un minims, ja a < 0 . 

100. Funkcijas, ar diviem mainīgiem, ekstrēmas vērtibas. Pie
ņemam, ka f(x, 5t) ar diviem neatkarīgiem mainīgiem x un y, iecirknī 
P ir vienvērtīga (jjn nepārtraukta (zīm. 80.) . 

Funkcijai f(x, y) iecirknī P vietā x = a; y = b, ir e k s t r ē m a 
vērtība: m a k s i m s , ja varam atrast tādu apkārtni kā f(a, b) vietā 
a\b ir lielāka kā katra cita funkcijas f(x, y) vērtība šinī apkārtnē. 

Tā tad vajaga varēt noteikt tādu pozilivu skaitli TJ, ka maksima 
gadijumā 

f(a + h, b + k) - /(«, b) < 0 ( I ) 
ar visiem: 

|A|<ij un \k\<ri. 

Funkcijai /(x, y) vietā x = a; y = b ir ekstrēma vērtība: 
m i n i m s j a : 

f(a + h, b +k)-f{a, b)>0 (2) 

ar visiem: 

(1) un (2) kopēji atslēdzot dabūjam: 

3 _ 3 _ 

* i = 0; Vi = 0; * a = a V 2 ; .va = a |' 4 

Ar .v 1 un yx 

— = dv- — oax 

dy ^ 

izteiksme dabū vērtību 0, Še ir augšā minētais īpašais gadijums. 

Ar x2 un y% izteiksme: 

0X 1 

dabū vērtību 6a 1/ 2 un dabū vērtību 3 a 2 \ 2 j tad 
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Katra ŗ vertiba noteic taisni caur punktu M. Zīm 80. Telpa, virs taisnes 

5 , atrodas krustošanās likne virsmai z = f(x, y) un plaknei, kas 
stateniska pret xy plakni un kuras pēdu līnija ir taisne 5 . Ja funk
cijai f(x, y) vietā a\b ir maksims, tad tas ir arī augšā minētās līknes 
maksims. Tāpat, ja funkcijai 

f(x, y) vietā a\b ir minims, 0 b * 
tad tas arī ir minims minētai " ' s>' ^ 
līknei. Izteiksmes (1) un (2) 
norāda, ja funkcijai f(x,y) 
vietā a\b ir maksims vai mi
nims, tad vietā atb ir maksims 
vai minims uz katras līknes 
telpā, kuras dabūjam, ja vel
kam caur a ļ b dažādas tais
nes 5 . 

J a līknei telpā, kas atbilst 
taisnei S , vietā a\b'u ekstrēma 
vērtība, tad funkcijas f(x, y) 
totālai atvasinātai šinī vietā un virzienā jābūt 0. Tā tad: 

Zīm. 80. 

df df 
-~ = 4 cos , — , — <? + cos tļ> = 0. 
ds dx ' dy 

( 3 ) 

Šai izteiksmei jābūt izpildītai visos virzienos, kuru cos a<p+cos 2<ļ'=l. 
Ar šādu noteikumu augšējā izteiksme ir tikai tad 0, ja vietā a \ b 

= 0 un 
r)y 

= 0. (4) 

No augšējā secinām: T ā s v i e t a s , k u r ā s f(x, y) d a b ū 
e k s t r ē m a s v ē r t ī b a s , a t r o d a s n o l ī d z i n ā j u m u (4) 
a t s l ē g u m o s . 

Pieņemam, ka atslēdzot nolīdzinājumus (4) dabūjam: 

x = a; y — b. 

Lai izšķirtu vai šai vietā ir maksims vai minims, jāapskata otrā totālā 
atvasinātā vietā a I b, 

d2f_d*f 
(5) 
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<)x -2, dabūjam: 

62f d2f (<)J\2 •> , o "V d'-f , , ^/ <)2f 2 , 
<)x2 ds2 \T)x2/ ' dx dy dx2 ' d* 2 dy2 

Papildinot labajā pusē pirmos divus locekļus līdz kvadrātam 
dabūjam: 

No (7) redzams, ja 

^ • ^ - ( ; ^ - { j y ) > 0 (8) 

tad (7) labā puse, visos virzienos, arvienu ir pozitiva, bet tad 
arī (7) kreisā puse ir pozitiva, un tādēļ ar visiem -S virzieniem caur 

a ļ b izteiksmei tad ir tada pati zīme ka 

\dx2)a,b 

Izteiksme (8) ir pietiekama, lai ^f 2 visos virzienos paturētu to pašu 

zīmi, bet ka tā ir arī vajadzīga, redzams no sekojošā: 

Ja būtu: 

Ja funkcijai f(.v, y) vielā a ļ b ir maksims, tad izteiksmei (5) jābūt 
vietā a\b negativai un ja minims, tad pozitivai vērtībai, visos virzie
nos. Vispirms vietā a ļ b jābūt 

; ^ o u n g { * o . l 6 ) 

Ja, piemēram, (~ : > \ būtu 0, tad 'Ļ-{ arī būtu 0 ar d» = -^r 
\i).\-/(i,t> os- 2 

un ja f'4X) °ūtu °r tad 'ļ% arī būtu 0 ar -i = 

Pieņemot, ka augšējais noteikums (6) izpildīts, reizinot (5) ar 
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tad ar cos <Ļ = 0 izteiksmes (7) labā pusē un tādēļ ari kreisā būtu 
pozitiva. Bet izteiksmes labās puses, un tādēļ arī kreisās puses zīme 
būtu negatīva pastāvot (9), j a : 

~ļ COS CD —i— , COS dl = 0. dx- ' d v dy 

Tā tad šādā gadijumā, ja pastāvētu (9), ^ ar visiem virzieniem ne

paturētu pastāvīgu zīmi. 

Gadijumā, ja 

tad (7) labā un kreisā puse gan paturētu pozitīvo zīmi visos virzienos, 
izņemot gadijumu virzienā, kad 

'Ļ^. cos cs 4- (>%I cos di = 0 dxd ' 0y-

Tad pazustu (7) labā puse un tā tad arī ^ 

Tada gadijumā par ~ zīmi neko nevar izteikt. 

N o a u g š ē j ā r e d z a m s , k a f u n k c i j a i f(x,y) v a r b ū t 
e k s t r ē m a s v ē r t ī b a s t i k a i g a d i j u m ā j a v i e t ā a\b: 

Ķ = 0 un ^ = 0 un 
d v 0y 

d v 2 dy'ž \dxdy) 

Tādā gadijumā, otrai totālai atvasinātai -^42 ir tāda pat zīme ka 

Ja šī zīme ir negativa, tad f{a, b) ir maksims un ja šī zīme ir 
pozitiva, tad f(a, b) ir minims 

Tā tad lai dabūtu funkcijas f{x, y) ekstrēmās vērtības, jārīkojas 
sekojoši : 

1) jāveido Ķ- un Ķ-
dx dy 

file:///dxdy
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2) no nolīdzinājumiern 

0x ' dv 

dabūjam : .vx — « 1 yL = bt v.> = a., y.2 — b.2 

3) Lai izšķirtu vai vietā a^bv funkcija f(aļ b,) ir ekstrēma vērtība, 
veidojam: 

toj d*h (dyv 
[dv* dv2) \0xdy) ' 

4) Ievedām vērtibas a1 6, 

M,,,* , \0vdy)aA > 

Tikai, ja šī starpība ir lielāka par 0, f(c:x b^) ir ekstrēma 
vērtība. 

5) Ja 
(()V\ < 0 tad / ( « i £,) ir maksims. 
\dx2)aļbļ > 0 tad f(a1bl) ir minims. 

J a starpība (11) ir mazāka par 0, tad nav ne maksims, ne 
minims. Ja starpība (11) nolīdzinās 0, tad jautājums nav izšķirts un 
vajadzīgi tālāki pētijumi. 

Ja ar Xļ - - ax un y1 = b^ 

dx* U' dxōy dy2~ 

tad, lai f(alt bj) būtu ekstrēma vērtība, vajadzīgs, lai arī ar x1 = at 

un yx = bv pazustu visas trešās parciālas atvasinātās. Maksima vai 

minima jautājumu tad izšķir ja šī izteiksme ar visiem virzieniem 

patur vienu un to pašu zīmi. 

P i e m ē r s . 

1 )
 dl— — - dL — L 

dx p ' dy q' 
X V 

2 ) no - = 0 un = 0 dabūjam x — 0 un v = > 0 . 
P q 

file:///0xdy
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3) ?f = -• r f 2 f = o• = -

4 ) 
tf/^ŗ i j _ _ 0 > 0 

(>X* 

Tā tad vietā v = 0 ; y = 0 dotai funkcijai ir ekstrēma vērtība. 

tā tad ar x — 0 un y = 0 dotai funkcijai ir minims, un šis minims ir. 

/ ( 0 , 0) = 0. 

101. Funkcijas ekstrēmās vērtibas ar vairāk k i diviem mainīgiem 
Līdzīgi, kā [100] dabūjam, ka funkcijai 

* 2 . * X H ) (1) 
vieta 

xr | # a | # 8 1 | x„ ir maksims vai minims 
j a : 
f(xļ -+ hv x<¿ 4 - h2 . xn 4- h„) —f(xv x2, r 3 xn) <C 0 maksims 

> 0 minims. 
pie visiem //j //„ ar kuriem 

I / l i I < *i I ' ' i i I < 1

Tālāk dabūjam, ka vajadzīgais noteikums, lai dotā funkcija dabūtu 
ekstrēmu vērtību, i r : 

f = 0 ; f = 0 ; f = 0 * ¿ _ 0 

U-Tļ d r 2 d r 3 d r M 

No šiem nolīdzinājumiem dabū vērtību sistemas, kas varētu dot funkcijas 
(1) ekstrēmas vērtības. .Izteiksmi, kas norāda vai ar dabūto vēr
tību sistēmu ir maksims vai minims, neizvedīsim. Prakses gadijumos, 
problemas raksturs daudzkārt neapšaubāmi rāda, kas dotā gadijumā 
sagaidāms, maksims vai minims. 

102. Relativas ekstrēmās vērtibas. Ja dota funkcija f(x, y, z) 
un ja jānoteic, ar kādu vērtību sistēmu x\y\z funkcija f(x,y, z) 
dabū ekstrēmu vērtību, tad x, y, z varēja būt, kā [100] redzējām, 
visas vērtību sistemas, kas atradās šīs funkcijas noteiktības iecirknī R. 
Mainīgie x, y, z ir visi neatkarīgi. Šādi noteiktus ekstrēmus sauc par 
a b s o l ū t i e m e k s t r ē m i e m . 
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Bet ja jādabū funkcijas 

/ i v , z) ( 1 ) 

ekstrēmas vērtības ar dotu noteikumu: 

9 (x, y, z) = 0 , (2) 

tad vērtību sistēmas x\y\z, kas dod (1) ekstrēmas vērtības, 
var būt tikai tādas, kas apmierina arī nolīdzinājumu (2) Tā kā no 
(2) dabūjam z kā funkciju no x un y, tad šinī gadijuraā iecirknis 
vērtību sistēmai, kas dod (I) ekstrēmu, ir tilpumu R krustojoša 
virsma. 

Šinī gadijumā dabūtos funkcijas f(x, y, z) ekstrēmus, sauc par 
r e l a t i v i e m e k s t r ē m i e m . 

Ja prasītu funkcijas 

/(*, y, * ) (3) 

ekstrēmās vērtības ar noteikumiem 

c? (x, y, z) - 0 (4) 

4> (.v, y, z) = 0 (5) 

tad ierobežojums ir vēl šaurāks. Tā ka no (4) un (5) y un z dabū
jami kā funkcijas no x, tad tagad mainīgo iecirknis ir tilpumu /? kru
stojoša līkne. 

Kā redzams, ja dotā funkcijā ir trīs mainīgie, tad var dot tikai 
divus noteikumus. 

Vispārīgi, ja dotā funkcijā, kuras ekstrēmās vērtības jānoteic, 
atrodas n mainīgie, tad lielākais noteikumu skaits ir n — l. Noteikumu 
skaits gan var būt mazāks par n—1. 

Pieņemam, ka dota, kādā iecirknī R, vienvērtīga, nepārtraukta 
funkcija. 

f(x, y. z, u) (6) 

Dabūsim šīs funkcijas relativās ekstrēmās vērtības ar noteikumiem : 

cp (x, y, z, u) = 0 (7) 
4» (x, y, z, u) = 0. (8) 

To varētu izdarīt šādi : 
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No (7) un (8) varam izteikt: 

-— w,(.r, y) 
// — (D.,(.r, V) J 

Ievietojot šīs z un u vērtības dotā funkcijā f(x, u) dabūjam 

/[.v, y, w,(.r. y), (%<x, y)] (10) 

Kā redzams, šinī funkcijā ir tikai mainīgie un y 

Šīs funkcijas absolūtos ekstrēmus varam dabūt, kā norādīts [10UJ 

Šis ceļš, izdarot mainīgo z un u izslēgšanu, nav arvienu iespē
jams. Gadijumos, kad tas iespējams, tas dažkārt dod neparocīgus 
rēķinus. 

Še apskatīsim Lagranža paņēmienu, kā dabūt funkcijas 

f(x,y, u) (11) 

relatīvos ekstrēmus, kad doti noteikumi: 

ŗ(x, y, it) = 0 (12) 

qj(.r, y, u) = 0. (13) 

Veidojam funkcijas (11) pilnīgo diferenciālu: 

d f = Ķ dx + Ķ dy -V f d z + Ķ du. (14) 
dx dy i)z du v 

Ja augšā minētā z un izslēgšana būtu izdarīta, tad izteiksmē 
(14) atrastos tikai dx un dy. Arī še var izdarīt dz un du izslēgšanu. 
Veidojam funkciju (12) un (13) diferenciālus: 

No (15) un (16) varētu dabūt dz, du un to vērtības ievest nolī-
dzinājumā (14), tad dz un du izslēgšana būtu izdarīta. Kā izdarīt 
izslēgšanu parocīgi, rāda sekojošais Lagranža paņēmiens. 
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Reizinām nolīdzinājumu (15) ar X un nolīdzinājumā (16) ar ļi 

Še X un u. nenoteikti reizinātāji. Rezultātus pieskaitām pie (14) Tad 
dabūjam: 

Tā ka X un |i ir nenoteikti reizinātāji, tad lai tos noteiktu, varam 
uzdot divus noteikumus: 

df + 4 + 1 ^ = 0 
02 02 OZ 
df , dy &Ļ 
-f- + A - T - 4- |x —T = 0 
011 Oli 0u 

(18) 

(19) 

Ka redzams, tad izteiksme (17) dabu veidu: 

* = ( š + > 2 + > £ ) * + $ + i g + " š ) * <»*> 

Vietā, kurā /\x, y) dabū ekstrēmu vērtību, tās totālais diferen
ciāls ir 0, neatkarīgi no dx un dy vērtībām; tā tad tajā vietā ir : 

ox dx dx 

dy °y ^ ^ dy 

(20) 

(21) 

Lai funkcija f{x, y, z. u) dabūtu ekstrēmu vērtību ar dotiem 
noteikumiem (12) un (13), jāizvēlē x, y z, u, X, u. vērtības tādi, lai 
būtu izpildītas sekojošas izteiksmes: 

<?(x, y, z, u) = 0 
<Ļ(x, y, z, ti) — 0 

dx  + dx + * dx 

dy  +  kdy  +  [ ldy 

df , i d¥ i dķ 

0 

0 

n 

(22) 
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Še ir 6 nolīdzina jumi un arī nezināmo skaits i r : četri mainīgie 
x, v, z, u un divi reizinātāji X un \i, tā tad arī 6. 

Vispārīgi, ja // ir funkcijas mainīgo skaits, r nenoteikto reizinā
tāju skaits, tad nezināmo skaits ir r 4 ;/, bet, kā redzams, arī nolīdzi-
nājumu skaits ir (r 4 //), tā tad nezināmo noteikšanai pietiekams. 

Nolīdzinājumu sistēmas (22) četrus beidzamos nolīdzinājumus 
varam dabūt sekojoši. 

Uzskatot X un u. par pastāvīgiem skaitļiem, veidojam funkciju /•': 
pie dotās / funkcijas pieskaitot ar X reizinātu cp funkciju un ar \i rei
zinātu <b funkciju tā tad, 

F = f(x, y, u) 4 - Acp(,r, y, z, u) 4 y.<Ļ(x, y, z. u). 

F funkcijas absolutām ekstrēmām vērtībām noteikumi i r : 

^ = 0 ; f = 0 ; *f = 0. 
ox oy oz <)u 

Kā redzams, šīs četras izteiksmes tieši dod minētos četrus no
līdzinājumus. No apskatītā redzams, ka, lai dabūtu dotas funkcijas 
ekstrēmas vērtības ja doti arī noteikumu nolidzinājumi, jārīkojas 
sekojoši : 

1) Jāveido funkcija F, kas sastāv no summas kurā ieiet : dotā 
funkcija / un katrs ar nenoteiktu reizinātāju reizināts noteikuma no-
hdzinājums. 

2) Jāveido funkcijas F parciālās atvasinātās attiecībā uz katru 
funkcijas / mainīgo. 

3) Katra parciālā atvasinātā jāpielīdzina nullei. 
4) Augšējiem nolīdzinājumiem jāpievieno dotie noteikumu 

nolidzinājumi. 
5) Šo nolīdzinājumu sistēmu, kuras nezināmie ir funkcijas / 

mainīgie un nenoteiktie reizinātāji, (kuru ir tikpat daudz, kā noteikumu 
nolīdzinājumu) jāatslēdz attiecībā uz nezināmiem. 

Ar to tad problēma ir atrisināta. 

Vai ar šādu paņēmienu dabūtā vieta a r ļ j ļ s ļ « ir maksims, vai 
minims, to prakses gadijumos var ieskatīt no problēmas rakstura 

P i e m ē r s . 
Skaitli a sadalīt trijos summandostā, lai šo summandu reizinājums 

būtu maksims. Apzīmējam meklētos summandus ar x, r, z. Tad 
funkcija, kurai meklējam maksimu, ir 

f(x, y, z) = x .y z. 

13 
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Šis funkcijas maksims tiek meklēts ar noteikumu, ka 

v + ; + = a, 

z, (.v, y, z) = x 4- y + z — «• 

XV nod. 

tā tad 

1) F = xyz 4- X(.v - ļ - jy + s — a) 
dF 

dv 

3) un 4) 

2) ^ 
7 dv 

+ X; = -vs + X; dz 
xy 4- X; 

* + jV 4- = « 
+ 1 = 0 

xz 4 = 0 
^ 4- = 0 

No tiim beidzamiem nolidzinājumiem dabūjam 

x — y — 

un ievērojot pirmo nolīdzinājumu dabūjam 

.v = y = z = y ; 

funkcijas /(ar, y, z) = . r . j c . a maksims ir 

P i e m ē r s . Dotā trīsstūrī (zīm 8 1 ) 
ar vienādu precizitāti izmērīti leņķi a, ¡3, y 

Šo leņķu summa a 4- ¡5 4- y 9t 180", 
jo leņķus nevar pilnīgi precizi izmērīt. Apzī
mējam kļūdas leņķu vērtībās ar x, y, 
tad (a-\-x); (S4-_y) un (y + z) ir trīsstūra 
īstie leņķi un tādēļ 

Zīm. 81. ( a 4 - j r ) 4 - 0 - f - j ) + ( r + 3 ) - 180°=O. (1) 

Varbūtības teorija rada, ka šada gadijumā kļūdu kvadrātu summai 
jābūt minimam. 

Tā tad jāatrod funkcijas 

x2 + f 4- (2) 
minims ar noteikumu (1) . 

Saskaņā ar teoriju veidojam funkciju 

F = x2 4- y> 4- 4- X[(a + * ) 4- (p + >') + ( Y 4 * ) - 180°]. 
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Pielīdzinot šīs funkcijas parciālās atvasinātās nullei, dabūjam 

195 

oí-
<)x 
<>F 
<)y 
<)F 
dz 

2.1- 4- = 0 

= 2y + X = 0 

= 2z 4- X = 0 

(3) 

Augšējie nolīdzinajumi (3) rada, ka = y = z; ta tad, ja 

180°  (a + ,5 + Y) = S, 

5 
tad katra kļūda x = y = z = un īstie leņķi ir 

o 

« + 3 8 : P Y + T 8 . 

S e š p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Diferencialģeometrija III. 

103. Plaknes līkņu īpaSie punkti. J a līknes ordinata y ir dota 
kā vienvērtīga funkcija no x un, ja vietā x0 funkcijai ir viens un 
galīgs diferencialkvocients, tad punkts x0\y0 ir vienkāršs līknes punkts. 
Šinī punktā līknei ir viena pieskare. īpaši gadijumi parādās, ja ar 
dažām x vērtībām y, vai y' vai arī abi, y un y' vienā laikā, dabū 
nenoteiktas vērtības, vai arī tad, ja y ir vairākvērtīga funkcija no x. 

Pieņemam, ka ar nolīdzinā.umu 

f(x, v) = 0 (1) 

ir dota 11 tas kārtas algebriska līkne. Ja m ir y augskākā kāpe, tad 
katrai x vērtībai atbilst m vērtības y, kas var būt realas vai imagi
naras Ja tās visas savā starpā atšķiras, piemēram, ja 

ar x¡ dabūjam ordinatas y \ y \
[ y[

[l 

4 + // yi1 y? 

tad, ja // ir ļoti mazs arī y\ y\ bus tuvu stāvošas vērtības, tāpat 

y\i any* .kā arī y"1 unyln. Tādā gadijumā ordinatas 

y\> y\ 

13» 
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veido dotās līknes (1) zaru. Tāpat veido zarus ordinatas 

ka arī 

Tā piemēram 

dod zarus: 

un 

- v ī l i i r l l l 

f — 2fix = 0 

y = \2px~ 

y" = - flpx. 

Ja 

un 

y = y(x) 

y — ty(-r) 

(2) 

(3) 

Zīm. 62. 

Ja šāda sakne ir x0, tad 

ir funkcijas f(x, y) = 0 
zari, un abi kādā iecirknī 
reāli, tad abiem zariem būs 
kopēji punkti, ja nolīdzinā-
j u m a m : 

cpO) = tļ>(*) 

ir reālas saknes dotā iecirknī. 

? 0 o ) = <K*ol = y'o 
ir nolīdzinājuma (1) divkārša sakne un līknes zari (2) un (3) krustojas 
punktā (zīm 82) x0\yQ vai pieskaras šinī punktā (zīm. 83) . J a zari 
krustojas, tad punktu M0 sauc JJ ^ 
par m e z g l a p u n k t u . Otrā 
gadījumā punktu M0 sauc pai 
p a š p i e s k a r š a n ā s p u n k t u . 

J a nolīdzinājumam (1) ir 
kompleksas saknes, tad tās ir pā
ros un piekārtotas. Tādā gadi 
jumā, piemēram, viens pāris sakņu 
dabū veidu: 

OCo 
y = co^*) — / u>.2(x) | (H) z\m. 83. 

Še a>1<x) un o.Jx) ir nepārtrauktas, reālas funkcijas. 

X 

file:///2px~
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Ja uz zara I y ir kompleksa vērtība, piemēram, intervālā, (— oo, .v 0), 
tad arī zara II jv ir kompleksa vērtība šinī intervālā. Ja intervālā 
(x0, o o ) zars I ir reāls, tad reāls ir arī zars II. Vietā x0 abi zari top 
reāli ar to, ka w 2 (_r 0 ) dabū vērtību 0. Šajā vietā x0 abu zaru ordinatas 
dabū vērtību 

y\ = w i(*o) = y£-

No augšējā redzams, ka ja līknei (1) ir zars 

kas imaginars, piemēram, intervālā (— o o , x0) un reāls intervālā 
(x0, o o ) , tad šim zaram ir piekārtots otrs zars, kas arī ir imaginars 
intervālā (— o o , x0) un reāls intervālā (x0, o o ) Abi reālie zari sākas 
punktā x0\y0. 

P i e m ē r s : 
Līknes nolīdzinājums: 

dod 

Pirmais zars ir : 

otrs zars i r : 

- 2xy -4 - x2 — 4 - 2 

y = x ± ]/lc 2. 

y = x• + ]/x~^-~2. 

y — x — ]/ x — 2. 

0 

Ka redzams, abi zari ir imaginari intervāla (— o o , 2) un abi zari ir 
reāli intervālā (2, o o ) . 

Ar x0 = 2 abi zari dabū vienlīdzīgas ordinatas 

Jx=2 

Šinī punkta 2 1 2 abi imagi-
narie zari pāriet reālos. 

Punkts M0, kurā imaginarie 
zari pāriet reālos zaros, var būt 
līknes vienkāršs punkts. Piemē
ram līknei 

y2 = 2x 

zari ir y = 1/2* un y = — \'žx 
tie pāriet punktā 0 ļ 0 no reāliem 

'x=2 

•J 

= 2 

0 

y 
Zīm. 84 . 

rnaginaros Šis punkts ir parabolas vienkāršs punkt§. 
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Zim. 85. Zim. 86. 

Ja līknes zari : 
y = UļĻr) 4- *'cū2(.r), 
V = (Dļļ-V) iw.,Ļv). 

ar visiem x imaginari, izņemot tos atsevišķos x, kas ir nolīdzinājuma: 

w2(x) - 0 

reālas saknes, tad, ja kāda sakne ir piemēram x0, tad: 

y0 - u ^ J 

un līknes punkts x0\y0, tad ir reāls. Šādu punktu sauc par i z o l ē t u 
p u n k t u . 

P i e m ē r s . 
Ja līknes nolīdzinājumu atslēdzot dabūjam : 

y = X ± x}!— (x — 2 ) 2 , 
tad zari i r : 

yl - x + x V — (x — 2f, 

Kā redzams, abu zaru ordinatas ir arvienu kompleksas, izņemot gadī
jumus, kad x = 2 un x = 0. 

Šinīs gadījumos ordinatas yl un y" ir reālas un vienlīdzīgas. 

Punkti Pi — 2 12 un P2 = 0 | 0 ir dotās līknes izolēti punkti. 

Pāreja no reāliem zariem imaginaros, notiek arī citā veidā, bet 
tad arvienu pārejas punktā abiem zariem ir kopēja pieskare. 

Līknes veidu, zīmējumā 85 un 86, sauc par smaili. Zīmējumā (85) 
smaile ir pirmā un zīmējumā (86) otra veida. 
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104 Līknes īpašo (singulare) punktu analītiska noteikšana. 
Ja līknes nolīdzinājums dots veidā: 

tad 
F(x y) 

dy _ 

= 0. 

dx 

,)F 
<>x 

(1) 

(2) 

tad: 

Ja gadijuma, kadā līknes punkta x0l y0 dabūjam 

(3) 

y = 
dy_0 
dx 0 

Līknes punktu x0\y0, kara ir īpašība ka norādīts (3), sauc par 
l ī k n e s s i n g u l a r u p u n k t u 

Kā redzams, lai dabūtu iīknes (1) singularus punktus, kopīgi 
jāatslēdz nolīdzinājumi: 

ŌF . dF . 
—~ = 0 un — = 0. 
ox ox 

Vērtību pāris x = a un y= b, u 

kas apmierina_ nolīdzinājumus ( 3 a ) , 
noteic singularu punktu, ja x = a 
un y = b apmierina arī līknes 
nolīdzinājumu (1) . 

Pieņemam, ka līknes nolīdzi
nājums' dots : 

FĻv,y) =-.0. 

Ja punkti (zīm. 87.) M0=x0\y0 

un M—x0 + // \y0 + k atrodas uz līknes (1), tad 

( 3 - ) 

un 
^ ( - V o ) = 0 

F(x0+[h, y0 + k) = Q. (4-) 
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F K + //. y0 + k) = FĻvQ. JV„) + h + ' ^ k ) f + 

2V ) . r - <)x ùy ày2 tXoy0 

Ievērojot izteiksmes (4) un (4 a ) , izteiksme (5) dabū veidu: 

(dF. , dF ,\ , 1 (d2F .., , , <)2F ., . d2F..\ 
U r dy •/XoyQ 2\0x- ôx 0y ùy- )Xoya 

Kā redzējām, ja M0 ir īpašs punkts, tad 

ā 7 = 0 u n ày = 0 ( v , e t a 

un izteiksmē (6) paliek : 

1 ld2F cPF d2F \ 

t ( s S "'+2 h b + w k % y . + R = ° - ( 7 ) 

dalot ar /;'2, varam rakstīt : 

1 (d*F ,f-F h <f-FlkV\ R _ 
2 \oW 2 ùx ày 7,

 + J?-' U" J j r ,,• + i* ~ °" ( 8 ) 

Ka redzams, no augšēja zīmējuma 

k , 
lim = y^. (h  > 0 tad arī £  > 0) A - v O 

Ja izteiksme (8) liekam h —>• 0, tad 

hm  T = 0, 

jo R izteiksmē atrodas kā reizinātājs //3. 

Tad izteiksme (8) dabū veidu: 

1 i&F. , „ d2F , , № 1 là1 F d2F (PF \ 

Nolīdzinājuma (4) kreiso pusi izteicam ar Teilora formulu 

•dF , . A F 
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No izteiksmes (9) dabūjam: 

_ ("!/'\ ' 

2 d2F 
dx°-

d2F 

¿y dy2 

*a yo 

vai pārveidojot: 

d2F ( M \ 
\dx 'dy]x0y0 l_ ] / / <?F_\2 _jtPF #F\ 

(d2F\ ~(fl) V W""dy)x0y0 W oy*i-
\dy')x<)y0 \dy-)xoyú 

Xoyo 
(10) 

Se jāizšķir trīs gadijumi 

d*F \2 
> ( d 2 F PF\ 

dylxuyu \dx2 dy2)Xoy0 

O l i 

Še y' dabū divas nevienādas reālas vērtības. Punktā M0 = x0\y0, 
(kas izpilda (1) un (3) izteiksmi) ir divas reālas pieskares, | M0 ļ ir 
mezgla punkts. 

2 [ d2F \2 _(<PF d2l\ 
\dx dy)x0yn~\dx2 dy2)xay0 

(12) 

Še y' dabū divas vienādas vērtības. Punktā MQ = x0\y0 sakrīt divas 
pieskares. Tad M0 var būt: smailes atgriezes, pašpieskāršanās vai 
izolēts punkts. Kā šos trīs gadijumus atšķir, par to vēlāk. 

3 ) (*L\* <(dsl **\ 
1 \dx dy)x0yu^\dx2- 0y2)x0 

yo 

Še punkts M0 — x0\ya gan ir reāls, bet tajā ir divas imaginaras 
pieskares. Punkts M0 tad ir izolēts punkts. 

Gadijumā, kad 

\dx ~dy)x0y0 ~ \dx*Ady*)x0y0' 

tālāka pētīšana izdarāma šadi. 

Liekam nolīdzinājumā Fix, y) = 0 

x0 vietā xĢ 4- h un x0 — h. 
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Ja abos gadijumos y dabū realas vērtības, tad M0 = . r 0 \y0 ir paš-
pieskaršanās punkts. Ja abos gadijumos y dabū imaginaras vērtības, 
tad MQ ir izolēts punkts. Bet, ja piemēram, ar .v0 - ļ - h y dabū realas 
vērtības un ar ,r 0 — h imaginaras vai ari otrādi, tad punkts M0 ir 
smailes atgriezes punkts. 

Lai izšķirtu, kāda veida 
ir smaile, tad jāveido y" 
Ja smaile ir pirmā veida, 
tad zariem 1 un 2 otrā at
vasinātā y" punktā Mq ir 
ar pretējām zīmēm, (zīm.89), 
bet ja smaile ir otra veida, 
tad y" ar vienādām zīmēm 
(zīrn. 8 8 ) . Tā tad, ja dots 
līknes nolīdzinājums 

0. 

Zīm 88. 

punktus jārīkojas sekojoši : 

I) Jāveido 

F(x, y) 

tad, lai dabūtu līknes īpašos 

óx un 
0F 
úy' 

2) Jadabu nolīdzinajumu 

dF n ÓF 
— 0 un dy = 0 

X saknes. Pieņemam, ka saknes 
i r : 0 

*i = a i ; y\ = h; 

. r 2 = rt2; y2 -- b2. 
3) Ja vērtību pāris at ļ bx apmierina ari līknes nolīdzinajumu 

/' (.v, y) = 0, tad punkts MX = at ļ bx ir līknes īpašs punkts. 
4) Veidojam: 

Tad, ja 

( d ° ' F Y ( d 2 F d 2 F \ 
\dx úy) \dx2 úy2 y 

/ 0 2 F y f()y.- f>3y.v > 0 mezgla punkts 

l)x-Yy)Xi=ni - № .)y*)Xl=ar ° P a Š P i e S k a r e S > S m a Í I e S a t g » ' e Š a n ā s -
y ^ b ^ 0 izolēts punkts. [izolēts punkts 
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P i e m ē r s . 

Lemniskatas nolīdzinājums i r : 

1 ) ^ = 2 (* 2 4- / ) 2.v - 2 « " * ; ^ = 2 (.v2 + y*) 2y + 2a2y. 

2) 2 (.v2 4 - y2) 2x — 2rt'-* = 0 un 2 (* 2 + y2) 2_y + 2a 2 y = 0. 
dod saknes x = 0 un jy = 0. 

Vērtības x = 0 un jy = 0 apmierina l e m n i s k a t a s nolīdzi-
nājumu, tā tad M = 010 ir līknes īpašs punkts. 

ta tad punkts M = 010 ir līknes mezgla punkts. 

Pieskaru virzienu koeficientus punktā OjO dabūjam ievedot šīs 
vērtības nolīdzinājumā (9), kas dod: 

2 a 2 y 2 - 2a1 = 0. 

Ta tad pieskaru nolīdzinājums i r : 

V = x. 

y = — X. 

P i e m ē r s . 

C i s s o ī d a s nolīdzinājums i r : 

dF 

3) 

/ = ± 1. 

1) ^ = .v!+y + 2 * 2 = 3.v 

(x2 + y2) x — 1ay2 = 0. 

>°- + 2.v2 = 3.v2 4 - jv 2 ; ^ = 2xy 2ay. 

( a > 0 ) 

2) Nolīdzina] umi 

°t = 3x- + y 2 = 0 un 
dv 

= 2.v_y — \ay = 0, 
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dod saknes x=0 un ^ = 0 . Šīs vērtības apmierina arī cissoidas nolī-
dzinājurau, tādēļ punkts 010 ir cissoidas īpašs punkts. 

_ tPF . d*F _ , 0 . d*F _ 3 ; -p^r = 6.v 0 -—2 (x - 2a); --—- = 2y. 0x- i)y- Ox dy 

\i)x dy/0,o \dx 2 dy 2 Jo.o 

Kā no līknes nolīdzinājuma redzams, ar v = 0 4 - li, dabūjam : 

(//2 4 - y>) h — 2ay2 = 0. 

y 2 (h — 2a) = — A3. 

r , = .. _ A ' _ . 
2 « — A* 

Šī izteiksme dod reālas vērtības ja // > 0 un imaginaras ja 
h < 0. 

Ievērojot šo apstākli un (4) rezultātu, līknei punktā OļOir smailes 
atgriezes punkts. 

No (9) dabūjam 

y' 2 0. 

v ' = 0, 

tā tad smailes atgriezes punkta pieskare sakrīt ar x asi. No līknes 
nolīdzinājuma redzams, ka tas nemaina veidu, ja y vietā ievedām —y; 
tas norāda, ka līkne ir simetriska pret x asi. Tā tad še ir pirmā 
veida smaile. 

105. HpliecoSās līknes. Pieņemam, ka nolīdzinājuma: 

/(*, y, t) = 0 (1) 

f(x, y, t) ir vienvērtīga, nepārtraukta argumentu x, y, t funkcija. 

Uzskatam / par p a r a m e t r u , no ka otkarājas ar nolidzinājumu 
(1) dotās līknes izmēri vai vieta plaknē. Ar mainīgu t nolīdzinājums (1) 
dod līkņu saimi. Tā piemēram, nolīdzinājums 

x* _ļ- ^ 2 _ r i _ o 

ar mainīgu r dod riņķu saimi, ar centru koordinātu sākumā, Nolī
dzinājums 

(x - a ) 2 + y2 - r2 = 0 
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ar mainīgu a dod riņķu saimi. Visiem riņķiem ir viens un tas pats 
rādiuss, riņķu centri atrodas uz x ass. 

Ja dodam t noteiktu vērtību, tad no līkņu saimes (1) izņemam 
noteiktu līkni. Ja nolīdzinājumā (1) ievietojam / vietā / 4 - A/, tad 
dabūjam augšējās saimes otru līkni. 

Līknes 
/(x.y,t) = 0 ( I ) 

/(.v, y, t 4 - AO = 0 (2) 

vispārīgā gadijumā krustojas Ja A/ 0, tad līkņu (lj un (2) krust
punkts tiecas uz kādu noteiktu robežvietu. Šādu robežvietu — punktu 
sauc par r o b e ž p u n k t u . Līkņu saimes (1) visu robežpunktu ko
pība veido līkni, līkņu saimes (1) a p l i e c o š o l ī k n i . 

Līkņu (1) un (2) krustpunkts ir dots ar nolīdzinājumiem (1) un (2). 

Nolīdzinājums: 

/(*. y, * + * 0 - /(-v, y, t) = 0 (3) 

dod līkni, kas iet caur līkņu (1) un (2) krustpunktu. Tā tad, lai da
būtu līkņu (1) un (2) krustpunktu, varam ņemt arī līknes (1) un (3) 
Pielietojot Lagranža teorēmu, dabūjam : 

f(x, y, i + Ar) - f(x, y, t) = M/'({x, y, t + 6A/) = 0. 

Tā kā A/ 9t 0, tad nodalot ar A/ dabūjam 

f't(x, y, t 4 - 6A/ļ = 0. (3* ) 

Tā tad līkņu (1) un (2) krustpunktu varam dabūt lietojot nolīdzināju-
mus (1) un (3») . 

Lai dabūtu līkņu (1) un (2) krustpunkta robežvietu — robež
punktu, jāliek nolīdzinājumā ( 3 a ) A/ —> 0, tad dabūjam nolīdzinājumu 

/ > . y, t) = 0. ( 3 b ) 

Pievienojam šim nolīdzinājumam 

/(v , y, t) = 0. (1) 

Nolidzinājumi (1) un ( 3 b ) dod līkņu (1) un (2) krustošanās 
r o b e ž p u n k t u . Izslēdzot starp šiem nolīdzinājumiem /, dabūjam 
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1) f'k{x, y, k) = - x + ļ = 0. 

P 
2) * = ± ] / x 

šo vērtību ievietojot taišņu saimes nolīdzinājumā dabūjam : 

y = ± i / " x + - - n r = ± 

Kā redzams, apliecošā līkne šinī gadijumā ir parabola. 

T e o r ē m a . 
A p l i e c o š ā l ī k n e p i e s k a r a s r o b e ž p u n k t ā a p l i e k t a i 

l ī k n e i . 

No apliektās liknes / ( x , y, t) = 0 nolīdzinājumā dabūjum tās 
pieskares virziena koeficientu: 

dy _ dx ( a ) 

dx~ df_ 
dy 

robežpunktu kopību — līkņu saimes ( 1 ) a p l i e c o š ā s līknes nolī
dzinājurnu. Tā tad, lai dabūtu līkņu saimes f(x, y, t)=Q apliecošās 
līknes nolīdzinājurnu, jārīkojas sekojoši : 

1) veidojam 
f't(x, y, t) = 0 

2) starp nolīdzinājumiem 

f{x, y, 0 = 0 un f ( x , y, t) = 0, 

izslēdzot parametru /, dabūjam nolīdzinājurnu — apliecošās līknes 
nolīdzinājurnu. 

P i e m ē r s : 
Dabūt taišņu saimes 

P P y = kx 4- ^jr vai y — kx — J— = 0 = f{x, y, k) 

apliecošo līkni. Mainīgais parametrs še ir k . 
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ft(x,y,t) = 0 ' 

Še apliecošās līknes koordinātas x un y ir funkcijas no parametra /. 

Noiīdzinājuma sistēmas (?) pirmā nolīdzinājuma pilnīgs diferen
ciāls ir: 

Sistēmas (?) otrs nolīdzinājums rāda, ka 

| = / ; cv, * o = o . 

Šo izteiksmi ievērojot, nolīdzinājums (y) dabū veidu: 

f dx + ^ rf, = 0 ,5) 

No šī nolīdzinājuma dabūjam: 

<)f 
dy _ 

dy 

Šī izteiksme dod apliecošās līknes pieskares virziena koeficientu 
robežpunktā. 

Apliecošai un apliektai līknei ir kopējs punkts — robežpunkts. 
Šinī punktā, kā to rāda nolīdzinājumi (a) un (e), abām līknēm ir 
kopējs pieskares virziens, tā tad arī kopēja pieskare. 

dv _ 
Kā redzams, -f dabu noteiktas vērtības, ja 

dx 

Ķ^O un arī 'Ķ =£ 0, 
ox oy 

t. i. ja līknei (1) nav īpašu (singularu) punktu. 

Ja punkts x\y ir robežpunkts, tad tas atrodas arī uz apliecošās 
līknes. 

Apliecošās līknes nolīdzinājumi parametriskā veidā i r : 
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Starp četriem nolīdzinajumiem (4), (5), (6), (7) izslēdzam u, v, 
dv 
du 

Izslēgšanas rezultāts — nolīdzinājums starp .v un y dod aplie
cošās līknes nolīdzinājumu. 

P i e m ē r s gadijumam, kad līknei ir īpaši punkti. 

Dabūt līkņu saimes 

f(x, y, u) — 4- (.v 4- n)(y - n)2 - ax> =z 0 (ft) 

apliecošo līkni. 

Ja līknei (1 ) ir īpaši punkti, tad izslēgšanas rezultāts no noli-
dzinājumiem 

f{x, 0 = 0 1 

f'x{x,y,t) = 0 ļ 

kā lo var pierādīt: dod līkņu saimes (1) singularo punktu ģeometrisko vietu 
un šo līkņu saimes (1 ) apliecošo līkni, vai arī tikai singularo punktu 
ģeometrisko vietu vien vai arī tikai apliecošo līkni 

Ja līkņu saimes nolīdzinājumā atrodas divi parametri, tad nolī-
dzinājuma veids i r : 

f(x, y, u, v) = 0 (4) 

un ja parametri saistīti ar nolīdzinājumu 

cp (W, V) = 0 (5) 

tad, lai dabūtu līkņu saimes (4) apliecošo līkni, varētu no (5) dabūt 
v vērtību kā funkciju no u. Ievietojot šo vērtību nolīdzinājumā (4) 
šis gadijums būtu pārvests uz jau apskatīto. Bet ja izslēgšana nav 
viegli izdarāma, tad pielieto sekojošu paņēmienu: 

Uzskatot u kā neatkarīgu un v kā no u atkarīgu parametru, 
diferencējot nolīdzinājumus (4) un (5) attiecībā uz u, dabūjam 

du dv du ^ ^ 

+ £ £ • = (>. 17) 
On ov nu 
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Šī saime dod s t r o f o i d a s . Šīm līknēm ir mezgla punkts uz 
y ass (zīm. 90). LL ir strofoidu asimptota. Ja mainām līknes nolī-
dzinājumā u, tad strofoida tiek pabīdīta paralēli .r asij. Še 

/ ( . r , >. n)=°/= - 2 (x+a)(y-«) 
II - du 

Liekot 

(x 4- a)(y u) 

un izslēdzot starp nolīdzināju-
miem (a) un (¡5) u, dabūjam: 

x2(x — a) = 0. 

Še x = 0 dod y asi, dubult ' 
punktu O ģeometrisko vietu, 
jo ar x — 0 un y — u no-
līdzinajums (a) dod fx —0; / — 0. 
likņu saimes (a) apliecošo likui. 

Zīm. 90. 

Ar x = a dabūjam taisni EE, 

106. Vingrinājumi. 

1) z 
ar — jy' dr ' djv 

Atbilde: 
dz 2y dz 2x 

2) z = _ 7 

d r j v a — x 2 ' dy x2 — y2' 

? 

3) z = 

...... . dz xy dz x'2 

Atbilde: = , ; = - 1 = 
dx ļ / ( r 2 _ļ_ yi)8 dy ]/(x2 _ļ_ y )J 

/ sin — ; dz = ? 

1 # X X 
dz = — cotg — c/x — cotg — dy. 

y y }' y 
4) y — — ; u = x* — x; v = cos x. 

v 
— dy _ 

Dabūt uzskatot y = /(it, z>) ka saliktu funkciju. 

Atbilde g = ? * - 1 + 

rt.T COS * 

14 
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11) xy + xz — y2 — z2 = 0 ; dz = ? 

Atbilde: <fe = ^ + £ 
— x 2z — x 

12) x2 4- y * + s 2 — r 2 = 0 ; r/2s = ? 

Atbilde: = - ** + * "<fa a - rfr rfv - - ^ - ļ r ^ 2 -

13) Izvirzīt Meklorena rindā 

f(x,y) = cos X COSjV'. 

Atbilde: c o s * c o s ) ' = 1 - p ^ * ' + j V 2 ) 4 - ^ - ļ ( ^ 4 4 -6 .* a _y 9 4 -y 4 ) . 

Beidzot rindu ar sestās dimensijas locekļiem dadūjam : 

R = Ķi@xy + 2 1 ^ y + 6xy'°) sin 8 * sin 8jy — 

5) u = arc cos — ; du = ? 
xy 

Atbilde: du — — ^ (yzdx 4- xzdy — xydz). 
xy \ x2y2 — z-

6) z = y'lx ; d2z = ? 

Atbilde: d2z = — Ķ>dx2 + ^ ' r/Wy + 2 / W y 2 . 
.v- X 

7) x* + y3 — 3axy = 0 ; _><" = ? 

Atbilde 1 y" = 2 ū ( y < i a x ^ a y ~ ^ 2 > - 2 : y ( y 2 - a r ) 2 — 2 > > ( q j - * 2 ) 2 

y {y2 — ax)3 

d3u 
°> u - e > d x d y d z 

Atbilde: - T - ^ - T - = ( « V * 8 4- 3 * y * 4 - 1). 
oy dz 

Atbilde: ^ y - j s = z{xy)*-'[2 + z(ix + Iy)] 

1 0 ) 2 , - « , - - W = 0 ; = ? g = ? 

Atbilde • ^ z a y l > 2 z 2 a x 

dx dy b2z* dy2 b2z9' 
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14* 

14) Dabūt funkcijas 

z = x2 4 - xy 4 - y2 2x — y 

minimu. 
Atbilde: ar x = 1 un v = 0 dabūjam z = — 1 (minims) 
15) Dota elipse 

Šīs elipses asis pieņemtas mainīgas, elipse tad maina veidu. Pieņe
mam, ka elipses laukums ir pastāvīgs. 

TC . ab = k. 

Dabūt veidotās līkņu saimes apliecošās līknes nolīdzinājumu. 
k 

Atbilde: xy = ± —. 

16) Dabūt vislielāko taisnleņķa paralelepipeda tilpumu, ko var 
ievietot elipsoīdā: 

x2 v2 z2 

Atbilde: Meklētais paralelepipeda tilpums: ^ y = . 

17) Dabūt līknes 
y3 = 6.r 2 4 - x* 

asimptotas. 
Atbilde: y = x 4 - 2. 

18) Dabūt līknes 
xy2 4" x 2 y — a* 

asimptotas. 
Atbilde: x = 0 ; = 0 ; x 4- y — 0. 

19) Izpētīt, attiecībā uz īpašiem punktiem, līkni: 

aiy2 - a2xi x6 

Atbilde : P = 010 pašpieskaršanās punkts. 

20) Izpētīt, attiecībā uz īpašiem punktiem, līkni: 

(y — X2)2 = x'° 

Atbilde: punkts 0 ļ 0 ir otra veida smaile. 

21) Izpētīt, attiecībā uz īpašiem punktiem, līkni 

y2 = X3 — X2. 

Atbilde: punkts 0 0 ir izolēts punkts. 
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S e p t i ņ p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Vektoru rēķinu formulu sakopojums. 

107. Vektoru algebras formulas. 
1) Vektora apzīmē: 

XVII nod. 

19) 

vai arī 

Zīm. 92. 

Zim. 91. 

Taisne (g) ir v e k t o r a P p a m a t s . 

2) V e k t o r a m o d u l s v a i a b s o l ū t a i s l i e l u m s : 

I P I z = p; vai I a I = a. 

3) Vektora P 

Vektora a 

4 ) P 

5) A 

Zim. 93. 

v i e n ī b a s v e k t o r s / 

\P\ = !• 

vienības vektors a1; ļ ax ļ = 1. 

Zīm. 94 . 

P p\ a = a ō ļ . 

jf5, ja ^4 = 5 ; vienāds virziens un pamati paralēli. 

B 

Zīm. 96. 
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6) P a m a t a v e k t o r i 7 , J, k ; 

K j 

213 

7) Vektors mP: 

X, 
Zim. 97. 

~*\ = i ; \ī\ = i ; k\ = i. 

mP 

Zim 8. 

-P 
8) Vektors — P = ( - 1) P: u y -

Zīm. 99. 

9) Vektori : Vektori 

l> ir paralēli. Tiem 
ir vienlīdzīgs vir-

g ziens un pamati C 
paralēli. 

ir antiparaleli. 
Tiem ir paralēli 

J) pamati, bet vir
ziens nav vienlī
dzīgs. 

Zīm. 100. Zīm. 101. 

10) Vektora P projekcija uz taisnes /. (Skalārs). Zīm. 102. 

Zīm. 102. Zim. 103, 



214 Diferenciālrēķini XVII nod. 

Pt = P . cos a. (a leņķis starp vektoru P un taisni /). 

komponenta uz taisnes / zīm. 103. 

P1 = P, 1 = (P cos a ) 7 ; |7| = 1. 

Vektora P 

11) Rādiusa vektora projekcijas uz koordinātu asīm. 

Zīm. 104. 

Ja vektors iziet no koor
dināta sākuma O un vektora 
gala punkta koordinātas x \ y ļ z 
dotas, tad vektora projek
cijas i r : 

Px = .v; Py =y; Ps=z. 

V e k t o r a k o m p o -
n e n t a s i r : 

Px = l x ; Py =~jy\ 

Pz = kz 

12) S a i s t ī t s v e k t o r s : vektors, kā sākuma punkts saistīts 
ar noteiktu dotu punktu. Šāda vektora noteikšanai vajadzīgi seši no
teikumi. Piemērs: dota punkta ātrums rotācijas kustībā. 

S l ī d o š s v e k t o r s : vektors, ko var pārbīdīt uz vektora pa
mata Piemērs : cieta ķermeņa svars statikā. Slīdoša vektora noteikšanai 
vajadzīgi pieci noteikumi. 

S v a b a d s v e k 
t o r s : vektors ko var telpā 
pārbīdīt paralēli sev Pie
mērs : spēku pāra moments. 
Svabada vektora noteikša
nai vajadzīgi trīs noteikami. 

Še apskatīsim svaba
dos vektorus. 

13) Vektoru ^ f u n B 
summa 

Ā 4 B = B -f Ā (komutativais likums). Zīm. 105 

Zīm. 105 . 
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A 

Zīm. 106. 

14) Vektoru Ā un B starpība: Ā — B — Ā -f- (— B). 

Ā 

B 

Zīm. 107. 

15) Vektora R saskaldīšana komponentās ir daudzvērtīgs uzde
vums. 

Vektoru Ā, B, Č summa: A + B -+- C. 

Redzam, k a : (A 4- B\ | C = J t + Ō (associativais likums). 
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Plakne saskaldīt vektoru /? divās komponentas, ko virzieni doti ir 
vienvērtīgs uzdevums. Zīm. 109. 

B |i g1 un Ā g2. 

Telpa var vienvērtīgi sa
skaldīt vektoru P trīs dotos 
virzienos. Zīm. 110. 

P=x i-\-yj-\- z k=x-\-y 4 z = 

= (P cos a) ī 4 (P cos P ) / 4-
4- (/> cos y) ^ 

Leņķi a, p, y ir vektora 

P leņķi ar koordinātu asīm. 

16) Ja 

un 

tad 

Zim. 110. 
a= axi -\-ayj-\- azk. 

b = bxi + byj 4- bsk~. 

c = a 4 b = (ax 4 bx)i 4 (fl̂  4 by)j 4- 4 M * -

+ CyJ + e * * " = ("* + 4 ^ ) 7 4- {ay 4- Ay)7 4- ( o x 4-

Kā tedzams: 

R = I ~|_ B = Ā' + 75'4- Č 4- D. 
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Še ax, bx, cx u. t. t. ir vektoru a, b, c projekcijas uz koordinātu asīm. 
Redzams ka 

CX = ŪX + bX '• Cy — Qy + b y > CZ = a z + b 2 • 

17) Vektoru s k a l ā r a i s , ( i e k š ē j a i s ) reizinājums. 

(ĀB) = A . B cos {A,B). 

Secinājumi: 

1) (Ā B) = (B A ) ; jo cos(.T, B) = cos(7J, Ā) (komutativais likums) 

2) ja Ā B, tad cos (Ā, B) = 0 un (ĀB) = 0. 

(AB)=0\T v e k t o r u s t a t e n ī b a s n o t e i k u m s un ļ t 0) . 

Tādēļ 
( f » = 0 
(Jk) = 0 

(Vi) o 

Tad 

un 

Tādēļ 

3) ja A II B, cos(A,B) — 1. 

(ĀB) = AB 

( 1 1 ) = ^ = A*. 

( i i ) = I i I I i I cos 0 = 1 1 cos 0 = 1 . 

(kk) 
= 1 

= 1. 

18) (A b[) = A 1 . c o s 0 4 , ^ ) = A cos (̂A); | * J 1. 

Ja 

tad 
1 un \bx\ = 1, 

A c o r f t A ) . 

Zîm. 111 . 

(flj 6 X ) = | ax |. | bx | cos (ap = 

= 1 1 cos(r t 1 , bx) = cos (avb1). 

Apzīmējot ar a, p, 7 vienības vektora 
ax virziena leņķus ar koordinātu 
asīm dabūjam: 
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(0] i ) = I a, ļ | j | . COS a = 1 1 COS (t; | ō"x | = 1 

(«i ^ ) = COS p. 

(«! £) = COS y. 

= cos a i - f cos p / 4 - cos y T. 
1 9 ) Ā(B 4 Ō = (ĀB) 4 ( Z Č ) . 

( I 4 B)(Č + D) ±=(ĀC)+{2D)-\-(BQ+(BD)(distributīvais likums) 

20) (Ā B, = {AJ+ Ayf+ Aaī)(Bxī+ ByT+ Bz k) = 

= Ax Bx 4- Ay By-\-Az.Bz = AB cos {A,B). 

__ AXBX 4- AyBv 4- AZBZ 

cos ( 4 , B) - ~ x ^ J L ^ J — ^ J - . 

J a _ 
Ā L B, 

tad 
Ax Bx 4 - J j , Tjfj, 4 Az Bz = 0. (statenības noteikums) 

n i \ 1 1 1 r r r . —, .. 

22) Ja B = m Ā, 

tad vektori A un Ti ir k o 1 i n e a r i, A 
un ^ 

3 = w B 

Zim. 112. 

D i v u k o l i n e a r u v e k t o r u d a l i j . ' u m s d o d s k a l ā r u 
l i e l u m u . 

23) Vektoru A un B v e k t o r i ā l a i s ( ā r ē j a i s ) reizinājums: 

[Ā B\ = \Ā\ | 3 | s\n{JJi) c\ =•. A Bsin (A~B)7V 

^ ī , c\±B. (|qļ = l). 

Vektori Ā,B,7l veido labās skrūves zistemu. 

Secinājumi: 

1) [B Ā\ = — [A B], jo sin (B.A) = - sin K B> 
2) J a 2 || B, tad sin ( J , 5 ) = 0 un [ĀB] - 0. 
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Uz vektoriem A un B 
veidotā paralelograma lau
kums ir 

F— A h = A. B sin (Ā, B), 

tā tad 

A 
Zīm. 113-

f Ā B ] 

M # ļ l = ^Itf |sin(A B)\ ļ C l = / " 

Zīm. 1 1 5 . 

tādēļ, j a : _ _ _ 

[A B\ = 0 un A 0, li 0, tad A || B. 

3) ja T I S , tad sin ( Ā ~B)—±\ un 
|>T 5]| = \Ā\.\ B\\3\n(Ā,B)\ \cVi — ^ 4 # . 

24) Vektoriālā reizinājuma # J ģeometriskā nozīme 
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Reizinājums [ A B\ ir vektors, kas statenisks pret vektoriem A un B. 
Vektori A, li un [ĀB] veido labās skrūves sistēmu, (zīm 114). 
(Zīm. 115) 

Ievērojot augšējo un [23] dabūjam: 

M = 0 ; [fj\ = 0; [kk] = 0 

[ l ] ] = ī ; [~jk] = 7; [k ī] = J 

[/ ī\ = - k ; [kj] - - f , [ īk] = - j . 

25) [A (B 4 C)) = [,IB] 4 - [AC\. 

(Ievērot labajā pusē vektoru sekošanas kārtību reizinājumos) 

1(1 + 7i)(C 4 2 3 ) ] = [ĀC] 4- [A~ D) + [BC] + [BD\. 

Ievērot labajā pusē vektoru sekošanas kārtību reizinājumos. 
Augšējās izteiksmes rāda, ka vektoru vektoriālā reizinājumā distributī
vais likums pastāv. 

26) [ĀB] = [iAxf+ Ayf+ Azk)(Bxī+ ByJ+ Bzk)] = 

= (Ay B2 — AzBy) ~+ (Az Bx - Ax Bz ) J + (Ax By-AyBx)k. 

Tā tad 

[AB] = 
i j k 

Ax Ay Az 

Bx By Bs 

27) A [B C] = (Ax ī+ Ayj 4 - A2 k) 
J k 

Bx By Bz 

c x Cy Cz 

Ay Bz c x c y c z 

By Bz - - Cx c y c s = Ax Ay Az 

c, Ax Ay Bx 
Bz 

- A[BC] = B[CA] C[AB). 
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B 

Zīm. 116. 

Izteiksme _ _ _ 

A[BC) = 0. {A=£0; B^O; Cj±0) 

ir triju vektoru Ā, ~B, C komplanaritates noteikums. 

29) [Ā[BČ\] : Ti(ĀČ) - Č~(ĀB). 
30) Ja divu vektoru summa 

a a -ļ- P b ~ 0, 

tad vektori ir kolineāri. 

J a : _ 

aa + $b-\-<<c = 0, 

tad vektori ā , b, 7 ir komplanari. 

108. Vektoru diferencēšana attiecībā uz skalāru argumentu. 
Vektoram var būt sekojošas maiņas: 

1) virzienam nemainoties, mainas tikai moduls. Vektora gals tad 
veido taisni. 

Reizinājumi, kuros šie trīs vektori seko cikliskā kārtībā, ir vienlīdzīgi. 
Ja sekošanas kārtība nav cikliska tad: piemēram: 

B\ĀČ\ = Ā[ĪĪC]. 

28) Reizinājuma A[BC] ģeometriska nozīme ir zīmējumā 116 
uz vektoriem A, li, C veidotā paralelepipeda tilpums. 
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ā = ax i -ļ- Oj,y 4- as k ( i , j, k pamata vektori) 

a x = Mv) > a y = Mv); a z = A(v)> (2) 

da dar _ rfa., _ dta, _ 

-zr = -r-i + -r-j + ~rk (4) 

(Pa (Pax _ ^ f l y _ (Paa _ 
lv2~~dīFX + Tr^- 7 + 7 7 z ^ ( 4 ) 

J a a — m .b, tad 

a = mbxi 4- >w^y/ 4" mb2k 

un ja skalārs m un vektors 6" atkarīgi no mainīga skalāra v, tad 

lā dm _ c/i6 x _ (Yw _ d b y - dm _ ^ 
-r = - r » 4- /« -->—i -I 1 by j +m —f-j -\---bsk 4 - m- -k= 
dv dv x dv dv y dvJ dv dv 

dm , -
-dv{b*' 

da dm _ dbx _ dm _ dby _ dm _ dbz _ 

^»«/11 ~ , L • , L r% , ( d b x ^ . d b y . dbz \ 
= — (bxt + V + M ) + + 4- ^,¿1 

Tā tad: 
d . T - dm T - . 

2) moduls pastāvīgs, mainas vektora virziens. Vektora gals veido 
uz lodes virsmas kādu trajektoriju. 

3) Vektora moduls un virziens mainīgi. Vektora gals veido kādn 
līkni telpā. 

Še pieņemam, ka mainīgā vektora sākuma punkts arvien atrodas 
kādā dotā punktā. 

J a : 

a = f(v), (v skalārs) 

tad a ir f u n k c i j a no skalāra v. Dodam v pieaugumu Av, t ad : 

A ā = / ( i - + Av) - f(v). 

±ā_f(v_ + Av) — f(v) 
Av ~ Av 

AU da ,. f (v + Av) f (v) 7 . . - , 
lini T - = -J- = lim y — • ^ —J'(v) = a' (1) 

J a : 

un 

tad: 

un 
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Nav grūti pieradit ka: 
d — -ŗ da-ŗ , db — 

(a b) = -ŗ- b + -r- a. 
dv d v dv 

d 

dv 

(6) 

(7) 

Beidzamajā izteiksme jāievēro reizinātāju sekošanas kartība. 

V i e n ī b a s v e k t o r a d i f e r e n c i ā l s . Tā kā 

tad 

un 

(«i «i) = 1. 0«il = 1) 

d — - dciļ - - dax „- dax n 

d((iļ iiļ) = '2(iļ dax — 0. 

Šī izteiksme rāda, ka dax ]_ ax. Tā tad, v i e n ī b a s v e k t o r a 
d i f e r e n c i ā l s i r s t a t e n i s k s p r e t v i e n ī b a s v e k t o r u . 

R ā d i u s a v e k 
t o r a d i f e r e n c i ā l a 
ģ e o m e t r i s k a n o 
z ī m e . 

Ja mainīgs, no ska
lāra v atkarīgs, vektors 
r iziet no noteikta 
punkta Af.tad izteiksme 

r = f{v) 

dod telpā līkni. 
Zini. 117. 

Ja dodam v pieaugumu Av, tad dabūjam : 

Ar rx — 7 = / [v + Av) — f(i>) - LN (līknes chorda.) 

(1) 

Ar _/(y + Ay) - f(v) = f{y + Ay) - f(v)\ ux As _ 
Av— Av As Av' 

Av^-0 Av 

(As loka pieaugums. ux chordas LN vienības vektors) 

(2) 
Ar ,. \f(v + Av) — f(v)\ .. - .. As lim -~ = 1im L M _ J r . _ ' -LA—i hm ux hm j-

Az^o 
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A s t o ņ p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Diferencialģeometrija IV. 
109. Līknes telpā. Līkni telpā dod ar parametriskiem nolīdzi-

nājumiem: 
x = 9(1») 
jV = <I»(v) ļ (1) 
^ = a>(z/) 

Še z> ir mainīgs parametrs. 

Nolīdzinājumi: 

JV = + 0 ) 

dod līknes projekciju uz (#y) plaknes. Izslēdzot 
nājumiem, dabūjam nolīdzinājumu 

starp šiem nolīdzi-

M*. y) = 0, 

Še 

lim \Iŗ + y - m . = Hn, 1̂ 5 = 1. ( 3 , 

J a Av —• 0, tad vektors uY tiecas uz vektoru / (7 vienības vektors 
pieskares virzienā punktā L). 

Tā tad 
lim it1 - / (4) 

Av-+0 

Ievērojot (2), (3), (4) dabūjam: 

Ar dr , — ds 
lim T — = , = 1 . / . -r 

^j ,_> 0 ^v dv dv 
un 

dr = t . ds. 

A u g š ē j ā i z t e i k s m e r ā d a , k a r ā d i u s a v e k t o r a 

r d i f e r e n c i ā l s dr i e t l ī k n e s p i e s k a r e s v i r z i e n ā . 

No augšējā dabūjam 

7 = | . 
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X (x, y) = 0 

s) 

Līknes nolīdzinajumus varam dot arī šādi: 

F(x, y, s) = 0\ 
f(x, y, z) = 0 I 

( I " ) 

Oidijuma (1*) līkne dota kā divu cilindru un gadijumā ( l b ) ka divu 
vispārīgu virsmu krustošanās līkne. 

Līkni varam dot arī vektoriālā veidā, ar nolīdzinājumu: 

~ = / 0 ) . ( l c ) 

Šādā gadijumā kā redzējām: 

_ d~ 
t = dJ- = I 

Ta k a : 

7ds = d~= dxi - f dy~j'4- dz~k, (2«) 

tad, paceļot izteiksmes abas puses kvadrātā dabūjam: 

~ V s 2 — dx2 4 df 4 dz*; {?=]). 

ds = ]/dx2 4 df- 4 - tīī1. ( 4 ) 

Izteicot izteiksmes (2) abas puses koordinātu sistēmā, ievērojot, ka pieskares 
vienības vektora virziena koeficienti ir coso , , cos p 1 ( c o s y j ; dabūjam: 

~ i n ~ i r dx — dv — , ds — cosa^ 4 cosPļ/ 4- cos fxk = -f- -ģj 4 -^-k. 

No šīs formulas secinām: 

kas arī izteic līknes projekciju uz xy plaknes. Līdzīgi dabūjam arī 
līknes projekcijas uz (yz) un (zx) plaknēm: 

[i(v, z) = 0 
v 0 , x) = 0. 

No trim līknes projekciju nolīdzinājumiem, divi ir patstāvīgi un trešais 
pārējo divu sekas. Tā tad līknes nolīdzinājumu varam dot veidā: 
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P i e s k a r e s n o l i d z i n ā j u m u l i k n e s p u n k t ā L —x\y z, 
dabūjam šādi: Apzīmējot līknes pieskares tekošo punktu ar P un 

rādiusu vektoru uz to ar R, 
redzams, ka pieskares visi 
punkti izpilda nolīdzinājumu : 

R — r = t.\ / " = 1 (6) 

O l> 

kur X mainīgs parametrs Pie
skares tekošā punkta P koor
dinātas apzīmējam ar č, T,, ~ 
un līknes dotā punkta L koor
dinātas ar x, y, z. Liekot 
koordinātu sistēmu punktā O 
augšējā izteiksme koordinātu 

, . sistēmā dabū veidu: 
Zīm. 118. 

(? — v) 7 + (T, — V) 7 + U - z)k = X (cos 7 + cos ? x c o s -ŗt k). (6») 

Še ar uv ? l t Yi apzīmēti pieskares virzienu leņķi ar koordinātu asīm. 
No (6 a ) secinām: 

— .v 
— = X cos <tļ; 

cos «, 
= X 

r¡ — = X cos p,; = X 
cos [Jj 

— = X cos Y i ; = X 
cos . ' 1 

(7) 

Pieskares nolīdzitīajumus dabūjam no augšējo nolīdzinājumu otrās grupas: 

; —_x vi — y _ 
c o s » , c o s ? ! cos Yi 

Ievērojot (5) šos nolidzinājumus varam rakstīt ai i : 

Š__ V) — V w — 

~dx~~~~dy~ ~ ~ h 

Diferenciālus dx, dy, dz dabūjam no līknes sekojošiem nolīdzinājuraiem: 

(7') 

še i' mainīgs parametrs. 
i, = M ( I - ) 

(A) 
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1 5 * 

L ī k n e s n o r m a l p l ā k n e s n o l ī d z i n ā j u m u , līknes 
punkta P — x\y\z, dabūjam šādi: 

Plakni F, kas punktā 
P = x \y ļ z ir J _ pret pieska
res vienības vektoru /, sauc par 
l ī k n e s n o r m a l p l ā k n i 
p u n k t ā P. 

Velkam, uz normalplāknes, 
pēc patikas ņemto punktu M, 
rādiusu vektoru R, tad vektors 

PM — R — 7. 

Šis vektors visos normalplāknes 
punktos ir J _ pret /. Pielietojot 
še statenības noteikumu dabūjam : 

{R — 7 ) T = 0. (8) Zīm 119. 

Liekam koordinātu sistēmu punktā O, tad punktu M un P koordinā
tas ir 

M = Š h K U D P = x\y\z. 

Augšējo vektoru skalāro reizinājumu (8) izteicot koordinātu sistēmā 
un ievērojot, ka / projekcijas uz koordinātu asīm ir c o s a j , cos p l t C O S Y P 

dabūjam ; 

(5 — x) cos a t -f (tj — y) cos Pi + (; — z) cos T i = 0 (8- ) 

Ievērojot (5) varam arī rakstīt: 

(5 - x)dx + (7] - y)dy + (S - z)dz = 0. ( 8 b ) 

Diferenciālus, dx, dy, dz, dabūjam no (A). 

Izteiksmes (8), (8* ) un ( 8 b ) ir līknes normalplāknes nolīdzinājumi. 

L ī k n e s p i e s l e j a s p l a k n e . 
Par liknes p i e s l e j a s p l a k n i , sauc plakni: 
1) caur līknes trim bezgalīgi tuviem punktiem Pv Pit P3 

2) caur divām liknes pieskarēm 1 un 2, kas iet caur bezgalīgi 
tuviem punktiem 1, 2, 3, zīm. 120. 
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3) caur pieskari 1 un tas pieskaršanas punktam bezgalīgi tuvu 
punktu P3 

Kā redzams, visos trīs ga
dījumos dabūjam to pašu 
plakni. Pieņemam ka līkne 
dota ar nolīdzinājumu: 

r = /(V) 

un ka Pv P2 P3 ir līknes trīs 
bezgalīgi tuvi punkti, šie punkti 
atrodas pieslejas plaknē E. 

Zīm 120. 

No zīmējuma 121 redzams; 

Pieņemam, ka punkts 
M atrodas pieslejas 
plaknē E un uzskatam 
šo punktu par plakni 
E veidojošo tekošo 
punktu. Rādiusu vek
toru no O uz M ap
zīmējam ar A\ Tad 
vektors 

rx — r 4- dr; 

d{7 + dn = dr-\- dlT, 

PXM R — r. 
Zim. 121 . 

Šis vektors (R — ?j un vektori dr, drx atrodas pieslejas plaknē, tā 
tad šie trīs vektori ir komplanari. 

Pielietojot komplanaritates noteikumu, dabūjam: 

Ievedot 

dabūjam 

(R — r)[dr.dr,\ = 0 

d7x =dr+ d2r 

(R — 7) [d7(d7 + <P7)] = 0. 

Pārveidojot dabūjam: 

(R — 7) [dr. di) 4- (R — 7) [dr. <Pr\ r= 0. 
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Ta k ā : 

(9) 

Liekam koordinātu sistēmas sakuma punktu punktā O, tad punktu M 
un Px koordinātas i r : 

Px = x \y z. 

(R — r) projekcijas ir (Ķ — x)\ (rt — y); (Z — z) un 
r „ . x\ y\ z\ 

dr . „ dx\ dy\ dz; 
d-r „ „ d2x; 

Ar šīm vērtībām no (9) dabūjam: 

d2y; 'z; 

(R — r)[dr.<Pr] = 

\ — x rj — y Ļ, - z 
dx dy dz 

ePx cPy d2z 
= 0. ( 9 a ) 

Augšējā izteiksme dod pieslejas plaknes nolīdzinājumu. Attīstot deter-
minantu, attiecībā uz pirmās rindas elementiem, dabūjam pieslejas 
plaknes nolīdzinājumu: 

/ c \dy dz I . . ,.| dx dz\ . A dx dy\ n / Q b 

Apzīmējot pieslejas plaknes virziena koeficientus ar cos ct3. cos p 3, cos y 3 

dabūjam: 
dy dz\ ļ dx dz |, ļ dx dy cos a 3 : cos p 3 : cos y 3 

Tad 
cPy cPz ļ ' 

I dy dz 
d2y d2z 

\iPx d2z\ \d2x d2y 
(10) 

[d7 d~\ = o, 

tad augšējā nolīdzinājumā paliek: 

(R — 7)[d7 d27] = 0. 
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C O S V 3 = 

dx dy 
d2y d2y 

dy dz 
d2y cPz + 

dx dz |2 

d2x d2z + 
dx dy 

d2x d2y 

No līknes nolīdzīnājumiem (A) dabūjam dx, dy, dz, d2x, d2y, d2z. 
L ī k n e s g a l v e n ā n o r m a i e. 

Līknes punktā P = x\y\z, pieslejas plaknē, velkam stateni 
pret pieskari. Šo taisni sauc par l ī k n e s g a l v e n o n o r m ā l i . 
Apzīmējam galvenās normales vienības vektoru ar n, tad: |»| = 
\F\ = 1 un >~J_ ~ (Zīm 122). 

Zim. 122 Zim 123. 

Līknes pieskaru vienības vektori / un tļ līknes divos bezgalīgi tuvos 
punktos veido leņķi dx, ko dabūjam (zīm. 123) velkot riņķī, ar rādiusu 
1 pieskarēm / un tx paralēlas taisnes caur riņķa centru. T a d : 

| dī\ = QQ, = 1 dz (a) 

Loks PPX = ds atrodas pieslejas plaknē, tādēļ : 

dz _ 1_ 
ds p 

Ievērojot (a) dabūjam : 

(p liekuma rādiuss līknes punkta P) 

dt 1 
ds p 

Tā kā dt ir ļļ n, tad | d~\ n = dt. Tādēļ: 
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dī 
n — p ds 

231 

(12) 

Vienības vektora ;/ projekcijas uz koordinātu asīm ir galvenās nor-
males virziena koeficienti 

COS a 2 , tOS |12, COS y a . 

d t 
^ r - projekcijas uz koordinātu asīm ir 

dcosciļ dcosīļ r/cosy! 
~ds~ ' ~~dš~' ds 

Ievērojot augšējo, no nolīdzinājuma (12) dabūjam: 

- , r - , r (dcosa.- ,/cos?, - , dcos-ŗ. T \ „ 
a 2 i + cos ?,/ + cos Ya k = ?[ ^—1 i 4- ; 4- A J (12 ) COS 

No šī nolīdzinājuma dabūjam galvenās normales virziena koeficientus : 

cos a, 

COS ^ = 

cos y 2 

</cos fi, 
0 . • 
' ds 

dCOS ^ 

dcOS'FI 

= *• ds 

(13) 

vai ari 

, { cos a 2 : cos ? 2 : cos y 2 = d cos « i : d cos f : d cos Y l 

No šīs izteiksmes dabūjam galvenās normales virziena koeficientus. 
Paceļot katru nolīdzinājumu (13) kvadrātā un saskaitot, ievērojot, ka 

dabūjam: 

c o s 2 a 2 4- c o s 2 ? 2 4- cos'-y 2 = 1, 

7~~ { ds ) + [ ds ) + \ dT ) " 
(14) 
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cos «.2 dCOSūļ 

p ds 

COS 'i.ž _ ,/cos ļi, 
p //5 

cos Ya d cos Y , 

p ¿ 5 

Galvenās normales nolīdzinajumi līknes punktā P = x\y i r : 

(13') 

rVcosa, ,/cospļ f / c o s Y i ' 
(15) 

L ī k n e s b i n o r m a l e . 

Stateni pret pieslejas" plakni, līknes punktā P = x\y\z, 

sauc par līknes b i n o r m a 1 i. Kā redzams, binormalei ir tādi 
paši virziena koeficienti kā pieslejas plaknei. Pieslejas plaknes vir
ziena koeficientus apzīmējot ar cos a 3 , cos p 3 , cos f 3 dabūjam ar 
formulu (10) 

cos a3 : cos ļ33 : cos y3 -

Binormales nolīdzinajumi i r : 

d y dz 

d2y dz 

dx dz 

d2x dz 

dx dy I 
cPx dy ļ 

5 - x r, — y š — z 

dy dz dx dz dx dy 

d2y d2z d2x tPe d2x d2y 

(16) 

R e k t i f i c e j o š a p l a k n e . 

Plakni, kas līknes punktā P = x \ y ļ z ir J_ pret līknes galveno 
normāli, sauc par l ī k n e s r e k t i f i c ē j o š o p l a k n i p u n k t ā P. 
Rektificējošās plaknes nolīdzinājums ir : 

(5 — x)dcosa2 4- (TJ — y)d cos $ņ 4- ( £ — S ) ^ C O S Y 9 — 0 . (17) 

Nolīdzinājumus (13) varam arī rakstīt: 
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Ta tad, līknes punktā P = y\z atrodas (zīm. 1 2 4 ) : pieskare, 
galvenā normale un binormale ar vienības vektoriem, 7; »; b. Šie 
vienības vektori ir savstarpēji sta
teniski un veido labo skrūvi. 
Caur / un n iet pieslejas plakne ; 
caur n un b normalplākne un 
caur b un / rektificējošā plakne. 

V ē r p e . 
Līknes pirmais liekums stāv 

sakarā ar pieskares virziena maiņu. 
Pirmo liekuma rādiusu p jau 
atradām. Līknes otrs liekums 
stāv sakarā ar binormales virziena maiņu. 

Otra liekuma rādiusu — v ē r p e s r ā d i u s u — apzimējam 
ar T, tad līdzīgi, kā pirmā liekuma gadījumā, dabūjam: 

Zīm 124. 

db\ 
ds 

l_ 
T 

Vektori 7, n, b veido labo skrūvi, tādēļ: 

db^ 
ds 

b = [/ «]. 

\dī_ - 1 
\ds 

(18) 

(19) 

dt 
Ta ka -j = —, tad pirmais vektoriālais reizinājums dabu veidu: 

l!=r 
tā vērtībā ir 0, jo abi reizinātāji ir paralēli. Pal iek: 

=['•§]• 
dh 

ds 
(20) 

No augšējā redzams, ka vektors 

db 

ib 
ds ir bet - j - ir arī J_ pret b. 

ds 
Tā tad vektors ir statenisks pret plakni caur t un b, tas ir pa

ralēls vektoram n. 
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\db\ 
ds 

_1_ 
T 

reizinot ar n dabūjam 

Ta ka 

<ib _ u 
ds ~T' 

(21) 

un 

b = cos « 3 i + COS ŗJ9 /' -ļ- c o s Ys ^ 

n = cos a 2 / 4 - cos p ay + cos y a ¿1 

tad izteiksmi (21) varam rakstīt: 

^cosrtg 7 cos |% 7 d cos y 3 t _ cos Oj 7 cos p2 7 c o s y a t / 9 , rt 

ds ' + <fc ; + * _ f + 7 ; + 7 • < 1 J 

No izteiksmes (21*) dabūjam : 

COS fl 2 d cos a 3 

—J- — 
c o s p 2 COS p 3 

T ~ 
cos v 2 /̂ cos y 3 

T ~dš~ 

(22) 

Paceļot kvadrāta augšējos nolīdzioājumus un saskaitot, dabūjam 

« - [ī>7\, 
T i kā 

tad 

Ievērojot, k a : 

dabūjam .-

db n 
ds = T' U n 

dt ii 
ds ~ ~p~: 

(24) 

Tādēļ no izteiksmes: 
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Nolidzinājuma (24) labās puses locekļi dod : 

235 

un 

b_ 
T 

p J p 

Ievērojot šīs izteiksmes, nolīdzinājutns (24) dabū veidu: 

dn 
ds T 

Augšējo vektoru projekcijas uz koordinātu asīm ir: 

dcos a 2 cos a 8 COS Oj 

ds T p 

d cos ļ32 _ cos p 3 COS 

ds T p 

d cos y a cos y 3 cos y , 

ds T P 

Paceļot šos nolīdzinajumus kvadrāta un saskaitot, dabūjam. 

1 . 1 _ td cos a 2 \ 2 / d cos p 0 \ a . / d cos y 2 \ 2 

Formulas: (13 a ) , (22), (25) sauc Z 
par Frene formulām. 

P i e m ē r s . 

Skrūves līnijas (zīm. 125) 
nolīdzinājums i r : 

* = a c o s u ; y=asinu; z=ku. 

Ja W=2T;, tad h=2kK; h sauc 
par skrūves līnijas soli 

k - A. 
Ta ka 

¿ 5 = l / d * 2 _ļ_ d y _ļ_ ¿ ¿ 5 

( 2 4 a ) 

(25) 

(26) 
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ds = ]/a2 4 - k2 du 

Pieskares virziena koeficienti i r . 

cosciļ 

cos = 

dx — a sin du 

ds ļ/o 2 4- k2 du 

dy a cos u du 

~īs~ y<P~+~&du ]/a2 4- k2 ' 

a sin u 

~]/a* 4- Ā » : 

fl cos W 

¿ 2 k du 

ds ļ/ a* 4- £ dw 1/ fl2 4- k2 

P i e s k a r e s n o l ī d z i n a j u m i i r : 

Ķ — a cos u 7] — a sin M £ — £ M 

— a sin w A c o s « /fe 

N o r m a l p l ā k n e s n o l ī d z i n a j u m s i r : 

(? a cos u) ( — A sin w) 4- (TJ — a sin «) (a cos u) + (C — ^ = 0. 

P i e s l e j a s p l ā k ne s n o l ī d z i n ā j u m u d o d d e t e r m i -
n a n t s : 

Ķ—acošu T J — asinu £—>6« 
d * djv dz 
d2x d2y d?z 

Ķ—flCOSM TJ—a s i n u Iļ—ku 

— asinudu acos udu k du 
— a cos u du2 —a sin u du* 0 

= 0 . 

Attīstot determinantu attiecība uz pirmās rindas elementiem dabū
jam pieslejas plaknes nolīdzinājumu: 

(5 — acosu)(k sin u) -f- (TJ — as in u)(— kcosu) 4 - (£ — ku)a = 0 

P i r m ā l i e k ' u m a r ā d i u s u u n g a l v e n ā s n o r m a l e s 
v i r z i e n a k o e f i c i e n t u s d a b ū j a m s e k o j o š i . 

un 

Tad 

dx = —asinudu; dy = a cos udu; dz — k du. 
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p T ds yaī + k2' 
cosPj cos p3 d c o s p 2 — c o s u 

P T~ ~ ~~ds~ ~ fa^+p' 

cos Yļ cos y 3 d cos Y a q 

p 7" ds 

Paceļot šos nolīdzinājumus kvadrātā un saskaitot, dabūjam 

1- + - = - 1 

p a r T2 - a2 + k2 

Še ievedot jau dabūto p vērtību, dabūjam: 

1 _ P a a + * 2 

T2 ( a a 4 - £ 2 ) 2 ' 7 — £ * 

Binormales virzienu koeficientu attiecību dabūjam no pieslejas 
plaknes nolīdzinājuma: 

cos a3: cos p 9 : cos y 3 = k sin u : — k cos u: a 

Tā kā 
cos d cos a t — a cos u 
~ P ~ ~ ~~ ~ d š ~ ~ ~cF^~p ' 
cos [32 d cos p, a sin 
~ ~ p - — ~~āš~~ — ~ a 2 4 - " /^ ' 

cosY a _ d c o s Ti = o • 
p ds ' 

tad paceļot šos nolīdzinājumus kvadrātā un saskaitot dabūjam: 

1 _ a2 _ a 2 + 4 2 

p 2 ^ (a2 -f i t 2 ) a ; ? ~ a " 

Ievedot p augšējās formulās dabūjam galvenās normales virziena koefi
cientus : 

cos a a = — cos u; cos p2 = - sin u; cos y 2 = 0. 

Veidojot: 
d cos a 2 d cos pa d cos y 2 

ds ' ds ' ds 
un ievedot formulās (25) dabūjam 

cos al cos n 3 d cos a 2 si n u 
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Binormales nolidzinājumi i r : 

Ķ — a cos u Tj — a sin u £ ku 
k sin u — k cos u a 

Galvenās normales virziena koeficienti jau zināmi, tā tad galve
nās normales nolidzinājumi i r : 

5 — a cos u 7] — a sin u Z, ku 
— cos u — sin u 0 

110. Virsmas Virsmas nolidzinājums ir 

^ = /(*, y). (1) 

Pieņemam, ka šo funkciju var izvirzīt Teilora rindā. Parciālos 
diferencialkvocientus še apzīmējam : 

dz dz 

_ d 2 z _ d*z 
dx*~ r ] dxdy~ S ' dy2 

(2) 

Plašāks ir virsmas nolīdzinajuma veids: 

F(x, y, z) = 0. (3) 

Še z ir apslēpta funkcija no x un y. 

Virsmas nolīdzinajuma trešais veids i r : 

x = / ( « , v); y = <p{u. v); z = <Ļ(u, v). (4) 

Ja v = konst, tad ar nepārtrauktu mainīgu u nolidzinājumi ( 4 ) dod 
līkni telpā un ja arī v nepārtraukti mainīgs, tad šī līkne veido virsmu. 

Ar « = konst = k, augšējie nolidzinājumi dod līkni, kas atro
das uz virsmas, dotas ar nolīdzinājumiem (4). Dodot k vērtības: 
klt k.2 dabūjam uz virsmas līknes, ko apzīmējam par u līknēm. 

Tāpat ar v = k dabūjam uz virsmas v līkni un ar kv k2. 
v līknes. 

Tādā- kārtā virsma ir apklāta ar divām līkņu saimēm. Š īs 
līknes sauc par p a r a m e t r a l ī n i j ā m . Kādas v un kādas u līknes 
Krustpunkts dod virsmas punktu. Ievērojot augšējo u un v s a u c a r ī 
p a r l ī k ā m k o o r d i n ā t ā m . 

Ja starp nolīdzinājumiem (4) izslēdzam u un v, tad dabūjam 
veidu (3), un ja veidu (3) var atslēgt, attiecībā uz z, tad dabūjam 
veidu (1). 
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dx dv dz 

Še v, y, z ir kāda līknes punkta koordinātas ļ, YJ, Z, pieskares 
tekošas koordinātas. 

No (1) dabūjam: 

dFx dFx oFx 

, 1 x + dy • d y + ~dT d z = 0 : 

'}£ dx f ^ dy + *£* dz = 0. 
dx i)y dz 

(3) 

J a uz līknes (1) no punkta P = x\y\z ejam pa ds, tad ds 
atrodas uz virsmas Fx = 0 un arī uz F2 = 0. Šādā gadijumi ds 
projekcijām: dx, dy, dz vajaga apmierināt nolidztnājumus (3). 

Ortogonālās koordinātās doto virsmas nolīdzinājumu pārveido 
polarkoordinatās 's, 6, r ar nolidzinājumiem: 

v = r sin 6 cos 'f ; 

y = r sin 6 sm <p ; 

z = r cos 6. 

Ja nolīdzinājums 
/-'(.v, y, s) = 0 

ir vesela racionāla /; kapes algebriska funkcija, tad virsmu, kas dota 
ar augšējo nolīdzinājumu, sauc par n kārtas algebrisku virsmu. 

Šādu virsmu taisne krusto n punktos, un plakne to krusto /; 
kārtas līknē. 

Virsmu, kuras nolīdzinājums neatbilst augšējām pazīmēm, sauc 
par transcendentu virsmu. 

a) P i e s k a r u p l a k n e v i r s m a s p u n k t ā x \ y\ z. 

Līknes pieskari, ja līkne dota ar nolidzinājumiem: 

FoJx,y,z) = 0\ K 

dabūjam š ā d i : 

Līknes pieskares nolīdzinājumi, ja līknes nolīdzinījumi doti 
parametriski veidā, i r : 

? _ , T l _ v _ x ^ 
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dx = 5 - X dy = f\— y d z ^ 
X " J ~~ X "~ X 

Ievedot šīs vērtības nolīdzinājumos (3), dabūjam : 

XVIII nod. 

(4) 

> dl', . , . dF, , 0; 
(5) 

Nolidzinājumi (5) dod līknes ( 1 ) pieskari punktā x\y\z. Katrs no 
šiem nolīdzinājumiem, attiecībā uz £, i ] , £, ir pirmās kapes, tādēļ dod 
plakni, kas, kā redzams, iet caur punktu P = x\y\z. Šo plakņu 
krustošanās taisne tx ir pieskare līknei ( 1 ) un tādēļ arī pieskare virs
mām Fx = 0 un F2 = 0 punktā P = x \y \ z. 

Virsmu Fx = 0 krustojam punktā .r \y \ z ar kādu citu virsmu 
F3 = 0, tad krustošanās līkne iet caur punktu x\y\z. Šīs līknes 
pieskari t2 punktā x\y\z \ arī izteic ar nolīdzinājumiem (5), kur F2 

vietā jāliek F3. 

Tādā pat kārtā dabūjam pieskares t3, ti u. t. t. Kā redzams, 
visas līkņu pieskares punktā x\y\z, t. i tv t2, t3 atrodas plaknē 

(6) 

un ta kā / l P t2, t3 ir virsmas F x = 0 pieskkres, tad plakne (6) ir visu 
virsmas Fļ = 0 pieskaru kopība, punktā x ļ y ļ z t. i. plakne: 

dF dF 
(? - *) j - + (T, - y ) + <j 

v dF . 
*> dT = 0 

( 7 ) d.r ' v ' ' dy 

ir p i e s k a r u p l a k n e v i r s m a i F(x,y, z) =0 punktā P = x\y\z. 

No 

dabūjam 
OF . ¿ 0 

F(x, y, z) — 0 

„ ~ dF . 

No (2) dabūjam : 
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16 

dF dF 

Ievedot un —- vērtības pieskaru plaknes nolīdzina jumā (7) 

dabūjam: 

£ - x ) p + (t, - jk) <7 - (s - 2) = 0. (8) 
Šis nolīdzinājums dod pieskaru plaknes nolīdzinājumu virsmas punktā 
P = x | y \ z, ja virsma dota ar nolīdzinājumu: 

z=f(x, y). 

b) V i r s m a s u o r m a l e u n n o r m a l p l ā k n e s . 

Pieskaršanās punktā P = x \ y \ z, pret pieskaru plakni vestu 
stateni, sauc par v i r s m a s n o r m ā l i šinī punktā. 

Virsmas norraales nolīdzinājumi i r : 

Šie nolīdzinājumi pielietojami, ja virsmas nolīdzinājums dots: 

z =f(x, y). 

J a virsmas nolīdzinājums dots : 

F (x, y, z) = 0, 

tad virsmas normales nolīdzinājumi i r : 

dF dj^ dF ' 
dx dy dz 

No (9) dabūjam: 

L r _ * = i z i 5 . u n !L"li' = ^-_f 
* - 1 c/ - 1 ' 

Pārveidojot dabūjam: 

(£-x)-t - z) = Q\ (11) 

(ii-y) + q^-e) = 0. (12) 

Nolīdzinājumi (11) un (12) dod n o r m a l e s p r o j e k c i j a s 
uz (xz) un (yz) plaknēm. 
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cosv = 

dF 
dz 

(15) 

Ja 
,„ dF, .dF, dF ^ n 

tad saknei dod 4 - zīmi, bet ja dF < 0, tad saknei dod — zīmi. 

Ar šādu noteikumu saknes 4 - zīme atbilst virsmas ārējai un — 
zīme iekšējai normalei. 

c) V i r s m a s n o r m a l p l ā k n e s . 

Virsmas normāli varam dot ar tās projekci jām: 

(16) ( ? - x)+p&-z) = 0 ; 

( l - J / ) + y = 0. 

Katra caur šo normāli vesta plakne, tad ir virsmas 

z=f(x,y) 

n o r m a l p l a k n e . 

Nolīdzinājums: 

(5 - x) +p G - z) 4 X [ft - . ? ) 4 - «7 (C - *)] = 0 (17) 

ir virsmas z =/{x, j > ) n o r m a l p l ā k ņ u š ķ i p s n a s nolīdzinājums. 

No ( 9 ) dabūjam virsmas normales virziena koeficientus: 

cosX = — — ; cos n = — ; c o s v = — , , _ 1 (13) 

Ja par normales pozitivo virzienu pieņemam to, kas ar pozitivo 
z asi veido šauru leņķi, tad cos y > 0 un sakne jāņem ar minus zirni. 
Tādā gadijumā: 

c o s X = — ^ : ; cosu. = - — ^ = : c o s v = . 1 = (14) 

No (10) dabūjam: 

c o s X = _ = ; c o s ( i = -
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Dabūt virsmas 
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x2 r 2 

2 z = T + f a b 

pieskaru plaknes nolīdzinājumu. 

Virsmas pieskaru plaknes nolīdzinājums šādā gadijumā i r : 

/ (5 - *) 4 - q (TJ - y) - a - *) = 0. 
Še 

dz x dz y 
etor a ^ dy b' 

Ievedot šis vērtības pieskaru plaknes nolīdzinājumā dabūjam 

X-{i - x) + y
ļ - ( r l - y ) - ^ - z ) = Q 

pārveidojot dabūjam: 

a a o o 

Ievērojot virsmas nolīdzinājumu dabūjam: 

P i e m ē r s . 

Dabūt elipsoida 

a 0 

•v-2 V 2 , 2 
• ^ + £ + 7 - 1 = 0 

pieskaru plaknes nolīdzinājumu. Virsmas pieskaru plaknes nolīdzinā
jums šinī gadijumā i r : 

dF / c dF dF . _ 

Še 
<JF_2x dF_2y dF_2z 
dx ~ a2 ' dy ~b2' dz ~c2' 

Ievedot šīs vērtības pieskaru plaknes nolīdzinājumā dabūjam: 

^ « - * ) + ^ ( i - j ' ) + ? « - - ) = o. 

1 6 * 
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ifi ^ b* ^ c 1 u " 

Elipsoīda normales nolidzinājumi punkta P = x\y\z ir 

ī i i ^ = 1 ~ Ž — ^ Z l i 
x_ y z 

ā* b°- ? 

Normales virziena koeficientus cos X, cos u, cos v dabūjam no : 
i x y z čos A cos u co j v = - 5 : -s. 

P i e m ē r s . 

Vilkt caur punktu />„ = #01 jy01 .s0, virsmai 

F(x, y, z ) = 0 
pieskaru plakni 

Punkts />„ neatrodas uz virsmas. 

Apzīmējam ar P = x\y\z virsmas punktu, kurā pieskaras virsmai 
plakne, kas iet caur punktu P0 

Pieskaru plaknes nolīdzinājums i r : 

/= ^ dF , , „ OF . dF . 

Tā kā pieskaru plaknei, jāiet caur punktu * 0 | j y 0 | 2 0 , tad tā punkta 
koordinātām jāapmierina augšējais nolīdzinājums. Tā tad : 

i ^ °F' . . .dF > d F n 

{Xo~x)dx~ + i y ° ~ y ) d y + (~"° " *)ōz~ = °- ( a ) 

Tā kā P = * |JV | z atrodas uz pieskaru plaknes un virsmas 

F(x, y, z) = 0, (B) 

tad punktam x\y\z jāapmierina abi nolidzinājumi (a) un (P). 

Šie nolidzinājumi (a) un (p) dod līkni, kas atrodas uz virsmas 
(P) un ir pieskaršanās līkne, kurā caur P0 ejošā pieskaru plakne pie-

Ievērojot elipsoīda nolīdzinājumu dabūjam : 
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dz = ° 
(V) 

Šie divi nolīdzinājumi dod pieskaršanās līkni. Projecējošā cilindra 
nolīdzinājumu dabūjam, izslēdzot starp šiem nolīdzinājumiem koor
dinātu z. 

111. Virsmas stāvoklis pret pieskaru plakni, pieskaršanās 
punkta apkārtnē. Pieņemam, ka virsmas nolīdzinājums dots veidā: 

z = f(x, y). ( 1 ) 
Apzīmējam ar 

dz dz 

skaras virsmai. Caur P = x\y\z, kas atrodas uz virsmas un 
= - T o b ' o l c o liekam taisni 

*u — x ytl - y z0 - z 

Šī taisne ir virsmas pieskare. 

Starp četriem nolīdzinājumiem (a), (9) un (7) izslēdzot y, z 
dabūjam vienu nolīdzinājumu ar TJ, Z,. Šis nolīdzinājums dod virsmu 
uz kuras atrodas visas no P0 pie virsmas F(x, y, z) — 0 vilktās 
pieskares. Šī virsma ir kons ar virsotni punktā P0. 

P i e m ē r s . 

Dabūt: 1) tā cilindra nolīdzinājumu, kas projecē virsmu 
F(x, y, z) = 0 uz xy plaknes un 2) šī cilindra un virsmas pieskar
šanās līknes nolīdzinājumu. 

Pieskaršanās līknes katrā punktā P = x\y\z, virsmas normale 
dF 

ir _ļ_ pret z asi, tādēļ -—- = 0. Ta ka šis punkts atrodas uz virsmas 
uz 

tad tā koordinātām jāizpilda arī nolīdzinājums 

F(x, y, z) = 0. 

Tā tad pieskaršanās punktam P = x\y\z jāizpilda nolīdzi
na jumi : 

F(x, y, z) = 0 
dF 
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Pieņemam, ka punkts A (zīm. 126) ir pieskaru plaknes E pieskarša
nās punkts virsmai (1). Punkta A projekcija uz xy plaknes ir O'. 

Pieņemam ka punkts 
M atrodas ļoti tuvu punk
tam A uz virsmas. P ir 
šī punkta projekcija uz 
xy plaknes. MP krusto 
pieskaru plakni E punktā 
Mv J a punkta O' koor
dinātas ir a un b, tad 
punkta A z koordināta 
i r : 

c = / 0 , b). ( 3 ) 

Pārnesām koordinātu sis
tēmu paralēli uz O', tad 

x = a + x" 
y = b 4 - y (4) 

un 
*=/(« + *', b+y'). 

Izvirzot izteiksmes labo pusi Teilora rindā dabūjam: 

1 
(5) z = f(a, b) + px' - f qy' 4 - - ( , - * ' 2 4- 2 s * ' / + //«) + 

Pieskaru plaknes nolīdzinājums punktā A i r : 

C - e = (g - a)p + (rj -
Ievērojot transformācijas formulas (4), kas dod 

5 = « -(- x' un rj = b + jy', 

dabūjam pieskaru plaknes nolīdzinājumu jaunā koordinātu sistēmā 

C = c 4 - / * ' + (6) 

Jaunā koordinātu sistēmā punkta Mt koordinātas ir x'\y'\^. 

No nolīdzinājumiem (5) un (6) dabūjam: 

1 
* - s . ( r ^ a _ļ_ 2 s * y + ty'2) + ( ) 

Tālākie locekļi še ir treša un augstākās kapēs. Ja z — £ > 0, tad 



Diierencialgeometrija 111 ?47 

virsmas punkls M atrodas virs pieskaru plaknes, bet ja z — £ < 0 , tad 
punkts M atrodas zem tās un ja z — £ = 0, tad punkts M atrodas 
pieskaru plaknē. 

Virsmas un pieskaru plaknes krustošanās līknes projekciju uz xy 
plaknes dabūjam liekot nolīdzinājumā (7) 

z — ļ =0. 

Tad nolīdzinājums 

0 = (rx'2 4- 2sx'y' + ty'2) 4- (8) 

dod šo krustošanās līknes projekciju. 
Šis nolīdzinājums, kā locekļu zemākā kāpe ir otrā, kā redzējām 

līkņu īpašu punktu pētīšanā, izteic līkni ar dubultpunktu punktā O' 
Šīs līknes pieskaru nolīdzinājums punktā O', i r : 

rxn 4- 2 s * ' / 2 4- ty'2 = 0. (9) 

Augšējais nolīdzinājums izteic divas taisnes caur O', kas var būt ima
ginaras, realas nesakrītošas, realas sakrītošas. 

P i r m a i s g a d i j u m s . Pieņemam, ka 

ri — s2 > 0. 

Tad nolīdzinājums (9) izteic divas imaginaras taisnes: virsmas un 
pieskaru plaknes punktā A krustošanās līknes projekcija uz xy plak
nes dod izolētu punktu O' Tādēļ pieskaru plaknei, punkta A ap
kārtnē, ar virsmu nav citu kopēju punktu kā pieskaršanās punkts A. 

Tā kā punktā P, x' un y' ļoti mazi lielumi, tad z — ¡¡ zīmi noteic 
trino ra a 

rx"1 4- Isx'y' 4- ty'2 

zīme. Tā kā šim trinomam ir imaginaras saknes, tad tam ir pastā

vīgi tāda zīme kā lielumam r (vai arī /). Ja r > 0, tad z — t¡ > 0 
punkta O' apkārtnē. Virsma tad atrodas virs pieskaru plaknes; ja 
r < 0, tad z — s < 0 un virsma C apkārtnē atrodas zem pieskaru 
plaknes. 

Šinī gadijumā saka : virsma ir konveksa punktā A. Konveksas 
virsmas ir lode, elipsoids, eliptisks paraboloids un divtelpu hiperboloids. 

O t r s g a d i j u m s. Ja 

rt  s2 < 0, 

tad nolīdzinājums (9) izteic divas realas punktā O' krustojošās taisnes. 



248 Diferenciālrēķini XVIII nod. 

Virsmas un pieskaru plaknes krustošanās liknes projekcijai xy plaknē 
punkts O ir dubultpunkts. Taisnes, kas dotas ar nolīdzinājumu (9), ir 
minētās līknes pieskares punktā O. Telpā, virsmas un pieskaru plak
nes krustošanās līknei, arī ir dubultpunkts pieskaršanās punktā A. 
Šai punktā krustošanās līknei ir divas pieskares, kuru pro
jekcijas uz xy plaknes dod nolīdzinājums (9). Šis pieskares, virsmas 
un pieskaru plaknes krustošanās līknei punktā A, sauc par virsmas 
asimptotiskiem virzieniem punktā A Krustošanās līknes abu zaru 
projekcijas xy plaknē veido punktā O' četrus līknes leņķus I, II, III, IV. 

Ja punkts P = x' \y' kustas punkta O' apkārtnē, tad starpība 
s — ja tā piemēram leņķa iecirknī I ir + , tad tā leņķa iecirknī II 
ir —, iecirknī III -(- un iecirknī IV —. Virsmas daļa, kas projecējas 
uz I un III, atrodas virs pieskaru plaknes un lā virsmas daļa, kas 
projecējas iecirkņos II un IV, atrodas zem pieskaru plaknes. 

Šinī gadijumā saka, ka virsmas «punktā A totālais liekums ir 
negativs. 

Virsmas ar totālo negativo liekumu ir piemēram : vientelpas hiper-
boloids, hiperboliskais paraboloids. 

T r e š a i s g a d i j u r a s . Ja 

rt — s2 = 0, 

tad nolidzinājums (9) izteic divas sakrītošas taisnes. Virsmas un pie
skaru plaknes krustošanās līknes projekcijai xy plaknē punktā O' ir 
smaile; abiem liknes zariem punktā O' ir kopēja pieskare. Telpā, 
pieskaru plakne punktā A krusto virsmu līknē, kurai punktā A ir 
smaile. Smailes zariem ir kopīga pieskare. Asimptotiskie virzieni 
sakrīt ar šo pieskari. Smailes zaru projekcija dala xy plakni divos iecirkņos. 
Starpība z — £ dabū pozitivu vai negativu zīmi atkarībā no punkta 
P — x' \y' atrašanās vienā vai otrā iecirknī. 

Šinī gadijumā saka, ka virsmai punktā A totālais liekums ir 0. 
Šādas virsmas ir piemēram konu un cilindru virsmas, vispār plaknē 
izplatāmas virsmas. 

112. Uz virsmas atrodošas liknes liekums. Pieņemam, ka 
punkts \4 (zīm. 127) atrodas uz virsmas. 

z - f{x, y). ( 1 ) 

Pieņemam arī, ka līkne AM atrodas uz šīs virsmas. Apzīmējam ar 5 

loku uz šīs līknes, skaitot no kāda punkta, ar av p r yj līknes pie-
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skares AB virziena koeficientus, ar a 2 , 3 2, v 2 šīs liknes galvenās nor-
rnales virziena koeficientus un ar R līknes liekuma rādiusu punktā A 
Uz līknes AM, x, y, z ir funkcijas no s. 

Frene formulas dod : 

i* — 
ds 

d l — a . d z 

1 1 ds ~ S> ds 

d<h = ?z. A_|a . <ļh 
ds R' ds~RJ ds 

= Yi 

(2) 

Tā kā līkne atrodas uz virsmas (1), 
tad x, y, z kā funkcijas 5 tāpatīgi 
izpilda nolīdzinājutnu (1). Diferencē
jot (1), attiecībā uz s, dabūjam: Zim. 127. 

dz dz dx dz dy 
ds dx ds dy ds' 

Ievedot še apzīmēs no (2) dabūjam: 

Yi = Pa\ + <Jh 
Diferencējot nolīdzinājumu (4) attiecībā uz s, dabūjam: 

( 3 ) 

(4) 

dh 
ds' 

R 

vai arī 

un 

Ievērojot izteiksmes (2), dabūjam: 

R 
% = r a» + s . 9 1 a l + p a * 4- 5 + t BJ + q . | 

T a — ¿ « 2 — ?Pa _ 

R = 

= roļ 4- 2s OjB, 4- /37 

T a — Pa2 — qk 
ra\ 4 - 2s 4 - /BJ" 

(5) 

(6 ) 

Šinī izteiksmē r, s, t ir atkarīgi tikai no 'punkta ^ k o o r d i 
nātām x, y, z, bet nav atkarīgi no līknes izvēles, kas iet caur A. 
Lielumi a ļ ( 3 l t tļ ir zināmi, ja līknei punktā A pievelkam pieskari. 
Lielumi a 2 . 39. y 3 ir zināmi, ja zināma pieņemtās līknes galvenā normale. 
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T e o r ē m a . 

Ja uz virmas z = / ( * , _y) velkam caur punktu A līkni, tad šīs 
līknes liekuma radius R punktā A ir tāds pats, kāds tas ir tai līknei, 
ko dabū, krustojot virsmu ar dotās līknes pieslejas plakni, kas iet 
caur pieskari AB. 

Pierādijums. 

Dotās līknes liekuma radius R ir noteikts ar nolīdzinājumu (6) 
un atrodas šīs līknes pieslejas plaknē. Ja punkts A pieņemts, tad arī 
doti p, q, r, s, t. R ka redzams no (6) tad ir atkarīgs tikai no av fi 
un a 2 , 3 2 , 7 2 . R vērlība ir tā pati visām līknēm, kas iet caur punktu 
A un kam ir tie paši seši lielumi au ļ^, fv

 a 2 - h< Ya-

Virsmas krustošanās līknei ar dotās līknes pieslejas plakni ir kopīgi 
ar doto līkni punktā A: pieskare un galvenā normale; tā tad tai ir 
arī tie paši ait $lt yv a 2 , 3 2 , y a , kā dotai līknei un tādēļ, saskaņā ar 
(6), tas pats liekuma radius R, kā dotai līknei. Ar šo teorēma ir 
pierādīta. 

Virsmas šķēlumu ar plakni, kas iet caur virsmas pieskari un virsmas 
normāli punktā A, sauc par n o r m a l š ķ ē l u m u . Katru citu virsmas 
šķēlumu ar plakni, caur to pašu pieskari AB punktā A, bet kas neiet 
caur virsmas normāli sauc par s l ī p u š ķ ē l u m u . 

M e n i e ( M e u s n i e r ) t e o r ē m a : 

Slīpā šķēluma līknes liekuma centrs Cx,ir attiecīgā normalšķēluma 
līknes liekuma centra C projekcija uz slīpā šķēluma plaknes. 

P i e r ā d i j u m s . 

Virsmas 
z = /(*, y) 

normales nolīdzinājumi punktā A — x\y\s ir : 

\ — X _ f] — y _ Ç — z 

P ~ q ~ - i ' 
(7) 

Virsmas normales virziena koeficienti X, rļ, v ir doti ar 

\ = (8) 

Šī virsmas normale arī ir normalšķēluma galvena normale, 
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Apzīmējot slīpā šķēluma galvenās normales virziena koefici
entus a r : 

a2> Pa> Y2-
un apzīmējot leņķi, starp normālā un slīpā šķēluma galvenam norma-
ēm ar 6, dabūjam: 

cos 6 — Xct2 -ļ- u-p2 + vy 2. 

Ievietojot X, u, vērtības no (8) dabūjam: 

— pa» — qļ„ + -u 

cos 6 — —f—- --—— — 

V 1 + p2 + q* 
No (5) dabūjam: 

- P<h ~ g?2 + Ya = ^ K + Zsa,?! 4 /??). 

Šīs izteiksmes kreisās puses vērtību ievietojot augšējā formulā, dabūjam : 

R(ra\ + 2sa 1 13, 4 fft) 
cos e — 

1/1 4 * a 4 - ?'2 

n n 

j , ^ Vl + ? 2
 c o s e (10) 

Še R i r s l ī p ā 
š ķ ē l u m a l i e 
k u m a r a d i u s 
p u n k t ā A. 

Izteiksmes (10) 
saucējs var būt po
zitīvs vai negativs, 
bet tā kā R ir pozi-
tivs, tad cos 6 zīmei 
jābūt tādai pat kā 
saucēja zīmei. 

1) Pieņemam k a : 

r o * + 250,8!+ tņi>0, 

tad cos 6 ir pozitivs 
un leņķis 6 ir šaurs. Zīm. 128. 
Zīmējumā 128 AB ir virsmas normalšķēluma pieskare punktā A. 
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AN ir virsmas normale un ari normalšķēluma (caur AB AN\ 
galvenā normale. AN' ir slīpā šķēluma (caur AB un AN') galvenā 
normale. 

Ja 6 —• 0, t i. ja slīpais šķēlums tuvinās normalšķēlumam, 
griezdamies ap AB, tad, saskaņā ar (10), R aug un ar 6 = 0 dabū 
vērtību 

Vi + P* F ? 2 

" ra* + 2 5 ^ 0 , + /sf (11) 

Š e /?„ t a d i r n o r m a l š ķ ē l u m a l i e k u m a r a d i u s p u n k t ā .4. 

« i 1 Salīdzinot nolīdzinājumus 
i V (10) un (11) dabūjam: 

R = R„ cosB. (12) 

No zīmējuma 128 redzams, ka 
R = ACV ir Ru projekcija 
uz AN', kas pierāda Menie 
teorēmu 

2) Ja 

ra\ 4- 2sa$x 4 /BJ < 0, 

tad, kā augšā norādīts, cos 6 <C0 
un e tad ir platleņķis. (Zīm. 129) 

J a griežam slīpā šķēluma 
Z l ļ n ^g. plakni BAN' ap AB, ar augošu 

6, redzam, ka ar 6 = T C , slīpā 
šķēluma plakne sakrīt ar normalšķēluma plakni un AN' sakrīt ar AN 
pagarinājumu AC. Tad saskaņā ar (10) R tiecas uz vērtību 

K = -
ļ/l 4 > + y 2 

ra] 4 - 2 * * ^ 4- /B» 

Formula (10) tad dod: 

i ? = — R„ cosB = 7 ? w C O S ( T C — 9). 

Šī formula pierāda Menie teorēmu ari dota gadijuma. 
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un otrā 

/?„ = -
ļ/ļ _|_ p* + y« 

ra\ + 2sa,9, + tft 

Lai abos gadijumos izteiktu R„ ar vienu formulu, dodam Rn pozitīvu 
zīmi, ja liekuma centrs C atrodas uz virsmas normales pozitivās puses 
AN un negativo zīmi pretējā gadijumā. Ar šādu noteikumu R„ apzī
mē taisnes gabala AC algebrisko vērtību, kas skaitāma pozitīva uz 
virsmas normales izvēlētā virzienā AN. Šī algebriskā vērtība tad ir dota 
ar vienu formulu. 

J a R„ dabū pozitivu vērtību, tad liekuma centrs atrodas uz virsmas normales 
pozitivās puses un ja R„ dabū negativu zīmi, tad liekuma centrs atro
das uz virsmas normales negativās puses. 

Formulā (13) skaitītājs ir pozitivs. J a A pieņemts, tad saucējs 
ir atkarīgs no a , un 8,. Ja normalšķēluma plakni griežam ap virsmas nor
māli, mainas pieskares virziena koeficienti a , un 8 r R„ zīme, tā tad, 
atkarīga tikai no saucēja. 

Ja rt — s 2 < 0, tad saucējam ir pastāvīga zīme ar visām a, un 8, 
vērtībām. Šādā gadijumā visu normalšķēluma liekuma centri atrodas 
vienā pusē no A. 

Ja rt — s 2 < 0, tad saucējs dabū kā pozitivās tā arī negativās 
vērtības. Tad dažu normalšķēlumu liekuma centri atrodas vienā pusē 
no A un dažu — otrā pusē. Bet tā kā saucēja vērtība, ejot no - j -
uz —, iet caur 0, tad gadijumā, ja 

ra\ + 25 0 , 3 , + tfi = 0 (14) 

M e n i e t e o r ē m a r ā d a , k a j a z i n ā m k ā d a n o r m a i -
š ķ ē l u m a l i e k u m a c e n t r u C p u n k t ā A, t a d a r t o a r ī 
z i n ā m k a t r a a t t i e c ī g ā s l ī p ā š ķ ē l u m a l i e k u m a 
c e n t r u C\ p u n k t ā A 

Kā redzējām, normalšķēluma liekuma centrs C var atrasties uz 
virsmas normales pozitivās puses AN vai arī uz AN pagarinājuma. 
Pirmā gadijumā dabūjam 

R = ļ/l + Pl + q* 
ra\ + 2*1,8, + ,pj 
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R„ dabū vērtību oo Šādu vērtību dabū Rn divos virzienos. Tas 

redzams no sekojošā. Pieskares AB nolīdzinājumi ir 

l — x _ Tļ — y _ C — z 

°i ~~ TT~ ~ Yi 
tad 

Š - X _ T ļ — y 

vai 

5 - * ~ a , ' 
ir pieskares projekcija uz x, y plaknes. 

(15) 

No nolīdzinajuma (15) redzams, ka — ir pieskares projekcijas 

virziena koeficients. Ievedot ^ = tg cc nolīdzinajuma (14) dabūjam: 

/ tg2cp + 2 5 tg <p + r = 0 . 

Šis nolīdzinājums dod divus virzienus, ar kuriem nolīdzinājums 
(14) ir izpildīts. 

Ja rt—52=0, tad Rn zīmi nemaina, bet Rn dabū vērtību oo vienā 
virzienā. 

113. Eilera formula. Pārnesām koordinātu sākumu uz virsmas 
punktu A. z asi še liekam virsmas normales 4 - virzienā. No virsmas 
punkta A atkarīgos diferencialkvocientus apzīmējam ar p0, q0. r0, s0, f0. 

Tā kā virsmas normale punktā A še sakrīt ar z asi, tad šis nor
males virziena koeficienti jaunā koordinātu sistēmā i r : 

1 = 0; ļi = 0 ; v = 1. 

Bet tad, saskaņā ar formulām (8), [112] jābūt 

p = 0 ; q = 0, 

Šādā gadījumā formula (13) 
[112] d o d : 

vai a r i : 

Zīm. 130. 

- 5 - .-= r0a\ 4- 2s0a^ 4 /0pJ (16) 

Pieskare AB virsmas punktā 
A (zīm. 130.), tagad atrodas xy 
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plaknē. Apzīmējot leņķi starp x asi un pieskari ar cp, redzams, ka 
formulā (16) « j vietā liekams cos cp un Bt vietā sin cp, tad : 

- j j — = rQ cos2cp + 2 s 0 sin cp cos cp 4- t0 sin2cp. (17) 
it 

- J — vērtība, kā redzams no augšējā, ir ajkarīga no leņķa cp, un 

tā kā izteiksme ir otrās kapes, tad tai ir maksims un minims. Vēr
tības cp, kas dod maksimu vai minimu, dabūjam no izteiksmes: 

j^jf-)= — 2 r 0 cos cp sin cp 4- 2 s 0 cos2cp — 2s0sin2cp 4- 2/0sin cp cos cp = 

= — ( r 0 — 1 ) 2 sin cp cos cp 4- 2 s 0 (cos2cp — sin2cp) = 0. (18) 

No nolīdzinājuma (18) dabūjam: 

t g 2 9 = - ^ - . (19) 
ra 'o 

Vispārīgā gadijumā, kad s 0 ^ 0 un r0
 {o> augšējā izteiksme dod 

vērtības: 
2cp - m un 2cp = m 4- ~» 

tā tad: 
m tn it 

<Pi = y ' ? 2 = 2" + "2 ' * 2 0 ) 

Ar vienu no cp vērtībām ~ ir maksims, tad R„ ir ir minims, ar otru 
n 

jļ— ir minims, tad Rn ir maksims. Apzīmējam šīs R„ ekstrēmās vēr-

tības ar Rļ un R2. Šeit Rx un R2 atrodas normalšķelumos, kas stāv 
stateniski viens pret otru, kā to rāda (20). Normalšķēlumus, caur 
virsmas punktu A, kuru liekumu rādiusi Rx un R2 dabū ekstrēmas 
vērtības, sauc par g a l v e n i e m š ķ ē l u m i e m . P i e s k a r e s 
v i r z i e n u s , a r l e ņ ķ i e m cpt u n cp2, s a u c p a r g a l v e n i e m 
v i r z i e n i e m , Rx u n R2 p a r g a l v e n i e m l i e k u m a r ā 
d i u s i e m . 

Ja koordinātu asis x un y liekam galvenos virzienos, tad šajā 
koordinātu sistēmā galveno šķēlumu leņķi i r : 
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•^tļ, ^ ^ 2 

1 cos 2 (TC — <p) , s ' n 2 (T C — 40 c o s 2 4> i s > Q a 4* 
^ 7 _ _ { ļ >

 R i ^ 2 ^ 1 ^ 2 

No augšējā redzams, ka 
_ 1 _ = r 

R. ~ R . 
cp TC-cp 

Ar šīm cp1 un cpa vērtībām formulā (19) jābūt s0 = 0. Tad nolīdzi-
nājums (17) dabū veidu: 

T J - = r 0 c o s 2 c p 4- / 0 s i n a ? (21) 

n 

Še leņķi cp veido kāda normalšķēluma pieskare punktā A ar x asi, 
caur kuru tagad iet galvenais šķēlums. 

Ja cp = 0, normalšķēlums sakrīt ar vienu galveno šķēlumu, tad 
R„ = Rx un formula (21) dod: 

_1_ _ 
R, — r°-

Ja cp = normalšķēlums sakrīt ar otru galveno šķēlumu, tad 

R„ = R2. Še nolīdzinājums (21) dod: 

Ievedot = r 0 un = t0 nolīdzinājuraā (21) dabūjam: 

J_ _ cos2cp sin 2cp 
Rn - Rx

 + R, • ( 2 J ) 

Augšējā formula rāda, ka ja caur virsmas punktu A liekam kādu nor-
malšķēlumu, kas ar vienu no galveniem šķēlumiem veido leņķi cp, 
tad šāda normalšķēluma liekuma rādiusu R„ varam dabūt, ja zināmi 
galvenie liekuma rādiusi Rx un R%. 

Formulu (22) sauc par E i 1 e r a f o r m u l u . 
P i r m i s s e c i n ā j u m s . 
Normalšķēlumiem, kas veido ar galveno šķēlumu leņķus <p un 

TZ — cp, ir vienlīdzīgi liekuma rādiusi. 

Ievedot formulā (22) leņķus cp un TT — <Ļ dabūjam: 

1 cos 2 cļ> sin 2 cp 
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O t r s s e c i n ā j u m s . 

Normalšķēlumiem ar leņķiem 9 un 9 4- ~, pastāv izteiksme: 

' 2 
Pierādijums: 

1 cos 2 9 s in 2 9 
Ū I D /? RX R2 

, cos 2 [9 4 ) s i n 2 ( 9 4 7 7 ) • o o 1 V 2 / \ T 2J _ sin 2 9 cos 2 © 
/ c T ~ ^ 1 + R* - R7' + ~RV 

Saskaitot šos nolīdzinājumus dabūjam: 

1 _j_ 1 _ c o s 2 ? + s ' n 3 ? _ ļ _ s m 2 ? + c ° s 2 ? _ 1 1 1 
R R ^ RX R2 RX R2' 

114. Galveno virzienu noteikšana. 
ar nolīdzinājumu 

y) 

un ka šīs virsmas punktā 
A — x\y\ z jānoteic galvenie vir
zieni. Zīm. 131.) 

Pieņemam ka An ir virsmas 
normale un AB virsmas pieskare. 
Caur šīm taisnēm iet normai-
plakne, kas dod ar virsmu nor-
malšķēlumu. A'B' ir pieskares 
AB projekcija uz xy plaknes. 
Kā redzējām: 

l/l + p* R - M • * + r 
" n ra\ + 25̂ 8, + /P* (2) 

vai 

Pieņemam, ka virsma dota 

(1) 

R„ 

O 

n 

A 

Zīm. 131 . 

ļ/l _|_ p* 4. ^ -f- 2s + /pf 

B 

( 2 ' ) 

17 
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m2[s(\ 4 ? 2 ) - pqt] + « M I 4 - ? 2 ) - /(1 + / » ) ] +pqr-s (1 4 - / 2 ) = 0 (10) 

J a punkts A uz virsmas pieņemts, tad p, q, r,s, t ir noteikti pa
stāvīgi lielumi. Tā kā av $u v, ir pieskares AB virziena koeficienti, tad: 

« ! + p ļ + v l ^ i . (3) 

Kā agrāk redzējām [112] ( 4 ) : 

T i = M + ^ (4) 
tad 

<*! + P?4 + 9 ? i ) 2 = 1- (5) 

Izteiksmi (5) ievedām formulas ( 2 * ) , labās puses skaitītājā, 1 vietā, tad-. 

Rņ = ± + P? + Q z , + g.3,)2 

Ļ / Y + ^ + ^ M J + 2 5 0 ^ 4-/3» ' W 

Izteiksmes (6) labās puses skaitītāju un saucēju dalām ar a\ un, liekot 

k = m ' ( 7 ) 

dabūjam: 
Rn_ _ (1 4 - q2) m2 + 2pqm + 1 + P2

 g, 
ļ/l _ļ_ _ļ_ ^ / w 2 + 2sm 4 - r - ' 

Tā kā 

ū l ~ ds' ?> ~ ds 
tad 

Pi 

tn = -*- = -r 

t. i. m ir pieskares ^4Z? projekcijas A'B' virziena koeficients. 

Galvenos virzienos, vienā Rn ir maksims, otrā roinims. Lai 

dabūtu galvenos virzienus, jāgriež normalplākne ap normāli An. 

Pieskare AB tad griežas ap A un pieskares projekcija A'B' ap 
A'. Tās m vērtības, ar kurām R„ ir maksims vai minims, dabūjam 
pielīdzinot nullei izteiksmes (8) labās puses atvasināto attiecībā uz m. 

Izdarot teikto dabūjam: 

[(1 4 - q2) m 4 - pq] (tm2 + 2sm 4 - r) -
- (tm + 5 ) [(1 4 q2) m2 + 2pqm 4 - (1 4 - P2)] = 0. (9) 

Sakārtojot dabūjam; 
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Šim, attiecībā uz m, kvadrātiskam nolldzinājumam, ir divas reālas 
saknes w, un m2, kas ir galveno virzienu projekciju virziena koefi
cienti (x, y plaknē). 

G a l v e n i e l i e k u m a r ā d i u s i . 
Apzīmējam 

= 5 (11) Vi 4 - P2 + g2 

Rn ir ekstrēma vērtība, ja 5 ir tāda. Ievērojot (8) un (11) dabūjam: 

(1 4- gftn2 + Ipgm + 1 + p2 

S = 
tm2 -)- 2sm + r 

(12) 

Dabūsim 5 ekstrēmās vērtības, kad m mainas n o — cv> līdz 4 - ^ o . 
No (12) redzams, ka katrai 5 vērtībai atbilst divas m vērtības. Lai 
kāda 5 vērtība būtu ekstrēma, vajadzīgs un pietiekams, lai atbilsošās 
m vērtības būtu vienādas. No (12) dabūjam: 

m2[{\ 4 - g2) -tS[ + 2m[pq - sS] + (1 + p2) - rS = 0 (13) 

Šim nolldzinājumam ir vienādas saknes ml = m^, j a : 

(pq - sS)2 - [(1 4 - q2) -tS\[(l 4 P2) - rS] = 0 ( 1 4 ) 

Sakārtojot dabūjam 

5 2 ( r t _ 5 2 ) _ + / 2 ) t _f_ ( 1 + q > _ 2 p q s ] + , + p * + ^ 2 = Q ( 1 5 ) 

Šim nolldzinājumam ir divas saknes S x un 5 2 no kurām viena ir 5 
maksims un otra mioims. 

Ievērojot (11) dabūjam: 

i?i=Vl + /« 4 - q2-S, ( ļ 6 ) 

tf2=Vl 4 - / 2 + 5 2 

Šīs izteiksmes dod galve
nos liekuma rādiusus. Virsmas 
punktā A veidotās izteiksmes 

_ ! _ u n - L 4 - I -
# 1 # 2 # 1 # 2 

sauc, pirmo, par virsmas totālo 
un otro, par virsmas vidējo liekumu punktā A. 

>>>^^ p 

—^ 
Zīm. 132. 

1 7 ' 
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115. Dlpena (Diipin) indikatrica. Virsmas punktā A velkam 
pieskaru plakni. Šo plakni pieņemam par £, rj plakni ar koordinātu 
sākumu punktā A (zīm. 132). Koordinātu asis Ķ un TJ liekam liekuma 
galvenos virzienos. 

1) Ja galvenie liekuma rādiusi Rx un R2 ir ar vienlīdzīgām 
zīmēm, tad veidojam elipsi ar pusasīm \fRļ un ļ/7V2, kuras nolidzinā-
jums tad i r : 

Elipses punkta P koordinātas tad i r : 
? = p cos <p; TJ = p sin cp. 

Ievietojot šīs vērtības elipses nolīdzinājumā dabūjam 

(R,>R2) 

un dalot ar p 2 dabūjam: 

p 2 cos 2 cp ^ psin 2 

Rx R2 

cos 2 <p sin 2 cp 
i ? t R2 

1 

_1_ 

Tā t a d : R = p 2. 
E l i p s e s p u s d i a m e t r a k v a d r ā t s d o d l i e k u m a 

r ā d i u s u t a m n o r m a l š ķ ē l u m a m , k a s i e t c a u r š o 
p u s d i a m e t r u un virsmas normāli punktā A. 

2) Ja Rx un R2 ir ar pretējām zīmēm, piemēram, Rx > 0 un 
R2 •< 0 ; tad veidojam pieskaru plaknē punktā A, kā centru piekār
totas hiperbolas ar_asīm galvenos virzienos. Šo hiperbolu pusasīm, 
ņemam \R~X un 1/—R 2 . Minēto hiperbolu nolīdzinājumi tad i r : 

š 2 

P 

= 1 

. = 1. 

(«*) 

(P> 

Ievedot hiperbolu 
nolīdzinājumos 

Š = p cos cp 
un 

£ rj = p Sin tp, 

dabūjam no (a) 

cos2cp 

Zīm. 133. 
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un no (B) 

cos 2 9 sin 2 tf 
# o 

Pirmā gadi jumā R = p 2 un 
otrā /? = — p 2. Asimptotām 
atbilst normalšķēlumi ar bezga
līgi lielu liekuma rādiusu. 

3. Ja viens galvenais lie
kuma radius, piemēram R2 = » , 
tad: Eilera formula dod: 

R 
cos 2 cc 

Konstruējam punktā ^ 
z īm. 134.) pieskaru plaknē 
taisnu pāri 

E2 

l=Ķ> (Š = P C 0 S <P) (zīm- 134). zīm. 134. 

Še ? ase ir galvenā šķēluma pieskare, ka liekuma radius ir Rv Tad 

p 2 c o s 2 c f _ c o s 2 c s _ 1 _ 1 _ a 

' R, ~ P 2 " " / ? ? -

Apskatītos gadijumos veidotās līknes: elipsi, piekārtotās hiper
bolas un taišņu pāri, sauc par D i p e n a i n d i k a t r i c ā m . 

116. Atsevišķas līknes uz likām virsmām. 1. Līmeņa līnijas 
un krituma līnijas. 

Ja šķeļam virsmu 

z =/(*, y) 

ar plakai z = c, pieņemot, ka xy plakne horizontāla, tad dabūjam 
l ī m e ņ a l ī n i j u . Līmeņa līnijas, katram punktam pieder konstants 
z, tādēļ : 

dz = pdx 4- qdy = 0 
un 

dy p 
dx q. 

ir līmeņa līniju diferencialnolīdzinājums. 
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Līknes uz dotās virsmas, kas i pret līmeņa līnijām, sauc par 
k r i t u m a l ī n i j ā m . Tā kā krituma līnijas xy projekcija ir _ļ pret 
līmeņa līnijas projekcija, tad krituma līnijas projekcija ir dota ar 
nolldzinājumu: 

dy_ q_ 
dx p' 

2 Ģeodetiskas līnijas. 

Ģ e o d e t i s k a l ī n i j a uz virsmas ir tāda līkne, kuras galvenā 
normale katrā līknes punktā sakrīt ar virsmas normāli šajā punktā. 

Apzīmējam: 

virsmas ņormales virziena koeficientus dotā punktā ar X, u., v. 
un līknes galvenās normales virziena „ . „ » « 2 ?a Ta 

Ģeodetiskas līnijas galvenā normale katrā līknes punktā II virsmas 
normalei attiecīgā punktā, tādēļ 

X u. v 

Ta kā 

(Px dy2 (Pz 

X : I 1 v = - p - q : l un « 2 : P 2 : r 2 = ^ ā ^ 

tad dabūjam sekojošo sakaru: 
- P = - 1 
cPx d*y cPz 
ds2 ds2 ds2 

117. Apliecošās virsmas. Pieņemam ka nolīdzinājumā 

f(x,y,z,u)=0 (1) 

f(x,y, z, u) jr vienvērtīga, nepārtraukta funkļcij&iio mainīgiem x, y, z, u. 
Ar mainīga « nolīdz|Bfiuflas ( 1 ) dod virsmu saimi. 

Nolīdzinājumi 
f(x, y, z, u) = 0 1 - 2. 

f(x, y, z, u + h) = 0 | 

dod līkni, caur kuru iet arī virsma: 

f(x, y, z. u 4 - h) — /(*, yt z, u) = (K (3> 
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Lai dabūtu līkni (2), varam tādēļ virsmas 

f(x, y, z, u + h) = 0 

vietā ievest virsmu (3). 

Izteiksmei (3) pielietojot Lagranža teorēmu dabūjam: 

/(*, y, z, u + k) — f(x, y, z) = hf'(x, y, z, u 4- U) = 0, 
u r 

tā tad, līkni (2) dabūjam ar nolīdzinājumiem : 

f(x, y, z, u) = 0 ļ 
f'u(x, y. z, u 4 - 9/0 = 0 ļ ( 2 " ] 

Ja k - > 0, tad dabūjam: 

f(x, y, z, it) = o | 

f'u{x,y,z. « ) = 0 ļ ( 2 M 

Šinī līknē krustojas divas saimes (1) virsmas, kas ar nepārtrauktu 
mainīgu u ir bezgalīgi tuvas. Nolīdzinājumi (2 b ) ar mainīgu u dod 
līkņu saimi, ko kopība veido virsmu, virsmu saimes (1) apliecošo 
virsmu. Apliecošās virsmas nolīdzinājumu parastā veidā dabūjam iz
slēdzot u starp nolīdzinājumiem ( 2 b ) . Līknes (2 b ) sauc par r o b e ž -
1 ī k n ē m vai arī virsmu saimes (1) r a k s t u r o j o š ā m l ī k n ē m . 

P i e m ē r s . 

+ f + (a - af — r 2 = 0. (H 

Še a mainīgs parametrs. Dabūt dotās virsmu saimes apliecošās virs
mas nolīdzinājumu. Tā kā 

fa = - 2 (z - a), 

tad kopēji jāapskata 

+ y* 4 ^ - af - r2 = 0 ļ 
(z — a) = 0 J ( 

Šie divi nolīdzinājumi dod saimes (1) raksturojošās līknes. Izslēdzot 
starp šiem nolīdzinājumiem a dabūjam: 
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Ši virsma ir meklētā apliecošā virsma. Tā ir pret xy plakni J _ cilindrs 
ar rādiusu r. 

Apliektās virsmas ir lodes, ar rādiusu r, kuru centrs atrodas 
uz z ass. 

T e o r ē m a . 

A p l i e c o š ā v i r s m a p i e s k a r a s k a t r a i a p l i e k t a i 
v i r s m a i v i s o s r a k s t u r o j o š ā s l ī k n e s p u n k t o s . 

Apliecošās virsmas nolidzinājumu dabūjam, izslēdzot u starp 
nolīdzinājumiem 

f(x,y,z,u) = 0 ( 1 ) 

du 
Parametra izslēgšanu varam izdarīt šādi : no (2) dabūjam 

u — <p (x, y, z). (3) 

Šo u vērtību, ieliekot nolīdzinājumā ( I ) , dabūjam apliecošās virsmas 
nolīdzinājumu. Ja punkts (x, y, z) atrodas uz raksturojošās līknes, 
tad apliektās virsmas pieskaru plakne šajā punktā i r : 

& - *> + % ? » ~ y ) + d T « - z ) = ° - ( 4 ) 

Apliecošas virsmas nolīdzinājums ir arī ( 1 ) , ja tajā ieved u vēr
tību no (3). 

Pieskaru plaknes nolīdzinājums šai virsmai raksturojošas liknes 
punktā x, y, z i r : 

Še 

(dx)' {dy} fc) 
apzīmē funkcijas / atvasinātās, kad u vietā ievesla vērtība no (3) 
Bet t a d : 

\dx)~'dx^du dx' \dy)~ dy~*~ du dy' \dz) dz ~r du dz' 
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Tā kā, saskaņā ar (2), ^ = 0, tad 
Oli 

\dx) dx' \dy) dy' \dzl dz' 

Tā tad nolīdzinajums (5) dabū veidu 

+ < B " > 

Nolidzinājumi (4) un ( 5 * ) rāda, ka raksturojošās līknes punktā 
(x, y, z), apliektai un apliecošai virsmai ir kopēja pieskaru plakne. 
No augšējā redzams, ka apliektā un apliecošā virsma pieskaras gar 
raksturojošo līkni. 

118. Plaknē izplatāmas virsmas. Virsmu, kas izplatāma plaknē 
dabūjam kā apliecošo virsmu, ja apliekto virsmu saime ir plaknes. 

Ja plaknes nolīdzinājušā 

Ax + By + Cz + D = 0 

pieņemam, ka A, B, C, D ir nepārtrauktas funkcijas no mainīgā para
metra «, tad mainot u dabūjam plakņu saimi, kuru apliecošā virsma 
ir p l a k n ē i z p l a t ā m a v i r s m a . Nolidzinājumi 

D = 0 ) ( š e A> = ^ u. t. t.) 
D' = 0 ļ V du ) 

Ax + By + Cz + D = 0 \ tt„ _ dA 
A' + B'y + Cz + 

dod raksturojošo līkni. Tā kā šie nolidzinājumi ir pirmās kapes attie
cībā uzx, y, z, tad raksturojošā līkne ir taisne. Gar šo taisni apliektā 
virsma — plakne, pieskaras apliecošai virsmai. 

Izslēdzot starp abiem nolīdzinājumiem u, dabūjam apliecošas, 
plaknē izplatāmas virsmas nolīdzinājumu. 

P i e m ē r s . 

Dabūt apliecošo virsmu, virsmu saimei: 

x + uy ~f~ u < l z + a = 0 

Šī virsma ir plakne, tādēļ apliecošā virsma būs izplatāma plaknē virsma. 
Kā redzams, nolīdzinajums ir apmierināts ar visām u vērtībām, j a : 
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Tā laJ , visas saime atrodošās plaknes iet caur punktu P = — a\0\0 
un apliecošā virsma tā tad ir kons 

Tā kā šinī gadijumā 

-/- = y + 2uz, 

tad izslēdzot u starp nolidzinājumiem: 

x 4- uy + u*z -ļ- a — 0 
y 4- 2uz = 0 

dabūjam apliecošās virsmas nolīdzinājumu 

4 *3 — y1 4- 4rts = 0. 

Šī virsma ir otrās kārtas kons ar virsotni punktā P = — a|0ļ 0 
P l a k n ē i z p l a t ā m u v i r s m u d i f e r e n c i a 1 n o 1 ī d z i • 

n ā j u m i. 

Plakni 
Ax 4- By 4 Cz 4- D = 0, 

kur ^4, i?, C, Z> ir funkcijas no viena parametra u, var uzskatīt kā 
pieskaru plakni plaknē izplatāmai virsmai kas dota ar nolidzinājumiem 

Ax 4- By + Cz + £> = 0 

+ B'jf 4- C'z 4- £>' = 0. 

Virsmas z = / ( * , JK) pieskaru plaknes nolīdzinājums i r : 

p (§ - *) 4- cy nj — - — a) = 0 

vai arī 

4 - <W — C 4 « — — qy = 0. 

Ja virsma ir izplatāma plaknē, tad kā redzējām, šīs plaknes 
visiem koeficientiem 

p, q, z, — px, — qy, 

jābūt funkcijām tikai no viena parametra u, bet tad p un q katrs ir 
funkcija no u, tādēļ tie ir savstarpēji atKarīgi, t. i. 

q 1 ?(.»• 
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Šis nolīdzinājums ir plaknē izplatāmu virsmu pirmās kārtas 
diferencialnolldzinājums. 

Diferencējot šo nolldzinājumu, attiecībā^uz x, dabūjam: 

un 
5 = rf'(p) V. (1) 

Diferencējot, attiecībā uz y, dabūjam: 

un 

t = cp'O) s. (m) 

Nodalot nolīdzinājumus (1) un (m) dabūjam 

s r 

7 ~ " 7 

vai ari 
rt — s 2 = 0 

Šis nolīdzinājums ir plaknē izplatāmo virsmu otrās kārtas diferencial
nolldzinājums. 



O t r ā d a ļ a . 

Integrālrēķini. 
P i r m ā n o d a ļ a . 

Nenoteiktais integrals. 
1. Integrāla jēdziens. Diferenciālrēķinu pamata uzdevums ir 

atrast intervālā (a, 8) dotas vienvērtīgas, nepārtrauktas funkcijas / ( x ) 
atvasināto funkciju f'(x) t. i. robežvērtību : 

lim / ( * + * ; - / < * > ; 
A->±o « 

vai arī kā atrast dotas funkcijas f(x) diferenciālu f'(x)dx. 
Integrālrēķinu pamata uzdevums ir atrast funkciju, kuras diferenciāls 

dots. Tā tad, ja 
d F(x) = F'{x) dx = f(x) dx, 

un dots diferenciāls f(x)dx, atrast funkciju F (x). 

Meklēto funkciju F(x), s a u c p a r f u n k c i j a s f(x) i n t e 
g r a l f u n k c i j u vai arī par d i f e r e n c i ā l a f(x) dx i n t e g r ā l u . 
Funkciju f(x) pieņemam kā vienvērtīgu un nepārtrauktu kādā dotā 
intervālā. 

Operāciju, ko izdarot atrodam diferenciāla f(x)dx integrālu, sauc 

par i n t e g r ē š a n u un to apzīmē ar integrēšanas zīmi j Šo zīmi 

raksta priekš dotā diferenciāla; tā tad j a : 
/(*) dx = d F(x), 

tad: 

ļ f(x) dx = F f » . 

Reizinājumu f(x) dx sauc par z e m i n t e g r a l a i z t e i k s m i un 
f{x) par z e m i n t e g r a l a f u n k c i j u . Diferenciāls dx norāda, ka x 
ir i n t e g r ē š a n a s m a i n ī g a i s . 

Piemēram, 

ja F(x) — x3, tad d F(x) =/(x) dx = Ix^dx, 
un 

J 3x2dx = x3. 

No augšējā redzams, ka diferencēšana un integrēšana ir pretējas 
operācijas. 
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2. Integrēšanas pastāvīgais lielums. Nenoteiktais integrāls. Kā 
redzējām, ja 

dF(x) = f(x)dx, 
tad 

//(*) dx = F i » , 
bet tā kā arī 

d[F(x) + C]=/(x)dx, 
tad vispār 

/ f(x)dx--=F(x) + C. 

Š e C i r p ē c p a t i k a s p a s t ā v ī g s n e n o t e i k t s l i e l u m s , 
neatkarīgs no x. C s a u c p a r i n t e g r ē š a n a s p a s t ā v ī g o 
l i e l u m u . 

Redzams, ka ja izteiksmei f{x) dx ir integráis, tad tai ir bezga

līgi daudz integrālu, kas atšķiras tikai ar pastāvīga lieluma C vērtībām. 

Tā kā lielums C ir nenoteikts, tad izteiksmi 

F (*) + C, 

sauc par izteiksmes f(x)dx n e n o t e i k t o i n t e g r ā l u . 

Izteiksme F(x) 4 - C aptver visas funkcijas, kutu diferenciāls ir 
/(.*) dx, jo diferenciālrēķinos pierādīts, ka divas funkcijas, kuru dife
renciāli un tā tad arī atvasinātās ir vienlīdzīgi, atšķiras ar pastāvīgu 
lielumu. 

Tā kā 

ļ f{x) dx = F{x) 4 - C un d F(x) = /(*) dx 
t a d : 

d j\x)dx = d [F{x) - f C] = d F{x) = f(x) dx. 
Šī izteiksme rāda, ka d i f e r e n c i ā l a z ī m e a t c e ] i n t e g r ā l a 
z ī m i . 

Tā kā : 

ļ f{x) dx = F{x) 4 - C un dF(x) = f(x) dx, 

tad f{x) dx vietā ievedot d F(x) dabūjam: 

ļ d F(x)= F(x) 4 - C. 

Redzams, ka i n t e g r ā l a z ī m e a t c e ļ d i f e r e n c i ā l a z i r n i , b e t 
p i e F(x) j ā p i e s k a i t a p ē c p a t i k a s p a s t ā v ī g s l i e l u m s C 
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Nenoteiktās integrēšanas operācijas pareizu atrisināšanu pārbauda, 
veidojot atrastās funkcijas diferenciālu dF(x). Šim diferenciālam jāno-
lidzinājas zemintegrala izteiksmei, t. i. 

Kā vēlāk redzēsim, integrēšanas pastāvīga C vērtību var noteikt, ja 
zināmi kādas problēmas atsevišķi noteikumi — s ā k u m a n o t e i k u m i . 

3. Integrēšanas pamata formulas. Integrēšanas pamata formulu 
sastādīšanai nav tāda vispārēja paņēmiena kā diferenciālrēķinos atva
sinātās atrašanai. Lai dabūtu integrālrēķinu pamata formulas, izlieto
jam -norādījumu, ka i n t e g r ē š a n a s o p e r ā c i j a i r p r e t ē j a 
d i f e r e n c ē š a n a i , t ā d ē ļ i n t e g r ē š a n a s f o r m u l a s d a b ū 
j a m a p g r i e ž o t d i f e r e n c ē š a n a s f o r m u l a s . Katras dife
rencēšanas rezultāts dod iespēju dabūt integrālrēķinu formulu. 

Pieņemam, ka u ir funkcija no x. 

dF(x) = f(x) dx. 

du. 

tad saskaņa ar nenoteiktā integrāla jēdzienu dabūjam 

3) d{eu) = e' •u du. 

4 ) d {lu) = 
du 
u 

Liekot C = IC\ dabūjam 
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Augšējie piemēri rāda, kā no diferenciālrēķinu formulām dabūjam 
integrālrēķinu formulas. Šo formulu pareizību parāda diferencējot 
integralformulu abas puses. 

Integrēšanas operācijās bieži pielieto sekojošas trīs izteiksmes. 

1) jc udx = c ļudx. (c konst, u — <p (x) 

Pārbaudām šo formulu. Diferencējot nolīdzinājuma (1) abas 
puses dabūjam: 

d j"cudx = cudx un d (c ju dx)= cudx. 

Kā redzams formulas (1) abām pusēm ir vienlīdzīdi diferenciāli, 
tādēļ tās var atšķirties tikai ar pastāvīgu lielumu. Formula (1) izteic: 

J a z e m i n t e g r ā l a a t r o d a s p a s t ā v ī g s f a k t o r s , t a d t o 
v a r a m i z n e s t i n t e g r ā l a p r i e k š ā u n j a i n t e g r ā l s r e i z i 
n ā t s a r p a s t ā v ī g u f a k t o r u , t a d t o v a r a m i e v e s t k ā f a k 
t o r u z e m i n t e g r ā l a . 

2) J (udx -4- vdx 4 - wdx) = J udx 4 - j vdx 4 jwdx 

(še u, v, w funkcijas no x). 

Šīs izteiksmes pareizību pierādām, kā augšā norādīts, ar diferen
cēšanu. Formula (2) izteic: 

D i f e r e n c i ā l u a l g e b r i s k a s s u m m a s i n t e g r ā l s n o l ī 
d z i n ā s a l g e b r i s k a i s u m m a i , k u r a s s u m m a ii d i i r d o t o 
d i f e r e n c i ā l u i n t e g r ā l i . 

3) j udv = u v — jvdu (3) 

(še u, v funkcijas no x). 

Izteiksme 3 izteic paņēmienu, ko sauc par p a r c i ā l u i n t e g r ē 
š a n u . Diferencējot tzteiksmes abas puses dabūjam: 

d Judv = d (u v) — d jvdu. 

Tā kā d zīme atceļ j zīmi, dabūjam: 

udv = d (uv) — vdu. 

Sī izteiksme izriet no diferenciālrēķinu formulas 

d (uv) — udv 4 vdu. 
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5) j^=lu+C= l (ClU). 

6 ) / « « * = £ + C 

7) J </« = «" + C. 

8) J * cos u du = sin w 4 - C 

9) J " sin u du = — cos M 4 C. 

c 

- j - ^ ~ ā = arc tg « + C = arc ctg M 4 C\. 

3) f . ^ M = arc sin u 4 - C= — arc cos u + Cv 

J ]/l — M 2 

4) J * Cos w du = Sin /< 4 - C. 

5) Sin « du = Cos w 4 C. 

6 » / ē o i = T « " + C 

18 

Pielietojot augšējos norādījumus sastādām sekojošo tabulu. 

P a m a t a i n t e g r ā l u t a b u l a . 

1) j cdu = c ļ du. (c pastāvīgs). 

2) ļ (u + v) dx = J udx 4- j vdx. 

3) j du = u-\-C. 

4) J u™du = — — + C. ( « + 1 * 0). 



274 Integrālrēķini I nod. 

17 

18 

I ? 

20 

21 

22 

ļy== = Ar Sin « + C = /(« + ļ T + «ā) + C. 

[ - J ^ = = Ar Cos r< + C = / ( M ± ļ / t t 2 ^ ! ) 4- C 
J ļ/w2 — 1 

/ T ^ = A ' C . g „ + C I = / ļ / 2 - ± - j + C 1 . < „ > , ) 

M<TZ/ = uv — j vdu. 

Augšējas formulas ar SID, COS, Tg, Cotg apzīmētas hiperbolas un ar 
Ar, area funkcijas. 

4. Integrēšanas pamata paņēmieni. Ja dots diferenciāls / ( x ) dx, 
tad integrēšanā arvienu jāatbild uz jautājumu: kāda ir tā funkcija, ko 
diferencējot dabūjam doto diferenciālu. Nav vispārēja paņēmiena, 
kas varētu dot atbildi šim jautājumam; katrs gadijums jāapskata atse
višķi. Lai dabūtu dotā diferenciāla integrālu, salīdzinām to ar augšējās 
tabulas formulām. Ja izrādās, ka tam ir tāds pats veids kā kādai 
tabulas formulai, tad integrāls dabūts. Ja meklētais integrāls nav 
tāpatīgs ne ar vienu tabulas formulu, tad zemintegrala izieiksmi mēģi
nām ar pārveidošanu pievest kādai tabulas formulai. Tas dažos gadī
jumos nav viegli panākams, tādēļ vajadzīga pamatīga ievingrināšanās 
pārveidošanas paņēmienos. 

Integrēšanā lieto sekojošus četrus pamata paņēmienus. 

a) T i'e š a i n t e g r ē š a n a . 

Šis paņēmiens pastāv tiešā pamata formulas pielietošanā. 

P i e m ē r s . 

Lai dabūtu 
dx 

x]/l — (V*)2' 
pārveidojam zemintegrala izteiksmi: 

dx f 
dx 
X 
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F J 

J xV\- IX)2 

Tādēļ 
dx_ 

ŗ i / r ~ ^ ( 7 

P i e m ē r s . 

Dabūt 
sin x dx 

= arc sin (lx) 4 - C. 

4- b cos x' 

Ievērojot, ka d (a + b cos x) = — £ sin x dx, un ka reizinot un dalot, 
skaitītāju ar — b integrāls nemainās, dabūjam 

1 C — b sin x dx — b sin x dx 1 C — 
— b (a 4 - b cos x) b J a (a 4 - b cos x) b J a 4 b cos x ' 

bet tad zemintegrala daļas skaitītāja vietā varam ievest d(a-\-b cosx), tad 

/
sin x dx 1 C d (a 4 - b cos x) 

a 4 b cos x b J a -\- b cos .v 

Kā redzams, zemintegrala daļas skaitītājs ir saucēja diferenciāls, tādēļ 
varam pielietot pamata formulu (5) un dabūjam 

f sin x dx 1 . . . . x , „ 
I — . — T = 7-1 (a 4 - b cos x) 4 C. 

J a 4 - b co? x b 1 

P i e m ē r s . 

Dabūt x dx 

Ja skaitītāju reizinām ar — 2, tad 

— 2 x dx = d (a2 — x); 

ievērojot šo izteiksmi, pārveidojam zemintegrala izteiksmi, reizinot un 
dalot ar — 2, tad 

ŗ x dx 1 ŗ — 2x dx 1 ŗ 0 -\ 
J Va2 — x2 2 J ]/a2 _ X2 2 J y v 

18« 

Ja pārveidotā izteiksmē (lx) uzskatam par argumentu, tad redzams 
ka pārveidotais integrāls tāpatīgs ar pamata formulu (13) 
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ŗ x dx 1 ŗ. 2 0<-\ 2 Q. 1 (a2— x-) 2 + 1 

/ =— n / (a —x2) 2 d(d2 — x2) — ^ . ^ — , i r -

2 ~ t i 

--- - ]/d2 — x2 4 C. 
Tāpat dabūjam 

J \d2 4- x 2 

P i e m ē r s . 

Dabūt 

jctg # dx. 
Pārveidojot zemintegrala funkciju dabūjam: 

dx 
/

, ŗcos X d: 
Ctg X dx = ļ : 

* J sin X 

Tā kā skaitītāja atrodas saucēja diferenciāls, tad integrālu dabūjam 
saskaņā ar formulu (5) 

/
. , Ccos x dx . . , „ 

ctg ar o*r = | — : = / sin x 4 c . 
& ; s i o x 1 

Tāpat dabūjam: 

j\g x dx = — l cos # 4- C 

b) I n t e g r ē š a n a a r s a d a l ī š a n a s p a ņ ē m i e n u . 
P i e m ē r s . 

Saskaņā ar sadalīšanas teorēmu: 

f(Axn4- Bx"-'[ + . . . + Mx + N,dx =ļAxndx + fBxn-'idx-\-
+JMX dx 4 - JNdx 4 C = 

Axn+'1 . Bxn , , Mx2 , A r , _ 
+ — — 4 - . + 4 - A * 4 - C 

n 4 - 1 1 « ' 1 2 

P i e m ē r s . 

Dabūt 

Uzskatot (a2 — x2) kā argumentu, redzams, ka pēdējam integra-
tam ir pamata integrāla (4) , veids, tādēļ, 
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1 + * 2 

Tad 

ITT* DX = RX ~ Г4Ы DX = IХ DX ~ /г+̂ 2 = 
= у - 1 / ( 1 + * 2 ) 4 C. 

P i e m ē r s . Dabūt 

J*cos2 x dx. 
Pārveidojot zemintegrala funkciju dabūjam: 

0 1 + c o s 2 * 
c o s 2 * - — — ģ 

Ievedot šo izteiksmi zemintegrala dabūjam: 

jcos2 * dx = j 1
 2

C ° S 2 г dx = Iŗjd* + cos 2 * = 

= \ x + J COS 2л: rf(2*) = у л: + - i - sin 2 * + С 

P i e m ē r s . Dabūt 

/
dx 

sin 2 * COS2 x' 

Ievedām skaitītājā trigonometrisko vienību 

sin 2 * + cos 2 * = 1. 
Tad 

J s i n 2 ^ c o s 2 * 7 s i n 2 * c o s 2 * J v c o s 2 * s i n 2 * / 

= p ^ _ + f ^ = t g *  c t g * + C 
J COS2 * 1 J Sin 2 л: 6 ь i 

P i e m ē r s . Dabūt 

Zemintegrala funkcija ir neīsta algebriska daju funkcija, tādē] 
sadalām še funkciju, iedalot saucēju skaitītājā: 

* 3 : (* 2 + 1) = x — * 
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JJ _ 1 
b - ' T a 

Tā tad 

± _ = - L | - - L 1 - 1 

— a2 2a ix — a x-\- a\ 
un 

( d x _ = î  n i i i DX _ U R dx _ Ŗ dx \ 

J x2 — a2 2aj\x — a x 4 - a\ 2a\J x — a J x-\-a) 

= Ya V[X ~ a ) ~ 1 { X + 

dx 1 ,x — a \ r 
i-~a2 = 2a x 4 - a + C' 

c) I n t e g r ē š a n a a r i e v i e t o š a n a s p a ņ ē m i e n u . 
Lai doto integrālu pievestu kādai pamata formulai, noteicam ar 

nolīdzinājumu, sakaru starp integrāla mainīgo un kādu jaunu mainīgo. 
Ar šī sakara nolīdzinājuma palīdzību izslēdzam zemintegrala izteiksmē 
agrāko mainīgo un tā diferenciālu. Tādā kārtā pārveidotu integrālu 
nointegrē un dabūtā izteiksmē ieved atkal agrāko mainīgo. 

Zemintegrala funkciju — ^ sadalām vienkāršās daļās — parcial-

daļās — ar nenoteiktu koeficientn paņēmienu 

1 _ A _ __ 4 U + a) + B\x — a) 
x2 — a2 x — a x -f - a x2 — a2 

No augšējā secinām 

1 = A(x 4- a) 4- B(x — a). 

Salīdzinot koeficientus augšējās izteiksmes labajā un kreisajā pusē 
redzam: labajā pusē koeficients pie x ir {A 4- B), bet tā kā kreisajā 
pusē x nav, t. i. koeficients pie x ir 0, tad 

A 4- B = 0. 

Absolūtais loceklis labajā pusē ir (A — B)a un kreisajā pusē tas ir 1, 
tā tad 

(A — B)a = 1. 

No šiem diviem nolīdzinājumiem dabūjam: 

A
 = ¿ 
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/
dx 1 , x — a , _ 

( ^ _ g ) 2 + p 2 = J a r c t g - p - + ^ 
P i e m ē r s . Dabūt 

.rļ/a-\- blx 
Liekam 

l/a + * lx = z, 

P i e m ē r s . Dabūt 

f x*_dx 
Ja- bx* 

Liekam 
a — bx% = 3. 

Diferencējot dabūjam 

- 3bx2 dx - dz 

x2dx = -ļb. 

Ievedot (a) un (S) zemintegrala izteiksmē, dabūjam: 

f x"'dx - 1 № — _ _L _u r 
J a - bx*~ 3 Ā j Z ~ ZblZ + C-

Ievedot labajā pusē z vērtību no (cc) dabūjam: 

/
x- dx 1 

T=s*=-—ūlKa - b x 3 ) + c 

P i e m ē r s . Dabūt 

f dx 
J (x — af - f p 2 " 

Liekam 

x — a = z. 

dx = dz. 
Ievedot šīs vērtības integrālā dabūjam 

f d x — f d z — I f d z - 1 f = 

J ( * - a ) »+ p 2 - J z*+ p 2 ~ p 2 J ̂ j
2

+ 1
 _ p V j + ^_ j " 2 = 

Ievietojot z vērtību no (a) dabūjam: 
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f ,/ , , = iV* + * + c-
J x \a + b lx b 

P i e m ē r s . Dabūt 
dx 

x-
Liekam 

x = a sin cp, 
tad 

dx = a cos cp rfcp, 
un 

/
dx ŗ a cos cp rfcp /• a cos cp dņ ŗ 

YaJ~-~x* i l/Ti^īPīSn^ ~'J ^ T ^ l ī i 2 ^ _ J < P — ? 

No (a) dabūjam 

cp = arc sin — . 

T a 

Ievedot šo vērtību izteiksmē ( 3 ) dabūjam 

dx 
C dx . x 
| ~ arc sin 4-

J ]ld* - x2 a 

C 

— x2 a 

P i e m ē r s . Dabūt 

I/« 2 + 

Liekam 

ŗ dx 

i īfa*~T~x~2' 

fd2 4 - x2 = z - x. 

tad 
a 4 - b lx = s 2 . 

Diferencējot dabūjam 
b ^ = 2z dz, 

x 
un 

dx 2z , 
— = —rdz 
x b 

Ievedot vērtības no (a) un (8) zemintegrala izteiksmē dabūjam: 

ŗ dx _ 2 ŗz dz _ 2 ŗ , _ 2 
Jx fa+~blx~ bj z - b J a Z - b Z ^ C -

Ievedot z vērtību no (a) dabūjam 

dx 2 
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, 2g 2s - (z2 - a 2 ) 2 2 (z2 + a 2 ) . . . 
rf* = 4^2 * = £ 5 <fe. (S) 

Ievietojot vērtības (y) un (S) zemintegrala izteiksme dabūjam 

/• dx ŗ(z2 + a 2 ) as Iz fdz „ 

/ p = n T 2 = i — i ? — = J T = ' * + C , E ) 

No (a) dabūjam 
s = x + 1/a* + * 2 . 

Ievietojot šo vērtību s vietā izteiksmē (e) dabūjam: 

Ar to pašu paņēmienu dabūjam arī 

d) P a r c i ā l ā i n t e g r ē š a n a , v a i a r ī i n t e g r ē š a n a p a 
d a | ā m . 

Še pielietojam agrāk dabūto formulu: 

ļ u dv = uv — J v <t" ļa) 

u un v ir funkcijas no x . Formulas kreisās puses^ļ integrāls dots 
integrēšanai. Zemintegrala izteiksmes reizinātāju u sauc par f u n k 
c i o n a l o un dv par d i f e r e n c i ā l o r e i z i n ā t ā j u . 

Pielietojot parciālās integrēšanas formulu (<z), izteiksmes labajā 
pusē dabūjam integrālu, kas daudzos gadījumos ir vienkāršāks, kā 
kreisās puses integrāls, reizēm pat tāda paša veida kā tas. " 

Tad 
d2 + x2 = z a — 2 s * + x 2 

un 
, 2 , , 2 

Ievērojot (B) 

l/ - - - r -~ā s 2 - « 2 2 * 2 - 2 a + a 2
 S

a + a2 . . 

Diferencējot (8) dabūjam 
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Ja zemintegrala funkcijā atrodas, kā reizinātājs transcendenta 
funkcija, kuras diferenciāls ir algebriska funkcija, tad šis reizinātājs 
jāapzīmē ar u, j o labās puses integrālā atrodas du, kas dod algebrisku 
funkciju. 

P i e m ē r s . Dabūt 

Apzīmējam arc tg x ar u un dx ar dv. Pielietojot formulu (a) 

arc tg x dx. 

dabūjam 

arc tg x dx arc tg x x d arc tg x 
u dv it v du 

= x arc 
dx 

\ 4- x-ā
 = x arc tg x — y / (1 + x"-) 4 - C. 

P i e m ē r s . Dabūt 

x 

Iedalot saucēju skaitītajā, dabūjam 

I 4- x i -i- X 

Ievedot šo izteiksmi zemintegrala, labajā pusē, Jabū j am: 

*/(! + * ) - fdx + f]-ķ-- = xHl + x)-x + li\ + x) = 

= ( 1 4 x) l ( l 4- x) — x 4- C. 

P i e m ē r s . Dabūt 
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Ievērojot ka ^" "^ ' r d l 8 x> pārveidojam augšējo integrālu un 

pielietojot parciālās integrēšanas formulu dabūjam 

fsin x dx /—(rfcos.v) 4 . . . n = x tg x — I = x tg x I - - xiex 4- leosx + L. 
6 J COSA; & J COS X 6 1 

P i e m ē r s . Dabūt 

cos 3.v *7.r. 

J " * cos 3 * dx = - ļ - J * * c o s 3 * d ( 3 * ) = y J**<Vsin 3 A ~ 

1 f 1 1 / ' 
= — [x sin 3A- J sin 3:v r /* ] = — [* sin 3 * —J sin 3 * (3*)] = 

= [# sin 3.r 4- -\- cos 3x] -ļ- C 

P i e m ē r s . Dabūt 

x3 e ~ x dx. 

Še uzskatam e~xdx par diferenciālo reizinātāju un pārvedam e x 

zem <y zīmes. 
e~xdx = d (— e~x). 

Tad 

Ļ x3e-xdx=F x3 d(- e~x) = x3 ( - e~ x) J (— C X) 3x2dx'= 

= — x3 e~x 4- 3 J (o) 

ļ x 2 e - x d x : J * 3 < / ( - = * * ( _ « - * ) — J (— e~x)2x dx ' -

= — x2e~x + 2 J x e~x dx. (B) 

Jxe~xdx — J xd ( — e — * ) dx = x (—e~x) — ļ (e~~x) dx — — xe~x 4-

4- F e~x dx — — x e~x — e? (Y) 

Ievērojot (a), (ß) un (y) dabūjam 

J x3e~x dx — — x3e~x 4- 3 [ — x2 e~x 4- 2 (— x e~x - e - * ) ] = 

= - ( x 3 4- 3 * a 4- 6 * 4- 6) e ~ x + C. 

Piemērs Dabūt 

J sin' w ^ r f * . 
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sin 8 x dx. 

P i e m ē r s : Dabūt 

Še no sinmx atdalām reizinātāju sin x un pārveidojam zemintegrala 
funkciju šādi : 

j s in*"* dx = f s i n * " - 1 x sin dx — — j s i n * " - 1 * d cos x = 

- - — s i n " 1 - 1 x cosx -\- ļ cosx (m — l ) s i n w — 2 x cosxdx -

— — sin**" - 1 x cos x - ļ - (m — 1) j c o s 2 * s i n * " - 2 * = 

= - s i n " 1 - 1 x c o s * -ļ- (m — 1)J(1 — s i n 2 x ) s i n * " - 2 x dx = 

= — sin"'"" 1 x cos x 4 - O 1) j(sin*"-2 x — sin'" x) dx = 

= — sin'" 1 x COS * + ( , « - 1) ^ s i n ' " - 2 x dx — (m—1) J " sin" 1 * a 1*. 

Labajā pusē dabūjam divus integrālus. Zem pirmā integrāla sin x ir 
zemākā kāpē, kā kreisajā pusē, bet otrs integrāls ir tāda pat veida, kā 
kreisās puses integrāls. Beidzamo integrālu pārnesām uz kreiso pusi, 
tad dabūjam: 

(m—l) jsiūmxdx-\- js\amxdx= — s i n * " - 1 * cos^r+(w — 1) jsin*"-2 xdx 

tad 

Cm J s i n w — 1 xco%x , m — 1 C . m _ 2 , ,Q. 
| sin*" x dx — 1 / sin*" ' x dx. (3) 

J m m J 

Pieņemot m kā veselu un pozitivu skaitli, še dabūjam tā saukto 
r e d u k c i j a s f o r m u l u . Labās puses integrālā sin x kāpe pazemi
nāta par divām vienībām. Pielietojot šo formulu, atkārtoti, katrreiz 
pazeminām sin x kapi par divām vienībām. Ja m nepāra skaitlis, 

tad nonākam uz integrālu j£sin x dx, ja m pāra skaitlis tad uz 

integrālu jdx. 
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Še m = 3 Pielietojam formulu (3) 

/
. , , sin 2 x cos * , 3 — 2 C • J sin d x dx = 1 — / sm x dx — 

sin 2 x cos x 1 , „ 
= ā T 0 0 8 * + c 

5. Dažādi piemēri. 

1) jsin2 x dx = ļ - 2 ^ d x = \ jdx ^ J*cos 2* = 

= 4 - ^ — 4- 4- ycos 1x d(2x) = y x sin 2jt 4- C. 2 2 2 

11 
d ~ r c o s 2 y f i , [ 2__ = f 

J sm x J n . x x J . x x J 

• V v .-v X AT 
2 sin-g- . cos — sin y cosy sin y COS y 

cos2 —-
rftg4 

f = [ s i n 2 . 4 - ^ o s 2 * ^ = f / s i n * cos*X ^ = 

' J s i n ^ r c o s j r J sm x cosx J Vcos* s i n * / 

/
s i n * , f c o s * , , , ; • i ^ dx 4- ļ - — dx = — / cos * 4 - / sin * 4 - C = 
c o s * J sin X 

= / — 4- C = ltgx 4 - C 
c o s * r 6 

5) / tg 2 

im 
t g * = z 

ļ2 x dx. 

Liekam 
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! Г - — _r ļ / a 2 — ж- -ļ- я 2 arc sin — : 
J У a2 - X2 а ' 

fly- -v , /7 2 Ç х2 dr. X ,/—5 g a 2 . X , „ 

2 [xl4==k = * V ^ T ^ - * 2 / (* + У^П^ 2 ) . 
J у a 4- *2 

J J У a* — X2 J У a3 — x2 J У a 2 - *» 

— a2 arc sin — — (— У a2 — *2 4- %r arc sin — \ = 

^ ļ V ^ M ^ 2 4 - £ arc sin ^ 4 С 

J J Уа2 4 * 2 J У « 2 4- * 2 •> У а 2 4 * 2 

tad 
. , dz 

= a r c t g ž , dx = —— — 
I -+- гг 

un 

= jdz J - = Z — arc tg s = tg X — * 4 С. 

6) Г = fx l 7 ^ = = л" ( V¿̂ 5)- «fe = 
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_ ļ ļ V + * 2 + ū- l (x 4 - 1/a2 + x*) + C 

ŗ dx _ i r </.v _ _ i /' 
J a * 4- 6 * -(- c a J b c aJ 

dx 

- v " + , * K ā ) 4 ^ 

Liekam: 

v 4- 2^ = — 

Še jāizšķir ttis gadijumi: 

a) ¿ 2 — 4ac < 0. 
Liekam 

tad 

b2 — Aac _ 2 

4 a 2 — ' 

f 1 f dt 1 J_ 

a x 2 +- 6* +c aJ t2 4- £ 2 a/t 

4ac — b2 

4 a 2 ' 

Še / un k vērtības jāieved augšējā integrāla izteiksmē 

b) b2 — Aac > 0. 

Liekam: 

4 a 2 ' r 2a 
tad 

f dx _ I ŗ dx ^ \ C dt _ 1 / — k ( 

J ax2^bx4-c~ aJ I , b\ ~~~~ a J P-k2~ 2ak t + 
[X + 2 - a ) - k 

t un k vērtības jāieved integrāla izteiksmē. 

> c) b2 — Aac - 0, 
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- 1 

i d L 2 f * . - — ( « > o > 

J \ax¿ + bx -\- c 
ŗ dx _ 1 ŗ dx 1_ ŗ dx 

J ]¡a7*+bx7~c~}¡~aj T / ~ " 7 ~ Ā 7c ~VliJ —4ac 

Liekam 

x 4- Yū = *'< dx = dt\ 

b'¿ — 4ac 
Āa*— = 

Tad 

12> ffīHhm ( a < 0 1 

¿¿K 1 /* dx 

/
dx _ 1 /* 

l/ōx2~4- ¿* + c~M^aJ 4 a 2 

Še ¿ 2 — 4ac jābūt > 0, jo pretēja gadījumā saknes vērtība butu 
imaginara ar visām x vērtībām. 

Liekam 
b 

x 4 K~ = t\ dx = rf/; 
¿ a 

* ~~ 4 « 2 

t a d 

fax + 6x + c = ~a~fļ , b f = ~a~f{X + 2a) 4 * + 2a)=  

\X + 2a) 
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. b , ~l b2 - Aac 
' = X + 2a U n k = [—Tā— 

li A. 

—-= dx = 

Max2 4 a 

dx 
ix2

 4 - a 

1 3 ) ļ]/ax2 + a dx = x\/ax2 4- a — J " -

ļ / — 2 " - - — / r ax2 dx . C adx C adx \ 

— x Vax +a ~{J YOx^^a + J \aWJ~a ~ J \ā'x^+x) ~ 

J ]/ax2 4 a J ļ/a*a f a 

= x^ax2 4-
 a — fVa-** 4"

 rt ^ + a
 f 7 7 = = = * 

•/ •'1/ a*a 4 a 

2 f yāx2~+~ā dx = x ]/ax2 4 - o 4- a f — 

f ļ/ ax2 4- a ļ/a^T^ 4 ļ (-.—-— 
J ± J \ ax2 4 a 

Labās puses integrāla integrēšana jau zināma. 

1 4 ) ļ]ļax2 4 - bx +~~cdx = / ļ / « ( * 2 + * 4 - ^)dx = 

Liekam 

x 4 - = - = t\ dx = dt; 

— 4</c 

- — r f l - - -

Tad integrāls dabu veidu 

j\axfi-L a dt. 

Tā tad integrāls (14) pārvests uz integrālu (13). 

19 

tad 

ŗ dx i ŗ dt i . / , „ 
/ = - / , . — _ = = - 7 ^ = arc sin -r 4 C. 

Rezultātā ievietojam 

file:///aWJ~a
file:///axfi-L
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6 Vingrinājumi. 

]/a — bxi 

2) f™¥Ldx= • + C. ' J gs\n x esin X 1 

3) ŗ <* - e ~ — d x = - * 4-C 
J (e* + e~xf e ? x + 1 ^ 

4) f d x - l — 4 - C 
' J (a + bcosx)* — b(a 4- A c o s * ) ^ 

c . C xdx I . * 2 

5) / = — arc sin 4 C. 

Integrāli (1) līdz (5) atrisināmi ar tiešu integrēšanu. 

6) J — ^ rf* = - ā ? + 2 p - - ~ * 3 ' * + C . 

«1 f d x - _L_ / j5_± JU , r 

9) / 1 7 = = ļ VF + T j - _ ļ I / - B + C 

•> \x -f- 1 4 V-V d «* 

10) J s i n 2 * o * = y - - ļ - sin 2x 4 C. 

Integrāli (6) līdz (10) atrisināmi ar sadalīšanas paņēmienu. 

/
1 i 

sin 8 * cos 2 * dx = — cos" x 4- co* 5 x 4- C (cos * = e). 
. n . f x dx 1 . * 2 . „ 
1 2 ) / ,/-; = = -^-arc sin -Ō + C 

J \/a* x* 2 a-

13) r 7 = ^ L = = /(*4-Viā^^3)+C (V*2 - a 2 = s - * ) 
^ 1/ — « a 

14) j*2 ļ / o ~ + " * «/* = 2 (a. 4 * ) [ ļ ( « 4- xf- ?ģ{a+x) 4- y]l/̂ 4* 
(liekot a -\~ x = s 2 ) . 

Integrāli (11) līdz (14) atrisināmi ar ievietošanas paņēmienu. 
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15) ļx*e* dx = (x Ife* 4 - ex +- C. 

16) \xn lx dx = — 4- C. 
' J n 4 - I ( « - f 0 

17) jx'¿coaxdx = x* sin * 4- 2 * cos — 2sin * 4 C 

18) J " cos" = 
cos" 1 x sin 

4 / cos" 
n J 

dx. 

19) ļ arc cos * dx = x arecos x — ]/ 1 — 4 C. 

Integrāli (15) līdz (19) atrisināmi ar parciālu integrēšanu. 

O t r a n o d a l a . 

Noteiktais integrāls. 

Q. Integrāla ģeometriskā nozīme. Pieņemam, ka funkcija / ( x ) , 
(zīmējuma 1 līkne) kādā intervālā (a, B) ir vienvērtīga, nepārtraukta 
un pozitiva. 

y 

Zim. 1. 

Pieņemam dotā intervālā noteiktu abseisu a un mainīgu abseisu x. 
Laukums ABCDA, kā redzams, ir funkcija no x. Ja dodam abseisai 
x pieaugumu Ax, tad minētais laukums dabū pieaugumu, laukumu 
DCEFD. 

19» 
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un 
laukumu ABCDA ar Ux 

laukumu DCEFD ar MJX. 

Ja intervālā 4 * funkcijas f(x) mazākā un lielāka vērtība ir m un M, 
tad kā redzam pastāv izteiksme: 

m Ar < MJX < MAx. (1) 

Nodalot ar A* dabūjam 

m < < M. (2) 

Ja A* - > 0, tad m - > _v un Af -> y. Tā tad 

lim m = lim M = y. (3) 
A J C - > O A^-^-o 

No (2) un (3) secinām, ka 

Tā tad 

un 

lim = y = f{x). 
A*->o 

dx = / ( * ) • (4) 

¿(7* = / O ) (5) 
Integrējot dabūjam: 

lfa + P = ļ f(x) dx [P = const, pēc patikas) (6) 

Tā kā U* ir laukums, tad arī P i r laukums, bet pēc patikas starp līkni un abs-

cisu asi, piemēram laukums KLBAK. Laukums Ux
a -f- P tā tad ir neno

teikts, jo tā sākumu ierobežojošā ordinata KL atbilst pēc patikas pieņem
tai abscisaiy. 

Apzīmējam šo nenoteikto laukumu 

Ux + P = U* , (7) 

Apzīmējam: 
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tad 

Ux = jf(x) dx. (8) 
Tā kā 

f /{x)dx = F(x) + C. (9) 

tad ievCrojot (8) un (9), dabūjam: 

Ux = f f(x)dx = F(x) + C (10) 

Izteiksme (10) rāda, ka nenoteiktā integrāla 

ff(x)dx = F(x) 4- C 

ģeometriskā nozīme ir nenoteiktais laukums Ux 

Liekot izteiksmē (10) x = b un x = a (a < b) dabūjam: 
ar x — b 

Ub =\f f{x)dx\x=b = F(b) + C. ' ( 1 1 ) 

ar x = a : 

Ua = [j f[x) dx]x=a = F(a) 4 - C. (12) 

Atņemot izteiksmi (12) no izteiksmes (11) dabūjam : 

CJB - Ua = [ j f(x) dx]x=b - [f f(X) dx\c=a = F(b) - F(a). (13) 

Apzīmējot: 
h 

Ub U' = U»a un [ / f{x) dx\x^b - [Jf(x) dx\x=a = Jf(x) dx, 
a 

izteiksmi (13) rakstam 

uļ = ffix)dx = F(b)-F(a). (14) 
a 

b 

Simbolu ļfix)dx s a u c p a r n o t e i k t u i n t e g r ā l u , a ir 
a 

n o t e i k t ā i n t e g r ā l a a p a k š u n b t ā v i r s r o b e ž a . 
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b 

Noteiktā integrālā j f (x) dx analītiskā nozīme dota ar 
a 

b 

jf(x)dx = F\b) - F{a) 
a 

un ģeometriskā ar 
b 

f/(x)dx = Ub
a (15) 

«i 

Še kā redzams no zīmējuma, Ub
a ir noteikts laukums starp abscisu 

asi, līkni un līknes ordinatām ar x = a un x- = b. Izteiksme 
(15) dod atrisinājumu laukuma aprēķināšanas, kvadratūras problēmai 
— plaknē. 

Laukur lfa v£ r "m aprēķināt arī izejot no nenoteiktā integrāla 
(10), noteicot integrēšanas konstanti C. 

Ja laukumu Ux skaitam no abscisas x — a, tad Ua = 0. Šādā 
gadijumā, ievietojot x = a nenoteiktā integrālā 

Ux = jf(x)dx - F(x) 4 C. 
dabūjam: 

Ua = 0 = F(a) 4 C, 
un 

C = - F(a). 
Tad 

x 
U a = J/(*) dx = F{x) - F(a). 

a 

Liekot augšējā izteiksmē x = b, dabūjam 

b 

Ub
a = jf(x)dx = F(b) - F(a). 

a 
Izteiksmi 

F[b) - F(a) 

apzīmējot ar simbolu 
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rakstam 
h 

bb
a = f / 0 ) dx = ; F,x) \b = F(b) - F(a). 

a 

No izteiksmes 
b 

U*a= U6 _ lf = j f(x)dx - F(b) - F(a), 

a 
dabūjam: 

b 

Ub = U" + f f(x)dx = Ua + F(b) — F(a). (16) 
a 

J a Ua ir dots ar kādas problēmas noteikumiem, tad augšējā izteiksme 
dod ari i/b. 

P i e m ē r s . 
Punkts M kustas uz taisnes ar ātrumu v=f(t). Dabūt 1) ceju s ko 

' 1 ' 0 

noiet punkts M laikā tx — t0, 2 ) ceļu s( ko nogājis punkts M līdz 
līdz laika momentam tv Tā kā 

•o' 

B 

•«> 

A 1 
c 

D 
O t. d 1 t, 

Zīra. 2 

«¿5 = z>. «7. 

Zīmējumā 2 redzam, ka svītrotais laukums ds = z>«7 ir laukuma, kas 
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' I 

vdt. 
' 0 

\ = \ + f 
'o 

' I 

Augšējā formulā j vdt izteic ceļu, ko punkts M noiet laika sprīdī 

'o 
U — t0< s , 1 1 c e|š> K o punkts nogājis priekš laika momenta /„ un M ir 

•o M 

punkta M viss noietais ceļš līdz laika momentam tx. 
P i e m ē r s . 

Cilindriska trauka (zīm. 3) , ar pamata laukumu F, 
sienā apakšā atrodas caurums ar laukumu /. Laika 
momentā / traukā atrodošā ūdens līmeņa stāvoklis 
virs cauruma / centra ir h. Laika / pieaugumā A/, 
ūdens līmenis pazemināsies par — Ak un šajā 

Zīm s. laikā A/ iztecējušā ūdens tilpums ir — Ah . F. 

Laikā At iztecējušā ūdens tilpumu varam arī izteikt šādi: 

f.vm.At.k. 

Še vm ir ūdens iztecēšanas vidējs ātrums laika sprīdī At un k hidrau
likas dots koeficients. Nolīdzinot abus iztecējušā ūdens tilpumus 
dabūjam: 

— Ah . F = /. vmAt.k 

No augšējā dabūjam: 

Ah _ _ kf vm 
At — F~' 

Ja At 0, tad Ah -> 0 un vm vh. Še vh ir iztecēšanas ātrums 

pie ūdens līmeņa h. T a d : 

Ah kf vm _ _ kf 
At 

No augšējā dabūjam 

lim -r- = — 1im —-r.— = — ^d-. 1im v. 

dh _ _ kl^h 
dt "~ F 

atrodas starp līkni, abscisu asi un ordinatām v0 un v, diferenciāls. 
Pielietojot formulu (16) dabūjam: 
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Tā ka 

tad 

Pārveidojot dabūjam: 

dh 
dt 

vh = M 2gh, 

dt = F 2 d/l. 
kj\2g 

= f -d/i = ļp= 21i* 4- C. 
kfpgJ k/]/2g 

I " ) 

Ja laika momentā / = 0 ūdens līmeni trauka apzīmējam ar //, tad 
ievadot šīs vērtības augšējā nolīdzinājumā dabūjam: 

0 = -
2F 

C. 

un 
2F -

k/]/2g 

Ievedot šo C vērtību formulā (a) dabūjam: 

Ja h — 0, tad viss ūdens no trauka iztecējis. Ievietojot h = 0 aug
šējā formulā dabūjam laiku T, kurā trauks iztukšojas: 

2F  1  

T = —Ļ= H*. 
kfPg 

P i e m ē r s . 
Aprēķināt parabolas, zīmējumā 4 svītroto 0 

laukumu no x = a līdz x — b. 
Parabolas nolīdzinājums ir : 

- a - i 

Zim 4. 

— 2px, vai y = 1/2/ • x'' 



29e Integrālrēķini II nod. 

b b , b 

dod zīmējurnā 5. svītroto laukumu. 

Zjm. 5. Augšējo izteiksmi pārveidojot dabūjam: 

Ubo= ļ b № b ^ = i b = ī b C R 

Kā redzams b CB ir paralelograma OACB laukums. 

2 
Svītrotais parabolas laukums ta tad ir paralelograma OACB 

o 
laukuma. 

I ) Noteiktais integrāls kā summas robežvērtiba. Pieņemam ka 
intervālā 

a ^ x ^ b 

dota funkcija kas šajā intervālā ir vienvērtīga, pozitiva, nepār
traukta. (Zim. 6.) Intervālu iedalām pēc patikas n daļās, apzīmējot 
dalītāju punktu abcisas a r : 

a = x0; x1; x2; xr_ , ; xr • x r + } ! xn = b 

Apzīmējam atsevišķu intervālu: 

xr — xr_-i = 5 r . 

Dodot r vērtības 1,2,3 . » dabūjam daļas intervālus 8^ 5 a , 5 9 . . S n . 
Šiem atsevišķiem intervāliem nav jābūt vienlīdzīgiem. 



Noteiktais integrals ka summas robežvērtiba 8 299 

Intervāla 5 r , pieņemam pēc patikas punktu ar abscisu l r . 
Tādā kārtā dabūjam ĶT E 3 ; ļt; ?„ un attiecīgas funkci
jas f(x) vērtības: / ( £ , ) ; / ( 5 a ) ; ; j\%n). 

Veidojam reizinājumus 

Zim. 6. 

un so reizinājumu summu. 

5 = 5 ,7 (5 , ) + 6 2 / ( y + . . 4 § r / ( 5 r ) + • + s « / ( ^ ) = ss r/ (g r) (1) 
1 

Par šo summu varam izteikt sekojošo : ja n pastāvīgi aug un 5, , 5 2 5 M 

katrs tiecas uz 0, tad summa 5 tiecas uz kādu noteiktu robežvērtību, 
neatkarīgi no iedalīšanas kārtības un \ v ? 2 \ n izvēles katrā daļas 
intervālā. 

P i e r ā d ī j u m s . 

a) apzīmējam intervālā S r funkcijas f{x) mazāko vērtību ar mr 

un lielāko ar Mr (zīm. 7). 

Tad funkcijas / ( € r ) vērtība nekad nav mazāka, bet vispār gan 

lielāka par mr vērtību. Tāpat /(?, . ) vērtība nekad nav lielāka, bet 

vispār gan mazāka par Mr vērtību. Tā tad : 

mr < f £ r ) < M r . 
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Apzīmējot funkcijas / (x) vismazāko vērtību ar m un vislielāko vērtību 
ar M visā intervālā (a, b) zīm. 6, redzams, ka vispārīgā gadījumā: 

m < mr < / ( ? r ) < Mr < M. 

Reizinot šīs izteiksmes locekļus ar S r dabūjam: 

mlt < mr l r < / ( ? r ) S r < M r l r < Mlr 

un tādēļ arī 

S/n 5 r < £ m r 5 r < 2 / ( ^ ) 5 , < Z Mr 5r < I Mhr. 1 1 1 1 1 
Apzīmējam: 

« « 

i i 
m (b — a) 

« 
2i w r S r = p 
i 

i 

1 

2 ;W5, = t f S 5 r 

i i 
= M(b— a). 

, Ievedot šos apzīmējumus augšējā izteiksmē, 
dabūjam: 

m(b-a)<p<S<P <M{b — a). (2) 

Summu p — 2 mr l r sauc par a p a k š 1 
^ s u m m u un summu P — 2 Mr hr par 

1 
v i r s s u m m u . 

3) Palielinot dalijuma skaitli n dabūjam apakšsummu px un 
virssummu Px Ar jauno dalijumu, px var būt tikai lielāks par p, bet 
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nekad mazāks. Turpretim Px var but tikai mazāks par P un nekad 
lielāks. Tas redzams zīmējumā 8. 

Zīm. 8. 

l r m r — laukums AA'B'BA. 

l^m,, 4 - or„mr„ = laukums AA'C'CA + laukums CC"B"BC. 

Redzams, ka 

mr hr <i >nt.i § r / 4- nifii %r'i, 

tā tad p < p v 

Mr hr = laukums . AA"B"'BA. 

M^lr, 4 Mrnhr» = laukums AA'"C"CA 4- laukums CC""B"'BC. 

Redzams, ka 

Mr,hr' + Mr„ hr„ < Mr 8, 

tā tad P, < P. 

Tā tad ar palielinātu dalijumu skaitu 

fi < Pi bet Px < P. 

Y) Katra, uz kāda iedalijuma pamata dabūta apakšsumma ir 
mazāka kā katra ar to pašu vai ar kādu citu iedalijumu dabūta virs-
summa. 

Pieņemam, ka apakšsumma p dabūta ar iedalijumu 8X, 5 2 8„ 

un ka R ir virssurama ar iedalijumu e t e 2 . . . e,„. Ja saliekam abus 
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iedalijumus kopā, tad dabūjam jaunu iedalījumu ar lielāku iedalijumu 
skaitu nekā katrā iedalijumā 8, § 3 . S M un e x t% em. Jaunā 
iedalijuma virssummu apzīmējam ar Q un apakšsummu ar q. 

Ievērojot agrāko, varam rakstīt 

(b — a) m <_ p < q\ 
Q < R < (b - a) Mļ 

q <Q 

No augšējā redzams, ka 

(b - a) m < p < R < (b 

8) ja augošiem dalijuma skaitļiem «, nx, »2 

P> Pv A u n augšsummas P, Pv P2 

augšējo, dabūjam: 
P < Pi < h 
P>PX> Pj 

Apakšsummas p < px < p2 veido augošu skaitļu sekojumu, 
kam ar »-»• » ir robeža, jo šinī sekojumā katrs loceklis ir mazāks 
par katru virssummu un katra virssumma mazāka par (b — a) M. 
Virssummas P > Px > P% veido dilstošu skaitļu sekojumu. 
Katrs šī sekojuma loceklis ir lielāks par katru, apakšsummu un katra 
no pēdējām ir lielāka par (b — a) m. Tādēļ *arī dilstošam virssummu 
sekojumam ir robeža ar 11 - > o o . 

Tā kā 
n 

p — S mr hr 

i 

P— S Mr lrt 

i 
t a d : 

P — p = S Mrlr — 1 mr hr = i (Mr — mr ) or. 

Apzīmējam 
Mr — mr — a r . 

Šo starpību ar sauc par f u n k c i j a s f(x) s v ā r s t ī b u i n t e r v ā l ā hr . 

Ievērojot ar apzīmi, dabūjam : 

P - p = S ( 7 1 / r - n,r)lr = L r 5 r , 
i i 

— a) M. 

atbilst apakšsummas 
tad pamatojoties uz 
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Vislielāko starp svārstībām a„ a, sn apzīmējam ar a. Tad 

« II 

0 < Z(Mr — w , . ) 5 r < i S 5 f = i ( 4 - a). (3) 
i i 

Ja n —*• oo, tad tā kā funkcija / (x ) intervālā (a, b) pieņemta 
nepārtraukta a -*• 0. 

Ievērojot teikto, dabūjam 

lim a (b — a) — 0 
M—+-CD 

u i tādēļ, ievērojot (3) 

lim (P — p) = lim 2 (A/r — w r ) 8 , = 0. 

No augšējā secinām: 

lim P = lim p. (4) 
« — • O D n—>-ao 

Bet tā kā 
p < S < P, 

tad ievērojot (4) arī : 
« 

lim 5 = lim 2 / ( ģ r ) 5,. = lim = lim P 

Tā tad, ja / ( . r ) atbilst pieņemtiem noteikumiem, tad ar «->•<» (5,.->-0) 
pastāv lim /, kā arī lim P un tādēļ arī lim 5 . 

S u m m a s : 

S = / & ) 8, + m \ "t- + /(5„) 5„ = S / ( £ r ) 8, 
i 

r o b e ž v ē r t ī b u , k a d n-*-<x un t ā d ē ļ S r —>-0, s a u c p a r 
f u n k c i j a s f(x) n o t e i k t u i n t e g r ā l u i n t e r v ā l ā (a, b) un 
apzīmē to ar simbolu 

b 

j/(x) dx. 

Tā tad 
b 

f f(x) dx = lim S / ( g r ) 8 r . (5) 
a 

a sauc par integrāla a p a k š r o b e ž u , b par v i r s r o b e ž u un 
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f(x) dx p a r i n t e g r ā l a e l e m e n t u , pie kam x0 = a un x„ = b. 
Ar izteiksmi (5) ir dota noteikta integrāla definīcija ka summas 
robežvērtība. 

No augšējā ieskatāms, ka 

b 

lim 5 =•- / f(x) dx 
n-*-<o J 

a 
tad pastāv ja 

lim (P — p) = 0 

un tas ir tikai tad, ja 

n 
lim 2 ar S r = 0. 

H—• 00 1 

Ja funkcija /(:v) intervālā (a, b) izpilda noteikumu, ka 

n 
lim S a r S r = 0 

tad f u n k c i j u / ( » s a u c p a r i n t e g r ē j a m u i n t e r v ā l ā 
(a, b). Ja f{x) intervālā (a, b) ir nepārtraukta, tad tā izpilda šo no
teikumu, un tādē] arī ir integrējama intervālā (a, b). 

9. Noteikti integrāla galvenā izteiksme. Kā redzējām, ja 

dF(x) = f(x)dx, 
tad 

b 

ff(x)dx = F(b) - F(a). 
a 

Pierādīsim, ka arī ar definīciju 

b 

a 
dabūjam 

b 

ff(x)dx = lim S / ( 5 r ) S , 

jf(x)dx = F(b) - F(a). 
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2 0 

Pieņemam, ka intervālā (a, b) 

dF(x) 
— d x - = / { X ) -

Še funkcijas f(x) un F(x) pieņemtas intervālā (a, b) kā vienvērtīgas 
un nepārtrauktas. Iedalām intervālu (a, b) n daļās ar abscisām: 

x0 = a, xv *2> x„ = b; a < b. 

Apzīmējam: 

xr — . r r _ , = 5 r . 

Pielietojot Lagranža teorēmu intervālā 8 r , dabūjam. 

F{xr) — F(xr_i) = 8 r / ( f r ) . (%,._, < ? r < * r ) 

Liekot r = 1, 2, 3, w dabūjam: 

F(Xl) - F{a) = 5, / (Ķ); 

- / > „ _ - , ) = S r / ( ! „ ) . 

Saskaitot augšējos nolīdzinājumus dabūjam: 

F(b) - F(a) = bjd,) + 5 2 ( f a ) + . •. + 8„ fČ„) = S 5 (. f(Ļ ) (a) 
1 

Še l r ir abscisa, daļas intervāla § r noteiktā vietā un nav pēc patikas 
pieņemama. 

Izteiksme (a) nav atkarīga no dalijuma skaita un iedalijuma kār
tības. Tādēļ arī ar « - > « 

lim S 8 r / ( Ļ ) = F(b) - F(a), 

Agrāk pierādījām, ka 
b 

lim S 8 r / ( ^ ) = ff{x)dx. 
n—>-x 1 ^ 
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lira S 8 r / ( £ . ) = ff{x)dx. 
- v a i 1 J 

Ta ka 

tad arī 

lim S 5 r / ( f r ) - F(b) - F(a), 

b 

jf{x)dx = F(b) - F(a) = | F(x) |J. 
a 

Šajā formulā ar F (x) ir apzīmēta tā vienvērtīgā nepārtrauktā funkcija, 
kuras diferenciāls ir f(x)dx, t. i. 

dF{x) =/(x)dx. 

Šo funkciju F(x) dabūjam izdarot nenoteiktas integrēšanas operāciju 

f(x)dx, kā tas agrāk norādīts. 

Isteiksmi 
/ 

/ 
b 

f{x)dx = F(b) F{a) 

s a u c p a r i n t e g r ā l r ē ķ i n u g a l v e n o i z t e i k s m i . 

10. Noteiktā integrāla ģeometriskā nozime Pieņemam, ka f{x) 
atbilst agrāk dotiem noteikumiem, tad y = f{x) dod nepārtrauktu 
līkni. (Zīm. 9). 

n 
Kā redzams, Br mr ir laukums KLMN un p = S 5 r mr ir lau-

i 

kums starp apakš līknes atrodošām kāpnēm — apakškāpnēro, gala un 
sākuma ordinatām AB, CD un abscisu asi. 

n 
Tāpat redzams, ka 5 r Mr ir laukums KL'M'N un P = 25rMr 

ir lankums starp svītrotām kāpnēm — virskāpnēm, šo kāpņu sākuma 
un gala ordinatām un abscisu asi. 

Kā augšā norādīts, kreisās puses summa šajā izteiksmē, ja funkcija 
f(x) izpilda dotos noteikumus, dabū noteiktu vērtību. Še £ r ir inter
vālā S r pēc patikas pieņemta vērtība, tādē), ja Ķr vietā liekam ~Ķr _ 
tad augšējā robežvērtiba nemainās. Ievedot augšējā izteiksmē vietā 
Jr dabūjam: 

b 
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Ģeometriski ieskatāms, ka, ja n - > 00 un 5 r —> 0, tad tikpat 
apakškāpnu kā ari virskāpņu laukumi tiecas uz laukumu starp likni, 
abscisu asi, sākuma un gala ordinatām. 

Zīm. 9. 

Tā tad 
lim p = 1im P = laukums ABCD. 

Tālāk redzams, ka / ( E r ) 8 r ir laukums KL"M"N un 5 = 2 / ( Š r ) 5 r 

1 

ir visu tāda veida -laukumu summa. 
J a n-><x> un 8 r - > 0 , tad 

b 

lim S = / f(x) dx = lim p = lim P. 

Tā ka lim p = lim dod laukumu starp likni, abscisu asi, sākuma 

un gala ordinatām, tad arī 

f f(x) dx = lim S / ( g r ) 8 r 

J tt—>-CD 1 

dod to pašu laukumu. 
Tā tad noteiktais integrāls dod 0 

atrisinājumu uzdevumam, aprēķinā 4 

laukumu starp dotu līkni y = /(*)' 
abscisu asi un ordinatām ar x = a 
un x = b, t. i. laukumu ABCD zīmējumā 10. 

Zīm. 10. 

20« 
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Laukums ABCD x) dx. 

Gadījuma, ja y = f(x) dabu veidu, ka zīmējuma 11., tad, ja 

a < t-j < .* 2 . 

-* -„_i , < b 

visi o r > 0, bet 
funkcijas f(x) vēr
tības starpā CE ir 
negativas, redzams, 

X ka 
b 

Zim. 11 . 

j/(*) dx = 
a 

= laukums ABC — 
— laukums CDE + 
+ laukums EFG. 

Izteiksme: 

2 S r / t f , ) 

5 y ir pēc patikas intervālā 8 r , tā tad varam 5 r vieta ievest * r _ i un 
dabūjam 

S 5r /(*,_,) 
1 7 

vai ari £ r vietā xr un dabūjam: 

i 

Šo summu robežvēttības ir vienlīdzīgas. Pieņemam visus daļas inter
vālus vienlīdzīgus. 

Liekam 
b — a 

= K 

tad 

Axu)=/(a);/(xl)=/{a+h);M.2)=/(a+2h) f{x„_, \~f,a + ( » - 1 ) * ] = / ( * - * ) , 
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haa[I 4 - ah + « 2 A + + n r - '— 1 ^] = ha , 
c « * - 1 

_ a_ -_a^ 

ā * ' ~ 1 _ «** — "l ah - \ 

Tad 

i ax dx — lim — 

a 
A^o rtA — 1 

Tā ka 

tad 

lim - la, 
h 

I 
a 1 — a 

a* dx — 
la ' 

un 
b 

lim lf{xr_,)lr = (f{X)dx=\[m{h[Aa)+Aa+2h)^...-\-fib-h)]} (A) 

a 
b 

lim lf(xr)lr= (f(x)dx=\\m{h\f(a+h)+J(a+2h)+..M{l>)\} (B) 
a 

11. Noteiktā integrāla tieSa aprēķināšana. 

P i e m ē r s . 
P 

a 

Pielietojot formulu (.4) rakstam: 

P 
( V rf* = lim { /, [ a a 4- aa+h 4- 4 a a + ( " - 1 ) * ] } . 

J A-»-0 1 

a 

Pārveidojam izteiksmi, ievērojot k a : nh = 3 — a, dabūjam: 
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Ta ka 

tad 

2 ( - S r ) / ( £ , ) . 
« 

£ ( - 8 r ) / ( 5 r ) = - S 8 , / ( 5 r ) . 
n i 

1 » 
lim 2 (— 8 , ) / ( g r ) = - lim 1 8 , / ( ? , ) . 

n—>co » »—>0O 1 

un 

b 

3) J a a, c trīs skaitli funkcijas / ( * ) integrēšanas intervālā, un 

f f(x) dx = - j f{x) 
c 

a <C b <C c, tad 

b c c 
j / ( * ) <fe 4- j " / ( * ) dx = ļ f(x) dx, 

(f^. Noteiktā integrāla pamata ipaSibas. Pieņemam, ka funkcijas 
ar kuram tālāk rīkosimies, integrēšanas intervālā ir integrējamas. 

a 
1) j f(x) dx = 0. 

a 

jo še integrēšanas intervals a — a = 0. 

Tā t a d : 
N o t e i k t a i n t e g r ā l a v ē r t ī b a irO, j a i n t e g r ā l a a p a k š -

r o b e ž a n o l ī d z i n ā s v i r s r o b e ž a i . 

2) J a p ā r m a i n a i n t e g r ā l a r o b e ž a s , t a d m a i n a s 
i n t e g r a t a z ī m e . 

Ar abscisu sekojumu 

XQ = ū, Xļt Xļ, xn—-ļ, xft —- b 

summa 5 dabū vidu : 

i 
Ar sekojumu: 

b = xn, xv xlt x0 = a 

summas veids ir 
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Starpvērtība b sadala intervālu (a, c) divās daļās (a, b) un (b, c). 
Uz intervāliem (a, b) un (b, c) attiecīgās summas kopā dod uz visu 
intervālu (a, c) attiecīgu summu. Pāreja uz robežu dod augšējo 
formulu. 

Ja a < c <C b. tad ievērojot augšējo, dabūjam: 

c b b 

F f{x) dx + Ļ fix) dx = Ļ f(x) dx ; 
a c a 

e b b 

F f(x) dx = Ļ f(x) dx - F fix) dx ; 
a a c 

c b c 

J fix) dx = J f(x) dx + F f(x) dx. 
a a b 

4) J a p a s t ā v ī g s r e i z i n ā t ā j s a t r o d a s z e m i n t e 
g r ā l a , t a d š o r e i z i n ā t ā j u v a r i z n e s t p r i e k š i n t e 
g r ā l a . J a p a s t ā v ī g s r e i z i n ā t ā j s a t r o d a s p r i e k š 
i n t e g r ā l a , t a d r e i z i n ā t ā j u v a r p ā r n e s t z e m 
i n t e g r ā l a . 

Tā kā 

S c . / ( 5 r ) 5 r = c S / ( 5 r ) 8 r 

i i 

tad ar n —> <x> dabūjam : 

b b 

J c J\x) dx — c J fix)dx. 
a a 

b b b 

5) / [? (*) 4- «I; (x)] dx = J <p (x) dx 4 - F >Ļ (*) dx. (a) 
a a a 

Tā kā 

2 [ ? ( 5 r ) + * ( 5 , ) ] 8 r = Scp ( ^ r ) 8 r + 1*{W)K (P) 
1 1 1 

tad izteiksmes (3) robežvērtība ar n oo ir izteiksme (a) . Izteiksme 
(a) derīga katram galīgam saskaitāmo skaitam. 

b 

6) J fix) dx = ib — a) n. (a) 
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Še |x ir funkcijas f(x) vērtība, kas atrodas starp funkcijas f{x) 
vismazāko vērtību m un vislielāko vērtību M intervālā (a, b). 

Kā redzējām 

(b — a) m < S < (b — a)M. 

Šī izteiksme pastāv arī attiecībā uz lim 5 , tādēļ 

b 

{b — d)m < J' f(x)dx <L(b — a) M, 
a 

Šīs izteiksmes secinājums ir nolīdzinājums (a). 

Ja f{x) ir nepārtraukta, tad tā dabū intervālā (a, b), vismaz 
vienā vietā £, vērtību u Šo vērtību l tad var izteikt 

l = a 4 - 6 (6 - a) (0 < 6 < 1) 
Tad 

b 

j f{x)dx = (b a)f[a 4 - 6 ( 6 - «)]. (3) 
a 

No (a) dabūjam: 
b 

ŗ = J ^ - j f { x ) d x . 
a 

V ē r t ī b u |x s a u c p a r f u n k c i j a s f{x) v i d ē j u 
v ē r t ī b u i n t e r v ā l ā a, b. 

No (3) secinām: ja funkcija f(x) intervālā (a, b) nekad nav ne-
b 

gativa (pozitiva), tad integrālam j f(x)dx ir tā pati (pretēja) zīme kā 
a 

(b — d). Tālāk varam secināt, ja a <C b un intervālā (a, b) 
f(x) r > y(x) (pie kam intervālā a, b nav arvienu f(x) = ? ( * ) ) , tad 

b b 

ļ f(x) dx> J<p (x) dx. 
a a 

Še 

b — a > 0 un / ( * ) — < ? ( * ) > 0. 
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vai ari 

un 

f f (x) dx — Jcp (x) dv > 0 
a a 

b b 

f f(x)dx > j v(x) dx. 

7) N o t e i k t a i n t e g r ā l a v ē r t ī b a n a v a t k a r ī g a 
n o n e a t k a r ī g ā m a i n ī g ā a p z ī m ē s . 

J a integrēšanas intervals ir (a. 6) un a, b divi skaitļi šinī inter
vālā, tad neatkarīgi no neatkarīgā mainīgā apzīmēs 

b b 

ļf{x)dx = jf(t)dt = F(b) - F(a). 
a a 

Ja a pastāvīgs un b = x mainīgs, tad dabūjam : 

X 

jf(t)dt = F(x) - F(a). (a) 
a 

Šis integrals ar pastāvīgu apakšrobežu un mainīgu virsrobežu x, ir 
vienvērtīga virsrobežas x funkcija, jo intervālā (a, B) katram x atbilst 

X 

viena un tikai viena noteikta integrāla Jf(t)dt vērtība. 

a 

Ar integrālu (a) noteikto funkciju sauc par i n t e g r a l f u n k c i j u . 

X 

8) J a /(/) i r g a l ī g a f u n k c i j a , t a d ļf(t)dt ir v i rs-
a 

r o b e ž a s x n e p ā r t r a u k t a f u n k c i j a . 

Ar augšējiem pieņēmumiem: 

b 

ļ [ / ( X ) - 9(x))<ix > 0, 
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Ja a, x un x -+- // pieder integrēšanas intervālam (a. S), tad 

x x-\-h x-\-h 

f / ( t ) d t + f/U)at = j f ( t ) d t (1) 
a x a 

un 
x+h x x+h 

f fiftdt - j / ( / ) dt = j f(t)dt. (2) 

a a x 

Ievērojot īpašību (6), intervālā (x, x 4 - h), atrodas tāda /(/) 
vērtība u, ka 

x+h 

ļ f(t)dt = u ( * 4 h - X) = |i h (3) 

X 

(i ir galīgs; tādē), kad h —> 0, ievērojot (2) un (3) dabūjam: 

x+h x 

lim / f(t)dt— [ f (/) rf/ļ = 1im // |i = 0. 
h . 

a 

Beidzama izteiksme rada, ka J f ( t ) d t ir nepārtraukta funkcija no x . 

a 

9) N e p ā r t r a u k t a s f u n k c i j a s i n t e g r ā l a d i f e -
r e n c i a l k v o c i e n t s , a t t i e c ī b ā u z i n t e g r ā l a v i r s r o -
b e ž u , d o d i n t e g r ē j a m ā s f u n k c i j a s v ē r t ī b u , k a d 
a r g u m e n t a v i e t ā i e v e d ā m a u g š r o b e ž a s v ē r t ī b u . 

Ja /(/) ir nepārtraukta funkcija, t ad : 

x-\-h x x-\-h 

ļ f ( t ) d t — j f ( t ) d t = j f ( t ) d t = h\i = h/(x 4 %h). 

a a x 

Dalot ar h dabūjam 

x-\-h x 

f / ( t ) d t - f f i f i d t 

1 " = f ( x + 0A). 
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ff(x)dx, 

ievedām mainīgā x vieta jaunu mainīgo / ar nolīdzinajumu: 

x = <p<7). (1) 

Pieņemam, ka funkcija cp(7), ka arī šīs funkcijas inversā funkcija 

/ = + ( * ) (2) 

ir vienvērtīgas un nepārtrauktas intervālā (a, b). 

Ar vērtību sekojumu 

a — x0, xv x2 x„ — b (3) 

xr — xr_i - 5r 

un ievedot 

veidojam 

2 / ( g „ ) 8 R . ( 4 ) 
1 

Ka zināms: 

lim 2 J / ( g r ) 8 r = f f d x 

« - • C D 1 J 

a 

Ievērojot noteikumus par transformācijas nolīdzinājumiem (1) un 

Ja h - r ± 0, tad augšējā izteiksme dod 

X 

Dx jf(t)dt =/(*). 
a 

No augšējā secinām: 
X 

d j/(/) dt = f(x) dx. 
a 

Līdzigi dabūjam 
b 

djf(t)dt = -f(x)dx. 
X 

13 Jauna mainīgā ieveSana. 1) Dotā integrālā 

b 
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Vērtibām 

atbilst vērtības 

Vispār: 

un 

Starpību 

a r = / „ , t2 t„ = [i. 

? 1 ^2 ?3 - « 

f
r ='\>(xr); xr = <p ('»•)• 

a = cp (a); S = <Ļ (6). 

5r = , r r — = cp (/r ) — cp (^_! ) 

ar Lagraoža teorēmu izteicam: 

S, =-- (tr - tr_,) ŗ' ( v ) , 

kur T , . ir kāda noteikta t vērtība intervālā (tr, tr_^. 

Ievērojot augšējo, summa (4) dabū veidu: 

) ] « r - ' r - l ) « P ' ( " . ) • < 5 ) 
1 

Kā zināms, summā (4) vērtību £ r var ņemt pēc patikas intervālā br t 

tādēļ to var darīt arī ar x r To ievērojot izvēlam 

tad summu (5) dabū veidu: 

2/[<?'(* , )] Cr -V-i) ( ^ ) - (6) 
i 

Tā tad 

S / ( 5 r ) S r = £ / [ cp ( 7 r ) l (/r - / „ _ ! ) cp' ( V ) 
i i 

Ar n—>», dabūjam 

* 3 
j " / ( * ) rf* = f /[<p(/)] cp' (r) oY. 

(2), augošam x vērtību sekojumam (3) atbilst augošs vai dilstošs) t 
vērtību sekojums 
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j f(x) dx = ļ /[?(/)] ?'(/) 

Beidzama formula izteic: 

N o k a t r a s i n t e g r a l f o r m u l a s v a r d a b ū t j a u n u 
i n t e g r a l f o r m u l u , i e v i e t o j o t * v i e t ā k ā d u f u n k c i j u 
n o * un dx v i e t ā š ī s f u n k c i j a s d i f e r e c i a l u . 

P i e m ē rr s. 

/ 
* W + 1 

x" dx = — 4 - C. 
n = 1 

Liekot * vietā ? ( * ) un dx vieta <?'(*) dx dabūjam: 

[?(*)]>'(*) dx =Ķ^ļ- + C. 

No 

/ % - " + c 
dabūjam: 

ŗ ©' (*) dx , 

Apskatīsim ievietošanas gadījumu kad 

x = — t. 
Še dabūjam : 

ar x = a, t = — a; ar x — b, t = — — b; 
rf* = — «7. 

Ar augšējām vērtībām dabūjam 

b —b -b —a 
j f(x) dx = j / ( - t) . ( -« / / ) = _ jf(-t)dt = j / ( - t) dt. 
a — a —a —b 

Šī izteiksme rāda, ka i z d a r o t n o t e i k t a i n t e g r ā l a t r a n s 
f o r m ā c i j u , z e m i n t e g r ā l a j ā i e v e d x v i e t ā <p(/) un dx 
v i e t ā <o'(t) dt. R o b e ž u a un b v i e t ā j ā i e v e d t ā m p i e 
k ā r t o t ā s a u n B v ē r t ī b a s . Ja £ mainīgs, tad mainīgs arī ¡3 

tad 
dt 
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No šīs izteiksmes dabūjam divas bieži lietotas formulas. Ja 
/(x) ir pāru funkcija, tad : 

/ ( - *) = f(x). (8) 
Tā kā 

a 0 a 

Jf(x) dx = jf(x) dx + j/(*) dx, (9) 

tad, ievērojot (7) un (8), dabūjam: 

j f(x) dx = j / ( - x) dx = J f(x) dx. (10) 

— a O o 

Ievērojot (9) un (10) dabūjam: 

+« a a a 

jf(x) dx = ļ/(*) dx+f /(x) dx = 2 J / ( * ) dx. [ f ( - x ) =/(x)]. 

—a 0 0 0 

J a funkcija f(x) ir nepāru funkcija, tad 

f { - x ) - - f { x ) . ( 8 a ) 

Tad ievērojot (7) un ( 8 " ) dabūjam: 

o a a 

f f(x) dx = ļ f ( - X ) dx = - f f(x) dx. 

—a 0 0 

Ievērojot šo izteiksmi un (9) dabūjam: 

+ a a a 

f f(x) d x = - ļ f(x) dx + j f(x) dx = 0. \f(-x)=. - / ( * ) ] 

Noteikta integrāla vērtība nemainās, ja mainām argumenta apzimi, 
tādēļ liekot labajā pusē / vietā x dabūjam: 

b —a 

ļ f(x) dx = j / ( - x) dx (7) 
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Tā piemēram, ievērojot, ka cos x ir pāru funkcija: 

319 

J c o s x dx = 2j*cos x dx = 2 | sin x | 2 = 2 (1 — 0) = 2. 

2 

Ievērojot, ka sin * ir nepāru funkcija: 

.1 
sin x = 0. 

TZ'' 

2 

Šie rezultāti viegli ieskatāmi no cos x un sin x grafikam. 

2) Ja transformācijas nolīdzināju mi 

x = <p (r) un t = <Ļ (x) 

neizpilda dotos noteikumus, tad jāizpēta, kā mainas /, kad x nepār
traukti mainas no a līdz b. Tajās vietās, kurāz t maina savu virzienu, 
pārveidotais integrāls jāsadala. 

P i e m ē r s : 

J sin x dx = — | cos x 1^ = | cos x = cos 0 — cos -
0 

= 1 - ( - 1) = 2. 

Ievedām transformāciju: 

<Ļ (x) = sin x = /, 
tad 

# = arc sint / = cp (7) 
dt 

dx = —. 

ļ / i - r-

Ar x — 0, / = a = 0 ; ar * = TC, / = B = 0. 

Ievedot augšējās vērtības dotā iategralā dabūjam: 
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1 1 1 
tdt r tdt r tdt /
tdt ŗ tdt ŗ tdt . -ļ 

ļ/T̂ 7a + J yT7rč = 2 J yT̂ 7 = - 2 1 Vi - > 2 I 0 = 
0 r C r 0 ' 

= 2 | ļ/T^T 2 1 ° = 2. 

Kā redzams dabūjam nepareizu rezultātu. Šādu rezultātu dabū
jam tādē), ka noteikums par substitucijas nolīdzinājumiem nav izpildīts. 

t = <ļ) (x) = sin X 

ir vienvērtīga funkcija, jo katram x atbilst tikai viena vērtība /. 
Bet substitucijas nolīdzinājuma inversā funkcija 

x = cp (/) = arc sin t 

nav vienvērtīga funkcija. 

Ievērojot augšējo norādījumu, attiecībā uz / maiņu, kad x mainās 
no a līdz b, redzams: 

kad x mainās no 0 līdz ^ 

/ mainās no 0 līdz 1 (ar o7~>0) 

kad x mainās no ~ līdz TZ 

t mainās no 1 līdz 0 (ar dt < 0) 

Tā tad t maina virzienu ar x = ^ tādē] dotais integrāls jāsadala pie 

x = |. Tā tad : 

TZ 

X 2 % 

J sin x dx = jsin x dx 4 - j sin x dx. (a) 
0 o 3E 

2 

Izdarot augšā noradīto substituciju izteiksmes ( o ) labajā pusē, ievērojot 
robežas un apstākli, ka ja / mainās no 0 līdz 1, dt ir pozitivs un ja 
/ mainās no 0 līdz 1, dt ir negativs dabūjam: 

TC i o 1 o 
ŗ ŗ tdt ŗt(-dl) ŗ tdt ŗ tdt 

J s i n x d x = JyT=?' + J ļ/T̂ > = ifr^fi ~ i ļ7r=> = 
o o i o 1 
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Pareizu rezultātu arī dabūjam, ja izvedam augšējo substituciju neno
teiktā integrālā, tad izdarām pārveidotā integrāla integrēšanu un rezul
tātā ievietojam / vērtību no substitucijas nolīdzinājuma, kā rāda seko
jošais piemērs 

/ • i n . 

Tad 

x dx — f t d t \l\ — t1 = — ļ/1 — s in 2 X = — COS X. 

1t 
TC 0 

sin x dx = — ļ cos x |Q = | cos x 1^= cos 0 — cos t ī = l — (—1) = 2. 

T r e š ā n o d a ļ a . 

Pielietojumi ģeometrijā. Diferencialģeometrija V 
14. Plaknē atrodoša laukuma aprēķināšana. (Kvadratūra.) 

Ja pieņemam, ka y = f(x) ir nepārtraukta, vienvērtīga funkcija inter
vālā ( a , 8) un šajā intervālā atrodas a un b, pie kam a < b, tad 
(zīm, 12) svītrotais laukums, kā re- y i 
dzejām 

b b 

L = jf(x) dx = j ydx. (1 ) 
a a 

P i e m ē r s . 
R i ņ ķ a l a u k u m s . Zīm. 12. 
a ) Riņķa nolīdzinājums artogonalās koordinātās i r : 

y x2 + jv2 — r2 = 0, 

_y = + ļ/^ 2 — * 2 . 

Kā redzam zīmējumā 13, ja 
ņemam augšējās divvērtīgās 
funkcijas zaru 

y = ļ/r 2 X 2 , 

dabūjam riņķa ordinatas virs 
3 : ass. Pusriņķa laukums virs 
x ass tad i r : Zīm. 13. 

' dx. 

21 
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r - r 

2 " ' 

2L = 2/-ļ = r > -

i/ 

1 —- >^ 

\ -oc J 
Zīm. 14. 

r 

8) Riņķa nolidzinajums pa-
rametriskā veidā (zim. 1 4 ) : 

x = — r cos cp; 
dx — rsha cp rfcp. 

>> = r sin cp ; 
ar 

un ar 
x — — r\ cp = 0 

x = r; cp = TZ. 

Ievedot šīs vērtības integrālā (1) 
dabūjam pusriņķi 

L = jydx = j r sin cp . r sin cp rfcp = r2 j sin2cp rfcp = 
— r o o 

= r 2 ] ' - ^ ^ rfp = , 2 [ | j > - ļ / c o s 2 ? <Ap] = 
0 0 0 

= t* [Y M ? - j y /cos 2? <H=̂  [y —ļ" I «in 2 ? f ] . 

Z. = r » y un 2 £ = 2 . r 2 y = , V 

Parciāli integrējot, kā parādīts [ō] (8) dabūjam: 

j\r> - x2 dx = ļ l / r 3 - x* 4- y arc sin ^ 

r 

j№ _ x* dx ļ-̂ ļ/r2 - x 2 •+• y arc s 

[(o 4 y arc sin l ) - ( o 4 - y arc sin ( - l )) ļ . 

i = / ^ = f f - [ f ( - ļ ) ļ . ! S 
— r 

Tā tad riņķa laukums 
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y) Kvadratūra, ja līknes nolīdzinājums dots polarkoofdinatās. 
Aprēķināt sektora OABO laukumu. (Zīm. 15.) Līknes AB nolī

dzinājums dots 

r = /(?)• 

Leņķi ? — cp0 iedalum pēc patikas n da|ās, apzīmējam 

Vk — ¥ ¿ - 1 = s < p ^ 

Zīm. 15 . 

Par sektora OABO elementa OMNO laukumu AS varam izteikt 

Y P 2 m i n 5 ?* < A 5 < y P a m a x S < P * -

Še 
P m a x ' r vislielākā un p m j n vismazākā r vērtība daļas intervāla 8 ^ . 

Tad 
A 5 = y P ļ 5 < P * -

Še atrodas starp p m a x un p m i n vērtībām daļas intervālā 8 ^ . Šim 
rādiusam vektoram p ^ atbilstošo leņķi apzīmējam ar 6$ . Tad 

Ievērojot augšējo dabūjam 

A 5 = y [/<e ,)]».S<p A . 

2 1 * 
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S = 1im 2 AS = 1im 2 2 [ / 8 A ) ] a & ? A = y /><fo. 
» — • 0 3 1 fl—>• B 1 . / 

P i e m ē r s . 
Archimeda spirāles nolidzinājums ir 

r — a<ŗ. 

Sektora 5 laukums, no rādiusa rt ar leņķi ,sļ lidz rādiusam r 2 

ar leņķi <p 2 , ' r : 

? 2 

Ja ' f j = 0 un Ķ a = Liz, tad 

c 1 a 2 . 3 ,2TC fl2 _ , 

2 3 | C p l
? 1 

3 3 ah?. 

15. Plaknē atrodokas liknes loka garums. (Rektifikācija). Ar 
nolīdzina jumu 

y = /(*) 

Zīm. 16. 

dota plaknē līkne AB (zīm. 16). 
Pieņemam, ka funkcijas f(x) un f'(x) vienvērtīgas, nepārtrauktas 

intervālā (a, b). 

Saskaņā ar [8] tad 
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Apzīmējam loku ^„71? ar s, tad: 

lim / = 5 (S r —»• 0 ) 

s = lim ^ = lim 2 5,. |/f~+7R(5r7 

No [8] zināms, ka 

b 

iim SSR Vi + [/'(̂ ļp = fyr+TW- .̂ 
n—>•» 1 J 

Loku M0M iedalām n daļās, kas var būt arī nevienlīdzīgas. 
Tad punktiem 

M0 Mx M2 M„ = M 
atbilst abscisas 

a — x0 xx . r a xn = b. 

Punktus MQMX, MXM2 u t. t. savienojam ar taisnēm un dabūjam līknē 
ierakstītu poligonu. 

P a r l ī k n e s g a r u m u , s t a r p p u n k t i e m M0 un M 
s a u c i e r a k s t ī t ā p o l i g o n a p e r i m e t r a r o b e ž u , uz 
k u r u t a s t i e c a s , k a d i e d a l ī j u m u s k a i t s H - > o o . 

Poligona mala i r : 

c r - Mr_x Mr = M(xr - + ( J R - J V - i ) a " 

- \\xr - Xf_rf + [/(*,) -/{xr_№ 

Pielietojot Lagranža teorēmu dabūjam: 

c = ]/(xr - *„_!)*+ (xr - .xr_1)2/7(l7)2=(̂  - * , - , ) ) / i + f ' £ r Y . 

Poligona perimetrs p i r : 

p = l c r = Š(x, - r r _ , ) ļ/l +/ ' ( . £ , ) 2 

1 1 
Liekam 

Xy xy—ļ — Sj,, 
tad 

p =SSrVi 4-/'(Q"2 
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5 = j V l 
a 

Ja M uz līknes mainīgs punkts, tad b vietā liekot x dabūjam 

X 

s = fl/l + f'(x)2dx. (1) 
a 

Ja loks 5 aug ar augošu x, tad sakne še jāņem ar 4 - zīmi. Pretējā 
gadijumā sakne dabu — zīmi. 

Diferencējot formulu (1) attiecībā uz x, dabūjam 

ds = ]/l + f'(x)2dx = ļ/l 4 - y 2dx = Vdx* 4 dy2 

Ja līknes nolidzinājums dots parametriskā veidā 

x = <p(fl; y = 4»(/), 

tad 

un 

ds = ļAp'(/)2 4 - <|/(/)".rf/ 

s = fy<p'(t)*+<Ļ'(t)*dt. 

Zīm. 17. 

J a līkne dota polarkoor-
dinatās ar nolīdzinājumu 

r = / ( ? ) , ( « m . 1 7 ) 

tad 
x = r cos cp; 

dx—dr cos cp —r sin cp a'cp. 
X y = r Sin cp; 

dy=dr sin cp4-r cos cp a'cp. 

Ieliekot o1*- un dy vērtības 
sekojošā formulā dabūjam 

ds = ydx2 4 - dy2 — M(drcos'ļ — rsin cp a'cp)24- (aVsin cp 4 - rcoscpa^y) 2= 

Tā tad 
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ds = ]/a2 4 - « 2 9 2 '̂-p 

f 
s = a jļ/l 4- cp2 rfcp. 

Nenoteiktais integrāls 4 - cpVcp aprēķināts [5] kur dabūjām 

j " ] / ī T 7 f dŗ = | - V F T V 2 + \ i (9 4- V r T T 2 ) -

Tad 

s = |- i ' - p v r ^ r ^ 2 4- / (i + v r + T 2 ) i £ ; . 

P i e m ē r s . 

Riņķa loka garums. 

*a _ļ_ yt _ ,3 _ o, 

_y = ± Vr 1 — %a. 

Ņemam sakni ar 4 - zīmi, t. i. riņķa loku virs x ass, tad 

Apzīmējot 

dabūjam 

ds — \r'  2 -+ r- dy. 

Šo sakni ņemam ar 4 zīmi, ja loks aug ar augošu cp. Loka garumu 
dabūjam 

? 
s = j ļ / r ' H - r a <Ap. 

P i e m ē r s : 

Archmieda spirāles nolidzinājums ir 

r — acp. 

r ' = a. 
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un 

Integrālrēķini 111 nod. 

S = 

X r 

= r \ arc sin — = r {arc sin 1 — arc sin — 1) = 
I r \-r 

Tā tad pusriņķa loks ir r it 
un visa riņķa loks = 2r it. 

P i e m ē r s . 

Riņķa nolidzinājums 
X parametriska veidā. (Zīm. 18.) 

x — — r cos cp ; 
x' = r sin cp. 

_v = r sin cp 
y ' = r cos cp. 

Tt 

I-1 
l * o J 

Zīm. 18. 

TZ 

s = j ^ x ' 2 ^ = y i / ^ 2 cos 2 cp 4 - r 2 s i n 2 c p d'f — r J tf'cp; 

o 0 

Tā tad pusriņķa loks 

5 = r | Cp | Q :— fTZ. 

Riņķa loks = 2 . ne. 

16. Tilpuma aprēķināšana. (Kubatūra). Apskatīsim virsmu, ko 
šķeļot ar plaknēm, kas |ļ zy plaknei, dabūjam slēgtas līknes, (zīm. 19). 
Virsmas šķēlumi ar plaknēm x = a un x = b dod līknes ar 
laukumiem L0 un Ln. Šie šķēlumi un virsma ierobežo tilpumu, ko 
apzīmējam ar V. 

Iedalām intervālu (a, b) n daļās, tad dalošo punktu abseisas ir 

a = x0, xt xr—i, xr x„ = b. 
Apzīmējam 

xr — xr_i = S r . 
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Caur dalījuma punktiem xr_x un xr liekam plaknes || zy plaknei. 
Šis plaknes dod šķēlumus ar laukumiem Lr_^ un Lr. Pieņemam ka 
šķēluma lauukums ir nepārtraukta funkcija no x, šķēluma attāluma no 
zy plaknes. Tad 

l x = f(x). 

Z 

Zīm. 19. 

Šķēlumi Z . r _ ļ , Lr un virsma ierobežo elementāro tilpumu AVt Ja 
intervālā 5r vislielākais šķēluma laukums ir L un vismazākais /, tad 
redzams, ka 

lir < AVr < Lhr. 

Elementāro tilpumu AVr atvietojam ar cilindru, kā pamats ir laukums 
Z.^ un augstums S r tad 

l < L- < L (L; virsmas šķēlums ar plakni x = ?r). 

Elementāro tilpumu AVr atvietojam ar cilindru un ja šadi atvietojam 
visus elementāros tilpumus, tad dotā virsma tiek atvietota ar jaunu 
virsmu. Ši jaunā virsma jo mazāk atšķiras no dotās virsmas, jo ma
zāku pieņemam 8 r . Ievērojot augšējo, meklēto tilpumu definē: 

V = 1im SAJ / , =31im XLp 5, = 1im S / ( g , ) i 
w — i n—*•» 1 »—»-00 ļ 
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lim 2 / ( g r ) 8 r = f f(x)dx. 
» - > c o 1 J 

a 

b b 

V= ļ f(x)dx = JLxdx. 
P i e m ē r s . 

Dabūt elipsoida tilpumu. 

Elipsoīda nolīdzinājums ir 

x2 , y2 . 32 

„ . + £ + 7 * - 1 = 0. 

Zīmējumā 20 parādīts elipsoida oktants 

(2) 

z 

c 

c 

0 

/ FI 

1/ 

Zim. 2 0 . 

Izdarot šķēlumu J _ pret JI: asi, attālumā ^ no yz plaknes, dabū

jam elipsi ar pusasīm z un y, no kuras apskatam - ļ - daļu. 

No elipses nolīdzināju ma jtry plaknē 

dabūjam: 

Kā zināms 

Tā tad 
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No elipses nolidzinājuma xz plaknē 

331 

% + - a - 1 = 0 

dabūjam 

Laukums Z>EF = -J-£iit = ~ bc (\ — = /(*). 

Elipsoida 4~ daļas tilpums tad, ievērojot formulu (2), i r : 

, „ L _ .r» j« = r,bc 2 
4 s a I "3 ļo 4 n 2 " 3" 

o 

Visa elipsoida tilpums 

„ i r a Ä c 4 , 

R o t ā c i j a s ķ e r m e ņ a 
t i l p u m s . 

y 
B 

Ja līkne AB (zim. 21.) , 
kuras nolīdzinājums ir 

y = /(*), 
0 b 

griežas ap . r asi, tad dabūjam Z | m - 2 1 -
rotācijas ķermeni. Še katrs šķēlums L, I pret % asi, ir riņķis ar 
rādiusu = y un laukumu «-̂  

Z. x = ^v2 TC = f(xf TU. 

Tādēļ rotācijas ķermeņa tilpums, ievērojot formulu (2) ir 

b b b 

V = JLX 7C dx = j * 7 t y . rf* = TC j y*dx. 
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O 

Zīm 22. 

= - [ ( " " ) - ( - ^ T ) I = ' ( " - - M = ^ 
Ja riņķa nolīdzinājums dots 

y 

parametriskā veidā 
^ 

x — — r cos cp; i ^ \ 
<y.r = sin cp dz>. i 0 \ 

y = r sin cp. 

Tad 
Zīm. 23. 

1C 7 T TC 

^ = y (r sin cp)2 (r sin cp o'cp) = TU y* r 3 s in 3 q> d<ŗ = r^izjsin8 cp o'cp. 
o 0 0 

J~ sin3 cp rfcp = y s in 2 cc sin cp rf» = — J* (1 cos 2 cp) a" cos cp = 

— cos cp -4- cos° 

Ī T 

/ . i n - 9 r f ? = ~ c o s T + c ^ - ŗ = [ ( i - ļ ) - ( - 1 = j ) ] = i 
0 

Tad 
„ . 4 4 . 

P i e m ē r s . 

Lodi dabūjam, ja pusriņķis griežas ap x asi. (Zīm. 22.) 

<J Še 

y2 — r2 — X2. 

Lodes tilpums V tad ir 
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17. Rotācijas virsmas laukuma aprēķināšana. (Komplanacija) 
Pieņemam ka y = f{x) ir vienvērtīga, nepārtraukta funkcija inteivalā 
{a, b); tad, ja šīs fuukcijas attēls līkne M0 M, (zīm. 2 4 ) . 

y 

n 

•^^^^^ 

Mr 
H 

0 - a • 
u 

0 
X 

Zīm. ¿4 

griežas ap x asi, līkne M0 M veido rotācijas virsmu. 

Loku M0 M iedalām n daļās, tad līknes punktiem 

MQ Ml M2 Mr_^ Mr M„ = M, 

atbilst loki 
•̂o ^1 ^2 SR — 1 S R SĻT — S. 

Apzīmējam loku 

Mr_i Mr = sr — 5 , . _ i - A s r . 

Savienojot ar taisnēm punktus M0 M, Mx M2 Mr_^ Mr, u. t. t. 
dabūjam poligonu. 

P a r r o t ā c i j a s v i r s m u , k o v e i d o l ī k n e M0 M, g r i e 
ž o t i e s a p - r a s i s a u c t ā s v i r s m a s r o b e ž v ē r t ī b u , k o 
v e i d o r o t ā c i j ā l ī k n ē M0 M i e r a k s t ī t ā p o l i g o n a 
m a l a s , k a d n->x> u n k a t r a m a l a t i e c a s u z 0. 

Apzīmējam chordu 

Mr — Mr_i = c r . 

Rotācijā taisne cr veido nogriesto kona virsmu tar 

(1) 
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Rotācijas virsmu, ko veido likne M0 M, apzīmējam ar Q. Rotācijas 
virsmu definē ar izteiksmi 

n 
iž = 1im 2 i o r . (<r r-•()). (2) 

» - > - 0 ) 1 

Nolīdzinājumu ( 1 ) varam rakstīt 

yr_i + yr _ y r - i + yr or 2TC. ģ — 2 t : (As r - C f , ) . 

tad 

lim 2 O ) , = 2 T C 1im 2 ^ — - ^ r - A s r - 2 i t 1im 2 - - — — - ( A s , - c r ) (3) 

Apskatam izteiksmes (3) labās puses otro locekli. Apzīmējam 

J V - I + yr 

2 = nr-

Intervālā (a, b) atrodošo vislielāko y\r apzīmējam ar tj , tad 

0 < 2 i j r (As, — cr) < Tj 2 (As r — cr) = tj (MQM — 2 cr) (4) 
1 i i 

Saskaņā ar loka definiciju 
^ _ n 

M0M = lim 2 c r , 
« — > C D 1 

tādēļ 

lim tj 2 (As r — cr) - lim tj (M^M ~ 2 cr) = 0. (5) 
w—>•» 1 «—>-<x> 1 

No (4) un (5) secinām, ka arī 

lim 2 T j r ( A s r — c r ) = lim 2 — ^ (As r — c r ) = 0. (6) 

Ievērojot (6) redzam no izteiksmes (3), ka 
" " 4 - yr » 

lim 2a),. = 2tt lim 2 — — = As r = 2t : lim l ' T j r A s , . 
tf->E 1 «->•"> 1 ^ «—>•«> 1 

Tā kā 

lim 2 ū) r = Q 
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un 

tad 

2~ 1im 2 T j r iXsr = 2 - ļ y ds, 
n—>•<*> i J 

s 

Q = 2tc j' yds. (7) 
^0 

š i s n o l ī d z i ū a j u m s d o d r o t ā c i j a s v i r s m u o r t o g o 
n ā l ā s k o o r d i n ā t ā s . Tā kā 

tad 
¿ 5 = 1/1 -ļ- y a dx, 

x 

= 2tc Jjvļ/l 4- y 2 (8) 

*0 
J a l ī k n e s n o l ī d z i n a j u m s d o t s p a r a m e t r i s k a v e i d a 
tad 

* = ?('); = ds = y<p ' ( /« ) + 4-'(/)2 dt 
un 

•1 

Q = 2tc j«|>(0V<P'(')9 + +'(/)* <tf. ( 9 ) 

J a l ī k n e s n o l ī d z i n ā j u m s d o t s p o l a r k o o r d i n a t a s , 
tad 

r = / ( c p ) ; v = r sin cp; </.s = 1/ r'2 4- r2 tf"cp 
un 

/ 
?0 

Q = 2tt JVsin cp 1/ r'2 - f r 2 rf?. 
P i e m ē r s . 

Lodes virsmu dabūjam, kad 
pusriņķis griežas ap x asi (zīm. 
25) . Šī pusriņķa nolīdzinājums ir 

y = V^^^2, 

ds = ļ/l 4 - y 2 

(10) 

Zīm. 25. 



336 Integrālrēķini 111 noti. 

2izr ļdx = 2Tzr\x - 2Tcr 2r = 4r 2rc. 

J a riņķa nolīdzinajums dots parametriska veida 

Tad 

x = — r c o s cp; x' - rs in cp. 

y — r Siti rf J _y' ;= r COS Cp. 

TL 

Q = 2 - Jrsin cpļ/ (rs in cs) 2 4-(rcos cpfo'cp = 2r.J r2 sin cj (fcs = 

= 2~r 2 j sincp «"cp — — 2 - r 2 | cos cp \Q = 2~r2 cos cp |T C = 

u 

= 2r:r 2 11 — (— 1)] = 2 - r 5 2 = 4r2TC. 

C e t u r t a n o d a ļ a . 

Integrāls ņemts gar līkni. 
18. Līkņu kvadratūra ortogonālās koordinātās. Apskatīsim 

jēdzienu, integrāls ņemts gar līkni, sakarā ar laukuma aprēķināšanu 
plaknē. Kā redzējām, laukumu L (zīm. 26) dabūjam 

L = f f{x)dx = f y dx 
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Še y = f ix) dota kā vienvērtīga, nepārtraukta funkcija uo v. 

Laukumu L, ko ieslēdz 
šī līkne, dabūjam šādi. 
Redzams ka Zim. 27. 

b b b a 

L = Ydx- ydx = Ydx + ydx. 
a a a b 

Ja punkts A aptek līkni M0 AMBM0 norādītā virzienā, tad 
katram līknes punktam ir piekārtota noteikta ordinata. Augšējās 
izteiksmes labajā pusē atrodošo integrālu summu tad varam apzīmēt 
ar simbolu 

neatšķirot Y un y, bet apzīmējot abas ordinatas ar y. 

Šis simbols lasāms: i n t e g r ā l s g a r l ī k n i C no ydx nega. 
Uvā virzienā. Līknes C vietā var būt arī konturs, kas veidots no 
līkņu vai taišņu gabaliem. Negativais virziens še noteicams šādi: 
novērotājam, kas kustas uz līknes ar punktu A negativā virzienā, 
līknes ieslēgtais laukums atrodas pa labi. 

Šādu integrālu ņemtu gar līkni, varam aprēķināt, izteicot x un y 
kā atkarīgus no kāda parametra /, izvēlot parametru / tā, kad para
metrs mainas no t0 līdz /, tad. kustošais, no parametra atkarīgais, 
punkts aptek visu līkni. Ja 

c 

x = <p(0 y = +(0. 
dx = fp'(f) dt, 

tad 

22 
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P i e m ē r s . 

Dabūt riņķa laukumu, kā centra koordinātas ir a un 3 un 
rādiuss r. (Zīm. 28.) 

Zīm. 28. 

Riņķa nolīdzinājums ir 

(x — af 4 - (y — 3) 2 — r 2 = 0. 

Šī riņķa nolīdzinājums parametriskā veidā ir 

x = a -f r sin dx = r cos / dt. 
y = 3 4 - r cos 

Ja / mainas no / = 0 līdz / = 2 r , tad kustošais punkts A aptek 
visu riņķi negativā virzienā. Tad 

2TC 2TC 2Tt 

L = J " j y « * = J * (34-rcos/) r c o s /o7= $r j cos t dt + r2 j cos 2 / «7. 

Še integrals 

un 

2 ~ 

cos / dt = 0 

27Ī 

J * cos2 / «ft = -
2 7 C 21t 

4 cos 2 / 
2TC 

= - 2 " / * + ļ / c o s 2 / dt. 
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Še beidzamais iotegrals ir 0, tā tad 

2TC 

' at - -
o 

Zīmējumā 29 y 
parādīti gadijumi 
I, II, III, kad slēgtas 
līknes laukums ie
ņem dažādu stā
vokli pret x asi. — Q 

Ar līkni ieslēg
tais laukums visos 
trijos gadījumos, ka 
viegli ieskatāms ir 

339 

Ziru. 29. 

L = J ydx. 
C 

Augšējā formulā, kā augša norādīts liknes ordinatas Y un y abas 
apzīmētas ar y. 

Tā kā 

f ydx = ļ Ydx + ļ" ydx (sk. zīm. 27) 

tad 
a 

+ a b 

j ydx = f Ydx + j ydx. 

Saskaitot dabūjam 

tā tad 

Šī formula izteic: 

b a 

+ 
j ydx 4 - ļ ydx = 0 
C C 

+ 
j ydx ---- — J ydx. 

J a i n t e g r ā l a m g a r l ī k n i m a i n ā m v i r z i e n u , t a d 
m a i n a s i n t e g r ā l a z ī m e . 

2 2 ' 
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Ja līkni krusto taisne, kas paralēla y asij, vairāk kā divos punk
tos, tad sadalām kontūru daļās, lai katras daļas konturs tiktu krustots 
tikai divos punktos. (Zīm. 30.) 

Tad 

L=LX 4-Z-2=jydx 4- jydx = Jydx 4 Jydx 4 Jydx 4- jydx 
DABD BCDB BCD DB 

0 

un fydx 

Zim. 30. 

Ja līknei ir dubultpunkti, tad (zīm. 31) 

Jydx dod laukumu /_, un V 

starpību, jo laukumu dabū
jam, aptekot līknes daļu kas ieslēdz 
Lx negativā virzienā uu Z 2 , ap
tekot līknes otru daļu, pozitivā 
virzienā. J a līkne nav slēgta, ka 
zīmējumā 32, tad, ievedot punktu 
B un A ordinatas CB un AD, 

DAB BD 

Integrāli 

/ y d x 

BD DB 

ir ar pretējām zīmēm, tie iznīcinās; 
^ paliek 

L — Jydx 4- f ydx == j ydx. 
DAB BCD 

Zim. 31 . 

Zīm. 32. 
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dabūjam slēgta kontūru. Veidojam integrālu ņemtu gar šo kontūru 

jydx = f ydx -f- j ydx + f ydx f j ydx 
" V"~ ~~ CD 

(«) 
BC DA AMBCDA AMB 

Labajā pusē 

ļ ydx = 0, jo taisnes BC punktiem dx = 0. 
BC 

Tāpat 

un 

I" ydx = 0, jo taisnes CD punktiem y = 0 
CD 

j" ydx — 0, jo taisnes DA visiem punktiem dx = 0. 

DA 

Izteiksme (a) kreisā pusē dod svītroto laukumu L, tā tad ievērojot 

augšējo 

L=j ydx = f ydx 
AMB C 

Ja līkne krusto x asi 
zīm. 3 3 , tad re
dzams, ka Q 

j ydx — J ydx 
AB C 7- a 3 

Zīm. 33 . 

dod L2 — Z.J, jo L2 aptecēts negatīvā virzienā, bet Lx pozitīvā. 

19 Sektora laukuma diferenciāls ortogonālā koordinātu sistēmā. 
Sektora laukums dS polarkoordinatu sistēmā ir 

dS — - ļ - r2 d<s. 

Sektoru ierobežojošas līknes nolīdzinājums dots ar 
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Šis līknes punkta M koordinātas ir dotas ar 

No augšējā dabūjam: 

x — r cos cp ; y = r sin cp. 

y y 
-•— = tg cp un cp = arctg —, 

Diferencējot dabūjam 

Zīm. 34 . 

, x dy — y dx . . 

Tā kā 

*> 4- ^ = r\ (3) 

redzam no («) un 
- (P), ka 

r'rfcp = x dy — ydx 

dS — -~ <fy — _y ^ ) (1) 

Ja dota slēgta līkne, zim. 34, bez dubultpunkta, ko rādiuss vektors 
t 

krusto tikai divos punktos MX, MLT tad ar šo līkni ieslēgtais laukums 
L i r : 

L = sektors OM0MXM'O — sektors OM0M[M'O. 

t 

Apzīmējam rādiusus vektorus OMĻ un OMX ar r un 7?, laukums L , 
tad ir 

Š o izteiksmi 

. T . T To 

(2) 

To To 

To 

T 

ļ R*d<p + ļ r* rfcp 

To 
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varam uzskatīt ka integrālu ņemtu gar līkni un tādēļ neatšķirot 
R un r rakstīt 

?0 + j R2 dv +• j r2 = 1^4^=1 (x dy - y dx). 
?o <P c c 

Tā tad augšējās slēgtās līknes laukums ir dots ar izteiksmi: 

L = y jr2dv - ^ J (xdy — y dx) 
C C 

Ja integrālu 

+ + 
-1- J r2d ŗ = y ļ (x dy — y dx) 

ņemam gar neslēgtās līknes loku AB, tad 0 

dabūjam sektora OAB laukumu, jo sek-
tora laukums i r : 

+ 

(3) 

Zīm 35 . 

BO 

S = ļ / r ^ . = ļ / r 2 d , = Ļf S d ŗ + ļ J r 2 d y + \ j r 2 d , 
C OABO O A AB 

Še 

y f r2 d<? — 0, jo dy gar O A ir 0 
OA 

- ļ - j r2 d<ŗ = 0, jo d<ļ> gar 5 0 ir 0. 

Tā tad 
BO 

+ 
S = y / r 2 ^ = y / O rf> - jv <¿r) 

P i e m ē r s : 

Dota līkne 

Zīm. 36. 

y - sin 

Dabūt svfroto laukumu Z.(zīm.36.) 
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L = sektors OBAO = -^- j(x dy —y dx) = - ļ - f (x cos x dx — sin x dx). 
BAOB i? 

TC 
Pēdējā integrāla robežas ir un 0, jo ja x mainas no ^ līdz 0, tad 

punkts B aptek sektora loku BAO pozitivā virzienā. 

o o 

L = "^"[^J* x c o s x dx — ^J" sin x dx ļ . 

2 1> 

J x cos x dx = sin * — Jsinxdx = -r sin .r -ļ- cos x 

j sin * ^ = — cos x. 

Ievērojot augšējo nenoteikto integrālu izteiksmes, dabūjam: 

L — \x sin x 4 - cos x — (— cos x)\ ° = - ļ - 1 * sin x 4- 2 cos .rļTC -

= T [ * - ( f ' ) l - ' - f 

20. Rotācijas tilpums ar integrālu ņemtu gar līkni. Rotācijas 
tilpums še tiek veidots 
ar slēgtu līkni (zīm. 37), 
kam nav dubultpunktu. 
Šo līkni krusto taisne 
|ļ y asij divos punk
tos. Punkti A un B 
ir abscisām a un b 

X piekārtotu ordinatu 
pieskaršanās punkti 

Zim. 37. līknei. 

Līkne AMB veido rotācijas tilpumu: 

b 

V2 = TC j Y2 dx. 

a 
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Līkne AM'B veido rotācijas tilpumu: 

b 

Vx = - j y2 dx. 

245 

Ar slēgto līkni AMBM'A veidotais Totacijas tilpums ir : 

b b b a 

V= V^— Vx=- j Y2dx — rcļ y 2 d x = - j Y2dx + izj y2dx 

Piekārtojot katram līknes punktam šī punkta ordinatas kvadrātu varam 
rakstīt: 

b 

: ļ Y2dx = r.ļ F4 dx 
AMB 

un 

ĪT jy2dx — J y2 dx. 
b BM'A 

Še redzams, ka šādā gadījumā atšķirība starp Y un y atkrīt, tādēļ 
varam rakstīt: 

V = - J y2 dx 4- ~J y2 dx = - ļ y2 dx. 
BM'A AMB 

Tā tad, ar slēgtu 
līkni veidoto rotācijas til
pumu dabūjam ar augšējo 
integrālu, kas ņemts gar 
dotās līknes kontūru C 
negativā virzienā. 

Šī līknes integrāla 
aprēķināšanai, līknes no
līdzinājums jāizteic para-
metriskā veidā 

x — CPĪT"); y — <Ļ(t). 

Parametrs r ir tā 
jāieved, ka ja / mainas 
no t0 līdz /, mainīgais punkts M aptek visu līkni. 

Zīm. 38 
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y = - j yl dx = TC j (R 4 - r cos tfr cos / dt = 

C o 
TC 

= - j (R"-r cos t 4 - IRr2 cos 2 / 4 - r3 cos 9 /) dt = 
0 

27C 2TC 2TC 

= -R*r J cos/ dt 4 - -K2R->* j cos 2 t dt + icr* ļ cos 9 / 

Ievērojot cos / un cos 3/ grafikas redzams, ka augšēja izteiksmē pirmais 
un pēdējais integrāls ir 0. 

Tad 

2TC 2TC 

V = TC2/T> 2 f cos 2/ dt = Tc27?r2 f] + ™S2' = TC2/T>2 cos2/ rt7 = Tc27?r2 J*-
0 

2TC 2TC 

3fdt + ^fcos2tdt. TORT* 

'' 2 
o o 

Tā kā še otris integrāls ir 0, tad 

V = izRr* |/|* x = 2 T C W . 

Šo izteiksmi varam rakstīt 

V = » 2TC . 2i?7c. (Guldina formula). 

P i e m ē r s : 
Dabūt tora tilpumu, (zim. 38). 
Dots riņķa nolīdzinājums parametriskā veidā: 

x = r sin /; dx — r cos / dt 
y = R 4- r cos /. 

No zim. 38 redzams, ja / mainas no 0 līzd 2 - , mainīgais punkts M 
aptek visu riņķi. Ja šis riņķis griežas ap x asi, tad veidotais rotā
cijas tilpums ir tors. 

Tora tilpums, saskaņā ar augšējo, i r : 
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Viegli ieskatāms, ka 

- ļ y 2 d * 

dod tilpumu V arī ja viss 
slēgtais konturs atrodas 
zem x ass. (I) (zīm. 3 9 ) . 
Bet ja konturs krusto x asi, 
tad dabūjam 

y2ax V V". 

O 

M 

M 

Zim. 39 . 

D C 

Zīm. 40. 

kur V ir rotācijas tilpums, kas veidots ar 
B līkni AMB, un V" rotācijas tilpums, kas 

veidots ar līkni AM'B. 

Ja līkne nav slēgta, (zīm. 40.) 

— X tad TC j y2dx dod rotācijas tilpumu, veidotu 
AB 

ar kontūru ABCD. 

21 . Rotācijas virsmas komplanaclja. Kā redzējām, rotācijas 
virsmas laukums ir (zīm. 41) . 

Q = 2TC J yd.t 

Ievērojot integrāla, ņemta gar 
līkni definiciju varam rakstīt 

0 

a 
Zim. 41 

= 2TC j yds 

AB 

tad 

ii 

Zīm. 42. 

Ja konturs slēgts, (zīm. 42 ) 

= 2TC y yds — 2TC J yds 

AMBM'A C 
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tad 

Zim 43. 

ii = 2i: 

ds = y<p'(f)* + tp'(/)2 dt, 

t 

Q = 2TC ļ <ļ>(/) Vcp'(/j2 + f'77)2 tīt. (1) 
P i e m ē r s : 

Tora virsma (zīm. 43.) 

x — r sin /; * ' = ŗ'(/) = r cos /. 
jV = 7? 4- r cos t; y' = <Ļ'(t) = — r sin /. 

Ja / mainas no t0=0 līdz t—2ic, 
tad M aptek visu riņķi. 

Ievedot augšējās vērtības iz
teiksmē (1) dabūjam 

27t 

j {R -\- r cos /) ^Vcos 2 / -f- r 2 sin t dt = 
0 

27t 2TC 27t 

2T:r j (R + r cos /) aï = 2-r/? fdf+ 2-KT1 j cos / 
0 0 

Labajā pusē otrs integrāls ir 0, tādēļ: 

Q = 2-rR \t\ Q
2 7 : = 4TCV/? = 2r.r 2r,R (Guldina formula) 

22. Statiskais moments, smaguma centrs un inerces moments. 
Dots xy plaknē paralelograms (zīm. 44.) , ar vienmērīgi sadalītu masu. 

Iedalām starpību y — y0 n daļās. Intervālā yr — j y r _ i = zr 

ņemam pēc Elementarlaukums ab c d ir 

Integrāla aprēķināšanai jāizteic līknes nolīdzinājums parametriskā veidā. 

x = <p(/); 
y = +W-

Parametrs / ir tā jāieved, ka ja / mainas no /„ līdz /, tad mainīgais 
punkts M aptek visu līkni. Tā kā 
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Veidojam reizinājumu \rļr, tad par paralelograma ABCD 

s t a t i s k o m o m e n t u ,l/ s attiecībā uz x asi, sauc sekojošo izteiksmi 

y 
B 

Zita. 44. 

— X 

Ms - 1im S A r T j r = A 1im S ^ e r = h ļ y dy 

M , x = h f y < l y Y i y i J o = A 

Apzīmējam paralelograma laukumu ar tad 

F = /i (y — y0) 
Liekam 

tad 

F = 71/, 

X = - *o + * 

Tāpat dabūjam 

M, 

7 

Punktu paralelogramā, 
ar koordinātām X, Y, sauc 
par paralelograma s m a 
g u m a c e n t r u , X un Y 
p a r s m a g u m a c e n t r a 
k o o r d i n ā t ā m . Zim 45 . 
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lim 2 ( r j ^ - T ) 1 r ) S r ļ 

«—•no 1 
b 

= lim | l W2f - n\) S r = ļ f ( ^ - y\) dx 
(7 

Apzīmējot ar līkni ieslēgto laukumu ar F un šī laukuma sma
guma centra ordinatu ar Yt liekam 

b dx. 

Ka zinām 

Tādēļ 

f(yī- y\) d x = j ? d x -

Y = 

f y*dx 
1 c 
2 F 

Līdzīgi dabūjam smaguma centra abscisu 
+ 

Ja laukums ieslēgts ar līkai, tad tā smaguma centra koordinātas 
dabūjam sekojoši. 

Intervālu a, b (zim. 45.) iedalām n daļās. Apzīmējam 

xT — xr_f = S r . 

Pieņemam, ka abscisai \ r atbilst trapecas M'MNN' vidus līnija 

Šo trapeču atvietojam ar paralelogramu, ka augstums k j)2f — l i 
platums S r un laukums (r| 2 r — T n r ) S r - Šī paralelograma statiskais 
moments, attiecībā uz x asi, ievērojot formulas (>4) un (B) ir 

( l 2 r - * J V ) 5 r 2 . 

Visa, līknes ieslēgtā laukuma, statiskais monents, attiecībā uz x 
asi, tad ir 

« *)2,. + * h r 
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P i e m ē r s . 

Dabūt riņķa laukuma smaguma centra koordinātas. 

Riņķa nolīdzinājums ^ 
parametriskā veidā ir 

x = a + r sin / 

y — 3 -ļ- r cos /. 

351 

F = 

/ y2dx 

\C 

2 F 
Zīm. 46. 

2TC 

1 5 

2 

J " (3 - f r cos /) 2 r cos / dt 

27C 

1 5 

2 

J * (3V cos / + 2 3 r 2 cos 2 / + r tos 3 /) rf/ 

r-i: 

27t 2 ~ 27t 

Tā tad 

[prf COS t dt -\- 2 [ir2 J COS2/ dt+ f3 f COS3/ i//ļ: 
0 0 0 

0 

21t 27t 

= 2 ^ 2 ^ [ ļ p > + j / cos 2 /<//] = 
0 0 

= I ^ ; * " , [ T I ' I . " + 4 

1 
2 ^ T C 

2 p r2 7t = 3. 

Līdzīgi dabūjam, ka 
X = a. 
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Ka agrāk redzējām, rotācijas tilpums, ko veido slēgta līkne C, griežo-
žoties ap x asi, i r : 

= - ļ y'2 dx, 

Ta ka 

tad 

F Y = ± f y * d x . 

V = 2 F 7 - = 2 y TT F (Guldina formula ) 

R o t ā c i j a s t i l p u m u d a b u , r e i z i n o t k o n t ū r a a p t v e r t o 
l a u k u m u ar š ī l a u k u m a s m a g u m a c e n t r a c e ļ u . 

Še pieņemts, ka konturs 
nekrusto rotācijas asi x. 

P l ā k n ē a t r o d o š a l a u 
k u m a i n e r c e s m o m e n t s . 

Pieņemam, ka paralelo
grams ABCD (zīm. 47.) homo
gens un tā malas paralēlas koor-

- X dinatu asīm. Iedalām intervālu 
f yj) n daļās, apzīmējot 

Vr - >'r- = 

y 

B 

1 A : 
-

\ 

0 

7 
Ir 

h 

7.im. 47. 

Par p a r a l e l o g r a m a ABCD l a u k u m a i n e r c e s m o 
m e n t u Jx, attiecībā uz x asi, sauc izteiksmi: 

J x = lim 2 (A zr) rtr — h lim - r\\tr 

«—»•00 1 tl—>-QO 1 

y i 

J x = h j f- dy = | ( > ļ -

yi 

h \ f dy. 

( O 

I n e r c e s m o m e n t s , k a d l a u k u m u i e r o b e ž o l ī k n e . 

Pieņemsim, ka līknes kontūru krusto taisne kas y || asij divos 
punktos un kontūrām nav dubultpunktu. (Zīm. 48) . 
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h = S r = Xr — Xr_ •,. 

Tad uzskatot elementarlaukumu par paralelogramu un ievērojot augšējo 
formulu (Cj) dabūjam visa, ar līkni ieslēgtā laukuma inerces momentu 

b 

Ar y2 apzīmētas līknes y 
AMB un ar jVļ līknes 
AM'B ordinatas(zīm.48.) 

Augšējo izteiksmi 
varam arī rakstīt 

J*=TI* DX-
c 

Šis līknes integrāls aprē
ķināms, kā agrāk norādīts. 

y 

M 

V 0 V 0 X 

Zim. 49 . 

27C 

P i e m ē r s . 

Riņķa inerces moments at
tiecībā uz diametru. 

Riņķa nolīdzinājums pāra-
metriskā veidā ir 

x = r sin /; y T= r cos t. 

= 1 / r 3 cos 3 / r cos / 

2TC 

/ , = — r 4 f cos 4 / dt. 
3 J 

23 

Intervālu (a, b) iedalām n daļās. 

Apzīmējam 
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2TC 
cos 3 / sin / 2 TC 

/ cos 2 / dt. 

Labajā pusē pirmā izteiksme ir 0. 

Tā tad 

2TC 2 ~ 2TC 

1 4- cos 2 / 
<i7 = 

2TC 

0 

2 ~ 

= 4 t / * + t 

Še labajā pusē otrs integrāls ir 0. 

Tā tad 
2TC 

/ c o s 4 tdt = 3 - 4 l / 2 - - 3 

4 2 

un 
?TC 

/ cos 4 / dt = T: - f4 TC 

P i e k t ā n o d a ļ a . 

Noteiktā integrāla jēdziena paplašināšana. 
23. Paplašinājumi atkarībā no zemlntegrala funkcijas veida. 

Noteikti integrāla 

X) dx 

ļ c o s 4 t dt — I" cos 3 / cos / dt J c o s 3 1 d (siū /) = 

= cos 3 / sin/ — j sin / 3 cos J / (— sin/1 dt — 

= cos 3 / sin / 4 - 3 j sin- / cos 2 t dl = 

^= cos 8 / sin/ 4 3 j (1 — cos 2/) cos 2 / ¿/7 = 

= cos 3 / sin / + 3 j cos 2 / dt — 3 / cos 4 / «7. 

f . . c o s 3 / sin / , 3 f 0 , 
J cos 4 / dt = (- — J cos 2 / «7. 

2TC 

f cos 4 / r// = 
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CL fi 
Zim. 50. 

3, tad, ievērojot noteikta integrāla 

jēdzienu definējot, tika pieņemts, ka funkcija f(x) integrēšanas inter
vālā (a, b) i r : vienvērtīga, pozitiva nepārtraukta un kā integrēšanas 
robežas ir galīgas. 

Jau agrāk [10] paplaši
nājām, kā /(*•) var būt inter
vālā [a, b) tiklab pozitiva kā 
negativa. Še izdarīsim tālākus 
paplašinājumus. Ja zeminte-
grala funkcija f{x) intervālā 
(a, b) ir pārtraukta galīgu 
lēcienu veidā, kā redzams zī
mējumā 50., vietās x = a un x 
pamata īpašību [12] (3) dabūjam 

b a—e 3—e b 

ļ f[x) dx = 1im \ļ f{x) dx + f / ( * ) dx +f / ( * ) dx\ 

a e-*'0 a a + e 3+e 
Lai integrālam būtu noteikta vērtība, tad pārtrauktību vietu skaitam 
jābūt galīgam. 

Integrālus, kuru zemintegrala funkcija integrēšanas intervālā ir 
nepārtraukta vai arī pārtraukta, ar galīgiem lēcieniem, kuru skaits 
ir galīgs un integrāla robežas ir galīgas, sauc par ī s t i e m 
i n t e g r ā l i e m . 

Par neīstiem sauc tādus integrālus kuru integrēšanas intervāls 
ir o o , vai zemintegrala funkcija f(x) = o o , ar kādu vērtību starp 
integrēšanas robežām, vai arī pie vienas vai abām robežām. 

Apskatīsim šos neīstos inte
grālus. 

a) Funkcija / ( x ) intervālā 
a < ! x <C b ir nepārtraukta, bet 
ar x = b, / ( 6 ) = c o ; 

Šādas funkcijas attēls parādīts 
zīmējumā 51 . 

Zīm. 5 i . BB' ir līknes y = f{x) 
asimptota. Integrējam robežās no a līdz b — E , tad integrālam 

A - e 

f(x) dx I-
ir noteikta vērtība, laukums AA'M'MA. 

2 3 * 
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Ja varam dabūt nenoteikto integrālu slēgta veidā, tad 

f f(x)dx = F(x) + C 
un 

b-e 

jf(x)dx = F(b - e) — F(a) 
a 

Liekam e ->• 0, tad : 

b - z 

lim ff{x)dx = 1im [F (b — e) — F(a)\ 
e-*o J

a s-»>o 

Ar šo robežvērtibu dotā gadijumā definē meklēto neīsto integrālu. 
Tā tad, ja/(/)) = o o , tad 

b A - e 

f f(x)dx — lim ff(x)dx = lim [F(b — ei — (^1) 
J e->-0 ^ e -)-o o a 

Ja augšējā robežvērtība ir galīga, tad tā ir dotā integrāla vērtība, bet 
ja šī robežvērtība ir oo, tad dotā integrāla vērtība ir oo. 

Pirmā gadijumā laukums starp līkni, abscisu asi, ordinātu AA' 
un asimptotu BB' (zīm. 51) ir galīgs, un otrā gadijumā šis lau
kums ir o ō . 

Šāds pēti jums nav vajadzīgs, ja ar ievietošanas palīdzību dotu 
integrālu var pārveidot integrālā, kā robežas ir galīgas un zemintegrala 
funkcija visā integrēšanas intervālā un arī ar augs- un apakš robežu 
ir galīga 

P i e m ē r s : 
1 

/ dx 

Ievedām 

ar 

= j/r=^ ; " * = '' / < l ) = 

x = sin / ; dx = cos / dt 
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Ar šo substituciju augšējais integrals dabū veidu 

A 
0 

Šis integrals ir īsts un tādēļ arī 

i 
ŗ dx i TC 

dabu noteiktu vērtību. 
P i e m ē r s : 

b 

un f(b) = co. Pielietojot formulu (.,4) dabūjam: 

J Vh — r
 1 r '« 

f-j=M-^ = - 2 lim [ļ/žr̂ "(A ^ e ) - = 2 ļ / Ā " ~ 
J ļ/£ — * £ - > o 

dx 

Tā tad, dotam integrālam ir noteikta vērtība. 

P i e m ē r s 

" dX 

\b - xf 

f{x) = 1 un f(b) = o o . 
(b - x)n 

Ar formulu (A) dabūjam: 

<** _ „- r~Ķ dx __ „_ \(b M 6 j * - £ ^ 

f — — - = lim /* * L _ = - lim 

J (b - x)n
 e ->o J (6 - * ) " 

e - > 0 i — w + 1 \a 

, . 
.n t — « 4 - 1 J . ^nl 



358 Integrālrēķini V nod 

No beidzama locekļa redzams, ka robežvertība ir galīga, ja « < 1 
un tā ir o o , ja « >» I. 

Ja n = 1, tad 

/ 
6—e 

¿ "- — l\b — x\ 
b — X 1 'a 

un 

A - e 
, —lim / [(b — b + e) (b a)] = oo lim f 

Ta tad integra lam 

/ dx 
(b - xf 

X . 

Zim. 52. 

tad 

b b 

i f (x) dx = lim / / ( x ) dx 
•J ŗ—>-0 . 

= lim [F(b) F(a + e)J 
£ - • 0 

c) J a f \a) — ao, še 
a < a < ¿. (Zīm. 53) 

Tad 

ir galīga vērtība ar « < 1 un bezgalīga 
vērtība ar n ^ 1. 

b) Ja funkcija f (a) — o o , (zīm 52) 

y\ 

Zim. 53. 

a — e 

/ f{x)dx = lim f / ( ^ dx r Hm / / ( * ) ¿ * 
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d) Ja / (<7) — oo, un /(b) — x , ievedām abscisu « ar noteikumu 

a < a < b. 

Tad 

f> a 

ļ f{x) dx = 1im f/(x)dx+ 

* " a4s 

u V J 
— 

i i i 

0 a a b 

Zīm. 54. 

Augšējos gadijumos varam dabūt meklētas robežvertības, ja 
iespējams dabūt dotās funkcijas f(x) nenoteikto integrālu 

24. Ja funkcijas f{x) nenoteikto integrālu nevaram dabūt slēgtā 
veidā, tad lai noteiktu, vai dotā integrāla vērtība ir galiga vai bezga
līga, pielietojam sekojoSu paņēmienu. Pieņemam, ka integrālā 

J = ļf(x)dx 
a 

funkcija f(x) ir galīga, kad a < ; x «C b, bet ka 

f{b) = + o o . 

veidojam reizinājumu : 

(b - x)nf(x) (» > 0). 

Kad x —> b, reizinājums dabu veidu 0 oo Pieņemam, ka varam 
atrast tādu n ar ko 

lim [(b — x)" f(x)] = /. 
x—>b 

Tad pastāv sekojošas izteiksmes : 

1) ja ar kādu vērtību n < 1 

lim \\b - x)»f(x)] = /, 

(še / galīgs lielums) 

(/ var būt ari 0) 

tad dotam integrālam ir galīga vērtība. 
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a 

2) ja ar kādu vērtību n ^> 1 

lim [(b - x)n/(x)] = / > 0, 
JC->-A 

tad dotā integrāla vērtība ir o o . 

Pirmais gadijums: 

Pieņemam, ka ar kādu « < 1 

lim [(6 — x)n /(*)] - l. 
x-*-b 

Redzams, ka tādā gadijumā reizinājuma 

( b - *)"/(*) 

vērtība ir ļoti tuva vērtībai /, kad x ir ļoti tuvu b. Ievedām abscisu 
a tā kā a < a <; b, pie tam a ļoti tuvu 6, tad : 

b a b 

Jf(x) dx = J / I » <*x + f /(*) rf*. 
<j a d 

Pirmais integrāls labā pusē ir galīgs. Jāpierāda ka arī otrs ir galīgs. 

Tā k ā : 
lim [(b - *)*/(*)] = /, 

x->b 

tad, pieņemot pozitīvu skaitli M^>1 un ievērojot, ka ja x ļoti tuvu b, 
reizinājuma (b — x)n f (x) vērtība ļoti tuva /, varam a izvēlēt tik tuvu 
b, ka ar x starp a un i arvienu 

(b - x)n/(x) < M, 
un 

/<*> < r r ^ ' (Y) 

(b — x)n 

Tā kā še o < b un visā intervālā (a, b) izteiksme (y) pastāv, tad arī 

/ / ( * ) dx < ŗ-Ķ*t-. 
J J J (b - x)n 
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Ja n < 1, tad kā agrāk redzējām, integrāls 

J (b-xf 
a 

ir galīgs, bet tad galīgs ir arī integrāls 

b 
ļ/(x)dx. 
a 

Otrs gadījums: 
Pieņemam, ka ar « ^ 1 

lim [(b — x)n f(x)\ = / > 0. 
x-+b 

Tad tāpat, kā pirmajā gadijumā sadalām integrālu : 

b a b 
j f{x) dx — j f(x) dx + j f (x) dx 

a a a 

Še a < a < b un a ļoti tuvu b. 
Labajā pusē pirmais integrāls ir galīgs, bet ar « ^ I otrs inte

grāls ir o o , kā tas redzams no sekojošā. 

Pieņemam, pozitīvu m, tādu, ka 

0 < m < / 

Kad x ļoti tuvu b, tad reizinājuma 

(b - x)nf(x) 

vērtība |oti tuva / un tādēļ lielāka par m. Tad varam a pieņemt tik 
tuvu b, lai visā intervālā (a, b) 

{b - x)''/(x)> m, 

tad 

'<*> > 
un 

b b 
dx 

a 
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j / ( * ) dx = OO , 

Ja f(b) — - o o , tad pārmainot y ass virzienu, dabūjam jau ap
skatīto gadījumu. 

Ja dots integrāls 
b 

f /(x) dx 
a 

ar / (a) — 4- oo ar a < b, tad, lai noteiktu vai dotam integrālam 
ir galīga vērtība, apskatam izteiksmi 

\x — af f (x). 

Se pastāv sekojošas izteiksmes: 

1) ja ar kādu n < 1 

lira [x — a)n f(x)\ = 1. 

tad dotā integrāla vērtība ir galīga. 

2) ja ar kādu n ^> 1 

lim [ ( * aff{x)] = l > 0. 
x—>a 

tad dotā integrāla vērtība ir o c . 

P i e m ē r s 
i 

ŗ dx 

Se 

/ w = y f b i : / ( 1 ) = ao-
Veidojam 

un meklējam tadu n, ar ko 

1 

Labās puses integrāls, kā agrāk redzējām, ar 1 ir c c , tādēļ aiī 
dotais integrāls 
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ļ/l - x9 = 1/1 - X l/l + X + x\ 

redzams, kā 

lim f(l - x)n , -=L | 
l l/l x ļ/l + X + .r2J 

dabū galīgu vēitību ar n = tad augšējās izteiksmes robeža 

1 
ir 

i 

- dabū galīgu vērtību. 

o l ' — *B 

P i e m ē r s . 
i 

I — * 3 -

0 
/ 

/<*> = r J - ? = ( i - » ) ( ! ' + , + * V = * 

Veidojam 

(1 - * ) " 1 

(1 - *) (1 + x + x*Y 

1 
Redzams, ka ja n — 1, tad izteiksmes robeža ar # - > - l ir . 

o 

Tā kā še n = 1 un reizinājuma limes ir > 0, tad dotā integrāla 
vērtība ir oo 

25. Integrāli ar bezgalīgu integrēšanas intervālu. Ja dots 
integrāls 

<t> 

ļ f(x) dx, 
a 

kā augšrobeža ir o o , bet f(x) vienvērtīga, nepārtraukta intervālā (a, + oo). 
tad apskatam integrālu 

b 

) dx. (b galīgs) 

dabū galīgu vērtību. Tā kā 
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Še var but gadijumi 

1) lim F(b) ir galīga vērtība, tad dotam integrālam j f(x) dx 

ir galīga vērtība un 

/ f(x) = lim f f{x) dx = lim F(b) - F(a). 
a A - > < D J b—>0D 

2) lim F(b) = eo. 
b - > 0 0 

Tad 

ŗ 
J ļ {x) dx = oo 

a 

ŗ 
31 lim F{b) ir nenoteikta vērtība, tad integrālam J ir nenoteikta 

vērtība. 
P i e m ē r s . 

i'-
Apskatam integrālu 

03 

dx. 
0 

Šim integrālam ir noteikta vērtība. Ja pieņemam b kā mainīgu, tad 
zināms, ka šī integrāla vērtība ir nepārtraukta funkcija no virsrobežas 
b. Tā kā 

b 

j/(*) dx = F(b) - F(a). 
a 

Apskatam 

lim [F(b) — F(a)] = lim F(b) — F(a). 
b—>-<D b-
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/ e~xdx=\im f e xdx = 1. 

P i e m ē r s . 

+ i 

dx 
. 4- x2' 

Apskatam 

b 

f ī * - ^ = y i' (1 + *X = y [/ (1 + b2) - 0] 
u 

lim F(b) = lim / (1 + b) = oo 
¿—»•00 A—>x 

Tā tad 
,00 

x dx 
0 0 

P i e m ē r s . 

f 
J 1 + x2 

r 
J COS X 

dx. 

Apskatam 
b 

j cos x dx = |sin x\ Q = sin b — 0. 

lim /* (£) = lim sin b 
A—>0D A—VSD 

Tā kā lim sin b nav noteikta vērtība, ar £—>-oo tad 
A—>co 

,.OD 

cos x dx 
o 

ir nenoteikta vērtība. 
Ja dotu integrālu 

/ / ( * ) 
u 

var ar substitucijas palīdzību pārveidot īstā integrālā, t. i. tādā, kā 
robežas ir galīgas un f{x) integrēšanas intervālā, ieskaitot arī intervāla 

Tā tad 
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Apskatam 
A 

— ar /; > 0 un a > 0. 
a xn 

ŗ dx _ | x~n^ ŗ_ i b-"+' i 
J xn ~~ \— n -H 1 I — « + 1 — « + lJ-

Še 
[ I 

lim Flb) -- 1im - I . 
A - > < D A - * = o " + 1 1 

Redzams, ja « > 1, tad augšējā robeža ir 0. Tad 

fdx = a-»+y 

Ja n — 1, tad 

Še lim Ib = o o , tādēļ 
b—>x> 

— « - f l 

A 

(« > !)• 

/ 6 / a . 

^ dx — oo 

Ja ;/ < 1, tad 
f b~n+-i 1 

lim / (b) = lim -1 - oo 

l — « 4- U 
A—>•» «->•» i « 4~ 

Tad 

oo J „« 

G a d i j u m s , k a d z e m i n t e g r a l a f u n k c i j a i a r ļ o t i 
l i e l i e m r i r p a s t ā v ī g a z ī m e u n 

lim f(x) = 0. 

X—>co 
Pieņemam, ka integrāla 

robežas, ir vierjvērtīga un nepārtraukta, tad integrāla vērtības pētīšana 
nav vajadzīga. 

P i e m ē r s . 
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zemintegrala funkcija f{x) patur pastāvīgu zirni, piemēram 4 - , kad 
x ->• oo. Šādas funkcijas attēls redzams zīmējumā 55 No zīmējuma 
redzams, ka 

y 

c 
A / \ / T > & 

0 

J\ 

/ \ / c b 

X 

Zim. 55. 

A c b 
ļf(x) dx = j " / ( * ) rf* 4 j * / ( * ) fl'-v. 

Labajā pusē pirmajam integrālam ir noteikta vērtība. Otra inte
grāla vērtība aug uz augošu b. Lai noteiktu, vai otra integrāla vērtība 
ir galīga, apsKatam reizinājumu 

* * / ( * ) . 
Še n ; > 0. Ar x -*• oo, reizinājums dabū veidu 

oo . 0. 

J a var dabūt tādu «, ar ko augšējā reizinājuma robežvērtība / ir galīga, 
kad x - > o o , tad pastāv sekojošas izteiksmes: 

1) ja ar n > 1 

lim xn f (x) = /, (/ galīgs) 
X—>-0D 

tad 

j f(x) dx ir galīgs. 
a 

2) Ja ar n < 1 

lim x*f(x) = l > 0, 
JC->OB 
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/
00 

/ ( * > 
dx 

vērtība ir bezgalīga. 
P i r m a i s g a d i j u m s . 
Pieņemam, ka ar « > 1 

lim f(x) = l, (l var būt arī 0) 

tad redzams, ka šī reizinājuma vērtība ir ļoti tuva /, ja x ir ļoti liels. 
Sadalām doto integrālu divos integrālos ar abscisu a, pie kam 

a < a, bet a ļoti liels skaitlis, tad 

a 

ff(x) dx = ff(x)dx + f°/{x)dx. 
a a a 

Labajā pusē pirmā integrāla vērtība ir galīga. Še jāpēta otra integrāla 
vērtība. Ja x —• o o , tad 

lim * " / ( * ) = l 

J a ar M apzīmējam pozitivu skaitli, lielāku par /, redzams, ka ar ļoti 
lielu x, reizinājums 

*»/(*). 

kas ļoti tuvu /, ir mazāks par M. Tad a var izvēlēt tik lielu, ka ar 
x > a arvienu 

xn f(x) < M. 
un 

un tādēļ arī 

/ / ( , ) ^ < ( T ) 

Tā kā « > 1, tad ievērojot agrāko, otrs integrāls izteiksme (y) ir 
galīgs. Tādēļ arī galīgs ir pirmais integrāls un galīgs arī integrāls. 

/
oo 

/ ( * > 

tad 
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P i e m ē r s . 
Izpētīt sekojoša integrāla vērtību 

Ш 

/ 
dx 

У X
я + X

2 + I 
а 

Še 

fix) •=. -— = —ļ—, — 

+ + • ,iy. + ± + ļ 
Veidojam 

xn/(x) = xn — -

3 
Redzams, ka ar n = augšējas izteiksmes robeža ar x с о , ir 1. 

3 

Tā ka я = - - > 1 un / = 1, tad saskaņa ar noradīto pazīmi, 

dotam integrālam ir galīga vērtība. 

O t r s g a d i j u m s . 
Pieņemam, ka ar n < ; 1 

lira xn/(x) = 1 > 0. 

tad kā agrāk 

3D ГД OD 

j f{x)dx = ļ f(x) dx 4- J f(x) dx. (o ļoti liels) 
a a (l 

Labajā pusē pirmais integrals ir galīgs. Otrs integrals, kā redzēsim, 
ir bezgalīgs. 

Pieņemam pozitivu skaitli m, tādu kā 

0 < m < /. 

Ja x ļoti liels, tad reizinājums x" f{x) тяг atšķiras no / un tādēļ 

Tad varam ņemt а tik lielu, lai ar v > а arvienu 

xn f{x) > *»• 

24 
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ļ f{x) dx> ļ m ņ. (•) 

Ta ka n < ; 1, izteiksmes (e) otrs integrāls ir bezgalīgs, tadeļ arī 
pirmais ir bezgalīgs un arī 

j fix) dx = — OO , 

P i e m ē r s . 

Izpētīt sekojošā integrāla vērtību 

/ 
" dx 

fix) 

0 ļ / * 3 - f 1 

1 1 
3 s 
V*3 + i _ 

* 3 

Veidojam 

.*r8 

Redzams, ka ar « = 1 augšējās izteiksmes robeža ar x -> oo ir 1. 

Tā kā n = \ un / > 0, tad saskaņā ar doto pazīmi, dotā 
integrāla vērtība ir o o . 

Ja integrāla abas robežas ir o o , tad integrālu sadala 

CD " OD 

ļ f(x) dx = f f(x) dx + J/(x) dx. 
—oo —oo a 

Ja abi augšējie integrāli ir galīgi, tad galīgs arī integrals 

4-co 

/ /(*) dx. 

un 

/ ( ' ) > 
x 

Tad 
™ dx 
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"TC 

av a,2, a3 u. t. t. 
Vērtības 

veido alternējošu veidu 

« 1 + « 2 + a3 + a i + tffi — 

ar pozitivu sākuma locekli ax. 

Ievedām substituciju 

x = n TZ -\- t. 

Ar x = n TC, / = 0 ; ar x = (n 4- 1) TC, t = TZ. 

sin x = sin (M TC -ļ- /) = (— 1)" sin /. 

Ievedot šīs vērtības izteiksmē (a), dabūjam 

TC 

/
sin / dt 

« " 1 T + 7 
0 

Redzams, ka 
Iim tfM_|_ļ = 0, 

« — • O D 

Tā tad, augšējā alternējošā rinda ir savirzama un integrālam 

OD 

/
sin X , 

— d x 

0 
_ _ _ ļt 

ir galīga vērtība, kas, ka vēlāk redzēsim, ir 

2A* 

26. Integrāls, kā zemintegrala funkcija pastāvīgi maina zirni 
bezgalīgā integrēšanas intervālā. Integrāls ar tādu īpašību ir 

dx. 
J x 
0 

Dalām integrēšanas intervālu daļās 

(0, TC ) ; (IC , 2 TC ) ; (2 TC, 3 TC); 

Tad 

TC 2TC 3TC 

/
sin x , f sin x . f s i n X . . . 

—ŗ— dx = a x ; — J — ^ — dx = a 2 ; J — ~ dx = a 3 u. t t. 
J TC 2TC 

( « + 1>TC 

« « + 1 = (- 1)"/̂  dx. (a) 
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S e s t ā n o d a | a. 

Noteiktu integrālu izvērtēšana. 

27. Noteiktā integrāla izvērtēšana ar galvenās izteiksmes palī
dzību. Noteiktā integrāla izvērtēšana izdarāma vienkārši, ja var dabūt 
nenoteikto integrālu slēgtā veidā, t. i. ja var dabūt slēgtu analītisku 
izteiksmi funkcijai F(x), kas integrēšanas intervālā nepārtraukta un 
kuras diferencialkvocients intervāla (a, b) katrā vietā dod zemintegrala 
funkciju f{x). Tad, kā redzējām 

b 

j f(x) dx = F(b) - F(a). 
a 

Iekams izvērtējam noteiktu integrālu, vajaga izpētīt, vai zem
integrala funkcija f(x) visā integrēšanas intervālā, ieskaitot arī abas 
robežas, ir galīga un nepārtraukta. Gadijumā, ja aprobežojamies 
reālos skaitjos, jānoskaidro, vai f(x) integrēšanas intervālā ir reāla. 
Tā tad, piemēram, ja dots integrāls 

i 
dx 

0 j/l — X3 

jāizpēta vai tā vērtība būs galīga, jo f(x) ar x = 1 dabū vērtību oo 

Ja dots integrāls 
1 

dx 
lux* ļ / * 2 — x - l ' 
o 

tad to neintegrējam, jo f(x) visā integrēšanas intervālā ir 
imaginara. 

Apskatīsim dažu noteiktu integrālu izvērtēšanu. 

1) Jānoteic, pieņemot, ka m ¡ > 0 un n ¡ > 0, kāda vērtība ir 
noteiktam integrālam 

1 

j x m ( 1 — x)n dx = J (m, n). 
o 

Ja m = 0, tad 

r/n ^ } ix Id ~ |1 l(l̂ r+1 l° 1 
J (0, n) = f (1 — x)" dx= — \ ¡ — , = ; — , — i = — ¡ — ŗ . 
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J a ;/ = 0, tad 
i 

J(,,i, 0) = j x'Hdx = 

373 

. v ' " + ' 

m 4 ~ 1 
1 _ _ l _ 

o~ m -ļ- 1' 
Ievedām 

v l /, tad, ar v = 0 ; / = 4- 1 un ar x — 1, / = 0 ; 
rt1* = — d/. 

Tad 

1 
_/ (w, M) = - J (1 - /)" ' t" dt = J i" (1 t)m dt = J (n, m)-

Integrējot parciāli dabūjam 

f xw (1 - x)n dx = 

(1 . _ xy ļi 

m 4- 1 
- f n (1 - x)"-'i ( -

0 

m 4 -1 
(1 - * ) » 

w 4" 1 

H x - r f V -
o w 4 1 J 

Pirmais loceklis labajā puse ir 0, tadeļ 

/ ( « , » ) = — | ^ = _ ^ _ y ( m + i t „ _ i ) . 

+ 
Ja « vesels skaitlis, tad, pielietojot formulu n reizes, dabūjam 

T , \ « . (« — 1) (w — 2) . . 1 , 

/ (m, n) = , , ļ W t—S7 , . , / (w 4- «, 0) . (w + 1) (w 4- 2) (m 4-M) 

Ievērojot, ka 

dabūjam 

J(m, n) = 

J [m + «, 0) = 
1 

m 4- n 4- 1' 

« 1 
(w 4- 1) (»i 4- 2) . , . (m •+• «) (>» 4- » 4- 1)' 



374 Integrālrēķini VI nod, 

! 
(« + 1) ( H + 2) (n + » 0 (» 4 - m -+- I ) -

J a m un M veseli skaitļi tad 

7 (>»> » 
m l w ! « ! 

' ( H + 1 ) (M + 2) ( « + >M + 1) « ! + 

P i e m ē r s . 

dx 
3 ! 

A A _ _ 
2 2 2 l 

x)2 dx 

P i e m ē r s . 

J 1 ; 81 280 

2) Kā redzējām [4] 

s i n " - 1 x cos x , « — 1 
jsin" xdx=— 4- — - f sin" 2xdx. ( « v e s e l s u n ^ 2 ) 

n J 
7C 

Ievedot robežas 0 un y dabūjam 

y sin* xdx=— 
sin" 1 #cos# 

/ sin" 2 # r f * = - — - f sin" 2 * r t * . 
M J 

Liekot w = 2/-, un pielietojot formulu p reizes, dabūjam 

TU 
r2 
f sin 2> x dx - { 2 p - " ( 2 / > - 3) (2^ - 5) . . . 1 j sin x ax - ^ (2^ _ 2 ) ( 2 / _ 4 ) 2 2 , 

liekot n = 1p 4 1, dabūjam 

Ja m vesels skaitlis, ievērojot, ka J (m, 11) = J (n, m), dabūjam 

J (m, n) = 
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S e p t ī t ā n o d a ļ a . 

Bezgalīgu rindu integrēšana. 

28. Vienmērīgi savirzamu rindu integrēšana. Dota bezgalīga 
rinda 

/o(*) + + + (1) 

šīs rindas locekļi ir funkcijas no x. Pieņemam, ka intervālā (a, b), 
ieskaitot arī robežas, šīs funkcijas ir vienvērtīgas un nepārtrauktas. 
Tālāk pieņemam, ka rinda vienmērīgi savirzāma intervālā (a, b) 

Kā zināms, tad šīs rindas suma intervālā (a, b), ieskaitot tā robe
žas, ir nepārtraukta funkcija no x, to apzīmējam ar f(x). 

Ja rinda (1) izpilda augšējos pieņēmumus, tad to var locekli pa 
loceklim integrēt. Tad dabū jaunu rindu. 

b b b 
j/„(*) dx + j fx (x) dx + ļ /„(*) dx + 
a a a 

kas ir konvergenta un kuras suma ir 

b 
j f(x) dx. 
a 

P i e r ā d i j u m s . 
Apzīmējam: 

/ o W + A(x) + 4- fn(x) = s„(x) (2) 

/ „ + 1 (*) + / * + 2 ( * ) + = rn{x) (3) 
tad 

/ ( * ) = s „ ( x ) + rH{x). ( 4 ) 

Integrējot ( 4 ) dabūjam: 

b b b 
jf{x)dx = Js„(x)dx 4 - Jr„(x) dx. (5) 
a a a 

Integrējot (2) dabūjam: 

b b b b 
j sn (x) dx=j f0(x) dx + JA(x) dx 4 - + j fH (x)dx^S„ (x) (6) 
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Tā kā rinda (1) vienmērīgi savirzama, tad, ja pieņemam pēc patikas 
mazu pozitivu skaitli e, varam atrast skaitli m, tādu kā ar katru x: 
(a < x < b) 

\r„(x)\<z U) 
tiklīdz n ^ m. 

Integrējot (A) dabūjam: 

ļ | r„(x) | dx < j tdx. 

bet tā ka 

tad 

a 

b 
j r„ (x) dx < ļ ļ r„ {x) | dx, 

j rn(x) dx < J e dx = e (b — d). 

a a 

No (4) dabūjam: 
r n ( x ) = / ( * ) — s n ( x ) -

Šo izteiksmi ievedot (7) un ievērojot (6) dabūjam: 

b b 
J/(x)dx - j 

s n ix) dx 
<*(b - a) 

un 

jf{x)dx - S„(x) 

Izteiksme (8) pastāv ar katru n ^> m un izteic, ka 

A 

f / (*) dx 1im 5 W (̂ c) 

J «—>-oo vai arī 

A 

j*/(*) ̂  = J /o(*) rf* + f fi(*) dx + J/a (*) rfr 4 -
a a a a 

Ar izteiksmi (9) augšējā teorēma pierādīta. 

(7) 

(8) 

(9) 
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Ja uzskatam virsrobežu b kā mainīgu un apakšrobežu kā neno
teiktu, pie kam abām robežām jāatrodas rindas (1) konverģences inter
vālā, tad dabūjam nenoteiktās integrēšanas formulu. 

Potencrindas ir vienmērīgi savirzamas katrā intervālā, kas ietilpst 
rindas konverģences intervālā, tādēļ 

P o t e n c r i n d u v a r i n t e g r ē t l o c e k l i p a l o c e k l i m 
k a t r ā i n t e r v ā l ā , k a s i e t i l p s t r i n d a s k o n v e r ģ e n c e s 
i n t e r v ā l ā . 

Ja X ir potencrindas konverģences intervāla virsrobeža un a at
rodas konverģences intervālā, tad ja rinda 

X X 

ļ /„(*) dx + jT/xO) + 
a a 

ir konvergenta, tā dod 
.Y 

j f{x)dx 
a 

vērtību arī tad, ja potencrinda ar x = X pati nav vairs konvergenta. 

Ja dota potencrinda 

a0 + axx -f - a2x2 - f 

un ( — X , X ) šīs rindas konverģences intervāls, f (x) šīs rindas summa, 
tad 

X 2 q 

/
JK X 

fix) dx = a0x 4- flj y + « 2 -3 + 

0 

Augšējā izteiksme pastāv ar katru 1 < J . Izteiksme 

X 
ŗ X 2 X 3 

J f(x) dx = a0X 4- 04 y 4- « 2 3- + 

0 

pastāv, ja labajā pusē potencrinda savirzama, pie kam potencrinda 

a0 4- ax X 4- a 2 X' 2 

var arī būt nesavirzama. 
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ŗ dx x x" x° x-
JV+-c = 1 { l + x ) z = 7 - T + 3 - T + 
0 

1 

/
dx , n , , 1 , 1 1 . 

T - + ^ = / ( 2 ) = 1 - T + y - T + o 
Arī beidzamā izteiksme pastāv, jo rinda labā pusē savirzama, lai gan 
rinda (3) nav savirzama ar x = 1 

P i e m ē r s : 

Pielietojot Ņūtona binomu dabūjam: 

1 = i + - ļ - * a + J 4 * « 4 - ( I * I < 1 ) (Y) 
ļ/r̂ "̂  ' 2 1 2 . 4 

X 

ŗ dx . x 1 x 3 1 3 x b /1 i ^-1 \ 
J i / n = " C 8 , n a f = T + 2 - T + T - T - T + ( M < 1 ) 

u 

f rfi_-JL-i4.i.l + I!i + 
J " l / T — * a _ 2 ~ 2"- 3 + 2 • 4 • 5 "t" o 

Arī beidzamā izteiksme pastāv, jo labā pusē rinda ir savirzama. Aug
šējie piemēri rāda, kā ar integrēšanas palīdzību izvirza funkciju rindā. 

P i e m ē r s 1. 

ļ — | — i = 1 - * 2 + * 4 - x 6 + X8 4- (a) i ~ļ- x 

Sī rinda ir vienmērīgi savirzama ar | x \ <C i. Tādēļ ar katru tādu x 

X 

/
dx , x x 3 , x 6 X1 

= a r c t g * = T _ _ + y - - + 
o 

J 1 + * 2 4 3 ^ 5 7 ^ 
o 

Beidzamā izteiksme pastāv, jo rinda labā pusē ir savirzama, bet, kā 
redzams, rinda (a) nav savirzama ar x = 1. 

P i e m ē r s . 

- — = 1 — x -\- x* — x s 4 - savirzama ar |*|<1 (9) 

1 -\- X 

Tādēļ ar ļ x |< 1 
%-

rfa; ... , x x' 2 , X3 
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29. Savirzamu bezgalīgu rindu diferencēšana. 
Teorēma: 
Ja savirzamu bezgalīgu rindu 

/„(*) + + Ā'x) + (D 

kuras robežvērtība ir f(x), diferencējam, locekli pa loceklim, un ja tad 
dabūjam vienmērīgi savirzamu bezgalīgu rindu 

/ > ) + / > ) + / > ) 4 (2) 

tad, ja šīs rindas robežvērtību apzīmējam ar F(x), pastāv izteiksme 

FĻX) = / ' ( * ) . 

Ja vērtības a un x atrodas rindas (1) un arī rindas (2) konver
ģences intervālā, tad varam rindu (2) integrēt intervālā [a, x), jo tā 
saskaņā ar pieņēmumu, ir vienmērīgi savirzama. Tad 

X X X X 

J F(t) dt = ffo(t)dt+ j f[(t) dt + j f'At) dt + = 
a a a a 

= M*) - /o(«) + A(x) - Ua) + f2(x) - Ma) 4 - = 

= /„(*> + A(x) + Mx) + - [f0(a) + Ua) + f2(a) + .]. 

Tā tad 
X 

J Fa) dt = f(x) - /(a) 
a 

Diferencējot attiecībā uz x, dabūjam : 

F(x) =/'(x). 

Ar šo izteiksmi augšējā teorēma ir pierādīta. 

30. Integrēšana ar bezgalīgas rindas palīdzību. J a f f{x) dx 

nevaram dabūt slēgtā veidā, tad mēģinām, ja iespējams, šo /(.v), vai 
kādu šīs funkcijas lietderīgi izvēlētu reizinātāju, izvirzīt vienmērīgi 
savirzama rindā, galvenā kārtā potencrindā. Tad, izdarot šīs rindas 
integrēšanu, dabūjam kā integrālu savirzamu rindu. Šāds integrals 
ir lietojams, ja rindas katra locekļa integrals pieder pie elementāriem 
veidiem. 
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P i e m ē r s 

Integrālam 
X 

a 

ir noteikta vērtība, ja 0 neietilpst integrēšanas intervālā. No funk-

e x 

cijas — dx nevar dabūt nenoteiktu integrālu. 

Izvirzām dotas funkcijas reizinātāju ex rindā 

tad 

un 

X 

e x = 1 4- — 4- — 4- — 4- — 4-^ 1 ! ^ 2 ! ^ 3 ! ^ 4 ! ~ 

C ex i x \ X ~ A A_ * 2 — A Q _ L X * Q 3 4_ x \ 

J ~x~ a + TTT + " 2 2 T + " 3 3 T + 4 
4 4 ! 

P i e m ē r s . 

o 
Izvirzām rindā 

tad 
/ (1 4 - * ) 

1 O I Q * — 2 1 3 
un 

0 

P i e m ē r s . 

Izvirzām rinda 

f ' ( l 4- x), X _x>_ x\ _ 
J x ~ a x — \* 2 2 

/
S l ū X dx (ar katru x). 

x 

sin * = * - 3 1 + 5 ! 
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tad 

x 3 1 ^ 5 ! 

un 
x 

1 1 1 3 3 ! 1 5 . 5 ! 

P i e m ē r s . 

/
COS X 
—— dx (ja 0 neietilpst intervālā (a, x). 

Izvirzām rinda 

tad 

x°- .V 4 

c o s x = 1 _ + _ 

COS x 1 x 

x x 21 1 4 ! 
un 

X 

/
eos x , , x x2 — a2 , 

dx = l ļry 4 -
x a ¿ ¿ I 2 2 ! 1 4 4 ! 

a 

P i e m ē r s . 

Tā kā 

}^¿=- = í—dx— + i 
J Vi 4- x* H + x4 J 

dx 

ļ/l + * 4 i J ^ 1 + x* J ļ/ī 4- x* 

tad kreisās puses integrāla aprēķināšana pārvesta uz labās puses divu 
integrālu aprēķināšanu. 

i 
Ar |*| <I 1 izteiksmi (1 4 - * 4 ) 2 izvirzām rindā ar Ņūtona binomu 

(1 + x i ) I = i _ _L x* + i_ | . ^8 

Tad 
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ievedot robežas dabūjam 

J]/l + x* \ 2 5 ^ 2 4 9 7 

_ / J 1 5 J _ 3^ _ 1 \ 
\ 2 2 5 2 5 + 2 4 9 2 a J 

2 2 

J l/ļ _ L V 4 J 

Ta ka 
2 2 

tad izvirzām rindā 

L i i i A I 
2 * 4 + 2 4 x8 

dalot šo izteiksmi ar x2 dabūjam 

L__lA_i_l A i 
2 2 4 A: 1 

Tad 

ŗ dx __1_ ļ J 1̂  _3_ 1 

J -,/ f ~~ x + 2 5x'° 2 4 9 * ā + 

ievedot robežas, dabūjam 

2 
/• __dx___i\ i_ A i A A J A _ 

2 5 + 2 4 9 ) 

Tā tad 

- ( 1 - 1 - J - + 1 A _ L _ _ \ 
\2 2 5 2 5 ^ 2 4 9 2 B /' 

2 1 2 
C dx , C dx ŗ dx _ ŗ dx ŗ 

J ļ/i + x * ~ J ļ/l + x* J ļ/l + x*~ 
2 2 

- o ^ 1 - ! i 4 . 1 A A_ \ / 1 _ 1 _1_J_L A 1 \] 
~~ IAl 2' 5 ^ 2 4 9 ') \2 2 " 5 . 2 B _ 1 ~ " 2 , 4 9.2 9 " V j 
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/
dx cos cp dy ŗ2 dy 

]lT^xi)(\—¥xi~) ~~ ļ ļ/cos2 cp (1 — A s ī m » ? ) ~ J |/l — ^ l i n 2 ? ' 

Ar x = 0, 9 = 0 ; ar # = 1 , cp = 

Tā kā pārveidotais integrāls ir īsts integrāls, tad, redzams, arī 
dotais integrāls, kur apakšintegrala funkcija top <x> ar v = 1, dabū 
noteiktu vērtību. Ar mainīgu virsrobežu rakstam 

[ d X — (0 < /t2 < 1 un 0 < x < 1) (1) 
J ļ/(i _ * 2 ) ( { _ k2x°-) ^ ^ ' K 

un 

0 

Integrālu (1) sauc par a l g e b r i s k o un integrālu (2) par t r i g o n o 
m e t r i s k o p i r m ā v e i d a e l i p t i s k u n o r m a l i n t e g r a l u . 
Virsrobežu cp sauc par a m p l i t ū d u un k par integrāla m o d u ļ u . 

Simboliski apzīmē integrālu (2) šādi 

F{kt c p ) = d * =. 
V Y J Vl - k* sin2cp 

Tā ka 
k2 sin 2 cp < 1, 

31. Eliptiskie integrāli. 

1) P i r m ā v e i d a e l i p t i s k a i s i n t e g r ā l s . 
Integrālu 

f ļ 7 — d x o < * < i 

pārved ar substituciju 

x — sin cp; = cos cp </cp 
veidā: 
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/ : • J , ^ = y « + T" J ^ i 4 ** + 

o T 

pie kam 
? 

/2/> = J" sin 2^ cp </cp. 
0 

Izteiksmi y2/> dabū ar redukcijas formulu. 

Kad virs robežas x = 1 vai cp = , tad 

(1) un (2) katru sauc par p i l n ī g u e l i p t i s k o i n t e g r ā l u u n 
a p z ī m ē a r s i m b o l u F (k). 

Tā kā saskaņā ar [27J (2) 

T: 

fstifr, <*p = 1 l • 4 • W - l ) ļ, (/ = 1 , 2 , 3 . . ) (A) 

o 

tad dabūjam 

i 

ļ/(l — X2) (1 — k2X2) ~ J 

= 4 + ( i ) v + ( ± i f . + .] 
Šī rinda ir jo ātrāk savirzama, jo mazāks k. 

Integrāla F (k, cp) vērtības aprēķinātas ar dažādiem cp un k, un 
ievietotas tabulās, kur liek 

k = sin a. 

2 4 2/ 

dx 

1/(1 - X2) (1 — k2X2) 

tad ar Ņūtona binomu dabūjam 

(1 - k2 sin 2 c p ) - 2 = I 4- - ļ - /fc2sin2cp 4 - -ļ- ļ * 4 sin 4 cp 4 -

un 

CS 
drņ , , 1 , 0 „ . 1 3 
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F (k, z>) tabulas veids: 

385 

9 ° 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 

10° 0.1745 0 1746 0.1746 0.1748 0.1749 0.1751 0.1752 0 1754 0.1754 0.1754 
20° 
30° 
40° 
50° 0 8727 0.8756 0.8842 0.8983 0.9173 0.9401 0.9647 0 9876 1.0044 1.0107 
60° 
70° 
8 0 0 

90° 1.5708 1.5828 1.6200 1.6858 1.7868 1.9356 2.1565 2 5046 3.1534 0 0 

Šinī tabulā piemēram parādītas dažas F (k, vērtības. 

2) O t r ā v e i d a e l i p t i s k a i s i n t e g r ā l s . 

Integrālu 
1 
r -t 11 i.2 „2 

dx (0 < < 1;) 

pārveidojam. Liekot 

x — sin c? un dx = cos © drs, 
dabūjam 

l — k- sin- 'i d'$. 

Ta ka pārveidotais integrāls ir īsts integrāls, tad dotam integrālam 
arī ir noteikta vērtība, lai gan zemintegrala funkkija top oo ar x = 1. 

Pieņemot virsrobežu mainīgu, rakstam 
x /1 dx (0 < £ 2 < 1 un 0 < X < 1) 

un 

j|/F- / ^ s i n 2 © ^ . ^ < t» < 1 un 0 < <p < y ) 

(1) 

(2) 

2 5 
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sin 2 ^ C5 d'i, 
2 0 

izteic ar jau lietoto redukcijas formulu (A). 
Tad 

Arī E(k,<ņ) vērtības dod tabula, kuras iekārtojums tāds pats kā F(k,y) 
tabulai. 

Integrālu (1) sauc par a l g e b r i s k o un integrālu (2) par t r i g o n o 
m e t r i s k o o t r a v e i d a e l i p t i s k o n o r m a l i n t e g r a l u. 

Integrālu (2) apzīmē ar simbolu 

cp 
E(ky) = j y 1 — k2 s in 2 cp dv 

o 
E{k, cp) aprēķina šādi : 

— 1 1 1 1 1 3 
(1 — /č 2 sin 2 cp) ! ! = 1 — - k 2 s \ a 2 o — 2 . — £ 4 s i n 4 c p — 2 ' \ -ģ-£ 6sin 6cp —... 

Integrējot dabūjam: 

^(M=/0-Y^-/2-Y.|^/4--l.l.ļ^y6 -
pie kam 

J 2 p = J sin2-* cp dv. 

0 

Izteiksmi J2p dabū ar redukcijas formulu. 

Ja virsrobeža x — 1 vai cp = tad ieved simbolu 

1 . " 

E{k) = f]/^f~xr dx = ļUrr-~k27īn2vdv. 
0 0 

Šos integrālus sauc par p i l n ī g i e m . Integrālu 
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A s t o t ā n o d a ļ a . 

Noteiktā integrāla tuvina novērtēšana. 
32. Integrāla ieslēgšana starp zināmām robežām. Ja nevar da

būt slēgtā veidā nenoteikto integrālu ļ f (x) dx, tad noteikta integrāla 

izvērtēšana jāizdara citā ceļā. Šādu vienu ceļu jau apskatijām, izvēr

tējot noteikto integrālu ar rindas palīdzību. 

Bieži, īpaši teorētiskos pētijumos, ir vajadzīga noteiktā integrāla 
vērtība tikai tuvini vai arī integrāla vērtības izslēgšana starp zināmām 
robežām. 

1) Ja M ir funkcijas f(x) lielākā un m mazākā vērtība intervālā 
(a, b), tad 

m (b — d) < jf(x)dx < M(b — a). 

Ar šo nevienādību meklēta noteikta integrāla vērtība ir ieslēgta starp 
zināmām vērtībām. 

2) Ja varam dabūt divas tādas funkcijas z>{x) un <ļ>{x), ka 

» (*) < /(x) < d> (x), 
kad 

a <^ x b, 
tad arī 

b b b 
(.v) dx < j f(x) < j if{x) dx 

Ja varam dabūt pirmā un pēdēja integrāla vērtības, tad atkal meklētais 
integrāls ir ieslēgts starp zināmiem integrāliem. 

P i e m ē r s , 

Apskatīsim starp kādām vērtībām atrodas 

f , - ^ - . ( » > 2 ) . i l ' l + x» 

Izņemot apakšrobežu 0, visa integrēšanas intervāla pastāv izteiksme: 

1 > F7T*" > V T T ^ ' 
2 5 * 
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i i 
dx r dx 

un 

Tā tad 

1 

J
0 VI + x" 

1 

1 > (-ŗ=J^= > /(1 + ] / * ) = 0 . 8 8 1 4 . 
_ Vi + 

Pēdējā izteiksmē novērtējamais integrals ieslēgts starp zināmām vērtībām. 

33. Vidējās vērtības teorēma. Pieņemam, ka integrējamo funk
ciju f(x) varam sadalīt divos reizinātājos, cp(;r) un <Ļ{x), tā tad 

fix) = cp(.v) * ( * ) • 

Pieņemam arī, ka abas šīs funkcijas integrēšanas intervālā (a, b), 
ieskaitot arī robežas, ir galīgas un nepārtrauktas. Par funkciju <Ļ(x) 
pieņemam, ka tā integrēšanas intervālā, nekad nav negativa (vai nekad 
pozitiva). 

Ja intervālā (a, b) funkcijas cp(x) lielākā vērtība ir M un mazākā m, 
tad ar visiem x šai intervālā 

m cp (.r) <^ M. 

Še nolīdzinājuma zīme iestājas tikai dažos gadijumos. Ja cb(.r) arvienu 
pozitiva, tad 

wi)(.vl di(x) z,(x) <! M<Ļ{x) 
un tādēļ arī 

b b b 

m 

a n a 

Šī izteiksme rāda, ka starp m un M jābūt tādai vērtībai |i, k ā : 

* b b 
j <Ļix). cp(*) dx = J fix) dx = u ļ <ļ» (x) dx. (2) 

i ļ <Ļ (x) dx < ļ cp (x) cp (x) dx < M jty(x) dx. (1) 

Uz augšējās izteiksmes pamata pastāv ari sekojošā izteiksme 
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Tā kā funkcija «( .r) pieņemta nepārtraukta, tad z(x) noteikti dabū 
intervālā (a, b), kaut ari vienreiz, vērtība j i kādā vietā Ķ. Ar 

a + b(b 

un 
b b b 

j f (x) dx = j ŗ (x) 6{x) dx = -z, ( ; ) J «ļi ( . r ) dx. (2) 

a a a 

Šo izteiksmi sauc par integrālrēķinu v i d ē j ā s v ē r t ī b a s t e o r ē m u . 

Nevienādība (1) dod iespēju ieslēgt meklēto integrālu starp zina-

b 

mām vērtībām, ja J •Ļ(x) dx varam dabūt slēgtā veidā. 

a 

P i e m ē r s . 
Izpētīt starp kādām vērtībām atrodas sekojošā integrāla vērtība 

a 

f, dX- = (k°- < 1, 0 < a < 1). 
J 1/(1 - * a ) ( l - k2x2) 

Še 

f , = _ 1_ = = ^ 1 _ 1 
ļ/(l - . v 2 ) ( l - £ V 2 ) |/l - x 2 ' ļ / l ~ £ 2 * 2 ' 

Apzīmējam 

-:=.-- — = (x) Un , =!= = C2 ( v ) . 

ļ/l - . v 2 ' ' ļ/l - * V " ' 

Funkcijas <?(.*) mazākā vērtība integrēšanas intervālā ir 1, un lielākā 
1 

Tādēļ, ievērojot (1), dabūjam 

1 f _ ^ — < f ^ . ^ . Ž ^ _ < _J , f 

J ]/l - x2 J ļ/(l — x2) (1 - /fe2*2) ļ/l — £ 2 a 2 J ļ / f ^ ^ ' 0 ' 0 

Integrējot dabūjam 

a 

0 

dx 

1/(1 — ^fTl - k2a2) " l/l - £ 2 a 2 
arc sin a < j "" < arc sin a. 

Ar k = 1 un a = i - , integrāla meklētā vērtība atrodas starp 

0, 5 2 3 5 9 . . . un 0, 5 5 1 0 9 . . . 
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34. Mēchaniskā kvadratūra. Par m e c h a n i s k o k v a d r a t ū r u 
sauc noteikta integrāla vērtības tādu tuvinu aprēķinu, kam nav vaja
dzīga integrējamās funkcijas visa norise, bet tikai funkcijas vērtības 
pie atsevišķām argumenta vērtībām. 

5o paņēmienu lietojam, 1) ja integrējamā funkcija / ( x ) dota kā 

analītiska izteiksme, bet j f(x) dx nevar dabūt slēgtā veidā. 2) ja 
funkcijas / ( x ) vērtības dabūtas kā novērojumu mērijumi. 3) kad 
funkcija f(x) dota grafiski. 

Apskatīsim dažus mechaniskās kvadratūras veidus. 

1) t r a p e z a s f o r m u l a . 

Ja formulās (A) un (B) [10], izteiksmē 

b — a J 

n 

n ir galīgs skaitlis, tad dabūjam tuvina formulas 

b 

jf(x) dx oo h \f{a) + / t > + /i) + - + - / ( * - h\\. (1) 

b 

jf(x) dx oo h [f(a + />) + f(a + 2h) + + /(/»)]. (2) 

Šīs formulas dod integrāla vērtību jo precizāki, jo lielāks n. 

Ja funckija f(x) dota analitiski vai grafiski līknes veidā, tad 
apzīmējam 

y0; f(a + h) = y1; /(a 4 - 2/i) = y2; . . / ( « 4 - tih) =yn. 

Pastāvīgi augošai funkcijai formula (1) dod par mazu un formula 
(2) par lielu meklētā integrāla vērtību. Pastāvīgi dilstošai funkcijai 
tas ir otrādi, tādēļ var sagaidīt, ka visos gadījumos augšējo izteiksmju 
aritmētiskā vidējā vērtība būs integrāla meklētai vērtībai tuvāki 
nekā katra no šīm atsevišķām vērtībām. 

Saskaitot izteiksmes (1) un (2) dabūjam 

b 

f f(x) dxr^h ļZî +/i*l _ļ_/(a + h ) 4. f(a+2h) 4- • . . 4 - / ( 4 - A ) ] (3) 

a 
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vai ari 

j y dx li ļ H y\ + y% + 4 - ^ » - l ] I*) 

Šis izteiksmes dod integrāla meklēto tuvinu vērtību. 

Formulu (3) vai (4) sauc par t r a p e z a s f o r m u l u , jo kā redzams 
no zīmējuma (56), sekojošā formulā (5), kas ir formulu ( 1 ° ) un (2° ) 
summa dalīta ar 2, katrs formulas (5) iekavu loceklis reizināts ar //, 
izteic trapezas laukumu. 

b 

jf\x) dx CND h [y0 + y , + y2 +...4- yr + ^ V 4 - i + • + ->'»-il 
a 

b 

f f(x) dx ~ /1 [yx + y% + y3 + + y r + yr+i 4- .4- y„) ( 2 " ) 
a 

/ A v ) ^ ( ^ 4 ^ ' ^ 4 . . + " = ^ ) (5) 

M N 
Formula (5) ir identiska 
ar formulu (4). 

Izteiksme 

ir trapezas LMNPL 
laukums. Formula (5) 
dod laukumu, kas 2īm. 56 
ierobežots ne ar doto 
līkni bet ar līknē ievilktu chordu poligonu. 

Ja līkne pret augšu arvienu konveksa, kā zīmējumā, tad formula 
(4) dod laukumu mazāku par īsto. Ja līkne pret augšu konkava, tad 
otrādi. 

Ja līkne pret augšu tāda, ka konkavitate un konveksitate seko 
līknes norisē, tad iestājas zināmā mērā izlīdzinājums. 
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Še varam dabūt nenoteiktu integrālu un tadē) arī dotā integrāla vertibu. 

dx 
69314718 

Aprēķinot šo integrālu ar trapezas formulu (4), pieņemot n — 8, 
dabūjam: 

i 
/V^— = ~ 0 69412184. 

o 

Šī vērtība lielāka par īsto par 0.00097466, tādēļ ka līkne 

_ 1 
y ~ 1 ~-f~ x 

ir konkava pret augšu intervālā (0, 1). 

2) P i e s k a r u f o r m u l a . 

P i e m ē r s . 

Jāaprēķina: 
1 

/ dx 
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Liknes ordinatu yv ys, yb gala punktos novelkam pieskares, tad 
no pieskarēm un ordinatām veidotā poligonalā figūra sastādās no trape 
zām ko laukumi i r : 

2Av„ 2/«y„ 2hy6 u. t. t. 

Saskaitot trapezas dabūjam tuvina formulu: 

/ f(x)dx ~ 2/,{yi 4 - v 8 + + y Z f i - 1 

Še vajadzīgās ordinatas tikai ar nepāra skaitļu radītajiem. Jāievēro, 
ka pirmā ordinata jāapzīmē ar y 0 . 

Ja ņemam, pieskaru formulā dalījumu skaitu 2>t, tādu pat kā 
trapezas formulā, tad ietaupām darbu, bet ja pieskaru formulā ņemam 
dalijuma skaitu divreiz lielāku kā trapezas formulā, tad darbs tas pats, 
bet precizitāte lielāka, jo pieskares pieslejas līknei tuvāk nekā chordas. 
Aprēķinot 

i 

/
dx 

1 + x 
0 

ar pieskaru formulu, n — 8 ar iedalījumu skaitu 2n = 16, izlietojot 
ordinatas 

->'s. l'h yu, 
dabūjam 

/ 
_dx_ 
1 + X* 

0 . 6 9 2 6 6 0 7 3 . 

Šī vērtība ir 
par 0.00047645 ma
zāka nekā īstā. Kļū
da, kā redzams, ap 
mēram uz pusi ma
zāka nekā trapezas 
formulas rezultātā. 

3) P o n s e 1 e 
(P o n c e 1 e t) f o r 
m u l a . 

Dalām (b — a) 
(zīm. 58) pāra skaitā, 2n daļās 

b — a 

y 
M. 

M 

/// 

M. 

M 
f/ // 

y, 

0 

Zim. 58. 
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S ^ P + T 
2 

Vispārīgi, ja (b — a) iedalām 2n daļās, tad 

5 = A [ ^ _ + ^ _y±±p!L=l + 2 ( y i +,,+...+,a,_1)] 

Še jāievēro, ka līkne jāsadala konveksos un konkavos gabalos un 
augšējā formula jāpielieto katram gabalam atsevišķi. 

Apzīmēsim, laukuma īsto vērtību ar L, tad kļūda ir 

L — S, 

bet tā kā L < P, tad 

L - S < P - 5 . 
Tā kā 

p — s — it (?•- ļ - * - * - 4
4

 : > e ) . 
tad kļūda 

Vispārīgā gadijumā ja iedalijums ir 2» , tad 

A < A [ 4 4 j . 

Pievelkara punktos Mv M3. Mh pieskares, tad ar pieskarēm ierobežo
tais laukums i r : 

P = 2 h \ y i + y t + y6] = A [2> ' i + + 2y6\. 

Velkam chordas: M0 /1/, ; Mx Ms; Ma Mh; Mb Me. 
Tad ierakstītā poligona laukums i r : 

T = [v*-+* h + 2A .y±±y* + 2A y-±±Ķ + h .^t-^] = 

= A [ ^ 4 * + y1 + 2y3 + y h + 

P ir lielāks un T mazāks par īsto laukumu. Laukuma labāku tuvina 
vērtību S dabūjam liekot 
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Ponsele formula atšķiras no agiākam mechaniskas kvadratūras formu
lām ar to, ka tā dod iespēju novērtēt kļūdu. 

4) S i m p s o n a f o r m u l a . 

Iedalām (b 

Zīm. 59. 

a) pāra skaita, 2« daļās. 

b — a 
2u = //. 

Pieņemam ka j f(x) dx nevar dabūt slēgta veida. 

Simpsona paņēmiens izpaužas ar to, kā līknes y — f(x) vietā 
liekam caur McMtM2 citu līkni y = cp (x), bet tādu: 1) lai tā tuvu 

pieslietos līknei M0MXM2 un 2) lai § <P (*) dx būtu dabūjams slēgtā 
veida. 

Pieņemam 

y = -p (x) = a 4 - [ix 4- •iX2 

otrās kapes parabolu, kam 
ass ļ| y asij. Apskatam lau
kumu AM0M2BA (zīm. 60). 

Lai līkne 

a 4 - [ix 4- (1) 

Zīm 60. ietu caur M0, šī punkta 
koordinātām jāizpilda līknes nolīdzinājumi; (1). Tā tad 

ya = a + ? ( - A ) 4 - ( - A ) 2 = a — Ŗ A 4 - Y A 3 -

Lai līkne ietu caur punktu Mx jābūt 

^ = a 4 - B . 0 4 - Y . O = a. 

(2) 

(3) 
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Tāpat dabūjam, ka 
y2 = a + 3A + y/'2- (4) 

No nolīdzinājumiem (2), ( 3 ) , (4) varam dabūt a, 3, Aprēķinam 
laukumu AMQM,M2BA. 

Lx = laukums AM0MXM2BA = f ( a 4 - B . v 4 - 7 . Y V * = a * + f ^ + T ^ T = 
J ¿ 6 ļ—h 
—h 

A2 A3 I № A3\ As 

No ( 3 ) dabūjam 
a = yx. 

Saskaitot (2) un (4) dabūjam 
y0 f y, = 2a 4 2 r A 2 = 2_r, 4- 2 r/»2 

un 
.. _ 7o 4 y2 — 2yx 

' ~~ 2A2 

Ievietojot a un Y vērtības izteiksmē (5) dabūjam 

Laukums AM0MXM2BA = Lx = 2yx h + 2AS y° " ^ ' g ^ — 1 = 

A A 
= y [o>, + y0 + 72 — 2vil = - 3 (7o + 4yi + 72J-

Pielietojot šo formulu laukumam ar M2MaMA dabūjam 

¿2 = y [72 + 4- y 4 ] 
A A Z.t 4- ¿2 = y b o + 47i + 72] + - 3 IjVa + 4

3̂ + V*] = 
A 

= -3 - l>o + 47i + 2 jV 2 4- 4jy 3 4- jv 4 ] . 

Pieskaitot klāt Z*,, ar punktiem MtM5M6, dabūjam 

Lx 4- Z , 4 ¿ 3 = -3 - [7o + 4 * 4  2 y 2 4 4 ^ 4 2y4 + 4 ^ B 4- yG). 
Formulu, redzams, varam paplašināt, ja dalijumu skaits ir 2n; tad 

A 

L = - 3 [7o + 4 (7i + ^ 3 + • • • +72«i) +2(jv24-74+... 4̂ 2«-2)+72«] 
Šo formulu sauc par S i m p s o n a f o r m u l u . 
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Pielietojot šo formulu integrāla 

dx 
1 + 

aprēķināšanai ar n = 8 dabūjam 

~ 0,69314764. 

Šī vērtība pret īsto vērtību lielāka par 0.000 00046. 
Noteikta integrāla tuvina aprēķināšanu var arī izdarīt a r : 
5) Planimetru un integrafu. 

6) Grafisku integrēšanu. 
Planimetrs ir aparāts, kas mechaniska cejā atzīmē kāda slēgta 

laukuma skaitlisko vērtību. 

Integrafs ir aparāts, kas grafiski dod kāda laukuma integrallikni. 

Šo aparātu aprakstu, teoriju un pielietošanu apskata lekcijās 
„Praktiskā matemātika*. Dota integrāla grafiska izvērtēšana apskatīta: 
J . Cizarevičs „Grafiska diferencēšana, integrēšana un neperiodiskas 
līknes nolīdzinājuma atrašana". 

flr integrālu noteiktas funkcijas diferencēšana un integrēšana. 

35. Ar integrālu noteiktas funkcijas diferencēšana. 1) Integrals 
kā savu robežu funkcija. 

Noteiktā integrāla īpašības apskatot redzējām, ka noteiktais inte
grals no fix), kas intervālā (a, b) vienvērtīga un nepārtraukta, ir 
nepārtraukta funkcija no integrāla virsrobežas, ja tā mainīga inter
vālā (a, b). 

Funkcijas veidošana ar noteiktu integrālu, kā virsrobeža mai
nīga, paplašina funkcijas jēdzienu. 

Sekojošus integrālus nav iespējams izteikt slēgtā veidā ar ele
mentārām funkcijām, tādēļ ar tiem ir definētas jaunas transcendentas 
funkcijas. 

X X X 

1) j * < * > 0 ) ; 2) j^/df; 3) / « ? ? <dt (ax > 0 ) ; 

D e v ī t ā n o d a ļ a . 

o o a 
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x 

i ) . 

n . 

Ar 1) ir definēta funkcija i n t e g r a l l o g a r i t m s , ar 2) i n t e g r a l -
s i n u s , ar 3) i n t e g r a l c o s i n u s , ar 4) p i r m ā v e i d a un ar 
5) o t r ā v e i d a e l i p t i s k i e i n t e g r ā l i . 

Tā kā 
X 

Dx f fit) dt = fix), 

Zīm. 61. 

Ja funkcijas / ( x ) ģeo
metrisks attēls ir līkne CD 
(zīm. 61), tad 

X 

ļfix) dx — laukums ACMPA 

un 

D, 

X 

j f(x) dx = f(x) = MP. 

Laukuma ACMPA diferenciāls ir laukums PRQM. 
Ja diferenciālu dx uzskatam par pozitivu, tad laukuma diferenciāls 

ir pozitivs, kad f(x) > 0 un tas ir negativs, ja / ( r ) <C 0. Vietās, 
kur fix) — 0, funkcija 

j fix) dx 

dabu ekstrēmas vērtības 

x 

5) / ļ / l r _ ^ ^ ^ 2 < »: 
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\/(x, y + k) - f(x, y)\ < e, (a < x < b) (1 ) 

Integrāls ar mainīgu apakšrobežu 

b 

jf(x)d.v 

X 

noteic funkciju no apakšrobežas un 

h x 

Dx J f(x) = - Dx(j'f(x) dx ) = -f(x). 
X o 

2) I n t e g r ā l s , k ā f u n k c i j a n o k ā d a i n t e g r ē j a m ā s 
f u n k c i j a s p a r a m e t r a . 

Integrāla 
b 

ļ/0, y) dx 
a 

zem integrāla funkcijā atrodas bez integrēšanas mainīgā x arī mainīgs, 
bet no x neatkarīgs parametrs y. 

Pieņemam, ka funkcija /( . * , y), ir integrējama intervālā (a, b), 
ar visām vērtībām kādas y var pieņemt intervālā ( c , d). Tad 
augšējā integrāla vērtība ir atkarīga no tās atsevišķās vērtības, 
kas dota parametram y, tā tad augšējais integrāls ir funkcija no y 
intervālā (c, d). Apzīmējam šo funkciju ar *I>(jy), tad 

b 

ļ f(x, y)dx = 4>(jy). (c < jv d) 
a 

Ja f(x, y) ir nepārtraukta funkcija no y intervālā ( c , d) ar katru 
x vērtību intervālā (a, b), tad *i>{y) ir nepārtraukta funkcija intervālā 
( c , d). Tas redzams no sekojošā. 

Ja f(x, y) ir nepārtraukta funkcija no y intervāla ( c , d), tad 
pieņemot pēc patikas mazu pozitīvu skaitļu e varam atrast pietiekoši 
mazu TJ, tādu kā 
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ja tikai y un y 4 k atrodas intervālā (c, d) un | k | < ; r¡. Ta ka 

b b 

4 > 0 ' + k)  4> (y) = J /(*, y + k)dx — j / ( . v , y) dx = 

: / [f(X. y + k) - / ( . V , J ) ] f/.r (2) 

tad 

— I 

I <ī>(y 4 - *) - 0) (JK) I = 

I * 
[/(X,y + k)-/(X.y)] dx. (3) 

Ievērojot (1), redzam ka 

/ f(x, y 4- k\ - f{x, y) dx <C / e ¿/A: 

No (3) un (4) redzams: 

I *I> (_-v 4- k) - *1» (_>•') I < E ( 6 — a) . 

(¿  a) . (4) 

(5) 

Izteiksme (5) rāda, ka | tl> iy -\- k) — <1> | varam pataisīt pēc pa

tikas mazu, ar galīgiem a un b, tādē] funkcija <£> iy) ir nepārtraukta inter

vālā (c, d). Augšējie pieņēmumi ir noteikti izpildīti, ja fix, y), kā 
funkcija no diviem mainīgiem, ir nepārtraukta iecirknī, kas izteikts ar 

<C b un c <^ y <i d. 

No (2) dabūjam: 

4>(v 4 k) - il>(y)_ ŗfjx, y + k) fjx. y) 
I dx. 

Ja funkcijai / i x , y) ir, katrā vietā a < ! x <^ b, ar katru y inter
vālā (y — k, y 4 - k), galīga pirmā un otrā atvasinātā attiecībā uz y, 
tad varam pielietot Teilora formulu un dabūjam 

fix, y + k) =f(x, y) 4 kfy i-r, y) 4 - | 7 v y ( * . y 4 - №). ( O < 0 < 1 ) 
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26 

Ievērojot augšējo dabūjam: 

f -*i~--^ = ffy (x . y)dx + Ļjfyyi^ y + U)dx 
a a 

Ja intervāls (a, b) galīgs, tad abiem integrāliem ir galīgas vērtī 
bas un liekot k 0 dabūjam: 

b 
*'iy) = jfy(x, y)dx, 

a 
vai arī 

£ / / , x . , , * = / 2 £ i > * . (6) 

Arī, ja intervāls (a, b) ir bezgalīgs, šī formula pastāv, ja tikai 
integrāliem 

b b 
j fy (x, y) dx un ļ fyy (x, y) dx 
a a 

ir noteiktas vērtības ar katru y intervālā 

(y — k, y + k). 

Ar formulu (6) izteiktu operāciju sauc par d i f e r e n c ē š a n u z e m 
i n t e g r ā l a z ī m e s . 

Ja integrāla robežas ir funkcijas no parametra y, kā sekojošam 
integrālam: 

V 

ļ f(x, y)dx; u = z(y); v = <Ļ(y), 

tad 
V 

ļf (.v, y) dx — F{y, u, v) 
u 

un 
V 

d ŗ , . . , d „, , dF . dF du . dF dv 
dyj J dy K J * dy ^ du dy ^ dv dy 

u 

u 
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e~*y 0 0 

y n 

-xy 

y' 
(y > G ) 

Ar diferencēšanu zem integraizīmes varam dabūt * 

1) no dotām integralformulām jaunas, 

2) iespēju dažreiz izvērtēt dotu noteiktu integrālu. 

P i r m a i s g a d ī j u m s . 

oo 

j e-*y d/, = — 
u 

Še funkcija f(x, y) — e~*y atbilst pieņemtiem noteikumiem un 
tādēļ varam diferencēt, attiecībā uz y, zem integrāla zīmes. Diferen
cējot augšējās izteiksmes abas puses attiecībā uz y dabūjam : 

u 

Arī še augšā pieņemtie noteikumi ir izpildīti, tādēļ diferencējot atkal, 
attiecībā uz y, dabūjam 

r 1 2 

o ^ 

Diferencējot n reizes dabūjam: 

[ x" e-*y dx = --

o 

Ar y = 1 dabūjam: 

CD 

f z " e-*dx = nl 
0 

O t r s g a d i j u m s : 

J a integrālu 
b 

//(*» y) dx = <S>(y) 
a 
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j fy (x. y) dx = <ī>'0'). 

tad meklēto funkciju <I>(jy) dabūjam integrējot <!>' (y), ja šo integrē
šanu varam izdarīt. 

P i e m ē r s . 
00 

/
, „ sin X , , , . 

* — — (->')• (1) 

0 
Var pierādīt, ka augšējam integrālam ar visiem y integrēšanas iecirknī 
ir noteikta vērtība un ka intervālā (0, -ļ- eo) funkcija <I> (y) ir nepār
traukta funkcija no y. 

Diferencēšana zem integrāla zīmes še pielaižama, jo ar 

dabūjam 

fy {x, y) = — e~yx sin x; fyy (x, y) = xe~yx sin x. 

un abiem integrāliem 

0 0 0 0 

/ fy (*. y) d x u n /fyy (•*. d x 

0 U 

ir noteiktas vērtības ar y > 0. Diferencējot (1) dabūjam 
00 

tļ>' (y) = j e"- s in x dx. 
o 

Šo integrālu parciāli integrējot dabūjam 

TO 

<!>' (y) = — ļ e~yx sin x d. V — 
1 + f 

un 

CD OD 

j" 4>'(y)dy=<t>(co ) - 0 ) ( j v ) = - / ī ^ = - | a r c tgVļ" = a r c t g y - \ (2) 

26* 

nevaram izvērtēt, t. i. dabūt <\>(y) parastā ceļā, bet ja iespējams 
dabūt 

h 
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36. Ar integrālu noteiktas funkcijas integrēšana. Dota vienvēr
tīga, nepārtraukta funkcija f(x, y) iecirknī, kas noteikts ar 

Tad, ka redzējām 

dx 

ir nepārtraukta funkcija no y intervāla (c, d) un tadej to varam inte
grēt, attiecībā uz y, no c līdz d. Šādu operāciju apzīmējam ar simbolu 

d b 

j'dyf/(x,y)dx. (2) 
c a 

Tāpat 
d 

f / 0 , y) dy 

ir nepārtraukta funkcija no x intervāla (a, b), tade) varam integrēt to 
attiecībā uz x, no a līdz b. 

Ar apakšrobežu y = 0, dabūjam 

00 

J <\>' (y) dy = <I> ( w ) c|> (0) — ^ (2') 
u 

Tā kā *l» (y) ir integrāls (1), tad ievietojot integrālā (1) y = oo un 
y = 0 dabūjam 

OD 

<I> (oo ) = 0 ; <J> (0) = j —~ dx. (3) 
u 

No (2) un (3) dabūjam 
OD 

r / N f - T U S ' 1 1
 X J

 TC
 L i. 1 

*I>(jy) = ļ e x y —— dx = — — arc tgjy = arctg —. 
o x ^ 

No ( 2 a ) un (3) dabūjam 
0 0 

/
sin X , TC 

<7* = —. 
x 2 
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dy 
- f(x, y). 

Tad dabūjam 
b d 

f dx j / ( , , y) dy. (3) 
tl c 

Ja dotie attiecibā uz funkciju f(x,y) noteikumi izpildīti, tad 

d b b d 

fdyj/{x, y) dx = J dx jf(x, y) dv. (4) 
c a a c 

P i e r ā d i j u m s . 

Augšrobežu d un b vietā ievedām y un x, ar noteikumiem 

c ^ y ^ d un a <^ x ^ b, 

tad izteiksme (2) ir funkcija no x, y. 

Apzīmējam šo funkciju ar F(x, y), tad 

y x 

F(x, y) = jdyf f(x, y) dx. (5) 
c a 

Diferencējot augšējās izteiksmes (5) abas puses, attiecībā uz y dabūjam 

a 

diferencējot šo izteiksmi, attiecībā uz x dabūjam 

Diferencējot (5), attiecībā uz x, dabūjam 

c a c a c 

diferencējot augšējo izteiksmi attiecībā uz y, dabūjam 
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f[x, y) = 
dx 

dabūjam 

d b d b d № F (x, y)\ 

fdyff{x,y) d x = f d y f g dx = 

c a c 

d d 
fdv\dF{x, y)\b = CtdF(b, y) _ ļFfaJH d = 

J y | dy \a J \ dy dy ) y 

c c 

= \F(b, y)~ F(a,y)\d = F(b,d)-F{a,d)-F{b,c) ±F(a,c). (a) 

Ievedot izteiksmē (3) 

dabūjam 

b d b d d \^JL^J^ 
f dx ļf(x, y) dy = J dx j ~ dy = 

a c a 

b b 
= f dx\*lķ^\d = ļ ( d - F ķ ^ l - dx = 

J \ OX \c J \ OX 0 X 1 

a a 

\F(x, d) — F{x, c)\b
a = F(b,d)—F(b,c) — F(a,d) + F(a,c). )3) 

Kā redzams izteiksmes (a) un (B) ir vienlīdzīgas, ar to tad ir pie
rādīts ka 

d b b d 
f dy ļ / ( * , y)dx=J dx f f{x, y) dy. (6) 
c a a c 

Tā tad, ja funkcija f{x, y) ir vienvērtīga nepārtraukta iecirknī 

a ^ x ^ b, c y ^ d 

un ja jāizdara šīs funkcijas integrēšana iepriekš, attiecībā uz x, pastā
vīgās robežās a un b un tad, attiecībā uz y, ari pastāvīgās robežās 

Pieņemam, ka F{x, y) ir zināma, tad, ievedot izteiksmē (2) 
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J e-y* dx = ^ 
0 

j _ 
y 

Integrējam izteiksmes abas puses, attiecība uz y, no a līdz b (a un b 
pozitīvi). Tad 

b 
1 j dy ļ c.-yxdx = ļdx j e~yx dy = jj dy 

a 0 0 a a 
un 

/

03 .—yx \b . h 

- ļ ± ļ dx = \ ly\b = Ib - la = / —, 
\ x \a ' J a (f 

0 

c un d, tad izdarot integrēšanu apgriestā kārtībā, t. i. integrējot iepriekš 
attiecībā uz y un tad attiecībā uz x, attiecīgās robežās dabūjam to 
pašu rezultātu. 

b 

Formulas (6) kreisajā pusē jāizdara integrāla j /(x, y) dx inte-
a 

grēšana, attiecībā uz y, un ja to izdara tā, kā formulas labajā pusē 
norādīts, tad tādu operāciju sauc par i n t e g r ē š a n u z e m i n t e 
g r ā l a z ī m e s . 

Ja dots integrāls 

ļf(x, y)dx = F(y), 

tad to varam integrēt, attiecībā uz y, robežas c, d. Tad rakstam 

d 9{y) 

fftf / ( * . V) dx. 
c ?o(y) 

§e integrēšanas kārtību nevar apgriezt. Vispirms jāintegrē attiecībā 
uz x, un tad rezultāts jāintegrē attiecībā uz y. 

Ar integrēšanu zem integrāla zīmes varam dabūt: 

1) no dotām integralformulam jaunas, 
2) iespēju gadijumā izvērtēt dotus integrālus. 

P i r m a i s g a d i j u m s : 
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» c - a x _ c - b x b 

1 dx = / — 
J x a 

(a > 0, b > 0) 

O t r s g a d i j u m s : 

Dabūt 

J = j e-*2 dx 

vērtību. 

Ievedām substituciju x = yt. (y > 0). 

Še y ir no x neatkarīgs parametrs. Tad 

dx = ydt; ar x = 0; t = 0 ; ar x = « ; / = co. 

Pēc substitucijas dotais integrāls dabū veidu: 

j = fe~yl'2y d t 

o 

Reizinot augšējās izteiksmes abas puses ar e~y~ dabūjam: 

J e-y* = ļ"e-y2V+fl)ydt. 

Labās puses integrāls ir funkcija no y, un tā vērtība atrodas kreisajā 
pusē. Integrējam šo funkciju, attiecībā uz y, robežas 0, c o , tad 
dabūjam: 

0 0 0 0 

j Je-y'dy = j dy j e-y7V+t2)ydi = j dt j e-y^+'^ydy. (1) 

0 0 0 0 

Kreisajā puse dabūjam: 

J f e~y2dy = J J = p (2) 

Tā tad 
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Labajā puse dabūjam: 

• 2(1 4- /2) 

-v'O+z 2 ) 1 = 1 ; e~y20+'2) ļ° — - 1 

|o 2 (1 4- /»)| L 2(1 + P) 
2 (1 + tf 

d Tā tad 
c o c o 

U U 0 

Ievērojot (1), (2), (3) dabūjam 

UD 

' = / 

D e s m i t a n o d a ļ a . 

Vairākkārtēji integrāli. 
37. DivkārSais integrals. Pieņemam, ka funkcija / ( x , y) ir vien

vērtīga un nepārtraukta ar visiem vērtību sakopojumiem x\y, kad (zīm.62) 

7« 
a ^ x 
c < y 

< b 
< d (1) 

O 

Noteikumam (1) ģe
ometriski atbilst pa
ralelograms EFGH, 
kā laukumu apzī
mējam ar P. ^ 

Intervālu (a, b) 
iedalām p daļās un 
intervālu (c, d) q 
daļās ar sekojošiem 
skaitļu sekojumiem 

X . - . 

X . 

b 

c = 7 0 . 7 i 

E 

Q 

1 

ļ 
P 

1 

f 

h 9 

H 

7 « - i -

Zim. 62 . 

7« • • - ^ - 1 . 

F 

R 

-U 

yq 

= b. 

- d. 
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Apzīmējam 
** ~ = h \ 

— y e - l = £e ) ( ' 

Caur dalījuma punktiem vilktās taisnes, paralēli asīm, sadala iecirknī P 
mazos paralelogramos. Vienu no tiem cfgh apzīmējam ar 

Pieņemam šai laukumā AkeP pēc patikas punktu un apzīmējam tā 
koordinātas ar £k | rļe, tad šai vietā f (x , y) dabū vērtību / ( ^ , f\e). 

Veidojam divkāršu sumu 

L = i>Z<f(St, tie) heP- (3) 
1 1 

T e o r ē m a . 

Ja funkcija / ( x , y) atbilst pieņemtiem noteikumiem, tad šī div-
kāršā suma tiecas uz noteiktu robežvērtību, ar un q-> <x> 
(tad 5^ - > 0 un ze -»-0). §ī robežvērtība nav atkarīga no iedalijuma 
veida un punkta %k ļ rj e izvēles laukumā ^eP. 

Pierādījums izdarāms līdzīgi kā [8] un tādēļ še saīsināts. 

Funkcijas / ( x , y) mazāko un lielāko vērtību laukumā Ake P 
apzīmējam ar mke un Mke. 

Funkcijas / ( x , y) mazāko un lielāko vērtību visā laukumā P 
apzīmējam ar m un M. 

Ievedot izteiksmē (3) funkcijas f(lk f]e) vietā mke dabūjam jaunu 
sumu, ko apzīmējam ar s. 

Ievedot izteiksmē (3) funkcijas f\k r j e ) vietā Mke, dabūjam arī 
jaunu summu, ko apzīmējam ar 5 . 

Tad 
s < L < S. (4) 

Ievedot summā s, mke vietā m, suma s dabū vērtību m . P. Ievedot 
sumā 5 , Mke vietā M, S dabū vērtību M. P. 

Redzams, ka 

m P < 5 un 5 < M P. (5) 

Ievērojot (4) un (5), varam rakstīt 

mP < 5 < L < 5 < MP. (6) 

Še redzam, ka suma L ieslēgta starp noteiktām vērtībām mP un MP. 
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dažādos AkeP dabu dažādas vērtības. Apzīmēsim ar lielāko no 
visiem . 

Tad no (7) redzams 

P i 
0 < S - j < v £ k I e AA (, P = y P . 

i i 

Tā kā funkcija f(x, y) ir nepārtraukta, tad ja S^->0 un ze - * 0 arī 
Y~>0, {p y od, q-+ao). Tādēļ 

lim ( S — 5) = 0 ' (p-> oo ; <7->-co ). 

Tā tad 

lim S = lim 5 . ' 

Bet tā kā L atrodas starp 5 un 5 , tad 

lim L = lim s — lim S . 

Š e l i m L s a u c p a r f u n k c i j a s f{x, y) d i v k ā r š u i n t e g r ā l u 
v i r s l a u k u m a P un apzīmē ar s imbolu: 

P V ŗ ŗ 
lim L = lim Vk Ye Vc ) 5 * e « = I / / ( * . 7 ) rf* <(y (8) 

e ^ 0 e * ^ 0 

Kad p un q aug, tad, vispārīgi s var tikai augt, bet s nevar 
pārsniegt M P. 

Kad p un q aug, tad, vispārīgi, 5 var tikai dilt, bet nevar pie
ņemt mazāku vērtību par m P. 

Ar augošiem p un q sumas 5 un 5 tuvojas viena otrai, tās tiecas 
uz kopēju robežu. 

Veidojam 
P '/ 

S ~ S = I" I e
 mke) W <7> 

1 1 

Ar dotām p un q vērtībām starpība 
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I z t e i k s m i f(x, y)dxdy s a u c p a r d i v k ā r š a i n t e g r ā l a 
e l e m e n t u u n dP — dx dy p a r i n t e g r ē š a n a s i e c i r k ņ a 
e l e m e n t u . 

Divkārša integrāla ietegrēšanas iecirknis ir laukums, tādēļ div
kāršu integrālu sauc arī par l a u k u m a i n t e g r ā l u . 

Vienkārša integrāla integrēšanas intervāls ir līnijas nogrieznis, 
tādēļ vienkāršu integrālu sauc arī par l ī n i j a s i n t e g r ā l u . 

38. Divkārša integrāla izvērtēšana. Tā kā 

f f f(*. y) dxdy = 1im Vt Ve/ (Ķb, ne) l k te 

tad izdarot pāreju uz robežu vispirms attiecībā uz x, dabūjam: 

i P q r 
2> e e 1im £ k / ( Š * -ūe) h = 2> ze / / (•* . 1« ) d x -
1 s*->-0 1 1 J

a 

Izteiksmē (a) izdarot pāreju uz robežu, attiecībā uz y, dabūjam: 

(«) 

lim V e e e 1im Y k f(Ķk , i j ) = 1im f e e e f / ( * , ļ ) rf* = 

= f d y f / < * • J V ) (0 

Izdarot pāreju uz robežu vispirms, attiecība uz jy, un tad attiecība uz 
x, dabūjam 

b d 
ļ d x ļ /(*, y) dy. (2) 
a c 

Kā agrāk redzējām: 

d b b d 
jdyļ/(*, y)dx = j'dx J f(x, y)dy. 
c a a c 

Izteiksme (1) kā arī izteiksme ( 2 ) noteic divkāršā integrāla vērtību. 
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Ja divkāršā integrāla izvērtēšanu izdarām ar priekšrakstu (1), 

tad izdarām integrēšanu, attiecībā uz x, ar pastāvīgu y, kas ģeomet
riski apskatot rāda, ka integrēšana izdarīta gar taisni UVt (zīm. 62 ) 
otra integrēšana, attiecībā uz y, izdarīta starp taisnes UV tālākām 
iespējamām vietām t. i. starp taisnēm EH un FG. 

Rīkojoties pēc priekšraksta (2) pirmo integrēšanu izdarām ar 
pastāvīgu x gar taisni QR, un otru integrēšanu starp taisnes QR iespē
jamām vietām EF un HG. 

Apskatīsim gadī
jumu, kad integrēša- 0 C y 
nas iecirkni P ierobežo 
likne. Pieņemam ka še, 
integrēšanas iecirkni 
P (zīm. 63) ierobe
žojošā līkne ir C, ko 
taisnes paralēlas koor
dinātu asīm krusto 
tikai divos punktos. 

Še funkcijas f(x,y) 
integrēšana notiek ar 
tādiem x ļ y vērtību 
pāriem, kam atbilst punkti laukumā P un uz līknes C. Ja līknes C 
nolīdzinājums ir cp(.r, y) — 0, tad līknes punkti izpilda šo nolīdzinā-
jumu, bet ja punkti atrodas laukumā P, tad 

<? <x. }') < 0 
Piemēram, ja integrēšanas laukums P ir riņķis ap koordinātu 

sākumu ar rādiusu R, tad punktiem x \ y jāizpilda noteikums 

x2 + yn- R2 < 0. 

Ja taisne |j y asij krusto līkni C tikai divos punktos, tad divkāršā 
integrāla pirmo integrēšanu attiecībā uz y ar pastāvīgu x, izdarām gar 
taisni QR. Integrāla apakšrobeža tad ir MQ un augšrobeža MR. 
Tikpat MQ kā MR ir funkcijas no x. Apzīmējot 

MQ = v0(x) un MR = cc (x) 

Zīm. 63. 

dabūjam pirmo reizi integrējot 

/ /(*. y) dy. 
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Šo izteiksmi integrējam, attiecībā uz x, robežās no x - - a līdz x = b. 
Vērtības a un b dabūjam, velkot līknei C pieskares ļ| y asij. Šī» pie
skares nogriež uz x ass a un b. Tā tad 

b 9 ( . t ) 

f dx f f(x, y)dy=ff f(x, y) dx dy. (3) 

J a izdarām pirmo integrēšanu, attiecībā uz x, ar pastāvīgu y, 
tad integrējam gar taisni UV. Apakšrobeža tad ir NU = u>0{y) un 
virsrobeža NV = wf^'). Tad dabūjam 

Šo izteiksmi integrējam, attiecībā uz y, no c līdz d. Vērtības c un d 
dabūjam velkot pieskares līknei C paralēli x asij. Tad 

d <o(y) 

f dy f / ( * , y) d x = j j ' f (*. y) dx dy (4) 
u„(y) p 

Salīdzinot 3 un 4 redzam ka 

d to(_y) /; V(X) 

f dy f fix, y) dx = j dx J f{x, y) dy. 
c «Wy) a foto 

Šī izteiksme rāda, ka arī šinī gadijumā var integrēšanas kārtību pār
mainīt, bet tad pirmās integrēšanas robežas jāmaina, jo tās atkarīgas 
no tā mainīgā, attiecībā uz ko otrreiz jāintegrē. Otras integrēšanas 
robežas arvienu ir pastāvīgi lielumi. 

39. DivkārSa integrāla ģeometriska nozīme. Apzīmējot funkcijas 
/ix, y) vērtību ar z, varam uzskatīt x ļ y ļ z kā kāda punkta koor
dinātas telpā, tad 

z = /(*. y)-
dod telpā virsmu. 

Pieņemam, ka z arvienu pozitivs. Reizinājums 
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tad dod tādas prismas tilpumu, kam pamats ir 

un augstums 

415 

Tad 

zke = /(§*. Tie)-

dod tilpumu, (zim. 62), kas ierobežots ar laukumu P, katros sānos ar plak
nēm kas I\ uz xy plaknes un ar plaknēm, caur aplikalu zke gala punktiem. 

Ar augšējās divkāršās summas robežvērtību, ar divkāršo integrālu 

/ 0 , y) dx dy (14) 

ir definēts tilpums, ko veido, prizma vai cilindrs, virs laukuma /' un 
kas augšā ierobežots ar virsmu 

z = / ( * , y). 

Ar noteiktu divkāršu integrālu atrisina problēmu: aprēķināt ar līku 
virsmu ierobežotu tilpumu. 

Ja f(x, y) maina zīmi integrēšanas iecirknī P, kas ierobežots ar 
līkni C, tad / ( x , y) iet caur 0 gar kādu 
līkni D. J a f(x, y) > 0 līknes D lau
kumā, tad tā ir < 0 starp līknēm D un C. 

Integrāls 

///(*. y) d* dy. 

tad dod divu tilpumu starpību, no kuriem Z i m 6 4 

pozitivais atrodas virs līknes D laukuma 
un negatīvais zem laukuma starp līknēm D un C. 

Divkāršā integrāla izvērtēšana ar divām sekojošām integrēšanām 

/f / ( * . y) dx dy = ļdx ļfx, y) dy 

ir šāda ģeometriska nozīme. 
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Integrēšanas iecirknis P = laukums ACBD (zlm. 65), ar 
malām ļļ koordinātu asīm. 

Virsmas daļa, ko veido z = f (x, y) virs laukuma P ir laukums 
EGFH. 

Zīm. 65 . 

Kad funkciju / ( r , v), integrējam attiecība uz y, ar pastāvīgu x 
robežās no c = xQ līdz d = xR, tad 

d 

J"/(.v, y) dy = laukums QI\ST = u. 
c 

Laukumu u dabūjam šķeļot tilpumu ar plakni ļļ yz plaknei attālumā x 
no yz plaknes. Reizinot ar dx dabūjam 

d 

dx j f (x, y) dy = udx. 

c 

Šī izteiksme dod prizmas tilpumu, kuras pamats ir u un augstums o^r. 

Šo prizmu sumas robežvērtība 

b d b 

J dx jf{x, y) dy = J udx 
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dod visu tilpumu. Līdzīgi izskaidrojams arī integrals 
d h 

j dy j fix, y) dx. 

c a 

Šī apskate arī derīga, ja iecirkni P ierobežo likue. 
Divkārša integrāla 

f j fix, y) dx dy = j ļ z dx dy 

P P 

elements z dx dy ir, (neievērojot augstākus par otro kārtu bezgalīgi 
mazus lielumus, attiecībā uz dx un d y ) , mazas prizmas tilpums, kuras 
pamats efgh = dx dy un kas augšā ierobežota ar virsmu z = f(x, y) . 

Ja liekam 

fix, y) — 1, tad j ļ dx dy = P (integrēšanas laukums). 
P 

P i e m ē r s . 
Aprēķināt lodes tilpumu. Kā redzējām 

j j f ix, y) dx dy 

P 

dod iespēju aprēķināt tilpumus. Liekam = f(x, tad 

J j f{x, y) dx dy = ff zdx dy. (1) 
P P 

Pieņemam, ka lo
des centrs atrodas ko
ordinātu sistēmas sā
kumā, lodes rādiuss R. 

Lodes nolīdzina-
jums ir 

y z—±yļ'Ri-xi-y%. (2) 

Aprēķinam tilpumu V 
pirmā oktantā. Šinī 
gadijumā sakne jāņem 
ar 4 - zīmi, jo pirmā 
oktautā z ir pozitivi. Zim. 66 

Zīmējuma 66. loki AB, BC, CA katrs ir—- riņķa ar rādiusu R. 

27 
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Integrēšanas iecirknis P ir ~- riņķa laukums OAB ar rādiusu R. 

Ievērojot teikto par divkāršo integrālu, tilpumu V dabūjam aprē
ķinot divkāršo integrālu 

V= ļ ļ zdx dy. (3) 
P 

Divkāršo integrālu (3) izvērtējam, kā norādīts ar divām seko
jošām integrēšanām, tad 

R l'R*—x* 

V = j dx ļ zdy (4) 
o o 

Augšējo integrālu robežas dabūjam šādi. Zemintegrala izteiksme 
z dy dod svītroto elementarlaukumu. Integrējot šo izteiksmi robežās 
no 0 līdz ]/R2 — x2 dabūjam laukumu FDE. 

Reizinājums 

dx j z dy 
o 

dod elementarprizmu HJGEFD. Šo elementarprizmu sumu, meklēto 
tilpumu V dabūjam integrējot augšējo izteiksmi robežās no 0 līdz R. 
Tā tad 

R \Ri-x* 

V = ļdx j zdy (5) 
U 0 

Ievedot z vērtību dabūjam 
R \ R2—x2 

V = Jdx f ]/ R2 — X * - f - dy (6) 
0 0 

Lai šo izteiksmi izvērtētu dabūjam vispirms nenoteiktu integrālu 

j - x2 — y2 dy. (7) 

Še jāintegrē, attiecībā uz y, x uzskatams kā pastāvīgs. No agrākā 
zināms integrāls 

f ļ/rt2 - x2 dx = °Ļ ļ / ā 2 " * 2 " + ~ arc sin * (8) 

file:///Ri-x*
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Salīdzinot integrālu (7) ar izteiksmi (8) redzams, ka (7) varam pārvest 
uz veidu (8), ja a2 vietā ievedām R2 — * 2 un x vielā ievedām y. Tad 

J \!R2 _ X 2 _ y d y = ? L ]/#> _ _ y + ^ „ _ f ! a r c s i n 

Ievedot robežas, dabūjam 

ļ yR*-x*-y*dy= 4- arc sin 

ļ/T̂ -̂ lo 
= [(o + arc sin 1 ) - ( o + R

2 — x2 

arc si „0)1 = R2 — x2 r 

Tad 

/ <fc / ļ / t f 2 - * 2 - y2dy= f <ix(^-=-?- ļ ) = ^-f(R*-x2)dx= 
0 0 0 0 

4 I ! '° | 3 ;0 1 4 P 3 J 4 3 7 

Tā tad 

un lodes tilpums 

V — — — 7? 3 

4 3 

8 V = 4- R3 -
0 

Šis piemērs rāda, kā izdara t i l p u m a a p r ē ķ i n ā š a n u — k u b a 
t ū r u , ar divkārša integrāla palīdzību. 

40. Jaunu mainīgu ievešana divkāršā integrālā. Integrēšanas 
iecirkni P iedalijām taisnleņķu elementāros laukumos dP, ar taisnēm, 
paralēlām koordinātu asīm. Iedalīt varam arī citādi, tikai jāgādā, lai 
elementarlaukumu dP sumas robeža būtu P un to izmēri visos virzie
nos tiektos uz 0. Tādā gadijumā 

// A*. y) dP 
P 

27* 



420 Integrālrēķini X nod. 

dabū ar vienu to pašu vērtību, neskatoties uz to, kādā kārtībā iedalī
šana izdarīta. 

Agrāko iedalīšanas veidu varam mainīt ievedot x un y vietā 
jaunus mainīgos, kurus varam tā izvēlēt lai jaunais iedalīšanas veids 
piemērotos integrējamās funkcijas īpatnībām Tam ir nozīme tikpat 
integrēšanas operācijas izvešanā, kā arī integrēšanas robežu noteikšanā, 
kas dažos gadijumos rada grūtības. 

Integrālā 

ff /(x y) dxdy ( I ) 

ievedām x un y vietā jaunus mainīgus « un w ar nolīdzinājumiem: 

x = *{u,v)\ 
y=<ļ>(u,v)\ K £ ) 

Pieņemam: 1) ka cp un <Ļ funkcijas ir nepārtrauktas un šīm funkcijām 
ir nepārtrauktas atvasinātās attiecībā uz u un v, 2) ka ja doti u un v, 
tad no (2) dabūjam x un y vienvērtīgus. Tāpat, ja doti x un y, tad 

0 

dabūjam no (2) u un v vienvērtīgus. 

x> 

X 

u 

X 

^^^^^^^^^^^ 

ļ e' h ] 

X 

u 

X 

olu V 

X 

u 

X 

9' S C 

y 

Zīm. 67 . 

Tādā gadi jumā nolīdzinājumus (2) sauc par v i e n - v i e n v ē r t ī -
g i e m , n e p ā r t r a u k t i e m t r a n s f o r m ā c i j a s n o l ī d z i n ā 
j u m i e m . 
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Ar notīdzinājumiem (2) katram punktam ar koordinātām 
x\y, xy plaknē, atbilst šai pašā plaknē punkts ar koordinātam u \ v. 
Līknei C atbilst līkne C (zīm. 67), laukumam P, kas ierobežots 
ar līkni C. atbilst laukums P, kas ierobežots ar līkni C. 

Diferencējot nolīdzinājumus (2) dabūjam: 

dx -

dy ~— 

No (3) dabūjam: 

Ov 
1_ 

du 

du 

du + dv 
dv dv 

du + Ŗ dv 
dv 

(3) 

dv 
di 

- dx dv 
d~ū 

— dx dv 
du 

dj, 
dv 

d<Ļ 
dv 

- dy 
d<Ļ 
du 

— dy 
d$ 
du 

<*ļ> 
dv 

du dv: 1 = 

Tā kā nolīdzinājumi (2) ir nepārtraukti un vienvērtīgi, tad katrā 
vietā, dotiem dx un dy jāatbilst noteiktām vērtībām du un dv no (3) 
un arī otrādi. Redzams, ka tādā gadījumā determinants, ko apzīmē* 
jam ar J 

dv 

J = 

dv 
du dv 

du dv 

nevar būt 0 nevienā vietā laukumā P\ un tādēļ tas arī nevar mainīt 
zīmi. Šo determinantu sauc par funkciju cp un tp f u n k c i o n ā l o 
d e t e r m i n a n t u vai arī J a k o b i d e t e r m i n a n t u . 

Iedalām iecirkni P' ar taisnēm ¡1 koordinātu asīm paralelograma 
veida elementos, viens no tiem ir r'f g'k'. Šādam laukuma P' ieda

lijumam, atbilst laukuma P iedalījums, vispārīgi ar divu sistēmu līk

nēm, elementos dP = efgh. Ja du un dv pieņemti ļoti mazi, tad 
efgh var uzskatīt kā paralelogramu, kā malas ir taisnes, jo dalītājas 
līknes nepārtraukti maina virzienu. Šī virziena maiņa uz ļoti maza līknes 
gabala ir ļoti maza. 

Pārejot no e' un / ' v nemainās. Laukumā P tad e iet uz / un 
punkta e koordinātas x\y mainas par 

dxx -
dv 
du 

du; a,y = ~ du. 
1 du 

Pārejot no e' uz h' u nemainās. Laukuma P punkts e tad iet uz h. 
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Trijstūra efh laukums ir 

x y 

x 4- dxx y 4- dxy 

x 4- d2x y 4- tf^ 

1 dxx dxy 1 d2x 
— 2 d2x — 2 d*y 

Elementarlaukums d P = 2 h efg, 

dp= 
dxx d2x 
dxy d2y 

4^ du ^ dv 
du dv 

4̂- du dv du dv 

Tā tad 

dņ dcp 
du dv 
d<Ļ d<Ļ 
du (3^ 

du dv = J du dv. 

Ta ka laukums P ir pozitivs un dP ari ir pozitivs, skaitot du un dv 
par pozitiviem, redzam ka 

dP — |/| rfw rfz». 

Ievērojot dP izteiksmi dabūjam 

///(*, y) dP = f f /(cp, 4-) 171 du dv 
P P> 

Kreisās puses divkāršā integrāla vērtību dabūjam, kā redzams labā pusē, 
integrējot funkciju / ( < p , 4*) |7| ar jauniem mainīgiem u un v uz lau
kuma P', iedalot to elementos du dv. Labās puses integrālu robežas 
noteicamas ar C līknes palīdzību, kā agrāk norādīts. 

Ja neuzskatam u un v kā jaunas koordinātas, bet kā parametrus, 
ar kuriem izteikti x un y, tad varam nākt pie sekojoša uzskata: 

Uzskatot v par nemainīgu, punkts e ar koordinātām x \y veido 
līkni (y). 

Uzskatot u par nemainīgu, punkts e ar koordinātām x\y veido 
līkni (u). Tā tad, punkts e parādās kā līkņu («) un (v) krustojuma 
punkts. Tādēļ u un v ari sauc par punkta e l ī k n e s v e i d a 
k o o r d i n ā t ā m . 

Še punkta e koordinātas x\y mainas par 

dnX = ^r- dv; d9y = ^ dv. 
1 dv ' ^ dv 

Tā tad punkta e koordinātas ir x\y. 
/ . x 4- dxx \y - f dxy. 
h * 4 - |_y 4 - d2y. 
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Taisnleņķa paralelogramam dP' = du dv atbilst laukumā P 
paralelograms ar elementāro laukumu 

ļ J | du dv. 

Šis elementārais laukums ir laukuma P iedalijuma elements. Funk
cijā f{x, y) ieliekot x vietā cp («, v) un y vietā <\> (u, v), dabūjam 

/[<p ("» v), <K"i -o )]• 

Tad divkāršo integrālu 

///(?. if)\J\dudv 

varam uzskatīt kā integrējamu iecirknī P, un rakstīt 

/ / / ( ? . +) I / ! du d v = f f f(x, y) dP 
P P 

Integrālu robežas jānoteic, ievērojot parametru u un v nozīmi. 

P i e m ē r s . 

Izdarām transformāciju 

x = r cos cp. 
y = r sin cp. 

Tad jaunie mainīgie ir r un cp. 

Šo transformāciju, attiecībā uz koordinātām telpā, sauc par 
c i l i n d r a k o o r d i n ā t u , a r ī s e m i p o l a r o k o o r d i n ā t u i e v e 
š a n u . Šinī gadijumā 

un 

cos cp — r sin cp 
sin cp r cos cp = r. 

dP =• \J\dudv - r dr rfcp. 

Tad 

j jf{x, y)dx dy = j j/(rcos cp, r sin cp) r dr dy. 

file:///J/dudv
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No zīmējuma 67 a redzams, ja r ir pastāvīgs, tad transformācijas no-
līdzinājumi: 

x = r c o s cp 
y = r s i n cp 

rāda, ka punkts a veido riņķi ar rādiusu r. 

Zim. 67» 

Ja cp ir pastāvīgs, tad transformācijas nolīdzinājumi rāda, ka 
punkts a veido taisni caur koordinātu sākumu. 

Dalijuma elements dP ir laukums ayps. Augšējo divkāršo inte
grālu pārveidojot dabūjam : 

<J> ^(cp) 

J j /(Vcoscp, r sin cp) rdr dv = j dv j/(Vcoscp, r$inv)rdr. 

No zīmējuma redzam, ka ievērojot parametru r un cp nozīmi, pirmās 
integrēšanas robežas ir OM0 = o)0(cp) un OMx = ux(w)-

Otras integrēšanas robežas ir leņķis cp0 un leņķis <I> 

P i e m ē r s . 

Aprēķinam lodes tilpumu pielietojot koordinātu transformāciju. 
Kā agrāk redzējām, lodes oktanta tilpumu V dabūjam ortogonā

lās koordinātas : 
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X — r COS <p 
y = rs in cp, 

\J\ = r ; rfF = rrfreVcp 

un lodes tilpums 

8 V = -i . 7? 3 K . 

41. Neīsti divkārši integrāli. Par n e ī s t i e m d i v k ā r š i e m 
i n t e g r ā l i e m sauc tādus divkāršus integrālus, ko integrējamā 
funkcija f(x, y) kādā vietā integrēšanas iecirkni, vai kādā vietā uz 
iecirkņa malas, dabū vērtību o o . Arī tādus divkāršus integrālus sauc 
par neīstiem, ko integrēšanas iecirknis ir c o , 

Divkāršu integrālu no funkcijas f{x, y ) , kas integrēšanas iecirknī 
dabū vērtību oo, definē kā tāda divkārša integrāla robežvērtību, no 
kura integrēšanas iecirkņa kritiskās vietas ir izslēgtas ar attiecīgi vestām 

Liekam 

tad 

un 
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00 0 0 

e-{x*+y2) dx dy = TC. 

līknēm, pie kam šādi veidotais integrēšanas iecirknis kaut kādā kārtā 
tiecas uz pilnīgo iecirkni kā robežu. J a divkāršam integrālam tādas 
robežvērtības nav, tad tam nav nozīmes. 

Divkāršu integrālu no f{x, y), ja integrēšanas iecirknis ir a>, 
definē kā robežvērtību, uz ko tiecas divkāršs integrāls ar galīgu inte
grēšanas iecirkni, kad šis iecirknis tiecas uz bezgalību. 

Ja tādas robežvērtības nav, tad dotam divkāršam integrālam nav 
nozīmes. 

P i e m ē r s . 

Dabūt divkārša integrāla 

OO OD 

/ / e ~ ( x 2 + y i ) d x dy 

vērtību, kad integrēšanas iecirknis ir visa xy plakne Ievedām polar-
koordinātas 

X — r COS V 
y = r sin cp, 

Ar šo substituciju 

J = r; dP = r dr dv 

ko ievērojot, augšējais divkāršais integrāls dabū veidu 

jJ e ~ y 2 dv r dr. 

Šo integrālu integrējam pieņemot kā integrēšanas iecirkni riņķi ar 
rādiusu R. Tad 

2TC R 2TZ R 

j j e~r2 dv r dr — J dv j e~r2 rdr ——-ļ- j dv J e~ri d{ — rf= 
p 0 0 o o 

27t 27C 

= - 1/ dv \e~"X = Y f <* ~ d * = TC ( 1 - e~R2)-
0 0 

Ja šai izteiksmē liekam , tad galīgais integrēšanas iecirknis 
riņķis, tiecas uz integrēšanas iecirkni, vīsu x, y plakni. Tad dabūjam 
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Tā kā 

9D ГО 

j j е~(х2+УЧ dx dy = j е~хг dx f е~У2 dy = \ļ e-x2dxV 
— OD CD — 00 OD *• — 00 — CD CD 

tad 

— m 

un 
OD 

j e  x 2 dx — V тс. 

42. Trīskāršais integrāls. Dota funkcija f(x, y, z), vienvērtīga, 
nepārtraukta ar visiem x,y,z, kas izpilda noteikumus 

a ^ x <1 b. 
с < у < d. 
g z <^ h. 

(1) 

Punkts ar koordinātām x | j y | z ar šiem noteikumiem atrodas telpa 
paralelepipedā R, kā šķautnes (| koordinātu asīm. Šo šķautņu garumi ir 

(b - a); (d - c); (h - ģ). 

Intervālu (a, b) iedalām p daļās 
(c , d) „ q 
(g> h) . r 

Tad daliiumu punktu koordinātas uz asīm ir 

а - хй, х^, x2, xp i, Xp - b 

с ' Уо> У к У* Уч-Ъ Уд = d 
g = z0, zv z2, zr = h 

Apzīmējam 

bXj Xj — Xj_y; byk = yk — ук_л ; bze = ze — z e _ i . 

Veidojam trīskāršu sumu 

2 > i > U / t f , . 4 * . * * , • - V * - 4 . (2) 
1 1 1 
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Še punkts ar koordinātam E j , rļ , £ e atrodas kāda pēc patikas ņemta 

vietā paralelepipedā ar šķautnēm A X J , Д у А , Aze. 

J a dalijumu skaitli p, q, r pastāvīgi aug, tad Длу , Ayk, Aze tie

cas uz 0, bet augšējā trīskāršā suma tad tiecas uz kādu noteiktu 
robežvērtību. A r s u m a s ( 2 ) r o b e ž v ē r t ī b u d e f i n ē t r ī s k ā r š u 
i n t e g r ā l u no funkcijas / ( x , y, z) tilpumā R un apzīmē ar simbolu 

J j ļ f(x, y, z) dx dy dz. (3) 

Ka summai (2) ir robežvērtība, ja funkcijai f(x, y, z) ir pieņem
tās īpašības, pierādams līdzīgi kā divkāršā integrāla gadijumā. 

Trīskāršu integrālu izvērtē, izdarot ar f(x, y, z) trīs integrēšanas; 
integrē vispirms, attiecībā uz z, robežās no g līdz h, tad integrē, attie
cībā uz y, robežas no c līdz d un beidzot, integrē attiecībā uz x, 
robežās no a līdz b. Tad dabūjam: 

IJJ f^x* y' ^ dx dy dz ~ fdx Idy I У' ^ dz' 
R а с e 

(4) 

Arī še, kad robežas pastāvīgas, var mainīt integrēšanas kartību, 
piemēram: 

b h d 

fISf'{x'y'z) dx dy d s = I d x Idz IfĻv'y'z) dy- {4a ] 

Zim. 7 0 . 

J a l iekam / (Ar , jv ,2 : )=l , 
tad, kā redzams 

flfdx dy 

R 
dz=R (5) 

F{x, y, z) = 0. 

t. i. integrēšanas iecirk
nis. 

Trīskārša integrāla 
integrēšanas iecirkni 
R varam pieņemt arī 
veidotu ar kādu slēgtu 
virsmu 

(6) 
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Pieņemam, ka šo virsmu krusto taisnes, kas | kādai koordinātu asij 
(zīmējumā 70) ne vairāk kā divos pnnktos. 

Ja paralēla & asij taisne krusto virsmu tikai divos punktos, tad 
pirmā integrēšana, attiecībā uz z, ar pastāvīgiem x un y, jāizdara no 
punkta M0 līdz punktam M, kuros aplikata krusto virsmu ( 6 ) . Ar 
dotiem x un y no (6) dabūjam divas z vērtibas: z0 un z: (z0<CZļ). Še 

zo = <Po(*» y) u n z i = Vi(x> y>-

Pirmā integrēšana dod: 
v) 

f fix, y, z) dz. 

Otru integrēšanu izdarām ar pastāvīgu x, attiecībā uz y, no punkta 
N0 līdz punktiem N, kas atrodas uz līknes C(x,y) plaknē. Šo līkni 
dabūjam kā cilindra pamatu, kas pret xy plakni un pieskaras 
izteiktai ar (6) virsmai R. Līknes C nolīdzinājumu dabūjam izslēdzot 
starp nolīdzinājumiem 

F(x, y, z) = 0 (6) 

= 0 ( 7 ) 

mainīgo z. Tā tad līknes C nolīdzinājums zināms no kura dabūjam : 

N0 ordinata: y0 = <Ļ0(x) 
N . y = <ļ>i(xl 

Otra integrēšana tad dod: 

J dy j fix, y, z) dz. 

Ki.x) <?o(.*.y) 

Trešo integrēšanu izdarām, attiecībā uz x, kā redzams, no x = a 
līdz x = b (starp līknes C pieskarēm, kas vilktas ļļ y asij). 

Tad dabūjam 
* <!»!(*) y\[x.y) 

j' dx j' dx J' f (x, y, z) dz. (8) 

" 4"oM ? 0 ( * . J ' ) 

Tā kā R.\\ telpas daļa, tad trīskāršu integrālu sauc par t e l p a s 
i n t e g r ā l u . 
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Ja pieņemam, ka telpa R pildīta ar masu un ka punktā x\y\z 
blīvums ir f(x, y, z), tad trīskāršs integrāls no / {x, y, z), ņemts telpā 
R, dod šīs telpas masu. 

P i e m ē r s . 

Lodes tilpuma sprēķināšana ar trīskāršu integrālu. Pieņemam, ka 
lodes centrs atrodas koordinātu sākumā un lodes rādiuss ir r. 

Kā redzējām, ja trīskāršā 
integrālā 

f jJ'f[x, y, z) dx dy dz 
R 

liekam f(x, y, z) = 1, tad 
dabūjam integrēšanas iecirkni, 
tā tad 

ļ j j dx dy dz = R, 
R 

kas ir integrēšanas telpas R 
Zīm. 71 . tilpums. Aprēķinam tilpumu 

pirmā oktantā. Apzīmējot ar 
9>V lodes visu tilpumu, aprēķinam V. Šī telpa ir integrēšanas 
telpa R, ar kuras palīdzību dabūjam integrēšanas robežas, kā norādīts. 
Trīskāršo integrālu izvērtējam ar atkārtotu integrēšanu. 

Pirmā integrēšana, attiecībā uz z, jāizdara no M0 līdz M t. i. še 
no z = 0 līdz z = 4- ]/r2 — x2 — y2. Tad dabūjam 

VĪT- C 2 — V 

/ dz. 

Otra integrēšana jāizdara attiecība uz y no N0 līdz N, t. i. šinī gadi-
jumā no y = 0 līdz y = ]/r2 — x'2, tad dabūjam: 

\ r * - x 2 Vr*-x*—yi 

I dy j'dz-
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Treša integrēšana jāizdara, attiecībā uz x, no 0 līdz A t. i. no x = 0 
līdz x — r, tā tad: 

r l'r'-— x2 C r1—x2—y-

fjfdxdydz = ļdxf dy f d z = P 
P 0 0 0 

fdz = \a Iŗ^^? - [V — x i — 

(9) 

Šo vērtību, ievedot (9) dabūjam: 

r \ū^x* 

(10) 

Izteiksme (10) ir ta pati, ko dabūjām aprēķināt lodes tilpumu ar div
kāršu integrālu. 

43. Jaunu mainīgu ievešana trīskāršā integrālā. Liekam integrālā 

J / / / ( * . y, s) dx dy dz 
li 

X = cp (U, Cl)) 

y = +(«, v, to) 

z = X ( M , ( I ) ) 

( 1 ) 

Pieņemam, ka šīs trīs funkcijas ir v i e n v i e n v e r t ī g a s un nepār
trauktas. 

Līdzīgi, kā divkārša integrāla gadijumā dabūjam: 

J 

d'-ļ <)<ņ dv 
du dv du> 
d-{ d4> d-Ļ 
du dv do> 
dv. dv. dv. 
du dv ¿0) 

(1) 

Ja jaunā telpā R', pieņemam taisnleņķa paralelpipedu ar šķaut
nēm du, dv, du>, tad telpā R tara arī atbilst paralelopipeds, bet vis
pārīgi tā leņķi nebūs taisnleņķi. 
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Līdzīgi, ka divkārša integrāla gadi jumā, dabūjam: 

dR — \J\du dv dia. 

Tālāk dabūjam 

/ / / f [ x ' v ' s ) d R = J f j x ) 1 7 1 ^" ^ 

( 3 ) 

(4) 

Labās puses integrālu robežas noteicamas ievērojot jauno integrēšanas 
telpu R', tā kā agrāk norādīts. 

Ja uzskatam u, v, u kā parametrus, tad \J\ du dv d(o • ir inte
grāla integrēšanas telpas R elements un funkcijas /(cp. di, * ) integrē
šana jāizdara telpā R. Robežas jānoteic ievērojot parametru nozīmi. 

Bieži lieto substituciju, ievedot polarkoordinatas telpā 

x = r sin 6 cos <p. 
y = r sin 6 sin cp. 
z — r cos 6. 

(5) 

Tad dabūjam 

J = 
sin 6 cos <p r cos 6 cos cp — r sin 6 sin cp 
sin G sin cp r cos 6 sin cp r sin 8 cos cp 
cos 6 — r sin 6 0 

= r2 sin e (6) 

0 

r ^ / n eo)y^.vv d j x ^ \ | 

Zi; . 72. 

file:///J/du
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un 
dR — r2 sin 8 dr d% dv. (7) 

Elementa dR nozīme redzama zīmējumā 72. 

Ja r pastāvīgs, tad dabūjam lodes virsmu ap 0. 
. 6 „• „ . konu ar virsotni 0 un asi 0 z. 

'f „ plaknes caur z asi. 

Ievērojot ļ J | vērtību un (5) dabūjam 

jf j / 0 , y, z) dx dy dz = 
R 

= f J j f ( r s m 6 cos cp, r sin 6 sin cp, r cos 6) r2 sin 6 dr d% dv. (8) 
R 

V i e n p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Integrālrēķinu pielietošana ģeometrijā. Diferencialģeometrija. 

44. Līkņu kvadratūra. Plaknē ar līkni veidotu laukumu var 
aprēķināt arī ar divkāršu integrālu, liekot divkāršā integrālā 

f{x,y) = 1, 
tad 

J j dx dy = P 

Šadā gadijumā, laukums, ka vēitību 
meklējum, ir integrēšanas iecirknis P. 

P i e m ē r s . 
Aprēķināt riņķa laukumu. 

JJ ax dy = j dx J dy. 
P - r y0 

Pirmā integrēšana, attiecībā uz y, ar 
pastāvīgu x jāizdara no M0 līdz M-
(Zīm. 73) . No riņķa nolidzinājuma dabūjam 

tā tad 

Zim. 73. 

y = ± ļ / r 2 — x2; 

AM0 = y0 = - ]/r2 - x2; AM = yļ = ]/t2 — x2 

28 
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O X 1/^9 -i I R • X \ R 

= 2 — I R 2 — x2 4 - ARC sin — = 
i 2 r \—r 

= 2 {(o 4 - y arc sin 1 ) - (o 4 - ^ arc sin ( - 1))} 

= » { T T - ( T -

Ievedot polarkoordinatas apzīmējot 
riņķa rādiusu ar R dabūjam 

j j dx dy = j ' J r dr dv = 
P P 

2TC R '- TC 

= / dvf rdr=fdv |££ = 
0 0 

2 ā 

R* ŗ , R 
= - 2 j *e=-2 Zīm. 74. 

45 . Līknes loka ga
ruma aprēķināšana — rek
tifikācija. Plaknē atrodošas 
līknes loka garuma aprēķi
nāšana parādīta [15 ] 

Še apskatīsim vēl pie
mēru. 

Aprēķināt elipses loka 
garumu (zīm. 75) . Elipses 
nolidzinājumi parametriskā 
veidā ir 

x=a sin v; dx=a cos v dv. 
y — b cos v; 

dy = — b sin v dv. 

R2\ 2 ā R2 2TC 
R*TZ 

u 
A 

V \ V \ 

\ a 
JC I 

Zini. 75. 

Otra integrēšana jāizdara no C līdz D, attiecībā uz x, ar 

x0 = — r un xx = r. 

Tā tad, riņķa laukumu dabūjam 

y V rī — x l r r r 

jdxj dy = f dx\yfrļZ^-ī= f dx 2yr
v^xi=2J ļV2 - x2 dx= 
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-ŗsei= aJ V ' — e a s in 2 cp rfcp. 
0 

Kā redzam, še jādabū otra veida pilnīga eliptiska integrāla vērtība. 
Šo integrālu izvedām [31] Tā tad 

1 ic r , / 1 \ a e2 / 1 3 \2 e4 / 1 3 5 \a e 6 i 

4~ S g /
 =

 a TI M T ] T - I T - T ) T - V T - T - T J y ~ 1 
[. / 1 \ 2 e 2 /1 3 \2 e4 /1 3 5 \a e6 i 

T e l p ā a t r o d o š a s l ī k n e s l o k a g a r u m s . 

Pieņemam līknes nolīdzinājumus parametriskā veidā 

x = x 
y = <pl*) (1) 
z = i ļ > ( * ) . 

Pieņemam, ka funkcijas cp un <ļ> ir vienvērtīgas, nepārtrauktas un ka 
funkcijām cp' un <Ļ' arī ir šīs īpašības. 

Loku M0M zīm. 76. iedalām n daļās, tad iedalījuma punktiem 

M0 Mx M% . . . Mr . . . M 

28» 

ds = ]/dx2 + dy"- = ]/d2 cos 2 <p + b1 sin a cp Jcp = 

V2 i / b2 

cos2<p + ^ sin 2 cp ^'f = a 1/ cos2cp 4 sin2cp + ^sin 2 *? —sin2cp dy— 

= a ļ/l — - — S i n * ? ?̂ = a ļ/l — ~ ā s m 2 ( f 

Tā kā 
e 
^ = Ē' 

tad 
</s = al/l — e 2 sin 2 cp rfcp. 

Loka garums vlZ? ir ~ daļa no elipses visa loka /, tad 

TC 
r2~ 
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X . 

Zīm. 76. 

Velkam chordas MQM, MXM2. . .Mr_yMr. Apzīmējam chordas Mr_^Mr 

garumu ar cr . Tad 

cr = ]l(xr — 1 ) 2 + (yr — 7 r - l ) 2 + (Zr — zr_yf. (a) 

L o k a M0M g a r u m u d e f i n ē a r i z t e i k s m i : 

^ ^ n 
s = MaM = 1im 2 cr 

, f - > « D 1 

Pārveidojam cr izteiksmi. 
Pielietojot Lagranža teorēmu dabūjam: 

Liekam: — xr_y = S R , tad ievērojot (3) un (a) dabūjam 

^ = S . V M - < p ' ( g , . ) 2 + < [ / ( ī r ) » (T) 

\ r un t j r nav vienlīdzīgi. 

atbilst koordinātas 
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J a <Ļ'(x)2 lielāko vērtību intervālā xr — xr_-i apzīmējam ar Pr un 
mazāko ar pr, tad 

NĪR)2 = + ' ( 5 r ) 2 4 e {p r - p r ) . io < | e|< i ) 

Ievedot šo vērtību izteiksmē (y) dabūjam: 

cr = sr V i 4- cp'(š r)-J + 4 . ' (g r )»+ e ( P r - A ) . 

tad 

^ V l + c p ' C ^ + ļ / ^ S ^ 

Tā k ā : 

| V -+<p ' ( 5 , ' (5 r )a-t- e</>r - A ) - V i - f ? '(5r ) 2 4 TO-2 | < ļ e(/W,. )| 
un 

| 6 ( P r - A) | < P r - P r , 
tad 

\cr ~ V l + cp ' ( 5 R ) 2 4 - + ' ( 5 r ) 2 | < 8 r ( - *V - Pr) 

un 
0 < 1 1 [cr - 8,. V H c p ' ( ? r ) 2 + 4>'^rT 2]i < S M ^ r - / r ) < « J " 5 r 

1 i i 
(ar e apzīmējam vislielāko starpību (Pr — pr). 

n 
e S 8 r = e (* — . r 0 ) . 

1 

Ja « - > o o , tad e -> 0, tādēļ 

lira e E 8 r 0. 

Ievērojot augšējo redzam, ka 

Iim | S c , - 2 S , V r + <?'(Š)2 + 4>'(Š)2| = 0. 
«—>co 1 1 

Tā tad : 

lira icr= 1im S 8 r V l + <p ' t5 r : )"+ +' l5r) a - ( s r - > °) 

Saskaņā ar loka garuma definiciju 

« 

lim S cr = 5 ( 5 loka M0M garums) 
«—>co 1 
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Tā kā 

Integialreķinl XI nod. 

lini 2 S r ]/T+ ? ' ( 5 r ) a + T ' ^ , T a = f Vl 4 - ? ' ( . r ) a + <|/(*j~a<fr. 

TAD 

un 

s = f]/l + ? ' ( > ) a + <K(*)a 

<ft = V 1 4 - cp' '*) a -(- <Ļ'(xfdx. 

Pārveidojot dabūjam: 

ds=y~dx!r+[<a'(x)dx\'i + [<Ļ'(x)dx]2 = ļ/rf*2 + rfjva 4 - ds 2 ! 

Šo formulu varam pielietot arī, kad visas koordinātas ir funkcijas n o / : 

x = cpO) 

JV = <!»(') 

3 = io(/). 
Tad 

ds = ļ/cp'(r)2 + <|>'(/)" + u'(t)2dt 
t 

Zim. 77. 

Loka diferenciāla sakni 
ņemam ar -t- zīmi, ja loku 
skaitam pozitivu ar augošu /. 

P i e m ē r s . 
Skrūves līnijas loka ga-

y rums. Skrūves līnijas nolī-
dzinājumi parametriskā veidā: 
(zīm. 77) 

x = r cos cp 
y = r sin cp 
z = k cp 
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46. Tilpumu aprēķināšana — kubatūra. K u b a t ū r u ar vien
kāršu integrālu apskatījām [20]. Kubatūru ar divkāršu un trīskāršu 
integrālu apskatījām piemēros [39] un [42]. 

Apskatīsim še vēl vienu piemēru. 

Zīm. 78 . Zīm. 79. 

1 
Aprēķināt tilpumu, ko izgriež no - ŗ lodes (ABC) (zīm. 79.) vēr

ei 
tikals cilindrs ar pamatu pusriņķi (ONA). Lodes rādiuss R. 

Še integrēšanas iecirknis P ir pusriņķis ONA un virsma, kas noslēdz 
tilpumu pret augšu, ir lodes virsma 

x2 + y2 + z2 - R2 = 0 

z = fR2 - X1 - y2 = f(x. y). 

Meklētais tilpums V 

V = J J f(x, y) dx dy = J j VR2 - x2 — y2 dx dy. 
P P 

Ievedām semipolaras koordinātas 

Tad 

x = r cos cp, 
y = r sīn cp. 

/ = r un dP = r dr dv. 
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TZ RcosV 

f dv j ]ļR* - r2 r dr = J dv ļVR* - r3 rdr. 
0 0 0 0 

j]/R2 — r2 rdr = ļ(R*— r2)2 r d r = - ^ J(R2-r2)Td(R2—r2)= 

2 ^ ~ 3 y ' 
2 

Tad 

r 1 
K = J t*p . - ļ ļ (R2 - r2) 

o 
TZ 

TZ 

~~2 
R&ocv i ŗ* l _ „ ± 

o 
/ fcos<? 

i?3 r 2 i^r r 2 r 2 I 
= y j (I — sin3cp) </cp = — | J dv — J sin 3 cp rfcpj. 

o o o 
j s in 3 v dv — j sin 2 cp sin v dv — — ^ (1 — cos 2 cp) d cos cp = 

c o s 3 cp 
= — cos cp H ģ - i . 

/ 2 s i n " c p ^ = ļ _ coscp + ^ ^ ļ 2 = { ( 0 + 0 ) - ( - l + ļ ) } = ļ . 
0 

Tā tad 

3 \2 3 / 

47. Līku virsmu laukumu aprēķināšana — komplanacija. Rotā
cijas virsmu komplanaciju ar vienkāršu integrālu apskatijām [21]. 

Še apskatīsim komplanaciju ar divkāršu integrālu. 

Uz līkas virsmas, kuras nolīdzinājums ir 

(1) 

Ievedot šis vērtības dabūjam 

V' = j j VR* - x2 - y2 dx d y = j ļ ]/R2- r 2 cos 2 cp^VWcp rdrdv = 
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Zim. 80. 

Pievelkam līknei C pieskares, paralēli koordinātu asīm. Uz x 
ass dabūjam punktus a un b un uz y ass c un d. 

Intervālu (a, b) iedalām p daļās un intervālu (c, d), q daļās. 
Ar to tad laukums P ir iedalīts elementāros laukumos, piemēram crŗps, 
kā malas i r : 

Tad elementarlaukums 

«rps = heP = h % 

Uz elementarlaukuma ay[35 pieņemam pēc patikas punktu M0 ar 
koordinātām (xy) plaknē Ķk un rj g . Punktam M0 atbilst punkts M uz 
virsmas, elementarlaukuma ac(&rf 

vilkta līkne G. Aprēķināt laukumu 5 , ko uz dotās virsmas ieslēdz 
līkne G (zim. 8 0 ) . 

Liekam caur līkni G pret xy plakni statenisku cilindru, tad lau
kuma 5 projekcija uz xy plaknes ir laukums P, kas ieslēgts ar līknes 
G projekciju, līkni C. 

Z 
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Punktā M uz virsmas, velkam pieskaru plakni, š ī plakne veido 
ar (xy) plakni leņķi 3-, kā cos, kā zināms, i r : 

cos * = 1 — (1) y 1 +/J5* . 1, ) " + / „ & , 

Prizma, ko veidojam virs ( a ^ S ) , izgriež no punkta M pieskaru plaknes 
paralelogramu ABCD (kas zīmējumā nav parādīts). Apzīmējam ABCD 
laukumu ar ake, tad 

mke. cos * - laukums a ^ S = A ^ / * 

un = c^sT = 5* e< V1 +/*(?*' ̂ ) + ̂ ' ̂ )2 (2) 

Tad 

S = l i m S 2 ( » ^ = 1im 1 2 5 * e, ]/1 + / ' ( ^ , T , , ) * + /'<fc, (3) 8A->011 8A->oi i V x y 

U z v i r s m a s z = f(x, y) a r l ī k n i G i e s l ē g t o l a u k u m u 5 
d e f i n ē a r a u g š ē j ā s s u m m a s r o b e ž v ē r t ī b u . Šo robežvēr-
tību dod izteiksmes (3) labā puse, kas kā zināms ir divkāršs integrāls 

/ / V1 + / ' x { x ' y f + f'y{x' y ) 2 d x d y -

Tā kā 
,' , dz . ,' , dz 

tad 

5 = ff]/l + ? + q* dx dy. (4) 
P 

P i e m ē r s . 

Aprēķināt lodes virsmu. 

Lodes nolīdzinājums i r : 
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S = f f r / ī ~ + P* + dx dy. 
P 

Še 

č z dz 

Formula (5) dod z, še 
jāņem 4 - zīme, kā 
redzams no zīmē
juma 81. 

dz — x 
dx~VR? ~—x^-^y2' 

dz — y 
ty ~~ ]/Rj^ x2 — y>' 

Tā t a d : Zīm. 81 

R2 — x2 — y~ R2 — x2 — y* 
; - //Vr 

p 

dx dy = 

Kā redzams, integrēšanas iecirknis P še ir riņķa ceturtā daļa. 
Pirmā integrēšana jāizdara ar pastāvīgu x, attiecībā uz y. zīmē

jumā : no C līdz D, t. i. no 

y0 = o līdz y = VR2 — x2. 

Otra integrēšana jāizdara, attiecībā uz x, no O līdz A, t. i. no 
* 0 = 0 un x = OA = R. 

Tā tad 

Aprēķinam lodes virsmu pirmā oktantā ar dubultintegralu: 
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VR*-x* 
dy 

o ]/R 2 - x* - y 

dabūjam no sekojošā integrāla 

J V a ^ -

dy . y 
- — arc sin —, 

liekot a2 vietā R 2 — x\ tad 

y 

]l R 2 — x 2  

= arc sin 1 — 0 = ^ . 
Tā tad 

f d y y 
arc sin ., 

0 

Lodes virsma = 8 S = ^ ' g ^ ^ = 

48. Jaunu mainīgu ievešana. Ievedot jaunus mainīgos, formulu 
[ 4 4 ] ( 4 ) var piemērot citai koordinātu sistēmai vai arī integrēšanas 
laukumu P citam iedalijumam. 

Ievedām 
x = cp (w. V), 

y = <ļ> («, z>), 
tad, tā kā 

« = / ( * , .y) 

(1) 

arī z ir funkcija no u, v, tā tad 

z — x (w, f ) . (2) 

Diferencējot (2) dabūjam 

( t e dz dx . dz dy t dx . dy 
— = • — — —ļ — =z p — -f~ Q — 

du dx du dy du du  v du' 
dz dz dx dz dy dx ^ dy 
dv dx dv dy dv dv ^ dv 

(3) 

Integrālu 

I 
/ 
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Jaunu mainīgu ievešana 4 8 

dx dy dx dy 
dii du dv dv 

445 

dabūjam no nolidzinajumiem (1). 

No nolidzinajumiem (3) dabūjam 

p q [ = 

dy 
du 
dy 
dv 

(te 

du 
dz 
dv 

dx dz dx dy 
du du du du 
dx _dz dx dy 
dv dv dv dv 

Apzīmējam 

dy dz 
du du 

dz 
dv dv ļ 
dx dy H 
du du 
dx dy 
dv dv 

dy dz 
du du I. 

dy dz 
dv dv 

dx dy 
du du 
dx dy 
dv dv 

dx 
du 
dx 
dv 

= J. 

dx dz 
du du 
dx dz 
dv dv 
dx dy 
du du 
dx dy 
dv dl' 

dz 
du _ 
dz 
dv 

II 

Še jāievēro, ka saucējs augšējās izteiksmes ir J. Ievedot šīs vērtības 
izteiksmē [ 4 7 ] ( 4 ) dabūjam 

S =/ /V1 + J2+Ķ-U\dudv = ff Vj* + I» + II 2 . du dv ( 4 ) 

Ievedām sera i polāras koordinātas 

x = r cos <p; y = r sin cp, 
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I = 

| . dz ļS,n
 * ~ T r 

! dz r cos cp — 
T (te 

« t e — r T - cos cp — — sin Cp, 
T dcp 

II = — 
cos cp 

dz 
dr 
dz 

— rsin cp — — 
dcp 

dz dz . 
= r— cos cp 4 - r T - sin cp, 

ycp  T dr  T  

J cos cp sin cp 

r sin cp r cos cp 

Ievietojot šīs vērtības izteiksmē (4) dabūjam 

= r. 

Zim. 82 . 
P i e m ē r s . 

Aprēķināt lodes virsmas to daļu, ko izgriež cilindrs, kā parādīts 
zīmējumā 82. 

Meklētais laukums S ir dots ar integrālu: 

5 = fļVl 4 - p 2 4 - q2 dx dy. 

tad 
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• y Y ļ / i? 2 - r» - y ļ / ^ — r 2 

Pirmo integrēšanu izdarām, attiecībā uz r, ar pastāvīgu cp, ar 
robežām r = 0 un r — i? cos cp. Otru integrēšanu izdarām, attiecībā 

7t _ _ 
uz cp, no cp = 0 līdz cp = — . Ievērojot augšējo dabūjam: 

7t 7t 

0 0 » " r 0 

7t 

= ^Al^^ļL0Scp 
Tā tad 

7t> 7t 7t 

S = R ļ d<p[R — Ksin <p] = Rl(f d ( ? - f sincprfcp) = 
0 0 0 

Še 
z = f(x, y) = ]/R> - * 2 - y . 

Integrēšanas iecirknis P ir pusriņķis OAD. 

Ievedām semipolarās koordinātas un pielietojam formulu (5) 

x = r cos cp 
y = r s i n cp ; r = /?cos cp 

Tad 

Z = — r2 C OS a Cp — H s i n 9 f f = V̂ *"— 

dz r 

r =° 
ocp 

un 
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Polarkoordinatās komplanacijas formulu dabūjam šadi. Virsmas nolīdzi-
nājums tad i r : 

r = /(e. ?) 
un kāda virsmas punkta x, y, z koordinātas i r : 

x — rs in 6 cos cp 
y = r sin 6 sin cp 

z = r cos e. 
Še redzam, ka x, y, z ir funkcijas no 6 un cp, jo r arī ir funkcija no 
šiem mainīgiem. Ievērojot šīs izteiksmes, aprēķinam attiecīgos deter-
minantus I, II, / un ievedām formulā [48] (4 ) ; dabūjam: 

s = !/M)'+ -\ «•*«+*<• 
49. Cilindra virsmas laukums. Ja cilindra ass paralēla z asij, 

tad cos 9- = 0 un formula [47] (2) nav pielietojama. Tādā gadijumā 
nav derīga arī formula [47] (4), jo tā pamatota uz formulas [47] (2). 
Šādā gadijumā cilindra virsmu dabūjam šādi (zīm. 83). 

B 
Zim. 83 . 

Cilindra virsmas nolidzinājums i r : 

T y) = 0 

+ O . y, s) = 0 

krusto cilindra virsmu līknē CD. 

Virsma 
( 1 ) 

(2) 
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Aprēķinam cilindra virsmu ABCD. 

44é 

Apzīmējot M0N0 ar ds un M0M ar z, dabūjam meklēto virsmu 
ar integrālu 

X 

S — J' z ds. 

ds dabūjam izlietojot nolīdzinājumu (1), no kura dabūjam 

y = / 0 ) 

un tad arī ds kā funkciju no x. 

Zim. 64. 

z kā funkciju no x dabūjam, izslēdzot starp nolīdzinājumiem 
(1) un ( i ) y un tad rezultējošo nolīdzinājumu atslēdzot, attiecībā uz z. 

P i e m ē r s . 

Dabūt svītroto virsmu ABCDE (zīm. 8 4 ) , kas atrodas uz cilindra 
(ar rādiusu R, kā ass sakrīt ar z asi) starp (xy) plakni un plakni ar 
asu nogriežņiem a, b, c. 

Cilindra pamata līknes AE nolīdzinājums ir 

y = ]lRi — x2 (1) 

ds =]ļl + y"1 dx = ļ/1 + x 2 dx = R 
dx 

29 



450 Integrālrēķini XII nod. 

D i v p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Pilniga diferenciāla izteiksme. Integrāls ņemts gar līkni. 

50. Pilnīga diferenciāla integrēšana â  P i l n ī g s d i f e r e n 
c i ā l s a r d i v i e m n e a t k a r ī g i e m m a i n ī g i e m . 

Dota izteiksme 

f(x, y) dx + co y) dy (1) 

kūŗā f(x, y) un v (x, y) vienvērtīgas un nepārtrauktas funkcijas kādā 
iecirknī. Pieņemam, ka šo funkciju pirmās atvasinātas šai iecirknī arī 
vienvērtīgas un nepārtrauktas. 

T e o r ē m a . 

Lai izteiksme (1) būtu kādas funkcijas u{x, y) pilnīgs diferen
ciāls, vajadzīgs un pietiekams ja 

df(x, y) _ d cs (x, y) 
d y d x 

Cilindru krustojošās plaknes nolīdzinājums ir 
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du = % dx +  d» dv. (2* ) 
ox oy 

Salīdzinot (2) un ( 2 " ) redzam, ka tad jābūt 

du r . du , 
^ = /(.v, y) un ^ = cp O, y). 

Diferencējot pirmo izteiksmi, attiecibā uz y, un otru attiecībā uz x, 
dabūjam 

d' 2 u d/(x, y) # o 2 u d 9 (x, y) 

dx dy dy ' dy dx dx 

No diferenciālrēķiniem zināms ka 

02 u d 2 u 

(3) 

dx dy dy dx' 

Šo izteiksmi ievērojot, no (3) dabūjam, ka jābūt 

d/{x,y) _ d 9 (x. y) 
dy d x 

2) Noteikums ir pietiekams. Pieņemam ka 

d y) d 9 (x, y) 
dy dx (4) 

Pierādīsim, ka ar šo pieņēmumu varam atrast tadu funkciju u (x, y), 
kuras pilnīgs diferenciāls ir 

f(x, y) dx 4- 9 {x. y) dy. 

Pieņemam, ka u (x, y) ir meklētā funkcija, tad 

^ = / 7) un ^ = ? 7)- ( 5 ) 

Meklējam .vispirms tādu visplašāko funkciju u (x, y), kuras 

1) Šis noteikums ir vajadzīgs. 

Pieņemam, ka (1) ir funkcijas u (x, y) diferenciāls. Tad 

du = f{x, y) dx - ļ - 9 (x, y) dy (2) 

2 9 * 
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Tā kā diferencēšanā, attiecībā uz x, y uzskatam kā pastāvīgu, 
tad visplašākā funkcija u (x, y) kas izpilda noteikumu ( 5 " ) ir funk
cijas / (x, y) pirmatnējā funkcija, attiecībā uz x, kam jāpieskaita pēc 
patikas pastāvīgs, neatkarīgs no x, lielums Y. 

Tā tad 
X 

u = J/(x,y)dx + Y. (6) 

Še Y ir kāda funkcija no y. Šādi dabūtā funkcija u, kā redzam, 
izpilda noteikumu 

du , . 
Tx =/(*.^-

Bet šai funkcijai u jāizpilda arī noteikums 

| = 'f <*. y)- ( 5 b ) 

Diferencējot izteiksmi (6), attiecībā uz y, dabūjam 

Ievērojot ( 5 b ) , nolīdzinājumu (7) rakstam 

X 

f d/(x, y) , . dY , 

Ievērojot ka 

dabūjam 

d f {x> y} _ d ? (x> y] 

dy dx ' 

Tā kā 

dx d y 

(.8) 

/ d*l±» dx+{Jl = f (x, y). (9) 

dx cp (x, y) ļ = cp (x, y) — cp (x0, y\ 
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(11) 

esam dabūjuši izteiksmi (10). kuŗaš pilnīgs diferenciāls ir 

f(x, y) dx 4- <?{x, y) dy. (12) 

Tā tad lai izteiksme (12) būtu kādas funkcijas u (x, y) pilnīgs dife
renciāls, ir vajadzīga izteiksmes (11) izpildīšana, bet ja izteiksme (11) 
ir izpildīta, tad ar to arī pietiek lai dabūtu meklēto funkciju u (x, y). 

Augšējās formulās x0 un y0 ir pēc patikas pieņemti lielumi. 

P i e m ē r s . 

Dota izteiksme 
y dx + x dy. (a) 

Še 
f {x, y) = y un 9 (x, y) = X. 

v = \- * = I. 
dy ' dx 

Tā tad pilnīga diferenciāla pazīme 

dy dx 
ir izpildīta 

tad izteiksme (9) dabū veidu 

dY 
9 (x, y) - 9 O 0 y) - f l— = 9 (x, y). 

Tad 
d Y 

dy = ? { x ° y ) 

un 
.V 

Y =f v{x0y) dy + C 

Ievedot Y vērtību izteiksmē (6) dabūjam 
x y 

u = f f(x, y) dx 4 - / 9 {x0 y) dy 4- C. (10) 

Tā tad pieņemot ka 

df(x, y) _dv(x, y) 
dy dx ' 
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To funkciju u (x, y), kuras pilnīgs- diferenciāls ir izteiksme a, 
dabūjam pielietojot (10) 

x y 
« = j y dx + j x0 dy + C. 

Izdarot integrēšanu dabūjam: 

u = xy — x0y 4 - x0y — xoy0 4 - C. 
« = xy 4 k. iC - x0y0— k). 

Redzams ka 
du = y dx 4 x dy. 

P i l n ī g a i s d i f e r e n c i ā l s a r t r ī s n e a t k a r ī g i e m 
m a i n ī g i e m . : 

T e o r ē m a . 

Izteiksme: 

/(*» y, z) dx 4 <?(x, y, z) dy 4 <Ļ (x, y, z) dz ( 1 ) 

ir kādas funkcijas u (x, y, z) pilnīgs diferenciāls, ja izpildīti noteikumi 

df r)o df_d'b r3cp d<Ļ „ 
dy~~ dx' ōž~ dx' dz~ dy' ^ 

Pieņemam, ka funkcijas /, cp, <Ļ ir vienvērtīgas un nepārtrauktas funkci
jas no x, y, z kādā tilpumā R un ka to parciālām atvasinātām arī 
tās pašas īpašības. 

1) Noteikumi (2) ir vajadzīgi. 

Pieņemam, ka U ir tāda funkcija no x, y, z, kuras pilnīgais 
diferenciāls ir (1 ) , tad 

dU = f(x, y. z) dx 4 - cp (x, y, z) dy 4 - <Ļ (x, y, z) dz, 

bet arī 

dU = — dx 4 -5— dy 4 dz. dx dy dz 

Salīdzinot šīs izteiksmes, redzam, ka jābūt 



Tā ka 

tad 

un no 
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dj_ iPU . &ļ _ d*U_ . &Ļ _ ¿"¿7 
dy dx dy ' dy dx ' čx dz dx 

dj= <P-U_ dz _ dHJ_ _ dļ> _ d 2U 
dz dx dz' dz dy dz' dy dzdy' 

no 3 - 3 - — - j - v - dabūjam : ^ £ = J L , 
dxdy dydx oy ox 

no H h - df_d± 
dx dz dz dx dz dx 

d 2U d 2U . . _. dz d<b 
Ā ~ T = -r-r dabūjam = 
dydz dzdy dz dy 

kas rāda, ka izteiksmes (2) ir vajadzīgas. 

2) Noteikumi (2) ir pietiekami. 

Pierādīsim, ka ja noteikumi (2) izpildīti, tad varam atrast funkciju 
U{x, y, z), kuras pilnīgais diferenciāls ir izteiksme (1). 

Uzskatam z par pastāvīgu un meklējam to plašāko funkciju 
U(x, y, z) kas izpilda divas pirmās izteiksmes (3) t. i. 

^ = / 0 . y, *), dj  = v (*» y>  z )- ^ 

Tad funkcija U uzskatama kā funkcija no diviem neatkarīgiem mai
nīgiem x un y. 

No noteikuma (2) dabūjam 

df_dy_ 
dy Ox' 

No agrākā redzam, ka tad: 

x y 

U = f f(x, y, z)dx + j z(x0, y, z) dy + Z (5) 

Še Z ir funkcija tikai no z. 
Izteiksme (5) izpilda noteikumu (4), j o : 

dU , . dU . , 
d— - f\x. y, z) un ^ = y(x, y, z). 
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^ dabūjam diferencējot izteiksmes (5) labās puses pirmo inte

grālu, attiecībā uz virsrobežu; tas dod f(x, y, z). 

Lai dabūtu jādiferencē izteiksmes (5) labās puses pirmais un 

otrs integrāls, attiecībā uz y, tas dod 

dU fd/(x, y, z) , . . , 

xo 

Ievērojot izteiksmi (4) dabūjam: 

X 
dU Cdv (x V z) 
č y = J ' dx —  d x +  y' 2 ) = ? ( ^ . 7 - « ) — T K » V> z)-{-v(x0,y, e). 

xo 
Tā tad 

— = «pO, y. z). 

Tā kā 

= + i * . 7 . « ) . 

tad diferencējot izteiksmi (5) attiecībā uz z, dabūjam : 

xa y» 

Ievērojot, ka noteikumi (2) izpildīti, no izteiksmes (6) dabūjam: 

xo yo 

Izdarot integrēšanu dabūjam 

DZ 

«|» {x, y, z) - 4» _y, 2) -4- <ļ> JV, z) — 4> ( * 0 JV 0 Z) 4 ^ - * 7. 

No augšējās izteiksmes dabūjam 

dZ . . . 
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UQ 

Tā tad 

z = / + (*o Vo dz) + C. 

U = J/ix, v,z)dx + f ŗ (x0,y. z)dy + J<ļ> f > 0 , y0l z) dz + C. (7) 

Šī izteiksme dod to funkciju b (x, y, z), kuras pilnīgais diferenciāls 
ir izteiksme (1) par ko varam pārliecināties, veidojot pilnīgo diferen
ciālu no U. 

0 

M 

51 . Integrāls ņemts gar līkni. Agrāk, [18] apskatījām jēdzienu 
par integrālu ņemtu gar līkni plaknē vienkāršos gadījumos. Še apska
tīsim plašāk jēdzienu par integrālu ^ 
ņemtu gar līkni. 

Dota telpā līkne un uz tās 
punkts M0 = x0 \y0\ z0 un punkts 
M = x\y z (zīm. 85.). Līkni 
apzīmējam ar C. 

Dotas trīs funkcijas 

f{x,y,z); y(x,y,e); <)}{x,y,z), Zīm. 85 . 

kas ir vienvērtīgas, nepārtrauktas kada telpas nodalījuma, kura atrodas 

arī līkne M0M. Iedalām līkni M0M pēc patikas n daļās, tad līknes 
punktiem 

M0, Mv M2, M 

atbilst koordinātas 

Xfļ' Xļt X2t x k . x n - \ X 

y0> Vi. y». 
yk> Vn-A • y 

30' 21> z%< z. 

Apzīmējam 

— zk-y 
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J a «->co, tad 5^->0 un arī 8x^-^0. 

Veidojam sumu 

f(x0,y0, z0) 51+/(xv yv zt) S 2 - f . + / ( ^ _ ļ , yk_i, zk ) 5k + + 

+ / i * „ _ i , 7 » - i , 2 „ - i ) s « , 

ko apzīmējam ar simbolu 

1 

Tā kā fuūkcija / (x, y, z) ir vienvērtīga un nepārtraukta uz līknes no 
M0 līdz M, tad, ja « - > « (8^->0) augšējai, sumai (1) ir robežvērtība 

Šo robežvērtību 

n 

lim Y±f(xk_^, yk_y, zk_^)lk, (2) 
II—> 00 ļ 

apzīmē ar simbolu 

Ka tāda robežvērtība, tiešām pastāv, tas redzams no sekojošā. 

Ja līknes C nolīdzinājumi doti parametriskā veidā 

x = l(t); y = u ( / ) ; 0 = o) (/), 
tad 

xk_t = > ( / * _ , ) ; yk--\ = M ^ _ i ) ; = « ( - a - i ) 

un 

Ievedot šīs vērtības izteiksmē (2) , dabūjam 

ft § 

lira 5>/[X(/ A _i) . |x «o(*a_i)] 5 t * -
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Kā zināms no agrākā, šī robežvērtība (3) pastāv, to apzīmē ar 

P 

/ f[\(t), |x(/), to(7>] J dt. (4) 
а 

Še a ir tā vērtība, ko dabū /. kad x = x0 un Ŗ tā t vērtība, kad 
x = xn un 

* = 
Tā tad 

л/ p 

/ /(*, y, z) dx = f f[\(t), u (/), to (:)] X' (/) dt. (5) 

Л/ 

I n t e g r ā l u j f (x, y, z) dx s a u c p a r i n t e g r ā l u ņ e m t u g a r 
l ī k n i С, n o p u n k t u M0 l ī d z p u n k t a m Л/по f u n k c i j a s 
/ ( * , jv, e). 

Izteiksme (5) rāda, ka integrāls, ņemts gar līkni С (nolīdzi

nājuma kreisā puse) izvērtējams, kā vienkāršs integrāls. 

Līdzīgi dabūjam 

м в 

ļ у (x, y, z)dy = j <p [X (/), (jl (/), to (/)] ¡1' (/) dt. (6) 
M0 a 

M P 
ļ ф (x, y, z) dz = j ф [X (/), ц (t), to (/)] to' (/) dt. (7) 

M0 а 

Pielietojumos bieži līknes integrāli parādās šādā kombinācijā 

M M M 

ļ f(x, y, z) dx 4 - f v (x, y, z)dy 4 - ļ ф (x, y, z) dz = 
м0 M0 M0 

M 
= / [f(x> У> г) d x +

 r

f
 s

) dy + Ф ^
 s ) rf

4
 ( 8

> 
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Šī līknes integrāla vērtība tad ir 

M 

f l/O. V, z) dx + cp (x, y, z) dy + d- (x, y, z) dz] = 
M0 gar C 

P 
= / u > ( o K < ' ) } < # (9) 

n 
Ja integrālu gar līkni C ņemam no M līdz MQ, tad redzams, ka 

izteiksmē ( 9 ) dl maina zīmi, bet integrāla absolūtā vērtība paliek tā 
pati, tā tad 

Mņ M 

I = ~ I « 0 ) 
Mgar C M0 gai C 

Ja līkne C slēgta, tad līk
nes sākuma punkts M0 un 
gala punkts M sakrīt. Tad 
integrāls ir ņemts gar slēgtu 
līkni C. Ja līkne C (zīm 86) 
atrodas plaknē, tad līknes 
apejas virzieniem dod + vai 
— zīmi, kā norādīts zīmējumā. 

Ja dots slēgts konturs C, tad līknes integrāla vērtība nav atka
rīga no sākuma punkta M0 izvēles. 

Integrālu ņemtu gar līkni, sākot no 
M0 dotā virzienā (zīm. 87.) dabūjam 

P0 M0 

un sākot no P0 dotā virzienā, dabūjam 

M0 P0 

/ . - / + / 
Po M0 

Kā redzams, šīs divas izteiksmes ir vienlīdzīgas. Augšējā pierādijumā 
integrāls gar līkni C ir sadalīts divos integrālos, jo ievērojot, ka 
integrāls gar līkni ir suraas robežvērtība, šo surnu varam sadalīt 

Zīm. 87 . 
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divās stirnas un ņemt no katras robežu atsevišķi. Šīs robežvertibas 
tad ir augšējie divi integrāli. 

Vispārīgā gadijumā integrāla (8) vērtiba ir atkarīga no līknes C 
veida starp M0 un M, t. i. no integrēšanas ceļa. Bet atsevišķā gadi
jumā, integrāla (8) vērtība nav atkarīga no ceļa C. 

T e o r ē m a : 
Gar līkni C no M0 līdz M, ņemta integrāla 

M 

f [ / ( * . y. z)dx + y. z)dy 4 - <\>(x, y, z) dz] (11) 

v ē r t ī b a i r a t k a r ī g a t i k a i no s ā k u m a p u n k t a M0 u n 
g a l a p u n k t a M k o o r d i n ā t ā m un n a v a t k a r ī g a n o i n t e 
g r ē š a n a s c e ļ a , t. i. n o l ī k n e s C, j a 

f(x, y. z)dx + cp (x, y, z) dy + <Ļ (*, y, z) dz 

i r p i l n ī g s d i f e r e n c i ā l s n o k ā d a s v i e n v ē r t ī g a s , n e 
p ā r t r a u k t a s f u n k c i j a s u (x, y, z) t. i ja izpildīti sekojošie 
noteikumi 

df (3cpi _ df _ d-ļi. dy d<Ļ 
dy dx ' Oz dx' dz dy 

1) Noteikumi (12) ir vajadzīgi. 

Pieņemam, ka integrāls (11) nav atkarīgs no līknes C, bet no 
M0 un M koordinātām: (x0, y0, z0) un (x, y, z). 

Tad integrāla (11) vērtībai jābūt kādai funkcijai no x, y, z un 
*o . y0, z0. Tā tad 

M 

ļ [/(x,y, z)dx+y(x,y, e)dy+<Ļ(x,y, z)dz]=F(x, y, z, x0,y0, z0) (13) 
M0 

(12) 

Atstājot M0 nekustamu, lie
kam M pārvietoties uz M' 
(zīm 88) . 

Apzīmējam MM' = ds, tad 
ds projekcijas uz koordinātu asīm 
i r : dx, dy, dz. 

Tādā gadijumā sumā, ar ku
ras robežvērlību definēts iz
teiksmes (13) kreisās puses inte
grāls, nāk klāt loceklis: 

Zl 

0 

Zīm. 8 8 . 

fix, y, z) dx 4 - <? (x, y, z) dy 4 - <ļ> {x, y, z) dz. (14) 
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Tā tad izteiksmes (13) kreisās puses diferenciāls ir izteiksme (14) 
Izteiksmes (13) labās puses diferenciāls i r : 

dF. dF dF , 

d £ d x + 6 y d y + dz~dz- (,5> 

Šiem abiem diferenciāliem jābūt vienlīdzīgiem, tā tad 

f{x, y, z)dx + cp(.r, y, z)dy 4- 4* (x> JV. z) dz 

ir funkcijas F(x, y, z) pilnīgais diferenciāls. 

2) Noteikumi ir pietiekami. 

Pieņemam, ka pārbaudot izteiksmi 

f{x, y, z)dx + cp (x, y, z)dy + <Ļ [x, y, z) dz (16) 

atrodam, ka 
df dcp̂  df d<Ļ ĉp (fy 

dy dx dz čx dz dy' 

tad (16) ir kādas funkcijas F(x, y, z) pilnīgais diferenciāls un tādēļ 

f{x, y, z)dx + cp(.r, y, z)dy + <Ļ(x, y, z) dz = dF(x, y, z). 

Tad 

M M 

J \/(x, y, z)dx 4 - <?(x, y, z)dy 4 - <Ļ(x, y, z) dz] = ļ dF{x,y, z) = 

M 
= \F{x, y, z) \Mo = F{x, y, z) F(x0, y0, z0). 

Kā redzams šinī gadijumā integrāla vērtība nav atkarīga no līknes C 
bet tikai no punkta M0 = x0\y0\z0 un M = x\y\z koordinātām. 

Ar to teorēma pierādīta. 

J a l ī k n e C s l ē g t a un z e m i n t e g r a l a i z t e i k s m e 

/ (x, y, z) dx 4 - cp {x, y, z) dy 4 - <Ļ (x, y, z) dz 

ir p i l n ī g s d i f e r e n c i ā l s , t a d l ī k n e s i n t e g r ā l a v ē r t ī b a 
ir 0 . Tas redzams no sekojošā 

M 

ļ [f(x,y, z)dx-\-<ŗ (x,y, z)dy-t<Ļ {x,y, s) dz] = F(x,y, z)— F(x0y0z0). 
M0 
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Ja līkne slēgta, tad M sakrīt ar M0 un tadeļ augšējās izteiksmes 
labā puse dod 

F(*o- Jo. *o» - F(x0 y0 «„) = 0. 

Ja līkne C atrodas plaknē, visas augšējās izteiksmes ir jāspeci-
lizē, ievērojot, ka tādā gadījumā nav funkcijas <Ļ(x, y, z) un nav 
arī mainīgā z. 

P i e m ē r s . 

Uz materiāla punkta M0 iedarbojas spēks F (zīm. 8 9 ) . Pieņe-

Zim. 8 9 . 

mam ka vispār spēks F ir funkcija <J> (x. y, s) no līknes punkta M 
koordinātām x, y, z, un ka spēka F projekcijas uz koordinātu asīm ir 

^ = f(x, y, z); Y = y{x, y, z); Z = <Ļ (x, y, z). 

Ja punkts pāriet uz līknes C no M0 uz Mx ar koordinātām 

x0 + dx\y0 4- dy\za + dz, 

tad spēks izdara elementardarbu 

dA = Xdx 4- Ydy 4- Zdz. 

Viss darbs, kad punkts noiet no MQ līdz M, ir 

M 

A = ļ (X dx 4- Ydy + Z dz). 
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Vispārīgā gadijumā darbs A ir atkarīgs no punkta M0 un M, bet arī 
no līknes C, t. i. no integrēšanas ce|a. 

Darbs A nav atkarīgs no ceļa t. i. no līknes C, ja 

Xdx - f Ydy + Zdz 

ir kādas vienvērtīgas, nepārtrauktas funkcijas 

U (x, y, z) 

pilnīgs diferenciāls; tad 

Xdx 4 Ydy 4 - Zdz = dU(x,y, z) 
un 

Y _ dU v _dU 7 _dU 
dx' dy' * — dz-

J a ir šāda funkcija U(x, y, z), tad to sauc par s p ē k a f u n k c i j u . 
Šādā gadijumā 

M 

A = j dU = V\x, y, z) — [J(x0, y0, z0). 

Apskatam konkrētu piemēru. 

O 

r 
M 

rr/A 

y 

z 

/X. 
t • 

Zim. 9 0 . 

Punktu M (zim. 9 0 ) pievelk koordinātu sākums ar spēku 
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Spēka projekcijas uz koordinātu asīm tad ir 

X = F cos a = k X 
r 

Y F cos - k y. 
r 

Z = F cos y = k 
r3 

Z 
r 

Tad 
k 

X dx + Y dy + Z dz = — ^ ( x dx 4 y dy 4- z dz). 
Tā kā 

* dx 4 4y 4 z dz = | « / ( x 2 + j ' 2 4 - s 2 ) = i - (r 1 ) = <rV. 

tad 

Xdx + Y dy + Zdz = — Ļ rdr= - kdļ = d 

Kā redzams 

Xdx + Y dy + Zdz 

ir pilnīgs diferenciāls no funkcijas 
k k 

U {x, y, z) = — = • 
Tādēļ 

dU 

r yx*. +y*-+ z-

dx ~ k ' £ - k r* - X ' 
(* 2 4 - jv 2 4 s 2 ) 2 

( x * _|_ ^ _ļ_ gS,« 

O 2 4 - y 4- « V 

kas saskan ar augšējo. 

J a kustošais punkts no M0 pārgājis stāvoklī M, pie kam r0 ir 
punkta M0 un r punkta M rādiuss vektors, tad 

M M 

A - J # d* + r <iy + z A ) = / 1 (A) = IL r = L - i . 
Kā redzam, še darbs ir atkarīgs tikai no ceļa sākuma un gala punkta 
koordinātām. Še spēka funkcija ir 

k 

30 
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T r ī s p a d s m i t ā n o d a ļ a . 

Funkciju sistemātiska integrēšana. 

Jau [ 4 ] apskatijām integrēšanas pamata paņēmienus. Še tos 
paplašināsim apskatot tādus diferenciālu veidus, kam ir vispārīgi inte
grēšanas paņēmieni. Šādi diferenciāli ir racionāli un ari tie, kurus ar 
mainīgā pārmaiņu var pārveidot racionālos 

A. A l g e b r i s k u r a c i o n ā l u f u n k c i j u i n t e g r ē š a n a . 

Algebriskas racionālas funkcijas ir veselas un lauztas funkcijas. 
Pēdējās ir īstas un neīstas lauztas funkcijas. 

52. Algebrisku veselu funkciju 

a0xm 4 a j * m _ 1 + 4 - am_^x 4 - am 

integrē pielietojot pamata formulu: 

\xmdx = + C. 
J m + 1 

Tā tad: 

j Oo xm + a, 4 - 4 - am_yx + am)dx = 

— a<> m 4 - 1 + fll + + am-\ ~2 + arnx + C. 

V e s e l a s r a c i o n ā l a s a l g e b r i s k a s f u n k c i j a s i n t e 
g r ā l s i r v e s e l a r a c i o n ā l a a l g e b r i s k a f u n k c i j a . 

Ja funkcija ir (ax 4 b)m, tad 

f (ax 4 b)m dx = — f {ax 4 b)md(ax + b)=—. ( a * + ^ W _ t l + c. 
J a J a tn 4" ' 

Integrālu 

ļ xm (ax 4 - £ ) " 

var dabūt izvirzot (ax 4 - ¿3 " ar Ņūtona binomu, tad reizinot katru 
locekli ar xm un integrējot. Še labāk dabūt redukcijas formulu ar 
parciālu integrēšanu. 
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30* 

Tā t a d : 

J « ( « + 1) J a (« - ļ - 1) 

= ; : 7 7 -. r - T T (JJ H- 0) . ̂  a# (1) 
a(n 4 - 1) a ( « 4 - 1 ) J 1 7 

Pārveidojot dabūjam: 

( a * 4 - b)"+'[xm-'1 dx = j r>.r + bf (ax + b) xm~^ dx = 

= j(ax + b)n (ax'n 4 - bxm~^) dx = 

= a ļ xm(ax 4 b)" dx 4 - b j xm~'1 (ax 4 A)" //* (2) 

Ievedot (2) izteiksmē (1) dabūjam: 

/ > < « * 4 - bfdx=XMiaŗ + ^ " /><«* + -
J a{n -\- l) n 4 - 1 J 

- . b m . n f ( a * 4 - i ) " rf*. 

Pārveidojot dabūjam: 

un 

J a (m + n + 1) 

/ n f + b)" dx- & 
P i e m ē r s : 

/ ( « + (a/ + • *g -1 -| / * («* + 
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Tā tad: 

[xHax+b)< dx = b)& - m*Jjŗ+±t _ l . l i ^ l + C . 
J 7a 7al 6a 6a a o J 

53 Algebriskas racionālas lauztas funkcijas. Ja dota algebriska 
racionāla lauztas funkcija: 

F(x) _ a^m + a1xm-'1 + + am_yx + a„ 

b0x" -«- blX
m-^ + + bm_yx + b 

ar m ^ > M , tad iedalot saucēju skaitītājā dabūjam: 

+ (*) 

in 

/ ( * ) f" 

Funkcija / ( * ) tad ir vesela funkcija un īsta lauzta funkcija. Funk

cijas <Ļ(x) kāpe ir zemāka kā <p(#) kāpe. 

Funkcijas f(x) integrēšanu jau apskatījām, tādē) apskatīsim, ka 
integrē algebriskas racionālas, īstās lauztas funkcijas. 

a ) R a c i o n ā l a s , ī s t a s l a u z t a s p i r m ā s k a p e s f u n k c i j a s . 

= lx -\- C = lex. 

f ^ ļ — = / ( * + « ) + CT = /[c O + «)] 

ŗ dx \ Cd 'ax -\- b) 1 . i i 

I i—l = — I r-r- = — l (ax + b) + C. 
J ax -ļ- o a J ax -ļ- o a 

P i e m ē r s . 
Iedalot saucēju skaitītājā dabūjam: 

f X * - ^ + 2 d * = J ( x - 2 - ^ ) d x = X l - 2 x - 2 l ( x - 2 ) f C . 

b) R a c i o n ā l a s ī s t a s l a u z t a s o t r a s k a p e s f u n k c i j a s . 



Algebriskas racionālas lauztas funkcijas integrēšana 5 3 469 

d X 

f dx _ 1 f dx _ 1 f a _ 1 . x_ , r 

J aTT^ ~ a2 J j + Fx_J - ~a J ļ ^ - a I C t g o ^ 

f rf* _ 1 F dx _\_C b _\_ . x±a c 

J ( * 4 - a ) a + 6 2 ~ b2J 1 | ( * + a J ~ bJ { | " ļ ^ + a y ~ * 6 

Sekojošais integrāls jāintegrē ķermeņa brīvās krišanas problēmā, 
ņemot vērā gaisa pretestību. 

F m dv _ F m dv _ m C d]ļcv __ 

J M G _ CT» - - J ( j / - ^ . (ļ/—)» - " yrJ ( i / ^ ^ ( V ^ ) 2 

_ m 1 l 1/7 v — _ — m l cv - ļ/cmg ^ 
~~ ~ 1 / 7 " 2 frng M~cv + ]/Jng~ 2]/cntg cv 4 - Vcmg 

Ja daļas saucējs ir otras kapes trinoms 

ax2 4 - bx 4 - c, 

tad, kā norādīts [4], šo trinomu pārveidojam par binomu un tādējādi 
šo gadījumu pārvedam uz vienu no augšējām formulām. 

Sekojoša integrāla zemintegrala funkciju sadalot parcialdajās dabūjam : 

Ŗ dx _ Ŗ dx _ Ŗ A Ŗ Bdx _ 
J x* — a* ~ J (x - a) {x + a)~ J x — a ~* J x + a 

/
dx r dx 1 . x — a \ r 

2a\x — a) ~ J 2a (x — a) = 2a x 4 - ~a ~l~ 

Ŗ dx j _ Ŗ dx _ j _ i x ~_ ļ / r c 

J « - - . = - J ^ _ ( y z y = - 2 ļ / | , + - y l ' 

i— Ī9> Hekam x 4 - a — u tad, 
x -ļ- a)'' — bl 

/
dx C du 1 . u — b 1 . x - j - a — b . ŗ. 

(x + af — b2 ~~ J u2 - b2 ~ Tb ~ū+b ~ 2b x~+a~~+ b + ' 
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/ 

P i e m ē r s . 

dx 
3x2 4- 4 * 4 - 5 = 4 / 

*2 + 
= 4 / 

dx 

( * + 4 ) - 4 + § 

1 / 
i 4 -

* + 

= - — f 
3 Y R 

Y ? _ 1 1 

1 + 

2 3 
= arc tg + c = 

P i e m ē r s . 

dx 

1 . 3 * 4 - 2 . _ 
= rr— arc tg —-pL \- C. 

Vii 6 Vn 

3a: 2 4 - 4a: 4 - i - i / 
dx 

* a + 4*4-4-
= 4 / , 

( - + 4 M + 

= 4 / 
( - + 4 y - V = s / " 

( * + 4 ) 
, 2 2 ) 

1 * + 3 - 1 

9 1 J 
• 3 ) 

1 ļ 
• ļ . 
3 

d 
* + 2 

3 
d 

3 

x + 4 
2 

- t 
1 

- t 

3~ 

* + 
3 

— 1 

1 + 4 
_i_ 
3 

_ 1_ 3a; + 1 , r 

~~2 3 * 4 - 3 ~*~ ^ 

+ 1 
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P i e m ē r s . 

ŗ dx 1_ ŗ dx I r dx j _ 
2_ 
3 

1 1 1 
3 . 2 3 * + 2 + c. 

Ja skaitītājs ir pirmās kapes funkcija, tad dabūjam veidus: 

. Г ах -ļ- 8 , Г а я + аа — и f в , 
а ) ) ^ T a f d x = ) ( Г + ̂  

J (х + я)2 г ' J О + а) 2 

= а I ¡ h (Р — «а) I ; — ¡ — s = а/ (л: 4  я)  ¡ 
J * 4 - a J (х -\- a)¿ х -\- а 

гах 4  3 , f xdx , . Г алс 

4 а 2 J л:2 4 а 2 ' 1 J яг2 4  а 2 

= l/í>»4e»)+ÍL are tg 4 С. 

5 ) , ал: + P j 1 Г (аде -t- P) f_« + P Л в 1 f 
J ax2 -\- bx -\~ с a J X2 4 + -

a a 

~ ā j ( . ¿ \ 2 bJ-Aac~aJ( , b \2 , 

Liekot beidzamajā integrāla: 

dabūjam 

лдс2 4 bx 4 с"* ~ а J ! s 2 4 А 

3 -

T 

д: 4 ^ = 3 лг=^;;г — ; dx = dz 

J ax* 4 bx 4 с flJ s a 4 л 

, f [ " + (>-s)l* 
~ ~ а J z* + k 
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f jx + 1)dx _ 1 f (* 4 2) dx = _ 1 _ f O + 2) dx 

Liekam 

-*H ģ- = 2 J x = 2 j j - ; dx = dz, 

tad 

f u + 2)<fe _ i / - ( ' ~ T + ' ) * = \_ /•(« + t ) * 

J 3x2 4- 4 * + 1 3 J „ 1 3 J * - i - - ( 4 ) 

~ s 2 - ( - ) 2 3 s 2 - ( - ) 3 ' 2 9 

« — , , r >. , , 0 * 4 - 3 3 , 1 3 * 3 1 l , f , , 4 , 11 , 2 
+ y r r ' - — r = 8 - - 2 / r + 3 * + 3 + 3 l 2 , 1 

2 3~ * + T ^ + -3 + T 

- 6 'l* + 3 * + 3 J + 3 ' 3 {x 4- I) + 

c) A u g s t ā k a s k a p e s r a c i o n ā l a s a l g e b r i s k a s 
l a u z t a s f u n k c i j a s . 

J a funkcija ir neīsta lauzta, tad iedalām saucēju skaitītājā, dabūjam 
veselu funkciju un īstu lauztu funkciju. 

īstu lauztu funkciju 

c p ļ r ) 

/ ( * ) 
sadala p a r c i a l d a ļ a s . 

Kā tas izdarāms, parādīts autora grāmatā: .Kompleksi skaitļi, 
determinanti, algebriski nolīdzinājumi, parcialdaļas." 

Ja īstas lauztas funkcijas saucēju f(x) sadalot reizinātājos 
, ._. . J\x) 

dabūjam piemēram: 

f(x) = (x - a ) ( * p y » ( * 2 + px 4- ? ) ( * a + pxx 4- <7 X ) W 

Beidzamais integrāls, j a : 

k < 0. dabū veidu (13) 

k > 0, . „ (r) 
P i e m ē r s : 
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Pirmā, otra un trešā veida parcialdaļu integrēšana jau apskatīta. 
Ceturtā veida parcialdaļu integrē šādi : 

ŗ (L„x 4 - M„) ^ _ ŗ (L„x 4 - M„) dx 

Liekam 

= * = /_-&; dx = dt; q x - p ± = h. 

Ievedot šīs vērtības, integrālā dabūjam: 

AL„X 4 Mn)dx A < - l ) + M > . j { _ L n t + M n - U * 

Pirmo integrālu integrējot dabūjam: 

C tdt 1 1 / ^ i\ 
/ - t , (ar n > 1). 

J {fi 4 - h)n 2 (« - 1) (<a 4 - /z ) w — 1 

Otru integrālu dabūjam sekojoši : Apzīmējam 

un ( Z 2 + A ) : « - v 

tad sadalot parcisldaļas dabūjam: 

? M = _ J _ , _ B l , _ _ B, l*,n 

~f(x) x - a ( x p,m ^ (x — P ) 1 " - 1 ' x - P 

Parcialdaļas dabū šādus veidus:. 

„ -JL.; 2 , 
x a (x — p)m 

3) / * + < ? ; 4) + 
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(2) 

Pēdējo integrālu integrējam parciāli. 

= i ī + 2 ( „ - l ) { — £ * — = 

( / 2 4 A ) " - 1 ' U (fi + h)n J (/» + h)n\ 

Tā tad 

un 

2 (» - 1) h J n = j ^ j ^ + (2« ~ 3) 

Šī formula ir r e d u k c i j a s f o r m u l a . 

P i e m ē r s . 

f Q + 1) dx f Q + 1) dx _ f (x 4 - 1) 
J O 2 4 - 4 * 4 - 6 ) 9 ~ J [ O + 2 ) 2 + 6 - 4 ] 3 ~J [(x 4 2 ) 2 4 - 2 ] 3 

Liekot 
x -\- 2 = t; x = t — 2 un dx = dt, 

dabūjam: 

f(t - 2 4 - 1) /-(7 - 1) a 7 _ f /aV ŗ di 
J (fi + 2 ) 3 — J (T2 + 2 ) 3 ~ J (T2 + 2 ) 3 J {fi 4 2 ) 3 1 ' 

./(/" + 2 ) » ~ 2 . / t f ^ - r - ^ j — 2 . _ 2 — 4 ( / 2 + 2 j 2 

Še 
Y C dt j C dt 1 . / 

^ = J ī Ķ T ^ i u n / i = = i ^ + 2 = y r a r c t g v r -

Liekot redukcijas formulā 

2 ( » — 1) A A - ( / 2 + (2» - 3) 

n = 2 dabūjam r 

2 (2 - 1) . 2 / , = ( f ļ + ^ ) 2 _ t + (2 2 - 3) / , 

1 / . 1 . 1 / . 1 1 / 
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Liekot redukcijas formulā n = 3 dabūjam 

2 (3 1) 2 y, = + (2 3 - 3 ) /„. 

Tā tad: 

, _ 1 / 1_ , 1 t 3T 1 _ J 1 1 J_\ 

- / 3 - 8 ( / 2 + 2 J 2 + 8 6 J * ~ 8 (/2 + 2 ) 2 + 8 U fi+2+4 ļ / 2 a r C g ļ y 2 J 

/• — I f - L A ' _ i _
 3 1 • j L ™ 

•/»— 8 (/2 + 2 ) a _ h 3 2 Z2 -j- 2 + 32 ļ/2~ g 1/2 

Ievērojot (1) , (2) uu (3) dabūjam * + 1 1 1 1 t 3 t 3 \ t , ~ — arctgr7=+C 
( * 2 + 4 * - | - 6 ) 3 4 ( ^ + 2 ) 2 8 ' (/»+2)» 3 2 ^ + 2 32 1/2 6 l/2 

Ievietojot 
/ = 4- 2 

dabūjam : 

* 4 - 1 1 * 4 - 4 3^ .r 4 - 2 3 J _ f + 2 

f > 9 + 4 * 4 - 6 ) » — 8 ( * 2 4 4 * 4 - 6 ) 2 3 2 - * 2 4 - 4 * + 6 32 ļ/2 g ]/2 

No augšējā redzams, ka k a t r a s r a c i o n ā l a s a l g e b r i s k a s 
f u n k c i j a s n e n o t e i k t a i s i n t e g r ā l s ir d a b ū j a m s s l ē g t ā 
v e i d ā . I n t e g r ē š a n a d o d : r a c i o n ā l a s a l g e b r i s k a s> 
l o g a r i t m i s k a s , un a r c t g f u n k c i j a s 

B. A l g e b r i s k a s i r a c i o n ā l a s f u n k c i j a s . 

54. Iedalīšana. 
a) Z e m i n t e g r a l a f u n k c i j ā f(x) a t r o d a s r a c i o n ā l ā 

v e i d ā x u n i z t e i k s m e s 

P - { f * E ± l . Q + ļ / o * 4 - P. 
r — ]/fx + l' ^'~\yx-r-h' \ r x 4 - S 

Tā t a d : 
= i? O , /», Q, T). 

pt q, r var būt pozitivi vai negativi, veseli vai arī daļas skaitļi. 

Ar R še apzīmēta racionāla funkcija ar argumentiem x, P, Q, T. 
b) Z e m i n t e g r a l a f u n k c i j ā / ( * ) a t r o d a s r a c i o n ā l ā 

v e i d ā x u n i z t e i k s m e 
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Tā tad : 

f{x) = R (x, X) 
c) I n t e g r ē j a m ā f u n k c i j a / ( * ) a t r o d a s r a c i o n ā l a 

d) Zemintegrala funkcijā atrodas racionālā veidā x un kvadrāt
sakne no kādas funkcijas, kuras kāpe augstāka par ceturto, vai arī 
trešā, ceturtā sakne u. t. t. no nelineāras funkcijas. Tādu funkciju 
integrālus sauc par hipereliptiskiem, Ābela integrāliem. 

Veidu (a) un (b) integrālus var dabūt slēgtā veidā. Veidu (c) 
un (d) integrāli slēgtā veidā nav dabūjami. 

Apskatam funkcijas, kuru integrālus varam dabūt slēgtā veidā, 
vispirms vienkāršākās, pārejot uz sarežģītākām. 

55. Monomiska iracionalitate. 

v e i d a x u n VG, u n G i r 

= - ax* 4 - bx3 -ļ- cx2 4 - dx 4 - e 
vai arī 

= ax3 4 - bx2 4 - f-x 4 - d 
Tā tad : 

1) ( M vesels skaitlis > 0) . 

Ievedām substituciju 

t a d : 

x = ž dx - nz*1-^ dt. 

Ar šīm vērtībām dabūjam: 

= n 
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X*' = z ļp daļu ^- un kopējs saucējs j . 

_L L __ L 
x = z?; dx = p zP-i dz; xm = zm; xn — zn 

Ar šo substituciju zeuiintegrala funkcija dabū racionālu veidu 

P i e m ē r s . 

f y x dx _ f x3 dx 
J ļ / T - l ~ J 1 

x* — 1 

Daļu U Q 4" kopīgs saucējs ir 6, tā tad jāliek 

X" = z. 
Tad 

x = ze; dx = 6 s 5 dz. 

Ar augšējām vērtībām dabūjam : 

s f ^ x dx _ fz2 . 6zb dz _ f s 7 dz 
J ļ/T" _ ]~J z3 — 1 — J z3 — 1" 

Tā tad zeraintegrala funkcija ir racionalizēta. 

Ievērojot augšā norādīto dabūjam: 

3 

]/ x = z; x = z3; dx 3z- dz 

/
x dx ŗz3 . 3 s 2 dz „ ŗzh dz 

V X + 1 J J 

Kā redzams, pēc substitucijas dabūjam zem integrāla racionālu alge
brisku neīstu lauztu funkciju, kas jāintegrē, kā agrāk norādīts, vispirms 
iedalot saucēju skaitītājā. 

/

m n ŗ l_ l 

R(xtyjJ ļ / 7 . ) <i* = J R U z"1. xn) dx. 
Ievedām substituciju 
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tad 
zn - b i 

aa: 4- £ = : x = ; dx = — . « s w — 1 

a a 
Ar šīm vērtībām dabūjam: 

/R(x, lax + b) dx = f ~ b, zj -ļ- n s " " 1 dz -

Tā tad zemintegrala funkcija ir racionalizēta. 

P i e m ē r s . 

/
dx 

xV\ - X 
Liekam 

3 
Vl — X = z. 

Tad 
1 — x — z3, x = 1 — z9, dx = — 3 s 2 dz. 

un 

/ dx ŗ — 3 s 2 dz _ ŗ z dz 

ar |/1 — a: 

/
m n ŗ T J _ J l 

/?(.r, ļ/̂ 4~Ā, =J Kl*, («* + («* + *)"Ĵ  
Ievedām substituciju 

i 
(ax 4 - = z. 

(p ir dalu — un — kopējs saucējs). 
m n ' 

56. Lineāra iracionalitate. 

1) / / ? ( * . Vax 4 - b) dx. 

Ievedām substituciju 
n 

Vax 4- b = z, 



Lineāra Iracionalitate 56 479 

3 

( x ļ/3r + 2dx _ r*_ 
J 1 - V3x~^2~J ļ 

' x ļ/3.r + 2\dx _ f x ( 3 * + 2 ) 8 dx 

( 3 * + 2 ) T 

Tad 

un 

Daļu - i - un -ļ- kopīgs saucējs ir 6, ta tad jāieved 

3 * + 2 = s 6 . 

x - : — g — ; </.r = —- 6 s 5 rfs 

ļ/3% + 2 = s a ; 1/3% + 2 = 2 

Ievedot šīs vērtības zemintegrala funkcijā dabūjam 

9 Z 2 . z2 \ 6 2 5 dz C x )ļZx + A _ f 3 ' * 3 " s 2 f ( s 6 - 2)z'1dz 
J i _ VZx~^r~2 X J 1 — z3 3 J 1 — s 9 

57 Zem saknes atrodas lineāru funkciju dalijums. 

Ievedām substituciju 

n 

V a x+ b _ 
axx + b x ~ *' 

tad 
ax + b = SP\ x —- z P ~ b : dx = — pz*~y dz 

a a 
m_ P n P 
y ō * ~ + ~Ā = zm \'ax + _ Ā = 

Ar šo vērtību ievešanu zemintegrala funkcija dabū racionālu veidu. 

P i e m ē r s . 

¿ . 0 " — b , ab, — ci* b _ _ i , 

tad 
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P i e m ē r s . 

Ievedām 

Tad 

1 — x dx 
1 4 X X ' 

V f r - : = 
1 — s 2 . , 4 z dz 

x = -—:—s i dx = — 
1 + z2 (1 + z2)2 

un 
x dx C z2 

Y^r'x ~x~ = ~ 4 i (T— s 2) (I + s 2 ) ^ 

58. Kvadrātiska iracionalitate. 

1) J X ) rfr; še X = ]/a2 - x2 vai arī X = V x2 ± a2 

Še vispirms apskatīsim atsevišķus veidus. 

P i r m a i s v e i d s : 

f xm dx ŗ xm dx . . 0, 
UD J w ^ - ( m > ] 

Integrējam parciāli 

dx 

= x 

f X™  D X
 = f 

J fa2' — x2 ~~ J ~ Ma2^ x 

w ~ 1 ( — ļ/fl2 — x2) - j - ļ / « 2 - x 2 (m — 1) * w - 2 rfx = 

= — xm~" ]la2~^~x2 + (m - \) jMd2 - x2 xm~2 dx = 

= _ xm-y ya* _ x* _ļ_ ( w _ ļ } f fl2 ~ * 2 x w - 2 ^ 
J l / a 2 — .ar 2 

= _ i v - ^2 + < > - i ) [f l 2 f - * ™ ^ L d x - f — ]• 

un 

J V \ aļX-\- bj 1 1 V \ a - a i z n \a-ayff 

file:///a-ayff
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(a) 
f _ x ™ J x _ _ _ * w - 1 ļ / a 2 — * 2 a a t > — 1) r % w - 2 <fa 

J ļ/o2 — * a ~~ »» w J ļ/ A 2 _ X * 

Š! izteiksme ir r e d u k c i j a s f o r m u l a . 

Līdzīgi dabūjam 

ŗ xm dx =xm-1Vx* ±a*_a*(m — 1) Cx™-2 dx 
J l/* 2 ± d2 m m J y x 2 ± a 2 ( [ > 

Ar m = 2 dabūjam 

J ļ ^ C ^ S " 2 + 2 j ļ / ^ L - p - 2 ^ * + 2 « a r c s i n a + C 

O t r s v e i d s : 

Integrālus 

f xmydi — x2 dx un j x",yX^±~a2dx 

dabūjam šādi: 

J * J ļ / a a - * a Jylai-x'2 ->ya*-x* 

Ievērojot formulu (o) dabūjam: 

J f ^ Ž ^ m + 2 + » ,4 -2 Jya*=x*Ļ 

tā tad 
j % [7a * rf*_a j -f- w + 2 » , + 2 J | a W 

_ * W 8 + 1 V o a — * a a 2 f xmdx 
* " m 4- 2 + « i + 2 J y <,•_.*» 

31 

Pārnesot beidzamo integrālu no labās puses uz kreiso dabūjam 

y.m—2 

_ — _ ^ » » - i ļ / „ a 2 _i_ „i ( . n / _ 

fc 
un 
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ŗ dx ŗ x~mdx 

J x>»yaT~^~x* ~ J Va2 — ~x~~2 

Ievietojot beidzamā integrāla izteiksmi no formulas (a), dabūjam : 

j xm]/a2— x*dx = 

= xm+',\laJ^xi a2 T xm-^a*^x~* a*(m-\) Cz'" 2dx] 
~~ tn-\-2 + w + 2 l m + m J fa^Z^l 

Tā tad 

Līdzīgi dabūjam 

J r — w ( w 4 - 2 ) — m(m-r-2)J ]/x
2±a* 

Formulas (y) un (8) ir redukcijas formulas. 

Ar m = 1 dabūjam : 

ļx]/āT=l? dx = — y (fl2 — * 2 ) ļ / ^ I l c 2 _ļ_ C 

Jx ļ / * 2 " ! ^ ^ 2 = y (* 2 ± a2)ļ/*a ± d2 + C. 

Ar w = 2 dabūjam 

ļx*yaī—-lČdx = \xMd2 — * a ( 2 * * - a a ) 4 - A « 4 arc sin • + C. 

jx2 ļ/*2 ± a2 dx = ļ %V^±^(2%2±a2):—y/(%4-V^a±a"2)+C. 

T r e š a i s v e i d s : 

Integrālus 

f dx C dx 

J x^ya^z:^c2 u n J xmy-r±-rf 

dabūjam š ā d i : 
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9 

f dx = Va2 — x* (m + l) a 2 f dx 
J xm Ma2 - x2 m + m J x»'+2 ļ / f l 2 _ x * 

Šo izteiksmi rakstam 

(m + 1) a2 

m 

Tad 

f dx_ _ _ ļ/â  — f dx 
J xm+2 y f l 3 _ x 2 m x m + ī + J xm ļ / ^ " ^ ^ ' 

f dx \'a2 ~ 2 x m f dx 

J xm+z V«» — x2 d2(m + 1 ) x m + ^ d2 {m + l)J x™ ya» - x 
Liekam 

m 4- 2 = n, 
tad 

*M 4 - 1 = n — 1 ; m — it — 2. 

Ievedot šīs vērtības augšējā izteiksmē dabūjam 

ŗ dx Vāa — x2 n — 2 ŗ dx 

J x n Md2 — x 2 a2 ( H — 1) x n - 1 d1 (« - \)J * " - 2 l / a 2 - x2 

Līdzīgi dabūjam 

ŗ dx _ _ yx
2 ± g ' _ » — 2 C___dx__dx 

J x» y X
2 ± a2 + (» - 1) a2 x*~* + (" ~ 1) a2J ^-21/^24.-72 *" 

Formulas (e) un (k) ir redukcijas formulas. 

Ar n = 2 dabūjam 

0 

Labajā puse pielietojot jormulu ( a ) , dabūjam: 

f dx = _ x - m - ^ a 2
 x* a*{-m - 1) Cx~m-2 dx 

J xm \'a2 — x2 - m + —m J ļ/aa _ x: 
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Ar n = 1 formulas (e) un (k) nav pielietojams. Attiecīgos integrālus 
tad dabūjam š ā d i : 

dx , a 
ŗ dx _ ŗ dx c īč2 i r x _ 

- 4 '(t+VdFr)=-i '(^^^+-
Līdzīgi dabūjam 

f dx _ _ _ļ_ /fl + V*2 + a2\ c 

J ^ļ/%2 -ļ- a2 a \ x ) i" 

C dx f dx r x2 

i ŗ d\x~) 1 . a . _ — | x 7 = arc sin V C. 

V ' - ( t ) 8 * 
C e t u r t a i s v e i d s : 

Integrālus 

ŗ yr̂ ~—It2 r ļ V ^ + " ^ , 
/ 1 ax un / 1 = — dx, 

J xm J xm 
dabūjam š ā d i : 

C]ļgT^^ ^ ŗ(a* _ X2) d x = ŗ dx _ f dx 
J xm • J xmyd2-_ x2 J xm]ļa<i_ ¿1 J x*»-2]fā^_x 

Labās puses pirmo integrālu dabūjam pielietojot formulu (e) 

a f d x _ _ V a 2 —T2 . m — 2 ŗ dx 
Ū J xm ydr^lc2~ (m - \)xm-^ m — IJ x™-2 ya^^'x2' 

tad 
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Līdzīgi dabūjam 

ŗ ļ/̂ ~ _ ļ/^rFō2 1 ŗ dx 

Formulas (X) un (u) ir redukcijas formulas. Ar m = 1 šīs formulas 
nav pielietojamas. Šādā gadījumā attiecīgos integrālus dabūjam 

f V ā 2 " - - X* d x _ ŗ g* — x* _ f dx C xdx__ _ 

J x X J x ļ/a2 — x2 ~ a J x\la2~^~x~2 J 1/̂ -̂ 2 ~ 

= a i i + _ Ē E Z + y ^ ^ + C. 
Līdzīgi dabūjam 

Tl/Z+Z d x = - a l ^ - ^ + Z + V ^ + T 2 + c. 
J x x 

f d x = a a r c s i ū ± + ļ/^^^ + C 

P i e k t a i s v e i d s : 

ŗ dx 

(7 i)"ļ/o2^"^2 U n J (* — irļ/^rh'a2' 
Ievedām: 

. b2 — a2 I . b2 ± a2\ 
x b = z _ ^ ; I otra integrāla: x — b = ^ 1. 

Tad izdarot attiecīgus rēķinus dabūjam: 

ŗ dx 1 r{z - b)n-ydg 

J (x - b)nMa2 — x2~(b2 - ay- 1 \la2 - b2J ]/z2 — a2 

ŗ dx - l ŗ(z — b)"—'i dz 

J (x - b)nyx2~+~ā2~~ {b2 + a 2 ) " - 1 ]ļb^~+^J )/z*~+~a* 
ŗ dx — 1 ŗ(z — dz 

i (x — bf Mx2 — a2 ~ (b2 - a 2 ) " - 7 o 2 — b2J ]fa2 — z2 

Šie integrāli ir vienkāršāki nekā dotie. 

V i s p ā r ī g a i s v e i d s : 

Integrālā: 

JR{x,X)dx, kur X = ]/a2 - x2 vai X = ] / * 2 ± « 2 
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Rix, X) = 
CX - ļ - D' 

Še A, B, C, D ir racionālas veselas algebriskas funkcija no x. Rei
zinot skaitītāju un saucēju ar CX — D dabūjam: 

/?, x\ - Ä C X 2 - BD BC — AD x 

*t\x, ) C2X2 D2 C2X2 D2' 

Labās puses pirmā daja ir racionāla attiecībā uz X Racionāls ir ari 
otras daļas koeficients pie X , tādēļ varam rakstīt: 

R(x, X) = E + FX = E 4 - ~ = E 4 - ļ 

Še E un H ari ir racionālas funkcijas no x. 

Integrējamā funkcija tā tad sadalīta racionālā funkcijā E un raci 
onalas funkcijas H dalijumā ar X . 

P i e m ē r s : 

/ ļ/2 - x2 4 - x , 
dx 1/2 - x2 - 1 

Pielietojot augšējo, pārveidojam zemintegrala funkciju 

]ļ2 -- x2 4 - x ļ/2 — * 2 4 - 1 _ 2 - * a 4 - Q 4 - l ) l / 2 ^ - T a > * _ 
j/2 - x2 - 1 ' 1/2 - x2 f 1 ~ 2 — x2 — 1 ~ 

- 2 ~ * 2 + x 4_ *±A l / ō — ^ - x* ~ x ~ 2 _i_ <* + 1 ) ( 2 - * 2 ) _ 
- i — * * i " i _ ^ 2 ^ x — x z _ i ^ " ( i — ^ ^ — a — 

_ * 2 - * - 2 2 - * 2 _ / 1 _ \ / 1 _ 
~ * 2 - l ^ ( l - ^ ļ / ^ 2 - ^ x-\r\X^l~i-\-x}\l2=xī 

Tā tad 

• / y 2 - * 2 4 - l ^ * — » ' J ^ T l - % / ļ / 2 - % a 

ļ/2 — * 2 J ļ/2 — * 2 •> O — nļ/2 — * 2 

= * - / ( * - 1) - ļ7 2 - x 2 4 - arc sin-̂ L - f d * % 

• p J (x - 1)1/2 - x 

vispārīgā gadijumā funkcijai R ir veids 

AX 4 - B 
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P i e m g r s : 
ŗ dx 

Beidzamo integrālu dabūjam, kā norādīts piektā gadījumā. Še ar 

a2 = 2, b = 1 un 11 = 1 

dabūjam: 

Tā tad 

|.. -J—dx—x—l{x — \)—1/2—*24-arcsin-r^—/ K 
• / ļ / 2 - * 2 - l 12 x 1 1 

59. Kvadrātisku iracionalitati var racionalizēt ar t r i g o n o 
m e t r i s k u i e v i e t o j u m u : 

a) Ja X = ļ V — x\ 

Liekam: 
x = a cos z, tad dx = — a sin zdz un X = a s i n z 

vai 
x = a sin z, tad dx = a cos s rfs un X = a cos s. 

' b) Ja X = ļ/* 2 4- a 9 . 

Liekam 
. , a a 

x — a te z, dx = 5 — un X = 
" cos 2 s cos s 

vai 
. , adz a 

x = a ctg 0, dx = r-a- un X - -— . 
6 s in 2 0 sin z 

c) Ja X = ļ / i ^ T a - 9 

Liekam 
a , a sin z dz v . 

x = , dx = , un X = a\gz 
cos a cos 2 z 

vai 
a , a cos z dz „ . 

x — — , dx = -̂s un X — a cotg z. 
sin s sin 2 2 
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cos z 
tad 

/ dx ŗ a sin z dz 

Vcos z I \ cos 2 ~ A ~ 
1 z 

/
a%\wzdz ŗ dz 

o / a ,\ sin z Ja 
cos 2 z I oļa — 

Vcoss / co 

b cos z' 
cos z 

Ka integrējams beidzamais integrals bus noradīts vēlāk. 

P i e m ē r s : 
dx 

/ ( * 2 - 1)1/ *2 + r 
Liekam 

* = 1. tg z, dx = - J - un + 1 = 1 

du 

cos 2 s c o s s ' 
tad 

/
ak; ŗ dz cos 2 C cos s afe C 

(*a _ i ) ļ/^ā-+T — J c o s 2 s ( t g 2 s — 1 ) — J 2 sin 2 « - 1 ~J 2 « 2 — 1-

Šis integrāls jau agrāk integrēts. 

60. j R{x, V ax2 4 - bx 4 - c) a * . 

Šo integrālu varam integrēt ar diviem paņēmieniem. 

P i r m a i s p a ņ ē m i e n s . 

Kā agrāk norādīts, izdarot kvadrātisku papildinājumu un pēc tam 
substituciju, sakni ]ļ ax2 4 - bx 4 - c pārvedam uz vienu no veidiem: 

Z = ļ / a ^ - T 2 vai Z = ļ/s2 ± a 2 , 
tad 

f R(x, V a * 2 + bx 4 - c) dx = J R(z, Z)dz. 

Beidzamo integrālu varam integrēt ar agrāk norādītiem paņēmieniem. 

Liekam 
a , a sin z dz un dx = -
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P i e m ē r s : 
x dx 

Jyx2 + x + 1 
ŗ x dx /• x dx x dx 

) W^TTT) y p r i R T ; = / ī / F l M 
Liekam 

tad 

i 1 3 2 x 4- — = z un — = a 2 , 

/
x dx i? 2 ) d z ŗ z dz 1 ŗ dz 

z* 4 - a2 

= l/sa 4 - a a - -̂ /(a 4 - Vs2 4 a2) = V*2 4 - % 4 - 1 -

~ T 7 ( * + T + V^M -^+l) 4- C. 

Otrs paņēmiens: E i l e r a s u b s t i t u c i j a . 

Ja dotā integrālā 

jR{x, \l ax2 4 - bx 4- cdx)dx 

a > 0, tad pārveidojot sakni dabūjam: 

l/a*9 4 - 6 * 4 - c = Vāļ/ * a + - j * + - ^ - = Vā ļ/*2 + px + q. 
Liekam: 

ļ/* 2 + 4 - ? = x — u, (u funkcija no x) 
tad 

x1 4 - px 4 - <7 = * 2 — 2w* 4 " 2 J 

un 

ļ^s + p x 4- ? = % - u = - « 2u~Vf~ 

Ievedot šis vērtības dotā integrālā, tas pārveidojas integrālā ar racionālu 
diferenciālu. 
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* = ? 4 i ī ; <** = 2 < P - « > ; 1 4 - « 9 ' ~ V l ' ( 1 4 - « 2 ) a 

un 

]/(x - a)(p - *) = V(B - * ) « " ( ß - x) = (ß - * ) u = 

Ievedot šīs vērtības integrāla 

jR(x, yax2~-TJx^~c) dx, 

to pārveido integrālā ar racionālu diferenciālu. 

P i e m ē r s : 

/
dx 

x 2* + 3 
y * 3 + 2x 4 - 3 = * — M 

a:2 + 2a: + 3 = x 2 — 2ux 4 - « 2 

« 2 - 3 i q »2 + 2u 4 - 3 
^ = 2 - + - 2 ^ ; * * = 2 - (2 + 2 u f d u 

•V —i— 2x 4 - 3 - * _ M - ^ ~ 3 _ „ - _ " 2 + 2 * + 3 

f dx _ ŗ 2du _ 1 u 4 - V3 

J * y * » 4 - 2* 4 - 3 _ J M 2 - 3 ~ y 3 „ _ 1/3 

= J - ; * + y3 - Vx* 4 - 27"+~3 
V3 x _ yā _ y^ā _|_ 2a: 4 - 3 

Ja a «< 0, tad l iekam: 

Vax2 + bx-\- C = M—~a V—x* 4 - px 4 - q. 

Tā kā a < 0, tad y ~ a ir reals skaitlis. Lai sakne būtu reāla, tri-
noma — x2 4 - fix 4 - q abām saknēm jābūt reālām un x jāatrodas 
starp šīm saknēm a un p. 

Pieņemam o < tad 

a < * < P. 
un 

V - ^ 2 - f ~q = V(* - a)(p - T ) 
Liekam 

a: — a = (P — r̂) « 2 . 
Tad 
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kur 
f R{X, yAX* + C)dX, 

_ x • c = gS ~ 

Sada veida integrāls jau apskatīts 

P i e m ē r s : 

J V 1 4 - * 
Liekam 

y r r ^ = 
tad 

* = X2 — 1 ; = ?XdX 

= 2 1 4 2(TJl/2~^TXā 4 ļ a r c s i n ^ ) = 2 X + X V 2 ^ ^ 4 

j o • x 

4 2 arc sin - t = . 

V2 
62. Diferencialbinoms. Izteiksmi 

* w ( a 4 - bxn)tdx, (1) 

kurā a un b pēc patikas pastāvīgi lielumi un w, M , / racionāli skaitļi, 
sauc par d i f e r e n c i a l b i n o m u . 

Rādītāji m, n, p var būt pozitivi vai negativi, veseli vai arī daļas 
skaitļi. 

Ja m un n ir daļas skaitļi, tad, izteiksmi pārveidojot, var panākt 
ka tn un n vietā dabūjam veselus skaitļus. Pieņemam, ka 

61 . jR{x, ]/ax + ~ p , y^x~+~b)dx. 

Ievedām: 

yax + B = X , tad x — X ' ~ ? . 

Ar šo ievietošanu augšējais integrāls dabū veidu: 
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xm — z k ; x" — z *». 

5e t u n arī t.-£ ir veseli skaitļi. Tad 

xm {a 4 - bxn)Pdx = z k\a + be k i ) .tzl~ydz = 

t.h_L\p 
= z k \a + bz ki) tda. 

Pārveidotā diferenciālā z kapes, kā redzams ir veseli skaitļi. Pieņe
mam turpmāk, ka m un n ir veseli skaitļi, bet vispārīgā gadijumā p 
ir daļas skaitlis. 

Diferencialbinoma integrālu 

J x m (a + bxn)t dx 

var dabūt slēgtā veidā, šādos gadijumos, j a : 

1) p vesels skaitlis, pozitivs, negativs vai 0 

2) 0 
n 

3) . . o 

P i r m a i s g a d i j u m s . 

Ja p vesels un pozitivs skaitlis tad, kā norādīts racionālu algebrisku 
funkciju integrēšanā, varam attīstīt (a 4 - bxn)^ ar Ņūtona binomu 
un tad integrēt ar sadalīšanas paņēmienu, vai varam arī pielietot reduk
cijas formulu. 

J a p vesels, bet negativs skaitlis, tad 

fxm(a 4 bxn)~P dx = f — -dx. 
J J (a 4 - bx")f 

Izteiksmi integrējam sadalot zemintegrala funkciju parcialdnļās, 

h h 
un ka daļu un kopējs saucējs ir /, tad liekot 

x = z* un dx = t. z'~1 dz 
dabūjam 

t h , hx 
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Liekam 

tad 

J x m (a 4 - bxn)s dx. 

a 4 - bxn = zs, 

1 

x 

1 

m 

Ievedot šīs izteiksmes zem integrāla, dabūjam: 

m 
1 - 1 

~ s - 1 0*3 — 

P i e m ē r s . 

ļx~T(l — . v 6 ) - 2 dx. 

Daļu - ļ - un - ļ - kopīgs saucējs ir 12, tā tad 

x = z™ dx = 12a 1 1 dz. 

Ievedot šis vērtības dabūjam: 

/*""*"(! - x«)-*dx = fz-3(\ — s 2 ) - 2 . 1 2 z u dz = 

= 1 2 / ^ ( 1 - i " r » A = 1 2 / ^ 4 ^ . 
Šo integrālu integrējam, sadalot zemintegrala funkciju parcialdaļās. 

O t r s g a d i j u m s . 

J a vesels skaitlis, p = — daļas skaitlis, tad integrāls 

dabū veidu 
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š e „ = 3 ; „ = 2 ; > = • £ - — . = 2 ; = ± i = » + i = l . 

Tā kā m * ir vesels skaitlis, liekam : 
n 

1 4 - * 2 = s 2 -
Tad 

i 

% = O 2 — 
1 _ J _ _ i _ 

= y ( s 2 — 1) a . 2 s = z{z2 - 1) 2 a s . 

Ievedot šis izteiksmes zem integrāla, dabūjam: 

Jx3(\ + x2f~*~ dz = J*u2 - 1)"»".«-« s ( s 2 - l)~~*dz = 
• 

= f { s * - \ ) d z = ļ - s + C = M j ^ a - (1 + * V + C. 
T r e š a i s g a d i j u m s . 

Pieņemam ka m * 4 - P vesels skaitlis, p = -j- dajas 

skaitlis. Tā kā 

xm {a-\-bxn )t=xm .xnHax-n+b)P=xm+nP(ax-n+bf^xm\axn'+b)l'> 

tad labās puses izteiksme arī ir diferencialbinoms ar kapes rādītājiem 
m', n' un p. 

Kā augšā redzējām, jā 

m' 4 - 1 _ (m 4 - tip) + \ 

wi —(— 1 
r4-s ^ 1 ir vesels skaitlis un, ja — i r v e s e l s s k a i t l i s v a i 0, 

n 
tn 4 - 1 

t a d a r i • 1 i r v e s e l s s k a i t l i s u n z e m i n t e g r a l a 
n 

f u n k c i j a i r r a c i o n ā l a 

P i e m ē r s : 
x3dx 1 
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z*  1 

x — 1
 r = O a - l H 

( s 2  1 ) 8 

ir vesels skaitlis vai 0, tad doto diferencialbinornu var pārvest uz raci

onālu veidu. Tā kā 

=̂  ~ + 4 
t a d r e d z a m s , k a j a 

^ - + P n 

i r v e s e l s s k a i t l i s v a i 0, d i f e r e n c i a l b i n o r n u 

xm (a + bxn)P 

v a r p ā r v e i d o t r a c i o n ā l ā v e i d ā , l i e k o t : 

+ A) = ( ¿ = 7 ) 

tad 

« + = xn (ax-n + b) = x" z5 

Tā tad šai gadijumā jālieto substitucija: 

a + bxn = x" zs. 
P i e m ē r s . 

r 1 
Se w = 3 ; « = 8 ; P = — = — y ; 5 = 2. 

Tā tad, šo diferenciālu var racionalizēt, liekot 

1 4 - xB = x8.z*. 
tad 

1 
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]/i + X9 = x*z = ( s 2 — 1)" 
un 

3 
f x3dx _ 1 / > 2 — 1) 8 . (z2 — 1) 8 _ _ l f dz _ 

J j / j - Q R ? - "4V _l z d z ~ ~ 4 J z2 

M + ( z 2 - 1) 2 . z 

C. T r a n s c e n d e n t u f u n k c i j u i n t e g r ē š a n a . 

63 Pārvešana uz algebriskiem integrāliem. Transcendentu dife
renciālu veidi, kurus var nointegrēt slēgtā veidā ar elementāru funkciju 
palīdzību, ir joti aprobežoti. Ja slēgtā veidā nevar nointegrēt, tad dažkārt 
integrēšanu var novest līdz tādiem integrāliem, kas jāuzskata par 
jaunām transcendentam funkcijām. 

Šādus integrālus tad integrē ar rindu palīdzību, vai arī pielietojot 
agrāk norādītos integrēšanas tuvinus paņēmienus. 

Ja ar substitucijas palīdzību integrējamo transcendento diferen
ciālu var pārveidot algebriska diferenciāla veidā, tad uzdevums pārvests 
uz jau apskatītu. 

Šādā gadijumā ir arī redzams, vai elementāra integrēšana izda
rāma vai ne. 

Integrālu J cp (^r) <p (x) dx ar transcendentu diferenciālu var pār
veidot integrālā ar algebrisku diferenciālu, ja v(x) ir algebriska 
funkcija, kuras integrals $(x) arī ir algebriska funkcija un <Ļ(x) ir 
transcendenta funkcija, kuras diferenciāls ir algebriska funkcija. Šādā 
gadijumā parciāli integrējot dabūjam: 

j<ļ{x)$(x)dx = J<Ļ(x).<p(x)dx = 4>i»<ļ»(*)— ļ®(x).<ļ>'(x)dx. (1) 

Labajā pusē zemintegrala funkcija *ļ>(x)<Ļ'(x) ir algebriska. 
Šādu gadijumu, piemēram, dabūjam, ja <p(x) ir vesela racionāla 

algebriska funkcija un <Ļ{x) ir viena no sekojošām funkcijām: 

/ to (x) ; arc sin to (x); arc tg w (x), 

kur u> (x) ir algebriska funkcija. 

1 — 1 - -
dx = •— (z2 — 1) 8 . 2zdz = — 4" U 2 — 1) 8 z dz 

o 4 

* 3 = ( 2 2 _ J) T 
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P i e m ē r s : 

fl(x +- ļ/l + x*)x* dx = ^ - l { x 4- l/l -T^) 

1 f s ' ^ 1 </.r 
;—: I ,, = r (n vesels skaitlis). 

» + 1 J ļ/l 4 . , r a v 

Labās puses integrālu integrējam, kā norādīts algebrisku funkciju 
integrēšanā. 

P i e m ē r s . 

/ arc tg .r xn dx = — - — . arc tg x -— -— = 
J n -\- 1 0 )l -ļ- 1J 1 -ļ- X 

(n vesels skaitlis) 

Labās puses integrālu integrējam, kā norādīts algebrisku funkciju 
integrēšanā. 

64. Vispārīgas redukcijas formulas. Ar parciālu integrēšanu 
var dabūt redukcijas formulas, ja integrālā 

j f i{> (x)n cp (x) dx; (« > 0 un vesels skaitlis) 

cp(jtr) algebriska funkcija, kuras integrāls <X> (x) ir algebriska funkcija 
un <Ļ(x) transcendenta funkcija, kuras diferenciāls ir algebriska funkcija. 

32 

Tad <Ļ'(x) i r : 

u"Jx) u ' (.r) u>'(x) 

w(x) ' yf- [ u ^ ' 1 + [aX»p 
Šis funkcijas ir algebriskas. 

P i e m ē r s : 

j f arc sin x dx = j arc sin x xn dx = 

= a r c S , D x - ^ - + i J p r = « - ( M v e s e l s s k a i t l i s > 

Labās puses integrālu integrējam, kā norādīts algebrisku funkciju 
integrēšanā. 
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<Ļ'(x) < H * ) " _ 1 

P i e m ē r s : 

rf(/>) 
(/*)" J l'*) (/*)" J_ (lx)n 

X 

= / > + 1 djlx}= x ^ ^ r ņ j ^ ļ ^ 

Atkārtoti pielietojot augšējo formulu nonākam uz integrālu 

Cxm dx 
J lx • 

Integrējot parciāli dabūjam: 

ļty(x)n 'ļ(x)dx = ®(x)<Ļ{x)n — n f&(x)<Ļ'(x)'ĻU)n-'[ dx. 

Tāds paņēmiens arī tālāk pielietojams, ja algebriskās izteiksmes 
<l>(x)<Ļ'(x) integrāls arī ir algebriska funkcija. 

P i e m ē r s . 

f (lx)" xmdx —~—Alx)n T — : f xm+^ « ( / s ) * - 1 — = 
J m -\~ l m + 1 J x 

xm+} n C , 
: . , (lx)n 5tt / x m ('*)" dx. (m - 1) 

/ra-ļ-1 m -\- \J v ' 
Šī formula ir redukcijas formula. 

Parciāla integrēšana dod redukcijas formulu arī šādā gadijumā: 

dx, (« > 0 un vesels skaitlis) 
<Ļ(x)n 

ja y(x) un ty(x) izpilda agrākos noteikumus. Pārveidojot dabūjam 

f3M-dx = f ' ^ ^ - d x - № { x ) d ļ Ļ { x ) =-
J <Ļ(x)n JV{x)'tyx)H J +'(*)' <\>{x)n 

_ ?(£) | ' CD ¥_f>) dx 
(n — 1) <Ļ'(x) <\>(x)"-'1 « — 1 J ^ ' M ' ^ ) " - ' ' 

Paņēmiens arī tālāk pielietojams, liekot: 

D ^ 
* <Ļ'(x) , «ļ»' (x) dx 

u - . , , V un dv = T 
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Liekam 

lx - z, tad x = ez un dx = ee dz. 

Ievietojot šīs izteiksmes zem integrāla, dabūjam 

. e* dz C eme+z dz C e*<<m+y) dz 
j x m dx _ j e m s . e* dz _ j e m 2 + z dz _ ļt 

Liekot 
z (m 4 - 1) = u 

dabūjam: 
u , du 

z = :—-; dz ffl + 1 ' /7i 4 1' 
tad 

Cxm_d^_ f e" du _ feu du 
J lx J u m 4 1 J u ' 

Šo integrālu dabūjam integrējot ar rindas palīdzību, tas ir jauna trans
cendenta funkcija-integrallogarilms. 

Jaunas transcendentas funkcijas dod arī integrāli 

/
coszdz . . , . integralcosinus 

/
sin z dz . . , . — - — mtegralsinus, 

k j s integrējami ar rindas palīdzību. 

65. Algebriska funkcija no eksponentfunkcljas. ia / apzīmē 
argumenta e a x algebrisku funkciju, tad integrālu : 

j /(«<**) dx 

ievedot sub&tituciju 

e a x = t 

un ar no tās izrietošu dx = pārveidojam 

integrālā no algebriskas funkcijas. 32* 
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I 
Liekam 

Tad 

max -ļ- n 

ax = t, tad ax la dx = dt 

dt dt 
dx = = -—r. 

ax la i • la 

ŗ ax dx _ ŗ t.dt I ŗ dt 
J m a x _i_ n ~ J la t(mt 4- «) la) \ m a x _ļ_ ļļ J la t(mt 4" ' 0 laj mt -\- n 

. / (/ra/ 4 - n) 4 - C = — ļ- C. 
m .la m .la 

66. Reizinājums ekx ar racionālu algebrisku funkciju no x. 

J f{x) ekx dx. 

Fix) 
Vispārīgi f(x) var sadalīt vesela funkcija G(x) un īstā daļa t a d 

f fix) ekx dx — f G{x) ekx dx 4 - j ^ y ekx dx. 

Parciāli integrējot dabūjam: 

JG(x)ebxdx = -I — i- JG'{x)ekxdx. 

Integrēšanu atkārtojot, beidzot nonākam pie : 

f ekxdx = -ļ- 4 - C. 
īsto daļu 

<f (*) 

sadalām parcialdaļās. Parcialdaļa 

% — a 

Integrāls dabūjams slēgtā veidā, ja /(/) ir racionāla algebriska 
funkcija. 

P i e m ē r s : 
ax dx 
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dod : 

(x - P)" 
dod: 

B f l- e k x dx; 
J (x — 0 ) m (x - 0)' 

Šo integrālu integrējam parciāli: 

J (x-fi)m —m+\ -m + V ( x — 0 i m - 1 

+ (m - 1) J ( X - 0 ) " » ^ ( m - 1 ) Ļv-[-i)m~' (rn-l)J(x-ņy 

Turpinot integrēšanu, nonākam pie jau apskatītā integrāla 

„kx 

J x — 
Piemērs: 

ekx ŗ ekx 

67. Reizinājums lx ar racionālu algebrisku funkciju f(x). 

1) J"/ (/*) «* 
Še / apzīmē argumenta lx racionālu algebrisku funkciju. 

A f _ L _ e
kxdx. 

J x — « 
Liekam: 

x — a — z, 
tad 

x = z + «; dx — dz 
un 

.r — a J z J z 

Beidzamo integrālu integrējam ar rindas palīdzību. 

Parcialdaja 
B 
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•* — « ' ( > — [3)m 

Tad jāintegrē: 

A f——— dx un B f — . dx. 
J x — a J (x — p ) m 

Pirmo integrālu dabūjam liekot 

x — a = az; x = a (1 4- z); dx = a dz. 
Tad 

f_J*__ dx = / • / [ « ( ' i - « ) ] a * = fla
dJL +f'JL±A dz = 

./ # — o j az J z J z 

Šo integrālu integrējam ar rindas palīdzību, 

Liekot 
lx = t; x = e*; dx = e* dt. 

dabūjam: 

f f (/*) dx = f f (/) e' dt. 

Beidzamais integrals jau apskatīts. 

2) j f (x) lx dx. 

Racionālo algebrisko funkciju / (x) sadalām: veselā funkcijā G (x) un 

īstā dalās funkcijā ^ 

Tad 

f f(x) lxdx= f G(x) lx dx + J l x dx. 

Labās puses pirmo integrālu parciāli integrējot dabūjam: 

jG{x)lxdx = G^x)lx — j^pdx-
(G^x) =JG{x)dx) 

Zemintegrala funkcija labajā pusē ir algebriska. 

Fix) 
īsto da|u sadalām parcialdaļas un, piemēram, dabūjam: 
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Otru integrālu integrējam parciāli. 

dx 
( - * - J.r = fl, 

(X - ļ i ) m 

lx 1 r dx 
\in—1 (m — 1) (* — [i)m~l rn — \J x [ x _ p). 

Labajā pusē zem integrāla funkcija ir racionāla algebriska funkcija. 

P i e m ē r s . 

j ( f l . r a + 2bx 4 - c) lx dx = ^ 4 bx> 4 - CA j /.v — 

(ax3 ,bx* \ 

P i e m ē r s : 

Šos integrālus nointegrējot dabūjam: 

68 Racionālas funkcijas no trigonometriskām funkcijām. 

a) S u b s t i t u c i j a s . 

Integrālu no racionālas funkcijas, kuras arguments ir viena vai 
vairākas sekojošas funkcijas: 

sin x, cos x, tg x, cotg x 

arvienu var pārvest uz racionālu algebrisku funkciju, izdarot substituciju. 

S u b s t i t u c i j a s i r š ā d a s : 

1) Visos gadījumos derīga substitucija i r : 
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1 4 - fi 

Ar šo substituciju dabūjam: 

JR(sinx, cos x, t g * , cotg x) dx = 

— z J " V i 4 f2' l 4 fi' i - f 2 ' 2t ) l + z2' 

Beidzamā integrāla zemintegrala funkcija ir racionāla algebriska funkcija. 

P i e m ē r s : 

f dx _ ŗ 2d 
J a cos x 4 b sin x J I 4 -

2rf7 1 
; c o s * 4 bsixix J 1 4 Z 2 ' 1 — fi , , 2/ 

° i — ī + 6 

I a(l — 

1 4 / 2 1 l 4 t* 
2dt 

(1 — /") + 2bt 

2) Ja trigonometriskiem diferenciāliem ir veidi 

ji? (sin 2 x, cos x) sin ^ dx un J*/? (sin * , cos 2 x) cos .r 

tad pirmā gadījumā, liekot 

cos x = t un — sin x dx = dt 
dabūjam 

J*7?(sin 2*. cos * ) sin * rf* = — JR[(\ — fi),t]dt 

Otrā gadijumā liekot 

s i n * = / un c o s * dx = dt. 

no kuras dabūjam: 

„ x . 9 x 0 x I „ x \ 1 — /2 

cos .r = c o s 2
y - s . n 2

T = c o s - y l l - t g 2
y j = 

5c x x x 2/ 
sin x = 2 sin y cos y = 2 c o s 2 2 t g 2 = l^pi 2 ' 

2/ 1 - /a 

x = 2 arc tg /; = 
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liekam cos x = t, 

sin .r r/.r f dt 
/

sin .r r/.r C 

a cos 2 -v 4 - b sin 2 .v — J < 

J/? (tg .r) dx 

c o s 2 * 4 - 6 sin 2 v ~~ J afi 4 b (I - Z2)' 

3) Gadijumā 

liekam 
,7/ t g * = t un «fo = ļ ^ / 1 2. 

tad 

69 Redukcijas formulas. 

1) jcos"1 .r rt'.r un jsinm % « t * . (/re vesels > 0) 

Vispārīgā gadijumā izdarām parciālu integrēšanu. 

Jcos'".r dx = Jcosm—1 x . cos x dx = J*cos m — 1 x d sin % - -

c o s " 1 - 1 .r sin .r — J sin x (/re — 1) c o s " ' - 2 * (— sin * r/.v) = 

c o s m — 1 -r sin x 4 - (/re — 1)^"sin 2 % c o s m ~ 2 r dx — 

- c o s m — 1 % sin x 4 - (/re — — cos 2 .v) c o s m — 2 * r/-r = 

= c o s " 1 - 1 x . sin x 4 - ( m — i)f c o s m — 2 * — (m — 1)J*cos"1 .r rf*. 

Pārnesot beidzamo integrālu no labās puses uz kreiso dabūjam: 

mjcos"1 x dx = c o s " 1 - 1 x sin x 4- (m — \)Jcosm—2 x dx 

dabūjam 

f ^ ( s i n . r , cos 2 .v) cos v dx = JR[t, (1 - f-)]dt. 

P i e m ē r s : 

f sin v dx 
. a cos 2 x 4- b sin 2 x 
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c o s m * a " * varam dabūt ari šadi 

„ 1 4 cos 2 * 1 , 1 o 
cos 2 * = — = y 4 - y cos 2 * . 

cos 3 * = (-1- 4 Y c o s 2 * ) c o s X = \ c o s * + " 2 ~ c o s 2 * c o s x ~ 

= y cos * 4 - ļ - cos 3 * 4 - ļ - cos * = cos * 4 - ļ - cos 3 * . 

u. t. t. Šādā gadijumā jāintegrē tikai pirmās kapes cos funkcijās. 

un 

/
m . C 0 S m ~ 1 * Sin * , (/71 — 1)/* m _ 2 , , > 

c o s m x dx = \- ' I cos" 1 " x dx (a) 
m m J 

Ši izteiksme ir redukcijas formula. 

Līdzīgi dabū: 

Cm J s i n m " 1 x. c o s * , m — 1 f . m _ z , 
I sin"1 x dx = r- / sin'" £ x dx. 

J m m J 
Ja /7i ir nepāra skaitlis 

m = 2/ 4 - 1, 
tad 

c o s 2 ^ + 1 x dx = Jcos2^ * cos * dx — f i l — s i n 2 * / . d sin * 

liekot 
sin * = z 

dabūjam 

J *cos 2 ^ 1 * dx = ļ(l z2)* dz. 

Līdzīgi dabūjam: 

j unz*+* x dx = j sin 2^ * sin dx = - j (1 — cos 2 d cos * = 

= - / ( 1 - z2)Pdz, 

kur 
cos * = z. 
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S i n m + 1 

- - cos" X — 

= c o s " - 1 X 
sin" 1 - *- 1 

, 7 — 4 - — i — - / s i n m x c o s " 2 x dx — 
B ! - f I /71 4" 1 

— -—;—ļ- / sin" 1 % cos" x dx. m A- I J m 4 - I 

Pārnesot integrālu no labās puses kreisā, dabūjam: 

n - \ [ 
1 4 - -—r—4 / s i n m x cos" .r dx = cos" 1 x . S ' n x + 

m 4- l J ' m 4- 1 

. n — 1 f , 
4 m , j j s i n m A- c o s " ~ z * 

un m 4- 1. 
cos"" f • m H j C O S " " 1 A - S i n m + 1 A" , 

J siam x cos" x dx = • _ | — 4-

n — 1 
| / s i n m A T C O S " - 2 Art^r. + 0) («) /re 4 -

Līdzīgi dabūjam : 

ysin"1 x cos" x dx = -"* v""°—— + 

+ f s i n ^ - 2 ^ c o s , « rf ( p ) 

/71 4 " 
(a) un (p) ir redukcijas formulas. 

— s i n m 1 x c o s " + 1 x 
m 4 - » 

2) jsin'" x cos" x d x . 

Vispārīgā gadijumā integrējam parciāli. 

ļsinm x cos" x dx = jsinm r c o s " - 1 Y cos x dx = 

— jsinm x c o s " - 1 x d sin x =jcos"-1 x . s in" 1 x d sin x = 

_:nm-ļ-1 „ i f 
= c c s " - 1 x — — F T T / s i n m + 1 * • ( n - l ) c o s " - 2 a : ( sinxdx)= 

m 4 - 1 m- ļ -K v 

„ _ 1 S i n m + 1 X j _ " - 1 f . m , 2 „ _ 2 , 
= COS" AT . ļ—ŗ- . zr r , / s i n " 1 ^ x cos" £ x dx = 

m - ļ - 1 OT -ŗ- I J 

1 * « — i r 
, -— + zr—j—, I (1—cos 2 x) cos" 2 x sin" 1 * rf* = 



5 0 8 Integrālrēķini XIII nod. 

cos"' x sin" x dx 

var pārveidot un dabūt integrālu no algebriskas funkcijas. 

Pieņemsim, ka m = 2 p -f- 1 , tad 

Jsin2^+' x c o s " dx — Jsin2P x cos" x sin x dx — 

= —ļ(I — c ° s 2 x)P cos" X d cos %, 
liekot 

cos x — z 
dabūjam: 

jsin2^+1 x cos" x dx = —Jo — z2y* zn dz. 

Ja m — n, tad dabūjam: 

jsin'" x c o s m x dx =j(sin * cos ; t r ) m dx — 

= j * ( i - s i n 2x)"1 dx = Ifd-sin 2xfd2x = 2Jļ+-Jsin- 2x d 2, 

ŗ dx ŗ dx 

^ sin X J cos" 1 .r 

J"CQ̂ rn~x ~ Jco&~m x dx— Jcos~m—1 * cos x dx=f c o s ~ m — 1 . r d 
sin x . 

Integrējot parciāli dabūjam formulu, kura zem integrāla labajā pusē 
1 

atrodas ~ m " + 2 " Apgriežot šo formulu un tad liekot m -\~ 2 = n 

dabūjam: 

/
dx sin x n — 2 C dx 

cos" x ~ ( « - 1 ) c o s " - 1
 x

J r n — \J c o s " - 2 x ( r ) 

Līdzīgi dabūjam: 

Ja m vai » nepāra skaitļi, tad 
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(Y> un (8) ir redukcijas formulas. 

f s i n m v , f cos" r , 
4) / dx un / dx. 

J COS» -r J S j n m . r 

Liekam formulā (a), n = — r, tad 

sin" 1 v c o s - r x dx= 

Cs\nm x , s i n m + ' .v r + l f s i n m * 
— I - (IX = . . • / 7 _ (IX 

J cos*" x (m — r) c o s r + ' x m — r*> c o s r + ' ;
 x 

Formulu apgriežot dabūjam: 

/
s i n m x sin"'"* - 1 x m — r rsinmx ^ 

cosr+2x~{r + l ) c o s r + 1 x r + 1 J cosrX 
Liekam: 

r -ļ- 2 = « ; r + 1 = » - 1 ; r = n — 2, 
tad 

f s i n m * , s in" 1 "*- 1 * . n — tn — 2 f sin" 1 x , 

ļ dx = -\ - - I -ļ—dx. (e) 
J cosnx (n — l ) co&" — ^x M — i - ' c o s " - ' 1 * 
Līdzīgi dabūjam: 

/
cos" x c o s " + 1 x m — n — 2 ŗ cos" x 

siamx X ~ (m— O s i n ™ - 1 * m — l J s i n ' " - 2 * 

dx. (k) 

Formulas (e) un (k) ir redukcijas formulas. 

Ja m = 2p + 1, tad 

•sin^-r-1 x 

cos".r -> c o s " * J c o s " * 

Liekam cos x = z, tad : 

/
siu ^ + * , C • 2è smxdx f., d cosx dx = / sia px = — / (1 — c o s 2 K 

J m s " Tr J C » 

dz. 
COS" X 

5) J sin ax cos bx dx, j sin ax sin A* 
un 

J*cos ax cos dx . 
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Tā ka 

tad 

cos a* cos 6;tr = 4"[cos(a + b)x 4 cos (a — £)*ļ, 
J* cos a * cos A* a * = -i- J* [cos (a 4 ¿0 * + cos (a — b) x\ dx — 

1 [sin (a 4 b) x sin (a — b) x] 

' 2 [ a 4 b 1 a — b J" 
70. Racionālas algebriskas funkcijas / ( . r ) reizinājums ar sin -r 

vai cos x. 

Racionālu algebrisku funkciju / ( * ) , varam sadalīt: veselā G(x) 
f(x) 

un īstā daļā Tad dabūjam integrālus: 
cpt» 

/
G(x) sin x dx; f sin x dx. 

J <?(*) 

Pirmo integrālu integrējam parciāli. 

JG ( X ) . s inx dx = G(x)(— c o s * ) 4 - JG'(x)cos * d x . 

JG'(x)cos x dx = G'(x) sin * — JG"(*)sin xdx. 

Tā kā 

s i u a * c o s £ * = y [ s i n ( a 4 b)x + sin (a — b)x], 

tad 

jsin ax cos bx dx — j [sin (a -j- b)x + sin (a — b) x] dx = 

_ 1 f cos (a 4 - b) x cos (a — b) x\ 
~ ~ ~2\ a ļ ī 1 a - b \ 

Tā k ā : 

š i n a * sin bx = y [cos(a — b)x — cos (a 4 - ¿ 1 * ] , 

tad 

J * sin ax sin £ * dx — ~ j [cos (a — A) x — cos (a 4 - b) x] dx = 

1 ŗ sin (a — b) x sin (a 4 b) *] 
~~ T l a — b Ā ļ T J' 
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Ievērojot augšējo: 

JG (x) sin x dx = — G Ļv) cos * 4 - G' {x) sin * — j G"(x) sin x dx. (a). 

Formula (d) ir redukcijas formula. G"(x)ii par divām kapēm zemāka 
funkcija nekā G(x). 

P i e m ē r s : 

J * 2 sin x dx=x2 (— cos x) — j — cos x .2xdx = 

= — x2 cos x + 2 j x cos .v dx = — X2 cos x 4 -

4 - 2 ^sin x.x —ļsin v = — a : 2 c o s * 4 - 2 * s i n * + 2 c o s * . 

/ (*) 
īsto daļu sadala parcialdaļas un, ja, piemēram, dabu: 

A / āx. 
J x — a 

Liekam 
* — a = t, 

tad 

/"sin* , Csin (t -\- a) fs\n t , . . fcos t 
ļ dx - - I —-- dt — cos a I — — dt + sin a \ dt. 

J x — a J t J t J t 

Labās pusēs integrāli integrējami ar rindām. 

Saucēja vairākkārtēja sakne dod integrāla veidu: 

B I (ļX 

J (x - [i)n 

Šo integrālu integrējot parciāli divi reizes, dabūjam: 

dx sin * cos * 
/ s i n 

O - p)" ( « - 1) (* - p / ' - 1 ( « - 1)(«—2) ( * — p ) » - 2 ' 

1 /* sin * dx 
~ (n— \){n — 2)J (* — p ) " - 2 

Šī izteiksme ir redukcijas formula. 
Līdzīgi dabūjam attiecīgus integrālus, ja sin * vietā atrodas * cos. 
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* x „ . h „ j „ _ „ax "COsbx + bSinbx, 
d l + b* 

J e a x s i u bx dx = ea 
. a sin bx — b cos bx 

Č e t r p a d s m i t a n o d a ļ a . 

Pielietojumi mechanikā. Masu, momentu un smaguma centra 
koordinātu aprēķināšana. 

72. Vispārēja apskate. Apzīmējam ar K nepārtrauktu ģeometrisku 
attēlojumu, kādu ķermeni, virsmu vai līniju, dK tad ir tā attēla ele
ments. Apzīmējam ar <p nepārtrauktu to argumentu funkciju, kas 
noteic dK vietu iecirknī K. 

Veidojam integrālu 

J « dK 
K 

un ņemam to visā iecirknī K. Šī integrāla nozīme ir atkarīga no tā, 
ko nozīmē 9 un K. 

a) Ja K nozīmē ķermeni ar tilpumu v, tad dK ir tilpuma dife
renciāls dv un ja 9 ir ķermeņa masas blīvums tai vietā, kur atrodas dv, 
tad integrāls 

j z, dv = m 
V 

dod ķ e r m e ņ a m a s u . 
Ja K ir virsma, S laukums uz šīs virsmas un z virsmu, vietā 

dS apklājošās masas blīvums, tad integrāla 

fzdS = m 

dod v i r s m u a p k l ā j o š o m a s u . 

71. Reizinājumi: eax sin bx; eax cos bx. Integrējam parciāli: 

ļ e a x cos bx dx — e a x . -ļ- sin br — ~ J e a x sin bx dx. 

j e a x sin br dx = e a x ^ — ļ - cos bx^j +^ĶJ E"X
 c o s bx dx. 

Atslēdzot šos nolīdzinājumus, attiecībā uz nezināmiem integrāliem, 
dabūjam: 

f e ° x cos bxdx = e«x. 
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Ja K ir līnija, kuras garums ir 5 un cp masas blīvums vieti ds, 
tad integrāls: 

J cp ds = m 
s 

dod l ī n i j a s m a s u . 

b) Ja K nozīme ir agrākā, bet 

cp = pS, 

kur p ir blīvums vietā dK un 5 elementa dK attālums no kādas 
plaknes, taisnes vai punkta, tad sekojošie trīs integrāli: 

j pZdv = ME 

V 

j ? b d S = ME 

s 

j fids -- ME 

s 

izteic attiecīgās masas s t a t i s k o m o m e n t u a t t i e c ī b ā u z E 
(plakni, taisni vai punktu). Pirmais integrāls izteic kādas tilpumā v 
atrodošās masas, otrs kādas uz virsmas 5 atrodošās masas un trešais 
kādas uz līnijas s atrodošās masas statisko momentu attiecībā uz E. 

Ja p ir pastāvīgs, tad masas sadalīšana uz attiecīgā attēla ir 
vienmērīga. Materiālais ķermenis v, viisma 5 vai līnija 5 tad ir homo
geni. Tādā gadījumā integrāli: 

ds. 

izteic attiecīgo ģ e o m e t r i s k o a t t ē l u , t i l p u m a v, v i r s m a s 
l a u k u m a 5 , v a i l ī n i j a s 5 g a b a l a s t a t i s k o m o m e n t u 
a t t i e c ī b ā u z E (E var būt : plakne, taisne, punkts). 

c) Ja 
<P = pS a, 

tad integrālus: 

J p S V v ; ļp&dS; JP8ads 

33 



514 Integrālrēķini XIV nod 

sauc par materiālā ķermeņa, materiālās virsmas, materiālās līnijas ga
bala i n e r c e s m o m e n t i e m , a t t i e c ī b ā u z E (E var būt : 
plakne, taisne, punkts) 

Tā pat, ja p ir pastāvīgs, tad integrālus: 

J&dv, j&dS; jl^ds 

sauc par : ģ e o m e t r i s k ā ķ e r m e ņ a v, ģ e o m e t r i s k ā l a u 
k u m a S , ģ e o m e t r i s k ā s t a i s n e s g a b a l a 5 i n e r c e s 
m o m e n t i e m , a t t i e c ī b ā u z E. 

73. Smaguma centrs. 

jbdv = ME. ( 1 ) 
V 

Šis integrāls izteic ģ e o m e t r i s k ā ķ e r m e ņ a v s t a t i s k o 
m o m e n t u , a t t i e c ī b ā uz p l a k n i E, kuras nolīdzinājumu do
dam ar 

x cos a -|- y cos p 4 z cos y — p = 0 (2) 

Pieņemam, ka punkts x\y\z atiodas tilpuma elementa dv iekšienē. 
Šī punkta attālums 8 no plaknes E i r : 

8 = x cos a 4 y cos p 4- z cos y — P (3) 

Ievietojot S izteiksmi augšējā integrālā (1), dabūjam : 

M£ = jz dv = J(x cos a 4 y cos p -f j cos y — p) dv. (4) 

Pārveidojot dabūjam: 

M£ = cos a ļ * * </z/ 4 cos $Jy dv - ļ - cos yjzdv — ^ z;, (5) 
z< i/ i; 

un rj x dv j y dv J z dv ~j 

v . cos a 4 cos p 4 - cos y — P I . (6) 
v v v -M Plakne E ir noteikta ar p un cos «, cos p, cos y. Redzams, ka reizinā

tāji pie cos a, cos p, cos y nav atkarīgi no plaknes stāvokļa. 
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Jx dv Jy dv j 

• Y = v • Z = ~ 

z dv 

v v 
dabūjam: 

X v = Jx dv; Y =jy dv; Z v =ļz dv. 
V V V 

Uzskatam X, Y, Z un tāpat x, y, z kā vektorus, tad 

X v = jx dv, 
v 

Y v = jy dv, 
V 

Z v — j'z dv, 

33» 

Apzīmējam šos reizinātājus: 

J x dv Jy dv jz dv 

? = X ; V - = Y;V- = Z (7) 
V V V 

Kā redzams, lielumiem X, Y, Z ir līnijas dimensija. 
Ievietojot X , Y, Z, izteiksmē (6) dabūjam: 

ME = v [ X c o s a 4- T c o s S + Z c o s y — p] (&) 

Ievērojot nolīdzinājumu (3), redzams, ka izteiksmes (8) iekavas izteic 
kāda punkta X\Y\Z, kas atrodas dotā tilpumā attālumu A no 
plaknes E. 

Tā tad: 
ME = v. A. (9) 

X, Y, Z, kā redzējām, nav atkarīgi no plaknes E stāvokļa, bet tie 
atkarīgi tikai no tilpuma v un tā stāvokļa koordinātu sistēmā. Formula 
(9) rāda, ka reizinot šī punkta attālumu A no kādas plaknes E ar 
tilpumu v, dabūjam šī tilpuma v statisko momentu attiecībā uz E. 
Šo punktu sauc par dotā tilpuma s m a g u m a c e n t r u ; tā vieta 
tilpumā v ir pilnīgi noteikta ar tilpuma veidu un nav atkarīga no 
koordinātu sistēmas, kā tas redzams no sekojošā. No (7), kas noteic 
smaguma centra koordinātas X , Y, Z 
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(X + Y + Z) v = jx dv + jy dv + Jzdv = JĢ + y + z) dv. 

Tā ka 
X + Y + Z = 

/t* ir smaguma centra 5 0 attālums no koordināta sakuma O 
un 

X + y + ~z = r, 

ir punkta x\y\z attālums no koordināta sākuma O, tad no augšējā 
secinām: 

R v = j r dv. 
V 

Še R noteic smaguma centru S 0 . 

Jaunā koordinātā sistēmā ar sākuma punktu O', pastāv tāda pat 
formula: 

Rt noteic punktu .Sj . 

p . dv. 

No zīmējuma 91 . redzam: 

R + L = ~a + Ķ. 

L = a + Ķ - R . 

Tā tad 

L = ā + V-

Jp dv f r d v 

v 

Ta ka: 

P = r — a, 
tad 

/ ( r — ō ) J r dv 

L = a + 

un 
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jjam : 

/
r dv /*— / ' 

I a dv J 
L = ~a + v J- v— 

Pārveidojot dabūjam: 

r dv 
J ļ a dv J 

V V V 

un 

a J dv 

L = a — — = a — a = 0. 
v 

Tā kā L = 0, tad punkts 5 X sakrit ar S0. Tas nozīmē, ka arī kaut 
kādā citā koordinātu sistēmā ar sākuma punktu O' dabūjam to pašu 
punktu 5 0 , ko nosaucām par smaguma centru. Šī punkta vieta tilpumā 
v, tā tad, nav atkarīga no koordinātu sistēmas. 

Ja v vietā liekam virsmu 5 , tad dabūjam virsmas 5 smaguma 
centra koordinātas: 

fxdS JydS I 

X= S
 r . ; Y = ; Z = S 

dS 

S ' S ' s • 

Liekot v vietā līniju s, dabūjam līnijas s smaguma centra koordinātas: 

fxds fyds f 

X = : Y = - ; Z = S 

z ds 

Ja lau ums 5 vai līnija s atrodas kādā plaknē, tad līdzīgi dabūjam 
laukuma vai līnijas smaguma centra koordinātas attiecībā uz plaknē 
atrodošos taisni. 

P i e m ē r s : 
Lodes rādiuss R, lodes centrs atrodas koordinātu sākumā. Dabūt 

lodes tilpuma smaguma centra koordinātas. 
Polarkoordinatās dabūjam no [43] 

dv = r 2 sin 6 dr d% d<f>. 

Tā kā x = r s in 6 cos <p, tad 

j x dv J\r sin 6 cos <p) r3 sin 6 dr dti d<f 

X = ^-
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dx. 2px ļ x dx 

2 W ' 
J x'idx 

' i 2 \ a 

2 AIJ r 
3 |o 

/ 7 » 

74. Inerces momenti. 
J a punktā M vzīm. 93) 
atrodas tilpuma v ele
ments 

z 

dv = dx dy dz r/ V 
ar blīvumu tad masas 
elements i r : 

o 

z \ 

dm=y dx dy dz=y dv. 

Integrālu 

ŗ X / 

ļ z2 dm 
y 

Zīm. 93. 

sauc par t i l p u m a v p l a n a r o i n e r c e s m o m e n t u , attiecība 
uz xy plakni. Integrāli 

j y i dm un ļ x2 dx 

tad ir p 1 a n a r i e inerces momenti, attiecībā uz xz un yz plaknēm. 
Apzīmējot: 

xy plakni par Z, plakni 

zx n . T] „ 

ievedām apzīmējumus: 

J% = jx2dm; = J > rf/n ; Jļ = f z 2 dm. ( 1 ) 
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J?ydm = 

sauc par t i l p u m a v m a s a s a k s i ā l o i n e r c e s m o m e n t u , 
attiecibā uz y asi. Tā kā 

X2 + z\ 

tad 

= J?ļ d>" = 
V V 

ļ(x2 - f z2) dm. 

Līdzīgi dabūjam JX un JG. Tā tad: 

Jx =j(y* + *2) dm. 
V 

Jy =j(*2 + x2) dm. 
V 

Jz =J(x2 + y2) dm 
V 

Jr2 dm = JQ 
Integrālu 

(2) 

sauc par t i l p u m a v m a s a s p o l ā r o i n e r c e s m o m e n t u , 
attiecībā uz koordinātu sākumu O. Tā kā 

tad 
r2 — x2 4 - y2 -\- z2, 

Jo = / (** + / 4 z2) dm. <3) 

Ja tilpuma v masa homogena, y = konst., ļtad formulās var 
dm vietā ievest tilpuma elementu dv. 

No (1) un (2) redzams, k a : 

h = Jn + h-
( 4 ) 

Ja ar py apzīmējam punkta M attālumu no y ass, tad integrālu 
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No (1) un (3) redzams, ka : 

Jo = JĶ 4 - 4 - 7 - . (5) 

No ( 4 ) un (5) redzams, k a : 

Jx = Jo — Jŗ'' Jy — Jo — Jjļ't Jz — Jo —• Jŗ- ( 6) 

No ( 4 ) dabūjam: 

Jx 4 - Jy + Jz = 2 (JĶ 4 ^ 4 -

Ievērojot (5) redzams, ka: 

Jo = Jŗ + J^ 4 J% = \ (/, + ^ + (7) 

Ja pārnesām koordinātu sākumu uz punktu O' ar koordinātām 
a\b\c un jauno koordinātu sistēmu novietojam paralēli vecajai, tad 
punkta M koordinātas x', y', z' jaunajā sistēmā ir : 

x' = x — a ; = jy — b; s ' = 3 — c. 

Aksiālais inerces moments attiecībā uz z' asi tad ir : 

Js, = / 4 - y'2) dm = j[(x — af 4 - ( r b)2} dm = 
V V 

= j (x2 + y2)dm — 2aļxdm - 2bjydm + (a2 + b2) m. 
V V V 

Ja z ass iet caur smaguma centru, tad X = 0, 7 — 0 tādē] sa
skaņā ar [73], 7 

J*x dm = 0 ; / y rf/re = 0. 
V V 

Tā kā 

« 2 4 - b2 = d2, 

kur d ir paralēlo asu z un z' attālums, tad dabūjam: 

Js, =J(x2 4 - y2) dm 4 - ^ . m = 4 <P m. (8) 

i/ 

Formula (8) rāda, kā dabū inerces momentu kādai asij, kas paralēla 
asij caur smaguma centru, ja dots inerces moments, attiecībā uz asi 
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caur smaguma centru. No (8) arī redzams, ka paralēlām asīm vis-
mazākais inerces moments ir tai, kas iet caur smaguma centru. 

Ja dots polārais inerces moments J0, attiecībā uz smaguma 
centru, tad kādam citam punktam O' polāro inerces momentu dabū
jam šādi. Pārnesot koordinātu sistēmu, kā agrāk, uz G" ar koordinā
tām a ļ b ļ c dabūjam : 

J0- = j(x'2+y'2+z'2)dm=j[(x - a)2 + (y - b)2 + f> - cf dm = 

V V 

= j (x2 + y2 + z2) dm — 2ajxdm — 2bļydm - 2cjzdm + 
V V V V 

4- (a2 + b2 + c 9 )m. 

Punkts O atrodas smaguma centrā, tādēļ: 

j x dm =• 0 ; j y dm = 0 ; J z dm = 0. 

Ta ka 

tad: 

un 

(a2 + b2 4- c2) = d2 (attālums OO'), 

Jo' = /(*2 + y2 4 - * 2 ) rfm 4 - ( « a + A2 4 c 2 ) 

/„ ' = 7o + rf8 (9) 

75. Centrifugalmomenti jeb deviacijas momenti. Inerces elip
soīds. Inerces elipse. P a r c e n t r i f u g a l - j e b d e v i a c i j a s 
m o m e n t i e m , attiecībā uz koordinātu plaknēm, sauc izteiksmes: 

= jyzdm 
V 

Djļj; = j" zx dm 
V 

dm ir masas elements un x, y, z šī masas elementa attālumi no 
Ķ, T ) , £ plaknēm. 

Deviacijas momentu izteiksmēs atrodas x, y, z. kas var būt po-
zitivi vai negativi. Šie momenti tādēļ var dabūt arī vērtību 0. 
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Apskatīsim jautājumu, cik var būt tādu pāru statenisku plakņu, 
kas iet caur kādu asi un kuru deviacijas moments ir 0. Šādu plakņu 
pāri sauc par p i e k ā r t o t ā m p l a k n ē m . 

Pieņemam kā asi, z asi, caur to tad iet % un TJ plaknes. Vei
dojam jaunas £ ' un T J ' J__ plaknes, griežot \ un TJ plaknes par leņķi a 
pozitīvā virzienā. Masas elementa dm koordinātas jaunajā sistēmā 
tad i r : 

x' = x cos a -ļ- y sin a 

y' — — x sin a -ļ- y cos a. 

Tad jaunajā koordinātu sistēmā, dabūjam : 

Dŗr^, = J x'y'dm = J ( * c o s a -(- y sin d) ( — x sin a -ļ- y cos d) dm. 
V V 

Šo izteiksmi pārveidojot, dabūjam: 

Dņ^i = cos a sin a ļ J y 2 dm — J * 2 J -(- (cos 2 a — sin 2 a ) # j y dm. 
V V V 

Dŗ>rļ, = cos a sin a (_/ — / ¡ 0 4 - (cos 2 a - sin 2 a) Z ) ^ . 

No šis izteiksmes redzam, ka DĶ, , = 0, j a : 

c o s a s i n a ( / ^ — y ^ ) - ļ - ( c o s 2 a — s i n 2 a ) Z > ^ = 0 
vai 

S ^ ( / , - / 5 ) 4 c o s 2 « ^ , = 0. 

No augšējas izteiksmes dabūjam: 

tang 2o = - . — ( 1 ) 
^ - •//] 

ŠI izteiksme noteic tikai vienu statenisku plakņu pāri, kā deviacijas 
moments ir 0. 

Ja = 0, tad ^ un rj plaknes ir pašas sev piekārtotas. 
Ja D Ķ = 0 un = J , tad plakņu pāris ir nenoteikts. 

Ja kādā koordinātu sistēmā doti aksiālie inerces momenti un 
deviacijas momenti, tad varam atrast inerces momentu attiecībā uz 
katru plakni un katru taisni, kas iet caur koordināta sākumu. 
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Pieņemam, ka plakne e iet caur koordinātu sākumu, tad šis 
plaknes nolīdzinājuins ir 

Ax + By 4 - Cz = 0. 

Punkta M = x\y\z attālums S no šis plaknes ir : 

5 = Ax 4 - By 4 - Cz 
\A2 + B* '+Ōŗ 

Tad: 

/ _ / % o , , f(Ax 4- By + Czf J 

Pārveidojot šo izteiksmi, dabūjam: 

Jt (AHB*+C2)=f (A*x*+B*y*+C2z'2+2ABxy+2ACxz+2BCyz)dm= 

= AyĶ 4 B*Jn 4 - CVŗ+2AB. Dc^+ZAC. Z ? K 4 - 2 5 C . Z ? ^ . (2) 

Kā redzams, ar formulu (2) 7 e . attiecībā uz plakni e, ir noteikts, 
ja doti: 

Ja g ir taisne caur O, kas J _ P r e t plakni E, tad, ievērojot analoģiju, 
no formulas [74] (6) dabūjam: 

J g — Jo J^ • 

Tad ievērojot [74] (5) dabūjam : 

Jg =
 {A + J-n h- 4 > -

[A*Jŗ 4 - ^ + C*J~+2AB. D^+IAC D^2BC.D^ 

~ ~ A1 4 - fi2 4 C a 

un 

7 ^ 2 4 - ^ 4 - 0 = C/g 4 - 7,, + 7 C ) M 2 + £ » + C 2 ) -

4- # 7 , 4- C V c 4 2 i 5 . Z ) 5 ļ j 4 2 ^ Z^-^BC.Z^ļ = 
= ( 7 , + 7 ; U 2 4- (7g + 7 ^ + UĶ + J^C* -

— 2AB.DŗJ} — 2AC.Dŗ- - 2BC D^. (3) 
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— 2AB Dr - 2AC Df. - 2BC D. (4) 

Ka redzams, Jg ir noteikts ar (4), ja doti aksiālie inerces momenti 
un deviacijas momenti. 

Katram inerces momentam ir piekārtots i n e r c e s r ā d i u s s i . 
Inerces rādiusu definē: 

mk\z - Jŗ% mk\ = J x = 4 Jŗ, mk% = Jn = 4 / ^ +J^. 

Tā tad 

m 

IJ. x 
m 

A 
m 

(3) 

Ar m še apzīmēta ķermeņa visa masa. 

Ja uz ass g, kas iet caur koordinātu sākumu, nogriežam uz abam 
pusēm gabalus, kas pretēji proporcionāli šīs ass aksiālam inerces 

rādiusam, t. i. gabalu ~ , tad šo gabalu gala punktu Koordinātas i r : 

x—-
p2A 

kg]j A2+B2+C2 

_ - P2B 

Nolidzinajuma (4) liekot J g vietā mkg reizinot nolīdzinajumu (4) 
ar p4 un dalot ar A2 4- B2 4- C2, dabūjam: 

A2 p* 
g — Jx- A^B2+C2^JyA2-\-B2 + C Jv 

B2 p* C2 p* 
A2 + B2+C2 

2ABp* _ 2ACp* n 2BCp* 
A24- B 2 4 C2' Ķvļ A2 + B2 + C2 • K A2-\-B2iC2 

Dalot šo nolīdzinajumu ar kg< un ievērojot (6), dabūjam 

™PK = Jxx* + J y ? + Jzz2 - 2xyDŗlļ - 2xzZ?K - 2yzD. (7) 

Ievērojot [74] (4), no augšējā dabūjam: 

{A» + + c * ) J g = JXA>- + Jy IP 4 - Jz C2 
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Augšējam par paskaidrojumu (zīm. 9 4 ) : g ir 1 pret plākui e, kuras 
nolīdzinājums ir 

Ax + i ? v + Q + 0 

Šīs taisnes g virziena koeficienti ir 

A 
c o s a = 

cosp= 

± ļ / 2 2 4 - 5 2 4 - C 2 

B 

~±yĀ*+B*+t*' 

COSV: 
C 

± l / ^ 2 + i J a + C 2 ' 

Saskaņa ar konstrukciju: 

OKx - OK% 
_ P2 

Zim. 94. 

Ievērojot šis izteiksmes, redzams, ka izteiksmes (6) dod punktu 
Kt un A"2 koordinātas; tās izpilda nolīdzinājumu (7). Ja velkam 
caur O citu taisni g', tad uz šīs taisnes tāpat veidotie punkti 

r I 

Kt un K2 arī izpilda nolīdzinājumu (7). Nolīdzinājums (7) dod 
uz visām caur O vilktām taisnēm g atrodošos punktu K ģeometrisko 
vietu. Šis nolīdzinājums ir otrās kapes, attiecībā uz x, y, z, tā tad 
tas izteic otras kārtas virsmu. Tā kā visi OK ir reāli un galīgi lie
lumi, tad ar (7) izteiktā virsma ir elipsoids. Šo elipsoidu sauc par 
p un k t a m O p i e k ā r t o t u i n e r c e s e l i p s o i d u . 

Šim elipsoīdam ir trīs savstarpēji asis a, b, c. Pieņemam, ka 
lieluma ziņā 

a > b > c. 
Tā ka, saskaņa ar konstrukciju 

a 
~2 

b_ 
2 

ti
ki 

c 
~2 

tad asij a atbilst vismazākais un asij c vislielākais inerces moments. 
Asij b atbilstošais inerces moments atrodas starp abiem minētajiem. 
Šīs trīs asis sauc par punktam O piekārtotām i n e r c e s g a l v e 
n a m a s ī m . 
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Ja šīs asis pieņem kā koordinātu asis, tad inerces elipsoida 
nolidzinājumā, attiecībā uz šo koordinātu sistēmu, var atrasties locekļi 
tikai ar x2, y2, z2 un tas dabū veidu: 

( 7 a ) 

Še JX, JY, JZ ir veidoti, attiecība uz inerces galvenajām asīm, 
punktā O. Nolidzinājumā ( 7 * ) uav locekļu ar deviacijas momentiem, 
kas atrodas nolidzinājumā (7), jo nolidzinājumā ( 7 a ) koordinātu 
sistēmā šie deviacijas momenti ir 0. Tā kā deviacijas momenti ir 0, 
tad inerces elipsoida galvenās plaknes ir pāros piekārtotas. 

Pieņemot koordinātu sākumu O smaguma centrā, teiktais arī tad 
pastāv. Tādā gadijumā inerces elipsoidu sauc par c e n t r a l e l i p -
s o i d u un tā asis par c e n t r ā l a s ! m. 

Ar centralelipsoida palīdzību varam dabūt atbildi uz visiem jau
tājumiem, attiecībā uz inerces momentiem. 

J a masu sistēma atrodas 
plaknē, tad formulas vienkār
šojas, kā tas redzams no se
kojošā. 

Elementarlaukuma un ma
sas elementa izteiksmes plak
nē i r : 

2im. 95. 

dS = dx dy 
dm = dS*ļ 

' dm 

Saskaņā ar zīmējumu 95, redzams, ka 

J x = fy2dm; fy — f x2 

s s 

J0 = J r2 dm = j {x2 4 - y2) dm = Jy + Jx 

S S 
Jx, : - ļy'*dm = j(y - d)2dm = j y 2 dm - 2d j'y dm + d2 j dm = 

s s s s s 

=- J x — 2d J ydm 4 - md2. 
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i m. 

Ja 0 atrodas ķermeņa smaguma centrā, tad 

j y dm = 0 
s 

un 
J x> = J x 4 - md2. 

Jxt dod inerces momentu, attiecībā uz x' asi, kas paralēla x asij 
caur smaguma centru. 

J a pārceļam koordinātu sākumu uz punktu 

O' = a\b 

ar jaunām koordinātu asīm ļ| vecām, tad: 

x' = x — a\ y = (y — b). 

Jo' = f (x'2 + y'2) dm = f [(x - a)2 4 - (y - b)2] dm = 
S S 

= f ( x 1 + y2) dm — 2ajxdm—2bjydm + (a2+ b2) j dm = 
S S S 

= J0 — 2a [ x dm — 2b j'y dm + (a2 4 - b2) i 
s s 

J a 0 atrodas smaguma centrā, tad 

J y dm = 0 ; J x dm = 0 un a2 4 b"1 = r2. 

s s 
Ievērojot augšējo, dabūjam polāro inerces momcotu jaunajā koordinātu 
s istēmā: 

•^o' = -^o + m r ~ -

Centrifugalmomenta izteiksme plaknē ir 

Dxy = j" xy dm. 
s 

Ja koordinātu sistēmā zināmi Jx, Jy, Dxy, tad dabūjam leņķi a, par 
kuru jāgriež koordinātu sistēma, lai dabūtu to sistēmu, kurā centri-
fugalmoments ir 0 no formulas: 

2Dxy 
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Jу J X 

J a kāda koordinātu sistēma (0, x y) zināmi J X l j y , DXy> * a d 
varam dabūt J g attiecībā uz katru taisni g, kas iet caur koordinātu 
sākumu 0. 

Tādas taisnes g nolīdzinājums i r : 

Ax 4 By = 0. 

Punkta x\y attālums no šīs taisnes i r : 

g _ Ax 4 - By 

~ ±VA2 4 - B2 

Tad 

S S ^ 

Jg(A2 . + ' 5 2 ) = A2Jx2dm 4  2^2* J xydm + B2jy2dm — 
s s s 

= A2Jy -\-2AB Dxy 4 - B2 J x . (X) 

Ar šo nolīdzinājumu J g ir noteikts. 

P i e r ā d i j u m s. 

x' = A C O S а ( j v s i n a 

y' = — x sin а 4- у cos а 

Dx,y, — j x'y' dm J ( x cos а 4- у sin a)(— л: sin a 4jV cos a)dm= 
s S 

= sin a cos a ļ — дг2 *&?г + J*y *Лга j + (cos 2 а — sin 2 a) / лгу <rm. 

5 s s 

Dx,y = sin a cos а [/^ J y ] ( (cos 2 а — sin 2 a) Z ) ^ . 

Dx,yi = 0, ja 

sin x cos а [/^ — Jy ] 4- (cos 2 а — sin 2 a) Dxy = 0. 

No šīs formulas dabūjam: 
2 D x y 

\g2a = x y 

file://-/-2AB
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Inerces rādiusi ir 

- I J-
r m 

Nogriežot uz taisnes g caur (9 (zim. 96) , 
uz abām pusēm no O, garumu: 

OKļ = OK2 = 
V 

dabūjam K punktu koordinātas 

_ p2A 

Zīm. 96 

p2B 
^ kg]ļA> + B2' y + kgyjīr+jp 

Pārveidojot nolīdzinajumu (X) : reizinot ar p4, dalot ar (A2 4 - B2) un 
liekot 7^. vietā m . £*,, dabūjam : 

mp* 
p4A2 £2¿4 

¿ ^ 2 + B2)' y ' 4- B2)~xy ' 4(̂ 2 4- B2)"x 
Redzams, ka koeficients pie Jy ir x2, koeficients pie Dxy ir 2xy un 
koeficients pie Jx ir ;y 2 , tā tad: 

mp4 = * 2 / j , 4- j / V ^ 4- 2.ry Z?^. 

Šis nolidzinājums dod līkni, punktu Ā' ģeometrisko vietu, un tā kā visi 
OK ir galīgi, tad līkne ir elipse, ko sauc par punkta O i n e r c e s 
e l i p s i . Ja koordinātu sistēmu liekam elipses asīs, tad elipses no

lidzinājums i r : 

mp4 = x2Jy 4 - y2Jx-

tā tad lai sistēmā Dxy = 0. 

Ja koordinātu sā
kums atrodas smaguma 
centrā, tad attiecīgo elipsi 
sauc par c e n t r a l e l i p s i . 

P i e m ē r s : 
Dabūt cilindra aksiālo Zīm. 97. 

inerces momentu. Cilindra rādiuss =a un augstums //. 

34* 
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J = j r2 dv = j r2 .r dr. dv dz = j r3 dr dv dz 
V 

2TT h 

v 

a 2TC 

= ļ r*drj dv j dz= J r*dr ļ dv .h = hj r3 dr 2 TU = r*dr 

J = 
2r.h. Ala 

4 \r lo 

2TCO 4 .h Tta*h 

4 ~ ~2~ 
y 

~ 1 L 

T" 

4- P i e m ē r s : 

2 a 9 * A ~2~ 

. L . 
Dabūt zīmējumā 98 rādītā para

lelograma inerces momentu attiecībā 
uz x asi. 

Zīm. 98 . dS = dx . dy 

b 

Jx = ļy2dS = jy2 dxdy = J dx ļ y2 dy = 
S S * , - A 

- A i ^ i ! = i A [ | - ( - f ) i = ^ - A = 
X t 2 Xļ xt 

Lb*\x\X
r
Z = ^b*(x<i — Xļ) = ļļf.a. 12 12 

76. Diferencialmetode. Dabas zinātnes un technika kada prob
lēma ir atrisināta, ja zinām cēloņa x sakaru ar seku y, ko izteic a r : 

y - / ( * ) . 

Šo sakaru, funkcijas f(x) veidu, dabūt ir grūti, daudzos gadiju-
mos pat neiespējami, ja x un y ir galīgi lielumi. Sakaru tomēr daudz
kārt varam dabūt, ja galīgu lielumu vietā ņemam bezgalīgi mazus lie-

Ievedām semipolaras jeb cilindra koordinātas (zīm. 97), tad 

dS = r dv . dr 
dv — dS dz - r dv dr dz. 
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lielumus, apskatot dotajā problēmā bezgalīgi šauras: slejas, sektorus, 
plates, stabiņus, īsus laika momentus, mazus pārvietojumus u. t. t. 

Dažkārt šos, tā sauktos elementus atkal sakopo, kā to redzējām 
noteiktā integrāla veidošanā, ko definējām kā summu, kas veidota no 
bezgalīgi daudziem bezgalīgi maziem elementiem. 

Biežāk ar diferencialmetodi uzstāda sakara nolīdzinājumu atvasi
nātām vai diferenciāliem, šāda veida sakara nolīdzinājumu sauc par 
d i f e r e n c i a l n o l ī d z i n ā j u m u . Šāds nolīdzinājums var būt 
pamatots uz zināmām teorēmām, lietderīgi izdarītiem eksperimentiem, 
teorētiskiem prātojumiem vai hipotēzēm. Ar integrālrēķinu palīdzību 
no diferencialnolīdzinājuma, problēmas momentānās norises, dabūjam 
sakaru starp galīgiem lielumiem, cēloni x un seku y, tā tad problēmas 
norises likumu visumā. 

Ja diferencialnolīdzinājums ir sastādīts uz kādas hipotēzes pamata, 
tad jāpārbauda vai integrallikums saskan ar īstenību 

Sastādot diferencialnolīdzinājumu, pieņemam neatkarīgā mainīgā 
x pieaugumu kx — dx joti mazu. Šādā gadījumā, kā tas pierādīts 
diferenciālrēķinos, varam ievest diferencialnolīdzinājuma funkcijas / ( . r ) 
pieauguma A/(* ) ;=Ay vietā funkcijas f(x) diferenciālu d/(x) = dy. 

P i e m ē r s : 

Ja divu punktu masas ir mļ un m a un punktu attālums r, tad 
Ņūtona likums dod šo punktu savstarpējo pievilkšanās spēku F ar 
formulu: 

( 1 ) 

Ar kādu spēku pievelk punktu ar 
masu m tievs stienis, kā garums ir / m r 1 "! 
un masa u. uz tekošu metru(zīm.99) ! ļ 3 
Punkta attālums no stieņa ir a. a ~" 

Pieņemam ka stieņa ga- Z i m - " • 
rums ir x (zīm. 100). Ar F apzīmējam stieņa pievilkšanas spēku, 

attiecībā uz punktu ar masu m 
tn | | ļ i F nav zināms, bet ievērojot (1) 
; ; H - 1 varam dabūt AF, ja dodam x 

pieaugumu A*. Pieauguma Д * 
masa ir u.A*. Tā kā &x ir ļoti 
mazs, tad šo masu varam pieņemt, 

kā koncentrētu punktā, kā attālums no masas m ir а + x 4 - еДдг. 

Zim. 100. 
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tā tad 

0 = _ aut + C, 

c=m.v. 
a 

Ievedot C vērtību izteiksmē (5), dabūjam: 

F = m. \i (— y — \ 

\ a a 4 x/ 
Ar x = / dabūjam: 

Ft -«^(l-—^-) (6) 
Izteiksme (6) ir dotās problēmas atrisinājums. 

(še e < l ) . Masa \iXx, tad, saskaņā ar (1), pievelk masu m ar spēku 

m. 

(a + x + īīxjv 

Šis spēks tad ir spēka F pieaugums, kad x dabū pieaugumu A*. 
Tā tad 

AF = " L - J 1 ^ ( 2 ) 
(a 4 - x 4 - eAar)2- w 

e A * ir bezgalīgi mazs lielums samērā ar galīgu lielumu a + x , tādēļ 
to varam atmest saucējā un dabūjam 

m . uA* 

Atvietojot izteiksmē (3) A.F ar dF un Ajr ar dx, dabūjam 

dF = j^Ar (4) (a 4 - * ) 2 

Integrējot dabūjam: 

' = / « ^ = » ^ C + - r - . * 4 . „ = - + £ , 5 , 

Ja stieņa garums * = 0, tad arī F = 0 ; ieliekot šīs vērtības (sākuma 
noteikumus) augšējā izteiksmē (5), dabūjam: 
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Kā redzams no augšējā, diferencialnolīdzinājuma uzstādīšanā pie
lietojam diferenciāla jēdzienu. Pielietojot atvasinātās jēdzienu, problē
mas diferencialnolīdzinājumu dabūjam šādi : 

No (2) dabūjam: 

(a 4 - x 4 - eA;ŗ) 2 " 

Dalot ar A.v dabūjam: 

&F m . ļx 
Ix ~ ( a + x 4 - tHxf' 

Ar A* -> 0, no (7) dabūjam: 

hm . = 1im 

(7) 

un 

A * - > 0 A * AAT ->0 ( « + * • + e A * ) 2 

rf7r m . (i U = b — 
dx~ (a + xf 

1 I 1 I ŗ^ļ 1 I 
d F _ m .[idx 

(a 4 - .*rj 2 ' 

Beidzamais nolīdzinājums, 
kā redzams, ir jau dabūtais 1 

nolīdzinājums (3). Z i m - 1 0 1 

Doto problēmu varam arī atrisināt, pielietojot noteiktā integrāla 
jēdzienu. Iedalām stieņa garumu n daļās (zīm. 101), apzimējam 

* r-|Li - xr = l r , 

tad svītrotā stieņa elementa masa ir u . . hr Šo masu varam pieņemt 
koncentrētu punktā, kā attālums no punktu ar masu m ir £ r . 

Šis stieņa elements pievelk punktu ar masu m ar spēku 
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Stieņa pievilkšanas speķu tad varam izteikt: 

n b b 

F = 1im £ 
tt—><D ļ 

/ m u dx T dx 

1 1« 

mrj. 
m 

1 1 
0 = " + 

Inženierzinātņu problēmu atrisināšanā diferencialnolidzinājumiem ir liela 
nozīme. Kā uzstāda diferencialnolīdzinājumu dotās problēmas atrisi
nāšanai, māca atsevišķas zinātnes: dinamika, stiprības mācība, hidrau
lika u. t. t. 

Diferencialnolīdzinājuma uzstādīšana ir problēmas atrisināšanā 
pirmais solis. Otrs solis pastāv diferencialnolīdzinājuma integrēšanā, 
kas apskatīta autora grāmatā .Parasto diferencialnolīdzinājumu inte
grēšana". 



A L F A B Ē T I S K S R Ā D Ī T Ā J S 

Absolūtais l ie lums 189 
Algebrisku r a c i o n ā l u funkci ju 

i n t e g r ē š a n a 466 
Algebrisku i r rac ionalu funkci ju 

I n t e g r ē š a n a 475 
A p a k š s u m m a 300 
A p a k š n o r m a l e 94, 97 
A p a k š p i e s k a r e 94, 97 
Apliecošas l īknes 204 

„ v i r s m a s 269 
Apslēptas funkci jas d i f e r e n c ē 

š a n a 167 
Apslēptas f u n k c i j a s a r d iv iem 

m a i n ī g i e m di ferencēšana 169 
Apslēptas funkci jas , kas d o t a s 

a r s i m u l t a n i e m nol idzināju-
miem, d i f e r e n c ē š a n a 173 

Apslēptas f u n k c i j a s e k s t r ē m a s 
v ē r t ī b a s 182 

A r c h i m e d a spi rā le 99, 130 
Astroida 136 
A s i m p t o t a s 124, 129 
A t v a s i n ā t ā , 2, 4 

a u g s t ā k ā s k ā r t a s 34 
a p v ē r s t a s f u n k c i j a s 16 
aps lēptas 40 
a r e a funkci ju 31 , 32, 33 
a r k u s 23, 24 

t e o r ē m a s 4 — 1 3 

B e r n u l l i - E i l e r a f o r m u l a 167 
B e r n u l l i p a ņ ē m i e n s nenoteiktu 

v e i d u p ē t ī š a n ā 71 
Bezgal īgi tā l i punkt i 124 
Bezgal īgu r i n d u integrēšana 375 

„ di ferencēšana 379 
B i n o r m a l e 232 

Centralel ipsoids 
Centrale l ipse 

528 
531 

Centra las is 528 
C e n t r i f u g a l m o m e n t i 523 
Cikloidas 132, 133 
Ciklometr isko funkci ju s a k a r s 

a r logari tmisko funkciju 69 
Cil indriskās k o o r d i n ā t a s 423 
Cil indra v i r s m a s l a u k u m s 148 

Cissoida 203 

D 

Dabīgais logar i tms 
Dabīgā k ā p e 
D e k a r t a l a p a 
Deviac i jas m o m e n t s 
Diferencialkvocients 

19 
66 

128 
523 

2, 3 

Diferencialkvocients parc iā la is . 147 
Diferencialkvocients dotā v i r 

z ienā 149 
Diferencēšanas f o r m u l a s 25 
D i f e r e n c ē š a n a l o g a r i t m i s k ā 25 
Diferenciāls 26 
Diferenciālu f o r m u l a s 33, 34 
Diferenciāl i a u g s t ā k i e 38 
Diferencia lnol īdzinājums 41 , 533 
Diferenciā ls p a r c i ā l a i s 
Diferenciāls totālais 148 
Diferenciāl i , augs tākie , p a r c i ā 

lie un totāl ie 157, 161 
D i f e r e n c ē š a n a zem integrāla 401 
Diferencia lbinoms 491 
Diferenc ia lmetode 532 
Dipena indikatr ica 260 
D i v k ā r š s integrāls 409 
D i v k ā r š a in tegrā la izvēr tēšana . 412 

„ ģ e o m e t r i 
s k a nozīme 414 

E 

E i l e r a f o r m u l a 256 
subst i tuci ja 489 

„ t e o r ē m a p a r h o m o g e n ā m 
f u n k c i j ā m 165 

E k s p o n e n t f u n k c i j a s a t v a s i n ā t ā . 18 



538 

E k s t r ē m a s v ē r t ī b a s funkcijai 
a r vienu m a i n ī g o 80 

E k s t r ē m a s v ē r t ī b a s funkci jai 
a r v a i r ā k i e m mainīg iem. 184, 189 

E k s t r ē m a s v ē r t ī b a s r e l a t ī v a s 189 
Eliptiskie integrāli 383 
Epicikloidas 133, 134 
E v o l u t a 113 
E v o l u t a s īpašības 115 
E v o l v e n t a s 117 

F 
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S u b n o r m a l e 94, 97 
Superoskulac i j a 123 
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Slemilch Rosa at l ikās loceklis 53 
. . . 158 

Tei lora f o r m u l a 50, 177 
„ r i n d a 180 

T o t ā l a i s di ferenciā ls 148 
T o t ā l a i s d i f e r e n c i a l k v o c i -

ents . 148, 149 
T o t ā l a i s f u n k c i j a s p i e a u g u m s 149 
T r i g o n o m e t r i s k o funkci ju a t 

v a s i n ā t ā s 21 , 22 
T r i g o n o m e t r i s k o un hiperbol i 

sko f u n k c i j u s a k a r s a r e k s -
p o n e n t f u n k c i j u 68 

T r a p e z a s f o r m u l a 390 
T r o c h o i d a s 132 
T r a n s c e n d e n t u funkci ju i n t e 

g r ē š a n a 496 

V e k t o r s 212 
V e k t o r u a l g e b r a s f o r m u l a s 212—221 
V e k t o r u d i f e r e n c ē š a n a 221 
V i e n ī b a s v e k t o r a diferenciāls 223 
V i r s m a s 238 
V ē r p e 233 
V ē r p e s r ā d i u s s 233 
V i r s s u m m a 300 

Z e m i n t e g r a l a f u n k c i j a 269 



Rindiņa 
no augšas (au) 
. apakšas (ap) 

13 au 

2 au 

2 ap 

1 au, 3au, 5 au 

12 au 

6 ap 

1 0 ap 

1 ap 

zīmējumā 

8 ap 

14 au 

9 au 

2 au 

8 au 

1 ap 

I e s p i e d u m a k ļ ū d a s . 

iespiests 

y + A>/= 3 0 + h2) 

lim (1 + )m = e 
n—>a> 

Dx U = U 

JA 

jāsamazina 

(1 - 6 ) " 
n 

/( + h) 

n - > 0 

A»+ 1 

n 4 - 1 ! 

A t 4 A 

2 . 2s\a2~dt 

džy = rcosdfi 

+ Bv» 

• <?v i 
<)* dy' dx 

• + 2 - ^ . ^ 4 -

jābūt 

jf + Ajv = 3 ( * - f A) a 

lim ( l + -T = 

Dxu = u' 

AJ 

jāsamaina 

(1 - 6)" 
»1 

/ ( * 4 h) 

n —• oo 

( « 4 - 1 ) 1 

A* = A 

2.2sin24- dt 
£/2jy = rcostdfi 

4 s y 

4 - 2 

dx dy' dx 

d2f dz 
dydz dy ' 

...4(s4As)cos iļ>] JF=s4As ...4(s4A5)cos>ļi]=/;'(s4As) 
/(*, x) f(x, y) 

dF . dF 

6 ap 

12 au 
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277 5 au 

283 

290 5 ap 

317 12 au 

9 ap . . . = ļ x 3 d ( — e~x)=. = j x 2 d ( - #-*)= 

283 6 ap . . . = — xe ~x - . = — xex - e~x 

286 2 ap = j " / ¿ « + • ¿ » - 1 - . . . . = y V ^ T Z T » + 

288 2 au . . = V ^ - + C . = 1 V ? ? - + C 
— 1 a — I 

289 ap ļr\axP + adt jyālr+~ā dt 

/
x dx C x dx 

n = 1 « 4 1 

327 7 ap . . 4 - / ( i 4 - ļ / r + ^ « j | ] P 1 . . + /(<p + V H V ) ^ 
Y 0 TO 

Rindiņa 
Lapp. no augšas (au) Iespiests Jābūt 

apakšas(ap) 

232 1 ap (£—x)dcos a2+(-r\—y)dcos B a+(£—s)dcos Y a = 0 
jābūt (%—x)d cos a 1 + ( T j — y ) r f c o s z)dco& T t = 0 

242 6 au cos > = — ^ _ cos X = ~ ^ — 
1 / ^ 4 - ^ + 1 r V + ? 2 + l 

243 8 ap £ + £ + ^ - 1 = 0 ^ + ^ + J - l = 0 

250 2 ap rj = — — y — p. = — ~ 9 _ 

260 12 au . . . + ^ 2 = 1 + l ^ = i 

„ _d2x.dy*d2z _d2x.d2y.d2z 
M ' P — rfs2 • rfs2' ds* — ds*" <fc2 * ds* 

270 9 ap d j (x)dx d Jf(x)dx 

273 5 ap = arc t g « + C ( . . . = — arc tg u 4 - C 2 

— ^ 2 — — J j-q_-^ā 
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«0 

Rindiņā 
Lapp. no augšas (au) Iespiests Jābūt 

. apakšas (ap) 

b b 

331 1 ap V = jLx r.dx V = jLx dx 
a a 

332 3 ap 4 ap . . . = _ c o s < p + ^ = _ C 0 S T + C - ^ 

3s 2 , , .=ic-;)-(-'^)H=[('-i)-('^)K 
335 12 au rfs=l^'(?)+<!>'(/)« <fl *=V^(Ō 9 +<I» ' (/ ) a dt 

335 9 ap v = r sin cp y = rsin <p 

» 1 ? 2 r + T l l J . 
350 13 au lim S ( T J 2 — rj, )6 r . — — . 

n - > a o 1 r r 1 

lim 2 (rj 2 — T J , ) 8 r . — 

35, 7 ap „+,^/H|!**+0] . . . + 2 K / i ± f ^ + 0 j 
0 0 

z z 

457 2 au Z=/"<|» (* 0 , .y 0 . + C • Z=/"<|» (* 0 .J 'o. « l ^ + C 


