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KOĪIPLEKSI SKAITLI . 

1 . A t r i s i n o t nol īdz inājumu 

x l - 6x + 1> = 0 
dabūjam x v ē r t ī b u 

1 = 3 + V=4 = 3 - V 4 . V c ī = 3 t 2 v / T I 

S in i i z t e iksmē p r a s ī t s i z v i l k t kvadrātsakni no - 1 . P i e r eā l i em 
s k a i t ļ i e m t a s nav iespē jams, j o ne r e ā l a p o z i t ī v a s k a i t ļ a , n e d z 
a r i re&la nega t ī v a s k a i t ļ a kvadrāts nedod -1 .Tāpat nav i e s p ē ­
jams i z t e i k t r e ā l o s s k a i t ļ o s 

2V 

t . i . pāra s k a i t ļ a sakni no - l . 
šo i z t e i k s m i rrakstam 

I e v ē r o j o t permanences p r i n c i p u , 

y * V -b un V-t> = \/D" . v/^ī 
Faktors )/b i r dabūjams, kā r e f . l s p o z i t ī v s s k a i t l i s , o t r s fak -
t o r s \/-l uzskatāms kā s imbo l s , kurš t i e k apzīmēts ar i un i r 
jauns s k a i t ļ u v e i d s . Tā tad 

ļ/=b = 13 i 
Veidu p i sauc par imagināru - šķietamu s k a i t l i , v/^ī = i par 

u .Šķ i e t ; šķietamu v i en ību 
ba i , i e v ē r o j o t permanences p: 

Vas koe f i c i en tu .Šķ i e t ama v i e n i -
i n c i pu , i z p i l d a pamata likumu 

1 ; 1* = ^5- u . t . t . 
Sakopojums 

cc + p i 
kur a un 3 i r r e ā l i s k a i t ļ i , t i e k saukts par kompleksu s k a i t l i . 

Ve ids a + p i ap tve r r e ā lus un imaginarus s k a i t ļ u s , j a p=0, 
dabūjam 

r eā lu s k a i t l i a 
un j a cc = 0, dabūjam 

imagināru s k a i t l i p i 
Ja ve idu p i sauc par t ī r u imagināru s k a i t l i , tad kompleksu 
s k a i t l i a + p i v a i saukt par imagināru s k a i t l i . *Z 

2. Kompleksu s k a i t ļ u ģeometr i ska a t t ē l o š a n a t i e k i z d a r ī t a ar 
Oaussa paņēmienu;reā l i s k a i t ļ i t i e k a t t ē l o t i uz x ass un t ī r i 
imag inar i s k a i t ļ i uz y a s s . 

Vi 
• ļ j i . 

3 H 



Kompleksa s k a i t l i s a + 0 i 
t i e k a t t ē l o t s ar punktu P, kura koord inā tes i r a un (3. 

Tā tad katram plakņus punktam a t b i l s t n o t e i k t s s k a i t l i s . 
Ja s k a i t l i s i r r e ā l s , tad v iņa a t t ē l o jums atrodas uz 0X a s s , 
j a s k a i t l i s t ī r s imag inars , tad v iņa a t t ē l o jums a t rodas uz 0Y 
asa . S k a i t l i s i r komplekss, j a v iņa a t t ē l o jums atrodas ārpus 
sīm ta isnēm. P l a k n i , kurā s k a i t ļ i t i e k šād i a t t ē l o t i , s a u o par 
kompleksu s k a i t ļ u p l a k n i . 

Punkts P, a t t ē l o kompleksu s k a i t l i 

r e ā l u 
t ī r u imaginaru 

2 i 

3 i 
2 i 

3 i 

Kompleksa s k a i t ļ a v e i d s 

t-

+ bj tjfíK 'mû tī; 
" ( i ) 

par kompleksa s k a i t ļ a moduļu, 
j eb abso lūtu v ē r t ī b u . 

Kompleksu s k a i t l i varam a r i r a k s t ī t 

b 
i ) 

+ • 
+ b = 1 

l ī d z 27i i r n o t e i k t s t i k a i v i ens l e n k i s ip, 

cos^ = j 

Sinij, = I 
. ( 2 ) 

. ( 3 ) 

I e l i e k o t š i s v ē r t ī b a s no l idz ina juma, dabūjam 
a + b i = f (Cosip + i Sintp) 

š ī no l idz inā juma labā puse i z t e i c ' k o m p l e k s u s k a i t ļ a t r i gonome­
t r i s k ā v e i d ā . 

Leņķi <p sauc par kompleksa s k a i t ļ n argumentu, amp l i tud i , 
caacmoii^u. N0 zīmējuma redzams, ka f = V a * + b*- i r veKtoīs* 
OP un l e ņ ķ i s ip a t rodas s t a rp r e ā l o s k a i t ļ u a s i un f . Tā t a d _ ' 
OP = f i r kompleksa s k a i t ļ a a + b i moduls, j e b a r ī t a abso lū ­
tā v ē r t ī b a un f a k t o r s cos<p + i silus i r kompleksa s k a i t ļ a v i r ­
z i ena k o e f i c i e n t s . 

A t t ē l o j o t kompleksu 3 k a i t ļ u -2 + 2 i dabūjam punktu P. 
v i 

K' 



? = v ' a ^ - T b 1 = V (-2T+ 2* = \/ā = 2\/2 
_a 

-2 
j V 5 

. ( 4 ) 

5> 2 v ^ " 2 

No ( 4 ) redzams, ka l e ņ ķ i s <p atrodas o t r ā kvadrantā , j o šī. l e ņ -
ķa s i n i r + un cos i r - . Š i s l e ņ ķ i s ip = , b e t tā kā 

oosip = cos(tp + 2kn) 
sinip = sin((p + 2kn) 

tad varam r a k s t ī t , ka 

"ļ (k - v e s e l s s k a i t l i s peo p a t i k a s ) , 

9 ~ 4 7 1 ~*~ 21/Ln 
Ta tad kompleksa s k a i t ļ a -2 + 2 i i z t e i ksme t r i g onome t r i ska 
v e i dā i r 

- 2 + 2 i = 2*/2 [GCS(^7 Ī + 2k7i)+i s in(^?i + 2k7i)] 

Tādā pat kār tā dabūjam, ka 
s k a i t ļ a +1 moduļa i r 1 un arguments 0 + 2kii - 2k7i: 

" 1 " " J + 2toi 

" 1 " " |n+ 2kn 

S k a i t l i s 1 t i e k i z t e i k t s t r i g onome t r i skā v e i dā 
. 1 + O . i = l ( c os2k ī i + i sin2k7t) 

S k a i t l i s - i t r i gonomet r i skā v e i dā 
0 - i = l[c03(|ji + 2k7i) + i s i n ( ^ n + 2kTt)J 

V i s i s k a i t ļ i , kuru mcduls i r 1 ,a t rodas uz ap loces ar rād iusu 
= 1 un centru^O punktā. S k a i t ļ i a r v i e n l ī d z ī g u moduļu a t r o ­
das uz t ā s pašas ap loces ar rād iusu P ap 0 p u n k t u . S k a i t ļ i 
.a+ b i un' a - b i t i e k saukt i par p i e k ā r t o t i e m kompleksiem 

s k a i t ļ i e m . 8c s k a i t ļ u r e ā l a s da ļas i r v i e n l ī d z ī g a s un v i ņ u 
imaginaru daļu abso lūtas v ē r t ī b a s i r v i e n l ī d z ī g a s . b e t ar p r e ­
t ē j u z īmi (P, un Pj_). 

1 

-OL 0 i 

i 

P3 
Š 
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No zīmējuma redzamsķa p i ekā r t o tu kompleksu s k a i t ļ u moduļi i r 
v i e n l ī d z ī g i , v iņu argumentu abso lūtā v ē r t ī b a i r v i e n l ī d z ī g a , 
b e t zīme i r p r e t ē j a . S k a i t ļ i a + b i un - a - b i t i e k saukt i 
par p r e t ē j i e m s k a i t ļ i e m (Pļ un P j ) . 

J>, Rēķinu l i kumi . 

l ) J a a 4- b i = 0, tad va jag būt a - 0 un tāpa t a r i b — 0. No 
zīmējuma redzams, ka tādā gadījumā f = 0 , be t <p va r pieņemt 
kat ru v ē r t ī b u . 
2 )Ja d i v i kompleksi s k a i t ļ i i r v i e n l ī d z ī g i 

a, + b, i = a 4 + b A i 

tad v i ņ i t i e k a t t ē l o t i ar v i enu un t o pašu punktu, t ā d ē ļ 

a, - aj. ; b, = bj. ; ft« fx 
be t 

Vļ, = 9, + 2 ^ v e s e l s s k a i t l i s pēc p a t i k a s ) . 
J )D i vu kompleksu s k a i t ļ u saska i t ī š ana t i e k d e f i n ē t a ar s e k o j o ­
šu i z t e i k s m i 

( a , + b. i ) + (a<ļ + i ) = a. + a a , + (b, + b ^ ļ i ( 5 ) 

No š ī s i z t e iksmes redzams, ka p i e kompleksu s k a i t ļ u s a s k a i t ī ­
šanas d e r ī g s komutat ī va is un p i e va i rāk iem saskaitāmiem a r i 
a s o c i a t ī v a i s l ikums. 
4)Atņemšana i zda rāma ,p i e ska i t o t mazināmam mazinātā ju ar p r e t ē ­
ju z īmi . . . . 

( a t + b , i ) - ( a ļ + b ļ ļ i ) = (a,-Hļ l i ) + ( - a ļ . - b 1 i ) = a ļ - a ļ t + ( b , - b t ) i ( 6 ) 

5)Seoinājums 
d i vu p i e k ā r t o t u kompleksu s k a i t ļ u summa i r r e ā l a , b e t v i ­

ņu s t a r p ī b a t ī r i imaginara. 

( a + b i ) + ( a - b i ) = 2a 
( a + b i ) - ( a - b i ) - 2bi 

6 ) P i e kompleksu s k a i t ļ u r e i z i n ā š a n a s , p i e l i e t o j o t d i s t r i b u t ī v o 
likumu un i e v ē r o j o t , ka i * = - 1 , dabūjam 

( a, + b, i ) ( a j + b i i ) = a, - b, hL+ (a, b%+ a^b, ) i 
Secinājums 

( a + b i ) ( a - b i ) = a 1 + b * 
Reiz inājums t r i gonomet r i skā v e i dā 

Zj = J*t (cosip, + i sinijļ. ) 

Zj .Zj= ft(cos<p, -f i sinip, ) . f ^ f e o s ^ + i SiniļJjJ = 

=P ļ(?ļ i(co39 | cos(fL+i sinip, oosif^-t-ioosijjļ simp^+i*sin(p ( sin<p a = 
= f i ?j,C C C 3 tPļ costp^+i 2 , siniļi, sintpļ.+ii.sinfp, cosipj+cos^ sinip^ļ j = 

. Tfte.fr°3(<P, + 9. ) + i 3in(tp, + r . t ) ļ ( 7 ) 
Kompleksi s k a i t ļ i t i e k r e i z i n ā t i , r e i z i n o t v iņu moduļus un sa ­
s k a i t o t argumentus. 

V i s p ā r ī g i varam r a k s t ī t 

z, , Z ļ = C . P 1 I^CcosCip, +<p f t+. • . + c p ī ļ ) + i s i n ( ( p ļ + . p < + . . + y r i ) ] 

7)Kompleksu s k a i t ļ u da l ī šana normālve idā 
a, a, + b, i (a, + b, l)(a^- b 2 i ) (a , a^+b, \ J - K a ^ a , ^ ) 

~ H ~ a i + b i 1 ~ ( a j + b^iJta*.- bj_i ) % •1 ~ 
fi*. ^—!k 



X _ 1 _ a - b l _ a - b i _ a _ b * 
z - a + b i - ( a + b i ) ( o - b i ) " aJ. + jj* g S I ^ a > . + b t 

Kompleksu, s k a i t ļ u Sā l īšana t r i g cncme t r i skā ve idā 

no š e j i e n e s dabūjam 
z, = z . z t 

Ja kompleksu s k a i t ļ u z,z z^ moduļi i r J*i J*Jļ̂  un T inu am­
p l i t ū d a s o. īp <p̂  j tad kompleksa s k a i t ļ a z, modufs i r 

1 - r-fi. ™ J - t 
z, amplitūda i r ^ - tp 4- i£ , t a d e ļ 

(p = » - ip 
t ā tad 1 1 

^ ( o o s ' p ļ + i sinip, ) O 

I z t e i c o t t r i gonomet r i skā ve idā — dabūjam 

¥ j & m 3 i n , ) - t l ž a ^ H i 0 ^ c s ( - , ) + i s i n ( - , ) ] . . . . ( 9 ) 

P)Kompleksu skait . ļu kāpināšana 

z 1 1 = (a + b i ) 1 1 

p i e n v e s e l a p o z i t ī v a s k a i t ļ a ' t i e k d e f i n ē t a 

n ' 1 } - 2 ) ( 3 ) ( n > , s = z . z . z z (n f a k t o r u ) 
še i z l i e t o j a m re i z inā juma i z t e i k sm i ( 7 ) un dabūjam 

z n - (a-i-bi) r i--[ ļ ) (oos(ļ i+i sinip' ' ]" 1 1- ^ [ c o s iup + i s i n nipļ 

Tālāk dpfin-ā, ka 
p i e n - 0 

*< = i 

un -ļ I 

z 
Ja n i r dala^ s k a i t l i ? , t a i de f inē 

5 i r tāds s k a i t l i s , kurš ka r inā t s ar**, dod 8 , ta tad 

l iekam 3 z 

= r ( c r s u + l S iņu ) j r/*t cos^io + i sirēnu) 

ļ ļ n z = ^ ; n c s ( p + i sin<p); sr = y (cos^ip -t- i sinA<p) 

r**f OOŜ tu + i s in^u) = (cosAip + i sinXip) 

Je s i e l i e l u m i i r v i e n l ī d z ī g i , t a d , kā agrāk n o r ā d ī t s , v i ņ u mc-



auliem, vajag but vienlīdzīgiem ^ 
T^= f 

un viņu argumenti atšķiras par 2k7i 
JUA = Aiļ) + 2k7l 

(k ir vesels skaitlis,pēc patikas, 
var but a r i 0 . ) 

* = r 

t a tad 

z * = Ķ = r(cosu+i sinuļ^Ccos-^g^ + i s i n - ^ g ^ ] . . . . ( 1 0 ) 
S ī i z t e iksme t i e k saukta par Moivre teorēmu. L a i gan k i r pec 
pa t i kas v e s e l s s k a i t l i s , t o m ē r z ^ dabu t i k a i ^ v ē r t ī b a s un ne 
vaJ rēk. 

I z t e iksmes ( 10 ) absolūtā v ē r t ī b a i r , kā no agrākā zināma, 

y^ t . i .Katras saknes abso lūta v ē r t ī b a . Eet k a t r a i saknei i r 
sava arguments, a tka r ī g s no -A,ip un /*- ,kuru v ē r t ī b a s i r d c t a s . 
D i v i s eko j o š i argumenti p i e pēc pa t i kas ņemta k i r 

Viņu s t a rp ība i r ^ n 

~^ 

S is l i e l ums rada, ka ap loce i r dal ī ta,/** v i e n l ī d z ī g a s d a ļ a s . Ja 
ņemam moduļa v ē r t ī b u f , un ar šo v ē r t ī b u vedam a p l o c i ap 0 
punktu, tad uz š ī s ap loces a t rodas v i s i punkt i , ku r i dod i z t e i ­
ksmes ( 10 ) saknes, bet Šādu punktu pavisam uz v i s a t ap l o c es i r 

P i e k - ū argumenta v ē r t ī b a J£ + ~k i r 

Kā r e d z a i s , beidzama v ē r t ī b a , p i e k = /** , a t š ķ i r a s no v ē r t ī b a s 
p i e fc - 0 ar 27t, ken r.eips^r.idc cos un sir. v ē r t ī b . , t ā d ē ļ v i s a s 
pnkB.«a v ē r t ī b a s dabūjam, l i e k o t k = 0, k = 1 k 1 
un sakne dabū t ika iyw. v ē r t ī b a s . 
P i emērs . n — — 

Dabūt \/V = ( I ) 2 = (1 + 0 i ) n = 

i * ļ s b = o ; X = i ; n 



p i e n = 3 dabūjam 

VĪ - cos + i s i n 2ķ7i 
3 

i s i n 0 = 1 l i e k o t k - 0 dabūjam 

k = 1 " 

S ī s 3 saknes at rodas U2 ap loces ar rād iusu 1. 
pirmā p i e tp = 0 

o t r a " % 

2n . 271 1 , 
Z f c = COS y- + 1 s m y- = - 5 + 

47Ī . j 4a 1 
Zg = cos ^—f- i S 1 n r = 2 " 

9 )0pe rac i j a3 ar kompleksiem s k a i t ļ i e m g r a f i s k ā v e i d ā . 
Saska i t ī šana . 

Dabūt z = zf 4 zx= ( a , + b, i ) + ( a t + b l i ) = a , +a , + ( b ( +^1)1 
Kā redzams no zīmējuma, kompleksus s k a i t ļ u s s a s k a i t a , v e i d o j o t 
t o moduļu g r a f i s k o summu. 

S i s zīmējums a r ī rāda, ka d ivu kompleksu s k a i t ļ u summas moduls 
i r mazāks par v iņu moduļu a r i tmē t i sko summu. 2 ī i z t e i k s m e , kā 

a r i tad p a r e i z a , j a saskaitāmo s k a i t s l i e l ā k s par d i v i . 

? 4 R + fi 

k 

redzams, 

l '2 
Divu jeb va i rāku s k a i t ļ u summas moduļs t i k tad i r v i e n l ī d z ī g s 
so s k a i t ļ u moduļu a r i t m ē t i s k a i summai, j a s k a i t ļ i i r r e ā l i v a i 
t ī r i imag inar i . 

Atņemšana. 
Dabūt + C- l) 
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Zīmējums rada, ka z i r d iagonā le paral le logramma z, un - z ^ 

Xļ - - 1 

OĻ 
1 

Re i z ināšana . * , 
UaDUt u; — Ot • №k 

Griež staru OZ,,kamēr t ā arguments dabū v ē r t ī b u ip ,+ cp 4. 
Nogriežam OL = Oz<l .Savieno z, un 4, vedot no L t c i sna \\ z . l 
dabū pur­*:tu N, tad ^ 

Oz, = 

OŅ 
?. ~ 

on = ? { . f x 

Ta ka = f • Ŗ , tad redzams, ka 
ON = ? 

N o g r i e ž o t ON uz t a i s n e s , kura v e s t a ar l e ņ ķ i <p = tp, + ^ , d a ­
būjam punktu z , kas a t t ē l o re iz inā jumu z, . z l . R e i z i n ā j u m a mo-
d u l s : ^ " = Oz un t ā amplitūda: cp + m ^L,. 

Da l ī šana. Dabūt z = — 
Gr i e žo t Ozļ nega t ī va v i r z i e r a , d a b u v i r z i e n u yļ - tp. .Nogriezām 
OL = OZy . .Vedot LN || z^ l dabūjam punktu N. 

QS = OL 
1 Ozj, 

Tā kā OL = Oz, = un 0 z x = ,dabūjam 

ON = 

_ P« z, 
Nog r i e ž o t Oz = ON,dabujam punktu s , kas a t t e i c — 

l 



Kāpināšana. D a b ū t ( n f a k t I ) r i ) 

Piemēram, dabūt z 3 .Griežam s t a n i Oz kamēr v iņa v i r z i e n a l e ņ ­
ķ i s dabū v ē r t ī b u 3<p.Nogriezām 011 o Oz. Vedam UL^ J| l z , t ad 

•*» 1 
f~ ** 1 

O L x = ŗ 1 

Nogriežam 0M r = OLj. un v e d a m ^ l j |j ML . , tad 

OLj 01» 

ŌLl = 7 

OL , - f - f 
Uz t a i s n e s ar v i e z i e n a l e ņ ķ i 3y nogriežam OZ = CL , , t ad 

0 " = 0 L 3 = ? * 
un punkts Z a t t ē l o z n . 

Saknes i z v i l k š a n a . 
Dabūt,piemēram z =\/a + b i r =V 

Ap 0 ved a p l o c i ar radiusuO = V r 
daļā3 

.Dala l e ņ ķ i ip č e t r a s 

Firmās saknes s t a r s Oz, dabū ampl i tud i ^ 

Oz* " " 

Otrās 

t r e š ā s 

Ceturtās 

Punkti z, , z 4 , z - ,Zy a t t ē l o meklētās 4 saknes.Kā redzams v i s a s , 
ar kompleksu s k a i t l i i z d a r ī t a s ope rāc i j a s kā r e z u l t ā t u dod a t ­
ka l kompleksu s k a i t l i . 
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A' rauc 
Attiecību a : b = a' 
varam uzrakstīt 

a a' A a' 
b' " Ab' ' 

seko 
: Ab' = a : b = Aa' : Ab' = 

Liekot a 
b " 

V 
/* 
. b ' . ( 1 ) 

dabūjam a = b ? . a , = tff 

p sauc par a t t i e c ī b a s f ak t o ru . 
A t t i e c ī b u a ; u ; 0 : d = a ' : b ' : c : d ' ( 2 ) 
v a i a r i b : b ' = c : 
pārveidojam ar a t t i e c ī b a s f ak to ru 

a = a'p. ; b = b ' a ; c = c ' a ; d = d ' ŗ (2 ) 
Ar a t t i e c ī b a s f ak to ru p a l ī d z ī b u v i e g l i izvedamas a t t i e c ī b u 
formulas , t ā , j a a : b = a' : V 
t a d a = f a ' un b • y b ' 
* a + b = y ( a " + b ' ) 

a - b = o ( a ' - b ' ) 
seko 

( a i b ) : a = ( a ' ± b ' ) .: a ' 
( a i b ) : b = ( a ' i b ' ) : b ' 

( a + b ) : ( a - b ) • ( a ' + b ' ) : ( a ' - b ' ) 

P i e l i e t o j u m i . 

l ) J a div-c l i n e ā r u nol īdz inajumu s is tēmas atslegums d o t s , 

i : y : i = 3 : 4 : 7 

t a d x : i = 3 : 7 u n y : i = 4 : 7 
™ 3 . 4 

x = y , y = 7 
Ot rād i , j a šādas s istēmas t r i j u no l īdz inajumu atslegums dots 

" i • y'ī f * = 3 
tad varam r a k s t ī t 

i : y : z : i = a : b : c : d 
2 )Dcts t g ^ = t ; dabūt s in ^ un cos ^ 

s in § : 00s § = t ". 1 
tad « 

s i n I = 5 ' t un cos I = f l 

= 1 = f * ( l + 1 1 ) 

ļ 

i y / ī + ī 
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s in — = — 

cos | = , ' 
' 1 + t * 

PERHJTACIJAS, INVERSIJAS. 
Sakopojumu no n blakus stāvoš iem elementiem sauc par p e r -

mutāc i ju . a b d c 

i r permutac i ja no če t r i em e lement iem.5e e l ement i apz īmēt i ar 
burt iem, be t t o s var apzīmēt a r i a r c ipariem,piemēram 

1 3 2 4 
D i v i permutac i jas e l ement i s tāv dabiska k a r t ī b a , j a augs tāka is 
seko zemākam, piemēram e lement i a b un 1 3 s tāv dabiska k a r t ī ­
bā, j o a a l f a b ē t ā s tāv zemāk par b un 1 s k a i t ļ u r indā zemāk 
par 3 . Ja zemāks elements seko augstākam, tad š i e e l ement i v e i 
do i n v e r s i j u , piemēram e lement i dc , tāpat a r ī 3 2 v e i d o i n v e r ­
s i j u . Permutac i ja , kuras e l ement i seko dabiskā k ā r t ī b ā , t i e k • 
saukta par zemāko, ka t ra c i t a permutac i ja no šiem pašiem e l e ­
mentiem satur i n v e r s i j a s . I n v e r s i j u l i e l ā k a i s s k a i t s a t rodas 
t a j ā permutac i ja , kuru dabūjam a p g r i e ž o t zemāko p e rmutac i j u , j o 
a p g r i e z t a j ā permutaci ja k a t r s e lements ar kat ru sekojošu e l e ­
mentu v e i do i n v e r s i j u . 

Piemēram permutaci ja \ 2 7> 4 
nav i n v e r s i j u , t ā i r zemākā permutac i ja no dot iem e lement iem, 
be t permutaci ja 1 3 2 4 
i r v i ena i n v e r s i j a , j o 3 s tāv i e p r i e k š 2 . Permutac i ja 

i r 6 i n v e r s i j a s , kuras v e i d o j a s sad i 
elementam 4 seko zemāki e l ement i 3 J 2 , 1 t a s dod 3 i n v e r s . 

3 " " " 2 , 1 « 2 " 
2 » » « 1 " 1 

Permutaoi jas no n elementiem š ķ i r o 2 k l a s ē s a t t i e c ī b ā uz p e r ­
mutaci jas i n v e r s i j u s k a i t u . Vienā k l asē s k a i t ā s permutac i jas 
ar para ska i t a inve rs i j ām un o t r ā k l asē ar nepāra s k a i t a i n ­
v e r s i j ā m . 

La i dabūtu permutaci ja. ska i tu P n no n e l emen t i em,kā r t o ­
jam Šos n elementus n grupās, ka t rā grupāJLiekot par pirmo 
elementu v i enu no n elementiem- Katrā no Šīm grupām p ā r ē j i e 
(n - 1 ) e l ement i dod P n _ ļ permutac i ju s k a i t u , tā tad permu-
t a c i j u s k a i t s v i s ā s grupās kopā i r 

P n = E - p n l l 

Ja permutaci ja i r t i k a i v i e n s e l ements , tad permutac i ju s k a i t s 
P, = 1 

p i e d iv iem elementiem 

Pj « 2.P, = 2 . 1 

t ā l ā k , p i e 3 elementiem 
p 3 = 3.Pi = 3 2 1 

p i e n elementiem 



- 15 -

Bezcut i z t e i k sme . 
Ja permutaci ja pārmaina v i e t ā s d ivus e lementus, tad sa ­

k a l a i z d a r ī t a t r a n s p - i z i c i j a . V i sas permutac i jas no n e lemen­
t iem var dabūt no v i e n a s , i z da r o t t a n ī elementu t r a n s p o z i c i ­
j a s . 

Ja kadā permutac i ja izdarām v i enu t r a n s p o z i c i j u , t a d i n ­
v e r s i j u s k a i t s mainās par nepāra skaiUu, t ā d ē ļ permutacrģa 
p ā r i e t no v i enas k l a ses o t r ā . 

P i e r ā d i j u m s . 

Permutaci ja A i k B 

A un B elementu grupas, i un k e l emen t i . Ja š i n ī permutac i ja 
pārmainām i un k v i e t ā s , dabūjam 

A k i B 
Ar šo maiņu še nāk k l ā t v i ena i n v e r s i j a , j o tagad pēc k seko 
zemāks l o c e k l i s i . Ja būtu dota permutaciua A k i B t tad p ā r ­
mainot k un i v i e t ā s dabūtu permutac i ju A i k B un s e i t butu 
zuduse v i ena i n v e r s i j a , s a l ī d z i n o t ar permutac i ju A k i B. 

Ja dota permutac i ja , kurā e lement i i un k nav blakus 
8 t a T 0 Š i A i C k B . % _ 
kur A,B,C elementu grupas, p i e kam C grupā atrodas m e lemen­
t i , tad pārmainot v i e t ā s i un C dabūjam 

A C i k B 
5e ,pārnesot i C v i e t ā , esam i z d a r ī j u s i m t r a n s p o z i c i j a s . 
Pārnesot k v i e t ā i dabūjam 

A C k i B 
Se esam i z d a r i j u š i v i enu t r a n s p o z i c i j u , un b e i d z a t , pārnesot 
C v i e t ā k dabūjam 

A k C i B 
Se esam i z d a r i j u š i m t r a n s p o z i c i j a s ar blakus s tāvoš iem e l e - " 
mentiem. Tā tad no permutac i jas A i C k B p ā r e j o t uz permuta­
c i j u A k C i B «sara i z d a r i j u š i 2m + 1 t r a n s p o z i c i j a s ar b l a ­
kus stāvoš iem elementiem, i n v e r s i j u s k a i t s tā tad m a i n ī j i e s 
nepāra skaitia r e i z e s 1 un t ā d ē ļ i n v e r s i j u s k a i t s permutacija. 
A k C i B a t š ķ i r a s par nepāra skaittu no tā i n v e r s i j u s k a i t a , 
kas atrodas permutac i ja A i C k B. 

No dotās permutac i j as , kurā atrodas n e l emen t i , dabūjam 
c i t u permutac i ju , pārmainot v i e t a s d i v i em element iem.Ja p i r ­
mā permutac i ja i r pāra k l a s ē , tad o t r a nepāra k l a s ē un o t r ā ­
d i . Tā tad puse no visām permutacijāni no n elementiem i r pā­
ra k lasē un puse nepāra k l a s ē . 

C i k l i s k a s pe rmutac i j a s . 
Ja permutac i jas n elementus uzrakstam uz ap loces pieņemtā v i r -

v i r z i e n ā , tad ka t ru sakopojumu nn šiem n e l e -
f l - l y ' \\ mentiem, l a s ī t u pieņemtā v i r z i e n ā , sauc par 

I c i k l i s k u permutac i ju no dot iem n elementiem 

I 1 2 3 n ^ 

3 / 2 3 n 1 t i r c i k l i s k a s permutac i j as 

V ^ ļ ^ / 3 n 1 2\ 
Katru c i k l i s k u permutac i ju dabū no p r i e k š ē j ā s , pārnesot p i r ­
mo elementu beidzamā v i e t ā , i z d a r o t n - 1 t r a n s p o z i c i j a s b l a ­
kus stāvoš iem elementiem.Tā tad n elementu v i e n r e i z ī g a c i ­
k l i s k a permutac i ja i r t a s p a t s , kā n - 1 t r a n s p o z i c i j a s .Ja n 
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i r pāra s k a i t l i s , tad n - 1 i r _nepāra s k a i t l i s un tāpēc dota 
permutaci ja un dabūtā nav v i e n ā _ k l a s ē . Ja n i r nepāra s k a i t M 
tad i z e j a s permutac i ja un dabūta i r v iena k l a s e . 

DSTERMINANTI. 

I , Determinanta d e f i n ī c i j a . 
1. Ja no m.n elementiem veidojam m r i n d a s , k a t r ā n elementu 

tad šādu,' sakopojumu sauc par matr iksu. 

Katram š ī s matr iksas elementam i r d i v i _ i n d e k s i . P i r m a i s norāda 
r indu, kurā elements a t r odas , o t r s nerāda s tab iņu j eb ko lonu . 
Kad matr iksā r indu s k a i t s i r t i k pat l i e l s ka s tab iņu s k a i t s , 
tad matr iksu sauc par kvadrā t i sku . 

Var apzīmēt a r i stabiņus ar burt iem un r indas ar r a d ī t a ­
j i em, v a i o t r ā d i 

a, b, C| kļ 
ax \ cz k a 

a_ b c k„ 

n n n n 
Kvadrāt iskā matr iksā 

an &«. afl a m 
a n a 2 * ai» a m 
a n i a m ^ 3 

uz diagonālēm atrodas e l ement i 

a l l « ļ , , H * ™ % a ( n l l ) 2 a i n 
Diagonā l i a ( | sauc par ga lveno d i a g o n ā l i un a n ļ . . a 
par blakus d i a g o n ā l i . 

Ja ve idojam ga lvenās d i agonā l es elementu re i z inā jumu 

a « a n a « _ ^ n n . 
un š i n ī re i z inā jumā permut ejam o t r o s indeksus, tad dabūjam 
n! permutac i jas no šiem elementiem. Puse no šīm permutaci jām 
( i e v ē r o j o t i n v e r s i j u s k a i t u ) i r pāra k l asē un puse nepāra k l a 
s e . Para k l a ses permutacijām dodam z īmi + un nepāra k l a s e s 
permutacijām z īmi - . Tādā kār tā dabūjam n! r e i z inā jumus . 3o 
re iz inājumu summu sauc par dotās kvadrā t i skās matr iksas d e -
terminantu. Piemēram, dota matr iksā 

a l l a i r , a l 3 

a31 a * l a S 3 

Š is matr iksas ga l vena jā d iagonā lē a t rodas e l ement i 
a . . a U a 35 
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permutejot indeksus 1 2 3 dabūjam permute c i j a s 

( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) ( 5 ) ( 6 ) 
1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1 

Pirmajā permutaci ja nav i n v e r s i j u , t ā tad sime + а» a u a l l 
o t r a j ā " i r 1 " " " " а и а г з a M 
t r e š a j ā " 1 " " " " а а а и a5J 
ce tu r t a j ā " 2 " " » " + 

° и a « j a 3 . 
p i ek ta j ā " 2 " " " + a » a 1 ( a J t 
ses ta j ā " 3 ' " ­ a

<> a

« a 3 l 
Dotas matr iksas déterminants tad i r augšējo re i z inā jumu summa 

. + a „ 
a3b - °ti a3i ait an aM ' an "j( 

L o c e k l i 

no kura v i s i c i t i determinanta l o c e k ļ i t i e k v e i d o t i , s a u c par 
determinanta ga lveno l o c e k l i . 

Kā redzams,determinanta ka t rā l o c e k l ī atrodam t i k a i pa 
vienam elementam no ka t ras r indas un ka t ra s t ab iņa . 

2 . Kā redzējām, determinantam i r n! l o c e k ļ u . K a t r s l o c e k l i s 
i r re i z inā jums no n e lementiem, t ā d ē ļ n - t ās kapes un v iņu t ā ­
pēc sauc par n - tās kapes determinantu. 

La i apzīmētu determinantu l i e t o simbolus 

D = T± > 
1эз 

ar sn norādot determinanta veidošanu pēc d ē f i n i c i j a s . L i e t o a r ī 
simbolu, kas rāda v i s u elementu sistēmu, i e s l ē d z o t determinan­
t a matriksti s ta rp divām v e r t i kā l ām str īpām 

Elementu a« sauc par determinanta g a l v u . 

3­ Otrās kapes déterminants , a t t ī s t o t t o kā n o r ā d ī t s 

£ ± a . 

21 

j o permutejot 1 2 dabūjam 

1 2 2 1 

pirmajā permutaci ja 1 2 nav i n v e r s i j a s , t ā tad zīme + а 

o t r a j ā " 2 1 i r i i n v e r s i j a , " " " ­ a, 

Tā t ad o t r ā s kapes déterminants t i e k a t t ī s t ī t s , no ga l venās 
d iagona les BlebienfU re i z inā juma, nove lko t blakus d iagonā l e s e l e ­
_ontu re i z inā jumu. 

Trešās kapes determinanats a t t ī s t ī t s i . o d a ļ ā l . 

- Я л Latvijas 
3 •. J-Í Universitātes 

Щ# BIBLIOTĒKA 
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I I . Determinanta ī p a š ī b a s . 
1. Ja determinanta l i e k s tab iņus , t a i pašā k ā r t ī b ā 

v i e t ā , tad determinanta v ē r t ī b a n e t i e k ma in ī ta . 
Dots determinants 

P ā r v e i d o t a i s de terminants , kura 
r indas v i e t ā u . t 

oirmais s tab iņš l i k t s pirmās 

Redzams, ka abiem deterninant iem i r t as pats g a l v e n a i s l o c e -
k l i s , kuxa otrus r ā d ī t ā j u s permutē jot dabūjam determinanta l o ­
cek ļus , t ā d ē ļ a r ī D = D 1 

Secinājums. 
Pamato jo t i es uz p i e r ā d ī t ā s i z t e iksmes redzams,ka v i s a s 

i z t e iksmes ,kas p i e r ā d ī t a s p r i e k š s t ab iņ i em ,de r ī gas a r ī p r i e k š 
rindām un o t r ā d i . 

2. Ja determinanta pārmaina d i vas p a r a l ē l a s r indas ( s t a b i ­
ņus) v i enu ar o t r u , tad determinanta v ē r t ī b a maina t i k a i z ī m i . 
Dots determinanats 

a n . . . a ( i a , k . . . a 

a « ••• a2i aak ••• &; 

~n2 a nk 

A t t ī s t o t augšējo determinantu, kā agrāk r x r ā d ī t a no ga lvenās d i ­
agonā les , dabūjcm i z t e i k s m i - summu, kuru apzīmējam ar D. D i z ­
teiksme izduram kat rā l o c e k l ī r ā d ī t ā j u i un k t r^ -nspoz ic i ju un šo 
pārve ido to i z t e i k s m i apzīmējam ar D ' . Katram D' i z t e i ksmes l o c e k ­
l im a t b i l s t i z t e iksmē D l o c e k l i s ar v i e n l ī d z ī g u absolūtu v ē r t ī b u , 
be t p r e t ē j o zirni, ta tad D 1 = - D. I e v ē r o j o t i z t e i k smes D simbolu, 
redzams, ka D' dabūta no D i z d o r c t detorLiinantā s tab iņu i un k 
t r a n s p o z i c i j u . 

P iemērs . 
Otrās kapes determinants dod a t t ī s t ī j u m ā 

I a Z ( Oj, 

Pārmainot stabiņus dabūjam determinantu un v iņa a t t ī s t i j u m u 
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No augšējā seko, ka j a determinanta pārv ie to jam_kaut kada kā r ­
ta stabiņus un r i n d a s , tad determinanta absolūta v ē r t ī b ā n e ­
mainās, be t v i ņa zīme var m a i n ī t i e s . 

Tas redzam3 š ā d i . Ja determinanta R pārv i e to jam s a v s t a r ­
p ē j i s tabiņus k un k + 1, tad R' = - R. Bet j a determinanta R' 
a tka l pārv i e to jam s a v s t a r p ē j i s tabiņus k + 2 un k + l , t a s s i s 
determinants R" = - R' = R. Tā tad s tab iņu t r a n s p o z i c i j a s , p a r a 
ska i t ā i z d a r ī t a s , nemaina determinanta z irni . Tas pats sakāms, 
pamato jo t i es uz agrāk t e i k t o , a r ī par rindām. 

'Ja dotā determinanta 

att a „ a,,. 

=«1 a u 

a 3 . a 33 

% 
pārv i e to jam 1 ) t r e š o s tab iņu un pirmo stabiņu s r . vs tar r . e j i , tad. i z ­

darām 1 t ranspoz i c i j v . , zīme mainās. 
2 ) pēc tam pārv i e to jam o t ru r indu ur. plrmc s a v s t a r p ē ­

j i , izdarām 1 t r a n s p o z i c i j u , zīme mainās. 
F ā r v e i d o t a i s determinants i r 

13 

n n an 
a33 Hi a3i aft 

Fec maiņas stabiņu r ā d ī t ā j u permutac i ja ga lvenā d iagonā l ē i r 
3 2 1 4 , v i ņa i r nepāra k l a s ē , be t r indu r ā d ī t ā j u permutac i ­
j a ga lvenā d iagonā lē i r 2 1 3 4 un a r ī nepāra k l a s ē . 

Ja r indu r ā d ī t ā j u permutac i ja un tāpat a r ī s tab iņu r ā d ī ­
t ā ju pennutāci j a i r abas v i enā k l a s ē , tad D' = D, be t j a š ī s 
permutaci jas nep ieder p i e v i enas k l a s e s , tad D' - -D. Pirmā 
gadījumā pārveidošana dabūta ar pāra ska i t a t r a n s p o z i c i j a m , 
be t o _ ;rā ar nepāra ska i t a t r anspoz i c i j ām . 

3- Ja determinanta d ivas p a r a l ē l a s r indas i r v i e n l ī d z ī g a s , 
tad determinants v ē r t ī b a i r n u l l e . 

Pārmainot determinanta v i e n l ī d z ī g a s r indas ,de t e rminants 
ī s t e n ī b ā savā ve idā nemainās, t ā d ē ļ D' - D. Bet no agrākā i r 
zināms, ka j a s a v s t a r p ē j i pārv i e to jam d i vas r i n d a s , tad d e t e r -
minantam va jag main ī t z ī m i . Tā tad D' = -D un a r ī D' = D = -D . 
Tas var būt t i k a i t ad , j a D = 0. 

4 . Determinants t i e k r e i z i n ā t s ar s k a i t l i k, j a r e i z inām 
kādas r indas ( s t a b i ņ a ) katru elementu ar k. 

Katrs determinanta l o c e k l i s i r r e i z inā jums , kurā a t rodas no 
ka t ras r indas un ka t ra s tab iņa pa vienam elementam.Tā tad d e ­
terminanta D' ka t rā l o c e k l ī atrodas v i ens e lements no ar k 
r e i z i n ā t ā s tab iņa , kādēļ f a k t o r s k a t rodas determinanta D' ka­
t r ā l o c e k l ī , i ak t o ru k izņemam p r i e k š determinanta un dabūjam 

http://sr.vstarr.eji
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augšējo i z t e i k s m i , kura p i e rāda teorērru un viņc.u an^rie21112u. 
Secinājumi. 

a )determinantu dala ar s k a i t l i k , j a ar šn s k a i t l i da l a 
determinantas kādas r indas ( s t a b i ņ a ) e lementus. 

b ) Ja determinantā kādā r indā ( s t a b i ņ ā ) v i s i e l ement i i r 
0,tp.d jscerEiinanta v ē r t ī b a i r 0 . 

L i e k o t determinantā D' k = 0 redzam, ka de t e ru inants dabū 
v ē r t ī b u 0. 

c )Determinanta v ē r t ī b a i r 0 , j a kādas r indas ( s t a b i ņ a ) 
e lement i i r p r o p o r c i o n ā l i kādas p a r a l ē l a s r indas ( s t a b i ņ a ) 
elementiem. 

I zneso t p r i ekš determinantā kopējo f a k t o r u . p a l i e k deterra i -
nants ar d i v i v i e n l ī d z ī g ā m para lē lām rindām, kura v ē r t ī b a peo 
i e p r i e k š ē j ā i r 0 . 

5- Apakadeterminant i . 
Ja n - tās kapes determinantā v e l k s t r ī p u pēc r - t ā s t ab iņa 

un r - t ā s r i ndas , tad t a s t i e k s a d a l ī t s d i vās k vad rā t i skās un 
d i vās t a i sn l eņķa mat r iksās . Kvadrāt i skās matr iksas dod a t k a l 
determinantus, v ienu ar r un o t ru ar (n - r ) e lement iem. 

1, r+1 
ll,r+l 

r+ i ,n 

No D ar no rad ī t^ paņēmienu i z v e i d o t o s determinantus un D, 
sauc par D 5p.alt5determinaii.tiem 

Q r + | , r+ i * 

a r + l , n 

% n 
Apakŗdeterminant-'.em B, un ~DZ i r t a ī pa š ī ba , ka i k v i e n s l o c e ­
k l i s no P, r e i z i n ā t s ar i kv i enu l o c e k l i nc Dļ dod v i enu l o ­
c e k l i no D. 

Ja r e i z inām D ( ga l veno l o c e k l i ar D, ga lveno l o c e k l i , t a d 
redzams, ka dabū D ga lveno l o c e k l i -

„ Ja apskatam t i k a i l o c e k ļ u abso lūto v ē r t ī b u , t a d minētā 
īpasiba_redzama a r i p i e c i t i e m l o c e k ļ i e m , j n ka t rā šādā r e i ­
zinājuma atrodas no d e t e r m i n ē t a I), un D2 pa vienam elementam 
no katras r indas un s tab iņa un t ā d ^ l sads r e i z inā jums i r de - -
te rmirauta D l o c e k l i s . A r i at t i ecība**re i z inā juma zirni i z t e i k ­
sme i r p a r e i z a , j o j a ņemam kaut kādu l o c e k l i no D ; , t ad Šāda 
l o c e k ļ a zīme i r n o t e i k t a ar vj.;.ņ. s tab iņa r ā d ī t ā j u permutac i jas 
i n v e r s i j u _ ska i tu , tāpat l o c e k ļ a no zīme i r n o t e i k t a ar v iņa 
s tab iņa r s l r . t a ju permutac i jas i n v e r s i j u ska i tu .Locek l im ,kuru 
dabūjam r e i z i n o t D ( l o c e k l i ar D z l o c e k l i , st?.biņu r ā d ī t ā j u 
permutacij-aa i n v e r s i j u s k a i t s i r abu i n v e r s i j u s k a i t a summa 
un s i summa i r pāra s k a i t l i s (kas dod + z ī m i ) , j a abas i n v e r ­
s i j a s i r v i ena k l ase (abas p a r a , j e b abas n e p ā r a ) , summa i r 

http://5p.alt5determinaii.tiem
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A t d a l o t pirmo elementu a ( ļ dabūjam viņam p i e k ā r t o t u apakšde­
terminantu D„ 

i i n3 nn ļ 
3" apakšdeterminantu dabūjam, j a determinanta D s t r īpo jam r i n ­
du un s tab iņu, kuros a t rodas aH . 

L a i dabūtu elementam a ^ p i e k ā r t o t u apakšdeterminantu, L 
i r t ā j ā p ā r v e i d o , l a i e lements a t r o s t o s determinanta D 
g a l v ā , t a d a ^ apaksdeterminants dabūjams, kā n o r ā d ī t s . 
Elementu a ^ varam pārnest uz g a l v u a ) p ā m e s o t r indu i p irmās 
r indas v i e t ā , p i e tam j ā i z d a r a i - 1 t r a n s p o z i e i j a s , b ) pārneso t 
pēc tam stabiņu k pirmā s tab iņa v i e t ā , i z da r o t k -1 t r a n s p o z i -
c i j a s . Tā t ad , elementu a i k pārnesot determinanta g a l v ā , j ā i z d a 
r a i - l + k - l = i + k = 2 t r a n s p o z i e i j a s . P ā r v e i d o t s d e t e r -
minanto D' = D, j a t r a n s p o z i c i j u s k a i t s i r pāra un 
D* =-D j a t r a n s p o z i c i j u s k a i t s i r nepāra (pēc 2 ) un t ā d ē ļ 

D' = ( - 1 ) D' = ( - l ) k " 

Tā tad 

( - 1 ) " 

"ik 

Sk 

= ik+l 

i - l,k i-t , l '"" ° i - i , k + r 

a i+l,k a i+l ,1 ••' a i + i , k - ( a i + i , k + r 

i - i ,n 

a i + | , n 

a n k ° B . a n , k - i a n , k + i 

nepāra s k a i t l i s (dod z īmi - ) , j a abas i n v e r s i j a s nav v i enā 
k l asē ( v i ena pāra k l a s ē , c t r a n e p ā r a ) . Tas saskan a r ī a r z īm­
ju likumu r e i z i nāšanā , j o j a ab i l o c e k ļ i ar vienādām zīmēm, 
tad re i z inā jums dod + z ī m i , be t j a l o c e k ļ i i r ar nevienādām 
zīmēm, tad re i z inā jums dod - z ī m i . 

Determinantus L, un ar minēto ī p a š ī b u sauc a r ī par 
p i e k ā r t c t i e i ; apaksdcterL:ina^.ticm. 

6. Apakšdeterminant i , kur i p i e k ā r t o t i determinanta e l e ­
mentiem. 

Katram determinanta D elementam i r p i e k ā r t o t s (n - 1 ) - mās 
kapes apaksdeterminants. 
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un p i e k ā r t o t s apaksdeterminanats Di^ i r 

* ' ' ' a |,k~i a i , k+t 

* " a l , k - | a i , k - H 

" i k C-i) k-t i 

04, 

1-t ,1 i - l , 1 " 

a i + i , l " 
a i - * , k - ļ ^ i - i . n 

a i + i , k - i a i+l ,k+l" * a i + t , n 

i a n z n , k - i a n , k + i V 
Redzams, ka matr iksa dabūjama, s t r ī p o j o t determinantā D 

r indu un s tab iņu , kuros a t rodas elements a^ .Apakšde t e rm inan-

t a zīme i r p l u s , j a k + i i r pāra s k a i t l i s un minus, j a 

k 4- i i r nepāra s k a i t l i s . 
Djjj. z īm i dabūt var a r ī , j a ka t ra D elementa v i e t a i dod 

z īmi + j eb — a tkar ībā no tam, c i k t r a n s p o z i c i j a s i r v a j a d z ī ­
gas , l a i elementu pārnestu determinantā g a l v ā . 

Š i s paņēmiens dod scbemu 

L a i elementu a 2 , pārnestu g a l v a , j ā i z d a r a o t r a s r indas t r a n s -

p o z i c i j a uz pirmo, un t r e š ā s tab iņa uz p irmo, tā tad 3 t r a n s -
p o z i c i j a s , kas dod - z ī m i . 

1 dod t o pasu r e z u l t ā t u . A r i ( - l ) i + k 

Piemērs . 
Dabūt apakšdeterminantu, p i e k ā r t o t u elementam a ? 1 

= ( - 1 ) 
3 + 2. 

A r i pec schemaa redzams, ka D 3 ļ zīme i r minus. 

7. Peterminantu pirmā ga lvenā i z t e i k s m e . 

Ja re i z inām kādas r indas ( s t a b i ņ a ) kat ru elementu ar viņam 
p i ekā r t o tu apakšdeterminant i , tad sore iz inā jumu summa dod d e ­
terminantā v ē r t ī b u . 
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IK 

"il all 

al| ai2 

ail ail 

D = 

ni 

'Il "Il 

nn 

a i z D i - i + a 
1 3 ^ 3 

+ a, i n ^Ln 
Ja uzskatam determinanta I elementu a ^ par- pirmās kapes 

determinantu, tad i z t e iksme par p i e k ā r t o t , apeksdetertainantiem 
dod, ka a ^ r e i z i n ā t s ar sava p i e k ā r t o t a apakšdeterminanta 

l o cek ļ i em dod determinanta D l o c e k ļ u s , kuros a t rodas a ^ un 
viņam p i e k ā r t o t a apakšde terminant a D ^ e l emen t i . Tā tad 

ap tve r^v i sus determinanta D l o c e k ļ u s , kuros a t rodas elements 
a i k ' •^ aP a ' t a i i ^ i i a P " t v e r v i sus l o c e k ļ u s ar a^( u . t . t .De te rmi ­
nanta D h.rtrā l o c e k l ī a t rodas t i k a i pa vienam elementam no ka ­
t r a s r i n d a s , tā tad a r ī no r indas i pa vienam eleceirtazn. D l o ­
c e k ļ i ar a ^ d o t i ar s ^ D ^ . l o c e k ļ i ar a ^ d o t i ar a ^ D ^ u . t . t . 

Seko k a a . D- .+ a. D. + . . . + a D aptver v i sus determinan-' n i i 11 i i inTJi * 
t a D l o cek ļus un t ā d ē ļ 

CII) il il i l i l m m 

Ar s ī s i z t e iksmes p a l ī d z ī b u n- tās kapes determinanta aprēķ inā ­
šana t i e k pārves ta uz (n - 1 ) - t ā s kapes determinanta aprēķ inā ­
šanu. Turpinot šo paņēmienu, b e i d z o t nākam p i e 2 - tās kapes d e ­
terminanta aprēķināšanas, kura, kā agrāk n o r ā d ī t s , v i e g l i i z ­
darāma . 

I z t e iksmes ( I I ) labo pusi sauc par determinanta a t t ī s t i j u m u 
•pēc i - t ā s r indas e lementiem. 
P iemērs . 

A t t ī s t ī t determinantu 

2 0 

7 8 
At t īs tām,piemēram, pēc pirmās r i n d a i . Tad v a j a d z ī g i p i n 
r indas apakšdeterminant i , kur i i r 

I 2 0 ļ I 6 0 ļ I 6 2 

D « = M ; p l t = { - ) ; b = c+3 

" ļ 7 8 ļ 1 1 I 2 8 I l s | 2 7 ī 
a « D ,« 

+ a „ D._ = 1 
01 

+ 3 ( - ) + 4 

Apakšdeterminantu zīmes dabūjam no schemas. 
D = 1 ( 2 . 8 - 7 . 0 ) - J ( 6 . 8 - 2 . 0 ) + 4 ( 6 . 7 - 2 .2 )=16 - 144 + 152 = 24. 

Determinantu a t t ī s t o t p ē c t r e š ā s tab iņa , v ē r t ī b u dabūjam ar 
mazāku darbu, j o t r e šā s tab iņā v i ens e lements i r 0 un t ā d ē ļ 
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un tādēļ, a t t ī s t i juma i r t i k a i d i v i l o c e k ļ i 

I6 2! + o h | : 1 3 
6 2 I 

= 4 ( 6 . 7 - 2 . 2 ) + 8 ( l . 2 - 6 . 3 ) = 152-128 = 24 

8 . Determinanta o t r a galvenā i z t e iksme 
Ja kādas r indas ( s t a b i ņ a ) k a t r u elementu re i z inām ar c i t a s 

p a r a l ē l a s r indas ( s t a b i ņ a ) p i ekā r t o t i em a t t i e c ī g i e m apakšde-
terminant iem, tad šo re iz inājumu summa i r 0 . Tā tad 

" i | W k ! + a i L \ t T X * i n ^kn " U 

So i z t e i k s m i varam^uzskat ī t kā determinanta a t t ī s t i j u m u pēc 
r indas k, p i e kam Šis r indas e lement i i r v i e n l ī d z ī g i a r r i n ­
das i e lementiem. Tā tad determinanta i r d i v i v i e n l ī d z ī g a s 
r indas un saskaņa ar agrāko, šāda determinanta v ē r t ī b a i r 0 . 

9. Ja d e t em inan tā kādas r indas ( s t a b i ņ a ) elementiem p i e ­
skaitām, ar kādu pēc pa t ikas f ak to ru r e i z i n ā t u s , kādas p a r a l ē ­
l a s r indas ( s t a b i ņ a ) e lementus, tad determinants savu v ē r t ī b u 
nemaina. 

k; 11 

A t t ī s t o t determinantu peo o t ra s tab iņa dabūjam 

(kaļ, + BļX ) D ( l + ( k a l ļ + a a 2 p )D j2 + . . . + ( k a n ļ + 

= a u V + a l i D ! x + ••••+ a n . D n i 3 + t t . i E l l + a i 2 I V 

j o i z t e iksme iekavas i r nu l l e . (Fe ' : 
P iemērs . 

1 3 4 
B = = 2</ 6 2 

2 7 8 I 
i eska i tam p i e t r e š ā s r indas pirmo r indu , 

I 1 3 

D = 6 2 

r e i z i n ā t u ar - 2 , t a d 

A t t ī s t ā m pec t r e š a s tab iņa , tad a t t i s t i j u m a i r t i k a i ī j iens 
l o c e k l i s 

1 6 2 | 
1 ļ = 4 ( 6 . 1 - C .2 ) 

10. Determinanta kapes^pazeminušana un 
paaugst ināšana. 

Determinanta kape pazeminās par 1, j a kādā" r inda ( s t a b i ­
ņa) v i s i e l ement i , izņemot v i enu , i r n u l l e s . 
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P ierādī jums redzams, a t t ī s t o t D pēc šās r indas ( s t a b i ņ a ) 

1 Hi • • a m 

i = a r , a u • • a J n 

1 a 3 l . 
• S n 

• a J n 

a_ • & 
Q a . a 

T i n 

So ī paš ī bu i z l i e t o , l a i v i enkāršo tu determinanta aprēķ inā­
šanu. Ar i e p r i e k š ē j ā s teorēmas p a l ī d z ī b u dabū, l a i kādā r inda 
•vai s tab iņā , izņemot v i enu elementu, p ā r ē j i e e l ement i būtu 0 . 

16 4 10 
r - 3 2 1 

9 6 4 
A t t ī s t o t pēc v ienkāršākas r i n d a s , c t r ā s , dabuj 

D = 3 ( - ) 1 4 1 0 ļ + 2{ + ) 1 1 6 1 P I « ( -) 

1 6 4 | Q 4l 1 9 6 1 = 3 . 4 4 + 2. ( -26 ) + 1 ( -60) = 20. 
Pārveidojam augšējo determinantu t a , l a i o t r a s tab iņā d i v i 
e lement i būtu 0 . To varam-panākt, j a ar -2 r e i z i n ā t u o t r o rin^-

p ieska i tām t r e s e i r i n d a i . 

10 0 8 
D = 3 2 1 

0 0 1 
A t t ī s t ām pēc o t rā s tab iņa 

110 0 | 
E = 2 1 = 

1 0 1 1 
S P varam a t t ī s t ī t a r i peo t r e s a s r indas un dabūjam 

ļ 10 0 ļ 
D = lM = 2C 

Secinājums. 
Ja e lement i ga lvenās d iagonā les v i enā pusē i r n u l l e s , tad 

determinanta v ē r t ī b a i r v iņa ga lvenā d i agonā l e . 

a u all a , j 
a 2 1 ^ 3 Hm 

all 
a 2 1 ^ 3 Hm 

0 a 2 ļ 
a 13 »» 0 a „ a f e = a u 0 a „ a f e 

0 0 a W 
= a u 

0 0 aiļi. 
0 0 c 

a ^ a w 

0 a j 

Determinanta kapi paaugst ina šādi 
ļa„ ā (1l 1 x xļ 1 X x X IX 1 X 

0 1 X X 0 a a 

0 0 a » a l l 0 a t l 

0 0 H\ 
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Ar iz apz īmēt i e e lement i va r but pēc p a t i k a s . Faņeniena p a r e i ­
z ī ba redzama a t t ī s t o t determinantus. 
P i emēr i . 

1. Kāda i r seko joša determinanta v ē r t ī b a ? 
1 2 1 
J • J ? 

1 1 1 

2 4 5 

1 - 2 I 
Ar da ļas s k a i t ļ i e m nav ē r t i r ī k o t i e s , t ā d ē ļ pārve ido jam d e t e r ­
minantu, r e i z i n o t pirmo s/tabiļuar 6, o t ru ar 12 un t r e š o ar 6,ta 
determinanta e lement i būs v e s e l i s k a i t ļ i . Tā tad 

6.12.6 A = 
8 

4 

novelkam o t ru r indu no t r e šās un a t t ī s t ām pec t r e š a s tab iņa 

6.12.6 A = 

6 .12.6 A ~ 3 ( + ) 

2 — a - 3 
3 -3 2 
ļ -3 0 

ļ -3 
+ 2( 

-3 
+ 2( 

P i rmais determinants ar d iv improporc iona lanr indan i r 0 . P a l i e k 
6 .1? .6 A = 2 . - ( 2 . - 3 - 3 . 0 ) = 2 . - ( - 3 0 ) = 60 

A = 6.12.6 = 3^ 
2.IIāda v ē r t ī b a determinantam 

6 10 

i i 
3 3 

1 3 5 
No pirmās r indas i znesan pirms de te rn inanta kopējo f ak t o ru 2 . 
Ko o t r ā s r indas i znesan kopē jo f ak t o ru ^ , tad 

2 3 
2 

1 3 
F i e ska i t an ar - 1 r e i z i n ā t o t r e šo r indu p irmai r i n d a i 

2 . 
7 

2 
3 

a t t ī s t ām pec īSirznas r indas 

0 0 

2 -1 = 2-±-

3 5 

3 
2 - 1 

3 5 

f d o + 3 ) 
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a3l K+ajt a33 (txD a+ P ļ t + + (a , t D, t + a ^ + a^Djj) 

a /4 a/3 
a* P 

a * Y 

ax/ 

ī i e r ād i jums i z d a r ī t s , a t t ī s t o t pēc o t rā s tab iņa , a t k l ā j o t i e ­
kavas un b e i d z o t pārvedet iekavas i z t e iksmes determinanta" 
s imb i l a v e i d ā . 

A r ī a p g r i e z t a i z t e iksme i r pa r e i z a un p ierād i jums izdarāms 
a p g r i e z t ā kā r t ī bā 

a M a , l a l 5 a/V a M a, t + a/t a/3 
aJI a l t a « 3 + all a i l a H = a < l + a i l a t 5 
Hi a J « a ) 3 a j / a i i a 5 J a J I a 3 l + 

a J l a 33 

12. Nu l l d e t e rm inan t i . 

Par nul1determinantu sauc tādu, kura v ē r t ī b a i r C. 
Ful ldeterminantā p a r a l ē l u r indu ( s t a b i ņ u ) elementiem p i e k ā r ­
t o t i apakšdeterminanti i r p r o p o r c i o n ā l i . 

a l , a«. a „ 

a * / a u a13 
a3J a 3 * 

**/ a M a M a M 

Veidojam - Am A1l I e vē ro jam, ka Ay^datu + z īmi un A ^ 
- zirni. 

a / , a / 3 a / v a a a/3 a/v 
A */ = a l l a 5 3 a.ty + A 11 a i t a J 3 a JV = 

a 3 J a w a J l a S ! a 3 » 

ļ a n A w a 'b a « a«A/t a l ī a /v ( a 

au *• 
a * 3 a i t = (a „A„ + a^Šy t) a l 3 a M 

1 a„A„ a , a » a 33 a » ( a „A„ + ajj ln) 
a » a 3« 

Beidzama d e t e r m i n a n t a , r e i z i n o t o t ru s tab iņu ar A,»un t r s o ar A, L 

un pēc tam p i e s k a i t o t pirmām stabiņam, dabūjam 

I 8 » a J 

\ A n + < W L a 1 VVî + a /3 a/y À a i S a / » 

a n A » + °tiA«, - ^ 3 + 
a „ ajļ, = 0 

a 13 a *v 

"li"-» + a , jA a H a,,A>» + a „ a X c 
a 3 ! a3t 

1 1 . Le te rminant i ar sas tād ī t i em elementiem. 

Ja determinantajcādas r indas ( s t a b i ņ a ) e lement i sas tāv no 
k summandiem., tad šo determinantu. var pā r v e i do t kā summu no 
k tās pašas kapes determinantiem ar v ienkārš iem elementiem. 



T ā t a d A | | A ^ - A , , A | 1 = A ļ a 3 j a J 

Ja A = 0, tad a r ī 
A i l kh%~ \ A a = 

un 

v a i a r i 
A „ : A „ = i.lt: 

ar ko augšēja teorena i r p i e r a d ī t a . 

I I I . Determinanta d i f e r encēšana . 

Di ferencēšana a t t i e c i n a uz kādu elementu 

a « a/i • " • a , n 

a , v A . v + . • +a- A.. 

%i a n t • ' • % 

dabū d i f e r e n c ē j o t A a t t ī s t i j u m u pēc r indas i , a t t i e c ī b ā 

" i i * 
Sedzams, ka "3A •^iir 3° determinanta a t t ī s t ī t a ve ida 

elementā a ^ atrodas t i k a i v i enu r e i z i un p i e tam r e i z i n ā t s 
ar savu apakšdeterminantu, kura nav 

Di fe rencēšana a t t i e c ī b ā uz kādu parametru. 
Ja A e l ement i i r funkc i j a s no parametra t , tad varam de t e rm i ­
nantu d i f e r e n c ē t a t t i e c ī b ā uz t . 

- f ' a i k > i = , . . . r . 

t a ka, j a 

tad 
A = ī ( x , y , z ) 

d A _ ? A dx , 3A dy , lA d z , 
d t 3x ' dt Jy ' dt Jz dt ' ' ' 

t a i 5 ^ n da 

i • I ^ T ' T ^ = E^-M* Cwi , « . . . »> ; (wi .a. . -J 

dt " *"~4#"!4fc V ' " i l " i ' 
Pārvedot ka t ru summu determinanta 

a ( , a^ . 

a J ( a ļ t . 

a n , « i ' 

.ibola, dabūjam 
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У, 7,' 

5i Ji 

y U - t ) y ( n ­ . ) 

„ ( «1 * *5 

S i n i determinanta у; , y t . . . y n i r funkc i j a s no у '̂ i r yf a t ­

vas inā tā a t t i e c ī b ā uz :: u . t . t . So determinantu d i f e r e n c ē a t t i e 
č ība uz x i z l i e t o j o t au j šē j o paņēmienu. 

у/ у, y, 

iV y t ' y^' . У г ( п ­ , ) y ( n ­ , ) 

'n Jn Jn 

f n ­ 0 ( n - l ) 

n v n J n 
v ( n ­ г) v ( n ­ ; ) 

••yn 

У. Л 

y y " y " . . . y C n _ i ) y C n ) 

V isos deterLiinantos š i n ī summā, izņemot beidzamo, i r d i v i 
v i e n l ī d z ī g i p a r a l ē l i s t a b i ņ i , t ā d ē ļ š i e d e t e rn inan t i , i zņ emo t 
beidzamo, i r 0 , un tā tad 

У, У, У, 

у. у ; y ; 
f n ) 

iatram t a l o ­
nenz i j a . 
I rmas ,o t ras un 

IV . Determinantu p i e l i e t o š a n a l i n e ā r o s 
no l īdz ina jumos . 

1. D e f i n ī c i j a s . 

No l ī d z i n a jums t i e k saukts par homogenu, j a 
cek l im, a t t i e c ī b ā uz nezināmiem, i r tā p a t i d 
I i emē r i : s e k o j o š i e no l īdz ina jumi i r homogeni, 
t r e š ā s dimenz i jas 

X ­ 2y + z = 0 , x l ­ Эху + 4y* = 0 , X 3

- 4 z 3 + xyz = 0 

No l īdz inā juns i r l i n e ā r s , j a tā l o c e k ļ i a t t i e c ī b ā uz n e z i n ā ­
miem i r p i ruas d imenz i j a s : 

x - 4 y + z - 3 = 0 , ах + by + с = 0 

A u g š ē j i e no l īd z iuā jumi i r l i n e ā r i , bet s eko j o š i e i r homogeni 
un l i n e ā r i 

x + Ъ, у + с, z 3x - 4y + 5z ­ 2u = 
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Homogenu nolīdsinājvum:. var pā r v ē r s t e l i v i va l en tā nehomogē­
na, da l o t nol īdz inajumu ar v ienu no mainīgiem un a t t i e c ī b u 
v i e t ā i e v e d o t jaunu apsīmi 

a, x + b, y + c, z = 0 ( a ) 

i! 
l i ekam 

z ' z ' 

+ 0, = 0 *4 +*,? 
n o l ī d z i n a jumi ( a ) un ( b ) i r e k v i v a l e n t i . 

nehomogēnu nolīdzinajumu var pā r vē r s t homogenā, i e v edo t n e ­
zināmo v i e t ā a t t i e c ī b a s 

l iekam 

b, ļ + c, = 0 

a, x 4- b, y + c, z = 

i z t e iksme p i e rād i 
v iņa de r ī ga a r ī pi 

)mogeniem n o l i i z i n a j u -
;enie2i n o l ī d z i n a jumiem 

?. " o l i d z i u a jurru 
pa 

a ļL ineāru nehomo^: 

A jurtu kopē ja 

L: iīiC jvāju ai"1 n ne z in . : ;xe;i 

L ineā ru nehomogēnu, n n o l ī d z i n a jumi1, s i s t ēma i ar n n e z i n ā ­
miem i r šāds v e i d s 

+ a x , + 

t l ) 

3e k o e f i c i e n t i aL™. i r r e ā l i s k a i t ļ i un no tie:m s a s t ā d ī t s d e -
terminants t i e k saukts par š ī s nol īdz inajumu sistēmas d e t e r ­
minantu 

1 a„ a (^ . . . a! 

a2i a ! t • • • a ļ 

L a i dabūtu re iz ināmo 

"Ik *£ 
a J k % 



R e i z i n o t ka t ru s tab iņu ( izņemot s tabiņu k ) ar a t t i e c o i o x un 
p i e s k a i t o t k-tam stabiņam, de te rn inanta v ē r t ī b a nemainās. Pēc 
tam k- tā s tab iņā un r indā i s t ā vo ša i s e ler ients dabū v e i d u 

I °u - -h Jc - k + • • • + » i n % 

kas redzams no nol īdz inajumu s i s Š i s elements n o l ī d z i n ā s -f. 

tēmas ( ļ ) . I e l i e k o t de tern inanta k - t a s tab iņa elementu v i e t ā 
a t t i e c o š o s -f, , -f^ . . . -f^ Š is s tab iņa dabū ka t rā elementā 

z īmi - . šo z īmi i zne so t pirms determinanta, varam r a k s t ī t 

a ( 2 . . . t, 

XII 

kuru dabūjam, j a no l īdz ina jumu 

s istēmas ( l ) determinanta k - t a s tab iņa elementā v i e t ā i e l i e ­
kam a t t i e c ī g o s nol īdz inajumu abso lūtos l o c e k ļ u s . 
Ja 

tad ^k * 0 

Determinantus -D, , -D. 

kā v e i d ā , sekojošā kār t 
v i s i em k o e f i c i e n t i e m a^ 

l ū t o s l o c ek ļus f 

un D varam dabūt pārredzamā-

,p i e v i eno ju " 
t r i k s u no s istēmas ( l ) 
k o e f i c i e n t i e m a r ī abso 

a n , SL* a n k 

Šajā raatriksā i r n r indas un n+ 1 s tab iņu . P a p i l d i n o t šo ma-
t r i k s u ar (n + l ) - m o r indu, dabūjam determinantu ar n + 1 r i n ­
dām un n + 1 s tab iņ iem. Kā v ē l ā k redzēs im, (n + l ) -mās r indas 
e lement i nebūs v a j a d z ī g i , be t gan t o v i e tām p i e k ā r t o t i apakš­
determinant i un t ādē ļ , konkrē tā gadijumā, ievedām (n + l ) -mās 
r indas elementu v i e t ā , p i e l i e t o j o t zināmo sekemu,elementu v i e ­
tu z īmeo. V i spā r ē j ā gadijumā š e i t elementu v i e t ā l iekam punk­
tus , t ad 

a« .. • a l k f( 

a „ . . • a t k 

" a i • a nk 

n + i , k n + l , n n+ 1,11+1 
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Determinanta A apakšdeteru inants , 

Hk+ l 

, a n r - - - a n k - , a ^ , . . . a ^ ; 

Š i n ī apakŠdeterninantā nav k - t ā s tab iņa ,de terminanta i r n r i n ­
das un n s tab iņ i .Pārnesām beidzamo stabiņu ar elementiem 
f, ,fj . . . fn s ta rp stabiņiem k-1 un k+i. L a i t o i z v e s t u , t a d 
ar beidzamo stabiņu j ā i z d a r a t r a n s p o z i c i j a s , pirms t a s j ā p ā r ­
v i e t o n- tā s tab iņa , tad ( n - l ) - n ā u . t . t . s tab iņu v i e t ā un b e i ­
dzot a r i (k+ l ) -mā s tab iņa v i e t ā . Tādā kār tā j ā i z d a r a n-k t r a n ­
s p o z i c i j a s . Bet tad determinanta zīme būs a tka r ī ga no 

( - l ) 3 1 ^ . L a i L j ļ , paturē tu savu z ī m i , kada tam i r pirms t r a n -
s p o z i c i j ā m , t a d pā rve ido to determinantu j ā r e i z i n a ar ( - l ) 1 1 ^ un 
t ā d ē ļ pēc t r anspoz i c i j ām 

c-u 1 1 

f, a. k+i 

Reizinājums C- l ) 

/4 • • • a l k - , T 

-1 un t ā d ē ļ 

»14 • ik- i 

'k+/ 

ik+/ 

li "nļ- • • Tzk-l n °nk+; 
determinants i r t a s p a t s , Icuru agrāk apzīmējam ar - P 

-11 = A 
t ā 

n+ļ k 
"V ieg l i ieskatāms, ka agrāk ar D 
kā apaksdeterminantu no A un 

Tade ļ varam r a k s t ī t 

z īmēto determinantu dabūjam 

n-H n+-t 

V n k 

x < • x i : S i • 1 ~ V i i ' "V+i t ' An+i 3 ' 
• • • • ^n+l n " V + i n+i 

So i z t e i k s m i rakstam pārskatāfuosimboliskā v e i dā 
a <t • • • a m f< 

~n 1= 

<?B a n t - - - a n n f n 
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z : i -3 

Deten i inanta beidzamas r indas v i e t u zīmes dabūjam pec schemas. 

A4, i r apaksdeterminants p r i e k š c e tu r tās r indas pirmās v i e t a s , 
t ā tad 

3 - 1 -3 
A „ = - -1 1 - 4 

-3 -2 7 
Â t, i r apakšdeterninants p r i e k s c e tu r tās r indas c e tu r tās v i e -

tad 

3 - 1 -3 
- 1 1 - 4 
-3 -2 7 

2 3 -1 

3 - 1 1 
5 -3 -2 

Apv i eno j o t ats lēgut iu, rakstam 

3 -1 -3 2 -1 -3 2 3 -3 2 3 - 1 
= : y : z : i = - -1 1 -4 3 1 - 4 3 - i —4 3 - i 1 

-3 -2 7 5 - 2 7 5 -3 7 5 -3 -2 
Pēc augšējo determinantu vērtību izreķinĒ šai as dabu j ain 

r. : 7 '• z : L = 37 '• 72 : 149 : 47 

< = f ^ y - Ē 
47 

z = 149 
47 

Konkrētā, gadījumu (n-r-l)-iaā rindā punktu v i e t ā ievedām vietu 
zīmes pēc schenas.Tad A n . h ļ ( , A^.,., Ļ . . . A ^ , n + , dabūjami kā 
š ī determinanta apakšdeterminant i . 

P iemēra. 
A t r a s t seko jošas no l īdz inājumu s istēmas nezināmo x,y,z 

v ē r t ī b a s . 
2 x + 3 y - z - 3 = 0 
3x - y + * - 4 = 0 
5* - 3y - 2z + 7= 0 

Veidojam s imbol isko i z t e i k s m i no nol ldz inājumu k o e f i c i e n t i e m 
un absolūt iem l o c e k ļ i e m 

3 - l -3 
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tad dabūjam 

. - J ^ + a A . 
5 n+i 5 n + t 

a u + a u . 

ļn+l 5n+i 

? n+1 

N o r e i z i n o t no l ī d z inā jušus ar 

* » % + » « ! * • + a , n f n 

a i , f , + HiĻ + • • • + v i » 

a n , f , + a n l 5 , + ••• + a n n ? n + r n ! a + , = 
Nol īdz inājumu sistēma ( 3 ) sas tāv no l i n eā r i em homogeniem n n o -
l īdz inā jumiem ar n + 1 nezināu'.om ^ , ^ . . . . ^ n_(_j -Nezināmo 

v ē r t ī b a s no šiem nol īdz inajumiem nevaram dabūt, be t gan n e z i ­
nāmo a t t i e c ī b u v ē r t ī b a s p r e t v i enu no nezināmiem, dotā g a d i j u -
mā nezināmo a t t i e c ī b u p r e t 5n^_j v ē r t ī b a s . 

Uzskatot s istēma ( 2 ) a t t i e c ī b a s 

§ n+| § n+l !in+i 
kā nezināmos, p i e l i e t o j o t no rād ī t o s imbolu, dabūjam 

. . . f < 

^n+( 

a n , 

K o r e i z i n o t ar dabūjam 

a m f . 

- i H> a i i • • • • a x n f ! 

ļ a n , a n , • • 

- V i i Vt-n. A n+l nu 

b )L ineā ru homogenu n nol īdz inajumu ar n + 1 
BO-lļdginnjuKic-a s i s tēma. 

Ja nol īdz inājumu sistēmā Cl ) l iekam 
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" n + u 3 

X , + 

+ 

• ( 4 ) 

La i dabūtu n nezināmo v ē r t ī b a s v a j a d z ī g i n no l ī d z i nā jum i , 
( n + l ) - m a i s no l īdz ina jums i r l i e k s , t as var k o p ē j i pas tāvē t ar 
pārē j i em n nol īdz inajumiem t ad , j a i z p i l d ī t s kāds noteikums. 

Kā redzējām, no n nol īdz inajumiem dabūjam nezināmo v ē r t ī b a s 

x x - A ^ _ _ • A n + " 1 

I e l i e k o t š ī s v ē r t ī b a s (n+l ) -mā no l īdz ina jumā, dabūjam 

V n 
" T " " n + i n+l V h n+. " T ' " "n+ l n+l 

N o r e i z i n o t ar A ŗ l + | dabūjam 

Kā redzams, augšējā izteiKō-ae ir seko joša determinanta a t t ī s -
t i jums pēe (n + l j -mās r indas 

Tā t ad , l a i n+l l i n e ā r i homogeni no l īdz ina jumi ar n nezināmiem 
varē tu k o p ē j i p a s t ā v ē t , v a j a d z ī g s , l a i nol īdz inājumu s is tēmas 
k o e f i c i e n t u un abso lūto l o c e k ļ u determinants i r n u l l e . 

d ) L ineāru homogenu n nol īdz inājumu ar n 
nezināmiem s is tēma. 

= 0 

« 0 
-(5) 

Noda lo t , piemēram ar x^ ,dabūjam 

Simbola a t s l ēgšana izdarāma kā agrāk n o r ā d ī t s . 
c )L i r - ,^ru nehomogēnu n+1 nol īdz inājumu ar 

n nezināmiem s is tēma. 
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Sistēma (6) sas tāv no n l i n e ā r i e m nehomogēniem nol īdz ina jumiem 
X , X , x 

ar (n - 1) mainīgiem — ; — . . . -
^n *n *n 

Sī s i s tēma,pēc agrākā, var pas tāvē t , j a vism k o e f i c i e n t u un 
abso lūto l o c ek ļu determinants — 0. Tā kā s istēmas (6) un (5) 
i r e k v i v a l e n t a s , tad a r ī varam t e i k t : 

n homogeni l i n e ā r i no l īdz inā jumi ar n nezināmiem 
var k o p ē j i p a s t ā v ē t , j a s istēmas v i s u k o e f i c i e n t u 
determinants i r n u l l e . 

P iemērs . 
A t s l ē g t nol īdz inājumu sistēmu 

x _ 2y + ļz m 0 
2x + y - z = 0 

S i s t ēmat l ineā ra un homogena. Atslēgums s imbol iskā v e i dā 

2 1 - 1 

.(6) 

-2 3 
I 1 ' 1 , J 1 - A 

= ( + ) 1 -1 : ( - i i l 

. Z = --1 : 7 : 5 

ALGEBRAISKU NOLĪDZINĀJUMA TEORIJA. 

1. D e f i n ī c i j a s . 

Ka t rs no l īdz ina jums 
f U ) = o (i) 

kugā f apz īmē^ga l īgu a l g eb rā i sku ope rāc i ju sekojumu ( s a s k a i ­
t ī šanu , atņemšanu, r e i z i nāšanu , da l ī šanu , kāpināšanu ar v e s e ­
lu r ā d ī t ā j u un saknes i z v i l k š a n u ar v e s e l u r ā d ī t ā j u ) t i e k 
saukts par a l g eb rā i sku no l īdz inā jumu. Tādu nol īdz inājumu var 
a t svab inā t no daļām un a r ī no saknēm un pā r v e i do t 

f ( x ) = a Q x n + a , ! * " ' + a^z?"" 3 + . . . a n = 0 (2) 

K o e f i c i e n t u s a 0 , a , . . . a n š e i t pieņemsim kā r eā lus s k a i t ļ u s , 
tu rpre t im pieņemsim, ka x v a r būt t i k p a t r e ā l s , kā a r ī kom­
p l ekss s k a i t l i s . Rād ī t ā j s n t i e k pieņemts kā p o z i t ī v s v e s e l s 
s k a i t l i s un n o t e i c nol īdz inājuma k ā p i . n - t ās kapes n o l ī d z i n ā -
jumam va r būt l i e l ā k a i s n + 1 l o c e k ļ u un tādā gadijumā n o l ī -
dzinājums t i e k saukts par p i l n ī g u . Ja t rūks t dažu l o c e k ļ u , t . i . 
j a a t t i e c ī g i e k o e f i c i e n t i - 0, tad nol īdzinājušas i r n e p i l n ī g s . 

Ja nol īdz inājuma nav l o c e k ļ a ar a x n _ l , t ad t o sauc par r edu ­
cē tu . Katru x v ē r t ī b u , kura i e l i k t a x v i e t ā no l īdz inā jumu ( 2 ) 
apmier ina, sauc par nol īdz inājuma s a k n i . A t r i s i n ā t no l īdz inājumu 
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2 . Nol īdzinajumu var a t svab inā t no k o e f i c i e n t a a 
l i e k o t 

i e v i e t o j o t šo v ē r t ī b u nol idz inajuma ( 2 ) dabūjam 
n n-t n - i 

= o ( 3 ) 

n o r e i z i n o t ar dabūjam 

a 1 a Q z I 1 ^ 1 + a 3 E? 0 z n 

3. Polinomā 

a „ x D + a . * 1 ^ ' 

. . ( 4 ) 

• ( 5 ) 

z varam dot t i k l i e l u v ē r t ī b u , ka l o c e k ļ a a 0 x n a b s o l ū t a i s l i e ­
lums būs l i e l ā k s , nekā v i s u c i t u l o c e k ļ u summas abso lū t a i s 
l i e l ums un tā tad polinoma zīme a tka rās i e s t i k a i no š ī pirmā 
l o c e k ļ a zīmes-

Pārveidojam polinomu ( 5 ) 
ā, a, 

* ° < a o + 5T + ^ + ••• + ^ > < 6 > 

Redzams, ka p r i e k š x varam a t r a s t t i k l i e l u v ē r t ī b u , p i e kuras 

a o > I + i* + " • • + Jg 
R e i z i n o t abas nenol īdz inājuma puses ar dabūjam,pie p i e t i e ­
koš i l i e l a x 

a 0 x * > a , x D - + a ^ - 1 + . . . + % 

P ie p i e t i e k o š i mazas x v ē r t ī b a s , polinoma ( 2 ) beidzamā l o c e k ļ a 
absolūtā v ē r t ī b a i r l i e l ā k a , nekā v i s u c i t u l o c e k ļ u summas ab ­
so lū tā v ē r t ī b a 

. ( 7 ) 

j o p i e x = bezga l i g i _maza ,^augšē ja summa i r b e z g a l ī g i mazs 
l i e lums un t ā d ē ļ mazāks, ka g a l ī g s l i e lums a^. 

4 . Galvenā teorēma. 

Katram algebrāiskam n- tās kapes nolīdzinajumam i r sakne. 
S ī s teorēmas p a r e i z ī b a i r p i e r ā d ī t a no Gauss 'a . 5e pieņemsim 
i z t e i k s m i kā p i e r ā d ī t u . 

nozīmē a t r a s t nol īdz inajuma saknes. No l īdz ina jums, kuram dots 
v e i d s ( 2 ) , t i e k saukts par sakār to tu . 



- J8 -

f n « " a o 

Ja f ( x ) i r n - t ās kapes , tad f ( ( x ) i r ( n - l j kāpē u . t . t . , f ( x ) i r 
n-n = 0 kāpē. 

5. Bezout teorēma. 
Ja v e s e lu a l gebrā i sku funkc i ju da la ar x - a, tad dal i juma 

at l ikums i r f ( s c ) . 

f (x) = (x - a ) f , ( x ) + R 

Še f , ( x ) i r da l ī šanas kvoc i en t s un R at l ikums . L i eko t x = a da-
m i & m f U ) = 0 . f , ( a ) + R 
t ā t a d f ( a ) = H 
Secinājums: j a a i r nol īdz inājuma sakne, tad f ( a ) - 0 un n o l ī ­
dzinājuma polinoms dalāms ar ( x - a ) bez at l ikuma. 

f ( x ) = ( i - a ) f , ( a ) + H 
j a a sakne, tad l i e k o t x = a 

f(<x) = 0 . f , ( a ) + H 

0 = O . f ļ U ) + H 
H = 0 

Apgriezums a r ī d e r ī g s ! 
Ja v e s e l a a l g eb ra i ska funkc i j a f ( x ) dalāma ar (x - a ) bez 

a t l ikuma, tad a i r f ( x ) = 0 sakne. 
f ( x ) = ( x - a ) f , ( x ) , 

t . i . f ( x ) dalāma ar ( x - a ) bez a t l i k ā s , l i e k o t x = a dabūjam 

f (cx) = ū . f , ( a ) = 0 
Tā kā f ( a ) = 0, tad a i r f ( x ) = 0 sakne. 

6. Ja: 
f ( x ) = (x - a ) f , ( x ) ^ 

t a 4 f ' ( x ) = (x a)tt'M + f , (x ) 
l i e k o t x = a dabūjam 

f ' C a ) = f / a ) 

7- Katru v e s e l u a l gebrā i sku n - t ās kapes polinomu f ( x ) v a r 
pā r v e i do t n f ak t o r o s 

(x-ctļ ) ( x - a j ) ( x - a 3 ) . . . ( x - a D ) ,kur a t , 0 ^ , , . . , a n i r n o l ī d z i n ā ­
juma f ( x ) = 0 saknes. 

Faktorus ( x - a , ) , ( x - a ^ ) . . . ( x - a ) sauc par f ( x ) sakņu f a k t o ­
r i em. 

Pēc G-auss'a i z t e iksmes f ( x ) = 0 va j ag būt vismaz v i e n a i 
sakne i , a, tamdēļ 

f ( x ) = ( x - a , ) f , (x ) 
Fēc Gauss'a i z t e iksmes f , ( x ) = 0 a r ī i r vismaz v i ena sakne, tam­
d ē ļ , j a <xt i r š ī sakne, tad 

f,(x) = (x - a j ) f j ( x ) u . t . t . 
f j (x) = (x - O j l f j t x ) 
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N o r e i z i n o t nol īdz inajumu, k r e i s ā s un labās puses,dabūjam 

f ( x ) = a Q ( x - a , ) ( x - a 1 ) ( x - c t J ) . . . ( x - a n ) ( 8 ) 
a , , a z , . . . , a n i r f ( x ) = 0 saknes, j o l i e k o t x = n o l ī d z i n a j u -
ma ( 8 ) l abā puse i r = 0, tā tad a r ī f ( a . ) = 0 , t . i . a- i r no -
l idz inā juma sakne. 

8. Katram n- tās kapes algebrāiskam nolīdzinajumam i r n 
saknes,ne mazāk un a r ī ne v a i r ā k . 

Kā redzams no ( 8 ) f ( x ) va r s a d a l ī t n sakņu f ak to ros ,kurus 
n o r e i z i n o t dabūjam n- tās kapes i z t e i k s m i , a, tazr. . . ,0^ i r 
f ( x ) saknes un t o s k a i t s i r n, un n a r ī i r f ( x ) kāpe. 

Pieņemsim, ka no l ī d z i n a jumam bez saknēm a ( . . a Q a r ī i r 
v ē l sakne (3, kura a t š ķ i r a s no i ep r i ekšē j ām, tad s a l i e k o t n o l ī ­
dz ina jumu sakņu faktoros,dabūjam 
f ( x ) = ( x - a , ) ( x - a j ) ( x - a 3 ) . . . ( x - a n ) = ( x - B ) f ( ( x ) (9) 
Labā pusē f ( x ) i r s a l i k t a sakņu f a k t o r a ( x - p ) re i z inā jumā ar 
f , ( x ) , j o j a p i r no l īdz inājuma sakne, tad tāds salikums i r i e s p ē ­
jams. 

Liekam (9) ka x = p, tad dabūjam 
(P - ot, ) ( P - a , ) ( p - <x3) . . . ( p - <xn) = 0 . f , ( P ) ( 1 0 ) 

Labā pusē ( 10 ) dabūjam 0, be t k r e i s ā pusē nev iens no f ak t o r i em 
nav 0, tā t ad k r e i s ā puse nav 0.Pieņēmums, ka p i r sakne,kura 
a t š ķ i r a s no a , , a 2 , . . . a ved p i e pre t runas , no kā redzams ka 
pieņēmums nav p a r e i z s . 

Daži no sakņu fak to r i em var būt v i e n l ī d z ī g i , t a d a r ī dažas 
saknes i r v i e n l ī d z ī g a s , b e t tomēr nolīdzinajumam i r n saknes , j a 
v i ņ š i r n - t ās kapes.Ja a, - a 2 = . . . — * n , tad a sauc par n 
k ā r t ē j u s a k n i . I e v ē r o j o t šo i z t e i k s m i , var v i e g l i v e i d o t n o l ī -
dzinājumu ar dotām saknēm. 

Piemēram, j a dotas saknes + l , +2 ,un i-J,tad no l īdz inā jums ar 
šīm saknēm i r ( x - i ) ( x _ 2 ) ( x + 3 ) = l 1 - 7x + 6 = 0 

Nenote ik tu k o e f i c i e n t u paņēmiens. 
Sadalot sakņu f ak t o r o s 

f ( x ) = yf + a . x 1 1 - ' + . . . + a^ ( 1 ) 

dabūjam f ( x ) ē S o ( x ^ H x _ C L ļ h ^ u _ ^ ) . o 

Pieņemam,ka bez n saknēm a ( . . . a n i r v ē l sakne p, tad 

f ( p ) = a 0 ( p - a , ){V-zx)...(&-an) = 0 ( 2 ) 

I z t e iksme ( 2 ) t i k a i tad var būt 0, j a a Q = 0 , j o v i sas s t a r p ī ­
bas i r l i e l ā k a s par 0 . Tad seko f ( x ) = 0 p i e ka t ras x v ē r t ī ­
bas .Bet f ^ = a ^ 3 n + a jB-< + _ _ _ + ^ i x p i e ka t rasx v ē r t ī b a s n u l l e 
j a 

a Q « 0 ; a, = 0 J . . . a n = 0 . Tādē ļ 
ja v e s e l a i n - tās kapes f u n k c i j a i _ i r v a i r ā k ka n saknes , tad 
t a i i r b e z g a l ī g i daudz saknes, tā i r 0 p i e ka t ras x v ē r t ī b a s . 

Ja funkcijām 

f ( x ) = a Q x + a , x D + . . . + a^ 

... + b 
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t a tad 

D i v i , a t t i e c ī b a uz x s a k ā r t o t i po l inomi , i r i d e n t i s k i v i e n l ī ­
d z ī g i , j a v i e n l ī d z ī g i k o e f i c i e n t i p i e v i e n l ī d z ī g ā m kapēm. 

9. No l l d z inayuma 

f ( x ) = + eLtjP-'+ a 1 x n _ i + . . . + a^ = 0 ( 1 1 ) 

k o e f i c i e n t i i r s immetriskas funkc i j as no no l ldz inā juma saknēm, 
a, i r v i s u sakņu summa ar p r e t ē j o z ī m i , a x i r summa no sakņu 
kombinācijām pa divām ar nemainītu z īm i , a 3 i r summa no sakņu 
kombinācijām pa t r i j ām ar p r e t ē j o z īmi u . t . t . Abso lū t a i s l o c e ­
k l i s a Q i r v i s u sakņu re i z ina jums.Ja n, no l ldz inājuma kape, i r 
pāra s k a i t l i s , tad sakņu re iz inā jums ar nemainītu z ī m i , b e t j a 
n i r nepāra s k a i t l i s , tad zīme p r e t ē j a . 

f ( x ) p ā r v e i d o j o t sakņu f a k t o r o s , dabūjam 

x 1 1 + a ( x D " ' + a 1 X n _ I + . . . + a n = ( x - a , ) ( x - c t t ) < x - a g ) . . . ( x - a n ) . . ( 1 2 ) 

I z v edo t labā pusē re iz inā jumu, dabūjam 

= x E - ( C L , + a x + . . . + a ) x n ~ ' + ( a / a x + a, a , + . . ) ± n ~ l + . . . 

. . . + ( - l ) n a , a 2 . . . 

I e v ē r o j o t neno te ik tu k o e f i c i e n t u iz te iks jrcLkoef ic ient iem p i e x 
tām pašām kapēm va jag abās pusēs būt v i e n l ī d z ī g i e m 

a, = - (ct,+ <Xj+ . . . + a ) 

a, = + (<x( d j + a ļ <Xj + . . . + a.n_t ( l ) 

a 3 = - (a ,a 2 ct2+ a ļ a 2 a + + . . . + a n _ * n _ t < * n ) 

Sk = C~*>* a . a 2 a 3 •• a n 

Š e i t ī p a š i ievēro jamas i z t e iksmes par k o e f i c i e n t u p i e v x n _ 1 un 
par abso lūto l o c e k l i a . Š i s i z t e iksmes turpmāk b i e ž i l i e t o ­
sim. 

Secinājumi. 
Ja nol ldz inājuma nav o t r a l o c e k ļ a ( t . i . l o c e k ļ a ar x ) , 

tad v i s u sakņu summa i r n u l l e . 
Ja nol ldz inājuma nav a_ ,abso lūtā l o c e k ļ a , t a d v i e n a sak­

ne = 0 . n i 

Redzams a r i , ka j a a un a , = 0, tad xļ=x.z= 0 . 
Š e i t j āp i em inar ī i z t e i k sme , kura b i e ž i t i e k l i e t o t a . 

Ja n - tās kapes nol ldz inājuma k o e f i c i e n t s a Q p i e X 1 1 t op = O.tad 
nolīdzinajumam i r v i ena sakne x = oo 

a x n + a. xn~' + a , x n ~ i + . . . + a„ = 0 o 1 » n 

i r v i e n l ī d z ī g a s v ē r t ī b a s p i e v a i r ā k kā n vēr t ībām x , t a d n o l ī ­
dz ina jumam 

f ( x ) - <p(x) = ( a ^ b ^ x 1 1 + b, Jx 1 1" 1 + . . . + ( a n - b n ) = 0 

va jaga būt v a i r ā k kā n saknes, bet t a d , i e v ē r o j o t augšējo 

a c - * o = 0 • a . " b > = 0 ' • • % - * n • 0 



a Q + a ( z + a^z 1 + . . . + а
п 2 П = 0 

j a š e i t a Q = 0, t ad z, = 0, bet 

Ja a r i a t = 0, tad arx CD 

10. Ja nolīdzinājumam, kura k o e f i c i e n t i i r r e ā l i s k a i t ļ i , 

f ( x ) = x n + а . х ^ Ч a t x b _ l + . . . + = 0 ( 1 3 ) 

i r sakne i , = а + p i , tad nolīdzinājumam i r a r i sakne ī^- a - f i i 
I e l i e k o t _ v ē r t ī b u x t = а + p i nol īdz inājumā ( 1 3 ) zinām,ka i z d a ­

r o t ope rāc i j a s dabūjam r e z u l t ā t a 

А + p i 
I e l i e k o t nol īdz inājumā ( 1 3 ) Х д = cc ­ p i , dabūjam kā r e z u l t ā t u 

А ­ Bi 

Tā kā а + pi i r sakne, tad va jag būt А + Bi = O . t . i . А = 0 un 
В = 0. Bet tad a r ī i r А ­ Bi = 0, t . i . а ­ p i a r i i r sakne. 
Tā tad j a nolīdzinājumam i r kompleksas saknes, tad t a s a r v i e n 
parādās p i e k ā r t o t a s pāros . 

Secinājumi. 
a ) Ja nol ldz inājuma sakne <x + p i a t k ā r t o j ā s к r e i z e s , t a d ša jā 

nol idz inā jumā a tkā r t o j ā s к r e i z e s a r i sakne а ­ P i . 
b ) Redzams,ar i , ka nepāra kapes nolīdzinājumam i r vismaz v i e ­

na r e ā l a sakne un ka pāra kapes nolīdzinājumam var būt v i ­
sas saknes r e ā l a s , kā a r ī v i s a s saknes kompleksas. 

c ) Kompleksu sakņu pāra re i z inā jums 
ļ x - ( а + p i ) ] Ц ­ (а ­ p i ) ] = [ ( x ­ a ) ­ p i ] [ U ­ a ) + p i ] 

d o d ( х ­ а ) * + р г = x l ­ 2ах + <x«+ p' = x l + px + а 
I e v ē r o j o t šo i z t e i k s m i un agrāk no rād ī t o salikumu redzams, 
ka nol ldz inājuma polinomu var s a d a l ī t f a k t o r o s , k u r i v i s p ā ­
r ē j ā gad i j ā pieņem ve idus 

1 ) ( х ­ а ) , 2) ( x ­ P ) m , 3) ( x * + px + q ) un 4 ) ( x J + px + q ) n 

Pirmā ve ida f ak to ru dod katra r e ā l a v i e n r e i z ē j a sakne ,o t ra 
v e i d a f ak to ru dod kat ra r e ā l a un m r e i z ē j a sakne.TreŠā v e i ­
da f ak to ru dabūjam no katra v i e n r e i z ē j a kompleksu sakņu pā­
ra un beidzamo ve idu dod ka t rs kompleksu p i e k ā r t o t u sakņu 
p ā r i s , j a t as a t kā r t o j ā s n r e i z e s . 

d ) Pāra kapes nolīdzinājumam i r d i v i r e ā l a s saknes , v i ena + , o t r a 
- , j a absolūtā l o c e k ļ a zīme i r minus un v i s a s saknes var būt 
kompleksas, j a zīme p i e a D i r p lus . 

e ) Nepāra kapes nol ldz inājuma r e ā l a s saknes zīme i r p r e t ē j a 
abso lūtā l o c e k ļ a z īme i . 

11 . Ja nol ldz inājuma f ( x ) = 0 i e l i e k x v i e t ā - x . t a d n o l l ­
dzinājuma f ( - x ) = 0 saknēm i r tads pat ' abso lūta v ē r t ī b a , kā 
f ( x ) - 0 saknēm, be t sakņu zīmee i r a p g r i e z t a s . 
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f ( x ) = ( x - a , ) ( l - a j ) . . . ( x - a n ) = 0 

f ( - x ) » ! - x - a , ) ( - x - < l l ) . . . . ( - x - a n ) = 0 ( 1 4 ) 

Redzams, ka nol īdz inājuma saknes I r . - X , , - a l u . t . t . J 

Piemērs . 

K o l ī d z inājuma x , + 1 9 x + 2 0 = 0 
saknes i r + 1 , -4 un +5 . L i e k o t x v i e t ā - x , dabūjam 

- x ' - 2x*+ 19x + 20 = 0 
pārmainot z īmes, l a i p a t a i s ī t u pirmo l o c e k l i par p o z i t ī v u , d a ­
būjam 

x 3 + 2x * - 19x - 20 = 0 
Šī no l īdz inājuma saknes i r - 1 , +4 un - 5 , j o redzams,ka 

- ( a , + <x3+ a , ) = a, = - ( - 1 + 4 - 5 ) = + 2 
un 

a, . a j . a , = ( - l ) " . ^ = ( - 1 ) ' . ( - 2 0 ) = - . ( - 1 . + 4 . - 5 ) * +20 
12.Ja nol īdz inājuma polinomā seko d i v i l o c e k ļ i ar p r e t ē ­

jam zīmēm, tad saka, ka t a i v i e t ā i r zīmju maina,bet j a d iv iem 
blakus stāvoš iem l ocek ļ i em i r v i e n l ī d z ī g a s z īmes , tad saka,ka 
t a i v i e t ā i r z īmju sekojums. 

m-tās kapes p i l n ī g ā nol īdz inājuma atrodas m+1 l o c e k ļ i , t ā ­
pēc v iņā zīmju maiņu un zīmju sekojumu ska i t a summa i r = m. 

Agrāk n o r ā d ī t s , ka nol īdz inājuma k o e f i c i e n t i i r simmetris** 
kas funkc i j as no tā saknēm. I z te iksmes ( § 8 ) p r i e k š k o e f i c i ­
entiem rāda, ka no l īdz inā juma, kuram i r t i k a i r e ā l a s p o z i t ī v a s 
saknes ,var būt t i k a i zīmju maiņas un ka no l īdz inā juma, kuram 
i r t i k a i r e ā l a s , b e t nega t ī v as saknes, var būt t i k a i z īmju s e ­
ko jumi. 

Nolīdzinājumam ar r eā l i em k o e f i c i e n t i e m ( p i l n ī gam v a i n e ­
p i ln ī gam) i r l i e l ā k a i s t i k daudz p o z i t ī v u sakņu, kā zīmju mai­
nu. 

Pieņemam, ka <p(x) i r v e s e l a r a c i o n ā l a funkc i j a ar r e ā l i e m 
k o e f i c i e n t i e m 

<p(x) = x m + . . . + — . . . - + . . . + - . . . - + . . . + . . . ( 1 5 ) 
š i n ī i z t e iksmē uz rād ī t a s t i k a i l o c e k ļ u z īmes , j o š e i t l i e t a 
g rozās ap zīmju maiņām jeb sekojumiem. Reizinām ( 1 5 ) a r (x-ct ) 
kā a r i tmē t i kā no rād ī t s . . . . 

<p(x)= x m + . . . + . . - + . . . + - . . + . . . + 

x -a , . 

: ^ ± - - ± : x . - x j ± - j ŗ - x - . : t f + • • + -

T ( x ) ( x - a ) = ^ ± . . . ± - _ x . . ŗ ļ + . . 4 , ^ . . ^ + • - + _ ' ( 1 6 ) 

I z t e iksmē ( l 5 ) p u n k t i s tarp divam+sīmem a.pzime,ka š e i t v i s i l o c e ­
k ļ i + un punkti s ta rp divām - zīmēm,ka š e i t v i s i l o c e k ļ i - . 
I z t e iksmē (16 ) dubultās zīmes apzīmē, ka a t t j e c o š ā l o c e k ļ a z ī ­
me nav zināma.Zīmju r indā redzams, ka pēc dažiem l o c e k ļ i e m ar ne ­
note iktām zīmēm nāk l o c e k l i s ar n o t e i k t u z īmi - un a t k a l pēc 
l o c e k ļ i e m ar nenoteiktām zīmēm nāk l o c e k l i s ar n o t e i k t u z īm i 
+ . šāda k ā r t ī b a a tkār to jās .Re i z inā juma l o c e k ļ i a r note iktām 
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zīmēm mainās k ā r t ī g i , p i e kam d i v i sekojušas n o t e i k t a s zīmes 
nevar būt v i e n l ī d z ī g a s . N o t e i k t ā s zīmes re i z inā jumā,kā redzams, 
rodas t u r , kur re iz ināmā atrodas zīmju maiņa. Ja funkc i j ā <p(x) 
i r r z īmju maiņas, tad re iz inājumā va jag būt r -f- 2 l o c e k ļ i e m ar 
note iktam zīmēm,jo pirmajam un beidzamam l o c e k l i m re i z inā jumā 
a r i i r no t e i k t a s z īmes. Tā kā no t e i k t ā s z ^ .mes mainās k ā r t ī g i 
+ — I - - u . t . t . j t a d s ta rp divām noteiktām' i r " v i smaz v i ena zīmju 
maiņa ( v a r but a r i v a i r ā k a s , be t nepāra s k a i t l ī ) , t ā t ad s t a rp 
r + 2 l o c ek ļ i em ar note iktām zīmēm i r vismaz r + 1 z īmju mai ­
ņas . No tā seko^ ka ar ( i - <x ļ_re i z inātā polinomā ( p ( x ) i r v i s ­
maz par v ienu zīmju maiņu v a i r ā k , nekā polinomā <p(x). 

Pieņemam, ka nol ldz inājuma 

f U ) = o 
p o z i t ī v a s saknes i r a ( , & ļ t ... aQ un ka nega t ī v o un komplekso 
sakņu re iz inā jums dod ip (x ) , tad 

f ( x ) = ( x - ci, ) ( x - 0 4 ) . . . ( x - a n )<p (x ) 

Ja polinomu <p(x) pakāpeniski r e i z inām pirms ar ( x - <x , } , tad 
ar Ļx - a^) u . t . t . l ī d z ( x - a n ) , tad ar ka t ru r e i z i nāšanu 
nāk k l ā t v i ena zīmju maiņa un pēc nore i z ināsanas ar v i s i e m 
f ak to r i em, re iz inā jumā i r n zīmju maiņu v a i r ā k , nekā polinomā 
<p(x). 

No t e i k t a seko: 
Nolīdzinājumam f ( x ) = 0 _ i r v i s m a z t i k d a u d z zīmju mai­

nu , c i k p o z i t ī v u sakņu.No augšēja un agrākam izteiksmēm seko 

a ) nolīdzinājumam f ( x ) = 0 nevar būt v a i r ā k p o z i t ī v a s saknes, 
kā zīmju maiņu, bet gan mazāk. 

b ) Nolīdzinājumam f ( x ) - 0 var būt l i e l ā k a i s t i k daudz n e g a t i -
vu sakņu, kā f ( - x ) - 0 i r zīmju maiņu. 
Tas seko, i e v ē r o j o t § 10. 

c ) P i l n ī g ā nol īdz inājumā zīmju maiņām f ( x ) - 0 a t b i l s t z īmju 
sekojumi f ( - x ) = 0 un katram zīmju sekojumam f ( x ) = 0 a t -
b i l c t z ī m j u maiņa f ( - x ) = 0 . I e v ē r o j o t ( a ) un ( b ) seko : ka­
tram p i ln īgam nolīdzinājumam f ( x ) = 0 i r l i e l ā k a i s t i k 
daudz p o z i t ī v u sakņu, kā f ( x ) - 0 i r zīmju maiņu un l i e l ā ­
ka i s t i k daudz nega t ī vu sakņu, kā f ( x ) = 0 i r z īmju s eko ju -
mu. 

d ) I e v ē r o j o t , ka z īmju maiņu s k a i t s plus z īmju sekojumu s k a i t s 
n o l ī d z i n ā s f ( x ) = 0 kape i un v i s u sakņu skaitam, no ( c ) s e k o : 

Katram p i ln īgam nolīdzinājumam f ( x ) - 0 , kura v i s a s saknes 
i r r e ā l a s , i r t a i s n i t i k daudz p o z i t ī v u sakņu,ka z īmju mai­
ņu un nega t ī vu sakņu t a i s n i t ikdaudz kā zīmju sekojumu. 

P i emēr i . _ . 

1 ) f ( x ) • x * - 3x * - ? x 2 + 5 = 0 
Nol īdz inājumā i r 2 zīmju maiņas, tā tad tam i r l i e l ā k a i s d i v i 
saknes + . V e i d o j o t f ( - x ) , dabūtam 
- x f - } x * - 7 x a + 5 = 0 j eb x f + 3x*+ Vx 4 -* 5 = 0 . 
Š i n ī nol īdz inājumā i r v i ena zīmju maiņa, t ā tad f ( x ) i r l i e l ā ­
ka i s v i ena n e g a t ī v a sakne. Ta kā no l īdz ina jums i r nepāra kapes , 
un abso lū t a i s l o c e k l i s i r + , tad t a s , p ē c agrākā, norāda,ka v i s ­
maz v i e n a i saknei va jag būt Tā kā p o z i t ī v u sakņu s k a i t s i r 
l i e l ā k a i s d i vas un nega t ī v o l i e l ā k a i s v i e n a , t a d redzams, ka no­
līdzinājumam va jag būt vismaz 2 kompleksām saknēm. 

2 ) f ( x ) = x S - 3 x r - 7x*+ 2 1 x 3 - 48x*+ 12x - 20 = 0 
Š i s no l īdz ina jums i r p i l n ī g s , t a n ī i r 5 z īmju maiņas un v i ens 
sekojums. Tāpēc tam i r l i e l ā k a i s 5 p o z i t ī v a s saknes un l i e l ā k a i s 
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v i ena nega t ī v a sakne. Bet t ā kā a b s o l ū t a i s l o c e k l i s i r nega­
t ī v s un no l īdz ina juma kape i r pāra, tad pēc § 9 šim n o l ī d z i -
najumam va jag būt vismaz divām reālām saknēm, v i e n a i + un 
o t r a i - . No tā i r redzams, ka šim nolldzinājumam va jag būt 
v i e n a i n e g a t ī v a i sa ime i , kura a r i i r v i e n ī g ā n e g a t ī v ā sakne. 

3 ) f U ) = x 7 - 7 = o 
Š e i t i r v i ena zīmju maiņa, Š i n ī no l īdz inājumā i r l i e l ā k a i s 
v i ena p o z i t ī v a sakne, be t tā kā no l īdz inā jums i r nepāra kapes 
un abso lū t a i s l o c e k l i s i r n e g a t ī v s , tad šim nolldzinājumam 
a r ī pienākas š ī v i e n a v + sakne. Tā kā f ( - x ) = x 7 + 7 = 0,kur nav 
z īmju maiņas, tad augšējam nolldzinājumam nav nega t ī vu sakņu ; 

t a d ē ļ 6 saknes imaginaras. 

13. Ja nol īdz inājumā f ( x ) = 0 t rūks t l o c e k l i s s t a rp l o c e ­
kļ iem,kuriem i r v i e n l ī d z ī g a s z īmes, tad f ( x ) = 0 i r imaginaras 
saknes.Ja š i n ī nol īdz inājumā t rūks tošā l o c e k ļ a v i e t ā i e l ī k t u 
l o c e k l i ar k o e f i c i e n t u 0 un tā kā t ā zīme nav n o t e i k t a , d o t u 
tam r e i z i z īmi +j o t r r e i z - , tad v i enā gadijumā Ša i v i e t ā da­
būtu d i v i zīmju maiņas un ot rā d i v i zīmju sekojušus: , un ja v i ­
sas saknes būtu r e ā l a s , tad divām saknēm va jadzē tu b ū t , v i e n a 
un t a i paŠā l a i k ā , abām poz i t ī vām un abām negat īvām.Tas nav 
iespē jams, t ā d ē ļ v i s a s saknes nevar būt r e ā l a s un ar šo t rūk ­
s tošo l o c e k l i i r n o r ā d ī t s vismaz uz v ienu p ā r i imagināru sakņu. 

P iemērs . 
X + X + X 3 

L o c e k l i s ar x t rūks t s ta rp l o c ek ļ i em ar + zīmēm un norāda 
1 p a r i imagināru sakņu, un t āpa t l o c e k l i s ar x * t r ū k s t s t a rp 
l o c ek ļ i em ar + z īmi un a r ī norāda 1 p ā r i imagināru sakņu. 

Pievedam bez pierādī juma a r ī v ē l pazīmes, kad n o l l d z i n ā j u ­
mam i r imaginaras saknes. 

l ) J a nol īdz inājumā } s eko j o š i k o e f i c i e n t i v e i do ģ e o m e t r i s ­
ku r indu, 

2 ) j a nol īdz inājumā 4 s eko j o š i k o e f i c i e n t i v e i do a r i t m ē t i s ­
ko r indu. 

P i e m ē r i . 5 

x + 3x - x * + 2 x - 4x + 7 - 0 
( - l ) , ( + 2 ) , ( - 4 ) = - l , ( - l . - 2 ) , ( 2 . - 2 ) 

Še 3 l o cek ļu k o e f i c i e n t i v e ido ģeometr isku r indu ar r e i z i n ā t ā -

J U x 6 + H x * + 8x " + 5 x 3 + 2X 1 - 9 - 0 
11 ( 11 -3 ) ( 8 - 3 ) ( 5 - 3 ) 

K o e f i c i e n t i 11,8^5,2 v e i do a r i tmē t i sku r indu . 
Šiem nol īdz inajumiem i r imaginaras saknes. 

14. A l g eb rā i sks j jo l i i ioue . f ( x ) i r nepārtraukta 
funkc i j a no x , kā t a s zināms no d i f e r e n c i ā l r ē ķ i n i e m . T ā d ē ļ , j a 
p i e x = a f ( r - ) = +A un p i e x = b f ( f e ) = - B , s t a rp a un b 
va jag a t r a s t i e s vismaz v i e n a i no l īdz inā jumā f ( x ) = 0 sakne i . 
Sakņu s k a i t s s ta rp a un b var būt a r ī l i e l ā k s , b e t nepāra s k a i ­
t l ī , kā tas redzams no zīmējuma 
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15. Dal īšana ar Homēra paņēmienu. 

_ ^ B i e ž i v a j ad z ī g s nol ldz inājuma polinomu d a l ī t ar ( x - a ) . D a ­
l ī š a n a v i e g l i izdarāma ar Homēra paņēmienu. 

Dalot polinomu ar ( x - a ) ar a l gebrā r ā d ī t u paņēmienu,dabū­
jam 
( a ^ + a , ! 1 1 " ^ a ^ - V a 3 x n _ 3 + . . . « a n ) : ( x - a ) * a 0 x n - ' + 

a ^ - a a x n ^ + ( a Q a + a, U11^ 

( a ^ + a , ) x n " ' + a t x r 1 ^ + [ < a
0 < * + a , ) o i+a 2 ] x ~ 

[ ( a 0 a + a l ) a + a i ] x n ' 1 + a 3 x I 1 ~ 3 

Dalijuraa kvoc i en t s i r a r i v e s e l a a l g eb ra i ska funkc i j a no X 

A a + A , ! 1 1 - 1 + A. x n _ s + . . . -
S a l ī d z i n o t k o e f i c i e n t u s , dabūjam 

A o = a o 

A, = A a + a, = a Q a + a, 

A t = A, a + a t = a o a X + a, a + a j , 
u . t . t . 

A n - , = W + S n - , = H 0 C l l l " ' + a
l - + a n - , 

A n = A n - , • + % = + a , +• 
Kā redzams A i r i z t e i k sme , kuru dabū polinomi) x v i e t ā i e l i e ­
ko t a. " 
Ja a i r nol-ma f ( x ) = 0 sakne, tad = 0 . 

K o e f i c i e n t u A, A . . . . A^ aprēķināšana izdarāma pēc šādas ache -
mas 

f ( x ) m 5x~ - 2t? + 4x - 8 

j ā d a l a ar x - 2, tad a = 2 . Schema dabū v e i du 
I 5 -2 4 - 8 ( k o e f i c i e n t a a r i n d a ) 

2 5 3 20 ( 32 ) ( k o e f i c i e n t a A r i n d a ) 
1 r a Q = 5 , a, = -2 . a-i= 4 , b.1= -8 

A 0 = a o = 5 ; A , =A Da+a, =5-2-2=8 ;A 1 =A ) o.+aj =8 .2+4=20;A 3 =A 2 a+a 3 =20.2-8=32 

Ja_ f ( a ) = - A un f ( b ) = - 3 , tad a tarp A r a B va r a t r a s t i e e 
r e ā l a s saknes pāra s k a i t a , jeb v i s a s salmon iraaginaras,ke t o 
redzam no sekojošiem 'zīmējumiem 
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S k a i t l i s i ekavas ( 32 ) ~ f ( 2 ) . 
Ja polinomā t rūkst kāds l o c e k l i s , tad a t t i e c ī g ā , v i^t .ā k o e ­

f i c i e n t u r-.ndā j ā i e v e d k o e f i c i e n t s 0. Piemēram 
x * - Sx 3 - 6 ; j ā da la x + 2 \ a = -2 
|1 0 -5 0 -6 

-2 1 - 2 - 1 2 ( -10 ) 

dal i juma r e a u l t a t s i r x 3 - 2 x l - x + 2 - 1 0 _ g ; f ( - 2 ) = - 10 ./ 

Ja da l ī šanā ar ( x - a ) ar Hornera paņēmienu, be idzamais k o e ­
f i c i e n t s iznāk n u l l e , tad a i r f ( x ) = 0 sakne.Piemēram 
a t r a s t sekojuša nol īdz inājumā saknes 

x 3 - 6 x 1 + l l x - 6 = 0 
3 i s i r nepāra kapes nol īdz inājums un a b s o l ū t a i s l o c e k l i s i r 
t ā tad v i ena sakne i r + . Nol īdz inājums i r p i l n ī g s , š e i r t r ī s 
z īmju maiņas, t ā d ē ļ v i s l i e l ā k a i s 3 saknes + 

f ( _ x ) = - x 3 - 6 x 2 - l l x - 6 = 0 
f ( - x ) - x 3 + 6x*+ l l x + 6 = 0 

zīmju maiņu nav, t ā d ē ļ negatīvai sakņu nav. Saliekam abso lū to 
l o c e k l i 6 f ak t o r o s 1 ,2 ,3 ,6 . Starp šiem faktor i em va jag a t r a s ­
t i e s nol īdz inājumā visām veselām saknēm un p i e tam ar + zīmēm, 
j o nega t ī vu sakņu nav. Mēģinām f ak t o rus , da l o t a r Hornera pa­
ņēmienu. Ja 1 i r sakne, tad polinomam va jag d a l ī t i e s ar ( x - l ) 
bez at l ikuma, tad Hornera schema beidzamam koe f i c i en tam va j a g 
būt 0 . Tādā kār tā mēģinām a r ī c i t u s fak torus un atrodam saknes 

1 -6 11 -6 
1 1 -5 6 ( 0 ) 
2 1 -3 ( 0 ) 

3 1 0 

1 i r sakne 
2 " • 
3 " 

Tā kā k o e f i c i e n t s p i e x * i r - 6 , tad sakņu summai va jag būt +6 . 
Tā tas a r ī i r , j o l + 2 + 3 = 6 . 

16. Nol īdzinajumu pārve idošana. 

a ) f ( x ) = a o x n + a t x n - ' + a t x n _ 1 + . . .+ a n = 0 (A) 

L i eko t š i n ī nol īdz inājumā x - k z , dabūjam z = ^ i e v edo t šo 
v ē r t ī b u nol īdz inājumā, t as dabū ve idu 

f ( k z ) = a 0 k n z D + a , k n ~ ( z 1 1 " ' + . . . + a n = 0 

5o nol īdz inājumu a t s l ē d z o t a t t i e c ī b ā uz z , dabūjam sakņu v ē r ­
t ī bas , ku ras ka t ra i r k - t ā da ļa no dotā no l īdz inā jumā saknēm. 
b ) L i eko t x = z + h nol īdzinājumā ( A ) , dabūjam nol īdz inājumu 
iekš z un tā kā z — X - h, tad jaunā no l īdz inā jumā saknes i r 
par h mazākas, nekā nol īdz inājumā ( A ) saknes. I e v edo t x v i e ­
t ā z + h, dabūjam, i z v i r z o t f ( z + h ) Tav lo ra r indā 

+ ī_|M. 2n „ 0 ( B ) 

hf+...+ ¿ ^ 1 ­ ( x ­ h ) 1 1 = o..(C) 

S a l ī d z i n o t • ( 1 ) un (C ) redzams, ka k o e f i c i e n t u s p i e z dabūjam 
d a l o t f ( x ) ar ( x ­ h ) . P i e pirmā dali juma at l ikums i r f ( h ) , t a s 
i r nol īdz inājumā (B ) abso lū ta i s l o c e k l i s . Dalot kvoc i en tu v ē l 
r e i z i ar (x­h) ,dabujam atl ikumu,kas dod k o e f i c i e n t u p i e z . 
u . t . t . 
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1 1 0 0 U ) 

7,(33) 
12, 136) 

ITT, 
P ā r v e i d o t a i s no l īdz inajums i r 

z v + 10z 3 + ļļzz+ ļ6z + 1 = 0 
K o e f i c i e n t u s var a r ī dabūt š ā d i . No ( E ) redzams,ka p ā r ­
v e i d o t a nol īdz inājumā, ar z kā nezināmo 

abso lū t a i s l o c e k l i s : a^ - f ( h ) ; h = J> 

k o e f i c i e n t s p i e z ." aļļ_ļ = P1̂  

A ļ ; h ; 
k o e f i c i e n t s p i e z = -— n n ! 

Piemēram k o e f i c i e n t s p i e z 1 i r f " ļ h ^ = -3 _66 „ 

c ) L i eko t nol īdz inājumā ( A ) x=£ ,dabūjam 

f U ) = f ( i ) = ^ + ^ z r + ^ j + . . . + a n = 0 
z z z 

v a i a r i . 
a „ z n + a„ z 1 1 " 1 + a , z n 1 + . . . + a f t - 0 n n-| o 

Sl nol ldz inājuma saknes i r dotā nol ldz inājuma sakņu a p g r i e z ­
tas v ē r t ī b a s . 

17- A tkār to jušās saknes. 

f ( x ) = + a , * 1 1 " 1 + . . . + a n = 0 
s a l i e k o t sakņu faktoros,dabūjam 

f ( x ) = ( x -a , ) ( x - a ļ , ) ( x - a ^ ) . . . ( z - a c J - 0 

Ja a ( = a a - <x3= cĉ  = . . . , tad dabūjam 

f ( x ) = ( x - a , ) 1 ( x - c c i ^ ) ( x - a i + 1 ) . . . ( x - a n ) - 0 

Sakni cl, sauc pa r _ i r e i z e s a tkār to jušos sakni . 
f ( x ) varam a t t ī s t ī t 

f ( x ) = f { a , + x - a , ) = f ( a , ) + T [ \ ° - * > - (x -a , ) + f gft ^ ( x - a , f + 

l ī d z i n a j 

f (x )= (x -a , ) [ £ f f ^ + ^ ^ U - a , ) + . . . + - ^ ( x - a , ) 1 1 - ' ] 

Ja a i r f ( x ) = 0 sakne, tad f(cc, ) - 0 un no l īdz inā jumā labā 
pusē jar izņemt kopēju r e i z i n ā t ā j u ( x -a , ) 

• (C ) 

5o paņēmienu sauc par Budana paņēmienu.Dalīšana i zdarāma^v ie -
g l i ar Fornera paņēmienu. Kornera schema, i ekavās a t r o d o š i e s 
s k a i t ļ i dod meklētos k o e f i c i e n t u s . 

P iemērs . 3 , * . , r. . . ^ . . . ^ 
SļT* 2 x J - 3x + 1 = 0 p ā r v e i d o t , l i e k o t x = z + 3 

1 -Z -> 0 1, 



Ja a, i r d i v k ā r t ē j a sakne, tad va jag v a r ē t izņemt f ak to ru 
(x - a . , ) . Kā redzama no ( C ) , t o var i z d a r ī t , j a f ' (0| ) = 0 . T ā ­
l ā k e j o t redzams, ka a, būs ķ,-,kārtēja sakne, j a varēs im izņemt 
f ak to ru ( x - a,) un tas bus iespē jams, j a 

f ( o 0 = o ; f ' (o,) » 0 ; f "(a,) = 0 . . . f^ - ' (a,) = 0 
Bet tad funkc i j a s i z v i r z ī j u m s r indā būs šāds 

f « - # ^ ( x - « , ) k + f | ^ ( x - a , ) k " + . . . + A ^ U _ k ) n 

D i f e r e n c ē j o t a t t i e c ī b ā uz x , dabūjam 

t • ( * ) = ( x - « , ) k - + tm) • (^k-- •+ 

No augšējā redzams, ka j a a , i r k - k ā r t ē j a sakne, tad f ( x ) satur 
sakņu f ak to ru ( x - a,)11" B n f ' ( x ) satur f ak t o ru ( x - a , ) k ~ ' .Redzams 
a r ī , j a a nea tkā r t o j ā s , tad f ' ( x ) nesatur f ak t o ru ( x - a ) . 
Ja a i r k - k ā r t ē j a un 0 i r i -kār t ē jas saknes, un pieņemot,ka c i ­
tas saknes n e a t k ā r t o j ā s , t a d i e v ē r o j o t augšējo ,varam r a k s t ī t 

f ( x ) = ( x - c c ) k ( x - R J V * ) 

ŗ ( x ) = ( x - a ) 1 1 " ' ( x - * ( x ) 

Redzams, ka f ( x ) un f ( x ) l i e l ā k a i s kopējs d a l ī t ā j s i r 

u ( x ) = ( x - a ) k H ( x - B ) 1 - ' 
Da lo t f ( x ) ar " u ( x ) dabūjam 

9&*fi§ = ( x - - P ) 1 m = {x - -
u W U - a ) k " - ( x - ( 3 ) 1 - ' 

Beidzamajā i z te iksmē atrodas nol īdz inājumā f ( x ) - 0 v i s a s sak­
nes ,be t t i k a i pa v i e n a i . Ja uzmeklējam kopējo d a l ī t ā j u f u n k c i ­
jām 0 ( x ) un < j ( x ) , t aa dabūjam i z t e i k s m i , kurā atrodas a t k ā r t o ­
j ošās saknes, b e t a r ī t i k a i pa v i e n a i . 

18. Numeriski n o l ī d z i n a j u m ī . 

1 ) Ja dotā nol īdz inājumā 

a x 1 1 + a , x n ~ ' + a i x a ~ I + . . . + a n = 0 
V i s i k o e f i c i e n t i i r d o t i kā n o t e i k t i s k a i t ļ i , t ad Šādu n o l ī ­
dz ina jumu sauc par numerisku nol īdz inajumu. P ieņemot,ka v i s i 
k o e f i c i e n t i i r r a c i o n ā l i s k a i t ļ i , tad augšējo no l īdz ina jumu 
var ar pārve idošanas paņēmieniem pārves t sekojošā v e i d ā 

x + a, x 

kur v i s i k o e f i c i e n t i i r v e s e l i s k a i t ļ i un k o e f i c i e n t a p i e 
augstākā l o c e k ļ a i r 1. 
2) Sakņu robežas . 

Ja f ( x ) dabū p o z i t ī v u v ē r t ī b u p r i e k s ka t ra x = g, tad 
s ta rp g un + CD nevar a t r a s t i e s f { x ) - 0 sakne; g t ā d ē ļ i r 
sakņu v i r s r o b e z a . Dotā nol īdz inājumā 

f ( i ) = l 1 + » , x 1 " ' + a , r 1 " , + a , x 1 - ' i . . - a k x n ~ k + a k + 1 x n - k - ' + . .+6^=0 
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a k x n i r p i rmais n e g a t ī v a i s l o c e k l i s , 

a r l i e l ā k ā nega t ī va k o e f i c i e n t a absolūtā v ē r t ī b a , t ad f ( x ) 
dabūs p o z i t ī v u v ē r t ī b u p i e v i s i em x , p i e kuriem 

X » = a r ( x n - l L + i n - k - ' + + . . . + i ) 

S e i t sākot ar pirmo nega t ī vo l o c e k l i v i s i t ā l ā k i e l o c e k ļ i ņem­
t i n e g a t ī v i un v i s i ar l i e l ā k o nega t ī v o k o e f i c i e n t a v ē r t ī b u . 

Rakstot r indas v i e t ā t ās summu 

* i a . i ģ k ^ M 

r 2 - 1 
Atmetot labā pusē s k a i t ī t ā j ā - 1 , noteikums būs i z p i l d ī t s , j a 

n 4 

° r - X - 1 

X k-' i „ i _ 

x - 1 

( x - l ) x k - ' i a r 

noteikums bū3 v ē l v a i r āk i z p i l d ī t s , ja 

-DM) 
( x - l ) k i a r 

x = 1 + V^T 
tad X = 1 H-\/a^ i r p o z i t ī v o sakņu r o b e ž a . ( R o l l e paņēmiens ) . 

P iemērs . 

294x* + ļly? - 76y a + 6y + 1 = 0 

Se a p - 76 ī k = 2. Robeža + saknēm 
1 +1/75 = 9-7 ~ 10 

P o z i t ī v o sakņu robežu var dabūt a r ī ar Newtona paņēmienu. I z ­
v i r z o t nol īdz inājumā polinomu Tay lo ra rindā,dabūjam 

f U ) = f ^ + x - ^ ) = f ( ^ ) + ŗ^p-u-e? +...+ 

Ja š i n ī i z t e i ksmē , p i e kāda £ v i s i f ( c 7 ) , t*(€) . ._. £\£) i r 
p o z i t i v i l i e l u m i , tad p i e tl > £ , funkc i j as f ( x ) v ē r t ī b a a r v i e n 
i r p o z i t ī v a , t ā tad x = £. i r p o z i t ī v o sakņu robeža . 

P i emērs . 2 x 3 - 5x 2 . - 8x + .3 = 0 

dabūt + sakņu robežu. 

f ( 3 ) < 0 tāpēc jāņem 4 : F ( 4 ) > 0 

f f ' ( l ) <• 0 " " 3 : f ' ( 3 ) ? 0 

0 

f ( x ) = 2x* - 5 x J - 8x + 3 i 
f ' ( x ) m 6x* 10x - 8 - , J . 

f ( x ) = 1 2 x . - 10 | 4« 
P i e vēr t ībām 1,2,3 augšējās i z t e iksmes nav v i s a s p o z i t ī v a s , 
b e t p i e x = 4 dabūjam tās p o z i t ī v a s , tā t a d ' 4 i r + s akņu ' r o ­
beža . Robežu p r i eks negatīvām saknēm dabū, j a l i e k n o l ī d z i n ā ­
jumā x v i e t ā - x , un š i n ī nol īdz inājumā meklē robežu + saknēm. 

L F " ( l ) > 
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+ i •+ a ,x 1 J 

kura k o e f i c i e n t i a , , a ^ , . . . a i r v e s e l i s k a i t ļ i , nevar būt par 
saknēm da ļas s k a i t ļ i . Pieņemot, ka daļa ^ i r no l īdz inā juma sak ­
ne , ( ku r p un q nav kopē ja d a l ī t ā j a ) , t a d i e l i e k o t no l īdz inā juma, 
dabūjam 

+ 1 

+ a,p' = 0 

Sāda i z t e iksme nevar p a s t ā v ē t , j o i r da ļa un da ļa nevar n o l ī -
d z i n ā t i e s v e s e l u s k a i t ļ u summai. 5ā tad pieņēmums i r n e p a r e i z s . 
4 ) Eacbnālo sakņu atrašana. 

Kā zināms, nol īdz inājuma abso lū t a i s l o c e k l i s a^ i r v i s u 
sakņu re i z inā jums un ja nolīdzinājumam i r r a c i o n ā l a s s a k n e s , v e ­
s e l i s k a i t ļ i , tad š i s saknes at rodas kā f a k t o r i absolūtā l o c e -
k l ī a n . 

T a d e ļ j l a i dabūtu v e s e l a s saknes, sadalām a^ r e i z i n ā t a j o s un 
i e l i ekam ar z īmi + v a i - no l īdz inā juma, t i e f a k t o r i , k u r i p i e 
tam apmierina nol īdz inājumu, i r tā saknes,No mēģinājuma sapro ­
tams j ā i z s l ē d z t i e f a k t o r i , kur i atrodas ārpu3 sakņu robežām. 
Faktoru izmēģinājumu i zdara ar Hornera paņēmienu. 

P i emērs . v _ 8 x 3 _ 9xl + 1 0 2 x + 9 0 = 0 

x » * h - -- - • » i " 
Si3 no l īdz ina jums i r p i l n ī g s . Zīmju maiņu i r 2 , t a tad l i e l ā ­
ka i s i r 2 p o z i t i v a s saknes.Zīmju sekojumu i r 2, t ā tad n e g a t i -
vu sakņu i r l i e l ā k a i s 2 , ^ 

+ sakņu robeža 1 + = 10 , j o k = 1 un a r = 9 

f ( - x ) = + J< + 8 x 3 - 9x* - 102x + 90 = 0 

1 + VĪŌTF = it 11 
Nega t i vu sakņu robeža i r - 11 . 
Sadalot 90 f ak t o r o s redzams, ka mēģinājumi f a k t o r i 

1 ,2 ,3 ,5 ,0 ,9 ,10 ar + un - zīmēm 
Uzmeklē jot sakņu robežas ar Newtona paņēmienu, dabūjam f ( x ) =x ' ' - 8x 3 -9x I +102x+90 

f ' ( x ) = 4 x * -24x*-18x+102 
f " ( x ) = 1 2 x 2 - 48x - 18 
f ™(x)=24x - 48 

f ( - x )=x ' ' +8x ' -9x 1 -102x+90 
f ' ( * x ) = 4 x , + 2 4 x I - 1 8 x - 102 

I - 18 

f " ( - x ) = 2 4 x + 48 

p ie 
5 

vēr-Jf " ( - x )=12x s + 
t ī -
bas 

p i e 
3 

v e r -

Ar šo paņēmienu dabūjam labākas robežas , + sakņu robeža i r +5 
un - sakņu robeža i r - 3 . Tā tad jāmēģina f a k t o r i 1 , 2 , 3 , 5 . 

A t r a s t ā v ē r t ī b a tad i r dotā no l ī d z ina juma nega t ī v o p.akņu robeža . 
3) N o l ī d z i n a jumam ^n ^ Jfi—*j. „ „n-i_,_ 
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I . f ( x ) i -a -9 102 90 
1 i -7 -16 eo l l 7 o ' + 1 nav 
2 i 4 -21 60 2107 + 2 
ļ -5 -24 •50 1180 f + 3 
? i -3 -24 -18 ( o ! i r 
o i 4 -6 T-14 1 0 nav 
7 i 4 4 — T i c ; - + 7 

- i i -4 -20 ?) — 1 
-5 -14 10) - 2 

-5 i -6 -6 (0 ) - 3 i r 

Da lo t a r 1 ,2 ,3 i5 l i e t o j a m k o e f i c i e n t u r indu I , be t ta ka 5 I r 
sakne, tad k o e f i c i e n t u r inda I I , dod 

= <p(x) k o e f i c i e n t u s , kura funkc i ja i r par v i enu kap i z e ­
māka, nekā f ( x ) . 
Š i n ī cp(x) a t rodas c i t a s meklējamas saknes un t ā d ē ļ i z l i e t o j a m 
šos k o e f i c i e n t u s p r i ekš tā lāku fak to ru izmēģināšanas. 

Beidzamo k o e f i c i e n t u r i r d a 1 -6 - 6 , dod no l ldz inā juma 
k o e f i c i e n t u s , kurus dabūtu, da l o t doto no l ldz inā juma ar ( x - 5 ) 
un ( x + 3 ) . Š i n ī nol ldz inājuma atrodas v ē l pārē jās nea t r a s t ā s 
saknes.Nol īdz inajums ar šiem k o e f i c i e n t i e m i r 

x a _ 6x - 6 = 0 

x = 3 ± VĪ5 
I r r a c i o n ā l a s saknes v i e t u redzam s tarp 6 un 7 schemā. j o p i e 
x = 6 dal ī jums t f ( x } : { x - 6 ) dod atl ikumu - 5 4 , t . i . ip(6) v ē r t ī b u 
un p i e x = 7, fp{7) = 50. Tā tad 3tarp x = 6 un x = 7 a t rodas 
+ sakne P i e x - 0 , <p(0) = -18 uu p i e x = - 1 i p ( - l ) = 2.No t ā 
redzams ka s ta rp 0 un -1 a t rodas o t r a i r r a c i o n ā l a sakne. 

5 ) I r r a c i o n ā l u 3akņu atrašana, 
īekaas meklē i r r a c i o n ā l a s saknes, dabū ar norād ī t i em pa­

ņēmieniem + sakņu un - sakņu robežas . Ja + sakņu robeža i r g 
un - sakņu robeža i r - g ' tad i zdara Hornera da l ī šanu ar s k a i t ­
ļ i em 0 ,1 ,2 ,3 - - - + g u n Tāpat - 1 , - 2 , - 3 , . . . - g ļ da l ī šanas a t l i k u ­
mi dod funkc i j as v ē r t ī b a s p i e šiem x un s ta rp divām funkc i j a s 
vēr t ībām ar pretē jām zīmēm va jag būt v i e n a i v a i nepāra s k a i ­
tā vairākām i r rac ionā lām saknēm. 

r nupōra kapes,absolūtam l o c e k l i m i r + z 
ēnai saknei va jag būt r e ā l a i un ar z īmi 

2 zīmju maiņas, tā tad + sakņu var būt l i e l ā k a i s 2 . 

P iemērs . 

S is no l īdz inajums 
me,tā tad vismaz 
Še i r 
Sakņu 

f<x) 

f ' U ) 

7x + 1 0 

pec Bewtoua 

= 1 
= 3 * J 

= 61 

7x + 1 

7 

f t - * ) = x ' -
? ' < - * ) = 3 X 1 -
f " ( - x ) = 6x 

P o z i t ī v u sakņu robeža i r +3 un nega t ī vu sakņu robeža i r - 3 . 
Tā kā nol ldz inājuma abso lū ta i s l o c e k l i s i r l , t a d šim n o -

līdzinājumam var būt sakne , vese l s s k a i t l i s , t i k a i + 1. 
Izdarām Hornera da l ī šanu 

1 0 -7 1 
3 1 3 2 ( 7 ) 
i 1 2 -3 7? 
6 1 0 -7 1 

-1 1 -1 -6 III 1 -2 -3 h) -3 1 -3 2 -5 
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Redzams no at l ikumiem, ka n o l ī d z i s jumam nav saknes - l . T ā kā 
p i e x = 3, f ( x ) = 7 un p i e x = 2, f ( x ) = - 5 , tad v i ena + sak­
ne atrodas s ta rp 3 un 2, un tāpat ieskatāms, ka o t r a sakne a t ­
rodas s ta rp 1 un 0 un v i ena nega t ī va sakne a t rodas s t a rp -2 
un - 3, t a tad saknes i r š ķ i r t a s . Ar šo paņēmienu nevar v i s p ā ­
r ē j i v i s a s saknes š ķ i r t , j o ka zinām, j a p i e x = a f ( a ) = + A 
un p i e x = a + 1 f ( a + l ) = -B , tad s t a rp a un a+1 va r a t r a s ­
t i e s v i ena v a i , a r ī va i rākas saknes nepāra s k a i t ā . Bet j a p i e 
x_= a f ( a ) = - A u n p i e x = a + 1 f ( a + l ) - i B , t ad i n t e r v ā ­
l a a , a+ l var a t r a s t i e s d ivas saknes v a i va i rākas pāra s k a i t ā . 
Cik saknes at rodas dotā i n t e r v ā l ā , noteicams ar Sturma teorēmu. 

Sturma teorēma. 
Kad d i l s t o š a jeb augoša f ( x ) i e t uz v ē r t ī b u 0, tad f ( x ) un 

f ' ( x ) i r p r e t ē j a s z īmes. Pēc tam, kad f ( x ) i r gā juse caur v ē r ­
t ī b u 0, t a i abos gadijumos i r t ā pa te zīme kā f ' ( x ) . Tas r e ­
dzams no sekojošiem zīmējumiem 

f ( a ) i r + ,bet f ' ( a ) = tanZ^ i r 

f ( b ) i r - ,un f ' ( b ) - t a n r i r 

f ( c ) i r - , be t f ' ( c ) = tont" i r + 

f ( e ) i r + ,un f ' [ e ) * "tan^e i r + 

Pieņemam, ka dotam n- tās kapes n o l ī d z i n a jumam f ( x ) = 0 saknes 
n e a t k ā r t o j ā s , t a d a r ī f ( x ) un tās a t v a s i n ā t a i f ' ( x ) nav kopē ja 
d a l ī t ā j a . 

Da lo t f ( x ) ar f * ( x ) dabūjam kvoc i entu Q, un at l ikumu r . A t ­
likumam r pārmainām z īmi un tad t o apzīmējam ar R , tad 

I = -R 
I e v ē r o j o t augšē jo , varam r a k s t ī t 

f ( x ) - f * ( x ) Q, - R, 
Tālāk da l o t f ' ( z ) ar R ( un atlikumam pārmainot z īm i , dabūjam 

f ' ( x ) - Q-R, - R. \ 

* * * * * R, = Q 3 R i ~ H 3 ( ( 1 ) 

Ri = Q V R 3 - ( 
• i j 

Turpinot dal i jumu, dabūjam sadu funkc i ju r indu 
f ( x ) , f ( x ) , R, , R l t E j , . . . R n _ ļ ( 2 ) 

Katra no šīm funkcijām v i s p ā r ī g i i r par v i en ību zemākas kapes , 
nekā p r i e k š ē j ā un beidzamā būs 0 - tās kapes un no z n ea tka r ī g a . 

Š īs funkc i j as sauc par Sturma funkcijām un tām i r seko jošas 

a ) kad v i ena no šīm funkcijām p i e kada x - c dabū v ē r t ī b u 0, 
tad blakus s tāvošās p i e tā pasa i - c i r ar pretē jām zīmēm.Tas 
redzams no ( 1 ) , j a piemēram Rj_ - 0 , t ad p a l i e k R,= - R , 

b ) d i vas blakus s tāvošas f^rokcijas nekad nevar abas pieņemt 
v ē r t ī b u 0 p i e tā paša x = c , j o j a piemēram Rj_= 0 un R^= 0 p i e 
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x = c , tad_seko no ( l ) , ka H,= 0, be t tad a r i f ( c ) = 0 un 
b e i d z o t a n _ f ( c ) = 0. Bet f ( c ) - 0 un f ' ( c ) = 0 var bū t _ t ad , 
j a c i r a tkā r t o j o ša sakne un tas nav i e spē j ams , j o runa p r e ­
t im pieņēmumam, ka f ( x ) nav a tkā r t o j o šās saknes. 

Sturma teorēma. 
_Ja funkc i ju r indā ( 2 ) i e l i ekam x v i e t ā pirms s k a i t ļ a p 

un ve lak_ s k a i t i i q ( p < q ) , t ad , n e i e v ē r o j o t s u b s t i t u c i j a s s k a i ­
t ļ u v ē r t ī b u , b e t g r i e ž o t v ē r ī bu t i k a i uz s u b s t i t u c i j a s r e z u l ­
t ā t a zīmēm, dabūjam d i vas zīmju r i n d a s , v ienu p i e i = p un 
o t ru p i e x = q. 

Beidzamā r indā nekad nevar būt v a i r āk zīmju maiņu kā p i r ­
mā, be t gan mazāk un s ta rp s k a i t ļ i e m p un q a t rodas t a i s n i t i k -
daudz nol ldz inājuma f ( x ) = 0 r e ā l u sakņu,c ik zīmju maiņu o t r a 
r inda ( p i e x = q ) i r mazāk kā pirmā r indā ( p i e x = p ) . 

P i e rād ī jums . Katra no r indas ( 2 ) funkcijām maina z īmi ,kad 
t a i e t caur 0 . Tā t ad , zīmju r inda pr i ekš x = p nemain īs i es 
t i k i l g i , kamēr kāda no r indas funkcijām i e s caur 0, p i e kādas 
x v ē r t ī b a s s ta rp p un q. 

Ja kādr^,vai v a i r ā k a s , no funkci jām, f ' ( x ) j eb R4 -. . Rn_i 

i e t caur 0 p i e kādas x v ē r t ī b a s s t a rp p un q, tad r i n d a s _ ( 2 ) 
z īmju maiņu s k a i t s nemainās, zīmes t i k a i r indā p ā r v i e t o j a s . 

Pieņemot, ka R f c i e t caur 0 p i e x = c (p < c < q ) un 6 t i k 
mazs s k a i t l i s , ka i n t e r v ā l ā c - 6 un c + b nev iena no blakus 
funkcijām r indā ( 2 ) n e i e t caur 0, tad apskatot t r ī s f unkc i j a s 
R> B , . redzam, ka zīmju k ā r t ī b a var būt v i ena no s e ­
kojošām 1 1 

R k - t R k R k + * R k - . R k R k+ t R k - i R k Rk+t R k - t R k R k+ I 

X = c 
x = c + b 

Apskatot zīmju maiņu s k a i t ļ u r indās p i e x = c - Ō u n x — c + 6 
redzams, ka zīmju maiņu s k a i t l i s abās r indās i r t a s p a t s . 
Tā tad , j a kāda no funkcijām f ' ( x ) , R, . . . R- i r 0 p i e kau t -
kāda x s ta rp p un q, tad zīmju maiņu s k a i t s p a l i e k a g r ā k a i s . 

Pieņemot, ka p i e x = c f ( c ) = 0, tad c i r no l ldz inā juma 
sakne. f ' ( c ) nevar būt 0, j o pieņemts, ka a t kā r t o j o š o s sakņu 
nav. Ja p i e x = c kāda no funkcijām R a r ī i r 0 , tad t a s , k ā r e ­
dzē jam, z īmju maiņu ska i tu n e i e s p a i d o . Zīmju maiņu s k a i t s t i e k 
i e s p a i d o t s , kad f £ x ) i e t caur 0 . Pieņemam, ka f ( x ) i e t caur 0 , 
tad var būt d i v i sād i gadi jumi 

f ( x ) f ' ( x ) f ( x ) f ' ( x ) 

p i e x = c — 6 + - - + 

™ x = c 4- 6 -
Redzams, ka p ā r e j o t no x = c 
na zīmju maiņa un p r o t i t a , fc 
tam, kad f ( x ) i e t caur 0 p i e : 

Pieņemam, ka f ( x ) = 0 re 
i r a , b , c . . . un ar b < c c . . . 
dabūjam zināmu zīmju r indu ar 
mainās nepār t rauk t i no p l ī d z 
nevar m a i n ī t i e s , j o f ( x ) Š iu ī 
f ' ( x ) v a i kāds no R maina zīm 
tas z īmju maiņu ska i tu ne is 
i e t caur 0, t . i . p i e X - a 
nams i r p r e t ē j a s z īmes, be! 

6 uz x = c + 6 i r pazuduse v i e -
ŗ i i v e i do f ( x ) un f ' ( x ) ī s i pirms 

- c . 
l a s saknes s ta rp x = p un x = q 

I e l i e k o t funkc i ju r indā ( 2 ) x = p 
kādu zīmju maiņu s k a i t u . Ja x 
e - 6, tad z īmju maiņu s k a i t s 
i n t e r v ā l ā n e i e t caur 0 un j a 

i š i n ī i n t e r v ā l ā , t a d kā redzē jām, 
a i d o . ī s i pirms tam, kad f ( x ) 
ū f u n k c i j a i f ( x ļ un f ' ( x ) kā z i ~ 
eu tam, kad f ( x ) ga juse caur 0, 
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t a i un f ' ( x ) i r v i e n l ī d z ī g a s z īmes,Še i r pazuduse v i ena zīmju 
maiņa zīmju r inda , jeb zīmju r indā p i e x = a +6 i r par v i enu 
zīmju maiņu mazāk, kā zīmju r indā p i e x - p. Liekam x augt no 
a uz b 2 no x = a + 6 l ī d z x = b - 6, f ( x ) n e i e t caur 0 , t ā tad 
f ( x ) z īmi nemaina, be t f ^ ( x ) š i n ī i n t e r v ā l ā i e t c au r _0 , j o p i e 
X = b - ō t a i a tka l i r tāda pat z īme, kā f ( x ) . Bet kā zināms 
j a f ' ( x ) i e t caur O. tas zīmju ska i tu r indā ( 2 ) nemaina.Tā tail 
ī s i pirms tam, kad f ( x ) i e t caur 0, p i e o t r a s saknes b z īmju 
maiņu i r t i k pa t , kā pēc tam, kad f ( x ) b i j a gā iuse caur 0 p i e 
saknes a, un p i e tam p i e x = b - ō , f ( x ) un f ' ( x ) i r a tka l 
p r e t ē j a s z īmes. Kad f ( x ) i e t caur 0 p i e x = b, pazūd a t k a l 
v i ena zīmju maiņa un zīmju r indā ( 2 ) p i e x = b + 6 i r par 2 
z īmju maiņām mazāk,nekā p i e x = p . Tā tas a t k ā r t o j ā s kat ru 
r e i z i , kad f ( x ) i e t caur 0 un j a s ta rp p un q a t rodas k saknes, 
tad zīmju r indā p i e x = q. i r t a i s n i par k zīmju maiņām mazāk, 
kā zīmju r inda p ie x = p . 

Sakņu šķiršana ar Sturma paņēmienu t i e k i z d a r ī t a s e k o ­
j ošā kā r t ā . 

Dots nol īdz inajums x 3 _ ^ + j _ Q 

i + v / 3 = ; j o k 

- x * + 3x - 1 = 0, 3 
f ' ( x ) = 3X 1 -

dalām f ( x ) ar f ( x ) . Tā kā š e i t v a j adz ī ga t i k a i z īme , tad var 
d a l ī t ar ( x l - 1 ) 

(at*. 3x + - 1 ) = x 
X 1 - X 

-2x + 1 It. = 1st - 1 
dalām f ( x ) ar E, 

( x 1 - l ) : ( 2 x - 1 ) ; va r d a l ī t ( 2 x * - 2 ) : ( 2 x - l j s j 
2x*~ x 

x - 2 r e i z i n ā t s ar 2 
(2x - 4 ) : ( 2 x - 1 ) = 1 
2x - 1 Rz= + J . 

+ sakņu robeža i r 
- sakņu robeža i r 

2 un a r 

3x - 1 
• 3 . 
l + v / 3 = ~ 3 

3 

Sturma 
funkc i j as 
i r 

x 3 -3x+ l x * - l 2 x - l un +3 

X = - co - + - + še 

x = - 3 - + - + 
X m - 2 - + - + 3 
X = - 1 + - - + 2 

0 + - - + 1 še 

1 - - + + J « 

2 + + + + ] " 
3 + + + + 

ainas 

zīmju maiņas) n e ' 

2 zīmju maiņas) J 

o . » I 

n e g a t ī v a 
sakne 

2 poz . 
saknes 

Pirms l iekam x = 
kurā i r 3 maiņas, 
maiņām,tā tad no 
dē ļ s ta rp x - - a 

• co Sturma funkc i j ā s un dabūjam zīmju r indu , 
L i e k o t x v i e t ā 0, dabūjam zīmju r indu ar 2 
: =-oo l ī d z x =0 i r pazuduse v i ena ma iņa , tā -

un x = 0 a t rodas 1 nega t ī v a sakne .L i eko t x 
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v i e t a + codabūjam zīmju r indu, kurā nav nev ienas maiņas.Tā tad 
s t a rp i = 0 , kad i r 2 maiņas ur . x = + co i r pazudušas 2 maiņas, 
t ā d ē ļ s t a r o z = 0 un x = + coatrcd&F 2 saknes. Tā kā n e g a t ī v o 
sakņu robeze. i r - 3 , tad l i e k o t x = -3, t a l a k x = - 2 , x = - 1 , r e ­
dzam, ka v i e n ī g ā nega t ī v ā sakne atrodas s ta rp -2 un - 1 . L i e k o t 
x = 1, x = 2, dabūjam, ka + saknes at rodas s ta rp 0 un 1 un 
s t a rp 1 un 2 . 

Kad saknes š ķ i r t a s , tad t o tuv ina v ē r t ī b u aprēķ ins i z d a ­
rāms a n a l i t i s k i ar Newton*a un t ā saukto reķula f a l š i paņēmie­
niem. 

Newton'a paņpmiens. 
y = f ( x ) dod plaknē l ī k n i . Š ī l ī k n e a t t ē l o t a zīmējumā. 

Nol īdz inājuma f ( x ) = 0 sakne i r x = 011. Ja f ( a ) i r mazs s k a i t ­
l i s , tad x = a v a r ē tu u z s k a t ī t par saknes tuv inu v ē r t ī b u , b e t , 
kā redzams, a ( , punkta T absc i sa , uzskatāma par labāku tuv inu 
v ē r t ī b u . 

P, T i r p i eskare l ī k n e s punktā P. ,kuŗa absc isa i r a. 

No 2imejuma redzams, ka 

f ( a ) _ N R = f ' ( a ) 

f ( a ) 
F T F T 

Uzskatot 
būjam 

par jaunu tuvinu v ē r t ī b u , a t k ā r t o j o t paņēmienu,da-

i — » - y $ 
a^ tad i r prec ī zāka saknes tuv ina v ē r t ī ba ,nekā a .Operāc i ju a t ­
kā r t o kamēr dabū p i e t i e k o š i daudz pare i zu dec imā l v i e tu . Ja v a j a ­
d z ī g s , l a i tuv ina v ē r t ī b a a r būtu k - t ā decimalē p a r e i z a , t ad 
f ( a r ) un f ( a^ , ) va jaga būt ar pretē jām zīmēm,pie kam \Ļ tuv ina 
v ē r t ī b a , kura a t š ķ i r a s no a r par v i e n ī b u k- tā dec ima lē . 

Ja p i e x = a un x = b , f ( a ) un f ( b ) i r ar pretē jām zīmēm, 
tad sakne atrodas s ta rp a un b . Saknes tuv ina v ē r t ī b a s a p r ē ķ i ­
nāšanai t a d j ā l i e t o tā x v ē r t ī b a ( a v a i b ) , p i e kuras f u n k c i ­
j a i un t ā s ^ a t v a s i n ā t a i i r v ienādas z īmes . 

P iemērs . 
Aprēķ ināt augšējā nol īdz inājuma sakni s t a rp 0 un 1. 

f ( 0 ) = + 1 , f ( x ) = 3 x x - 3 , f " U ) = 6x , f " ( 0 ) = 0 , f ( l ) = 6 

f - ( l ) = - 1 
f ( l ) i r zīme - un f ( l ) i r ziw^ t ā tad jāņem kā tuv ina v ē r ­
t ī b a a = 0. 



f ( a ) 
f ' T a t 

f ( a ) 

Ta tad saknes pirmā tuv ina v ē r t ī b a i r + 0,333. 

Regula f a l s i paņēmiens. 

y 

Ir 0-i-žl 

%1 

— X — S Ļ 1 

Ja dotas d i vas f ( x ) v ē r t ī b a s f ( a , ) un f ( a , ) , k u ŗ a 3 a trodas t u ­
vu f ( x ) = 0, tad i z l i e t o j a m f ( a , i un f ( a 2 ; , l a i atra3tu punkta 
P chordas P ŗ P̂  krustpunktu ar x a s i absc i su , kura tad uzska ta ­
ma par sakņos tuv inu v ē r t ī b u . 

No zīmējuma redzams 

- F ( a t ) __ x - ai 

T T Ā Ļ T e.r- * 

- f ( a . ) ( a 2 - x ) = f ( a 2 ) ( x - a, ) 

- a ; . . f ( a , ) + x f ( a , ) = x f ( a j ) - a . f t o , ) 

7.|_f(a.) - f ( a 2 ) ] = - + a 2 f ( a , ) 

-e j . f i s , ) + aa ī i a i ) _ - a , f ( s ; ) -h a, f ( a , ) - a , f ( a , ) 4- <; , : (a, ) 

f ( a , ) 

x = a + ( a , - a, U ļ a , ) 

* • f ( a , ) - f ( a , . ) 

Augšējā piemērā l iekam a ( = 0 , a^= 1 

f ( a , ) = + 1 , f ( a ; ) = 

F U , ) 

Atrodam p i e x 
ncrnera 0.5 v ē r t ī b u f ( 0 . 5 ) tai a t kā r t o j a 

I 1 o - 3 . 1 
7 5 T T 0.5 -2 :75 I - 0 . 3 7 ) 

, = 0 , f ( A P 

r ēķ inu . Pec 

a z = 0.5 , f ( 0 . 5 ) 
0 .5 
1-37 

i t O - S - 0 ) . ļ 
' I - C-0.37T 

-0 .37 

0.36 

Sakņu atrašana ar g r a f i s k i e m paņēmieniem. 

Ar Homēra paņēmienu dabū f ( x ) v ē r t ī b a s p i e dažādiem x p i e ­
t i e k o š ā ska i t ā un tad uzzīmē l ī k n i y = f ( x ) . Nol īdz inājuma 
f ( x ) = 0 saknes dabūjam kā š ī s l ī k n e s krustpunktu absc i sas ar 
x a s i . Jo p a r e i z ā k i l ī k n e z īmēta , j o p r e c i z ākas dabū sakņu 
v ē r t ī b a s . 

http://-ej.fi


B i e z i p i e l i e t o a r ī šādu paņēmienu. l a r v ed nol īdz inajumu 
f ( x ) = 0 k r e i s o pusi r e i dā 

f ( x ) = f ; ( x ) - ±^(xO 
Ja x = a i r nol īdz inajuma f ( x ) = 0 sakne, tad 

f ( x ) = 0 = t,(a) - f 2 ( a ) 
f , ( a ) * f 2 ( a ) 

Augšē j a i s no l īdz inājums i z t e i c , ka v i e t ā x = a, kur f ( a ) = 0, 
l īknēm f , ( x ) u n _ f j ( x ) i r v i e n l ī d z ī g a s o r d i n ā t e s , p i e x=a abas 
l ī k n e s k r u s t o j a s . 

Tā tad f ( x ) = 0 saknes dabū kā l ī kņu f ( ( x ) un f t ( x ) k r u s t ­
punktu a b s c i s a s . S īs paņēmiena p i e l i e t i jams a r ī p i e tr*Wflf*WiA*» 
t i em nol īdz inajumiem. 

P iemērs . 
Dabūt seko joša nol īdz inajuma saknes 

Dabūjam x 

Nol īdzinajumu a t s l ēgšanas i espē jamība. 
A l gebrā i skus v i s p ā r ē j a ve ida nol īdz inajumus var a t s l ē g t , t . i . 

i z t e i k t saknes kā funkc i j as no nol īdz inajuma k o e f i c i e n t i e m , t i ­
ka i l ī d z c e t u r t a i kape i , t o I e s k a i t o t . 

A lgebrā i skus numeriskus nol īdz inajumus varam a t s l ē g t , dabūt 
t o r e ā l a s saknes, a r ī j a t i e augstākās kā c e tu r t ā s kapes, p i e ­
l i e t o j o t no rād ī t o s a n a l i t i s k o s v a i g r a f i s k o s paņēmienus. 

PARCIĀLDAĻAS. 
1. A l g eb rā i sku r a c i o n ā l u daļu rakstam v e i dā 

š e i t s k a i t ī t ā j s un saucē js v e s e l a s r a c i onā l a s funkc i j a s no x , 
p i e kam pieņemam, ka saucējam un s k a i t ī t ā j a m nav kopē ja d a l ī ­
t ā j a . Ja s k a i t ī t ā j a kāpe i r n un saucēja m un n > m , t a d var 
s k a i t ī t ā j u n o d a l ī t ar saucē ju ,dabūjot v e s e l u funkc i ju un da ļu , 
kuras s k a i t ī t ā j s i r zemākā kāpē, nekā saucē j s . 

Daļu ļ ļ 

uzskatam kā tādu, kuras s k a i t ī t a j a m i r zemāka kape, neka sau­
cējam. Saucēju f ( x ) varam s a d a l ī t r e i z i n ā t ā j o s , un da ļu 
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Se A pas t ā v ī g s s k a i t l i s , <pt(x) v e s e l a funkc i j a no x un zemākas 
kapes,nekā i z t e i ksmes f a ( x ) . ( x - a ) k _ l kape . 

P i e v e d o t no l īdz inā juma ( 3 ) l abo pus i p i e v i ena saucē ja un 
n o l ī d z i n o t s k a i t ī t ā j u s k r e i s ā un labā pusē, dabūjam 

V ( x ) = A f a ( x ) + ( x - a l ^ x ) ( 4 ) 

ip(x) - A f ( x ) 

% ™ ' ( x - a ) " W 
La i <(ļ(x) būtu v e s e l a funkc i j a , tad s k a i t ī t ā j a m i z t e iksmē ( 5 ) v a -
j ag d a l ī t i e s bez at l ikuma ar saucēju ( x - t x ) , be t tad ( x - a ) i r ka 
f a k t o r s s k a i t ī t ā j ā un tad cl i r s k a i t ī t ā j a funkc i j as sakne, t ā ­
dē ļ 

? ( a ) - A f a ( a ) - 0 (6) 

A t s l ē d z o t (6),dabūjam v ē r t ī b u A 

(?) 
a* ' 

Kā redzam A i r pas t ā v ī g s s k a i t l i s . I e l i e k o t šo v ē r t ī b u i z t e i k ­
smē (5), dabūjam <ft(x) kā v e s e l u funķo i ju ,kuras kāpe,kā redzams 

ļ&ļ—ļ- var pā r ve ido t v ienkāršāku da ļu summā. S i s v ienkāršākās da­
ļ a s sauc par parc iā lda ļām. ES redaCjam n o l ī d z i n a jumi.-, t e o r i j ā , 
tad a l gebra i sku f ( x ) va r s a k a u t sakņu f a k t o r o s » dabūjot s i s _ 
funkc i j as saknes. f ( x ) ~ saknes var trut r e a l a s v i e n r e i z ī g a s , r e a ­
l a s a t k ā r t o j o š a s , kompleksas r t a t k ā r t o j o š ā s un kompleksas a t ­
k ā r t o j o š ā s . Sadalot f ( x ) r e i z i n ā t ā j o s dabūjam,piemēram,Šādu 
v e i d u 

f ( x ) = ( x - o ) ( x - p ) ( i - T ) i ( x - 6 ) k ( x * 4 i ) x 4 q ) ( x a + p l x H l f ( 1 ) 
R e i z i nā t ā jus (x-oc) un ( x - P ) dabūjam no neatkārto jošām reālām 
saknēm <x un p. A tkā r t o j o šās saknes y un ō dod r e i z i n ā t ā j u s 
( x - y )*- un ( x - 6 ) k , p i e kam sakne y a t k ā r t o j ā s i r e i z e s un 
sakne ¿ k ­ r e i z e s . P i e k ā r t o t s kompleksu sakņu p ā r i s a + p i un 
a - p i dod r e i z i n ā t ā j u xx+ px -t- tļ un p i e k ā r t o t s , •£ r e i z e s a t ­
kā r t o j o šās kompleksu sakņu p ā r i s oi,+ P t i un a , - p, i dod r e i ­
z i nā t ā ju ( x l - f p ( x + q t ) ^ . T ā t ad p i e f ( z ) sada l ī šanas p a r c i a l -
da ļās jāapskata š i e 4 gad ī jumi . 

2. ī u n k c i j a i f ( x ) i r t i k a i r e ā l a s saknes. 
Tad f ( x ) sada lo t r e i z i n ā t ā j o s , dabūjam 

f ( x ) » ( x - a ) k ( x - P ) ( x - y ) . . . ( x - 6 ) 
5o i z t e i k s m i rakstam 

f ( x ) = ( x - a ) k . f a ( x ) ( 2 ) 

f a ( x ) i r po l inoms, kurā nav sakņu f a k t o r a (x - ct ) ,bet kurš sa ­
s t ā v no f ( x ) pā rē j o sakņu f ak t o ru re i z inā juma. 

Daļu 

№ 
varam s a d a l ī t p a r c i a l d a ļ ā s šada v e i d ā , l i e k o t f ( x ) = ( x ~ a ) k f [ X ( x ) 

^ ( x - a ) k + ( x - a ) ^ f f x ) 
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s tosu pieņemtiem noteikumiem. No (/; гашзашз, ka A nav G, j o 
pēc noteikuma a ņav t?(x) sakne. Tāpat A nav arī. oo , j o f (х)>МН 
satur (x-<x) kā sakņu f ak to ru , tā tad A i r p i l n ī g i n o t e i k t s pa­
s t ā v ī g s s k a i t l i s . 

Ja к = 1, tad dabūjam no ( 3 ) 

f ( x 7 х -а + ЩЩ { 8 ) 

varam s a d a l ī t t āpa t , kā §t?Sf 1 1 1 1 dabūjam 

<ļ(x) _ B . vtW 

f f c r ī^ + lļ&J 1 9 1 

Tāpat sadalām a r ī \ un tu rp ino t dabū:jamia.f ( x ) = ( x - a ) ( x - P ) . . 
f j x 7 J 

...(x-e) 
f t e » J L + - S - + J i - 4 + J L ( 1 0 ) 
f ( x ) SSS x - P x - T ' X-S 1 ' 

K o e f i c i e n t u s dabū 

A , ļpU) „ vM • 3 - f^l 

V * > [ f x - p ) ; x - Y ) . . . ( x - 6 ) ] ^ ' [ ( x - a ) ! x - r ) . . ( x - E ) ] ^ p 

K o e i i c i e n t u s var dabūt a r i a r šādu paņēmienu 

A f ' x ' ' . B f ( x ļ M j ī l + . . . + В Й Й ( 12 ) 
х ­а x­Q х ­ у " ' ' x ­ e (p(x) = 

j a l i ekam x = cc, tad 

cp(a) = A-~ + 0 + 0 + . . . + 0 

Š īs funkc i j a s v ē r t ī b a i r n e n o t e i k t a , be t ar d i f e r e n c i ā l r ē ķ i n u 
p a l ī d z ī b u t ā dabūjama 

v ( x ) = A | , f t ( t M = A f ( a ) 
x=a | ( х - а ; • I 

tad 
А = 

T r e š a i s paņēmiens k o e f i c i e n t u aprēķ ināšanai 

< p ( x ) = A ( x - p ) ( x - T ) . . ( x - e ) + E ( x - a ) ( x - y ) . . ( x - e ) + . . + H ( x - a ) ( x - p ) ( x - Y ) 

S e i t l i e k o t x = a, dabūjam ' 1 4 ^ 

<p(a) = A ( c t - p ) ( a - Y ) . . . ( a - e ) + 0 + . . . + 0 
No Šī r-olīdzinājuma dabūjam^A. L i e k o t x = B no l īdz inā jumā ( 1 4 ) , 
dabūjam nol idz inājumu pr i ekš B u . t . t . Tādā kār tā dabūjam t i k -
daudz no l ldz inā jumu, c i k Easinaa»o k o e f i c i e n t u A . B . . . H . 

C e t u r t a i s paņēmiens pas tāv k o e f i c i e n t u sa l ī d z ināšanā p i e 
v i e n l ī d z ī g ā m x kapēm. 

I z r e i z i n o t nol īdz inājumā (14 ) l abo pus i , dabūjam polinomu 
i eķs x . N o l ī d z i n o t koeficienfcr.s p i e v i e n l ī d z ī g ā m x kapēm n o l ī ­
dzinājumā abas pusēs, dabujr-m t a i s n i t ikdaudz l i n e ā r u s n e l ī d z i -

i r zemāka, nekā iz te iksmea ( x - * } ' А * 3 ^ kape. I e l i e k o t А 

v ē r t ī b u un ifļ(:c) lateijeszai ( 3 ) , ЙАЬЙЗАЯ daļne s a d a l ī š a n u , a t b i ī 
ošu pieņemtiem noteikumiem. No ('/) red^oras, ka A nav 6, j o 
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+ ( 1 5 ) 
i ( x . 

Nol īdz inājuma (15 ) daļu 'iķro-J Badalarn ar t o uašu pa-
( i f t F 5 f . ( x ) 

ņēmienu , , A i ( I ) 

( x - ( x ) k - ' f a ( i ) ~ U - n ) * ' 1 

un t a ļ ā k V l ( x ) = _ ¿1 f y*J a , ^ t . 

( x ­ a ) k " 1 f a ( x ) (i'-H.)"" 1 ( x ­ a ) k " 3 f j x ) 

Tāda kār ta dabūjam 

Ja f f l ( x j i r a tkā r t o j o šas sakne G,tud. sadala ^­rz:T P&c s ī pasa 

gaņemiena un v ē l ā k , kad sai:cr-:>:. funKoi jā i r t i k a i n e a t k ā r t o j u ­
šas saknes, i z l i e t o sadal īšanu pēc ( 1 0 ) . 

K o e f i c i e n t u s dabū ar egrāki^ni paņēmieniem. 

4 . Punkc i j e i fh 
Tad sada l ī šana šāda 

Fx + Q 

(X 2 +px-fq.) K ( x T +pz+n 

i " a ( z ) sa tur v i s u s r eā lus sakņu f ak t o rus , P un 0. p a s t ā v ī g i l i e ­

lumi , f ( x ) = ( x t + p x + q ) l i : . f £ X ( x ) ; (p ((x) v e s e l a f u n k c i j a . 

No ( 17 ) dabūjam 

« ( ? x + Q ) f a < x ) + Ca*-l3oeH)^x) ( 1 8 ) 

<p(x) - ( P x + Q ) f „ ( x ) 
<p,U) mZ o. ( 1 9 ) 

1 x * + px jr 0, 

Ja <p((x) i r v e s e l a funkc i j a , tad i z t e i ksmes ( l ? ) s k a i t ī t ā j a m va ­
j ag d a l ī t i e s bez at l ikuma ar tr incmu z^-l-pz+a., kura saknes i r 
flfr = m + £ i un b = m — i. Tad (19 ) s k a i t ī t ā j ā va jag būt r e i z i ­
nātā j i em x - a un x -b un t ā d ē ļ , j a l i ekam x = a ( j e b x = b ) , t a d 
ska i t ī t ā j am va jag būt = 0 . :tā tad 

9 ( a ) - ( P a + Q ) f 0 ( a ) = 0 ( 2 0 ) 

ŗ a + Q = - f * ( f } ( 21 ) 

U x ) f » l 4 f l w * n ^ 

i r kompleksas sakr.es. 

( 1 7 ) 
( x ) 

ua jumus cik' nezirLmo jKOer*ioionta Att,C.. ekai i 
l ī d z i n a jumiem dabūjam k o e f i c i e n t u s A , B , C . . . i ī . 

3. A t/ā r t o jonās r e š l a ? satnt.ī 

http://sakr.es
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^ (x^+px+g.) 1 1 " ( x í + p x + q ) k ~ ' f ( x ) < 2 4 ) 

Px + Q, <p1 ( x ) 

( x ' + J Í + l ) ' 1 ( x * + p x + q ) k ~ ' 

ip, ( x ) P]X + Q, i f t ( x ) 

( l ' + p ī t , ) 1 " ' ^ ! ) " ( x "+px + q ) k " ' + ( x I + p x + q ) k ­ l f a ( x ) U ' t ' t ' 
dabūjam 

P x + Q. P £ x + 0^ P ,x + a 9i_(x) 
. ( 2 5 ) f ^ ( x 2 + p x + q ) k ( x 1 + p x + q ) k ' x l +px+q f a 

? ( x ) s a d ­ a ­ L a " agrākiem paņēmieniem. 

P ( , Q ļ , P j , Q 2 u . t . t . dabu ar neno te ik tu k o e f i c i e n t u paņēmienu 

a r i kombinējot t o ar c i t i e m k o e f i c i e n t u aprēķināšanas paņēmie­
niem. 

Piemērs 1. 
Sada l ī t p a r c i a l d a ļ a s 

& + + & » 
f ( x ) salaies i r a. = 2, b = - 3 , c = 7, v i s a s r e ā l a s . Ta t ad sada-
l i jums i r , kā r ā d ī t s ( 2 6 ) . Koe f i c i en tus aprēķina ar agrākiem 
paņēmieniem 

a ) l = $ f c , ,3 = ^ , C=4f ļ 
f ( x ) = x 3 - 6 x a - - i j x + 4 2 ; f ( 2 ) = -175; f ( - 3 ) = 2 5 o ; f ( 7 ) = i 5 0 . 

f ' ( x ) = 3 x 1 - 1 2 x - 1 3 ; f ' ( 2 ) = - 25 ; f ' ( - 3 ) = 5 0 ; f < ( + 7 ) = 5 0 

Ievedām a = m + £ i 

P(m + - í i ) + Q = -ļM^ļ = komp l eks . v ē r t ī ba i P. + 3 i 
V a ' 

N o l ī d z i n o t r e ā l o s un imaginaros l o c e k ļ u s , dabūjam 
Pm + Q = R 

P£ = S 

P = f 
Q = R - P r " = R - s 5 ( 2 2 ) 

•E 
P un Q nav ne 0, ne co , j o tp(&) nav 0 un f ( a ) a r ī nav 0. 
Ja k = 1, tad a 

,./_ļ Px + 0. if ( x ) 
Ī W x*+px+q f d U ) 

T , U ) 
ļ. / v \ sadala p a r c i a l d a ļ a s ar agrākiem paņēmieniem. 

a 

Ja kompleksas saknes a t k ā r t o j a s , tad sada l ī šana izdarāma 
ar sekojošo paņēmienu. 



-175 • -A .25 ; A = 7 

250 = B .50 ; B = 5 
150 = C.50 ; C = 3 
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Tā tad sada l ī šana i r 

15x* - 70x - 95 = J_ + _5__ + 

x 3 - $x * - 1 3 i + 42 * " 2 W 

b ) 15x l -70x-95 = A ( x + 3 ) ( x - 7 ) + B ( x - 2 ) ( x ~ 7 ) + C ( x - 2 ) ( x + 3 ) 

l iekam x = 2, dabūjam 

l i e k o t x = -3 

l i e k o t x = 7 

c ) Nenoteiktu, k o e f i c i e n t u paņēmiens 

15x*- 70x - 95 = A ( x + 3 ) ( x - 7 ) + B ( x - 2 ) ( x - 7 ) + C ( x - 2 ) ( x + 3 ) 
S i no l īdz ina juma labo pusi i z r e i z i n o t , dabūjam 
15x 2--70x-95 = (A+B4C)x l + (-4A-9B+C)x - 21A + 14B - 6C = 0 
K o e f i c i e n t i e m p i e v i e n l ī d z ī g ā m x kapēm va jag būt v i e n l ī d z ī g i e m 

A + B + C = 15 
-4A - 9B + C - - 70 

-21A + 14B - 6C = - 95 
A t r i s i n o t šo nol īdz inajumu sistēmu,dabūjam A,B,C v ē r t ī b a s . 

Piemērs 2 . 

» ļ x ļ 1 3 s 1 - 68s + 95 _. A . + Q
 ( 2 „ , 

* » x 3 - 11*+ 43x - 65 x ~ 5 x * - 6 x + 13 
f ( x ) i r v i ena r e ā l a sakne a, = 5 un d i vas p i e k ā r t o t a s kompleksas 
saknes i ekš x 1 - 6x + 13. Tad salikums dabū augšējo v e i du 

A • ŗ ¥ [ f } = JP = 10 , j o » ( 5 ) = 80 un f ' ( 5 ) = 8 

P i evedo t ( 27 ) labo pusi p i e kopēja saucē ja , dabūjam 

13x* ­ 68x + 95 = A T I E T A + l J ) + ( P x + Q ) ( x ­ 5 ) ( 2 8 ) 
S a l ī d z i n o t ( 28 ) k o e f i c i e n t u s p i e v i e n l ī d z ī g ā m x kapēm l abā un 
k r e i s ā pusē, dabūjam 

A + P = 13 be t A = 10 , t ā t ad 

10 + ī = 1 3 

P = 3 

IJA ­ 5Q = 95 

­5Q = ­35 

«3 = 7 
Tā tad 

1 3 x ' ­ 68x + 95 „ 10 + 3x + 7 
x 3 ­ l l x * + 43x ­ 65 1 " 5 x

l _ 6x + 13 
Piemērs 3­
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2x + 2 

Reizinām (29 ) ar x 

3x 3 + 3x-- ļļ + 3 _ , r B . fi . E . J j L 1 
( x - i F S + l ) 1 L ( x - l ) " ( x + 1 ) 1 * + 1 J 

l i e k o t nol īdz inajumā x = 0, dabūjam 

f = A ; A = 3 

R e i z i n o t (29 ) ar ( x - l ) z 

3 x 3 + 3x*- 5x + 3 _ B . f , « |4 _C_ D . E I 
( x + l ) > . x ~ B U 1 5 I - ( x + l ) 2 * + 1 I 

l i e k o t x = + 1 , dabūjam 

Tada pat kār ta r e i z i n o t ar ( x + 1 ) " nol idz inajumu (29)un l i e ­
kot x = —1, dabūjam R 

J = D ; D = -2 

Ar šo paņēmienu,kā redzams, nevar dabūt C un E. T ā d ē ļ , l a i da ­
būtu C, l iekam nol īdzinajumā.piemēram, x = 2 un dabūjam n o l ī -
dzinājumu 2 2 _ A . B . C . D . E "> 

L i e k o t x = - 2 , dabūjam > (30) 
^ - A . B . C . D . E 

-18 ~-2 9 -3 T 1 - 1 J 

Šinīsnol īdz inājumo3A,B,D v ē r t ī b a s i r zināmas, i e l i e k o t š ī s 
v ē r t ī b a s , varam no (30 ) dabūt C un E 

C = 0.5 un E o - 3.5 
Piemērs 4. 

I \ o i o • P, X + Q. P , x + Q. » x ) _ 2x + 2 _A_ , _J , 2 lx ( i i ) 

* W ( X _ i ) ( l l + i f * - l ( x * + l ) 5 x ' + l 

P i evedo t p i e v i ena saucēja , dabūjam 
2x + 2 m A ( x z + l ) 1 + ( P ļ x + Q l ) ( x - l ) + ( P 2 x + Q j ) ( x 1 + l ) ( x - l ) ( 32 ) 
L i e k o t x = 1, dabūjam 

4 = 4A J A = 1 
R e i z i n o t ( 31 ) ar ( x * + l j 1 .dabūjam 

L i e k o t x* = -1 ; x = V - T =* i , dabūjam 

Ž ļ i - § = P i + Q, 

2 i + 2 = (P, i + Q,)( i - 1 ) = -P, + i - P, i - Q,= -P, -Q,+(Q,-P,)i 

-P, - Qi = 2 ļ _ P, = - 2 
' no š e j i e n e s 

-P ,4 Q,= 2 ) « , = 0 

Ja nol īdz inājumu (32 ) i a r e i z i nam, tad p i e x** i r k o e f i c i -
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ents A + r j , "bet k r e i s ā pusē nav x ^ , t ā tad 
A + P , = 0, b e t A = 1, t ā t ad 

P t - - 1 

Nol idz inājuma (32 ) abso lū ta i s l o c e k l i s l abā pusē i r A - Q, - Q. 
be t k r e i s a pusē tas i r 2, tā tad 

A - Q,- Q : = 2 
1 - 0 - Q t = 2 

Tā tad 
2x + 2 _ 1 _ 2x x + 1 

( x - l ) ( x " + l f x - 1 ( x * + 1? x * + 1 


