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KOMFLEEST SKATTRLI.

1. Atrisinot nolidzinfjumu
x*-fx +13 =0
dabfijam x vértibu

T3 ENEE =3 F vl a3t
8ini izteiksmé prasits izvilkt kvadratsakni no -1. Pie refliem
skaitliem tas nav iespéjams, jo ne reala pozitiva skaitla,nedz
ari reilla negativa skaitla kvadrats nedod -1.Tapat nav iespa-
Jams ipteikt redlos skait]os

2y

§ Vb
t.i. para skaitla sakni no -1. lev@rojot permanences prineipu,
80 izteiksmi rakstam

B
e
v‘V-E wm V=B = Vb .3
ir dabfijams, ki refis pozitivs skaitlis,otrs fak -

uzskatims ki simbols, kups tiek apziméts ar i un ir
Jauns skaitlu veids. T& tad

v-h = :
Veidu fi sauc par imaginéru - Skietamu skaitli, =i. par
fgietam vienibu un § gia v s koeficientu.Skietami vieni-

ba i, ieverojot permbnenc-ea i61ipu, 1zpilda pamata 1ikummi
11:“1,1=ﬁ1,1":1,1’=$u.t.'t:.
Baltopo jums s

o + pi :
kor ¢ un B ir reali skait}i, tiek saukts per kompleksu skaitli.
Veids o + fi aptver realus un imaginarus. skaitlus,ja p=0,
dabu jam
realu skaitli a
un ja a = 0, dabfijam
imaginaru skaitli pi
Ja veidn Bi sauc par tim imsginaru skaitli, tad kompleksu
skaitli o + Pi vam saukt par Ampginarn akaitli. 2
2. Kompleksu skaitlu geometriske att@loSana tiek izdarita ar
Causaa pandmienu;refll skait]i tiek attéloti uz x ess un tiri
imaginari skaitli uz y ass.
!

B 3l
"
H
ég-i.
1 1 2 |3 4 £ x
k= oL — R i
R -0
- R -

w0
i
=
e



~ B
Komplekas skaitlis 8 g

tiek attélots ar penktu P, kura loordinBtes ir o un B.

Ta tad katram pla].m—:s punktam atbilst noteikts skaitlis.
Ja skaitlis ir reals, tad vina atiglojums atredas uz OX assg,
Ja skaitlis tira imaginars, tad vina attZlojums atrodas uz OY
ass. Skaitlis ir lfomplEk.ss, Ja vipa attelojums atrodas Arpus
SIn taicnsm. PlEkni, kupd skait]i tiek Sadi attdloti,sauc par
kompleksu skaitlu plnlm:.

Punlkts Pl attélo kompleksu skaitli 3 + 2i

R " " By
RS " n =1 =83
E " " & = 3i
3 P5 " realun ul 5
" Pg " tiru imegineru " +i
W p " " s

Kompleksn skaitle veids a + bi tiek saukts par pormilyeida—wun
P

e WA S SRR

par kompleksa skait}a modulu,

& 5 jeb absolutu vértibu.
ol o -
Eompleksn skaitli varam ﬂ_ri rakstit sadad veida
e+ bi= ¢ (a8 =S
un t& ka ? ?
g gk @ aw g
§ fl S’ﬁ' &%+ o
tad ne 0 1idz 2z ir noteikts tikai viens lepkis p, ja liekam
a
Coag =
—g S e 5o B v e e bR 2
8ing = ?-
Teliekot 5is vértibas nolTdzindjumf, dabijan
&+ bi= P(Conp+ i Sing) ,...... S (3)

51 nolidsindjums 1abd puse isteid kompleksu ,J..;J.ltldl trigonome—
trieka veida.

Lenkl @ sauc par kompleksa skaitlm enta, applitudi,
anemaldgar. No zIm@jume redzams, ka @= Vaf F br I VeKtory
OP un lepkia g atrodas atarp realo skaitlu asi un f . Ta tad
OP = f ir kompleksa skaitla a + bi moduls, jeb Arl t@ absoll~
tA vertiba un faktors cosg + i sﬁ_mp ir komplel.aa skaitla wvir-
ziena kpeficients.

Attélojot kompleksu skaitlu -2 + 21 dablijam punktu P.

L

P

il

Qle/) -
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Bedp A= Bl ChEE,
S VAT = V(T H - VB - 2vE
By =2 =2—=3\2 R
¥ ‘Agﬁ 5 N e A (4)
&ﬁnw:‘?:?ﬁ=*§ﬁ

o (4) redzams, ka lepkis ¢ atrodas otri kvadranta,jo 81 lep--
ka sin ir +un cos ir —. ¥is legkis p = Zn ,bet 13 kA
cosp = cos(y + 2kn)
aing = sin{gp + 2kn)
tad varam rakstit, ka

(k - vesels skaitlis p&c patikas),

§ = 2n + 2kn

TE tad kemplekss skaitla -2 + 21 iateiksme trigonometriska
veida ir

-2+ 21 = 2y2 [con(Zr + 2kn)H sin(Zn + 2kn)]

Teda pat kértd dabiijam, ka
skaitla +1 moduls ir 1 un arguments O + 2kn = 2kn

ol " wog o n " n + Pk
" T D T e I oun
G R L R Znt o

Skaitlis 1 tiek izteikts trigonometriska veida

.1 4 0.i =1(coa2kn + i sinZkn)
Bkaitlis -i trigonometriska veida

0 - 1 =1[cos(dn + 2xn) + 1 sin(Ex + 2kn)]

Visi skaitli, kuyu medula ir 1,atrodas ug aploces ar radiusu
=1 un centru O punkta. Jkait]li ar vienlidziga modulu atre—
das uz tas pasSas aploces ar radiusu ap 0 punktu.Skaitli
At bi un' a -~ bi tiek saukti par plekartotiem kompleksiem
skaitliem, 8o skaitlu realas dalas ir vienlideigas un vipu

ipaginarn daju absoliitas vErtibas ir vienlidsigas,bet ar pre-
tajue #imi (P; un B, ). v

S"

p-p&- b--'U
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No zim€juma redzams ka piekiirtctu kompleksu skaitlu moduli ir
vienlldeigi, vipu argwrentu absoluta vertiba ir vienlldgziga,
bet zime ir preté&ja, Skaitli a + bi un -a - bi tiek saukti
par pret&jiem skait}iem (1’1 un PS)'

3. Rékinu likumi.

1)Ja a + bi =0, tad vajag bit A = Q0 un tapat ari b = 0. ¥o
ZLME juma rerluams ka tada gadijuma §= 0, bet ¢ var pim}emt

katru vartibu.
2)Ja divi kompleksi skaitli ir vienlidzigi

& + b1 =me + byl
tad vipi tiek att@loti ar vienu un to pasu punktu, tad&]
8 =85 ;7 b o=ty ; f=9
9, =1, + 2kx (k vesels skaitlis pBec patikas).

§)D1w kompleksu siknit]u saskaitiSana tiek definéta ar sekodjo-
s izteiksmi

{8y + i)+ (ag +hi) =&, + a8+ (b +bgii.....(5)

No §1s izteilksmes redzams, ka pie kompleksu skaitlu saqkaﬂ'iﬂ
Sanas deriga komitetivais un pie vairalkiem saskaitamiem arl
asociativals likums,

4)AtpenSana izdaréma,pieskaitot mazinsmam mazinftaju ar prete-
Jw 2ami

(o) +by i)-(a, +byi)=(a, +b, i)+H(- h—bll)_ﬂ‘ —agt(by ~bg )i ..... .(6)

5 )Secing jums
divu piekartctu kompleksu skait]u summa ir refila,bet wi-
pu starpiba tiri imaginara.

(a+ bi) + fa - bi) = 2a
(a+bi) - {(a - bi) = 2bi
6)Fie kompleksu skaitlu reizinaSanas,pielietejot distributive
lilumu un ievérojot, ka i* = -1, dabijam
(2+ by i){agt+ byi) = aja; - bybyt (a bt ab )i
Secind jums z

bet

(a+ bi)(a - bi) = a® + b*
Reizinajums trigonometriskd veidd *
7= § {cosy + 1 sing )
2= f,{ cosp,t+ 1 sing )
% 2y = filcosg, + 1 sing ). p, (cose, + 1 sing,) =
-ﬂg‘,(o(-supl GO 9“’1.'“ sing coag, Hicosg sm:p,'+i" sing, sing, =
=f 5 [y, cuaq;zi-l s1ing sing, Hising cosptoosy, sing, )] =
=ppfoonlp + o) +1 sinle + e )] oo i siaanvas (7}

Fompleksi skaitli tiek reizinati, reizinot vipa modu}us un sa-
skaitot argpumentus.
Visparigi varam rakstit

o R P Dok VR £ [eos(y +(pn+...+<ph)+iein(¢ g+ -+ )]
7 )Kompleksu ska.it:].u dalisana normalveid
2, a+ (a'+ by i)(ay- byi) (a.,a,_-l-b,b‘,) ~i(a b;a,bl}

Tz mt ‘ol = oot Byi)(ag- Bya) = F



S

88y b hlb,' b ayly =@ by

1
at + a¥ + v*

Delijum & dabujan :
S aeedlm) Ul bR e S s SN D
z &+ bi (a+b1)(a-bol]} av vl i b b

Homplekso skzitiv dalisana trigencmetrisks veida

e
- A
nc gejiesnes .dabfijam
Z‘ = . ZL
Ja kompleksu skaitlu zz z, meduli Ir A £ 5 un vipga am-
Plitodas . o By tad komplekse skaitla 2, mcduJ’.'s ir

P
i Sy e hsse

amplituda iz g9 + By tadsl
¥ =0

1

2

i . =%
g tdd P o) 3
cofp Sirup ?
=B 2t . Lo 3L T = 1 ain(g- 2
Gi= ?z._ - WS-:L""i Siae, = & J: cs(;pl \pl)+1 am(tp{ :Pﬂ.)]' ]

Iztelecot trigoncmetriskd veida % dabtijam
i 1 1{cos0H sind) 1p
T giecsyHd sing) glocsyrl Bimg) -

ces(-y)H sin(-p)]...-(2)

B)Eompleksu SKA11]U RApinasang

22 =(a + w)™

pie n vesela pozitiva skaitla © tiek définsta
S AR (n) .
A e e B e & (n faktoru)

Se jzlietofenm rsizintjuma izteiksmi (7) un dabujam

2 = (api)P=lelcoseti sing)]"= @"[cos ng + i sin ng]

Jzlakx défing, ka

2 T
ur
-7 - J:-‘ _
2 = =
-1
J8 n ir dala3s skaitlis, tad dafins
A ”
B ki 2

§ ir tBds skaitlis, luys Kapinats ar u dod 2 te tad

73
1% elepny §=z

= r{coauts sinw); g = rf{eogu + i sinas)

= Plosage + i sint;):zl:s’A(cc&Agp + 1 sinAg)

{cogue + 1 singu) :_E'A{_cosl:p + 1 sinke)

Je Hie lielumi ir vienlidzigl, tad, ki agrik norddits,vipu mo-

Noam

un



— 9 -
duliem vajag bat vienlidzigiem

ES
=P
un vipu argumenti atSkirés par 2kn
A = g+ 2k
A (k ir vesels skaitlis,psc patikas,
oA ?7“ var but ari 0.) ¥
5
e g = gt Blen 7
ta tad

?' =E= ricoguti sine)= S-""'[r::::vs-——Emglgﬁ + i I35.1:\—‘L e eafe)

81 izte‘ksme tiek saukta par loivre Leoremu. LaJ. Fan k 1T pec

patikas vesels skaitlis,tomBr 2# dabll tikei s vertibas un ne
vairik,
Izteikanes (10) abselitd vértiba ir, k& no sgréka zinams,

?“_" t.i.catras saknes sbgolute vertiba. Bet katral sakrei dr
sava arguments, atkarigs ne .)\,q; un M Jupw vertibas ir dotas.
Tivi sekojodi ergvmenti pie pec paukas pemta k ir

Xo o 2n Ao, 2n
v -k e ,,.,+}~(k+l)
Vipu starpiba ir o

o
8is lielums rada, ka ailnoe ir dalita A vienlidzigas dajas. Ja
pengn module vE 1‘1:11:11 ?‘“‘ y, Bn ar S0 vertibu wedam aploei ap ©
punktu, tad uz £is aploges atrcdas visi punkti, kuri dod lztei-
kanes (LD} saknes, bet SAdu purktn pavissm uz visas aploces ir
T

* Pie k = 0 arpumenta vErtiba i"g + %’}k ir 7“&,-59
okl " " " i A e
k=2 " " " " —;{\,ﬂ +28 .2
e " W _A"%ﬁ_ i_z ol

KA redzars, . Pie k = 4, at;‘k.\ras ne vErtibds

ple k=0 ke "F:Lf‘"""‘: dc ccs \.r_ sir vErtih, t.adr.l visa“
salmes & g dahu;rﬁ.m_, 1IeROT M, = 0l =30 vrvewn k =4- 1
un sokre dabil tokel M vETLIbas.
Fiengrs, n ]-;- L
Debut VI = (1) = (L +01)" =
g1 § bee@ Fuks1 5 e
\1::\//&1. T :\/ ?* +ror=1
a 1
gosp =g =5 =1 )
e
Sl == = = )
e =
T = AO &

4 2km . 1.0 + 2kx
n + -3 gin e )
Ek:n = 2K

n




LAD -
pie n = 3 dabujam

\}I = CDE-%SM—+iSin£§lL

liekot k = 0 dabiijam 2, =cos 0+ 4 3in 0 =1

e " zbzcos%ﬂ+isin%=v%+%\/3'
k=2 " z;=cos%ﬂ+ism§_’t=-%—%ﬁ

518 3 saknes atrodss uz aploces ar radiusu 1.
pirmE pie @ = O

otra " g= % = 320°

4n

3

tre3a " g

2)0perseijas ar kompleksien skaitliem grafiska veida.
Seskaitisana.

Dabit 3 = 24 z,= (a,+ b i) + (ay+ byi)=a, +aa+(h +by )1
¥A redzams ne 2imdjuria, kompleksus skaitlus saskaita,veidojot
to moduln grafiske Sum .

0q4 kagd
#is 2imejums ari rida, ka divo kompleksu skaitly summas moduls
ir mezBks par vipu modulu aritmetisko summa. 53 izteiksme, ki
redzams, ari tad pareigza,ja sagkaitamc skaits lielaks par divi.

A R
l*’-."‘-‘izISf”.}*lg’zJ

Divu jeb vairdku skaitlu summas modu}s tik tad ir vienlldzigs
850 pkaitln modulu aritmetiskail summal; ja skait]i ir reali vai

tlrktgm%e ipari.
Dabut 2 =& -2y =3 + (- 2,)



= e

Zim@jums rada; la = ir diagonfle porallelogramma z, un -2,
L

izinas s -
Ligizinasana Dabit = = z,. 2,

Gries s‘rm DZ',Jcamer +& arguments dabld vErtibu Lp‘
Nogriezam 31 .Bevienc z, un 4, vedot mo L “r_ il 2,1
AEBT TUTLT Tu 3 t oN _ oL
0z 4
om _ 5
I
oW ? ?:L

TA kA f: g.;aq_ ;tad redzams, ka
o= ¢
Nogriezot ON uz taiones, lura vesta ar lepki ¢ = @ cpi,'ia—
bujam punktu 2, kes aitelo reizinejumu &, .oz.R31Z:LDBJUJDEI mo—
5:1¢ =0z wn t& amplituda: e + vy

BT 2
DETE Dabut =z = =
GrieZot Oz, negativi virziena,debi virsiems 9= :pr'NogrLezam
L. = Dq 5 Nedot LI H Zyl dablijam pu.n.l taN.

on _ 0oL

1 02y

= 535_ ,dabi jan

CN = 5
= =)
Nogriezot Oz = ON,dabijam s:ﬂmktu =, kas attéle EE

L Zq




EBpinaBans. popne 58 = 5.z.e...... {n faktori)
Piem@ram, dabut z¥ .Griefam staru 0z kapsr vipa virziena lep-

¥is dabu vartibu 3yp.Nogriezam OM = Oz. Vedam M, || 1z, ted

Oy 9
r oL
=gt
NogrieZsm OMy= OLj wn ved&m,lﬁzls |l MLy, tad
o _
0L, 7
= oY ot
e Gy e
Uz taisnes ar vieziena lepki 3¢ nogrieZam 0Z = (1 4, tad
0% = 0Ly = 8"
un punkts Z attelo 27,
B
—"\-.._
L Y e
\LS
B ::’7
P
'!'. r?‘ X
TR TIEY >
1 .?\ i':'la

4
Dabiit, piendran z =& F 5L ; v =V a® + 1
Aﬁlo ved apleei ar radiusug = .Dala lepki y detras
PirmBa saknes stars Oz, dabfi amplitudi %

Saknes izvilkSana.

Otras i

tresis

Ceturtas

Punkti 2, ,2,,%,,%, attéls m"LEté.sz‘Q saknes.Ka redzams visas,
Br keompleksu si&i%li izdaritis operficijas k& rezultatu dod at-—
kal kompleksu skaitli.



Attiecibu R
varam usrakatit
ar
o _ al _ Aall _ _#e
¥ = B TAEY T BRI
e
sekn ) o i
a:b=Aar: Abr =50 5
Liekot e
p=57 =P
dabiijam =tg ; a'= Hp
saue par attiecibas faktoru,
AvuieoTbu o 4 o s A = al bt 2 oof 2 odr
TAL BT gl g e s bhe el =iE

pArveidojem ar attieoibas faktoru
= plg ; d=1d'y
Ar attiecibas Taktoru palidzibu viegli isvedamas attiecibu

ara'?;h:t—'?;c

frrmlas, ta, ja

a5

tad a=fa

= a+b=

- a-b=

gelko (a.i' e e

Ll By ni=

(a +b)i(a-1b) =
Pielietojumi.

b = a'

nt

an b= §h'
flat + 1)
yiat = 1)
s kS

(ar Tury o v
(a' + b')i{a" = b')

al

1)Ja dive linearu nolidzingjumu sistémas atslsgums dots,

tad
un

xil1=3:

=g s

xiysl=34%27

7

Otradi, ja S&das sistBmas triju polidzinfjuma atslégums dots

x=8 7 ¥
tad varam rekstit

= e ARCR R K Sy Sl - YErAl

2)Dots tgy =t | dablit sin

sin & @
tad 2

2 oGin ¥ &ki= 4
=
e
=3 i =%
& un cos §
cos%=t:l
3 -¢1

ain%tg‘t un  pos

pin' + cos?S =1 = ¢'(1 + t*)

s‘:

=5



= A

s a ]
sin 3 =
\vfl g
ces E
+ NSk
PERLUTACTJAS, INVERSIJAS.
Sakopojurmu no n blalus stBvodiem clementiem sauc par per—

mataeiju. S

ir permutacija no detriem elementiem.3e elementi apsziméti ar
burtiem, bet tos var apzineét ari ar cipariem,pieméram
1 Sig

Divi permitacijas elementi stav dabiska kartiba, ja augsatfkais
scko zemikam, pieméram elementi a b un 1 5 stév debiska karti-
ba, jo a alfabets otavy zemak par b un 1 skaitlu rindd zemdlk
par 3, Ja zemdks elements seko auzstikam, tad Sic elementi vei-
dn inversiju, piemSram elementi dc, tapat ari 3 2 veido inver-
siju. Permutacija, kuras elementi seko dabiski kartiba,tieic -
seulcta par zemdko, katra cita permutacija ne Siem pasiem ale—
mentiem satur mversi;a.s Inversiju lielakais skaitl® atrodas
tajd permutacija, kupu dabujam appriefot semfko permutaciju, jo
apgrieztaja permataciji katrs elements ar katru sekojosu ele-
rmentu veido inversiju.
Pienfram permutacija

1 25t
nav inversiju,td ir zemika p?‘[‘ru azija ne dotiem elementiem,
bet permutnc:.,]a 1324
ir viena inwversija, Jjo 3 atﬁ. iepriekd 2. Permutacija
4321

ir 6 inversijas, kupas veidojas Sadi
elementam 4 seko zemBki elementi 3,2,1 +tas dod 3 invers.

" W " it 2’1 " u 3 "
" 2 L " n 1’ " noq "

Permutacijas no n elementien Skirc 2 klaseés attieciba uz per-
mitacijas inversiju skaitu. Viena klasé skait@s permutacijas
8r pare skaita inversijém un otra klaseé ar nepdra skaita in-
versijhm,

Lai dabfitu permutacija skaitu ¥y no n elementiem, karto-

jam fcs n elementus n grupas, katrd grupd lieket par pirmo
elementu vienu no n elementiem. Katra nc Sim grupam paréjie
{n -~ 1) elementi dod P i permutaciju skaitu, t8& tad permu-

taciju skaits vishs grupas kopa ir

PnrnPhl

Ja permataciji ir tikal viens elements, tad permutaciju skaits

pie diviem Eletm«mtiem}‘r
B =25 =2.1
talak, pie 3 elementiem
=3P =3.2.1
pie n elementiem



e

Bégout izteiksme.

Ja permatacljs pArmains vietas diwas elementug, tod se-
ka, ke izdarita tran zipija. Visas permuticijas no n eli?mgn—-
tiem var dabut ne vienmas, izdarnt tani elementu transpozici-
Jas, by

J& kida permutaciji izderam viema transpoziedju,tad in-
vergiju skaite mainds par nepara skaitls, thds] permutacija
pEriet no vienas klases Htra,

Pieradijunmns .

FPermutecija Lika

Aun B elementu grupes, i un k elementi. Ja §ini permutaciji
permainam i uwn k vietas, dabijam
AkiB

gk klat viens inversija, jo tagad pZc k seko
1. Ja bitu dete permutaciga A k i B, tad par-
mainet o un i wi 8 dabitu permitaciju & 1 k B un Seit batu
zuduse viena inversija; salidzinot ar permutaciju A k i B.

Ja dota permmvacija, kurad elementi 1 un k nav blakua
stivesi A4CRB

Ar 8o maigu §
zemdlka loce!

lur A,B,C elepmen*u gruvas, pie kam C grupa atrodas m elemen-—
ti, taed parmainot wietas i un € dablijam

ACikB

He,parnesot i € vietd, esam izdarijusi m transposzicijas.
Parnesot k vietd 1 dabujem

AC k1D
Se esam izmdarijusi vienu transpoziciin, wn beidsot, paErnesct
C vietd Xk dabujam

B S
fe esam izdarih o transpozicijas ar blakus stavoiien ele--
mentiem, TA tad & per}r.utar:ijas A i 0 k B parejnt uz permate-—
ciju A k ¢ 1 B esan izdarijusi 2m + 1 transpozicijas ar bla-
kus stAvosiem elementiem, inversiju skeaits ta tad mainiiies
nepira skaitk reizes 1 un tadél inversiju sksits permutacija
Ak 1B atixi par nepira skeaitn no t4 inversiju slkaita,
kaa atrodas apija 4 1 C k B.

Ne dotds permutacijas, kuprf atrodds n elementi, dabiijam
citu permutecijn, parmainot vietas diviem elementiem.Ja pir-
ma pervatacija ir para klaese, tad otra nepira klasé un otra-
di. Ta Tad puse no visam permutacijim no n elementiem ir pé-
ra Klas® un puse nepira klase.

Cikliskas permatacijas.
Ja permutacijas n glementus usrakstam usz aploces piepemtd vir—
" : s

""-?L‘\ virziena, tad katru sakopojumu no Siem n ele—
n-j \}; mentiem. lesitu plepewth virziena, sauc par

ailliska permuteciiu no deotiem n elementiem
N

ir pakliskas permutdcijes

Katru ciklisko permitaciju dabi no priekiejas, parnesot pir-
mo elemeniu beideamd vietd, izdarot n - 1 transpozioijas bla-
kus stavesienm elementiem,Ta tad n elementu vienreiziga oi-
kliske permitacija ir tas pats, kA n - 1 transpozicijas.Ja n



=
ir paAra skaitlis, tod n - 1 ir nephra skaitlis un tApsc dota
perrmatacija un debltd rav viend Mlasé, Ja n ir nephra sitaitiis;
taf izejas permutacija un debutd ir viena klasg.

DETERMINANTI.

I. Determinanta deéfinicija.

1, Ja no m.n elementiem veidojam m rindes, katrd n glementii,
tad Sady,’ sakopojumu: sauc par matriksu.

B By By (eves R B
By Bpg Bgg coceeaneen a an
e Bpig B v Bon

Katram 51s matriksas elementam ir divi indekei, Firmais norfda
rindu, lkurh elements atrodds, otrs norada stabipu jed koloma.
Kad matriked rindu skaits ir tik pat liels kA stabipu skaitls,
tad matrilksu sauc par kvadratisku. s

Var apzimét ari stabipus ar burtiem un rindas ar radita-
Jjiem, vai ntradi

a B 8 aeeceneees k,

8y By Ba weersseser g

a, bn A Ku
Kvadratisksa matriksa

By By By eeeiiciees 8

By gy By ceseaeaee 2an

Snt By Spa beae el By
uz diagonaldm atrodas elementi
ay n‘ ........ Son WD By B(n gyp sesmsemmeen By
Diagonali By emeee 8y B8uC par galveno dizgondli un 2y e8

par blakus diagonali.
Ja veidojam galvenfs diagonales elementu reizingjuma

n

T S I G T R

un #inl reizinsjuma permut &jam otros i_ndeké'n‘_;s, tad dabfijam
n! perrutarijas no Siem elementiem, Puse nn 8im permutacijhm
(isverojot inversiju skaitu) ir para klass un puse nepira kla-
a8. Pare Klases permutacijém dodam zimi + un nepara klases
perputacijam zimi -, TAdE kertd deblijam n! reizindjumis. 8o
reizind juma summi saue par dotée kvadratiskas matriksas de-
terminantu, PiemSram, dota matrilsa

By, S Eja

g1 Bgg Ay

d3) By “Cog
f1s matriksgs galvenajd diagoniile atrodas elementi

BRI D



il =
permuatdjot indeksua 1 2 } dabfijam permutaci jas
(1) (2) (3) (4} (5) (&)
12 § 132 2 %3 P Hix @ et
Pirmaja permutacijf nev inversijuw,ta tad zime + g4, 8;, 84

atrajé 45 L i il B — 8y B8z3 83
tredaja » Rl £ R il T " - a, 8y &y
ceturtaja i it 2 e LA "t ey By By
piektaja 3 2 2 j L sl + By 8y an
sesteja y, W e 1 i 24 ¥ =By By 8y

Dntés matriksas determinants tad ir a.ugéé:]o reizinajuma summa
Ay By By = &y 8y, 8y, = 8, 8y gk A, 8,8, 8,8, 0, - 8, 8 8
Locekli
By Byg By

no kura visi citi determinanta locekli tiek veidoti,sauc par
determinanta galvenn locelkli.

K& redzams,determinanta katra locekli atrodam tikai pa
vienam glementam no katras rindas un katra stabipa.

2, Ka redzéjam, determinantam ir n! leceklu.Xatrs loceklia
ir reizinAjums no n elementiem, t&dE]} n-tAs képes un vipu ta-—
Péc saue par n-tég kipes determinantu.

Lai apzimetu determinantu liete simbolus

. D= Ii' ay, ay. By
ar so norddot determinenta veidoSanu pEc di8finieijac.Lietc ari

Simbolu, kas rada visu elementu sistém, ieslédzeot determinan-—
ta matriksu starp divim vertikalam stripiEm

By Ayg e ceeeseae B
e fyp Bgy eeemvaneaceoa. an
M i ne e
P Py e

Flementu ay, sauc par determinanta galwvu.
3. Otras kapes determinants, attistnt to ki noradits,ded

By By i
a, EZJ = DL By ™ R Py~ Ry By
Jo permutajot 1 2 dabujam
1 :2 21
pirmaja permitacija 1 2 nav inversijas,tda tad zime + &, By
otraja w 2 1 ir 1 inversija, " " j — By By,

Ta tad otris képes determinants tick attistits no galvenas
diagonales eleccotn reizind juna, novelkot blalus diagonales ele—
—ootu  religzina jumn.

Tresas kiipes determinanats attistita nodale

L.




e e
I1I. Determinanta Ipasibas,

1. Ja determinantd liek stabipus, tai pasa kartiba, rindu
vieta, tad determinanta vertiba netiek mainita.
Dots determinants

RULSE e ot o iy
a, a R L
_ % 2z 2 | .
D e s G ’zi—anatl""&nn
Fl g

Perveidotais determinants, Kuys pirmais stabind likts pirmés
rindas vietd u,t.t. ir

Bip Bppowowoe By
ERASETE ey S
N vy | _ +
R L b e
By By - B

Redzamg, ko ablem determinantiem ir tas pata galvenais looce-
klis, kura otrus raditajus permutéjeot debujam determinsnta lo-
ceklus, thR4&E] ari =1
SecinA jums.
Pametojoties uz pierAditads izteikames redzams, ke visas
izteiksmes kas pieraditas prieks stabipienm,derigas arl prieks
rind&mn un :xraal.

2. Ja determinanta parmaina dives paralelas rindas Eatabl—
wus) vienu ar otmi, tad determinants vertiba maina tikai =Imi.
Dots determinanata

n T oo By Rige e B
S Bgp eee Bgg Bapoees B

lam R

jo determinantu, ki agrak rerEdits reo Gr‘vcnus a1
jon dstelkami - sy, luge apeimdjan or D, D dzs
25 ruchtanu iunk t spozieiju un S0
i apzimBjom ar D'. Katram D' isteiikstes locek-—
iksme D lccc.lf‘us ar vienlidegigu abselwtu veértibu,
— D. Icvércjot izteiksees D simbolu,
edaret de tinantd atebipu 1 un k

utbilst
bet pretéjc zxai, ta tod D
redzans, ki D! dtbita no D
trongpozieiju.

Piemera.
OtrEs kapes determinants dod attistijume
el Al 3
= =B B =gy
By

Parmpinet stabipus dsdbujam determinantu un vips attistijuma
2y 2y

Gep 16y

e =8y fa = Sy oy T Ay - g)=-D
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Yo augSeja seko, ks ja determinenta parvietojam keut kads 1Zr-
Tl sLahn;'us un rindas, tad determinanta abscluta vErtibd mne-
mainds, bat vina mme war mainitien.

Tas redzams #8di, Ja determinanta R peryietojam savstar-

p8ji stabipus & wn Jk + 1, tad R* = - R. Het ja determinant@ R'
atkal phrvietojam ;dVStME“J stabipus k¥ + 2 wn k + 1,ted Eis
determinantg " = - R' = R, Ta tad stahn;u tre.nsposlcuas,para

skaita izderitas, nemains determinenta zImi. Tas pats sakams,
pamatojoties ns agrak teikto, ari par rindsm.
Va dots determinanta

By B By Ay

S0 Ry
A3 B3

o fur Bag
parvietojan 1) tredo stebinu ve
daram H RS

2)

tam ‘de’TlBLDjﬁm otru rindu ur pirme savetorpe—

am 1 transpozieciju, z2ime meinBs.
Parveidr‘ca. = duthrmir_entF al o
Ban S By Oy
Rl B Ty W
o s G S

By By ‘6 By,

Bley Biiy By B

Psc meinss stabipy r taju permutacija galvend disgonald ir
321 4, viga ir lsp ilani-, bet rindu reditaju permataci-
Ja 'valvem diagonalé 2 1 3 4 un ari nepara klsse.

Ja rindu rEditEju permutécija un t&pat ari stabipu radi-
tajn p?rmﬁ acija ir abas viena klass, tad D' = D, bet ja 31s
permutied jas nepnieder pie yienas klases, tad D' = -D, Pirma
gadijuma pirve sna dabita ar piEra skaita transpazicijém,
Bet otra ar nepara skaita transpozicijam.

S

3. Ja determinanta dives parelelasa rindas ir wvienlidzigas,
tad deterainsnta vertiba ir nulle.

PRrmeinot ée minants ':19n11dmgas rindas,determinanta
Igteniba gava veida nomainas, ti&ds]l D' = D, Bet no agraks ir
Zinama, ka Jja aarstarp parvietojam dives rindas, tad deter—
minanten vajeg mainit zimi. T8 tad D' = D un ari D‘ =D = -D.
Tas var bitt tikei ted; ja D = 0.

4. Determinants tiek reizinAts ar akaitl‘l k, ja reizinam
kBdas rindas (stadina) katru elementu ar k.

8y By K a8 By By cees 8
TR R or Bpnl b B

Bl =l I =X =
Ty, BB B Bar g <o P

Katrs determinanta Ioeeklis ir I‘ELZ]_UBJHIIIS, kura atrodas no
katras rindes un katra stabina pa vienam elementam.Th tad de-
terminanta D' katrf locekli atrodas viens elements noc ar k
reizinAth gstabina, %ade] faltors )k atrodBs determipanta D' ka-
tra locekli. Fakloru k izpemsm prieks determinanta un dabiijam
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U3 BpETieZimy.

mig§éjn izteikami, kaya pierada teoxSim un W
Becinajumi,

a)dsterminartu drla ar akiitli k, ja ar Sa skaitli dala
determinantas kidas rindas {stabipa) elementus,

b)Jda determinents kadd rizda (stabipd) visi elementi ir
0,ted desferninanta vartiba iz0.

Lickot determinanta D' k = 0 redzam, ka deteruinants dabi
vertitu 0.

c)Determinante vertibd ir ©, ja kidac rindas (stebina)
slementi ir preoporcionali kddes paralelss rindas (atabipa)
elementiem. =

Iznesot prisks determinants lepejo felktoru,peliek determi-
nants ar divi vienlideigim paralelém rindem, kura vértiba pée
ieprieks8ja ir 0.

5. Apaksdeterminanti.

Ja n-tAs kipes determinsntd velk stripu pec r-tA stabipa
un r-ta@s rindas, tad tas tiek sadallts divas lyadratiskds un
divas taisnlenks watriksas. Kvadratiskis metriksas dod atieal
detorminantus, vieonl sr'» ma otra ar (n - r) olementiem.

L =y

B

No D .ar nora}dit: papemiera izrveidotes determinantus D, un Dz
apue par D spakadeterminantien

a

T l Br] oy i smizinie T+ 0
B L B A,
1, = il = Lol 1 Mo Df vy 1L T+L,n
5 |
B By v Bap ’ iin,rH

Apakedeterminantiem D, wa D, ir & ipaSiba, ks ikviena loce—
k1is np D, reizinfts ar ikvienu logekli no Dy dod viemn lo-
Gexkli no D,

Je reizinam Dy galveno locekli ar Dy galveno locelkli,tead
redzams, ka datu D veno loceldld.
L __J® apokatam tikei ltveellu alsoluto wErtibu,tad minsta
Ipagiba redzama ari pie citiem locekl)iem, jo katra Sada rei-
2indjuma atrodds po determinents B, un Dy pa vienam elementem
oo kakcas cindsds uwn shabipa bn tUdEl GR4S reizinajums ir de--
termizenya D loceklis. Arl abtieciba Teizingjouws sini izteik-
swe ir pareiza, Jo Ja pemam ksut XEdu locekli mo D, ,tad Sada
locekla pime ir noteikia ar vige stabina TadItAju permutecijas
inyersiju_ itu,tapat locekla no D; 2ime ir noteilta ar vipa
a‘ca‘by;a 3 Ju permutacijas dpvarsiju skaitu.loceklim, kuru
dabfijam reizinot D, locekli ax» Dy locekll, stebipu raditaju
Pergutacijes Inversiju skaits ir abu inversiju nkaita summa
un 51 sumia ir pAra skaitlis (ko @od + zimi'} ja abas inver-
sijas ir viena kias® (ambas pira, jeb abas nepira), summa iv
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nepdra skaitlia (dnd zimi —) Jja abas inversijas nav viend
klasé (viena para klasg, ctrh nepara). Tas saskan ari ar zim-
Ju lilum reizinadand, ,]0 ja abi locek]i ar vienAdEm zimém,
tad reizinAjums dod + zimi, bet ja lncekli ir ar nevienfdam
zimém, tad reizinajums dqd - zimi.

Determmﬂnms D, un Dy gr minsto ipasibu saue ari par
riekartotic: apakideteriinaztics.

6. Apaksdet@rmma.ntl, kuyi piekirtnti determinanta ele-
rentiem.
Katram determinanta D elementam ir piekdrtots n = 1) — mag
kapes El]:a.l.adetermlnantq

G
ity Qg R Sl =
8§ 813
D= ol S
i
%01 %02

ditdalot pirmo elewentu a, dabijam vipam piekartotu apekfde—
terminantn D"

Byp Wy seeesinre .
Banl Bay anrae 2
2 3,
D, = 3 3 In
nﬂl Eln3 & e . Bm i

80 apakSdeterminantu dabijem, je determinants D stripojam rin-—
du un stabipu, kuros atrodas a, .

Lai dabutu elementam gy piekiartotu apaksdeterminantu, D
ir ta japarveido, lai elements a5y atrostos determinanta D
galva,tad Ay & apaksdeterminanta dabiijams, ki norsdits.
Elementu By VaTan parnest uz galvu ajparpesot rindu i pirmas
rindas vietd, pie tam jAizdara i-1 transpozicijas, b) parnesot
PEC tam s‘tnbn;u k pirme stebipa vietd, izdarct k-1 transposi—
f‘lJE\S. Ta tad, elementu a: % parnesot determln.antll galvh, jéizda—
rai-1+k-—-1=3i-+%k=&2 transpozicijas. Parvelduts deter-
minangs D' = D, ja trcms'pnr.lcvu sicaits ir
DY =D ja Lrana}oz:.cuu akaits ir pepara (pec 2) un tadsl

DY = (1) sl l)k+'D, (jo 2 var atmest),un D= (—Il)ﬁ'k
Ta tad
B4 Ay e Bigl By e By

841 i L Bigry e

e (--].:pl‘-i‘i Bf’L—l,k ui—t,| Ll = k=) ai—l,kﬂ"‘ By B (1)
B,k Bk, 00 Ra ket Paegdenttt Bigy oy

ik Sni Biked  CHogel vt B



Ll

un 8y plekartots apaksdeterminanats Di_k I

" Sl emPAaR T B e
ag) Baz  vie 8y gy 8yt o0 Bap
s e R
1. = -
DYy = (-1}

e S

a

Tt k—x aiwa oy |

11,000 By ket Pa ek
B 2na Bu,k.k\ a]l,lﬁ"l B
Redzams, ka D:Lk. matriksa dabfijama, stripejot determinanta D
Tindu un stabipu, kures atrodis elements aj_k.Apakﬁdeterminﬂ.n—
ta Dih zime ir plus,jA k + i ir para skaitlis un minus, ja
k —+ 1 ir nepaéra skaitlis.
Eik zimi dabut var ari, ja katra D elementa vietai dod

zimi + jeb — atkeribh nn tam, cik transpozieijas ir vajadzi-
gas, lal elementu parnestu determinanta galva.
Sis pepsmiens dod schemi

3 - - #
= ¥ = 4 =
H o= ok = 3
= in - e =
+ - o+ - 4

Lai elementu Ha3 parnestu galva, jiizdara otras rindas trans-
pozicija wg pirmo, un treSa stabipes uz pirmo, ta tad 3 trans—
pozicijes, kas dod - zimi.

A (e = gyt - - 1 geacte pasu rezultitu.
Piemera. o

Dabut apaksdeterminentu, piekartotu elementam agy

e i i
7 2 By By @
N T =

P fleiies o Dy = (=1 G By Bgy
a0 280 h =y By By Bug
By s Ry o |

ArI pBe schemas redzams, ka D_“ zime ir minus.

7. Determingntu pirma galvena izteiksme.

_ Ja reizinsm kidas rindas (stabipa) katru elementu ar vipam
Diekértotu apakadeterminanti, tad Sereizinajumm summa dod de—
terninanta vertibu.



| fo o - S
ay EBi2 o e
D= SR = i
o e RLELT
ﬁm ah‘ o & s e ow w la Bnn
D= ag Dy, + 24,04, +°1;”13 + e by Dy

Ja ugskatan determinentda T elementu B4y Dax pirmas kapes

determingntu, tad isteiksme par piekartot. apr.ksdetemmant: en
dod, ka &,y reizinats ar sava piekartota apaksdeterninanta

loceklienm dod determinanta D loceklus, kuyos atrodas 84y un
vipam piekBrtota apokideterminenta nik elementi. T2 ted

2k Dik
aptver visus determinanta D loceklus, luyos atrodas elements
By Tapat ajlnj‘ aptver visus locekiug ar By u. tt.Determi-

nanta D katra locekli atrodas tikai pa viepam elementam no ka—
tras rindas, t& tad ari no rindas i pa vienam clerciton. D lo-
cekli ar a4, doti ar oy Dii,locekll ar o ﬁotl ar a Dlzu.t.t.
Bekn, ka &y, Dy it 311D11 eyt alnqn aptver visus determinan—
ta b loceklus un tadel
Bl ggahiy Fiae Dycoch ook, Beo o i 2 (EEEY

AT 813 izteikames palidzibu n-tds kiipes determinanta uprﬁklné—
Sana tiek parvesta uz (n - 1)} -tés kapes determinanta aprekinf-
Semu. Turpinot So pepémienu, beidszot nfkam ple 2-tés kipes de-
terminanta apretlnésanas, kuxa kA agrik noradits, viegli iz—
darfima,

Izteiksmes (II) labo pusi ssuc par determinanta attistijumu
“PEe i-tas rindss elementiem.

Fiemars.
ATtistit determinsniu
= e * e G
s 6 2 0 schema - + =
2 B TR e e

Attistam, Ppieméram, pEc pirmés rindas. Tad vajadzigl pirmis
rindas apaksdetermlnantl kuri ir

I 6 0
el

B 2

P Dy =(h)

6 0
+ 30-) Er
s
Apakideterminantu zimes dabfijam no schemas.
=1(2.8 —7.0)-3(6.8 - 2.0)44(6.7 — 2.2)=16 - 144 + 152 = 24.

Determinantu attistof pec trefa stabina, ¥ertibu dabujom ar
magaku darbu, jo tresd stebiph viens elements ir O un t@ds}

=’
’?

2
Di=cae Do+ an Dy +@ D=1

5 2
(] Rt ] 13

257

(=]



= O
un ted&] wttistijuna ir tikai divi loeekli

p=a [ 2 +D.’-ﬂ1 2
7 2 7

5

= 4(6.7-2.2)48(1.2-6.3)=152-128 = 24

8. Determinanta otra galvenE izteiksne

Ja kAadas rindas (s iga)katru elementu reizinam ar citas
parclelas vindas Estnnlpu? riekartotiem attiecigiem apaksSde-
terminantiem, tad So ’ELZiELJUEL summa ir 0. T tad

& Dk; + 8y, D ?L T Dlm c

S0 iztelksmi veram usskatit ks determinante attistijusu psc
rindas k, pie kam 333 rindas elementi ir vien11dz1g1 &Y Tin-
das i eleman‘lem. T8 tad determinanti ir divi vienlidzigas

rindas un ssskagd sr agrako, seda determinanta vertibe ir 0.

9. Ja determinentf kEdas rindas (stabipa) elementiem pie—
skaitam, ar kfdu pec petikas fsktoru reizinatus, kidas parale-
as rindas lﬂtnblpa) elementus, tad determinents savu vertibu

nemaina.

&y By -e- Bip |a“ .lt&“'PB.H_ cos Bg
Iy a3 By eee By 2 |ﬁ21 kagy + agg Bax
%ﬂnn am Bnn B‘1:u kan|+ar.'l a):m
Attistot determinentu pSc otrd stabipa dabiijem
, [ { 4L D
(kay + ap 3Dy +leag, + 4y, )Dig + oo F (ka, +tay, )D,
=kl Dot 8y Dyt oot g B e, Dip e Dugd Lo
..... T ﬁnznni i
Jjn izteiksue iekavie ir mulle(PSs &)
Pisndrs.
= I LA
D= & 2 ol=%24
5 9 gl
Iiesksitom pie trefas rindas Pirme rindu, reigipBtu ar -2 tad
|l 3 4
D= e 2 D
lO )

Attisten pec treSs stsbipa, ted attistijumi ir tikail wiena
loceldis

o
"

= 4(6.1 - 0.2) =

6 i
10, Determinantea kipes paseminiSana un
pasvsstinksana.

Determinante kipe pazeminBs par 1, ja kadd rinds (stabi-
HE) visi elementi, iznemot vienu, ir nulles.



P50

FPierddijums redzams, attistet D psc Sas rindas (stabipa)

e e
H4q evn B,
S e P agn %' i ﬂLﬁ
2 " > SR |
= 3n O e e
a B2 - Bnn

. Be ipadibu islicto, lai vienkirdstu determinanta aprékini-
Samu. Ar iepriekssjis tsoremds palidzibu dabil, lai kedd rindad
val stabins, lapewot vienv elementu, peréjie slementi butz O.

riemsrs. Lo Eor
16 4 10 e
o L i i
8 6 4
Attistot poc vienkErigkes  rindes, otrds, debijam
p= a3 | % 2]+ s 16 }.CI Fa0y [180 4
5 4 9 4 9 6

= 3,44 + 2,(=26) + 1L{=60) = 20.

wrveidojam auwgStjo determimantu t8, lai otrd  stabipd divi
elomenti bitu 0. Tn varam panakt, je ar -2 reizingtu gtre rine
du pieskaitam girmﬂi rindai, un ar -3 reizinBtp atro rindu
piesksitam treSzi rindai.

[2e o &
5= S B
L I

Attiestan psc oird stabipse

10 B
D= 2t
o i
8o varam attistit ari pec tredas rindes un dablijam

i0 o
T = 1l

= 2.10 = 20

20

3 2

Secinfjurs.
Ja elementi galvents diagonmidles wviend puss® ir miulles, tad
determinanta yvertiba ir vipa galvens disgonile.

By B @ a
I 1y
Fan Ba3 f
O Ay agq iy 4 ]|a.ﬁ a-_wl
=& 2y Hy =8, 8y, = a, a a
o © by (! £ 0 m n %2274 B4y
0 € ay
4] Q c
Determinanta kipi pasugstina &adi
L::' aghfp == B x ® = G L E
- VLI (- 6 1 =x =z By O Ay
5 Ay, C C ayap By € By
00 ay e



ziba redwoama gttistot determinantus.

Tiem@ri.

~oF =

Ar x epzimtie elementi var bt pSc patilas. PapSmiena parei-

1. Kida ir sekojoSa determinenta veriiba?

3

L
2

1

B L]

noje

LT Y e

Ar delas skeiltliem mav erti rikotles, tade] parveidojam deter—

minanti, ingt p

irno gtablmear 6,

determinnti elementi ths

G lug A=

novelkan otru ripdu

6.12.6 A=

6.12.6 k—'zj(+)\ f} j |+ 3(=)

Pirmeia deterpinents sy divAmproporcienalarrindsn i 0,.Felisk

2
3
&

otru Br 12 un tresc ar 6,tad

veseld skait}i. Td& tad

3
5
&

3
2
2

no- trefas un attistam pee tre¥a stabipa

(FTREN T 3

a
=2

=5

2
2

2
2

e}

a
o

1
3 =3

6.12.6 & = 2.=(2.=5 =3.8) = 2.-(-30) = &0

=
o

] g

\ﬂ"“\ﬂﬁ_

=
¢ R

*in%ntr‘ kopejo Taltoru 2.

P
2.1ada vertiba determinantam
£ & 10
1 s
&=t 3
L 5
o pirmes rindas iznesan p de
¥o otras rindas Isnessn ko £ &
2
R =
2 5 5
Fieakeoitan ar -1 reizinfito trefe rindu pirmai rindai
A=2 - 37

attiatam pec pirmés rindas

i 0 @B

a=emln 2 {L:z-%

s

2
3

=8 _PE iR
=3 = =g
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1l. Determinanti ar sastiditiem elementiem.

Ja determinanta kidas rindas {etabipa) elementi sastiv no
I summanq.i_em:, ted 90 determinantu var pirve;‘,dot ka summi. no
k t8s passs kAapes determinantiem ar vienkartsiem elementien,
a, uc+-an_ 5'3
7= |8y, Btegy agy|= (obe, )0y HB + aggDy + (v + 8Dy =

ay ytag fag | (aDh GO i) (e + g Die t Ealy) =

a0 T ag By By 8y
= |8 B &y, | tlay By By
By T Ay B0 S %%

Fieradijums izdarits, attistot péc otrd stabipa, atkldjet ie-
Eevaes un beidzat pErvedet iekavas izteiksmes determinanta
simbala velds,

Ari apgriezts izteiksme ir pareiza un pierddijums izdarams
apgriezsta EibA

2 fy By Ay Bl By 8y Byt oEf Ay

By Bgq Ay |t |8y 2ly An [T Ay Bt o, Ay

Sy Ay fp ag Bl By ag &3t &4y ap

12, Fulldeterminemti.
Far nulldeterninantt saucs t&@du, kura vErties ir C.

B} 11deter:1';inanta parelelu rindu (sta’bi@l) glenentiem pieckir-
toti apaicodeterminanti iy proporcionfli.

Big By
Ay By B33 Bgy
a4y fy G Ay
By BAr Ry By

Veidejem Ay Ay~ &, B, .Teverajan, ke Ay, dabl + 2imi un Ay,
= zimi.

By B Oy 8 B By
Ly Ly - A‘JI. Ly = Ay |2y Ry Al g [ Ber Bgq By | T
8y B3, Pgy gy B3 Bay

lan‘t‘w Wy By (=aftis = an|  [(epba b osehy) 8 Ay
:! ayhy am Anlt el Age ayls [(aeky oaphy) Ay oag,
Ay By el fepdy myy Ayl lepdy Foaghy) By ag
Beicdzamd determinante,reigirot otru stabipn ar Jggdn trso ar Ap,
un pee tam pieskaitot pirmam stabipam, dsbiijsm

Bl oEmiyy b oaghy toauhy 2 ay| A By By
ayky * oaghy T anfy el Rey Ayl |0 8y ey, (=4
Bty ol oAl b aghy agy Ayl 10 Bg By

Bgy By

By By




=gl o

g Py l
B4 By

T ted Ay A, - A, A=A

Ja A =0, tad ari
A“ .5..,‘17 AJA”_= Lo}

4
un
Ay = Ly
i
i wo Ay
Wy b = R A

ar ko gugSEji teortpa ir pierfdita.
III, Determinanta difercncdfana.

Diferencésana attiecibd uz kiEdu slementu
8y 8y av. 8

n
By By oeee By : ¥
el SR B i e o
By Pg e B
‘g‘:‘ dabi diferencejot A attistijum péc rindas i, ettiecidbs
i

vz .

7

Hedzams, Ika L = f.. jo detorminente attisiits veida
e il
elementno aﬂ__ atrodas tikal vienw reizi un pis tanm reizingts
ar savu gpekSieterminantu, Lups nav es...

1K
DiferencSians attiecTbd uz kadu parmmetru.
Ja K elementi ir funkedjas no paremstra t, tad veram Getermi-
napty diferenceét atitlecibE uzm t.
A =flagd 4y,

=1
tE ki, ja
- &= BV, % )
= &  dx ., 8A ¥ .94 . &
dh _ ¢A  dx , 9A iy 4 JA | do
T=x Tray &t wmT
t2ds] :
ag,
8- ai“ e = EA et (3=2,2, nilienl o, el

K n n )L
Sea A 1 s ¥ ¥ 4 1
af = Thyel =28 Agel + 20 Ao Al bt ?‘ Ay
Pervedpt katru s deteridipants sihzbols, dabijam

1 . L)
CHISEPR S Sy e e a, 8 ...8

Bl Byy oo LA ay Bpy .. Bon i +au & ...a“,n

B:In TR 2y a;lia'nn By &naa;m

i
I
i,
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Tiemndrs, % o 3,'(:1—1-) y,{n_'J
'

) n-% {n=i

R TR
: oL o e

In :‘r;L Sy f’vr(in ; }'1{1 ?

8ini deterainentd Vi T e Wy ir funkeijas mo x=. _';'f‘ g At=

vasinitd attiecild uz = u.t.t. Sidetercinantn diference attie~

cib8 uwz ‘xizlietojot sus8&jo papemienu.

A IR ot b b Y R e o B b)

~ = = =)

e R SR L B D R PRSI L L
i il (e SR e e P

ThH o £, 78 v wnr s Sagl

L
: },L(n—z) yin)

. y]gnAl.) Y;;n)

Yo Yn Yy
Visos deteruinastos §inl sumrd, izpemot heidszamo, ir divi
vieplldzigi peralell stabipi, tade] Sie determinenti,iznemot
heidzamo, ir 0, un t& tad

‘V,(n-l) yin)

T A
e lnw w xg_(“‘l) ¥z
R

IV. Determinantu pielietoSana linedros
nolidzing jusos.
; 1. Dafinicljas.

Solideingjums tiek seukts par homogenu, ja katram 8 lo-
celdim, attiecibd ug nezinfmiem, ir t8 pati dimenzija.
:iemdri. selkojosie nolidzin@jumi ir homoseni,pirnfés,otris un
tres@s dimenzijas

T-2y+e=0 , xt -2y +4a7t=0, 3% At 32 =0
Nolidzinfjums ir linedrs, ja t& locekli attiecibE uz nesins-
riem ir piru@s dimenzijas:

X-4dy+z2~=F=0 , ax+hy+ec=0
fugfejie nolidzinajuni ir linedri, bet sekojodie ir houogeni
un linefri
s kb y+oz=0 , Ix-4y+52 -2u=0




=

Hourogenu nelidsind jummy var plrverat elrivalent® nshomoze-
na, dalot A0LTIFeind june &r vienu no mainigien wu attiecThn
vieta lewvedot jaunu apzimi

a,,-:—'b:{'rcz:O..............{ﬂ)

RO D i 3y T
VolldzinBjumi {a) un (b) ekvivalenti.

Yehonozonu nolidzinEjuwrm var pirvErst homozeng, levedot ne—
zinftg vieth etticeibap

Jielemn

arm Eopsia

B n pezindplem

an‘xl+amx1+...+%m&+fn=0

Se koeficienti agy ir resl

shait]i wi ng tien spst
terminants tiek pauikts per 8is nolidzins jumy sistimas deter—
ninantu

By Saatee Zrn
Lai dablitu relzinano =1 yreieinam Dax X

By Bygiers 8 T oo Bg

= By Bagoeer Byp Mpocee Sy

ey S
S Bt Buge Tt S



=

fedzinot katmu stabipu (ispemot stabipu k) ar attiecoss x un
pileskaitot k-tar stebinsm, determinanta vertibe nemaings, Fec
tam k-t stabipl un rindd i stEvodaia eletienta dabil veidu

By X+ oapx b tay Ik b s Ry
Sia elements nolidzinds 'fi ,kas redzans rno nolidzindjum sis-
tEnas (1) Teliekot deternmingntd k-te gtabipa clementn vieth

attiecnios =50 Ty e -*‘n 5is stabipd dabl kotrd elementd
zimi -, 3o ziLl iznesot pirms determinanta, veran relstit
a8y By eee o LS
By By e Tpoae. By

sl ba i el e S [

Ar Dk arzimEta deterninants, kupu dabijaw, ja nolidzingjumn

sistemas (1) determinanta k-ta stebipo elementn viets islie-
kam atticciges noll
Ja

infijum absolutes locekjus.

I #0
<ad R
-k
b
N o el e e DS MR s S

un I varsn dabiit parreazama-

matrikay ng sistiuas (1)
ciontien a.. t koeficienticm arl abso-

il
ldtos logeklus T

B E s 8o o
By Bpgei B aiat B

=

By g st Epgoces By By
Hnja matriked iT n rindas un ot 1 stabipn, fapildinot Eo ma-
triksw ar (n + 1)-no rindu, dabujem detérminentu ar n + 1 rin—
dém uwn n + 1 stabipiem. Kd velar “edzeqm, + 1)-mEs rindss
elementl nebus vawad.ngi bet 8 iskartoti apals-
determinanti un t8ds], konkret gadiiwed, ievedan (n + 1)-ugs
rindes elementu Tietd, pielietojot zinfimg schem,elementu vie-
tu zimee. Visparsje g..dlww., Seit slementu viets liekem punk-
Tus, tad

i SR R
By Byg -e- B ses By f-t
L = PO R s e ) i

B By e B st B 2y

. ST S .
e ca [0 02 JOE i % 3 wHl,n mohat
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Deterninanta A apoksdeteruinants,

By By By By e 8 1,
R (B "‘*Lk- &LK-H e Byg Ty
Aty L3 ) ol T

&m&n aym'%L-*-l"'anuf

Bind apokideterminantd nav k-tE stoabiye,determinantd ir » rin-
das _un o stabizi . Parnesan beidzamp ste :Lv;\u ar elementien
f' P S Ty abarp stebiplen k-1 un kil. Tei &0 izvestu,tad
¥ heidzarmo stabipn j darc tr a::mwozici;as, piyns tas jepar-
ieto n—{% stabiga, ted (p-1)-ma i viets wn bei-
p3 (It )-mE stabine vieta. r Zdara p-k tran-
: Jeijas. Het tad detorminanta i larige no
( 1)11_1“ Lai Am_' 3o Tatursty sevu zimi, kada tam ir pirma tia.n—
e
un

'Uu':) detorpinanty jereizina ar (-1)

By BBy & S weeiB

fl'a? con By

)

Sy B By Tnfeiety v Ben

73 \:_1)1.—1( Iy (_1)m+! = =1 un tELE}

By Bjpees B, 5 By o By

B Bagies Ry, b Sppp it sy

I

& o
Sy Bt Smkey tn

e tes pats, lutu ag
p‘tﬂ Iz

ar 1) apsTwdteo detervinantu dabiijam
un

= Ay aa

L Anpl

D Au-l-n 1=

=y S A At
: Anﬂ n : ﬁﬁ:ﬂ'l 6 i}

8o jzteikomi rokotem pargketésinbeliaks weida

Sie detez
tad

D =
Vi i ieskatans, ks ngral
I8 axe _.J:.'aa.#-‘tm'ﬂu&ntu ne

Téde] varsn' rakstit

By By T
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= 5
Forkretd gadijuim {rdd)-1E rinds punlty viets levedaw wvietu
zimes pée pehemes.Tad Aoy Apg e B g dabi jani lea
31 deterwinanta spulSdeterninanti.
Diengrg. ‘
Atrast wekojosas nolidzinBjupn sistSires nezindme X,y 2
vertibas. i

ex+ 3y ~8~-3=0
=y +tr -4 =0
-3 —~ 28+ f=0

idpjan aigbolislo izteiksni po nolidzinEjum koeficienticm
un abgolutien logeklien

20 =1
sl =t 1 -4
35l A e o e E 7
wn e = e
Detervinants beidzends rindas vietu zimes debfijan nEe schemss.
__ hw
Ly

Ay AT crakddeterminanta pz‘iel-:E eefurtas vindas pivrnés vietas)
ta tad

=it 3

detarninants

Ay, 1T

tus,

TE ted

Aprienojot atslesium, raksten

F -1 =3 2 -1 -3 2 3.3 2 3 -1
=yiel= -1 1 4|3 14 73240 ]3 =L 1
psa il 5 o 53 71 L5 -3-2

F@e augSsjo deverminentn wértIbu izrekinddenas debujem
Tt oxos B L =07 072 0 149 1 4T

x:%—Z: s‘:%% B z-:li
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b)Linedr: homogenu & nolidzingjumu ar n + 1
notideingjrmies sistéma.

Ja nolidzinEjumm sistema (1) liekam

§ o En
et T mEn L i -
} § nhi g = 5 ok *n § nil
tad dabiijam

?I E n
e +a —e—’f—+--»+a =2 _ 41 =0
- §n+| il P [E 5 j

1 §.L 1) g +

e FE- k=0

o §n+l o § i F1n ot LA (2)
o & Ll

am I'Hl’l i E €n+a % fn =

Noreizinot nolidzindjupms ar §n+| dablijam

ﬂllgl +a‘1§h+---+a gn kT

ay §, +au§ +"'+.1n§n gnH: & i

mg +Bm.§z "‘+&n.n€n +fn§n+1 =0

Nolideindjumu sistema (%) sastiv no lineariem homegeniem n no-
1lidzinajumiem &r n + 1 nezinau-em g , FRRCEIC T .Nezinamo
virtibas no Siem nolidzinBjumiew nevaram dabfit, bet gsn nezi-
namo attiecibu vErtibas pret vienu no nezinamiem, dotd gadiju-
mé nezinAmo attiecibu pret Sl vErtibas.

Uzskatot sisteme (2) attiecibas

gl 4 gn
o A s
L e L
k& nezinBmos, pielietojot nor@dito aimboliu, dabiijam

ay Ay ... 8 6

§ § . gn T = |8y Bag ees By Ty

En-h '§n+| B T TR S Nk

Noreizinot ar %n-ﬂ dabijan

Eigs .
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Simbole atsisgdens izderiwma ko =

¢)lin i nshomogz-: n4l nolidzinBjuma ar
n nezigduicm BigtSma.

IR S8 e T S e s
ay, % ta, X b...ta, x +70 =0

Gty (4)
A, 1}+anz Il+"'+5‘nn xn+fn =0

Bt xl+ah+uxx+"‘+E‘n+anxn+fn+l =0 /

Lai dabatu n nezinamo vértibas vajadzigi n nolidzingjumi,

(n+l)-mais nolidzindjums ir lieks, tas var kopsji pastavet ar

paréjiem n nolidzingjumiem tad, je 1zpildits kads notei 3
K& redz&jam, no n nollidzindjumiem dabiijam nezindmo vErtibas

Ay Rogye Apti n

- i S el S T b e

1 An+1 k] Ed AIH*I ki ott nty
Teliekot Sis vertibes (ntl)-me nolidzinajuma, dabujam

A

An‘H i

Ui Anbr n

a o+ - e s LB e =0
BEl Ay ay Sz L — fntin Aoty nay B
Noreizinot ar ‘K.ﬁr ek dabhjam

E&1+Ir 'An-i—n+ an-l-lf%-ﬂ'?" - Fafin AIH'I]] + fn“H An+| nt o

Ka redzams, sugSEjd iztelswsume ir sekojoSa determinanta attis-
tijums pée (n + lg—mﬂs rindas

By By eees 8 b 7)
8y, B33 ... 8 T
A oy (ki B e el TR
oy By e B B

Entalatra s c Bk nfn
Ta tad, lai ntl linedri homogeni nolidzinBjumi ar n nezinAmiem
varstu kopgji pastavet, vajadzigs, lal nolidzinajum sistémas
koeficientu un absolito loceklu determinants ir nulle.

d) Linedru homogenu n nolidzingjumi ar n
nezinfmiem sistéma.

o, X, te, X, + .., & X =0

By X, Fopxy + ...t B =0

............ BT ) )
3 0

Bmal +ﬂ.,nle+ dmyh

Nodalot, pieméram ar x, ,debijan
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i 2
a"€+a'1€+...+am =0 =
1
=+ = =40
RS a'“sl ¥y T 1 b T (6)

1.+ xi o
=ty .. =
%xn S 2nn

Sistema (6) sastav no n lineariem nehomogeniem nolidzingjumiem

ar (n — 1) mesinigiem ;—';% ‘:‘;—7'

%1 sistEma,péc agraka, var pastavst, ja vism koeficientu un
absoliito locek]u determinants = 0. i kA sistenmas (6) un (5)
ir ekvivalentas, tad ari varam teilct:

n homogeni lineadri nolidzinijumi ar n nezinamiem
var kopéji pastavpt,ja sistEmas visu koeficientu
determinants ir nulle,

Piemérs.
Atslegt nolidsing jum sistéma

X~2y+ 3 =0
2x+ y- 2=0
Sistémaslinefira un homogena. Atsleguma simboliska veida

1=2 3 -2 3 13 A =a
ity Sa=lg X S j={+) (=) :('4
T 2 -3 % 4

SRS SR

ALGEPRATSKU NOLIDZINAJUMT TEORIJA.

1. Dafinicijas.

Katrs nolidzing jums
f(x) = gk % 8 « (x)

kugd f apzims galligu al;ehra)sku opericiju 5Ekojumu (saskln—
tiSanu, atpemfanu, reizinésanu, daliSanu, kapinasanu ar vese-
1lu radxtaju un salnes izvilksemu ar veselu raditdjun) tiek
saukts par algebraisku nolidzindjumu. TAdu nolidsingjum var
atsvabinat no dajam un ari no sakném un parveidot N
f‘(x):aoxn+a'1:n'+ﬂ_‘_xn=+...an=0 ........... (2)
Keeficientus ag,a, ... &n Seit piepemsim ka redlus skaitlus,
turpretinm pie:}emsm ka x var biit tikpat refls, ki ari kom-
plekas skaitlis. é.1ta.]s n tiek piepemts ka pozit”ivs wvesels
skaitlis un noteic nolidzindjuma kapi. n-t@s kipes nolidzina-
Jumam var biit lielakais n + 1 locek]u un t2da gadijumd noli-
dzinajuoms tiek ssukts par pilnigu. Ja trikst dezu loceklu,t.i.
ja attiecigie koeficienti = 0, tad nolidzinZjums ir nepilnigs.

Ja nolidzinajumd nav locekla ar a Xt ;tad to sauc par redu-
cétu. Katru x vértibu, kura ielikta x vieta nolidzing juma (2)
apmierina, sauc par nolidzingjume sakni.Atrisindt nolidzindjuma



..5?_

noziné atrast nolidzingjuma seknes, Nolidginsjums, kupam dots
veids (2),tiek saukts par sakartotu.

2. Nolidziudjwm ver atavabindt no koeficlienta a,

liekot v
L
ievietojot So vértibu nolidzinajuma (2) dabiijem
B n-t n-1
a_ o Al s 2
Bl::'a:n Ty e L 1 + et ey B S (3)
o © o
n n-i n-1
Z z z =
st ta) Bt Ty o1 kg, o= 0
(=} o 0

noreizinot ar ﬂg_ dabljam

2"+, 2" + aiaozn_!-# ay a‘ozn_3+‘ o ﬂnag—' = 00 .ok
3. Polinomg
b 10 G aoxn + arxn_' + atx“_t+...+ By eeeienn (5)

x varam dot tik lielu vertibu, ka locekla aox‘“ abaolutais lie-

lums blis liel&ks, neka visu citu loceklu summas absolutais
lielums un t& tad polinoma 2ime atkarfiaies tikal no 51 pirmd
lopekla zimes.
Parveidojam polinoma (5)
a & a
n i 8 % e
x(ao+x+;f+...+xn) SRR e )

Redzams, ka prieks x varam atrast tik lielu v&rtibu, pie kuras

a
B 42 n
L > =3 +;;+ +1n
Re\:}ziuct abas nenclidzing jums puses ar :.n, dabfijam,pie pietie-
kosi liela x

_n- -2
aoxn,)ul.‘ -+-E?_::n +"'+an
Pie pietiekodi mazas = vértibas, polinoma (2) beidzam@ locekla
absclitd vErtiba ir lieleka, neka visu citu locek]u summas ab-
soliuta vertiba
- 2 3
B 3a = ha o +a,n_!x+.“+aaxn e UL S )
Jo pie x = bezgaligi maza, sugss )8 summe ir bezgaligi mazs
lielums un t&de] maziks, k8 galigs lieluma By,
4. Galvensa tecréma.

Katram algebriiskam n-t#@s kfpes nolidzindjumam ir sakne.
5is teorsmas pareiziba ir pieradita no Gauss’a. Se piepemsim
izteiksmi ka pierdditu.



= 28a

B Bézout teorama,
Ja veselu al§ebral.sku funkeiju dala ar x - a, tad dalijuma

atlilums ir
£(x) = (x - a)f{x) + &
Ee f(x} ir daliSanas kvocients un R atlikums.Liekot x = o da—
) =L f(u) +R
fla) =R

Secinajums: ja o ir zmlidzinégum pakne, tadé f(a) = 0 un noli-
dzindjuma polinoms dalams ar (x - @) bez atlikuma.

fix) = (x - a)i;(u) + R
ja o sakme,tad liekot x = o
f(e) = 0.f(a) + R
0= 0.f{a) + R
R=0

ta ted

Apgriezums ari derigs:
Ja vesela alg;ebrﬁlska f\mkcija £{x) dalama ar (x - a) bez
atlikume,tad o ir f{x) = 0 sskne

f(x) = (x - a}f.(:) 3
t.i. f(x) ddlama ar (x - a) bez atlika.u, liekot x = o dabiijam
£(a) = 0. f(a) =
Ta k& f(a) =0, tad a ir f(L) 0 sakne.
6. Ja:
£(x) = (x - a)f{x) \
£i(x) = (x £ a)f!(x) + f(x)
liekot x = o dabujam

tad

£'(a) = £fa)
7. Katru veselu algebréisku n-t8s kiapes polinomu (x)var
parveidot n faktoroa
(l—u.‘ )(x—az)(x—(r,a]. § .(x—un) JEUT 0 40 363,00 ,8y iF nolTdaing-
Juma f(x) = 0 saknes.

Faktorua (x-«. B (x—u.:_) (x‘mn) saue par f(x) sakpu fakto-
Tiem.
Pec Gauss'a izteiksmes T(x) = 0 vejag DUt vismas vienai
saknei, o, tamds]
£{x) = (x-a, )I‘(x)

Pec Gauss'a igteiksmes f‘(x) O ari ir vismaz viena sakne,tam-
del, ja o, ir 81 sakne,ta Y

fi(x) = (x - n;)fl(x] 2T (o3t i

£ (x) = (x - a7)f3(x)

Ja f‘(xé ir n tas k.a;pes tad f{x) ir (n-1) kaps u.t. T, T (x) ir
n-n =



=i %
Horeizinot nolidainé jumu, kreisas un labas puses,dabljam
flix) = a,(x-a, Mx-ay ) (x-as) ... (=) <+KB)
Qy Qgyee., iy AT f£(x) = 0 salmes, jo liekot x = oy nolidzindju-
ma (8) lebE puse ir = 0, ta tad ari I‘(mi) =0, t.i. ay ir no-
lidzinajuma s

8. Katram n-tas kipes algebraiskem nolidzinajumam ir n
saknes,ne mazék un ari ne vairak.

K& redzams no (8) £(x) var sadalit n sakpu faktoros, kugus
noreizinot dabiijam n-tAs kdpes izteikami. o, ,t,,... 12y ir
f(x) sakmes un to skaits ir n, un n ari ir f(x) kape.

Piegemsim, ka nolidzinfjumam bez salmém «, o,... . ari ir
v&l sakne B, kuya atSkirés no iepriekééjam,tad saliekot noli-
dzinajumi sakpu faktoros,dablijam

Flx)=(z-a, ) (z-ay J(z-ey).. . (-0, )=(x-p)f(x) . -(9)

Laba pusé t‘{x) ir salikta sskpu faktora (x- B) reigingjumiE ar
f‘(x),;m ja B ir nolidzindjuma sakme,tad téds salikums ir ieapd-

- L:l.ekam (9) xa x = g, tad debujam
(B = o MB = 0y )(B - 03) ...(B - a,) =0C.{(p) .....(20)

Laba pusé (10) dabijam O, bet kreisa pussd neviens ne faktoriem
nay 0, ta todé kreisd ]mse nav O.Piepémums, ka B ir salme, lurya
atsklras DO 0y 0y v O ved pie pretrunss, no ki redzams ka
piepdmuns nay pareizs. -

Dazi no sakpu fektoriem var bitt vienlidzigi,tad ari dafas
seknes ir vienlldzigas,bet tomsr nollazmajumam ir n salmes,ja
vips ir n-tas kapes.Ja @ =@y = ... =8y ,tad o sauc par n
kErteja sakni,leverojot So izteiksmi, _var viegli veidot noli-
dzinfjum ar dot@m sakn@m

Piemérem, ja dotas sa.kues +1,+2,un -3,tad nolidzinajums ar

Sim salmdm AT (o 1y(x o) (xt3)=ad- 7x + 6 =0

Nenoteiktu koefiicientu pap@miens.
Sadalot sekpu faktoros

fiix) =a°1‘n+ulxn_' + 0. Foay R BN PO e 2 1)
fdabi jan Iz} = a, (=, )(x-2a,). (z—an ) =0
Piepemam,ka bez n saknswm Oy owen By ir vél sakne B, tad

£(B) = a,(B-a J(B-oy). .. (B-ay) =0 .ooiviiiiiaiin, (2)

Izteikame (2) tikai ted var bat 0, ja a, = 0,jo visssstarpi-
bas ir lieldkas par 0. Tad seknmi’(x) O pie katras x verti-
bes.Bet
ja
ey =0l 5 &=0 ] .. a8, +0 /05883

Ja veselai n-tas kipes funkeijai ir vairék ki n saknes,tad
tai ir bezgaligi daudz sakmes, tA ir O pie katras x vertibas.

Ja funkeijam
f(x) = aaxn+ a ™y L., +a,

plx) =B + 1,8 L by

f(x) = aoxn 48 B ok a irpie ketrasx vErtibas nulle



T
ir vienlidziges vértibas pie vairdk ki n vértibam x,tad noli-
dzind jumam
£x) - plx) = (a -b )x;n + (a - b, b SR S (a." - bn) =

vajaga bt vairsk ka n sakmes, bet tad,ievBrojot augdejo

(P R SR it M T S R

t& tad s " 3
ﬂ.D—'bu ) =D ... nn_bn

Divi, ettiecibd uz x sakfrtoti polinomi, ir identiski vienli-
dzigi, ja vienlidzigi koeficienti pie vienlideigam kapem.

9. Nolidzindpguma

fla) =P g gt a0l v (3R]
keeficienti ir simmetriskas funkeijas no nohﬂ.zlnajum& sakn&m.
&, ir visu sakpu summa ar pret&jo zimi, a, ir summae no sSokpu
kombinficl jAm pe divim ar nemainitu zimi, &, ir summa no sakpu
kombinBeljam pe trijam ar pretdjo zimi u.t.t. Absolutais loce-
klis txﬂ ir wisu sakpu reizindjums,Ja n, nolidszinajuma kape, ir
para skaitlis, ted saknu reizindjums ar nemainitu zimi,bet ja

n ir nepira skaltlis tad zime pretaja.
f{x) parveidojot sa}cgu faktoros, dabfijam

i+ a,xn*'+ alxn' e S (:—o.,)(x—m,)(z—a!)...(x—un)..U?)
Izvedot laba pus® reizinfjumi, dabijam
= =0, + yrtosob u.n)xn"'+(a,a.,+ o, u,+..)£nd+ P
S O 1 2 L Oz O

levérojot nenoteiktu koeficientn izteiksmjkoeficientiem pie x
tam pasam kApem vajag abAs pusfs bit vienlideigiem

B, = - (a.|+ LT T ncn)
a, =+ (m'mz-{» L S ﬂn—uu‘n)
8y = = (om0t o000+ o0 tay o o)

8, = L o, Byl B
Beit IpaSi ievérojamas izteiksmes par koeficientu pie ; <ol
par absoluto locekli a, . 18 izteiksmes turpmek bieZi lieto—
5im.
Secindjun 3
Ja nolm.,ina;;umé nav otra loeekla(t.i,locekla ar == '),
tad wisu sekpu summa ir mulle.
Ja nolidzindjumd nav By ,8bgolita locekla,tad viena sak-
ne = 0.
Redzams ari, ka a& =0, tad x,= x,=
- Heit jﬁpiemiu:.P' iztéiksme, kura bhesi tiek lietota.
Ja n-tas képes nolidzinajuma koeficients a, pie top = C,tad
nolidzindjuman ir viena sakne X =

acxn +a, "+ azxn',ﬂ» doe tag =0



liekam 1
x =2
z
a a a
a ) T
24+ 4 e = i)
n zn—\ zh—; i]_'l
a, + 8,2 +aiz‘+...+anzn = 0
ja Seit a, =0, ted 2, = 0, bet
edo ko
=36

Ja

ir

ari a = 0, tad ari =o
10. Ja nolidzinAdjumam, kura koeficienti ir redli skaitli,
£lx) =t aa N s i 200 s e BB

sakne x,= i + Pi, tad nolidzindjumam ir arl salme x;= o-fi

Ieliekot vartibu x,= « + Pi nolidzinAjumd (13) zinem,ka izda-
rot cperacijas dabljam rezultata

A+ Bi

Teliekot nolidsindjumd (13) xy= « - Pi, debijam ka rezultdtu

Ta

A - Bi
k& o + i ir sakne, tad vajag but A + Bi = 0,t.i. A =0 un

B=0. EEttadarler-B].—O t.i. a - fi ari ir sakne,

T3

tad ja nolidzindjumem ir knmplekaaq salmen, tad ta3s arvien

paradas piekartotas paros,

a)

b)

c

a)

)

Secingjumi.

Ja nolidzinéjuma sskne ¢ + Bi atkErtojis k reizes,tad Saje
nolidzing jumé atkBrtojés k reizes ari sakne o — Ei.
Redzams,ari, ka nepira kipea nolidzindjumem ir vismaz vie-
na reéla sakne un ka para képes nolidzindjumam var bat wi-
sas saknes redlas, ki ari visas saknes kompleksas.

Fompleksu sakpu pire reizinéjums

x - (e +pi)Y][x - (& - pi)Y] = [(x - a)-pi] [(xz-a)+pi]

408 (g 4pt= xP- 2ex + at+ Bi= X+ px + q

Ieverojot S0 izteiksmi un agrak poradito salikumu redzems,
ka nelidzindjuma polinomu ver sadalit faktoros,louyi vispa-
r3ja gadija piepen veidus

1) (m=a), 2) (=-8)" , 3) (2*+ px + q) un 4) (=*+ px + Q)7
Pirma veida faktoru dod ketra redla vienreizéja sakne,otra
veida faktoru dod katra reala un m reizéja sakne. Tresd vei-
da faktoru dabiijem no katra vienreizdja kompleksu sakpu pa—

ra un beidzamo veidu dod katrs kompleksu piekartotu salmu
paris, je tas atkirtsjids n reises.

Para kApes nolidzinajumam ir divi reflas salmes,viene +,0tra
~,ja absoliitAa locekla zime ir minus un visas saknes var bat
kompleksas, ja zime pie ap ir plus.

NWepara kiipes nolidzindjuma redlas saknes zime ir pretfja
abaolfitA locekla zimei.

11. Ja nolidzinBjumd f(x) = 0 ieliek x vietd@ -x,tad noli-

dzm&jm f(-x) = 0 sakném ir tads pat’ absolfita vortiba, ki
f(x) = 0 sakndm, bet sakyu zimes ir apgrieztas,



o
£(x) = (x -0 )(x - a3) ... (x- a ) =20
£(-x) = (=m0, M=x—y) ..ol X -0)) =0 ... (14)

Redzams, ka nolidzinAjumn seknes ir -o,, —&; u.t.t.,

Piemers.
Wolldsindjums: .3y 53 19 x 4 20 = 0
saknes ir +1, -4 un +5. Liekot x vietd -x, dabfjam
~-2x'419x+ 20 =0
%?minot zimes, lai pataisitu pirmo locekli par pozitiva,da-
Faty x¥ 2x%- 19x < 20 = 0
81 nolidzingjuma sakmes ir -1, +4 un -5, jo redzams,ka
(o + a3t ag) == (-1 +4 -5) =42

un
8y v8aty= (1028, = (-1)*.{-20) = -. (-1.#4.-5) = +20
12.Ja nolidzindjuma polinomé sgeko divi locekli ar preté-—
jam zImém, tad saka, ka tai viet& ir zimju maipa,bet ja diviem
btlakus stavodiem locelq,:.em ir vienlidzigas zimes,tad saka,ka
tai vietd ir zimju sekojums.

n~tds kipes pilnigdé nolidzingjumd atrodas m+l locekli, ta-
pec vipa zimju maipu un zimju sekojumu skaita summa ir = m.

Agrak noradits, ka polidzindjume koeficienti ir simmetriss
kas funkeijas no t& salmem. Ilzteiksmes (§ 8) prieks koefici-
entiem rada, ka nolideingjumé, kuyam ir tikei realas pozitivas
saknes,var bt tikai 2Iimjun maigas un ka nolidzinijumi, kuyam
ir tikal realas,bet negativas sakmes, var biit tikai zimju se-
ko jumi,

Nolidzinajumam ar redliem koeficientiem (pilnigam vai ne-
pllmga.m) ir lielakais tik daudz pozitiva sskpu, ka gimju mai-

Plel;emam ka gu(x) ir vesela racionila funkeija ar reg@liem
koeficientiem .
(x) =22 dosadom i = e = i e ... 25

8in1 isteiksmd uzréditas tikai loceklu zimes, jo geit lieta
grozas ap zimju maipam jeb sekojumiem. Reizinan (15) ar (x-«)
ki aritmetikd noradits

elx)= 2.t = TR

- a
L e T

L S e A CTE)
Iz‘ce:.kame (lﬁ)pu.nkt:. sterp divamizizem opzime, ka Seit visi loee—
i + un punkti starp divem — zimém, ko Seit visi Jlocekli —.

Isteiksmd (16) dubultés zimes apzims, ka attiecoSd locekle zi-
me nav zinima.Zimju rindé redszams, ka pec daziem locekliem ar ne-
noteiktdm zimem nak loceklis ar noteilktn zimi - un atkal pEc
locekliem ar nenoteiktam zimém nik loceklis ar noteiktu =imi

+. Sdda kartiba atkartojas.Reizinfjuma locek]i ar noteilctam




e

2imém mainds kirtigi, pie kam divi sekojuSas noteilctas zimes
nevar bit vienlidzigas.Noteiktis zimes reizindjuma, ki redzams
rodas tur, kur reizinami atrodéis simju maipa. Ja funkeijé ¢(15
ir r zimju maipas,tad reizinfAjumd vajag bat r + 2 locekliem ar
noteiktam zimém,jo pirmajam un beidzamém loceklim reizinfjuma
ari ir noteiktas zimes. TE ki noteikths_zimes mainds kartigi
+ — + - u.t.t.,tad starp divam noteiktald 1F Vvismaz viena zimjn
maipa (var bit ari vairfkes, bet nepara skeitli), t& tad starp
T + 2 locekliem ar noteikt&m zimém ir vismaz T + 1 zimju mai-
pas. No t& aeko, ka ar (x - o) reizinfitd polinoma cpg.x)ir vig-
maz par viemi zimju mainu vairik, nekd polinoma (=
Plepemam, ka nolidzindjume

fix) = 0O
pozitives saknes ir Oy ,fy, ... O UD ka negativo un komplekso
salpu reizindjums dod ¢(x), tad
f((x) = (x - &, )x - ay)..(x - :tn)lp(x)

Je polinomi y(x) paképeniski reizinam pirms ar (x - a,),tad
ar (x - gq) uw.t.t, lidz (x - % ), tad ar katru reizinasanz
nik k18t viena zimju maiys un pee noreizingSanas ar visien
f?ktoriem, reizinadjumd ir n zimju maipi vairdk, nekda polinoma
¢

x)7
No teikta seko!

Nolidzinajumem £(x) = 0 ir vismaz tikdaudz zimju mai-
pu;cik pozitiva sakpu.dio augdejd un agrékam lzteiksmen Seko

a) nplidzinBjumam f(x) = O nevar biit vairgk pozitivas saknes,
kA simju maipu, bel gan mazsk.
b) NolidzinBjumam f(x) = O var bit lieldkais tik daudz negati-
vu sakpu, ki £(-x) = 0 ir zimju maipu,
Tas seko, ievarojot § 10.
¢) Pilnigd nolidzindjumd zimju maipam £(x) = 0 atbilstaimju
sekojumi £(-x) = 0 un katram zimju sekojumam £(x) = O at-
biletzimju maipa £(—x) = 0., Ieverojot (2) un (b) seko! ka-
tram pilnigem nolidszindjumam f(x) = 0 ir lielfkais tik
daudz pozitiva sakgu, ka £{x) = 0 ir zimju maipu un liela-
kais tik daudz negativa sakpu, k& f(x) = 0 ir zimju sekoju-
m1.
Ievérojot, ka a2imju maipu skaits plus zimju sekojumu skaits
nolidzinas f{x) = O kapei un visu sakpu skaitam, no (c)seko:
Ketram pilnigam nolidzinGjumem f(x) = 0, kura visas saknen
ir realas,ir taisni tik daudz pozitxvu sakpu ki zimjn mai-
pu un negativu sakpu taisni tikdaudz k8 zimju sekojumt.

d

Piemeri.
1) £lx) = - 3x"- e 5=0

NolidzinAjumf ir 2 zImju maipas, t8 tad tam ir lielakais divi
saknes +, Veidojot f{-x), dabujam =
= oafo g+ 5=0  jeb =%+ 3x"+ 7z’ 5 = 0.
§ini nolidzinajumad ir viena zimju maipa, ta tad f£(x) ir lielda—
kais viena negativa sakne. T& kA nolidzinijums ir nepara kipes,
un absolutais loceklis ir +, tad tas,psc agraéka, norada,ka vis-
maz vienai saknei vajag bt —. T& ki pozitiwvu sakmu skaits ir
lielakais divas un negativo lieliékais viena,tad redzams, ks no-
1Idzing jumam vajag bat vismaz 2 kompleksBm saknem,

2)  £(x) =x* 3x’- paf21x?- 48x4 122 S 20 =0
Sis nolidzinAjums ir pilnigs, tanl ir 5 zimju maipas un viens
sekéjuma, TApec tam ir lielfkeis 5 pozitivas saknes un lielakais



A

viena negativa sakne. Bet tE ki absolfitais loeeklis ir nega-
tivs un nolidzindjuma kape ir para, tad pee § 9 Sim nolidsi-
nejumam vajag bt vismaz divam reﬁlam saknen, vienai + un
otrai —. ¥o ta ir redzams, ka Sim nolldsindiumam vajag bat
vienal negativai salmei, ku_ra ari ir vieniga negativi sakme.
3) £x) = - 7 = 0
Seit ir viena zimju maine, 5ini nolidzindjumd ir lielékais
viena pozitiva sakne, bet t& ka nolidzingjums ir nepira kiapes
un absolutais lcceklls ir negativa, tad aim nc%xdamﬂju.mam
ari pienakas 81 viena + sakne. T& ka £(-x) + 7 = 0,kuy nav
zimjn mn;uis, tad augdsjam nolidsindjumem nav negnt:.vu sakpu,
thade] 6 saknes imaginaras.

13. Ja nolidzindjumé f(x) = 0 trikst loeceklis starp loce-
k}iem,kuriem ir vienlidezigas zimes, tad f(x) = 0 ir imaginBras
Ba.}mas Ja §inT nolidginfjuma trikstoSa locekla vieta ieliktu
locekli ar keeficientu O uwn td ka t& zime nav noteikts,dotu
tam reizi zimi +, otrreiz -, tad viend gadijumd Bai vieta da—
batue divi zimju maipﬂs un otra divi zimju sekojums: , un ja vi-—
sas saknes bitu refilas, tad divam sekmem vejedagtu but viena
un tal peda laika, abam pozitivam un abam negatavam, ’I‘as nav
lEBPGJBmB tAade] visas saknes nevar bat redlas un ar g0 trik-
5toso locekli ir moradits vismaz us vienu pari imaginfru salpu.

Piem®&rs. gty 2 3=q
Loceklis ar x° trikst starp locekliem ar + 2imEm un norada
1 pari imsgindru sakpu, un tapat loceklis ar x° trokst starp
locekliem ar + zimi un ari noréde 1 pAri imaginfru sakpu.
Fievedam bez pieradijums ari vel pazipmes, kad nolidzinkju-
mam ir imagindras saknes.
1)Ja nolidzinajuma 3 sekojodi koeficienti veido geometris—
ku rindu
2)ja noiidz;néjumﬁ 4 sekojosi koeficienti veido aritmetis—
ko rindu.

Piemeri, :
254 5 P ate ax 47 =
(=2), (92} (=45 = 2, (3. -2),(2. -2)
Ye 3 loceklu koeficienti veido geometrisiu rindu ar reiginata-
Ju -2.
=+ ux' + oext s sx¥aax?-og =0
fish (11-3) (8-3) (5-3)

Koeficienti 11,8, 5,2 veido aritmetisku rindu.
fier nolidzinfjumiem ir imaginaras saknes.

14. Algebraisks polincis | f(x) ir nepArtrauita
Tunkeija no x, ki tas zinéms no difereneiflrdkiniem,Tidel, Jja
pilex=a fi&z) =+ unpiex=1b f(k) =-B, starp & ub B

vajag atrasties vismaz vienai nolidzindjuma f(x) = O saknel.
Sakpu skaits starp a un b var biit ari lieldks,bet nepira skai-
t11, k& tas redzams no zimejuma

f=A N\ H@=0 "
e =B L St
a \_] a :

=y

\ﬁ[ia




Ja T(a) ey i oo
reflas seknes para ska
Tedzam no sekojodiem o3

3 r atrasties
imaginanas, ki to

|'
v-c-—s P Bl ' .
— A et

15. DaliSone er Hornera papsmienu,

Biezi vajadzigs nolidzindjuma polinomm delit ar (x - a).Da-
1i8ana viegli 1adar.,.ma ar Hornera pay&mies
Dalot polincmu ar (% - a) ar elgebra ra
jam
(aoxn + & ;i) a?_x
n-—|
acxn ~a.ax
=i =
(aorx+nl )xn + nlxn
[aﬂa—ﬂa, el e Srtay Ja S
[(a octa, )a+a;]xn‘1+a,}xn 3

Delijume kvocients ir ari vesela algebra‘ska funkeija no x

W pep@mienn, debi-—

ta)ixa) = nn"+
+(an+a)x

L gyt

Z +[( a ot Yorka, 2"

u.t.oh.

R A e &
Salidzinot koeficientus, dabijam
Ao ="ah =8,
A, = Ao+ a =agu+ a,
Ay = Ajo + gy :aom“+alui—az
G U il S
= = n—4 n-3
An-| = ;514“ + s = a,n +8, o +"+&n-i
= 3 = n n—i
An = An_*a = e, au +ew +..+a.n
#A redzams A, ir izteileme, Jugu dabu polinom3 X vieta lelie-
kot w«.

Ja o ir dsol-ma
Koeficientu A, A,

f(x) = 0 sakne, tad A=
ol aprélinafona izdarams pic Shdas sche—

24 f(x) = 5x° - 2= + 4x - B
Jjadala ar = - 2, tad @ = 2. Schema dabu veidu
e e 4 -8 gkceficienta a rinda.g
2! 3 B ed hag) koeficienta A rinda)
0 > 2y =4 , 8y= -8
& =8 =5iA,=h ata, =5.2-2=81h=h, otay=8.2+4=20;A,=A uta,=20,2-8=32



A

Skaitlis iskavEs {32) = £{2).
Ja polinoma trilkst kAds loceklis, tad attiecigi viets koe-
ficientu rindd jeieved koeficients 0. Piemaram
¥ - 5% -6 fAaalax+ 2 &=-2
l1 & -5 0 -4
Sgl g <l 5 =10

aalis % T 3 3 3 10 . 5 (
Jume vesultats ir x*- 2x*- x4+ 2 - =3 ; £(-2) = - 10.

Ja daliSand ar (x - o) ar Hornera papdmienu, beidzamais koe-
ficients izndk nulle, tad a ir f(xs = 0 sakne.Pieméram
atrast sekojusa nolidzinAjuma saknes

x¥ 6x*4 11x - 6 =0
8is ir nepira kiapes nolidzinéjums un absolitais logeklis ir —,
td tad viena salme ir +. NolidzinAjums ir pilnigs,Se ir tris
zimju mainas, tadél vislielakais 3 saknes +
£(-x) = =x?- 6x*- 11x -6 =0
fl-x) = =¥+ 62+ 1lx + 6 =0

zilmju maipu pav, tadd] negatitu sakpu nav. Saliekam absolute

locekli & faktoros 1,2,3,%. Starp Siem faktoriem vajag atres-
ties nolidzinajuma visim vesel@m sakndm un pie tam ar 4 zimdm,

Jjo negativu sakpu nav, Méginam faktorus, delot ar Hornera pa—
pemiema. Ja 1 ir sakne, tad polinomam vejag delities ar (x-1)
bez atlikuma, tad Hornera schema beidzamam koeficientam vajag
bt 0. Thdd kirta méginam ari citus faktorus un atrodam sSaknes

-6 11 -6
1 =5 [ [{5D)] 1 ir sakne
5 =10 o "
T T)) 3 m "

T8 ka koeficients pie x® ir -6, tad sakpw summai vajag bit +6.
T tes arl ir,jo 1 + 2+ 3 = 6.

16. Helidzingjumu parveidodana.

-1 -2
&) fix) = aﬂx" + len + g 8= 0 oucehi. (&)
Liekot 3ini nolidzindjumé x = kz, dabujem z =% ; ievedot 3o
vartibu nolidzingjumd, tas dabh veidu

s n.n . g | &
flkz) = 8 k' +a‘l€' z o Bl =00

8o nolidzinAjumi atslidzot attiecibéd uz 2z, dabijam sakpu ver—
tibes,kuras katre ir k-t& dala no dotds nolidzinsjuma saknsm.

b) Laekot ® = 2z + h nolidzinBjuma (4), dabfijam nolidzind jumu
iekS 2 un ta ka z = x - h, tad jauna nolidzindjuma saknes ir

. par h mazakas, nekd nolidzinAjuma (A) saknes, Ievedot x vie-
ta 2z + h, dabhjam, izvirzot f‘i’zﬂ:) Taylora rinda

f‘(x):f(z-#h}:t‘(h)-!%l'z-# %ﬂl-zu. i féﬂl.zn = el (B)
s(@)=r(n) L) onys SO (2 nfy 4 %ﬁl%x—h}‘ = 0ul0)

Salidzino: -\’SB mn_(C) redzems, ka koeficientus pie z dabijam
dalot f(x) ar (x-h).Pie pirma dalijuma atlilums ir f(h),tes
ir nolidziniﬂuma (B) absplutais loceklis. Dalot kvocientu vel
reizi ar (x-h),dabijam atlikurm, kas dod koeficientu pie z.

Bt
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So papdmienu seuc par Budana pagemienu.DaliSana izdarima vie-
gli ar Fornera papemienu. Hornera schemf, iekavés atrodoiies

skait}li dod meklztos koeficientus.
Piemérs.

2 -3 0 1
3 - ¢ YL )
417 (36
5]
(10]
T)

Parveidotais nolidzindjums ir
29+ 1027+ 33234 36z + 1 =0

Koeficientus var ari dabut Sadi. No
veidotA nolidzindjumd, ar z ki nezindmo

absolfitais loceklis an = T{HYigh
koeficients pie z e fi.h
koeficients pie z, = %

- 2x3- 3x4 1 = 0 parveidot,liekot x = 2 + 3

(B) redzams,ka par-

=3

2
Pieméram koeficients pie z? ir %&h)- = (12x?-122-6).3 =676=33
¥ e

e) Liekot nolidzindjuma (A) x=L ,dabijem

N TR %2 =
f(x)*f(;)vz—n"'zn—q*rzn—_z“...‘Fan—O

vai ari

8,z + e 27 + an_lzn_z +...+ 8, =0

81 nolidzinAjums sakmes ir dotd nolidzindjuma salgu apgriez—

tas vértibam.

17. AtkartojuSas saknes.

£lx) =2 4 2! i b =0

saliekot sakpu faktoros,dabijem
£(x) = (x-a; ) (z-0y)(x-aq)...(x-0,) = ©

Ja 0= 0= 03T 0= .., Oy tad dabtjam

£{x) =(x-0, ) Hxeay, Mg ). (x-0,) = 0

akni o, seuc par i reizes atkBrtojuSos sakni.

3
£{x) varam attistit

. '
£(x)=t (e, 4x-a; )=rla, 1+ E48). (xoe, )4 —;'—)-(x-a, FE ey
s %&L}" (x-g, =

Jaa ir f(x) = 0 sakne, tad f(a;) = O un nolidzindjumd laba

DusE vrar jzpemi kop@ju reizipataju (x-a, )

£lx)=(x-og [ Efo + E5{@ix oyt. .+ i:f!-l(x-«,)"' 3 (@
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Ja a, ir divkart&ja sakne,tad vajeg varet iznemt faktoru
(z - q.,)a. K& redzams no (C), to var izdarit, ja f'(a) = O.T&-
Jek ejot redzams, ka a, bia k-XArteja sakne, ja varssim izpemt

faktorn (x - m,)k un te: bhs iespéjems, j=

Bleg) =10 5 Y(e) ety s ERlas =00, L RN — 1
Bet tad funkeijas izvirzijuma rindd biis S8ds
+)
£x)= éf—gﬂltx-u,)k + T‘%ﬁ%i(x—x,)k“h S - O T
Diferencdjot attieecibi uz x, dablijem

f1(x)= 'k!"‘ .k.(xfa,)k_'-ﬁ {E;;II)%E'L(R+1) .(xfou,)k-i-. + ﬂ;g—m‘)—-7.'A(x»-:|n.)nﬂ

Wo sugseja redzams, ka ja 8, ir k-kBvtEja sakne,tad f£(x) satur

sakpu faktoru (x - xz,)k Bn P'(x) satur faktoru (x—m,)k_' .Redzams
arl,ja o neatkartojas, tad £'(x) nesatur faktoru (x-a).

Ja o ir k-krteja un @ ir i-kartsjss saknes, un piepemot,ka ci-
tes saknes neatkartojas,tad ievBrojot augSejo,varam rakstit

£(x) = (x - )%= - 8) ez

£z = (x - X (= - g ¥z
Redzams, ka £(x) un £'(x) lieldkais kopejs dalitdja ir

ulz) = (x - o} =~ B!
Dalot f(x) er "w(x) dabiijam
3 k, i

£ix X -—a)(x-B g(x}
a(x)= = L = (x - o)z - Blplx)

wix (x - u)h—l (% - B)l 4
Beidzamaja izteikemd atrodas nolidzinajume £(x) = O visas ssk-
neg,bet tikal pa vienai, Ja uzmekléjam kop&jo dalitiju funkei-
jam 8(x) un w(x),tan dabijam izteiksmi, kuya atrodas atkarto-
Josas saknes, bet ari tikei pa vienai.

un

18. Mumerliski nolidzinsjumi.
1) Ja dotd nolidzind juma
-1 okl O o
50131+a‘xn + a,x T L E

Visi koeficienti ir doti ka noteikti skaitli, tad S&du noli-
dzinfjumy sauc par numerisku nolidzipdjumu. Piepemot, ka visi
koeficienti ir racionali skaitli, tad sugsagjo nglid.zi_uﬁjumu
var ar parveidosanas papémieniem pArvest aekojosg veida

n - -
x+a,xn +a.txz+ ..... +an=0
kur visi koeficienti ir vessli skait]i un koeficients pie
augstaka lovekla ar 1.

2) Sakgu robezas. i

Ja £(x) debn pozitive vertibu prieks katra x 2 g, ted
starp g un + m never atrasties f(x) = 0 sakne; g tade] ir
sakpu virgrobeza. Dotd nolidzindjumé

f(x):::ﬁﬂ. i +azxn’2+a,x'n’?*, 3 .-a.kxn“k + a,k“.zh_k" +..4a =0
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n-k : <
ax ir pirmais negativais loceklis,
8, 1lieldki negativa koeficients absolath vertiba, tad £(x)
debus pezitiva wertibu pie visiem x, pie luyiem
BB g (P el g ke,
Seit smkot ar pirmo negativo locekli visi tAlAkie locek}i pem-

tl negativi un viei ar lielaks negativo koeficienta vertibu.
Rakstot rindas vietE tés summu

ket
O 2 1)
e

Atmetot labs puss skaititdja -1, noteilums biis izpildits,ja

xu—k+|
Rt

-1 5 1
&2 g

rx -1

(x1)l 2 g

v
noteilous bus wel vairak izpildits, ja
(x—lxx--l)ki* 2 2,
E 2
(=1} S A
5 k
> Sl U \/ar
k -
kag x = 1 +VA, ir pozitivo sakpu robeza. (Bolle papémiens).

Sgpore 2945 + 3193 - 76¥: + 6y + 1 =0
: A h 28

Be & =76 ; k = 2. HobeZa + sakném
1 +y76 =9.7 ~ 10

Pozitivo sakpu robezu var dabiit arl ar Newtona papdmienu.lz—
virzot nolidzinajume polinomu Taylora rinda,dabujam

e(x)=e(2 tx-d=c( 0+ Tz pys LB 2 o 4. 4 %ﬂl{x—e:’n

Ja Sini izteiksms, pie kada € visi £(f), £ f% ey
pozitivi lielumi, tad pie x > ¢ ,funkecijas f(x) vértibe arvien
ir pozitiva, th tad x = £ ir pozitivo sslgm robeza.

FPiemars, 2xd.—6x2 —Bx +3 =20

dabut + sakpu robeiu, )
£ (x) =2x* - 5x% - Bx + 34| £(3) < O tapee japem 4:£(4)>0
£1(x) = 6x* - 10% - B ()40 n e300

£9(x) = l2x:~ 10 L IsHEER(1) > O

Pie vertibam 1,2,3 sugdejis izteiksmes nav visas pozitivas,
bet pie x = 4 dablijam t&s pozitivas, t3 tad 4 ir + Sakpu ro—
beza. Robezu prieks negetivam saknem dabii, ja liek nmolidzina-
jumd x vietd -x, un 8ini nolidzindjumd mekls robezu + saknem.



~ B =
Atrasts vartiba tad ir dotd nolidaingjuma negatbive sakpu robeZa
3) Nolidzing jumem % B‘xn,-lJr azxn’:“”r. .t s, =0
kura koeficienti a,,8,,... &, ir veseli skeitli, nevar but pax
sakngém dalas skaitli. Piepemot, ka dala 24y nolidzinajuma sak—

ne, (kur p un g nav kop3ja dalit&ja),tad ieliekot nolTdzinAjums,
dabijam

I n—i

2T e 1 =

SR Ry R L =
vai arl 4 9

Pn n—1 o1

q—+a‘p +...+anq =0

¥&da isteiksme nevar pastavet,jo —f: ir dala un dala nevar noli—
dzindties veselu skaitju summai. '%a ted piepémuma ir nepareizs.
4) Raconflo sekpu atrasana.

Ka ziname, nolidzindjuma absoliitais loceklis a, ir visu

sakpu reizipajums un ja nolidzinajumam ir recionalas saknes,ve—
sSell skaitli, tad 818 saknes atrodes ki faktori sbsolutd loce—
kK11

T8ds] ,1lai dablitu veaelas aeknes, Sadalam oy reizinAtdjos un
ieliekam ar z2imi + vai — nolidzinAjumd, tie faktori,kuri pie
tam apmierins nolidzinAjumu, ir ta saknes.No -Fgméjmna BApro-
tams jRizsladz tie faktori, kupi atrodfs arpus sakpu robeZam.
Faktoru izmSgind jumm izda:a ar Hornera papémienu.

Phemars. z4 - ax? - gx +i102x + 90 =

Bis nolidzinf jums ir plinlgs Zimju maigu ir 2, t& tad lielf-
kais ir 2 pogitivas saknes.Zimju sekojumn ir 2, & tad negati-
i Sakpu ir lieldkais 2.

+ sakpu robeza 1+y5 =10 ,jek=1une =8
£f(x) =+ ¥ +8x3 —9x* ~102x +90=0

1 +V102 =~ 11

Negativu sakpu robeZa ir - 11.
Sadalot 90 faktoros redzams, ka méginzjami fektori

1,2,5,5,6,9,10 ar + un - zimén
Uzmeklsjot sakyu robefas ar Newtons papsmienu, dabiijam

£{x)=x"-Bx*-9x14102x490 £ =x)=x%+8x7-9%%-102x+90

£1(x)=dx? 24zt 18x4102  |Pi® et (ax)=axt 4242 1Bx - 102 I’;“'

£1(x)=12x*~ 48% - 18 vEner(x)=l2d+ 48x - 18 var-

P x)=24% - 48 B frn(-x)=ax + 48 E‘;
+

o
Ar So papemienu dabijam labakas robeias, 4 saknu robeza ir +5
un - sakpu robeza ir -3. T& tad ,]ﬁmegum faktori 1,2,3,5.



I fix) _ oL
1[I =7 + 1 npav sakna
21 o SE 4
71 +3 " "
II.p(x) 5 R 4+ 5 dir n
5 + & nay *
Ll hir * -
= S "
= = " "
=i 3 ir "
Dalot ar 1,2,5,5 lietojam koeficientu rindu I, bet tA k& 5 ir

sakne, tad !wef:.clantu rinda II. dod
—(—)-i ‘: = p(x) koeficientus, kupa furkeija ir par vienu kipi ze-
mika, neke f(x) .

Suu o(x) atrodas citas mekl#jamas saknes un tAds} izlietojam
Sc8 koeficientus prieks talsku fakforu izméginasanas.

Beidzamc koeficientn rirda 1 -6 -6, dod neolidzindjuma
koeficientus, kuyus dabatu, dalot doto nolidzinajuma ar (x-5)
un (x+3).5ing nolidzindjuré airodis val pArajas neatrastas
saknes,Nolidzinajums ar Siem koeficientiem ir

Rl B =
. *
x=3% VI
Irracionilas sekmes vietu redoam siarp 6 un 7 schemd, jo pie
God wuma —54,t.1, :p(éﬁ vertibu

tad starp x = 6 un x = 7 atrodas
fta plex =1 (-1} = 2.No t&
rodas otra irracionala sakme.

5) Irragionilu salmu at.rag'_m.:

Tekuns nekls irraciondlus soknas, dabii ar noraditiem pa-
pEmieniex’ + sakpu un - sakmi TOY efas. Ja + salpu robeza iT g
un - sakpu robeza ir —g/cad izdsra Hornera ual].sanu ar skait-
}:Lem 0, 1,253 ey ohg BN TBpat -1, =355, 0 —g, daliSanas atliku-
oi dod f\m.kcu.]as vertibas pie Glem’x un starp divam funkoijas
vertibEm ar pretsjam zindnm vaojag bt vienai vai nepira skai-
td vairakam irracionilam sakisa.

redzams,

ELOREE 5 mA1=0
Sis nolidzindjums ir repirs W@pes,absolftam loceklim ir + 23—
me,th tad vismaz vighal sakaei vajeg bul reslal un ar zimi -.

Ze'ir 2 imju meipas, tA tad + sakgu ver bt lielakais 2.
Salkpu r»zas FEa Newto:l.a

flx) =x* - 7x+1 [3 Phe) =t = 7k 1 |13

£1{x) = 3%~ 7 2 o (x)=3x- 7 2

£rix) = 6x s f"(-x)= 6x 1

Pozitivu salpu robeza ir +3 un negetivu sakpu robeza ir -3.
Ta ki nolidzinAjuma sbsolfitais loceklis ir 1,tad Sim no-

11dzindjumam var biit sakne,vesels skaitlis, tikai +3.
Izdaram Hornera dalisam

(] =2 35

] 3 2 {7
- e 2 =3 -5
0 8] =7 (1
=l B -6 i
T -2 -3 17
=3 =5 g5 =D
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Hedzanms no atkilumiem, ks nolidzinsjumsn nev saknes © 1,78 k&
pie x = 3, £(x) = 7 wm ple x = 2, £{x) = -5, tad viena + sak-
ne atrodas starp 3 un 2, un tapat ieskatams, ka otra gelme at-
rodds starp 1 un O un viena negativa gakne atrodds starp -2

un ~ 3, th tad saknes ir Skirtas. Ar So papmienu nevar viapf-
réji visas saknes skirt, jo ki zinam, ja pie x = & f(a)= +4

un pie x =a+ 1 f‘(ﬂ+i) = —B, tad starp a un a+l var atras—
ties viena val ari vairfkas saknes nepara skaitd. Bet ja pie
x=a fla) =" Auwnpiex=a+1 f%aﬂ_) = 13, tad interve-

la a,a+l var atrasties divas salmes vai vairAkas phra skaitd.
Cik saknes atrodas dotd intervals, noteicams ar Sturma teorsma
Sturma teorema.

Kad dilstofa jeb augosa f£{x) iet ue yertiba 0, ted £(x) un
£1(x) ir pretsjas zimes. Pec tam, kad ©(x) ir gdjugse caur ver-
tibu 0, tai abog gedijumos ir t& pate zime ka f'fx). Tas re—
diams no sekojodiem zIméjumiem

£(a) ir + ,bet £'(a) = tanT ir -

a
a— ‘t" £(b) ir - ,un £'(b) = tan® ir -
F— s
2 —
/i Te
e £(e) ir - ,bet £'(e) = tanT, ir +
)41:,- t{e) ir + ,un f'(e) = tanT ir +

Plepemam, ke dotam n-tas kapes nolidzinajumam f%x; = 0 ssknes
neatkirtojas,tad ari f(x) un t@s stvasindtai f£'(x) nav kopsja
dalitaje.

TDalot f(x) ar £'(x) dabhjam kvoeientu Q, un atlikumu r .At—
lijomam r parmainam zimi un tad to apzim&jam ar R‘ , tad
T, = =R
Teverojot augdejo, varam rakstit

£(x) = £'(=x) @, - &

Talak dalot £'(x) ar R, un atlikumam pArmainot zimi, dabijam

£r(x) = QR - Ry 1

Lapat B, =@ -dy L et (1)
Ry = QuR3~- By )&
Turpinot dalijuma, tlahﬂjmﬁ éﬁélff‘fml&ciju rindu
Elx), 23 (=), Bl By Bey e B e e B (2)

Katra no 51:3. funkeijBm visparigi ir par vienibu zenikas kapes,
nekf oprieks&jd un beidzamd bis O-t3s kfpes un no x neatkarisea,

H1s funkeijas ssuc par Sturma funkeijam un tém ir sekojoSas
ipasibas s

o) kad wiena no 5im funkeljém pie kada x = c dabll vartibu O,
tad blekus stavesas pie tE pasa = = ¢ ir ar pretéjam zimom.Tas
redzams no (1), je pieméram Ky = 0, tad paliek R,= —Rj

b) divas blakus stavosas funkcijas nekad nevar abas piepemt
vertibu O pie t& pasa x = e¢,jo ja plemEram Ry= O un R3: 0 pie
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x = ¢, tad seko no (1}, ka R,= 0, bet tad.a:rif(c) O un
beidzot ari f(e¢) = 0, Fet f(c} '0oun £1( ¢) = 0 var bt tad,
ja e ir atk.anomsq sakne un tas nay iespsjams,jo rund pre—
tim piepsmumam, ka f(x) nav atkArtojosds saknes,

Sturma teoréma.

Ja funkeiju rinda (2g ieliekam x vietd pirms skaitla p
un velak skaitli q (p4q),tad,neievirojot substitucijas skai-
t}u vértibu, bet griezot varitn tikai uz substitucijas resul-
tate zimem, dabujam divas zimju rindas, vienu pie X = p un
otru pie x = q.

Beidzamd rinda nekad nevar biit vairdk zimju maipm k& pir-
mé, bet gan mazdk un starp skaitliem p un q atrodas taisni tik-
datidz nolidzinijuma £(x) = 0 realu sakpu,cik zimju maipu otra
rinda (pie x = q) ir mazék kA pirma rinda (pie x = D).

Pierg@dijums. Katra no rindas (2) funkeijim maina zimi,lad
ta iet caur O. T& tad, zimju rinde prieks x = p nemainisies
tik ilgi, kamer kada uu rindas funkcijam ies caur 0, pie kadas
x vert.:.has starp p un q.

Je kadn,vai va).:‘aka:l, no funkeijam, £'(x) jeh Ry... By,

iet caur O pie kidas x vértibas starp p un g, tad rmdas (2)
zimju maipa skans nemainés, zimes tikai rinda parvietojas.

Piepemot, iet caur 0 pie x = ¢ (p<c<g) un & tik
mazs skaitlis, ifitervald ¢ - & un ¢ + & neviena no blakua
funkeijam rj_nda (? neiet caur O, tad apskatot tris funkcijas
R, R R redzam, ka £imju kiartiba var but viena no se-
KES' 55111( K+t

Bei Pie P 1Py B Ry [Biey Pe Pl Py Rie By
piex=c-8 + + - = o + - - - - =
o gy + g = - o + + & - - o +
(RN R RS (et + + - = &

Apskatot zimju maipu skaitlu rindas pie x=c -6 unx=c¢c + &
redzams, ke zimju maipu skaitlis abas rindaa ir tas pats.
Ta tad, ja kida no funkcijem ' (x) RO ir 0 pie kaut—
kada x starp p un q, tad zimju maipn skaits pg'l:r,ek agrakeis.
Piepemot, ke pie x = ¢ fle) = g, tad ¢ ir nol1dz:.najuma
sakne. f"'c) nevar but O, Jo piepemts, "ka atkartc;oscs sakpu
nﬂv Ja pie x = ¢ kida no funkeijim R ari ir O, tad tas,kié re-
jam,zimju maipu skaitu neiespaido. Zimju maipu skﬂits tiel
jespaidots, kad f{x) iet ecaur O, Piepemam, ka T(x) iet oaur o,
tad wver bt divi sddi gadijumi

flx) f'(x) £{x) £(x)
piex=p - & o = — +
H =g o = vai o =
"oxo=o+d - - * +

Hedzams, ka pErejot no x = ¢ — & uz x = e + & ir zuduse vie-—
na mmgu maipa un proti t&, kuru ve:.dc fx) un f'{m) isi pirms
tam, kad f(x) iet caur © pie ¥ =
Piepemsm, ka f(x) =0 reaJ.aa saknes starp x = p un

ir a,b,e... un ar b<og ... Teliekot f\mk.c].;[u. rinda (2] o e p
dabiijam zindmu zinjn rindn ar kadu zimju meipu skaitu, Ja x
mainis nepartrauktl no lidz & - 6, tad zimju maipm skaits
nevar mainities, jo flx SinT 1.ntervala neiet caur O un ja
£'(x) vai kada 70 A mains simi Bini intervald, tad ki redzeja.m,
tas zimju meipu skaitu neieopeido. Tsi pirms t.am, X,

iet cemr 0, t.i. pie x = s - ¢ funkeijai f% ;'un f'(x) ka zi-
nams ir pretdjas @ 5 BES e, kad f(x) gajuse eaur 0,
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tai un £1 (x) ir vienlidzigas zimes, fe ir pazuduse viena zimju
maiga zimju rindd, jeb zimju rj_nt_iﬁ pie x= a +6 dir par viema
zimju maipu maza.k kii gimju rinda pie x = p. Liekam x sugt no
auz b, no Xx =&+ § 1ide x = b =6, f‘(x) neiet caur O, téa tad
f(x) zimi nemaina, bet £'(x) Sini intervala iet caur 0 jo pie
='b - & tai atkal ir tade pat zime, k& f(x). Bet k@ zinams

;a f'(x) iet eaur 0,tas zimju skaitn rinda (2) nemaina.Th tad
isi pirms tam, kad f(x) iet caur 0, Die otras saknes b zimju
meipu ir tik pat, ka péc tu.m kad (x) Dijd ghjuse caur O pie
saknes a, un pie tem pie x = b - §, f(x un f'ex) ir atkal
pretejas zimes. Kad f‘?x_) iet caur 0 pie x = b pazud atkal
viena zimju maipa un gimju rindg (2) pie x = b+ 6 ir par 2
zimju mainam mazak,neka pie x = p. Ta tas atkartojas katru
reizi, kad f(x) iet caur C un ja atarp p un q atrodas k sakmes,
tad zimju rinda pie x = q ir taisni par k zimju maipam mazik,
X2 zimju rinda pie x =

alpu Skirsana ar Stu.rmn panémienu tiek izdarita seko-
joSE kartd,

Dots nolidzindjums G I+ 1 =0

+ spkpu robeza ir 1 +V3 =3 | jok=2una = 3.

— salkyu robeEa ir - x¥+ 3x -1 =0, == 3x -1 1+V3E=~3
£9{x) = 3='-3

dalam f(x) ar £'(x). T2 k& Seit vajadziga tikai sime,tad var

aalit ar (x*- 1)

(x®- 3x+ 1) - 1) =

x*- x
—Zx + 1 R, =2x - 1

dalam £'(x) ar E,

fx = 1)i(ex - 1) var delnk (2% 2)i(ex - 1) =x
Pt x
X -2 reizingts ar 2

(2x —4):i{2= - 1) =

2x =1 By=+ 3.
Sturma
funkeijas [x3-3xH1[x*-1|2x-1|un +3
e
K= = + - | + Be 3 zimju meipas
X = =3 = & w 1 negativa
x==2 - + = | + 3 zimju mair,\as}sak sakne
x = -1 + - | - | + 2 zigju maigas) P®
0 + - - -!-3 Se 2 zimju maipas
= = " " W sak-{ 2 poz,
L e = ne saknes
2 + +| +[4jr 0 v ) "
3 4 +| + |+
Pirms liekam x = - @ OSturma funkcijas un dabiijam zImju rindu,

kura ir 3 mainas. Liekot x vieta O, da’hu_)em zimju rindu ar 2
maip@m, tE tad no x ==m 1idz x =0 - ir pazuduse viena maina, té-
d8] sterp x = - @ un x = 0 atrodas 1 negativa sakme.Liskot x
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vietd + mdabljam zimju rindu, kurd nav nevienas maipas.T& tad
starp x = 0, kad ir 2 maipas wn ¥ = + @ ir pagudusas 2 maipas,
tade] starp » = 0 un x = + coatridar 2 saknes. TA ki negativo
sakpu robezae ir -3, tad liekot x = -3, tAlak x = -2, x = -1,Te~
dzam, ka vienigd negativa sakne atrodas starp -2 un -1. Liekot
x =1, x =2, dabfijam, ka + saknes atrodas starp 0 un 1 un
starp 1 un 2,

Kad sakmes akirtas, tad to tuvina v&rtibm aprékins izda-
r(;ms enalitiski ar Newton'am un t& saukto relula TAlai papamie
nien,

Newton'a papgmiens,

¥ = £(x) dod plakns likni, 51 likne attBlota zimdjume.
Y

Nolidzinajuma £(x) = 0 sakne ir x = OM. Ja f(a) ir mezs skait-—
lis; tad X = a varstu uzskatit par ssknes tuvinu vértibu, bet;
kA redzams, a,, punkta ‘.I‘a abscisa, uzskatdma par labiku tuvima
vartibu,

e Tn ir piegkere liknes punkti PI Jura abseisa ir a.

No 2imsjuma redzams, ka

£(8) _ tan€ = £1(a)
B-8,

Sy :§‘ &
4=a - td

Uzskatot &, par jaunu tuvinu vértIbu, atkirtojot papEmienu,da-

bijam r

ag, tad ir precizika ssknes tuvina vertiba,nekd a .Operaciju at-
kBErto kamSr dabli pietiekofi daudz pareizu decimAlvietu.Ja vaja—
dzlgs, lai tuvina vertiba a  biitu k-td decimal® pareiza, tad

I‘(ar) un I‘(a;_) vajaga bt ar pret&jam zimem,pie kam A tuvina
vertiba, kupa atSkirds no a, par vienibu k-t& decimalE.

Ja pie x = aun x =h, £(a) un £(b) ir ar pretsjam zimem,
tag. sakne strodéis starp a un b. Saknes tuvine vErtibas aprii-
naganai t alieto t2 x vertiba (a vai b),pie kuras funkei-
jai un tas vagindtai ir wiendlas zimes.

Piemers. m

Aprekindt augsdjd nolidza
Oy =+3 , Pix) = 3x*-3,
£(1) = -1
£(1) ir zime - un £7(1) ir wime |, tA tad jépem k& tuvina ver-
tiba a8 = 0.

jume sekni starp C un 1.
X} = 6x , Q) =0, TH1}=6




Tad
+ 0,333

" fla) _ -
s=a-gifgf=0- g =c-
T8 ted saknes pirmd tuvind vértiba ir + 0,333.
Regula fr,1si papdmicns.

Y 2
fio)

C——X—-}: !

Ja dotas dives f(x) veértibas £{a,) un £(a,),kires atrodas tu—
w f{x) =0, tad izliefojam f(n,) un T aii lei atrastu punita
P chordas B, B, krustpunicte ar ='asi abscisu, kupa tad uzskald-
ma par saknes buvinu vertibu.

No zimSjume redzams

~f{a =
—fla, )a- =) = flag)x - a))
() +ox fla ) = = flag) - a,fla)
~ flas)] =~ a;flag) -+ 8y F(a;)
)L o— e fle) e fla ) - 8 fla) + il )
f‘(al] = f‘(at)

la) =+1 , £la,) = 2

x:0+%{%20-5

Atrodam pie x = 0.5 vertibu £{0.5) un atkartojam rikinu. PEc
Hornera

S o =3 1
0.5 I 6.5 —2.75 (-0.37}
a=0, f(8) =

ap= 0.5 , £(0.5) =-0.37
5 =0l 6.5
fa=0 *‘%‘:“[T%Tr S e

Sekyu atrasana ar grafiskiem papémieniem,

Ar Hornera papemienu dabu F£(x) vertibas vie dazadiem x ple-
tiekoBa skaitd un tad wzzimg 1Tkni ¥ = £(x). Nolidzindjuma
f{x) = 0 seknes dabujam k& 5is 1iknes krustpunktu abscisas ar
x agi. Jn pareiziki 1ikne zIm&ta, jo precizfkes dabi sakpu
vartibas.
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= HF=
Biezi pielieto arl 3adu vepémienu, lorved wolidzing jum
f{z) = 0 kreiso pusi veidd
TiFl = T.R] =8lx-)
Ja x = a ir nolidzinajuma £{x) =0 sekne, tad
£(x) = 0 = T,(a) - £3(a)
gla) = £,(a )
AugBejais nolldeinajums izteic, ka vietd x = a, kur £la) = 0,
13ilmem fi(x) un fz(x ir vienlidzigas ordirnftes, pie ==a abas
1iknes krustc;is.
TZ ted £{x) = Q0 ssknes dabl X& 1iknpu f|{x) un I‘l(x) krust-

punktu sbscises. Sis papemiens pilelietsjams arl pids tramonsnden
tiem nolidzingjumicn.

Pliemars. v
Dabut sekojosa nolidzirdjume szknes

Zims jam liknes y = &

Debljam x = ~--1.8 wn x, =~ 1.2

NolidzinBjumi eteldgSanas ieopdjamiba.
Algebraiskus visparsja veida nolidzindjumus var atslégt,t.i.
izteikt salnes k& funkeijas no polldszingjuma koeficientiem,ti-
kei lidz ceturtai kapel, to jeskaitot

AlgebrAiskus numeriskus nolidzin jum
to realas saknes, ari ja tie augst ]
liefojot noraditos analitiskos veil graf

varam atslsgt, dabit
ceturtas kapea, Pie-
okos panémienus.

PARCIALDALAS:
1. Algebraisku racionglu dalu rakstam veids
X

Seit skaltitijs un sauctjs veselas raciondlas funkeijas no x,
rie kam piepemam, ks ssucdjam ur pkaititadjawm nav kopSja dali-
taja, Ja skaititaja kipe ir m un ssuceja m un n>m, tad vear
skaititaju nodalit ar saucdju,dabfijot veselu funkeiju un dalu,
kuras skaititijs ir zemdka kaps, neka saucéj)s.

o}

R glx
T

uzskatamr kA tAdu, kuyes gkoifitajem ir zemaka kape, nekl san-
cEjam. Ssucdin f(z) varem 2a4alit reizinatajeos, un dalu
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%El} var parveidot vienkArShla daju summd. Sis vienkarssakas da-

}es sauc par parcidldalem. Ef redsz®jam nolidzindjum: teopri
tad algebraisiu r(xz ver sedalit sekpu faktorog, debiijot sis
funkeijas sakpes. f x) Saknes var but refilas vienreizlpges,réi-
Ia§ atkartojosss, komplekeas neetiertojodas un kompleksas at-
Eﬁrtbjﬁ“ﬁas. Sadalot ??I) reizinfitEjos dabijam,pieméram,sadu

f(x)*(x @) (x-p) (m-y) (-8 YE (22 pera ) (x24p, x4, )¢ ... ey
Relzm&tﬁjnﬂ (x-a¢) wn (x-p) dablijem no neatkdrtojosam rezlam
ma vn B. Atkirtc:osﬁs saknes y un & dod reizinatejus

(x - piun (x - 8)%, pie kan sakne y atkArtojis i reizes un
sakne b k-reizes. Piekiértots kompleksu salgu pAris o + i un
o - Bi dod reizin&taju z+ px 4+ g un piekartots, 2 reizes at-
kartojoSue kompleksu sakpu PATiS a,+ Byi nm o.,- B i dod rei-
zinataju (x'+ Px +q, 8 .78 tad pie f{ ) a'xdallsanas parciil-
dalas jaa.pakata Sie 4 gadijumi.
2. Funkeijaa £(x) ir tikai re@las saknes.
Tad f(x) sadalot reizinitdjos, dsbfijam
£(x) = (x - )F(x - Bz = ¥)...(x - &)

80 izteiksmi rakstam

e b A D
f,(x) ir polinoms, kuyd nev salgu faktore (x - a),bet upd sa-
! stﬁg io £(x) paréjo sakpu faktoru reizinfjuma.

alu

#5

varan sadslit parcialdalas 38dA veida, liekot f{x) = (x-a}k'f {x)
o= - 2 (=) R A (3)
B S S )

Be A pasti@vigs skaitlis, vp(z) vesela funkeija no x un zemiékas
kipes nekd izteiksmes f [x) CX-u-)k . kape.

Fievedot nnl:.dzmajuma (3) labo pusi pie viena Saucéja un
nelidzinot akaititajus kreisd un labd puss, dabiijam

glz) = & £ (x) + (x-adglx) .ooiiiiiiiiiiiiiann, (4)
glx) -4 T (x)
tp(x)=——[§c—ma—— .......... R g )

Lai {ﬁ(x) bitu vesela funkeija, tad s&a:.utﬂjam izteiksms (5)va-
jag dalities bes atliluma ar asuedju (x-a), bet tad (x-a)ir ka
Laititdja funkeijas sakne, t&-

faktors skaititdja un tad ¢ ir sl
1
(p(m)-Afu(u.)—-O e AN i (6)
Atsl&dzot (6),dsbiijam vErtibu A

A=m{a} ...................... St i)

K& redzam A ir pustav],gs skaltus. Teliekot So vertibu izteik—
smz (5), dabijam g(x) k& veselw funiceiju,luyas kipe,ka redzams



ir zemika, nekd izteiksmes (x - a)i™ £,x) képe. Teliekot A
vertibu un g(x) isteilsaé (3), dabCjanm dnlns sadaliSamu,atbil-
stosu piepentiem noteikumiew. No (Y) redsems, ka A nav O Jo
pac noteikuma o nav ¢{x) sekne. Tapat A nav ari @ ,jo f {x)ne-
satur (x-a) ki sakpu faktoru, ta tad A ir piluigi noteikts pa-
stAvigs skaitlis.

Ja'k =1, tad dabujam no (3)

ez} _ A&, olx)

oz - Ay e IR (&)
g{ﬂ- varem sadalit tapat, k8 £s un debujem
i F3

(x)
g(x) _ B + e AL IRl w 9
?‘:G:T TR e (%)
Tépat smdalem ari ;:Tg-; un turpinet dabijamjef(xz)=(x-aj(z-p)..
s k=)
SN SRR - e GO AP e R e 10)
%é?g' T x-a " x-P +x—T'f = k28
Koeficientus dabl
ple) e TR S

A= elay _ g T B =
faiQT [f=-p)(x=¥). . . (x-8)] ruge & [(z<a)(x-y).. (%

Koeficientus var datdt ari ar S2du papémicmu

z) _ 4 B £ BT 1
%{;}‘X_D‘ﬂ- o +x_T+... Fgmp weiesiieass (12)
= aslxy BELx) . of(x) Hit(x) (12

g(F) =Snde o+ Sl ol SRR AR (12)

ja liekam x = &, tad
gle) =£-2+0+0+ ... +0

83s funkcijas vértiba ir nenoteikta, bet ar diferenci@lrékinu
palidzibu td dabijama

_-al fvle =
e lr;:aj%Fz:“ =A £'(a)

A :#E%;- ;B =f?§g} TV i AT RIS e 0 (13)

TreSais pepémiens koeficientu aprékinASanai

ta tad

p(x)=A(x-p) (x-7) .. (z-&)+B(x~a) (x-Y) . . (z=&)+. .+H(x-a) (=-B ) (x-Y)

Je5t 1fekot x —&; debBiam. . . o L | e (14)

¢la) = A{a-B)(a-y)...(a-E) + O + ... + O

No 51 nolidzindjuma dabijam A. TLiekot x = B nolidzipdjuma (14),
daebiijam nolidzindjumu prieks B u.t.t. TAdd kArta dabujem tik-
daudz nolidzipdjumu, cik rezinfmo koeficientu A,B...H.

Ceturtais pangmiens past@v koeficientu salidziniseni pie
vienlidzighm x kapém.

Izreizinot mnolidgindjura (14) labo pusi, dabiijem polinoma
ieXs x.Nolidzinot koeficiertvs pie vienlidzigam x kApsm noli-
dzindjuma abfs puses, dabijsm taisni tikdaoudz linefrus nolidzi-




1Tdzins junien del

....... (15}
Seit
Neiidsinejuma (15) ddlu s ——  patalam s L0 DasSu pa-
pemienu lP(I) i .
2B SRS ey I L L
‘x-u)k ! £ ix) (x—u.‘\"" :
VILARLEE 9, (x) RaF) = Sl
(xa )52 T, (x) R
TRAG MArta dabijem
plx) Ay A LHEY
Lot A e iRl ol e
o (E)

Ja £ (=) ir atkercojoSas sakme f,%ad sadala J,—(——y ree £i pada

y&,-em_ena un ve_u, kad sauel’c funkeija ir tlkan neatkBrioju-
388 saknes, lplietno sadallseoc pec (103.
Eoeficicntyus dasa ar egrilicm papfmienienl.

4, Funkeijed £{x) ir zompliekaes saknes.

Tad sadaliSans SEda
Pt

H%_) fx.e.ﬂjw_q)k

\‘,) satur visus redlus szkyu feltorus, P up § pastévigi lie-
lum:L Ploc) = (z=+px+q)1".f‘a(x); c,':.iz) vesels funkeije.
No (17) dabijanm
oflx) = (Bg + Q)f‘ {(x) + (=* “;,*\L‘;p":a‘) Sk s s AR

9(x) - (Ex+ Q)7 (x)

PR oy

o

s i

Xt +pr+4q
Ja @lx) ir vesels funkcija, ted dzteilksues (19) skeititajam va-

Jag dal:.tles ber atliluma ar trincmi x* “+pxtq, kupa saknes ir
S=-m+£iuwmdb=m-Li Tad [19) skaitItdjd vajag bit reimi-
natajiem x-a un xb wa t3a8), je liekam x = a {(jeb'x = b}, tad
sicaititejam vajag but = 0. tad

gla) = tRe+ QML () =0 oot (20)

e RN A (21)
ﬂ.
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L e
Tevedam a = m + Ei
Pla+ 1) +q = ?Qfg} = kompleks.vertibai R + 5i
o

Nolidzinot redlos un imaginAros loceklus, dabujam

Pn o+ Q =
PE=38
-5
*=E
Q=R—Pﬂ:RwS% .............. (22)
P un Q nav ne 0, ne o, jo ¢la) nav O un fa(a) ari nav 0.
Ja k =1, tad tx)
Fx +Q g (x
Xl = =
%7::%1:“«1 FLTRET 4emh e e (23

(%)
sadala parcidldalds ar riakiem papsmienien.
T og

Ja kompleksas seknes atkartojis, tad gadalisana izdarama
ar sekojoSo papsmienu.

) B +Q 9 (%)

2%_% = v —_— .. (24)
TE T (xtipriq)E GRapxia)= £, (x)

9, (=) L AxEHG, St V;(X} %
(et £ x)  (hipm o F ' (aPemte) =L (=) i
dabiijam i)

B Px+Q Bx +Q Pux + Q
X ! Lt - S 2 »ﬁq’k 25)
filx (o 4pata)®  (attpatg)E" xlpxiq fﬂ (

(x)
Ee ;ETQT sadala ar agrakiem panfmieniem.

E ,Q,B ,Q, u.t.t. dabi ar nenoteiktu koeficientu papSmienu

ari kombinsjot to ar citiem koeficientu aprékindSanas papémie-
niem.

FPiemsrs 1
Sadallt parcialdalas
g x; i o e, L el ] ) (26)
X Agieyts 13:: Tap 20 X5 ST
f(x) sakmes ir a = 2, visas realas. T2 tad sada-

=X ==,
lijums ir, kB radits (26) Koeflclentns apréking er agrakiem
panémienien

{
a),af-g-(le.n E:#’-H,E ,c:_n(_}f'g
£{x)=x3_6x*-13x+42; £(2)= -175; £(-3)=250; £{7)=150.
£ (x)=sxt-12x-13; £1(2)= -25; £'(-3)=50; £'(¥7)=50

N RATE hEE E



- ol
Ta tad sadaliSana ir

Q5 g0x - 08 7 . 85
KO- bt 13x + 42 X2 TR ;E?

B) 15" -70x-95 = AlzH3 ) (57 ) 4B(x-2) (-7 10 (3-2) (243)
liekam x = 2, dabiijanm

175 = -4.25 ; A =7

liekot x = -3
3 250 = B.S50 ; B=5H
liekot x = 7 1= s g =3

e) Nenoteiktu koefiecientu papémiens
1558 70x - 95 = A(xh3)(x-7) + Blz-2)(x-7) + €(x-2)(x43)
51 nolidzindjuma labo pusi izreizinot, dabfijam
155%-70%-95 = (A+BHC)R+ (—~4A-9BHC)x - 1A + 14B - 60 =
Egeficientiem pie vienlildzigém x kapem vajeg bat vienlidzigiem
A+ B+ (¢ =15

—44 - 9B+ C = - 70
-21A + 148 - 6C = - 95
Atrisinot 8o nolidzindjumu sist&mu,dabfijam 4,B,C vértibas.
PiemSrs 2.
y_%_% 135 é8x + 95 = =R S 27
- 112+ 43z - 65 x‘6x+13 :

f£(x) ir viena redla saime a un divas piekartotas kompleksas
saknes ieks x*- bx + 13, Tah sal}.‘mms dabu sugdeje veidu

= g¥8) = 8 =30 50 o(5) = 80w £1(5) =
Fievedot (27) labo pusi pie kopéja saucéja, dabiijam

13x%- 68x + 95 = A(x*—6x + 13)+(Px + Q)(x — 5) ......(28)

Salidzinot (28) koeficientus pie vienlidzigim x lcapﬁm labd un
kreisé puge, dabhjam

A+P =13 bet A =10, ta tad

1I04+F =13
P=3
134 - 5Q = 95
-8R = -35
=7
Ta tad
13x*- 68x + 95 RS - < s
F- TPt a3k -85 F-0 x*- bx + 13
Piem8rs 3.

st mxk s 4 AVl B e O
x - 1P (xs1lox X (eap LN xiy-ieh)



=igane
Reizinam (23) ar x
Irid i se k gN o e ¢

= L 4, D B
(x - 1) (= + 1)% l(x—l)’ R TR
liekot nolidzindjuma x =

= 0, dabujam
£ =4 5 4=3
Teizinot (29) ar (x-1)?

334+ 3zl 5x + S opt( alA o] D E
= 1R |2 + + +
[::+1)‘l 5 T L (1)t Sl

liekot x = +1, dabfijam

S=d= B

TAAA pat kErtA reisinot ar (x + 1)" riolidzingjum (29 )un lie-
kot x = -1, dabujam 8
F=D;D=-2

Ar 30 papemienu,ki redzama, nevar dabit C un E. Tads},lai da-
biitu ¢, liekam nolidzinBjumd,piemsram, x = 2 un dabfijam noli-

dzind jum
2224 B04042
S T

Tiakot =8, #abiian 0 0 S e (30)
lob B0 D E
-ﬁ"-2'9+—j+1+—lj

Sinsnolidzingjuncol ,B,D vertibas ir zinfmas, ieliekot 3is
vartibas, varam no (305 dabit C un E

£ =0.5un B=- 3.5
Piemsrn 4.

ey o oW BFEAG BESTG
=) eayatar T oal  xtea
Pievedot pie viena saucEja, dabijam
2x + 2 = AG2HL P HE, :1Q) (x-1)H( By x4Q (242 (%1} . . oavnn (32)
Lieket = = 1, dabfijam

4=28: A=1]

Heizinot (31) ar {x'+ 1) ,dsbujan

Pz +Qy
=2+ 1
Liekot x'= -1 | x =\/"T = 1, dabijam
L8 A
T P.'I. == Q.
21 +2 = (B4 + QML —1) = B+ @t - i - Q= -} -Q H(0-RY
-B - Q=2

ZEEE_pxto+t (;éﬂ)"[i%i +

B =-2
no fejicnen
-+ =2 Y= 0

gy

Ja nolidzinGjumy (32) isreizinen, ted pie x ir koefici-
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ents A + Iy,bet kreisa pusé nav xy,tﬁ tad
A+ P=10, bet A =1, t& tad
B=-1

Nolidzingjuma (32) absolftais loceklis laba pusé ir & — Q, — Qz»
bet kreish pusé tas ir 2, t3 tad

A2
T=lg—o—g
]
Ta tad
Pebd 9 oJBx L i
() (2al® x-1 (@+1F 2+

e Q0G ==



