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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

МГД  магнитная гидродинамика. 
ОДУ  обыкновенное дифференциальное уравнение. 

 параметр времени. 
9> - криволинейные ортогональные координаты точки. 

^1»4_ )1_я;^з)  коэффициенты Ламэ. 
или (Х^Х^^з) декартовые координаты точки. 

(  цилиндрические координаты точки. 
V > и)  векторы скорости и завихренности жидкости . 

функции тока для жидкости и магнитного поля, 

^^фФ^Ъ* ^~СС^^1  составляющие 
вектора скорости в криволинейных ортогональных коорди
натах (двумерный случай). 

щие составляющие вектора индукции магнитного поля. 
\/у~ ^ 1 *д ~ радиальная осевая и азимутальная составляющие 

вектора скорости. 
Ч|

= / " составляющие вектора скорости в 
декартовых координатах. 

о) -=.1)^2/ду /д у ~ - й ^ - ¿1 составляющая век
тора завихренности или функция завихренности. 

Ы ) А — ̂Ч-/5Е~3^/5Г1- азимутальная составляющая век
тора завихренности. 

 давление и полное давление 
жидкости. 

\~Л Г  векторы сил и вектор электромагнитной силы 

й ; ^ ; Ьг  векторы индукции и напряженности магнитного 
и электрического поля. 

соответствую
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1̂  ̂  " векторы плотности тока и ускорения свободного падения. 
1)^1 0- ~ электрический ток, температура среды и функ

ция источника тепла. 
5,<оГ; 0; С р ; У}/1,\)т))С ' коэффициенты плотнос

ти, электропроводности, кинематической и дина
мической вязкости, теплового расширения,удель
ной теплопроводности, теплопроводности, маг
нитной проницаемости, магнитной вязкости и ± 
температуропроводности^ \)$} ^ = с р ) Л 

\/0) Ьо;В0;Т_ характерные величины скорости, длины, индукции 
магнитного поля и температуры. 

—\/ й [_ 0 ; ) ) ) ^ 2 ^ - \^ 1_0 / 0^  число Рейнольдса и маг
нитное число Рейнольдса. 

На - В Д ^ С Г ^ ; №=Ьо1(к^У01- ч
исло Гартмана и Альвена. 

5 - , ̂ м^(хлй!^ тсло Стюарта и 

^ я. Грасгофа. 
5— Г (?е1\р~ параметр электровихревого течения. 

[ — \ / ) / V/ ~ параметр закрутки течения. 
Р-=г у)// Гг ~ ч и с л о Прандтля и Пекле. 

с£0 - угол между направлением внешнего однородного магнитного 
поля и оси координат Ох. . 

операторы: дифференциальный, градиента, 
дивергенции и Лапласа. 

 полная производная по времени. 
~Ъ/Ъ/

УЬ - оператор нормальной производной по направлению 
внешней нормали к границе. 

Я п ^ ~
 Н 0

Р
м а л ь н а я

?
т а н г е н

Ц
и а л ь н а я составляющие вектора 

/| Ц) - разностный оператор и шаблон сетки. 
_ О 0  центральные разности второго и первого порядка 

У% для переменной О . 



*С) УЧ- - шаги по времени и пространству равномерной сетки и)^. 
/ Р  сеточное число Рейнольдса составляющее ско

рости ^ . 
у  возмущенный коэффициент разностной схемы: 

1 ) ^~$^%сЬп(Я%1%) - схема А.М.Ильина, 

2) ̂   к£/2/ + (1+ ^1^) - схема А.А.Самарского, 
3)^14(?^/Д/  схема "против потока", 
4) V — 1  классическая схема в центральных 

разностях. 
МЛН  метод переменных направлений. 
ЭВМ  электронновычислительные машины. 

С •=  мнимая единица. 
 обозначения "следует". 
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность работы. 
В МГД вязкой несжимаемой жидкости в последние годы 

сформулировалось новое перспективное направление  МГД силь
ного поля, которое стимулируется интенсивной разработкой 
МГДтехнологий (насосы, ускорители, кристализаторы, алюми

ниевые электролизеры и др.). Наличие сильного магнитного 
поля приводит к появлению специфических МГД эффектов,напри
мер, различных скоростных структур с пограничными слоями. 

Математическое описание указанных задач приводит к урав
нениям в частных производных с большими параметрами при млад
ших производных (большие значения чисел $) А£> 

ЯСьъ) / Ьг ) • Для решения соответствующих краевых 
задач МГД на основе полных нелинейных уравнений НавьеСтокса 
при умеренных значениях параметров созданы эффективные уни
версальные численные методы (метод конечных разностей и ко

нечных элементов). 
При наличии малых параметров при старших производных 

или больших параметров при младших производных в системе 
уравнений МГД в решении краевой задачи возникают пограничные 
слои и внутренние сдвиговые слои с большими градиентами ре
шений (слои Гартмана, Лудфорда и др.). Это приводит к сниже
нию скорости сходимости и точности классических разностных 
схем. Для обеспечения равномерной точности и сходимости не
зависимо от величины параметров в схему необходимо ввести 
подгоночные коэффициенты. Такие специальные монотонные схемы 
эффективны и в том смысле, что они имеют хорошие свойства 
сходимости и точности не только для уравнений с малыми пара
метрами при старших производных (производные второго поряд
ка) или с большими параметрами при младших производных 
(производные первого порядка), но и в широком диапазоне 
изменения параметров и, следовательно, могут служить полез
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ным дополнением к пакетам стандартных программ для численного 
решения дифференциальных уравнений. Специальные численные ме
тоды обладают двумя важными свойствами: 

1) применимостью на грубой сетке, 
2) сходимостью алгоритмов независимо от величин шагов 

сетки. 
Это важно для решения краевых задач механики сплошной среды 
при ограниченности ЭВМ ресурсов. 

Для линейных краевых задач ОДУ и математической физики 
такие специальные методы, т.н. равномерные численные методы 
рассмотрены в работах Н.С.Бахвалова, А.М.Ильина, К.В.Емельяно
ва, Г.И.Шишкина, Р.Келлога, Дж.Миллера, Э.Дулана, У.Шилдерса 
и др. ученых. Специальные методы решения должны быть распро
странены на решение системы уравнений МГД и системы уравнений 
математической физики с учетом нелинейностей. Эта область ис
следования обещает в ближайшем будущем эффективные алгоритмы 
решения задач с большими параметрами. Теоретическое обосно
вание равномерной сходимости построенных методов можно полу
чить только для некоторых простейших модельных задач (одномер
ных и линейных). 

При построении разностной задачи (схемы) важно знать, 
насколько хорошо она аппроксимирует исходную непрерывную диф
ференциальную задачу. Проверка аппроксимации обычно проводит
ся на основе разложений в ряд Тейлора в пространстве достаточ
но гладких функций. В случае решений пограничного слоя (экспо
ненциального вида) такой метод не является точным, так как 
ошибка аппроксимации определяется не только степенями шагов 
сетки, но и величиной ШСших производных от решения задачи, 
которые не известны. Другой источник ошибки связан с свойст
вом устойчивости вычислительного алгоритма (разностной схемы), 
которая обычно трактуется как свойство непрерывной зависимос
ти решения разностной задачи от входных данных (правые части 
разностных уравнений, граничные и начальные условия, коэффици
енты уравнений). Пока не существует удовлетворительной теории 
исследования устойчивости нелинейных разностных схем. В связи 
с этим устойчивость проверяется для линейных или линеаризован
ных разностных схем на основе принципа максимума или локально
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го критерия фон Неймана. Особенности различных способов 
аппроксимаций изучается на модельных линейных одномерных и 
двумерных краевых задач с учетом аналитического решения этих 
задач (если его возможно построить). 

Результаты расчетов практически важных задач в том чис
ле многомерных и нелинейных по разработанным алгоритмам 
сравниваются с результатами применения другого численного 
метода, аналитических методов и физических экспериментов. 
Численные исследования позволяли выявить ряд специфических 
особенностей МГДтечений, не проведя в Институте физики АН 
Латвии дополнительных дорогостоящих физических эксперимен
тов. Предложены новые постановки классов краевых задач 
МГД и получены эффективные решения их на основе разработан
ных новых специальных методов решения. В^кратце рассмотрим 
основные принципы построения специальных разностных схем. 
Для конечноразностной аппроксимации одномерных краевых за
дач на неравномерной сетке используется интегроинтерполя
циснный метод (Г.И.Марчук, А.А.Самарский). В окрестности 
3точечного шаблона сетки дифференциальное уравнение второго 
порядка с первыми производными переписывается в самосопря
женном виде с учетом экспоненциального преобразования. 
При наличии кусочнопостоянных коэффициентов и правой части 
уравнения получаются точные разностные схемы. В случае пе
ременных коэффициентов применяются операции осреднения в пре
делах шаблона сетки. 

В многомерном случае используется поочередная дискрети
зация переменных и аппроксимация соответствующих одномерных 
дифференциальных операторов разностными со вторым порядком 
аппроксимации. Аналогично аппроксимируются системы уравнений, 
содержащие дифференциальные уравнения второго порядка. Функ
цииматрицы, входящие в коэффициенты векторноразностной схе
мы, вычисляются с помощью значений этих функций на спектрах 
матриц, используя интерполяционный многочлен ЛагранжаСиль

вестера. Построенные специальные разностные схемы монотонны, 
хорошо учитывают характер пограничных слоев и являются равно
мерно сходящимися для решения линейных модельных задач. Моно
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тонные разностные схемы позволяют решать ряд, практических 
задач с удовлетворительной точностью на грубых сетках, что 
вполне достижимо на ЭВМ с малой и средней мощностью. Разра
ботанные методы решения позволяют решать новые практически 
важные задачи математической физики, в том числе задачи МГД 
для течения вязкой несжимаемой электропродящей жидкости в 
широком диапазоне изменения параметров. Среди них обобщенная 
задача Ханта о нахождении распределения индуцированного маг
нитного поля и скорости для свободных сдвиговых: течений жид
кости при разных режимах подвода электрического тока X к 
электродам. Единым подходом (сквозной расчет) определяются 
характеристики течений жидкости как внутри пограничных слоев 
(гартмановских и слоев сдвига), так и в ядре течения. Расчет

ная область,как это рассматривается в литературе,не разбивает
ся на подобласти с разными типами уравнений (зональный под

ход). Предложенные специальные методы решения краевых задач 
могут найти дальнейшие приложения при проектировании и разра
ботке новой МГДтехнологии и техники. 

История работы. 
Численное моделирование вязких несжимаемых течений на 

основе полной нелинейной системы уравнений НавьеСтокса на

чиналось во время II Всесоюзного съезда по механике 1964 г. 
под руководством академика Н.Н.Яненко, когда была организова
на рабочая группа из механиков и математиковвычислителей 
(в эту группу оказался также автор работы, закончивший универ
ситет в 1962 г.). С 1966 до 1984 гг. регулярно (через 2 го
да) проходили Всесоюзные семинары по численным методам вязкой 
жидкости. Автор работы в 1963 г. впервые получил результаты 
расчета МГД обтекания цилиндра в магнитном поле. В 1971 г. 
автором была защищена кандидатская диссертация по теме "С не
которых методах решения системы дифференциальных уравнений 
магнитной гидродинамики", а в 1991 г.  докторская диссерта
ция по теме "Разработка и применение специальных методов рас
чета течений вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости 
при больших параметрах". Впервые были исследована разреши
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месть некоторых новых краевых задач МГД и было предпринято 
систематическое численное исследование этих задач в широком 
диалазоне изменения параметровС основные работы: 14б]. 
Основной метод исследования  разностные схемы. Разработаны 
оригинальные приближенные методы расчета краевых задач в 
криволинейных координатах, пространственных течений и в не
ограниченных областях. Разработанные численные методы внед
рены при разработке хоздоговорных работ в ВЦ Латвийского 
университета с Институтом физики АН Латвии и с ВАМИ в Ленин
граде . 

Основные результаты исследований докладывались на 6 Все
союзных рижских совещаниях по магнитной гидродинамики (1972
1990 гг.), на 8 Всесоюзных школахсеминарах по численным ме
тодам динамики вязкой жидкости, руководимых академиком H.H. 
Яненко (19721986 гг.). на 6ой Международной конференции по 
численным методам в гидродинамике (Тбилиси 1978 г.), на 6ом 
Всесоюзном съезде по теоретической и прикладной механике 
(Ташкент 1986 г.), на Международном школесеминаре по мате
матическим моделям, аналитическим и численным методам в теории 
переноса (Минск 1986 г.), на. Международном Симпозиуме (IUTAM) 
по жидким металлам в магнитной гидродинамике (Рига  1988г.), 
на Международной конференции по численным методам динамики 
жидкости (Новосибирск I99C г.), на 5 Международных семина
рах в Карловом университете г.Праги (19761988 г.) и на ряд 
Республиканских конференциях и семинарах. Большинство работ 
автора опубликованы в Всесоюзном журнале "Магнитная гидроди
намика" и в Республиканском издании "Латвийский математичес
кий ежегодник" (см. Список основных работ). 

Далее изложены основные идеи работ автора и обзор работ, 
полученных после I99C года и невходящие в докторской диссер
тации автора!. ЗА ЪЧ-, ЧЧ-
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I. ОСНОВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

Течение вязкой несжимаемой электропровящей жидкости в 
магнитном поле описывается системой уравнений НавьеСтокса 

Dv7 Dt=-ffw-dp t у) д v V p + F, (i-i) 
и уравнениями Максвелла _ ? ^ 

n t E ^ & R t , r o t ß - . ' y , (12) 
которые дополняются законом Ома 

j * = « r ( E t v x ß j (i.3) 
и уравнениями неразрывности 

dUs/V^dtV ß = C U V j
>

- = 0 ^ (1.4) 
Б случае вынужденной тепловой конвекции F = ^ 
где ~J~o  температура равновесия. 

Уравнение энергии (теплопроводности) рассматривается 

" " ^ C p O r / D t ^ x A T ^ ^ . ( 1 . 5 ) 

Исключая векторы Ь" / L из (1.2),(1.3) получим урав
нение индукции , —j> —т> 

<&]f/3t= roti\/x8; + ^ ^ ß . (i.6) 
Б стационарном случае электрическое поле можно выра

зить через скалярный потенциал ^ ^-f ) » кото
рый в силу (1.3),(1.4) определяется из уравнения Пуассона 

A(f = cUv С х?* l f ) . ei.?) 
Специфические граничные условия возникает при числен

ном расчете задач МГДтечений, в том числе прилипание жид
кости на твердой границе ̂  \J — О ) i непрерывность величин 

j п I >fi (Г°Щп, 6„ , f , ,vdf/dn на граничной 

поверхности. 
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Б произвольной ортогональной системе координат уравне
ния (1.1) ,(1.4) ,(1.5) ,(1.6) принимают вид (̂ 44,45 

^ ' Щ М ^ Ъ ^ ^ , (1.8) 

дас+\4фт/Э^^ЭТ7Э^=ХАТ+(3; ( 1. и : 

• 1С) 

) 

Исключая из уравнения (I.I) давление р получим векторное 
уравнение ^ 

Ъ rot ( v'x 5) ̂ - r o t ( О rottojtjff, (! л з ) 

которое в проекциях имеет вид (1.9), где переменные 6<; 
заменено на и)с" ̂  ^ правой^асти^присутствует сумма 
составляющих векторов 

Б двумерном случае принимается, что все производные 
по координате равны нулю. Уравнения неразрывности 
(1.1С),(I.II) выполняются автоматически, если ввести функ
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ции тока для жидкости 1^ и магнитного поля . Для опре
деления функций \/̂  ) В3 ; ) ^1 Об имеем систему урав

Й [45]: нении 

(1.14) 

^ Л ^ К ? ^ * 1 ^ ' <1Л5) 

Ъх/ЭС + 1Ч(*> ^ +• <Г&> , ( Ь 1 8 ) 

где  произвольная функция от времени, которая опре
деляется из конкретной задачи МГД ; 

Уравнения (1.141.16) содержат источниковые члены вида 
(X \1$ I •£ 6̂  у С с знакопеременными коэффициентами 
#_у С-) С V Это затрудняет построение монотонной разно

стной схемы, т.к. не выполняется принцип максимума. 
Применяя преобразования 
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уравнения (1.1416) примут нужный вид, 

О у/с t - р Ц Е М - М^(К(^Мз)1^н,?-)п^1П) 

э «/а ̂  - р а "У- НЫ)-1'!С^1 з-с 
,¿,..23) 

где 

Для в литературе известных ортогональных систем коорди
нат условие (1.20) выполняется, например, в цилиндрической 
системе координат 

Из общей системы уравнении МГД можно выделить два практичес
ки важных случая^ 

1) вектор ^ содержит 2 составляющих, т
*

е

*^
 :=
CJl/Jя/^y>̂  

тогда В̂ г= 8д,~ ^ ~ (У — О и МГДпроцесс описывается 
уравнениями (1.12,17,2123), 

2) вектор 1 имеет только одну составляющую, т.е. 
^—(0,О} I ^) тогда З^—Н— О и процесс описывает
ся уравнениями (1.12,17,18,21,23). 

и соотношение 



15 
Для сильных магнитных полей вкладом нелинейных членов 

в уравнении МГД можно пренебречь и МГДтечение описывается 
линеаризованными уравнениями движения. 

В случае плоскопараллельного свободного сдвигового 
- О __? течения жидкости в плоскости с векто

рами скорости V ~ (О/ Уч) У % ) и индукции магнитного ПОЛЯ 

И> ̂  I В 0 С90Ы 0 } &о<МПЫ0)Ч ) ) уравнения движе
ния и индукции имеют следующий безразмерный вид (система типа 
Ханта) (7,2С,24 Л 
ли + На [<#> -40ъ И/дх +жпс(0 Э \Цдч]-\1с V Ъа/дч, 
Л Н + На. Ъ& *оъФ * + м ио ^ «/ %J = йи. V Э //Л ̂  

(1.24) 

При выводе системы (1.24) предполагается, что вторичное 
магнитное поле с напряженностью И^ индуцируется только 
электрическим током. Жидкость находится в канале с сечением 

а через стенок канала Ч~ О и прокачивается 
жидкость с скоростью \/\/Чх.,) > 0 . 

Краевая задача МГД сводится к интегрированию системы 
уравнений (1.24) при граничных условиях 

Эк/Эк/ = ЪН/ък!, •= О I (125) 

где И0 (*)  четная функция, определяемая из условия про
текания тока через электроды при Н^О. 

Аналогично формулируется краевые задачи для осесиммет
ричных свободных сдвиговых МГДтечений £25,]. 

Для исследования поведения скорости возмущений по вре
мени при больших значениях числа \-{сс~ система линеаризо
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ванных уравнений МГД (1.1),(1.4),(1.7) в безындукционном 
приближении переписалась в безразмерном виде 

—-? 
где Н  вектор напря

женности внешнего однородного магнитного поля. 
Для этой системы рассматривалась задача Коши в_п^остранстве, 
при заданном распределении начальной скорости \J0\cU\l ' V06>J . 
Применяя интегральное преобразование Фурье по пространству, 
исключая переменны*? р/ , получим систему СДУ по вре
мени, которая решается аналитически [4J. Распределение 
скорости по пространству и времени определяется^ по теореме 
Бореля о свертках через интеграл от функции V0 и ядро, 
зависящем от числа / а = Hat. Асимптотическое разложение 
ядра при больших значениях параметра (Ъ , позволяет опреде
лить характер течения в зависимости от числа f-j<£. . Если при 
М&— О распределение скорости изотропно в пространстве 
и монотонно стремится к нулю, если } то при Ио.^О 
и достаточно сильном магнитном поле форма начального распре
деления скорости деформируется (вытягивается) в пространст
ве в фиксированный момент времени, вдоль направления прило
женного магнитного поля. Аналогичные результаты получены 
для осесимметрического и вращательного движения жидкости 
в пространстве применяя к задаче Коши интегральные преобра
зования Фурье и Хенкеля С^З» 

Для плоских ламинарных МГД течений из уравнений движе
ния (1.1) в декартовых координатах можно исклю
чить давление р и получить уравнение параболического типа 
для вихря и> ( в безразмерном виде) 

где Й- -2:- составляющая ротора вектора электромагнит
ных сил (^/LÖT ^ / . При заданных значениях Х.,^ составля
ющих вектора р — X ß уравнение (1.26) представляет 
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собой уравнение гидродинамики для вихря, т.е. система (1.17) 
( и)^— и) ) /-х"^ ^ - Ц-̂  - ) } (1.26) есть классическая система 
уравнений НавьеСтокса в переменных (̂ / сд) . Для плоско
параллельного течения жидкости при наличии однородного маг
нитного поля с вектором индукции ^ 

Во многих практических задачах интерес представляет получить 
стационарное решение, т.е. в (1.26) можно положить Ъид/дЬ~О, 
Но в вычислительной гидродинамике разработка эффективных 
численных методов решения в том числе стационарных задач, 
основывается на интегрировании нестационарных уравнений. 
Стационарное решение получается как предел по времени решения 
нестационарных уравнений (метод установления) Г1,2 ̂. 

Уравнение (1.26) можно записать и в дивергентном виде 
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2. СПЕЦИАЛЬНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ ДНЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
МАТЕМТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Специальные численные методы решения задач математичес
кой физики целесообразно начинать разрабатывать на простей
ших одномерных модельных уравнениях, в том числе для решения 
задач Коши и краевых задач 0Д7 £ 10,12]. Полученные алгорит
мы обобщают разностные схемы А.М.Ильина, Г.И.Шишкина, К.Е. 
Емельянова, Н.С.Бахвалова, А.А.Самарского, Г.И.Марчука. 

2.1. Специальные методы решения задач Коши для ОДУ 

Е литературе известно много алгоритмов и методов (явных 
и неявных) для решения задач Коши СДУ, например, методы 
Эйлера, Адамса, РунгеКутта |_4?3. Явные методы имеют жесткие 
ограничения на шаг сетки изза условий устойчивости метода, 
а неявные методы требуют объемных вычислении. В [_ 12] постро
енные специальные методы частично устраняют недостатки клас
сических методов. Разностные схемы (алгоритмы) строятся на 
равномерной сетке п 

и ) й = {Х К=КА,«-1,АЧ , д 4 = 1 ] ( 2 л ) 

промежутка С О/ 1 ] . Для СДТ первого порядка на отрезке 
3^ ~ С* к / к̂м 3 строятся двухслойные явные разностные 
схемы с повышенным порядком точности. 

Решал задачу Коши в промежутке для линейного од
нородного ОДУ первого порядка в виде 

3 '(X)  а (К) Ц (X) , у ( * к ) = % к , (2.2) 
специальную двухслойную абсолютно устойчивую явную разност
ную схему можно представить в виде 

где а — (X. С>0  дифференцируемая функция в 3^ , 

у(а)^(а1)~К^р[а^)-±) (2.4) 
 возмущенный коэффициент схемы. 
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Приближенное решение ^км совпадает с точным ре
шением ^ ( Х ^ ) задачи (2.2), если коэффициент £Ь "замо
роженный", т.е. СКх)~<З к;Х€ 3^ . Если выбрать $ к рав

ным среднему значению функции на Э~}< , т.е. 

а к ^ ™ ) а(к)М, (2.5) 

то разностная схема (2.3) является точной и относительно ре
шения исходной задачи Коши (2.2) с переменными коэффициентами. 
При "= # ) , и м е е м явный метод Зйлера, условно ус
тойчивый при £<. л/ [ак \, если 

При Ок~(0.(*к)-тС1 (Х*+1>)) /Д/ точность алгоритма. (2.3) 
увеличивается на порядок по сравнению с явным методом Зйлера. 
Разностная схема (2.3) сохраняет свой вид и для решения 
системы илуравнений (2.2), где #(Х>1 > # к  квадрат
ные матрицы М го порядка, ^ (*) } ^-к ) ^ь+\ - век
торы размерности , 

уСаЗ^^^ХирЫ)- Е)- (2.6) 
матрицафункция возмущенных коэффициентов, 1с  единичная 
матрица Щ го порядка. Матрицу ^^®) можно вычислять при 
помощи значений функции ^ — ^ ( ^ ) на спектре матрицы ^ 
используя интерполяционный многочлен ЛагранжаСильвестера. 
Явная векторкоразностная схема (2.3) абсолютно устойчива, 
если все собственные значения А матрицы не поло
жительные, С~ ^¡^1 , и точна в случае кусочнопостоянных 
значений элементов матрицы (X , определенных на-5^ ( К — J . 

Для решения неоднородного линейного уравнения в проме

"ртКв ^ у'(х) = ^ = % (2.7) 
имеем приближенную задачу Коши 
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гпе 

Специальная явная двухслойная схема (2.1С) устойчива и точно 
интегрирует линеаризованную по Ньютону задачу Коши. 

Для соответствующей системы уравнений (2.9) 
' ̂ 1

^К
) ~ векторы,  матрица Якоби. 

В случае задачи Коши для линейного уравнения второго 
порядка в промежутке Э-к ( а.х> 41 , %*0) 

применяется векторная постановка (2.7) ^ 

где 

Поэтому разностная задача имеет вид (2.8), где 

о лас I сГ / 
) 

которая имеет по крайней мере 2ой порядок точности, если 

Алгоритм (2.8) сохраняет свой вид и для системы уравне
ний (2.7) , когда Зк  матрицы, д^у/^/Ук'Яш'г* 
 векторы. 

Для решения нелинейной задачи Коши в 

> (2.5) 
применяется метод Ньютона. Алгоритм представляется в виде 

( Х Г ^ ^ С К ^ ^ , (2.1С) 
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При 11*"^ Lj í матрица ¿f^^) сохраняет свою форму, 
если функции ^ г (ge h ) j сА (Ж к ) заменено на 5 ¿n <¿j (%ti) 

" Ж , ~ Ь - и 14 . При О.  V ¿ или X~^L? следует,что 

Ги
7

д) ¿v¿7

' 
2.2. Разностные схемы решения краевых задач СДУ 

второго порядка 
Метод сеток построен на основе точных разностных схем 

относительно решения линеаризованных дифференциальных урав
нений с постоянными коэффициентами Г ¡14^* Для специ
альной разностной аппроксимации дифференциальных операторов 
разностными на неравномерной сетке применен интегроинтерпо
ляционный метод. Б окрестности 3точечного шаблона сетки 
дифференциальные уравнения второго порядка с производными 
первого порядка перепишется в самосопряженном виде, исполь
зуя экспоненциальное преобразование. Е случае кусочнопосто
янных коэффициентов уравнения и правой части получены точные 
разностные схемы. Построенные схемы монотонны, хорошо учи
тывают характеры пограничных слоев и являются равномерно 
сходящимися при стремлении коэффициента у старшей производ
ной к нулю или при стремлении коэффициента у младшей произ
водной к бесконечности. 

Б качестве примера рассмотрим аппроксимацию на неравно
мерной сетке с узлами Х^в^О,!], к.~±)/\/-^ краевой задачи 
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где {Лг^^и^ / К , Сс} Ь*) ^ - кусочнопостоянные функции 
в £0; О » которые в промежутке Сх^^; принимают 
постоянные значения &к ) {о^ , \ к )

 а в промежутке Г^/Х^.З 
а

к ) С > 1к ) *о^0, Х А =1, В этом случае на 
неравномерной сетке можно построить точную разностную схему 

/4= К К- "^НК^ (2.13) 

где значения сеточных функций, которые аппроксими
руют М(ХК ), 1-(Хк) ) &к > б к / Дк. _ коэффициенты схемы. 
Разностная схема монотонна, если Д^>0 } О^УО, ))к ^0 
В зависимости от наличия коэффициента ^в (2.12) точная 
разностная схема (2.13) построена с двумя разными методами. 

1. Если &— О , то монотонная точная разностная 
схема (2.13) получена интегроинтерполяционным методом Г.И. 
Марчука предварительно записав уравнение (2.12) в самосопря
женном виде. 

ШКг<«;щ;<г(-аХ){+

к1,
 (2Л4) 

¿ 4 4 ) ^ 2  1 , ^  ^ О , Г(Ъ) = 2%±-3(2)) . (2.15) 

Если ^ ~ \ (Хк ) > то разностная схема (2.13) 
имеет 2ой порядок аппроксимации. Е случае равномерной сет
ки имеем разностную схему А.М.Ильина в виде 

у и х - + а и ; ( 2 л б ) 

4(0) =г , > 
где ^ — '^^¡2.) сЛ'Р\ С(Х$\/И}  возмущенный коэффициент 

схемы. Схема (2.16) точна, если коэффициенты (Xу £ постоянные. 
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2. Если $о ф О , то точная разностная схема получена 
при помощи аналитического решения уравнения (2.12) в эле
ментарных промежутках £ Х ^ 1 } Х к 3 и С** ; ^«+1.3 П

Р
И з а

Ф
и к _ 

сированных значениях сеточной функции ик 1 У 17к / 
на концах промежуток. Разностная схема монотонна, если 

^ О . Е частном случае на равномерной сетки при ¿1-0 
имеем разностную схему Н.С.Бахвалова в виде (/ 

Аналогично строится точная разностная схема в случае, ког
да ^СХ^ кусочнолинейная функция в каждом элементарном 
промежутке Б случае системы уравнений (2.12) (.14; К , 

+) '^о. I ̂ С - ~ векторы Ип го порядка, (Х)С- - квадратные 
матрицы т гс порядка) разностная схема (2.13) сохраняет 
свой вид ( ЫК) ик±^Ук)1^> векторы, 2А,Д^А'4Д 
 матрицы, О; Г  матрицыфункции , 

1̂ (2:) "= 2: Ь  единичная матрица). 
Если матрицы С(* ) (Хк симметричны, то они имеют действи
тельные собственные значения X и матрицы В к » Д к имеют 

положительные собственные значения ̂  Т)к п~) ^к/) 

т.е. разностная схема (2.13),(2.14) монотонна. 
Для приложений важную роль играет уравнение 

^ и ' / + аи - ) (2.17) 
где V > О . Соответствующая монотонная разностная схема 
второго порядка аппроксимации имеет вид £18] (2.13), где 

Ъ^0,%~ЦЬ.),4~ЬГК (2.18) 
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Разностная схема (2.13) является точной, если коэффи
циенты \) ; X кусочнопостоянные в каждом элементарном про
межутке ) сог)$~Ь. Б случае системы уравнений (2.17) 
у)  положительноопределенная матрица. 

Если коэффициенты О,) \)~ в уравнениях (2.12), 
(2.17) непрерывны, то можно применять аппроксимацию этих 
коэффициентов с кусочнопостоянными, например, заменяя коэф
фициент & С*) в промежутке СХ^^. Х к ~} средним 

значением ^ Ц̂ )"11 й(*) Л*. . 
2.3. Специальные разностные схемы для решения краевых 

задач для уравнений эллиптического типа 

Рассмотрим краевую задачу Дирихле для уравнения в част
ных производных эллиптического типа 

в прямоугольнике 
с границей Э ч^Т. , где 

 дифференциальный оператор второго порядка, ̂ , 
^ Н-  непрерывные фикции, ^0} \)^ > О/ У ?0 

Заменяя производные разностями на равномерной сетке 

ЛС№>4°) •Л^СЛ,^^ЛК<> (2.20) 

имеем монотонную разностную схему. 2го порядка аппроксимации 

= у> Ыи^) > (*ч*г) е . иЗ^ ( 2 > 2 1 ) 

^ (ХАуХ^/
 Г
У ~ ^С^ч.) *Л ) - сеточные функции, которые 
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аппроксимируют непрерывные функции Л// в узлах сетки^ у 

 разностный оператор на 5ти точечном шаблоне, 

^У^— /Я ) с£п[@ьц /-Я.) возмущенные коэффициенты схемы, 

сеточное число Рейнольдса . ~ 
Разностная схема (2.21) обобщает одномерную схему (2.16) 

на двумерный случай, содержащая поочередную аппроксимацию 
одномерных дифференциальных выражений 

^^
и

~ Р*^ -ЬЗ^Ц/ЭХ^ с разностными 

Разностная схема в центральных разностях — ̂  ~~ у 
монотонна только тогда, когда 

К>?ЯХ | | -2- (2.22) 

Разностная схема (2.21) обобщается на векторный слу

чай, когда С(^)(ХХ)  квадратичные матрицы, Ч/ ^ 

 векторы, Уц матрицыфункции. 
Б случае постоянных коэффициентов решение обеих крае

вых задач (2.19),(2.21) легко представить аналитически в 
виде разложений пядов Фурье (непрерывных и дискретных) £_4б]. 
Эти разложения служат для апробации численных алгоритмов. 

Для аппроксимации двумерного аналога уравнения (2.17) 

Ъ(№и/дх±)/ЪХ1+'дСЛг/Э^/ЭХь*- ( 2 2 3 ) 

+• а{д ц/г х1+- а р и/9 (*и х*) 
имеем на неравномерной сетке с узлами У^ у разност

ные уравнения в виде 
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Алгоритмы (2.21),(2.24) обобщаются в случаях одного 
уравнения с У\ независимыми переменными и системы уравнений, 

когда \) ̂ I)
1

, ̂ )^11 матрицы, 4А/ ^) М./ ̂   векторы, 

^ / У2- IУ2^ "
 мат
РиЦЬ5функции 15 , ̂ 8^)

где ^С' I значения сеточных функций, которые аппрок

симируют А1 С ^ ) I £ ( *1 / ) 1^Су Ва/ Ау V 
 коэффициенты (разностная схема монотонна, если коэффициен
ты положительные), 

Асу' ШМ^&щ к) >о , 

Здесь 

3]'  ) величины с индексами с± 7

Д , 
I 4: Уя. означают соответствующие средние значения сеточ
ных функций в промежутках С ; ^ 1 у ; ( > Д1 / 

и (Х^ ; ) ) Ля. / соответственно. 
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2.4. Методы решения начальнокраевой задачи для 
уравнений параболического типа 

Рассматривается нестационарная задача 

а /х.-о /л = с 

^ )) у Л  заданные функции, \) УО . 

Для разработки специальных методов важно рассматривать 
случай, когда большой параметр по модулю или \) ма
лый параметр. 

Из монотонной аппроксимации по пространству (2.16) на 
равномерной сетке (2.1) следует метод прямых в виде задачи 
Коши для СДУ 

да а - ц (л,-, Ь),((Ш=( и и Ь), = ср<х;. 

Соответствующая 6ти точечная двухслойная разностная 
схема имеет вид Л Г п+1 . , »7 . т х 

^^-Л^/с- 'I х е ^ 
у и ) = ? ( Х ] ^ > - ^ " ^ = 0 / « , (2.27, 

где / ш — ^<^хх"*"^/х /> — ̂  параметр схемы 
( С — 0  явная схема, 0/ 5~  КранкаНиколсона) 
<^-С^) - аппроксимация правой части <£(Ху£^ на Ъ+^/а ом 
временном слое. 

Е случае Ъ^Ф^СО^С решения этих задач можно полу
чить аналитически методом разделения переменных. Для этого 

( 

V 
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используется биорт©нормированная система собственных функ
ций операторов > (7/») и их сопряженных в виде 

Собственные значения этих операторов отличаются и имеют вид 

Так как аппроксимация оператора 1- монотонная, то для 
схемы сохраняется неравенство устойчивости (Г ^/^^0,5~1ъ)$,)1 

а при бГггО/б" второй порядок аппроксимации по времени. 
При СГ^: 0 можно построить абсолютно устойчивую 

разностную схему (2.27) с двумя возмущенными параметрами ^ 
и ^ (в (2.27) заменено на I, ), где аналогично 
(2.4) имеем ? 

Из оценок У ^ -^—^ I ̂  ^ вытека.ет абсолютная 
устойичовтсь явной схемы. Явную абсолютно устойчивую схему 
можно построить и для решения двумерного уравнения теплопро
водности (2.25), где /_~ > * ~ СХи^х) ) 

Тогда разностные уравнения имеют следующий вид 
( 2 з с ) 

Для решения начальнокраевой задачи для двумерного 
уравнения можно применять методы переменных направлений, 
один алгоритм из которых можно записать^после исключения 
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половинного слоя)в виде неявных разностных уравнений 

где и  единичный оператор. 
При у ; 3* решение разностной начальнокрае

вой задачи в прямоугольнике Л с нулевыми граничными 
условиями можно найти аналитически в виде конечного ряда 

г д е X* к,(х) = Х к Хк, & 0  биортонормированные 
собственные функции двумерных оператороЕ г /./ ("'Iу со 
собственными значениями \ — ч 6) . 

"^^^ ~ коэффициенты Фурье для функции ^ ^ ) ) 
ч^"* > ^ ч (Хщ ) " собственные значения и функции 
для соответствующих одномерных операторов ; М — Д./«С. 

Отсюда видна абсолютная устойчивость схемы метода пе
ременных направлений, т.к. IО ) <^ А 
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3. СПЕЦИАЛЬНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ РАСЧЕТА ТЕЧЕНИЙ 
ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЗЛЕКТРСПРСВСДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ 

Для расчета течении жидкости в широком диапазоне изме
нения параметров.в том числе при больших значениях чисел 

) оР; Н<Я ; 5/ 5 ; ^ необходимо разрабатывать эф
фективные алгоритмы и специальные разностные методы для реше
ния соответствующих линейных и нелинейных, стационарных и 
нестационарных задач МГД. Такие методы целесообразно начи
нать разрабатывать на простейших одномерных модельных зада
чах. Разработанные разностные и векторноразностные схемы 
монотонны и хорошо учитывают особенности решения краевых 
задач. Полученные схемы обобщают разностные схемы А.М.Ильи
на, Г.И.шишкина, К.В.Емельянова, Н.С.Бахвалова, А.А.Самар
ского, Г.И.Марчука. 

3 . 1 . Разностные схемы для решения одномерных краевых 
задач гидродинамики и магнитной гидродинамики 

Построенные монотонные разностные схемы для ОДУ в 2 разд. 
используются для решения соответствующих одномерных краевых 
задач гидродинамики £18 3 и магнитной гидродинамики (̂ 16,19] 
как в декартовой, так и в цилиндрической системах координат. 

В произвольных криволинейных: ортогональных координатах 
(^1' Ч^Л ) для аппроксимации дифференциальных операторов 
с разностными на 5ти точечном шаблоне используется пооче
редняя аппроксимация соответствующих одномерных операторов 
на 3х точечном шаблоне [ДбЗ Как одномерную модель ста
ционарной системы уравнений (1.211.23) рассмотрим следующую: 

+ и ( з л ) 

где функции И коэффициенты зависят от переменной Ху^/^^у 
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где матрицы 

9 = 

Систему (3.1) можно переписать в векторном виде (2.17), 
/ Я 1 с & 

а - [ о % о 
_ \ О О Я 3 

Э векторы -Ц ) со составляющими Ц^\Л/} Н и '-^/^//з. 
Соответствующая векторно-разностная схема имеет вид (2.13), 
(2.18), где Д К у 3/< ; ~ матрицы, а '^к) ~ в е к " 
торы. Схема монотонна т.к. собственные значения матриц 

действительные, а собственные значения 
матрицы-функции ^ (~£) положительные, т.е. /\кУО^ \^к>0 . 

Вычисляя .5(2=,) на спектре матрицы 2: интерполяционным 
методом Лагранжа-Сильвестера имеем . 

о 5 ф = 

\ 
о 
о О (3.2) 

где 

d 5 ( x / > b ( s ( A ) - s a j ; / ( A - x ; . 
ПоэТо,.,у Js(-*l)it - С

+

£ ( < , - Э Д - d c f s K r ^ C 1 

\ 

(9 О 

П

Р
И X — > > следует, что cTs ( \ X ) —'> S (^) 

где \ 
(3.3) 
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В случае постоянных коэффициентов и равномерной сетки 

° ) 

— у^)—\^/Я)о££\[?:/Х) - возмущенный коэффициент схемы. 
Вычисляя /̂ ( Ъ) на спектре матрицы 2: имеем 

о & о 
(3.4) 

Следовательно, разностные уравнения для системы уравне
ний (3.1) на равномерной сетке имеют вид, 

нгЧ - (3-5) 

Б 193показана преимущество разностных уравнений 
(3.5) с возмущенными коэффициентами ^ при боль

ших значениях параметра. С . Уравнения (3.5) отличаются 
от стандартной схемы А.М.Ильина с отличными от нуля коэффи
циентами с5̂ (Х|;А ]̂ и Л()Ч)\з) > которые в случае по
стоянных величин (т-Ъ^Л)) С, <Х и граничных 
условий первого рода обеспечивают построение точной раз

ностной схемы. Точную разностную схему (2.13),(2.18),(3.3) 
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можно построить на неравномерной сетке в случае кусочно
постоянных величин. В случае переменных коэффициентов эта 
схема сохраняет свой вид и имеет по крайней мере второй по
рядок аппроксимации и ра.вномерно сходится, если 
или С у С( — 3 0 , 

В работах £44,45,46^ рассматривается и другие одно
мерные модели задач гидродинамики МГД. 

Стметим, что в случае матрицы 
/ а1_ С с( 

Я - [ О з г с 
\ О О &з 

т.е. когда второе уравнение (3.1) имеет вид 

лУ^[)'+ алУ^ + £Н ~ ^ ; матрица. $ ) (3.2) имеет сле

дующий вид р ( ) ч ) с£&(1оЪ)к Л^СКМк] 

\ 0 0 5(\3) I 
3.2. Разностные схемы для решения линейных задач ЫГд 
Для линейной краевой задачи МПД (I.24),(I.25) система 

уравнений при с^бЧТ/Д/ имеет вид (2.23), где 
р/!)_ !_ _ е д И Н И ц Н а я Ш Трица., 0.£^0} Х ^ Х } ЛдН Ч 
„ /-ЙЕ«/ На \ ' 
и^ | [_| - ^ V • Собственные значения симметричной мат

рицы (\̂  имеют> вид 

Следовательно, монотонная векторноразностная схема, 
имеет вид (2.24), где Дл-; 8у'; Ау/ 3^ "

 м а
трицы вто

рого порядка, . /  векторы. Легко проверить, что 
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5ф= 

ПОЭТОМУ Ви -(^с^ц) (\'кТ*~Е) 

(3.7) 

где ^ > ; ̂  и ^ п Хя. ) средние значения вели
чин >> и Ч/ ^ в промежутках (̂ , } и ( ^ ^ ^ с о о т 
ветственно. 

Б случае равномерной сетки имеем 

+Лг «!»+Ч* * 0 » (з.з) 
где 

(3.9) 

 матрица возмущенных коэффициентов. 
При \/̂г ООУ[$Ь коэффициенты в системе уравнений 

(1.24) постоянны и краевую задачу можно решать аналитически 
методом разделения переменных Специальные разност
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ные схемы и аналитические решения построены также в случае 
цилиндрической системы координат £14,25,39}. Расчета таких 
задач проведены в широком диапазоне изменения параметров 

^ и могут быть использованы при анализе МГД 
явлений и также как тесты для проверки эффективности специ
альных разностных методов. 

3.3. Разностные схемы для решения нелинейных краевых 
задач гидродинамики и магнитной гидродинамики 

Специальные разностные схемы применяются для решения 
нелинейных краевых задач. Для построения таких схем исполь
зуется метод "замораживания" коэффициентов. В этом случае 
в разностных уравнениям(2.21),(2.24),(2.3С) коэффициенты 
^ 1 / зависят от решения^' в узлах сетки ^11,13,45_^ . 

При аппроксимации уравнений (1.211.23) с разностны
ми на неравномерной сетке в плоскости С^/Я^х) с узлами 

^1)^1 и с шагами ~ & ~ £ < Ч ' < ^ ' ~ ) 
(̂ с + ̂ ёН ^^'^^З^'^Зм-^ / ^ " и м е е м следующие разност

ные уравнения (после умножения на ¿1 ̂д, )
; 

в пны,г на)-т <з .ш 
(3.12) 
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p ? = t i ^ / ¿ t - f, g j -с/ц СГ5-( g % , 

Еыражения Э~ можно аппроксимировать при помощи цен
тральных разностей, причем надо выражать через 
первые производные из уравнения (I.I3). Коэффициенты 
\>$) Д[Я) П&) Д<» Д(0 л^) 
ü(.i ) Пс* у в/ ) /1л вычисляются аналогично D<\ ;а ( * ¿ О/-, гт/ 

d J J d J J J <] 
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при С   _1_ » а при вычислении Вл'/Аи; ßt:') АЛ 
, d * « J ^ , 

надо выбрать 6  3 , а У ^ заменить на , /3,/3 . 
Так как уравнение (I.I8) аналогичное (I.2I), то для его 

аппроксимации справедливы разностные уравнения (3.II),где 
W J ))) °С ; U. заменено на 2£ ; А*, / УЗ; УЗ> , а 

Fr: LL(3#/^"t- cFj • Уравнение (I.I7) есть стационар
ное уравнение (I.2I)\b\»fit-0) ПРИ VL-\/X- Х~0 ; 
\-j — (j U. ^ поэтому разностные уравнения (3.II) сохраня
ются для аппроксимации уравнения (I.I7) при WHCJ^ , т.к. 

S(0) ~ А * Для аппроксимации уравнения С1.12) разност
ные уравнения имеют вид (3.IC), где )) / заменено н а ^ 

)С ) ' , а £ ~ 1) С л ~ Со •= Сл' - Ел*- DtV Rj "-Dj^ ft " 
Для аппроксимации производной 

по времени используется односторонняя разность по времени. 
Аппроксимация других уравнений дана в работах £l3,I9j. 
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4. ПРИМЕНЕНИЕ СПЕЦИАЛЬНЫХ МЕТОДОВ ДЛЯ ЧИСЛЕННСГС 
МСДЕЛИРСВАНИЯ ТЕЧЕНИЙ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМО! 
ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ ЩКССТИ 

4.1. Аналитические решения некоторых дифференциальных 
и разностных краевых задач 

Для проверки точности и эффективности прстроенных раз
ностных схем необходимо сравнить приближенные и точные зна
чения решения в узлах сетки. Для некоторых линейных задач 
возможно построить решение аналитически в виде однократных 
тригонометрических рядов. В. случае больших значениях числах 

\-{си не всегда удобно исходить из точного решения задачи 
в виде ряда, так как сходимость рядов с ростом числа Цсь 
ухудшается. Построенные точные решения позволяют ВЫЯЕИТЬ • 
основные свойства физических процессов. Аналитические реше
ния построены для свободного сдвигового течения жидкости 
на основе уравнения (1.24) как в декартовых £2С ,24Л , так 
и в цилиндрических £ 25 J координатах. Выявлены следующие 
основные характерные явления течений типа Ханта при больших 
значениях числа : I) течение жидкости концентрируется 
в узкой области между электродами и становится однородным в 
направлении поля, 2) максимальная скорость течения и рас
ход жидкости ограничены и стремятся к пределу при Но.-? 0 0 у 

3) в области между электродами токи сосредоточены в тонких 
пограничных слоях с толщиной порядка 0 ( Но. ) у торце
вых поверхностей, перпендикулярных магнитному полю, а также 
в свободных пограничных слоях, продольных полю, с толщиной 
О )}А) распределение скорости сильно зависит от спосо
ба подвода тока к электродам и направления внешнего магнит
ного поля. Б зависимости от величин чисел 
получены различные асимптотики течений. Исследована также 
деформация возмущений по врамени при больших числах Но. [3,4] 
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4.2. Особенности реализации численных методов 
для решения краевых задач 

Е методе сеток существует большой выбор различных воз
можностей дискретизации в зависимости от выбора зависимых 
переменных, стационарных и нестационарных задач. Разностные 
схемы различаются по следующим основным признакам: I) вид 
аппроксимации основного дифференциального оператора по про
странству (односторонние разности, симметричные разности, 
монотонная аппроксимация, точная аппроксимация); 2) вид 
аппроксимации дифференциального оператора по времени (явный, 
неявный, полунеявный); 3) метод аппроксимации граничных ус
ловий; 4) метод решения систем разностных уравнений (мето
ды установления, переменных направлений, итерационные и ре
лаксационные методы). В последние годы в задачах вычисли
тельной гидродинамики и магнитной гидродинамики осуществляет
ся продвижение в область все больших значений параметров 
задач (числа Ол; Ь/<Я; Сг" ). ото связано с разработкой 
специальных разностных схем и других численных методов, ко
торые характеризуются следующими особенностями: I) примене
нием неравномерной сетки с возможностью сгущения узлов в об
ластях с большими градиентами; 2) монотонной аппроксимаци
ей конвективных членов второго порядка точности; 3) эконо
мичной неявной схемой, позволяющей свести решения двумерных 
уравнений к последовательному решения одномерных уравнений; 
4) усовершенствованием методов расчета граничных условий 
(напр., для вихря); 5) решением высокой точности разност
ных уравнений. 

Уравнение для переноса вихря (1.26) служит как модель 
для описания многих других процессов переноса (диффузии, 
тепла и др.) и численные методы решения уравнений (1.26), 
(1.27) применимы для решения широкого класса задач. Для 
составления специальных разностных схем рассматриваются со
ответствующие одномерные модельные уравнения. Нелинейным 
одномерным модельным уравнением переноса является уравне



40 

НИЕ БЮРГЕРСА ^ ^ 
Ъч/Ж+аЪ<л(д* = ЙГ э«/Эх+ £ • ( 4 Л ) 

ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ СИСТЕМА УРАВ
НЕНИЙ (I.I8)(U)3^U); L 3 = 1 ) (1.26) ДОЛЖНА 
ДОПОЛНЯТЬСЯ С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ ПРИЛИПАНИЯ ЖИДКОСТИ НА 
ТВЕРДЫХ СТЕНКАХ (ГРАНИЦАХ) 

^ 0 ) Э^/ЭОЧ - О . (4.2) 
ПРИ РЕШЕНИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ВАЖНОЕ МЕСТО ЗАНИМАЕТ ВОП

РОС О ПРОЦЕДУРЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИИ ЗАВИХРЕННОСТИ ои НА 
ТВЕРДОЙ СТЕНКЕ.ОТ ЭТОЙ ПРОЦЕДУРА ЗАВИСЯТ ТОЧНОСТЬ И УСТОЙ
ЧИВОСТЬ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА В ЦЕЛОМ.В СЛУЧАЕ ПРИМЕНЕ
НИЯ ЯВНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ПРИБЛИЖЕННЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЗАВИХ
РЕННОСТИ НА СТЕНКЕ (ТОМА, ВУДСА, ПОЛЕЖАЕВА) НЕ ПОНИЖАЮТ 
ПОРЯДОК АППРОКСИМАЦИИ СХЕМ И ПРАКТИЧЕСКИ НЕ УХУДШАЮТ УСЛО
ВИЙ НА ШАГ ВРЕМЕНИ *С . ДЛЯ НЕЯВНЫХ СХЕМ ЭТИ ФОРМУЛЫ МОГУТ 
ПРИВЕСТИ К ТАКИМ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА ШАГ , ПРИ КОТОРЫХ НЕЯВ
НЫЕ СХЕМЫ ТЕРЯЮТ СВОЕ ПРЕИМУЩЕСТВО В УСТОЙЧИВОСТИ И В РЯДЕ 
СЛУЧАЕВ УСТУПАЮТ ЯВНЫМ СХЕМАМ. АНАЛОГИЧНАЯ СИТУАЦИЯ ВОЗ
НИКАЕТ ТАКЖЕ С ПРИМЕНЕНИЕМ ИТЕРАЦИОННЫХ СХЕМ ДЛЯ РАСЧЕТА 
СТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ. ДЛЯ МОДЕЛЬНЫХ ОДНОМЕРНЫХ ТЕЧЕНИЙ В ПЛОС
КОМ КАНАЛЕ, ОБТЕКАНИЯ ЦИЛИНДРА И ШАРА (ЗАДАЧА СТОКСА) МОЖНО 
ПОКАЗАТЬ, ЧТО В ЛИТЕРАТУРЕ ИЗВЕСТНЫЕ ПРИБЛИЖЕННЫЕ ГРАНИЧНЫЕ 
УСЛОВИЯ ДЛЯ ФУНКЦИИ U) НЕПРИМЕНИМЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ СТАЦИОНАР
НОГО ТЕЧЕНИЯ БЕЗ ВВЕДЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА РЕЛАКСАЦИИ £БJ. ПРЕД
ЛАГАЕТСЯ СОВМЕСТНОЕ РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ ( И ) ) МЕТОДОМ ПЕРЕ
МЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ (МЛН) НА ОСНОВЕ УСЛОВИЙ (4.2) БЕЗ СПЕЦИ
АЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ ьд . В СЛУЧАЕ ДВУМЕРНОЙ СТАЦИО
НАРНОЙ ЗАДАЧИ (I.18),(1.26),(4.2) В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ ДЛЯ РЕА
ЛИЗАЦИИ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ ПРИМЕНЯЕТСЯ МЛН (ДРОБНЫХ ША
ГОВ) НА ОСНОВЕ СХЕМ ПИСМЕНАРЭКФОРДА И ДУГЛАСАРЭКФОРДА. 
МЕТОДОМ ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА И ПРИМЕНЯЯ ПРИНЦИП МАКСИМУ
МА ИССЛЕДОВАНА УСТОЙЧИВОСТЬ И СХОДИМОСТЬ СООТВЕТСТВУЮЩИХ ЛИ
НЕАРИЗОВАННЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ. ДЛЯ РАСЧЕТА НЕСТАЦИОНАР
НЫХ ЗАДАЧ ПРИ УМЕРЕННЫХ И БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ ЧИСЛА МЛН 
ДЛЯ КАЖДОГО УРАВНЕНИЯ ОТДЕЛЬНО НЕ ЭФФЕКТИВЕН, Т.К. РАСТЕТ 
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ограничения на шаг изза применения приближенных 
граничных условий для функции вихря на твердых стенках гра
ницы расчетной области. Б этом случае удобнее пользоваться 
неявными векторноразностными схемами и для решения систе
мы уравнений на ̂ гЖ^ ом временном слое применять метод 
локальной релаксации в котором параметры релаксации опре
деляются в каждом узле сетки, принимая, что коэффициенты 
разностного уравнения "замороженны" (постоянны) в окрестно
сти центрального узла сетки. Хорошей моделью для вычисления 
оптимальных коэффициентов релаксации является линейное урав
нение (2.19) \Jb-0) и его разностный аналог (2.21) [32, 
35] . Для реализации разностных уравнений методом верхней 
релаксации на основе поточечного итерационного метода Зейде
ля с параметром сО(4<^с<3 <С Л ) рассматривается следую
щий итерационный процесс: 

где ^ '' ~ значения сеточной функции на Кой итера
ции , К-Jo, 1/ . . . • ; fi^\~k } %су - заданное на
чальное приближение. Для разности ¿^'4:^.'~+ Ucj' 

уравнения (4.3) однородные (_ tfcy ~ О) и оптималь
ный параметр <<О0 определяется из условий минимизации 
максимума модуля собственных значений матрицы перехода 
£35,47j. Получено, что ^ 

file:///Jb-0


42 
При 4 формула справедлива только при ( I ^ ^ ) 
у^— ^ (условие монотонности схемы в центральных 

разностях). Формула (4.4) обобщает в литературе известных 
формул Юнга {$1=^2.-0) , Расселя, Такемитсу, Стриквер
ды, Ботты и Еелдман. Численные эксперименты показали эффек
тивность разностной схемы типа А.М.Ильина по сравнении с 
схемой в центральных разностях и в односторонних разностях. 
С ростом абсолютных значений сеточных чисел Рейнольдса 

1) ^2, значения и)0*° приближаются к единице (метод 
Зейделя). 

При решении начальнокраевых задач математической физи
ки и МГД важно оценивать устойчивость разностных схем для 
того, чтобы ошибки округления не вызывали рост погрешности 
с увеличением числа шагов по времени для нестационарных 
задач или числа итераций для стационарных задач. В случае 
численной устойчивости метода необходимо также исследовать 
точность приближенного решения, так как оказывается £53,что 
известные абсолютно устойчивые разностные схемы (неявные, 
КранкаНиколсона, ДюфортаФранкеля, ПисменаРэкфорда, Дуг
ласаРэкфорда) являются недостаточными по точности для ре
шения нестационарных краевых задач. Для решения задач гид
родинамики или МГД необходимо сравнить спектры соответству
ющих линеаризованных дифференциальных и разностных задач, 
чтобы различать между собой численную неустойчивость метода 
сеток от гидродинамической или МГД неустойчивости течения 
жидкости и разрабатывать устойчивые алгоритмы расчетов 
течений. 

Явные разностные уравнения с монотонной аппроксимацией 
(2.3С) для уравнения (1.26) имеют вид 

где ЛАI \/ - фиксированные значения скоростей на сетке 
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*\ (4.7) 

Для классической схемы в центральных разностях (^~<^я ~ О 
из (4.6) следует дополнительные ограничения на шаги простран
ственной сетки в виде неравенств & , а для мо
нотонной схемы неравенство (4.6) выполняется автоматически. 

Ограничение (4.7) на шаг по времени тоже можно снимать, 
если использовать схему (2.30) с параметром I , т.е. Т" 
заменить на и .Б этом случае неравенство (4.7) выполняет
ся автоматически для шага 41 ~ ̂  . 

Двухслойная параметрическая схема имеет разностные урав
нения 

» * о ,
 ( 4

-
8 ) 

где Ц = /|, + Л г , 0 <СГ< 1 , 

Из принципа максимума имеем неравенства (4.6) и нера
венство ^ 

х ^ 

Следовательно при неявная монотонная разностная 
схема абсолютно устойчива как по пространству так и по вре

мени. 
Разностные уравнения (4.8) при (У ̂  О трудно реа

лизовать изза двумерности разностного оператора на.(юн) ом 
слое. Для определения стационарного решения методом установ
ления разностные уравнения для (1.26) можно реализовать 

Из принципа максимума следует неравенства 

У м ^ /Д. } *\ =1,А у (4.6) 
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итерациями Зейделя. Если схема монотонна по пространству, 
то метод итераций Зейделя абсолютно устойчив. Для реализа
ции монотонной схемы можно также применять метод верхней ре
лаксации с параметром ^ 4 (°*

ез слагаемого 1)о) 1Ъ~Ь)^ 
причем оптимальный параметр релаксации од^ выбирается из 
(4.4). Схема в центральных разностях реализуется только ме
тодом нижней релаксации (о) Г

< \ ) . 
Для совместного решения системы уравнений (1.18),(1.26) 

при о^ЯТ/^ по неявной схеме, имеем (<и~ V ~о) 

\ (и) и)*; 1<с = А и ) ч г V 5 ^ 
| Ау^г^-о > « . (4ло) 

Будем искать решение разностных уравнений (4.10) в прямо
угольнике со сторонами ц , ^ у с однородными граничными 
условиями первого рода. Тогда из разложения по собственным 
функциям \Д/К(Х07) оператора (— /\) 

ц/^х^^а^Чс*̂ , ^ € и ) 4 ) ( 4 Л 1 ) 

следует, что ^, 0.к у где модуль перехода 

Ь - С ^ - 5 ъ%)/(.К**+№к*) > ( 41 2) 

Таким образом разностная схема условно устойчивая при £ф0) 

например, при щ~= 6 / (^ / ̂  £. ; если 

Г " ^ £ £  1 

Такое же неравенство сохраняется, если /6/ ф 0^ г О 
и схема монотонна. 
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Разностные уравнения (4.1С) можно усовершенствовать, 

если выражение Фи77 выражать через второе уравнение 
Зз С] 

(4.1С), т.е. в первом уравнении вместо слагаемого ^т^о 

записать ч5Г(~£0 Ц^^К ) ' Тогда. 
у к , ( у с 1

^ ^<сиЛ* +5Ч)< 1 (4.13) 
и разностная схема абсолютно устойчива. 

Следовательно, для увеличения запаса устойчивости важ
но научиться преобразовать исходную систему уравнений. 

Аналогично исследуется счетная устойчивость разностных 
итерационных схем типа Зейделя для решения уравнений (4.1С). 
Сказывается, что устойчивее реализовать совместные итерации 
для расчета обеих уравнений. Для расчета стационарных сдви
говых течений (система уравнений (1.24)) методом переменных 
направлений видно, что для монотонной аппроксимации устой
чивость повышается 

Для расчета плоскопараллельных течений жидкости методом 
установления рассматривается система уравнений относительно 
переменных (ЛЛ / ̂  р) , разностной аналог которой решает
ся методом итерации типа Зейделя. Итерационный метод стано
вится абсолютно устойчивым для монотонной аппроксимации. 
Специальном случае для расчета уравнения теплопроводности 
в единичном квадрате (в (1.26) 44V— О ; Й ~ 1 ) 
показано (^53, например, что схема КранкаНиколсона (в (4.8) 

0/Ь ) абсолютно устойчивая, но асимптотически устойчи
ва только при ̂ " ^ Т Г 0 ~ ^ /7Г. Это следует из того, что 
матрица перехода имеет собственные значения 

%~и-'СК)/(*+'СЬк) , (4.14) 

г д е к = ( * < А Ь • 
Приближенное решение ^ на сетке можно предста

вить в виде разложения (4.11), где 
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Приближенное значение аппроксимирует показа
тель роста экспоненты при фиксированном значении времени 

для точного решения 7Г ( К/ь к£) • Для исходной диф
ференциальной задачи этот показатель растет квадратично по 
К , старшие гармоники ряда Фурье быстро затухают и решение 
фактически определяется первой гармоникой 

СЦ
0

4 С&р^Я^Ь) М/*д(*/#} " Эти свойства сохраня
ются только при г

Г^^Со • Сказывается, что для обеспечения 
точности разностной схемы при конечных Т ^= О и -Т[ = 

— $ =г Ь^'фО ) для всех гармоник с номерами 
<. Д/^ Л_ требование асимптотической устойчивости 

даже недостаточно, т.к. ограничения шага 9Г" должны быть 
еще более жесткими. Если в качеству начальной функции 

• о 
иМ _̂_̂ = ̂  выбрать одну гармонику, т.е. ^ — ^ М/̂ ( К -
фиксирован ), то ряды обрываются и содержит только одно 
слагаемое вида 3 °&*р ) ̂ к , где кД) 

для точного решения, Х^ = Х к для приближенного решения. 

Если Т ~ > ^ / V , то V—> + 0 о

/ ? к ~ 
> 0 и иЗ^^О 

для всех И , что совершенно не приемлемо, так как,например, 
точное решение при Д / Х ^ ) 0 стремится к 

При к! — ± и г1 достаточно малым следует, что 
II ^ а с ростом К ограничение на Т~ растет. 

Поэтому важно, чтобы \ к У О или 

Ч : < 4 / Х к < Iя-14. (4.15) 
Если ^Гр ' ^ / Х к ^ то величина становится 

комплексной:  Т "
1

^ / & £*7Г 
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сильно искажает точное решение. Аналогичные неравенства 
(4,15) найдены и для других неявных, абсолютноустойчивых 
схем, для которых не выполняется неравенство 

4.3. Расчеты конкретных задач гидродинамики 

На основе разработанных специальных численных методов 
проведены расчеты некоторых прикладных задач МГД о плоско
параллельных, осесимметрических, вращательных и простран

ственных течениях вязкой несжимаемой электропроводящей жид
кости в магнитном поле и также об МГД устойчивости этих те
чений. Получены численные результаты, согласующиеся с ре
зультатами проведенных имеющимся физических экспериментов. 
Получено, что в сильном магнитном поле С 14,20,2225,38,39, 
4 1 3 : 1 ) можно пренебречь нелинейными членами в уравнении 
движения, 2) линии тока жидкости деформируется в зависимо
сти от направления магнитного поля, 3) завихренность жид
кости уменьшается, 4) возникает М образные профили ско
рости в плоскости, перпендикулярной магнитному полю, 5) об
наружена тенденция потока жидкости перейти к двумерной в 
плоскости, перпендикулярной магнитному полю, 6) проводящий 
участок стенки канала, который расположен перпендикулярно 
полю, обтекается как твердое тело, 7) конвективное течение 
жидкости уменьшается, причем сильно подавляется та компо
нента вектора скорости, которая лежит в плоскости, перпен
дикулярной полю, 8) стабилизируется вращение жидкости меж
ду двумя бесконечными дисками и возникает единственное тече
ние жидкости независимо от заданных начальных данных, 9)умень
шается длина переходного участка канала. Проведено также 
численное решение задач МГД, возникающих в процессе получе
ния алюминия £2630,36,42,43] . 

и магнитной гидродинамики 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе проведенных исследований в области краевых 
задач математической физики, гидродинамики и МГД вязкой не
сжимаемой электропроводящей жидкости можно сделать следующие 
общие выводы: 

1. Построены специальные разностные схемы для расчета 
краевых задач в широком диапазоне изменения параметров. Раз
ностные схемы монотонны, хорошо учитывают характер погранич
ных слоев и равномерно со вторым порядком точности аппрокси
мируют соответствующие краевые задачи. 

2. Показана эффективность построенных специальных мето
дов для решения краевых задач с большими параметрами при 
первых производных; определяется оптимальные коэффициенты 
метода релаксации и условия счетной устойчивости для монотон
ных разностных схем. 

3. Разработанные методы совместно с экспериментальными 
исследованиями позволили создать математические модели тече
ний и исследовать их физические особенности в зависимости от 
чисел и др. параметров задач. 

4. Проведенные численные исследования позволили полу
чить качественную картину рассматриваемых явлений и тем са
мым подсйти более рационально к планированию эксперименталь
ных работ по их исследованию. Способы управления течений 
вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости в сильных маг
нитных и электрических полях нашли применение на заводах 
промышленности цветной и черной металлургии. 

5. Под руководством автора исследования проведены 
а) сотрудниками .лаборатории теории уравнений в частных про
изводных института математики и информатики и Латвийского 
университета £ 8,14,26,423 ; 
б) кафедры дифференциальных уравнений и приближенных мето
дов физикоматематического факультета Латвийского универси
тета и математического института £ 11,373; 
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в) лаборатории магнитной гидродинамики института физики 
Академии Наук Латвии [3,26,28,38,39,41,423 ; 

г) кафедры прикладной математики математико-физическо-
го факультета Карлова университета г.Праги, Чехословакия 

[22,43]; 
д) кафедры информатики Ростокского университета г.Роето-

кв, Германия ( 403 . 

6. Главные результаты исследований внедрены также в 
учебном процессе Латвийского Университета ( 46-483. 
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