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levads.

§ 1. Visparigas piezimes par veselu skaitju ipasibam.

~ Skaitlu tedrija ir viena no vecakam matématikas disciplinam,
ar ko nodarbojuSies jau indieSi, kinieSi un senie grieki. Divas
galvenas skait]u tedrijas nozares ir: 1) maciba par veseln
skait|ju ipaSibam un 2) maciba par nenoteikto
vienddojumu atrisinaSanuv veselos skait]os.

Runajot par veselu skaitju ipadibam, pirma vieta jamin pirm-
skaitlis
=2, 3,9 7, 11,13, 17, 19,23, .. .

Tasirtads skaitlis, kam ir tikai divi dal'itﬁji: 1 un
pats skaitlis p>> 1. Visi pirmskait]i, izgemot p = 2, ir neparu
skaitli, kuyu starpiba ir > 2,

Ap 300. g. pr. Kr. Euklids ir sarakstijis ,Ele mentus*,
no kuyu 13 gramatam septita, astota un devita ir vellitas aritme-
tikai. Te atrodams pierddijums par to, ka pirmskaitlu ir
bezgala daudz Ja p,, ps . - ., pn it visi mums pazistamie
pirmskait]i, tad skaitlis

X=ppy- Pt

nedalas ne ar vienu no tiem. Tadé] vai nu x pats ir kadsjauns
pirmskaitlis ¢, vai ari x dalas ar ladiem pirmskaitliem ¢, gy ...
kas neatrodas starp mums pazistamiem p,, p,, . .., po. Tada karta
katru galigu pirmskaitju vairumu p,, #,,. . ., pa var papildinat vis-
maz ar vienu jaunu elementu ¢, ta tad pirmskaitju vairums ir
bezgaligs.

No 3. g. s. pr. Kr. vél atzim@jams Eratostena siets, t. i.
metode, ar kuras palidzibu no dabisko skaitlu rindas var izsleégt
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visus salikios skait]us ta, ka pari paliek tikai pirmskaitli. Ja no
rindas
: 2,349, 6, T imn

izmet katru otro skaitli, kas stav pec 2, no atlikuSiem katru treSo,
kas stdv pec 3, katru piekto, kas stav pec 5, u. t. t. un beidzot
katru p*° no tiem, kas stav pec p (p ir lielakais pirmskaitlis,
kas < |/»), tad pari palikuSie skait}i visi bis pirmskait}i. TieSam,
katrs salikts skaitlis @ <<# dalas ar kadu pirmskaitli ¢ <<|», un
tadi @ no rindas ir jau izmesti.

Skaitli 4 var sadalit pirmreizinatajos ta, ka 4 dala péc
kdrtas ar visiem pirmskaitliem, kas < /4. Ja A4 nedalds ne ar
vienu no tadiem pirmskaitliem, tad 4 pats ir pirmskaitlis. Loti
lieliem 4 §i metode ir parak garlaiciga. Tade] vajadz€tu atrast
ertaku kriteriju, kas izSkiy, vai dotais skaitlis ir = pirmskaitlis vai
salikts. Par visam lietam — vajadz€tu atrast likumu, pe€c kuja
pirmskaitli sakartojas, t. i. vajadzeiu noteikt, kurs pirmskaitlis.
seko dotajam skaitlim A4, cik pirmskaitju atrodas dota intervalla
u. t. t. Visas tas ir problémas, kam apmierinosi atrisinajumi nav
atrasti pat vél Sodien. Priek§ 70 gadiem vdcu matématikis
Meisels (Meissel) gan ir devis metodi, ar kugas palidzibu, inter-
vallu pakapeniski samazinot, var diezgan atra laika aprekinat, cik
pirmskaitju atrodas dotaja intervalla. Bet noslégta forma rezul-
tats nav uzrakstams.

Vel Sodien nav ari atrasta tada izteiksme F(u), kura liekot
n vieta veselu skaitli katrreiz dabil pirmskaitli. P. Ferma (Fermat)
(1601.—1665.) ir izteicis domas, ka izieiksme
92k
ar katru veselu » dod tikai pirmskaitlus. Ja »=0,1,2, 3 un 4,
tad izteiksme tieSam dod pirmskaitlus 3, 5, 17, 257 un 65537.

Bet jau 22°1 1, ka to pieradijis Eulers 1732, g., dalas ar 641.
Ta tad min@tais skaitlis ir salikts, un F e r ma uzskats izradas mal-
digs. Ir tie3am griits uzdevums pateikt, kuriem » Ferma skaitlis

N=29"41
it pirmskaitlis vai salikts. Ja =6, tad N dalas ar 274177
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(Landry 1880. g). Ja n=7 vai 8, tad [V ir salikis skaitlis, bet
ta dalitaji nav zinami (Klein 1895., Western un Morehead 1909. g.)
Ja n=11, 12, 18, 23, 36, 38, tad NV ir salikts skaitlis, un viens
vai vairaki /V dalitdji ir zinami., Par #» =10 jautajums vé&l neiz-
Skirts. Skaitlis

N=2"T]

dalas ar 5 - 2%+ 1 (Morehead 1906. g.); uzrakstits bez kapina-
tajiem Sis /V satur@tu vairak ka 2 . 10*! ciparus. Rakstot 20000
ciparu diend, 3 uzrakstiSanai vajadz€tu vismaz 107 dienas.

Nav iesp&jams konstru&t tadu polinomu
f(x) ar veseliem koeficientiem, ka visam vese-
13m x nozim&m f(x) bitu pirmskaitlis. TieSam, ja
piegem

f@)=a,x*+a, x" ' +.. .+ a1x+a

un % kautkdadu veselu skaitli, tad f(ka.) dalds ar a.. Nav iesp&-
jams, ka visam % nozim@m biitu f(ka.)= a,.

Ir tomér polinomi, kas daudzam x nozimém dod pirm-
skaitlus, Viens tads, Eunlera uzradits, polinoms ir

J=x+ x 441,
kas visam veselam x nozim&m ar
0 x< 39

izteic tikai pirmskait]us.

Runajot par pirmskaitliem, jaatzim& vél Sada tedréma, ko
pieradijis CebiSe vs(YeSuwes) 1852.g. Jaa > 1, tad starp
aun 2a atrodas vismaz viens pirmskaitlis.

Jautdjumus par veselu skaitju ipaSibam iedala multiplikativa
skaitju tedrija, kur veselu skaitli uzskata ka pirmskaitlu produktu,
un additiva skaitju tedrija, kur skaitli uztver ka zinama veida
citu skaitju summu. K3 piem@ri jamin trijstifa (trigonalie), Cetr-
stiifa (tetragonalie), piecstiifa (pentagonalie), .. . un visparig
poligonalie skait]i, ar ko daudz nodarbojusies senie grieki, arabi un
ari vél Ferma 17. g. s.
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Definicija. Par rstiifa skaitli &, sauc tadas
aritmétiskas progresijas pirmo =z locek]uy,
summu, kuyas pirmais loceklis ir 1, bet dife-
renice »r—2, _

Visparigais trijstiifa skaitlis ir

T.,=1+2+3—|—...+n=é-n(n+l),
Cetrstiira skaitlis
Qn:l+3+5+.||+(2ﬂ—l):”2|
piecstiiya skaitlis
Pn=l—f-4+7+...+(3ﬁ——2)=%n(3n—l),
un r-stiifa skaitlis
Rn:n—]—%—n(nh—l)(r—?).

Atseviski trijstiira skaitli ir 1, 3, 6, 10, 15,..., Cetrstiifa skaitli
1, 4, 9, 16, 25,..., piecstifa skaitli 1, 5, 12, 22, 35, u. t t.
Poligonalo skaitju nosaukumiem ir sakars ar So skaitlu sekojoSu
geometrisku interpretaciju. /., vienadus priek§metus var novietot
vienu pie otra ta, ka sagrup&jums veido r-stiiri, kura katra mala
atrodas » priekSmetu.

Ta ka algebras metodes grieku laika vél nebija pazistamas,
tad daudzas poligondlo skaitlu ipaSibas pierdadija ar zim&juma pali-
dzibu. Te divi klat pieliktie zim@jumi uzskatami skaidri pierada
Sadas poligonalo skait|u ipaSibas:

(1) 87u+1= 0 un (20 Po=38To1+n




e seftly s

Loti ievérojama ir Ferma tedréma par poligonaliem skait-
liem. Ikvienu veselu skaitli var izteikt ka
r-siiira skait]u summu, nelietojot vairak ka » sa-
skaitamo. Teoréma izteic, ka katrs skaitlis ir vai nu trijstiira
skaitlis, vai divu, vai augstdkais triju trijstiira skaitju summa (pie-
1adijis Gauss 1801.), vai nu kvadrats, vai augstakais Cetru kvadratu
summa (Lagrange 1770.), u. t. t, Tedr€mas pirmo visparigo
pieradijumu ir devis KoS81 (Cauchy) 1813. g. Ferma pieradi-
jumi Sai un ari daudz citam vipa teorémam nav nekur nzgla-
bajusies.

Additivai skait]u teorijai pieskaitama Goldbacha tedorema,
kas pazistama jau no 18. g. s. vidus un vél lidz pat pedéjam
laikam nav pieradita. Teoréma $ada: ikvienu paru skaitli,
kas lielaks par 2, var izteikt ar divu pirm-
skait]u summu.

Teorémas sekas: ikkatrs vesels skaitlis ir vai nu pirn-
skaitlis vai augstakais triju pirmskaitju summa.

Ir minama vel cita, ari lidz Sim laikam nepieradita
teorema par pirmskaitliem: ir bezgala daudz tadu
pirmskaitju, kuru diference ir 2.

Viena no ievérojamakam additivas skaitlu tedrijas problé-
mam, pie kuyas stradaja bez panakumiem gandriz 200 gadu, ir
Uoringa (/Waring) problema (1770. g.). Te pierada tedrému :
ikkatrs vesels skaitlisir izteicams augstakais
ar devigu kubu summu, vai avgstakais ar 19
bikvadratu summu, u t t

Lidzigu teorému par vesela skaitla sadaliSanu augstakais
Cetru kvadratu summa izteica jau Ba3e (Bachet de Meéziriac)
1621. g, un pieradija LagranZs (Lagrange) 1770.g. Uoringa
teorémas pareizibu par 9 kubiem pieradija Viferichs
(Wieferich) 1909. g. Tani pat gada D. Hil berts (/ilbert) pieradija
Uoringa teorémas visparigo gadijumu: katru veselu pozi-
tivae skaitli var izteikt ar veselu pozitivu
n.pakapjusummu, kuras saskaitamo skaitsirgaligs
skaitlis, kas atkarigs tikaino ». Pé& tam Hardi
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un Litleviids (Hardy and J. E. Littlewooa) 1919. g. deva
saskaitamo skaita iev@rojamu aug$€jas robeZas novértejumu.

Vél jaatzimé teoréma, kuru bez kdda pieradijuma publicgjis
Basé ap 1613. g.: katru pirmskaitli p=4n-+41 var
sadalit divue kvadratu summa un tikai viena
vienigda veida. -—— Mirgtais nosacijums ir nepiecieS§ams
un pietieko§s. Tade] Eulers 3o tedremu izlietoja ka
krit€riju. Tedrému biezZi izlietoja ari Ferma, tad€] to daudzreiz
sauc ari Ferma varda.

Ba3&-Ferma teorému pirmo reiz pieradija Gauss 1801. g.
sava darba , Disquisitiones Arithmeticae**) Si teoréma pavedi-
naja Gausu uz domam pirmskaitli p = 4» 4 1 sadalit kom-
pleksos reizinatajos.

Ja
p=0a+ b

p=(a+bi)(a—bi), (GE=]|—1),

un komplekso skaitju lauka p vairs nav pirmskaitlis, Tad Gauss
piegrieZas veselo komplekso skait]u tedorijai un atrod
gan Tipatnibas, bet ari daudz lidzibas ar realo skait]u
tedoriju. DaZas ipadibas, ko nevaréja pieradit realo skaitju
teorija, bez pillém bija pierddimas komplekso skaitju lauka.
Radas ideja par algebrisku skaitju teoriju.

tad

1826. g. Dirichl& (L. Dirichlef) pieradija, ka katra
aritmetiska progresija kuras pirmais loceklis
un diference ir bez kopiga dalitaja, atrodas
bezgala daudz pirmskaitJu Ar So pieradijumu Dirichlé
deva iesakumu analitiskai skaitju tedrijai, kas peta skaitju teorijas
problémas ar analizes un funkciju tedrijas palidzibu. Jau pirms
Dirichle tada metode ir saskatama ari daudzos Eulera
(1707.—1783.) darbos.

*) Japiezimé ka Gausa ,Disqg. Arithm.* un LeZandra (Legendre)
» Lhéorie des nombres® (1798. g.) ilgu laiku bija vienigas zinatniskds gramatas
par skaitju tedriju.



§ 2. Visparigas piezimes par nenoteiktiem vienadoju-
miem un skaitju laukiem.

Ar nenoteiktiem vienadojumiem daudz nodarbojiesjauDiofants
ap 350. g. pec Kristus dz. Tadé] vipam par godu nenoteikto viena-
dojumu tedriju sauc arl par diofantisko analizi un neno-
teiktos vienadojumos visparigi par diofantiskiem viena-
dojumiem. Visparigas metodes un visparigu atrisinajumn
Diofants nemekle. VisbieZak vig§ apmierinas ar vienu racio-
nalu pozitivu atrisindgjumu, ko atrod ar kadu makslotu un tikai
tam wvzdevumam derigu metodi. Liela daja Diofanta uzdevumn
saistas ar taisnlepka ftrijstiira jeb Pitagora vienadojumu

x2 +y2 i 32’

ar ko, ka doma, ir nodarbojies ari Platons. Si vienadojuma
visparigo atrisin@jumu

X = k% — n?

y= 2kn

3= k%4 n?

kur 2 un » veseli skait]i, ir pazinusi jau senie indieSi.
Pirmas paki;jes nenoteiktais vienadojums
ax+by+c¢=0
ir pilnigi atrisinats jau labi sen. Daudz grutaks bija jautajums
par visparigo otras pakapes vienadojumu
ax?+bxv+ o+ dx+ex+ f=0

ar diviem nezinamiem x un y. Ta atrisinaSanai 18. g. s.
LagranZs (1736.—1812.), Eulers un Gauss (1777.—1355.)
izstradaja plaSu teoriju par kvadratiskam formam. LagranZs pie-
radija, ka visparigo otrds pakapes vienadojumu var
reducét kanoniskd forma

X2 — Ay =1,

ko Eulers bez pietickoSa iemesla nosauca par Pella vienadojumu.
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Sis nosaukums ir palicis lidz pat miisu dienam. Ar vienidojumu
x? — Ay* = 1 nodarbojas jau Ferma, un ari indieSiem tas ir
bijis pazistams.

Ja
A<0 vai A=F>0,

tad Pella vienadojumam ir tikai divas atrisinajumu kopas:
x==1, y=0.

Ja A ir vesels pozitivs skaitlis, kas nav cita vesela skait|a
kvadrats, tad var atrast ari vél citus atrisinagjumus,

Piemérs. Fermauzdevums: x2 — 3y? =1,

Liekot vienadojuma y vieta skaitjus 1, 2, 3,..., bez trivi-
aliem atrisinajumiem x, = + 1, y, = 0 var atrast ari vél sekojo-
Sus atrisindjumus:

Xy =— -_{" 2| L _-t 1
Xy==T iy == 1A

Jau 1765. g. Eulers ievéroja, ka katra atseviska gadijuma,
izvirzot |/A4 nepartraukta jeb kéZu dala, ir iespejams atrast Pella
vienadojuma bezgala daudzus atrisinajumus., Bet Eulers neva-
réja pieradit, ka tas ir iesp€jams ari vispariga gadijuma. Pirmo
reiz tadu pieradijumu un lidz ar to ari droSu metodi Pella viena-
dojuma atrisinaSanai deva LagranzZs 1766. g. Par Si jauta-
juma principialo nozimi liecina piem., vienadojums

x?— 97y =1,

kam absoliiti mazakais atrisindjums ar y =0 ir 30 zimju skaitlis.
Ta tad eksperimentala ce]a par S§i vienadojuma iesp€jamibu vai
neiesp€jamibu nevar€tu neko uzzinat.

Ja Pella vienadojums ir atrisinats un ir izpilditi daudz
«citu nosacTjumu, tad var atrisinat ari visparigo otras pakapes ne-
nofeikto vienadojumu. DaZos gadijumos atrisinajumu skaits ir 0
vai galigs skaitlis, daZos gadijumos to ir bezgala daudz. Maciba
par otras pakadpes nenoteikto vienadojumu ir pilnigi noslégta un
uzskatama par 18. g. s. ievérojamako sasniegumu skaitju teorija.
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Tredas, ceturfas un vel augstaku pakapju nenoteikto viena-
dojumu atrisinaSana saistas ar neparvaramam griitibam. Ir zinami
tikai atseviSki vienadojumu tipi, ko var atrisinat, vai pieradit, ka
tie nav atrisinami. Bet visparigas metodes un visparigu rezultatu
te vél nav. Vienadojums

xn+yn:zn

ir jaatzime ta slavenas vestures d€]. Par vienadojuma x?  y? = 22
atrisinaSanu raksta jau Diofants sava ,Aritmetika*. Pie $i
apraksta lapas puses mala Ferma ir atzimgjis vienadojumu

X 4 ogm o=

lidz ar piezimi, ka vipam izdevies atrast briniSkigu pieradijumu,
ka §is vienadojums veselos skaitlJos nav atrisi-
nams, ja# >3, Starp Ferma atstatam piezim&m tadu- pie-
radijumu nekur neatrada; hipoté€zi nosauca par Ferma lielo
teorému*). Daudzi autori bezsekmigi piiléjas to pieradit. Par
n =3 vai 4 pieradijumu deva jau Eulers (1753, 1747. g.);
gadijumiem » =25, 7 un 11 pieradijumu atrada LeZandrs
1823. g. Ari daudz citi atseviSki gadijumi (no » = 3 lidz » = 100)
ir pieraditi, bet visa pilniba vel lidz pat pedéjam laikam teorema
nav pieradita.

Kad no 1830. lidz 1840. gadam Parizes zinatpu akad&mija
izsludinaja konkursa t€mu par Ferma lielo teorému, tad
Kummers (Kummer) keéras pie darba ar algebrisko skaitju
teorijas metodem. Vipam izdevas tedrému pieradit bezgala dau-
dziem noteikta veida eksponentiem, bet tom@&r ne katram .
Kummers rakstija griiti saprolama forma un lietdja ,idedlus
skait]us“, par kuru eksistenci, tapat ka vispar par Kummera
pieradijuma droSibu, pastavéja dazZadas domas. Kummera
teoriju uz vienkarSakiem pamatiem nostadija Dedekinds.

Ap 1840. g. daudz zinatnieku piegriezas algebrisko skaitln
teorijai. Defingja algebrisku skaitli, veselu algebrisku skaitli,
skaitju lauku un daudz citu jédzienu. '

*) Par Ferma mazo tedoré&mu sk. § 23.
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Définicijas. Ja algebriska vienadojuma
X + a X"+ ...+ a:. =0

visi koeficienti a,a,,...,a, ir veseli racionali
skait]i,tad viendadojuma sakni e sauc par algebrisku
skaitli. Ja bez tam a,:== 1, tad a ir vesels algebrisks skaitlis.

Visu to skaitlu vairumu, ko ar racionalam
aritmétiskam darbibam (saskaitiSanu, atgpemSanu, reizi-
naSanu un daliSanu) var sastadit no dota algebriska
skait]a e sauc par algebrisku skaitju lauku A{a). Lauks
K(1) ir identisks ar visu racionalo skaitlu vairumu, un $is lauks
ir ikkatra lauka Ki(a) sastavdala, jo lidz ar skaitli a lauka atrodas
ari skaitlis

C—n=l.
a

Apskatisim tuvak Dirichlé lauku X (J— 5).

Te o = }/— 5 jeb a ir vienadojuma

x24+5=0
sakne. Si lauka katru skaitli  var uzrakstit forma
_fa)
&lay
kur f(a) un g(a) ir polinomi ar racionaliem _koeficientiem. levé-
rojot, ka a=}/—5,a* = — 5, a®=—5})=35, u t t, poli
nomu f(a)ung(a) pakapes var pazeminat lidz nozimei, kas < 1.
Tad 8= a+b)—5
e dedY=5
kur a, b, c un 4 ir racionali skaitli. Talak var parveidot
(a+bV —5)(c—dJ—35 oy
c? 4 547 =+ BV %

kur ari 4 un B ir racionali. Algebrisks vienadojums ar sakni 3 ir
x? —2A4x + A + 582 = 0.
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No ta seko, ka f = A4 4 B]—5 ir vesels algebrisks
skaitlis tad un tikai tad, ja 4 un B ir veseli
racionali skait]i.

Veselu algebrisku skaitli 3 sauc par lauka KA(a) pirmskaitli
tad, ja § Sini lauka nav sadalams divu veselu skait]u reizinagjuma.

Noskaidrosim, ka skaitli
8,7 4=—Y—=5 wn 4+VY—=05
ir pirmskait]i lauka X (/= 5).
TieSam, ja piegem
 1=(4+BJ=85 (d—BJ=3),
tad dabi nenoteikiu vienadojumu
A+ 5B =1,

kas nav atrisinams  veselos raciondlos skaitjos. Tapat nav atrisi-
nams ari attiecigais viena@dojums skaitlim 3. Bet ja piegem

4+1=5=(A+BJ=5) (C+DJ=5)
un identitates abas pusés | — 5 apmaina pret — |/— 5, tad rodas
V=8 =(4=B =5 (C—DY=0b).
Sareizinot ar iepriekgjo, dabi
21 = (A2 + 5B?) (C* 4 517
Tade] A% + 5B8% ir vai nu 1 vai 3 (un tam atbilstoSais faktors
C? + 502 ir 21 vai 7). Nenoteiktais vienadojums
A2+ 5B =1
gan ir iespgjams (ar A=+ 1, B=0), bet tas nedod nekadu
istu skaitla 4 + J/— 5 sadalijumu. Turpretim vienadojums
A2 +5B2=3
veselos skaitlos vispar nav iesp€jams.



Veselo raciondlo skaitju teorija ir pamattedoréma, ka katrs
vesels skaitlis ir izteicams ar pirmskaitlu pro-
duktu un tikai viena veidad (sk. § 12.). Katra algebriska
skait]u lauka 31 teoréma nav pareiza. P iem € r a m, nule apskatita
lauka K (J/— 5) vesels skaitlis 21 ir sadalams pirmrei-
zinatajos vairak veidos:

N==3-T=@+)=8B)@ =J=5)

Lai tadn nenoteikiibu novérstu, Kummers definéja ,ide-
dlus skait]lus® ta, lai ar to palidzibu katrs lauka skaitlis biitu
sadalams pirmreizinatdjos tikai viena veida. Idealo skait]u jédzienu
Dedekinds parstradaja par ,ideala* jédzienu, ko defin&ja ka
jaunu skaitju lauku dotaja lauka. Sie idealie skaitli ir jauzskata
par vienu no 19. g. s. lieJakajiem atklajumiem.

Beidzot japiezim@, ka pilnigu parskatu par skaitju teorijas
daZadam problémam lidz ar attiecigo literatiiru var atrast Dik-
sona (L. E. Dickson) darba ,History of the Theory of
Numbers® (3 sejumi, Stechert & Co. New-York, 1934.)



Pirma dala.

Veselo racionalo skaitju teorija.
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. Skaitju dalamibﬁp Ic;

§ 3. Skaitju dalamibas definicija un V|spaﬁg§s teoremas

Sis gramatas pirmaja da)é apskatisim parastd nozimé@
veselus skait]us,koapzimésimarlatigu burtiem a,6, ¢, .
Dazas veselu skaitju elementdras ipaSibas, kd summas un reizi-
mdjuma kommiitativo, asociativo un distribiitivo likumu, uzskatisim
par pazistamam. Defin@sim Joti svarigu jédzienu par skaitju
dalamibu,

Definicija. Ja a un & ir veseli skait]i, un var
atrast veselu skaitli ¢ ta, ka

a = bgq,
tad saka, ka a.dalis ar b jeb b dala a, un raksta
alb

Ja tads vesels skaillis 4 nav iesp€jams, tad a nedalds ar .

Piem@ri. all, ala, Ola; a nedalds ar b, ja a<7b.

Teorema 1. Ja alb un blc, tad ari alc.

Pieradijums. No a=1bg, b=cq’' secko a=c - qq’.
Dalijumi g un ¢’ ir veseli skaitli.

Teoréma 2. Ja alb, tad aklbk uuariEzé

3|5 kad al% un bjk.

Pieradijums viegli izdarams.
Teoréema 3. Ja aln un bn, tad ari (a + b)|n.
Pieradijums. No

a=ng, b =nq'
seko
atb=n(g+q’).
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Archimeda aksioma. Ja skaitlis 6540, tad, pietie-
koSi daudz reiZu atkartots, tas parsniedz katru
iepriekS dotu skaitli a. Tade], jaa un b ir divi doti skait]i
(a > b) un sastada diferences

a—b, a—2ba—3b,...,
tad dabu tadu pozitivu skaitli
r—a-— qb,
kas mazaks par 6. Ja Sis skaitlis » ir nulle, tad
a="bg jeb alb.
Ja »£ 0, tad
(4] a=gqgb+r, 0<r<b
jeb
gh<<a<(g+1)b
un Sini gadijuma a wnedalas ar 4. Formula (I) izsaka sakaru
skaitla @ daliSana ar skaitli 6; te ¢ ir nepilnigais kvo-
cients (isi dalijums), bet » atlikums. Nemot, ja vaja-

dzigs, ¢ vieta ¢ + 1, var iekartot ta, lai daliSanas atlikuma abso-
luta vertiba neparsniegtu pusi no dalitaja, t. i. lai

b
H<jg

Teorema 4. Ja aln, bjn un a=bg+r, tad ari #jn.

Pieradijumam izlieto 3. tedrému,

Atzimesim vél 5adu ipaSibu: Ja dalamo un dalitaju
reizina (vai dala) ar kadu skaitli % tad ari atli-
kums pareizinas (resp. izdalas) ar to pasn
skaitli 2. Tas seko tieSi no formulas (I).

§ 4. Divu skaitju lielakais kopigais dalitajs.

Ik diviem skaitliem a un & "eksist€é vismaz viens kopigais
dalitajs d =1, jo tiklab a4 ka ari &6 dalas ar 1. Ir iesp&jams, ka



SRET |

bez 851 triviala dalitaja skaitliem @ un & ir ari vél citi
kopigi dalitaji. Tad vislielako skaitli 4, kas dala divus dotus
skaitlus @ un & sauc par So skaitju a un & lielako kopigo dali-
t3ju, un raksta d=(a, b).

Ja a = b, tad
(a,6) < b .

jeb (a, b) ir viens no skaitliem
Lt Oy O,

ko visus vajaga parbaudit. Saprotams, ka tads celS ir garlaicigs.
Tade] jau Euklids ir devis isaku metodi divu skait]u lielakd kopiga
dalitaja atraSanai. So metodi, ko sauc par Euklida algoritmu, :
tagad apskatisim tuvak, ;

Piegpemsim, ka dotie skait]li ir @, 4§ un a >6>0. Ja
alb, tad saprotams, ka (a,6) = b&. Bet ja a nedalas ar b, tad a
daliSana ar 4 rodas atlikums », kas skaitliski mazaks par 6 un
nav nulle. Tadé] & var dalit ar ||, ja dabii atlikumu r,, kas
skaitliski mazaks par |+] un 5 0, tad var dalit talak || ar |r,] u.t.t.
Atlikumu skaitliskds nozimes

g (o c® R

sastada veselu pozitivu dilstoSu skaitju rindu, kas nevar bat bez-
galiga. Tadé] daliSanas procesam jaizbeidzas ar kadu atlikumu
7, =0, un var uzrakstit sakaribu tabulu

a=qgb—+r
b=gq,r4r
r=gsr +ra

(E)

...........

Apskalam uzrakstiﬁs vienlidzibas, ejot tabula no augsas
uz leju. Ja & ir a un b kads kopigs dalitajs, tad:
alk, blk, tadg] ari r]k;
blk, rlk, tade] ari »|k;

........
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Beidzot ari »,_,[t. Ta tad #»,_; dalas ar a un & kalms
kopigu dalitaju — ari ar @ un & lielako kopigo dalitaju 4. Tade}
(1) Yooiod
Tagad ejam tabﬁlﬁ no apaksas uz augsu. Tad

rn—ﬁlrn—l; rn—llr!;—l, ?_rn—zlrn—l. fédél ari rn—Bl”nLl;
Beidzot ari by 1 un alr,_:. Tatad »,_, ir @ un & kopigs
dalitajs un
) S

Tagad, salidzinot formulas (1) un (2), redzam, ka nevien-
lidzibas zimes ab@s vietas ir jaatmet. Tad paliek formula

(3) d:(al b):rn—ls

kas noteic metod i divu skait]u lielaka kopiga dali-
taja atraSanai.

Ja tabula (E) visas formulas reizina vai dala ar kadu skaitli
£ un atkarto vajadzigos slédzienus, tad dabfi
teorému 1. Ja katru no diviem dotiem skaitliem
reizina (vai dala) arvienu unto paSuskaitli &,
tad ari 5o skait]u lielakais kopigais dalitajs
pareizinds (resp. izdalas) ar to paSu skaitli 4

Ta tad

(ka, kby =k (a, b) un (g g):(a;eb)

Piezime. Pg&dgjai formulai irjega tikaitad, ja alf un Bj&,

jo runat par divu dajskaitju g un g lieldko kopigo dalitaju naw
iesp&jams.
Liksim min&ta formuld %2 vietd (a, §) =— d (lo var, jo o|d un
bld). Tad dabiisim
(ﬁ. é) =1
& Ak

kas izteic teorému 2. Ja katru no diviem skaitliem
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aun b dala ar to lielako kopigo dalitaju, tad

dabi divus veselus skait]us al:f

~ un blzg. kurn

lielakais kopigais dalitajs ir 1.

Tadus skaitjus a,, 6, kam (a,, 4) = 1, sauc par relativiem
pirmskaitliem. Ari saka, ka 3iem skaifliem nav kopiga
dalitaja.

No Euklida algoritma tabulas visus atlikumus »; var izteikt
ka linearas 4 un & funkcijas, kupu koeficienti ir veseli skait)i,
jo tie sastadas no ¢, ¢,, ¢, ... ar saskaitiSanas, atpem3anas un

reizinaSanas darbibam. Par to var parliecinaties, iesakot tabula
no augsas:

r=a — bg,
n=b—qr=>6—qa+qqb—=a(—q)+ b(1+4qq)

Beidzot dabi
d = vo1=ax+ by.

Td tad var atrast divus veselus skaitlus x un y, ta,
kaaun b lieldakais kopigais dahia]s d ir iztei-
cams forma

(11 d=ax + by

Izdalot formulas (II) abas puses ar 4, dabii iepriek3&jas
teorémas §adu atseviSku gadijumnu: ik diviem relativiem
pirmskaitliem a4, un &, var atrast divus veselus
skaitlus x un y ta, ka

ax +b,y=1

Ari otradi: ja ax +b,y— 1, tad a; un b, ir relativi
pirmskait]i. TieSam, piegemot

(a, b)) =4,

a)\dy,  by|d..

dabii :

Tade] ari :
(ayx + b, p)d, jeb 1|4,
Ta tad 4, = 1.
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Piemérs. Atrast skait]u 864 un 468 lielako kopigo
dalitaju.

Te -
(864, 468) = 4 (216, 117) — 4 - 9 (24,13) = 36,

jo 24 un 13 ir relativi pirmskait)i. Par fto vél lieku reizi var
parliecinaties ar Euklida algoritmu:

24—=2.13—2

13=6-2+1

2=2:1

Te pédejais daliSanas atlikums un lidz ar to 24 un 13 lie-
lakais kopigais dalitdjs ir 1, ko ar skaitju 24 un 13 palidzibu var
izteikt 5ada karta:
1=13—6-2—=13—6(2-13—24)—6-24—11-13

Ar to ir ari atrasti divi veseli skaitli # =06 un y = — 11 {a, ka

24x + 13y = 1.

§ 5. Teoremas par relativiem pirmskaitjiem.

Izlietosim formulu (II) daZu tedorému pieradijumiem.
Teoréma 1. Ja (a, b) = 1, tad (ak, b) = (&,0).
Pieradijums. No (a, #) =1 seko

ax+by=1 ak-x+b- ky==r

Ja (ak, b) — d, tad no iepriek3€jas formulas redzam, ka £|d.
Ari bld, tade] :
(b, b) >d.
Bet ta ka
ak|(k, b), bl(kb),

tad ari :
d = (k, b).

Salidzinot 3o rezultatu ar iepriekS€jo, dabii d — (4, b). Tedr€ma
ir pieradita.

Teoréma 2. Ja (a,, &)=—1 un (a, b)=1, tad ari
((11 gy b) = 1.
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Pirmais pieradijums. Ar teor€mas nosacijumu
atrast veselus skaitjus x,, y,, x,, v, 13, ka

ax;+by,=1 un  ax, by, =1 °*
Ja Sis vienlidzibas sareizina un apzimé
N%=X a0+ axny+n=Y
(X un Y ir veseli skait]i), tad dabi
a,a, X +bY=1
Tadg]
(a; ay b) =1,

un tedoréma ir pieradita.

Otrs pieradijums. No

ay X by, =1

seko
a; a3 X, + bag y, = a,.
Ja piegem ;
(a, a5, 0) =d; >1,
tad seko

agld, un bld,

var

t. i. ptet€ji piepémumam, skaitliem a, un b biitu kopigs dalitajs

a4 > 1 ‘
Teoréma 3. Ja ablb un (a,b)=1, tad #o.
Pieradijums. No (g, §) =1 seko
ax + by =1 un akx + bky = k.

Pedeja formula kreisaja pusé katrs saskaitamais dalas ar 5.

Tade] ari summai % jadalas ar b.

§ 6. Mazakais kopigais dalamais.

Definicija. Par divu skaitlu a un 4 mazako kopigo
dalamo (jeb m. k. vairojumu) sauc taduan treSo vis-
mazako skaitli », kas= 0 un dalas bez atlikuma

ar g un b.
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Ja a>> b, tad m ir viens no skaitliem
a, 2a, 3a, . . ., ba,
kuru dalamiba ar b ir japarbauda. Sliktaka gadijuma
in=ab. :
Lemma. Ja xje un Xx|b, tad x dalas ari ara un b
mazako kopigo dalamo m.
Piegemsim, ka x, dalits ar m, dod atlikuma ». Tad
: X =gm-+r, O r<<m).

No 3is formulas seko, ka r|a (jo x]a un mja) un {6 (jo x|b un m|b).
Ta ka bez tam vEl » <, tad, lai nerastos pretruna m definici-
jai, japiegem, ka »=0. Ta tad x}m, un lemma ir pieradita.

Teoréma. Ja skaitJu a un b mazdkais kopigais
dalamais irm, bet lielakais kopigais dalitajs
d = (a, b), tad
: ab = md.

Piezime. Ja ir zinams skaitju ¢ un 4 lielakais kopigais
dalitajs 4, tad ar So formulu var atrast @ un 6 mazako kopigo
dalamo .

Pieradijums. Apzim&sim

a b -
5,= ay, ;?= bl un 67 = X.

Tad :
a,b=x un atl ab, = x,

Ta ka x|a un x|b, tad ari x}jm jeb
x=gqm, (g=1).
Liekam S0 x nozimi iepriek38jas formulas. Tad dabifijam

a,b=gm un ab,=gm
jeb



Bet a, un 4, ir relativi pirmskaitli. Tadg|] to kopigam da-
litajam ¢ jabat— 1. Tad

X jeb ==,
un tedréma pieradita.

Sekas 1. Ja m ir @ un b mazakais kopigais dalamais, tad

m m . B ek e T
Sum i relativi pirmskait]i.

Sekas 2, Ja (a,b)—=1, tad m — ab.

Teorema 2. Ja skaitlu aun b6 mazako kopigo
dalamo apzim€é ar [a, b], tad

[ak, bk)= & [a, b];

£ 45

Pieradijums. Izlietojot 1. teorému izteic

ja alk, blk, tad ari

ak - bk

[ﬂk, bk] — m.

Ta ka lielakais kopigais dalitajs
(ak, bk) — & (a, b),

tad

[ab. b8} = & - b)_k[a 5.

Tamlidzigi pierada teorémas otro dalu par
a b
k' ok
§ 7. Vairaku skaitju lieldkais kopigais dalitdjs un
mazakais kopigais dalamais.

Var runat ari par triju un vairakn skaitju lielako kopigo
dalitaju 4 un mazdko kopigo dalamo .



Definicija. Ar

d_—_(a, b, C)
apzimevislielako veselo skaitli, kasdala visus
dotos skaitlus g, b un ¢, bet ar

m = [a, b, c]
apzimé vismazako skaitli, kas dalas ar katru no
dotajiem skaitliem a, b, c. Ir saprotams, ka d < ¢ un
m<abe jaa—=>b>ec.

Tedréema 1. Ja (a,0)=d,, lad (a, b ¢)=(d, o)

Apzimésim (d,, ¢) ar 4. Tad

ald,, d,|d.

Tade| ari a|d. Lidziga karta var pieradit, ka ari 4|4 un ¢|d.
Atliek tikai pieradit, ka d ir @, & un ¢ lieldkais kopigais
dalitajs. Ta ka

o) =ds an:“{e:b)y=4a;
tad ir tadi veseli skait]i x,, y,, X, ¥y, ka
dix,+cy,=d un ax,+by,=d.

Ja 30 4, nozimi ievieto pirma vienlidziba, tad dabi formulu

ax, X+ bx,y,+cy =d.

No tas redzams, ka a, b, ¢ lielakais kopigais dalitajs (a, 8, ¢)
nevar biit lielaks par &, jo tad formulas kreisa puse gan dalitos
ar (a, b, c) bet laba puse nedalitos. Ta fad (a, b, ¢c) = d, un var
atrast veselus skaitjus x =x, x5 ¥y = x, ¥, 8=y, 13,
ka a, b un c lielakais kopigais dalitajs ir uzrak-
stams ar formulu

ax+by+cs=d ;

Tamlidzigi var pieradit teorému par Cetru un vairaku skaitju
lielako kopigo dalitaju: Ja skait]u a,, 4, ...,a. lieldkais
kopigais dalitajs ir 4, tad var atrast veselus
skaitlus x,, x5, ..., X2 13, ka pastav formula

(111 8y %+ g Xp + .+ anxn=d.

Izdalot formulas (III) abas puses ar 4, dabii tedrému 2.
Ja katru no»n dotiem skait]iem dala arto lie-
iako kopigo dalitaju, tad dabii» skait]us, kas
ir relativi pirmskait]i.
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Tagad apskatisim tedrému par vairaku skaitju mazako kopigo
dalamo. Te iepriek§ vajadziga $ada lemma.

I cMay oA, Xlg., tad x dalas ari ar
@y, 09 ..., Mmazako kopigo dalamo m,

TieSam, ja piegem, ka

X=mq+r ar r<m,
tad

ray, Hlag, . . ., rjan
Kad » 3 0, tad rodas pretruna sm definicijai. Ar to lemma
pieradita. :
Teorema. Ja skait]u a, a, ...,anmazdkais kopi-
gaisdalamaisir m,
A A A

s ek R TR E;:All &;:Az, S A
un (diide s o Ae)y=4d
tad
A = md.
Pieradijums. Piepemsim, ka
A_
E—x.
Tad
g e — ) 112_: = a 45
ki ®*d Gk )

Redzam, ka xla,, xla,, . . ., x|a. ; tad€] ari x|m. Var piegemt, ka
Tt RUE g s
Ja So x nozimi ievieto iepriek3gjas vienlidzibas, tad dabi formulas

A om
3 an
Ay m
Tl
An - m
i’

kur kreisds puses visiem skaitliem kopiga dalitaja nav, bet labas
puses skaitliem ir kopigs dalitajs ¢. Tadé]

A
g=1 un g =m

Teoréma pieradita.
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Trim skaitliem a, b, ¢ nupat pieradita tedréma izteicama 3adi:
abec = m (ab, b, ca)

Ja n = 2, tad dabt § 6. pieradito formulu

10.
11,

12.

13.
14,

ab = m (a, b).
Uzdevumi.
Pieradit sekojoSas poligonalo skaitju ipaSibas.
1. Starp diviem sekojoSiem trijstiifa skaitliem atrodas viens
kvadrats.
2. Divu sekojoSu trijstiia skaitju summa ir kvadrats.
3. Neviens pentagondlais skaitlis nebeidzas ar cipariem
3, 4, 8 vai 9.
4. Ja ar Py, Q. un T, apzimé attiecigi pentagonalu,
tetragondlu un trigonalu skaitli, tad pastav formulas:
To =2 —(n—124+(mn—202— .. .+1;
P Qu + Tn-—-l; o s TSn—l.
Katra neparu skaitla kvadrdtu var uzrakstit forma 8» 4 1.
Skaitlis 4# 4+ 3 nevar biit ne kvadrats, ne ari divu kvadratu
summa.
Skaitlis 8# + 7 nav ne kvadrats, ne divu, ne ari triju kva-
dratu summa.
Divu neparu skmt]u kradratu summa nav kvadrats.
Skaitli p = a* + 46* un g = a** + a® + 1 ir pirmskait]i
tikai tad, ja a =1 un b = L.
Skaitlis a* -+ b= var but pirmskaitlis tikai tad, ja
(m,n) =1 vai 2%,
Triju sekojoSu dabisko skaitju reizinajums dalas ar 6.
Visam x nozimém skaitlis x* — 4x® - 5x% — 2x dalas ar 12-
n® — n dalas ar 6, bet ja » ir neparu skaitlis, tad ar 24n.

Ja (a, b) = 1 un skaitliem @ — b, ‘%{%1 ir kopigs dali-
tajs 4, tad djn.

Ja p ir pirmskaitlis, tad skaitla a® - 1 visi neparu dalitaji,
kas nedala a + 1, ir forma 2p4 + 1.

Ja (224 1)|p, tad p=2- -2k 1.

Atrast divus skait]us, kuyu lielakais kopigais dalitajs 4 = 30,
bet mazakais kopigais dalamais m — 5040, '



IIl. Pirmas pakapes nenoteiktie vienadojumi.

§ 8 Pamatteoréma par lineariem vienadojumiem.

No Euklida algoritma atvasindsim metodi pirmas paka:-
pes jeb linearanenoteikta vienadojuma atrisina.
Sanai veselos skaitlos. Piegemsim, ka dots vienadojums

: Ax + By =G,
kam koeficienti 4, B, C ir veseli skait]li. Mekleésim tadus vese-
lus skaitlus x un y, kas der par vienadojuma sakn€ém. Ja tadu
x un y nav, tad saka, kavienadojums nav iesp&jams. Pie-
radisim 3adu svarigu sekojoSu tedrému.

Lai pirmas pak@pes nenoteiktais vienma-
dojums

(1) Ax + By =C
bitun atrisinams veselos skaitjos x, y, tad ir ne-
piecieSami un pietieko§i, ka brivais loceklis
Cdalas ar koeficientu 4 un B lielako kopigo
dalitaju 4

TieSam, ja

(4, B)=d un C nedalas ar d,
tad vienadojumam (1) veselu atrisindjumu nemaz nav: kad x un y
ir veseli skait]i, tad vienadojuma laba puse dalas ar &, det kreisa
puse nedalas.

Tagad piepemsim, ka C dalas ar 4 un B lielako kopigo
dalitdju- 4. Apzim@jam

A B—-b A
-[—l-_.a, E.“— N g—C.
Tad vienadojuma (1) abas puses dalot ar 4, dabii vienadojumu
(2) ax + by = ¢

ar (a, b) = 1. Pieradisim, ka §im vienadojumam var atrast vienu

atrisingjumu kopu x,, y,, kur x, un y, ir veseli skait]i
Pirmais pieradijums. Ta ka (a, &) = 1, tad ar Euklida -

algoritmu var atrast divus veselus.skaitjus a, un b, ta, ka
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aay + bby =1
(sk. § 4). Tad ari
aasc + bbyc = c.
Tas nozim€, ka par dota vienadojuma specialu atrisindjumu
kopu var izvéleties skaitjus
Ko o= Al MIE = Ya==-bic.
Otrais pieradijums. No nenoteikta vienadojuma (2)
izteic c— ax
Y= EeE
Te liksim x vietd pec kartas skait]us
x1=0. 1, 2, 4 gy b — 1.
Dalisim visvs ¢ — ax; ar & un atlikumus »; atstasim pozitivus
un mazakus par &. Tad ir sakaribas
C—=axi=g b n i =

Pieradisim, ka visi atlikumi » ir dazadi.

TieSam, ja piegem, ka

rn=r, 1<;<i<h,
tad dabii formulu
c—axi—qb=c—ax;—q; b
jeb
axi —x)=2b(g —q)

Ta nay iesp€jama, jo formulas laba puse dalas ar b, bet
kreisa nedalds. Tas tade], ka (@, &) = 1 un x; — x; < b:

Ta tad visi atlikumi ir daZadi, atlikumu skaits ir &, visi
atlikumi ir mazaki par 4, un neviens atlikums nav negativs.
Tade] Sie atlikumi ir cita kartiba uzrakstiti skaitli

0,515 2, b=,
Viens no tiem ir 0. Tas nozimg&, ka var sameklét veselu skaitli
x<b
ta, ka ari y ir vesels skaitlis. Vienadojumam (2) ar (a, ) =1
var atrast vienu veselu afrisin@jumu pari.
Sekas. Vienadojumu
ax+by=1 ar (a, b)=1
vienm®r ir iesp€jams atrisinat veselos skait]os.
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§ 9. Visparigais atrisinajums.
Ja (a, /) = 1 un vienadojumam

(2) ax + by =c¢
ir atrasts viens specials atrisindjums x,, v, tad

axy + by, = ¢

Ja So vienlidzibu atpem no iepriek3gjas, tad dabu formulu

a(x —x) + b(y —y) =0,
no kuras izteic
X — x, = _b(y—yo)
a
Ja bez x,, y, dotajam vienadojumam ir v&l citi atrisindjumi
ar veseliem x, y, tad x — x, ir vesels skaitlis un 4 (y — y,)|a.

Ta ka (b, a) = 1, tad nepiecieSams, ka
(y—yola jeb y—y,=at
kur ¢ ir vesels skaitlis. Dabiijam formulas

3) {x:xo—-bt

Y=ot at
kas ar =0, + 1, + 2, . . . dod vienadojuma (2) bezgala daudz

atrisinagjumu. TieSam, ja tddas x un y nozimes ievieto vienddo-
juma (2), tad ikkatrai # nozimei dabi tapatibu

ax, + by, + t(ab — ab) = ¢ jeb G —C:

Ja bez tiem atrisinajumiem, ko izteic formulas (3), biitu vél
kads cits atrisin@jums x,, y,, tad no vienlidzibas

ax, +by, = ¢
atgpemot vienlidzibu ;

axy + by, = ¢

var izteikt atrisindjumus x, un y, tada pat forma kd@ x un y for-
mulas (3). Tade] x, un y, ir tikai visparigo atrisindjumu x un y
specidlas nczimes.

3



Jaa>0, 6>0 un vienadojuma (2) atrisindjumiem jabut
nevien veseliem, bet ari pozitiviem, tad 7 vieta jaliek tadi veseli
skaitli, kam ;

: Xog— bt >0, y,+at >0

Ta tad ¢ ir ierobeZots ar
Yo ol
5 o § - B

un lidz ar to ir ierobeZots ari dota vienadojuma veselo atrisina-
jumu skaits. :

Jaturpretim >0 un <0, tad / ir ierobeZots tikai
no vienas puses:

t>%" un. > —i—’i’

Sini gadijuma vienddojuma (2) veselu pozitivu
atrisinajumu ir bezgala daudz

Piemérs : 35x + 48y = 23.

Ta ka (35, 48)=1, tad ar Euklida algoritmu var
atrast veselus skaitlus a,, b, kam

35a,- 486, = 1.
Ta ka
48 =1.35+4 13, 36 =3.13 — 4, 13=3.4+41,

tad

1=13—3.4=13-3(3.13—35)=3.35—8.13 =

—3.35—8.(48—35)=11.35—8. 48,
Tade]
g, =1L by = —8

un X ="11.23=—253, Yy = —8.23 = — 184.

Vienadojuma visparigo atrisinajumu izteic formulas

x = 253 — 48¢
y=—184 -+ 35¢
ar t=0,+1,+2...

Ja izvelas # =35, tad dabil specialu atrisin@jumu pari x,=13,



i L

v, = —9. Vienadojuma visparigo atrisindjumu var uzrakstit ari
ar formulam

x— 13 — 484, y==—9+ 354, = = 2ot )
WVeselu pozitivu atrisin@jumu vienadojumam nav.

Piezime. Nenoteikto vienddojumu var atrisinat ari ar grafisko
metodi, Tad jakonstrug taisne

ax +by=c

ua jaatzime tie koordindtu tikla mezglu punkti (2 nosauc
punktus ar veselam koordinatam), kas atrodas uz Sis taisnes.

§ 10. Eulera metode.
Ja vienadojuma
ax + by =c¢
wiens no koeficientiem &, &.ir 1, piem. 4 =1, tad
y=¢—ax.
Ar 3o formulu var atrast vienadojuma veselos atrisindjumus,
ja x vieta liek veselus skait]us.
Tagad pienpemsim, kala|#1, |5)|# 1 un (g, 8)=1.

No dota viemadojuma izteicam atklata veida to mnezinamo,
kuga koeficienta absoliita vértiba ir mazaka, piem.
c—ax 3
y="2 i<l

Dalim a un ¢ ar b un atstajam atlikumus a, un ¢, ar

absoliito vertibu <

a=b.A+a, un ¢c=56.C+ ¢,

tad :
y=C—Ax+ “l—_—b‘i‘f :
Lai y biitu vesels skaitlis, ir nepiecieSami, ka skaitlis
P et

[

b
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biitu vesels. To pieprasot, dabii jaunu nenoteikio vienadojumn
bu + a;x = ¢y,

kam koeficienti péc absoliitas vertibas ir mazaki par dota viena-
dojuma koeficientiem. Reduc&Sana jatvrpina lidz tddam vienado-
jumam, kam viena nezinama koeficients ir + 1 vai — 1.

Lidziga metode ir lietojama ari triju un vairak nezinamo
vienadojumiem.

Piemérs. 1. Atrisinat veselos pozitivos skait-
Jos nenoteikto vienddojumu 22x 4 13y — 435.

Atrisinajums,

435 — 22

13
Ja apzime
34 2x

————— u’

13
tad dabii vienadojumu 2x = 13« — 3, no kurienes

u—1

xX=6u—1+

u—1
2

x=6(1+2)—14¢t=5+13¢

Ja vél apzime =htadu=1+24

un :
y=33—20B+41304+ 21 +2)=26—22
Veselie pozitivie atrisindjumi x > 0 un y > 0ir tad, ja
5413/>0 un 25—22/>0,
: 5 25
A% — g <

Tadas veselas f nozimes ir iecp€jamas tikai divas: 7, =0
un #,—1. Tadeé| dotajam vienadojumam ari ir tikai divi wveseli
pozitivi atrisinajumi

Xo=0, -y =200 M =18 Ve == 8.
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Piemérs 2. 34x — 19y — 85.

Te x koeficientam un brivajam loceklim ir kopigs dalitajs 17,

bet 19 nedalas ar 17. Tade] ir nepiecieSams, ka
W7 jeb  y=17u.
Ja vienadojumu ar 17 saisina, tad dabii vienadojumu
2x — 192 =5,
kam ir specidls atrisindjums x, = 12, w,— 1. Tadé] dota viena-
dojuma specials atrisindjums ir x,=12, y, =17 un visparigais
atrisinajums
x=124+19%  y=17 4 34s.
§ 11. Lineari vienddojumi ar vairak nezinamiem.

Ar lidzigam metodém var afrisinat ari linearus nenoteiktos

vienadojumus ar vairak nezinamiem. Vienadojumam

AXLBY 4C2=D

veseli atrisinajumi ir iesp&jami tikai tad, ja
D dalas ar skaitju 4, B, C lielako kopigo dali-
taju (4, B, C). Tad ar (4, B, C) abas puses var dalit, un
dabii jaunu vienadojumu

aX + bY + cZ=d,

kura koeficientiem a, &, ¢ kopiga dalitaja nav. Ja Sim vienado-
jumam zindm vienu atrisinajumu X, Y,, Z, tad nezinamo

X—X,=x, Y=—=Y,=9, L—Zy==
atraSanai sastdda viendadojumu
4) - ax + by + cz2=0,

kam reiz€ ar x,, y;, 2, un X, V, 2 par atrisin@jumu der ari
“skaitli

kixy + kaXy, ky Y1 + Ry Yo k3, -+ ko3,
ar patvaligiem %4, un k,. Par to parliecinas, liekot Sis nozimes
vienadojuma (4).

Piemérs. 4X4+5Y—6Z=1
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Ta ka (4, 6) = 2, tad japiegem

4X — 6Z =2T
Dabii vienadojumu
27 4 5Y =1,
kam ir specials atrisinajums 7, =3, Y, = — 1. No vienado-

juma 4X — 6Z=27 ar 7,= 3 dabii vienadojumu
o% - $ZE N :

: kam par specidlu atrisinajumu var izvelties skaitjus

Xo=8 nn - Ze= 3.

Ja X—-X, Y—Y, un Z— Z, apzimé attiecigi ar
X, y un z, tad no dota vienadojuma dabii vienadojumu

4x 4+ by — 62 =0.

Ja vienreiz izv€las x; =2, otrreiz x, = 1, tad var dabiit
§adas specialas nozimes :
e VAR B 0
2l 213
1]=2]—1

Bezgala daudz citu x, y, =z nozimju var uzrakstit ar for-
mulam

x =2k + Ay
y =2k, — 25,
z = 3k — k.

Var pieradit, ka ar veseliem patvaligiem skait-
Jiem 4 un A, §is formulas izsaka vienddojuma
4x +5y—6z—=0 visus veselos atrisinajumus.



lll.  Aritmetiskas funkcijas.

§ 12, Skaitju teorijas pamattecrema.
Skaitli, kuja vienigie dalitdji ir 1 un pats skaitlis, sauc par
pirmskaitli. Tadi skaitli ir '
285111307, 519,-°28, 29, o

Pirmskait]lu apzim&Sanai parasti lietosim burtus %, ¢, r,..
vai pi, Pay .+ s Pn,. . . Atzimesim Sadu acimredzamu ipasibu: Ja
P ungir pirmskait]i un plg, tad p=gq.

Teoréma. Ja reizinajums @b dalas ar pirm-
skaitli p, tad vismaz viens no reizinatdjiem
a vai b dalas ar p.

Jaab| p un ari a|p, tad teoréma ir pieradita. Ja a nedalasar p,
tad (a, ) = 1, un tade] 4| p. To pierada ar 5. § tedrému 3.

Teor€mu var visparinat: Ja reizinajums a,a,... a.
dalas ar p, tad vismaz viens faktors a; dalas ar 2.

Preteéjas teoremas ari pareizas. Ja @ nedalds ar p un
b nedalas ar p, tad ari ab nedaldasar p. Ja a ne-
dalas ar » un b nedalas ar #, bet ab|n, tad » nav pirmskaitlis.

Visus veselos skaitjus var iedalit 3 klas€@s. Pirma klasé
atrodas skaitlis 1, otra visi pirmskait]i, bet tre$a klasé saliktie
skait]i. Par p&dgjiem pieradisim 5adu pamattedrému.

Katru skaitli var sadalit pirmreizinatajos un tikai viena
veida. :

Ja N nav pirmskaitlis, tad N dalas ar kadu pirmskaitli
pun N=pN,. Ja ari NV, nav pirmskaitlis, tad NV, dalas ar
pirmskaiti p,. Tad€] N, = p,NV,, N, = p,V,, u. t. 1. lidz beidzot

N=ppipg .+ . pu
Ja N biitu sadalams pirmskait]u reizinajuma vel kada cita veida, piem.

N=4qq9:qs - + . gm,
tad varetu uzrakstit vienlidzibu
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kuyas kreisa puse dalas ar pirmskaitli p. Tad€| ari labajai pusei
ir jadalas ar p. Bet ja reizinajums g¢,¢, . . . g dalds ar pirm-
skaitli p, tad vismaz viens no reizinatajiem dalas ar p, piem. g|2.
No ta seko, ka p = ¢ un augd€jo vienlidzibu ar p un g var
saisinat. Pé&c tam tada pat karta var pieradit, ka p, vienlidzigs
kddam ¢; un abas puses ar tiem saisinat. Ta turpina lidz vien-
lidzibas viena pus€ paliek 1. Tad ari otra pus€ jabiit 1. Ta tad
ari pirmreizinataju skaits abas pusés ir vienlidzigs. Ar to ted-
réma pieradita.

DazZi pirmreizinataji var biit ari vienadi. Tade] vispariga
gadijuma kautkuya skaitla /V sadalijums pirmreizinatdjos ir Sads:

(IV) N=2r0" ¢~

Te 8, q,... » irdazadi pirmskait]i, bet a, b, . . ., 2 ir
veseli pozitivi skait]i, kas > 1. )

No formulas (IV) var secinat skaitla /V dalitaju & formu.
Ja N|d, tad

d=p%gF

kur 0<a<a 0KSB<h:.., 0K x< A

§ 13. Skaitja dalitaju skaits un summa.

Ja reizingjuma
S=(1+ptp2+... +p* Y1 +gt+g>+.. .+ g°)...(1+r4 4.+ 7F)
atvey visas iekavas, tad rodas (¢ + 1) (b + 1) ... (£ + 1) daZddu
locekju summa

Xpa qir?i e o

kur ca=0:1,% sarsp=0 L8« s o220 bl sk
Summas katrs loceklis ir skaitla N = p° g®...»* dalitajs, un
otradi: katrs N dalitajs ir ari loceklis augdgja summa. Tade|
skaitla /" visu dalitdju skaits, ko apzimesim ar g(/V), ir

V) pNV)=@+DHe+1...(+1)
un dalitaju summa
J@y=(4ptprt. A4 ) (o grg g0 (AL %)

jeb
r-_P‘-'—l =t 3 qb-{-i_ 1 P rk—{—l =]
R =1 g) =




= 4 =

So formulu pirmie atrad@ji nav pazistami. Abas formulas
lieto jau Wallis ap 1680. g, bet formulu dalitdju skaita apréki-
nasanai sastop jau ap 1673. g. kada maz pazistama ang]u autora
John Kersey darbos. Apzim@jumus g (V) un f (V) ir lietojis

Eulers. Liuvils(Liouville) skait]a’/NV visu dalitaju 4. pakapju
summu apzim€ja ar 5 (V). Tad g (V) un f (V) vieta ir jaraksta

Co(V) vai vienkarsi L(N) un G, (N). Biezi f (N) vieta raksta ari
S (N) vai o (N). .

Funkcijas, kas defin&tas tikai veseldm argiimentu nozimém,
sauc par aritmetisk@am funkcijam. Pie tam pieder ari

funkcijas ¢ (V) un [(N). Tadiem simboliem, ka piem p(§) vai

4
(/2), nav jegas.

Piezime. Skaitla N dalitaju skaits nav atkarigs no pirm-
skaitliem, kujus satur skaitlis N, bet tikai no So pirmskaitju ekspo-
nentiem. Piem&ram, skaitliem 60 —=22.3.5 un 220=22.5.11
ir viens un tas pats dalitaju skaits

p(60) = p (220) =24+ D1 +D(14+1) =12,

Bet dalitaju summas

f(60)=(1+2+4)(l+3)(l—|—5):168

un

f(220)=(1 42+ 4) (1 45) (1 + 11) = 504
ir dazadas.
§ 14. Pilnigie skait|i.

Tos skaitlJa N dalitajus, kas mazaki par pasu skaitli %, sauc
par skaitla istiem dalitajiem. Skaitli, kas vienlidzigs ar
visu savu isto dalitaju summu, sauc par pilnigu skaitli. -

Var ari defin@t pilnigu skaitli N ar formulu

{(N)=2N.

Pilniga skait]la jeédzienu ir devuSi senie grieki; formula
pilnigu paru skait]Ju aprékinaSanai ir pazistama jao
Euklidam., Par pilnigu nepaju skait]u eksistenci pat
Sodien veél nekas nav zinams.

Ikkatrs pilnigais paru skaitlis ir uzrakstams ar formulu

= e
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kur #>1 un nezinamais » ir neparu skaitlis. Ja izlieto pilniga

skaitla definiciju un funkcijas f (N) viegli pieradamu ipasibu

Jun=[w. [,

(4, By=1;
tad skaitla » aprékinasanai var sastadit vienadojumu

f{2“—‘).f(n) =Rl n

kad

jeb
2k— 1) f(n)‘:: 2k . n.
No ta seko
[y = 2 2imnt 2
Ta tad n|(‘2k—l). Ta ka 2L—1>1, lad
2“—{—1 < n
fil QTE_T ir ists skaitla » dalitajs. Redzam, ka skait]a » visu

dalitaju summa sastav no pasa skaitla » un viena ista dalitaja

- Bet tas iespgjams tikai tad, ja » ir pirmskaitlis, Tada

x_7°
gadijuma vienigais istais dalitajs ir 1. Pieprasot, lai
A
Fo g
dabii
n—=2x—1,
Ta tad, ja 28— 1 ir pirmskaitlis, tad formula
Mok ¢ e L)

izsaka visus pllnlgos paru skaitjus. So ipadibu
pirmais pieradija Eulers.

Nav zinams, vai pilnigo skaitju ir bezgala daudz. Miisu
dienas ir pazistami ne vairak ka 10 pilnigie skaitli. Izteiksme

2k—1 ,

var but pirmskaitlis tikai tad, ja # ir pirm-
skaitlis p. Tie3am, ja & = 4,4, ir salikts skaitlis, tad 2* — 1 var
sadalit reizinatajos ta, ka viens faktors ir 25, — 1. Tomé&r ne visi
2p — 1 ir pirmskaitli, piem., ja p = 11.
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Daudz interesantu tedorému par skaitliem 2 — 1 ir devis
Ferma _laika biedrs — franCu mitks Mersenns (Mersenne).
Tade] Sos skaitjus sauc ari par Mersenna skait]iem. .Vai,
piem. 2! — ] ir pirmskaitlis, to nevar iz3kirt tieSa aprékinu cela,
jo pirmskaitju tabulas ir sastaditas tikai lidz 10 000 000.

Bez pilnigiem skaitliem Eulers ir rakstijis ari par par-
pilnigiem, resp. triicigiem skait]l]iem, t i. tadiem,
kam isio dalitaju summa ir lielaka, resp. mazaka par pa3u skaitli.

No Aristote]a laikiem ir pazistams jédziens par sabie-
drotiem skait]liem  Tie ir tadi divi skaitli @ un &,
(piem. 220 un 284), ka viena skait]la « visu isto dalitaju summa =&
un b isto dalifaju summa — @. Citada veida definicija:
a un b_ir sabiedroti skait]i, tad, ja

f(a):f(b)=a+b.

Par sabiedrotiem skaitliem maz kas zinams.

§ 15. Veselo funkcija E(x).

Péc Lezandra' parauga lielako veselo skaitli,
kas <<x, apzim?®e ar E(x). Gauss E(x) vieta lietoja ap-
ziméjumu [x].

Pieméri. E(x) =3, E(—)2) = —2, £(2,999)=2, u.t.t.

Izradas, ka daudz funkcijas, kas sastopamas
skait]u teorija, var izvirzit rinda

o £(f)+a 2 () + o 2(5) +

kas atgadina Teilora (Zaylor) rindu analizé. Par 5o jauta-
jumu daudz rakstijis ap 1870. g. krievu autors Bugajevs
(Byraes). Mes apskatisim tikai sekojoSas funkcijas £(x) vienkar-
§as ipaSibas un daZus izlietojumus.

1. Pec funkcijas £(x) definicijas :

x, = E(x,) + o
xa =% E(xa) + O3

K= E(Jc,1 + e,

kur a, <1, ¢y << 1,..., @,<<1. Vienlidzibas saskaitot, dabi
formulu



Xy +Xgt oo =E(xy)+ E(x)+ o E(xa )4 (0, + 094420 ),

kur summa @, + e, ...+ @, var biit ari lielaka par 1.
Tade| pastav sakars

(VIII)  Ex, + %+ . .. 4 %) > E(x,) + E(xy) 4. ..+ Eixa)

2, Pieradizsim formulu
X
-t
F N TD

b

kur a un b ir veseli skait]i (x var ari nebiit vesels).
Ja x dala ar g, tad dabii atlikumu » < a. Tatad r=a —e¢,
kur ¢ pozitivs skaitlis No vienlidzibas

xX=gqa—+r (0<<r»<a)

(IX) £

seko vienlidziba

S=r 4 ie() 45

()

No pédgjas atrod formulu
i il
b ’ T3 T

o 2@
A T ot

kur », ir vesels skaitlis, kas mazaks par b. Ta ka r, < b — 1,

un r — a¢ —¢ tad

o b—1 , 6 a—e
L b Bl T Y
Ta tad
£(%)
X o a
E(a‘b):JE b }

Tagad apskatisim divus piem@&rus, kuros §is E (x) ipaSibas izlieto.

Vispirms pieradisim LeZandra teorému par faktorialu.

Faktoridals n!=1.2.3...n satur pirmskaitli
p<npakap® kuras kapinatajs

=0y () 2(3)

Uzrakstisim atseviski skait]a n! tos faktorus

£.2,3,... E(g)p

kas satur pirmskaitli . So faktoru reizindjums



p2.3. 82 =D 105 KD = O[(2):

satur pinnskaitli » pakap€ ar kapinataju
n
b E(;) YE
Te &, ir kapinatajs pakapei, kada pirmsksitli 4 satur faktorials »,!, ja

# =5 (%) P&c iepriek$éja parauga jabit

b E( )J,-b _L{Eig)]+k -E( 2)+/le2,

kur %, ir kapinatajs pakapei, kada pirmskaitlis p ieiet faktoriala nzl ja

ng_E(P) F(;?‘?) Tadg]

kB_E(B)-f-/e,, w t t.

Rezultatus apvienojot, dabi formulu

—F (;.;)+ E(}%) i E(%) =

un tedréma pieradita.

_Otrs piemers. Pieradisim, ka izteiksme
(a+b+c+ ..+

al bl cl...hl
katrreiz ir vesels skaitlis.

Ja kaut kupu pirmskaitli  skaititajs, resp. saucéjs, satur pakapé
ar kapinataju X resp. 4, un K > 4, tad tedréma ir pieradita

coties uz formulu (VIII), var rakstit nevienlidzibas RS
E(a —}-bt—). ..+k)>E(§)+ E(§)++E(§)
E(a s o

) (e s (B o)

Ja tas saskaita un |zlteto LeZandra teorému par
faktorialu, tad dabi formulu



- (a+b-;...+lz) . E(a+b; ARy S E (g)

kas identiska ar K > A.

Teorému var pieradit ari sekojosa aIgebrlska cela.
Ja polinomu x+ y+ 24 ...-+s kapina ». pakape, tad visi
izvirzijuma koeficienti ir veseli skaitli. No algebras ir zinams, ka

b M)
iriet PSECE

kur summe3ana jadara ta, ka
atbtct..+h=nun 0<a<ln 0O n, ., 0 h< n.
- Tade] katra izteiksme
(@+b+c+...+
al b! cl ... h!

ir vesels skaitlis.

§ 16. Eulera-Gausa funkcija %(m).

Ar ¢(n) skait]lu teorija apzimé to dabisko
skait]u skaitu, kas nav lielaki par » un kam ar
nlielakais kopjigais dalitajsir 1.

Piem@rs. Skaitli, kas mazaki par 15 un kam ar 15 nav
kopiga dalitaja ir Sadi: 1, 2, 4,7, 8, 11,13, 14. Tade] «(15)=8.

No ¢(n) definicijas seko, ka

e{l)=1
Ja p ir pirmskaitlis, tad
¢ (2)=p— L

Lai noteiktu ¢ (#*), uzrakstisim visus dabiskos skait]us, kas
nav lielaki par * un kam ar #* ir kopigs dalitajs, lielaks par 1.
Tadi skait]i ir

12, 28, 3p, .. ,.° 7" P
Ka redzams, to skaits ir p*—'. Tadg]

vp)=pr—p-=p(1-1)
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Funkcijas ¢(n) visparigas izteiksmes apré€kinasanai ir ap 50
dazadas metodes. Divas no tam ir devis jau Eulers ap 1760. g.
Mes te apskatisim Gausa metodi, kur izlieto vienu lemmu un tai
sekojoSu tedrému.

Lemma. Ja(a,b)=I1, tad aritmetiska progresija

by kb, h 26, ..., hFidb, .. h+(@a—=1)b
ir tik pat daudz skaitlim 4 relativu pirm-
skaitju, cik tadu skaitju ir rinda

L3000,

— ta tad pavisam g(a) .

Pieradijums. Ja katru progresijas locekli # 4 76 dala
ar g un gem pozitivu atlikumu, tad var sastadit formulas

h+ib=gqgia+nr, (e =01, 2, e —1)

kur 0 << » <<a. Ta ka (k- ib, a) = (r,, a), tad dotaja progre-
sija ir tikpatdaudz skaitlim a relativu pirmskaitju, cik tadu ir atli-
kumu rinda
Tov Fyne Doy oies Pasts
Visi Sie atlikumi ir dazadi, jo preteja gadijuma,
kad
== 0(-:]<f<a,
seko formula
h4+ib—qgia=h+jb—q b
bl —j)=alg —q)
Ta nav iesp€jama, jo formulas laba puse dalas ar a, bet kreisa
puse nedalas. Tas tade], ka (a,6) =1 un i — j < a.
Ta tad visi atlikumi ir dazadi, pozitivi, maziki par a, un to
skaits ir 4. Tadé] Sie atlikumi ir skait]i
0,1,23,..,a—1,
bet iesp€jams, ka citada kartiba.
Ja atlikumu O apmaina pret a, tad lemma ir pieradita.

jeb

Teoréma., Ja (a,b) =1, tad ¢ (ab) = ¢ (a).2(b).
Lai teorému pieraditu, sakartosim visus veselos skaitlus no
1 lidz ab pa a rindam un & kolonnam sekojo§a tabula.



P T ki

| 9 3 iy oy
145 244 Bk s e e e
149 2+ % Y TR R
15 % PELNER e e e

1+(a-1)6 2+4(a—1)b 3+(a—1)b ...h+(a—1)b ... ab

Péc iepriek3$€jas lemmas katra rinda ir ¢ (6) skaitlu, kam
nav kopiga dalitaja ar 4. Visi Sie skait]i sakartojas pa vienam’
un tam pasdam kolonnam, jo, ja (4, &) = 1, tad ar (h+4b, b)=1
un otradi. Tade] augseja tabula visi tie skaitli », kam (», 6)=1
piepilda tieSi ¢ (4) kolonnas.

Katra kolonna skaitlim & relativu pirmskaitju ir ¢ (a). Tade]
visa tabula ir pavisam o (a). ¢ (b) skaitlu, kas ir relativi pirm-
skait]i reiz€ ar a un b, ta tad relativi pirmskaitli ar ab. Bet tas
nozimé to, ka

: ¢ (ab) = ¢ (a). % (b).

Sekas 1. Ja n=7p"¢>...»%, kar p,¢q,..., r ir dazadi

pirmskaitli, tad
em)=9(*)e(@")...¢(*) jeb

1 1 1
(X) @ (n) = n(l pXI a) iy (l — r)
=p-lg- L ..t p—1D)@g—1...(r—1)
Sekas 2. Pirmskait]Ju ir bezgala daudz
Kummera piefadijums. Piepemsim, ka pirmskaitju
ir galigs skaits. Uzrakstisim visus pirmskaitjus ar simboliem
Py P - - Pa
Sareizinot tos, dabiisim skaitli
_ Noh s s
Tad no vienas puses @(N) = 1, jo rinda
SR iR Rl
katram skaitlim £ £ 1 ir ar NV kdds kopigs dalitajs, kas lieldks
par 1. Tas tadé], ka k katra zipa dalas ar kadu pirmskaitli
i, <k un ari N dalas ar p; . No otras puses ¢ (N) nekad ne-
var biit =1, jo

S N)=9(£)9(2g) - .. ¢(La)=(21—1)(2—1).. . (=D > 1L
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§ 17. Gausa teorema.
Lemma. Ja #|d, tad rinda
Y, 208 s
ir pavisam cp(%) skait)u, kam ar » lieldkais kopi-
gais dalitajs ir d.
Pieradijums. Ja k=1, 2, 3,.., ® tad kd izsaka vi-

d
sus dabiskos skaitjus, kas dalas ar 4 un nav lielaki ka ». Bet

(d, ) = d fikai tad, ja (b %) =1. Tadikrinda 1,2,3,.. % ir
pavisam :p(%)
Gausa teorema. Ja 4, dg,...,dp ir skaitla » visi
dalitaji, tad ir sakars
¢(d) +9(d) + ...+ 9(d)=n

Gausa pieradijums. Sakartosim skaitjus
| R R SR

¢ klas@s {3, lai pirma klasé atrastos visi tie cp(;—‘) skait]i, kam ar
1

n lieldkais kopigais dalitajs ir &,, otra klast visi tie cp( 7 )skant]n

kam ar » lielakais kopigais dalitajs ir 4, u. t. t. Beidzot,

p . klas@ ietilpst visi tie t{.(g) skaitli, kam ar » lielakais kopigais '
¢
dalitajs ir d?.
Visi dalitaji 4, dy; .. ., d;J ir dazadi skait]i (no tiem &, =1
un a’ =mn), un ikkatrs dabiskais skaitlis, kas < », pjeder vienai
un tlkal vienai no g tlaséin. Tade] der formula

( ) (2)"'---—1-@9(5?):::.

Janld ,tad n=d d , kurad d = - ir skaitja # dali-

dx
tajs. Tade] reize ar d,, d,, ..., d, ari —'j, ﬁ, e 2o skaitla
] ] 17 b1 P d‘l d2 d !

P
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n dalitdju virkne, tikai citada sakartojuma. Ar to tedoréma pie-
radita.
Apskatisim vélotru pieradijum u, Gadijuma, kad n=2*,
tad visi dalitaji ir skaitli 1, , 2% .. ., #*. Formula
e+ (A +9(A)+...+9(2*) =
=14+p=14+pF—"D+...4+27 (2 )=p=mn
rada, ka Sini atseviSka gadijuma fedréma ir pareiza.
Vispariga gadijuma, kad
=R gl T
izlieto Eulera — Gausa funkcijas ipasibu
¢(@) =¢@e®), ja (ab)=1
Tad var rakstit formulu ;
ed) + pld) + ...+ 2ldy) = [e() + (A + ... +¢(2*)
M+e@+...+2@")]...leD+2@+... + (%)
jeb
¢(d) + 9(dy) +... +9ld)=p"¢". .7 =n
Ar to tedrema ir pieradita ari vispariga gadijuma.
Piezime. Gausa tedrému var- pierakstit isak ar formulu

Zod=mn
nld
Ja defin€ simbolu
P et 0, kad x ir nesaisinams dalskaitlis
{ }_{ 1, kad x ir vesels skaitlis,

tad var rakstit ari formuln
G e
k:1go( ).{ Z }__n.

§ 18. Mobiusa-Mertena funkcija ,(m).

Definicija. Funkcijas p(#) nozimes ir: p(l)=1,
p(n)=0, ja » dalas ar kada pirmskait]a kvad-
ratu; citadi p(n)'ir +1 vai — 1 atkarigi no ta vai
n satur daZzadus pirmreizinatajus paru vai ne-
paru skaita.

Pieme&ri. p(1l)=—1, p(15)=1, p(18)=0.
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Mobiusa tedréma:
b P_(d)={l, ]:8 n—1
nld 0, ja n>1.
Gadijuma, kad » =1, tedorémas pareiziba seko no p(1)
definicijas.
Ja » > 1, tad var piegemt, ka

=T a a3 a,
n=p"'p>2...05

on uzrakstit visus tos skaitla » dalitajus &, kam p(d) £ 0. Tadi
dalitaji ir skaitlis 1, £ pirmskait]i, ﬂf’—%—l—) divu daZadu pirm-

skaitju reizinajumi u. t. t. Tade] var rakstit formulu

Be—1)  k—1k—
1.2 152:3

ar ko teoréma pieradita.

BB S Ay

2 p(d)=1—k+
njd

§ 19. Skaitliskais diferencidls un integrals.

Ja f(m) ir aritm@tiska funkcija, kas defin€ta veselam argi-
menta » nozimeém, tad funkciju
T
F(n) ::fdf(d)
sauc par funkcijas f(n) skaitlisko integralu, bet / par / skaitlisko
diferencidlu. Sadu funkciju piemérus dod Gausa un Mdbiusa
teoremas.

Ja ir dots diferencials, tad skaitlisko integralu wvar atrast ar
tieSu aprékinu. MEes apskatisim apgrieziu problemu: ir dots
skaitliskais integrals £, bet jaatrod skaitliskais
diferencials £ To varétu panakt sekosa karta. No F defi-
micijas formulas var rakstit vienlidzibas:

£(1) = /(1)

F(2) =/ + /()
F@)=/)+/0)
F@)=f1)+ 72+ f(4)
F©) = f(1) + 7(6)

-

4‘
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No tam izteic
A=), [=F2—F1), i=F3)—R)), fily=F4)—FR2),

u. t. t. Bet 3ada metode ir garlaiciga. Tade] pieradisim Dede—
kinda formulu (1854. g), kas aprékinu liela méra saisina.

Piegemsim, ka

£ (n) =X f(k)
nlk

un »|jf. Tad ari
fe=n
r(f)=z2r0= 2 15he,

kur simbols
{ } { 0, ja x ir nesaisinams dajskaitlis
ri= g .= e
1, ja x ir vesels skaitlis.

Reizinasim p&dejas formulas abas puses ar ju(7):

v F(F)= v ki{%f}f(k"

un summésim pa visiem » dalitajiem £ Tad rodas
n
ze @ F(f)= 2u0, 3 : | M}ﬂk)—z 2 {ijrono.
n|t

Pédgja iztenksme apmainisim summesanu kartibu. To, sa-
protams, var darit, ja no saskaitamo kartibas summa nav atka-
riga. Tad rodas formula

2p F(7)=2 "‘b‘"{,':—,}f(k)p(t)-

nlt
Te ieki&ja summa nosacijumu #|f var ari ignorét, jo ja
n nedalas ar £, tad {%} = 0. Parveidojumus turpinot, dab®
formulu
"ﬁp(t) F( )— z f(k) Z { } (i) == /..f(k) ‘_p.(t)
1

Tagad no Mobiusa tedorémas seko, ka pedéja summa
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wvisi locekli ar %>l ir nulles. Ja tadus locek]us atmet, tad

paliek vienigi loceklis ar g=l jeb 2=mn. Var rakstit formulu

: 20 F(5)=ren -1

jeb
n
(X1) S =Zaih F(;)

P&dgjo sakaru sauc par Dedekinda formulu Ja 7 un g vieta

waksta 4 un 8, tad
dé = n,

t. i. d un 3 ir skaitla » divi papildu dalitaji. Dedekinda
formulu var ari uzrakstit Sada veida:

f(n) =Zp(d)F@). -
Piemérs 1. f(4)=p (1) F(4) +p(2) F2)+p (&) F (1)
jeb f4)=F@4) — F(@.
Piemeérs 2. No Gausa tedorémas

b =
nld? (d)=mn

ar Dedekinda formulu var uzrakstit sakaru
- n
(X2) :p(n):zp.(t)? =.n L*—°,
njt

%&as identisks ar agrak pieraditu formulu (X).

Par to parliecindsimies ar piem@ru: » = 40. Sini gadijuma
xo formulas (X*) seko -

v (40)—=40 3
aop !
Bet skaitlim 40 = 2% 5 ir tikai Cetri dalitdji 4 kam p(#) 3 0}

tieir 1, 2, 5 un 2.5, Tade] ¢ (40) aprekinu var {urpinat Sada
veida :
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cp(40)=4o(“(11)+”(2-2)+*‘é5)+“(§_'§))

jeb
go(40)=40(l—é—%+%';)_40( )(‘_‘)

Tamlidzigi pierada, ka formulas (X) un (X®) ir identiskas
ari vispariga gadijuma.

Uzdevumi.

1. Atrast skaitl]a » visu dalitaju produktu.

2. Noteikt, cik veidos skaitli » var sadalit divos faktoros,
un cik veidos ta, ka abiem faktoriem nav kopiga dalitaja.

3. Atrast mazako skaitli, kam ir 15 dalitaji.

4. Pieradit, ka ¢ (») ir pamn skaitlis, ja » > 2.

Ari pieradit, ka @ (n) < 5

un
% (n), ja n ir neparu skaitlis.
2© (n), ja » ir paru skaitlis.

o (2n) = {

6. Atrisinat vienadojumu ¢ (n) =a, jaa =1, 2, 4, 6, 8
10, 12 un 14,

7. Pieradit, ka vienadojums  (x) = 2 (6% -+ 1) nav iespe-
jams, ja 6% -+ 1 ir pirmskaitlis.

8. Atrast visu to ¢ (n) skaitlu summu, kas mazaki par =
un bez kopiga dalitaja ar #.

9. Aprekinat, cik ir istu pozitivu da]skaltlu - ar (a,b) =1
un @ << b < n.

10. Pieradit, ka funkcijas ¢ (»), f (n), @ (n), p(n) ir ar tade

ipaSibu, ka F (ab) = F(a) F (b), ja (a, b) = 1. lzteikt ari F(ab)
ar F(a) un F(b) visparigd gadijuma, kad (a,b) =d > 1.

11. Uzrakstit 15 p&c kartas sekojoSos saliktus skaitjus.
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Piezime. Jaievéro, ka #,%,...7. + #& ir salikts skaitlis,
ja £ < pn+ 1 un p,, py ... fa ir pirmie n pirmskait]i.

12. Pieradit, ka

n—1

E@ + E(x+ D)+ Bx + 2)utE(x +

ja n ir vesels skaitlis.

) = FE(nx),

13. Pieradit, ka (pg)! dalas ar (p!)9g! un (g!)»p!
14, Aprekinat,” ar cik nullem beidzas skaitlis 1000!
15, Atrast vismazako skaitli » ta, lai »![500 000.:

16. Pieradit, ka nav faktoriala »!, kas satur€tu pirmskaitli
3 tiesi 7. pakape.



IV. Kongruenti skait]i.

§ 20. Kongruentu skaitju visparigas ipasibas.

Pirma definicija. Ja divi skait]i a un 4, daliti ar
m, dod vienmadus atlikumus, tad saka, ka Sie
skait]i ir kongruenti attieciba pret moduli m. Péc Gausa

parauga raksta
a=0b (mod m).

Ja nekadi parpratumi nerodas, tad (mod ) var ari nerakstit.

Otra definicija Divi skait]i a un 6 ir kongruenti
attieciba pret moduli m, ja diference a — b dalds ar
m. Abas definicijas ir lidzvertigas.

No tam tieSa cela secinamas 3adas kongruentu skaitju
ipasibas.

1. Refleksivitate: a = a (mod m).
2. Simmetrija: ja @ = b (mod m), tad ari b=a (mod m).
3. Transitivitate: ja ¢ =b (mod m) un b= ¢ (mod m) tad,
ari a = ¢ (mod m). :
Teorema 1. Ja a=6 (mod mk), tad ari
a=0b (mod m), bet ne otradi.
Pieradijums seko no § 3. tedrémas I.
Teorema 2. Ja
a=~6 (mod m,), a="b (mod my,),...,a=0b(mod my)
un m ir modulu m, m, ..., mx mazdkais kopigais
dalamais, tad ari
: a = b (mod m).
Pierdadijums, No noteikumiem
(@ — b)|my, (a — b)|m,, . . ., (@a — b)|mx
ar § 7. lemmu seko, ka a — & dalas ari ar my, m, ..., "
mazako kopigo dalamo m, t. i. a = b (mod wm).
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3. Saskaitisanas un atnem3anas tedréma.
Ja a= b (mod m) un ¢ = d (mod m), tad ari
a + ¢ = b + d (mod m).

Pieradijums. Ja (@ —&)m un (c — d)|m, tad ari
{(a—b) +(¢c — d) = (a +¢c) — (b + d) dalas ar m.

No §is teorémas seko, ka kougruencels katru locekli var
parnest no vienas puses otra, ja maina Si locek]a zimi ar pretgju.

4, TeoOremas par kongruencu reizinadanu.

Pirma tedréema.

Ja a=5b(mod m), tad ari ac = bc (mod mc).
Pieradijums seko no § 3. tedorémas 2. '

Otra tedréma:

Ja a=b (mod m) un c=d (mod m),tad ariac=bd (modm).
Pieradijums. ‘No dotam prémisam var seciniat kongru-

€nces
ac = bec (mod m) un bec= bd (mod m),

un uo tam kongruenci

ac = bd (mod m).
Sekas. Ja
a = b (mod m)

fxy=a"F a; X"+ ...+ an
ir polinoms ar veseliem koeficientiem a,, a,, . . ., @, tad var rak-
stit kongruences

un

a,a® = ayb* (mod m)
a,a* ! = a,0°! (mod m),

Tas saskaitot, dabti formulu
f(a) = f(b) (mod m).
5. Teorema par kongruences daliSanu.
Ja a=6b(modm)un lielakie kopigie dalitajiir
(a,b)=d un (d,m) =d,, tad no dotas kongruences
var secinat kongruenci

a=é(modﬂ)
" e d,



e R

Pieradijums. Piegpemsim, ka

a = day,, b = db,, d = d\d, un m =d;m,.
No
(@ — b)|m jeb dydy (a, — by)|dym,y
seko
dy (ay — bylm,

Ta ka (dym,) = 1, tad ari
(@, — blm, jeb a, = b, (mod m,).
Piemeri. No 36 = 16 (mod 20) seko 9= 4 (mod 5).
No 42 = 12 (mod 10) seko 7 = 2 (mod 5).
Reizé ar 24 = 4 (mod 5) pastav ari kongruence 6 = 1(mod 5).

§ 21. Kongruenéu izlietoSanas piemeri.

Ka paraugu kongruentu izlietoSanai apskatisim Sadu vestu-
risku pieméru (Eulers, 1732. g.).

5]
Skaitlis 2°41 dalas ar 641,
Apgalvojumu var pieradit, ja parbauda sekojoSas kongruences:

210 — 1024 = — 258 (mod 641),

220 = (250 + 8)* = 66564 = — 100 (mod 641)
212—= — 4 . 258 = 250 (mod 641).
No tam seko kongruence
2% = — 25000 = — 1 (mod 641) jeb 2% 4 1= 0 (mod 641).

Ka otru piem&ru apskatisim jautajumu par skaitja dalamibas
pazimém. Piepgemsim, ka skait]a sist€mas baze ir g (parasti g=10).
Ir dots skaitlis NV forma

N=ag,g*+ a8+ ...+ aua1g + an
un modulis m < V. Janoteic atlikums, kas rastos, dalot NV ar 2.
Dalam g, g% ..., ¢ ar moduli m un atlikumus apzim&jam
ar 7, g ¢+ , n. Tlad
E=n A=r. g =r...(modm)
un
N=ayra + a7+ ...+ Go17, + ax (mod m).

Apzim€&jam ,
ytn +a,raa+ ...+ a=2»N,.
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Tad
N <N un N =N, (mod m).
Ja tadu pat procesu atkarto ar skaitli N, tad dabu skaitli
N, <N, fa, ka
N=N,= N,(mod m) u. t. L.
Piemeram, piepemsim =10 un par moduliem izv€l€simies

9 un 11. Tad var rakstit kongruences

=1, =1 =1..,- g2=1...(mod9)

g=—1 g2=1 g=—1,.., g=(—1).. (mod.1l)\
No tam seko formulas

N=a,+ a,+ a,+ ...+ a. (mod 9)

N=ay—au1+a2—...4+(—1)a, (mod 11).

Pirma no 3im formulam izteic visparpazistamo likumu par
skaitla dalamibu ar 9. Piem&ram, skaitlis 12474 daldsar 9, jo
14+ 24+ 447+ 4 dalas ar 9. Sis skaitlis dalas ari ar 11, jo
4—7+4—-24+D|I1L

§ 22. Skaitju iedaliSana klases.

Attieciba pret moduli m visus veselos skaitlus iedala m klas@s
ta, ka pirma klase atrodas visi tie skaitli, kas =1 (mod m), otra
tie, kas =2 (mod m), ... un beidzot m. klasé visi tie skaitli,
kas =m =0 (mod m).

Piemé&ram, kad m =10, tad pirma klasé atrodas skait]i
ey —19,—9,1,11,21,.., otra klasé...—18, —8, 2, 12, 22,...
un pedeja (10.) klas€ skaitli ... —20, —10, 0, 10, 20, ...

Jaatzime sekoSas raksturigas klasu ipaSibas.

1. Katrs veselais skaitlis atrodas modula
m viena un tikai viena klasé.

2. Visi vienas klases skaitli ir sava
starpa kongruenti, bet divi daZadu klasu
skait]inavkongruenti attieciba pret moduli m.

Pieradijums. Ja ar indekiem % un 7 norada klasu
numurus un piegem, ka

un

ax = a, (mod m), 1 §t<k§m,
tad :eko
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k=t(mod m) jeb (& — #)mn,
kas nav iesp€jams.

3. Visiem vienas kases skait]iem ar mo-
duli mir viens un tas pats lielakais kopigais
dalitajs.

TieS§am, ja a= b (mod m), tad no vienlidzibas

a—b=mk

seko, ka b|(a,m). Tas nozimg, ka (b, m) = (a,m). Tamlidzigi
sprieZot, pierada, ka (a, m) > (b, m). Ta tad

(ﬂ, m) e (bs m).

No 3. ipasSibas seko

4. Ir pavisam o(m) klases, ku;as(un vienigi
Sinis klas€s) atrodas visi tie skaitli, kas ir
relativi pirmskait]i ar moduli m.

Ja no katras klases izv€las pa vienam skaitlim, tad dabii
mod m pilnigu atlikumu sistemu. Ja izvélas pa vienam skaitlim
tikai no tam klas€ém, kuyu skaitliem ar s nav kopiga dalitaja,
tad dabii mod m reducstu atlikumu sistemu.

Definicija. Par modula m pilnigu atlikumu sistému
sauc m skait]jus, starp kuriem attieciba pret
mod m nav divea kongruentu skaitju, bet par
modu]a wm reducetu atlikumu sistému sauc tadus ¢ (m)
skait]lus, kas ir bez kopiga dalitaja ar mod m,
un ik divi no tiem nav kongruenti.

Piem®@rs, Skaitli —2, —1, 0, 1, 2, 3 sastada mod 6 pilnigu
atlikumu sist€mu, bet skaitli 1 un —1 reduc€tu atlikumu sist€mu.

Teoréma. Ja (a,m)=1 un r, 7, ...7a it mod m

pilniga, bet o, . i reduceéta - athikumn
sistéma, tad ari ar, ar,,...,arn ir pilniga, bet
ary, ary, ... ,ara reduce&ta atlikumu sistéma (tam

pasam modulim).

Pieradijums. Ja atlikums » nav kongruents ar »; attie-
ciba pret moduli m jeb » — »; nedalas ar m,
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tad ari a(n — »; ) nedalas ar m, resp.
ar; nav kongruents ar ar; attieciba pret moduli m.

Ja (r,m) =1, tad ati (a»; m) = 1. Ar to viss vajadzigais
ir pieradits.

§ 23. Ferma (Fermati) maza tedréma.

Tedorema. Ja p ir pirmskaitlis un a vesels
skaitlis, tad a?=a(mod p); ja a nedalas ar p, tad ari
a*~'=1 (mod 2).

8i F e r m @ maza teoréma (1640, g.) ir viena no svarigikam teo-
rémam skait]u teorija. Teorémas atsevisks gadijums, ka (2° —2)| 2,
ir pazistams jau senaja Kina. Pirmos tris pieradijumus deva
Eulers (1736, 1747. un 1758. g.). Apskatisim Eulera otro
pieradijumu, kur izlieto NGtona binoma formulu un pilnigo
indukciju.

Ja uvzraksta formulu

(a+1)p—ar—1= (‘?)ap—l.f_ (g) ab—24 ({;) ar—S4 ... +(P£ 1) a,
tad labaja pusé katrs binoma koeficients

—1)(p—2)...(p—k+D
Ui b A Lt

ir vesels skaitlis. Ta tad skaititaju p(p—1)...(p— &+ 1) var
izdalit ar sauc€ju 1.2...4, pie kam paliek faktoris p, jo saucéja
visi reizinataji ir mazaki par pirmskaitli . Tade|] labaja puse
polinoma visi koeficienti dalas ar p, un var rakstit kongruenci
(a+ 1) — a? — 1= 0(mod p)
(a 4+ 1)» =ar 4 1 (mod p).
Ja te no abam pusém atgem e 41, tad dabi kongruenci
(a+1)p—(a+ 1)=a*—a (mod p)

Ja a vieta liek péc kartas skaitjus 1, 2, 3,..., a—1, tad
* dabt formulas

jeb
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2» —2=1¢r — 1 (mod p)
3 —3=2» —2 (mod p)

a* —a=(a—1)»—(a— 1) (mod p).
Ja tas saskaita un vienkarSo, tad paliek formula
a*—a=0 (mod p) jeb a?=a (mod p)

Gadijuma, kad & nedalas ar p, var abas puses dalit ar @ un dabi
kongruenci
a*—1=1 (mod p)

Ar to teor€ma pieradita.

Apskatisim vél otru pieradijumu, kura ideju devis
Aivori (/vory) 1806. g.

Ja a|p, tad teor@mas pareiziba ir acimredzama. Tadg] pie-
pemsim, ka @ nedalas ar » jeb (a,p)= 1. Par moduja
2 reducetu atlikumu sist€mu var izvéleties skait]us

e Ve ey R

Reize ar tiem modula  reducgtu atlikumu sist€mu sastada
(§ 22) ari skaitli -
a, 2a, 3a,..,(p—Va

Tas nozim@, ka kongruences

a=r; (mod p)
2a=r, (mod p)
3a=r, (mod p)

(2—1)a=r,—, (mod p)

visi atlikumi » ir pozitivi, daZadi un mazaki ‘par p. Ta tad
71y Pareoy#p—1 ir citada kartiba uzrakstiti skaitlil, 2, 3, ..., — 1.
Ja visas min€tas kongruences sareizina un abas puses dala ar
(p—1)!, tad rodas formula

a*~' =1 (mod p)
Ja pareizina {as abas puses ar g, tad dabu tedréma prasilo

visparigo kongruenci
a®* =a (mod 2)
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§ 24. Eulera tecréma. HApgriezta Ferma tedréma.

Eulera teoréema. Ja (¢, m)=1, tad

a¥™=1 (mod m).

Pieradiju ms. Piegpemsim, ka
a B A
m :}5 g
Tad R
L s 5 _
m)=p" ¢ ... (p=D@—1...r—1)
No Ferma teorémas seko
(av—' —1)| £ jeb a*r—1=p2h,
kur /4, ir vesels skaitlis. Var rakstit formulas

=t =1+ph,
at® ) =(14ph)r=1 —f-pgkl—}-(g)pg 113 +...=14+2%h,

ap?(!,_n =1 +159 ka’ i ai’a—llp—l): 1 +Pa/la'

ROE Foilos 7 5 Iza ir veseli skaitli.

Pedejo formulu var uzrakstit ka kongruenci

a?*~'e-b = | (mod p%)

Ja tas abas puses kapina ar

=1 AT,

tad dabii kongruenci
a"F(mE 1 (mod pa)

Lidziga karta pierada, ka tada pat kongruence pastav ari

moduliem ¢®, . . ., #* Tadé] (§ 20. teor. 2.) ta pastav ari modu-

lim m :?Czqf{-j et rl
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Sis pieradijums nav seviski elegants. Bez tam te izlieto
Ferma3a teorému, ko dabiskak biitu uzskatit ka Eulera teore-
mas sekas. Tade] apskatisim Eulerateorémai vél otru pieradi-
jumu (Horner 1826.g ), kur izlieto teorému par mod m reducéto
atlikumu sistemu (§ 22).

Ja ry, 75, ... ma it n = (m) skait]i, kas sastdada mod m
reduc@to atlikumu sist€mu un (a, m) — 1, tad tadu sistemu sastada
ari skaitli :

a1y, GFayics 5880,
kam jabiit kongruentiem ar pirmas sist€émas skaitliem »,, 7, . .. 72,
bet citada kartiba.- Domasim, ka §is kongruences ir uzrakstitas un
sareizinatas. Ja pe€c tam abas puses dala ar 77, ... 7. (o var,

jo visi ,»“ ir bez kopiga dalitdja ar ), tad rodas kongruence
agﬁ(m)E 1 (mod m),
g. e d. .
Ferma mazo teoremu nevar apgriezt TieSam, ja

a™ 1= 1 (mod m), -

tad nevar secinat, ka s ir pirmskaitlis. Pirmo pretrunigo pie-

meéru ar
m =371 -3 un- a=2

deva Lika (Lucas) 1876, g. Sini piemera skaitlis m — 1 dalds
ar 36, ta tad ari ar 9. No Ferma tedorémas seko kongruence
2% = 1 (mod 37)

Var parliecinaties, ka ari kongruence
29 = 1 (mod 73),
ir pareiza. No abam p&d€jam kongruencém seko formulas
2=—1—1 (mod 37) un . 2=—1= 1 (mod 73),
un no tam kongruence
2m—1= 1 (mod m),
kur m — 37 - 73 nav pirmskaitlis.

Vél vienkarSaks piemé&rs, kas noliedz apgriezto Ferma
tedorému, ir kongruence

ou -si-1={ (mod 11 - 31).



Pareiza ir $ada apgriezta tedréma. Ja (a,m) =1 un
a™'=](modm), bet visas kongruences a*=1(modm)
ar0<b<m—1 nav iesp€jamas, tad m ir pirmskaitlis.

Pieradijumam piepemam pret€jo, ka m nav pirm-
skaitlis. Tad pastav kongruence

¥ =1 (modm) un @ (m) < m—1.

Ar to rodas pretruna teorémas nosacijumam.

Uzdevumi.

1. Ja (@, m) =1, aa’ = bb’ (mod m) un a = b (mod m),
tad ari @’ = &' (mod m).

2. Pieradit, ka divp nesaisinamu dajskaitju summa nevar
biit vesels skaitlis, ja saucgjiem nav kopiga dalitaja.

3. Pieradit,ka (2% 4 1)|274 177 un a'® — a dalas ar 2730.

4, Pieradit, ka 8¢ — 2 - 3» 4 | dalas ar p, ja p ir pirm-
skaitlis.

5 Jaa, b,... k ir veseli skaitli un p ir pirmskaitlis, tad

(@a+b+...+kp=av+ b2+ ...+ £ (mod p).

6. Pieradit formulas:

m m m e e _](mOdﬁ)llamlﬁ
w3 ALk AT e, _{O(modp).jamnedalésarp

@ (a?) = ¢ (a) (modp), ja a nedalas ar p un p ir pirmskaitlis.

7. Pieradit, ka attieciba pret modujiem 7, 11, 13 katrs de-
cimala sistéma izteikts skaitlis ir kongruents ar triju p&d€jo ciparu
skaitli, pamazindtu par pargjo ciparu skaitli.

p (p—1)

8. Ja (a,p) = 1 un p ir pirmskaitlis, tad ¢ 2 4+ 1 vai

p (p—1)
a ® —1 dalas ar p.

9. Ja 2=~ =1 (mod m) un m|p, tad pastav kongruence

2P =0 (mod 2).



V. Pirmas pakapes jeb linearas kongruences.

§ 25. Jedziens par kongruences atrisindjumu jeb sakni.

Ja f(xX) =a, x* 4+ a;, x*+... + a. ir polinoms ar
veseliem koeficientiem un ir sastadita kongruence

f(x) =0 (mod m),

tad atrisinat tadu kongruenci nozimé atrast visus tos skaitjus
X = a, kam f(a) = 0 (mod m).
No § 20. zinam 3adu ipadibu: ja a = 6 (mod m), tad ari

f(a) = f(b) (mod m).

Tas nozim& ka reiz€ ar skaitli @ par dotas kongruences atri-
sindjumu der ari visa skaitju klase

x = a (mod m),

ko uzskata par vienu atrisindajumu jeb sakni. Tad
kongruences f (x) =0 (mod m) atrisinajumu skaitu nosaka ar
derigo atrisindjumu skaitu moduja 2 pilniga atlikumu sistéma.
Kongruenci, kam ikkatrs veselais skaitlis der par sakni, sauc
par identisku kongruenci. Identiskas kongruences pieméru

xP — x = 0 (mod 2)

dod Ferma mazateoréma. Otfrs piem@&rs$ ir katra kongruence
f(x)= 0 (mod m), kam visi koeficienti dalas ar
moduli m Tadai kongruencei algebra atbilst vienadojums,
kam visi koeficienti ir nulles.

Visparigi, kongruenc€m skaitju teorija liela méra atbilst vie-
nadojumi algebra, bet pastav ari ievérojamas atSkiribas. Ta katram
n. pakapes algebriskam vienadojumam ir lie$i » saknes, bet par
katru » . pakapes kongruenci to nevar apgalvot. Piem€ram, pirmas
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pakapes kongruencei
6x = 3 (mod 9)
ir tris atrisindjumi: 2, 5, 8. Turpretim kongruencei
6x = 2 (mod 9)
nav neviena atrisinajuma, jeb saka, ka Si kongruence nav iespé-

jama,

§ 26. Atrisinasanas metodes.
Pirmas pakapes kongruences visparigais veids varétu bt
§ads:
ax + b, = a,x + b, (mod m),

bet to var parveidot vienkarSaka veida, rakstot

(a, — ay) x = b, — b, (mod m),
jeb
Ax = B (mod m),
kur A —a;, —a, un B=05b,— b,. Ja A>mvai B> m, tad
So kongruenci var atvietot ar kongruenci

ax = b (mod m),

kura |a| un |6 nav lielaki par :"i
Lai kongruenci atrisinatu, vajadzétu x vieta likt pec kartas
modu)a m visus kadas pilnigas atlikumu sistémas skaitjus (piem.
1,2,3,..., m) un parbaudit to derigumu. Bet rdaZreiz tada
metode ir parak gaglaiciga, Tadg] jamekl€ citi pagé€mieni.
Var, pieméram, izlietot Eulera teorému (§ 24): ja
(a, m) = 1, tad

a¥P=1 (mod m)
Reizinot abas puses ar 4, sastada kongruenci
a-b-a?" = b (mod m).
Tadel kongruencei

5%
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ax = b (mod )
viens atrisinajums ir

q?(m)— i

x = ba (mod m2).

Si formula noriada, ka kongruence ax =6 (mod m) ir
iesp€jama, ja (@, m) = 1. Bet x apr€kinaSanai ta nav praktiska,
jo jau pie nelieliem a un m skaitlis ba¥ " var iznakt Joti liels.

Pieradisim, ka kongruenc'e ax=25 (mod m) ar (a, m) =1
ir iesp@jama un tai eksisté tikai viems atrisi-
najums,

Tiesam, ja 7, 75, ..., 7o it moduja m reduceta atlikumu
sistéma, tad ari ary, ar, ..., ar. ir tdda sisttma (§ 22). Tade]
viens un tikai viens arc ir kongruents ar 1 attieciba pret
moduli m. No ta seko kongruence

arc b = b (mod m).

un ta tad a(x;, — x,)|m.

Tas nozim€, ka dotajai kongruencei ir viens atrisinajums
X; = r b (mod m).

Ja bez ta eksist€fu vel otrs atrisindjums x,, tad var€tu rakstit
kongruences .

ax, = b (mod m), ax, = b (mod m).
No tam secinatu kongruenci

ax, = axy, (mod m),

Ta ka (a,m) = 1, tad

X; = Xy (mod m).
Ta tad x, un x, atrodas modula m viena un tani pat atlikumu
klas€. Kongruencei ax = b (mod ) ir tikai viens atrisinajums.

Var atzim@t vel 3adu atrisinaSanas metodi. Ja ax = b (modm),
tad

(ax — b)lm jeb ax — b =my,

kur y ir vesels skaitlis, Tadé] kongruence
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ax = b (mod m)

ir lidzvértiga ar nenoteikto vienadojumu
ax —my ==,

kam afrisinaSanas mefodes apskatijam §§ 8.—10 Izlietosim Sis
metodes, lai analiz€tu pirmas pakapes kongruences atseviSkus
gadijumus.

§ 27. Pirmas pakapes kongruences atseviski gadijumi.
l. gadijums. Kongruence
ax =1 (mod m)
ir lidzverliga ar nenoteikto vienadojumu
ax — my = l.
Ja (a,m) = 1, tad vienadojumam var atrast vienu atrisindgjumu
Xor Ve o0 dad .
ax, — my, = 1,
Var sasiadit homogena tipa vienadojumu
a(x —x) —m(y — y5) =0,
kam atbilst kongruence
a(x — x,) = 0 (mod m).
Te abas puses ar a var dalit, jo (a,m) = 1. Tad visi dotas
kongruences atrisinajumi ir izsakami ar formulu
X = x, (mod m).
Ja vél ievéro, ka no formulas
ax,—my, =1

seko (x, m) = 1, tad var izteikt sekojoSu teoremu. Ja(a, m) =1,
tad kongruencei ax=1 (modm) ir tikai viens
atrisindajums x=x,(mod m), un 3im atrisinaju-
mam ar kongruences moduli nav kopiga dalitaja



Ry | §

Kongruences ax =1 (modm) atrisinajumu x,
Eulers sauc par skait]la a sabiedroto (asocieto)
skait|li attieciba pret moduli . lepriek3€ja teorema izteic, ka
katram skaitlima, kas ir relativs pirmskaitlis
ar m, eksist@ sabiedrots skaitlis attieciba pret
moduli .

Ja (a, m) > 1, tad attiecigais nenoteiktais vienadojums un
lidz ar to ari kongruence a x =1 (mod ) nav iesp&jama.

Il. gadijums. Kongruence a x= & (mod ) ar (a,m) = 1.

1. Kad ari (4, m)=1,tad So kongruenci var parveidot iepriek3gja
veida, pareizinot tds abas puses ar lietderigi izveletu skaitli y. Ir
vajadzigs, lai

by=1(mod m) un (ay, m)=1.

Pieradisim, ka tadu y var atrast., Taka (b, m)=1,
tad kongruence
by =1 (mod m)

ir iespéjama. Tai ir atrisinajums y, kam ar moduli » nav kopiga
dalitaja. Ta ka (y,m)=1 un (a,m) = 1, tad ari (ay,m) = 1.

Te seko $5ads slédziens. Ja (a, m)=1 un (b, m) =1,
tad kongruence ax= 56 (mod m) ir iesp€jama,
un tai eksisté tikai viens atrisinajums.

2. Ja(a,m)=1 un (b,m)=d>1, tad nenoteiktajam
vienadojumam
ax—my==o

ir derigi tikai tadi x, kas dalas ar 4. Liekam
X=ld. B b =d b=y,

Tad vienadojumu un kongruenci ar 4 var saisinat. Dabin
ieprieks apskatito gadijumu

at=b,(modm,) ar (a,m) =1, (b,m)=1.

ll. gadijums. Kongruence a x=2>, (mod m) ar (&, m)=d > 1.
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Ja b nedal@s ar 4, tad attiecigais nenoteiktais - vienadojums
nav atrisinams veselos skaitlos, un ta tad ari dota kongruence
nav iespéjama.

Tadél piepemsim, ka |d. Izteicam

b=dbi a=da;, m=dm;.
Tad ar 4 saisinot, dabii kongruenci
a, x==b1 (mod m,) ar (a,,m,) = L.

Si kongruence ir iespgjama, un attieciba bret moduli 2, {as atri-
sindjumi ietilpst visi viena klasé

x = x, (mod m,).
Attieciba pret moduli m = dm, skaitli
X=x;+mt

sadalas d nekongruentas klas€s, par kuyu par-
stavjiem var izvéléties skait]us

X, +my, x,+2my, x4+ 3my,...,x+dm,.
TieSam, attieciba pret moduli » divi skaiti
X, +kym  un - x; + kym,
ir kongruenti tikai tad, ja
ky =k, (mod d,).
Tas seko no kongruences
Xy + kymy = x; + kym, (mod m) jeb ky m, = kym, (mod d m,).

Ta tad, ja (@, m) =d>1 un b nedalas ar 4, tad kon-

gruence
a x = b (mod m)

naviesp&jama Ja bld, tad kongruenceir iespé-
jamaun modula m pilniga atlikumu sistéma tai
irdatrisinajumi.
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Piemérs. 12x=8 (mod 40).

Apzim@sim x = 2£. Tad kongruenci ar 8 var saisinat. Dabi
kongriuenci

3£ =1 (mod 5),
kam atrisindjums ir

£ = 2 (mod 5).
Ja reizina ar 2, tad dabii dotas kongruences atrisinajumu
x=2E=4(mod 10) jeb x=4+ 104

Attieciba pret moduli 40 Sie skaitli x sadalas 4 klas€s, kuyas var

noteikt ar skaitliem
4, 14, 24 un 34.

§ 28. Kongruentu sistémas.
Ir dota kongruencu sist€éma

a, x = by (mod m,)
a, X = b, (mod m,),
kurai moduli 2, un m, ir reld@tivi pirmskait}i t. i,
(mli m2)= L

Ja viena no kongruencém mnav iespfjama, tad ari sist€ma nav
iesp€jama. Tade] piegemsim, ka abas kongruences ir
iesp&jamas. Ja katru no tam atrisina atseviSki, tad dabm

formulas .
x=x,(mod m;) un x= x, (mod m,).

Pirmo atrisin@jumu izteic forma
X=X +my
un ievieto otraja. Tad radisies kongruence
my Y = X, — X, (mod m,)

Ta ka (m,, my) =1, tad 31 kongruence ir iesp€jama, un tai
ir viens atrisinajums

y=y,(modm,) jeb y=y,+tm,
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Ja y ievieto atpaka] formula x = x, 4+ m, y, tad dabi re-

zultatu
X = x; 4+ myy, +tm,m,

Tas nozime, ka dotajai sistémai ir viens atrisinajums, kas
uzrakstams forma

X =x, (mod m;m,), ja x,=x,+ my,.

Vispariga gadijuma, kad (m,,m,) > 1, sist€émas atri-
sindjumi sastdda vienu skaitju klasi attieciba pret moduli 2, kas
ir m, un m, mazakais kopigais dalamais.

Aprakstito metodi var izlietot ari triju vai vairaku kongru-
encu sisttmam ta, ka mekl€ kopigos atrisinajumus ik divam seko-
josam kongruencém.

Apskatisim v&l Gausa metodi kongruencu sistému atrisina-
Sanai. Sis metodes sakumi bijuSi pazistami jau seno kinieSu
autoriem.

Piepemsim, ka ik divi no skaitliem my, m,, .., m,
ir bez kopiga dalitaja. Mekl€sim atrisinajumu sist€mai

x=a, (mod m,)
M X = a,(mod m,)

X=a, (mod m,)

Piezime. Ja izlieto asoci€tos skait]us, tad katru pirmas
pakapes kongruentu sist€mu var uzrakstit tada forma.
Vispirms konstru@sim » skaitlus £,,8,..., & 1a, ka

§,=1(modm,), §,=0(mod m,), §,=0(mod m,),...£,=0(mod m. )

@) §.=0(modm,), &;=1(mod m1,), &;=0(mod m1,),...5,=0(mod m..)

En;:0(mod m), En _U(mod m 3) E,, —O(modms) E,, =1(mod My )
jeb
E ={ 1 (mod mk)
=10 (mod w1 ), ja ik

Tadu skait]u aprékinaSana nav seviski grta. Ja piegem, ka
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=1 (ﬁod my) jeb E=I14+my
un pieprasa, lai &|m, m,...m,, tad dabi kongruenci
(B) 1 +myy=0(mod m,my...my)

un to var atrisinat*). Ja kongruencei (5) viens specials atrisina-
jums ir y,, tad 2
T 1 + my Yy

Par€jos &; aprekina pec tas paSas metodes, un tad dotas
sistemas visparigo atrisindjumu var uzrakstit ar formulu

x=x,(mod m,m,...m,), ja XxXo=a,;8 + a8+ ..+a.8x

Pieradisim, ka §is x nozimes apmierina katru
sistémas kongruenci atseviSki, un ofradi: ja
kads skaitlis x, apmierina sistémas (I) katrn
kongruenci, tad x,=x,(mod m, m, .. ,my).

TieSam, ja liek sist€mas (I) pirmaja kongruencé x vietd x,
un ievero, ka

&G=1 m §=§=...&=0(mod m,),

tad dabt kongruenci
Xo=a, (mod m,)

Tamlidzigi pierada, ka
Xo = ay(mod my), . . ., X;= a,(mod my,).

Ja piepem, ka bez x, sist€mai eksist€ ari atrisinajums x,,
tad var rakstit formulas

Yp=a(modm) unp x,=ag (modm), =12 ... m
No tam seko kongruences
x,=xy(mod m.), i=12,...,m
*) Var ari piegemt & = A, my my . . . ma, un h, aprekinat ta, lai

€, =1 (mod m,). Tad A, ir asociéts skaitlis ar gy my...mn atiecibd pret
moduli »2;.
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Ja izlieto § 20 teorému 2, tad dabtu formulu
X, =x, (mod m, my .. .mn),
ar ko viss vajadzigais ir pieradits.

Japiezimg, ka skaitli &, £, ..., & ir atkarigi tikai no mo-
dulu sisteémas m,, m,, ..., m, bet nav atkarigi no atlikumiem
@y, Gy - .., Ga. Tade] vairakas kongruentu sist€mas ar vienadiem
moduliem var atrisinat ar vienam un tam pasam &, &, .. ., &
nozimem.

Ja moduliem m,, m,, . . ., m, ir kopigs dalitajs un sist€ma ir
.iesp@jama, tad sisteémas kopigais atrisinajums sastada vienu skait]u
klasi attieciba pret moduli m, kas ir skaitlu m, m,, ..., m,
mazakais kopigais dalamais. Tikai Sini gadijuma ir
jalieto jau apskatita pakapeniska ievietoSamas me-
tode. Gausa metodi te nevar izlietot: ja, pieme€ram, modu-
lim m, ir kopigs dalitdgjs ar kadu no atlikuSajiem modu]iem
Mg, Mg, . . ., Ma, tad kongruence (B) nav iesp€jama, un skaitli
g, nevar konstruét.

§ 29. Vilsona (Wilsen) teGréma.

Teorema. Ja p ir pirmskaitlis, tad (p —1)! + 1
dala’s ar p. '

So teorému bez pieradijuma publicdja E. Uorings sava
Meditationes algebraicae” (Kembridza, 1770, g.) un par tas
atrad@ju min€ja juristu Vilsonu (/. Wilson). Pirmo pieradi-
jumu deva LagranZs 1771. g. (sk. § 31). Apskatisim vispirms
Gausa pieradijumu

Ar p=2 vai 3 teorémas pareizibu var parbandit tiesi.
Tade] piepemsim p > 3. Pieradisim, ka tad katram rindas
234 .0, % p—2

skaitlim a turpat rinda ir atrodams asocié-
tais skaitlis x3*a, un daZadiem skait]liem
a atbilst ari dazadi x
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Tie¥am, ja piepem x = a, tad kongruence

ax =1 (mod p)
top par
a®=1 (mod p).

No pédgjas seko,ka (@ — 1) (a 4+ 1)|p. Tade] vai nu (a — 1)| 5,
vai ari (@ + 1)]p. Pirma gadijuma ¢ =1 un otra a = — 1.
Bet tddas @ nozimes 1 un » — 1 augi€ja rinda nav sastopamas.
Bez tam, ja divam & nozim€m a, > a, atbilstu viens un tas pats
x, tad butu
a;x = ay,x (mod p).
Te secinatu
x(a, — ay)| 2.

Bet tas nav iespgjams, jo tiklab x, ka ari a, — a, ir mazaki
par 2.

Tagad saprotams, ka rindas 2, 3, 4, . . ., » — 2 visus skait]us
p—3
2
ikviena para produkts ir kongruents ar 1 altieciba pret moduli p = 3.

Visus parus sareizinot, dabii kongruenci

skaita p — 3 var saistit

paros (p — 3 ir paru skaitlis) ta, ka

2:3-4...(p—2)=1 (mod p).
Ja tas abas puses reizina ar p — 1, tad dabii formulu
(p—DI=p—1(modp) vai (p—1)! 4+ 1=0 (mod p).

Ar to tedoréma ir pieradita
Apgriezta teoréma. Ja skaitlis N=(m— 1)! 4+ 1
dalas ar m, tad m ir pirmskaitlis.
Pieradijums, Piegemsim, ka2 nav pirmskaitlis. Tad m
dalas ar kadu pirmskaitli # < m un m = pm,. Ja N}m, tad ari
N|p. Bet tas nav iesp€ams, jo N ir diva skaitlu summa, no
kuriem pirmais skaitlis

(=== 18 8 5 5 =)

ar p dalas, bet otrs skaitlis 1 ar » nedalas,
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Ta ka tieSa un apgriezta teoréma ir pareiza, tad Vilsona
teor&@ma der par kritériju, lai izzinatu, vai skaitlis » ir pirm-
skaitlis, vai salikts. Lai m butu pirmskaitlis, tad ir
nepiecieSami un pietiekodi, ka (m — 1)! 4 1 dalas
ar m Sis kritérijs ir izlietojams daZos teorétiskos jautajumos;
praktika tam nav lielas nozimes.

Ka Vilsona teorémas sekas var minet $adu teoremu. Ja

4n + 1 ir pirmskaitlis p, tad var konstruét
divus kvadratus, kuyusuyimma dalas ar 2.

Pieradijums, Ja p=4n -+ 1, tad var sastadit 2»
kongruences :

- 4np = — | (mod p)
4n — 1 = — 2 (mod p)
4n — 2 = — 3 (mod p)
2n 4~ 1 = — 2n (mod p).

Ja tas sareizina, tad dabi kongruenci

(27 +12n + 2)...(4n) =(— 1)™(2»)! (mod p)
un
(4n)! = [(2n)!]? (mod p),

kad iepriek3€jai kongruencei abas puses pareizina ar (2x)!
levérojot Vilsona kongruenci

An)! =(p— 1)l = — 1 (mod p),
var rakstit formulu
[(22) ]2 + 1 = 0 (mod 2).

Ar to tedGréma pieradita.

Uzdevumi

1 Atrisinat kongruences : 32x=1 (mod 73), 12x=4 (mod 20),
89x =1 (mod 144), 11x = 81 (mod 85), 72x = 27 (mod 75).
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2. Sadalit skaitli 100 divas da]as ta, lai pirma dala, dalita
ar 5, dotu atlikuma 2, bet otra, dalita ar 7, dotu atlikuma 4

3. Atrast mazako skaitli, kas dalits ar 67, 15, 7, dotu atli-
kuma attiecigi 10, 13, 5.

4. Atrast visus tos skaitlus, kas daliti ar 11 dod atlikuma
3, daliti ar 19, dod atlikuma 5 un, daliti ar 28, dod atlikuma 10.

5. Ar Gausa metodi atrisinat sist€émas:

x =3 (mod 5) X = 4 (mod 5)

=1 (mod 4) un x¥ = 2 (mod 4)
x =2 (mod 7) x=1 (mod 7)



VI. Augstaku pakapju kongruences.

§ 30. Kongruences moduja reducésana,
Piegemsim, ka ir dota kongruence $ada vispariga veida:

Axr + A4+ ...+ 4y =Bx* +Bx* + ...+ By (mod m).
Ja visus loceklus parnes viena pusg, savelk lidzigos locek]us un
katra koeficienta vieta pem kongruentu skaitli ar absoliito

nozimi Q%, tad rodas kongruence normala veida

f(%) = apx® + ax® 1+ ...+ a, =0 (mod m).

Var gadities, ka polinoma f(x) visi koeficienti a,, a,,. .., a.
dalas ar moduli, tad f(x) =0 (mod ) ir identiska kon-
gruence (x vieta var likt katru veselu skaitli). Apgriez-
tais apgalvojums mnav pareizs. Ir  kongruences
fix) = 0 (mod p), kur x vietd var likt katru skaitli, tomer visi
f(x) koeficienti ar moduli nedalas. Viens tads piemérs ir kon-

gruence
x? — x = 0 (mod p).

Pieradisim, ka kongruence
f(x)=0 (mod 2%¢P... %
ir lidzveértiga ar kongruenCu sistému
f(x) =0 (mod 2%
(A) f(x) =0 (mod ¢°

F(x) =0 (mod r%),
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t i. katrs dotas kongruences atrisinajums x,
der ari sistémai (A), un katrs sistémas (A
atrisinajums x, der dotai kongruencei

TieSam, ja 4
fEN2% g .. r Y

Fels  fla? . . o F
Otradi, ja

tad ari

F %S Al ... Felrh

tad £ (x,) dalas ari ar skaitlu %, qﬁ, ey »* mazako kopigo dalamo

paq3 # e rl.

Kongruencu sistemu (A) atrisina ta, ka atrisina tas katru
kongruenci atseviski ar formulam

x=a(mod g%, x=b(mod qB), .+ X =h(mod rl).
Tad atrod kopigo atrisindjumu, kas uzrakstams forma
x = x, (mod % ¢f. .. »").

Lai atrisinatu kongruenci

f(x) =0 (mod m) ar m:pag i

ir japrot alrisinat vienkarSakas formas kbngruence
f(x)=0 (mod pa).
Pieradisim, ka tas atrisinaSana reduc€jas uz kongruences
f(x) =0 (mod p).
atrisinaSanu, Konstat€sim, ka kongruences
f(x) =0 (mod p%)

katrs atrisinajums x, der ari kongruencei



HEEr ] i

f(x) = 0 (mod %" ).

Tiesam, ja f(x,)| 2%, tad ar f(x)|#* ", bet ne otradi. Tas
nozim€, ka visi pirmas kongruences atrisinajumi ietilpst otras
kongruences atrisinajumos, bet ne kairs otras kongruences atrisi-
najums ir derigs pirmajai.
Piegemsim, ka kongruenci
f()=0 (mod p%*)

protam atrisinat, un viens tas atrisin@jums ir
x=a (mod p* ")
jeb ;
x=a+ ",

Meklésim tadas y nozimes, ar kupam iepriekSeja izteiksme
dod ari kongruences

/(%) =0 (mod p%)

atrisindgjumu. Ta tad
fla + y " )=0 (mod p%).

~ Te izlieto Teilora formulu

fatB=f@+hf@+rl @ 2O,

n!

s (n)
kur visi koeficienti /" (a), 1@, L ﬂ(!“) ir veseli skait]i, kad

a ir vesels, Ja ievero, ka
f(a)=0(mod p**),

1

ir vesels un zinams skaitlis. = Sastadito kongruenci

fatp® Y =Cp " 4y @+ D

tad

y flo)
+y° 7 (@ DL — 0 (moa %)
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ar p“' var saisinat. Ja pec tam vel atmet tos locekjus, kas
dalds ar moduli, tad paliek pirmas pakapes kongruence

(XII) C+y.f'(a) =0 (mod p)
Ir iesp€jami sekojoSie tris gadijumi.

1. Ja f’ (a)|p, bet C nedalas ar p, tad kongruence (XII)
un lidz ar to ari kongruence

f(x) =0 (mod %)
nav iespéjama, :
2. Ja f' (a) nedalas ar p, tad kongruencei (XII) ir tikai
viena atrisindjumu klase ;

¥ =y, (mod 2).
Kongruences
f(x) =0 (mod )
atrisinajumam ‘ :
x=a (mod %)

atbilst tikai vie ns kongruences

f(x) = 0 (mod )
atrisinajums
x=a + y,£* (mod p%).

3. Ja f’(a)p un C|p, tad kongruencei (XII) par sakni
der katrs

y=0;L2% .., p=L
Sini gadijuma kongruencém
f(x)=0(mod %) un f(x)=0 (mod p* )
ir kopigs atrisinajums
x = a (mod p* 7).

Moduja reducéSanu parasti sak ar kongruenci

F(x) = 0 (aod p).
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Ja tai saknes ir zinamas, tad ar tikko apskatito metodi var atri-
sinat kongruenci modulim $2, tad modulim #3, .. ., un beidzot ari

modulim %,
Piemeri. 1. Viens kongruences
J(x) =x3 — x2 — 2= 0(mod 7)
atrisindjums ir x,=-—2(mod 7). Atrast kongruences f(x)=0(mod 7?)
atrisinajumu.
Sini gadijuma
a= -2, fla)=—14, C=—2, [’ (x)=3x2—2x un 7’ (a) = 16.
No formulas (XII) seko kongruence
—2 - 16y = 0 (mod 7),
kuyai atrisindjums ir
=1(mod7) jeb y=1+47%
Tade] kongruencei
f(x) =0 (mod 7%
wiena sakne ir :
x=—247(1+4+7) jeb x=5(mod 73).

2. Dotai kongruencei f(x)=x3 — x? —2==0 (mod 7)
vieas atrisinajums x; = —2 (mod 7). Jaatrod kongruences
f(x) = 0 (mod 7°) atrisinajums.

Piegemsim, ka f(x) = 0 (mod 75 atrisin@jums ir

x=Ta—2 ar |aj<?

8o x nozimi ievietojot kongruencg, dabiijam
F) = (7a—2)% ~ (Ta — 2)* ~2 = 0 (mod 7).
Ja atver iekavas un saisina ar 7, tad paliek kongruence
72(a3 — a? + 16a — 2 = 0 (mod 7%

Pazeminam moduli n

4 lidz 7, tad rodas kongruence

! as
Utl?té!;lums
A

BIBLIOTEK




ar atrisinagjumu
a=1(mod 7) jeb a=1-+T%L

Ja 30 a nozimi liek atpaka] kongruenc€ ar moduli 74 un atmek
locek]us, kas dalas ar 74, tad paliek kongruence

7% ¢4 7.16f 4+ 2.7 =0 (mod 7).
Ja saisiﬁa ar 7, tad dabu kongruenci
65¢ + 2=0 (mod 73)
ar atrisinajumu
=153 (mod 73) jeb =153 4 734
Tagad var aprékinat

x=Ta—2=T(0+7)—2=5+72153 + 7%
jeb
t i

XxX=5+472.153 (mod 75),
x= 7502 (mod 79).
Ka blakus rezullatu te var secinat kongruences
f(x)=0 (mod 7°) (n <5H)

atrisindjumu. Piem@ram, jan = 3, tad x = 7502 = —44(mod 7%}

§ 31. Kongruences, kam modulis ir pirmskaitlis.
Tagad apskatisim tikai tadas kongruences
ay X"+ a; x* '+ ...+ an= 0 (mod p),

kam modulis ir pirmskaitlis p, un augstaka locekla
koeficients @, ar moduli nedalas. Tad (a, p) =1, .un no kon-

gruences
a,y= 1 (mod p)

var atrast koeficientam a, ascc'@o skaitli y. Ja ar to pareizina
doto kongruenci, tad augstaka 1ocek]a koeficients top = 1(mod p)-
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Tadé] turpmak piegemsim, ka kongruencEé f(x)=0 (mod p)
augstaka locek]a koeficients ir 1, t i

X =xr+a, x**+ ...+ an.

Teﬁrimé. Ja modulis ir pirmskaitlis p, tad
kongruences pakapi » var samazinat lidz no-
zimei < p—1.

Pieradijums. Ja f(x) dalot ar x* — x dalijuma dabi
4 (x) un atlikuma polinomu r(x) ar pakapi < p — 1, tad ir

sakars
/(%) = (x* — x)q (x) + 7 (x).
No ia redzam, ka kongruences
f(x)=0(mod p) un ~(x)=0(mod p)

dr lidzv@rtigas, t i. abam ir vienas un tas paSas saknes.
TieSam, ja x, ir kongruences

F(x) =0 (mod p)

-sakuoe, tad f(x,)|p. Ta ka péc Ferma teorémas (xi — x))|2,

tad no augséjas identitates seko ari
r(x)lp jeb 7 (x)=0 (mod p).

“Tamlidzigi pierada, ka kongruences » (x) =0 (mod p) katra sakne
ir ari kongruences /f (x) = 0 (mod p) sakne.

Visaturpmaka teodorija apskatisim tikai
tadas kongruences, kam pakape n<p— l.

Lemma. Ja e ir n. pakapes kongruences
f(x) =0 (mod ) sakne, tad kongruenci var uzrak-
stit forma

(x — a) f,(x) =0 (mod p),

kur f(x) ir polinoms ar veseliem koeficientiem
amn pakapi n— L



No algebras zinam®), ka fix) — fla) dalas bez atli-
kuma ar x —a. Tadeé] var izteikt

f) — fla) = (x — a) fi(x)
Ja ievéro, ka f(a) = o (mod p), tad seko kongruence
f(%) = (x — a) /() =0 (mod 7).

LagranZa teoréema. Ja modulis p ir pirmskaitlis,
tad »n. pakdapes kongruencei f{x)=0(mod p) nevar
-biit vairak ka » atrisinajumu.

Par pirmas pakdpes kongruenci- tedréma ir parbandita
jau § 27. Piepemsim, ka teoréma ir pareiza ari 2, 3., .. ., (n — 1)
pakapes kongruencem, bet » . pakapes kongruencei

fix) =0 (mod p)
biitu vismaz » 4 1 saknes
Ay Oy, g, . .4y Gn  UN a,

kur |a| un visi Jox| ar £ =1, 2, . . ., n ir daZadi skait]i un mazaki
ka p. Tad ar iepriek$gjo lemmu var uzrakstit kongruenci

f(x) = (x — a) fi(x) = 0 (mod p),
fi(x) = 0 (mod p)

ir (n—1). pali'épes kongruen@:e, kam péc piep€muma nav vairak
ka » — 1 sakgu. Tas nozime, ka starp skaitliem a,, a,,...,8s ir
vismaz viens tads ax, kas neder Sai kongruencei

Ta ka

Te

Aox) =0 (mod p),

*) Pieradijums Ja fix)=apx” + a2 '+ ... Fa, v+ a,,
tad no formulas ?
. fix)— Aa) - o STk T r—e

SiE)=

redzam, ka fi(x) ir polinoms ar veseliem koeficientiem. No ta seko, ka
fix) — fla) dalas ar x —a.

x—a ol S xr—a Tt gsg



tad var rakstit kongruenci
(ax — a) fi(ax ) = 0 (mod 2).
Ja to saisina ar fi(ax ), tad dabii formulu
a—a=0 -(mod 2).
(ax — a)| 2.

Bet tas nav iesp€jams, jo |ax — a| < 2.

Sekas. - Ja fix) =0 (mod p) ir identiska kongru-
ence, tad vai nu fix) pakape ir p, vai ari flx) visi
koeficienti dalas ar p.

Tas nozime sekoSu. Ja ». pakapes kongruencei f(x)=0 (mod )
modulis ir pirmskaitlis p, pakape n << # un vairak ka » atrisi-
najumu, tad visi kongruences koeficienti dalas ar p.

So piezimi var izlietot Vilsona teorémas piera-
dijumam pec LagranZa metodes (1771. g.). Apskatam
kongruenci

Tade

(x—1D(x—2x—3)...[x—(p— )] — (x»—! — 1) =0 (mod p),

kam pakape p — 2, bet atrisin@jumi skait]li 1,2,3,...,2 — 1
skaita p — 1. Tadg] visi kongruences koeficienti dalas ar moduli.
Starp citu, ari brivais loceklis

(2—D!+1 (2> 2)
dalas ar p. Vilsona kongruences pareizibu tiesi parbauda gadi-
juma, kad p = 2,
Ja n. pakapes kongruencei f{x)=0 (mod p) ir » saknes,
tad saka, ka tai ir maksimalais saknpu skaits.

Piem®&rs. Katrai identiskai p. pakapes kongruencei
xXP — x — pf(x) =0 (mod p)

ir maksimalais sakpu skaits.

Teorema, Ja kongruencei flx)=0 (modp) ir
maksimalais sakgu skaits un f{x) sadalds divos
reizinatajos:
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f(x) = glx) - hlx),

tad ari kongruencém g(x)=0mod p) un
h(x) == 0(mod p) katrai atseviSki ir maksima-
lais sakpu skaits.
TieSam, piegpemsim, ka polinomu f{x), g(x) un A(x) pakapes
ir attiecigi »,k un 7. Tad
n==rk-4j.

Ja vienai no kongruencém
2(x) =0, hix)=0(mod p)

sakgu skaits biitu mazaks par maksimalo, tad otras kongruences
sakpu skaitam jabit lielakam par maksimalo. Bet tas péc
LagranZa teorémas nav iespgjams.

Tagad apskatisim CebiSeva kritériju (1849. g), ar
ko var iz3kirt jautagjumu, vai kongruencei flx)=0 (mod p) ir
maksimalais sakgu skaits, vai mazaks par ». P& porunas f(x)
pakdpe »n ir < p — 1. Tade] x? — x var dalit ar f{x) un dabut
atlikumu R(x), kam pakape ir < # — 1. Tad pastav sakars

X — x = fix) - Q(x) + R(x).

Cebiseva kritérijs. Lai kongruencei fix) = 0 (mod 2)
biitu maksimalais sakgu skaits, ir nepiecie-
Samiun pietiekoSi, ka atlikuma R(x) visi koe-
ficienti dalas ar p.

TieSam, ja kongruencei
/(x) =0 (mod 2)
ir n saknes x,, X,, .. .,x., tad tas visas der ari kongruencei
R(x) = 0 (mod p),

kam pakape ir mazaka ka ». Tade] R(x) visiem koeficientiem
ir jadalas ar p.
Otradi: ja R(x) visi koeficienti dalas ar p, tad

fix) - Q(x) =0 (mod p)
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ir identiska kongruence ar pakdpi p. Tade] tas sakgu skaits
ir maksimalais, un no td seko maksimalais sakpu skaits ari
kongruencei

fix) = 0 (mod p).
Japiezimg, ka
fix)y=0 un @(x)=0 (modp)

atseviSki nav identiskas kongruences, jo to pakapes ir zemakas
ka » un vismaz f(x) un (x) augstdko locek]u koficienti ar p
nedalas.

Piemérs. Kongruence fx) = x®*—x? — 2 =0(mod 7),

Tas sakyu skaita noteikSanai jamekl€ f{x) un x* — x aug-
stakais kopigais dalitajs. Polinoma x" — x daliSana ar fx) rodas
atlikums

R(x) = 7x® + b5x + 10.
Kongruencei 2(x) = 0 (mod 7) ir visas tas pasas Saknes, kas dota-
jai kongruencei f{x) =0 (mod 7). Bet

R(x) =5x + 3 =0 (mod 7)
ir tikai viena sakne

= — 2 (mod 7),
kas der ari dotajai kongruencei. Tade] vairak sakpu nav ari
dotajai kongruencei
x3 — x2 — 2.=0 (mod 7).

Uzdevumi.

1. Atrisinat kongruences: :

x% 4+ x2—1=0(mod 11?); x*—8x® 4+ 9x2 4 9x 4 14 =0 (mod 25);
x'46x3 —8x24 13x+ 5=0(mod 7); x3 — x? — 2x=0(mod 5);
x3 —2x?2 4+ 1 =0 (mod 128).

2. Pieradit tedor@mu: ja p ir pirmskaitlis un par x;, x,
gem visos iesp€jamos veidos divus daZadus skaitlus no rindas
1,2,3,...,p—1, tad

Zx,x, = 0 (mod p).
3. Noteikt, cik atrisin@jumu kla8u ir kongruencei
24 x84 4+ x4+ 1=0 (modp)?



VIl. Otras pakapes jeb kvadratiskas
kongruences.

§ 32. Kongruences kanoniska forma.

Otras pakapes kongruenci ar moduli 2 ap-
skatisim atseviski.

Ja modulis ir pirmskaitlis p, tad kongruences pakapi var
samazinat lidz nozimei <_p— 1. Tade] katra kongruence ar moduli 2
ir lidzvertiga pirmas pakapes kongruencei ar to pasSu moduli.
Ja ir dota otras pakapes kongruence

ax® + bx + ¢ =0 (mod 2) (a, 13, ¢ — veseli skaitli),
tad to var parveidot par
3 ax® 4+ gax — ax + bx + ¢ = 0 (mod 2)
£ ax(x—+1)+ (b — a) x + ¢ =0 (mod 2).
Viens no diviem sekojoSiem veseliem skaitliem x un x4 1 ir
paru skaitlis. Tade] reizin@jums ax (x 4 1) dalas ar 2, un paliek
pirmas pakapes kongruence
(b —a) x+ ¢c=0(mod 2)
jeb citada apzim&juma
Ax -+ B=0 (mod 2),

kur 4 un B ir 0 vai 1.
Ja 4 =0, tad ari B jabit nullei, un x vietd var likt katru
skaitli.
JaA=1 B=0, tad x ir kaut kuy§ paru skaitlis.
Bet ja 4 un B abi ir 1, tad x ir neparu skaitlis.
Turpmak apskaiisim kongruenci

(1) ax®+ bx 4+ ¢ =0 (mod p),
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kam modulis 2 ir nepdru pirmskaitlis (p > 2).
Ja a nedalas ar p, tad (a, p) = 1 un kongruenci var reizinat ar 4a
Tad dabii kongruenci

(2) 4a2%2? | 4abx 4+ 4ac = 0 (mod p),

kas ir lidzv@rtiga ar doto. TieS8am, ja kongruences (2)
sakne ir x, tad no

4a (axs + bxy 4+ ¢) =0 (mod ) un (4a.p) =1
axi -+ bx, + ¢ =0 (mod p).

seko

Ta tad kongruences (2) sakne ir ari kongruences (1) sakne, un,
saprotams, ari otradi.

Kongruenci (2) var parveidot par
: 4622 4 4abx + b? = b* — 4ac (mod p)
i (2ax + b)® = b*® — 4ac (mod p).
Ja apzime
2ax +b=123 un b*— dac=gq

(te 4 nav domats pirmskaitlis), tad dabfi otras pakapes kongru-
ences kanonisko formu

22 = ¢ (mod 7).
Ja tas atrisinajums
3 = 8, (mod %)

biitu zinams, tad kongruences (1) atrisin@jumu x varétu atrast no
pirmas pakapes kongruences

2ax 4 b = 3, (mod %),
kas ir iesp€jama, jo (2a, p) = 1.
§ 33. Moduja kvadratiskie atlikumi.
Ja dota otras pakapes kongruence, piem.

22 =8 (mod 13),
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tad saknes var meklet ta, ka + vieta liek p€c kartas skaitjus
1,2,3,...,12. Ja uzraksta 3o skaitlu kvadratu atlikumus
attieciba pret moduli 13, tad dabi moduja 13 kvadratisko
atlikumu virkni

1,4,9,3,12,10, 10, 12,3, 9, 4, 1.

No tas redzam, ka nav tada skaitla, kura kvadrats, dalits ar 13,
dotu atlikuma 8 = Tad& kongruence 2?= 8 (mod 13) nav
iesp€jama.

Definicija. Visus tos skaitjus ¢, kas nedalas ar
2 un kuriem kongruence 2?=g¢ (modp) ir iespé&-
jama, sauc par modula p kvadratiskiem atlikumiem, bet
tos g, kam 31 kongruence nav 1esp€jama par
modula p kvadratiskiem neatlikumiem.

lepriekSgéja piem&ra modula 13 kvadratiskie atlikumi ir skaitli
1, 3, 4, 9, 10, 12, bet peatlikumi 2, 5, 6, 7, 8, 11.

Noskaidrosim, ka modulim p kvadrdatisku atli-
kumu un neatlikumu ir vienads skaits.

Uzrakstisim visus pozitivos veselos skaitjus, kas mazaki par
modula’ pusi, t. i. skaitjus

x:LZ&“q?;t

2

Kapinasim tos kvadrata un dalisim ar . Tad radisies skaita —g—l
modula p kvadratiskie atlikumi

Ty Por Tas o v Py ye

2
Tie visi ir daZadi. Tiesam, ja pieyem
Fn, dejenel o
tad dabii kongruenci
2=42 (mod ) jeb — ;=0 (mod p).

No tas seko, ka

=7 G+ Dle
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Bet tas nav iesp€jams, jo katrs no skaitliem 7 —j un i 4 ir
mazaks par 2,
Ja skaitlu x rindu turpina pari modula p pusei, tad atkar-
tojas tie paSi kvadratiskie atlikumi, jo pastav formula
(o~ 1)2 = 72 (mod p).

Tadg], ja ignoré gadijumu ¢ — 0, tad modula p kvadratisko atli-

kumu ¢ < p skaits ir?%l. Pargjie £ ; : skaitli ir modula p

kvadratiskie neatlikumi. Ar to ir pieradits, ka kvadratisko atli-
kumu un neatlikumu ir vienads skaits. :

Piezime. Jedziens par kvadratiskiem ailikumiem, resp. ne-
atlikumiem, attiecinams ari moduliem, kas ir salikti skaitli. Tada
gadijuma kvadratisko atlikumu un neatlikumu skaits visparigi
nav vienads. Piem€ram, lai atrastu skaitla 12 kvadratiskos
atlikumus, kapinam :

0,1,23,4,5,6
kvadrata
02, 12, 22, 32, 42, 52, 62
un dalam ar 12, Rodas daliSana atlikumi
0,1,4941,0.

Ta tad modula 12 kvadratiskie atlikumi 0, 1, 4, 9 ir
skaita 4, bet kvadratiskie neatlikumi 2,3,5,6,7,8,10, 11
skaita 8.

§ 34. Eulera kriterijs.

No identitates
(2 — x,)* = x,* (mod p)

var secinat sekoSo. Ja kongruencei x*=¢ (mod p) ir
viena sakne x, tad tai ir ari v€l otra sakne

=0 —X

un x, = x,. Prete€ja gadijuma, kad x, = x,, pirmskaitlis p butu
paru skaitlis = 2x,. Ta tad, ja kongruence
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x? = ¢ (mod )

ir iespéjama, tad kongruences sakpu skaits ir
maksimalais. Tade] no CebiSeva kritérija var atvasinat
krit€riju, ar ko iz8kiy, vai kongruence x® = ¢ (mod p) ir iespe-
jama, vai nav.

Ja kongruence x?=g¢ (mod p) ir iesp€jama un polinomu
x? — x dala ar x? — ¢, tad daliSanas atlikuma R(x) koeficien-
tiem ir jadalas ar 4. Sis nosacijums ir nepiecieSams un
pietieko3s.

Noteiksim atlikumu R(x) ar sekojoSiem parveidojumiem :

: p—1 Pl Dok
xP—x=x(xP-‘—1)=x[(x’) f—gt4g’— 1]
jeb

e I i P P

Pl Pk
Ta ka izteiksme a® — b vienméer dalas ara— b, tadari (x? 2 — g *
dalas ar x® — ¢. Dalot x» — x ar x? — ¢, dabiijam atlikumu

p—1

R(x) = (g% — 1) x.

Varam formulét sekoSu kritériju, ko devis Eulers. Lai
kongruence x?=g¢g (mod p) biutu iesp€jama, ir
nepiecieSami un pietieko$i, ka

o, | p—1

P
(g —1)]p jeb g ?=1 (mod p).
p—1
Piezime. Ja ¢ nedalds ar , tad ¢ ? attieciba
pret moduli pirkongruents vai nu ar 1, vai —1.
To pierada ar Ferma mazo tedor&mu. TieSam, ja ¢ ne-
dalas ar p, tad

g¥'—1 =0 (mod p)
jeb
p—1 p—1

(@® —1)(g% +1) =0 (mod 2).

Ta ka abi faktori reiz€ ar p nedalas (to starpiba ir 2 un 2 ne-
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dalas ar p), tad iesp€jami tikai sekojoSie divi gadijumi. Pirma
gadijuma
e gt
(g2—1]2 jeb g*=1 (modp),
un kongruence x2 = ¢ (mod p) iriesp€jama. Otra gadijuma

p=1

g?® = —1 (mod p),
un, saprotams, kongruence x? = ¢ (mod ) nav iesp€jama.
Piem&rs. Kongruence x? =8 (mod 13) nav iesp€jama,
jo

8% =8 =5=253=(—1)3=—1 (mod 13).

§ 35. LeZandra (Legendre) simbols.

Pirma definicija. Ja p ir pirmskaitlis, kas lie-
laks par2un gnedalas ar p, tad LeZandra simbols
(q)_ +1, ja g ir modula p kvadratiskais atlikums,
2/ | —1 preteja gadijuma.

Otré definicija. Lezandra simbols (g) ir +1 vai —1
un

(q) i
ol mod 7).
i1 oty

Pieméeri. Katrs kradrats #® ir moduja p kvadratisks

atlikums. Tadg]
mﬂ)
i 1.
L3l

Ari (ﬁ) £% bet(P) (—1)7 (mod )
. (:_1)__ + lLjag=4n4+1
31 =l hs—tnis

So rezultatu (tikai citdda forma) ir izteicis jau Eulers.



LeZandra simbola ipaSibas.

1. Ja ¢,=¢, (mod #), tad (%):(}q_;),

t.i. kongruence x2=g¢g (mod p) ir iesp&€jama vai
neiespé€jama reizé visiem skaitliem ¢, kas
atrodas viena un tanipat modula p atlikumu
klas@.

Pieradijums. No ¢, =g, (mod p) seko kongruence

p—1 p—t

9,2 =gq,° (mod ) jeb (qp—l) - (%)E 0 (mod p).

Si kongruence ir iesp&jama tikai tad, ja simboli (%) un (%) ir

vienlidzigi. Preteja gadijuma dabu kongruenci
2 =0 (mod p),

kas nav iesp€jama, jo p > 2.

2. Ja ¢g=qg,(mod p), tad (%) = (%) (%)

Ar S0 teorému katru LeZandra simbolu var izteikt ar tada
simbolu (}%) produktu, kur ¢ ir pirmskaitlis. -
Pieradijums lidzigs iepriek3€jam. No

9 = ¢, ¢; (mod p)
seko

G T o ok ik (g) — (%) (2)=0 @mod .

Si kongruence ir iespgjama tikai tad, ja

B-CG)=0 = O=()C)
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Sekas. Ja ¢, un ¢, abi ir modula p kvadratiskie atlikumi
vai abi neatlikumi, tad reizinajums ¢, ¢, ir modula p atlikums,

Specidla gadijuma
==+

§ 36. Gausa lemma.

Lemma. Ja g nedalds ar p un rinda

—1
) 19,20,3¢, ... 25— ¢

ir p skaitli, kas, daliti ar p, dod negativus atli-

kumus ar absoliito veértibu < }é, tad LeZandra

simbols
2): =t
@)=
Pieradijums. Ja rindas (I) visus skait]us
i (i S pgn s ?’—;1)

dala ar p, tad dabi P—z—l atlikumus, un no tiem neviens nav
nulle. Katra atlikuma absoliita vertiba ir mazaka par ‘?, ta tad
ta ir g”%‘. Ik diva atlikumu absoliitas vérti-
bas ir dazadas. Tie3am, ja piepem pret€jo:

Inl=lnl 1<i<i<ts
tad seko vai nu

n=r, 19=jq(modp), ¢G—j |l un (—j |z

vai arl

7



=08
ri=—r, ig=—jg(modp), 9G+jlz uw (+ |2

Bet neviens no abiem gadijumiem nav iesp&jams, jo tiklab i —j,
ka ari i+, ir mazaki par p. Tade] saprotams, ka atlikumu absoliitas
nozimes

L6V " " O LA
2

ir citada kartiba skaitfi 1,2, 3,..., 25"} Ja sastada kon-

=

gruences :
lg=r, (mod p)
29=r, (mod 2)

------

—1
‘éﬁ?— q _:_J'lﬂ (mod ),
s

un tas sareizina, tad seko formula

77 = (7Y -

Saisinot ar (P ; ])!, dabii

E___j'.
9% =(— 1" (mod )
jeb

(g) = (= D" (mod 2).

Ja ievero, ka skaitlis

(9=

ir 2, 0, vai — 2, bet tas dalas ar » > 2 tikai tad, kad
2) —(—1 A 0
() - 1*=0

({-

Gausa lemma ir pieradita.

tad seko formula
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Izlietojumi. 1. Ja ¢ = — 1, tad rinda (I) visi locekl]i

dr negativi un to absoliila vertiba << j-; Tade]

S pe=1
p=5—

S 1) : pzll'
)60t
Gadijuma, kad ¢ = 1, tad p ir 0 un

(-

2. Aprékinasim ar So metodi ari simbolu (;)
~Ja ¢ = 2, tad rinda (I) top par rindu

an Lezandra simbols

1.2, 2.2, 3.2 . ..,k.2,...,p—;1.2,

%uga visi skait]i ir mazaki par p. DaliSana ar p negativus atli-

umus dod visi tie skait]i £.2, kas lielaki par 2.

Ja p=4n 4 1, tad tadi & ir skaitli

w41, n+2,...,2,
%o skaits ir » —_——ﬂ%l.
Ja p=4n + 3, tad

k=n—+1, n+4+2,... 2n+ 1.

“Tadu skaitlu % skaits ir »n 4 1 =1—b—1——1. Izlietojot Gausa lemmu,
war rakstit formulas :

p—1
(2_)_ (="', ja p=4n41

s P+
(=)', ja p=4n+3.



— 100 —

Abus rezultatus var apvienot sekojo3a veida. Ja p = 4n+1,

tad P—'é;l ir neparu skaitlis, bet ja p = 4n- 3, tad 1’;—1 ir

neparu skaitlis. - Visam veselam skaitju a un » nozimém der
kongruence
a=(2n + 1)a (mod 2).

Ja to izlieto, tad var rakstit pirma gadijuma formulu

ol R B ot S

bet otra gadijuma

Il

p=2711 —Pi" 221 (mod 2),

Tagad abus gadijumus var uzraksiit ar kopigu rezultatu

R
p=LF— (mod 2).

No Gausa lemmas secinam formulu
pi—1

{-c

Attieciba pret moduli 8 katrs pirmskaitlis p > 2 ir iztei-
cams ar vienu no 4 sekojosam formam :

8:+1, 8un—1, 8n-+3, 8u-— 3.
Var parliecinaties, ka divos pirmajos gadijumos kapinatajs
A
——8—1 ir paru skaitlis, bet divos ped€jos — neparn skaitlis.
Tade] var izteikt teorému: LeZandra simbols

(g)_ +1, ja p=8un+1
P/ |—1, ja p=8n-+3

To atradis LagranZs 1775, g.
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§ 37. Pirmskaitju reciprocitates (savstarpibas) likums.

Teoréema. Ja p un ¢ ir divi pirmskait]i kas
abi izteicami forma 4 — 1, tad viena no kon-
gruencém

(o) x?= ¢ (mod p)
() x?=p (mod gq)

ir iesp€jama, bet otra nav iesp€jama; ja vis-
maz viens no abiem pirmskaitljiem ir forma
4n 4+ 1, tad dotas kongruences abas reizé ir
iesp€jamas vai reiz€ neiesp€jamas.

Var parbaudit, ka ar LeZandra simboliem te6réma uz-
rakstama 3adi:
Pt =t

(X1 (g)(%)z'(—-l) S )

Teorému atrada Eulers 1783. g, bet to pieradit vigam
neizdevas. Ari LagranZam neveicas. LeZandrs izteica
teorémau ar formulu (XIII) un deva ari nepilnigu pieradijumu,
izlietodams toreiz vel nepieradito Dirichlé teorému par aritme-
tisko progresiju (§ 1). Pirmo pieradijumu deva Gauss 1796. g.
Lidz 1818  g. tam sekoja vél 7 citi Gausa pieradijumi. Miisu
diends ir jau ap 100 daZadu pieradijumu; no tiem lielaka dala
izlieto Gausa lemmu. M@ apskatisim Zellera pieradi-
jumu (1872. g.), ko parlabojis Frob&niuss 1914, g.

Kongruendu (a) un (8) iesp€jamibu vai neiesp&jamibu iz8kir
skaitlu rindas

—1
(l) q! qu 3?) vty x?, LU ) 2"2‘_* q

un

@ 2% 3 ayp . s

Ja pirmaja rinda ir p skaitli x¢, kas daliti ar 5, dod nega-

?

tivus atlikumus ar absoliito vEriibu mazaku par > bet otra rinda
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v tadi skait]i yp, kas daliti ar ¢, dod negativus atlikumus as

absoliito vertibu << —g, tad, ka zinams,

(g)_—_(—u)“ un (g)z(--l)".

No ta seko
@)=

Ja izradisies, ka p 4 v ir neparu skaitlis tikai tad, ja abi
pirmskaitli  un ¢ ir forma 4n — 1, tad tedréma biis pieradita.

Dalam rindas (1) katru locekli
xq (x =1, 2,...,11-'2:!)
ar p. Dabiijam formulu
xXg=ap-+n
kur » ir daliSanas atlikums. Varam izteikt
¥ = XxXq — ap. .
Ja atlikums » ir negativs, bet » absoltita vertiba ir < %,‘

iad var rakstit formulu
—L<r<o g —L<z-—a<o
No tas seko nevienlidziba
@<m+£
kuya liekot x<§' dabil formulu

qg-+1

1415 b a<ii

ap <

Redzams, ka a ir viens no skaitliem



un o vieta.var rakstit y. Tad dabii nevienlidzibu

1) —L<xg—yr <o,
kam ir p veselu atrisindjumu.pagu

X, ¥ (0():(%5 un 0<y<g).

Li&zigi karta no rindas (2) dabi nevienlidzibu

@) —I<ywp—x <o,
Tai ir v veselu atrisinajumu paru

?

X, ¥ (0<x<§ un 0<y<%).

Nevienlidzibas (1°) un (2*) var apvienot par nevienlidzibu
- IR
(3) 52y — 94X <%
kam ir p 4 v veselu atrisinajumu paru
? P
X541 (]<.x:<2 un 0<y<2.
Ja x un y vieta ieved jaunus mainigos

(4) x’=}%l-—x un’y'=2i2jvl—y,

tad redzams, ka x’ mainas tadas pat robeZzas ka » un y’ tadas
robeZas ka y (tikai apgriezta kartibd). No ta seko, ka reiz@&
ar atrisinadjumu x, y mnevienlidzibai (3) ir ari
atrisinajums x’, y’. Par to var parliecinaties, ja nevien-
lidziba (3) & un y vieta liek .



— 104 —

ik 8 5
2

S X

2
Tad ar nelielu parveidojumu dabii tadu  pat nevienlidzibu ar

x' un y’. Ta tad nevienlidzibas (3) katram atrisinajumam
x, y ar transformdciju (4) var piesaistit tas paSas newienlidzibas
otru atrisinajumu x', y’, Acimredzams, ka dazadiem =z, y atbilst
ari daZadi «', y’. Tade] vispariga gadijuma nevienlidzibas (3)
visus atrisindgjumus var apvienot pajos. Tas nozimé, ka atrisina-
jumu skaits p + v ir paru skaitlis. No ta seko formula

BE-+

kas izsaka simbolu (?) un C%) vienlidzibu.

Iznémuma gadijums ir tad, ja starp (3) nevienlidzibas p 4-v
atrisinajumiem atrodas tads atrisinajums x, y, kas ir saistits_pats
ar sevi. Tad pastav vienlidzibas

’ 1

un P

Lol R =9

Ar tam no formulam (4) seko, ka abi pirmskaitli p un ¢ ir forma
4n — 1. Sini gadijuma g 4 v ir neparu skaitlis. Tade]

HH=-

t. i simboliem (‘:—;) un (}i) ir pretejas-zimes. Ar to reciproci-
tates likums pieradits.

Apskatisim vEl sekoSu pieradijuma varidciju. Nevienlidzibas
(1*) un (2*) ir lidzvertigas sist€émam :

(1*) {xq_yp+§<0
xg —yp <0
un :
q
@) {xq—yp—§<0
xq — yp > 0,



—:105. —

kam atrisin@jumu skaitu p un v pec EizenSteina (Eisenstein)
parauga (1844. g.) noteiksim ar feometrisku metodi.
yl

Q R

%
Zim, 3,
Attélosim (zim. 3) Dekarta koordinatu sistéma taisnes:
' 0 —yp=20 (0)
g —yp+5=0 (a)
xq — yp — % =) (®)

Pirma taisne (o) iet caur koordinatu sakumu un punktu (]-;, g), otra

(a) — tai paralléli caur punktu 4 (0. %) un tresa (b)) — ari pa-
ralleli caur punktu B(%, 0).

No analistiskas geometrijas zinam: ja taisnmes vienia-
dojuma A4xr 4+ By+ C=0 kreisa pus®& ieliek to
punktu koordindtas (r, y), kas atrodas vienpus
taisnes, tad polinoma 4Ax+4 By + C vertibas ir
ar vienadam zim@&m. Liekot taisnes (a) vienadojuma
kreisa pusé sakuma punkta O koordinatas (0, 0), dabi skaitli



— 106 —
g> 0. Bet liekot taisnes (o) vienadojuma kreisa pusé punkta 4

koordinatas (o. 1), dabll skaitli — £.<0. Tade] visi punki

2
(x, y) ar
g —yp >0

atrodas taisnes (a4) taja pus€, kur ir koordinatu sakums, bet visi
punkti (x, y) ar
g —yp <0

atrodas taisnes (o) taja pusé, kur punkts 4. Ar to ir pieradits,
ka sistémas (I®) visi veselie atrisinajumi

(4, ) o<r<% u 0<y<9)

ir tie punkti ar veselam koordinatam, kas atro-
das taisnsstiiri POQR starp taisném (a) un (o).
Minetais taisnsttiris POQR noteikis ar taisném:

Tamlidzigi sprieZot, var noskaidrot, ka sist&mas (2°)
visi atrisindjumi x, y ar to pasSu blakus nosa-
ciljumu geomeliriski attélojas ka veselu koor-
dinatu punkti starp taisn€m (o) un () taisn-
stiiri POQR.

Punkti uz taisnstija POQR malam nav lidzi skaitami, jo
miis interes€ tikai tie veselo koordinatu punkti (v, y), kam
Ot x <§ un 0<y<%. Taisnstira POQR iekSpuse tadu

punktu ir pavisam

e

2 2

2—1 ¢g—1

Tie sadalas pa diviem kongruentiem taisnlepka trijstifiem un
vienu seSstiiri starp taisn€m (a), (), kura ir p + v punktu. Ja
viena no taisnlegku frijstiiriem ir » punktu ar veselam koordina-
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tam, tad ari otra ir tikpat daudz punktu. Tade] var rakstit
formulu :
—1 g—1
P___z : .q—z =p+v+2n
jeb
v=221.2-1 noq 9
23 + = 9 * 9 mo .

No ta seko formula

Hit e n e o yeoT,

un tedoréma ir pieradita.

Piezime. Taisnstiifa POQR katra iek3gja punkta piede-
riba pie mingta trijstira vai 6-stiya ir pilnigi noteikta, jo uz
‘taisném (a), (b)) un (0) neviens veselu koordinatu
punkts nevar atrasties. TieSam, taisn€m (@) un (4) brivie
locekli ir dajskait]i, pargjie koeficienti ir veseli. Tade] uz §im
taisn@m vispar nav punktu ar veselam koordinatam. Uz taisnes
(o) var atrasties tikai tadi veselu koordinatu punkti (x, y), kam

2

i
£ S
jeb
x:})t un y:qt (t=0’i11i2,i—-")'
Bet no tiem neviens nav taisnstifa POQR iekSpusg.
Piemérs. Kongruence
22 = 5124 (mod (22' + 1)).

Jautajumu par 3is kongruences iesp€jamibu var gan noskai-
drot ar Eulera kritériju. Tomé@r €rtaki izlietot iepriek3gjo tedrému
un LeZandra simbola ipaSibas.

Ta ka 22 4 1 ir pirmskaitlis p — 65537 = 4n + 1 un
5124 == 22. 3. 7. 61, tad var rakstit LeZandra simboliem seko3us
parveidojumus:
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| — p—
N B R
h —

L

T et
|0
‘-o--/w

Il

ok

-

hS

— !-—[-/ o
{
S
i

)~~~ (B~

o (G)==()6)=(
] 2l A
No tiem seko, ka simbols

2= 0E) = ¢v.—n.c-n. et

Tade| dota kongruence nav iesp€jama.

fp—
]

§ 38. Atrisinasanas metodes.

Ja kongruence
) X* = ¢ (mod 2)
_ir iespgjama, tad no Eulera kriterija seko formula

p—l

(XIV) 9 2 =41 (mod 2),

ar ko sekojoSos gadijumos var atrast kongruences saknes.
I. Ja p=4n + 3, tad formula (XIV) identiska ar formulu

g™t =1 (mod »).
No tas seko kongruence
ge=gq(mod p) jeb  (¢*)=g (mod p)

Redzam, ka dotas kongruences atrisinajumi ir

P+t
X = -+ ¢*+ (mod 2) jeb x=+q¢ " (mod 2).

Sadu atrisinaSanas metodi ir pazinis jau Lagranzs.
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Piem&rs. Kongruences x® =5 (mod 11) atrisindjumi ir
x=-+ 5% (mod 11) jeb x= + 4 (mod 11).

I. Jap=8n -+ 5 un kongruence (1) ir iesp€jama, tad
no formulas (XIV) seko kongruence

q4n+3 PR L jeb (q’“""‘ —1) (g*+1 4+ 1) = 0 (mod p).

Pédeja kongruence satur divus faktorus, kuyu starpiba ir 2. Tadél
abi faktori reiz€ ar p nedalas. Ir iesp&ami sekojosi divi(Il* un II*)
gadijumi,
HAs ¢*tt —1 =0 (mod p).
Tad
(¢°1')? = ¢ (mod p)

un dabii LeZandra atrasto formulu

p+3
x=-+g¢ ° (mod p).
|} 28 g+ 4 1 = O(mod p).
Tad
Bid3. s
g1t =q * = — q(mod p).
Zinam, ka
SRy 2
2 Z_E(—) (mod p) un (—) =—1 ja p=8n+4 5.
2 ?
Tade] var rakstit kongruences
=t pis\2
2 =—1(mod p) un (q E')——_—:—-q(modp).

Ja tas sareizina, tad seko formula

et e 1
(2 Y )Eq(mod ?):
Redzam, ka dotas kongruences (1) atrisin@jumi ir

1 p+3

r=5(49) ° (mod p).

ool
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Pédéjo formulu ir devis anglu auiors Poklingtons
(Pocklington) 1917. g.

Piem&rs: x?= 20 (mod 29).

Ta ka

G—g): (2%) g (g) =itd un g+ =207=1 (mod 29),

tad dota kongruence ir iesp€jama un atbilst gadijumam (I1I*).
Izlietojot LeZandra formuln, dabii rezultatu

x=+ 20 =+ 7 (mod 29).

Kongruences x? = ¢ (mod p) vispariga atrisindjuma formu-
las ir atrastas ari daZam citam modula » formam. Ja 7 un ¢ ir
lieli skaiti, tad praktiskas nozimes Sim formulam nav.

Praktika daudz @€rtaka ir Gausa metode, ko sauc ari par
izslégSanas (ekskludentu) metodi. To tagad apskatisim.

Ja kongruence

(N xézq (mod 2)

ir iesp€jama un tai ir viena sakne x,, tad tai ir arl otra sakne
#— x;. Viena no abam sakn€m ir mazaka par modula pusi.
To varétu atrast, ja izm@ginatu skaitjus

@) x:LZ&”qE@)

(3) xX¥=gq 42y
No ti izieic

SR
Y= 8
Ja x<‘% tad redzam, ka y < %, t. i, y ir viens no skaitliem
(4) y=0, 14,2 3L(§)

kas visi japarbauda. Tagad, salidzinot ar rindu (2) parbaudamo
atrisindjumu skaits ir uz pusi samazinajies (ja p — 5). To var vél
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vairak samazinat, ja no rindas (4) izslédz tas y nozimes, kas ne-
der vienadojumam (3). Izsl€gSanas metodi noskaidrosim ar se-
koSu pieme@ru, ko devis Gauss sava , Disquisitiones Arithmeticae*.

Piemers. x*= 22 (mod 97).
LeZandra simbols

(57)=(2)(e) = (1) = () = (Gt) () == ==+
Tade] dota kongruence ir iesp€jama.
Ja to parraksta forma
x2 =22+ 97y,
tad y ir viens no skaitliem
(5) PO 20030 4%

Lai visi Sie skaitli nebfitu japarbauda, meginasim nederigos y
izslegt. No vienlidzibas

x?2 =22 4 97y,
var secinat kongruenci
x2=22 4 97 y (mod &),

kur par moduli # var izveléties katru veselu skaitli. Ja skaitlis #
ir moduja £ kvadratisks neatliku'ms, tad kongruence

x2= n (mod %)
nav iesp€jama, un no rindas (5) var svitrot tos y, kam
22 4+ 97 y = n (mod &).

Modulim 2- kvadratisku neatlikumu nav. Ja par moduli
izvélas # = 3, kam ir kvadratisks neatlikums » = 2, tad no

kongruences :
22497 y=2 (mod 3)

atrod -
y=1 (mod 3).
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Ja izvelas # = 4, tad » ir 2 un 3. No kongruencém :

s 22 4+ 97y =2 (mod 4), 22 497 y =3 (mod 4)
abi
y=0(mod 4 un y=1(mod 4).
Beidzot, ja piepem 2 =25, tad # ir 2 un 3, un atbilstoSo kon-
gruenCu atrisin@jumi ir
y =0 (mod 5) un y = 3 (mod 5).
Ja norindas (5) izmet visus skaitjus, kas =1 (mod 3), vai
= 0(mod 4), vai =1 (mod 4), vai=0 vn 3 (mod 5), tad, pari

paliek tikai Cetri skaitli
y=2,6; 11,14

Tos parbaudot par derigu izradas
=1l
22 + 97 .11 = 332
atrod dotas kongruences atrisindjumu
X = -+ 33 (mod 97).

No vienlidzibas

Piezime. Var pieradi, ka skait]iem p*un 2p%ir tie
paSi kvadratiskie atlikumi, resp. neatlikumi, bet
modula p* ¢ katrs neatlikums ir reizé ari mo-
dula p* vai ¢ neatlikums. No ta seko, ka par moduli £
ir vérts izveleties tikai pirmskaitlus un to pakapes.

§ 39. Jakobi (Jacobi) simbols (g)

Jakobi (Jacobi) simbolu var uzskatit par LeZandra
simbola visparindjumu.

Definicija. Ja (P, @)= 1 un P ir neparu skaitlis
= pPrPo-+ Pn, Kur py, Py, ... pa ir vienadi vai dazZadi
pirmskait]i, tad Jakobi simbolu (%) defin€ ar Le-
Zandra simbolu (%) produktu, t. i

9= (9
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Noskaidrosim Jakobi simbola (%) nozimi kvadra-

tiskas kongruences x?=( (mod P) atrisinaSana.
Piepemsim, ka (P, =1, P=p,5,...0. ir nepau
skaitlis un kongruence

x?= () (mod P)
- ir iesp&jama, Tad reiz€ ar to ir iesp€jamas ari kongruences
X=Q modg), X=0Q modz),...x*=Q (modz,).

Tade] visi attiecigie LeZandra simboli ir ar ve€rtibu + 1. Ja tos
uzraksia un sareizina, tad seko, ka Jakobi simbols :

5=+
Sis nosacijums ir gan nepiecieSams, bet nav pietie-

koSs, jo apgriezta tedoré&ma nav pareiza Tie-
$am, ja simbols

B)=G)G) - G) =+

bet atseviSki reizinatdji paru skaita, piem. (Q) un (;;))lr negativi,
1

tad nevar atrast veselu skaitli x {3, ka x* — () dalitos ar p,, resp.
Py un vél jo mazak ar P. Tadeé] kongruence x? = () (mod P)

nav iesp&€jama. Dabiijam sekoSo: ja simbols (Q) =41,
tad kongruence x2=¢ (mod P) var biit iesp&jama,
P
tad kongruence x*=() (mod P) nav iespéjama.
No definicijas seko, ka (Q) ir+ 1 vai—1 un(@) + 1.

var ari nebiit-iesp€jama. Turpretim, ja(Q)=—],

P
Jakobi simbola ipadibu noskaidroSanai ir vajadziga seko3a lemma
Lemma. Ja

P=pps.. -Pn,
tad

1?_'2— £ (mod 2)
==
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un

wt =1 Pr—1
Seoan gl i

(mod 2).

Pieradijums. Izlietosim no algebras pazistamo Vijeta
(Viéte) identitati:

(x+a)(x+ay)...(x+a)=x*4@;,+a,+ ...4a. ) x4 .
+ (@48, + @185} ...+ Gua@n ) X* 2+ ...+ ayay... an.

Ar to var pamatot formulu

Pepipye-po =0+p—Dl+ps—1)...0+2—1)

jeb

3 1,n
P=1 —I—;L(zbi e Ry g fj(zbi =Lt

Ja ievero, ka visi ,p“ ir neparu skait]i, tad katrs (p; — 1)|2, un
var rakstit formulu

7
P T B (i aa Dtk
=1 :

kur % ir vesels skaitlis. Ja dala ar 2, tad seko formula

/]
Lt reden i

ar ko lemmas viena dala pieradita.

Tamlidzigi pierada lemmas oftru dalu. Ja ievero, ka katra
neparu skaitla kvadrats pamazinats par 1, dalas ar 8, tad no
identitates

P =+ -1D0+HB—1D...0+2 =1
jeb : :
P=1+2 (4~ N+ ;‘%‘:’,(p?—n (H=N+...

seko formula

Bki

#n ; "oadi ;RS
e g DL e L s e Dl
=1 =1 8 8
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L Ey e S 1N {(—1\:f2 :
Aprekinasim Jakobi simbolu (ﬁ)' ("F)' (?5) nozimes:
No (%) definicijas seko:

)=+
BI-GG)- 69

ﬂ iy
l—--i Py —1 Pp —1 X 2

__.( 1) TN (_1) B (—-I) s _( 1):.._1

un

Ieverojot lemmu dabi

Analoga karta atrod

B ()=
G-

Tagad apskatisim sekojoSas Jakobi simbola ipasibas.

Ta tad

1. JaQ,=0Q, (mod P), tad (%):(%!)

Pierddijums. Ja P=p, p,...pa,tad no Q,=Q,(mod P)
seko kongruences

Q, = @, (mod 7)), @, = @y (mod 2,),.. ., Q, = @, (mod 2, ).

Izlietojot LeZandra simbolu ipaSibas, var rakstit formulas:

G- (9= ©)-)


file:///pj~/pj

i 11 et

Tas sareizinot, dabii formulu

(&)z(Qg} :
P i
Lidzigi pierada ari sekojoSu ipaSibu.

2. Ja Q=Q, Q, (mod P), tad (g-)-_—(%) (%
. § Reciprocitates likums. Ja P un  ir neparu
skait]i un (P, Q) =1, tad
B@=co"~
PN :
Pieradijums. Piegemsim, ka
” : m
P=pips...pa=1p um Q=g ga .+ -qu=1g;,
bt | =

kur #; un g; ir pirmskaitli. Tad (%)(%) aprekina ar sekoSu

parveidojumu :

Pi =1 ‘l.i —d

(065 ()G =g '

#op—1 M g—)

(%) (g) b 1)"2‘T = J_'".

levérojot' lemmu, dabiu

jeb

(9 (=™
Bl D = 3
Ar 5o for:hulu izteic

P—1 Q-1

(9"
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Ming&tas ipaSibas izlieto Jakobi un. LeZandra simbolu
aprekinasana.

Piem&rs. Kongruence x’—Q(modP) ar Q=2371
un P = 5971.

P un Q ir nepiju skaiti Ar Euklida algoritmu
var parliecinaties, ka (2, ) = 1. Tade] var izlietot ieprieks€jas
ipaSibas un aprékinat Jakobi simbolu sekojosi:

&)~~~ (5~ (B
=~ (sz0) (i2m) = (zz0) =~ (57) =~ (&) =(¥")
(?)) (Tll) e

Rezultats liecina, ka kongruence x? = 2371 (mod 5971)
mav iesp€jama.

jeb

4 JakobisimbolaipaSibuizteic ar formulu

9~
P)—\P34Q/)

Uzskatot 2 ka mainigu lielumu x, kas ir nepdagu
skaitlis un relativs pirmskaitlis ar @, t. i. (¢x)=I,

dabii aritmétiska funkciju F(x) = (%) Pieradisim, ka /{x) =(g)

ir periodiska funkcija arperiodu 49, t i
Q@ \_(Q
()= ()

Q=(-=1».2"T7,

Piegemsim, ka

kur 7 pozitivs mepaju skaitlis, a ir 0 vai 1
un b ir vesels pozitivs skaitlis vai nulle. Tad
var rakstit formulu


file:///237lJ~
file:////229}
file:////229
file:///1229/
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1 x—1 T—1

(%) =(;3cl) (i)b (§)= T B

Ja x vieta liek x + 4Q un ignoré faktoru (-1)*, tad dabi
formulu

()= 0™ ¥ o FEERG

Ta ka (4Q)|7, tad

E59-3)

" ¢ 1@ @ ) I B S St
Redzam, ka simboli (x) un (x 40 tieSam ir vienlidzigi.

Mingto ipasSibu izlieto simboliska vienadojuma

£
atrisinasanai.
Si vienadojuma visi . atrisindjumi ir mekl&jami starp tiem
neparu skaitjiem
1,3,5 7,...,4Q—1,
kam ar () nav kopiga dalitaja.

Piem®&rs. (Z)zl.
X,

Neparu skait]i, kas mazaki par4.8=28 un relativi pirmskaiti
ar 7 ir sekosi:

1, 8, 5,9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27.
Tos parbaudot, atrod, ka (ch'):l tikai taél, ja -
x=1,379, 19, 25, 27.
Tadé} vienadojuma (f-t) — 1 atrisingjumi ir

x=1,3, 9, 19, 25, 27 (mod 28).
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Uzdevumi.
1. Atrisinat kongruences :
x2 4 15x 4+ 18 =0 (mod a),
3x2+ 25x + 38=0 (mod 53);
4x? — x4+ 1=0(mod 24);
x?= — 229 (mod 641);;

ja g 12, 19,20
5x?—3x—2:=0(mod 12);
x2—3x—6=0(mod 12);
x2=1135 (mod 2311).

2. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x? — 67 y = 3.
3. Noteikt, kuriem pirmskaitliem LeZandra simbols

G- - G

=i =+

p

4. Kuriem skaitliem a kongruence x2=512 a (mod 65537)

ir iespgjama ?

5. Noteikt moduja 60 kvadratiskos atlikumus.

6. Atrisinat vienadojumu (1—_3):-—1

7. Pieradit teorému: jaQ) =4n 41, tad skaitja x

funkcijai (xQ) irperiods 20Q.

8. Pieradit, ka formas x? — Qy2 katrs dalitajs ir viena-

dojuma

(-1

atrisinajums.



VIll. Pakapju atlikumi.

§ 40. Jedziens par skait|a piederibu eksponentam.

Moduja m pilniga atlikumu sistéma sastav no m nekongru-
entiem skaitliem. Tadg], ja p >> m, tad rinda

P

&, 8% abi..0a

atrodas vismaz divi skait]i
a un a, T <t p,

kas kongruenti attieciba pret moduli m. Ja (e, m) =1, tad
kongruenci ‘ :

a =4 (mod m)
ar @ var saisinat, un dabii kongruenci

alzl(modm),
kur A=7i— . Ta tad rindd@ a, d@% a% ..., atrodas
skaitlis a*, kas dalits ar m dod atlikuma 1.

Ja a ir relativs pirmskaitlis ar moduli m, t i. (a, m) = 1
un 2 >0 ir mazakais kapinatajs, kam

a*= 1 (mod m),
tad saka, ka pamats @ pieder eksponentam % attieciba

pret moduli ».

Ja

a = b (mod m),

tad ari -
a* = b* (mod m).

Tas nozime, ka attieciba pret moduli m visi
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vienas klases skait]i pieder vienam wunm tam
paSam eksponentam.
No Eulera tedrémas

a?(m’zl (mod )

k< p (m).

seko, ka

Gadijuma, kad
k=g (m),

tad @ sauc par moduja m primitivo sakni.

Jedzienu par skait]a piederibu eksponentam ir devis Gauss.
Ar pakapju atlikumiem daudz nodarbojies Eulers un jau ap
1770. g. pieradijis zemak min€tas tedrémas.

Teoréma 1. Ja ¢*=1 (mod m) un a pieder ekspo-
nentam £ attieciba pret moduli m, tad ir nepie-
§ami un pietieko3i, ka xJ# jeb x=0 (mod &).

Pieradijums Piegemsim, ka

x=qg-k+r un 0 r<k%&
Tad, ieverojot, ka
a* = 1 (mod m),
no kongruences

a*tr =1 (mod m) jeb (a*)1- a*=1 (mod m)
seko kongruence
aa=1 (modm) ar r<ék.
Bet ta p&c £ definicijas ir iesp€jama tikai tad, ja » = 0.
Otradi: ja
a* =1 (mod m) un xk,
tad acimredzams, ka ari
a* = 1 (mod m).

Sekas. Ja a pieder eksponentam £ attieciba
pret moduli m, tad ¢(m) dalas ar 4.

Piem&rs. Meklésim eksponentu 4 kujam
pieder skaitli 2 un 3 attieciba pret moduli 17,
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Taka o(m)|k, tad £ ir meklgjams tikai starp ¢(m) dalita-
jiem. Skaitla ¢(17) dalitaji ir 1,2, 4, 8, 16, un tie péc kartas
japarbauda.

No 2= — 1 (mod 17) seko, ka 2= -+ 1 (mod 17). Ta
tad 2 pieder eksponentam 8 attieciba pret moduli 17. '

Ja parbauda skaitli 3, tad dabi kongruences

34=—_ 4(mod17), 3= —1(mod17) un 3% =1 (mod 17).

Ta tad skaitlis 3 pieder eksponentam 16 attieciba pret
moduli 17, jeb 3 ir moduja 17 primiliva sakne,

Teoréma 2. Ja (am)=1 un a'=a (mod m), tad
i=j  (mod £) un otradi.

Pieradijums. Ja i > tad no kongruences

a' =al (mod m)

seko, ka
ai—i =1 (mod m).
Tadg] :
i—j7j=0 (mod &) jeb 7=; (mod &).
Otradi: ja i=j  (mod #), tad 7 — ;=0 (mod %) un

a—i=1 (mod m) vai a' = d (mod m).
Ja (a,m) = 1 vn katru skaitli rinda
R L AR B A

dala ar m un atlikumus atstaj pozitivus un mazakus par m, tad
dabt # atlikumus
r]_! rg\ ral SR T ls

kas visi ir daZadi, un neviens no tiem nav nulle.
TieSam, ja piegem, ka

ri = t; gn- ey gk
tad seko kongruence

a' = a (mod m).
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Tade] (i — j)|t. Bet tas nav iesp€jams, jo i —j <k Ar
kongruence
at =0 (mod m)

nav iespéjama, ja (a,m) = l.

Ta ka & <m, tad atlikumu rind@ »y, 7, . . ., # nevar atra-
sties visi dabiskie skaitli, kas mazaki par m, bet tikai dazi. Ja
pakdpju rindu turpina, tad atlikumi atkartojas tada
pat kartiba un ar to paSu periodu, TieSam, sakars

npi=att =at . gl =a' =n (mod m)
izteic, ka
gy =y, Teja =1 WL L

Teoréma 3. Ja a pieder eksponentamé, cits
skaitlis a; — eksponentam # un (44)=1, tad
reizinajums aa, pieder eksponentam Ak, (attieciba
pret vienu un to pasu moduli).

Pieradijums. Ir dots, ka
a*=1 (modm) un a1 =1 (mod m).

Piegemsim, ka
(ea)* =1 (mod m).

Kapinot Sis kongruences abas puses ar £, dabti kongruenci
(a*)*ai*= 1 (mod m) jeb ay* =1 (mod m).
No tas seko, ka Ax|é,. Ta ka (& 4) =1, tad
: x|,
Ja kongruences ;
(aa,)* =1 (mod m)

abas puses kapina ar £, tad tamlidziga karta secina, ka xjé.
Ta tad
xf, xfky,  un  (kk) = 1.

Tade] x dalas arl ar kk,. Mazakais pozitivais skaitlis x ar tadu
ipasibu ir
X =kky;
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un tieSam
(@@ = (a* 1 (a;")" = 1 (mod m).

Teorému var visparinat., Ja a, pieder eksponen-
tam &, a,— eksponentam 4, ... an —eksponentam
ky, un ik divi no skait]liem £, &,..., #air bez kopiga
dalitaja, tad reizinajums a@,a,...an pieder ekspo-
nentam Ak ...~A.

~ Teorema 4. Ja a pieder eksponentam 4 tad
a' pieder eksponentam klz{T—kﬁ, kur (&4 ir
skaitJu 2 un 7 lieldakais kopigais dalitajs.

Pieradijums. Piegemsim, ka a pieder eksponen-
tam x. Tad

a*=1 (mod m),

un ;
ix =0 (mod £&).

Ja (7, #) = d > 1, tad kongruenci ar 7 var saisinat. Dabi formulu

4 ° : iy
x:{)(mod H) jeb x_:i--t.

Mazakais tada veida skaitlis x ir #, — 5, un tieSam

d-k

(@)1 =a"?" "1 = a"*=(a")1 = 1 (mod m),

i, 1
ja 11=2.

Lemma. Divu skaitju 2 un s maziako kopigo
dalamo m var sadalit divos faktoros 4, s; t3, ka

(. ST=F us- R s

Ja uzraksta % s un m sadalijumu pirmreizinatajos, tad
lemmas pareiziba top acimredzama.

Teoréema 5. Ja a pieder eksponentam 4, & — eks-
ponentam s un &, s,, m ir iepriek3€ja lemma mi-
nétie skait]i, tad

k s

akl E: bs

[,
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pieder eksponentam m (attieciba pret vienu un to pasu
moduli)

L

Pierdadijums. Ta ka at pieder eksponentam
k —
AR
(%%)
s k s
bt pieder eksponentam s, un (%, s,) = 1, tad a" . b"t pieder

eksponentam %, s, = m.
So teoremu G a uss izlieto primitivo sakpu noteik3anai.

= &,

| e 2

§ 41. Pirmskaitju primitivas saknes.

Definicija. Par pirmskaitja p primitivo sakni
sauc skaitli o, kas attiecibﬁ pret moduli p pieder
eksponentam ¢(p) =

leprieksgja paragrafa pxe méra atradam, ka pirmskaitlim
# =17 ir primitiva sakne g = 3.

Izlietosim iepriek3eja § pedejo tedrému, lai noteikty primitivo
sakni pirmskaitlim p = 41.

Var parliecindties, ka

21 == — 1 (mod 41).
Tade]

2% = | (mod 41).
Tas nozimg, ka attieciba pret moduli 41 skaitlis 2 pieder ekspo-
nentam 20. Ta ka

3t = — 1 (mod 41),
tad

38 =1 (mod 41).
Attieciba pret moduli 41 skaitlis 3 pieder eksponentam 8. Skait]u
20 un 8 mazakais kopigais dalamais m = 40 uzrakstims ar reizi-
najumu 8 - 5. Lietojot iepr. § pedegjas teoremas apzim€jumus, var
teikt, ka

= G

gt b=8 =00, s=8 k=0, 51—-8:k =
1
Ta tad skaitlis 2¢. 3 pieder eksponentam 40 jeb skaitlis

: 7= 2¢.3 (mod 41)
I; pirmskaitla 41 primitiva sakne.
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Pieradisim, ka ar lidzigu metodi var atrast pri-
mitivo sakni ikkatram pirmskaitlim > 2,

Ja a ir patvaligs skaitlis, kas attieciba pret moduli # pieder
eksponentam 2 un 1 < 2 < p — 1, tad skaitja a pakapju atlikumi

LS UR L TR

satur tikai # daZadus pozitivus skaitjus. Tad€] var izveléties
skaitli b, kas nav kongruents nevienam no Siem » ,
un pieradit, ka 4 pieder tadam eksponentam s ar
ko k£ nedalas.

Tiesam, ja piegem, ka AJs, tad, kapinot kongruenci

b* =1 (mod p)
ar é, dabi
b =1 (mod p).

Ja b uzskata par nezindmo, tad & ir kongruences
x*=1 (mod p)

sakne, Bet tadai kongruencei nav vairak ka £ nekongruenti at-
risindjumi. Var parliecinaties, ka &ie atrisinajumi ir skaitla a
visi pakapju atlikumi »,, ,, ..., 7. Te rodas pretruna piegeému-
mam, ka b nav kongruents nevienam a pakapes atlikumam. Ar
to ir pieradits, ka %# nedalas ar s

Ja s|k, tad s > &, un ir atrasts skaitlis 6, kas pieder liela-
kam eksponentam ka iepriekS€jais skaitlis . Ja s nedalas ar 2,
tad s un # mazakais kopigais dalamais # ir lielaks tiklab par s
ka par k£ Ar iepriekSgja § 5. teorému var atrast skaitli

k s
X

c:albsl,

kas pieder eksponentam m.

Redzam, ka katra gadijuma var atrast skaitli, kas pieder
lielakam eksponentam, ka ieprieks izveléta skaitla a eksponents
k< p— 1. Ja procesu turpina, tad atrod skaitli g, kas attieciba
pret moduli 4 pieder eksponentam # — 1. Ar to ir pieradits, ka
katram pirmskaitlim » = 2 ir primitiva sakne.
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Sadu teorému izteica jau Lamberts 1769. g.,, un Eulers
veltigi piillejas to pieradit (1773. g ). Divi pirmie pieradijumi (no
tiem vienu jau apskaitjam) ir atrodami Gausa ,Disquisitiones
Arithmeticae“. Apskatisim 3ai iev€rojamai tedr€mai Vel otru
pierddijumu, kur izlieto sekojosu lemmu.

Lemma. Ja p un ¢ ir pirmskait]i un (p— 1)j¢~,
tad var atrast skaitli 4 kas attiecibad pret
moduli p pieder eksponentam ¢°,

Pieradijums. Kongruencei

p—1
x %=1 (mod p)
ir augstakais
—1
?_q_ <Lp—2
atrisindgjumi. Tadg] eksisté skaitlis @, kas neder Sai kongru-
encei, pie kam 0<a <p.

Ja apzimé
p—1

aqn - _A,
tad 4 nav kongruents ar 1 attieciba pret moduli p, bet
AY = a1 =1 (mod p).

Pienemsim, ka 4 pieder eksponentam x < ¢°. Tad ¢*lx
un, ja ¢" > x, tad ari ¢g'}x. Tade] seko kongruence

AT 7'=1 (mod p).

Bet ta nav iesp€jama, jo
=1

Aqn_1= a T’

-

p—i
un péc oorunas @  nav kongruents ar 1 attieciba pret moduli 2.
Tadé] x = ¢, un lemma pieradita.
Tagad pieradisim tedrému par primitivas saknes eksistenci.
Piepemsim, ka

P—1=q0qd...q>.
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Ar iepriek3&jo lemmu var atrast skaitjus 4,, 4,,..., 4, ta, ka

attieciba pret moduli p skaitlis 4, pieder eksponentam q:l,

A, — eksponentam ¢, . .., 4, — eksponentam ¢°. Ta ka ik divi

o skaitliem ¢l ¢7,..., ¢} ir bez kopiga dalitaja, tad ar iepr. §

3. tearému skaitlis : -
g=A Ay . As

pieder eksponentam

qllqﬂz... -S=P—-l.

Tade] g ir pirmskaitla p primitiva sakne.
Piezime, Ja pirmskaitla # primitivas saknes g pakapes

&85 g

dala ar p un atlikumus patur pozilivus un mazakus par p, tad
Sie atlikumi ir citada kartiba skait]i 1, 2,3, ..., — 1. Miné&to
pakapju rindu turpinot, dabii atlikumus, kas atkartojas iepriekS€ja
kartiba, TieSam, ja

i =7 (mod #—1),
tad

&g = g (mod p),
un otradi.

Teorema. Katram pirmskaitlim p>2 ir pa-
visam @ (p—1) attieciba pret moduli p nekon-
gruentas primitivas saknes.

Pieradijums. Ja g ir pirmskaitla # primitiva  sakne
t. i. o pieder eksponentam p — 1 attieciba pret moduli p, tad
&' pieder eksponentam

Pt

=i
Ir nozime x — p — 1 tikai tad, ja (p— 1,7) = 1. Tadu skaitjn
i< p—1ir pavisam ¢ (p— 1)

Ja bez §im nozim&€m g' eksist€tu vEl kada cita primitiva sakne

G, tad attieciba pret moduli p skaitlis G buitu kongruents kadam »
ar 0 <<r<p. Ta ka r savukart kongruents skaitla g pakapei
£ ar 0<7j<p—1, tad ari

G = g (mod 7).
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Ja nu piegemtu, ka G nav kongruents nevienai pakapei o' ar
(p—1,14) =1, tad ;
(}5 e ]’ 7) > ls

t. i. G pieder eksponentam (_Pp—-_b lj) <p— 1. Ta tad G nav
pirmskait]a p primitiva sakne.

Ar S0 pieradijumu ir dota ari metode pirmskaitla p
visu primitivo sakpu noteik3Samai gadijuma,
ja ir zinama viena sakne.

Piem®€rs. Pirmskaitla 17 viena primitiva sakne ir 3.
Skait]i, kas mazaki un bez kopiga dalitaja ar 16, ir 1, 3,5,7,9,11, 13
un 15, Tade] visas paréjas pirmskaitla 17 primitivas saknes ir
kongruentas ar - 3

31, 39, 35, 37, 39 311 318 315

Jo 3os skaitlus atvieto ar to mazakiem pozitiviem atliku-
miem attieciba pret moduli 17, tad dabii sekoSas primitivas saknes:

3,5 6 7, 10, 11, 12, 14

Ir pazistamas CebiSeva teorémas, kas daZiem
pirmskaitliem nosaka vienu primitive sakni
Apskatisim 3o jautajumu par pirmskaitjiem

p=2"+1 m p=dg+1

Cebiseva teorema1 Ja p=2= 4+ 1 ir pirmskaitlis,
tad tam ir primitiva sakne g=3.
Pieradijums. Vispirms var noskaidrot, ka 2™ 4 1 ir
pirmskaitlis tikai tad, ja m =0 vai m = 2°,
TieSam, ja piepem, ka
m = amy,

kur m, ir neparu skaitlis, kas lielaks par I, tad skaitlis
p=2"+1
224 1>=3.

dalas ar

Ta tad p nav pirmskaitlis.

9
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Ja skaitlis 3 pieder eksponentam £ attieciba pret moduli
p=2=+41,tad p — 1 = 2= dalas ar £, t. i

k:p_l, kar a>0.
2“.

Pieradisim, ka kongruence

p—1

3 2 =1(mod p)

ir neiespéjama. Tad neiesp&jama buis ari kaira kongruence

p—i

3 =1 (mod p) ar a>1,

jo no pédéjas kongruences ar kapinasanu dabii pirmo kongruenci,
Tade] sekos, ka e =0, % = p — 1, un biis pieradits, ka skaitlis
3 ir p primitiva sakne.

No kongruences

2= —1 (mod 3)
secinam, ka

2 =1 (mod3) un p=2% + 1=2 (mod83).

Ta ki g it forma 4m--1,tad LeZandra simbols G;) ir  vie-
nads ar apgriezto, un to var aprékinat sekojoSi: -

0-0)-@--1

Rezultats liecina, ka kongruence
X2 =3 (mod p)

nav iesp€jama. Ar Eulera krit€riju dabu formulu

p—1

3 =—1 mod p).

Tagad ir acimredzams, ka kongruence
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;_)::1
32 =1 (mod p)
mav iespéjama. Ar fo ari viss vajadzigais ir pieradits.

CebiSeva teoréma 2. Ja pirmskaitlis p=4¢+1,
kur ari g ir pirmskaitlis, tad pirmskaitlim 2 ir
primitiva sakne g=2.

Pieradijums. Piepemsim, ka atlieciba pret moduli p
skaitlis 2 pieder eksponentam 4. Ta ka

p—1=4g un 4qlk
tad & ir ;
1, 2, 4, g, 2g, 44.
Pieradisim, ka ir iesp€jams tikai p&d€jais gadi-
jums, kad £=4q.
Minétas £ nozimes 1, 2 var parbaudit tiesi.

Ja piegem £ — 4, tad dabii kongruenci
2¢=1 (mod p) jeb 15=0 (mod p),

kas ir iesp€jama, ja p = 5. Tiesam, pirrﬁskaitlim b ir primitiva
sakme 2. Bet p = 5 nav izsakams ar pirmskaitli ¢ forma 4¢ + 1.
Tade] So gadijumu, kad 4/ = 4, var ignorét.

Pieradisim, ka gadijums, kad
k=2q,

ari nav iesp&jams. Tad vél jo mazak biis iespé-
jams gadijums, kad #=g¢. Atliks vieniga iesp€ja
& — 4q. Tiesam, ja ¢ =2, tad p —4¢g -+ 1 =9 nav pirmskaitlis.
Visi par€jie ¢ ir nepaju skaitli. Tadé] LeZandra simbola izteiksme

Gty

- el
Folag@+

kapinatajs

ir meparu skaitlis.

g*
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Ta tad

un
p—1

22 =229 =—1 (mod 7).

Bet kongruence
p—1

9r =1 (mod )
nav iesp€jama.

§ 42, Indeki.

Definicija. Ja skaitlim 4 var atrast pirmskait]a
2 primitivas saknes g tadu pakapi g*, ka

& = 4 (mod 2),

tad eksponentu & sauc par skait]la 4 indeku (attie-
ciba pret modula £ primitivo sakni g2). Raksta:

a = Ind; 4.

Indeka j€dzienu ir lietojis jau Eulers, bet nosankumu
un apzim€jumu ir devis Gauss. Indeka nosaukumu var izskai-
drot ar sekoSo. Modula p primitivas saknes pakapju

e £H 8% 8% g g
atlikumi
P10 Yoy Pgy v o 09 ¥i g as oy ¥p—

satur visus dabiskos skaitjus no 1 lidz p — 1. Ja skaitlis ¥ <p
ir vienlidzigs atlikumam »; , tad §i atlikuma raditaju (indeku)
7 sauc par skaitja /V indekv. Tas nozimé: ja N=r, lad
Ind,"N:=+

Teorema 1. Katram skaitlim 4, kas nedalas ar
moduli p, ir indeks.

Pieradijums. No vienas puses 4 kongruents ar vienn
pozitivu skaitli »; , kas mazaks par p. No ofras puses tads »; .
kongruents primitivas saknes kadai pakapei g* , kur 0<li<p— L.
Tadé] ari

A=pgi(modp) jeb Ind,4=1
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Skaitlim 4 nav indeka tad, ja 4=0 (modp)
TieSam, ja piegem Ind; 0 =, tad seko, ka gi |p. Ta tad ari g|2,
un g nevar biit moduja p primitiva sakme.

Katram skaitlim 4, kas nedalas ar p ir bez-
gala daudz indeku. TieSam, ja

Ind, A=a jeb g*= A (mod p),
tad ari
&M= = 4 (mod p),

kur 7 ir vesels skaitlis. No ta seko Ind, 4 vispariga nozime
Indg A =a+t(p — 1)

Noteiklibas d&| piegem, ka Ind, 4 ir pozitivs skaitlis, kas
mazaks par p — 1.

Sekas. Ja 4=DB (mod p), tad Ind, 4=Ind; B(mod p—1).
Aprekinasim indekus skaitl]iem g, 1 un

— 1= — 1 (mod p).

Rezultati :
oty o1 =un: 2 ladi ' =40

ir pasSi par sevi saprotami.
Lai noteiktu Ind; (—1), izlietosim kongruenci maza Ferma
teoréma:
p~1 p—1

s ' —1=0(modp) jeb (g2 —1)(g? + |=0(modp).

Ja g ir pirmskaitla # primitiva sakne, tad pirmais fakiors pedeja
kongruencé nedalas ar p. Tadeé] otrajam faktoram ir jadalas ar p.
No ta seko, ka

p—1

3 g ? =—1 (mod p)
jeb
Indg (— 1) =P;—l.
Teoréma 2. Ind, (4B) = Ind, 4 + Ind; B (mod p — 1).

Pierdadijumam piegemsim, ka
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gr=4 (mod p), g*=B (modp) un pg°= AB (mod p). -
Tad :

gt = AB (modp) jeb g = g° (mod p)
No § 40. teor. 2. seko, ka ‘
‘c=a-+ b (mod p — 1)

Teoréma pieradita. Vairak reizinatajiem A4,, 4,, ... 4. to
var visparinat ar formulu :

Ind, (4, 4,...An)=Ind, A,+1ndg A+ ... +Ind; 4, (mod p—1).
Ja piepem 4, = 4, = ... = A, = A, tad seko formula
Inde (4°) = n Ind; A (mod p — 1).
Gadijuma, kad A|B, tad

lnd, 4 = Ind, (% : B):—: ludg(fg) + Iud, B (mod #— 1).

Ta tad
Ind, (g) = Ind, 4 — Ind, B (mod  — 1)
Indeku ipaSibas aritmetika liela mera atgadina logariimn

ipaSibas algebra. Analogiju vél pastiprina divas sekojosas sa-
karibas.

Ja ga.un b ir pirmskait]ja p» divas primitivas
saknes, tad

(1)  IndaA4 = Indy, 4 - Ind, b (mod p — 1),
un
2) Inde 6 - lndya =1 (mod p — 1).

Sis ipadibas pierada tamlidzigi, ka attiecigds logaritmu ipa-
Sibas algebra. Ja piegem ka

Inddd=x un Indv 4=y,

-tad seko formula
A= a*= b (mod p).
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Kongruentiem skaitliem @* un ¥ ir vienadi indeki. Ja uzraksta
to indekus attieciba pret primitivo sakni a un liek x vietd Ind. A4
un y vieta Ind, 4, tad formula (1) ir pieradita. Formula (2) seko
no (1), ja piepem 4 = a.

Noslégsim 5o nodalu ar indeku izlietoSanu praktika. Sasta-
dot indeku tabulu, piem, pirmskait]ja 13 pri-
mitivai saknei 2, dabusim sekoSo:

Al1]2]3]4]|5]6]7]|8]9]|10]11]12
Ind4f12|1]|4]|2|9|5|11]3]|8]|10]7]6

Pirmas irdeku tabulas pirmskaitliem p < 200 sastadija
Ostrogradskis 1837. g. Jakobi publicgja indeku tabulas
pirmskaitliem lidz 1000 (,Canon Arithmeticus® 1839. g.).
Tagad indeku tabulas sniedzas pirmskait]os jau lidz 10000 (E. Maillet
1910. g.).

Ka pirmo piem&ru indeku tabulu iziietoanai, atrisi-
ndsim kongruenci
5x =9 (mod 13).

Ja izlieto 2. tedrému un pirmskaitja 13 indeku tabulu, tad
dabli kongruenci

Ind 5 + Ind x =1Ind 9 (mod 12)
9+ Ind x = 8 (mod 12).

jeb

No Sejienes atrod, ka
Indx=—1=11 (mod12) un x=7 (m‘od 13).
Otrs piem@rs. Binomala kongruence
7x'* =11 (mod 13).
Atrisindjumu atrod, sastadot indeku:

Ind 7 4 16 Ind x= Ind 11 (inod 12)

un parveidojot :
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il 4+ 16 Ind x =7 (mod 12)
16 Ind x =8 (mod 12).

jeb

Ja saisina, tad dabii kongruenci

2 Ind x=1 (mod 3)
ar atrisinajumu
Ind x=— 1 (mod 3).

Attieciba pret moduli 12 Ind x ir kongruents ar 2, 5, 8, 11.
Tade] dotajai kongruencei ir Cetri atrisin@jumi :

x=4,6,9, 7 (mod 13).



IX. Binomalas kongruences.

§ 43. Eulera kritérijs.
Ja binomala kongruence ir dota sekojo3a vispariga veida
Ax= = Bx* (mod p),

tad viens atrisindjums ir x; = 0 (mod p). Pargjie atrisinajumi ar
p nedalas. Tade] kongruences abas puses ar x* var dalit, ja
k<m. Ja atrod skaitli 4,, kas ir asociétais ar 4,t.1i.

44, =1 (mod p),

tad kongruenci var parveidot kanoniska forma
: x"= a (mod 2).

Ja 51 kongruence ir iespgjama, tad ir iesp@jama ari pirmas
pakapes kongruence

n Ind x =Ind a (mod p'—- 1),

attieciba pret Ind x, kur indeks sastadits ar kautkadu pirmskaitla p
primitivo sakni. Tadé] Ind a jadalas ar » un p—1 lielako kopigo
dalitaju d = (n, p — 1). Ja Ind a|d, tad kongruenci ar 4 var
saisinat Rodas kongruence

” _Inda pr=1
7 Ind x:—d—(mod = )

(451

Tade] no Sejienes Ind x var aprékinai, un tad ar indeku tabulam
. atrast x. Ar to ir pieradits sekoS3ais.

Lai kongruence x*=a(mod p) biitu iespé€-
jama, ir nepiecieSami un pietieko3i, ka
Ind a|(n, p — 1).

ar
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Izteiksim 3o kritériju citada forma. Ja (n,p—1)=4d un
Ind ald, tad :

Inda =% jeb = a= gi(mod p).

Pedéjas kongruences abas puses kapinot ar 2 ; 1, dabi

p;l
a 4= (gr~)<=1 (mod ).
Ariotradi: ja

E____.i
a ¢ =1 (mod p),
tad

P;' Inda= 0 (mod #— 1).

d

Saisinot ar 2 , dabi

Ind a=0(mod 4), ¢t i Ind ald.

Tade] var izteikt sekoSu kritériju, ko atradis Eulers 1755. g.
Lai kongruence x*=a(modp) biitu iesp€jama,
ir nepiecieSams un pietiekoSs noteikums, ka

p—1
a® =D =1 (mod ).

Piemé&rs. 1. Kongruence x>=a(mod p) ir iespgjama tad,
ja agu?a-' 1 (mod #) jeb LeZandra simbols(}%):—{- 1
2. Kongruence x*=1 (mod %) ir vienmeér iespg€jama.
Teoréema. Ja kongruence
x* = a (mod p)

ir iespéjama, viens tas atrisinajums ir x, un
kongruences
Er=1 (mod 2)

atrisinajumi ir &,%§,..., tad dotas kongruen-
ces x*=qg(mod p) atrisinajumi ir skait]i
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X 61 %o &g -
Par to parliecinajas sekojosa veida., Ja

Ek=1(mod p) un x;=a(mod p),
tad
(%58 )" = a (mod p),

t. i. x, & ir kongruences x°= a (mod p) sakne. Ja bez Siem
skaitliem x, & eksistétu v&l kada cita sakne y, tad no formulam

Xy =a (mod ), y*= a(modp)
secinatu
= y" (mod p).
Var@tu atrast skaitli & ta, ka

Xob=1(mod p) wun x}6"=1 (mod p).
Liekot xj vieta y», dabii kongruenci

y*r =1 (mod p) jeb (yb)>= 1 (mod p).

No tas sekotu, ka yb ir kongruences &= 1(mod p) kada
sakne & ., Ta tad
yb = & (mod 2).

Ja p€dg€jai kongruencei abas puses reizinatu ar x,, tad dabiito
¥ = X, & (mod p).

Ar to izteiktais apgalvojums ir pieradits.
Turpmak kongruences x*= a (mod p) vieta var apskatit
vienkarSaku gadijumu x* =1 (mod p).

§ 44. Kongruence x*=1(mod p).

Par So kongruenci pieradisim sekojoSas teorémas.

Teoréma 1: Divu kongruentu x™=1(mod p)un
x*=1(mod p) katra kopiga sakne x,ir sakne ari
kongruencei x?=I1(modp), kur d=(m, n), un otradi.

Pieradijums. Ja (m, n) = d, tad var atrast divus ve-
selus pozitivus skaitlus M, VN ta, ka

Mm — Nn = d.
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Ja
x2=1(mod p) un 1= 1 (mod p),

tad kapinot Sis kongruences attiecigi ar M un N un salidzinot
dabitisim kongruenci

xMm = xNa (mod p).

Ta ka (x,, ) =1, tad abas puses ar xI'* var izdalitt Rodas
kongruence

xMm—No—=1 (mod p) ‘“jeb x¢= 1 (mod p).
Otradi: ja
m=dm, n= dn,, un xd =1 (mod p),
tad ari : ;
x =1 (mod p) un xim; = 1 (mod p).

Ta tad
x» =1(modp) un x} = 1(mod p).

Tagad var izteikt sekoSu apgalvojumu. Lai atrastu
kongruences 2"=1(mod p) visas saknes, pietiek
atrast kongruencu

x»=1(modp) un xP'-=1 (mod p)

kopigas saknes. Tas tadel, ka katrs x, kas nedalas ar p, ir otras
kongruences sakne., Ta tad ,kopigas saknes“ patiesiba nozime
visas pirmas kongruences saknes.

Ja (n, p — 1) = d, tad kongruence x* =1 (mod p) ir lidz-
vértiga ar kongruenci

x4=1 (mod p),

kam sakpu skaits ir maksimalais. Tiesam xr'—1
dalas ar x* — 1 un kongruencei

xP—1 — 1 =0 (mod p)
sakgu skaits ir maksimalais. Tas nozim&, ka kongruencei

2°=1 (mod p), resp. x%=1(mod p)
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ir tiesi

d:(”rﬁ—l)
atrisindjumu. Var péarbaudit, ka Sie atrisindajumi ir
-skait]i

P_ p--l p—1 d- p—1

g )g !g d’o..,g d

(g ir modula # primitiva sakne), kas visi ir daZadi. Tiesam,
der kongruence

S 5
(& T) =(gr) =1 mod 2)
Ja piegem, ka

p—1

gt

v 1
d =g (mod ), 0<j<i<d,
tad seko kongruence

p—1 .. p—1
S

j(mod p—1) jeb i=j (mod d),

kas nav iesp€jama.
Piem&rs. Kongruence x¥=1 (mod 13).

Modu]a p=13 primitiva sakne g=2un (n, p—1)=(16, 12)=4.
Tade] kongruencei x® =1 (mod 13) ir 4 atrisin@jumi:

ol LB N e [ BT T i O 8

- § 45. Kubiskie atlikumi.
Kubisko kongruentu
x*=a (mod p),
atrisinaSana ir iespgjami divi gadijumi.

1. Jap=3k+1, tad (3, p — 1) =3. Kad ir izpildits
nosacijums

B__;l
a® =1 (mod p),
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tad kongruence x® = a4 (mod ) ir iesp€jama, un tai ir
tris atrisinajumi. Eksisté

(5 o— )25

veseli pozitivi skaitli a <Z p a, ka

p—1
]

a® =1 (mod p).

Sadus a sauc par modula 2 kubiskiem atlikumiem.
Ta tad, ja ignoré gadijumu, kad ¢ = 0, tad modulim °

p=38k+1 irpgl kubisku atlikumu un 2.133;1

neatlikumu.
2. Jap=3k+2 tad B, p—1)=1, un kongruencei

a*—t =1 (mod p)

der ikkatrs @, kas nedalds ar p. Tas nozimg, ka modulim
p=23k+ 2 kubisku neatlikumu nemaz nav. Kon-
gruence x}*=a (mod p) ir iesp&jama ikkatram
veselam g, un taiir (3, 2— 1)=1 atrisinajums.

Ar tamlidzigu metodi var apskatit ari augstaku pakapju
atlikumus,

Piezime. Reciprocitates likums binomilam kon-
gruencém misu diends ir pilnigi izstradats. P&c kvadratisko
kongruentu reciprocitates likuma pieradiSanas Gauss, izlietojot
kompleksos skaitlus a+ 67 (i = J/=1), deva reciprocitates likumu
ari 4. pakapes binomalam kongruencém. Gausa idejas ierosi-
nats EizenSteins (Fisensfein) pEtija algebriskos skaitlus

3 =1/a
a-+ bp ar p=VT=L;-zE

un 1844. g. deva reciprocitales likumu kubiskam kongruencém
(Crelles Journal fiir Mathematik, Bd. 27). Ar Siem Gausa un
EizenSteina darbiem tika ievadita algebrisko skait]u
tedrija.



X. Skaitju sadalis3ana kvadratu summa.

§ 46. BasZ (Bachef) un Lagrania (Lagrange)
teoréma.

BaSé un LagranZa teorému mingam jau § 1. Izmegi-
not ar veseliem skaitliem no 1 lidz 325, BasS€ ieveroja, ka
katru veselu skaitli var izteikt ar Cetru
kvadratu summu, bet So ipaSibu nevaréja pieradit. Ari
Euleram tas neizdevas. Ta vieta Eulers pieradija, ka katru
pirmskaitli p=4n -+ 1 var izteikt ar divu kva-
dra'tu summu un tikai viena veida, Pirmo reiz
BaS€ teoremu pieradija LagranZs 1770. g. un public€ja
1772, g. (Nouv. Mém. Acad. Roy., Berlin). No velakiem pie-
radijumiem vienkarSakais pieder francu inZenieram Matro
(Matrof) 1890. g. Saja pieradijuma izlieto tris lemmas, no kuyam
-pirmo devis Eulers, otro LagranZs un treSo Matro.

. lemma. Ja ¢Cetru kvadratu summu reizina
ar citu (vai to paSu) €etru kvadratu summu, tad
ari rezultatu var izteikt ar €etru kvadratu
summu,

So lemmu pierada ar formulu
(1) (@0 +H-a)(x*+y* 422+ ) =(ax—+-by+ca+-di)*+-
-+ (ay—bx+ct—dz)? + (az+-bt—cx—dy) >+ (at + bz — cy — dx)?,

ko sauc par Eulera identitati. Formulu var parbaudit,
atverot iekavas. Var ari pieradit ‘ar determinantu reizi-
naSanas tedorému. Ir acimredzams, ka determinants

g b cAdi i
i hd a—bi ==
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ir vienlidzigs ar @+ 4+ > + 4% Tade] var rakstit sekosu

parveidojumu :

(@B Py eyl |
& g pPLLS SISy

x+iy z—if
—z-+it x—iy|

Ar determinantu reizipaSanas teorému izteic p&déjo divu determi-
nantu reizinajumu ar

(ax—by+ces—di)y+i(ay+bx+ctds), (—as—bt+cx+dy)+i(at—bz—cy+dx)
—(—as—bt+cx+dy)+i(at-bz—cy+dx),(ax—by+cz—df)—i(ax+by+ct+dz)|

Tade
@+ 24+ d) x4y + 22+ &) =(ax — by +cz2 — dt)®
+(ay+bx—~+-ct+dz)*4-(— az— bi+cx+dy)*+(at — bz — cy + dx)2

Rezultats nav formali identisks ar formulu (1). Tas norada,
ka reizinajumu (a® 4 6% + 2 4 d%) (%2 4 y® + 5* 4 %) var iz-
teikt ar Cetru kvadratu summu vairak veidos.

. lemma. Ja kads meparu skaitlis m >2 dala
tadu Cetru kvadratu summu, kam visiem nav
kopiga dalitadja, tad Sis skaitlis m pats ir Cetrn
kvadratu summa, t. i
ja (A2+B2+C+D%m, tad m=a®+ [+ y24 2%

So lemmu pieradija LagranZs, un Eulers pieradijumu
vienkarSoja tada veida, ka te apskatisim,

Ja piepemam, ka

A=a, B=b, C=¢, D=d (mod p),

kur a, b, c un 4 absoluitas vertibas ir mazakas par %, tad

dabiijam kongruenci
A+ B4 CP4D?2=a4 524 2+ =0 (mod m).

Redzam, ka
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@LRLELP)<m® u (@4 B+ P
Tas nozime, ka
2 a2+P+E+dP=m-n (n << m).

Ja gaditos, ka » = 1, tad lemma buitu pieradita. Ja n 1,
tad pieradisim, ka var atrast Cetrus skaitlus a,, b,,¢,, d,
ta, ka

@i+ B+ atdi=m-n, un a,<n

Ja ari n, # 1, tad procesu var turpinat lidz tadam skaitlim »y ,
kas vienlidzigs ar 1.

Vispirms piepemsim, ka formuld (2) » ir paru skaitlis
2k. Ja ievErojam, ka attieciba pret moduli 2, katrs vesels
skaitlis ir kongruents ar savu kvadratu, tad no formulas

(3) a?+ b2+ ¢ + d® = 2mk
seko kongruence
a+b+c+ d=0 (mod 2).

No skaitliem a, b, ¢, d visi Cetri nevar buit paru skait]i (tad tiem
biitu kopigs dalitajs 2, ar ko formuln (3) var€tu saisinat), ne ari
tris paru un viens meparu skaitlis. Pieradijumu nemaz nesaSau-
rinot, var piegemt, ka

d+b=0(mod 2) un ¢+ d=0 (mod 2).

a+b c¢c+d

Tad = un 5 ir veseli skaitli, un no (3) seko formula

b YR T )

ar £ < n.

Ja formula (2) » ir neparu skaitlis un ievéro, ka
(a® + b* + ? + d?)|n, tad ar tadu pat metodi ka iepriek§ var
atrast veselus skaitlus x, y, 2, ¢ ta, ka

10
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a=x, b=y, c=3 d={(mod n)
- G x2+y2+24+L=nn a n<n
Formulas (2) un (5) sareizinot, dabii formulu
(6) A2+ B 4 C® + D? = mn®n,,

kur katrs no skaitliem 4, B, C un D dalas ar n. P&d€jo pie-
rada ar Eulera identitati (1), ja x, y, =, ¢ vieta liek attiecigi

a—unly, b—unly ¢—mnly d—unl.
Tad dabu :
A =ax~+by+cz + di=a(a—nl)+4-b (b —nly)+c (c—nly)+d(d—nl,)
jeb
A=a>+ 0+ 2+ d®—n(al,+ bly, + cly + dl) =0 (mod »).
Tamlidzigi pierada, ka ari
B=0, C=0_ un D=0 (mod n).
Ja formulas (6) abas puses dala ar #? un apzimé

Rl e
W UM ST i S

tad dabu formulu

@i+ b+ dFdi=mn ar n <n.

Ja n, =1, tad lemma ir pieradita; ja », > 1, tad tam-
lidziga karta var konstruét formulu

s+ b+ a+da=mn, a n,<m, outt

Ja lemma min€to neparu skaitli m piegem par pirm-
skaitli p>2, tad ir pieradits sekoSais: Ja p ir pirm-
skaitlis, kas dala ¢cetru kvadratu summu
A4 B*+ (24 D? un (4,B,C,D)=1, tad ari p var
izteikt ar Cetru kvadratu summu :
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ll. lemma. lkkatrs pirmskaitlis p > 2 dala
divu vai triju tddu kvadratu summu, kam nav
kopiga dalitaja.

Piepemsim, ka p = 2» -+ 1, un apskatisim sekojoSus tris
gadijumus.

1. Ir iesp€jams, ka 2» ir modula p kvadratisks atli-
kums. Tad var atrast veselu skaitli x ta, ka

xX2=2n=p—1(mod p) jeb x?-+ 1=0 (mod p).

Ar to Sim gadijumam lemma pieradita.

2. Ja skaitlis # ir modula # kvadratisks atlikums,
tad pastav kongruence

x%® = n (mod p)
vai
2x2 =2n = — 1 (mod p).

Var atrast veselu skaitli x ta, ka
X2+ x24+1=0 (modp).

3. Ja n un2n irmodula p kvadratiski neatlikumi,
tad visus dabiskos skaitjus, kas mazaki par p un nav vienlidzigi

P
2

(1, 20—1), (2, 2n—2), (3, 2n—3), .. ., (¢, 2n—q), . . ., (n—1, n+41)

ne ar »n, ne 2nu, var savienot paros

ta, ka katra pari skaitju summa ir 2n. Iev€rojot, ka paru ir
v ;3, bet kvadratisku atlikumu ?—%ﬁl, var apgalvot, ka
vismaz viens skait]Ju paris satur divus modula
kvadratiskus atlikumus. Ja Sis paris ir (g, 2n — ¢q),

tad pastav veseli skaitli x un y 3, ka

skaila

x?=¢q (mod p) un y*=2n—gq (mod p)
jeb
x4+ 924+ 1=0 (mod p)
Tagad var pieradit Base teoremu. Ta ka pirmskaitli 2 var

10*
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izteikt ar Cetru kvadratu suvmmu 12 4 12 4 02 4 02, un kairs
pirmskaitlis » > 2 dala Cetru kvadratu summu

R4+ val R4y 145

tad ar LagranZa lemmu (II) katru pirmskaitli var izteikt
ar Cetru kvadratu summu. Ja izlieto Eulera identitati, tad ard
katru pirmskaitju reizinajumu, un ta tad vispar katru skaitli
var izteikt ar etru kvadratu summu,

Piezime 1. Ir skarit]i, kas izteicami ar mazak kd CcCetrn
kvadrdtu summu, bet skaitliem

42 8n+4+7) ar m=>0 n=>0
ir nepiecieSami Cetri kvadrali.

2. Skaitlu sadaliSana kubu summa tadas izg€muma formas
nepastav. 1909. g. Landavs (Landai) pieradija, ka visus
skait]Jus, kas lielaki par noteiktu robeZu, var
izteikt ar 8 kubu summu un vEl lielakus ar 7
kubu summu,

§ 47. UGringa (Waring) probléma.

Dazas veésturiskas zipas par Ubringa problému ir dotas §1.
Te apskatisim Liuvila pieradijumu*), ka katru veselu skaitli
var izteikt ar veselu skaitju ceturto pakapjn
summu, nelietojot vairak ka 53 saskaitamos., Sa-
protams, tads novertéjums ir diezgan nepilnigs, bet tam pieradi-
jums ir elementars. Ar analitiskim metodém Hardi un Lit-
leviids pieradija(192].g.),ka saskaitamo nevajaga vairak
ka 21, bet Landavs pieradija, ka ir bezgala daudz
skait]Jun, ko mnevar izteikt ar mazak ka 15
bikvadratiem.

*) Pieradijums publicets 1859, g. darba : Lebesque ,,Exercices d’analyse
numérique’,
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Liuvila pieradijuma izlieto seko3as 6 identitates:
(x 4+ )2 + (2 — = 2x* 4 29% + 12x%2
(x+ 2+ (x — 2)* = 2x* + 22* + 124737
(x40t 4+ (x— H* = 2x* 4+ 214 + 12522
(v + 2) + (y— 2)* = oyt + 23* 4 129247
v+ 4 (y— B =29 4 214 4 1227
e+ O~ (2 — * =2z 4 2¢* 4+ 12227~

Ja fas saskaita, tad kreisaja pus€ dabii 12 bikvadratu summu,
bet labaja pus€ skaitli

6x* + y* | 2t +4 42022 + 2x%2 4 2x22 - 2922 1 2972 + 22%7)
jeb
6 (#4924 2 + A1 = 6.4,
A=x2+y' 4224~

Ar to ir pieradits, ka katru skaitli 642 varizteikt
ar |2 bikvadratu summu.

Ta ka katru skaitli M var izteikt ar Cetru kvadratu summu
A+ B+ C? + D? tad skaitli-

6M = 64° + 652 + 6C? + 60°

&kur

wvar izteikt ar 48 bikvadratu summu.

Ja ievero, ka katrs skaitlis X ir izteicams ar vienu no
sekoSam 6 formam :

6M, 6M 41, 6M+ 2, 6M+3, 6M+4, 6M -5
un ka

=1, 2= 414, 3=1 4 1* 14
=14 14 L 1P 14, 5=14 4 14 4 14 14} 14,

tad seko, ka X var izieikt ar ceturto pakapju skaitlu summu,
uelietojot vairak ka

48, 49, 50, 51, 52 vai 53

saskaitamos. Ar to apgalvojums pieradits.
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§ 48. Pirmskaitla p — 4m + 1 sadali$ana divu kvadrate
summa,

Lemma., Ja (a,0)=1 un a¢*-+ 4* dalas ar pirm-
skaitli p, tad var atrast veselus skaitlus xun
yar (x,y)=1 13, ka p=x+ )~

Pieradijums tamlidzigs ka LagranZa pieradijums par
Cetru kvadratu summu (§ 46.).

Ja p=4n -} 1, tad LeZandra simbols

....g)

iRl 1.

=4

Tas nozimg, ka var atrisinat kongruenci
x?=—1 (mod p),

un atrast skaitli x ta, ka (x® 4 1)]p. Ja izlietojam ieprieksgjo
lemmu, tad secinam, ka katru pirmskaitli p=4n 41 var
izteikt ar divu kvadratu summu. Pieradisim, ka tas
jesp€jams tikai viena veida.

Piegemsim, ka p = 4» -+ 1 var izleikt ar kvadratu summu
divos dazados veidos*)

M p=wt P =g+

un x > x; (ja piepem x=x,, tad seko, ka ari y—=1y,). Tad
y<<y, un x—x, y, —y ir pozitivi skaitli. Ja izteic

X — x, = da

2
% t § s

ar lielako kopigo dalitaju 4, tad (a, 6) == 1. No vienlidzibam
(2) izteicam x un y un ievietojam formula (1). Dabujam rezuliatn
(3) 2adx, + a’d® = 2bdy, — b*d>

*) lzteiksmes 2 4 32, 32+ 2% (—a)2-4 »2,... nav jauzskala bar
daZadiem veidiem.
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Formulas (3) kreisa puse dalas ar ad, laba puse ar bd. Ta
ka (a, b)=1, tad formulas abas puses dalas ar abd. Ja katru no tam
apzim€ ar skaitli abd.c, tad pec parveidojuma dabii formulas

2x, + ad = b, 2y, — bd = ac

jeb

® (ol

Ja formulas (4) kdpina kvadrata, saskaita un izlielo identitati

(ac + bd)® + (ad — bc)® = (a® + b%) (2 + a7,
tad dabii rezultatu
(@4 6%)(c + a°) = 4p

® =@+ EL

Ta ka

un

p=2ty=x+5

ir neparu skaitlis, tad vienam no skaitliem x, y un vienam no
Xy, ¥, jabut paru, otram nepaju skaitlim.

Piegpemsim, ka x un x; ir paju, bet y un y,
neparu skait]i. Tad no formulas (2) slédzam, ka 4 ir paju
skaitlis. No formulas (4) seko, ka

be2 un  ac2.

Ta ka (a, b) = 1, tad nepiecieSams, ka |2.
Tagad no formulas (5) redzam, ka

(2 + ).

Skaitlis p ir sadalits divos faktoros, kas lie-
laki par vienu. TieSam, no formulas (2) dabi, ka

a2+ b2 >12+4 1%
Ta ka ¢ un 4 ir paru skaitli, tad
2+ d?2 > 224 22
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Ta tad, ja skaitlis p=4n 4+ 1 ir izteicams vai-
rakos veidos ar divu kvadratu summu, tad p
nav pirmskaitlis.

Ne katru skaitii N, kam ir forma 4» 4 1, var izteikt ar
divu kvadratu summu, Tas nav iesp€jams, piem&ram, ar skait-
liem 21 un 33. Tadi gadijumi ir vienmer tad, ja Vir salikts
skaitlis, kas satur divus pirmreizinatajus ar

formu 4n 4 3. TieSam, divu tadu skaitju reizin@jums ir izsa-
kams forma 4»# + 1, jo

(41, + 3)(4ny +3) =4.(4nmg + 3n, + 3n, +2) +1=4n 4+ L.

Mineta pieradijuma metodi var izlietot skaitla N=4n + 1
sadaliSanai reizinatajos., Tam nolikam no skaitla
N atgem péc kartas sekojoSo dabisko skaitju kvadratus:

12,22 32, ..., [E(Y

Ja rezultata rodas kvadrats vairakas reizes, vai ari nevienu
reizi nerodas kvadrats, tad N ir salikts skaitlis.

Piemérs. N=65—=282-} 12 = 42 7%
Te

xX—x, =4, y,—y=6, d=2, a=2, b6=3, a®+ 6°=13.
Tadg]
65]13.
Piezime. Mingto izm@ginaSanu ar skaitliem
N — 42 B2 3,__.,E(V1Tr)]

var stipri saisinat, ja izv€las kadu moduli », kam ir kvadratisks
neatlikums £, un atmet visus tfos skaitlus 7, kam

N — 2=k (mod m).

Par tddu metodi ]au bija runa § 38.

Par skaitla V— 4n + 1 sadaliSanu faktoros Eulers sava
darba ,De numeris qui sunt aggregata duovum quadratorum
(Nov. Comm. Acad. Petropolitanae, vol. 4. 1758. g.) Propositio 7,
Corollarium r aizrada uz $adu vienkarSu pap&mienu, kas pil-
nigi saskan. ar min&to faktoru aprekinasanu.
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Ja skaitlis V ir izteikts divos veidos ar divu kvadratu summu
N=x+y=x+y,
1a N var sadalit reizinatajos, ja izlieto id_entitiﬁ

(@246 (*+-d% = (ac+bd)® + (ad—bc)® = (ac—bd)? + (ad-+bo)?.

TieSim, ja apzime

X =ac -+ bd
y=ad— bc
X, =ac—bd
yl:ad"l'bcy

tad atrod, ka-

X — x, = 2bd, =y =-Db¢,
Ti tad : SR

AR s Tt 4

d x—x

Ja dalskaitli %‘L;’ saisina, skaititaju izv€las par ¢ un sau-
Sl
cgju par d, tad var sastadit skaitja N vienu dalitaju ¢ + &2
So metodi Eulers paskaidro ar pieméru:

1000009 = 1000? 4 32 = 2352 + 9722 = 293 - 3413.

Jaukti uzdevumi.

1. Cetru pec kartas sekojoSu dabisko skaitju reizinajums,
palielinats par I, ir kvadrats.

2 Ja (a+12>N>a? tad N—[(a + 1)>— N ][N — a
ir kvadrats.

3. Ja p ir pirmskaitlis, tad

201 — ]
?

ir kvadrats tikai tad, ja p = 3 vai 7.
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4. Ja p un g ir pirmskaitli, tad pa—'4gp—'—1 dalas ar zq.

5. Ja » ir paju skaitlis, tad 2!~+2 - 72»+! dalas ar 13;
pret€ja gadijuma nedalas.

6. Ja p = 16n - 1 ir pirmskaitlis, tad »* 4+ 1 vai n*» — 1
dalas ar p.

7. Ja(a,b)=1 un a*® -+ b dalas ar pirmskaitli p, tad
P = 2nk + 1.

8. Ja skaitli p var izteikt ar divu kvadratu starpibu un tikai

viena veida, tad p ir pirmskaitlis. Noskaidrot, kadus skait]us
nevar izteikt ar divu kvadratu starpibu.

9. Ja p= Ax*+ By? = Axi 4 Byi, tadpnav pxrmskaltlls
10. Atrisinat nenoteiktos vienadojumus:

P—yr=2 un x4 yi=2"
11. Pieradit, ka pirmskaitlu » = 4n -~ 1 ir bezgala daudz.
Aizradijums: skaitlis (25, #...2.)* + 1 nedalas ne ar

vienn pitmskaitll “g = 4543, o (—Tl) = — 1. Ilietojot

izteiksmi 2p, p, ... po -+ 1, var pieradit, ka pirmskaitlu g=4n—1
ir bezgala daudz.
12. Pieradit, ka pirmskaitlu g = an ~+ 1 ir bezgala daudz.
13. Atrisinat nenoteiktos vienadojumus:
4x® — 12xy 4+ 92+ 6x—7y—23=0;
9x2 4 30xy + 2592+ 7x + 11y — 222 =0;
xX2—=2xy 4+ y*4+2x—5y+6=0.
14. Atrast krit€riju, kad kongruence x = a (mod 2x 4 1)
ir iesp€jama.
15. Pieradit, ka katrs kvadrats ir izteicams ar- vienu no

trim sekojosam formam: 5, 5# — 1, 5# -+ 1, katrs kubs ar
vienu no formam 7u, 7w — 1, 7n 4+ 1. Visparinat teorému.

16 Pieradit, ka vesela skaitla 5 - pakape beidzas ar tadu
pat ciparu, ka pats skaitlis

17. Ja p ir pirmskaitlis,
Pl=q1q2. ..
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un neviena no kongruencém
p;]_
g% =1 (mod p) =1,2-v.5%)
nav iesp€jama, fad g ir moduja p primitiva sakne. -
18. Kada veida pirmskaitliem ir primitiva sakne g—10?

19. Pieradit, ka katrs pirmskaitlis, izpemot 2 un 5, dala,
bezgala daudz skaitjos, kas vzrakstami tikai ar ciparu 9 vai tikai
ar ciparu 1.

20. Pieradit, ka — 1 ir bikvadratisks atlikums tikai tadiem
pirmskaitliem, kam ir forma 8n - 1.

21. Ja p ir pirmskaitlis, tad visi pirmskaitli, kas dala 27 — 1
ir forma 8np+ 1 vai 8up +6p+ 1 (ja p=4k+4 1), vai
8np+ 25+ 1 (ja p =4k —1).

22. Rinda

01, 28,868,183, 210 (Fibonati rinda)
definéta ar formulu
@n=— Qn_1 ~+ Qn_2 (=0, ay—"1).

Pieradit sekoSas ipasibas. '

1. Katram paju skaitlim rindd seko divi neparu skaitli;
katram nepdru skaitlim augstakais viens paru skaitlis.

2. gyt a;+ a3+ ...F @na=an — 1.

3. Kautkura locek]a kvadrats atdkiras no blakus stavoSo rei-
zindjuma par 1, t. i. a3 = a1 a1 + 1.

4, Attiecibas aa“ robeZa, kad # — oo, ir régulara 10-stiifa
o1

malas attieciba pret apvilkta ripka radiju.

e e LB (=T

=T il 2 2







Otra dala.

Algebrisko skaitlu teorija.






l. Dazas polinomu ipasibas.

§ 49. Jedziens par algebrisku skaitli.
Par algebriskas skaitju teorijas sakumu ir jauzskata Gausa
ideja par komplekso skaitli @ -4 &, kur 7 = }/— 1 ir vienadojuma
x24+1=0

sakne. Pec Gausa parauga Kummers pétija specialus alge-
_ briskus skait]us

E=a -+ bv + 0?4 ...+ ko

kur w ir vienadojuma
x*—1=20

sakne. Ar So skaitju palidzibu Kummers pieradija lielo
Ferma tedorému bezgala daudziem, bet tom€&r ne visiem
gadijumiem (sk. §§ 1., 2.).

AtzimEsim vispariga algebriska skaitlﬁ definiciju. Par
algebrisku skaitli e sauc tada algebriska
viendadojuma

fx)=ax"+ax'+ ...+ a.=0

sakni, kura koeficienti a, a,,.
raciondali skait]i.

nida i Tves el

Turpmak algebriskos skaitJus apzimé&sim
griekun burtiem, bet racionalos skait]Jus (vese-
los vai' dalskaitlus) ar latigu burtiem.

No algebras ir zinams, ka vispariga gadijuma algebriska
vienaddojuma saknes var izteikt ar algebriskiem simboliem (radi-
kaliem) atkariba no vienadojuma koeficientiem tikai tad, ja vie-
nadojuma pakape nav augstaka par 4. Ta tad ir algebriski
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skait]i, kas nav izsakami atklata veida ar
algebriskiem simboliem.

llgu laiku matématika valdija uzskals, ka visi skaitli ir al-
gebriski skait]li. Tikai 1851. g. Liuvils (ZLiouville) pieradija,
ka ir skait]li, kas nevar noderét par sakni ne-
vienam algebriskam vienadojumam ar vese-
liem koeficientiem. Tos nosauc par transcenden-
tiem skaitliem. 1874, g. Kantors (G. Canfor) pieradija, ka
transcendento skaitluirbezgala daudz(sk.§59),
un ar to deva sakumu daudzumu tedrijai (Mengenlehre).
1873.g. E r m it s(Hermite) pieradija, ka skaitlis ¢ (naturalo logaritmu
baze) ir transcendents. 1882, g. par skaitli = to pasSu pieradija
Lindemanis (Lindemann). VE@lak Sie pieradijumi sipri vien-
karsoti*).

1900. g. matematiku kongresa Parizé Hilberts, runajot
par toreiz neatrisinatam probleémam mat€matika**), starp cilu min

jautajumun, ka noskaidrot, vai dotais skaitlis, piem. 2V’_, ir al-
gebrisks vai transcendents? — 1930.g. Bibe rb a c h s(Bieberbach)
rundjot par tagad neatrisinatam problémam, rada***), ka 1900. g.
problémas tagad gandriz visas atrisinatas. o* un tamlidzigu
skaitlu transcendenci pieradijis krievu matématikis Gelfonds.

§ 50. Rlgebriska skaitla raksturigais vienadojums.

Algebriska skait]a definiciju var modificét sekojoSi: alge-
brisks skaitlis ir tada algebriska vienddo-
juma sakne, kuya koeficienti ir racionali
kaitli

TieSam, ja vienaddojumu pareizina ar visu koeficientu kopigo
sauc€ju, tad dabii vienadojumu, kam visi koeficienti ir veselj
skaitli, Otradi: ja vienadojuma

gx"+ax" '+ ...+ a.=0

¥) Sk. piem. Landau ,Vorlesungen iiber Zahlentheorie®, Bd. 111, Ip. 90,
Pieradijumu par skait]a e transcendenci var atrast ari Gowursat ,Cours d’analyse®
1. daja.

*#)  Nachrichten der Gottingen Gelehrtengesellschaft, 1900.

#3%) Die Naturwissenschaften* 1930. g. dec. burtnica.



— 161 —

abas puses' izdala ar augstaka locek]a koeficieniu @, un apzime

a,
’:bi : (t-=l,2,...,ﬂ),

tad dabii vienadojumu
) = X"+ bxm=t 4 byt 4 ...+ by =0,

kam augstaka locekla koeficients ir 1 un visi paréjie koeficienti
by bgy + .+ ., by ir racionali skait]i. Tddu vienadojumu f(x) =0
sauc par vienkarSu vienadojumu.

Ja polinomu f(x) nevar sadalit divos faktoros, kuru
pakapes > 1 un koeficienti ir racionali skait]i, tad f(x) sauc par
irreduciblu polinomu. Vienadojumu f(x) —= 0 sauc par irredu-
ciblu tad, ja polinoms f(x) ir irreducibls.

Ja vienadojuma f(x)=0 augstaka loce-
kla koeficients ir | un visi par€jie koefi-
cienti veseli racionali skait]i, tad vienado-
juma saknes sauc par veseliem algebriskiem skaitliem.

Ja a ir n. pakapes vienadojuma f(x) = 0 vienkarSa sakne
un g (x) ir kautkads polinoms, tad e ir sakne ari vienadojumam

f(x).& x) =0,

kam pakape > ». Ta tad vienm@r var atrast par f(x) = 0 aug-
stakas pakapes vienadojumus, kam e ir sakne. Bet ja nevar at-
rast nevienu zemakas pakapes vienadojumun, kam a biitu sakuoe,
tad a sauc par n. pakapes algebrisku skaitli unf(x)=0
par a raksturigo (karakteristisko) vienidojumu.

Definicija. Viszemakas pakapes vienkarSu vie-
nadojumu, kam dotais algebriskais skaitlis a ir
sakne, sauc par §i skaitja raksturigo viena-
dojumu.

Tedréma. Katram algebriskam skaitlim ir
tikai viens raksturigais vienadojums.

Ja piepem, ka ». pakapes algebriskam skaillim a ir divi
raksturigie vienadojumi :

fX) =0 un g(x) =0,

n
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tad tie ir vienkarSi vienadojumi, kuru pakapém jabiit vienlidzi-
gam ar n, Var sastadit vienadojumu

f(x) — gx)=0.

kam par sakni ir a. Ja saisina ar ta augstaka locek]a koeficientu,
tad dabii vienkarSu vienadojumu, k.m pakape < n — 1. Bet {a
ir pretruna nosacijumam, ka a ir ». pakapes algebrisks skaitlis.
No definicijas seko, ka raksturigais vienadojums
f(x=01ir irreducibls vienadojums.
TieSam, ja a ir viepradojuma f{x) — 0 sakne, un polinoms
flx) sadalas divos faktoros

Sx) = (%) d(0),
tad a ir ari sakne vismaz vienam no vienadojumiem
¢(x) =0, ¢(x)=0,

kupu pakapes zemakas ka f{x) pakape.

Tagad pieradisim, ka algebriska skaitla a rak-
sturigaisvienadojums flx)=01ir vienigaisirre:
duciblais vienadojums ar sakni a

Piegemsim, ka a apmierina bez raksturiga vienadojuma

fix) =0
ari vel kadu irreduciblu vienadojumu
X)) =10

kura pakapei jabiit augstakai par fix) pakapi ». Tad, F(x) dalot
ar f(x), allikuma dabi polinomu #(x) ar racionaliem koeficientiem
un pakapi << » — 1. Sakara

F(x) = fix) - g(x) + r(x),
liekot x vieta a dabi, ka
r(a) = 0,

Ta ka a ir »n. pakapes algebrisks skaitlis, bet r(x) pakape < n — 1,
tad nepiecieSami, ka »(x) visi koeficienti ir nulles. T3 tad
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£F(x) = fix) - qlx).

un tedréma pieradita.

leprieks€jos rezultatus apvienojot, var teiki, ka katram
algebriskam skaitlim e ir raksturigs viens irre-
ducibls vienadojums, kas ir vienigais irredu-
ciblais vienadojums ar sakni a.

Piemeérs. Atrast skaitl]ae=1)24 |3 raksturigo
vienadojumu.

Ja vienadojumu
x—a=0 jeb x=|24+V3
kapina kvadrata, tad dabi vienadojumu
x? —5=2J6,
Velreiz kapinot kvadrata, dabu 4. pakapes vienkarSu vienadojumu
fAx)=x*—10x24+1=0

ar racionaliem koeficientiem. Skaitlis @ ir §1 vienadojuma sakne.
Ja pieradisim, ka f{x) = 0 ir irreducibls' vienadojums, tad tas
biis arl e raksturigais vienadojums.

Ja vienkarSs polinoms sadalas racionalu koeficientu faktoros,
tad vienmer var iekartot ta, lai Sie faktori bifitu vienkarSi poli-
nomi. Tadg], ja

JSx) =xt — 10x2 + 1

sadalas faktoros, tad f(x) dalas ar kadu vienkarSu pirmas vai
vienkarSu otras pakapes polinomw. Var piegemt, ka I. gadijuma

fix) =(x — a) (x3 + bx* 4 cx + d)
un Il. gadijuma

fix) = (x* 4 Ax + B) (x* + Cx + D),
ja d. b, ¢, d un A, B, C, D ir racionali skaitli.

l. gadijums. Ta ka f{x) dalds ar X — a, t. i. skaitlis a ir
vienadojuma f{x) =0 racionala sakne Bet algebra zinama

11*
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teoréma*®): ja vienkar3a vienadojuma visi koeficienti ir veseli skaitli
un brivais loceklis it + 1 vai — 1, tad vienadojumam var bt
racionalas saknes tikai 41 vai — 1. Bet dota piem&ra ne + 1,
ne ari — 1 nav vienddojuma f(x) = 0 saknes.

Il. gadijums. Ja piegem
xt— 102+ 1=(x*4 4Ax+ B) (x> + Cx + D)

un salidzina abas pus€s koeficientus pie x vienadam pakapem,
tad dabii sakarus

A+C=0, B+AC+D=—10, AD+ BC=0, BD=1.
No divi pedéjam formulam izsledzot D rodas '
A== B ‘
levérojot pirmo formulu, dabii
1 — B =0.
C =0l =B =]

Ta tad

Kad € =0, tad 4 =0 un

{B+D=—m
Bl =1

Pédejai sistémai nav racionalu atrisinajumu.

Ja turpretim piepem B2? = 1, resp. B=+1, tad ari
D =+ 1. Ar §im nozimém dabi vai nu vienddojumu A4?= 12,
vai vienadojumu 42 — 8, Bet ne pirmam, ne ari otram viena-
dojumam nav racionalu atrisinajumu.

Ta ka neviens no diviem vienigi pieJaujamiem gadijumiem
nav iesp€jams, tad -

fix) = x* — 1042 4 1

ir irreducibls polinoms, un f{x) =0 ir skaitla e =2+ |3
raksturigais vienadojums.

*) Sk. piem, prol. Lejnieka — Augstaka algebra, Ip. 145,
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Turpmak (§ 53) apskatisim visparigu metodi, ar ko izSkir,
vai dotais polinoms ir redocibls, vai irreducibls. Bet ieprieks
apskatisim daZas irreduciblu polinomu ipaSibas.

§ 51, Irreduciblu polinomu ipaSibas.

Abela teorema (1819.g.). Ja vienddojumam F(x)=0
der dota irreducibla vienadojuma flx) = 0
vienasakne, tadtam der ari flx) =0 visas saknes.

No algebras zinam : ja diviem vienadojumiem
F(xj = 0| ﬂx) = 0

ir kopiga sakne, tad polinomiem F{x) un fix) ir kopigs dalitajs
d(x), kas ir vismaz pirmas pakapes polinoms un kam koeficienti
racionali izsakami ar F{x) un f{x) koeficientiem. Ja fix) =0 ir
irreducibls vienadojums, tad polinomam fix) nav citu dalitaju ka
tikai pats polinoms f{x) ko p&c patikas var vel reizinat ar pasta-
vigu skaitli. Ta tad F(x) un fix) kopigais dalitajs ir f{x), un

Flx) = fix) g(x).

Tade] vienadojuma f{x) = 0 visas saknes apmierina ari vienado-
jumu F{x) = 0. i
Sekas 1. Irreduciblam vienadojumam nevar

but kopigas saknes ne ar vienu zemakas pa-
kapes vienadojumu.

2. Nevienam irreduciblam vienddojumam
nevar buit vairakkartejas saknes.

Tie3am, ja irreduciblam ». pakapes vienadojumam f(x) =0
biitu vairakkartéja sakne, tad tam ari biilu kopiga sakne ar
(n — 1). pakapes vienadojumu f’(x) = 0, kur f'(x) ir fix)
atvasinatais polinoms,

3. Jadiviem irreducibliem vienadojumiem
fix)=0, g(x) =0 ir kopiga sakne q tad abi vie-
nadojumi ir identiski.

Pirmkart, Ax) un g(x) pakapem jabut vienlidzigam un, otr-
kart, abu polinomu augstako locek]u koeficientus var nolidzinat.
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Ja péc tam ari visi pargjie f(x) un g(x) koeficienti nebiitu
vienlidzigi, tad « apmierinatu zemakas pakapes vienadojumu
fix) — g(x) =0.

4, Ja divu polinomu F(x) un G(x) reizina-
jums F(x) G(x) dalas ar irreduciblu polinomu fix),
tad vismaz viens no faktoriem F(x) vai G(x) dalds
ar flx)

Ar pedgjo ipadibu pierdda, ka katru polinomu var
izteikt ar irreduciblu polinomu reizindjumu un
tikai viena veida.

§ 52. Gausa teorema.
Sini un turpmidkos §§ apskatisim polinomu
Fx)=apx* +-a x4+ ...+ a1 X + aa,

kam visi koeficienti a, a,, ... a. ir veseli skait]i. Par
tada polinoma dalitaja sauc skaitli

B2 (a5 dac il i

kas ir visu koeficientu a,. ay, ..., a. lielakais kopigais dalitajs.
Si definicija ir saprotama, ievérojot, ka katrai veselai x nozimei
polinoma F(x) vertiba dalds ar 4.

Ja d=(aya,...a.)=1, tad F(x)=ax* +a,x*'+...4aa
sauc par primitivu polinomu.

Teorema. Ja Ax)=agx*+ax*'+...+a. un
B(x) =bpx™ +bx* '+ ...+ bm ir primitivi polinomi,
tad ari to reizinajums C(x) = A4(x): B(x) ir primi-
tivs polinoms.

Pieradijums. Ta ka polinomu A(x) un B(x) koefi-
cienti ir veseli skaitli, tad ari polinoma

C(x) = cex™ ™ 4 cpam ! e x™ =2 L |+ tmpa
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koeficienti ,¢“ ir veseli skaitli. Tos izteic ar koeficientu ,a*, ,b¢
homogenam un izobaram funkcijam :

6 = agh; + a;b,
g = agby + a6, + ashy

k
g = aobk -l- albk_,,—f- 025;;_2 —|—- U + ag bo =X ai bk_i,
i=0
kur visi a; ar indeku 7> » un b; ar j > m ir nulles,
Piepemsim, ka pret€ji teorémas apgalvojumam ({(x) visiem
koeficientiem ir kopigs dalitajs 4. Tad ir pirmskaitlis p, kas
dala visus polinoma C(x) koeficientus. Ja ¢y = a,b, dalas ar 2,
tad vai nu a, vai b, dalas ar . Pieradijumu nemaz nesaSauri-
not, var piegemt, ka @, dalas ar p. Ir iesp€jams, ka ari
a, @y ... dalas ar p. Bet visi ,a“ ar # nedalisies, jo A(x) ir
primitivs polinoms Piegemsim, ka

alg, ailp, alp ... acilp
ax nedalas ar p (2 < m).

bet

Tad iev@rojot, ka cx|p un
= aghx +a, by + ...+ a1 b, + ax by,

secinam, ka
ax byl 2.

Ta ka ax nedalas ar p, tad | p. Ja iev@ro, ka cuiq|p un
o1t = Ao bxpr + a0+ . .. Ga by F ax by + arp1 by,

tad seko, ka a; b,|#, un reiz€ ar to b,|p. Tamlidziga karta no
piegémumiem

il py Crpalpr v il (k4 m <m -+ n)

seko ari
br‘-iﬁ, bslﬁ, 2 A bﬂ'!P‘

Ta {ad visi ,6“ dalas ar p, un B(x) nav primitivs polinoms.
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Sekas. Polinomu reizinajuma dalitajs ir
vienlidzigs ar atseviSko polinomu dalitaju
reizinajumu.

Ja polinoma A(x) dalitajs ir @ un B(x) dalitajs b, tad var
izteikt

Ax)=a - A(x), Bx)=b- Bx),

kur A,(x) un B(x) ir primilivi polinomi. Tad ari A,(x) un
B,(x) reizinajums ir primitivs polinoms. Tadé] polinoma

A(x) - B(x) = ab- A,(x) B,(x)
dalitajs ir ab.

Gausa tedréma. Ja polinomu F(x)=ax" +a,x*'+..+aa
ar veseliem koeficientiem var sadalit faktoros,
kuju koeficienti ir racionali skait]i, tad Fix) var
sadalit ari faktoros ar veseliem koeficientiem.

Pieradijums. Piepemsim, ka F(x) ir primitivs polinoms,
kas izteicams ar divu polinomu produktu

Flx) = 9(x) - $(x),

kur ¢(x) un ¢(x) ir polinomi ar raciondliem koeficientiem. Ja
a un b ir attiecigi polinomu ¢(x) un ¢(x) koeficientu kopigie
saucgji un ab = ¢, tad var rakstit formulu '
cF(x) = A(x) - B(x),
kur
Ax) =aw(x) un  Blx) = bd(x)

ir polinomi ar veseliem koeficientiem. Piegemot, ka polinomu
A(x) un B(x) dalitaji ir attiecigi @, un b,, dabii sakaru

¢ F{x) == a,b,4,(x)B,(x),
kur A,(x), By(x) un F(x) ir primitivi polinomi. Tade]
o =mb;
Formulu saisinot, dabi

£(x) = A,(x) By(x).
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Ta tad gadijuma, kad F{x) ir primilivs polinoms, tedréma
ir pieradita.
Ja F(x) nav primitivs polinoms, tad var izteikt

Fix) = d F(x)

ar veselu skaitli 4 un primitivu polinomu /#,(x) P&c tam pietiek
atkarlot Gausa tedrémas pieradijumu par primitivo polinomu /(x).

Lai tagad noskaidrotu, vai dotais ». pakapes polinoms F{x)
ir vai nav sadalams faktoros, pietiek meklét tikai tadus F{x) fak-

torus, kuru koeficienti ir veseli skait]i un pakapes < % Bet tadu

polinomu liekas biit bezgala daudz. Metodi, ar ko F(x) pielau-
jamo dalitaju skaitu var ierobeZot lidz galigam skaitlim ta, ka Sos
dalitajus- parbaudot var iz3kirt, vai dotais polinoms ir vai nav
irreducibls, ir devis Kronekers 1881. g. To tagad apskatisim.

§ 53. Kronekera (Kronecker) metode.

Piegemam, ka ». pakapes primitivs polinoms /{(x) ir sa-
dalams faktoros:
F(x) = fix).glx).

Tad fix) un g(x) ir polinomi ar veseliem koeficientiem, un vie-
nam no tiem, piem. f(x), ir pakape r<’2i Liekam x vieta » -} 1

veselus un daZadus skaitlus
Qg @y, Gy s . o A,
un piegemam, ka Sim x nozim€m /£(x) = 0*¥). Tad

fai) un  f(a:) =01 -2r" ")

*)  Kronecker — ,Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge-
braischen Griossen®.

**) Ja tomer kadai veselai nozimei x = a biitu F(a) =0, tad F(x) sada-

litos reizinatajos F(x) = (¥ — a) F(x), un apskatamo jautdjumu varétu attieci-
nat uz_(» —1). pakipes polinomu F(x).
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ir veseli skait]i, pie kam F{(a; ) dalas ar f(a:). Ta ka katram
veselam skaitlim Fiai) ir tikai galigs skaits dalitaju, tad funkci-
jas f(x) vertibu f{a; ) izvéle ir ierobeZota. Ja

do: d]_l dgl . dr

ir viena no galiga skaita iesp€jamam veselu skaitju sistémam,
kas sastaditas ta, ka

Fay)ld,, Fa,)|d,. Flald,. . . ., Fla: )|d:

tad polinoma F(x) pielanjamu dalitaju f(x) konstruéar LagranZa
vai Niitona interpolacijas formulu*). Ja ar LagranZa
formulu f{x) izteic forma

3 (x—a)x—ay)...(x—a:) (x—a,)(x—a))(x—a,)...(x—a.)
— Nag—a,Nay—ay)...(ag—0x )" Ha—ag)(a—ama—ay).(a,—a.)

Ax)

(x e ”o)(x— al) v (x — @r_ 1)
(ar o “0)(ar o a]_)»--(ar —aP;)’

gl

- tad acimredzams, ka

fag) = dy, fa)) =dy, ... f(a:) =d:.

Sakartojot f{x) péc x dilstoSam pakapém, vispariga gadijuma
dabii ». pakapes polinomu ar racionaliem koeficientiem. Gadi-
juma, kad fix) koeficienti ir veseli skait]i, ir japarbauda, vai
Ii{x) dalas ar. f{x).

Ja {a nav, tad izv€las citu skaitlu sist€ému
gy sy Bge 57a 55 e

un sastdda jaunu polinomu flx) Tapat turpina lidz apskatiti
visi iesp&jamie gadijumi. Ja F{x) nedalds ne ar vienu no atra-
stajiem f{x), tad dotajam polinomam F/{x) nav r. pakapes dalitaju.

Apskatitais process jaatkarto ar visiem

r:l,z',s,...,E(;-‘). :

*) Sk. prof. Lejnieka — Augstaka algebra. Ip. 52,
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Piemérs. Vai polinomam
Flx) = x* — 1052 + 1

ir otras pakapes dalitaji?
Izvelamies gy =~ 1, ¢, =0, a, = 1. Ta ka
F(—1)=—8, FO)=1, F(l)=—38
dalitaji ir attiecigi ,
B Y S 10T 0 A8 T (akaifA8)

T e N R N L9
ALy S e T B S O e VY

tad iesp€jamas pavisam 128 = 8 - 2 - 8 daZadas skaitlu d,, d,, d,
sistémas un ari tikpat daudz daZadi pielaujami F{x) otras paka-
pes dalitaji f{x), kas visi japarbauda. Ja iev€ro, ka no visiem
128 = 8- 2- 8 polinomiem f(x) ik divi ir ar prel€jam zimem,
tad méginajumu skaitu var samazinat uz pusi. Ar vél citiem
pag€mieniem parbaudamo polinomu skaitu gan var vél vairdk
samazinat, tomer atlikuSo polinomu skaits nav mazs. Tadeg]
praktika Kronekera metode garlaiciga.

Izvelétam a,, a,, a, nozim&m LagranZa formula dod

Tt e R e e

Ja liek, piem.
' do =t i, LD
tad dabii polinomu
f(x) = 2x2 — 3x — 1,

bet F(x) ar to nedalas. Tagad buitu jagem citas d,, 4, d,
nozimes un jasastdda jauns polinoms f(x). Bet ari ar to F{x)
nedalisies, jo jau 50. § uoskaldrolam, ka /F{x) ir irreducibls
polinoms,
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§ 54. Eizeniteina (Eisenstein) teoréma.
Pieradisim sekoSu principiali svarigu teorému, ko devis
EizenSteins (Fisenstein) 1840. g.

Ja polinoma j(x) =ax* - ax** 4+ ...+ a, aug-
staka locek]a koeficients a, nedalas ar pirm-
skaitli p, visi par€jie koeficienti dalas ar 2
un brivais loceklis @, dalas ar p, bel nedalas-
ar p? tad polinoms fx) ir irreducibls.

Piegemsim, ka f(x) sadalas divos faktoros:
A X” +a, X274 Fan =(bgx" +b, X" b NegX® X A6 )
kuru koeficienti ,6* un ,c* (tdpat ka visi ,a*) ir veseli skait]i.
Tad
r+s=mn

un ir sekojoSie sakari starp koeficientiem:

a, = byey

@, 2= bye, + bycy

Ta ka a, nedalas ar p, tad pirma formula rada, ka ari §,
nedalas ar p, leverojot mosacijumu, ka a, = b: ¢, dalas ar p, bet
nedalas ar #? apgalvojam, ka viens no koeficientiem
b. vai ¢; ar p dalds, otrs nedaldas. Pieradijumu nemaz
nesaSaurinot, piepemam, ka ¢, nedalas ar p un '

bey beyy br sy . . ., biys dalds ar p, bet by nedalas ar p (£ = 0).
Tad formulas
Octs = brce+ Oegr6e1 4 o .« + biysgy

labaja pus€é pirmais loceklis &y ¢ ar p nedalas, bet vi:i pargjie
locekli dalds. Tadeé] ari summa axys nedalas ar p, kas ir pret-
runa tedrémas nosacijumam,
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Sekas. Eksist& ikkatras pakapes bezgala
daudz irreduciblu polinomu,

TieSam, ar EizenSiteina tedr@mu var konstruet bezgala daudz
irreduciblus # pakapes polinomus. Ja p ir pirmskaitlis, tad, piem.

Jxj=x+ prt - pxm 24 L. px 4P
ir n. pakapes irreducibls polinoms.

Uzdevumi.
1. Noteikt raksturigos vienadojumus skaitliem:

8 3 3 4
34+:V2; V2413; V24102
2. Sadalit faktoros polinomus:
x4 4 X% —bx? 4 2
2x% — x* 4 4x% — 4x* + 5x — 2
2x5 4 3x* 4+ 3x* — 9x% + 12x — 6
6x7 — 29x6 |- 58x° — 40x* — B7x® 4 139x2 — 111x 4 36.

3. Pieradit, ka polinoms xP—' + x“—2 a3+ x+1
ir irreducibls, ja p pumska:tlls

4. Pieradit tedorému: ja veselais algebriskais skaitlis «
ir racionals, tad tas ir vesels racionals. skaitlis.



Il. Algebrisko skaitju pamatipasibas..
§ 55. ARigebriska skaitla kriterijs.

Rundjot par kritériju, ar ko iz8kiy, vai dotais skaitlis ir al-
gebrisks vai transcendents, vispirms japiezimé sekoSais. Par
otras pakapes algebrisku skaitli (irreducibla kvadratviena-
dojuma sakni) LagranZs ir devis $8du nepiecieSamu un pietie-
koSu mnosacijumu: katrs otras pakapes algebrisks
skaitlisirizieicams ar penodlsku nepartrauktu
(k8Zu) da)skaitli.

Augstaku pakadpju algebriskiem skaitliem tada perioditate
nav noverota. Ar So problému par tre§as pakapes algebriskiem
skaitliem ir nodarbojies Jako b i (Jacobi), velak krievu autors
Voronoi (Bopoxoit) devis komplicetu kriteriju.

M@s te apskatisim vienu visparigu metodi, ar ko daZos
teorétiskos jautajumos var pieradit, ka dotais skaitlis @ ir algebrisks.
PietiekoSais nosacijums ir §8ads: ja dotam skaitlim a
var atrast %2 skaitjus §, &, ..., & (kas visi reizé nav
nulles) ta, ka ar racionaliem koeficientiem
a; (.j=12,...,k) pastav sakari

IGE1="311§1+“1252 + ..o+ ek
afy = @y & + S+ . .+ ank

...................

05 = au & + awela+ ... + acbx,

tad a ir algebrisks skaitlis ar pakapi <A
Tie3am, no formulam (A4) seko £ linearu homogenu vienz-
dojumu sistéma
(3, — ) & + 98+ ... +anb =0
Og &1 + (e — @) S+ . .. + anb =0

(A)

an s, + aedy 4 ... + (@ — @) & =0
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ar £ nezinamiem &, &, ..'., Ex , kas visi reiz€ nav nulles. Tade]
sistémas determinantam jabiit 0. To izleicot, dabui A. pakapes
vienadojumu

a; — ¢ dra Ak |

(B) a21 agg —_— 0 ... A2k f— 0
----------------- L]
ax1 gz . Qg — @

ar racionidliem koeficientiem un nezinamo a. Tade] e ir alge-
brisks skaitlis. Atkariba no ta, vai vienadojums (B) ir vai nav
reducibls, ¢ pakape ir mazaka vai vienlidziga ar 4.

§ 56. Rlgebrisku skaitju summa un reizindjums.

Ar tikko apskatito teorému var pieradit, ka algebrisku
skaitJu summa, starpiba, reizinajums nu dalijums
ari ir algebriski skait]i. Pirmo reizi Sis svarigas ipa-
Sibas ir pieradijis Dedekinds; vipa pieradijums vélak vien-
karSots,

I. Divu algebrisku skaitlu summa ir alge-
brisks skaitlis,

Piepemsim, ka @ un B ir algebriski skait]i, kas der viena-
dojumiem

(H e~ a,0" " + ay@*? + ... an a4 an =0
@ B bt o A ba Bt ba =0
ar lracioniliem koeficientiem ,a“ un ,b“.

Par iepriek3€ja § min&tiem skaitliem ,£“ izvélesimies mn
skaitlus

un

1 a a? PP
B ajd a*3 SR i
(3) 52 ap? @ ... a2
fm—1 a[im—l a‘lﬁm—l ar—igm—1
; S

jeb, isi pierakstot, skaitjus
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@ B, {r.=0,1.2,...,n——1
fr=ilpde s ame=h
Pieradisim, ka tad summas

s=a+p

reizindjums ar katru ,£* ir izsakams ar £, &, ..., Emn

linearu homogenu funkciju, kuyas koeficienti ir
racionali skait}]i.

Tiesam, 1. gadﬁumi, kad
E=afp ar i<n-—1 j<m-—1,
tad skait]i
atp =F, dfit—§,
atrodas tabula (3). Reizindjumu of izteic
G=(@+paf=atpfapt =56+
jeb :
ef=6+5&.

Ja formulas labajai pusei vEl pievieno tabulas (3) par€jos
elementus reizinatvs ar 0, tad redzam, ka Sini gadijuma of var
izteikt ar &, &. .. , Ema linedarn homogenu funkciju, kuras koefi-
cienti ir racionali skait]i (0 vai 1).

2. gadijuma, kad
E—=a i ar i=n—1, j<m-—1,
tad, ievérojot skait]a @ vienadojumu (1), izteic

g =a"f + o pitt
ar
o= (— a,0™?! - g,a™* — ... — a,) fl + a1 Qi
jeb

0 = — a0 — a @ — ... — an P + iR,
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Péc §i parveidojuma of ir izteikts ar skaitliem a™—'{,
a2 @ | ... kas visi atrodas tabula (3).
3. gadijuma, kad

i<n—) j=m—1 vai it=mn-—1 j=m—1,

dara lidzigu parveidojumu, izlietojot vienadojumu (2).
Redzam, ka 55. § pietieko3ais nosacijums ir izpildits, un

s—a+5
ir algebrisks skaitlis.

I. Algebrisko skaitlu aun@ reizinajums p=af
ir algebrisks skaitlis.

Pieradijumam izlielosim fos pasus skaitlus £ =a! fi,
kas uzrakstiti tabuld (3).

Ja i<m—1, j<<m—1, tad
- pE:aﬁ-ai fli—gitt BiEt
jeb

oy

‘:Ef:

o

kur & = ait!fit! ir viens no skaitliem (3).
Ja viens vai abi nosacijumi

T TS gty

nav izpilditi, fad izlieto tamlidzigus parveidojumus, ka pieradi-
juma par algebrisku skaitlu summu.
Ja f ir algebrisks skaitlis, kas der vienadojumam

X0 4 bt b pen2 b, b =0
ar racionaliem koeficientiem, tad ari — f un —{; ir algebriski skaitli,
jo — B der vienadojumam ‘
X — bxm b2 — L+ (— 1) b =0
1 el
un z — vienadojumam
|

bnx™ + b x4 ...+ bx+1=0.

12
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Ar So- piezimi ir saprotams, ka algebrisku skait]u starpibu
un dalijumu var izieikt ar citu algebrisku skaitju summu un
reizinajumu '

a 1
a-izet il Tat
Tade] no pieraditajam ipasibam (I) un (II) seko, ka ari alge-
brisku skait]u starpiba un dalijums ir alge-
briski skait]i.
Sis ipaSibas visparina ar tedrému, ka algebrisku

skaitlu katra raciondla funkcija ariir algebrisks
skaitlis.

§ 57. Veseli algebriski skait]i,

Veselu algebrisku skaitli mes defin€jam, ka tada
vienadojuma

j(x):x“+a1x“—‘—|—a2x”—3;I—...—I-au =0

sakni, kam augstaka locekla koeficients a, = 1 un visi pargjie
koeficienti ir veseli racionali skait]i. Izlieiojot Gausa tedrému,
var pieradit, ka vesela algebriska skaitla raksturi-
gajam vienadojumam ari visi koeficienti ir ve-

seli skaitli un augstaka locek]a koeficients ir L

Teoréma. Veselu algebrisku skaitju summa,
starpiba un reizinajums ari ir veseli algebriski
skait]i.

TieSam, ja piepem, ka ¢ un B ir veseli algebriski skaitli,
un atkarto varde pa vardam 56. § pieradijumu, tad vienadojumu
(1) un (2) visi koeficieati a,, as, ..., @, by, b, . . ., b it veseli
racionali skait]i, un katrs skaitlis of; ir izsakams ar £, &, ..., &
(f# = mn) linedru homogenu funkciju

o = aul, + @l + ... + an ke G=1 2.::5..%
ar veseliem raciondliem skaitliem a;;. Tadg] skaitlis

c:a-{—ﬁ



— 19 =

apmierina 55, § vienadojumu

aiy— G 19 . v s @ik
Aoy Ayq—C Ao =en
[£4°3] 259 e s s Gk —GC

Ja to sakarto péc o dilsto$am pakapém un reizina ar (— 1)*,
4ad dabi vienadojumu

of o 40"t Aot ...+ A =0,

%kara koeficienti 4,, 4,. . . ., Ax ir veseli racionali skaitli. Tadg]
< ir vesels algebrisks skaitlis.

Tamlidzigi pierada, ka ari veselu algebrisku skait]u starpiba
an reizindjums ir veseli algebriski skait]li, bet par dalijumu to
Kkatrreiz nevar apgalvot .

Ja @ un B ir divi veseli algebriski skait]i
aum var atrast treSo veselo algebrisko skaitli v
4a, ka

a =31,

tad saka, ka ¢ dalas ar B. Sini gadijuma dalijums %ir vestls
algebrisks skaitlis 7.

Ja 1 dalas ar algebriska skaitli ¢, t. i, ja reiz€ ar ¢ ari %: ir

wesels algebrisks skaitlis, tad ¢ sauc par algebrisku vieni-
mieku. Katrs algebriskais vieninieks ir tdda vienadojuma

X+ axi—t4+ ... Ffaqx+1=0,

sakne, kam gal@jie koeficienti ir + 1 wvai — 1 un visi paréjie
koeficienti veseli racionali skait]i.

Piema@rs. Skaitli
£ = ;— (=L )8) o -y=2=15
dr algebriski vieninieki, jo tie der attiecigi vienadojumiem :
X*+x+1=0, x2—4x; =10

q2#
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§ 58. Visparigi algebriski vienadojumi.

Par visparigu algebrisku vienddojumu sank-
sim tdadu, kura koeficienti ir algebriski skait]i.

Pieradisim Sadu iev€rojamu tedremu. Ja algebriska
vienadojuma koeficienti ir algebriski skait}]i,
tad ari vienmadojuma saknes ir algebriski
skait]i.

Pieradijums. Dotavienadojuma abas puses dalot ar aug-
“staka locek]a koeficientu (kas nav nulle), dabi vienadojumn

(4) XNt axN14 B2 ..+ y =0
kur @, 8,..., v ir algebriski skait]i, kas der vienadojumiem :

a4 a4 a0 24 .. an=0
ot b, - bfm 2 ... F b= D

Pyt a0
ar racionaliem koeficientiem ay, ..., &y, .. ., ¢, - . . Lai izlielotw

55. § meloci, apzim&sim ar x vienadojuma (4) sakni un sasiadisim
& = Nnm . , . s skaitjus

N =01, 2 N=')
L L 1
Eime A RE Loy 1 =01 2,...,, m—1

03,02 5 s —1.
Pieradisim, ka katrs reizindjums xf ir izsa-

kams ar&,8,..,5 linearu homogenu funkcijn
ar racionaliem koeficientiem.

Tiesam, ja A<< N — 1, tad
XE == Xl g i s

ir viens -no skaitliem &,, &, ... &.
Ja turpretim = N — 1, tad
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= P =Caxd N, P P
jeb
€9} aE=—xN"latErp) [y xi-tgh PRl Cyr o —af B ynEL

Piegemot, ka ir izpilditas nevienlidzibas
s<ln—1 Jg<m—1L. .., r<s5-=1,

vedzam, ka xZ ir izteikts ar £, &, ... & linedru homogenu
funkciju, kupas koeficienti ir 0 vai —1. Ja turpretim daZas (vai
visas) nevienlidzibas nav izpilditas, piem. i = » — 1, tad, 1zlieto-
jot skaija a vienadojumu, formulas (5) pirmé locekli parveido par

—tap Ly =N (g e e an ) By =
—a N a1, angflanL2 Bl v A LR T,
kur koeficienti a,, a,, . . ., @, ir racionali skaitli.

Izdarotl tamlidzigus parveidojumus ari par€jos gadijumos,
kad j=m—1,...,,r=s—1, parliecinamies, ka 55. § no-
sacijums ir izpildits. @ Tade] x ir algebrisks skaitlis ar
pakapi < Nnm . . . s.

Gadijuma, kad @,B,...,7 ir veseli algebriski skait]i,
tad koeficienti ,a, b,.. ,c* it veseli racionali skait]i, un no pieradijuma
saprofams, ka x biis vesels algebrisks skaitlis. Ta tad, ja vie-
nadojuma augstaka locek]a koeficients ir 1 un
paréjie koeficienti ir veseli algebriski skait]i
tad ari vienddojuma saknes ir veseli algebriski
skaitli.

§ 59. Kantora (Canfor) teorémas.

Veselo algebrisko skaitlu tedrija liela m@&ra analoga veselo
racionalo skaitlu tedrijai. Griitibas sagada tikai divas sekojo3as
atSkiribas.

I. Veselo racionalu skaitlu teorija ir tikai divi vieni-
mnieki: 41 un -—1, kam@r veselo algebrisko skaitlu teorija vie-
minieku ir bezgala daudz.
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I. Katra galiga intervalla atrodas galigs skaits vesehs
racionalu skaitju, bet veselu algebrisku skait]u tur ir bezgala davdz.
Tade] nevar pateikt, kurs ir dotd vesela algebriska skaitla seko-
josais skaitlis,

Tomér dandzumu tedrija ir metodes, kas katram:
algebriskam skaitlim viennozimigi piekarto veselu racionilu skaitli,
un otradi. Ta tad algebrisku skaitju ir ,tikpatdaundz® cik
veselu racionalu skaitju, jeb saka, ka algebrisko skaitju dandzums-
irsanumer@jams (abzdihlbar) Saka ari, ka algebrisko um
veselo racionalo skaitju daudzumiem ir vienddas pakapes
(Mdchtighkeit) jeb vienadi kardinalskait]i.

1874. g. Kantors (Canfor) pieradija, ka visu racio-
ndlo skaitlu daudzums ir sanumeré€jams.

To pierada, uzrakstot rindd péc augoSa lieluma visus dal-
skaitlus, kam skaililaja un sauc€ja- summa ir 2, péc tam visus
da]skait]us, kam 31 summa ir 3, tad 4, u. t. t. Ja atmet dalskait-
lus, kuru skaititajam un sauc&jam ir kopigs dalilajs, tad starp at-
likuSiem noteikta vieta biis atrodams ikkatrs ‘racionalais skaitlis
un tikai vienreiz. Tada veida katram racionalam skaitlim bis
piekartots viens dabiskais skaitlis (vietas numers rinda), un otradi.

7

]
J :
> > —
Bsa! =
g
f
: Zim. 4.

Ari visi veselu racionalu skaitlu pari (a, 8) ir
sanumer€jami. Ja izleto koordindtu siste€mu (x, y), tad (a, b}
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ir punkti ar veselam koordinatam. Tos sanumerg, ejot pa, 4. zim€juma
paradito, spiralveidigo lauzto liniju. No ta atseviska gadijuma seko,

) § i P a % e
ka visu racionalo skaitju 3 daudzums ir sapumergjams.

Piem&rs. Lai sanumer€tu racionalos dajskaitlus intervalla
(0, 1), raksta visus istos' nesaisinamos dajskaitjus ar saucgju 2,
tad ar saucgju 3 u. t. t.:

S e e BN e

tolia ol oA Sl Sy a4
J e O W R S i R
1874. g. Kantors pieradija, ka ari visu algebrisko

skaitJu daudzums ir sanumer€jams.
Ja

fix) =apx*+ ax* 't ax>24...+a.=0

ir vienadojums ar veseliem racionaliem koeficientiem, tad par
vienadojuma augstumu / sauc skaitli

h=mn—14la]+la;] +las] +-.. + |aa .

Ir tikai galigs skaits vienddojumu ar dotu augstumu /% ;
to pakapes
N<h+ 1

Piemé&rs. Gadijumam ar s — 4 atbilst sekoSi 24 viepa-.
dojumi:
=)
Kl =079 =0
XEEOxal). g 0@ talof gl 10 x¥x—1=0, 2x:-x—0,
22 -F =0, =0
X+3=0 2x-+2=0, 3x+1=0, 4x=0.

Kantora teorémas pieradijums, Ja uzraksta visus vie-
nadojumus ar dotu augstumu %, tos atrisina un no sakn€@m patur
(no katras pa vienai) tikai tas, kas nepieder nevienam vienado-
jumam ar zemaku augstumu /4, tad saprotams, ka tdda karta katram /%
atbilst galigs skaits algebriskn skaitlu. Tos p&c kautkada priekSraksta
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var sakartot rinda. Ja sdik ar # =1 un turpina ar 2 =2, 3, u.tt,
tad dabu algebrisku skaitju rindu, kura atrodas katrs algebriskais
skaitlis un tikai vienreiz. Pierakstot katram algebriskajam
skaitlim ta vietas numeru rinda, dabii viennozimigu piekartoSanos
starp algebriskiem skaitliem un veseliem racionaliem skaitliem.
Ta tad visu algebrisko skaitlu daudzums ir
sanumeréjams.

Ka atseviSks gadijums no pieradita seko, ka ari visi
realie algebriskie !skait]i ir sanumer&jami.

llgu laiku pastavEja ieskats, ka visi realie skait]i ir algebriski
skait]i, vai, ka realo skaitju taisnes kairs punkts att€lo algebrisku
skaitli, -Tom@r ta nav, jo 1874. g. Kantors pieradija, ka visi
realie skaitli nav sanumer&jami. Arl realo skaitlu
daudzums ikkatra galiga intervalla nav sanumeréjams. Ta tad
katra intervalla eksiste€ bezgala daudz skaitju, kas nav algebrisku
vienadojumu saknes, Redzam, ka §i Kantora teoréma pierada
bezgala daudzu transcendentu skait]u ek'sistenci,
kaut ari nedod iesp&u tos konstrugt.

Pieradisim vispirms Kantora tedor@mas atseviSku
gadijumu, ka visi realie skait]li intervalla (0, 1)
nav sanumeréjami.

Piepemsim, ka ir metode, ar ko intervalla (0, 1) visus skaitjus
var sanumurét, [zteicot tos ar galigiem vai bezgaligiem decimal-
dajskaitliem, var uzrakstit tabulu:

X, =0, a5b5¢c, di 5.
Xg =0, agbycyd,. ..
Xg =0 agbstsds ..
X =0 b5

..........

kuya ikviens skaitlis 0 < xx <C 1 atrodas pilnigi noteikia vieta ar
vietas numeru 4. Pieradisim, ka,to piepemot, atrod pretrunu.

TieSam, ja konstru@ skaitli

x =0 g bedii;
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kur cipari a, b, ¢, d, . . . izvEléti ta, ka
gk dg sk by ci@a, gl w5

tad x gan ir intervalla (0, 1) skaitlis, bet neatrodas uzrakstita
tabula. Tas tadeél, ka x atSkiras no x, vismaz ar pirmo decimal-
Zimi, no x, vismaz ar otro decimalzimi, no x; vizmaz. ar treSo
zimi, u. . t.

Si pieradijuma metodi labi saprotama iemesla d&] sauc par
diagonalmetodi (Diagonalverfahren). Daudzos daudzumu
tedrijas jautdjumos ta loti izdeviga.

Pieradito var izlietot te6rémas visparigam gadiju-
‘mam. Sekojosd veida katram readlam skaitlim var noteikt vien-
nozimigi atbilstoSu punktu intervalla (0, 1) vai nu ar geometrisku
konstrukciju, vai analitisku transformaciju. Piem@ram, trans-
formacija

P = % —I—-‘—:-c arcigx,

katram realam x intervalla (—oo, 4-o0) viennozimigi piekarto realu
y nozimi, kas atrodas intervalla (0, 1). Ta tad punktu skaits
Sajos intervallos (un vispar ikkujos divos intervallos) ir vien-
lidzigs. Ir pieradits, ka visi realie skait]i nav sanu-
mer€jami.

Visus skaitjus dota intervalla sauc par kontinunumu.
No pieradila seko, ka kontinuums nav sanumeréjams.
Ta tad kontinuuma pakape ir augstaka par sanumeréjama dau-
dzuma pakapi.
. Piezime. Pieradijumam lietota transformacija att€lojas
koordinatu sistéma (x y) ar sekojoSo likni (zim. 5).

i




. Skaitju lauki.

§ 60. Skaitju lauka definicija.

Definicija, Par skaitla lauku sauksim realu vai kom-
pleksu skaitlu sistému @ ar tadu ipaSibu, ka
katrs skaitlis, kas ar racionaldm darbibam
(saskaitiSanu, atpem$anu, reizinaSanu un daliSanu) ir sasta-
dits no sistémas kaut kuriem diviem skait]liem,
ari ir taspaSas sistémas skaitlis®).

Ja skaitju laukam Q pievieno kadu jaunu elementu ¥, tad
dabi ar ¥ paplaSinatu lauku Q). Gadijuma, kad &
jau ir € elements, tad Q(¥) = Q.

Lauku, ko ar Cetram racionalam darbibam
sastada, izlietojot tikai skaitli @, apzimeé ar
Ka). '

Ja a ir algebrisks skaitlis, tad KA(a) ir algebrisku - skaitju lauks
jeb isi algebrisks lauks Visus par€jos skaitlu laukus
sauc par transcendentiem laukiem.

Speciala gadijuma, kad ¢ — 1, dabtiabsoltito raciona-
litates lauku (jeb racionalo skaitlu lauku)

(1),
kas satur visus racionalos skaitjus (un tikai fos).

Japiezim&, ka ikkatra skaitju lauka €, kur alrodas
skaitlis w, atrodas ari lauks K(w), ko sauc par lauka Q dali-

taju. Bet ikkatra lauka atrodas skaitlis 1 (kﬁ dalijums g) Tade)

*) Dedekinds apzimé par * Zaklenkorper®* un Kronekers — par
» Rationalitdtsbereich,*
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racionalo skait|u lauks A(1) ir ikkatra skait]uo
lanka sasiavda]a.

Ja a ir racionals skaitlis, tad
Kay= K1) =K

Pieméri. Skaitju lanku noteic:

1. visi realie skait]i,

2. visi kompleksie skaiili,

3. visi algebriskie skaiti

4. Ja Flx) ir racionala funkcija ar racionaliem koeficien-
tiem, un x ir kaut kads (algebrisks vai transcendents) skaitlis,
tad visi skait]i, kas izteicami forma F{x), sastada skaitju lauku.

TieSam, ja F{x) un G(x) ir divas racionalas funkcijas ar
raciondliem koeficientiem, tad ari
Fix)

Fix) + G(x), Fix)- G(x) un Er)

ir tadas funkcijas.
Skaitlu lauku nenoteic:

1. visi veselie skaitli,

2. visi pozifivie skaitli, -

3. visi skaitli /{t), kur T ir transcendents skaitlis un F{x)
polinoms ar racionaliem koeficientiem.,

Tiefam, ja F(x), G(x), H(x) ir polinomi ar racionaliem
koeficientiem, un

Fi7)

G(z)

= H(v),
tad seko vienadojums

F(z) — G(z) H(z) = 0,
kds izteic, ka = ir algebrisks skaitlis.

Turpmak apskatisim tikai algebriskuslaukus
Kl(a), kur a ir sakne vienadojumam

JX)=x*+ax ...+ an=0

ar raciondliem koefientiem a,, ..., &n.
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§ 61. Lauka K(e) skaitlu normalais veids,

Lemma. Ja f(x) un g{x) ir divi polinomi ar
racionaliem koeficientiem, pie kam f(x) ir irre-
ducibls un ta pakape # ir augstaka par gx)
pakapi k& tad vienm®er var airast citus divus
polinomus A(x) un B(x) ar racionaliem koeficien-
tiem un racionalu skaitli % 0 ta, ka pastav
identisks sakars

A(x) - fix) + Bix) - glx) = R.

Gadijuma, kad g(x) ir pirmas pakapes polinoms (&£ = 1),
tedorémas pareiziba viegli pieradama. TieSam, ja dala fix) ar

gx) =ax + b,

tad dalijuma dabii polinomu ¢(x) un atlikuma skaitli », kas 3£ 0,
jo pretgja gadijuma f(x) biitu reducibls polinoms. Sakars

Ax) — gx) gx¥) =7
izteic §im gadijumam teorému, ja liek
Alx) =1, " Bx) = ~¢lx);, - R=r.

Tagad piegpemsim, ka tedréma ir pareiza® ari, kad g(x)
pakape ir 2,3,... %2 — 1. Pieradisim, ka tad teoréma pareiza
ari 4. pakapes polinomam g(x).

Ja fix) dala ar g(x), tad dalijuma dabu polinomu g,(x) vrn
atlikuma polinomu r,(x) ar pakiapi <2 — 1. So polinomu
koeficienti ir racionali Pastav sakars

S1x) — g1(x) g(x) = ry(x).
leverojot, ka »,(x) pakape < # — 1, p€c pieg€muma var
atrast polinomus A,(x), B(x) ar raciondliem koeficientiem un
racionalu skaitli ® == 0, ta, ka

Ay(%) fix) + By(x) ri(x) = R.
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Ja Sai formulai pieskaita iepriek$gjo, reizinatu ar B,(x), tad
seko identitate
[4i(x) + By(x)] fix) — q:(x) By(x) - g(x) =

Ja apzim@
Ay(x) + By(x) = A(x), — g,(x) By(x) = B(x),

tad tedréma ir pieradita.

No algebriska lauka K(a) definicijas seko, ka 3i lauka
katrs skaitlis £ ir izsakams ar a racionalu funkciju ar racionaliem
koeficientiem. Ta tad

_ P@
L Qey
‘kur P(x) un Q(x) ir polinomi ar racionaliem koeficientiem un

(a) = 0. Ja tos dala ar skanla « raksturiga vienadojuma
polinomu

oV

() A)=x"Fax"'4 apx*?4 ...+ 6.,

tad dabu dalijuma polinomus p,(x), ¢;,(x) un atlikuma
p(x), g¢(x). Pastav sakari

P(x) = p,(x) fix) 4 p(x)
Qx) = ¢,(x) f1x) + q(x),

kur polinemu p(x) un g(x) koeficienti ir racionali (pie kam g(x)
visi koeficienti nav nulles) un pakapes < » — 1. Liekot S3ajas
formulas x = @ un ievérojot, ka fla) = 0, dabi

Pla) =pa), Q)=

_ ?2(a)
e g(ay

Ta tad

Ja tagad attiecina iepriek$gjo lemmu uz =, pakapes irredu-
ciblo polinomu f{x) un zemakas pakapes polinomu ¢(x), tad atrod
polinomus A(x), B(x) ar racionaliem koeficientiem un racionalu
skaifli & = 0 ta, ka pastav sakars
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Ax) - fix) + Bix) - g(x) = K.

Ja te liek x = a, tad dabi

B(a) - gla) =R
jeb
1 _ B
: gle) R~
Tade] :
g e
§ = p(a). @) R 2a) B(a).

Ja vél polinomu lR p(x) B(x) dala ar f{x), tad atlikuma
dabii polinomu #(x) ar racionaliem koeficientiem un
pakapi << n — 1, pie kam :

#20) B@) =r(@).

Ta tad ir pieradits, ka skaitli £ var attélot ara veselu
racionadlu funkciju

Ha)=co+ ;0 + 0+ ...+ €ay an—;].

ar racionaliem koeficientiem ¢ 6,v. 6y A0
pakapi < n— 1%),

Vel pieradisim, ka tads att€lojums ir iespejams
tikai viend vieniga veida.

TieSam, piepemot, ka ir iesp€jami divi dazadi att€lojumi

E=cqt o4 6o 4.+ !
E—dy+ dotdd+ ... + do ot

ar racionaliem koeficientiem ,c“ un ,d“, secinam, ka n . pakapes
algebrisks skaitlis ¢ der vienadojumam

(co— do) + (e —d)a+ (g—dy)a® +... 4+ (tay — duy)a* ! =0

ar pakapi <n —1. Bet tas iesp€jams tikai tad, ja i vienadojuma
visi koeficienti ir nulles, vai

un

*) Sk. ari prof, Lejniek a — Augstaka algebra, Ipp. 77.
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Co — do, Cl == d1, s o0 Cn 1 =— @n_1.

Ar to ir pieradita tedorema: algebriska lauka Kfa)
katru skaitli £ var vienmmozimigi izteikt
normala forma

(2) - E=co+caa tcaa®t+ ...+ 0ot

ar racionaliem. koeficientiem ¢, ¢;,..., o

Formula (2) koeficientus ¢,, c,. .. , o1 sauc par skaitla §
koordinatam. Ir skaidrs, ka lauka katram elementam atbilst
n raciondlas koordinatas, un katriem # racionaliem skaitjiem
(€gs €1y - + ., €a—1) atbilst noteikts lauka elements E.

Piezime. Jja £ ir racionals skaitlis ¢, tad ta
koordinatas ir (¢, 0, 0,...0).
Tiesam, ja
¢ =¢o+ 6,6+ cg@® + . .. + €a y0°1

un picgem, ka visi koeficienti ¢, ¢, . . ., ¢a—1 nav nulles, tad a
der viendadojumam

aa@® ...+ (g —0) =0

-ar racionaliem koeficientiem un pakapi <C# — 1. Te ir pret-
runa ar ». pakapes algebriska skaitla a definiciju.

§ 62. Lineari atkarigie elementi.

Definicija. Ja dotiem » skaitliem §,%,...,¢&
var atrast mracionalus koeficientus a,,a,...,4a.,
kas nav visi reiz€ nulles, ta, ka

afi+afh+ ... +aha=0,

tad dotos #» skait|jus ,£“ sauc par lineari atka-
rigiem Pret€ja gadijuma, kad tadus koeficieotus ,a“ nevar
atrast, skaitli ,£“ ir linedari neatkarigi.

Piemérs. Ja|m nav racionals skaitlis, tad
skait]i 1 un |/m ir lineari neatkarigi.
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TieSam, piegemot, ka
at+b)m=0

ar raciondliem a un b = 0, secinam, ka irracionals skaitlis |/mz

vienlidzigs racionalam skaitlim — %.
Lidziga karla # homogenas funkcijas
fi=aux, + apxy 4. .. + Gk (=12...,48

ar raciondliem koeficientiem a; un » neatkarigiem mainigajiem
Xy Xg ... Xn sauc par linedri atkarigam tad, ja ir atro-
dami_% racionili koeficienti ¢;, ¢y, . . ., cx, kas visi reiz€ nav nulles,
fa,ka ikkuram x;,, x, ..., Xn nozim€m pastav sakars

afitéah+ .-+ af=0.

Pieradisim, ka vairak ka » linedras funkcijas ar
n mainigajiem vienmer ir lineari atkarigas.

Tie3am, ja funkcijas (£ > 1):

S = auXy + ayXy + . ..+ AmXa
Ja = Ay Xy + GpeX; .+ Gnka

f“‘f‘k = otk 1 x1+aﬁ+k 2 X5+ ...+ aniknXa

reizina ar pagaidam nezinamiem skaitliem ¢, ¢y, .. ., Cayx UD
prasa, lai

116 + GoiCa+ ...+ Gagx1 =0
3) G191 F Qosto . v . + Gogrs Cage =10

. . . . .

Aty + @mtet . . . F Gogxntapx =0,

tad ikkatram x,, x, ..., Xa nozimém izteiksme
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¢ ht Cfot+. oA eagifape = X (a6 an6 + .o A dnpratag) +
+x2(a 1251+ Apolot- s TAnik 2Cn4x)+.. -+xn(aln51+a2n52+---+an+k ncn-i-k)

ir vienlidziga nullei.

Sakarus (3) var uzskatit par # linedru homogenu vienado-
jumu sistému ar » - £ nezinamiem ¢, ¢y, . . ., tayx un raciona-
liem koeficientiem a;;. No algebras zinams, ka tadai sist€émai
vienm€r eksisté racionali afrisin@jumi, kas visi reizé nav nulles®).
Ta tad var atrast raciondlus skaitjus ¢, c,. . . ., cayx (kas visi nav
nulles) ta, lai pastavétu identisks sakars

afitefot ..+ tapxfope =0,

Tade| funkcijas 7, for - . ., fotx it linedri atkarigas.

No pieradita ka atsevisSks gadijums seko, ka » 1 homo-
genas linearas funkcijas ar » mainigiem vien-
meér ir lineari atkarigas,

§ 63. Lauka K(c) pakape.

Skaitlu lauka pakapi nosaka lauka lineari neatkarigo ele-
mentu skaits.

Definicija. Ja starp lauka Q visiem skaitliem
var atrast » lineari neatkarigus skaitjus, bet
ikkatri # 4+ 1 skait]i ir linedri atkarigi, tad launka
pakape ir n.

Teoréma I. Ja lauka Q pakipe n ir galigs
skaitlis, tad Q visi elementi ir algebriski ska!tll
ar pakapém < n.

Lauku Q Sini gadijuma apzim€ par galigu lauku.
Pieradijums. Reiz€ ar skaitli £ lauka Q atrodas ari skait]i:

5 A e
Ta ka lauka pakape ir », tad Sie » 4 1 skait]i ir lineari atkarigi.
*) Sk, piem, prof. Lejnieka — Augstaka algebra, lp. 35.

13
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Var atrast raciondlus koeficientus ay, a,, . . ., @ fﬁ, lai pastavetu
sakars

a4+ a4+ ... 4+ an="20,
kas izteic, ka £ ir algebrisks skaitlis ar pakapi < n.

Tos lauka elementus, kuru pakape vienlidziga ar lauka
pakdpi #u, sauc par lauka primitiviem elementiem.
Lauka visu pargjo elementu pakapes ir zemakas ka », un tos
sauc par lauvka neprimitiviem elementiem. Ja lauka
visi elementi ir primitivi, tad ari pau lauku sauc par pri-
mitivu. Tads lauks ir, piem@ram, visu racionalo skaitlu
lauks K(1).

Teorema ll. Ja ¢ ir lauka Q primitivs elements,
tad visu lauku var konstru@t ar skaitla e racio-
nalam funkcijam, un izteikt Q = K(a).

Pieradijums. Lauka Q un sksitl]a ¢ pakipes apziméjam
ar #. Reizé ar skaitli ¢ lauka atrodas ikkatrs racionalais skaitlis
un skaitli

LT R e et

Ja pienemtu, ka pastav # racionali skaitli ay ay,..., @ny, ar
kuriem

At g, a2 ., ani =0,

- tad dabiitu pretrunu nosacijumam, ka e ir ». pakapes algebrisks
skaitlis, Ta tad lauka » skaitli 1, @, ..., a®"ir lineari neatkarigi.
Ja tiem pievieno lauka kaut kuru elementu §, tad dabii » 4 1
elementus. P&dejiem jabiit lineari atkarigiem (jo lauka pakape ir »).
Ta tad pastav racionali koeficienti b4, &,, ..., bs, ar kufiem

byt b B et b B0,

Ta ka b, 5= 0 (jo pretgja gadijuma skait]i 1, a, .. , a®* tomér
biitu lineari atkarigi), tad elementu

E=c¢+t e+ cga?-+ ...+ cagar?

var izteikt ar skaitla o pakap€m un racionaliem koeficientiem



G = — — G=0,12....n—1).

Ar to tedréma pieradita.

Teorema Ill. Katra galiga skait]Ju lanka Q
eksist€ vismaz viens primitivs elements.

Sis teorémas pieradijums diezgan gajS. M@&s to neapskati-
sim. Pieradisim apgriezto tedremu.

Ja a ir #n. pakapes algebrisks skaitlis, tad
ari lauks K(a) [ir ar pakapi n

TieSam, 61. § pieradijawr, ka lauka K(a) katrs elements
g ir izteicams forma :

Gi=auXx;+ouxytasxs+ ...+ Ginxa
ar racionaliem koeficientiem a;; un
Sl o R L R KT R

Bet 62. § pieradijam, ka »#-{1tadas formas funkcijas & vienmér ir
lineari atkarigas. Ta tad lauka HA{(a) ikkatri » 4 1 elementi ir
lineari atkarigi, un lauka pakape nevar biit augstaka ka =.

Bet no otras puses lauka K(a) pakape ari nevar biit zemaka
kd #, jo lauka atrodas » lineari neatkarigi skait]i

) (ST e

No ta seko, ka lauka pakape ir tieSi ».

§ 64. Lauka K(¢) elementu pakapes.
Pieradisim sekoSu svarigu tedoréemu. Ja e ir ». paka-
pes algebrisks skaitlis, tad lanks K(a) satur
tikai tadus elementus, kuru pakapes ir skaitla »
dalitaji. :
Piepemam, ka skaitla o raksturigais vienadojums ir
) =x~+axr'4+axr2+...+a=0

Si vienadojuma saknes ir skailli ¢; = @, @, as, . .., ¢,, ko sauc

13*
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par saistitiem algebriskiem skaitliem. Tie ir visi daZadi, jo
raksturigajam vienddojumam f(x) =0 nav vairakkart€ju sakgu
(sk. §§ 50, 51).

Izv€lamies lauka K(e,) kautkuyu skaitli B;, un to izteicam
forma :

Bi=c+ o+ a4 ...+ el = (),

ja

X)) =cp + e X+ X2+ .. + o XL
Uzrakstim » skait;u#: ’

Pi=9(@) Ba=9(%) ..  fa=9 (@)
un sastddam vienadojumu
F(X)=(x—B)(x = By)..(x—Bn )=2" +- A, x" '+ A, x* 2} + 4,=0,
kam Sie » skait]i ir saknes, Tada vienadojuma koeficienti:

A== @Bt )= — [Pe) - Hw) + - ..+ Ha))
A=y furtBy Bt o Bn =U(@)(0)+ B(a) () (a1 (0n)

3 A“:'(_ l)nﬁl 52-"?:1—_-("' ])“QJ(GI)QJ(GQ)..-KP((I,.)

ir saknu a, @, ..., @, simmetriskas funkcijas. Tade|
tas racionala karta izsakamas ar vienadojuma f{x) = 0 koeficien-
tiem, kas ir racionali skaitli, Ta tad ari vienadojuma
F(x) =0 koeficienti ir racionali.

Piegemsim, ka skaitla (3, raksturigais vienadojums

o(x) =0

ir ar pakapi 4. Tad ¢(x) augstaka locek]a koeficientu var piegemt
par 1 un visus pargéjos par racionaliem skaitjiem. Ta k&

¢B) =0 jeb @[d(e)]=0
un a, ir irreducibla vienadojuma f(x) = 0 sakne, tad vienado-

jumam
¢ [x)] =0
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der visas irreducibla vienadojuma sakaes «, @, .., a,. Tﬁdéj
@) =0, 2(B)=0,...,%F)=0.
Salidzinot vienadojumus
Flx)=0 un @x)=0

ar racionaliem koeficientiem, atrodam sekoSo. Vienadojums
@(x) = 0 ir irreducibls, un tam der vienadojuma F(x) — 0 visas
saknes. Tade] polinoma F(x) pakape » nav zemaka par ¢(x)
pakapi 4, t. i. » > k. Ta ka F(x) dalas ar ¢(x), tad var piegemt

F(x) = [p(x)]8 - w(x),

kur veselais skaitlis ¢ —>1 un o(x) ir racionalu koeficientu
polinoms, kas nedalas ar ¢(x).

Redzam, ka polinoms w(x) top par nulli tikai tadam x
nozimem, kam F(x) = 0. Ta tad vismaz vienam no skaitliem
BiiBay i -opPas piem. x=f ir oB)=0. Ta ka vienado-
jumam o(x) = 0 der irreducibla vienadojuma ¢(x) = 0 viena
sakne, tad lidz ar to der ari visas saknes (§ 51). No ta seko,
ka polinoms o(x) tomer dalas ar @(x), bet ta ir pretruna piepé-
* mumam. Atliek tikai piepemt, ka w(x) 'ir konstante 4, kam
jabiit vienadai ar 1, jo F(x) un ¢(x) augstako locek]u koeficienti
ir 1. Tad dabii formulu

F(x) = [p(0)]7.
Salidzinot te polinomu pakapes, redzam, ka
n =qh,

t.i. » dalas ar A Ta tad lauka K(e,) kaut kura skaitla B,
pakape /4 ir skait]a » dalitajs. Ar to tedréma pieradita.

Piemers. Jaa ir 6. pakapes algebrisks skaitlis, tad lauks
Kla) satur 1., 2., 3. un 6. pakapes algebriskus skaitjus.

Sekas. Ja algebriska skaitja a« pakape ir
pirmskaitlis p, tad launka K(e¢) visi irracionalie
skait}i ir primiivi elementi.
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§ 65. Identiski skaitju lauki.

Definicija. Divus laukas A(a) un K(B) sauc par
identiskiem tad, ja visi pirma lauka skaitli
atrodas ari otraja um visi otra lauka skait]i
pirmaja. Tad raksta

K(e) = K(p).

Piem&ri. 1. Pieradisim, ka K(J2) = K1 — J2).
Tie§am, lauka A()/2) katrs skaitlis £ ir izsakams forma
a+b)2

ar raciondliem skaitliem a, 6. Bet ta ka
a+b2=@+b6) -1 —=1D=c+d(1—]2)
ar racionaliem skaitliem 7
c=a-+b un d= —b,

tad skaitlis £ atrodas ari lauka K(1 —}/2). Tapat pierada, ka ari_
lauka A(1 — }/2) katrs skaitlis n atrodas lauka A{(J/2).

- 3 K2 £ A(/3).

Ja pieyem pretéjo, ka K(J/2) =K(|/3), tad skaitlis /2 atrastos
lauka K(}/3) un biitu izsakams forma
J2=a b3

ar raciondliem skaitliem @ un b, Piegemot,kaa 0, 6 #= 0, un
kapinot kvadrata, dabid formulu

2 —a?—3ph
V3 P T

Te ir pretruna: irracionals skaitlis }/3 vienlidzigs racionalam
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2 e 2
skaitlim g-u-%;zﬁ. Gadijuma, kad a =0, resp. 6 =0,

tad seko pretruna :

Vg =b,  resp. V2 = a.

Teoréma 1. Ja lauki K(e) un K(3) ir identiski, tad
nepiecieSams, ka skaitlu @ un B pakapes ir vien-
lidzigas.

Ka Sis nosacijums nav pietiekoSs, ir jau redzams
iepriek3eja piemera ar laukiem K(}/2) un K(J/3).

Pierddijums. Artedorémas nosacijumu skaitlis 3 atrodas
lauka K(a). Tade] B pakape m ir a pakapes » dalitajs un

m < n.
Bet skaitlis o savukart atrodas lauka K(g). Tade]
n < m.
Salidzinot ar iepriek3€jo, secinam
' n = n.

; Lai dotu nepiecieSamu un pie.tiekoﬁu nosacijumu,
kad lauki K(e) un K{(B) ir identiski, ir iepriek§ japierada sekoSa
lemma. Lai n. pakapes lauka K(ez) elementi

Ei = cu+ et + cpa® 4 .. .+ et (= 1200000 )

bfitu lineari neatkarigi, ir nepiecie§ami un
pietieko§i, ka 50 elementu koordinatu deter-
minats

Voot
(4) Ca1-Cag + + « Can

nav vienlidzigs nullei.



— 200 —

Pieradijums. Piegemsim, ka &, Ak, ...,k ir #n
racionali skait]i, ar kuriem

R+ kst ...+ kaba=0
jeb

G +521k2+ vorFeatka) + (Crofyt Cooky + .ot Cnobn)e+ . A
+ (c1okey + conky . . . Conkn) a2 = 0.

Pédeja formula koeficientiem pie katras a pakapes atseviski jabut
nullém, jo pret€ja gadijuma dabutu, ka ». pakapes algebrisks
skaitlis a der vienadojumam ar racionaliem koeficientiem un
pakapi << # — 1, kas nav iesp€jams. Tadg] liekam

ey + ks + « - Corka =0
ka + Canky + + Cazkn =0

clnk + ank + + Cnnb =0,

Ar to rodas » linedro homogeno vienadojumu sist€ma ar »
nezinamiem &y, &, ..., k. Ja sist€émas determinants

611 521 LR ) CD]

B €i19Cog + + . Cn2

------

€inC2n + + . €nn

nav nulle, tad visi » nezinamie %, 4, . . . ka ir vienlidzigi nullei.
Ta tad skait]i £,,5,,...,5. ir linedri neatkarigi. Ja turpretim sistémas
determinants A = 0, tad vienm@r eksist€ racionalie atrisinajumi
By, kg, . .. ka, kas visi reizé nav nulles. Tad skait]if, &,...., &
ir lineari atkarigi.

Ta ka determinants (4) atSkiras no A tikai ar to, ka rindas
ir mainitas ar kolonnam, tad abi determinanti ir identiski, un
teoréma pieradita.

Tagad pieradisim te6rému, kas nosaka, kad divi lauki ir
identiski. :

Teoréma Il. Ja e un 3 ir algebriski skait]i ar
vienlidzigam pakdapém » un 3 atrodas lauka Kle)
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vai ¢ atrodas lauka Kif), tad abi lauki ir iden-
tiski, t. i. K(a) = K(B).

Pieradijums. Ja lauka K(a) atrodas skaitlis B, tad tur
atrodas ari skaitli 1, B, §2, ..., f°—'. Pé&dgjie ir lineari neatkarigi,
jo preteja gadijuma biitu Bpakape n — 1. lzsakot Sos skait]us
ar to koordinatam lauka A{a), dabugam

I, + 6ig0 Pl + ca@® ')
5) B :cm—l-c%a-]-...—{-cana“—‘

2 7 Ljn_l = Cn1 + Cna @ + + Cnn e

No iepriekSéjas lemmas ir zinams, ka koordinatu determinants
nav nulle. Uzskatot skaitli ¢ par nezinamu, to no siste€mas (5)
var aprekinat ar

Cli l P Cin

a—l— AT R
A

Cni ?n—l < s+ Can

un”izteikt ka skaitla 5 racionalu funkciju
6)  a=dy+dp+dft... 4 duafp
ar racioniiiem koeficientiem d, 4y, . . ., du-1.
Izlietojot formulu (6) un skaitja 3 raksturigo vienadojumu
B b B .+ B =0,
lauka A{(a) katru skaitli
E=¢y+ ¢+ 63("2 + ..o+ cagor

var izteikt forma
E=c¢+ e+ P+ ...+ eausp?

¥ Teey =1 un ¢yg=¢cg=...=¢,= 0 (sk.§61).
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ar racionaliem koeficientiem ¢, ¢;, ..., éa—y. Tas liecina, ka
lauka K(a) kairs skaitlis £ atrodas ari lauka K(p).

Ar formulam (5) pierada, ka ari lauka K(B) katrs skaitlis
atrodas lauka K(e). Ta tad abi lauki ir identiski.

Sekas. Ja £ ir lauka K(e) primitivs elements,
tad lauki K(a) un K(&) ir identiski.

Pieradisim, kaspecialagadijuma ari laukiK(a) un K(ca)
ir identiski (¢ — racionals skaitlis).

Tiesam, ja skaitla e raksturigo vienadojumu
Xt axt 14 ax24...4+a=0

transform@ ar
Yy =X,

tad dabii skaitla ca raksturigo vienadojumu

V4 acyrt Foacly 4. F anc* = 0.

Ja piepemtu, ka ped€jais vienadojums ir reducibls, tad sekotu,
ka skaitlis ca apmierina kdadu zemakas pakapes vienddojumu

Yoyt + by +... .+ k=0

ar raciondliem koeficientiem wun pakapi # < n. Bet tad ari a
apmierinatu zemakas pakapes vienadojumu

¢k xk - bk—txk—t . by =0,

kas runa preti nosacijumam, ka a ir #. pakapes algebrisks skaitlis.

Ta ka ca ir lauka K(z) elements un ta pakape vienlidziga
ar a pakapi, tad lauki K(a) un K(ce) ir identiski.

Piemé&rs, K(1)= K(n), ja » ir racionals skaitlis.
P&dgjo ipadibu izlieto lauku vienkarSoSanai. Ja air
algebrisks skaitlis, kura raksturigais vienadojums ir
a X" ax" ' +a x4+ ...+ a. =0

ar veseliem koeficientiem @, a,, .. ., @., tad ar transformaciju
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Y = ayx
dabil vienadojumu

PWta Yyt agy . . @ =0

kam sakne ir vesels algebrisks skaitlis a,e. Ta ka lauki A{(a)
un A(a,e) ir identiski, tad, turpmak run3jot par algebrisku lauku
K{(a), var aprobezZoties ar gadijumu, kad e« ir vesels alge-
brisks skaitlis.

§ 66. Saistitie lauki.

Algebriska skaitla @, raksturiga vienadojuma

etaxrt4...+a.=0

n saknes @, @, ... @, sauc par saistiliem algebriskiem
skait]iem, Ar §im sakn€mn konstru€tos laukus

Kla,)), Kay), ... Ka)

ari sauc par saistitiem laukiem.

Vispariga gadijuma saistitie lauki ir daZadi. Atsevidka
gadijuma, kad visi saistitie lauki ir identiski, tos
sauc par Galuia (Galois) laukiem jeb normaliem laukiem,

Pieméeri. 1. Lauks

K@) (=V-1
ir Galua lauks, jo tas identisks ar savu saistito lauku K(— 7).

2. Pieradisim, ka lauki K(x,), K(x,), Kix;) naviden-
tiski tad, ja x, X, x; ir vienddojuma

fAxX)=x*+2x+2=0
saknes.

Ja vienadojums f{x) = 0 biitu reducibls, tad polinoms f{x)
dalitos ar kddu pirmas pakapes faktoru x — a. - Skaitlis a bita
vienadojuma raciondla sakne. Bet vienadojumam f{x) = 0 nav
racionalu sakgu, jo mneviens no briva locekla 2 dalitajiem
— 2, — 1, 1, 2 neder par sakni. Ta tad fix) =0 ir irredu-
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cibls vienadojums. Ta saknes x;, x,, x; ir tredas pakapes
algebriski skaitli. Viena no Sim sakn€m, piem. x,, ir reals
skaitlis, kas atrodas intervalla (0, — 1), jo f{0) un f{— 1) zimes
ir pretejas. Ja piegemtu, ka ari x, ir reals skaitlis, tad pec
Rolla teorémas intervalla (x,, x,) jaatrodas vienadojuma
Jx)=0

vismaz viena redla sakne. Te

S/ (x)=3x2+ 2
ir f{x) atvasinatais polinoms, Bet p€d€jam vienadojumam /' (x)=0
nav redlas saknes.

Ta tad no vienadojuma f(x) = 0 trim sakn€m x; ir reals
un X, X, saistiti kompleksi skait]i. Tade] pats par sevi sapro-
tams, ka = 3

K(x,) # K(x5), un K(x;) # K(xy).
Pieradisim, ka ari lauki K(x,) un K(x;) nav iden-
tiski. Izteiksim
x2=a+ﬁi. x3:a_—ﬁi
ar realiem skaitliem ¢ un . Ta ka
X+ X+ x=0,
(jo dota vienadojuma nav locekla ar x?), tad

x;+ 2a=0.
Ta tad :
X1

o=—22

ir irracionals skaitlis, kas nav ‘vienlidzigs nullei. Ari 840, jo
pretéja gadijuma x,, x; biitu reali skait]i.

Ja piegemtu, ka A{(x,) = K(x,), tad ar racionaliem skait]iem
Cor C1p €3 Varetu izteikt

Xg = ¢y L €% + €02
@ — i = ¢y + cy(a + Bi) + cale + Bi)%
Salidzinot abas pusés imaginaro daju koeficientus, daba
—B = ;B + 2¢c,ap.

jeb
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lIzdalot abas puses ar [ # 0, gécin‘aiu, ka gadijuma, kad
¢y # 0, a ir racionals skaitlis

Nt

a==- "
2cq

Bet tas runa preti iepriek§gjam.
Gadijuma, kad ¢, =0, tad ¢, = —1. Salidzinot reilas
dajas, dabiitu pretrunu:
JCh
a= 5.
Ar pédgjo piem&ru pierada, ka visi algebriskie lauki
nav Galua lauki.

Visiem algebriskiem laukiem ir raksturiga ta ipaSiba, ka
identiskiem laukiem ir ari identiski saistitie lauki. Tas nozimg,
ka saistitie lauki ir raksturigi paSam laukam K(a), bet ne tiesi tam
skaitlim e, ar ko lauks konstrugts. To pierada ar sekosu tedrému.

Jalauki K(a) un K(B) ir identiski, t i. Ke)=K(p),
tad ari K(a) saistitie lauki ir identiski ar K(B)
saistitiem launkiem, bet iesp€jams, ka citada
kartiba. ‘

Pieradijums. Piegemsim, ka ar a=ga, saistitie
algebriskie skait]i ir

Oy, = ¢ 2080+

Ta ka skaitlis § atrodas lauka A(a), tad var izteikt
B=cy+ e+ ca®+ ... + caga™?

ar raciondliem koeficientiem ¢, ¢;, ..., a1  Uzrakstisim ar
Blidzigus skaitjus ;

fi=6+ e +cat4... 4 caqgal?
@ la=cCG+ 8%+ o+ ...+ gl

fn=¢Cp =+ €0a+ €8 + ...+ coga!

skaita », un sastadisim vienadojumu
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Flx)=(x—f;)(x—By).. (x—fn }=x" + Bix® 4 Bx* 24+ B. =0

ar sakn€m B3, By, .. 4 Ba. Si vienadojuma koeficienti B,, B,,..., Ba
ka sakgu a,, a,, ..., a, veselas simmetriskas funkcijas, ir racionali
skait]i.

Piegpemsim, ka skaitla 3 raksturigais vienadojums ir

lx) = x4 bx* 1 f bx* 2 4 ...+ b= 0.
Ta saknes ir saistitie skait]i
LE B R it A

F(x) =0

Vienadojumam

der irreducibla vienadojuma
¢(x) =0

viena sakne B, — fB. Tadé] der ari paréjas saknes (§ 51). Tas
nozim€, ka F{(x) =0 visas n sakmes J,, B, ... Ba sakrit ar
©o(x) = 0 sakn&m §’, 3", ..., B, bet iesp€jams, ka citada kartiba.
Var likt, pieméram,

[ r [ SRy - ¢ PR
=10 Ba=0" .. ="

Ta ka visu ,a“ un ,3* pakapes ir vienlidzigas, tad formulas (7)
rada, ka atfiecigie lauki ir identiski:

K(a,) = K(B,), - K(ay) = K(By), . .+, Klan) = K(Ba).

§ 67. Rlgebriska skaitja diskriminants, norma un péda.

Definicija. Ja n. pakapes algebriska skait]a a
saistitie skait]i ir

O 5= 007 s v s W
un lauka A{e) skaitlim
ﬁ:(?(d):co+61a+f2ag+...+Cn-—-1an_!

sastada lidzigos skaitlus
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fr =+ aoy + 60 4 .. .+ o]t

(7) fo =+ ta+ 60l + ... + ey

pn= Cu+€1an+cgai+ .--+Cn—1a§_'|
tad par skaitla B diskriminantu 4(f) laukda K(e) sauc
Vandermonda determinanta kvadratuy, t. i

1 SRR e o

ﬁl ﬁﬂ b 3 }’j\n 1’ ”
dp)=1|8} BHB...FB |=0E—§)*
i>j

b et

Ja vienadojuma
(8) Fx)=x*+Bx14+ ...+ B,=0

saknes ir B, Bgr...Pa, tad d(f) ir ari polinoma F{x)
diskriminants, kas, ki3 vienadojuma sakgu vesela simmetriska
funkcija, ir racionala karta izsakams ar vienadojuma F(x)=0
koeficientiem. Ta tad d(B) ir racionals skaitlis, ko nosaka
ka skaitlis B, ta ari lauks K(a). _

Diskriminants d(3) ir vesels skaitlis tad, kad B ir vesels
algebrisks skaitlis (t. i. kad racionalie koeficienti B, By, ..., Ba
ir veseli skaitli). Sis nosacijums ir pietieko$s, bet
nav nepiecieSams.

Piemers., Gausa lauka K(i) skaitlis

Bo=a+ bi @ =J-=1
fp=a—bi

ar saistito skaitli

nav veseli algebriski skaitli, ja @ nav vesels skaitlis, bet diskri-
minants
et

B

2
| = (- 2bi)? = —4?

nav atkarigs no a un ir vesels skaitlis, ja & ir vesels.
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Tedoréma 1. Skait]a § diskriminants d4(B) nav
nulle tad un tikai tad, ja B irlauka K(a) primitivs
elements.

Tie3am, ja B ir lauka K(z) primitivs elements, tad § ir
n. pakapes algebrisks skaitlis, un

Flx) =0

ir 3 raksturigais vienadojums, kam visas saknes §, f,, ..., fa ir
daZadas. Sini gadijuma § diskriminants

1,n
I B —8)+#0
i>f
Ja B nav lauka K(e) primitivs elements, tad, ka ‘pieradits 64§
F(x) ir cita polinoma ¢. pakdpe (¢ >> 1). Tadé] vienadojumam
Fix) = 0 ir vairakkart€jas saknes, un '
1,1

(3 —8 =0
i>j i
Definicija. Ja

R w(a) = ¢, + e + 62(19 + .. F cpgar-t

ir lavka K{a) skaitlisun e =a, @a,...,@a ir alge-
briski saistiti skait]i, tad skait]a 3 pedu S(8) un
normu N(3) défin€ ar formulam®:

SE=8+ b+ ...+ f=9@)+ ¢a)+ ...+ ¢@)

un
NE) =B B2 .- Ba= Play) @(a) . . . p(aa).

Ka zinams,
S@E =— B, un N@=(—1) B,
ja B, B. ir vienadojuma (8) kocﬁciéuti. Tade] S() un N(B)
" %) Dedekinds 3o funkciju ir nosaucis par ,Spur*; latipu autori

lieto apzimeéjumu T1f) (frace). Normas jedzienu ir ievedis Gauss komplek-
siem skaitliem a 4 &7, kufu norma ir moduja kvadrats.
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ir racionali skait]i. Gadijuma, kad 3 ir vesels algebrisks
skaitlis, tad 3 peda un norma ir veseli racionali skaitli. .

Ja a ir racionals skaitlis, tad
N(a) = a®,
jo a koordinatas ir (4,0,0,...,0). Ka specialu gadijumu
vél atzim€jam
N1 = 1.

Teorema Il. S(E-+y) = S(B) + St),  My) = N@) - M)
Pieradijums. Piegemam, ka

8= ¢+ c0+ 60 + . .. + Guya® = g(a)
¥ =do+ dia + dye® + ... + day0® ! = {(a).

un
‘Tad

B+ v=2@ +da) un By = (e)(a).
Gadijuma, kad polinoma :p(a) b(a) pakdpe ir .augstlﬁk;:’par
n — 1, tad, izlietojot skaitla @ raksturigo vienadojumu

f)=x4+ax~—'+...4+a.=0,
to var samazinat lidz nozimei < n — 1. Izlietojot definicijv,
rakstam ;
S + 1) = 9(ay) + a,) + ¢(ay) + dlag) 4., . + () + Plaa)
= @la) + (a) + ... + @(@a) + b)) + dlag) 4+ ..« + Plan)
jeb
S@ + 1) = S + Sy
Lidziga karta

N(Ey) = 2ley) dey) - o(ay) d(ay) . . . ¢lan) $(2a)
= wla) p(ay) . . o (an) - bla) d(ay) . . . P(@n)
jeb
Mey) = N@) - Ny).
Pieradito teor€mu var visparinat ikkatram algebrisku skait]u
& 1 ..., 1 galigam skaitam sekojosi:

14



el 1 e
S(B-H'-{--.-+p)=5_lﬁ)+5(7)+-.-+5(P).
Npy...p)=DN@B) - My)...NMp.

Sekas. Ja B dalas ar v (ia tad B un y ir veseli algebriski
skait]i), tad ari V() dalas ar N(y).

Bet apgriezta karta no normu N(B), N(y) daliSands nevar
secinat skaitlu B, vy daliSanos (sk. piem&ru 73. §). *

un

Definicija. Lauka veselu skaitli ¢ kas dala
lauka katruveselo skaitli, sauc par lauka vieninieku.
Realo skait]ju lauka A{(1) ir tikai divi vieninieki: 4+ 1 un — 1.

Teorema. Ja vesels skaitlis e ir lauka vieni-
nieks, tad ir nepiecieSami un pietiekoSi, ka
norma N(E) = + 1.

TieSam, ja ¢ ir lauka vieninieks, tad ari skaitlis 1 dalas ar ¢, ti.

1=&76

kur 3 ir lauka vesels skaitlis. No ta seko, ka
N(E3) =N(1) jeb Ne).N@)= 1.

Ta ka N(e) un N(@) ir veseli racionali skailli, tad katrs no
tiem ir 1 vai —1.

Ari otradi: ja e ir lauka vesels skaitlis un N(g) = +1,
tad

R N

kur e, &, . . ., & ir ar ¢, = ¢ lidzigi saistito lauku skait]i (tie ir ve-
seli algebriski skaitli). Apzim€jot ar y —=¢,...¢e dota lauka
veselu skaitli, dabli sukaru

& = ils

kas norada, ka 1 dalas ar e, Tade] ari lauka katrs veselais
skaitlis dalas ar ¢, t. i. ¢ ir lauka vieninieks.

Sekas. Ja e un vy ir lauka K{a) vieninieki, tad ari
&1, % un &t (4 vesels pozitivs vai negativs skaitlis)

ir lanka vieninieki.



T

Gadijumd, kad K{a) ir Galua lauks, tad ari ar e
algebriski saistitie skait]i ir lauka vieninieki.

§ 68. Skaitlu sistemas diskriminants.
Turpmak runasim par lauka K{a) skaitliem

Ei = Pi (ﬂ):ﬁu + CiaO —|— Ciaa2+... +cma“;1 (! = l. 2, i .,ﬂ)

skaita s, un ar tiem lidzigus saistito lauku skaitlus apzim@&sim ar

E =i+t 630 ... + ] =§;
(9) Ei =i +Cma.3+ci, a=+_. _._'_cinalzl—l

EM=ci1+ cu@a +-cis@ + ... cin a4,

kur @, = ¢, a,, ..., @, ir a raksturigd vienadojuma saknes.

Skaitlu sistémas §, &, ... &  diskriminantu
A, £z iEa) defin€ ar sekojo3d determinanta kvadratu:

B T
El Ez St En
” " ”

A(&pggg---ggn): El a“'En
Ew 'Egn,'_ o, Eg:"

Ja izlieto determinantu reizinaSanas likumu (kolonnas
ar kolonnam), tad ar parveidojumu

&je;...E; & ...5| |SENSES)..SEE)

ALy b ) =5 5 e IS EE)SE.. Sk )

...............

EED, £ Ewé;ﬂi-i&én) S Ea E)S(E ))...SEY

 qte SE) ir skaitja £ peda) pierada, ka sistémas diskri-
minants A, §,,...,& ) ir racionidls skaitlis. Gadijuma,

kad E,,&,, ..., & ir veseli algebriski skait]li, A ir vesels racionils
skaitlis.

14



e O

Tedréma. Ja (B ir lauka K(e) primitivs elements
(piem. 3 =a), tad

ALBE, ... )0

Pieradijums. Ar 8, 85 .. P apziméjoi caistito lauku lidzi-
gos skait]us (kam tadas pat koordinatas ka skaitlim ), var par-

veidot
n—1 [2

Thep R _
: 2 n-1 y
AL BB ..oy =|1F B... 50 | _ 1 —5 )2

Ta tad
AL B B% ..., B2 = diB),

kur d(p) ir skait]a B diskriminants, kas nav nulle, ja B ir primitivs
elements (§ 67).
Ja izsakam sistémas diskriminantu A(E,, &, . . ., & ) ar skait}n

»6* koordinatam ¢; (9), tad redzam, ka rezultats uzrakstams ar
divu determinantu kvadratu produktu

IRTIR e e B B AT SR R e
2 n—1
A i )= e e legaz ... a2 |
a = 8 8 - Iz' . s @ ;:l_‘
Cn1Cp2 « » « Con 1"-111‘:'-:1--- LAY
Ta tad
(lo) A (E]_l &g, ey En) == C2 - d(a)

var izteikt ar elementu £, &, .+« & koordind@tu determinantuw
C = e || : (=12 v un)

kas ir nulle tikai tad, ja &, &, ..., &. ir linedri atkarigi (§ 65),
un ar skaitla a diskriminantu d(e), kas nav nulle, jo ¢ ir lauka
primitivs elements,

Ar to ir pieradits, ka sistémas diskriminants
A, &, ...,E) irnulle tikai tad, ja sistémas elementi
ir linedri atkarigi, un otradi: ja A, &, ..., 6) =0,
tad skaitli §,&,...,8 ir lineari atkarigi.
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Bez tam formula (10) norada, ka lauka K{a) lineari neatka-
wvigu skaitju sisttmas diskriminanta zime (4- vai —) saskan ar
d(a) zimi, jo C? ka pozitivs lielums zimi- nemaina. Ta tad dota
lauka K(a) visu linedri neatkarigu skait]u sistému
diskriminanti ir ar vienadam zim&m. Tie visi ir
Ppozitivi, ja

da) >0,

an negativi, ja
: d(a) << 0.

§ 69. Lauka baze.

Definicija. Ikvienu algebriska lauka skait]u
siste@mu ar diskriminantu A0 sauc par lauka bazi.

Par n, pakdpes algebriska lauka A(az) bazi var izvéleties
fauka kaut kupus » lineari neatkarigus skaitjus, piem.

b o S A s L
kam, saprotams, A =£ 0,
Bezgala daudz citas baze.s noteic ar skaitliem
E=at et a4+ . F-et (@F=1, 2,...,n),
kas izvéléti ta, lai torl koordinatu determinants
Hesll fhii=la.m

mebitu nulle. Tadu ¢; izvele ir iespejama bezgala daudz veidos.

Tedoréma. Lauka Ala) katru skaitli B var izteikt
ar kaut kuras bazes §,%, ..., 5 elementu linearu
%ombinaciju

(“) B:flg1+5959+--'+cn5n

ar racionaliem koeficientiem ¢, ¢, ... 6.

Ja speciala gadijuma par bazi izvelas skaitjus
1, e, @&, .., e, tad tedGrémas pareiziba ir pieradita jau 61. §.

Visparigd gadijuma, kad baze §,%,...,¢&, tad
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n. pakapes algebriska lauka n4 1 skait]i £,£,,...,5n, § ir lineari atka~
rigi. Var atrast racionalus koeficientus &y, by, .. ., bats 13, ka

bl_El 4 Oofs + .o+ bafat bapf =0.

Seit
bn-|—1 # 0|

jo pretgja gadijuma, kad b, = 0, bazes elementi e Ty S
biitu linedri atkarigi, kas nav iesp&jams. Tade], dalot ar bnysun
apzimgjot :

by

b n+1

——Ck|

dabi tiesi formulu (11).

To pasu var pieradit ari citadi sekojosa veida. Ta
ka £,8,...,6. un § ir lavka K{(a) elementi, tad tos var izteikt ar
1,a,0d? ..., a*! un racionaliem koeficientiem. No sislémqs

§ = €+ €198 + €30°+ . .. F G

......................

kuras determinants ||c;|| 5= 0, izteic 1, @, @2 .. ., e k&
€, &5 . . ., En linedras funkcijas ar racionaliem koeficientiem. Ja
dabiitas izteiksmes liek formula

8 =0y + ba + bya® + ... + b0,

kur by, by, . . ., ba—y ir racionali skaitli, tad izteic

=cf+afh+ ...+ caba.
Ar to tedréma pieradita.

Raciondlos koeficientus ¢, €5, . . ., ca sauc par skailla B
koordinatam attieciba pret bazi £,&, ..., &.

Tagad noskaidrosim, k@ ar lauka vienas bazes
palidzibu var konstru&t citn bazi.

Piegemsim, ka £, &, .. ., E. ir lavka K{a) baze; ta tad

A{Ep Egl LR Y ) En) # 0.
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Ja ny, Mg+ .« Mu ir lauka » skait]i, tad ar raciondliem koe-
ficientiem a;; izteic:

= ay& + 66+ . - 1 Gnk
My an.El - a2f_,-52 + ...+ anka

--------------

T = ingl + anIEg SEaes + Boka s
Izlietojot determinantu reizinaSanas tedr€mu, pierada, ka

2
Gy Gyg -« Gin

(12) B T 2w ) = | I NG LR,

@n1 Ap2 « .« Qoo

Sis rezultits nordda sekojoo. Ja attieciba pret bazi
Enar - o nbn skait]ju %, Mg ..., }a koordinatu deter-
minants ||a;]] 0, tad ari skait]i v, %% .. % veido
bazi, jo A(ny, Mg, - . - M) # 0.

Katram algebriskam skaitlim Z. var atrast atbilstoSu veselu
skaitli » 18, ka reizin@jums s & ir vesels algebrisks skaitlis
(sk. § 65). Ja bazes E,E, ..., E. skaitliem atbilstoie mn ir
My, My, o . ., Ma, tad

m}_&p mz&z- ey M ks

ir veseli algebriski skait]i. Tie ir lineari neat-
karigi, jo, piegemot, ka

f]”ﬁEl + +Csm2§2 + .. F =0

ar raciondliem koeficientiem ¢, ¢,, ..., ¢.. (kas visi nav nulles),
secinatu, ka &, &, ..., &, ir lineari atkarigi.

To paSu pierada ari ar formulu (12).

Rezultats liecina, ka katra lauka K(a) var kon-
stru€t bezgala daudz baZu ar veseliem algebri-
skiem skaitliem.
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Ja viena tada baze ir v, %,, . . ., . ar veseliem algebriskiem
skait]iem i, tad lauka katru skaitli B var izteikt ar

P=em—+cllg+ ...+ catn,

kur ¢, €5, . . . €q ir racionali skaitli., Speciala gadijumia,
kad visi koeficienti ,c¢* ir veseli skait]li, tad 3 ir vesels
algebrisks skaitlis (sk. 57.§ teoréemu).

Bet ir iespgjams, ka B ir vesels algebrisks skaitlis ari tad,
kad visi vai daZi ,c“ ir dalskaitli. Par to liecina sekojo3ais
piemers.

Var viegli parliecinaties, ka par lauka
A(=3)
bazi var izvéleties veselos algebriskos skait|us
1L, =3

jo tie ir linedri neatkarigi. Saprotams, ka katrs skaitlis

ir vesels algebrisks skaitlis tad, ja @ un & ir veseli racionali
skait]li. Bet ja izvélas

1

E b:§s

B[ —

4 =

tad atbilstoSais 3 ir vesels algebrisks skaitlis ar raksturigo
vienadojumu
X —x4+1=0.

§ 70. Lauka minimala baze.

Définicija. Lauka veselu skait]u bazi, ar kugu
izteic veselus algebriskus skaitlus tikai tad, ja
visi racionalie koeficienti ¢, ¢ ..., ¢a ir veseli
skait]i, sauc par lauka minimalo bazi jeb pamatbazi.

Var définét lauka minimalo bazi ari sekojosi.
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Par lauka minimalo bazi sauc tadu veselu
algebrisku skaitju bazi, ka attieciba pret to
lauka katra vesela skait]a koordinatas ir
veseli racionali skait]i.

' Pieradisim, ka katra algebriskd laukd eksiste
minimala baze.

Lauka katrai veselo skaitju bazei diskriminants A ir vesels
skaitlis, kas nav nulle, DaZadam bazém ir daZadi diskriminanti
ar vienadam zim&m. No visam bazeém, kam atbilst A vismazaka
absoliita veriiba (tadas bazes var buit bezgala daudz), vienu apzi-
mesim ar

UL et R

Pieradisim, ka td ir lanka minimala baze.

Piegemsim pretgjo, kalauka K{a) atrodas tads vesels algeb-
risks skaitlis B, ka izieiksmé

f=a0,+aw, +...+ aats

ar bazi (v, w,, ..., w;) un racionaliem koeficientiem a,, a,, .. .,aa
vismaz viens koeficients, piem. a,, nav vesels skaitlis. Tad a,
var izteikt ar vesela skait]a @ un ista da]skaitla 4 summu

a; =a-d,
kur |d| << 1. Sastadam citu veselu algebrisku skaitli
Yy=03—av, =do, + aw, + ...+ @y 0y,

Ja aprékina » skait]u:
Y= do; + QW+ ... Gns
wy=0:-0,+1-0,+4+...4+0: 0,
mnzﬂ-m1+0-w2+...+l-mn
diskriminantu A(y, w,, . . ., ©; ), tad ar (12) formulu atrod

deasicivas P

010
Al Bays ath y == - Ao, 0y, . .., @)
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Ay, 0gy oo y ) = d? - A(w, 0y, . .., Oy).
Pedgjais rezultats norada, ka

A(Y, Wgu + + » ) % 0,

jo ne 4, ne ari Aw, w, ..., w,) nav nulles. Tade] ari
Afy, wy, . . , ;) ir lauka veselu skaitlu baze, bet tas diskriminanta
absoliita vértiba ir mazaka par bazes (w;, w,, ..., w,) diskrimi-
minanta absoliito vertibu:

IA(YF Woy « v 4y Wp )I <t IA(wII Wy, « .y Wy }]-

Ar to rodas pretruna bazes (w,, v,, ..., v,) minimala diskri-
minanta nosacijumam. Tade] atliek piepemt, ka

B=ay v, + a0+ ...+ G
ir vesels algebrisks skaitlis tikai fad, ja visi koeficienti a,, a,, . . . @x
ir veseli racionali skaitli. Ta tad (v, v, ..., w,) ir minimala
baze, un tedoréma pieradita. :
No pieradita gan seko minimalas bazes eksistence, bet ne
metode tas sastadiSanai. Praktisku metodi tadas bazes noteik3a-

nai otras pakapes laukos ir devis Dirichl€ (Dirichlef). To apska.
tisim 72. §.

Definicija. Par lauka K(a) diskriminantu D jeb
pamatskaitli sauc lauka minimalas bazes
diskriminantu

D =Aw,, wy, .+, 0n ).

Pieradisim, ka lauka katra vesela skaitla £
diskriminants d(§) dalas ar lauka diskriminantu .

Ja & izteic ar minimalo bazi (v,, w,, ..., ©;):

E.—:alml—[-aﬂwa-l-...—f—anwn-

tad koeficienti a@,, @y, .. ., as ir- veseli skait]i. Skaitla £ diskri-
minantu var parveidot par

d(t) = || ;i |I? A(wy, wy, . . ., 0y),
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kur determinanta ||c;)| elementi ¢;; ir veseli skaitli, kas konsiruéti
no a,, @y, ..., @, ar saskaitiSanas, atgpemSanas un reizinaSanas
darbibam. Tade| determinanta vertiba it vesels skaitlis, un vese-
lais skaitlis 4(§) dalds ar lauka pamatskaitli D = A(w,, v, .. .04 ).

Piemers. Var pieradit, ka lavnka A(7) skaitlis
B=a+bi ¢=V=1),
kas apmierina vienadojumu
x2 — 2ax + (a® + %) =0,

ir vesels algebrisks skaitlis tikai tad, ja @ un & ir veseli skait]i*).
Tade] (1, 7) ir lauka minimala baze ar diskriminantu

;2
b= I : § ‘ = —4,
1 =3
Bet skaitla § = a + 67 diskriminants (§ 67)

dip) = — 462

TieSam, d(B) dalas ar D.

Ja (0, w,..,w,) ir lavka K{e¢) winimala baze un
Mg Nov -+ Mo i lauka # veseli skaitli

N = au®; + @y + .. . + G t="1,2-". ")

ar koordinatu determinantu | a;)]=+1, [tad no formulas (12)
seko rezultats

AN Ngr o+ o2 M) = B0y, Wy, . o, ).

Redzam, ka ari (7, Mg - ., M) ir lauka minimala baze. Ta ka
veselus racionalus koeficientus a;; ar nosacijumu || a;;|] = +1 var

*) Vienadojuma x2 — 2agx + (a? -+ 5% — 0 koeficients —2a ir vesels

2k +1
skaillis ari tad, ja a = :_ (% vesels sk). Bet tadd gadijuma «%- 62 ir

4 3
vesels skaitlis tikai tad, ja 42 ir forma nj_ (n# vesels), kas ar racionalu &
nav iespéjams (sk, ari 72, §.)
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izvéléties bezgala daudz veidos, fad lanka eksisté bezgala
daudz minimalo bazZu.

Minkovskis ir pieradijis, ka katra lanka mi-
nimalas bazes diskriminanta (lauka pamatskaitla) D
absolutd vértiba ir lielaka par 1. Tom&r nevar ap-
galvot apgriezta karta, ka katram dotam pamatskaitlim D ar
absoliito vériibu |D]>1 tiefam atbilst kads lauks K{a).

Uzdevumi.

1. - Pieradit, ka katrs algebriskais skaitlis ¢ var bt tikai
viena lauka primitivs elements.

3 3 5
2. Pieradit, ka lauki A(}/2) un K{(}/3) nav ideatiski.
3. Pieradit, ka K{a) ir Galua lauks, ja e ir vienadojuma
x*410x24+1=0
sakne,

- 4, Pieradit teorému: ja K{a) ir Galua lauks, tad o rakstu-
rigais vienadojums ir normals vienadojums, t. noz, §
vienadojuma katra sakne ir kaut kujas saknes racionala funkcija ar
racionaliem koeficientiem.

5. Pieradit, ka x*4+x*}x?2J-x4+1=0 ir mnormals
vienadojums.

6. Aprekirat p8c iesp€jas vienkarSu skaitju lauku, kura
visi vienadojumi :
4 2%4+1=0, xt+22+1=0,
4+ x+1=0 x®*+x—1=0 un x?+41=0
biitu reducibli. .
7. Aprekinat skaitla 7 — J/— 1 diskriminantu lauka K17) un
lauka K(7 + J/2).



IV. Kvadratiskie skaitlu lauki.

§ 71. Kvadratisko lauku kanoniska forma.

Definicija. A(az) sauc par kvadratisku lauku tad,
jaair sakne irreduciblam kvadratvienddojumam

0 ax® +bx+¢c=0

ar veseliem koeficientiem a, 6 un c.
Ar tadu nosacijumu vienddojuma diskriminants

A=0§— 4dac

nav racionala skaitla kvadrats, jo pret€ja gadijuma vienadojums
biitu reducibls.

Ja A4 ir lielakais veselais skaitlis, kura kvadrats dala diskri-
‘minantu 4, tad var izteikt

kur »n vesels (pozitivs vai negativs) skaitlis, kas nedalas ne ar vienu
kvadratskaitli lielaku par 1. Ta tad skaitlis # ir daZzadu pirmskaitju
#: produkts, kas katru pirmskaitli p; satur tikai pirmaja pakapg.
Tadg] var rakstit

@ |nl=2pa.. pe. |
Algebrisko skaitli @ un 12 saistito skaitli ¢’ dod formulas:
Sebhdln o, b AYn

=5 2a ] 5 2a :

65. § otras teorémas sekas norada, ka tiklab lauks K(a) ka

ari K(a’) ir identiski ar lauku K(}/n). Tade] katru kvadratisko
lauku var izteikt kanoniska forma

K(|/m),
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kur » vesels skaitlis, kas nedalas ne ar viena pirmskait]a
kvadratu.
Ta ka

K@ =K(#n) unari K(@’)= K(/n),

tad ka blakus rezultats seko (to var pieradit ari tieSi), ka
saistitie kvadratiskie lauki ir identiski:

K(a) = K(a').

Ta tad visi kvadratiskie lauki ir Galua lauki

Atkarigi no ta, vai » ir pozitivs vai negitivs skaitlis, lauks
K(Jn) irreals vai imagindars. P&dgjais, saprotams, satur
ari realus elementus — visus raciondlos skaitjus. DaZas realo

ipasibas, o
Par lauka K()/») bazi var izveléties skait]us

1, Vn,

jo tie ir line@ri neatkarigi (sk. 60. §). Tad launka katru skaitli 3
var izteikt ar

B=A+ Bln,
kur 4 un B ir racionali skait]i*).

DaZos gadijumos baze (I, V?i) ir arl lauka minimala baze,
piem. ja # = —1. Bet 69. § piem&ra redzéjam, ka gadijum3,
kad » = —3, baze (1, J—3) nav minimala.

§ 72. Lauka K(Jm) minimald baze.
Piepemsim, ka
B=A-+ Bln
ar racionaliem skaitliem 4 un B ir lauka K(Jn) vesels skaitlis.

Nolidzinot sauc€jus un saisinot (ja iesp&jams), dabfijam izteiksmi

*) Neatkarigi no jédziena par bazi, lauka K(v;) katru skaitli var izteikt '

3ada form3, ja lieto parveidojumu, ko apskatijam 2. § pieméra ar lauku K{Vig)



— 993 _
(3) § 8 =?_+_‘7_V_”

¥ ’

kur p, ¢, r ir veseli skait]i ar lielako kopigo dalitaju (2, g, n)=1.
Ta ka B ir vesels algebrisks skaitlis, tad § pedai

— 2
un normai

=~ aVn B
1\’(@)=P+qu;-P gln _p e

&

jabiit veseliem racionaliem skaitliem. Tadu pat prasibu ari dabi,
uzrakstot B raksturigo vienadojumu

x* — S() . x + N@) =0,

kur koeficientiem S(8) un N(B) jabat veseliem skaitliem, ja 3 ir
vesels algebrisks skaitlis. E

Apskatisim sekojosus divus gadijumus:

I. gadijuma, kad » ir nepayu skaitlis, tad peda
2
sp==2

ir vesels skaitlis tikai tad, ja » dalas ar » jeb

p=rph ( #, ir vesels skaitlis).

Prasot, lai norma N(3) bfitu vesels skaitlis N, dabii formulu
2
H—N=mn 7.

kuyas kreisa puse p} — N ir vesels skaitlis, bet laba puse izteic
veselu skaitli tikai tad, ja »=1. Tas tadé], ka » neda-
las ar 72, ja > 1. Ja ¢° dalitos ar #2 tad prei&ji piegému-
mam biitu lielakais kopigais dalifajs (2, g, ») > 1.

Ta tad dabiijam, ka ar neparu skaitli » formula (3) izteic
veselu algebrisku skaitli tikai tad, ja » = 1.
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Il. gadijuma, kad » ir payu skaitlis, piepgemam
P
Tad S(B) ir vesels skaitlis tikai tad, ja p dalas ar »,; liekam
P =5l

Bet ja /V(B) ir vesels skaitlis, tad tamlidzigi ka iepriek3&ja gadijuma
no formulas

2
ﬁf— 4N = nq?f

seko, ka 7, =1 un p —=p. Ta tad
yz=i
Rakstam kongruenci
2* = ng® (mod 4),

un ieverojam, ka p» un ¢ nevar biit abi paru skaitli, jo
(# g, r)=1. Ja g butu payu skaitlis, tad sekotu, ka ari p ir
paru skaitlis, kas neder. Kad p paru un ¢ nepaju skaitlis, tad

ng?4.

Ta tad ari #|4, kas ir pretruna nosacijumam, ka » nedalas ar
kvadratskaitliem. Atliek tikai, ka p un ¢ abi ir neparu skaitli:

p2=2%+1 gq=2r+41
Sini gadijuma no kongruences
AR A 4k + | = n(4h® + 44 + 1) (mod 4)
1 =n (mod 4)

jeb
seko, ka #» ir forma 4m + 1.
Ta tad pedeja gadijuma, kad
n=4m -+ 1,

lauka K()/n) veselie skaitli B ir izsakami forma

(4) 8= a4+ b)n
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- ar kaut kadiem veseliem a, & un ari forma

(5) p=ttaln

kur p un ¢ ir neparu skait}i.
Pargjos gadijumos, kad

n—=4m-+2 vai n=4m 4 3,

lauka veselie skait]i izsakami tikai forma (4).
Piezime. Gadijums, kad » = 4m, ir izslegts.

Ar Siem rezultatiem konstrugsim lauka K(}/») vienu minimalo
bazi. To zinot, var atrast bezgala daudz citu minimalu baZu
(apskatits jau 70. §). '

Teoréma. Ja » nedalas ne ar vienu kvadrat-
skaitli un # nav forma 4m-+1, tad lauka K(/n)
minimala baze ir (1, [/n), bet, ja n=4m 4 1, tad

minimald baze ir (1, 1—";]@)
Kad # 5= 4m + 1, apgalvojums ir acimredzams.
Gadijuma, kad » = 4m -+ 1, formulu (4) uzraksta ar

B=(a— b)+2b1+v”

un formulu (5), kur p = 24 4 1, ¢ = 2/ 4 1, parveido par

5=(k_h)+(2;,+1)”;ﬁ

Dabiitie rezultati liecina, ka abos gadijumos lavka K(}/»)
veselais skaitlis § ir izsakams forma

5 L4 Vn
p=d+B-T1"

ar veseliem racionaliem skaitjiem 4, B. Ta tad (I, u_i}—/f)
ir lauka minimala baze,

15
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Vel noteiksim lauka A(}/») pamatskaitli D, resp.
minimalas bazes diskriminantu. Gadijuma, kad
n = 4m +- 1, dabiijam :

D =A(, Vn)-'l V] | = i,

- bet, kad » = 4m -+ 1, tad

Redzam, ka abos gadijumos ) un » zimes ir vienlidzigas.
Tade] reala lauka pamatskaitlis ir pozitivs,
bet imaginara — negiativs.

Aprekinot pamatskaitjus laukiem A(}n) ar

= =}, =2, =3 —T .ol n=28,5,;

atrodam, ka visiem imaginariem laukiem pamatskaitla absoliita
vertiba > 3, bet realiem laukiem D > 5.

§ 73. Lauka vieninieki.

Ja a un B ir lauka K(/n) veseli skaitli, tad, izteicot tos ar
minimalo bazi, var parliecinaties, ka veselo skaillu summa
a + B un reizindjums aB ari ir veseli skaitli. Turpretim veselu
skaitlu dalijums katrreiz nav vesels skaitlis.

Piem®&rs. a=8-+ ¢ un f=3—2/ ir lauka K(;) veseli
skaitli. Norma /V(e) dalas ar N(§), bet e nedalas ar 5, jo dalijums

a

2 ; : —

nav vesels algebrisks skaitlis.
No 67. § apskatitds lavka vieninieku visparigas teorijas

seko, ka veselais algebriskais skaitlis ¢ ir lauka A{(}/) vieninieks
tad, ja € norma ir 41 vai —1,
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Gadijuma, kad # 5= 4m 4 1, ar veseliem x un y izteic
e=x+y In,
Ne) = (x + ylm)(x — y)m) = x* — ny®.

Skaitlis e ir lauka vieninieks tad, ja

un

(6) X2 —ny=+1,
Gadijuma, kad » = 4m -+ 1, tad

E=.’C-|—_]}!_+‘2V;I

ar veseliem x, y. Ta ka

'MQ=F+%Y—W¥

tad Sini gadijuma ¢ ir vieninieks, ja
(7) 2x+y)2—ny =+4

Ar to jautdgjums par lauka K('#) vieniniekiem ir reducéts
uz nenoteikto vienadojumu (6) un (7) atrisinaSanu veselos
skaitlos x, y.

Vispirms atrisindsim Sos vienadojumus, gadijuma, kad #» ir
negativs skaitlis, t. i. # = — |#}. Tad tiklab vienadojums (6),
ka ari (7) ir iesp@jami tikai tad,jalaba pusé no -1, +4
zime&m izvélas pozitivo zimi.

Uzrakstot (6) forma
x4y =1,
redzam, ka gadijuma, kad
ol = 1,
§i vienadojuma vienigie atrisindjumi ir
PO e T TS R e o B

15%
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Atbilsto3a lauka, kas ir Gausa lauks K (7)), ir fieSi cetri
vieninieki
Gadijuma, kad |#| > 1, tad (6) vienigie atrisinajumi ir
x=41 9=40

Tas nozimg, ka paréjiem imaginariem laukiem K(J/x)
ar n=4m + 1, ir tikai divi vieninieki

e=1 —1.
Tagad apskatisim imaginarus laukus ar
n=4m-+1, ti. n=-—3, —7,...
Gadijuma, kad » = — 3, vienadojums (7) uzrakstams forma
(2 + 3+ 32 =4,

un tam ir vienigi 3adi atrisin@jumi, kas sarakstiti tabula.

= E=x+yL-+_2__V—_§

y 2x+y|
0| +2 +1- + 1
it 0, —1 1+]2/-3’ ——14;]/-3.

' T e i
—1] %1 0,1 5 ; 5

Gadijuma, kad » =4m + 1 un |u| >3, resp. |u| =7,
tad vienadojuma (7)

Cx+ 92+ |ny2=14
vienigie veselie atrisind@jumi ir
y=0 m X=H1;
Sini gadijuma lauka vienimieki ir

= R
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Ar to imaginaros kvadratiskos laukos vieninieku probléma
ir atrisinata, Atfradam, ka vispariga gadijuma imagi-
nard lauka K(Jn) ir tikai divi vieninieki: +1 un—1.
Izpémuma gadijumi ir Gausa lauks K(j) ar 4 vie-
niniekiem 41, —1, 44 — i un EizenSteina (val
Jakobi) lauks K(J/=3) ar 6 vieniniekiem

1+Y=8 —1+)=3

+1, ==, 5

Ta tad imaginaros kvadratiskos laukos vie-
ninieku ir galigs skaits: 2, 4 vai 6. Sie vieninieki ir attiecigu
binomalu vienadojumn

xX2=1=0 xt—1=0, x6—1=0
saknes. : :

Redlos kvadratiskos laukos K()/) ar n>>0 vieninie-
kus dod vienadojums (6), kad ns£4m -+ 1, un (7), kad n—4m 1.
Vienadojumu brivie locek]i 4 1, &+ 4 te jagem ar abam zimém.
Redzam, ka probléma atrast reala kvadratiska lauka
vieniniekus ir lidzveértiga problémai: atrisinat
veselos skaitlos nenoteiktos vienadojumus

X —m?=1 2—mfl=—1 X2—nY¥?=-44

Te X=2x+y. Y=4. So vienadojumu katram atrisindju-
mam atbilst viena attieciga lauka vieninieks, un otradi.

§ 74. Pella vienadojuma x?— my®=1 atrisinajuma
eksistence.

So vienddojumu mingjim jau 2. § Izlietojot mepartraukto
(k€Zu) dalu tedriju, LagranzZs pieradija, ka vienadojumam

X2 —ny?=1 (n > 0)

vienm€r ir bezgala daudz atrisindjumu. Vip deva
arl metodi, ka tos aprekinat. Mes te apskatisim eksistences
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pieradijumu, kur izlieto irracionalu skaitlu racionalus tuvin@jumus
(aproksimaciju). Si pieradijuma ideju ir devis Dirichlé
(Dirichlef) ap 1850.g. Ta ir izlietojama ikkatra algebriska lauka.

Lemmal Ja J» ir irracionals skaitlis, tad
eksist®@ bezgala daudz veselu pozitivu skait]u
x,y, kas apmierina nevienlidzibu

- 1
(8) b =y Val<3.
Pieradijums. Diferencé
T=X—Y V;z

liksim y vieta veselus pozitivus skaitjus 1, 2, 3,...,m + 1, un
katrai y nozimei par atbilstoSu x nozimi izvélésimies veselo
pozitivo skaitli, kas atrodas vistuvak irracionalajam skaitlim
y |V un ir lielaks par to, t. i.

xe=E(n V) + 1 (k=128 ....m+ ).
Tad dabiisim m + 1 skaitjus
=X~ N |/n =12 ... mF1)
kas visi ir daZadi. TieSam, piegemot
% = % N<h<<km+1),
dabiitu

X — X = (Yx — u ) V"
Ta ka y» — yu 5= 0, tad sekotu pretruna, ka irracionals skaitlis

Vi

¢ ir vienlidzigs racionalam skaitlim

-

Xk — Xn
Ve — Vn :

Ta tad skaitli 2, 25, . . ., Zmys ir daZadi. Bez tam tie ir isti
pozitivi da]skait]i, kas atrodas intervalla (0, 1), un to skaits ir
m -+ 1. Tadel, ja intervallu (0, 1) sadala » vienados intervallos,
tad vismaz viena $adaintervalla atrodas divi
skait]i 2 piem. zx, 2. No nevienlidzibas

1
fox — an | <—
m
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seko
s — ) — (e — ) Vil < .
Tagad apzimgjam
ot St SR B e e

un piegemam, ka yk>j11, (pret€ja gadijuma mainam indeku
h, k lomas)., Tad ari xix > xn, jo lielakam y; atbilst lielaks x; .
Dabiijam nevienlidzibu

ooy
x —y Vn] < =

ar veseliem pozitiviem _x'vn y. No §i rezultata ‘redzam, ka
katrreiz var atrast racionalu skaitli;f,kasizteic
Jn ar kadu patik tuvindjumu.

levérojam, ka

r=Ne—m<m+1—1

jeb
y<m un %1- \<__Il’
Tade] ari , :
- 1
x — -
e —y Vn] < 5

Ta tad nevienlidzibai
- 1
X — nl < -
ey el < o
ir vismaz viens atrisinajums ar veseliem poziti-
viem skaitliem x, y. ' _
IepriekS pieradijam, ka visi m -4 1 pozitivie skait]i
2y Sg s - 5 Bmpr it daZadi. lev@rojot, ka  |ex — =] ir
pozitivs skaitlis, var atrast veselu pozitivu skaitli
M>m
ta, ka
1
Jex — 511I>]TJ> 0.
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Ja ar 36 M (tapat ka iepriek3 ar 1) atrod veselu pozitivu skaitju
pari X, Y, kas apmierina nevienlidzibu

= 1
IX_YV"I <Ml
tad Sisparis X, YatSkirasno agraka para x, y. TieSam:

lx —y Vﬂ =lx—ae) bet |X—Y l/iﬂ <z — 2l
Nevienlidzibas
X— YVl < o
vieta var rakstit 3
X ~-FYa). < %,
Tad nevienlidzibai
- 1
=5 nf < —
x— y Vx| 5
ir atrasts vél otrs atrisin@jums
e X g T

Mingto procesu atkartojot, Sai nevienlidzibai atrod bezgala daudz
veselus pozitivus atrisinajumus.

Lemma Il. Var atrast bezgala daudz veselu
racionalu skait]u X, ¥, kas apmierina ne-
vienlidzibu

() S 2~y <142 Vn

Ja x, y ir veselu pozitivu skaitlu paris, kas der nevienlidzi-
bai (8), tad no

k+y Vnl=lk—yVn+2Vul<|x —yVul + 2y |n
seko
ety Vil < 5+ 2V



— 233 —

Pareizinot ar nevienlidzibu (8), dabi
1 e
x? — »Y <I’—2 + 2.

levErojot, ka J%.g 1, var rakstit nevienlidzibu (9). Ta tad

nevienlidzibas (8) katrs atrisindgjums der ari mnevienlidzibai (9),
t.i. (9) ir (8) sekas,

Lidz ar veselu pozitivu atrisinagjumu pari x, y nevienlidzibai

(9) ari atrisind@jumi
X =y un —=x, +.

Sekas. Ta ka veselu skaitlu x* — ny? ar absoliito vé&rtibu
mazaku par 142)/» ir tikai galigs skaits, tad ir vismaz viens tads
skaitlis % ar =5

<t + 2)m

ka starp nevienlidzibas (9) bezgala daudzajiem atrisinajumiem ir
ari bezgala daudz atrisindgjumu

(10) (%0 31 (X Vo) -

kas apmierina nosacijumu
(11) A—nyi=xa—nys—=...—=k (& = 0).

Eksistences teoremas pieradijums. Ja kaitra vesela skaitla
vieta liek ta mazako pozmvo atlikumu attieciba pret moduli 2 un
visus iesp€jamos skaitlu parus (x, y) sadala klases (attieciba pret
moduli %), tad klaSu skaits ir galigs skaitlis 42 Tadge|, ja bez-
gala daudzos skaitju parus (10) sadalisim pa moduja 4 atlikumu
klas€m, tad vismaz viena klasg bois bezgala daudz paru. Apzimejot
tos ar

(]2) % Va )) (xb, Yo )l .

rakstam kongruences :

. (mod &)

13) ! i
( . (mod ).

Ya =

IR
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Krustiski reizinot, dabiijam formulu

eb Xa b — Xp Vo =0 (mod £)
je
(14) Xa Vb — XpVYa = ku,

ja u vesels skaitlis, kas nav nulle*).
Lidziga karta reizinam pirmo kongruenci (13) ar x,, otro
ar ny;, un atpemam. Tad iev€rojot, ka ar formulu (11) ir

xf. — nyﬁ = k,

dabiijam rezultatu

Xa Xy — NYa Yo = T e ny?, =0 (mod £)
jeb ; S
(15) XaXp — Ya Vi = ki,
kur ¢ vesels skaitlis.

Tagad parveidojot reizinajumu

(s —ya Vi) (6 + 3 Vi) =(%a X6 — 90 6 ) + (Ka v — X5 ¥ )2

un ievérojot formulas (14) un (15), dabti identitati

(%2 —ya V) (0 -I—ybm o E(t+ uln).

Lidziga karta, lickot iepriek38ja identitate |» vieta — |,
atrod .

(2 + ya Vi) (2, — y V) = £ (¢ — u V).

Abas pe&déjas formulas reizinot un ievérojot, ka

2 2 2 2
Xy — nys = Xp — nyp = A&,

dabii
k2 = k2 (2 — nu).
S o =
*) Piegemot # = 0, dabitu —— = = = ¢. levérojot (11), secinatu
a Ya

g=1 jeb 2, =2x,, V=N
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Saisinot ar 2%, redzam, ka ir atrasti veseli skaitli / un », kas
apmierina vienadojumu
: 2 — ny®=1.

Ta tad Pella vienadojumam
(16) x?—ny?=1
eksisté vismaz viens\atrisinﬁjums veselos skait]os:

X boomn- e eg o0,

§ 75. Pella vienadojuma x? — my® = 1 visparigais at-
risinajums.

Piegemsim, ka bez atrasta atrisina8juma #, »# Pella vienado-
jumam (16) eksiste ari vel citi atrisinajumi. Ar x,, y, apzimésim
vismazako pozilivo atrisindjumu pari, ko nosauksim par funda-
mentalo jeb pamatatrisina@ajumu®*. Ar to konstruétu
lauka K ()/n) vieninieku.

a=x +yn

~ari sauksim par lauka fundimentalo jeb pamatvie-
ninieku K3 jau teikis 67. §, reiz€ ar ¢, lauka vieninieks ir ari

(17 e = (x5, + 0 V0 =x + wnln,

ja & vesels pozitivs vai negaiivs skaitlis, Tade] ari xi, ye ir
Pella vienadojuma atrisindjumi. Ta ka, arimredzot, daZadiem 4
ari atbilst dazadi xi, yc, tad seko, ka Pella vienadoju-
mam (16) ir bezgala daudz atrisinajumu, :

Tas nozimé, ka reala lauka K (J») ar ns£4m + 1 ir
bezgala daudz vieninieku.

Pieradisim, ka - formula (17) ar £=1,2,3,... izteic
Pella vienadojuma visus pozitivos veselos
atrisindjumus x., y.

*) Ja (x4, ), (¥s, ¥3),... ir Pellz vienadojuma pozitivu atrisindjumu
pari, tad lielakam x; atbilst ari lielaks ¥; un otradi. Tade] pamatatrisindgjuma
(xp ylﬂednens ir ptlmgl noleikts.
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Piegemsim, ka @ un & ir veseli pozitivi skait]i kas apmie-
rina vienadojumu (16), t. i.

a®—ub®=1,

bet @ + b |/n nav vienlidzigs nevienam ef ar veselu pozitivu
kapinataju 4. Tad ievérojot, ka ¢, pakapes veido augoSu pozi-
tivu skaitlu rindu

< s By

ir saprotams, ka var atrast tadu veselu eksponentu 4, ka a 6]/5

ieslegts starp ef un 7, t. i
d<atbln < &t
jeb i - 3 5
X+ pVn<a+bVn<(a+nn)(e+ vy Vo).

Pédéjo nevienlidzibu reizindm ar x. — yx |/u, kas ir pozi-
tivs skaitlis, jo formula

(xe — yi V) (e + V) = 1

faktors xix + yx |/» ir pozitivs. Dabiijam rezultatu

(18) 1<(a+0Vm o =y V) < x, +y,Vn.

Ja ievéro, ka a-+b)n un x4+ y |n saistitais skaitlis
Xx — yx J/n ir lauka K (J/n) vieninieki, tad seko, ka ari reizindgjums

(a+ b)n)(xe — i V)
ir lauka vieninieks. Ar veseliem 4 un B var izteikt
(a+2Vm) (s — Vi) = 4+ B

Pieradisim, ka 4 un B ir pozitivi skait]i.

No formulas (18) redzam, ka 4 + B |/» ir pozitivs skaitlis,
kas lielaks par 1. Ta ka ;

(44 BYn)(4 — BYn) =1
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(jo katrs no abiem faktoriem ir lauka vieninieks), tad ari 4 — B|/»
ir pozitivs skaitlis, bet mazaks pa:r 1. Saskaitot nevienlidzibas

A+ BlYn>0, A— B)Jn>0
dabi, ka
A>0.

Bet no nevienlidzibam
A— Bln <1, 0< A+ Bln

dabii nevienlidzibu

14 2B)n>0,
kas iesp€jama tikai ar

B>0.

Ta tad 4, B ir veseli pozitivi skait]i, kas tapat ka x, y,
ir Pella vienadojuma atrisina@jumi. No formulas (18)

1< 4+ Bln<x+yln
A<x B<yy

kas runa preti pamatatrisindjuma x,, y, definicijai.

dabiijam

Ar to ir pieradits, ka formula (17) tieSam izteic Pella vie-
nadojuma (16) visus pozitivos atrisindjumus xx, yc. Bet no
pozitiviem atrisinajumiem dabii vienadojuma visus veselos atri-
sindjumus, gemot xx un y (vienu vai abus) ar zimi —,

Geometriska interpretacija Pella vienadojuma
(16) atrisin@jumi ir tie punk!ti ar veselam koordinatam, kas atro-
das uz hiperbolas

1T TR
(72)
Tadu punktu, ka pieradits, ir bezgala daudz No

Siem punktiem visus {os, kas atrodas vz hiperbolas pozi-
tiva zara un I kvadrant @ izteic ar formulu
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ek =000 )

1

kur ¢, = x, + y,/n, un § zara punkts (x,, y,) ir hiperbolas ;
virsotnei vistuvakais punkts ar veselam pozitivam koordinatam.

Piemérs. Pt =1
" No vienadojuma izteicam

x2= 14 2y2

Ja liekam y vieta skaitjus 1, 2, 3, . . . un parbaudam*), tad
atrodam pamatatrisinajumu

E R s 3
Visus pozilivos atrisindjumus noteic ar formulu
X+ n V2 =@+ 2)2¢ (#=0,1,2,8,,..)
Piem&ram, ja 4 =2, tad dabi
%+ ¥)2 = 17 4 12)/2.
Xo == 17 Y5 = 12X

Ta tad

§ 76. Vienadojumi x> — ny®= —1 un X? - nV> = +4.

So vienddojumu tedrija vél nav pilnigi moslégta. Vi:pariga
gadijuma ir zinams tikai nepiecieSamais nosacijums:
lai vienadojums

(19) X! — ny? = —1

biitu iesp€jams, ir nepiecieSami, ka skaitla »
visi pirmreizinataji biitu ar formu 4% + 1L

TieSam, ja vienadojums (19) ir iesp€jams, tad iespjama ari
kongruence :
x?= —1 (mod »n),

*) Ja ievero, ka vesela skailla kvadrats katra zipa beidzas vai nu af
cipariem 1, 4, 5, 6, 9 vai 00, tad daZu y nozimju parbaudiSanu var aiztaupit.
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un lidz ar to ari kongruence
x2 = —1 (mod 7),

kur # ir kaut kurS pirmskaitlis, kas dala ». Tade] p forma ir
4k + 1, jo ar p = 4k 4+ 3 pEdeja kongruence nav iesp€&jama.
Atseviskam # formam ir pazistams ari pietiekoSais

nosacijums. Jau 1785.g. LeZan drs(Legendre)irdevis me-
todi, ka atrisinat vienadojumu

(20) x'*—py‘l‘:—l; ja p=4k+ 1.
Reizé ar (20) apskatam vienadojumu
(21) X -t =1

Piegemam, ka (21) mazakais pozitivais atrisinajums ir x,, y,.
Tad y, it paju un x;, neparu skoitlis. TieSam, tie -abi
nevar biit paru, ne abi nepaju skaitli, Ja piegemtu, ka x, ir
paru skaitlis un y, nepaju skaitlis, tad no (21) sekotu
—p=1(mod 4)
jeb
P =3 (mod 4),
kas rund preii nosacijumam: p — 4% -+ 1.
Liekam vienadojuma (21) atrisin@jumu x,, y,;, un rakstam
a—1=7py
jeb
(xl — 1+ 1) :ny-

Tad kreisaja pus€ abiem faktoriem x, — 1, un x, 4+ 1 ir kopigs
dalitajs 2. Tas ir ari lielakais kopigais dalitajs, jo abu faktoru
starpiba ir 2, Tade] tikai viens no skaitliem x, — 1, x, 41
dalas ar p. Ir jaizSkir divi sekojoSi gadijumi.

I. gadijums, kad x, + 1 dalas ar p. Var rakstit
formulu

Yl S v AT
- 3 2 =y




Tai kreisaja pus€ ir tris faktori, kam nav kopigu dalitaju, Tadg]
katrs faktors atseviki ir kvadrats. Liekot

P et xl'l"l_.ra
TR 95 =k,

dabi sakaru
a? — pb? = —1.

Ta tad veselie zinamie skaitli @ un 4 ir vienadojuma (20)
saknes.

Pieradisim, ka Il. gadijums, kad x; — 1 dalds ar 2,
isteniba nemaz nav iesp€jams.

TieSam, piepemot, ka x; — 1 dalas ar p, no

x1+1.x1_1

4 5 % ==y

izteiktu skait]us

ﬂ"’l_ 2 xl—l_
=, 7 =B

starp kuriem ir sakars
A? — pB? = 1.

Ta tad 4 un B biitu vienadojuma (21) saknes. Bet uzrakstot
reizinajumu
2

pA2B? = i,
jeb
pAQB? :@_’%
4 3
dabti rezultatu
By y_‘f
Ry o L

kas norada, ka |B|<Cy, Te ir pretruna nosacijumam, ka x,, y,
ir vienadojuma (21) pamatatrisindjums.

Ta tad iesp€jams tikai pirmais gadijums, kur atrod vienado-
juma (20) veselu atrisinajumu a, & un konstrug lauka vieninieku

n=a+ bn



g VO

ar normu
j Nm) = —L.

Bezgala daudz citus lauka vieniniekus ar normu —1 dod vieni-
nicka v nepayu pakapes

(22) 7Pt = (a + b)/mBtt = ax + bi |/
Lidz ar to atrod vienadojumam (20) bezgala daudz atrisinajumu.

Beidzot apskatisim vienadojumus

(23) i X2 ¥i= 44,
kupu atrisindjumi noteic vieniniekus lauka K(}») ar n = 4m + 1
(sk. 73. §). Pieradisim, ka vienadojumam

X2 — V2= 14

eksisté atrisindjums ar Y £ 0.

Tiesam, no vienadojuma redzam, ka X un Y ir abi reize
paru vai abi neparu skait]i. Ja, piegemot pirmo hipot€zi, liek

X2 V=2,
tad dabi Pella vienadojumu
w2 — no? = 1,
kas vienme@r ir airisin@ms veselos skaitlos #, v ar v > 0.

Peédgjos §§ iegiitie rezultati pierada sekoSu teoremu.

Katra reala kvadratiska lauka K(Jn) ir vis-
maz viens irracionals vieninieks ¢, kas atSkifas no +1.

§ 77. Lauka pamatvieninieks.

Pieradisim, ka katra kvadratiska lauka var at-
rast tdadu irracionalu vieninieku ¢, ka lanka ik-
katru vieninieku var izteikt ar

+ e,
jak= 0=l

16
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So sll Dirichl@ sauc par lauka fundamentalo jeb
pamatvieninieku. :

Augstakas pakapes laukos katrs wemmeks izsakams ar
vairaku pamatvieninieku pakapju produkin.

Hilberta lemma. Ja A4 ir reals pozitivs skaillis,
tad eksisté tikai galigs skaits otras pakapes
veselu algebrisku skaitlu e, kas reiz€ ar savu
saistito skaitli ¢’ ir ar absolfito vE@rtibu mazaku
ka 4, t. i

29) lal <~ A, la’l < 4.

Tie3am, ja @ un a’ ir otras pakapes saistiti veseli algebriski
skait]i, tad tie apmierina irreduciblu kvadratvienadojumu

x4ax+b=0
ar veseliem koeficientiem @ un &, Ir sakari:
la] = la + a’l < lal + la’}, 16l = laa’l = lalla’).

levérojot, ka jabiit lal << 4, lo’| < A, redzam, ka a rak-
sturigd vienadojuma koeficienti ¢, & ir ierobeZoti ar nepiecie-
Samiem nosacijumie m¥)

jof <24, . 6] << A%

Tadus veselu skaitlu parus (a, 6) var izvéléties tikai galiga
skaita.

No pieradita seko, ka ari specidla gadijuma lauka K (|/»)
ir tikai galigs skaits veselu algebrisku skaitju, kas izpilda nosa-
cijumus (24). et e

Tagad pieradisim pamatvieninieka ¢ eksi-
stenci. leverojot ieprieks€ja § beigas izteikto rezultatu, '.ag_g-ﬁa_-l-
vojam, ka katra kvadratiska lauka K (J») var atrast

*}  Sie nosacijumi tomér nav pietieko3i, jo apgriezta karta nevar secinat,
ka |a] << 4 un |a' | << 4. Tadg], lai visus lemma mingtos skaitjus uzrakstitu,
tad vienadojumi x2? 4 ax + & = OXkur izvE€las a un & ar noteikumiem :
lal << 24, |b] << A4?) ir jaatrisina un to saknes japarbauda.
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vismaz vienu irracionalu vienminieku e kas lie-
laks par 1. Tiesam, ja lauka ir irracionals vieninieks e, tad
tur ir ari vismaz Cetri vieninieki

g, -
no kugiem tieSi viens, ko apzim€jam ar ¢, ir lielaks par 1.

Ja intervalla (1, ¢,) biitu vél kads lauka vieninieks 7,
tad biitu

1<y <g,
Apzim&jam v saistito algebrisko skaitli ar '’ un iev€rojam,
ka 7 ir lauka vieninieks. Rakstam
N@)=m'==1,
w0 kurienes
1

m'|= 3 Ak

Tade] ari
< e

Izlietojot Hilberta lemmu secinam, ka ir tikai galigs ska:ts
veselu algebrisku skaitju v, kas izpilda nosacijumus

hl<e, un In'l<e,

Tade] ari intervalla (1, ¢,) ir tikai galigs skaits lauka K(|/)
vieninieku. Ja no tiem vismazako, kas nav 1, apzimé ar ¢, tad ¢,
ir lavka pamatvieninieks®).

Pamatvieninieka ¢, visas pozitivas un negativas pakapes ar
veseliem eksponentiem izteic lauka K (J/») vieniniekus. D aZa-
diem eksponentiem ari atbilst daZadi vieni-
nieki, jo piepemot

g =¢" (a > b)
sekotu, ka

a—b
=y L
Bet tad =, buitu vai nu 1, vai komplekss skaitlis, kas ir pretruna
ar piegemto. Tamlidzigu pretrunu dabi piegemot, ka
e = —¢}, /

*) Ja intervalld (1, &) nav neviena vieninieka 7, tad liekam &, = &,.

16*
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Apskatisim atseviski sekojoSus divus gadijumus.

1. Pieradisim, ka lauka A()n) kalrs pozitivs vieni-
nieks E ir izsakams forma e; ar veselu eksponmentu 2.

levérojam, ka =, ir pozilivs skaitlis, kas lielaks par 1. Tade}
ar pietieko3i lielu pozitivu eksponentu pakape ;‘f ir lielaka par katrn
iepriek§ dotu pozitivu skaitli, bet p&c absolitas vériibas lielam
negativam eksponentam e; tuvojas nullei. Ir saprotams, ka pozi-
tivais skaitlis £ ir vai nu bezgaligas rindas

SYGAT e Al i A
loceklis (tad vajadzigais biitu pieradits), vai pret€ja gadijuma € ir
ieslegts starp diviem sekojoSiem locekliem: & un &+, t i ;
8§ el
Ja nevienlidzibu dala ar pozitivu skaitli ¢} un lavka K/(») vieni-
nieku § un ¢ dalijumu S—g{apzim‘é ar v, tad arl v ir ta paSa
lauka vieninieks. Nevienlidziba
1<n<Cg

runa pretl e, definicijai.

2. Ja £ ir lauka A(Jn) negativs vieninieks, tad

—& ir pozitivs vieninieks. Var atrast veselu eksponentu % i3, ka

—E=¢k¢ jeb §=—¢}

Ar to ir pieradits apgalvojums, ka lauka K{(J/n) visi
vieninieki ir izsakami ar pamatvieninieka
g, pakapém

o (=0, 1, £2,...)

=5
Si pieradijuma metodi var izlietot, lai konstr u&tu reala
_ lauka K(Vn) pamatvieninieku ¢,.
Piemérs. Apskatisim lauku X(Jn) ar n=>5.
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Ta ki 5=4.1+ 1, tad lauka A{(J/5) katru vieninieku
izteic forma

ar veseliem skaitliem x up y, kuyus dabii, atrisinot vienadojumu
{sk. § 73)

(25) (2x + y)? — by? = 4.
Izmeginot atrod, ka var likt

2x+y=3, g =1,
“Ta tad
P e g

an viens lauka K(}/5) vieninieks ir

3 )5
5

==

Tagad ar Hilberta lemma minéio mefodi meklesim

tauka K ()/5) vieniniekus 7, kas atrodas intervalla (1, ¢). Tadi
wvieninieki apmierina vienadojumu

x4+ ax4+b=0
arb=+1 un |a|<<2. Ta tad

7 la] < 5.
Liekot (@ = 0 var ignoret)

[ - g P nb P o S i, Pl
dabii pavisam 20 vienadojumus. Bet no tiem pusi var atmest,
jo, ja vienadojuma
X2+ ax+b=0
saknes ir skaitli v, v’, tad vienadojumam
2 —ax+b=0

ir saknes — v, — %', Ja v&l atmet vienadojumus ar racionalam
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sakn€m un tos, kuru saknes nav lauka K(|/5) skait]li, tad paliek
tikai tris vienadojumi
xX2—x—1=0, x2—3x+1=0, x*—4x—1=0.

To saknes ir attiecigi

L+)5 3+ )5
2 4 2 x

2 + J5.
No Siem 6 skaitliem intervalla (1, ¢) atrodas tikai viens skaitlis
1+ 15
2 1’
kas ta tad ir lauka A()/5) pamatvieninieks. Visus paréjos lauka

vieniniekus un, lidz ar to, ari vienadojuma (25) visus atrisinaju-
mus dod skaitli

vk
+('+V5) e SR I

i 2

§ 78. Euklida algoritms kvadratiskos laukos.

Veselo racionalo skaitlu tedrija jautajumu par divn skait]u
a, b lielako kopigo dalitaju un vCl citas problemas, kas ar to
sakara, atrisinajam, lietojot Euklida algoritmu. Sis meto-
des pamata ir teoréma, ka ar diviem dotiem veseliem
skaitliem @ un &6 (¢ >0), vienmer var atrast citus
divus veselus skaitjus ¢ un » i3, ka

a=bg+r un lr]<pbl

Ja varétu pieradit, ka analoga ipaSiba der ari lauka K(Y/n)
veseliem skaitliem, tad §ini lauka bfitu pareiza visa racionalo
skaitlu aritmetika. Izradas, ka daZos kvadratiskos laukos. gan
der tada ipaSiba, bet vispariga gadijuma {a nav pareiza. To vis-
pirms noskaidrosim ar diviem piem#€riem.

1 piem@rs. Apskatisim Gausa lauku K (7).
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Pienemsim, ka @ un B ir §i lauka veseli skaitli. Apzim€jot §
saistito algebrisko skaitli ar 3/, var parveidot dalijumu

g
BB

Apzimgjot veselo algebrisko skaitli a3’ ar a 4 6/ (aun b
veseli racionali skaitli) un iev€rojot, ka

B’ = NP
ir vesels raciondls un pozitivs*) skaitlis, dabiijam formulu

L E b
B=N® T Ney

Ar to lauka K(7) veselo algebrisko skaitju ¢ un B dalifana ir
reducéta uz veselu racionalu skaitlu «, 6, N(B) daliSanu. Tade]
var izteikt

a=MB):-a+r, b= NB)-b+r

ar veseliem racionaliem skaitliem a,, b,, 74, 7,, pie kam

Il < N(B) Il < *(p)

Liekam

ay +iby =

un turpinam parveidojumu:

Ta tad
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tad p ir lauka K{7) vesels skaitlis (k@ veselo skaitlu starpiba a —f7.

Izteicam
ea=fy+p
un
N tin)_A+n

= MO =@y = N

Tade]
R R ) L

un

N(p) << ME).

Ta tad lauka K(;) Euklida algoritma pastaveSanai vajadziga
ipaSiba ir pieradita, Atkartojot apskatito daliSanas procesu ar
skaitliem 8 un p, atrod atlikuma veselu algebrisku skaitli g, ar

normu
Nig,) < N(p).

DaliSanu turpinot un ieverojot, ka katra atlikuma norma ir vesels
pozitivs skaitlis, ir saprotams, ka beidzot dabiisim atlikumu g, ar
normu 0O vai 1.

Pirmaja gadijuma ari daliSanas atlikums ir 0, un pedgjais
dalitajs ir skaitju @ un § kopigais dalitajs*).

Otra gadijuma p, ir lauka vieninieks

1, —1, 4 vai —i4

un dotie skaitli @, B ir relativi pirmskaitli.
2. piemérs. Dirichlé lauka K(/—5) veseli
skait]i: a=3, B=14 J=5.
Piegpemsim, ka var izteikt

a=pr+p
kur y un ¢ ir lauka veseli skait]i, pie kam
I Ni
MO <N@® e FH<I

*) Te nesaka ,lielakais kopigais dalitajs®, jo nav teikts ka iz8kirt, kufs
no diviem kompleksiem skaitliem ir lielakais.
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=6)="G-")

un lauka minimala baze ir (1, |/— 5), tad ar veseliem raciona-
liem skaitliem x un y var€tu konstrut skaitli

Ta ka

y=x+yJ—5

ta, lai deretu nevienlidziba
N[-?-:-——(x+ y V:E)]< 1.

Liekot te @ =3, B=1-4 /=5 un parveidojot, dabii nevien-
lidzibu

1\? ( 1\?
kas ar veseliem skaitliem x un y nav iesp€jama, jo kreisas puses
vismazaka vertiba ir

1 1

4‘ + 5 - “4' > l-
Tas liecina, ka Sini gadijuma

N(p) > N(B).

Tade] nevar apgalvot, ka lauka K( —5) Euklida algoritms ir
galigs process.

Tagad noskaidrosim lidzigu jautajumu vispariga lauka X()/»),
apskatot Sadus divus gadijumus.

I. Vispirms apskafisim gadijumu, kad # %4k + 1. Tad
lauka minimala baze ir

1 Vn,

un lauka katrs veselais skaitlis izteicams forma



RS R
a=1a, all/ﬁ

ar veseliem racionaliem skaitliem a,, a,.

Piepemsim, ka lauka dotiem veseliem skaitliem e un § var
atrast lauka veselus skaitlus v un p ta, ka

e=fr+p un [N <|[NEI

levérojot, kag ir lauka K(J/z) skaitlis, ar raciondliem skaitliem
I

by, b, var izteikt
T by + b, Vn.
Ja noteic veselus racionalus skaitjus c,, ¢, 13, ka

bp=¢c,+7p b =c¢4+n

1 1
ol < 3 un || < 3

ar

tad pﬁrveirdo

%: (o + & Vi) + (o + 7, V)

jeb
a i
5T + (o + 1 Vi),
kur i
T =¢ +ln
ir lauka vesels skaitlis. Beidzot rakstam
a=fy+p
kur

p=B8(n0+nlmn
ir lauka vesels skaitlis (ka veselo starpiba ¢ — fy). Prasam, lai

[V ()] < |¥ (B)-

Dalot ar |V (p)], dabiijam nevienlidzibu

IN(ro +r Iml < 1
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jeb .
(26) s — nr] < 1.
Izlietojot formulu
e + &l < lal + [2I,

ir skaidrs, ka nevienlidzibu (26) var saSaurinat, tas vieta prasot, lai

rol? + |— nri] < 1.

Ja péc tam liek

1 1
ol < by Il < =9

tad seko
14 |n] <4 jeb |n] <3

Sis nosacijums ir pietieko§s, lai lauka K (J/u) ar n = 4k + 1
varétu lietot Euklida algoritmu.
II. Noskaidrosim tadu pat jautijumu laukd K ([n) ar

n—4%F+ 1.

Sini gadijuma lauka minimala baze ir

(%15,

-un lauka katrs veselais skaitlis a izteicams ar

a=a,+ a : —[—2]/12,

kur a, a, veseli racionali skait]i.
Piegemam, ka @ un § ir lauka veseli skaitli. Uzrakstam

._..6—[—6 l—}—]/n

ar racionaliem skaitliem b, b, un izteicam

1
bp=co+ 1y by=¢,+ 7 ar Ifo|<\§- Inl <

l\D]'—'
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Tad tamlidzigi ka iepriek§ dabu

E_T+ro+f1 +V"
i

1 n
Y =616 -{;v -

P (ro+r11+2]/n)
un prasot, lai | (g)] << |V (3)]. dabii nevienlidzibu

N("n"[‘"’ll_;v;)

Apzimé€jot ar

<k
Ta ka
N(ro_;_rll-I-Vn) ( by 11+Vn)( v dr 11 Vn) _rg+rorl_(n—41)rf

un # — 1 = 4k, tad vajadzigais nosacijums top

(27) |5 4+ rory — k] < 1 (k = : l).
Ja ta vieta prasa, lai

l"gl + |rorl 4+ Jor :|< 1

(kas ir vairak neka vajadzigs), un ievéro, ka

—

1
Irol < 2 Il < bX

tad dabii pietiekoSu (bet ne nepiecies amu) nosaci-
jumu
14 < 2.
To izpilda skait]i :
=15 un — 3

Ieverojot ari I. gadijuma atrastos », apgalvojam, ka visa
parastda aritm&tika ko pamato ar Euklida algo-
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ritmu ir pareiza sekoSos laukos:

Bet atceroties, ka vienkatSibas dé] nevienlidzibas (26) un (27)
saSaurinajam, var domat, ka ari vél citos kvadratiskos laukos ir
~ lietojams Euklida algoritms. TieSaw, nako$3a § noskaidrosim, ka
jau min€tiem laukiem var pievienot vl

K3, K{J13, K(JY=17. KJ—1Dn.

§ 79. Geometriska metode.

Piegemsim, ka K (]/») ir imaginars lauks (» << 0) ar mini-
malo bazi (1, w), kur

o =Vn, ja n£4k+1, bet m:l'gv", jan =4k +1.

Tad lauka katrs skaitlis @ ir izteicams forma
e=a,+ a, v

ar racionaliem koeficientiem a,, a,. Specidla gadijuma, kad e ir
lauka vesels skaitlis, tad koeficienti @, un a, ir veseli racionali
skaitli. : :

: illlT]
EEETEE

” E88

L b e bEE T

Zim. 6. Zim. 7.

Ja lauka visus veselos skaitlus atzimé@ Gausa kom-
plekso skaitlu plaksn@, tad ar komplekso skaiflu saskai-
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tiSanas teorému (parallélogramma likumu) pierada sekojoSo. Visu
plaksni var sadalit kongruentos parallélo-
grammos ta ka lauka katrs veselais skaitlis
sakrit ar viena parall€logramma virsotni, un
otradi — katra virsotne att€lolauka veselu skaitli.

Lauka katrs cits skaitlis (kas nav vesels skaitlis) att€lojas ar
punktu, kas atrodas viena parallélogramma iekSpus€ vai uz kontiira.

Visus parallelogrammus kopigi sauksim par lauka K ()
skaitju tiklu.

Zimgjumos 6. un 7. ir doti lauku K(J/—2) un K(J—7)
skait]u tikli.

Teorema. Ja komplekso skait]u plaksn@ punkti
Aun Bizteic imaginaralauka K(J/n) skaitjus

a=a,+aw un f§=4;+ bw,
tad nogrieZga AB kvadratsizteic normu Na—§).
Pieradijuma apskatam sekojosus gadijumus.

1. gadijums. Ja
o = |n =iV,
a— fi:=(ap - bo)+¢'V|—”—|(a1“‘“bl)
un

N(a — B) = [(a, — bo) + 1V["_| (@, — b)l[(ay — by) — ﬂ/ﬂ(‘%‘bl)]
jeb

tad

Nia — B) = (ay — by)* + |nl(a, — b))
Gausa plaksng skaitjusa un B izteic punkti 4un B arkoordinatam
A (ag, a, VW), B(bg, b, VW)-

kur |/|u] abos gadijumos jagem ar vienu un to paSu zimi. No
analitiskds geometrijas ir zindms, ka nogrieZzga AB kvadrats

(AB)? = (a, — by)* + |il(a, — &)~
(4B = Na — §).

Ta tad



s BB
2. gadijuma, kad

14+ Vn 1444
2 25 2 :

0=

punktu 4 un B koordinatas ir

Aoy +% SVH).  Bo+% LV)

Attdluma kvadrats
b,\? ay b\
(B = (a0 + 5 — b — 3 + W5 —3),

bet norma

(o )t o )

jeb

2
) ;

N —B) = (a‘,+ Db, -%)2+ Inl(%l 5 ‘:"&) :

Ta tad
(4B)* = N(a — p).

Ar to tedoréma pieradita. Ja speciala gadijuma
liek p=0, tad pierdada, ka skaitla ¢ norma
izteic attaluma kvadratu no punkta A4 lidz
koordindtu sakumam,

Izlietojot lauka skaitju grafisku att€loSanu, meklésim tos

imaginaros laukus K(/n), kurir derigs Euklida
algoritms. lepriekséja § noskaidrojam, ka tada lauka ikkatram

skaitlim g var atrast veselu skaitli

E

ta, ka
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Geometriska interpretacija So poteikumu izteic sekoda veida.
Lai imaginard lauka K(J/n) bitu derigs Euklida
algoritms, ir nepiecieSami un pietiekoSi, ka
lauka skait]J]u tikla katra parallé@logramma
ikviena punkta attalumslidz parall@€logramma
tuvakai virsotnei biitu mazaks par 1.

Ta ka skaitju tikla visi parallelogrammi ir vienlidzigi, tad
no tiem pietiek izveléties vienu, piem parallelogrammu ar virsotn€m

0, 0,1 4+ o, 1.

Ja ap parallélogramma virsotn€m velk rigkus ar radiju 1, tad
ir vajadzigs, lai parallélogramma ikviens punkts atrastos vismaz
viena no Siem rigkiem. Bet paraliélogramma diagonalu krust-
punkts So prasibu izpilda tikai tad, ja isaka diagonidle ir mazaka
par 2. To prasot, dabii noteikumus sekojoSos gadijumos.

l. Imaginard laukd K(Jn) ar n =4k + 1 skaitjn
tikla paralleélogramms ir taisnstiiris ar diagonali :

d=J1+ Il

Lai lauka der€tu Euklida algoritms, ir nepiecieSami (un ar
zim€jumu saprotams, ka arl pietieko§i), ka :

%
Tad dabii nosacijumu

14+<4 jeb |u]<<3,
Tadi imaginari lauki K()/n) ar » = 4k + 1 ir:
KJ—=1) un KJ=2).

2. Imiginara laukd K(n) ar n = 4%k + 1 paralle-
logramma isaka diagondle ir punktu

w un 1

attalums, kas vienlidzigs ar ¥

1
d =3 VT + Pl
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Tade] d < 2, tad, ja
1 4] <16 jeb {m] < 15.
Tadi negativi skaitli # =44+ 1 ir:
-3, —7, -1l

Var feomefriski pieradit, ka $im » nozim&m atbilstoSos lankos
prasiba d <72 ir ari pietiekoSa. Tadé] ir pavisam 5
imaginari lanki:

K(—=1, K({=2), K(V=3), K{J=7) KJ—I),
kur der Euklida zlgoritms.

Realos skait]u laukos nevar dot tik vienkarSu geome-
trisku interpretaciju. Tade] te jautajumu par Euklida algoritma
iesp€jamibu apskaiisim ar analitisku metodi. Ja

%:a—!—bm

ir lauka kaut kuy3 skaitlis, tad jamekl€ skaitlis
r=x+yo

ar veseliem raciondliem skaitliem x un y {3, lai biitu izpil-
dita prasiba

(o)<
jeb
|V[(a —x) + (6 — o]l < 1.

Tagad jaatdkir divi gadijumi: 1) o = |/n un ‘2) 0= 1:1—‘21/2.

- Pirma gadijuma lavka pamatskaitlis ir D = 4», un
normu N[(a — x) + (b — y)w] izteic ar

(x—ap—2y—on

Otra gadijuma, kad D = #, izteic normu

Nl(a — x) + (6 — y)]

2 &
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ar
(@ — %) + 3b—3)+56—VA [e—0)+ 56—3)—3 G—3) V7]
jeb |
1 n 1 D
[(@ —x) + 36—yP—300—yP=lx—a)+50—0F—7{y — b

Redzam, ka abus gadijumus var apvienot, ja (28) vieta
raksta -

@ Ix—a+jo—oP—20—m<i
kur
r=0, ja n#¥4+1 un r=1 ja n=4~k+ 1.

Ikkatram @ un 6 nozim&@m var atrast veselus skaitjus x, y
ta, ka -

k—ad<i wm ly—H< g

Tade] redzam, ka gadijuma, kad
D < 16,

nevienlidzibas (29) kreisa puse ir mazaka par 1, bet ar D > 16
tas katrreiz nav iesp€jams. Reali lauki ar D < 16 ir tikai Cetri
sekojosie :

K(G2, K(3), K(45), K(D).

Ar to ir pieradits, ka parasta aritme&tika der
tikai Cetros realos un piecos imaginaros
kvadratiskos launkos.

§ 80. Lauka pirmskait]i.;
Katrs veselais lauka skaitlis o« dalas pats ar sevi un lauka
vieniniekiem .. Bez tam saprotams, ka ¢ dala@s ari ar visiem

skaitliem
E; Q,

ko sauc par ¢ asoci&tiem skaitliem (tadu daZos laukos ir
bezgala daudz). Bet Sos skaitlus dalamibas gadijumos uzskata
par lidzvértigiem ar a.
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Definicija. Par algebriska lauka pirmskaitlj
=« sauc lauka veselu skaitli, kas dalas tikai
pats ar sevi un ar lauka vieniniekiem,

Katra skaitju laukd atrodas visi raciondlie skaitli un pirm-
skaitli. Salikts racionals skaitlis ari algebriska lauka tapat ir
salikts skaitlis, bet ari racionali pirmskait]li var but
-salikti algebriski skaitli.

Piem&@&rs. Gausa lauka K(7) racionalais pirmskaitlis 2 ir
salikts skaitlis, jo sadalams divos faktoros

mo kogiem neviens nav lauka vieninieks. Bet raciondlais pirm-
skaitlis 7 ari lauka K(s) ir pirmskaitlis, TieSam, piegemot, ka 7
sadalas veselu skaitu reizinajuma
7=(a + b)) (c + di),

%&ur neviens faklors a4 un ¢} 44 nav lauka vieninieks, dabii sakaru
- N@)=Na-+bi) Nc+di) jeb 49 = (a®+ 8% (24 ).
Ta ka - :

Na—+bi)# 1, N+ di)#1,

LM =7 un: BfFP=1.

~ Bet neviens no abiem pedgjiem vienadojumiem nav iespe-
jams, jo divu kvadratu summa wenmer ir forma 4%, 44+ 1 vai
4k 4 2; turpretim
7T=4k — 1 ar k=2

Teoréma. Ja racionals pirmskaitlis p kvadra-

tiska lauka sadalas reizinatajos, tad lauka

eksiste veseli skaitl/iarnormas absoliito vértibus.
Tiesam, ja

dad

p=a-B
ir izteicams ar lauka veseliem skaiiliem @ un 3 (ne @, ne 3 nav
wieninieks), tad, uzrakstot normas, dabiijam vienlidzibu
PQ = N(a) - N(B)
Ta tad
Na))=p un |[NB|=p
jo p ir pirmskaitlis.

ir
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Racionalo skaitju teorija, izlietojot Euklida algoritmu, piera-
dijam pamatteore&mu, ka katrs veselais skaitlis ir izteicams
ar pirmskaitju reizindgjumu un tikai viema veida. Tadé] sapro-
tams, ka kvadratiskos laukos, kur ir derigs Euklida algoritms
(§ 79) ir pareiza ari 8§ pamatte6réma, bet par citiem laukiem to

P

nevar apgalvot. VienkarSakie lauki, kur ne d e r Euklida algoriims, ir
K(/—3), K(8).

TieSam, lauka K(J/— 5) ir veseli skaiili, ko var sadalit pirmreizi-
natajos vairak veidos*. Tads pieméers ir skaitlis 21,
ko var sadalit sekoSos veidos:

21=3-7

2l =@+ V-5 (4 — |/—5)
21 = (1 F+2V=5) (1 =2)=5).

It viegli pieradams, ka katrs no lietotiem faktoriem ir lauka K(V—— 5y
pirmskaitlis (sk. § 2).

Lai novérstu nenoteiktibu un dabfitu parasto dalamibas
teoriju, Kummers jeveda t. s. idealus skaitlus. Ar
to palidzibu lauka katrs skaitlis ir sadalams
pirmreizinatajos tikai viena veida. Sava tedriju
K umm ers apskatija lauka

x(jr),

bet Dedekinds deva visparinajumu, kas derigs visos algebri-
skos laukos.

Kummera idejas labakai sapraSanai apskatisim vienu vElaka
laika izdomatu interpretaciju ar racionaliem skai-
tliem. ledomasimies biitnes, kas pazist tikai veselos raci~
onalos skaitlus forma 4n + 1, t. i, skaitlus

(30) - -1,'5;:9, 13, 17, 21, 25; 29, 38, 37, 41, 45,. ..

Tad Sim biitn®@m skaitlis 45 = 9 - 5 ir salikits skaiilis, kamer
skaitli, piem., 9, 21, 33, 77 ir pirmskait]li, jo tie nav izsakami ar
rindas (30) skaitju reizindgjumu. Bet nurindair ari skaitli, kas izsa-

*) Ir lauki, kur neder Euklida algoritms, bet tomér lauka veselie skait]i
sadalds pirmreizinatajos tikai vieni veids, piem, KV8.
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%kami ar pirmskaitlu reizin@jumu vairak veidos. Tadu piemeru
dod skaitlis 693, ko sadala ar

699 = 21-:-3F un /693 =9 T7.

Tas liecina, ka rindas (30) skaitliem neder parastie aritmeé-
tikas likumi. Bet, ja lieto ,idealus skaitjus®

4n — 1,

kas neatrodas rinda (30), tad rindas pirmskaitli 9, 21, 33 un 77
ir sadalami. Ar 3adiem idedliem faktoriem rindas katrs skaitlis ir
-sadalams reizinatajos tikai viena veida, piem.693=3-3.7 . 13.

Sis piemers liek domat, ka gadijuma, ja kads lauka skaitlis
ir sadalams pirmreizinatajos vairak veidos, tad paSi pirmreizinataji
ir sadalami idealos faktoros, unm tie ir attiecigi vienlidzigi. Ta
ja iepriek3gja piemera ar

693 =21-33=9.77
piegem

2l =i, 45 =/ 1a
tad var domat, ka

OS=iijyp 11 =1iyj,.

Lai tas attaisnotos, starp citu ir vajadzigs, lai ,pirmskaitjiem*
21 un 9 biitu kopigs ideals dalitajs 7,. Ja liek

i =3 "=l
tad
693 = 4, 23 1, for

Te visas vajadzigas prasibas ir izpilditas.

Uzdevumi.

1. Konstrugt lauku: K(/5), K(}/6), K(J/-= 10), K(J— 13),
K(J—15), K(J= 21) minimalas bazes.
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2. Noskaidrot, vai skaitlu pajus:

24+3¥6, 1L +Ve), (LFV6 75+ 66k
I | 5
[§ 3+ 7 V5), i1 —31/5)]

var uzskatit par attiecigo lauku minimalam bazém ?

‘3. Konstruet kvadratisku lauku ar dotu pamatskaitli a
Noskaidrot, kad uzdevums iespgjams. :

4, Kada karta, zinot vienadojuma
X2 —nyl=a

*
vienu atrisinajumu (x,, y,) un vienadojuma

X2 — =0
atrisinajumu (x,, y,), var konstru@t atrisindjuma vienadojumsm
x? — ny? = ab?

5. Atrast trigonalskaitjus, kas ir reiz€ ari kvadratskaitji.

6. Atrast dabisko skait]u rinda divus blakusstavoSus skaitlus,
no kuriem viens ir kvadrats, otrs -- trigonalskaitlis.

7. Vai ir jespéjams taisnlepka ftrijstliris, kura visas trs
malas izsakamas ar kvadratskait]iem ?

8. Pieradit, ka lauka K(}/2) visi vieninieki izsakami forma

= + 2
ar veselu eksponentu 7.
Izteikt tamlidziga forma lauka K (]/3) vieniniekus.
9. Atrast skaitlu 5 + 7/ un 3 -+ 2/ kopigo dalitaju.

10. Ar79.§ geometrisko metodi pieradit, ka lauka K(J/— 11p
ir derigs Euklida algoritms, bet lauka A()/— 15) tas neder.



V. Idedlu teOrija.

§. 81. Ildealu definicija,

Pirma definicija. Ja ¢, a,,...,a un 24, %, ..., A, ir
algebriska lauka veselie skait]li, pie kam
pirmie ir pastavigi, bet otrie maindas visos
iespgjamos veidos, tad sistému no visiem
skait]iem

E=ha+ A+ ...+ hay

sauc par lauka idedlu un apziméeé ar
A:{apann---)an }

No definicijas seko, ka ideala A kairs skaitlis £ ir lauka
vesels skaitlis; ta tad idedls ir lauka noteikta veida veselu skaitju
sisteéma. !

Otra definicija. Par idealu sauc lauka veseln
skaitju sistemu ar tadu ipaSibu, ka reiz€ ar
veseliem skait]liem &, 4 &, sistéma atrodas ari
summa & -+ & (resp. starpiba) un reizinajums 2§, ar
lauka kaut kuyu veselo skaitli A

Acimredzams, ka abas definicijas ir lidzvertigas.

Definicija. Lauka divus idedlus 4 un B sauc
par identiskiem tad, ja ideala A katrs skaitlis
E atrodas ari idedla B, un idedala B katrs
skaitlis v atrodas ari ideala 4. Tad raksta:

A=

Teorema 1. Ja ideala A:{al, @y ..., 0 } katrs
elements a atrodas ideala B:{fil, B e+ oy fm | un
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B katrs elements 5 ideala 4, tad ideali 4 un B
ir identiski, t.i. 4= B.
Pieradijums. Ar tedrémas nosacijumu lauka atrodas
veseli algebriski skait]i 2 ta, ka var izteikt:
By = 2@ + Ao + . - o + Al
pﬂ_lﬁlal e ln%-i- +lznau

Bm_)\ 1al+l 5(12+- +lmnan-
Liekot Sis B, Ba . « ., P nozimes izteiksmé
N=tbhttb+. .+ tnola,

kur v ir ideala B kaut kuss skaltlls un iy, Mo, .- o Mo lauka
veseli skait]i, dabti izteiksmi

=00 + Xt + ..+ Ay
ar lauka veseliem skaitliem A, X,, ... X,, Ta norada, ka % atro-
das ideala A. Tada pat karta pierada, ka ideala A kaut kurs
skaitlis £ atrodas ari ideala .

Piemeéri. 1. Lauka K(}/—5) ideali k
A={2,14V=5} w B={21—-}=5}

ir identiski. TieSam abiem idealiem ir kopigs elements 2,
un nevienlidzigos elementus

1 — =5 =2.24 %0+ J=5)
1+ V=5=p,.24+ p,(1 — J=5)

var izteikl ar A =p,=1, A=p,——1, kas ir lauka veseli skait]i.
2. Lauka K (J—5) ideadli

C=1{8,1+4+)=5y umm D={3 1—)=5}

navidentiski.
TieSam, piegemot pret€jo, varetu izteikt

I+ V=5=2%.3+ X1 —J-5)

ar lauka veseliem skaitliem A, 2,. Ja te liek

Ao=x + J’1Vr5s A =x; + yal/—_ﬁ
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(X3, Xy, ¥yy Vo veseli raciondli skait]i) un salidzina atseviSki raciona-
los un irracionalos lielumus, tad dabti vienddojumu sist€ému

3x; 4+ x; + 5y, =1
W —x+y=1

Ja tas saskaita, tad seko formula

3(""1‘ + 31+ 2y) =2,

kas nav liesp€ama, jo kreisa puse dalas ar 3, bet laba nedalas.
Ta tad 4 -+ B.

Pédgjais piemérs rada, ka visi lauka idedli nav
identiski.

Definicija. Idealu 4, kugra visi skait]i &, &...
dalas ar lauka vienu un to paSuskaitli e (12 tad
& =X2a, & =2Xa ... ar lauka veseliem skaitliem A;,2,,...),
sauc par galveno idedlu®) un apzimé ar

A=1{a}

Teorema 2. Ja divi galvenieidedli{a} uu{p}
ir identiski, tad eun B ir asoci€ti skait]i.
Pieradijums. Ja :

tad

kur X un p ir lauka veseli skaitli. Vienlidzibas reizinot, dabii

a = Apaj.
Pec saisinasanas rodas
r P2

Ta tad ) un p ir lauka vieninieki."
Pareiza ari apgriezta {edr@ma.

Teorema 3. Ja algebriska lauka ir derigs
Euklida algoritms, tad 31 lauka visi ideali
ir galvenie ideali.

#*) Dedekinda , Hauptideal*.
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Pieradijums., Piegemsim, ka ideals 4 satur elementus
a, B, ¥,..., un lauka ir derigs Euklida algoritms, Tad ar to var
atrast skaitlu ¢ un B kopigu dalitaqju p un lauka veselus skaitlus
€ 7 fa, ka pastav formula (sk. § 4)

p=af 4 By

Ta tad skaitlis p atrodas ideala 4. Ja tagad ar Euklida
algoritmu savukart airod p un ¢ kopigu dalitaju o, tad ari o atro-
das ideala 4, un a, B, v dalas ar 0. Tapat turpinot var atrast
ideala A skaitli 3, ar ko dalas visi ideala skait]i. Tade] A iden- -
tisks ar galveno idedlu {5).

Sekas. Racionalo skaitlu lauka katrs ideals
ir galvenais ideals {d}. Tas izteic visus veselos skait]us,
kas dalas ar skaitli 4.

No galvenajiem ide@liem ievE€rojamakais ir vieninieka ideals

I={1},

kas satur lawnka visus veselos skait]us. Velak
redzesim(§ 84), ka katrs idedls ,dalas* ar vieninieka idealu.
Teoréma 4. Ja idedala A4 atrodasskaitlis 1, tad
Air vieninieka ideals 7.
TieSam, ideala A visiem elementiem ir kopigs dalitajs 1,
kas atrodas ideala. Tadg]

A={}=1

To pasu pierada, ievérojot, ka reiz€ ar skaitli 1 ideala 4
atrodas lauka ikkur§ veselais skaitlis A = A . 1.

Teorému var visparinat seko3a veidda. Ja ideala
A atrodaslauvuka vieninieks ¢ tad 4=/

Piemers. Noskaidrosim, ka lauka K (/— 5)ideals
C=1{3,14+)=—35) nav galvenais ideils.

Tie§am, ja piegemtu pret€jo, tad skaitliem 3 un 1+ J/—5
biitu kopigs dalitajs At

x+yJ—5

ar veseliem racionaliem skaitliem x, y.
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Tad N (8) = 9 un N (1 4 }/— 5) = 6 dalitos ar
N +yV=H =45
lesp€jami divi gadijumi:
Nx+y)V—5=38 vii NEx+y)/-5)=1
No tiem pirmais atkrit, jo vienadojums
x4+ 5y2=3

nav afrisinams veselos racionalos skaitlos x, y. Bet ari otrais
gadijums nav iesp€jams, jo tad C biitu identisks ar vieninieka idealu

e {1} un saturétu lavka visus veselos skaitjus. Starp citu C
saturétu ari skaitli 1, un varétu izteikt

1=80x,+n V=540 +1=3)(xa+ 3 V=5

ar veseliem racionaliem skaitliem x,, x,, y;, ¥,. Salidzinot abas
pus€s raciondlos un irracionalos lielumus, dabiitu vienadojumu

sistemu
1 =3x + x; — 5,
0=3y, 4+ x5 + ¥

Atgemot dabiitu neiespgjamu formulu
=3 (% — 31 — 2yp).
Sis piemérs rada, ka lauka visi ideali nav gal-
venie ideali.
§ 82. Ideala baze.
Ja A ={a,, 'ag. ... Oy ) iridedls un elementiem a,,a,.. ., @
pievieno ideala A skaitli e =@, 2+ ay X, + ... 4 @ A, ar

lauka veseliem skaitliem 2, %, ..., Ax, tad dabii ar A4 iden-
tisku idealu, t. i.

{al, ag,...,a,,,a}:{ai,a.z,...,au }
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To pierada ar iepriek3€ja § tedremu. Si formula rada, ka vis-
pariga gadijuma doto idedlu {e,, ay, ..., @ , a} var vienkarSot,
samazinot elementu skaitu lidz minimalajam. Bet {3 ka katrs
ideals nav galvenais, tad ir ideali, ko nevar uzrakstit ar mazak
ka divi elementiem.

Pieradisim, ka kvadratiska lauka K (J») katru
idedalu A var izteikt ar divi elementiem. Pat vél
vairak : var atrast ideala divus elementus A un p, ko reizinot ar
veseliem raciondliem skaitliem un saskaitot dabid
ideala - visus elementus. Tadus elementus 2, p sauc par idedla
bazi. Pieradisim tas eksistenci.

Izteicam ideala A katru elementu a, a, @z ... ar lauka
minimdlo bazi (I, w):

-

¢ =a;+ b6 v
Q= ay,+ by »
@y = ag + by ©

----------

Piepemam, ka skaitlu &,, b, lielakais kopigais dalitajs ir 4.
Tad atrodam veselus racionalus skaitlus x, y ta, ka pastav sakars

k. 4. §)
bix + by = d.

Ar skaitliem x, y noteicam ideala 4 elementu
aX + Gy = (aX + agy) + (b, + byy) ©
¢, + dyo,

kur ¢, = a.x -+ a,y ir vesels racionals skaitlis.
Tada pat karta ar skaillu b, d; lielako kopigo dalitaju
d, atrod, ka ideala A4 atrodas skaitlis

€o + do.

Te d, it by, by by lielakais kopigais dalitajs. Ja tapat turpina,
tad atrod ideala A skaitli

jeb

¢ -+ dw,
kur 4 ir visu skaitju & (£ =1, 2, 3, ...) lielakais kopigais dalitajs.
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Reizé ar skaitli
g ) ax -I- bk_ W

ideala A atrodas ari §i skait]a reizinajums ar saistito skaitli
ax + bow',

kas ir ta paSa lavka vesels skaitlis. Ta tad katra ideala atrodas
veseli racionali skaitli — ideala elementu normas.

Ja idedla 4 visi raciondlie elementi ir a, b, ¢... (tie ir
veseli skait]i), tad tadiem pat slédzieniem ka iepriek§ pierada, ka
idedala atiodas vesels racionals skaitlis ¢ kas ir
ideala visu racionalo skaitlu lielakais kopigais
dalitajs.

Pieradisim, ka skaitli ¢ un ¢4 dojir ideala baze.

levérojam, ka b—a’,‘ ir vesels skaitlis. Reizé ar elementn
ax + bww ideala A atrodas ari diference
7 b
(@i + buw) — % (¢ + do),
kas ir vesels racionals skaitlis
ax — § c.

Péc piepmuma ideala visi racionalie skait]i dalas ar e.
Tadeé] var izteikt

axg — b—k C == ¢
k d E g
ar veselu racionalu skaitli g. Formula
b
ax + by = eq + gk (¢ -+ dv),

rada, ka skaitli ¢, ¢ 4 dv tieSam ir ideala 4 baze.
Lietojot atrasto bazi ¢, ¢ 4+ «w, idealu A izteic ar

A="{e, ¢+ do},

un ideala katru elementu var uzrakstit forma
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ex + (c + dvw) y

ar veseliem racionaliem skaitliem x, y.

Ir saprotams, ka ari lieckot x un y vield veselus lauka
skait]lus dabii idedla 4 elementus. Ja pirmoreiz izvélas

Xe=le i ey S
tad dabii ideala A skaitli
¢+ (d + o).

Redzam, ka d 4 ¢ dalas ar 4. Ta tad ari ¢ dalas ar 4.

Ja otrreiz liek
xS g =al

kur o' ir ar w saistitais algebriskais skaillis, tad atrod ideala
elementu

a=cw' + doon’.
leverojot. ka

vt o =Sw) un ove = Nuw)
ir veseli racionali skait]i, parveidojam
a = [d N(w) + ¢ S(w)] — co.

Te secinam, ka ¢ dalas ar d.

Beidzot apzim&jam idedla 4 bazi ar (7, 7, 4+ #,0) un rakstam

A={i, #; + i}

Tad 4, 4, 1, ir veseli racionali skait]i, pie kam 7 un 7, dalas
ar i, So bazi (4, 7, + i,w) sauc par idedla 4 kanonisko bazi.

Vél piezim€jam, ka katram idealam ir bezgala daudz
baZu. Ja idedla 4 viena baze ir (w,, w,), un sastdda skaitjus
1 = aw, 4 bw,

m Lo = ot

ar veseliem raciondliem koeficientiem a, 6, ¢, d, kas ierobeZoti
vienigi ar nosacijumu

-G

I

-G

2
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ab
c d

(2) S i 1!

tad ari @, @, ir 18 paSa idedla baze. TieSam, no sistemas (1)
var izteikt w,, v, ar @,, @, sekojosa veida

|3°1 b
o d

a 9y
C Do

ar tadu pat zimi + ka determinantam (2). Tad ideala .4 katru
skaitli

v, =+ =+ (dg; —bgy), wy=+ : + (— cptaps)

o=k o+ ky v,

ko izteic ar bazi (w,, ®,) un veseliem racionaliem koef cientiem
&y un ky, var izteikt ar ar ¢,, @, un veseliem racionaliem
koeficientiem sekojosa veida

e = 1 &y (dp, — bpy) T+ ky(— cp, + apy)

jeb
a =+ (kyd — ky)p, + (— kb + Rkya)p,.
Ta tad ar ¢,, g, ir idedla baze.
§ 83. Idealu reizinasana.
Definicija. Par divu idealu A = {a, a ..., a.}
un  B={B, By .. B} reizindjumu sauc idedlu

C= {ax By @By ..., @ 5m|f’
kas satur abu doto idedlu elementu visus
iesp€jamos reizinajumus
el G=1L2..,n; j=12...,m).

Raksta:
C=4d:B.

Piemérs. Idealu4=1{3, 14 =5}, B=1{3,1—}—=5}
reizinajums ir

C=39"3 § V=5 "8=3Y=5, 6}
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Ja ievéro, ka idedla C atrodas skaitlis 9 — 6 = 3 un ideala visi
elementi dalas ar 3, tad saprotams, ka C identisks ar galveno

idedlu {3}, Ta tad C= |3}
No definicijas seko, ka idealu reizinaSana der kommutativa
un asociativa ipasiba:

AB = BA un ADBC)= (4AB)C.
Ja 7 ir vieninieka ideals, tad
Al = A.

lepriekiéja pieméra iev€rojam, ka idedlu 4 un B reizina-
jums dod galveno idealu. Pieradisim, ka ari vispariga gadijuma
katram idealam 4 var atrast citu idealu B 3,
ka reizinajums AP ir galvenais ideals.

Atseviska gadijuma, ja A ir galvenais idedls {a}, tad par B
var gemt kaut kupu galveno idealu | }. Sini gadijumd tecremas

pareiziba acimredzama.
Visparigam pieradijumam izlietosim sekoSu Hurvica lemmu

(Hurwits, 1895.g). Ja @, ay, By, B ir lauka K)(n) veseli
algebriski skaitli, pie kam

By, @8, + @B, un anf,

dalas ar vienu un to pa3u skaitli 8 tad ari
atseviski

af, un a8
dalds ar 5. £ :

Pierdadijums. Identitati
(2:8)° — (2,8, + aoBy) @85 + a,3; - &,f, =0

dalam ar 22 un apzim€jam lauka veselus skait]jus

a,

@y + aofly by agfly _ 3
3 SRR

Tad seko, ka skaitlis %‘rj? apmierina vienddojumu
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(“B) + o 45 =0

Ta ka vienddojuma koeficienti @ un § ir veseli algebriski skaitli,

tad ari sakne_,auéi“‘ ir vesels algebrisks skaitlis. Ta tad a8, dalas

ar 3. Lidziga karta pierada, ka ari a8, dalas ar 2

Definicija. Ja idedla A = {a, ..., 0.} katra
skaitla « vieta liek ta saistito algebrisko
skaitli ai',tad dabiito idealu
I § af

gk £
A .._....lﬂ-l, 23t e an}

sauc par A saistito idealu*).

Pieradisim, ka ideala 4 reizindjums ar saistito
idealu A’ ir galvenais ideals.

Piegemsim, ka ideala 4 baze ir a,, ¢, Tad

4= {an 02}: A = {“:- a:}
un

o ’ r ’ 4
A4t = {cr.,‘al v %0, a0y, a0 ¥

- . ! ! . - . =11
Ideala AA’ elementi cja, un aya, ir veseli racionali

skaitli, ka algebrisko skaitju @, @, normas. Apzim€sim tos
attiecigi ar

[} ’
a0 =a, G =c,
. ! | . = sage
Ari (¢; 4+ a,) (al +e,) ir vesels racionals skaitlis,. Formnula

@+ a) (0 + ¢)=a+ (a0 + aja) +,

p ’ ’ X . = T S
rada, ka ari e,a¢, 4 a a,ir vesels racionals skaitlis, un var apzimét
’ r
o,a, + @ a, = 0.

*) Var viegli pieradit, ka A' apmierina nosacijumus idedla definicija
(Ip. 283.). :

18
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Piegemsim, ka skaitlu a, b, ¢ lielakais kopigais dalitajs ir
d = 1. Tad no iepriek3€jas lemmas seko, ka ideala A4’ visi
elementi

’
a,a

! ’ ’
18, G0, QG G0

2

dalas ar 4. Ja vel pieradisim, ka 4 atrodas ideala AA’, tad
biis pieradits, ka 4.4’ ir identisks ar galveno idealu {d}

Ta ka d ir a, b, ¢ lielakais kopigais dalitajs, tad var atrast
(sk. § 7) veselus racionalus skaitlus x, y, = ta, ka

ax + by +cz=d. -
Liekot a, b, ¢ viela izteiksmes ar ,a“, dabii formulu
s ala: + y: ala_: +y- t;t:a2 + 5 a.aa;,
kas rada, ka 4 tieSam ir idedla A4’ elements. Tade|
A4 ={d},

un tedréma pieradita.

Piezime 1. So teorému pierada ari bez Hurvica lemmas,
ja izlieto ideala kanonisko bazi (7, 7, + i,0) un apskata atseviSki
katru no divi gadijumiem

1+ Vn
o

w = V?_F- un o=

2. Katram idealam 4 var atrast bezgala
daudz idedlu P t& lai reizinajums 4B biitu gal-
venais ideals.

Tie§am, ja B ir lauka vesels skaitlis, 4’ ir A saisiilais
ideals un par B izvélas idedlu

A" {3},
tad AP ir divu galveno idedlu reizinajums

\di \B = \d5].
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Saisinasanas tedrema. No idealu reizindajumu
vienlidzibas

(3) AC =B,
seko vienlidziba
A= B.

Pieradijums. Piegemam, ka

A:{al.ag,.,_,an} un B:{?v By i fur

Konstrugjam idealu M ta, lai reizinajums CAM batu galvenais
ideals jpu}. Reizinot vienlidzibas (3) abas puses ar J/, dabijjam
formulu
; Alpt = Bip|
jeb

‘:all’v oty o o a,,gs} = '{i'ill-": Balt . . ., l?m}’-}'
No idealu 4 {p} wun B {p} vienlidzibas seko, ka 3o idedlu
elementi atrodas viens otra. Tadé] ar lauka veseliem skaitjiem
A% var izteikt

a g = A8 + A0 + ..o 4 Anfap
Saisinot So formulu ar p, dabii sakaru
& =By + My + - - + Aufmy

kas izteic, ka idedla 4 kaut kur$ elements a; atrodas ideala B.
Lidziga karta pierada, ka ari ideala I kaut kurS elements
P; atrodas ideala 4. Ta tad abi ideali identiski, t. i.

_A.ZB.

Teoréma. Ja A= BC, tad ideala A4 kairs ele-
ments atrodas ari ideala B (resp. C).

Ta tad visparigd gadijuma, kad L' 3£/ faktors B ir
plasdaks neka produkts BC.

Pieradijums. Piegexﬁsim, ka

18*
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B = {pu 32’ B Bn} un Cig= {Yp Yoo s = Tm};

tad
A = AT Bl i)

Ar lauka veseliem skaitliem ,A* ideala A4 kaut kurS elements a
ir izeakams forma

a =M1+ MfoYa+ .. - F Amafatm
jeb .
a=1u0 + ol + ...+ ttala,

kur ari ,p* ir lauka veseli skaitli. P€d€ja formula rada, ka
ideala 4 katrs elements a .atrodas ari ideala Bb.
Bet vispariga gadijuma nevar apgalvot, ka idedla B katrs ele-
ments § atrastos ari ide@la A.

Apgriezta tedréema. Ja ideala A visi elementi
atrodas ideala B, tad var atrast idealu C ta, ka

_ 4= BC.

Piegemsim, ka

A={a,05..,a:) un B = {By Bar-- Bas
Ta ka A visi elementi atrodas ideala b, tad var izteikt

B=da w immi o S E X
Konstru€jam idealu
M={p, g -« o x|

ta, lai reizinajums BM biitu galvenais idedls {}}. Tad ideala

BM = ]'“1}% Qyftos . - o @n iy Byl Bty - o Bl }

visi elementi dalas ar A. Ari elementi a;p,, ap,, .. ., @ dalds
ar A, un ar tiem konstru€tu idealu var izteikt

]"-‘1!11! Qyltgs « + -y On Pk |l = {lY]_: Afgis'i l‘{nk}
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ar lauka veseliem skaitliem 1, v, - . ., Tax. Ja defin€ idealu
==y, Yo - -4 Tak )y

tad p&d€jo formulu var uzrakstit ar

AM= cial.
Reizinot abas puses ar I un saisinot ar

BM = |},

A=

dabi formulu

Ar to tedréma pieradita.

§ 84. Idedlu dalamiba.

Definicija. Idedls A4 dalas ar idealu D tad, ja
var atrast tadu idealu C, ka

A =BG

Ar iepriekSeéja § pedejo tedoremu definiciju var modificet par
sadu. Ideals 4 dalas ar idealu B tad, ja 4 visi
elementi atrodas ideala B.

Teorema |. Katrs ideals 4 dalas ar vieninieka
idealu /= {1} :
Tas tadel, ka
A= 4.I
t. i. A katrs elements atrodas ideala /.

Apgriezta tedorema. Ja katrs ideals dalas ar
idealu X, tad X ir vieninieka ideals /.

Tie§am, ar teorémas nosacijumu ari vieninieka ideals / dalas
ar X jeb /. katrs elements, starp citu ari skaitlis 1, atrodas
ideala X, Tadg]

. Xo==i

Definicija. Par divu idedlu
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A:{al, RS a,,} un B = {ﬁl, By "F‘m}

kopigo dalitdju sauc idealu C, kas dala ka idealu 4,
ta ari B.

Tadu idealu C konstru8 ar 4 un B elementiem, kam vél
pievieno lauka patvaligus (veselus) elementus vy, 1o . . , 1x, L. i

C= {311 Q. Gay Brs By o oo By Yoo Yoo o 00 T }

Idealu
D___{{I [i a@ 3 a 3 {
1 %2 s o0y Gy Py Pay o v 0 Pm

kas satur tikai 4 un B elementus, sauc par
idealu 4, B lielako kopigo dalitiju D dalas ar 4 un B
katru kopigo dalitaju C. .

Idealus 4 un B, kam nav cita kopiga dalitaja ka tikai vie-
ninieka ideals /, sauc par relativiem pirmidealiem.

Piem@&rs. Ideali
A=1{2 14+V=5} mm B={3, 14)=5}
ir relativi pirmideali. Tie§am, lielakais kopigais dalitajs ir:
D={21+V=58}

Ta ka D satur elementu 1 =3 — 2, tad D= 1
Idealu A4, kas dalas tikai pats ar sevi un
vieninieka idealu sauc par pirmidealu.

Piemérs. Pieradisim, ka A=1{2, 1 4+ |/=5}ir pirmideals.
Piepemsim, ka .4 dalas ar idealu B, kur B#% A un
B 1. Tad kairs A4 elements atrodas idedla B; tade]

B:{Q, 1+V:5r ?1’[32-'-' }'

Ideala B katru elementu pB; izteic forma
Bi=ai+ b =5
Bi=(a —b)+ b1 4]-5

jeb
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ar veseliem racionaliem skaitliem a; , &;.

Gadijuma, ja visas diferences a — b ir
paru skait]i 24, tad katrs §; ir izsakams ar elementu 2

un 1 4+ /=5 linedru kombinaciju
B: = 2k + & (1 + V=5).

Ideals B reducgjas uz A ={2, 1+ |/=5}.
Turpretim gadijuma, kad vismaz viena diference a; — b; ir
neparu skaitlis 24; 4+ 1, tad ideala B atrodas elements

Bi=2k + b (1 + =5+ 1.

Lidz ar to ari skaitlis 1, ka elementu B; , 2 un 1 + }/=5 linears
kombin€jums : : A
1 =8 — 2k — b (1 + /=5).

Tadé] Sini gadijuma B — / Redzam, ka katrs A dalitajs ir vai
nu 4, vai /. Ta tad 4 ir pirmideals.

Sis piemers norada uz pirmidedlu eksistenci.

Tedrema Il. Lauka K(Jn) ir tikai galigs skaits
tadu idealu, kas satur veselun racionalu
skaitli a >0.

Piegemsim, ka viens tads ideals ir

A={a, a5 ..., 0}

Ta elementus a,, a,, . .., @, izteicot ar lauka minimalo bazi (1, w),
dabiijam formulas:

G =a+bo, G=a+bv .., G=a+bo

Visus veselos racionalos koeficientus a; 4; dalam ar a un patu-
ram mazakos pozitivos atlikumus #; , s; , kas var piepemt vértibas

0,1, 2o a1
Ar daliSanu atrastos veselo raciondlo skaitju sakarus

ai=aqi+nr, bi=ap+s
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izliétojam parveidojumam
G =ai+bo=ag + 5 0) + %+ s o)
o = api + &, |

jeb

kur
t=¢+po un L=nrn+sow

ir lauka veseli skaitli. leverojot, ka a ir idedla 4 elements,
redzam, ka ideali

A:{“'“Yl'*'ap ays + g, . .y aYn+an}

{al 61: agn---ran}

ir identiski. Tade] var izteikt

un

4) A=14a8,8, 8y..8)
Bet lauka dazadu veselu skaitju
55 O + Si m

skaits nav lielaks ka @2 Tadg| &,, 3,, ..., 8. izvéle ir ierobeZota,
un lauka atrodas tikai galigs skaits idealu (4), kas satur racionalu
skaitli a. .

Tedoréma lll. Katram idealam ir galigs dali-
taju skaits.

Pieradijumam izlietosim &3. § atrasto ipaSibu, ka
ideala A4 reizinajums ar saistito idealu A’ ir galvenais ideals {a}.
Te a vesels racionals skaitlis.

Ja A dalas ar idealu B, tad ari reizinajums

AA" ={a}
dalas ar B. Ideals B satur ideala {a} katru elementu, ari racionalo

skaitli . Bet tadu ideadlu B ir tikai galigs skaits.

Teorema IV. Ja B ir ideadala 4 ists dalitdjs
(B#£4), tad idealam B ir mazak dalitaju ka
idealam A4.
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Tiesam, ja :
v, A s &
tad 4 dalas pats ar sevi un ar B katru dalitdju. Bet B nedalas
ar A, jo pretgja gadijuma, kad A dalas ar B un B dalas ar 4,
tad idedli 4 un B ir identiski.

Ta tad idealam A ir vismaz viens dalitajs (pats A) vairak
ka idealam B.

§ 85. Pamattegréma.

Teorema . Katrs ideals 4 dalas vismaz ar
vienu pirmidedlu P~.

Uzrakstisim ideala 4 visus dalitajus (to ir galigs skaits m) :
A=l - Ao Ay oy Ave= A,

Ar Ay apzim@im vienu no A4 dalitdjiem, kam paSam ir vis-
mazakais dalitaju skaits. Pieradisim, ka tads 4y ir pirmideals.

Tiesam, ja idedlam A, buitu kads ists dalitajs B, tad idealam
B biitu mazak dalitaju ka idealam 4.. Tad D biitu ari idedla 4
dalitajs t. i. B vienlidzigs ar kadu ;.. Rastos pretruna nosaci-
jumam par 4, dalitaju vismazako skaitu.

Teoréma ll.  Katru idealu 4 var izteikt ar
pirmidealu reizindjumu.

Ja piegem, ka A ir pirmideals, tad teoréma ir pieradita,
Bet ja 4 nav pirmideals, tad 4 dalas ar vienu pirmidealu 7.

Var izteikt
A= P

kur A, ir ideals, kam mazak dalitaju ka idealam 4. Tada
pat karta analizgéjct idedlu A;, atrod pirmidealu £, un izteic

A= FoA
Ta tad
44. p— PlPQJ‘{g

Ja tapat turpina un ievéro, ka kalram idealam A ir tikai galigs
dalitaju skaits, tad agri vai velu process izbeidzas ar tadu Ag,
kas ir pirmideals P.. Dabi formulu
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A=PPpP,. ..P.

Lemma. Ja 4 un B ir relativi pirmideali (to
lielakais kopigais dalitajs ir vieninieka ideals), tad A4
elementos var atrast tadu skaitli ¢ un B ele-
mentos tadu B, ka

a4+ B=1.
Pieradijums. Ja
d=H%a, 0 .ot} un B =188 Bak
tad 4 un B lielakais kopigais dalitiis ir
D=dag gy o0, B Ba s o b
Ta kda D =/, tad D elementos atrodas skaitlis 1. Var izteikt

1 = (a2 + g+ o+ @ka) + Bty + Bota+-.. + Bultn)

jeb
l="a+ 5

=0l + ...+ Gk

kur

ir ideala A4 elements un

B=Py + ..+ Bupm

atrodas ideala B.

Teorema lll. Jja divu idealu reizinajums 4B
dalas ar pirmidealu 2, tad vismaz viens no
reizinatajiem dalas ar P.

Ja A4 dalitos ar P, tad tedrema biitu pieradita. Piegemam,
ka A nedalas ar 7. Tad A4 un 2 ir relativi pirmideali. Var
atrast So idealu tddvs elementus ¢ un =, koju summa ir 1, t. i.

a+m=1.

Reizinot ar ideala B kaut kuru elementn B, dabiijam sakaru
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ap 4 7 = §.
af

ir idedla 4B elements, kas reize ir 7 elements, jo 4B dalas ar P.
Bet ari

Ievérojam, ka

=
ir P elements, un lidz ar to ari summa
af + 78 = p
atrodas ideala 2. Ta tad ideala B ikkatrs elements { atrodas
ideala ». Tade] B dalas ar P.
Visparinajums. Ja idedlu reizinajums 4, 4;... 4,

dalas ar pirmidealu P, tad vismaz viens no
faktoriem dalas ar 7.

To pierada indukcijas cela, ja apzime
Ao e =B,

un ieprieks€jo teorému izlieto produktam A4,B.

Sekas. Ja pirmidealu produkts 2.7 ...F
dalas ar pirmidealu P, tad vismaz viens no
iaktoriem PuF,...,Piis.identisks ar P,

Dedekinda pamatteoréma. Katru idealu A4 var
izteikt ar pirmidealu reizinajumu un tikai
viena veida.

lespéjamibu A izteikt ar pirmidealu reizinagjumu jah piera-
dijam. Tagad piepemsim, ka idedlu A4 var izteikt ar pirmidealu
reizinajumu divos dazados veidos:

®) A=PPy...P mn A=0,0;...0n,
kur visireizinataji ,72* uu ,Q* ir pirmideali. Tad no vienlidzibas
PPy Pa=0QQs...0n

seko, ka pirmidedlu reizinajums P, 7,... P, dalas ar pirm.
idedlu Q,. Tadg] viens 7, , piem., 2, ir identisks ar Q,, un ar
tiem var saisinat. Paliek vienlidziba
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Pg..-Pn:Qan--er

no kuras tada pat karla seko, piem. 7P, =@, u.t. t. Katrs
pirmideals /#; ir identisks ar vienu ¢; un otradi. Tadé] ari pirm-
idealu skaits abos sadalijumos (5) ir vienlidzigs:

m = n.

DaZi no idedla 4 pirmreizinatajiem 2, 7, ..., Pa var
biit sava starpa vienlidzigi. Tadeé] defin€jot ideala pakapes:
PP=] P'=P, PP=P.P,P*=P.P ..., PP=PpP
(a vesels pozitivs skaitlis), katru idealu A var viennozimigi izteikt
ar dazadu pirmidedln P, 7, ..., P pakdpju reizindjumn

6) A= PP LoPl
Te ay, ay ..., ac ir veseli pozitivi skaitli.

Si formula rada, ka idedlu aritm&tika ir identiska
ar parasto veselo skaitlu aritmetiku. Pieméram,
ideala A dalitdgju skaitu, divu idealu
A=Prpd P oo Boplipa . P

lielako kopigo dalitaju un mazako kopigo dalamo noteic ar tadam
pat formulam, kadas lieto veselo raciondlo skaitju aritmétika.

§ 86. Idedlu klases.

Veselo racionalo skaitju aritm@tika vesels skaitlis @ dalas ar
veselu skaitli & tad, ja @ atrodas rinda

16, 2b, 36, 4b,...,

ko var uzskatit par idedlu {6 ).

Lidzigi tam ddealu ariimetika saka, ka vesels alge-
-brisks skaitlis a« dalas ar idealu 4 tad, ja e ir
ideala A elements.

Reizé ar skaitli a idedld A atrodas ari galvenais ideals {a},
kas ta tad dalas ar 4. Tade] nosacijums, ka skaitlis ¢« dalas ar
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idedlu 4, ir lidzvertigs ar nosacijumu, ka ideals { a} dalas ar
idedlu 4.%) ¢
Piegpemsim, ka skaitlis ¢ dalas ar skaitli 3. Tad no skait]u
vienlidzibas
== fly (y vesels algebrisks skaitlis)
seko idealu vienlidziba

laj={tr} jeb {a}=={p}-{v)
kas izteic seko%o. Ja skaitlis ¢« dalas ar skaifli @8, tad
ari idedls {a} dalas ar idealu {3}

Tada karta jautajumu par skaitju dalamibu reduc€ uz jau-
tajumu par idealu dalamibu.

Ja skaitlu lauka nevar lietot Euklida algoritmu, tad skaitju
@ un 8 kopigo dalitaju noteic ar idedlu { e} un {3} kopigo dali-
taju a,B}. Ja Sis idedls {a, B} ir galvenais ideals {3}, tad
skaitli 3 sauc par skaitlu @ un 8 kopigo dalitaju. Ja tur-
- pretim {a, B} nav galvenais ideals, tad dotaja lauka ¢ un B
kopigo dalitaju nevar izteikt ar vienu algebrisku skaitli, bet tas
ir Kummeraidealais skaitlis {a, 8}-

Ja ideals A ir galvenais idedls {a}, tad ta visi elementi
dalas ar lauka veselu skaitli . Ja turpretim 4 nav galvenais
ideals, tad var pieradit, ka ideala 4 visiem elementiem ir
kopigs dalitajs ¥ kas pieder augstakas kartas
skaitju laukam.

So ipadibu pierada, lauka visus idealus iedalot ekvivalentu
idealu klasés.

Dedekinds ekvivalentus idedlus defin& §adi. ldeali

*) Ja skaitlis @ dalas ar idealu 4, tad raksta ar kongruenci
@ = 0 (mod A).
Divus skaitlus ¢ un Bsauc par kongruentiem attieciba
pret idedlu 4 tad, ja @—f dalds ar 4. Raksta:
a=_f (mod 4) jeb a— B=0 (mod A).
No 3im definicijam atvasina visu parasto kongruen¢u tedriju,
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Aun Birekvivalenti tad, javar atrast tadu idealun
M, ka reizindajumi AM un BM ir galvenie ideali.
Raksta :

A 5h,

No deéfinicijas seko, ka visi galvenie ideali ir
ekvivalenti.

Piem&rs: A={3, 1+ =5}, B={3 1—J=5}
Ja izvelas M = {2 Y= 5} tad

AM ={1 +V=75}, BM={1 — =75}

Ta tad 4 ~ B.
Ja A ~ B, tad var atrast idedlus: M, {a} un {B} t3, ka

AM = {3} un BM:{a},
Reizinot attiecigi ar B un A, dabii formulas

ABM=B{p), ABM=A4}a}
no ka seko
A{a}= BB}

Ar to ir pieradita teoréma: ja 4 un B ir ekviva-
lenti ideali, tad var atrast galvenos idealus {a} un
{B} ta, ka reizinajumi A}e¢} un BB} ir identiski.

Var pie-ridit ari apgriezto tedreému.

Ekvivalentu idedlu ipaSibas.

.o a4 =8 %q ati -4~ B

Sekas. 4 ~ A.

2. Jad~ B tad B~ A

3. Ja A~B un B~C, tad 4 ~C.

4000 A B, 6% D Wwd - A6~ B,
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Pieradisim, pieméram, 3. ipaSibu. Ja 4 ~ B un B~ C,

tad var atrast galvenos idedlus |« }, : 8 }, { rhls} @ ka
pastav sakari:

Ale}=B{s}
Bly{=cC{s}
Ja tos sareizina un p€c tam saisina ar B, tad dabii formulu
Alert=C{ps}
kas izteic, ka A ~ C.
Tamlidzigi pierada parejas ipaSibas.
Ja lauka idealus iedala klasés ta, ka katra klasé atrodas
visi tie ideali, kas ekvivalenti sava starpa, tad izradas, ka idealu

klaSu skaits ~ ir galigs skaitlis. Piepemsim, ka
§is klases ir

%88
un-tas satur attiecigi idealus
g ds A B B B v i G e T i s
Ja reizinot vienu U klases idealu A; ar: B klases idedlu B; dabi
reizinajumu
A By =6
kas ir € klases ideals (i, tad 4. ipasiba rada, ka katrs ¥ kla-

ses idedls, reizindats ar kaut kuju B klases
idedalu, katrreiz dod € klases idealu.

Si teoréma dod tiesibu runat par klasu reizinaSanu un

rakstit simboliski
A.B—=C.

Lauka visi galvenie ideali atrodas viena klas€, ko sauc par
galveno klasi 3. Klasu reizinaSana § atbilst vieninieka loma.

Ja sastada idedlu klases ¥ pakapes

R G5 AR SRR
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tad vispariga gadijuma, kad A == G, katra sekojosa pakape izteic

jaunu idealu klasi. Bet ta ka idealu klasu skaits ir galigs, tad
klases atkartosies. Dabiisim formulu

Ym — Ytk jeb  Am — Ym Y,

Ja ar A™ saisina (protams, ieprieks janoskaidro, ka tada saisi-
nasana ir likumiga), tad rezultats

=3
rada sekojofo. Katram idealam
A={a, a..,0. }

varatrasttadu kapinataju 4 ka pakape Acirgal-
venais ideals {af, £,

(7) A=1{a}.
Var pieradit, ka klaSu skaits 2 dalas ar &, ja ££0ir
vismazakais kdpinatajs ar ming€to ipaSibu, t. i.
h=kq.
Ja formulu (7) kip-ina ar veselo pozitivo skaitli g4 un apzime

al—uw,

tad seko rezultats, ka katrs ideals pakap€ % ir gal-
venais ideals. .
Piepemsim, ka a ir idedla A4 kaut kuyS elements, tad a" ir
ideala
An =}
elements. Var izteikt :

ab — ml,
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kur @, » un X ir dota lauka skait]i. Velkot radikalu ar raditaju %,
dabiijam sakaru '

h- h_
a=Jw.Jx

kas norada sekojoSo. Gadijuma kad 4 nav galve-
nais ideals, tad 4 katrs elements e« dalas ar
veselu algebrisku skaitli

h

Vo,
kas pieder augstakas pakapes skaitju laukam.

Tada karta katrs idedls' A4 noteic vienu veselu algebrisku
skaitli, kas pieder tam paSam laukam, ja A ir galvenais ideals,
vai preféja gadijuma — augstakas pakapes skaitju laukam.

Piezime. Saja nodala par idedlu teorijas elementiem
daZi pieradijumi vienkarSibas de] attiecinati kvadratiskiem skaitju
laukiem. Bet dabiitos rezultatus viegli var visparinat jebkura
algebriska skaitlu lauka.
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