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APZIHEJUMU SARARSTS

- redlo skaitlu kopa

R

R, - re3lo nenegativo skaitlu kopa
R,, - redlo pozitivo skaitlu kopa

Z

.. - veselo pozitivo skaitlu kopa

Q -~ racionilo skaitlu kopa

I - iracionalo skaitlu kopa

D(f) - attEdiojuma f definicijas kopa

d(x,y) - attzlums starp punktiem x un y metriska telpa
B(x,r) - sl&gta lode ar centru punktd x un radiusu r
:= - viendds p&c definicijas

PX - telpas X visu apak¥kopu sist&ma

A - kopas A topolodiskais sl&gums

A=B - no apgalvojuma A seko apgalvojums B

convhA - kopas A izliekt3a Zaula

Ixl, - vektora x€Y norma norm&ta vektoru telpa Y

diamA - kopas A diametrs

8A - kopas A robeZa

Fixf - att@lojuma f nekustigo punktu kopa

FixF - att&lojumu saimes F koplgo nekust]go punktu kopa

v - pierad] juma sikuma atzime

4 - pier3ddi juma beigu atzime

" - piem8ra sakuma un beigu atzime
Piez] me.

kurs] va rakstj tais teksts - zinamie j&dzieni un rezultati



IEVADS

Jaosu acu priek¥a stavo¥ais darbs nepretend® uz absolUtu
patieslbu. BSodien dom&tais un paveiktais var izradities jau
sendkd pagitn& izdarits vai ar] kads cits nZkotn& nodarbosies
tie¥1l ar ¥lm pa¥Xam probl&mam un 1eqgls vErtigakus rezultatus.
Nekust] go punktu teorija p&d&jos gadu desmitos ir nepdarskatami
izpletusies, sarakstitas biezu biezads grimatas, piem&ram,
F.F.Bonsalls (1962]. J.Kronins (Cronin)' [1964], D.R.Smarts
{1974]), §S.Svaminathans (red.) [1976), E.Caildlers (Zeidler)
119761, G.Aizenaks (Eisenack), C.Fenske [(1978], V.I.Istratesku
J]1881], K.C.Borders [1982), J.Dugund?i, A.Granass [1982],
M.R.TaskoviZs [1986], K.%illings (Schilling) {1986), K.G&bels,
V.A.Kirks (1990}, A.G.Aksojs, M.A.Kamsi (1990), un tomdr t3s
neaptver visus iegltos rezultatus. Seit JuUs sastapsities tikai
ar nelielu dalinu no tiem j&dzieniem un virzieniem, kuri tiek
lietoti un attlistas att&lojumu nekustigo punktu teoriija.

Jasu rokas nonzkuXajam darbam ir divi pamatvirzieni:
l)att8lojumu saimju kopl go nekustjgo punktu eksistence (I dala):
2)Bola-Brauvera-Saudera teor&mas attistibas vBsture un
stabilitate (II dala).

Galvenais vadmot]vs - darbi ba risinids metriskas telpas (ar]
Banaha telpa ir metriska!) izliekta apak¥kopa. Runat par
1zliektu kopu pierastaja izpratn®d varam tikai tad, 3ja kopa
atrodas vektoru telpa. Ir biju3i vairaki varianti, ka vektoru
telpas izliektibu parnest uz telpu, par kuru ir zinams tikai
tas, ki tajad uzdota metrika. Lidz ar to rodas jautajums, kiadas
tad ir DbUtiskzkas 1zliektl bas 1 pa¥ibas. Pamatojoties uz
K.Mengera [1928], T.Botsa [1942], V.L.Kl1 (Klee) [1951],
D.C.XKeja, E.V.Vombla [1971), M.van de Vela [1980] darbiem, k&
noturi ggkas izliekt]lbas pazimes minamas divas:

i) 1zliektu kopu Zk&lums ir izliekta kopa;

'Tekavas min&ts autora uzvards or4in3la transkripcija. Tas
tiks darits ari turpmdak pirmaj® reiz& sastopoties ar uzvardu,
kura ord¢indlrakst| ba butiski at3kiras no latviskojuma.

- =
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2) slegtas lodes dotaja telpa ir izliektas kopas.

Ja mBs varam 3]s ] pa¥%lbas garantst noteiktad telpa, tad teiksim,
ka telpd ir radita izliektibas struktlira. No nekust]lgo punktu
teorijas mums 1ir zinAmi divi varianti, k3 patvallgd metriska
telpa tiek ievesta izliektibas struktQra. V.Takaha¥i [1970]
ri1kojas sekojo¥i:

V.Takaha%i izliektas metriskas telpas DEFINICIJA. '

Ja (X,d) ir metriska telpa, kurad eksist®d tads atts&lojums

W: XxXx[0;1] - X ka:

Vx,yeX VA€[0;1): d(u,w(x,y;A)) sAd(u,x)+(1-2)d(u,y), Vuex,
tad telpu X sauc par izliektu metrisku telpu.

Izliektas metriskas telpas (X,d,W) apak8kopu K sauc par
izliektu, ja W(x,y;A)eK visiem x,yeK un Ae€{0,;1].

V.Takaha¥i izliektad metriska telpa Takaha3¥i izliektu kopu
Ek&lums ir 1izliekta kopa, k& ar]l lodes ir 1izliektas kopas.
J.P.Penots ([1979] darbojas daudz vienkarZak. Vin¥ tie¥a veida
metriska telpa (X,d) apskata tadu apak3kopu klasi C, kas satur
visas telpas X sl&gtas lodes un kura ir invarianta pret ¥ks&lumav
operdciju. Tatad J.P.Penota apak3kopu klase C rada izliektibas
strukturu telpd X. Paturot prataz mUsu m&rki par nekust]go punktu
eksistenci, kur® ir labakais variants?

Ka talak bQOs redzams ] dalas apak3nodala 2.2., tad tieXa
veidd, dal®ji kop&jot vektoru telpas izliektas kopas definiciju,
m8s nenon3dksim pie v&lamid rezultata, proti, var atrast piem&rus,
kuros lodes nav 1izliektas kopas (PiemBrs 2.2.1.) un 1izliektu
kopu XkBlums nav izliekta kopa (Piem&rs 2.2.2.). V&lamo mE&s
panaksim ar stingri 1izliektas metriskas telpas definlcijas
palidzibu. Apgalvojums 2.3.1. par3ddls, ka stingri 1izliektas
metriskas telpas definicija Banaha telpas gad] juma ir
ekvivalenta ar stingri izliektas Banaha telpas definiciju. Ta¥u
stingri izliektas metriskas telpas situacijad joprojam paliek
nenoskalidrots Jautajums par lodes izliektibu. Tap®Ec rodas
2inamas gratlbas pierdadit labus rezultatus.

Me&s piedava3jam izliektibas struktOru metriska telpa definet
ar sleguma operatoru pallidzibu (skatit I dalas apakX3nodalu
3.1.). Tiesa, ar] 3%ajx situdcija mBs esam spiesti pieprasit

telpas 1lo%u izliektibu, taZu sl&guma operatora lietoBana
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atvieglina pierad] jumu veik¥anu. Butiba ta ir 1izliektibas
struktQras, kada ta parasta nozime piemit vektoru telpanm,
parne¥ana uz noteikta tipa att&lojumu, kuram liekam darboties
mums interes&jo¥3d metriskaji telpad. Stingri izliekta metriska
telpa, piem&ram, sl&guma operatoru varam defingt ka tadu, kas
katrai kopali no Xls telpas piek3arto mazako 1izliekto kopu.
Tad&jadi stingri izliekta metriska telpa ir viens no variantiem
metriskail telpai ar tajda uzdotu sl&guma operatoru. Ar sleguma
operatora lietojumu nekustligo punktu teorija sastopamies
A.Liepina 1983.gada raksta. Sl&guma operatora jpa3lbas A.Liepini
kopad ar saviem studentiem izp&tijis daudzos kursa un
diplomdarbos. Sie rezultati atrodami ¥eit I dalas apak¥nodala
3.1.. A.Liepin¥ ar 1983.gada rakstu 1iesacis jaunu virzienu
nekust] go punktu teorijd: tiek meklati attZlojumu nekustjgie
punkti metriskas telpas ar sle&gquma operatoru.

Kopuma , par3kirstot nekustigo punktu teors&mu pieradi jumus,
varam sacjt, ka visbieZ3ak tiek lzmantotas sekojo¥as izliektu
kopu ] pa¥ibas:

1) definjcija: 1izliekta kopa satur nogriezni, 3Ja =zinims, ka
nogrie?na galapunkti pieder kopai (L.E.J.Brauers {1910], R.de
Marrs ([1963]), D.G&de (Gdhde) [1965], K.G&bels (Goebel) [1969],

V.G.Dotsons [1971/72), [1972}, N.A.Assads, V.A.Kirks ({1972},
M.Edelsteins (1974], V.G.Dotsons, H.F.Senters [1974],
P.K.F.Kuhfittings [1974), L.F.Gusemans, B.C.Peters ([1975),
J.Karisti (Caristi) (1976}, E.Candlers (Chandler) [1881],
J.Gornickis,M.Kruppels (1992}]);

2) ja x,,x,,...,x, pieder izliektai kopai K, tad punkts

n n
z= ;;)wx} pieder kopai K, kur A;20, i=1,2,...,n, g;lq:l' jeb

convKeckK (B.Knasters, C.Kuratovskis, S.Mazurkeviils [1929],
J.B8auders (Schauder) [1930], A.Tihonovs [1935], S.Kakutani
(1941), M.M.Dejs (Day) [1961], K.Fans [1961)., R.de Marrs [1963],
D.Gede 15647 . L.P.Beljuss (Belluce), V.A.Kirks (19661,
M.Edelsteins {19661, T.C.Lims [1974B]. M.R.Taskovi¥s [1980],
V.Takaha%i [1992]):

3) izliektu kopu ¥k&lums ir izliekta kopa (V.A.Kirks [1965],
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{1981A), F.E.Brauders (Browder) [1965], L.P.Beljuss, V.A.Kirks
{1969], V,Takaha¥i [19701%, T.MitZels (Mitchell) [1970],
R.Kannans [1971), [1973], V.G.Dotsons [1972], J.P.Penots [1979],
A.Liepin¥ (1983], L.Gaji®a (1989], N.Sioji (Shioji) {1991]);

4) lodes ir izliektas kopas (V.A.Kirks [1965], [1970], [1981A),
(19831, V.Takaha¥1 [1970], K.Gebels, V.A . Kirks [1972],
J.P.Penots [1979], A.Liepin¥ [(1983], H.K.Hu (Xu) [1991)).

Vairdk val maziak ari m8s visas pilemin&tas 1|pallbas
i1zmantosim misu pleradl tajis nekusti go punktu teor&mis:
1.1pa¥lbu - I dalas 2.nodald; 2.ipa¥ibu - I dalas Teorzma 1.4.,
II dalas Teorzma 1.3.1.; 3.un 4.lpa¥]lbas - visos 1 dalas
3.nodalas teor&mu pierad] jumos.

Kopas izliekt] bas struktura ir tikai viens no
pamatlidzekliem mOGsu m&rka sasnieg¥anai. Un kads bttu misu
m&rkis? I dala m&s gribetu paradit, Xxkadi ir nepiecielamie
nosaci jumi att&lojumu saimju kopiga nekust]l ga punkta eksistencei
un.cik efektivi attglojumu nekust] gos punktus m&s varam atrast
metriskas telpas ar dotu sl&guma operatoru. II dala galvena
vBri ba tiek pievErsta Bola-Brauera-Saudera teorgmas
stabilitatei. Proti, k3 to pierzda pilem&ri, tad secindjums par
nekust]l gd punkta eksistenci var bdt pilnlgi aplams, 3ja mE&s
izmainam kadu no teor&mas nosac] jumiem attiecj bad uz kopas veidu
(izliekta wun kompakta). Var sacit, ka pie nelielam kopas
struktOras 1izmainam (ka Piem&ra 1.1.1.) buotiski izmainas
galarezultats. Savukiart, k3T izmainisies ¥is pats galarezultats,
ja m&s nedaudz izmainisim nosaci jumu par att&lojuma
nepdrtrauktlbu? Atbildi uz 30 jautajumu dod Teor&ma 1.3.1. Bola-
Brauera-Baudera teor&ma sp&l& buUtisku lomu tirgus ekonomikas
model]u lidzsvara pieradi jumos; ir pamats cer&t, ka jaunajam
rezultatam ari varstu bOt pladi pielietojumi ekonomiskajas
teoriijas.

Lai atvieglinatu las]taja darbu, paskaidrosim mazliet
piedavatas lasamvielas uzblOves struktOru. Doktordarbs sastav no
apzl m&jumu saraksta, ievada, divam dalam, p&cvarda un
literatOras saraksta. ApzimBjumu sarakstd ietverti tikal tie
apz]l m&jumi, kas varbit at8kiras no visparpienemtajiem un kas

specifiskl tie3i ¥im darbam. Pirm3d dala ietver 4 nodalas, otra
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dala 3 nodalas. Nodalas vajadzibas gad] jumd sl1kak iedalltas
apak¥nodalas. Galvenie rezultidti formulsti ka teor&mas, mazak
svarlgaki ka apgalvojumi, daZi teor&mu paligrezultati, kas
nesatur, autorespriat, pirak patstavigu raksturu, formulsdti k3
lemmas. Literatlras saraksts sakartots autoru uzvardu
alfabstiskd seclbd, atsauces darba min&tas p&c autora uzviarda un

raksta public&¥anas gada.



I DALA

ATTELOJUMU SAIMJU ROPIGIE
NERUSTIGIE PUNKTI

0, PAMATJEDZIENI, DEFINICIJAS, ZINEMIE REZULTATI

Iepaz] stoties ar attZlojumu nekustigo punktu teoriju, var
nondkt pie secinajuma, ka ¥ajad teorija izstradati daudzi Joti

at¥kirigi darbi. Viens no veidiem, k& saklasific&t visas
attglojumu nekustigo punktu eksistences teor&mas, ir pé8c
attglojumu skaita. Ir pamats domat, ka viena att®lojuma

gad] jumam ¥] teorija 1izstradita daudz pamatigdak un gandriz
jebkurai situldcijai var&tu piemekl&t atbilsto¥u rezultatu. Ne
tik vienkarZi ir ar attzlojumu saim&m, pa¥i ar saim&m bez
apjoma lerobeZcjuma. Cits variants nekustigo punktu teor&mu
klasifikacijai batu p&C att&lojumu veida. Vienu no
pamatvirzieniem veido neizstiepjo¥u attzlojumu nekustigo punktu
teor&mas.

Dabi gs vispadrinijums saspied&jatt&lojumam, kuram nekustig:a
punkta eksistence pilna metriski telpd pamatota slavenajia Banaha
teoram3, ir neizstiepjoZs attslojums.

DEFINICIJA 0.1. Atté&lojumu f:X~X (X - metriska telpa) sauc par
neizstiepjo¥u, ja visiem x,yeX: d(f(x),f(y))«d(x,y).

Vienkar¥i piem&ri parada, ka visparliga gadl juma (plemBram,
Pi1lny metriska telpza) Hadiem att&lojumiem nekustiga punkta
eksistence nav nodro¥3inita, bet no otras puses, eksiste
att®lojumi ar augstak min&to pras]lbu, kuriem 1ir nekustigie
punkti .



Piem&rs 0.1.
s =R un VxeR: f(x):=x+13. Skaidrs, ka

d(f(x), f(y)) ={x+13-y-13|=|x-y|sd(x,y) =|x-y|,
bet nekustlga punkta att&lojumam nav.wm

PiemZ&rs 0.2.
= ¥=R un f(x)=%. Att&lojumam f nekustlgo punktu kopa ir X.=

Interesantus rezultatus neizstiepjo3am att&lojumam Banaha
telpas izliektas apakB8kopds ieguvu¥i M.S.Brodskis un D.P.Milmans
[1948), R. de Marrs [1963], D.Gade [1964]), [(1965], M.Edelsteins
[1964], [1966), V.B.Kirks [1%965), (19701, (1981Aa), [1981B],
[1983), F.E.Brauders [1965], L.P.Beljuss, V.A.Kirks [1966],
(1969], V.Takaha¥i (1970], V.G.Dotsons [1971/72], T.C.Lims
{1974B}, L.F.Gusemans, B.C.Peters [1975]. Ka viens no
pamatrezultitiem minama 1965.gada V.A.Kirka teorema.

TEOREMA 0.1.(V.A.Kirks [1965]))

Piepemsim, ka dota refleks]va Banaha telpa X, kopa K ir tas
izliekta, sl&gta, lerobeZota apak3kopa ar normalu struktaru. Ja
attglojums f, kur3 darbojas no kopas K sev]j, ir neizstiepjo¥s.
tad att&lojumam f eksist®& nekustigais punkts kopd K.

Bi teor&ma radusies vien3 laika ar F.E.Braudera [1965] tada
pa%a tipa rezultitu, kas pieraddits vienm&rigi izliekta Banaha
telpa', kura vienlaicigi ir gan refleksiva, gan katrai tas
izliektai kopai ir normala struktUra. T3 k& norm3las struktlras
j&dziens bUs mums nepiecieXams ar] v&lak, dodam t3a formulZjumu.
Pirmo reizi norm33las struktOras definlcija dota M.S.Brodska un
D.P.Milmana [1948) kopigaja darba.

'Banaha telpu X sauc par vienm&rigi izliektu, ja ’
Vee]0;2] 33 (e)>0 Vx,y€B(0;1) : Ix-ylze~2(1-8(e)) / '
51 definlcija ekvivalenta ar sekojo3o:
Banaha telpa ir vienm&rlgi 1zliekta, ja jebkuram divam
virkn&m (x,) cn: (¥Vp) pen kuram |x §<1, ly,ls1 un limlx +y =1 seko,
o

ka limjx, -y |=0.
b r e

Vienm&rigil izliekta Banaha telpa ir ari stingri izliekta Banaha
telpa. Par stingri izliektu metrisku telpu rundsim 2.nodala.
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DEFINICIJA 0.2.Izliektai kopai K no Banaha telpas X ir normila
struktOra, ja katra izliekta, ierobeZXotd, nevienelement] g& kopa
HcK eksist& tads elements yeH, ka:

suply-xl<diamH=sup|x-yl .
xEH X, y€H

Tollt p&c TeorEmas 0.1. parid] ¥ands pasaul®&, daudzi
matem3tiki mB8¢indjuli to visparindt neizstiepjo¥u att&lojumu
saimel un mekl&juX¥i tas kopl go nekust] go punktu.

DEFINICIJA 0.3.Piepnemsim, ka F ir att&lojumu f:K-K (K -
patvaljga telpa) saime. Punktu x*'€XK sauc par saimes F koplgo

nekust] go punktu , ja katram saimes attB8lojumam feF: f(x*)=x".

Dabigi rodas jautajums, k3adai jabat attslojumu saimei,
kadiem jabOt papildus nosaci jumiem, lai, piem&ram, sekmligi
visparinatu V.A.Kirka Teor&mu O0.1.., Viens no variantiem ir
prasi ba, lai att&lojumu saime butu komutativa.

DEFINICIJA 0.4.Att&lojumu saimi F sauc par komutativu, ja
Vxex (K - patvallga telpa) izpildas nosac] jums, ka
f(g(x))=g(f(x)), V£, geF.

Saja sakariba radusies interesanta probl&ma: ja F ir
nepartrauktu komutativu att®lojumu saime, kas att&lo intervialu
(0;1] sevi, wvali tadai eksist® kopigs nekustjgais punkts?
Izradas, ¥is jautijums atrisinats negativi. V.M.Bouce {1969]
pierdda, ka eksist& divas komutZjo¥as nepartrauktas funkcijas
vien] bas intervalia, kuram nav kopliga nekust] ga punkta.
J.P.Huneke [1969] parada divus veidus, ka Xadas funkcijas
konstrust. Bet Jjau pirmais pozitivais rezultats parzadijies
1963.gada. R.de Marrs komutativai neizstiepjo¥u att&lojumu
saimei pierada sekojo3o:

TEOREMA 0.2. (R.de Marrs [1963))

Piepnemsim, ka X ir Banaha telpa un K ir tds izliekta un kompakta
apakskopa. Ja komutat]va neizstiepjoBu att&lojumu saime F atté&lo
kopu K sev], tad tal eksists kopigs nekust]jgais punkts.

Jau piemin®tajd F.E.Braudera [1965] rakstd atrodam:
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TEOREMA 0.3.(F.E.Brauders [1965])
Piepnemsim, ka X Ir vienm&rjgi izliekta Banaha telpa un K ir tas
rzliekta, slEgta un lerobe¥ota apak¥kopa. Ja komutat] va
neizstiepjo¥u atté&lojumu saime F att&lo kopu K sevi, tad tail
eksjigts koplgs nekustjgais punkts.

Ta¥u visparigu V.A.Kirka teor&mas analogu 1lgaku laiku
neizdevas 1eglt. Interesants ¥aja sakariba ir L.P.Beljusa un
V.A.Kirka 1966.gada raksts. Tan] atrodam divus vispdrinZjumus.

TEOREMA 0.4. (L.P.Beljuss, V.A.Kirks [1966])

Pienemsim, ka X ir refleks]va Banaha telpa un K ir tds izliekta,
sl8gta un i1erobeXota apak3kopa ar normalu struktbru. Ja F ir
komutat]va neizstiepjo¥u att&lojumu, kas kopu K att&lo sevi,
gallga saime, tad saimel F eksist®& koplgs nekustigais punkts.

TEOREMA 0.5.(L.P.Beljuss, V.A.Kirks [1966])

Pienemsim, ka X ir stingri izliekta, refleks]lva Banaha telpa un
K ir tas izliekta, sl8gta un lerobeZota apékgkopa. Ja F ir
komutat]va neizstiepjo¥u attZlojumu saime, kas att&lo kopu K
sevi, un Ir zinams, ka Fixf»pd, VEcF, tad saimei F eksists& koplgs
nekustigalis punkts.

Otro Teor&mu O0.5. bOtiski atvieglina pieradit sekojo¥a
lemma:

LEMMA 0.1.

Piepemsim, ka X ir stingri izliekta Banaha telpa un K ir tas
izliekta un sli8gta apak3kopa. Ja neizstiepjods att&lojums f
attelo kopu K sev], tad att&lojumam f nekust]go punktu kopa Ir
Izliekta (un ar) sl&gta).

Lemmu 0.1. m&s izmantosim ar] 2.nodala.
Un tikai 1974.gada T.C.Lims pilniba visparin3djis V.A.Kirka
Teorgmu 0.1. komutativai neizstiepjo¥u att&lojumu saimei bez

apjoma ierobeZojuma.

TEOREMA 0.6.(T.C.Lims [1974B]))
PiepemSjnu ka X ir refleksiva Banaha telpa, kopa K Iir tas

1zliekta, sl&ata, ierobeZota apakXkopa ar normalu struktQru. Ja



_12..

komutativa neizstiepiodu attelojumu saime F attslo kopu K sevj,

tad tai eksist®s koplgs nekustjgais punkts kopa K.

Lali nonaktu lidz Xim rezultatam, T.C.Lims siki izp&tlijis
norm3il3as struktdras j&dzienu ([1974A)). Pirms tam Zaj3d virzien:a
krietnt pastradzjusi bija jau  L.P.Beljuss, V.A.Kirks un
E.F.8teiners 1968.gada koplgaid raksta.

Varstu teikt, ka ar pamatjsdzieniem un rezultatiem m&s esam
iepazinuXies, varam 3kirt talak I dalas lapaspuses.

Kopsavilkumus par neizstiepjo¥iem att&lojumiem un to
nekustjgajiem punktiem varat lasit V.A.Kirka rakstos [1981B],
[1983], kada ar) attiecigajas nodalas D.R.Smarta {1974],
V.Istratesku J1981] un J.Dugund?i, A.Granass [1982] gramatis.



|.DAZT IEVADREZULTATI PAR ATTELOJUMU SAINJU NERUSTIGAJIEM
PUNKTIEM

PievBrsisimies V.A.Kirka Teor®mai 0.1.([1965}). Ar Bis
teorgmas visparinijumu neizstiepjo¥3u att&lojumu komutat]vai
saimei m&s jau iepazinamies 0.nodala. Ta¥u tur m&s nerunajam par
vEdl vienu V.A . Kirka [1965] raksta rezultatu, kas ir ¥is Teor&mas

0.1. sekas. Proti:

TEOREMAS 0.1. SEKAS (V.A.Kirks, [1965])

Pienemsim, ka K ir netukZa, 1izliekta un sl&8gta apak¥kopa
refleks]va Banaha telpa X. Pienemsim, ka kopai K ir normala
struktQra. Ja attelojums f:K~K ir neizstiepjo8s un eksist& tads

kopas K punkts p, kuram virkne (£2(p)) pen 1r lerobeZota, tad

att&lojumam f eksist& nekustigais punkts,

AtZkirl b3 no Teor&mas 0.1., Teor&mas 0.1.Sekds ir izmainits

nosac] jums par kopas K ierobeZotlbu, tas ir aizstats ar virknes (£2(p)) ,en

ierobeZoti bu. Var gadities, ka konkrezta gadi jum3a varbit vieglak
ir meklst tadu punktu p kopa K, kurd virkne (£7(D)) pen ir

lerobe?ota, neka noskaidrot paZas kopas ierobeXotibu. Radias
ideja Teor®mas 0.1. Sekas vispariniat attzlojumu saimei. Un,
atceroties brini3kligo T.C.Lima rezultatu [1974B]) (Teor&ma 0.6.),
visparinadjumu izdarisim neizstiepjo¥u att®lojumu komutativai
saimei. Ta¥u uzreiz jiEpasaka, ka att&lojumu saimes gadl jumza
sare?d] taks klust ierobeXotibas nosac] jums. Ir izdevies pieradit

sekojo30:

TEOREMA 1.1.
Pienemsim:1) X - refleksiva Banaha telpa;
2) K - netuk3a, izliekta, slagta X apak3kopa;
3) kopai K ir norm3dla struktara:
4) F ir neizsatiepjo¥u attélojumu, kuri darbojas no kopas K
gevl , komutatjva saime;
5) eksist® tads punkts p €K. ka kopa
S={(f,s...¢f) (D) |£f,,... f,€F&neN} ir ierobeZota.

_13_
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Pie Xiem nosaci jumiem att&lojumu saimei F koplgo nekustjgo

punktu kopa nav tuk3a.

vPierX%di jums.
Ta k3 kopa S={(f*...*f)) (D) |f,,...,f,€P&neEN} ir ierobeZota,

tad eksistes tzads reR ka S ietilpst slEgta lods B(p,r) ar

0’
centru punktid p un radiusu r.

Defing&sim kopas:
Kf;'--“fn: =B((f,e...°f) (p). ) Nk, £,,...,f,€F & neN.

Sis kopas bOs sl&gtas un izliektas k& sl&gtu un izliektu kopu
3k&lums, un, protams, ilerobeXotas. T&s bus arl netukZas, jo
PEK;. .z, Tie¥am: ta ka (fye...°f)) (p)eB(p,r), tad
Ip- (£,e...°f) (D) I<r.

Apskatisim kopu:

w:=UININLK, . e |£. ... En=k, k+2, ... k=0,1,2,...}.
W ir netuk3a, jo peW. Kopas S 1ierobeZotibas d4del arj kopa
s':=U{B(x,r)|xesS} ir ierobeXota, bet WcS'. Tatad kopa W ir

ierobeZota. Ta ir arl izliekta, Jjo 1izliektu kopu virkne
(UMUK, e |fy, - foln=k,k+1l, ... ) n ir augoZa.

Fiks&sim feF brjvi. Pierxadisim, ka f:W-W. IzvElesimies xeW,
tad eksistss txds keN, ka xeMM Ky, ., I|f,. . fln=k k+1,...}.
Tatad: Jf(x)-f(f,s...¢f) (D)I<Ix-(£f,o...of) (p)|<r visiem
fie...of €EF, n2k.

Esam iegquvu®i, ka £(x)eMIMK,. .. |f, ..., £} n=k+1,k+2,...}cW.
Tatad f:W-W. T3 ka f ir nepartraukts att&lojums, tad f£f:W-W.

ITegQta situdcija: F ~ neizstiepjoZu att&lojumu, kas attelo
kopu W sevi, komutativa saime;W ~ netuk3a, izliekta, sl&gta un
ierobe?ota kopa refleksiva Banaha telp3d; kopali W ir normiala

struktira (WcK). Varam lietot T.C.Lima Teor&mu 0.6. un seciniat,

ka attBlojumu saimei F ir kopigs nekustlgais punkts.a

Ka rida nzakoZ3ais piemBrs, kopas S ilerobeZotl bas nosaci jums
Teorama 1.1. 1r bUOtisks.
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Piem&rs 1.1.
ulntervala [0;+w=( apskatisim att&lojumus, kurus defing&sim
sekojo¥i: f (x):=maxix,n}, n=1,2,... (zim. 1.1.). Kaut ari visi

Teor&mas 1.1. nosacljumi ir izpilditi, iznemot nosaci jumu par
kopas S ierobeZXotibu, saimeil

F:=(f,n=1,2,...} koplga

nekustiga punkta nav.

Skaidrs, ka katram att&lojumam }(x)

atsevil¥ki nekustl go punktu

kopa nav tuk¥a: 4 { l/////,
Fix(f))=[(n;+=[, tapat ari 4

gallgam skaitam ¥3du attzlo-

V] w
ey
(7]

jumu koplgo nekustigo punktu

kopa nav tuk3a: | fﬁ ‘///,

Fix(f,, £, v £,)= t

=[max{n11n2;c--4nm},*m[; bet A A A =

bezgallga att&lojumu skaita
gad] jumza kopi gu nekustigo

punktu nav. Pie tam,

iev&rosim, ka 3ie attelojumi zim.1.1.

veido komutativu saimi. Piem&rs pamacols tani nozimé&, ka
neierobe’otas kopas gad] juma, neiesp&jami pamatot kopiga
nekusti ga punkta eksistenci.Mums nepieciefama papildus

inform3cija.»s

8] piem&ra iedvesmoti apskatisim galiga skaita attslojumu
saimi stingri izliekta Banaha telpa. Ka 3jau 0.nodala tika
min&ts, tad V.Kirka Teor&mu 0.1. stingri izliektd Banaha telp3a
attelojumu saimei bez apjoma ierobeZojuma vispirms izdevies
visparinat 1966.gada(L.P.Beljuss, V.A.Kirks [1966])). Ilzradis,
saimes galigums un telpas stingr3 izliektiba atvieglina prasijbu
par lerobeZot]bu.

TEOREMA 1.2.

Pienemsim:1) X - stingri izliekta, refleks]va Banaha telpa;
2) K -~ netuk3a, 1zliekta, slegta X apak3kopa;
3) kopai K ir normala struktQra;
4) F ir galiga skaita neizstiepjo¥u att&lojumu, kuri

darbojas no kopas K sevi, komutativa saime:
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5) eksist& tads punkts peK, ka virknes (f"(p))m;N katram feF

ir ierobeZXotas.

Pie ¥iem nosac]jumiem saimei F eksistzZ koplgs nekustigais
punkts.

vPierad] jums.

Pec V.Kirka 0.1.TeorZmas Sekam zinams, ka Fixfz¢, VY{eF. Un
ta ka X— stingri izliekta telpa, KX - izliekta un slegta, f:K-K
- neizstiepjo¥i attglojumi (feF), tad pec Lemmas 0.1. kopas Fixf
visiem feF ir izliektas. Ta ki visi att&lojumi feF ir

nepartraukti, tas buos ari sl&egtas kopas. Pienemsinm, ka
F={f ,f,,....f,}, un pieradisim, ka
FixP=\{Fixf,|i=1,2,...,m} 0.

Pierdd] jumu veiksim ar matem3tiskas indukcijas metodi p&c
att®lojumu skaita.

.Indukcijas baze: m=1 - apgalvojums patiess, jo sakrit ar

V.A.Kirka Teor&mas 0.1. Sekam.

Induktlvais pien&mums: m=n un FixP=WFixf,|i=1,2,...,n}*0.

Indukti va pareja. Apzim@sim {f,,f,,...,f,} ar F' un f_,, ar
f. Japierada, ka

FixP=FixF' O\ Pixf=0N{Fixf,[i=1,2,...,n+1}=a.
Pgc induktiva pien&muma FixF'z¢. Nemsim xeFixF', tad:
£, (x)=x, Vie{l1.2,...,n}. Vienad] bas
£(x)=f(f;(x))=F,(f(x)), Viel1,2,...,n} pierada, ka f£(x)€Fixf,,
1=1,2,...,n, jeb f(x)eFixF' un tatad f:FixF'<FixF'. Kopas Fixf,,
1=1,2,...,n ir netukZas, sl&gtas un izliektas, tap&c kopa FixF'’

ir gslegta un izliekta ka sl&gtu un izliektu kopu 3k&lums un pé&c
induktiva pien&muma ari netuk3a.

[zvel&simies brivi zeFixf. Funkcionalis f(y):=|z-yl, yeX ir
no apak3as viAji pusnepirtraukts un 1lidz ar to sasniedz savu
maziko vEBrtibu katrad netuk¥d, sl&gtd un 1zliektd reflekslvas
Banaha telpas apakXkopi (skatjt, piem&ram, V.A.Trenogins {1980],
475. 1pp), tatad arl kopa FixF'. Ta ki telpa X ir stingri
izliekta, tad punktam z kopd FixF' eksigt&jo¥ais tuvakais punktsz,
ir noteikts viennozimigi.

Ta k3 f:FixF'-FixF', tad lidz ar to:

lz-zl=inf{\z-yl|yeFixF'} <|z-f(z,) )=1£(2) -£(z,) I<]z-2,) -
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Secinam, ka f(z,) =z, Tatad

z,e (N Pixfy|i=1,2,...,n)) NPixf =FixF»o.

Teor®ma pierdadl ta.a

Atzlm&sim, ka rezult3atu nevar vispiarin3at bezgaliga apjoma
saimei F, jo pietrtkst zinZ¥anu par kopu K. Ta%u visu "smagumu"
varam pirnest uz att8lojumu saimi jedb preciziak uz vienu saimes

attslojumu.

TEOREMA 1.3. »
Pienemsim:1) X - stingri izliekta, refleks] va Banaha telpa;
2) K - netukZ%a, izliekta, slegta X apakZkopa;
3) kopai K ir normala struktQra;
4) F ir neizstiepjo¥u att&lojumu, kuri darbojas no kopas K
telpa X, komutativa saime;

S5) eksist®& tads attslojums fbeF, kura nekustigo punktu kopa
Fixf, ir netuk¥a, slegta, ierobeZota ar normalu struktfru.

Pie 3¥iem nosacijumiem saimei F eksist® koplgs nekustigais
punkts.

vPierddl jums.

Viegli ijev&rot, ka visi att#lojumi feF kopuFixf, attelo
sevl :ja xeFixf,unfeF, tadf(x)=f(£f,(x))=f,(f(x)) Jeb f(x)€Fixf,.
Savukart bez jau eso¥ds informicijas par kopu Fixf,, p&c Lemmas
0.1. ir zinams, ka t& ir arl 1izliekta kopa. P&c V.A.Kirka
Teor®mas 0.1. varam secinat, ka jebkuram att&lojumam feF eksists

nekustigais punkts kopa Fixf,. Ta%u tagad varam atsaukties uz

L.P.Beljusa un V.A.Kirka Teor&mu 0.5. un seciniat, ka saimes F

kopjgo nekustj go punktu kopa nav tuk¥a.a

Iepriek3&jie rezultati garantZ attdlojumu saimes koplqga
nekustiga punkta eksistenci. Ta¥u tikpat labi var 1zr3dlities
noderigi tie att&lojumu nekustigie punkti, kas nav koplgi. Uz
53ada tipa rezultitu mds pamudina 1iepaz) ¥ands ar D.R.Smarta
[1961}, M.Edelsteina [1962| un V.G.Dotsona [1971/2] darbiem.
legfitais vispar ir netradicion&ls rezultdts tie¥i ar to, Xka
garant® nekust]go punktu eksistenci katram saimes att&lojumam
atseviX¥ki.
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TEOREMA 1.4.
Pienemsim:1) X - norm&ta vektoru telpa (par lauku RvaiC);
2) K - telpas X kompakta apak¥kopa;
3) F={f},f§,...,fn} ir galiga skaita neizstiepjo3u
attslojumu saime, kas apmierina pras] bas:
a) Vx,yek(x#y): min{|f (x)-£,(y)l|i=1.2,....,n}<|x-yI;
b) VxeK: convif, (x),...,f,(x)}cK.
Pie Xiem nosac] jumiem katram attZlojumam fieF eksist& savs

nekustigais punkts x,: f,(x;)=x,, 1=1,2,...,n.

vPierdad] jums.
Defingsim att&lojumus t, sekojo3a veida:
£ (x)e=x-£,(x) |, 1=1,2,...,n, VxeX.
Pec VeierX¥trasa teor&mas seko, ka
dx,€eX: t,(x)) =inft, (K), i=1.2,...,n.
Pieradisim, ka inft,(X)=0, i=1,2,...,n.
Apskatlisim att&lojumu

n

n
h, (%) :=; a,f;(x), Vxex (e=(a,,...,a,),a,>0,1=1,2,...,n, ;::1:1).
=1 =1
No nosaci juma b) seko, ka h,: K-K.
Izvelesimies ie{1,2,...,n} un ecR,, brivi. Pieradisim, ka
n
eksist® tadds a (a=(a,,...,0,), a0, j=1,2,...,n,;aj=1), ka
-1

visiem x€X: |f;(x)-h,(x)|<e.
Ir sp&ka nevienad] bas:

n

1£, (%) -h, (%) |=1£,(x) -}: a, £ () [=1(1-a) £,(x) - Y a,f 00 1s
=1 =1, 4

sQ-a) £, Y ayf, (01
=1, 3e1

K ir kompakta kopa vektoru telpa, tatad ta ir ierobeZota, no
Eejienes seko, ka:

JceR,, Vxex: £, (x)|scC.
Turpinot iepriek¥&jos novErt&jumus, ieglsim:

I£, (%) -h, (x) s (1-a,) c+(1-a;) c=2c(1-a,) -
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M&s varam izvE8l8ties tadu a,€]0;1[, ka2c(l-a,;)<e, un nemam

€= 2% 40 n, j*i
Jr n-1 . J 1 &4 "y IJ M

Pleradisim, ka att®lojums h, ir stingri neizstiepjo¥s.
Patie¥am; brivi izvelztiem x,yeK (x#y) izpildas sakaribas
n n
Ih, (x) -k, (¥) n=||;j a; £, (x) —; a,f,(y) =
=1 =1
n n
=|§_: a (£,(x)-F,(¥)) s ; a;lf; (x) - £, ()t
=) =1

un ta k& visi att®&lojumi f, ir neizstiepjo¥i un izpildas a), tad

n 2

lh, (30 -h, (¥) §< ; a dx-yk= Ix—yl; a,=fx-yl.
=1 =1

Pec Edelsteina teor&mas [15%62] seko, ka

3x,ex: h, (x,) =x;,.
No augstak iegUtajam nevienadlbam |f,(x,)-h (x)I<e, i=1,2,...,n
un tikko iegQtas vienadi bas seko, ka 1£,(x)-x;§<e. Savukart no

Sejlenes: iIinft,(X)=0. a

Nosacl jumu a) grib&tos nosaukt par kompens3cijas principu,
jo tie¥i tas, ka jebkuram nesakri to¥am punktu parim x un y varam
piemekl&t tadu saimes F att&lojumu £, kur¥ punktu x un y atté&lus
"savelk"” tuvak, atlauj pierad]l jumd atsaukties uz Edelsteina
teoregmas lietojumu. Varbot var atrast vel citus kompensicijas
nosac] jumus? Iesp&jams, ta¥u ar to Xeit nenodarbosimies. MOsu
mErkis ¥ajd nodali bija iepazlities ar daZ%am att&lojumu saimju
nekustigo punktu teor&mam, ar to gaisotni, kas sastopama 3¥ida
rakstura rezultitos. Turpmak m&Es pietur&simies pie pirmajas
trijas teor&mas iesaktd cela - mekl&sim saimju kopigos
nekust] gos punktus.



2. STINGRI IZLIEKTAS METRISKAS TELPAS

2.1 . . IZLIEKTAS KOPAS UN STINGRI
IZIL.TIEKXKTAS BANAHA TELFPAS

Saja apak%nodala apskatisim jau zinamus rezultzatus. Tas
darits ar noluku, lai p8c tam varsdtu salidzinat ar iegOtajiem
Jaunajiem j&dzieniem un lai redzs&tu at3kiribu starp tiem.

Piepemsim, ka dota vektoru telpa X un divi tas punkti

X, VEX.

DEFINICIJA 2.1.1. Par sl&gtu nogriezni, kas savieno punktus
x,yeX, sauc visu to punktu z kopumu, kuriem Ir sp8kd sakar]ba
z=tx+(1-t)y, te[0,1]. Punktus z=tx+(1-t)y, kur te]0;1[, sauc par
iek38jiem nogrieZpa punktiem.

DEFINICIJA 2.1.2. Kopu KcX sauc par Izliektu, 3ja lidz ar
jebkuriem diviem punktiem x,y€K Bal kopal pieder arf 3os punktus

savienojo¥ais sl&gtais nogrieznis.

Atcer&simies, ka jebkura sl&gta lode
B(x, ) =lyeX|lx-yl<r}, xeXx, reR,, ir izliekta kopa, ka arl izliektu
kopu 5kelums 1ir 1izliekta kopa. TaZu, ka v&lak bus redzams,
patvalliga metriska telpa 33das ]pa3]l bas nevar garantst. Tapsc

apskatl sim daudz smagidku telpas nosaci jumu - stingro izliektibu.

DEFINICIJA 2.1.3. Banaha telpu X sauc par stingri izliektu, ja
tds vien] bas sf&ras katrs punkts nav iek38js punkts vien] bas
lode ietilpsto¥ajos nogrieZpos.

APGALVOJUMS 2.1.1.(V.I.Istratesku [1981], 57 1lpp) Banaha telpa
X sekojoX¥i nosac) jumi ir ekvivalenti:

l. X - stingri izliekta telpa;

2.Vx,y€B(0,1) (x*y) : Ix+yl<2;

3.Vx, yeX: Ix+yl=Ixl+lyl=( (AR, : x=Ay)V(x=0)V (y=0)) .

-20-
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Atzilm&sim, ka Hilberta telpa, 1, un L,, p>l, ir stingri
izliektas telpas. Atcer&simies arl! O.nodala formul&to Lemmu
0.1.! B0 Lemmu 0.1. bie¥i izmanto attslojumu nekustigo punktu
eksistences pieradi jumos stingri izliektads Banaha telpas
(piem&ram, M.Edelsteins ([1964], [1974], L.P.Beljuss, V.A.Kirks
[1966], Z.0Opials {1967], P.K.F.Kunfittings {1974}).

Ta%u ne tikal neizstiepjo¥am attBlojumam stingri izliektas
Banaha telpas izliektd un slzgtd apak¥kopi nekustigo punktu
kopa ir i1zliekta un sl&gta (neizstiepjo¥s att&lojums ir
nepartraukts!)! 3Jada J1pa¥iba piemlt arji citam pla¥akam
att&lojumu saim&m, piem&ram, kvazi-neizstiepjo¥iem un

asimptotiski neizatiepjo¥iem att&lojumiem.

DEFINICIJA 2.1.4. (V.G.Dotsons [1972]) Att&lojumu f:K-K (K -~
normé&tas line3dras telpas apak¥kopa) sauc par kvazi-
neizstiepjolu, ja tam eksist® vismaz viens nekustlgais punkts
kopa K un jebkuram fiks&tam att&lojuma f nekust] gajam punktam
peK: £ (x) -pl <i{x-pl, Vxe€K.

DEFINICIJA 2.1.5. (K.G&bels, V.A.Kirks [1972]) Att&lojumu f:K-K
(K - norm&tas lined3ras telpas apakXkopa) sauc par asimptotiski
neizstlepjo3u, Jja

Vx,yeK: If H(x)-fi(y) |skx-yi,
kur (k) ir tadu realu skaitlu virkne, ka limk,=1 (tiek
J~

pienemts, ka k;21, k;, sk,, i=1,2,...).

Ka %05 jedzienus un rezultitus aprakstit patvallga metriska
telpa ?

2.2. IZLLTEKTAS KOPAS UN STINGRTI
IZL.IEKTAS METRISKAS TELPAS
Pienemsim, ka dota metriska telpa (X,d) ar metriku 4.

DEFINTCIJA 2.2.1. Kopu KcX sauc par 1izliektu, Jja jebkuriem
diviem elementiem x,y € K un katram tef0,1] eksistsds tads



_22._

elements ze€K, ka izpild3s vienid]l bas:
d(x,z)=td(x,y) un d(z,y)=(l-t)d(x,y).

AtzimeEsim, ka %ls definlcijas nozim& sl&gtas lodes var
neblit izliektas kopas, ki arl izliektu kopu 3k&lums ir ne
vienm&r 1zliekta Xkopa.

Piem®rs 2.2.1.
sApskat] sim diskr&tu metrisku telpu X: d(x.,y)=0, ja x=y, un
d(x,y)=1, ja x=#y, visiem x,yeX. Tad B(u,r)={u}, ja r<l, un

B(u,r)=X, ja r>1, katram ueX. Otrajia gadl jumd lode nav izliekta
kopa.»

Piem&rs 2.2.2.
wApskat] sim telpu R? ar

1 maksimuma metriku:
R d(x,y)=maxl|y,;-x,| |1=1,2},
C(l Vx= (X, %), y=(y,, ;) €R?.

Tad lauzta 1inija ABC un

nogrieznis AC ir izliektas
B(1.5.0,5) g

kopas, bet to Zk&lums ({A,C)

nav izliekta kopa (skatit

A(O'l) R zlm.2.2.2.).n
DEFINICIJA 2.2.2." Metrisku
telpu (X,d) sauc par stingri
zim.2.2.2. 1zliektu, ja jebkuriem diviem
elementiem x,yeX un katram te(0,1)} eksiste viens vienigs

elenments zeX tads, ka izpildads vienadibas: d(x,z)=td(x.y) un
d(z,y)=(1-t)d(x,y).

'Kad j&dziens par stingri izliektu metrisku telpu bija jau
izstradits, autore ¥Bzadu definiciju atrada ar] TakahaXZi (1970)
raksta. TaZu nekada dzi}aka anallze tur nav dota. Autors izmanto
Yo j&8dzienu Takaha¥i izliektad metriska telpda, kurad laimigi karta
ne tikai izliektu kopu Zk&lums ir izliekta kopa, bet ari lodes
ir izliektas kopas, ka arl stingri izliekta metriskia telpa
neizstiepjo¥a att&lojuma nekustiqo punktu kopa 1ir Takaha¥i
izliekta kopa.
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No 3138 Definicijas 2.2.2., piem&ram, seko, ka telpa R? ar
Eikljda metriku ir stingri izliekta, bet ar maksimuma metriku ta
nav stingri 1zliekta.

Stingri 1zliekta metriska telpa ir sp&ka sekojois
rezultiats:

TEOREMA 2.2.1. Ja K ir izliektu kopu saime stingri izliekta
metriskd telpa (X,d), tad Nik|keK} ir izliekta kopa.

vPieradl jums.

Pienemsim, ka x,yelXk|keK} un te[0,1]. Tad x,yeK jebkurai
kopai KeK un tapsc eksistd tads punkts zeK, ka izpildas
sakar] bas:

d(x,z)=td(x,y) un d(z,y)=(1-t)d(x,y).

Ta k& X ir stingri izliekta telpa, tad ¥3ds z ir viens vienigs.
Tapec zelXK|keK) un teor&ma pierddita.a

Stingri izliektd metriska telpa ir sp&kad Lemmas 0.1.
sekojo¥s visparinajums:

LEMMA 2.2.1. Pienemsim, ka X ir stingri izliekta metriska telpa.
Ja att&lojums f:X-X ir neizstiepjo¥s, tad t3a nekustigo punktu
kopa Fixf ir izliekta.

vPierad] jums.

Apskatisim divus brivi 1izvEelsdtus punktus x un y no
attdlojuma { nekustigo punktu kopas: x,yeFixf. Izv&l&simies
te[0,1]. Samekl®sim punktiem x,y un konstantei t atbilsto¥o zeX
tadu, ka: d(x,z)=td(x,y) wun d(z,y)=(l1-t)d(x,y). Telpas X
stingras izliektibas d&l tads zeX eksist®&, pie tam viens
vien] gs.

Novert&sim attaZlumu starp punktu x un y atteliem pie
attzlojuma f:

d(£f(z),f(x))sd{z, x)=td(x,y) .

Ta ky xeFixf, tad d(f(z),x) <td(x,y).
Lldzigi: d(f(2),f(y))s<d(z,y)=(1-t)d(x,y),

d{£(z),yys(1-tyd(x,y) .

Izmantojot trijstQra nevienddibu, attalumu starp x un y varam
novert&t sekojo¥i:
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di{x,y)<d(x, f(z))+d(f(z),y)std(x,y)+(1-t)d(x,y)=d(x,y).
No Zejienes seko, ka:

d(x,£(z)) = td(x,y) un d(f(z),y) = (1-t)d(x,vy).
No telpas X stingr3s izliektibas seko, ka z=f(z) un zeFixf.as

Ja Definlcijas 2.1.4. un 2.1.5. norm&tu vektoru telpu
aizstajam ar metrisku telpu un lidz ar to normas vieta lietojam

metriku, varam pieradit sekojoX¥us rezultitus.

LEMMA 2.2.2.

Pienemsim, ka K ir sl&gta un izliekta kopa stingri izliektd
metrisks telpd X. Ja attdlojums f:XK-+K ir kvazi-neizstiepjo3s tad
tZ nekustlgo punktu kopa Fixf 1r sl&gta un i1zliekta.

vPieradl jums.

Ta k3 atts&lojums f ir kvazi-neizstiepjo¥s, tad Fixfz¢ un f
lr nepartraukts att&lojums visos savos nekustigajos punktos.
Pienemsim, ka fixf nav sl&gta kopa. Tad 3dxeb8Fixf: x¢FPixf. Kopas
K slagtibas d&l xeK. Un ta k3 x¢Fixf., tad f(x)+x.

Defir&sim r:=%d(f(x),x)>0. Tad eksist&s tzds vyeFixf, ka
d(x,y)<«r. Ta ki f ir kvazi-neizstiepjoZs attslojums, tad
A(f(x),y)«d(x,y)<r, un més ieglstam:

3r=d(f(x),x)<d(f(x),y)+d(y.x)<2r.

S] pretruna parada, ka sakotn&jais piengmums bijis aplams.
Pamatosim, ka Fixf ir izliekta kopa. Pienemsim, ka

X,yeFixf, xz2y un tel0;1(. Mums japierada, kxa tad punkts zeX,

kur¥ izvelsts sekojo¥i: d(x,z)=td(x,y) un d(z,y)=(1-t)d(x,y),

pieder kopai Fixf. Ta ka kopa K ir izliekta, tad zeK. Un ta kia

f ir kvazi-neizstiepjo¥s, tad
d(f(z),x)«d(z,x) un d(f(z),y)=d(z,y).

Savukart d(x,z)=td(x,y) un d(z,y)=(1l-t)d(x,y), tapsc
d(x,y)<d(x,f(z))+d(f(z),y)«
<d(z,x)+d(z,y)=td(x,y)+(1-t)d(x,y)=d(x.,y).

legquvam: d(x,f(z))=d(z.x)=td(x,y).

d(f(z),y)=4(z,y)=(1-t)d(x,y) .

No stingras izliekt]bas seko, ka z=f(z) (z vunitite!), tatad

zeFixf, t.i1., Fixf ir i1zliekta kopa.s

LEMMA 2.2.3.

Piapemsim, ka K ir sldgta un izliekta kopa stingri izliekta
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metriska telpa X. Ja attglojums f:XK-K ir asimptotiski
neizstiepjo¥s, tad ta nekustlgo punktu kopa Fixf ir sl&gta un
tzliekta.

vPier3dil jums.

Kopas Fixf slezgtiba seko no att&lojuma f nepartrauktibas.

IzvBlamies divus punktus x,y no Fixf, xsy, tad ari
fi(x), £i(y)eFixf, i=1,2,

Nofiks&jam patvaliqu te]0;1( un atrodam tam atbilstoSo zeK:
d(x,z)=td(x,y), d(z,y)=(1-t)d(x,y). Ta ka telpa ir stingri
izliekta, tad 3ads z ir viens vienligs. Mums japierdada, ka zeFixf
jeb z=f(z).

No asimptotiski neizstiepjo¥a att&lojuma definicijas seko,
ka

d(ft(z),x)=d(fi(z), £*(x))skd{z,x)=tkd(x,y), (2.2.3.1)

d(f1(z),y)=d(f¥(2),f1(y))<k,d(z,y)=(1-t) k,d(x,y) . (2.2.3.2)
Izmantojot trijstara nevienddi bu un iepriek3&jas divas
nevienid] bas, iegOsim:

d(x,y)sd(x, £4(z))+d(f1(2),y)<

<tk,d(x,y)+(1-t) k,d(x,y)=d(x,y)

Liekot i tiekties uz bezgal]l bu, robeXgad] jumid ieglsim:

d(x, llmfi(z))+d(%1mf*(z) ,yY=td(x,y)+{(1-t)d(x,y) .

No (2.2.3.1) un (2.2.3.2) seko, ka
d(x, llmf’(z))-td(x V),

d(ﬁlmfi(z) Yy =Q-t)Ydi(x,y), i=1,2,

z unitates d&l: limfi(z)=z. Talu

1~

z= llmf‘(z)—llmfi“(z) f(llmfi(z)) £(z) .

o

Tatad Fixf ir izliekta kopa.a

l.nodala m&s iepazinamies ar daZXam teor&mam stingri
izliektads Banaha telp33s. Iedvesmojoties no TeorBmam 1.2. un
1.3., pamé&¥indsim ieqgdt Jjaunu rezultatu stingri izliekta
metriska telp3a.
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TEOREMA 2.2.4.
Ja:l) X - stingri i1zliekta metriska telpa;
2) patvaligiem punktiem a,b,ce€X un jebkuram zeX:
d(b,z)=td(b,c) un d(z,c)=(1-t)d(b,c), kur te]0;1(,
ir sp2&kid nevienadiba:d(a,z)<max{d(a,b),d(a,c)};
3) KeX - izliekta un kompakta kopa;
4) F ir neizstiepjo¥u attBlojumu, kuri darbojas noc kopas K
sevi, komutativa saime;
5) visiem feF: Fixfzg¢,
tad saimei F eksist& kopigs nekustigais punkts.

vPier3Zdi jums.
Pierad] jumu veiksim ar matem3tiskas indukcijas metodi pé&c
attzglojumu skaita.

Indukcijas baze: n=1 - apgalvojums seko no teors&mas piekt:a
nosacj] juma.

Induktivais pien&mums: n=k - Iﬁfﬁxfi¢g.
i

ki1 »
Induktiva pareja. Japierdada, ka rWFixfi*@. Psc induktiva
1=1

pieg&muma ﬁFixfivka. Izv&lamies xeﬁFixfj*e. tad
I=1 i=1

f(x)=x, Vie{1,2,...,k}. Viendd] bas
Lo (X)=f (£, (x))=F,;(f,, (%)), Vie{1,2,...,k} pamato, ka

fra(x)e f Fixf; tatad Frogt hFifo. - ﬁf’ixfi : Japamato, ka
Jel i=1 1=1

attglojumam f, , eksist®& nekustigais punkts kopa hFixfi.
{a1

Kopas Fixf;, i=1,2,...,k ir netukZas, izliektas (Lemma 2.2.1.) un

slegtas (f; -nepartraukti attzlojumi!), tap&c kopa Iﬁfﬁxfi ir
i=1

sl&gta un 1izliekta k& sl&gtu un 1izliektu Kkopu 3k&lums, un
netukZ%a p&c induktiva piendmuma, t& ir Xkompakta kopa Kka
kompaktas kopas slagta apak¥kopa. Izv&elamies ZEFIXL, q -

Nepartraukta readlada mainiga funkcliija T(y):=d(z,y),yfjﬁﬁixfi
=1

sasniedz savu mazidko vBrtlibu katra kompaktz kopd, pienemsim
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punkta 2z . T&a k3 izpildAs otrais nosacl jums, tad punktam z kopa fk) Pixf;
i=1

eksist&joZais tuvakais elements z; ir noteikts viennozimigi (v

no pret&ja, pienem, ka eksiste VE] otrs zé, kuram

d(z,zs)=inf{d(z,y) |y61fﬁFixfl-}. Kopa (ﬁﬁ'i;nrfi ir
=1

i=1

izliekta, tap®c jebkuram te)O;1( atradisies tads ze fklpixfj, ka
I=1

d(z,, zd) =td(z,,24) un d(z{, z3) =(1-t)d(z,, z) .

Nemot v&ra otro nosacl jumu:

d(z, zy) < max{d(z, z,) ,d{z,2)} = inf{d(z, x) |x€f\ Fixf.} .
=l

Esam ieguvuXi, ka zé’ atrodas tuvdak punktam 2z nek3ad punkti

zounzg. Teguta pretruna liecina, ka pien&mums par vairdku

tuvako punktu eksistenci bijis aplams a).

Ta ka f£,,,: & Fixf, - hFixfi , tad:
i=1

in
d(z, z,) = inf{d(z, y} [yeﬁ FPixf.} < d(z, f,,,(2z,)) =
=1

=d(£,,,(2), £;.,(2,)) sd(z, z,) . (2.2.4.1)
T5 ka pirms tam jau parliecinajamies, ka tuvikais elements z, ir

noteikts viennozimigi, tad atliek secinat, ka £, , (z,) =2,. Tatad
Xs1

NFixf,+o.
in2

No kopas K kompakt]l bas seko, ka nekustigo punktu kopu
Zkslums ir netukSa kopa arl patvallgam att&#lojumu skaitam.a

PIEZIME 2.2.1.
Ja Teor&mas 2.2.4. 4) nosacl jum3 neizstiepjodu attslojumu =aimi
aizstajam ar kvazi-neizstiepjoZu att®&lojumu saimi un atmetam 5)
nosacj juumu {(tas automatiski seko no kvazi-nelzstiepjoXa
attslojuma definjcijas), tad Teoré&mas 2.2.4. apgalvojums paliek
sp&ka. Nevienadibas (2.2.4.1) pierdadi jums saglabzajas.

Lidzigi, 3ja Teorgmas 2.2.4. 4) nosacl jum3d neizstiepjo3u

attglojumu saimi aizstajam ar asimptotiski neizstiepjo3u
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att&lojumu saimi, tad Teor®&mas 2.2.4. apgalvojums paliek spgka.
Nevienadibu (2.2.4.1) varam pamatot sekojo¥i:

d(z,z,) =inf{d(z,y) Iyejﬁ Fixf,} s
=1l .
sd(z,£3,,,(2,)) =d{£%,,(2),£4,, . (2,)) sk, d(z,z,), i=1,2,...

RobeZgadl juma, kad 1imki=1, iegQsim, ka

1o

dlz, ) =d(z,1inf 4, (2)) -
No punkta z; unitdtes seko, ka z =1limf ¥, (z,) . Un ta ka
)
z():li.:nfibl(zo) =31§£nf1‘1k.1(z°) =f(11:££°f ikq(zo)):f(zo) ’

tad Teorema 2.2.4. ari ¥im gadijumam ir pier3djta a.

PIEZIME 2.2.2.

Teor&amas 2.2.4. otrais nosac] jums izliektad metriska telpa X
nozjm&, ka lodes ir izliektas kopas un sfBras nesatur
"nogrieZnus"”, t.i., no nosacl juma, ka Va,b,ceX Vte]0;1[ FzeX:
d(b,z)=td(b,c), d(z,c)=(1~t)d(b,c) un ir ap8ks
nevienad] ba:d(a,z)<max{d(a,b),d(a,c)}, seko nosaci jums, ka
Bla,r):={y|d(a,y)<r}, reR,,, ir izliekta kopa Definicijas 2.2.1.
nozim& un Vb,ceB Vtel0;1[ atbilsto3ais zeB: d(b,z)=td(b,c) un
d(z,c)=(1-t)d(b,c), no lodes centra a atrodas stingri mazaka
attaluma par doto radiusu r.

2. 3. VELREIZ PAR STINGRTI
IZLLTEKTZM BANAHA TELPAM

Stingri 1zliektas metriskas telpas Definicija 2.2.2.m&s
nelietojam lodes jEdzienu. Parfraz&jot vektoru telpas j&dzienos
Definjciju 2.2.2., ieglsim:

DEFINTCIJA 2.3.1. Banaha telpu X sauc par stingri izliektu, ja:
Vx,yeX Vee{0,1] 3'zex: |x-zl=tlx-y}), lz-yl=(1-¢t) |x-yl.

Patie%¥am, ¥ Definicija 2.3.1. ir ekvivalenta ar
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Definjciju 2.1.3.. To m&s pamatosim, izmantojot zingmo
Apgalvojumu 2.1.1..

APGALVOJUMS 2.3.1.

Banaha telpa X sekojo3i nosac] jumi ir ekvivalenti:

1.Vx, yex: |x+yl=1xl+1=((3AeR,, : x=Ay) Vx=0Vy=0) ; .
2.Vx,yex Vte(0,1]) 3t zex: |x-zF=tlx-yl, 1z-y]= (1-8) |x-y].

vPieradi jums.

= Vispirms pamatosim, ka no pirm3 nosac] juma seko otrais.

Izvelamies brivi x,yeX un te{0,1]. Ja z=(1-t)x+ty, tad:

Ix-zl=lx-((1-£) x+ ty) |=tix-yl.

Iz-yl=1(1~-t) x+ty~yl=(1-t) {x-y].
Pie tam ¥ads punkts z ir viens vienlgs. Pamatosim to. Pienemsim,
ka ir divi tadi punkti Z,,2,(2y ,*X, Zy ;*Y) kuriem 1izpildas
sakarj bas:

Ix-z, .1=tlx-y{. 1z, ,-yI=(1-t) |x-¥]. (2.3.1.1)
levErosim, ka:

x-yl=lx-2, ,+z, ,-yvi<lx-2z, ,l+lz, ,-yl=tix-y}+ (1-¢) Ix-yI=|x-y}.
Tap&c [|(x-2,,) +(2, ,-¥) |=lx-2, ,1+}z, ,-¥I.

IlevErojot Apgalvojuma 2.3.1. pirmo nosacl jumu, secinam, ka:

JA€R,,: x-2z,=A(2,~y) Vx-2z,=0Vz,-y=0; (2.3.1.2)
JueR,,: x-z,=p (2,~y) Vx-2,=0Vz,-y=0. (2.3.1.3)
1 A
No (2.3.1.2) seko, ka zﬁm)ﬁmy

1
un n 2.3.1.3) - = B
o ( ) z, “+lx+p+1y

Bet z, un z, apmierina (2.3.1.1), tapsc:

o 1 A _ A —vl= _
lx-z,l=1x-( L1t g » 1= 31 Ix-yli=tlx-yl.
1 A 1l
yl=l o x+ =2 y-yl=—— Ix-yl=(1-¢) Ix-y}.
Iz, -yl IM1X+ TR %! T Ix-yi=(1-¢) Ix-y}
No Xejienes seko, ka A:EEF.

Lidzigi varam secinat, ka p=-—£—.

1-t
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Tatad A=p un z,=z,.
~ Tagad pamatosim, ka no otrZi nosac]l juma seko pirmais.
Izvelamies x,yeX:|x+yl=Ixl+1y})-
IzvB8lamies ze€X, u=x+z un v=z~y. Tad X=u-z un y=z-v.
Tap&c Ju-z]+)z-vi=Ju-z+z-vi=lu-v{.
Tatad eksiste& tads tel0,1],ka:lu~zl=tlu-v{,
lz-vi=(1-¢) Ju-v{.
Ja z,=(1-t)u+tv, tad tas apmierina augstik min&t3s praslbas, bet
z unitates dE]:
z=2z,=(1-t) u+tv.
Tatad: z=(l-t)u+tv=(1-t) (x+z)+t(z-y)=
=(l-t)x+(l-t)z+tz-ty=(l-t)x-ty+z.

No Bejienes seko, ka O0=(l-t)x-ty, un tatad x=7r£Ey.

Ja t=0, tad z=u un x=0; ja t=1, tad z=v un y=0.a

Apgalvojuma 2.3.1. iespaida nevajadz&tu domat, ka visas
stingri izliektds metriskdas telpas ir ar]l stingri izliektas
Banaha trlpas.

Piem8&rs 2.3.1.

mApskatisim metrisku telpu X:={[a;1[|0<a<l},
d(xyy):=|al—a2|, kur x=[(a,:1[ un y=(a,;1[ telpas X elementi, un
kura acimredzot nav pat vektoru telpa.

Patvaligiem x=[a;;1[, y=[a,;1[€X un jebkuram te{0;1]
atbilsto¥c 2z mekl&jam sekojoXia forma :=[(1-t)a,+ta,;1{.
Skaidrs, ka

d(x,z)=|a,-(1-t)a,-ta,|=t|a,-a,|=td(x,y) .

diz,y)=|(1-t)a,+ta,-a,|=(1-t) |a,-a,|= (1-t) d(x,y) -

Ar] unitate ir nodro¥inata: v pienemsim, ka eksist® v&l otrs
elements y=[a,;1[€X, kuram d(x,y)=td(x,y) un d(y,y)=(1~t)d{(x,y) .
tatad la,-a,|=t|a,-a,| un |a,-a,|=(1-¢t) |a,-a,]| - Ertibas labad
pienemsim, ka a,za, (pret&jo gadljumu apskata analogiski).

lespajamas tris situdcijas: 1)a,<a,sa,: 2)a,<a,<a,; 3)a,sa,sa,.

. . . . a,-a,=ta,-ta,
Pirmaja situdciijs: ,
-a,+a,=(1-t)a,-(1-t) a,
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(1-t)a,+ta,=a,
~ pretrunjga sist@ma.
(2-t)a,-(1-¢) a,=a,

-a,+a,=ta, -t
Otraja situdciija: i ,
a,-a,={(1-tYa,~(1-¢t) a,

- pretrunlga sistZma.
(1-t)a,+ta,=a,

a,-~a,=ta, -t
Tre¥aja situlficija: s 17t ,
a,-a,=(1-t)a,-(1-t) a,

(1-t)a,+ta,=a
1t E42=3, iegustam,ka y=z. 4 «

|
|
|
|

(1-t) a,+ta,=a,

Ar ko Definlcija 2.3.1. labaka par Definiciju 2.1.3.? Katra
noteikta situdciija var izmantot konkra&tajam gad] jumam
piemBrotiko. Ta%u visparigi, izsakoties mazliet po&tiskak, ja
114z ¥im, apskatot stingri izliektu Banaha telpu, darbojoHos
personu balsis bija tikai dzirdamas, tad tagad aizkars ir
atvarts un redzami pa¥i aktieri. Tom&r jaatzist, ka stingri
1zliektds metriskas telpdas, lai pleradditu att&lojumu nekustigo
punktu eksistenci, blakus tradiciondlajiem nosacl jumiem n3kas
uzlikt citus nosacj jumus. Piem&ram, prasjbu par sl&gtas lodes
izliektibu. Pie tam jebkurd stingri izliektd metriska telpa var
uzdot sle&guma operatoru, kas patvallgai kopai A piek3arto mazako
izliekto kopu, kura ietver A. Par sl&guma operatoriem run3sim
ndko¥aja nodala. Lidz ar to varam sacit, ka stingri izliekta
metriska telpa 1r metriskas telpas ar sl&8gquma operatoru
apak¥gad] jums.



3. ATTELOJUNU NERUSTIGIE PUNKTI METRISKE TELPE AR SLEGUMA
OPERATORU

3.1.SLEGUMA OPERATORT UN TO
TPASTBAS

Telpas X visu apak¥kopu sist&mu apzim8sim ar PX.

DEFINICIJA 3.1.1,
Att&lojumu S:PX-PX sauc par s8l&guma operatoru telpa X, ja
jebkuram divam kopam A,BecPX izpildas:

1) AcB = S(A)cS(B);

2) AcS(A);

3) S(R)=5(S(A)).

Piem&rs 3.1.1,.

ePats vienkarX3akais sl&guma operators ir tads, kas dotajal
kopai jebkada veida telpa piekdarto to paX¥u kopu; aclimredzami
visas tris 1paZlbas ir izpildjtas.s

DEFINICIJA 3.1.2.
Telpa X, kurad defin8ts sl&gquma operators S, kopu AePX sauc par
S-sl&gtu, ja A=S(A).

Piem&rs 3.1.2.
sNo Piem&rz 3.1.1. defineta sl&guma operatora seko, ka ¥aja
telpa X visas kopas ir S-sl&gtas.s

PiemBrs 3.1.3.

uJa telpd R sl&8quma operatoru defin&jam k3 taZdu, kas katraiR
apakZkopai piekiarto sl&gto 1izliekto &gaulu (=mazako slégto
nogriezni, kas satur 3]s apakX¥kopas punktus), tad telpad R par S-
sl&gtadm kopam uzskatisim sl&gtus sakarigus nogrieZnus un kopas,
kas satur tikai vienu punktu.m

_32_
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APGALVOJUMS 3.1.1.
Pienemsim, ka S 1ir sl&quma operators telpa X. S-sl&gto kopu
sist&ma telpad X ir invarianta attiec]ba pret ¥k&lumien.

vPiergdl jums.
Apskatisim patvaligas S-sl&gtas kopas ALA,,...,A, telpa X,
kur @ no patvallgas indeksu kopas A.
Mums japierada, ka ﬂ(AJaEAJ ir S-sl&gta kopa, t.i.,
NtAa, |eeA} =S(MHA, |ecAl) .
P&c slEBguma operatora otrias i pa¥] bas
N{A, leeAlcs(NiA lacA)) .
Tatad atliek vienigi pamatot, ka
MNA, |acA}oS(N{A |acA}) .
Fiks&sim brivi a,€A. Tad n(A¢|a€A}cA,°. No sl&guma operatora

definlicljas pirmas | pa¥ibas seko, ka
SiN{Aa,|aeAl)cs(a,) =4, (A, ir S-slsgtal).

Bet «, kopa A fiks®jam brivi, tapsc
N{A, |acAl>S(MNA, |aeA}) .a

Pienemsim, ka QcPX ir kopu sist&ma, kas 1invarianta
attieclba pret ¥k&lumiem (ar to saprotot, ka arli XeQ,Ne:=X).
Attzlojumu Syt PX~PX defin&sim ar vienadi bu

S,(A) :={BeQ|B>A} katrai kopai AePX.

APGALVOJUMS 3.1.2.
Piepnemsim, ka kopu sist@ma QcPX ir invarianta attiec]bd pret

¥k&lumiem. TadaZ gad] juma S, ir sl&guma operators kopa X un
So(PX) =0.

vPiersdi jums,

Sl&guma operatora definlcijas vpirmas divas 1pa¥]bas
att&lojumam S, piem]it saskana ar ti konstrukciju.

Pieradlsim, ka ar] tresda definjcijas I pa%l ba ir
apmierindata. Saskaniad ar otro ipaZlbu:

SO(A)CSO(SO(A)) katrai kopai AgPX.

Savukart pe&c S, konstrukcijas:
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5,(8,(4)) =M BeQ|B>5,(A) } un
S,(A) =N{BeQ|BoA} jebkurai kopai AePX.
Ta ka3 kopu sist&ma Q ir invarianta attiec]lba pret 3k&lumiem, tad
S,(A) € Q. Lidz ar to SQ(SO(A))CSO(A) , kas ar] bija japierada.
Vel japamato, ka S,(PX)=0. Ta ka Q ir kopu sistEma, kas
invarlianta attiecib3a pret k&lumiem, tad saskana ars,
konstrukciju: Sb(PX)cQ.
Fiks&sim brivi AeQ. P8c S, konstrukcijas:
S,(a) =N{BeQ|BA}.
T3 k3 AeQ, tad lidz ar to 5,(A)cA. Izmantojot sléquma,operatoraSb
otro 1paX¥ibu, secinam, ka A=5,(a) . Tad A€S,(PX) un 0cS,(PX) . a

Pamatojoties uz 3o Apgalvojumu 3.1.2., telpas X apakXkopu
sist&ma Q, ja t& invarianta attieclba pret X¥k&lumiem, varam

defin&t sl&guma operatoru S, So sleguma operatoru sauc par kopu

sistémas Q rad]l to sl&guma operatoru.

PiezIime 3.1.1.

1) V.Takaha8i izliekto kopu sist&ma rada sl&guma operatoru;

2) J.P.Penots (1979), k& ari V.Kirks (1981A), [1983] pieprasa,
lai metriskas telpas apak¥kopu sist&ma buUtu invarianta
attieciba pret 3kZlumiem, tatad ar] vini patiesiba stradza
metriska telpa ar sl&guma operatoru;

3) iepriek3&8ja 2.nodala defin&taji stingri izliektaja telpa
izliektas kopas rada sl8guma operaforu;

4) piepemsim, ka f:X-X. Tad, k& to viegli parbaudlit, kopu
sistema {A<X | f(A)cA} ir invarianta attieciba pret 3kZlumiem

un rada sl&guma operatoru, kuru pienemts apzim&t ar S,.

(v Ja xe{A€X|f(A)cA}, tad tas nozim&, ka x pieder visam

kopam A, kuras ir kopas vai telpas X apak3kopas un kuras
att&lojums f attelo sevi. Tas nozim&, ka f(x) ari pieder

visam tam paZam kopam A jeb f(x)eN{AeX)f(R)cA}. a)

Tatad varam sacit, ka, ja telpad ir uzdots slEguma
operators, tad telpa dal&jl ir uzdota 1izliektl bas struktQra.
Nepiecie¥ams pileprasit lo%u S-sl&agtibu.Tadzsjadi, atgrieZoties
atpakal pie nekustigo punktu teorijas, varam m&§inat zinamos
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rezul tatus no Banaha telpas izliektam apak¥kopam parnest uz
telpam, kurds defin&ti sl&guma operatori. Pirms keramies pie 3]
darba, v&l da%i j&dzieni un rezultati.

Principifli nozimigs turpmZakaja bOs kopas kompaktuma
jedziens telpas ar sl&guma operatoru. Sis jadziens ir analogisks
topolodiskas telpas kompaktuma jEdzienam. Vispirms atgadindsim,
ka kopu sistému sauc par centr&tu, ja katras tas galligas
apak¥sistdmas kopu 3k&lums ir netuk¥a kopa.

DEFINICIJA 3.1.3.

Telpa X, kurd defin&ts sl&gquma operators S, kopu A sauc par S-
kompaktu, ja katras tas S-sl&gtu apakSkopu centrdtas sist&mas
kopu 5k&lums ir netuk¥a kopa. ‘

Izradas, ka bez parastajiem slB&guma operatoriem, mums bus
nepiecie¥aml ba izmantot ta saucamos algebriskos sl&guma
operatorus. Kas tie t3di? Un ar ko tie at3kiras no
iepriek¥Ejiem?

DEFINICIJA 3.1.4,.
Sleguma operatoru Sa telpa X sauc par algebrisku, ja katrai
kopai A €PX un katram punktam xeSa(A) eksist® tada gal]ga kopa
FcA, ka xeSa(F).

Piem&rs 3.1.4.
sJa X:=R?, defin&jam

n

n
Sa(A) :=conva={}" a,x,|neN; x;€a; a;20, ; a;=1}, VAePX.=
i=1 al

Nekustigo punktu teor&mu pierad] jumos m&s izmantosim
sekojo3u algebriskd sl&guma operatora butisku j[pa3¥jbu, kuru
nevaram garant&t parastajam, iepriek® apskatjtajam sl&guma
operatoram.

APGALVOJUMS 3.1.3.
Pienemsim, ka Sa 1ir algebrisks sl&guma operators telpa X. Ja
kopas Ai,j=1,2,__, Ir Sa slégtas un A cAc..., tad to

apvienojums UlA,|i=1,2,...} ir Sa-slégta kopa.
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vPiersdi jums.
Kopu Uta,|i=1,2,...} sauc par Sa-sleégtu, ja
Ula,li=1,2,...}=8a(U{Aa |i=1,2,...}).
PEc sl&guma operatora definicijas:
Ufa,li=1,2,...}cSa(U{4,|i=1,2,... D),
tapsc pierddlsim pret&jo ieklavumu.
Izvelamies patvaligu punktu xeSa(Ula,]i=1,2,...});: mums
japierada, ka ¥is punkts pieder kopai U{AAi=1,2,...}. Pec

algebriska sl&guma operatora definlcijas eksist® tada gallga

kopa FcU{Aﬂi=1,2,...}, ka xeSa(F). Pienemsim , ka
F={x,,X,,...,x,}. P&c F definicijas atradisies tadas kopas
Aj,j=l,2,...,nu msk, kuram pieder gal]lgds kopas F elementi. Tatad

FeUlay|j=1,2,...,mcA_.
P8c slB8guma operatora definicijas
Sa(F)cSa(Aa,)=4,-
Secinam, ka, ja xe€Sa(F), tad xeld, un tatad xeUla,li=1,2,...}.s

AtzimBsim, ka jebkur¥ telpas sl&gquma operators neblt nav
algebrisks (¥aZda sakritiba ir speka diskretajas topolodiskajas
telp3s).

Piem&rs 3.1.5.

mX:=[0;1], S(A):=(0;1], VAePX.

Ja, piem&ram, apskatam kopu A:=]0;1)<X, tad
x:=0eS(A)={0;1). Bet neeksiste tada gallga kopa Fc]0;1}, ka
O0eS(F) .«

Gribetos lasl tdjus parliecinat, ka ¥aja paragrafia
apskatitais sl&guma operators nesakrit ar topolodisko sl&guma
operatoru. Atcer&simies (A.Sostaks, M.Zandere, [1977], 20.1lpp):

DEFINICIJA 3.1.5.
Operatoru, kas katral kopal AePX piekarto kopu AePX ta, ka:
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4) AUB=AUB jebkuram kopam A,BePX,
sauc par topolo4gisko sl&gquma operatoru kopa X.

APGALVOJUMS 3.1.4.
Ja S ir topolodiskais sl&guma operators kopd X, tad S ir sl&guma
operators.

vPier&di jums.
Lai konstat&tu, ka S ir slBguma operators, japamato slé&guma
operatora Definicijas 3.1.1. pirma ]pa3]ba.
Izvad8la&simies brivi A,BePX tadas kopas, kuram AcB. Tad
B=AuU(B\A) un p&c topolodiskid sls&guma operatora Definicijas
3.1.5. 4) nosacl jura S(B)=S(A)US(B\A).
Lidz ar to S(A)cS(B) .a

Saiknl starp abiem sl&guma operatoriem raksturo:

APGALVOJUMS 3.1.5.

Pienemsim: 1) S ir sl&guma operators kopad X;
2) S(g)=¢a;
3) S(AuB)=S(A)uS(B), VA,6 BePX.

Pie ¥iem nosacl] jumiem S ir topolod¢iskalis sl&guma operators.

Un 31 paragrafa nosl&guma apskatisim Corna lemmas lietojumu
att&lojumu nekust] go punktu teoriija (telpas ar sl&guma
operatoriem). B5ajZ noluka atkartosim da%us j&dzienus, kas
ietverti Corna lemm3d.

Pienemsim, ka X ir netukZa kopa.

DEFINICIJA 3.1.6.
Attiecl bu < kopad X sauc par dal&ju sakdrtojumu, ja katram
x,y,zeX: 1) x<x;

2) XLy & yix = x=y;

3) xLy & yiz ~ x<Z.
Kopu X, kura uzdots dal8js sakartojums <, sauksim par dal&ji
sak3rtotu kopu.

DEFINICIJA 3.1.7.
X sauc par sakartotu kopu, ja katram x,yeX: x<y vai y<x.
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DEFINICIJA 3.1.8. _
Elementu xeX sauc par kopas AePX maZoranti, ja katram ycA:y<x.

DEFINICIJA 3.1.9.
Elementu x sauc par X maksimalo elementu, ja katram yeX:

XLy = y=x.
Lietojot defin&tos j&dzienus, varam formul&t Corna lemmu.

CORNA LEMMA

Ja X Ir dal&ji sakartota kopa, kuras katrai sakartotai
apak3kopal eksist& ma2orante, tad kopad X eksist&d maksimalais
elements.

Corna lemmu att&lojumu nekustigo punktu teorija mé&s
lietosinm sekojo¥a formia.

LEMMA 3.1.1.

Ja S ir sl&guma operators kopad X un X ir S-kompakta, tad eksist&
minim¥la S-sl&gta, netuk3a kopa MePX sekojo%3d nozjm&: M ir S-
slegta, netuk3a kopa, kurai, ja AcM un A ir S-sl&gta, netuk3a
kopa, tad A=M.

vPieradi jums.
Apskatisim kopu sist&mu
W:={ AePX|Are & A:S-sl&gta} .
Atsaucoties uz sl&guma operatora definiciju, X<S(X). Tatad
S(X)=X. Tas nozim&, ka X ir S-sl&gta kopa. Ta ka X#@, tad XeW.
Tatad Wzoe.
Attiecibu ¢ kopa W katram A,BeW defin@sim sekojo¥i:
BiA:=B>A.
Tad katram A,B,CeW:
1) A:A, jo ASA;
2) A<B & B<«A = A=B, jo AoB & BoA = A=B;
3) AzB & B<«C =A<C, jo A> & BoC = ASC.
No Siem trim faktiem secindm, ka ¢ ir dal&js sakdrtojums kopia W.

Pienemsim, ka W, cW ir sakartota. Apzim&sim visu W, kopu
8kslumu ar A,. Ta ka katram Aew, : A, <A, tad katram Rew,: A,2A4.

Tatad: ja A_eW, tad A, ir W, maXorante un lemmas apgalvojums
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seko, atsaucoties uz Corna lemmu.

Pieradisim, ka A,eW. Ta ka w,ew, tad katra Aew, ir S-slagta
un A, ir S-sl&gta ki S-sl&gtu kopu Zk&lums.
PienZ&msim, ka A, ,A4,,...,3,€W,. Td ka w, ir sak3rtota, tad

kopas A ,A,,...,A, var sakartot dilstoZa seclbé:Ah:A%:,.,DA

n i"

Tad ﬁA_i:A;‘,' Ta ka A, EW, . tad A; €W un 4; #0. Lidz ar to esam
i=1

lequvuldi, ka W, ir S-sl&gtu kopu centr&ta sist&ma. X p&c dota ir

S-kompakta, tatad () A=:A,»e. T3p8c A EW.a

A€W,

3.2.ATTELOJUMU SsAIMJU AR
""NORMAITL.XS STRUKTUORAS'" NOSACTJUMU
NEKUSTTGIE FPUNKTI

Sakot apskatit X¥aja apak3nodala konkrstas nekustigo punktu
teorgmas, pirmam kartam gribstos pievdrst uzmanibu 0.nocdala
piemin&tajai V.Kirka Teor&mai O0.1. wun ar to saistitajiem
rezultaitiem. M&s apskatisim divas teorsmas, kuras vairak vai
mazik vargtu uzskatit par Teor&mas 0.1. visparindjumiem. Abas
teoremas saglabats nosaci jums par kopas norm3daloc struktlru, ta¥u
te t3a vairs nav kopas 1pa3lba, galvenais smagums p3arnests uz
attalojumu saimi.

TEOREMA 3.2.1.
Pienemsim:1) (¥X,d) 1ir metriska telpa ar algebrisku slBguma
operatoru S;

2) X ir S-kompakta;

3) jebkura slegta lode B(x,r) (x€X, reR,) ir S-sl&gta.
Pienemsim, ka F ir neizstiepjo¥u attZlojumu, kas telpu X attzlo
sev], komutat] va saime un

4) visiem feF nekustligo punktu kopa Fixf ir netukXa un

S-slagta;
5) VfeF,VxeX(x*f(x)) 3yecalx, f):
supld(y, z) |z€A(x, £) } < diamA(x, f) - "normalds struktOras"

nosaci jums;
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kur A(x,f):=N{AePX|x€A & A=S(A) & f(A)cA}.
Pie ¥iem nosac] jumiem saimei F eksist® koplgs nekustigais
punkts.

vPier&d] jums.

Vigpirms pierddlsim, ka saimes F S-3l&gtids nekustlgo punktu
kopas veido centr&tu sist&mu. Pierzd]l jumu veiksim indukcijas
cela p&c att&lojumu skaita, pienemot, ka F 1ir galiga, t.i
F={f,|1=1,2,...,k}.

4

Indukcijas baze: k=1 - apgalvojumsa izriet no 4) nosacl juma.

Induktivais pien&mums: k=n un Fixf, +o.
i=1

I;darisim indukt] vo pareiju, pieradlsim, ka apgalvojums ir

ns:1
patiess, ja k=n+l, t.i., FixF= (| Fixf;*e. Turpmakajos spriedumos
in1

apzim&sim {f,,f,,...,f,} ar F' un f , ar f. P&c induktiva
piengmuma FixF'#¢. Parliecinasimies, ka £(FixF')<cFixF'. Ja
xeFixF', tad f,;(x)=x, i=1,2,...,n. Ta k& F ir xomutativa saime,
tad: £,(£(x))=f(f;(x))=f(x), i=1,2,...,n. Esam ieguvu¥i, ka f(x)
ir nekustigais punkts visiem attZlojumiem f,(i=1,2,...,n) 7Jjeb

f(x)eFixF'. Kopa FixF' nav tukBa, ta ir S-sli&gta ka S-sl&gtu
kopu 3¥k&lums un, ta ka X ir S-kompakta, tad ari FixF' ir S-
kompakta. Var&tu lietot A.Liepina raksta (1983] ceturto teor&mu,
tikal japarliecinas par divu nosacl jumu izpild] ¥anos:

a) katra FixF' slegta lode ir S-sl&gta k& S-sl&gtu kopu Bk&lums:

Bpy e {x, 1) =B (x, )N FixF/, Vx€PixF/, VreR,,;
b) katram xeFixF', katram feF (x#f(x)) kopa
Apy (X, £) : = AEPFixF/|x€A & A=5(A) & £(A)cA} sakrlit ar kopu
Ay(x, £y =N AePX|x€A & A=S(A) & £(A)cAl;
titad kopa Ag;s izpildas " normalas struktOras" nosacljums.
Lietojot A.Liepina raksta [1983] teor&mu 4, ieglstam, ka eksist&

ne+l
tads x*eFixF/, ka f(x*)=x*, jeb FixF'NFixf=NFixf, +e.

i=1
Ta ka telpa X ir S-kompakta, tad saimei F 1ir koplgs
nekust]j gais punkts ar] gadi juma, ja F nav galiga.a

Pamatosim, ka mOsu prasiba par "normalo struktuoru" ir



_41_

vajidka neka V.Kirka un L.Beljusa rakstos pras]jba par kopas
normalas struktras nepiecie¥amjbu. Vispirms atzim&sim, ka, ja
X ir telpa ar normalu struktQru, tad no ta seko Teoregmas 3.2.1.
piektais nosaci jums, bet ne otradi, to pierzada

Piem&rs 3.2.1.

#Apskatisim telpu-co, kas sastav no uz nulli konverfejo3am
redlu skaitlu virkngm x=(x,,%,,...,%X, ...), Ixl:=sup{x,|neN} .
Telpai ¢, nav normala struktUra (jo, piem&ram, izliekta un
ierobe?o0ta kopxa

B, (0;1) := {yec,|Iv1<1 & VneN: y 20} ,
kuras diametrs diamB,(0;1):=sup{sup{|x,~y,| |neN}x,yeB, (0;1)}=1,
visi punkti ir diametrzli:

v fiksejam x,=(x,,%,,..-.%, ,...)€B. (0;1), tad

Lx,-vl=sup{lx, -v_.| IneN} > 1-e, yeB (0;1) .

Pietieko3i lieliem neN:z%fm patvallgi 1izvelstam pietiekodi
mazam e€R,,, 11dz ar to |x,-yf=1.a). Katram xeB,(0;1) defin8sim
f(x):=0. Attslojums £ kopu B _(0;1) attzlo sev] un ir
neizstiepjols: |f(x)-f(y)[=0<Ix-y{, Vx,yeB,(0;1). Vienlgais t&g

nekustigais punkts ir 0. Sl&guma operatora S loma var nemt

slagtas izliektas taulas operatoru. Saja situdciija
A(x, f)={tx|te[0;1]} (x#0) un, ja, piemBram, y:=€§, tad

sup{ly-z)|zea(x, £)} =J’2‘—| < Ixl=diamA{x,f) .=

Nako¥aja piem&ra R
par33disim, ka Teorg&mas 3.2.1. balal bl al
nosac] jums par att&dlojumu \ .......... (1) :
nekustlgo punktu kopas S- : é
slE&gtl bu neseko no p3Ardjiem (-1:0>i )
nosaci jumiem. 1 R
Piem&rs 3.2.2. eDefin&sim

(0:-1)

Ixl: =max{|al, |b]}, Vx=(a, b) €R?,
X:= {xeR?||x|s1}, f(x):=(a,|al) ., Vxex. z2im.3.2.2.
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Slaguma operatora S loma atkal izve&lé@simies sl&gtas izliektis
taulas operatoru. Atte&lojuma f nekust] go punktu kopa
{xeX|b=|a|} tom&r nav izliekta, kaut arl visi par&jie teorsmas
nosac] jumi ir izpilditi.w=

Ja m&a atsakamies no praslbas par attelojumu nekustigo
punktu kopas S-sligtibu, tad, mazliet izmainot nosaci jumu par
"norm3lo struktOru" un pieprasot cieX¥zkas kopsakar] bas
attalojumu saimei, bet atmetot nosaci jumu par komutativitati,
varam pieradlt sekojo3u teorsmu:

TEOREMA 3.2.2.
Pienemsim:1) (X,d)-metriska telpa ar sl&guma operatoru S;

2) X ir S-kompakta;

3) jebkura sl&gta lode B(x,r) (xeX, reR,) ir S-slé&gta.
Pienemsim, ka F ir neizstiepjo¥u att&lojumu, kas telpu X attzlo
sevi, saime, kas apmierina sekojoX¥us nosaci jumus:

4)3qel 0;1[ Vx,yeX VL, geF:

d(f(x),g(y))smax{d(x,y) ;qdiam(A(x)UA(y))};
S) VxeX(AveF: v(x) »x) I ycA(x) :

supld(y, z) |z€A (x) I diamaA (x) .
kur A(x):=MN{AePX|x€A & A=5(A) & VfeF: f(A)cA}.

Pie X¥iem nosac] jumiem saimei F eksist®& kopl gs nekustjgais
punkts.

vPieradl jums. |

P&c Corna lemmas S-kompakta telpa X var konstrust tadu
minimAlu, netuk3u, S-sl&gtu kopu M, kas ir invarianta attiec]ba
pret visiem saimes F att&lojumiem.

IzvElamies punktu aeM un pienemsim, ka eksist® tads
attelojums feF, ka f(a)»a. Td k3 A(a)cM, tad M minimalitates ds}
M sakrit ar A(a). P&c teor@mas piekta nosacj juma eksist& tads
punkts vy kopa A(a)=M, ka:

r,:=supl{d(y, z) |zeM} < diamM.

lzvelamies re Jmax{r,,gdiamM}; diamM( .

Apskatisim kopu A:= (N{B(x, ) |x€M})nM - ta nav tukBa, jo
YEA, ta ir S-slegta ka S-sl&gtu kopu Xk&lums. Jipamato, ka ta ir
invarianta visiem saimes F att&lojumiem f. No pretsja -

plenemsim, ka JzeAdgeF: g(z)gA. Tad eksist®d tads weM, ka
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wgB(g(z),r) - tatad kopa A ;:=B(g(z),r)NM ir kopas M 1sta
apakskopa. A, ir invarianta pret visiem saimes F att&lojumiem,
jo brivi izvelstam xe€A, un feF izpildas:

d(f(x),qg(z))<max{d(x,z);qdiam(A(x)VA(z))}<¢

tmax{r;qgdiamM}=r (z€A un x€A,cM).
Kopa A4, nav tuk3a (g(z)eAd;) un ta 1r 5-sl&gta. Kopas M
minimalitates d=] A, =M. Bet A, ir Ista M apak3kopa, iegQta
pretruna, talab f(A)cA, VEfeF. Kopas M minimalitates dsl: A=M.
Ta¥u (skat. Piezimi 3.2.1.):

diamA<r<{diamA(a)=diamM

Iegata pretruna, sakotn&jais pien&mums, ka 3JfeF:f(a)ra, ir
aplams.a

PIEZIME 3.2.1.
Ja A=(N{B(x, r)|xeM )M, tad diamA<r,h VreR,,.

vPierZdi jums.

Jebkuriem diviem punktiem u un v no A izpildas sakari bas:
ueB(v,r) un veB(u,r), t.i., d(u,v)<r jeb

diamA= sup{d(u,v)|u, v€A} sI.a

3.3.NEKUSTTGIE PUNKTI ATTELOJUMU
SAIMEM AR SAMAZINATU ORBTTAS
DIAMETRU

Otrs nosac]l jumu komplekss, ko V.Kirks 1izmantojis savos
rakstos [1969], (19701, ir att&lojumu orb] tas diametra
samazina¥anids nosac] jums. Lidzigl k3 iepriek¥&ji paragrafa kopas
normdalas struktlras gadl juma, ar) ¥eit orb] tas diametra
samazina¥ands praslbu i1zmainisim atbilsto¥3i metriskai telpai ar

si&quma operatoru.

TEOREMA 3.3.1.
Pienemsim:1) (X,d) ir metriska telpa ar algebrisku sl&guma

operatoru §;
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2) S(A)=S(5(A))=:S8'(A) visam AePX;

3) X ir S'-kompakta;

4) jebkura slBgta lode B(x,r) (xeX, reR,,) ir S-slegta.
Pienemsim, ka F ir nepartrauktu attzlojumu, kas telpu X attElo
sevi, saime un apmierina nosacl jumus:

5) Jtelo;1[ Vx,yeXVE, geF:

d{f(x),g(y))smax{d(x,y); tdiam(A(x)UA{(y))};
6) YUxeX(IveF:v(x)#»x)3d yeA(x):
sup{inf{gup{d(y, f®(x)) |m=n} n€Z,  } feF} < diamA(x) ,
kur A(x):=N{A€ePX|xcA & A=S/(A) & VfeF: f(A)cA}.

Pie ¥iem nosacl jumiem att&lojumu saimei F eksists kopligs
nekustigais punkts.

vPieradi jums.

P&c Corna lemmas S'-kompaktad telpa X var atrast tiadu
minimalo %opu M, kas ir netuk3a, S'-sld@gta un invarianta
attieciba pret saimi F.

Izvelamies acM, pienemsim, ka 3feF:£f(a)»a. Ta ka M=A(a) (jo
A(a)cM, bet M minimali kopa ), tad p&c sestd nosac] juma eksistEs
tads punkts a,eM, ka:

q:=sup{inf{sup{d(a,, £*(a)) |m2n} neZ, } feF} < diamA(x) .
[zvElamies relmax{q;tdiamM}; diamM{ un apskatisim kopu

A:=U{N{N{B(£=2(a) , r) N M|m2n} FEF} neZ, } .

A ir netuk¥a, Jjo a,eA, un S-sl&gta k3 augo¥as S-sligtu X
apak3kopu virknes apvienojums

( § ir algebriskais sl&quma operators, skatit Apgalvojumu
3.1.3.). Pieradisim, ka f:A-A, VfeF. Sim nolQkam izv&lamies

ve {N{B(f=(a),r)NMm>n} fEF} pie fiksata ne’Z,,. Tad

d(y,f=(a)) sr, Vm>n, VfeF.
Varam secinat, ka

d(f(y), f(f®*(a)))<max{d(y,£f™(a)), tdiam(A(x)UA(y))}x
<max{r, tdiamM}=r, Vm>n, VfeF.

Tatad f(y)eNN{B(£f"(a), r)NM|mxn+1) feFyn€Z,} un £(A)chA, VfeF.
f nepartrauktibas dsl: f:A-A, VfeF.
Mminimalitates d&a] A=M. Izvalamies peM brivi. Tad peA un katrameeR,

:":"Sistés tads pOEA: d(p:po)<c'
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Tad eksist®&s ar] tads n,eZ,,: d(p,, £?(a))sr, mxn,, VEEF.
Tatad d(p,f”(a))<r+e, men,, VEEF, un

S(UU{£™(a) |m2n,} feF} ) c B(p, r+¢) .

Td ka e 1ir izvelats patvaligi, tad

N{s(U{U{£=(a) |m2n} feF} Y neZ**}c B(p. 1) .
Izvelamies zeN{s(U{U{f=(a)|m>n} feF})neZ .},
tad zeB(p,r) un zeﬂ{B(p,z)[pehﬂ, jo p sdakotn&)ji izvelats
patvaligi. Tatad zeX{B(p, r)NM|peM} =: A, ,
kur A4, ir netuka, S-sl&gta k& S-sl&gtu kopu ¥kZlums. Pamatosim,
ka A, ir invarianta attieciba pret saimi F. Pienemsim, ka JheF
un x€Aa,. ka h(x)e¢a,, t.i., JyeM: ygB(h(x),r). Tas nozim&, Xka
A,:=B(h(x),r)\M ir ista M apakXkopa. Bet:
1)Aa,#20 (h(x)€A,);
2)A, ir S'-gl&gta ka S'-slegtu kopu ¥k&lums;
3)A, ir invarianta attieciba pret attelojumu saimi F, jo katram
z€A, un katram ggeF:

d(h(x),g(z)) ¢ max{d(x,z),tdiam(A(x)uUd(z))} <«

¢ max{r, tdiamM} = r.
Tatad M=A2 kopas M minimalitates d&l. Ta ka tas nav iesp&jams,
tad f(A,)c A, Vfer. Kopas M minimalitates d&l M=A, . Savukart

A sr<diamM. 5] pretruna noraida pien&mumu, ka 3feF: f(a)ra. a

Raksta [1970] V.Kirks apskata salidzinizjumad ar rakstu
[1969) mazliet visparigaku situd3ciju, proti, att&lojums samazina
orbj tas diametru s3kot no kaut kadas pakapes N. Bez ]pa¥am
grlti bam lidzligu teor&mu var apskatit metriskd telpd ar slsguma
operatoru.

TEOREMA 3.3.2.
Pieqemsim:l) (X,d) ir metriska telpa ar algebrisku sl&guma
operatoru S;

2) S(AY=S(S(A))=:5(A) visam AePX;

3) ¥ ir S'-kompakta;

4) jebkura sli&gta lode B(x,r) (xeX, reR,,) ir S-sl&gta.

Pienemsim, ka F ir nepartrauktu atteZlojumu, kas telpu X attzlo
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sev], salme un apmierina nosac] jumus:
S) 3te€lo;1( Vx,yeXVFf,geF:
d(f(x),g(y))smax{d(x,y); tdiam(A(x)UA(y))}:
6) dNeZ,, VxeX(3veF: v(x)#»x)3 yeA(x) :

sup{inf{sup{d(y, £ ®(x)) |m2n}n:N}} feF} < diamA(x) ,
kur A(x):=N{AepPX|x€A & A=S'(A) & VfeF: f(A)cA}.

Pie Xiem nposacjjumiem ‘attélojumu saimei F eksist® kopligs
nekustigais punkts.

vPier&Zdi jums.

Lietojot Corna lemmu, S‘'-kompakta telpa X var konstru&dt
taddu minim3lo kopu M, kas ir netuk¥a, S'-sl&gta un invarianta
attieci{ ba pret attzZlojumu saimi F.

Pac Teor&mas 3.3.1. saimel F¥= (£ ¥ feF} ir koplgs

nekustigais punkts x*eM. M&s paradisim, ka ¥is x* ir ari saimes
F kopiqgis nekustjgais punkts.
Atzl m&sim, ka no M minimalitZtes seko, ka M=A(x*).
Piepemsim, ka eksist® tads attslojums feF: f(x*)z2x*. Tad
p8c sestd nosac] juma eksist® tads punkts yeA(x*)=M, ka:
t=sup{inf{sup{d(y, £®(x)) |mxn}n>N}} feF} < diamM.
Apskatisim kopu A :={x", f(x*),..., f¥1(x")|feF} .
Tad qg=sup{d(y, 2)|z€A,}< diamM.
Izvalesimies rejmax(q;tdiamM}; diamM[, tad S(a4,)cBl{y,r).

Apskatlsim kopu A:= (({B(w, ) |weM})M.
Tad: 1)Ae#¢, jo yeA; 2)A ir S-sl&gta ka S-slzqgtu kopu 3k&lums;
3)A ir invarianta attieciba pret saimi F: v patie3am, ja eksist®
tads ueA un geF, ka g(u)¢rA, tad B(g(u),r)NM ir {sta M apakBkopa.
Kopa B(g(u),r)NM 1ir S-slegta, netuk¥a (g(u)eB(g(u),r)MM) un
invarianta attieci b3 pret F, jo brivi izv8latam zeB(g(u),r)NM un
heF: d(g(u).h(z)) ¢ max{d(u,z),tdiam(A(u)uBA(z))}<

¢ max{r,tdiamM}=r.
No M minimalitates seko, ka M=B(g(u).r)NM. 81 pretruna pabeidz
3) nosac] juma pieradi jumu.a

Savukart tagad no M minimalitates seko, ka M=A.
Bet diamA ¢ r < diamM. 8] pretruna parada, ka sakotn&jais
pien&mums, ka x* nav att®Elojumu saimes kopligals nekustigais

punkts, ir apiams.a
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3.4 _ _ KVAZI-NEIZSTIEPJOSU
ATTEILOJUMU SAIMJU NEKUSTTGIE
PUNKTTI

Ar kvazi-neizstiepjo8a att&lojuma da%am labam |pa¥]bam
iepazindmies Jjau 2.nodala (skatlit: Definiciju 2.1.4., Lemmu
2.2.2., Piezimi 2.2.1.).

V.G.Dotsona un H.F.Sentera raksta [1974] atrodam, ka viens
no nosacl jumiem, lai atte&lojums f:A~A norm&ta linear3d telpa bUtu
kvazi-neizstiepjo¥s, ir prasiba, lai tam eksist&tu nekustigais

punkts kopa A un

Vx,y€eA;: |f(x)-f(y)lsalx-£(x) |+bly-£(y)+clx-y]. (™)
kur a,b,c 20 un O<a+b+cst1l. M&s tuvak apskatisim divu autoru -
R.Kannana un S.Reiha - rezultatus, kuros pier3ddita nekustiqgi

punkta eksistence att&lojumiem, kas apmierina nosac] jumu (™).
R.Kannana teor®&mas (1971], (1973] parasti konstantes ¢=0 un
a=bhb=0,5, piem&ram,

TEOREMA (R.Kannans, [1973]).
Piepnemsim, ka X ir refleksfva Banaha telpa un K ir t3s netuk3a,
slegta, izliekta, ierobeXota apakXkopa. Ja att&lojums T attelo

kopu K sev] un izpild&8s nosac] jumi:

1) lb:—zyls% (Ix-Txl+ly-T¥]) , X, YEK;

2)katrai nevienelement] gai, sl&gtai un izliektai apak3kopai F no
kopas K, kuru att®Blojums T att&lo sev], eksists tads elements
xcF, ka |x-Tx|<sup{ly-Tyl|yeF!}.

tad pie Ziem nosacj jumiem attZ&lojumam T eksist&® viens vienlgs
nekustjgais punkts kopd K.

Varam atgadinat, ka mums jau labl zinamais V.Kirks ([1965]
ir pieradi jis lidziga rakstura teors&mu neizstiepjo¥am
attzlojumam, lietojot normilas struktQras j&dzienu otra
nosac] juma vietsa, ta¥u unitate vina teor&ma netiek garant&ta.

M&s gribam pierxradlit nekustl gid punkta eksistenci att&lojumu
saimel ar vispdrinAdtu R.Kannana teor&mas 1) nosacl jumu metriska
telpa ar sl&guma operatoru. Tiesa gan, kaut ki jam&4§ina apiet 2)
nosacl jums, bet, ka tc izdarlt, zindm jau no iepriek3&jiem

rezultatiem. Viena attdlojuma gadl jumam subsimetriska
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topolodiska telpa ar sl&guma operatoru R.Kannana teor&mas
visparin&jumu ir jau veicis A.Liepin¥ (1983].

TEOREMA 3.4.1.
Pienemsim: 1) (X,d) ir metriska telpa ar algebrisku sl&guma
operatoru S;
2) S(AY=S(S(AY)=:8'(a) visam AePX;
3) X ir S'-kompakta;
4) jebkura sl&égta lode B(x,r) (xeX, reR,,) ir

S-slegta.
Pienemsim, ka F ir nepartrauktu attslojumu saime, kas apmierina
sekojo¥us nosaci jumus:
5)Vf,g, hePVx,yex3acl0;1[:
d(g(x),h(y))<sad(x, f(x))+(1-a)d(y, £f(y)):;
6)VxeX(AveF: v(x) #x)A yeA(X) :
supld(y, £(y)) |feF}<suplsupld(z, £(2)) |z€A (x) }feF},
kur A(x):=N{AePX|x€A & A=S'(A) &« VfEF: f(A)cA}.
Pie Xjiem nosac] jumiem saimel F eksist& viens vienlgs koplgs
nekusti gais punkts.

v Pier2dl jums.

Pac Corna lemmas un telpas X S'-kompaktibas var atrast tadu
minimZlu, netuk3u, S'-sl&gtu kopu M, kas ir invarianta attieclba
pret visiem saimes F attZ&lojumiemn.

Izvelamies punktu aeM un piepemsim, ka eksist& tads
att&lojums feF, ka f(a)#a. Ta ki A(a)cM, tad pgc M minimalitates
seko, ka M=A(a). P&c 6) teor@mas nosaci juma eksiste tads punkts
a,€A(a)=M, ka:

r:=supld(a,, f(a,)) |feFKsuptsupld(z, f(z))|z€A(a) }feF).

Apskatisim kopas

A:={xeM|d(x, f(x)) sr,VfeF} un A,:=S(U{f(A)|feF}),
kuras abas ir netuk3as, jo a,€A un f(a,) €A, VfEF.

T k3 S ir algebriskals sl&guma operators, tad brivi
lzvBl&tam xeA, eksistez tada galliga kopa weU(f(A) |fer}, ka
XES (W) .

Pienemsim, ka g: =suplmax{d(f(x).,y) |yewlfer}, tad
weWUB(f(x).q) |feFt. Ta ki MN{B(f(x),q) |feF} ir S-si&gta kopa ka S-
slegqtu kopu Bk&lums. tad S(WYcB(f(x),q)|feF} un tatad anl
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xeMB(f(x),q) |fer}, t.i., d(x,f(x))<q,VEeF.
Fiksgsim attzlojumu feF brivi. Brivi 1izvelastam ecR

eksisteés tadi att&lojumi g,heF, ka:

g-esmax{d(g(x),y) |yewWl=d(g(2) ,h(z)) . kur zeA.

Lidz ar to d(x,f(x))sgsd(g(x),h(z))+e. (3.4.1.1)

No nosaci jumiem 5),no (3.4.1.1) un no ta, ka zeA, seko, ka

dix, £(x))<d(z, £(z))+ 1‘_‘“ = osdlz, f(z))<r -

tas ir spe&ka brivi izvelstam att&lojumam £eF, titad arl parejiem
saimes F attslojumiem iegUsim analogus novBrt&jumus, tapsc xeA

un 1lidz ar to A cAunf(x)eA, VfeEF. No 3Sejienes seko ka
f:A -A ,lVfEF.

Apskatisim kopu }g::ZI=ElU!f(Ai|feFF§. Ta nav tuk3a kopa, ta

ir S'-slB&gta un saimes F att®lojumu nepartrauktlbas 4&]l ta ir
ar] invarianta attiec] ba pret jebkuru saimes F att&lojumu. Kopas
M minimalitates d&] M=3,. Bet A,=A cA=3 (f un 4 -
nep3rtraukti!), savukart
suplsupld(x, f(x)) |xeA}feFi=r<suplsupld(z, £(z)) |zeM}feF}.
leguta pretruna. Tiatad f(a)=a,VfeF.

Unitate sekec no 5) nosacljuma: pilenemsim, ka ir divi
nekust]l gie punkti

X,,X,€X, tadVf,g, heFda€]l0;11[:

d(g(x,) . h{x;))=d(x,, x,) sad(x,, f(x,)) +(1l-a)d(x,, £(x,) =

=ad(x,,x,) +(1-a)d(x,,x,}=0 .4

Esam pieradjju¥i teor&mu, kas patiesiba garants, ka
nepartraukti att&lojumi, kas apmierina Teor&mas 3.4.1.
nosac] jumu 5), metriskd telpd ar algebrisku sl&guma operatoru
veido kvazi-neizstiepjo3u att&lojumu saimi, kurai ir koplgs
nekustigais punkts.

S.Reihs attalojumam, kas apmierxrina nosacj jumu (™).

Plerzad] jis sekojo3u rezultatu

TEOREMA (S.Reihs, ([1971]).
Ja X ir pilna metriska telpa un att&lojums T:X-X apmierina
nosacj jumu (*), tad tam eksist& viens vienlgs nekustjgais

sunkts.
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Mazliet sa¥aurinot nosac]jumu (*) un neprasot metriskas
telpas pilnibu, bet gan tas S~kompaktibu, varam atrast citu

attglojumu saimi ar vienu vienigu kopl go nekustigo punktu.

TEOREMA 3.4.2.

Piepemsim: 1) (X,d) ir metriska telpa ar algebrisku sl&guma
operatoru S;
2) S(AY=S(S(AY)=:8/(A) visam AePX;
3) X ixr S'-kompakta;
4) jebkura sl&gta lode B(x,r) (xeX, reR, ) ir
S~-3legta.

Pienemsim, ka F ir nepartrauktu att&lojumu saime, kas apmierina

nosac] jumus:
5)Vf, g, h€eFVx,yeX3a,b,ceR, :0< a+b+2c<1;

dlg(x),hly))<sad(f(x),x)+bd{(f(y),y) +cd(x,y);
6)VxeX(JveF:v(x)ex)d yeA(x) dweA(X) :
supld(w, z) |z€A(x) }<supld(y, f(y)) |feF}Ksuplsupld(z, f(2)) [zEA(x) }feF)
kur A(x):=N{AePX|xcA & A=5/(A) & VfeF: £(A)cA}.
Pie 3iem nosaci jumiem saimei F eksist®& viens vienlgs nekustigais
punkts.

vPiergdij jums.
Pamata tiek atkartots iepriek¥&jas TeorBmas 3.4.1.
pierzd] jums. Mainas nevienadlbu (3.4.1.1) secinajumu pamatojums:
d(x, f(x)) sgsd(g(x),h(z)) +e<
<ad(x, f(x)) +bd(z, f(2)) +cd(x, z) +e jeb

dix, £(x))c Pz £(D)) vedx,2) , e _ _ bd(z,f(2))+cd(d(x,2)
1-a 1-a 1-a

Zinams, ka d(z,£f(z)) <r, jo zeA; savukart d(x,z)<2r, jo zeAcM un
x€a,c M, tatad x,zeM un pEc Teor&mas 6) nosacl juma

JweM=A(a) : supid(w,v)|veMtsr, t.i.,

diamMs2gup{d(w, v) |veM}<2r, tap&c d(x,z)<2r.

Secinam, ka d(x, f(x))gPL*2LC_pb+2c . 44
1-a 1-a

0Ca+b+2c<1 = bi2cil-a - bl“ch.
-a

Talzkais ka3 iepriek¥zja pierzdi juma.

Unitate seko no 5) nosaci juma:pienemsim, ka ir divi nekustigie
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punkti x ,x,€X, tad Vf,g,heF 3Ja,b,ceR,: 0<a+b+2c<1:
di{g(x,),hi{x,))=d(x, x,) <
sad(f(x,),x,)+bd(£f(x,),x,) +cd(x,,x,)=0+0+cd(x,, x,) .
Ta ka 0«c<l, tad d(x,,x,)=0 a

3.5 _ ATTELOJUMU SAIMJU AR
INVARIANCES TPABSTRU NEKUSTTITGIE
PUNKTI

Interes&joties par nelzstiepo¥u att&lojumu komutativu
saimju kopigo nekustlgo punktu, atceramies labi zinamo R.de
Marra teor&mu ((1963], skatit O.nodala Teoramu 0.2.). Lldzlga
rakstura rezultd3tu ir pierad!{jis ari M.R.Taskovi®s [1980)
diametr3ali neizstiepjod3u attdlojumu komutativai saimei.

DEFINICIJA 3.5.1.
Attslojumu f:E-E (E - Banaha telpa) sauc par diametr3dli
neizstiepjodu, ja:
1£f(x) -f(y) Is@ (supllx-z)|zeE}) ,Vx, yEE,
kur ¢:R,,~R__ ar lpa¥lbu @(t)<t,VteR,,.

AtzlmZsim, ka katrs neizstiepjoZs att&lojums 1ir ar)
diametr3dli neizstiepjo¥s (pienemot, ka ¢ vienads ar identisko
att&lojumu) .

Gan R. de Marra teor&ma, gan M.R.Taskovi®a gadi juma tiek

izmantota bOtiska ¥o saimju ] pa3]lba: invariance.

DEFINICIJA 3.5.2.

Neizstiepjo3u attElojumu saimei

F={f|f;3~E,E - TakahaZ%i 1izliekta metriska telpa} piemjt
lnvariances |[pa8jba kopad E, ja katrai kompaktai Takaha%i
1zliektal E apak3kopai K, kurai:@ f(E)cE, YfecF, eksisteé kompakta
apakikopa McK tada, ka f(M)=M visiem feF.

Pirmo reizi 3] definicija atrodama V.Takaha%i darba [1970],
kurad pieradita ar| sekojo3a teor@ma:



_52_

TEOREMA (V.Takaha%i, [1970]).

Ja K ir kompakta TakahaX¥i 1z]iektas metriskas telpas apakSkopa
un F JIr neizstiepjo¥u att&lojumu saime ar invariances [paX]bu
kopad K , tad saimel F eksist& kop]gs nekustigais punkts.

AtzIm&sim, ka mdsu j&dziens par S-sl&gtu kopu ir
visparigiks jsdziens ki izliekta kopa Takaha¥i izlektd metrisk:a
telpa, tap&c apskatisim metrisku telpu ar sl&guma operatoru,
kurd dota attZlojumu saime ar invariances 1{pasibu un,
noskaidrosim jautadjumu par 3jis saimes kopigo nekustigo punktu.
8im nolfkam mums bOs nepiecie¥mas divas jaunas defin]cijas.

Pienemsim, ka X ir metriska telpa.

DEFINTCIJA 3.5.3.

Attslojumu saimei F, kas att®lo kopu KX sevi, piemlt S-
invariances ]pa¥iba, ja katra kopas K S-kompaktad un S-sl&gta
apak3kopad EcK tada, ka f(E)cE visiem feF, eksiste tada S-
kompakta apak8kopa McE, ka f(M)=M visiem feF.

Piem&rs 3.5.1. )

aX=R, d(x,y)=l x-yl , S - izliektds un slagtas Zaulas
operators; P={f(x) :kx |x€X, k€10;1]} un,
E=[a;b],Va, beR(a<b) unoO€fa;b] . Saja gadljuma M={0}, kas ir ar]
13 saimes F koplgais nekustigais punkts.ws

DEFINICIJA 3.5.4.

Saka, ka S-sl&gtai kopai KX ir S-norm&la struktdra, ja katrid S-
slZgtd nevienelement] g apakikopid HcK eksiste& tads elements ueH,
ka supld(x, u) |xeH}< diamH.

Saka, ka telpai X ir S-norm3la struktQra, ja katrai S-slegtal
kopai telpa X ir S-normdla struktOra.

Atzim&sim, ka katrai izliektai un kompaktai kopai K Banaha
telpa X ir S-normala struktdra (V.1.Istratesku, [1981], 60.1lpp).
ja telpa X sleEgquma operators S tiek defin&ts ka izliektas un
slB8gtas taulas operators.

Nemot v&ra jaunos j&dzienus, varam pieradlt:

TEOREMA 3.5.1.

Pienemsim:1) (X,d) - metriska telpa ar sl&guma operatoru S;
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2) X ir S-kompakta;
3) X 1r ar S-normalu struktQru;

4) jebkura sla&gta lode B(x,r) (xeX, reR,,) ir S-sl&gta.

Ja neizstiepjoZu att&lojumu saimei F:X~-X piemlt S-invariances

| paX¥lba telpa X, tad saimei F ir koplgs nekustigais punkts.

*Pierad] jums.

Izmantojot Corna lemmu un telpas S~-kompaktumu, varam atrast
minimdlo netuk3o S-sl&qgto un attiecibd pret saimi F invarianto
telpas X apakXkopu M.

Pienemsim, ka M satur vairak neka vienu punktu, un
pienemsim, ka ir tads punkts aeM, kuram eksist® tads saimes F
attslojums f, ka f(a)#a. P&c saimes F S-invariances 1pa3]bas
telpa X seko, ka eksist® tada S-kompakta kopa McM, ka
f(M) =M, VfeF. Ja diamM >0, tad no telpas X S-normalas struktUras
seko, ka eksistz tads elements ueS(M,)=M,, ka o

r:=supld(u, x) |xeM, KdiamM, sdiamM . B

Apskatlsim kopu M, :=(MUB(x,r)|xeM M. Ta nav tukda, jo
ueM,, ta ir S-slegta ka S-sl&gtu kopu B5k&lums un ta ir S-
kompakta. Pieradisim, ka M, ir invarianta attieciba pret saimi
F. Izvel&simies brivi zeM,un feP. Brivi izvElatam xeM,c M, - Jof(M,) =M,
~ ekgistE tiads wWEM, , ka x=f(w). Tapsc
d(f(z),x)=d(f(z),f(w))«d(z,w)<r (jo zeM,, weM,) . (3.5.1.1)
Sadas nevienddi bas bls sp&ka visiem zeM,, visiem feF un visiem
XEM,, t.i.,f(Mb)c)%,erF. No M minimalit3ates seko, ka M=M, . bet
diamesz(dianmgsdiamM. Pretruna radusies no piensmuma, ka kopa

M ir vairak nek3d viens punkts.a

PIEZIME 3.5.1.

Ja attslojumu saime F ir diametr3dli neizstiejo3a, teor&mas
apgalvojums paliek sp8kia. Pierad] juma atliek pamatot
nevienadibu (3.5.1.1):

d(f(z),x)=d(f(z),f(w))sw(sup{d(z,u)|ueﬂﬁ}ssup{d(z,u)|ueﬁq}sr.



11 DALA

BOLA-BRAVERA-SAUDERA
TEORENAS STABILITRTE

0.VESTURISKS APSKATS

Viena no 1ievE&rojamakajam nekustiga punkta eksistences
teor&mam tika iegOta 20.gs. sakumi, un ¥obrld pla¥akai
matemdatiku saimei ta pazistama kI holandie¥u matematika
L.Brauera teor&ma. Sakotnsja formul&jumad 5] teor&ma apgalvoja
(p&c J.Dugund?i un A.Granass (1982], 46.1lpp):

BRAUERA TEOREMA ([1910], pieradi ta 1909.gada, gadj juma, ja n=3).

n
Ja V":={x|x={xw49,...},x3=0,Vi>n,;:|xﬂsl} un nepartraukts
=1 .
att&lojums f att&lo V2 sev]l, tad att&lojumam f eksists

nekust] gais punkts.

TaZu, k& pamatoju¥i A.D. Mi¥kis un I.M.Rabinovi&s [1955] (un
ne tikai vini wvien!), tad pirmsakumi 3]s teor&mas idejal
mekle2jami baltvacu matematika Pirsa Bola darba {1504].
J.Dugund%i un A.Granass (1982} gramat3 (46.lpp) pieradlts, ka
P.Bola un L.E.J.Bravera teor&mu formulz&jumi ir ekvivalenti.

BOLA TEOREMA ([1904], gadj jumd, ja n=3).
Pienemsim, ka nepdrtraukts att&lojums f att&lo kopu V° kopa
EM;={x|x={x,%,...}, x;=0,Vi>n} . Tad vai nu Ix‘eV": f(x")=x",

vai ar] dAxedV?: x=Af(x), 0<ALL .

L

=
]
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P.Bols ¥o teor&mu ieglUst k3 pastarpindtu rezultatu, un
tapgc ilgu laiku matematiskajds aprindas tas netiek pamanits.
Teor&mu P.Bols 1zmanto pierdad] juma, lai pamatotu, ka
diferencidlvienadojumu s:13t®mai ar noteiktam [pa¥]lbam eksists
atrisinajums, 1lidz ar to pirms tam ieqUto rezultatu par
nekust] gd punkta eksistenci vin® lpa¥i neizcel.

Tatu V.I.Istratesku |1981] raksta (113.lpp), ka ekvivalenta
rezultita formul&jums atrodams ari H.Puankard@ 1886.gada darba.

Laika gait3y Bola-Brauera teor&ma ir vairakkirt visparinata.
Vispirms Z.Adamars (J.Hadamard [1510]) devis pirmo pieradi jumu
galigdimensionals telpa R2(neN) , izmantojot Kronekera indeksus.
1912.qad3 Brauers devis citu pierdadi jumu, izmantojot simpleksu
aproksim3cijas tehniku. V&)l citu samekl&sim J.V.Aleksandera
11922] un G.D.Birkhoffa, O.D.Kelloga [1922] rakstos. Populariako
Bola-Brauera teor&mas pieradi jumu izstradajuli Knasters-
Kuratovskis-MazurkeviZs [1929], tas balstits uz E.Spernera lemmu

[1928). Sodienas matemitiki pazist sekojo3u formul&jumu:

SAUDERA TEOREMA ([1930)).

Ja nepartraukts att&lojums f netukZu, kompaktu un izliektu
Banaha telpas apakSkopu attélo sevj, tad att&lojumam f eksists
nekust] gals punkts.

S51s teor&mas pieradi jumu atradisim J.Saudera (1930) raksts.
Bet v&sture ar +to v&1l nav beigusies. 1935.9ada A.Tihonovs
Saudera teor&mas analogu pieradi jis lokali izliekta topolodiska
vektoru telpad. Ar 1941.gada rakstu S.Kakutani 1iesdak Bola-
Brauera-Saudera teor&mas iesp&jamos vispadrinigjumus
daudzvartigiem attzlojumiem. Savukart V.L.X1] 1955.gada
pamatojis, ka katram nepartrauktam attElojumam lokzali izliektas
topologiskas vektoru telpas izliektd apak3kopa eksist® tikai tad
nekustl gais punkts, Jja ¥} kopa 1ir ar] kompakta. 1967.gadsx
H.E.Scarfs izstradajis algoritmu (baze&tu uz Spernera lemmu)
tuvinatai nekustiga punkta atra¥anai, kuru var lietot nekustiga
ounkta mekl&3and ar kompjUGtera palidz] bu.

Ir 2iniAmi vairski Brauera un BSaudera teor&mu pieradi jumu
vaidi. Ar Ytiem varam iepazlties, piem&ram, E.Burgera [1959],
C.B.Tompkina (1964}, H.Nikaido [1968, 1970), E.Kleina {1973].
' Smarta 119741, J.Franklina {1980|., K.J.Arrova, F.H.Hana (Hahn)
(1920). L.Lusternika, V.Soboleva [1922), K.C.Bordera [1985]
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darbos. Sam&ra izsmelo3u inform3aciju par Bola-Brauera-Saudera
teoregmas attistibas gaitu varam atrast J.Dugund?i, A.Granass
|1982] wun V.I.Istratesku {1981] gramatas. Tal¥u slavenaka
nekustigo punktu teor&ma joprojam nedod mieru matematiku
pratieh. Ta, piem&ram, v&]l 1981.gada K.Grogera raksta paradl jies
jauns Brauera teor&mas pieradi jums, ka ar]l 1991.gada N.Sioji
raksta tiek visparinata Knastera-Kuratovska-MazurkeviZa teor&ma.

Un dro¥i vien tie nav p&d&jie tezultati.



| SAUDERA TECREMAS ANALOGS W-NEPERTRAURTAM ATTELOJUMAM

1.1.PAMATIEDZIENTI

Gribstos wuzsvert, ka kopas K kompaktums un 1izliektiba
Saudera teor&m3Z ir bOtiskas prasibas. S.Kakutani raksta [1943]
un  I.Kronina (Cronin) gramata [1964]) (124.lpp) atradisim
piem&rus, kas parada, ka BSaudera teor&ma kopas kompaktuma
prasi bu nevar aizstat ar ilerobeXot]lbu un slsgtjbu.

Apskati{sim vienu interesantu piem@&ru.

Piem&rs 1.1.1.

4
R sK=B(0;1)\ {0} cR2. 51 kopa nav
1 ne kxompakta, ne izliekta, un
mEs varam uzdot kopd K tadu
attelojumu f:K-=K, kurs ir
nepartraukts, bet kuram nav
(0] 1l nekustl ga punkta. Attelojumu f

R defin&jam sekojo¥a veida:
1(x) jebkuram xeK atrodam stara,
kas 1ziet no 0O punkta un iet

]

caur x, krustpunktu y ar rinka

liniju, un "parblidam" %o y pa

loku ar garumu h,., 0<h<2x.
zlm.1.1.1. IegOtais punkts tad ar] ir
f(x) (skatlit zim.1.1.1.).m

Piem&rs parada, ka, kaut kopai K 1lidz izliektai un
kompaktai kopai B(0;1) pietrokst viena pa%a punkta, secinZjums
tar nekustigd punkta eksistenci nepdrtrauktam attZlojumam var
o0t aplams. Tatad pie nelielam kopas B(0:;1) struktdras izmainam
var panakt, ka att3dlums starp x un f(x) ir "liels"” visiem xeK.

Bet k& izmaini tos Baudera teor&mas secindjums, ja
nepaIrtraukta att&lojuma vietd m8s apskatitu ne noteikti
nepartrauktu attslojumu? Bet, piem&ram, t3du, kam ir iesp&jami
“drtraukuma punkti?

_57_
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Pienemsim, ka X ir metriska telpa ar metriku d, D(f)cX ir
attglojuma f definlcijas kopa un f£:D(f)-X.

DEFINTICIJA 1.1.1.
AttZlojumu f sauc par w-nepartrauktu (weR,,) punkta x,eD(f), Jja

katram pozitivam skaitlim g eksist®& tads pozitivs skaitlis 8, ka
visiem punktiem xeD(£f): d(x,, x)<8 izpildas nosaci jums:
d(fxy) , £(x))< e+rw.

DEFINICIJA 1.1.2.
Ja att&lojums f ir w-nepartraukts jebkurid definicijas apgabala

D(E) punkta, tad %¥3du attelojumu sauc par w-nepirtrauktu kopa
D(f) jeb w-nep3artrauktu.

Ja pienemam, ka w=0, iegGstam nepartraukta att&lojuma
definiciju. JIdeja par w-nepartrauktu att&lojumu nav 3jauna.
Piem&ram, M.Burgina un A.Bostaka raksti [1992] m&s sastopamies
ar jedzienu '"nepartraukt]bas defekts". Salidzinot definicijas,
jZnondk pie secinijuma, ka Definicijds 1.1.1. un 1.1.2. min&tais
lielums w nav nekas cits k3 ¥is "nepiartrauktibas defekts' pie
nosacl juma, ka w ir iespEjamais mazakais skaltlis, kas apmierina
Definiciju 1.1.1. visos D(f) punktos.

Piem&rs 1.1.2.
#«Dirihtz funkcija £:R-{0,1}, kas defingta sekojo¥i:

vxeR: £x) =57 5.

It l-nepartraukta.=

Piem&rg 1.1.2. Dirihl& funkciju m&s varam uzskatlit ar] par
l0-nepartrauktu vai pat 10 -nepartrauktu - Definicija 1.1.2. ir
1zpildita. M&s negribstu uzlikt stingrakus nosacl jumus uz w
lzvali. Talu, dom3jot par iesp&jamo redlo situiciju, gribam w
lzvElBties pdc lesp&Ejas mazu.

Darbojoties tie3a veida ar w-nepartrauktu attdlojumu, gruti
vateikt, kads izskatisies Saudera teorsmas analogs, ja aizstajam
nepartrauktu att&lojumu ar w-nepartrauktu attZlojumu. Varbit
lzmantot aproksim3cijas ideju ?
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DEFINICIJA 1.1.3.
AttBlojumu g:A-X, kur A ir metriskdas telpas X apak3kopa un
ADD(f), sauc par atts&lojuma f£:D(f)ca-=X H-aproksimiciju kopa
D(f)., ja jebkuram kopas D(f) punktam x: d(f(x), g(x))<u, peR,.

Ta ka nepartraukts attslojums kompakta kopa ir aril
vienm&r{gi nep&rtaukts, defin&sim vienm&rigi w-nepartraukta
atts&lojuma jBdzienu un apskatisim kopsakaribu starp w-
nepartrauktu un vienm&rigi w-nepartrauktu att&lojumu metriskas
telpas kompakta apakfkopa.

DEFINTCIJA 1.1.4.

Attzlojumu £:D(f)-~X sauc par vieom&rigi w-nepdrtrauktu (weR,, ).
ja katram pozitivam skaitlim ¢ eksist& t3ids pozitivs skaitlis §,
ka wvisiem punktiem x un y no D(f): d(x,y)<®, izpildas
nosacl jums: d{(f(x), f(y))< e+w.

TEOREMA 1.1.1.

Ja X ir metriska telpa, A 1ir kompakta apak¥kopa telpa X un
atteslojums f:A-X ir w-nep3rtraukts, tad f ir vienm&rigi 2w-
nepartraukts attslojums.

vPier3dil jums.
Pienemsim, ka att&lojums f ir w-nepartraukts kopa A, t.i.,
katrd kopas A punktd x izpildias:

Ve>0 28>0 Vy€ead: dx,y)<8 = d{f({x),£(y))<e+w,
un pienemsim, ka att®lojums f nav vienm&rigi 2w-nepartraukts
kopa A, t.1.,

de >0 V8>03x.yeA: d(x,y) <8 un d{f(x),f(y))2e,+2w.

Izvelesimies tadu pozitivu skaitlu 8, virkni, ka:1limd =0.

nom

Tad eksistss t&Zdas virknes (x,.) N (V) pen’ Xns Yo€A., Ka:

dix,, y,) <8, und(f(x,),f(y,))2e,+2w, n=1,2,....
Ta ka kopa A ir kompakta, tad no virknes (x,), . var izvalsties
tadu apak3virkni L&n)ﬂﬂ’ kura konver§®& uz punktu x,eAd; tie¥i
tapat no virknes (y,),n var izvE&leties tadu apak3virknl (Pkﬂka'

kas konverdg® uz to pa3u x,eA (jo:
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(Yo, %) $d(¥,,, X, Y +d (X, , %) <8, +d (X, X,) k—_-o+d(xo,xo) =0).

No att&lojuma f w-nepartraukti bas punkta X €A seko:
d(f(x,), £(x,))<e+wun d(f(y,), (X)) <e+w,

tatad ,ja k tiecas uz bezgallbu, leglisim:
dif(x,), £(y,))sd(f(x,), £(x,))+d(£{x;), £(y,)) <2e+2w.

Ta ka e izvelets patvaligi, tad liekot ¢ tiekties uz O, bus
speka novErtajums: d(f(x,),f(y,))s 2w.

Bet p&c virknu (xp) v un (¥,) .~ konstrukecijas seko, ka:
d(f(x,),f(y,)) > e,+2w, k=1,2,....

Ieg0tad pretruna starp p&d2jam divam nevienad] bam pamato, ka
sakotn&jais pien&mums bijis aplams. a

Piem&rs 1.1.3.

o1 .
sFunkcija f(x) :=l$ln; » X€10;1] par3ada, ka uzlabot Teor&mas
0 , x=0

1.1.1. secinijumu nav iesp&jams.
Intervala )0;1]) funkcija f ir nepartraukta, punkta 0 ta ir
l-nepartraukta, [0;1] t3 ir vienm&rligi 2-nepartraukta funkciija

/I)

(v i1zv&lamies divas punktu virknes (xéhEN,(xn

([0;1):

5= 2 un xg= 2
T+41m 3n+4nw

neN DO intervala

, n=0,1,2,...;

abas ¥is virknes ir bezgqallgi mazas un tdda ir aril to starplba,

tapsc pietieko¥i mazam 2>e¢>0 un pBc patikas mazam >0

atradisies tads punktu paris xﬁ un xgEJO;l[, ka Lxﬁ—xg|<6 un

|£(xh) -£(xy |=]1-(-1) |=2>e & ).
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1.2 . NEPARTRAUKTA APROKSIMEJOSEA
ATTELOJUMA EKSISTENCE
w—NEPARTRAUKTAM ATTELOJUMAM

Soli pa solitim m&s tuvojamies m&rkim. Varbat vienm&rigi w-
nepartrauktam att&lojumam 1:1zliektd un kompakta Banaha telpas
apak¥kopa var atrast nepartrauktu aproksim&jodu attz&lojumu?

TEOREMA 1.2.1.
Ja X - normgta linedra telpa,
kopa AcX - kompakta,
f:A~X - vienm®drigi w-nepiartraukts attglojums,

tad attelojumam f eksist& nepartraukta w'-aproksimacija £

un F({A)cconvf(A), w'dw.

vPieradi jums.
Fiksajam e’eR.. t3, lai w+e/sw/. No f vienm&rigis
w-nepartraukt] bas seko:

3850 Vx, y€A: d(X,y) <8 = d{f(x),f(y))<e'+w.
Ta ka A ir kompakta kopa norm&ta vektoru telpi X, tad
katram pozizivam skaitlim y wvaram konstru&gt galigu y-tiklu kopa

A.lzvzlamies y:=-% un apzIm&jam tikla punktu koou ar
sz{al,az, ....an}, tad Ac 03(31'%) .
i=1

Pieradisim, ka attzlojuma f saZaurindjumam kopa M, eksiste

nepirtraukts turpinidjums viegd telpad X (tatad ari kopa A). Ideja
¥im pilerad! jumam radusies nc¢ visparinatas Titces teoré&mas
(K.Borsuks 13¢7], 77.lpp)., kura apgalvo, ¥a, ja A ir slazgta
3 N wun Y Ir lokali izliekta Ilinedra

apak&kopa metriskd telp
telpa, tad katram attelojumam f:A-Y eksistd nepartraukts
(

Fa

turpinajums F:X-Y un f(X)c convf(A). Misu gadl juma M=A, X

sakrit ar Y. MZs atkartosim att&lojuma F konstrukciju un tX
nepartraukt) bas pamatoiumu mOsu konkrstazizx situacijiz, jo
izmantosim ¥os sprisdumus aproksimici jas plerad] jumia.

i zindmu faktu izmantosim sekojoX¥u rezultatu
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TEOREMA (K.Borsuks, 70.lpp). Ja kopa G Ir metriskas telpas X
val&ja apakfkopa, tad 3al kopal eksist& kanoniskais parklajums
attiec] ba pret X.

(DEFINICIJA (K.Borsuks, 69.1pp). Kanoniskals pArkliajums
attieci b8 pret telpu X Ir tads val&jas kopas GcX val&js
1arklajyums O={ U“}, BEM, kur¥ apmierina nosac] jumus:

1)U ir lokal:i gallgs, t.1., katram kopas G punktam a eksisté&
tdda 5] punkta apkartne V, ka ¥k&lums VﬂU}L nav tuk3a kopa tikai

galjgam indeksu skaitam u;
2)katram punktam aeX\G un katral %3] punkta apkdrtnei VcX eksisteE
tada 3] punkta a apkartne WcX, ka, ja 3¥k&lums UHﬂW nav tukXa

kopa, tad U,cv.)

PEc ¥1s teorEmas kopai X\M,; eksist& kanoniskais parklajums
(G,}, peM. IzvZlamies katrd kopd G, punktu x, un samekl&jam tam
tadu atbilsto¥o punktu aceM,, lai d(x,, a,) <2d(x,, M) .

d(X.X\GP)
E d(X,X\G“/)

u’eH

Punktad xex\M, attZlojumi T, (x):= nav vieniadi

ar 0 tikai gallgam indeksu skaitam peM. PatieSam: jebkur¥ punktsxeX\M;
pieder wvismaz vienai un ne vairak k& galigam skaitam kopu

G, ( {Gp} - lokali galigs parkldajums! ), tadpsc sauc&ja summa ir

stingri pozitiva. Att®lojumi t,:Xx\M, - R. Skaidrs, ka T, (x) 20 un

» d(X,X\GF) ;Lze;vd(x'X\G“)
T (XxX)= = =1
u§1 g .;Ee:n Y dx. x\G,)» Y d(x,X\G,)

plem w'eM

VxexX\M, , pie tam ru(x)>0 tad un tikai tad, ja X€G, -

Ta ka parklajums (G} ir lokali galigs, tad katramx,ex\M,
eksistes tada %1 punkta apkartne U, telpa X\M,, ka nosac! jums
UonGpat @ izpildas tikal gallgal 1indeksu kopai u_, Wy, ..., B,
Tap&c jebkuram punktam X€U,:

d(x, X\G,)
d(x,X\G, ) +...+d(x,X\G,)

T, (x) =
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tatad att&lojums T, ir nepartraukts.
Pienemot, ka

£(x) . XEMy,
T(x):i= 1Y 1, (%) £(a,), xex\M,-
WEM

mZ&s iegUstam att=lojumu f:¥-X, kas turpina att#&lojumu £:My~X un
kura vBrtlbas pieder kopal convrt(M,) - Ta ka McA, tad
T(A)c T(X)cconvf(M,)c convE(R) .

Pieradisim, ka att&lojums T ir nepartraukts.

No ta, ka kopas X\M, parklajums {Gh} ir lokali galigs un
kopa M, ir sl&gta, seko, ka jebkuram punktam pe X\M, eksists
tada apkartne UcX\M,., kas Bkelas tikai ar kopam {Gu} gall ga
skaita, teiksim ar kopam Gm'Gif ol Gy Tapsdc jebkuram xeU
attslojums rp(x) bs at¥kirjgs no 0 tikai tad, ja p sakrit ar
kadu no indeksiem u,, i=1,2,...,n. Td k3 katrs no att&lojumiem

T ...,T., lr nepartraukts, tad att&lojums F ir nep3rtraukts

Hy” Mo
jebkura kopa pe X\M,.

Atliek pamatot f nepartrauktlbu kopa .

Pienemsim, ka V ir punkta F(p)=£(p) (peM,) brivi izvalata
izliekta apkartne telpad ¥ (X ir lokali izliekta telpa). Mums
jadatrod tada punkta ¢ apkartne UeX, ka T(U,) c V.

Pienemsim, ka K(p,r) 1ir val&ja lode telpa X ar centru

punktd p un radiusu r. Ta ki £ ir nepartraukts kopa »,, tad
eksist& ta3ds ¢>0, ka f(MﬂWKKp,e))cbh T ka {Gh} ir kanoniskais
parklajums, tad punktam p telpa X eksist& tada apkartne U,, kura

ietilpst lod® K(p,e) un, ja tds ZkBlums ar kaut kadu parkldjuma

Yopu G, veido netuk3u kopu, tad ¥ G, ieklaujas lode K(p,%%e).

Apskatot sakotn®ji i1zvEl&tos punktus thGL, redzam, ka

1
d(p,a,) <d(p,x,) +d(x,, a,) < -§c+2d(x“,1‘da) S E

. 1 1
(jo: x“eGucK(p;se) un d(x“.Mb)sd(x',,p)s-aB—e. jo peMy) -
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Tatad F(x)=f(x)eV, ja xeMNU,, un katram x no (X\M,) Ny,

var atrast tadus indeksus W, My, ..., W, Lai XElep, un x nepleder

nevienai cital parklajuma kopail Gu, B#p,, 1=1,2,...,n. legOstam,.

ka rh>0,i=l,2,...,n,un tu(x)=0 visiem citiem indeksiem p. Seko,
n - n

ka:f(x):E tu(x)f(a“)=; T, (x) f(a,), pie kam ETP:; t,,=1. Ta
hEM -1 BEM -1

ka XGG“ﬂUO, tad f(a, )€V, un ta ka kopa V ir izliekta, tad

f(x)ev. Tatad F(U,) cV. f nepartrauktibas pierad] jums pabeigts.

Pamatosim, ka attZlojums f ir attZlojuma f w-aproksimacija

kopa A. 5im noltkam izv&l&simies patvaligu punktu xeA. Ja XEM, .

tad d(f(x),f(x))=0<sw. Ja x¢M,, tad xcA\M, jeb xcx\M, . Apskatisim

punkta x val&ju apkartni K(x, -%) fiksstam neN. {Gu} ir telpasX\M,

kanoniskais parklajums, tap&c atradlsies punkta x tada apkartne

Uy, ka UyjcX\My, U,cK(x, é) un, ja tas ¥k&lums ar parklajuma kopuGu
n

nav tuk3a kopa, tad GucK(x,%). Atceroties, ka izvEel&ti punkti

x,€G, 1 d(x,,a,) <2d(x,, M) ,
varam nov&rt&t attalumu:

d(x,a,) sd(x,%,) +d(x,,2,) <Lss2- 2> cauls .

(Piezlme. x€ B(ai;-é-) un
1=1 2

x.eGck(x, 2yc0B(a,; Lyca. tapac
s B n 1=1 2

3acM,: d(xu;a)s—g— jeb d(xu,Ma)s%.)

Liekot n tiekties uz bezgallbu, ieglsim nov&rt&Ejumu: d(x,a“)<6.

Ta ka {G“} ir lokali galigs parkldiums, tad punkta x apkartn&y,

tadu, ka XEﬁGm un X

atradisies galigs skaits kopu Gh"“’Gu
° {3

nepieder nevienal cital parkidjuma kopai. No Xejienes seko, ka
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tpi(x)>0, i=1,2,...,n, un‘ru(x) =0 p3ar&jiem u. Tatad

n

?(x’):Z:1 7, (%) £(a,), 1, (x)>0, i=1,2,...,n, un p&c 1, (X)

+

n

definlciijas ;:tui(x)=l. Ta S d(x,a,)<8, tad
=1
d(f(x),f(ah))<e'+w, un ta ki telpa X ir norm&ta linedra telpa,

tad  d(E(x),f(x)) =d(Y) 1, fla,), £(x)) =
1=1

n

n n
=1y 1, f(a,) - £(x) I=lf\; t,,fla,) —g‘{ t, £ 1=

=]

n n
)) T, Mf(a, ) -£f(x) 1<} T, (e/+w) =

121 1=1

n
- / — o/ /
= (e/+w) 121 T, =tltwiw

jeb d(F(x), £(x)) sw/. a

Apgaivot, ka 1iegltais rezultats i1ir pats labakais visas
situlicij3s m&s nevaram. Piem&ram, ja f:(a;b]-R. Izr3ddias, ¥adx
gadi jum3d aproksim&jo3o att®lojumu m&s varam piemeklet ar labiku

nov&rt&jumu neka Teorsmas 1.2.1. formulesjuma.

TEOREMA 1.2.2.

Ja f:]a;b]-R ir vienm®rlgi w-nepartraukts attelojums, tad tam

/
eksist®& nepartraukta J%faproksimacija a, w'ow.

vPieradi jums.

Nofiksziam egeR.. ta. lai eg+wsw/. Tad pEc f vienmdr]gas w-
nepdrtraukti bas eksists tads &>0, ka:

Vx,yvela:b]: [x-y|<8 = [£(x)-£(y) |< g+w.
Konstru®@jam intervala [a;b] &-tiklu ({x,.x,...,%x,}] sekojo3a

veldd: a=x,<x, <x,<...<{x =b,
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| -, | <8, x,2x,,, k=1,2,...,n.

Apzlm&sim att&lojuma £ vidEjas vErtl bas intervalos A,:= [x,.,:Xx,] .

k=1,2,...,n, ar v,:= m*+M", k=1,2,...,n, kur

mg:= inf{f(x) |x€A,} un M,:= sup{f(x) |x€A,}, un attzZlojuma f

vidsjas verti bas intervilos A):= x"‘l;x“; Xk+2xk’1 , k=1,2,...,n-1,
'+ M,

ar vy:= mk; X, k=1,2,...,n-1, kur

mi:= inf{f(x) |x€A)} un My:= sup(f(x) |xeAL} .

Funkcijas £ aproksim&jo¥o funkciju g defin&sim sekojo3i:

XX,
g, (x) 1= vy, xe‘xo, > ]:
o= Ziea P Xy
g (x):= 2 (vi-v,) +Vv
g Ki-1 *Xx Kk X!
X - —=
2
X1 ¥ Xy _
gix)im= 4 XE[T.'X,(]. k=1,2,...,n-1;
X-X,_
gilx) 1= ——EL— (vmviy) +v,
k-1 Xx
> Xy
Xy +X
X%xk-i; k')é k ’ k 213' 115
X, X
gnlx) := v, xe{ = ",x,,]

rd
Atteslojums g 1ir nepartraukts un tas ir att&lojuma £ -g-

aproksimaZcija. Patie3am, ja brivi i1zveEl®tais xela;b} sakrit ar

, Xy *X
X, k=0,1,....n, vai ar % k=1,2,....,n.
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Xo,'

/
tad |f(x)—g(x)|=05%, un, ja xe

tad, acimredrami, ka |[f(x)-g(x) |s22E

f(x)
g(x)

Ko+ X,y

w/ » ;
575 (skatit zim.1.2.2.).

a=X
o X, X, X X X % .
x +X X +X K'Q"-Xk‘l XX'I+XK Xk+Xk0)
2 2 2 2 2
zim.1.2.2.
Apskatisim gadijumu, kad xe'xb;+x}; xki:k“[. Pac punktu
X,, k=0,1,...,n, izveles seko, ka Xb;+xk-‘xk2f*“ < i? =4 un tas

nozlmé&, ka jebkuriem

X, . +X Xt X,
u,vel k" Tk . Tk kel
| 2 2

Ja xe}f&l:fﬁ

;Xk[' tad gk(X)E[V};VH , bl

Jte [0;1] 1 g (X) =tvy+ (1-£) vj.
Lidz ar to varam novértzt:

|£(x) -g(x) | = [g{x) -g,(x) | =
=[(E+(1-£)) £ = (Eves(1-£) vi) | s

SEVF(x)-v, |+ (1-6) | F{x) -vi|=

DU —£(v) | Cevw.
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M
= t}f(X) - mk; k

/ 7
+(1-¢) ‘f(x) _ MM

X, ,+tX
Ta ka3 x€}~5ﬂ;—£;xk

[c (xp,iXx,) =A,. tad f(x)elm;M), t.i.,

A€ (0,11 F£(X)=Amys (1-Ap) My,

un, t3i ka vienlaiciagi xe]

Xk-1+xk,x c Koy THy
2 rTk

K ¥ Xy-y ] /
; =A,. tad
2 2 x
F(x)e(miiMl, t£.i., A€ (0;1]): £(x) =Amp+ (1-A%) M}
Turpinot novBrtZ&X¥anu, jieglstam:
| £(x) -g(x) |<
T,
m, +M mp+M
sthm s (1-2 )M ~—X K| (1-£) Ppmpv (1-2)) M- %=
=t [ -2 ymy- A= 2V M |+ (1-0) | (M- 2y s (M-2 Y ML |«
2 2 2 2
1 t 1 [ _pl
St|lk‘7§||ﬂk‘b&1*(1‘c)|lk‘7§||mk' il <
< C‘i‘|mk—Mk|+ (1-£)-2 ‘imp-My | <
2 2
1 1 e+w _ w/
s=t(e+w)+—(1-¢) (e+w) = —
> ( ) > ( ) ( ) 5
Gadl jumd, kad xe}xk;jﬂcgﬁtl iegGsim tiel¥] tadu paZu
novert&jumu. Ta ka B3ds novErt&jums nav atkarigs no k
(k=1,2,...,0-1) izvZles un arl no ¥ 1zveles, tad galu galda pie
sZkotngji fiksgta e>0 esam ieguvuli, ka
/
| £(x)-g(x) {< e;“’s%. a

lzr3adas,

ka Teor&ma 1.2.2.
12spEjams.

iegito nov&rt&jumu uzlabot
nav

Piem&rs 1.2.1.

sPiemdra 1.1.2. aplukotajai Dirihls funkcijai f£f.
vienm®r|gi l-nepartraukta, sksiste

nepartraukt

kas ir
a Y-aproksimici ja
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g(x):=Y%, VxeR. Acimredzami, ka labaku aproksimaciju tani
nozlm&, ka d(f(x),g(x)) butu mazaks par %, VxeR, ieglt nav
iespSjams. e

1. 3. PAMATREZULTATS
Teorgmas 1.1.1. un 1.2.1. lauj pamatot sekojoX¥u rezultatu:

TEOREMA 1.3.1.
Ja K ir netuk¥a, kompakta un izliekta Banaha telpas X apakXkopa,
kuru w-nepirtraukts attglojums f att&lo sevi, tad kopa K eksists

tads punkts x*, ka d(x*, f(x*)) <2w/, w'Ow.

vPieradi jums.

Ta k3 kopa K ir kompakta, tad p&c Teoreémas 1.1.1.
w-nepartrauktais attglojumns £ ir ar] vienm&rigi 2w-nepartraukts.
Savukart, lietojot Teor&mu 1.2.1., vienm®&rigi 2w-nepartrauktam
attzlojumam f eksist® nepartraukta 2w'-aproksim3cija g, w'd>w. Ta
k& g 1ir nepartraukts attzlojums, kas att&lo kopu K sevi
(g(K)c convf(K) cK, jo kopa K ir izliekta), tad varam lListot
Saudera teor&mu, saskan3d ar kuru kopad K eksiste tads punkts

x*€K, ka: g(x*)=x*. L1dz ar to: d(x*, f(x*)) =dl{g(x*),f(x*)) <2w'.a

Ievarojot Teor&mu 1.1.1, 1.2.1. un 1.2.2

Brauera-8audera teor&mas secindjumus, varam pleradit:

., ka ari Bola-

SEKAS 1.3.1.
Ja X=[a;b] un f:K-K ir w-nepartraukts, tad intervalad K eksists
tads punkts x*, ka d(x*, f(x*)) sw/, w'dw.

SEKAS 1.3.2.

Ja pie dotajiem Teor®mas 1.3.1l. nosacl jumiem ir sp®kda, ka f 1ir

vienmBrigi w-nepartraukts attzlojums, fad Ax‘ek: d(x", F(x*)) sw’,

LI

W o ow,

SEKAS 1.3.3.

Ja K=[a;k] un f:K=K ir vienmfErigi w-nepartraukts attslojums, tad

/
Ix"eK: d(x*, £(x")) sJ‘ZL W' w.



2. IESPEJAMAIS PIELIETOJUMS EKONOMIRE

Pat matematiskajds aprindas nereti tiek uzdots jautajums,
vai apskatamajam matem3atiskajam rezultatam ir atrodams kaut kads
pielietojums. Lai nomierinatu jautat3Iju pratus, varam sacit, ka
nekust] go punktu teoriju lieto ekonomiskajos modelos. Konkretak,
tirgus Jlidzsvara eksistenci parasti pierada ar Brauera vai
Kakutani teor®gmu palidzibu (skatit, piem., J.T.8vartcu [1961],
E.Dirkeru [1974), K.J.Arrovu, F.H.Hanu [1980], R.R.Kornvalu
(Cornwall) [1984]). Zinot to un dom3ajot par to, ir radusies 3j
darba 2.dala. Un, ja nodala 2.2. apskat]tais modelis nav pats
lab3dkais, tad tikai tapec, ka ¥is plem&rs ir sakums.

2.1. w—NEPARTRAUKTU ATTEIL.OJUMU
TPASTBAS NORMETA TELPZAX

lepazistoties ar tirqgus 1lldzsvara teoriju, janondak pie
secinijuma., ka tieZ3 veidd lietot Teor&mu 1.3.1. par w-
nepirtraukta attslojuma w-nekustigo punktu pagaidam nevaram.
Nonakam pie secind3juma, ka teorija prasa t3aldku attistibu.
Vispirmam kartam modific®sim w-nepartraukta att&lojuma jsdzienu
gadl jumam, kurad f:X-Y, un p&c tam noskaidrosim w-nepartrauktu

att®lojumu kopas invarianci pret aritmétiskajam operdcijam.

DEFINICIJA 2.1.1,
Attslojumu f£:X-Y, kur X, Y - norm&tas vektoru telpas, sauc par
w-nepartrauktu (weR,,) punktad x,eX, ja katram pozitlvam skaitlime
eksists tads pozitivs skaitlis d, ka visiem punktiem
REXD |X-X,|g<8 1zpildds nosaci jums: [f(x)-f(x,)l,<e+w.

Ja att&@lojums f ir w-nepartraukts jebkurd telpas X punktsd,
tad %idu attdlcjumu sauc par w-nepartrauktu telpd X jeb

w-nepartrauktu.
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Piem8rs 2.1.1.
sVisparinata Dirihla funkcija £:R?-{0;1), kas defin&ta

1, Vxelx,, ..., x):x,€0

k i g‘: = ey n: ¢ = ’
SexXo3jos) Vx (Xl’ Xﬂ) ER f(X) {0, HXje{)(ll' --'Xn}:xiel

ir l-nepartraukta.n=

Lidz1g3 veida varam modific®&t vienm&rigl w-nepiartraukta
attélojuma defin]jciju. Atbilsto¥i formulstas Teor&mas 1.1.1. un
1.2.1. izmantosim Teor&mas 2.1.4. pieradi juma.

TEOREMA 2.1.1.
Pienemsim, ka att&lojums f:X-Y ir w'-nepartraukts, attelojums

g:X=Y ir w''-nepartraukts, X, Y ir norm&tas vektoru telpas. Tad

f+g ir w'+w''-nepartraukts attélojums.

vPierZdi jums.
Brivi izv&lamies punktu x,€X un ¢>0. Ta ki f ir
w'-nepartraukts att&lojums, tad

aalekoo VxeX: Ix—xolx(al-‘ |f(x) _f(xo) Iy<% +W/,

un, ta k& g ir w' '-nepartraukts att&lojums, tad

35,€R,, VxeX: |x-X,1,<8,= 1g(x) -g(x,) I,< _g. rw’.

Definzjam 8:= min{s,,d,}, tad
VxeX: |x-xlg<8 = [(£(x)+g(x)) -(£(x) +g(x,)) |y=
=P (x) - £(x,) ) +{g(x) ~gx,)) lyes I £(x) -£(x,) ly+1g (x) -g(x;) [ <

<—28.+w'+_;_+w”=e+w’+w”. A

SEKAS 2.1.1.
Ja £:K-Y ir w-nepIirtraukts attZlojums un g:K-Y i1r nepartrauvkts
attslojums, tad f+g ir w-nepartraukts attalojums.

Lal rundtu par w-nepdrtrauktu atteslojumu reizinajumu,
vispirms vienosimies, ko mé&s saprotam ar j&dzienu ''reizindjums'
norm®#tad vektoru telp3d.
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DEFINICIJA 2.1.2.(S.Langs [1976], 118.1pp)
Pienemsim, ka X, Y, Z ir norm&tas vektoru telpas. Par vektoru
acX, veY reizind@8jumu sauc atté&lojumu, kas parim (a,v)exxy
piekdrto elementu aveZ un kas apmierina sekojoSus nosacl jumus:
l1.Ja a,beX un veY, tad (a+b)v=av+bv.

Ja aeX un u,veY, tad a(u+v)=au+av.
2.Ja ccR, a€eX, veY, tad (ca)v=c(av)=a(cv).
3.Vaex Yvey: fjavi,<lal vl

Ka vienkar¥ako plem&ru varam min&t vektoru skalaro

reizindjumu telpa RA.

Pienemsim, ka dots reizinajums XxY~Z. Apskatisim
attglojumus f:K-X un g:K-Y, K ir norm&tas vektoru telpas V
apak3kopa. Tad ar att&lojumu reizinajumu sapratisim

(f-g) (x):=f(x)g(x)., VxXEK.

TEOREMA 2.1.2.
Pienemsim, ka att&lojums f:V-X ir w’-nepartraukts, attslojums

g:V-Y ir w''-nepirtraukts, V, X, Y ir norm&tas vektoru telpas.
Pie ¥iem nosacl jumiem f-g ir ww/+w/|lg(x,) l,+w”lf(x,) |,-nepartraukts

attZlojums katrd telpas V punkta x,.

vPierxd] jums.

Brivi izvelamies punktu x,€V un e>0. Defin&jam

gl = %(—w’—w”-lg(xo) I-1£(x,) Ix+\/(w’+w”+|g(xo) I+ 1 () |y) 2+4e) > 0.

Ta ka f ir w'-nepartraukts att#lojums, tad 33,eR,, Vxev:
Ix-x1, <8, = 1£ (x) -f(x,) Ig<e’+w/. Ta ka g ir w’''-nepartraukts
attslojums, tad  33,eR,, Vxev: 1x~x,1,<8, = 1g(x) -g(x,) I,<e/+w” .
IzvElamies 6:=min{3,,8,}. tad VxeV:|x-x,l,<8 =
L£(x) g(x) -f(x,) g(x;) Iz=1f(x) g(x)-£{x,) g(x) +£{x,) g{x) -£(x,) g(x) <
<1g(x) (£(x)-£(x)) I+ E(x,) (g(x) -g(x,)) ;=
=] (g (X) ~g(x,) +g(x,) ) (£(x) -£(xy)) L,+1£ (%) Ldg (x) ~g(x) Iy <
<1g(x) =g (x) VL (X) = £ (x) 1+ g (x) B IL (x0) = £ () I+ 1£ (x) Ilg (%) -g (x) |
< (e/+w’y (e/ew!) +1g(x,) Iy (e/+w)) +]£(x,) [y (e'+w’) =

=ele/+re’wire’wrw'w e |g (x,) 12/+[g(x,) [yw/+1£ (x,) L'+ £ (x,) yw”.
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Atliek pamatot, Kka

e'e/relwire’w+ g (x,) e+ £ (x;) |,2/'= & .

Apzim&sim w/+w/+lg(x,) l,+1£(x,) 1, =: t. Pamatosim, ka (e/)2+e’t=ce.

Aizvietojot sakotnzji izveleto eﬂ=%{¢ca+4e—d vBrtibu, ieglsim:

%(t2+4e—2 t,/t:’+4c+cz)+%(\/t2+4e—z:) t=

= —;—t’—%—t t’+4e+e—%c2+%t¢t2+4e =g 4

SEKAS 2.1.2,
Ja f:V-X ir w-nepartraukts att&lojums un g:V-Y ir nepartraukts
attelojums, tad fg ir |g(x,) [,w-nepartraukts attZlojums katrx

telpas V punkta x,.

SEKAS 2.1.3.
Ja £:V-X ir w-nepartraukts attdlojums un c ir konstante,b tadc:'f

ir |c|w-nepartraukts att&lojums.

Sekas 2.1.4.

Ja f:X-Y 1ir w'-nepdrtrauvkts att&lojums un g:X=-Y ir w''-
nepartrauvkts att&lojums, X, Y norm&tas vektoru telpas, tad f-g
ir w'+w''-nepartraukts attslojums.

vPierddj jums.

Pec Sekam 2.1.3. -g= (-l1)g ir w''-nepArtraukts attzlojums
dotaja punkta, tap&c, iev&rojot Teor&mu 2.1.1., f+(-1)g=f-g ir
w'+w''-nepartraukts att&lojums.a
Dall juma gadi juma apmierindsimies tikai ar vienu

vienkar¥otu situiciju.

TEOREMA 2.1.3.
Ja f: X-{1;+=( 1r w-nepartraukts att&lojums norm&ta vektoru

telpa X, tad 1 iy ¥ -nepartraukts att&lojums katra telpas
£ f(x,)

X punkti x,.
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vPier3di jums.
Brivi izvelamies punktu x,eX un e>0, defin&jam e’:=ef(x,) -
Ta k3 f ir w-nepartraukts attelojums, tad
3850 Vx€X: |x-x, 1, <8 =|f(x)~f(x,)|<e/+w.
Tadz gadl juma:

11 |,
£(x) £{(x,)
- |f(Xo) -f(x) | g’+w

Fx) E(x) EOE(x)

e/rw ef(x0)+w___e+ W
£{x,) £(x,) £(x,)

ZinaZmu lomu ekonomiskajos modelos spElZ& nepartraukta
attelojuma verti bu kopas ierobeZXotiba., ja vien definlcijas kopa
ir kompakta. B8ada situdcija var garantst ar: vertibu kopas
kompakti bu, ta¥u w-nepartraukta att&lojuma gadi juma vairak par
ierobeZctlibu ieglt nevar.

TEOREMA 2.1.4.
Pienemsim, XXa X, Y 1ir norm#tas linearas telpas, Xopa A 1ir

kompakta telpas X apak3kopa un f:A=Y ir w-nepartraukts
att®&lojums. Tad kopa £(A) ir ierobeZota.

vPier3dl jums.
Pec Teor&mas 1.1.1. f 1r wvienm&rigil 2w-nepartraukts
attdlojums. P&c¢c Teorgmas 1.2.1. vienm®rigi 2w-nepartrauktam

attdlojumam eksist® nepartraukta 2w'-aproksimiacijia f kopa A,

»

w'rw. Ta k& A ir kompakta kopa un f nepartraukts attdlojums, tad F(A)
kompakta kopa, tatad ierobeXota:
JreR, ,Axef(A): F(A)cB(x,I)

™

T2 ka3 f ir £ 2w'-~aproksimacija, tad d{(F(2)., f(z))<2w/, VzeA. L1dz

ar to f(A)eB(x.r+2uw'), t.1., att®lajums £ ir ieroheXokts.a
Kompaktas kopa attE&Ela kompaktibu pie w-nepartraukta
tt3lojuma nevar garant®*+, to pamato kaut vai Zis piemdrs:
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PiemZrs 2.1.2.
mf:[0;1}-10;1].

1

=, =0
> X
fi{x):=4x, x€)0;1[ - tas 1ir %-nepartraukts attZlojums, kuram
1
==, x=1
2

vartibu kopa £({0:;1])=]0:1{ nav kompakta.=
2.2 . EKONOMISKZX MODELA PIEMERS

Saja apakX¥nodala m&s dosim ekonomiska modela aprakstu, kads
atrodams K.J.Arrova un F.H.Hana (1980] gramata (16.-29.1pp),
veiksim atbilsto¥as izmainas un uzlabojumus, izdarjsim
atbilstoB3us secinajumus,

Pienemsim, ka ir n daZXadi labumi {(preces un pakalpojumi),
pat&rgtaji un raZotzji. Katrs pat&rstaj)s var but ar] raZotiajs,
ka arl otradi - katrs raZotzjs var boOt paterestidjs. Pats&retajus
un raZotajus kopuma pienemts saukt par ekonomiskiem adentiem. Ja

m&s raksturojam ar Xn, pater&taja h l&mumu attiecibd pret i-to
labumu, tad Xy, <0 nozjm&, ka 1 ir labums, ko piedava patdrstdajs

n, un  x, 20 nozimgd, ka 1 ir labums, ko pieprasa pat&rstijs h

(1etverot ar] O pieprasi jumu). Tad Xi:=§:xh, nozJme& 1-t3 labuma
h

Yopumu, ko piedava (ja x;<0) vail pieprasa (ja Xizo) visi
pat&r&tdji kopumda. Ja mes raksturojam ar Ya, raX2otaja £ l&mumu
attieclba pret i-to labumu, tad ar yﬁ<0 sapratisim, ka 1-to
labumu ra2octajs f pileprasa, un ar ‘yﬁzo sapratisim, ka 1i-to
labumu raXotajs f piedavid (ietverot ar] 0 pied3vajumu). Tad

yi:=§:3%1 nozimé& i-ta labuma kopumu, ko piedava (ja y;20) vai
3

pieprasa (ja y,<0) visi raZXotaji kopum3a. Ar x,; sapratisim to i-

t3 labuma daudzumu, kas apskatamajia laika brid] ir dots k3

sikotnejais labuma daudzums Jeb resursi. AtzimBsim, ka tas
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viegm&y ir nenegativs lielums. Tirgus lJdzsvars ir saistits ar
at3kirigo raZotaju un pat&r&taju l&mumu savienojamibu. Kop&jais
piedavajums ir summa no labumu produkcijas un labumiem, kas

saraXoti lidz ¥im. TZda gadijuma i-t3 labuma pieprasi juma

parpalikums ir 01:=xqu—§§, kur i=1,...,n.

PIENEMUMS 1.

Piepemsim, ka p:=(p,,...,p,) ir doto n labumu cenu vektors, un

pienemsim, ka pieprasjjuma parpalikumu o, ir iespZjams izteikt

ka funkciju no p. éo funkciju apzim&sim ar z,, i=1,...,n, tad
z, (p)
_ z, (p) i . s
z,(p)=x,(pP) ~y,(p)-x,(P) , z(p)= , kopE&ja pieprasi juma
z,(p)

parpalikuma funkcija =zm.

PIENEMUMS 2.
z(p)=2(kp)., Vp>0 un k>0.

Pien&mums 2 apgalvo, ka visu cenu m&roga maina attieciba
pret vis3d3m prec®&m vienlaicligi piepras] juma parpalikuma funkcijas
vdrtibu neizmaina. Jeb - ja vienlaicigi k-kartlqgi izmaina algas
un cenas, tad paties] bz pirkt- un pardot-sp&ja nav
izmainl jusies.

No Pien&muma 2 seko, ka cenu vektors ir norm&jams un tapé&c

var uzskatit, ka tas pieder n-dimensiju simpleksam

o
Su:={p(;pi=1' p>0). Mgz izsl&dzam situdciju ar negativam cenam
=1

un iesp&iju visaAm cend3m vienlaicigi bot vienadam ar 0.

PIENEMUMS 3' jeb Valrasa likums.
vVpes,: px(p)=0.

el

Ka motivaciiju ¥im Piep®&mumam 3' var min&t sekojo¥o. Visu
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1
raZotaju nolGks ir maksimiz&t to pelnu. py:=(p,,...,py)|..-| Iir

Yn

visu raZotaju kop&3jad pelna, varam pienemt,ka py 1ir vienm&r
nenegativs lielums. Patsr&tiji kontrol® raZotajus (raXotaji un
pat&r&taji noteiktas situdcijdas nondak mainlitas lomas). Tas

nozim&, ka katrs pateratajs h sanem zinamu dalu d,20 no raZotaju

kop&jas pelnas (z:db=1)' Katrs patar&tzajs h i1zveElas tikai tadu
3

x
4
x,:=|...|, kas apmierina vina budZeta nevienad] bu px,-px,-d,py<0
Xy
Xn,
(kur E;;:._. ir sdakotn&jo labumu, kas atrodas pat&r&taja h
Xn,

riclba, daudzuma vektors). Patzrstajs h vienmdr dod priek3roku
vektoram x, par x,, ja x$>x/, un nekad neizvElas darbibu, Jja
iesp&jama labdka. Tiek panakts, ka x, vienmBr tiek izvelsts ta,
lai px,-px,-d,py=0. Sasumndjot pZd&jo vienadibu pa visiem

pat&rztijiem h, ieglsim pz=0.

PIEHEMUMS 4" .
KopZj3 pilepras] juma paArpalikuma funkcija 2 ir nepartraukta visx
definlcijas apgabala S, .

No Pien&muma 4' seko, ka z(S§)) 1ir ierobeZota kopa, jo S,
ir Kkompakta kopa . Pamatojoties uz Teorgmu 2.1.4.,2(S))

ierobeZotiba saglabasies ari pie pien&muma, ja 2 lr w-
nepartraukts attglojums.

PIENEMUMS 4.
Kop®ja piepras] juma parpalikuma funkcija 2z ir w-nepartraukta

visd definlcijas apagabalsz S, -
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Kop&jid pieprasi juma parpalikuma funkcijas nepartraukti ba
nozlm&, ka pie nelieldm c¢enu vektora izmaindm, maz izmainlsies
kep&ja pilepras] juma parpalikuma funkcijas veErtiba. Tatad ZEis
funkcijas nepartrauktiba atspogulo faktu, ka modelis apraksta
stabilas ekonomiskas situacijas. Pien&mums par kopEjas
pieprasi juma parpalikuma funkcijas w-nepiartrauktibu paver
iesp&ju modell lietot arl nestabilu (piem&ram, p3rejas tipa)

ekonomisko situd3ciju aprakstos.

DEFINTCIJA 2.2.1.

Cenu vektoru p®*es, sauc par tirgus lldzsvaru, ja z(p°‘)<0.

Standarta situ3cija, ja izpildas Piep&mumi 1,2,3',4', var

apgalvot, ka eksistsd tirgus lidzsvars, t.i., eksiste tads cenu
vektors p°€S,, kas pilnlba apmierina raZotdaju un pat8r&taju
piepras] jumu p&c labumiem. Acimredzami, ka, Ja 2Z(p) ir w-

nepartraukta funkcija, 33ds apgalvoijums var&tu bUOt aplams.

DEFINICIJA 2.2.2.
Cenu vektoru P€S, sauc  par tirgus k-lldzsvaru, ja

Yz (p') <k, keR,,.
2;(P")>0

No cenu vektora Definicijas 2.2.2. seko. ka pilepras] juma
parpalikuma funkcijas pozit]lvo koordindtu summa ir ierobeZota.
Varam ar] saclt, ka konstante k raksturo novirzi no tirgus

lidzsvara Definlcijas 2.2.1. izpratng& jeb tas ir neapmierinata
pieprasi juma daudzums, kur¥ pie dotd p°eS, ir maksimalais

iesp&jamais.

[zdarisim sekojoX¥u piendmumu:

PIENEMUMS 3.

3y>0: ys Y. Dby, Vpes,.
2z, (p1s0

No y eksistences seko, ka pie jebkura cenu vektora pe€S,

izveles ir tadi labumi, kuru cenas nav 0 un ekonomisko agentu

piepras] jums pZc ¥iem labumiem ir apmierinats.
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Zim.2.2.1. ilustr& divas situdcijas divu labumu gadi juma,
kad izpilddas vienlaicligi standartpien®mumi 1,2,3'.4"' un

Pien&mums 3.

Zl(p) Zl(P)
z(p) z,(p)
z.(p)
z2(p) P
zz(p)
z,(p)
0 p l oF 0 9 I D,
) ) ®,) ) (0) (Py)
zim. 2.2.1.

Zim&jums parzada, ka divu labumu gadj juma tirgus ljdzsvara

cenu vektors p°® nevar but vienads ar (0;1) vai (1:0).

Turpmik pienemsim, ka telpa R? normu esam defin&juii

n
sekojo¥i |x|=; |x,|, x=(x,,....,x,) ER".
-1

TEOREMA 2.2.1.

Ja izpildas pien&mumi 1,2,3,4 un wi(L , tad eksista k-lidzsvara
n

kur k) Aw't(asl)w

cenu vektors ‘es. ,
P 8 Y-nw

vPierfd] jums.

Vispirms konstrug&sim attdlojumu P(p) sekojo¥a veida:

..__p+M(p) -
T(p):= PH(p) e kur PpY=(t (P}, ..., t,(P)) .

M(p)=(m{(p),....m,(p))  m(p):=max{o, z,(p)}, i=1,...,n un

e:=|... . Tad OSCi(P)=M

1 /n-gin 1+Y m;(p)
=

<1, iI=1,...,n un, 1levBrojot



m,(p) definiciju,

n

Y (pyrmy(p)) 1+ Y z;(p)

t (p)=1'ol - Z[(P))O =1
121 ! 1+ Y z,(p 1+ Y z;(p)
z2,(pP)>0 zj(p)>0

Tatad P(p): S,~-S,-

Noskaidrosim, X3da nepdartrauktibas veida ir ¥is atteslojums.
p+M(p) ir w-nepartraukts att&lojums (pE&c Sekam 2.1.1.).
(p+M(p))e ir wlel=w(1l+1+...+1)=pnw-nepirtraukts attelojums (pé&c

Sekam 2.1.2.). (p+M(p))e=1+ g: z,(p): S, ~[1;=[ un ir
zi(p)>0

wn-nepartraukts attzlojums, tapec 1 ir aw -
(p+M(p) ) e 1+ ¥ oz (p

z,(p)>0

nepartraukts attz&lojums (Tecor®dma 2.1.3.). Un, lietojot Teor&mu

2.1.2., secinim, ka T(p):ML

(p+M(p) ) e
nw? . w ._nwip+M(p) [ _
1+ Y zi(p) 1+ Y z;(p 1+ Yz (p)
z;pi>0 z; (P)>0 z;(p}i>0

nwswinwsnw Yz, (p)

> .
= %, ()0 -nepiartraukts att®lojums.

1+ Yz (p)

Z“(P)>0

Ta k& 5, - izliekta un kompakta kopa norm@ta vektoru telpa

R” un Tp): S-S5, tad pPEC Teor&mas 1.3.1. 3pTes,:
nw+(n+l)wenw Y z;(p’)+a
iT(p*) -p'is2 Z4(P7)0 , x€R,..
1+ Y z(p)
zg(pT) 30
Ho telpa R? doft3s normas seko:
17(p") -p°l-|— BMPBY

1+ Z z,(p")

2y (p")>0



»

p;*mj (P°)
{=

1+ Y zipYH
z,(p‘)ﬂ)

pi+mi(p*)-pi-p{ Y, z;(p’)

o 2,(p")30 .
Z; 1+ Y oz (Y

z:(p*) >0

nw?s (n+1l) wenw Yy z;(p") +a
52 Z_{(P'))D
1+ Y z(p"

Z"(,p.)>0

Ta ka 1+ Y z;(p°)>0, tad
z;(p")>0
n

1=1

m(p*)-p; Y, z,(p")
z;p")>0

<2(nw?+ (n+Dwenw Yz, (p*) +e].

z,(p")>0
Atceroties, ka definztas m,(p*) vE&rtibas, nevienadibas kreiso
pusi varam uzrakstlt divu summu vei1da:

Y, P ), z(pYs ¥

z;(P)-p{ Y. z;(P*)

z;(p°) s0 ;P70 z,(pY)>0 z,(P")>0
= Y z;p) Y pi+ Y zp-pl Y zi(PY)|-
2,(p")>0 z,{p") %0 z (p"y>0 2,p*)>0

leverojot redlu skaitlu modulu ipa¥lbas (|azb|<|al+|b|!). varam

turpinat:
Y oz Y pit| X [Z;(P')-PE Y oz, |«
z,(p*)>0 z,(p")<0 z;(p")>0 z,(p")>0

< Yy z;p) Y pi+ Y

z;(p7)>0 z (p") <0 2 (pTI>0

z;(P")-p; Y, z;(p")
2,(p*)>0

i

AtgrieXoties pie sikotn

Y oz Y pi+

Z (p*)>0 2,p*)rs0

94s nevienddl bas, legUsim:

y [zﬁp')-p} Y oz (pY
@

z,(p")>0 z,p")>0 y,

- Yz Y piv ¥ z;tp->(1- )3 pf}=

z (P72 z,;(p") g0 z Pt z pt)>e
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=2 ¥z, Y pis2fnowi+(n+ei)winw Y z(p°)+e|. T3 ka
z;,(P°)>0 2,{pP") <0 z4(p") >0

¥ E z;(pYs Yz, ) Y pi< nw?s(n+1) wenw E z,(p") +a,

2, 4p")>0 2,(p*)>0 z,(p*) 50 z;(p*)>0
2 .
rad 2: z,(p*) s ¥ +{(n+1) wra jeb 2: z,(pY<k, Kur
z,p") >0 Y -nw z;(p")>0
nw?+(n+1)w ; : : ) N
k> , Ko ari grib®jam pileradit.as

Y-ow

Ieguta formula Teor®&ma 2.2.1. lauj ekonomiski interpreté&t
daZ2us jaund modela parametrus (plem&ram, n - labumu veidu
skaits) at3kiribd3 no klasiskas situdcijas, kura attiecigiem
parametriem ¥3das interpretdacijas nav val ar| tad ir 1izteikta

vismaz virspussjl.



PECVARDS

Baja Pe&cvarda grib&tos v&lreiz uzsv&rt darba lielakos
jeguvumus un neveiksmes autores v&rtZjuma.

Noskaidrotas visbie23k nekustigo punktu teor&mu
pierdadl jumos izmantotas izliekto kopu 1 pa¥lbas, kuras visas tiek
izmantotas darbid pler3d] taj3s nekustjgo punktu teor&mis.

Visparinot stingri izliektas Banaha telpas j&dzienu,
i1zstr3dats stingri izliektas metriskas telpas jedziens.
Pieradits, ka satingri 1izliektas metriskas telpas sl&qgtas un
izliektas apakZkopds neizstiepjoZu, kvazi-neizstiepjo3u un
asimptotiski neizstiepjoZu att&lojumu nekustigo punktu kopas ir
sl&gtas un 1zliektas. Pamatots, ka stingri 1zliektas metriskas
telpas definlcija 1ir ekvivalenta ar stingri 1izliektas Banaha
telpas definiciju, ja metriskds sakarjbas tiek 1zteiktas ar
normu. Nav izdevies pieradlt vai atrast atbilsto¥u pretpiemdru,
kas noliegtu, ka sl&gtas lodes stingri izliektd metriska telp:a
ir izliektas kopas. Japiezim&, ka stingri izliekta metriska
telpa 1ir speci3lgadi jums metriskai telpai ar dotu sl&guma
operatoru.

Attslojumu saimju kopigo nekustigo punktu eksistences
pierdd] jumos velksmigi lietots =sl&guma operators, kas zinamia
m&rad metriskZ telpd defin® 1zliektlbas struktlru. Izstridiatza
pieradi jumu tehnika lauj metriska telpa ar sle&guma operatoru
visparinat tos rezultatus, kuri 1legliti viaji kompaktas Banaha
telpas apakXkopas. Sl&guma operatoru izmanto¥ana atvieglina
pier3dd] jumu sh&mas veik3anu, tafu pie viena blakusnosacl juma -
sl&gtam lodsm jabut S-slegtam. Pierzadjtas teortmas metriskas
telpas ar dotu sl&guma operatoru, kuras att&lojumu saimes:

1) apmierina "normdlas struktlras" nosaci jumu;
2) ir ar samazinatu orbitas diametru;
3) ir kvazi-neizstiepjo38as;
4) apmierina invariances ]pa3jbu.
Promocijas darba I1 213 1ieg0Ots Bola-Brauera-Saudera

teorsmas visparinajums w-nepartravktam attzlojumam, izmantojot



vienm8rlgi w-nepidrtrauvkta attslojuma aproksimaciju ar
nepaArtrauktu att&lojumu. Rezdlds taisnes gadl jumZ konstru&ta
labaka aproksimacija nekda visparigd situdciija. Noskaidrotas w-
nepartrauktu att&lojumu |paBlbas. Izstradats konkr&ts tirgus
ekonomikas modelis, kurad tirgus lidzavara eksistence pieradjta
ar lepriek¥ ©piemingto rezultatu palidzibu. No ieprieks
zinamajiem modeliem "stabilas" ekonomikas vieta %ajZ model]l tiek
apskatita mazak stabila, kuras rezultiatad tirgus lidzsvara
stivokll ietekm®& virkne parametru, kuri ir indiferenti attiecjba
pret lidzsvara eksistenci stabilaja ekonomikZa. JegGtajam
rezultatam varg&tu b0t pla¥i pielietojumi ekonomiskajis teorijas.
[egOQtais Bola-Brauvera-Saudera teordmas visparinijums liek domat,
ka, atbilsto3l modificBjot situlciju, varstu arl atbilsto¥i
visparinat Kakutani teor&mu. Tas bOtu lodisks turpinajums
disertdcija aizsdaktajai II dalas tamai.

Disert3ci1jd ieqgltie rezultati public&ti 10 rakstos da¥zdos
Yurndlos. Par 1iegttitajiem I dalas rezultatiem autore ir
stast] jusi LU zinZtniskajdas konferencd&s (1989.-1993.), Tartu
universitates zindtniskajds konferenc®s (1989.-~1991.), kA ar)
1991 .gada Tiraspoles (Moldava, Ki¥ineva) topolo¢ijas un tas
pielietojumu simpozija. II dalas rezultiti 1izdiskutsti ar
Hamburgas universitates Statistikas un ekonometrijas institQta
darbiniekiem.

Kop¥ 1984.gada es pazlstu docentu Andri Liepinu, un kop3
1986 .gada m&3s koplgi esam "mekl&ju¥i" nekustlgos punktus. DaZus
esam atradulj. Es pateicos savam zindatniskajam vad] tajam
A.Liepinam par to darbu un laiku, ko vin® ir velt] jis man.

Idejas darba I1 dalai radu¥3ds, domajot par nekust]go punktu
teorijas pielietojumiem ekonomikd. Esmu pateicibu parada
Hamburgas universitates Statistikas un ekonometrijas institQta
darbiniekiem, | pa%i Hamburgas universitites profesoram Haraldam

Serfam, kura pasparn& p&d=in gadu man bija lemts stradsat.
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