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УДК 519.21 

Л.Е.Энгельсом 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ В СРЕДНЕМ ЛИНЕЙНОГО 
«УНКЦЮНАЛЬН0-да»ЕР1!Щ1АЛ1Н0Г0 УРАВНЕНИЯ 

СО СЛУЧАЙНЫМ ОПЕРАТОРОМ 

пусть уш а*О) - однородны^марковский про
цесс с конечным множеством состояний Л/= {•/,...,Л/}. Обо
значим С пространство всех непрерывных вектор-функций 

• отображающих отрезок [ -1 ,0 ] в действительное 
Я -мерное пространство & п , с обычной нормой 

-•зир{1«с (8 )И 0 е С - г , О ] } . 
Пусть задан оператор ^ : N * С —— К , линейный и 

непрерывный по второму аргументу. Для любой непрерывной 
функции Л : С-1, + °°С -»- К* обозначим х г функцию ^ ( 0 ) = 
-Л ( *+В ) Сбе[-1,0]> 

В работе изучается уравнение 

Уравнения такого вида возникают при описании систем, ме-
ияюцих свою структуру под воздействием случайных факторов. 
В частности, в таком виде можно записать линейную систему 
уравнений со случайными запаздываниями и случайными коэф
фициентами. Несмотря на широкие возможности приложений, 
уравнения вида ( I ) мало исследованы. В работе [ I ] доказа
ны достаточные условия устойчивости по вероятности урав
нения со случайными запаздываниями в терминах функциона
ла Ляпунова. В работе [2 } исследуется вопрос об устойчи
вости по первому приближению нелинейных систем со случай
ным запаздыванием. 

В настоящей работе доказано необходимое и достаточ
ное условие экспоненциальной устойчивости в среднем урав
нения ( I ) . С его помощью можно строить точные области 
устойчивости конкретных уравнений со случайными коэффи
циентами и запаздываниями. 



- 4 -
О п р е д е л е н и е I . Уравнение ( I ) называется 

экспоненциально устойчивым в среднем, если существуют та
кие постоянные К > 0 и $~ > 0 , что при любых на
чальных условиях .хс-еС, у (0)е/7 для всех ±?0 

I Е д ( - 0 1 * К е * НхоН. (2) 

где Е - символ математического ожидания. 
Для изучения такой устойчивости удобно рассмотреть 

семейство операторов Г(€) • С1*С ("Ь>0) , которые 
действуют по следующему правилу: набору вектор-функций 
Ч - [Чл Ч?м) 6 С"* ставится в соответствие на
бор П^чГ» { % 1 % ) , причем для всех 0е[-1.0]^-е/? 

Доопределим Г(0) • I . 
Легко видеть, что Г (~Ь) - линейные непрерывные опе

раторы. 
Наряду с Г( { ) рассмотрим сопряженные операторы 

Г*(4) . Для ^ ) е Г С * ) * имеем Г*(*У>>-(/<,,.... 
, где 

< * . / 1 > - Е (<^ .^у № >1х 0 = , €. уГ0) = 0 (4) 

для любых ^ е С , с е й . 
Как известно 1з1, операторы сдвига вдоль решений 

автономного уравнения Л И ) =« Р ( ё , Л * ) вполне непрерыв
ны при 1 ъ г и образуют сильно непрерывную полугруппу 
с производящим оператором А; Ч = 1€1 , определенным 
на множестве Т>(Ад-{чеС-.Ч'еС. Ч,(0)= Г(С.Ч)} . 
Оказывается, операторы Г(€) обладают аналогичными свой
ствами. 

Пусть Л. = (Лф - инфинитезимальная матриц* 
марковского процесса у ("О , т . е . 



Р ? ( ± ) « а ^ + о ф (1*1), (5) 

РйЩ - 1 + Л к * +0 ( * ) , (6) 

133 . -0 (7 ) 

Т е о р е м а I . Семейство операторов Г ( { ) (1*0) 
является сильно непрерывной полугруппой. Ее производящий 
оператор Х'Ъ = * СГ(Ь)Ч- Ч] в пространстве С* 
вектор-столбцов ("Л,.., ^ * ) Т задается матрицей 

/А, О ... О"\ 
<*=с/;1м(А,,...Л)+Л Т1= 

0 0... Л, 

где I - тождественный оператор в С . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Полугрупповое свойство 

удобнее доказывать для семейства Г*пу . В самом деле, 
для любых 'беС, ие^ . используя ( 4 ) , получим 

<1 [ г^)Г ( ^ ] г> -Е (<х 5 , [ г^)^ ц ( 5 ) ) :хо-^ у (о )=0-

т.к. пара ( х з , У(51) образует однородный марковс
кий процесс [1^. 

Из равенств (3 ) , (5) , (6) следует 

^(б) -т - ( 8 ) -| [^т + оЮ]Е( д ч Г е )и^,^)п- , у(*>Д (9) 

откуда видно, что 4$ ( 6 ) ( 8 ) равномерно при 
Е - * 0 • т - к - в с в реализации процесса х(€) с начальны
ми условиями Д 0 • равномерно ограничены в окрест
ности точки ±.-0 . Кроме того, поскольку Хг(в)° Хс(в+^) 



при 8*±<0 и л 4Г0)-До(0) + *Ри",1о) + о ^ ) при 
у ( 0 ) - 1 , то из равенства (9 ) вытекает 

(**) ;Г0)-Йп Т^ГО-Ч- Ш - Р ^ : | ' ^ 
а при - X * 8< О 

Следователыю,выполнено равенство ( 8 ) , и теорема до
казана. 

' Т е о р е м а 2. При "!<>г операторы ГЦ) впол
не непрерывны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы Арцела 
достаточно доказать равностепенную непрерывность семейст
ва функций Г[х)5 ,_где &-Т?€С<1^Й*13 - Для 
ч^ей положим Г/г )^ - (V,,... . Из (2) следует 

Ч (0.) - $ г&)1 * % Ры Й Е 0 х» ге.) -л* &)/| у Ю) 4. У(х)у). 

Но & 

ЩЩЩШ* > ]Р1У®,**№1 < ^ 16,- 0,1, 

где К, " 5ир {|р^,К5)|| 1*«г А/, вх0й «? 3̂ . Следовательно, 

I V) (0.) - ^ * Л/ К, 10, - 0г/ , ч . т . д . 
Свойство экспоненциальной устойчивости в среднем 

уравнения ( I ) можно выразить с помощью полугруппы Г(Ь). 
О п р е д е л е н и е . Полугруппа операторов Г{€) 

называется экспоненциально устойчивой, если существуют 
такие /. > 0, р > 0 , что при всех 1*0 

К№*1ё? (Ю) 
Т е о р е м а 3. Уравнение ( I ) экспоненциально ус

тойчиво в среднем тогда и только тогда, когда полугруппа 
операторов Г(±) экспоненциально устойчива. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 
<=(С")* Г*(1)^ = ГуЧ,,.. ; . Из неравенства (2) выте
кает Гех т(8)!« Ке" г""* 1 )11х с1! . Используя (4 ) , получим 



при всех 1еЫ \<Ч,}Н>1 = |Е < Х * Л ю ? Ы К е " ' / * " * ^ Й » 
* II ̂  ц № ) II . Следовательно, IIГ" * М е . 

Обратно, пусть выполнено неравенство (10 ) . Зафикси
руем начальное состояние процесса У(0)=^€М и вектор-
функцию Яр - Чо Чк) е С . Составим набор вектор-
функций Ф-|ч?,, ,,<1|)еС" , в котором . а 
остальные (1*$) равны нулю. Пусть У к » ( б 0 * 
5 0

к ) е (С*)ы . где < X % ? - У « ( 0 ) для лю^ 
бой вектор-функции Vя V*) е С и 

Тогда при каждом к <Г(Ш^^>'&<&Г(Г*Ш%> 

где хЦ)=(х'(€),.... Х-'Ц)). Из неравенства (10) получим 
1%Х*(1)1$ МГШШ 11^4 « Ше?*1%(1 • Следовательно, 

Из доказанных теорем выт.кает следующий критерий 
устойчивости. 

Т е о р е м а 4. Уравнение ( I ) экспоненциально ус
тойчиво в среднем тогда и только тогда, когда у оператора 
X нот собственных значений с неотрицательной вещест

венной частью. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у оператора X 

нет собственных значений Л с й>*4 > 0 . Тогда у 
оператора Г(ч.) нет собственных значений Л с { 
[4, теорема 16.7.2^. По теореме 2, спектральный радиус 
_ р ( Г ( г ) ) < 1 .Но 

р ( Г ( г ) ) = ^ № т ) / / Ч 
где 10о - ± - тип полугруппы Г(Ь) . 
Следовательно, и>о<0 , что равносильно экспоненциаль
ной устойчивости полугруппы Г({~) • По теореме 3, урав
нение ( I ) экспоненциально устойчиво в среднем. 

Рассуждая в обратном порядке, завершаем доказательст
во. 

П р и м е р. Рассмотрим скалярное уравнение с 
запаздыванием 

л({)-И-уа)]ах(±)+у(±)6г. (±- О, ( П ) 



(12) 

и определен на таких парах непрерывно дифференцируемых 
функций Ч-(Чи%)т , что 

Ч!(0)-<1%(0), <Г0)«6Ъ(-О. (13) 

Для исследования устойчивости в среднем уравнения ( I I ) 
воспользуемся теоремой 4. Уравнение 'аСЧ = л^ с на
чальными условиями (13) имеет нетривиальное решение лишь 
в том случае, когда 

я(л-а)(Ье*'*'*-.Л-ее-*У(Л**+А-а)(*-Ьё*)=0 (М> 

Методом ^ -разбиений [б^ можно построить точную область 
экспоненциальной устойчивости в среднем уравнения ( I I ) в 
пространстве параметров Ц и 6 (рис.1 ) . Она ограничена 
сверху и справа гиперболой (Э : 

. эе(Л+я)а 

а снизу - кривой К,, которая задается системой уравнений 

Г й(из) а* + В(и))а + СМ = 0, 

6(*е *"+Л)ю- (Лг-х)и)сс5и>-и)лСО$Ш- а(хяпи) + шсо$ и)). 

где уИ) (~ЬъО) - однородный марковский процесс с 
множеством состояний /7= { 0 , 4 } и вероятностями пере
хода 

Р(у(±+&)-О I У(±)= 0= « 3 + 0(5), 

Заметим, что при а = 6 уравнение ( I I ) можно рассматри
вать как уравнение со случайным запаздыванием. 

В нашем случае С = С (С-1,0Л — К ) , Р(0. "€) = а Ч{0), 
4) = ЬЧ(-1~) .По теореме I . операторе имеет вид 



-Я. 

Рис.1. Область устойчивости в среднем уравнения 
( I I ) при Л=яе = 4 . Дважды заштрихована 
область устойчивости при Л*эе = 0 . 

где А(1а)-(яе~х~х+Х!)<яя'п.и) + 1Осои0), 
ВМ--Л (х+ХХли'п и>*1Х)а)ио)-Хю(хе *Х) сов и), 
Ци)= (к +Я) югягл'хь-п со* [ (ае+Х?+жЛ'*+Л]Л юсы и>. 

При 36-»О, Л-*-0 область устойчивости сужается, 
превращаясь в прямоугольник 3-°°,Л[ О С при зе-0 
и в прямоугольник З-оо,0[«Завещайю,аее*Г Щ>и Л=0, 
где ше[^,Я[ - решение уравнения ЫЙф и?=-Ж. 

Таким образом, увеличение вероятностей перехода ока
зывает стабилизирующее в среднем влияние на систему. 

Автор выражает благодарность Б.Ф.Царькову за поста-
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УДК 517.927.4 

В.В.Гудков, Н.В.Змитренко 

АС1М1Т0ТИКИ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, ВОЗНИКАЮЩЕЙ В 
АВТОМОДЕЛЫЮЙ ЗАДАЧЕ О НАГРЕВЕ СФЕРИЧЕСКОЙ 

I . Задачи о взаимодействии лазерного излучения с ве
ществом, испольэущие гидродинамическое описание плазмы, 
традиционно рассматриваются в плоской постановке. Для оп
ределенных автомодельных режимов эти задачи сводятся к 
исследованию системы обыкновенных дифференциальных уравне
ний (ОДУ), описывающей разлет плоского, нагреваемого, теп
лопроводного газа [ 1 , 2 ] . 

Вместе с тем для ряда приложений характерно наличие 
сферической симметрии. В этом случае задачу приходится 
формулировать таким образом, чтобы нагрев внешних сфери
ческих слоев мишени приводил к увеличению испаряемой мас
сы и к уменьшению (кумуляции) радиуса фронта волны испа -
рения. Можно и для этой ситуации уазать автомодельный 
режим нагрева, сводящий задачу к исследованию соответст -

просы существования решения такой системы становятся за -
метно более сложными. 

Нчже выписана система ОДУ, описывающая поведение ве
личин в разреженной нагретой внешней части сферической 
мишени. При исследовании поставленной автомодельной крае
вой задачи в первую очередь следует выяснить, есть ли аси
мптотики у предпологаемых решений задачи, и лишь после это
го можно строить утверждения о существовании решения зада
чи. Цель настоящей работы - построение асимптотик решений 
автомодельной краевой задачи. 

МИШЕНИ 

вухцей системы ОДУ. Однако, в отличие 



2. Рассмотрим систему ОДУ 

Г л08+ по 5 8'- яб^лл'- 8ял*с<'» о, 

По$Л- ПА - О, 

1 о Л г Л ' - Н - 0 , 
Т, 0 + Т 2 | ©'- 28бс(ЯЯ'- 89Л*«<'- йиДЯ'-ЛУч о. 

Здесь неизвестными являются величины: 2 - плотность, 
Л - радиус, °4 - скорость, р-ЬЭ -давление, 
6 - температура, и) - поток тепла. Автомодельной 
переменной является величина ^ - масса, изменяющаяся 
в диапазоне СО, | 0 3 , где 0 < | с < ° ° • Параметры 
задачи: 

^-п(л/+0-по, А М , а>0, а о <0, т > 0 , 

Решение системы ( I ) ищем в виде степенных рядов по
рознь для случаев 1 —*г 0 и ^ —к 5 0 . На концах ин
тервала [0 . Т^о! решение должно удовлетворять опре -
деленным условиям, вытекапцим из физики явления. Получе
но 4 вида асимптотик решений системы ( I ) . 

3. Асимптотики решений системы ( I ) при 5~* -0 
будем искать в виде: 

Я=Я 0 $ а + Л,$ а ,
+ , . . , а<0 , Л о > 0 , 

&=8о1°+?),5с,+..., с > 0 - ^0>0- <2) 

ю= Ю о ^ + и ) , ^ . . . . . (А>0. и)0<°, 

9 = 0 0 ^ * © , ^ ' + . . . . * < 0 . Эо?0. 



Условия на главные показатели и коэффициенты следу
ют из краевых условий на функции Л , в ( , 6 , Ю , относи
тельно которых предполагается, что при 5-»0 

Л - ^ + в в _ <^-*+оо , Ъ — О , Ю - — -О , 

0—-0о (- °°< 6 0< °° ) ливо 9—-+00 

Дополнительно из физических соображений следует, что 
при 1 — 0 

(3 ) 

Выпишем соответствующие соотношениям (2) выражения 
для производных: 

.ей Я-аЗЫ*'*^^1*... . а<а,<.. 

• М , ? 6 ' 4..., 

0'= е0о|*~'+*,©., 56*'+..., е<е,<. 

(4 ) 

После подстановки выражений (2) и (4) в систему ( I ) 
и приравнивания показателей при одинаковых степенях аргу
мента у найдем значения коэффициентов и показателей 
разложений ( 2 ) . Начнем с более простых уравнений. Уравне
ние 4- е в ( I ) после подстановок превращается в тождество: 

яа*с*а,-* 

•ал0Ь, I +ИаЛоЛ,о0\> •1*0 

Рассмотрение коэффициента и показателя при нулевой сте
пени позволяет определить 



Рассмотрение следухщеЯ степени уже допускает варианте: 
либо О» - - %СХ •, либо а, * - Яа , но в обоих 
случаях а1>0 

Уравнение 3-е принимает вид 

- а Я < 5 а ' - о < 0 5 & - о < ^ в , - ... - 0. 

Полагал й - 6 , находим 

Если же допустить, что С\+Ь , то должно быть СХ<& , 
а , = 6 < 0 .Но это противоречит полученному выше 

неравенству О, > 0 . Следовательно, возможно лишь соот
ношение ( 6 ) . 

Уравнение I - е принимает вид 

Здесь возможен один вариант соотношений, согласующийся с 
уже полученными в (5) и ( б ) . Это объясняется тем, что од
но из 3-х рассмотренных уравнений является следствием 
2-х других. 

Яэ 2- го уравнения находим 



Возможны два варианта: первый, когда 

е=2а, о - е , (гг-<-аоЫ^о+(с+е)8о0оЯ|= 0, (?) 

и второй, когда 

е<2а, с = - е , е,= Яа. (8) 

Из 6-го уравнения находим 

^ = с(к+0*2а+е(т+1)Ч Ю„=еж0&Г'вТ'Ло. <9) 

Наконец, 5- е уравнений позволяет составить тождество 

% во Iе* V, е< |*+ г 2 е 6 Ц е - т* е < 0,5 е ' -

- ( г а ^ Ь в о ^ ^ ' ^ - (ядф^*"-.., - 0. 

Учитывая равентство %0 +Ь+ С - 1= О , здесь 
возможны 2 варианта: первый, когда %а + с1-<<е. 
(2о * С&) и)о Ло " О , что выполняется лишь при 

Л-Яа, е>-1, ( 1 0 ) 

и второй варианта, когда 

Яа+ й-1 = е, 

[г^ЯаГ^Ос-ЬЫоЪово^о- (2а*-сОи)оЛ%=0. ( п ) 



Если подставить величину с » - е из (8) в соотноше
ния ( Ю ) , то окажется, что с < 4 , что противоречит нера
венству 1-Эа>{ из (5 ) при а.<0 . Если же величину е -
•-С представить в ( I I ) , то окажется с1*О-<0 , что проти
воречит первоначальному предположение в (2 ) . Следователь
но , 2- е уравнение допускает лишь один вариант ( 7 ) . 

Воспользуемся дополнительными условиями (3 ) , чтобы 
выбрать реализуемый вариант в 5-м уравнении. Условие 
88 — 0 при 3—0 удовлетворгэтея, т .к . С+е>0 . Ус
ловие Л я ц>—-4 при 5 — 0 удовлетворяется при Хо+Ь-О, 
т . е . при с{--2а . Непосредственно видно, что это согла
суется с первым вариантом (ДО), причем, учитывая е - - 2а 
в ( 7 ) , оказывается На >-{ . Что касается второго ва
рианта ( I I ) , то там при с1-2а оказывается 

*Г, + ИаТх + 31 а Ы 0 Во 7& - Д 

но это невозможно, т.к. первое слагаемое 

2(1-п + ПоО) п 

и второе слагаемое тоже положительно. Кстати, именно по 
этой причине невозможен третий вариант, когда %а+й- / >е • 

Таким образом, при 5-*-О возможен лишь один вари
ант асимптотики (2), коэффициенты и показатели главных 
членов которой определяются из соотношений ( 5 ) , ( 6 ) , ( 7 ) , 
(9 ) , (ДО) . Выпишем соответствующие выражения:. 

6 -а, с-1-Ъа, с1--%а, е - 2 а . (12) 

1 ' а (13) 

Дополнительное условие (3) в форме 2с и)о = - 1 
позвовяет определять коэффициент 2о , именно 



ън-Ят-Ъ т*1-к -т-1 т+< т*1 
Л 0 = 2а? 0 ( -а ) 0-а) (Поа-п) (ги>а+1-п). (14) 

Для показателя с( есть 2 формулы в (9 ) и (ДО), что поз
воляет определить величину 

а - Э + Ят-дк ( 1 5 ) 

От лада и из (6 ) и ( ] 0 ) следует ограничения на параметры 

Формулы (12)-(16) обеспечивают существование асимп
тотики в нуле решений поставленной краевой задачи. 

4 . Асимптотики решений системы ( I ) при 5- » -5о 
будем искать в виде: 

л =Хз+Хгса,+ ... , а,>0,1о>0, 

+ Ь,>о, •ио<0, 

8 = § 0 л с + Ь,хс'+... с<о, 8 о>0, 

и}-ш0хЫ+щхЛ*..., с(>0, и)о<0, 

в=80хе+ в,хе,+..., с>0, во>0. 

В этих разложениях -У = 3 0- I > 0 . показатели и коэффи
циенты естественно не те, что в предыдущем пункте, хотя 
мы используем одинаковые обозначения. Условия на показа
тели и коэффициенты в ( I ? ) следуют из краевых условий на 
функция Л , о< , § ,10 , в , относительно которых предпо
лагается, ЧТО При 5о , Л - " Л о ^ О , о(—о<о<0. 6-— + О 0 , 
В-*-О . Дополнительно из физических соображений следу

ет, что при § -»-5о Р~ &9 -— /Ъ< + ос. 
Выпишем разложения для производных, учитывая, что 

(17) 



< — М л * : 1 - 6 ^ * А ' - . . . 

и)'=-с(и>ъхС'"<- с Ы * * " - . .. 

Подставляя выражения (17) и (18) в систему ( I ) , будем 
последовательно от уравнения к уравнению определять глав
ные показатели и коэффициенты. Начнем с 4-го уравнения 

- а Л Д о г й * а н + с ' - . . . • 

отсюда находим 

Ш» 3-го уравнения находим 

- « Я , * * - Ло-^гх*»-Лцк%* =0. 
В иределе, учитвнигя,. «по X ~~* Зо , отсюда следует 

6»-а,-*, пД,<0, о<, - - д ^ > 0 , 

(19) 



Отметим, что случая О, = 1 , согласно (19). приводит к С «О, 
что противоречит первоначальному условно (17 ) . 

Из 1-го уравнения находим 

^ о & Х С - По$СО ,оХ С" '+ 2а,Я,о/ 0 Яо8о X 

Учитывая соотношения для Ь/ п Ь% в (20) , отметим, 
что сумма коэффициентов при степенях с показателями С-У 
и вС+6 , -1 тождественно равна нулю, причем с = - 6, . 
Суммируя коэффициенты при одинаковых степенях с показате
лями С , 2 с + - а , - < ,Яс+Ьц-1. найдем коэффициент 
о< А , который совместно с формулой из (20) позволяет оп

ределить 

^ « ( п о - г О Л ^ О . Д в - а П ^ < 0 . (21) 

Из 6-го уравнения находим 

(22) 

Уравнение 5 - е после подстановок принимает вид; 

г, в0хе + % 0, х е < - <ЬЙу е0 О хе"% Ц $ е, 0. хе'" + 

Из сравнения показателей и коэффициентов при соответству
ющих степенях следует 

0 О * М , « - - С я 5 о 1 - > 0 - (23) 



Следующий шаг сравнения дает возможность определить 

е , - е + ( , с!,-о1+1 (24) 

И найти формулу, связывающую коэффициенты б< и 10, . 
Мы не приводим эту формулу из-за ее громоздкости. 

Наконец, из 2-го уравнения находим 

(П-1)0(0+ (п-Ы,X8| + По5 6<оС« X П о 5 Ья о ( в X.*"'-

- (с +е )8обоЯо е / + е - ' - (ое,)И1 в, х с ^ " ' -

Здесь возможны 4 варианта. 
I вариант: С + е - 1 > 0 , 6, = 4 . 

В атом случае, используя уже известные соотношения (19) и 
(20) для показателей, найдем 

* . - С , - 1 , « « - 0 4 - 2 , с . - 1 , йл-Ъ. (26) 

Коэффициент при нулевой степени позволяет найти 

Коэффициент при первой степени позволяет найти 

ЯбоЛ* > 0 ' Л > " Г - ' ^ 
при этом 

с+е-2, е - 5 , с Ю , я - З т - Я . (28) 

Кроме того,из формул (23) и (27) для во можно опреде
лить коэффициент 

Л1-2 т 1. 2т 
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П вариант: С + е - т = 0 , 6,>4 . 
В этом случав необходимо Ь) = С + е< , а т .к. е ( = е + 1, 
то справедливы равенства 

6, = 2, е = с ( -а , - 5 , с—2, к--|Ст-0. ( 3 0 ) 

Далее, из коэффициента при нулевой степени находим 

- 9 о ' ^ > 0 , Щ 01 ) 

Эта формула совместно с формулой (23) дает возможность 
определить 

9зе^-1)ат(1-п)\П-т . 
*° • р т а 4 0 а (32) 

Из коэффициента при нулевой степени находим 

в 1 - - ^ - < 0 . (зз) 

Ш вариант: С+е -1 = 0, 6( = { . 
В этом случае находим показатели 

8,Н, а , -е - с 1 - 2 , с= -т , к-Я(т-() 

и определяем значения коэффициентов при п.<^ 

(34) 

(35) 

Эта формула совмество с формулой (23) позволяет определить 
коэффициент Оо , но мы не приводим это выражение из-за 
его громоздкости. 

1У вариант: С + е - 1 < 0 , 6, = I . 
Простое сравнение показателей и коэффициентов при С + 6 -
- 1 < 0 показывает, что невозможны случаи 6, < { или 
6, > 1 .Из обращения в ноль коэффициента при главной 
степени следует С + е - 0 , благодаря чему легко находят-



я п(<-п)8 0Д|-"Д о
г 

При этом знак величины В, совпадает со знаком числи
теля выражения (37 ) . В частности,при п.>4 необходимо 

Дополнительное условие $В—-Ро при 5~*'5о выпол
няется во всех 4-х вариантах, причем в первых 3-х вариан
тах 66 — 0 при 5-*-5е 1 т . к . С+-е>0 , а в 4-м 
варианте $>о = ЬоВ0> 0 . т.к. С + е - 0 . 

Таким образом при 3-» 5о существуют 4 варианта 
асимптотик решений (17 ) . Общими для всех 4-х асимптотик 
являются формулы для показателей 

с^а . + т , С|=т, й,=-сЫ, « ,-е+/ (зз) 

и формулы для коэффициентов 

^ = ' Г 1 Я о - ^ " Й г * ^ " ( Щ ? ' ^ ' Й Г ' (39) 

и)0=-еа»Л 8 0 Л>, 0<>-

Коэффициенты Л о и могут быть определены в не
которых вариантах асимптотик. 

Приведем конкретные значения главных показателей в 
каждом из 4-х вариантов асимптотик 

I ) 0 , - 2 , Ь,*1, с = - 1 , с Ь е - А ' 
Коэффициенты Ло и б 0 определяются по формулам 

ся показатели 

6 , - 1 , бц-си-Я, с = - 1 , ё - с Ы , к = т-2 . ( 3 6 ) 

Коэффициенты &о и -Ло в данном случае остаются не
определенными, коэффициент б, определяется следующим 
образом 

(37) 



(26) и (29) . Условия на параметры 

К-Згл-Я, 1 > П > ^ (40) 

2) а, = 3, 6,-Я, с=-Я, Ы-е-3. 
Коэффициент определяется по формуле (32). Условия 
на параметры 

К*%(т-0, П<1. (41) 

3) а,-4 (,, = •!, с=-1, й'ЫЯ. 
В этом варианте коэффициент 8 0 может быть вычислен, а 
условия на парамегры те же, что и в (41) . 

4 ) а,= Я, &,«Д, с = - 1 , а" = е = I 
Коэффициенты Л о и $ 0 не определяются, условие на 
параметры К = Ш-2 . 

Сравнение условий на параметры К , т , П. , По в 
асимптотиках при 5 — 0 и 5 — Зо показывает, что они 
не противоречат друг другу. Следовательно искомая задача 
допускает 4 вида асимптотик решений. 
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УДК 517.95 

А.Б.Цибулис 

НЕ ВСЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 
ДОСТИЖИМ! РЕШЕНИЯМИ СГЛАЖЕННЫХ ЗАДАЧ 

Как в теоретических, так и численных исследованиях 
уравнений с РН (разрывными нелинейностями) широко при -
меняется метод сглаживания (аппроксимации) РН. В случаях, 
когда решение исходной задачи не единственно, естествен
но возникает вопрос: все ли решения могут быть получены 
как предел последовательности решений сглаженных задач ? 

В иной ситуации аналогичный вопрос (как открытый) 
был поставлен Эллиотом [ б ] , а именно, когда краевая 
задача для нелинейного уравнения диффузии, имеющая бес -
конечно много решений, аппроксимируется конечнораэност -
ной задачей. 

В этой работе, как и в [з ] , основным объектом ис -
следования является уравнение (и'+ эе(и)) =0 , под 
знаком производной содержащее РН простейшего вида -
функцию Хевисайда. В [3^ для краевой задачи Дирихле, 
имеющей континуум решений, доказано, что любое из них 
достижимо ( как предел в смысле равномерной сходимости) 
решениями подходящим образом сглаженных задач. Однако, 
для смешанной краевой задачи ответ на поставленный воп -
рос, как показывается ниже, вообще говоря, отрицательный. 

и о, 
1>0. 

Пусть Я'Ы.Ь), 



и относительно цеИ/ рассматривается ВР (вариационное 
равенство) 

^их + ж(и)Чхс1х.+ 0-ве(и(оЩ№*0 №е№ ( I ) 
-Я 

Такое ВР возникает при определении обобщенного реше
ния для формальной краевой задачи 

и(0)*0, и'(Ь)<*-1 
Через К(де,\}) обозначим класс всех измери -

мых функций эе* таких, что 

Г -0, \Г(х)<0, 

х*(л) 1 €[0.1]. *№-0, 

и всюду в дальнейшем разрывные функции будем понимать в 
смысле реализаций, т . е . как элементы соответствующего 
класса Я 

О п р е д е л е н и е I . Функция ие V/ назы -
вается решением ВР ( I ) , если найдется функция эе* 
из К(>Х; и) такая, что 

]{их*х*(х))Чк г о Пе л/ (2) 
л 

П р и м е ч а н и е I . Такое определение не следует 
считать искусственным. В литературе решения задач с фазо
выми переходами (когда возникают так называемые двухфаэ -
ные зоны) часто определяются в терминах многозначных опе
раторов (максимально монотонных графов), см., например, 

[ 6 ] . В нашем случае функция эе * в этой терминоло -
гии является ничем иным, как сечением соответствующего 
многозначного оператора. 

О п р е д е л е н и е 2 . Последовательность непре
рывных функций эе к Л — СО. I ] , имеющих первые 
обобщенные производные, назовем естественной аппроксима-



цией разрывной функции ге , если для любого 8 ?0 
при всех достаточно больших К выполняются соотношения 

си 

П р и м е ч а н и е 2 . Для сглаживания РН в литера
туре нередко применяется аппроксимация Иосиды, см., на
пример, [ б ] . В случае функции Хе вис айда аппроксимация 
Иосиды является естественной и при этом совпадает с ал -
проксимацией, предложенной в [4] . Другие аппроксимации 
функции Хевисайда, применявшиеся в [ 3 , 7 ] , тоже являют
ся естественными. 

Через и* е XV обозначим решение естественным 
образом сглаженной ( т . е . согласно определению 2) задачи. 

](и^<*кШх + (<-х*(и(Ь)))щь)=о Пей/ (з) 

И ИЗУЧИМ ВОПРОС О СХОДИМОСТИ 1и"] , При К — о о , 
к решению IX исходной задачи. Для этого нам понадо-
бится-

Л е м м а I . Пусть и"-— 0 в V/ . Тогда 

аеЧищ)-~0 эе*(иЩ-~ 4 С * - - ) . (4 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Тек как 
0* аб*/и*)< { • * ° существуют подмножество М 
натуральных чисел, функция зе °е /_я (&-*-С0,1]) 
и число зёе[0,{] такие, что 

В силу слабой сходимости и"-*-0 в \л/ из (3 ) 

получаем 

]л'ЪЫ** (1-х)*(Ь)-0 ЧЧеи/. ( 5 ) 



В качестве х возьмем функцию 

а 
Тогда, 

Л 

Поскольку же [0,1] и Ч{Ь) ъ О , то отсюда 
заключаем, что а: 0 • О • и следовательно, см. (5) , 

эё - 1 . Итак, показано, что предельные элементы 
ж" , ас соответственно, последовательностей 
(х*(иК)} и (щ*(и*№Ш определяются одноз

начно, а этого достаточно для сходимоотвй ( 4 ) . Лемма до
казана . 

Л е м м а 2. Пусть а'^г-М в . Тогда 

-!2 
Приведем д о к а з а т е л ь с т в о , которое 

справедливо также в многомерном случав. 

то, благодаря теореме Егорова \1\ , без ограничения об
щности можно считать, что \}т(х)\х(х) (т — ос) 

равномерно. 

Так как 

/эе 'М, сот*, (7) 

Положим 

с 



Тогда и)** Х*(о*)1>2 и 

шт(к) — и>'(х) - Ш$а& (в) 

Последовательность ограничена в V/ и, 
следовательно, слабо компактна в у/. . Более того, на 
основе (8) заключаем, что 0>т-~ Ю° Г"I-*••» ) 

В силу сходимости V*— I? в М достаточно 
показать, что I* - 1д — 0 , К - » ° ° , где 

Справедливы следующие соотношения: 

1 Я " ^2 0 ) - 0 , Л с ш { Х е Л О ] . 

Здесь не существенно, какие значения на множестве 
-2* принимает функция Ж , поскольку для почт веех 
л ШШ атого множества 1 ^ - 0 [ г ] . 

Далее, область представим в виде 

Л - -2 0 (ЛЯ5 0 ^ . . где 

Л€е(хеЯ:0< Ы(х)1<$)г д$ - [ х еЯ I / *(к)Ы8 ] . 

Зададим и выберем числа о* , т0 

такими, что 

/1дУА)1«| . 



при- л г ? т 0 , . Возможность такого вы
бора гарантируется свойствами: тез Х2$ - » - О 
при 8 — 0 ; г Г т ^ ) — 1 Г ( " х ) равномерно. Те
реть .согласно свойству ( г ) ,(см. определение 2\ полу
чаем 1 « &/2 для всех достаточно 

I - -1 а - » - 0 При /71 — оа 

Отсюда в силу оценок (7 ) немедленно вытекает сходимость 
к нулю при к —г-оо и всей последовательности 

{ I,*- /а*3 • Лемма доказана. 

С л е д с т в и е . Пусть последовательность [и*} 
решений сглаженных задач сходится слабо в к 
решению и ВР ( I I . Тогда Ц* сходится к и сильно в 

щ! . 
Действительно, в соотношении 

](и\ - их +х*(и*)-*{и)) * - (*"(и'№) -

полученной из ( I ) и (3) , возьмем 4= ик-и . 
Тогда, благодаря лемме 2, -

И ик- и 1Ш < ссм1 '(\(ик
х - и,)*с*х —• 3, к *»< 

з. 
Т е о р е м а .Ни при какой естественной аппрокси

мации функции эе решениями сглаженных задач (3) 
невозможно приблизиться в 1-ц к нулевому решению 
ВР ( I ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о Проведем от противно
го, т . е . предположим, что а * — 0 в Ц 

Поскольку в качестве реализации функции зе можно 
взять следующую функцию 

тс и= 0 на самом деле является решением ВР ( I ) . 



Для решений ВР (3) имеет место априорная оценка 

НцкИш < сопи., 

кроме того, 0 4 де*(и.')^ I . Поэтому существуют 
подмножество л/< натуральных чисел, функция и°е IV 
и число зе°еС0,0 такие, что хт(ит(6)) 

эс°, ит-~ и0 сильно в /-х и слабо в И/ 
при т - * ° ° , ще л/< . Более того, ип-*и°. сильно 
в И' : см. следствие. Теперь, учитывая предположение 

Ик-+-0 в ./-г. , эвключаем, что и° = 0 
Далее, в качестве Ч! взяв функции = 

- а е * ( Ц * ) ( * - о ) , из ВР (3 ) после несложных преобра
зований получим 

(1-**(и<(Ь№б)= 

л * 
Левая часть этого равенства не меньше нуля, так как 

0<зе*<ц, Г((,)*0 и (х*)'ъО. 
Поэтому для всех к 

*1иЛ
:дек(и*)сЫ+ (Ь-а)&1иЩк 0. 

л 

Отсюда в силу сильной сходимости ит-~0 в IV имеем 

От хл(ит(6)) 

что противоречит утверждению леммы I . 
Теорема доказана. 
П р и м е ч а н и е 2. Решение ВР ( I ) неединствен

но. Функция и~-Х является его вторым решением, 
причем это решение может быть получено как предел (на -
пример, в норме И/ ) последовательности решений ее -
тественным образом сглаженных задач. Не ясно, можно ли 



построить пример задачи с РН, решение которой единствен
н о , но тем не менее оно недостижимо решениями сглаженных 
задач. 

Литература 

1. Колмогоров А.Н., Фомин СВ . Элементы теории функций и 
функционального анализа. - М.:11аука, 1976. - 542с. 

2 . Ладыженская О.А., Уральцева Н.Н. Линейные и кваэили -
нейные уравнения эллиптического типа. - М.:Наука,1973. 
- 5 7 6 с . 

3. Цибулис А.Б. О влиянии способа аппроксимации на качес
твенное поведете решений задач типа Стефана//Латв. 
мат.ежегодник. - 1988 . - Вып.31. - С .91-94. 

4 . Цибулис А.Б. О разрешимости эллиптических уравнений с 
коэффициентами, терпящими разрывы на поверхностях ви
да ц=д(.х) //Латв.мат.ежегодник. - 1985 . -
Вып.29. - С . 1 0 0 - Ш . 

5 . Е Ш о И С И . ТЪе 51еГап ргоЫеш и1Ьп а поп-гаопо1опе 
с о п в и * и * 1 у е те1ъИоп//Х*к »Т.Арр1.МеЛЬ. - 1985. -
Н о . 2 . - Р.257-264» 

6. КвпшосЫ Я . , Р а « 1 о » I . А сХаав оГ аоп11пеаг е Ш р И с -
р а г а Ь о Н о е ч и а И с т а « И Ь *1гае-аврвпаеп» сопа4га1п1в// 
Ноп11пеаг Апа1 . ,1Ьвогу , мет.Ь. апа А р р 1 . - 1986. - 10 -
Н о . 1 1 . - Р .1181 -1202 . 

7 . Н о с Ь е Н о К.Н. А е1аяа о! поп-Левепега^в 4яо -рЬаав 
51еГап р г о Ы е а а 1п а в т е г а ! врасв тах1аЫеа//Соооиа . 
Рвг * . 0 1 « в г . В ч и а * . - 1987. - 12 - Но. 1. - Р.21 -45 • 

Поступила 12.12.89 



№ 517.927.4 

Виржбицкий Я.В. 

о РАЗРЕШИМОСТИ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕЙОЙ ЗАДАЧИ 
С ОГРАНИЧЕНИЕМ 

В работе продолжаются исследования [ 1 - 3 ] . 
Рассматривается обобщенная разрешимость [4] краевой 

задачи 

Г у-

Н0Ж • Ко, 

где 1еI- [_а,Й . - < » « а < 6 < + « , . ^ е С а л ( I » К * Л ) . 

Г 0,1, Лей6(1,К), ре 66(1, К), хе5в(1,К\ 

здесь № 66. , 55 - множестве обобщенных нижних и 
верхних функций и обобщенных решений уравнения ( I ) (см. 
[4 ]> . 

В работе при предположении обобщенной разрешимости 
краевой задачи (си. ниже) выявлены свойства функций Но 
и Н< . где Н0 является фиксированной. Этим доказа
на необходимость свойств функций Но и Н, для 
обобщенной разрешимости краевой задачи. Показано также, 
что найденные условия для функций Но и Н, гаран
тируют обобщенную разрешимость краевой задачи в некотором 
смысле, чем показанв достаточность свойств функций Ц0 и 

Н, для обобщенной разрешимости. Ьместе взятые, резуль
таты моуно интерпретировать как необходимые и достаточные 
условия обобщенной разрешимости краевой задачи (Т ) - (4 ) 
при фиксированной функции Но . и дополнительном огра
ничении о<'(а) >р'(а) 

( I ) 

(? ) 

(3) 

(4) 



- 33 -
выпишем разные соотношения между °* и р в 

точках а и 6 ; 

1. и.(а)-р(а). ь . сЦЬ)'Р(Ь), 

2. «х'(а)^Яа). б. л'1Ь)<р{Ь), 
3. Л(а).р'{а\ 7 . Л{Ь)-рЩ, 

4. ^.'(а)>/7а), 8 . =<'(6)>Я6). 

Ь донной работе используется неравенство =С'^а)> ^ Т а ) , 
имеющее номер 4. Наличие выписанных соотношений б.улем 
называть условием и обозначать через И . Например, не
равенство оС' (а) »Р' (а) будем обозначать Ц •= 4. 

Введем обозначения. Будем говорить, что функции Н 
четырех аргументов имеет тип монотонности (6«6" а (5 А<34 ), 
где <5(,е 1 0 . - . + , О, если Н по ъ-му аргументу: при 
(5;, * 0 не зависит, при бь» - ( б ; » + ) не возрастает (не 
убывает), а при '5; = I ограничения не накладывается. 
Класс монотонности М ( б^г^ъ^А ' состоит из всех 
функций из С (К** 8^*, К ) , имеющих тип монотонности_ 
(Олв».влб*. ) . Кстати, МИШ)* С ( К * « К * . Л ) . 
Ииецгм также обозначения обобщенных классов монотонности 
МЙ <55<5л ) . где б 1 е [0 > - .+ .т ,Л 1 вдМ) ,Е,Р ; «^ .Х .У } 
Повпдснис функции Не Мб (СТ, 0*6^(5/, ) при различных 

^ определим лишь для первого аргумента, тпк как для 
остальных аналогично. Для (й.-,+, 43 повеление 
как для классов монотонности, для (3|*-Х имеется строгое 
убывание. Для 0 , е . { й . С Х , о п р е д е л и м равенствами: 

Мб Г * 5 д б ^ ) - Мб (КГябэЪц) \ Мб Г-бдб лбД 

Мб ГСбд^О,) • Мб С' N Мб (УА&Щ 

Мб {Ебьв^)* ^(-вьЪзбд^Мв (Х5лбл5+\ 

А/б ( « 5 * 5 * 0 » ) ' Мб N А/б 

Для < 3 , е { У . в . Л Не / /0^(5.0» 6Д 
если -ЧеМ6165 5х Ой <л» ) при с*6 ' *', А. С, Е, Л3 
соответственно. 



Как правило, классы монотонности будут использованы 
для описания функции Н, , обощенные классы монотоннос
ти - функции Но . 

О п р е д е л е н и е . Набор {Но.М, Ц ) , состояний 
из функции Но , класса монотонности М и наборе ус
ловий 1-6, обозначаемого И , является классом разреши
мости {{Н0,М ,11 )е С5 ) , если для любых аеК, Ье(а,1-»>), 
^ е ^ ^ г К ) . Ле йв (1.К) , ре 66(I.Ю, Н, 6 М. 
Ко, п,е К таких, что, если выполнены неравенства о<<р, 
Н^ с/« к± * Н̂- р и условия Ы , то существует обоб
щенное решение краевой задачи ( 1 ) - ( 4 ) . 

Перейдем к изложению вспомогательных результатов. 
Доказательства будут приведены в конце работы. 

Л е м м а I. Пусть И- 4 и (Но.М , Ц ) е СБ . 
Тогда Ное Мб ( Ш О . 

Л е м м а X ' . Пусть Ц - 4, (Но.М ,Ц )еСЗ . 
Тогда М<=Мб(М»0 . 

Л е м м а 2. Пусть Ц - 4, ( Но.М ,И )еС5 и 
Н0еМ6(АШ). Тогда МсМ(-Ю+) 

Л е и м а 3 . Пусть И - 4, {Но.М ,Ц >еС5 и 
по?Мб ( М П ) . Тогда МсМ(1-101 

Л е м м а 4 . Пусть \Х - 4 , < На, М, Ц. ) е С5 и 
•НоеМбСт ! ) ) . Тогда М<=М0-Ю). 

Л е м м а 5 . Пусть У • < по.М . Ц ) е С5. 

Тогда ИсМ(11И)^М(*1*0-
Л е м м а 6 . Пусть 11 - 4, < Но.М ,Ц ) е С 5 и 

^ с * Н л ( Н в О . Тогда М с М ( - / * 0 . 
Л е « . * 7 . % е г ь 11 - 4, {Не, М,Ц )е С5 и 

Щ,€ М6| С-/ЮО. Тогда М с М ( - Ш ) . 
Здесь Мв,,, (-^0= {ГеМ6(-Я]>+) : С3 "и. и*, и»,Ци,Ы?«, 

и * ь е К ) ( 3 и Л ( Ц л ь Ц , ь , % « И 1 ц » , с К ) 
(и„$и,а, и2,< и » , & е Си,,. МвЛ, " » е 
СУв». М*А "з»> Г(ц„. иа,, и.,.и*,)• 



- зь -
Л е м м а 8. Пусть И = 4, ( « 0 ,А/ ,Ц ) е СЗ и 

Н0еМй,(--Щ. Тогда ИсМ(-1И). 
Здесь М6,(--М>) • (реМ6Г--Р0 ) - - и«.и,а.*д,.и».Ц»е1г) 

(3 цд,. и.к, и», 1% и^, и„5 еК)(и„ * и», 

и**1%', "«еСи.,, иа1, и^е Г«Ц '«л) 
№ . и>, и*, и»,) г-/цв< ^ и Й .««) - > л 

Тим. и«. м». и**) е Д 
Мб а (- - Ш -Мв(-- ИО) <Щ(--1>2)). 

Л е м м а 9. Пусть И = 4, ( Но.М . и ) е С5 и 
Но € Мб ( - 4 0 ) Тогда МсМ(-Ш). 

Порепдем к формулировке и доказательству основных 
результатов. Предположим, что Нс« М(5(И I I) N Мй(А1й(). 

Т е о р е м а I . Пуст* II = 4. ( Н о . М , У ) е Г 5 , 
тогпе и только тогда, если функция Но и класс монотон
ности М принлдложат одному из следующих сочетания 
классов функций ( Но входит в первый класс, М - во вто
рой): 

I ) М(-00). 

г) т\А-0), М(-ю+), 
, ^ М б ( Д - - Р ) , М Г--00). 

4) Мб (-ДО*). М (1-0)1) М(-Ю), 

Ь) №(-Яб+). М(--*0). 

С) Мб, ( -нИО. И ( " ' 0 ) . 

7 ) МъМ&О. М(<--0)1/МГ-10), 

8 ) N6 ( - 0 0 ) . М ( « - + ) ( , ' М Г - 1 7 + ) , 

9) Мб ( - -60) . М (-! + • ) . 

Ю) М б ( - - У 0 ) . М(1Ш\ 

11) № ( - - 1 0 ) . М(-11+), 

12) Мб ( - - (Л » . Ии--С)иМ(--ю), 

13) М б , ( - - М ) , М ( - - Ю ) . 



14) Н6г(-00), М(1-0)иИ(-Ю), 

15) МО(-М>), М(-*0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

Д о с т а т о ч н о с т ь , а силу нашего предполо
жения Ноенаит)^ ма (я/я/ ) . и с и л у д е и м н х» 
имеем п в с М 6 ( 1 Н + ) > > Мб ( Я1Й+). Ьоэьмем раз
биение 

Иб(111+)'*МЧ(А1Й+) - М6(ЯЯ-+)иМ6(й~0)(;Н5(А-<-$)и 
нь(-яо+) о мв(-вв+) и мв(-яо+) и 
Мб С-- 00)1/ма С-- ВО) I/ « б ( -ыо )и 

мб (- - из) у мо (- - оо) и Мб (- - во) и 

Мв(-дВ) 

Так как 

Мб с- яь*)' на, (-яо•) и мая г- ЯРО. 
мб(--№ - на, г—№ ̂  *а* (--№). 

то в силу последнего и выписанного разбиении получаем 
окончательно разбиение множества Мб {111*) \ Мб (Я1Я+) 
на элементы, которые являются первыми классами и строках 
1)-Е>) формулировки теоремы. 

Здесь следует показать, что, если Ц « 4 и ( Но, М . 
II ) е С5 . то И необходимо включены в соответствую

щие классы монотонности. Так как Но фиксировано, то 
необходимо попадает в один из элементов разбиения множес
тва Мб (11 1 < • ) 4 Мб ( Я /Я • ) (напоминаем, что случай 
ло€Мб(Й1Й«- ) здесь не рассматривается). Исследуя по
очередно все различные случаи попадания Но в обоб
щенные классы монотонности и вследствие свойств Но по
лучая ограничения на М , мы исчерпаем все возможнос
ти, чем и_ будет доказана необходимость. 

Приступим к строкам 1) -15) . Рассмотрим I ) . Имеем: 
Ц - 4, Нг е Мб ( АН - * ) ; ( Но . М ,Ы)еС8 . Тогда 



в силу лемм 2, 3 имеем: 

ИсеМв(ЯЙ--г) М*М(-10+), 

следомательно, МсМ ( -10+' ) П М (1-10) • М(--00). 
Аналогично доказываются 2 ) - 5 ) , 8 ) , 9 ) , I I ) , 12), 13), 
при этом для доказательства указанных строчек испольэо-
ванн леммы: 

2 ) - лемма 2; 
3 ) - леммы 2, 4; 
4) - Л'-ммы 3, Ь; 
Ь ) - леммы 3, б ; 
в) - леммы I, 5; 
9) - леммы I', 6; 

I I ) - лемма 9; 
12) - леммы 4, 5; 
13) - леммы 4, 6. 

Осталось рассмотреть 6 ) , 7 ) , Ю ) . 
Возьмем Г>). Здесь Ное М6,(-/?1> + ) . В силу леммы 3 и 4 
получжм МсДСИ-Ю). Применяя лемму 7, получаем МсМ(--/0) ( 

что И требовалось показать. Переидем к 7 ) . Как уже была 
показано в б), из лемм 3, 4 получаем 1-7сМ(1-1С). Приме
няя лемму Ь, получаем М (1--0)ОМ ( - - 10 ) , что и тре
бовалось получить. Рассмотрим 10). При Ное МО ( — УО ) 
Iстрогое 1>1>:<рпстанис по третьему аргументу!) при наличии 
неравенства Л'[сС) > р'(а) имеем Но°(>Н0р, т . е . не
равенство НоЛ < Нор . присутствующее в определении клвс-
сп рппреоимости, не выполнено, поэтому ограничения на М 
получить невозможно. 

Н е о б х о д и м о с т ь . При Ц « 4 для Но и М , 
описанных в строках 1)-11) формулировки теоремы, следует 
поквзпть, что ( Но.М М ) е СЗ . Для этого главным об
резом будут истмьэовпш теоремы роботы [ 4 , с . 149]. Но 
в некоторых случаях при-.-тся /.оказать соответствующие 
теоремы. 

Рассмотрим Солее подробно 1 ) . Следует показать. 



что при и - 4 для НоеН6{ЙЙ-+) и любых ае К, 
6 е ( а , + ~ ) , ШШжЩЬ Лейва.Щ), реВ6(1.Ц), 
Нле М(-- 00) , По.п.еК таких, что выполнены неравенства 

с/,*^ , ЦфЛЩ Игр и условие 4, существует обобщенное 
решение краевой задачи ( 1 ) - ( 4 ) . Так как М ( 3 ( Л Я - + ) с ; 

М ( ( < - + ) , то требуемое следует из теоремы Т001 
[ 4 , с. 149]. 

Таким образом доказываются . ° ) -6 ) , 8 ) , 9 ) , Ш - 1 3 ) , 
15), при втом следуют из теорем работы [ 4 ] : 

2 ) — Т002, 
3 ) - Т001, 
4) - Т002 и Т012, 
5 ) - топ . 
б ) - Т012, 
8 ) - Т004 и ТОМ, 
9) - Т013, 

I I ) - ТОЮ, 
12) - Т003 и Т012, 
13) - ТОК, 
15) - ТОП, . 

с учетом включений Мб ( Д - - О ) с || ( , - - 0 ) , Мб ( Й - - 1 ) ) 
с м ( И - + ) , Мб (-А0 + ) •= М ( - Ю + ) , Мб ( - Я В + ) с 
«=М (-71 + ) , Мб! { - Я 1 ) + ) с : М ( - 1 + + ) , Мб ( - - 0 0 ) -
- Н ( - - 0 0 ) . Мб ( - - В О ) с м ( - - Ю ) , Мб ( — Ю ) с 
с м ( - - + 0 ) , Мб ( - - 0 1 ) ) = М ( - Ш + ) с м ( - 1 + + ) , 
Мб! (--1)1)) <= и ( - 1 + + ) , Мб ( — Ы » о М ( - 1 1 + ) . 
Для 7 ) , 14) будет доказано ниже. Для 10) : при выполнении 
неравенства Л'(о)>Р'{ф всегда НоЛ > Нор , следова
тельно, не выполнено неравенство Н0©< * Н0]Ь , вхо
дящее о определение класса разрешимости, поэтому формаль
но ( Но ,М ,0. ) еС5 в этом случае. 

Т е о р е м а 2 . Для НоеНО^-Ю* ) и МсН(1-0) 
(УМ {--10) набор ( Но . М. и ) е С5 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для И имеем два 
случая: М с М ( / - - 0 ) и л и М с Д » {--10 ) . Если 
М 0 € М й 2 {-ЯО+), М<=И { — 10 ) , то ( Но ,М,4 )гСЗ 



в силу теоремы Т012 [ 4 ] (ввиду Ийл (-ЙЪ+ ) <=Н ( - 1 + • )). 
Остается рассмотреть случай М = М ( т - - 0 ) . 

М6ЛШ*)- {г"еИбГ-Я1>*)' ГУи,,. ил,иа,иг1,ии,и^еК) 

(Щй. и5л. ц». 1ь,,. и«. ы«е # ) ( ц „ и м , 

Ц|»е Ги„, и » е[ц,,,иа 1, Цц?к,я) 

Ц«, ия, ич,)-^^Р(ил, и«, ии, м««) =У* V 

г7ц5, и « . ч » . е 

Принадлежность функции Но классу М6^{-ДР+ ) можно 
интерпретировать так. Если даны обобщенные функции ,4 и 

такие, что Ы^р , о<уа) > р'(0.) , и дано обобщен
ное решение Л такое, что ^*х*р , то //о в 
Мйд (-Н0 + ) означает, что либо Но<А> Нор , либо НоКе 
[ М . Но>] . 

Пусть Н 0 е - М б я ( - Д Р + ) , Н ,еМ ( 1 - - 0 ) . д , я рас
смотрения случая М с ( И ( < - - 0 ) остается показать, что 
для любых аеК, Ье (а , + ), }е Сол (1**> 2,К ) , 
ь(.еН1И1,К), _ 6 е В б ( 1 , К ) , /10.П/ таких, что вы
полнены неравенства , <4'(а) >Р'(й) , НСс/, *1ЦЧ Шр, 
существуют обобщенные решение краевой задачи ( 1 ) - ( 4 ) . 

Определим индуктивно последовательно и [р;\ 
обобщенных нижних и верхних функций уравнения ( I ) . Пусть 
о(|»оС , Р<*Р . Если о<1 и р: уже определены, 

то <=4;*1 и Р:*, определяются следующим образом. 
Ищем Ц ( ^ ) - решение I I ) с условиями Лс *• Ц < Рс , 

и ( 6 ) . ( « ) • РС[Ь)) . Н,и*А, (существует 
в силу теоремы [ 4 ] ) . Из определения Но€ МО», (-ЯРО и 
Н 0 Л ; « Но>; имеэм Но а в СНоЫ1, Н0р;2 , • 

Полагаем Л^, • <4: , Р;„ * и . е с ли и!(а) < о<; ̂ а) и 
о<:и * и , вс»1 • Р1 в противном случае, в" обоих 

случвях Н 0о<;., « Н о ( а ) * РСч 1л\ 
Таким образом, последовательно 1с-С3 и поптро-
енк и имеют пределы >Аа и (см. [.4] ) , для 



31, лемма I ' - как лемма 2 [з), лем-
3 ] , лемма 3 - кок лемма 4 [ 3 ] , лсм-
3 ] , лемма 6 - квк лемма Ь 2 ) , лем-
3 ] , лемма 8 - как лемма 8 3 ] , .-ем-
3 } , л е т а Ь - как лемма 2 3 ) . 
4. Пусть Ц - 6 < Л'(Ь) < >'(&)>• 

( Н с , М , и ) ь С 5 тогда и только тогда, если функция Но 
и класс монотонности И принадлежат одному из следую
щих сочетаний классов функций: 

как лемма I работы 
ма 2 - как лемма 3 
ма 4 - как лемма о 
ма 7 - как лемма 6 
ма 9 - как лемма 7 

Т е о р е м а 

I ) М б ( Я Я - * - ) . М ( ~ 0 О ) . 

2) на (-АО*), М(1-0), 

3) Мй(-ЯС+) , М(--00). 
4) ма(й-о). Н(-ю+)им(-•00. 
5) Мй(Я-Й), М ( - - О - ) , 

б) Мб, (й-с) . мо-о»). 
7) М б я М - О , м(-ю*)им(- -00. 
8) Мб (-00), м(и-+)1/м (/--/; 
9) иа(-оя), 

10) мв(--ок), мош), 
I I ) М б ( - 0 « ) , м о - 0 . 
12) м(~со). М(-П»1/М(- -00. 
13) нч,(-сс). М(-01). 

которых выполнены соотношения Но^о < Нор 0, л'0[а) г р'0(а), 
«Мб ) * ^ о (Б ) . Но в силу Н с е А/а г ( - г10+ )с М ( - 1 -+ ) 

имеем Но^о'-? Но^ъ • что имеете с неравенством Н р о < о $ 

НоРо Лает равенство НоЛо * НоРо - Но - Так кок , 
Р>!з Л 56 / 0. то решение .х (которое удовлет
воряет также условие щ'Я • #1 • ) найдено. 

Т е о р е м а 3. Дня Но в М6 Й (--1>0) и М^М(1--0) 
УМ (-- \0 ) набор ( Н0.МЛ)е С5 . 

Докялательстио аналогично дчкозательстиу теоремы 2 
и опускается. 

Перейдем к доказательству лемм. Лемма I докапывается. 
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14) НЧц(-СС), М(-Ю*)1;М(~01), 

15) МЙ(--СЯ). М ( - -О - ) . 

Эта теореме (и ее формулировке) получестся из теоремы I 
путем замены независимой переменной типа /с — - 1 . 

З а м е ч а н и е . Случай Но е МО I Й \Л I ) здесь 
не рассмотрен. Можно выразить гипотезу, что при ( Но, М , 
4)еСЗ верно НоёШЦйИН ). 
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УДК 517.927.4 

Л.А.Лепин 

ОБ ОТСУТСТВИИ МОНОТОННЫХ РЕШЕНИИ ОДНОЙ 
НЕЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

При изучении автомодельных решений полулинейного 
уравнения теплопроводности 

где Ъ>1 . а Й - размерность пространства, возникает 
краевая задача 

У+^У-ЗгЫ-^х+^'О, ( I ) 

о сШ-0 , . 1йилЦ)-а . (2) 

С помощью замены переменных 

задача (1)-(2) сводится к задаче 

р% Щ % Л ' - 0 (3 ) 

а-»-оо -5-»тсв 14) 

Ь работе [1] было показано, что если ^ ? й + ^ , 
то задача (1 ) - (2) , а следовательно, и задача (3 ) - (4 ) 
решений не имеет. Случай Ы>2+ /р-1, исследовался в 
работах [ 2 , з ] . Там было установлено, что, если 

то задача (3 ) - ( 4 ) имеет бесконечное множество решений, 



а если 

то задача (3 ) - (4 ) имеет конечное число решений. Различ
ные решения отличается друг от друга числом экстремумов. 
При втом открыть* оставался вопрос о существовании моно
тонных решений задачи ( 3 ) - ( 4 ) . Ответ на этот вопрос дан 
в настоящей работе. 

Т е о р е м а . Задача (3 ) - (4 ) монотонных решений не 
имеет. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, 
и пусть <*, - монотонное решение задачи ( 3 ) - ( 4 ) . 
Асимптотическое исследование, проведенное способом, ана
логичным тому, который применялся в [ 4 ] , показывает, что 
решение <Я должно иметь асимптотики 

(5) 

< * ( 5 ) - С й а - . - и Ш , (б) 

где С, к Сг, - произвольные положительные постоян
ные, а ' и), и и)л имеет пределы 

Сделаем в задаче (3) - (4) замену переменных у(з)т а(з) • 

Учитывая асимптотики ( 5 ) - ( б ) , получим 

у* щ: * ->? 4 ^ * * ><*-*- А • $ -



Можно показать,что решение у задачи ( 7 ) - ( 0 ) , соответст
вующее решению <* задачи ( 3 ) - ( 4 ) , должно иметь асимп
тотики 

У@-СиеЯ'(1*-и)ь(б), (10) 

где С} н С ; - положительные постоянные, а функции 
и)д и и)ц имеет пределы 

Для дальнейшего доказательства нам потребуется следующая 
лемма. 

Л е м м а I . Для любого С ь б ( 0 , °о ) существует 
единственное решение ураинения ( 7 ) , имеющего асимптотику 
( 9 ) . Для любого С^б (0 , ° ° ) существует единственное реше
ние уравнения ( 7 ) , имеющее асимптотику ( 10 ) . 

Лемма доказывается путем сведения уравнения (7 ) к 
соответствующему интегральному уравнению и применению 
методов, аналогичных тем, которые применялись в работе 

[ь]. 
Продолжим доказательство теоремы. Для этого рассмот

рим семейство функций 
к 

Нетрудно проверить, что при любом С*10, 0 0 ) функция 
Ус является нижней функцией (см. [б]) для уравнения 

( 7 ) . 
Л е м м а 2, иозьыем произоолы.ое 0*6(0, сю ) и 



точки 5 . . 5 й е Н. , 3,<-3А . Предположим, что у ( б , ) > 
» У ^ О » • Тогда у(5).уь(з) 

при всех 5 е 1.5,, бд ] . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что это 

не так, и в некоторой точке А > е ( «5«, -5д) У/^в)* У&Г-Зо). 
Нетрудно убедиться, что { .& П1 в У с ( 5 ) " 0 на всей число
вой прямой. Поэтому найдется с е Ю . » ) такое, что у с ( 'з)< 
< у (.ь) на интервале ^5 , , 5 Я ] . Пусть 

/Со, « * ) : 1/сГО* у/5) при з е 

Очевидно, что С , > ^ , Ус, ̂ 5,) * у(ь) . Ус, ($я) < У > 
Ус, (ь) * У(э) на всем интервале 1"5,,ьд] . и найдется 
5 . е (-5,, 4>д) такое, что у с , ( $ . ) = У / 5 » ) • и * о ч * е 

6„ должно также выполняться равенство у ^ ^ ) = у'(&$), 
а это противоречит единственности решения задачи Кони 
для уравнения ( 7 ) , Лемма доказана. 

Пусть С* • ^^ъГ Съ • Тогда ус^ имеет асим
птотику 

где и%(з) - 0 . Покажем, что у / з ) < У с . ( в ) 
в некоторой окрестности - сю . Если это не так, то из 
леммы г следует, что Уст1&)* У1*>) » некоторой ок
рестности - оо . Отметим, что так кал ни при каком С 

ус не является решением уравнения ( 7 ) , то у^ и у 
не соипадавт. Так как у с - - нижняя функция для урав
нения 17), а у - решение, то согласно [ ' 7 , с . 14б] 
найдется решение уравнения (7),лежащее между у,-, и у , 
а следовательно, имевшее на - оо асимптотику (9) с 
той же константой н / т о же время не совпадающее 
с у . Это противоречит лемме I . Докажем теперь, что 
у ( а ) < Ус« 1«) на. всей числовой прямой. Предположим, 
что это не так, и пусть . ^ е й таком, что у!3с)'Усщ (6в) 
в уС*)* Ус9(ь) на 1-оо , Зо ) . Если выбрать 
Со>Ся достаточно Слизко к С„ , то функция • у ^ будет 



иметь асимптотику 

где 1**^ ^ь($) ' 0 • Так как (рГТ)* С0 > Са , 

то в окрестности - о о оудет выполняться неравенство 
Ус<> (*>) < У ( 6 ) . в точке 5 о также будет уСа(&>)< 
< е/(ь'о)' в силу монотонности семейства ус по С . 

С другой стороны, так как Ус непрерывно по с , а С0 

выбрано достаточно близко к с„ , то найдутся точки из 
интервала ( - ° ° , -э 0 ) , в которых будет справедливо нера
венство у($)< Уса(*>) • Это противоречит лемме 2 . 

Пусть теперь с* • . Тогда имеет асим
птотику 

где ^"'П и)? ( о ) ' 0 . Так же, как и выше, можно по-
казвть, что у(^>) <У^*1*>) на осей числовой прямой. 

Нетрудно убедиться, что 

С» '&ир Г С е СО, в° ) : у(з)<ус{з) при всех зелЗ 

Точно так ко 

С*-гир2е,е-(0,«*): у ф < при всех з е Я ] 

Следовательно, С„~ ^**. Если теперь выбрать Со^ГОг, **) 
достаточно близко к С » , то, как и выше, получим, что 
Ус0(р)< У (з) ь окрестностях -оо и , и в ю 
же время найдутся точки, в которых у(5) < уСд ( б ) • 
Это противоречит лемме 2 . Теорема доказана. 
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УДК Ы7.927 

С.А.Беспалова, С.А.Клоков 

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ УРАВНЕНИЯ ФОЛКНЕРА-СКША.П. 

Эта работа является продолжением нашей работы [ 1 ] . 
Рассмотрим задачу 

а"'= Ра^.х'.л"), ( I ) 

М0)-*>. л'Ю)=а, л'Ы-р, (2) 

где Ря{л ,х',х") - полином второй степени, который 
мы запишем в виде 

Ря(х,х'У) • (а0+а,1+аях.'+а>>х")х"* 

* Ь0 + 6(4 + Ьхх'* Ь„хъ+ оахх' + о&х'* 

Хо.а.г. а0,. > а ь К . 

Как было показано в работе [ 1 ] , если решение зада
чи ( 1 ) - ( 3 ) существует для какого-нибудь , то 
необходимо 

6 , » - Д Я ' 0 . Ь„-0 (4) 

Сделаем дополнительное предположение, что си^0 • 
Тогда легко показать, что для существования решения зада
чи ( 1 ) - ( 3 ) в случае * 0 необходимо 

Действительно, если решение задачи ( 1 ) - ( 3 ) существу
ет, то, как сказано выше, имеет место (4).и вместе с на -
шиы предположением относительно с,;, получаем 



К-0. Ьа-0. (б) 

Таким образом, уравнение (3) принимает вид 

а"-^/ао+а<а.алx^^^xV+о0+о,x^ (7) 

Пусть утверждение (5) неверно, и пусть, для опре
деленности, о"~1 .Очевидно, решение х(€) за
дачи ( 7 ) , (2) при больших значениях Ъ имеет вид 

а значит 

где БА*)— 0, с=/,Я при 1-~<~ . 
Так что уравнение (7) для больших значений ^ 

можно записать в виде 

л % (а0+а,л+аях.'+ а>х')х'Л(1+ЬМ, (в) 

где Ь- Ьо + Ья + ои. ( т . н . * ) и &{,[±)^-0 
прк ± — » + оо . Пусть Ъ>0 . Тогда из ( 8 ) видно, 
что в точках экстремума Л 1 ("О (где Л.Ч.Ъ) " О ) 
при больших +. может быть только Лш(€)>0 . Следо
вательно, при больших Ь У ( 0 изменяется монотонно. 
С помощью рассуждений, которые были использованы в [ I ] , 
можно показать, что необходимо \х'[Х)-*-0 при ^-*-+оо . 
Если а,'0 , то из ( 8 ) при больших I следутт про
тиворечие, которое доказывает утверждение ( Б ) . Если же 

а,*0 , то при больших \. уравнение ( 8 ) можно за
писать в виде 



Зыбирад {.о? О столь большим, чтобы 
/6^(4)1'< % для Ъъ-Ьо. и интег

рируя (9 ) от ±'10 до 1'2±о, получим 

Л * ) ЦЩ +аЛ1 + Ьь№ (±х'- X * х (-бо) -

-ихш+ът+ью), (10) 

где 1&>5[1)\ + Ц>6{1)\4 % при 4 г * 0 .Разделив 
(10) на ^ и полагая ^ - » - + о о , получим 8=0 . 
Тем самым утверждение (5 ) доказано. 

Предположим для определенности, что Ьхл < 0 . Тог
да, переобозначив постоянные, запишем (7 ) в виде 

(А+Лх * Сл'+%с')х- р ЩШ <0. Ш 

Ограничимся случаем > > О . Рассмотрим 
вспомогательное уравнение 

У " = Щ ' ' - р С у 1 - ^ ' - ( 1 2 ) 

Л е м м а . Для У О е - (- м ^ ] решение за
дачи (12 ) , (2) существует и единственно. При этом 
У'Ш^О У * е ^ + 

Для о>$" справедливы следупцие утверждения: 
( I ) . Пусть "Р> (<\~$} < 4 . Тогда существует х. > 
такое, что для У а е (р, %) задача ( 12 ) , (2) име
ет два решения, причем только у одного из них вторая про
изводная сохраняет свой знак, в именно у'(€)< О 

У * е К + 

При а - г решение задачи (12) , ( 2 ) существует 
и единственно. 

При а > х, решение не существует. 
(СО • Вели , то оешение задачи (12) , 
(2 ) существует и единственно для К<2е(/. + » ) , при 
этом у"(Ъ)<0 , . 



Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Сделаем ааке-
ны у' *сХ , е * ' = 1Г . Тогда на фазовой плоскости 
(<* , О ) получаем уравнение 

Наконец, сделав еще одну замену < 7 г • С/л) , получим 
линейное уравнение 

из которого и следует лемма. 
Величина X из утверждения СО леммы находится 

при этом из уравнения 
г 
Г - « б 

^ е ( з - ^ Г з - 9 ) ^ 5 = 0 , ( г < + ~ ) . (13) 

Если же ? ) ( с}.-^*) г 4 , то из (13) следует, что 

Т е о р е м а I . Пусть а е С0./-1, 5*0 и 

для У д , е Г Д ^ ] 
Тогда решение задачи ( I I ) , ( 2 ) существует, причем 

Пусть X - величина, определяемая леммой. 
Справедливы следующие утверждения: 

Ф. Если Ж^-р)*! , ( г < + оо) , и для 
V До е С <Г, Т-3 выполняется неравенство (14) , то ре

шение оадачи ( I I ) , ( 2 ) существует для любого аеС^-, г ] 
и при этом а"[€)< 0 Не(К+ ; 
(# ) . Если же • Г г - ' + е » ) , и нера
венство (14) выполняется для V е I г , - ю о ) , тогда 
решение задачи ( I I ) , (2) существует для V а е Е̂ ", <») 



Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Пусть 
а ^ Г О , , и для 1$&ёС0, (ГЗ выполняется не

равенство (14 ) . Тогда верхняя функция задачи ( I I ) , (2 ) 
есть У>[€)*Ло 1-̂ ^ , а нижняя функция о((€) 
есть решение задачи (12) , ( 2 ) , которое существует соглас
но лемме. Теперь, используя результаты работы [ I ] , з а 
ключаем, что решение задачи ( I I ) , (2 ) существует. 

Пусть а е С ^ , гЗ , ( » ( « * - ^ < 1 ) , и для 
V (Го е С -̂, тЛ имеет место неравенство (14 ) . В этом 

случае нижняя функция есть Р*'ф) 'л<* * «Г^ . а 
верхняя ~ решение задачи (12 ) , ( 2 ) . И опять 
приходим к существование решения задачи ( I I ) , ( 2 ) . 

Аналогично рассматривается случай 'Й (С^- $-~) * 4 . 
Тем самым теорема доказана. 
З а м е ч а н и е . Мы доказали существование только 

одного решения задачи ( I I ) , ( 2 ) . между тем при рассмат - . 
риваемых параметрах Л . ^ . С . ^ . р . ^ . о з а 
дача ( I I ) , (2) монет иметь любое, наперед заданное число 
решений и даже бесконечно много. Соответствующие, примеры 
легко построить. 

Т е о р е м а 2 . Пусть -6 > 0 . и для 
У ^ ъ е С е»3 имеет место неравенство 

Тогда решение задачи ( I I ) , ( 2 ) не существует для 
4>г . г д е X - величина, определяемая а лемме. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2 . 
Доказываем от противного, т . е . пусть это не так и реше
ние задачи существует. Тогда оно будет верхним решением, 
а нижним - решение задачи (12 ) . ( 2 ) . Но задача (12 ) . ( 2 ) 
решения не имеет для О. > г . Пришли к противоречию. 
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УДК 517.5 

А.И.Звягинцев 

' ОДНА ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА. СВЯЗАННАЯ С 
АПРИОРНЫМИ ОЦЕНКАМИ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

НЕРАВЕНСТВ 

П{5и доказательстве априорной ограниченности произ
водных для дифференциальных неравенств [ I ] возникает 
необходимость получения оценок для величины 

*Ч (1.М0,Мп)~*ир {Ц1\тШ - / е И / Д ВД 

" Л р С 0 . о < « о . * Л в а д ^ $ ( I ) 

где * «р<<» , пе ( Я А . Д . к е О п-'З, 0<*'<«>, 

Мо?0, Мп9 0, \Мра,СО,(] _ пространство функций 
^б[.р[0,13 • У которых (п-() -ая производная абсолютно 
непрерывна на отрезке ГО. (1 и т*™€&^5 [ 0., 11 • 
Норма определена обычным образом 

I 
р = оо. 

разобран в работах [ 2 - 4 ] . Рассмотри! Случай р = о 
случай 4 <• р < 

О п р е д е л е н н е . При 14 р<оо дл Я з а _ 
данных неотрицательных чисел Мо, Мк, МЦ набор (I, Ио, 

• " я , М « ) будем называть допустимым, если существует 
функция ^ ^ И ^ о ГО, С] , удовлетворяющая соотно
шениям 



Будем говорить| что функция соответствует 
набору Ц.Мо.Мн.Мп) . воли ^Н^СО.П ш 
для нее справедливо ( 2 ) . 

Очевидно, что набор (1,0. М*, Ма) допустим 
тогда и только тогда, когда Мц* Мц ~ 0 , а набор 
(I. Мо, 0, Мп) допустим тогда и только тогда, ког

да Ма = 0 . Поэтому в дальнейшем считаем, что Мо>0, 

Если функция }1±) соответствует набору (I, Ма, Мц, Мп), 
то, ваяв функцию О (з) * Л. ^ (рз) , получаем сле
дующую лемму. 

Л е м м а I . Пусть 1*р<°° и набор (С,М0, 
Мл.Мп) допустимый. Тогда для любых положительных 
набор (р'Ч.Лр'ЬМо, ЛркМк^раМл) тоже допустимый. 

Т е о р е м а I . Если набор (I, М0. Мк,Мп) до
пустимый и / < р < б ~ . 0<С*1, МоЪМо>0 
0<М'Я$ Мк, М'п*Мп*0 . Щ набор ( Т . Мо. М'к М'п) 
токе допустимый. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При р - оо дока
зательство см. [2 ,з} . Пусть 1 * р < 0 0 и функция }И) 
соответствует набору (I, М0, Мк Мл) . Выберем 
* 0 е Г 0 . П и &*0 такими, чтобы Ц^ОоУ-Н 
и &ДОИ&#) 4••С(Ш • ТЬгда для функции 

Щ - щт 

Ъ^т*"'' т^">-"°"*' 

Если И^КиГО.Г] *Н»" мл и Мп'М'п . т о 
в силу непрерывной зависимости ЦфтА Нц, [о. с) от 

Л * 0 функция <?( О *•*" при некотором Л соот
ветствует набору (V, Ио, М'к Мп). 
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Пусть Мц>Мц или Мк < Мн-
Если М^~МптО , то функция $(±)+Л < при 

некотором Л ~9 0 соответствует набору (С , МоМ* IМк, 
Мк. О )• Тогда при <Л-Мк/Мк, по лемме 

I набор (Ч'( М'0, Мн, 0) допустимый. 
Рассмотрим теперь случай, когда На > 0 или 

Мп>Мп= 0, фЭДМ * М " • Пхжмьку Мк *0 , 
то, очевидно, существует отрезок ГТ - 6\ 'Т + 83 с [О, VI, 
на котором выполняется неравенства Щ(Щ>0 и 

I Я1КЧг-)1 < И* .Выберем &> 0 таким, 
чтобы /9(-01-6>0 и 1д°°1Ъ)1+Ь< Мк для 
±е ["Е-8, Г-»-8] . Нетрудно указать финитную, 

бесконечно-дифференцируемую функцию со(Ч) такую, что 

ви^ви со, р] < м » /Ч! - и из (*) = я > 9 ГО 
для т,е ( Т - б , О б ) . Дня финитной функции ^$Д) = 
= Г * Ю ^ + т;- при 3^-1 имеем зирр » 

1**1*ЫЙЯ * #11 - ~ ' • Из • 
свойств функции вытекает, что для б.Г+1 о") 

/ 9 ( 0 - ъю1р< - < мк 

и для •ЬеС0Л-1-,Ь2Лг*1-'8, V] 

Отсюда следует, что |д - а < М°- "9"°- * 5 ' % . г а я " -
- И , . Поскольку при 5=-/ *Г%восо.еч* 

*МаМк/Мк , то для функции 9 ^ ) _ 1 ^ 1 ' * ) 3 8 с ч е т 

выбора 5 можно добиться, чтобы "9 ( а )-^"' '^^.СО.ги 3 

- К Мк /Мк • Так как М'вМк IМ'к М0 . т о 
найдется ЛъО , для которого 4% = 

~МиМк/Мц . Таким образом построенная функция 
• 9 ' 0 " ^Цг ) * - -^ соответствует набору (С , МоМк/Мк, 
Мк, М'пМн /Мк) . Взяв и = М'к1Мк, I , по лемме I 

заключаем, что набор (С', Мо.М^Мп) допустимый. 
Пусть теперь Мл > Мп - 0 и д(К>(г)=Мк 

(в случае 9*"^ О«'-.А/я вместо ^('О надо взять 
- , то есть д(г) является полиномом степени К. 

Следовательно, найдутся /Ь^и и отрезок СТ-3, 
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г+$]<=• Ю.Н , для которых М->2Ь ц (1г 
-Чмя)\Я[ъ)1>Ь при Ье[Т-8, Х+Ъ] .Поверяя 
предыдущие рассуждения, построим финитную функцию ^п'с), 
у которой зи/эр -С+б^ бфп Ч5Ц) - $и?п 
для 1ё ьирр Ч1г 14$№и.щ»1 « Ь, Щ ксоСО.П < & 
И «О ' 1 -ГО.еч Г Ма Ми/Л,' • Пусть Ь,ебЦ>Р *1 
точка, в которой 

Так как ^{ (0 знакопостоянная и финитная функция, то 
Ч?\и)<0 .Дяя функции 

получаем ^ 

Тогда функция а|х) «-Л аа счет выбора Л~»0 соот
ветствует набору (С'.НоМк/Мк. Мк, М'пНч 1Мк) • Пола
гая Л = Мк/Мк, )>-^, 1 , 0 лемме I получаем допустимый 
набор ({.', Мо, /4.', Мп) • Теорема доказана. 

Известно [ 5 ] , что • задаче ( I ) для 1>0, Мо>0, 
Мп г 0, 1 6 р * оо существует экстремальная функ

ция, то есть функция ГО, с7 , на кото
рой максимизируемый функционал достигает верхней грани. 
Следовательно, набор (С, И}Н1РШ) > °**р (*-мо, М-), 
ИбмЙ1в.[о и) является допустимым,и по теореме I 
набор (С. Мо.Ыжр (I, М0, Ип), Мп) тоже допустимый. 

Т е о р е м а 2. Пусть / < р « о о ; 1,Мо,М«>0, 
Мя * 0 . Набор ({\ Д/0, А/я, Л/„) является допусти-

мьш тогда и тольио тогда, когда Л/„ < <Л„р (I, Мо, Мп).' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из допустимости набора 

{I, А/о. Мл, Мп) по определению величины # , А/о. Ли) 
следует, что Ми 5" (с , Мс. /•/«) • Поскольку набор 
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(1,Мо,<Акр11,Мо.Мп).Мп) допустимый, то по теореме I 

для Мк * Ыкр (I, М0, Мп) набор ((, Мо. И,. Мп) 
тоже допустимый. 
Теорема доказана. 

Л е м м а 2. Пусть - / « р * » , М0. Мк, Мп > 0 . н а 
бор (С, Мо, Мк, Ма) допустимый и Мк < с*пр ((. А/о. Мп). 
Тогда существуют 0< А/0'< Мо, Мк>Мк, 0< М'п< Мп, 
для которых набор (С, Мо, М'к, А/я) допустимый. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем а такое, что 

Мк^(1.Мо.Мп)<а< I 

Иа допустимости набора {I, Мо,^кр ([й Мо, Мп), Мп) по 
лемме I следует допустимость набора (С, аМ0> йеСкр(С, 
Мц.Ма), аМп) • Таким образом, можно взять Мд - аМ0, 
М'к - <2°<«р (С Мо, Мл), Мп 7 ОМл . Лемма доказана. 

Л е м м а 3. Для любых -=(,р, Ми >0, Мп* 0, 1*р* °° 
справедливо равенство 

Я *Р*»>. " Л . г ц в - ' и * < 3 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через р«р 
правую часть ( 3 ) . Из допустимости набора (I, Мо, 
^•^((..Мо.Мп), Мп) по лемме I следует допустимость 
невора ( р Ч , «10 М0, <Ар<4*р (I, Мо,Мп), <*рп Мп) . Если 
предположить о*^\*"кр (I, Мо, Мп) •< р1*{> • *° 
по лемме 2 найдется допустимый набор (р'Ч. Мо,Мц, Мп) 
где 

МЦ<ир\, М^^/^^Мо.Мп), Мп<^% ( 4 ) 

Заменив «( и р на о<"' и р' , применим к набору 
(Р'Ч. Мо, М'к, Щ лемму I . Лгда набор (С, 
оГ'^Но, ак''ркМн, °<''Р~ПМп) допустимый. В силу ( 4 ) 
по теореме I получаем допустимый набор (I, Мс,е1~'_ря Мп, 



- 69 -. 
Мп.) и Л'Р'КМ'Н > <*нр ((•. мо, Мл) , что проти

воречит теореме 2. 
Предположим теперь, что лр^кр (С, Мо, Мп) > Р^кр . 

Тогда из допустимости набора {р'1, с*р ' 1 р Мо, Лрке<кр ({, 
Мо, Мп), Лрл Мп) ' 1ув

 п о теореме I следует допусти
мость набора (рЧ, <*р№М0, ЛрлМп). 
Заменяя =< и р на о<"' и р~* , по лемме I получаем 
допустимый набор (I, М0, с).''р"р1лр, Мп) , в котором 
•=*-''Р~*Р-«Р < °Ч> Мо, Мп) . Тогда по лемме 2 

найдется допустимый набор (С, Мо , Мн, Мп) . г д е 

М'0<М0. М'л>Л'У)ир, Мп<Мп. (б) 

По лемме I набор ( р Ч , Л р РМ0\ <*р"М'к , ирп Мп) 
токе допустимый. Тогда в силу (5) и теоремы I набор 
(рЧ , *р*Мо, Лр'м!.. Ыр* Мп) допустимый и оСр'Мк > 
> , что противоречит определению числа р.кр. 

Лемма доказана. 
Л е м м а 4. Пусть 1<р* <*>, 8 М0 > 0, Мп* О-

и набор (д. Мо, о<)из (С, Мо, Мп), Мп) допустимый. 
Тогда 

(8, Мо. Мп) - е ( ф (I, Мо. Мп). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из допустимости набо
ра ($,Щ,ь(*р (I., М0, Мп). Мп) по теореме 2 по
лучаем < »̂р ((, М0, Мп)< Лкр ($, Мо, Мп) • Если 
предположить, что {(1 Мо, Мп) < (8. Мо, Мп) , 
то в силу того, что набор (с°. М0,Л^ (8, Мо.Мп), Мп) 
допустимый, по теореме I набор ( {, Ми, оЦ> (8, Мо, Мп), 

Ми) тоже допустимый и Лф (Ь, Мо, Мп) >сЧ«р (5, М0. Мп\ 
что противоречит теореме 2. Лемма доказана. 

Т е о р е м а 3. Пусть 1 * р « **>, 6\ Мо.Мп, то, 
М-к.Шп 7 0, набор (1", т0, ГЛ.*, та) допустимый и 

8"*нъта9 1пг'"Мо''Мп 
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где 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим ^ " (то Мс ' 
• Н,"') , Р " (Шо' Мо ГП* М„') Л ! " * > . Поскольку 
набор (8, Шо, т*. Юл) допустимый,и б ? ^>" '^ , 
то по теореме I набор (р'Ч, т0, ГПц, та) тоже 
допустимый. В силу леммы 3 набор (р"Ч,Ыр ?Мо, и/ь'^кр (I, 
Мо Мп), <*рпМп) допустимый и равен (р~Ч, т0. 
^Р^грЦ.Мо.Мп), П1п) • И» (3) заключаем, что ф„оОоЧ*{I, 
М0,Мп) . Так как ^ р " ^ ((, Но.Мп)-Спу тп 

то теорема доказана. 
Л е м м а 5. Пусть 1 * р& . Тогда для л » 0 

функция ^пкр^) " &Кр ^ •*) является неубывающей. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ал > <*/ <• О. 

Поскольку набор (1,1, 'Рпкр (<*«), <*0 допустимый, то по 
теореме I набор (1, 1,<Рркр(*<), <*д) тоже допустимый. 
Тогда в силу теоремы 2 0>пкр Щ) $ <*кр (1,1, * » ) - Фл*р {<*>). 
Лемма доказана. 

Т е о р е м а 4. Пусть -/« р •* оо , б? > 0 . Тогда 
в случае 0 «• ^"г^Мо Ма * & справедливы оценки 

А 1 „ " & ^ > /,0)*~<*р (?,А/0, Л/„)< АУ ^ ( - / , ( б),(6) 

а в случае (• Мп*& 

Мо^Мп**^ К ' . 0 < С. А4>, А/л)<. 

где *<*р ( Ч 0 - 6 «р { Ц^\„1о„У М ^«0. 



Д о к а з а т е л ь с т в о. При 0* (• Мо Мп* & 
по лемме 5 Фпкр Ш) * Фл*р (С.М'о'Мп) * ' З Ц , ( г \ а в 
силу леииы 3 Ф (Г^Мо'Мп) - С'""'Мо'«<«* ^ Л». * « ) . 
Отсюда следует неравенства (6) 

поскольку набор (I, Мо,сХ«р ((.Мо, Мп). Мп) допус
тимый, то в случае с"'^ МоМп * Ь по теореме 3 полу
чаем второе неравенство в ( 7 ) . Известно [ б , б ] , что в за
даче (8) при 1 * р * 0 0 существует экстремальная 
функция /о (О • Взяв ее сужение на отрезок 10,6] та
кой, чтобы 1 Л Ь . ) 1 ' ^ ( » , 1 , 0 . ГО,6] 
и Ь^4* * е"» Ии Мп .инеем ЦоН^со.Ы Ц 
й^'кеа^ОЫ * ^ • Следовательно, в силу теоремы I 

набор (б, 1,<Акр ('•*'. 1.1), 0 допустимый. Тогда 
по теореме 3 получаем первое неравенство в ( 7 ) . Теорема 
доказана. , ( 

Заметим, что в случае С Мо Мл * $> справедли 
ва также оценка Но('"' "'"©Ц. <в) * <Акр ((•, Мо. Мп). 
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УДК 517.927.4+517.988.5 

В. Д. Пономарев 

СУ1$ОДШЛНИЕ РЕШИМ СИСТЕМЫ 
ДВУХ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим системы операторных уравнений 

/ * - в . 9 « - 0 , ( I ) 

> - б , 9Х-/1Х, (2) 

^Л-в, 9оХ-1. (3, 

где }Е<-~ЕЯ. д, п . ^ о - Е \ — е л , г е е 3 , 
Е< , Ея - топологические пространства, Е 3 - отделимое 

локально выпуклое пространство и отображения 9 , 9о > Л -
непрерывны. 

Доказываются две теоремы существования решения систе
мы операторных уравнений (см. также [з -о ] ) . Здесь сис
темы уравнений (или в дальнейшем просто задачи) можно ин
терпретировать как краевые задачи, где первое уравнение 
понимается как дифференциальное или функционально-диффе
ренциальное,или и т .д . , а второе - как граничное условие. 

Введем обозначения. Для А с С Л положим 

4, = Глее, \}х-В, 9оХ--1,ге Д}. 

Пусть I тождественное отображение Е а в себя. 
Л е м м а I . Пусть для любого Чей задача (3) 

имеет едиственное решение. Тогда на множестве й для 
сужения отображения ^ на существует обратное би
ективное отображение д0

1 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что отображе

ние 9о на множестве л/0 биективно. Действительно, 
так как для любого г е й существует решение задачи 



( 3 ) , то д0(Йи)'(\ и, кроме того, если »* , , .х я еЛ/о , 
Л, та,. . 9оЛ , - г , и доХ^-1л . то в силу единствен-
ности решения задачи (3) имеем , что и заверша
ет доказательство. 

Т е о р е м а I . Пусть Я - непустое выпуклое ком
пактное множество; для любого 16 Я. задача (3) имеет 
едиственное решение,непрерывно зависящее от X ( и сущес
твует к е » ? л { 0 } такое, что ьыполмлется условие ( I + 
+ л д - ^ о " ' )А 5 Я . Тогда существует решение жеЛ/о 
задачи (1 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия непрерывной 
зависимости решения задачи (3 ) от X следует, что ото
бражение д 0 ' , определенное в лемме I , непрерывно на н 
Поэтому по теореме 3.6.1 из [ I ] найдется Хо^Я такое, 
что ( 1 + Л - 9 - 9 о ' ) х 0 - Т о . т . е . Хэ+ К.д (дё' То) • Чр или 
9(9о 'т о ) = 0 . 

Из соотношения' 9о То е А/о следует, что найдется 
Ыо (а именно -Х=9о То) со свойством - О 
З а м е ч а н и е I . Теорема I остается в силе, 

если условие на ^ и Я заменить на слодующие: 
Ел • К п и множество Я гомеоморфно замкнутому шару 
из К* . 

Т е о р е м а 2. Пусть Р 3 = К " и мнокетсоо Я 
гомеоморфно замкнутому шару из /К , для любого т е Я 
задача (3) имеет единственное решение, непрерывно завися
щее от 1 , отображение Ц иньективно на л/о и 
Ь ( л / 0 ) с д(Л/о) • Тогда существует решение Л€ Ц и 

задачи (2)-. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а силу непрерывной зи-

вигншости отображение <<о множества Я . на ^ не
прерывно и по лешо I биективно. По условию отображение 
д иньективно. Очевидно, что в следующей диаграмме 

д . %—дЩ 

отображении при ^ = 9 ?о иньективно''. 



Поэтому по теореме 3.17.12 из [ 2 ] отображения Ч к () 
являются гомеоморфизмами,и, тем самый, множество 9 ( ^ 0 ) 
гомеоморфно множеству (\ . Отсюда, определяя отображе
ние 0 (л/ о ) на д{л1 0) формулой г — (Ь .д/ ' ) г , 
по теороме Боля-Брауэра получаем, что существует такое 
1 0 е д(Ыо) , что 10 - (*19 ' ' )1о • Так как 
ТоЬ-фЫо) . то найдотся такое Усе По • что То • ф-*о 
или Ло"9"'*ч> и окончательно дНо " Л-Х© • что и 
требовалось показать. 

З а м е ч е н и е 2 . Теорема 2 остается в силе, 
если условия на Я заменить на следующие: Ел - от
делимое локально ьицуклое пространство, Я - непустое 
компактное множество и д(Л/с) - выпуклое множество. 
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УДК 617.927 

Э.И.Лепина 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ БЕЗ МАКСИМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ.П. 

Настоящая работа является непосредственным продолже
нием работы [ I ] . Цель этих работ - при помощи примеров 
показать! что в работе [ 2 ] найдены все теоремы опреде
ленного типа о существовании максимального обобщенного 
решения краевой задачи 

а " ^ ({.*..* ' ) , Н,д = П,. Н » х - й * . « и . х « . / ь . 

Терминология и обозначения взяты из [ I ] и [ 2 ] . 
Для теоремы ТбООб -11+ - -+0 4 понадобятся сле

дующие примеры. 
ЕМ16 00010000 
Пусть а= - -/ . Ь=1, ^ = Х , о 4 - 0 . > У « Ч ' в * 

и На-ЛСх'ОЙГд-'ГО - Ъ+&)СМ . Тогда 

Д|--(*-Ь)с/Г ,Х! < * ( * - » ) и к-(1*М$1$Ф(Щ 
являются решениями краевой задачи 

й,х--0, 0-х-0. « * * * * « > Ш 

Если максимальное решение а, п существует, то оно долж
но удовлетворять условиям ' Л.т (-0 - <-& и 
Лщ ( 0 " ' Н о тогда не удовлетворяется гранич
ное условие Н)Лт - 0 

ЕЛИ? 00- -0000 36 
Пусть 5 с ( 0 ( + в о ) - корень уравнения 

« К ( х - % ) - / , - а - 6 - 5 , }-Х+Я, для 
л е С - е » , - * ) , для Х е И , 0 } , 
Для л е (0,+<х>), о<- -Д, Д * д для 1еГ-/,0] , 

сп.*1Щк'&Н&Щ для 1 е Щ < ] и 

Тогда ^ , = 0 и х* = - 8 п ( * * У / Л ) Для 1е О $. 
Л , . - -СО« * для %1 и Л^ = 8 я ( т . - | ) 



при ЬЪ'С ^ .1 являются решениями краевой за
дачи ( I ) . Если максимальное решение существует, 
то оно должно удовлетворять условиям а т ( - 3 ) = * т ( $ ) = 4 
и О * • Но тогда не удовлетворяется граничное усло
вие НХщ • 0. 

ЕМ18 0 0 - г 01100 40 , , С . Е . 
Пусть - 0= Ь*1, } * х , -сА*Я>-сН &СН&1 

и Н« Л • - <& ' ) ) Г <Гб 0) . Тогда Л, = б/ГЧ 5П * 
и являются решениями краевой задачи ( I ) . 
Если максимальное решение -*т существует, то оно должно 
удовлетворять условиям аУ т (- <) =оХт (<) • 1 • Но тог
да не удовлетворяется граничное условие Н,Лщ - 0. 

ЕМ/9 - О О - Ш Ш Ш • 
Пусть -0=8-/ . Ы = 0, Р'1т&1 и 

Н,л =-пгОж (0,л(-/)} ЛЮл 10, ^ <.л'(1))} . Тогда 
и, = (1-о)с/Г'2с/1 (с -0 и ой- (1*6 ) в/г'ЯвЛ С**-*) 
являются решениями краевой задачи ( I ) . Если максимальное 
решение существует, то оно должно удовлетворять условиям 
« * т Н ) " <" Ь> и . Но тогда 
не удовлетворяется граничное условие Н,ит=0. 

ЕМ*О Ог-иоиии «а 
Пусть - а = 6 « / , ; - а , - о< • сА" 'б &(: 

и Н ( Л - с{Й / л ( 0 - А Ч О • Тогда д ,=^п ' ' /5И 
и- л>, - - Л у являются решениями краевой задачи ( I ) . 
Если максимальное решение ~<„. существует, то оно должно 
удовлетворять условиям 0 ! т (• 0 =^«>-. (О = 4 • Но 
тогда не удовлетворяется граничное условие Н)Л,п = 0 

шЯ1 о-г+ооиои м 
Пусть - а = & - /=л г2 для л е С- со, - Г), 

$ - - А Д Л Я Л ь С г ! , 0 ] И / = а . Д Л Я 

и Н . л = Л 0 ! ) т я К е-Ол'С-.'; . Тогда 

Л . ' , 'С '5 ) -5/.,С- 'Л) ) 1 1г:^;г .Л" ' И 
0^° «иг { для * е л } . - е й ! для Ь е Г о Д ] 
являются решениями краевой задачи ( I ) . Если максимальнее 
решение >Хт существует, то оно должно удовлетворять 
условиям л „ : г - ' ) - дк 1:1. Хг . . и МсСп)" 5л. ЗГ 



полу 
401 

чаем схему 
- 11 < — + 0 4 00100000 4 402 -405 

402 - 1 + + — + 0 4 00++0000 4 4О4-405 

(103 - 1 - < — + 0 4 00 -+0000 4 406 -407 

404 - 1 0 * — + 0 4 0000С -+0 4 406 -409 

405 - 1 + 0 — + 0 4 0 -+0000О 4 410-411 

(106 - 1 0 ч — + 0 4 404 

(10? - 1 - 0 - - + 0 4 0+ -00000 4 412-413 

<Ю6 - 1 0 + - 0 + 0 4 ТЫ12 

(109 - 1 0 + — 0 0 4 ТМ02 

(ЦО - + + 0 — + 0 4 00000 -+0 4 414 -415 

411 - 1 0 0 — + 0 4 00000 - +0 4 416-41? 

(112 0 — + 0 4 00000 -+0 4 418 -419 

(115 - 1 0 0 — + 0 4 411 

414 - + + 0 - 0 + 0 4 0++0ОООО . 4 420-421 

415 - + + 0 — 0 0 4 0++00000 4 420-421 

415 - + + 0 — 0 0 4 0++00000 4 422-423 
416 - 1 0 0 - 0 + 0 4 ТЛ112 

417 - 1 0 0 — 0 0 4 ТЫ02 
418 о-о+о 4 ТИ13 

419 о—оо 4 ТЫ01 

420 - 0 + 0 - 0 + 0 4 ТИ16 

421 - • 0 0 - 0 + 0 4 11112 

422 -о» о—00 4 ТМ14 

425 - + 0 0 — 0 0 4 ТИ02. 

Гак им образом, теорема ТбООб приводит к теоремам 

Но тогда не удовлетворяется граничное условие Н«л-0. 
Если в примерах ЕМ16, ЕЫ17, и ЕЫ19 сделать замену 

•6 *" - "Ь , то получим примеры 
ЕМ 22 О01ОО0ОО 4 8 , 

КМ23 00++0000 4 ? , 

9124 0-+0ОО00 4 8 . 

Если в примере ЕМ24 сделать замену Н, * - » , то 
получим пример 

Ш 2 5 00000-+0 ад. 

Аналогично тому, как это делалось в [ I ] для Т6006. 



ТМ12, ТЫ13, ТЫ 16 л к частным случаям теорем ТМ01, ТИ02 и 
Тм14. 

Для теоремы Т600? -1++--10 4 понадобятся следую
щие примеры: 

ЕМ2Ь 00010000 46 
Пусть - а - 6 = 1, ^=^^, о< = 0. Р = ск(Ы 

и Нцс - и (-«Чв)) (ос'(6) - с/1 6 СЙ1 3 ) • Тогда 
Л ^ с Н Ь с Ь ' ^ с К ^ - О И .хя-с/г&б / г 'Лбп (т>0 
являются решениями краевой задачи ( I ) . Если максимальное 
решение <Лщ существует, то оно должно удовлетворять 
условиям &т (-1) - « х т (0 = СП & -Но тогда 
не удовлетворяется граничное условие Н<^т " 0. 

Если в примере ЕМ26 сделать замену ±——-Ь , по
лучим пример 

ЕММ ОО1000ОО 46. 
Если в примере ЕЫ27 сделать замену Н| Иц , 

то получим пример 
ЕМ2.8 ОО000ОЮ 46. 
Из предыдущих примеров используем примеры Ем24, 

Ек23 - ЕМ25. Аналогично предыдущему для ШОО? получаем 
схему: 
е01 _ ! + • — 1 0 4 000О001О 4 в02 - е 0 5 
« 02 - 1 + + - - + 0 4 00++0000 4 е04 - в 0 5 

«03 - 1 + + 0 4 00++0000 4 в 0 6 - е О 7 
е04 - 1 0 + — + 0 4 00000-+0 4 в 0 8 - в 0 9 

•05 - 1 + 0 — + 0 4 0 -+00000 4 • 1 0 - в П 
•06 - 1 0 + 0 4 ТМ02 

в07 - 1 + 0 0 4 0 -+00000 4 •12 - е 1 3 
е08 - 1 0 + - 0 + 0 4 ТЫ12 

•09 - 1 0 + — 0 0 4 ТМ02 

«10 - + + 0 — + 0 4 00000 -+0 4 •14 - е 1 5 
•11 - 1 0 0 — + 0 4 00000 -+0 4 • 16 - е17 
•12 - + + 0 0 4 0++00000 4 •18 - в 1 9 
•15 - 1 0 0 О 4 ТМ02 

•14 - + + 0 - 0 + 0 4 0++00000 4 • 2 0 - . 2 1 

•15 -++0—оо 4 О»+00000 4 • 2 2 - « 2 3 
•16 - 1 0 0 - 0 + 0 4 ТИ12 



«17 - 1 0 0 — 0 0 * 11102 

в18 - 0 + 0 0 * 11115 

е19 - + 0 0 0 4 0102 

в20 - 0 + 0 - 0 + 0 4 Т Ш б 

«21 - + 0 0 - 0 + 0 4 ТЛ112 

•22 -о+о—оо * па 5 
, 2 3 - + 0 0 — 0 0 4 ТИ02 

Таким образом, теорема ТЫ) С? приводит к теоремам 
ТШ2, ТЫ 10, ТЫ16 и к частному случал теоремы ТМ02. 

Порождающие теоремы ТйООв 111+1-10 15 
и 76010 11х- + 11-+ 15 совпадают, соответ
ственно, с теоремами ТЛО/ и ТМЗЗ . Порождающая тео
рема 76009 11111111 Щ является технической, так 
как условия 1 и 4 одновременно не выполняются. 

Для теоремы ТбОМ 16 будут исполь
зованы следующие примеры; 

ЕМ29 ООО 10000 № 
Пусть а*- 0.8, 6 * ИЪ. 55/ - корень 

уравнения Л я ( 6 ) = ^ ( 6 ) > $« 1к Ы ' Л бГдл X для 
г-еГсШ, л е ( - о о . + « 0 , ^ = ^ для ±еЮ,Ш, 
Л€ ( - оо ,1 " ) , ^=-х лая с е СО, Ш . х е С - 1 , 1 ] , 
^ = -1 АПЯ 1 е СО, 1б1,ле(11+оо)> у ^е [1.6,6],хеС-со^Х 
°(--р.р^±-а? для - Ь е С а , 0 ] , /> = о^авг; - 4 а ь л а 4 для 

"ЬеСО, Т:] , где Г «=0.30/89 - корень уравнения 
а*со5Г - 4 а ь ^ Г п с = У, .^ь = - й ' 1 Г ^ - г ) ? +• 
+ ^ ' ( г " ) (1 ; -г )+- ' для -*е / Х Ш , ^ = > ( / . 6 > 
6 ( * - / . б ) для 1 е П . 6 , б ] и Ъи-х'Щх'^-х'^. 

Тогда Л, = {/ для с\е Г а, а , ] , где й,ъ-0.Ш11 -
корень уравнения \.Ц (1.6-в) - (4+-0,<Э) (4(5 - О,)",' 

б-(а, в+-16а, 6-/) '•*, «х, . (±--а, )* для * еСа , , о], 
л , > а , * С 0 5 1 - 4а*йа1С для 1е ГО , г^ - . где 
1"| * О. 62425 - корень уравнения а,* саз Г/ -
-4йг"йШ Г, = Л, =-й'|4г-Т-,)Я + ̂ |'|Т,)(*-1Г/)т1 для 
* е Л "С,. У. 6 Л, и , - л , (1.6) Для * ; = 0 . 6 , М 

являются решениями краевой задачи ( I ; . Если максимальное 
решение «К т существуют, то оно должно удовлетворять 
условиям Лп/3) = > | 0 ) , , х , п ( б ; » р{Ь) и 0*о*,п • 



Но тогда не удовлетворяется граничное условие 
И130 0 0 - 0 0 0 0 1 2 6 . 
Пусть $ е ( 0 , + оо ) - корень уравнения 

<5/и'1-#)^ А - а - 6 - 5 , для ле(-со,-{), /=-чХ 
для леЕ-1,0], $~л для ле("0 ,+оо>, оС -реше
ние задачи Дирихле 

_̂ > = 1 и - т а л ^76 ) , о З Г -^ ' ^ ) -а ' ( ' х ) + 
+ С * " ' ( I " ) г д е определено в примере 
ЕМЮ . Тогда л , - сН''Цс1г{1-0 и 

+ для 1еС-$,-%1. ^с1^^^-со8^ для 
* ^ # И $ Э и лл = &Ц±-$) для * е Г ^ , у ] 

являются решениями краевой задачи ( I ) . Если максимальное 
реоечие существует, то оно должно удовлетворять 
условиям *Хт (-$) =Мт (I) = 1 и 0<Лщ. 
Но тогда не удовлетворяется граничное условие Н«/Хт " О. 

Если в примере ЕыЗО сделать замену Н^•**• Нц , то 
получим пример 

Н131 000000— 1 2 6 . 
Аналогично предыдущему для твои получаем 

схему: 
Г01 1—11 16 0001ОООО 16 Г02-ГОЗ 
Г02 1 — • ! 16 000000— 16 Г04-Г05 

гоз 1 1 16 ОООООО— 16 Г06-Г07 
го* 1 — + 1 - 0 - 16 таз* 
105 1 — + 1 — 0 16 таоз 
Г06 1 1 - 0 - 16 00—ОООО 16 ГОЭ-ГОЧ 
107 1 1 — 0 16 00—ОООО 16 п о - т 
УОВ 1 - 0 - 1 - 0 - 16 тазб 
Г09 1 — 0 1 - 0 - 16 таз» 
П О 1 - 0 - 1 — 0 16 ТНЭ5 
П 1 1 — 0 1 — 0 16 таоз 

Таким образом, 1 теорема твои приводит к теоремам 
1Ю4, ТЫ36 и к частным случаям теорем ТЫОЗ и ШЗо. 

Для теоремы (--11--1 1? понадобятся 
следующие примеры ; 



И132 00010000 137. 
Этот пример получается из примера ЕМ29 при Ь = 0. 
ЕМЗЗ 00-0000 27. 
Пусть ^ е ГО, + оо") _ корень уравнения 

5К •/, - а - 6 - 1 , для 
л е С - ° ° . - 0 , 3=-х дат л е1-1,01, 4 = а 
для - < е ( 0 , + ° ° ) , <=< - минимальное решение краевой за
дачи 

Р=1 и Н^Д' ТЫ 1л'(6),0^-Х'(-$)-*•($) + 
+ Ш$) - # » 5 ) ) • Тогда Л, - с/г 
и о< Л = - а+Щ,) для ^1-1,-^], Л ( , - - с о8 * 

± е / . з ] являются решениями краевой задачи ( I ) . 
Если максимальное решение существует, то оно должно 
удовлетворять условиям (- 5) = (5) = ^ и 

О < чУщ • Но тогда не удовлетворяется граничное усло
вие Н1АХТ = 0. 

Если в примерах ЕЫ32 и ЕМЗЗ сделать замену Щ-^Иц 
то получим примеры: 

Ш34 ООО00001 137, 
ЕМ35 ООО0О0— 127. 
Аналогично предыдущему для ТбО/2 получаем схему: 

801 1 - -11—1 17 00010000 17 в02- вОЗ 
802 1- -+1—1 1 7 00000091 17 в04 - 8 0 5 

ВОЗ 1- —1—1 1 7 00000001 1 7 в°6-в°? *» 1- - + 1 — • 17 ТМ37 
В05 1- -•1 1 7 оооооо— 1 7 8 08 - в 0 9 
806 1-— 1 — + 17 00—0000 17 810-вИ 
в07 1- „ 1 17 00 -0000 1 7 812-813 
808 1- - +1 -0 - 1 7 ТЫ38 
еоэ 1- - • 1 — 0 17 тиоз 
810 1- 0 - 1 — • 17 ТЫ39 ' 

811 1-- 0 1 — • 17 ТЫ 04 
812 1- 0-1 17 оооооо— 17 814-815 
813 1- -01 17 оооооо— 17 816-817 



Ь01 

Ь02 
1 26 

26 
00010000 
000000— 

26 

26 
Ь02-Ь03 
М*-п05 

поз 26 000000— 26 Ь06-Ь07 
ЬО» 

Ь05 
ЬОб 

ьо? 

•__ о- 26 00-+0000 26 п08-Ь09 ЬО» 

Ь05 
ЬОб 

ьо? 

26 

26 

26 

0О -+СХХЮ 

00-0000 
00-0000 

26 

26 

26 

Ы0-Ы1 
П12-П13 

Ы4-Ы5 

ЬО» 

Ь05 
ЬОб 

ьо? 

26 

26 

26 

0О -+СХХЮ 

00-0000 
00-0000 

26 

26 

26 

Ы0-Ы1 
П12-П13 

Ы4-Ы5 

ЬО» 

Ь05 
ЬОб 

ьо? 

26 

26 

26 

0О -+СХХЮ 

00-0000 
00-0000 

26 

26 

26 

Ы0-Ы1 
П12-П13 

Ы4-Ы5 
ьоа —0+--0- 26 0000-00- 26 Ы 6 - К 1 7 
ьо9 0—0- 26 0000-00- 26 П18-Н19 
ы о — 0 + 0 26 ТМ02 

Ы 1 0 о 26 ТЫ 05 

Ы 2 —0 0- 26 0000-00- 26 Ь20-п21 
Н13 о—о- 26 Ь09 
Ы 4 —0 0 26 -00-0000 26 Ь22-Ь23 
Ш5 0 0 26 ТМ05 
М б —0+0-0+ 26 ТМ20 
М ? —о+—оо 26 ТЛ02 
Ы 8 00-0- 26 ТИ19 
Ы9 0— оо 26 ТЫ 01 
Ь20 — 0 - 0 - 0 - 26 -00-0000 26 Ь24-Ь25 
ь а —0 00 26 -00-0000 26 Ъ26-п2? 
Н22 0-0 0 26 ТМ21 

8 1 4 1 - 0 - 1 - 0 - 17 ТМД0 

«Д5 1 - 0 - 1 — 0 1? « 3 9 

816 1 — 0 1 - 0 - 17 « 3 8 

817 1 — 0 1 — 0 17 ТЫОЗ. 

Таким образом; теорема 760(2 приводит к теоремам 
ТМ37-ТМ40 и к частным случаям теорем ТМОЗ и ТМ04. 

Теорема ТбО'З /8 совпадает с теоремой 
Гм41. Теоремы ТбОй 11111111 25 и ТОО/5 11Щ111 2Ь яв
ляются техническими. 

Для теоремы ТбО/6 ---1 26 понадобятся следую
щие примеры: ЕМОЗ, ЕМ16, ЕМ19, ШЫЗЭ, Ш1. Если в при
мере ЕМ19 сделать замену , то получим 
пример 

3136 оооо-оо- 26. 
Аналогично предыдущему для ТОО 16 получаем схему: 



101 1 — -1 27 00010000 27 102 - 1 0 3 
102 •—. -1 27 ОООО0001 27 104 - 1 0 5 
103 -1 27 0ООО0001 27 106-107 
104 +. 27 оо-.оооо 27 108 - 1 0 9 
105 + — 27 0О-+0000 27 110-111 

106 27 оо—оооо 27 112-113 
107 — 27 0 0 - 0 0 0 0 27 1 1 4 - 1 1 5 
108 — 0 ^ - + 27 ОООООО-+ 27 1 1 6 - 1 1 7 
109 0 — —* 27 ОООООО-* 27 1 1 8 - 1 1 9 
1 1 0 — о * — 27 ОООООО— 27 1 2 0 - 1 2 1 
111 0— ?7 ОООООО— 27 1 2 2 -123 
112 — 0 27 ОООООО-+ 27 124-125 
113 0 — 27 000000-+ 27 126 - 1 2 7 

Ь25 — 0 0 0 26 ТН02 

Ь2* 0 - 0 - 0 - 0 - 26 « 2 3 

Ь25 — О О О - 0 - 26 ТЫЛ 9 

Ь26 0 - 0 00 26 ТЫ21 

Ъ27 — 0 0 — 0 0 26 ТН01 

Таким образом, теорема Т6016 приводит к теоремам 
ТЫ05, Тм20, ТМ23 и к частным случаям теорем Т4Ю1, ТЫ02, 
ТЛ19 и ТЫ24. 

Для теоремы ТйО)? 1 1 2? понадобятся при
меры Ем05, ЕМ07, ВЯЗ, ЕИ35, а также пример 

В 1 3 7 00 -+0000 2 7 . 

Пусть - а - б - т " , / = л , -о<=р-
= соз-12ЬсозЬ(1-0 и Н,х—Гь(*'(-®+*'(*)• 
Тогда Л| = бп."' 16Л ~Ь и ^ • -Л{ являются 
решениями краевой задачи ( I ) . Если максимальное решение 
«х>п существует, то оно должно удовлетворять условиям 

Л т ( - 0 = 4 » 1< «х/п ( 0 « С05"'2,й> . .Но 
тогда не удовлетворяется граничное условие Ц,Лщ • О. 

Если в примерах ЕЫ05, ЕМ07 и ЕМ37 сделать замену 
Н) НА • 1 0 получим примеры: 

ЕМ38 00О0О001 2 7 , 

И1Э9 0 0 0 0 - 0 0 - 27 

О140 ОООООО-* 27. 

Аналогично предыдущему для ТОО)? получаем схему: 
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и* __о 27 оооооо— 27 128-129 

И 5 0 27 оооооо— 27 150-131 

116 — 0 + — 0 * 27 ТМ25 

117 — 0 » 0 27 ТМ02 

118 0 — 0 * 27 ТЫ01 

119 0 0 27 ТМ05 

120 — 0 + — 0 - 27 0 0 0 0 - 0 0 - 27 152-135 

121 __о« 0 27 ' « 0 2 

122 0 — 0 - 27 оооо-оо- 27 1 3 * - 1 5 5 

123 0 0 27 ти 05 

124 — 0 0+ 27 -оо-оооо 27 156-157 

125 — 0 0 27 - 0 0 - 0 0 0 0 27 158-159 

126 0 — 0 * 27 ТЫ 01 

127 0 0 27 ТК05 

128 — 0 0 - 27 - 0 0 - 0 0 0 0 27 140-141 

129 — 0 0 27 - 0 0 - 0 0 0 0 27 142-145 

130 0 — 0 - 27 0 0 0 0 - 0 0 - 27 144-145 

151 0 0 27 ТМ05 

132 — 0 * 0 - 0 - 27 ТМ26 

155 — 0 + — 0 0 27 ТМ02 

1 5 * о о - о - 27 ТЫ 24 

155 0 — 0 0 27 ТМ01 

156 0 -0 0 * 27 ТЫ 28 

157 — 0 0 — 0 + 27 тио1 
158 0 -0 0 27 ТМ27 

159 — 0 0 0 27 ТЫ02 

140 0 -0 0 - 27 ОООО-оо г? 146-147 

141 — 0 0 — 0 - 27 оооо- 0 0 - 2? 148-149 
142 0 -0 0 27 ТЫ27 

145 „ 0 0 0 2? ТЫ02 

144 0 0 - 0 - 2? ТЫ 24 

145 0 — 0 0 27 ТМ01 

146 о -о -о -о - 27 ТИ29 
14? 0-0—оо 27 ТЫ 2? 

148 — 0 0 0 - 0 - 27 ТЫ 24 

149 — 0 0 — 0 0 27 ТЫ 01 . • 



Следовательно, теорема ТОО 1 ? приводит к теоремам 
ТМ05, ТИ25, ТМ26, 1X28, ТМ29 и частным случаям теорем 
ТМ01, ТМ02, ТМ24, и Ты27. 

Для теоремы Т6016 + +28 понадобятся приме- . 
ры. 

В Ш 00-+ОООО 28. 
Дусть - а - Ь - 1 , - - Р~ 

• соь%со&Ы и М - * Л (л'г-0> Л. (-х'(О). 
Тогда Л\*-бН.'14 зк'Ь и Л*у«"-"-'^й являются 
решениями краевой задачи ( I ) . Если максимальное решение 

•Кт, существует, то оно должно удовлетворять условиям 
«Ут (-0 " Хт. ( 1 ) «* 4 . Н о тогда не удовлетворяет

ся граничное условие Н ^ <^гп = 0. 
Если в примере ЕЫ4 сделать замену Н< • * , то 

получим пример 
. тч-2 оооооо-* 2 8 . 

Аналогично предыдущему для Т66Ч8 получаем схему: 
401 • » ' 28 00-+0000 28 Л02-303 
^02 —О* 28 ОООООО-* 28. 0ОЧ-305 
ДОЗ О—-+ 28 ОООООО-* 28 306-307 
30* —Си—О* 28 ТМЗ О 
305 —О* 0 28 ТМ02 
Д06 О—О* 28 ТЫ01 
307 О О 28 ТЛ05. 

Таким образом, теорема, Т6018 приводит к теоремам 
ТЫЗО, ТШО и к частным случаям теорем ТЫ01 и ТШ2. 

Остальные порождающее теоремы работы [з] будут рас
смотрены в_ следующих статьях. 
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УДК 517.911 

М.М.Адъютов, Ю.А.Клоков 

• ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДУ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ОСОБЕННОСТЯМИ 

6 статье [ I ] доказано существование положительного 
решения "начальной задачи 

• К и г Й ^ * ^ О . Л ' ) , ( I ) 

о<(О)=0, р п Л Ю - к , ( 2 ) 

для % • 4(0.0.О) > О и (3 ) 

°< • > I ( 4 ) 

Параметр К определяется из выражения 

(5 ) 

8 данной работе доказана единственность этого решения, 
а также рассмотрен случай, когда знаменатель в (4) обра
щается ь нуль, т . е . 

1-1-г-О. (6) 

Т е о р е м а . Пусть функция 41 непрерывна вмес
те со своими частными производными по второму и третьему 
аргументу в точке (0 ,0 ,0 ) . Тогда 

1) если 1 - 1 < 0 » то задача (1 ) - ( 5 ) имеет 
бесконечно много решений; 

2) если 1- С̂ . - г > 0 и 1< 1-г , то задача 
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(1 ) - ( 5 ) также имеет бесконечно много решений; 
3) если 1-^-г>0 и 4 < / +

0 ^ у , то решение 
задачи (1 ) - ( 5 ) единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сделаем замену 

Тогда ъх' - Кс/.±"''и + к1*и', 

Подставим в уравнение ( I ) : 

Из (4 ) и (5 ) следует 

Ы СО 

В полученном уравнении сделаем замену независимой пере
менной Ь"в3 . Тогда имеем 

„<А5 № 0 0 ^ - 0 8 

ке и, «о<е и +• ле и ) 

Для этого уравнения первое из условий получим из ( 2 ) : 

ит Щз)-1. 
,5-»-оо 

второе условие 

от иЬ)-0 

может быть доказано аналогично тому, как это сделано в 
работе [4^ . Замена Ц/б)= 1 переводит эти условия 
в условия 

Ит. <*(2)-0 и &Г.-*'(з)-0, ( 7 ) 
5-»-оо 3-»-оо ч " 



а уравнение принимает вид 

Линеаризуя ото уравнение в окрестности особой точки (0,0) 
и обозначая через $>1,(1 = I , 2, 3 , . . . ) 
слагаемые порядна малости выше первого по * и <*' , 
получаем. 

о*"+ (о<г. ( с ( -00- ф » ' + « < ( в < - 1 - 0 ) * - 0, (9) 

По предположению числе °< и о(-1 положительные. 
Тогда возможны случаи: 

I ) 1 - Т - ^ < 0 - корни характеристического урав
нения действительные иииеют разные знаки, следовательно, 
особая точка - седло, и существует траектория, выходящая 
из этой точки 

Отсюда получаем линейную часть уравнения ( 8 ) : 

характеристическое уравнение для которого 



откуда , т .е . существует однопараметричес-
кое семейство решений ( 9 ) , а следовательно, и ( 8 ) , удо
влетворяющих условию ( 7 ) . Из существования бесконечного 
множества решений задачи ( 7 ) , (8) очевидно следует суще
ствование бесконечного множества решений задачи ( 1 ) - ( 5 ) ; 

2) 1-1-Ц,>0 и Ы-1)(\-1)<0 -дейст
вительная часть обоих корней характеристического уравне
ния положительна. Особая точка - неустойчивый фокус, по
этому так же,как и в предыдущем случае, существуют тра
ектории, выходящие из особой точки. Следовательно, может 
быть построено двухпораметрическое семейство решений за-
дичи ( 7 ) , ( 0 ) . Отсюда следует существование бесконечного 
множества решений задачи ( 1 ) - ( 5 ) ; 

3) 1-г-Ц>0 и оС+С^-ОО-'О > 0 -дейст
вительная часть обоих корней характеристического уравне
ния отрицательна. Особая точка - устойчивый фокус. Ни од
на фазовая траектория не выходит из особой точки, поэто
му единственное решение ( 9 ) , удовлетворяющее ( 7 ) , это 

Л(3) а 0 , Согласно [ 2 } . задача ( 8 ) , ( 7 ) (и, следо
вательно, ( 1 ) - ( 5 ) ) также имеет единственное решение. 

• Рассмотрим случай ( б ) . При этом , и уравне
ние ( I ) принимает вид 

Преобразуем это уравнение 

и обозначим и - Л л ' . Получаем 

и' (10) 

В окрестности нуля 



или 
и(0)'0. (12) 

Если 1ич и' (Ь) - 4 , то мы получаем решения с о<. = I 
в ( 4 ) , о которых все известно [ I , 3 ] . Такие решения по- • 
лучаются, когда р-*^*\^(} . Никаких других решений в 
этом случае получить нельзя, что непосредственно следует 
из оценки ( I I ) . 

При р+<} + 1 = 0 существует решение (10 ) , предста-
вимое в окрестности нуля в виде 

(1 + 0(1)), (13) 

где Я - положительный корень уравнения 

. 1 - Я " Р ( &=Я . 

Несложно показать, что если последнее уравнение не имеет 
положительных корней, то нет и решений у задачи (10) , 
(12 ) . Для этого достаточно заметить, что при р + а + 1 -0 
получается уравнение с разделяющимися переменными. Из 
(13) получаем в окрестности нуля 

где С - произвольная постоянная. 
При р+С^л-\<0 решение уравнения (10) с условием 

(12) предстаьимо вблизи нуля в виде 

или _р. 

лю-селра'^ю+т). 

где С - произвольная постоянная. Т.к. < 0 , то 
существует бесконечно много решений, стремящихся к нулю. 
К нулю стремятся и производные этих решений, но ни для 
одного из них не выполняется второе из условий (4 ) ни 
при каких значениях К и с4 

Есть гипотеза, что единственность задачи (1 ) - (5 ) в 



случае 1-^,-1 >0 , Т< имеет место, если ^ 
непрерывна и удовлетворяет локальному условию Липшие по 
•X и Л . Этот факт заведомо верен, если, например, 

р « 1 «= О, -\<Ц < { . Заметим, что при этом условие 
Липшица является существенным [ б ] . 
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УДК 517.927 

Ф.К.Садырбаев 

ДВУХТОЧЕЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ЧЕТВЕРТОГО ШРЯДКА 

1. В статье рассматривается краевая задача вида 

( I ) 

где функция •/ предполагается непрерывкой вместе с 
производной & на множестве [а, 6]* К , [а, 61-1 -
конечный интервал. Некоторые утверждения формулируются 
в терминах соответствующего уравнения в вариациях отно
сительно решения ^ . 

В связи с этим в п .З приводятся сведения из теории 
линейных уравнений вида 

< / % с % (4) 

2. Здесь доказывается теорема существования для за
дачи ( I ) , ( 2 ) , в которой используются понятия нижней и 
верхней функция. Полученный результат аналогичен теореме 
существования из работы [ I ] , в которой изучалась краевая 
задача для ( I ) с симметричными граничными условиями. 

Л е м м а I (принцип максимума). Функция Ц е 
е С* Со, 6] , удовлетворяющая в интервале I неравенству 
ц ^ 0 и неравенствам на концах интервала 
и(а)*0, и'(а)* О, и'(а)<0, и(Ь)*0 , не может 

иметь в I положительного максимума. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Цу-*ть и(1о)- тах(и(0 

±е 1} > 0 . Тогда, ввиду условия и(а) < 0 % 
найдется ^^е(а.•^^) такое* что и(г^)>0, и'({,)>0. 



Поскольку и'(а) < 0 , найдется Ъя.е (а,I)) такое, 
что и " ( - с А ) >0 . 

С другой стороны, и"(а)* 0, и"(Ьо)$0 и . 
т.к. (и")"~&0 в интервале I (т .е . функция и"(Ъ) -
вогнутая), должно выполняться неравенство и"(€)$0 при 
т ;е (а , Хо) . Но это противоречит тому, что и"1^л)>0. 

Доказательство завершено. 
Изменением неравенств на противоположные получаем 

принцип минимума. 
Т е о р е м а I . Пусть существуют функции 

°1,р с С" [ а, 6] , удовлетворяющие условиям: 
1) -С(* ) , 
2) и ^ Щ . я ) . Й Л А М е и * - & 1 , « < * х д Д О 
3) =С(а)< Й * ^ ( о ) , <=<'(а) * Я , « ^ 7 а ) , ^7а)*г й я $/•7^), 

о 4 ( 6 ) « Ъ*Р(Ь). 
Тогда существует решение л (т.) задачи ( I ) , ( 2 ) , 

удовлетворяющее оценке о< «0С «^ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим ограничен

ную непрерывную функции» Р равенством ?{+.1х)ш}1Ь,ЬЦ,х,}о\ 
где Ъ(<А,х,р) - "срезка". Так как уравнение аХ1ч!*-0 
имеет лишь тривиальное решение, удовлетворяющее однород
ным краевым условиям вида ( 2 ) , существует решение л 
уравнения Л ( 4 ) = ? , удовлетворяющее граничным усло
виям ( 2 ) . Разность и ( г ) = л ( т ; ) - > ( + , ) .ввиду им(€)* 

^{^,Ь(Ы,x(±).р•^)-Ц^,Ъкт,Й^^• Удовлетво
ряет условиям леммы I и, следовательно, не имеет положи
тельного максимума. Аналогично отрицательного минимума 
не имеет функция о<-л ,и , следовательно, решение л(€) 
принимает значения между значениями •=*• и р , где 
функции $ и 5 совпадают. 

Доказательство завершено. 

3. Формулировка дальнейших результатов требует не
которых сведений из теории линейных уравнений вида ( 4 ) , 
которые будут приведены, следуя работам [2 -5 ] . 

Согласно [ 2 ] , [ 5 ] п. -ой сопряженной к 1 -П точ
кой (обозначается \п ) относительно уравнения (4) налы-
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вается наименьшее значение Ь > а такое, что сущест
вует нетривиальное решение (4) с Я+5 нулями (счи
тая кратности) в Ей,»] , обращающееся в нуль при 

1 - й и * = Ь. 
В работе [з^ исследовались случаи р > 0 и р<0. 

Было показано, что в первом случае значения (если 
они существуют) совладают с двойными нулями решений, 
имеющих двойней нуль в Ь = О- , а во втором - с нулями 
первого главного решения, т . е . решения, определяемого 
начальными данными 

у(а)«уЦ-у*(а)-0, 9*(а)-{. (5) 

Все нули такого решения, лежащие в ( а , + о°) , могут 
быть только простыми. Более того, в [ 3 ] показано, что 
при р < 0 любое нетривиальное решение уравнения (4) 
имеет не более одного двойного нуля. 

Это же будет Верно для случая, когда коэффициент 
р("С) может принимать положительные значения, оставаясь 

достаточно малым. 
В работе [ 2 ] , где изучалось более общее, чем ( 4 ) , 

линейное уравнение четвертого порядка, среди прочего 
содержится следующий результат. 

Т е о р е м а 2. Пусть уравнение вида (4) обладает 
свойством Р : не существует нетривиального решения, об
ладающего двумя кратными нулями (под кратным нулем пони
мается точка, где обращаются в нуль как само решение, 
так и его производная). 

Тогда: 
1) сопряженная к ^= О. точка \п (если она су

ществует, т . е . если уравнение имеет решение с Л+3 
нулями) совпадаете Л-И в интервале (Ъ, + «>) ' нулем 
первого главного решения уравнения ( 4 ) , т . е . решения, 
определяемого начальными данными у1а)=у'1й)'у"1й)ш0, у"(а) =1, 

2) сопряженные к \-Я точки непрерывно зави
сят от коэффициента р. 



4. Докажем теперь результаты о свойствах решений 
краевой задачи ( I ) , ( 2 ) , выражаемых в терминах линейного 
уравнения в вариациях ( 3 ) , составленного относительно 
данного решения. 

Наряду с уравнением (3) будем рассматривать семейст
во линейных уравнений 

«Л Ы*)у. (6 ) 

где У"-х-5' 5 - некоторое фиксированное решение 
краевой задачи ( I ) , ( 2 ) , л - решение уравнения ( I ) , 
определяемое начальными данными 

л1а) - А, м- я , , фи *т*1»+г, 
где у - числовой параметр, 

Заметим, что любому нетривиальному решению ( 6 ) , 
удовлетворяющему однородным краевым условиям вида ( 2 ) , 
соответствует некоторое решение задачи ( I ) , ( 2 ) . 

Если $х < 0 , то любое из уравнений ( б ) , ввиду 
определения коэффициента ^ , обладает свойством Р , 
т . е . не существует нетривиального решения с двумя двой
ными нулями. 

На этих двух замечаниях основаны дальнейшие рассуж
дения. 

Напомним ,что уравнение П. -го порядка называется 
неколеблеыым на интервале ( 0 ,6 ) , если данный интервал 
не содержит точки, сопряженной к Ь - С1 . 

Т е о р е м а 3. Пусть ^<0. и выполняются 
условия теоремы I . 

Тогда существует решение краевой задачи ( I ) , (2) 5(с) 
такое, что Е*.Р и линейное уравнение в вариа
циях (3) неколеблеио на интервале ( й ,6 ) . 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим последова
тельность вспомогательных краевых задач следующим обра
зом. Пусть - функция, обладающая свойствами: 
1) Ш,л) = 0, (е,Л)'ё 0; 
2) Ь непрерывна вместе с частной производной & х в об

ластях л > ^ > , Л < о < ; 
3) Ь[*,р)-0, &1г,*)-0, Лх(1:.х)<0.л>р,л<и; 

4) &ла,раЬ'^и.ра)), ы^.мщ-^имаь-, 
5) 0 >&>-•%, Л>р; 

\ > Ь > 0, ьХ<сЛ. 

Очевидно, что для любого натурального л такая функция 
6 может быть построена. 

Определим теперь ограниченную функцию />, как сум
му }(Ь,8(р(,л,р1)+ & ( г , л ) , а функции <^п.Рп - р а 
венствами °<п " °< т Рп, * Ьл м ^ , где 
» « , - решения уравнений ||, т'-^1 /1д= _ п удов

летворяющие однородным краевым условиям вида ( 2 ) . Для рг. 
получаем р%> = /°- % « Я*.ЬЫ.л,р) + 
т .е . Ра является верхней функцией для уравнения 

так же,как •=<,-. - нижней функцией. Поскольку для разнос
тей ип'&п-Рп , $1-с*п-&п , где «*„.-. 
любое решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям 
( 2 ) , справедливы условия принципов максимума и минимума 
соответственно (лемма I ) , любое решение <лп удовлетво
ряет оценке сАг. * *Хп б рп. 

Поскольку функция Гп ограничена, множество воз
можных решений задачи ( ? ) , (2) равномерно ограничено, и, 
следовательно, существует решение | с максимальным зна
чением третьей производной в точке 1; = а . Если ре
шений краевой задачи конечное число, то это очевидно, а 
если бесконечное, то,взяв в качестве начального значения 
$"'(п) верхнюю грань значений в - "й третьих произ

водных решений и используя компактность в С 1 множест
ва решений задачи ( 7 ) , ( 2 ) , предельным переходом получаем 



С . Покажем, что это решение будет обладать требуе
мым свойством. 

доопределим функцию Яа(*.,ск) при Ъ>$> так, 
чтобы сохранить непрерывность г"п и частной производной 
по л в полупространстве + > 0 , осе Д$ , а также 
ограниченность в этом же полупространстве. Рассмот
рим теперь определенное относительно функции !>. с е 
мейство линейных уравнений вида ( 6 ) . 

Пусть *!< ($•) - первая сопряженная к Ь'й точка 
уравнения ( 6 ) . Эта точка, согласно линейной теории, реа
лизуется решением У | с) , определяемым начальными 
данными у(а) = у ' ( а ) = у " ( о ) - 0 . У*(9)-р -Это 
решение совпадает с разностью Ц+) , где л -
решение уравнения ( 7 ) , имеющее те ке начальные значения 
производных до второго порядка включительно, что и 5 • 
и удовлетворяющее условию *х"'{0)- ^"(а) • . Если 
решение ^ не обладает требуемым свойством, т .е . урав
нение в вариациях не является неколеблемым в (и, Ь) , 
то для малых значений §• справедливо неравенство 
^| (^ ) < О . Заметим теперь, что главное решение у 

уравнения ( 7 ) , получающееся из у ("С) делением на , 
удовлетворяет, как видно из ( 6 ) , соотношению 

и, следовательно, при увеличении /Г стремится к реше
нию уравнения у м = 0 , удовлетворяющему условиям 
( 5 ) . При этом точка ^« ( (Г ) , непрерывно изменяясь 
вместе с » должна покинуть интервал (С», 6 ] . Зна
чению $ > § ' " (& ) , при котором 1, (о*) - Ь , с от
ветствует решение а;Ч) краевой задачи ( 7 ) , ( 2 ) , что 
противоречит выбору решения ? , как решению задачи ( 7 ) , 
(2) с максимальным значением третьей производной в 1 = 3 

Таким образом, каждому натуральному П. соответст
вует решение краевой задачи ( 7 ) , ( 2 ) , обладавшее 
свойством: уравнение в вариациях, составленное относитель
но *п , неколеблемо в |Э, 6) . Существует рааноыер-



нал по Я оценка норм производных решении ^ п (это 
следует, например, из [ б ^ , г л . 8 ) , откуда вытекает ком
пактность последовательности в пространстве 
С* [й, 6] . Предельный элемент этой последовательности 
^ является решением краевой задачи ( I ) , ( 2 ) , обладаю

щий требуемым свойством. 
Аналогичный результат о существовании решения, об

ладающего свойством локальной неколеблемости (в смысле 
неколеблемости на данном интервале соответствующего урав
нения в вариациях) в задаче Дирихле для уравнения второго 
порядка был получен в работе [ ? ] . 

По сходной схеме может быть доказан также следующий 
результат. 

Т е о р е м а 4. Пусть $ц < 0 , и выполняются ус 
ловия теоремы I . Пусть существует решение $, задачи 
( I ) , ( 2 ) , удовлетворяющее оценке о 4 * 5 » ^ и обладаю
щее свойством: интервал (а,6) содержит к точек, со
пряженных к Т = а относительно уравнения в вариациях 
( 3 ) . 

Тогда существует еще не менее 2к решений краевой 
задачи ( I ) , ( 2 ) . 

Схема доказательства. Как и выше, строятся функции 
РпИ.щХ) и рассматриваются уравнения (7 ) и связан

ные с ними семейства линейных уравнений вида ( 6 ) . При 
изменении $ сопряженные точки (<р"), с = 1 , А , . . , Л , 
изменяются непрерывно, отделены друг от друга, пока зна
чения отделены от бесконечности (это следует из 
непрерывной зависимости ^ от коэффициента Чд- ). 
Гюскольку функции ^ ограничены, можно показать, что 

*1ч ((Г) стремятся к бесконечности при стремлении 
к бесконечности и, следовательно, переходят через Ь' Ь. 
Фиксируя максимальные значения $• , при которых 
= 0 , получаем К решений Л Г ^ задачи ( 7 ) , ( 2 ) . 

Переходя к пределу при п — «= , получим а решений 
исходной краевой задачи. |1ри изменение #- в отрица
тельной полуоси (,-=*=, 0 ) получаем еще л ранен!й. 



Аналогичные результаты для уравнений второго поряд
ка приводятся в книге [ в , гл.15^. 

1. ГЛшп1]1в;вг Б.К. Ех1в1впсе оГ Роб111 -/е 8 о 1 и И о п а Гог 
РошЧЬ Отавг Н о п И п е а г Р г о Ы е а в // Во11в11по 1 Ы о п в 
М « 1 . П а й . , 1987, 1 -В, 7 , 1129 -1158 . 

2 . Ро1егвоп 1 . С . ТНЕ 01вЛг1Ъи11оп о! 2 е г о а ОГ Жх1г»ва1 
5о1и11опв о! а РоигШ Оп1вг 01ГГегеп11а1 В д и а И о п Г о г 
*па п - 1п Соп^и8«1е Ро1п1 / / 3. о! 01Ггагеп11а1 Во,иа-
« о п а , 1970, у . 8 , 502 -511. 

5 . Ь « 1 в Ы о п * . , НеПаг! 2 . Оп 1Ьа о а с Ш а И о п оГ во1и-
11оп8 оГ ое1Г-ас1,}оп1 Н п в а г <11ггвгеп11а1 е ^ и а Н о п а оГ 
1Ъа Г о и П п ог<1вг // Т т а л в . Амег. и а 1 Ь . З о е , 1 9 5 8 , 

ж.89 , • 2 , р .525 - 577 . 

4. Кондратьев В.А. О колеблемости решения линейных урав
нений третьего и четвертого порядка // Труды Московс
кого математ. общеегва . -1959. -Т .8 . -С .259-281. 

5 . Левин А.С. Некоторые вопросы осцилляции решений ли
нейных дифференциальных уравнений // ДАН С С С Р . - 1 9 6 3 . -
Т .148 , I 3 . - С . Ы 2 - 5 1 5 . 

6 . Васильев Н.Й., Клоков Ю.А. Основы теории краевых за-
• дач обыкновенных дифференциальных уравнений - Рига: 

Зинатне, 1 9 7 8 . - 183 с. 

7 . Ласкаоп Ь., Зспгайег К. С о т р а п н о п Тпеогеша Тот 

Н о п И п е а г 01ГГвгеп11а1 Е ч и а И о п а // Л . о! М г Г в г е п -
11а1 Е я и а И о п а , 1967, У . З , И 2, Р .248 - 2 5 5 . 

Й. Красносельский Ы.А., Перов А.И., Новолоцкий А.Г. , 
Забрейко И.П. Векторные поля на плоскости - и.: Фиэ-
матгиэ, 1 9 6 3 . - 245 с. 

Литература 

Поступила 12.12.69 



УДК 517.927 

А.Я.Делил 

РАЗРЕШИМОСТЬ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С УСЛОВИЕМ ШРЕДЕРА 

Рассмотрим краевые задачи: 

ав*}Цд.х'\ НиЛ -Ь * . НяЛ-Н*.. « < * . * . * > , ( I ) 

Ш'К Н 8 х - К а , ( 2 ) 

*'(а)*л'1а)*р'[а). 

где 4 • I * Я? — К удовлетворяет условиям Каратео-
дори, 1 - С а . Ы . а е К , б е с а , ~ ) . н , , 4 е С (Г ,ГД 
К ) , К ) . п , , я е К . о < е А С 1 . К \ ^ е В а . К . ) . 
Я (I, К ) - множество нижних функция, а 6(1. К ) - мно

жество верхних функция уравнения а "= У ) . (см. 
[ 1 -2]) . В [з] приводятся теоремы о разрешимости краевых 
задач (1-3) при дополнительных предположениях; ограни
ченность правой части уравнения суммируемой функцией И 
единственность решения задачи Коши. Наша цель-избавиться 
от этих предположений, заменив их условием Шредера: для 
любых 1 , е Г а 6) , Т^е ( -С , ( 6 ] и любого решения от- (г,, 

К "Уравнения л " - } ( 1 , л . У ) из ч < 1 * ) * 
#"•0, "се (+.,,+.2) следует ограниченность {У(т.)= 1е (С,, Г^у 

Покажем, что условие Шредера эквивалентно ограни
ченности правой части. Действительно, из условия Шреде
ра следует существова!ие Ме{0,-х>) такого, что для 

}п Г*.лдО« Ж8(«ЧЮ.д.>Ю).8(- Н,л\ М)) 



8 ( х . « и ) - и - » * * : у / - 1 у - 4 М я . 0 5 ^ а . к ) -

- 5 ( 1 , К ) - множество решений уравнения л " » }[Ь,х,х<). 
В дальнейшем будем считать, что $ш у»-

Пусть > 1 -/> + * - " ' , л е ^ . Тогда Л е 5(1, К) 
и п ь Теперь аппроксимируем правую 
часть так, чтобы была единственность решения задачи Ко-
ши. Пусть для кеМ, гае {4к,4к*Л- 3, пе {т , т Н , . . . 3, 

^ ) - 2 ' | л - й 1 - 1 д - 1 | 1 - / лН| -2 " ' / * *2| , 

У М ) » # '(/* - Я I - и - </ - |*г </ г |д . 

%»(.»)• 

- ^ ( * > ( *№(</ - > 'Ю ) . у-ъп{у-*'№)Чп и - щ -

• п ' л 

При фиксированном Т#1 функция Лыд отличает :я от 
./ только в /5лГ окрестностях точек (<^ (4 ) ,л7 с ) ) , 

$*1|).,^Ч$) « равна >1С ,и ;Г ) , в т " ' 
окрестности точки »'*/ с ) , &'[*.)') и /(г., 6* ;С), /4'/{•)) 
в П1 окрестности точки С/ж.'С), • Функция 
„/«п.п удовлетворяет обобщенному усдовил Л;цпьц& по 
вторсму и третьему аргументам, А$1П^ (ХДО и 



Т е о р е м а I . Пусть °<< р> выполняется условие 
Шредера,и для любого д е 5 ( 1 , К ) из о ( « Л 4 ^ > 
следует: 

д (а ) - 0 <(а )лдГ6)> 0 ( (6 ) - *> Н1Д<Ку V Нях*кя> 

д(а)~с4(а) л Н я х - кя Н,х * Ь (, 

д (а ) - а/а) л д(6) - # 6 ) Н, х * V Нйх * Пд. 

д(6) - ^ (6 ) л На - Ь< ^ Нях 9 Нг, 

л (а) - > ( а ) л д(8) - >(6) =?> н, д > п, V Ндд * п А , 

д ( а )=> (а ) л л [ б ) -^ (6 ) н,л * л, V Н*х < кя, 

Д(6) = «((6) Л Н|Д * л, -*> Н,х < /зя. 

Тогда существует решение краевой задачи ( I ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай, 

а | а ) = ф ) л ^ ( Ь ) = с ( ( 6 ) * Н ^ п , V Н** « я * , 

д (а ) -о ( (а ) л н 2х - кц н,д * л,, 

д (а ) - л/а) л х[Ь) - =?• Н.д * к, V Нгх г кА, 
* ( Ь ) - М Ь ) л Н,д- /г, Над > кг, 
д ( а ) « ( а ) л д|6) =>к(6) =?> Н,х>л, V Н яд* 

д ( а ) - Х а ) л Нгх= п г =^ Н,лг п,. 

д|а) =- > (а) л л(Ь) -- а< (й) ̂  н, х * к, V Нгх « 

д(Б)=а<(6)л Н а = п, ^ Ндх<п А 

т е {4к, Ак + 1,... 3 и пе 
для любого д е (1,К) из 
дует! 

когда найдется Ко&Н такое, что 
V — . . »—*ь — " — ^ • I . , 

е, что дяя ке ( «о, Кр-Н,... 5 
и пе ( т , т ./, . . , 3 
! из <<*л*Р\ еле-
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Тогда из [ з ] следует существование решения Л к г а „ крае
вой задачи 

ь « " = } а д ( * Д , Д Н|-Х"П,, ИлХ-Ьх, ск*х<}ы. (4) 

Из Л » на можно выделить сходящуюся последовательность 
л г е 5 ( I . К ) такую, что <А*х±р, Н, .х«п, 

Рассмотрим случай,когда найдется последовательность 
Л; е 5 ^ т п. (1.1й) . С»^ .2 , . . . такая, что * ; - - « » . 

л : - л е 5 ( 1 , Л ) • Д*я которой'не выполняются ус
ловия 

4 ; 1 а ) - « 1 ( а ) л л ; ( 1 ) ^ ( 6 ) -*» М { « п , V Н*л : «/ ! « . 

•к; ( а ) - - ( ( а ) л Н^л; • Ья =$> Н.л; * к,, 

Л (а)-о< (а) ли с (6) = А ; (6) => Н,Х; < Ь, V НдЛ- г Н», 

Л- (6) - >с 16) л Н, л ; - Ь, => Н а л ; » 1ц, 

л : ( а ) - Л ; ( а ) л л г ( 6 ) - ^ (В) ==> Н ,х с > п, V Н » ^ . * * » , 

Л- (а -) • >ц (а) л Н ал; = /и =?> Н м с * Я » , 

• 4 (а)-Аг (а ) л * (Ь)«~(6) ч> |Л, V Н*хс < Ц 

* ; (Ь )—* (Ь ) л Н,л : = п, =5» Н 2 л; « К г. 

Без ограничения общности можно считать, что нарушается 

одно из этих условий. Если Л; (а ) - Л ( а ) , от; (6) =»о<(&Х 
Н ,Л ; >п , и Н а л ; > Нц для сИ.Я, . . . , то 

решение краевой задачи ( I ) . Действительно, л{а)=^(а), 
л ( 6 ) = ^ [ б ) , Н|Л*П| и И г л ^ Л * . Из условий 

теоремы имеем Н,л * и л и Н&х*/^ • Следователь
но, Н ( л - П , или Н ал « П я . Если г|,х=а, , то 
из условий теоремы следует На Л * Л.я • Следовательно, 
/'*, Л « /I* . Если На л - Па , то из условий теоремы 

следует Н^х* П| . Следовательно, Н^х* к^ 
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Если ис(а ) = Л ( а ) , Л я лг • п й и н ^ г ^ л , 
для 1=1,2,... , то л решение краевой задачи 
( I ) . Действительно, х{а)=<А(а), Ня-Х-Ня и Н,х»Л, . 
Из условий теоремы имеем Н{Х б л , . Следовательно, 

Аналогично доказывается следующие утверждения. Если 
Л; ( а ) = Л ( а ) , *Х; (о) - Х - (6) , * Л, и Н аЛ; < Л*. 
1*1,2.,... , то X решение краевой задачи ( I ) . Если 
о ; (6) - > к с (&), Н1-Хс = Пи и Няхс<Нг, 1-1, 
Ц,... , то .X решение краевой задачи ( I ) . Если 
- * г ( а ) - А : ( а ) , Ня-Хс-Ья и 
Н|Л; < К|, 1*1,2.,.'.. , то * решение краевой 

задачи ( I ) . Если -*с(аЬ.Рк;(а), л;(6)-с><(6), Н,Л;<Л/ и 
НяЛ; > Л», с = , то X решение краевой зада

чи ( I ) . Бели Л : (б)-<><{&), г М с = л , 
и Ня^С ? Л я , I " /,2,... , тоД решение крае
вой задачи ( I ) . Если Х1(а)=рк;(а), Х:(Ъ) и 
Н\лс < А« НяД; < Л 2 , то X решение краевой задачи 

( I ) . 
Т е о р е м а 2. Цусть Л *Р , выполняется ус

ловие Шредера,и для любого хе 5(1, К ) ив с<*х*р 
следует •• 

х(а)-ьС(а) л х}Ъ)-<х(6) = > Н1.Х + Н й х « ; л ,+ п А V • 

Н,Х - НцХ ? Л,- Л*. 

л ( а ) - Л ( а ) л х(Ь)-р(Ь) ч>Н,д+ г/«х « л, + л* V 

Н,х- Нгх а л , - л я . 

х ( & ) - > ( 6 ) л Н,х+ Н 2 Х ' Ь , 4 - Л 2 Н,д «/},,< 

х(а)-р(а)л х(Ь) = р(Ь) => Н,х+ Н*х ? п, + я* V 

Н1 х - г/дл * Ь, - Пг, 



л(а)=Р(а) л л(Ь) -Л(6) ^ Н,д + Нлх » п, +кл V 

Н,х- г/ях > п, - Л*, 

Д(6)-Л(6)Л нЛтНаХ-Л.+ П* 

Тогда существует решение краевой задачи ( I ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай, 

когда найдется К<>еМ такое, что для к е { к 0, Ко+Ч.З. 
т е { 4 м , 4 « + / , . . . } и ле {т.. т + / , . . . 3 

для любого - Х € 5 л м / Ш )
 1 , 8 

дует: 

л (о)-4а) л х(6)-о<(6) Н , Х + Н я Х < П , + Л 4 V 

Н,х- Н ях > л.-п*. 

д ( а ) -4а ) л Н 1 х - Н я х = П|-пл=*' Н«х«А|, 

х|а)-л(а)л д(6)- Д(6) -> Н,х + К*х « п, + пя у 
Н,х-Н ях«Л,- г 1 А < 

Р*1Ь) л Н<х + Н*х » п,+/1д ч> Н ,х<п,, 

гйх- НяХ * /1,-Ля, 

х(а)«Рк(а) л Н,х- Н ях - й , - /г* Й,х »Л,, 
х(а) = А ( а ) л х(6)«Л(6) «=> Н,х + НдХ ^ а,.- пл V 
Н ,х- г/ях г п,-Ля, 
х(6)-Л(6) л Н,х + пях = П| + Пя - > Н , х > п , 

Тогда из [ з ] следует существование решения Лцтп крае
вой задачи ( 4 ) . Из Л^тп можно выделить сходящуюся 
последовательность «Х;-*х е 5(1,/?) такую, что о1$х*Д 
Н,х = и Н а х • Ля 



Рассмотрим случая,когда найдется последовательность 
0 < : € 5Л ,»цп{ I такая, что й т * - » , 
4 * « П ^ * | & , о < * Л г * А ; . с » / , 2 . . . . и л ; - * - х е . 5 ( 1 .Я ) . 
для которой не выполняется условия: 

л 6(а)=о<(а) л ^(Ь)-и(Ь) Н,хс + Н« Х 1 « А,* пя V 

Ь(а).4(а)л Н,л- Н ах с= к,-пл Н,л« п,, 

Л(;а)-о<Га) л хсГ6)- А (6) ч> Н,\ + Щ * п, + п я V 

Н.х^- Нахс $ п,- а*, 

• Ш ) • >чГа) л * (6) = <̂ (6) + Н« л ; * к, /г* V 

Н ^ - НяОсс? /г, - Ц 

Ле(Ь)-^(6) л Н,хс + Н»л 4 - кг Н,х :* Л*. • 

Без ограничения общности можно считать, что нарушается 
одно из этих условий. Если ЛсГа) - о ( ( а ) , х ; (6) • оС(6"), 
Н,л<.+ НяЛ: > Л, + Ы и Н|Х1 - Нял̂  < Л,- Пя для 
1 = ^.2,. . . , то л решение краевой задачи ( I ) . Действи
тельно, Л(п) *<<(0), х1Ь)'ск(6). Н, X • Ня х » л, + Пд 

довательно, Н|Х * Йях - п,+ п я или Н|Х-Н ах = л , - л а . 
Если Н|Л* Н а х = л, + л 2 , то из условий теоремы сле
дует Нг X % к, .Откуда НяХ«п, а, Н,х-Н г х ? Л,-/1д 
ц . Н<Х- ЙяХ * а ( - Лд . Следовательно, Н,х - А, 
и Ня X - . Если Н, х - Нл х =• л, - л* , то из 
условий теоремы следует Н,д > П, . Откуда л^х* «я. 

и Н,Х - НяХ * к, - Пя 

Н, х + Ня х « к, * /»я 

7 " = 4 % П ( Д г п 4 х * п, + л л 

. Из условий теоремы имеем 
или Н,х- НяХ * Л, - кц . Сле-



Н1Х+ляХ$п.,+ П а и Н.Х+ Н лх - П, + Н а .Следо
вательно, П(0('Ь« и ЛяХ = Па. 

Если Л; (а) • ./(а). На; - М ; - л, - Ия и 
Н»»Х; з» для 1*1,%,... , то X решение краевой 
задачи ( I ) . Действительно, Л (а ) -Л/а" ) , Н а - ЬдХ- Л,-
- Яд и На > л ( .И з условий теоремы имеем 
Нцс $ й« . Следовательно, Н,д= Л< и Н^х-л*. 

Аналогично доказываются следующие утверждения. Ес
ли а с Га)-а/а), «| (6) - В * , (6). Н,д. + Нас > А, • йА 

и Нас + «аХ ; > Н,- й* Для С=1.2 то X 
решение краевой задачи ( I ) . Если -Х;(й) Га).Х;(6)-_6/с;(б), 
Н а : + Н ях; <Л, + /|Я и Н,х:-НяХс>л,-/?< для 1-1,2,... 

то Л решение краевой задачи ( I ) . Если Л:(а) тР>к{С1), 
На; - Н АХ; - к,-Нц и Наг < Й, « я 
1*1,2, , то .X решение краевой задачи ( I ) . Ес

ли а : ( Ь ) = А ; ( 6 ) , На :+НаД; -й , + й« и Н а ; > й * 
для С = <|й... , то X решение краевой задачи ( I ) . Ес
ли . * : ( " ) = А ; ( а ) , . х : ( Ь ) = Л ( & ) . На: + Нда,: < л, + л, 
и На; - НяХ; < Ь, - Ья для 1 = 1,2,... , то X 
решение краевой задачи ( I ) . Если Д : (6^ -о< (6 ) , Н а с + 

На-Х:» Л) + йд и На :<Л« для 1=1,2,... , то 
X решение краевой задачи ( I ) . 

Т е о р е м а 3. Пусть <Л« В , выполняется усло
вие Шредера и для любого л е 5 ( 1 , К ) из о< «х « _Ь 
следует: 

д(а)=а(а) л х (Ь )=Л(6) =^ Н,х + Н*х« л , + л г . 

( х ( а Ы ( а ) у х ( Ь > ^ л Н | Х + Н { Х » Ь 1 + Ь . Н,х<Ь ( . 

х ( а ) - ^ (о ) л х ( Б > # 6 ) ^ На + Нях г А, т л*, 

(х(а) = р(а) V х ( & М » ) л Н,х * Н2у. Й, • Ь2 =? н,х * 

Тогда существует решение краевой задачи ( I ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай, 

когда найдется КоС/Ы такое, что для ке (к0, Ко*/, .Д 



те {4к ,4к+ ' ) . - 3 и . л е { т . т Н , . . . } для 
любого Л е 5 ^ п и ( 1 . № ) на <>и.Х<^к следует 

л(а)=Л(сь) л д(Б) =^ Н,л. Н я х « л , » л я , 

л (а>=>< (а )л х|Ь ) - .М ° ) Н,х+ Нйх 

М а ) - > ( а ) у л ( о Ы ( 6 ) ) л Н,х+ Н 2 х - К + Ья = > Н , х Л . 

Тогда из [ з ] следует существование решения Лктп крае
вой задачи (4). Из **ыт можно выделить сходящуюся 
последовательность Л; -*-Х е 5(1. К ) такую, что с « х * Д 

Н1 л - Л» и НаХ=Ля 
Рассмотрим случай, когда найдется последовательность 

Хсе З ^ щ ^ (I, (К -). I «= 4,2,... такая, что ' 
Кг-^оо, 4 № « % $ Пс. сЦл^Рк- , с'= и 

Л{ - » х е 5 ( 1 , Л ? . ) , для которой) не выполняются условия: 

л г ( а М ( а ) л хг(Ь)-«<(Ь) => М : + Н 2 Д ; .< Ь, * л я , 

(дг|а)-»<{а)Уд:(Ь)-д.(6))лН,х:+ Н л х : - Л , +Н . «? Н.л^-п,, 

х ; ( а ) " л х;(6>я<ц(6) * Щ * Н 2 х ; * п, • й в , 

к-(а ) - А - (а)Ул1(6)-^(о) )л Н.л^Нях; = л,+ л я =*> Н,х : > л,.' 

Вез ограничения общности можно считать, что нарушается 
одно из этих условий. Если Л ; ( а ) = о((а), Л ; (6) = о((6) 
и Н|Л; г НдЛг > Л, + п я для С = 4,^,.. , то X 
решение краевой задачи ( I ) . Действительно, *(й) = -<(и), 
Л(о )=е1 . (6) и Н,Х + Ид* * Л, <- Ня . Из усло
вий теоремы имеем Н| X * Ня X 4 Л, » л 2 . Следова
тельно, Н|Л • Н-1X = л, +• /|я . И з условий теоремы сле
дует Н,Л < Л, и Н|Л * Ь| . Следовательно, Н,х = Л, 
И - НхЛ-Ля. 

Если а ; (а ) • =*(а) или Л; (б - ) - > ; ( 6 ) . Н,Л; -г М ; • 
= Ь, + Ь А и Н ,Л ;>Л , для ЫЛЛ.1 , то X 
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решение краевой задачи ( I ) . Действительно, л(0.) = <Л(а) 
иди Л ( б ) - ^ ( 6 У Н а + Н Я Х = П, /»* и 
Н1Л >у Ь, .И з условий теоремы имеем Ц,х % И, , 

Следовательно, Н а "И, и Н я д« ля. 
Аналогично доказывается следующие утверждения. Ес

ли л : / а) - А; (а). **с Г*) - А ; Гб) » Н, л4 + Ня щ < 
<Ь, + ЬЙ для С* 1,2.,... , то л решение краевой 
задачи ( I ) . Если Ж ( а ) - Р ^ ( а ' ) или Л ( 6 ) - о ( ( 6 ) , 
Нас+НаА - /»,+•/>« и Н а ^ Ь , Д Л Я 1= 

то л решение краевой задачи ( I ) . 
Аналогично теоремам 1-3 доказываются следующие две 

теоремы. 
Т е о р е м а 4. Пусть о ( « 6. и'(а) >Р'(а) 

выполняется условие Шредера и для любого Д е 5(1, К) 
иа = ( а . < ) | и Л ' ( 0 ) > о с ' ( а ) > ^ 7 о ) следует 
справедливость одной из групп условий: 

л 1 а ) - 4 а ) л д ( 6 ) . ^ ) Н,Л< л, V Н я х « л я , 

л ' ( а ) = Л ' ( а ) л Н *х -Л , Н.х-<п,, 

д ' ( а>Л . ' ( а ) л а(Ь) - > (& ) * Н,л « л , V Н ях>, к* 

л(6)->(6) л Н,л = Л, Н а * Л я 

л<(а) = / ( а ) л х ( 6 ) = _&(Ь) Н,л * Л, V Н„х * йц. 

Л'(о)> / ( а ) л Ня х = Л я => Н,л * л,. 

л ' (а ) - / ( а ) л л(6)= 0((Ь) => Н а * Л, V Н я х « Ия, 

х(6)=л(6)л Н,л-- л, Н в х $ Ь А ; 

1>'(а)=о(.'(а) л л(6)-<*(Ь)=* Н а + н я х * Й,+ Йя V 

Н|Х- Н я х » л,- Ь я , 

л ' (а ) = л ' ( а ) л Н, л - Н 2 х - Л, - Ь я => Н а * Ь,. 

д ' ( о ) - л ' ( а ) л л (Б) = _В{&) 4 Н а г V 

Н , Л - Н а Л $ п,- Л*, 



л{Ь)~р(Ь) л Н,х + Н«х= Ь, + Ья Н,д«л,, 

л '(а)-рЩ л д(6)-/>{«>) Н,д + Нях * Н, • Пя V 

Н|Л-г1«х«Н,- Ь». 

л'(а) = ̂ (а) л Н1 х - Нял = Ь, - л* =̂  Н,д * 

Л'(а)«>'(а) л л(6)-оС(6) ^ Н,л+ Нях * Н, «а V 

Н,д- ЬдХ*Л,-л л > 

Л(6)-о((6)Л На* Н йх- /»,+ / » « Н , х > Н , ; 

д ' (а )=оф)л х(6) »о((6) н,д+ Нях « Ь, + Ья, 

( х Ч а Ы ^ М й - ^ л Н.д + НяХ -Ь,.Ьа *• Н,х*Ь,, 

л'(а) = Я ^ М * ) - ' . / ^ Н,х.+ Н«х > п, + Ья, 

(х'Са) -.рКа) V х (ЬЫ(Ь»л Н,д • Н, х - л, + ля ^> Н,х » л, 

Тогда существует решение краевой задачи ( 2 ) . 
Т е о р е м а 5. Пусть с±*р, с/.'(а) >Р'{а). 

еА'(6)< ^'(6) выполняется условие Шредера и для лю
бого л е 5 ( 1 . К ) из о < « л * > , <А'(а) 9лЩ 
и о^'(6)«л'(6) 6^'(6) следует справедливость одной 
из групп условий 

4*(а)=Д'(а) л д'(ь) - сА'(Ь) =о> Н,д < л, V Нал < лА, 
л'(а) -=( ' (0) л Нал » Ня ^ Н|Л * л,. . 

Л'(а) *4Щ А л'(6)-^'(6) =-> Н,л« Л, V Над > л2, 
*'{Ь)-р'[Ь)л Н,Д« Л, НяЛ>Ня, 

л'(а)=^'(а)лл'(6)-/)'(о') Н,х* л, V Н ях* л я. 



«х'(а>р'(а) л Н2л - л я => На * Л,, 

л'(а)=^'(а)л д'(6)-о('(6) .»> Н,д г(1, V Нях* Ья, 

х ' ( 6 ) - «Ф)л НагЬ, п Я х * Ь я ; 

л'(а) -«*'(а) л д'(6) -о('(6) щх * Нях * л, + Л, у 

Н , л - НяХ * Л , - Л а , 

л'(а)=сф)л Н,х-Нях = л,-И* =*На«л , , 
л'(а) ЦЩ л х'(б)» ь'(6) => Н, х * Ня х « Л, + Л я V 
Н,х- Н ах$ Л, - Л я , 

л'(6)=Я&) л Н, х г Н2х - Л, • Л я -?> Н,д « л,, 
д'(а) ->'(а) л д'(6) -/«(в) - > н,х + Нах * л,+Л я V 
Н,х- " « л * Л , - Л я , 

оф) »^ (а ) л Н,х- Нях - л, - Ья =»? На * Л,, 
д ' ( а ) -Яа ) л л'(6)-о<'(6)-»> На+Н Я х> у 

На - Нях * л, - пя, 

х'(6) -с<'(6) Л На + Нях = М Н я На * Л,. 

д'(а) = оО(а)лд76)-о(75)'=> На*Н я х$ Л. + Л». 

ИаЫ'(а)Уд '(6)=Я°))л На*Н ях-Ь | + Ья Н,л«Ь,, 

л'(а)-р'{а) л л'(6) -у>Щ -?> На + Н» х > Ь, * Л*, 

(У(а)->'(а) Ул*(6)-.(76))а Н, х*Н ях- Л,+ л я Н,х V V 

Тогда существует решение краевой задачи ( 3 ) . 
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УДК 517.927 

Я.В.Цепитис 

0 СУЩЕСТВОВАНИИ ОГРАНИЧЕННОГО РЕШЕНИЯ Д2Я 
СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФШ^НЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С НЕСУнШРУЕШШИ 

ОСОБЕННОСТЯМ 

Пусть имеем систему дифференциальных уравнений 

№'$&0М ( I ) 
Т е ( 0 , + о о ) , для любого б е ( 0 , Т ) . 

[ 6. Т ] * К*"—» К" удовлетворяет локальному ус 
ловию Каратеодори, а при Ь • 0 функция ^ имеет, 
быть может, несуммируемую особенность. 

В настоящей заметке исследуется вопрос о существо
вании ограниченного вместе с производной решения х- ГО,Т] 
- » К" системы уравнений ( I ) , удовлетворяющего условию 

Л(0)шО. (2) 

Отметим, что под решением системы уравнений ( I ) на 
СО, Т ] будем понимать вектор-функцию я- (0,7] ~~ К" 
с абсолютно непрерывной на СО. Т ] первой производной, 
которая почти всюду на (ОТ] удовлетворяет уравнении 
( I ) . Относительно решения ОС: [ О . Т ] К " задачи 
( I ) , (2) будет предполагаться непрерывная дифференцируе
мое ть на области определения и то, что сужение .' на 
(О,Т] является решением системы уравнений ( I ) . 

В дальнейшем индекс { будет всегда пробегать все 
натуральные значения от 1 до п , а индекс ^ - мно
жество [•),..., с-', { т( п) , и предположим сущест
вование вектор-функций *А,Р- ГО. Т ] К" таких, 
что компоненты с/;, етих функция непрерывны, и на 
области определения выполняются неравенства 



О п р е д е л е н и е I . Будем говорить, что вы
полняется условие , если существуют число 
<5еС0.Т] и функции Ьс^с- (0,б] [ 0, + со) для 
каждого 8е(0,б). суммируемые на С8, б ] такие, что 

Ьт^с (±) ехр (-^^ (ЯсЛ:) < + с » , (4 ) 

(5) 
< + оо, 

5 

и для любых "^о е ГО, б ) , " Ь ) е ( т ; 0 | б ] и решения 
•X; : ГХо, "Ь|] К уравнения 

У' ,Ы) (б) 

при произвольном наборе параметров е [ ^ (€), Ру 
. удовлетворяющего на области определения 

оценкам 

(7) 

из неравенства 

следует выполнение для Ье. (^оЛЛ неравенства 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что выпол
няется условие Б, если для любых соь (0,Т), Т|б ( т 0 Т1 
существуют постоянные е (0, -г °°) , такие, что для 
произвольного решения л : Г Г | ) К " системы урав-



нений ( I ) , компоненты которого на области определения 
удовлетворяют оценкам ( 7 ) , имеет место 

зир { / < ( * ) 1 : г е П 0 _ 1 , ) } <л/ : 

В дальнейшем относительно системы уравнений ( I ) 
предположим также выполнение условий (&,$") и Б. 

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что вы
полняется условие А, если вектор-функции <А.р Г0,Т]-»-0$ 
имеют компоненты,удовлетворяющие следующим требованиям: 

2 ) если о^ (0 ) = 0 , то для некоторого з ^ е ( 0 , Т ] 
имеет смысл и выполняется неравенство 

3) если _р>с(0) = 0 , то для некоторого ^ е ( 0 . Т ] 
имеет смысл и выполняется неравенство 

>П*)-<П(*)АГО« М * ) . 1 еГ0 . ^ ;1 ( 8 ) 
4) для любых т_ 0 е С О Т ) , т , , е ( 1 ; а Т ] ^ ; и Д , 

соответственно, являются обобщенными нижней и 
верхней функциями скалярного уравнения (б ) на 
[Чо,т.(] при произвольном наборе параметров 

Определения и соответствующие свойства обобщенных 
нижних и верхних функций см., например, в [ I ] . 

Л е м м а I . Пусть выполняется условие А, тогда 
без нарушения общности можем считать, что 

о ( С ( 0 ) = 0 - /> ; (0 ) . ( 9 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть равенства (9) 
не выполняются. Покажем, что в таком случае мы ыо».эм 
компоненты с/; и Р; вектор-функций о< и р за
менить такими функциями и р , что действительно 
имеют место 

с ? (0) = 0 = А ^ ) 
и для которых выполняются и все остальные предположения 
условия А. 
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Сначала рассмотрим случай, когда 

Пусть 4{ < 0 такое, что 

^ ( { : ; ) < А ( Ъ ) (») 
и и;, 0; . соответственно, решения следующих задач 
Кошм 

и с -<Гс(*К - Ь г ( * ) . ( П ) 

Имеем щ (т) = ^ ( * { ) ехр (- (г) <&~) -

1к 

•с-•0' *-»0* , 

и; (*)< ЩЩ, 
В силу соотношений (4) и (5) конечными являются и сле
дующие пределы.: ^ 

и и; Ю ехр С / ^ г ( т )аО -0 - ' ; 

при этом Щ < 0;. 
Если К - 4,И и « 4 - е Г «^ (1 ) . А ^ . 

проз вольные, то согласно результатам работы [ 2 ] , решения 
Л^* уравнения ( 6 ) , удовлетворя"пщие условиям 



СО 

Л) Ш0<*™1 

(12) 

(13) 

/*"'(*) - < Г ; * 6 ; ( 1 ) . Ы # М Н 
Си], 

Поломим г 

ЩЩ = « | { ^ [ 1 ) : й ^ й ^ ' Щ . 

Функция существует в силу оценок (12) и является 
искомой. Аналогично, положим. 

.Ш 

Функция У>1 существует в силу оценок (13) и также яв
ляется искомой. 

Пусть теперь для определенности 

о < : ( 0 ) < 0 = р:№ 

(Случай соотношений ^;{0)-0< Р' (0) рассматриваются 
по такой же схеме). Нижеуказанным способом построим функ
цию . Нам необходимо лишь убедиться, что 

существуют, и для некоторых 5 ; " ] е ( 0 Д ; ] имеют ыесто 
неравенства: 
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Для этого, учитывая оценки (12 ) , достаточно установить 
справедливость неравенства 

которое легко усматривается из соотношения ( 8 ) , (10 ) , 
( I I ) . Лемма доказана. 

Л е м м а 2. Пусть выполняется условие А , 
к Б [о/- ( Т ) . Р^ (Т)5 , тогда для любого Т с ( О . э ] 

существует решение л : [ X, ТД Щ" системы уравнения 
( I ) , компоненты которого удовлетворяют условиям 

и для 1 е [ Т . Т ] - оценкам ( 7 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы проводится ана

логично доказательству леммы 2 из работы [ з ] . 
Т е о р е м а . . Пусть выполняется условие А, тогда 

задача ( I ) , (2) имеет решение «X : [0.Т] (К? . ком
поненты которого на области определения удовлетворяют 
оценкам ( 7 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме I можем 
считать, что выполняются равенства ( 9 ) . Выберем произволь
ные е [Ы: (Т), $ч ( Т ) ] и последовательность точек 
К — <:„ такое, что [0.61. 1йп Ь»-0. 
По лемме 2 существуют решение XМ: {Е/!>У г*" К" 
системы уравнений ( I ) , компоненты которых удовлетворяют 
условиям 

и для Х€ [Хп.Т] — оценкам ( 7 ) . Из имеющихся условий 
легко устанавливаются равномерная ограниченность и рав
ностепенная непрерывность последовательностей функций 
л - * Л М н « Л СП1 . Следовательно, соглас

но теореме Арцела.ииееы возможность выделить сходящуюся 
подпоследовательность «я —А1*" предел л : С0.Т1 
- » К П которой является решением задачи ( I ) , ( 2 ) , комло-
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ненты которого на области определения удовлетворяют 
оценкам ( 7 ) . Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Теорема сохраняет силу и в слу
чае, когда условие (2) дополняются условиями на правом 
конце рассматриваемого промежутка 

К С Л - ( Т Ы ; Л - Ч Т ) < Б ; , 

где « ; е К , [и, + се ) , к** I* + 0. в ; е # 
если в условие А дополнительно потребовать выполнение 
неравенств 

Отметим, что.пользуясь методикой,изложенной в работе 
[ 4 ] , нетрудно убедиться в выполнении условия (&>,для 
широкого класса систем, обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка. 

В частности, если ГО.Т ] —»- К абсолютно 
непрерывные функции, удовлетворяющие соотношениям (3 ) , 
( 4 ) , и функция * ' 

± — ]ехр( 1^с(т)йт) 
о , 1 

суммируемы на [ 0 , 6 ] , то для системы уравнений 

е в 

где Я - (ыр(^., ехр ((«г.сп)^)^), 
1 * е *• 

0 I 
для любого б е ( О , Т ) ф : 1"° .Т] ~* К суммируеми и 
для некоторых С; € СО.ч) отрицательные части функ
ции С (9; Ч) * С;/с) суммируемы на [0. Т], 
П; : I 0, Т ] » |К*"-»- непрерывные функции, имеет место 



(17) 

(18) л * « Г ) - 4 Л д ( Т ) « & 

Действительно, положим 

тогда уравнения системы (15),(16) запишется так: 

| (ЛИ ^ Л . ) -а , (а,»- Ь а ' - * лД 

( л , - > л 2 ) , ^ ^ - 1 л д ) = л , ( л ( л х - А ) . 

откуда легко усматривается возможность представления этой 
системы в форме (14). Так как эта система линейна по 
переменным Л,' и Л 2 , то автоматически выполняется ус
ловие Б. 

Далее, положим: 

о. 
Г>Т,Т ' 

с . о5Т 

условие С 6, ^0. 
Системой уравнений такого вида является, например, 

возникшая в приложениях система двух уравнений второго 
порядка 

Л,** | Л,' - {г Л, = Л, (Л, 8 - 1 + 4 - $ Л*). (15) 

4 * ^ ~ { » Л А - * ? Ц г | ) , (16) 

которая в работе [ б ] рассматривается совместно с краевы
ми условиями 

л , о , л ; ( т ) - о , 
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где с е ( Н . У ' / * - б 5 " ) . 

Непосредственной проверкой устанавливается, что для 
Тс [10, + °°) и 6 е Г д , ) в таком случае вы
полняется и условие А. 

Следовательно, при указанных значениях параметров Т 
и Ь краевая задача (15)-(18) имеет решение Л , ком
поненты которого удовлетворяют оценкам ( 7 ) . 
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Я.В.Виркбицкий, Д.С.Пономарев 

ОБОБЩЕННАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОГО КЛАССА КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим краевую задачу 

Н (л - Н, (*(а), ШхШАЬ) - К 

Нях - Н л Ща). х(6). а>{л), Л Щ - йд. 

( I ) 

( 2 ) 

и условия: 

1. аЦа)-р(а\ 

2 . о<'(а) <_в'(а). 
3. -С(а)-^Уа), 
4. «х'Са) >>'&), 

5. о</6)-^Г6). 
6. о<'Г6)<^*Гв). 
7. оС'(в)-Яв), 
е. оС(в) 

9 ' . ( У д , у е З б ( 1 . К ) Х ( л в ц лл'(а}>уГа)=> 
л'[6) * и'(о)) л ( д « у л д'(6)« уЩ +лр) « у(а5)"); 

А. и е з д а . я г ) В. ^ е з е с г . ю . 

где а е К , б е ( а . - ю о ) , 1 = С а , * ] . ^ е С с и К ) , 

Н , . л , « е С ( К 8 » Я ? г ё ) , Л-Г-оо.-го. ] , п , Л е К , 
« х е д о а . к ) , . е е в б а . к у Со* а*йг*к) - класс 

функций / : 1»К*-^К» удовлетворяющих условию Карвтео-
дори, Я6(1.К") и 6><3(.Г, К ) - множества обобщенных 
Никних и верхних функций уравнения ( I ) , 56 ( 1 , Ю -
множество обобщенных решений уравнения ( I ) . Обозначе
ния и определения смотрите в работе [ I ] . 

о данной работе в отличие от [ I ] взято условие 9 ' , 
которое отличается от условия 9 [ I ] . Аналогично, как и 
ь [ I ] , строится для приведенного набора условий 1-6, 9 , 



Д , 6 множество максимальных теорем Т ' т . Оказалось, 
что это множество состоит из 107 элементов. Церьие 72 
элемента Т ' т совпадают с 72 теоремами [.I, с . 149^ 
Т001-Т072. Эти теоремы доказаны В Ш , Остаются 35 вле-
метов, которые нуждаются в доказательстве. Оказывается, 
что эти 35 теорем можно задать множеством так называемых 
порождающих теорем. В итоге доказательство требуется 
только для порождающих теорем, количество которых мень
ше 35. Так как некоторые порождающие теоремы, содержа
щие условия 3 или 4, имеют аналогичные доказательства, 
то путем объединения условий можно получить множество 
так называемых базовых теорем, которые и будут здесь 
доказаны. 

Опишем множество базовых теорем Т Ь для множест
ва Т'т . Первые 24 элемента совпадают с ТЬО/ - ТЬ24 
[ I , с. 55} . Далее следуют 9 теорем: 

ТЪ '25 -11*—1+ 39' 
Т Ь ' 2 6 11-*—0+ 3*49' 

? Ь ' 2 7 -11*~»+ 49' 
То «28 -1*+—1* 4 9 • 

Т о ' 2 9 111*1-1» 139' 
Т Ь ' З О 11111111 Эу<м59' 

То «31 1111—11 379' 
ТЬ«32 1 1** 379' 

Т Ь ' З З 11111-11 1379' 

и.наконец,следует добавить 4 элемента, совпадающиес 
Ш9-ТЬ92 [ I , с. 55 ) . 

Перейдем к доказательству базовых теорем. 
Т е о р е м а . ТЪ'25 + 39.' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно дока

жем, что теоремой является - 41+ -- 1+ ЛЯ'Я&. 
Из теоремы Т009 -11 +--10 3 [ I ] следует существование 
обобщенного решения у ( X ) краевой задачи 

3'1а) = Л(а), 



Л « у * . Ь . 

где Н,ЕМ(-11+). 
Имеем и.У.РЕ 36(1,11), <4<У<Р . ^(а)-У'(а)-рЫ 
откуда и силу условия '/ получаем ^'(Ь)* У'(&) '* Р'(&) . 
На ос1ювании ЦЯ€М(,--\+-) имеем На Л > НЯУ а Н а6. 
с учетом нероьонстиа НЯС4&Н%* НЗ,Р получаем Н^У */>Я . 

Таким образом, у (4 ) яилястоя обобщенным решением 
краевой задачи вида ( I ) , ( 2 ) . Теперь, если выполнено ус
ловно 3, Н|еМ(-1<+") , НяеМ , то найдутся 
решения °<» , &* , удовлетворяющие условиям 3, й , б , 
Н.Л» « Ь, * Н,_р,, Н во(» « П 8 * гЦб« . «=^<с/« *РШ * Р, 

т.е. условиям теоремы -11+ -- 1+ 39'АЗ . Действитель
но, из Т002 1--0-10+ [I] существуют обобщенные решения 
краевых задач: 

#**}(ЩХ% -л'Га)—-('(о), д Г в ) - л ( б ) . 
м * - * З ^ Щ -У. ' (а ) - -/.7а) . У1Ь)-Р(Ь), Л*У*Р. 

ОЫНМНЯИМ ог -Л » , у - / » . А(Я,РЛ е 5 6 (*!.*?} 
Тек как Н,ЕМ(-11+), НЯЕ М (- - и > « « ' . . ( а ) - о ф ) 
и из о< й (6)-Л/б) , «<«<><„ следует « ! (4 (о ) * «/'/"С) . 
то НсЛ» < Н;./, г - ( , 2 . 
Аналогично из Р'*(А)-Р'(А). Р~ЩгЖ§ (последнее 
нероиенстчо следует из РШ(Ь)-Р(Ь) , РП*Р) и 
Н , е « ( - 1 1 + ) . На с М ( - - * • ) получаем ЩР* ЩР*. 
I- 1 ,2. й итоге имеем Н ^ „ < Н;<Х *Ь:*Н:Р* 
с - I , 2. Из И'(А).Р'1а) следует < * » Г а ) - / ' « ( а ) . при 
этом « * « оГ„ О » < А О(.П,Р,Е 56 (I. ВО. 
Следовательно, существует обобщенное решение краевой за
дачи 

• Н,-*-И,. НаХ-Ь а . 
.ЕСл*Х4ря 

при Н, € * . ( " - « + ) . Н * е М Г - - 1 * ) и условиях Д9.'А.в. 
Ток как а ( « о ( | | ( 1 » т о п о д } г ч е н н о е решение л ( ^ ) 
является решекиеи краевой задачи вида ( I ) , (2) при тех 
,«е Н| , Н я и условиях 3, 9 ' , при этем о ( « л * ^ . 



Теорема доказана. 
Т в о р е н а ТЬ'26 И- + --0+ г>у49. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно докажем, 

что И—I—0+ 3 4 9 АЬ является теоремой. Определим ин
дуктивно последовательности о<ц , рл , к « 1,2, . . . . 
Пусть л ' , - о < , р, =р .Из Т002 /—0-70+ [ I ] следует су
ществование обобщенного решения у ( + ; ) краевой задачи 

у(®-ШЬ)+*и№Х' 

(л+у) Я'', я,уе1к. 

у-1, х = - о о . у е К . 

у + » , Д - + 0 О , у еД? , 

+ л е К , у + оо, 
- со, Д - - о о , у . - о о , 

+ оо, X - *• оо, уш+ос, 
0, X — оо.у.+л V Л= + оо, у = - оо. 

Если Ь \ у * Ь , , то полагаем е ( * м * ^ / I /Зк+» " А с . 
Ь противном случае о< Л,| -о<* , « у . И з [ I ] 
СЛеДуСТ, ЧТО При Л > 1 «<я. А|С5(5(ХЛ)» о<«с<,«о<д* . . . 
* -М *Р* *Р . - « ' ( а ) ,а) > »<я(а)»... *РИа)*р',(а)*р'(а), 

откуда в силу условия 9' получаем неравенства 

о<' (г)*о<;|с)>о<,(б>. . . > 

Из условия На-еЖ—0+) имеем НдсОи*/, вместе с нера
венством!: Н«а<*Ла*Мя/> ото две* равенство НяЛ 'ЯгД+Л^ 
Предполагая равенства НдЛм = НкрН ' Л * Д** и 

^н »1 . получаем М*<*1 * Н*<4Л+/ * На/я»/ ъН*РкшЬя, 
откуда следует (&р(|н>'| * Н*Р*»~1 • Л* • т , в * в с е х Л 

где 

ад* 



имеем лясч* - г/а/>л - Лв , Н ( * И, * Н, р* , а пределы 
о<и-*-о<л, Р«—Ро удовлетворяют условиям обо./ьеЗб 
<*о(а) */ъ (а ) . • Ч б ) - . М в ) , <4>(а)=р'0(а), ^0(Ь)^р0(Ы 
Н,о(о « л, < Н, 6о . Няс̂ о -Н»Ро*Ья-. Из ТОЮ + - 10+ 5 
[ I ] и Н , е М ( < 1 - + ) . Н а е А 1 С - - 0 * ) ' = М С - / 0 О следует 
существование обобщенного решения -х ( ^ ) краевой задачи 

• Н|Л- Н,, Н 2 х - Нх, 
<*о « . х « / » . 

Учитывал, что о<«о<о ^_6о , получаем, что Д явля
ется обобщенным решением краевой задачи вида ( I ) , ( 2 ) при 
Н , е М 0 1 - + ) . НаеМС--0+ ) и условиях 3 или 4, 9 ' , А , 
6 . 

Как и в предыдущей теореме.освободимся от условий Л 
и В . Действительно, из Т002 1--0-Ю+Щ существуют об
общенные решения краевых задач 

л",^(1,л,л'). д(а)-с<(а), х1Ь)-ьЦЬ), е,'*х<>, 

Уи=№.у.у'). у[*)-р(а). у(Ь).р(Ь), л<у<р 

Обозначим л =о<а, У=Р* . о * * , А , е 5 6 ( I . Л ) 
Имеем <=(л{а)~с/.(а) , <уС»(Ь)*и(Ь) . о ( и » . откуда 
следуют неравенства с*Цо) ъ (а) , о<* ( 6 ) < •*('((>) • 
Из соотношений Р*1а)'Ма) . />» ( 6 ) - > ( 6 ) > Р* * Р 
следуют неравенства 
Н | е М ( Н - + ) | п «е М ( - - 0 * ) имеем в силу полученных 

неравенств соотношения Нс^*^ Н,-о(* < Н с ^ * Н; Р* • 
с - 1,2, из условий 3 или 4 - неравенства Л* (а) > в'„(а> 
о< < <̂  н * р* 4& % о<* , р* е 50 ( I . Л ) . Следовательно, 

существуют в силу уже доказанной теоремы М- + — 0 + >5у49'48 
обобщенное решение краевой задачи 

• Н|*« Ь|, Н 2 х - Н2. 



Из =<*о<*5Р» *р получаем, что Д - обобщенное ре
шение краевой задачи Ш - ( 2 ) . Теорема доказана. 

Т е о р е м а . ТЬ'2? цд; 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно дока

жем, что теоремой является -11+-- + + \д' (\В . Из тео
ремы ТОН -11+-- +0 4 [I]следует теорема ТОН с УЗ 
и заменой Н я — - Н я , т . е . ТОН с УЗ -Н+++-0 4 
(см. [ I , с. 53] ) , из которой следует существование обоб
щенного решения у ( + ) краевой задачи 

Гу"-Уа«.уО. 

Для у ( * ) имеем: - ф ) > у ' (а) * р'(а), и* у* р. 
-*<,у.ре 56 (I, / ? ) , откуда в силу условия 9 ' следует 
«•<'(&) *У' (в) * 0 4 ° ) • И* НцСМ (-- + +) тогда имеем 
неравенство НдеО Н*.у * Н*^ , что с учетом Н,$о<«/?я 

»5па_& дает равенство Нд(^»Лд . Таким образом, У ( * ) 
является искомым обобщенным решением. Далее следует.как 
в доказательстве теоремы ТЬ' 25. освободиться от усло
вий Д и в , чем завершается доказательство. 

Т е о р е м а 7№в -1 + + — 1+ № 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно дока-

иен, что теоремой является -1 + + - - 1 + 49 ' ЯВ. 
Определим индуктивно последовательности о<„ • _/Э„ , К • 
1,2, . . . . Пусть </,•<=<, р,-р. Если е/* и _&« уже 
определены, то «Л*» и Рк*1 определяются следующим 
образом. Из ТО/2 -1++--10 4- следует существование 
обобщенного решения У ( ь ) краевой задачи 

Г УЧ^.у.у). 
н . у А 
с*, « у * _/!>,,, 

где х определено выше. 



- йо -
Если Нцу<Нг , то полагаем о/н*| - У , / л и - Д , иначе 
о<к+| - в<« , _^я*' я У . Из [ I ] следует, что =><к , 
<Ь„е5б(1.К). с / . - Л 
«УМ - А Га)« /дГа) * • • •« о<4 до « Г а ) - -<Га). 

Ня о(„ $ ^ ( Нар% , Н» о/к • Ь, или Н, • Л, при 
И > Я . Н,о<и < Л, * Н,ря , а пределы -.-о<в , /3„ 

удовлетворяют условиям о1«с/0 *р>о (р , р'1й) « р„(а) -
-с4, (а ) *-=С(а) , Н,и0 - Н, или Н,д, - л,. 
Н»о/0 < Лд * Ня^о, °<о,.Яо е 3 6 (I. К). 

Из условия 9 ' следует неравенство ^О(Ь) 9 Р°1&) . Из 
условий монотонности Ня е Л7 С- - 1 •+) имеем Н*о<о * //*А>, 
из чего следует вместе с противоположным неравенством 
соотношение ЦХЛ0 • Иц.РО * л * . Таким образом, аС0 и 
являются обобщенными решениями краевой задачи ( I ) , ( 2 ) . 
Тем самым доказано, что -1 + + --1 + является тео
ремой. Далее, как я в доказательстве теоремы ТЬ 2Ь, осво
бождается от условий Я и В 

Т е о р е м а ТБ%9 111 +1-1 + .09.' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем; 

И,Ма).. . о ф ) , .)еМ(ОЮ+\ 

Н«Иа ) . - . ^ . О е М С О - О О -
Воспользуемся теоремой ТЬ.?5 -Н + --1 + •ЬЭ , из которой 
следует существование обобщенного решения Л (Ъ ) крае
вой задачи 

Н,(о<Са),д(6),о<'(о).о<'Г6))./7Л 

1 М*(а),х(6).=ф)..х'(6))-/7Я. 

Из «^(а) -^(а) , оГ(а)-/У(а) следует е^(а)-д(а)-
- |Ь(а) и о/' (а ) -д ' (й)-^' (а) • Отсюда получаем. 

Н, л - Н« (^(а). л (б). о('(а). л'(6)) - л,. 
М • Н2 Иа). л(6).аС(а). л'Г6)>-& 



Таким образом, Л - обобщенное решение краевой задачи 
( I ) , ( 2 ) . Теорема доказана. 

Т е о р е м а ТЬ'50 И Н И Н 3*4 69' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме ТООД 

I - - 0 - [ I I существует обобщенное решение краевых 
задач: 

Обозначим - Х * о ( * , . у * А , о / „ , ^ € 5 й ' ( 1 , К ) 
Имеем ^ » (а) • ск(а), о*» (6) • о<(6), О< « О < к , откудв 
следует о<и(а) ? °< (а ) , а*'* (6) * «/'(о) • Аналогично из 
6 » ( а ) - > ( а ) , Р>*\Ъ)-р{Ь) и , откуда сле

дует р'ш (О) * > ' ( а ) . } ' 9 (в) * >'(в5 • Условия 3 или 4 
означают с учетом вышеприведенных неравенств выполнение 
соотношения сХ»(о) * А ( а ) , откуда в силу ° < » , А С 5(5(1. К)_ 
о<« « А • условия 9 ' следует о('« (6) 2 А # ) - 1 1 о с -

леднее неравенство в силу вышеприведенных неравенств 
предполагает выполнение °<'(о) * А С ) , а его противо
речит услових) 6. о ( ' (6 }< Р'(Ь) . Следовательно, условие 
и = ̂ >ч46У проткворечиво, что показывает истинность 

теоремы ТЬ-30 • Теорема доказана. 
Т е о р е м а Тб31 1111-- 11 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно дока

жем, что М П - - И Ы9ЦЬ является теоремой. Из теоремы 
ТЬ02 11-+---0+ «5У*9 [ I ] следует существование об

общенного решения у ( (" ) краевой задачи 

Г ^ ) - / Г Ь . и . у ' ) . 

' уЧЬ)-Л[Ь)=р'[Ь), 

о( * у*р. 
Имеем 5('(а) -сХ7а) - А / а ) . Действительно, из ^'(6) - </'/6> 
. Р'(Ь), о и у * А , °< . у ,ре36 в силу условия 9' 
следует неравенство =<'|1)« у'(а)$ р'(о) • <*'(<*) , 

с учетом чего Н,у • Ь, . |-.а основании Н^е М (--11) 



получаем НдоС Ъ Нз.у > Н^р , что вместе с неравенствами 
Няо( 4 Ы< НгР Дает Н% у • Л 2 . Таким образом, (/( * ) 
является решением краевой задачи ( I ) , ( 2 ) при Н,ь И (111'), 
Н 2 еИС- -// ) и условиях 3, 7, 9 ' ,Л , В . 

Освободимся от условий Я и В . Покажем, что 
если выполнены условия 3, 7, 9 ' , Н,еМ(1Ш), Н%€ Н(--11), 
то найдутся °<к , р* , удовлетворяющие условиям 3, 7, 
й, В . Н;<аи> л; ? Н^В, , с - ' 2 . о < » ^ » * ^ , т . е . 

условиям теоремы ЦЦ.-Ц Ъ79'(\Ъ * Действительно, из 
ТООН 1~-0- 10 + [ I ] существуют обобщенные решения крае
вых задач: 

^x^^•^(^.л,^{), л(а)-4(а). ос(6)-«*76). о « д < Д 
У" - Л* . «/Ю -Аа). У(6) -Ж му«р 

Обозначим Л - о < » , у = р » , сА ./> » е 5 б ( 1 . К ) 
Имеем с/, « Я » • » ( а ) * «*'(а) - * >'» (а), 
2 ) «<<.'я (6 ) « о ( ' ( 6 ) «_Ь ' ( Ь ) *•/>'» ( б ) . Из I ) в силу условия 
9 следует о<* (6 ) * (&) , что имеете с 2) дает *^6) = 
-Р'Щ{Ь) . Аналогично получаем оС» (0.) -_&'» ( а ) . Таким 
образом, Я^ои 1 Н&«1ц * /Ус /Ь = Нг^». <>/,2 . Следо
вательно, существует обобщенное решение краевой задачи 

Из с / < о ( * * « р получаем, что X - обобщенное 
решение краевой задачи ( I ) , ( 2 ) . Теорема доказана. 

Т е о р е м а ТУ52 1 1 + + ЗЩ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично доказатель

ству теоремы ТЫ1 достаточно показать, что / 
- 1 + «- 379'ЙВ является теоремой. Справедливость этой 
теоремы следует из работы [ 2 ] . Теорема доказана. 

Т е о р е м а ТЬ'ЗЬ IIIII- II 15Гд! 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично доказатель

ству теоремы ТЬ'31 достаточно показать, что 4111- 11 
13?$'АЬ является теоремой. 



Из Т002 I — 0 -/0• [ I ] следует существование 
обобщенного решения краевой задачи 

Г л ' -^Ц.Л . д О . 

Из условия I. с<(а")»^/0) я неравенства < Л « л * ^ 
следует сХ(я) ' Л (а)-_Ма). о( ' {а)-Л'(а") =Р'(2), в силу 
.-'.л, б е 5 0 ( 1 , К ) * условия 9' имеем <4'(Ь)ъд'(1,) >. 
> / ' ' ( 6 ) - ^ ' ( 6 ) , т . е . ^ ' ( 6 ) = л ' ( & ) = >70 • Следова
тельно, 

И, л - Н, (р((аХ л (6), о('(а). о ф ) ) = л.. 
Нал - И* Иа).л(6Ы7а), с ф ) ) - - Ах. 

Таким образом, Л является обобщенным решением крае
вой задачи ( I ) , ( 2 ) . Теорема доказана. 
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УДК 617.938.4 

Л.Д.Сермоне, А.А.Рейнфелд 

ЭКВИВМОГГНОСТЬ ДИФЭЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ 

Рассмотрим две нелинейные системы дифференциальных 
уравнений с импульсным воздействием: 

ДХ| - л(ь+о)-Х(Ь-О)- В1Х(Ь-0)+ 11(х(Ъ-0% 
Х.'Х1 

| | - / и ^ д ( х ) . ь+ъ (2) 

где л е К " Я. &1 е Нот (1кп). с е <*, 
СХе̂  (Е + В ; ) * 0 » последовательность моментов 

занумерована в возрастающем порядке множеством 
целых чисел Л так, что С^—*•-»» при с'--» - оо 

и +оо .при с-— + оо , функции Уя, 
-^;. К; : ^—-ЬЧ" — липщицевы. 

Решение системы ( I ) можно представить: 

где 
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а II(% Т) - решение матричной задачи Коши 

решение системы ( 2 ) : ь 

О п р е д е л е н и е . Системы дифференциальных 
уравнений ( I ) и (2 ) строго динамически эквивалентны в 
целом, если существует гомеоморфизм Щт-о,-): К " - » К? 
такой, что 

Н(* .д , ( * . *о . л 4 ) -Л * ( * . *о .Н ( *о ,х 0 ) ) . о ) 

Предположим, что существует кусочно непрерывная 
функция б : К* —** Нот ( К " ) такая, что-. 

а) б (•.Т.") непрерывно дифференцируемо и 
удовлетворяет системе 

а И * . Л 3 ( 4) 

б) 6 (Т+0 ,Т)- 6 (С -0Д) = Е, 

= М<+ оо 
'С -оо " - с С (5) 

II 1^ ) - К 1 Ш ? Р < . в - ( 7 ) 

ЪШ-Ш*)^ (8) 

1 1 > ( Л ) - Л ^ Й « & 1Л-Л'« (9) 



Шс(Л)-1с(У)\1*&1и-х'11 (10) 

Ш л ) - М л ' ) й < 6 Н * - а ' ! 1 (И) 

Т е о р е м а . Пусть 6 кусочно-непрерывна, 
М<Ь<1 .и выполняются условия ( 6 ) - ( Н ) . Тогда 

системы ( I ) и (2) строго динамически эквивалентны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим оператор 

г , определяемый с помощью формулы 

Ы (Ь,,хо) =У°6({о,г) [ /д (л, (Х,10, Ло) • Ь (Т. +о, до))) -

-У. (* (% к * ей,6 Е «с Ло, * » * 

• П ( % . Л ( % ^ - Ц - I ; (л, (Тс.-сс-.ло))] 

Возьмем произвольное Ъе. Т, , где (Г - пространство 
ограниченных, кусочно-непрерывных по ( с разрывами 
первого рода при — "С̂  и непрерывных по л 
функции. В силу ограниченности разностей 3> - }*. 
и 11- Н? , липшицевости и Кс , • 
условий теоремы — РН € (С 

Оценим разность / РЛ (Ьо.-Хо) - ^ ' (Чо . -Хе)/ ' 

1РН№,.*,)- РЬ'(1в.*>)1 - / Гаг-Со. г) Гу я ( г .± 0 ( х о ) + ь (г, 

1.--оо 



Из последнего неравенства следует, что р - опе
ратор сжатия,и существует одно единственное решение в 
(Г , которое удовлетворяет функциональному уравнение 

Имеем •. 

+ к(г.х,(гх х, [Ш, *е»)) * У* (Щ *. Зи ( * Л *>)))] & * 

- Тв (*. т) С/.(т.ъ>. хо) + к (г,х, (г,и. Щ -
• оо 

- /, (х, (V, и. *>))] лс * %ь Щ1 Мьк. ь>,хо)+ 

+а ( о д ( п л . а ) - 1с с * № . «а « О Й . 

Проверим, что 

удовлетворяет системе (2), поэтому нейдем производную 
функции Л* : 

Скачок .соответственно, при ~ЬШ^ ^ 

Производная функции Ь равна: 
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-со 

Ц & Я , (V, 1^ *>)*)) - / « (Л, (Т, {о, Ко ) ) ] с*г] + 

- к Щ* (ъ.ъяМ - м (х, а.и, хо) • л им*, и хоЪ) -

-со 

+<Х1 

- ад ( п л . * ) ) 3 ] • к (*< а,ь>,хо) * н а,х< г лъ . хоЛ)-

- /< Сх, (4, -Со, Хо)) + ЯЛ (*, л, ГД *о , Хо))'. 

Окончательно имеем: 

+ьа,х,(1,ь>,*>1Ь-+(х> ало.хо)) * дьа.л, а.и*>))= 

= Ях , (Л *о , % > ) + . № г * . * о . лв ) + Л Г Л - М М о , *>))) + 

при О-Ъ. ( 1 2 ) 
Но при имеем 

дН (<\Ъ.*>))- пСГс.О.х.ГГс+ОЛ.Хо))- п& ' -Д 



• «г Щ (Гс- 0,и, *>) • л (Ъ- 0. л, Г*г- 4 Ъ, х,)))-

Окончательно : . 

Д *о. Хэ)• Л а,X, ЩЦЛЩ ~ЬсХ, (и-0,Ьо,Хо) + 

+Ых,(хс-о.и>,*,))*Шч-оми-о.иМ+ 

+ КгЫГг-О.Ь.*>> ЫЬ-0.л,(ТгО,Ъ,,*оЪ)-Шь-О. 

и,ЛоЪ- ЪсЫь-0,+о,хо) + Н(ъ-0.х,(1^0,Ь>,х0% + 

+Кфи (Гг-О.Ъ,,хо)+п (Ь-О.х, (Ъ-О, *>))). 

Из (12) • (13) следует, что 

удовлетворяет системе (2) я 

, поэтому 

Л, {*. 1о,Хс) * Ь (*,А Л, (*Л.Лс • Й #о. •*>)). 

Меняя ролями } , и , я Кг к I, 
таким же способом докажем существование 



бостутвои. 13.12.1969 

(,*-СО 

удовлетворяющего равенству 

Обозначая 

Н0о,Ло)' Х0 + Ъ (Ъ>.Хо\ 

НЧкх^'Ло + ЬЧЪ.ХсХ 

получаем 

н'она.л, к.то.хоЪ=л, нон^ль)), 
учитывая единственность отображения Н<>Н » 1({ 
в (С > имеем Н оН = Сй . и .следовательно, 
вто гомеоморфизм, устанавливающий строгую динамическую 
эквивалентность оистем ( I ) я (2) в целом. 
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УДК 517.93 

Х.Э.Калис 

АБСОЛЮТНО УСТОЙЧИВАЯ ЯЕНАЯ, УТ0Ч1ВННАЯ 
РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЫЮ-
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ УРАВНЕНИЯ ТЕШЮПРОВОДтОСТИ 

В литературе известные разностные схемы (явные, 
неявные) отличаются между собой порядком точности, 
сложностью реализации и запасом устойчивости [ I ] . Как 
правило, неявные разностные схемы второго порядка-точности 
абсолютно устойчивые, но сложно реализуемые на ЭВМ, т.е . 
надо решать системы алгебраических уравнений, а явные 
схемы - условно устойчивы и легко реализуемы на ЭВМ. 
Здесь построена абсолютно устойчивая, явная разностная 
схема, которая точна по времени для уравнения теплопро
водности постоянными коэффициентами. 

Рассматривается начально-краевая задача для решения 
уравнения теплопроводности 

где 4:11(х) - непрерывная функция в промежутке 10.11, 
Щ0)-Ч(1)-0, 

У > 0 ; 0. - постоянные коэффициенты. 
Для разработки специальных методов решения важно 

рассматривать случай, когда коэффициент О. большой пара
метр по модулю или малый параметр. Решение задачи 
( I ) можно построить аналитически в виде тригонометричес
ких рядов методом разложения переменных 

иа,*)-1ш)-Хк(*\ ( 2 ) 
Л"/ 
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где Хк (х) - собственные функции краевой задачи 

О, ле(ОЛ) 

1нШ'Х*фЩ (3 ) 

а - решение задачи Коши 

о 

«Ляг*) - собственные функции сопряженной краевой задачи 

К * * , * 
Следовательно, имеем систему биортонормировании* собст
венных функций и собственных значений в виде: 

(б) 
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где ( Л . Л п ) " ) Л Г>)^т 00о** = - символ 
Кронекера. 

Решения задач ( 4 ) , (2) имеют вид,-

и М = 2 а « е х р М к ^ ) Л к ( х ) (7 ) 
« • I 

Для разностной аппроксимации вводится равномерная 
сетка по пространству 

С-1.Н-1, « - Л / Ц 

где Ь - шаг по пространству. 
После дискретизации по простргчству задача ( I ) сводится 
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 

<И 6 " V ' (8 ) 

где та)=иа,хГ), 

(«• (Ш Ш - • (4 К? 

ид. (*) - (и,>, (4) - и й №) Щ% с • Щ 

У- - 4̂- ей - возмущенный коэффициент разностной 
схемы А.П.Ильина [ ё ] , 

= - сеточное число Рейнольдса. В стационар
ном случае (сЦсИ^О) разностная схема (8 ) точна. 

Решение разностно-дифференциальной задачи (8) можно 
получить методом разделения переменных в виде конечных 
рядов Фурье 



у С О , V 

где Д - собственные функции разностной задачи 

(Ю) 

а Т ' (4) _ решение задачи Коши 

3(' '(л-) - собственные функции сопряженной разностной 
задачи 

( И ) 

кн.* 

(12) 

Следовательно, инеем систему дискретных биортонормиро-
ванных собственных функций и собственных значений в виде: 

1 ^ А ^ Л | 1 - С 0 5 ^ ) 5 / 1 - ' А ( 1 3 ) 

где 
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Таким образом, наличие коэффициента ^ в (8) обеспечи
вает точность собственных функции, т.е . 

(множитель связан нормировкой собственных функций 
в разностной норме).Решение задачу Коши ( I I ) имеет вид 
( 7 ) , где Лк.йк заменены на Л*, 5к, 

ц. (*) =1'е*р (ЛЮХ%Ц X ( \ ) Щ\ (14) 

После дискретизации по времени (сетка <-<\ ™ (~^пшПК 
Л = 0,/,..._} , "С - шаг времени) для решения (8) мож
но рассматривать явную разностную схему вида 

( Л*' П\ - I ч Л Л 

[ 1 ^ = ^ = 0 , \$*% шШ, п*о. (Ю 

где и " и (±п, хс) 
Разложение (9) теперь имеет вид 

где коэффициенты Тн
п определяются из разностной задачи 

\т°.ак, И-1.Н (16) 
т . е . # - е Щ $ Рн-<г*%иЬ 

Для разности 5и" - и" - Ц; ( Ь ) следует оцен
ка 



М- / 

Ц % ЩХШЩ - ехр(-Х)пг)] кГ-
= 0(т), при г - * - О , 

т . е . разностная схема (15) имеет только первый порядок 
точности по времени. 

Дяя повышения точности перепишем систему ОДУ (8) в 
векторном виде 

ах (17) 

где й.(и,,иг ш,.,), ?-|'(&..... «и ) 
векторы столбцы, содержащие значения сеточных функций 

(\ - трехдиатональная матрица Га/-0 -ого порядка с 
элементами 0*,* - =<-̂ >/Ь*+ 0/0*)- аЬ"'Г*- СхрГ- & У > О, 

й.,1-1 шрХруМ* а/(вь) - ехр.(- /гй)о^>«я 

Собственные значения матрицы С- Я ) простые и равны 

Л."0-X,* "* С^ехрС-Яь)-йехрС-•§») соз ^ > 0 д 1 в ) 
а собственные векторы 

I - С) 
расположены по столбцам некоторой матрицы X 

-А2-Х1), 

т.е. 

(19) 

где I) - диагональная матрица с элементами -Я*, л-1,11-1. 
При замене ц - ,2?<7 из (17) следует задача Коши 
для расщепляющейся системы уравнений 

31(0) - X Ч =*0 

или 



<*кГО)-«*„о. (20) 

где &к0 - еоставляпцие векторов Л, ^ • <*о. 
Точное решение системы (20) имеет вид 

е х р ( - Л с ю ф Н о , м - Ц П 

или 

Для решения скалярных задач Коши (20) строятся точные, 
явные, двухслойные, абсолютно-устойчивые разностные схе
мы в виде |3) 

п*1 п х. л * 0 

(21) 

- воэ-где Ь - (1 - ехр (- Г Л 1 Й ) ) ) / ( Г л'И >) > Й 

мущенный коэффициент явной схемы Эйлера, л и = Жл (Ъп). 
Разностную схему (21) можно переписать в векторном виде; 
(Ж-Х'Ъ} 

(22) 

или 
, ДОМ ~ " П 

(23) 

где ЗСЗХ - матрица возмущенных коэффициентов, 
О - диагональная матриц* * •элементами 
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Матрицу Г Я можно также представить в виде - ССбЛ1 

где О ' ОТ) - диагональная матрица с элементами 

Явная схема (23) абсолютно устойчива , т.к. разност
ные уравнения имеют модуль перехода [ I ] 

1 - Т^п Л'"' = ехр Г - Л ) <{, к - и - » . 

Матричные выкладки можно упростить, если использовать 
подстановку 

_ и; = ехр Г- 6х ; /2)у : или и - Еу, 
где Е - диагональная матрица с элементами ехр (- Ьхн /й). 

Тогда задача Коши (17) примет вид 

$ „ а у . у г о ) = г ч (24) 

где Я = Е " ' я Е . 

Так как ЛГ = ЁЛ?, 
где X - матрица с элементами 

Матрицы 1 и 1 подобны,и собственные значения их совпа
дают с Л < к ) , н=1,И-1 , а собственные векто
ры матрицы Я расположены в столбцах симметричной мат
рицы X , причем они ортонормированны, т .е . 

^ ^ и 
вот СС X = Е, 
где Е - единичная матрица, ^ 

^ т - транспонированная С̂С матрица. 
Саеда ветел ьно, Х~'*ССТ=Х. 

Разностная схема (23) относительно вектора у имеет 



У° - у(0) (25) 

Если в разностных схемах (23) , (25) заменить X? на Лц 
(собственные значения дифференциальной задачи), К = 1,Н-1 
то получим разностные схемы с точным спектром [ 4 ] , В этом 
случае ̂ атрица XI) X* не будет трехдиагональной, 
Т.к. ХОХ "й только тогда, когда диагональ мат
рицы Л содержит собственные значения матрицы в • 

Разностную схему (25) можно решить аналитически, 
если ввести преобразования _ 

У-Х*. *'Ху. 
Тогда из (25) следует расщепляющаяся система уравнений 
(21) и 

или в матричной форме 

л"' ЪпХЁ'Ч, Рп = ехр (-Шп). 

и я - = ЪхЪп И'Ч - Я Д , $4. (26) 

Точное решение дифференциально-разностной задачи (17) 
можно представить в виде 

Так как й • X (- Р) X , то матрица-экспонента 
ехр(ЙЫ)' Х1)пХ~' . т . е . получено точное решение 
задачи. 

В случае разностной схемы с точным спектром решение 
принимает вид (26) , где Л " ° заменено на Ли. 

В работе [ б ] приведена уточненная по времени раз
ностная схема при й ? С0п$1 при помощи двух возмущен-
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ных коэффициентов ^ и х- в виде: 

Из оценок <Г ?х< ГЯ у Т^-/}"*)" ' следует 
абсолютная устойчивость разностной схемы (27). В случае 
а* СОпи для разности 6и" * и"(лс) - й"(х) из 

разложений по собственным функциям % С*) следует, 
что ^ . 

6иЪ) • г) - &Г*}Ф Л ) , 
де и)| 'л, • 

т.е. ^ = <Гн только при Н-Л//2. 
Следовательно, решение разностной задачи (27) в слу

чае постоянных коэффициентов совпадает с решением диффе
ренциальной задачи только для начальной функции Щх) , 
которая пропорциональна собственной функции X1 (х) . 

Предложенный метод построения уточненной явной раз
ностной схемы можно применять также для решения уравнения 
теплопроводности с переменными коэффициентами, применяя 
дпя вычисления спектра матриц Я такие мощные современ
ные ыеюды решения полной задачи о собственных значениях, 
как ЬН алгоритм [ б ] . 



Литература 

1. Саперский А.А. Теория разностных схем. - М.: Наука, 
1977.- 656 с . 

2 . Ильин А.М. Разностная схема для дифференциального 
уравнения с малвм параметром при старшей производной// 
мвтемат. заметки. - 1969.- Т .6 . - Вып.2.- С.234-248. 

3 . Калис Х.Э. Специальные разностные методы решения за
дач Ко:ии для обыкновенных дифференциальных уравнений// 
Латв.мат.ежегодник.- Рига: Зинатне, 1984.- Вып.28.-
С.39-61. 

4. Макаров В.Л., Гаврилюк И.П. О построении наилучших се
точных схем с точным спектром // ДАН УССР, серия А . -
1975.- » 12 . - 22с. 

5. СЫеп ] . С . Л кепега1 П п Н е - е И Г Г е г е п с е Гогпи1а11оп 

»11п а р р Н е а Н о п 1о Натвг-51окев е а и а Н о п в / / ^ . оГ 

сотр . р П у я . - 1 9 7 6 . - У о 1 . 2 0 . - Н 3 , - Р . 2 6 8 - 2 7 8 . 

6. Уилкинсон Дж.Х., Райиш С. Справочник алгоритмов на 
языке АЛГОЛ. Линейная алгебра. - М.: Машиностроение, 
1976.- 390 с. 

Поступила 14.01.90 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

1. Энгельсон Л.Е. Об устойчивости в среднем 
линейного функционально-дифференциального 
уравнения со случайным оператором . . . . . 3 

2. Гудков В.В., Змитренко Н.В. Асимптотики решений 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, 
возникающей в автомодельной задаче о нагреве 
сферической мишени I I 

3. Цибулис А.Б. Не все решения уравнения с разрывной 
нелинейностью достижимы решениями сглаженных 
задач 24 

4. Вирябицкий Я.В. О разрешимости двухточечной краевой 
задачи с ограничениями 32 

5. Лепин Л.А. Об отсутствии монотонных решений 
одной нелинейной краевой задачи 42 

6. Беспалова С.А., Клоков Ю.А. Об одном обобщении 
уравнения Фолкнера-Скена. О 48 

7. Звягинцев А.И. Одна экстремальная задача, 
связанная с априорными оценками решений 
дифференциальных неравенств 54 

8. Пономарев В.Д. Существование решения системы 
двух операторных уравнений 63 

9. Лепина Э.И. Краевые задачи без максимального 
решения. II 66 

10. Адъютсв II.М., Клоков С.А. Единственность решения 
начальной задачи для ОДУ второго порядка с 
особенностями 78 

11. Садырбаев Ф.1. Двухточечная краевая задача для 
уравнения четвертого порядка 84 

12. Лепин А.Я. Разрешимость краевых задач для 
уравнения второго порядка с условием Шредера 92 

13. Цепитис Я.В. 0 существовании ограниченного 
решения для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка с несуммируемыми 
особенностями 105 



14. Виржбицкий Я.В., Пономарев Д.Ю. Обобщенная 
разрешимость одного класса краевых задач для 
обыкновенного дифференциального уравнения 
второго порядка , 

15. Сермоне Л.Д., Рейнфельд А.А. Эквивалентность 
дифференциальных уравнений с импульсным 
воздействием , 

16. Калис Х.Э. Абсолютно устойчивая явная, 
уточненная разностная схема для решения 
начально—краевой задачи уравнения 
теплопроводности 

МАТЕМАТИКА 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Научные труды 

Том 553 . 

Рецензенты: Н.И.Васильев, канд.фиэ.-мат.наук, ст.науч. 
сотр.-Ин--.а математики и ин
форматики ЛУ; 

Л.Э.Рейзинь, д-р физ.-мат.наук, проф. Ин-та 
физики АН Латвии; 

Е.Ф .Царьков, д-р физ.-мат.наук, проф. РТУ 

Редакторы: Ю.Клоков, О.Гордеева 
Технияеский редактор С.Лияиня 
Корректор И.Балоде 

Подписано к печати 26.09.1^90. Ф/б 60x84/16. 
Бумага #1. 10.3 физ.печ.л. 9,6 усл.печ.л. 7,4 уч.-изд.л. 
Тирах 290 экз. Зак. * 7 2 * Цена I р. 50 к. 

Латвийский университет 
22С0Ь'8 Рига. б. Рейниса, 19 
Отпечатано на ротапр/нте ЛУ 

2260^0 Рига, ул.ВсйД'--нбаума,5 



УДК 519.21 

Энгвльсон Л.Е. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ В СРЕДНЕМ ЛИНЕЛНСГО ФУНК-
ЩюНМЬНО-дЪфЕРЕНЩА^НОГО УРАВНЕНИЯ СО С1ЛЧАЯШМ ОПЕРА
ТОРОМ // Математика. Дифференциальные уравнения: Научные 
труды. - Рига: ЛУ, 19907 - ^ 0 -10 . 

Вопрос об устойчивости уравнения запаздывающего типа , 
управляемого марковским процессом, сводится к исследованию 
спектра некоторого замкнутого оператора. 
Ил.1, библиогр. 5 назв. 

Еове1воп8 Ь. РАН 1 Ш Е Ш РЦНКС1СНАЬ-01ГБКЕНС1АЬА УГЕЯЛГО-
Л М А АЛ ОАВГЛМА ОРЕНАТОН" 8ТАВ1ЫТАТ1 У П ) Ё Л КСйГмЕ. 

VIрпяг1о.1итв, киги повака Магкоув р г о с е з я . в 1 а Ы Н к а -
1вв по1е1каапа гейисв^ав иг ка<1а а15в1а орета4ога в р е к ! г а 
1«у1е1оЛипа р ё И в в п и . 

Епкв1воп Ь. ОН АУЕНА0Е 5ТАВ1ЫТТ 0У ТНВ ЫЛЕАН РЦНСТЮТАЬ-
ШРРЕНЕНТШ, Е0.11АТ10ЯЗ »ГТН 8Т0СНА5Т1С ОРЕНАТОН. 

Р г о М в в о! в к а Ы Н Л у о! Ле1я*.еЛ е а и а Ч о п еоп1го11е<1 
Магко-.- 'з огосеяя 1в геймсей 1о 1пв 1п7ея11цвНоп ог 

1Ьв в р * с ! г и т ог с1оае<1 о р е г а к о г . 

УДК 517.924.4 

Гудков В.В., Змитренко Н.В. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИ.1 СИСТЕМЫ 
ОШШОВБННЫХ ЖМЕРЕНЦИАХЬНЫХ УРАВНЕНИИ, ВОЗНИКАЮЩЕМ В 
АВП,МСДЕЛЬНОП ЗАДАЧЕ С НАГРЕВЕ СФЕРИЧБСКОЛ МИШЕНИ // Мате
матика. Дифференциальные уравнения: Научные труды. - Рига: 
ЛУ, 1990. ^ С . 11-23. * * 

Рассмотрена автомодельная краевая задача для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 6—го порядка, опи
сывающая поведение величин в разреженной нагретой внешней 
части сферической мишени. Получены 4 вида асимптотик реше
ний на правом конце интервала и I вид асимптотик решений 
в нуле. 
Библиогр. 2 назв. 

Сидкоуя V . , г ю Н г е п к о Н. РАЯАЗТО В1КЕНКНС1АЬУТИ»А0СХГ1ЯГО 
5ТПТР"АС, (ЬтгАЗ РСГОА5 АЧТСЫОПЕЬА НгПЕУМА РАН ЗРВН16КА 
МГЩК 5Т1пГ?АЖ1, АТН13ТЛА.ТЦМЛ' АБШРТОТТКАЗг 

Т1»к япякя«11в аи1овос1е}а г о Ь е ^ р г с Ы ё т а б - 1 а з каг1аз 
р я г а я Ю сИГегепе1а1у1»пяао.1иви з1я1ёпв1 , к и г а аргякзка 
Я г 1 я к и 11е1ити 111игё?апоя г е Ч п а Ч я я а я Н Л И а зГёг1зкя 
щлгкч ЩГЙЛБ 1п1егув1в 1вЬа^а рияё 1евП1яз а * г ! в1пя-
,1иаи 4 ущУ^И в я ш р к о И к в з ип у 1 т а ая1шр1о11ка т » 1 1 ? . 



Т! 

С ш И с о у . V . , йшИгепко К. А51МРТ0Т1С5 ОР 50ШТ10Я5 РОИ 
ОР (ЯГОГМАВУ ВГРРЕВЕЯТ1Л1, Б31ГАТТОЯ5, АНГ5ТЯ6 1Я 

ТНЕ АИТОМЖЕШа) РЯОВШ.1 ОИ А НЕАТТЛО ОР 5РИЕР1СА1» тлнсьт . 

Тпрге 1з сопз1аегеа ви*отос1е11е(1 Ъоипйогу та1ие р г о Ь -
1еш Гог б-ог<1ег 6У?1РШ ОГ охчИпягу (ИгГегеп11а1 е д и а Н о п з , 
» М сп Лезсг1Ъе Ье11вУ1оиг ог рпуз1са1 Уа1иез 1п пепИпр; 
гагеГ1в11 ох!егша1 раг1 оГ врЬег1са1 1 а г в е * . Тпеге а г е 
81''еп * 1уряз оГ ааупр1о11сз оГ 8о1иИопз оп г 1 в Ы епа 
оГ 1п»ег7я1 япд азушргоИс оГ во1иИоп оп г е г о . 

УДК 517.95 

Цибулис А. Б. НЕ ВСЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНОЙ НЕ11И-
1(Ы1!ССТЬЮ Д С С Т И К Ш РЕШЕНИЯМИ СГЛАЖЕННЫХ ЗАДАЧ // Матема
тика. Дифференциальные уравнения: Научные труды. - Р и г а : 
ЛУ , 1990. - С . 2 4 - 3 1 . '* ' Г 

Приведен пример краевой зядачи для уравнения ( и' + 
л \и; ) ' - 0 , где ае. - функция Хевисаяда.к нулевому р е 

шения которого невозможно приблизиться ( Ь г.д ) решения
ми естественным образом сглаженных з а д а ч . 
Библиогр. 7 н а з в . 

СИоиНз А. ЯЕ У131 УШ1АВ0.ПЛ1А АВ РАНТНА1ЖТП ЯЕ1|ШБАЯ1ТА-
Т1 АГП151НАЛл«1 АН В0ШГО1ЯАТ11 ОаВЕУШи АТН131ЯАЛЦМ1ВМ. 

Копз1гиё1а гоЬе4ргоЫёшаз р 1 е т ё г з »1епас1о Литат и' + 
+ [Х(и))' -0, киг ав - Не\ г18в1аа Гипкс1,|а, кига п и Н е я 

а1г1з1паоитз пач 1?5Пз1атя ка й а Ы з к а Уе1с1а пое1и<11па!и 
игЛешлви в1;г181лаД'дти гоЪеге1ешеп ,(;а * е 1 р а ^ . 

С1Ъи1Лз А. N0? кЬЬ 30ШТ10Ч5 ОР ТЧВ БЧОАТТОЯ 1ИГГН В15 -
сомтшиоиз ноги, п ш яхту овтагяавье ву з о ш т т о я з ор з м о -
О Ш Л ) рновьймз. 

Ап ехагар1е оГ Ъоипйагу та1ие ргоЫеш Гог !пе с ^ и а Н -
оп ( и ' + <ЭС(Ц) )' - О * И Ь Н е а у ^ х а е ' в г и п с И о п 1в 
сопзЪгис1ей. во 1па1 И з пи11 8о1иИоп 1а по1 о М а 1 п а М е 
вв а 11ш11 1п /-д Ъу 1пе ао1и11опв о! па1игя11у сооо1пе<1 
р г о Ы е п я . 

УДК 517.927.4 

Вирлбицкий Я.В. О РАЗРЕШИМОСТИ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДА
ЧИ С ОГРАНИЧЕНИЕМ // Математика. Дифференциальные уравнения: 
Научные труды. - Рига: ЛУ 1990. - С. 32-41. 



Изучается обобщенная разрешимость краевой задачи 

Г а " = л и л 

[ о < * л * р , ^•(ащ)>р'[а). 
при 1еСол(1»В1г. ЬЧ ), / . О , * , Но - фиксиро
вана. Доказаны необходимые и достаточные условия разре
шимости. 
Библиогр. 4 назв. 

УхггМсЫа 3. РАН ОГУРПИКТи Н0ВВ2РН0ВЬЕМАЗ АТН131НАМ1ВО 
Р1Е 1ЕНОВЕ20ЛЛ1А 

Т1ек а1иаёЧа у1зраг1пага а1г1б1пат1Ьа г о Ь е ^ р г о Ы в -
т а 1 

Г А"- }(-Ь.Я,Х§1 

• Н-(х(а),х(Ь),У(а),У(Ь))'И}, 

р г е СОЛ ( 1x1%* , ) ^ • 0 , 1 , Но- П к в ё Ч а . 
П е г а й Ш а1г1я1пага1Ьая пер1ес1е8ад^е ип р1еИекат1е п о -
яасхЗиш1. 

»1ггпЫ1аку Г. ОИ 5017АВШТГ О? Т*0 РОГИГ ВОЦИДАНГ УАШВ 
РНОВЬБМ ШГОЕН А850МРТ10НЗ 

ТНе яте»*гя1 во1таЪ±111у ог Ьоипдагт та1ие р г о Ы е т 

у*х.(р, ^'(а)>р'(а), 
" Ь в г , } к Ш ( 1 Д? ) , ^ - 0 , / , Но - Пхей, и 
а1и<Нес!. ТЬе п е с е з я а г т апй аиГГ1с1ев1 с о п й Ш о п з ог я о 1 -
У в М Ш у вгв якакей. 

УДК 517.927.4 

*епин 1,.А. СБ ОТСУТСТВИИ МС НС ТОННЫХ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ НЕдИ-
НЬГНС/1 КРАЕВС»! ЗАДАЧИ // Математика. Дифференциальные 
уравнения : Научные труди. - 1>»ге: НУ, 1990. - С. 42-4"\ 



УДК 517.927 

Беспалова С.А., Клоков Ю.А. ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ УРАВНЕНИЯ 
40ШВТА-СКЕНА. П // Математика. Дн^йеренциелыше урав
нения: Научные труды. - Рига: ЛУ, 1990. - С.48-53. 

Для краевой задачи 

1йП е ф ) - О 1ап =*(3)< оо 

где Р">4 , А/ ^ / , встречающейся в теории нелинейной 
теплопроводности, доказано отсутствие монотонных решений. 
Библиогр. 7 назв. 

уер1пя Ь. Р А Н Ш А 5 Я Е Ы Я Е А Н А З Н О В Б Й Р Н О В Ь Ё Н А З М О Л О Т О Я А 
А Т Й 1 6 1 К А Л Л 1 А Я Е Е К 3 1 5 Т Е Н С 1 . 

В о Ъ е З р г о Ы ё а а ! 

1ипл(з)-0, Сип 

киг 2 А/ 1 , 5ав1орашв1 п е Н п е а г а г в Ш и ш у а в а -
пйЬаз 1еог1^а, р1ега<111а шопо!опа а1г1з1паДита пееК81з-
1епсе . 

Ьер1п Ь. ОЯ Н О Я Е Х 1 5 Т Е Я С Е О Р МОНОТОЯОЦЗ 5 0 Ш И 0 Я 5 О Р ОЯЕ 
Я О Я - Г Л Я Е А В ВОЦНПАВУ. У А Ш Е Р Н О В Ь Е М . 

Рог ЬоипЛагт У В Й И Е р г о Ы в в 

Итл(8)*0, ССтл(5)< со, 

, ВГ15 1П6 1п (.пеогу оГ п о п - И п е а г 
Ь е а ! с о п й и с Ц у Ц у , *пе попех !в1епсе оГ шопо1опоия зо1и-
П о п з 1 З рготгей. 



УДК 517.5 

Звягинцев А.И. ОДНА ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА, СВЯЗАННАЯ С 
АЛРИСРНЬШ С1Д5НКАИИ РЕШЕНА ДИОДЕРЕЩШъНЫХ НЕРАВЕНСТВ 
//^атеммика^Ди1рфе^ен1иальные уравнения: Научные труды. 

Приводятся нижние и верхние оценки для величины 

где < * р * " ° . и е Я-'Д 0<1<<*>, Мо>0. 
Мп Ъ О, И-'Д, [0,(1 - пространство Соболева. 
Библиогр. 6 назв. 

г^ая1псеУв А . У Ш З ВКЗТВБМАЬЗ Н2ВвУЦИ5. 8А15ТГГ5 АН 
В1РКНЕНС1АЬНВУГЕНА1)1Ви АТН1Б1НА.ЛЛШ АРН10ВГЕМ НОУЁЯТВ-
ЛЖ1ЕИ. . 

Изучается существование и единственность решения 
эадачи У-

лГО ) - о с о , У ( 0 ) - а , л ' Г » ) - ^ 
где Рц (У , х ' , л " ) - полином второй степени. 
Библиогр. I назв. 

Е?2КЙ?^*^и^ о 1 с о , г в л ; Р А Я к А с " Роиоша-БКЕИА ОЦЕ
НЕНО Ш,утвнкЬолт УТ-ЗРАНХНАЛЛШ. ц 

А р в к а И Ч а а1г1в1па; )ипа екахакепсе ип ип11а1а г о Ъ е ё -
ргоЫеша1 

Ля-Рг.(х,х',х') 

хфУ-Хо, х'(0)'а,х'(оо)-х-, 
кит Рц (.Л , X', «У." ) 1 Г окгав ракарев роХхпоша. 

Ех1в1епсе вп(1 ипхдиепсев о г 1пе вс-1ииоп оТ 1пе 
р г о Ы е ш 

Л",'РЛ(Х,Х',Л") 
х(0) = хо. хЧО)~а, х'1оо)=р, 

* Ь е г в Р* (X , X' , X" ) 1а а ро1упот1а1 оГ весопйогйег 
а г е в1и(11е<1. 



А Ъ г а а Н арак5с; )1е ип аикзёД1е поувг1вЗии1 11в1иш1еш 

ыр(111<нХ„со.сз> ^ е И ^ В Д 

киг Ь р * ° о , , « е {/,..._ /,./} , 

о< I < со 1 м0>о , м„*о 1 ^р„(о.и 
ЗоЬо^ВУА 1 е 1 р а . 
'/уукЧпяеУ А . ОЯ ВХТНЕ1Ш, РНОВЬЕМ АЗБ0С1АТБ0 *ГТН А Р В 1 -
0Н1 ЕЗТГМАТБ5 РОЙ ЗОШТЮИЗ ОР В1РРЕНЕЛТ1АЬ ШЕЧиАЫТУ / / 

Цррег ап<1 1 о » е г Ьоипйв Гог 

аге <1егЬге<1, «Ъеге 1бр$сс , пе[2,1д,...1 , « е { У , 

л - О , 0<1<<*> , Мо>0 , Мп*0 ,^Р«[о,а -
ЗоЬо1еУ а р а с е . 

УДК 517.927.4+517.988.5 

Пономарев В.Д. ШЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕШ ДВУХ ОПЕРА
ТОРНЫХ УРАВНЕМЫ //Математика. Диф! зрении ал ьные уравне
ния: Научные труды. - Рига: ДУ, 1990. - С.бЗ-65. 

Изучается существование решения системы операторных 
уравнений ^ = ^ 

где $ • Е, —*• , д Е, —*- Е'л , Е^ - топологичес
кие пространства, { • Я ,3 • 
Библиогр. 5 назв. 

РопоавгДоУз V . ЩУП ОРЕЯАТОНУШГАГХШМи 5Т.5ТЕМА5 АТНТ.51-
МЛД1А ЕК515ТЕНСЕ. 

Т1ек в1иаёЧаа орегаЮгУхапаЛоЛиши ахагёааа 

кит } : Е, —- Ея , $ Е, - г Ел , Ее - » оро1ов1в-

каа 1е1рвв, С . 1 , Я ,5 , а1г1 в апатита ека1в1епсв. 



УДК 517.927 

Лешна Э.И. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ БЕЗ МАКСИШ.ЬНОГО СТЕШИ. П. 
//Математика. Дифференциальные уравнения: Научные труд! 
— Риге» Л*У>1090• ~ Овб^-77» 

Вторая часть работы, в которой при помощи построе
ния примеров доказывается полнота системы теорем о су
ществовании максимального обобщенного решения краевой 
задачи 

У ' Н , х - - Н,, Нях • Л я, ы«л«р. 

Библиогр. 3 назв. 

1-ерхп.а Б . ДОВЕЙРКОВЬЕМАЗ ВЕ2 МАКЗШАЬЛ АТЙ131НАЛЛЛА I I . 

01га~<1а1а йагЪат , кига а г р х е т ё г и копвкгиксх Дав р а -
1хй21Ъи (.хек рхегадхЧа 1еогёти ахвкётаз р х 1 п ! Ь а р а г вяк -
81ша1а УхарёххпаЧа а1г1з1паоитв еквхвкепсё г о Ь е г р г о Ы ё -
вах 

^••ЦЬ.хЛ Н,х-Ь,, Нях* Нл, 

Ьеохаа Е . В01ЛП)АК1 УАШЕ РЙОВЬЕМ «ПТНОит ЕХ13ТЕЯСЕ ОР 
К А Х Л Ш 50ШТ10М I I . 

ТЬв весопй р а г ! о г 1пе жогк 1а гергевеп1е<1, 1п 
« М с Ь 111в сошрХекРпезв ох" Ъпеогепш зуакеш ог еххвкепсе 
о Г шаххвиш а о 1 т х о п Гог Ьоипдагу Уайие ргоЫеш 

^<"=^(^,^^,x ,). На-Ьк дгх=Л я , Ы*х*р. 
18 ргоуей Ьу ехааф1ев сопэ1гис1хоп . 

Ропошагеу V. ТНЕ ЕХ15ТБИСЕ ОР ЗОЫПЧОИ ОР ТНЕ 3X5ТЕМ О? 
СТО ОРЕНАТОН ЕЦЦАТ1СИ5. 

Тпе еххзкепсе ог ао1и1хоп оГ 1Ье вуя!еш оГ орегаког 
афмкИопа 

1з х п у е з И в а к е й , « Н е г е 3-Е, Е* , О Е, -«- Ел , Е; -
Ю р о Ю к Д с а ! врасвв , С • 1 , Я » 3 • 



УДК 517.911 
Ашлтов М.М., Клоков В.А. ЕДИ11СТВЕНН0СТЬ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬ
НО» ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ОСОБЕННОСТЯМИ // 
Математика. Дифференциальные уравнения: Научные труды. -
Рига: ЛУ.1990. - 6:76-03. 

Для решения начальной задачи 

д(0)-0. Сип Г л ^ - к . 

при условии непрерывности функции V вместе с производ
ными по второму и третьему аргументу получены условия 
единственности. Рассмотрен ранее не изученный случай, ког
да 1-\-Х'0. 
Библиагр. 8 назв. 

А а Л и Ю » э Н . , КЗ. окот а Л. ОТВАЗ КАЯТАЗ РАВАЗТА й 1РБНЕЯС1А1-
У1ЕНАГХ)Л»1А АН 51Л0ЦЬАН1ТАТ1 К081 РНОВЬЕМАЗ АТН151НАЛЛа 
ЦН1ТАТЕ. 

Кое ! р гоМёшвз а1г1в1па^ишаш 

л ( О ) - 0 . Сип Ь"л(Ь)-к, 
г - о 

%-Ц0Д0)>0, &ЩЦ->и к . ' " Ч ' \ о < -

р х е г а й Н а ш 1 1 а 1 с р1е Гиакс1^аз Ч ип гае агуазгаа^или 
пераг1гаикг1Ьаа рёс 2 ип 3 агкитеп' .а . Аргакв111б авгак 
пев1и(1ё1а1з басИоишз 1 - С ^ - 1 - Д 

Айуи1оу М . , П о к о т Уи. ЦН10.1ГЕНЕ55 ОР ТНК 50ШТ10Н ОР ТД1-
Т Ш , 7АХ1ГЕ РВОВЬЕМ РОН ТШ5 5ЕС0ГО-0РЛЕН ОКБ МАНТ ОШВШЯ-
Т1АХ ВОДОПОЯ «ГГГН 5ГЯ01Я1АН1Т1ЕЗ. 

Тле с о ш Ш г о п в Гог 1пе ипхчиепева о! а з о 1 и Н о п 1о 
Ьпе 11111191 Уа1ие р г о Ы е в 

х(0)-0. Сип 1"**1$-к, 



гх 

а г е б е г ^ е Д , ргот1<1ес1 1Ьа1 42 1в с опИпиоиа г и п с И о п 
говвкпег » 1 Ь Ь 11* а Л е г х т а Н У в а » 1 г Ь г е в р е с * Ъо1п аесопй 
алЛ *Ье г Ы г й агвишепЛа. ТЬв с а в е 1-Ц.-Х-* 0 1а с о п -
в1<1вге<1, » Ы о Ь Ьауе п о ! Ьева Ц1уев11ва1е<1 р г е у 1 о и в 1 у . 

УДК 517.927 

Свдырбаев «.К.ДОГХТОЧЕЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ЧЕТВЕРТОГО ШРЯДКА // Математика. Диф&ренциальные урав
нения: Научные труды. - Рига: ЖУ, 1990. - С.84-91. 

Рассматривается двухточечная краевая задача для не
линейного обыкновенного дифференциального уравнения чет
вертого порядка. Получены теоремы существования решений 
нижних и верхних функций. Изучается вопрос о числе реше
ний. При этом значительную роль играют вспомогательные 
линейные задачи. 
Библиогр. 8 назв. 

5а (ИгЬаДвУа Р . РГ/РШОСТЦ ВОВЕЙРКОВЬЕМА СЕТОНТАЗ КАКТАЗ 
Б1РЕНЕЯСТАЬУ Ш Ш Ю Л 1М АН. 

Р1ега(11гав а1г1а1паДива ека1в1епсев 1еогёвав гоЪей-
р г о Ы ё ш а ! 

. Л ^ Д ^ а ) - " , У(а)-Й,, ли(а)=вл, 
Т1ел Логв агг^ьйш^шаи в к а И в поуёпёошпв. 

ЗаоугЪавУ Р. ТШО-РОГКТ ВОШЮАЯГ УАШЕ РВОВЬЕМ РОЙ РООНТН 
ОЕВЕН 01РРЕНЕКТ1АЬ ЕО."АТ10М 

Ап ех1в( .впсе г е а и Н в Гог 1Ье Ьоипйагу уа1ие ргоЫеш 

^ / *). *(°) • Я. «* Га) - Я,, У (а) - Йя, х(Ь) - б 
аге в1а1е<1. ТЬе ев11аа1е оГ а пивЪег ог во1и11опа 1а р г е -
веп1е<1. 



УДК 517.927 

Лепин А.Я. РАЗРЕИИМОСТЬ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВТО
РОГО ПОРЯДКА С УаОВИЕМ ШРЕДЕРА //математике. Дифферен
циальные уравнения: Научные труды. - Рига: ЛУ, 1990. -

Для краевых задач 

^'.}(и,А Н,Х./><, НаХ -Ь * , 

У - Ж х . х О , Н.Х-Ь,, Ндж-Ля. * < х « А 

х'-ЯЪ*А Ньх-Ь,, Н*х.Ь д. ы.<,хьр. 
*'(ф * хГа) * р'(а), *'(6) * х'(6) *р'(Ь\ 

где с< - нижняя функция,Б Р - ввртняя функция, даны ус
ловия существования решения. 
Библиогр. 3 назв. 

1*р1па А. КОВЕЙРНОВЬЁМН АТН151НАМ1ВА ОТКАЗ КАЙТАЗ УГЕИА-
ООЛ1МА11 АН 6НЕПЕНА Н08ЖС1ЛПЛ) 

НоЪегргоЫёпав 

л'.ЦиЛ Н,х-Ь,, Нях-Нг, с«Хбр, 

X»* Ш.Х.Х'), Н,Х-П,, Я**-Ад, а(*Х4 Р, 

«•(а)*х'(а)*р(а), <4'(Ь)<х'(6)<р'(Ь), 
•сиг о< - аракаёЛа гшисс13«, Ьвг /> - айда ё;] а гипко1Ла, 
йо-л а'г1я1лаЛит! вк|1в1епсея гёовас13ияат. 

Ьер1п А. ЗОЬУАВГЫТТ 09 ВОШГОАНТ УАШЕ РНОВЬЕМЗ РОВ 
5ЕССОТ) ОВВБН ШРРЕЯЕНТГА! Е̂ ЦАТЮЯ 11НОВЯ ЗСННАВВВ С0ЯО1-
Т10Я. 

Рог Ъоипйагт та1ие ргоЫеая 
а"->(*,хЖ). Мх.Ь,. П»Х-Ад. о<4Х*А 

х'-}а.х,х'), И,х-Ы. Нях• Ья. о<<л $Д 
о<'(а)го<'Га)э>Уа); 
л'-Ж*. А Н,х-л,, Нях-Ы. **х<р. 



ипеге °< 1з 1 о » е г Г и п с И о п ала Р 1$ иррег Г и п с И о п , 
4пе с о п а Ш о п э оГ 801уаМ11Лу а ге в ^ е п . 

УДК 517.927 

Цегштис Я.В. О СУЩЕСТВОВАНИИ ОГРАНИЧЕННОГО РЕШЕНИЯ ДЛЯ 
СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ Ш№ФЕРВ'ЗД!АЛЬШХ УРАШЕНИ.Т ВТОРОГО 

• ПОРЯДКА С ВВСУЮ&ДОВбШ ОСОБЕННОСТЯМ! //Математшса .Диф
ференциальные уравнения: Научные труда. - Рига: ЛУ.1990.-
(5.105-113. 

Приведены у с л о в и я , обеспечивающие априорную оценку 
решении двухточечных краевых з а д а ч для системы уравнений 
л" = Л1,х,х') , с условиями на лвЕом конце 

рассматриваемого промежутка Х(О) = 0 , где функция / 
при 4 - О имеет, Сыть может, несуммируемые о с о б е н 
ности . 
Б и б л и о г р . 5 н а з в . 

С е р Ш в Л . Р А Н 1 Е К О В Е 2 0 Т А А Т Н 1 3 Т Л А О ' Ц И А Е К 5 1 5 Т Е 1 1 С 1 О Т Н А З 
К А Н Т А З Р А Я А 5 Т 0 П 1 7 Е К Е И С 1 А 1 , У 1 Е М А 1 Х М Н М П 3 1 3 Т Ё М А М АН К Е Г Ы -
Т Е С Н Ь У А М А М З П 1 С Ш А Я 1 Т Л Т Ё Н . 

Роггаи1ё11 п о э а с ! Д и т ! , к и г ! поагой1па а4г1а1паДита 
арг1ого поуегкеДити Й1урипк1и гоЬвгргоЫвтйт у1епйао, )и-
ти в1а1ё1ла1 . . . . 

У' = №,х,УУ 
а г поаас1; )ити арЮкоДата 1п1егуа1а кге1ваДй ва1арипк1й 

Х(0)=0 , Гипкс1,)а1 / р ! е 4 - 0 , 
1еареДата , 1г пе1п1еег8, ]атаэ з1пви1аг14&1еа. 

Сер1*18 Л . ОИ ТКЕ ЕХ13ТЕКСЕ ОР В01ГН0Е0 80ШТ1СН8 РОН 
5ЕСОМО-ОЯСЕК ЗХ5ТЕМ ОР 0Н01НАНГ В1РРЕКЕЛТ1АЬ Е0.1МТ10ИЗ 
Н1ТН НОМЗ'ММАВЬЕ 51НС1>ЬАк1Т1Е5. 

Т Ь е г е а ге Гоппи1ат.еа сопд1г1опз г о г а р г ! о г 1 е а 1 1 -
таСев оп ао1иЫопя ог 1*о р о ! п * Ьоипдагу У А 1 И Е р г о Ы е т з 
Гог 1Ье аувкет оГ еяиагхопв 

л"*^а.х.х') 
•иНЬ с о п а Ш о п оп 4пе 1 е П В 1 Д Е ог 1п*егуа1 •*(()) = О , 
1 Г * п е Г и п е Н о п 3- а * 1пе ро1п* 4 - 0 пав , тау 
Ъе, попэиттаЫе а 1 п в и 1 а г Ш е а . 



хп 

УДК 517.927.4 

Вирибицкий Я .В . , Пономарев Д . С ОБОБЩЕННАЯ РАс̂ НУИМОСТЬ 
ОДНОГО КЛАССА КРАЕВЫХ ЭДАЧДЛЯ 0БЫКН0ВЕН11ОГО ДИФФЕРЕН
ЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА //Математика. Диф
ференциальные уравнения: Научные труды. - Рига: К,', 1990. 
- С.1Г4-123. 

Доказано 9 теорем об обобщенной разрешимости двух
точечной краевой задачи 

л" = }ц,х,А Я,*-Л., Нцх-Ы, 
при наличии дополнительных условий. 
Библиогр. 2 назв. 

У 1 г г М с к 1 а 3., Ропэтагдотв 0 . ХА0А5 НОВЕ^РйОВЬКиц ЮАЗВ5 
ОТНАЗ КАНТА5 РАНАЬТЧЛАЫ 0ГРЕКЕНС1АЬУ1ВНАЮЛЛИАИ У13РАП1-
ВАТА АИИЗШАиТВА. 

? 1 е г а а 1 И а а 9 1еог6гаая р а г ч1з?аг1пй1и асг1а1пйп1Ъи 
а1 »рипк*и г о Ь в г р г о Ы е т а ! 

р1в р а р Н а и позас! ; )иш1ет. 

» 1 г а Ь Ы 1 а к у У а . , Агаотаг1оу Р . СЕНЕКАХ ЗОЬУАВГЫТХ ОР ЗОНТ, 
С1Л53 ОР ВОПНОАНУ УАШВ РНОЗЬЕМЗ РОН ЗЕСОЫО ОНОЕН ОХРРЕНЕи-
Т Ш , Е0.НАТ10Н. 

9 гпеогегаз оп еепеге1 8о1таМ1х1:у г о г 1 » о ро1пЬ Ьоип -
аагу уа1ие р г о Ы в т 

Л"*}(Т,Х.У). Й,Х « Ы, Ня**"*, о^Х(Р 

ипавг воше а Л а Ш о п а ! а звшпрИоп аге р г о у е а . 

УДК 517.938.4 

Сермоне ЯЛ.. РеЙнфелд А.А. ЭКЬШАЛЕНТНОСТЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬ-
НЫХ РАВНЕНИЯ С ЮШЛЬСНЫМ ВШДЕЙСГВИЕМ // Математика. 

" ^ренциальные^уравнения: Научные труды. - Рига: ЛУ, 

Доказано, что две нелинейные системы дифференциальных 
уравнений с импульсным воздействием строго динамически эк
вивалентны в целой, если существует функция Грина и нели
нейные члены удовлетворяет условию Липшица с достаточно ыа-

6ой постоянной, 
иблиогр. 2 назв. 



Зегтопе I . . . йе1пГв1ав А . ЕКУ1УАШ1СБ Ш?ВКБМС1АЬУ 1БНА00-
ЛМ1КМ АН ИАРЦьЗО 1ВСАЯВ1Ви. 

Р Х е г й а Н з , ка а1Уаа д1Гвгвпс1а1у1впййоЗити а1а10гааа 
а г 1три1аи 1 е Ь а г Ы Ь и 1г яДоЬОН е И п с П а.1пат1эк1 е'г.ч1ч&-
1вптва, За окз1а»в Сг1па 1ипкс13а ип пе11пе&г1е 1 осекIX 
арл>1ег1па Ы р в 1 с а повч.о!;1итиз аг р1еМеко§3 таги к о п а С а п И . 

Зегтопе Ь., Не1пГе1ав А . ЕОЦХУАЬЕИСВ О Р 01УРЕНЕНТ1А1 В0.11А-
Т10К5 « Г Т Н 1 М Р 1 Л . 5 1 У Е ?ЕНТЦКВАТ1'"Ч<. 

1п 1пе а г * 1 с 1 е 1а р гоуеа 1Ьа1 1 * 0 4 1 Г Г е г е п Ч п 1 ечип -
П о п в » 1 *п 1три1э1уе рег1игЪа*1опп а ге в *г1с11у а ! п а т 1 с а ! 
вчи1Уа1еп1 1п *пе 1ахве. 1Г 1Ьегв ехв1ес а таррХпр оГ 
С г е е п апа поп11певг * егтв в а И в Г у а Ы р в с Н И г сопс11Ыоп 
»11п виГГ1с1еп11у аша11 сопл1ап1. 

". - едК8Йл?1'.ч- '•. • V1'.''-:/ ~̂ »"-?̂ ОТ™'5 

УДК 517.95 

Калис Х.Э. АБСОЛЮТНО УСТОЙЧИВАЯ ЯВНАЯ. УТОЧНЕННАЯ РАЗНОСТ
Я М СХЕМА ЛЛЯШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ УРАВНЕНИЯ 
Т1ВД0ПРШ0дг10СТЙ7/ Математика. Дифференциальные уравне
ния: Научные труды. - Рига: ЛУ, 1990. - С7 131-141. 

Состроена абсолютно устойчивая уточненная, явная, 
двухслойная разностная схема решения начально-краевой з а д а 
чи для уравнения теплопроводности с постоянными коэффициен
тами в случае однородных граничкых условий на прямой. 
Библиогр. 6 назв. 

Ка11в Н. АВЗОьОТ! З Т А В П А , АТКЬАТА, РНВСТ.2АКА ОГРВНВНЙи 
ЗНЕМА ЛА1ШТА УВ10А Н0ВВ2РН0В1.ЁМА1 8 1 Ш М А УАШЗАМАЗ УГЕНА-
ГХЗШМАН Н13ШАЗАМА1. 

Лаикка уе1йа ргоЫелш1 а111ила тааяйапвз у1епййоЗи-
паш аг копв1ап11ев к о е П с Х е п И е т ип Ьогаов6п1ет гоЬегпова -
с1.1ига1еш иг Са1апвв 1г копв*гиё * а аЪзо10Л1 в С а Ь Н а , а 1 к 1 в -
1 а , а1ув1бпи а 1 Г е г в л ? » вЬвпа . 

КвЛ1в Н. АВЗОЦГГВЬУ ЗТАЭЬБ ВХР1ЛСГТ ИОНВ РЯЕСЮиЗ ВТТУЯ-
НКПСЕ ЗСНЕКЕ РОв 5ШЛПНС Щ И , Б ВОЦВПАКУ РНОВЬВМЗ ОР НБАТ 
ТКАМЗРЕК Боилтп*. 

3 1 а Ы в аЬво1и*в1у а х р И е К * * о - 1 е т в 1 а н г в г в п е в 
цепепе Гог опе-а1швпв1опи1 ЬааС 1 г а п з г а г е ц и а Н о п »11п 
оопя (апС соаГГ1с1еп1а 1п 1пе с а а е о! Ьотояепеоив Ьоипйвгу 
с о п а ш о п а 1а сопа1гио1ва . 




