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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящий сборник включены статьи, отражавшие 
основные научные направления работ, проводимых в Институ
те математики и информатики Латвийского университета, на 
кафедре дифференциальных уравнений физико-математического 
факультета Латвийского университета, в других организаци
ях, с которыми поддерживаются и развиваются научные связи. 

В работах сборника больное внимание уделяется вопро
сам гидродинамики, конвективной диффузии, устойчивости 
течений в высокотемпературных расплавах и жидкостях. 

Так, разнообразные гидродинамические течения неодно
родно нагретых расплавов изучаются в работах Е.Д.Лшкиса, 
Ю.В.Апановича и Л.А.Пакул, А.В.Вояревича, Х.Э.Калиса. 

В работе Ю.В.Апановича и С.Д.Люмкиса исследуется 
положение и форма границы раздела фаз при выращивании 
кристаллов методом направленной кристаллизации. 

Расчет температуры и термоупругих напряжений в рас
тущих монокристаллах, их влияние на плотность дислокаций 
исследуется в работах И.В.Беловой и С.С.Вахрамеева, 
Н.В.Козельской, В.И.Биберина, В.Б.Осяенского. 

Другим актуальным проблемам технологии и экологии 
посвящены работы М. Я. Антимиром и В.Р.Лиепини, В.Н.Вара-
паева я И.В.Королева, Л.И.Демченко, Г.Е.Мистецкого и 
Е.С.Вокал, З.Ю.Тетушкиной. 

Работы сборника могут быть полезны широкому кругу 
специалистов, занимающихся математическим моделированием 
технологических процессов • разработкой программного обес
печения на ЭВМ. 
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Израиль 

О НЕСОСТСгТГШНОСМ ДИМУЗИОННОЯ МОДОЙ ОСМОСА 

Настоящая статья является авториэоьанннм переводом 
первой главы неопубликованной реботн "оп 0уп«*1с ТЬвогу 
ог овяов1о':Глявы 2-4 это* работы посвящены построение и 
анализу следующей иерархии катюллярно-диффуяионных моде
лей переноса воды через валупронипвемыс мембраны: I ) Н.е-
мабухавщий осмометр открытый через манометрическую труб
ку я ограниченный жесткой пористом мембраной: 2 ) Набуха
ющий осмометр, ограниченный пористой мембраной постоян
ной толщины; 3 ) Двухфазная системы, состоящая из набуха
ющего осмометра • иабутввщй мембраны, в которой проис
ходят осмотически мндутмровянн»* переток вони в основное 
тело мембраны, пронизанной аяпояненныи водой капилляром; 
4 ) Система, состоящая из конечного числа последовательно 
соединенных • • 'ухвпщп осмометров, разделенных бесконеч
но тонкими яеетккии пористыми НИЖНИМ . Во всех случаях 
доказаны глобальные теоремы существования - единственнос
ти я асимптотическое при I * < « » , стремление в состояния 
механического в яиии'имипго ре ню вески. (Краткое изломе— 
яке ем./1/). 

1. Постановка задачи 

В течение текущего стоявши неоднократно отмечалось, 
что природа осмоса остается непонятной /2/./3/./4/./6/. 



В биологической литературе бытуют чисто диффузионная и 
капилярная модели нестационарного, осмотически индуциро
ванного, переноса воды через полупроницаемые мембраны 
/57,/3/,/бЛ При этом ограничивались рассмотрением сис
темы, состоящей иа осмометра, открытого в атмосферу че
рез манометрическую трубку, недеформируемой полупроницае
мой мембраны и неограниченного водного бассейна. Было от
мечено, что убедительные доказательства преимущества той 
и"И другой модели не были предложены /6/. Легко доказы
вается, что обе (чисто диффузионная и капиллярная юдели) 
осмоса приводят к тождественным результатам, если рассма
тривается "стандартная" система открытый осмометр—жесткая 
мембрана / I/ . 

Едиственная известная нам работа, посвященная динами
ке осмотического массопереноса через деформируемые, спосо
бные набухать мембраны /8/ содержит формулировку соотноше
ний между термодинамическими параметрами системы. Эти со
отношения выведены, исходя из общих закономерностей термо
динамики необратимых процессов с использованием однофазной 
чисто диффузионной модели мембраны. Никакая краевая задача 
в этой работе не была сформулирована и, соответственно, ни
какой анализ процесса не был проведен. Однако существова
ние такой публикации, принадлежащей леру видного знатока 
термодинамики необратимых процессов, потребовало проведе
ния анализа однофазной диффузионной модели осмоса. 

Ниже мы рассматриваем простейшую одномерную модель 
осмотической системы, представленную на рис.1 

Рис. I . 



Здесь С, имитирует осмометр, С г - полупроницаемую мем
брану и С л - омывающий водный бассейн. Пружины П, и 
Л 2 , с концами, жестко закрепленными на границах осмомет
ра и мембраны введены для описания упругих свойств осмомет
ра и мембраны. Предполагаем, что осмометр С, заполнен 
идеальным раствором непроникающего жидкого неэлектролита 
А 0 в воде А» . Мембрану трактуем, как пористую среду, 
образованную матрицей А2 и порами, заполненными водой 
А/ . Пользуясь методом гомогенизации ( т . е . замены реаль
ной гетерогенной среды фиктивной гомогенной) /в/ трактуем 
мембрану, как идеальный раствор А, в А 2 . Плотности 
всех компонентов системы считаем постоянными, равными 
плотности воды (/>» ' ) . Предполагаем, что как в осмометре 
С, , так и в мембране С 2 имеет место аддитивность 
объемов. Стенка X • 0 считается твердой, непроницаемой 
как для А 0 так и для воды А, . Границы X - X, ({•) и 
х • Х 2 (Ь) считаем проницаемыми только для воды. 

Введен обозначения: V^ - скорость ^ в 6̂  - 1,2 
в лабораторной системе координат, иЛ - средняя объемная 
скорость, с\ - молярная концентрация А у в 6̂  , 
Оу - парциальный мольный объем ( Щ шсопзЬ ), р*- -

давление и </>1 смещение точек пружины Л ; в 0^ . 
Процесс считаем изотермичным. 

А. Уравнения массопереноса и условия сопрянения на 
границах X - Х ^ ! ) . I - 1.2 

Напомним основные определения /9/. 
Уравнение неразрывности компонента Ау 

(1.1) 

Средняя объемная спорое га V 4 определяется равенствам 
< > 

^$рМ*+&М ИЛУ 
причем в силу аддитивности объемов 



Х°Д-'Х»г1-» (1 .3 ) 
1-1 1>| 

Из равенств (1.1-1.3) и &^ шсопзЬ следует 

^ » ' = о,1 = 1Д (1.4) 

Диффузионные потоки в системе средней объемной скорости 
определяются равенствами: 

^ЩгЩЩ (1.Б) 
Согласно закону вика 

^ = - . « = 0.1 при * = 1. к = 1,2 при I = 2 ( ь б л ) 

Таким образом выполняются обычные уравнения конвективной 
диффузии: 

Так как граница Ж* 0 является жесткой твердой стенкой, 
непроницаемой ни для воды, ни для непроникающего компонен
та, ни для раствора в целом, 

«'(п,1) = 0, VI \» (1.7.1) 

В силу (1 .4 ) это дает 

*'(х,0 = О, V х (|0,Х,(1)1 (1.7.2) 

Границы X " Х{ (Ъ, I — 1,2, являются поверхностями силь
ного разрыва. Однако нормальная составляющая средней объем
ной скорости изменяется при переходе через такие границы 
непрерывно 1в силу ( 1 . 5 ) ) . Таким образом (1.4) и (1.7.1) 
дают 

*' =0.1 = 1,2.3 (1.7.3) 
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На свободной границе X - Х ( (с") должны выполняться: 
3 условия Стефана на диффузионные потоки 

(сЙ )Х, = *** * " °Ж С « 1 е ? * ' = ~ Ж 0 ' И -8.1-3) 

2 уравнения состояния 

П.С- = I - п}с!. + п|с; = I (т.,8.4) 

и 2 условия линейной зависимости диффузионных потоков 

ОД. + = о, о}!',. + ПОД. = о (1.8.6) 

Исключал из условий Стефана (1 .8 .1 ) концентрации и потоки 
непроникажщих компонентов получим 

щ-Ье&М - п,^!, о -п,с?)*.(*) - п .^?» ' * = х.О>. ( 1 < 9 ) 

так что первое из условий Стефана (1.8.1) есть следствие 
(разность) условий (1 .8 .2-3 ) . 
Аналогично 

( I -П 1 с^ ( Х 1 (1 ) = П|^с|»1ж = Х^ЦУ1 > 0 (1.Ю) 

Б. Уравнения движения и условия локального механического 
и химического равновесия на свободных границах. 

Для определения концентрации воды на свободных гра
ницах используются: 
а ) к раз и стационарные уравнения движения с пренебрежением 

трения: 

* - Р « ,о . (1.11.1-8) 

б ) непрерывность напряжений на границах X • Х̂  (I): 

*Ц* - Р* = К.эУ - Р*. « = X ,(1).« > №. - р' = 0. х = Щ » > 0 
( 1 . 1 1 . 3 ) 



с) непрерывность химического потенциала воды на границах 
х - хжн 

о,?' + я т и = п,р» + Ю1в[ . * ' 1, х = х,(1), I > о (1.11.4) 

П,р' + НТЬп 
с +с 

, ж « Х,(1) I > О 
( 1 . 1 1 . 6 ) 

д) краевые условия 

»>'(о,0 = о, ?'[х,(1),0| = хм - х,(о), Их,(0.ч = хлч) - 4°) ( I . ц .6) 

Интеграция уравнений (1.11.1) с учетом условий (1.11.2,6) 
дает 

Р ' (1 ) = е,|1 -ХЩ/ЩЩрЧО = Щ*-Ш№оЧ\.(«• = х,-х,) (1.12) 

I 
(1.13) 

Аналогично вычисляется 
Заметим, что из (1.13) следует 

иЛ+о) = 1/П, 

Ь * т ^ и , ( . ) / ^ Р ' = П 1П^(П ]-1)КТ| 

(1.14.1) 

(1.14.2) 



Допустим, что решение задачи I существует, причем 

Пусть 

ехр 
Щх-(.х-т) I 

(2.2.1) 

•М = 7&<ЧХШ. *М = УЪ*ММ "•(«) = л " ' * 1 ' - 1 " 1- 2 (2 .2.2) 

*,(0 = • и Л » 1 С) . 0,(1) = ЩЩ 2,(0 = 1 ^ Х , ( 1 ) , I =1.2 . (2.2.3) 

Так как давления р1 , а вместе с ними и концентрации 
воды на границах мембраны, явно выражены через положение 
последних, задача определения концентрации воды в осмо
метре и мембране сводится к обобщенной двухфазной задаче 
Стефана. Пользуясь стандартной техникой тепловых потен
циалов /10/ можно показать, что (считая Б г = / ) 

А , I 

« О Д = с},| В > - & ) « + | в Ц { ; + Цг)т ">]Е(*-Х 1(т),1-т)аг-

I 

^ ( г К ^ х - Х ^ О л - ^ + ^ х . Ц Х , ) . (2 .3.1) 
о 

где Ф ( х . { | Х , ) является суммой интегралов, взятых вдоль 
границы X » л " , ( 1 ) , т . е . таких, что 

(2.3.2) 



•1 
о 

Отсюда следует, что 
|Х,(1) - х,(о)П 

и(1) = С9Х^Л], » ( 1 ) = 

0(0 = 1 ^ ( 1 ) . 2(1) = 1^Х#), Ц1) = 1 ^ ( 0 . ( 2 . 3 , 3 ) 

Зачетим, что 

Й и ( 1 ) " ' / П ' <2.4.1) 

и, в силу (1.12), (1.11.4-5) и (2 .3 .3 ) , 

Я - М / а У : ^ ^ 5 В ^ " ' * (2.4.2) 

Заметим, далее, что в силу (2.3.1) и определений (2.3.3) 

^с ! (х,1)= [а , (0-с ! , )Е(х-Х^0),1)+ [г-^ 10(г)Е(х-Х1(г),1-г)аг + 
ь 

I 
) . ( , )г - ^ х - х ^ М - г)йг + ^^(x,^|x^ . ? 

Следовательно, в силу теоремы о разрывах теплового потен
циала двойного слоя, 

I 

* = 2 1 ^ ( с 1 0 - С1НХ/1НУ0),1) + МЩ#гр» Е(Х,(1),Х,(г),1-г)вг + 
о 

I 

2(*(г<(1/г)'^| ;Е(Х 1 (1)-Х,(г),1-гНг+21^| ;Ф(Х 1 (1),1|Х 1 ) . ( 2 < 6 Л ) 
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С другой стороны в силу (1 .14.2 ) , (1.10) 

11т = 0 . (2.6.3) 

Полученное противоречие доказывает несуществование решения. 
а значит и несостоятельность однофазной диффузионной подели 
осмоса. 

3. Обсуждение полученного результата 

Естественно возникает сомнение в справедливости ут
верждения о несостоятельности однофазной диффузионной мо
дели осмоса, рассмотренной в /1,2/. Нужно убедиться в 
том, что этот вывод не является артефактом, вызванным 
пренебрежением инерционными членами в уравнениях движения 
пружин П| и П 2 . Действительно, растворы, заполняйте 
осмометр 0, и мембрану Э 2 являются вязкими жидкостя
ми, так что трение пружин о них должно было бы быть учте
но даже тогда, когда растворы остаются неподвижными, мы 
покажем, что и при учете трения заключение о несостоятельно
сти чисто диффузионной модели осмоса остается в силе. 

В силу закона Дарси уравнения (1.11.1-2) должны быть 
заменены уравнениями 

тхУ ? - ЪщР1 ('| " С0П11).' = >.2 (3.1.1) 

0,1 = 1.2 , (3.1.2) 

откуда следует, что 

Е,/в,) 1 - 1 . 2 . (3.1.3) 

Нужно добавить начальные условия 

'̂(х,м) = о,| =1,2 , (3.1.4) 



Следовательно, снова имеем одновременно 

* ( 0 ) = (1-1» 1и,(0))2 1(о) = в (3.2.2) 

( 2 , (Ъ определено согласно (2.2.3) )и, в силу условия 
Стефана, 

» ( 0 ) > 0 , (3.2.3) 

что и доказывает наше утверждение. 
Этот результат получен в предположении, что 

^Х,(.) = « ^ 2 , ( 1 ) , ! = 1.2 , (3.3) 

где ограничены в окрестности ! « О. Очевидно, что 
это предположение может быть опущено. Действительно до
пустим для простоты, что существуют рк , К • 1,2, 
такие, что 

' < „ , < Д,<1.^Х, (1 ) = 1 ^ 1 ) , (3.4) 

где Е,(^) ограничены в окрестности I - 0. В этом случае 

^и(1) = Щ1 )1 1 ' .Щ0 )#0 . ) 1 =та » ( „ 1 , / 1 1 ) , » . Б Л ) 

так что 

оставив неизмененными граничные условия (1.11.3-6). 
Мы не можем теперь сразу свести задачу определения 

концентраций и свободных границ к обобщенной двухфазной 
задаче Стефана, но должны добавить интегральные представ
ления смещений с^ 1 к интегральным представлениям грани
чных концентрация и потоков воды. Опуская несколько гро
моздкий вывод и анализ этих интегральных представлений, 
укажем только его окончательный результат: Как и в / 2/ 

(3.2.1) 
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• - М О - О О ) » ' 1 1 (3 .5.2) 

Из равенства (3.5.2) и условия Стефана (1.10) следует. 

что 

^ Х ^ М - О О ) ! 1 ™ » - 0(1)1*,, < 1 . (3.5.3) 

Это значит, что 

I 

1Ы | УЪЧтШ* ~ ХЛОД-гМт = 0 V ж € [Х,(|),Х,(»)|. ( 3 . 6 . 1 ) 

Интегральное представление С*(х,1)( см . (2 .3 .1 ) ) может 
быть переписано в виде 

X} I 

ЕКМ) = Е»|С(> - 1*Щ + |«(')(ж + Ц,)Т^]е(Х-ХАТ),\-Т)АТ-

I 

^ХАТ);,)ЦХ-ХЛТ),Х-Т) + ЦХМХ,) , ( 3 > Б > 2 ) 

откуда следует, что 

сЛХЛО.Ч = 2с } , | +|„( , ) (| ; + г<г)г ^ ц х ^ьх ^ О л - г ^ г - * 

I 

^ Я Х ^ т ) ^ » ) - Х^г),1 - т) + 0(Х,(1),1|ХЛ . (3 .6 .3 ) 

Слеловательно, 

м»сЦх1(о.о = с ! . < 1 / П 1 , ( 3 > б > 4 ) 

что противоречит (1 .14.1 ) . Таким образом,заключение о 
несостоятельности чисто диффузионной модели осмоса оста
ется в силе и при отказе от (естественного) предположения 
(3 .3 ) . 



В заключение подчеркнем, что несостоятельность чисто 
диффузионной динамической модели осмоса было возможно об
наружить только благодаря рассмотрению задачи, в которой 
начальные и краевые условия не были согласованы по непре
рывности. Следствием этого явилась рассогласованность в 
начальный момент условия Стефана и условия непрерывности 
химического потенциала воды. Можно было бы предположить, 
что дело только в неудачно выбранном начальном условии, а 
не в существе вопроса. Однако капиллярно-диффузионная 
модель осмоса позволяет рассматривать задачу с выходными 
данными не согласованными по непрерывности (см. сноску Ж ) 
и именно это дает основание говорить о несостоятельности 
чисто диффузионного описания осмоса. 
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МЕТОД ЛОКАЛЬНОГО ОСРЕДНЕНИЧ ПРИ ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ 
ЗАДАЧИ РОСТА КРИСТАЛЛА ИЗ БИНАРНОГО РАСПЛАВА 

В работе / I / разработан метод решения задачи крис
таллизации бинарного расплава в обобщенной постановке, не 
допускающей переохлаждения. Было доказано существование 
устойчивого решения термодиффуэионной задачи во всем диа
пазоне параметров. Это решение определяло двухфазную зо 
ну в случае возникновения дендритного роста. Однако в 
классической постановке задачи, если допустить существо
вание гладкого фронта кристаллизации (поверхности фазо
вого перехода),возможно возникновение переохлаждения в 
жидкой фазе и подход, использованный в /I/, введения об
общенного решения не пригоден. 

Для численного решения задачи кристаллизации в клас
сической постановке применим метод локального осреднения. 

I . Задачу кристаллизации бинарного расплава описывают 
уравнение теплопереноса 

X ^ = ро<*> и,)+ $ \ 

уравнение диффузии примеси 

и условия на границе раздела фаз : 

[8усоЛС-ъ]^ (4-т)С *А1)Е1]~. 

( I ) 

(2 ) 

(3 ) 

( 4 ) 



&и-ссл-со =-сс -<ьС =0 ( Б ) 

Здесь X - удельная теплоемкость, "С - удельная скрытая 
теплота плавления, X - коэффициент теплопроводности, 

- коэффициент диффузии соответствующей фазы; [ф] -
скг.чок величины ф при переходе через поверхность .$ ; 

К - вектор нормали, направленный в сторону жидкой фазы, 
1/^ - скорость движения границы раздела фаз в направлении 

нормали п , ЛСС- переохлаждение, определяемое согласно 
диаграмме фазового состояния бинарной системы. 

Запишем уравнения (1 ) , (2 ) и условия (3 ) , ( 4 ) в обоб
щенном виде в смысле теории распределений, /2/: 

х ~ = с и ^ ( ш у ™ * . и , +г^Щ®*1)+{ (б ) 

+(1-пъ)ъ(е)С12/ь)-И), (?) 

здесь О (5) - единичная функция, имеющая скачок на линии 

х(^)-кч*кУ-*1)} Я&Щъф+^щ) ( 7 ' ) 

Проведем осреднение основных соотношений (6 ) , ( 7 ) по 
локальным объемам Щ> . Применяя операцию осреднения к 
уравнениям (6 ) , ( 7 ) и учитывая, что функции ОС и С не
прерывны на .5 , получим: 

(<-&ъ)0^Щ$1 ( 9 ) 

Здесь введены обозначения потоков тепла Фл и массы $ : 



Ц<*х(ь)ф1аоСи, ( 1 0 ) 

(}ь=сдюолЫс*и-по)0№&91(§ & Ф 

Индекс _р означает среднюю величину по объему 1/р . 
Остается найти О.* , . Прежде чем осреднить урав
нения ( Ю ) , ( Ц ) , перейдем к локальной системе координат 

С" ) , оси которой направлены по нормали и по касатель
ной к гиперповерхности -5. Записав соотношение ( 1 0 ) , ( I I ) 
в этой системе координат, увидим, что компоненты . 

@х,п/ векторов @4 , 0^ непрерывны согласно услови
ям ( 3 ) , ( 4 ) , а в направлении V непрерывны фихс^Юи 
О/ииС^С , так как на линии -5 непрерывны сами функции 

и и С • Тогда еаписав соотношения ( Ю ) , ( П ) по ком
понентам в виде: 

&>в.ъ*Ф%№ ( 1 2 ) 

т % = У * ^ 6 ( 1 3 ) 

= Я-Г*) уМисС^ ОЬ ( 1 4 ) 

можем непосредственно применить операцию осреднения к 
соотношениям ( 1 2 ) - С 1 5 ) . Учитывая выражения ( 7 * ) для Х(&), 
% (-5), получим: 

ушС^и? +ГЪ&)* <1в) 

Яъ^ЯрупаЛги? <1в> 



- 21 -
причем • -

о (20) 
л р = л , ф• А „ ( * - ф} и-у?) • 

Подставляя в уравнения (8 ) , ( 9 ) наиденные из (16)-(19) 
значения потоков и возвращаясь к исходной системе коор
динат, получим осредненные уравнения: 

X №*ьи*-(1'у1л4и?)* Р+Ш&Х"® (21) 

( У Ч ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ С ^ ^ г - ^ л Г ^ К ^ ( 2 2 ) 

где К' , Л" - матрицы осредненных коэффициентов с 
элементами, определяемыми по формулам преобразования 
тензоров: 

^ » >' Щ &ш ( 2 3 ) 

^ « С ^ (̂ .̂ О. исходная система координат; 
Х'к - преобразованная система координат; тц&$ЛЪ,Ш -

- коэффициенты теплопроводности и диффузии в преобраэо-
ВРННОЙ системе координат: 

Для определения скорости 1^ ( Ь ) запишем известное 

кинетическое условие для нормального закона скорости 

роста /3/: 

1%и) = УС&и? (25) 

Преобразуем последние слагаемые а правой части уравнений 
(21 ) , (22 ) . 



( г ? ) 

& (I ) - единичная функция, X*- точка на границе раз
деле фаз 3 . 

С другой стороны 

Таким образом уравнения (21) , (22) мажем записать в виде: 

( н ы ? ) ^ - М ^ г ^ ^ - < э о ) 

причем 

Н-р^е^-Н.-хЧЩьи?). . (31) 

уравнения (29)-(31) представляют собой замкнутую задачу, 
удобную для численного решения. Можно применять разностные 
методы со сквозным счетом без выделения границы раздела 
фаз. 

Покажем, что ревение задачи (29)- (31) сходится к ре-
«ениг исходной задачи ( 6 ) , ( 7 ) , ( 5 ) при ^ 3 - » * * *^-*0 
Для этого получим соответствующие априорные оценки. Урав-
III —| (29), (30) умножим на и/ , С* соответственно и 
проинтегрируем то исходной области 47г , приняв на грани
це области Г однородные граничные у ел один первого рода. 
Используя неравенства Коши и Гронуояя /4/, «могучим неравен
ство: 

- мера части поверхности 5 , содержащейся в объе
ме % . Учитывал выражение (25) для (С), запишем 



Здесь часть области*т < ? т • занятая Р - окрес
тностью границы раздела фаз 5 , в которой яде! > О . 
В области, где Ь1А?>0. Ц, < - ' «СС* и последнее слагаемое 
в левой части (32) можно оценить следующим образом: 

Таким образом, в (32) получена оценка функций 
и?, и их производных по %с в норме 
^ь^ь?т)равномерная по (3 и / . Указанная оценка поз
воляет перейти к пределу в интегральных тождествах, соот
ветствующих уравнениям (29), (30) при /3 , у ° -**0 : 

(33) 

Действительно, функции , ^ х ^ ^ сходятся слабо 
в вС^ , а осредненные функции ^ , , Яц силь
но. В пределе получаем тождества, соответствующие уравне
ниям ( 6 ) , ( 7 ) , при этом ьи?-*0 на 5 . Таким образом,полу
чили решение исходной задачи ( 6 ) , ( 7 ) , ( 5 ) . 



2. Приведем пример численного решения поставленной 
задачи на следушей модели. Рассмотрим модель процесса 
кристаллизации бинарного сплава для цилиндрического об
разца прямоугольной формы. В этом случае осредненные 
уравнения (29), (30) запишем в виде (индекс осреднения^ 
опускаем): 

На торцах слитка и боковой поверхности потребуем выпол
нения условий: 

Уревнения ( 3 5 ) , ( 3 6 ) аппроксимировались обычной консерва
тивной разностной схемой на неравномерной сетке. Так как 
мы рассматриваем задачу в классической постановке, то 
скрытая теплота выделяется только на границе раздела фаз. 



в точнее в ^ - окрестности отой границы. Тогда разност
ную аппроксимацию членов, содержащих ^ % в уравнени
ях (35), (36) следует записать а таком виде: 

\к+е-

где© '=% / для уравнения (35) и «Г » I для уравнения (36). 

Сама функция ^ определяется согласно уравнению (31) 
в следующей аппроксимации: 

•*еы")в(р) (42) 
При расчетах приценяется эффективный итерационный метод 
неполного -разложения сопряженных градиентов /5/. 

3. Численно решалась задача о кристаллизации слитка, 
охлаждаемого с поверхности ишеющего внутренние объем
ные источники, т .е . - I и сС„ 4 0. Результаты показа
ли, что в этом случае происходит устойчивый рост крис
талла с гладкой границей разделе фаз. Также проводились 
расчеты и случаев, когда на границе раздела фаз или объе
ме расплава задаются конечные начальные возмущения. В 
этих случаях предполагалось =4» • вСл • 0. На рис.1 по
казана динамике роста от подложки, т . е . случай, когда 
начальные конечные возмущения задаются на границе раз
дела фаз. На рис.2 отражена динамика роста кристалла от 
затравки, т . е . случал, когда начальное конечное возмуще
ние задается в объеме расплава. Видим, что во всех случа
ях происходит устойчивый рост кристалла. Задача численно 
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решалась при следующих значениях физических констант: 
Л « - 0,173 вм/(сы град), Д ь - 0,412 вт/(см град), & . 
- 0,34 вт с/(см град). и^ш 12Ю°К, « , - 0,6, ^ « 0,18, 
вС,- 5,67 Ю-^вт/Ссн 2 град). « 4 - ПОО°К.«0,- 2 Ю - 1 1 

см^с , % - Ю ^ о ^ / с , Г - 430 дж/г. ^ - 2 см, * - I см. 

г т п ' 

0 < Х ( с м ) ° ~~) Х ( с м ) 
Рис.1. Динамика роста ден- Рис.2. Динамика роста крис-
дрита от подложки; I -Й - 0 с; талла от затравки; I - € -
г -0,005 с; 3 - С -0,01 с - О с ; 2 - й - 0,005 с; 

3 - С . 0,01 с. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕШО-МАССООБМЕНА ПРИ ВЫРАЩИВАНИИ 
БИНАРНЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ ДВИЖУЩЕГОСЯ НАГРЕВАТЕЛЯ 

I . ВВЕДЕНИЕ . 

Метод войной плавки / I / и его модификации - широко 
применяемый на практике метод върящивания объемных кристал
лов, используемый для выращивания как однокомпонентных ма
териалов, так и многокомпонентных систем. Одной из модифи
каций войной плавки, применяемой для выращивания многоком
понентных материалов, и, в частности, Сс1х Нд^ х^Ге (КРТ) 
/2/, является метод движущегося нагревателя. 

Поскольку процессы выращивания кристаллов проводятся 
при высоких температурах, часто под давлением, а материал 
бывает непрозрачный, экспериментальное изучение процесса 
весьма затруднительно. Использование математического моде
лирования позволяет изучить влияние отдельных эффектов, 
что невозможно в эксперименте, а также прогнозировать про
цесс в целом. Целью настоящей статьи является моделирова -
ние тепломассообмена при выращивании двухкомпонентного ма
териала методом движущегося нагревателя. 

Моделирование проводится для КРТ, для которого пред -
полагается выполненной псевдобинарная Сс/Те — Нд Те 
фазовая диаграмма /3/. В работе изучается влияние диффузии, 
теплопереноса и тепловой и концентрционной конвекции на 
длину жидкой зоны, форму фронтов растворения и роста, ра -
диальную неоднородность распределения состава. 

Первоначально, начиная с работы /4/, численное изуче
ние гидродинамических потоков проводилось для модели зон -



ной плавки с фиксированными плоскими фронтами. Изучалось 
влияние гравитационной и капиллярной тепловой конвекции 
и вынужденной конвекции, вызванной вращиванием кристалла, 
на структуру потоков в расплаве /5-8/. В рамках такой мо
дели удалось, в частности, объяснить экспериментально на
блюдаемую неоднородность распределения легирующей примеси 
при ьыращивании молибдена методом бестигельной зонной 
плавки /8/. 

Дальнейшее усложнение математической модели связано с 
поиском неизвестной нсплоской границы раздела фаз (задача 
Стефана) с учетом гидродинамических потоков в искомой об
ласти расплава. Как правило, здесь рассматривались одно -
компонентные системы или системы, температура фазовых пе
реходов которых слабо зависела от концент-рации примеси. 
Среди работ такого рода отметим работы Брауна и соавторов 
/ 9 , 10/, основанных на использовании метода конечных эле
ментов и метода Ньютона решения системы нелинейных урав -
нений. 

многокомпонентные системы характерны тем, что темпе -
ратура фазового перехода зависит от состава раствора пе -
ред фронтом, т . е . уравнение конвективной диффузии оказы -
вается связанным с уравнением теплопереноса через условие 
на границе раздела фаз. Даже в одномерной постановке и 
без учета конвекции такая задача не является тривиальной 
/11-13/, особые трудности возникают при решении двумерных 
задач, которые в тех или иных приближениях рассматривались 
в работах /14, 15/. 

Таким образом, математическое моделирование процесса 
выращивания бинарных систем связано с вычислительными 
трудностями - поиском неизвестных фронтов фазового пере -
хода, которые, вообще говоря, не являются изотермическими; 
реюеинем уравнений гидродинамики в областях сложной пере
менной формы. Специфическими трудностями, характерными 
для выращивания КРТ и ряда других полупроводниковых мате
риалов, являются: разномасштабность процессов - характер
ное время теплопереноса в системе гораздо меньше харах -
терного времени диффузии (отношение числа Шмидта 5 С 



к числу Праидтля Рг" равно Ю э ) ; длительный переход
ный процесс выхода решения на стационарный режим; сильная 
зависимость плотности расплава от состава. 

Для решения такой задачи был разработан разностный 
метод на специальных согласованных с границей подвижных 
треугольных сетках /16, 17/. Алгоритм рвсстановки точек 
и триангуляции позволяет рассчитывать задачи с фронтами 
сложной конфигурации, при этом, в отличие, от /14, 15/, 
разностная схема в каждой точке сетки связана разностными 
отношениями только с ближайшими соседями этой точки. Ско
рости роста и растворения полагались пропорциональными 
пересыщению в расплаве /14, 15/. Такое выражение для ско
рости соответствует нормальному закону роста, близкие 
подходы использовались в работах / I I , 18/ . Так как плот
ность раствора КРТ сильно меняется при изменении концен
трации, необходимо учитывать гравитационную концентрацион
ную конвекцию в плавающей зоне. Вычислительные трудности, 
возникающие при учете концентрационной конвекции, оказа
лось возможным преодолеть, решая совместно уравнение гид
родинамики и конвективной диффузии с использованием кью -
тоновских итераций. 

Описание математической модели приведено в разделе 2 . 
Дифференциальные уравнения сформулированы для произволь -
ной двухкомпонентной системы, особенности процесса и ма -
териалахарактеризуются геометрией модели и значениями 
констант. Последние по возможности брались для КРТ из ли
тературы. В частности, использовались экспериментальные 
результаты для зависимости плотности расплава от темпера
туры и концентрации /19/ . 

Уравнения в модели записывались для нестационарной 
задачи. Разработанная методика позволяет рассчитывать пе
реходный процесс, однако в данной работе такая цел» не 
ставится и анализируются только квазистационарные реаемья. 
Метод численного решения кратко описан в разделе 3. 

В разделе 4 приведены численные результаты моделиро -
вания в различных условиях: для неподвижного и движущего
ся нагревателя, в условиях невесомости и с учетом грави -



тационной конвекции. В разделе 4.5 приводятся некоторые ре
зультаты моделирования термокапиллярной конвекции в невесо
мости. 

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Схема процесса ампульной зонной плавки изображена на 
рис. I . Процесс проводится в прозрачной вертикально распо
ложенной цилиндрической ампуле. Полагается, что боковая по
верхность расплава Г ^ - цилиндрическая и плотно контакти
рует с поверхностью ампулы. Возможно также, что такой кон
такт отсутствует; этот случай анализируется в разделе 4.5, 
при этом боковая поверхность по-прежнему считается цилинд
рической. Расплав занимает область & с , которая граничит 
с исходным переплавляемым материалом состава С л (область 
и выросшим кристаллом (область Ф с ) . Форма и положение фрон
тов растворения Г1Р и кристаллизации заранее неиз
вестны и находятся в процессе решения. Считается, что 
расплав кристаллизуется в соответствии с равновесной диаг
раммой (рис. 2 ) , заимствованной из работы /3/. В нас
тоящей работе под С понимается мольная концентрация X. 
в растворе СсА^Мд^^Те , т .е . с и зг, в этом слу
чае совпадают. В дальнейшем удобнее вместо урав
нений линий ликвидуса Т = О и ( С ) н солидуса Т =* О6 ( с ) 
использовать однозначно определяемые обратные зависимости 

с - в 1 ' ( Т ) . с = Э'1(Т). 

Нагрев ампулы происходит в результате теплообмена излу
чением с нагревателем и экранами. Температура на нагревате
ле и экранах 7^ ( 2 ) задается. Она считается постоянной и 
равной Тн на нагревателе, и линейной по 2 ̂  на экранах. 
Расчеты проводятся для двух видов зависимости 7^ ( 2 ) (на
греватель А и нагреватель В ), изображенных на рис. 3. 
Поверхности кристалла, расплава, нагревателя и экранов пола
гаются диффуэно-серыми, степени черноты поверхностей взяты 
равными единице. 

Нагреватель движется относительно ампулы вверх со схоро-
стью 1ТН . Предполагается, что длина ампулы достаточно боль-



Рис, I , Схема МДН и геометрия системы Рис. 2. Кваэибинарная фазовая 
диаграмма Со1Те-НдТе/3/. 
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Рис. 3. Распределение температуры на нагревателе и на экранах 



тая и можно пренебречь деталями теплообмена на торцах ампу
лы. Тогда при изучении теплопереноса в системе можно огра
ничиться рассмотрением части ампулы, поставив на границах 
Г3 , Гц приближенные краевые условия. 

Будем записывать уравнения в безразмерных переменных. 
В тех случаях, когда размерные и безразмерные величины обо
значены одной и той же буквой, над размерной величиной ста
вится знак " <у " . В качестве масштаба^длины выбирается ра
диус ампулы Я . масштаба времени - ^=К2/3 , где т? - ко
эффициент кинематической вязкости, масштаба скорости - V» 
» •>>//? . Температуру 7" будем относить к величине Тм« 
- 1360°К (максимальному значению температуры на фазовой 
диаграмме при х.=1 )\ такой выбор масштабирования не имеет 
особого физического смысла (в частности, определенное про
порционально Тм тепловое число Грвсгофа не характеризу
ет интенсивность тепловой конвекции) и обусловлено только 
соображениями удобства. Список и определение безразмерных 
параметров, использованных в уравнениях, приводится в таб
лице I , а численные значения физических констант - в табли
це 2. Индексом 5 обозначаются параметры в твердой фазе, 

- в жидкой фазе, индекс 51. - отношение значений конс
танты в твердой фазе к соответствующей константе в жидкой 
фазе. 

Уравнения гидродинамики решаются в области расплава 
. Предполагается, что иэ-эа малости коэффициента диф

фузии в твердой фазе, уравнения для концентрации С ком
понента СУТе также можно решать только в © ; , а 
уравнения переноса тепла - в обеих фазах, т . е . в & с , & и 

и 0^ . Уравнения записываются в нестационарной форме, 
стационарное решение находится методом установления. Вы
бирается система отсчета, связанная с движущимся нагрева 
телем, начало отсчета располагается на оси в середине « а г -
ревателя. Используется цилиндрическая система координат 
( г , у? , 2 ) , искомые величины не зависят от угловой -ко
ординаты у> . Вектор скорости V ( и , О , &") движения 
среды относительно ампулы связан со скоростью V , дви
жения среды относительно нагревателя равенством г/*-
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Рис. 4. Зависимость плотности от температуры 
для расплавов КРТ /19/. 

V — Ун , 1/"н ш (0, 0 , 1 ^ ) . Уравнения гидродинамики записы
ваются в переменных вихрь и) « (0, и), 0 ) и функция тока 

• (О, Ц?, 0 ) в приближении Вуссинеска в области ^ ^ : 

7>с5 /Э1 + 4 •[ сЗ .V*] = -V •?-с5+у'1 ( I ) 

V « V * $ « с5 , (2 ) 

1/ = V « Ц/ . (3 ) 

Член ^ • <0» / , О) • уравнении ( I ) отвечает за 
гравитационную конвекцию в расплаве, возникающую из-за 
зависимости плотности расплава от 7" и С . Традиционно 

( 7",с ) считается линейной при малых отклонениях Ги С 
от фиксированных 7*0 , С0 : 

}о(Т,с) = / ( Т а , с) 0 - * ( с - с 0 ) - / ( Т- Т0)). (4) 

Такая зависимость приводит к обычному выражению для ^ : 

У - е ( - 6 г т д Т / д г - 6 г с д с / Э г ) , ( б ) 



где В =1 , зсли вектор д ускорения свободного па
дения направлен вертикально вниз, и - при 
противоположной ориентации д относительно выбранной 
системы координат. 

Наряду с_(4) в работе используется и другая зависи
мость ^> (Т,с) , основанная на экспериментальных 
результатах, полученных в работе /19/ и изображенных на 
рис.4. Видно, что зависимость плотности от концентрации 
и особенно от температуры носит немонотонный характер. 
При фиксированном с проиэ водная Зр / д Т меняет 
знак. Результата /19/ аппроксимировались нами формулой: 

р(%х)-а.05-2.5хЧ.2Ю~Ъ-х/О.13)г(Т-Ю23-5Ох)\ (6 ) 

где /> измеряется в г/см3 , а Т - в градусах 
Кельвина. При расчетах с использованием нелинейной зави
симости (6 ) выражение для • записывается в виде 

; = 6^(?(Т,с)/у5(Т01С0)), (7 ) 

со = 0 , Т.-югзЪ, р(То,с0)= 8.05 г/см3. 

Уравнение для С формулируется только в области рас
плава и имеет вид: 

Уравнение переноса тепла в области расплава имеет вид: 

ЪТ/д1+т?($*Т) = Ргчч(чТ). ( 9 ) 

Поскольку скорость в областях, занятых исходным пере -
плавлясмым материалом и кристаллом, в системе отсчета, 
связанной с нагревателем, равна (- Уц) , температур
ное поле в & Р и $«?с определяется уравнением: 



ЭТ/э? - *н дТ/дг = (азс /Рг) Т) . 

Сформулируем краевые условия для уравнений. На границах 
Г, , расчетной области стс.вятся либо условия 1-го 
рода 

либо "мягкие"краевые условия 

ЭГ/Ог/ гдТ./дг! ,дТЫ =Щ,Ы < ц в ) 

Ы-Ц и*-1.г 

Расчеты показывают, что ввиду С элыпой величины /_ ~ 7% 
эомена условий ( П а ) на ( П в ) очень слабо влияет на тем
пературное поле в зоне и вблизи фронтов. 

На оси задаются условия симметрии 

дТ/дг=Эс/Эг = у/=*и)~0 . (12) 

Условие для на фронте растворения ГиР 

и фронте кристаллизации Г1С имеет вид: 

Ц/= О , др/Эг? - О , (13) 

где д/ Эп - производная по внутренней для области 
Ф нормали к границе. Температура меняется непре

рывно на межфазных границах, а условия баланса потоков 
тепла записываются с учетом выделения тепла фазового пе
рехода: 

А51(ЭТ/дп)а-(ЭТ/дп)^=5^Ут на Г ^ , ( 1 4 ) 

^(ЗТ/ап)$-(ЭТ/Зп)^=5^гГк на Г1С • (15) 



Здесь тТт к 1ГК - нормальные по отношению к фрон
там скорости растворения и роста, индексы при нормальных 
производных обозначают, что производная вычисляется в 
твердой фазе ( 6 ) или в расплава ( В ). 

На фронте растворения Гир условия баланса 
массы компонента имеет вид: 

-5с-'(дс/Эл)г-1Гтс = - г г т с х . ( 1 б ) 

Аналогичное условие баланса на Гсс имеет вид 

- 5с~'( Эс/д*)с -1ГАС=-1ГКСЫ (17) 

Концентрация С 301 = в' 5 ( Т) _ концентрация 
Сс/Те в закристаллизовавшемся материале, которая 

находится из линии солидуса равновесной фазовой диаграм
мы по значению температуры Т в каждой точке фрон
та. 

Для замыкания задачи необходимо определить скорости 
1ГК и 1Гт и тем самым связать концентрацию ком

понента на можфазных границах с температурой на фронтах. 
В рассматриваемой здесь постановке вводится предположе
ние о нормальном законе роста /20/ на Г/_ с 

^ ^ ( С - С ^ ) , СН-(?1'(Т), ( 1 8 ) 

где р - кинетический коэффициент. Обычно рост про
исходит в равновесных условиях, поэтому в ряде работ 

/13/ , / 1 5 / вместо ( 1 8 ) используется условие С^С^^ 
1а наш взгляд, условие ( 1 8 ) предпочтительнее, так как по

зволяет в явном виде определить скорость кристаллизации. 
По данным /20/ уГ ^ 10 3с м/с моль ; /<~Ю7-
Реально в расчетах использовалось р •— Л5~ , 
при этом из-за малой скорости роста С отличалось от 
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СЩл не более, чем не 2%. Такого рода выражение для ско

рости можно рассматривать и как вычислительный прием: уме
ньшение уЧ по сравнению с его физическим значением по
нижает точность выполнения равенства С=С^^ • однако по
зволяет существенно увеличить шаг по времени Т " . 

На фронте растворения Г^р задается такое же усло
вие, что и на фронте кристаллизации 

Таким образом, поскольку для двуххомпонентной системы 
температура фазового перехода не постоянна и зависит от 
концентрации, положение и форма межфазной границы в нашей 
модели определяется не только условиями (14) , (15), как 
для однокомпонентной системы, но и условиями (16)- (19) . 

В квазистационарноы случае в системе отсчета, свя
занной с нагревателем, фронты неподвижны, т . е . в непод
вижной системе координат фронты передвигаются параллель
но самим себе в аксиальном направлении, и скорость их 
смещения должна совпадать с 7ГМ . 

Краевые условия на боковой поверхности имеют 
вид 

Ч>=0 , й(гу/)/дг=о , дс/дг = 0, (20) 

-дТ/дг =- Яс1(Г К Т^(г)); ( 2 1 ) 

условие для температуры на твердой части Г боковой по
верхности имеет вид: 

-&д7/&*ЫГ*г (22) 

Если нет контакта боковой поверхности расплава с ампулой 
и учитывается конвекция Марангони, то вместо условия на 
производную от Ц> (условия прилипания) ставится условие 

со = - Мпт/Рг ЭТ/дг . (23) 
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3 . ЧИСЛсННЫЙ МЕТОД 

Приведем здесь основные особенности численного метода 
решения сформулированной выше дифференциальной задачи, под
робно описанного в /17/. А " я аппроксимации уравнений ( I ) -
( 3 ) , (8) в области вводится согласованная с текущим 
положением фронтов специальная треугольная сетка - триан

гуляция Делоне. Методика построения сетки связана с форми
рованием около расставленных в точек так называемых 
ячеек Дирихле /21/, которые являются контрольным объемом 
при построении разностной схемы. Консервативные разностные 
схемы строятся с помощью метода баланса /16, 17/. 

При переходе на новый временной слой фронты Гис и Гср 

сдвигаются с учетом текущей величины , Ук , определен
ных равенствами (18) , ( 19 ) . На вновь построенную сетку ин
терполируются значения функций , С с предыдущего вре
менного слоя, используемая интерполяция не нарушает баланс 
массы области. В разностные уравнения с конвективными чле
нами вводится математическая вязкость, получаемые схемы 
являются аналогами схем с направленными разностями. В рас
четах в расставлялось 500-1000 точек, средний шаг по 
пространству Ь ~* [/15. 

Поскольку число Праядтля в задаче мало, допустимо 
использование более грубой сетки в ^ ^ , , Ь2С при 
решении уравнения теплопроводности, поэтому здесь уравне
ния ( 9 ) , ( Ю ) аппроксимируютсян» прямоугольной равномер
ной сетке с шагами Нг - 1 Л 5 , - 7/76. Выделение теп
ла фазового перехода учитывается с использованием энталь-
пийного метода /22/. 

На каждом шаге по временя неявные по соответствующей 
переменной уравнения решаются поочередно, методике позво
ляет вести счет с относительно крупным шагом по времени 
Т 0.5-4. Это ограничение вызвано тем, чтобы за один 
шаг по времени фронт сдвигался на расстояние, меньшее ша
га И по пространству. Дополнительные очень жесткие 
ограничения на % возникают при учете концентрационной 
конвекции из-за больших значений 5 с - 88 и Сг ~ ДО7. 



Чтобы избавиться от этого ограничения, уравнения гидроди
намики сводятся к уравнении четвертого порядка относитель
но Ц) и интегрируются совместно с уравнением для с 
с использованием ньютоновских итераций по нелинейности. 

Контроль выхода решения на хвазистационарный режим 
проводится по установлению полей скорости, температуры и 
концентрации, по совпадению скоростей перемещения фронтов 
со скоростью движения нагревателя, и по равенству входя-
ще.*о с фронта растворения и выходящего с фронта роста по
токов компонента. Наиболее быстро устанавливались значе
ния температуры и концентрации, несколько медленнее ско
рости роста и растворения и наиболее медленно устанавли
вались суммарные по фронтам потоки в жидкую зону и из нее. 
Вычисления заканчивались, когда значение потока Са/ТЪ . 
входящего через фронт растворения, и значение потока Се1Те 
выходящего из жидкой фазы через фронт кристаллизации отли
чались менее, чем на *•№%. Значения скоростей движения 
фронтов ОТЛИЧЕЛИСЬ при этом от скорости движения нагре
вателя не более, чем на 3%. Такое решение в данной статье 
называется квазистационарным. Опыт вычислений показал, 
что дальнейшее уточнение решения уже на качественное ре
шение практически не влияет. 

4 . ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Расчеты проводятся для двух описанных в разделе 2 
видов зависимости Т^(ё) (нагреватели типа А и типа В) с 
последовательным усложнением модели - включением в модель 
тепловой конвекции, движения нагревателя, концентрацион*-
ной конвекции. В качестве начального приближения при у с 
ложнении модели берутся поля , С • Т • полученные я » 
предыдущем этапе расчетов. Все результаты, кроме опнсаж-
ных в разделе 4.5, получены в предположении плотного кон
такта расплава с ампулой. 

На всех рисунках данного раздела полностью изобража
ется плавающая зона, частично-прилегающие к ней явтвввяв 
и исходный материал. Штриховкой показан кристалл (часть 
области & с ) , находящийся всегда в нижней части рисунка, 
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и исходный матер; ал (часть области С2р ) - в верхней 
части рисунка. Левая граница всех рисунков является осью 
симметрии, оправа - поверхность, граничащая с ампулой. 

Заштрихованная справа полоска обозначает нагреватель 
о постоянной температурой Тн , движущийся вверх со ско
ростью 1ГН^0. Вектор д ускорения силы тяжести может 
быть направлен вверх или вниз. 

Изотермы проводятся в жидкой и твердой фазах, линия 
тока и линия С « СОП5Ё- только г жидкой фазе. Изотермы 
и линии равной концентрации на всех рисунках проведены 
эквидистантно. 

Радиальную неоднородность концентрации компонента 
С (/Те в кристалле в стационарном режиме характеризует
ся величиной Дс- ( С т л - )/ Сх , где С т я я и 

- максимальные и минимальные по радиусу значения 
концентрации СдТе в кристалле, Сж - исходная кон
центрация Се/Те переплавляемого материала. Расчеты вы
полнены либо для покоящегося, либо для движущегося с 
• 0.5 мм/час нагревателя. 

4.1. Г.окоящнйся нагреватель 
Процесс начального проплава в работе не рассматри

вается. Предполагается, что в начальный момент область 
расплава существует и представляет собой тонкую цилинд
рическую шайбу на Н д Те толщиной 21_0 (фронты Г/_р я 
Гис - плоские), находящуюся напротив середины нагрева
теля; температура в твердой • жидкой части полагается не
зависящей от Г и совпадающей с температурой нагревате
ля. Именно, при Ь - О: 

Т(г,г,)=ТИ{1) О*г41 ЩфВ^А) 

Рассчитывается последующий процесс про плавления и тепдо-
массопереноса в случае покоящегося нагревателя ( 2 ^ • 0 ) 



Т(К) 
Рис. 5. Изотермы и форма плавающей зоны; 

нагреватель А; $ » 0 , ^ • О 

и отсутствия конвективного течения ( у - 0 ) . На нестаци
онарной стадии происходит растворение исходного состава и 
затравки и в итоге формируется плавающая зона, форма зоны 
и изотермы изображены на рис. 5. Поскольку при тГн • 0 в 
стационарном состоянии на всех границах выполняется, 
как следует из (16) , (17) , условие Эс/дп . О, концент
рация в зоне постоянна, и, следовательно,межфазные грани
цы изотермические. Расчет при 0.05 привел к выпуклой 
в твердую фазу форме зоны с температурой фронтов Г - 1065°К 

и концентрацией в жидкой зоне С ( # " , 2 ) • С « 0.207. 



Рис. 6. Изотермы • линии тока; нагреватель А; 
$ ш 9.81 м/с», % ш О 

При 1ГН ш 0 стационарное состояние существенно за
висит от начальных условий. В частности, величина 1д в 
(24) фактически определяет конечное с в зоне, а следо
вательно, и величину Т температуры на фронтах, так как 
Г - 9и ( С ) . При уменьшении /_0 ширина проплава так

же уменьшается, поскольку возрастают С и Г • 
Учет гравитационной тепловой конвекции проводился 

от начального приближения, изображенного на рис. 5. 
Подъемно-опускное течение, возникающее при 6г"т

я 5-5-10 б 



( 2 - 9.8 м/сек*), слабо влияет на поле температуры и 
приводит лишь к небольшому изменению формы межфазных гра
ниц, что показано на рис. 6. Значение С при этом прак
тически не меняется, максимальная скорость течения в рас
плаве составляет 0.3 см/сек. 

4.2. Движущийся нагреватель 
Движение нагревателя приводят к возникновению пото

ков массы через мвжфатные поверхности. Черва фронт раот-
ворения в жидкую зону поступает компонент, а через фронт 
резта происходит отбор в соответствии с равновесной фазо
вой диаграммой. В отличие от случая покоящегося нагрева
теля, концентрация Сс1Те в зоне не постоянна. На рис.7 
изображена форма жидкой зоны, изолинии концентрации Сс/Те 

в ней и изотермы в случае, когда гравитация отсутствует и 
перенос компонента происходит только посредством диффузии 
от фронта растворения к фронту ^лечн. Видно, что концент
рация компонента в зоне монотонно убывает от фронта раст
ворения к фронту роста, при этом распределение концентра
ции в зоне носит квазиодноморный характер. Аксиальная за
висимость концентрации в зоне в диффузионном режиме в 
случае одномерной стационарной задачи носит, как показал 
Пфакн / I / . экспоненциальный характер, т . е . если уравнение 
(8 ) с условием (16) на фронте роста 2 - 2 0 в условием (17) 
на фронте растворения 2 • 2 , не зависит от Г* , то его 
решение имеет вид 

с*>сх[<-^ ехр(-1Гм8с(й-г0))], и») 

где к - равновесный коэффициент распределения. Кая вид
но из фазовой диаграммы, К ~ 4 . На фронте роста ив (26) 
получим С„- Сх/к , а на фронте растворения - с1 -
я с*0- > с о - А * " 
двухкомпонентной системы, в силу условии (18) , (19) и 
малой скорости роста, концентрации С0 , оливки к 
локальным равновесным концентрациям С^„ ( Т) на фронтах. 
Поскольку С0с С{ , различим в значения температуры фаз о-



вето перехода на фронтах роста и растворения, что приво
дит к асимметрии положения плаввпаей зоны относительно 
нагревателя. Другими словами, середина плавающей зоны сме
щена относительно нагревателя в сторону против его движе
ния. Значение температуры фазового перехода на фронте рос
та для одномерной задачи легко определяется из фазовой ди
аграммы, поскольку концентрация на фронте Сж/к извес
тна априори. На фронте растворения значение концентрации 

должно с точностью до 0 (/*"') совпасть с равновесным 
значением, определяемым фазовой диаграммой и искомым по
лем температуры в зоне. 

Анализ одномерной задачи применим и для объяснения 
качественных особенностей решения двумерной задачи. Пос
кольку 5с 1}"н мало, концентрация, в соответствии с (25) 
меняется почти линейно по длине зоны (рис. 7 ) . Ярко выра
жена асимметрия расположения зоны относительно нагрева
теля. Фронт растворения почти совпадает с линией равной 
концентрации, поэтому его форма близка к соответствующей 
изотерме. Фронт роста вогнутый в кристалл приблизительно 
на 0.8 радиуса, температура кристаллизации меняется на 
27 К при переходе от оси к боковой поверхности из-за из
менения концентрации Сс1Те на фронте. 

Конвективное течение, по тем или иным причинам воз
никающее в плавахщей эоно, вносит существенный вклад в 
перенос массы от фронта растворения к фронту роста. Рас
пределение концентрации внутри жидкой зоны, обусловлен
ное и конвективный перемешиванием, и диффузией, может но
сить весьма сложный характер. В жидкой зоне образуются 
области полного перемешивания, внутренние пограничные 
слои, пограничные слон около фронтов фазового перехода. 
Вычислительный опыт расчетов по модели, описанной в раз
деле 2 , показывает, что конвекция существенно влияет на 
форму фронтов фазового переходе, положение зоны относи
тельно нагревателя и распределение СсПе в твердой фазе. 

В качестве примера рассмотрим относительно слабое 
конвективное течение, возникающее из-за тепловой грави
тационной конвекции при ускорении 0.1 а в случае дви-
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Рис. 9. Изотермы, линии постоянной концентрации; 
нагреватель В; д » 0 . г/̂  = 0.5 мм/час 

жущегося нагревателя типа А. В расчетах используется ли
нейная зависимость (4 ) плотности от Т при оС ш 0, _/3 * 0 
( Сгт . Б.б-10 8, 6 г с . 0 ) . 

Изолинии постоянной концентрации, изотермы и линии 
тока показаны на рис. 6. В зоне образовались три вихря, 
интенсивный вихрь - напротив нагревателя, где максималь
ная скорость течения 0.1 см/сек, и вихри на порядок мень
шей интенсивности - вблизи фронтов. Такое трехвихревое 
течение возникает потому, что нагреватель типа А формиру
ет относительно длинную плавающую зону, в которой ради
альный градиент температуры положительный в середине зоны 
и отрицательный около фронтов. В результате в середине 
зоны оказывается хорошо перемешанная область, где гради-
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ент концентрации мал, а около фронтов - области, где 
диффузионный мае со перенос сравним по интенсивности с 
конвективным. Из рисунка видно, что, по сравнению с рис.7, 
общая длина зоны заметно возросла за счет увеличения рас
стояния от фронта растворения до нагревателя, зона распо
ложена относительно нагревателя практически симметрично. 
Величина Д с в случав, представленном на рис. 7, равна 
402, что обусловлено больней кривизной фронта. Конвекция 
в расплаве уменьшает радиальный разброс, величина Д с 

становится равной 2.5*. 
4 .3. Движущийся нагреватель В 
Из результатов 4.2 видно, что при расчетах с нагре

вателем типа А зона имеет длину ~ 4 радиусов. Для того, 
чтобы уменьшить длину зоны, при моделировании был исполь
зован нагреватель типа В. 

На рис. 9 изображены линии равной концентрации и 
изотермы для зонной плавки в условиях отсутствия конвек
ции. Массопереиос от фронта растворения к фронту роста, 
как и в случае, описанном в 4.2, носит квазиодномерный 
характер, но размер вони в кривизна фронта роста уменьши
лись. Фронт растворения стал выпуклым в жидкую фазу. 
Радиальная неоднородность распределения концентрации 
уменьшилась по сравнения с рис. 7 из-за уменьшения кри
визны фронта, Д С " 1 Г » . 

Естественная тепловая конвекция в случае зонной пла
вки с нагревателем В рассчитана с использованием зависи
мости плотности (4) при оС. о, у0 »» О ( & * г - 5.5-10 6, 
Вгс » 0 ) , что соответствует земным условиям. На рис. Ю 
показаны изолинии концентрации, линии тока и изотермы в 
случае, когда вектора д и антипараллельны. И при 
наличии конвективного течения «она остается относительно 
короткой, в ней формируется интенсивное подъемно-опуск
ное одновихровоо течение. Основной объем расплава полно
стью перемешан, а около фронтов фазового перехода сущест
вуют узкие концентрационные пограничные слои, толщина ко
торых менее 0.07 см. Максимальная скорость конвективного 
течения 0.55 см/сек. По сравнению со случаем, когда кон-
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Рис. 10. Изотермы, линии постоянной концентрации, линии 
тока; нагреватель В; д » 9.в1м/с*, г/и- О.Ьмм/час; 
антипараллельная ориентация д и ин 

векция отсутствует, зона относительно нагревателя распо
лагается симметрично, длина зоны увеличилась приблизи
тельно а 1.5 раза. 

Если вектора д и IXн параллельны, направление те
чения в вихре изменяется иа противоположное, что в итоге 
приводит к образованию зоны, изображенной на рис. I I . 
Характерные скорость течения и толцина концентрационного 
слоя такие же, как и в случае на рис. 10. фронт роста 
стад более плоским, а фронт растворения - выпуклым в рас
плав. 



Т (К) С у. 

Рис. I I . Изотермы, линии поотоянной концентрации, 
линии тока; нагреватель В; д » 9.81 м/с 2, 
1ГН - 0.5 ми/час; параллельная ориентация 

Интенсивное перемешивание может позволить получить 
кристалл с очень малой радиальной неоднородностью распре
деления компонента. Для того, чтобы улучшить однородность 
распределения компонент 1 в кристаллах КРТ, выращиваемых 
по методу Бриджмена, в риботе /23/прслпринимались специ
альные усилия для контролируемого увеличения перемеши

вания в расплаве. В наших расчетах величина с\с для 
вариантов, изображенных на рис. 10, I I , составляет ~1Х. 



Однородность распределим* компонента ухудшается, если 
вблизи фронта роста имеются два вихря противоположной 
циркуляции (ср./В/). Для варианта, изображенного на 
рис.II, это имеет место при 1~ ^ 0.75 . 

4.4. Расчеты с использованием нелинейной зависимости 
/>(С,Т) 

Следует отметить, что расчеты в разделах 4.2-4.3 
выполнены без учета гравитационной концентрационной 
конвекции в расплаве. Для растворов Сс/Ж Н$(,.Ж) 
известно, что плотность сильно зависит от концентрации 
Сс1Те , поэтому учет концентрационной конвекции не
обходим. Расчеты показывают, что при атом качественно 
меняется моссоперенос в ЖИДКОЙ зоне. ' 

Экспериментальные результаты измерений _/0 ( Т, х) 
для С(1 Н$(,.ж) Те , полученные в /19/ 
(см.рис.4), показывают, что наряду с сильной зависимос
тью плотности от С имеет место немонотонная зави -
симость плотности от температуры. В данном разделе ис -
пользовалась аппроксимация (6) этой нелинейной зависи -
мости. 

Характерной особенностью нелинейной зависимости 
является то, что до некоторого значения температуры рас
плава Т плотность _/Э при С з сола{ уве
личивается, а при 7*> Г* - уменьшается, как у 
обычных расплавов. Если концентрация Се/Те в плаваю -
цей зоне постоянна, что, например, имеет место при не -
подвижном нагревателе, то зависимость (6) может привести 
к изменению вихревой структуры естественной тепловой 
конвекции. Модельные расчеты показывают, что вместо од -
новихревого течения, подобного изображенному на рис.6, 
может возникнуть двухвихревая структура, когда расплав 
опускается вдоль стенки ампулы и около оси зоны. 



Рис.12. Линии постоянной концентрации и постоянной Рис.13. Линии постоянной концентра 
плотности; нагреватель В; ции; нагреватель В; 
д =9.81 м/с2 ; ТГМ -0.5 мм/час $ -9,81 м/с* ; ^ -0.5 мы/час 
о" и т7н антипараллельны. о" и гги антипараллельны; X. «0.2 



Концентрационная конвекция начинает существенно 
сказываться при движении нагревателя, когда возникает 
градиент концентрации в плавающей зоне. Рассмотрим да
лее результаты моделирования процесса зонной плавки с 
использованием зависимости ( б ) в случае, когда вектора 
д и Т/й антипараллельнь. Изолинии концентрации и 

линии равной плотности раствора для этого варианта при
водятся на рис.12. Так же, как и в случае, описанном в 
разделе 4 . 2 . , концентрация СаТц у фронта роста 
меньше, чем у фронта растворения, поэтому, как видно из 
( б ) , если пренебречь зависимостью ^ от Т , 
плотность пстворв около фронта роста больше, чем у 
фронта растворения. При аыипараллельной ориентации д 
и Т/н плавающая зона оказывается устойчи: л стратифици
рованной, т . е . более тяжелые слои располагаются у фрон
та роста, а легкие слои, обогащенные Сс/Те , находят
ся вверху - у фронта растворения. Па рисунке хорошо вид
но слоистое распределение плотности. Похожая ситуация для 
метода Бриджменв-Стокбаргора обсужадалась в работе /ТА/. 

При небольших радиальных градиентах температуры в 
расплаве, создаваемых в зоне нагревателем В, конвектив
ное течение в жидкой зоне не развивается (максимальная 
скорость менее 0 .001 см/сек) и зонная плавка происходит 
в отсутствии перемешивания практически в д иффузионном 
квазиодномерном режиме, подобном изображенному на рис. 
7 и 9 , Д с в этом расчете составляет 6 * . Расчеты по
казывают, что для веществ с белее слабой зависимостью 

:0 от о , чем ( 6 ) , возможен процесс зонной 
плавки такой, что стратификация расплава имеет месо не 
во всем объеме зоны. При этом конвективное течение лока
лизировано в области около нагревателя и не проникает в 
области с меньшим радиальным градиентом около фронтов 
растворения и роста. Тем самым может быть ускорен перенос 
вещества через плавающую зону с образованием около фронта 
роста области с чисто диффузионным переносом. 





Все вышеописанные результаты получении для зонной 
плавки СЫХ Нд(,_Х) Те с исходной концентрацией 

X. "0.3 . Результаты расчетов процесса зонной плавки 
для х. -0.2 представлены на рис.13 и качественно не 
отличаются от изображенных на рис.12. Заметно только у 
увеличение длины зоны, Ас -7,6$. 

Нетрудно видеть, что в случае параллельной ориен -
тации векторов д в гГн в расплавленной зоне будет 
неустойчивый градиент концентрации, что приведет к разви
тию конвекции. Для упрощенной модели зоны с плоскими за
ранее известными фронтами похожая ситуация рассматрива
лась 1 работе /25/. Возьмем в качестве начального приб
лижения решение, изображенное на рис.12, И изменим на -
правление д на'противоположное. Полученное в резуль
тате кваэистационарное решение приведено на рис.14. Ви
дно, что более тяжелые слон, обогащенные Нд Те 
у фронта роста, стремятся по направлению вектора д 
(опуститься "вниз") к фронту растворения. Они двигаются 
вдоль фронта роста к стенке ампулы в вдоль стенки ампу
лы до тех пор, пока не встречаются с сильнымподъеынс— 
опускным течением в середине зоны, появившимся из-за 
радиального градиента температуры. Таким образом, вну
три зоны образуется сложная двух вихревая структура, 
обусловленная совместным действием тепловой и концент
рационной конвекции. Это течение приводит к сложному 
распределению концентрации внутри зоны с образованием 
около фронтов и внутри зоны концентрационных погранич
ных слоев. Из-за конвективного перемешивания Д с 

меньае, чем в случае устойчивого распределения плотности, 
и составляет 2%. 

4.5. Конвекция Мврангени 
Если между поверхностью расплава и ампулой отсут

ствует плотный контакт, то в плавающей зоне может воз
никнуть термокапиллярная конвекция. В математической 
модели это сводится и замене условия прилипания на бо
ковой поверхности условием ( 23 ) . для КРТ число иаран го ни 



ТОО с У 

Рис.15. Изотермы, линии постоянной концентрации, 
линии тока; нагреватель В; 
9 «О ; 1 ^ -0.5 мм/час, 

Мпт -2.0 • 10 4 

А//1Г -2.4- ДО5 . Б данном разделе описываются пред -
верительные расчеты конвекции Марангони, проведенные для 
движущегося нагревателя В при числах Мп т -2.0 • ДО4, 
Сгг. 6гс . 0. Расчеты при Мп г -2.4 • ДО5 требовали 
больших вычислительных затрат; кроме того, не учитывалась 
концентрвциокно-калиллярная конвекция, так как авторам не -
известы данные о значениях ду/ дс для КРТ. Поэтому 
результаты при Мпт -2.0 • ДО4 , представленные на рис.15 



носят иллюстративный характер. Из сравнения с результатами 
рис.9 видно, что сильная термокап-'Иллярная конвекция 
приводит к изменению поля температуры в зоне и к появле
нию выпуклого в жидкую фазу фронта роста. Зона распола -
гается симметрично, по отношению к нагревателю. Около 
межфазных границ и в середине зоны образуются концентра
ционные пограничные слои, Д с « 3 , 6 % . 

Из-за того, что течение локализовано около свобод
ной поверхности и не проникает к оси кристалла, там об
разуется широкий пограничный слой. Это может привести к 
росту кристалла с относительно больной радиальной неод
нородного •••> около оси. 

б. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Как следует из результатов, изложенных в разделе 4, 
при росте двухкоыпонентных систем методом МДН положение 
фронтов и форма плавающей зоны определяются как условия
ми фазового равновесия на фронтах, так и конвективными 
процессами внутри зоны. Очевидно, что расчеты с исполь -
эованием однокомлонентной модели не могут дать адекватное 
описание процесса ни в случае покоящегося, ни в случае 
движущегося нагревателя. Действительно, в случае покояще
гося нагревателя концентрация внутри зоны постоянна и яа-

.ранее не известна. Температура межфаэных границ, которая 
также не известна, находится из фазовой диаграммы и, в 
итоге, определяется начальными условиями. Если же нагрева
тель движется, то фронты не являются изотермичными и, 
кроме того, в случае слабого перемешивания их средние 
температуры сильно отличатся. Поэтому правильное опре -
деление положения и формы зоны, а значит и конвективных 
процессов в ней с помощью однокомлонентной модели явля -
ется проблематичным. 

Таким образом, для адекватного описания процессов 
роста двухкомпонентных систем методом МДН следует учиты
вать тепломасообмен в плавающей зоне и условия фазового 
равновесия на фронтах роста и растворения. 
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Описанный в разделе 4 аффект смещения середины зоны 

относительно нагревателя (см. рис.7 и рис.9) имеет место 
в отсутствии перемешивания, в невесомости при плотном 
контакте жидкой фазы с ампулой. В земных условиях он мо
жет наблюдаться в устойчиво стратифицированных по плот
ности плавающих зонах (см. рис.12 антипараллельные ^ и 
Vи ) при плотном контакте с ампулой. Смешение зоны воя-

растает с увеличением скорости движения нагревателя. При 
больших скоростях зона может сильно отстать от нагрева
теля и, возможно, произойдет срыв процесса. Конвекция 
симметризует зону и повышает, таким образом, ее устойчи
вость по отношению к увеличению скорости движения нагре
вателя, т . е . появляется возможность повысить скорость 
выращивания. В невесомости смещение зоны уменьшается из-
за действия капиллярной конвекции (см. рис.15), а усло
виях земного тяготения - из-за гравитационной тепловой 
(раю.10 и рио.Шияи гравитационно-концентрационной 
4<ис.11) конвекции. 

Результаты, приведенные в разделе 4, позволяют оце
нить степень вляния тепловой и концентрационной гравита
ционной конвекции на тепломассообмен в МДН. Очевидно, 
что основным фактором, влияющим на характер и интенсив
ность гравитационной конвекции, является соотношение 
теплового и концентрационного чисел Грасгофа. 

Понятно, что при _/3 - 0 и сС у 0 (чисто концент
рационная конвекция) решения задачи при антипараллель
ной ориентации у и ьг

и будут иметь вид, изображенный 
на рис.12, 13. В случае же -Д ? О и о С - 0 получаются 
решения с сильным конвективным перемешиванием (см. рис. 
10 ) . Промежуточные случа! с оС* О.и /3/0 требуют более 
углубленного анализа. Модальные расчеты показали, что 
устойчиво стратифициорованная зона сохраняется и при ис
пользовании зависимости (4 ) при р~ 6 .5 -Ю" 4 К - 1 и <?С -
» 0 , 3 4 моль"*, если в качестве начального приближения 
брать устойчивое распределение концентрации. Это распре
деление сохраняется при значениях оС ̂  0,15 моль"* 



Если же в качестве начального приближения берется сильно 
перемешанный режим, показанный на рис.10, то конвекция 
при р - 6 . 5 - Ю - 4 к - 1 и -0,34 ноль" 1 не за -
тукает и картина процесса даже при наличии такой сильной 
зависимости плотности от концентрации не меняется по 
сравнение с рис.Ю. Это объясняется тем, что из-за силь
ного перемешивания концентрация в объеме плаващей зоны 
постоянна и поэтому концентрационная зависимость плотнос
ти не оказывает влияния на течение. Таким образом, при 
расчетах по линейной зависимости ( 4 ) , взя" в качестве на-
Ш Ы Ш условий два различных режима, можно придти к двум 
качественно различным решениям (см.рис.Ю и рис.12). Пре
дварительный анализ показывает, что взаимное изменение 
величин и 0> позволяет переходить от одного 

решения к другому и обратно. 
Таким образом, вопрос о том, какой из режимов кон

векции в жидкой зоне реализуется для конкретного матери
ала, необходимо решать с использованием вычислительных 
экспериментов. 

Результаты расчетов только тепловой гравитационной 
конвекции для случая движущегося нагревателя, приведен
ные в 4.2-4.3, по отношению к системе КРТ носят иллюстра
тивный характер, поскольку для этой системы, как показа -
ло моделирование с учетом ( 6 ) , основное значение имеет 
конвекция. Нелинейная зависимость (6) интересна тем, что 
величина Эр/ йТ является знакопеременной и, как 
видно из оценок, процесс роста КРТ проводится в таком 
интервале температур, где Эр/дТ является 

относительно малой величиной. Именно поэтому при гасче-
тах по зависимости (6) основную роль играла коцентраци-
онная часть зависимости плотности, что в итоге привело к 
появлению устойчиво стратифицированной плавающей зоны в 
случае антипараллельных О и \ТН . В силу всего ска -
эанного, при выращивании КРТ МДН вероятнее всего, что при 
антипараллельной ориентации 4 и ? , реализуется ре
жим с устойчивой стратификацией плотности. 



Как отмечалось выше, режим выращивания в отсутствии 
конвекции для КРТ можно обеспечить либо в невесомости 
при плотном контакте со стенками ампулы, что трудно под
дается контроле, либо а земных условиях при антипаралле-
лькой ориентации д и т7й и плотном контакте. Рас
пределение концентрации носит тогда квазиодномерный ха -
рактер и радиальное распределение по составу определяет
ся кривизной фронта. Если конструкция нагревателя обес
печивает создание плоского фронта, то тогда проблема по
лучения кристалла с однородным составом может быть реше
на. Однако , процесс выращивания придется вести с малой 
скоростью. 

Режим роста с сильным перемешиванием возникает при 
больших радиальных градиентах температуры в зоне, а так
же всегда при параллельной ориентации д и Vн . В 
таком режиме малая радиальная неоднородность кристалла по
лучается и при искривленном фронте роста, если структу
ра потоков такова, что вблизи фронта роста образуется 
один интенсивный вихрь. Зона симметрична относительно 
нагревателя, что позволяет вести процесс с большей ско -
ростьи. При этом,однако,в выращенном кристалле могут 
иметь место несовершенства, связанные с колебаниями ско
рости течения расплава около фронта роста (полосчатость). 

Перспективным для выращивания КРТ может оказаться 
режим, при котором в середине зоны создана область пе -
ремешивания, а около фронтов - устойчивые градиенты кон
центрации (этот режим упомянут в 4 . 4 ) . Тогда, вероятно, 
можно повысить скорость выращивания и при этом сохранить 
диффузионный режим роста вблизи фронта. 
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Безразмерные параметры. 

Наименование Определение Величина 

Отношение коэффициентов ^ 5 1 " ^ 5 / ^ 1 ^ ' * 4 

теплопроводности 

Отношение плотностей уОб1 = уЭ5/рс I 

Отношение теплоемкостей С!с= С /С 
Отношение температуропроводностей 0&1 = а&/ас 0.175 

Число Прандтля Рг =^СС О - 0 8 

Число Шмидта 5 с = Э / О ^ 88 

Число Гросгофа тепловое вгт=^^Я5Тм 0 - 5.5-Ю 6 

Число Грасгофа концентра
ционное 6гс=Ы.$Я/V' О - 2 - Ю 7 

Безразмерное ускорение 0 - 6.4-10 
силы тяжести С — Я д/^) 

Скорость движения нагревателя гГн = ^н^/^ 3.5-Ю" 

Число Стефана ^ " [Д ^^У^, ^ 0 , 1 

Безразмерная характеристика ^ ^ 
радиационного теплообмена Яс/ = <5ТМ Я/Ли 0.25 

Число Марангони Мпт = ЯТм(д^/дТ)/р^2-Ю4 

Относительная радиальная с С 
неоднородность концентрации А с

= — 
в кристалле х 

1-3 



Таблица 2 

Наименование Величина 

Радиус ампулы К 

Положение нагревателя /_г 

Длина нагревателя 1.н 

Масштаб скорости ъг 

Скорость движения нагревателя ггн 

Температура на нагревателе А: Тн 

В: Тн ^ 
Градиент температурь! на экране к:ЪТн/дг 

Плотность расплава . 

. 'х'еглоемАОСть расплава сс 

Теплопроводность расплава 

Кинематическая вязкость расплава V 

Коэффициент диффузии Р расплаве Б 

Коэффициент теплового объемного 

расширения _/3 = -(р) "' др/дТ 

Коэффициент концентрационного 
объемного расширения оС=-^~ др/'Эс 
Производная коэффициента поверх
ностного натяжения по температуре д^/ЭТ 

Удельная теплоте плавания х 

Постоянная Стсфана-Больцмана Сэ 

I см 

4.Ь см 

0.6 см 

4 ДО-3 см/сек 

0.5 мм/час 

1X66 К 

1190 1С 

62К/см 

197 К/см 

7.6 г/см8 

0.161 дж/г К 

0.056 вт/см К 

4 10" 3см 2/с 

4.5 К Г 5 са?/с 

6,5 Ю " 5 К " 1 

0.34 коль" 1 

-0.2Й дин/см К 

252 дж/г 

5.67 Ю" 1 2ВТ см" 2 К 

Свойство материала и геометрия системы 
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УДК 519.6+532.77 Ю.В.Апанович, Е.Д.Люмхио, 
Л.А.Пакул 
ИМИ ЛУ, Рига 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ГИДРОДИНАМИКИ И 
РАДИАЦИОННОГО ТЕПЛООБМЕНА В ПГОЦЕССЕ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ 
НАПРАВЛЕННОЙ КРИСТАЛЛШАЦИИ НА ПОЛОЖЕНИЕ И ФОРМУ 

МЕЖФАЗНОй ГРАНИЦЫ 

Качество монокристаллов арсенида галлия, выращенных 
методом горизонтальной направленной кристаллизации, в 
значительной степени определяется плотностью дислокаций, 
образующихся в растущем кристалле, которые связаны, в 
св.., гчередь, с термоупругими напряжениями в кристалле. 
Важной качественной характеристикой, позволяющей судить 
о распределении температуры в кристалле, является степень 
искривленности фронта кристаллизации. Математические мо
дели, позволяющие определять температурное поле в расп -
лаве и кристалле, должны учитывать кондуктивный теплопе-
ренос с учетом выделения скрытой теплоты плавления на 
границе раздела фаз / I / . Проведенный в настоящей работе 
в рамках подобной модели расчет, в том числе с учетом 
радиационного теплообмена между поверхностями расплава-
кристалла и муфеля, показал, что форма фронта существен
но отличается от зкспериме»-тально наблюдаемой в процессе 
роста арсенида галлия в рее 1Ьном технологическом процес
се / 2 / . В связи с этим возникла необходимость существен
но усложнить модель и учесть другие физические эффекты, 
которые могут влиять на форму фронта кристаллизации. Од
ним из таких эффектов является теплоперенос в полупроэач-
ных кварцевых лодочке и ампуле. Для учета полупрозрачнос
ти использовалась приближенная модель, предложенная в/3/. 



Другим важным фактором, влияющим на форму фронта, может 
стать конвекция в расплаве. Работ, посвященных м мелиро
ванию процесса направленной кристаллизации с учетом кон
векции в расплаве и нахождению фронта кристаллизации, 
сравнительно немного, отметим среди них работу /4/, в 
которой расчеты проводятся для модельных краевых условий 
на границах. 

Целью настоящей работы является сопоставление ре -
зультотов расчетов, выполненных в тех или иных прибли -
жениях, между собой и с экспериментальными данными о 
прогибе фронта работы /2/. 

I . Постановка задачи 

Слиток арсенида галлия кристаллизуется в горизсн -
тельной лодочке, перемещающейся с постоянной скоростью 
У л в заданном температурном поле цилиндрического му -

феля. На рис.1 схематично изображено центральное сече -
ни о установки и приведены обозначения расчетных облас -
тей. В модели предполагается, что скорость течения и 
температура вблизи центрального сечения не зависят от 
поперечной координаты 2 , поэтому расчеты проводятся 
в двумерном приближении. Предполагается, что за харак -
тарное время установления поля температуры Т г смеще
ние лодочки 1/п • Т г мало. Тогда можно считать, что 
краевые условия для температуры не зависят от времени, и 
рассматривать задачу в квазистационарном приближении. 
Математическая модель включает в себя уравнение тепло
проводности в расплаве и кристалле и уравнения естест
венной конвекции в приближении Буссинеска в расплаве. 
Уравнения записываются в безразмерных переменных. Раз
мерные величины, где возможно неоднозначное толкование, 
обозначаются буквой со знаком тильда. Б качестве мае -
штаба длины берется радиус лодочки /? , масштаба 

температуры - Т * = 1000е 

Ь = , масштаба 
= 1000 , масштаба времени 

, масштаба скорости V а \)//? , где 



Рис. I . Схема установки и расчетной области; I - муфель, 
2 - подставка, 3 - ампула, 4 - лодочка 



- коэффициент кинематической вязкости. В системе 
отсчета, связанной с муфелем, система уравнений имеет 
вид: 

ркСк(дТ/дИ+ (VТ)=Рг-'9 (Л^Т) ( I ) 

дСЗ/д^ * го{[сЗ- У7= -гс{го?<3+6гГу -угас/Т] (2) 

гой го? (р * 3 ( 3 ) 

V * гоЕ & , (4) 

где / -^температура; ЛК=АК/Ле , ря=$>к//>е' 
С х = С Л / С ^ , Л д .^О» , с*,, - коэффициент теп
лопроводности, плотность и теплоемкость в жидкой (к=#) 
и твердой (к=5) фазах соответственно; 
г? = ("гл* тгп , и, О ) - скорость движения 

среды относительно муфеля; & = (тг, и, О) - ско
рость движения среды относительно лодочки; 
Л - = 1 ? / ^ С^/А^ - число Прандтля; = ^ _ 
= / 3 " ^Я*Т* /^ г ~ ч и с л о ГрасгоФ8\ -(Чр/ЭТ)//> ; 
я =9.8 м/с* ; $=(0.-1,0). 
3 На твердых участках границы Г,, Г2 , Г6 

.задаются условия непротеканил и прилипания 

Ч>=0, дч//дп = 0 (б) 

На свободной поверхности Г, учитывается тер
мокапиллярный эффект и краевые условия имеют вид: 

^ - О, и)= - М- ЭТ/Эх , (6) 

г д е М = Мп/Рг . Мп = % Г * % • \Щ?/дТ\/Щр1 
- число Марангони; д^"/ЭТ - производная коэффици
ента поверхностного натяжения ^ от температуры. 



На торцах ложочки Г, , Г5 градиент температу
ры полагается совпадающим с градиентом температуры на 
стенке муфеля 

ЭТ/дп = ЭТ„/дх , ( ? ) 

здесь Тм (Л ) - распределение температуры на 
муфеле. 

На границе раздела фаз Г$ ставится условие 
Стефана 

А5 дТ/дп - ЭТ/дп = 32- 1ГК , (8) 

где тГк - нормальная скорость кристаллизации; 
51 - х $ / Т * • А $ ; э& - удельная 
теплота плавления. Скорость VА. находится из нор
мального закона роста 1ГК = ул • (Т„л - Т) на Г6 , 
где Тпй - температура плавления; /< - кине-
•л»иес. .И коэффициент. 

В краевом условии для температуры на ьерхней поверх
ности расплав-кристалл теплообмен излучением со стенкой 
цилиндрического муфеля учитывается с использованием 
метода сальдо /6/. Поверхность муфеля разбивается на 
элементарные площадю: - кольца шириной е/С^ > а верх
няя плоская поверхность расплава-кристалла - на элемен
тарные полосы шириной ао,! • Степень черноты муфеля 
полагалась равной / . В этом случае система уравнений, 
определяющих плотность эффективного потока излучения 

^ " • , выходящего с элементарной площадки у 
поверхности муфеля и плотность эффективного потока излу
чения , выходящего с элементарной площадки I 
поверхности расплав-кристалл, значительно упрощается и 
принимает вид: 



где - степень черноты кристалла (к=5) 
или расплава (к=1) ; <з ' ' ск-<# - угловые коэф-
фиценты между элементарными площадками I И у ; 

А у - площадь соответствующей элементарной площадки. 
Угловые коэффициенты вычислялись по методике, изложенной 
в /6/. Поток результирующего излучения С -ой 
элементарной плоаодки поверхности расплав-кристалл может 
быть записан в виде: 

(10) 

Для того, чтобы оценить влияние радиационных пото
ков в стенках ампулы и лодочки на форму фронта кристал -
лизации, рассматриваются две различные тепловые модели 
на нижней границе расплав-кристалл. 

В первой модели предполагается, что через стенки 
лодочки и ампулы и через подставку происходит теплообмен 
посредством только молекулярной теплопроводности, причем 
температура на стенках и подставке распределена линейно 
по 'толщине. Из непрерывности теплового потока получаем 
следующее приближенное краевое условие на нижней границе 
расплав-кристалл: 

А,в А„ 

где НЛ , НА , НП - толщина стенок лодочки, сте
нок ампулы и подставки, соответственно; А К 6 , А „ 
- коэффициенты теплопроводности кварца и подставки. 

На поверхности конического сужения лодочки задается 
теплообмен излучением с учетом теплового сопротивления 
подставки 

-А ЭТ/Эп =• 6,<Г( Г* - Г * ) , (12) 



где с, = ек/и + * б* • с (п„/л„) Т*). 
Во второй модели предполагается! что осуществляется 

радиационный теплообмен между расплавом-кристаллом и под
ставкой с учетом полупрозрачности кварцевых стенок лодо
чки и ампулы, а также теплообмен вдоль стенок за счет 
кондуктивного лучистого переноса. Нижней границей рас -
четной области здесь является не поверхность расплав-
кристалл, а стенка муфеля с заданной температурой, и поде 
температуры определяется не только в расплаве и кристал
ле , но и в стенка лодочки, стенке ампулы и в подставке. 
Уравнение, описывающее теплоперенос внутри подставки, 
имеет вид: 

/>„ с„ (ЭТ/д* , V» ЭГ/дх) = л„ л Т, ( 1 3 ) 

где _Р„, СП,К„ - плотность, теплоемкость и ко
эффициент теплопроводности материала, из которого изго -
товлена подставка. Приближенная модель теплорепеноса с 
учетом полупрозрачности аналогична описанной в работе 
/3/, но, в отличие от /3/, здесь рассматриваются не ци -
линдричсские поверхности, а бесконечные полосы. Уравне -
ние теплопроводности внутри стенки ампулы или лодочки 
имеет вид: 

= 3(Л^ дТ/дх)/дл * Э(Ак8ЭТ/ду)/ду^, 

где _ / ) ^ , С А ^ -плотность и теплоемкость кварцевого 
стекла; А к$ - коэффициент молекулярной теплопровод
ности кварцевого стекла; , \ 3 ^ - эффективный коэффици
ент теплопроводности кварцевого стекла в продольном на -
правлении; У , ; - объемная плотность энергии, погло -
щенная лодочкой (к-/) или ампулой (с— Л) за 
единицу времени. Предполагая, что источники у • 



не зависят от У в стенках лодочки и ампулы, выра
жения для ^1 можно получить в виде: 

где с/к , с т 1,2 - толщина стенки лодочки и ампу
лы; (2 ц , 0_п - суммарные плотнооти потоков излучения, 
направленные навстречу друг другу: выходящего из поверх
ности расплав-кристалл (йк) > и выходящего из под -
ставки (0,_); 5 - поток, являющийся выходящим с 
нижней границы стенки лодочки и входящим в верхнюю гра
ницу стенки ампулы. Опти<":ская толщина "тенки ампулы И 
стенки лодочки в продольном направлении много больше / . 
В этом случае учесть перенос энергии излучением в продоль
ном направлении можно, ограничившись приближением лучис -
той теплопроводности, т . е . 

где А рад - лучистая составляющая теплопроводности, 

В работе /7/ проведен анализ лучистой составляющей 
переноса коэффициент теплопроводности, и получены оценки 
Лрад П Р И различных температурах. 

В этой модели при постановке краевого условия на ко
ническом сужении лодочки предполагается, что носик лодоч
ки находится на бесконечно малом расстоянии от цилиндри -
ческой стенки ампулы. Теплообмен здесь рассчитывается по -
добно тому, как это делается в нижней стенке лодочки, ам
пулы и подставке, с учетом щели бесконечно малой ширины 
между лодочкой и ампулой. 



2. Численная реализация 

ИРжфааняя граница в процессе кристаллизации может 
иметь довольно сложную форму. Использование треугольных 
нерегулярных сеток позволяет достаточно точно описать 
сложную границу. В настоящей работе используется триан
гуляция Делоне, которая может быть однозначно построена 
при произвольно! расстановке точек сетки в области /В/. 
Из рис.1 видно, что расчетная область сильно вытянута. 
Поскольку особый интерес представляет область вблизи 
границы фазового перехода, точки сетки расставляются не
равномерно: по всей длине ваг сетки крупный, и только 
вблизи меяфааной границы ваг сильно дробится. 

Создание сетки Делоне связано с построением ячеек 
Дирихле, которые используются как контрольные объемы для 
аштроксимяции дифференциальных уравнений. В данной рабо
те для -Аппроксимации уравнений теплопроводности и естес
твенной конвекции использовались консервативные монотон
ные разностные схемы, приведенные в работах /9 , 10/. 

. Для учета переноса тепла вдоль лодочки и ампулы на 
стенках лодочки, ампулы и на подставке расставляются точ
ки сетки подобно тому, как они расставлены на нижней 
границе расплав-кристалл; для них строятся ячейки Дирих
ле (см.рис.2) и записываются разностные соотношения, вы
ражающие баланс тепловых потоков в продольном и попереч
ном направлении. Система уравнений, описывающая тепдопе-
ренос, решается для системы точек, включающих в себя то
чки в расплаве, кристалле, стенках лодочки и ампулы и 
подставке. 

Для нахождения положе.мя фронта кристаллизации ис
пользуется эехон движения фронта вида г г

д = уч ( Тп, - Т). 
Равновесная фазовая диаграмма на фронте при конечных 
скоростях реализуется при Г — Г„„ и у* — . 
Практические расчеты показывают, что при уч > ~ 2 Ю 3 

решение меняется слабо, в то же гремя дальнейшее 
увеличение ул приводит к тому, что счет приходится 
нести с малым вагон по времени, поэтому и наших расчетах 
полагалось у* = 2 - Юл , 



фронт кристаллизации 

Г 7 

I 

2 

3 

Рис. 2. Приыор сетки из ячеек Дирихле ь окрестности 
фронти кристаллизации; I - граница раздела 
риспла» (кристалл)-лодочка, 2 - лодочка-
анцула, 3 - ампула-подставка. 
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Рис. 3 Распределение температуры Тм(х) на поверхности 
муфеля и схема расположения лодочки внутри муфеля. 



Процесс решения сеточных уравнений и нахождение 
фронта кристаллизации можно описать следующим образом: 

1. Для точек разностной сетки на п временном 
слое, лежащих на фронте Г& , по известной температуре 
Тп вычисляется скорость кристаллизации. Проводится 
смещение этих точек по нормали к поверхности фронта: 

где К} , & - координаты точек фронта, -
угол между касательной к фронту и осью Оу . 

2 . о области С/ ^ 2 , имеющей новую меж-
фаэную границу, расставляются точки разностной сетки и 
строятся ячейки Дирихле. 

3. На вновь построенную сетку интерполируются зна
чения Т" , у/ я . 

4 . По известным на п временном слое полю 
температур и уравнению фронта с помощью неявной разност
ной схемы находится температура на г! -г I 
временном слое Г " " . Для решения разностных 
уравнений используются итерационные методы типа ОЯТНОМ1Ы 
/II/, реализованные для произвольной разреженной матри
цы. 

5. С использованием Т и по известным у / " 
находятся у / Л " на п + 1 временном слое. 
Таким образом, после выполнения этапов 1-5 находятся по
ложения фронта кристаллизации, поля Т"* и у / " ' ' 

В расчетах шаг по времени выбирался из условия типа Ку
ранта Т< 8- И /гпах /'У д/ ; И - средний шаг сетки; 
<^'~0.2, чтобы положение фронта менялось не больше, чем 
на половину ячейки. 

3. Результаты расчетов 

Расчеты проводились при следующих значениях харак
терных чисел: Рг~ 0.06Й, Ш « 0.114, Л6 /Л/. - 0.4, 



Рис.4 Результаты расчетов, полученные без учета радиационного теплообмена. 
а) изот<?РМК Б распльве и кристалле 
б) увеличенный фрагмент рисунка в области около фронта 



Результаты расчетов, полученные с учетом радиационного теплообмена, у\рад=3 вт/м к 
а) изотермы з расплаве и кристалле 
б) увеличенный фрагмент рисунка в области около фронта 



- 82 -
Сй / Ср - 0.96, р$ /рА - 0.9, Сг - 2 . 5 Ю 6 , М -

ж 1.8-Ю . Если определить число Грасгофа по перепаду 
температуры на муфеле над областью расплава, то Сг* = 
м 4-10^. В расчетах использовались следующие значения 
теплофиэических констант: Тп„. 1Ы1°К,И„ = 2 . 5 вт/мк, 
уЭ„ - 2800 кг/м 3 ,С„ = ИЗО дж/ кг-к, А,в - 1.7 вт/мк. 
р а = 2250 кр/м3,СЛ 1у - 1305 дк/ к г к . Д ^ » 3 вт/мк. 
Скорость протягивания подставки задавалась 6 ын/час. Дли
на лодочки 0.4 м, высота - 0.032 м. Распределение темпе
ратуры на муфеле взято из эксперимента/2/ и приведено 
на рис. 3, где также изображено расположение лодочки. 
В области предполагаемого фронта кристаллизации муфель 
имеет "окно". 

При расчете интегралов в (9 ) считалось, что темпера
тура на алементаром кольце муфеля постоянна, и только в 
облвсти "окна" она полагалась на 15° ниже Тм . 

Для того, чтобы оценить, насколько точно каждая из 
рассмотренных моделей описывает процесс кристаллизации, 
сравнивалось положение и форме межфазной границы, полу
ченных в результате расчета и эксперимента/2/. 

Полученный в эксперименте фронт кристаллизации в 
сечении хОу вогнут в сторону кристалла, имеет несиммет
ричную форму. Крайняя правая по х точка фронта нахо
дится на расстоянии ~ 1/3 радиуса лодочки от свободной 
поверхности. Прогиб фронта снизу, т . е . разность между 
крайней правой X -координатой и X -координатой на дне 
лодочки, составляет около 20 мм, а прогиб сверху - около 
5 мы. 

Фронт кристаллизации в расчетах по всем используе
мым моделям также имеет югнутую форму. 

На всех рисунках 4-9 изображены лодочка с распереде-
лением температуры в расплаве и кристалле и с распреде
лением линий тока в расплаве (если учитывалась конвекция), 
полученные в результате расчетов по различным моделям. 
Отдельно показана увеличенная облас.ь вблизи межфазной 
границы. Слева в лодочке расположен расплав, справа -
кристалл. Изотермы в кристалле построены с шагом 4 - Ю - 3 , 



в расплаве - 1-Ю - 3 . Линии тока приведены с шагом 100. 
Рисунки 4-6 соответствуют результатам, пол"ченним без 

учета тепловой конвекции. 
На рис. 4 представлены результаты, полученные по пер

вой модели, предполагающей кондуктивный теплоперенос по 
стенкам лодочки и ампулы. Видно, что кристалл у дна ло 
дочки подплавляется существенно больше, чем у свободной 
поверхности. Стрела прогиба фронта сверху составляет 
8,4 мм, снизу - 2.1 мм. 

Несколько ближе к эксперименту результаты, получен
ные по второй модели, предполагающей кондуктивный и ра
диационный теплоперенос по стенкам лодочки и ампулы. 
Варьировалось значение лучистой составляющей в коэффици
енте эффективной теплопроводности, которая полагалась 

ЛраЭ • 3 В Т / М К И КраЭ =» 6 ВТ/м -К к С М . р И С . 5 И Р И С . 6 , 

соответственно). Учет радиационного теплообмена немно
го уменьшил прогиб сверху (соответственно, 7.1 мм и 
6.6 мм) и увеличил прогиб снизу (4.9 мм и Б «9 мм). 

Тем не менее, достигнуть совпадения с экспериментом 
/2/ в рамках тепловой модели не удается, расчеты без уче
та конвекции дают заниженные значения стрелы прогиба 
фронта, а также несколько другую по характеру форму 
фронта. Результаты заметно меняются при учете гидроди
намики в расплаве С рис. 7 -9 ) . Течение жидкости образует 
два противоположно направленных вихря, что обусловлено 
характером нагрева муфеля (максимальная температура за
дана над областью, находящейся примерно в середине жид
кой фазы). Имеется сильное подплаьление кристалла у сво
бодной поверхности. 

Форма фронта кристаллизации, полученного с учетом 
гравитационной конвекции (рис. 7 ) , качественно совпадает 
с экспериментом, однако прогиб все еще занижен (стрела 
прогиба сверху составляет 4 мм, снизу - 8 мм). 

В этой задаче свободная поверхность занимает больную 
площадь. Перепад температуры на ней составляет 3—4 граду
са, причем самая горячая точка находится примерно на се 
редине свободной поверхности расплавь. Поскольку глубина 



Рис. 6 Результаты расчетов, полученные с учетом радиационного теплообмена, 
в) изотермк В расплаве и кристалле 
б) увеличенный фрагмент рисунка в области около фронта 

А ред=б вт/м к 
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Рис. 6 Результаты расчетов, полученные с учетом радиационного теплообмена, а также гравита
ционной и термокапйллярной конвекции 
а) изотермы в кристалле и расплаве 
б1 линии тока в расплаве 
в ; увеличенный фрагмент рисунка в области около фронта 



Рис. У Результаты расчетов, полученное с учетом радиационного теплообмена, а также 
гравитаиион.юй и теромокапиллярной конвекции при окорости протягивания =12 мм/ч 
а) изотермы в кристалле и расплаве 
б ) линии тока в расплаве 
в) увеличенный фрагмент рисунка Б области около фронта 
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слоя жидкости относительно мала, вихрь, вьгаванный термо
капиллярной конвекцией, проникает до дна лодочки и ока
зывает влияние на распределение температуры по всей глу
бине. Найденный с учетом термокапиллярной и гравитацион
ной конвекции фронт имеет стрелу максимального прогиба 
~ 18 мм (рис. 8 ) . 

При удвоенном значении скорости протягивания гГп = 
° 12 мм/час длина жидкой зоны существенно увеличивается 
(рис. 9 ) . Максимальный прогиб фронта составляет 30 мм. 

Результаты расчетов по второй тепловой модели с уче
том гравитационной и термокапиллярной конвекции близки 
к экспериментальным данным. 

Нельзя, однако, утверждать, что учтенные в этой рабо
те эффекты полностью описывают механизм теплопереноса и 
влияния на положение и форму фронта кристаллизации. В 
работе / 4 / показано, что при 6г>10* , Рг • 0.015, тече
ние жидкости имеет нестационарный характер, что, в свою 
оррпедь, может приводить к колебаниям межфазноП границы. 
Ь наш.а расчетах также наблюдались нолебания функции то
ча с амплитудой —Зв, при этом структура потоков вблизи 
фронта не менялась, и колебания практически не оказывали 
влияния на положение и форму.фронта кристаллизации. Для 
установления того, какой характер имеют эти колебания, 
численный или физический, необходимы существенно более 
подробная сетка и меньший шаг по времени. Поскольку в нас
тоящей работе не ставилась цель детального исследования 
колебательных процессов, расчеты проводилсь на сравнитель
но грубых сетках. 

Анализируя результаты расчетов, можно сделать следую
щие выводы: 

1. Учет полупрозрачны: кварцевых стенок лодочки и 
ампулы изменяет положение Ц форму фронта кристаллизации. 

2. Конвекция создает сильные гидродинамические тече
ния и существенно увеличивает стрелу прогиба фронта. 
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ПРЮДНЕНИЕ МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
О ВЗАИШДЕЙСТВИИ ИЗЛУЧАТЕЛЯ С НЕОДНОРОДНЫМ ПРОВОДЯЩИМ 

ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ 
Точное решение задачи о возникновении вихревых токов 

в о'дворояаом проводящем полупространстве-о" «с 2 •СО, 
<Д ч^+орпри условии, что на границе полупространства Д о 
расположен круговой виток с током, пглоцено в монографии 
/ I / . В работе /2/ данная задача обобщена на случай, когда 
виток с током, меняющимся по гармоническому закону, нахо
дится в воздухе в плоскости г*Ь>0 . В /2/ найдено влия
ние проводящего полупространства на виток с током (так на
зываемое внесенное комплексное сопротивление 2 ^ ) и прове
дены расчеты и 2& при разных частотах излучате
ля, позволяющие судить о глубине проникновения излучения 
в среду. В работе /3/ сделано обобщение работы /2/ на слу
чай, когда в проводящей среде имеется неоднородное включе
ние в виде конечного цилиндра, соосного с излучающим кру
говым витком. Точное решение такой задачи получить не удает— 

. ся. В /3/ приведено приближенное решение, полученное путем 
разложение решения в ряд по малому параметру $ _: - / , 
где (?| - проводимость среды, 0^ - проводимость включения. 
Для оценки погрешности приближения в /3/ проведено сравне
ние точного и приближенного решения задачи для случая, ког
да среда с проводимостью занимает полосу « 0 е , 
- 5 - 1 с Ц - 5 • Оказалось, что вплоть до ^ =0,1 в очень широ
ком диапазоне изменения других параметров погреикость для 
внесенного сопротивления не преаыяает й?. 

В данной работе методом малого параметра решается за
дача о взаимодействии излучателя в вице двухпроводной линии 
с неоднородным проводядим полупространством. По ДВУМ беско
нечно, расположенным в воздухе проводам, параллельным оси 
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У и имеющим координаты Щ и • в области г ;*? 
(зона 0) течет ток, меняющийся соответственно по закону 
±1№$ь)Ё'.« Проводящее полупространство расположено в об
ласти -оо<Х,_У^»оо , 24.0 и имеет проводимость всюду, 
за исключением области^-/>^%,±р ,-&>лу4.1ч0,-3-гьа 
к-5^ • которая имеет проводимость С ,̂ . Предполагается, 
что величина & = - 1 достаточно мала (малый параметр). 
Пусть 4р$Щ4$9)ъ А±(Х,2) в о т ь соответственно век
торные "потенциалы в зонах 0, I и П (зона I - проводящее по
лупространство без области & , зона П - область ) . Тогда 
математическая постановка задачи для функций Ас —^ц , име
ет вид (см. / I/ ) : 

А&Щ,ШШ$^&$ -~>*.4.С«»> ( П 

где I - амплитуда силы тока, /т> - абсолютная магнитная 
проницаемость, -саз С, % с"^-/ , <Г&) - цельта-
функция. Граничные условия: 

где - граница зоны П, /С - внешняя нормаль к границе. 
Кроме того 

До, АЛ -*0 " Р и о в . (6) 

Ищем решение задачи (1 ) - (6 ) в виде: 
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А4=А,°-пА^-, <8> 

Поставляя (7) - (9 ) В И ) - ( б ) , оолучим 

А(4.\^^-)--Т^(г-^-Хс1^ (ю) 

При 

(13) 

и 

Щ (Ас* I Ао-г •Щ (") 

на А : 

( 1 6 ) 

ШШ^ШШШЛ  ( 1 б )  

Приравнивая в (10)-(16) члены, не содержание "<*'"• полу
чим задачу для нулевого приближения в виде 

Х?4°*0, (18) 
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Решая задачу (17Ы20 ) , подучим . 

(21) 

в 

Приравнивая в (10)-(16) коэффициенты при & , подучим зада
чу д и первого приближения решения, т . е . для Аа > 41 • 

ЩЩ , . * > « \ ' . (23) 

аА!+к?41=с> , г го, *Ф#, (-*) 

Щ+ «?а;=-«хр'-«Ж {2Б> 

Уравнения (24) и (25) можно объединить в одно уравнение 

Граничные условия следующие: 
ври 2 ^ 0 : 

А1*4 (27) 

, * л < [ ° > ь ' - 0 > 

(28) 

Отметим, что граничные условия (15* и (16) не ставятся, 
т.к. они для уравнения (26) выполняются автоматически: ес
ли свободный член (первая часть уравнения (26) ) терпит ко
нечный скачок на линии С , то этот конечный скачок на Ь 



(30) 

(31) 

Реамм задачу (23)-(2о) отдельно ждя четного • начетного 
случаев. Реаюние в общем случае будет равно сумма четного 
в нечетного реамнми. 

Ооерв* рассмотрим четный случай. Дм этого в уравне
ние (26) вместо А, надставим 4-^ГГ • Тогда подучим эадд-

ДАС'-С, 27С, 132) 

1Х6Г 

при 

41Д'-*о "Р" У * 4 » » * т * й » ( з о ) 

Г' *• / Т ' - П 

эл. ' с > 7 7 - 0 . 

претерпевает вторая производная по < н по н , а сама 

функция А. и ее нормальная производная . . ' - непрерыв
ны на /. . ? • * 

Для речения задачи (23Ы28), функция ^*Л,2), за 
двинув формулой (22 ) , удобно разбить на сумму четной и не
четной оо X функций 

А?С<г)~А'/г4,г+А/щ) (29) 



ш^ь 136) 

о 
После применения косинус - преобразования Фурье к задаче 
(32)-(35) получим 

о 

(38) 

(39) 

/в ->,о. е с л и г - г о = , А'е -^о . если 2 -г -ао . («и» 

Решая эту задачу, найден ^ е в виде 

Л,4г Га, хчт)1, (41) 
'с 

где ъ ° ^ '* 

Применяя обратное косинус-преобразование Фурье, получим 

/ С (Ф V?к'оШх и а , (43) 

(42) 

К. ° 
где 4С. определяется формулой (41), 

В нечетном случае также надо решить задачу (32Ы35), 
только в право! части уравнения (33) вместо А,'~^г ставит-

Задачу (32)-(35) решаем косинус - преобразованием Фурье. 
Введем обозначения 



0 я 'т/Д<Ч 0 0 Ф°Р*У л е (38) • Применяя к полученной задаче 
синус-ореобрааоа&нне Фурье, получим ее решение а чиде: 

о 

ГДЕ ао 

Похныя ОТВЕТ д и А^Хь^ъжякрща: 

О О 

/ * / ' г * ! * 

г*-л* !?' 
Перейдем • безразмерным величинам, положив 



X ЯЬ/УС$ъ/>)е*я(<4 нр) -л &05{&хр) и П/ПМР) , 

( Щ И * * - * * ) 

На ЭВМ вычисляется величина 

которая может быть определена экспериментально. Результаты 
вычисления при различных значениях параметров приведены на 
рис. I . Как видно из рисунка, наблпдасгся связь между мак
симумом величины (который тем резче, чем мение без
размерная величина аазора х ) и полушириной с дефекта: во 
всех вариантах счете значение ЗСС -. 1л на 0,6 меньше величи-

Тогда формулы ( 4 5 Ы 4 7 ) примут вид (в дальнейшем чер
та над Хс опущена): 



0,5Г 4,0 /,5" 4,0 

Рис. I . Зависимость модуля | 2 ^ [ от 
пря различных значениях пара
метров: 

-0,5; /5 - I ; 3 -0.55; г -0,05» /э -1,0 
ПоС-0,1; 0 - 1 ; .5 -0,55; 1-0,05; />-1,0 
Ш ^ - 0 , 1 ; /5-й; 5 - 0 , 55 ; г -0 ,05; />-1,0 

ВоС.-0.1; /3-1; 5 -0 ,55 ; -Ь-0,05; />-2,0 

им Р . Последнее обстоятельство является ванным для 
расшифровки сигналов в задачах дефектоскопии. 
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РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ И ТЕРМОУПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ В 
МОНОКРИСТАЛЛАХ ПРИ БЕСТИГЕЛЬНОЙ ЗОННОЙ ПЛАВКЕ 

Одномерная задача, моделирующая бестигельную зонную 
плавку, исследована Д.Дональдом / I / ; с с асимметричную за
дачу численно исследовали Н.Кобаяии /2/, Б.Анисютин /3/. 
В работах /2/, /3/ изучена стационарная задача Стефана со 
свободном боковой поверхностью расплавленной зоны, форма 
которой отлична от цилиндрической, и получены зависимости 
размеров проплавленной зоны от мощности нагревателя. Ус -
тановлено, что температурный режим и вид границы раздела 
фаз влияет на распределение напряжений в кристалле, кото
рое, в свою очередь, существенно сказывается на формиро -
вании структуры монокристалла. Возникающие напряжения 
влияют на образование дислокаций и их размножение. Веди -
чина термоупругих напряжений служит основой для определе
ния безопасного режима охлаждения, для анализа условий 
образования дислокаций и для оценки плотности дислокаций. 

Для монокристалла кубической симетрии с осью 2 , 
ориентированной в кристаллографическом направлении [и] , 
осредненное по угловой переменной среднеквадратичное сдви
говое напряжение в плоскостях скольжения можно рассчитать 
по формуле /4/: 

где (эг , б"у,, <6Ь , <эгг _ термоупругое напряжение в 
кристалле. 



Использование формул для осреднению: напряжений по
зволяет рассматривать кристалл как изотропное тело. Если 
б ' вычислено, то плотность дислокаций в областях, где 
выполнено условие 

можно оценить по формулам, приведенным в работах /4/,/5/. 
Экспериментальные наблюдения для монокристалла кремния 
дают /6/: 

Г у т 150 г/мм1, 

а также значения коэффициента Пуассона 0 = 0,285 ; 
модуля Юнга Е т 11,05 Ю6 г/мм2 

; модуля вектора Бю-
ргерса 6= 2,8 10'7мм . В этом случае расчеты тер
моупругих полей для различных условий выращивания дают 
оценку возможности пластической деформации и позволяют 
оценить плотность дислокаций в кристалле. 

Расчеты напряжений в кристалле проведены методом 
конечных элементов. Использовались 8-узловые изопарамет-
рические элементы, что позволяет приближать границу об -
ласти квадратичными функциям. Предварительно была рассчи
тана тепловая задача с разбиением всей области, занятой 
образцом на такие же элементы. Определялась граница раз
дела фаз и значение температуры в узлах элементов, что 
являлось входными данными для термоупругой задачи. 

Постановка тепловой задачи. Требуется рассчитать по
ле температур Т(г>2) и форму поверхности жидкой зоны 
в осесимметричном обрааце длины I. в условиях невесо -
мости. Нагреватель расположен в центральной части образца 
и мощность теплового поток» ^ считается равномерно 
распределенной по длине С . 

В каждой из фае (твердой, где температура Т ниже 
температуры кристаллизации Та к жидкой, где Г выше 
7"# ) выполнено уравнение Лвялеев: 

д Г = О. ( 3 ) 



- 103 -
На оси симметрии г = 0 выполнено условие 

дТ/дг =0. (4) 

На боковой поверхности Г — ̂  (ё) выполняется условие 
баланса потоков тепла: 

яг ЪТ/дп^-еШтЬ-Т;)-*}), ( 5 ) 

где зе. , 6 , $0 - коэффициенте теплопроводности, чер
ноты и Больцмана соответственно, Т0 - температура внеш -
ней среды, ^ - тепловой поток от нагревателя, п - еди
ничная внешняя нормаль к боковой поверхности. 

На границе раздела фаз температура равна температуре 
кристаллизации 

Г (г, 2) = Т„ (6) 
и выполнено условие Стефана, которое в стационарном случае 
принимает вид 

(7) 

где Ь\ - единичная нормаль к поверхности фазового перехо
да, а квадратичные скобки обозначают, что берется поток 
тепла при переходе через поверхность разрыва. Коэффициент 
"теплопроводности ж. предполагается кусочно-поотоянной 
функцией температуры: 

идей-
Чтобы задать граничные условия на торцах рассмотрим, при
веденное в / I / решение для задачи в одномерной постановке. 
Для температуры Т(г) получено следующее выражение (на
чало координат совмещено с межфазной границей): 

Т(2) = Тя/(< + г/А0)*\ 
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Я0 - радиус заготовки. Из этого выражения можно вычис
лить значение температуры на достаточно удаленном от 
границы раздела фаз торце. Запишем полученные условия в 
следующем виде: 

Г (Г, И/2)» Т а/2). (10) 

Чтобы численно решить задачу ( 3 ) - ( 7 ) , ( Ю ) , введем 
новую зависимую переменную .̂ 

( I I ) 

и сделаем замену независимых переменных Г= -щ- ; г = — • 
В дальнейшем черточки опускаем. Тогда граница°раздела0 

фаз определяется из условия 

О(КшУ±0. ( 1 2 ) 

Условие Стефана в такой постановке эквивалентно требова
нию непрерывности первых производных функции II , что 
всегда выполнено для решения уравнения Лапласа. 

Для 11 в нашем случае имеем выражение 

(13) 

где 

Задачу ( 3 ) - ( ? ) , (Ю) перепишем в новых переменных 

ЛС1=0 (14) 

во всей области образца. Лричем г = 0 имеем' 

эи1дг=о. . <16) 

При Г=$(2)//г0 • 

При г = * 1/2 имеем: 

и=та/2.)/т+-1. ( 1 7 ) 
с 
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Для расчетов перепишем условие (16) в следующем виде 
( Т0 можно положить равным нулю /3/ ) : 

Н(и) = а<5-0я0т*(<+ос«иу/0+и). 
Форма боковой поверхности жидкой зоны определяется 

из решения обыкновенного дифференциального уравнения вто
рого порядка 

(У+сГу» " б(/+в"УА *р = 0' (19) 

Уравнение записано в безразмерных переменных 
и обозначено С = Д(2)/СЪ , 

Ег - половина длины расплавленной зоны, Р° - кон -
с такта, определяемая в ходе решения уравнения с гранич -
ними условиями 

(20) 

Домножим (19) на СО и проинтегрируем по 2 , 
Получим: 

26 -6*Р°*С . 
('+в")# ( 2 1 ) 

Здесь С константа интегрирования. Теперь задача реша
ется методом последовательных приближений. Уравнение ( 2 1 ) 
представим в виде: 

Р ° - Г 

и+б\г)"г ~ • ( 2 2 ) 
Для нулевого приближения принимаются следующие значения: 
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В нашем случае (при #г<*.2см , Я0 = 0.75си , 

оС =» у ± 0,2 ) этот итерационный процесс достаточ
но быстро сходите*. 

Счет тепловой задачи проводится в такой последова- . 
телькости. Сначала хидиал зона задается с цилиндрической 
оокивоя поверхностью. По найденному цолю температур и по
ложению границы раздела фаз определяется длина боковой 
поверхности расплава. Для пилученной величины С6 рас -
счмтьвается форма боковой поверхности. Затем изменяется 
разбиение на конечные элементы в предполагаемой зоне рас
плава, чтобы учесть форму свободной поверхности, и прово
дится новый расчет температурного поля. Для небольшой мо
щности нагревателя ( Р - 291Р0 3*; 1,1 кЬт ) 
необходимо было провести 3-4 таким образом построенных 
уточнения решения. Для более мощного потока тепла хва -
тало двух уточнений. При этом сама форма фронта по срав
нению с первой итерацией изменялась в точке Г = 0 . на 
5-10%. Результаты расчета температуры и формы фронта 
представлены на рис. 1,2. 11а рис. I . изображены фронты 
кристаллизации соответственно для значений мощности на
гревателя: 1 - Р = / . / 5 я в г ,г-Р=<-3*вг 
3- Я = 1.0 кЁТ (боковая, поверхность расплава цилин
дрическая). На рис.2 . изображена форма фронта кристалли
зации при мощности нагревателя Р- 1,25 кВт 
и соответственно значениях с^-. : I - с^.— «=г. * 0,2 , 
2 - * = | $-0,3 . 2 

Для расчета напряжений разбиение области на конечные 
элементы изменяется с учетом полученной' границы раздела 
фаз. Соотношение между деформациями и перемещениями имеют 
вид: 



Рис. I . Рис. 2. 

Уравнения состояния: 

<*=[Е]с--[Е]б1 , 

где введены обозначения & , С , С 
бцы следующего вида 

С- ~(ёг, б-ъ , С г 2 ) 

<5 4= (с<1 т, и, о1ь т„ и, <<с т„ , 7 . о). 

Для матрицы [ Ь ] имеем: 

о о о 
у- Э 1-\> о 

0 0 0 (<-2д)/2 

(25) 

вектор-стол-

[Е] = 



Рис. Ь. Рис. с. 



Расчеты проведены с помощью вычислительно комплекса /7/, 
разработанного С.Н.Коробейниковым. В качестве теста была 
решена задача о термоупругих напряжениях для распределе
ния температуры вида: 

в цилиндре (0*Г$ 1 ; -14 2 ^ 1 ) ; торцы 

и боковая поверхность цилиндра свободны от напряжений. 
В работе /6/ для этой задачи приведено аналитическое ре
шение. В работе /4/ эта задача в качестве тестовой реша
лась методом конечных разностей. Из сравнения полученных 
внаяеВил 5 г и в расчетных точках о 
аналитическим решением получается, что точность метода 
конечных элементов одного порядка с точностью конечно -
разностного метода. 

Результаты основной задачи приведены на рис.3-6. 
Значения параметров соответствуют кремнию: 
Х1= 50 Вт/мк ; хя = 29 Вт/мк у Т+ = 1700 "К; 

6 = 0,46; Т(Г, =800°К . 
На рис.3-6 изображены изолинии Т при мощности 
р= ',23 кВт и значениям угла оС : рис.3 -
.еС^Я+0,2 \ Щ С . * - оС = & ; рис.5 -

— 0,2 • Заштрихованы области, где Т ^ 1"^>. 
На рис.6 изображены изолинии при мощности 
Я = /,6 кВт . Предельное значение Тцр 
не достигается. 
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ВОЗНИКНОВЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ОСВДПЛИРУЩИХ 
КОНВЕКТИВНЫХ ТЕЧЕНИЙ ПРИ Рг«=1 В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ПОЛОСТИ С ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ ПЕРЕПАДОМ ТЕМПЕРАТУРЫ 

( ЭКСПЕРИМЕНТ ) 

Задача о естественной конвекции жидкости с Р г « 1 в 
прямоугольной полости с различно подогретыми вертикальными 
стенками широко исследуется как численно, так и эксперимен
тально. В 1988 году была объявлена международная программа 

, использовалась 
/ I/ , где такая задача в качестве теста для сравне
ния различных численных методик. Задача имеет также и при
кладное значение. Например, как модель теплопереноса в про
цессах кристаллизации металлов и полупроводников из распла
ва. Эксперименты /2,3,4/ показали, что естественная конвек
ция переходит к осциллирующему режиму при числах Грасгофа 
выше критического значения Сг 5 6гК|> ( 6г « лТНУ(1_ 1 ) 1 ) ) . 
Также известно, что наложение поперечного магнитного поля 
подавляет осцилляции конвекции /2,4/. При рассмотрении за
дачи часто применяется двумерное приближение. Предполагает
ся, что при отношении ширины контейнера к высоте расплава 
ЧУ/Н порядка единицы и больше двумерное приближение обо
снованно на плоскости симметрии 7 = 0 (см. рис.1). Но име
ются экспериментальные данные, свидетельствующие о трехмер
ности естественной конвекции при переходе к осциллирующему 
режиму /2/. 

В работе /2/ показано, что при конвекции жидкого г а л 
лия в ячейке с Н/1_< I при числе Грасгофа 6г « с^дТН^ 
( ) , превышающем критическое значение 6гк(1, наблюдаются 
периодические осцилляции температуры. Было показано влил -



нив геометрических параметров 
Н / [ _ и на значение 

9^, а также установлено, что в 

осциллирующем режиме конвекции 
температурное поле существенно 
неоднородно в поперечном налрав -

Рис Л . Схема лении по оси 2 . Приведенные в 
эксперимента!ь- работе /2/ диаграммы распределе -
ной ячейки. ния фазы гармонических колебаний 

температуры на поверхности расплава неоспоримо свидетельст
вуют о трехмерном характере осциллирующего режима естест
венной конвекции. В этой работе также указывается на веро
ятное изменение моды колебаний в зависимости от геометри
ческого параметра И /1_ при = 0,43. Из приведен
ной зависимости частоты колебаний температуры при 6г «Сг»р 
следует, что в диапазоне Н /\__ = 0,2 + 0,28 осциллирую-
щй» тэежим конвекции может иметь вид, по характеру отличный 
от .•• читаемого при других значениях И/1_ 

В настоящем экспериментальном исследовании была пос
тавлена задача получить сведения об осциллирующем режиме 
конвекции жидкости с Р г « 1 при подогреве сбоку при фикси- . 
рованном геометрическом параметре Н /1~ •> 0,25, соответс
твующем объявленному в / I / . Опыты проводились при двух зна
чениях V//1_ : 0.91 и 1,36. В обоих случаях неизменной ос
тавалась ширина полости • 60 мм. В качестве рабочей 
жидкости использовался эвтектический сплав Зл-Ьа-$Л с 
Р|" " 0,019 и следующими физическими свойствами: кинемати
ческая вязкость ^ » 3 , 1 - Ю - 7 » г/с , коэффициент объемного 
расширения. /3 - 1,4-10"*' К~* и теплопроводность X ~ 
. 31 Вг-м^К" 1 . 

Днище - X а С и поперечные стенки - 2 щ Х//2 и 
2 и -ХУ/2 - экспериментальной ячейки были выполнены из 

органического стекла, теплопроводность которого намного 
меньше теплопроводности расплава --^ - - о л - \ы/ X л 
л б - Ю " 3 . 



- из -
В качестве торцевых стенок полости служили полые мед

ные термоды, через которые прокачивалась термостатирован
ная вода, температура которой для каждого термода поддер
живалась с точностью - 0,06 К. Верхнюю границу расплава 
при у - И покрывала пленка окисла. В опытах средняя тем
пература расплава (Т| + Т2У2выбиралась совпадающей с тем
пературой воздуха в помещении лаборатории. Над верхней гра
ницей расплава экспериментальная ячейка закрывалась тепло
изолирующей крышкой для уменьшения конвективного теплооб
мена воздухом. Вся ячейка теплоизолировалась. Таким обра
зом, с достаточной точностью можно считать, что для устано
вившегося стационарного теплопереноса торцевые стенки по
лости изо тчичны, а остальные границы теплоизолированы. 

Температура на торцевых стенках кокгролировалась дву
мя термопарами, расположенными на пов""»ности смачиваемой 
расплавом части плоскостей термодов в точках ( Н/2; 0,0) 
и ( Н/2; |_ ; 0 ) , соответственно. Для измерений локальной 
температуры расплава использовались дифференциальные тер
мопары медь-расплав-константан, принцип работы которых опи
сан в /5/. Диаметр термопар не превышал 0,25 мм. Для реги
страции сигналов термопар использовались нановольтметры по
стоянного тока Р - 341, что позволяло фиксировать локаль
ную температуру расплава с точностью, превышающей 0,01 К. 

В опытах основное внимание уделялось определению кри
тического значения числа Грасгофа Сг,р , при котором про
исходит переход к осциллирующему режиму естественной кон
векции, и исследованию осциллирующего температурного поля 
в расплаве. Оказалось, что определение &г,у затрудняет то, 
что для развития осциллирующего режима необходимо доста
точно большое внешнее возмущение. В отсутствие такого да
же при * 2• Ьг^стационарная конвекция наблюдалась в тече
ние более чем одного часа. было определено как при 
повышении перепада температуры 1а - I * • АТ с шаток: 0,1 К, 
так и при понижении С Т до значения Сгц, , при котором ло
кальные колебания температуры в расплаве гаснут до нуля. 
При обоих методах определения значения совпадали с 
точностью шага изменения с,Т. Критические значения сущест-



Расплав Рг ФГмВ Лит-ра 

0.019 0,25 0,91 (5,2 4 0,8) 10* данная 
работа 
_ п _ 

/3/ 
Зк-есд-5п 0,019 

0,019 
0,25 
0,25 

1,36 
1,36 

(3,8 * 0.8) 
(3,7 ± 0,5) 

Ю 4 

Ю4 

данная 
работа 
_ п _ 

/3/ 
Но 0,026 0,25 0,95 3,65 Ю4 /6/ 
6а 0,02 

0,02 
0,21 
0,29 

0,42 
0,43 2,5 ИГ /2/ 

€а 
0,02 
0,02 

0,21 
0,29 

0,42 
0,43 7,0 194 /2/ €а 

0,02 
0,02 

0,21 
0,29 

0,42 
0,43 

В установившемся осциллирующем режиме естественной 
•вЮв&фя в расплаве наблюдались строго периодические ко
лебания локальной температуры расплава. Период колебаний 
температуры во всех точках объема одинаков, но амплитуда 
и форма сигналов температуры варьируются в пространстве 
(см. рис.2). Анализ полученных записей колебательных сос
тавляющих локальной температуры в расплаве показал, что в 
любой точке объема расплава колебания температуры имеют 
две гармоники - | я 2 | . Частоте |" соответствует основной 

Рис.2. Синхронизированные диаг
раммы переменной состав-лХмлк 

. А Л Л Л Л / 

/\АЛЛЛ/ У 

Я 

ляющей температуры в пяти 
точках поперечного сече
ния ячейки л = \\ и и -
- 0 . 5 1 : I ) 2 = 0 , 
2) 2 - 0.125'У , 
3) 2 - 0,25 V , 
4) г - 0,375 V/, 
5? 2 - 0,48 V. 

венно отличались от двух реализованных значений геометри
ческого отношения -01%,- 5,2-ДО4 при V/!- = 0,91 
и 6Г^* 3,8-107 при V%/7̂  = 1,36. Полученные значения до
статочно хорошо согласуются с результатами подобных экспе
риментов (сы.Табл.1), приведенных в /6/. 

Таблица I 



период колебаний температуры. Фаза и амплитуда составляю
щих ^ и 2 |" меняются в пространстве. Используя си эсронную 
запись сигналов от двух термопар, было показано, что ло
кальная температура в симметричных точках относительно 
продольного вертикального сечения 2 - 0 совпадает в лю
бой момент времени. Поле температуры оказалось симметрич
ным к плоскости 2-0. 

Данный результат принципиально отличается от приве
денных в /2/ сведения, где температурное поле было асим
метрично. В этой работе приводятся измерения сдвига фазы 
колебаний температуры при геометрических параметрах Н 1\~ • 
- 0,37 и ш 0,43. Но в работа /2/ указывается, что 
в диапазоне Н/|_ от 0,2 V» 0,3 наблюдалась отличная мода 
колебаний температуры, которая детально НЧ исследовалась. 
Хотя имеющиеся данные и недостаточны, можно предположить, 
что в названном диапазоне Н /1_ осуществляется особая 
форма колебательной конвекции. 

Используя периодичность во времени температурного по
ля в расплаве при €г *6с г оказалось возможным измерение 
моментальных распределений температуры. Одновременное из
мерение температуры в ряде пространственных точек с соот
ветствующим количеством термопар было заменено последова
тельным измерением двумя термопарами в подобные моменты 
времени С I + Т П ) , где Ь - текущее время, Т - период 
колебаний температуры и п * 0 - 1 ; - 2 . . . . Одна из тер
мопар с фиксированными координатами слунила в качестве мет
ки времени, а другая фиксировала моментальное значение тем
пературы в исследуемой точке. Иллюстрацией описанной мето
дики служит рис.2, где диаграммы I и 5 записаны синхронно, 
а 2,3 и 4 - со сдвигом во времени г\Т относительно диаг
раммы I . 

В опытах детально исследовалось периодическое во вре
мени температурное т л е в расплаве при Ь г » 2,3-вг^ , 

Н/1_ - 0,25 и \//\_ ш 0,91. 
Размах осцилляции температуры в центре полости (Н/2 , 

1_/2, 0) достигал до 20? от продольного перепада темпера
туры медду торцевыми стенками Д Т . Период колебаний тем-
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Рис.3. Распределение 
температуры в два момен
та со сдвигом во времени, 
равному половине периода 
колебаний.О - соответст
вует измерениям в момен
ты максимума температуры 
в точке ос-0,5Н, у -0,51. 
и 2 - 0; • - в моменты 
минимума температуры, 

г ) а) распределения Т / л Т в 
продольном направлении 
при X . 0,5 Н и 2 - 0; 
б) то же в поперечном на
правлении при X -0,94Н 
и у »0,ь1_ и в вертикаль
ном направлении при у -
- 0,б1_ и 2 - 0 (в) и 

2 . 0 т48\л/ ( г ) . 



пературы в этом режиме V « (32,5 - 0,5)с. 
На рис.З показаны моментальные распределения .'емпера-

туры в два момента периода Т колебаний температуры - кру
жочками показаны значения температуры в момент, когда в 
центре расплава (/7/2, („/2, 0) наблюдается максимум тем
пературы, а точками - минимум. На рис.З а) показаны распре
деления температуры в продольном сечении Л = Н/2 и 7 = 0 . 
Колебания в точке » |_/2 в этом сечении практически сов
падают по форме с показанными на диаграмме 5 - рис.2. Ло
кальные колебания температуры в данном сечении с приближе
нием к термодам изменяются таким образом, что фазы частоты 

| м 2 [ сдвигаются вместе приблизительно на четверть пери
ода и амплитуда частоты 2 > растет относительно амплитуды 
частоты ^ . Здесь необходимо отметить, что на поверхности 
медных торцевых стенок разках колебаний температуры не до
стигал нулевого значения, что связано с конечной толщиной 
медной стенки термодов, разделяющей расплав и термостатиро
ванную воду, и высокой температуропроводностью меди. Отсю
да следует, что в эксперименте не выполнялось строго усло
вие изотермичности торцевых стенок. 

Наиболее интересную информацию несут поперечные расп
ределения температуры - рис.З б ) - при у • !_/2. Моменталь
ное значение поперечного перепада температуры, в среднем 
по времени близкое к нулю, достигает ^ 0,1 ДТ. На рис.2 
показаны синхронные записи колебательных составляющих тем
пературы в пяти точках поперечного сечения, соответствующих 
распределениям температуры на рис.З б ) . 

На рис.З в ) , г ) показаны моментальные распределения по 
высоте в вертикальной плоскости у • 1-/2, включаюгей попе
речное сечение, соответствующее рис.36.Из них следует,что 
вертикальный перепад температуры меняется очень пало, и в 
любой момент периода Т остается положительным. В сечениях 
у . 1/2, 2 » 0 и у* 1./2, 2 - 0,93-\л//2 составляющие 
колебания температуры | и 2 ^ , незначительно меняют фазу 
и амплитуду, т . е . колебания синфазны по всей глубине расп
лава. 



Из анализа приведенных данных следует, что в осцилли
рующем режиме конвекции наряду с продольным теплопереносом 
от горячего термода к холодному существует также и интен
сивный тепдоперенос в поперечном направлении. Однако, ос-
редненный во времени теплоперенос в поперечном направлении 
близок к нулю. Очевидно, что такое периодическое во време
ни поле температуры в расплаве может существовать лишь при 
существенно трехмерном характере теплопереноса. Следует, 
что поставленную в / I / задачу об исследовании осциллирую
щего режима естественной конвекции в прямоугольной полости 
с Н / Ь - 0,25 и \л//Ы необходимо обязательно решать в 
трехмерной постановке. 

Так как результаты измерения поля температуры в расп
лаве не дают достаточно четкой и наглядной картины теплооб
мена в ячейке, представлялось целесообразным провести изу
чение движения на поверхности расплава путем визуализации 
возникающих здесь течений. При этом, безусловно, нарушались 

граничные условия на границе X • 
« Н , оговоренные ранее. Механичес
ки удалялась основная масса окис
ла с поверхности расплава. Над по
верхностью расплава емкость запол
нялась раствором н а в этиловом 
спирте до высоты л* 2 мм. Это поз
воляло получать подвижную картину 
расплава. Такое изменение гранич
ных условий не повлияло на период 
колебаний температуры в расплаве. 
При 6г = 2,3-Ог^период остался пре-

хким тХш (32 ± 0,5)К. Детальные 
ж следования влияния изменений в 
граничных условиях на поле темпе
ратуры не проводились. На рис.4 
показана схема течения в два моме
нта, отстоящих по времени на V /2 . 
Визуализация проводилась мелкими 
частицами графита, которые лежали 

а) 

ч 

Ь) 
Рис.4. Схемы на

блюдаемых каотин те
чения на поверхности 
в два момента со сдви
гом по времени, равно
му половине периода 
колебания. 



на подвижной поверхности расплава. 
Наблюдаемое на поверхности движение имело явную перио

дичность, совпадающую с V. При максимуме скорости течения 
на плоскости симметрии 7 - 0 при у ^ 1_ / 2 в направлении от 
горячего к холодному термоду вблизи ХОЛОДНОЙ торцевой стен
ки наблюдалось симметричное растекание этой центральной 
струи вдоль торцевой стенки к ПОПЕРЕЧНА И далее ВДОЛЬ этих 
стенок в обратном направлении, максимум температуры у повер
хности при Ц = {-/2. к 2=0 запаздывал в отношении макси
мума скорости приблизительно на четверть периода. Через че- • 
тверть п"1»ода ДВИЖЕНИЕ на поверхность гэчти затихало, а по
том развивалась картина движения, показанная на рис.4,в. 

Наблюдаемая картина движения на г. рхности расплава 
хорошо коррелирует с данными измерений температуры и прояс
няет характер конвективного теплопереноса в поперечном на
правлении. Очевидной становится причина сдвига фазы основ
ной частоты ^ приблизительно на противоположную между плос
костями г = 0 И 2 « ± \ * / / 2 . Двойная частота 2 ^ связана, 
вероятно с наличием свободного сдвигового слоя скорости 
вблизи плоскостей 2 - - \Г / /4 вне непосредственной близос
ти торцевых стенок у •= 0 и у « 1_ 

Эксперимент показал, что в развитом колебательном ре
жиме естественной конвекции при ЬГ >8г;РТЕПЛОПЕРЕНОС в 
расплаве трехмерен. Об этом свидетельствует начичие сущест
венных моментальных поперечных компонент градиента темпера
туры ЭТ/Эг и скорости и,. Отсюда следует, что применение 
двухмерных численных моделей при исследовании колебательной 
естественной конвекции при рассмотренных значениях числа 
Прандтля Рг И геометрического соотношения Н/1_ МОЖЕТ не от
ражать реальных явлений. 

можно предположить, что существенное влияние попереч
ного размера ячейки -\*//|_ - на величину 6г"кР определяется 
не только вязким трением на поперечных стенках, но И тем, 
что длина волны в поперечном направлении развивающихся трех
мерных возмущений стационарной конвекции может принимать 
лишь дискретные значения, соответствующие поперечному разме
ру ячейки. 



Подчеркнем, что граничные условия задачи в / I / прак
тически неосуществимы в физическом эксперименте. Это сле
дует из того, что наряду с упомянутой неопределенностью 
граничных условий для скорости на верхней границе при раз
витом колебательном режиме естественной конвекции невоз
можно также реализовать в опыте используемые в / I / тепло
вые граничные условия. В эксперименте наблюдалось, что ко
лебания температуры в расплаве имеют конечную амплитуду и 
на границах области. Это означает, что условия адиабатич-
ности и изотермичности на соответствующих границах не вы
полняются. По-видимому, целесообразно при постановке зада
чи допочнительно включать в рассмотрение область стенок 
ячейки. 
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С.И.Быков, А.Л.Кольихин. Е.Г.Окудич-Каэарин, 
Т.Е.Смирнова рту, Рига 

11АТЕЫАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ КОМПЛЕКСА НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
МЕТОДОВ ИССЛЕДОВАНИЯ ТЕПЛОПРОВОД! 10СТИ ГАЗОВ И 

ЮДКОСТЕЯ 

Развитие современных технологий неыь-'-яиыо без глубокого 
внанил физико-химических и, в частности, тепдофиаическмх 
свойств перспективных, технически важных газов и жидкос
тей. Экспериментальные методы исследования теплофизичео-
ккх свойств веществ являются одним из вахнейыих источни
ков информации при изучении структуры молекул, процессов 
переноса, критического состояния вещества и других фунда
ментальных физических проблем. 

В настоящее время среди большого разнообразия методов 
исследования теплофнэическнх свойств веществ начинают до
минировать нестационарные методы, обладающие рядом преи
муществ перед традиционными стационарными методами. Среди 
.преимуществ можно отмотать: чплоеть и кратковременность 
возмущений, внос им их в излучаемую среду, что имеет принци
пиальное аначсние при исследовании в околокритической об
ласти и в електропроводящих средах, быстрота получения 
информации и возможность одновременного получения данных 

по комплексу теплофмэических свойств, таких как теплопро
водность, температуропроводность и теплоемкость, возмож
ность глубокой автоматизации проведения ехспериментв и 
обработки результатов. Рае личные вопросы, связанные о 
проблемами вкспериментальных измерений, подробно обсужда-



ются в работах [1]-|Д]-
использование бнетродойствупвях иикропроцессорных сис

тем позволяет совместить ряд существующих нестационарных 
методов намерения, таких как метод линейного источника, 
импульсный метод л других в единый комплексный метод с по
лучением в одном опито данных о свойствах веществ при раз
личных типах возмущения среды. Такой метод многократно по
вывает достоверность и информативность получаемого матери
ала. С другой стороны, применение комплексного метода поз
воляет проводить исследование свойств 8Лвктропроводящих 
сред, для которых получение надежных данных традиционными 
методам" затруднено из-за шунтирующего действия исследуе
мой среды. В связи с атим становится необходимым иметь 
решение нестационарной задачи теплопроводности при наличии 
внутренних источников теплев!-деления по всему объему нау
чаемой средн. 

В качестве конкретной физической модели выбран метод 
возмущения тонкого цилиндрического зонда прямоугольным им
пульсом электрического тока переменной протяженности в 
влектропроводящеГ, среде. Измерение параметров исследуемой 
среды в экспоримонте проводится на различных временных 
участках воэмущаздого воздействия и после его окончания. 

Рассмотрим цилиндр исслпдуемой сроды радиуса *? 2 , на 
оси которого расположена тонкая металлическая нить радиуса 

Внутреннее тепловыделение как в слое исследуемого ве
щества, так и в металлическое нити в момент пропускания 
прямоугольного импульсе тока считаем поетояннш. Примем 
следующие основное Предположения I I ] : 

Лтеплофиэичесгае свойства исследуемой среды и ядра 
не зависят от температуры, 

2) распределение температур в исследуемом слое и нити 
осеснмметрично и не зависит от осевой коотдинаты, 

3)поток излучения с поверхности ядра пренебрекнмо мал, 



4) внешня граница исследуемого слоя термоотетирована, 
б)температурный контакт на поверхности раздел; сред едш 

таем идеальный, т . е . пренебрегаем температурным скач
ком не границах, 

математическая постановка задачи о учетом сделанных предпо 
ложений имеет вид 

*Ь. > - V — 1(тгЪ)3 ( I ) 
71г 

(2) 

?-е (3) 
> 

Здесь а г/С| 1 ; Й ; - ? ; / С . р ^ К - - * { / * 1 > 

А - 6?, и 0?г - объемная моцность внутренних источни
ков тепла в металлическом цилиндре н головой слое соответ
ственно, ^ , ^ , 11> с ? Г 0 - единичная функция Хевисайдл» 

остальные обозначения осицепринятые. 
Решение задачи (1 ) - (4 ) может быть получено методой раз

деления переменных. В •коперименте измеряется средняя тем
пературе нити в различные моменты времени, поэтому пред
ставляет интерес величина 

°~, ° 
Расчетняя формула для и, (п, полученная нв основании ре
шения ( 1 ) - ( 4 ) , имеет вид 
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М/с) , 8[1-1Сс-м] т-

«=.« * 
(6) 

- А Й З . ( а Й А « . ) ] ^ М М + 

- Кл 3« ( « К ц ) С * Що Гц Р г, М/он ( V I? Л . ) ] ] 

А*.- корни уравнения 

—' < ( о ) 

% Ц 2-

-1 



Вгсдариминталшое иаморавав осроднеиной тыипературы про
исходит, как правило, а регулярном режиме Г.13. №« •том 
для математической ой работ ей результатов измерений исполь-
ауотся первый корень уравмоная (6 ) . Корня уравнения (в) 
являются, вообцо говоря, функцией трех параметров: й) К в 

Я. Поскольку в вксоораваэнте им Й , т К точно ненв-
веотаы (импю-.ся лишь грубив оценка), то военвквет вадвче 
выбора таких внвченмй шраммтра К , ври котр изме
нение величин О. ш К вршггичосш но оказш&ст влия
ния на нерьын корень уриыилия (6 ) . В условиях физического 
вксперйч'-.•'• радиус штн анлчнтеаъно радиуса цнлмк-
дря, вадюлненнм'о исследуемым весдетвои, г.с. Я. << ^. 
В синаи с а там цредстаихяоч кнтерос иы\ 30 об уирседами 
вея нехцяной модели, тек н расчетных формул (5) , {6 ) н гра
ницах применимое га такого уировдмкжо подхода, Лсимитотм-
чоеммл анилиа войной уравнения (о) проведен в [ I ] , однако 
часлити* расчеты корниО (6) при разданных атч&ниях К 
а (К и [ ] ] ни ирокодтип . Для выбора ксикритиих влече
ний параметра /? , удоилтьпряичи сфорчушреишвюыу ви
не цни-риа», биле проведена серия расчетов на Ш корней 
уриыкнмя ( 6 ) . 1.1 я вгои ьс;регились сср1Делешио труднеста, 
связанные о тем, что функция УсСл^И)» У,^»~й,> нсог-
раиич&Ио ьезресгомг до нодудо ара К. —г О. Дця цроодо-
диии етих грудное та било получено упрощенное уравнение, 
которой получатся из (О) ^тл'шцити девой часта (6) в 
ряд по стошнян К. и учетом киадратичн)0> цо Я одага-
емых. Таким образом, в сСлион достаточно налах /\ 
уремини* '<>) вившимся ур&ьненном 



При проведении расчетов использовалось уравнение (7) в 
области К *=о. о о ^ н уравнение (6) для Й >о .оо4 Значе
ния остальных параметров лежали в диапазоне о . о ^ а ^ О . 4, 
1(Ю0±К - 4 о о о о • что соответствучт роальным условиям фи
зического эксперимента. Контрольнпе расчеты первых корней 
(6) и (7 ) при К-О .ООй - показали, что вычисленные кор
ни различаются лишь в третьем знаке после заплюй, так 
• .. : слояьоование (? ) вместо (С) в ооластм К ь о . о о ^ впол
не обоснованно. Анализ уравнений (6) и (7) показывает, что 
при малых (ч первый корень этих уравнений будет близок к 
первому корню = 2 .4о4%.. . уришодия 

. ОМ - о (6) 

Результаты расчетов первых корпел уравнений (б " и (7) при 
указанных значениях иарамогроь К а & приведены в 
Таблице 1, гдо указана относительная погрешность, допуска
емая при замене корня >, ур.шиенип ' О но корми 
Уравнения ч^>) . >А ТЗОЛИЦП . Ч 1 Д П ) , Ч'.'О П()И й С ' . О О ^ 0 1 8 

погроалость- во всс^ рассматриваеца* диопаэонс параметров 
не посьчехедцт 1,3 % , т . е . в вто« случае с достаточной 
для практики точностью и регулярном режимл чаяно пренеб
речь ы.ш,1М<~л .шрамов {сс нити и рассмотреть упраценпую не
дель процесса. 



К 

. 1С000 0.02 
0.001 20000 0.04 

30000 0.04 
•'.0000 0.07 

10000 0.07 
0.002 20000 0.14 

30000 0 22 
-10000 0.30 

10000 0.30 
0.004 20000 0.61 

30000 0.93 
10000 1.26 

10000 0.6В' . 
0.006 20000 1.41 

30000 2.19 
•10000 3.60 

10000 1.23 
0.000 20000 2.61 

30000 4. I I 
10000 5.73 

Таблица I . Относительная погрешность, допускаемая при 
аамено корня Л 4 уравнения (6) на корень 
уравнения ( 6 ) . Значения с\ легат в предадах 



Предположив, что в однородном газовом слое радиуса I име
ется область " Я , внутри которое в течение про
межутка времени 0 - V -Т0 выделяются внутренние источ
ники тепла с заданной постоянной плотностью матема
тическая постановка такой задачи имеет вид 

*Ъ . I Щ - 2*1 _ а(1)[4-{(т-тп)1 (9 ) 

(10) 

где ш$ 
(. О К с К 1 
Г ••евХ№а&Ш*^\%':' ДОСКРТ- Г ? * • ••/НВЗП'"'. Г'-

Прнменяя к ( 9 ) , (10) преобразование Лапласа и усредняя по-
лу-4 иное изображение Лапласа для температуры НИТИ по сече
нию внутреннего ЦИЛИНДРА, получим 

' ( Н ) 

Как известно [ о ] , орш'ннал (11) иоиет быть найден двуия 
способами: либо и виде ряда, еисгро ехедищигося для больших 
оничешн параметра т • либо и виде формулы, очень удоб
ной для расчетов при иолых значениях -с . Для оценки зна
чения -с , начинал с которого в системе устанавливается 
регулярна,! рс^нм, необходимо иметь обе расчетным формулы. 
Отметим, что в зависимоети от времени длительности импуль-
са Х0 возможен регулярный режим как ь период и с - Со, 
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таш и после "отключения" источников тепля. Для получения 
решения в иидо ряд-», бистро сходящегося при больной эняче-
ннях Т , заметим, что оссбиш тсчкаш ( I I ) будут полю
сы первого порядив ^= О и р = - где оЛ* -
кор)Ш урапнонил ( 0 ) . Г^имоиспии осноыюя теороии о вычотахе 
Дяот 1 . 

н*1 ^ *(ы-^ 1 (12) 

Для получения решения, уде Люто для расчетов при малых зна
чениях 5Е , испольвуем асиыптотичес. . . раеложения функ
ций Бесселл при больших значениях аргумента 

е * . . . . ./Ж " * 
1 » Й к ^ | , ^ г гТ е пз) 

После подстановки (13) а (11) изображении осриднинной тем
пературы примет вид -2Г<-е>^ 

Нрименимми к 11ч) ооратно1*о преоОрааования Лапласа дает 
оригинал и ( | , I с') в виде 

и « ( ^ - - Ч » ( г - Г » ) 4 ( г - ^ ( 1 5 ) 

гае и-ыт - <1-^-г 1 /т1 - с о а 1 

Я-



( звЛг 

Формулы (12) и (15) достаточно просты и могут быть ксполь-
аованы для оценки времени т *^ . начиная с которого в с и с 
теме воаникает регулярный реяим. Отметим в заключение, что 

А модель с включением яцутронних источников тепла в тэчение 
конечного промежутка времени позволяет, варьируя параметр т . 
проводить измерение осредненной температуры нити как д о , 
так к после момента отключения источников тепла. За счет 
втого можно значительно повысить достоверность получаемых 
вкспериментальннх данных. 
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""ПЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗМШГДОСТВИЯ 

ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУИ СО ВСТРЕЧНЫЙ ПОТОКОМ 

Развитие турбулентно! струн несжимаемой жидкости во 

встречном потоке рассматривалось экспериментально в III-

/4/. В /4/ о помощью приближенного интегрального метода 

в некоторых гипотез получено теоретическое решение осе-

сииметрнчной задачи. В втнх работах рассматривался слу

чай, когда размер встречного потока существенно больше 

размера щели, из которой вытекает струя. 

В настоящей работе проведено численное исследование 

плоской задачи для умеренных отношений характерных раз

меров потока я струя. Используется полная система учав-

неняй Рейнольдов для турбулентного движения с замыканием 

по (н,Е) модели турбулентности /В/. 

I . Рассматривается струя несжимаемой жидкости, вы

текающая нэ целя высоты 11 я взаимодействующая с рав

номерный встречным потовом и --иы . Схема течения 



приведена на рис. I . Предполагается, что границы ^ = + Ц 

являются линиями симметрия и, следовательно, струя явля

ется частью многострунной периодической системы. Опреде

ляющими параметрами задачи являются геометрический пара

метр 0 = Н / Ь , характеризующий стесненность струи, • 

^ = и*,/и„ , где Ы 0 - средняя скорость струи на выхо

де из яели. Согласно опытным данным всё течение можно 

разделить на три области: замкнутая область Л-1 внутри 

кривой * ^ ( Х ) , в которой скорость струи сохраняет перво

начальное направление; область взаимодействия струи со 

встречным потоков -О.3 , расположенная между кривыми ^ 2(х) 

и ^ , (Х ) ; область невозмущенного втречного потока - ^ - з , 

расположенная вне кривой ^ з ( У ) • Течение в области -Лз 

считается невоэмущекным в том смысле, что в каждом её 

сечении X - Соп$С профиль скорости является равно

мерным и - - и у, , причём и * ^ и<х>. 

Область взакиодействия струи с потоком можно разде

лить на две зоны /рис.1/. В зоне I струя расширяется 

и давление в ней изменяется незначительно. В зоне I I 

происходит торможение и разворот струи, статическое дав

ление р. в ней сильно изменяется. Списание течения в 

области II. а, следовательно, и общей задачи возможно 

только в рамках полной сигтемы уравнений НавьетСтокса. 

Решение в безразмерном виде ищется в области - Х 0 ^ X ^ С 

- длина области. 

При обезразмеривании за характерные скорость и длину 

приняты ^ и [|. Область решения задачи и граничные 



Рис.1. Схема течения для турбулентной струи, 

развивающейся во встречном потоке 

ф1 

V 4 

Рис.2. Область решения задачи к граничные 

условия после введения безразмерных переменных. 



условия приведены на рис.2. 

2. Численное исследование проводилось на основе 

( К, Е ) м одеяи турбулентности, в которой уравнения 

двнхеняя записаны в переменных Ц/ /функция тока/, Ш 

/завихренность/. Эти уравнения имеют вид 

йьЙЧ _ 1/^)1 Л / М Л / ^ \ _ г ( 4 ) 

Источниковые члены определяются следующим образом 

Здесь $ г ' турбулентна! вязкость, определяемая как 

%?Ся^ (8 ) 

а (| I V - осредненные продольная и поперечная составля

йте скорости 



Для переменных К , Е- , ш гранжчные условия на 

непроницаемых стенках нфадявались, а сносились внутрь 

расчётной области на один шаг сетки, где использовался 

"закон стенки" 

стенке, <| - расстояние до стенки. Величина И-х опре

деляется в процессе итераций поля Ч'(>-,^) с использо

ванием (10). 

Система уравнений ( I ) - ( 4 ) решалась гибридный 

конечно-разностным методом / 6 /, Смысл метода заключа

ется в том, что в зависимости от значения сеточного чис

ла Рейнольдса счёт проводится либо по схеме с централь

ными разностями (при Яв., 2 ) , либо по схеме с раз

ностями "против потока" (при Яес ^5) • Использование 

зтой схемы позволяет повысить точность расчёта, так кал 

в отрывных и цитягуляционных зонах, где скорости малы, 

используется аппроксимация второго порядка точности. В 

то же время схема является консервативной к устойчивой 

и позволяет, в принципе, проводить расчёты при любых 

числах Рейнольдса. 



При расчёте использовались неравномерные сетки, с 

измельчением сетка в начальной участке струи и в окрест

ности границ. Типичные сетки: 28x80, 40x100. Система ко

нечно-разностных уравнений решалась итерационным методой. 

3. В расчётах исследовалось влияние параметров О и 

2 на характеристики решения задачи. Рассматривались 

значения й = 5; 7,5; 10 и ^ = 0,05 ~ 0,6. Соотно

шения параметров а и ^ выбиралось таким образом,что

бы в переменных ( О., ^) точка лежала в области сущест

вования решения. Дело в том, что рассматриваемое течение 

. .еотвует не при всех значениях параметров с\ и ^ . 

Область существования решения была получена путём исполь

зования уравнений для расхода, импульса и уравнения Бер

ну дли и некоторых дополнительных предположений о виде 

профиля скорости в граничных сечениях. Вид 8той области 

приведен на рис.З область 

существования решения за

штрихована. 

На рис.4 приведены линии то

ка для 2 * ° » 2 ы ' Р ё * значе

ний <Х - 5 ; 7,5; 10. 

С ростом величины (X , т .е . 

с уменьшением стесненности, 

дальнобойность струи увели

чивав тсв и растёт вертикаль-

а 
50 

Рис.З. Область 

существования решения 

в переменных (&, 





ннй размер области взаимодействия струи с потоком (область 

Л$ на рис.1). На рис.5 приведена зависимость некоторых 

характеристик течения от параметра О. при фиксированном 

значении ^ -0,4: - максимальное значение функции 

100 

Ы 

ьО 

АО 

1й 

Хщ 

\ '»иах 
2 А 

г.г 

г 

\ г 

X > 
1.0 

и 

12. 

0.04 
2 5 

0.1 0.113 0 .3 4/41 
ю у.5 5. а 

Рис.5. Зависимость характеристик 
течения от параметра при фиксированном 

значении -0,4 

тока в поле Ч - Ч * , у ) ; ^ » - дальнобойность струи; -

координата той точки, где 4 ' " 1 / '>ч1л . Величина Я,',пч> 

характеризует интенсивность движения в циркуляционной 

области, которая образуется при взаимодействии струи со 

встречный потскои. 



Анализ гидродинамических полей показывает, что в 
области ь"?л течение практически является безвихре
вым течением идеальной жидкости, а в областях 52, и 

течение нельзя считать изобарическим при умерен
ных а . 
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ЧИСЛНШий АНАЛИЗ ЙЛИШИЯ ДАоЛЕНИЛ 4 ГАЗЕ 
НА ПЛОТНОСТЬ ДИСЛ0КАц>1й И КРИСТАЛЛЕ ПРИ 

дЬРАЩИаАНИИ ИЗ РАСПЛАЬА 

При выращивании монокристаллов из расплава ввиду 
неоднородного распределения температуры в кристалле воз
никают термические- напряжения, которые являются основной 
причиной образования и размножения дислокаций. Для прог
нозирования плотности дислокаций в зависимости от тепло
вых условий вцра1яивания монокристаллов необходимо решить 
задачу теплообмена и задачу упругопластического деформи
рования. 

Целью данной работы является моделирований внешних 
тепловых условий выращивания с учетом давления газа в 
камере установки и анализ влияния давления в газе на ве
личину плотности дислокаций в кристалле. Показано, что 
при определенных условиях имеется возможность снижения 
величины плотности дислокаций в кристалле в несколько 
раз. 

Приведем основные соотношения для решения эидачи 
определения термических напряжений, пластических дефор
маций и плотности дислокаций ь кристалле. Подробное опи
сание постановки зедичи приведено о роботе / I / . 

Рассмотрим кристалл цилиндрической формы, выращива
емый из расплава методом Ч е х р о л ь с к о 1о , схематическое 
изображение метода выращивания дано на рис. I . 



Рис. I . Схема выращивания кристалла из расплава 
- верхний экран, Фг - стенка тигля 

или нагревателя, - кристалл, & л " 
газ, !®з - флюс, Ю^- расплав. 

Дня области © ( , занятой кристаллом высотой И и ра
диусом /? в осесимметричной системе координат ( Г , 2 ) 
уравнения упругопластического равновесия в перемещениях 
Ц к У записываются следующим образом: 



Г Эг г м 

Э 2 -» ' 

а = 2 
1-$* в (-2/* 

а/=2еС 

тирания; 7 " (/ * ,2 ) - температура кристалла; &^ - ком
поненты тензора пластической деформации а цилиндрической 
системе координат (оси г , у? , г обозначены индексами I , 
2, 3 соответственно; Г » / а Ха 2, 3 ) . 

Граничные условия в перемещениях для свободной от 
внешних сил поверхности кристалла записываются следующим 
образом: 

При плоской границе раздела фаз 2 = 0 и на верхнем торце 
кристалла Н •*// граничные условия следующие: 

на оси кристалла Г • 0 выполняются условия симметрии 

(2) 

(3) 

и = О , дь//дг = О, (4) 



Если известны перемещения и и V/ , компоненты тензо
ра суммирной деформации (упругой, температурной ч пласти
ческой) определяются соотношениями /2/ 

$н = ди/дг, &и т и/г, &м = д^/дг , (5) 

а тензор напряжений определяется уравнениями 

^=6а[и-Фц-%6^(«6-сТ)8^] , ( б ) 

«У/у - симиол Кронокера, В - модуль сдвига, 

Для решения задачи ( 1 ) - ( 6 ) следует задать температурное 
поле кристалла Т и определить пластическую деформацию 
& •• . Задача определения температурного поля приводит
ся ниже, определим тензор пластической деформации. 

Тензор определяется с учетом движения и 
размножения дислокаций по кристаллографическим системам 
скольжения под действием сдвиговых напряжений. Рассмат
ривая кристалл арсснида галлия, имеющего 12 систем сколь
жения /3/, сдвиговые напряжения Т " ' " 1 вычисляются сле
дующим образом: 

п ,п1 - номер плоскости и направления скольжения ( П -
I, 2, 3 , 4; т - I , 2, 3 ) ; аС^ , сС,1 - косинусы 
углоь, определяющие систему скольжения относительно ис
ходной системы координат; С/у - тензор напряжений. 
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Пластическая деформация ( 4 ? )"'т в (п ,т )-ой 
системе скольжения определяется следующий образом /1/: 

^ е ^ Ш Щ ^ Щ , ф к =о; (в ) 

"о "0 1*я° 

плотность дислокаций # ф ; 1 равна 

где $ - величина вектора Бюргерса, Ы0 - начальная 
плотность дислокаций, /Ъ - коэффициент размножения дис
локаций, VIд- скорость продвижения кристалла относитель
но неподвижной системы координат (/*, 2). а уравнениях 
( 8 ) , (9) скорость скольжения дислокаций*' V п ' т в эа-
висимости от сдвиговых напряжений с С п , т определяется 
полуэмперической зависимостью / I/ : 

«г/ "о) 

Ч0 .Т'д ,ТКр -определился экспериментально. 

"'стнстим, что скорость скольжения дислокаций V 
(10* - Ю* сы/с) на несколько порядков больше скорости 
продвижения кристалла ь10 (0,5-10"' см/с), что дает 
основание рассматривать задачу в кмаэистатическоы при
ближении. 



- МБ -

По найденной пластической деформации ( 6 )"'т в (л,/п)_ой 
системо можно восстановить весь тензор пластической де
формации, используя формулы обратного преобразования тен
зором. Заметим, что компоненты тензора пластической де
формации ) ' к т теперь зависят от угла </> . Для реше
ния упругопдастичеслой задачи и осесимыетричной постанов
ке необходимо осреднить тензор пластической деформации 
по углу </> и вычислить тензор суммарной деформации по 
системам скольжения ёц . 

Суммарная плотность дислокаций по воем -;.'отомам скольже-
ния опроделяется следуыцмм образом: 

Задача определения температурного пом Т (Г ,2) в крис
талле решается в следуицей постановке. 

Квазистоцмонармое уравнение теплопроводности записы
вается следующим образом /А/ 

А - коэффициент теплопроводности, С - удельная теплоем
кость, _Р - плотность, - скорость вытягивания крис
талла из расплава. 

На фронте кристаллизации 2 * 0 температура Т рав
на температуре плавления 

Т Г* Т,м (15) 

На остальной части поверхности кристалла граничные уело-



вия формулируются с учетом излучения по закону Стефана-
Больцмана и с учетом конвективного теплообмена кристалла 
с флюсом и газом. Такая комбинация условий записывается 
в следующей форме: 

на боковой поверхности при г = Я 

на торце кристалла при 2 • И 

-ЛШ~ в&б(Т±9*Ш))*сСг(Т-вт(Н)), (17) 
еУ - постоянная Стефане-Больцмана, $ - степень черноты 
кристалла, 0 ( Н ) - температури вдоль боковой поверхнос
ти кристалла, 0 Т - температура верхней экранировки, еС^-
- коэффициент конвективного теплообмена с флюсом ( I «/ ) 
или гоэом ( I ш 2). 

. ..^угопластическая задача (I)—(13) совместно с зада
чей теплообмена (14)-(17) решаются численно методом ко
нечных разностей. Разностная задачи для уравнений ( I ) -
-(13) решается на основе метода последовательных упругих 
решений /5/. Точность метода "проверялась на модельных 
примерах / I / . 

Рассмотрим результаты расчетов. 
Зададим виевнюю темперитуру 9(2) следующим обра

зом: 

(18). 
[Т0-к1И,р-К212-н,р), Нр<2*Н 

Т0 - температура поверхности расплава, Т0=ТпЯ1-$Тпер 
ЪТпСр * перегреи расплава, Иф - высота слоя флюса, 

- высота кристолло, X, , Х г - градиенты температур 
во флюсе и газе. 

Предположим, что кристалл выращивается в направлении 
[100], К, - 40К/с»• Кг " о 0 * / с » . Нф • 2 см, темпера-



тура 0 Т = 1023 °К при высоте кристалла Н • 10 см. 
Коэффициент коньектииного теплообмена флюса прини-
ы лея равным 2,6 10"*" вт/см* . Коэффициент «6^ в газе 
зависит от давления р , график зависимости которого 
изображен на рис. 2. 

0 максималвноп расчетной плотности дислокаций мож
но судить по следующей таблице: 

Таблица I 

р 
яти 

0 3 10 1Ь 30 
7,7 - Ю 4 0,7-Ю 4 3,3-10* 2,6-Ю 4 2,3-1С4 



Бели давление р = О, что означает выращивание кристалла 
и вакууме, то /V© - 7,7-10* см"2 . По мере увеличения 
давления р до 30 е м , плотность дислокаций /V© 
уменьшается более чем а 3 раза (ори р « 3 0 атм, //^-
2,3-Ю 4 с м " ' ) . 

Расчеты также показали, что при дальнейшей увеличе
нии давления р существенного уменьшения А/в не на
блюдается. 

Следующая серия расчетов проводилась при других 
входных данных, й атом случае: Н р - о сы. К, - 40 */см, 
К2 ш 1Ь К/см . максимальная /У& приводится в следующей 
таблице: 

Таблица 2 

Р«ТМ 3 10 30 60 

3,2 Ю 4 .0 .1-Ю 4 8 ,7 -Ю 4 1,4.10 й 

Из таблицы следует, что расчетная величина /V© возрас
тает при увеличении давления р . 

Па рис. 3 для 4-х вариантов расчета приводится рас
пределении /V© и радиальном сечении кристалла. При 
больших градиентах температуры и газе ( < г = 60) и мини
мальном давлении (/7-0 ) плотность дислокаций достаточно 
велика (А/ф ш 6-7-Ю 4 см -* , рис. За ) ) . Дня уменьшения 
Л/& следует увеличить давление (р= 30 ) , что означает 
увеличение коэффициента конвективного теплообмена сСг 

(см. рис. З ) , й этом случае становится заметно 
меньше ( Л© » 1-2-104 см"*, рис. З ь ) ) . Ни рис. Зс и 34 
при небольших градиентах а газе ( к, - I I ) результаты 
противоположные. ( Л ( ю - 2-3 Ю 4 с м - 2 при /э - 3 и Л/я, -
«10 й см"2 при /> - СО). 

4 залюченис приведем величины физических констант и 
значения входных данных, при которых проводились расчеты 
совместной термоупругоплостической задачи: 

в - 0,34-Ю 6 кг/см2 ,сСя 1},САЮ~°К~1,/* - 0,3, 



3- 4 Ю " в с м , Я0- 0 ,Ь -Ю" э см/с, У„ш Ю си/с, Т 0 -
10* кг/см г, 0 - 1,5, уЭ - 4, М0 - I см " 2 , - 0,12* 
. ^ ( б . 1 0 э Л ) ; 
Л - 0,13 ьт/см, ,ё - 0.7, С - 0,431 к Г , х • 
р - 2,3 10" в кг/см 3, /? - 4 см, И - 10 см. 

Рис. 3. Распределение плотности дислокаций см 
о радиальном сечении кристалла при:Нр* 2 см 
К/ ' 40 к/см, Кг «. 60 к/см а ) / » - 0, в)/э«30 
Нлш Ъ см, К. - 40 к/см, К , - 15 к/см, с ) р » 3 
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ЧИСЛШЮВ РН11ВНИВ НЕЛИНЕЙгОГО УРАВНЕНИЯ ТБПЛОПГОЮДНОСТИ 
В СРЕДАХ С ТОНКИМИ СААШГГОЮдпВДМИ ВКДХЧВНТ1ЯМИ 

I . Рассматривается численный метод ренеыжя нелинейного 
уравнения теплопроводностм в области прямоугольной формы 

о начальным 

• граничными условиями 

^ • Ц ) ^ - З г ( ^ . 0 , *,-о,х»«|^1,^(ат1, О) 

в = 3 - У ^ - - » , 2 , 

Отличительно! особенностью исследуемой задачи являет-' 
ся наличие в области О. тонкого елабопроводящего включения. 
Дчя решения вадячя применяется подход, согласно которому оно 
исключается ия рассмотрения, а на моделирующей его линии 
хг.~ 5̂ задаются специальные условия сопряжения типа условий 
неидеального контакта Л / 



ь&Щ=<*н ШШ*0* Ш,т$, * тч 
учитывающие влияние включения на характер протекания процессов 
в среде. Условия (5) являются нелинейными, так гак в них <4 
может зависеть от решения. 

2. Для решения ^ядячч (1 ) - (5 ) используется метод конечных 
разностей. В области (? т= §2х[0, Т"| вводится неравномерная се
тка йТ/,т , на которой с помощью И|Ггегро-интерполяцлонного ме
тода построена разностная схема, аппроксимирующая задачу (1)-{5). 

3. Исследована погрешность аппроксимация полученной раз
ностной схемы. Установлено, что разностная задача аппроксими
рует исходную дифференциальную задачу о первым порядком по 
пространственным и временной переменным. Выражение для погре
шности аппроксимации У во внутренних узлах оеточной облас
ти имеет вид 

С6) 

Т 44 (Ш^^Ш 
Т * 2. Цах] 3 ^ Эа^оХр^аиЧа^Зи' сЬ, Эт,би 

Аналогичные оценки имеют место для погрешности аппро-
коямацин граничных условий и условий сопряжения. 

4. Построенная разностная схема представляет собой сис
тему нелинейных алгебраических уравнений, для ее решения ис
пользуется итерационный процесс, основанный на комбинировании 
методов Ньютона и последовательной верхней релаксации ПВР . 

Вводя некоторое нелинейное отображение ^ в конечно
мерной пространстве, дифференцируемое П о Гато, запишем систе
му разностнн! уравнений в виде операторного уравнения 

У)=0 <?) 
Обозначим чере» V 5 некоторое приближение к решению ура

внения ( ? ) . Представим матрицу Якойи А= ^'(У*) частных про-

•эволник компонент отображения Т в виде 



А = ^ - ь - и . (в) 
где I) , 1_ , \) - соответственно диагональная, строго ниж
няя треугольная я строго верхняя треугольные матрицы. 

Применим для решения системы (7 ) с учетом (8) одношаго-
внй составной метод Ньптона - ПВР в виде 

или 

(1)-ыЬ)У , м= (Э-а.^)V,-«^У(>',). ( 9 ) 
Систему разностных уравнений, аппроксишрущую краевую 

задачу для уравнения ( I ) с условиями ( 2 ) - ( 5 ) , запишем в век
торном виде 

ал; , - иу^ыУы*-^, ( ' м г т , ( 1 0 ) 

Здесь У { , (с\Х\ - векторы неизвестных размерности «здН , 

компононтама которвх являются значения сеточной Функции у,| 
в узлах сетки в т- тый момент времени на I - м столбце; А 4. 
В( - квадратные диагональные матрицы размерности (Л? »0 < 

х(Д. • 1) : Г( - квадратные трехднагональные матрицы той же раз
мерности. Перепишем систему (10) следующим образом 

Определяя Й , I л{" гак компоненты отображения & . испо
льзуем для решения системы (II)атерационтЛ процесс ( 9 ) , ко-
торнй запишется в эпде /2/ 



0.2 К 0.2 К 

11 /1 1'ОРЧ 

0.О01 

."*> 2 -1 О 
Тгс. I . Зависимость коэффициента влагопроводности от высоты 

давления ( I - для суглинков, 2 - для глинистой про
слойки). 

Щ* Щ-* *Л'*«-«> V. ) 
Записывая далее покомпонентно строк.! равенств С И ) , исходя 
из полученных раэноотнит уравнении, определяем элементы мат
рицы Якоби ^ . 1 - 0 , Л 1 . Окончательная численная процедура 
сводится к решении линейных систем о трехдвагональными матри
цами методом немонотонной прогонка. 

5. По предложенной методике проведены расчеты процессов 
влагопвр^носа на Фоне действия систематического горизонтально
го дренажа в областях, содержащих тонкие слабопроницаемые про
слойки. Указанные процессы описываются уравнением ( I ) с усло
виями С2)-(.5)к следупдим условием на дрене 

Графики зависимости коэффициента влагопроводности к ж 
объемной влажнооти *Г от высоты давления Р , где Р »и*д " 2 • 
представлены на рис. 1 - 2 . 



М5 

0,90 

•V* 

(1.30 

0,90 

•V* 

(1.30 

•3 I I (1 

Рис. 2. Зависимость влажности грунта от высоты давления. 

Рассматривалась задача влагопереноса при осушении пол
ностью насыщенного грунта с прослойкой на глубине от 2 до 
2.15 м и подстилаемого водоупором ( в условиях (4) X = 2 . 

дг(Хр1) = 0 ) . В начальный момент в;>емени уровень грунтовых 
вод лежит на поверхности почвы. Для его понижения использу
ется систематический горизонтальный дренаж. Диаметр дрен 
0,15 м, глубина их заложения 2,75 м, междренное расстояние 
20 м ( С,= 10 м - половина междренного расстояния), мощность 
грунта I, = 10 м. На поверхности почвы задано испарение ин
тенсивность!) 0,0005 м/сут ( в условиях (3 ) |" > 2, Уг(*1,1) = 
ш - 0,0005). На линиях симметрии Х{ = 0, х, = Ц задаются 
условия ( 3 ) . ( 4 ) при у - I . $ & 4 ) - О .ДОг, , ! ) - 0 . Нача
льное распределение напора ив(х) находилось ив решения соот-
ветствупцей напорной фильтрационной задачи, когда ка поверх
ности почвы задан нулевой напор. Для определения коэффициен
та влагопроводности к(г,ч) и объемной влажности *!(х;и) ис
пользовались аналитические зависимости вида 

ЩХ,Ц}* 0,25 *%гежр((<Ц1 х3)/!,•>). 

Значения коэффициента фильтрации К(х) для грунта и прослойки 
выбирались равными 0,2 м/сут и 0,004 м/сут соответственно. 8 

ЩР) 



- К б -

давивши ( I ) функпил | полагалась равно! нулю. 
На рво. 3 а) приведем профили выоотн жавлети по глу

бине на междреим яра х, - О. на рас. 3 6 ) - при х , - I,. 
Анализ решения показывает, что построенные кривые • различ
ные моменты времена располагаетоя параллельно друг другу. 

-а О I 4 6 1 Р.« -г О I 1 Ь 4 Р" 

Рио. 3. Профиля высоты давления по глубине в различ
ные моменты времени ( I - ( - 0.5 сут. 2 -
( - 5 сут, Я - | * 30 сут ) для грунте с про
слойкой на глубине от 2 до 2.15 м. 

11а рас 4 пр» дета мены линии равного напора после ТО су
ток осушения грунта. Они испытывают преломление при переходе 
через линию Жд* 2 и. моделирующую прослойку. 

Расчеты выполнены на сетке, состоящей ив 810 узлов. Точ
ность вычислений принималась равной 0,0001. Значение релакса
ционного параметра 4) • зоне полного насыщения ( Р ? О ) вы-
гпралось равном 1,8, в зоне неполного насыщения ( Р * 0 ) - от 
0.5 до 0,9. Ъля достижения сходимости итерационного процесса 



*>. Т. 

Рис. 4. Линии равного напора после 30 сут осуаения для 
грунта с прослойкой на глубине от 1 до 2,13 м. 

каждом временном слое потребовалось 50 + 60 итераций. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 
В АЛГМИНИЕВЫХ ЭЛЕКТРОЛИЗЕРАХ 

Развитие отечественных электролизеров для получения 
алюминия связано с увеличением силы электрического тока .про
пускаемого через ванну с жидким алюминием и с электролитом. 
Действие электромагнитных сил проявляется в создании пото
ков жидкого металла и электролита, которые влияют на рас
пределение температуры в электролизной ванне. 

Электролизная Ванна представляет собой параллелепипед 
(- 1.я*гХ^1.л,-1у*у*1.у , М0^В^г1„) внутри КОТОРОГО 

расположена многослойная среда, т . е . проводящие слои 
(Як_^2< Н'к # к=* 1,Ы ) С поверхностями раздела парал
лельно плоскости Оку , например, слои графита, электроли
та, алюминия, железа, теплоизоляции. Здесь 1Х , 1.^ - полу
длина и полуширина ванны, Йы - высота ванны. Все эти слои 
за исключением слоев электролита и алюминия твердые. После 
определения пленарных осредненных течений (в плоскости Оху) 
электролита и алюминия / I / , т .е . определения составляющих 
вектора скорости и, У ( \л/^0) , необходимо расчитать 
температурное поле электролизера с учетом джоулевого выделе
ния тепла и обмена тепла с внешней средой. Для этого в сече
ниях ( х ,у) электролизера вводится неравномерная сетка 

* Ыг узлов^ ^ 

где п^ # / ; "/,•••,- последовательность шагов 

соответственно в направлении осей Ох. Оц , причем стен-



-ь4± = ос(т-тв) (2 ) 

км электролизера ( х = ± / . л , у=± 1у) находятся на расстоя
ние половины шагов от крайних узловых линия сетки. 

Для учета взаимодействия тепловых полей в электролизе
ре в зависимости от гидродинамики течения в слоях электроли
та и алюминия необходимо решать стационарные уравнения теп
лопроводности в многослойной среде 

Л с / . / . Г ^ Г * « Ль-(АкдгаЫТк)*^к , ( I ) 

где N - число слоев в направлении оси 02, 

Рк * Л к , Срк - коэффициенты плотности, теплопроводности 
и теплоемкости слоев, которые могут зависеть .от (Х,у) 
координат, 
Тк =» Тм(Х,1/,г) - температура с.-оев. 

0,к *=<^к(Х,у,2) - источник тепла, например, в слое электро
лита и алюминия, где протекает электрический ток а = /к

Л/в'к, 
б"я - коэффициенты электропроводности, 
ук - вектор плотности тока, 
У* - вектор скорости в жидких слоях (алюминий, электролит) 

с учетом, что Чк=(ик, \/к,0) , т .е . учитывается только 
планерное течение (в твердых слоях У„ вер 0 ). 

Уравнения ( I ) замыкаются граничными условиями вида 

эт 

и условиями сопряжения на поверхностей раздела сред (2=* Нк) 

где п - внешняя нормаль на границе влектролизера, 
Тд - температура на внешней границе, 
сС - коэффициент теплопередачи. 

. В граничное условие (2 ) может быть включено влияние 
тепловых свойств окружающей среды, состоящей из твердых сло
ев с разными К . Например, на нижней границе 2=»// 0 мои-
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но задавать граничное условие третьего рода в виде 

Щ0..Ш &-I » • • • / ̂ _/« - высота (т*0 нижних допохни-
тельных слоев электролизера, 
с*-.„- коэффициент теплопередачи нижнего слоя с номером (-гп) 
с окружаощей средой, 
А о , А А -щ - коэффициенты теплопроводности 

слоев, 
Тв - внешняя температура слоя с номером (-т). 

Эффективное значение коэффициента теплопередачи е>С # 
определяется в предположении линейности распределения тем
пературы по высоте слоев. 

Ив (2) следует, что при 2 * - И0 (нижняя граница), 
2 х» Ин (верхняя граница): 

-КЩ- <*></> Щ н">-т*» >; 
Проведя осреднение уравнения ( I ) в К-ом слое по высоте слоя 

После определения потоков тепла * 

через верхнюю и никнув поверияоеть раздела можно решать 
уравнения (5) в многослойной среде (метод понижения размер
ности). 



Далее применяется интерполяция с параболическим сплай
ном в виде /2/ 

Для определения З Ы неизвестных коэффициентов Т°,МК, 
сплайна ( 6 ) , применяются условия осреднения, сопряжения (3 ) 
и граничные условия ( 4 ) , т . е . 

Т^Т°^ек6к/и (6К=2К/ЛК), (7) 
Т°+тй2л/2*• ек6к/Ь = Т°и-тк+,2х.,/2*В^С^/Ь; (8 ) 

Ьктк1-ек=ЛкНткН-екн , л - Л / У - / ; ( 9 ) 

Л,п),(1+Ы.,61/2)-е,(<+<<.1С,/Ь)= ̂ ,(7,-?^); ( Ю ) 

Лнтм(И-сСнв„/2),ем(г+оС„6„/4)=сСм(ТВм~Тн). ( I I ) 
о о 

Исключил из (8 ) величины г™**/ , Тк . 7 " х / / ; 

^ ~ ^%ЛЛ • (12) 

Аналогично, уменьшая индекс К на единицу, из (8) ис
ключаются величины тк ,, Тк , 7 * - / : 

_ - (13) 

= ТК-ТКЧ , К=2,Н. 
После исключения из (12) , (13) величины тк при 

К = 2.Л-1 следует система линейных уравнений для 
определения коэффициентов ек : 



+ * 6„$*+0«)]+ е„, (& 

\ 1ч) 
в 

Аналогично, исключая Т/ , гп^ из (10) при помощи 
(12) (к=1) , а 1"н,тм из (13) при помощи Ш)(к~Ю, 
следует дополнительные условия для замыкания системы уравне
ний (14) в виде • '-

=2(<^){тЛ)-*,(с,+с2Нт,-тВ1): (и) 

+ем_(Щ-'0+^)=20+^)(Г„_,-Тм)+ 
+ *Лбн+в».,)(тВ)1-ты). Ф 

Следовательно, из системы линейных уравнений (14) , (15 ) , 
(16) однозначно можно определить величины 6/ , е2 , ем , 
так как система диагонально доминирующая. В случае гранич
ных условий первого рола ( 4 ) , надо в формулах ( 1 5 ) , (16) пе
рейти к пределу, когда сС{ или сСм стремится к бесконеч
ности. 

Легко проверить, что в уравнении (5 ) 

А * 1 ш м & Д = ' ( 1 7 ) 

Из ( 7 ) , (12 ) , (13) можно вычислять остальные коэффици
енты сплайна (6) 7"* , 'ггл и получить пространственное рас
пределение температуры 
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Тк (х,у,г) = Тк(х,у) + тк(х,у)(г-Жк)+ 

Так как в электролизере число основных слоев N^3 (слои 
графита, электролита и алюминия), то рассмотрим определение 
коэффициентов сплайна в этих случаях. 

При N = 3 из (15 ) , (14) , (16) следует система из 
3 уравнений Се,а1 + е2в, = с , 

< е,а2 + е262 + е342=с2 [е263 + е3с/3 = с , , 

Следовательно, л 

е, =Сс,6гз'С2В,^с3бМ8', е2=С-с,аг^*с2а,Ы3-
-с3а,а/

2]8~' е3 =Гс,а263-с2я,Д3+с3о,2]8'\ 
ёгз = 62с/3-6^г>0, а12 = а,вг-а23, >0, 
ГДв 8= а,82^3 -а,83а'2 - а23,с/3 > О. 

Следовательно,осредненные уравнения (5 ) принимают 
следующий вид: 



21'1(ВЛТ,-А25*02%+С2)+/_(Т\)+ у, ИО 

М'3(-ОлТ,*В3Тл-А3Т^С3УЦТ3)^^0, 

А, - Ш*Ы& * 4&л)& * (б2 * с3)8, с/3]$~>о, 

0А№№з*&2оС&+о(.3Сг)ё1с12]8-'>0, 
С,= СсС,Та,(б,+вг)вгл +сС; Тал (Сг+63)6,с/г]8-'; 
Вг ш [(2+2сС,в,+сС,С2)аг ^ *• (С2*В3)а, </лЗ&-*> О, 
Аг *ШЩ 6,)аг </, + (в,+2в2+Сз)аЖ*(2^ 63)а,^^ 

В^[(С,+6г)аЖ+(2+2<<.лС4*еСлвл)а,е*218''>0, 

Эл~[(2+2<к<,6,+<>С202)аЛ+(в2+63)а,Ъ] 8~'>0, 

33 *,[(2+сС,6,)а2ё3*-(6, *261+6л)о,6яН2*Ал6л)аа~$~>ог 

А, = Шг *0{)а,33*• (2+2сСлал *сСлВг)аа12~'> О, 

С3 = и, ТЛ/ (В, + 62)а2 63 +сС3 ТВл (% * В3) аи ]8 ''. 

Систему уравнения (18) с учетом граничных условий ви-

где 
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Для реализации разностной схемы применяется метод итерации. 
В случае 2 слоев (электролит и алюминий, N=2 ) ив 

(15 ) , (16) следует система 2 уравнений 

\е,а,+ е2в, = с, 
\е,а2 + е262 = с2 , 

где „ 

* - Г" Щ№*Н'* Щ т+°Л 

-*С,(Т,- Тв,){С,+Ьг), аг = !ф /*>. 

Следовательно, 

е, =-А,Т,+3,Т2 + с,, е2=В2Т,-А2Т2 + С2 , 
где 

А, = Ь[*+б<,6,*^вг(р<, +сСг+сС,оС2 (6, +62»-о(1**62/4]8''; 
А2=фоС262+ (рСМг+Мг(Р,*-б2))-сС^26^] 8''; 
6, = Вг = (2+*С,6,)(2+сС262)8~', 
С, = (сС,Те,62-оС2 Гв24,)8~', сг = (оС2Тв2а,-оС,ТВ1а2)8~'; 
8=%[(С,+62)(и<*Мгб1вг/,2)+^ф(Щ- > ЫЛ+ 

Следовательно, уравнения (5 ) принимают вид 

Г 2^'(-А,Т,+в,Т2+С,)+1(Т,)+<1, щ о 

| 2.Гг'(В,Т,-АгТ2+ С 2 ) + / _ = О, ( 1 « ) 

т . е . имеем связанную систему из двух уравнений, которые 
можно решать методом сеток, применяя монотонные разностные 
схемы. 

После определения осредненных температур Т{ ,Т2 из 
(19) с учетом граничных условий на боковых стенкзх ванны. 



вычисляются локальные тепловые потоки через поверхности раз
дела и через верхнюю и нижнюю поверхности электролизера: 

-2(бк^,)-Ттж,гГх*^Сек6ж-е^6^)], « . Щ } * » 

В случае N'3 формулы (20-22) сохраняются, а при N=2 
формулы (21 ) , (22) сохраняются, а (20) справедлива при К=1 
интегральные потоки через поверхности определяются по квад
ратурной формулой прямоугольника на узлах сетки (к} ,у1) : 

- ' у -1-х 

где /V,,п/г - число внутренних узловых линий сетки, 
а величины 0, определяются в серединах элементарных прямо
угольников , т .е . в точках с координатами 

Формула (б ) справедлива также для одного слоя (М=*0 
например, слоя электролита, когда условия сопряжения (3 ) 
отсутствуют. Коэффициенты т1,В1 определяются из гра
ничных условий ( 4 ) , которые удобнее переписать в виде 



-л,-^(х,уЛ)=г,(т,-тВ1), т 

где оС/ ,ТВ) - соответствующие коэффициенты на верхней по
верхности (2. = Н,) . В этом случае из (10) , ( I I ) с уче
том (7) следует, что 

\/\,т,(и-<*,6,/2)-е,(<+'<.1 С,/б)= сС,(Т,- ТВ/), 

А, т, С,/2)+е,(иХ.6,/6)ъ%,(%,-?)), {24) 

А, = (X, + сС, + <<,<<,С,)8 \ 

с, = Тв, X** тв, О* Ъ &/М 
8 = 2 + у- оС/б/'-у еС,в, + -^ оС,оС,6* . 

Следовательно, осреднонное уравнение (5 ) имеет вид 

2Г/(-А, Т, +С,) * I (7,)+ ^ . О . (25) 
Если заданы граничные условия первого рода, например, на 
части нижней (& = НС) и верхней поверхности (&= М]), 
то в (25) берется оС,—00, оС/ — <^о > т < е > 

а,=6<8-\ с, = 6,(Тв1 + тВ1)8-'/2, 8-6^/6. 
Для определения потоков имеем 

й*=-Л,»>*-е<=(-2 «*/ \ 0+ еС, 6,/з)-сС, Те/ X, 6, /з * 
+ Т,(2Х, + оС1*:161))8-', 

• 0 1= А, т, - е, = (-2 еС, ТВ1 (/+ X, 6, /з) - % % сС, 6,/з * 

так как из (23) 



Л, т,=&(твГт;)Ы,в,/б)^,(т, - тв 4)(/^/в,/б))8-[ 

Аналогично вычисляются интегральные потони тепла через 
верхную и нижную поверхность слоя электролизера. 

В случае ик= V* = О, к =* /./V уравнение (25) име
ет самосопряженный вид и его разностный аналог можно решать 
итерационным методом Холецкюго /3/. В этом случае также мож
но решать системы уравнений ( 18 ) , ( 19 ) , если еще применять 
итерации между отдельными уравнениями. Рассмотрим разностный 
аналог уравнения (25) , при Ц,ФО , У^ФО, используя экспо
ненциальную аппроксимацию /4/: 

Щ%$ЖМШ-Ш*Ш 1261 

где 

?Щ » ?, (*; Ш * (Х 
й '->- Щ Щ & • Ф <Ь?'* >•% >'* • 

Для вычислений функций _< 
/ ( 5 ) = 5/(е*-0. $(б) = 5/(/-е ) 

можно применять степенную аппроксимацию /4/ в виде 



- 169 -

/(5)=/(/51)*тах(-5,0), д(5)^(/51)*-тах(5.0), 

ГД° /(ЮП^тах (О, (/-0.1/51)*). 
Аппроксимнция граничных УСЛОВИЙ (2) на боковых стенках 

ванны (Х = -1Х , у= - 1-у) не представляет больших труд
ностей. Так при с = / в уравнении (26) надо положить 

где 

Щ - 1/(0.5+ Л • А (,Х>)). /~ Щ • 

Аналогично, при / А /} С = /V/ , у ' - Л ^ имеем 

Ъ^-Т^о^ гС1,(Т^-Те), 1=1./я,, 

где 

Щ = 11(б.*+Хс, ,/2/(оС;, ,/гН(*})), 
Г*,.У = //(0,5+Л/(оСм, +'/2-У • Н*< А 

г1,Аг - 1 / ( 0 . * / Ъ + 
При численном решении уравнения (25) важно, чтобы для 

дифференциальной и дискретной задачи выполнялись интеграль
ные законы сохранения. После интегрирования уравнения (25) 
по сечению электролита с учетом (Ну = О следует 

где 1-м *у 

°А=У У ($,+2Г,(С,-А,Т,))с/хс/</, 
-1-у 1Х 

есть тепловые потоки соответственно кэ-за электрического 
тока и через боковые стенки еянны. Аналогично,суммируя рив-
ностныз уразняния (26; по узловым точкам сетки с учетом. 



д(б) =у(5)+з, д(о)={(0)=1, 

имеем 

гяв #- 11 ь % е • '(с, - А , г, ) ) ч , 

Видно, что величины 0.'х .Оу^ соответственно 
алгфоксимируют потоки тепла Цр^ 0$ ( $ ~ , а Я есть 
величина дисбаланса закона сохранения. Для занумерования ве
личины /? достаточно потребовать, чтобы разностная аппрок
симация уравнения неразрывности (Скуу^яяфытф вы
полнялась точно в узлах сетки. 
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Рига 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЗАГРЯЗ НИЩИХ 
ВЕЩЕСТВ В ПОДЗЕМНЫХ ВОДАХ И ПОЧВЕ 

В связи с активным воздействием человека на природу 
большую угрозу ресурсам подземных вод в последнее время 
представляют загрязнения. Под загрязнением подземных вод 
понимается любое ухудшение качества, делающее их непригод
ными для использования. Так как в почве происходит движе
ние подземных вод и диффузия загрязнителя, этот процесс 
ножет распространяться на большие расстояния и делать не
пригодными для употребления подземные воды на значитель
ном удалении от источника загрязнения. Вместе с этим при 
движении загрязнённой воды в почве идёт и её очистка 
вследствие выпадения загрязняющих веществ на частицы поро
ды - сорбции загрязнителя. Обратимость сорбции приводит к 
повторному загрязнению воды за счёт десорбции загрязняющих 
веществ при изменении внешних условий. 

Таким образом, в зоне загрязнения возникает и разви
вается динамичное концентрационное поле загрязняющих ве
ществ, находящихся в воде между частицами породы в свобод
ном состоянии. Параллельно появляется и второе концентра
ционное поле - поле сорбированных почвой загрязняющих ве
ществ. В дальнейшем рассматриваются загрязнения подземных 
вод химической природы. Под этим понимается появление в 
составе подземных вод химических веществ выше допустимых 
концентраций. При математическом моделировании движения 
загрязняющих веществ следует учитывать динамику свободно
го загрязнителя в воде, загрязнителя, сорбированного на 



частицах породы, и характер самого процесса сорбции, об
условленный конкретным видом почвы и загрязнителя. 

Описание модели. Рассмотрим двумерную пространствен
ную область 52 (рис.1). В 5? движется вызванный внешними 
причинами поток подземных вод со скоростью фильтрации сг 
в направлении оси X . Он входит в область через границу 
[0,У] . Предполагается, что в ыомент времени 1-0 произо
шёл выброс загрязняющих веществ на отрезке 1]/г,Мг1> В даль
нейшем этот источник загрязнения действует в зоне выброса 
Г#/,уг?с то& ж в к л и переменной интенсивностью. Потоком под
земных вод загрязняющие вещества увлекаются в направлении 
оси X со скоростью фильтрации & . Прямоугольник Л6<г? , 
одной из сторон которого является отрезок [д,,уг] % назовём 
конвективным следом зоны выброса. Общепринято для задач 
миграции подземных вод не учитычать диффузию в направлении 
оси X / I / . Диффузия загрязнителя в вдоль оси ̂  учитыва
ется с коэффициентом диффузии О . 

X * 
Рис. I . Область распространения и сорбции 

загрязняющих веществ. 

Обозначим через концентрацию загрязняющих 
веществ, находящихся между частицами породы в свободном 
состоянии Л. (Х/^, 1) - концентрацию сорбированные загряз
няющих веществ, и (т,у>-{) - равновесную концентрацию, ха-



рактериэуюшую подвижное динамическое равновесие процессов 
сорбции и десорб; •• .. Здесь ё - время. 

Уравнения, описывающие процесс в области 52 , имеют 
вид / I , 2/ 

96 
(2) 

(3) 

где /з - кинетический коэффициент, зависящий от свойств 
породы и загрязняющего вещества, <т - пористость. 

Уравнение ( I ) описывает конвективный и диффузионный 
перенос загрязнителя, уравнение (2) - кинетику сорбции за
грязнителя в проводящей среде, и уравнение (3 ) характери
зует изотерму сорбции. 

В общем случае уравнение (3 ) имеет вид /3/ 

"а и 
11 " Р"1 

и описывает изотерму Лэнгмвра. Здесь - коэффициент 
Генри; ив/ р - и>н4-(~. В области малых концентраций загряз
нителя может быть использована изотерма Генри 

а. * 4ь и . 
В начальный момент времени загрязнитель в области & 

отсутствует: 

и(х,#,о)-О, А ( х , у , О ) = 0 /я;у;е9 (4) 
В общем случае на границах , у' ТГ может быть 

задана величина потока вещества, вызванная его диффузией: 

где У* , 4*1 - заданные функции X и 2 . 



При выборе достаточно большой ширины области можно 
считать, что 

На левой границе области & задаётся концентрация 
свободного загрязнителя как функция времени: и(0,^,*)' У (у,*). (6) 

Описание численных алгоритмов. Численное решение за
дачи (1 ) - ( б ) проводилось конечно-разностным методом на 
равномерной сетке 

Для изотермы Генри уравнения (1 ) - (3 ) аппроксимируются вы
ражениями 

Л л А 

*х . А« (7) 

* 0(Г Щ,,--2и1у*4/0:, 

(8) 

Щ' у - (9) 

Здесь (Го ,(Г, ,6" - коэффициенты, введённые для обеспе
чения устойчивости разностной схемы. Знак А означает верх
ний временной слой. 

Разностное уравнение (7) приводится к прогоночному 

•Л$ф - * & иу*г • " Щ/ • П О ) 



Входные параметры. Численное решение задачи .проводи
лось при постоянных и переменных граничных условиях в зоне 
выброса. При этом принимались следующие значения коэффици
ентов: б" -0,5; Л -0,5; V, «0,9; О -0,0001 м 2/сут; 
1Г *0,1 м/сут; ) , -0,5;1;2;2,5 1/сут; /~ =1,5;2; 4; 
I» «0,4; У - I н; X -2,5 и; у , -0,2 м; #, «0,8 м. 

Отношение длины ионы выброса 1 * дяинв границы 

составляло 3/5. 
При постоянных граничных условиях у имела вид 

При перинных граничных условиях на отрезке (#г,#*7 
она принималась в начале процесса равной I , а затем изме
нялась от I до 0 по закону у*/г7 *-аё-* в* , где и / 
положительные постоянные. 

Анализ результатов показывает, что концентрации сво
бодного, сорбированного и равновесного с сорбированным за
грязнителя уменьшается кяк в направлении движения конвек
тивного потока, так я от середины области - С к границам 
у -0 и у- У . Наибольших значений величина и и Л. до

стигает на конвективном следе. В области диффузионного за
грязнения ОЛ$Х значения и я О- существенно меньше. 

На прямой у -0.1. параллельной скорости движения жид
кости и расположенной между границей области и конвектив
ным следом, (рис.2) с течением времени происходит парабо
лический всплеск концентрации. Наибольшее значение 14- -
•=0,450.10*^ наблюдается в момент времени ^ =7. Это проис
ходит потому, что загрязняющее вещество поступает сюда 
только диффузионным путём, а конвекция сносит его в на-



и , кг/м3 

4 00С-0ОЭ 

•100Е-ООЗ 

манко 
гоое-оо! 

1 ООЕ ООЛ 

Ь.ООЕ-004 

О ООЕ'ООО Лп<^ 1 >|.И|...,7>||.•••<«•*»»••», Я1тн»уД? , М 

ох о аго а«о аво ово гаа «.*• 1.40 1.10 1.во 
Рис. 2 . Изменение концентрации свободного загрязнителя 

в направлении конвективного переноса а зависи
мости от Л и г для д =0,1. 

правлении оси СС . Это и приводит к немонотонному распреде
лению загрязнителя на данной прямой. Максимум кривых смеща
ется с течением времени в направлении оси Л , потому что 
загрязняющие вещества, поступившие из центра области за 
счёт диффузии постепенно сносятся конвективным потоком. 
Увеличение максимальной концентрации объясняется дополни
тельным диффузионным потоком загрязнителя из точек, лежа
щих далее вдоль оси X. . 

Изменение концентрации сорбированного загрязнителя 
вблизи конвективнэго следа зоны выброса аналогично измене-



них свободного загрязнителя. Меняются лишь количественные 
характеристики. 

ИОЕ«ем 

I.ООО ООО 

и,кг/м 3 

в .о « - »| -

4.0СС 001 

2 .00Е -001 

ОСОТ'ООО ^ ,сут 
10.1)0' 1ЬОО 30 .00 ГО.00 

Л » 

Рис. 3. Зависимость и , Л и ^ от времени при пере
менной интенсивности источника загрязнения 
вблизи зоны выброса. 

На рис.З представлена зависимость концентрации свобод
ного, сорбированного и равновесного с сорбированным загряз
нителя от времени на конвективном следе вблизи зоны выбро
са при переменных граничных условиях. Вблизи этой зоны кон
центрация свободного загрязнителя резко увеличивается в на
чальной фазе процесса, а затем растет медленно и равномер
но * /2/, достигая максимального значения, равного I . 
При уменьшении концентрации загрязнителя в зоне выброса ве-



личина свободной концентрации вблизи этой зоны на конвек
тивном следе продолжает сохранять максимальное значение, 
т.к. требуется некоторое время для того, чтобы более чис
тый поток воды дошёл до рассматриваемой точки. Вслед за 
этим концентрация свободного загрязнителя вблизи зоны вы
броса уменьшается. 

Концентрация загрязнителя, равновесного с сорбирован
ным, и сорбированного загрязнителя вблизи зоны выброса 
растут медленно и так же медленно убывают вместе с убывани
ем концентрации в зоне выброса. 

Превышение значения равновесной концентрации над сво
бодной (±> /I) после изменения граничных условий объясняет
ся тем, что и это концентрация, необходимая для поддержа
ния величины сорбции на достигнутом уровне. В результате 
того, что значение и превосходи' концентрацию загрязните
ля фактически находящегося в межпоровом пространстве и на
чинается десорбция загрязнителя с повторным его перемеще
нием в ->? . 

Рассмотрим влияние интенсивности сорбции на кинетику 
загрязнителя. Скорость сорбции определяется коэффициентом 
Р в уравнении ( 2 ) . На рис.4 представлена зависимость кон
центрации свободного загрязнителя от р и х при у =0,5, 
т . е . в середине конвективного следа. Грн отсутствии сор
бции ( р =0) наблюдается значительное выдвижение свобод
ного загрязнителя в направлении конвективного потока, 
уменьшение его концентрации на конвективном следе определя
ется только диффузией в направлении оси у , Включение в 
работу сорбционного механизма приводит « резкому сокраще
нию длины зоны, затронутой загрязнением I уВ =0,5), одна
ко, дальнейшее увеличение интенсивности «орбции ( р =0,5-
-2,5) мало влияет на динамику концентрации! свободного за
грязнителя. 

Влияние коэффициента ^~ в изотерме Генри на величину 
свободного и сорбированного загрязнителя исследовалось в 
характеристической области О , определяемой прямоугольни
ком Эта область расположена на конвективном сле
де вблизи зоны выброса. Выбор этой зоны и её положение по-



и , я г/м 3 

1.30 

•X ,м 

РИС. 4. ЗАВИСИМОСТЬ концентрации свободного загрязнителя 
от величины ( € =10сут; д =0,5м; ^ 2 ) . 

зяоляет исследовать осреднённып отклик моделируемой систе
мы на изменение как внутренних её характеристик, так и 
граничны/: условий. В таблице, приводятся средние по харак
теристической области 9 значения К- и Ч- в зависимости 
о?4/*" в различные моменты времени. Анализ результатов по
казывает, что в промежутке времени от 0 до 10 в области 



Таблица I 

I I О • Т " О I 
I т I о (кг/м ) I А (кг/и) 1 
I (сут) I 1 

[У =1,5; Г -*\ <Г =4 ^ - 1 . 5 } Г =2 } ^ = 4 [ 

I 1 - 0 1 . 141 I . 2 0 0 I - 2 5 3 I - 0 4 0 I . 0 3 9 I • 0 3 3 I 
I 2 . 0 I .4113 I . 4 8 5 I • ' л Л I - 1 7 9 I . 1 7 3 I • 143 I 
I- 3 . 0 1 . Ч « 4 I • ' . 7 0 X • 0 4 4 I • 3 1 0 I . 2 8 7 I • 2 0 2 I 
I 4 . 0 I . 7 1 7 I . 7 9 4 I . 9 0 2 I . 4 1 4 I . 3 6 4 I • 2 2 3 I 
I 5 . 0 I . 7 9 9 I . :?58 I . 9 1 7 I - 4 8 8 I . 4 1 0 I • 2 2 9 I 
I 6 . 0 1 . 8 4 9 I . 8 9 1 I . 9 2 1 I • 5 3 7 I . 4 3 6 ! • 2 3 0 I 
I 
* 

; . 0 
Р г» 

I 
т 

. 8 3 0 
од" I 

» 
. 9 0 7 
Ч1 Ч 

I • 9 2 2 1 
Т 

. 5 6 9 I 
* 

• 4 4 9 
. . . 

I 
| • 2 3 0 

• 231 

I 
* 

1 
1 

С • К1 
9 . 0 

1 
I 

• ТО 
. 9 0 9 

1 
I 

• 9 1 ? 
. 9 1 9 I • ТАЛ 

. 9 2 2 I - ЭОО 
. 0 0 0 

Д 
I 

• в з ^ 
• 4 5 8 I • 2 3 1 I 

I 1 0 . 0 I . 9 1 5 I . 9 2 1 I . 9 2 2 I . 6 0 6 I . 4 6 0 I • 231 I 

9 увеличение ^ от 1,5 до 4 приводит к монотонному воз
растанию величины свободного загрязнителя. Характер изме
нения сорбированного загрязнителя в зависимости от 1* иной. 
Возрастание приводит к уменьшению Д . 

Выражаю признательность Буйкису Андрису Альбертовичу 
за помощь, оказанную при написании этой статьи, 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
В НАПРЯЖЕНИЯХ В КРИВОЛИНЕЙНОЙ ОБЛАСТИ 

В работе приводится разностная аппроксимация задачи 
термоупругости для области с участками криволинейных гра
ниц. Построена аппроксимация второго порядка точности. 
Применяется эффективная итерационная схема, описанная в 
/ I / для случая прямоугольной области. 

I . Рассмотрим осеоимметричнув задачу термоупругости 
в цилиндрической системе координат ( Г В ) . Упруго-
деформированное состояние тела в этом случае характери
зуют компоненты тензора напряжений & г г , 

и тензора деформаций с 
торы /1,2/: 

.Введем век-

е.*=а!"+(., е**(. ,е Используем также вектор пере
мещения и»(и1) с компонентами Иг и и*. Для опреде
ления этих векторов имеем уравнения равновесия 

(1.1) 

соотношения Коши 

е = Ни (1.2) 



и з а к о н е Гука 

5 = Не. - Т (1.3) 

в котором учтено тепловое расширение зависящее от темпе
ратуры Т. В этих формулах: 

д 

( 
о 

о 
7)2. 

\ Х _ Э ± _д_ I 
\2 дг 2 дг / 

/. = 1 
о о Эг г дг 

' V -4/* 0 0 

-2/1 А+2/1 А О 
О 0 А+2р О 

О 0 0 2/1) 

А ; /< - коэффициенты Ламе; сС - коэффициент температур-
Н01Х) расширения; у * " ; у г - компоненты вектора массовых сил. 

Граничные условия будем задавать в напряжениях. На 
внешней границе запишем: 

(5'+52)Пг * 5*пё = РГ , (1.4) 

5 * / 7 г * 53Пг = Р* , (1.5) 

где г . Р - компоненты усилия приложенного к границе, а 
Пг,Пг- компоненты вектора нормали. На оси симметрии 
запишем 

Как известно /2/ оператор - С сопряжен к /? , т . е . 



Затем можно построить = - 1_^ , получив тем самым в 
разностном виде уравнения равновесия: 

и граничные условия: 

Учитывал уравнения равновесия ( I ) , можно записать: 

Воспользуемся разностным методом. В начале рассмот
рим разностные аналоги операторов Я и /? * в прямоуголь
ной области г 0 ^ г ^ 2 м ; г0з;г^Г„ ; ге=0/2/. Введем 
неравномерную сетку о шагами Н^ , д^• • В точках с коор
динатами (Г,*^,/2,гу*^/л) будем определять 5*+1/л/+1/л ; 

•******* I &•*»**& • в т о ч к а х (П.*/Х-Щ ; е\у 
(п , г , ; <г*+А***к>Ъ)~"2*ч (рис.1) . 

Запишем в разностном виде соотношения Коши - опера
тор 

е^/2/"/2-иг.ч*1/г- Ь~ГГ ~~ ***** гХ%риМ+ 



Р1ф >М ~Р%<Ф -С(гР%гоЛГ^А-/1<АА/2 

Тогда при Л4- - постоянных получим аппроксимацию второго 
порядка. 

Закон Гуха запишем следующим образом: 

/ V - 4 Л 0 \ /е'\ /о] 
= и , л и т г , 

Как уже было сказано эта аппроксимация имеет место в 
случае прямоугольной области. Тогда граничные условия 
существенно упрощаются за счет того, что одна из компо
нент нормали равна 0, а другая - I . Далее попытаемся полу
чить аппроксимацию граничных условий для области отличной 
от прямоугольной. 

Проведем в рассматриваемой прямоугольной области ли
нию, начинал с точки, индексы координат которой N1. * ^ 2 , 
М-1>1.>0 , если М<Ы или М-*>1>М-А/,еслк 
М>Я , по точкам с индексами М- */2 /- , /V-/^3/г1Ш.•, 
М-К+</2ик,...,Ы-1И-1-)+'/2 М(К=</2,1.3/2,2 м-^'Д.м-О 
(Р .Ю .1) . Указанные точки это точки, • которых по выбран
ной аппроксимации определяются смещения У I * к 
при полуцелых X и Ии-к^ущк при целых значениях К. 
Эту пинию будем считать границей области. 

Выберем для более подробного рассмотрения какое либо 
полуцелое значение К и введем обозначение /Ч-К*//г = I, 
1_ + К = !/ + */2 - точка на границе, а которой определяется 
компонента смещения ^^у,//2 • Запишем в этой точке 
граничное условие (1 .4 ) . Примем во внимание, что 



3 и , ~ ш 

Пг=7а^ТЪТ ' П*~тГ6?'1ъ-1 ' и П Р И п о м о ш - и РЯДа Тейлора 

а « 5 ^ , ^ через . Тогда .учитывая еще уравнение 
равновесия ( I ) получим: 

(1 .7 ) 
( 9 * / Л г г ~ - -5М4 ; ^ 

Аналогичным образом из условия (1.5) Ъ точке 11+1/2? по
лучим 

5- г,.,„ цщ ***ЧЩ*№к "'8> 

Эти выражения при равномерных шагах апп^Лсимиру^т гранич
ные условия (1 .4 ) и (1 .5 ) со вторым порядком точности. 

В реальной задаче с криволинейной областью прихо
дится подстраивать разностную сетку так, чтобы точки 
13-*'/<2 и 1+1/2? попали на криволинейный участок 
границы. Учитывая возможность переменных шагов и ^ 
такую сетку можно подстроить для достаточно широкого 
круга областей. Ограничения здесь очевидно будут накла
дываться из-за возможности чрезыерного измельчения шага 
в каком-либо направлении и образования неоправданно боль
шого количества узлов сетки. 

Для решения системы уравнений, получаемой в результа
те аппроксимации в работе использовалась итерационная 
схема: _^ 

+ Н*С-'(« 5"+;)= О. ( 1 > 9 ) 

В / I/ эта итерационная схема использовалась для задачи в 
прямоугольной области. Там же был построен оператор С 
исходя из разностного оператора Ламе Я И К , следуя 
идеям методов неполного разложения Холецкого /3/ и 
/4/ для уравнения эллиптического типа с одной неизвест
ной сеточной функцией. В рассматриваемом случае для И АР 
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3,753 
3,495 

3,242 
1,933 
2,403 

1,964 
-0,641 
0,339 

4,884 
4,884 
4,584 

4,359 
3,942 
4,026 

3,365 
2,042 
2,732 

2,024 
-0,841 
0,340 

0,513 
-4,620 
-3,213 

0.525 
-4,740 
-3,645 

0.9 
4,896 
4,896 
4,581 

4,368 
3,951 
4,026 

3,373 
2,052 
2,736 

2,038 
-0,833 
0,354 

0,525 
-4,737 
-3,646 

0.7 
4,606 
4,686 
3,948 

4,203 
3,789 
3.492 

3,271 
1,968 
2,410 

1,963 
-0,812 
0,358 

0,513 
-4,605 
-3,222 

0,5 
4,038 
4,038 
2,760 

3,669 
3,240 
2,470 

2,929 
1,609 
1,760 

1,838 
-0,916 
0,330 

0,492 
-4,328 
-2,367 

0,3 
2,445 
2,445 
1,257 

2,319 
1,824 
1,148 

2,017 
0,540 
0,859 

1.442 
-1,496 
0,216 

0,492 
-4,434 
-1,167 

0,1 
-0,972 
-0,972 

О 

-0,668 
-1,319 

0 _ 

-0,162 
-2,048 

0 

0,435 
-3,255 

0_ _ 
0.1 0.3 0,5 0.7 

0,573 
-5.1Ы 

С _ 
0,9 

Таблица. Значения напряжений (Згг(верхнее число в 
ячейке), (з"/** (среднее), & г г (нижнее) в 
точках сетки, полученные в расчете при 
отсеченном угле области 
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/4/ для уравнения эллиптического типа с одной неизвестной 
сеточной функцией. В рассматриваемом случае для построе
ния С необходимо было сделать соответствующие изменения 
в коэффициентах этой матрицы. 

На основании вышеизложенного разработана программа на 
языке Р0ВТЯА1Ш, реализующая расчет термических напряже
ний. 

В работе / I/ приводился пример расчета тестовой за
дачи для прямоугольной области. В качестве теста бралась 
задача с температурной нагрузкой Г = Т0 Г2 и условия
ми свободной поверхности на границе прямоугольной области. 
Сравнение показало хорошее совпадение расчетных данных с 
точным решением тестовой задачи /5/. Приведем здесь ре
зультаты расчета по изложенной выше методике для прямо
угольника с конической верхней частью. На конической час
ти границы зададим нагрузки, рассчитанные по результатам 
расчетов тестовой задачи, приведенной в / I / . В этом слу
чае результаты расчета для области с конической частью 
должны совпадать с расчетами задачи в / I/ . В таблице при
ведены результаты расчета указанной задачи в области с 
конической частью. 11риводятся значения напряжений б"~г, 
(э ^ " ^ в различных точках области. Максимальные 
отклонения от решения в прямоугольной области составило 
Еь, 2%, 2%, 1% РАЯ компонент &г" б** <эг* соот
ветственно. Отметим также, что число итераций в итерацион
ной схеме не увеличилось. Разработанное программное обес
печение использовалось для расчета температурных напря
жений в монокристаллах, выращиваемых из расплавов при 
различных температурных нагрузках. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты опубликованных в настоящем сборнике работ 
по математическому моделированию могут быть использованы 
для оптимизации выращивания полупроводниковых и в том чис
ле полупрозрачных монокристаллов, путем повышения их хими
ческой однородности, минимизации напряжений я плотности 
дислокаций, увеличения скорости выращивания путем управле
ния внешними параметрами технологической установки. Разра
ботанные математические модели и численные методы могут 
быть использованы при разработке пакетов прикладных прог
рамм для управления технологическими процессами. 
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Р Е Ф Е Р А Т Ы 

УДК 517.956.223 

О НЕСОСТОЯТЕЛЬНОСТИ ДИФФУЗИОННОЙ МОДЕЛИ ОСМОСА. 
Рубинштейн И.Л., Рубинштейн Л.И. // Математическое 
моделирование. Прикладные задачи математической физики. 
Риге: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.6-17. 

На основе рассмотрения одномерной системы осмо
метр-полупроницаемая мембрана - неограниченный водный 
бассейн демонстрируется несостоятельность чисто диффу
зионной модели осмоса. 

Библиогр. 10 назв. 

УДК 536.421.1+536.74 

МЕТОД ЛОКАЛЬНОГО ОСРЕДНЕНИЯ ПРИ ЧИСЛЕННОМ РЕПЕНИИ 
ЗАДАЧИ РОСТА КРИСТАЛЛА ИЗ БИНАРНОГО РАСПЛАВА. Авдонин Н.А., 
Гулбе М.Л. // Прикладные задачи ыатематической физики. 
Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.18-27. 

Применяется метод локального осреднения для 
решения задачи кристаллизации в классической постановке. 
Приводятся результаты численного решения полученной ос-
редненной модели. 

Ил. I , библиогр. 5 назв., табл. I . 

УДК 519.6+536.42 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОМАССООБМЕНА ПРИ ВЫРА
ЩИВАНИИ БИНАРНЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ ДВИЖУЩЕГОСЯ НАГРЕВАТЕЛЯ. 
Аланович 13.В., Люмкис Е.Д.// Математическое моделирова
ние,./Прикладные задачи математической фкзики. Рига: ЛУ, 
1990. - Вып.1. - С.28-67. 



Рассмотрена математическая модель процесса выращи
вания бинарного полупроводникового материала из распла
ва. Численно исследуется влияние конвекции и тепломассс— 
переноса на положение и форму мекфаэной границы и ради
альную однородность состава растущего кристалла. Расче
ты проводились на согласованной с границей и фронтами 
фазового перехода подвижной сетке из ячеек Дирихле. 
Изучаются случаи линейной и нелинейной зависимости плот-
нсзти расплава от температуры и соствва. Показано, в 
частности, что если скорость нагревателя направлена вер
тикально вверх, в расплаве может реализоваться случай 
устойчивой плотности стратификации. 

Ил. 15, библиогр. 25 назв. 

УДК 519.6+532.77 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИШИЯ ГИДРОДИНАМИКИ И 
РАДИАЦИОННОГО ТЕПЛООБМЕНА В ПРОЦЕССЕ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ 
НАПРАВЛЕННОЙ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ НА ПОДОЙНИК И ФОРМУ МЕХ-
ФАЗНОЙ ГРАНИЦЫ. Апанович Ю.В., Ломкие Е.Д., Покул Л.А.// 
Математическое моделирование. Прикладные задачи мате
матической физики. Рига:ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.68-90. 

Предложена двумерная математическая модель процес
са горизонтальной направленной кристаллизации, учиты
вающая гравитационную и термокапиллярную конвекции в 
расплаве, теплоперенос в кристалле, расплаве и в полу
прозрачных лодочке и ампуле, выделение скрытой теплоты 
на фронте кристаллизации, радиационный теплообмен между 
поверхностями расплава-кристалла и муфеля. Описан алго
ритм решения системы разностных уравнений, возникающих 
после аппроксимации на сетке из ячеек Дирихле сформули
рованных дифференциальных уравнений. Проводится анализ 
влияния различных эффектов на форму фронта кристаллиза
ции. 

Ил. 9, оиблиогр. I I назв. 



УДК 620.179.4 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ИЗЛУЧАТЕЛЯ С НЕОДНОРОДНЫМ ПРО
ВОДЯЩИМ ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ. Антимиров М.Я., Лиепиня В.Р.// 
Математическое моделирование. Прикладные задачи матема
тической физики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.91-100. 

Методом малого параметра решается задача о взаимо
действии излучателя в виде двухпроводной линии с полу
пространством, различные области которого имеют проводи
мости <о1 и <ог • Предполагается, что величина<%/6^-/ 
достаточно мала и может быть использована в качестве 
малого параметра. 

Ил. I , библиогр. 3 назв. 

УДК 519.6:1339.319 

РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ И ТЕРМОУПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ В 
МОНОКРИСТАЛЛАХ ПРИ БЕСТИГЕЛЬНОЙ ЗОННОЙ ПЛАВКЕ. Белова И.В. 
//Математическое моделирование. Прикладные задачи мате
матической физики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.101-110. 

В статье рассмотрена математическая модель устано
вившейся зонной плавки со свободной боковой поверхностью 
расплава, Приведены результаты расчетов полей температу
ры и упругих напряжений в зависимости от полученной формы 
проплавленной золы. 

Ил. 6, библиогр. 8 назв. 

УДК 537.84:536.25 

ВОЗНИКНОВЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ОСЦИЛЛИРУЩИХ КОН
ВЕКТИВНЫХ ТЕЧЕНИЙ ПРИ Рг«\ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОЛОСТИ 
С ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ ПЕРЕПАДОМ ТЕМПЕРАТУРЫ (ЭКСПЕРИМЕНТ). 
Бояревич А.В.// Математическое моделирование. Прикладные 
задачи математической физики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. -
С.Ш-120. 



Экспериментально исследуется влияние магнитного поля 
на возникновение осниллируюиих режимов конвективного те
чения в нагреваемой сбоку полости отношением высоты к 
длине 0 ,25. Показано, что возни капере в результате поте
ри устойчивости осциллирующее течение является существен
но трехмерным. 

Ил. 4, библногр. 6 назв. 

УДК 536.2.02 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ КОМПЛЕКСА 11ЕСТАЦИ0НАРНЫХ 
МЕТОДОВ ИССЛЕДОВАНИЯ ТЕПЛ0ПРОЕОД1ОСТИ ГАЗОВ И ЖИДКОСТЕЙ. 
Быков СИ. , Колыикин А.А., Окулич-Казврин Е.Г., Смирнова 
Т.Е.// Математическое моделирование. Прикладные задачи 
математической физики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.121-
130. 

Описывается математическая модель метода возмущения 
тонкого цилиндрического зонда прямоугольным импульсом 
электрического тока переменной протяженности в электро
проводящей среде. 

Библногр. 5 назв. 

Д̂К 697.9 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРСвАН*; ЮАИМОДЕИСТВИЯ ТУРБУЛЕНТНОЙ 
СТРУИ СО ВСТРЕЧНЫМ ПОТСИШ. Варалаев В.Н., Королев и.В.// 
Математическое моделирование. Прикладные задачи математи
ческой физики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.131-139. 

В работе проведено численное исследование взаимо
действия струи со встреиным потоком в ряшках ( К , 6 ) 
модели турбулетиости для умеренных отношений характер
ных размеров потоке и струи. Получены гидродинамические 
характеристики течения. 

Ил. Ь, библногр. 5 назв. 



УДК 519.6:539,379.4 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ДАВЛЕНИЯ В ГАЗЕ НА ПЛОТНОСТЬ 
ДИСЛОКАЦИЙ В КРИСТАЛЛЕ ПРИ ВЫРАЩИВАНИИ ИЗ РАСПЛАВА. 
Вахрамеев С . С , Козельская Н.В., Бисерин В.И., Освенский 
В.Б.// Математическое моделирование. Прикладные задачи 
математической физики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.140-
150. 

Производится математическое моделирование внешних 
тепловых условий выращивания с учетом давления газа в 
камере. Результаты расчетов совместной терме— упруго-
пластической задачи показывают, что при определенных ул-
ЛОРИЯХ имеется возможность снижения величины плотности 
дислокаций в кристалле в несколько раз. 

Ид. 3 , библиогр. 5 назв., табл. 2 . 

УДК 532.546:518.12 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРО
ВОДНОСТИ В СРЕДАХ С ТОНКИМИ СЛАБСПРОВОДЯЩИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ. 
Демченко Л.И., Мистецкий Г.Е., Вакал Е.С.// Математичес
кое моделирование. Прикладные задачи математической фи
зики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.151-157. 

Описывается численный метод решения уравнения тепло
проводности в области, содержащей тонкое слабопроводящее 
включение. Предлагаемая замена включения специальным гра
ничным условием типа условий не идеально го контакта. 

Библиогр. 2 назв. 

УДК 538.4 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРСВАНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 
В АЛШИНИЕВЫХ ЭЛЕКТРОЛИЗЕРАХ. Калке Х.Э.// Математичес
кое моделирование. Прикладные задачи математической фи
зики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - 0.158-171. 



Описывается математическая модель и численный метод 
для моделировашя распределения температуры в алюминиевом 
олектролизере с учетом потока жидкого металла, создавае
мого действием электромагнитных сил. 

Библиогр. 4 назв. 

УДК 517.947:519.6: 
556.388 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЗАГРЯЗНЯЕЩИХ ВЕЩЕСТВ 
В ПОДЗЕМНЫХ ВОДАХ И ПОЧВЕ. Титушкина З.Ю.// Математичес
кое моделирование. Прикладные задачи математической фи
зики. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.172-180. 

Рассматривается математическая модель движения 
загрязняющих веществ в подземнь-: водах и почве. Разра
ботан алгоритм численного решения поставленной задачи и 
проведен расчет модельного примера для изотермы Генра. 
Анализ результатов расчетов показывает, что модель дос
таточно полно отражает процессы распространения загряз
няющих веществ, их конвективного переноса с водой, диф
фузии и сорбции в почве. 

Ил. 5, библиогр. 3 назв., табл. I . 

УДК 519.6+539.379.4 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕг'МОУПРУГОСТИ В НАПРЯЖЕ
НИЯХ В КРИВОЛИНЕЙНОЙ ОБЛАСТИ. Якушенок Р.А.// Математичес
кое моделирование. Прикладные задачи математической физи
ки. Рига: ЛУ, 1990. - Вып.1. - С.181-190. 

В работе приводятся разностная аппроксимация задачи 
термоупругости для области с участками криволинейных гра
ниц. Построена аппроксимация второго порядка точности. 
Приводится решение для случая прямоугольной области. 

Ил. I , библиогр. 5 назв., табл. I . 
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