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Counterexample to ordinary solvability 
for systems with discontinuous nonlinearities 

A.Cibul is 

S u m m a r y . The solvability problem of the system of the type 

( o l ( t t , , t . , K ) 4 f t ( u i , u J )  / i f (1) 

и . ( в , ) « Л ц , J  1,2 (2) 

ie connicJered. [t has been ihown tha t discontinuities belonging eimukanpoiely in both 
coefficient A o, , /J, create generally speaking the nonexistence of the ю т t ion determined 
in the socalled mushy region by one and the t a m e unknown function. 

1991 MSC 35J45 

Let П = ( o „ e , ) , / . € W O ) , g € С ( Л ) , 

O o = { ( « . * ) € Я х Л r s f f l ) ) , 9 = Л х Д \ д 0 , 

and let the coefficients a* : Q —• Я, where o 3 = ft, о* я A . be continuous functions in 
Q with finite limits 

a j ( ^ r ) : ~ J i m ^ f l . s ) , A  1 4. 

By analogy with single equation, see for example [1]. we use the following "ordinary'* 
definition of the solution. 

Dtftnxtion. T h e pair и = ( u b u 2 ) 6 Я 1 ( П ) x # ' ( f l ) is said to be the solution of (1) , 
(2) if boundary condition (2) holds and if a function у> € ^э(П) with values from [0,1] 
exists su< h tha i 

| К ( и , 9 К ч :  о ; , > , Л 1 + и | а 1 = 0 Vf/бЯр! , 1 = 1.2, (3) 

where 

Ф . й * в Л ^ + « ; м ( 1  л *  i 4. (4) 
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R e m a r k 1 The function is of a great importance only in the mushy region fto = {x € 
ft ua(x) = g(ui(x))}, because a'k = a j = G£ «= ft* wricnever x $ fto. 

R e m a r k 2 The solvability of (1), (2) in а сазе when Д =*0 under some assumptions on 
a,, i = 1,2, is stated in [2]. 

To construct the desirable counterexample we choose 

П = (0 ,1) , Axl = Л а , = 0, AX2 = A22 = 1, & = 0, 

/ j К / , Я 0, = T, tli *= u 2  u, , 

/ \ i \ i \ / 1 • / ti/ < 0 
a H : = a 1 ( u ) = a a ( u ) = | 3 ^ > Q 

« « ) :  A ( u ) « | _ e f / w > Q 

Then (2), (3) ie equivalent to 

/ a ' K v 0 u y , < f c = 0 V 4 l € ^ , (5) 

jf [ а  ( и » ^ ) и ' а Я ;  P(w%*)m\iz = 0 Vn, € / /^ . (6) 

u,(0) = 0, UI(l) = l, 1 = 1 , 2 . (7) 

L e m m a . Suppose that ( t i i , u 3 ) is tne jo/ution о/гЛе system (5)(7). 
Then w < 0 in ft. 

Pro©/ If ш(х) > 0 for some x € ft then continuity of w and boundary condition (7) 
yields the existence of points X I , x 2 € ft such t h a t 

w(x) > 0 in ( x b x 2 ) and и>(хг) *= Ц х а ) « 0. 

As Qi в о , = 3 and /9 к —6 in ( x l t x a ) then taking n t = ffa = twin ( x | , x 3 ) and щ = ifa = 0 
outside (x i , x a ) we have, see (5), (6) , 

r 3 t i > ' d x = 0, 
. 

Г (3u ,u / + bw)dx = 0. 

T h e difference of these equalities leads us immediately to the contradiction 

/** (Зш* + 6tii)«/x = 0 

because 3u/* + 6w > 0 in ( x i . x j ) . 

T h e o r e m . Systrm (5)(7) has no solution (u , . 



Proof. Suppose tha t ( u i , u a ) is the solution of (5)(7). Then difference of the equalities 
(5) and (6) yields 

jf [а(ш, у>)и/У " ^ ( » , = 0 Vn € Я 0

! . (8) 

Let П_ := ( i 6 П I ш(х) < 0} . Taking into account Lemma and the wellknown fact tha t 
w* = 0 almost everywhere in fl0, see, for example, [3], from the equality (8) we obtain 

/ \w'V' (**w  l)\ndx  [ 0 V * = O VnGtf© 1 . (9) 

On the other hand for n = sin *x we have if + т 2 п = 0. Hence it follows tha t 

/ (u>V + iA»n)<fx = 0. 
/n 

Arguing as above we obtain 

f ( u j V + v*u>n)dx = 0 

which together with (9) yields the following contradictory relation 

/ nax = / 0 V x . (10) 

If т е а л Vto = 0 then righthand side of (10) is zero but lefthand side is positive because 
n > 0 in П and mcastt > 0 by virtue of Lemma. 

In its turn if meas По > 0 then righthand side of (10) is negative (because — 6 = < 
< / ? + =  1 ) but left hand side ie positive or zero. 
This completes the proof. 

R e m a r k 3 To obtain the solvability of the system (1) or (S) one can use the more general 
concept of solution when discontinuous coefficients a* are determined in mushy region each 
by his own unknown function <^*. 

Let us show tha t pair ( u i , u a ) = (* ,x ) batisfies the following equations, compare with 

(5)(7), 

f a{w^i)u\ti[dx = 0 V * i € / / 0 . (11) 

J [a*{w4ip2)u№  fl(w,f3)n}dx = 0 Vn 3 e Яд, (12) 
if ipi — 0, Kp2 =• * And 1^3 = J . 

Observe tha t По — П a»d 

a ' ( u \ ^ i ) = а + ^ 1 + ft"(l  = 3, 

a9(w,+>2) =
 a

V a + <*~(l ~ Pi) = 2x + 1, 

/П = /*+

*а + / П 1 ~ * з ) =  2 . 

This implies equalities (11) and (12). 
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А . Ц и б у л и с . К о н т р п р и м е р к обыкновенной р а з р е ш и м о с т и с и с т е м с р а з р ы в 

н ы м и н е л и н е й н о г т я м и . 
А н н о т а ц и я . Рассматривается проблема разрешимости д л ! систем с разрывны

ми н е л и н е й н о с п ы и айда 

( a , ( u i . u a K ) ' + ft(ub и , )  / ; . 

• 1,2. 

Установлено, ч т о доопределение разрывных коэффициентов о , и 0, • тах называе

мой двухфазной зоне при помощи одной и той же неизвестной функции вызывает, 
вообще говоря, несу шествовал не решения. 

У Д К 517.95 

A . C i b u l i s . P r e t p i e m S r t tiitlmu аг p A r t r a u k t l m n e l i n e a r i t l t e m parmstai 
a t r i a i n l m l h a i . 

Anotftc i ja . Aplukota a t r i s ina juma eksistencea problems i a d a m s is temam ar par

t r a u k t a m nelineari tatein 

( а | ( и ь и , К ) ' + A ( u b u a )  / . , 

ti,(a>) =» A.,, , j « l , 2 . 

Noskaidrots, ka p a r t r a u k t o koeficientu a , un ft papildudeAnesana t a saucamaja div

fazu zona ar vie пае un tas pasas necinamas funkcijas palidzlbu, visparfgi runajot, izraisa 
at r is inajuma neeksistenci. 

Ins t i tu te of Mathemat ics Received 07.06.96 
and C o m p u t e r Science, 
University of Latvia 
FUinie blvd. 29 
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GROBMAN'SHARTMAN'S THEOREM 
FOR TIMEDEPENDENT DIFFERENCE 

EQUATIONS 

A. Reinfelds 

S u m m a r y . A short proof of global dynamical equivalence of t imedependent diffe

rence equations in a Banach space is given. T h e proof is carried out by means of Green's 
function. 
1991 MSC 34C35, 39B52, 54H20 

0. Introduction 
T h e linearization problem in the theory of ordinary differential equations vere explo

red by P. Har tman [1], D. M. Grobman [2], J. Palis [3], С. C. Pugh [4], A. Reinfelds [5, 8], 
K. J. Palmer [6], M. A. Boudourides [7] and Nguyen Van Minh [9]. In the present paper 
we extend Grobman *sHart man *s theorem to t imedependent difference equat ions. 

1. Preliminaries 
Consider two t imedependent semi linear difference equations in the Banach space X : 

A(n)x (n ) + / , ( n , r ( n ) ) , (1) 

and 

x(n + 1) » A(n)x(n ) + / a ( n , x ( n ) ) , (2) 

where: 

( 0 the maps x A(n)x , x ~ A(n)x + / i ( n , x ) and x A(n)x + Д ( п . х ) for fixed 
n € Z are hoTneornorphisms; 

(ii) the maps Z x X — X and f2: Z x X » X satisfy the est imates 

l / i ( n , i )  / i K x ) | < N < T O o ; (3) 
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SU| g E It7(n, s)| = А/ < + o o . 

Here £ is the identity m a p in t h e space X . 

Remark. If the linear equat ion (6) possesses an exponential dichotomy on Z, then 
there exis ts a Green m a p . 

| / . ( п , х )  / , ( п . * ' ) | < ф  « ' | 1 (4) 

1 Л ( п , * )  Л ( п в 0 1 < Ф  ^ | . (5) 

Let ф\(*т,хп):Ъ » X b e the solution of t h e equation (1) , « b ( , r n , x m ) : Z X 
be the solution of the equat ion (2) t ha t satisfies the initial condition ф)(т}т,хт) •» 

Let us note t ha t the solution of (1) is given by the formula 

n-l 

^ i ( n , m , j m ) « X(ntm)xm + £ X ( n , i + l ) / i ( i , ^ i ( i . m , x m ) ) , 
imm 

the solution of (2) is given by the formula 

^ ( n . m . x j = . Y ( n , m ) x m + £ A ' ( n , i + l ) / a ( i , ^ j ( i , m , x m ) ) , 

where J f ( n , m ) is Cauchy evolution m a p of the l inear equation 

x ( n + 1)  >4(n)*(n). (6) 

D e f i n i t i o n . Equat ions (1) and (2) are globally dynamically equivalent if there is such 
homeorrtorphism # ( n , « ) : X  » X t h a t for all n 6 Z 

/ / ( п , ф , ( п , т , х т ) ) « ^ ( n . m . ^ J m . x ^ ) ) . 

D e f i n i t i o n . T h e Green map Q:Z2 + H o m ( X ) is a map such tha t : 

(0 

Q(n + l , m ) = A(n)Q(n%m)\n / m  1; 

(»0 

C ( n l n ) « i 4 ( n ) C ( n  l e n ) + £ ; 

("0 
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2. The main theorem 
T h e o r e m . Let Q be the Green map and eM < 1. Then equations (1) and (2) art 

globally dynamically equivalent. 

Proof. Consider the operator defined by the formula: 

7h(m,xm) 

£ G(m,i + l ) ( / , ( i , * i ( t \ m , x m ) + h{ita\(umtxm)))  ^ ( i . m . x . , ) ) ) . 

Let us take arbi t rary h € D C , where B O is the space of all bounded continuous maps 
from 2 x X to X . With the supremum norm В С is a complete metr ic space. Boundedness 
of the difference f \  / 2 , condition (5) and the conditions of t h e theorem implies t ha t 
Th € В С . Further, 

\Th(m.xm)Th\m^)\ 
•foe 

= 1 E c K " > i ) i / i ( » . w » . m . ' « ) + M ' . * i ( v « . »  . ) ) i 

< l E W ( m . i + l ) | | A ( i ^ i ( i . n i , r m ) )  V ( i l s > l ( i , m i * , 0 ) | 
I "  ОС 

< <||Л  A'|| . u p ^ £ |C("..<)lj = eM\\h  k'l 

From the last inequality it follows tha t T is a contraction. Therefore in В С there is only 
one solution satisfying the functional equation Th — h. 

We have 

ЛКсМп,»» ,* , . ) ) ^ £ C?(n,i + t ) ( / a ( i ^ l ( i > n , ^ l ( n , m , i m ) ) 

+ n ( t , ^ i ( i , n , ^ t ( n , m , r m ) ) ) )  / , ( i ,<h(i>'i ,^i(n,m,*„,)))) 

E ^(
n

'» + l ) ( /a ( t .* i ( " .™.**) + Л ( | ' , ^ | ( | , т , j m )))  / i ( i , 0 i ( i f m t i T O ) ) ) 

Х ( п , т ) | E Й » М + t ) ( / a ( » , ^ ( « , m , x m ) + M ' , ^ ( « . m , j r n ) ) )  / l ( t , 0 l ( t 1 m , x m ) ) ) J 

+ E + + Л ( 1 , ^ ( | , т , 1 т ) ) )  W i ^ . j i . n i . i . ) ) ) . 

We check tha t n(n) = <£i(n, m, x m ) +• n(n , # i ( n , m , x m ) ) satisfies the equation (2). 

n-J 

. Y ( F i , m ) j m + £ + l)/ i(«.<M«>i,Xm)) + X ( n 1 m ) / i ( m , x m ) 
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+ £ X(n,i + l ) ( / , ( i . 4 ( i ) ) " Mi, A (* .m,*«) ) ) 

= X ( n , m)q( tn ) + § X ( n , i + 1 , ( • ) ) . 
lam 

Therefore ^ , ( r i , m , x m ) + Л(п, ^ ( n , m. x m ) ) = i i ( n , m , i m + n ( m , x m ) ) . 
Changing the rolee of fx and / a , we prove, in the same way, the existence of ft' tha t 

satisfies the equality ^ ( n , m , j m ) + А ' ( п , ^ ( п , т , х И | ) ) = ^ , ( n , m , x m + A ' ( m , x m ) ) . Desi

gnating i / ( m , i n ) = 2 e + ftfm.Xn,), / / ' ( m , x m ) = x m + A'fm.x,*), we get 

Я ' ( п . / / ( п , ^ 1 ( п , т , х т ) ) ) = ^ ( п , г п , / / / ( т , / / ( т , х т ) ) ) 

and 
Я ( п , Я , ( п 1 ^ ( п , т , х и , ) ) ) = ^ ( п | т , / / ( т , Я ' ( т , х т ) ) ) . 

Taking into account uniqueness of mapping # ' ( n , / / ( n , •))  £ and / / ( n , / / ' ( « , •))  £ 
in В С we have # ' ( n , / / ( n , •)) = £ and / / ( n , / / ' ( n , •)) = £ and thenfore J / ( n . ) is a 
hoineomorphism, establishing the global dynamical equivalence of equat ions ( ] ) and (2). 
• 

Remark. If instead of (3) we assume t ha t в и р л ^ | / i ( n , x ) | < +oo and / a ( n , x ) = 0, 
then systems (1) and (6) are globally dynamically equivalent. 
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А . Р е й н ф е л д . Т е о р е м а Г р о б м а н а  Х а р т м а н а д л я з а в и с я щ и х о т в р е м е н и 
р а з н о с т н ы х у р а в н е н и й . 

А н н о т а ц и я . Лано короткое доказательство глобальной динамической эквива

лентности зависящих от времени ранюстыых уравнений в банаховых пространствах . 
Локагательс! во проводите* с помощью функции Грина. 

A . R e i n f e l d s . G r o b m a n а  H a r t m a n a t e o r e m a п о l a i k a a t k a r i g i e m d i fe 

r e n e u v i e n f t d o j u m i e m . 
Anoi&c i j a . Doth i*s no laika atkarigu diferencu vienadojumu glohalas dinarniekaa 

ekvivalences pierAdijums Han ah a telpa. Pieradijums balstas uz G n u a funkcija* pielieto

jumu. 

Ins t i tu te of Mathematics 
Latvian Academy of Sciences 
University of Latvia Rereiv«H 12.03.96 
Aka/iefnijas laukuins 1 
Riga, LV l.r>24 Latvia 
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On the behaviour of solutions 
of a system of two first order 

ordinary differentia] equations 

V. Ponomarev 

S u m m a r y . Interrelat ion! are established between components of two solutions of two 
ordinary differential equat ions 

х' = Л(г ,х ,у ) , у' = Ж * . м ) . 

where functions / ,А : [a, b] x R2 —• R satisfy the Caratheodory condit ions. 
1991 MSC 34B99 

Consider t h e system of two first order differential equations 

* , = / ( < , x , y ) , у ' = Л ( 1 , х , у ) , (1) 

where functions Л, / I x R2 —» Я , / = [a,o], —oo < a < b < +oo satisfy the Caratheodory 
conditions [1]. 

Interrelations between components of two solutions at the ends of an interval plays 
impor tant role when proving the existence of solutions of some boundary value problems, 
for example, the twopoint ones with boundary conditions prescribed at the ends of an 
interval. O n e may observe this in explicit or implicit form in t h e proof of results in the 
papers ([2][9]). In this paper we investigate the interrelation between components of two 
solutions at t h e ends of an interval with regard to one sided Lipschitz conditions ini|>osed 
on the right side of the equation (conditions i .= l , . . . , 8 ) a n d to monulonu ity of Л and 
/ (conditions ЛЛ, i = 1,...,4). 

We need t h e following conditions in the sequel. 
M\) Л(*,х,у) strictly increases with respect to у € Л for (f, x) £ I < R fixed; 
Mi) A(( ,x ,y ) is nondecreasing with respect to у £ R for (/, J ) £ / x R fixed; 
Мэ) У) strict ly increases witli respect to т £ R for ( f ,y ) € / x R fixed; 
M4) / ( f , x , y ) is nondecreasing with respect to x £ /Мог (t>у) £ / x R lixed. 
For any M £ (&,oo) there exist kt £ £(/), i = 1 8. such tha t for any (/. xY. i 2 , yx, y,) 

€ / x [  M , M\A the following conditions hold 
Ei) h(t,xXyyx)  Л(* ,х 2 , у , ) < Л,(0(х,  x , ) , 
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£ i ) a ( ' . * i .V i )  M«.*a .y i ) < M O ( * i  *з) , Ц > x a ; 
£ , ) л ( 1 э х ь у , )  M ' i * i , V i ) < M O ( * i  * a ) > *i < *a; 
& ) M ' . * i , y i ) " M * . * i . y i ) > W 0 ( * i  *i > *a; 
£ 4 ) M*.*i .Vi) " M*.*a .y i ) > M 0 ( * i  * j ) . *i < ' a ; 
ft) / ( ^ x i . y i )  Уа) < *»(0(У1  Уа). У1 > Уа, 

/ ( « . x b y i )  f(t4xuVl) < M0(Vi  Уа). У1 < Уа; 
Ет) / C , x i , y i )  / ( « . * ъ У я ) > МО(У1  Уа). У1 > Уа; 

f{U*uVi)  / С . * ь У а ) > M0(Vi " Уа). У1 < Уа

Let (x i (c ) ,y x ( t ) ) f (*а(0.Уа(О). i € / be solutions of the system ( I ) . 
Ax) For any t 0 € [a,b) X | ( < 0 ) = *a(*o) and yi(*o) > Уа(*о) impliee хх(Ь) > x2(b), 

Ух(Ь) > yi(4); 
Л а ) for any t 0 € (a,b] X i ( t 0 ) = x a (< 0 ) and y i ( i 0 ) < Уа('о) impliee xx(a) > x2(a)t 

< У а Н ; 
Л э ) for any t0 € [a, 6) x j ( i 0 ) = *а(<о) and yi(*o) > Уз(*о) impliee xx(b) > x a (6) t 

yft(ft) > уа(Ь); 
Л 4 ) for any t 0 € (a, 6] X i ( t 0 ) = *з(*о) and y>,(lo) < Уа(*о) implies xx(a) > xj (a) , 

yi (a ) < Уа(а); 
Л в ) for any t0 6 [a,6) *i(fo) > *а(*о) and y i ( t 0 ) = Уа(*о) impliee tx(b) > x2(b)> 

y i ( * ) > y a ( * ) ; 
A€) for any t0 € (a,6] i i ( t 0 ) > x 3 ( f . 0 ) and yi(*o) = Уа('о) implies x 4 ( a ) > x a ( a ) , 

yi (a ) < Уа(«); 
Л т ) for any f0 € [a, 6) x i ( t 0 ) > *а(*о) and yx{to) = Уа(*о) implies Xi(b) > xj(fi), 

V\(b) > yj(*); 
Л в ) for any t0 € (fl.b] Xi( f 0 ) > x a ( t 0 ) and yi(*o) = Уа('о) implies xx(a) > x2{b), 

yi(«) < Уа(<а); 
Л в ) For any to € [a,6] X | ( t 0 ) > x a ( t 0 ) and yi(*o) < Уа('о) implies x^(a) > x a ( a ) , 

У1И < yi(fl); 
Лю) for any t 0 € [e,6] X i ( < 0 ) > *a(*o) and y i ( t 0 ) > y a(*o) implies xj(fc) > x a (6), 

yi(*) > Уа(*); 
Л ц ) for any t 0 € [a,b] x , ( t 0 ) > *a(<o) and y , ( t 0 ) > Уа(<о) implies xx(b) > x2{b)t 

Vi{b) > Уа(6); 

Л ц ) for any i 0 € [e,6] xi(< 0 ) > *a(*o) and yi(f 0 ) < ya(to) implies xx(a) > x a ( o ) , 
yi(e) < Уа(а); 

Л13) for any t 0 € [a,6] x ^ t o ) > *j (< 0 )
 M d У»('о) ^ Уа('о) i m P l l a ХЛЬ) > х а(Ь) , 

y i ( 4 > Уа(Ь); 
Л н ) for any t 0 6 [a,6] X | ( t 0 ) > x j ( t 0 ) and yi(< 0) < Уа(<о) implies x, (a ) > x2(a)% 

yi(a) < ya(a); 
Л | 4 ) for any t 0 € (0,6] x^^o) < x 2 ( t 0 ) and y i ( t 0 ) = y 3(<o) implies x, (a ) < x 3 ( a ) , 

У | (а) > УаИ; 
Аю) for any to € (a,6] * i ( t 0 ) = Ы*о) and y i ( t 0 ) > y 3 ( M impliee x, (a ) < * , ( в ) , 

yi (a ) > Уа(а); 

AX7) for any t0 € (a,6] x , ( t 0 ) < x a ( t 0 ) and y i ( t 0 ) = yj(f 0 ) impliee xx(a) < x 3 ( a ) , 

yi(e) > yj(«); 

Л , а ) for any t0 € (a, 6] Xi(«o) = *з(*о) and | , i ( t 0 ) > y2(t0) implies xx{a) < х2(а)ъ 

yi(a) > Уа(а); 
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Axn) for any f0 € [a,bj xx(t0) < x2(t0) and y i ( t 0 ) > Уз('о) implies xx{a) < x2{o)< 
Vi(a) > Уз(а); 

Л л ) for any r 0 € \atb] xx(ta) < x a ( l 0 ) and y , ( f 0 ) > y a ( i 0 ) impliee xx(a) < x a ( a ) , 
yi(rt) > у а ( а ) ; 

Л л ) for any f0 € [а,Ь] X i ( t 0 ) < x a ( f 0 ) and bx{tQ) > y2(ta) impliee xx(a) < x a ( a ) , 
> .Vj(a) . 

T h e o r e m . 1 Ы ( ' i ( l ) . y i ( O )  (*a(0.1fe r , )>. r € / be solutions of the system (1). Then 
the following is true: 

1) Л/ | . Af4, £ 3 l £ 4 , Ел imply Ax; 
2) АЛ, A/ 4 , £ , , £ a , £ e imp/y A2\ 
3) \fu A/4, £3 . £ 4 1 £ т imp/y y43; 
«V АЛ, Л/«, £ , . £ a , £ 7 imp/y A , ; 
5) A/ a , A/ 3 , £ 4 , £ s , £ T imply At; 
6) A/ a , A/ 3 , Eu E7f Ел imply At; 
1) A/ a , Af3 l £ j , EJ% £ e imply Ar; 
8) A/ a . A/j, £ a , £ 7 . £ s imply A%; 
9) A/j, A/ 4 , Е\, Ев imply A9; 
10) A / , , A / 4 , £ 3 i £ t imply .4,0; 
/ / ) A / 2 l A / 3 , £ 4 , £ 7 imply Ax\; 
12) Л / 2 , Л / 4 , £ , , £ Т imp/y Ax2; 
IS) A / a . A / 4 , £ 3 l £ e imp/y Л , 3 ; 
W A / a , A / 4 , £ j , £ * imp/y Л , 4 ; 
/ 5 j A / 3 t A / 3 t imp/y ,4,5; 
f67 А / , , Л / 4 , £ з . £ 4 , £ | imp/y Л , 6 ; 
/ 7 ; A/j , A/ 3 , £ 3 , £ s , £e imp/y A,7, 
18) Л/, , A/ 4 . £ 1 , £4, £• imply Л , 8 ; 
/9J A / a , A / 4 , £ 4 . £ 4 impfy Л , 9 ; 
20; A / a . A / 4 , £ j . £ » imp/y Л а 0 . 

A / a , A / 4 , £ 4 , £ « imp/y Л а 1 . 

Рпм>/. We consider only typical cases. T h e main at tent ion is paid to the case /4,5. 
Proofs for other cases a r e only out l ined. 

In all cases we denote u(t) = xx(t)  x a ( t ) , v(t) = yx{t)  y2(t). W e suppose also t ha t 
for 

А/ = т а х { | | х 1 | | . | | х а П , ( ! у | | | , Ы | ) 

k € 1(1), 1 = 1 8 (| |x| | = s u p { | x(t) \: t e / } ) a re found. 
Let us prove t h a t Ax5 holds. Denote by (Л . ' о ) t h e maximal interval on which u(f) < 0. 

We will show tha t v(t) > 0 in ( f , . l 0 )  Note t h a t if v(t) = 0 for аду I € [/,.fu! then, by 
virtue of A/3, u( i ) = 0 for any t € [*i,fo| which is impossible. T h e n either there exist 
h € [ t | , t 0 ) and t 3 £ {t2J0\ «uch tha t v(t2) < 0 in [ f a , t 3 ) and r ( f 3 ) = 0 or there exi t t 
t4 € [ г , , с 0 ) and <s € ( t 4 , t 0 ) «uch tha t r{tA) = 0, t>(f) > 0 in ( f 4 . f s ] . 

Consider the first case. W e have from the second equation of the system tha t for a.e. 
t € [ t a , f 3 | , where 
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Hence 

u(t) * exp*i(i>(<i) + Г М ' 
Л , 

where Я 1 у < ) ж Jt\ Ь^(з)а\з. Therefore for any rx e (h,h) and t € [ la .r , ] 

v(i) < v ( i j ) e x p B , ( 0 < v(c 2 ) exp / ' * s l » d j < 

< v(t2) min exp / к2(з)<к =  r < 0, 

which contradicts the assumption t ha t v( t 3 ) = 0. 
Consider the second case. Analogously to the first case we have for any r , € ( < 4 , *e) 

and t € [ r b f 6 ] tha t 

v(t ) > v{tg)tx?B2(t) > v(U)expj'* ku(s)ds > 

> v(U) min exp /  * B ( s ) d s * П > 0, 

which contradicts the condition v(t4) = 0, where 

and ^ ( 0 < fcj(i) for a.e. t € [ t ^ j ] . 
Consider the case tx(i,) a 0. We have from the first equation of the system tha t for 

a.e. t € [ r , t t 0 ] 
« ' ( ! ) = O!(i)tt(0 + eo(0. 

where 
oe(0 = 4«.*a (0 .»i (0 ) " M W W ) ) ^ ° ' 

We have then t ha t for any r , € ( t b < o ) and f € [ r b f 0 ) 

u(t) = е х р Л ^ О М ' о ) + / eee(*)exp(-i4i(j))efj), 

where i4 s (0 • £ "M***  J/°  < и ( * ) *  Hence for any Tj € (<i ,M and I € (т ь *о) 

u(0 < u( r o )exp / l i (0 < u(to)cxpj[ U  * * ( * ) * < 

/ « А 

< u ( t 0 ) min exp /  k ( j ) d j =»  r , < 0, 
t€[li.lel J* 

Ц « )  / ( « , i , ( 0 . » ( ' ) )  / С *>(<). Л ( 0 ) ^ О , 

И . Т _ / ( « . « | ( 0 , Я ( 0 )  / ( < , » | ( О . Ы О ) * ы л 

м о ы о - ы о — ~ - м ° -
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which contradic ts the assumpt ion t h a t u ( f t ) = 0 and proves tha t the condition .4i5. 
We will prove now t h a t A* holds. 
We will show tha t v(t) > 0 in. ( t 0 >ii] Let [r 0 , *i] be the maximal interval in which 

u{t) > 0. Note tha t if v(t) = 0 for any t e then in view of the condition M 3 

u(t) = 0 for any t e |t<h«i], which is impossible. Then either there exist t2 € (*o.'i] and 
<s € [fo,*i) such tha t i>(f3) = 0 and v(t) < 0 in ( f 3 , t j ] or there exist t4 € (r 0 ,<i] and 
*s € (tQJ4] such tha t v{t4) = 0 and v{t) > 0 in (tStt4). Consider the first case. We have 
from the second equation of the system t ha t for any г, € (*з, t2) and t € [ л . ' з ] 

v(t) < v ( i , ) e x p B , ( 0 < v(t2)expjh к6(з)Лз < 

< t ' ^ ) ^ min ^ exp J kB(3)ds =  r < 0, 

which contradic ts the assumpt ion t»(i 3) = 0, where Bx(t) = / / 6i(s)ds = J*7  6 i ( s ) d j and 
M O < MO

Consider t h e second case. Analogously to t h e first case we have tha t for any r} € («s, t4) 
and t € [ta,r ,) 

f ( 0 > v ( ' e ) e x p B a ( 0 > i>(t,) exp (\(з)аз > 
•/is 

> v(ts) min exp / iMsWa « r a > 0, 
ic[ii.i«] Л» 

which contradic ts the assumpt ion t ha t v(i«) = 0, where B2(t)  fl%bx(s)d3 and M O > 
*r(*) for a.e. t € 

We are done , if f, = b. Let t 4 < '.. Then the re exist r 4 6 (tub) and c s 6 [ * ь М such 
tha t v(t) > 0 in (f0, f 4 ] , t i ( f s ) = 0 and u(f) < 0 in ( i 9 , r 4 ] . 

We have from the first equat ion of the system t h a t for any rx 6 ( i s .14) and t € [тц**] 

«(0 < u(C 4 ) exp i4 i ( l ) < u(t4)exp J*' ki[3)ds < 

< u(t4) min exp /  J b i ( s ) d j =  Г ! < 0, 

which contradic ts the assumpt ion t h a t u(< s ) = 0 and proves Л а , where Ai(t) = Д a t ( j ) ^ = 
//•  e i ( j ) d j and <ii(f) > Jb3(f) for a.e. t € [*e.*J

Let us prove tha t A? holds. Let \t0Ji) be t h e maximal interval in which u(t) > 0. We 
will show t ha t v(t)m> 0 in (*o»'i] Suppose t h e contrary is t rue. Note t h a t , if v(t) = 0 for 
any t 6 [ to i ' i b then, in view of Л / 3 , u(t) = 0 for any t € [io,*i]» which is impossible. Then 
either there exist t2 € ( t o . ' i ] and f3 € [<о,*з) such t h a t t>(r3) = 0 and u(t) < 0 in (< 3 , f 2 ] 
or t he re exist t4 € (*o,*i] and r a € (<o.<<) such tha t i»(i 4) = Q and v{t) > 0 in [ f S l * 4 ) . 

Consider t h e first case. T h e n for any r , 6 (< 3,*э) and r € w e have tha t 

v(0 < v ( t a ) e x p B i ( t ) < w(< a )exp jf 1 ' ^ 

/
(a 

 c 3 ( * ) < b =  r < 0, 



19 

which contradicts the assumption that v(t3) = 0, where Bx[t)  ft\ hl(s)ds =  fc , (s)ds 
and 61 (0 < M O for a.e. i € [t a.«d

Consider the second case. Analogously to the first case, tor any rx € ( '5 , U) and 
< € [сз* л ] we have 

> min exp / Jr3(.i)</s = r, > 0, 

which contradicts the assumption tha t v(t4) = 0, where B2(t) = J!Abi[s)ds and f>i(f) > 
k7(t) for a.e. t 6 [hJil 

Consider the case u(ti) = 0. Hence for any r , € ( 'o . ' i ) and * € (fo. n ] we have t h a t 

u(t) > u ( < o ) e x p / t , ( 0 > u(< 0 )exp / ' JL»(s)ds > 

> u ( t 0 ) min exp / ki[s)ds = r 3 > 0, 
ie[«o.«il 

which contradicts the assumption tha t u(fj) = 0, where = [laax(9)ds and ax(t) > 
M 0 for a.e <= [<o,'i]

Let us prove that A\0 holds. Let [f 0 , f | ] be the maximal interval in which v{t) > 0. 
We will show tha t u[t) > 0 in [fo.'i] Suppose the contrary is t rue . Let tA t\ (fu.fil and 
[/o.f 2)  the maximal interval in which u(t) > 0. Then u( f | ) = 0. We have from the first 
equation of the system tha t for any r, t ( f 0 , f j ) and t € [fo? ri) 

> u( f 0 ) ' ' xp Л| (0 > «( /o) rxp / k,(i)ds > 
JiQ 

> u(to) min exp / A  , ( = г > 0, 

which contradicts the assumption that u{l2) = 0, where At(t) = J/o <||(з)Лл and > 
M O for a.e. t <E [ f 0 , / i ] . 

Consider the case = 0. We h a w Гимн the second equation of the system tha t for 
any г, 6 ( /o . ' i ) and I € [ги, r , ] 

e (0 > r ( / 0 ) e x p / J , ( / ) > v(t0)cx\> f h[s)d» > 

X|> / k7{s)ds = r , > 0, 

which contradicts the assumption that r ( / 0 )  0, where / J | ( l ) = / / о 6 | (л)<Ь and Ь ((c) > 
M M for a.e. t ^ [/„./ij. 

Since [ / 0 l f i ] is the лI in which u{() > 0 and > 0, we have t ha t 
/, = h. 

Let us prove ihal .\{\ hold*. Let [/и, /1) he the maximal interval in which 11(f) > 0. 
We will show lli.ii lit) > 0 in [/,,./ (]. Suppose the contrary is t rue. Then one can find 
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<a € (*o,*i] and t 9 € [to,**) such t h a t v(t) < 0 in ( t 3 , £ 3 ] and v ( t 3 ) = 0. We have from the 
second equation of the system t h a t for any тх € (*э»<э) and t € [ r , , ^ ] 

v( t ) < v ( t a ) e x p B i ( 0 < v{h)exp£'  l 2 ( s ) d s < 

< v(t2) min exp / Jfcj(s)</s =  r < 0, 
« € [ « » . I A ] Ji 

which contradicts tbe assumption t h a t v ( t 3 ) = 0, where = 6i(s)<fs = / / a  o , ( s ) d s 
and a,(0 < * e ( 0 for a.e. I € [< э.<з]. 

Let u( t , ) = 0. We have from t h e first equation of t h e system tha t for any r, € ( t 0 , *i) 
and I € [to, r , ] 

ti(<) > и ( < о ) е х р Д , ( 0 > u ( t „ ) e x p / kx(s)ds > 
J* 

> u(t0) min exp / JMsWfo = ri > 0, 

which contradicts the assumption t ha t u(t\) = 0, where Ax{t) = a i ( s ) d s and a\{l) > 
k3(t) for a.e. t € [< 0,*ib 

Since ( t 0 l t\] is the maximal interval , in which u(t) > 0 and v(t) > 0, t hen t\ = ft. 
Consider now the condition Л , 6 . Let (f0, (,] be t h e maximal interval in which v{t) > 0. 

We will show tha t u(t) < 0 for any t € [*ь*о) Note t ha t if u(t) = 0 for any t £ [ f , t 0 ] , 
then , in view of \IU v(t) = 0 for any t € [*ь*о], which is impossible. T h e n either there 
exist t7 € [ tb (o ) and t a € ( t a , t e ) such tha t u ( i 3 ) = 0 and u(t) > 0 in t 3 ) or there exist 
f4 6 [ t , , r 0 ) and i s € ( t 4 , e 0 ) such t h a t u(< 4 ) = 0 and u(t) < 0 in ( f 4 , t e ] . 

We have from the first equat ion of t h e system like in the case of Aibt that for any 
r i 6 ( l j , t 3 ) a n d t t [ t 3 , T , ] 

" ( 0 > u(h)expA2(t) > u ( < 2 ) e x p / ' M * ) < b > 

J*7 

> uit7) min exp / кЛз)4л = г > 0, 

which contradicte the assumption tha t u ( t 3 ) = 0. 
Consider the second case. We have tha t for any г, e ( * 4 , * з ) and t 6 [ri»ie | 

t i ( 0 < u ( t 5 ) e x p M a ( 0 < u(ts)exp J
1

'  J t 4 ( j ) J j < 

/<» 

< u(< 5) min exp /  l r 4 ( s )d* =  r i < 0, 
L € [ ' 4 . T & ) J L 

which contradicts the assumption t ha t u[t4) = 0 , where A2{t) = = J/ 4  а , ( л ) ^ 
and fll(t) < k4(t). 

Consider the case of = 0. We have from the second equation of t h e st'm that 
for any т, 6 (tut0) and t 6 [ r , , t 0 ] 

v(t) > t ( / 0 ) c x p /?,(<) > v(t0)<-x\> ГК(ч),/.ч > 



21 

> v(t0) mm exp / kb(s)ds « r7 > 0, 

which contradicts t h e assumption that t/(i,) - 0, where flT(0 » bi(s)ds = J * -©i(s)ds 

and M O < M O b r a.e. t € [f 1,1*0]. 

Consider now t h e case of A\l. Let [ f b < 0 ] be t h e maximal interval in which u ( 0 < 0. 
W e will show tha t v(t) > 0 in [tltiQ). Note tha t if the equali ty v{t) = 0 holds for any 
* € [<1,<оЬ then, in view of A / b u(t) = 0 for any < € [*,,fo] which is impossible. T h r o 
either t he re exist t7 € [l|,<o) and i 3 € (<з,'о] such tha t v(t3) = 0 and v(t) < 0 in [ f 2 , f 3 ) 
or there exist t4 € [ti,«o) and U € (i 4 ,*o) euch tha t v( i 4 ) = 0 and v(t) > 0 in ( i 4 , f a j . 

Consider the first case. We have from the second equation of the system tha t for any 
i  | € ( c a , < s ) a n d i € [ t a . T , ] 

v{t) < u ( £ a ) e x p f l , ( 0 < v ( f 3 ) e x p f kt(s)ds < 
Jh 

< v(t2) min exp / k^U)d» =  r < 0, 
*€[hh\ Jh 

which contradicts t h e assumption that i»(f3) =. 0, where Bx(t) = / / , М д ) ( Ь and M O > 
M O for a.e. < € [ < i , i 3 ] . 

Consider the second case. We have from the second equat ion of t h e system t ha t for 
any r, € (* 4 , f s ) and t € [n , !*] 

«40 > v(t5)ex\>Bt(t) > u ( f 5 ) e x p ^ U Ar s (s)ds > 

> v(tt) min exp /  t 5 ( s ) d s = r t > 0, 

which contradicts the assumption that v(t4) = 0, where Bj(t) = ffh = J/ 1  b , ( . i ) d s 
and 6 , ( 0 < M O for a.e. t 6 (« 4.fsl

If we have that 11 = a, then proof is complete . Let tx > a. Then there exist t4 € (л, *i) 
and / 5 € ( f 4 , f i l such tha t v(t) > 0 in [ f 4 i / 0 ] . u( / 5 ) = 0 and u( i ) > 0 in [<4.<s). 

We have from the first equation of the system tha t for any rt 6 ( c 4 t f s ) and t 6 1*4, f | ] 

u( i ) > u(« 4 ) exp i4 , ( f ) > u ( f 4 ) e x p / ' M s ) < / j > 

> u ( / 4 ) min exp / k3(s)ds = rx > 0. 

which contradicts the assumption that = 0, where /4,( t) = f}tai(a)ds and a i ( r ) > 
M 0 for a.e. / 6 [t4Js\. 

Let us prove tha t Л,8 . Let [ t b f 0 ] be the maximal interval in which v(t) > 0. We will 
show that ti(f) < 0 for any t € [ci,< 0). Note tha t if ti(f) = 0 for any t 6 [<ь*о], then, 
in view of v(t) = 0 for any / € [fi,*oj, which is impossible. Then either there exist 
ti € [t\A») and 1 3 € (f 2.fo] such that u( f 3 ) = 0 and u(t) > 0 for any t € [1*1,13) or there 
exist f4 6 [Л,/») and r 5 € (< 4,*o) such tha t u(t4) = 0 and u(t) < 0 in (< 4 , * ь ] . 
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Consider the first case. We have from the first equat ion of the system t ha t for any 
Л € ( 1 а , Ы a n d £ € [ l j , r i ] 

u(0 > и ( 1 2 ) е х р Д , ( 0 > u ( r 2 ) e x p [' kS(s)ds > 
Jh 

> u(t2) min exp / Л*з(л)</л = r > 0, 

which contradicts the assumption t h a t u(f 3 ) = 0, where /41(Г) = ff2ai(s)ds and а / с ) > 

Ы 0 for a.e. f € [* 2,t 3b 
Consider the second case. We have from the first equat ion of t h e system tha t for any 

r, € ( i 4 . i s ) and ! € [ T , , i e l 

4 0 < u(ts)expA2(t) < u(tb)exp£* k4(s)ds < 

rh 

< u(t*a) min exp / — k4(s)d3 = —r2 < 0, 
*s] Jt 

which contradic ts the assumption t h a t u(t4) = 0, where A2(t) = Цъ a\(»)ds = Jt

h <i|(s)</s 
and a , ( 0 < jfc4(i) fora.e . * € [ i 4 . * s ] . 

If f i — a, then the proof is complete . Suppose t ! ia t 11 > a. Then there exist t 4 € ( a , f j ) 
and U e ( f 4 l *i] such tha t u(t) < 0 in [< 4 , f 0 ] , t ' ( ' s ) = 0 and v(t) < 0 in [* 4,* 5). 

We have 1'iom the second equation of the system tha t for any i», € {t4 Js) and t € [f4, u,] 

v(0 < t»(f 4 )expZ?,U) < t»(< 4)exp / ' fc6(*)<b < 
Jh 

< v(t4) min exp / к2(з)Лз =  r , < 0, 

which contradicts the assumption tha t r ( i 5 ) = 0, where Hi{t) — ft

l

Abi[s)ds and M O > 
fce(0 for a.e. t e [t4Jt). 

Consider t h e case of Л | 9 . Let (f^fo) be the maximal interval in which ?•(/) > 0. We 
will show tha t u(t) < 0 in [li t fo). Suppose the contrary is t rue . Lei t2 £ [t\Jo) and 
(<2,<o] be the maximal interval in which u(t) < 0. Then u(f 2 ) = 0. We have from the first 
equation of the system t h a t for any т} 6 (t2Jo) and t € ( r b f 0 ] 

u ( t ) < u ( i 0 ) e x p / t i ( 0 < u(f 0 ) min exp / Л4(*)</.ч =: - r < U, 

which contradicts the assumption t h a t ti(*:) = 0, where / \ , ( / ) =•• {,[ д, (>)'/.•<  J,'" 
and at(t) < k4(t) for a.e. t € [*2,*о]. 

Consider t h e case = 0. We have * second equation of the Mem that for 
any r i e (<i,*o) and < € [ T , J 0 ] 

> t ' ( f 0 ) c x p « , ( / ) > r ' X P / ' °  * " . ' . ( > 

> i'(/o) min exp / — A»,(>)i/>  r, ^ 0. 
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which contradicts the assumption that v(t0) = 0, where Bx(t) = /g'o 6 ,(j)iis = Jj' e - 6 | ( s ) d s 
and 6i(i) < Jfc5(0 for a.e. t € [UJ0]. 

Since [t\tto\ is the maximal interval in which u(t) < 0 and v(t) > 0, then tx = a. 
Consider the condition Д 2 0 . Let (tlyt0] be maximal interval in which v(r) > 0. We will 

show tha t u(r) < 0 in [ « I , t 0 ] . Suppose the contrary is t rue. Then one can find t2 € [<ь*о) 
and t 3 6 (tut0] such t ha t u(r) > 0 in [(3,1*3) and TI(t 3) = 0. We have Trom the first 
equation of the system t ha t for any rx € (t2y t3) and t € {t2,Tx] 

u( t ) > и ( г 2 ) е х р Л , ( 0 > u(< 3 )exp f k2{s)ds > 
Jh 

> u( f a ) min exp / ^ 3 ( s ) d s = г > 0, 
t£[h.h] Jh 

which contradicts the assumption tha t u(t3) = 0, where Ax(t) = }hax(s)d3 and a , ( 0 > 
A.3(t) for a.e. t € [< 2 ,£ 3]. 

Suppose tha t = 0. We have from the second equation of the system that for any 
r i € ( i i , « o ) a n d i € [ r l f t 0 ] ' 

rh 
v(t) > v ( t 0 ) e x p B ! ( 0 > v(t* 0)exp J kb(s)ds > 

> v(tQ) min exp /  / : 5 ( s ) d j = rx > 0, 

which contradicts the assumption tha t v( r 0 ) = 0, where B\(t) = //0 6i(s)ds » / / • — bl(a)d3 
and b 2 ( 0 < kb(t) for a.e. r € [ i i , t 0 ] . 

Consider the condition A2\. Let ( f b r 0 ] be maximal interval in which ti(r) < 0. We will 
show tha t v(t) > 0 in [i4,to] Suppose the contrary is t rue. Then one can find t2 £ [t\,ta) 
and t*3 € {t2,to] such tha t v(t) < 0 in [ t 2 , t 3 ) and v(t3) = 0. We have from the second 
equat ion of the system tha t for any rx € (*а,*з) and t € [ta,TI] 

v ( 0 < v ( t 2 ) e x p B L ( 0 < v ( t 2 ) e x p [* kA(s)ds < 
Jh 

< v(t2) min exp / *e(sWs =  r < 0, 
V t€[h.h] Jh 

which contradicts the assumption that u(r 3 ) = 0, where Bx(t) = bi(s)dj = / /° -6i(j)rfj 

and 6 , (0 < Ы 0 for a.e. t e [t2,h). 
Suppose tha t u(tx) = 0. We have from the first equation of the system that for any 

Ti e(tiJo) a n d ! € [n .fo] 

u ( 0 < exp i4 i (0 < u(t0)txpj* kx(s)d3 < 

< u(tQ) min exp / kx(s)d3 = rx < 0, 

f€[fi .'0] Jt 

which contradicts the assumption that u(tx)  0, where Ax(t) = f^a^ds = Jj° ax(s)ds 
and a , ( 0 > for a.e. t € [*ь«о]. 

Since [ r b t 0 ] is the maximal interval, in which u ( 0 = 0 and v(t) > 0, then tx = a. 
Remark. We note tha t in the proof of Axb we proved in fact more than the validity 

of Л15, namely A'{i) for any t 0 € (a,6] and * € [ a , t 0 ) the conditions XJFTO) < x2(t0) and 
y , ( t 0 ) = y2{t0) imply t ha t z , ( 0 < M 0 and y , ( 0 > 
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П о н о м а р е в В . Д . О п о в е д е н и и р е ш е н и й с и с т е м ы д в у х о б ы к н о в е н н ы х 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й п е р в о г о п о р а д к а . 

А н н о т а ц и и . Для двух решений системы двух обыкновенных дифференциальных 
уравнения 

х ' = * ( < , * , » ) . y'f(t,z,y), 

где фувэаши л, / : [a, 6J х Д* R удовлетворяют условиям Каратеодори, устанавливаются 

соотношения между их компонентами. 
У Д К 517.927 
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V . P o n o m a r e v s . P a r d i v u p i r m l a k t r t a a paraato di f erenc iaJv ienSdojumu 
s i s t S m a a atr ia inajumu uivedTbu. 

Anot&cya. Diviem paraeto diferencialvienadojumu eistemas 

x ' = n ( i , * , y ) , y ' « / 0 * * . i ) , 

atrieinajumiem, kur funkcijae h%f : [a,fc] x R? —* R apmierina Karateodori noeacljumus, 
at газt as sakanbaa s ta rp to komponentem. 

Ins t i tu te of Mathemat ics Received 23.04.96 
and Compute r Science, 
University of Latvia 
Raima blvd. 29 
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On the existence of a solution 
to a boundary value problem 

for functionaldifferential equation 

V.Ponomaxev 

S u m m a r y . Condi t ions for the existence of a solution to a boundary value problem 
for functionaldifferential equa t ion a re given. 

MSC 34K10 

Consider boundary value problems 

x' = Fx + Fox, (1) 

Lx = r, (2) 

*' = Fx% (3) 

Lx = 0, (4) 

where FtF0 Д С ( / , / Р ) ~> £ ( / , * * ) , L AC{I>rT)  * Я " , г € n € { 1 , 2 , . . . } , 
/ = [a, 6],  o o < a < 6 < oo, Л С ( / , Я " )  t h e space of absolutely continuous functions 
i : / —* i T with a norm 

||*|| =| x(a) I + jTj *«(.) I <U, 

L(ItR)  the space of Lebesqueintegrable functions у : /  > й " with a norm 

where | x | = m a x { | x< |: i € { l , 2 , . . . , n } }  the norm in Д*. 

I. W e suppose in the sequel t ha t t h e B V P has a unique solution, the trivial one. 
Solutions of t h e problem (1) , (2); (3) , (4) a r e identical with solutions of the equat ions 

«(,) = £ (Fx)(s)ds + J* (F0x){s)ds + Lx + x(a)  r, 

x( t ) = jf ( Л ) ( * ) Л + Х . + г ( а ) , 
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j T ( F x ) ( j ) a t i + Lx + x ( a ) , 

( B o x ) ( 0 = j'(Fx)(s)d3r, 

/1(А,х) = B x + A B 0 x . 

T h e t h e problem (3), (4) can be writ ten as 

x = B x , 

and the problem (1,2) as 
i = Bx + Box. 

To begin we show tha t t he re exists /i € ( l . o o ) such t ha t for arty solution v of the 
equat ion 

х = Л(А,х) , 0 < A < 1 (5) 
an es t imate 

Mac < ^\\Bov\\ac (6) 
is valid. 

Suppose the contrary is t rue . Then one can find a sequence u n , n =s 1,2,... of nontrivial 
solution of the equation (5), and A„, n = 1,2,... such tha t 

\Ы\лс > n\n\\BoVn\\AC 

or 
lira —— < Inn  = 0 . (7) 

II. Suppose tha t the operators В and B 0 are completely continuous, and В is also 
homogeneous. 

T h e e c ^ t i o n (5) implies 

1 4 Dtfn + 
I K I U c HVnlUc | | r « | U c ' 

and, let t ing u" = я  1 » — , n = 1 , 2 , o n e obtains 

Vn = + 77—|j— • (8) 

Since В is completely continuous, it maps the bounded set 

into compart. Hence one can choose a subsequence г"̂ , к = 1,2,... from the sequence 
г", n = 1,2, which converges to г0 € ЛС'(Л and Цг'оЦдс = 1

Passing to the limit in (8), we have v u — BD 0 , in view of (7), which contradicts the 
•>s of a solution to the problem (3), ( t ) . 

'sinuate. 

respectively. 
Define the operators В , В ь Л С ( / , / Г )  Л С ( / . Л " ) , A [0,1] x AC(l^rT) 

AC(l,RT) as follows: 
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( 1  я А ) ( * + 1) ' 

IV, Let for some ко e (0, oo) euch t h a t 

( 1  , . > ) ( * + I ) 

the condition 
| | Я х | | д с < * 0 , I M U ? = b 

be fulfilled. 
We get now the existence of a solution to t h e problem, by application of the method 

of LeraySchauder (cfr. [ l ] , v.5.37.6, p.298). 
Thus , a theorem is proved. 

T h e o r e m . 1 Let conditions lIV hold. Then there exists a solution to the problem (l)t 

m-

Remark. This note sharpens the results in [2] and generalizes the results in [3]. 
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III. Suppose t h a t the inequality 

\\В0х\\лс<и^к\\х}ЦАсУ 

is true, where /<,,* € [0,oo). 
Then we get from (6) tha t 

Ылс < И | 4 > | > | | < Ah + *Щ»\\АС < Ah + A(k + \)\\v\\Ac 

Hence 

n l , < — 
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П о н о м а р е в В . Д . С у щ е с т в о в а н и е р е ш е н и я к р а е в о й з а д а ч и д л а ф у н к ц и о 

н а л ь н о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я . 
А н н о т а ц и я . Лаются условия существования решения краевой задачи для функ

циональнодифференциального уравнения. 
У Д К 517.985 

V . P o D o m a r e v e . Funkcionfi la diferencift lv ienf idojuma r o b e i p r o b l e r n a s atr i 

s i n a j u m a e k s i s t e n c e . 
Anotf ic i ja . Tiek doti atr is inajuma eksistences noeacijumi funkcionala diferenciaJvie

nado juma robeiproblemai. 
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SturmLioville boundary value problem 
for two dimensional differential system 

with asymptotically asymmetric nonUnearities 

0 . Zayakina  F. Sadyrbaev 

S u m m a r y . Est imat ions of the number of solutions for nonlinear system 

with boundary conditions 

x(a) coe or  y[a) sin a = A, x(6) cos 0  y(b) sin 0  В 

are given provided t ha t there exis ts at least one solution to t h e problem. The limits 
f± : = l i m ^ I A O ^ y ^ a r »d ^± : = K m , _ ± a o Si^

z

) a re supposed to exist and in general 
9_ / p + 1 /_ ^ / + . Nonlinearities u(t,x>y) and v ( < ( z , y ) are »ublinear. Consequences for 
second order equations a r e discussed. 

1991 MSC 34D15 

1 Introduction 
We consider t h e boundary value problem 

x(a) c o s о  у (a) sin n .4, 
j r ( b ) c o s ^  y{b)fi\n;i B. 

w h e r e f(ty y ) , g(t,i)t u ( * , . r , y ) , t»(* ,T,y) a r e contii.uously diflVnntiablc. 
0 < о < JT, 0 < j < IT. 
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T h e goal of ihia paper is to obtain estimations of the number of solutions to the 
problem (1) , (2) provided tha t the principal part defined by the functions f(t9y) and 
g(t,x)y is piecewise linear at infinity. We suppose tha t there exist uniform in t limits 

l , ±eo у J*K " *  ± o o x 

As a particular case, system (1) includes a second order equation 

x" + g(x) = v(t,x,x') (3) 

with asymptotical ly piecewise linear g{x). 
Twopoint boundary vaJue problems for equations of the t ype (3) were studied inten

sively by a number of authors (see [3], [8], [5] and references therein) under the assumption 
tha t l imits 

exist and generally y_ ф g+. 
As a general idea, a comparison with the associated linear eigenvalue problem 

i " + Xx = 0, (4) 

z ( a ) c o s a  z ' ( a ) s i n a 0. . . 
x ( b ) c c * 0  2 ' ( 6 ) s i n / 9 0, [ > 

was employed. For example , in the works [5] and [8] est imations of the number of solutions 
were established for Dirichlet type problem for (3) with very specif)' right hand sides. 
These est imations depend on the number of the associated eigenvalues A* lying in the 
interval ( gfg+ ) . Simple examples of equations of the t ype (3) show however that 
the number of solutions to the problem (3),(5) depends ra ther on the interrelation of 
the associated eigenvalues Afc with t h e right hand side in (3) than on the • umber of 
A* in ( ). This interrelation was investigated by the first author in [11]. It was 
established that the. number of solutions to the problem (1),(2) depends substantial ly 
on the local characterist ic of some particular solution ( ( f ) the existence of which was 
assumed implicitly in the works [5], [6], and on the behavior of the nonlinear!ty g(x) at 
infinity, tha t is, on the numbers 9 . and <?+. 

In this paper we extend the results of [11] to the case of the differential system (1). 
As far as the au thors know, boundary value problems with asymptotically asymmetr ic 
norilinearities for systems of the form (1) were not considered previously. 

Our approach uses much of the technique of the angular function. We would like 
mention the results of A. Perov [2] who considered a symmetr ic case ( g = g+% /_ = /+ ) 
of the system (1). 

Recent works [10] and [9] also employed the angular function technique for investiga

tion of similar problems. 
T h e s t ructure of the work is the following. In the second section following A. Perov 

[2] we introduce oscillatory classea of linear and piecewise linear second order systems. 
Preliminary results are given in the th i rd section. In the fourth section main results are 
given. 

We consider t h e boundary value problem (1), (2) under the following assumtions on 
the functions / , $ , u , v : 
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2 Definitions 
In th is section we consider a l inear sys tem 

' $ «(f)x+6 (0y. 
(8) 

% = c(t)x+J(t)V 

and piecewise linear sys tem (7) . 
We in t roduce t h e angular function <f(i) by 

*(*) ~ rft)™40. y(t) « p(t)€»ufit)9 where f(t) * *»(«) + y J ( 0 

( A l ) f,g : [а,о] x Л  * Я . u , v : [0,6] x R2 » R are cootinuoue functions along with 

part ial der ivat ive . Цц,у), ^ ( l . x ) , g | j ( l . j . f ) , 

( A 2 ) the l imits Н п ^ ^ . Z l l i l l s / ± ( c ) , l i m , ^ A e e = $±(0 exist and are uni

form in r € \ak 6]; 

( A S ) l i m , , , * , , , ^ J ^ p ^ = ° « d l i m k W t H + e o ^  p r j j = 0 uniformly 

in t € [a, 61; 

( A 4 ) the re exists a par t icular solution (i{t),n(t)) of I he problem (1),(2). 

A definite role in our considerat ions will play the system of equat ions of variations 
with respect to 

(6) 

$F (S(
f

««'»fet
|'«<).»(0))*+g(«.«o.»(ov 

and a piecewise linear sys tem 

' #  / « . ( < ) » •  /  С ) » " , 

^ *.(«)*++,_(!)*. 

where x *  m a x { * ( r ) , 0 } , x " = x +  x{t), у* = т м { у ( ! ) , 0 } , у  = к+  y{t). 
Notice t ha t the sys tem (6) describes t h e behavior of solutions of (1) near (((<)•*>(')) 

and the system (7) character izes the behavior of solutions of (1) at infinity. 
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Notice tha t increasing of i?(t) corresponds to clockwise rotat ion of the vector (x(t), y(t)) 
on a phase plane. 

In t h e work [2] A. Perov introduced classes Gk associated with the homogeneous 
boundary conditions 

x(a) cos a  y(a) sin a = 0, ( . 
* ( b ) c o s 0  y ( 6 ) s i n / 9 = 0. W 

D e f i n i t i o n 1 ( P e r o v ) Л system of the form (8) is said to be of Class Gk with respect 
to the boundary conditions (9) if the angular function <p(t) defined by <p(a) — a, satisfies 
the condition 

/9 + * T < s p ( 6 ) < 0 + (Jt + l )T (10) 
for some integer k. 

We introduce an analogous definition for piecewise linear systems of the type (7). 
Notice t h a t , unlike the symmetr ic case (8), multiplication of a solution [x(t)yy(t)) by  1 
( or, equivalently, defining of the angular function <p(t) by *p(a) = ct\+ * ) may not yield 
a solution to the problem. 

D e f i n i t i o n 2 The system (7) is of Class Gm>n with respect to the boundary conditions (9) 
if the angular functions B+(t) and 0(t), defined Ьу 0+(a) = <*» 0  ( a ) = a + т . satisfy the 
conditions 

0 + mr< B+(b) < 0 + (m + 1)T, (11) 

0 + (n + 1)T < B.(b) < 0 + (n + 2)ir (12) 

for some integers m and n. 

R e m a r k . Integers m and n cannot be chosen arbitrarily. They can differ tit most 
by unity as lemma 3.2 below states 

R e m a r k . Notice t h a t right sides of both systems (7) and (8) are positively homoge

neous. Recall tha t / ( i , i , y) is said to be positively homogeneous if f(t, car, cy) = cf(ty x , y) 
for с > 0. Hence solutions of (7) and (8) defined by 0(a) = a , <,?(a) = a , can be obtained 
by multiplying of the normalized solution ( p a (0 ) = 1 ) with appropr ia te positive number . 

3 Preliminary results 
L e m m a 3.1 Let Bt(t) and B2(t) be the angular functions of the system (7), and let the 
inequality Вх(а) < B2(a) hold. 

Then 0 , ( t ) < B2(t) for any t € [a,b]. 

P r o o f . By application of theorem 15.2 of [2]. 

L e m m a 3.2 Let m andn be the numbers in (11),(12). 
Then \mn\ < 1. 
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4 Main result 
Consider t h e sys tem 

where 

$ F ( « , , ) + t / ( « , . . y ) . 

=  G « , r ) + V ( f , * , y ) , 

= / ( ' , ¥ + ч(0)  / M ( 0 ) . 

 » ( « , * + « « ) )  * ( ' . « < ) ) . 

l ' ( t , x , y ) = u ( l , * + « ! ) , » + 4(0)  «(«.<(<). l ( 0 ) . 

V(< ,* .» ) = »(»,* + {(<) ,* + ч(0)  v(t ,«0 .«»(0) . 

Not ice tha t still 

Obviously, t h e system (16) with homogeneous boundary condit ions 

x(a) CAM a y(a) sin a » 0, 
x ( o ) c o e £  y ( f r ) s i n 0 = 0 

(16) 

( П ) 

has t h e trivial solution. 

P r o o f . Let and *+( ' ) b e the angular functions of t h e system (7) defined by 0+(a) = 
a , S.(a) = а + ж. Consider t h e angular function 0++(O defined by 0++(a) = a + 2x. Since 
solutions of (7) a re uniquely defined by the ini t ial data , we have t h a t f++(f) = 0+(I) + 2ж 
for any t € [a,b\. 

By l e m m a 3.1, 
е+(Ь)<$(Ь)<е++(ь) = е+(Ь) + 2ж. 

In view of (11) 

0 + тж < $_{Ь) < 0 + (m + 3 ) т . (13) 

Compar ing (13) and (12) , one obta ins t h a t 

P + тж < $(b) < 0 + (n + 2)» (14) 

and 

0 +. (n + l ) i r < < 0 + (m + 3) r . (15) 

Hence \mn\<2. • 

R e m a r k . O n e has for t h e boundary value problem x " =  f c ' x 4 " , x(0) = 0, х ( т ) = 0 
with 1 < к < 2 t h a t m = 1 and n = 0. 
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where 

a n d 

Ti x (Mr) + f i ( ' . * . » ) . 

$ f « ( ! , * ) + Ц « , г , у ) , 

Л « , У ) : = / + « ) У +  /  ( 0 » _ , 

 t ( ( , i ) : = S + ( 0 x + - s . ( ( ) x 

, ( ' , J , y ) = t  (y .J .y) + F(t,y)  / +(()<Л + f.(t)y

 •£•! / ) = V'(y,*.y) + rt(<,*) + 9+(0*+  f f~(0*" 

(22) 

Let 4>+(t,f>o) and denote t h e angular functions for eyetem (16) with the 
initial conditions 

*+(«.*)-«. *'(•)+/(•)-Л (>8) 

respectively. 

L e m m a 4.1 Suppose that the variational system (6) is of Class <?* / o r some к > 0. 
77.cn £ > 0 erists suc/i mar, / o r /Ч) € (0 , f ) *Ле ineaua/ifte* 

0 + кж < <М*.Л>) < 0 + (к + 1)», (20) 

0 + (* + 1 ) , < < 0 + (* + 2 ) r (21) 

hold. 

Proof . By definition of t h e class Gk for the angular function <?({) of the variational 
system we have tbAt 

0 + hr < ^ ( 1 ) < I + (Ir + l ) r < v>(0 < / * + (* + 2)f , 

w h e r e v ? ^ ) = p ( J ) , « M 0 = * ( 0 + » 

By continuous dependence of solutions of (16), (17) on the initial da t a and by dif

ferentiability with respect to the initial d a t a wc have tha t <t>±{ttpo) —» <^±(0 as />o —• 0, 
respectively. • 

L e m m a 4 . 2 The functions ф+%ф : [a,6 | ж / ? + —» Л атт continuous. 

Proof . Follows inunediately from continuous dependence of solutions on the initial da ta . 

L e m m a 4 .3 Let 0+(t) and 0{t) Ъе the angular functions of solutions to the system (7) 
with initial values 0+(a) — а, 0_(a) = о + т . 

Then Ф±{Ь%рц)* 9±(Ь) as /Hi—» boo. 

Proof . Consider the case of 0+(O Proof for 0_(t) is analogous. Write the system (16) 
in the form 

http://77.cn
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are bounded functions. Consider t h e solution (*(*,pb),y(<i A>)) of the system (22), defined 
by the initial da ta (16). Consider also the solution (z,u>) of the system (7), defined by 
the initial conditions 

M a ) = a, z\a) + w\a) = I*. (23) 

Making use of formulas for polar variables one gets tha t 0 + ( O solves the differential 
equation 

& = c o s * • x ( t \ c o s 0 ) + sinfl • ,c( t \s in0) = : u>(<,0), (24) 

while 4>+(t,po) satisfies 

ф' = ^ [ c o s ф - и х  в \ п ф . Vx] + u,(<,ф), (25) 

where in t u rn p(t) is a solution of 

fl = U\ sin ф + Vx cos ф + psin ф • \(t, cos ^)  pcos ф • к(г ,s in ф). (26) 

Since the right side of (26) grows in p like linear function, solutions ol (26) extend to 
the whole interval [a, 6]. Then , by Theorem 15.1 in [2], there exists Д(/>о) such tha t 
Mpo) » + o o as po - > + Э С and p{t) > A(/*>) for t € [a, 6]. 

Then ф + ( г , р о ) —* 0 + ( O as po —» + c c uniformly in f, and the assertion of lemma 
follows. • 

T h e o r e m 4.1 Let conditions ( A 1 )  ( A 4 ) hold. Suppose that the variational system (в) 
is of Class Gk Suppose also that the piecewise linear system (7) is of Class GmiTl. 

Then the number N of solutions of the boundary value problem (l),(2)t ({,»;) included, 
satisfies the estimation 

N>\mk\ + \kn\ + \. 

Proof. Let (u ,u ) and ( x , y ) be solutions to the problems (16), (17) and (1),(2) respec

tively. We have 

*(i ) = u ( 0 + « 0 . y(0 = v ( l ) + *(<)• 
Consider the solution (u( t , p ) , v ( t t p ) ) . We have, bv application of lemma 4.1, tha t for 

P € ( 0 , £ ) 

0 + kir < ф+(Ь,р) < 0 + (к + 1)JT (27) 

On the other hand, lemma 4.3 implies for a —» + o c 

/? + т т < tf+(6,p) < / i + (m + 1)т. (28) 

By l emma 4.3 ф+(Ь,р) is continuous with respect to p. Hence •;>+(/<./>) passes all 
values of the form 0 + IT, where i € {A + 1 , . . . , >"} or i 6 {m + I , . , A) chpending on 
which of the number к or m is greater. 

Thus we obtain at least |m  A| .solutions of t h e problem (1С). (17) and. 
of the problem (1). (2). 

The same type argument for ф_(Ьур) yield additionally At least \k  n\ . • 
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£7U'(<)h/(U(<))+ ( ( ' Ш 0 ) ) у ' . 

(34) 

5 Second order equations 
In this section we consider the second order equation 

x" = 4>(x')g(t4x) + u(ttxtx') (29) 

along with the Diriclilet boundary conditions 

x(a) = A. x(b) = B . (30) 

We consider the boundary value problem (29), (30) under the following assumtions on 
the functions \l\g,u 

( E l ) ф R> ( 0 , + o o ) , p [a,b] x Л  » Я, и [а, о] x ft
1

» R arc continuous functions 

along with partial derivatives f ^ C * ' ) . g £ ( ' . * b ^ ( * . * , * ' ) , *> 

( E 2 ) the limits l i m , ^ ^ = о±(г), l i m v _ ± o c ф(у) = 0±, i \ > V > 0, exist 
and g± are и inform in t € 

( E 3 ) l i m i ^ + i , , ! ^ ^ ^ | i £ ^ = 0 uniformly in t € [я, 6]; 

( E 4 ) there exists a part icular solution £(t) of the problem (29),(30); 

( E 5 ) tl>(y) > 0 for any у £ R. 

In order to reduce the equation (29) to the system of the form (1) we introduce the 
function F by 

^ = v ( H , F(0) = 0. (31) 

In view of ( E 2 ) and ( E 5 ) , F(y) is continuously differential)^ and Htrictly increasing 
function. Then, the reciprocal function 

У = FЧг) 

is defined. 

We introduce now the angular function sp(t) for solution x[t) of the equation (29) by 

In the case of <,'(/') = 1 the angular function ^>{t) is given by 

и

" ^
(

'
, =

т ё 
 ( 3 3 ) 

T h e equation of variations with respect to a solution {(/) is now 
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(37) 

where 

„I, T tl\ = — 
0(F(y)) 

On the other hand , differentiating both sides in t h e first line of (37) with respect lo / one 
obtains tha t 

<iF 

Def in i t i on 3 Accordingly to definitions of oscillatory classes given in [2] toe will say that 
the linear second order equation 

v" = p(t)v + 4W 
is of Class Gk urith respect to the boundary conditions 

¥ ( « ) « 0 , »(6) = 0, 

if the angular function <p(t) defined by <p(a) = 0, satisfies the inequalities 

T + * T < v * ( 6 ) < i r + (Jt + l ) * (35) 

for some integer к. 

Consider si so t h e piecewise linear system 

dfi ^ + y +  0  У " . 
(36) 

я  о + ( < ) * + + < м о * - , 

which plays the role of a l imiting system (7) for a system (37) equivalent to the second 
order equat ion under consideration. 

T h e o r e m 5.1 Let the conditions ( E l ) to ( E 5 ) hold. Suppose that the equation of varia

tions (34) is of Class Gk (in the sense of definition 3) and the associated piecewise linear 
system (36) is of Class Gm,* with respect to the boundary conditions (30). 

Then the boundary value problem (29), (30) has at least \m  k\ + |Jk  n| + 1 solutions, 
{(t) included. 

P r o o f . We prove the result in several steps. 
S t e p 1. We show now t ha t the equation (29) is equivalent to the system оГ the 

form (1). 
Introduce variable у by xl = F(y) where F is defined in (31). We have then 
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Since ф(з) is continuous and has positive limits as з tends t o + 0 0 and  c o , ^ is separated 
from zero and 

Urn £ i H l e и™ ±L= lirn 0 ( F ( y ) ) = tf±. 
V—±00 у t—±00 dy Г-±00 ' 

S t e p 2 . One easily can verify tha t the system (37) meets the conditions ( A 1 )  ( A 4 ) of 
section 1, and the vectorfunction 

(«(0,4(0)  ( « 0 . * " , « ' ( 0 ) ) 

solves the system (37) and satisfies the boundary conditions 

x(a) cos a  y(o) sin a = Л, . . 
* ( 6 ) c o a 0  y ( 6 ) e i n 0  B , { M } 

where a = 0, 0 = ж. 
S t e p 3. Routine calculations show tha t the variational system associated with the 

system (37) 

& = $ £ w o k 

(39) 

4f (  f e ( « . « 0 ) + fe(«.«0.4(0))« + J | ( * . « 0 . 4 ( 0 ) « 

is equivalent to the equat ion of variations (34). 
S t e p 4. Let x(t) be a solution/to the equation (29) and <p(t) he the angular function 

o f x ( 0 

Then ( * ( i ) , F  l ( z ' ( 0 ) = (*(*). y(0) i e * •olution of (37). Let «НО be the angular 
function for solutions of (37). 

Hence 
t ang?m = — — — = — = tan 6(t). 

S t e p 5. We conclude then tha t the sys tem (39) with the boundary conditions t(a) = 
0, z(b) = 0 belongs t o Gk. Since the l imiting system (36) with boundary conditions 
1 (a) = 0, x(b) = 0 is of Class G m n we obtain, by application of theorem 4.1 , t ha t the 
boundary value problem (29),(30) has at least |m  k\ + |*  n | + 1 solutions. • 

As an example consider the boundary value problem 

xM = (40) 

x ( 0 )  0 t x(jt) = 0, (41) 

where ф satisfies ( E l ) and ( E 2 ) . 
Consider also eigenvalue problem 

*" + A * = ° . (42) 
x(0) = 0, *(*)  0.

 [ U

> 

T h e o r e m 5 .2 Let conditions (El) and (EB) hold for the function ф in the equation (40). 
Suppose alto that the inequalities 
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where F(y) and F is defined in (31). 
The l imit ing sys tem (36) is now 

(45) 

-*. 
and we are looking for t h e Class G m n to which (45) belongs with respect to the boundary 

condit ions (30). Let $+ and 0 . b e the angula r functions for (45) with initial values 
0 + (O) = 0 and 0+(O) = x. Considering (45) as a single second order equation 

y " =  0 + y + + ^ y  (46) 

and looking for solutions y(t) with initial values y'(0) = 0, y(0) = ± 1 , we obtain from 
(E7) t h a t 

N < 0+(r)  < N + I 

and 
N < m * ) - M 0 ) < Л + 

Then m = n = N and , by theorem 5.1, t h e t o t a l aumber of nontrivial solutions is 
2\N  *|. • 

R e m a r k . In the result above we compare paramete r s of our problem V'(0), ф+ *nd 
ф wi th spec t ra of Dirichlet t ype eigenvalue problem* (4$) and Neumann type problem 
for (46) . 

(Ев) А» < ф(0) < А 4 + 1 ; 

1 1 1 1 
( Е 7 ) N T T < 2 Ж + 2 Ж < * 

hold for some integers к and N, where X. art eigenvalues of the problem (42). Then 
the problem (40), (41) has at least 2\N  k\ nontrivial solutions. 

Proof . Equation of variat ions for (40) with respect to the trivial solution £ = 0 is 

V" = ~Ф(0)у. (43) 

By vi r tue of (E6) , solutions of (43) with initial values x(0) = 0, x'(0) = 1 are such t h a t 
х(ж) ф 0 and the corresponding angular function ф satisfies 

» + ( I :  l ) r <.>(*•) < r + Jbr 

Therefore equat ion (43) is of Class G 4 . 
On t h e other hand , sys tem (37) for (40) is 

(44) 
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In this section we consider the nonlinear system 

/ ( ! , » ) + «(«,*.»). 

J f  j ( t . x ) + « ( ! , « . » ) , 

along with the boundary conditions of the mixed type 

*(0) = Л, y(ir) = Я . 

T h e main result restated for the problem (47),(48) is as follows. 

(47) 

(48) 

T h e o r e m 6.1 Let the conditions ( A l ) to ( A 4 ) hold. Assume that the angular Junction 
<p(t) of solutions of the variational system (6), defined by the initial condition <p(0) = 0, 
satisfies the inequalities 

ж/2 + кж < <р(ж) < ж/2 + (к+ \)ж. (49) 

Suppouse that the angular functions 0+(f) and$(t) of solutions of ihe system (5) defined 
by the conditions 0+(O) = 0, 0(O) » f, satisfy the inequalities 

ж/2 + f n r < в+(ж) < ж/2 + (m + 1)ж, 

ж/2 + (n + 1)т < 0_(т) < ж/2 + (п + 2)ж, 

(М) 

(51) 

where т and п are integers. 
Then the total number of solutions to the boundary value problem (47), (4&) w a t ^ c a s t 

| г о  * | + | *  п | + 1. 

Consider now the problem 

/ ( y ) + ti(*,y) + W ) t 

 * ( * ) + v ( « . * ) + J e , ( i ) , 

x(0)  0, у(ж) = 0, 

where c\(t) = s in f /2 , e2(t) = c o s t / 2 , s is a parameter . 
We investigate it by comparison with the eigenvalue problem 

x" + Ax = 0, 
x(Q) = 0, x'(*) = C. 

(52) 

(53) 

Notice t ha t ex(t) is the first eigenfunction of (54). 

6 Boundary conditions of mixed type 

(54) 
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£ A l , + / i ( v ) + u(«.*) + " a ( 0 . 

which is equivalent t o the sys tem (52) in t h e quadran t (xyy) 6 Я + x Д + . 
In t roduce X = j and V = and consider t h e system 

f $ / + ! ' + *»(«, J ' ; *) + «>(«). 

1$  y + . Y + A,(f. * ; * ) + «,(«). 

where 

М < . * ' ; . > ) = ; ( Л ( ' П + « ( ' , • » * ' ) ) • 

Note t h a t ht uniformly t end to zero as s—» + o o , t = 1,2. 

(55) 

(56) 

T h e o r e m 6 . 2 Let the conditions ( A l ) to ( A 4 ) hold. Suppose that the limits 

у—±ос у ж—±oc x 

exist and are constant. Moreover, assume that the inequalities 

( A 5 ) fg < Ai < < \ k < f+g+ < A f c+, 

hold for some к, where A, are eigenvalues of the problem (54) > Suppose also that the 
inequalities 

( A 6 ) A4 < ( Д + * t e j 4 ) ( f ,  < A . + l 

7%cn / o r j o n J /ary* enough the total number of solutions to the problem (4V>(48) 
is at least 2k. 

L e m m a 6 .1 Let the conditions of the theorem 6.2 hold. 
Then for s positive and large enough there exists a solution (((t),n(t)) °/prob

lem (4V>(4&), components of which are positive in ( 0 , т ) . 

Proof . Define the functions J\yg\ : П+ —> R by 

/ i ( y ) = f(y)  / + у . Pi(r) = g(*) + S + J . 

Note tha t / t and g\ a re cont inuous and bounded functions. 
Consider the system 
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(57) 

Then the vector function (zl% z2) = (X  XQ(0« V  yo(0) »8 * solution to the problem 

(5b) 
^ / + * a + A j ( ' . * 3 + y o (0 ;* ) . 

7^ ««.*! + *,(! ,* , + x 0 ( i ) ; j ) , 

•|(0) = 0, = 0 

Since Д о + is not an eigenvalue of the problem (54), the nonhomogeneous prob

lem (58) allows for representation of a solution z = (slt z2) via the Green's function 

z(t) = Г C(t,3)h(3)Jst (59) 
Jo 

(60) 

where G{t,s) is two dimensional Green's matr ix , : and A are vectors. 
Since ИA||,.* 0 as л  » + э о | | c | | tends to zero also. Therefore thesolu t ion (X[t),Y(t)) = 

(*i(0 + J o ( 0 »
2

2 ( 0 + Уо(0) ' s positive n s i  » + 0 0 . 
Then ( { ( М ) . " ( * . л ) ) = a(z i ( i ) .* 2 (0 ) is a solution to the problem (52), (53). • 

L e m m a в . 2 .4 solution £{t\s) (in the previous lemma) is such that the angular function 
<p{t) contsponding to the variational system 

ft -iSS + fe>* 
and dejintd by the initial condition 1^(0) = 0, satisjics tht inequalities 

ж/2 + кж < *{ж) < ir/2 + (k + l ) r , (61) 

where к is the same as in ( A 5 ) . 

P r o o f . IVom delinitions of fx(y) and yi(j*) we have tha t £i(x)—• 0 as т—* + 0 0 and 
/ l (//)» 0 AS !/» 4 - Х . 

Thenfore —• Д and —» as s —» + o c , uniformly in t. 

The f'ou< Iuskmi lii'Mi follows from ( A 6 ) . • 

T h e boundary value problem 

jf -» .* + «,(»). 
*(0) = 0, S/(T) = 0 

has a part icular solution (1*0, Уо}. g ' v e n by 
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T h e o r e m 6.3 Let the limits /+,<?,$+ be constant and such that 

(A7) \k < < A t H . , < < A„ < < A„.M 

Suppose also lhal 

_ ™ + ( m _ l ) ( ) + ( m  l ) -jl— ф 2, 

for any integer m (nonrcsonant condition). 
Let for any (t,xty) € [0,*] x the inequalities 

( A 8 ) A * < ( / _ + ^")(0 

(A9) A n < ( / + h 

7'Леп there exist s+ > 0 and *_ < G that tin total of so 
problem (52).(53). when s > *+ and s < s.. is at hast 2(n 

L e m m a 6.3 Suppose that Д and g+ air constants, satisfying Ihi condition ( A 7 ) 
Then fbr s large and posit irt tlnrf tjisls a .dilution probh ш ('tJt. 

which is positive in (0, л). 

(63) 

P r o o f o f t h e T h e o r e m 6 .2 . Consider the system (7) of piecewise linear equations. 
Let 0+(t) and be the angular functions of solutions of the system (7) , defined by 
the initial conditions 

0 + (O) = O M 0 ) = ir. 

By the condition ( A 5 ) , 0+(t) and 0_(<) satisfy the inequalities 

» / 2 < < it/2 + JT, 

r / 2 + JT < < * / 2 + 2я\ 

For the angular function ip(t) of t h e variational system (64)) we have 

т / 2 + kw < v?(ir) < т / 2 + (k + l)ir. (62) 

Then for s positive and large enough the total number of solutions to the prob

lem (52),(53). as states the theorem G.l, ib 

,V > | 0  *| + \k 1| + 1 = 2*. 
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Proof is analogous to tha t of lemma 6.1. 

L e m m a в.4 Suppose that /_ and g. are constants, satisfying the condition ( A 7 ) . 
Then for s large and negative there exists a solution £_(<;s) of the problem (52), (53). 

which is negative in (0, I T ) . 

Proof is analogous to tha t of lemma 6.1. 

L e m m a в.5 Let the conditions of lemma 6.3 hold, as well as the condition ( A 9 ) . 
Then the angular function <p(t), corresponding to the variational system [GO), and 

defined by the initial condition ^(0) = 0, satisfies the inequalities 

т / 2 + п т < p(x) < + (n + 1)т (64) 

Proof is analogous to tha t of lemma 6.2. 

L e m m a 6.6 Let the conditions of lemma 6.4 hold, as well as the condition ( A 8 ) . 
77ifn the angular function #{t), corresponding to the variational system (60), and 

defined by the initial condition v?(0) = 7 r» satisfies the inequalities 

т / 2 + lew < ^{*) < r / 2 + (k + l)ff. (65) 

Proof is analogous to tha t of lemma 6.2. 

P r o o f of t h e T h e o r e m в.З. Consider the system (C). Let 9+{t) and n (/) Se t h e 
angular functions of solutions of this system, defined by the initial conditions 

Q+(U) = 0 <L(0) = *• 

From ( A 7 ) we have tha t 

зг/2 + n r < 0+(JT) < т / 2 + (u + I )jr, (66) 

тг/2 + Ь < 0_(тг) < тг/2 + [к + l)jp (67) 

The uoiiresoiiaut condition of the theorem says that the only solution of the system 
with y[r)  0 is the trivial one. 

Then the lolal number of solutions to the problem (52), (53) for л > a f is at least 

\k  n\ + |n  n\ + 1 = к  n + 1, 

is al least 

\k -к\ + \k  n| + l = A  n + 1, 
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О . Z a j a k i n a , F . S a d i r b a j e v e . S t u r m a  L i u v i l l a r o b e i p r o b U m & d i v u d i m e n 

eiju diferenci f i la i e i s t e m a i a r a s i m p t o t i s k i a e i m e t r i s k & m n e l i n e a r i t S t e m . 
Anot f i c i j a . Tiek doti atrisinajumu skaita novertejumi nelinearai robe&problemai 

*' = / С . У ) + Ц « , * . У ) . У' = 9{*.*) + у) . 

z ( a ) cos a  y(a) sin о = Л, х(6)соа/? — y(b) sin 0 = В 

pie nosacTjuma, ka eksiste vismaz viens problem as atrieinajume. Pienemam ka robezas 

fi := Нггц,.*» У) un g± := l i m r _ i p o eksiste un var but nevienadas. Nelin

ear i ta tes u ( t , x , y ) un v(z ,x ,y ) aug lenak, neka lineara funkcija. Ir apspriesti secinajumi 

otras kartas vienadojumiem. 

Ins t i tu te of Mathemat ics Received 16.09.96 
and Compute r Science, 
University of Latvia 
Rainis blvd. 29 

О . З ы к и н а . Ф . С а д ы р б а е в . К р а е в а я з а д а ч а Ш т у р м а  Л и у в и л л я д л я 
д в у м е р н о й д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й с и с т е м ы с а с и м п т о т и ч е с к и а с и м м е т р и ч н ы 

м и н е л и н е й н о с т я м и . 
А н н о т а ц и я . Даны оценки числа решений для нелинейной системы 

*' = / ( « . у) + и(* .* ,у ) . у' = g(t4x) + v ( f , x , y ) , 

с краевыми условиями 

х(а) cos а  у(а) sin а = Л, х(Ь)соз0 — y ( 6 ) s i n 0 = В 

в предположении, ч т о существует хотя бы одно решение задачи. Предполагается, 
ч т о существуют пределы / ± := l i m v _ i e o и д± := И т *  . * » ^ Z

T ^ , которые 

могут быть не равны между собой. Нелинейности u ( t , x , y ) и v ( t , z , y ) подлинейны. 
Приводятся следствия для уравнения второго порядка. 

УДК 517.927 
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З а д а ч а Д и р и х л е д л а у р а в н е н и я т р е т ь е г о п о р я д к а 

Н.И.Васильев, А.Я.Лепни 

А н н о т а ц и я . Приводятся достаточные условия для гомеоморфности куба и множест

ва решений краевой задачи 

*
м

' = /(м,*'.*"), 
где о и $  решения уравнения хм = / ( f , x , x ' , x " ) и а < 0. 

У Д К 517.927 

Рассмотрим уравнение 
x" = f(t,x,z\x"), (1) 

где / [0,1] х Я 3 —• R удовлетворяет условиям Каратеодори. Пусть а,0 [0,1] —• R 
 решения уравнения (1) т а к и е , ч т о о < 0. Д л я а € (0,1), Ь € (а , 1], А € [а (а ) ,0 (а ) ] и 
В € [а(6),0(6)] обозначим через 5(а ,6) множество решений х [а, 6] » R уравнения 
(1) , лежащих между а и 0, а через Z)(a,b,  множество решений х [о,Ь] —» А 
з а д а ч а Дирихле 

= х ( а ) = Л, х(6) = В , 

лежащих между а и fi. Пусть 

Л / ( а , а , 6) = {у € 5 ( а , 6) ( 3 * € [а, 6])(у(а) = а ( а ) Л у'(<г) = о > ) ) Ь 

Л / O W )  { J € 5 ( i f 6 ) ( 3 r € 1«.Ц)(*(т) = « т ) Л ; ' ( г ) = ^ ( т ) ) } . 

В дальнейшем нам потребуются следующие условия: 
1. 0(О,1 ,с (О) , / ? (1 ) ) «t 0 , 0 ( 0 , 1 , 0 ( О ) , а ( 1 ) ) / 0 . 
2. Для любых а € [0,1) и Ь € (а ,1] найдется Л/ € (0 ,оо) такое , ч т о для любого 

решения х : (а , 6) R из o ( r ) < х(<) < 0(f ) , t € (а , 6) следует 

e u p { | x " ( r ) |: 1 6 ( « . & ) } < AY. 

3. Для любых а € [0 ,1) , Ь 6 ( а , 1)» с € (6,1] и Л, Ву С 6 R решение краевой задачи 

x w = / ( M , * \ 0 . х(а)шА. х(Ь)шВш х(с) = С, 
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«(0 < *(0 < « 0 . « e [a,c] 

единственно. 
В работах [1] и [2] приведены условия гомеоморфности куба н множества решений 

5 ( 0 , 1 ) . При этом существенно использовалась единственность решения задачи Коши. 
При единственности решения двухточечных краевых задач в работах [3] и [4] удалось 
отказаться от единственности решения задачи Коши. В настоящей работе удалось 
отказаться от единственности решения задачи Коши при единственности решения 
трехточечных задач. 

Л е м м а 1 Если выполняются условия 2, 3, а € [0,1), 6 € (a, 1), с € (6, 1), d 6 (с, 1], 
у, z € 5(a,<f), у(Ь) = z(b), y(d) = z{d), a(i) < y(t), t <E (6,c) « x(t) < ' € (6.c) , mo 
y ( 0 = 6 [ M . 

Доказательство. Предположим противное. Тогда y(t) < z(t), t € [ a , 6 )U (b,d) 
и y"(6) < г"(6). Будем считать , ч т о а и с достаточно близки к Если для любого 
г € (6, с) существует х € 5 ( a , r ) такое, что х(6) > у(6), i ( r ) = у(т ) , т ' ( т ) = у ' ( г ) и 
x " ( r ) = у" ( г ) , то *(a) < x(a) и найдется з € 5 ( а , 6 ) такое , ч т о з(а) > з(Ь) = у(6), 
я*(6) = у'(6) и У (6) = у"(6), что противоречит условию 3. 

Аналогично рассматривается случай, когда для любого т € (6, с) существует х € 
5 ( a , r ) такое, что х(6) < я(Ь), x ( r ) = z ( r ) , х ' (т) = * ' ( ' ) и х"(т) = *"(г) . 

Рассмотрим случай, когда z(b) < 0(b) и найдется т € (6, с) такое , ч т о для любого 
х € 5(6 , г ) из х(г ) = у ( т ) , х ' ( г ) = у ' (т) и х"(т) = у"(т) следует х(6) < у(6). Для 
достаточно малых £, 6 € (0, оо) рассмотрим решение задачи Коши 

*'" = / ( ' , * . * ' . * " ) . * ( г )  к ( г ) - с . i ' ( r ) = y ' ( r ) , **(г) = + 

Бели фиксировать о" и уменьшать £, то получается противоречие с 3 условием. 
Аналогично рассматривается случай, когда у(6) > a(6) в найдется г € (6, с) такое , 
ч т о для любого х € 5(6 , г ) из х(г ) = *(т ) , х'(т) = z ' ( r ) и х"(т) = *"(т) следует 
х(6) > z(b). 

Л е м м а 2 Если выполняются условия 2, 3, а € (0 ,1) , 

( А , А „ Л 2 ) € ( ( a ( a ) e 0 ( a ) ) х tf)U((o(a),u'(fl)lQ»),№),fla)^'W)), 

A'(a, А, А ь А а ) = {х € 5 ( a , 1) : х(а ) = А Л х ' (а) = А, Л х » ' = А а } ^ 0 , 

т о для любых х , , х 2 € А"(а, Л, А,, А 2 ) найдется b в [о,1] т а к о е , ч т о Xi ( t ) = x a ( t ) , 
t € [a,ft] u x , ( 0 ^ x 2 ( t ) , t e (6,1], « множестве К(ал А, Л ь Л а ) и м е е т с я *ини*ааьное 
решение у и максимальное решение z и отображение х * х(1) гомеоморфно ото

бражает К(а> Л, Ait А2) на [у(1),г(1)] . 

Доказательство. Для любых х ь х а € К ( а , А , А ь А а ) условие 

(36 6 [a, l])((Vt € [a e 4)(x!( i ) = х я ( 0 ) Л ^ 
A((V* € [6, l ] ) (« i (0 < *,(«)) V (V* € (6, > *,(*))) V ; 
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следует из условия 3. К о м п а к т н о с т ь К(а% Л, АиА2) следует нэ условия 2. Из (2) и 
компактности следует существование у,г € К(а,А.Аи А2) т а к и х , что у < х < г для 
любых х € К{а%А> Аи Л а ) . Если 

то из (2) следует, что х х(\)  гомеоморфизм между А'(в, А, АиА2) и К\. Покажем, 
что условие [у( 1) ,z ( \ ) ] \А" Ф О приводит к противоречию. Пусть В € [у(1) ,*(1)] \А' . 
Тогда найдутся у 0 , г 0 € К(а%А,АиА2) т а к и е , ч т о у 0 < * 0 , В € (уо(1), о(1)) и A'i П 
(Уо(1), о(1)) = О- Пусть 6 € [а ,1) такое , ч т о у 0 (6) = ^ ( 6 ) и у 0(<) < *0(0. * 6 (6,1]. 

Рассмотрим случай, когда о(6) < у 0 (6) < 0(b). Для с € (6 ,1) , достаточно близкого 
к Ь, множество решений задачи Коши 

на интервале [о, с) связно и л е ж и т между о и / J . Следовательно, существует решение 
х [а, с] Л уравнения х ' " = / ( х , х , х ' , х " ) такое, что yo(t) < х(0 < zQ(t), t € 
[а,с] и уо(с) < х(с) < 2о(с). Продолжая это решение вправо, получаем противоречие. 
Аналогично рассматриваются случаи, когда у 0 (6) = а(6) , у 0 (6) = а ' (6) , у£(6) > а"(6) 
Н 2о(Ь) = 0(6), 2,(6) = /Г(6). *£(•) < 0"(6). 

Рассмотрим случаи, когда у 0 (6 ) = о ( 6 ) , у'0(Ь) = о'(6) и у 0 '(6) = а"(6) . Пусть с € 
(6,1) достаточно близко к 6. Если найдется решение х : [6,с] —> Л задачи Коши 

х ^ Д с . х . х ' , * " ) , х(6) = о(6 ) , х'(6) = о'(6) , х"(6) = о"(6) (3) 

такое, ч т о x(t) > o( f ) , t 6 [6,с] и у0(с) < х(с) < г 0 ( с ) , то , продолжая его вправо, 
получим противоречие. П у с т ь г„ 6 (6 ,с) , п € { 1 , 2 , . . . } , f» b н у п [г„,с] • R 

минимальное решепие задачи 

x " = / ( i , x , * ' , x " ) , x(f№) = M i . ) , ^ ( # я )  * о ( М . *(0 < *(0 < М О . « б [ ^ , с ] . 

Ясно, ч т о у„(е) = у 0 (с ) или найдутся <гя € (* Л ,с) такие , ч т о у п ( * п ) = Уо(<7«) Если 
у^(<тп) = Уо(сгп), то продолжая у п влево, получим противоречие с условием 3 или 
леммой 1. 

Р а с с м о т р и м случай, когда последовательность у„ сходится к решению у [6, с] —* 
R. Если у(0 = у 0(0. ' € [6, с], т о найдется Вс € (уо(с), о(с)) такое , ч т о уп(с) < ВСу 

п 6 { 1 , 2 , . . . } . Покажем, что" найдутся решения хл [U.c] R задачи (4) т а к и е , 
что х п ( с ) = Вс. Фиксируем п и предположим противное. Из леммы 1 следует суще

ствование решений u A , 2 „ € [*»<с] » R задачи (4) таких , ч т о ип(с) < Вс < гщ(с) и 
для любого решения х [ t A , c ] » R задачи (4) значение х(с) не л е ж и т в интервале 
( и Л ( с ) , х я ( с ) ) . Если u"(r«) < <'(*„) , то для решения х : [1и,.с] Я задачи Коши 

получаем противоречие. Если u^(tn) = *£(<„), т о аналогично предыдущему получаем 
противоречие. Ясно, ч т о некоторая подпоследовательность хп сходится к решению 

ЛГ| = { x ( t ) : x € / ^ ( « . Л . Л ь Л а ) } , 

V . / ( < , i ^ , A х ( Ь ) = ? у 0 ( 6 ) , x'(6) = yi(6), х"(6) = у0"(6) 

(4) 

r ~ = / ( t , x , x \ x " ) , x ( t n ) = z 0 ( r n ) , x ' ( i n ) = . 0 ( f n ) , 

^ ) = « ( М т : : ( д ) г \ 
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x € 5(6, с) задачи Коши (3) , которое удовлетворяет условию х(с) = Вс. Если у не 
совпадает с уо или zo на [6,с], то у  искомое решение задачи Коши (3). 

Рассмотрим случай, когда y(t) = z0(t), t € [6,с]. Продолжая уп влево, из леммы 1 
получаем, что найдется Ь„ € ( М „ ) такое, ч т о у я (6„) = уо(Ьп) и у о(0 < Уп(0 < *о(0» 
< € (6 Я ,*„) . Пусть fc,m€ {1,2,...},<т* € ( f * , r ) и *„, € («и, ,*») т а к и е , ч т о у к { е г к ) = у 0 Ю 
и Ут(^т) = Уо(<7Т). Для достаточно малых et6 € (0,оо) рассмотрим решение х задачи 
Коши 

хт = / ( < , х , х # , х " ) , х(<т т  е) = у о ( ^  £), 

xVm  F ) = У 0 ( ' т - С ) , х " ( < 7 Т  F ) = yj(<7.n  Б ) + 

Ясно, ч т о х имеет с у„ на интервале (*т ,е) две точки пересечения. Следовательно, 
найдется т € ( b m . ^ m ) такое , что х(т ) = уо(г). Но тогда х имеет т р и общие точки с 
у*, что противоречит условию 3. 

Если некоторая подпоследовательность у п сходится к решению у, то доказатель

ство аналогично. Аналогично рассматривается случай, когда г0(а) = /3(6), г£(6) = 

Р(Ь) и г»(Ь) = 0"(6). 

Л е м м а 3 Если выполняются: условия 23, а 6 [0,1), 6 € (а , 1), с € (6*1] « V.* £ 
5 ( а , с ) т а к и е , ч т о у < г, у(Ь) = з(6) ti у(с) '= 7 ( c ) , т о у(«) = г(1), f 6 [6,с]. 

Доказательство. Предположим противное. Тогда y(f) < г(1), t € [о,6) U (6,с). 
Из леммы I следует, ч т о у(6) = о(6) , у'(6) = а ' (6) , у"(6) = о"(6) или г(6) = 0(6), 

z'(b) = 0'(6), z"(h) = /?"(6). Рассмотрим случай, когда у(6) = о(6) , у'(6) = а'(6) и 
у"(6) = а"(6) . Из леммы 2 следует, что у"(6) < г"(Ь). Будем с ч и т а т ь , что а достаточно 
близко к 6. вели с = 1 или у'(с) = г '(с), или найдется т € (6,с] такое , что Z{T) = 0 ( г ) , 
то вместо г возьмем решение задачи Коши 

х"' = / « , х , х ' , г " ) , * ( 6 ) = о ( 6 ) , х'(6) = а ' (6) , х / , (6) = (у"(6) + г" (6 ) )2  1 

Если для некоторого о существует х € $(а,о) такое, что х(6) > у(6), х(<т) = у(гг), 
2 - ,{0) — У\а) " T"(ff) = у"{а)> то из леммы 2 получаем противоречие с условием 3. 

Рассмотрим случай, когда 

А' = {т € 5(6 . , 6. £ [ 6 , с ) Л с . € (6. ,с] Лх(6 . ) = у ( 6 . ) Л х ' ( 6 . ) = у'(6.)Л 

Лх(г . ) = у(г.) Л х'(с .) = у'(г .) Л (V/ € (6 . ,г . ) ) (х(г) > у( / ) )} = С 

Для 6 6 (0 ,ос) рассмотрим решение x{6j) задачи Коши 

= Л / , х , х ' , х " ) , х(с) = у(с), х'(с) = у'(<0, х"(с) = у"(с) + .5. (5) 

1>ли 6 достаточно мало, то найдется t(6) 6 (6,с) такое, что x(S,t(6)) = у( ' (6 ) ) и 
j/(f) < S{BJ) < t <Е {t{6),C). Н у г и , 4 такое, что x(6j) максимальное решение 
(5), удовлетворяй инее условиям: найдется t(6) 6 (6, с) такое, ч т о х(6, t(6)) = y{t(6)) и 
</(/) < X{BJ) < :IT).t £ (/(*), г). Ясно, что найдется г € [6.с) такое , что х ( о » = Г(т)% 

т м о п р о т в о р е ' 1 Кечи V конечно, то выбирая в качестве Z решение .г € X 
•м с.  '.>., приходим к уже разобранному случаю. 
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Рассмотрим случай, когда X бесконечно. Если точная нижняя грань значений 
с,  6. для х 6 X больше нуля, т о опять приходим к уже разобранному случаю. 
Рассмотрим случай, когда точная нижняя грань значений с . — Ьа равна нулю. Пусть 
6 достаточно мало и фиксировано. Выберем х € X так , чтобы с  Ь. было достаточно 
мало, и рассмотрим решение з задачи Коши 

*"' = /(<,*,*', *"), '(d) = V(d), x'(d) = y\d), x"(d) = y"(d)+6, 

где d € (с , , Ь.) и достаточно близко к с , если с — Ь. < (с— 6 ) 2 " ! , или к о» в противном 
случае. Ясно, ч т о л и х имеют не менее трех точек пересечения, ч т о противоречит 
условию 3. 

Случай, когда z(b) = 0(b), z'(b) = 0'(b) и z"(b) = 0"(6), рассматривается анало

гично. 

Л е м м а 4 Если выполняются уело аил 2, 8, а 6 (0 ,1 ) , 

{А%Аг) € ((*(а),0(а)) х Я) U { ( а ( а ) , о ' Н ) , ( 0 ( а ) , ^ ( Д ) ) } , 

А ( а , Л, А\) = {х € 5 ( о , 1) : х(а) = А А х'(а) = Д ^ , 

то в множестве K(a,AtA\) имеетем минимальное решение у и максимальное реше

ние z, отображение х —» х(1) гомеоморфно отображает А'(а, AfAt) на ( y ( l ) . r ( l ) ] , 
у(1) = о(1) илиу <= A f ( o , a , l ) u х(1) = 0(1) 1 ы м 2 € А/(0 , а ,1 ) . 

Доказательство. Из лемм 2 и 3 следует, что A ' (a ,y4 , /*i) линейно упорядочено, 
а из компактности следует существование минимального и максимального решений. 
Если 

tf, = { z ( l ) : z € А ' ( « , Л М , ) } в 

то из леммы 2 следует, что A'I ±= [у(1),*(1)] , а из линейной упорядоченности следует 
гомеоморфизм между К{а%А,А\) и AV Условие y(t) > о(г) , t € [a , l ] приводит к 
противоречию. Аналогично получается, ч т о г(1) = 0(1) или z е Л/(0 ,а , 1). 

Л е м м а 5 Если выполняются условия 13, то Эля любых а € [0,1) u Ь 6 {а, 1] 

Д(аДо(а ) ,0 (о ) ) ^ 0 , Я(аД0(а) ,а (Ь) ) / 0 . 

Доказательство. Пусть а € (0,1) и з 6 / ) ( 0 , 1 , о(0) . 3(1) ) . Докажем, что D(a , 1, 
a ( a ) , 0 ( l ) ) ^ 0 . Если я(а) = а(а) и х(<) = *(i) , t <Е [а,1], то i 6 D(«, l , * ( u ) , . J ( l ) ) . 
Пусть д(а) > а ( а ) . Применяя лемму 4, получаем существование х 6 5(п, 1) такого, 
что х(а) = о ( а ) , х ' (а) = а ' ( а ) , х(е) < з ( | ) , / € и найдется г 6 (я.1] такое, что 
х(с) = д(с). Если х'(с) = s ' ( r ) , то это противоречит ле. 3. Следовательно, с = 1 и 
х 6 D{atl%a(a)t0(\)). 

Аналогично доказывается, что £) (а ,6 ,о (« ) .0 (Ь ) ) ^ ^ и 1)(а.Ь .0(а),о(Ь)) / 
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Л е м м а в Если выполняющем условия 13, а € (0 ,1 ) , ft € (о, 1), А € {а (а), в {а)) и 
В € (о (Ь) ,# (6 ) ) р т о м н о ж е с т в о решений задачи Дирихле 0 ( л , б , А, В) имеет мини

мольное решение и максимальное у ( а , 6 , А , В ,  ) 6 Af(o,a,f t) решение *(а, 6, А, В , •) 
€ Л / ( £ , а , о ) . Решения у ( а , Ь , Л , £ ,  ) и r ^ b . A . B ,  ) непрерывно з а в и с я т о т а, 6, 
А и В . Д л я любого U 6 [ у ' ( в А Л , Д , а ) , г ' ( а , 6 , А. Я , а ) ] существует единственное 
з ( а , 6 , А , В , £ / ,  ) € D ( a , f t , A , B ) т а к о е , ч т о л ' ( а Д A , B t i / , a ) = V. Решения 
^(а,©, А, В , £ / , •) непрерывно зависят от а, 6, А, В> U и 

0 ( а , ft, А, В) = {*(а, Л> В , У, •) I/ € [у'(а, 6, А, В , о ) , г'(а> ft, А» В , а ) ] . 

Ясли с/, V € [у'(а, 6, А» В , а ) , 2 ' ( а , ft, А, В , а)] и У < V, т о j ( a , 6, A , B , l / , 0 < 
< j ( a , Ь, А, В , V, Г), t € (а , ft) и У(а, 6, А, В , £/, Ь) > з'{ау ft, А, В , V, 6). 

Доказательство. По лемме 5 существует д € B(a t f t , а(а) , /J(f t)) . И с пользу! лемму 
4, найдем * € B ( a , f t , a ( a ) , В ) такое, что x ' (a) = о ' (а) и x( t ) < * ( * ) , t € (а,М Рас

смотрим случай, когда найдется г £ (а, 6) такое, что х(г ) = в(т). Из £ ( т ) = х ( т ) < 
* И < /*И следует з(т) = /?(г). Следовательно, х(/) = л(£), < 6 [ а , т ] , х ' ( т ) = / Г ( т ) и 
существует решение Х\ [а, 6] —» R  решение краевой задачи 

x " W ( / , x , x \ x " ) , 

x(a) = A, x(r) = 0(r). x'(r) = /*Vh x V ) = flr) 
такое , что x(t) < x , ( 0 < / 3 ( 0 , f € [о, г]. Тогда г{1) = x , ( 0 , « € [ « f r | и = x{t)t t € 
| r ,6 ) является решением задачи Дирихле: z 6 B(a , ft, А, В). Из условия 3 <д\ет, что 
г максимальное решение из Л(я ,6 , Д , / ? ) . Из компактности D{a,b,A, Н) и условия 
3 следует существование минимальною решения у € В(п, ft, А, В ) . Покажем, что у € 
Л / ( о , а , 6 ) . Предположим противное. Если найдется »о € 5(а,&) такое, что я0(а) = А, 
*u( r t ) < У'(а) " so(&) < В . то л 0 ( / ) < у( / ) , / £ (а, 6] и найдется у, € B(a,ft, Л, В) такое , 
что у\(а) = л(,(и) и yi < у, что противоречит минимальности у. В противном случае 
найдется последовательность *п € 5 ( a , f t a ) , ftn 6 (i.ft) и <7„ € ( « Ж ) , п 6 {1,2 , . . .} 
такие , мчи зп{а) = А, < ( « ) < у'(о). л Я ( < 7 Л ) = «(о„), л п (6, 4 ) = у(й и ) и * п (1) < y(f), 
* € ( a , 6 n ) . « 6 (1 ,2 . ) и s'Ja) # у'(«). Следовательно, найдется .ч. € .S"(a,ft.), 6. Е 
(а ,о ) и т . € («,&.) такие , что л.(а) = Л, У.(л) = у'(«), л.(о.) = г»(<7 . ) , Я . ( 6 . ) = y(ft.) и 
Л

« ( 0 ^ i / ( ') i ' € («,&.)• что противоречит лемме 3. 
Рассмотрим случай, когда х < Пусть 

А/ = [А. € (o(/i),/iKa)) Л ( а Л А . , В ) ^ о ) . 

Тогда Д/ ^ и замкнуто в (г»(«). .'7(a)). Покажем, что Л/ о т к р ы т о . Пусть А. 6 А/. 
Аналогично предыдущему доказывается существование минимального решения у £ 
/2 (п . 6, .4 . , И) П А/(<». a, ft) и максима,'1Ыюго решения € D{atb> Ая> В) П Л/(/3,а,Ь). 
1х.|и уУ(«) < г ' (п) , то из лемм 2 и '1 следует, что для любого t r € (у ' (а ) , z ' ( a ) ) суще

ствует л(Г. /) € ft, А., В) такое, что * ' ( / ' , а) = Г' Следовательно, .4. внутренняя 
.U 1>. г'('0 Пусть т , г С («,6) такие , что у(<т) = сг(ст) и 

Я г ) . 'Л*
7

) " у"(т) = . ^" ( т )  Рассмотрим случай, ко

. I. yfr)  л(г) . 'мме 3 y(t) = л(/) . / 6 [<т,т]. 
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Следовательно, у"(о) = а"(а). Если у(а) < з(а) и у(т ) > л(г ) , то у и з имеют т р и 
точки пересечения, ч т о противоречит условию 3. Аналогично рассматривается слу

чай, когда а > т . Из ум(а) = о/'(<х) и у " ( т ) = 0"(т) следует, что Л .  внутренняя 
точка. Непрерывная зависимость и неравенства з ( а , 6 , Л , B o , t r

, 0 < л(а , 6 , Л , В , Vi t ) , 
t € (о , Ь) и л'(а , 6, Л, Во, U, Ь) > л ' (а , о, Л, В , V, А) следуют из условия 3 и леммы 3. 

Т е о р е м а 1 Если выполняющем условия 18, а € [0,1) , Ь € (а , 1], А € [ а (а ) ,0 (а ) ] a 
В 6 [а(6) ,0(b)] , т о м н о ж е с т в о решений задачи Дирихле Л ( а , 6 , Л, В ) и м е е т мини

мальное решение у(а,Ь, А, В,*) € Л / ( а , а , Ь ) и максимальное решение * ( а , 6 , Л , В , ) 6 
Л/(/?,а,Ь), которые непрерывно зависят от а, Ь, А и В. Для любого А € [0,1] суще

ствует л(а, Ь, А, В , Л, •) € В(а , 6, Л, В) т а к о е , что 

вир{ э ( а , 6, Л, В , Л, 0  у (а , 6, Л, В , t ) : < € [а, 6]} = 

= Лаир{2 (а . ft, Л, В , А, 0  у ( а , Ь, Л , В , 0}. 

Решения л ( а , 6 , Л , В , Л ,  ) непрерывно з а в и с я т о т а , 6, Л, В , Л и 

D{a,b,A,B) = { * ( а Л Л , В , Л ,  ) : Л € [0,1]}. 

£сди Л, € [0 ,1) , Аа € ( A b i ! и у ( а Д Л , В , ) ф г(а,Ь%АлВ,), то 

л ( а , 6 , Л , В , А ь 0 < j ( a , b , Л , В , А 2 , г ) , * € ( а ,о ) . 

Доказательство. Из леммы 6 и условия 2 следует существование у, 2 и л, а из 
условия 3 следует непрерывность у, 2 и з. 
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О ч и с л е р а з б и в а ю щ и х п о к р ы т и й п о л н о г о г р а ф а 

Э.Я.Гринберг 

А н н о т а ц и и . В работе сформулирована и доказана теорема, при помощи которой 
возможно перечислить некоторые подграфы полного графа. 

У Д К 519.1 

1. Терминология и обозначения 

Обобщенным полным графом G(X,V) можно назвать конечный связный г р а ф 
с | X | = п пронумерованными в е р и и н а м н , с полной симметрической группой 5 Я 

вершинных автоморфизмов и множеством V ребер , дуг и петель. В общем случае V 
содержит по р / петель у каждой вершины, р ребер , связывающих любую пару различ

ных вершин х я у , и о дуг , идущих J T каждой вершины х к каждой другой вершине 
у. Общие рассуждения этого параграфа , в частности доказываемая далее теорема, 
базируются на наличии Sn полной симметрической группы и имеют силу для т а к и х 
обобщенных полных графов. Однако для уменьшения громоздкости рассуждений н 
формул в конкретных примерах м ы ограничимся рассмотрением обычных полных 
неорграфов < п > и полных симметричных орграфов < < п > > без петель и па

раллельных ребер и дуг. В задачах рассматриваемого типа переход к случаю, когда 
р или q больше единицы, совершается без т р у д а , а рассмотрение петель, как э т о 
делается в одном примере, можно заменить н а снабжение вершин пометками. 

Легко проверить , что в с т р е ч а е м ы е далее конкретные степенные ряды сходятся 
абсолютно хотя бы в некоторой окрестности нуля . Поэтому проводимые с ними опера

ции и м е ю т желаемый с м ы с л , и м ы не будем к а ж д ы й раз это обосновывать. 
З а исключением определенных ниже терминов, используется терминология по [1], 

с некоторыми дополнениями из [2]. 
Допустимое разбивающее покрытие (далее, для краткости ,  покрытие)  это ча

стичный граф ( X , V) с V* С V, непустые компоненты связности (далее  компоненты) 
которого принадлежат к заданным непересекающимся л типам. 

Пример для неорграфа: первый т и п  деревья , второй тип  элементарные циклы, 
третий т и п  связные г р а ф ы с одним циклом и хотя бы одной висячей вершиной. 

П у с т ь а; число компонент i  ro т и п а в рассматриваемом покрытии. Вектор 
{ о ь а а , . . . , а в ) или {а ,}  с и г н а т у р а этого покрытия ; Атая координата покрытия 
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это а л . Во втором виде записи сигнатуры, как и далее в аналогичных случаях, 
индекс t у величины в фигурных скобках пробегает все значения 1,2,..., д. 

Разбиение компонент покрытия на типы  произвольное. Бели, например, нас ин

тересуют деревья и, в частности, элементарные цепи, то последние можно выделить 
в один тип , а деревья с и > 3 висячими вершинами в другой. Можно также , как 
это будет сделано дальше , разбить деревья на типы по числу и висячих вершин. В 
последнем случае, если п —• сю, т о число типов неограниченно возрастает, однако 
для любого заданного п число з} очевидно, ограниченно. 

Число всех компонент покрытия 

k = ± Q i (1) 

мы будем называть порядком покрытия. 
Если даны вид графа (неорграф или орграф), п и типы компонент, т о можно 

рассматривать следующие числа и соответствующие им экспоненциальные порож

дающие функции (э.п.ф.) , получаемые из соответствующих чисел для каждого л 
умножением па ^ и суммированием по п. 

Число с п[Л] всех связных покрытий типа А, т.е. число графов типа А с пронуме

рованными п вершинами. Соответствующую э.п.ф. 

ОД£е„[А]£ (2) 
1 = 1 П * 

мы будем называть базисной функцией типа А. 
Число всех покрытий данной сигнатуры с п ( о , } и э.п.ф. £{о^} . 
Число всех покрытий данного порядка к с п > = £ е п { о ; } и э.п.ф. 

£ к = £ 1 Ы . (3) 

где суммирование производится по всем сигнатурам, удовлетворяющим (1). 
Число всех покрытий 

к 
и э.п.ф. 

£ = Е*ь (4) 
к 

где суммирование производится по всем допустимым к. 
Ясно, что, например, L[h] = L{at = 6lK]t где 6ih  символ Кронекера, а в случае 

з = 1 

Примеры задач рассматриваемого типа. 
1) Найти число к деревьев в < п > (задачу поставил Я.Я.Дамбит) . 
2) Модификация задачи 1): определить число деревьев и к  деревьев с и висячими 

вершинами. 
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3) Найти число факторондов в < п > , либо всех, либо с ограничениями на длины 
компонент. • 

4) Т р и родственные задачи: число подстановок группы 5„ , число факторов графа 
< < ?i > > и число членов разложения определителя или перманента порядка п с 
учетом некоторых особенностей этих объектов. 

Действительно, переходу i в j при подстановке или члену ач матрицы можно 
сопоставить дугу ij графа < < п > > . Ч а с т о особую роль играют инвариантные 
элементы i в подстановке или диагональные элементы а„ матрицы им можно со

поставить петлю у вершины i г р а ф а , или проще  пометку у этой вершины. Особую 
роль иногда имеют т а к ж е произведения atJaJt или циклы длины 2 в подстановке. Д л я 
учета указанных особенностей м ы можем р а с с м а т р и в а т ь покрытия < < п > > , при 
чем допускаются следующие т р и т и п а компонент с легко определяемыми еТ 1[Л], L\h\\ 

изолированные помеченные вершины. А = l v сх\\\  1, c„|il = 0 при n / 1, 
1|1] = х; 

двуугольники, А = 2, сцц =« 1, с ф ) = 0 при п / 2, 1[2] = у ; 
элементарные контуры д л и н ы не менее трех , Л = 3, еп[з] = 0 при п < 3, с ч[ 3] = 

(п  1)! при п > 3, 

M3] = f Й =  1 п ( 1  х )  х  ^ . 

Полученные базисные функции нам послужат для иллюстрации и для решения 
задачи 3). Подробное исследование задачи 4) в терминах подстановок имеется в [3]. 

Установим теорему, связывающую рассматриваемые э.п.ф. 
Известно ([3]%[4]), ч т о если мы имеем д в е э.п.ф. 

то, рассматриваемая их произведение как э.п.ф. 

ЛВ = С = y  t x \ 

(5) 

Т е о р е м а 1 Пусть для данных s т и п о в к с м л о н г н т известны £ а л 1 с м ы с функции 1[ Л ] , 
А = 1,2 , . . . ,з . Тогда 

J  « p ( £ X [ i ] ) . (8) 
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Доказательства требует только соотношение (6). Соотношения (3), (6) и формула 
возведения суммы в степени к д а ю т (7) , а (4), (7) и формула разложения экспоненты 
в степенной ряд д а ю т (8). 

Если о,  6,* = 0 как и раньше.  символ Кроне к ера ) , т .е . о \ = I, п ; = 0 при 
j ф Л, т о (6) имеет место по определению. 

Пусть теперь о, — О\А > 0, т.е. о* > 1 и хотя бы для одного j о, — 6^ > 1. 
При данном п рассмотрим все покрытия с сигнал у |юн { о , } , в которых точно одна 

из компонент типа Л снабжена пометкой. Полный список т а к и х покрытий, отличаю

щихся хотя бы помеченной компонентой, составим двумя способами. 
Вопервых, берем список всех FNFA,} различных покрытий рассматриваемой сиг

н а т у р ы , каждое из них повторяем о* раз и в каж;юм из таких повторений снабжа<\ 
пометкой другую компоненту типа А. 

Птсмюй способ: выбираем j вершин, которые будут вершинами помеченной ком

поненты, что можно сделать (*) различными способами. Чагем ^[А] различными 
способами строим помеченную компоненту с этими вершинами. Па ос аюшихся n—j 
вершинах строим покрытие с сигнатурой {о,  ЧТО МОЖНО с д е л а н е„..)|г», — о,/,} 
различными способами. Наконец, суммируем числа полученных покрытий по всем 
возможным значениям j . 

Приравнивая числа покрытий в обоих списках, имеем 

Г:(1 \J/ j 

Правая час11. имеет вид правой части (5) с 

« п = 'п[А]; Ь„ = *,.{.», 

Пределы суммирования укатаны по аналогии с (5). Ч'ак как мы работаем с непустыми 
компонентами, то слагаемые j — О и j — п (возможно, и другие) равны нулю. 
Переходя к экспоненциальным порождающим функциям, мы получаем 

Цк]Цп,  Л,,,} 
Ц п > ш 7ГЩ ' 

Как видно, . ' м е н м п е н и е на единицу Атой мюрдинагы сигнатуры, характеризую

щей функцию левой части, достигается вынесением множителя Продолжая этот 
Процесс редукции, мы можем снегги ненулевую координату сигнатуры к единице, а 
все остальные к пулю, что дает (6). 

При шчигхолг o r (0) к (8) в силу суммирования теряется ип<|юрмация. Для пре

дотвращения такой потери можно использовать дополнительные переменные т/, и г, 
степени которых характеризуют соот яетгтненно число компонент типа i и порядок 
покрытпн, Тогда мы получаем соотношения 

А • 1=1 
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• = 1 

J* 

обычно получаемое иным путем [3], [1]. 
Для решения задачи 3), т .е . определения числа факторов с п в < и > . в качестве 

базисной функции мы имеем 

1[3] = 

так как каждому гамильтонову циклу соответствуют днл гамильтоновых к о т ура. 
Полагая в (9) у\ = у 2 = 0, уз = \ , мы получаем 

^ Т г Ь ^ ' ^  Т ^
 ( 1 0 ) 

Для расчета конкретных значений 1п можем искать рекуррен iпое 
(10) лает 

Последние формулы можно использовать и в ином смысле. Полагая некоторые из 
у, равными нулю, мы исключаем из рассмотрения соответствующие компоненты, а 
полагая непулевые г и у, равными 1, снова производим суммирование. В качестве 
примера рассмотрим базисные функции, полученные для задачи 4). Для э.п.ф. числа 
всех покрытий мы имеем с z = 1 

х7 х7 

L = ехр{ху, + —у2 + [  lnf 1  х)  х  у ] у 3 ) . (9) 

Полагая у2 = 1, ух = у 3 = 0, мы получаем э.п.ф. для покрытия двуугольниками, 
другими словами для числа совершенных поросочетаний в неорграфе < п >: 

X2 ~ 1 X 2 ' 

следовательно, соответствующие числа с п имеют значения 

« 2 ^ + 1 = 0, 

что, понятно, легко получается и непосредственно. 
Аналогично, с у2 = уз = I . У1 = 0 мы получаем э.п.ф. для числа факторов орграфа 

« п » без петель 

и это число  иначе число подстановок без инвариантных племен юн или число бес

порядков  имеет значение 
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и подставляя 

мы получаем 
, ( п  1 ) ( л  2 ) . 

с„ = (п  1)е п_1.+  е ж л . 

Так как е п = 0 при п < 3 , е 3 = 1, т о первыми ненулевыми значениями г„ являются 
следующие: 

п 3 4 5 6 7 8 
ё Л 1 3 12 70 165 3507 

Для отношения Л п числа факторов к числу ^уИ гамильтоповых циклов мы имеем 
рекуррентное соотношение 

Х п = г ; 
1 

при чем 

Следовательно, при л > 6 

2(и  3) 

Аз = А< = А5 = 1. 

An > 1 + £ : 
1 

Л5 2 0  * Г 

т .е . при л —» ос, как н следовало ожидать . А„ неограниченно возрастает . 
Мы получаем еще одну модификацию соотношений теоремы, если для каждой 

компоненты тина Л рассматриваем некоторый аддитивный вес /fo, например число 
вершин данной степени. Тогда вес покрытия будет суммой весов е ю компонент. В 
таком случае и качестве базисной э.п.ф. естественно б р а т ь 

При умножении таких функций степени у будут суммироваться, следовательно, эти 
степени в разложениях правых частей (С), (7) и (8) будут равны весам соответствую

щих компонент. Полагая же у равным единице, мы снова получим э.п.ф. для подсчета 
ла всех соответствующих покрытий. 
Т а к у ю весовую пе|)емснпую у мы будем использовать в следующем параграфе 

для подсчет, ла висячих вершин. Понятно, в случае надобности, можно т а к ж е 
р а с с м а т р и в а й , любой комплект аддитивных весов, например, числа вершин степени 
1,2...., каждый из них представить cieu.пями своей дополнительной переменной у, а 
также производить полные ли частичные суммирования, полагая все у, или неко

торые и* них равными единице. 



62 

2. Число деревьев и Л?деревьев с v висячими вершинами 

Деревом в дальнейшем называется только соответствующий частичный граф 
(иначе деревоостов) рассматриваемого неорграфа, т«е. всего < п > или опре

деленного его подграфа < п ' > . Покрытие с к компонентами, каждая из которых 
является деревом для своего множества вершин, это Адерево, так что 1дерево  это 
дерево для всего < п >. 

Рекуррентное соотношение для числа t n u с и висячими вершинами и п > 3 можно 
получить следующим образом. Мы составляем двумя способами список всех д е р е в н е 
Т с v висячими ребрами, точно одно из которых снабжено пометкой, применяя прием, 
аналогичный доказательству теоремы. Попервых, в списке всех tntt, ле|>евьев без 
пометок берем каждое в v экземплярах и в каждом из них снабжаем пометкой другое 
висячее ребро. Всего получаем utnv таких помеченных деревьев. 

С другой стороны, если дерево Т имеет помеченное ребро (а,Ь) и л висячая 
вершина, то , отбрасывая это ребро и эту вершпну, мы получаем дерево V для пол

ного графа с множеством вершин Л' \ а, у которого вершина 6 либо висячая, либо 
нет. Поэтому имеем т а к ж е следующий способ составления списка всех 7 : в < п > вы

бираем вершину а, ч т о можно сделать п способами. Далее в < и  1 > со множеством 
вершин X \ а: 

1) t n  i , » различными способами выбираем дерево 7" с и висячими вершинами; для 
каждого из них имеем v возможностей выбора одной висячей вершины в качестве 6: 

2) <„i l t ,  t различными способами выбираем дерево Т* с v — 1 висячей вершиной 
и для каждого из них имеем п — 1 — (и — 1) = п — J/ способов выбора одной невнеячей 
вершины в качестве Ь. 

Таким образом мы получаем 

(П) 

при п > 3. 
При п < 2, очевидно, предыдущие рассуждения не применимы, 

место. Имеются точно два ненулевых значения 
имеет 

ti.i = 1. *7Л = 1. 

если изолированную вершину, как иго обычно делается, с» 
Для п > 3 ненулевые получаем, ее; 

•м .деревом. 

2 < и < п  1. 

при чем 
г/! 

2 
(13) 

Э т и значения легко получаются пепогредг!вепно. Каждой гамнльтононой псин 
в < п > соответствуют две различные перестановки п номеров вершин: дереной с 
вершиной степени п — 1 определено выбором н о й вершины. Понипю. можно гак; 
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использовать (11), где для и = 2 аннулируется второе слагаемое в квадратной скобке, 
а при и — п  1 первое слагаемое. (11) и (14) дают: 

Полагая 

мы получаем из (14) 

U.n2 = П ( П  1 ) [ 2 *  Э  1 ] . 

л ( п  2 , 1 ) = 1 

при п > 3 , и преобразуется в 

з(п  2 , п  I/) = з(п  3,п  У - 1) + (n  | ф ( п  3,п  */), 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

что, с точностью до обозначений параметров, совпадает с рекуррентным соотноше

нием для чисел Стирлннга второго рода ([3], стр.44]. 
В силу 1 п л = 0, (17) и (18) величины s ( r »  2 , n  i / ) в (16) являются этзми числами 

С т и р л н н г а с указанными для них параметрами. 
Некоторые значения *„,»,: 

V 

п 2 3 4 5 6 7 п "  2 

3 3 0 0 0 0 0 3 
4 12 4 0 0 0 0 16 
5 60 60 5 0 0 0 125 
6 360 720 210 6 0 0 1296 
7 2520 8400 5250 630 7 0 16807 
8 20160 100800 109200 30240 1736 8 262144 

Последний столбец содержит суммы по строкам, т .е . числа всех деревьев. 
Для э.п.ф. 

/* (* .»)  £ 2 4 * v = 5 * v + Was+у
3

)+... (19) 
пжЗ V S 2 

соотношение (11), с учетом первых членов в (19), дает уравнение в частных произ

водных 

х 7 ^  + ( *! / + *  1 ) т | г + *
Э

¥ = ° (2°) 
дх ду 

Функция F(xsy) однозначно определяется этим уравнением и условием 

/ Ч х , 0 ) = 0 

и в конечном виде может быть выражена посредством параметрического представ

ления 

F = Я  ^  х + ^ х '  х ' у . 
(21) 
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При этом соответствующие д р у г д р у г у ветви значений Л и х выбираются т а к , 
11>6ы 

R = x :ри у = 0. (22) 

Добавляя к F члены, соответствующие значениям (12), мы получаем базисную 
Функцию Л' для числа всех деревьев с п пронумерованными вершинами, из которых 

висячие: 

N F + ху + \х V (23) 
Я  J # + ( y  l ) * + J ( «  l ) V e 

цри этом о п я т ь соблюдается (22) , (20) д а е т 

* 2  ^ + (~ху + х г 1 ) — + х + (у  1)х 2 = 0. (24) 

Соотношения (21) и (23) компактны, но неявны. В отдельных случаях более удоб

ными могут б ы т ь соотношения других видов, которые можно получить из (20) и (24). 
Т а к , например, полагая 

мы получаем 
*»•<?.(*) 

^ " И ( 1  х ) " ~ 3 ' 
где 

< М * ) = <?з(х) = 1, 
а дальнейшие полиномы Qv(x) степени и — 3 с целочисленными коэффициентами 
определяются рекуррентным соотношением 

с ? , + 1 = [ р *  4 ) * + + + 

Например, 

< ? 4 = 1 + 2х, 

Q& = 1 + 8х + 6 х а , 

<? 6 = 1 + 22х + 5 8 х 2 + 2 4 х \ 

старший коэффициент в Qv равен (и  2)! , свободный член единице, а 

< Э Д 1 ) = 3 5  7 . . .  ( 2 *  5 ) . 

На основе теоремы и замечаний о весах, э.п.ф. для Ь деревьев с v висячими верши

нами равна 

N> = (w <25> 
Умножая (24) на (N)

k

~*, м ы получаем линейное однородное соотношение между 
частными производными Л± и функцией Nk-i, которое можем использовать д л я по

лучения различных рекуррентных соотношений. Т а к и м образом; можно, например, 
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1/ 

!1 2 3 4 5 6 7 г о 
2 1 0 0 0 0 0 1 
3 и 3 0 0 0 0 3 
4 0 12 3 0 0 0 15 
5 0 60 50 0 0 0 110 
6 0 360 630 90 0 0 1080 
7 0 2520 7560 3150 147 0 13377 
К 0 2O1G0 92400 75600 12320 224 200704 

Последний с таи беи опять содержит суммы но строкам, т .е . рассматриваемые ни

же числа ТЩ2 всех 2деревьев в < м > . 
Изза особых с ной* т в деревьев с n = 1 и п = 2 начало таблицы несколько нерегу

лярно, а общие соотношения для b*tV верны только начиная с достаточно б о л ь ш о ю 
п. Так , например, ю л ь к о при п > 5 имеем 

* k  i ; = 2  в п ( » " ! ) ( « '  п + 6)  2  ' п а ( п  I ) 2 . 

3. Число всех itдеревьев 

О б и т * число всех «деревьев графа < п > обозначим через г»>. Это число можно 
и о л у ч т ь. суммируя по всем соозветствуюшим и числа таких деревьев с v висячими 
аершииами. ч ю мы делали в таблицах предыдущего параграфа. 

Экспоненциальная порождающая функция 

^ п! 
(26 j 

п о л у ч а л с я из (25) и (22), полагая у = 1, что дает 

He~R = х Я — 0 п р и х — 0 , (27) 

(28) 

(•29) 

О т м е т и м , что функция Я. кот ' О определяет соотношение (27), это э.п ф для 
числа корневых деревьев. Эта функция получается иным путем и поЛ1ю6мо исследу

ется в 

получить соотношение для числа 6 п > 2 деревьев в < п > г .мсхчими вершинами 
(вершина х, d{x) = 0 висячая): 

»ЬЛ» = n[vbn„lt„ + (п  J/)*—I>I| + ^ _ 1 —tn2.»i

Некоторые значения ft*,,: 
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Явные выражения для r n k можно получить , используя свойства вычетов анали

тических функций: 

Функция Н(х), определенная соотношением (27), регулярна в окрестности началь

ной точки плоскости jr. Контуру С\ охватывающему эту точку, в плоскости R соот

ветствует аналогичный контур С Поэтому, представляя правую часть (30) чегхг> 
интеграл но контуру С и переходя к интегрированию по С\ мы в конечном счете 
устанавливаем, ч т о величина 

равна коэффициенту при /г* разложении в р я д Л орал а цо степени И выражения 

п ! / Г ~ * ( 2  R)k(\  R)cnH 

Следовательно, 

, Ч ! г . , = „ - - . „ ! Е ( - . ) ^ + л С ) ^ ^ . ( 3 . ) 

Для к к 1 мы получаем известное значение для числа деревьев в < п >: 

а для дальнейших значений к: 

где г \ ( " ) полином степени к — 1 с целочисленными коэффициентами. И частности, 

4 1  ^ п  Щ г . + б ) . .  4 . (.33) 

r e < 3 « g(n  l ) ( n  2 ) ( м а + 13м + 6 0 ) п *  в , 

/>,(„) = п 3 + 2 1 п а + *202п + 810, 

• Я»(п) = n 4 + 3 0 n a + 4 5 1 n J + 3846н + 15120. 

Ре{п) => n* + 40ii« + 8Э5« Э + 10960V + 87636п + 332640, 

+ I ( j b  l ) ( / t + 4 0 ) n *  j + 

+ ^ г ( *  0 ( *  2)(3ib a + 67* + 4 9 2 ) п *  э + 
24 

+ 4(*  " 2)(Ь  3 ) ( * э + 3 7 * J + W1A + 3 7 l 6 ) n *  4 + 
48 
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Э т и значения можно получить непогредс т ь е ш ю из (31) или же использовать ре 
кур|>ентные соотношения лля r n > . Для получении последних обозначим штрихом 
дифференцшюнаннс no In J*: 

г - Ь 
Т О Г Д А дифференцирование (27) и (28) дает 7" = Н, г лед. т а т е л ьио, (2Н) можно писать 
я виде 

Г 2 = 2 Г  27 (34) 

Лиф<Ьерснцирум это соотношение и учитывая (34), (.результат можно написать в 
виде 

2 Г Г  V + V4T (Зг>) 

Тогда 

что в силу ТА — *J.' : лае 

2 » а г п . а = (и* + Г,,. 

следовательно, формулу (33). 
Мри к > 2 в силу (34) и (Зэ) мы имеем 

ktk 1 И Ц 2 ) / 1 ) ( 7 ' * " " 

+ \){к 2\Тк 

Н|>еЛ< I ан.'ЯЯ <|)lll VpllpV ЮШИ'* чдесь / Че|и*1 c o o | |м* Г i J HV И НПИе M)J П о л у ч а е м 
| И ' К у р р < Н I HIM- <<и> | 1Ю11К11И*' ДЛЯ КОи|м||ИПИ«'|| loH р а ' Л о Л е н И И П о с л е д н и х , ко I о|Н К' ДА** I' 
именно 

'Мк (к \\i\k к 4 (:«i) 

Аш >| ношение для 1\{п ) мы IIOJ . нод| I а в л я м н {'Mi) п р а в ы " ч а с i и 
 i не I < i н у н н ц п х i '.\'2у. 

\\ntk Цк (37) 

МОАМО VI 

. . ф ф " : 

(38) 

ML,МО НВЛМЮ I f я ноли 
ч 1<(и|)ИЦМ1ц | и имею 1 

равно чw . ^ 

file:////i/k
file://-//n-tk
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V 
п 1 2 3 4 5 6 
2 1 1 0 0 0 0 
3 3 3 1 0 0 0 
4 16 15 6 1 0 0 
о 125 ПО 45 10 1 0 
б 1296 1080 435 105 15 1 
7 16807 13377 5250 121J5 210 21 
8 262144 200704 76(>08 18865 3220 378 
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О ч и с л е р е ш е н и й к р а е в о й з а д а ч и д л и с и с т е м ы д в у х 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й в т о р о г о п о р я д к а . 

0.11. Зал к и на 

А н н о т а ц и я . Получены оценки числа решений краевых змлач для системы 

хн r\(t,i) г  т Ж у К Т ^ . / . у ) . 

у " ' . Ж у ) + П ' . ' . у ) . 

где функции / \ . r ' j , (t| и f/j *< u m i i i o i иче< ки линейны и принадлежат классу С , 
функции Г и V ограничены. краевыми yiЛ1>яиями двух видов 

т(а) = 4, JR'(n) = i i . y<u) = \ j[h) = /J 

и 
x(uj = Л у(о) = /Л у'1«) = С\ *(д) = Г). 

N71К г>1? v j : 

1 В В Е Д Е Н И Е ? 

ЦЕЛЬ РАГЮЦД < О. [<;И1 В ОЦ«НЬ«' «НИ IV ИЛ |НТ.МИГ| КРАЕВОЙ ЗАЛАЧН 

{ Л » l-j[t.y) * I j . y j . 

у" .Л * t'iH.yi + I С.г .у) . 

(2) 

-II.HU4 11[н • ИНЫХ 

Кр.»«*ва J J ) m b . I WMrt!« :И''1м м и м о ; > я в и Аени ч м а г е р и а л ь н о й 
л и т ин<>. < и. 1 а л а н ы i 

И НАЧА.Н.нЫИ MOVFRILL ВЫЧИНИ Г/ Проекции 

П.пиИ МПМПМ В | ' | '\|Г|1И И I Hpiif'KliHM НОЛП/М'ННЯ ЧА< 1HU1J 
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Проблема, изучается в предположении, что существует решение ({(*)• *?(')) кра

евой задачи (1),(2), функции F\y F 3 , G\ и G j асимптотически линейны, такие что 
существуют пределы 

l i m ^ £ ) = / l ( 0 , 
k l  » х 

lim — = Si[i)t 

|R|>oo Т 
lim ^ 1 = Ы 0 

1»1*> |/ 

равномерно no * 6 [с, с], а функции (/ и V ограничены. 
Как частный случай системы (1), рассматривается краевая задача для уравнения 

четвертого порядка 

x m = C , ( « l * ) + <7a(f..r l i) + V ( / , x , x " ) . 

х{а) = Л, X I » = Я, х " » = Г*. j(6) = /), 

где функции (7| и i7 a асимл готически линейны, су ш е п н у ют П|>еде: 

(Я) 

(4) 

X 
lim =92(П 

равномерно no t G [а,Ь|. а функция V oi рамичена 
Наличие |>ЕШЕНИ1 краевой задачи (1),(2) позволяет церей I и от нелинейной лцф

фе|н читальной системы (1) к линейной систем* 

X  ч X  J 

IVK' Hft). •/(/)) решение краевой задачи { 1 U ' J ) . 
влесноряннцее н а ч а л ь н ы м >т линиям х ( н ) Л. 

/л A i / ; .им И ' J 
Л'LFL Н< t леДиИлНПЯ Н е л и н е й н о й KparHof 

"( I ре:П.ГИ.Г ;н' | гя ПопелепИ' ' 

у с л о в и я м 

МрПЧМ'НН»' t I .ipll.ill I 

1 Н4рИНМШ1Ч II.IMH 
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системы (1) относительно решения ({(<). г/(0)

1 1 7 ) 

I V" ( ^ 1 ( ' , < ) + ^ ( ' , ч ' , ч ) ) х + ( ^ ( 1 . ч ) + ^ ( < , < , ' 7 ) ) » . 

Как показано и работе, Д Л И «л! * <» нормированное решение системы (5) стре

мится к решению предельной системы 
• = /•(«)* + / . О » . 

(8) 
Л ( 0 * + *(<)»• 

Сравнивая поведение решений системы (5) вблизи н у т и на бесконечности, мы 
получаем необходимую оценку. Впервые идея сравнены! поведения решений системы 
вблизи нуля и на бесконечности для получения оценок числа решений была исполь

зована А.Перовым в работе (3], где исследовалась система двух уравнений первого 
порядка с краевыми условиями типа ШгурмаЛиувнля. Далее эточ метод использо

вался при исследования различных типов нелинейных уравнений в работах [4], [6], 
(7|. [8]. [»|, |10], [5]. 

Основные понятия и определения, которые используются в данной работе, даны 
согласно с т а т ь я м [1], [2|. 

С т р у к т у р а работы следующая. 
Во второй части мы описываем класс исследуемых задач и приводим необходи

мые определения. В третьей части работы формулируются и доказываются вспомо

гательные результаты. В четвертой части сформулирован и доказан главный резуль

т а т этой работы. В пятой части работы показан главный результат для уравнения 
четвертого порядка (3) с краевыми условиями (4). В шестой части работы показан 
главный результат для системы (1) с другими краевыми условиями. В седьмой части 
работы приведены примеры краевой задачи для системы и для уравнения четвертого 
порядка. 

2 Класс исследуемых задач и определения 
В работе исследуете к краевая задача (1),(2) в предположении, что 

(А1) F i , / ' ) , d « £ a [utb\xR> Я, U,V [ а > ] ж Л 1  » Л , и их частные производные 
по х и у являются непрерывными функциями; 

(А2) существует решение [((t)M*)) к р * " * * эвдачи (1),(2); 

( A 3 ) для любых ( 1 , , . у ) € (а.Ь] х Я 3 выполняется неравенство 

> 0 ; 
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(Л4) с у щ е с т в у ю т равномерные по t € пределы 

Ul—*> X lvl"» у 

(AS) существует равномерный по t € [л,Ь] предел 

W * M — | х | + |у| 

Условие (А1) обе* и т в е т существование и единственность решений задачи Ко

ши. ч т о является не** димым д л я исследования линейной задачи (5), (6). Кроме 
того, э т о условие обеспечивает непт^'рывную зависимость решений задачи Коши о т 
начальных данных. 

В работе |2] К.КреЙг вводят у ^ ы в и е ( A 3 ) , которое обеспечивает кручение ре

шений линейной системы двух дифференциальных уравнений второго порядка на 
плоскости {г,у). 

В дальнейшем нам потребуются некоторые понятия из теории линейных систем. 
Поэтому, рассмотрим линейную систему 

*"  «(Ог + ЦОу. 
(«) 

у" ef t )* + d(t)y. 

Для исследования решений системы удобно перейти к полярным координатам а 
ввести понятие угловой функции решения. 

Переход к полярным координатам и использование техники угловой функции 
встречается в работе А.Перова [3]. В работе вводятся полярные координаты согласно 

[21

t(t)~rU)s,n$(t), y ( 0 « r ( « ) « w * ( » ) , г ' ю  Л О о ' Ю . 

Е > * Т ~ 7(7)• ( 1 0 ) 

О п р е д е л е н и е 1 ( K . K r e i t h ) Пусть (i(t).y(t)) pt шение системы {9}, определенное 
на интервале [ д , б ] . Если x2(t) + y2(t) > 0 для t € {а,Ь\, то функцию 9\t) будем 
называть угловой функцией решения системы (9}. 

Решение системы (9) , удовлетворяющее начальным условиям (6), в терминах по

лярных координат должно удовлетворять следующим начальным условиям 

г(«) = 0, ф ) = 1 , в(а) = 0. 
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О п р е д е л е н и е 2 ( K . K r e i t h ) ап € (а, 6) называется nod сопряженной к t ~ 
а точкой относительно системы (9), если существует нетривиальное решение 
( x ( l ) t y ( i ) ) системы, такое что x(t) имеет п — 1 нулей на интервале (а,ал), при

чем в точке t = а это решение системы имеет тройной нуль и г ' (а) = 1, в точке 
I = ая х{ап) = 0, в точке t = Ь х(Ь) ф 0. 

АНАЛОГИЧНО МЫ можем сформулировать понятие сопряженной точки для диффе

ренциального уравнения четвертого порядка. 

О п р е д е л е н и е Э ( L e i g h t o n  N e h a r i ) сшп € (а , 6) называется nofl сопряженной к 
t = а точкой относительно линейного уравнения четвертого порядка 

*
м

 л ( 0 * + л ( 0 Л ( Н ) 
если существует нетривиальное решение x(t) уравнения, такое что x(t) имеет 
п —1 нулей на интервале ( а , а п ) , причем в точке t = а это решение имеет тройной 
нуль и r'(a) = 1, в точке t = о„ х(о„) = 0, в точке t = о х(Ь) ф 0. 

З а м е ч а н и е . Для уравнения (11) полярные координаты вводятся аналогично по

лярным координатам системы уравнений, где y(t)  x"(t). 
В работе [2) К.КреЙт вводит некоторую функцию 

« н о  х'(Оу(о  *( t ) y ' ( « ) . (12) 

Условие ( A 3 ) эквивалентно тому, что 4>'(t) > 0 для t € (atb\. Это условие обес

печивает спиралеобразное движение решений системы (9) на плоскости ( * , y j . 

3 Вспомогательные результаты 
Л е м м а 3 .1 Каждому решению (X(t),Y(t)) задачи Коши (5),(б) удовлетворяющему 
условию Х(Ь) = 0, соответствует решение краевой задачи (1),(2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению х ( 0 = X(t) + {(<)• vW = ПО + "(О. где 
('(О.у(О) Решение системы (1), удовлетворяющее начальным условиям х(а) = 
4, х'(с') = Д, у(а) = С, у ' (а) = я '(а) + 7

Условие Х(Ь) = 0 влечет х(6) = D. 
Т а к и м образом, (x( i ) ,y(*)) являете! решением краевой задачи (1),(2). 

Л е м м а 3.2 Для h | —» ос нормированное решение системы (5), удовлетворяющее 
начальным условиям (6), стремится к решению предельной системы (8), удовле

творяющему начальным условиям 

х(л) = 0, х ' И = 0, у(а) = 0, у'(о) = Ь (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (X(t), Y(t)) решение задачи Коши (5),(6). Рассмотрим 
нормированное решение системы (5) {z[t)suit)). 

j ( 0 =   V ( t ; 7 ) . ИО = >''(«;>)• 
7 7 
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Нормированное решение (*(() , u>(t)) удовлетворяет системе 

7
 + 7

 + 

+ l
f

(in*+t,iw + n)-U(U,n) 

7
 + 7

 + 

и начальным условиям 

2(e) = 0, г ' (а) = 0\ ш(а) = 0, tv'(a) = 1. 

При Ы  » о о по условиям (А4) , ( \ 5 ) система (14) примет вид 

f * " / i(0* + / i ( O t * + «<«; 7). 

1 u>" Р|(0* + Ы0"> + *(';7), 

(14) 

(15) 

(16) 

7 7 7 7 

« | .  , ) = _ <?,(<,{(*)) _ g i ( M ( ' » + BatQr/tQ t 

7 7 7 7 
, Vjt.tz r « Q Q U > 4 n(Q)  V ' ( U ( Q , »(<)) 

Сравним систему (16) с начальными условиями (15) с предельной системой (8) и 
аналогичными начальными условиями. 

Пусть u(0 = :{t) - *(1), i>(f) = и*(0  |,(1). 
Получаем систему 

/ |(0" + Л(0г + *(';7). 

01(Ои + ЫО*' + *(<;7) 
( П ) 

с нулевыми начальными условиями и ( а ) = 0, м'(а) = 0, v(u) = 0, r ' ( a ) = 0. 
Используя "формулу вариации постоянных" для линейной неоднородной системы, 

решение будет и м е т ь вид 

*(<) = W(t)\V\a)z{a) + f W(t)W43)h[*)d*, 
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где x(f) = ( u ( 0 . u ( 0 ) . матрица Вронского, 
M 0  ( € ( l ; 7 ) . « ( l ; 7 ) ) 

Так как мы имеем нулевые начальные условия, то 

x(t) = j f »(OW'(»)A(*)<b. 

При —» оо M ' i l ) » 0 равномерно no 1, следовательно, система (17) при Ы —> 
оо имеет лишь тривиальное решение u(f)  0, v(t) = 0 для л ю б о ю t € [a,b\. 

Таким образом, для | ^ | —» ос нормированное решение системы (5) стремится к 
решению предельной системы (8). 

Л е м м а 3 . 3 <j>{t) строго ло.грас тающая функция дли t € [л,о] u ^(г) > 0 для t > а. 

Доказательство . Рассмотрим ф'(1). Мо условию ( A 3 ) &(t) у(0«г"(0 

x(t)y"(t) > 0. С'ле т а т е л ы ю , 4>(1) с т р о ю возрастающая функция. 
Так как ф(а) 0, то ф{1) > 0 для t > а. 

Л е м м а 3 .4 6(t) строго возрастающая функция для t € [atb]. 

Доказательство . Так как <*'(/) = {г*(Ц1Г{1))\ то 0(t ) = r*{t)V(t). По лемм* 3.3 
ф{\) > 0, следоват чно 0'{t) > 0 для t > а. 

Следовательно, с т | ю ю возрастающая функция. 

Л е м м а 3 . 5 Любое нетривиальног решение тдпии Коши (5),(6) или t т 14 п о л / г од

ного двойного нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Кгли 1 0 двойной нуль решения. X{tn)  Y(tu) = tJ. фа0) = 
 V ' ( / o ) V ( l o )  . V ( < o ) V , ( f « ) = 0. 

Так как ф[а) = 0 и 0 ( 0 для л ю б о ю t > я . го f0  м. 
Таким обрщом, любое нез риниалыюе |мчление задачи Коши (5),(<•) имеет двойной 

нуль в точке t — и, а иге остальные нули являются Н)нмi ыми. 

Л е м м а 3 . 6 (а,Ь\ х Н нтрсрыьнам функция пп гонпкунн1>сгни t 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Иусц , (X[t\-j)tY(t;~f)) решение сне I C M I J (">), удовлетворяю

начальным шаченням (б). 0(f:*>) vrлипам функции м о ю ' И Ч Н Е Н И Я . 

! Hiрук; MMi.r г. З.Г> и 
К п м ч ш я ' л д а ч п К о ш и o i 11,1ч...и,пих д а н н ы х . 

З.г> и Т Е О Р Г М Е О НЕП|ИМ,>ЫННОЙ ТАВИСИМОС Т И 
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4 Главный результат 
Т е о р е м а 4.1 Пусть выполни юте я условия ( A l )  ( A o ) . Пусть, кроме того, систе

ма уравнений в вариациях (7) имеет п точек сопряженных к t — а, а предельная 
система (в) имеет к точек, сопряженных к t — а. на интервале (я, 6). Причем 
кфп. 

Тогда краевая задача (1),(2) имеет не менее 2\к — п\ + 1 решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим решение [X(t),Y(t)) залами Коши (5), (G). Булем 
изменять значение 7 о т 0 до + о с . 

Д л я 7 близких к нулю угловая функция a(t\i) решения задачи Коши (7),(6) удо

влетворяет условию 
пж < 0(6; 7) < (п + 1)тг, 

где п целое число. 
Д л я 7  • + о о угловая функция 8(t; 7) решения задачи Коши (8)Д0) удовлетворяет 

условию 
кж < 0(Ьп) < (к+ \)жу 

где к цс лое число. 
Т а к как 0(6;7) непрерывная функция по 7, то но теореме о промеж у 1ч>Ч1Юм зна

чении 0(6,7) = тяг, где ш € t + 1 , . . . , п или т £ н + 1,. . , к в зависимости от 
значений к и м . 

Т а к и м образом, мы получаем \п  к\ решений задачи Коши (5). (6). удовлетво

ряющих условию А'(6) = 0. По лемме ,\.\ каждому такому решению с<ютвс и т в у е т 
|мчнение краевой задачи (1).(2). 

При изменении 7 от  О С до 0 получаем еще |п  к\ |ичнений. 
Таким образом, краевая задача (1),(2) имеет не менее 2|и  к\ + I р^иклин. 
Аналогичный результат для системы двух уравнений первою порядка приводи м я 

н работе А.Перова [Л]. 

5 Краевая задача для уравнения четвертого по

рядка 
В 3 1 ом параграфе мы покажем значение ланнмго нч н«*р

гого порядка 

г краевыми условиями следующего ни; 
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равномерно по < € [я, 6]. 

( Е 5 ) сущее 1 в у е т предел 

равномерно но t 6 t<i,6). 

|х | + \у\ 

Далее в рабо нас будут нигереговать уравнение в вариациях относительно ре

шения £(/) 

(20) 

И предельное ур;, ниг 
У

ч

> = ,ММ' + уЛ0г" (21) 
Очевидно, что уравнение четвертой) порядка (IS) эквивалентно • н*г< двух 

уравнении B I O | X > I O порядка ' 

(22) 
*" У

у" ч ( / . у ) + П ' 

а к р а е в ы е у с л о в и я (I'*) для т а к о й гиг г е м ы будут и мет I. с л е д у ю щ и й в и д 

Л. x'(«i) = х(о)  D. (23) 

Гак к а к к р а е и и я ч а д а ч а (IS).(14) д л я у р а в н е н и я ч е т в е р т о ю п о р я д к а > к в и в а л е н т 
на к р а е в о й т а л а ч е (22).(23) для г и п е м ы двух у р а в н е н и й ню]м>ю п о р я д к а , ю все 
('ВоЙгтвл р е ш е н и й г и м е м и (22) б у д у т И М е | | , Met I о 71.1 Я |ИЧ11е||иЙ ураНПеция ( IS) . 

Краепая идача | 22 | .123 | является ч а е i ним с л у ч а е м к р а с т ь т а д а ч и (1).(2), г д е 
/ • • ( / .х)  I). i'At 

Краевая лачп (22).(23) п р и н а д л е ж и » к клаггу нг< так как 
ловим (Л1)(Л5) н и i условий (К1)(Е5) 

1акнм оор .пим . ля краевой ачи (22).(23). л е д о в а i е д ь н о и для к р а е в о й ка

л а ч и ! |.si.( I'M нмпч анный |нту; м ы 

Т е о р е м а й.1 .тинй (Ы1)(К5) к роли то,*о, урапнг

ГОПрИ.Ш i НПЫ.Г lypl/fiNf 

/ lljtll 4t м k 

(БЗ) для любых (< .х ,у) € (и,6| х Я 3 выполняется неравенство 

*((^(<.*)+^(*.*.l»))» + ( ^
1

( l . » ) + g < « . . ' . » ) ) » ) < 0 i 

( Е 4 ) существуют пределы 

Inn = 0i(O» "in = дЛ*) 
l*h^« X |vl<*> У 
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Л е м м а 6.2 Лля \")\ ос нормированное fu шенцг 
чп.и.иым устипям (Jfi). C»/I;>I мштя к рпшии 

тьоряющ(мц нача v-ным ус. 

6 Другая краевая задача 
В этом параграфе мы покажем, ч т о предложенный метод, исследования подходят для 
системы двух дифференциальных уравнений второго порядка 

^ ( i , * ) + F 2 (<,y) + t/(<.r.y), 

(24) 

у" C,(«,a;) + C , ( M , ) + V ( « 1 « I B ) 

с краевыми условиями следующего вида 

х(а) = Ау у(а) = В , у (а) = С, х(Ь) = D. (25) 

Будем изучать краевую задачу (24),(25) в предположении, ч т о выполняются усло

вия ( А 1 )  ( А 5 ) . 
Наличие решения краевой задачи (24),(25) позволяет перейти от нелинейной 

дифференциальной системы (24) к линейной системе (г>), где ({(*), п(/)) решение 
краевой задачи (24),(25), (x(t)4y(t)) решение системы (24), удовлетворяющее на

чальным условиям х(а) = А, у(а) = Вл у'{а) С% х'(а) = ('{а) + 7 , 7 € Я, 

* ( 0 « * ( 0  « 0 , Y(i) = v ( < )   > ( < ) • 

Будем исследовать поведение решений системы (5), удовлетворяющих следующим 
начальным условиям 

А » = 0, У [а) = 0, У'(а) = 0, Х'(а) = 7, (26) 

где у € Л. 
Коэффициенты системы (5) зависят от значения у Лля 7 близких к нулю си

стема (5) превращается в соответствующую систему уравнений в вариациях (7) для 
системы (24) относительно решения (((*)« п ( 0 ) 

Для I7I —• оо нормированное решение системы (5) стремится к решению предель

ной системы (S). 
З а м е ч а н и е . В терминах полярных координат (мчнение лилейной 

должно удовлетворять следующим начальным значениям 

г(п) = 0, г'(л) = 7. 0{а) = 

Л е м м а в . 1 Каждому решению [X(t).V{t)) задачи ин.п тьоряющг-

му условию Х(Ь) = 0, соответстьуе т решение кра*ьоц 

Локазате; i во леммы а и ал о i ичио 
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Л е м м а 6 . 3 <j>(t) строго возрастающая функция для t € [а,о] и ф(1) > 0 для t > а. 

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 3.3. 

Л е м м а 6.4 0 ( 0 строго возрастающая функция для t € [а, 6]. 

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 3.4. 

Л е м м а 6 .6 Любое нетривиальное решение задачи Коши (5),(26) имеет не более 
одного двойного нуля. 
I 

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 3.5. 

Л е м м а 6 .6 6(t\~f) 6 (а,6] ж R непрерывная функция по совокупности t и 7 . 

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 3.6. 
Т а к и м образом, для краевой задачи (24),(25) имеет место главный результат ра

Т е о р е м а 6.1 Пусть выполняются условия ( А 1 )  ( А 5 ) . Пусть, кроме того, систе

ма уравнений в вариациях (7) имеет п точек сопряженных к t = а, а предельная 
система (8) имеет к точек, сопряженных к t = а, на интервале (а,Ь). Причем 

боты. 

кфп. 
Тогда краевая задача (24),(25) имеет не менее 2\k  п| + 1 решений. 

7 Примеры 
1. Рассмотрим краевую задачу для уравнения четвертого порядка 

*(4> = 9(х), (28) 

У 
Предположим, что 

х(0) = х'(0) = х"(0) = 0, x(w) = 0. (29) 

являются непрерывными функциями; 

( 2 ) д{х) строго возрастающая функция, д(0) = 0; 

( 3 ) ^ ( 0 ) = 4 t < ; 

( 4 ) д(х) ограниченная ф у н к ц ш . 

Уравнение в вариациях имеет вид 

(30) 

а предельное уравнение 
(31) 
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* ( < ) = 7TT v/etf* k t + лЛ* к Ц з ш ( k t - ) ) , 
41:

3 

где 
гЛ k t s h k t л 

, = coj = j i n 0 < < f. 

Таким образом, уравнение в вариациях (30) имеет к — 1 сопряженную точку на 
интервале (0, ж). 

Следовательно, по теореме (5.1) краевая задача (28), (29) имеет не менее 2 к  1 
решений. 

2. Рассмотрим краевую задачу для системы урк нений 

х » S k
2

x + / ( у ) , 
(33) 

у"  t H » + 8 * V 

j ( 0 ) = х'(О) = 0. у(0) = 0, х(ж) = 0. (34) 

Предположим, что 

( 1 ) / . 0 Л—» Л, ^ ( y ) i g § ( J ) • • л я ю т с я непрерывными функциями; 

(2) / ( у ) строго возрастающая функция , / ( 0 ) = 0, д { х ) строго возрастающая функ

ция, у(0) = 0; 

(3 ) У ( 0 ) = 4 к > . $ ( 0 ) = 9*»; 

(4) / ( у ) , д ( х ) ограниченные функции. 

Система уравнений в вариациях имеет вид 

Г х
м * к

2

х + 4**у, 
{ (35) 
I у"  9 R r + 8* J y, 

а предельная система 

^ (36) 
I у" = 8Jt 2 y. 

Для краевой задачи (28),(29) выполняются условия ( Е 1 )  ( Е 5 ) . Следовательно, 
имеет место теорема 5.1. 

Рассмотрим |кчнення линейных уравнений (30) и (31), удовлетворяющие началь

ным условиям 
х(0) = x \ Q ) = х " ( 0 ) = 0, x " \ Q ) = 1. (32) 

Решение задачи Коши (30),(32) x ( t ) = не имеет сопряженных точек на ин
6 

тер вале (0, ж). 
Задача Коши (31),(32) имеет решение 

j ( t ) =  |  ( с Л * ' 3 t n k t ~ s h k t - c o s k i ) . 
4 к* 
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16] Ф . Ж . С а д ы р б а е в , Двухточечная краевая задача для уравнения четвертого поряд

ка, Рига: Латвийский университет, Дифференциальные уравнения, т.553, 1990, 
8491. 

Для краевой задачи (33),(34) выполняются условия ( А 1 )  ( А 5 ) . С/»едовательно, 
имеет место теорема 4.1. 

Рассмотрим решения линейных систем (35) и (36), удовлетворяющие начальным 
условиям 

I ( 0 ) = I ' ( 0 ) = » ( 0 ) = 0.»'(0) = 1. (37) 

Решение мддчи Коши (35),(37) 

Г »(*) О, 

| 1 г- (М) 

Iy(i) w T
A ( 0 

не имеет сопряженных точек на интервале (О,*) . 
З а д а ч а Коши (36),(37) имеет решение 

' x( t ) sh 3fct • cos kt — ЗсА 3Jbt • sin kt% 

, (39) 
y(0 sh Sktcoskt + i j - Z)ch Zkt • sin kt. 

Т а к и м образом, система уравнений в вариациях (35) имеет к  1 сопряженную 
точку на интервале (О,*) . 

Следовательно, по теореме 4.1 краевая задача (33), (34) имеет не менее 2Jfc  1 
решений. 
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[7] Ф . Ж . С а д ы р б а е в , З а м е ч а н и е о методах оценок числа решении нелинейных крае

вых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, М а т . заметки, т .57 , 
выпуск 6, 1995, 889895. 

[8] E.Rovderova, Number of solutions of boundary value problems, Nonlinear Analysis, 
T M A , vol. 2 1 , No. 5, 1993, 363368. 

[9] E.Rovderova, On t h e number of solutions of a thirdorder boundary value problem, 
American Mathemat ica l Society, vol. 347, No. 8, 1995, 30793092. 

[10] E.Rovderova, Thirdorder boundaryva lue problem with nonlinear boundary 
condi t ions , Nonlinear Analysis , T M A , vol. 25, No. 5, 1995, 473485. 

O . Z a y a k i n a . On t h e n u m b e r of s o l u t i o n s o f a b o u n d a r y v a l u e p r o b l e m for 
a s y s t e m of t w o s e c o n d  o r d e r di f ferent ia l e q u a t i o n s . 

S u m m a r y . Est imat ions of t h e number of solutions of boundary value problems for 
the sys t em 

X
Я Fl(t,x) + FJ{t,y) + U(t,x,y), 

y Gl(t,x) + G1(t,y)+V(i,x,y), 

are given, where functions Fl% F2% G\ and G2 are continuously differentiable and 
asymptotical ly Linear a t infinity, functions V and V are bounded, with the boundary 
condit ions x(a) = A4 x'(a) = B , y(a) = C, x(6) = D and x(a) = Л, y(a) = B , y'(o) e 

C, x(6) = D. 
M S C 34B15 

O . Z a j a k i n a . Par a t r i s i n a j u m u s k a i t u r o b e i p r o b l e m a s d i v u o t r l s k a r t a s 
diferenci&lvienf idojumu s i s t e m a i . 

Anot f i c i ja . Doti a t r i s ina jumu skai ta novertejurai гог^ргоЫётпагл e4atemaj 

Fl(tyx)rF7(t,y) + U(t%x.y)t 

Vй * Gx{t>x) + Gt(t*) + V ( f , x , y ) , 

kur funkcijas Fu F2% G\ un G2 ir as imptot isk i l inearas un pieder Cl klasei, funkcijas U 
un V ir ierobefcotas, ar robeznosacl jumiem x ( a ) = A, x'(a) = B , y(a) = C, x(6) = D un 
х(а) = A% y(a) = B , y ' (a) = C, x(6) = D. 

Латвийский университет 
Рига, б.Райниса , 19 

Поступила 01.07.96 
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О е д и н с т в е н н о с т и р е ш е н и я к р а е в о й з а д а ч и 
д л я о д н о г о н е л и н е й н о г о О Д У в т о р о г о п о р я д к а 

Ю. А. Клоков 

А н н о т а ц и я . Рассматривается задача 

u » _ i u ' + e u + (u') J = o, 

u'(0) = о, ti(0) = л, i >о, е. А е я. 
Доказало, ч т о для любого в > 1 существует единственное А > 0, для которого 
решение u(t) определено при всех t > 0 и монотонно. 

У Д К 517.927 

Рассмотрим задачу 

н '  ^ и ' + в и + М '  О , ( I ) 

и'(0) = 0. и(0) = А, в > 1, i > и \ (2) 

где в > 1 задано и ищутся А € для которых решен Hi ?i(f) определены на всей 
полуоси t > 0 (см.[1])

Т а к и м решением валяется, например, функция 

Покажем, что решение задачи ( I ) , (2), определенное при t > 0 и монотонно убы

вающее, единственно, т .е . других решений, кроме (3), нет. 
'Заметим, что подобные решения могут существовать , только если А > 0. 
Сделаем в (1), (2) замену 

z > 0, и = 1пг, (4) 

так ч т о z'  м'г" и если и ег п . монотонно убывающее решение (и ' < 0, t > 0), то 
*' ^ 0, / > U и z{t) vi ib т а к ж е монотонно убивающее решение. После подстановки 
вместо задачи (1), (2) получим задачу 

 ^ Ч в с 1 п г = 0, 
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*'(0) = 0, *(0) =r e \ z(t) > 0, i > 0 (6) 

(функцию 2 ID 2 в нуле полагаем равной нулю). 
Пусть z(t) е с т ь решение (5), (6 ) , определенное параметром А > 0. 
Легко показать , что z(t) —» 0 при t —• оо. Действительно , предположим противное. 

Пусть *(оо) = с, с € (0 ,1) . Тогда при больших i из (5) получаем 

вс1п 1 ( 1 + е ( 0 ) . 

откуда следует, что при больших t необходимо 2(0 —•  о о при I —* ос. Следователь

но, с = 0. 
Обозначим / 

P=Jz> Р > ° > ' > 0. (7) 

В нуле определяем р(0) по непрерывности и таким образом получаем 

р(0) = в А . 

H i (7) и (5) находим 

р ' = «р
а + Р < 5  7 > + в ^ . (8) 

Из (7) находим также , что 

z(1) = z(Q)ex?( [*М*)Нз) 
Jo 

я, следовательно, 

In г = А  / 4p(3)ds. (9) 
Jo 

Так как z(t) —» 0 при / —» ос, то 

/ Ap(s)d3 —» +оо при t —» +ос.(10) 

Подставляя (9) в (8), находим уравнение 

Г = </> + р (    ) + Т ( А  / *fl*)ds). 
I l l Ju 

кото|юе перепишем к виде 

, t 2 t е л  / I в г' 
+ 2 "  — 7/„ 

Легко проверить. Ч Т О р( t) ( В 
р(0) > (В I j / 2 или />10) <г (В 1 )/• 

(I > 0) К же р(П! 
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ОТСЮДА при t —• 0 находим 

р"(0) = у ( 2 р о + 1  в ) , (14) 

где po = р(0) = 6А. 
Пусть р(0) = ра > ( в  1)/2. Тогда H I (14) следует р"{0) > 0 и при малых 

/ решение p(t) будет монотонно возрастать . Покажем, что это решение не может 
иметь максимума. Действительно, пусть при некотором t рГЦ) = 0, /*"(<) < 0. Тогда 
при этом значении I из (13) находим (т .к . р(<) > Л > ( в  1)/2) 

Получили противоречие. Значит , решение монотонно возрастает при всех I > 0. 
Могут б ы т ь два случая: либо р(эо) = с > ( 0  1)/2, либо р(оо) = +оо. Н первом 
случае, разделив 1 12) на I, при t —» оо получим 

ч т о противоречиво. По вто|юм случае из (12) при t —» + о с находим р* = /п ; (1 + £(<))• 
где с*(/) —• 0 1Гри f —» оо. Но из угого уравненив следует, что решение p[t) при 
некото|юм конеч i / обратится в бесконечность. Таким образом, в случае, когда 
р(0) > ( в — 1) /2 , решение задачи не существует. 

Если р(0) < (О  1)/2, т о аналогично ч т е н и е будет монотонно убывдть, н если 
р[ос) = г, 0 < с < ( в — 1)/2, то, как и выше, получаем п|кл ниоречие 

ipM

(0 = < p ( 0 ( 2 r 4 0 + i  B ) > o . 

0 = с 3 + ^  у = = £ ( 2 с + 1  в ) > 0 , 

0 = г ( 2 г + 1  в ) / 2 < 0. 

Следовательно, ост нет «и С Л У Ч А И р(оо) = 0 (p{i)) < 0, 0 < / < эс ) . 
Обозначим 

так что J'{t) = f/иг) и, согласно (10), J(t) —» + ос при / —* ос. 
Перепишем (12) в виде 

* ::(/} — 0 при I  х и и / ) = I - 1 + ^ ( / ) > и нрн £ > \ / 2 . г(ос) = }. 
ИII HI рирун ' Г)) от (  / 0 > \fi До I > fu. НКХоДИМ 

чтобы r(/) J при t ^ / 0 . Тогда 
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Далее очевидно, ч т о J(t) < p{to)^ Таким образом из (16) получаем неравенство 

21» 1(1 + « . ( < ) ) > 2 6 I n «(1 + ^ | ) )  Т П Т  ( " ) 

Так как e\(t) —• 0, £?(i) + О при г —» оо и 0 > 1, т о при больших t неравенство 
(17) становится противоречивым. Поэтому в случае р(0) < ( 6 — 1) /2 решение также 
не существует. З н а ч и т , монотонное решение задачи (1) , (2) единственно. 

Список литературы 
[1] Adjutov М., Klokov J. On eome nonclaesicial problems for ordinary differential 

equat ion / / Latvijaa Zinatnu Akademijas Vestis.  4 / 9 3 .  P. 5661. 
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S u m m a r y . T h e boundary value problem 
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О б о д н о й з а д а ч е д л я о б ы к н о в е н н о г о н е л и н е й н о г о 
и ы т е г р о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я 

Ю.А.Клоков, А.П.Михайлов 

А н н о т а ц и я . Для краевой задачи 

p'(0)=oo + MO), Л 1 ) " 1 |  М 0 . 
где 

указаны достаточные условия существования решения с использованием нижних 
верхних функций. 

У Д К 517.927 

В этой статье мы рассмотрим краевую задачу 

( « * , Р ) Р О = (1) 

р'(0) = ао + М 0 ) . p'( / ) =  i  M 0 > (2) 
где кХ^Р € С(! x f l ) , f € С ( / х Я 3 ) , к>0 V i , p € ( / х Л) , / = [О,/], 

A(x ,4 , p , f l ) € С(Р х Я 2 ) , а о . а ь 6 о Л € Д, 6 о Л > 0. 

Т е о р е м а 1 Предположим, что К есть нсвоэрастающал функция qt а функций F не 
убывает по z и растет по переменной j / не быстрее квадрата. Пусть а(х)у0(х) € 
С а ( / )  функции такие, что а(х) < 0(х) V* € / , 

Р(0) < оо + Ьо0(О)> Z а,  (3) 

о'(0) > оо + Ьоо(0), о'(/) < ах  М О . (4) 
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r. '(0) > а о + ООА(0), . а ' ( / ) < а ,  * , * ( / ) , (4) 

( * ( х , « ( х ) ) а ' ( х ) ) ' > f l / . d W . o V ) , ' . ) Vx € Л (5) 

(1<х./У(х))/*(х)) ' < F l i . f l i ) , ^ ) , * ' ) Vx € / , 

= J К(х%з%а(х)уа{з))а*з, 

7W<ta PCUITNUR j<u)a<<u (1)(2) существует, причем а(х) < р(х) < fl(x) Vx € 1

Доказательство. Из (1) , дифференцируя , найдем 

р^ +•*>(*, Р. р ' , * ) , (6) 

где 
ф.Ы(.*) = ( * T ( j , p ) ) 

,

( F ( j > P , p ' , 2 )  кжР'  к,рП)  Р . 

З а м е т и м , что если F р а с т е т по р* не быстрее квадрата , т о функция р+^ растет по 
р' также не быстрее квадрата . Пусть р(х) е с т ь любо** решение (б) , удовлетворяющее 
для некоторого А/ > 0 оценке | р(х) | < А/ д л я vx € / . Т о г д а яэ (6) следует 
неравенство 

;>" < со + erf* (7) 

где постоянные с о , ^ > 0 зависят только о т Л/ . Из (7) следует, что для любого 
Л/ > О найдется N > Q (N = I\'(\t)) такое, ч т о если р(х) есть любое решение (6) , 
удовлетворяющее неравенству | р(х) | < А/ Vx € / , т о | р*(х) |< S Vx € / (см.[1], 
гл.З), В дальнейшем мы покажем, ч т о А/ = Л / 0 = max (max | о ( х ) |, max | J{x) |), 
z € I. Соотвегствуюшее значение Л г обозначим через jVj = Л'(А/и). Далее через ;V0 

обозначим Ло = т а х ( Л' 0\ m a x | о ' ( х ) | , m a x | J ' ( x ) | ) , х € / . Д л я а < с определим 
функцию 6: 

{ а, Ь< а 
6, а <Ь<с 
с, 6 > с 

и обозначим 

P ( z ) = * ( o ( x ) , P ( x M ( j ) ) , 

р ' (^ ) = ^ (  ^ 0 1 р ' ( х ) , Л ' « ) , 

i ( x ) = / ' K(xtstp(x)<p(*))d3. 
Jo 

Рассмотрим вспомогательное уравнение 

рт = р + <р(х,р,р',г). (8) 
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Пусть G(t ,x ) есть функция Грана для уравнена! р* ш р с у слова m i (2) . Тогда 
(8), (2) можно запасать в ввде 

К») Ы*) jT?(^*M«.P(0.«(0.«(0)A. < • ) 

ш * " / .̂(«.«Мв.Л0.«(0.Ж*))л. ( Ю ) 
где v{x)  */(*) , t * » ^ | (  Д / 0 , » ( « ) , * , ) ш ро(х) « т ь решена» задачи (в), (2) при 
р • 0. 

Таи как ф непрерывна, т о сутнвствует постокиваа L > 0 такав, что 

M » . * . M ) I < £ V*,»V€(/xJt»). 
Теперь кз (9), (10) следует, что 

| р  и , | < LfoG(zJ)A V x € / . 

|« *i |<Ij£V . (* .0 l* V * € / , 

и поэтому существует постоянная L > 0 такая, что для Ух € / 

I P  P D | < I . I ^  P i l < £ . ( и ) 

Множество векторфу наций (р. ы), удралетворякнцнх иеравенствам (11), очевидно, 
ограничено, выпукло, замкнуто, а оператор А, определенный иа этом множестве 
правыми частями уравнений (9), (10), вполне непрерывен и отображает множество 
(11) в сеЛя. Согласно принципу Шаудера (см.[2], гл.4, с.204), существует неоодвяжиая 
точка такого отображения, я поэтому решение системы (9), (10) существует. Обо

значим его через в(х), г(х) , х 6 / . Ясно, что р(х) есть решение (8) и я силу свойств 
функции Грина р(х) удовлетворяет условиям (2). 

Покажем, что р(х) < ,J(x) Vx 6 / . Предположим противное. Пусть при некотором 
х р(х) > 0 ( х ) . Тогда в с илу условий (3), (2) существует точка х 0 6 / такая, что 

) ^ о )  ^ ( х р ) > 0 ,  f ( * )  « , 

р0

(х9) - Г(х0) < 0. (12) 

Но тогда из (3), (5), (8) находим (учитывая у слова! теоремы о функциях у> и Л'), что 

! • < * • )  « * • ) ) " > Ы * о )  # х 0 ) ) + 

+ * ( * o . P ( * o ) . p r 0 ) , i )  ^ х 0 , , ' х ^ Ы . я * ) > f(xo)  > 0. 

Получили противен .не с (12). Значит /К*) < *ж € / • Аналогично доказы

вается, что о(х) < р(х) г € / , и поэтому о ( х ) < и(х) < /Н*) € / Следовательно, 
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Э т а теорема иооощает одам р е з у л ь т а т , изложенным а работе [3], в которой изу

чались вопросы существования и единственности решения задачи 

( * ( * . Я ) Я 7 = ^о(*,р) + f (13) 

р ' ( 0 ) = 0 , рЧ/)  0, (14) 

где М . Л , » € 0(1 к Я), к > 0, а > 0 Vx,p € ( / * Л), *ч>(*,0) < 0 Vx € / и для 
некоторого m > 0 / ^ ( х , т ) > 0 Vx € / . 

Существование решения задачи (13), (14) следует из доказанной теоремы как 
частный случай, если положить о ( х ) = 0, fl(x) = т Vx € / . Уравнения(13), (14) 
возникли в одной не к ласе и ческой нелинейной задаче теплопроводности. 

Замечание. В условиях теоремы требование того, чтобы функция К была не

возрастаю шей по переменной q% является весьма существенным. Соответствующие 
примеры легко построить. 
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Y u . K l o k o v , A. M i k h a i l o v . O n t o m e p r o b l e m for o r d i n a r y n o n l i n e a r 
i n t e g r a l  d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n . 

S u m m a r y . Sufficient conditions for existence of a solution to the boundary value 
problem \ 

p'(0) = flo + M 0 ) , p ' t O  a .  M O . 

with 
z = / A'(x, j ,p(x) ,p<a))rf j , 

Jo 
arc given, using upper and lower functions. 

J . K l o k o v e , A . M i h n i l o v s . P a r v i e n u u z d e v u m u vienkfirflftm n e l i n e f i r a m 
i n t e g r a l d i f e r e n c i a l v i e n a d o j u r u a m . 

Anot&c i j a . Paraditi robezprohlemaa 

( * ( x , p ) p 7  / • ' ( * , P . p \ 

p ( 0 ) = a o + M 0 ) . p ( / ) = fli  b , p ( 0 , 

[' K(i.*.piT)M*))<l* 
Jo 

atr is inajuma ^ksisiencc* pietiekainie i / inanlojot augucjas un apakscjas 
funkcijas. 

Ии< i m v i м а п  м а т к и и информл! нки 
jla i в и т коп» унииер< и i e i л 

Поступила 10.06.% 
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Общ a e к р а е в а я з а д а ч а 

А.Я. Ленин 

Ф 
А н в о т а ц м а . Для краевой эадача 

хт

 ш / ( г , * , хя), Иг х ш 0, Я , х  О , Н*х ш в, а £ * < 0t 

где а и 0 решенвж уравнение х * = / ( * , х , х \ х * ) и а < 0, указаны условий для 
существования решения. 

УДК 517.927 

Рассмотрим уравнение 
х  = / ( | , х , х \ х " ) . (1) 

где / [о,6] ж Л 3 » R удовлетворяет условиям Каратеодори, а е Л и 6 € (в , оо). Пусть 
а, /9 (а, б) Л  два фиксированных решения уравнения (1) , о < 0, S множество 
х (а, 6] » R решений уравнения (1), удовлетворяющих неравенствам о < х < &% 

Ма « {у € 5 : ( 3 * € (а, »])(»(») « о д » Л у'(<г) » * » ) } , 

М0 = {z € 5 ( З г € М ) ) ( * ( ' ) = « г ) Л i ' ( r ) =« tfr»). 

Для с € [а.Ь) и d € (с, 6] множество х [с,4/| » /2 решений задачи Дирихле 

лежащих между а и /7, обозначим через D(c,d, D{A,B) = £>(а,в. Д. И). 
Нам понадобятся следующие условия. 
1. D(a(a).0(b)) ф О, 0 ( 0 ( о ) , о ( Ь ) ) * О-

2. Для любых с 6 (а,Ь) и d € (с, 6) найдется Л/ € (0. ос) такое, чго для любого 
решения х (c,<i) — R уравнения (I) из a(t) < x(t) < {i(t), t £ (c,d) следует ! x"(t) |< 
M , < e [r%d). 

3. Для любых с 6 (а.6), 6 (г,6] и CJ),C\, />i € Л решение J [«.</] — // любой 
из краевых залам 

= / ( г . т . х ' . х " ) , х(г) = С х'(с) = <" x(rfl = О. 

"' = / ( / . : , / ' . х(Л = /Л /ц/1  Л , , 

лежащее между о и елипс I WHHO. 
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О с н о в н а я т е о р е м а . Беля выткыгиязотся услояая 13, НиН^Нл б C{S%R) я для 
любого х € S справедливы у с ловя • 

х(а) т а(л) Я|Х < 0, х И  Я е ^ / А х ^ О , 

х(») = о(а) а» Hi* < 0, х(а) = № * Я ,х > 0, (2) 

х € А#» в*. Язх < 0, х € Взх > О, 

то яраевая задача 

* " » № , i . * ' , A Я , х « 0 , Я а х « 0 , Я 3 х = 0, о < х < 0 (3) 

имеет решение. 
Доказательство основной теоремы базируется на изучении множества решений 

задачи Дирихле / ) ( А , В ) . Оказывается, что для любых Л € [ о ( о ) , # ( а ) | и В € 
[а(4), *H»] a D( А, В) имеете! минимальное решение f( t , А, В ) , максимальное решение 
*(<, А, Я), для AtofV>ro U € |*'(«. А, В) , *'(«. Л, 0)1 найдете! единственно^ х(*, A, t \ В) € 
D ( A , B ) такое, ч ю х ' ( а , А , ( / , В ) = I/, * (  , А , В ) и z (  , A , B ) непрерывно з а в и с ь от 
(А, В), а х ( , А , ( / , В) непрерывно зависит от ( Л , / / , В) . Это позволяет установить 
гомеоморфизм F между кубом Л' и 5 по формуле (х(«), х'(о), х(М) *< На проти

воположных гранях куба А' получаются неравенства / / , А' < 0. > 0, i = 1,2,3 , 
которые гаралтврмот существование решен и i краевой задачи (3). 

Примеры 

хт = 0, х (  1 ) = 0, х(1) « §, 0 < х < 7i* + 1, 

х~ * 2 
1

* *
3

, х(0) = 0, х'(0) = 0. х(1) ш 2 /3 , 0 < х < 2/:»> 

х(0) =  1 , х(3») =  l , m a x { x ( l ) t f. [0,3я]) =» 1.  1 < х < 1 

показывают суиичгтвеиность каждою из условий 13 для справедливости основной 
теоремы. Условие 1 в определенном смысле необходимо. Роль условий типа 2 хорошо 
известна (см.[1], с. 151). Роль условия 3 не ясна. 

Существование из единственности подробно изучалось для уравнения второго 
порядка (см.[2]). Единственность краевых задач используется и при исследования 
р а з р е ш и м о с т и краевых задач для уравнения третьего порядка (см.[3]). О т других 
речультлтов в «той области (см.[4], |5]) основная теорема отличается общностью 
к р а е в ы х условий. 

Л е м м а 1 Ь.сли выполняются условия 23, А , А | € Ни 

А'(о. А. А,) = {i € .S" х(а) = А Л х'(а) = А,} ф Э , 

то для любых € A " ( a t A , A | ) найдипся с 6 такое, что X\{t) = Xj(fJ, 
t € \а.г) и г11Г) ф Xi{t), t € (с,о], л A ' ( a , A . A | J имеются минимальное решение 
у. максимальны решение у(Ь) = ct(b) или у € Л / в 1 z(b) — &(b) или г 6 М0 и 
отображение i x[b\ ^омгомо; рнп отображает A"(a. А.А») на [y[b)t :{b)\. 
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Доказательство. Для любых X I . X J € К(а%А%А\) условие 

( 3 C E M ) ( ( V I E ( a , C ] ) ( « i ( 0 - * » « ) ) л 

№ € М ] ) ( * . ( ( ) < «,(<)) V (V< € ( е , Ч ) ( * , ( | ) > »»(<) ) ) (<) 

следует из условия 3. Компактность К(а,А,А\) следует из условия 2. Из (4) и 
компактности следует существование у, г € A'(*I ,J4MI) таких, что у < х < г для 
любых х € К(а%А,А\). Если 

А', = {*(*): X € Ж а . Л . * , ) ) = [ у ( М ^ ( М ] . 

то из условия 3 следует, ч т о х —• х(Ь) гомеоморфизм. Покажем, что условие 
(y(6) t*(6)] \ A'i ф 0 приводит к противоречию. Пусть В € |у(6)«~(°)) \ Тогда 
найдутся уо,*о € Л"(а, А, ДО т а к и е , что у 0 < : 0 ) А 6 (уо(Ь), z0(b)) и А'|П(у 0 (Ь), го(А)) = 
О- Пусть с € [а,6) такое, что у 0 (с) = г 0 (с) и у 0 ( ' ) < * o ( 0 i ' € (г,Ь]. Ясно, что 
у^(с) = г'ь(с). Если y j (a ) < *o(a), т о д л я решения задачи Коши 

*"/(!.*, Л х") , 
х(а) = Л, *'(п) = /1„ *"(«) = ( в » + » » ) 2  ' 

получаем противоречие. Следовательно, yj(e) = г(,'(с). Рассмотрим случай, когда 
о(с) < Уо(с) < /3(с). Для d € (с, 6), достаточно близкого к с, множество решений 
задачи Коши 

X
1

" =/(!,*, Л У ) . Х (с ) = у 0 (с ) , X ' ( F ) = y i ( f ) t Х " ( С ) = 1/ 0'(C) 

на интервале [с,*/] связно и лежит между о и /J. Следовательно, существует решение 
х [a,J\ — R уравнения У" = f(t, х, х \ х") такое , что у 0 ( / ) < х( / ) < г 0 ( / ) , * € (n.rf] 
и yu(d) < x{d) < Zo(d). Продолжая "»то шение вправо, получаем противоречие. 
Аналогично рассматриваются случаи, когда у 0 (<) = о(г ) , у'0[<) > о ' (г ) ; Уи(<") = " ( с ) , 
у 0(с) = yS(c) > о м ( г ) ; * 0 (с ) = /Иг), 2 (',(с) < ii'(c) и>:0(с) = ;*(<•). г » = Л г ) , 

Рассмотрим случай, когда у 0 (г) = с*(с). у^(г) = о'(с) и у"(г) <»"(<) Пусть 
'и € (с,Ь). п С 1,2, такие, что / Л > с и ;«>('.,) < , * ( / J . С 1,2. Через 
обозначим м н о ж е с т в |>ешений х '[1пЛт] ~* / / , Ь х € (/„.А) задачи 

*'" = /(<• л Л О. 
удовлетворяй>ших условию 

(V/ € К Л | ) Ы М < х(/ ) < г 0 (/)Л (А, < А = > s(hr) = !/,.(/*,» Л х'|А л. | < 

Мипималмк = {j- £ ST l Ar 

что условие Н при К iipo'LM 
обошачим Ее. О ' " 
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получлем противоречие. Следовательно, y"{tn) = z"(tn). Если z^(tn)  *•(**), то, 
исполыуя y f t , получаем противоречие с определением уц. Следовательно, z"(tn) < 
zZ(tn) и a(t) < zn(t) < 2 О (0 , t € (г„,Ь]. Пусть с* 6 [ * „ , М такое , что у ^ с * ) = z n (c„) 
и yn(t) < zn(t), t 6 ( c A  J  Ясно, что у'л(с) = < ( c ) , у » = z';(c) и o ( c ) < Г я ( С п ) < 

/?(сп). Для </„ € (d\*byn), достаточно близкого к с„, множество решений задачи Коши 

Х  = / ( « , * , z"), х ( с ) = l ' ( c ) = ^ ( с Д *"(«.)•= »!!(«.) 

на интервале [с*, о**] связно и лежит между а и 0. Следовательно, существует 
решение т {tntdn] + R уравнения х'" = / ( < , х , х ' , х " ) такое, ч т о yn[t) < x(t) < 2„(0 . 
t € [< п , ^ я ] и Уо(^п) < *(<L) < *o(dn) Продолжая это решение вправо, получаем 
противоречие. Следовательно, zn(b) = В . Выбирая из последовательности z„, л = 
1,2,... сходящуюся подпоследовательность, получаем решение z . [с, 6] —> А такое , 
что z.(c) = о(с ) , *1(с) = о ' (с) , zl'(c) = о"(с) , z.(o) = В и а ( 0 < zm(t) < * ( 0 . t € [с,Ь]. 
Пусть х(<) = z 0 ( f ) , t € [а,с] и х(<) = z . ( t ) . < € [с, 6]. Тогда х € А > , у 4 , А,) и х(о) = В , 
что противоречит нашему предположению. 

Случай , когда z0(c) = /3(с), zj(c) = 0'(с) и zj(c) = 0"(с), рассматривается анало

гично. Гомеоморфизм K(a,AsAy) и [у(о), *(&)] доказан. 
Аналогично предыдущему приводятся к противоречию случаи, когда 

о < у V ( о ( а ) = у(а) Л о » < у'(а) Л (V* € (а, b\)(a(t) < »(«))), 

z < 0 V (0(e) = я (а) Л Р(а) > х'(а) Л (V« € (а, • ] ) ( « * ) > *(<)))• 

Следовательно, у(6) = о(6) V у € А / А и z(6) = #(о) V z € AJ^J. 

З а м е ч а н и е 1 £VMU выполняются условия 2  5 , A , A i , A a € Я и 

Л > , А, А|, А 2 ) = {х € 5 х(о) = А Л х ' (а) = А, Л х л ( а ) = А2) ф 0 , 

т о в А'(и, А, A | , Ai) м е ю т п минимальное решение у, максимальное решение z и 
отображение х —• х(6) гомеоморфно отображает А'(о, А, А ь Аз) но [y(6),z(6)]. 

Л е м м а 2 Если выполняются условия 13 и В € \а(Ь),0(Ь)\, т о с у щ е с т в у е т един

ственное решение у (  , а ( о ) , В ) : [а, 6] —* R краевой задачи 

х'" = / ( * , х , х ' , х " ) , х(о) = а ( а ) , х ' (а ) = о ' ( а ) , х(6) = В, п < х < 0 (5) 

и у (  , о ( а ) , В ) < х <kx любого х € 1) (а ( а ) , В), Жег любого с € (о, 6) с у щ е с т в у е т 
единственное решение у(^а%с^а(а),0(с)) : [а, с] —• R краевой задачи 

х'" = / ( 1 , х , х \ х л ) , х(а) = а ( а ) , х'(а) = о ' (а ) , х(с ) = 0(c), 

лсмгащге между а и 0. 

Доказательство. Пусть a € D ( o ( a ) . 0(b)) . ЕСЛИ л'(а) = а'(а), то 

(х(6) : х € А ' ( а , о ( в ) , о , ( а ) ) } = [a(b)J(b)\ 
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я разрешимость краевой задача (5) с т в а д и а . Пусть л1 (а) > о/ (а) ш х • максимальное 
решение из А ' ( а , о ( в ) , а ' ( а ) ) . Если *(6) =» 0 (a ) , то разрешимость краевой задачи (5) 
очевидна. Пусть г{Ь) < 0(6 ) . Из a(tf < я(с) < 0 ( f ) , t € {а,Ь\ ш i € А#* следует 
сутестиоаание l i 6 (« . • ) такого, ч т о j(<I) < t{t}). Следовательно, иаДдутсв х € 
А ' ( а , о ( а ) , о ' ( в ) ) • fj € (а»в) такие, ч т о х ( * а ) — a ( f 9 )a х'(1 а ) » *'(!»), что протвворечнт 
условию 3. 

Если В = а ( Ь ) , то и (» , а ( а ) , а (Ь) ) = qi неравенство у(*,о(а), В ) < х для любого 
х € / > ( а ( а ) , 0 ) очевидно. Пусть В > a(b) и х € О ( о ( а ) , 0 ) . Если х' («) « а ' (а) , 
то х « у( , о ( а ) , В ) . Пусть х'(<0 > о » . Ясно, что o(t ) < х(1) . * € (а,в]. Беля 
найдется с, € (а , 6) такое, что x( f | ) < у ( ( ь а ( а ) , 0 ) , т о наяду те я *, £ А'(а, а ( о ) , а ' ( а ) ) 
и I] € (а,&) такие, что B | ( f a ) = x( f , ) a e t (< a ) = x'(ij), что противоречит условию 3. 

Е с л а в ( с , о ( а ) , Я » ) ) = £ ( с ) , то н(<,а ,с ,о(а) , /*(*) )  f ( l . o ( a ) , / * ( * ) M € [а.с|. Пуст* 
*(с , а (а) , /? (»)) < /*(с). Через 5 . обозначим множество решений х : [а, в,] Я краевой 
задача 

^  № , М ' 0 , * И » о М . х ' Н  о ' ( а ) , 
У Д О А Л Е Т В О Р Я 1 О Щ В Х уелсяшам y{t%a(ai%0{k)) < х(1) < **(«). < € [а,Ц и х(А.) « 
Если в» < 6, то из 3го условия следует, что х'(»,) > &(ЪЙ) или у(1,о(а), 0(6)) к х(1) , 
1 € [<",*•]. Ясно, что $t — (х 6 Su 4. > с) ве пусто. Ив 2го условия следует, 
что 5 j я {х € 5 . в, < с) не пусто . Если найдется х € такое, что Ьш • с, т о 
y(  ,a , e ,a (a ) , /? (c ) ) « х. В противном случае пусть у  максвыальвое решение as 5 i , 
а г  минимальное решение из 5 а . А налоги ч во доказательству леммы 1 получаем 
противоречие. 

З а м е ч а н и е 2 Используя ешмлетршш х —•  х в I —*  i , B J дежам £ дкн5мх 
А С [a(a)J(*)\, В € |o(6),0(6)]. с € [ а , а ) в а4 € (с.Ц получаются следующие 
утлерзкдения. 

Существует решеиае * ( \ 0 { в ) . В): |а,6] —» Л краевой задача 

х
ж

 / ( £ , х , х ' , х
#

) , * ( в )  / * (  ) . х ' О  А ^ а ) , о £ х < 0 

такие, что *(• , /*(«) . 0 ) > х для лаобого х € D{d(a),B). 

Существует решеиае в*(*,А,а(о)): [а,в] —» А* краевой задача 

x   / ( f , x . x ' , x " ) , х ( а )  Л , х(6)=о(6), х'(6) = а'(6). *<*<fl 

такое, что Д,о(» ) ) < х доя лаэбого х € £)(А,а(Ь)). 

Существует решеиае х(*,А,£(6)): [а, в] —» А* краевой задача 

*   / ( « . х , * \ 0 . х(6) = 0<6), х ' 1 » ) = ^ ( й ) . о < х < 0 

такое, ч т о х (  , Л , 0 ( 6 ) ) < х для любого х € 0 ( Д , 0 ( 6 ) ) . 
Существует решение у( , с ,^ ,о (с ) , ^ (я1) ) : [с,*] — А краево* задача 

х ~  / ( * , х , * ' , * " ) , х ( с ) « о ( с ) , х ' ( с ) » о ' ( с ) . 

лежащее между аш 0. 
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Существует решение 2(yetd, 0{c),a(d)) : [с, </] Я краевой задачи 

х ~  / ( 1 , х , х \ * " ) , х(с) = /*(с), х'(с) = /Г(с), x(J) = o(d) , 

лежащее между о и 0. 
В дальнейшем, ссылаясь на любую лемму, мы будем иметь ввиду любое из ут

верждений, полученных с помощью таких симметрии. 

З а м е ч а н и е S Если справедливы условия 18, то аналогичные условия справедливы 
для любого интервала [с, <f] С [а, о]. Для условий 2 и 3 это очевидно, а для условия 
I это следует из замечания 2. 

Л е м м а 3 Если выполняются условия US, у,* € S, у(а) = z(a), у(6) = z(b) и у < z, 
то Эля любого U € [у'(а),х

/

(а)] найдется единственное s(,U) € 5 такое, что 
у < s(,U) < г и s'{a4U) = U, решение s(;U) непрерывно зависит от V и для 
любого V 6 (£/.*'(*)] справедливо неравенство s(t,U) < s(t%V), t € ( р , Ь \ 

Лвкяэоте^ьство. Если у'(а)
 = т о лемма очевидна. Пусть у'(л) < х'(а), 

t/ € (у'( а)» *'(*)) • " множество решений х : [а, Ъ] —* Я, а, € (я, 6] краевой задачи 

х " = / ( 1 , х . * \ *
ж

) , *(<») = И(а), х »  1 / , 

удовлетворяюпшх условиям y(t) < x(t) < z(t), t 6 [о,6,] и х(6 ж ) з у(6») иди х(о«) в 
2(6,). Из условия 2 следует, что множества 

51 = { х € 5 . : х ( 6 , ) « у ( 6 ж ) Ь 

5, = {х € S. : х(6 . ) = *(о , ) } 

не пусты, а из условия 3 следует, что х'(6») < у'(о») для х € 5i и х'(6 х ) > z'(br) 
для z € 5). Если найдется х 6 5^ такое, что о, « 6, то *(,£/) = х. В противном 
случае пусть у\  максимальное решение *из 5ь a *i  минимальное решение из 5]. 
Если у "(а) < х*(а), то для решения задачи Коши 

х
ж = / (£ ,х ,х ' ,х '") , х(а) = у(«), x'(a) = f7, х » = (уГ(а) + хГ(а))2"

1 

получаем противоречие. Следовательно, yf(a) = xf(a) . Применяя замечание 1, полу

чаем противоречие. 
Из условия 3 следуют неравенства y[t) < s(ttU) < t ( t ) , t € (a,о) . Используя эти 

неравенства, для я(, U) и z получаем «(t, V) < *(t, V), t 6 (a, 6). 
И з компактности D(y(a)%y(b)) я условия 3 следует непрерывная зависимость 

j ( . C 7 ) O T C / . 

Л е м м а 4 Если выполняются условия 1$, 

Ma0 = {x€S:(3o€ !а,Ь))(х(<т) = *(о) Л х'(*) » * » ) Л 

Л ( 3 г € КЧ)(х(т) = 0 ( f ) Л х'(т) = /Г(г))} * 0 , 

i 4 . = eup{x(a) : х € А / ^ } , В. = inf (х(Ь): х € Ма0)% 
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<г. = sup{<r € [a,6) : y(* ,o (a ) ,£ (6 ) ) = 0(0)}, 

r . = inf{r € (a,b] : r(r,o(a),/?(&)) = 

mo y(t*(«), 0(b)) =*('M"h №)), 

{x(a) : x € Mal>) = [a(a) ,A.] , {x(b) : x € A / Q / > ) = \B.t0(b)] 

u x(t) = у ( < , а ( а ) ^ ( А ) ) , f € [*. ,r .] Лея любого x € Л / Л в . 

Л о к ч и а т е л ь с т в о . Пусть у = у(  , а (а ) , / ? (Ь) ) , * = г (  , а (а ) ,0 (&))»х € Маь,о € (а ,6) , 
г € (сг,6], х(<у) = а ( а ) , х ' (* ) = а'(<т), = 0 ( f ) и х ' ( т ) = 0 ' ( т ) . Покажем, что 

*(0 « • ( « ) . < € [ * , г ] . (6) 

Если x ( a ) = у ( а ) , т о из х ( г ) > у ( г ) , х(6) < у(6) и условия 3 следует (6). Если 
J

(
a

) < v ( * ) . т о пусть з : [о\ Ь] —» Я  максимальное решение краевой задачи 

х" ' = / ( ' , * < * \ х " ) , х ( 4 г )  о И , 1 » = о И *(0<У (0 , * € ( * , Ц . 

Ясно, ч т о найдется i | € (а ,о] такое , ч т о = y(ti) н j ' ( f i ) = y'(*i) . Продолжая л 
влево, получаем противоречие с условием 3 . Из условия (6) следует, что у 6 А/ в д 
u х(с) = у(с) , t € |(Т.,г«]. Аналогично доказывается , что z € Л/ а д . Следовательно, 
у » г. Если <т. > а, т о у " ( о \ ) » о*(ег.) и из замечания 1 следует условие (x (a ) : х € 
Л/ Л л} = [ а ( а ) , Л . ] . Если г. < 6, т о z''(ru) = /?"(т.) и из замечания 1 следует условие 
{*(»):*€ Л М  [В., /»(*)]. 

Л е м м а ft Если в ы п о л н я ю т с я условия US, л € S\Mai то найдется А\ 6 (  о о , я ' (а) ) 
т а к о е , ч т о с у щ е с т в у е т решение краевой задачи 

х " = / ( 1 , х , х \ х " ) , х ( а ) = л(а ) , х ' ( а ) = A l f х(6) = j(6), а < х < з. 

Доказательство. Если j ( a ) = ct(a) н з(Ь) = о ( 6 ) , то Ai = о ' ( а ) и о  искомое 
решение. Рассмотрим случай , когда з(Ь) > а(Ь). Если найдется А\ € (  о о , л ' ( а ) ) 
такое, ч т о краевая задача 

= * . * ' • * " ) . * ( « )  * ( а ) , * ' (« ) = < » < * < * (7) 

имеет решение, т о из леммы 1 следует , ч т о краевая задача (7) имеет решение j . , 
д л я которого з9(Ь) = з(Ь). В противном с л у ч а е найдутся последовательноеть j„ 
[ a A ] > Я , о, € (л,*), п = 1,2,.. . решений и ол € ( л Л ) . п € {1,2, . . .} т а к и е , 
ч т о зя(а) = я(я) , л » < з'(а), зл(ащ) = a ( a n ) , я я ( Ь п ) = л ( * Д o(t) < *„(*) < *(<), 
* € (o,6n), n € {1,2 , . . .} и H m « ^ o o ^ ( a ) = *'(<*)• Следовательно, найдутся решение 
з. [а, 6.] » Я, о. € (а , о] и а. € ( а , 6 . ) т а к и е , ч т о л.(а) « в(а ) , з'.(а) = У(а ) , 

= <*(о\) и зш(Ьт) = л(6.) , ч т о противоречит условию 3. 
Аналогично рассматривается случай, когда з(а) > a ( a ) . 

Л е м м а в Если выполняются условия US, В € [а(6),Д(о)] , т о м н о ж е с т в о решений 
задачи Дирихле D(a(a),B) имеет минимальное решение у (  , а ( а ) , Я ) € Ма и макси

мальное решение г (  , а ( а ) , Я ) 6 Л/д. 
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Доказательство. По лемме 2 существует минимальное решение | / (  , а ( л ) , В ) € 
Ма из £) (а ( а ) , 0 ) . Из компактности D(a(a)t В) следует существование решения г € 
£ { а ( а ) , В) такого , что для любого решения х € D(a(a), В) справедливо неравенство 
z'(a) > х ' ( а ) . Неравенство г > у ( ' , а ( а ) , £ ) следует из минимальности у(%а(а),В)% а 
равенство 

£)(с , (а) ,В) = {х € 5 : у (  , о ( а ) , В) < х < z) 

следует Из леммы 3 и условия 3. Ясно, ч т о г  максимальное решение из D{a(a), В) . 
Из леммы 5 следует, что z € Мр

Т е о р е м а 1 Если выполняются условия 13, А € [а(а)ъ0(a)] и В £ [а(6),0(6)], то 
множество решений задачи Дирихле / ) ( Д , В) имеет минимальное решение у(, А, В) 
6 Ма и максимальное решение * (  , Д , В ) € Mq Решения у (  , А , В ) и х (  , Д , В ) не

прерывно зависят от (А, В). Для любого U € ' [у'(а, А, В ) , z'(a, А, В)] с у щ е с т в у е т 
единственное з(*,А,£/, В) € D[A,B) такое, что У ( а , А , ( Л В ) = U. Решение 
л(лАуихВ) непрерывно зависит от (A,UtB) и 

D{A, В) = { j ( . t A , (/, В) U € [у'К Л , В),«'(а, Л , В ) ] } . 

Если V t\v,z\a>A,B)\t то J ( * , A , ( / , B ) < J ( I , A , V , B ) , * € ( а , 6) и d ' ( M t l / , B ) > 

* ' ( M . V . B ) . 

Доказательство. Покажем, что D(A4B) ф О для любых А е [а(а).&(а)\ и В € 
[о(М./?(6)]. Если В € {о(6),0(Ь)Ь то по лемме 6 В ( А , В ) ф 0 для любого А € 
[ о ( а ) , 0 ( о ) ] . Пусть В 6 ( а ( а ) , 0 ( а ) ) и 

А / = { А € [ о ( а ) , 0 ( а ) ] / ) ( А , В ) ^ 0 } . 

Ясно, что а(а),0(а) £ Л/ и Л/ замкнуто. Рассмотрим случай, когда Ма П Л/^ ^ 0 . 
Тогда найдутся з 6 Л/ 0 ПЛ/, 3 и а, т 6 [а,Ь) такие, что s(o) = о(<т), л'(гт) = а'(о), з(т) = 
0(г) и з'(т) = }5'{т). Из леммы 4 следует^ что У(<т) = при гг > а и з"(г) = 0"(г) 
при т > о. Применяя лемму 1, на интервале [а,<т] получаем [а(л), .»(а) | С А/ и на 
интервале [а, г] получаем [з(а),0(а)] С Л/. Рассмотрим случай, когда Ма П Л//» = 0 . 
Пусть А € Л/ и s € D(.4, В). Если а € L>( А, В) \ (Л/ Л U Л/^), то из леммы 1 следует, 
ч т о некоторая окрестность А в [о(ч), принадлежит М. Е ' л и d € Af/i, то по 
лемме Г) найдется S\ G 0 ( А , В) такое, что з\(а) < з'(а) и з{ < з. Тогда по лемме 
3 найдется .«а € 0 ( А , В) \ ( А / а U М$). Аналогично рассматривается случаи, когда 
з С. МЛ. Следовательно. Л/ = [о(а),0(а)]. 

Обозначим че[н'з у( ,Д, В)и z[ , А , В ) решения из D(A, В), удовлетворяющие не

равенствам у ; ( « , Д , С ) < х'(а) < z'{a,A,B) для любого х € Л(А, В ) . Из леммы 5 
следует, ч т о у( , Д . В ) € Л/ л и х(,Д, В) € Affl. Покажем, что у (  , А , В ) < * (  , A , B ) . 
Для Д € {п(«),,*(Ь)} и любого Н <Е Н А ) , 0(4] и для В € H A ) , 0(A)) и любого А € 
[о(п), .У(а)] .последует щ леммы С. Фиксируем В € (а(А),0(А)) и рассмотрим случай, 
когда Маа П D(t\[a)Ji) ф Пусть у € А О 0 / ) ( r t ( a ) , B ) , г q (a, 6), y( r ) = tf(r) и 

= | x e 5 (3 r e М ) ) ( г ( т ) = 0 ( т ) л х ' ( т ) = /* ' (г))л 

€ (T.Wj(j((7) = ft((7)AlV) = oV))l . 
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Покажем, ч т о М0аГ\О{0(Ъ), В) = 0 . Если л € Л / Л / , П 0 ( 0 ( Ь ) , В), то для л и z{t) = fi(t)\ 
t € [а, г ] , z{t) = y( i ) , J € [г,Ь] волу чаем противоречие с условием 3. Покажем, что 
у (  , А , В ) = z ( , A , B ) для Л € ( о ( а ) , А . ] . Пусть у, € A / ^ O D ( A , B ) , * € ( в , т ) , 
У\(<г) = о(<т) и л € Х)(А,В). Если л(т) = 0 ( г ) , т о из условия 3 следует л = у ь Если 
л(г) < 0( ta t / ) , то пусть г : [а, Ь] —• R  решение задачи Коши 

х" ' = / ( * . * . * ' . : 0 , *(<r) = a(cr) , х'(<г) = ° » . x » = a » , 

удовлетворяющее условиям z(t) = yi(0» * € [а,<т], о ( 0 < z(t) < л(0. * € |©\6] и 
найдется t\ 6 (о%Ь) такое, ч т о z(tx) = s(t\) и r ' J f i ) =* * ' ( ' i ) ' Для л и г получаем 
противоречие с условием 3. Пусть А € (A. , /9 (a) ) в 2 [а,6] » Я  решение задачи 
Коши 

*" = /(«,*,*',*"), «(r)«г), «'(г)^(г), *"(') = Яг), (8) 
удовлетворяющее условиям z (a ) = А, у < г < Д н z ( l ) = у(<), i 6 [т, 6]. Покажем, что 
2 максимальное решение из D ( A , B ) . Если л € D ( A , B ) , t\ € ( a , r ) и 3(tx) > z(tx), 
то найдутся решение Х\ [а, о] Я задачи Коши (8) и ( 2 € (о , т ) т а к и е , что xi(tj) = 
л ( ' а ) | ~ z < xi < 0 я x ^ i ) = y( i ) , * € [г, 6], что противоречит условию 3. 
Случай, когда г, € (г , Ь), рассматривается аналогично. Следовательно, г(, Л, Я) = z 
и у (  , А , В ) < z (  , A , B ) . Случай , когда МВа О £>(0(а), В) ^ 0 , рассматривается 
аналогично. 

Рассмотрим случай, когда Мо0 П D(a(a)y В) Л/д а П D(0(a) , В) = 0 . Покажем, 
что 

М2 = {А <Е [ а (и ) , ^ (и ) ] у ( , А , В ) < z (  , A , B ) ) 

и А/ 3 = [o(a) , /J(a)] \ А/ 2 о т к р ы т ы в [ а ( а ) , £ ( а ) ] . Пусть А 0 , /1 € [а (а ) ,0 (а ) ] и А близко 
к AQ. Покажем, ч т о у( ,А, В) близко к у ( , Л о , В ) . Для этого достаточно показать, 
что у'(а, А, В ) близко к y'(a , А&, В) . Действ сльно, из 

Ътл~ЛоУ'(а> А, В ) < у'(п, Л 0 , В ) 

получаем противоречие с определением у(, А, В ) , а из лемм 5, 3 и 1 следует 

Ш п ^ ^ у ' К А . Я ) < у ' ( а , А 0 , Я ) . 

Аналогично получаем, что z ( , А, В) близко к г( , А 0 , В). Если А 0 € А/ а , то у(. А, В) < 
z( ,A, В). Пусть А 0 € А/ 3 . Тогда найдется 1 Э € (л. 6) такое, что yft.i.An. В) > 
* ( ' э , Л 0 , В ) . Следовательно, у ( * 3 , А , В ) > z ( / 3 , А. В). Теперь H I Af2 / л<*д\ет 
А/, = [о(в) 1 /9(в)1. ' 

И"» леммы 3 следует, что у(*, А, В)  минимальное решение, с , А, В) максимально 
решение и 

D ( A , B ) = { a ( . , A , f / . B ) Г € [ y ' d  . A . B U ' ,A.W)1). 

Из условия 3 следует л(/, А, {/. В) < *Ч(/, А, Г В) , f 6 и А . / ' , /У) > >'(/>. I, Г. В) 
Непрерывная зависимость y (  , A , B j и г( , А . В ) Л. В) из к о м п а к п к 

.S, минимальности у (  . А , В ) и максим. Н) ' 'Прерывная ани« и мог i ь 
*( . А,{ , В) следует из комнак i нос л и и 

Считывая з а м е ч а н и е 3. 1 . 
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Т е о р е м а 2 Если выполняются условия 13, с € [а%Ь), о* € (c ,6] f А 6 [а(с),0(c)] 
и В € [a(4),0(d)\, то множество решений задачи Дирихле D{c%d%AtB) име

ет минимальное решение y(yc^d>A,B) € Ma(c,d) и максимальное решение 
z(^c,d,AtB) € Ma(c%d). Решения y(,ctdyA, В) и z(>te,d,A,B) непрерывно зави

сят от (с, d> А, В). Для любого U € [у'(с»с» A,B),t\c,c%d%A,B)] существует един

ственное j («,c,a\ j4,£/ , В) € 
€ D(c,d,A,B) такое, что J ' ( C , C , < I \ A,UtВ) = V. Решение A(^c%d%A,U%B) непрерыв

но зависжт от (CydyAyUyB), 

D(c,d,A,B)= {B(^d,A%U%B).V q[y\c^d.A%B)yz\c,c,d%A,B)\) 

и для любого V € (Uyz'(c,с,d,A, В)] «'(«U,«*, A9U, В) > 3'(d^d<A%V,B) и 
с,rf, Ау t / ,В) < 3{lycfd. Ay VyB), i € (c,rf). 

З а м е ч а н и е 4 Если через F\ обозначить множество f, для которых выполняются 
условия 13, а через F2 обозначить множество f, для которых справедлива те

орема 2, то F\ F2. Включение Fx С F2 очевидно. Пусть f €^F2, тогда условия 
1, 3 очевидны, а условие 2 при фиксированных cud следует из непрерывности 
*('yCiydiyAyU%B) на компактном множестве 

((cuduAyVyB).cx € [cyc + €\t\dl € [ < /  * , < / ] Л Ае Mci),/*(ei)]A 

A t f € [ y ' ( £ B C | , d | , i 4 , B)tz
f{eucltduAy В)) Л В € [а(<Л).0(<Л)]}. 

где £ = ( < /  с ) / 3 . 

З а м е ч а н и е 5 Если ytz € S и множество 

Л/ = { ! € к 6 ] у(0 = *(<)} 

содержит более двух точек, то найдутся с G [a, A) и d € (с, 6] такие, что Л/ = [с,</]. 

Л е м м а 7 Если выполняются условия 13, то для любых у € Ма и t £ (а, А] справед

ливо неравенство 

у( / ) < т а х { у ( / , о ( а ) , 0 ( 6 ) ) , у ( ^ 0 ( о ) , о ( 6 ) ) } . 

Доказательство. Пусть о е [а, о] такое , что у[о) = а(ет) и у'(а)  а'(о). По

кажем, что y{t) < у(*,а(а),0(А)), t € [<т,А]. Если о А, т о это очевидно. Если 
а € [а, 6) и у(<т) = у{а, г»(а), 0(6)), то это следует из леммы 1. Пусть <т € (а, А) и 
y(cr) < y(erta(a)yii{b)). Если найдется f, 6 (<7,А) такое, что y( i , ) > y(tuо(а),0(A)), то 
найдутся /У € (о(А),у(А)) и *2 € (сг, о) такие , что 

у ( * 2 , < 7 Л с , И , В ) = y(f 2,r.(a),0(&)), 

у / ( ^ , < т > 6 , а ( с г ) , 0 ) = у / ( ^ . с г ( а ) > ^ ( 6 ) ) . 

Продолжая у( ,*7. A. n(<7), W) влево, получаем п]ютиворечие с условием 3. Аналогично 
докатываем, что _?/[/) < y(f, 0(u) , о(А)), f G [a, crj. 
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Доказательство основной теоремы. Теорема 1 устанавливает гомеоморфизм F : 
(Л , I/, В) —• л(, Л, В) между множеством 

К = {(A.U,B) : Л € [a(a),0(a)]AU € [у'(а, А, В) , z ' (a % rt, В)] Л В € М*),/9(6)]} 

и множеством решений S. Пусть л, = Я ; ! 7 , i = 1,2 ,3 . Ясно, что 

M e ( o ) , v ) < 0, A i ( «  ) . v ) > 0 , 

• .*(*)) < 0 . M v . № ) ) > 0 , 

МЛ Л В), В) < 0, z'(a% Ау В), В) > 0. 

Следовательно, найдете* (A,UyB) € К такое , ч т о n i ( A , £ / , B ) = 0, Л 3 ( Л , £ / , В ) = 0, 
Лэ (Л , ( / ,В ) = 0. Ясно, что л(, В) является решением краевой задачи (3). 

З а м е ч а н и е в Если Н\Х = B i ( x ( a ) , х ' ( а ) ) , Нха < 0, Н\0 > 0 и Н\ не возрастает 
по второму аргументу, то Эля любого х € 5 

х(а) = о ( а ) =* Я , х < 0, х(а) = 0(a) /Лх > 0. 

Если В а х = Я 2 (х (Ь) ,х ' (6 ) ) , Я 2 а < 0, Н20 > 0 и И2 не убывает по второму аргумен

ту, то Эля любого х € 5 

х(Ь) = а(Ь) Яхх < 0, х(Ь) = 0(6) => Я 3 х > 0. 

Т е о р е м а 3 Если выполняются условия 13, А € \а(а), 0(a)]t В € [a(b)t0{b)]t А\ € 
[/?'(а),«'(«)], ft € И * ) . * € ( « . * ) и 

С€[»(е,й( в) 1Л4)),*(е,*(а),«*))]Г'.,(с.^(в),о(Ь)),*(е,Л(а), в(*))], 

т о краевые задачи 

х '" = / ( * , х , х ' , х " ) , х(а) = >4, х(с) = С, х(6) = В, а < х < 0Л 

хш = / ( t , * , * ' , * " ) , х'(а) = Л ь х(с) = С, х(6) = В, о < х < /9, 

х" ' = / ( t , X , x \ l " ) , х » = Аи х(с) = С\ х'(Ь) = В ь о < i < /3 

и х е ю т решение. 

Доказательство. Из леммы 7 следует, что дли любых у £ Мп и г € А/^ справед

ливы неравенства у (с) < С < z(c). Остальные условия основной тео|>емы очевидны. 
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atr ie inajuma ekaistences noeacijumi, kur a un 0 ir vienadojuma хш = / ( < , i , i ' , i f f ) 
atr is inajumi. 
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П р о с т е й ш и е д в у х т о ч е ч н ы е з а д а ч и 
д л я у р а в н е н и я ч е т в е р т о г о п о р я д и в 

Л.А.Лепия 

А н н о т а ц и я . Исследуется множество решений уравнения 

x « ' = / ( « , x . * ' , x ' , x " ) , 

заключенных между двумя заданными решениями а и 0, 

УДК 517.927 

В работе изучаются условий разрешимости краевых задач 

х<
4

> = / ( 1 , х , х ' , х " , х 
г

) , « « ( О )  * . 

*u4l)B,9 ) = {0 / } . о < х < / ? , * + / < 2 v 

где *, / € { 0 , 1 , 2 } , Л, € Я, i € { 0 , . . . , * } , B i € Я, > € {О, . . . , / } , / [в\Ь] х Я* -

Я удовлетворяет условиям Каратеодррн и о , 0 [0,1] » Я  д в а фиисироваяяых 
решения уравнения 

х<«>  / ( < , , , х ' . х ' . х " ) (1) 

т и к , что а < 0. 
Аналогичные вопросы рассматривалась в работ»* (1][Э). 
Пусть 5 множество х ' : [0,1] —• Я репкява ypiBW п и (LX удоваетвоваатдитг 

неравенствам а < z < 0. Д ш с € {1,2,...} введеы о б о э м ч е а в в 

S ( a , k ) = {х € 5 : (Э7, 7* 6 [0, l ])((Vi.> € {! . . . . , Ц К * < i * 7i < 7>)А 

A(Vi 6 { 1 . . . . . *})((• morf2 - 1 =* x ( 7 0  « Ы Л » Ы =  ' Ы М 

A(i modi m 0 * г{%) = />(г) Л x ' M  ПиШ 

5(A*)  {x € 5 : (Э71 7. € (0,l])((Vi,i € { ! , . . , * ) ) ( • < * < ц ) А 

A ( V i € {1 *})((imeJ2l # . х ( 7 , )  Л т * ) А х ' Ы  ^ Ы ) Л 

A(i m«<2 « 0 * x( 7 <)  * Ы Л * Ъ >  а ' Ы ) ) } , 
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S ( e , A * )  S ( e , * ) u S ( A t ) , 

S.(a,k) = S(a,k)\S(<.,$,k + l), 

S.(p,k) = S(0,k)\S(a,0,k + l). 

Дл« k,l € {0,1 .2} • Д , В, € Я 

1>(Л> Л», Во В,) «= {* € S : (Vi € {0 fc})(i(,)(0)  Ai)A 

A ( V j 6 { 0 0 ) ( » W ( «  Ш 

Будем предполагать , что выполняются следующие условии. 

1. Для любых а 6 [0,1) в 6 € (а, 1] наждется М € (0, оо) такое , ч т о для любого 
решения х (а , 6) > Я уравнения (1) из a ( i ) < x( r ) < 0(c), f € (а , 5) следует, ч т о 
\xM(t)\<M п р И 1 € ( о , 6 ) . 

2. Для любых с € (0 ,1) в € Я, i € { 0 , 1 . 2 , 3 } задачи Коши 

2< 4> = / ( i , x , x ' , x " , 0 , * ( 0 ( 0 )  Л | в { 0 , 1 , 2 , 3 ) , 

о ( 0 < * ( < ) < * ( 0 , < е М > 

х<4> = / ( * , * , * ' . Л О . ^ ( l )  f t . • 6 { 0 . 1 , 2 , 3 ) . 

* W £ * ( 0 < « 0 . « € [ c , l ] 

имеют единственное решение. 

3 . Для любых с € ( 0 , 1 ) , к 6 ( 0 , 1 ) , А;, В< 6 Л, i € {0, . . . , 2  f c } , С> € A, j € {0, . . . к) 
единственные решения краевых задач 

х<4> « / ( « . V " ) . *<'>(0) = Л , i € { 0 , . . . , 2  * } , х ^ ( с )  С > , 

j € { 0 , о.(0 < x( i ) < 0 ( 0 , < € [ 0 , с ] , 

x ^ = / ( « , x , V , x " , x " ) , « W ( c )  G , 1 € { 0 в . . . , Ц , » r W ( l )  B i e 

j € { 0 2  * } . e W < * ( 0 S « 0 , «€lf i . l ] . 

4. Для Л1ОБЫХ г € { 0 , 1 , 2 ) , А о Л € { 0 , . . . , 2  г } , с, ^ ( 0 , 1 ) , i € { 1 , . . . , г } , Л, € Л, 
J € { 0 , А * } , В, € Я , j € { 0 , . . . . М и С. € Я, I € { 1 , . . . , г ) из ко + Ш 2  г и с, < а 
при г к 2 следует единственность решения краевой задачи 

*«> = / ( « , « , * ' , Л » " ) . « « ( « О  Л * > € { 0 М . 

* ( с ) = С„ i 6 { l , . . . , r } , i € { 0 , . . . , i i } . 

л < * < 0. 

5. 5 ( а , 0 , 3 ) = О



106 

Л е м м а 1 Если А € (о(О),0(О)), В € (о (1 ) ,Э(1 ) ) в а € D(A%B)\S(a,0,1), то нвй

дстся с € (0, оо) такое, что для любы* Л, € (*{i){Q)  5,л
( . )

(0) + с), i € {0 ,1 ,2 } и 
В0е (В  ct В + е) найдется А$ € R такое, что решение х : [0,1] » Я задачи Аоши 

х<
4

> / ( . Ч х . х ' . х ' . х * ) , 
х(0) = Ло, х'(0) = Ли (2) 

х"(0) = А э , х ~ ( 0 ) = Лл 

удовлетворяет условию х € D(Aq%AU A J , B © ) \ 5 ( a , 0 , \ ) . 

Доказательство. Выберем Доз € (  о о , л " ( 0 ) ) в Л » € (*^(0) ,oo) ТАК , чтобы ре

шения * о • *° задач Коша 

х<
4

> = / ( 1 , х , * ' , х " , х ~ ) , 

* ( 0 ) ~ я ( 0 ) , х'(0) = У(0) , х"(0) = я"(0), х~(0) = А«,, 

x ^ / ^ x ' . x V " ) , 

х ( 0 )  * ( 0 ) , х'(0) = У(0) , х"(0) = У ( 0 ) . * Ч 0 ) = Аэо 
удовлетворял* неравенствам а<зъ<0ла<з°<0. Из условия 3 следу

ет, что V ) < ' ( 0 < *°(0 < € (0 ,1 ] . Выберем с € (0 ,оо) так, чтобы для любых 
А, е ( *

( 0

( 0 )  6 , * <
1

> ( 0 ) + *),« € { 0 , 1 , 2 } и А э € (Аоэ. А » ) решення задач Коши (2) удо

влетворяли неравенствам о < х(*. A J t A i , А*, А а ) < Л х ( 1 , А о , А ь А з , Л о л ) < B—fi 
и х(1 , Ао, А ь А 3 , А » ) > В  Ясно, что найдется Аз 6 (Аоэ,Лю) такое, что 
х ( 1 , А о , А ь А , , А з ) = Во. 

Л е м м а 2 £елв с € (0 ,оо) , я € 5 , «(*) < 0(<), * € ( 0 , 1 ) , из ${0) =. 0(0) в з'(0) » 0*(О) 
следует зн{0) < 0"(О) в из я(1) = 0 ( 1 ) слеЭует я'(1) > /Г(1), т о найдется х € 5 
такое, ч т о х(0) * *(0), х'(0) « я'(О), У ( 0 ) < х*(0) < я"(0) + £, х ( 1 ) ~ #(1) « 
#(1) < *<0 < W ) , « € ( 0 , 1 ) . 

Доказательство. Рассмотрим случаи, когда з(\) < 0(1). Пусть t\ € (0 ,*) доста

точно мало. Тогда для Аэо € ( л
ж

( 0 ) , з
м

( 0 ) + * i ) решение з° задачи Коши 

х < « >  / ( « , * , * ' , * " , * " ) , 

х ( 0 ) « * ( 0 ) , х'(0) = *'(0), *  ( 0 )  « ' ( 0 ) , *"(0)  Л » 

удоЕЛетворжет неравенствам t(t) < *°(t) < 0{t), t € ( 0 , 1 ] . 
Дла и 6 Л обозначим через J (  , U ) решение задачи Коша 

х <
4

)  / ( < , * , * ' , * » , х ' » ) , 

X ( 0 )  J ( 0 ) , х'^ЛО), « ' ( 0 )  t t , x  ( 0 )  / t „ . 

Из формулы 

.<«,«)  ,(*)  (и  .  ( 0 ) ) j + (-4»  Л 0 ) ) J + J jf ( / ( г , . ( г , « ) , * ' ( г , « ) . 
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Лг.н), У*(т.м))  /(г, j(r)f Лг)вЛг).^(г)))(1" т ) \ г т 

следует существование tt € (0 ,1 ) такого, ч т о 5(1, и) > *(()» t € (0,<i) , u € 
( У ( 0 ) , в " ( 0 ) + £ 1 ) . Выбирая u € ( J " ( 0 ) , B " ( 0 ) + * I ) достаточно близкий к У ( 0 ) , получаем 
неравенства j ( r ) < s(ttu) < 0(i), < 6 (0 ,1] . Следовательно, найдется Ал € (  o o , / t M ) 
такое, ч т о решение задачи Коши 

х«> ш f(ttx%x\x\xm), * ( 0 ) « * ( 0 ) , х'(0) * в'(0), х"(0) = и, х ж ( 0 ) = Л 3 

удовлетворяет условиям a(t) < x(t) < з ( г , а ) , t € (0 ,1 ) • х(1) = *(1). 
Случай з(1) = 0(1) рассматривается аналогично. 

Л е м м а Э Если у е 5 ( о , 2 ) , х € 5 ( 0 , 0 , 2 ) , у(0) z(0) и у{\) = х(1) , то либо у = г € 
5 . ( а , 2 ) , j k o * z € 5 .(0.2) шУ(0) < z'(0). 

Доказательство. Пусть * i l a
> i , r i 1 i * € (0,1] такие , ч т о y(* i ) = a(<7iK y ' (* i ) = 

* > i ) . z(<r 2) = о ^ ) , z ' ( * a ) = о > з ) , у(т , ) = 0(г 1 ) , у ' ( п ) = 0Чп). *(г 3 )  0Ы, 
' ' ( т з ) в 0*(тз). Из условия 5 следует, ч т о у € 5 . ( о , 2 ) , а если х £ 5(0.2), т о 
х € 5 .(0,2). Пусть z € 5 . ( о , 2 ) . Рассмотрим случай, когда 0 < rmn{t* b <ri) и 
т a max{r i ,Tj} < 1. Ясно, ч т о между &t и а 3 найдется t t такое , ч т о y( i i ) = х(г , ) . 
Если <i < m a x { ? i , ? ] } = <г, то на интервале [<т, г] найдется i j т а к о е , ч т о y(tj) = *('а)« 
Из условия 4 следует, ч т о у з х . Если <i = <х, то между тх и т а найдется г 3 такое, ч т о 
y( t 3 ) = *(<*)• Следовательно, у = z. 

Рассмотрим случай, когда <ri = 0 и г < 1. Если z'(0) = у'(0) , т о между тх a r j 
найдется I 3 такое , ч т о у ( I 3 ) = *(еа)* Из условия 4 следует, что у = z. Если z "(О) > у'(0) , 
т о найдется i i G (0,<т3) такое, ч т о y(c t ) с z ( i t ) . На интервале [а2у т2] найдется * 2 

такое, ч т о у(с а ) = z ( i 3 ) . Следовательно, у  z. Остальные случаи рассматриваются 
аналогично. 

Пусть теперь г € 5 .(0 ,2). Рассмотрим случай, когда у'(0) = z'(0). Ясно, ч т о 
0 < m i n f f f ! , ^ } = а < т = m i n { ^ j , T i ) < 1 и на интервале [а ,т] найдется i i такое , 
что y(<i) = 2 ( r i ) . Следователыю, у = х% что невозможно. Рассмотрим случай, когда 
у'(0) > z'(0) Ясно, что 0 < а < т < 1, на интервале (0 ,* ) найдется i | такое, ч т о 
y(fi) = z ( i i ) , и на интервале [*,т] найдется г 3 такое , что y(t2) = z ( t 2 ) . Следовательно, 
у = 2, что невозможно. 

Л е м м а 4 Если Л € [о(О),0(О)], В € [а(1),0(1)], у 6 D(A, В) П 5 ( а , 2 ) , z € £>(Д ,В)П 
5(0,2) u j € D ( A , 0 ) , mo у*(0) < д'(0) < z ' (0) . 

Л о к а д е т с ^ ь с т в о . Предположим противное. Рассмотрим случай, когда а'(0) < 
у'(0). Пусть <х,т € [0,1] такие , что у(<т) = о(<т), у'(<г) а » и у(т) 0(т), 
у' (г) = 0

/ (т). Если а(г ) < л(*), * € (0 ,1) , то на интервале (0,<т) найдется ii та

кое, что y(/j) ^(<i). Если т < 1, то на интервале [<т, т] найдется *j такое, что 
у{12) = з ( / 3 ) . Следовательно, у = з. Если л € S ( a . l ) , то из з(\) = 0(1) следует 
s ' ( i ) > 0'(1). По лемме 2 найдется х € D(A, В) такое, что х ; (0) = У(0) и о(0 < х(0 
при t G (0.1) 

С ссматриваетгя аналогично. 
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Л е м м а 5 Если Ао € [о(О),0(О)] ( Во € [о(1),0<1)], А{ € R и 0 ( А о , А ь В о ) ф 0 , то 
найдутся А . а € R, А а . € [ А а  | оо) и 

Ло, Ли Аз, Во) G i9(A0t А ь А а ,В&), Л а € [ A . a , A a J 

mo true, что 

* ( . | A o , A I M . 2 l B 0 ) € S ( a l l ) ; (3) 

(V« € ( О Л Ж а ^ Л о . А ь Л . ! , Во) > а(1))Л 

(Во = а ( 1 ) У ( 1 . А о , А ь А о . В о ) < о ' (1) ) =• (4) 

Ао = а(0) Л А, = о /(0) Л А . а « о ж

(0 ) ; 

*( ' , А о . А ь А а м Во) € 5 ( 0 , 1 ) ; (5) 

(V< € РЛ))(*(иЛъАиАъВо) < 0(О)Л 

(Во = 0 ( 1 ) =• *'(1,Ао, А ь А а ^ В о ) > 0 4 1 ) ) =• (6) 

Ао = 0 (0) Л А, = 0'(О) Л А а . = 0^(0); 

£ ) ( А о . А ь В о ) = К , Ао, Л „ А а , В о ) А а € [ А . а , А а . ] } ; (7) 

tit* u , v € [Л.*, Aj . ] , f € ( 0 , 1 ) из и < v следует, что 

*(*, Ао, Аии, Во) < з(1у Ао, Аи и, Во). (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия 1 следует компактность D(Ao, Ai , Во). Пусть 

А . а = inf {х"(0) : х € В ( А 0 , A i . Во)} . 

А а . = B u p { x » : х € В ( А 0 , А и В 0 ) } . 

Из условия 4 следует, ч т о 

c a r d £ ( A o , A , , A i . B o ) < 1, А а € [ А . а , А а . | , 

а нз компактности В(Ао, А ] , Во)  сущсствошшие 

* (  , А о , А „ Л . а , В 0 ) € В ( Л о , А ь Л . а , В 0 ) , 

а(, Ао, А „ А а . , В о ) € D(Ао, А ь Л а . , В 0 ) . 

Неравенство 
j (  , A o , A i , А о . В о ) < л ( , А 0 , А , , А 2 . , В о ) 

следует из условия 4. Следователь по, для любого А а € ( Л . а , А а . ) найдется единствен

ное 
j (  , A o , A i . A a , B 0 ) € В ( А 0 , А ь А а , В 0 ) . 

Теперь условие 7 очсвидпо, а условие 8 следует из условия 4. Из леммы 2 следует, 
что для з = л(, А 0 , А, , Аил В 0 ) условие 

(V* € (0, l ) ) ( j ( 0 < 0(e)) Л ( j(0) = 0 ( 0 ) Л а'(0) = 0'(О) ^ 

.*"(0) < 0"(О)) л и 1) = 0( 1) ^ У( 1) > ;*'( 1)) 

пе выполняется. Следовательно, справедливы услонпя 5 и С. Условия 3 и 4 доказыва

ются аналогично. 
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Л е м м а 6 Если Ас € (с«(О).0(О)), Д , € (а(1) ,0(1)) а 

D(Ao,Bo)\S{o,0A)*<dt 

то найдутся Ат\ € Я, Л и € (A . i , oo ) и 

у ( . Л > М ь А ) , * ( . Л о . Л ь А ) € Г К Л о М ь Я о ) . € [ Л . , , Л , . 1 

т а к и е , ч т о 

у ( . Л о . Л . ь А ) = А ) € 5 . ( а , 2 ) ; (S) 

у( в Ло, Л и . А ) = 2 (  , А , М | . , A ) G 5 . (0 ,2 ) ; (Ю) 

а (  М о М ь Л ) € 5 . ( а , 1 ) , А, € (11) 

*(•. Ло, Аи Во) € 5 . (0 ,1 ) , Ах € ( Л . ь А , . ) ; (12) 

Д(Ло. До) = {* € Л ( Д о , Д ь А ) : * i € [ Л . ь (13) 

Доказательство. По лемме 1 множество 

Л / = { х ' ( 0 ) х € 0 ( Л о . А ) \ 5 ( а , 0 , 1 ) } 

о т к р ы т о . Пусть Л . 1 , Л | . 6 Я \ М , ( Л . ь Л | . ) С А/ н Ал\ < Аи Из леммы 5 лля At € 
следует существование 

y{.Ao,AuB*)4i(,Ao4AuBo) € £ > ( Л 0 , Л » , А ) 

таких , ч т о справедливы условия 11 и 12. Если 

у(, А о , Л . ь Я 0 ) ^ <(*.i4of А . ь A ) i 

то по лемме 5 найдется х € />(Ло,Л.1, A ) \ 5 ( a , 0 , 1 ) , что противоречит определению 
интервала ( / t . b / t i . ) . Следовательно, 

у ( Л М . . , б о ) = г (  , Л 0 > Л . ь А ) € 5 (0 ,0 ,2) . 

Аналогично получаем, ч т о 

у (  , Л о , Л , . , А ) = х (  Л . Л 1 „ А ) 6 5 ( а , 0 , 2 ) . 

Теперь из леммы 3 следуют условия 9 и 10, а из леммы 4 условие 13. 

Определение В условиях леммы 6 положим 

у (  , Л 0 . Во) = у К Л о . Л . ь А ) , с (  , Л 0 , А ) = *(MuMi.. А ) . 

Л е м м а 7 Jin любых Л с (о(О),0(О)) и В <= (rt( 1),0( 1)) D(Л, Я ) \ 5 ( а , 0 ,1 ) 9* 0 . 
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Доказательство. Пусть с € (0 ,оо) достаточно мало . Тогда решение « . задачи 
Кошн 

х«> = / ( I , х, х', х", О , х(0) = а(0>, * » = а ' (0) , 

х"(0)  а" (0) , х"(0)  сг"(0) + е 

удовлетворяет неравенствам a ( t ) < < 0 ( t ) , 1 6 ( 0 , 1 ] , а решение з задачи Кошн 

х<4> = / (<,х,х ' ,х*,х»), х(1)  «. (1) .  ' I d ) . 

«"(1)  < ( Х ) , 

удовлетворяет неравенствам а < a < 0. Следовательно, 

D ( * ( 0 ) , j ( l ) ) \ * ( e . , A l ) » * O . 

По лемме 1 множество 

М = {Во € ( а ( 1 ) , 0 ( 1 ) ) : D ( , ( 0 ) , В о ) \ 5 ( а , 0 , 1 ) * 0 } 

открыто. Пусть (В.о, Во.)  максимальный интервал из Л/, содержащий точку я(1). 
Покажем, ч т о неравенство Вшц > о(1) приводит к противоречию. Пусть 

у( ^ ( 0 ) , В . о ) = lim у( ^ ( 0 ) , В о ) , 

z(;s(0),B«)= l im * ( . , * ( 0 ) , А , ) . 
Во— 

Равенство у ( , л(0), В«о) = *(«,л(0), В^>) противоречит условию 5. Следовательно, 
у (  , 5 ( 0 ) , В ^ ) € 5 . ( о , 2 ) , 2 ( , з ( 0 ) , В ^ ) € 5 . (0 ,2 ) и у ' (0 , э (0 ) ,В .о ) < *' (0 , *(0) ,В.о) . 
Пусть Л» 6 ( у ' ( 0 1 в ( 0 ) , В . Ю | 2

, ( 0 , * ( 0 ) 1 В и » ) ) и у *(0), Л ь В ^ ) = lim у ( , *(0), А,, В 0 ) . 
Не—я«« 

Ясно, что y( ,a(0) ,v4i ,B.o) € 5 . ( а , 1 ) . Из леммы 5 следует , что D( j (0 ) , Л ь В^)\ 
\ 5 ( а , 0 , 1 ) ф 0 , а это противоречит определению интервала ( В ^ , Во.). 

Аналогично доказывается, что Во. = 0(1) Следовательно, £ > ( з ( 0 ) , В 0 ) \ 5 ( а , 0 , 1 ) 
Ф 0 для любого В 0 € ( а (1 ) ,0 (1 ) ) . Аналогично получаем, что D(Ao, В ) \ 5 ( о , 0 , 1 ) ф 0 
для любого А0 G (о(О),0(О)). 
Т е о р е м а 1 Если Ао € (о(О),0(О)) и В0 6 [о(1) ,0(1)] , т о с у щ е с т в у ю т у(«,Ло,Во), 
г(,Ло, В 0 ) 6 Л(Ло, Во) ma»rue, что 

у(.Ао,Во) € 5 . ( а , 2 ) ,  , Л о , В 0 ) 6 5 . ( 0 , 2 ) ; (14) 

у ' ( 0 , А о , В о ) < г ' ( 0 , А о , В о ) ; (15) 

если Аг £ [у'(0, Л и , Д о ) , г ' ( 0 , Л 0 , В 0 ) ) , то существуют у(, Л 0 , Л ь В 0 ) , г •, Л 0 , Л, , В 0 ) € 
В( Ло, А[, В 0 ) такие, что 

у( , Л 0 . у'(0, Ло, Во). В 0 )  х Л 0 . у'(0, Л 0 . В„), В 0 ) = у . Л 0 . В 0 ) : (16) 
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9(; Л* Ли Во) € 5 . ( о , 1 ) , /Ц € (у'(0. Ло,Во),*'(0, Ло.Во)); (18) 

*( . ,Ло ,Ль А ) € 5 . ( 0 , 1 ) . Л г € (у'(0,Ло, Д0.*'(0, Ло.Во)); (19) 

Я(Ло.Яо)  {х € Z>(Ao.Ai.Bo): Лх € [у'(0,До, BD ) ,* ' (0 ,Ло,Во)]}; (20) 

если Д а € [у л

(0, Ло .Л1 .ВЬ),*"(0,Ло>Ль Во)], то существуют 
ш(>, До. Л ь Да. До) € D(Ao, Ау, Аъ, Во) такие, что 

*(•. До. Д ь / ( 0 , До, Л ь До). Во) = у(, До, Д ь Во); (21) 

5 ( . , Д о . Д 1 , Л 0 , Д о , Д ь А ) , А ) = 2 ( . . Д о , Д ь В о ) ; (22) 

^ > ( Д 0 l Д l , f l b ) = { з ( ^ Д o . Д l , Д a , A ) : Д a € [ y ^ O , Д 0 , Д ь A ) . Л O , Д o > Д l , B o ) ] ) ; (23) 

для u,v € [у*(О.Ло.ЛьДЬ),**(0,Ло,ЛьВо)] , ^ ( 0 , l ) u u < v следует, что 

s(t, До, Л ь и , В 0 ) < *(*, Л<ь Л ь « , Во). (24) 

Локаэатеиьство . Рассмотрим случки, когда Д> 6 (а(1),0(1)). Условие 
/>(До, Во) \ 5 ( о , 0 , 1 ) ^ 0 следует из леммы 7. Из леммы 6 следует существование 
Д в 1 € Л. Л и € ( Л . 1 , о с ) н 

И  , Д о , Д ь В 0 ) , х ( . , Л о , Д 1 . В 0 ) € 0 ( Л о , Л ь В о ) , Л € [ Л . „ Л , . ] . 

Ясно, что Д . ! * у ' (0,Ло,Во) н Л и = ^(О.До.Во) . Условия (14), (16)(20) следуют 
• з условий (9)(13) леммы 6. а условие (15)  из того, что АиХ < А\л. По ле^ме 5 
существуют Д . а € Л, Да € [Л.а,оо) и 

*(*,ЛоэЛьЛа,Во) 6 Л(Ло, Д ь Л з . В о ) , Да € [Л.а. Да|

Ясно^ что Д.а ж у"(0,До, Д ь В о ) • Да = *"(0,Ло, Л ь А ) . Условия (21)(24) следуют 
из условий (3), (5). (7) и (8) леЫмы 5. 

Рассмотрим случай, когда Во = о(1) . Пусть 

у ( . ,До ,о(1) ) = ^ Н т ^ у О . Д о . В ) , z ( . ^ o ( l ) ) = ^ В т « ( . . Л ^ В ) . 

Из леммы 3 следуют условия (14), (15) и 

/ > ( Д о . о ( 1 ) ) П 5 ( а , 0 | 2 ) = {у ( . ,До ,о(1) ) ,х ( ,Ло,ог(1) ) ) . (25) 

Пусть 

у ( , Д о ,у ' (0 , Ло .о(1)) в о<1)) = *(•, До ,у ,

(0 ,До.с . (1) ) ,а(1) ) = у (  ,Ло,а(1)) . 

у(%Ло ,2 ' (0 ,До,о(1)) ,а(1)) » *(*, До,х ' (0 ,До ,а (1 ) ) ,а (1 ) )  *(•, До.о(1) ) , 

у ( , Д о . Л ь а ( 1 ) ) = Urn у(, До, Л ь В), Л» € (у ' (0 ,Ло,о(1) ) ,х ' (0 ,До.а(1) ) ) , 
В—о(1) 

*(•• Л,, Ль •»(!)) = йтх(;Лс,Л„В), у4,€(»'(0,Л.,а(1)),*'(0,Л.,а(1))). 
0*о(1) 
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Из (25) в леммы 4 следует, ч т о выполняются условия (18)(20). Пусть 
э(,Ао>АиА2%а(1)) определяется леммой 5. Ясно, ч т о Ат2 = у"(0, j4o,*4i.a(l))» А2т = 
г"(0, До, A i , o ( l ) ) и справедливы условия (21)(24). 

Случай, когда Во = 0 ( 1 ) . рассматривается аналогично. 
Обозначим через 5 0 множество решений задачи 

*<*» = /(*,*,*', Л О . 
*(0) = а(0), х'(0) = о'(0), х"(0) = с » , о < х < / 9 . 

Пусть В„ = шр{х(1) х € Sa], ш. ла(;Ва), Во € |о(1).0„| о п р е д е л ю т с а условиями 
*. (  .А, )€ 5„ и ».(1,А>) Д>. 

Т е о р е м * 2 Если Во € [о(1),/»(1)]('то еущсстоуют у(.,о(0), Д»),*(,о(0), А») € 
£>(о(0), Аэ) т а к и е , ч т о 

y( ,a (0 ) ,A,)eS.(o ,J) , i(,o(0),A,)€ 5.(0,2); (26) 

у'(0,а(0).ао) <*'(<>, а(О), В . ) ; (27) 

a'(0) = i,'(0,o(0)1Bi), Вое [а(1),Д,]; (28) 

о'(0)<у'(0,о(0).Д,) , Д,€|в, .0 (1) ] ; (29) 

е&4« А, € [у'(О.а(0), A>),z'(0,a(0), Д>], т о с у щ е с т в у ю т у(,а(0),Л,,Во), 
z{,a(0),A,,Bo) € £>(о(0),У4|,4|) т а к и е , что 

у(,о(0),о'(0), АЛ = *»( • ,во ) , Дэ € [о(1), A J ; 

у(.,а(0),у'(0,о(0), А>), А,)  |г(,а(0),А,), Во е ( Д . . 1(1)]; 
*(•• а(0),у'(0, о(0), в » ) , ft)  о(0), Д , ) ; 

у(,а(0),»'(0,а(0),А,).Д,) = *(.а(0),*'(0,в(0), Д , ) . Д > ) = r(,o(0).fio); 
»( .о(0) .Д„В , )€5 . ( О ,1) , Л,€(у'(0,о(0),Д,),*'(0,с.(0).А,)); (30) 

*(, о(0), Л „ flo) € S.(0.1). Л , € (у'(0,в(0), Во), *'(0,о(0). Д ) ) ; (31) 

Х>И0). А,) = {х € D(o<0), Л „ Во): >4, € [»»'(0, о(0), Д>).**(0.о(0), А>)]}; (32) 

если А7 € [y"(0,a(0),4|,A,),r"(0,a(0),i4i,A))], т о с у щ е с т в у ю т 
j(,a(0),i4,,,4,,A,)€ £>(о(0),>4,,Л,,До) т е с т е , ч т о 

i(,e(0),i«,.y"(0,o(0)M,, A,), Aj) - 1(,а(0),Ль Д>); (33) 

в(.,в(0),Л, (Л0,о(0)М„Я»),а,)  »( ,о(0М,.Д,) ; (34) 

0(а(О) ,Л, , Д , ) « (*( , а ( 0 М „ Л а , Д ) : Л , € [у"(0, а(0), Л | , Д.),г"(0,а(0), Л „ Д. ) ) } ; 
(35) 

AM o , v € 1у"(0,о(0),Л,. Д)),х*(0.а(0), i4, . А,)], * € (0,1) *» " < » cutdytm 

t(t, а(0), /4,, и, Во) < J(«,о(0), Л„ v. Во). (36) 
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Доказательство. Пусть 

у (  , о ( 0 ) , А ) = lim у ( , Л , В 0 ) , * (  , о ( 0 ) , А ) = lim * (  , Л , В 0 ) . 

Из леммы 3 следуют у слови ж (26), (27) и равенство 

В ( о ( 0 ) , Во) П S ( a , 0 , 2 ) = {у(  , а (0 ) , Во) ,* (  , а (0 ) , В 0 ) } . (37) 

Условие (28) следует из условна (4) и леммы 2 при Во = а (1 ) или леммы 3 при Во = 
0(1). Если Во € ( В в , 0 ( 1 ) ] и а ' (0 ) = у'(0, а ( 0 ) , Во), то тогда найдутся В, € ( о ( 1 ) , В Л ) 
и U € (0 ,1) такие , ч т о * Л ( < , , В , ) «• y(*,,ci(0). А ) в *1(*Ч,А) = у ' ( * 1 , а ( 0 ) , В 0 ) , ч т о 
противоречит условию (3) . Пусть 

у ( . , о ( 0 ) , о ' ( 0 ) , А ) = з в ( . , А ) . Во <= [«(1), А ] . 

y O . a W . y ' t O . o ^ . B o J . B o J  y ^ a W . B o ) , В о € ( В в | 0 ( 1 ) ] , 

*( ' . «(О). У'(0, а ( 0 ) , Во). Во) = у(, о(0) , ВЬ), 

у(  , а (0 ) ,* ' (0 , а (0 ) , А ) , А ) = ж( , a ( 0 ) , z ' ( 0 . a ( 0 ) , Во), Во) = *( ,а(0) , А ) , 

у ( . , а ( 0 ) , Л ь А ) = lim « (  . Л Ж А ) , ^ € (у'(0, а ( 0 ) , В 0 ) , * ' (0 ,а{0) , А ) ) , 
Л—А(0) 

* (  , * ( 0 ) Ж А )  ^ l i m ^ » ( . , i 4 , A i , B 0 ) , А, € (у ' (0 ,а(0) , A ) , * ' ( 0 t о ( 0 ) , А)) 

Из (37) следуют условия (30) и (31), а из леммы 4  условие (32). Пусть 
*(,а(0),у41,Лз, А ) определяется леммой 5. Ясно, что Л . а = у " ( 0 , а ( 0 ) , Л ь Во), Л а . = 
z*(0,ct(0) , ;4i , А ) и справедливы условия (ЗЗ)(Эб). 

Т е о р е м а 3 Отображение 

( Л о М ь Л а . А )  *(,Ло,ЛьА2, А ) (38) 

является гомеоморфизмом между множеством 

М = {(До, Л ь Да, А ) : До € [a(O),0(O)jA Во € [о(1),0(1)]Л 

Л Д , € [у'(0, До. В 0 ) , г'(0, До. А)] Л Да € [у'(0, До. Д ь А ) , Л0> До. Д ь А)]} 

в 5 . Функции у(>,До,Во) в 2 (  1 Д 0 , А ) меярерыёмы во ( Л » А ) , а ^унящии^ 

у(*,Ло, Л ь А ) и Z (  , J 4 O , Л ь А ) непрерывны по (До, Л ь А ) 

Доказательство. Однозначность отображения (38) следует из условия 4. Из ком

пактности 5 и непрерывности отображения 

Л ^ ( , ( 0 ) , У ( 0 ) . Л 0 ) ; * ( 1 ) ) , * € S 

следует, ч т о отображение (38) является гомеоморфизмом. Из едилствевяости 
у( ,До, А ) и *(,До, А ) следует их непрерывность по (До, А)» * из единственности 
у(, До, Д ь А ) и z(«, Д о , Д ь А ) следует их непрерывность по ( Д о . Д ь А ) . 
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О б о д н о й к р а е в о й з а д а ч е д л а с и с т е м ы 
о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й 

п е р в о г о п о р я д к а 
с м н о г о т о ч е ч н о  ф у н к ц и о н а л ь н ы м и г р а н и ч н ы м и у с л о в и я м и 

В.Д.Пономарев 

А н н о т а ц и я . Лля краевой задачи 

* \ = / | ( « . * Ь - . * Д 

Ф , (х 1 (в 1 ) ,х 1 №)) = ^ ( х , ( 0 * . ( . ) ) , 

првведевы условия существования решения. 

УДК 517.927 

Рассмотрим краевую задачу 

*; = /.(<• xi *«)> 0 ) 

Ф ^ х ^ ) , ^ ^ ^ )  *  ^ ^  ) . . . . , ^  ) ) . (2) 

где / , / х Я* —• Л, функции Ф, R2 —• R и функционалы ф> непрерывны, i = 1, . . . ,п , 
n € { 1 . 2 , . . . } , a <at < 6 , < о. 

В этом параграфе приведены условия существования решения (1) , (2), обобщаю

щие соответствующие результаты работ [1][4], как в регулярном, т а к и сингулярном 
случаях. 

Приведем необходимые обозначения, определения и вспомогательные утвержде

ния. 
Всюду в дальнейшем предполагается, что индекс t пробегает множество {1, . . . , п ) . 

Я + = [0 ,оо) , RI = {х € ИГ xt € = 1... ,п>. 
Для т , € { 0 , 1 , 2 , . . } и тч £ / , j ; = 1,...,т, положим Т щ , = { т , ь r , m i ) и Г 0 = 0 . 
Л С ( / , Л ; Г т , ) , С а г ( / х Rn,RtTm,), Я ; Т т , ) , BV+{ItR\Tm,) множества 

функций, принадлежащих AC{[c%d\,R), Car([c,d\ х BV~(I,R)y ВУ+(1,К)У 

лля л ю б о ю интервала [с,Н\ С / \ Т " т , ; Л С ( / , Л ; 0 ) = Л С ( / , Й ) , С а г ( / х / Г , Л ; 0 ) = 
С а г ( / х RnJt) / П '  ( / , / Г ; 0 ) = / ^ " ( / , / Г ) , / , Я п ; 0 ) = / Г ) . 



116 

А С ( / , / Г 1 ; Г В ц ) пространство ф у н к ц и й х I > R* таких , ч т о | | х | | е < + 0 0 и 
I , € AC(I%R\ Г Ш | ) ; под сходимостью п о с л е д о в А т е л ь н о с т н к * xk этого пространства 
п о н и м а е т е ! равномерна! сходимость каждой п о с л е д о в а т е л ь н о с т и к —• хц, н а любом 
и н т е р в а л е [с, <*] С / \ Г т , . 

5 V  ( / , > t T ; T m i ) , В У + ( / , Я п ; Т ' т . )  множества функций х ,у / » ВТ таких , что 
1 И с < оо, | |у | | в < оо и х% € В ^  ( / , Я ; Г т , ) , у. € BV+(IyR;Tmt). 

Также будут использованы следующие обозначения. Для а € £ V ~ ( / , A ) , 0 € 
В У + ( / , Я ) u,u,ti>,2 € AT, 1ь!а ,£ 3 .У € Л , Д . € {  1 , 1 } положим 

П = {(ttx) € J х Я* : t € / » а ( 0 <х< p(t))t 

[  1 , * < а < 
Xi(0  { Дм •« < * < ь{ 

[ 1, 

I «3. <i < <з < U 

S(utvtxo) = (6(uuvuWi)t...%6{untvntwH))t 

'•(*»f) = ( * b  . « i  l . l f i * i + b " . . * * ) i 

y, ( i ) = o(a(<) ,y(0 . /*(0) 
для у / —• FC. Запись 4 \ € Af,(Aj) означает , ч т о при Д , = 1 для любых x b x j € 
[ог*(о.),Д(М] и х € {о<(а<),#(а<)} из < х2 следует ФДх.хх) < Ф ( х , х 2 ) и при 
Д , =  1 для любых х ь х 2 € [Л|(вО,Д(л.)] и х € W M » A ( M ) из х , < х а следует 
Ф | ( х ь х ) < Ф ( * 3 , х ) . 

В дальнейшем фиксируются числа m i , . . . , т „ , где т , € { 0 , 1 , 2 , . . . } , множества Г т , 

и предполагается, что в теореме 1 и следствии 1 / € С а т ( / х Я" , / Г ) , ^ : АС{1, Я") —* 
Я*) , а в теоремах 2 и 3 / , € С а г ( / у Л", Д ; Т « , ) и ^ Л С ( / , Я*\ !",„,) -» / Г . Отме

тим , что ^ считается непрерывным. Под решением краевой задачи (1), (2) в теореме 
1 понимается абсолютно непрерывная функция, удовлетворяющая уравнению (1) и 
краевым условиям (2). 

О п р е д е л е н и е 1 Функция х I —• Л " н а з ы в а е т с я обобщенным решением 1го ро~ 
да краевой задачи (1), (2), если существуют последовательности абсолютно не
прерывных и равномерно ограниченных на I функций к —• х* и числовые последова
тельности к  I а,,*, к —• o,ji такие, что для любых j 6 { 1 , . . . , т , } и t 6 {1,2,...} 

Нт*_ < ( Х (Ь 0 4 - a f̂c) = °> х\к = novntu вгег t € /\U7=i(«u*. 
limjt^AP xlk(t) = i t ( t ) поточечно на 1 и Ф,(х 1{а 1), = ^ ( J ) . 

Замечание 1 Если /, 6 Саг(1 у Rn,R\Tm,)i то для обобщенного решения 1го рода 
х имем х е AC{I,RntTmi). 
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О п р е л е л е я н е 2 Функция х \ I —* называется обобщенным решением Ilго ро

ба (см.также [б]) краевой задачи (1), (2), если кроме выполнения всех условий из 
определения I дополнительно имеем 

lim /*"* = 0, , = 1 т,. 

Л е м м а 1 Из любой последовательности функций Хы : / » R, * = 1,2,..., равно

мерно ограниченных и равностепенно непрерывных на каждом промежутке [с, о1] С 
1\Тт, Тт С / , т € {0 ,1 ,2 , . . . } можно выделить подпоследовательность, равномер

но сходящуюся на каждом промежутке [c,<f] Q 1\Тт. 

Непосредственное следствие теоремы АрпенаАсколн. 

Т е о р е м а 1 Пусть Д, = 1 и выполняются условия: 
1) сущестауют а € £ У - ( / , / Г ) , 0 € BV+(1%IC) такие, что а <$; 
2) xM(D^t)  / , « , * , ( * , о , (0 ) ) < 0, Xi(t)(D'Mt)  / Д ^ < * . « 0 ) > > 0 для 

( « , х ) € П ; 
3) 4 ( Д ( « ц ) , А { » , ) ) < < # < ( a i ( a 0 . a j ( o i ) ) х € АС(1%ЯГ) и если 

а, < Ь,, т о € М<(Д<). 
Тогда csnaecmeyem решение краевой задачи (1), (В) такое, что а < х < 

Доказательство. Хорошо известно, что краевая задача 

*:=м»,*). «  ( « . к w m ) -ф,[х,), 

где 
М«.*)Дл + Л ( М М « ) . * . Л 0 ) ) + 

+Ai»(o , ( t) ,Xi,ft (0 ) . 1 € М 1 , 

М«.*) = ft(t,t(H*),*,№)), t € 

Ж) = Ф , (*Ма, ) , у, ft(a.))). *(а,(6,), г, А(6, ) ) ) -

 + Д М  * ( * ( « . ) . ¥ . А(<0)) 

*(«*№).*, А(М)). 
имеет решение х. Покажем, что выполняете! соотношение а < х < 0, чем, очевидно, 
и будет завершено доказательство. 

Предварительно заметим, ч т о для тех индексов j € {1, . . . , п } , для которых < Ь}1 

на интервале / выполняется 

о , ( 0 < * Л 0 < (3) 

Докажем справедливость неравенства jj{t) < 3,(t). Неравенство at(t) < x3(t) 
рассматривается аналогично. Допуская противное, найдем j 6 {1 , . . . ,п} и интервгл 
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Ja] Q [a

j*bj] максимальной д л и н ы т а к и е , что fit(t) < Xj(t) дли любого t € (*ь *э). 
Поэтому 

На интервале имеем 

A>X;.(<) = *,(<) + д > / ( « , < ( о ( 0 . » ( 0 . Л 0 ) ) + А(0 < 

< д(о  «до + д ^  A(t) < b i D  0 j ( t ) . ^ 

Следовательно, а а [<|,*з] получаем 

*J(«) < D T f i i d ) (5) 

и Ф> € А/Д1). Из (5), интегрируя, получаем 

 * > Ы <  ft(*i). 

Если X J ( J I ) = т ° < ч т о противоречит (4). Поэтому at = aj я 
# > ( а , ) < х_,(а>). Если X J ( J 2 ) = 0j(*a)» т о нетрудно показать с использованием диф

ференциальных неравенств, ч т о *,(!) < для любого t € | *? t О т с ю д а имеем 

4(*,) = *;(*>(«>), *ДМ) » Ф(АК),*К(М.*ЛМ), 
A(*i)))   ft(«i)) < * 

что противоречиво. Поэтому а а = fc, и 0j(6>) < х , ( Ь Д откуда имеем 

что противоречиво. Следовательно, установлена оценка (3) на интервале [а , ,о , ] . 
Так как доказательство неравенства (3) на интервалах [а, о,] н [bJy Ь] аналогично, 

то рассмотрим только интервал [a, а,] и предположим, ч т о а < а, (случай a = а} 

тривиален) . Очевидно, что 

Так как (t,6(a(t),z(t),0{t)) € П для любых ( € / , то на [a, а,] имеем 

Л _ а , ( 0  M ' . ' i M W « ) ) ) > 0 . 

с  А ( 0  М * . ^ ( ' ( ' ) . А ( 0 ) ) < о . 

Поэтому с учетом J , ( a , - ) 6 [сг,(а,), Д,(а,)] из [6], т.4.8, следует оценка (3) па интервале 

[ f l i a j]-

Таким образом, для тех j € { 1 , . . . , для которых а3 < Ь)щ справедливость нера

венства (3) на / установлена. 
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Пусть aj = bj. Тогда установим, что 

Допуская противное, рассмотрим только случай ДДв,) < X j(oj ) . Имеем 

4 ( x j ) = Ф;(»л«,г*>(«|)) = •,•№(•*). ft(-i)b 

- (* i ( « i )  f t ( e j ) ) < Ф>(ДКШ<Ъ)) < *i(x«) f 

что противоречиво. Поэтому с учетом условия 2 и т.4.8 из [6] получаем оценку (3), а 
тем самым справедливость неравенства а < х < 0 и теоремы. 

С л е д с т в и е 1 Пусть а, € Саг(1 х A*!}.,Aa,), gt не убывает по переменным 
Х | , . . . ,х<_1 ,х< + 1 , . . .х Л ) , функционалы ф, Л С ( / , / Г ) + Л* непрерывные и неубыва

ющие и выполняются условия: 

i) Л(«,*1....,*•.)*(*)* < №(*.H»ill.«..IWI) A n (е,х) € / х д \ 
1Ш1 < А ( х ) А и г € Л С ( / , А ? ) ; 

^ Ф Д - Х 1 ,  х э ) =  Ф Д х 1 , х 2 ) для х ь х з € Я и eiuu а, < а», т о Ф, € Afa(A«); 
^ краевая задача 

«5-fi(«.ll*il..ll«.|)xi(0. 

tmeem положительное решение. 
Тогда с у щ е с т в у е т решение краевое* задачи (1), (2). 

Доказательство. Пусть у  положительное решение краевой задачи. Полагая а = 
 у , $ = у, имеем для любых х € Л С ( / , Я") таких, что  у < х < у, 

Ф.(у .М , у . (М) =  * ( » ) <  * М < *(* ) < 

 Ф . (  у . ( а . ) .  у . ( М ) . 

Кроме того, выполняется 

о = -»{(«)»(0+*(«. И  л(011. •••« II - *(<)Н) > 

>-»!(«М0+*«, М И , 1М<)11))> 

> -№х№-/<(«.»«(*.-№(«)))*(*)) 

на множестве {(t,i) € / х JT 1 € Лу(0 <
 1 ^ у(0}- Аналогично проверяете! 

справедливость неравенства и» у словах 2 теоремы 1 дла 0 = у. По теореме 1 получаем 
требуемое с учетом того, что теорема 1 остается справедливой при =  1 , если 
а,0еЛСУ,1Р). 
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С л е д с т в и е 2 Пусть Д, = 1 и выполняются условия: 
1) существуют а € BV'(1\гТ\Тт>)> 0 € BV+(Iy / Г ; Т т . ) такие, что а < 0; 
2) условие 2 теоремы 1; 
S) • i ( A  l « i ) . f t ( M ) < М*м) < * . М « . ) . <».(&.)) Эля любых х € АС^.гГ;^,) и 

если ai < bt, то ч\ 6 Л/ , (Д . ) . 
Тогда существует решение 1го рода краевой задачи (1), (2) такое, чтоа < 

*<0. 

Доказательство. П у с т ь ко € { 1 , 2 , . . . ) таково , ч т о для к 6 {ко,ко + 1,...) ин

тервалы ( г 0 — * ~ 1 , т ^ + AT 1) П / не пересекаются, где j 6 { l , . . . , m ; ) . Д л я любого 
натурального к > ко определим функции / * 6 Car(l х Л", R*) следующим образом. 
Если Тт% = 0 . т о Л А ( . \ Х 1 , . . . , Х л ) = / , y t i | Если Т*,, = {riu...,r,w,}, т о 

о а = 

А* = 

ОМ t € / \ Д * 
" . ( ^ " ^ H l  2 J ib(^  т{> + *->))+, 

+ o l ( r i i + ^ l ) 2  4 ( <  r i i + l f 
1 ) . 

* € [г,,  «  ' в г 0 + кГ\ j = 1,...,™,; 

ft, t € / \ Д * 
А(^о   2  , * ( *  т ( > + *  1 ) ) + , 
+ f t ( r ( i + «  " ) 2 - | c ( l  r ( i + 

* n ) , ( M ) € ( A A * ) ^ , 

( t \ x ) € х / Г , 

где 

A.* = i  ( A * ( 0  o t A ( 0 ) . 
Нетрудно показать , ч т о о € £ V  ( / , / T ) , А € tfV*(/,/r). 
По теореме 1 краевая задача 

*\ = / i i ( M i 

Ф . ( х ^ ) , х ^ ) ) = ^ ( х | | . , , х . ) 

для любого it > ко имеет решение х* такое , ч т о 

О » < Xk < А*. 

Из условий Каратеодори и определения функции а , 09 fik получаем, что по

следовательности функций к » х,* равномерно ограничены и равностепенно не

прерывны для любого интервала [ао,Дь] С / \ Т т , . П о лемме 1, не теряя общности, 
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считаем, что последсшвательвоств к » xik раьвомерно сходятся на каждом интер

вале [ао,Ьо] С / \ Г т , . Кроме того, в определения 2 считаем, что о,,* = т„  А:'
1

, 
bi3k = T I J + Ir" 1 , j = l , . . . , m . , t » 1,2,.. . . Полагая поточечно x,(r) = ••т*_. 0 ( >х |д(г) и 
учитывая непрерывность Ф, и ф, получаем, что х является решением 1го рода. 

Т е о р е м а 2 Пусть А, = 1 w выполняются у<моашх 1 и 2 теоремы 1 и условие 3 
теоремы 2. Тогда существует обобщенное решение Пго рода краевой задачи (1), 
(2) такое, что а < х < 0. 

Доказательство. Поступая так же, как в теореме 2, получим существование ре

шения 1го рода краевой задачи (1) , (2) такое, что а < х < 0. Согласно определению, 
необходимо показать, что 

Um Л ' И х ^ Н ^  О . ,   1 , . . . , н 1 { . 

Действительно, согласно теореме 1 ([7], с.137), если суммируемы D _ o , ( t ) , Г " т о 
суммируемы я H i D  a ^ O D , \\D~ А(0Н Учитывая неравенства о < х < 0 в определение 
функций получаем 

lim Л'||*»(*)||<Ь< 

для любых j 6 { 1 , . . . , т , } . Следовательно, решение является решением Нго рода. 

З а м е ч а н а е 2 Можно показать, что при условии а,0е AC(I,R*) теоремы 1, 2, 3 
остаются справедливыми и для Д , » — 1. 
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