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O.GrlxQ.ia 

ОН Л BOUNDARY VALUB PROK1 Hh FOB ТНК SYSTEK OF TKO 

DlPbKHKrSTIAL KBUATIORS HTH SINGULARITY 

In t h i a paper no oro concerned with the boundarr v a l u e 
prob l em 

<x'W)ry'(0)'0, <2> 

л ( т ) = Л . y(f)-d, ( 3 > 

where Я > 

¥e soy deduce thnt e  o l u t i o . i y(~iS) of 11)' i s 

a l s o a r a d i a l s y m n e t n c s o l u t i o n of Lhe f o l l o w i n g p a r t i a l 

d i f f e r e n t i a l o<ruatjona 

йл- P(x.y\ 

by-Qix.y), 

where Д i e the Lap l a c i an o p e r a L o r in A. 

The i n v e s t i g a t i o n оГ bounda r r va lue p r o b l a a (I5VP) ( 1 ) 

r ( 3 ) i r ease of ono equa t i on has been exnained by d i f f e r e n t 

u u t h o t s ; s u e я . в  Lhe p a p e r s I 1. 7 , 8 ] , b u t » e r / l i t t l e i a 

k n o w i the •••/•.: i с a of two e q u a t i o n s . 

In the pure r [51 Lhero a r e g i v e n the nece s s a r y c o n d i 

t i o n s f o r the H x i i t e . i c  uf the s o l r t i o i . of BVP f o r :e.;o...' 

n r d e r v e c t o r eqiintiuf. Hekir.e m e of t h i a r e s u l t , vc w i l l 

(W.r.nhllafc t l i  I ' o l l o v ing thea rew . 

* h 1 О г с а I. Le t Lhoru e r i e t f u n c t i o n ftfxjf) * 
*L\fbf H>U s.icrh f i a t . P*» (*.У.*.и)еХ* Mil" 
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<V> < * « 5 { ' i h r V «5J *«;V0 y& i )й# 

Then В TP ( l >  < 3 > has s o l u t i o n . ' o r a l l A end 3. 

* • new inttcr iuce f nnc t i o r . s P cwj Q , s a t i s f y i n g the 

MIDI i r ' is o f t h e o r e a 1. 

S t a t e a s n t 1. Le t (tf = (л%+у*)/Я . bet P 
(Wd Q be su rh tha t 

f o r l a r g e Л an<l у . Then BVP ( 1 ) ( 3 ) has a s o l u t i o n f o r 

>il l A 4nd A 

i t i a "I ч и п  : th.it the i n e q u a l i t y ( 4 ) w i l l iinlu i f 

Pond Q 
a r e o f f o l l o w i n g i.yp

where , Pg^ , ' a r e p o l y i i o a i a I s o f DEGREE l ean 

tha i АЛГ/. fj, ^ 

8 t a t e . e a t 2 L a t vrfoj/)-- %Г * У£Т , 
ll.mS И and 

f o r l a r g e Ji rnd J/ . Then BVP ( l )  < 3 > l ias a s o l u t i o n Г'.г 

a l l A MMd ft. 

The I..I d 11 i on >|7) v i 11 li i f 

f y i n e *J(x,y)*H . <й'я* + иГд Ц m 0 • t b * ' o l l o w i n * l * > 

•'I J"'L'LI':; hold 

http://th.it


 h e r e У, * % > С, % е COR*). I -0,1 Л 
A n a l o g o u s l y we oan c o n s t r u c t co r e and core c o n p l j c a l i 

ted f unc t i on Wfy,!/) c o r r e s p o n d i n g to d i * f « r e . i t cho ice of 

P and Q. 
In soiie ca se s f a n e : i o n UJ(j(,y) аау be used to f?nc 

p a r a a e t e r s of the e q u a t i o n s f o r which BVP has a s o l u t i o n . 

S x a a p l e 1. ' Cons ide r t h e s y s t t a 

where <J,]>^0  I t l o obv i oua f o r n-0_ , h a t BVP < 8 > 

( Я ) i s s o l v a b l e f o r a l l X" . A b n d В i r « " ° о " 1 » i f 

0<Ыр*1  I f we ohoooe U.r(*,y) 05 

«2 Я 

wo o b t a i n t h a t BVP ( f . ) , < 2 ) , ( 3 ) i f l o l w a b l e i r   . ' 

Out chooser! Uj(X,y)^otJi*rJby~ 4» have r o l v a b i l i t y of 

HVP 4 8 ) , ( 2 ) . <3> Гог Oedfiii i . u . the be:i> p o s b i b l c 

es t i a a t e . 

The c o n d i l i o n a f o r the e x i s t e n c e of the sol  : I . inn o f 

the BVP ( 1 )  < 3 > can he f o r a u l a t e d in the t e r n s of upper 

and lowe. f u n c t i o n s f o r . the s y s t o e o! t h e d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s , i n t roduced in [ 6 J , or in .the • e r r s of P •,: a o ' s 

p a i r s Я (0 B " d fit) • i n t r o d u c e d in Г31. However. i t any 

occur that in anny casen BVP < l >  < 3 ) i s no t s o l v a b l e ami 

henro c o r r e s p o n d i t g f u n c t i o n s d o n ' t e x i s t s 

C o n s i d e r the f o ' l o w i n g s c a l a r p r o b l u a 

u'(D)-0, u{i)~u0 a o ; 

in .и i.li Л >  / eftSR' . П*(. i r o n l s a ( Э ) . ' I 0 > i s xc lvab l  

ii. Ы 1 Г*9 :.no U.cR i t eiiO n=£m+L me// I f 



 в  

o r Г:-£/П thon f o r i.i.h f>0 t h e r u 4>.iut.s U„ n c h . 

ti at •!/!• ( 9 ) . hut no ..•> 1 u 1.1 ••• . In t h i n c a s e u s u a l l y i t 

i s i n v e s t i g a t e d the loan .i. where B W ix s o l v a b l e . He w i l l 

b r i n e s o a o w e l l known r e s u l t s  about е » 1 к ! euce and non e x i u 

t.=nce оГ t h e s o l u t i o n o ' BVP ( 8 ) , ( 1 0 > . 

I. i: к я a I . Le t Ы*0 and Ц i s оГ odd type i . e 

. Then p r o b l e a ( 9 ) , ( 1 0 / has s o l u t i o n 

Tor л И V>0 and U0€ R 
L a ai s r ?• • Le t cA>D щпй И in o f even ».ype i e . 

Un-(-liT V Ue/t . Then f o r each C>0 i f eah be found 

3j; < [) s u c h , I h ' t Гог J;<b, I h * p r o b l e a < U ) . <10> ha.: .o 

e. i lu l . io . i . For U0>to . p r o b l e a ( 0 ) . ( 10) in s o l v a b l e . 

L я e а м Л. Lf>t c/<Q . • 1%П  /) >% Than f o r  a c h 

T>Z7 i f can Le round sue l i . tint, f o r U0>(/ UVP . 6 ) . 

( 1 С ) has m> s o l u t i o n . For u,: <'/ p r a b l n a ( * • ) , ( 1 0 ) i s ко.' 

 / ab l e . 

Яу the way of the a p p l i c a t i o n of t h e s e n e u l t c i t шиз; 

lie empbaalzed. t h a t & 0 ami & t can bo • •.. n.i on ly n u e e r i i . « l L y , 

ace f 2 , b i but 1:1 я c. irtri i . car.. th i ; . v a l u e c..n be ob' .nini.d 

p r e c i y e l " . 

I. e a a a 4. L" Ы<0 . (к-QGt-})* *П f '4?Л(/7-1)' 
T  e n Гег ea:rh 'C>0 and Up -i С , «heru 

f 
j * fa* о о ы ) ,] 4 _ ] 4 

< 11) 

T.VP ( P i , < » 0 > has no s o l u t i o n . 1Г 0i//o«r5 t « i * « BVP <PJ. 
( 1 0 > Las one ai.d o n l v one no l o t ion 1 4 ) . Usiirie l oaa i  s 14 we 

can s t a t e the f o l l o w i n g theo r em about t h e s o l v a b i l i t y end 

the ... I v .... I i ..y o f BVP i l )  ( 3 ) . 

Г h e о r •• • 2. L e t 

°(x.y}i-Q(xJ) 

ahei i  П,> I i " o f rv'ofl t:v;.n T'nn I I r .in e». ' e u  . . t pH li 

thfU j • Г A ' t ) < •• « I / \ -') tii. :: . toll HI 
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where Л and oil a r e suoh tha t the p r o b l e n (3), ( 1 0 ) i s 

s o l v a b l e Then BVP ( 1 ) ( 3 ) has a t l e a s t one s o l u t i o n . 

These thooiens can be easy proved by l we l l  known e o a 

p a r i s o n ae thod . 

U n f o r t u n a t e l y , u s u a l l y i t in i m p o s s i b l e Lo u t V i t a the 

g e n e r a l r e s u l t s in o r d e r to i n v e s t i g a t e a p p l i e d BVV, aj.d we 

a u s t d e v e l o p the s p e c i a l aethod in each c a s e . Acco rd ing to 

ghat has been s a i d , c o n s i d e r two a p p l i e d BVP. 

j ' W - y ' V D У Н - 0 . * : (!•) 

wher> K>-J. Pij >0 i.j'I.H • The aysLea < 1 3 ) n o n a i a t a of 

two equa t i on o f Radeu Foo l e r t y p e . Be B i l l t a k e an i n t e r e s t 

in the e x i s t e n c e of p o s i t i v e au l a '  i on 

T h e o r e a 5. Le t fi, fa П, (Г.-ОР-'О** 

Then BVP ( 1 3 ) . ( 1 4 ) has a p o s i t i v e so l i t ion 

R e a a г 4 ! . Theo rea & i s an iaindi ite eor.4j.iei, — 

оГ the r o s n l t u proved iir Г4|. 

С о г о 1 1 а г у . The e o l a t i o n o f < | 3 > , <J4 ) o:i ti 

i f tX(O) • lj(Q). The Jr l i .B l c o n d i t i o  ! i o r a a  u t i a l . 

1 I, ,• < r i. я С. Let рЦт}%*(Ья1+Ря& */I . ф-4){&-

'') Л / ' А '.te-M'JJ" • " b a r e ft О ТГи,е BVP 

M . ' J . < l 4 >  h u : . , i «  . . . . ' i l i v r n i l n l . i u n i f • Jt (Qj 4" if (В). 

T h e o r a 1 . 3 . Le t Р(Х,0<ЫХИ . where -><C , (к-Щ* 
-£)> kn * 4 ¥n (/}-/) and c o n d i t i o n <12> i s f u l f i l 

l e d . Then BVP < l )  < 3 ) has no s o l u t i o n f o r A>6 o r 6<8-& 
where b i " d e f i n e d in ( 1 1 ) . 

T h e o r e a 4. Le t 

http://eo-r.-4j.iei
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P г о о Г. F i r s t l y , га s p e c i f y JL(t) and jf(t) to be 

p o s i t i v e s o l u t i o n s o f the p r o b l e n ( 1 3 ) , ( 1 4 ) and j(0) +lj(G). 

Without l o s s o f g e n e r a l i t y mi a a y s e p p o s c t h a t j([f) >y(0j 

Denot ing by 

mi Sot Ггзв ( 1 3 ) . ( J 4 ) t h a t 

*(0)*0, J(D)-0 and 

<1Ь) 

i n '  T e i in,; ( ! b ) over (D,£> we have 

• • . 0 ••- ' . 
I t In e v i d e n t tha t d'(fy>C i f Л,у>0 . F r o a t h i s , wt aav 

itnttom X(±)>£(0) r* t> «9 < " J(+)>y(i) H>0 . Which 

••>'! ir ;nl 11:1я thii c o n d i t i o n j ( / o o )  y(°*^  T h e r e f o r e we h&ve 

completed Lhe pronf o f t h e o r o e 6. 

R e и a г к '£. I t i e e a s y to show ' m i l i f the c o n d i 

i.ions o f t h e o r e a h l io ld and 

1) f-0 . then JCtt)'y(+) + x(0)~y(0)-

£ p i . ^ n 

From t oo n e a e r i c a j c a l o  j l ( . t i o n s and nnn logy w i t h the m a l a r 

i t  we nro l ed i o the f o l l o w i n g con i c  e tu re s . 

ij о I. l e c t u r e 1. Le t c o n d i t i o n ; : c.f i.heoren h 

ho ld (Uld pMJfy-famJfa-pjQ . Then 

n if fe(OtU -г (K-0(n-0*tj4-t\fr~(r:$ 
Ш + Ш . thee 

alt t>0: 



- и -

») гГ f>i and (К-Ып-А)б (4, 4f*4У/ОГ-0, 
then thorp e x i s t s яп i n f i n i t i v e m.rner o f "tl'O 

such that. J({i)=y(ti). 
C o n j e c t u r e 2. I f H>i, 

ET. U 
Лi <Jb,-J)(fM-0-p/*J>» e *' and 

JL Рн-fa-j , n l - . 

thtn В7Г ( ! 3 > , ( 1 4 ) has i p o s i t i v e s o l u t i o n e l s e BVP ( 1 3 ) . 

( 1 4 ) h4s no p o s i t i v e s o l u t i o n . 

7. In the i n p c r I I I by numer ica l aethodo r.he p r o b l e a 

+J& -J*D, CIST 

una I n v e s t i g a t e d . 

In t l i i a pnoer we w i l l g i v e suae r e s u l t s about 

e x i s t e n c e of Iha s o l u t i o n o f p r o b l e a ( 1 6 )  < I 8 ) . 

T it в О г e a 7. l e t 

Where Jo-X(D) = j/i4) • Jo.!fo>1 T h e * BVP ( 1 B )  < 1 8 > 
enn bi*vr o n l y p o s i t i v e s o l u t i o n . 

I> V o r . I . P. oa ( 1 6 ) wn h/.va 

с 

( 1 8 ) 

nop 
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Deno t ing 

we deduce f r e e < i 6 > . ( i 7 ) t h a t 

i 

0 
(5 :1) 

U t t 0
: Jt(io)'0, Jt(t)>0j XeCDJo) . How we w i l l antra 

tha t у Itc!) <i. 

in r a c t . X(0) i a n e g a t i v e ' , end f r e e ( Z l ) wf. have at'(i)< 

YUutV, ednbio intt t h i s r e s u l t w i t h ( 2 0 ) we ;>ttnie tha t X'(t)<C 

Tor a l l i ">t t  ,  Thin e o n t r a d i n t s tho c o n d i t i o n X(°a)-0. 

R » a » г к 3. I.ef //0ч / . Then BVP t 1Г.; M O ) has no 

c o l u t i o n . 

I t in an i т и  ' , 11.. con:;eq4ence o f Lhe above r e s u l t * 
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U . R a i t u n s 

OH ТНВ STRONG COHVERGKHCR OK SOLUTION OP EQUATIONS 

•ITII MULTIVALUED OPKR.VTORS 

I n t r o d u c t i o n 

:n ' . h i s paper no s t u d y the q u e s t i o n : unde r what c o n d i 

t i o n s t h e r e i s t.lie s t r u n g c o n v e r g e n c e o f a sequence o f s o 

l u t i o n s c o r r e s p o n d i n g to a g i v e n sequence o f e l l i t i i c s y s 

t e a? 

I t i s ea sy to s e e t h a t f o r aany case : ; the II c o n v e r g e n 

ce t o g e t h e r w i t h the s t r o n g eon о ton l e i ty o f lend in,: o p e r a 

t o r s and the p o i n t  w i s e c o n v e r g e n c e of the sequence of o p e 

r a t o r s w i l l i a p l y the s t r o n g c o n v e r g e n c e o f s o l u t i o n s . Un

f o r t u n a t e l y t.hese p r o p e r t i e s ( a n d the c o m m o t i o n between 

t h e e ) a r e vex?/ l i t t l e i n v e s t i g a t e d f o r e q u a t i o n s w i t h a u l 

i i v a lued aaps o r with поп 1 i n c u r i t i e s in the l e a d i n g p u r l of 

e q u a t i o n s , s e e , f o r i n s t a n c e . V . C h i a d o P l a t , 'G.Del Haso , A. 

D e f r a n c e s o h l [ 1 ] , A . C i b u l i s [ 2 ] , A . A . P a n k o v [ 3 ] . 

By t h i s reason we use in t h i n p a p e r ano the r approach 

o f i n t r o d u c i n g .;oee a b s t r a c t p r o p e r t i e s o f a sequence of 

o p e r a t o r s ( t h e c o n d i t i o n s IIj H f b e l o w in the s e c t i o n I ) 

which e n s u r e the s t r o n g c o n v e r g e n c e o f the c o r r e s p o n d I in' 

sequence o f s o l u t i o n s . The n e c e s s a r y p r o o f s a re g i v e n in 

the s e c t i o n 2. but in the s e c t i o n 3 t h e r e a r e g i v e n soae 

s i a p l e e x a a p l e s which s h o e t h a t none o f the c o n d i t i o n s II/

can be a v o i d e d . 

1. P r e l l a i n a r i a s and a s m r e s u l t s 

Le t XlfiR" . nil . be a bounded d o a a i n w i t h s t r o n g l y 

L i p s o l i i t z boundary ЭХ2. and j e t fscdil . •$•/,..., Я • be 

a d o t e d s e t s . 
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For P,fy,% " u c h t h a t 

/ < / > < oo . 

1r 
no i n t r o d u c e the s p a c e 

fb=(LF(SL)*...>LF(S?)f 

L = ff*F0*ft 

С* Г* f* 
яп I the c o r r e s p o n d i n g dua l грвслв r0 , Г/ • % " n o 

/ , * r e s p e c t i v e l y . ^ 

K l e a e n t s оГ L and L H P a i l 1 d e n o t e by u) and f 

( o r q ) r e a p e o t i w e l y . For OjcL end y-£ /, ne w i l l aae _ 

n o t a t i o n s 
of* (Jur, 6ш.*еа)_ 

ail.h oi(jJ€F,t 6<XIC%F0t #UJe%, 
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A:F,*Fc+zFc* a:F,*f0-~pF:Y/S^/** <,. 2 > 

А10'А&ш,6и)), aur'afour.ckjj), &ur=6(aeio) 

Let Wc^ b e a l i n e a r c l o s e d s u b s p a c e w i t h e l e a e n t s 

U-(dU.6u, 3tU), ir=(ctff,8ir,ie0) snch t h a t 
Iе. I f a sequence fuK}cltf c o n v e r g e s weak ly to U° in W 

then 

&u/,-—dU° s t r o n g l y i n Ft, 
HU.K—-9tU° s t r o n g l y in 

2 ° . There e x i s t s a bounded l i n e a r o p e r a t o r £ —*/r ( t h e 

p r o j e c t i o n o p e r a t o r ) s u c h tha t ff'L'Vl "na (?(P' Ф • The 

a d j o i n t o p e r a t o r we w i l l d e n o t e by 

D e f i n i t i o n 1. Let j feCX and jcL* . « e s a y 

t h a t the e l e a e n t u"ef/ i s a s o l u t i o n of t h e e q u a t i o n 

9"(Ли-/) ci з ) 

i f t h e r e e x i s t s an e l e a e n t (fcC* such t h a t 

g°eJtu° ffe-&д° <*{/'), 

5g°eAu°, ыд°еаи°, veg°e 6u? ( l 4 , 

ctjeF,* 5feFc* 

The p a i r i n g between L and L* . Fq and F. . FtOrd'f}*Fa 
r щ * 

and tj( we a i l i denote b y 

< , > . < - . ->0. <•,->(. <•. >e 
r e s p e c t i v e l y . To d i s t i n g u i s h e l n a e n t s o f L and L we M i l l 

u s e tho upper i ndexe s and the s n a e index w i l l c o r r e s p o n d t o 

a l l p a r t s o f the r e p r e s e n t a t i o n ( 1 . 1 ) , f o r i n s t a n c e , IOKm 

- (duj* 6ccr\ гейт*). 
Let us denote by Ci the c l a s s of a l l a u l t l v n l u e d o p e 

r a t o r s Я such t h a t 
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T h i s e l e a e n t Q° не и : 1 1 denote by 

Beoeune (P ia the p r o j e c t i o n nper.ato. then U° la .• 

•и,in' on of the e q u a t i o n (1.3) i f ' . 

<SAu°-f,a>'C Учтен/ (. 5) 

The snurou of t h i s f o rwe . l i s a i s the ease of e l l l n l i 

equat iona 

Г1 IT"^^r^tiiKi s^?*e*^xJiaoTi ГЕМЕМП *Аж|\~ ?, i' л ? V e ' v ' * v i* f\ 

w i t h P'2 . ITfl .f/'(6 %ne" W c o n j i l t i n g f r o a e l e a e n t n 

и-(л.л%1, • c s w j f . bu = y-adjt . with <teH'u(j2\ 
For a g i v e n sequence of o p e r a t o r s Ji^G Oi , *> Dtlt%. . u i 

i n t r o d u c e the f o l l o w i n g hypot. l iesies . 
feyfC ttra^Ejr^ttjteW' .*si• '< УгДТу̂ ДЦнЧЖВжгйл ^^Даа^вч^гвУеа^жД^^.У u 

H| . There e x i s t s a cont inuous s t r i c t l y i n c r e a s i n g f unc t i on 
f with fOT/'O 3iich that f o r eve ry f i x e d Ufierf L!iot 
exiHl e l e a e n l s g^(U,*r)cF . K* f,2, . . such tha t 

and for nv.гт yKeF w i t h 5g*С Ац &U,5u) Lhere i a 

Нд . I f a sequence /м*}еи/ c o n v e r g e s weakly to tl'y in I*/ 

then a l l e l e a e n l s ЬоК(иЯ, Ji"J) • Л.1 Ifl Oeloin: to a o 

nr roai ael set in F0 ( e l e a n i i L s tyK(UK. ( Л ) a r e d e f l 

. nod by II J >. 
H j . The oii»*ra l 'T : i Лк . Ь*1,%, . . « r o boutnlod u i . i f o r e l y 

• i l l .  e s p e c t to , • e I r o i Ufc" it' . ?U tiI, COflvt 

il f n l . n W H l.hiil a l l ne t s jCg U be long to вёва bmniiled 

::<t i n i' whlih lenenln ne ly on the v a l u e ,ir С/ 

Hi . I f n i i •• {и*у:р • • и " " " , u t r o n g l y t<, U ° In И ' 
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nd e l ements g 'CvlnU" . . c o n v e r g e s w e a k l r to 

g° as КTOO then Q°e A0U? 

As л e » a « p ] t o f naps f o r v h . c h the h y p o t h e s i s e Hj H| 

are s a t i s f i e d we can show t o .he c a s e eti ich c o r r e s p o n d s t o 

the e q u a t i o n 

where 

щ-luL: IX о 
l (, <*<o 

end the sequennes {Qj^.} . l = Л w i t h 

c o n v e r g e s s t r o n g l y in Lq(S2) 

The wain resu t of t h i s p a p e r i s »ne f o l l o w i n g t h c o r e a . 

T h e о г e в 1.1 Lot J K £ 01 , S," 0,1.2,... • }*€ L* 
K*0,1,2.. ,. and JKr+J° s t r o n g l y in L* e s K-*oo . Let the 

assuBptions 1 ° , 2 ° and the hi l o l h e s i e a 11 ̂11^ a r e f u l f i l l e d . 

* f f o r suae subsequent > o f i n d e x e s the e q u r t i n n s 

к' к'] 
have s o l u t i o n s "Ц r o i p e e M v e l y and the sequence iU J 

i s bounded then the e q u a t i o n 

has a noneapty s e t Г* С tff of s o l u t i o n s and the sequence 

{и * * } c o n v e r g e s s t r o n g l y t o J a a £ f  t » o o , i . e . 

u i / HuK'-vS^O as к?-*- o. 
Uei> 

As so ie conse<raenee o f the theorem 1.1 one can ea sy 

. • r i v e the r e s u l t s o f i he c o n t i n u o u s dependenci up i p a r a 



 г.  • • • 
me I era of u l b t ns of e q u a t i o n s . For t h i a i t i a on ly n o » o 

a s a r y t i check the v a l i d i t y of H^llj f o r sequences of o.ie

r a t o r a {Ar(-)* 4(б*,г-))с01 depending on para l le l or в 

2. The coi, . a r g e n c e of s o l u t i o n s 

« e s t a r t with the f o l l o w i n g l e a s e . 

L " a • ч 2 . 1 . Le t f o r a eequenoe -Лц£ (X , КШ0,1,Я,— 
th< h y p o t e s i e s Ну Hi, a re f u l l i l e d . Let a sequences 

{fjcL* a r e such tha t 

UX-*U° weakly i o ^ 

JK-~ J° s t r o n g l y ia / * 

and U * a r e s o l u t i o n s of the equa t i ons 

s s o e c t i v e l y . 

Then the sequence ^Uj conve rges s t r o n g l y i n W to 

W and Ц9 i s a s o l u t i o n of the cqi i M o n 

?*(AoU-/o)'0. <2.v 
P г о о Г. Let ЭЛц cor respond о the so lut ionis 

of e q u a t i o n s ( 2 . 1 ) by d e f i n i t i o n 1 and $*(чК,Ц°) a re 
g i v e n by 'lj_ with the p r o p e r t y 

from the f a c t t h a t UK • » s o l u t i o n s o f the equat ion? 

( 2 . 1 ) i' f o l l o w s tha t 

<8SAKuK-bg*(u\u°), 6ir>0 * <6gK(uK.u0)- • 

-b}K,b\J>0 -<ЫЗАКиК- c</* c/l/>, * (2.4) 



 IB 

P a r t i c u l a r l y , these r e l a t i o n s h i p s a r e v a l i d f o r <Г»Ц* 

~W . JC*/,X,.... By v  r u e o f the asHuapt ior i 1° we have t h a t 

**fu^l-c)-*0 " " J %(U*-U°)+-0 s t r o n g l y a s /t— oo Froe thi. 

s t r o n g conve rgence of the s e q u e n c e {j-K~} and the h y s o t h e s i n 

i t ГоПоы.i «h « ! . the uequences {^tSAдЦЛ } * \ and 

{dtSAnUK- 1t } ' } * t a bounded . Tlier . ' o r e , 

- я}\ ее (и*- и°)>е — о « » с  во. 

By v i r t u e of Ид nnd the s t r o n g con /urgence i*5 

K-r-oO we have tha t the sequence {6QK(uK,U'')-5fK} h e l o n c n 

to suae e o a p a c t s e t in Fo • Hence , 

<бд*(и \ II0)- 5fK В (UK- U°)>0 ~0 a s A v oo 
i . o , tha t the sequence {u*} c o n v e r g e s s t r u n g l y in L to 

U° Л  * о о . 

f i n a l l y , by v i r t u e of H 4 and (1^ wo have f i a t the s e 

•uenee {SAg U*} i bounded in L* . s e q u e n t i a l l y лов ' ly 

coBpncl in L* ( L* i s r o f l e x J v e ) end a l l weak l i a i t e l e 

aent : : i:f t h i s eqtience b e l o o g a t o AoU. 

lteneo, \,:\t>. to tho l i m i t K-*°° in r e l u t i o s h i p s 

<SAKuK-/K, ->-0 VrTeW 

( r in ! i o a o subsequence of these r e l a t i o n s h i p s ) with f i x e ! 

feW « e feet the e x i s t e n c e o f au e\\.-a»BtSAoU°€A\p such thai 

what вопи., thut the e l e e o n t ( / " is the a o l u ' i o n o f the 

a q u a t i o n ( 2 . 2 ) . 
Now we a r e a b l e to pafts ti. the p r o o f оГ tlie 11  o r e r 

l ' f 
P r o o f of the . h e o n B 1 .1 . S»n«fe the ч que Щ J 
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ia ununited It, it uixkly s equen t in 1 ly cnopnct . Let a nub • 

qoenee {u'jcfu*'J conve rges weukly In W to «пае e l r e . n l . 

U° • Sequence £A{, wf/'J n u t i s T i e a a l l conrfit ions at the 

Ь'ввя 2 . 1 . Hence, U°£P nd the sequence {u^i converges 

ntronir ly to U° as [-—ос 

K i n a . l y . the convergence i,f the sequence { ц J tp Mi.i 

net P easy f u l l m a f r o a the nri 'u ing by c o n t r a d i c t i o n . 

3. Count i xaup le s 

' .he eend i l ' one 1° and 2 ° r e f l e c t by t h e a s e l v e u ensen

i н1 111 ,, j •, • г t i • •: . oi e l l i p t i c e q u a t i o n s and a r e пеоанмегу 

( e n i n l y the c o n d i t i o n 2 ° ) l.o nurture the e x i s t e n c e of sol i i • 

• of equal . inns under c o n u i d e r a t i o n f a t lu..st. l o r maple , 

r e p r e s o n t a t i v e  i ) . The h y p o t h e s i s H4 i s o n l y (nnd n e c e s s a r y ) 

f o r I ho reason to be ah • to appo int aoan l i a i t o p e r a t o r 

nnd has no i n f l u ence on the f a c t of the convergence of the 

sequence of но IuI.ion.. in learn. 2 . 1 . 

»h . i t em ; n rnn the h y p o t h e s e s .1,  Vд the f o l l o w i n g 

exuap l eu w i l l show tha t none of Ihea can be a v o i d e d . . 

Me w i l l rttre these o x a a p l e s in the f o r e o f boundn*y 

v a l u e ir I.!.«..: f o r syst » i . : i оГ cqi inti i ins of tlie 2 1 "" ord< r 

w i t h one independent, v a r i a b l e , i . e . , . f t in only f oe 

the sake оГ t r u d i t ioiia 1 i ty because these exi ioplnu withou. . 

any e T f n r t сип bo r o f o r au l a t e r i in the tora.t of tho nect imi I . 

H X a a p 1 n 1 ( t h e n e c e s s i t y o f li, >. Let u'c const 

i ler the H e w i n g seqnonce of boundary va lue p rob l ems 

( 9 . 1 ) 

http://elre.nl
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( 3 . 2 ) 

o, I f U-Ok, 
%i*'la, i f -'U<*< 'т. 

1, if. t* 'k 

Let иг i n t roduce the f u n c t i o n ; ; 

a.id d e f i n e 

fix, a Qit<% 

lit (1-х), -:" hW<x<l, 

( 3 . 3 ) 

мя 
Р г о Ы о в з ( 3 . 1 ) Паул s o l u t i o n ! ! 

w - i /д ыпы, ^ km. 

L 

r e s p e c t i v e ! " . Нчпге, the nbsenuc оГ the n n i f o r a s t r i c t n o 

r  o t en i c i t y can l e « o '.o the a b s e n c e o f the sL rong conve rgen 

ce of s o l u t i o n s < i t i s ea:;y tc яеч that a n o t h e r c o n d i t i o n s 

оГ the l e e a a 2.1 a re s a t i s f i e d ) . 

B x s a p l e 2 (th< n u o e n s i t y o f 4 g ) . Let us c o n s i 

der the f o l l o w i n g sequence оГ boundary v a l u e p r o b l e a s 

Ч.УеНо, .... 
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hW-O-Mstn яЪ +^[£fK(x))cos Klx, кЩ 

Then the a / i , " » « : ( 3 . 2 ) hev.j s o l u t i o n s 

(x) cos tf,., K, u.., 

r e s p e c t i v e l y end the sequence {.(Фц ("it)} d o e s no t converge 
s t r o n g l y i n ' //0'«//J. 

Easy c a l c u l a t i o n s show tha t the sequence t(&IK,&JUi)j 
ejnvfTOies s t r on . ' l y to rem \n L% (Q. i ) * b% t0 i) is л* *J»OC . but 

the sequenc* I (Ф. ( % ( ' Л . ( " ) ) ) } J o e s m * 1 c o " * " c t 

^•L j f f t i . ) • t n p h y p o t h e s i s i s not s a t i s f i e d . 

)n the othe r hand, i t is obvirv is tha t the hypoLhes i e s 
Hf . H3, И,, a r e :al ,si with the l i a l t гчр 

3, 11 t<0, 
ГОД i f t 0 . 

in l! 4. 
К x а в p I e 3 ( t h e n e c e s s i t y of Н э > . Lent us c o u s i 

d e r the f o l l o w i n g n o n l o c a l :y of I • on t 

 jV, (x)) tosxSx.] _ 0<x<l. 

• CCSKSX * (I/K(X3JSUI ц&Х], 0<X<1, 

tVeHo. к-/.2,..' 
wlicie the f u u e t i o n e J)K e r e ^iv. n by ( ЗчЭ ) and 



- i?.-

(~ 0. . i f U-n,z 

j Ш'Н, it -k-^UO. 
t-*r% i f / / < * < «  * 

I 0. . f < *  «  . « " 

Froa the s p n u i a l c o n s t r u c t i o n of e q u a t i o n s ' . 3 . 4 ) i t 

f e l l o w s need i.. i..1 у tha t the c o r r e s p o n d ing s o l u t i o n s ига 

.... 

T h i s :'i!»iicii.'t н и м not c o n v e r g e s t r o n g l y in i/a * H" 

It. . s easy to s e e t n j l f o r the sequent.. ' ol e q u a t i o n s 

(4.4) In. by JO I imii i es Hf , Hjj a r e s a t i s f i e d nnd the sequence 

of rijjiit hurd side:; in ( 3 . 4 ) c o n v e r g e s s t r o n g l y to ..его in 

.IgdlD'LeW.l) 
On thn o t h e r hand. Mm Hequirnce 

Щ. %) - ( h b i n Щ Щ * • ?! 

ftlMMte i.hnt, the h/1/411 he.r* in I M rial. i:.»t. i*>f i<?<! 

F i . i n l l y , by / i r t u e tiT the ruct tha t Г ю в iitronrt гон

v.'.,:#f:ior« o f а г.в.(««пг.' 1'-?ц[\ »n • L I'nl Io**?* tin* r  . t i e< * l « 

1% - щ m *Zx 4J>j* Wit *" Щ' B & 
we ttet li.iit 

с ccnr'tjn.n.r.T, ii|.,t. the hypo thce iH 
tut. uul< i. he l in i l n|»»r.*'l.or 

Я»(у)'- I a MM 
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УЖ 517.927 

А.Л.Унгуре, Я.В.Цепнтис 

С РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО КМССА 
СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С НЕСУММИРУЕМ!*1И ОСОБЕННОСТЯМИ 

Гасомотрим систему дифференциальных уравнений 

где для любого $е(0,1) векторфункция j Сб Л 
удовлетворяет локальному условию Каратеодори, а при t-C 

•f имеет, быть может, несуммируемыс особенности. 
3 настояяей заметке исследуется вопрос о разрешимости 

краевой задачи для системы ( I ) с условиями 

МО) = 0, Ах(/)+£Уф-С, (2) 

при предположении, что Л и & диагональные матрицы с не

отрицательных* элементами такие, что det{А 'Л) *0, се it" 
Выделен класс правых частей системы ( Р , обобщающий часто в 
приложениях встречавшиеся правые части, сформулирована тео

роыя аувествобвния решения краевой задачи ( П , (2^ в терми

нах нижних и верхних функций и указана методика построения 
гтих фунгагай. ы 

Отметим, что под решением краевой задачи ( Г ) , ( 2 ' бу

дем понимать чэпрерычно дафферэнцируемую вектор^ункпио л •• 
[Р,1)-*-£* , для которой выполняются условия ( 2 ) , и для 
люсо»ч> бе (0,1) сужение л на [6,1] является решением 
сиитемы уравнетчй ( I ) . 

Пусть но протяжении всей статьи 1 mCO,i'J, t/.. ..п-_ 
;-1,.,i-4,i+l....n: fr (0.1)^(0.+<*) для лю

бого Sa(O.i) абсолютно негрерь'вные на С&,43 Функции 
такие, что 



е  а 

Um fitf)up(-Jf№di)<+<*>. . 

далее, gi = (DIi] — R для любого 6f (0.Л суммируемые на 
Г§, Л функции, отрицательные части которых суммируемы 
на I , наконец, для суммируемых функций J>t -1-^(0.*°°) 
выполняются соотношения 

1 1 1 t 

0 > I . * r „ 
Непрерывно дифференпируемой векторфункция j ; 
сопоставим вееторчйткини 

/ / 

&' ("Р( f/XVdr)*, ... t exp/Jfi (r)dz)*n), 
* / * 1 

щр'ахгрф мм..... fi(t)i*?(/fi (z)dt)jii 
* t 

И ПУСТЬ Pi(t)-gi(t')-fl;(t),Q;(t)-ft,(i)*-9i(t)/ift), 
Pft), £ft) диагональные матрицы такие, что 

ditbjPftHflit)... ^Щ.Щ.^Щ. йод 

В последуете* рассмотрим систему уравнений ( I ) при 
предположении, что правая часть системы представляется в 
виде 

0>л.4- G(t)x-p(ty+ mnt.x.xi ( 6 ) 

где Ь, • 1 * Я**—~Р. непрерывная векторфункция. Учитшая 
представление ( б % . систему уравнений ( I ) мы можлм покомпо

нентно записать в следующем виде 

8 дальнейшем, дл° краткости, левув часть уравнения ( 7 ) обо

значим через i * , '  » t 

В частном случае. для I; € (•!,*• оо), р{£ [i. 2* »т ) . 

9 • е [. /, - со) . пола гая )\ ($. fi/t, д; ft). ffi fi(i) • L ч, 
представление ( 6 ) , написанное покомпонентно, принимает ьк.ц 
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- - Щ * 4 . t%(t, £ fk. 

Отсюда следует, что краевая вадача ( I ) , (2) с правой частью 
уравнения Ш в виде (6) обобщает возникшие в приложениях 
краевые задачи (си. , например, [ 2 ] , [4~J, [б] и таи указан

ную литературу). 
Предположим далее существование векторфункций сЛ,£: 

1—R" с непрерывными компонентами, удовлетворяющих не

равенствам 

t t t f f r / c f t ) (8) 

таких, что функции t — ехр(Jfi(t)dx) fat(t)/, 

t~exp(ffi(T)dr)//><(»/ * 

ограничены на I. 
О п р е д е л е н и е I . Будем говорить, что система 

уравнении ( I ) удовлетворяет условию & , если существуют 
число б€(0,1] н функции 6 ; : (0,в] — П7*оо) такие, что 

U n О , • ( 9 ) 

С С 

(10) 

и для любых toe(0,6) , i,e(to,6) и решения *--Lt0.ti1 *R 
системы уравнений ( I ) , компоненты которого удовлетворяют 
оценкам 

c*i(*)**t(*)*j>i($ ( in 

из неравенства 

Ы-Щг/*Ш*-ЫЬ) (12) 

следует выполнение для te(ta, t/^ неревенстиа 

UlW-fift)l<6i(t) ( i 3 ) 
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Л е м м а I . Если правая часть системы уравнений ( П 
представляется в виде ( 6 ) , то системы уравнений ( I ) удовле

творяют условию б. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

Х*пш(глр(ffi(t)dt)lui(t% t*p(Jj;(t)dz)/p{(t)h 

Ае@.+«0. л/-ЯШ((ШиМ tel, иеШ#£ 

Выберем бе:(0,0 такое, чтобы для всех £ при te(04e\ 
4 S t 

( I 4 ) 

t 0 3 

что возможно в силу (3) и ( 4 ) . Далее, для +е(0,б) опреде

о 5 
Функции &i удовлетворяют соотношениям ( 9 ) , а из (5) сле

дует выполнение оценок ( I I ) . Пусть t0e (0,6), Tte (t0,6l и 

Ji'-Lto.til IR'1 - решение системы уравнений ( П , компо

ненты которого на области определения удовлетворяют оценкам 
( I I ) и (12) . Покажем, что на (tot,] выполняются и нера

венства ( 13 ) . Имеем 

Из этого следует 

г" U 

% ' * tc 

*jiJf;(:)e*f,(-j9i<T)dt)ds +fc(tb)4(t*) 

Поделив полученные неравенства на fi(to)efp(-Jj\(z)dc) 

и учитывая ( 14 ) , получаем 



4& (t*>e*p(ffi<X)dX)4(to)l<M. 
-to 

Допустим, что iefl^^ni и igefto.t,) такие, что 

Ш~'<Ъ)е*рфЮс/?М(Ъ)/-М, (15) 

i 1 ** 
Ifi (-) е*Р( ffi(t)dt)J-(i)l< М, -te(t0, tzl 

Принимая ( 7 ) , как линейное уравнение относительно Ai-ii(t)X{, 
получаем -t •{ 

14(0-fi\t)xi(t)l<*fj>i(s) <*p(-fgi(€)dT)dj + 

г efc) exp (Sgi&dr). ie. (to. tgl, 
to 

следовательно, неравенство (13) выполняется для te(io,t^]. 
Подставляя в неравенство (13) т5 = fg и повторяя вышепри

веденные рассуждения, получаем 

щ (ffi®ck)4(i*y<* 
что противоречит ( 15 ) , поэтому 

ф ) е#ГТ#®&У41№М. 
t 

для всех i и te(to,ti] < откуда следует выполнение нера

венства (13) для te(tc.tt] • Лемма доказана. 
О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что система 

уравнений ( I ) удовлетворяет условии 3 , если для любых tj,£" 
e(0,J) . С/С (to, 1} существуют постоянные .^ie(0,-rco) та

кие , что для произвольного решения л • [to, t/) —*• /?" 
системы уравнений ( I ) , компоненты которого НЕ области опре

деления удовлетворяют опенкам ( I I ) , имеют место неравенства 

sup (Щ1ф te[to,t,)}<A. 

Условия на правую часть системы уравнений ( I ) , обеспе

чивавшие выполнение условия В , приведены в монографии [l}. 
Мн в дальнейшем предположим, что правая часть системы урав

нений ( I ) удовлетворяет и таким условиям. 



 2B 

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что система 
уравнений ( I ) удовлетворяет условию А , если выполняется 
условие В , и для любых f , e f t b , i ] компоненты 
векторфункпий о< и р на [to,t/l являются, соответст

венно, обобщенными нижней и верхней функциями скалярного 
уравнения 

*I/IFE$..,4...,II;<* */.• СЮ 
при любом наборе параметров JfjG/sJjffl.Jfe/t)]. Г-Aj,/;]. 

Определения и соответствующие свойстве обобщенных ниж

них и верхних функций см., например, з [3^ . 
Т е о р е м а I . Пусть правая честь системы уравнений 

( I ) представляется в виде (6), выполняется условие А и 

Лвс(1> S С <• АрФ +£/'(1). 

Тогда краевая задача ( 1 ) , (21 имеет решение л , компоненты 
которого на I удовлетворяют оценкам ( I I ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме I еистел урав

нений ( I ) удовлетворяет условии &. Следовательно, утверж

дение теоремы получается из результатов работы [6J. 
Пусть diag А - (оц,..., Q « ) . diag i>  (Ь,,..., 

Gi(i.$) функции Грина краевых задач 

которые существуют, так как Q{ +• >0 «.'• опре

делим Функции t 

*t(t) -аТткы!) "Р (rSfi(pdv) + 

о и 
где У ( ffl ®*Ш Щ (*\ 

J. е м м в 2. Функции Ь — fli (t) SiQti .л\ не убы

вают не I , в при дополнительном условии 
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i i * .* & АХ 
внполнчются 

Т е о р е м а 2. Пусть правая «есть системы (Г) пред

на I не убывают я функции i —-^i_(t)sCgn 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы проводится непосред

• сланной проверкой. 
Пусть Э.-=(А,, .., ЯЛ) . введем обозначения 

лЪс) fid). j*tnw  $0f 

наконец, для * .  (К ( «я") • t ' (I/ In) . где 

rf-'^U 

О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что функция 
А11 * R** R* принадлежит классу М(к,1) . если 
для любых telj О, У / " # < Л е Л * ; y,#elR ' та

ких, что /Л ,) . ,. ., \Ч 

|К1 
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стввлявтся в виде ( 6 ) , функции tf[ удовлетворяют неравенст

вам ( 17 ) , he Л(к.Е) , существуют Л,,А'е гсяие, 
что для Функций «и*, (t)-A»c эе{(?), A ( t ) - A ' щ/i) 
на области определения справедливы соотношения ( 8 ) , вьтп.тня

ются условие д и для любых te€(0,i), tic(to,i} нера

венства 

Тогда система уравнений ( I ) удовлетворяет условию А . 
Д о к а э а т е л ь с т в о . Для любых to<? (O.t), 

ФУНКЦИИ o<i для ie[to,t,l,^e[c<i(t).pi;(t')] 
в силу леммы 2. удовлетворяют соотношениям 

ГД;^fj )\P. (f)A£ , Л . .  , 

ikS^4\A^...,^fi(0k(tJy,...., 
i I 

r * 

Следовательно, Функции « I на £to,i,] являются нижними 
Функциями уравнений (16) . Аналогично показывается, что 
Функции на [to,t|] являются верхними функциями урав

нений (16) . Теорема до к* за на. 
Если в представления (6 ) присутствующая функция к 

имеет произвольное човеденке по своим аргументам, полезней 
может оказаться еледуюшья модификация теоремы 2. 

Т е о р е м а 2 . Пусть правая часть системы ( I ) 



 32 

где 

Re (Я,*00), с краевыми условиями 

пр дставляется в виде ( 6 ) , функции fa удовлетворяют неравен

р,че 1; -J*K — л непрерывные Функции такие, 
«то Н1Са1еМ(кт,1т) и существуют Л^Г^е/Г такие, что 
ДЛЯ 

фуНЬДИЯМ с У ; С 0  ^ 1 | £ * : *). / с ДО  " *fc ft) Н8 0 б 

. BCT;I определения справедливы соотношения ( 8 ) , в» юлняются 
условие 5 и для любых toe(0,fj, i,e(to ll неравенства 

tf+F^iti* v 

^ f f e > ° ^ l**J*V^ щ 
Тогда система уравнений ( Г удовлетворяет ус^вию . 

Д о к а з а т л ь с т в о теоремы проводится чк 
же, как докапательство теорем» 2. 

П р и м е р I . В работе [4] изучалась краев ;Я задача 
рже. уравнения (Т ) при П = 1 , правая часть котор)го пред

ставляется в виде (6; с функциями flt)-^-, y(t)*£> 

pit) *t, h ft, U, 0) -ki(*i U, ff) +hA (t U. 0, 
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vpr 3- корень уравнения 

a to возможный корень ура нения 

который попадает на I при значениях параметра Л7 , до

статочно близких к 2. Отметим, что получонные оценки ( I I ) 
для сушествувиего в силу теоремы I решения И этой крае

вой задачи улучшает соответствующие оценки из работы [4 ] . 
П р и м е р 2. Рассмотрим систему уравнений ( I ) при 

П-2 , правая часть которой представляется в виде (6) 
С ф,ППЩИЯМИ ^ ( t ) . Щ . д. ( t ) , ,ft, Щ  t , 

h, f t a, $ и,гил * "я, h (f, u. ir)  и*щ 

совместно с краевыми условиями 

л,№-4(1)-е, ля(о) о. xt(j)-i 

где be . Применяя теорему 2, ю луча ем, что для 
системы уравнений ( I ) выполняется условие А , если поло

жить 

л(0)'0, <(4)-ti 0sj(t)<2, tel. 

Применяя теорему 2 ' , получаем, что в таком случае для урав

нения ( I ) выполняется условие А , если положить 
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Наконец земетим, что предложенной нами методикой пост

роения нижних и верхних функций можно, следуя изложенному в 
[5] . изучить вопрос об оценке снизу количества решений в 
случаях неединственности решения к.аевой задачи ( I ) , ( 2 ) . 
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УДК 517.927 

С.Л.Беспалова, Ю.А.Клоков 

ОБ ОДНОУ ОБОБЩЕНИИ УРАВНЕНИЯ «ОЛКНЕРАСНЕНА. I I I 

п.1. Эта статья является продолжением работ [ l ]  [ 4 ] , посвя

щенных изучению згдачи 

М0)-Яо, хЩ-Q. X'H^f, ( 2 . 

где Pq. - полином второй ствоаня. который \ i запишем в 
виде 

РЖ*.*1.**) - (Oo+0-i* * а ^ ' г О » * * ) У г 

*Ь0 + Ь,х г <з%х'+ Ь^ХХ1*- ^ях ' **-4X* 
В [l\ бняо доказано, что если решение задачи ( Л , (2) 

существует для какогонибудь £~+0 , то необходимо (\'0 
и hi -*-jftiu "О . В общем случае нельзя утверждать, что 
если решение задачи ( I ) , (2 ) сущестзуе.. то необходимо 

п. 2. Обозначим & „  3 , Qt(s')- b0r 6ях'* ^ д ' 2 " зд" 
пишем уравнение ( I ) в виде 

У "  # , ( д ' ) ^ fa (д'/)+х'(сь+а,хнь*'<Ь>0-}(*. <*j>.™ 
Рассмотрим дин (3* задачу ( 2 ) , где 0<О</~, Хо» О 
В [{] отмечалось, что если 3-0 . т о необходимо Qn(f)'D. 
Однако, если З^Г , то я то не так. В дальнейшем будм 
считать, что д>0 • Легко убедиться, что если D 
и Я < х'(t) * f- , , TJ при этих условиях задача 
( 3 ) , С ) решения не имеет. Поэтому irj длоложим, что 

Т е о р е м а I . Пусть a, t О, 
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. «\(а)<Ь0(г-ау (5 ) . 
Тогда задача ( 3 ) , (2) имеет решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость этой те

o p e v установим построением соответствующих верхней и ниж

ней функций, [ I ] . 
В качестве верхней функции возьмем Ао+ft. 

Тогда f>"(t)' B*(t)- О « видно , что 

для любой функции р(€) такой, что jb(£)*Jb(t). 
В качестве нижней функции 

Г Jo+ai,, D*t*t,. 

где t/^D выберем позже. Из ( 6 ) следует, что для 
0< tit, неравенство 

имеет место для любой <* (£ ) такой, что c/(t)*at(-L)*flfy, 
так как выполняется ( 5 ) . Пусть теперь "£ >t/ . Предста

вим в виде 

где • Тогда уравнение (3) можно записать сле

дующим образом 

«**=Q*(r)+(*'-Jr) (S *#х'~+Ю +У(оо+ о1х*олХ'*аля'!). 

Очевидно, что 

С другой стороны. 
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# Ш *щ ыЩ • 
и поэтэму 

- <j- d)t, (л |j) • £(*(4)o<(t» + M (f- (f-d)\) * Ml '* 

Откуда видно, что (7 ) выполняется и для t*tt , если 
взять i, достаточно больной величиной. Те самым теореме 
I доказана. 

п.З. Рассмотрим теперь для уравнения ( I ) задачу 

*ЧВ)-Л>, Л'(0)~а, x'(co)-D. (8) 

Заметим, чт^ в данном случае (f* 0) уже нельзя утверж

дать, что если задача ( I ) , (8) имеет решение, то h,*0, 
6ц = 0 . В качестве примера приведе.' уравнение 

для которого задача (8) имеет единственное решение для лю

бых Jo.aeR . В то же время 6f6fi-

Рассмотрим для уравнения 

У  х / (91 

задачу ( 8 ) , где *с>0 и 

Qe[-ff.0lt так что fliVfe 
Обозначим через С0 наименьший неотрицательный корень 
уравнения 

я1. Ха _ r*Jfe+̂ ! 
Л е м м а . Решение задачи (9), (8) существует и 
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удовлетворяет уравнениям 

S{t>il*4i)-Cozj. . ( 1 I J 

Щ - Щ - Со) Щ)*ЯЩ 1 1 2 ) 

При этом Cofx{i)<х0 , Cl(J('(i)<0 гЯв({)*0 для 
UD. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Интегрируя ( 9 ) , получим 

Для того, чтобы решение задачи ( 9 ) , (8) существовало, 
необходимо, чтобы .К<0 . Обозначим Л "  С * / 2 • Из 
(13) следует, что л (со) « С . Умножая (13) на л ' и интег

рируя еще раз, подучим 

где £С - Const . При t  c o из (14) находим (учиты

эал, что Jt'(co)-0 . Jffoa)  С ) 

I * = Щ 
Подставляя это значение <i£ в (14) и полагая там 

~t~'0 , получим уравнение ( 10 ) , откуда находим 

С = Со>0. 

Теперь из (13) следует уравнение ( I I ) . Запишем (14) в виде 

iy'(t) - Ш ' ф Щ * ЗСо), ( Ь ) 
откуда следует уравнение ( 12 ) . 

Так квк Jt(i)*C0 • то Л'(€)*0 « aix'[t)tO. 
Тем сеыым лемма доказана. 

Заметим, что решение задачи ( 91 , (8) с условием 
Cl4jC"(-t)*0 единственно. 

Рассмотрим теперь задачу (81 дяя более общего урав

нения 
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A'-px'+cpx'-, m'tAtft Мх'+Сл'? (16, 

где р,....Се IR. , причем 

9*0. 4*1, №(p+Cofa$rl}C$*,a, (17) 

AfD. Ь*0, CiQ, ( И ) 

и Со определяется равенством (10 ) . < 

Т е о р е м е 2. Пусть Х0>Р , Qe[-j£Xo, О] * 
выполняются условия ( 17 ) , ( 18 ) . Тогда радения задачи (16 ) , 
(8) существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства пост

роим соответствующие верхнюю и нижнюю функции. 
Очевидно, что fi(t)~Xo есть верхняя функция. 3 ка

честве нижней функции Ы(€) возьиеы ранение задачи ( 9 ) , 
( 8 ) . Очевидно, что cV(f) s »'('€> Vtе P.* . Обозначив че. 
pes e^ ( t ) (oitC^R?) ,Rt = iC.oo) ) любую функцию, удов

летворяющую неравенствам oQft) « o£ ( t ) * !b ( t ) , ТяО 
Подставляя oC(t) в ( 16 ) , найдем (учитывая ( 10 ) , ( П ) , 
(12) ) 

у.ю- pj.1-^Л**1<£*' A*'*. ^ V  6***

Последнее неравенство следует из соотношении 

^'(t)=UFT) Г о ] ^ + О У > Ы #  Со)-

* ( t ) « fcfc® Co] { Гс4®+ C j * W t )  Co] • с 

Следователвно, od(t) есть нижняя функция. Тем саи v суще

ствование резенич л Ч ) задачи ( 16 ) , (в) доказано. Зсые

тим, что lA ' f t ) * л f t ) с ^"Ст) в О . icR+, и. [ т ] . 
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З а м е ч а н и е I . Для построения нижнеЛ функции 
аС{£) мы использовали решение задачи ( 8 ) , ( 9 ) . Вместо 
уравнения (9) можно было бы взять более общее уравнение 

Интегрируя его, найдем 

Л '  Ь » * * (ГЭ) 

Интегрируя (Г9) вше раз, получим для определения Со>0 
(при заданных Ло* (? , Л<0 ) трансцедентное урав

нение (вмес о ( 10 ) ) . После этого можно получить различные 
условия существования решения задачи ( 16 ) , ( 8 ) . 

З а м е ч а н и е 2. Аналогично можно сформулиро

вать условия существования решения задачи ( 16 ) , ( В ) , где 
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В.В.Гудков 

РАЗРдаадоСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДг\Й/ЕРНОЙ МОДЕЛИ 
ТОЛУПРОВОДНИНОВОГО ПРИБОРА 

В работе [ i ] поставлена сингулярновозмущенная краевая 
задача для системы ' х обыкновенных дифференциальных урав

нений, моделирувшей одномерные! стаци^шрный процесс проте

кания тока через полупроводниковый прибор. Построены и обо

снованы а мптотические разложения решений задачи. В работе 
[ 2 ] Для весьма частного случая упомянутой задачи до:еаэана 
теорема сутествованк» и единственности решения. В настоя

щей работе дана теорема сущестнояенич решения задачи, по

ставленной в [ i ] и описывающей полупроводниковый прибор из 
двух звеньев. Методика доказательства аналогична той, кото

рая использована в работах [2^ и 
На интервале !•№, 1] рассмотрим систему уравнений 

относительно неизвестньх функций Л , у , Л , U аргумента 
t e l 

л'-ijAtUjt, +fyz 

ь  9(х.у) 

совместно с краевыми условиями 

а(1)- у(£)- Ш ( 2 ) 

Предполагается, что ограниченная функция л ' ( г ) имеет раз

рыв при "t'tyZ , непрерывка в остальной чести интерваг и 
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Функция о определяется гормулой 

Остальнне величины постоянные 

Здесь Ь - малый параметр, f  мало по отношению к f/(0) 
и /л/(1), • Величины задачи ( I ) , (2) связаны с соогввтстеу

вшими величинами исходной задачи в \l\ следующими формулами: 

*шР*п> y-p-i. *•£ " = - W p , 

Рассмотрим вспомогательную систему уравнений 

< * '  £ ( < / ^ > > . 
u'~ G(x,y,u), 

совместно с краевыми условиями 

л '0 )г 1/(0)  \Ир)*/й '  л/(0)  то, 

 w(i) = ffi\F?f?<-W)  m,, 

4(0;  ( З Д  <ЗД0))Угс о+M0j> - /1(0). 

В дальнейшем для удобства аргумент»I 0 и i в краевых 
условиях будем писать каь ичдехсы, напр чар: л и , у, « 
и т д. 

Функция ; , о . о * определим следующим обозом: 



tf>(6(x+q)rf)i-'xh(5(A-i/)+f) ' 

0; \т<0 

% 
_m. 

 M . v<-m 
<o(tf] - • -H<V<H 

i k 
u<  i 

u. 
г 

1 + max i 1 r z ( l + j * , *•ft)* + rm /л/(*)/), 

^..йяикх (IH'(t)h2imO Hp,-faY *»* 
m0 '-КГ J-
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Л е н м.е I . Соответствующая вспомогательной задаче 
( 3 ) , (4) линейная однородная краевая эетеча nveev единст

венное решение, тождественно авное нулю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Соответствующая системе 

' 3 ) линейная однородная система имеет реаение 

у = А, U-д, J(.i>j->l,i+C, c r - p i + P . 
Лз соответствующих линейных одно) дных коаевых условий сле

яует А ' 0' , б*0 = С . Лемма i кьзана. 
Л е м м а . Вепс югательна к.вевия задача ( 3 ) , (4) ! 

имеет по кремней ере одно решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость леммы сле 

дует из теоремы су. £ :твоьания решений для кв< ллиней ых 
систем (см. [ 4 ] , стр.112) и ле, мк I . 

Т е о р е м е I . "ушествует гакое положительное число 
М , что на всем интервала ~ выполняются неравенства 

Dix<M, /у<А1, 1*1<М, tul<4- (5) 

дл» любого реления У , у , Д ,U задач ( 3 ) , ( 4 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть согласно лемме 2 

Я , j , t , j. - решение задачи ( 3 ) , (4) и пусть М такое, 
как определено ь>-". 3»пишем несколько соотношений 

(к-у)'--е(л)(5М-б^* uji, -G4(u)j*i - hp,-р!) (7) 

Отметим, чт.. из зтих соотношений и определения числа М>4> 
>0 следует на I 

(л*уУ><0(Я)(5(х)*б(у)') при ц>-4 (в) 

(л-у)'<-6(л)(6М-*(уЬ при U<i (9i 

Для большей наглягности разобьем io<tayтельств 1 на 
ряд пунктов, в каждом из которых будет дока jHO HeKjTOpoe 

утвержА.ние. 
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1. Пусть fulfJ на [l_sl<=l . x(i)t }J(l)'0 ,*(s)-y/s) 
> 0 i тс ГДЕ на f i . s j выполняется 

•X+yrQ, x-y>0, X>/jjl. ( IO) 

Действительно, из (6) следует на [t,s] 

о из определения функции б следует 

/(б fx) ( 6 ( v ) t * l(x+y)-(«+ui)l. 

Эти соотношения гарантируют единственность решения началь

ной задачи 

а также справедливое гь неравенства 

Лту}\Г*1(Г>0 на /4,sJ. 

Из (7) следует на Lt.s] 

(x-yU-<5(x)(<5(x)-6iyb 

и аналогично тому, что лриродится выше, находим 

Л-jf ? V- W>0 т Ct,eJ, 

где t fW положительное решение задачи 

2. Пусть \Ы>4 на f t , б ) . /и/0/=/ц/.ч)/= i . Тог

да на [\,ь\ виполняетоя (10) . 
^•нстви"ельно, если U>$ ка (ч,s) . то таи вм

.'юлнн'птся нерлвйкс'ве (81 и 

(х-у)'>-<5(з£)(4(х) | ( I I ) 

'.Ь и'|')>0 и счределекич тункци* 5 нехэди» 5 Л Г ^ ) 5 | А 

у">?,| г в то^хе 1 . а это означает 
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(я-у)fx >D . Отсюда и из дифферентельныг нерязе^ств 
(8) и ( I ] ) следует I/O). Вел*l ie U<1 на ( * ;в ) , то 
там выполняется неравенства (9) и 

(x+ijfc d a ) 

Из U'(S)>0 следует b(x+y)b(x-y)9<fZ в точке £ и 
далзе из (я*у)а>0 , (я-у)$>0 и нерв пенс тв ( 9 ) , (12) 
следует (ИМ. 

3. Не может «ыть &o>M+fa. 
ДоЯствительно, допустим &0lM+4S!, , тогда лз крае

вых условий (4"; следует Хо~Уо<0 • X,*ytgO • Ко 0 3 

дифференциального неравенстве (0 ) при U>-J на J и 
нагельного условия Хо+Уо-Мо находим х+у>0 не I, 
что противоречит условия Х( +У) < О • Аналогично из не

ревпнетве (9 ) при U<£ на J и краевого условия X,-

-ij,'m, находим я-у>Р ml , ч т с противоречит ус 

ловии Jo-УобО.  В случае, когда решение И не 1 
принимает значения как U< -£ , так и Цъ J- , найдется 
точка $ | в которой /uYi)'*i?? • н о э т о противоречит 
определению б • 3 самом деле. 

Ai Неравенства л+у>0 , х-у>0 внпэлклкоя 
на всем ингерээле I . ^ 

Действительно, из п.З следует J&< И +12 , в иг к л 

евых условий (4) следует 

Дифференциальные неравенства ( в ) , ( I D обеспечивав спра

ведливость искомы* неравенств (10) на [0. 'l) , если тем 
Ц>± , и на (а, 1] , если там U> } . u f f ) j ^ . 

^гггодаря положительности краевчх усдовай э нуле и в точи.» 
5 . Аналогично следует справедливость нетавенстз (.Ю* на 
LC,г ) . ведк гам U<-± , и(г) • - } , и не (в,i]_ 
еоли те,у и < т * . ila В Л   >У внутренних йчтерпг..ex (;,£*), 
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где lul>} , справедливость (10) следует из п.Z. На всех 
оставшихся интервалах  из п .1 . 

5. Пусть U>f , х,уе(-М,М) на (t,3)cl , тог

да на (t,s) выполняются неравенства 

л*(ч)-уЧЪ<хг-Ул<*г(е)-уЩ (13) 

действительно, из ( 6 ) , ( 7 ) находим на (i,s) 

Отсюда ДЛЯ te(x,s) следует ^ 

t •i 
t * 

(xli)-y(i) exp( J- f$)dt) <x-y< (x(s)-y(b)) etp f / ^ t t f ) . 
x *' 

Перемножая эти неравенства, учитывая положительность функ

ций \Ч+у и *у , убеждаемся в справедливости нера

венств (131. 
6. Пусть U<-i , •*,уе(-М,М') на (i,s)<=l . т о г 

да на (l.S) выполняется неравенства 

>^)^*|Ч)> * * y e >JC* (s ) yS [ f i ) . (14) 

Справедливость соотношений (14) устанавливается тек 
же, как и в п.5. 

7. Не может быть SLo*~М. 
Допустим противное, тогда из краевых условий следует 

j /o< ^o , yt>-Mi>0, Jo>m0+flo. 

Из системы уравнений (3 ) неходим 

л'о ; 0, yi< •*• ftjK, •••JHji) < Vo. 

3 правой полуокрестности нуля оказывается 

1<-М. у<-Мо, &{х)>Щф>*^: 



. ' 4 9 -

У< а/О С-а/) * Щ -рш ЫШ 

Такое поведение решения у приведет к y'Cg)<0 . {/(]^)<"М(^) 
и далее в силу fi(t)<D на приведет к yt <-•"<(£)< 
< 0 , что противоречит краевому условию. 

8. Пусть существует точка J ^ J , в которой 1у($)1 > 
>М-£ , тогда на Су, i7-

Действительно, пусть у($)>M-'/Z , тогда найдется 
точка %e(Q,j) такая, что 

y>maxlH(t)l Vte(*,H. y(i)~ nvix Ы(€)\. 

На интервале ( t , j ) найдется точка S , в которой 

Относительно решения Л находим 3k>D на (ч,£, 

Так что, *($)>я(5)>0 , y'(l)>0 . Ясно, что при т * 5 
будет <2'>0 , ^ ' > 0 и в результате у>М-'/2 на fj,i*J. 

Пусть y(f)<- M+'/g, , тогда найдется точка 4e(0,f) 
такая, что 

Найдется точка ^ e ( T , j 3 , в которой 

- И * j + т л х /V(t)/ > $Ш)$(я(ф) t i,(pirJ*i)-

Для решения Л находим <8'< 0 не f i . j j , 

6(Д(5)) < _ i (- М* j i- пшх1Н(±)\ - i(pi,.-f$) < - { . 

8 точке ^ выполняются соотношения 
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Такое поведение решений у и Л сохранится на всем интер

вале f j , J l . что обеспечивает справедливость искомого 
утверждения. 

9. Не может быть Ц ? 1 на всем интервале I . ^ ! 
Действительно, ив краевых условий (4 ) при Л0е (-M.N+P 

следует 

л 1 - у ^ ^ - у ^ Г ^ - 2 ( ^ - 6 ^ , ^ ( 1 5 ) 

Но при J,ye(-M,M), U>$ на I из п.5 следует <<?

~.Чо<л,г'-Ух • и т о противоречит ( 15 ) . При х>М на (т. 
i ) c r l из краевых условий следует 1>Q , s<i . Слу

чай !yl>M сводится к рассматриваемому в силу неравенства 
x?lyl . Будем считать интервал ( l , s ) самым правым из 
интервалов, характеризующихся свойством л>М на ( t , s ) , 
y.(s)~M • Тогда на {6,1] из п.5 следует 

х*(ь)-уН$<4-у?*у* 

Отсода при у[&)*0 находим 

Если же у(5)<С , то 

В обоих случаях оказывается /J/A'M * М - * , но тогда из 
п.8 наход;1м 1^,1 >М у , «то противоречит краевому ус

ловие. 
10. Не может быть Ц,VTr на всем интервале I . 
Действитльчо. при x.ije (-/*". М), Ц <  $ из п.6 сле

дует Уо >xt- У* , что противоречит .оотноиенив ( 15 ) . 
При .* >Л/ не [ T . ^ c l , A ( 4 I - M , счктеч интервал ( 4 ,5 ) 
самым реем» из анаяогичн'х, согласи п.С .ухолим 
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Отсюда, как и в п.9, следует 1у,1>М-^ , чтс противоре

чит краевому условию. 
I I . Не может Сыть Л о б [М,М+ j ) . 
Действительно, при таком Ло из краевых условий сле

дует 

•*o>f, y0e[-f/o.fX y,e(-f,-^l . 

Из системы уравнений находим 

Так что, при t>0 в некоторой окрестности куля выполня

ются неравенства у'>0 , Л1 >0 • Определение функции б 
и утверждения пл.9, 10 обеспечивают условие lltl < 4 + £, 
благодаря которому из соотношения (б ) находим 

(л > ^ № ( Ь ' ( д ) +  К, Hel. ( IG) 

Следовательно, при t>Q в окрестности нуля 

у'УоЮМ + Нр,-/to) > max I«/'(r)/. (i?) 

Эти неравенства справедливы на всем I , нужно лишь пока

зать, что всюду Л?™0/?. . В самом деле, если существует 
интервал СИ. г) . г д е у<0 , то там (*+у)'>П • х*у> 

7 Л1о . т .е . л >т0 . я при t 9 % . г д е у z Q , в част

ности для случая t'O /из х+у*т0 ,Х'-У'0 сле

дует х > т~/^ . В точке t-'/ii , учитывая ( 17 ) , выполняет

ся неоаЕенство 

5 результате ь силу (17) оказывается у, > itul* ISlt). , что 



 52 

противоречит краевому условию. 
12. Не существует ни одной точки J € l , в которой 

Действительно, допустим ш/ * * на f t , s ) = I , тог

да при л,уе(М,/М) согласно п.5 или п.б придем к противо

речив в краевых условиях. А при л. >М в соответствии с 
п.8 находим lyi^M-'/H , что снова противоречит краевому 
условив. 

В результате длительных рассуждений из пп.112 следу

ют оценки 

luKl н а 1 , Лое(-М,МХ 

Таким образом, задача ( 3 ) , (4) свелась к иссладов.чнной в 
работе [з] задаче, где рассмотрена система 

аг' = ил*+ F(t), F(t)+6(t)zD 

UJ'-VA+6tt\ 6(ty0 Ш > 

Здесь u r = i , F-g.(uJl,+fa). 

Из работы [з^ следует существование числа М* такого, что 
j9<lT&Af* , lAl * М* . Этим и завершаеточ построение 
оценок ( 5 ) . 

Т е о р е м е 2. Краевая задача Ш , (2 ) №*ет реше

ние. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Априорные ОЦЕНКИ (6) ре

шения J , у , , U вспомогательной задачи ' 31 , ('О уста

новлены в теореме I . На этом решении система уравнений и 
краевых условий вспомогательной и исходной задач совпадают, 
а следовательно, д , j, *. , и  решение искомой задали. 
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Я.В.Вирябицкий, А.В.Пономарев 

ПОЛНОТА МНОЖЕСТВА ТЕОРЕМ РАЗРЕШИМОСТИ ДЛЯ ОДНОГО 
КЛАССА КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

Рассматривается краевая задача 

J Н2дН^4й)^(6).У(а).л'(6))лд. (2) 

я условии 

1. c* (a )= f r (C ) . 5. o<< f c ) . jD ( 6 ) , 

2. c4'(u)<j5*(u), 6. <Л'(Ь)<Jb'(6\ 
3. « ' ( a ) = » y a ) . 7. «»<'(б)уз'(б), 

4. ф)>/ (а ) . 8. *<-(б)>р(6), 
9*. (¥л,уе5ба,КЗ)((л«у л лГ/й)*у'(а) >•*'#>» 

> </'№>) А (х 4 у Л У(*) * у%$) Jt'YfO « у ' Ж 

А. «Же 5 6 ( 1 . Л ) . В. fee 36(1. К). 
3 нумерации условия 9' знак "штрих" добавлен, чтобы подчерк

нуть отличие чтого условия от аналогичного условия 9 а ра

боте [ I ] . 
Обозначения: aeBi . pc f a . t o o ) , I^LaM, JeQa»(l-

4 R £ . ffy . Н - Л с С . h,,h.xeR, UcAG(l.R) 
J1 e fl'S(1, OH) • jeSGfl.fiy • Более подробно обозначения 
п определения см. ь Гз]. 

Настоятся работа является логическим продолкениэм ра

боты (2^ , в которой приведены и доказаны теоремы обобщен

ней резрештюсти краевой задачи ( П  ' 2 1 мри дополнителеных 
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£6001 0 0 + 0 0 0 0 0 12579'AB £G002 OO+OOOCO I25SD' .13 
£0 003 0 0 + 0 0 0 0 0 1269'A3 £6004 +O+O0000 357AB . 
£6005 +O+O000C 36AB £6006 +0+00000 457AB 
£6 007 + 0 + 0 0 0 0 0 45AB £5008 +0+00000 3589' 13 
£6 009 , 0 + 0 0 0 0 0 4589'AB £6010 +000+000 ЗШ 
£G0 I I + 0 0 0 + 0 0 0 457AB £6012 +O00+00C 46*3 
£6 013 + 0 0 0 + 0 0 0 2579'AB £5 014 +000+000 2$6»'AB 
£6 015 + 0 0 0 + 0 0 0 269'AB £6016 •000+000 3^79'A3 
£6017 + 0 0 0 + 0 0 0 3589'AB £6018 +000+000 4589 'W 
ffiora + 0 0 0 0 0 + 0 357AB £6020 +00000+0 36A3 
EG 021 + 0 0 0 0 0 + 0 457AB £6022 +O0C00+O <6AD 
£6023 + 0 0 0 0 0 + 0 3589'AB £6024 +00000+0 45G9 'A3 
£6025 + 0 0 0 0 0  0 257A3" £6026 +C00000 гвАЗ 
£602' ' + 0 0 0 0 0  0 357AB £6028 000000 36A3 
t6029 + 0 0 0 0 0  0 457AB £6 030 .000000 4SA3 
£6031 + 0 0 0 0 0  0 2589*AB £6032 +000000 Зов9'АЗ 
£6033 +00000 0 4589'AB £6034 oooooc 
£6035 CO000 0 46AB £6036 00ОГО0 4t<19';3 
£6037 +0+00+00 379'AB fij 033 +00+0+00 37?'AS 
£6C39 ,00+0 H X ) 390'A3 £ 6 0 ' , 0 •co+0,00 4:9'AB 

Здесь toijh. номер примера СЙУООТ£6040), сдедурше 
восемь символов s.s множества • 1

L 0 ,  , + . i j означав Для 
(первые 4 символа) и Иг (о*едуос:'е 4 cinftc.>) no I~\ вг-

гументу независимость (С ) . не«бувьние ( • » . чевгчрасто!'/"! 
любое ловед.тие ( I ) . Дельце следует сочётВиич до. )/»:•/

телъ"кх условий I?. Здесь иая:т* коме;* уе/еахя Ks'Masieet 

условиях, получаемых век всевозможные сочетания условия 13. 
Цель данной работы  показать, что приведенное с !У] множе

ство теорем охватывает все возможные теорем»; такого Г О Д Е . 

Достигается это путем построения конкретных примеров краэ

вых задач. Вид примеров, нуждавшихся и построении, образует 
множество примерев, которое былс найдено с пемопьо ЭВ**, спя 
использовании множества теорем. Методняа.лктература по этой 
теме и программное обеспечение прг.водлгея в [ i j . 

Оказалось, что з нестроении нужлнвтея слодуюдае пр л»е

ры: 
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£6 ОСИ 
£6009 

+0+00000 
+0+00000 

3589'АЗ 
4539'AS 

£6013 
£6 ОМ 
£6015 
£i'0I6 
£6017 

•«•ои 

+ОО0+СО0 
+000+000 
+000+000 
iGOC+OOO 
+000+000 
+000+000 

2579'A3 
2569'A3 
269'АВ 
3579'A3 
3589'АВ 
4о89'Ао 

£6023 
£6024 

+О00Э0+0 
+0С000+0 

3589'АВ 
4569'A3 

£6С31 
£5032 
£л033 

•ЛООСОО 
+ОСОЭО0 
+000000 

ггбч'АВ 
36d9' /Г. 
45Й9'АВ 

его выполнение. Например, 

£6030 +000000 46АВ 

означает, что пример имеет номер £0030 , функция Hi не 
убывает iio I аргуненту (знак " + " на первом месте), не зави

сит от остальных аргументов ("О" на 2,3,4 местах), функция 
Нц не зависит от I и 2 аргументов ("О" на 4+1 и 4+2 мес

тах) , не возрастает по 3 аргументу ("" на 4+3 месте Ч не 
эевисит о» Л аргумента СО" на 4+4 месте), должны быть вы

полнены условия 4 ( U'((£)> р'(а) ), 6 ( <*'(6) <р'(6) ), А 
( сЧ является решением уравнения ( I ) ) , Р (р тнкже являет

ся решением уравнения ( I ) ) . 

Некоторые элементы из приведенного множества примеров 
£600Г£б040 не содержат условия 9 ' . При проверке оказа

лось, что все эги примеры сеппадаот с некоторыми построен

ными примерами а [ ' ] . Э̂ о элементы £6С04с600Т, £6010

£6 012. £6019£6022, £6025 £6030, £6034£6035. В силу 
сказанного мы эти примеры судом считать построенными и рас

сматривать не гудем. 
Следовательно, осталось построить примеры: 

£60С1 00+00000 12579'АВ 
£6 002 00+00000 12589'A3 
£6003 00+00000 1269'АВ 



 б? 
£6036 00ОООО 4*:89'АЗ 

£6" 037 +0+СО00 З'Ч'АВ 

£603в +0С+О.О0 379'A3 
£6039 +С0+0+00 заэ'лв 
£6040 +00+С+ОС 489'АВ 

Предварительно докажеи леммы, позволявшие указать при

еме части уравнения вида ( I ) , удовлетворявшие условию 3 ' . 
Л е м м а I . Пусть функция f в уравнении ( I ) не за

висит от Л ' , т . е . j-j(t,x). Если 

Л , < Л Д =^ /СО, ) г j(t,x^ 

почти для всех i<r£n,ol и всех x^i^ft , тогда функция 
f удовлетворяет условию 9 ' . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х.у: Xitj 

но I и л " = jtt.x), В" = Я*.У) -Ъ™ 

fx а 

откуда л'(о)-л'(сС) f у'(6)-у'(С1) . из чего слэдует условие 
9 ' . Лемма доказана. 

В силу лечи» I условив 9' удовлетворяют Функции £$С, 
J-'-X . . где 

ГХ. 

Л + = ^   О 

Рассмотрим дяф»«*ренцивльнме уравнения 

и 

на ннт.'рвало L С, *Ji Э 
Л е м м а 2. Зое решения углвуенпя (3> имиет s;.j 
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где 

Г-уф 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждое решение уравнения 

(3) дифференцируе»! в кождой точке t e £ t ? 7] . поэтому оно 
нептгмвно. L снду непрерывности правой ч^.гти уравнения (3 ) 
производная \)'(€) реше «я у (Ч ) уравнения непрернвна. 
Это позволяет применить к решении 4/(£) теорему Лагранжа 

конечном приращени' 

При ie[Q,p ь силу (3) i/Y*)< / , при t e f | , S j 
\)'(t)%D • Таким образом, каждое ревение уравнения (3 ) 

не возраст» ? на интервале ГО. и но убывает на ин

тервале 
Рассмотрим произвольную интегральную кривую (t,u(i$) 

кв интервале СО, J ] . проходящую через точку (^/n.f)-

Пусть . Имеем y ( t ) = /  . t?[Q;Ji]. Действи

тельно, предположим противное  члйдчтся t*eС0,'Х) ЧЧ~ 
кое, что tJT*y(%) . Пусть t * е <ff, Л ( с учай _ 
i*eC0.рассматривается аналогично), тогда y(t")^y(jX 
По теореме Хагранжа получаем y'(i)>0 , J « = C ^ , t " ) . Но 
У(1)*У(Э/Я)Ш!Г*0 • Ив (3 ) следует, что y'(S) — ?,cosjO = 
*0 , что противоречит неравенсчоу y'(0>Q . Слидова

тельно. y ( t ) s /  гг., te'LD.%1 
Пусть «УчО • • .'Кажгм, что для любой ин.егральной 

xpuaoti fiJ4c(t$ , проходятся чирез точку (fyn.f) , выпол

нчеоя неравенство A(t)iO Да* всех ie£0,%]. 

Предположим протквюе  найдется $€ такое, 
что A(f)70 Пусть £«=("£, Л (случай jefOjl рассмат

ривается а>"£логтжП, тогда найдется 5( с (д>^"5 такое, что 
x ; j i ) = 0 . Дальнейшие рнссуждгнкя кгк в случае f>Q. 

Таким образом, показано, ч'.о ;.юоая интегральная кривая 
' : . Д ( г » , про\одяшвя через точку ("Уя.̂ О , не превосходит 
0; т . е . Л|г)»'С при t r C C " 1 ! 

Fac :мотрим произзольнув интегреьную кривую (i.yirf1 

ул интервале L'O.Jij • проходящую ьерм точку (x/z,f) , к 
множество 5 -{гсГО ..3= у / О < 0 } . Зг<2 . т . к . 
Положим Q 0=Ca/J , 6>.  sup > . i; сигу непрерывности 
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y(t) и равенства y($)=f<0 ямее» 00<4ц<&о . П о 

кажем, что tj(to)<0 при trEFOCTV) • Т В" (а°.Ь)с4. 
Предположим гготивное: y(~to) = i . Пусть to>*/2 (случай 
ic<^/2 рассматривается аналогично), тогда для всех ic 
ВГ%& имеем 0.-y(to) * у№* 0 . т . е . y(t)-0 . Тая 
как to<6 0 > *о зто противоречит отсеге 1енио t\> . Теким 
о'теэом, (Qo,5O)c^. 

Покажем теперь, что в прямоугсанике Pm(Qo,bo)*(f-

 ! 0 ) единственноЯ интегральной кривой у; мнения ( 3 ) , 
проходящей ч чез течку (-^,/0 , является (t,U{Ti) . Дей

ствительно, в ,.рямО}ГОльнике Рп = (fl 0,6o) * (j'-l, fhn+fi), Я*4, 
правая честь ур шненич (3) удовлетворяет условчг Яиппжга, 
поэтому через точку \ fc.f) проходит только • дна интег

рельная кривая уравнения (3 ) в прямсуголы.лке Fn . Имеем 

Р, с Р я с - ^ щ% т 
Р»(а0,6А) (f-1,6)- nU Рл . В этом прямоугольнике Р 
через точку 'Уя,^0 также проходит .'олыто одна интег

ральная кривея '/равнения ( 3 ) , иначе это аеяство H S випод

нялос. он в гакомто прямоугольнике Р# , покрывающем 
различше значений решений в одной точке to е (аа.оо) 
Итек, при te(a0.bo) meat * v  i<i*s «/(Ч)<0 , т . е . 
( t y(t>) e (Q 0 , tV) * CFI. 0) * P при t e / 0 0 , «5»") . Сле

довательно, в прямоугольнике P единственной интегральной 
кривой уравнения (31, проходящей через точку (•&/%tjr) 

.является ( t , i/i't))

Пусть (i,A(tS)  произвольная интегральная кри

вая, проходящая через точку (^/2,^) . Тогда <*(t) * y f i ) , . 
te СО.Я"] • Действительно, шеем «< ( t )= i/ ( ' t ) для 
t e f O o j S o ) • Слодовательно, 

<*(Оо1)  ftm <*(t)  &Л1 y(t) • yfOo), 
t  * l V t » Q 0

T 

% ^ ( 0  CWPE y(t)°y(b..') 
т  V t  tV" 



 6 0 . , 

Т  в  * / f t f c . W ' В Ы 

вода у(Ь>)~0 , ТО Л(Ьо)-0 и для FK.tt 0 = 
=A(ho) * * О . ^»<K • *  е . * ф  0 • Это 
справедливо и для y(-t) , поэтому 

г 1 л и у(6о)<0 , Т1 , к опять 

Если {/(0„) 0 , то *(а$-0 . " Для irCO^ol 0-Л(Оо}* 
$ A ( t ) < 0 . Qo<^/8 . '  е  • Это спра

ведливо И Д Л Я У , ПООТОУу 

в этом с л у ч а е . Если у(Оо)<0 . то и опять 

Следовательно, задача Коши ( 3 )  ( 5 ) имеет ед:тственное ре

шение и в случае . 
Теперь установим cnpatлдливость формулы ( 4 ) . Для этого 

достато«...о проверить, что y(t) из (4) являете i решением 
задачи Коши ( 3 ) . ( 5 ) . Пусть . Тогда yl~t) (slni-

. mm-t и y'(t)-o*-p.ax + t<^?+. 
Пусть теперь f<Q . Тогда y(i),-(sUii ., r far); )* ..,5ч 

« c o s t   2 c o s t l (  y ( t ) ) + . -y(t)zC " ( . * • ) • Я*>
Jewva доказана. 

С в о П с т в о I . Д>ч любого решения y ( t ) уравне

ния (3 ) J (0) * у с с ответственно ~лл ловог решения 
уравнения ( 3 ' ) *'(0)°х'(3/Я). 

Применяя свойгтве I и лемму I , легко установить вы

полнение условия 9 для решений уратеикя вида ( I ) с пра
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вит частями Ji ,/а и /л кв и» ерваае £0,.13 где 

i 

 л , c u t О. 

Перейдем к построению примеров. 
fffOOI ОО+ООООО I.J379 'АВ 

Полагаем fl<&<3fe, a — %  , Ь * I, j-j,, 

E»t + fc»f. t e f a .  j f ) , 

6, COST/ ieC-z.ti), 

H,j.=y(u), Нлх*0. h,=p'(a)-b, kt=0. D<b<6,. 
Из неравен тва « л * следует, что для решения Jf/t). 
должно выполняться ji(Ci)'^(а") 'р(ф , в сиду mi'(b)*fe Ь) 
и свойства I  равенство Л'(0)^0 • Но дня ревеняя Jt(fc) с 
условиями J ( (u )  «A (d ) , л ' ( а )  / ' / а ) д равенство лЩ-О 
выполняться не может. 

£5013 «000+000 2579'АВ 
Пояагаэм 0<&<$Й. а = ^+<2>, 6 = 1 , ,Ы(Г)-0. 

ffyctxt. ti.Ca.O'), 
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\ulnt, te[0,%). 

fG002 00+00000 12589'AB t 

Полагаем Ci-Q , 65+4 , J--X+, ^ — (Itiji, 
Jb-fi . H,x = x'(a) , H^xsQ , Л, = Л Л = 0 . Решение J((t) 

с условиями J£ t '0 ) « 0 . л\'0)'0 есть x{t)*Q , при f > 5 " 
не удовлетворявшее неравенству cAijyp. 

£6003 00*00000 1269'AB 
Полагаем Л  О , 6  5 " + i . У  * * , ы{* )   (7 

P'fii . Н.х=х'('л). ЩхщО . h,*hn»0 . А»льнейшее 
как э F6002. 

A3 006 +0+00000 3589 AB 
Полагаем б = i"+ 1 , /  , e ^ f r )  i -

. / / . x  J f o W f a ) . Нкх^0 . Л ,  А Л  / ? . В 
силу неравенства « ^ * > < ^ следует рассмотреть случаи 
А(а)-0 и **(и)<л(г£) < 0 . Рассмотрим случай д^а) >0. 
Тогда для выполнения условия <ju) -х'(а) •» должно вы

полняться ос'(л)»0 • Но решение . » ' ! ) с условиями Д(«2)" 
 0, л'(сС)~0 не удовлэтвороет условию ы**1р при 
t > 5 " . Осталось рассмотреть случая <^(а)<х[а\, <. 0. 

Легко пометить, что все решение, удовлетворяпви"» условиям 
а(и^сО и ^«д^. 1 , iмеот вид 

<#>?т "Jiff T tuft ) . 

Для tenet pernio^ внраженис . » ^ т л ' , A   L\ 

Доказательство несуществования решения краевой задачи с ус

ловиями х(а)о((й) , jt(a~)'fi(d) тривиально ввиду ot(d)+fb(d\. 
£5 016 4000*000 3579 'AB 

Полагаем Q=0, b-* , f = h , *X(t)-0 . ^ 

Д В Л ^ Н Р Я Л И Й рассуждения как в Ей 013. 
В дальнейшем используем обозначение 

file:///ulnt
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что противоречит требуемому условие л ( а ) *  х , ( а ) "0 . 
£6009 +O+OOO0C 4Е8Э'АВ 

Полагаем а = О, Ь  5 + 1 , } = -л+, Ы (t) • (1 -3-1)- 1, 
0< 6 < i , р - P i . Н,а л(а">+лЧ<*>, Чщ s о, Щ кл - 0. 
Дальнейшие рассуждения как в £6 008, 

t'GOM +000+000 2589'АВ 

Полагаем Q = «9. 6 « 5 + i . + , otfc) = С1бХ15 ф 1 , 
0 < ё < 1 . #,J<  hax=j((u), ht*p(ei), 1ъ-и(с.). 
Дальнейшие рассуждения как в £6013. 

£6015 +000+000 2б9'АВ 
Полагаем а*0,' 6'Х+1, j - o < ( i ) «  # £  1 , 

/ • = Я , а  Нхх-х(а). h, =• # а ) . Л л «*Ya> 
Дальнейшие рассуждения как в £6013. 

E60I7 +О00+О00 3589'АВ 
Полагаем а , b , f, al , р как в £6008, остальное 

 как в £6015. 
£6018 +000+000 4589'АВ 

Полагаем Q, 6 , J , <* , » как в £6009, остальное 

как в £60Г5. 
£6023 +00000+0 3589'АВ 

Полагаем а . в , у , ы ,f> как в £6 008, * х(а), 
Н^Х'л'(а) , й, . (ы(а)+р{а))/Я I кл • ы'('1) . Резент 
.x(t) с такими начальными условиями не удовлетворяет усло

вно о<*Х*р. 
£6024 +ОО0СС0 4589'АВ 

Полагаем С, 6 , J-, Ы. р как в £6009, дальнейшее 
как в £6023. 

£6031 +СС0000 2689'АВ 
Полагеем О. Ь. ( , Ы, в как а £6 0Г4. И,л ~- <(.l). 

H * x  f { V ( a ) ) . 6 c ( 0 . f C   ; . г д е 

8>f, 
3;р рег лния с начальными условиями JrfU) +  6 , •AiUjt V t'.f 

j зеЫа).p\dj:. 
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&f>'(a) не удовлетворяют неравенству oi*x<p. 

£S032 +000000 3589'AB 
Полагав* О, 6, J, zU,f> как в ££0Г7, H,Jt*x(a), 

НцХ *-x'(Q) , ki*-b ъ Hi>fi • Все решения с таки

ми начальными условиями не удовлетворяют неравенству </*х*£-

5S033 ' +000000 4589'АВ 
Полагаем О, 6 , j-, « , р как в £6018, дальнейшее 

 как в J6 032. 
£6 036 000000 4589'АВ 

Полагаем а, 8 , j , ы, f> как в £6018, H,x=Hzx* 
s-x'(a\ hi =-eJ.'(cC) , Лд *-р'Хс£). Решение не существует 
ввчду неравенства *1'(а) А р($) 

£G037 +0+О0+О0 379'АВ 
Полагаем а-0 , 6'i , f-0 , 61*0 , f ' i , MiX* 

^ л { а ) + л ' ( а ) . НлХ=Х(Ь) , h, = i . h%*0 . Аля всех реше

ний • х($) , удовлетворявших условии x(b)*D*, выполнено 

л(й)+х'(с!) -О, 

следовательно, требуемое условие л(сС)+х'{(£)яг выполнено 
быть не может. 

£6038 +00+0+00 379'АВ 
Полагаем а , 6 , j, ы, jb как в £6 037, И,л=х(а')* 

tx'(b) , П$Х*Х(Ь), />, = { , hn*D • Звиду выполнения 
равенства л'(й)=л '(6) ллч всех решений уравнения 
А.льпеншив рассуждения как в £5 03''. 

£6 039 +00+0+00 389'АВ 
Полагаем Q » 0 , , , 6 ( ( t )  i  J F  » , 

J J « / , , / / j . x  . x f u W C d ) , Нлх-х{Ь) ,h,*H,b . Ад» 
= o t (6 ) . Все решений j<(t) с условием л(6>»а<(6) имеет 
вид / c ( t  5  i )  2 , где . 1] . Для которых 

при всех допустимте « . Но 

потому удовир д.'.Л •х'(6'>  Ч » , вьт.о.'.мчтьгч чс » ч е г , 



 65  . 
£6040 +00+0+00 489'AB 

Полагаем а , о , J- , jo как в ££039, <x ( t )  ( l + tu%i -

, дальнейшее как в £6039. 
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3. Д. Пономарев 

ЛОКАЛЬНАЯ ЕДИНСТВЕНЮСТЬ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

. Рассмотрим систему операторных уравнений 

Fx-0. Ъх'О, ( 1 ) 

где F: Е, -*-Ея , Ф: Е, -~ЕЛ , Ес  вещественное норми

рованное пространство с нормой /-/^ , ('•/,2 5 . В настоя

щей работе продолжаотся исследования системы операторных 
уравнений [35) и приводятся условия, при которых решение 
системы ( I ) локально единственно. 

О п р е д е л е н и е I . Оператор. £, -~ЕЯ назо

вем дсмикомпактньм, если из условий: 
I ) последовательность (х^) элементов из £j ограничена, 
2^ tin Нял1Р'0. 

следует, что у последовательности (я*) существует подпо

следовательность и л 0 е Ei такие, что 1чп 1Лщ~ 
 . « о III = О 

О п р е д е л е н и е 2. Решение Xo^Ei системы 
( I ) локально единственно, если существует Че (0 . + ° ° ) та

кое, что для любого -Х).е b(*o.%) * [хеЕ{ I Hx0-xlt * t } 
из Ех,.= 0 и Фдс = 9 * i следует j<oJ(i 

В дальнейшем Фиксируем решение Ла системы ( I ) И 
обозначим через Fj , производные Фреше операторов 
F ., Ф в точке Jo. 

Т е о р е м а I . Пусть выполняются условие 
1) операторы F . 9 дифференцируем»: в л ъ ; 
2) с пера тор fl Демикомпактен; 
3) система уравнений 

Fa'u-0. Фёи-0 . (2) 

имеет единственное решение. 

Уда 5I7.927.4+5I7.988.5 
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Тогда решение Jo локально единстьг.нно. 
Д о к а э а г ' е л ь о т в о . Предполагай противное, 

найдем псследоьегЕленостъ J(: i £ х \ { j t c } тгкуо, 
что tim л , •= Х0

 и 

дли любого ле? t i , i . . . . j f . В силу диф*вгениируемости р и 
<Р в Л 0 имеем 

fJ( s  fjf о = £ fat - JJe) * J fjfc  V ) . 

где »/(Лк  Л > ) £ " Jfe/Ti). J:o>//?  Щ  J b ^ . 
Тогда для ик - ,<ХкХо) Уун-Х\,Ч^ получаек 

где &*'МЧ-*^Ш~*Ь** %  ^ e   X f t ) / j C K  * l ^ " 

К-со J * ' If*3 

Следовательно. tFvU*l4'и ц гак как последо

вательность (ц к " ) ограничена, то в си.лу демикомлактноети 
fo найдется подпоследовательность (ик^) последователь

ности. (UR) И u 0 e t j , fUz>Ht = l такие, что иц.-г-ио 
при i  » o o . Тогда в силу непрерывности Fo У Я% и э 

(3*i имеем 

"то противоречит услоэню 3. 
Иа теоремы Г получаям слеяуяоип реэульат. Дв.» ifeft), 

о=>) полотки 

S ( t ) = { x e £ , / Р д * Д , U l U t j 

С л е д с т в и е I . Пу:ть I f (Ото ) и •ьчюдаястся 
условия: • , 
Т*> очегаторч F,^P вдзФТ^ренаирупмм ris Л • '  ; _ 
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2) оператор Г демкхомлактен дли любого Хё &(0,1); 
3> для любого XSS(i) система уравнения 

(Fx)u^O. (ФА) и* О 

имеет единственное решение. 
Тогда множество S(<t) содержит конечное число эле

ментов . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предполагая противное, 

найдем .последовательность (х~£) такую, что j t K 6 S(>C), 
Л ) , я гоб!Л R . ^ m e [ ( , й , . . . } , 1*ГК . Так как 

ЯЛА = С и IXaJfC? для любых Ke[l,k,,...] , то в силу до

ыикомпактчости И у последовательности (Ак) существует 
подпоследовательность (Хц£) , сходящаяся, сияем, к ftcfy 
и поэтому /!<%//; I t . Из условия I следует непрерывность F 
и Л> в точке 4сбС0,г) и, следовательно, А е 5(4) . По 
теореме I решение * локально единственно, что противоре

чиво, 

З с м е ч а н и е . Если имеется априорная оценка ре

шения системы ( I ) и выполняются все условия следствия I , 
тс система (Г может иметь только конечное число решений. 

Т е о р е м а 2. Пусть ч.е .(Qco) и випоянявтгя усло

вия: 
1) операторы F , Ф дифференцируемы на Ь(хс,л)-, 
2. операторы F' ,Я>' нспрернаны з х0; 
2) оператор FQ домикомпа ктен; 
-.1 система уравнений 

FoU=0, <Poil-0 

имеет единственное решение. 
Тогда существуют Xo,Ce(0,(Q) такие, что для любых 

•"*,/эе£з для любого решения X системы 

Fx* О, <?А=Ы (4 ) 

.для любого решения Ц системы 

Fx* О. VX^'Jb 
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из J i . y e f i ^ o . t o ) следует Йх-уИ^с-1Ы-рН3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предполагая противное, 

найдем последовательности l - l i , . Х.у-iiZ....)~ 
— б{Ло,1к) • <^,fi'-(i,i,.£«, такие, что для любо

го R£[i ,a . . . . } имеем < t , ton = 0 . F-Xe.'0, 
<?*к o f * , <fy f i = j » s . )IXK-y7li tO, 

K k V r f M > * '"fc -/к (6) 
lb t*Q-*Lll <£* и Чхо-укИ,.<К1 следует 

&m j ,=j< 0 . fun г/я =<fo. (7 ) 

Определю. для любого s c {1.2....} 4 и fK следующим 
образом 

(8 ) 

Тогда по теореме 8.6.2 из [ г ] и теореме 2 гл .1 $ 2 п.З иэ 
[ i j имеем 

Яh h « 1Ях«  F|fc   Ук)Н* ( 

где S  сегмент, соединяющий точки Jfe в & и //•// 
операторная норма. Из (7 ) и непрерывности F' и 9 ' в jfc 

Переписнвачия (В) в виде 
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Для *f(-"K-lj3tt-Xt-yKi;1 получаем 

Fo'uK+JJIXK-yKir^O, ( 1 0 ) 

+ Ъ 1$ т # kjf* с***  А )  </« fti 
Из (9) и (10) получаем ton 0 ̂ U K 4 = 0 . Отспда и из 

огреинченности последовательности CUi) в силу условия 
3 следует существование сходящейся подпоследовательности 
у последовательности (UK) . скажем, к ц с • причем 
в ц Д  i . С учетом ( 6 ) , (9>, непрерывности /ь' и 9 0 

кз систгмы (10) имеем 

Fa'uo = 0, <PoUc=0, 

что противоречл1 условие 4. 
С л е д с т в и е 2. Пусть выполняются условия тео

ремы 2. Тогда суиэствуе» (О,со) такое, что для .тобого 
Ы е Е з любое решение J(€ д)(хс,1?) системы ( 4 ) локаль

но ьдинственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2 существуют 

V C e f O c q ) такие, что, если о£  решение системы (4 ) и 
у  решение системы (Ь) я X,уе &(хо,1^) • 'ю 

Их-уCV*-jbllu. ( И ) 

Полагая t , = 0,5х0 , ямеем 3 ( i , г » ) с ft(*0,fo} для лю

бого лс b(xo.ll) • Тогда из ( I I ) при ы=£ получа

ем требуемое. 
С л е д с т в и е 3. Пусть выполняются условия тео

ремы 2. Тогда суиестоует tt€(0,cp) такое, чго для любых 
. . . у е Ь(Ло,1^ из Fj'Fy-D , Фх = Я>у следу

ет л-у. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагаем в теореме 2 

> и получаем для. t, • to требуемое. 
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А.И.Звягинцев, И.И.Картазюва 

ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 3 ПАР/МОТАМИ 

В статье [ б ] рассмотрена краеэая задача 

S^fCt.xX-Xo,-^. СП 

У(0)-У(1)= 0, ( 2 ) 

где векторфункпия / е С([0,11 * Ка) и пграметры 
j j . x ^ R 1 , fie. [f.Z,...} . Пожученные в [б] результаты для 
краевой задачи ( 1 Ы З ) применяется к прикладной задаче 

. У " , а - ( t \ + $ £ £ ) t ) x -Ш  (4) 

<х.'(0)-х'(1-)~О, ( 5 ) 

л(0)**о, JCfOJCi. ( б ) 

которая была получена Л.Б&ссом [ 3 , 4^ при изучении движения 
ионов в жидком соединении и имеет применение к потенциалам 
биологической оболочки. С физической точки зрения интерес 
представляют коэффициенты Л > 0 , t>D и -l<D<i. Вы

вод уравнения (4) содержится также в работе [б]. Уравнение 
(4) яаляегся уравнением Пенлеве [ б ] второго порядка. 

Исследуем вопрос о существовании и единственности ре

шения краевых задач ( 1 )  ( 3 ) и ( 4 )  ( 6 ) . Прежде всего сформу

лируем теорему существования реэения для систем" обнкновен

нчх дифференциалыптс уравнений 

л"-;Kt.л.*', и.м5), (7) 

u''*(t.x.x' a, tf), (8 ) 
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с краевыми условиями 

Л Э ) = х ' ( 1 )  0 . (10) 

U(.0)-*(O\ (И) 

где JX Уе С(С0.П « Я ' 1 ) , ftefya.J 
Ьспду в дальнейшем предполагагтся, что индекс t про

беге от множество 
Л,ус Л я . то запись Лбу понимается покомпонентно. 
Для ейеR n я j e # полагаем 

Ф (Л.  C*i. •  • , Л . , J. А£т| Ла;. 
Т е о р е м а I . Пусть существуют числа Т е (0,«*>) i; 

функции o ^ , j & e c ^ l . r ) ; #.4.л. fie С1 (I.Ik"1) ; /Sj*С^'а 
°° ) . (0.°°/) t Для которых выполняются следующие условны 

1)  < ( t ) * r 4 i ) . ^ ( 0 « { ( ' + ) , A ( i > */c f t ) для t e l . 
2) о/ ; " f t ) * / г ( t ,б с ( д , e^ i ( t 5 ) . 6 i ( V . < < ( ± > ) . « * . а ) . 

X ct? * н ( t . г»; яг ( t ) ) , б с ( v , # rti u) 
для (tJt.Jt'i W,tf)<3 X2 . где 

12 = kt.x.y.u, Ле!»**". i r j , O < $ ) « J « Bit). /y/< /, 

7" (7, Т . ) ; 

3 *'(0)гО. ы ' ( 1 ) * С . / ( b ) * C>. 4(ii*Q\ 

4) lji(t.x.x',u.-jyl*hc(:xi0 для ( ' r . x .AMV .Q . 

Г f»f :• max й £(« - m i l ( t > > 
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Д Л Я (i,x,x',u,vje&; 

6) Ш) * щ {t, х, х1, и. ёг fa )\ (ф, 

* Ь it * , х', и, б (о, jtt ( t ) ) ) 

для (t.x.x'.u.tfeSl: 
7) f ( 0 ) ( <J. (О) '$Jb(0) * £ (о), Л (1)4 *(L) <fi(i) * 
Тогдв краевая задача (7 )  (Т2 ) имеет решение X(i),u(i). 

4>f0 , причем для него на отрезке I справедлива оценки 

ы(Ь)<хЦ)<р(€). lx'(t)KT, f(t)*u(t)<IHi\ 

Поскольку доказательство теоремы I проводится стандарт

нымь методами [ i , 2 ] , то оно опускается. 
Т е о р е м а 2. Пусть существуют числа fie(0,oq) и 

функции vt.pe C * ( I . K f t ) . hi € С (СО.со), (0, oof) . для ко

торых выполняются следующие условия: 
1) <*(i)*jb(t) ддя tel; 

2) rff(t) Й£(X,С<£ (tj>, £ ft)>, jfe, 

для ft,Jf,/,J>,JfJ)ea, где 

jl4 (t ,J(,y.J(o.JC.)eI/R i n : t e l . j i«J ( t ) , /у/«Т. 

ЫЪ Т я ) ; 
3 ) ~ ' ( 0 ) * О , o f ' ( i . ) « 0 , /То)» О, р'(1)»0; 

4) lfi(iXx\Xu,$l*hWiO двя ( t ^ . i / . ^ ^ e A l , 
У е " Р П и Т; 

Тогда существуют •Х0е'£а<(С>), jB^>] и JF|£fc/(i). бЧ/Г] та

кие, что |фаевзя задача (1 )  (3> имеет решение л ( х ) , при

чем для ньго На отрзаке I справедливы оценки 

c K ( t ) « л ( т ) ^ р(0. lx'(t)liT. 
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Д о к а з а т е л ь с т в е . Полагая в краевой задаче 
( 7 )  ( 12 ) 

и определяя функции 

f t t W C O ) , t(i)»fi(o\ p(€i»/>(i), 

на основании теоремы I получаем утверждение теоремы 2. Те

орема доказана. 
В работе [ б ] получены условия сушествовакия решения 

краевой задачи (1 )  (3 ) для произвольных ^ч»е[о((0), &(0)3 и 
Jlfe Со<(1), JK03 • По сравнению с теоремой 2 в работе ( б ] 
все неравенства для o<(t) и J»(fc) строгие г. дополнительно 
требуется еше два условия: монотонность функции j(. ,X,x, 
Хо,Х\) по второму аргументу и отличие от нуля степени 
Брауэра для некоторого оператора. 

В качестве объекта приложения теоремы 2 возьмем крае

вую задачу ( 4 )  ( 6 ) . 
Отметим, что, если x(t,A,Z является решением 

уравнения ( 4 ) , то функция -x(t,h, £,!*•) тоже является ре

шением уравнения ( 4 ) . Поэтому можно ограничиться случаем 
Г * О 

В работе [ б ] Для Л>0 , 1>0 , 2>>0 доказано, что в 
случае существования числа т>0 , удовлетворявшего нера

венствам о в п 

краевая задача (4)(б"| для любых 0<Xj<Xo<m имеет 
единственное решение л ( + ) , прячем 0<x(t)<ffl для всех 
t e l . 

Используя теорему 2, получим условия существования и 
единственности реоения задачи ( 4 )  ( б ) . 

Т е о р е м а 3. Пусть Л>0, 1'0 ,• 2>*Р и число 
/Л'О удовлетворяет неравенству 

rr^-^)-UD-m*f^O. ( 1 3 ) ' 
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Тогда существуют OiXf iA0£т , для которых краевая за

дача ( 4 )  (6 ) имеет единственное решение х(£) , причем 0$ 
4X(t)(Ш Для всех tc-J. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим число 

Т-1 • (ш (Л* tt+m*)+ Ш*1*9/Яуг 

множество 

А = {(х0х^е R* •• 0*х, (xosm} 

и функции 

H (*) MTTL (Л + + N*,+ UD+ ,J£V. 

Обозначив через j(t,X,x', x0,*i) правую часть урав

нения ( 4 ) , для (Ло.Л^ел в силу (ГЗ) получаем 

Ясно, что для множестве 

зсе условия теоремы 2 выполнены. Таким образом, из теоремы 
2 следует существование решения х(х) краевой задачи ( 4 ) 

(6 ) дчя некоторых OiXi* Хо( П , которое заключено меж

ду нулем и m на всем отрезке I . 
Докажем единственность решения x(t) . Предположим 

противное и рессмотр»э* на отрезке I функцию 

где .i[z)  решение задачи ( 4 >  ( 6 ) , отличное от л ( г ) . На 
осмоэячии (4 ) и неравенств 0( Х,*х-з*(П полуаем 

A-IT)*(XIV-X{T)X*4*)-S'(C))- Ш-ЛМ)[(Л-£-,ЛЕ+* 
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Так как из (L3) следует неравенство Л  " 1 ^ >0 , то и'(£)*0 
для всех t e l . Значит, функция U ( i ) является монотон

ной на отрезке I и в силу коаевых условий (5) ц ' ( т ) = 0 . 
Тогда на отрезке I функция uft) чакяется постоянной, а 
из (61 следует равенство U ( t ) « 0 для всех t € l , что 
доказывает единственность решения A l t ) . Te.'ipetia доказана. 

_ _ J е о р е u а 4. Пусть Л > 0 . !>0 ,ЪгС . Ч-min [Ш. 
т2АС J я выполняется неравенство 

Тогда существует 0*ло<К|*1 , для которые краевая зада

ча ( 4 )  ( 6 ) имеет единственное решение J((t) , причем "!?<f Л.(t)» 
t% для всех t e l . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим число 

Т* I *Ч&г(\(Л ̂ ^ + « * Й Л Р 

6  (йо , л О е ^ ; 0**w-*i*«S 

множество 

и функции 

o((t)=0, / ( t ) » 4 . 

n(t) s г p. + СЯ -< т я ) t Ш-» Jfa 

Обозначив через f(t,x,x',Xo,xi') правую честь урсв

неняя ( 4 ) . для (х0,Х?)еР> * силу (14» году чао* 

©•"{*)О* **р 617)* }'. *.«*\Ч>,.X 'W.JU..*), 
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>" ( t ) = Ofi'A- tXD £ f(t. p(t), fe'(t),Xo.xu). 

Поскольку для множества 

псе условия теоремы 2 выполняются, то по теореме 2 найдутсч 
QSХо* Хл,ъ\. , для которых краевая задача ( 4 Ы 6 ) 
имеет решение х(х) , заключенное между нулем и * на всем 
отрезке I . 

Покажем, что решение Jt(t) единственно. Пусть 3(£) есть 
еще одно решение задачи ( 4 )  ( 6 ) . Тогда для функции U( t )  | ( i f t ) 

J?f t ) )^ с помошьо неравенстп DiJo*Xi*m и определе

ния числе t , как в доказательстве теоремы 3, получаем 

Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 3, получаем 
x(t') * 5 ( т ) . Теорема доказана. 
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Л.И.Звгтгинчеп, 0.В.Тихая 

ОБ ОДНОЙ ПРИКЛАДНОЙ ЗАДА* 

Рассмотрим краевую задачу 

d,((i u$u,J * u.u'l) =  а, (h- и, - + QjUi + • в 

<k'(*»*f,-? (i-Wu).)--Q'(*-i*i-iii) (2) 

M i А 

%№~4f-b'Uipy- ч£(П-0 .'3) 
с дополнителыгммн услоаячмн 

гча Q,, Ck,Оц. d.die (О,<*) ; Ьп\&це[-{ со) и //ге 
« { C , i . . i Для I  /,...,m; mef/ ,2 , . } , / 6 i * f . * J 

Задача ( П  ( 4 ) возникает при моделировании реакции 
окисления на поверхности катализатора [ i ^ в случае стацио

нарного режима. 
Приведем докеаывьэмув стандарттли методами теорему 

[i], которая понадобится в дальнейшем. 
Т е с р е м а I . Пусть существуют функции о ^ . о ^ . 

pi.e , обладающие следующими свойствами: 
Г) Ы, (л) t Jb, (л) я dn(J> s j f t A ( x ) для всех Д е . t ; 

2) ft.JnCC(W). где t*'c#S* и 

3> а £ { & > Т , ( о (*Х*Щ И А ' .,(.) 



 3 1 

4) (x) 9 }л (MCuofcfcj) п (s) <у, (u (а), / а 

для ^ «и (л) * А»60. •*£ I ; 
б ) с * ; (  1 ) Г С , ОД>«0. / I (  i > 0 . 6 i ( i ) » C для J . /,& 

Тогда кроевач задача 

имеет реаение U(!x), У (л) такоз, что для всех Л£.Т вы

полняются неравенства 

ei, (л) < U ( л > jft, СхХ « « 

Сформулируем я докажем теперь основное результат. 

Т е о р е м а 2. Пусть 

я для L6" f m h соответствующим нечетнм/ чяслвч .V;, 
выполняются неравенства 

Тогда задача ( П  ( 4 ) имеет решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведя систему уравнения 

( I ) , (2) к нормальному виду, по луче ем 

ц» = Оь.ий * А ' Ч г ц . ц & ц  eft V , (и„у>) ( 7 1 

U, , 
* • 1-й, 

где 

4 (4 „u i ) = 0 s ( '  " i  " « ) r  f v t ' i r  U ид рХ1*&Щ+Ь;*1$ 
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Обозначив 

1/(л)=и,(Х)г ия(£) (91 

и 1локив уравнення (7 ) я ( 81 , рассмотрю» следующуг краевую 
задачу 

J , , »  _ — * J « * З К , ( Ю ) 

u'r-dfitfr-uuM*) - aJ$8fc#«£ /я). i n 

Примчим к краевой задаче ( I 0 )  ( I 2 ) теорему I , обозначив 
правые час.'И уравнений ( 10 ) , ( I I ) соответственно через ^<(ил> 

« / . .*»(:«*.О5) « считая, что % « U . 
Ьлчгэл для ecev Д6 I 

J W * » *UftK'Q. 

где <LG(0, О И будет определен ниже, TIPC3EPHM выполнение 
условяй теорэмы I для задачи ( 10 )  (12 ) . 

Ясно, что первое, второе и пятое условия теоремы I вы

ПОя;внц. Покажем, что третье и четвертое условия теормго I 
точе выполняются. 

Для OsV(S)i / 6 , ле1 , з силу (о ) инеем 

А'<д)  о < O:4Q, t & *Л(/  *н => 

Для OiU^IXti , Jtel , в силу ( 5 ) и (6) имеем 
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Поскольку выражение в квадратных скобках строго положитого

но, то последнее нераэенство выполняется для достаточно ма

лых &е(0,Г) . Взяв &о достаточно малым, получаем, что 
третье и четвертое условия теоремы I тоже выполняются. Тог

да по теореме I краевая задача (ГО)(12) имеет решение 
Щя) t причем для всех xel справедливы неравенстве 

Of UR Of * / & p ; ' (И) 

Так как й/(л ) м* (л ) и^^ ' является решением уравнения 
(7 ) и в силу (12) удовлетворяет условиям Б, ' (  Г ) »£ , ' ( / ) О , 
то и,(л) , Uf,(x) является решением краевой задачи ( 7 ) , ( 3 , , 
( 3 ) . Из (13) следует, что й,(л)<1 для всех x e l . По

кажем, что функция й|(х) неотрицательна на отрезке I 
Пусть Л о б ! точка, в которой U,£) достигпет минимум: 

•/*'.«/ 

Предположим, что й,(хо)<С . Тогда пв ( о ) , ( 6 ) , С ) 
и (13) вытекяет, что 
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Если л0 = - i ми J ( 0 = i . то с учетом {12) и (14) имеем 

U,(Xoi <. О. ц'(Хо) =0. Э* Сло>< О. 

Отсюда следуе*. "то : « концах отрезка fi . (J функция Ut(X) 
н-i может достигать отрицательного минимума. В случее же -1< 
<Хо< i из условия локального минимума функции следует, 
«то Q'I (Хп) = 0 и выполняется нчравенстас u/(j<o)>0 , кото

рое противоречит (14 ) . Полученное противоречие доказывает 
оценку й;(х)*0 Для Jtel . 

Таким образом, длл решения U/(J<*), И&(л) задачи ( 7 ) , 
(В ) , (3 ) установлены оценки 

0< й, (x)-i, С< Of(x) fl, OfU, (л) *Вл(х)*4 

при зсех . < е ! . Поскольку функция (/,(•*> и й^(х) удовле

творяет также уравнениям ( I ) и ( 2 ) , то, следовательно, и,(л), 
йь(х) является решением исходной краевой задачи ( 1 )  ( 4 ) . 
Теоргма доказана. 

3 заключение отметим, что ич теосемы 2 в случае ... • 
- Vjn • 0 следует результат работы [23 . 

Литература 

1. Елснин Г.Г. , Дксак Т.Н. Диссипатнвные структуры в мо

лельной pea mm* окисления окиси углерода // Длфференц. 
уравнения  1963.  Т.24. » 7.  С.П86П92. 

2. Звягинцев А.И., Зубова Л.Ф. . Пономарев Д.С. О существо

вании стационарных реиений одной краевой задачи химичес

кой кинетики // Теоретические и численные исследования 
крсечкх задач  Рига: 'Издво Латв. ун.гаерситета  1989. 
 (..6390. 



.удК 517.95 
 35 

Х.Э. Калке 

С СПЕЦИАЛЬНОЕ РАЗНОСТНОЙ АППРОКСИМКДО ЧЕСАЧЭСО

ПРЯХЕННОГО дафФТЕННИАЛЬ'ЮГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРО

ВОДНОСТИ В КРИЗОДИНЕЯНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ К О О Р Д А Ы Т А Х 

В литературе известны стандартные аппроксимации само

сопряженных дифференциальных операторов второго порядка 
разностными со вторым порядком аппрокские.ции f l^. Такче же 
классические аппроксимации можно применять для решения 
диффегенциальних уравнения второго порядка в случяе неса

мосопряжемногс оперотора, содержащего первую производную. 
Эти аппроксимации становятся непригодными для решения диф

ференциальных уравнений с большими параметрам* при млад

гсих производных или с малыми при старших производных, так 
как метод сеток имеет малую скорость сходимости и невысо

кую точность. Потому актуальной задачей является разра

ботка специальных методов решения краевых задач матодати

чаской физики при больших параметрах при младших производ

ных. Для простейших линейных краевых задач обыкновенно 
дифференциальных уравнений и математической физики такие 
специальные методы, т .н. равномерные чиедчнные методч. 
рассмотрены в роботах советских мя'зматикоа (Н.С.Кьхвалов, 
A.M.Ильин, К.3.Емельянов, Г.И.Шишкин), а также зарубежн.^ 
учеными (Р.Келлог, Дж.Миллер, Э.Дулон. У.Шиддерс) \Z , 3 
4. 5 ] . 

Здесь рассмотрена аппроксимация соответствующих опе

раторов а криволинейных ортогональных чозрдлнатох. 
Рассматривается дифференциальное уравнение теплонро

зодно^ту. в жидкости 

f|| г did {Т. Ц  die (аедЫ 7) г С, / р 

где 



 86 

ЭЕ  коэффициент темпепатуропрозодности, 
Т = Т ( т , Ц,, 3,, Ць}  темпеоатури, 

 вектор скорости даиксьмя жидкости, содержешия 
сстсь/яюоча Of , , i7$ , адвисчшае от прсстранстьенннх 
хсординьт q,, 9я • У* и пЛа^етрь времени ft (принима

етсч, «то жидкость нес* имаека я, т . е . dCff if  О ) , 

Q - Q (Ч\ ty.Qf, Цл) - функция источника тепла (на

пример, дкэулевов тепло). 
3 криэолинейных координатах ( , й я . с ^ а ) дифферен

иияльнав вцажения йи (Т-V) , oUv (i? quxd Т ) имеет 
сде.яуошьй вид

(3) 

где V/ , Н% . ли соответствующие коз^фициентч Ламэ [ б ] . 
Гак как c/iVtf— О . то оператор (2) можно также 

itepeiiKCarb в виде 

Г).Щ Ьггзр* голе ( Р более простоя, чем ( 2 ) , но в атом 
случае уравнение (Г ) будет иметь т .н. недивергентннй вид, 
Karepirt может, осложнять аппроксимации дкЛ1>еренииалы!ых 
• i^v i^p i i резносгньми мри Зольлих значениях модуля ско

р.кти JV! или ма'дкх значениях льр^мстга эе . Покажем, 
•>;: для т(.:::г.1.'10.: равдостнои аппроксимации Рид сдарьто

V ) .«ли (4 ' иг важен, г.к. при подходящей оппрокекмл

у.г?.1 ч Г».ЧТ i ^ 'O . pt.TrocrHvs оперетори соападеют. 
. . . ~р ския вреаиьяьннх разттседкх схем р^иэнк3 
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Си H ( 6 U ' ) ' + au'  I , ( б ) 

где коэффициенты О. , Ь и правея часть j- зависят от 
независимой переменной Л , t i '  d u / j f x , Ь>0 

Аналогично [71, применяя ( I ) интегроинтерголяпион

ний метод А.А.Самарского [ i ] , получаем уравнение для "ба

ланса" в виде 

где для вычисления интеграле применена квадратурная фор

мул* прямоугольнике, 
$(х) - Ьи' * Ли - функция "потока", 

Alt Jt;,,^;*!  узлы неравномерной сетки, 
ПС  {.hi+hl*i)Al~ средний ваг сетки, 

"Потоки" определяются через экспоненпиа льное пре

ойрвзовачне . . 

где иЦл)' Е < Р < jo<fit). 

о < , б ' A . 

многомерных креевых зедьч математической физики, в том 
числе для уравнения теплопроводности применяется пооче

редная дискретизация переменных и аппроксимация соответ

ствующих одномерных операторов разностными не основе 
специальных монотонных разностных схем [т]. 3 качестве 
одномерных моделей уравнения ( I ) рассматриваются следу

ющие: 



Таким образом, преобразоэание (В) приводи? локальное 
уравнение (5) в каждой из элементарно* промежутков Ui-t,Xi) 
и W,A(*i) к дивергентному виду. После интегрирования 
соо.иовения Wb''i » (Wli)' в промежутке (XftAl+i) 
следует, что 

4ьн 
цы и/^у-щ - Jwrtdx » (%)'% JWdx * 

т.е. 

$Ы1^я)(<*ш Ф«5 I ( 9 ) 

где Uj = U ( u i ) ,  значенич сеточноЯ функции, 

3($-*/(tXp(A)-£) (ГО) 

 функция для определения коэффициентов разностного опе

ратора , (ф 1>Л<* ежр п,>Д 
Здесь для вычисления интегралов применена теорема о 

среднем; Qt* , t* ,  соответствующие средние значе

ния коэффициентов U , 6 , о< в промежутке (j<£,J(i*t}, 
например, ( С - а ^ , ^ , О* - (а(хцЬ+а(*сУЯ в ли Q.*

'•Si.J 0(*)d*. 
/"«логично опргдеяяется величина ^ в промежутке 

где Q; , 6,  средние энв«гения коиффицие". ов й, с

ot в примаиутке t*i-f,*$) , Cfci • tl 
Следовательно, для уравнения ( I ) имеем следующие 

разногтнме учьБНения: 
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в промежутке (xj, K+i) онслоги'.ьо (9 ) следует, что 

т . е . 

( Г 6 > 

Аналогично, 

где _^ i 

А/  число элементарных Промежутков сетки. 
Соответствуете я (12) разностная схема монотонна (Д;> 

>0, > 0 , Д * 0 ) при Q; >0* , что аналогично усло

вию однозначной резрешимозти краевой задачи для 
уравнения ( 5 ) . При аппроксимации модельное уравнение (б ) 
переписывается локально в промежутках (Xi,*i+f) 
в сопряженном виде 

wrfy 6 и* ; '  / . (13) 

Следовательно, фучкцип "потеке" надо ввести следую

щим образом 

Щ'ЦЩ СИ) 

и уравнение "баланса" после применения теоремы о среднем 
для вччисления интеграла 

имеет вид ( 7 ) . ; 
По^ле интегрирования соогнотенкь i i '  Ь~ W У 
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Поочередная an про re имени я при помощи одномерных аналогов 
(19) дает дл° урачнпния (17) следующие газностч^е уравне

ния: 

i: . Ы jifs (cgki) (иг - UcJ& с ю) 

Поэтому разностные уравнения имеют вид ( 1 2 ) , где коэффици

енты Л; , В; сохраняют свой вид, а Д = 0 , т . е . соот

ветствующая разностная схема монотонка. 
Для аппроксювпии уравнения теплопроводности ( I ) по 

времени используется двухслойная неяаная разностная схе

ма, т . е . на каждой слое времени надо решать диф?еренпи?ль

чое уравнение вида 

aitr (к qtad Т)  dej (7- if)  (T-f)/c -Q, \ i?) 

где T  иаг по времени, 
•f  значения T на предыдущем слое времени. 

Следовательно, для аппроксимации по пространству имеем со

отв»~ственно (24).следующие одномерные операторы 

^ ' " й ^ * rfm dqm)-^n(VmHm„Hm^Tl (18) 

где т-Ш; НЧ-Н,,Н6*НЯ 

Сравнивая ( 5 ) , ( 6 ) , имеем 

fm', Vm Hni 

О. Sol, • - — - . 
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*U* * ̂  Й « 5 ^ ' / « . о  1 1 > °* 

Здесь испольэовеиа неравномерная трехмерная сггкм с 

узлам* 9 ( , r . 9 a j ; 9 a . « ; i = W  l , i = № , п ^ О П . 

л/|, l4g.,fi$  число ядементартгх промежутков сетки со

ответствующих координатных осей Ofy, С^а » 
G.j.n  значеняя функций 7 , Q в узлэ сетки о 

индексами (l.jk); 

Ьц'%1'%Н' h'.«m4i.i+rR,,i. 4 ' = 7 ^ " ^ , j  i 

£'  ^ . л  соответствующие средняе чаги сетки. 
Аппроксимация не с:нове одномврнчх в.«догов ( IU) со

храняет вид (20 ) , тек как гумма спагллшх вида Jfe'ltj 8 

(12) имяет в,»д 

ксгорыП . оответствуг» опгро;:скмацли слагаемого 

5 случае ци1и.арич»уих коордитят ( Ц. * t . 9 ' "^ » 



ц,** . Ht-i\ ) о * ' " .  " , / * . 

Для упрощения вь'кладок можно применять разные прибли

женные Аормулы / чя вычисления функции 5 ( A ) (ГО). Так 

ю  3(д) = S ( j c t i ; tmc iX ( A ,0 ) , S F E * )  5 ( / ' j t l ) * m a A ^ . O ) , 

Ti. эти формулы мокно гг дг ввить в виде (8 ) 

1) S(lAl) * max (С, ,.-0,1 /Alf) _ степенная схема, 

2) S(kil)-=ma (О /  0 . 5 Ш ) . комбинированная схе

ма, 

3) 'd^f)xL схема с односторонними разностжи, 

4) ^(Ш) = !Л1/(&.р (U0 - * ) -яг помчи» льная схе

ма , 

§) s(i&f) = i- О,Slit!  схемл в центральных разностях, 
которея монотонна только при i й 

Построенгел разностная схема на основе рази стн^х 
уравнения (20) монотонна и хорошо учитывает харе ..тер по

граничных слоев при больлих параметрах с/. 
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В.П.Новиков. Л.А.Степанов 

ОБРАТНАЯ ЗААА'А ОПТ.ПЮАКУСТИЧЕСКОа 
ЖНОСТИКИ ПОЛУПРОВОДНИКОВ 

Оптикоакустическая спектроскопия находит широкое 
п. кменение для исслед анчя неразрушаишчм способом профи

лия концен грации примесей в материалах зантовой электро

ники и волоконной оптики. Распределение температуры в оп

тккоакусти' ;кой ячейке в одномерном случае описывается 
следушим дифференциальным уравнением [ i ] : 

где Vfx)  непрерывная функция, отличая от нуля в ин

тервале [-1.0], 

• ^ s . °<s  тешовая диффузитивность подложки, об

разца и гчза оптикоакустичсгкой ячейки, иХ  частота мо

дуляции лазерного излучения. Кре ;вне условия кыеот вид: 

Рсд^нием краевой зедачи ( Т Ч  ( 2 ) является комплекснознач

нап функция 9* , зависящая от иУ как от иа^метра и удов

хэтэортошая по л уравнение ( I ) , краевым условиям ( 2 ) и 
у.довив непрерывности температуры и теплового потока на 
rfSHioax аздеда сред. С ра.дея задача сг.ектростопии эа

кяочается в определении функции V(A5 < если известно 
значение ф при Л » О как функции частоты IO" . В такой 
постановке обратная задача рассчотрега в [ 2  3 ] . где ее 

( I ) 

°<б. хе{-(1ьЛ\-1\ 

Ы 9 , j ( e ( 0 , £ j ) , 

(2 ) 

W 6 2 1 . 3 7 3 4 5 1 7 . 9 2 7 
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решение сведено к решению соответст уюоего интегрального 
уравнения первого рода. При этом предполагается, что кон

центрация г имесв п(х) в об\ sue пропорциональна функции 
J(x) и поэтому определяется непосредственно. 

Пои исследовании полупроводниковых материалов оптике 
акустическим методом необходимо у* итьге гь диффузию возни

кавших носителей заряда. В этом случае функция У(х) про

порциональна функции а(х) , которая в с от очередь есть 
ешение краевой задачи (4^, 

Ц "(x)-(h^)n(x)^(^0, (3 ) 
-DNW-Vs'ITO, Vn'(-0'Vsn(-0. (а) 

ггч D - коэффициент диффузии носителей заряда, т  вре

мя рекомбинации, V$  поверхностная скорость рекомбина

ции. Обратная задача в общем случае состоит в определении 
параметров 25 , z , We щ функции р(х~) , хе[1.0~[ , ес

ли известно значение при < (.. как функции частоты 
и . Таким образом, решение сфориулирова.ной обратной за

дачи позволяет определить не только распредеяечие оптичес

кого поглощения в образце, но и такие важные параметры 
полупроводников, как D , Vs i t 

Численное решение обратной задачи оптикоакустичвскс.1 
спектроскопии связано с решением некорректно поставленной 
задачи  нелинейного операторного уравнения первого рода 

AP-t. ( 5 ) 

где t-i(uf) <P(x.uf)jx^0 , А  оператор прямой задачи, 

задаваемый посредством двух :<р евых садач ( 1 Ы 2 ) и ( 3 ) 

(А). Получим удобное для применения метода регуляризации 
[5 ] представление оператора А 

Прежде всего отметим, что функцию n(x"j можно пред

га вить в виде 0 
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где 6,(х,$)  функция Грине краевой задачи ( 3 )  ( 4 ) , 
™вя вид г 

Лие лснчное представление получим для решен кя уравнения ( I ) 
при xc[-t.0\ . Интегрируя уравнение ( I ) при Х<*(- (tt + *)M 

 £ ) о учетом краевого усдооия (2V получим, что 

где ( -^/-Uff) , /с*.  коэффициент теплопрозодности 

подложки. Следовательно, из условия непрерывности темпера

туры и теодового потока при х- I имеем соотношение 

( 7 ) 

где As  коэффициент теплопроводности образце. Аналогич

но, 

Ад * (3) 

, ч.  кэ^^ициект тепясчро
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водности rase. Теперь можем с помощью функции Грина 6£(x,j) 
краевой задачи ( I ) , ( 7 ) , (О) представить функции 9(х) , 
Jie Г  { , 0 ] в виде Q 

. -t 
Таг как У(£)*СиГ10ьф; £e(t,6) . то с учетом (6) 
окончательно получаем 

о 
Ф(Ф  $Kbe.Ofi$di = ifuii, и)е(1, (9) 

-г 
где О 

К(ит. () » MIJ6,(0, ф $ % i)6& -

Io  абсолютная интенсивность лазерного излучения. Та

ким образом, оператор А прямой задачи есть оператор ин

тегрального типа, задаваемый формулой ( 9 ) . Обратная зада

ча при известных f , D и VH СОСТОИТ а решении интег

рального уравнения Фредгольма первого рода. Следовательно, 
обратная задача оптикоекустической спектроскопии является 
некорректно поставленной и для ее решения необходимо ис

пользовать метод регуляризации \Ь~\. 
Для практики наибольший интерес представляют следую

щие две задачи: определение функции в.'л) , О] при 
известных параметрах X , D , Vs • определение этих па

раметров, когда В/л) известна (как правило, константе). 
Первая задача решается как интегральное уревняние Фред

гольма первого рода методом регуляризации Тихонове [ о : . 
Поскольку в эксперименте функция t(id) измеркетсд ке на 
всем интервале £2 , а толоке при некоторых значениях час

тот о ) , то исходной информацией являются значения t^u,').. 

xJfiAiN> . такие, что 
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где 6>l9  уровень погрешности измерений. В этой связи 
целесообразнее использовать сглаживавший функционал Тихо

нова ь схеме регуляризации в полудискретной форме. А имен

но, за приближенное решение уравнения (9 ) принимается фун

кция ftct(•>) , минимизирующая функционал 

ffijir-ii ( Т ^ «  П ^ о < ^ * 4 ^ , < 1 0 ) 

где ^ > 0  параметр регуляризации. Как известно [ б  7 ] , 
р*(х) имеет следующий вид 

jb(x)-№(Q+^ey% cm 

где i • Ь*Ш t%ufrt Ь W *(К 14л),..., Л||Д«.10), Q 

 матрица Л*л , элементы которой 
о 

Такой подход удобен также ешо и тем, что формула ( I I ) по

зволяет вычислить решение з любой точке отрезка [- 1,01. 
Поскольку ядро интегрального уравнения (9) экспоненциаль

ного айда, то Cfjt вычисляются аналитически и не воз

никает дополнительная погрешность аппроксимации интегра

лов. При этом для реализации алгоритма на ЭВМ требуется 
хранить только один массив размерности П »п , не зави

сящий от числа точек, в которых вычисляется решение Д»(х). 
Параметр регуляризации о< взбирается по принципу невяз

ки  из решения уравнения 

/ А д ,  4 ' ! *  'l-n^tQr-nurft tt*Vke (12) 

Эффективный численный алгоритм решения уравнения (12) 
строится на основе метода Ньютона и сингулярного разложе

ния матрицы (х [71. 
Сделаем ешз несколько практически важных замечаний 
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по использование схемы регуляризации. Искомая функция jt(x) 
является вещественной, в то время как уравнение О ) помп

лекенсе. Поэтому уравнение (9) распадается на два эквива

летных уравнения с ядрами /<fef K(iu,x)] и On [K(uJ.x)]. 
Однако при численном решении необходимо испольуозеть толь

ко второе. Это связано е тем, что при .<=£/ Яг [K(u}.$)]=D. 
Следовательно, при х = С j^(x) может принимать любые 
эначения. Поскольку метод регуляризации дазт из всех ре

шений решение с минимальной нормой, то ^ r f ( 0 ) « 0 . Это 
видно также непосредственно из формулы ( Л ) . Заметим, что 
для волоконных световодов [з] этого устранить ие удается 
(при 1-0 K(u7, =0 ) , поэтому подучить распредекенче 
поглощения в центре ядра данным методом не удается. Этот 
факт имеет очевидную физическую интерпретацию. Действитель

но, количество тепла, выделяемое в волокне, пропорциональ

но ZMxl , где t радиус. Следовательно, при 1^0 
информация о поглощении в прибор не поступьс". 

Далее отметим, что по физическому смыслу Л(х ) t О, 
«хе t  t .D l , в то же время метод регуляризации маяот 
давать отрицательные значения в той части чнтерсьле, где 
]5(д") равно или близко к нуди. В этом случае можно непо

средственно находить ^ ( Х ) путем минимизации функцио

нала (10) на множестве неотрицательных функций. В моногра

фии [ б ] это делается методом сопряженных градиентов, там 
же приведена программа для ЭВМ. реализующая этот подход. 
В качестве начального приближения итерагионного процесса 
целесообразно использовать решение вида ( I I ) . 

Задача по определению Г , я J) при известней 
функции ft(o.) есть задача решения нелинейного уюавнечия 
и решается методами нелинейной оптимизации. Возможно реше

ние обратной задачи и в самой обшей постанови*), когда не

известны j8ix) > Ув I С • Г  Поскольку обратная зада

ча является нехопретгной, тэ необходимо использовать метод 
регуляризации. Схема решэния операторного уравнения (5) 
строится аналогичным образом и в случае нелинейного опе

ратора А . См. подробнее [Ь\. Однако :т практике, как 



правило, имеете л различная априорная информация об иско

мом решении, позволявшая выделить компактное множество, к 
которому принадлежит точное решение. Такая информация мо

жет быть о монотонности, выпуклости решения, его парамет

ризации и Др. В лоб ом таком случае имеются эффективные 
численные алгоритмы решения обратной задачи [5^. 

11а основе изложенной методики авгорами разработан 
комплекс программ, позволявший производить обработку экс

периментальных данных оптикоакустической (термической^ 
спектроскопии конденсированных сред. Как показывает прак

тике, удовлетворительные результаты получаются в случае, 
еслп экспериментальные данные имеют погрешность, не превы

шапшув I %. В целом, возможность определения распределения 
поглозения из решения обоатной задачи обусловлена соотно

шением длины тепловой диффузии.и длины диффузии носителей 
заряде, определяемыми параметрами с/, и f , т . е . парамет

рами I) ,'С и jj . Изложенная в работе методика решения 
обратной задачи оптикоакустической спектроскопии позволя

ет проводить автэматизироэатг/ю обработку данных измере

ний, решать вопрозы планирования эксперимента. 
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И.А.Вольфсон, Ф.Ж.Садырбаев 

0 СОПРЯЖЕНННХ ТОЧКАХ ЛИНЕЙНЫХ ДШЕРЕНЦИАШШХ 
УРАВНЕНИИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДОА 

1. Осцилляиионная теория линейных дифференциальных 
уравнений третьего порядка 

j t " + а(й<И4 Ы-Ол1 + c (t) jc  о ( I ) 

развита в работах [ 5 ] , \б],[7](см.таюхе монографии 
^Z\, [3~] и библиографию в [ 2 ] ) . Интересная геометрическая 
трактовка предложена в [ в ] . При этом значительную роль иг

рают так называемые сопряженные точки, реализуемые просты

ми либо двойными нулями решений. Теория сопряженных точек 
для ураьнений третьего порядка построена в [5^ (см. также 
[ i . гл.4J) по аналогии со случаем уравнения четвертого по

рядка, исследованным в основополагающей работе [4]. Цель 
настоящей статьи  получить новые факты о взаимном распо

ложении решений определенного класса уравнений вида ( I ) . 

2. В этом пункте приводятся необходимые сведения из 
теории линейных урчвнений третьего порядка. 

О п р е д е л е н и е I ( [ I , с 151]). Уравнение ( I ) 
есть уравнение класса I (класса I I ) , если любое решение 
Ji ( t ) , для которого Л(в1)-Л'(с<) " О ( 0 <  = л < г о ) , 
удовлетворяет неравенству a ( r ) > 0 при т . е (0 , . > 

Е (••;. о" ) Ь 

О п р е д е л е н и е 2 ( [ i , e . I 5 l l ) . Точная нижняя 
грань ( л + 2 )  х нулей (считая кратности) всевозможных не

тривиальных решений уравнения ( I ) , обретавшихся я нуль при 
Т * с* , называется п ой сопряженной к t СУ точкой и 
обозначается Ьц(ь$>. 

Если уравнение ( I ) имеет хотя бы одно нетривиальное 
решение с не менее чем пт £ нудями, отразившееся в нудь 
при 1 ' <*. , то существование bi (в ) м i» »т о ть уствчов
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явно рассуждениями, основанными на соображениях компакт

ности. 
Ддя уравнений класса I сопряженные точки реализуются 

нулями так называемого главного решения, т . е . решения, 
удовлетворяющего условиям ott^)=oc'(oC>0, %х"(°С)= I. 

Для уравнений класса I I способ реализации сопряжен

ных точек устанавливает следующая 
Т е о р е м а I ( [ l , с. 152]). Пусть уравнение ( I ) 

есть уравнение класса I I и существует хотя бы одно нетри

виальное решение с нулем в t-& и по меньшей мере nS. 
нулями в ( < У , с о \ 

Тогда существуют Л точек fcO*) С ? ' ' ^ " t ' v 
и fl решений <Х[(€) , определенных с точностью до умноже

ния на постоянную, со следующими свойствами: 
1) Л;ft") имеет простой нуль при t » o t и двойные 

НУЛИ В t =1(1 (С=1„ ..П); 

2) X;(t) имеет ровно £|Д нулей в интервале £о<, 
1 - . считая кратности; 

3) любое другое нетривиальное решение, обращавшееся 
в гуль при t»ci< , имеет менее 1+2 Hyj.efl а (t&l 

. Критерии принадлежности уравнения ( I ) классу I либо 
I I приводятся я [ I ] , [2]. Так, если в ( I ) коэффициент Q{t)s 
~С , a 6 ( t ) таков, что уравнение второго порядка 

является неосциллкруюоим в (О, 00) ( , то уравнение ( I ) 
является уравнением класса I (класса I I ) , если c(t)*C 
( C ( r ; «  i j ) ( [ l ] , теорема 4 .6 ) . 

3. В атом пункте доказывается результат о взаимном 
расположении экстремальных решений ( т . е . ресений, реаджэу

оших сопряженные точки) ураьнения, относяшегоон к классу I I . 
Согласно определению I . любое решение уравнения клас

са П, ям'гшее двойной нуль, не обращается в нуль вправо 
от дяойного нуля. Тек. например, решения X* и , оп

ределяемые соответстьенно начальным? Дьиитд/ж л (е.,  д ' ' _ / . 
 Г . . . ~ -- I 1 . удовлетворяют п;и \  * аве •  и 



J M t )>0, j.-(t)<0. 
При рассмотрении решений, имевших при t = <А простой 

нуль, можем, не ограничивая общности, считать, что j ' £ C ) > Q 
Каждому такому решение ставится в соответствие угол 
е на плоскости начальных данных (л'((£)1 Х*(с$), 
определяемый из соотношения 

Углы, соответствушие экстремальным решениям . ре

ализующим сопряженные точки ^ R ( O V ) , обозначаются Чл

Ниже формулируются вспомогательные результаты. 
Л е м м а I . Решения, соответствующие углам "f= 

• Ч ? =  % , соответственно положительно и отрицательно 
при 

Это решения (с точностью до умножения на постоянную) 
, X-(t). поведение которых при t>o4 обсуждено 

вше. 
Л е м м а 2 ( [ 4 , с,32?]). Пусть и(т) . tf(t)  функ

ции класса С1 в (С1,6) и пусть tf(i) имеет постоянный 
знака этом интервале. Если t=o ( и £=у& (Q<oi,*J£< 6 ) 
последовательные нули U ( t ) . то существует постоянная Ik 
такая, что функция u(i) /it f f t ) имеет двойной нуль в <U,f$). 

Т е о р е м е 2. Для линейного уравнения ( I ) , при

надлежащего классу I I , справедливо следующее: 
1) углы Ч*к. , соответствующие экстремально* решени

ям Л к ( * ) (если они существуют), упорядочены следующим об

разом 

<% < < - < *?я* <... < * W < $ ч # < % ; 

2) решения, удовлетворяющие условию Ji'(c<,)0 и оп

ределяемые углом #<= С^дчгя, '•^ц') ( л= С./.2...), имеют в 
fal, •<*•) ровно Зя*£ простых нуля, а решения, опре

деляемые углом "feCt^-/, ~С:т+г) ( fcC, /,2. . . . ) , имеют в 
fot,rCki) ровне 2&т1 простых нуля (здесь для просто

ты обозначений полагаем т*с — т /2 . "T! | • * / С " ; ) ' . ; 

Д о к а з а т е л ь с т в л. Дня усматриваемых фу их
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цнй кызеы JL'(oC)>0 . Учитывая, что все нуди экстремаль

ных функций ^ii(t) в интервале (<*,\к0*$ простые, т . е . 
функция иеняет знак при переходе через них, заклвчаем, 
что положительна при t > ^ ( c < ) для нечетных Ц и 
отрицательна для четных. 

Сравним теперь две экстремальные функция с нечетными 
номерами к покажем, что 

Будем считать, чтэ o i ^ + i (о£) = Лд£н (оС) , и сравнение 
проводится только пс значениям второй производной в точке 
X • Этого всегда можно добиться умножением на поло

жительную постоянную, что не изменяет соответствующего уг

ла ^ . Согласно теореме I , > fan-** • П Р " t>%ZK4 
я "t > соответствующие экстремальные функции поло

жительны. Покажем, что предположение J-'g^+f (oC^X&r:./ (fi,) 
(яли, что то же самое, ^1 +1 >'^P.K*i ) приводит к проти

воречию. Заметим, что случай равенства вторых производных 
при tcrf, исключается, так как тогда экстремальные ре

шения должны совпадать, по теореме об однозначной разре

шимости задачи Коли. 

Рассмотрим разность у = _ J ^ ? « w • Функция у(х) 
является решением уравнения, удовлетворяющим начальным 
условиям 

i/CoO-J/'НЬО. у"(аО>0. 

Поэтому y(i) положительна при t>&< ( т а к ы к уравне

ниэ класса I I ) . Но это противоречит тому, что у(^f.i) = 
лея (•"м+д-****! О-

Аналогично показывается, что fjt > У д с при с>я\ 
Покажем теперь, что х°як-1>^ге при любых натураль

ных К к I . Попрежнему считая, что Jtjy.^ (<*•)= л^ 
предположим, что >xjllf_i ( Ц ) . Рассмотрим функцию 
у = Jt%t J i^^ i • ?вк как y(z'j имеет при t  * двой

ной нуль и положутельчум втору» . (.,и.>а>днуя, КрШ t >с* 
функция у(х) положительна. 
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Здесь возможны две случая. 
Пусть скачала Zl>ZK-l .Тогда gtf >%1к-1-

Имеем У (>>iu)=-X2e(2zd -Лцк-хЦ^О, что противоречит 
полсжительности у(£) при t > o < . 

Пусть теперь 2(<XK-i  Тогда £#< ' f c * : / • Имеем 
y(litd= ХмЦяк-Ь-A'to-ttyte-'i)'0- Противоречие. 

Первая часть утверждения теоремы доказана. 
Перейдем к пункту 2. Рассмотри», решение .Х(^) , обра

цаьдееся в нуль прк t=o< и определяемое углом 'feC^&r.f, 
» te*EI'i,;..« Сравним это реаенпе с экстремальны! и 

ревеникми , Хти. • предполагая, что значения пер

вых .фоизаодннх прк t=c*, равны. Функции И~Хщ-1 JC, 
О-.К-Млк,! положительны при "£>о<. Следовательно, при 

Обозначим простые нули фуйкции Ляк-i в интервале 
через С£ , а функции Лдк*!  через Xl • Рассмотрим 
вопрос о взаимном расположении чисел t[ и ~tj .Для чет

ных значений С функция Л? л< положительна в ( ^ . t f o i j , 
тек же как X%K*i  в ( t c t r  i ) «предполагается, что г^,= 
 <Й • <Ы ). 

Лекажем, чго t< < %i< ±:+i<^i при i=D,2_k Sc

,и это не так, то найдется интервал C Q / £ > i ) с чегными 
i такой, что AtKTi(£)<C при t e i t  . / f . J . Тогда по 

лемме I найдется чкело j * l такое, что функция Affi" 
*J*Jtelwt(t) имеете C ' f i д в о й н о й нуль. Поскольку 
ol(t) является решением уравнения класса I I , dt(t ) не 
имеет нулей при l > R ^ + j 

Q другой стороны, число М.  положительное, иньче^

• *ъ l *fl *«.ги >0 при t(T.j./£•£>. что противоречит на

ЛйЧМв нудя з ЭТОМ интервале. Тсгдв сХ ("^-i")^ A^-ii^,.^* 
+ J'- 4 :>. • i i"c.i)<0 p так как пепвое •лагесмое равно нулю, а 

А . . * < Ч ,  0 : <+..,('%..')< С • '*> "*ffj .Г) " 4»*7 
* fa < ' , V • » " )> О • ™ к а ч 'f3!'0!* лаге«мое нуль, ь 

(*1 п'".с'иально при т>^ц£ 'i е ким пора ?ом. 



 107 

Экстремальные функции выражаются через угли "tr сгедуо

шим образом: 

Л (iy меняет знак в интервале ($ЙК-1 • ^?*г+<) , лежащем 
правее точки tfV$fi. Подученное противоречие означает, 
что в каждом интервале f£t,1£V+]y • г * е положительна экс

тремальная функция XSK_, (i) , содержится псдинтервал 
(t:.ii*i) • u котором положительна функция X^*, (t) 

Таким обрезом, нули экстремальных функций JCgg.* и 
• * * * > 1 расположены так: =/< £/ < "С( < VA < ±я < £3 <• 
< 'Смя < Зим < 'tat/ < 4 л у / < <te* ^^ttr ih . 

Из неравенств J ^ . , (%) <х(х)< Xgx„ (t) , вылолняв

ммхсд при , следует, что з каждом из интервалов 
(i/, (4*k-z • ?Вк-я)> • Ы-i) существует нуль 
функиии X(t) . Таким образом, функция x(Q имеет в 
\ax-i). I* (Як-Г)"?*, нулей, причем x(j>^-i) < С • Сле

довательно, существует еше один нуль в интервале 
и общее число нулей х(т) в [ы, не менее 
Но в то же время функция x(t) не может иметь нулей боль

ше, так как иначе их было бы больше по меньшей мере на па

ру, и минимальное число нулей в интервале было бы 
2пл-£> • Но, поскольку tgic<}uiti . это противоречит 

выбору числа tyztti как наименьшего из нулей с порядко

вым номером 2&т£ среди решений, обращающихся в нуль при 
t " . Таким образом, функция х(г) имеет при t*°t 

ровно Якrl нуль. 

Аналогичные рассмотрения мсжно провести для решений, 
определяемых углом Ч'е ('Рцк, ^ngti), К" 0,1,. . 

Теорема доказана. 
В качестве примера рассмотрим уравнение х *Х , при

надлежащее классу I I . Функции e f с?"Щ-О&Щл, С 7 г «а» »у .Г 
образуют фундаментальную систему решения. Значения сопря

женных к t-О точек получаются как корт: уравнения 

file:///ax-i
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Углы /̂с , соответств"ющие первым шести экст, емальным 
функциям, равны (даны значения в радианах, вычисленных с 
точностьо до двенадцатого знака после запятой): 

% •=0,433861(4209/ ^«0,785979240417 

^0.785398127207 % —0,7853981557J5 

0,785398155661 f6 —0,735398155662 

Соответствующие со як^нные (к t=0) точки равны: 

1, 4,233; fa =7,859; &11,487; 

ftГ ,114; ^ 5 Ю,742 ; fc22,370. 

Значения стремятся при к — со .сверху  при Я 
нечетных и снизу  "пи четных) к пределу "€*-'Щ . Соот

ветствующее осциллирующее решение дается формулой 

4. В этом пункте рассматривается вопрос о непрерывной 
зависимости сопряженных точек от коэффициентов уравнения. 
С помощью результатов подооного рода может быть исследован 
вопрос о числе решений нелинейных краевых задач для с ют

ветствуюших уравче. ,й. Для уравнения четвертого порядка 
оценки числа решений приь дились в \9]. 

Т е о р е м а 3. Пусть vaые в норме С .вменения 
коэффициентов уравнения ( I ) , принадлежащего классу I I , не 
выводят за редели класса. 

Тогда л ль I 'в норме С ) изменением коэффициентов 
соответствуют малые изменения сопряженных точек. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть £<Р0  сопряжен

ная точка. Зададимся числом &>0 . Из доказательства тео

ремы 2 следует, что . . ГД* k*-i. txK - со

ответс зуюшие нули (екания J(( f ) с < г«ом У . удовлетвгся

оашм (~дл?>(-1¥$1 . Возьмем р ,ение достаточно 
близким к -Хк(г) так. чтобы выполнялось £«c'*tfftt/< 
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Нули im , tgK-i i непрерывно зависят от коэффициентов урав

нения, так как они простые. Пус«ь изменение коэффициентов 
столь мело, что новые кул удовлетворяют 

Для соответствующей сопряженное тсч.си ^ имеем £ к е 
6 T U C ) . откуда полу аем 

Асдазате.'ъство завершено. 
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УДК 5Г7.927 
 I l l 

Леш'н А.Я. 

КЛАССУ ФУНКЦИЯ С ОГРАНИЧЕННЫМ ИЗГИБАНИЕМ 

3 р^боть дается новое определение функций с ограничен

ным изгибанием, которое обобщает опред.'лгкие из работы [IJ 
в двух направлениях: функции с ограниченным изгибанием рас

сматривается на всюду плотном в 1 = [а ,Ы множестве и они 
могут приьл«вть значения +оо ,оо в конечном числе т^чек. 
Подробно изучает':» эквивалентность фуннииР а ограниченным 
изгибанием, которая только нмечона в [ i ] . 

Будем считать, что 6,tJi ,5 2 c:I и ci6 = ttG,*tfGs' 
 I , где ct - замыкание. Используются следующие обсэна

'ечия: Iti  множество натуральных чисел, IR. • f  c o ^ o o j ^ 
did  мощность и /Ties  мера. 

. О п р е д е л е н •: е изгибания функции. Пусть 
и C,,C2eR . Тогда 

Ь*[*,с>.& = ьир{Ье[С.Ь-аУ. c,tcz Viit^^i^et) 

( T , < t *> t A < Л jt fa)-АН)>с,(i,- t K ) л 

S-(j(,r,.CaV Sup {6efO,6Q]: C, V(Vt , , t t i t S . t , € I ) 
(t, < Ц S tA < t, А ф " ) - Д (tj> < Q ( i A  $ л 

При этом используется следующие соглашения: чoooo .Q и 
— ос г со « О. 

О п р е д е л е н и е классов Функций с ограниченным 
изгибанием. 

вв%. : 5 •• [+е 1-х®'- Г**} С Го, с] Л сои* {и I : 
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0в"(б ,Ф" fa: б - R: Ы : Л(Ч>«>ЫА.Й Л C O L D {te I « 

J T ( T )  + O O J < A » D I. A ( V c / , C A C ^ ) ( 6 ~ ( > . C » . C e ) > 0 ) } . 

вв л(б. Л) = BftVt?. Д)П Ьд'(6, £), 

вВ+(б,I?)  (де 6А+Г6, Jb : b;(-оо< x{i)<+ot)\ 

б й > . Л ) ж U B f i  ^ R ) : (Vte^C-eec *(t)<+«>')}, 

50 v (6. Л ) = «»*(&, G)U ВЕГ(6, ti), 

• 5BA(Q, R)  дд+(6. /R) 0 дд'(6, *&) 

Т е о р е м а I . Пусть сСеДО*(5.Ф. peM>(G,g) ш 
$eW(G.R) . Тогда _ 

(Vte(n.extim /(б ton f fr f ) , ( I ) 

(Vte [Q,b1)(£mJ(Ty fcm prf), m 

(We 6^{a,b})(°(^) * Л4Х {(unU(r). Urn ы($)г о ) 

( V N ^ ( 6 } ) ( D + / ( t )  P 7 ( « ) . (6) 

(Vie(Q.6J)(^n_ fSk J>> fit),, -9) 
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(V<e(a.6])('im J) tyft)= Urn,ЪЦ?Ъ, его) 
v-t- _ 

(Vte Го.Ь))(Й5 Dcjce, *UmVt f C ^ , ( in 

(Vle(Q,fc^( tm_ Z>£ «< {ъУЫЪ^ф), ( и ) 

(Y+e(Q.6>X&rk DeJ>® * WWfc ( И ) 

(Vi fQ . G^P - ^ C<) bn. lV/<t^ , ( r 5 ) 

(Vte [a,6^(to^I* Jf CO I\ / fc5); (16) 

(Yte ( ^ { a } ) ( ^ 2),j,(c> ft^(t>), ( да 

(Ytefix/rfXfon Р<°<(т>й<*Ф), ( И ) 

(Vte 6* № g m Jb/#) * 0, j*ft5). ( 2 0 ) 

(Vte б» [a}X*(t)$ ton of® D&(i)' timjt*®), ( 2 I ) 

(Vt* <M)(p(t)>Aim_ ptzj=rVtp(x>lim_ l>ep(i\ ( 2 2 ) 

(Vte 6>f » f e (T)*t*i*(T) *> Dt «(x)ton А°<(т)), ( 2 3 ) 

(Vic lh{bb(p(t)?limTp(€) Д y*/t)  fij^ Д ^ ( k 4 ) 

frrc 6^a.3JX^.^C^< й п ^ г о ^ Д ^ т ) - ^ ) , ( й ) 

(V* ?6*{а,Ь})(Ш_ f&hm. * Dt (itt 

(Vte 6»fa, cj)( блг.с* (c)> =$-Л<*(г)- - в§ ( 

(Vie 1}V{:n_ ^r)< &"7„>£) iV -:r> Щ f 2;51 
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{ie(a,S)-Vm^CO'^ V limpet)-+*^Ф. (*s) 

(tefa.fc). ton jb(€)*-* V ton, j&fr>~}= 0, (30) 

оЫ{{б(а,^):1иг.^—оо v Vur. o<et> «**}< cajid W (3D 

cad ite(a,©:JOn/(т) / ton coxd л, I J J ) 

R O D [te(a,b)i Ьт I ^ f r ) - - « > A 

dun J > t o < ( t ; « + c o } < ccud ( 3 4 ) 

щчйШ [a, b) •• ljn_ T>tp('?> - • ° ° A 
At/Ct) ж  о с } < едд^ #1. <*> 

(VLe t e 6'{a}XL<Dee((ty) •*> (Vt,,r,e^/a3) 
(t,< tt^Lfa-tdfatCtu-etftSJj). (36) 

(i, < tk ^ *ftt)-)*fri) < i fa -i>»), (37) 

( V t* => ^ - * < $ * £ ( V Щ. <38) 

, * (41) 
« f<cu.!u,bl: (%(£>/-«* V 

д о в е д и т е л ь с т е ц ; e u  e n ( I ) . госсмогги* 

(39) 
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случаи, тогда /•eflfl'Vu.R) . Предположим, что для te((lab) 
и d,,dxeR 

tjm r(t)<d,<dz< for. f 

,Пусть & = & 4 J " . ' .  0 " ii.U.tieli-b.is-ne такие, 
* M > < F » < 4 , <RA'«* d, . f(i,)<d, , f(tj)>d» • 
T(tb)<d, • Тогда 

tfaYr№>d*-dl>tz-tlt 

r(i^_S^dl-di<-(id-tli). 
Следовательно, bitj-t, . ч т о противоречит выбору i s я 
"t/ . Аналогично рассматривается случай, когда &b~(G,lf£>. 

Аналогично доказывается ( 2 ) . ( 

Докажем ( 3 ) . Предположим, что для 

Фйх (Ш oi(c), | Я О ( (c^<d,<dl<^( £). 

Пусть такие, 
что ti-U<mLn {b.da-d,} • o((tl)<d, « « Y + a > d / • Тогда 

^ft ) <4fti)>ct A>t-K 

K((ti)-^(i)<d1-di<-(ti-i'). 

C F I E F L O B A T E F L B H O  » , B S T 2 - " t | , что противоречит неравенству 

Аналогично доказывается ( 4 ) . _ 
Докажем ( 5 ) . Рассмотрим случай, когда jf~^bb (G,&!;. 

Предположим, что для Ь»'&Чй} я С,,сге IR 

Тогда  « < у? 0 < ч  « . Пусть 5 •••0~(f,cl,ct^ и $,,{%е6й 
nfi-b.t) такие, что t f < t « н 

Откуда 

jfrtf -fiffl-Hfcmm (t-id >. с, си  о . 



" 1 1 6 " 
Следовательно, д${ -ti , что противоречит выбору t i . 
Анидогивдт рассматривается случай, когда ft d$~(G,I??) 

/нал ."явно доказывается ( 6 ) . г т 
докажем ( 7 ) , Предположим, что для ieGKi(l,bs и 

с*- c,<J)eoi(b). 

Пусть Ь = Ь*(с<,С,Ся>, I ; e ( T r t ( ( 1 , t ) и txeGn(t,t>) та

кте, ЧТО tf--tl<b я 

Следовательно, bit%--ti , что противоречит неравенству 

Аналогично доказывается (81. 

Докажем ( 9 ) . Рассмотрим с л уай , когда ^е5Ь*(бМУ 
Предположим. что для te(aii>'\ и с,,С>>с& 

Urn D( <С%<С,< tin Off К). 

Пусть 5=Ъ*(у,С,.С*) ti.tt.ti.Ue (*Л(Ы) татю, что 

Следовательно, 6(tif~ti , что противоречит неравенству 
. Аналогично рассматривается случай, кггде 

Аналогично оказывается ( 10 )  ( 12 ) . 
Докажем (13К Предположим, что для ~to. и С/, 

tun r <*(t ) < c A <c, < fan. 4 cl(V). 

Пусть Ь'Ъ^Ы.С/.Сл) и ЪЛлЛъЛче{а,$) таете, что 
t,<tn,<t tH-t,<6 я 

с<Ш >с,(t.-Ь), <*(U)-d(tA)<Ci(if- Q. 

Следовательно. 6itij-~t/ , что противоречит неравенству 

U-i,<5. 
Аналогично доказывается ( I 4 i . + _ 
Докажем (15 ) . Рассмотрим случай, кеда fefi!3' Сб',й£). 
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Предположим, что для ttYo.fi] к C,,C^eR 

<с,< Q < ton. 

Пусть 5 = о%с,сь<*) • 4-.tf.,-tb.bieGn(Q,fy такие, 
«то i/<tn<tj<b . -U-i,<5 * 

t > c> Щ - 9> / - М - / t o * * Ct+ -ti) 
Тогда 5 J t<,  , что противоречит неравенству -t^-t,<3. 
Случай, когда 

рассматривается аналогично. Аналогично рассматривается слу

чай, когда fedb (G.JZ). 
Аналогично доказывается (16 ) . 
Докажем (17) . Предположим, что для tfc'fihlQ.l я 

Dtd,(i) <ся<С, <№_ Dtd(i). 

ilyCTb 6 = b+{o(:Ct,Cb) и Ti,t%,tj,e (г такие, что Т,<^< 
<ta<t . t  t , < 6 " и 

Следовательно, 5(i-ti , что противоречит неравенству 

Аналогично доказываются (18)  (20) . , 
Докажем (21 ) . Предположим, что для ieQ\ IQJ щ 

( I * ) 
It* Ь 

Пусть & = 5 * С Ч С , , С А ) в tieGnia.i) такие, что 

Я « * )  с ф ) (3) 

Из ( I * ) и (3 » ) следует сушествоваиве tf€G(l(t,,-E) такого, 
что 
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s и? (2*1 следует существование t&'tqCG таких, что 
±%<tu-U<± и 

Тогда Ь < 1ц-ti < t ti , что противоречит неравенству 
i-t,<0. 

Аналогично доказываются (22^ (24) . 
Докажем (25) . Пусть для ieG^la.i} 

tim ptf£)< ton <*(£). 

Иг (31 следует, что oi(t)( km^ofCt). Если &Ш<$£й!-£*(& 

то равенство J^<rt(f) = f « » очевидно. Если c< ( t ) « tbV.rot('d)t 

то Uflloift^ < ^(t) . Следоьательно, 2?ro» f t )  •«•«= . Из 

( 7 ) имеем + «>  J ^ M f t ) « P-i <*(•$• 
Аналогично доказываются ( 26 )  ( 28 ) . 
Скажем (29 ) . Предположим, что найдемся te(i2,6) та

кое, что 

max (tun c * ( t ) , ton с4(с)}=»со 

7усть ББ 4/*, i .  i ) , t,eCrD(o,fc), taeSn(t,b) и 

^euTnitftj,) такие, что ts~ii<6 я 

oCfft) «*ft,)> t » 1, . d,(t,)-cJ,(t») <- m *). 
Следовательно, bit^-ti , что противоречит неравенству 
iu-t,< б. 

Аналогично доказываете* {301. 
Докажем (3D. Пусть Ь=Ъ*(<*Л.-£). йе(а,£) , fatti, 

fc), teG 0 ( t i , тд) , oC( t )> «> я 

ton с* ( с ,—»о V k o t t e   * , t>/.2. 

Тогда для любого бе СО, л » ) найдутся "C,eG О (+•-&. i/ +•<£) 
и " c ^ C c » n ( t a  6 . т а к и е , «то >.i<t<Vll и 

< Г , ) >t-1), -MQ-^t^-Cb'-1) 
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Следователи», Sifn-C, . Откуда biiK-ti • ч т о доказы

вает ( 31 ) . 
Аналогично доказывается ( 32 ) . 
Докажем ( 33 ) . Пусть для ПеМ 

- {^,(Q,S):tUm ?(р1<П: л IUmj(i)l<n А 

A I fonjft) -tun р(г)1 >п'1} 

И? ( П  ( 2 ) следует конечност. Мп , а из 

{ie (а, 5): £ ^ 3 * J ^ f (ч>}<= 17 {мп-.пеп]и 

U { t e ( a , 6 > lUmf(t))~co v lt-M+f(t)h^} 

следует ( 33 ) . 
Докажем (34) . Пусть SЬ+ (ы , ,1 , - { ) , t,e(a,S) ,%€ 

e ( t i . & ) и 
Urn DtJt(t) + оо Urn Лс4(г)--со. 

Тогда для ягбого беф.со) найдутся Т } . Г й е (jn(t,,t,+$) 
и Z^ZitcQf) ( t r ' 5 , t * ) такие, что Т / < Г Й < Г 3 < ^ и 

<* ( ta )  >Щг% •••,(%) <  (t> "ft) 

Следовательно, 5<tV 'C| . Откуда 5ctf-tf ., что дока

зывает ( 34 ) . 
Аналогично доказывается ( 35 ) . 
Докажем ( 36 ) . Пусть ёе(0,гс) м jt(f)'4(i)-(L-&)t. 

Тогда ^ i D e u (  t ) для f e G v Id] . Докажем, что Л(&)< .iffa). 
Предпол"аа« гготнвн >: j f t ) >0( ( t^ . Из 6$ Pfrt/t/) следует 

Af5un {x(i):te(]n[t,,td}>x(id-

Рассмотрим случай, когда найдется Г^е 6 0 такое, 

что J/(r5")=A1 • Пусть &=6+(; ,/,£. 1^) • C,.%.?V€' j 

такие, что %,< ,С,<'СЯ,< ?л< Z„ < t% • Ъ,-Ъ<0 " 
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Следовательно, 

« а д -<л(Щ < a- f)(tH Щ 
Оттуда bifa-'Vf • Т " противоречит неравенству "Сц-'С/<6. 
Рассотрим случая, когда для любого ^Gfl(ti,t^) л(с)<М. 
Пусть 

С„ « sap(с« ftf,t*J: дир {о('о f,.r]J < A/j 
Если Г „ = , , то пусть Т, = Ш tq^S таког, что ±,< 
<Z4<tfi и С у  Т / С Й » . вберем е S так, чтобы 
\. < 'Сл < < Г* и выполнялось (45. Аналогично пгедыдуше

КУ получав»/ противоречие. Случая, когда Т*€ (~ti,tii) тяи 

Z'*-tjt . рассматривается анало. ично. 
Кз Л&,)*л(1$ следует ^ 6X4  t , ) < o * f t « ) 4 « f t , ) . 

Переходя к пределу, имеем L(t%-ti) oi(ti). 
Аналогично доказываются (37) (391. 
Докажем (40 . Предположим протигное. Рассмотрим слу

чай, ко^да f€ В8> (ij,Rj • Из ( D . ( 2 ) , ( 29 ) , (3D и (34) 
следует существование Се(а,Ь) и de(c,b) таких, что 
D-C<t5 Б - L ) И 

mes {to leal: \t\mS>t$(f>\=<<> V ( |^^c / ^ - » J > Q 

sup {/f(t)l--terc,Q]J<«>. 

Пусть 

7;  lU[c,d,•• Urn -Pe^(t)—^} 

!fa (13) следует, что 

«<с,сП:/ton Aj(c>/«»V/to*.Д,r(C?/*•>} 7.1/7 



Из TWU ж1 <f сяедует, что возможны три случая: 1,шф/\ . 
Т'*0 . Тл?\4 лТ*-0 и T„tl6 лТУ0 . Понежен что 
последний случай может быть сведен к двум предыдущим. Если 
t,el* , то ТпП £ti,d] " 0 • Действительно, из существо

вания t$e 7« П (tt.d) с  Дует существование С//ГЛД 5 Ti, е 
*6n((..d) теки' . о т о 'С, < Ся < Сл< Ц и 

Следовательно, 5iZy-'C/ <С* С . что противоречит неревен

с.ву d-c<0 • Пусть t^CtifT*. Тогда fe 7 * " ЪШ' 
d ]  0 • Если pies Т*>0 , то, заменяя С на t* . приходим 
к первому случал, а если [7i£sTx>Q , то, заменяя d. на 
Яхр 7"» , приходим ко второму случаю. Рассмотрим случай, 
когда Тл=ф и 7*У 0 . Без ограничения оч аности можно 
считеть, что С е 7 * * d-C< 5/ = 0*(р, ш1,0) • Покажем, что 

(Vte & Л ft. i?Xa< 4 ft)). (5 ) 

Предположим противное. Тогд г найдутся l/,'tV<^/C#e(5/7fc,d] 
такие, что Г, < % < t 5 < ty и 

Следовттеяьно. b/it/i- Ci<d-С , что противоречит неравен

ству ii-С < Ь, .Из (5#> и (36) следует монотонное возрас

тание £ на Gf)(c,d] . • из (10) и (12) следует замкну

тость 7". Пусть Л Е Л . Покажем, что нгЧдется конечное 
число интервалов fc , ,d/] , . . . . [ C^.dul таких, что C=Ct<d(< 
<Се<. ^ c K < c / K . < d . T*<ztc,,ui)U...u[ck.cbil, 

Вели 

7;= 2ic6fl (c ( .db %(t )<ni=< j i . 

то К = i щ d, = d . Если // # 0 , то пусть d»-UlfTt , 
в,*~ J)7*nLc,,dm) и Ct = uifT*.l[d,,d] • Ясно, что 
d,eT* . Покажем, что Cj,-d,>6ц= 6+(f, n+i.n) • Най

дем r , , £ A , t 3 / C * t СгП(с*,.Са) то 
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то яз ( 3 ) , (23) к (25) следует 

ton 
T-i* 

Если 

то из ( 3 ) , (21) и (27) следует 

Аналогично рэссметривее,"ся случай, когда т с 
. О п р е д е л е н и е . Пусть o t , G я CJN 

шествуют соответствующие пределы. Тогда функции <л + < с / , & 
j3 "y» *:/•*•/•? задаются следугепгм образом: 

Cfxe ('u, *))(/, ft) яйг (МяШ Ш:?Шк ": 

Следовательно. £4  1 \ <Cg-di. Аналогично предыдуще

му стооим (1%,С dx • Из (36) следует, что 

Следооателько, П Л £ ь 7 * * • Ясно, что для 
любого ПС/М это возможно только при 1ЧеьТ*=0 . Случай 
когда T^'t 0 и J*-= <JJ , рассматривается аналогично. 

Случай, когда ре 3fi~(G,JR') , рассматривается а на 
логично. . 

докажем ( 41 ) . Рассмотрим случай, когда 
Пусть t€lb{a,b] • Если pf№'fmtt% то из ( 3 ) . (21) 
к (231 следует 

Если 
Un f('C)< tun Г(С). 
t-t~ O f " 
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Urn [\oi(z)=*oo (A")   oo 
ton Р | А ^ ) >  в О  ^ ^ 4 ^ ) ^ ( 6 ) , 

ton J ^ < A ^ ) I  « ^ o ( + ( 6 ;   o e 

(Yt<4a,&)(ton J* &<r)<»co v ton iJt M ) >  ™ eft;  3*(tJ 

З а м е ч а н и е , .«хли i>S*(0.&) • T n n o 

veopewe Г существует все пределы ия предядуие™ определе

ния. . ч 

3 а м е « в н и е. Пусть с;г f f r . t y « 
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. Яв теоремы I следует, что 

caxd awl-И. 

coxd F T E L : f(t) f p-(i)\ <cmdfil. 

С л е д с т в и е I . Пусть Je 55A(G, К) . Тогда 

( i ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(6) 

(6) 

(Vte<^ feoffor. Jt(T)>ton j({tr) =W(t)~«°) . (7 ) 

{te{a,b}:jt, (t)—со v jt*(t)*«»3 (8 ) 

(VLeRX(Vtc6XbO'(t5) =>(Yt,,t 2e6) 

(t,<t 2>L(t 3t,)<j((t e)j((i,)D. 
(9 ) 

(VUKX(Vte(T/y(t)* L) Ц у ^ е б ) 
(10) (10) 

О п р е д е л е н и е эквивалентности. Пусть jfs S, "
--R - )%• б я — К к для любого te f f l ,£ ) существуют гте

делы 

Тогда 



 125 

. * ( V b ( Q , D ) ) ( G M . f , ®  t o n # ( t ) л . 

З а м е ч а н и е . Пусть оЬсеМ*(Ос.К), feetfc'fo 
и fce6bv(6i,8) Д Л Я t * I J . Е С Л И <Л,~<Ая. Т О 

Е С Л И > , ~ > я . то . Если jr,>»fa . wfa-jtk* 

* +, -
Г е о р е м а 2. Пусть ctediffaR), fieMT(Q,R) 

и ot.j&i •• в,-*-Р. . Тогда 

(Vteб,)(оСт(т) * <**, (х> * «Л+<® * 
(Vt6(a,rJ)(toa.oif(t;)= ton л 

Д о к а з « Ц Т е я ь с т в о. Докажем неравенство 

ton с4 +(~)* ton tefQ.&J. 
r»t~ f * t " 

Предположим, что для i t (0,6.1 И ОСИ 

ton «A +ft) = TON ̂ '(f)>d > ton o( (?). (т«) 
t » r t»t~ t+v 

Тогда найдется 'C|t(0,t) такое, что 

(VTc6Pfa.t>ycf>c*ft)). (21 

Из ( I * ) следует существование t^e ('£•,•{.) такого, что 
>d. • Следовательно, найдется Г 4 € Oil('Cf/t) такое, что 
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cu(tj)>d , что противоречит ( 2 » ) . Аналогично доказыва

ется неравенство 

Следовательно, 

tiM c4(£)i kmj.+(£)i ton с/, 
f t T , t  Щ-

(Ш cA,(£) s< ton ton o«fc) 
f t " f *~ f t " 

Откуда 

JIFLL = ton cA'/C). U(oM 

f t " f t " 

Аналогично доказывается 
tim ( Г ) = ton с/ (T). t e f a , 6). 

Т е о р е м а 3. Пусть c*e bb+(G,fc). ЬеЩ5 R~) 
я Тогда 

(Пе(з,)(^(х)<<^+(T))  V C ^ . e P f t^ .R ) Л 

(V с,. ся e (RX6 Ч°<,, с,. Сд)  о + (OT• о. с* J) л 

(VteraK)(JFIU I W t ) - u c < < (£>= DtoUfliW*- о(+л 
f t* 

tf! ( t c6 , : p i+ ( t ) = o ( J I ( t ) » cX , ( ' i )  c / * ( i ) ' c / ' f ( ' t t }  I, 

(Vte&;)(£(t)*>,(t)< *  f t ) ) ^ , 6 h A 

• (YQ,c»e«)(6-^i Jc , .CA>D'(J».c , .C| P $ A 
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dite6,«ff(t) -J&*ft) - (t>=j6. (£) =Д ft>}=J. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, что 

{ t e ( a , o ) : c 4 + ( t )  + c o } = ^. № 0 

Предположим противное. Тогда найдется tfc'fU.^) такое. чп. 
o C 1 " ( t )  o ( * ( t )  * « >  Пусть o  S * ( r f , i .  i > , t r , t g i , e 6 та

кие, «то "f, «г te.< 1д, -tA-ti<b~ и 
° c ( t 8 y ^ ( £ / > t A  t , , ь о д . 

Следовательно, <5? t^  " t i , что противоречит неравенству 
ti-ti<5 . ( I * ) доказано. Следовательно, 

Докажем, что 

C(W {tej : a C + ( t > « r i o 4 . < C04.J M. ( 2  ) 

Пусть t / . t j j C l . t/<t«, И t*+>,'t() c^+./'tj) »  « 3 • Если 
= dm'tbj'-o0 • то пусть Vtu такое, что t/<t< 

< 1й и гл(.)><>«>. Для любого 6е(0.<*>> найдутся f i .t icT 
ь (7 такие, что t,6< Г;< Г< С* < + & " 

с * Г •  « * ( ф Т  Г,. ЩЩ -Л(ё)<- fa  г > 

Следовательно, &<Т г  ' Г / . Откуда $f-ti.-ti • Если «Л . (и ) * 
»  « ~ я o t „ ( t » V  c o . то « ^ o t ( t )   o t 5 . Пусть Г е 

в! 7? такое, что i,<t<it и оС/г)*»*» . Для любого " 
66 .х,) найдутся С/, С*, ?ььЭ такие, что t /  6 < w < 
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Следовательно, Ъ . Откуда bk-t^-ti . Аналогично 
рассматривается случаи, .toгде с<* (ii)>- °°, °i*(t») --г*, к 
оС « ( т , ) >  о ° , °t»(tz)>-oo . ( 2 » ) доказано. 

Докажем, что 

с/. с Л ) . ( 3 „ ) 

Пусть ЬЛь.и.ие G, , t,<tt,<tb<U • 

« « i t e ) (ti)><*/ f t *  t , ) , „ с : , (ф  4 J $ } < % ( U - U ) . 

Пусть &«?((?, f o ) . рели с** ( i f ) «  с о , то найдутся Т},'Г$е6' 
такие, что Г/6<С/<Ся< Т ; В . и 

o<№)eC ( 'C , )>0 ( r * - r ^ ( 4 * ) 

Если oC* ( t i )> « ° и Jury Д о С  + оо . то найдутся Г/. 

такие, что t\<Ti<Tz<t% и справедливо (4»«). Ес

ли оС » ( т « ) >  оо , (im J)tct,(£)<+or> и ti<t>,, то на й

дутся Т»,Сде6* такие, что t »  S < X , <tn<(t^ t t^)Z" и вы

полняется (4**). Если oC» ( ' t » )>  « » . tun+D^<«*> . t * " 

t> , <**(Ъ>)>-°° и (t) > - о° . то найдутся 

Ъ.Ч-Хчев такие, что**Ч«8<*с7/<Г< с» < fVt$ • 

оСС-Г)  с С ( Т ? ) > С , f i f e Ф - Г ) . 

Если t%<tj, °С * ( т у ) >  ° " и &m._DtoC(£)~- . то най

дутся C^ti/eG такие, что (т^ + '<Тд < 2» < *ё и 

. «С(€»)  <Л(С£)< Сц (ti/ - Cj) ( 5  ) 

Если оС й(£«)>чю я lirn J)f> *>£(•£)   со , то найдутся f£t 

такие, что t$<<ti/<i4 и справедливо ( 5 * ) . Если 
t<„(ti/) =оо , то найдутся t V ^  e f i такие, что ta<p,< 
<tb<Uf& и выполняется ( 5 * ) . Во всех этих случаях имеем 
b*(oL,Ct.cd(tii~?i • Откуда Ь^Н,С,,Сл)^-Ь • т о 

зывает (3 ) . Следовательно, с< (е fifi+ffj р-

Докажем, что 
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• • 
d { t e 6 , : o < + ( t ) = oC. ( t )=o<, ( t ) «<^* (c ) »o< , ' , ' R T ' )V l (fi*> 

По теореме I множество 

t->t~ t+t+ 
открыто, всюду плотно в I и 

ШеЩЬЮ • Mi) - «**{£) 
.что доказывает ( 6 * ) . 

Докажем, что 

(VK {а,ЬЩт hM->h 4*№ ДcCR(iS) (7 . ) 

Ясно, что 

Следовательно, 

( V l c ( Q , 6 j ) ( j ^ r ^ , ^ > ^ P ^ f ( - t V ^ (8 ) 

По теопеме I (21) и теореме 2 

ton Ц лт(i)  JJUt{i>. ton. Д of. (€)  Jfc ( t ) 

Откуда следует ( 7х ) . 
Аналогично доказывается, что 

(VtefO,^(tontД.^, i t )  ton X U + < 0 ) , до 

(Vic rQ/b))( to". ВД$  Л ( t )  Si 

Лч теоремы 2, (3*> к ( 9 » ) следует оСц.с**. 
Иэ (3* ) я неравенств 

(Vft f j ; (o : l t (+"> j.Jt)<.oUt)i 

имеем 
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Следовательно, 0 (cd.Ci.Cfc)  Ь*(*,С;,Сх). 
Т е о р е м а 4. Пусть e C , : e f l ^ £ . * > • р^Шб^К} 

t = /,£ . Тогда 

. ̂  "J fc * ( V i e ja,. f t ) «JM't) < # (t% 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что в> «£/~оСя 

следует 

( ' V t e & ^ . ^ i ^ L F ) ^ ^ ) ) ( ^ 

И З оС*Ла имеем 

(Vte fc\ (a, b})(ec»(-f) < <*в"Ю c<A't)). 

Следовательно, 

( V t e 6 ? y ^ ( r ) i o ( ; ( l ) ) . 

Для доказательства неравенства 

достаточно показать, что 

Если ае!З л и e^(a)<«*g..,(u). то Ас£ г ( 'а>' , 1 ' ° и из тео

ремы I (23) и теоремы 3 имеем 

и »  .5,d, 9 (а)  fcn^.OtcQ (тi Д с 2 , 

Следовательно, сС, г (й )    в»4 . Аналогично рассматривается 
случай, когда я c<?f6)<e4»„(6) . Если tefifcUftA? 
и eC A ( i ) < «<A « ( t ) , то ЛоСлгё  —оо и ('£)  • . Иа 
теоремы I (21,23) я теоремы 3 имеем 
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+ « = Р,сС яф= Urn Л ^ я ®  « V W " * > 

Следовательно, oC l + ( t ) =  oo , что доказывает (2**. 
По теореме 2 из (1 « ) слздует o£,"'oC f t. 

_ Т е о р е м а 5. Пусть оСМс£дЬ*(1,%) . р.Ы^Щ1. 

Xo(tiHf>{i) " « £ ( 0<До ('6) .Тогда 

удовлеторяет условиям <//<••)((Jb , Jtwjfc и xe Вд^ %R\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у-max {оС^ХоУ. 

Тогда оС<.</ • Покажем, что j/^Xc и <yt б£ л ( 1 , • Из 
c£~cJ.o и оС,»^ имеем 

Откуда 

(Vi4(o,fr̂ tonjioVt)< toy i/fck ton (/fr)< fcn яла) 
t ' ! ' f t ~ t * t W ' < 

Следовательно. 

(Vic (a, £0 (ton. ^ ton. j<ofe). 

Аналогично доказывается, что 

Of: с fu.rVton Й *  &/ft jfc ( t j ) 

Следовательно, £ М д э • Для i<-(u,C' из 

<b*(w - до i t ) -xTft) 

следует У * Д о • Для доказательства неравенстве Хсч-(У 
достаточно ггокйзл^ь, чго M i ТС'/#,£} из у/г)<хоя(г) еле
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дует Х с • Если Л>(*>  Ц ( * ) < Х э » ( Ь ) иди JCo(t)< 
U(t)<X*$t то иа теореуы I (21,23) следует Xo+(t)»  ос. 

Следовательно, Xc*<U . Из неравенств Xo+tifiXo' и 
теоремы 3 следует yefiB*(I,R) . Д л я fce(a,6) 

Jfe fa " J«C4(t) * .у ft) < ^ ( t ) = j (o ( t ) . 

Следовательно, <•/ . Для до:<вэа«./ьства неравенства 
LjiXo достаточно показать, »'то Для <£'.Q,&!r из y(i)> 
? J ( o { £ ' следует XU(t)_"*o<» . Из условий теоремы имеем 

 ^ ( ^ " У " ) для •icla.h'i . Следовательно, Jto(t )  t f f t )>Л*(t ) . 
Из теоремы Г (22,24) следует •Xo ( t ) ' * ' °  Следовательно, 
У * Хо . 1Ь неравенств Хо-£ У £ Х^ и теоремы 3 следует 

Дья A'lTtUXly ft J аналогично предыДуД'му имеем o<<J!< 

О п р е д е л е н и е . 

ft) , Ci.Ci.cR , A*0 и 6*0 . Тогда 

&~(Д Cc*) = Щ {b-(p, с,,сл): ре б}. 

О п р е д е л е н и е . Пусть' Л'СЗб \6,Ё) . brfHS~(bt 

£) . ht0 и 5t0 . Условия 

ЗЦ)t U(t)U £C€A A U 5}< « с . ( I U«5 • > 

Условия 

(Vc,.cne Ф(0~(Ьс,,сл)*0). (2И»/>~» 

1 д и к о I . Пусть О.еб , ^ , U # V / C 5 . rt»/,2. .. я 
t / H ^ e  Q . Беля для « * y<»6 £ d V t f . # ) ' *«/,£,... , 4/«От 

/Jj выполняются условия Ud£i* и 

http://Ci.Ci.cR
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TO 

fim ton fft ® • ve flfaa*$>j > j M $ 
(4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем ' I ) . Предположим 
противное. Тогда найдутся d^da^R текиэ, что 

Й ^ я Ф = >Щл fen ton Щ Un(§•• veGn(u,a*b))> 

>dz>a,> max f<%ty6^\ 

Пусть nteti такое, что ^(faX d,, 

(jn-a<mu>ly(A,!.-l\d<-d,l { > ) 

tin oinla)* «4(a) ton sun icCn(-e): 

tin lunitJ *c6ri(a,a+b)}<aC*(cb*> 

ton A c i ( t )  + * » ( 2 ) 

Если Д Л Я $>. p«e 0 f t f & R ) , И  , ЩА\ 
Выполняются условия V.^&" и 
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Тэглг ivТдутся Ke{n:,m>i, . } г. Се Gfl(a,Qe?) таяие, что 
«Gc(t >d$ oCr.(tt)< c/| и <̂ ic ("^m) £ (it • Следовательно. 

^*(ч )п)-^к^ < d. - cfe < ( f a - t ) , 

*"K(t) - O C b ( U ) >dz-d,>v-a. 

Откуда 5*fA, i, -£)3Cjn•£><  Л . "то противоречит 

Дожаием ( 2 ) . Предполояям. прп.ивьоё. Тогда на иду геи 
с,,сяс(0.<*л к d,;dzeR что 

• л Urn dt<A(t)<o<c, 

. -t+a* 

Выберем M E А/ таи, чтобы <)Пн<Цл< Ь, а (С^^)>Ья, 
Qn-а <тл 1д*(А,а,сд, Щ - til)с,-4} ( 2 * ) 

и из теореыь' I (38) ся довело 

1'нберем ne{m,nifl,. L. и С е б Л Ф .фяи) « к . чтобы c V ) < 

«С* (9*)  о<я (<?тЛ «* ty« ?*н). t * i 
Следовательно, 

(Qn^i) в6ь(0 >4trf# >С# f ' ^ . i  'C ) . ' Й Н 

Из ( 3 " 0 и ( 4 » > имеем §*СЛ, С , , С А > * ^ ( П + ,  , С tfflfci ft . 
противоречит ' 2 * > . . Г 

Я с м м а 2 . ;;уоть 

Если « и oc.o.'ne ?c»Y0", £) • a~iz,\.% А'Ып-пет 
ввооднлЬгоя условия ti£.V" и 



•&»t" f t * ^ w 

(21 

f t" 

Болидля f>.jbfi№(1? n-I.Z 
эмполннотся условия Ц&>" " 

T O 

(41 
Й > . FEL t^GOff -5, ttb)]yp*{i) ^ 

bit DtJHp)=-«>,\ JV^/r)+no

t"*b f t * 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем (1 ) . Предположим 

противное, югде нлядутся d/.uzt К ' такие, что 

пусть теЛ «екм. ««о <4(pn)<di. o'((fiK)<di « 

<1«-p*<nUr. (b'iA.L-b.dt-d,]. (M 

Тогда иаДс ся K*{tn,intl....} • Те GO (fa. $м) тенге, 
что оСл ( ^ > ^ 2 • «^^v„)<rf, « <**(Cjed<dl • Следо

вательно, 

<*к(Ъ)-£к(рг' >dn-d,>t-pm. 

<i (q»> МЪ< а, -6к:-((^ -€). 

Откуда 5* (Л. 1.  О < 9т  Ли .что протгворечит ( I * ) . 
Докаием ( 2 ) . Предположим противное. Пу^ть наЧдутся 
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-i, \ е(-">,Ф я cl,,Ja€K. тате , что 

{йт! tftf teGn't-i U$)}<d.<dx«t*(i\ 
9+3 fr**** 

Выберем me А/ ми, чтобы рп<сь.н. <*(flnn)>dx • 

фя-% < ГИ&1 f&Y*Ai) . (d -ОлХ"'] ( 2 w ) 

я Я9 теогеыа I (36) с деде чадо 

«*<рл»0  «ЛСря) > С, (pm+»  рт) 

Выберем ке{/П,/ПЧЛ" te(pmH 9**) так. чтобы oCR(t)<£t,, 

^(рпч)-<=Сц(р,^)УС,(рп*1-Рп^. , СЗ") 

Следовательно, 

Из (3*) Я (4«) имеем $YA,C,,CiVt>Pm <•'/<*-Pta- » ч т 0 п р о " 
тиворечят <2я*. ляааэгвпага рассматривается случая, когуЛ 
найдутся C b C€fO, » ) «вмяв, что 

Т е о р е м а 6. Пусть "С.6 3d+Cff. R) . П/Д.... А"

• {оСп ПеЛ'} я выполняются условия t£0ft + . Тогда наШдтт

м Ч'А+Н я <>Ce0r?+(ff,#) « я л е , что 

Г ^ , С € ^ ) ^ . Я С ' . ^ ) ^ + С / ! , 0 , с ^ ) (2 ) 

Пусть finebb'fcf!) , л = 1.2.... . &={р„: я 
выполняется условия . Тогда найдутся f 
и f-£bb~(6.R) такие, что 



 Г. * 

lVc,.C«C ЛХб" (Р .С. С*> >5"(fi, С/, ся% ( 4 ) • 

Л с к а з « '. е л ь с т в о . Докажем ( I ) . Пусть мно

жество б г 0 с б счетно и всюду плотно в 6 . Диагональным 
методов найдчм * oQ,60R такие, что й / п У ^ 
• ° к для любого te&0 у>! ^ ( t ) — <Ло(^. Из определения 

следует 

(Vc,,L1{eR)CoVo.c,,c£
>)>5+(A,c,.c^, 

а из теоремы 3 имееи с ^ * е Й£т(1,|&) и 5 V * . С.. = 
CL.CR) ДЛЯ любых d . C g e i ^ . По лемме 2 

Пусть 

• &S o t y ^ ( T ) <oC*( i ) } . ( 2  ) 

Из ( I " ) и ( 2 " ' следует, что 

Покажем, что множество 7 не более чем счетно. По теореме 
I (33) множество 

•Г 

не более чем четно, а по лемме 2 и теореме I (34) множест

во 

конечно. Диагональным методоь найдем uj- f i и o<:G» 
->~Р_ та:да, что lip', ul(if)-co и д л « р .  * ^ ) ) справед

ливо ( I ) . По теореме 3 с£е 66 и 6 + « C , . c ^ 
С ( ,Сй) для «5ых C , , %G£? , что дркаэмвлет ( 2 ) . 
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Т е о р е м * 7. Чтет. «C..Cn.e №(Q,R\ В . 
{ «*«: ле^} , выполняются условия U66+ и 

(Vte6Xtonc^(i) '^t>). 

Тогда 

(VQ(€6xfoIXV6,e:&n(a,bD(YLe(0.*5) 

(Vts/J Л LQ,.ferlX.U(t)^B(i)l<6)). 

( V L 6 R ) № 6 \ { C } X L < P ^ ( C 5 ) ^ ( Ув , ё& {а ) ) . 

(V6c(0»)X2;eWXVrie{ lt.^l....3)(VtcfinrQ,.bX) 

(Vfc(O.^X :JrC||)(VftG{F,E»i1..."i)(Vt€lrn[a.M') ( S ) 

ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия t i f t S " и 

<;vte6Xtj4^(i )^t) ) . 

Тогда 

(Va,efiN{b})(V?), e 5П fu, 6$Vi e ft) " ) ) 

(Vfefi n [ft, ijytf&h fin Щ< Q)\ 
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(VfiefO.^KeAiXVnefK,^!,. . } ) (V ie6r i fQ , ,S } ) (5 ) 

(Мёз (0.4)(3« £uXVn f e- [a,^....^(Vban Га. 6,1) < 6 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем ( I ) . Предположим 
противное. Тогда 

(3a,eG i Шзб,«=6П(а,.Й)(3 be (0,<4 

((«•ейП(а,,о,1Х^ <hM*Y Ь > (Vt6 6nfO,.fcS> 

( L<iX t ^ ) < l i > C 3 6 e ( 0 « ) , ) (YKeA / X 3 » e [K . i t + i 1 . . i ) ' 

(3te 6 П Co,, 6.t)(l «*<*)" «*«.(t)l ? &). 

Для функции <Л не интервале Сй/.М из теоремы I (3639) 
следует условие дигавкцв с константой L . Пусть 

me{2i...?i и .%_«, i  D т+4 такие, что S 0 = Q I , S « . I ' 4 , 

з^е(а^(<:Л(6 го,)т' в;+1(6»а»>>Г*), <>(..... 

т > max {e(b,-a;)(L+l)b^ А ф - ф Н . 

Выберем Ktti таи, чтобы 
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( У С е { 0 . . . . . т ] ) ( У п е { п Л Ч . . . ^ 

Пусть Ceio^r.) такое, что ie (S; ,5 t  + , ) я /е*ф«Ап|01*<&. 
Если c f , ( t )  0 ( r . ( tV&. * ° " э 

4 ( L 4 ' ) ( 6 ,  0 ( ) S - L ( T R U l ) " l ( L + i T 1 6  ^ = (U2 ) ( i 

оледует 

вСяШ  Р*д(в)<  ( > 2 ) ( т s£. ( I * ) 

Аналогично получается неравенство 

**п(&^)  <<n i i > (b *2 ) f s , : . ,  t ) . ( ?  ) 

Если 0 < t , то 

с^я (bi) - Jn (Sc-i) >  (ii *t") ( s •  &Vi). (3 ») 

Из ( W и (3* ) следует 0 < t S^ . j < 4 (Д  Q,)m"*, что проти

воречит выбору PI . Если i<m , то 

OGI(S.B)  сСа ( 9 ^ < (L+i)(S:>fl fte). (4 ) 

Ив (2 " ) it (4*) следует <5«5;:+ftt < 4 ( $ ,  Q i ) n r ' , что проти

воречит выбору /П . Если cCn ( t )  c / ( t ) >€> , то аналогично 
предыдувеиу иыееы 

Следовательно, 6< Si,,S;. < 2Д Ь,О.,1) ЯГ* . что про т явора 
чит выбору (П. 

Докажем ( 2 ) . Предположим противное. Тогда 
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(3Le B?X(Vte G \ [ o & ) ( L л (3a,e &N {otya&e(0.^ • 

На (5*) следует существование ^ : Л ' — Н , 5,е[&,о] и 
&:Ц 6П [Q,,feJ таких, " w ttg T*(»i) = «>. Wn 9 „ «Ло и 

Пусть 6=0 +(A,L L%, t , , t «e6 такие, что .%S/g<t,< 

Выберем те и, чтобы бьеСсе^+Ь/й) • 

Тогда найдется t j G ( т П ^ й ц ) такое, что 

Следовательно, & * 6*  'С/ , что противоречит Выборг |С| 

в 6Я. 
Аналогично доказывается ( 3 ) . 
Аналогично доказываете»» ( 4 )  ( 6 ) . 
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УДК 517.927 

Грязанс Г.П. ОБ СЯКОЙ КР*КВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ ДВУХ СИН
ШЯгаЬХ iT.ABHEHM // Математика. Дифференциальные уравне
ния: Ьаучные тр/дк.  Рига: ЛУ. 1991.  C.3  I I . 

5 статье исследуются вопросы существования и несущест
вования решения сингулярной краевой задачи. 
Екблиогр. 9 ноэв. 

G . G r i r o a s . РАЯ £ Ш B0E52PR0ELfirU UIVU SJITOULARU VEHrtDO* 
JUliU S I S T f t U I . 

T i e k p e t i t a 3 i n g u l 5 r a e n e l i n e s r u v ienado^umu r o b e i 

р г о Ы ё ь а е a t r  . а э и ё j u n u e k s l s t e n c e un n e e k e i s t o n c e . 

C . C r J z a n e . CK А ВОНЮЭАНУ VAIUE PROBLSkT РОЯ THR SYSTBi 0? 
T * 0 L'I??EitENTTjlL 3CUATI<WS WITa S I N G U L A B I T 7 . 

The a r t i c l e d e a l s v i t h e x i s t e n c e and n o n e x i s t e n c e f o r 
a a i t Eu lo i ' D o u i d a r y v a l u e p r o b l e a f o r e q u a t i o n s o f e u p e r 
l i n e a r t y p e . 

УДК 5P.95 

Райтум У.Ё. Ч СИЛЬНОЙ СХОДИКОСГИ РШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ С 1Н0Г0
CRIWHL'WL ОПЕРАТОРАМИ // Математика. Дииферзнпиальные ураь. 
нения: Мэучныс труды.  Рига: ЛУ, I99X.  С.1223. 

Рассматривается абстрактная версия уравнений 

с многозначными опеоптораш А и Qo . Получены услогкя, 
оосспеччввгврр сигьнув с.ходчмость решений псследоватвльнос
7ч «п.?имений р'лда { *7 . \ 

U.Rai ' .uikS. I'AS VlSllECXrjJinr AH DAUDZNOZtMlOIOi 0РЕЗАТ0ЯШ1 

masitSiaaea sripac SOKVERGZNCI. 

Л  r l C t o t i v i s b a d o j u n a 

 Си' 4jJ, t/( у,;, f Qo U j ^ .v (у (.<> 
cbstraX*.* versi^a. l e g j t i nosscl.vusii, fcuri gsraate .(•? tips 
:• .ear.AoiJusu nr t o t s atrH. sinnjucu stipro konversenci. 



U.Haituaa. СИ TEB S T B O H G C C E V E B G W I C E OP S O L U T I O N S OF J Q U A 

T I C B S W I T H M U L T I V A L U E D C P E H A T O K S . 

I n t h i s p a p e r we c o n s i d e r an a b s t r a c t v e r s i o n of the 
a q u a t i o n s 

-dir A(.\, A,<£) r Q0 (•>'.<*Лх) (*> 
w i t h m i U t i v a l u e d o p e r a t o r s / and G O . 

There a r e g i v e n еоке c o n d i t i o n s ( s t r o n g e c n o t o n i c l t j 
o f .A w i t h r e s p e c t to , g r o w t h c o u d i t i c n a , вояе cnn

p a c t n e s s p r o p e r t i e s ) which e n s u r e t h e s t r o n g conve rgence 
o f s o l u t i o n s оГ ttie sequence of e q u a t i o n s o f t h e type ( * ) . 

УДК 517.92? 

Унгуре А .А., Цепитас Я.В. О РАЗКЗКЮЮСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЖ QBH0F0 КЛАССА СИСТЕМ ОНШСВЗШХ ВШЪРтМАЖШ 
УУкШШ ВТОРОГО ПОРЯДКА С H E O  I W L F Y I M V H ОСОБИ КОСТЯК! 
// Математике. ДиЬферекгшальные уравнения: Научные труды. 
 Р и г а : ЛУ. I99T.  С.2434. 

Научается двухточечная краевая задача для системы 
уравнений второго порядка, обобщающая краевую задачу 

« t felt, *?"'JfFi'-' 

ьН (0 • О, Щ Щ А; # &> - Ci, 

где i'f,....n; PiMz.'ic.CieSt} Qi,&;e[C,+*?>; CL-t-krO. 
ксес(Г.0,П*Ям). 

Еиблиогр. С назв. 

Ungure A. . Ceylt is J . PAR VIBNAS aOBSiPSOBUVU ifLASBS MHS-
SIHlMlBU uTHAS KAaTAS PAHASTO ОГРЕВЕВСПЬУТЯГАРОЛ'СТ SISTfi
MiK AB KBOraXlRbJAHiM SIHOULAHlTlTKM 

Tielc pet l ta civpunttu robeiproolena otras irsrtas v ie 
nadojjnu sis ' .enal , кита vieparinA robeiproblenu 

4 Ж. >£\ 



I l l 

tar l*i,...,H; pC.Ck.tC.CieR; Q ' , ft} «  < * ) , 

Pngure A.. C e p i t i e J . OS TUB SOLVABILm 0? BOUNDARY VALU8 
PROBLEMS ?0R SrSTSS О? SECCWB ORDER ORDIRABY DIFFERENTIAL 
bSflJATIOBS WITH OKSUiatABLE SmaULAEITHS. 

T h e r e i a i n v e s t i g a t e d t w o  p o i n t b o u n d a r y v a l u e p r o b 
len f o r aystern o f s e c o n d o r d e r e q u a t i o n s , wh ich i s t h e g e 
n e r a l i s a t i o n o f the b o u n d a r y v a l u e p r o b l e a 

jft
; (0)  D. Oi $ CO * к л/ (£)  ч . 

•There ! > ' , . . . , « . pr.CfLb.biSlk; йсМш^У, 

Oi+Ь:*- o , hi e C(CD_ П * Л * 1 ) . 

УДК 517.927 

Беспалова С.А., Клоков D.A. ОБ ОДНОМ ОБСКЦЕНЖ УРАВНЕНИЯ 
ЛСЯКНЕРЛСК5*1А. I l l // математике. ^кйергникальные ураене. 
ния: Научные труды.  Рига: ЛУ, 1991.  С.3541. 

Изучается разрешимость краевой задачи 

х{оух0, х.Щ-а, Xity-f. 

где Qg^Oftc + b ' + ^ X ^ , Ш ^ - ^ к ^ ^ ф Щ 
0<а<? Лд*0 
Б»;блкогр. 4 назв. 

S.Beapriova. J . Q c k o v e . PAR КЮТ FuLSHXHASisRA DIFSSBR
CliLVIBbXDOJnuU V I S P A R П А Л А Ш . I I I . 

Apnsatlta a'.ri finajusa ekeistence robe "problem*.! 



IV 

. * (0>.Yr , , л \ 0 )  И > rf»),?J». 

S.BeBpalove, J.Цокот. OH GSTKBALIЛАТI ОН OF TH2 ГОЪЮЫЬ
SKAH EQUATIOH. I I I . 

Existence of the eoluti on of the boundary "alue rir jb

where fig W') " 6l * ' * ! ^ f Л . Qj С Л ( >. GSj 
j = Cfr > >Xa<^ , .Ko>P i e atudied. J 

УДК 517.927.4 

Гдпков B.B. РАЗРНПИМОСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДВ'МЕРНОЙ МО
ДЕЛИ Г.ОЛУПРОВ0ДТ1ИКОВ0ГО ПРИБОРА //Математика.ДИФФЕРЕНЦИ
АЛЬНЫЕ уревиекия: Научные труды.  Рига: ЛУ, I9VI.  С.42
С З . 

Исследуется система 4г обыкновенных лмлЗферг'щиаиьньг: 
уравнений, моделизупцая одномерный стационарный процесс 
про~екания тока через полупроводниковый прибор, ссстоялий • 
из двух звеььев. Доказана теорема суцестэорангя регения 
краевой задачи для упомянутой система уравнений. 
Библиэгр. 4 назв. 

V.Gudkovs. НОВБЙРВСBLUIAS ATHISDlXvlBA PURVAHlTAJU IbBlOES 
n S H D I U E S S I J U HODSLBi. 

П е к pe t i t a * paraeto di fe res ie lv iena io juou aisteaa, 
iura modele viendiaensi ju stacionaru s t r ives plusnu eaur 
pusvadita;iu i e r l e i  Pierad l ta robeiproblen&s atr is inajuca 
ekbistenr.es teoreaa piea lneta i wienadojuuu s ib tens i . 

V.Gudkov. TUB SOZ.VA3ir.ITY CF A 30OUCAK1 VAVfS FR33LEM 7 0 R 
OtfEDIMEHS ICNAL t'ODEL OF SEK ЮОМШСТОЕ DBVICB. 

The cystem of fourth ordinary d i f f e r en t i a l equations, 
a o d e l l i n f ; seai•sonduetoi* device in a one d i i t ena ioDa l sta 
tionary case, i s inve « t ig * ted . An exiatence theorem i s pro
ved f o r re lated boundary value p n b l e i . 

http://ekbistenr.es
http://SOZ.VA3ir.ITY


УДК 517.927.4 

19*97.г С.5466. 

Доказана полнота множества теорем разрешимости двухто
чечной краевой задачи для ОДУ 2 порядка с некоторыми допол
нительными условиями. 
Биолиогр. 2 назв. 

V i r i b i ck i s J . , Pononardevs П. AT3IS INAKlBAS TEOHEHU SOP AS 
PnjTJWS KADAI BOIEZPROBLEUIl KLASSI. 

Pxeradlts divpunktu robeiprobiemas otras kartas PDV 
teoromu kopas oilnuns ar daiiem papi ldus nosacljumiem. 

Virzhbitski J . , Ponomaxev D. COMPLETENESS 07 THE SET 07 
EXISTENCE THEOREMS POH A CERTAIN CLASS OP BOUHDAHT VALUE 
PB0BL3US. 

The completeness of the aet of existence theareas i s 
proved f o r twopoint boundcry value prob lea f o r ODE with 
ec*p condit ions . 

УДК 517.927.4+517.908.5 

Понсмарзг B X .«ЖАЛЫАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ РШШН СИСТЕМ 
0ВЕРАТ5РНЬХУРШ:К^ // Математике. ;>5фе1.йнш;а,.ьн,е урев
нснкя: Маучнке труды.  Рига: ЛУ, I99 i .  С. С£?1. 

Для систеяь лкраторнъос уравнений 

где F-IE.—En ; <?:F,-~fA , W£ i 1ЯЛ'  вешест
пенныз нормированные пространства, приводятся условия, при 
которых решение зтой системы локально единственно. 
Ьислиогр. о назв. 

V .Pononcrjovs. OPERATOR VTEIIIDOJTAIO SISTEMAS ATRISINAJUUU 
LOXiLi ийГГАТВ. 

Operatoru vienndojumu sistemei 

Fx^O, Vx=0. 

kur F- . ?:!г,-+-£я Г:; , £. ' . ;?.*  r e a l j a , 
псгвёЧьа te lpaa , doti nosaciJui.i, l a i dote i e isteuai 
Гс<а1в v  i i ta te . 
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V.Ponomaxev. LOCAL UHIQUKHESS FOT< A StSTSi OF OPEBATOB 
EQUATIONS. 

For a syetea of operator equations 

Fx-C. $Х~С, 

whare F: E,-~Ei . 9:E, » € a , & . С=/Я,1  are 
rea l noraed spsces ihe conditions for the loca l uniqueness 
of a solution are derived. 

УДК 517.927 

Звягинцев А .И., Карташова И.И. ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗУчЦАЧК С 
ПАРАМЕТРАМИ // Математика. Дифференциальные урорнения: 
Научные труды.  Рига: ЛУ, 1991.  С.72'/9. 

Получен» условия существоАэния решения для системы 
обыкновенных дифференциальных ураььений с двут7о.ечними 
краевыми условиями, содержасей параметры. В качестве при
ложений докеэаны теоремы существования и единственности 
ге1ген>:я для одной прикладной задачи элсктрздиффузии. 
Библиогр. 6 назв. 

A.ZvJagincevs, I .Eartasova. РАН KiSU ЯСЮВгРПОЩ.ЙЛ! АЕ ра
RAMBTSIBH. 

legut i pcrasto Aiterencialvienadojuau atriainajuau 
eksrstences aoeacJJuai, ja atr is ina juas noteikts pie ro 
beznoaacijuaiea un noteikta paraaetra. Pielilcuaa dot! teo 
remu pie ads jua i atr is i ia jums eksisteftanai U D unitatei 
vienan elektrodifusi.Jas uidovumaa. 

A.Zvyagintsev, I . tartashova. СИ А СЕОТАГЯ BOUBDAHT VALUE 
PROBLEK WITH PAHAMETSBS. 

For system of ordinary d i f f e r ent i a l equations with 
parameters conditions ensuring the existsnse of solutions 
are obtained. As an appl icat ion the existense and unique
ness theorems for a certain problen of ekeetrcdiffusion 
i s oroved. 

УДК 517.927 

Звягинцев А.И., Тихая O.B. ОБ ОДНОЙ ПРИКЛАДНОЙ ЗАДАЧЕ // Ма
тематика. Дифференциальные уравнения: Научные труды.  Ригэ: 



V I I 

Получены услоЕия существования решения конкретной 
краевой задачи, которая возникает при моделировании реак
ция окисления на поверхности катализатора. 
Библиогр. 2 кезв. 

A.AvJagincevs, O.TiheJa. PAR KADU L I E T I S p PROBLEMO. 

... _ _ I r ettrasti konkretaa гюЪегогоЬ1ё«1вв__аЛг1а1паЗивш ek
sisteSanas noteiicumi. Robezproblema i r s a i a t i t a ax oks i 
deSaoas reakei jas modeleeanu uz k a t e l i z a t o r a v l r s oa s . 

A.Zvyegintsev. O.Tiheye. ON A CERTAIN APPLIED PROBLEM. 

The conditions ensuring the existence of a solution 
of a certain boundary value problem modeling the oxida
tion react ion on the surface of cnta l i z a to r are obtained. 

На основе специальной разностной аппроксимации не
самосопряженных дифференциальных операторов второго по
рядко построена монотонная разностная схема для решения 
уравнения теплопроводности в широком диапазоне изменения 
параметров. 
Бколиогр. 8 назв. 

Н . K a l i s . PAR SILTUMA VADI6AHAS KEPAfiSAITlTA DIFERENCIAL
VIEJADOJUMA SPKCiALU DIPEREHCU APBOKS DtAC I J U L I K X I N I J U 
03T0G0NALAS KOORDTNATES. 

Pamqto jotos us nepaSoaist l tu otras kartas d l f e r e n c i i l 
operatoru specialu d i f e ren iu aprokaimaciJu, i r konstrueta 
monotona diferomJu eheaa s i l turns vadtsaaas vienariojume s t 
risinaSane.i plaaa parametru izmainas diapazonfi. 

H.Kb l i a . OH THE SPECIAL DIFFERENCE APPBOXIMATIGH OP HOH
S2LPADJ0INT HEAT TRANSIPB3 DIFFERENTIAL EQUATION IN 
CU8WED LINE ORTOGONAL COORDINATES. 

On the bas i s of specia l di f fe rence approximation of 
non  s s l f  ad j o in t second order d i f f e r e n t i a l operators mo
notonous di f ference soheae f o r solut ion of heat transfer 
equation in a wide rehge of parameters i a constructed. 
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УДН 517 .925 

Вольфсон И.А Л, Садырбаеа С .Ж. О СОПРЯКЕКИК ТОЧКАХ ЛФШЙт 
НЫХ УРАБНЩИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА // Математика. ЬЙерзнаи
альные ураснения: Научные труды.  Рига: ЛУ, 1991.  С. 
I02 I I0 . 

ИсследСван вопрос о взаимной расположении репенуЯ, 
имещих простой нуль в фиксированно!1 точке оТ , к экстре
мальных решений ( т . е . рзвениР, которые рсализуат точки, 
сопряженные к t-cf. 1 для уравнений класса 1 А , т . е . 
уравнений, обладающих свойством: любое рзвекие, кмеющее 
двойной нуль, не сбраыэется о нуль вправо от него. 
Библиогр. 9 назв. 

I .vo l fsone, P.Sedirtasvs. РАК Ы Л З Ш TKrfiS И В Т А З V 1 S 

SlDOJUIU S A I S T T T A J I S H PUPKTIEM. 

I zpet i ts jauta^uas par alrisinaJuxa, kuraa i r vien
kursa r.ulle punkti ч , ut I I klases vienadsjuru, t . i . 
vienaiojuau ar ipesibu:.jefckure' atrisiuajuas, ccxan i»
divicrSa nui le , ntpi?aea aoll's rSrtiba pa la'oi no t i e , 
ekstrciSlo atrisins.iuau ( t . i . atrioin»ounu ? itttri r«alJiA 
ounktu* .^aisiitue ar <чС ) snv»».«rp5Jo irr ietajuau. 

УДК 621.373+51? .927 

Новиков В .П.. Степанов А .А. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ОПТ/КОА.̂ СТИ
ЧЕСКСП ДИАГЮСТИКИ ПСЛУРРОВОдаКСЗ // Кьтематакг. 
г̂ енципльные уравнения: Научные труда.  Рига: СУ» 1951. 

В работе исследуется обратная краевая задать, ьозн*
кащая ь оптикоекустической спектроскопии, рассмотрены 
численные методы ее решения. 
Библиогр. 7 казн. 

V.Novtkovs, A.Stepanovs. PUSVADlrA.TJ OPTISSI•UCUSTTSCAb 
DIAGNOSTIKAS ETVUaSAIS UZDEVUHS. 

Dp.rba i r uetita tnversa roh;j£probIeaa,_Jcae rodas op
tiekiakuatJ.skaja spektrosiopija, tae risinAeanai i r ap
skatitas skai t l is ias metodes. 

V.Novikcv, A.Stepanov. THS INVERSE PROBLEM OF Tits Р 'ЮТС

ACOUSTIC DIAGNOSTIC OF SEMICONDUCTORS. 

Xn the paper i s investigated tbe inverse boundary 
value problea of photoacoustis spectroscopy and (Jiscuascd 
numerical aethcaa for this i l l posed problems solutions. 




