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EinSteina relativitates teorija lidz E=mc?2
Matematika piedzivojumi
3.1izdevums

Karlis Podnieks, LU profesors
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3.izdevuma (2015.gada) jaunumi: a) Lorenca transformaciju izvedums 3-
dimensiju un n-dimensiju telpai (t.s. Hergloca formulas), sk. pielikumu beigas;
b) parstradata (uzlabota) 1.dala.

Ievads

Kaut kad 1960-jos gados, v&l students budams, lastju (krievu tulkojuma)
Einsteina 1916.gada uzrakstito popularzinatnisko gramatinu:

[1] A. Einstein. Uber die spezielle und die allgemeine Relativititstheorie:
Gemeinverstindlich. Sammlung Vieweg, Heft 38; Braunschweig: F. Vieweg &

Sohn, 1917 (online English translation).

Tur pirmoreiz ieraudziju Lorenca transformaciju formulu izvedumu. Salidzinot
ar citiem popularzinatniskiem apstastiem “uz pirkstiem”, tas likas aizraujosi
kompakts. Palikusi atmina “autentiskuma piegarSa” (pats EinSteins!), tad
pienémums, ka formulam ir jabut linearam pret x un t (kap&c to nepamato?),
t.s. relativitates principa izmantoSana un V&l pienémums (fizikiem -
eksperimentals fakts) par gaismas atruma neatkaribu no atskaites sisteémas.

Tuvak pensijas gadiem, 2005.gada vasara man sagrib&jas saprast precizi
matematiski, kadi tieSi piep€mumi ir EinSteina specialas relativitates teorijas
(Lorenca formulu) pamata. Nonacu pie secinajuma, ka $o formulu izveduma
pien€mums par gaismas atruma neatkaribu no atskaites sist€mas nav
nepiecieSams, jo maksimala atruma eksistence seko jau no relativitates
principa. Ar1 tas bija aizraujosi: izradas, ka no loti visparigiem pien€mumiem
(“dabas likumiem”?) seko, ka ir iesp&jami tikai divi varianti: Galileja-Niitona
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absoliita telpa un absolitais laiks, un Lorenca-FEinSteina laiktelpa, kura telpa un
laiks ir saviti kopa, un mehaniski kermeni nevar kustéties atrak par kadu
konstantu atrumu ¢ (c ir teorijas parametrs, kura konkréta vértiba no tas gan
nav izrékinama). Citu variantu nav — neko citu ka Lorenca transformacijas
EinSteins izgudrot (vai atklat?) nevar€ja!

Mgginot visu maksimali visparinat, sapinos un beidzot nolému paskatities, ko
Saja virziena ir izdarfjusi citi. Un, protams, atklaju, ka mans “atklajums” ir
atklats jau 1910.gada (Vladimirs Ignatovskis, sk. pieminas plaksni zemak).
Izskatas gan, ka “istie” fiziki §$adus mekl&jumus par nopietniem neuzskata, un
gramatas piemin tikai garamejot. Tas laikam tap&c, ka neko jaunu fizikas
teoriju attisttba Sie meklgjumi nav devuSi. Toties uzgaju vairakus “off
mainstream” saceréjumus, kuru autori, likas, “manu” problému ir atrisinajusi
pat labak neka es pats to sp&ju. Jutos sevi Joti vilies, tapec Sos sacergjumus
nemaz nelasiju un visu pasakumu pametu uz 8 gadiem...

Un tikai 2013.gada jilija man sagribgjas lietas noskaidrot lidz galam. Un divu
nedelu laika tiesam tiku lidz galam...

ST saceréjuma pirmaja versija (sk. 3eit) vargjat lasit par to, ko izlasiju un
izdomaju $ajas divas nedglas.

Bet vasaras briviba pagaja vél ménesis, un nu vargju piedavat jau daudz
vairak: gan vél talak biitiski pilnveidotu Lorenca transformaciju izvedumu, gan
Einsteina specialas relativitates teorijas dinamiskas dalas izvedumu Iidz pat

slavenajai formulai E=mc¢’ . Par to varéjat lasit 7 saceréjuma otraja versija
(sk. Seit) un varat lasit tepat — talak.

2014.gada vasaras laika “izkodu” 1idz galam Lorenca transformaciju izvedumu
3 dimensiju (un n dimensiju) telpai (t.s. Hergloca formulas). Macibu gramatas
parasti apliiko tikai viendimensiju gadijumu, kas ir (it ka) vienkarSaks. Ar1
sava saceréjuma pamatteksta es esmu rikojies tapat. Manis piedavato Lorenca
transformaciju izvedumu 3 dimensiju (un » dimensiju) telpai sk. pielikuma §1
teksta beigas. Darba rezultata man sagrib&jas parstradat (un uzlabot) ari
sacergjuma 1.dalu (izvedumu viendimensiju telpai). Kas ir sanacis — sk. talak.

Sk. Wikipedia: Galileo Galilei, Isaac Newton, Hendrik Lorentz, Albert
Einstein, Henri Poincaré.
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1. Pirma dala - kinematika

1.1. Slavenas formulas

Pienemsim, ka mums ir /aiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija x un laiks
t, un aplikosim divas inercialas atskaites sisttmas S un S' (IAS, Sobrid nav
svarigi, kas tas ir). Otra sisteéma kustas pret pirmo ar kadu konstantu atrumu v.
Sakuma abu sist€ému koordinatu sakumpunkti sakrit (x'=x=0, t'=t=0).

Ja kada laiktelpas punkta koordinates sisttma S ir (x, t), bet sisttma S' tas ir
(x', t"), ka s1s koordinates ir sava starpa saistitas, t.i., ka, zinot (x, t), var
aprekinat (x', t'")? Ir zinami divi varianti:

f— v —
X t_’)it Ve (t.s. Galileja transformacijas);
v
X—Vt _? ik
x'= ! '= - (t.s. Lorenca transformacijas, c ir gaismas
v v
1—— \/ 1——
c c

atrums, |v<c ).

Loti vienkar$as Galileja transformacijas atbilst klasiskajai jeb Niitona
mehanikai [pats Galilejs par “savam” transformacijam gan neko nezinaja].
Lorenca transformacijas atbilst EinSteina specialajai relativitates teorijai,
kura mehaniski objekti nevar kusteties atrak par gaismu (t.i. mehaniskiem
objektiem [V|< ¢ , pati gaisma ir Tpass gadijums).

1.2. Matematika izvedums

Parfrazésim amerikanu fizika Ricarda Feinmana teicienu: nav svarigi, kada
veida Jis izvedat Lorenca transformacijas, ja vien rezultats ir ... Lorenca
transformacijas. Tas ir fizika viedoklis, vinu interes€ tikai patiesiba “tur ara”.
Bet matematiki nav fiziki — vinus interesé ne tikai rezultats, bet arT pats ta
iegiiSanas process: no kadiem pienémumiem rezultats sanak, un no kadiem —
nesanak.

Sk. Wikipedia: Richard Feynman.
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Ka jau teicu, tas, kas tiek piedavats talak, pirmkart, nav nekas 1pasi jauns. Jau
no pasSiem relativitates teorijas sakuma gadiem atsevisSki cilveki ir
interes€jusies par minimalajam pien€mumu kopam, no kuram var izvest
Lorenca transformacijas (sk. talak). Un, otrkart, me&s So izvedumu veidosim
nevis ka fiziki, bet ka matematiki (ko tas nozimé — redzesiet pasi). Tomér man
gribétos cerét, ka talak izklastita pilnveidota izveduma versija kaut kada
(vismaz — skaistuma) zina parspgj priekstecu sasniegumus...

Viens no EinSteina relativitates teorijas pamaprincipiem nosaka, ka visas
inercialas atskaites sistéemas visiem mehanisko procesu likumiem ir
jaizskatas vienadi. Tas ir EinSteina ieviestais “relativitates princips”. Tik
izplidis princips (ta nav kritika!), protams, nav ne formul&ams, ne
izmantojams ka aksioma. Formulét un izmantot var tikai konkrétus ta
“specgadijumus”. Redzesim, kadi no tiem (isteniba — niecigi maza dalina no
visa “liela” principa) tiek izmantoti relativitates teorijas biivéSanai.

Tagad sakam vé€lreiz un jau nopietnak: pienemsim, ka mums ir /aiktelpa, kura
ir tikai viena telpas dimensija un laiks. Ko tas nozim&? Laiktelpa it ka sastav
no punktiem, katrs no tiem atrodas kaut kur telpa un kaut kur laika. Lielas
j€gas no $1 priekSstata gan nav, jo ne telpa, ne laiks tacu nav absoliiti (vai ne?
bet varbiit ir?). Jéga saks rasties tikai v€lak, ievedot pien€mumus (jeb
aksiomas), uz kuriem balstisies miisu izvedums. Tiri matematiski, Sobrid (t.1.
pasa sakuma) mums nekadas atSkiribas starp telpu un laiku vl nav.

Ar sarkanu krasu Seit un talak ir iezZimeti pienémumi (aksiomas), kas bus
misu izveduma pamata. Par€jais teksts ir vai nu beletristika, vai matematisks
izvedums no pien€mumiem.

Laiktelpa varam ievest inercialu atskaites sistému S. Ko tas nozimé?
Pagaidam, visai nedaudz: péc sisteémas S ievesanas katram laiktelpas punktam
tiek pierakstita telpas koordinate x un laika koordinate t (divi reali skaitli).
Punktu ar x=t=0 sauksim par attiecigas sist€mas sakumpunktu. Mums bis
jaruna ari par x=0 ka sist€mas S telpas sakumpunktu, un t=0 — ka par S laika
sakumpunktu. Koordinate x nozimé attalumu felpa, tatad sisttma S biitu
vajadziga noteikta attaluma mérvieniba un attiecigs merinstruments (lineals).
Nomainot mérvienibu pret citu, koordinatu skaitli mainitos. Tapat ir ar laiku —
sisttma S butu vajadzigs pulkstenis, kas skaita laiku noteiktas mérvienibas.
Nomainot So pulksteni pret citu, laika m&rjjumi mainitos. Vai sist€mai pietiek
ar vienu linealu un vienu pulksteni, vai ar1 ir vajadzigi daudzi (piemé&ram, katra
telpas punkta savs lineals un savs pulkstenis)? Matematikim tie ir griiti
jautajumi... Aizmirstam $o beletristiku! Miisu izveduma ne lineali, ne pulksteni
izmantoti netiks.



Bet més varam ievest arl citu inercialu atskaites sistemu S', un tad katram
laiktelpas punktam tiks pierakstita cita telpas koordinate x' un cits laiks t'. Ar1
sisttmai S' biis savs sakumpunkts x'=t'=0 utt. (kas principa varétu nesakrist ar
S sakumpunktu). Un biis savs lineals un savs pulkstenis (vai daudzi tadi?). Bet
velreiz: misu izveduma ne lineali, ne pulksteni izmantoti netiks.

Tatad Sobrid mums IAS ir tikai pilnigi patvaligas koordinatu sistémas.

Ja mums ir divas inercialas atskaites sisttmas S un S', tad tas viena pret otru
kustas ar kadu konstantu atrumu v (tada nu ir “it-ka-definicija”...). Bet ko tas
precizi nozZimé? Ja S' telpas sakumpunkts sisteéma S kustas ar konstantu atrumu
v (reals skaitlis), tad ka $1 situacija izskatisies sisttma S', t.i. ka taja kustesies
sistetmas S telpas sakumpunkts? Ar atrumu —v? Bet, ja S' ir pienemtas citadas
garuma un laika vienibas neka S? Laikam biitu parocigak pienemt, ka visas
IAS ir pienemtas vienadas garuma un laika vienibas? Bet ko tas nozZimé&?

Mg@s esam matematiki, tap€c nemocisimies ar atbilzu mekléSanu uz tadiem
jautajumiem. Ne linealus, ne pulkstenus més talak nekur neizmantosim.

Saja teksta mes tiksim gala ar tam IAS, kam ir kopigs sakumpunkts (t.i. ir tads
laiktelpas punkts O, kura koordinates (X, t) ir vienadas ar nulli visas mis
interes€josajas IAS), un vienads koordinatu asu virziens (driz redz€sim, ko tas
nozim€). P&c tam, ja vElEsieties, var€siet pasi uzbuvet visparigaku “TIAS
teoriju”.

Tatad velreiz: ja mums ir divas inercialas atskaites sistémas S un S', tad tas
viena pret otru kustas ar kadu konstantu atrumu v (reals skaitlis), precizak, S'
kustas pret S ar atrumu v, bet S pret S' — ar atrumu —v. Ko $1 fraze nozimé (vél
precizak)? Pirmkart, to, ka S' felpas sakumpunkta x'=0 “kustibas” vienadojums
sisttma S ir x=v¢t , bet S telpas sakumpunkta ‘“kustibas” vienadojums
sisttma S'ir x'=—wvt' . Pie t=0 iegilistam, ka x=0, un pie t'=0 — ka x'=0. Tas
atbilst pien€mumam, ka abam IAS ir kopigs sakumpunkts. [Ja v€laties to zinat:
Sie miisu pien€mumi jau dalg&ji nodroSina garuma un laika mérvienibu zinamu
saskanotibu: S' telpas sakumpunkts sistéma S kustas ar atrumu v, bet S telpas
sakumpunkts sisttma S' — ar atrumu —v, t.i. ar tikpat lielu atrumu, tikai pretéja
virziena. Bet mums tas nav svarigi.]

Ko nozimé “kustiba” un tas vienadojums? Punktveida kermena kustibu
sisttma S uzdod vienadojums x= f(¢) , kur f ir kada divreiz diferencgjama
funkcija (divreiz diferenc&jama — paredzot, ka nakotne aplukosim gan kustibas
atrumu, gan paatrinajumu). Laika momenta t kermenis atrodas telpas punkta,
kura koordinate ir f(t). Te beidzot paradas ista atskiriba starp telpu un laiku. Jo
funkcija f var nebiit apgriezama, pieméram, konstanta funkcija f(t)=0 uzdod
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“kustibu”, kura kermenis sistemas S telpas sakumpunkta x=0 stav uz vietas
(no sist€mas S viedokla).

Talak seko mazs interesants gabalins, ko talak gan neizmantosim (nebiis tada vajadziba).

Jautajums, ko diezvai kads fizikis pa$a sakuma sev uzdos: kadas “likumigas” vértibas var
pienemt atrums v? Pienemsim, ka v nevar biit bezgaligs, t.i. ka v ir kads reals skaitlis. Bet
vai jebkur$ reals skaitlis? Vai drikstam pienemt, ka atrumu spektrs ir nepartraukts, t.i. ja
v>0 ir “likumigs” atrums, tad tads ir arT jebkur§ nenegativs mazaks atrums v,<v ? Un,
protams, biitu japienem, ka eksisté vismaz viens pozitivs “likumigs” atrums Vv, .Unkajav
ir ”likumigs” atrums, tad tads ir ari —v.

[Ja no pasa sakuma gribam atlaut ari diskrétu atrumu spektru, tad probléma kliist savadaka,
un zemak piedavatais risinajums pilniba vairs neder. Vai nebiitu interesanti izpétit So domu
lidz galam?]

Interesanti, ka jau tagad, no misu pasiem pirmajiem piep€émumiem acim redzami seko
(parliecinieties pasi), ka ir iesp&jami tikai divi varianti (vai divarpus): vai nu “likumigie”
atrumi v aiznem visu realo skaitlu taisni (Galilejs?), vai arf tie aiznem tikai kadu intervalu (—c,
+c¢), kur c ir kads reals skaitlis (Lorencs?). Vai, varbiit, intervala vieta varétu biit segments [—c,
+c]? Nevarétu?

Interesanta gabalina beigas.

Ja kada laiktelpas punkta koordinates sisteéma S ir (x, t), tad grib&tos iemacities
aprékinat $1 punkta koordinates (x', t') sisttma S' (un otradi).

Piepemsim, ka S§is koordinates no vienas sisttmas otra ir parveidojamas,
1zmantojot linearu transformaciju:

!

x'|_|a bl x icb x'=ax+bt
t') \d el\t] t'=dx+et

Koeficienti a, b, d, e, iespgjams, ir atkarigi (t.i. ir noteiktas funkcijas) no
atruma v (bet ne no X un t):

a=a(v);b=b(v);d=d(v);e=e(v)

[Dazi autori transformacijas linearitati izved no relativitates principa, vai pat bez ta. Sie
izvedumi izmanto fizikalus apsv€rumus, piemé&ram, tajos figuré “cieti stieni” un to garumi. Bet
vai ir verts censties pamatot transformaciju linearitati, ja “tur ard” laiktelpa, stingri nemot,
nemaz nav ne lineara, ne izotropa, utt.? Ar relativitates principa palidzibu var pamatot ari
Einsteina visparigo relativitates teoriju, kura laiktelpas transformacijas sanak linearas tikai tur,
kur nav gravitacijas. Bet tadu vietu Visuma nav! Tap&c transformaciju linearitates pienémums
nav “sliktaks” par telpas izotropijas utml. citiem, no fiziku viedokla precizi rungjot, tikpat
aplamiem pien€mumiem. ]

Tagad varam sakt izvedumu (un jaunus pienémumus).



Pie v=0 sisttmas S un S' viena pret otru nekustas, un ta ka tam ir kopigs
sakumpunkts, tad uzskatisim, ka tas ir identiskas, tatad

x| _[1 O} =x . x'=x
= ,jeb ,
t' 0 1/\¢ t'=t

un tapéc a(0)=e(0)=1,5(0)=d(0)=0 . Tas ir piendmums, nevis teoréma!

Nakamais solis: sisttma S apliikojam sistemas S' telpas sakumpunktu, ta
kustibas vienadojums ir x=v¢ . Sisttma S' §is punkts ir nekustigs un tam
x'=0, tatad:

x'=ax+bt=avt+bt=(av+b)t=0;
t'=dx+et=dvt+et=(dv+e)t.

Taka a,b navatkariginot,tad av+b=0 un b(v)=—a(v)v

Pienemsim, ka abas sistémas laiks rit vienada virziena, t.i. augot t, aug ari t'.
Tas ir gabalin$ no relativitates principa.Tatad visiem v, d(v)v+e(v)>0 . So
secinajumu vélak izmantosim.

Transformacijas kopskats tagad ir:

x'\_[a —avi|x jeb x'=a(x—vt)
t'") \d e J\t]”’ t'=dx+et
Nakamais solis: sisttma S' aplukojam sisteémas S telpas sakuma punktu, ta

kustibas vienadojums, ka pien€mam pasa sakuma, ir x'=—v¢' . Sisttma S

Sis punkts ir nekustigs un tam x=0 , tatad:
x'=a(x—vt)=—avt=—vt'

t'=dx+et=et

un —v(et)=—avt;v(a—e)t=0 .Takaa un e nav atkarigi no t, tad (ja v#0)

e(v)=a(v) . Ja v=0, tad, ka jau zinam, e(0)=a(0)=1 , tatad visiem v,
e(vl=alv) .
Ieprieksgjais secinajums d(v)v+e(v)>0 tagad parversas par
d(v)v+a(v)>0 .

Jau pienemam, ka abas sist€mas laiks rit vienada virziena, t.i. augot t, aug ar1

t'. No t'=e(v)t=a(v)t tad seko, ka visiem v, a(v)>0 . Ka redzam, a(v) te

ir tads ka “laika rituma korekcijas” koeficients sisttmas S sakumpunktam
x=0



Bet ja S' kust€tos pret S ar to paSu atrumu, tikai pretgja virziena, t.i. ar atrumu
—v ? Vai laika ritums t' tad biitu jakorigé ar citu koeficientu a(—v) , nevis

ar to pasu a(v) ? Pienemsim, ka ta nevajadzétu biit, t.i. ka a(—v)=a(v)

Tas ir jauns pienémums — gabalins no relativitates principa!

[Ja m&s butu 19.gadsimta beigu un 20.gadsimta sakuma fiziku vieta, tad doma par “laika

rituma korekciju” mums tik viegli vis neienaktu prata... Bet ja esam matematiki, kuriem te ir
tikai transformaciju matricas, tad kapéc ne?]

Savelkot visu kopa:

x'"|_|la —avl|x . x'=a(x—vt)
(t')_(d a )(z) b g W

Lai uzzinatu kaut ko par koeficientu d=d(v) , jau 1910.gada krievu fizikis
Vladimirs Ignatovskis (sk. pieminas plaksni zemak) un austriesi — fizikis Filips
Franks un matematikis Hermanis Rote ka v&l vienu piep€mumu izmantoja
sadu “slégtibu pret kompoziciju”: apliikojam 3 atskaites sist€mas: ja S' kustas
pret S ar atrumu v, un S" kustas pret S' ar atrumu w, tada gadijuma S" kustas
pret S ar kadu atrumu u, ko var aprékinat, zinot v un w (visu sistému
koordinatu sakumpunkti, ka sakuma norunajam, sakrit: x"=x'=x=0, t"=t'=t=0).
Te atkal ir izmantots “mazs gabalin$” no relativitates principa.

Tatad, no vienas puses, nemot punktu, kura koordinates sistéma S ir (x, t), ta
koordinates sisttma S", t.i. (x", t") var aprékinat caur koordinatém sist€éma S':

o lated st st
el Zabeiallloon )

No otras puses:

x| alu) —alu)ullx
t"’ du) alu) |\t
Pirmais secinajums — ta ka matricu reizinajuma diagonales elementi abi ir
vienadi ar a(u), tad:
a(u)=a(w)la(v)-wd(v)]=a(v)la(w)-vd(w)] ,

un, atmetot vienados saskaitamos:

a(w)wd(v)=a(v)vd(w) .



Megs jau zinam, ka a(w) un a(v) nav nulles, tatad, ja arT w un v nav nulles, tad:

d(v) __d(w)
a(vlv alw)w

d(v
a(v)v

Sanak, ka izteiksmes vertiba nav atkariga no atruma v un tatad

d(v)=aa(v)v ,

kur koeficients o vairs nav atkarigs no v, t.i. ta ir kada universala “pasaules
konstante”. Si vienadiba izpildas ari pie v=0, jo més jau zinam, ka
d(0)=0 .

Formulas (1) tagad izskatas sadi:

x' —y 1 —v|lx jeb 'x':a(x—vt) . @)
t' —av 1 J\t t'=a(—ovx+t)
Un secindjums d(v)v+a(v)>0 tagad parvérsas par a(v)(av’+1)>0 . Ta ka
meés jau zinam, ka a(v)>0, tad
1+av’>0 . (2"

Vel viens secinagjums no matricu reizinajuma elementu pielidzinaSanas
(tuvojamies atrumu saskaitiSanas likumam):

a(u)=a(w)la(v)-wd(v)]=a(w)a(v)(1-aww) ; 3)
—a(u)u=—a(w)a(v)(v+w) .
Izdalisim otro vienadibu ar pirmo (jo a(u)>0):

v+w
1—owvw

Redzam, ka “pasaules konstantes” o dimensija ir 1/atrums2. Ko vél varam
par to uzzinat?

Turpmakas dazas rindinas citos sacergjumos neesmu redzgjis:

Ja o ir “pasaules konstante”, vai ta ir pozitivs skaitlis? Ja a>0 , tad mes

_ o 1 _ . N _
varétu apzimét a=— (kur c ar ir “pasaules konstante”), t.i. sanaktu, ka
C
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v+w . _ . _ o
= , un ja w=v, tad u= > . Japienem, ka atruma u virziens
vw v
== 1-=
c c

nevar bt pret€js v virzienam, un ka u (ka divu galigu atrumu “saskaitiSanas”
2

rezultats) nevar biit bezgaligs. Tapéc 1—v—2>0 . Tatad v’<c® un |v|<c , ti.
c

v nevar biit neierobezoti liels atrums. No otras puses, ja eksisté kaut viens
nenulles atrums v (atkal pien€émums!), tad lul>2]v| . Atkartojot $adu atrumu
“saskaiti$anu”, ieglisim atrumu u,, kam |u,|>4|v| utt. galu gala, katram n
leglisim atrumu u,, kam |u,]>2"|v| , t.1. leglisim neierobezoti lielus atrumus.
Ta ir pretruna. Tatad misu “pasaules konstante” o nevar bt pozitiva!

. 1 . . =
Ja a=<0 ,tad, apzZimgjot a=—— , més atkal nonakam pie ¢ — universalas
c

“pasaules konstantes”, kuras dimensija ir atrums. Gadijjuma, ja a=0 ,
uzskatisim, ka c=o0 .

Apliukosim vélreiz formulu (3):
a(u)=a(w)la(v)-wd(v)]=a(w)a(v)(1—aw) .
Ja w=—v , tad u=0;a(u)=1;a(w)=a(v) , tapéc 1=a(v)’(1+av’) . No

(2') més jau zinam, ka 1+ v>>0 , tatad a(v)Z;2 .
Vitav

Esam gala. Tagad:

a(v):Jlizz

Pie c=ow (jeb =0 ) no formulam (2) meés iegistam Galileja

transformacijas:
x| —vi[x jeb x'=x—vt .
') \0 1 )\¢) t'=t ’

un Niitona mehanikas atrumu saskaitiSanas likumu: u=v+w

Savukart, pie c<o (jeb a<0 ) no (2) mes ieglistam Lorenca
transformacijas:
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\%
, 1 1 -y o ——2x+t
(x'):— . (x) eb =AY m O

2|l—— 1 ¢ 2 2
% 2 v v
f1==1 ¢ I== ==
c c c

un Ein§teina atrumu saskaitiSanas likumu:

vt w

yw
1+—2
C

[Tiem, kuri pieradusi domat trijas dimensijas, te japiebilst, ka Saja saméra vienkarSaja
saskaitiSanas formula runa ir tikai par paralélu (kolinearu) atrumu saskaiti$anu, t.i. divu tadu
atrumu, kas versti paral€los virzienos. Visparigaja gadijuma atrumu saskaitiSanas formula ir
sarezgitaka, sk. pielikumu beigas.]

2
A , - 2_ \4 = 2_ 2
Secinajums (2') tagad parveérSas par 1+ov'= 1—?>0 . Tatad v°<c” un
|v|<c . Iznaca kaut ka garamejot, bet Tsteniba tas ir fundamentals secindjums:
ja c ir galigs atrums (Lorenca transformaciju gadijums), tad atskaites sistémas
kustiba ar atrumu, kas lielaks vai vienads ar ¢, nav iespéjama.

1.3. Kopsavilkums

Apkoposim visus izveduma izmantotos piep€mumus:

1. Mums ir laiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija un laiks. P&c
inercialas atskaites sistémas (IAS) S ieveSanas katram laiktelpas punktam tiek
pierakstita telpas koordinate x un laika koordinate t (divi reali skaitli).

2. Ja mums ir divas inercialas atskaites sist€mas S un S', tad tas viena pret otru
kustas ar kadu konstantu atrumu v (reals skaitlis). Pirmkart, S' telpas
sakumpunkta x'=0 kustibas vienadojums sistéma S ir x=vt , bet otrkart, S
telpas sakumpunkta kustibas vienadojums sisttma S' ir x'=—vt’' . Tas ir
gabalin$ no relativitates principa. (Tas nozimé ari, ka sakuma visu IAS
sakumpunkti sakrit.)

3. Koordinates no sisttmas S uz sisttmu S' ir parveidojamas, izmantojot
linedru transformdaciju:

x’:a bl x icb x'=ax+ bt
t’ d el\t]’ t'=dx+ et
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Koeficienti a, b, d, e, iesp§jams, ir atkarigi no atruma v (bet ne no x un t):
a=a(v); b=b(v); d=d(v); e=e(v).

4. Pie v=0 sisteémas S un S' viena pret otru nekustas, pienemsim, ka tad tas ir
identiskas, tatad a(0)=e(0)=1,b(0)=d(0)=0

5. Abas sistemas laiks rit vienada virziena, t.i. augot t, aug ari t'. Tas ir gabalins
no relativitates principa.

6. Nekustigam sistemas S sakumpunktam ( x=0 ) laika rituma korekcijas
koeficients no t uz t' (t.i. a(v) ) nemainas, ja atrumu v maina uz pretgjo (t.i.
a(—v)=a(v) ). Tas ir gabalin no relativitates principa.

7. “Slégtiba pret kompoziciju”: aplikojam 3 atskaites sist€émas: ja S' kustas
pret S ar atrumu v, S" kustas pret S' ar atrumu w, tada gadijuma S" kustas pret
S ar kadu atrumu u, ko var aprékinat, zinot v un w. Ar1 tas ir gabalin$ no
relativitates principa.

8. Ja 7. punkta w=v, tad atruma u virziens nevar bt pret€js v virzienam, un u
(ka divu galigu atrumu “saskaitiSanas” rezultats) nevar but bezgaligs. Tas ir
fizikals, ne matematisks pien€mums.

9. Eksisté vismaz viens nenulles atrums v. Vai tas ir “acim redzami”?

No Siem pien€mumiem seko, ka eksisté tada universala “pasaules konstante” ¢
(tas dimensija ir atrums), ka:

v
——2X+t
. X—Vvt . C _ ..
X = = (Lorenca transformacijas).
v v
1—-— \/1——2
c c

Ja c<ow , tad IAS var kusteties tikai ar atrumiem v, kuru lielums ir mazaks
par c. Ja c=oo , tad IAS var kusteties ar jebkura lieluma atrumiem, un:

x'=x—vt;

- (Galileja transformacijas).

Citu variantu nav — ja vien neatsakamies no kada no min&tajiem loti vajajiem
un visparigajiem pienémumiem! Neko citu ka Lorenca transformacijas
Lorencs un EinSteins izgudrot (vai atklat?) nevargja! Bet, protams, to, ka ¢ ir
gaismas atrums, tiri matematiski izsecinat nevarées, te nu beidzot biis vajadzigi
fiziki!
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1.4. Témas veésture

Mgéginajumi izvest Lorenca transformacijas no péc iesp&jas mazakam
pienémumu kopam, sakas jau 1910.gada. No ta laika $adu méginajumu (un
pienémumu variantu) ir bijis diezgan daudz. Vai mans méginajums biitu kaut
kada zina paraks par tiem?

Temas absoliitie pionieri bija tris: krievu fizikis Vladimirs Ignatovskis un divi
austriesi — fizikis Filips Franks (Philipp Frank) un matematikis Hermanis Rote
(Hermann Rothe).

Teémas pioniera pieminai
Urnaropckuit Bnanumup Cepreesuy (1875-1942)
(Notiesats kopa ar sievu un noSauts Leningrada 1942.gada janvari.)

Wikipedia: Vladimir Ignatowski.

[2] W. von Ignatowsky, “Einige allgemeine Bemerkungen zum
Relativitétsprinzip”, Berichte der Deutschen Physikalischen Gesellschaft,
20/1910, 788-796 (online English translation).

[3] W. von Ignatowsky, “Einige allgemeine Bemerkungen zum
Relativititsprinzip,” Phys.Z. 11, 972-976 (1910).

[4] W. von Ignatowsky, “Das Relativititsprinzip,” Archiv Der Mathematik
Und Physik, 17/1911, 1-24, and 18/1911, 17-40.

[5] P. Frank, H. Rothe, “Uber die Transformation der Raumzeitkoordinaten
von ruhenden auf bewegte Systeme,” Ann. Phys. (Leipzig) 34(5), 825-855

(1911) (online copy).

No “lielajiem” fizikiem So problemu (un Ignatovska-Franka-Rotes
sasniegumus) ir piemingjis Volfgangs Pauli (Wolfgang Pauli), tiesa, tas bija
loti sen — 1920.gada:

[6] W. Pauli. Relativititstheorie. Encyklopddie der mathematischen
Wissenschaften mit _Einschluss ihrer Anwendungen, Band 5-2, Teubner,
Leipzig, 1921, ss. 539-776 (tulkojumi anglu valoda ir gramatas, kas saucas
Theory of Relativity).



http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/toc/?PPN=PPN360709672
http://de.wikipedia.org/wiki/Enzyklop%C3%A4die_der_mathematischen_Wissenschaften
http://de.wikipedia.org/wiki/Enzyklop%C3%A4die_der_mathematischen_Wissenschaften
http://en.wikipedia.org/wiki/Wolfgang_Pauli
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k15337j/f845.table
http://en.wikisource.org/?curid=1476985
http://en.wikipedia.org/wiki/Vladimir_Ignatowski
http://museum.ifmo.ru/?out=person&per_id=16
http://en.wikipedia.org/wiki/Hermann_Rothe
http://en.wikipedia.org/wiki/Philipp_Frank
http://en.wikipedia.org/wiki/Philipp_Frank
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So rakstu Pauli sarakstija 1920.gada, biidams 20 gadus vecs students! Bet vél
miisu dienas to pardruka ka gramatu arvien jaunos un jaunos izdevumos! Par
klasiki Pauli kluva gadus piecus vélak...

Pauli vert€§jums: no tiri matematiskiem apverumiem var iegtt tikai Lorenca
transformaciju “argjo izskatu”, bet nevar noteikt ne konstantes o (sk. augstak
formulu (2)) zimi, ne lielumu, ne fizikalo jégu. Par lielumu un fizikalo jegu ta,
protams, ir taisniba. Bet varbiit, ta ir taisniba ar par o zimi, jo tas noteikSanai
es izmantoju piepémumus 8 un 9, kas tieSam laikam ir jauzskata par
fizikaliem, nevis matematiskiem pieneémumiem?

Ja velaties palasit vairak par §is t€mas vesturi, sk. trfs saméra jaunus rakstus,
kura beigas ir bibliografijas:

[7] S. Sonego and M. Pin. Foundations of anisotropic relativistic mechanics.
Journal of mathematical physics, 2009, N.4, Vol.50, pp.042902-1 - 042902-28

(online copy).

Ignatovska-Franka-Rotes sasniegumu 100.gadadienai veltits raksts:

[8] S. S. Stepanov. On simplified axiomatic foundations of special relativity,
2010 (online copy).

Viens no jaunakajiem citu autoru méginajumiem atrast skaistako piepémumu
kopu, no kuras var izvest Lorenca transformacijas — sk. preprintu

[9] J. Llosa. Yet another derivation of special relativity transformations
without the second postulate. arXiv:1401.6568v1 [physics.class-ph], January
2014.

2. Otra dala — dinamika

2.1. Ievads

1930.gada 9.novembri, apcerot Johanna Keplera naves 300.gadadienu,
Einsteins avizé Frankfurter Allgemeine uzrakstija: “Liekas, ka cilvéka pratam
pasam ir jakonstrué formas, pirms més varam tas atpazit lietas. Keplera
briniskigais miiza devums ir seviski skaists piemers, kas parada, ka zinaSanas
nevar uzplaukt no kailas empirijas vien, bet tikai salidzinot prata izgudrojumus
ar novérojamajiem faktiem.”


http://arxiv.org/abs/1401.6568v1
http://synset.com/pdf/100_en.pdf
http://arxiv.org/pdf/0812.1294.pdf
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Sk. Wikipedia: Johannes Kepler.

Ar “formu” izgudroSanu nodarbojas armT matematiki. M& neesam fiziki.
Fizikus interes€ patiesiba “tur ara”. M&s esam matematiki. Mis interese atrast
tas izcilas matematiskas struktiiras, kas uzreiz parada, ka patiesiba nemaz
nevar bt citada.

Pirmaja dala mes to jau pieredz&jam: no arkartigi vajiem un visparigiem
pien@mumiem seko, ka ir iesp&jamas tikai divas vienkarsas laiktelpas teorijas —
Niitona (Galileja) un EinSteina (Lorenca). Citi varianti nav iesp&jami — ja vien
negrib&sim atteikties no kada no pienémumiem (pieméram, no transformaciju
linearitates, ta dodoties EinSteina visparigas relativitates teorijas virziena).

Saja — otraja dala més to pieredz€sim vélreiz, pieradot divas teorémas, kas

— — — R oo .
parada, ka arT slavena EinSteina energijas formula E=mc" ir arkartigi vaju
un visparigu pienémumu rezultats. Citi varianti nav iesp&jami!

Pirmaja dala mums nebija istas kustibas: viena attieciba pret otru kustgjas
atskaites sist€mas, bet citadi — laiktelpa nekas nekustgjas.

Tagad mus saks interesét “kustiba” ka patstavigs fenomens. Mé&s protam
transformét laiktelpas punkta koordinati x un laiku t atskaites sisttma S par §1
punkta koordinati x' un laiku t' sisttma S', kas (sist€éma) kustas pret S ar
atrumu v (uzskatam, ka sakuma abu sisttemu koordinatu sakumpunkti sakrit,
x'=x=0, t'=t=0):

%
_—2X+t
r— x_vt r— C _ e
X = U= (Lorenca transformacijas).
% %
1—— \/1——2
c c

Tagad iedomasimies, ka punktveida kermena kustibu sisttma S uzdod
vienadojums x= f(¢) , kur f ir kada divreiz diferencjama funkcija (divreiz
diferenc€jama — paredzot, ka driz vien aplikosim kustibas atrumu un
paatrinagjumu). Laika momenta t kermenis atrodas telpas punkta, kura
koordinate ir f(t). Kads ir §1 kermena kustibas vienadojums sistéma S'?
Lorenca transformacijas dod:

oY



http://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
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Diemzel, visparigaja gadijuma izrékinat no Sejienes formulu x' ka funkcijai
no t' nebiis iespgams. [Nutona mehanika S§is uzdevums bija viegls:

x'=f(t)—vt;t'=t ,jeb x'=f(¢t")—wt' ] Sai zina relativitates teorijas
matematika ir “griiti baudama”... Pieméram, nav iesp&jama tik vienkarsa lieta
ka vienmeérigi paatrinata kustiba, t.i. kustiba ar kvadratisku vienadojumu

x=pt+qt+c ,jo tad atrums %=2pt+ q , laikam t ejot, kadreiz klis

lielaks par c.

2.2. Atruma transformacija relativitates teorija

Bet ka ar kustibas atruma transformacijam? Sisttma S kermena kustibas

atrums ir funkcijas atvasinajums u:%: f'(t) . Kads ir §1 pa$a kermena

kustibas atrums u' sisttma S'? [Nutona mehanika atbilde bija vienkarsa:
dx' _dx

t'=t;u'= T v .] Izradas, ka Sis uzdevums arT relativitates teorija ir

viegli atrisinams:

%
—— f(t)+t
_ 2
ol TR
2 V2
\/1——2 —_
c c
v uy
—L )+l -2
de' _ f'(t)=v_ u—v dt’ sz (r) ¢’

dr 2 - 2’. E: 2 - 2
\% A% \% \%
Jl‘? W‘? Jl‘? Jl‘?

Dalot pirmo izteiksmi ar otro (fiziku un 17.-18. gs. matematiku stils):
,:dx’: f’(t)—v __u—v
dt — 1 12
c

2
C

u

(So formulu vargja iegit arf no Einsteina atrumu saskaitiSanas likuma.) Ta ir
atruma transformacijas formula no sistémas S uz sistému S'. T.i. formula,
kas punkta atrumu u sistéma S transformé par atrumu u' sistéma S', izmantojot
ka vienigo papildus parametru atrumu v (ar kadu S' kustas pret S). Par to ir
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japriecajas, ja atceramies, ka ar paSa kustibas vienadojuma transformaciju
mums nekas nesanaca...

[Tiem, kuri pieradusi domat trijas dimensijas, te japiebilst, ka $aja jau ta sarezgitaja formula

runa ir par tada atruma u transformaciju, kas ir paral€ls (kolinears) atrumam v. Visparigaja
gadijuma formula ir sarezgitaka.]

2.3. Paatrinajuma transformacija relativitates teorija

Nitona mehanika paatrinajums ir invariants pret [AS nomainu:

telpas koordinate: x=f(¢);¢t'=t;x'=f(t')—wvt' ;

atrums: uZ%Zf'(t);u'ZjZ,=f'(f')—V ;
P, du d2X ' du' d2x' 14
paatrinajums: 0 " =f""(t); i 57 =/"(¢)

Talak teorija nak otrais Niitona likums: par atruma mainas c€loni uzskata
_ i . - _ d .
“speku”, kas pielikts kermenim, tapéc rakstam: my?:F (x,¢) , kur m ir

kermena atribiits — propocionalitates koeficients, ko sauc par “masu”, un kas
raksturo kermena “reaktivitati” uz speka iedarbibu (t.s. inerci) — jo lielaka
masa, jo “slinkaka” reakcija. M@s pienemam, ka speks ir pielikts laiktelpas
punkta, un ta lielums nav atkarigs no atskaites sist€mas (t.i.

F(x',t")/=F(x,t) ) un no kermena kustibas atruma (ti. magnétiskos
laukus utml. pagaidam nepétisim).

Relativitates teorija ir sarezgitak. Ka talit redz€sim, paatrinajums te vairs nav
invariants pret [AS nomainu:

du g _uvy_ () Zrde v
du' _d | u—v :df ¢’ ¢’ dl‘: ¢’ du )
dt dt uv uy 2 uv 2dt
1-= (1-=) (1-=)
¢ c c
uv
: ==
Dalot So izteiksmi ar jau zinamo 7 izteiksmi — , leglistam:
%
1__
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2

(1-5)

oW

du' 2 d
l/l' — C . u (5)
dt 1 uv) dt

( 2

Ta ir paatrinajuma transformacijas formula no sist€mas S uz sistému S'. Ka
redzam, paatrindjums te vairs nav invariants pret IAS nomainu.

[Tiem, kuri pieradu$i domat trijas dimensijas, te japiebilst, ka $aja jau ta sarezgitaja formula
runa ir par tada paatrinajuma transformaciju, kas ir paral€ls (kolinears) atrumiem u un v.
Visparigaja gadijuma formula ir vél sarezgitaka.]

Skaidrs, ka ar “tadu” paatrinajumu mums otrais Nitona likums “nespid”... Jo
speka lielums nav atkarigs no atskaites sistémas. Un ir ar1 skaidrs, ka
relativitates teorija konstants sp€ks vienkar§i nevar izraisit konstantu
paatrinajumu — tad jau, laikam ejot, atrums kadreiz parsniegtu c! Tapéc
relativitates teorija konstantam spékam, kad kermena atrums pieaug, “klust
grutak”, un paatrindjumam ir jasamazinas. Nitona mehanika “speka gratumu
paatrinat” noteica proporcionalitates koeficients m, ko sauca par kermena
masu. Tad jau relativitate teorija, augot atrumam, kermena masai vajadzetu
pieaugt — lai paatrinasanas samazinatos? Var teikt ar1 ta — bet vai tas nozimé,
ka augot atrumam, pieaug arT “‘vielas daudzums” kermeni? Joks?

2.4. Relativistiskais atrums un relativistiskais paatrinajums

Vai varésim izdomat kadu “relativistisko atrumu” u, , kura izmainu

r

o L u, e e .
(atvasinajumu péc laika: —— , t.i. “relativistisko paatrinajumu’) noteiks

dt
du, o
“speks” un “masa” ( mEZF(x,t) Y Taka F(x',t')=F(x,t) , tad
du, _ o . o :
= nedrikst maintties, parejot uz citu IAS, t.i. vajag, lai
du,” du,
dt'  dt

Liekas, ka u, ir jabut funkcijai tikai nou ( u, atkariba tiesa veidanoxun't
biitu nesaprotama)? Ja ta, tad meklésim tadu funkciju U(x) ,ka u,=U (u)
Tad:
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du, _dU(u) du
dt — du dt
2
-2
du,’ d dU(u') du' _dU(u') S du . .
—=—Ul(u')= = — t 4)).
dt dt () du' dt du’ uv (izmantojam (4))
(1—?)
=
i 2
Dalot $o izteiksmi ar jau zinamo izteiksmi ¢ = ieglistam:
%
=z
v
: (1-=)
du,” dU(u') ¢ du
dt' du’ }dt
(1-=)
- .. du _du, :
Funkcijai U(u) ir jabiit tadai, lai o :E visiem u un v, t.i.:
2 3 3
(1-%) (1-=5)
au (u') ¢’ _dU(u) ich dU (u') >’ dU (u)
du wv du du’ Vv 2 du
(1—?) (1—?)2
(6)

Esam ieguvuSi nosacfjumu funkcijas U(u) atvasinajuma (p&c u)
transformacijai, parejot no sistémas S uz sisteému S'.

Kadai ir jabut funkcijai U(u), lai nosacijums (6) izpilditos? Jaunibas atminas
par EinSteina formulam man liek izm&ginat $adu relativistisko atrumu:

u,=U(u)=—2— . Paskafisimies, kas sanaks:

1=
C
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1 u’ 1 —2u
T,Tu 5 2
C u C
2\/1——2
dU (u) c _ 1
du % B N
1-= (1—?)2

Izradas, ka §1 Einsteina funkcija ir vieniga, kas apmierina nosacijumu (6). Lai
to pieraditu, ievedisim vé&l funkciju W(u): dlcfl(u) = W(L;) T, un
u U\
(1-=)?
c

paradisim, ka no nosacijuma (6) seko, ka W (u)=const
[Sis solis ir iz8kiro§s — W(u) vajag ievest atvasinajuma izteiksmg, nevis tiesi
— ar tadu neko neizdodas izdarft. ]

U(u) izteiksmé: U (u)= LAC)
u2
c
Aplikosim analogisku lielumu sistéma S": dlé(bf ): W(”ﬂ) 5
! (1-%5)
c

Apstradasim izteiksmi saucgja:
w (w1 u
2 1_2—2+ - ——2(u _2UV+V> 1——2——(1—
- :1—i u—vy c c c __ ¢
¢’ ¢ -4 1w uv
2 ( —?) (1—0—2)
, jeb:
1 1/!2 V2
L7 ( —?)(1—?)
1— 2 = - . (6a)
(1-=)
c

Tatad:
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, (1-23)
dlc/;b(ll'l )_W(u’) - éc .
(1-=)2(1-=)
c c
un varam atgriezties pie nosacijuma (6):
3
(-3 (-5
W(u') g 3C N 3T 52 3 W(ML;)3
(1-SR0-%2 (=Y (-5
c c c

Saisinot abas pusés, iegistam: W (u')=W (u) . Tas nozZimgé, ka nosacijums
(6) izpildas tad un tikai tad, ja visiem u un v: W(u')=W(u) , kur
u—v

u'= Un tas, savukart, nozimé, ka W (u)z const . Tiesam,
uv
==
c
nemsim u=0 un liksim v mainities no —c lidz +c, tad arT u' mainisies no —c lidz

+c, tatad W(u")=W(0) visiem atrumiem u'.

du.'" du
Esam izvedu$i no nosacljuma (6) (tatad ari no dtl’ :d—tr ), ka
dU(u): oSt La iegitu U(u), ir jaintegre. Ta ka L
du uz % u2
(1-=) 1-L
¢ c
atvasinajums pec u ir ! - tad integr€jot ieglistam:
(1-5)2
c
Ulu)= const-zz_'_ const,
==
c

Ja m@s velamies, lai pie maziem atrumiem u relativistiskais atrums
u,=U(u) bututuvsu, tad U (0)=const,=0 , U(u)~const-u~u |, tatad

. - s . Ulu
const=1 . Abus pedgjos nosacijumus var aizstat ar lim L=l . Esam
u=>0 u

pieradijusi teorému:



Teorema 1. Eksisté tikai viena funkcija u,=U(u) , kam lim
u=>0 u

u

du.' du )
, un ta ir: u,ZU(u)Z\/—

dr’ dr

un visiem u un v izpildas -

u
==
C

Citiem vardiem, $adam un tikai $adam relativistiskajam atrumam atbilstoSais

e e du, 1 du . . _ D ot
relativistiskais paatrinajums o g ir vienads visas inercialajas
]
(1-=)
c

atskaites sisttmas un pie maziem atrumiem saskan ar Nutona mehaniku.
EinSteinam nebija citas izvéles!

Uzdevums 3.1. Izmantojot formulu (6a), paradiet, ka relativistiska atruma transformacijas
formula ir sada:

2.5. Otrais Nutona likums relativitates teorija

: e du . _ . . e e .
Vai parasta paatrinajuma m vieta izmantojot relativistisko paatrinajumu

% , mEs varésim saglabat otra Niitona likuma formu m % =F(x,t) ?
Iedomasimies atskaites sistému S° , kura pret sistému S kustas ar atrumu u
(tas ir kermena atrums pret S laika momenta t). (Sakuma S’ sakumpunkts
sakrit ar S sakumpunktu: x%=x=0, t0=t=0.). Laikam t atbilsto$aja laika
momenta t0 sistéma S° kermenis vismaz $ai bridi ir nekustigs. T.i. tam sistéma

S° laika momenta t0 ir jauzvedas atbilsto$i Niitona mehanikas likumiem.
Un tads $ai gadijuma ir otrais Natona likums: ta ka u0=0, tad

du, _ du _ du’
au_ . au

1
m - m——

dt’ (1_0_2§dt dt’

2

c

2
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du) 0
un tapéc m g:m%:F (xo’to) .Vél gan japiebilst, ka masa m Seit
t 4

raksturo kermena “reaktivitati” tikai miera stavokli, kad u%=0! T.i. m vieta
biitu jaraksta “miera masa” m,

0
dur dl/lo _
e

F(xo,to)

Bet ka kermenim biitu jareagé uz spéku, kad tas (kermenis) jau kustas ar
du
atrumu u>0? Naksies pienemt, ka mOT;:F (x,t) arf tad, ja u>0? Formali

e e du, . _
nemot, to varam darit, jo zinam, ka relativistiskais paatrinajums = visas

IAS ir vienads!

.. du
Sis  pienémums mod_tr:F (x,t) tad arl biis otrais Nitona likums

relativitates teorija.

2.6. Kinétiska energija relativitates teorija

Niitona mehanika punktveida kermena impulsu (kustibas daudzumu) definé
dp du -
“—=m—=F .Ld
ar " dt e
ar to impulss ir kermena kustibas raksturojums, kura atvasinajums péc laika ir

vienads visas [AS.

ka p=mu , un ta atvasinajums péc laika t ir speks:

No otras puses, Nitona mehanika spéks ir arT punktveida kermena kiné&tiskas

C. 1 _— . _ .
energijas T =5m u’ atvasinajums — gan ne péc laika t, bet péc koordinates x:

d—T:lmQuﬂ:mud—uﬂ:mudu L du—F
dx 2 dx dt dx

dt u_mz_

e . . 1 - et
Pam@ginasim atrast formulai 7T’ =5 m u’ lidzigu “kinétiskas energijas
funkciju” relativitates teorija.

Mums vajadzetu meklet funkciju T,=T (u) (biitu tatu divaini, ja kingtiska
energija biitu tiesa veida atkariga no x vai t?), kam:



24

dTr dTr dt dTr 1 dur mO du
—:——:——:F:mo = . (7)
dx dt dx dt u dt U\ dt
(1-=)
c
[Seit esam izmantojusi sakaribu: ai_1_1 N
dx d_x u
dt

Bet tapat ka iepriek§, més varam paméginat atrisinat visparigaku uzdevumu:

T
kadai ir jabiit funkcijai 7,=T(u) , lai atvasinajums d—r nebiitu atkarigs
X

izveletas [AS a1, _dT,
no izvéle : =
o izveletas e
_ e . . T(u)
Teoréma 2. Eksisté tikai viena funkcija 7,=T(u) , kam lim 1721 ,
u=>0 E OuZ
.. o dr.' dT, .
un visiem u un v  izpildas = , un ta i
dx' dx

1
T =T(u)=m,c’(———1)
==
c
Citiem vardiem, $adai un tikai $adai “relativistiskajai kinctiskajai energijai”
dT. m,

atbilstoSais atvasinajums — ir vienads visas inercialajas

atskaites sisttmas un pie maziem atrumiem saskan ar Nitona mehaniku.
Einsteinam nebija citas izveles!
Pieradijums.

I, _dT(u) du_dT(u) 1 du

dx du dx du udt ’

(
dT,' dT(u') 1 du' _dT(u') 1 ¢ du . .
dx'  du' u'dt' du' u’( uv)3 dt (izmantojam (3)).
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Pielidzinam abas izteiksmes:

ar(u') ¢ o’ d_u:dT(u)ld_u_
du’ u—v( uv > dt du wu dt

L
u
C

No (7) més redzam, ka potencialajam atrisinajumam bus TpaSiba:

A, dT, g AT\ d m
de dt dc dt u O dt GSLlde T
(1—?)2

0T, _ar) 1du__me
dx du u dt : u_zgdt

c
Tapeéc ievedisim vél funkciju W(u): d];l(u ) _u (g ) T, un paradisim, ka no
u U \=
(1-=)?
c

tikko iegiita nosacijuma seko, ka W (u)=const .

Aplikosim analogisku lielumu sisttma S': ch;(u' )z W(uz) . Tapat ka
u u'

teorémas 1 pieradijuma, apstradasim izteiksmi saucgja:

(1)
-

dT (u')

T =u'W(u')

2 3 2

(1—3—2)5(1%)

3
2

Tagad varam atgriezties pie misu nosacijuma (8):
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3
1—- W 1— W
dr(u') 1 _ , ( cz) ( Cz) W (u)
du’ I_W(” ) e 23 NERE 22
ISP 1-EF (- (1)
Cc C C Cc

Saisinot abas pusés, iegistam: W (u')=W (u) . Tas nozZimg, ka nosacijums
(8) izpildas tad un tikai tad, ja visiem u un v: W(u')=W(u) , kur

u—v _ o s
u'= . Un tas, savukart, nozim¢, ka W(u)zconst . TieSam,

uv
==
c
nemsim u=0 un liksim v mainities no —c lidz +c, tad arT u' mainisies no —c lidz
+c, tatad W(u")=W(0) visiem atrumiem u'.

ar,’ dT, ) " dT (u) _ const-u
=—— esam izvedusi, ka = 53

dt' dt du u s
(1—?)

. Lai

No nosacijuma

. |
atvasinajums péc uir —

iegiitu T(u), ir jaintegre. Ta ka

, tad integr&jot iegiistam:

T(u)z const

2
u
2
c

+ const,

1—

Pie u=0 ir jabat T=0, tapec const,=—const un T (u)=const-(

~1+ %q , tapéc maziem u: T(u)mconst%u—2 . Bet pie
c

Mazam q, =
-q

o . . e 1= e o 1
maziem atrumiem visam ir jabat ka Natona mehanika: 7 (u )NE m, u

, tatad

2
const=m,c  umn:
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Abus nosactjumus, ko izmantojam, lai aprékinatu konstantes, var apvienot

viena: lim -4 — _QED.
u=>0 2
—myu

2

2.7. Secinajumi

Abas minétas teorémas es agrak nekur nebiju redzgjis.

Tikai S$adam relativistiskajam atrumam (funkcijai no “parasta atruma”
_dx

u= :
dt )
u
U,=——
u2
c
o e e e . du,,_ 1 du . . _ .
atbilstoSais relativistiskais paatrinajums T g ir vienads visas
N
(1-5);
2

C
inercialajas atskaites sisteémas. Einsteinam nebija citas izveles!

Un tikai $adai punktveida kermena relativistiskajai kingtiskajai energijai
(funkcijai no “parasta atruma” u):

Tr=mocz(;—l)

u

==

c
. . . .o dTr mo du . . .o . i1 e
atbilstoSais atvasinajums = >— — Ir vienads visas inercialajas

dx U5 dt

(1-)
c

atskaites sistemas. Einsteinam nebija citas izvéles!

Izvedot §1s formulas, m&s izmantojam ar1 prasibu, ka pie maziem atrumiem
visam ir janotiek ka Niitona mehanika: relativistikajam atrumam wu, ir
jatuvojas Niitona atrumam u, bet punktveida kermena relativistiskajai

e _ e |
kin&tiskajai energijai 7', — Nutona kinétiskajai energijai Emo u’

Par otro Nitona likumu. Nitona mehanika Sis likums Jauj sastadit
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punktveida kermena kustibas diferencialvienadojumu: m%ZF (x,¢) , jeb

2
m C; f:F (x,t) . Tas ir otras kartas diferencialvienadojums, kura
t
visparigais atrisinajums ir funkcija x= f(¢,C 1’Cz) , kas nosaka kermena
kustibu atskaites sisttma S. Abas konstantes var aprékinat, uzdodot kermena
sakuma telpas koordinati x|—=x, un sakuma atrumu u/—=u.

Relativitates teorija situacija ir tikai nedaudz sarezgitaka. Otraja Nitona

. _ du, e . du, 1 du -
likuma m,——-=F(x,t) mums ir jaievieto =——5— , lidz ar to
dt dt u\; dt
(1-=)
c
du _ u’ % .
my—=F(x,t)(1-=)* ,jeb
dt c

d’x 1{dx '3
m()?:F(X,l)(l—?(E) )2

Ar1 §1 (vairs ne tik jauka) vienadojuma visparigais atrisinagjums ir funkcija
x=f(t,C, C,) , kas nosaka kermena kustibu atskaites sisttma S, un abas

konstantes tapat var aprékinat, uzdodot kermena sakuma telpas koordinati x|
=0=Xo Un sakuma atrumu u|—o=u.

2.8. Relativistiska masa un kas no tas seko...

Literatira gan ir pienemts runat nevis par

relativistisko atrumu u,Z% ;
u
c
relativistisko paatrinajumu %— _ 1 adu
dt ut2de

relativistisko impulsu p,=myu, ;
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un relativistisko kinétisko energiju 7'=m, —-1) ,
==
c
bet gan par:
e s my
relativistisko masu m=—r—
-2
c

relativistisko impulsu  p,=m, u ;

un relativistisko kingtisko energiju 7=(m,—m,)c’
Formali matematiski nemot, abi “runas veidi”, protams, ir ekvivalenti. Otrais
gan ir kompaktaks...

Pirmaja “runas veida”, neizbégamais fenomens, ka augot kermena atrumam,
vienam un tam paSam spékam kermeni paatrinat klist arvien griitak, tiek
atstats laiktelpas geometrijas zina. Masa ir tikai proporcionalitates koeficients,
kas raksturo kermena paatrinasSanas griitibas pakapi, un tas mainas, parejot uz
citu IAS. “Vielas daudzumu” kerment raksturo ta “miera masa” m,

Otraja “runas veida” uzreiz centra tiek izvirzita relativistiska masa. Vai mums
butu jasak domat, ka pats jédziens par vielas daudzumu ir relativs (atkarigs no
atskaites sistémas)? Joks? Un kinétiskas energijas formula rosina jau pavisam
ipatngjas pardomas: samazinoties atrumam (t.i. zaudg€jot kin&tisko energiju),
kermena (relativistiska) masa samazinas Iidz m, . Tatad, zaud&ot visu
mehanisko energiju T=(m,—m,)c’ , kermepa masa samazinas lidz m,
Bet kermeni tacu ir V&l citi energijas veidi — molekulu siltumkustiba,
elektromagnétiskie lauki, kodolspeku lauki utt.! Cik liels varétu but $is
“sleptas” energijas daudzums? Ja kadu “sléptas” energijas dalu izdotos
parvérst kermena mehaniskaja kustiba, péc tam to nobremzg€jot, vai tad
kermena masa butu samazindjusies jau zem m, ? Ja ta, tad liekas, ka
kermenT apsléptas energijas daudzums nevarétu bit lielaks par E=m,c’
Un kapeéc “ne lielaks”, varbit tas ir “vienads”?

Un cik daudz tas buitu? Ja mums ir 1 grams vielas miera stavoklt, tad “sléptas”
energijas taja nevar but vairak par (vai ari ir tieSi tik?)

myc’~9-10° J~25-10°kWh . Tas ir vienas gimenes elektroenergijas
patérinS 10000 gados! Vai art: 1 kilograms trotila (TNT) uzspragstot, izdala
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3-10°J , tatad jebkuras vielas 1 grama “slépta” energija neparsniedz (vai ir
vienada ar?) energiju, kas izdalas, uzspragstot 3-10" kg jeb 30000 tonnam
(30 kilotonnam) trotila.

Jautajums: cik lielu dalu §is viela “apsléptas” energijas var izdalit realos
fizikalos procesos, t.i. “parvérst mehaniska kustiba” (pieméram, spradziena)?
Vai tiesam kilotonnas (ja ne visas 30, tas vismaz vienu)? Tads jautajums
diezgan driz péc EinSteina radas gan civilistiem, gan militaristiem...

2.9. Hamiltona vienadojumi relativitates teorija

Niitona mehanika, ja mehaniska sist€éma kustas t.s. potenciala speku lauka (sk.
talak), tad tas kustibas vienadojumus var iegiit, sastadot t.s. Hamiltona
funkciju H — sist€tmas pilnas energijas izteiksmi, kura sistémas stavokli
raksturo tas sastavdalu koordinates un impulsi (nevis koordinates un atrumi).
Punktveida kermenim viendimensiju telpa tad H=H(x, p, t), kur x ir kermena

koordinate telpa, bet p=m % — impulss, konkréti:

1 ? I
H=—m|=|+Ul(x,t)==—p+Ulx,t) ,
Lol &l v o)
kur U(x, t) ir speku lauka potencials (potenciala energija). Pats spéks tad ir
versts pretgji potenciala gradientam (t.i. uz potenciala “bedres” pusi):
F(x,t)=—grad U (x, t)=g—U . [Isteniba jau “tieSas iedarbibas” speku
X
daba nemaz nav — visas mijiedarbibas notiek “it ka caur laukiem”.] Kermena
kustibu Seit nosaka Hamiltona vienadojumi:

dc_OH dp__oH
dt op ° dt ox

jeb, ar konkréto funkciju H:

dx_p .

dt m ’
dp oU
LYY — opadU
dar - ox o

Pirmais vienadojums sakrit ar impulsa definiciju (Sads vienadojums ir
nepiecieSams, jo tagad impulss skaitas neatkarigs pamatjédziens), bet otrais —
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ar otro Nitona likumu.
Ka sis formulgjums izskatitos relativitates teorija?

Vispirms mums ir vajadziga relativistiskas kin&tiskas energijas 7', izteiksme
caur relativistisko impulsu p,

2 1 U \_ 22 2 2 2 2_ 2 2 2.
pr( __2)_m0u ’ prc _pru _mOC u,
myu c
p.= > 2 2 2 2 2
u2 2 p.c . 1_14__ m,¢ .
1——2 U= 2 27 27 2 2 27
C pr+mOC c pr+m0c

Lidz ar to, varam m&ginat §adu relativistisko Hamiltona funkciju:

2
Hrzmocz(\/ €r2+ 1-1)+ Ul(x,1)
m,c

Tad varam saglabat Hamiltona vienadojumu formu:
de _OH, dp, OH,

=2 - L
dt 0op, ~ dt 0x ©)

Tiesam:

Tarap ™ \/ 2 mic® m,
2

e _OH,_ . 2pr_&\/1_u_2.

Py
2 2+ 1
myc

du, dp, ~ OH
MoTu T dr - ox

~=—grad U.

Pirma vienadiba atbilst relativistiska impulsa definicijai, bet otra — otrajam
Nitona likumam relativitates teorija.

Vienadojumi (9) tad art kalpos ka Hamiltona vienadojumi relativitates teorija.
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Pielikums

P1. Lorenca transformacijas 3-dimensiju un n-dimensiju telpai

Parasti, izklastot specialo relativitates teoriju, apliiko tikai vienas dimensijas
gadijumu, kad transformaciju formulas sanak vienkarSakas. Ta esmu darijis ari
es. Bet 1911.gada vacu matematikis Gustavs Herglocs piedavaja elegantas
Lorenca transformaciju formulas, kas der jebkuram telpas dimensiju skaitam:

[10] G. Herglotz. Uber die Mechanik des deformierbaren Kdrpers vom
Standpunkte der Relativitatstheorie, Annalen der Physik, Volume 341, Issue
13. pp. 493-533, 1911.

Sk. Wikipedia: Gustav Herglotz.

Lai talak rakstito vieglak saprastu, noder€s nelielas linearas algebras zinasanas
(vektori, matricas).

Apliukosim laiktelpu, kura ir n telpas dimensijas un viena laika dimensija, un
Saja laiktelpa aplukosim divas inercialas atskaites sistémas (IAS). Pirmaja
sisttma S telpas punktam ir n koordinates, kas kopa veido n-dimensiju vektoru
x=(x,,..,x,) , otraja sisttma S' § punkta koordinites veido vektoru
x'=(x,",..,x,") . Sakuma (pie ¢t=t'=0) abu sistému sakuma punkti un
attiecigas koordinatu asis sakrit. Bet otras sisttmas sakuma punkts O/,
skatoties no pirmas sistémas, kustas ar atrumu v=(v,,...,v.) , koordinatu
astm nerot&jot (ko tas Tsti nozimé€ — sk. talak). Vektora v garumu apzimé&sim ar
V.

Hergloca formulas (t.i. Lorenca transformacijas n-dimensiju telpai) tad sanak
Sadas:

v . v
—— proj,(x)+1 —— X+
t'=—F5 - (vienai dimensijai: ¢'= 672 );
v v
c c


http://en.wikipedia.org/wiki/Gustav_Herglotz
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.v341:13/issuetoc
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.v341:13/issuetoc
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.v341:13/issuetoc
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r—

proj,(x)-ve x
— (vienai dimensijai: x'= ).
v v
\/ == 1-—
c c
Kas ir proj (x) ? Ar vx apzimésim vektoru v, x skalaro reizinajumu, t.i.
vx=v, x+..+v x, . Hergloca formulas:

x'=x— proj, (x)+

a) projv(x):iz(vx)v ir vektora x projekcijas vektors atruma vektora v
v

virziena;

b) x—proj,(x) ir vektora x projekcijas vektors plakné (ja n=3), hiperplakng
(ja n>3) vai uz taisnes (ja n=2), kas perpendikulara (jeb ortogonala) vektoram
v,

c) projv(x)Z%(vx) ir projekcijas vektora proj, (x) garums.

Apziméjuma proj (x) izmantofana  Hergloca  formulas ir  mans
jaunievedums, kas atklaj So formulu isteniba vienkarSo jégu (bet: drosi vien,
Sos apzim&jumus kads ir izmantojis jau agrak). Fiziku gramatas projekcijas
tiek izteiktas skalarajiem reizinajumiem, un tad tiek iegiitas ne gluZi uzreiz
saprotamas formulas:

)+t

x

C

t'=————

1
(v
1—
c

ol

Tadas tas var ieraudzit, pieméram, kvantu mehanikas klasika Volfganga Pauli
augSminéta slavena enciklopédijas raksta [6] 555.lappusé.

Ka Hergloca formulas ir iegtitas? Tajas ir labi saskatams jauns pienémums,
kas vienas dimensijas gadijjuma nebija vajadzigs, bet vairaku dimensiju
gadijuma bez ta nevar iztikt: “relativistiskie efekti” neietekme virzienus, kas ir
perpendikulari (ortogonali) vektoram v (tad proj,(x)=0 ), bet §im
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vektoram paralélaja virziena ( proj,(x)=x ) “viss notiek” atbilstosi miisu
jau agrak aplikotajam vienas dimensijas formulam . Ka redzam formulas, tad
“jauktajos” virzienos “relativistiskie efekti” ir proporcionali projekcijai

proj,(x) . Var jau bit, ka $ads ss “izvedums” fizikiem ar vinu profesionalo
intuiciju liekas pietiekami parliecinoSs, un to vigiem nevar parmest, jo
rezultats ir pareizs! Ko dod gar$ un sare$gits izvedums, ja rezultats ir tads pats
ka 1sakam...

Man ka matematikim tomér liekas interesanti paméginat izvest Hergloca
formulas “tuk$a vieta”, méginot atkartot Lorenca transformaciju izvedumu
vienai telpas dimensijai jaunaja situacija: telpai tagad ir n dimensijas.
Manuprat, tiesi tada pieeja biitu vislabaka fizikas macibu gramatam.

Tatad velreiz: aplikojam laiktelpu, kura ir » telpas dimensijas un viena laika
dimensija, un $aja laiktelpa aplikojam divas inercialas atskaites sist€mas
(IAS). Pirmaja sistéma S telpas punktam ir n koordinates, kas kopa veido n-
dimensiju vektoru x=(x,,...,x,) , otraja sisttma S' §1 punkta koordinates
veido vektoru x'=(x,',...,x,") . Sakuma (pie t=t'=0) abu sistému sakuma
punkti un attiecigas koordinatu asis sakrit. Bet otras sist€mas sakuma punkts
O', skatoties no pirmas sistémas, kustas ar atrumu v=(v,,..,v.), S'
koordinatu asim pret S asim nerot&jot. Ja dimensiju skaits n>1 , tad jautajums
par “ne-rotaciju” ir biitisks. Bet ka atseviSks pienémums tas mums nebiis
vajadzigs, jo “ne-rotacija” automatiski sekos no cita pienémuma (sk. zemak).
Vektora v garumu apzimeésim ar v.

Sakam pien€mumus un izvedumus.

Pirmais pienémums: sistéma S' laiku ¢’ un koordinatu vektoru x' var aprékinat
no ¢ un x ar tadas linearas transformacijas palidzibu, kuras matrica ir
atkariga tikai no vektora v:

(t')_a bT)(t) . t'=at+b" x
o' , jeb: ,

d H|\x x'=dt+Hx

kur b" ir horizontals n dimensiju vektors (T nozimé matricu transponé$anas
operaciju, t.i. pats b ir vertikals vektors), d — vertikals » dimensiju vektors, H —

nXn matrica. Un visi tie ir funkcijas no v: a(v), b(v), d(v), H(v). Mgs
varétu uzreiz pienemt ari, ka visas §is funkcijas ir nepartrauktas (tiesa, ka
redz€sim velak, faktiski mums vajadzés izmantot tikai a(v) un b(v)
nepartrauktibas pien€mumu tikai punkta v=0 maza apkartng, t.i. loti maziem
atrumiem).
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Vispirms tiksim gala ar sist€mas S' koordinatu asu “ne-rotacijas” jautajumu.

Apliikosim laiktelpas punktu (t,x) , kas sisttma S ir nekustigs, t.i. tam

t'—b" x
a

x=const . Ka Sis punkts izskatas sisttma S'? Izteiksim t caur t': t=
un ievietosim x' izteiksmeé:

d(v)b’ (v)
a(v)

Otrais saskaitamais ir konstants vektors, un ar1 reizinatajs pie t' ir konstants
vektors. Tatad sisttma S' visi punkti x kustas ar vienu un to pasu atrumu

d(v)

v) - Tas tad arT nozimgé, ka sist€mas S un S' viena pret otru nerotg!
alv

+H(v))x .

QU

(v)
(v)

kustas ar vienu un to pasu atrumu —v. |

=—v , tatad x'=—vt'+(vh"+H)x , ti. sistéma S' visi punkti x

[Talit redzeésim, ka

Q

Otrais pienémums: ja v=0, tad sistémas S un S' viena pret otru nekustas, un ta
ka tam ir kopigs sakumpunkts, tad uzskatisim, ka tas ir identiskas, tatad
a(0)=1,b(0)=d(0)=0;H(0)=E, ,kurE,ir nXn vienibas matrica:

)

1 00
Vienibas matricas piemérs: E;=|0 1 0
0 0 1

n

Tas nozimé, ka tai skaita: ja v=0, tad abu sisttmu koordinatu asis attiecigi
sakrit.

Tresais pienémums (vienas dimensijas gadijuma tas nebija vajadzigs): H(v) ir
simetriska matrica. Jo telpas parveidojumi dimensiju starpa tacu nedrikst
atSkirties! Tas ir kas 11dzigs telpas izotropijas piepémumam. Un, ka zinams,
simetriskas matricas komute:

H(v)H(w)=[H(v)H(w)]'=H(w) H(v)'=H(w)H(v) .
So secinajumu més vélak izmantosim.

Ceturtais pienémums: sisttma S aplikojam sist€mas S' telpas sakumpunkta
(t',0) kustibu, tas vienadojums ir x=v¢ . Sisttma S' §is punkts ir
nekustigs un tam x'=0, tatad no t'=at+b"x;x'=dt+HXx ieglistam
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t'=at+b"vt;0=dt+Hvt un t'=(a+b"v)t;Hv=—d

Piektais pienémums: sisttma S' aplilkojam sist€émas S telpas sakuma punkta
(t,0) kustibu. Tas vienadojums sistema S' ir x'=—w¢’ . Sisttma S 3is
punkts ir nekustigs un tam x=0

Tatadno t'=at+b" x ;x'=dt+H x ieglistam t'=at;—vt'=dt . Savelkot
kopa, —avt=dt ; d=—av ,un

t'\_[ a B¢ jeb  {'=at+bx

x'] \—av H|\x| "’ x'=—avt+Hx
Bez tam, d=—av kopa ar Hv=—d dod svarigu secinajumu, ko turpmak
daudzkart izmantosim:

H(v)v=a(v)v

[Matematikis to pateiktu “gudrak™: atrums v ir matricas H(v) ipasvektors, un a(v) ir atbilstosa
Tpasvertiba. Beigas redz€sim, ka visas pargjas H 1pasvertibas ir vienadas ar 1.]

Sestais pienémums: abas sistémas laiks rit vienada virziena, t.i. augot ¢, pieaug
ari . No t'=at tatad seko, ka visiem v, a(v)>0

Bet ja S kustétos pret S' ar to pasu atrumu, tikai pretja virziena, t.i. ar atrumu
—v ? Vai tad laika ritums t' tad bitu jakorigé ar citu koeficientu a(—v) ,

nevis ar to pasu a(v) ? Septitais pienémums: td nevajadzetu bit, t.i.
a(-v)=a(v) .

[Ja m&s biitu 19.gadsimta beigu un 20.gadsimta sakuma fiziku vieta, tad doma par “laika

rituma korekciju” mums tik viegli vis nenaktu... Bet ja esam matematiki, kuriem te ir tikai
transformaciju matricas, tad kapec ne?]

Ta ka jau zinam, ka visiem v, a(v)>0 , tad varam vektora b(v) vieta ievest
vektoru B(v) (tapat ka mums jau agrak sanaca d(v)=—a(v)v ):

b(v)==a(v)B(v) .

Ta ka esam pienémusi (1.pienémums), ka b(v) un a(v)>0 ir nepartrauktas
funkcijas punkta v=0 maza apkartng, tad tada ir arT funkcija B(v)

Sis piegajiens vienkarSos visas misu talakas formulas (varat man ticét, es
izm&ginaju abus variantus). Pieméram, transformaciju matrica tagad kliist par:

t'\_| a —aB"|[? b t'=a(t—B" x)
x| \—mav H |\x > x'=—avit+Hx
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Lai kaut ko vairak uzzinatu par p(v) , 1910.gada Ignatovskis, Franks un Rote
(sk. augstak) ka vel vienu pienémumu izmantoja $adu “slégtibu pret
kompoziciju™:

Astotais pienémums: apliikojam 3 atskaites sist€mas: ja S' kustas pret S ar
atrumu w, un S" kustas pret S' ar atrumu v, tad S" kustas pret S ar kadu atrumu
u, ko var aprekinat, zinot v un w.

Kompaktakam pierakstam apzimésim: a,=a(v);B,=B(v); H,=H(v) .

(Visu sisttmu koordinatu sakumpunkti, ka sakuma norunajam, sakrit:
x"=x'=x=0, t"=t'=t=0). Tatad, no vienas puses, nemot punktu, kura koordinates
sisttma S ir (t, x), td koordinates sisttma S", t.i. (t", x'"") var aprékinat caur
koordinatém sistéma S':

trlo| e —aBr)l aw —aBal(f]
X —ayvy H —a,w H X

v w w

a,a,(1+8Iw) —a,(a,Bi+Bl H,) (t)

—aw(avv+va) avava£+Hva X

t,’ - au _auBlf t
X —a . u H X

u u

No otras puses:

Uzdevums 3.2. Ja uzreiz nevarat tam noticét, parliecinieties pasi, ka, vispar nemot, ja n>1, tad
miisu transformacija nav komutativas. T.i., no vienas puses, ja S' kustas pret S ar atrumu w,
un S" kustas pret S' ar atrumu v, tad S" kustas pret S ar kadu atrumu u, ko var aprékinat, zinot
v un w. Bet, no otras puses, ja S' kustas pret S ar atrumu v, un S" kustas pret S' ar atrumu w, tad
S" kustas pret S ar kadu atrumu wu', kas var nesakrist ar atrumu wu. Izradas, ka miisu
transformacijas var komutgt tikai specialos gadijumos (viens no tadiem — kad atrumi v un w ir
paralgli). [Beigas redz&sim, ka vienmér komut€ atrumu lielumi ( u'=u ), bet ne to virzieni.]

Aplikosim divus specialgadijumus: w=-v un w=v .
Gadijums w=—v .

Ja w=—v , ti. S' kustas pret S ar atrumu —v , bet S" pret S' — ar atrumu v.
Devitais pienémums: tada gadijuma S" pret S ir nekustiga, t.i. abas sist€mas ir

identiskas un
1 oY) . t''=t¢
= , jeb:
(x”) 0 F (x) 1 =

n
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Tatad, pielidzinot attiecigos matricas elementus (izmantojam ari to, ka
a,=a,>0 ):

a,a,(1-B,v)=1; a,(1-B,v)=1;
—a,(a Bl +B,H )=0"; .~ a,Bl+B, H =0";

_a—v(avV_HVV):O; Jeb a,v—H v=0;
aa,vpl,+H H ,=E, a’vp’ +H,H =E,

Vispar pemot, miisu transformacijas nekomut€, bet atrumiem v un —v
atbilstodas transformacijas tomér komuté. IpaSs pienémums tam nav
vajadzigs: astotaja pienémuma meés vargjam panemt ari v=—w . Tatad tikko
iegiitajas Cetras vienadibas mé&s varam mainit vietam v un —v , iegiistot V&l
Cetras noderigas vienadibas.

Apliikosim pirmo vienadibu a’(1—pB,v)=1 . Mainot vietim v un —v ,

ieglistam a,(1+B",v)=1 . Tatad I, v=—P v .

Transpon€sim otro vienadibu a,pl,+p, H_,=0" , iegiistot, ka
aB_,+H_B,=0 un H_B,=—a,P_, , ka arl, mainot vietam v un —v ,
H,B_,=—a,p, . Sis divas vienadibas mums tiilit noderés.

TreSa vienadiba a,v—H v=0 mums neka jauna nedod - to, ka
H(v)v=a(v)v , més jau zinam.

Ceturtaja vienadiba a’vpl,+H H_,=E, pareizindsim abas puses ar B, (no
labas puses):

a3VB{VBV+HVH—VBV:BV *

Un izmantosim nupat iegltds divas vienadibas, H_B,=—a,p_, un
HVB—V:_aV BV :

a,vBL,B,+a,B,=B, ;
(a\zz_l)Bv:_a\zzv(vaBv> :

No Sejienes varam izdarit svarigu secinajumu: ja vektors B, nav 0, tad tas ir
paralels vektoram v.

Tas nozime, ka
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jeb isak: B,=m,v , kur n(v) ir kada skalara funkcija. Jau agrak secinajam
(no 1.pienémuma), ka B(v) ir nepartraukta funkcija punkta v=0 maza
apkartng, tatad ar n(v) ir nepartraukta funkcija punkta v=0 maza apkartng
(izn@mums varetu bt tikai pats punkts v=0).

- — e . . - v— 1 T . .
Misu transformaciju matrica tagad izskatas $adi ( v’ x=vx ir parastais
vektoru skalarais reizinajums):

t"\_[ a —anv’|[ ¢ ob t'=a(t—mvx)

x'] \—av H x| P xr=—avi+Hx
Un misu agrak iegitd pirma vienadiba a(1—f, v)=1 tagad kliist par
a2(1—-m,v’)=1 , tapéc varam secinat, ka 1—v,v°>0 un (ta ka a(v)>0):

L i a(v)=o——
)< sun alv)= s

Parrakstisim arT transformaciju kompoziciju:

t""\_| a, —avnva a, —awnwa t

x —a,v H, —a,w H, x
a,a,(l4n,v"w) —a(a,n,w'+n v H )| 10)
_aw(aVV+va) avawnwvwr-'-Hva ’

t'""\_| a, —aunuuT t ,
[ ) o

Pielidzinot pirmas kolonas elementus, ieglistam:

No otras puses:

au:avaw(1+nvaw) )
—a,u=—a,(a,v+H, w) ;

V+LHVW
a

\4

1+n,vw

Vai tads tagad bus atrumu saskaitiSanas likums » dimensijas?
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Pielidzinot otras kolonas elementus:
Ny auuT: _av(awnw WT+T|VVTHW) ;
Huzavawnwva+HvHW .

Transpon&sim un parveidosim pirmo vienadibu:

amuu=av(awnwwmvHWV)=avaw(mW+nvaLHWV) :

w

Kopa ar a,=a,a,(1+n,v' w) tas dod:

1 1
nww-l-nva_va (nww>+a_Hw(nvv)
= 1 = w . 10"
n,u 1+7]VVTW ,jeb (n,u) 1+(n,v)w (10")

St nedaudz mistiska vienadiba satur svarigu informaciju, kas citur nav
atrodama, un to mes tulit nopietni izmantosim.

Gadijums w=v .

Ja w=v ,tad H w=H v=aq,v un tapéc:

v+iva
a, _ 2v

+n,w  1+q v’

Desmitais pienémums: u nevar biit veérsts pretgji v, un u (ka divu galigu
atrumu v un v saskaitiSanas rezultats) nevar biit bezgaligs. Tatad 1+m,v>>0

un tapec n(v)>—i2 . Jau iepriek§ bijam secinajusi, ka n(v)<i2 , tatad,
v v

2

savelkot kopa: —i2<n(v)<i .
v v

Talak, no mistiskas formulas (10") ieglistam:

(n, W)=, (n,v)

w

20,V

(YL.U)= 1+(TIVV)W _1+nvvz .

tatad:

Bet més zinam, ka u= 5

1+m,v
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nou=n 2v. 20,V
‘ u1+1’]VV2 1+nvv2

3

n,v=n,v .
Loti svarigs secinajums: ja v ir nenulles vektors, tad n(u)=m(v) un lidz ar

to —l2<1’](v)<i2 .
u u

Ko no ta varam secinat par n(v) ? Vai tas biitu pozitivs lielums? Un ja
n(u)=n(v) (tiesa, atrums u ir loti specifiski sasaistits ar v ka “v un v
summa”), tad vai tas nav majiens, ka m(v) nemaz nav atkarigs no v (t.i ka ta

isteniba ir “pasaules konstante” n )?

Pienemsim uz bridi, ka kadam nenulles atrumam v, n(v)<0 . Tad

0<1+m,v’<1 , tapéc u= >2v . Atkartosim So konstrukciju ar

=

1-m,v
sisttmam S, S', S", npemot v vieta u, iegiistot atrumu u, , kam u,=2u=4v .
Ta turpinot, ieglisim neierobezoti lielus atrumus u,, , kam u,>2"v . Tatad

jebkuram n, un tapec m(v)=0 .

Atkartosim, ko esam ieguvusi: ja kadam nenulles atrumam v, n(v)<0 , tad
n(v)=0.

Secinajums: nenulles atrumam v, M(v)>0 .

Varam paméginat iet ari pret&ja virziena: kadu divu vienadu atrumu w,(v)
“summa” ir vektors v? (Tas ir interesanti, jo més taCu zinam, ka tad n,, =n, !)

2
V—L'WIZk(v)v;v

2k v
= =3 v '1+nvkiv2=2kv ;
1+an1

L kov

—2+\4—4n v —1xJ1-m v’ 1
= ;=<k(v)<1l ;

ZT]VV2 nvv2 2

—n, VK +2k,—1=0;k(v)=

i
- 2

kv =
) n,v 1491 -,V

<k(v)<1 ,jo 0<n(v)v’<1 .

N[ —
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Ta varam turpinat uz leju, iegiistot arvien mazakus atrumus:
w,(v)=k(v)v;w, <k, v<v ;

Wz(V)Zk(Wl)Wl(V);anv sk(wy)<k(v);w,< kv s

w,(v)=k(w,_ ) wo_i(v);w,<kJv .

Ka redzam, w,(v)20 , un visiem Siem atrumiem m(w,(v))=n(v) . Vai no
Sejienes nescko, ka 1(v)=const ?

Ta ka n(v) ir nepartraukta funkcija punkta v=0 maza apkartné (iznemot, varbiit,
paSu punktu v=0), tad katram mazam 0>0 eksisté tik mazs €>0 , ka nenulles
atrumiem w, w' no |w—w'|<e seko |n(w)—m(w')|<d .

Patvaligiem v, v' un mintajam €>0 pagemsim »n tik lielu, ka |Wn(v)|<§ ,

|wn(v')|<§ ctad |w,(v)—w,(v')|<d , tatad:

(v)=n(v )I=n(w,(v))=nlw,(v))<s .

Un ta katram mazam 0>0 . Tas nozimg, ka Y](V): " (V ’) , t.1. nenulles atrumam v,
n (v) nav atkarigs no v, un ta ir universala “pasaules konstante” 1 .

Bet ka ar nulles atrumu un 1) (0) ?Taka m (V) mums figure tikai ka koeficients pie

v> ,tad n(0) vertiba neko neietekmé, un varam uzskatit, ka m(0) ir tads pats, ka
T](V) nenulles atrumiem.

Vienadiba u =1_\12 redzam, ka v’ ir jabiit bezdimensiju lielumam, tatad
-nywv
n dimensija ir 1/atrums® un varam rakstit:
_1
n= T o

kur ¢ ir kads universals atrums (“pasaules konstante”). Tas varétu bt
galigs (ja n>0 ) vai bezgaligs (ja n=0 ).

Agrak iegiita formula a(v):% tagad klast par a(v)= ! = .
1-—myv %
==
c
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Ja Seit ¢ ir bezgaligs atrums, tad a(v)=1 un atruma v lielumu tad nekas
neierobezo.

Bet ja ¢ ir galigs atrums, tad v<c , ti. tad IAS var kustéties tikai ar
atrumiem, kas ir mazaki par “pasaules konstanti” c.

No agrak iegitas formulas t'=a(t—mvx) més tagad uzreiz ieglistam

Hergloca formulu laika transformacijai:

—%(XV)+t —%proj(x,v)ﬂ
t'—

V2 ’Jeb - V2
1——2 1——2
c c

Koordinatu x' transformacijas jautagjuma gan pagaidam esam apstajusies pie
formulas:

t'=

X'=—avt+HXx .

Zinam, ka H(v) ir simetriska nXn matrica, kam piemit ipasiba Hv=av ,
t.i. v ir tas Tpasvektors, bet a=a(v) — tas 1pasvertiba.(Simetriskai nXn matricai
visas n Tpasvertibas ir reali skaitli.) Tas nozimé, ka ja x ir paraléls v, tad Hx=ax
un x'=—avttax=a(—vt+x) .

Lai turpinatu, mums ir vajadzigs jauns piep€émums par to, ka sistémas S'
kustiba (ar atrumu v pret sisttmu S) ietekm& koordinates virzienos, kas ir
perpendikulari atrumam v.

11-ais pienémums: virzienos, kas ir perpendikulari atrumam v, sist€émas S'
kustiba telpas koordinates neietekme.

Tatad, ja x ir perpedikulars v, tad pie t=0: x'=—avt+H x=HXx=x . (Starp
citu, tas nozimé, ka matricai H visas par§jas n—1 ipasvertibas ir vienadas ar

1.

Visparigaja gadijuma: X=X+ proj J(x), kur x perp 1T vektora x projekcija
(hiper)plakng, kas perpendikulara vektoram v, un tapéc:

x':_avt+H(Xperp+projv(X)):_aVt+xperp+aprojv<x) ;
x'=—avt+x—proj (x)+aproj (x) ;
x'=x—proj,(x)+a(proj (x)—vt) .

Lidz ar to esam ieguvusi arT otro Hergloca formulu:
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j —vt
x ’:xprojv(x)+pm\]”(x)2 e
v

1——

c

jeb, ka raksta fiziki:

x'=x+(a—1) proj (x)—avt=x+ _21(vx)v—avt ; (11)
1%
1 vt
x'=x+—( H(vx)v
4 1% Vv
1—-— 1——
c c
Miisu mérkis ir sasniegts.
P2. Par matricu H
Bet kada tad ir nXn matrica H= (hy) , ar kuru tik daudz esam

nodarbojusies? Vispirms izteiksim

. 1
y=pr01(x,v)=?(vx)v

ka x linearu transformaciju:

1
i:_z Zv/x/ sz

Tatad yzisz , kur matrica G:  g;=v,v, , jeb G=vv" .Tatad:
v

. 1
proj,(x)=—(vv')x

x'=x—proj,(x)+a(proj,(x)-vt) ;

X ’=x—L2(va)x+a(%(va)x—vt)

1%

a—1 T
—(vv')x

redzam, ka H x=x+
v

Salidzinot to ar x'=—avt+H x ,

, jeb:
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Seit 9, ir t.s. Kronekera simbols, kas pienem vertibu 1, ja i=j, citadi — vertibu
0).

Izversta aina 3 dimensiju gadijuma ir $ada:

H(v)x=x+M(vax)=x+

Sis formulas ir arf raksta [9].

P3. Atrumu saskaitiSanas likums n dimensijas

Jau agrak konstatgjam, ka ja sisttma S sist€éma S' kustas ar atrumu v, un
savukart, sisttma S' sisttma S" kustas ar atrumu w, tad rezultata sistéma S
sist€éma S" kustas ar atrumu:

1+—
Redzam, ka atSkiritba no vienas dimensijas gadijjuma, §1 formula nav
simetriska pret v un w.

Izteiksmi H,w varam parveidot, sadalot vektoru w divas dalas — viena biis
paral€la vektoram v, otra — perpendikulara (ortogonala):

w=proj,(w)+[w—proj,(w)] .

Meés zinam, ka paralelo dalu matrica H, “izstiep;” ar koeficientu a,
(atceramies, ka H,v=a,v ), bet perpendikularo dalu ta nemaina:
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H,w=H,(proj,(w)+w—proj,(w))=a, proj,(w)+w—proj,(w) .

Tatad:
v+proj,(wht—(w—proj, ()
u= - ;
1 +¥
c
VZ
v+proj, (w)+(w—proj,(w)),[1-=
u= c .
1 +%
c
Kompaktaks tomer biis sads pieraksts:

WParaI:projv(W)’.Wperp:+w_projv(w) .

1 \%
V+Wparal+wperp __2
C
u=
vw
1+¥¥
2
C

Ja vektori v un w ir paraléli (kolineari), tad sanak mums jau zinama formula
no vienas dimensijas gadijuma:

u= vtw _ v+w
vw vw
1+— 1+—-

2 2

c c

Savukart, ja vektori v un w ir perpendikulari (ortogonali), tad:

2

[,V
u=v+w 1——2 .

c

Saskaitot atrumu v ar atrumu w, ieguvam atrumu u. Bet ja saskaitisim w ar v,
legiistot atrumu u', vai u' biis vienads ar u?

Izradas, ka saskaitot, atrumi nekomut€ virzienu zina (t.1. visparigaja gadijuma,

u'#u ), bet komuté atrumu lielumos (t.i. u'=u, So t€zi noskatiju Pauli
gramata!). TieSam, parliecinasimies, ka atrumu saskaitiSanas likums vektoru
lielumu zina ir simetrisks pret v un w.
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T . vw .. . -
Pirmkart, izteiksmes sauc€js 1+-—- ir simetrisks pret v un w. Otrkart,
c

aplikosim izteiksmes skaititaja kvadratu:

2
2 2
\% 2 2 2 \%
(v+wpam,+w 1—?) =V +W pat W (1—?)+2vw

perp perp paral *

Pargjie divi saskaitamie ir vienadi ar 0 vektoru perpendikularitates del. Ta ka

2 2 2 - — — .
Woarat Wher, =W Un vw . =vw , tad musu skaititaja kvadrats tagad ir

2 2 2 Vv . - _ _ T .
V+wW —w,,—~+2vw . Pirma, otra un ceturta saskaitama summa ir
C

simetriska pret v un w. Atliek aplikot treSo saskaitamo, t.i. reizinajumu

wf,erpv2 . Tas ir kvadrats paralelograma laukumam, ko veido vektori v, w.

Tatad w>

2 = v = .. . .
perp w” , un ari treSais saskaitamais ir simetrisks pret v un w.

2.2
\4 _vperp

Uzdevums 3.3. Apliukosim sistémas S koordinatu asu vienibas vektorus e,,...,e, laika

momenta t=0. Ka tie $aja momenta izskatas sistéma S'? Izmantojot formulu (11), paradiet, ka
2

a-1

2
v

vektora e; garuma kvadrats (kas sistéma S ir 1) sisttma S' ir 1+ Vi, bet e;,e i

2

-1 - -
>—V,;v; . Ko no ta varam secinat?
4

skalarais reizinajums (kas sistéma S ir 0) sistéma S' ir

Pagaidam viss. V&l esmu jums “parada” Minkovska laiktelpas geometriju. Sk.
Wikipedia: Minkowski space un Hermann Minkowski.

Pateicibas

Paldies Paulim Kikustam un Dainim Zepam par vertigajam diskusijam.


http://en.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski
http://en.wikipedia.org/wiki/Minkowski_space
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