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E-gramata “Modernas elementaras algebras un geometrijas elementi matematikas
skolotajiem” paredzeta studiju kursa “Modernas elementaras algebras un geometrijas elementi”
(4 KP) apguvei integrétas profesionalas bakalaura studiju programmas “Skolotajs” studentiem,
kas izvelgjuSies matematikas apakSprogrammu. Materialu var izmantot ari matematikas
skolotaji macibu procesa un arpusklases nodarbibu vaditaji, gatavojot vidusskolénus mate-
matikas olimpiadém.

Materiala mérkis ir apliikot elementaras metodes algebras un geometrijas uzdevumu risi-
nasana un palidzet toposajiem matematikas skolotajiem pilnveidot dazadu l[imenu matematikas
olimpiazu uzdevumu risinasanas prasmes un iemanas, ka arl attistit sprieSanas spgjas
nestandarta uzdevumos.

E-gramata ieklauta teorija un uzdevumu piemeéri ar izverstiem atrisindjumiem, katras
apakSnodalas beigas — uzdevumi patstavigam darbam, kuru atrisinajumi salidzinasanai un pas-
parbaudei apkopoti 8. nodala. Gramata dotie uzdevumu atrisindjumi nav vienigie iesp&jamie,
daziem uzdevumiem piedavati vairaki principiali atSkirigi risindjumi. Piem&ri un uzdevumi
parsvara nemti no Latvijas Itmena matematikas olimpiadém, kuras organizé Latvijas
Universitates A. Liepas Neklatienes matematikas skola; Sie uzdevumi pieejami [19]. Katras
nodalas beigas noradita literatiira papildu zinaSanu apguvei par attiecigo t€mu.

Darba ietvertas algebras un geometrijas t€mas, kas skolas kursa lidz §im netika apskatitas
vai ari tika apgiitas loti virspuséji, bet matematikas olimpiades uzskatamas par pamattémam.
Saturs veidots ar mérki veidot dzilaku izpratni par apglistamo materialu un attistit sprieSanas
sp&jas, lai izdaritu secinajumus, nevis tikai iemacitos konkr&tus algoritmus uzdevumu
risinasanai. Ta ka studenti skola macijusies péc 2013. gada izstradata standarta un programmas,
tad materials viniem noder€s, paSiem stradajot skola, jo tas veidots, balstoties uz Valsts
izglitibas satura centra Tstenota projekta “Kompetencu pieeja macibu satura” (Skola 2030)
izstradato jauno visparg€jo vide€jas izglitibas standartu un pilnveidoto pieeju macibu procesa,
kura galvenais uzsvars matematika augstakaja Itmeni likts uz izpratnes veidoSanu, visparigu
spriedumu izdariSanu, pieradijuma nepiecieSamibu, pieradiSanas prasmju attistiSanu, ka ari
jaunu, kompleksu uzdevumu risinasanu.

1. nodala sniegts parskats par vienkarSakajam nevienadibu pieradiSanas metodém, kuras
saistitas ar skola apgilitajam zinasanam — pilno kvadratu atdaliSanu, sadaliSanu reizinatajos,
izteiksmes novérté€Sanu — un ekvivalento parveidojumu izmantoSanu, pieradot nevienadibas.
Skolas kursa nav ieklauta nevienadiba starp aritmétisko vidéjo un geometrisko vidgjo, bet to
var izmantot darba ar sp€jigakajiem skoléniem ka papildus apgtistamo materialu.

2. nodala skola apgiitas metodes vienadojumu un vienadojumu sist€mu risinasana
apliikotas nestandarta situacijas, ka ar1 paradits Vjeta teorémas lietojums ne tikai kvadrat-
vienadojuma saknu mingSana, bet ar sarezgitaku uzdevumu risinasana. Apskatita simetrijas
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nozime algebras uzdevumu risinasana un nevienadibu izmantoSana vienadojumu risinasana,
kas parada saistibu starp dazadu matematikas apakSnozaru elementu izmantoSanu viena
uzdevuma risinajuma ietvaros. Sada veida uzdevumiem projekta Skola 2030 izstradataja
vidgjas izglitibas standarta ir liela nozime, jo tie parada prasmi sasaistit apgltas zinasanas,
risinot kompleksus uzdevumus.

3. nodala veltita funkcijam un to paSibam, taja uzsverta sprieSanas sp&ju attistiSana un
izpratne par pretpieméra pietickamibu vai vispariga pieradijuma nepiecieSamibu. Piedavatie
uzdevumi ir viegli integréjami skolas macibu stundas, kuras skoléniem jaizmanto esoS$as
zinasanas jaunas, kompleksas situacijas.

4. un 5. nodala saistitas ar rinka Iiniju, uzdevumu risinasana galvenokart izmantots tiesais
pieradijums, kam atv€léta nozimiga loma ari skolas kursa augstakaja Iimeni, ko raksturo
nians€ta iedzilinaSanas satura, visparigu matematisko modelu analize un lietojums, ka ari
sisttmiska izp€tes un pieradiSanas pieredze. Geometrijas uzdevumi trené sistematisku
pierakstu, jégpilnu matematikas valodas izmantoSanu un vairaku zinamu faktu sasaistiSanu
vienota veseluma.

6. nodala apskatiti tie geometriskie parveidojumi, kas ieklauti jaunaja vispargja videjas
izglitibas standarta. Tiem doti pielietojumi parsvara geometrijas uzdevumu risinasana, bet
sniegti ar1 dazi pieméri, ka tos izmantot, risinot algebras uzdevumus.

7. nodala apskatiti pieméeri, kuros izmantota trijstiira nevienadiba, ka art uzdevumi, kuros
jaizmanto algebras zinasanas, lai pieraditu sakaribas geometrijas uzdevumos.



MODERNAS ELEMENTARAS ALGEBRAS UN GEOMETRIJAS ELEMENTI MATEMATIKAS SKOLOTAJIEM 7
1. Nevienadibu pieradisanas metodes

1. Nevienadibu pieradisanas metodes

Skolas kursa galvenais uzsvars tiek likts uz nevienadibu risinasanu, bet matematikas olimpiades
nevienadibas ir japierada. Svarigi ir saprast atSkiribu starp nevienadibu risinaSanu un piera-
diSanu.

Atrisinat nevienadibu nozimé atrast visus tas atrisinajumus un pieradit, ka citu atrisinajumu
nav. Visu nevienadibas atrisindjumu apvienojumu sauc par §1s nevienadibas atrisinajumu kopu.
Pieradit nevienadibu ar vienu vai vairakiem mainigajiem nozimé pamatot, ka nevienadiba ir

patiesa jebkuram pielaujamajam mainigo vertibam.

DEFINICIJA Divas nevienadibas sauc par ekvivalentam, ja tam ir viena un ta pati atrisinajumu

kopa.

Biezi vien nevienadibas pierada, izmantojot ekvivalentus parveidojumus. Tadgjadi iegist

nevienadibu, kuras patiesums viegli noskaidrojams ar elementaru spriedumu palidzibu.

Ekvivalenti nevienadibu parveidojumi
o Nevienadibas kadu pusi aizstaj ar tai identisku izteiksmi.
Piemé&ram, 2x + 3x <3+ 7 s 5x < 10.

o Nevienadibas abam pus€m pieskaita vienu un to pasu skaitli vai izteiksmi, kas nemaina
nevienadibas definicijas kopu.
Pieméram, x —9 < 5 = x—94+9<5+09.

o Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu pozitivu skaitli (vai
izteiksmi, kas ir pozitiva visam mainigo vertibam).
L<s5 ||(x243)>0 & 1<5x2+3).

x2+3 —

Piemeéram,

o Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu negativu skaitli (vai
izteiksmi, kas ir negativa visam mainigo vertibam).
. — 1
Pieméram, —3x =2 7 |- (=3) S x < —=21.

o Nevienadibas abas puses kapina kvadrata vai velk kvadratsakni, ja definicijas kopa

dotas nevienadibas abas puses ir nenegativas.
Piemeram, vx +2 > 7 = x+ 2 = 49.

o Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir
naturals nepara skaitlis.
o Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir

naturals para skaitlis un definicijas kopa dotas nevienadibas abas puses ir nenegativas.
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Uzdevuma piemers
V5 V7
P1. Pieradit, ka (v7)' > (v5)" .

Atrisinajums. Kapinot abas nevienadibas puses pakapé 2v/5, iegiistam

V5:2v5 V7:2v5
V7)) > ()
Ekvivalenti parveidojam katras puses izteiksmi:
o (vV7)"*° = 75 = 16087;
\7-24/5 V35 6
o (V5) = 5V35 < 56 = 15625.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka
V5:2v5 V7-2V5
(V7) = 7% = 16087 > 15625 = 56 > 5¥35 = (v5) ",
Nevienadibu 1pasibas
o Vienada veida nevienadibas var saskaitit (var attiecigi saskaitit to kreiso un labo pusi):
jaa>bunc>d,tada+c>b+d.

o Vienada veida nevienadibas var reizinat (var attiecigi reizinat to kreiso un labo pusi),
ja visas izteiksmes ir pozitivas:
jaa>0,b>0,¢c>0,d>0una>b,c>d,tad ac > bd.

Vienada veida nevienadibas nedrikst atnemt, jo ne vienmér ieglist patiesu nevienadibu,
piem&ram,
5>2un 3>1, bet 2=5-3>2-1=1;

5>2un7>1, bet —2=5-7<2-1=1.

Vienada veida nevienadibas nedrikst reizinat, ja visas izteiksmes nav pozitivas, jo ne vienmer
iegiist patiesu nevienadibu, pieméram,
5>-2un 7>1, bet 35=5-7>-2-1=-2;

5> —2 un 3>-10, bet 5=5-3 < —2-(—10) = 20.

Nakamajas apakSnodalas apskatisim biezak lietotas metodes nevienadibu pieradiSana Latvijas

Iimena matematikas olimpiades.
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1.1. Nevienadibas vienas puses vai abu pusu sadalisana reizinatajos

Dazreiz nevienadibu izdodas pieradit, visus nevienadibas loceklus parnesot uz vienu pusi un
iegitito izteiksmi sadalot reizinatajos. Turklat Siem reizinatajiem jabit tadiem, lai skaidri varétu

pateikt, vai tie ir pozitivi vai negativi.

Apgalvojumi
o Divu negativu skaitlu reizinajums ir pozitivs.
o Divu pozitivu skaitlu reizinajums ir pozitivs.

o Pozitiva un negativa skaitla reizinajums ir negativs.

Formulas izteiksmes sadaliSanai reizinatajos
o ab+bc=b(a+c);
o a?—-b?>=(a—b)(a+b);
o a3+ b3=(a+b)(a*—ab+ b?);
a® — b3 = (a—b)(a? + ab + b?);
a* — b* = (a—b)(a + b)(a? + b?);
a®—b"=(a—-b)( @ +a*2b+a"3b% + - +ab™?+b" 1), kurn €N;
a®+b" = (a+b)(@¥ !t —a*?%b+a"3bh? —---—ab™ 2 + b™ 1), kur n ir naturals

nepara skaitlis;

o O O O

o ax?+bx+c=a(x—x)(x — x;), kur x; un x, ir kvadrattrinoma saknes.

Polinoma sadaliSana reizinatajos
Lai sadalitu reizinatajos augstaku kartu polinomus, var izmantot Hornera shému (ja izdodas
uzminét kadu polinoma sakni).
Polinoma P(x) = a,x™ + ap,_x™ 1 + -« + a;x + a, dalfjumu ar binomu (x — &) apzim&jam
ar Q(x) = by_1x™" 1 + by_,x™ 2 + --- + by x + by, bet atlikumu ar r, kur 7 ir reals skaitlis. Tad
ir speka vienadiba P(x) = Q(x)(x — a) + r. Atverot ickavas un savelkot lidzigos loceklus
vienadibas labaja pusg, iegiist polinomu, kuram jabut vienadam ar P(x). Divi polinomi ir
vienadi, ja koeficienti pie vienadam mainigd pakapém ir vienadi. Lidz ar to iegiistam
vienadibas:

b,_1=a,, by_,—ab,_1=ay,_1, bp_3—ab,_,=0a,_5, ..., T—ab,=a,.
Izsakot koeficientus b; un izveidojot tabulu, iegiist &rtu pierakstu polinoma daliSanai ar

binomu:
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Uzdevumu pieméri

a+b a?+b?

a?+b?2 — a3+p?’

P1. Pieradit, ka ja aun b ir pozitivi skaitli.

Atrisinajums. Reizinam abas nevienadibas ar (a® + b?)(a® +b3) >0, jo a un b ir
pozitivi skaitli. Ekvivalenti parveidojam iegiito nevienadibu:
(a + b)(a®+ b3) = (a®? + b?)?;
a* + b* + a3b + ab® > a* + 2a?b? + b*;
a®b — 2a%b? + ab® > 0;
ab(a? — 2ab + b?) > 0;
ab(a —b)? = 0.

Ta ka a un b ir pozitivi skaitli un skaitla kvadrats vienmeér ir nenegativs skaitlis, tad iegtita
nevienadiba ir patiesa, tatad patiesa ir arl uzdevuma dota nevienadiba, kas ari bija

japierada.

P2. Pieradit, kaa®? + b?>+c?>a+1+ %,ja a, b, ¢ ir pozitivi un abc = 1.

Atrisinajums. Izmantojot, ka b? + ¢? = 2bc un bc = %, ieglistam
2 L p2 4 o2 2 2, 2
a“+b*+c“=>a“+2bc=a°+-—.
a
Pieradisim, ka a? + % >a+1+ % Veicam ekvivalentus parveidojumus:
5 1
a —a—1+520 | ra>0

a®—a*—a+1>0;
a’(a—1)—-(a—1)=>0;
(a=1D(a+1(a—1) =0;

(a—1)?%(@a+1)=0.

Ieglita patiesa nevienadiba, jo pirmais reizinatajs ir nenegativs, bet otrais reizinatajs ir

. _ . v 2 1 - . .
pozitivs. Lidz ar to esam ieguvusi, ka a® + b? + ¢? > a® + ~>a+1+, noka izriet

vajadzigais: a®* + b> +c* > a+1+ i

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Nevienadibas vienas puses vai abu pusu sadalisana reizinatajos”

U1. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem x un y ir speka nevienadiba
xby + xy® = x°y? + x%y5.

U2. Pieradit, ka x* + y* = x3y + xy3 visiem realiem skaitliem x un y.
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1.2. Nevienadibas pastiprinasanas metode

Biezi vien, lai pieraditu nevienadibu, tikai ar ekvivalentiem parveidojumiem nepietiek, dazreiz
ir izdevigi kadu saskaitamo atmest vai noverteét ar kadu citu izteiksmi, kura ir vai nu lielaka, vai
arT mazaka neka ieprieksgja.
Biezak lietotie novert&jumi:

o izteiksmes vertiba, atmetot pozitivu saskaitamo, samazinas;

o izteiksmes vértiba, atmetot nenegativu mazinataju, palielinas;

o jaa>b>0tad> <

Nevienadibas pastiprinasanas metodes bitiba: lai pieraditu, ka A < B, atrod tadu izteiksmi vai
skaitli C, ka A < C, un pierada, ka C < B. Ja tas izdodas, tad nevienadiba A < B ir pieradita.

Uzdevumu pieméri
P1. Salidzinat skaitlus a) log; 3 un logs 9; b) 482° un 34417; ¢) 6% un 9°°.

Atrisinajums. Lai salidzinatu dotos skaitlus a un b, atradisim tadu skaitli ¢, kuram ir speka
vainua <cunc < b (tada < b),vaiarta > cunc > b (tad a > b).
a) Ja logaritma baze ir lielaka neka 1, tad logaritmiska funkcija ir augoSa. Lidz ar to
iegiistam log, 3 < log, 7 =1 =logs 5 < logs 9.
b) Izmantojot pakapju Tpasibas un noverteésanu, iegiistam
4825 < 4925 = (72)25 = 750 < 751 = (73)17 = 34317 < 34417,

c) Izmantojot pakapju ipasibas un noveérté€sanu, ieglistam
665 < (23)22 . 365 < (32)22 . 365 < 347 . 365 — 3112 — 956'

a+b a b

1+a+b 1+a 1+b°

P2. Pieradit, ka pozitiviem a un b ir speka nevienadiba

Atrisinajums. Novertgjot saskaitamos (palielinam saucgju), iegiistam
a N b S a N b _a+b
14+a 1+b 1+a+b 1+b+a 1+4+a+b

P3. Pieradit, ka visiem skaitliem x > 1 izpildas nevienadiba x3 — 2x + 1 > 0.

1. atrisinajums. Ievérojam, ka visiem skaitliem x > 1 izpildas nevienadiba x3 > x2.

Novertgjam pieradamas nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
x3—-2x+1>x*-2x+1=(x—-1)2>0.

Lidz ar to esam pieradijusi prasito.

2. atrisinajums. Ta ka x > 0, tad, ekvivalenti parveidojot, ieglistam prasito:
x3—-2x+1=x3—-x—x+1=x(x>*-1D)-(x-1D)=Cx-1DE*+x—-1) > 0.
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1
a*+1

P4. Kada ir izteiksmes a®® + a* + mazaka vertiba, ja a ir reals skaitlis?

Atrisinajums. Dotas izteiksmes mazaka vertiba ir 1, to iegiist, ja a = 0. Mazaku veértibu

nevar iegtt, jo
1 al+a*+1 8
a?® +at+—=a"+——=0a*"+
a*+1 a*+1 a*+1

a

+1=>1.

IEVERO! Tada uzdevuma atrisindjumam, kura jaatrod lielaka (mazaka) vértiba, jasastav no
divam dalam:

1) jaatrod vislielaka (vismazaka) vertiba un japarada piemérs, kura izpildas visas
prasibas;

2) japierada, ka lielaku (mazaku) vertibu ieglt nevar.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Nevienadibas pastiprinasanas metode”

U1. Salidzinat skaitlus 311 un 1714,

s e - o R | 1 1 3
U2. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c ir speka nevienadiba —+ —+ — > L
’ at+b a+c  b+c a+b+c

e b s x . Sl bl
U3. Kadairizteiksmes ﬁ +— mazaka vertiba, ja a un b ir naturali skaitli?

U4. Dots,kaa>b >c > 0una+ b+ c < 1.Pieradit nevienadibu a® + 3b% + 5¢? < 1.

1.3. Pilno kvadratu atdalisana

1.3. un 1.4. apakSnodala sagatavotas, izmantojot [6].
Viens no ekvivalento parveidojumu veidiem ir pilno kvadratu atdaliSana. Lai atdalitu pilno
kvadratu, izmanto saisinatas reizinasanas formulas:

o (a+b)?=a?+ 2ab +b?

o (a—b)?=a?—-2ab+ b?;

o (a+b+c)?=a*+b?+c?+2ab+ 2ac + 2bc.

Biezi vien tikai ar formulam nepietiek, tapec jaizmanto ari spriedumi. Visbiezak lietotie
spriedumi ir $adi:
o ja A ir algebriska izteiksme, tad A% > 0;
o jadi, A,, .., A, iralgebriskas izteiksmes, tad A% + A% + --- + A2 > 0;
o jad, A, .., A, iralgebriskas izteiksmes un ¢y, ¢,, ..., ¢, Ir nenegativas izteiksmes,
tad c; A2 + ¢, A3 + - + ¢, A2 > 0.

Piezime. A% + A3 + --- + A2 = 0 tad un tikai tad, jaA; = A, = - = A4,, = 0.
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Uzdevumu pieméri

P1.

P2.

P3.

Pieradit nevienadibu x% + 8x + y% — 2y + 17 = 0.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x2+8x+16+y*—2y+1=0;

(x2+2-4x+4%)+ (y2—-2y-1+1%) = 0;
(x+4)>2*+(@y—-1%=0.

P&dgja nevienadiba (un lidz ar to arT dota) ir patiesa, jo nevienadibas kreisaja pusé ir divu

nenegativu skaitlu summa.

Pieradit nevienadibu x% — xy + y? > 0.

1. atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus par-

veidojumus:
2x% — 2xy + 2y? > 0;

(x2=2xy+y5)+x*2+y*=>0;
(x—y)?+x2+y?=>0.
P&dgja nevienadiba (un lidz ar to arT dota) ir patiesa, jo kreisaja pus€ ir tris nenegativu
skaitlu summa.

2. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

1 1 3 1\* 3
2 _ 2 (42 _9.,.2 .2 202 — _ = 2.2
X xy+y (x 2°x 2y+4y)+4y (x Zy) +4y.

2
P&dgja nevienadiba (un Iidz ar to arT dotd) ir patiesa, jo (x - % y) = 0 un %yz = 0.

C e - T . bc 4bc
Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba a + ~ 2

Atrisinajums. Abas nevienadibas puses reizinam ar pozitivu izteiksmi a(b + ¢) un
veicam ekvivalentus parveidojumus:
a?(b + ¢) + bc(b + ¢) = 4abc;
a’b + a®c + b%*c + bc? — 4abc > 0;
a’b — 2abc + bc? + a’c — 2abc + b%c > 0;
b(a? — 2ac + c?) + c(a? — 2ab + b?) = 0;
b(a—c)?+c(a—b)?=0.

P&dgja nevienadiba (un lidz ar to ari dota) ir patiesa, jo b(a — ¢)? = 0 un c(a — b)? = 0.
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P4. Pieradit, ka 2x* + 1 > 2x3 + x2.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
2x*+1—-2x3—x?>>0;
x*=2x3 +x?+x*=2x2+1>0;
x2(x?-2x+ 1D+ ®x%2-1)2>0;
2(x—1D2+(x*-1)2>0.

P&dgja nevienadiba (un Iidz ar to arT dota) ir patiesa, jo x2(x — 1)2 > 0 un (x? — 1)? > 0.

P5. Pieradit, ka x* + 2xy + 3y? + 2x + 6y +3 = 0.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x2+2xy+y2+2(x+y)+ 2y +4y+3=0;
(c+y)?>+2x+y)+ D+ 202+ 2y +1) = 0;

(x+y+1?+2(y+1)2%=0.

P&dgja nevienadiba (I1dz ar to ari dotd) ir patiesa, jo (x + y + 1) > 0 un 2(y + 1)? > 0.

P6. Pieradit, ka x3 + 3x? — 13x + 10 > 0,jax > 0.

Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto nevienadibu:
x(x? —2x+1) + 5x% — 14x + 10 > 0;
7 49) 49

_1\2 2_9.2 i :
x(x—1) +5<x 2 5x+25 z + 10 > 0;

2

( D2+5< 6 +1>0
XX — X —= = .
5 5

Ta ka x > 0, skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs skaitlis un % > 0, tad ieglta nevie-

nadiba ir patiesa, tatad patiesa ir arm uzdevuma dota nevienadiba, kas ar1 bija japierada.

Piezime. Risindjuma mégina iegiit izteiksmi forma x(x + a)? + b(x + ¢) + d, kur b > 0
un d > 0. Lai atrastu vajadzigas vertibas, var, pieméram, atvert iekavas, savilkt l1dzigos
un pielidzinat koeficientus pie vienadam mainiga pakapém iegiitajai izteiksmei un
uzdevuma dotajai. Lidz ar to iegiist vienadojumu sist€ému, kurai pietiek atrast vienu
atrisinajumu:

2a+b=3

a’ + 2bc = —13

bc? +d =10
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P7. Doti tadi reali skaitli x, y un z, ka x + y + z = 3. Pieradit, ka xy + xz + yz < 3.
Atrisinajums. Dotas vienadibas abas puses kapinot kvadrata un péc tam reizinot ar 2,
iegiistam:

x2+y%+2z%+2xy+ 2xz + 2yz = 9;
2x% + 2y% + 2z% + 4xy + 4xz + 4yz = 18.
Pieskaitot un atnemot vienadibas kreisajai pusei vienu un to pasu izteiksmi un péc tam

izmantojot starpibas kvadrata formulu, iegtistam:
x? = 2xy+y*+x?—2xz+z%+y?—2yz+z*+ 6xy + 6xz + 6yz = 18;
(x—v)2+(x—2)?%+(y—2)*+6xy+ 6xz+ 6YyZz = 18.
Ta ki (x—y)?+(x—-22%+(y—2)?%=>0, tad 6xy+6xz+6yz<18 jeb
xy+xz+yz<3.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Pilno kvadratu atdalisana”
U1. a) Vai noteikti visiem realiem skaitliem x izpildas 3x? — 0,25x + 0,005 > 0?

b) Vai noteikti visiem realiem skaitliem x izpildas 9x2 + 12x + 5 > 0?
U2. Pieradit, ka a? + b2+ > a +b.

U3. Pieradit, ka 9x2 — 12xy + 20y2 + 8y + 4 > 0 visam realam x un y vértibam.
U4. Pieradit, ka 9x® — x3 + 1 > 0 visiem realiem x.

U5. Pieradit, ka x? + 2y? + 2xy + vy + 1 > 0, ja x, y ir reali skaitli.

U6. Pieradit, ka x* + 2x3y + 2xy3 + y* = 6x%y?, ja x un y ir redli pozitivi skaitli.
U7. Pieradit, ka x? + y2 + 4 > 2x — 2y — xy, ja x, y ir reali skaitli.

2016./2017. gada valsts matematikas olimpiades 2. posma t€ma bija “Nevienadibu pie-
radiSana — pilno kvadratu atdaliSana”. Katrai klasei viens uzdevums bija par $o t€mu:
9. klasei (704 dalibnieki) — U4., 10. klasei (676 dalibnieki) — U5., 11. klasei (507 dalibnieki) —
U6., 12. klasei (435 dalibnieki) — U7. Par katru uzdevumu vargja iegiit 0—10 punktus (n — ja
uzdevums nebija risinats), un skolénu risinajumi tika verteti péc sadiem kriterijiem:

o par ekvivalentiem parveidojumiem, pilno kvadratu atdaliSanu — 7 punkti,

o izdarits pareizs secinajums par iegiitas nevienadibas patiesumu — 2 punkti;

o secinats, ka arT dota nevienadiba ir patiesa, — 1 punkts;

o par atseviskiem piemériem dazam konkrétam mainigo vertibam — ne vairak ka 2 punkti.
Skolénu iegiito punktu sadalijums paradits 1. tabula, kura iekavas aiz uzdevuma numura

noradits vid&ji iegtais punktu skaits par uzdevumu.
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1. tabula. Skolénu iegiito punktu sadalijums

U4. (3,07) U5. (5,19) Ué. (5,15) U7.(4,45)

n 7 14 20 13
0 183 101 91 61
1 155 47 76 57
2 113 115 41 83
3 28 54 11 39
4 21 27 10 22
5 35 20 15 8
6 14 7 10 9
7 22 21 30 8
8 21 20 15 13
9 28 61 81 22
10 77 189 107 100

1.4. Nevienadiba starp aritmetisko vidéjo un geometrisko videjo

Ieprieks€ja apakSnodala tika aplukota metode, ka pieradit nevienadibas, atdalot pilnos
kvadratus. Tomer biezi vien sarezgitakas nevienadibas neizdodas pieradit, izmantojot tikai $o
panémienu, tapec ir lietderigi zinat un prast lietot citas metodes.

Iesp&jams, pati pazistamaka un biezak lietota ir nevienadiba starp vid&jo aritmé&tisko un vid&jo
geometrisko. Biezi to saisinati apzimé ka A > G (angliski AM-GM).

a;+az+--an_1+an

DEFINICIJA Par n skaitlu a4, a,, ..., a,, vidéjo aritmétisko sauc lielumu

DEFINICIJA Par n nenegativu skaitlu a;, a,, ..., a, vidéjo geometrisko sauc lielumu

Magca, .. ay.

Nevienadiba starp vidéjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko
Jaay,ay, ..., a, ir nenegativi skaitli, tad

a, +ta; +--+a,

n
> A1 °0Qy ... Ay,

n

tas ir, skaitlu vidéjais aritmetiskais ir lielaks vai vienads ar $o skaitlu videjo geometrisko, turklat

vienadiba ir tad un tikai tad, ja visi skaitli ir vienadi.
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Pieradijums. [21] Pieradisim So nevienadibu ar tieSo matematisko indukciju.

oo — e g . - 1= — - . . aita
Indukcijas baze. Pieradisim nevienadibu gadijuma, jan = 2, tas ir, 12 2> Ja; - a;.

Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiistam:

a, +a; = 2,/a,ay;

2 2
(1/a1) - 21la1a2 + (1/a2) 2 O,'
2
(,/a1 - 1/az) > 0.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka nevienadiba ir patiesa jebkuriem n nenegativiem
skaitliem.
Induktiva pareja. Pieradisim, ka nevienadiba ir patiesa jebkuriem n + 1 nenegativiem

skaitliem.

Varam samainit skaitlu a4, as, ..., ay, @,41 indeksus (to drikst darit, jo $is parveidojums
nemaina vidéja aritmétiska un vidéja geometriska veértibu) ta, lai a,, ., butu vislielakais no Siem
skaitliem (vai ar1 viens no lielakajiem). Tatad a, 1 = a4, an4q = Ay, ..., Qpyq = Ay un lidz ar

to

a1+a2+a3+"'+an

" (1)

ant1 =

IevieSam apzim&jumus:
a1+a2+a3+“'+an

A, = " , (2)
a1+a2+a3+"'+an+an+1
An+1 = n+1 '
Izmantojot (2), iegiistam
na, + ay41q
T ®

Ta ka nenegativu skaitlu vidgjais aritmétiskais atrodas starp lielako un mazako no Siem
skaitliem, tad a, 1 = 4, jeb a1 = A, + @, kur a =>0. Tad (3) parrakstam forma:

A _nApt+Apta Ay(n+D)+a N

mH n+1 B n+1 S T+ 1

Kapinot iegiitas vienadibas abas puses (n + 1)-ja pakapég, iegiistam

a 2 4 n+1l

+ Cr (A" (%) o (n + 1)

(An+1)n+1 = (An)n+1 + C%+1(An)n n+ 1

Labas puses izteiksme kapinata, izmantojot Niitona binoma formulu:

(x+ )" =x"+ Cix™ 1ty + C2x™2y2 + - + Y™,
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Ta ka visi saskaitamie ir nenegativi, tad
n+1

Crrr (A" (%)2 + -+ (n i 1) > 0.

leverojot, ka Cl,; =n + 1, ieglistam

a
(An+1)n+1 2 (An)n+1 + (Tl + 1)(An)nn_+1 = (An)n+1 + (An)na = (An)nan+1-

Ta ka péc induktiva pien€émuma

ajt+az+--+an n . n
— 2 Jai-az-..-a, jeb (A" =a;-a;-az- .- ap,
n+1 n
tad (Ap+ )" = (Ap)"Any1 = g - Az A3 - v Ay - Ayy.
- = n+1
Tapéc Apyq = "0y Az - A3 oo Ay - Ay

Lidz ar to esam pieradijusi, ka jebkuram naturalam skaitlim n ir patiesa nevienadiba
a1+a2+a3+“'+an
n

n
>1/a;-a;-az- .- ay,.

Piezime. Ir ar1 citi nevienadibas A > G pieradijumi, piem&ram, [37] doti 12 dazadi pieradijumi.

Elegants un loti vienkarSs pieradijums, kura ideja aizgiita no [23], dots [14].

“Ar M un m apzim@sim attiecigi vislielako un vismazako no skaitliem x;, x5, ..., x,. Ja
m= M,tadx; = x, = -+ = x, untatad A = G. Jasavukart m < M, tad reizinajuma x; X, ... X,
$os divus skaitlus m un M aizstasim ar A un m + M — A. Sada aizsta$ana acimredzami saglaba

summu, bet palielina reizinajumu, jom < A < M un
mM—-—Am+M—-A)=(m—-A)M - A) <O0.

Ta ka katra nakamaja aizvietoSanas soli paradas vismaz viens jauns reizinatajs A, tad pec galiga
skaita solu ieglistam G" < A" jeb G < A, kas ar1 bija japierada.”

Secinajumi
o Jan = 2,tad nenegativiem skaitliem x un y izpildas xzﬂ > /xy.
y+z

o Jan = 3, tad nenegativiem skaitliem x, y un z izpildas GAPAL

— = xyz.

o Dazreiz novertgjumu ir erti lietot forma a; +a, + -+ a, = n- ’\'/a1 “Qy .t Ay
i e o 7 . 1 1— . — g X . .
o Pozitiviem skaitliem x un y izpildas nevienadiba 5 +§ > 2, tas ir, skaitla un tam
apgriezta skaitla summa ir vismaz 2.

. o . 1
o Jax ir pozitivs skaitlis, tad x + = 2.
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Uzdevumu pieméri

P1.

P2.

P3.

P4.

Pieradit, ka 3a® + 5b% > 8a3b®, ja a un b — pozitivi skaitli.

Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vid&jo aritmétisko un vidéjo geometrisko,

iegiistam
38 + 58 =a® +a® +a® + b+ b® + b® + b8 + b8 >

>8-1aB-a8-ad-bh8-b8-b8- b8 b8 = 8a3h°.

Pieradit, ka a'® — 3a® + a* + 1 = 0, ja a ir nenegativs skaitlis.

Atrisinajums. Pietiek pieradit dotajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu
al + a* + 1 > 3a°.

No nevienadibas starp vid&jo aritmétisko un vidgjo geometrisko izriet vajadzigais:

atl+a*+1>3-Vall-a*-1=3-Yals = 3a5.

Pieradit, ka (1 + ab)(1 + ac)(1 + bc) = 8abc, ja a, b un c ir pozitivi skaitli.

Atrisinajums. No nevienadibas starp vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko izriet, ka
1+ ab = 2vVab;

1+ ac = 2Vac;
1+ be > 2Vbe.

Sareizinot iegiitdas nevienadibas (to drikst darit, jo katras nevienadibas abas puses ir
pozitivas), iegiistam

(1+ ab)(1 + ac)(1 + be) = 2Vab - 2vac - 2Vbc = 8Vabachc = 8abc.

Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba
1 1 1 9

o>
a b ¢ a+b+c

Atrisinajums. Reizinot abas nevienadibas puses ar a + b + ¢ > 0, ieglistam
1 1 1
(a+b+c) (—+—+—) =>09.
a b c
Novértésim nevienadibas kreisas puses izteiksmi:

1 1 1 a b b c a c
(a+b+c)<—+—+—)=3+<—+—>+(—+—)+(—+—)23+2+2+2=9,
a b c b a c b c a

kas ar1 bija japierada.
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P5. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x un y pastav nevienadiba x?y?(x? + y? — 3) = —1.

Atrisinajums. Ja x = 0 vai y = 0, tad 0 = —1 un nevienadiba ir patiesa.

Jax # 0 uny # 0, tad, dalot nevienadibas abas puses ar x2y? > 0, iegiistam:

x2+y2-3>-— ;

nyZ

x* +y*+

> 3.
x2y2 =

Nevienadibas kreisas puses izteiksmei lietojam nevienadibu starp vid&jo aritmé&tisko un

vidgjo geometrisko:

2 2
x“+y +x2y2

P6. Dots, kaa > b > ¢ > d. Pieradit nevienadibu

1 1 1

>
a—b+b—c+c—d_6'

a—d+

Atrisinajums. Nevienadibas kreisas puses izteiksmei pieskaitdm un no tas atnemam
vienus un tos pasus saskaitamos un p&c tam lietojam nevienadibu starp vidgjo aritmétisko

un vid&jo geometrisko:

e beb—cto—dr—— !
a—b b-c c—d_a cre a—b b—c c—d

a—d+

1+1+1
a—b b—c c—d

=(a-b)+b-c)+(c—d)+

1 1 1
=(a-bhH)+——+b-c)+——+(c—-d)+——=2+2+2=6.
a—>b b—c c—d

P7. Kadu mazako vértibu var pienemt izteiksme x + ziﬁ, jax > 07?

Atrisinajums. No nevienadibas starp vidgjo aritmétisko un vidgjo geometrisko izriet, ka

2020 2020
=2 [x- = 2v2020.

X X

x +

X, _ . . . . . e . . — 4 . 2020 .
So vértibu izteiksme sasniedz, ja abi saskaitamie ir vienadi, tas ir, x = — jebx? = 2020

un x = v2020.
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P8. Pieradit, ka nevienadiba %(a + 1)+ Z (b+1)2=2(a+1)(b+1) ir speka visiem
realiem pozitiviem skaitliem a un b.
1. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad dotas nevienadibas kreisas puses

izteiksmi var novertét, izmantojot nevienadibu starp vid€jo aritmé&tisko un vidgjo

geometrisko:

a b a b
—(a+1)?+-b+1)?%2=>22 [—(a+1D2—b+1D2=2(a+1DB+1),
b a b a

kas ar1 bija japierada.
2. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad abas nevienadibas puses drikst reizinat
ar ab. legiistam pieradamajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu:

a’(a+1)? + b%(b + 1)? = 2a(a + 1)b(b + 1);
a’(a+1)?—-2a(a+1)b(b+1)+b%(b+1)?=0.

Ekvivalenti parveidojam §1s nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
(ala+ 1)) = 2a(a+ Dbb +1) + (b(b + 1)’ = 0;

(ata+1)—b(b +1)* > 0.

Reala skaitla kvadrats vienmer ir nenegativs. Lidz ar to iegilita patiesa nevienadiba un ar1

dota nevienadiba ir patiesa, jo tika veikti tikai ekvivalenti parveidojumi.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Nevienadiba starp aritmétisko vidéjo un geometrisko vidéjo”
U1. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem a, b, ¢, d izpildas nevienadiba

a* 4+ b* 4+ c* +d* + a?b? + b?%c? + c?d? + d?a® + a*c? + b%d? > 10abcd.
2
x3y3

U2. Pieradit, ka x® + y® +

—4>0,jax>0,y>0.

U3. Pieradit, ka visiem pozitiviem skaitliem a un b izpildas (%a + 1) (% + 1) > 16.
U4. Doti tadi Cetri pozitivi skaitli a;, a,, az un ay, ka a;a; = a,a, = 2017. Kada ir mazaka

izteiksmes (a; + a,)(az + a4) vértiba?

U5. Pieradit, ka~+ 7 +— = —"— jaa, b, c ir pozitivi skaiti.

~ a+b+c
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2016./2017. gada Atklatas matematikas olimpiades téma bija “Nevienadibu pieradiSana —
nevienadiba starp aritmétisko vidéjo un geometrisko vidéjo”. Katrai klasei viens uzdevums bija
par So teému: 9. klasei (352 dalibnieki) — U2., 10. klasei (342 dalibnieki) — U3., 11. klasei
(222 dalibnieki) — U4., 12. klasei (186 dalibnieki) — US.

Par katru uzdevumu vargja iegiit 0—10 punktus (n — ja uzdevums nebija risinats). Skoleénu iegiito
punktu sadalijums paradits 2. tabula, kura iekavas aiz uzdevuma numura noradits skolénu vidé&ji
iegiitais punktu skaits.

2. tabula. Skolénu iegiito punktu sadalijums

uU2.(1,61) U3. (5,93) U4. (4,14) US. (2,63)

n 10 16 20 33
0 236 69 20 79
1 46 18 30 0
2 6 8 51 7
3 1 3 6 27
4 3 11 12 0
5 1 11 11 18
6 0 5 7 0
7 0 17 0 0
8 3 50 53 1

9 1 97 3 0

10 45 37 9 21

Vairak par nevienadibu pieradiSanu skat., pieméram, [10, 12, 15, 18].
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2. Vienadojumu un vienadojumu sistému risinasanas
metodes

Skolas kursa vienadojumu risinasana galvenokart balstas uz algoritma pielietoSanu konkrétos
gadijumos, piemé&ram, risinot kvadratvienadojumus, eksponentvienadojumus, trigonometriskos
un logaritmiskos vienadojumus. Saja nodala apskatisim citus panémienus, ka rikoties
nestandarta situacijas.

Skolas kursa apskata tris vienadojumu sist€mu risinaSanas panémienus — saskaitiSanas,
ievietoSanas un grafisko, turklat aplukotas sisteémas ir loti vienkarSas un prasa tikai pareizu
tehniku. Augstskolas pirmaja kursa algebra apgust vél dazas linearu vienadojumu sist€ému
risinasanas metodes — Kramera formulas, Gausa metodi, matricu metodi. Tomer bieZi vien
sarezgitakos uzdevumos ar §Tm metodém nepietiek, tapéc $aja nodala apskatisim vél dazas
metodes, ka risinat nestandarta vienadojumu sist€mas.

Nodalas materials par vienadojumu sist€ému risinasanu izstradats, balstoties uz [3].
2.1. Vjetateorema

DEFINICIJA Par kvadratvienadojumu sauc vienadojumu ax? + bx + ¢ = 0, kur x ir mainigais, bet

a, b, c ir reali skaitli (a # 0).

Kvadratvienadojuma redlo saknu skaits ir atkarigs no diskriminanta D = b? — 4ac vértibas:

o D < 0 - vienadojumam nav realu saknu.

N o _ b
o D = 0—vienadojumam ir viena reala sakne x = — T

L. .. - _ -b+VD
o D > 0 —vienadojumam ir divas dazadas realas saknes x; , = py—

TEOREMA Vjeta teoréma. Kvadratvienadojuma ax? + bx + ¢ = 0 saknes x; un x, apmierina
sistému
X1+ x; =——
1 2 a

(o}
xl'xZ:E

Vjeta teorému ir erti lietot reducétajam kvadratvienadojumam x% + px + g = 0, jo
{xl +x, =—p
X1°X2 =4
Apskatisim, ka iegiit Vjeta formulas tresas kartas vienadojumam
x3+px?+qx+r=0.



MODERNAS ELEMENTARAS ALGEBRAS UN GEOMETRIJAS ELEMENTI MATEMATIKAS SKOLOTAJIEM 24
2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

Ja vienadojuma saknes ir x4, X, x3, tad kreisas puses izteiksmi var sadalit reizinatajos:
(x —x)(x — x3)(x — x3) = 0.
Sareizinot un savelkot lidzigos saskaitamos, iegiistam
x3 = (1 + x5 + x3)x2% + (1%, + X1X3 + X3x3)x — X1 X,%3 = 0.

Divi polinomi ir vienadi, ja koeficienti pie vienadam mainiga pakapém ir vienadi. Lidz ar to

leglistam:
—(x1+x,+x3)=p X1+ X, +x3=—p
X1Xy + X1X3 + XX3 = q jeb X1Xp + X1X3 + X2X3 = q
—X1X3X3 =T X1XpX3 = —T

Lidzigi iegiist formulas arT augstaku kartu vienadojumiem.

Uzdevumu piemeri

P1. Vai iespgjams, ka kvadratvienadojuma x? — a?x + b> =0, a un b — naturali skaitli,

saknes ir divu dazadu naturalu skaitlu kvadrati?

Atrisinajums. Ja, ir iesp&jams, pieméram, kvadratvienadojuma x? — 5%x + 122 =0
saknes ir 3% un 42, jo 32 + 4% = 52 un 32 - 4% = 122

Piezime. Ka atrast prasito kvadratvienadojumu?

Ja x; un x, ir dota vienadojuma saknes, tad saskana ar Vjeta teorému x; + x, = a? un
x1X, = b?. Pienemsim, ka eksisté divi dazadi naturali skaitli y; un y,, kuriem biitu speka
x, = y?un x, = yZ, tad b? = (y,¥,)? jeb b = y,y, ir naturals skaitlis visam naturalam

y; un y, vértibam. Ta ka y? + y2 = a?, varam izvélgties, pieméram, y; = 3 un y, = 4.

P2. Kvadratvienadojuma x? — 507x + a = 0 saknes ir p? un ¢, kur p un q ir pirmskaitli.
Aprekinat a skaitlisko vertibu.

Atrisinajums. No Vjeta teorémas par saknu summu izriet, ka p? + g = 507. Ta ka 507 ir
nepara skaitlis, tad vienam no pirmskaitliem jabiit para skaitlim, tas ir, p = 2 vaiq = 2. Ja
q = 2, tad p? = 505, bet tad p nav naturals skaitlis. Tatad p = 2 un q = 507 — 22 = 503.

Izmantojot Vjeta teorému par saknu reizinajumu, iegiistam, ka a = p?q = 2012.

P3. Dots, ka p un q ir naturali skaitli un kvadratvienadojuma x? + px + g = 0 saknes ir x;

un x,. Pieradit, ka a) x2 + x2, b) x% + x%, ¢) x7 + x3 ir veseli skaitli.

Atrisinajums. P&c Vjeta teorémas ieglistam, ka x; + x, = —p € Zun x;x, = q € Z.
a) levérojam, ka x? + x5 = (x; + x3)% — 2(x1x,) = p? — 2q ir vesels skaitlis.
b) Apskatam izteiksmi x{ + x53 = (x? + x2)? — 2x#x2, kas ari ir vesels skaitlis. Lidz ar

to x® + x8 = (xf + x3)% — 2x{ x5 arl ir vesels skaitlis.
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¢) Apskatam izteiksmi x; + x5 = (%, + x5) (%1 + %)% — 3x1x3) = (—p)(p? — 3q),
kas ir vesels skaitlis. Lidz ar to (x3 + x5) = (xf + x3) (%1 + x5) — (x1%2) (3 + x3)

ar1 ir vesels skaitlis.

Kvadratvienadojuma x2? +p;x +q; =0 saknes ir a un b, kvadratvienadojuma
x% + p,x + q, = 0 saknes ir b un c, bet kvadratvienadojuma x? + p3x + g3 = 0 saknes

ir a un c. Zinams, ka q; < q, < q3 < 0. Kadas ir g, iespg&jamas vertibas?

Atrisinajums. No Vjeta teorémas izriet, ka q; = ab, q, = bc, q3 = ac un péc dota
ab < bc < ac < 0. Ja neviens no skaitliem a, b, ¢ nav nulle, tad divi no tiem bitu vai nu
abi pozitivi, vai abi negativi, tapec to reizinajums biitu lielaks neka nulle — pretruna. Tatad
vismaz viens no skaitliem a, b, ¢ ir 0.

Jaa+0,b=0, c+#0, tad gt =q, =0 un g3 = ac # 0, kas ir pretruna ar to, ka
0 < g3 < 0. Tatad g3 = 0 un iespgjami divi gadijumi:

o jac=0,tad g, = bc = 0;

o jaa=0unc # 0,tad g; = ab = 0 un no nevienadibas 0 < g, < 0 izriet, ka g, = 0.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka g, = 0.

Kvadratvienadojuma

2 4 7 . * 7 —
(1+V5)x? - /3+\/§ (1++V5)x + /3+\/§_0

saknes ir skaitli @ un b. Pieradit, ka izteiksmes a*b + ab* + 3a3b? + 3a?b3 vértiba ir

vesels skaitlis.

Atrisinajums. No Vjeta teorémas izriet, ka

.
4 7
a+b= |——=-(1++5
4’3+\/§ ( )
b 4 7 1
ab = .
\ 3+V5 1+45
Parveidojam doto izteiksmi:

a*b + ab* + 3a3b? + 3a%b® = ab(a® + b3 + 3a*b + 3ab?) = ab(a + b)3 =

4 7 1 4 7 3 3 7 2
:,}3+\/§'1+\/§'\I<3+\/§> (A+V5) ‘ﬁ'(”\@ -

_7-(1+2\/§+5)_7-2-(3+\/§)_14
 3+v5  3+45

Ta ka skaitlis 14 ir vesels skaitlis, tad prasitais ir pieradits.
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Vienadojuma x3 — 44x% + 623x — 2860 = 0 saknes ir trijstiira malu garumi. Aprékinat

§1 trijstura laukumu.

1. atrisinajums. Dota trijstiira malu garumus apzim&jam ar a, b un c. Taka a, b un c ir
vienadojuma saknes, tad (x — a)(x — b)(x — ¢) = 0, ko var parveidot forma
x3—(a+b+c)x?+ (ab + ac + bc)x — abc = 0.
Pielidzinot koeficientus pie vienadam x pakape&m, ieglistam vienadojumu sist€mu:
a+b+c=44
ab + ac + bc = 623
abc = 2860
Ievérojot, ka 2860 = 2-5-11- 13, varam uzminét, ka a, b, ¢ vértibas ir 10, 11, 13, un
parbaudit, ka tas tieSam apmierina So vienadojumu sisttmu. Ta ka treSas pakapes
vienadojumam ir ne vairak ka tris saknes, tad trijstura malu garumi ir 10, 11, 13.

Izmantojot Heérona formulu, aprékinam trijsttira laukumu:

Sa=Vpp—a)P—-b)(p—c)=v22-12-11-9 = 22-3 = 66.

2. atrisinajums. Izmantosim Hérona formulu S, = \/ p(p—a)(p—b)(p—c) ,kura, b
un c ir trijstiira malu garumi, bet p — pusperimetrs. Doto vienadojumu var parrakstit forma
(x —a)(x — b)(x — ¢) = 0, jo vienadojuma saknes ir trijstira malu garumi. Koeficients
pie x? ir visu saknu summa ar pret&ju zimi. Tatad a + b + ¢ = 44 un p = 22. levietojot x
vieta p un aprekinot p3 — 44p? + 623p — 2860 vertibu, ieglistam izteiksmes
(p —a)(p — b)(p — c) vertibu.

Tatad trijstiira laukums ir

Sy = \/22(223 —44-222 + 623 - 22 — 2860) = 22V9 = 66.

Vienadojumam x3 —px + 2019 = 0, kur p — naturadls skaitlis, ir tris realas saknes

X1, X5, X3. Kada var biit izteiksmes x; + x5 + x3 vértiba?

1. atrisinajums. levérojot, ka x4, x,, x5 ir dota vienadojuma saknes, to var parrakstit forma
x3 —px +2019 = (x — x1)(x — x)(x — x3) = 0. Grupgjot loceklus, iegiistam saka-
ribas:

X1 + X + X3 = 0

xlxz + x1x3 + x2x3 S p

x1x2x3 S _2019
Ta ka x4, x5, x5 ir dota vienadojuma saknes, tad ieglistam identitates:

x3 —px; +2019 = 0;

x5 —px, + 2019 = 0;

x3 — px; + 2019 = 0.
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Saskaitot iegiitas tris identitates, iegiistam
x4+ x5+ x5 —p(x; +x, +x3)+3-2019 = 0.
Lidzartox] +x3 +x3 =p(x; + x, + x3) —3:2019 =p-0—3-2019 = —6057.

2. atrisinajums. leveérojot, ka x4, x,, x5 ir dota vienadojuma saknes, to var parrakstit forma
x3 —px +2019 = (x — x1)(x — x)(x — x3) = 0. Grupgjot loceklus, iegiistam saka-

ribas:
X1 +x,+x3=0
X1Xp + X1X3 + XpX3 =D
X1X,x3 = —2019

Izsakam prasito summu:
x4+ x3+ x5 =
= (x; + x5 +x3)3 = 3(xtx, + x2x1 + x2x3 + x5%; + X5%3 + X5%;) — 6X1XyX3 =
= (x1 + x5 +x3)% = 3(p(x; + x, + x3) — 3x1X3%3) — 6X1X,X3 = 3X,X,X3 =

= 3-(—2019) = —6057.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Vjeta teorema”

uU1.

v2.

uU3.

U4.

Noteikt funkcijuy = 2016 —xuny = %15 grafiku krustpunktu koordinatas.

Dots, ka b un ¢ ir naturali skaitli un kvadratvienadojuma x2 — bx + ¢ = 0 realas saknes
ir x; un x,. Pieradit, ka
a) x? + x% + 2017; b) x3 + x3 ir naturals skaitlis.
Kvadratvienadojuma
(1+V5)x2=V7-(1+V5)x +V7 =0

saknes ir skaitli a un b. Pieradit, ka izteiksmes

a*b + ab* + 3a3b? + 3a?b3 + 16a*h3 + 16a3b*
vertiba ir vesels skaitlis.
Vienadojuma x3 — 44x? + 623x — 2860 = 0 saknes ir taisnstira paralélskaldna malu
garumi, kas izteikti centimetros. Aprekinat $i paralélskaldna pilnas virsmas laukumu un

tilpumu.
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2.2. Substitucijas metode

Substitlicijas metode ir viena no vienadojumu risinaSanas metodém, ko skoléni apgust

10. klase [8, 27]. Lietojot substitiicijas metodi, jaievero $adi principi:

o vienadojuma kadu ta dalu aizvieto ar citu mainigo (iepriek$€jais nezinamais $aja
vienadojuma nedrikst paradities);
o atrisina jauno vienadojumu;

o aprekina doto nezinamo, izmantojot ieglitds jauna mainiga saknes.

Saja apak$nodala apskatisim sarezgitakus uzdevumus, kurus &rti risinat ar substitiicijas metodi.

Uzdevumu pieméri

P1.

P2.

Atrast vienadojuma (x2 + 5x — 7)% — 2(x? + 5x — 6) — 4 = 0 saknu kubu summu.

Atrisinajums. Apzimgjot p =x%+5x—8 un ievietojot apzim&umu dotaja
vienadojuma, iegiistam (p +1)> —2(p +2)—4 =0 jeb p> =7 un p = +V7. Esam
ieguvusi, ka 3o vienadojumu var sadalit reizinatajos (p — V7)(p + V7) = 0. Tas nozimg,
ka sakotngja vienadojuma saknes sakrit ar vienadojumu x? + 5x — (8 +v7) = 0 un
x? + 5x — (8 —/7) = 0 sakném (30 vienadojumu diskriminanti attiecigi ir

D =57+4J7 >0,

D =57 —47 >0,

tapéc katram no tiem ir divas saknes). Apzimé&jam §1s saknes pa pariem ar x;, X, unXxsz, X,.

Izmantojot Vjeta teorému, iegiistam sakaribas:

x1+x2 =X3+x4_ = _5,
xX1%, = —(8 +V7);
X3x4_ = _(8 —_ \/7)

Ievérojam, ka a®> + b3 = (a + b)(a® — ab + b?) = (a + b)((a + b)? — 3ab).
Lidz ar to dota vienadojuma saknu kubu summa ir
X3+ x5 +xd+x3=-5-25+3(8+V7))=5-(25+ 3(8 —V7)) = —490.

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu V97 — x + ¥/x = 5.

y+z=5

Atrisindgjums. Apzimgjot V97 —x =y un Vx = z, iegiist sistému {y4 + 74 =097

Parveidojam otra vienadojuma kreisas puses izteiksmi:

yt+zt = (2 +29)? - 2002)? = (0 + 2)* - 2y2)* — 2(y2)*.
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Lidz ar to iegiistam vienadojumu attieciba pret yz:
(52 — 2yz)? — 2(yz)? = 97,
5% —4-5%yz + 4(yz)? — 2(yz)? = 97;
2(yz)? — 100yz + 528 = 0;
(vz)? — 50yz + 264 = 0.
Taka 264 = 6 - 44, tad, izmantojot Vjeta teorému, iegiistam yz = 6 vai yz = 44. Lidz ar
to esam ieguvusi divas vienadojumu sistémas:
{);Z+:Z6 5 un {;1;224 5
Redzams, ka sisteémas atrisinajumi ir (2; 3) un (3; 2). levietojot iegiitas vertibas sakotngjos
apzimé&jumos, iegiistam, ka attiecigi x = 81 un x = 16. Abas vertibas der, jo tas atrodas
vienadojuma definicijas kopa [0; 97].
Lai atrisinatu otro sist€mu, no pirma vienadojuma izsakam y = 5 — z, ievietojam sisteémas
otraja vienadojuma un iegiistam (5—z)z =44 jeb z>—-5z+44=0. Ta ka
D =52 — 4-44 < 0, tad vienadojumu sistémai nav atrisinajuma.

Lidz ar to dota vienadojuma saknes ir x = 16 un x = 81.

Atrisinat vienadojumu sist€ému {49201 (szz__ D=1

x“+y =1
Atrisinajums. Ta ka x? + y2 = 1, tad ir izdevigi apzZimét x = cost uny = sint.
Lidz ar to sist€mas otrais vienadojums parveérsas identitate, bet pirmais vienadojums ir
forma 4 sint cost (2cos?t — 1) = 1.
Izmantojot trigonometrijas formulas sin2a = 2sina cosa un cos2a = 2cos®> a — 1,
ieglistam 2 sin 2t cos 2t = 1 jeb sin 4t = 1.
legiita vienadojuma atrisinajums ir t = g + g k, kur k ir vesels skaitlis. Ta ka funkcija sin 4t
ir periodiska funkcija ar periodu 4, tad atSkirigus dotas sisteémas atrisinajumus iegiist,

jak = 0; 1; 2; 3. Tatad dotajai vienadojumu sisté€mai ir Cetri atrisinajumi:

X = COS (g+gk) un y, = sin (§+§k).

Atradisim x, un y,. Izmantojot trigonometriskas formulas cos 2a = cos? @ — sin? a un

cos? a + sin? a = 1, ieglistam:
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) 2 -
o cos2a =2cos?a—1, no kurienes 2 cos? % —1= cos% = g, un lidz ar to
i 2+V2
Xo = COS— = ;
8 2
_ . 2 . LT T 2 _
o cos2a=1-—2sin“a, no kurienes 1 — 2sin 5= Co0s_=—, un lidz ar to
= sin " = Y22
Yo = s 2
g . ... V2—V2 V2+V2 V2+v2 V2—2
Analogiski iegiist par€jos atrisinajumus —— ) =)
v2—v2  J2+V2
2 ! 2 ’
2x +x*y =y
Atrisinat vienadojumu sisteému 4 2y + yz 7 =27z
22+ z%x = x
e _ . . ) . 2 L
Atrisinajums. levérojam, ka, no pirma vienadojuma izsakot y, iegiistam y = 1_’;2. Taka

2t .. e - -
tg2a = %, tad ir izdevigi apzZimét x = tga, kur a € (—g ; g) Lidz ar to iegiistam, ka

2x [ - g . - -
y=1 2% tg2a, no sistémas otra vienadojuma z = tg4a, bet no sist€mas tresa

Dl — D . . k

vienadojuma x = tg8a. Tatad x = tga = tg8a, kura atrisinajums ir 7a = mk jeb a = n7
. Ve e e .o .. P . Tk 2mk

Esam ieguvusi, ka dotajai sist€mai ir septini atrisingjumi x = tg - Y= th un

z = tg#, kur k € {—3;—-2;—1;0;1; 2; 3}.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Substitiicijas metode”

U1. Atrisinat vienadojumu

(—"z‘fc"”)2 —sx=2-16,

U2. Atrisinat vienadojumu (x + 1)(x — 2)(x + 3)(x — 4) = 144.
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2.3. Simetrijas izmantosana uzdevumu risinasana

Ne vienmér uzreiz var pamanit, kuru lielumu apzimét ar jaunu mainigo. Apskatisim lietotas

substitiicijas uzdevumos, kur saskatama simetrija. Vairak par simetriju algebra skat. [36].

DEFINICIJA Polinomu P(x,y) sauc par simetrisku, ja, parkartojot argumentus (x aizstaj ar y uny
aizstaj ar x, tas ir, P(x,y) = P(y, x)), iegUst to pasu polinomu.

Pieméram, simetriski polinomi ir x + y; xy; x? + y? — 7xy + 4x + 4y.

TEOREMA Polinomus forma s, = x™ + y" var izteiktar g; = x + y un g, = xy.

Principa teoréma ir 2.1. apakSnodalas P3. pieméra visparinajums. Patstavigi izteikt un salidzinat
Sp.jan=1;2;..;10.

S1=x+y=o0y;

s, =x2+y? = (x+y)2—2xy =0 — 20y;

s3 =x3+y3 =07 — 30,0;

sy = x* +y* = of — 400, + 20%;

ss = x° +y® = 07 — 50i0, + 50,0%;

S¢ = 0f — 6010, + 90202 — 203;

s, =0 — 7070, + 140362 — 70,03;

sg = o8 — 8af0, + 20007 — 160{0; + 205;

Sq = 07 — 90/ 0, + 270702 — 300303 + 90,0%;

s10 = 01° — 10080, + 350P0% — 500} 03 + 2500, — 205.
Palielinoties n vertibai, aizvien grutak klast izteikt s,, tapec ir izdevigi lietot rekurences
sakaribas, tas ir, izmantot jau ieprieks iegiitas izteiksmes.
Apskatam s,_; = x*71 + yk=1,
Reizinam s,_; aroy = x + y:

015k—1 = XX + y* + xy(x*72 + y*72) = 5, + 7,5 _,.

Izsakot sy, iegiistam

Sk = 01Sk-1 — 025k—2-
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TEOREMA Katru simetrisku polinomu P(x, y) var izteikt ar o; = x + y un g, = xy.

Secinajums. Uzdevumos, kuros paradas simetriski polinomi, ir izdevigi lietot substitiiciju

o, =Xx+yuno, = xy.

Uzdevumu piemeri

x3+y3=8
2

P1. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistemu { )
x“+y =4

Atrisinajums. Izmantosim, ka
x2+y2=(x+y)?—2xy;

x3+y3=((x+y)>—30+yxy.
Apzimgjot x + y = a un xy = b, ieglistam vienadojumu sisteému:

{a3—3ab=8
a’?—2b=4

No otra vienadojuma izsakot b = %(a2 — 4) un ievietojot pirmaja vienadojuma, iegtistam:

3
a® —Ea(a2 —4)=8;
2a® —3a3 + 12a = 16;
a®—12a+16 = 0.

Ievérojam, ka der vértiba a = 2. Lidz ar to vienadojuma kreisas puses izteiksmi varam
sadalit reizinatajos:
(a—2)(a?+2a—-8)=0.

Tatad §1 vienadojuma saknes ir a; = a, = 2 un a3 = —4. Lidz ar to esam ieguvusi divas

vienadojumu sistémas:

=2
{j;;_:y 0 kuras atrisinajumi (p&c Vjeta teorémas) ir (2; 0) un (0; 2),
x+y=-4 . . . D .
Xy =6 , kurai nav atrisinajuma, jo, izsakot y = —4 — x un ievietojot otraja

vienadojuma, iegiistam x? + 4x + 6 = 0, kuram D = (—4)? — 46 < 0.

L1dz ar to dotas sist€émas atrisinajumi ir (2; 0) un (0; 2).
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3+ y¥) (2 +y?) =2b°

attieciba pret x un y.
x+y=b»b P any

P2. Atrisinat vienadojumu sistemu {

Atrisinajums. Izmantojot otro vienadojumu, izsakam x? + y? un x3 + y3:
x?+y? = (x +y)? - 2xy = b? — 2xy;

x3+y3=(x+y)(x*—xy+y?) = b(b?* — 3xy).
Ievietojam $is izteiksmes dotas vienadojumu sist€émas pirmaja vienadojuma
b(b? — 3xy)(b? — 2xy) = 2b°
un iegiistam kvadratvienadojumu attieciba pret xy:
6x%y? —5b%xy — b* =0,

kura saknes ir

_ 5b% +V25b% + 24b* _ 5b% + 7b?

i 12 12
. . b?
jeb xy = b? vai xy = -
Apskatam katru gadijumu.
x+y=bh o N -
o Ja {xy Zp2 tad, no pirma vienadojuma izsakot y = b — x un ievietojot otraja

vienadojuma, ieglistam x2? — bx + b? = 0, kuram D = b? — 4b? = —3b? < 0, tatad

vienadojumu sist€mai nav atrisinajuma.

x+y=»>b
o Ja {xy _ p?%, tad, no pirma vienadojuma izsakot y = b — x un ievietojot otraja
T e

vienadojuma, iegiistam 6x% — 6bx — b? = 0. Ta saknes ir
3b +VI5b2 _ 3b+ |bIV5 b
6 N 6 "6

b
Yi2 = g (3 + \/E)

(3 ++15),

X122 =

Ievietojot Sos atrisinajumus dotaja vienadojumu sistéma, parliecinamies, ka tie der.

X t+x;++x,=1

2 2 2 —
P3. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému Xty et =1

Xt dxgr =1

Atrisinajums. Apskatam tris gadijumus.
x+y=1

1. Jan = 2, tad jarisina sisttma { X2+y?=1

. Tas atrisinajumi ir (1; 0) un (0; 1).
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x+y+z=1
2. Jan = 3, tad jarisina sisttma { x* + y* + z* =1
P+yi+z3=1
Kapinam vienadojumu sist€mas pirmo vienadojumu kuba:
(x+y+2)3=x3+y3+23+30(%y +xy? +x%z+ xz% + y?z + yz* + 2xyz);
x+y+2>3=x3+y>+22+3(x +y)(y + 2)(x + 2).

Takapecdotax® +y3+2z3=1unx+y+z =1, tad ieglistam vienadojumu:
1B¥=1+3(x+y)y+2)(z+x);
3(x+y)(y+2z)(z+x) =0.
Katru reizinataju pielidzinam nullei. Ja x + y =0, tad no sist€émas pirma vienadojuma
izriet, ka z = 1, un no otra vienadojuma, ka x = y = 0. Analogiski atrodam ari citus
atrisinajumus.
Tatad sist€émas atrisinajumi ir (0; 0; 1), (0; 1; 0) un (1; 0; 0).
3. Ja n > 4, dotas vienadojumu sisteémas atrisinajumi ir (1;0;...;0), (0;1;0; ...;0),
(0;0;...;0; 1).
Pamatosim, ka dotajai vienadojumu sist€émai citu atrisinajumu nav. Apskatam sisteémas
ceturto vienadojumu:
X +xg+etan = ()" + ()" 4ot () =
= (x% + x5+...+x2)% — 2(x2x3 + xPx5+.. +xi_ x2).
No 31s vienadibas ieglistam, ka 2(x?x3 + x#x2+...+x2_;x2) = 0. Tas nozimg, ka skaitli

X1, X3, ..., Xn, 1Znemot vienu no tiem, ir vienadi ar nulli.
Apskatisim vienadojumus, kuru risinasana izmanto simetriju.
DEFINICIJA Vienadojumu

apx™ + a;x"l+ ax™ 2+t axi+ax+ayg=0, ag# 0

sauc par simetrisko jeb atgriezenisko vienadojumu.
Lai atrisinatu atgriezenisko vienadojumu, izmanto $adas teorémas.

TEOREMA Katram nepara pakapes atgriezeniskajam vienadojumam ir sakne x = —1, un
vienadojumu var parveidot forma (x + 1)g(x) = 0, kur g(x) = 0 ir para pakapes

atgriezeniskais vienadojums.

TEOREMA Katru para pakapes atgriezenisko vienadojumu
apx?™ + ax?" T+ @ x? %+t ax?+ax+ay =0

var parveidot forma x™*h(g) = 0, kuro = x + i un h(o) ir n-tas pakapes polinoms.
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. . 1 . . 1 . . —
Izteiksmi  x* + —& var izteikt ar o0 =x + < (izmantojot sakaribas s, = x™ 4+ y", kur

Rlr

1
op=x+t-uno, =x- =1).

Secinajumi
o Atgriezeniskajam vienadojumam skaitlis 0 nav sakne.

o Ja atgriezeniska vienadojuma pakape ir para skaitlis 2k, tad to risina, dalot abas

- . - P . — 1 ..
vienadojuma puses ar x* # 0. Iegiist vienadojumu forma h (x + ;), kuru risina ar
N 1
substitliciju x + =t

o Ja atgriezeniska vienadojuma pakape ir nepara skaitlis 2k + 1, tad vispirms
vienadojumu izdala ar binomu x + 1. Dalfjuma iegiist para pakapes atgriezenisko

vienadojumu.

Jebkuru simetrisku tresas pakapes vienadojumu var atrisinat ar grup&Sanas panémienu, sadalot
kreisas puses izteiksmi reizinatajos un péc tam katru reizinataju pielidzinot nullei. Apskatam
vienadojumu vispariga veida ax® + bx? + bx + a = 0 un izmantojam grupé$anas panémienu:
ax3+bx?*+bx+a=a(x®>+1) +bx(x+1) =
=alx+ 1D —x+1)+bx(x+1)=(x+1)(ax? —ax +a+ bx) =
=(x+D(ax?+ (b —a)x + a).

Uzdevumu pieméri

P4. Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu x3 + 4x% + 4x + 1 = 0.
Atrisinajums. Ievérojam, ka der veértiba x = —1. Sadalot reizinatajos (Hornera shéma,
polinoma daliSana ar binomu vai grupSanas panémiens), ieglistam
(x+1Dx*+3x+1) =0,

. —-3+V5
kura saknes ir x; = —1lunx,3 = -

P5. Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu 12x* — 16x3 — 11x% — 16x + 12 = 0.

Atrisinajums. Dalot abas vienadojuma puses ar x? > 0, iegiistam

16 12
12x2—16x—11——+—2=0
X X
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Sagrupgjot 12 (x2 + xiz) — 16 (x + %) —11 =0 un apzimgjot x +i = t, ieglstam
vienadojumu:
12(t? —2) — 16t — 11 = 0;
12t? — 16t — 35 = 0.

Izmantojam paligvienadojumu y? — 16y — 3512 = 0.
Taka35-12=5-7-2-6=14-30,tad y; = —14 un y, = 30.

- 14 7 30 5 . e _ -

Lidzartot; = — ST Tgunt =— = Aprékinot atbilstosas x vertibas, iegiistam:
1 7. ) —7+i/95

o x+;=—gJeb6x2+7x+7=O,kurasaknesuxl,z= _1; ,

o x+%:§jeb2xZ_5x+2=0,kurasaknesirx3 =2unx4=§.

P6. Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu
4x11 + 4x10 — 21x% — 21x® + 17x7 + 17x% + 17x5 + 17x* — 21x3 — 21x%2 + 4x + 4 = 0.

Atrisinajums. levérojam, ka der vértiba x = —1. Izmantojam Hornera shému, lai izdalitu
polinomu ar binomu (x + 1).

4 | a4 | 21| -21| 17 | 17 | 17 | 17 | 21| 21| 4 | 4
1| 4|0 |-21] 0 |-17] o |-17| 0o |-21| o | 4| 0

Tatad iegiistam
(x+1)(4x1% — 21x8 + 17x°% + 17x* — 21x2 + 4) = 0.

Vienadojumu 4x1° — 21x8® + 17x% + 17x* — 21x2+4 =0 dalam ar x°>0 un

sagrup€jam saskaitamos ar vienadiem koeficientiem:

17 21 4
4x° = 21x3 4+ 17x + — — —+ — = 0;
x x3 x5

4(x5 +l5> —21(x3 +l3> + 17(x+1) = 0.
X X X
Apzimgjot x + % = t un izmantojot formulas
x3+y3 =0} — 30,0,
x® +y% =0 — 500, + 50,02,
legiistam:
4(t> — 5t3 + 5¢t) — 21(t3 - 3t) + 17t = 0;
4t5 — 20t3 + 20t — 21t3 + 63t + 17t = 0;
t(4t* — 41t%? + 100) = 0.
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Katru reizinataju pielidzinot nullei, iegistam:

o t= Ouanzartox+§= 0jebx;, = +1;

o 4t* —41t* + 100 = 0, no ka secinam (vai ari risina ar substitiiciju t? = a), ka
t? =4 vai t? = %. Tatad attiecigi t = +2 un t = ig. Katrai t vértibai atrodam
atbilstosas x vertibas.

. ) . 1
Dota vienadojumu saknes ir x; = x, = x3 = —1,x4 = x5 = 1, X¢7 = i, Xg = 2, X9 = >

1
X109 = —2un X11 = _E

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Simetrijas izmantosana uzdevumu risinasana”
U1. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistemu

Xxy=x+y
{x2+y2=1

U2. Atrisinat vienadojumu sistemu

{x+y+xy=7
x2+y2+xy=13

U3. Atrisinat pozitivos skaitlos vienadojumu sistému

{xz +y2=2
x3+y3=2
U4. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistemu
{xs +y® =33
x+y=3

U5. lIzteikt polinomu s, =x"+y"*+2z" ja n=1; 2; 3; 4, ka funkciju f(ay,0,,03), kur
o,=x+y+2z0,=xy+yz+ xzZuno3z = XyZz.
U6. Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu
6x* —13x3 +12x2 —13x + 6 = 0.
U7. Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu

2x° —3x*—x3 —x2—-3x+2=0.
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2.4. Linearuvienadojumu sistemas

Ir zinamas klasiskas metodes, ka atrisinat linearu vienadojumu sist€émas (piemeram, Kramera
formulas, Gausa metode, matricu metode [20, 29]), taCu dazreiz ir neracionali un laikietilpigi

tas lietot. Saja apaksnodala apskatisim dazus spriedumus, kas var noderét sistému risinasana.

Uzdevumu piemeéri

V+y+z+u=5
ytztut+v=1
P1. Atrisinat vienadojumu sisttmu sz +u+v +x = 2
u+v+x+y=0
vtx+y+z=4

Atrisinajums. Saskaitot visus vienadojumus, iegiistam:
4x+y+z+u+v)=12;

x+y+z+u+v=3.

No iegiitas vienadibas un pirma vienadojuma secinam, ka 5 + v = 3 jebv = —2.
No iegiitas vienadibas un otra vienadojuma secinam, ka x + 1 = 3 jeb x = 2.

No iegiitas vienadibas un tre$a vienadojuma secinam, kay + 2 =3 jeby = 1.
No iegiitas vienadibas un ceturta vienadojuma secinam, ka z + 0 = 3 jeb z = 3.
No iegiitas vienadibas un piekta vienadojuma secinam, kau + 4 = 3 jebu = —1.

Lidz ar to dotas sist€émas atrisinajums ir (2; 1; 3; —1; —2).

(10x; +3x, +4x3+ x4 +x5=0
11xy + 2x3 + 2x4 + 3x5 + x4 =0
15x3 + 4x4 + 5x5 + 4x6 +x7, =0
P2. Atrisinat vienadojumu sisteému § 2x; + x; — 3x3 + 12x, — 3x5 + x¢ + x;, = 0
6x1 —5x, +3x3 — x4 +17x5+ x5 =0
3x1 +2x; —3x3 +4x4 + x5 — 16x5 + 2x, =0
\4x; —8x, + x3 +x4 +3x5+19%, =0

Atrisinajums. Ievérojam, ka k-taja vienadojuma koeficients a; pie x, péc modula ir
lielaks neka visu pargjo koeficientu modulu summa. Nemot véra $o 1pasibu, pienemam, ka
X, pec modula ir lielakais no x4, x5, ..., X7. Ja x,,, # 0, tad m-taja vienadojuma loceklis
AmXm pec modula ir lielaks neka visu pargjo loceklu summa. Bet ta nevar bit, jo
vienadojuma labaja pusé ir 0. Lidz ar to x,,, = 0. Ta ka p&c modula x,,, bija lielakais no

X1, Xy, ..., X7, tad eksist€ viens vienigs atrisinajums: x; = x, = -+ = x, = 0.
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b)
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Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistemu

lx] +{y} =2
lyl +{z} = x
lz] + {x} =y
Ar |a| apzimé lielako veselo skaitli, kas neparsniedz a. Pieméram, |4,8] = 4; |—3,3| = —4;

|5] = 5. Péc definicijas {a} = a — |a] (skaitla a dalveida dala). Pieméram, {4,8} = 0,8;
{-33}=07; {5} = 0.

Atrisinajums. Parrakstam sistému forma
lx] + {y} = lz] + {z}
ly] +{z} = lx] + {x}
lz] + {x} = ly] + {»}

Ta ka skaitlis viennozimigi nosaka savu veselo dalu un dalveida dalu, tad secinam, ka
lx] = ly] = lz] un {x} = {y} = {z}, tatad x = y = z. Tomér jebkur§ vienadu skaitlu
trijnieks (a; a; a) der par atrisinagjumu. Lidz ar to sistémas atrisinajums ir (a; a; a), kur
a €R.

Ritinu lapa uzziméts patvaligs kontiirs ar platumu 1 riitina (skat., piem&ram, 1. att.). Katra
kontiira riitina ierakstits pa skaitlim. Konttira iekSpus€ esoSajas riitinas ar1 jaieraksta pa
skaitlim ta, lai katra iekSpus€ esoSaja riitina ierakstitais skaitlis butu ta ¢etru horizontalo un

vertikalo kaiminu skaitlu vidgjais aritmétiskais.

1. attéls

Pieradit: ja visas kontiira riitinas sakuma ierakstitas nulles, tad vieniga iesp&ja izpildit

uzdevuma prasibas ir — arT kontlra iekSpus€ visas riitinas ierakstit nulles.

Pieradit: ja kontira riitinas sakuma ierakstiti patvaligi skaitli, tad uzdevumu vienmér var

izpildit, turklat iekSpus€ esoSajas riitinas ierakstamie skaitli ir noteikti viennozimigi.

Atrisinajums. Pienemsim, ka pa riitinu linijam iet koordinatu asis, un sanumur€sim riitinas

ar veselu skaitlu pariem (i;j). Ar x; ; apzimésim skaitli, kas ierakstits riitina ar numuru

& ))-

a) Pienemsim pret€jo, ka uzdevuma nosacijumi izpildas un vismaz viena ieksgja riitina
ierakstits nenulles skaitlis. Apliikojam variantu, kad starp nenulles skaitliem ir pozitivi

skaitli (gadijumu, kad visi nenulles skaitli ir negativi, apskata Iidzigi). Ta ka kontiira
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iekSpusé rutinu skaits ir galigs, tad starp ierakstitajiem skaitliem var atrast vislielako.

Pienemsim, ka tas ir M (skat. 2. att.).

<
S | (RR

2. attéls

X+y+z+t

TakaM = ,tadd4M =x+y+z +t.

Ta ka péc pienémuma M >x, M >y, M >z, M>t, tad4M >x+y+z+ ¢, un
vienadiba var pastavét tikai tad, ja pastav vienadibas M =x, M =y, M =z, M = t;
tatad lielakais skaitlis ierakstits arT M rutinas kaiminu riitinas.

Lidzigi no 4t =M+u+r+v un t=>u, t=>r, t=>v, t =M iegistam, ka ari
u=r=v=M.

Sadi turpinot, kada bridi nonaksim lidz kontiiram un iegiisim, ka kada kontiira riitina
ierakstits skaitlis M > 0. Esam ieguvusi pretrunu, jo uzdevuma nosacijumos ir dots, ka

kontiira rutinas ierakstitas tikai nulles. Tatad sakotngjais pien€mums ir nepareizs un

esam pieradijusi, ka visas iek$gjas ritinas ir ierakstitas nulles (uzdevuma nosacijumi

).

0+0+0+0
4

izpildas, jo 0 =
Uzdevuma otras dalas risinajuma izmantosim dazus faktus no linearu vienadojumu
sist€ému teorijas, kas saistiti ar to atrisinajumu eksistences nosacijumiem.

Rakstot pa vienam vienadojumam katrai kontiira iek$€jai riitinai, uzdevuma

nosacijumus varam pierakstit ka linearu vienadojumu sist€ému:

X Xi—1,j * Xig1,j + Xij1+ X j4q
L= :

4

Iegiita sistéma satur n vienadojumus un n nezinamos, kur n ir kontra iekSpuse esoso

ritinu skaits.

Uzdevuma a) gadijumam atbilst [idziga siste€ma, kura atSkiras no b) gadijuma sist€mas tikai

ar to, ka kontura ritinam atbilsto$as konstantes ir nulles. Tatad abas sistémas atskiras viena

no otras tikai ar brivajiem locekliem. Ta ka a) gadijuma sisteémai eksisteé viens vienigs

atrisinajums (tas pieradits a) gadijuma), tad sist€émas determinants nav 0; tada gadijuma ar1

b) gadijuma sist€émas determinants nav 0, bet tad b) gadijuma sist€émai eksiste viens vienigs

atrisinajums.
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UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Linearu vienadojumu sistémas”

U1. Atrisinat vienadojumu sistéemu

x+7y+3v+5u=16
8x+4y+6v+2u=-16
2x+ 6y +4v +8u =16
5x+3y+7v+u=-16

U2. Aplistav 100 cilvéki, viens no tiem ir Spriditis. Visiem kopa ir 100 eiro. Katram cilvékam ir divas
reizes mazak naudas neka vina kaiminam pa labi un preti stavosajam cilvékam kopa. Cik
naudas ir Spriditim?

U3. Doti Cetri naturali skaitli a, b, ¢, d. Summam a + b; a+c; a+d; b+ c; b + d vértibas ir 6;
9; 11; 12; 15 (nav zinams, kurai summai ir kura veértiba). Aprékinat summu ¢ + d un skaitlus

cund.

2.5. Saskaitisanas paneémiens

Skolas kursa saskaitiSanas galvena ideja bija iegiit vienadojumu, kas satur tikai vienu nezinamo
lielumu. Vispariga veida saskaitiSanas panémienu var lietot arf, lai iegiitu vienadibas, no kuram
var izdarit noderigus secinajumus, pieméram, iegiito vienadojumu var parveidot par reizi-

najumu, kas vienads ar nulli, vai atdalit pilnos kvadratus.

Uzdevumu piemeri

x2+y? =6z
P1. Atrisinat vienadojumu sisttmu{ y? + z% = 6x
z% + x* = 6y

Atrisinajums. Visas vienadojumu sist€mas kreisas puses izteiksmes ir kvadratu summas,
tatad x, y un z ir nenegativi. Atnemot no sist€mas pirma vienadojuma otro, iegistam:

2 _72=06z-6x;

X
(x—2)(x+2z) +6(x—2);
(x—2)(x+z+6)=0.
Takax+z+6>0,tadx—z=0jebx = z.
Analogiski, no sisttmas pirma vienadojuma atnemot treso, ieglistam, ka y = z. Tatad
X =y = z un sistémas pirmo vienadojumu varam uzrakstit ka 2x? = 6x, kura saknes ir

x = 0un x = 3. L1dz ar to sisteémas atrisindgjumiirx =y =z =0unx =y =z = 3.
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P2.

P3.

2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

Atrisinat vienadojumu sist€ému
y? =x3—3x% + 2x
{xz =y3 —3y2+2y
Atrisinajums. Vispirms ievérojam, ka x = 0 un y > 0, jo sistému var parveidot:
y2 +3x2 =x(x? +2)
{xz + 3y% = y(y? + 2)
Saja forma vienadojuma kreisa puse ir kvadratu summa, tatad nenegativs lielums, bet
vienadojuma labaja pusé attiecigi ir reizinataji x2 + 2 > 0 un y% + 2 > 0.
Atpemot no dotas sistémas pirma vienadojuma otro un sadalot izteiksmi reizinatajos,
ieglistam:
x3—y3—2x2+2y%2+2x -2y =0;
y—x)?*+xy+x2—2x—2y+2)=0.
Iesp&jami divi gadfjumiy — x = 0 vai y? + xy + x2 — 2x — 2y + 2 = 0. Apskatam katru
gadijumu.
Jay = x, tad, ievietojot to dotaja vienadojumu sistéma, ieglistam x> — 4x% + 2x = 0 jeb
x(x? —4x +2) =0, kura saknes ir x; = 0,x, = 2+ 2, x3 =2 —+/2 un attiecigi
y1=0,y,=2+V2,y=2-+2.
Jay? + xy + x? — 2x — 2y + 2 = 0, tad, ekvivalenti parveidojot, ieglistam:

V2-2y+1D)+x?—-2x+1) +xy=0;
-1+ (x—-1)?%+xy=0.
P&dgjam vienadojumam realu saknu nav, jo visi tris saskaitamie ir nenegativi un vieniga
iesp€ja, ka summa iegiit nulli, ir, ja katrs saskaitamais ir vienads ar 0, bet vienlaicigi visi
tris saskaitamie nevar biit nulle.
Lidz ar to dotajai vienadojumu sistémai atrisinajums ir x =y =0, x =y = 2+ V2 un
x=y=2-—42.

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému

1+x? =2x,
1+ x2 =2x;3
1+ x2 =2x,

Atrisinajums. Saskaitot visus tris sist€mas vienadojumus un ekvivalenti parveidojot,
ieglistam:
3+ x4+ x5+ x2 = 2x; + 2x, + 2x3;

x2—2x;+1+x2—2x,+1+x%—2x3+1=0;
(x1_1)2+(x2_1)2+(x3_1)2 :0.
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2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

Ta ka visi tris saskaitamie ir nenegativi, tad, lai summa iegttu 0, katram saskaitamajam ir
jabtt vienadam ar nullj, tas ir,
(x;—1)2=0,(x,—1)?2=0un (x3 — 1) =0.

No ta iegiistam, ka dotas sist€émas atrisinajums ir x; = x, = x3 = 1, un parbaude rada, ka

Sis atrisinajums der.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Saskaitisanas panémiens”

uU1.

v2.

uU3.

U4.

Us.

uUeé.

2.6.

2019x — 2018y =1

Atrisinat vienadojumu sistemu {ZOZOx 2019y = 2
Atrisinat vienadojumu sistemu {;2 i ;Z] Z 13

(az +3a+1= %

Atrisinat vienadojumu sistému { b2 +3b +1 = ==

c*+3c+1= azﬂ

2x32 .
1+x2 2

2x3
1+x2

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému = X3

2x2
z — X1

1+x3

Atrast visus iesp&jamos skaitlu trijniekus (x; y; z), kas apmierina nosacijumu: ja kadam no

nezinamajiem lielumiem pieskaita abu paréjo nezinamo reizinajumu, tad rezultata iegast 2.

o R o (x+yr=y3
Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému { yz y3
y+x©=x

Novertéjumu izmantosana uzdevumu risinasana

Viens no panémieniem, ka pieradit, ka vienadojumam nav atrisinajuma vai ka citu atrisinajumu

(bez jau atrastajiem) nav, ir izmantot noveértéSanu un nevienadibas.

Uzdevumu piemeri

P1.

Atrisinat pozitivos skaitlos vienadojumu x3 + y3 = 9(xy — 3).

Atrisinajums. Parrakstam doto vienadojumu:
x3 + y3 + 27 = 9xy;
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P2.

P3.

2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

x3+y3+33

3 = 3xy.

Izmantojot nevienadibu starp vid&jo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko, iegiistam
3 3 3
x> +y°+3
—}; > 1/x3y333 = 3xy.

Lai vienadojumam eksistetu atrisinajums, nepiecieSams, lai iegiitd nevienadiba parverstos
par vienadibu. Tas iesp&jams tikai tad, ja visi saskaitamie ir vienadi, tasir, x = y = 3. Lidz

ar to $is ir vienigais dota vienadojuma atrisinajums.

Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x° + 3x3 + 1 = y*.

Atrisinajums. levérojam, ka der skaitlu pari (0;1) un (0; —1). Pieradisim, ka citu

atrisinajumu nav.

Apziméjam x> = a, tad y* = a? + 3a + 1. Skirojam gadijumus.

olJa a=>1 tad a’+2a+1<a’*+3a+1<a?+4a+4, tatad arl
(a+1)? < y* < (a+2)? bet redzams, ka y* (kas ir naturala skaitla kvadrats)
atrodas starp divu p€c kartas esosu naturalu skaitlu kvadratiem, — pretruna.

oJa a<-4 tad a’+4a+4<a’*+3a+1<a?+2a+1, tatad arl
(a+2)? <y* < (a+ 1)? un, tiesi tapat ka ieprieks, iegiistam pretrunu, ka y* atrodas

starp diviem péc kartas esosu skaitlu kvadratiem.

o Tatad —3<a<0.Takia=x3tada=0vaia=—1.
o Jaa=0,tad x = 0,nokaizriet, kay = +1.Jaa = —1, tad x = —1, un iegtstam, ka
y* = —1, kam atrisinajuma nav.

Tatad dotajam vienadojumam ir tikai divi atrisinajumi (0; 1) un (0; —1).

Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 5* + 5¥ + 5% = 5%,
Atrisinajums. Ja kads no x,y vai z ir lielaks vai vienads ar t, tad vienadojumam nav
atrisinajuma.
Tatad jaizpildas nevienadibam x < t,y < tun z < t. Taka x, y, z, t ir naturali skaitli, tad
secinam,kax <t—1,y<t—1unz <t — 1. Tada gadjjuma

5% +5Y 4+ 572 < 5t71 4 571 4 571 = 3. 571 < 5. 5071 = 5t

no ka izriet, ka dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.
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P4.

PS.

2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

¢ e P . 1 1 1 1 [ _ .
Pieradit, ka vienadojumam -+, + 7 = navatrisingjuma naturalos skaitlos.

Atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu forma:
2a + 2b + =22 = gb.

a?+b?

- o ) i o - o 2ab  ._, _
Ta ka saskaitamie 2a, 2b un ab ir naturali skaitli, tad arT saskaitamajam # jabit

2ab
a?+b?

bus

naturalam skaitlim. No nevienadibas A > G izriet, ka a? + b? > 2ab. Lidz ar to

naturals tikai tad, ja a® + b? = 2ab, no ka izriet, ka a = b. Tada gadijuma iegiistam

vienadojumu 4a + 1 = a?, kam nav atrisinajuma naturalos skaitlos, jo D = 16 + 4 = 20.

Atrast visas tadas naturalas x, y, z un t vértibas, kax >y > zun
t!=x!+ 2yl + 3zL

Atrisinajums. Takat! = x! + 2y!'+3zlunx >y >z > 0,tad t > x un

x+D)!<t!<x!+2x!'+3x! =6x!jeb(x+ 1) -x! < 6x!.

Tatad x + 1 < 6 jeb x < 5. Apskatam visas iesp&jamas x vertibas.

o Jax=1,tadx=y=z=1,tl=6unt = 3. Tatad (1;1; 1; 3) ir dota vienadojuma
atrisinajums.

o Jax=2,tad 3!<t!1<6-21=2-3-21=2-31< 4!l Tatad t =3 un ieglstam
vienadojumu 6 =2+ 2y!'+3z!. Ta ka 2+ 2y!+3z!>7, tad Saja gadijuma
vienadojumam nav atrisinajuma.

o Ja x=3, tad 4/<t!<6-3!<5!. Tatad t=4 un ieglstam vienadojumu
24 = 6 + 2y! + 3z!. Taka vienadojuma kreisa puse ir para skaitlis, tad ar1 labajai pusei
jabiit para skaitlim. Labas puses saskaitamie 6 un 2y! ir para skaitli, tapec ar1 3z! ir
jabiit para skaitlim. Tatad 2<z<3. Ja z=2, tad 2y!=24—-6—-3-2! =
=18—-6 =12, y! = 6 un y = 3, tatad (3; 3; 2; 4) ir dota vienadojuma atrisinajums.
Jaz=3, tad 2y!=24—-6—-3-3!=18—18 = 0, saja gadijuma y nav naturals
skaitlis un dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

o Ja x=4, tad 5!<t!<6-4!<6!. Tatad t =15 un ieglstam vienadojumu
120 = 24 + 2y! 4+ 3z! jeb 96 = 2y! 4+ 3z!. Ja z =4, tad 2y! =96 — 3 - 4! = 24,
y!' =12 un y nav naturals skaitlis. Ja z < 4, tad 2y!+3z! <2-4!'+3-3! <96.
Tatad Saja gadijuma dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

o Ja x=5, tad 6!<t!<6-5!=6l. Tatad t=6. Ja x=y=2z=05, tad
5/+2-51+3-51=6-5!'=6!un (5;5;5;6) ir dota vienadojuma atrisinajums. Ja
z<5,tad 2y! > 6! —5!—3-5!=6-5!—4-5!=2-5! yI > 5! jeb y > 5, kas ir

pretruna ar to, ka x > y. Tatad $aja gadijuma dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

Esam ieguvusi, ka dota vienadojuma atrisinajumi ir (1; 1; 1; 3), (3 3;2;4) un (5; 5; 5; 6).
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Pé6.

P7.

P8.

2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

. 3
sinx + cosy = Etgz
Atrisinat vienadojumu sisteému 3
siny + cosx = Ectgz

Atrisinajums. Ievérojam, ka Saja pieméra abus vienadojumus saskaitit nav izdevigi, bet,
tos sareizinot un izmantojot formulu tga - ctga = 1, labaja pusé iegusim izteiksmi, kas
nav atkariga no mainiga z:

sinxsiny + sinx cosx + cosysiny + cosysiny = 2,25.

Lietojot trigonometrijas formulas, iegiistam

1 . 1 . 1
cos(x —y) +Esm2x +Esm2y = ZZ'

Takasina € [—1;1] uncosa € [—1; 1], tad pedgja vienadojuma kreisa puse neparsniedz

_ 1,1 T e - e
vertibu 1 + Sts= 2 < ZZ’ tapéc S§im vienadojumam un Iidz ar to ari sakotn&jai vie-
nadojumu sist€émai nav atrisinajuma.

( X+ xy = x2
Xy + X3 = x2
Atrast visus vienadojumu sistémas { x3 + x, = x2 pozitivos atrisinajumus.

X4 + x5 = x2

X5+ x, = x2

Atrisinajums. Apzim€jam ar X un Y atbilstosi vislielako un vismazako no x;, x5, ..., Xs.
Tad no dotas vienadojumu sistémas iegiistam, ka X? < 2X un Y2 > 2Y.

Ta ka ir jaatrod pozitivie atrisinajumi, tad X > 0 un Y > 0. Lidz ar to no nevienadibam
izriet, ka X < 2 un Y > 2. Tatad esam ieguvusi, ka 2 <Y < X < 2, bet tas nozimég, ka
X, = Xy = -+ = x5 = 2. Tatad dotajai vienadojumu sist€émai eksisté tikai viens pozitivs
atrisinajums (2; 2; 2; 2; 2).

2x(1+y+y?)=31+y%
Atrisinat vienadojumu sisttmu { 2y(1 + z + z%) = 1(1 + z*)
2z(1+x +x2) =3(1 + x*)

Atrisinajums. Ta ka visiem redliem ¢ pastav nevienadiba t? + t + 1 > 0, tad no dotas
sist€émas vienadojumiem izriet, kax > 0,y > Oun z > 0.
Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt (simetrijas de€l), ka vislielakais (vai viens no
lielakajiem) nezinamajiem ir x, tad x =y un x > z. No sist€émas péd&ja vienadojuma
iegiistam novertéjumu (izmantojam x = z):
2x(1+x +x%) > 3(1 +x%);
3x* —2x3—2x*—-2x+3<0.
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Ievérojot, ka kreisas puses polinoma sakne ir x = 1, sadalam polinomu reizinatajos:
(x—1)Bx3+x2—x—-3) <0;

(x—1D(x—-1Bx*2+4x+3) <0;
(x —1)2(3x%2 +4x +3) < 0.
Ta ka visiem realiem x ir speka nevienadiba 3x% + 4x + 3 > 0, tad x = 1. Ievietojot
x = 1 dotas sist€mas tresaja vienadojuma, iegiustam 2z-3 = 3-2 jeb z = 1. Lidzgi

ieglistam, ka y = 1. Tatad dotas vienadojumu sist€mas vienigais atrisinajums ir (1; 1; 1).

P9. Atrast visus realo skaitlu Cetriniekus (a; b; c; d), kas apmierina vienadojumu sisteému

((b+c+ d)?°10 = 3¢
(a+c+d)?°10 =3p
(a+ b+ ad)?°10 =3¢
(a+b +¢)?°10 =3d

Atrisinajums. Uzdevuma doto vienadojumu kreisa puse ir nenegativs lielums, jo reala
skaitla 2010. pakape nevar bt negativs skaitlis, tatad arT vienadojumu labaja pusé ir
nenegativs skaitlis jeb skaitli a, b, ¢ un d ir nenegativi. Nezaudg€jot visparigumu, varam
pienemt,kad > c > b = a = 0. Tatad
b+c+d=za+c+d=2a+b+d=a+b+c=0.
Ta ka visas izteiksmes, kas ietilpst iegiitajas nevienadibas ir nenegativas, tad, kapinot visas
izteiksmes 2010. pakapg, nevienadibu zimes saglabajas:
(b+c+d)?°° > (a+c+d)*°° > (a+ b+ d)*°1° > (a + b + ¢)?°1°, jo funkcija
f(x) = x2°10 ir augosa visiem x > 0.
No iegiitajam nevienadibam un uzdevuma dotas nevienadibu sisteémas iegstam, ka
3a=3b=3c=3d =0;

a=b>c>d=>=0.
Tatadd >c>b>a=>0una=>b=>c>d=0,nokaizriet, kaa=b =c=d.
ApzZimgjam a=b=c=d=x = (3x)?°1=3x = 3x=0 vai 3x =1. Tatad

a=b=c=d=0vaia=b=c=d= % Esam ieguvusi abus skaitlu komplektus:

11 1 1 .. _ . .
(0; 0; 0; 0) un (5; 33 5), kas apmierina uzdevuma doto vienadojumu sist€ému.
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2.Vienadojumu un vienadojumu sistému risindsanas metodes

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Novértéjumu izmantosana uzdevumu risinasana”

U1. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
Xy Xz yz
z y x

3.

U2. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu
(x=y)(x+y) =x.
U3. Atrisinat vienadojumu sistému

xY =z
yi=x
z¥ =y

U4. Atrisinat vienadojumu sistemu

U5. Atrisinat vienadojumu sistemu

{x3+y3=1
xt+yt=1

Vairak par vienadojumu risinasanu skat., pieméram, [18, 32, 33, 34].

48
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3.

3.1.

3. Funkcijas

Funkcijas

Lineara funkcija

DEFINICIJA Funkcijuy = kx + b, kur k un b ir reali skaitli, sauc par linearu funkciju.

Piezime. Augstakas matematikas kursos (algebra, funkcionalanalize) linearu funkciju definé

citadi.

Linearas funkcijas ipasibas

o Funkcija ir augosa, ja k > 0, dilstosa, ja k < 0.
o QGrafiks krusto y asi punkta (0; b).

o Grafiks krusto x asi punkta (— %; 0).

Uzdevumu piemeri

P1.

P2.

Apskatam linearas funkcijas y = f(x) un y = g(x), kas definétas visam realam x
vertibam.
a) Vai var gadities, ka y = f(x) + g(x) nav lineara funkcija?
b) Vai var gadities, ka y = f(x) * g(x) ir lineara funkcija?
Atrisinajums
a) Ng, nevar.Ja f(x) =ax+ bun g(x) = cx + d, tad
f)+gx)=ax+b+cx+d=(a+c)x+ (b+d),
kas ir lineara funkcija.
b) Ja, var, pieméram, ja f(x) =1 un g(x) =1, tad f(x) - g(x) = 1, kas ari ir lineara

funkecija.

Divas paralélas taisnes krusto funkcijas y = x? grafiku: viena taisne — punktos 4 un B,
otra taisne — punktos C un D. Pieradit, ka taisne, kas iet caur nogrieznu AB un CD
viduspunktiem, ir paral€la y asij.

Atrisinajums. Apzim&jam taiSnu vienadojumus ar y = kx + b; un y = kx + b,. Tad
punktu A un B abscisas x4 un x ir vienadojuma x2 = kx + b, saknes, bet punktu C un D
abscisas x¢ un xp ir vienadojuma x? = kx + b, saknes. Péc Vjeta teorémas x, + xg = k

Xpt+Xp

un x; + xp = k, tatad = chrTxD. Tapéc nogrieznu AB un CD viduspunktiem ir

vienadas abscisas, no ka izriet vajadzigais.
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P3.

3. Funkcijas

Attelot koordinatu plakn@ visus tos punktus (x; y), kas apmierina vienadibu

|8 — x|+ |4 —y| = 3.
Atrisinajums. Ta ka modula veértibas ir nenegativas, tad jaizpildas nevienadibam
|8 —x| <3un |4 —y| < 3.Tatad x € [5; 11] uny € [1; 7]. Apskatam Cetrus iesp&jamos
gadijumus:
o jax €[5 8 uny€[l;4],tad8—x+4—y=3jeby =9 —x;
o jax€[8;11]uny € [1;4],tadx —8+4—y=3jeby=x—7;
o jax€[58uny€[4;,7],tad8—x+y—4=3jeby=x—1;
o jax€[8;11]uny € [4;7],tadx —8+y—4=3jeby =15—x.
Tatad punkti veido kvadrata kontturu (skat. 3. att.), kura virsotnes atrodas punktos ar
koordinatam (5; 4), (11; 4), (8; 1), (8; 7).

- N w A B ® N ® ©

-10 1 2 3 4 5 86 7 8 9 10 N

3. attéls

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Lineara funkcija”

Apaksnodalas uzdevumu idejas aizgutas no [4].

uU1.

Funkcijuy = ax 4+ b uny = cx + d grafiki doti 4. att. Vai noteikti (c — a)(b — d) > 0?

y=ar+0b

y=cxr+d

4, attéls
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U2. Vai var gadities, ka 5. att. dotas taisnes ir funkciju y =ax + b, y =bx+c,y =cx+d un
y = dx + a grafiki?

5. attéls

U3. Dotas funkcijas f(x) =ax+b un g(x) =cx+d. Vai var gadities, ka ar vértibam
x = 2019 un x = 2021 funkcijas f vértiba ir lielaka neka atbilstosa funkcijas g véertiba, bet ar

vértibu x = 2020 funkcijas g vértiba ir lielaka neka f vértiba?

3.2. Kvadratfunkcija

Saja apaksnodala apskatisim uzdevumus, kas saistiti tie§i ar kvadratfunkcijas ipasibu iz-

mantosSanu.

DEFINICIJA Funkciju, kuru apraksta vienadojums y = ax? + bx + ¢, kura,b,c € Runa # 0,

sauc par kvadratfunkciju.

Kvadratfunkcijas ipasibas

o Parabolas zari versti uz augsu, ja a > 0, zari versti uz leju, jaa < 0.

) ) _ b D
o Parabolas virsotne ir punkta (— — = —).
2a 4a

o Kvadratfunkcijas grafiks krusto y asi punkta (0; c).
o JaD > 0, tad grafiks krusto x asi divos punktos.
o JaD <0, tad grafiks nekrusto x asi.
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Uzdevumu pieméri

P1. Vai var gadities, ka 6. att. doti funkciju y =ax®*+bx+c, y=bx?>+cx+a un
y = cx? + ax + b grafiki? Grafiki nav doti méroga.

W

6. attéls

Atrisinajums. N€, nevar. Ta ka visam parabolam zari versti uz augsu, tad a > 0, b > 0,
c >0, bet tada gadijuma neviena no parabolam nevar krustot y asi punkta,
kura y < 0.

P2. Pienemsim, ka 7. att. dotas liknes ir kvadratfunkciju grafiki, tie nav doti méroga. Vai tie

var biit funkciju y = ax? + bx + ¢,y = bx? + cx + auny = cx? + ax + b grafiki?

7. attéls

Atrisinajums. N€, nevar. levérojam, ka zim&uma redzami visi sesi iesp&jamie parabolu
krustpunkti, tatad citu krustpunktu nav, tacu visu doto funkciju vertibas sakrit, ja x = 1.
Ta ka dotie tr1s grafiki neiet caur vienu punktu, tad tie nevar biit uzdevuma doto funkciju

grafiki.
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P3.

P4.

PS.

3. Funkcijas

Pienemsim, ka 8. att. dotas liknes ir kvadratfunkciju grafiki, tie nav doti méroga. Vai tie
var biit funkcijuy = ax? + 2bx + ¢,y = bx? + 2cx + auny = cx? + 2ax + b grafiki?

8. attéls

Atrisinajums. N€, nevar. Ta ka parabolam zari ir vérsti uz augsu, tada > 0,b > 0,c > 0.
Ta ka neviena parabola nekrusto abscisu asi, tad visu kvadrattrinomu diskriminanti ir
negativi, tas ir, 4b? < 4ac, 4c? < 4ab, 4a® < 4cb jeb b? < ac, c? < ab, a? < cb.

Sareizinot §Ts nevienadibas, ieglistam a’b?c? < a?b?c? — pretruna.

Apliikojam funkcijas y = x? + ax + b, kur a + 2b = 2014. Pieradit, ka visu 3adu
funkeciju grafikiem ir kopigs punkts.

Atrisinajums. Apliikojam funkcijas y = x% + ax + b vértibu, ja x = %:

—1+a+b—1( +2b)+1—1 2014 4+ £ = 1007
y=gTa TP\ 472 4 4

Tatad punkts G, 1007 %) ir kopigs visu funkciju grafikiem.
Zinams, ka a un b ir pozitivi skaitli un kvadratfunkciju y = ax? + 2018x + b un
y = bx? + 2018x + a minimalo vértibu summa ir nulle. Pieradit, ka katrai no $im

kvadratfunkcijam minimala veértiba ir nulle.

1. atrisinajums. Abam dotajam kvadratfunkcijam ir vienads saknu skaits, jo tam ir vienads
diskriminants D = 20182 — 4ab. Ja tam abam bitu divas saknes, tad to minimalas
vertibas buitu negativas un to summa ari biitu negativa. Ja tam abam nebiitu saknu, tad to
minimalas vertibas butu pozitivas un summa ar1 pozitiva. Tatad tam abam ir tiesi viena

sakne, un tas nozimé, ka katras kvadratfunkcijas minimala vértiba ir nulle.

2. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad abu parabolu zari ir vérsti uz augSu un
kvadratfunkciju minimala vértiba sakrit ar parabolas virsotnes y koordinatu. Parabolas

y = ax? + 2018x + b virsotnes koordinatas ir

2018 1009 un 10092
2a a yl a

X1 =

+ b,
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bet parabolas y = bx? + 2018x + a virsotnes koordinatas ir
_ 1009 __ 1009? n
X, = — un y, = > a
Ta ka abu kvadratfunkciju minimalo vértibu summa ir nulle, tad
10092 10092
- — +a=0;
a
2
a+b-— (a+b) =0;
ab
10092
(a+b) <1 — ) =
ab
2 2
Ta ki a+b>0, tad (1-27)=0 jeb ab=10092. Tatad b==""
2 2
Vi =— 1029 + % = 0. Lidzigi iegust, ka y, = 0.

Piezime. Kvadratfunkcijas minimalo vertibu var atrast ar1, atdalot pilno kvadratu.

Apliikojam visus tos funkciju y = x% + px + q grafikus, kuriem ir tris dazadi krustpunkti
ar koordinatu astm. Katram grafikam caur Siem trim krustpunktiem novelk rinka Iiniju.
Pieradit, ka visas §is rinka Iinijas krustojas viena punkta.

1. atrisinajums. Visam rinka Itnijam ir kopigs punkts (0; 1). Pieradisim to.
Kvadratvienadojuma x? + px + q¢ = 0 saknes apzim&am ar x; un Xx,. Ar A un B
apziméjam parabolas krustpunktus ar x asi, ar C — parabolas krustpunktu ar y asi: A(x4; 0),
B(x3;0) un C(0; q). Apskatisim divus iespgjamos gadijumus.

1. Ja rinka linijai ar y asi ir tikai viens krustpunkts, tas ir, ta pieskaras y asij (skat. 9. att.),

1 ~—

tad ACOA~ABOC péc pazimes ¢, jo KCOB — kopigs un <0OCA = <0BC = EAC'

Y

0]

9. attéls
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Tad

o4_0oc¢ S 4 X1Xy = q°.

oCc OB q X
P&c Vijeta teorémas x;x, = ¢, tapéc ¢ = q2. Taka C nesakrit ar O (jo tad parabolai ar asim
bitu tikai divi krustpunkti), tad vieniga iespgja ir, ka ¢ = 1. Tatad §is rinka linijas iet caur

punktu (0; 1).

2. Jarinka Iinijai ar y asi ir divi krustpunkti, tad otru krustpunktu ar y asi apzimé&jam ar D.
o Jagq€(—;0)U(0;1), tad AAOD~ACOB péc pazimes ¢£, jo «ADC = <ABC ka
ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, un ¥DOA = «BOC = 90° (skat.

10. att.). Tapéc

A0 0D x;, OD X1X2  q
0oC OB q x q q

o Ja g>1, tad AAOD~ACOB péc pazimes ¢¥f, jo ¥DOA = XBOC =90° un
XADO = 180° — «CDA = «CBA péc blakuslenku 1pasibas un ipaSibas, ka ievilkta
Cetrstiira pret&jo lenku summa ir 180° (skat. 11. att.). Tapec

AO 0D xy 0D X1X,
—=— > —=— = 0D= =
oc OB q X q q

Ta ka punkts D nevar biit (0; —1), jo tad ieglist ieliektu Cetrstiiri, kuram nevar apvilkt rinka
Iniju, tad §1s rinka Itnijas iet caur punktu (0; 1).

Lidz ar to visam $adam rinka Itnijam ir kopigs punkts (0; 1).

10. attels 11. attéls
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2. atrisinajums. Visu grafiku krustpunktu koordinatas ir

Noteiksim, kur atrodas centrs rinka linijai, kas iet caur Siem trim punktiem. Abscisas

vertibair x = — g. Atliek noskaidrot ordinatas vértibu y,. [zmantojot rinka Iinijas ar centru

punkta (a; b) un radiusu 7 vienadojumu (x — a)? + (y — b)? = r?, iegiistam:

2% p |p? p
2 _ e _ 2 | _E g [ _ 2,
r —(0+2) +(q = ¥o) >t (7 —at5) + 00—y
2 2
14 p
—+q*=2qy0+y5 =——q+y5;
4 4
_q+1
Yo = 2

SRS

q+1
—).

2 —1)2 [n2 —1)2
Tatad r? = p: + % jebr = % un rigka linijas centra koordinatas ir (— >

Apliikojam, kads ir attalums no punkta (0; 1) Iidz rinka Iinijas centram:

2 +1\* _ p* (1-q)?
= o) (1 e e

Tatad caur punktu (0; 1) iet visas minéta veida rinka Iinijas.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Kvadratfunkcija”

U1. Vai var gadities, ka 12. att. ir doti funkciju y =ax?+bx+c, y=cx?+bx+a un
y = bx + c grafiki? Funkciju grafiki nav ziméti méroga.

Y

N m

12. attéels

U2. Apskatam funkcijas y = ax? + x + b, kur a un b ir reali skaitli un a + b = 2011. Pieradit, ka

visu sadu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti.



MODERNAS ELEMENTARAS ALGEBRAS UN GEOMETRIJAS ELEMENTI MATEMATIKAS SKOLOTAJIEM 57
3. Funkcijas

3.3. Funkcijas ipasibu izmantosana uzdevumu risinasana

Sis apaksSnodalas uzdevumi saistiti ar visparigu funkciju ipaSibu izmantoSanu. Turpmak

atgadinatas svarigakas definicijas no skola kursa, kas biis nepiecieS§amas uzdevumu risinasana.

DEFINICIJA Funkciju f sauc par para funkciju, ja katram x no 3is funkcijas definicijas apgabala ir
patiesa vienadiba f(—x) = f(x).

DEFINICIJA Funkciju f sauc par nepara funkciju, ja katram x no 3is funkcijas definicijas apgabala

ir patiesa vienadiba f(—x) = —f(x).

Para funkcijas grafiks ir simetrisks attieciba pret y asi, bet nepara funkcijas grafiks ir simetrisks

attieciba pret koordinatu sistémas sakumpunktu, tas ir, punktu (0; 0).

DEFINICIJA Funkciju sauc par nedilstosu, ja katram divam argumenta vértibam x;, x,, kuram

izpildas x; < x5, ir spéka nevienadiba f(x;) < f(x3).

DEFINICIJA Funkciju sauc par neaugosu, ja katram divam argumenta vértibam x;, x,, kuram

izpildas x; < x5, ir spéka nevienadiba f(x;) = f(x3).

Ja definicijas ir stingra nevienadiba, tad funkciju attiecigi sauc par augosSu un dilstosu.

Ja funkcija kada intervala ir tikai nedilstoSa vai tikai neaugosa, tad to sauc par monotonu
funkciju $aja intervala.

Funkciju f un g grafiku krustpunktu x koordinatas ir vienadojuma f(x) = g(x) saknes.
Nepartrauktiba ir svarigs jédziens matematika, un visbiezak lietotais apgalvojums, lai pamatotu,

ka vienadojumam eksisté sakne, ir nakama teoréma.

TEOREMA Jaf(a)f(b) < 0unfunkcija f (x) ir definéta visiem x € (a; b), tad eksisté vismaz viena
tada vertiba ¢ € (a; b), ka f(c) = 0 (tas ir, funkcijas grafiks starp Sim argumenta

vertibam krusto x asi).

Uzdevumu piemeri

. .. 3n+7 _ PTI v . oq- v
P1. Noteikt, vai virkne a,, = —5 - naturals skaitlis, ir augoSa vai dilstosa.

1. atrisinajums. [zmantojot novertésanu, iegiistam
3n+7 3n+2)+1 34 1 >34
a = = = —
" n+2 n+2 n+2 n+3

= Qnt1-
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P3.
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— 1= . 3n+7 . . v
Taka a,, > a,4q, tad virkne a,, = —5ir dilstosa.

2. atrisinajums. Pieradisim p&c definicijas, apskatot starpibu a, ;1 — a,:
_3(n+1)+7 3n+7 3n+10 3n+7

1= =" 0T 2 n+2  n+3  n+2

_3n*+6n+10n+20— (3n®+7n+9n+21) -1 <0
B m+3)(n+2) T m+3)(n+2) '

. v _ . 3n+7 . . v
Esam ieguvusi, ka a,,,1 < a,. Tatad virkne a,, = — T dilstosa.

Piezime. Skaitlu virkne ir naturala argumenta funkcija.

Vai eksisté tada reala parametra a vértiba, ka vienadojumam cos x = ax? ir tie$i 2021

dazadas realas saknes?

Atrisinajums. Ng, tada a vértiba neeksisté. levérojam, ka x = 0 nav §1 vienadojuma
sakne, jo cos 0 = 1. Ja vienadojumam cos x = ax? ir sakne x,, tad tam ir ar sakne (—x;),
jo abas funkcijas y = cosx un y = x? ir para funkcijas. Tatad jebkurai a veértibai §im

vienadojumam ir para skaits saknu, bet 2021 ir nepara skaitlis.

Dots, ka a4, ay, ..., z920 Un by, by, ..., bygyp 1r attiecigi aritmé&tiska un geometriska pro-
gresija, kuras abas sastav no pozitiviem skaitliem. Zinams, ka a; = by # a3¢20 = b2020-

Kas ir lielaks — visu aritmétiskas vai visu geometriskas progresijas loceklu summa?

Atrisinajums. Att€lojam abas progresijas ka naturala argumenta funkcijas. Aritméetiskas
progresijas locekli izvietojas uz taisnes, bet geometriskas progresijas locekli — uz
eksponentfunkcijas grafika. No eksponentfunkcijas grafika ipaSibam zinam, ka ir speka
13. att. vai 14. att. paradita situacija. Redzam, ka abos gadijumos aritm&tiskas progresijas

loceklu summa ir lielaka.

. 2 3 2020 T 1 2 3 2020 i

13. attéls 14, attéls
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P4.

PS.

Pé6.

P7.
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Dots, ka a,b,c ir kada trijstira malu garumi. Pieradit, ka vienadojumam
ax? + bx — ¢ = 0 intervala (0; 1) ir tiei viena sakne.

Atrisinajums. Ta ka a, b, c ir trijstira malu garumi, tapéc a > 0, b > 0, ¢ > 0. Funkcija
f(x) = ax? + bx — c ir kvadratfunkcija, tas grafiks ir parabola. Taka f(0) = —c < O un
f(1) = a+ b —c > 0 (trijstira nevienadiba a + b > ¢), tad starp 0 un 1 eksisté tads xo,

ka f(x,) = 0. Otra sakne ir negativa (tatad nav intervala (0; 1)), jo péc Vjeta teorémas

- — . — . [ . C
dota kvadratvienadojuma saknu reizinajums ir — -< 0.

Dots, ka a® + ab + ac < 0. Pieradit, ka b? > 4ac.

Atrisinajums. Aplikojam kvadratfunkciju f(x) = cx? + bx + a. levérojam, ka
a’+ab+ac=a(a+b+c)=f(0):f(1). No dota izriet, ka f(0) - (1) < 0. Tatad
izteiksmes f(0) un f (1) ir ar pret§jam zim&m, no ka izriet, ka kvadratfunkcija krusto x asi.
Varam secinat, ka kvadratfunkcijai eksisté divas saknes jeb tas diskriminants ir pozitivs,

tas ir, D = b? — 4ac > 0 jeb b? > 4ac, kas ari bija japierada.
Doti vienadojumi ax? + bx + ¢ = 0 un —ax? + bx + ¢ = 0, un x,, x, ir kaut kadas $o

vienadojumu saknes. Pieradit, ka atradisies tada vienadojuma % x% + bx + ¢ = 0 sakne x,

ka vainu x; < x3 < x, val ari x4 = x3 = Xx,.

Atrisinajums. Aplikojam kvadratfunkciju f(x) = %xz + bx + ¢ un aprékinam tas
vertibu punkta x; un x,:

f(x1) =§x12 + bxy + ¢ = axy —%xf + bx; + ¢ = (axf + bx; +¢) —%xf = —2x;

=0, jo x4 ir sakne

flxy) = %x% + bx, +c = %ax% —ax3 + bx, + ¢ = (—ax? + bx, + ¢) +3?ax§ = %ax%

=0, jo x5 ir sakne

Ta ka abam vertibam ir pret€jas zimes, tad kvadratfunkcija f (x) starp x4 un x, krusto x asi.

- = . — . - . a - .
Tapéc viena no kvadratvienadojuma Exz + bx + ¢ = 0 sakn@m ir starp x; un x,.

Apskatam funkciju f(x) = x? + px + q. Zinams, ka vienadojumam f(x) = 0 ir divas
saknes, kas atSkiras viena no otras vismaz par 5. Pieradit, ka vienadojumam
fx)+ f(x+ 1)+ f(x + 2) = 0 ari ir divas saknes.

Atrisinajums. Apzim&jam vienadojuma f(x) = 0 saknes ar x; un x,, kur x; < x,. Ja
x1 < x < X5, tad pastav nevienadiba f(x) <0, bet ja x > x, un x < x4, tad pastav
nevienadiba f(x) > 0.
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P8.

P9.
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Lidz ar to:
o jaxz = x; + 0,1, tad pastav nevienadibas
f(x3) <0, f(xz3+1)<0un f(x3+2)<0;
o jax, = x; — 10, tad pastav nevienadibas
flxy) >0, f(xs+1)>0un f(x, +2)>0;
O jaxg > x,, tad pastav nevienadibas
f(xs) >0, f(xs+1)>0un f(xs +2)>0.
Tatad funkcija F(x) = f(x) + f(x + 1) + f(x + 2) maina zZimi starp x5 un x3, ka arl

starp x3 un x,, no kurienes izriet vajadzigais.

Dots polinoms f(x) ar veseliem koeficientiem. Vai iespgjams, ka f(2011) = 100 un

f(11) = 1000?

Atrisinajums. N, nav iesp&jams. Ta ka f(x) ir polinoms, tad to var uzrakstit forma
f(x) =apx™ + ap_x™ 1+ -+ ajx + ag,

kur a;,i = 0,1,2, ..., n ir veseli skaitli.

Apskatam starpibu:
f)—-fy) =
=a X"+ a, X" T+t axtag— (@Yt an "+ ay +ag) =

=a,(x" —y") + -+ a;(x—y).

Izmantojot formulu a™ — b™ = (a — b)(a™ 1 + a" 2b + -+ +ab™ 2 + b™ 1), kur n ir
naturals skaitlis, ieglistam, ka katrs saskaitamais ai(xi — yi),i =1,2,...,n dalas
ar (x —y) un lidz ar to ari visa summa dalas ar (x — y). Tatad arf starpiba f(x) — f(y)
dalas ar (x — y).

Ta ka f(2011) — f(11) = 100 — 1000 = —900 nedalas ar 2011 — 11 = 2000, tad

uzdevuma prasitais nav iesp&jams.

x3 + 4x = 5y
Atrisinat vienadojumu sistému realos skaitlos { y3 + 4y = 5z
z3 +4z =5x

Atrisinajums. Dotas sisteémas atrisinajumi ir (0; 0; 0); (1; 1;1) un (—1; —1; —1). Piera-
disim, ka citu atrisindjumu nav. Ta ka vienadojums ir simetrisks attieciba pret mainigo
rotaciju, tad, nezaudgot visparigumu, varam pienemt, ka x >y un x > z. Funkcija
f(a) = a® + 4a ir augo$a visa sava definicijas kopa ka divu augosu funkciju summa (a3
un 4a). Tatad, ja x >y, tad no sistémas pirma un otra vienadojuma iegistam, ka

x3 + 4x = y3 + 4y jeb 5y > 5z, no ka izriet, ka y > z. Savukart no y > z analogiski,
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izmantojot sist€mas otro un treSo vienadojumu, iegiistam, kaz > x. Tatadx >y > z > x,
no ka izriet, ka x = y = z. levietojot x = y = z sist€mas pirmaja vienadojuma, iegtistam,
kax3® 4+ 4x = 5x jebx3 — x = 0, tatad x; = —1,x, = 0, x3 = 1. Parbaude apstiprina, ka
x=y=z=-1,x=y=z=0un x=y =2z=1 ir vienadojumu sist€émas atrisina-
jumi.
P10. Pieradit, ka 3/99 < /5 + /25 < V100.
Atrisinajums. levérojam, ka (gi/g + ﬁ)s =30 + 15(V5 + V25).
Tatad /5 + V25 ir vienadojuma x3 — 15x — 30 = 0 reala sakne.
Aplikojam nepartrauktu funkciju f(x) = x3 — 15x — 30. Apskatam funkcijas f(x)
vértibu punkta 3/99:
£(399) = 99 — 15399 — 30 = 69 — 15V/99 = 3(23 — 5V/99).
Taka 233 = 12167 < 12375 = (53¥99), tad £(¥99) < 0.
Apskatam funkcijas f(x) vértibu punkta 3/100:
£(¥/100) = 100 — 15V100 — 30 = 70 — 153100 = 5(14 — 3Y/100).
Taka 14° = 2744 > 2700 = (3Y100), tad £(¥/100) > 0.
Pieradisim, ka funkcija f(x) ir augosa, ja x > 3. Ja x; > x,, tad
f(xy) — f(xy) = x3 —15x; — 30 — x5 + 15x, + 30 =
=x} —x3 — 15x; + 15x, =
= (1 — ) (xf + x5 + x5) — 15(x; — x,) =
= (x; — x)(x? + x;x, + x5 — 15).
Ievérojam, ka x; —x, >0 un x%+xx, +x2—15>0, ja x; >x, > 3. Tatad
f(x1) > f(x3) un funkcija f(x) ir augosa, ja x > 3.

Visas tr1s dotas vertibas atrodas funkcijas augSanas apgabala:

V100 > V99 > V64 = 4 > 3;
Vs+3¥25>1+2=3.
Ta ka funkcija f(x) ir nepartraukta un augosa, turklat f (W) <0, f(3/5+ ¥25) = 0,
f (m) > 0, tad esam pieradijusi prasito nevienadibu /99 < V5 + V25 < V100.
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P11. Atrast visus realu skaitlu ¢etriniekus (a; b; ¢; d), kas apmierina vienadojumu sistému

as+c3=2
a’*b+c*d=0
bP+d3=1

ab® +cd* = -6
Atrisinajums. Apskatam polinomu P(x) = (ax + b)3 + (cx + d)3. Parveidojam $o
polinomu, savelkot Iidzigos:

P(x) = (a® + c®)x3 + 3(a®b + c?d)x? + 3(ab? + cd®)x + (b3 + d?3).
Saskana ar doto P(x) = 2x3 — 18x + 1. Lidz ar to P(0) > 0, P(1) < 0 un P(3) > 0.
Tatad polinomam P ir vismaz divas realas dazadas saknes. Ta¢u P(x) = 0 nozimé, ka
ax +b = —(cx+d) jeb (a+c)x+b+d = 0. Sim vienadojumam ir tikai viens atri-
sindjums, iznemot gadijumu, kad a + ¢ = b + d = 0. Toméer arf tas nav iesp&jams, jo no
a + ¢ = 0 izriet, ka a® + ¢ = 0, bet tas ir pretruna sistémas pirmajam vienadojumam, ka

a3 + ¢3 = 2. Secinam, ka $adi realu skaitlu Cetrinieki vispar nepastav.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Funkcijas ipasibu izmantoSana uzdevumu risinasana”
U1. Uz funkcijas y = % grafika izvéléti divi punkti A un B, un no tiem novilkti perpendikuli pret

koordinatu asim (skat. 15. att.). Pieradit, ka iekrasoto cetrstlru laukumi ir vienadi.

15. attéels

U2. Doti tadi nenulles skaitli a, b un ¢, ka a + ¢ = g. Pieradit, ka f(x) = ax? + bx + ¢ grafiks
noteikti krusto x asi kada intervala [—1; 1] punkta.
U3. Dots, ka a, b un c ir dazadi skaitli. Pieradit, ka vienadojumam
x—a) x—b)+x—a)x—c)+(x—b)(x—c)=0

ir divas dazadas saknes.
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U4. Dota funkcija f(x) = x2 + px + q. Zinams, ka vienadojumam f(x) = 0 ir divas saknes, no

kuram viena atrodas starp 0 un 1, bet otra - ne. Pieradit, ka f(q) < 0.

2020

. _ 2 _
U5. Dota funkcija f(x) = mx“ + (m — 1)x + M—2019"

Ar kadam parametra m vértibam funkcija ir
augosa intervala (1; 2)?

U6. Dots, ka x; ir vienadojuma x%+px+q=0 sakne, bet x, ir vienadojuma
—x2 4+ px + q = 0 sakne. Pieradit, ka vienadojumam %xz + px + q = 0 noteikti ir sakne x3,

kas atrodas starp x; un x,.

Vairak par funkcijam skat., pieméram, [11, 13, 16, 30, 31].
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4. Lenkiun nogrieznirinka linija

4.1. Lenkirinka linija

DEFINICIJA Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka linijas centra, bet malas krusto

rinka liniju.

Centra lenka lielums ir vienads ar ta loka lenkisko lielumu, uz kuru tas balstas, tas ir,
XAOB = AmB (skat. 16. att.).

16. attels

DEFINICIJA Par rinka linija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka linijas, bet malas

krusto rinka liniju.

TEOREMA levilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, uz kuru tas balstas,

tas ir, XACB = %AmB (skat. 16. att.).

Pieradijums. Apskatam tris gadijumus.

1. Tevilkta lenka ACB viena mala iet caur rinka linijas centru (skat. 17. att.). Apskatam
vienadsanu trijstiiri BOC, tad <xAOB = <ACB + «<CBO = 2% ACB ka trijstura argjais lenkis.
Ta ka <AOB = AmB ka centra lenkis, tad

ZACB = %{AOB — AmB.

2. Ripka Iinijas centrs O atrodas ievilkta lenka ACB iekSpusé (skat. 18. att.). Ta ka
XACB = ¥ACD + ¥DCB, tad, izmantojot tikko pieradito, iegtistam

_—

1 1 1, - 1
<ACB = - AnD + - DmB = E(AnD + DmB) = > AmB.
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3. Rinka Ilinijas centrs O atrodas ievilkta lenka ACB arpusé (skat. 19. att.). Ta ka
XACB = «DCB — «DC(CA, tad ieglstam

_—

AmB.

N| =

1 1 1,
<ACB = 5 DnB — 5 DnA = E(DnB — DnA) =

17. attéls 18. attéls 19. attéls

Secinajumi
o Visi ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to paSu loku, ir vienadi, pieméram,
XACB = ¥ADB (skat. 16. att.).
Lenki, kas balstas uz vienas rinka linijas vienada garuma hordam, ir vienadi, un otradi.
levilkts lenkis, kas balstas uz diametru, ir 90°, un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad

tas balstas uz diametru.

Uzdevumu piemeri

P1. Rinka Iinija ar centru punkta O novilkti divi savstarpgji perpendikulari radiusi OA un OB.
Caur hordas AB viduspunktu C novilkta horda DE, kas paraléla OA (punkts D atrodas uz
mazaka loka AB). Aprekinat lenka AOD lielumu.

Atrisinajums. Ar F apzim&jam nogrieznu OB un DE krustpunktu un <A0D = « (skat.
20. att.). Taka AC = CB un AO||DE, tad CF ir trijstira AOB viduslinija un OF = BF.

No OA un DE paralelitates izriet, ka DE L OB un ¥0ODE = ¥AOD = a ka ieksgjie
$keérslenki. Cetrstiiris DOEB ir rombs, jo DE L OB, OF = FB un DF = FE, jo radiuss, kas
perpendikulars hordai, dala to uz pusém. No romba 1pasibam izriet, ka «DEB = a. Lidz ar
to «DOB = 24DEB = 2« ka centra lenkis un ievilktais lenkis, kas balstas uz vienu un to
pasu loku DB. levérojam, ka «DOB + <AOD = 90° jeb 3a = 90° un a« = <«A0D = 30°.

>
A 0 )

/

20. attels
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P2. Piecstiiris ABCDE ievilkts rinka 11nija, nogriezni AD un BE krustojas punkta F. Zinams,

P3.

ka BC = DF = DE. Pieradit, ka AC = CE.

Atrisinajums. Novelkam BD, AC un EC (skat. 21. att.). Ta ka ievilktie lenki, kas balstas uz
vienadam hordam, ir vienadi, tad XEBD = ¥BEC = <DAE = fun ¥DEC = <CAD = «a.
Vienadsanu trijstira DEF lenki pie pamata ir vienadi, tas ir, XDEF = <EFD = a + f5.
Tad no blakuslenku Tpasibas iegstam, ka XAFE = 180° — <EFD = 180° — (a + ).
No trijstira AEF ieglistam, ka

JAEF = 180° — «FAE — <AFE =180° - —-180°+a + f = a.
Esam ieguvusi, ka ¥EFAC = <AEC = a + . Tatad trijsturis AEC ir vienadsanu un
AC = CE ka atbilstoSas sanu malas.

21. attéls

Trijsttrt ABC lenka ABC bisektrise krusto malu AC punkta D. Caur punktu C paraleli BD
novilkta taisne, kas krusto AB pagarinajumu punkta P un ap trijstiiri BDC apvilkto rinka
Iiniju punkta Q. Taisne PD krusto nogriezni BQ punkta M. Pieradit, ka PM = MD.

Atrisinajums. Nogrieznis BD ir bisektrise, tapéc XABD = «¥DBC (skat. 22. att.). Ta ka
BD||CQ,tad «BCQ = «DBC kaieksgjie Skerslenki. Savukart xBDQ = «¥BCQ kaievilktie
lenki, kas balstas uz vienu un to paSu loku BQ. Lidz ar to ieksgjie Skerslenki
<ABD = ¥BDQ un tapéc AB || DQ. Cetrstiris BDQP ir paralelograms, jo BD||QP un
BP||DQ. Paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusém, tapéc PM = MD.

22. attéls
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P4.

PS.

4. Lenki un nogriezni rinka linija

Trijstira ABC lenku <CAB un «<BCA bisektrises krusto tam apvilkto rinka Itniju attiecigi
punktos P un @Q, bet pasas krustojas punkta I. Pieradit, ka PQ L BI.

Atrisinajums. Apzim&jam ¥BAP = <PAC = a un ¥BCQ = <QCA = [ (skat. 23. att.).
levilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ir vienadi, tapec

o <¥BQP = «BAP = «a (balstas uz loku BP);

o <LPQC = ¥PAC = «a (balstas uz loku PC);

o <LBPQ = «xBCQ = p (balstas uz loku BQ);

0 <XQPA = «xQCA = [ (balstas uz loku QA).

Lidz ar to AQIP = AQBP péc pazimes ¥m#, jo XIQP = «BQP = a, PQ ir kopiga mala
un X<IPQ = ¥BPQ = .

Tapéc PI = PB ka atbilstosas malas vienados trijstiiros un ABPI ir vienadsanu trijstiiris ar
pamatu BI. Ta ka PQ ir bisektrise, kas vilkta no virsotnes lenka, tad PQ ir arT augstums
pret Bl un lidz ar to PQ L BI.

23. attéls

Uz trijstira ABC malam AB un BC izvéeleti attiecigi tadi punkti D un E, ka AC || DE.
Nogriezni AE un CD krustojas punkta F. Punkti B, D, E un F atrodas uz vienas rinka

Iinijas. Taisne BF krusto malu AC punkta H un trijsturim ABC apvilkto rinka Iiniju punkta
G. Pieradit, ka FH = GH.

Atrisinajums. Ta ka cCetrstiri BAGC un BDFE ir ievilkti, tad <GAC = <GBC un
AGBC = «FBE = «FDE ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku attiecigi
GC un FE (skat. 24. att.). Peéc dota AC || DE, tad <FDE = «FCA ka iekSgjie Skerslenki
pie paral€lam taisném. Lidz ar to XGAC = XFCA, no ka izriet, ka AG || FC, jo ieksgjie
Skerslenki ir vienadi.

Ar1 <BAC = ¥BGC un <BDE = «BFE ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu
loku, attiecigi BC un BE. Pec dota AC || DE, tad «CAB = «<EDB ka kapslu lenki pie
paraleélam taisném. leverojot, ka «AFG = «BFE ka krustlenki, ieglistam <GAC = «<FCA.
Tatad CG || FA, jo iek$gjie Skérslenki ir vienadi.

Tapéc Cetrstiiris AFCG ir paralelograms, jo ta pret€jas malas ir pa pariem paral€las.

Paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusém, tapéc FH = GH.
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24, attéls

P6. Ap cetrsturi ABCD apvilkta rinka linija. Taisne, kas ir paralela BC un iet caur D, krusto
nogriezni AC punkta M. Taisne, kas ir paraléla AB un iet caur punktu D, krusto nogriezni
AC punkta N. Pieradit, ka rinka linijas, kas apvilktas ap trijstiriem AMD un DNC,
pieskaras viena otrai.
Atrisinajums. Novelkam nogriezni BD (skat. 25. att.). levérojam, ka «DAC = «DBC ka
ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku. Ta ka DE||BC, tad <DBC = <BDM
ka ieksgjie skerslenki pie paralélam taisném. Lidz ar to «DAC = <BDM.
Pamatosim, ka ap AAMD apvilkta rinka Iinija pieskaras taisnei BD. Ar O apzim&am
trijstirim AMD apvilktas rinka Iinijas centru (skat. 26. att.). Ja «DAC = ¥«BDM = a, tad

IMOD = 2a ka atbilstoSais centra lenkis. Ta ka AMOD ir vienadsanu, tad

180°—2«a

X0DM = =90° — . L1dz ar to <ODB = 90° — a + a = 90°. Ta ka radiuss OD

ir perpendikulars taisnei BD, tad BD ir pieskare.

Lidzigi iegustam, ka ap trijsttri DNC apvilkta rinka linija pieskaras taisnei BD. Tatad esam

pieradijusi, ka abas rinka linijas pieskaras viena otrai punkta D.

25. attéls 26. attéls



MODERNAS ELEMENTARAS ALGEBRAS UN GEOMETRIJAS ELEMENTI MATEMATIKAS SKOLOTAJIEM 69
4. Lenki un nogriezni rinka linija

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Lenki rinka linija”

U1. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas
punkta E. Ap trijstari CDE apvilkta rinka linija krusto garako pamatu AD iek3éja punkta F.
Nogrieznu CF un BD krustpunkts ir G. Noteikt «CGD lielumu, ja <CAD = a.

U2. Izliekta cetrstarm APQC uz malas AC izvéléts punkts B ta, ka trijstari APB un BQC ir vienadsanu
taisnlenka trijstari ar pamatiem attiecigi AB un BC. Ap trijsturi PBQ apvilkta rinka linija vélreiz
krusto taisni AC punkta S. Pieradit, ka PS = SQ.

U3. Trijstarim ABC, AC < BC apvilkta rinka linija. Punkts E ir loka ACB viduspunkts. Uz nogriezna
BC atlikts tads punkts D, ka BD = AC. Stars ED krusto rinka liniju punkta F (skat. 27. att.).
Pieradit, ka AF||BC.

27. attéls

4.2, Arrinka liniju saistitie nogriezni un taisnes

DEFINICIJA Par rinka linijas pieskari sauc taisni, kurai ar rinka liniju ir tiesi viens kopigs punkts.

Caur jebkuru punktu A4, kas atrodas arpus rinka linijas, var novilkt tiesi divas pieskares.
Ja punkti B un C ir So pieskaru pieskarSanas punkti un O — attiecigas rinka Iinijas centrs (skat.
28. att.), tad

o AB = AC (pieskaru nogriezni, kas novilkti no viena punkta, ir vienadi);

o <XBAO = «CAO;

o OB LABunOC 1 AC.

28. attéls
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DEFINICIJA Par hordu sauc nogriezni, kas savieno divus rinka linijas punktus.

Ipasibas
o Vienadas hordas balstas uz vienadiem lokiem.
o Loki starp vienas rinka linijas divam paralélam hordam ir vienadi.

TEOREMA par krustiskam hordam. Ja divas hordas AB un CD krustojas punkta M, tad vienas
hordas nogrieznu reizinajums ir vienads ar otras hordas nogrieznu reizinajumu (skat.

29. att.):
AB-MB = CM - MD.

29. attéls

DEFINICIJA Par sekanti sauc taisni, kas krusto rinka liniju divos dazados punktos.

TEOREMA par pieskari un sekanti. Ja pieskare un sekante ir novilktas no viena punkta, tad
pieskares nogriezna garuma kvadrats ir vienads ar visa sekantes nogriezna garuma un

sekantes aréjas dalas nogriezna garuma reizinajumu (skat. 30. att.):
AB? = AC - AD.

Secinajums (sekansu Ipasiba). No punkta A var novilkt bezgaligi daudz sekansu, un katras
sekantes argjas dalas garuma reizindjums ar visa sekantes nogrieZzna garumu ir vienads ar
pieskares nogriezna garuma kvadratu, tatad AC - AD = AE - AF (skat. 31. att.).

A B

31. attéls

30. attéls
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Uzdevumu pieméri

P1.

P2.

Regulara trijstiira ABC virsotne B atrodas uz rinka linijas, bet virsotnes A un C atrodas
rinka Iinijas iekSpus€. Malu BA un BC pagarinajumi krusto rinka liniju attiecigi punktos N
un L. Taisne, uz kuras atrodas AC, krusto rinka linijju punktos M un K (skat. 32. att.).
Pieradit, ka AM + CL = AN + CK.

32. attéls

Atrisinajums. No hordu 1pasibas iegustam, ka AM - AK = AN - ABun CK - CM = CL - CB.
Apzimé&jam regulara trijstiira malas garumu ar a, tad iegiitas vienadibas var parrakstit ka
AM - (a + CK) = AN - a;
CK-(a+ AM) =CL - a.
Atverot iekavas un atnemot no pirmas vienadibas otro, iegiistam:
AM-a—CK-a=AN-a—CL-aq;
(AM +CL)-a = (AN + CK) - a.

Dalot abas vienadibas puses ar a (kas ir pozitivs skaitlis), ieglistam vajadzigo vienadibu.

Rinka Iinija ar centru punkta O novilkta horda AB, kas neiet caur O. Caur punktu B novilkts
perpendikuls pret AB, kas rinka liniju vélreiz krusto punkta D. Uz loka AB, pie kura nepieder
D, atziméts $1 loka viduspunkts C. Taisnes AC un DB krustojas punkta E. Pieradit, ka

OE? = 0B*+2-0B - BE.
Atrisinajums. Apzim€jam OB = OC = R (skat. 33. att.). Taka C ir loka AB viduspunkts,
tad OC ir nogriezna AB vidusperpendikuls, kas krusto AB punkta F. Tatad OC||DE. No
AO = 0D un OC||DE izriet, ka OC ir trijstura ADE viduslinija. Tatad ED = 20C = 2R.
Taisnes OF krustpunktus ar rinka Iiniju apzZim&jam ar X un Y. Apskatam starpibu

OE? — 0B? = (OE —R)(OE + R) = EX - EY.
Ta ka pec sekansu 1pasibas EX - EY = EB - ED, tad
OE? —0B*> =EB-ED =EB-2R=2-EB-0B.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka OE? = OB?> + 2- OB - BE.
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33. attéls

P3. Trijstur1 ABC ievilktas rinka linijas w centrs ir I. Uz malam AB un BC izveléti attiecigi
punkti P un Q ta, ka PI = QI un PB > (QB. Nogrieznis QI krusto w punkta T. Taisne, kas
pieskaras w punkta T, krusto malas AB un BC attiecigi punktos U un V. Pieradit, ka
PU =UV +VQ.

Atrisinajums. Apzim&jam w pieskarSanas punktus malam AB un BC attiecigi ar E un F
(skat. 34. att.). Ta ka PI = QI un EI = IF, tad APEI = AQFI péc pazimes kh. Tatad
PE = QF ka vienadu trijstiiru atbilstosas malas.

Ta ka no viena punkta vilktu pieskaru nogriezni ir vienada garuma, tad UE = UT.
Saskaitot abas vienadibas, iegtistam, ka PE + UE = UT + QF.

Savukart QF = QV +VF, tapec PE+UE =UT +QV +VF. Ta ka VF=VT (ka
pieskaru nogriezni), tad PE + UE = UT + QV + VT.

No ta, ka PU = PE + UE un UV = UT + VT, izriet, ka PU = UV + VQ.

34, attéls
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P4. Ap cetrsturi ABCD, kura malas AB un CD nav paral€las, apvilkta rinka linija. Malas CD
viduspunkts ir M. Cetrstira ABCD ieksieng atlikts punkts P ta, ka PA = PB = CM.

Pieradit, ka taisnes AB, CD un nogriezna M P vidusperpendikuls krustojas viena punkta.

Atrisinajums. Ar w apzim&jam ap Cetrstiri ABCD apvilkto rinka liniju, ar X — taiSnu AB
un CD krustpunktu (skat. 35. att.). Tad japierada, ka punkts X atrodas uz PM
vidusperpendikula.

35. attéls

Novelkam rinka linijas w4 un w, ar centriem attiecigi punktos P un M un vienadiem
radiusiem PB = CM = r. Tada gadijuma no sekanSu ipasibas rinka linijam w; un w,
izriet, ka XA-XB = (XP —r)(XP +r) = XP? —r? un lidzigi XC - XD = XM? — r2,
Tacu XA - XB = XC - XD péc sekanSu 1pasibas rinka Iinijai w. Secinam, ka XP = XM. Ta
ka punkts X atrodas vienada attaluma no nogriezna PM galapunktiem, tad tas atrodas uz §1

nogriezna vidusperpendikula, kas ar1 bija japierada.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Ar rinka liniju saistitie nogriezni un taisnes”

U1. Pieradit hordu ipasibu. Ja divas hordas AB un CD krustojas punkta M, tad vienas hordas
nogrieznu reizinajums ir vienads ar otras hordas nogrieznu reizinajumu:
AB-MB =CM - MD.
U2. Pieradit teoremu par pieskari un sekanti. Ja pieskare un sekante ir novilktas no viena punkta,
tad pieskares nogriezna garuma kvadrats ir vienads ar visa sekantes nogriezna garuma un

sekantes aréjas dalas nogriezna garuma reizinajumu: AB? = AD - AC.
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U3. Plakné dotas divas rinka linijas w; un w,, kuram nav kopigu punktu un kuru radiusi nav
vienada garuma. Novilktas tris pieskares t;, t, un t3, kas katra pieskaras abam rinka linijam -
abas rinka linijas atrodas viena un taja pasa t; pus€, viena un taja pasa t, pusé, bet katra sava
t; pusé (skat. 36. att.). Taisne t; pieskaras w; punkta A un krusto t; punkta C, taisne t,

pieskaras w, punkta B un krusto t; punkta D. Pieradit, ka AC = BD.

36. attéls

Vairak par lenkiem un nogriezniem rinka linija skat., pieméram, [5, 7, 17].
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5. Cetrstari un rinka linija
5.1. Apvilkti cetrstari

DEFINICIJA Parrinka linijai apvilktu éetrstari sauc ¢etrstari, kura visas malas pieskaras rinka linijai.

Attiecigi rinka liniju sauc par CetrstiirT ievilktu rinka Iiniju. Ievilktas rinka linijas centrs atrodas

Cetrstura lenku bisektriSu krustpunkta (skat. 37. att.).

37. attéls

TEOREMA Izliektu &etrstari ABCD var apvilkt ap rinka liniju tad un tikai tad, ja ta pretéjo malu
garumu summas ir vienadas: AB + CD = BC + AD.

Pieradijums. Lai teoréma biitu pieradita, japierada divi apgalvojumi:
1) ja izliektu Cetrstiiri var apvilkt ap rinka liniju, tad ta pret€jo malu garumu summas ir
vienadas;
2) jaizliekta Cetrstiira pretéjo malu garumu summas ir vienadas, tad to var apvilkt ap rinka
ITniju.
1. apgalvojuma pieradijums. Ta ka Cetrsturis ir apvilkts rinka Iinijai, tad ta malas ir rinka
linijas pieskares, tapeéc AE = AH =a, BE=BF =b, CF =CG =c, DG=DH =d ka
pieskaru nogriezni (skat. 38. att.). Lidz ar to esam ieguvusi, ka AB+CD =a+b+c+d =
BC + AD.
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2. apgalvojuma pieradijums. [1] Ja divas blakus malas ir vienadas, tad ar1 divas atlikusas ir
vienadas un simetrijas del visas Cetrstiira lenku bisektrises krustojas viena punkta, kas arT ir
ievilktas rinka linijas centrs.

Ja blakus malas nav vienadas, tad, nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka AB > BC, un
tad no dotas vienadibas ieglistam, ka AB — BC = AD — CD. Uz malam AB un AD atlickam
attiecigi tadus punktus P un @, ka BP =BC un DQ = DC (skat. 39.att.)). Ta ka
AB — BC = AD — CD, tad AB — BP = AD — DQ jeb AP = AQ. Esam ieguvusi, ka trijstiiri
APQ, BCP un DCQ ir vienadsanu trijstiri, tapec no virsotném A, B, P vilktas bisektrises ir art
medianas un augstumi. Tatad §is Iinijas ir trijstiira PQC malu vidusperpendikuli un tas krustojas
viena punkta 0, kas ir trijstiirim PQC apvilktas rinka Iinijas centrs. Cetrstira ABCD ieksgjo
lenku A, B un D bisektrises krustojas Cetrstira iekSpusé punkta O, un Sis punkts O atrodas
vienados attalumos no Cetrstiira malam, tatad tas ir CetrstiirT ievilktas rinka Iinijas centrs, kas ar1

bija japierada.

39, attéls

Teorémas 2. apgalvojumu var pieradit arT no pret&ja, skat., piemeram, [25].

Uzdevumu piemeri
P1. Cetrstiiri ABCD ievilkta rinka linija ar centru 0. Pieradit, ka
XAOB + «COD = «BOC + «AOD = 180°.

Atrisinajums. Ta ka O ir bisektriSu krustpunkts, tad apzim&jam «0AD = <0AB = «a,
X0BA = 4<0OBC = 3, 20CB = ¥0CD = y un €0DC = «0DA = § (skat. 40. att.).

40. attéls
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levérojam, kaa + f +y + & = 360°:2 = 180°.

[zmantojot trijstiira iek$€jo lenku summu, aprékinam lenkus:

o ¥AOB =180°—a —fB;

o ¥XBOC =180°—pf —vy;

o «COD =180° -y —4;

o <A0D =180°—a —6.

Lidz ar to iegiistam, ka
XAOB + «C0OD = 180°—a — f + 180°—y — § = 360° — 180° = 180°;
XBOC + «A0D =180°—- B —y +180° — a — 6§ = 360° — 180° = 180°.

P2. Apvilkta Cetrstiira ABCD diagonales ir savstarp€ji perpendikularas. Pieradit, ka
AB-CD = AD - BC.
Atrisinajums. Cetrstiira ABCD diagonalu krustpunktu apzimgjam ar S (skat. 41. att.). No
Pitagora teorémas izriet, ka
AB? = SA* + SB?;
CD? = SC? + SD?;
AD? = SA* + SD?;
BC? = SB? + SC?,
Saskaitot pirmas divas vienadibas un ped€jas divas vienadibas, ieglistam
AB? + CD? = SA* + SB? + SC* + SD?;
AD? + BC? = SA* + SD? + SB% + SC>.
Tatad AB* + CD?* = AD* + BC?.
Ta ka ABCD ir apvilkts Cetrstiiris, tad AB + CD = AD + BC. Kapinam vienadibas abas

puses kvadrata:
AB? + 2AB - CD + CD? = AD? + 2AD - BC + BC>.

Nemot véra vienadibu AB% + CD? = AD? + BC?, iegiistam, ka 2AB - CD = 2AD - BC
jeb AB - CD = AD - BC.

A

Y

C

41, attels
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UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Apvilkti cetrsturi”

U1. Vienadsanu trapecé ABCD, kuras pamati AD = a un BC = b, ievilkta rinka linija. Pieradit, ka
trapeces augstums h = Vab.

U2. Cetrstaris ABCD ir gan ievilkts, gan apvilkts. Punkti M un N ir attiecigi malu AB un BC
pieskarsanas punkti ievilktajai rinka linijai. Pieradit, ka AM - CN = r2, kur r ir ievilktas rinka
[inijas radiuss.

5.2. levilkti cetrsturi

DEFINICIJA Par rinka linija ievilktu &etrstari sauc Cetrstari, kura visas virsotnes atrodas uz rinka
[inijas.

Attiecigi rinka liniju sauc par Cetrstiirim apvilktu rinka Iiniju. Apvilktas rinka Iinijas centrs
atrodas Cetrstiira malu vidusperpendikulu krustpunkta (skat. 42. att.).

A B

42, attéls

Visbiezak tiek lietota $ada teoréma par ievilktu Cetrstiri.

TEOREMA Ap Cetrstari var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja ¢etrstara pretéjo lenku lielumu
summa ir 180°.

Pieradijums. Lai teoréma biitu pieradita, ir japierada divi apgalvojumi:
1) jaap Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju, tad Cetrstiira pretgjo lenku lielumu summa ir 180°;

2) jacetrstura pret&jo lenku lielumu summa ir 180°, tad ap Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju.

1. apgalvojuma pieradijums. Ta ka lenki BAD un BCD ir ievilktie lenki (skat. 43. att.), tad

1__ 1 1, 1
<BAD + <BCD = BCD + 5 BAD = E(BCD +BAD) = 5360° =180,
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Ta ka Cetrstiira iek$ejo lenku summa ir 360°, tad

¥ABC + «CDA = 360° — (¥xBAD + «BCD) = 306° — 180° = 180°.

D

43, attels

2. apgalvojuma pieradijums. Dots, ka «BAD + «BCD = 180° (skat. 44. att.). Novelkam
rinka liniju w, kas iet caur punktiem A, B, D. Pienemsim, ka punkts C neatrodas uz w, un €D
krustpunktu ar w apzimésim ar C'. Ta ka Cetrsturis ABC'D ir ievilkts Cetrsturis, tad
ZXBAD + «BC'D = 180°. Lidz ar to esam ieguvusi, ka <BCD = «BC('D, tatad BC'||BC, jo
kapslu lenki ir vienadi. Iegita pretruna jo BC' un BC krustojas punkta B. Tatad pienémums ir

aplams un punkts C atrodas uz w jeb ap Cetrstiiri ABCD var apvilkt rinka Iiniju.

44, attels

Izmanto arT citas teorémas, lai pamatotu, ka ap Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju.

TEOREMA Ap cetrstari ABCD var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja <ACB = <BDA
(skat. 45. att.).

TEOREMA Ap cCetrstari var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja ir spéka vienadiba
AM - MC = BM - MD, kur M ir nogrieznu AC un BD krustpunkts (skat. 46. att.).

D

A D
45, attels 46. attéls
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TEOREMA Ptolemaja teoréma. Ap Cetrstari var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja ir spéka
vienadiba AC - BD = AB - CD + BC - AD (skat. 46. att.).

Uzdevumu piemeri

P1. Taisnlenka trijstira ABC hipotentiza AB ir kvadrata ABMN mala, kvadrats atrodas arpus
trijstira. Kvadrata diagonales krustojas punkta 0. Pieradit, ka CO ir lenka ACB bisektrise.

Atrisinajums. Ap cCetrstiiri AOBC var apvilkt rinka Iiniju, jo <ACB + <A0OB = 180°
(skat. 47. att.). Ta ka péc kvadrata diagonalu 1pasibas A0 = OB, tad <ACO = <0CB ka

ievilktie lenki, kas balstas uz vienada garuma hordam. Tatad CO ir lenka ACB bisektrise.

N

/ 19
! “ M
\

47, attéls

P2. Saurlenku trijstiiri ABC novilkts augstums BD. No punkta D novilkti perpendikuli pret
malam AB un CB; to pamati ir attiecigi M un N. Pieradit, ka punkti 4, M, N, C atrodas uz

vienas rinka Iinijas.

Atrisinajums. Ta ka «<BMD + «BND = 90° + 90° = 180°, tad ap cetrstiri BNDM var
apvilkt rinka Itniju (skat. 48. att.). Tapec <BMN = «BDN Kka ievilktie lenki, kas balstas uz
vienu un to pasu loku BN. Bet <NCD = 90° — «<NDC = «BDN, tatad <NCD = <BMN.

Tapéc «AMN + <ACN = <AMN + «BMN = 180° jeb punkti A, M, N, C atrodas uz

vienas rinka Iinijas.

48, attéls
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P3.

P4.

5. Cetrstari un rinka linija

Trijstiirt ABC punkts A, ir malas BC ieksgjais punkts, B, ir malas AC ieksg€jais punkts, C;
ir malas AB iek§gjais punkts. Ap trijstiriem AB;C;, CB{A,, BA,C; apvilktas rinka linijjas.
Pieradit, ka tas visas krustojas viena punkta.

Atrisinajums. To rinka liniju krustpunktu, kuras apvilktas ap trijstiriem AC; B, un CA, B4,
apzimé&jam ar O (skat. 49. att.). No teor€mas par ievilkta Cetrstiira lenkiem ieglistam:
%C,04, = 360° — «B,0A, — ¥C,0B; =
= 360° — (180° — «A;CB,) — (180° — ¥B;AC,) =
= ¥A,CB; + ¥B,AC; = 180° — «x(;BA;.

Tatad ap cCetrsturi C;BA,0 var apvilkt rinka liniju. Tas nozimé, ka visas tris dotas rinka
Iinijas krustojas viena punkta O.

49, attels

Izliekta Cetrstira ABCD diagonales krustojas punkta E. Ap trijstiriem ABE un CDE
apvilktas rinka linijas ar7 krustojas punkta F. Pieradit, ka trijstiri ABF un CDF ir lidzigi.

Atrisinajums. levérojam, ka <DEC = <AEB ka krustlenki (skat. 50. att.)) un
LCFD = «DEC ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku €D, un ¥AFB = <AEB ka
ievilktie lenki, kas balstas uz loku AB. Tatad <CFD = <AFB.

levilktie lenki «DCF un <DEF ir vienadi, jo balstas uz vienu loku FD. No blakuslenku
pasibas izriet, ka KBEF = 180° — «DEF. Ta ka ap Cetrstiiri ABEF ir apvilkta rinka linija,
tad ta pretg§jo lenku summa ir 180° tapéc <XBAF = 180° — «BEF =

= 180°- (180° — XDEF) = <«DEF.Esamieguvusi, ka ACDF~AABF pé&c pazimes £7.
B C

50. attéls
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PS. Divas rinka Iinijas w4 (ar centru punkta 0;) un w, (ar centru punkta 0,) krustojas punkta
A. Taisne 044 krusto w, punkta B,, bet w; — punkta C;. Taisne 0,4 krusto w; punkta By,
bet w, — punkta C, (skat. 51. att.). Pieradit, ka <B,B;A = %C,C;A.

51. attéls

1. atrisinajums. Ta ka «C;B;{A = «(C,B,A = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz
diametru, tad ap Cetrstiiri B;B,C,C; var apvilkt rinka liniju (skat. 52. att.). Lidz ar to
%B,B,C, = ¥C,(C;B, ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku B,C,. Tatad
¥AB,BA = 2C,CLA.

______

52. attéls

2. atrisinajums. Ta ka «C;B;A = «(C,B,A = 90° (ka ievilktie lenki, kas balstas uz
diametru) un ¥B;AC; = ¥B,AC, (ka krustlenki), tad AAB,C;~AAB,C, péc pazimes £f
By _ ACy

251 = 2% T ka 22 = 2% yn 4B, AB, = <C,AC, ka krustlenki, tad AB;AB,~AC,AC,
AB,  AC, AB,  AC, >3

péc pazimes m¥m. Tatad «<B,B;A = «C,C; A ka atbilstosie lenki Iidzigos trijstiiros.
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P6. Rinka linija w; 1ekS€ji pieskaras rinka linijai w, punkta A. No punkta P, kas atrodas uz

P7.

w,, novilktas hordas PQ un PR, kas pieskaras w; attiecigi punktos X un Y. Pieradit, ka
AQAR = 2xXAY.

Atrisinajums. Ar O apzimgjam rinka linijjas w; centru (skat. 53. att.). Apzim&am
XX0Y = 2a. Ta ka <«OYP = «0XP =90° tad <«<XPY = 360°— 180° — «xX0Y =
= 180° — 2a. levérojam, ka <XAY = %qXOY = % 2a = a kaievilktais un centra lenkis,
kas balstas uz vienu un to pasu loku XY. Ta ka Cetrsturis AQPR ir ievilkts Cetrsturis, tad

Z<QAR = 180° — <QPR = 180° — (180° — 2a) = 2a.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka KQAR = 2xXAY.

53. attéls

Trijsttrt ABC ievilkta rinka linija pieskaras malai AB punkta D, bet malai AC punkta E.
Lenku B un C bisektrises krusto taisni DE attiecigi punktos M un N. Pieradit, ka punkti
B,C,M un N atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Atrisinajums. Ta ka CN un BM ir bisektrises, tad XACN = <¥NCB = a un <ABM =
= AMBC = f (skat. 54. att.). No AABC iegiistam, ka <BAC = 180° — ¥ABC — ¥BCA =
= 180° — 2a — 2p. Ta ka AE = AD ka pieskaru nogriezni, kas vilkti no punkta A4, tad
trijstiris EAD ir vienadsanu un XADE = XAED = a + . Ta ka ¥AEN ir trijstira NEC
argjais lenkis, tad «AEN = XECN + ¥ENC, no kurienes XENC = XAEN — <ECN =
=a+pf—a=p.Taka <MNC = <MBC = [, tad ap Cetrstiiri CMNB var apvilkt rinka
Itniju, tas ir, punkti B, C, M un N atrodas uz vienas rinka linijas.

54, attéls
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P8.
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Saura lenka <BAC iek3pusé atziméts tads punkts P, ka <ABP = <ACP = 90°. Uz
nogriezniem BA un CA atlikti attiecigi punkti D un E ta, ka BD = BP un CP = CE. Punkti
F un G atrodas attiecigi uz nogriezniem AC un AB ta, ka DF L AB un EG L AC. Pieradit,
ka PF = PG.

Atrisinajums. Ta ka PBD ir vienadsanu taisnlenka trijstiiris, tad <GDP = «BDP = 45°
(skat. 55. att.). Lidzigi arfi «XPEC =45° ta ka lenkis «CEG 1ir taisns, tad
IPEG = 90° — <PEC = 45°. Tatad ap Ccetrstiri PGDE var apvilkt rinka [iniju, jo
IPEG = «PDG. Takalenki «GDF un <GEF ir taisni, tad arT ap Cetrstiiri EFGD var apvilkt
rinka liniju. Secinam, ka visi pieci punkti D, G, P, F, E atrodas uz vienas rinka linijas.

Tad «GFP = «GEP = 45° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to paSu loku;
lidzigi «FGP = «FEP = 45°. Tas nozimé¢, ka trijstiris FGP ir vienadsanu taisnlenka
trijstiiris, tapéc FP = PG, kas ar1 bija japierada.

N
F
: <
AN
7A D G B

55. attéls

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“levilkti ¢etrstari”

uU1.

Saurlenku trijstari ABC novilktie augstumi BD un AE krustojas punkta F. Pieradit, ka punkti

E, C, D, F atrodas uz vienas rinka linijas.

U2. Trijstari ABC un CEF ir vienadmalu trijstari (skat. 56. att.). Pieradit, ka BF||AC.

B F

56. attéels
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U3. Uz kvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijstaris AEB. Taisne,
kas vilkta no E caur kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB punkta F un
malu DC - punkta G. Zinams, ka <OEB = <0CG. Pieradit, ka trijsturis AEB ir taisnlenka.

U4. Cetras rinka linijas aréji pieskaras ta, ka paradits 57. att. Pieradit, ka cetrstarim, ko veido rinka

liniju pieskarSanas punkti, var apvilkt rinka liniju.

57. attéls

U5. Izliekta Cetrstarmt ABCD virsotnes savienotas ar patvaligiem malu iekSéjiem punktiem (skat.

58. att.). Vai iespéjams ap katru iekrasoto Cetrstari apvilkt rinka liniju?

B

58. attéls

Vairak par Cetrstiriem un rinka Iiniju skat., piemeram, [5].
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6. Geometriskie parveidojumi

Jau skolas kursa 11. klase [9, 28] ir apskatiti tadi geometriskie parveidojumi ka paraléla parnese,
aksiala simetrija, centrala simetrija, pagrieziens un homotgtija. Saja nodala apskatiti galvenie
fakti, kas saistiti ar geometriskajiem parveidojumiem, ka arT paradits, ka tos lietot geometrijas
uzdevumu risinaSana.

Geometriskie parveidojumi ir funkcijas, kas péc noteikta likuma katram plaknes punktam

piekarto tiesi vienu noteiktu plaknes punktu.

6.1. Aksiala un centrala simetrija

DEFINICIJA Geometrisko parveidojumu, kas katru punktu A attélo par punktu A, ta, ka taisne t ir

nogriezna AA; vidusperpendikuls, sauc par aksialo simetriju pret taisni t.

Taisni t sauc par aksialas simetrijas asi. Lai aksiala simetrija butu uzdota, jabiit uzdotai
simetrijas asij t.

Aksialaja simetrija pret asi t punkts, kas atrodas uz taisnes t, att€lojas sevi. Punkta A aksiali
simetriskais punkts pret taisni t ir A;, jo AA; L t un AO = 0A; (skat. 59. att.).

59. attels

Aksialas simetrijas 1pasibas
o Saglabajas attalumi starp punktiem.
o Aksialaja simetrija jebkuras figiiras attéls ir vienads ar doto figiiru.
o Aksialaja simetrija nekustigie punkti var bt tikai tie punkti, kas atrodas uz simetrijas
ass.
o Jaaksialaja simetrija figiira F' att€lojas par figtru F; un figiiras F punkts P — par figtras
F; punktu P;, tad punktu P un P; geometriska jéga figiras F un F; ir vienada.

(Piem@ram, trijstiira medianu krustpunkts attélojas par medianu krustpunktu.)
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DEFINICIJA Geometrisko parveidojumu, kas katru punktu A attélo par punktu A, ta, ka punkts O

ir nogriezna AA; viduspunkts, sauc par centralo simetriju pret punktu O.

Punktu O sauc par simetrijas centru.
Punkta A centrali simetriskais punkts pret punktu O ir A4, jo AO = OA; un punkti A4, O, A;

atrodas uz vienas taisnes (skat. 60. att.).

@) A,

60. attéls

Centralas simetrijas ipasibas
o Centralaja simetrija jebkuras figtiras attéls ir vienads ar doto figtru.
o Jacentralaja simetrija figtira F att€lojas par F;, tad figiira F; att€lojas par figiiru F.
o Divas péc kartas veiktas simetrijas pret punktu ir paraléla parnese.

o Paral€las parneses un centralas simetrijas kompozicija ir centrala simetrija.

Uzdevumu piemeri

P1. Trijstur1 ABC novilktas bisektrises AA; un BB;. Punkta B; simetriskais punkts attieciba
pret AA; ir punkts C;, un punkta A, simetriskais punkts attieciba pret BB; ar1 ir punkts C;.

Pieradit, ka trijsturis A, B, C; ir regulars.

Atrisinajums. Punkts C; atrodas uz AB, jo bisektrise sadala lenki divas vienadas dalas
(skat. 61. att.).

61. attéls
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P2.

6. Geometriskie parveidojumi

Ievérojam, ka

o ABB{A; = ABB,C; p&c pazimes m¥m, jo BB, — kopiga mala, ¥A;BB; = ¥C;BB;
(pec bisektrises definicijas), 4B = C1B (simetrijas dél);

o AAA,C; = AAA,B; péc pazimes mfm, jo AA; — kopiga mala, ¥A;AB; = <C,AB;
(pec bisektrises definicijas), B;jA = €A (simetrijas dél).

Tatad attiecigi A;B; = B,C; un A; B; = A;C; ka atbilsto$as malas vienados trijstiiros. Lidz

ar to esam ieguvusi, ka A; B; = B,C; = A,C,, tatad trijsttiris A, B, C; ir regulars.

Trijstiirt ABC novilktas medianas AF un CE. Zinams, ka <BAF = ¥BCE = 30°. Pieradit,

ka trijstiiris ABC ir regulars.

Atrisinajums. Ta ka ¥«BAF = «BCE, tad ap Cetrstiiri AEFC var apvilkt rinka liniju, tas
centru apzimé&jam ar O, tad <EOF = 60° ka atbilstosais centra lenkis (skat. 62. att.). So
rinka liniju apzimesim ar w. Ta ka A un B ir simetriski attieciba pret E, tad punkts B atrodas
uz rinka linijai w simetriskas rinka Iinijas w, attieciba pret E. Spriezot analogiski, punkts
B atrodas uz rinka Iinijas w,, kas ir simetriska rinka linijai w attieciba pret punktu F. Ta
ka trijstiris EOF ir regulars, tad rinka liniju w, w4, w, centri veido regularu trijstiiri
00,0,, kura malas garums ir 2R, kur R ir So rinka liniju radiusi. Tapéc rinka linjjam w4
un w-, ir tikai viens kopigs punkts B un X<EBF = 60°, tas nozim¢&, ka AEBF ir regulars.
Tatad <AFB = <CEB = 90°, jo péc dota <BAF = ¥BCE = 30°. Esam pieradijusi, ka AF
ir mediana un augstums, tatad ta ir ar1 bisektrise un KCAB = 60°, lidz ar to trijstiiris ABC

ir regulars.

A
VAVA
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Paralelograma ABCD malu BC un CD viduspunkti attiecigi ir K un M. Aprekinat AD
garumu, ja AK = 6, AM = 3 un <KAM = 60°.

Atrisinajums. Novelkam KM, BD un ar E apzim&am BD un AM krustpunktu (skat.
63. att.). Uz stara AM atliekam tadu punktu A’, ka A'M = AM = 3 (centrali simetriskais
punkts), tad A’AK ir vienadmalu trijstiris, jo tas ir vienadsanu trijsturis, kura virsotnes
lenkis ir 60°, tatad abi pamata pielenki ar1 ir 60°. Tapéc ta mediana KM ir ar1 augstums,
tatad *xKMA = 90°. P&c Pitagora teorémas iegiistam, ka KM = 3+/3.

i

63. attéls
Nogrieznis KM ir trijstiira BCD viduslinija, tapéc BD = 2KM = 6+/3 un <MEB = 90°.
Ta ka <MED = <AEB ka krustlenki un <EMD = ¥EAB ka ieksgjie skérslenki pie

paralélam taisném, tad AMED~AAEB péc pazimes ¥ un ME_ED_MD l, no ka
AE  EB  AB 2

ieglistam, ka ED = %BD = 2V/3un AE = gAM = 2.

P&c Pitagora teorémas AAED iegiistam, ka AD = VAE2 + ED2 =4+ 12 = 4.

Saurlenku trijstiira ABC ievilktas rinka Iinijas centrs ir I, bet ta augstumu krustpunkts ir H.
Trijstirim BCI apvilkta rinka Iinija krusto malu AB punkta P (kas nesakrit ar B).
Perpendikula, kas no H vilkts pret Al, pamats ir K, savukart Q ir punkta P simetriskais

punkts attieciba pret K. Pieradit, ka punkti B, H un Q atrodas uz vienas taisnes.

Atrisinajums. Ar H' apzim&sim punkta H simetrisko punktu attieciba pret K; ar ¢

apzimé&sim taisni, kas iet caur H' un ir perpendikulara taisnei AC (skat. 64. att.).

64. attéls
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Apskatam simetriju attieciba pret punktu K; §1 simetrija attélo

1) punktu Q par punktu P saskana ar doto;

2) punktu H par punktu H' saskana ar H' izvéli;

3) taisni BH par taisni €, jo BH att€lam jabiit paral€élam sakotnéjai taisnei BH un jaiet

caur punkta H attelu H'.

Apskatam simetriju attieciba pret taisni Al; §1 simetrija att€lo

1) punktu P par punktu C, jo trijstiris ACP ir vienadsanu un Al ir ta bisektrise (lai
pieraditu, ka trijstiiris ir vienadsanu, pietiek pamatot lenku </CP un «/PC vienadibu,
kas izriet no ievilkto lenku vienadibam, kuri balstas uz vienu loku: «ICP = «IBP,
«IPC = «IBC, un no ta, ka Bl ir bisektrise, iegtistam, ka <IBP = XIBC();

2) punktu H' par punktu H, jo KH L Al péc dota un KH = KH' saskana ar H' izvéli;

3) taisni € par taisni CH, jo ¢ attélam jaiet caur H' attélu H un jabiit perpendikularam

taisnei AB (kas ir simetriska taisnei AC pret taisni Al).

Tad abu simetriju kompozicija att€lo

1) punktu Q vispirms par P, péc tam par C;

2) taisni BH vispirms par taisni £, péc tam par taisni CH.

Tatad abu simetriju kompozicija att€lo punktus Q, B un H par punktiem, kas atrodas uz

vienas taisnes CH. Ta ka simetrijas nemaina punktu kolinearitati, tad arT sakotn&ji punkti

Q, B un H atradas uz vienas taisnes.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Aksiala un centrala simetrija”

uU1.

v2.

Pieradit, ka jebkuru trijstari a) ar trim, b) ar diviem nogriezniem var sadalit tris dalas ta, ka
katrai no dalam ir simetrijas ass.
Uz paralelograma ABCD malam AB, BC, CD, DA izvéléti attiecigi punkti A;, B;, C;, D; ta, ka

ari A;B,C, D; ir paralelograms. Pieradit, ka abu paralelogramu centri sakrit.
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6.2. Paraléla parnese

DEFINICIJA Geometrisko parveidojumu, kas katru punktu parvieto viena un taja pasa virziena par

vienu un to pasu attalumu, sauc par paralélo parnesi.

Paral€lo parnesi nosaka vektors, pa kuru So parnesi izdara. Lai veiktu paral€lo parnesi, ir jazina
virziens un attalums.

Trijsturis A, B;C; ir trijstura ABC attéls paral€laja parnese par vektoru d (skat. 65. att.), turklat
AA{||BB4]|CCy]|d un AA, = BB, = CC; = |d|.

By

C
65. attéls

Paralelas parneses 1pasibas
o Paralélaja parnesé figtras attéls ir vienads ar doto figtru.
o Paralélaja parnesg taisne att€lojas sevi vai par sev paral€lu taisni.
o Japaralélaja parnesé figura F att€lojas par figiiru F; un figiiras F punkts P — par figtras
F; punktu P;, tad punktu P un P; geometriska jéga figliras F un F; ir vienada.
o Paralélo parneSu kompozicija par vektoriem d un b ir paralela parnese par
vektoru d + b.

Paraleélo parnesi lieto uzdevumos, kuros figliras vai tas dalu tuvinaSana vai attalinasana

vienkarso risinajumu.

Uzdevumu piemeri

P1. Polinoms P(x), kura visi koeficienti ir veseli skaitli, piecam veselam x veértibam pienem
vertibu 2000. Pieradit, ka nav tadas veselas x vertibas, ar kuru dotais polinoms pienem
vertibu 2014.

Atrisinajums. Apzim€jam F(x) = P(x) — 2000 (tas ir, apskatam funkciju, kas paraléli

parnesta 2000 vienibas uz leju). Tada gadijuma a, b, c, d, e ir polinoma F(x) saknes un
Fx)=(x—a)(x—Db)(x—c)(x —d)(x —e)R(x).
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Ja P(n)=2014,tad Fn) =14 =Mnm—-a)(n—b)(n—c)(n—d)(n —e)R(n). Esam
ieguvusi, ka skaitlis 14 ir uzrakstits ka vismaz piecu dazadu veselu skaitlu reizinajums.
legiita pretruna, jo 14 =1-2 -7 vai 14 = 1 - 14. Tatad nav tadas veselas x veértibas, ar

kuru dotais polinoms pienem vértibu 2014.

Paralelograma ABCD iekSpus€ atrodas punkts M. Ir zinams, ka <AMB + <CMD = 180°.
Pieradit, ka «CBM = <CDM.

Atrisinajums. Paralelogramu ABCD paraléli parnesisim par vektoru BC (skat. 66. att.).
Ta ka «<DM;C = XAMB ka atbilstoSie elementi vienados paralelogramos un péc dota
XAMB + <CMD = 180°, tad <CM;D + «CMD = 180°.

Tatad ap Cetrsturi MCM, D var apvilkt rinka liniju, jo ta pretgjo lenku summa ir 180°.
Tatad «CDM = «CM; M ka ievilkti lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ko savelk
horda MC.

Ievérojam, ka BCM; M ir paralelograms, jo ta pret€jas malas BM un C M, ir vienada garuma
un paralélas péc konstrukcijas. Ta ka paralelograma pretgjie lenki ir vienadi, tad
ACM;M = «<CBM.

Tatad esam ieguvusi, ka <CDM = <CMM = <CBM jeb <CDM = CBM, un prasitais ir

pieradits.

Trapeces ABCD pamatiir AD un BC. Trapeces lenku A un B bisektrises krustojas punkta M,
bet lenku C un D bisektrises — punkta N. Pieradit, ka |AB + CD — BC — AD| = 2MN.

Atrisinajums. Trijstiri ABM paral€li parnesam par vektoru W, tas att€lojas par trijstiiri
A1B1N (skat. 67. att.). Esam ieguvusi Cetrstiiri A; B;CD, kura bisektrises krustojas punkta
N, tapec taja var ievilkt rinka Itniju. Ta ka apvilkta Cetrstiira pret€jo malu garumu summas
ir vienadas, tad B;C + A;D = A{B; + CD jeb B;C + A;D = AB + CD. Ta ka trijstiris
tika paral€li parnests par W, tad iegistam BC — MN + AD — MN = AB + CD (vai
ari BC + MN + AD + MN = AB + (D, ja MN vérsts pretgja virziena). Tatad esam
pieradijusi, ka |AB + CD — BC — AD| = 2MN.

B C

M My

66. attéls 67. attéls
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P4. No paralelograma ABCD virsotnes B novilkti augstumi BK un BM. Zinams, ka KM = a

un BD = b. Aprekinat attalumu no virsotnes B lidz trijstira BKM augstumu krustpunktam.

Atrisinajums. Trijstira BKM augstumu krustpunktu apzim&jam ar H. Ta ka MH||AD un
KH||CD, tad HMDK ir paralelograms, tapéc paral€laja parnes€ par vektoru HM punkts K
attelojas par D, bet B — par P (skat. 68. att.).

Cetrstiiris BPDK ir taisnstiris, tapéc KP = BD = b. Taka BH L KM, tad PM 1L KM un
PM = BH. Péc Pitagora teorémas taisnlenka trijstirt KPM aprékinam PM = VbZ —az.
Lidz ar to attalums no virsotnes B lidz trijstira BKM augstumu krustpunktam ir VbZ — a2.

By L c
y
A e D
68. attéls

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Paraléla parnese”

U1. Atrisinat nevienadibu |||x — 2| — 3| = 7| < 5.

U2. Paralelograma ABCD iekSpusé atziméts punkts P ta, ka «<PAB = «PCB. Pieradit, ka
<PBC = <PDC.

U3. Pieradit, ka katru izliektu ¢etrsturi var sagriezt piecas dalas, no kuram iespéjams izveidot divus
paralelogramus ta, ka nekadas divas dalas neparklajas.

6.3. Pagrieziens

DEFINICIJA Geometrisku parveidojumu sauc par pagriezienu par lenki a ap punktu 0, ja katrs
plaknes punkts A attélojas par tadu punktu A;, ka OA = 0A; un XA0A4; = «.

Punktu O sauc par pagrieziena centru, lenki a — par pagrieziena lenki.

Lai veiktu pagriezienu, ir jazina pagrieziena centrs (punkts) un lenkis. Pagriezienu var veikt
gan pozitiva virziena (pret€ji pulkstenraditaju kustibas virzienam), gan negativa
(pulkstenraditaju kustibas virziena). Piem&ram, 69. att. punkta A att€ls pagrieziena ap punktu
O par lenki a; > 0 ir punkts A, bet punkta A att€ls pagrieziena ap punktu O par lenki a, < 0
ir punkts 4,.
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69. attéls

Pagrieziena ipasibas

o Pagrieziena jebkuras figtras att€ls ir vienads ar doto figiiru.

o Japagrieziena lenkis ir 180° vai —180°, tad pagrieziens atbilst centralajai simetrijai.

o Ja pagrieziena lenkis ir 360° vai —360°, tad figira att€lojas sevi neatkarigi no
pagrieziena centra.

o Ja pagrieziena ap punktu O par lenki a figtira F att€lojas par figiiru F; un figtras F
punkts P — par figiiras F; punktu P;, tad punktu P un P; geometriska jéga figtiras F un
F; ir vienada.

Uzdevumu piemeri

P1. Uz kvadrata ABCD malam BC un CD attiecigi atlikti punkti M un N ta, ka
AN = DN + BM. Pieradit, ka AM ir <BAN bisektrise.

Atrisinajums. Veicam pagriezienu ap punktu A par 90° (skat. 70. att.). Saja pagrieziena
virsotne B att€lojas par virsotni D, punkts M — par M;; BM attélojas par DM,. legiistam,
ka DN+ BM = DN + DM; = AN = NM,. Tatad trijstiris ANM,; ir vienadsanu.
Apzim&jam <BAM = a, tad no trijstiira ABM iegiist, ka *<BMA = 90° — a. levérojam, ka
IDMA = «<BMA = 90° — «a péc konstrukcijas. Ta ka trijsturis ANM; ir vienadsanu, tad
art INAM,; = 90° — a. leveérojam, ka <KMAM; = 90° ka lenkis starp atbilstoSam taisném
pagrieziena. Lidz ar to KMAN = <MAM; — <BAM = 90° — (90° — a) = a. Tatad AM
ir KBAN bisektrise.

B A

70. attéls
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P2. Uz nogriezna AC atlikts patvaligs punkts B. Dazadas pusés no AC konstruéti regulari
trijstiiri ABD un ACE. Punkti M un N ir attiecigi nogrieznu DC un BE viduspunkti.
Pieradit, ka trijstiiris AMN ir regulars.

Atrisinajums. Aplikojam pagriezienu ap punktu A par 60° pulkstenraditaju kustibas
virziena. Tada gadijuma punkts D att€lojas par B, bet C — par E un DC — par BE (skat.
71. att.). Ta ka punkts M ir DC viduspunkts, tad tas att€lojas par BE viduspunktu N, lidz
arto AM = AN un <MAN = 60°. Tatad trijsttiris AMN ir regulars.

71. attéls

P3. Dots regulars trijstaris ABC. Atrast punkta M geometrisko vietu trijstura iekSpusé ta, lai
MA? = MB? + MC?.

Atrisinajums. Aplikojam pagriezienu ap punktu A par 60° pulkstenraditaju kustibas
virziena, kas virsotni B attélo par C. Saja pagrieziena punkts M attglojas par punktu M;,
bet C — par kadu punktu D (skat. 72. att.). Vienadiba MA* = MB? + MC? ir ekvivalenta
vienadibai M; A% = M;C? + MC?. Trijsttiris AM M, ir regulars, tapec MA = M;A = M\M
un MM? = M;C*+ MC?. Tad «MCM,; =90° péc Pitagora teorémai apgrieztas
teorémas. Lidz ar to <MBC + <MCB = «<M,;CD + ¥MCB = 120° — 90° = 30° un
<CMB = 180° — 30° = 150°.

Tatad punkta M geometriska vieta trijstira iekSpusg ir rinka Iinijas loks, no kura nogrieznis
BC ir redzams 150° gradu liela lenki.

72. attéls
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UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Pagrieziens”

U1. Dots, ka ABCD ir kvadrats un E ir malas AB ieksé€jais punkts. Nogriezni AC un DE krustojas
punkta P. Perpendikuls, kas no P vilkts pret DE, krusto malu BC punkta F. Pieradit, ka
EF = AE + FC.
U2. Dotsrombs ABCD, kuram <BAD = 60°. Taisne krusto romba malas AB un BC punktos M un
N ta, ka BM + BN = AB. Pieradit, ka trijstaris DMN ir regulars.

6.4. Homotétija

DEFINICIJA Par homotétiju ar centru O un koeficientu k sauc tadu geometrisku parveidojumu,
kura katrs punkts A attélojas par tadu punktu A;, ka 0A4; = kOA4, kur k # 0.

Lai buitu uzdota homotgtija, jabiit uzdotam homotgtijas centram un homotgtijas koeficientam.

Homotgtijas ipasibas

o Homotetija ir lidzibas parveidojums, tas ir, homotétija att€lo figtru par tai lidzigu
figuru.

o Homotetiju kompozicija ar koeficientiem k; un k, un kopigu centru O ir homotgtija ar
koeficientu k; - k, un to pasu centru O.

o Homotetija ar koeficientu k = —1 ir centrala simetrija, kuras centrs ir homotg&tijas
centrs O.
Ja k < 0, tad homotgtijas punkti A un A, atrodas uz pretgjiem stariem OA un OA;.
Ja homotgtija ar koeficientu k punktu A un B atteli ir punkti A; un B, tad atbilstoSie
nogriezni ir proporcionali A; By = k - AB un paraléli AB||A{B; (skat. 73. att.).

o Jebkuras divas rinka Iinijas ir savstarpgji homotgtiskas.

Ay

0 B B,y

73. attéls
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o Homotetija rinka liniju parveido par rinka Iiniju; abu rinka Iiniju kopigas pieskares iet
caur vienu vai otru iesp€jamo homotétijas centru. Homotgetijas centrs ir 0; vai O,
atkariba no ta, vai k > 0 vai k < 0 (skat. 74. att.).

74. attéls

o Jatris punkti O, A, B atrodas uz vienas taisnes, tad eksist€ homotgetija ar centru punkta

0, kas punktu A att€lo par B.
o Ja homotgtija ar centru O un koeficientu k figiira F att€lojas par figtiru F; un figiiras F

punkts P — par figiiras F; punktu P;, tad punktu P un P; geometriska jéga figiiras F un

F; ir vienada.

Uzdevumu piemeri

P1. Kvadrata ABCD iekSpusé atlikts patvaligs punkts M. Pieradit, ka trijstiru AMB, BMC,
CMD, DMA medianu krustpunkti ir kada kvadrata virsotnes.

Atrisinajums. Ar A4, B, C;, D; apzim&jam attiecigi malu AB, BC, CD, DA viduspunktus,
un trijstirtu AMB, BMC, CMD, DMA medianu krustpunktu apzimésim attiecigi ar 0, O,
03, 0, (skat. 75. att.).

Cetrstiiris 0; 0,030, ir homotgtisks Setrstirim A; B, C;D; ar homotétijas centru punkta M

. 2 . . _ — . — . .
un koeficientu 3 Jo medianas krustpunkta dalas attieciba 2 : 1, skaitot no virsotnes.

Cetrstiiris A; B;C; D; ir kvadrats, tatad arf 0,0,030, ir kvadrats.

B
B o C
10y
XU
BIOD 4D R
[ 1 >
Ay A Cy
'
A - D
D,

75. attéls
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P2. Trijsturt ABC ievilktas rinka linijas centrs ir O. Nogriezni OA, OB, OC krusto So rinka

. L - AB __BC _AC . _ . e .
Iiniju attiecigi punktos D, E, F. Zinams, ka I T T Pieradit, ka trijstiiris ABC ir

regulars.

1. atrisinajums. Punkts O ir trijstirim DEF apvilktas rinka linijas centrs, kas ir

vidusperpendikulu krustpunkts. Ta ka g = g = %, tad trijstiri ABC un DEF ir

homotgtiski ar homotétijas centru O. Tatad trijstir1 DEF ievilktas rinka linijas centrs
ari ir 0. Ta ka trijstira DEF bisektriSu krustpunkts sakrit ar vidusperpendikulu

krustpunktu, tad tas ir regulars trijstiiris. L1dz ar to arf trijsttris ABC ir regulars.

76. attéls

2. atrisinajums. Punkts O ir trijstira ABC bisektriSu krustpunkts (skat. 76. att.).
Apzim&jam ¥BAC = 2a, ¥ABC = 2 un XACB = 2y. Tad «<DOF = 180°—a —y un
X0DF = «DFO = %(a +7vy), jo AODF ir vienadsanu. Lidzigi iegustam, ka
SEDO = <DEO = (a + ) un S0EF = 0FE = 2 (B +7).

Tatad ADEF ickigjo lenku liclumi ir <EDF = a + 2 (B +), <DEF = +(a +7),

XEFD =y + %(a + f). Izmantojot, ka a + f +y = 90°, iegistam XEDF = %+ 45°,

DEF =2 4+ 45° un <EFD =Y+ 45° Ta ka 22 =25 =2% (ad AABC~ADEF pac
2 2 DE EF DF

pazimes mmm un atbilstoSie trijstiru lenki ir vienadi, tas ir, 2a = % + 45°,
2p =§+45° un 2y =§+45°. Tatad a = f =y = 30° jeb 2a = 2 = 2y = 60° un
AABC ir regulars.
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Dots, ka ABCD — paralelograms. Rinka linijjas w; un w, atrodas ta iekSpusé un argji
pieskaras viena otrai punkta M; bez tam w, pieskaras AB un AD, bet w, pieskaras CB un

CD. Pieradit, ka punkti A, M un C atrodas uz vienas taisnes.

Atrisinajums. Apskatam homotetiju ar centru punkta M, kura w, attélojas par w, (skat.
77. att.). Ta ka homotgtija pieskare att€lojas par pieskari, tad taisne AB att€lojas par taisni
CD un taisne AD att€lojas par taisni CB. Tapéc ar1 So taiSnu krustpunkti att€lojas viens par

otru, tas ir, A att€lojas par C. Bet tad punkti A, M un C atrodas uz vienas taisnes.

B - C

77. attéls

Divas vienadas rinka Itnijas w; un w, iek§g€ji pieskaras treSajai rinka linijai w5 attiecigi
punktos A un B. Caur w3 brivi izraudzitu punktu M novilktas taisnes MA un MB, kuras
krusto w; un w, attiecigi punktos C un D. Pieradit, ka AB||CD.

Atrisinajums. Rinka linijas w5 diametrs KL, kas ir perpendikulars taisnei, kura savieno
w4 un w, centrus, ir visas figliras simetrijas ass. Tatad punkti A un B arT ir simetriski pret
So diametru (skat. 78. att.).

K
e B
Ci
w3
M [ M
78. attéls

Punkts M, ir punkta M simetriskais punkts attieciba pret taisni KL.

Nogriezni BM; un AM ir simetriski pret KL, un nogrieznis BM; krusto rinka Itniju w,
punkta C,;, kas ir simetrisks punktam C. Taisnes MM; un CC; ir perpendikularas pret
simetrijas asi KL, tapec MM, ||CC;.
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Pieradisim, ka punkti C, Cy, D atrodas uz vienas taisnes. Aplukojam homotetiju ar centru
punkta B. Saja homotgtija punkts C; attglojas par M; un punkts D — par M, tatad w,, kas
apvilkta ap BC; D att€lojas par rinka liniju w3, kas apvilkta ap BM; M. Tatad MM, ||C;D.
Lidz ar to punkti C, C; un D atrodas uz vienas taisnes, tapéc CD||M M, ||AB.

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM
“Homotétija”

U1. Divas rinka linijas iek3éji pieskaras punkta M. Taisne t krusto tas punktos A,B,C,D (skat.
79. att.). Pieradit, ka xAMB = <CMD.

79. attéls

U2. Dots izliekts cetrstaris ABCD, kura laukums ir S. Ta iekSpusé atlikts patvaligs punkts O.
Aprékinat laukumu ¢etrstarim, kura virsotnes ir punkta O simetriskie punkti attieciba pret
dota cetrsttra malu viduspunktiem.

U3. Uz trapeces ABCD pamatiem AB un CD aréji konstruéti vienadsanu trijstiri ABM un CDN.
Pieradit, ka taisne M N iet caur trapeces diagonalu krustpunktu.

U4. Saurlenku trijstari ABC ievilkta rinka linija pieskaras ta malam AB, BC, CA attiecigi punktos C;,
A; un By No nogrieznu A, By, B, C;, C1A; viduspunktiem vilkti perpendikuli attiecigi pret AB,
BC, CA. Pieradit, ka Sie perpendikuli krustojas viena punkta.

Vairak par geometriskajiem parveidojumiem skat., pieméram, [22, 24, 35].
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7. Geometriskas nevienadibas

Trijstira nevienadiba. Trijstlra katras malas garums ir mazaks neka abu paréjo malu garumu

summa.

Trijstiira nevienadiba balstas uz apgalvojumu, ka lauztas Iinijas garums ir lielaks neka attalums
starp tas galapunktiem.

Ir speka arT trijstiira nevienadibai apgrieztais apgalvojums.

TEOREMA Ja tris nogriezni ir tadi, ka katra garums ir mazaks neka abu paréjo nogrieznu garumu

summa, tad var uzzimét trijstari, kura malas ir attiecigi vienadas ar Siem nogriezniem.

Dazreiz ir noderigs fakts, ka trijstirt pret garako malu atrodas lielakais lenkis un pret 1sako

malu — mazakais lenkis.

Uzdevumu piemeéri

P1. Pieradit Cetrstiira nevienadibu: izliekta Cetrstira diagonalu summa ir lielaka neka jebkuru

divu pret€jo malu garumu summa.

Atrisinajums. Ta ka cetrsturis ir izliekts, tad ta diagonales krustojas, to krustpunktu
apzimé&jam ar O (skat. 80. att.). P&c trijstiira nevienadibas trijstiirt AOB un DOC iegilistam:
AO + OB > AB,;

CO+ 0D > CD.

Saskaitot iegiitas nevienadibas, iegiistam A0 + OB + CO + OD > AB + CD.
Ta ka AO +0C = AC un BO + OD = BD, tad AC + BD > AB + CD, kas ar1 bija

japierada.
C

80. attéls

P2. Pieradit, ka trijstira medianas garums ir mazaks neka puse no to malu garumu summas,

starp kuram atrodas $1 mediana.
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Atrisinajums. Apskatam trijstiri ABC un medianu AD. Tatad japierada, ka
AD < %(AB + AC). Novelkam t||AB un s||AC. Tai$nu s un t krustpunktu apzim&jam ar

K (skat. 81. att.). Cetrstiris ACKB ir paralelograms, jo ta malas ir pa pariem paralélas.
Paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusém, tapec AK iet caur BC viduspunktu

D. No trijstiira nevienadibas trijstirt ACK izriet, ka AK < AC + CK.

Taka AK = 2AD un CK = AB, tad iegiistam 24D < AB + AC jeb AD < g(AB + AC).

81. attéls

Dots patvaligs trijstiiris ABC, ar m,, m;,, m, apzimétas $1 trijstira medianas attiecigi no
) D 3
virsotnes A, B, C. Pieradit, ka Pygr > m, + my, + m, > ZPABC-

Atrisinajums. Ar M apzim&jam medianu krustpunktu (skat. 82. att.). No medianas
ipasibas izriet, ka
AM =Zmg un MD = ~my;
BM =2m, un ME = 2m,;
3 3

CM =Zm; un MF = -m,.

A
I 1)
B D C
82. attéls

Izmantojot trijstiira nevienadibu, ieglistam:
BM + MC > BC jeb=my, +=m, > a;
AM + MC > AC jeb=mg +=m, > b;

AM + MB > AB jeb=m, +=my > c.
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Saskaitam iegiitas nevienadibas:
4 . 3
E(ma+mb +m.)>a+b+c jeb my+my+m, >~ Pypc-
Ta ka trijstiira medianas garums ir mazaks neka puse no to malu garumu summas, starp

kuram atrodas §1 mediana (skat. P2. pieméru), tad ieglstam m, < %(b + ¢),
my < %(a +c)unm, < %(b + ¢). Saskaitam iegiitas nevienadibas:
mg+my+m.<a+b+c=Pyp.

- e 3
Lidz ar to esam pieradijusi, ka Pygc > m, + my, + m, > ZPABC-

Trijstura malu garumi ir a, b, ¢; medianu garumi m,, m;,, m. un apvilktas rinka Iinijas
radiuss ir R. Pieradit, ka ab + bc + ca < 2R(m, + my, + m,).

Atrisinajums. TrijstiirT pret malam a, b, ¢ vilktos augstumus apzim&jam attiecigi ar h,
hy, he. Aprekinam dota trijstiira laukumu vairakos atskirigos veidos:
abc ah, bh, ch,
SA = = = = —_
4R 2 2 2

No §1im vienadibam iegiistam, ka ab = 2Rh., bc = 2Rh, un ac = 2Rh,,. Saskaitot iegiitas

vienadibas, iegiistam ab + bc + ca = 2R(h, + hy, + h,).
Ta ka augstums ir 1sakais nogrieznis no trijstiira virsotnes lidz pretgjai malai, tad
hqg + hy + he < my + my + m.. Lidz ar to esam ieguvusi, ka

ab + bc + ca < 2R(my, + my, + m,).

Viena rinka linija ievilkts regulars devinstiris un regulars trijstiiris. Kas ir lielaks — dota

devinstira malu kvadratu summa vai dota trijstira malu kvadratu summa?

Atrisinajums. Apskatam trijstiira malu AB un tris sekojoSas devinsttira malas AK, KL, LB
(skat. 83. att.). Ievérojam, ka trijstiiri AKL un ALB ir platlenka, jo balstas uz lokiem, kas ir
lielaki neka 180°. No kosinusu teorémas AALB iegiistam

AL? + LB? — 2AL * LB - cos <ALB = AB>.
Ta ka <ALB ir plats, tad cos XALB < 0 un —2AL - LB - cos <ALB > 0. Tatad iegiistam
novertgjumu:

AL? + LB? < AB%.

Analogiski, izmantojot kosinusu teorému trijstiri AKL, ieglistam

AK? + KI1? < Al
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P&dgjas nevienadibas abam pusém pieskaitot LB? un izmantojot novértéjumu no AALB,
iegiistam

AK? + KI? + LB? < AL*> + LB? < AB>.
Esam ieguvusi, ka regulara devinstira tris malu kvadratu summa ir mazaka neka trisstiira
vienas malas kvadrats. Tatad dota trijstiira malu kvadratu summa ir lielaka neka devinstiira

malu kvadratu summa.

83. attéls

Dots trijstiiris ar malu garumiem a, b, c. Pieradit, ka a® + b? + c? > 4+/35,.
Atrisinajums. Ievérojam, ka pieradama nevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai
st e
43
P&c Herona formulas
Si=VP - -bp - =pJ@-a)@-b{E-o.

Izmantojot nevienadibu starp vid€jo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko, noveértéjam

reizinajumu (p —a)(p — b)(p — ¢):

- -bp-o <Z

—at+p—b+p—c
3 )
3p—(a+b+c) 3_(3p—2p>3_p3
3 B 3 27

(p—a)(p—b)(p—c)s<

Lidz ar to esam ieguvusi, ka

5a <P p® p®> (a+b+c)?
SV 27 T3 123

Lai biitu pieradits prasitais, japierada, ka

(a+ b +c)?

3 < a® + b? + c2.
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Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a® + b% + c? + 2ab + 2ac + 2bc < 3a® + 3b? + 3¢%;
2a® 4 2b? + 2¢? — 2ab — 2ac — 2bc = 0;
a’ —2ab + b?> + a®> — 2ac + c?> + b? — 2bc + c? > 0;
(a=b)?+(a—-c)>+(b-c)=>0.
Iegiita patiesa nevienadiba, tatad ir speka novertejums

a+b+c)?
Chihah < a®+b* + 2
3
Lidz ar to esam pieradijusi prasito:
(a+ b+ c)? <a2+b2+c2

S, < <
A 123 43

(a+b+c)?

Piezime. Nevienadibas < a? 4+ b? + ¢? patiesums uzreiz izriet no nevienadibas,

kas saista nenegativu skaitlu x4, ..., x,, vid€jo aritmétisko un vid&jo kvadratisko:

x1 + "'+xn

n

UZDEVUMI PATSTAVIGAJAM DARBAM

“Geometriskas nevienadibas”

U1. Dots izliekts 2020-stlris A; A, As... Asgz0- Uz ta malam A A4,, A3As, ..., Azp19420200 A202041
attiecigi nemti So malu viduspunkti By, B, ..., Bygz0. Pieradit, ka 2020-stura By B, B3... B,g20
perimetrs ir mazaks neka 2020-stlra A; A, As... A, pPerimetrs.

U2. Kadas vértibas var pienemt katrs trijstara ABC lenkis, ja <A < 4B < «(C?

U3. lIzliekta cetrstiri ABCD punkts M ir malas BC viduspunkts un punkts N ir malas CD

viduspunkts. Pieradit, ka Sypn < %SABCD.

Vairak par geometriskam nevienadibam skat., pieméram, [2, 26, 33].
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Patstavigo darbu uzdevumu atrisinajumi

Nevienadibas vienas puses vai abu pusu sadalisana reizinatajos
Pieradit, ka pozitiviem skaitliem x un y ir speka nevienadiba
xby + xy® > x5y? + x2y°,
Atrisinajums. Nevienadibas abas puses izdalot ar xy > 0, iegilistam ekvivalentu
nevienadibu
x® +y° > xty + xy*.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x>+ y5 —xty —xy* > 0;
=) =yt —y) 2 0;
(x* =y —-y)=0;
(2 =y +yHx—y) 2 0;
= +E2+yHx—y) =0
(x=»?(x +y)(x* +y?) 2 0.

Pedgjas nevienadibas pirmais reizinatajs ir nenegativs, jo tas ir kvadrats; pargjie divi
reizinataji ir pozitivi, jo péc dota x un y ir pozitivi skaitli. Tatad reizinajums ari ir
nenegativs. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi un iegiita patiesa nevienadiba, tad

ar1 dota nevienadiba ir patiesa.

Pieradit, ka x* + y* = x3y + xy3 visiem realiem skaitliem x un y.

Atrisinajums. Parveidojam pieradamo nevienadibu:
x*—x3y+y*—xy3>0;
Bax—y) -y x—y) =0,

(x—=»E°-y3) =0.
P&dgja nevienadiba ir patiesa, jo ir iesp&jami 3 gadijumi:
o jax >y, tad x® > y3, joy = x3 ir augosa funkcija, un abas iekavas ir pozitivas (divu

pozitivu skaitlu reizinajums ir pozitivs skaitlis);

o jax <y,tad x® < y3 un abas iekavas ir negativas;
o jax=y,tad (x —y)(x3> —y3) =0.
Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ar dota nevienadiba ir patiesa, kas arT bija

japierada.
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8.2. Nevienadibas pastiprinasanas metode
Ul. Salidzinat skaitlus 3111 un 1714,

Atrisinajums. Izmantojot pakapju 1pasibas un noveértésanu, ieglistam
17 > 1614 = 256 > 255 = 3211 > 3111,

U2. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c ir speka nevienadiba
1 1 1 3
a+b+a+c+b+c>a+b+c'
Atrisinajums. Novértgjot nevienadibas kreisas puses saskaitamos, iegtistam

1 N 1 N 1 S 1 N 1 4 1 _ 3
a+b a+c b+c a+b+c a+c+b b+c+a a+b+c

e b e . I
U3. Kada ir izteiksmes ﬁ t— mazaka vertiba, ja a un b ir naturali skaitli?

Atrisinajums. Izteiksmes minimala veértiba ir 1, ko iegiist, jaa = b = 1. Vel japierada, ka
izteiksmes vertiba nevar biit mazaka. Simetrijas d€l var pienemt, ka b > a > 1. Tad

a b a b 1 b 1+b
+ > + > + = =
b+1 a+1 b+1 b+1 b+1 b+1 b+1

U4. Dots,kaa>b >c > 0una+ b + c < 1. Pieradit nevienadibu a? + 3b? + 5¢? < 1.
Atrisinajums. Nemot véra nosacljumu a = b = ¢ > 0, novért§jam pieradamas nevie-
nadibas kreisas puses izteiksmi:

a?+3b% +5c¢? =a®+ b* +c* 4+ 2b* + 2¢* + 2¢% <
<a?+b?+c?+2ab+2bc+2ac=(a+b+c)?=1.

8.3. Pilno kvadratu atdalisana

Ul. a) Vai noteikti visiem realiem skaitliem x izpildas 3x2 —0,25x + 0,005 > 0?
b) Vai noteikti visiem realiem skaitliem x izpildas 9x2 + 12x + 5 > 0?
Atrisinajums
a) Ng, dota nevienadiba neizpildas visiem realiem skaitliem x, pieméram, ja x = %, tad

2 2.2 4L =0.TakaOnav lielaka ka 0, tad dota nevienadiba neizpildas.
400 4 20 200

b) Ekvivalenti parveidojam dotas nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
Ox2 +12x+5=9x2+12x+4+1=3x)>+2-3x-2+22+1=CBx+2)*> + 1.
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Izteiksme (3x +2)2+ 1> 0, jo skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs, un, tam
pieskaitot 1, iegust pozitivu skaitli. Lidz ar to esam pieradijusi, ka visiem realiem
skaitliem x izpildas 9x% + 12x + 5 > 0.

Piezime. Risinajuma var apskatit ar1 kvadrattrinoma diskriminanta izteiksmi un izdarit

secinajumus par kvadratfunkcijas grafika novietojumu attieciba pret x asi.

Pieradit, ka a? + b? +% >a+b.
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto nevienadibu:
‘-a+ . +b*—-b+ LS 0
a‘—a+- — -2>0;
4 4
2 2

-3 (-3 20

Skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs, un divu nenegativu skaitlu summa ir nenegativs
skaitlis, tatad p&€deja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad

ar1 dota nevienadiba ir patiesa.

Pieradit, ka 9x? — 12xy + 20y? + 8y + 4 > 0 visam realam x un y vértibam.

Atrisinajums. Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiistam
9x2 —12xy + 20y% + 8y + 4 = (9x% — 12xy + 4y?) + (16y* + 8y + 1) + 3 =
=0Bx—-2y)*+UAy+1)?2+3>0,
jo (3x — 2y)? + (4y + 1)? = 0 ka realu skaitlu kvadratu summa un 3 > 0.

Pieradit, ka 9x® — x3 + 1 > 0 visiem realiem x.

1. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

(3x%)? 2-33-1+(1)2+35>0-
X e \6) T367
, 1\ 35
(3x —g) +%>0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un % ir pozitivs skaitlis, tad pédéja nevienadiba ir
patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad arT dota nevienadiba ir patiesa
visiem realiem skaitliem x.

2. atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus par-
veidojumus: 18x% —2x3+2 > 0;

x6 —2x3+1+17x°+ 1> 0;
(x3-1)2%2+17x+1>0.
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Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, saskaitamais 17x°® ir nenegativs un skaitlis 1 ir
pozitivs skaitlis, tad ped€ja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti par-

veidojumi, tad arT dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.

US. Pieradit, ka x2 + 2y? + 2xy + y + 1 > 0, ja x, y ir reali skaitli.

Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
2+ 2xy+y)+y>+y+1>0;

(x+y)?2+|y*+2 1+<1>2 +3>0-
YR\ TEe YT )Ty
2

1 3
(x+y)2+(y+z) +7>0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un Z ir pozitivs skaitlis, tad ped&ja nevienadiba ir
patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad arT dota nevienadiba ir patiesa

visiem realiem skaitliem x un y.

U6. Pieradit, ka x* + 2x3y + 2xy3 + y* > 6x?y2, ja x un y ir reali pozitivi skaitli.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
(x* = 2x2y%2 + y*) + 2x3y + 2xy3 — 4x%y? > 0;
(x2 —y2)2 4+ 2xy(x* + y? — 2xy) = 0;
(x?2 —yH)?2 + 2xy(x —y)? = 0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un xy > 0 p€c dota, tad ped&ja nevienadiba ir patiesa.
Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad arT dota nevienadiba ir patiesa visiem

pozitiviem skaitliem x un y.

U7. Pieradit, ka x + y2 + 4 > 2x — 2y — xy, ja x, v ir reali skait]i.

Atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus par-
veidojumus:
2x2% 4+ 2y% 4+ 8 = 4x — 4y — 2xy;
x2+2xy+y?+x2—4x+y*+4y+8=>0;
x4+ +(x?—4x+4)+ @2 +4y+4) =0;
(x+vy)2+(x—-2)+@w+2)2%=0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pe&dgjas nevienadibas kreisaja pus€ ir tris
nenegativu skaitlu summa, kas arT ir nenegativs skaitlis. Tatad ped€ja nevienadiba ir
patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad arT dota nevienadiba ir patiesa

visiem realiem skaitliem x un y.
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8.4. Nevienadiba starp aritmeétisko vidéjo un geometrisko vidéjo
Ul. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem a, b, ¢, d izpildas nevienadiba
a* + b* + c* + d* + a®’b? + b?c? + c2d? + d?a? + a®c? + b?d? > 10abcd.

1. atrisinajums. [zmantojot nevienadibu starp vidgjo aritmétisko un vidgjo geometrisko,

novertéjam dotas nevienadibas kreiso pusi:

a* +b* +c* +d* + a®bh® + b*c® + c*d* + d*a® + a’c* + b*d* 2

> 10 - 10\/a4 b4t -d4-aZb2 - b2c2 - c2d2? - d2q2 - a2¢c? - h2d2? =

=10- 1i/alo + p10. ¢10. 410 = 10 - |abcd| = 10abcd.

2. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

a* + b* + c* + d* — 4abcd + (a?b? — 2abcd + c?d?) +
+ (a?c? — 2abcd + b?d?) + (b?c? — 2abcd + d?a?) = 0;

(a* — 2a?b? + b*) + (c* — 2¢?d? + d*) + (2a*b? + 2¢*d? — 4abcd) +
+ (ab — cd)? + (ac — bd)? + (bc — da)? = 0;
(a? = b?)? + (c¢? —d?)? + 2(ab — cd)? + (ab — cd)? + (ac — bd)? + (bc — da)? > 0.

Ta ka katrs saskaitamais ir nenegativs, tad pe€d€ja nevienadiba ir patiesa un ari dota
nevienadiba ir patiesa.

2
x3y3

U2. Pieradit, ka x® + y® + —4>0,jax>0,y>0.

Atrisinajums. Pieradamo nevienadibu ekvivalenti parveidojam forma

> 4.

6 6
x> +y +x3y3_

2
x3y3

Nevienadibas kreisas puses izteiksmes saskaitamo uzrakstam ka divu saskaitamo

summu un lietojam nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko:

1 4 1 1
+——>4- x6.y6. ._:4’

2
6 6 — 6 6
XYty =at Yty

x3y3 x3y3 - x3y3 x3y3

kas ar1 bija japierada.
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Pieradit, ka visiem pozitiviem skaitliem a un b izpildas (%a + 1) (% + 1) > 16.

e = . 3a 3b _ - - c—
1. atrisinajums. Saskaitamos ~ un — uzrakstam ka tris saskaitamo summu un katram

dotas nevienadibas kreisas puses izteiksmes reizinatajam lietojam nevienadibu starp vidgjo

aritmétisko un vidéjo geometrisko:

(3a+1)<3b+1)—(a+a+a+1)(b+b+b+1)>
b a “\b b b a a a -

R O IP PP LRI PP PR
- bbb aaa b3 a3

kas ar1 bija japierada.

2. atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam pieradamo nevienadibu:

3a 3b
—+—+1+9>16;
b a
3a+3b>6_ 3
b a |
a_l_b>2
b a7

Iegiita patiesa nevienadiba, tatad arT dota nevienadiba ir patiesa.

¢ o =0 — a . . . . — 1=
3. atrisinajums. Apzim&jam x =35> 0, atveram iekavas un lietojam nevienadibu

l22:
X

x +

3 3 1
(3x+1)<;+1)=3x+;+9+1=3<x+;>+1023-2+10=16.

Doti tadi Cetri pozitivi skaitli a4, a,, az un ay, ka a;a; = a,a, = 2017. Kada ir mazaka

izteiksmes (a; + a,)(a; + a,) vertiba?

Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vidgjo aritmé&tisko un vidgjo geometrisko,
iegiistam

a,+a, =2-,/aia, un az +a, = 2+ ,/asa,.
Tatad

(a; + ay)(as + ay) 22-\/@-2- asa, =

=4-,/(aqa3)(aza,) =4-Vv2017-2017 = 4 - 2017 = 8068.

Vienadiba tiek sasniegta, pieméram, ja a; = a, = 2017 un a; = a, = 1. Tatad dotas

izteiksmes mazaka vertiba ir 8068.
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A d 9
Pieradit, ka = + = + — > —
a b c

= a+b+c,ja a, b, c ir pozitivi skaitli.

Atrisinajums. Reizinot abas nevienadibas puses ar a + b + ¢ > 0, ieglistam
1 4 16
(a+b+c)<—+—+—) > 49,
a b ¢
Noveértesim nevienadibas kreisas puses izteiksmi:

1 4 16 4a b 16b 4c 16a ¢
(a+b+c)<—+—+—>=1+4+16+(—+—>+<—+—)+<—+—)2
a b c b a c b c a

>21+2V4+2V16-4+2V16 =21+ 4+ 16 + 8 = 49,

kas ar1 bija japierada.

8.5. Vjetateoréma

Ul.

U2.

Noteikt funkcijuy = 2016 —xuny = % grafiku krustpunktu koordinatas.

P D L 2015 .
Atrisinajums. Krustpunkta abscisu iegtist no vienadojuma 2016 — x = — Reizinot

abas vienadojuma puses ar x # 0, ieglist x? — 2016x + 2015 = 0. P&c Vjeta teorémas
{xl + xz = 2016
x1 ' xz S 2015

Tatad x; = 2015 un x, = 1, tiem atbilstosas ordinatas ir y; = 1 un y, = 2015. Esam
ieguvusi, ka grafiku krustpunktu koordinatas ir (2015; 1) un (1; 2015).

Dots, ka b un c ir naturali skaitli un kvadratvienadojuma x? — bx + ¢ = 0 realas saknes

ir x; un x,. Pieradit, ka
a) x¥ + x5 + 2017; b) x3 + x3 ir naturals skaitlis.
Atrisinajums. No Vjeta teorémas izriet, ka x; + x, = b un x;x, = c. Tatad gan saknu

summa, gan saknu reizinajums ir naturals skaitlis un abas saknes ir pozitivas.

a) Parveidojam doto izteiksmi:
X%+ x3 + 2017 = xF + 2xy%, + x2 — 2xyx, + 2017 =
= (x; + x3)? — 2xyx, + 2017 =
= b? — 2¢ + 2017.
Ta ka naturala skaitla kvadrats ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu summa vai starpiba
ir vesels skaitlis, tad b? — 2¢ + 2017 ir vesels skaitlis, [idz ar to x + x% + 2017 ari

ir vesels skaitlis. Nemot véra, ka x? + x5 + 2017 > 0, secinam, ka x? + x% + 2017

ir naturals skaitlis.
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b) Parveidojam doto izteiksmi:
X34 x3 = (g + x) (02 + x3) — x,x%% — x2x, = b(b? — 2¢) — x1x, (x5 + x1) =
= b(b%? — 2¢) — cb = b3 — 3bc.
Ta ka naturala skaitla kubs ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu starpiba ir vesels skaitlis,
tad b3 — 3bc ir vesels skaitlis. Taka x; + x3 > 0, tad x; + x3 ir naturals skaitlis.

Piezime. b) gadijuma var izmantot formulu a® + b® = (a + b)(a® — ab + b?).

Kvadratvienadojuma (1 + \/g)xz -7 (1 + \/g)x + V7 = 0 saknes ir skaitli @ un b.
Pieradit, ka izteiksmes

a*h + ab* + 3a3b? + 3a?b3 + 16a*h® + 16a3b*
vertiba ir vesels skaitlis.

Atrisinajums. No Vjeta teorémas izriet, ka

a+b=V7-(1+5)
V7
1445

ab

Parveidojam doto izteiksmi:
a*b + ab* + 3a®b? + 3a?b® + 16a*h® + 16a3b* =
= ab(a® + b3 + 3a®b + 3ab? + 16a3b? + 16a?b3) =
= ab((a + b)3 + 16a%b?*(a + b)) =

-(ﬁ-(1+\/§)3+16-w'w'(1j\/§)>=
(1++5)

V7
T 1+45

2 16 - 7 16
=7-(14V5) + ———=7-((6+2V5)+ ——— | =
(1 +V5) 6+ 2V5
36 + 2445 + 20 + 16 6 + 2v5
. =7.12 ——— — =
6 + 2v5 6 + 2v5

Ta ka skaitlis 84 ir vesels skaitlis, tad prasitais ir pieradits.

84.

Vienadojuma x3 — 44x? + 623x — 2860 = 0 saknes ir taisnstiira paralélskaldna malu
garumi, kas izteikti centimetros. Aprekinat §1 paral€lskaldna pilnas virsmas laukumu un

tilpumu.

Atrisinajums. Apzimé&jam taisnstiira paral€lskaldna Skautnu garumus ar a, b un c, tas ir
arl dota vienadojuma saknes, un to var parrakstit forma (x —a)(x — b)(x —¢) = 0.
Atverot iekavas, ieglistam

(x—a)(x—=b)(x—c)=x3—x%(a+ b +c) +x(ab + ac + bc) — abc.



MODERNAS ELEMENTARAS ALGEBRAS UN GEOMETRIJAS ELEMENTI MATEMATIKAS SKOLOTAJIEM 114
8. Patstavigo darbu uzdevumu atrisinajumi

Ievérojam, ka dotaja vienadojuma koeficients pie x ir vienads ar pusi no taisnstiira
paralélskaldna pilnas virsmas laukuma, tatad pilnas virsmas laukums ir
2623 = 1246 cm’. Savukart taisnstiira paralélskaldna tilpums ir vienads ar abc, kas ir

vienadojuma brivais loceklis ar pretgjo zimi, tatad paralélskaldna tilpums ir 2860 cm?.

8.6. Substituicijas metode

2 2
Ul. Atrisinat vienadojumu (%) —5x = 175 —16.

Atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu:

3\? 15
(x—2+—) —5x =——16;
X X
9 12 15
x> +4+—=—4x+6———5x=——16;
X X X

, 9 27
X*+—+26—9x —— = 0;
X X

, 9 3
(x +—2)—9<x+—>+26 = 0.
x X
Apzimgjam x +% =a, tad x> +6+ xiz =a’ un x?+ xiz = a’ — 6. Tatad ieglistam
vienadojumu a* — 6 —9a + 26 = 0 jeb a®? —9a + 20 = 0, kura saknes ir a; = 4 un
a, = 5. Aprékinam atbilstosas x vertibas:
o x+%= 4 jeb x? — 4x + 3 = 0, kura saknes ir x; = 1 un x, = 3;

o x +% = 5jeb x* — 5x + 3 = 0, kura saknes ir x5, = Sig/ﬁ.

U2. Atrisinat vienadojumu (x + 1)(x — 2)(x + 3)(x — 4) = 144.
Atrisinajums. levérojam, ka vienadojumu var parveidot forma:
(x? —x—2)(x%? —x — 12) = 144.
Apzimgjot x% —x —2 =a, ieglistam kvadratvienadojumu a(a — 10) = 144 jeb

a’? — 10a — 144 = 0, kura saknes ir a; = —8 un a, = 18.

Apskatam abus gadijumus:
o x?—x—2=-8jebx?—x+ 6 =0, kuram nav atrisinadjuma, joD =1 —4-6 < 0;

o x?—x—2=18jebx?—x— 20 = 0, kura saknes ir x; = —4 un x, = 5.
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8.7. Simetrijas izmantoSana uzdevumu risinasana

Ul.

U2.

U3.

e . o o xy=x+y
Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému { 5 5
’ x“+y =1
Atrisinajums. Apzim€jam xy = x + y = a, tad no sistémas otra vienadojuma ieglistam
(x+y)2—2xy=1 jeb a? —2a =1, kura saknes ir a = 1++/2. Apskatam abus
gadijumus:
o jaxy =x+y =1++/2, tad sistemai nav realu atrisinajumu;

(1—\/51\/2\/5—1 _ 1—\/51\/2\/5—1)
2 ’ 2 ’

o jaxy =x+y =1—+/2, tad sistemas atrisinajumi ir

x+y+xy=7

Atrisinat vienadojumu sistému { X% +y? +xy =13

Atrisinajums. levérojot, ka x? +y?% = (x +y)? — 2xy un apzZim&jot x +y = a un

a+b=7
a’—b =13

kura saknes ir a; = —5 un a, = 4, tad attiecigi by = 12 un b, = 3. Apskatam abus

xy = b, ieglistam { Saskaitot vienadojumus, ieglistam a® + a — 20 = 0,

gadijumus:

o ja x+y=-=5 un xy =12, tad pec ievietoSanas ieglistam vienadojumu
x% + 5x + 12 = 0, kuram nav atrisinajuma, jo D = 25 —4-12 < 0;
o jax+y=4un xy =3, tad pec Vjeta teorémas ieglistam atrisinajumus (3;1) un
(1;3).
L1dz ar to dotas sist€émas atrisinajums ir (3; 1) un (1; 3).
Atrisinat pozitivos skaitlos vienadojumu sistemu { xz + yz i 2
x°+y> =2
Atrisinajums. Apzimgjot a = x + y un b = xy, iegiistam sist€mu
{ a’ —2b =2
a(a? —3b) =2

— . e . _ a%-2 — .
No §is sistémas pirma vienadojuma izsakam b = —— un, ievietojot to §is sistémas otraja

vienadojuma, ieglistam vienddojumu a3 — 6a + 4 = 0, kuru varam sadalit reizinatajos
(a —2)(a? + 2a — 2) = 0. Sim vienadojumam ir tris atrisinajumi:

x+y=2

o jaa=2,tad b = 1. Risinot sistému{ R
xy=1

iegiistam, kax =y = 1;
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o jaa=—-1++/3, tad x un y nevar biit pozitivi skaitli, ka tas ir prasits uzdevuma
noteikumos, jo b = xy < 0;
o jaa = —1—+/3, tad ari x un y nav pozitivi skaitli.

Tatad dotas vienadojumu sist€émas vienigais pozitivais atrisinajums ir x =y = 1.

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistemu
{xS +y°> =33
x+y=3
Atrisinajums. Takax® + y° = (x + y)® = 5(x + y)3xy + 5(x + y)(xy)?, tad ieglistam
vienadojumu:
35-5-33%y +5-3(xy)? = 33;
15(xy)? — 135xy + 210 = 0;
(xy)? —9xy + 14 = 0.
Izmantojot Vjeta teorému, iegiistam, ka xy = 2 vai xy = 7. Lidz ar to esam ieguvusi divas

vienadojumu sistémas:

1 x + = 3 1 M . . . . .
o Ja {xy :yz , tad p&c Vjeta teor€mas var pamanit, ka sisteémas atrisinajumi ir (2; 1)

. (x+y=3 C . : e .
o ja _ , tad sist€émai nav atrisinajuma, jo, no pirma vienadojuma izsakot

y =3 —x un ievietojot otraja vienadojuma, iegistam x% —3x + 7 =0, kuram
D=3*-4-7<0.

Lidz ar to dotas vienadojumu sist€mas atrisinajumi ir (2; 1) un (1; 2).

Izteikt polinomu s, = x™ + y" + z", ja n = 1; 2; 3; 4, ka funkciju f(0y,0,,03), kur

oo=x+y+2z0,=xy+yzZ+xzZunosz = xyz.

Atrisinajums. Izsakam prasitos lielumus.
Jan =1unn = 2, tad iegiistam
S1=x+y+z=o0
s,=x2+y?+z2=(x+y+2)?%—2xy—2xz—2xy = 06 — 20,.
Lai izteiktu s3, ir izdevigi lietot formulu
al+b3+c3=(a+b+c)(a?+b?+c?—ab—ac—bc)+ 3abc.
Lidz ar to

s3=x3+y3+ 2% =0,(6% — 20, — 0,) + 303 = 6 — 30,0, + 303.
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Izmantojot kvadrata atdaliSanu, izsakam s,:
sa=xt+yt 4zt = (% +y2+2%)% — 2(x%y? + x2z% + y?z?) =
= (6% — 20,)? = 2((xy + xz + y2)? — 2(x%yz + xy*z + xyz?)) =
= (06 —20,)% — 207 +4xyz(x + y+ z) =
= oy — 40f0, + 402 — 207 + 4030, =

= of — 400, + 204 + 40, 05.

Piezime. Vispariga veida ir speka rekurences sakariba s,, = 01,1 — 0,5, + 035,,_3.

Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu 6x* — 13x3 + 12x% — 13x + 6 = 0.

Atrisinajums. Dalot abas vienadojuma puses ar x? > 0, iegiistam

13 6
6x? —13x +12 ——+— = 0.
X X

Sagrupgjot 6 (xz + xiz) —13 (x + i) +12=0 un apzimgot x + i =t, ileglstam
vienadojumu 6(t? — 2) — 13t + 12 = 0jeb 6t?> — 13t = 0. Lidzartot; = Ount, = %.
Aprekinot atbilstosas x vertibas, ieglistam:

o x +i = 0, kura saknes ir x; , = *1;

o) x+§:§jeb6xz—13x+6=O,kurasaknesirx3 :2unx4:%.

Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu 2x° — 3x* — x3 —x2 — 3x + 2 = 0.
Atrisinajums. levérojam, ka der veértiba x = —1.
Izmantojam Hornera shému, lai izdalitu polinomu ar binomu (x + 1).

2 | 3| 1| -1]-3]2
1| 2 | -5 | 4 | =5 | 2 | o

Tatad iegiistam
(x + 1)(2x* — 5x3 + 4x%2 — 5x + 2) = 0.
Vienadojumu 2x* — 5x3 + 4x2 — 5x + 2 = 0 dalot ar x? > 0 un sagrup&jot saskaitamos

ar vienadiem koeficientiem, iegiistam 2 (xz + xiz) -5 (x + i) + 4 =0, un, apzim&jot
x + i = t, ieglistam vienadojumu 2(t? — 2) — 5t + 4 = 0 jeb 2t*> — 5t = 0.
Lidzartot; =0unt, = g Aprekinot atbilstosas x vértibas, ieglistam:

o x +i = 0, kura saknes ir x; , = *1;

o x+§:§jeb2xZ_5x+2=0,kurasaknesirx3 :2unx4:%.
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Linearu vienadojumu sistemas

x+7y+3v+5u=16
8x +4y+6v+2u=-16
2x + 6y +4v +8u =16
S5x+3y+7v+u=-16

Atrisinat vienadojumu sist€ému

Atrisinajums. Saskaitot 1. un 4. vienadojumu un saskaitot 2. un 3. vienadojumu, iegiistam

{6x+10y+10v+6u=0
10x + 10y + 10v +10u =0

No iegiitas sistémas otra vienadojuma atnemot pirmo vienadojumu, iegiistam 4x + 4u = 0
jebu = —x. levietojot iegiito vienadibu pirmaja vienadojuma, iegtistam 10y + 10v = 0 jeb
v=-y.

legtitas sakaribas ievietojam dotaja vienadojumu sist€éma (ievérojam, ka pédgjie divi

vienadojumi sakrit):
{—4x+4y=16 b {—x+y=4
6x — 2y = —16 3x—y=-8

Saskaitot abus vienadojumus, iegiistam 2x = —4 jeb x = —2 un attiecigi y = 2. Tatad

dotas sist€mas atrisinajums ir (—2; 2; 2; —2).

Apli stav 100 cilveki, viens no tiem ir Spriditis. Visiem kopa ir 100 eiro. Katram cilvékam
ir divas reizes mazak naudas neka vina kaiminam pa labi un preti stavosajam cilvékam

kopa. Cik naudas ir Spriditim?

Atrisinajums. Aplikojam cilvéku A, kuram ir visvairak naudas (vai vienu no tadiem
cilvékiem, ja tadi ir vairaki). Pienemsim, ka vina naudas daudzums ir a, bet vina kaiminam
pa labi B un preti stavoSajam cilvekam C ir attiecigi naudas daudzumi b un c. Tad
jaizpildas vienadibai 2a = b + c¢. Ta ka a nav mazaks ka b un c, tad tas iesp&jams tikai, ja
a = b = c. Tatad arT cilvékiem B un C ir maksimalais naudas daudzums. Nemot A vieta
vina kaiminu pa labi B, lidzigi iegiistam, ka arT pa apli nakamajam cilvékam ir tads pats
naudas daudzums utt. Tatad visiem cilvékiem naudas daudzumi ir vienadi; lidz ar to

visiem, arT Spriditim, ir pa vienam eiro.

Doti Cetri naturali skaitli a, b, ¢, d. Summam a + b; a +c; a+ d; b + c; b + d vertibas
ir 6;9; 11; 12; 15 (nav zinams, kurai summai ir kura veértiba). Aprékinat summu c + d un

skaitlus c un d.

Atrisinajums. levérojam, ka
(a@a+b)+(c+d)=(a+c)+(b+d)=(a+d)+ (b+c).
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Tatad no skaitliem 6; 9; 11; 12; 15 javar izveidot divus parus, kuros ieejoSo skaitlu summas
ir vienadas. Tas ir iesp&jams tikai viena veida: 6 + 15 = 9 + 12.

Lidz arto a4+ b+ c+d = 21. Ta ka ¢ + d vértiba nav dota, tad a + b = 11, no ka
iegiistam, kac+d =21 — 11 = 10.

Skaidrs, ka visi naturalie skaitli a, b, ¢, d ir dazadi (ja starp tiem biitu vienadi, tad vienadam
bitu jabiit arT daZzu paru summam). Apzim&jam skaitlus a, b, ¢, d augosa seciba ar
x <y < z < t. Tad mazaka divu skaitlu summa ir x + y, otrda mazaka ir x + z, lielaka ir
Z + t, otra lielaka ir y + t.

Tatadx+y=6,x+z=9,y+t=12,z+t = 15.

Ta ka y=6—x un z=9—x, tad t =12-y=6+x. Tapéc x+t=6+x+x =
=6+2xuny+z=6—-—x+9—x =15— 2x; viena no §im summam ir 10, otra 11
(tatad viena ir para skaitlis, otra — nepara skaitlis).

Ta ka 6 + 2x ir para skaitlis un 15 — 2x ir nepara skaitlis, tad 6 + 2x = 10; no Sejienes
x=2,y=4,z=7,t = 8. No Siem skaitliem tikai 2 un 8 dod summa 10. Tatad ¢ = 2,

d = 8 vai ¢ = 8, d = 2. Parbaude rada, ka visi uzdevuma nosacijumi izpilditi.

8.9. SaskaitisSanas panémiens

Ul.

U2.

U3.

2019x — 2018y =1

Atrisinat vienadojumu sisteému {ZOZOX — 2019y =2

Atrisinajums. No 2. vienadojuma atnemot 1. vienadojumu, ieglistam x — y = 1. Izsakot
x =y +1 un ievietojot, iegistam 2019y + 2019 — 2018y =1 jeb y = —2018 un
x = —2017. Tatad dotas sisteémas atrisinajums ir (—2017; —2018).

x?+xy =15

Atrisinat vienadojumu sist€ému { )
vy +xy =10

Atrisinajums. Saskaitot abus vienadojumus, ieglistam x? + 2xy +y% =25 jeb
(x +y)? = 25, no ka izriet, ka x + y = 5 vai x + y = —5. Apskatam abus gadijumus:

o jax+y =05, tad, ievérojot, ka x(x + y) = 15, ieglistam x = 3 un attiecigi y = 2;

o jax+y = —5, tad lidzigi iegtstam, ka x = —3 un attiecigi y = —2.

Tatad dotas sist€mas atrisinajums ir (3; 2) un (—3; —2).

a2+3a+1=%

ate
2
cz+30+1=aZLb

Atrisinat vienadojumu sistému { b%* +3b + 1 =
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Atrisinajums. Saskaitot visus tr1s sistémas vienadojumus, iegiistam:
a*+3a+1+b*+3b+1+c*+3c+1=a+b+g;
(a+1D2+Bb+1)%+(c+1D?*=0.

Ta ka visi tr1s kreisas puses saskaitamie ir nenegativi, tad vienadiba ir iesp&jama tikai tad,
ja katrs saskaitamais ir vienads ar nulli, tas ir, (a + 1)2 =0, (b + 1)> =0, (c + 1)? = 0.

Tatad dotas vienadojumu sist€mas atrisinagjums ira = b = ¢ = —1.

U4. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistemu

( 2x?
=X
1+x2 77
2x2
{ 2=y,
1+ x5
2x2
=X
\1+x2 7!

Atrisinajums. Apskatot doto vienadojumu sist€ému, redzams, ka visi tris nezinamie var biit
vienadi ar nulli tikai vienlaicigi. Tatad x; = x, = x3 = 0 ir dotas sistémas atrisinajums.

Apskatam gadijumu, kad neviens no nezinamajiem nav 0. Nemot véra, ka visu nezinamo
reizinajums ir atskirigs no nulles, apskatam vienadojumu sistemu, kuru iegist, katras dotas

sistemas vienadojuma dalas vieta rakstot tai apgriezto dalu:

(1 1 1
2227
1 1 1
227275
1 1 1
22 27

Reizinot katru iegiitas sistémas vienadojumu ar 2 un saskaitot visus vienadojumus,

1 2 1 2 1 2
1+ ——|+(1+5-=]+(1+5-=)=0;
xl X1 xz X x3 X3
2 2 1 2

(-2 (-2 4 (1-2) =0

Ta ka katrs saskaitamais ir kvadrats, tad vienadiba iesp&jama tikai gadijuma, kad katrs

legiistam:

saskaitamais ir 0, no kurienes x; = x, = x3 = 1.

Lidz ar to dotas sist€émas atrisinajums ir (0; 0; 0) un (1;1; 1).
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US. Atrast visus iesp&jamos skaitlu trijniekus (x; y; z), kas apmierina nosacijumu: ja kadam no

ve.

nezinamajiem lielumiem pieskaita abu pargjo nezinamo reizinajumu, tad rezultata iegiist 2.

Atrisinajums. AtbilstoSi uzdevuma nosacijumam sastadam vienadojumu sist€ému:

x+yz=>2
y+xz=2
Z+xy=2

Atnemot no sistémas pirma vienadojuma otro un no otra vienadojuma treso, iegtistam:
xX+yz—y—xz=0 un y+xz—z—xy=0;
(x=y)(1=2z)=0un(y—2)(1—x) =0.

Apskatam katru no ¢etriem gadijumiem.
Ja x —y =0, tad x =y, un, ievietojot to sistemas pirmaja un tresaja vienadojuma,

X+ xz =2
z4+x?>=2

x+xz—z—x%=0jeb(x—2z)(1—x)=0,noka izriet, ka

iegiistam { . No pirma vienadojuma atpemot otro vienadojumu, iegiistam

o x=y=2ztadx?+x—2=0,kurasaknesirx; = lunx, = —2;
o x=1luny=1tadariz = 1.
Apskatot pargjos tris gadijumus, ieglistam tos paSus atrisinagjumus x =y =z =1 un

X=y=z=-2.

x+y2=y3

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému { e
y+x

Atrisinajums. Atpemot pirmo vienadojumu no otra un veicot identiskus parveidojumus,
ieglistam:
=y - =yN+ -y =0;
x=E*+xy+y) - -+ +x-y)=0;
x—y)x2+xy+y —x—y+1)=0;

1
SE=NE+MP+E-D2+ - D) =0;
x=(x+y)?+@x-D*+-D?)=0.
Ievérojam, ka otrais reizinatajs ir O tikai tad, ja katrs no trim saskaitamajiem ir 0, tacu ta

nevar bit, tapéc ieglstam, ka x =y. Izmantojot doto vienadojumu, iegiistam

—x?—x=0jebx(x®* —x —1) =0, no kurienes x; = y; = 0; X33 = V23 =%i§.

x3

2 272 2

N

Tatad dotas sisteémas atrisinajums ir (0; 0), (% + 53 +
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8.10. Novertejumu izmantosana uzdevumu risinasana

Ul.

U2.

U3.

Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu % + );—Z + % = 3.

Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko,

novertéjam vienadojuma kreiso pusi:

Xy xz yz
_y+_+y_23.3
z y X

Taka x, y, z ir naturali skaitli, tad 3/xyz > 1. Tatad esam ieguvusi, ka %y + );—Z + % = 3.

Vienadiba bus tikai tad, ja x =y =z =1, kas arl ir dota vienadojuma vienigais

atrisinajums.

Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu
(x=y)x+y) =x

Atrisinajums. Parveidojam vienadojumu forma x(x — 1) = y?2.

Jax = 0vaix =1, tad y = 0 un atrisinajums eksiste.

Apskatam divus gadijumus:

o ja x>1, tad ir speka stingra nevienadiba (x —1)? <x(x—1) <x2. Ta ka
x(x — 1) atrodas starp divu secigu veselu skaitlu kvadratiem, tad tas nevar biit vesela
skaitla kvadrats;

o jax <0, tad ir speka stingra nevienadiba x? < x(x — 1) < (x — 1)2. Tatad arT $aja
gadijuma x(x — 1) nevar but vesela skaitla kvadrats.

Lidz ar to atrisinajumi ir (0; 0) un (1; 0).

Atrisinat vienadojumu sist€ému

xY =z
yr=x
z¥ =y

Atrisinajums. Skirojam gadijumus.

o Jakads no mainigajiem x,y, zir l,tadx =y =z = 1.

o Ja divi no mainigajiem ir lielaki neka 1, piemé&ram, x > 1 un y > 1, tad no pirma
vienadojuma iegiistam, ka arm1 z > 1. Tada gadijuma x < z (no 1. vienadojuma),
z <y (no 3. vienadojuma), y < x (no 2. vienadojuma). Tatad esam ieguvusi, ka
x < z <y < x — pretruna. Tatad $aja gadijuma atrisinajuma nav.

o Lidzigi iegiist pretrunu, ja divi no mainigajiem ir mazaki neka 1.

Tatad sist€émas vienigais atrisindjumsirx =y =z = 1.
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Atrisinat vienadojumu sist€ému

_ [ . 1 1 1 X+ z - ..
X+y=—z un no otra vienadojuma -=-—-—-=— == —, no ka izriet,
z x y xy xy

kaxy = z% > 0.

Analogiski iegiistam, ka xz = y? > 0 un zy = x% > 0. Tatad skaitli x, y, z ir ar vienadam
zimem, bet, saskaitot trTs vienadu zimju skaitlus, summa nevar iegiit nulli. Tatad dotajai

sist€émai nav atrisinajuma.

Atrisinat vienadojumu sist€ému
xP4+y3=1
{x4 +y*t=1

Atrisinajums. No sistémas otra vienadojuma izriet, ka |x| < 1un |y| < 1.Jax <1, tad

arm x3 < 1 un no sistémas pirma vienadojuma izriet, ka y > 0. Analogiski pieradam, ka

x = 0. Apskatam iesp€jamas x un y veértibas.

o Ja 0<x<1 un 0<y<1, tad x>>x* un y3>y* bet tada gadijuma
x3 + y3 > x* + y*, kas ir pretruna ar doto sistemu. Tatad $aja gadijuma sistémai nav
atrisinajuma.

o Jax=1,tady =0.

o Jax=0,tady = 1.

Lidz ar to dotas sist€émas atrisinajums ir (1; 0) un (0; 1).

8.11. Lineara funkcija

Ul.

Funkcijuy = ax + b uny = cx + d grafiki doti 84. att. Vai noteikti (c — a)(b — d) > 0?

84. attels
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Atrisinajums. Ja, noteikti. Apskatam vienadojumu ax + b = cx + d. Ta atrisinajums ir

X = CTZ' Ta ka grafiku krustpunkts atrodas pirmaja kvadranta, tad x > 0 jeb % > 0.

Iegiita nevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai (b — d)(c — a) > 0, kas ari bija japierada.

U2. Vai var gadities, ka 85. att. dotas taisnes ir funkcijuy =ax+ b,y =bx+c,y =cx +d
un y = dx + a grafiki?

S~

85. attéls

Atrisinajums. N, nevar. No vienas puses, a, b, ¢, d ir taiSnu virziena koeficienti, tatad
tie$i vienam no tiem jabiit negativam, jo viena taisne ir dilstosa. No otras puses, a, b, ¢, d
ir taiSnu krustpunktu ar y asi ordinatas veértibas, tatad tiesi diviem no Siem skaitliem jabt
negativiem, jo divas taisnes krusto y asi punktos, kuru ordinatas vértiba ir negativa. legta

pretruna, tatad att€lotie grafiki nevar biit doto funkciju grafiki.

U3. Dotas funkcijas f(x) =ax +b un g(x) = cx +d. Vai var gadities, ka ar vértibam
x = 2019 un x = 2021 funkcijas f vertiba ir lielaka neka atbilstosa funkcijas g vertiba,
bet ar vértibu x = 2020 funkcijas g vertiba ir lielaka neka f vertiba?

Atrisinajums. Ng, nevar, jo pretéja gadijuma abas taisnes krustotos divos punktos (viens
krustpunkts ar abscisu starp 2019 un 2020, otrs — starp 2020 un 2021), bet tas nav iespe-

jams, jo tas nesakrit.
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8.12. Kvadratfunkcija

Ul.

U2.

Vai var gadities, ka 86. att. ir doti funkciju y = ax? +bx+c¢, y =cx*+ bx +a un

y = bx + c grafiki? Funkciju grafiki nav zZiméti méroga.

N |

86. attels

Atrisinajums. N¢, nevar. levérojam, ka funkcija y = bx + c ir dilstosa funkcija un taisne
krusto y asi punkta, kura ordinatas vertiba ir pozitiva, tatad b < 0.
Apskatam funkciju y = ax? + bx + c¢. Ta ka doto parabolu zari ir vérsti uz aug$u un

krustpunktu ar y asi ordinatas vértiba ir pozitiva, tad a > 0. Aprékinam $§is parabolas
. . . b i . . s ~
virsotnes abscisas vértibu x,, = — 2o Ta ka virsotne atrodas treSaja kvadranta, tad x,, < 0

un, nemot veéra, ka a > 0, secinam, ka b > 0. Esam ieguvusi pretrunu ar to, ka b < 0
(lineara funkcija dilstosa), tatad 86. att. nevar biit doti funkciju y = ax? + bx + c,

y = cx? + bx + auny = bx + c grafiki.

Apskatam funkcijas y = ax? + x + b, kur a un b ir reali skaitliun a + b = 2011. Pieradit,
ka visu $adu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti.

Atrisinajums. Apskatam, kadas ir funkciju vertibas, ja x = 1:
y=a+1+b=1+(a+b)=2012.

Lidzigi apskatam, kadas ir funkciju vertibas, ja x = —1:
y=a—1+b=(a+b)—1=2010.

Tatad neatkarigi no @ un b vertibam funkcijas vértibas punktos x =1 un x = —1 ir

nemainigas jeb punkti (1; 2012) un (—1; 2010) pieder pie visu minéto funkciju grafikiem.
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8.13. Funkcijas ipasibu izmantosana uzdevumu risinasana
Ul. Uz funkcijas y = i grafika izveleti divi punkti A un B, un no tiem novilkti perpendikuli

pret koordinatu asim (skat. 87. att.). Pieradit, ka iekrasoto Cetrsttiru laukumi ir vienadi.

87. attéls

Atrisinajums. Aprékinam taisnstira OFBC un OGAD laukumu (skat. 88. att.):
1

O SOFBC =0C-BC = OC'&z 1,
1

(@] SOGAD =0D-AD =0D E— 1.

Lidz arto Spgpe = 1 — Sorep = Srgar, kas ar bija japierada.

88. attels

U2. Doti tadi nenulles skaitlia, bunc,kaa + ¢ = g. Pieradit, ka f (x) = ax? + bx + c grafiks

noteikti krusto x asi kada intervala [—1; 1] punkta.

Atrisinajums. Ievérojam, ka funkcijas vértibam f(—1) un f (1) ir dazadas zimes:

f(-D=a-b+c=7-b=-=;

f)=a+b+c=2+b="=

Tada gadijuma skaidrs, ka intervala [—1; 1] funkcijas grafikam ir jakrusto x ass.
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Dots, ka a, b un c ir dazadi skaitli. Pieradit, ka vienadojumam
x—a)x—-b)+x—a)x—c)+x—-b)(x—c)=0
ir divas dazadas saknes.

Atrisinajums. Nezaudgjot visparigumu, var pienemt, ka a < b < c. Vienadojuma kreisas
puses izteiksmi apzim&jam ar f(x). Tad ieglistam:

fl@)=(a-Db)la—c)>0;

f)=0B-a)b—c)<O0;

flc)=(—-—a)(c—b)>0.
Tatad polinomam f(x) un Iidz ar to arT dotajam vienadojumam ir divas saknes; viena —

intervala (a; b), otra — intervala (b; c).

Dota funkcija f(x) = x? + px + q. Zinams, ka vienadojumam f (x) = 0 ir divas saknes,

no kuram viena atrodas starp 0 un 1, bet otra — ne. Pieradit, ka f(q) < 0.

1. atrisinajums. Ta ka intervala (0;1) atrodas tikai viena no kvadratvienadojuma
f(x) =0 sakném, tad abas vertibas f(0) un f(1) reizé nevar biit pozitivas. Tapec
f(0)-f(1) < 0. Iegustam, ka

0>f0)f(1)=qlp+q+1D =q*+pg+q=f(a.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka f(q) < 0.

2. atrisinajums. Pienemsim, ka vienadojuma f(x) = 0 saknes ir x; un Xx,. Izmantojot

Vjeta teorému, iegiistam:

f(@) =q* +pq+q=xixi — x50, + x3) + x1%, =
=x12%, (0% — X1 —x2 + 1) = x12,(1 —x))(1 — x5) =
= (xl(]- - x1)) ) (xz(l - xz))-
No dota secinam, ka tiesi viens no reizinatajiem (x; (1 — x1)) vai (x,(1 — x,)) ir negativs,
tapec reizinajums ir (o (1 — x1)) - (x,(1 — x5)) < 0jeb f(q) < 0.

2020
m-2019°

Dota funkcija f(x) = mx?+ (m— Dx + Ar kadam parametra m vértibam

funkcija ir augosa intervala (1; 2)?

1. atrisinajums. levérojam, ka m # 2019. Lai funkcija butu augoSa, jaizpildas

nevienadibai f(1) < f(2). Atrisinam $o nevienadibu:
+ ( 1) + 2020 <4m+ ( 1)-2+ 2020 ;
mem m—2019 - T m — 2019’

1
2Zm—-1<6m-—2 = m>Z.
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V@l jagaranté, ka parabolas virsotne neatrodas intervala (1;2). Ta ka m vértibas ir

pozitivas, tad parabolas zari ir versti uz augsu un, lai dotaja intervala funkcija biitu au-
goSa, jaizpildas nevienadibai x, < 1 jeb 12_—mm < 1. Reizinot nevienadibu ar 2m > 0,
ieglistam 1 —m < 2m jeb m > % Lidz ar to funkcija ir augosa intervala (1;2), ja
m € |3;2019) U (2019; +c0).

2. atrisinajums. levérojam, ka m # 2019. Ja m < 0, tad parabolas virsotnes abscisa
1-m

. < 0, kas nozimé, ka funkcija nav augoSa dotaja intervala. Ja m = 0, tad ieglistam

f(x)=—x— % ,un ta ir dilstoSa funkcija. Jam > 0, tad parabolas zari ir versti uz augSu

un, lai dotaja intervala funkcija biitu augosa, jaizpildas nevienadibai 12_—mm < 1. Reizinot
nevienadibu ar 2m > 0, iegiistam 1 —m < 2m jeb m > é Lidz ar to funkcija ir augoSa

intervala (1;2), jam € [3;2019) U (2019; +o0).

Dots, ka x; ir vienadojuma x2+px+q =0 sakne, bet x, ir vienadojuma
—x?% + px + q = 0 sakne. Pieradit, ka vienadojumam %xz + px + q = 0 noteikti ir sakne

X3, kas atrodas starp x; un x,.

Atrisinajums. Apskatam kvadratfunkciju f(x) = %xz + px + q un aprékinam tas vertibu

punkta x; un x,:

1 2 2 2
f(x1)=§X1Z+Px1+q=x12+px1+q—§x12=0—§xf=—§x12SO;
1 4 4 4
f(xz)=§x§+pxz+q=—x§+px2+q+§x§ =0+§x§=§x§20.

Ta ka viena no Siem punktiem polinoma veértiba ir negativa vai vienada ar 0, bet otra —

nenegativa, pie tam kvadratfunkcija ir nepartraukta, tad starp Siem punktiem ir art tads

punkts x5, kura funkcija f(x) = %xz + px + q pienem vértibu 0. Sis punkts x; ir

vienadojuma éxz + px + q = 0 sakne, kas atrodas starp punktiem x; un x,.
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8.14. Lenki rinka linija

Ul.

U2.

Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas
punkta E. Ap trijstiri CDE apvilkta rinka Iinija krusto garako pamatu AD iek$gja punkta
F. Nogrieznu CF un BD krustpunkts ir G. Noteikt «CGD lielumu, ja <CAD = a.

Atrisinajums. Ta ka trapece ABCD ir vienadsanu, tad ar1 ¥ADE = « (skat. 89. att.). No
trijstira AED iegustam, ka XAED = 180° — 2a. P&c blakuslenku 1pasibas <CED = 2a.
Punkti C, E, F, D atrodas uz vienas rinka linijas, tapéc <CED = <CFD = 2« ka ievilktie
lenki, kas balstas uz vienu loku CD. No trijstira FGD iegiistam, ka «CGD = 3a ka argjais
lenkis.

89. attéls

Izliekta Cetrstirt APQC uz malas AC izveléts punkts B ta, ka trijsttiri APB un BQC ir
vienadsanu taisnlenka trijstiiri ar pamatiem attiecigi AB un BC. Ap trijstiiri PBQ apvilkta
rinka linija vélreiz krusto taisni AC punkta S. Pieradit, ka PS = SQ.

Atrisinajums. Ta ka trijstirt APB un BQC ir vienadsanu taisnlenka trijstiiri, tad
XABP = «CBQ = 45° (skat. 90. att.). Tapec ¥PBQ = 180° — <xABP — «CBQ = 90°.
Savukart «PSQ = «PBQ = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku
PQ. Varam pienemt, ka S pieder pie nogrieZzna AB (gadijums, kad S pieder pie nogrieZzna
BC, risinams lidzigi). Tad ¥«PQS = «PBS = 45° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu
loku PS. Lidz ar to trijsturis PSQ ir vienadsanu taisnlenka ar virsotni punkta S.
Tapec PS = SQ.

90. attels
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U3. Trijsturim ABC, AC < BC apvilkta rinka linijja. Punkts E ir loka ACB viduspunkts. Uz
nogriezna BC atlikts tads punkts D, ka BD = AC. Stars ED krusto rinka liniju punkta F
(skat. 91. att.). Pieradit, ka AF||BC.

Atrisinajums. levérojam, ka ACAE = ADBE (skat. 92. att.) p&c pazimes mlm, jo

o no ievilkto lenku 1pasibam «CAE = «CBE = «DBE;,

o ta ka loki, uz kuriem balstas hordas AE un BE, ir vienadi (jo E ir loka ACB
viduspunkts), tad AE = BE;;

o AC = BD péc dota.

Tatad «CEA = «DEB = «FEB. Taka vienadi ievilktie lenki balstas uz vienadiem lokiem,

tad loki AmC un FnB ir vienadi. Ja loki starp divam hordam ir vienadi, tad hordas ir

paralélas; tatad AF||BC, kas ar1 bija japierada.

C

"IN
AB

91. atteéls 92. atteéls

8.15. Arrinka liniju saistitie nogriezni un taisnes
Ul. Pieradit hordu 1pasibu. Ja divas hordas AB un CD krustojas punkta M, tad vienas hordas
nogrieznu reizinajums ir vienads ar otras hordas nogrieZnu reizinajumu:
AB-MB = CM - MD.
Pieradijums. Ievérojam, ka AACM~ADBM péc pazimes £¢ (skat. 93. att.), jo

o <XACD = «DBA ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to paSu loku;
o <XAMC = «DMB ka krustlenki.

Tatad to malas ir proporcionalas % = % jebAM - MB = CM - MD, kas ar1 bija japierada.

93. attels
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Pieradit teorému par pieskari un sekanti. Ja pieskare un sekante ir novilktas no viena
punkta, tad pieskares nogrieZzna garuma kvadrats ir vienads ar visa sekantes nogriezna
garuma un sekantes ar¢jas dalas nogriezna garuma reizinajumu: AB? = AD - AC.
Pieradijums. Novelkam hordas BD un BC (skat. 94. att.). Ievérojam, ka AABC~AADB
péc pazimes €4, jo

o <XABD = «BCD kaievilktais un hordas-pieskares lenki, kas balstas uz vienu un to pasu

loku;
o <A ir kopigs.

Tatad to malas ir proporcionalas % = % jeb AB? = AC - AD, kas ari bija japierada.

C

B
94, attéls

Plakng dotas divas rinka linijas w; un w,, kuram nav kopigu punktu un kuru radiusi nav
vienada garuma. Novilktas tris pieskares t;, t, un t3, kas katra pieskaras abam rinka
Iinijam — abas rinka linijas atrodas viena un taja pasa t; pus€, viena un taja pasa t, pusg,
bet katra sava t; pusé (skat. 95. att.). Taisne t; pieskaras w; punkta A un krusto t; punkta
C, taisne t, pieskaras w, punkta B un krusto t; punkta D. Pieradit, ka AC = BD.

95, atteéls

Atrisinajums. Ar E, F, G un H apzZzim&jam par€jos pieskarSanas punktus (skat. 96. att.).
Ta ka no viena punkta vilktu pieskaru nogriezni ir vienadi, tad ieglistam vienadibas:
AC =CE,CH = CG,DH = DB, DE = DF.

Tatad

o FB=FD+DB=DE+DB=(EH+HD)+ DB =EH+ 2DB un, izsakot BD,

iegiistam BD = = (FB — EH);
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o AG=AC+CG=AC+ CH = AC + (CE + EH) = 2AC + EH un, izsakot nogriezni
AC, iegiistam AC =~ (AG — EH).

Ar X apzim€&jam pieskaru t; un t, krustpunktu, tad XG = XB un XA = XF. Lidz ar to
AG = FB, no ka izriet, ka AC = BD.

96. attéls

8.16. Apvilkti cetrsturi

Ul. Vienadsanu trapec€ ABCD, kuras pamati AD = aun BC = b, ievilkta rinka linija. Pieradit,
ka trapeces augstums h = vab.
Atrisinajums. Ta ka vienadsanu trapece ievilkta rinka linija, tad tas pret&jo malu garumu

summas ir vienadas un AB = CD = asz. Novelkam trapeces augstumus BE un CF (skat.

97. att.). Simetrijas del AE = FD = AD;BC = az;b. Péc Pitagora teorémas taisnlenka

trijsttirt AEB iegustam

BE? = AB? — AE?;

5 a+ b\? a — b\?
hz(z)_<2>=ab'

Lidz ar to esam ieguvusi, ka h? = ab jeb h = Vab.

B C

N ]
E F

97. attéls

D
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U2. Cetrstiiris ABCD ir gan ievilkts, gan apvilkts. Punkti M un N ir attiecigi malu AB un BC
pieskarSanas punkti ievilktajai rinka Iinijai. Pieradit, ka AM - CN = r2, kur 7 ir ievilktas
rinka linijas radiuss.

Atrisinajums. Ievilktas rinka Iinijas centru apzimg&jam ar O. Apvilkta Cetrstiira pret&jo
lenku summa ir 180°, tapéc <BAD + <BCD = 180° (skat. 98. att.). Ta ka ievilktas rinka
Iinijas centrs ir bisektriSu krustpunkta, tad «BAO + «BCO = 90°. Ievérojot, ka OM 1 AB
un ON 1 BC, iegistam <MAO = 90° — «<NCO = «<NOC. Tatad AAMO~AONC péc

pazimes €¢ un to malas ir proporcionalas % = % jeb AM - CN = r2,

98. attels

8.17. levilkti cetrstari

Ul. Saurlenku trijstari ABC novilktie augstumi BD un AE krustojas punkta F. Pieradit, ka

punkti E, C, D, F atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Atrisinajums. Ta ka BD un AE ir augstumi, tad ¥BDC = XAEC = 90° (skat. 99. att.).
Lidz ar to <FDC + <FEC = 180° un ap Cetrstiiri EFDC var apvilkt rinka liniju jeb punkti

E, C, D, F atrodas uz vienas rinka linijas.

B
1))

D
99, attéls
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U2. Trijsturi ABC un CEF ir vienadmalu trijstiiri (skat. 100. att.). Pieradit, ka BF ||AC.

U3.

100. attels

Atrisinajums. Taka <EBC = <EFC = 60°, tad ap Cetrstiiri EBFC var apvilkt rinka Itniju.
Tapec «<FBC = «FEC = 60° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku.
levérojam, ka <FBA + <«BAC = 120° + 60° = 180°, tatad BF||AC, jo iek$€jo vienpus-
lenku summa ir 180°.

Uz kvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijstiiris AEB.
Taisne, kas vilkta no E caur kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB
punkta F un malu DC — punkta G. Zinams, ka XOEB = «<0CG. Pieradit, ka trijsturis AEB
ir taisnlenka.

Atrisinajums. Kvadrata pret€jas malas AB un CD ir paralélas, tapeéc <BAC = ¥ACD ka
ieksejie Skerslenki (skat. 101. att.).

Punkti A, E, B, O atrodas uz vienas rinka linijas w, jo ¥BAO = <OEB. Ta ka kvadrata
diagonales ir perpendikularas, tad <AOB = 90°; no ka izriet, ka AB ir rinka linjjas w
diametrs. Tatad <xAEB = 90° ka ievilktais lenkis, kas balstas uz diametru. L1dz ar to esam

pieradijusi, ka trijstiiris AEB ir taisnlenka.

e C
101. attéls
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U4. Cetras rinka Iinijas argji pieskaras ta, ka paradits 102. att. Pieradit, ka Cetrstiirim, ko veido

rinka lniju pieskarSanas punkti, var apvilkt rinka liniju.

102. attéls

Atrisinajums. Rinka linijju pieskarSanas punktus apzim&jam ar A,B,C un D (skat.
103. att.). Novelkam doto rinka liiju kopigas pieskares AM un BM. Trijstiiris AMB ir
vienadsanu, jo AM = MB ka rinka Iinijas pieskaru nogriezni, kas novilkti no punkta arpus
tas. Lidz ar to <MAB = ¥MBA = a ka lenki pie pamata vienadsanu trijstiir. Lidzigi
iegiistam atlikuSo lenku paru vienadibas.

Ieveérojam, ka <DAB + <ABC + <BCD + <CDA = 2a + 2 + 2y + 26 = 360°, no ka
iegiistam, ka a + f +y + 6 = 180°. Ta ka <DAB +¥XBCD =a+f +y + § = 180°,

tad Cetrstiirim ABCD var apvilkt rinka Iiniju, kas ar bija japierada.

Piezime. Lenku vienadibu var pieradit ar1, izmantojot hordas-pieskares lenki.

103. atteéls
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US. Izliekta Cetrstiirt ABCD virsotnes savienotas ar patvaligiem malu iek$§€jiem punktiem (skat.

104. att.). Vai iesp€&jams ap katru iekrasoto Cetrsturi apvilkt rinka Itniju?

DTG

104. attéls

Atrisinajums. N€, nav iesp&jams. Pienemsim pretgjo, ka ap katru iekrasoto Cetrstiiri var
apvilkt rinka Iiniju. Izmantojot, ka ievilkta Cetrstiira pretgjo lenku summa ir 180°,
ieglistam:
o <XPAH = 180° — «PSH = «PSR (no Cetrstira APSH);
o <XEBQ = 180° — XEPQ = xQPS (no Cetrstira EBQP);
o <LFCR = 180° — «FQR = ¥PQR (no Cetrstira CRQF);
o0 <AGDS = 180° — «GRS = XQRS (no Cetrstiira DSRG).
Saskaitot iegiitas vienadibas, iegiistam

IPAH + XEBQ + <FCR + <GDS = «PSR + «QPS + <PQR + XQRS.
Ta ka Cetrstura iek$ejo lenku summa ir 360°, tad

LPSR + <QPS + «PQR + XQRS = 360°;

bet «PAH + <EBQ + <FCR + «<GDS < «BAD + «ABC + ¥BCD + «CDA = 360°.
Esam ieguvusi pretrunu, tatad pien@mums ir bijis aplams un ap katru iekrasoto Cetrstiiri

nav iesp&jams apvilkt rinka Iiniju.

8.18. Aksiala un centrala simetrija

Ul. Pieradit, ka jebkuru trijstiiri a) ar trim, b) ar diviem nogriezniem var sadalit tris dalas ta, ka

katrai no dalam ir simetrijas ass.

Atrisinajums

a) Novelkot ievilktas rinka linijas radiusus pret visam trim trijstira malam, tas tiek
sadalits tr1s Cetrstiros (skat. 105. att.). Katram no tiem simetrijas ass ir dota trijstiira
bisektrise (att€la atziméta ar partrauktu Iiniju).

b) Trijstura ABC garako malu apzim&sim ar BC, malu AB un AC viduspunktus — attiecigi
ar D un E (skat. 106. att.). Attelojot virsotni A simetriski pret vidusliniju DE, tas

projekcija A’ atrodas uz malas BC. Simetrijas dé] trijstiiri BDA' un CEA’ ir vienadsanu —
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tatad simetrijas ass tajos ir augstums pret pamatu. Cetrstiiris ADA’E péc konstrukcijas
ir simetrisks pret DE. Tatad divi meklétie nogriezni ir DA’ un EA’.

105. attéls 106. attéls

U2. Uz paralelograma ABCD malam AB, BC, CD, DA izvéleti attiecigi punkti A4, By, Cy, Dy

ta, ka ar1 A; B, C; D ir paralelograms. Pieradit, ka abu paralelogramu centri sakrit.

Atrisinajums. Paralelograma ABCD diagonalu krustpunktu apzimg&am ar O (skat.
107. att.). Paralelograma diagonalu krustpunkts ir ta simetrijas centrs. Simetrija pret punktu
O punktu A; un B, attéli ir attiecigi punkti A, un B,, kas atrodas uz malam CD un AD. No
centralas simetrijas 1paSibam izriet, ka A;B; = A,B, un A;B;||A;B,. Tatad trijstiriem
B,A,D un D;C;D ir atbilstosi paralélas malas un B,A, = A{B; = D;C;. Lidz ar to

B, = D; un A, = (y, tapec esam pamatojusi, ka O ir ar1 A, B, C; D, simetrijas centrs.

107. attéls

8.19. Paraléla parnese
Ul. Atrisinat nevienadibu |||x - 2| - 3| — 7| < 5.

1. atrisinajums. Doto nevienadibu var risinat, pakapeniski zim&jot funkciju y = |x — 2|,

y=lx=2]=3, y=|lx=2[=3], y=|lx=2[=3[-7, y=|llx—2[=3[-7

grafikus un ievérojot, ka funkcijas

o y=f(x)—a,kura > 0, grafiku iegtst, funkcijas y = f(x) grafiku parbidot paraléli
Oy asij par a vienibam uz leju;
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o y =|f(x)| grafiku iegtst, nemainot to grafika y = f(x) dalu, kur f(x) = 0, un to
grafika dalu, kur f(x) < 0, attélojot simetriski attieciba pret Ox asi.

Rezultata iegust 108. att. doto grafiku. Atbildi nolasa no grafika, atrodot krustpunktus ar
taisni y = 5 un izvéloties tos intervalus, kur grafiks atrodas zem taisnes y = 5.
Lidzartox € (—13;=3) U (1;3) U (7;17).

y=llz=21=3=T| i
6
y=5 \

N

- oW s

-16 -15 -14 -13 -2 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

108. attéls

2. atrisinajums. Ta ka modula vértiba ir mazaka neka 5, tad
—5<|lx=2|-3|-7<5jeb2 < |lx—2|-3| < 12.
Iesp&jami divi gadijumi:
1) 2<|x—2|—3<12jeb5 < |x — 2| < 15, un atkal iesp&jami divi gadijumi:
a) 5<x—-2<15jeb7<x <17,
b) —15<x—-2<-5jeb—-13 <x < -3;

2) —12< |x —2| -3 < —-2jeb -9 < |x — 2| < 1, un, ta ka modulis ir nenegativs, tad
-1<x—-2<1jebl<x<3.

U2. Paralelograma ABCD iekSpusé atziméts punkts P ta, ka <PAB = «¥PCB. Pieradit, ka
IPBC = «PDC.

Atrisinajums. Apziméjam ¥PAB = <PCB = «. Paralelogramu ABCD paral&li parnesi-
sim par vektoru BC (skat. 109. att.).

109. attels
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Ievérojam, ka PBCQ ir paralelograms, jo ta pretéjas malas BP un CQ ir vienada garuma
un paral€las péc konstrukcijas. Tad «CPQ = «BCP = a ka Skérslenki pie diagonales.
levérojam, ka <BAP = «CDQ = a péc konstrukcijas. Ap Cetrsttri DPCQ var apvilkt rinka
Itniju, jo vienadi lenki <CPQ un ¥CDQ balstas uz CQ. Tatad «PDC = «PQC, jo abi ir
ievilktie lenki, kas balstas uz hordu PC. Ta ka paralelograma PBCQ pretgjie lenki ir
vienadi, tad ¥PQC = «PBC. Lidz ar to esam ieguvusi, ka <PBC = ¥PDC, kas ar1 bija

japierada.

Pieradit, ka katru izliektu Cetrstiiri var sagriezt piecas dalas, no kuram iespg&jams izveidot

divus paralelogramus ta, ka nekadas divas dalas neparklajas.

Atrisinajums. Cetrstiira malu AB, BC, CD, DA viduspunktus apzim&jam attiecigi ar E, F,
G, H. Nogriezni EF, FG, GH, EH sadala doto Cetrstiiri piecas dalas.

Pamatosim, ka no iegiitajam piecam dalam var salikt divus paralelogramus.

Ta ka nogriezni EF un HG ir attiecigi trijstiru ABC un ADC viduslinijas, tad EF = HG un

EF||HG. Tatad Cetrstiiris EFGH ir paralelograms, jo ta divas pretéjas malas ir vienadas un

paral€las.

Trijstiri FCG parnesam paraléli par 54), tad tas att€losies par trijstiri F;AG; (skat.

110. att.). Ievérojam, ka Cetrstiiris F; EH G, ir paralelograms, jo ta pret€jas mals EH un

F, G, ir vienadas un paral€las. V&l japamato, ka atbilstoSas dalas ir vienadas:

o AEBF = AEAF, péc pazimes mfm, jo EB = EA, XEBF = <EAF; (ka ieksgjie
Skerslenki pie paralélam taisn€m BF un F; A, kuras krusto AB), BF = FC = F, A;

o AHDG = AHAG, péc pazimes mfm, jo HD = HA, <HDG = <HAG; (ka ieksgjie
Skerslenki pie paralélam taisném CD un G, 4, kuras krusto AD), DG = GC = G,A.

Tatad jebkuru izliektu Cetrstiiri var sagriezt piecas dalas un no tam salikt divus para-

lelogramus.

110. attéls
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8.20. Pagrieziens

Ul.

U2.

Dots, ka ABCD ir kvadrats un E ir malas AB ieks$€jais punkts. Nogriezni AC un DE
krustojas punkta P. Perpendikuls, kas no P vilkts pret DE, krusto malu BC punkta F.
Pieradit, ka EF = AE + FC.

Atrisinajums. Veicam pagriezienu ap punktu D par 90° pulkstenraditaju kustibas virziena
(skat. 111. att.). Tad ED att€lojas par GD, kas nozimé, ka ED = GD un <EDG = 90°.
Ievérojam, ka AE = CG péc konstrukcijas.
Ap DPFC var apvilkt rinka Iinijju, jo «FPD + «FCD = 180°. Tada gadijjuma
IPDF = «PCF = 45°, jo balstas uz vienu un to pasu loku. Tap&c

AFDG = ¥EDG — «PDF = 90° — 45° = 45°,
legtistam, ka AEDF = AGDF péc pazimes mfm, tatad EF = GF = GC + CF = AE + CF,

kas ar1 bija japierada.

111. attéls

Dots rombs ABCD, kuram ¥BAD = 60°. Taisne krusto romba malas AB un BC punktos
M un N ta, ka BM + BN = AB. Pieradit, ka trijsturis DMN ir regulars.

Atrisinajums. Ta ka romba lenka lielums ir 60°, tad trijsttiri BDC un BAD ir regulari.
Apliikojam pagriezienu ap punktu D par 60° pulkstenraditaju kustibas virziena. Saja
pagrieziena punkts A att€lojas par B, punkts B — par C un AB —par BC (skat. 112. att.).
No ta, ka BM + BN = AB = BC, izriet, ka AM = BN, bet tada gadijuma M attélojas par
punktu M, kas atrodas uz BC, un BM; = AM. Tatad punkts M, sakrit ar N. Tatad
DM = DN un <MDN = 60°. Lidz ar to trijstiiris MDN ir regulars.

BN C

M

D
112. attéls
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8.21. Homotétija

Ul.

U2.

Divas rinka linijas iek§€ji pieskaras punkta M. Taisne t krusto tas punktos 4, B, C, D (skat.
113. att.). Pieradit, ka xAMB = «CMD.

Atrisinajums. Pagarinam MB un MC lidz krustpunktiem B; un C; ar ar&jo rinka Iiniju
(skat. 114. att.). Ta ka abas rinka Iinijas ir homotgtiskas ar centru M, tad B; un C; ir
atbilstos$i punktu B un C attéli $aja homot€tija; tatad taisne B;C; ir taisnes BC attéls, tapec
B;C4||BC. Tapéc loki AB; un C;D ir vienadi un lenki, kas uz Siem lokiem balstas, ir

vienadi.

113. attéls 114. attéls

Dots izliekts Cetrsturis ABCD, kura laukums ir S. Ta iekSpus€ atlikts patvaligs punkts O.
Aprekinat laukumu Cetrstiirim, kura virsotnes ir punkta O simetriskie punkti attieciba pret

dota Cetrstira malu viduspunktiem.

Atrisinajums. Cetrstira malu AB, BC, CD, DA viduspunktus apzimé&jam attiecigi ar M,
N, K, L un punktam O simetriskos punktus attieciba pret cetrstira ABCD malu

viduspunktiem — ar 04, O,, O3, O, (skat. 115. att.). Jau pieradijam (skat. 7.2. apakSnodalas

U3. uZdeVumu), ka SMNKL = %SABCD = %S

Homotétija ar centru punkta O un koeficientu 2 Cetrstiris MNKL att€lojas par Cetrsturi

01020304, tﬁpéc ta laukums ir 4 - SMNKL = 2S.

115. attels
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Uz trapeces ABCD pamatiem AB un CD argji konstruéti vienadsanu trijstiri ABM un CDN.

Pieradit, ka taisne MN iet caur trapeces diagonalu krustpunktu.

Atrisinajums. Diagonalu AC un BD krustpunktu apzim&jam ar O. Homotgtija ar centru
punkta O un koeficientu % punkts A attglojas par C, bet B — par D (skat. 116. att.). Saja
homotgtija trijsturis ABM att€lojas par trijstiiri CDN, bet tas nozimé, ka punkti N un M

atrodas uz vienas taisnes, kas iet caur homot€tijas centru O.

116. attéls

Saurlenku trijstiiri ABC ievilkta rinka linija pieskaras ta malam AB, BC, CA attiecigi
punktos C;, A; un B;. No nogrieznu A, B4, B;C;, C; A, viduspunktiem vilkti perpendikuli
attiecigi pret AB, BC, CA. Pieradit, ka Sie perpendikuli krustojas viena punkta.

Atrisinajums. Ar A,, B,, C, apzim&am malu C;B;, C;4;, A;B; viduspunktus (skat.

117. att.). Trijstiiris A, B, C, ir homotgtisks trijstirim A, B; C; ar homot&tijas centru trijstiira

A4 B, C; medianu krustpunkta un koeficientu (— %)

117. attéls

Saja homotétija
o O0A; attelojas par perpendikulu, kas vilkts no A, pret malu BC, jo taisne homotetija

att€lojas par tai paral€lu taisni;
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o OB att€lojas par perpendikulu, kas vilkts no B, pret malu AC,
o 0C(; attelojas par perpendikulu, kas vilkts no C, pret malu AB.

Ta ka OA,, OB; un 0OC; krustojas punkta O, tad arT apskatamie perpendikuli krustojas

viena punkta, kas ir punkta O att€ls apskatitaja homotgetija.

8.22. Geometriskas nevienadibas

Ul.

U2.

Dots izliekts 2020-sturis A;A5A43...Az920. Uz ta malam A;A4,, AyAs, ..., Az01942020,
Ay0204, attiecigi nemti So malu viduspunkti By, By, ..., Bggz. Pieradit, ka 2020-sttra

B1B3B5... By perimetrs ir mazaks neka 2020-stiira A1 A, A5. .. Aypzo perimetrs.

Atrisinajums. No trijstira nevienadibas AA,B,B, iegiistam, ka B;B, < B{A, + A,B,
(skat. 118. att.). Analogiski turpinot, katram j = 2,3, ...,2019 no AA;,B;,B; iegiistam
nevienadibu
BiBji1 < BjAjyq1 + Aj41Bjy1.
No AA;B1B;y; iegiistam, ka B,g,0B1 < Byg2041 + A1B;.
Saskaitot visas §1s nevienadibas, ieglistam:
B1B; + ByB3 + +* + B019B2020 + B2020B1 <
< B4, + A;B, + ByA3 + A3B, ... + Byp041 + A1B;.

Nevienadibas kreisaja pusé ir B;B,Bs... By, perimetrs, bet labaja pusé (pec saskaitamo
pargrupéSanas un saskaitiSanas) A;A,A4s... Ay220 perimetrs. Lidz ar to esam pieradijusi,

ka B1B,Bs;... By, perimetrs ir mazaks neka 2020-sttira A1 A, As. .. A0 perimetrs.

A, Do As

118. attéls

Kadas vertibas var pienemt katrs trijstira ABC lenkis, ja <4 < «B < «C?

Atrisinajums. Ja trijstira mazakais €A > 60°, tad ¥4 + «B + «C > 3 - 60° = 180°
(pretruna), tatad <A € (0°; 60°].

Trijstara vidgjais <B € (0° 90°), jo lenkis B var bt péc patikas mazs, ja lenka C lielums
ir tuvu 180°, un lenkis B var bt péc patikas tuvu 90°, ja lenka A lielums ir tuvu 0° un
lenku B un C veértibas daudz neatskiras.
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U3.

8. Patstavigo darbu uzdevumu atrisinajumi

Ja trijstiira lielakais <C < 60°, tad <A + «<B + ¥C < 3-60° = 180° (pretruna), tatad
ZC € [60° 180°).

Izliekta Cetrstiirit ABCD punkts M ir malas BC viduspunkts un punkts N ir malas CD

Viduspunkts. Plerédit, ka SAMN < %SABCD'

Atrisinajums. Trijstiru AMB un AMC laukumi ir vienadi, jo tiem ir vienadi pamati BM
un MC un to augstumi pret Siem augstumiem sakrit; ar1 trijstiru CAN un AND laukumi ir
vienadi (skat. 119. att.). Tatad

Samn < Samen = Samc + Sacy = > (Sapc + Sacp) = > SaBcp-

M

119. attéls
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Terminu vardnica

absoliita vertiba
aksiala simetrija
apvilkts Cetrstiiris
atlikums

atnem$ana

atrisinat vienadojumu
atvert iekavas
augosa funkcija
augstums

augstumu krustpunkts
binoms

bisektrise
blakuslenki

centrald simetrija
Cetrstiiris

daliSana

daZadmalu trijstiris
definicijas kopa
dilstoSa funkcija
ekvivalents

Sfunkcija
geometrisks parveidojums
homotétija

horda

identitate

iekSejie Skerslenki
iekSejie vienpuslenki
ieliekts Cetrstiiris
ievilkts Cetrstiiris
ievilkts lenkis
izliekts Cetrstiiris
kapslu lenki
kosinusu teoréma
krustlenki

kvadrats
kvadratvienadojums
laukums

lenkis

lidzigi trijstiiri

loks

mala

matematiska indukcija
mediana

monotona funkcija
naturals skaitlis

Terminu vardnica

absolute value

axial symmetry
circumscribed quadrilateral
remainder

subtraction

solve the equation
open parentheses
increasing function
height, altitude
orthocentre

binomial

bisector

supplementary angles
central symmetry
quadrilateral

division

scalene triangle
domain

decreasing function
equivalent

function

geometric transformation
homothety

chord

identity

alternate interior angles
consecutive interior angles
concave quadrilateral
inscribed quadrilateral
inscribed angle

convex quadrilateral
corresponding angles
law of cosines

vertical angles

square

quadratic equation

area

angle

similar triangles

arc

side

mathematical induction
median

monotonic function
natural number

145



MODERNAS ELEMENTARAS ALGEBRAS UN GEOMETRIJAS ELEMENTI MATEMATIKAS SKOLOTAJIEM

nepartraukta funkcija

nepiecieSamais
nevienadiba
nogrieznis
pagrieziens
paralelograms
paralélas taisnes
paraleéla parnese
pieradit nevienadibu
pieskare
pietickamais

plats lenkis
polinoms

punkts

reals skaitlis
regulars trijstiris
reizinasana
reizinatajs

rinka linija

rinkis

sadalit reizinatdjos
saskaitiSana

saucejs

simetrija

skaititajs

starpiba

Saurs lenkis

taisne

trapece

trijstiris

vesels skaitlis
videjais aritmeétiskais
videjais geometriskais
vidusperpendikuls
viduspunkts

vienadi trijstiiri
vienadojums
vienadsanu trijstiiris
virsotne

Vjeta formulas

Terminu vardnica

continuous function
necessary

inequality

segment

rotation
parallelogram
parallel lines
translation

prove the inequality
tangent

sufficient

obtuse angle
polynomial

point

real number

regular triangle, equilateral triangle
multiplication

factor

circumference

circle

factor

addition
denominator
symmetry, reflection
numerator
difference

acute angle

straight line
trapezoid

triangle

integer

arithmetic mean
geometric mean
perpendicular bisector
midpoint

equal triangles, congruent triangles
equation

isosceles triangle
vertex

Vieta’s formulas
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