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PIRMA NODALA

PUNKTU, NOGRIEZNU UN LAUKUMU NOTEIKSANA AR
KOORDINATAM. KOORDINATU SISTEMAS. PROJEKCIJAS

1. Analitiskas geometrijas definicija. (eometriju sauc par ana-
litisku tad, ja ta geometrisku att€lu Ipadibas izpéti ar algebriskas ana-
lizes palidzibu. :

Lai pétiSanu var€tu izdarit minéta karta, geometriskie attéli ir ja-
noteic ar skaitliem. Skaitjus, kas pilnigi noteic un raksturo kadu
geometrisku attelu, sauc par 32 att€la koordinatam. Te apskatisim
geometrisku attélu ipasibu pétiSanu plakné.

2. Taisnes nogrieznis. Divi uz taisnes esodi punkti A un B no-
teic taisnes nogriezni AB (1. zim.).

P A 8 C

L A

1. zim.

Mérijot S0 nogriezni ar kadu citu nogriezni, ko piepemam par
vientbu, dabiijam méra skaitli, kas noteic nogrieZna absoluto garumu.

Uz taisnes iz8kiram divas wirzlena puses. Ja vienu no tam pie-
pemam par pozitivu, tad otra biis negativa. Taisnes pozitivo virziena
pusi apzimé&jam ar bultu. Taisni, kuras pozitivd virziena puse ap-
zimeéta, sauc par vérste taisni.

Ja uz verstas taisnes atrodas nogrieznis ar sikuma punktu A un
gala punktu B, tad garums AB dabn pozitivii zimi, ja no A uz B
ejam taisnes bultas virziena, Pretéjd gadijuma nogrieZzna garums dabn
negativu zimi.

No augséjiem pien€mumiem secinam:

AB = — BA,
AB 4+ BA = 0.

AB 4+ BC + CA=0.



3. Lepku mériSana. Elementara matematika lepkus méri grados,
augstaka matematika — loka mera.

Kads lepkis ir pilnigi noteikts, ja uz rinka ar radiusu 1 (vienibas
rinka) dots $im lenkim piekartotais loks. Sa loka méra skaitli daba-
jam, mérijot 50 loku ar loku, kura garums ir 1.

Ka redzams, lepki mérijam, noteicot tam uz vienibas rigka pie-
kartota loka garuma méra skaitli., Loka méra skaitlis ir nenosaukts
skaitlis.

Lepka «° loka méru apzimé ar
~arca,

Ja legkis dots grados «°, tad 3a lepka loka méru dabiijam no at-

tiecibas
arc o : 2w = a° ; 360°,

Tatad
arca=§gga-2n=l§;o‘w. (1)
No formulas (1) dabiijam:
arc 360° = 2w, arc 60° = %,
arc 180° = =, ale g0 = —},
arc 90° = g, arc 30° = -g-

Ja lepkis dots loka meéra, tad tam atbilstoSo gradu skaitu dabiijam

no attiecibas _
223600 = arc o= 2%

un
@ = FE% . 3600 = 2% . 1800, @
Tatad, ja arc a =%, tad
&
B % . 180° = 60°,



Ja (2. zim.) Ioka garums s lidzinas rigka radiusam r, tad lokam
s=r atbilstosais lenkis ripka centra ir ¢="57° 17" 45", So lenki sauc
par radianu.

Uz rinka ar radiusu r, loka méra iz- 3
teiktam centra lepkim ¢ atbilstoSais loka \
garums ir : \ () L

s=re. :  JR D

Par pozitivo virziena pusi uz ripka
pienemam virziena pusi pret pulkstena
raditaja kustibu. ‘ 2. zim,

4. Koordinatas. Par kdda pé@tijama geometriska att€la koordi-
natam sauc skaitjus, kas noteic $a atteéla stavokli pret nekustigiem
elementariem attéliem.

Koordinatu sistema ir to nekustigo elementarattélu kopums, pret
* kuriem noteic pétijama attéla stavokli.

5. Koordinatu sistema uz taisnes. Lai noteiktu punkta P sta-
vokli uz dotas verstas taisnes (3. zim.), izvélamies uz tas péc patikas
punktu O. So punktu uzskatam par nekustigu. Dota taisne, punkts O
un vienibas garums OA tad veido koordinatu sistemu.

Punktu O sauc par nullpunktu vai ari sakuma punktu. Punkta P,
vietu uz Sis taisnes noteic sekojo3a veida.

A g e, A
+ ' -
I X3 Xy e
|
K'
3. zim,

Piepemot, ka nogrieznis OA ir vienibas garums, skaitlis

OP
¥ = "071 (1

izteic, cik vienibas garumu ijeiet nogrieZga OP; garuma. So skaitli x,
sauc par punkta P, koordinatu.



3

Koordinatas x vertiba ir pozitivs skaitlis, ja no punkta O uz P
ejam uz verstas taisnes pozitivo pusi; pretéja gadijuma 3is skaitlis ir
negativs. Ta, piemé&ram, punkta P; koordinata ir

Xy =3
un punkta P, koordinata
xs _ 2-

6. NogrieZpa garums. No 3. ziméjuma dabnijam:

OP, + PP, = OP,,

Plpg == OPQ — OPI.
Ta ka

OP1=x1, OP9=x2,
tad nogrieZzpa P,P, garums ir:
PPy = X9 — X4. 2
Tatad nogrieZpa garumu dabﬂjém, no nogrieZna
gala punkta koordinatas atpnemot. sikuma punkta
koordinatu.

Piemérs:
Uz taisnes (4. zim,) doti punkti ar koordinatam:

P P.
P. .0 ‘P' : “ It
f T T T I '
4. zim
xl-’:l, x2—4, xg——"‘—'2, x‘—3,

tad



7. NogrieZpa daliSanas attieciba. Nogriezni P,P, uz dotas taisnes.
(5. zim,) tas pasas taisnes punkts P dala noteikia attieciba,

R

0 P P
} ' b
5. zim.
Daltsanas attiectbu ) dod izteiksme
o P8
= p- 1y

Augsgja izteiksme un 5. zim€jums rada, ka A jir negativs skaitlis,.
ja dalitajpunkts P atrodas nogriezna P,P, iekSieng, jo tada gadijuma
nogriezpiem PP; un PP, ir pretéjas zimes. Ja dalitajpunkts P atro-
das arpus nogrieZzna P,P,, tad, kd redzams, A dabn pozitivu zimi.

Pirmaja gadijuma saka: punkts P dala nogriezni iekseji, otra -—
areji.

Ja punktu P;, P, P, koordinatas ir x;, x, x,, tad

PP, = x;, — x un PPy = xy — x
un
G Vel

o= ppc T e @y

Piemeérs:
LBl o b S S 8

Ar 5im koordinatam dabfijam

o 2= -l ._ S 1
S8=8 BTt
Ja dotas nogrieZna 'P,P, sikuma un gala punkta koordinatas x,
un x, un ari A, tad no (2) dabiijam dalitajpunkta P koordinatu x
R
¥ =", 3)
Piemérs:
Doti
LA R R B

CO| =



tad 1
TR e
X =8
5 e
3 3

Piemérs:
Dabiit nogriena P, P, viduspunkta M koordinatu. NogrieZzpa
viduspunkts M dala nogriezni P, P, attieciba

A=—1,
Lietojot formulu (3), dabiijam viduspunkta M koordinatu
_omlexg— Xt
M e )

8. Ipasi punkti uz taisnes attleciba uz nogriezni. Uz no-
griezna un uz taisnes, uz kuras atrodas nogrieznis, ir ipasi punkti, pie
kuriem pieder nogriezna sakuma, vidus un gala punkti, t.i. P, M, P,.

Formula [7] (2) rada:

ja dalitajpunkts P sakrit ar nogrieZzna sakuma punktu P, tad

di=03

ja dalitajpunkts P sakrit ar nogrieZpa vidus punktu M, tad

A=—1,
-un ja dalitajpunkts P sakrit ar nogrieZpa gala punktu 7, tad

A= oo,

Formula
X, — X
e (@)

tada, ka vispar katram dalitajpunktam atbilst tikai viena daliSanas at-

tieciba A.
Formula =

i= N ®

tada, ka vispar katrai daliSanas attiecibai A atbilst tikai viens dalitaj-
punkts P.

Formulas (z) un () dod noraditos rezultatus tikai tad, ja formula
(@) punkta P koordinata ir galiga un ja formula () A ir pozitivs un
nav 1.

10 .



Ja dalitajpunkta P koordinata x tiecas uz 1 oo, tad formula (=)
abos gadijumos dod A = 1. .

Ja A >1 un X - 1, tad no formulas () dabijam x —» + co. Ja
0<A<1 un A — 1, tad 31 formula dod x - — oo,

Ka velak redzeésim, ir iemesls piepemt, ka uz dotas taisnes ir tikai
viens bezgaligi tils punkts, ko dabnjam, ejot bezgaligi talu uz taisnes
vai nu pa labi, vai pa kreisi no 0 (5. zim.).

Ar 3adu piepémumu arvien pastiv vienvértiga piekdrtoSana zimé-

~ joties uz dalitajpunkta P koordinatu un daliSanas attiecibu A.

Piepemam, ka (6. zim.) punkts Q; dala nognezni P, P, attieciba A
un punkts Q, dala So
pasu noggezm attie- 0 a, R q, .R
ciba —A. Cetrus punk- —f—

p .&‘ ) i
2

g )
tus Py, Py, Qy,Q,, kas Ryt |
stav minétaja sakara, —X —
sauc par Cetriem har-
moniskiem punktiem
. un saka, ka punkti Q,,Q, dala harmoniski nogriezni PIP,. Ta ka Q1 dala

nogriezni P, P, aréji un Q, iek3&ji, tad redzams, ka punktu paris P;,Py
Skir punktu pari Q;, Q,, un otradi — punktu paris Q,,Q, Skir punktu
pari Py, P,.

Ar augsgjiem pienémumiem par punktiem Q,,Q, attiecibd uz no-
griezni P,P,, punktu Q, un Q, koordinatas £, uu &, ir

i ’ -
6. zim,

_Axyg—x; o =—Axy—x
H i e o L Bales i g
Punkts P, dala nogriezni Q,Q, iek3&ji ar daliSanas attiecibu

" ___P1Q1=El—x1_
. P, Qq §a — %,

Punkts P, dala nogriezni Q,Q, aréji ar daliSanas attiecibu

g = P Qi El_"xﬂ'
P,Q & — x

Liekot $inis p, un p, izteiksmeés augsejas &, un &, vértibas, dabfijam:

%ok

A+ 1
s e fy == = m

pl—l—l

11



No augieja secinam: ja punkti Q, un Q, dala nogriezni
PP, harmoniski, tad ari punkti P, un P, dala harmo-
niski nogriezni Q;Q,. B

Ja punkti Q; un Q, dala harmoniski nogriezni P,P, un ja Q, sakrit

ar P, tad 3, = 0, un tade| ari Ay = — A, = 0. Tas nozimé, ka $ada

gadijuma ari punkts Q, sakrit ar punktu P,.

Ja Q, sakrit ar P,, tad A, = co, un tade} arl Ay = — A = — o,
Tas nozimé, ka ari punkis Q, sakrit ar punktu P,.

Vispar var teikt ta: ja no Cetriem harmoniskiem punk-
tiem divi sakrit viena punkta tad Saja punkta iekrit
ari vél treSais harmoniskais punkts. :

Ja no Cetriem harmoniskiem punktiem P, P,, Q;, Q, punkts Q,
atrodas nogrieZna P, P, viduspunkta, tad Q, dala nogriezni P, P, at-
tieciba A = — 1. Saskapa ar harmonisko punktu definiciju, punkts Q,
tad dala nogriezni P; P, attiectbda A = 1, un tade] punkta Q, koor-
dinatai” jabfit co. '

9. Paralelkoordinatu sistema plakn€. Lai noteiktu dota punkta P
stavokli plakné, piepemam nekustigu elementarattélojumn — koordi-
natu sistemu, uz kuru attiecinam doto punktu,

Par koordinatu sistemu pienemam divas taisnes, kas krustojas
punkta O (7. zim.). Sis taisnes sauc par koordinatu astm. Punktu O

sauc par koordinatu sakumu, lenki o par koordinatu lepki. Bultu
virzienu pusi uz §im asim pie-
S oot

5 / nemam par pozitivo.
/‘l tas virziena uz X pusi sauc
i par abscisu vai X asi un taisni
/ / caur O bultas virziena uz Y
- Punkta P stavokli plakné
g ST L noteic $adi: caur P velkam
7. zim, taisni PQ | X asij un taisni
méra skaitlis x un nogriezna RP méra skaitlis y pilnigi noteic punkta

P vietu plakné. No 7. zim€uma redzams, ka ; s

OR=QP=x un 0Q = RP =y.

s 2P Taisni caur punktu O bul-
L
: pusi sauc par ordinatu vaiY asi.
X
PR | Y asij NogrieZznpa QP

12



Skaitli x sauc par punkta P abscisu un skaitli y par punkta P
ordinatu. Sos skaitjus sauc par punkta P koordinatam.

So koordinatu sistemu sauc par Dekarta koordinatu slstemu vai,
ta ka lepkis o Se slips, arl par sliplepka sistemu

Te pienemam un talak lietosim simbolu,
P=x]|y.

8a simbola nozime ir: punkts P ir noteikts ar abscisu x un ordinatu y.

Tatad, ja rakstam:
Pl == 3 ‘ 5,

tad tas nozimé, ka punkts P; ir noteikts ar abscisu x = 3 un ordi-
natu .y = 5.

Koordinatu asis iedala plakni
Cetros laukumos: I, II, I, IV
(8. zim.). Redzams, ka katram
plakné esofam punktam piekar-
tota tikai viena abscisa x un
tikai viena ordinata y. Katra
laukuma punktu koordinatam,
saskana ar augSa teikto, ir pie-
kartotas noteiktas zimes, ka tas paradits tabula

o
Punkts P, atrodas laukumd | + +
» Pﬁ " » Il — +
5 Py - 1l —_ ~
n P4 ”» » IV + e

Ka redzams, katram punktam plakné atbilst pilnigi noteikta abscisa
un ordinata ar pilnigi noteiktu zimi. Tapat redzam: ja dotas koordi-
natas x un y ar noteiktu zimi, tad Sis koordinatas dod vienu vienigu
pilnigi noteiktu punktu.

Simbols P=3|—2

izteic punktu IV laukuma. Sa punkta abscisa ir x = 3 un ordinata
y=—2 (9. zim.).

13



Punkti ar ordinatu y = 0 atrodas uz X ass un punkti ar abscisu
x=0uz Y a8l

Simbols : 0 =040 !
izteic koordinatu sakumu.

10. Dekarta taisnjepka paralelkoordinatu sistema. Ja piepe-
mam koordinatu lepki o = 90°, tad Y ass ir | pret X asi. So koor-
dinatu sistemu sauc par Dekarta taisnlepka koordinatu sistemu vai
arl par taisnlegpka paralelkoordinatu sistemu (10. zim.).

.

), | % v
0/‘( 2 3 = 1:
Z/ / o/ L
v, : > X—=—

P

9. zim. 10.4 zim,

Piepemam zimé&juma plakni par vertikalu un abscisu asi tani par
horizontalu ar pozitivo virziena pusi pa labi no O. Ordinatu ass tad
ir vertikala, ar pozitivo virziena pusi uz augsu.

Staru OP sauc par punkia P radiusa vektoru. To apzimeé arl ar
burtu ». Radiuss vektors arvien ir pozitivs un skatams no O uz P.
No 10. ziméjuma redzam, ka

r=y A F P2 )
Si izteiksme, ka redzam, dod ari punkta P attalumu no koordinatu
sakuma O.
Ja P =135,
tad $a punkta attalums no koordinatu sakuma O ir
r=) FF 5=y

Lenki ¢, mérijot to no X ass lidz radiusam vektoram pozitiva vir-
ziena, sauc par radiusa vektora wirziena lepki. Skaitli
= iy
iRy T (2
sauc par radiusa vektora wvirziena koeficientu.

14



Redzams, ka ‘

sin<p=5—:; cos<p=%. (3)
Piemeérs: ' :
Caur koordinatu sakumu dota taisne, un uz tas punkts P= x|y

(11, zim.). Kadas ir uz tas paSas taisnes eso$da punkta P; koordinatas?

y R
P
-
b g
0 X
‘i-.—xi——.-‘
11. zim. : 12, zim.

Apziméjot meklétas punkta P; koordinatas, ka redzams zim€juma,
dabiijam

Yook o
Mt
Tatad
Y1 =pyun x, =px
un’

P,=px|py.
Se p ir atkarigs no punkta P, vietas uz dotas taisnes.

Piemérs :

Dota taisne # caur punktu P, ar virziena legki ¢ (12. zim.). Kadas
ir §is taisnes bezgaligi tala punkia koordinatas?

Velkam caur koordinatu sakumu taisni ;| #. Sis taisnes krustojas
bezgaligi tala punkta U.

Punkta P, koordinatas uz taisnes £, ir
Py = p cos ¢ | p sin g.
Ja p = o, tad dabiijam taisnes # bezgaligi tala punkta koordinatas:
U=pcos ¢|psin g,
P =09,

kas ari ir taisnes #; bezgaligi tala punkta koordinatas.

15



11. Lepkis starp divaim taisném. Par lenki starp divam vérstim
taisném #; un # sauc to lenki ¢, ko pdrejam, grieZot (ap iai§qu 4 un
& krustoSanas punktu 7) taisni #; pozitiva virziena, kamér ta sakrit ar
taisni 4 (13. zim.). ¢ —

13. zim, 14. zim. 15. zim.

Lenki ¢ starp X asi un taisni £ dabfijam, grieZot pozitiva virziena
X asi, kamér ta sakrit ar taisni ¢ (14. zim.). Parietais lepkis ¢ tad ir
meklétais lenkis.

Lenki starp X asi un nogriezni AB dabajam (15. zim.), ja velkam
caur nogrieZna sdkuma punktu A taisni | X asij un grieZam $o taisni
pozitiva virziena, kamé&r ta sakrit ar nogriezni AB. Parietais lenkis ¢
tad ir meklétais.

12. Nogriezpa projekcija. Punkta A ortogonala projekcija uz
taisnes ¢ ir punkts A, ko dabiijam, krustojot taisni £ ar stateni pret
to caur A (16. zim.).

8
, a A/“P/EB"
| 2

1 ] S

Ao Al » al N

*

16. zim. 17. zim.

Par nogriena AB projekciju uz taisnes ¢ sauc nogriezni A’B’' uz
taisnes #, t. i. nogriezni starp punktu A un B projekcijam uz tais-
nes ¢ (17. zim.).

16



. Apzimgjot ar ¢ lenki starp projekcuas ass ¢ pozitivo vimena pusi
un nogriezni AB, dabnjam: :

A B AB" = | AB | cos cp

Jaievéro, ka nogrieZna AB projekcija A'B’ dabii zimi atkaribd no
cos @ zimes."

13. Poligona projekcija uz taisnes (18. zim.).

Par poligona ABCDE ortogonalo
projekciju uz projekcijas ass ¢ sauc Y
nogriezni A'E’, t. i. to nogriezni uz A
taisnes £, kas atrodas starp poligona
sakuma punkta A un gala punkta £

|
iR g | E
ortogonalam projekcijam A’ un E' uz __ { t
taisnes ¢. A €
Teorema: ol e

Poligona projekcija uz kadas ass ir vienlidziga
poligona malu projekciju sumai (19. zim.).

4 Saskapa ar- poligona pro-
jekcijas definiciju

proj. (ABCDEF) = A'F'. (1)

Poligona malu projekciju
suma ir

: proj. (AB) + proj. (BC) +
+ proj. (CD) + proj. (DE) +
-+ proj. (EF) =
= A'B'+ BC' +C'D +DE + E'F =
=AD +DF =AD —FD =AF. (2

Izteiksmes (1) un (2) pierada teoremu.

Ja poligons ir slégts, t. i.,, ja punkts F (19. zim.) sakrit ar punktu
A, tad redzams, ka slégta poligona projekcija uz kadas
ass ir 0. No zimg&juma ari redzams, ka neslégta poligona projekcija
uz kad.s ass lidzinas taisnes AF projekcijai uz Sis ass. Taisni AF
sauc par neslégta poligona rezultanti.

2 Analitiskd geometrija. 17



Piemérs:
Dota taisne ar attalumu p no koordinatu sakuma un lepki «, ko p
veido ar x asi. Dabait punkta P= x |y attalumu no Sis taisnes

y (20. zim.).
= Poligoniem OQRP un
OSP ir kopéja rezultante OP,
e P tade| %o poligonu projekei-

jam uz kadas taisnes ir
jabit vienlidzigam. Par pro-
jekcijas asi izraugam taisni,
uz kuras atrodas nogriez-

e t Polrgona OQRP pro;ek-
20. zim. cija uz taisnes, kas iet caur

O un Q, ir
proj. (0Q) + proj. (QR) + proj. (RP) =p + 0 + d. (1
Poligona OSP projekcija uz taisnes OQ ir
proj. (OS) + proj. (SP) == x cos « + y sin a. (2)
proj. (OQRP) = proj. (OSP),

tad no (1)’ un (2) dabiijam:
p+0+d=xcosa-+ysina,

Ta ka

vai
d = xcosa -+ y sina — p. 3)

14. Nogriezpa projekcijas uz koordinatu asim. NogrieZga
garums un virziens (21. zim,). Apziméjam nogrieZzna AB garumu ar
R un nogrieZzna projekcijas uz koordinatu asim ar X un V; lenki ar x

asi apzim€jam ar ¢.

Tad
X = Rcose, Y =Rsing; (1)

R= VXtV (©)

cosgo—X=——/-\,———-, X
R X247
Sincp-—r):z _Y l

RV B

18



Ja A= x|y unB=x,|y, tad

X=x— x5 Y=y3—

un
R=V (a—x)+ (3. — )
€08 P = e — 5
V-(x-z — %) + (v — )? | 4
: Yy —W
S1 =
et V (x— X))+ (ya+y0)* *

No (1) redzams, ka X un Y dabi zimes, atkariba no lenka ¢ vér-
tibas. R un tatad ari saknes zime te arvienu ir pozitiva.

15. Polarkoordinatu sistema. Saja sistema punkta P vietu plakné
noteic ar ta attalumu r no nekustiga punkta O un ar lepki ¢, ko r
veido ar nekustigu pusstaru OX (22. zim.). '

Punktu O sauc par polu, pusstaru OX P
par polarasi, lenki ¢ par amplitudu, no- .
griezni OP = r par radiusu vektoru.

Ja nav piepemts kads cits noteikums, Ly
tad radiusu vektoru r arvienu uzskata par
pozitivu. Lenki ¢ uzskata par pozitivu ¢ "
virziena pret pulkstepa raditaja kustibu.
Punkta P noteicéjus » un ¢ sauc par punkta 29. zim.
P polarkoordinatam un raksta . '

P=vrls.

Ja doti r un ¢, tad punkts P ir vienvértigi noteikts, bet ja dots
punkts P, tad tam piekartotu » dabiijam vienvértigu, bet amplituda tad
ir daudzvértiga; tas veértiba ir :

¢+ 2km
ar k ka veselu skaitli,

Pols O, polarass OX, radiuss vektors r, amplituda ¢ un garuma
vieniba veido polarkoordinatu sistemu.

Polam O piekartotais radiuss vektors ir 0 un amplituda ¢ nenoteikta,

2% 19



»16'. Nogriezpa daliSanas attieciba paralelkoordinatu sistema
(23. zim.). :
Punkts P dala nogriezni AB attieciba

s
l_m.

No zim&juma redzam, ka

PA_PA_PA

|
|
‘ A= —— = ——,
l)’ | PB - P-B:'i P'B"
# | =
0 IA' ;P. lal % Ta ka
-.—x'-—‘ = ' i P'A'=x1—-x; P'B,=x2—x
- X5 ~— un
23. zim. P'A" =y, —y; P'B"=y,—y,
tad A dabn vertibu: . ;
y IR, et b 4 B )

Xg— X Yo—V
No (1) dabiijam:

A X — X
Toox=—1
&)
_AYa—
S

Piemeérs:
Kadas ir nogrieZna AB viduspunkta koordinatas?
levérojot, ka nogriepa viduspunkts dala nogriezni AB attieciba
A = —1, no (2) dabiijam:
—1xp— %, X1 + X,

P =

et e y

—l‘.VQ—.Vl Y1+ Y
2 &

im e e T

Piemérs:

Dabit trisstara P, P, Py sma-
guma centra koordinatas (24.zim.).
Apziméjam ar P, nogriezna P, P, 0 Py
viduspunktu un ar Py nogrieZna
P; Py viduspunktu. 24. zim.

@0
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Smaguma centru S tad dabfijam ka faiSgu P, P‘ un P, Py krusto-
Sanas punktu.
- Punkts S dala nogriezni P; P, iek3¢ji ar A= — 2. Punkta P,
koordinatas ir

x‘___xi';x_a un y‘=J,_,l_-j2-__J_,_§' S
Punkta S koordinatas dabfijam no (2), liekot A = — 2 un Xy, y,
vietdi x, un y,. Tad:
Xq—+ X
_g.Xat X
e 2 xl=x1+xn+xs
T —2—1 3 %
% e SRl Sl B e R
LR —2—1 2 3 :

17. [Legkis starp diviem radiusiem \iektorlem. Lepkis starp
diviem nogrieZzpiem (25. zim.). Doti punkti

Pi=x|yiun P, = x5 | yu.

Tad radiusu vektoru r, un r, vértibas {y
attiecigi ir

ro=VA+yh n=Vait s "
un lenkiém ¢, un ¢, piekartoto trigo- AA 1 :‘
. = ; : e

0

nometrisko funkciju vértiba ir: 0
p—Xy—— |
sin @, =21 = =
s U9 =
r 1
(@) 25. zim.

. R
sin g = 22 ; cosw:—’—"
rq rg

Ta ka
¢=<P2-(P1:
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tad '
sin ¢ = sin (g — ;) = sin @, €OS p; —coOs Py sin @y; (1)

€os = €08 (s — @;) = €OS P, €O8 p; + sin P, sin P;. (2)

levietojot formulas (1) un (2) vértibas no (x), dabnjam:

sin 4’: il—y———————-“— X2 1 l

_%%+ i ' |

cos ¢ .

Piemérs:

Dabat legki ¢, ko veido divi nogrieini R, un R,. Pienemam, ka R,
projekcijas uz koordinatu asim ir X; un ¥, un nogrieZzna R, projek-
cijas — X;, Y, (26. zim.).

Parhidam nogrieZnus R, un R, paraleli sev caur koordinatu sakumu O.
Tad, izmantojot formulas (3), liekam
tajas x;, xo vieta X;, X; un y;, v,

y vietd ¥y, ¥, Tada karta dabnjam
Ra
i X re— X, Y,
sin ¢ = 21
i
___R—‘———' Xl Xg + YI YQ
COSQP = *ﬁ'?—““
0 X 1 4\2 . (4)
R=VXFT:
26. ; SR
zim Rg i I/X"; = Y,f,
Secinajumi.

Ja vektors r, L ry, tad lepkis ¢ = 90° vai 270° un cos ¢ = 0. For-
mula (3) rada, ka tad jabiit:

X1 Xg+ W Yo=0

vai
SPeas, B
X1 Ya Ya
Xa

22



y

Radmsa vektora r, virzlena koeficients m, ==* s un radiusa vektora

ry virziena koeficients m, = “—'—”. levérojot aug§ejo, dabinjam, ka gadi-
2
juma, ja r, L ry, tad
1
my—= — m_g
vai ;
ml . ’ng = — l . (5)

Ja nogrieznis R, | Ry, tad ¢ = 0° vai 180° Tad
~ sin $ =0,
No (4) redzams, ka tad jabit:

XIYQ—XQ)G:O

vai ari
Y1 X1
Y 5

Tatad, ja R, [(R,, tad S0 nogrieZpu projekcijas'ir pro-
porcionalas,

Ja R, L Ry, tad lenkis § = 90° vai 270° un cos ¢ = 0. No (4)
redzams, ka tad jabit:

X1X2+Y1),2=0

vai ari
e 3
Xy w15
X,
Ta ka
Y ; : L T
T m, ir nogrieZna R, virziena koeficients un

;}\;’ = m, ir nogrieZna R, virziena koeficients, tad

m,m,=—1.



18. Trisstiira laukums. Punkti O, Py, P, veido trisstiri (27. zim.).
Uzskatot », par 3a.trisstira pamatu un & par augstumu, dab@jam:

- rieh .riersi :
A OR Py Bt Do nvnY A

levietojot augseja izteiksmé sin ¢ vertibu {sk [17] (3)}, dabajam:

x
' OP; Pa—g(xlya—xah)— 2 x:i,’: )

Ta ka r, un r, arvienu ir pozitivi, tad no (1) redzam, ka trisstiira
laukums ir pozitivs, ja sin ¢ ir pozitivs. Tada gadijuma lepkim ¢ jabat
pozitivam un mazakam par 180°. Ar 3adiem noteikumiem trisstiira
OP, P, apejas virziens (sk. 27. zim.) ir pozitivs. Ja apejam trisstari
virziena OP, P,, tad apejas virziens ir negativs, un trisstiira laukums
tad dabfi negativu zimi. No 27. zim&juma redzams: ja apejas ce|S
iet pozitiva virziena, tad trisstira laukums atrodas pa kreisi no $a ceja.

27. zim. 28, zim.

Piemeérs:
Dabat trisstara OP; P, laukumu, ja P1 =2 twmPy=1]3.

Tad

'AOP P =3 | %

' 2
X9 Vo 3

Ja trisstiira virsotne neatrodas koordinatu sakuma (28. zim.), tad
trisstiira laukumu dabnjam, ka redzams, 3adi:

AP1P2P3=AOP1P9+AOP2P3+AOPspl.
Augsgjiem trisstiriem pielietojot formulu (2), dabﬂjam:

X Vo
+3]%

X3 Vs

3|=5@-3—1.1)=25

Xy y8 I (3)

1
Aplpgpa ‘xth xlyll'

——leo}’n
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Attistot determinantes, dabfijam:
AP Py Py = é (X1 Y9 — Xa y) + % (Xay3—x399) + é (%91 — *1Yg). (38)
Izteiksmi (3a) var rakstlt arl veida: -

Xg Vs 1 |
X9 Vg 1
X 1

'Aaaa—g )

19. Daudzstiira laukums.i-D'audzstura laukumu dabiijam, sadalot to
trisstiiros, piemérojot katram trisstirim formulu [18] (3a) un saskaitot
$o trisstiiru laukumus (29. zim.).
 Daudzstira (12345 1) lau-
kums ;

F=A123+A134+A146.
Lietojot formulu [18] (3a), da-
biijam:
F = (x,52 — %31) +
~+ (X2 y5—X3y9) + (Xs Y1—X1¥5) +
+ (X1 Ys—Xa91) + (Kay—Xeye) + 2 X
+ (X r—X1 Y9 + (1 y—X 1) +
+ (X495 — %5Y0) + (X5 Y1 — %195)- 29 X
No 3is izteiksmes dabfjam:

F=(x1y, — xe,V!) + (Xo¥s — Xa¥o) + (X3 Y4 — X4¥s) + (X4 Y5— XsY4) +
+ (X1 — X1 ¥5)

4

un
F= % [(e1y2—%a31) + (Xa¥s— X5 ¥2) + (XeYi— X4 ¥5) + (Xe¥s—X5¥4) +
3 + (X531 — %1 y5)]. (1
Piemérs:

Dots slégts poligons ar
P=1—2;P,=3|0; P,=2|3; L=—1|1; k=—2]|—1

Dabiit 33 poligona laukumu F. Lietojot formulu (1), dabaijam:
F=é[1 0B Nk Y0 a R I S S
F =N (== 1 (=D =P D =14
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OTRA NODALA
KOORDINATU SISTEMAS PARVEIDOSANA

20. Koordinatu sistemas parveidoSanas vajadziba. Kada geo-
metriska attéla ipaSibas analitiski izteicamas jo vienkar3ak, jo vien-
kardaks ir koordinatu sistemas stavoklis attieciba pret pétijamo attélu.

Daudzos gadijumos geometrisku attélu petidana attiecigos rékinus
varam vienkarSot, parejot no dotds koordinatu sistemas uz jaunu koor-

dinatu sistemu, kuras stavoklis pret péti-
y jamo atiélu, ievérojot izdaramos rékinus,
ir izdevigak -izvéléts.

21. Pareja no paralelkoordinatam

uz polarkoordinatam. Liekam polu

Y koordinatu sakuma, polarasi x ass virziena.
5 9 z Tad, ki redzams no 30. ziméjuma,

| Mprand - il (1)
y=rsing
30. zim,

Ar 3im izteiksmém parejam no paralelkoordinatu sistemas uz polar--
koordinatu sistemu. No polarkoordinatu sistemas parejam uz para-

lelkoordinatu sistemu ar Sadam izteiksmém :

r= ]/‘.;5 + y?
; y T y X
sSin o= e e 2008 e B — oo e t = =3 cot -
YT Vg DT A STl e
¢ = arc tg 3‘;—

22. Taisnlepka paralelkoordinatu sistemas paralela parbidiSana
(translacija) (31. zim.). Jauna koordinatu sakuma koordinatas ir x, un y,:

0’ == xo I yo.
Caur O’ velkam § asi || x asij un v asi | y asij.

Pareja no (O, x, y) koordinatu sistemas uz sistemu (O, §, %) ir dota
ar izteiksmém
X = X5 + E ] (l)
y =3+ ,
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Pareju no sistemas (0, §, v) uz sistemu (O, x, y) dabnjam ar

’E—x—xo}
2
N=Y—Y @
A | r’.’..l.
e
of i 40 ;
._X._..‘ i e
ke
31. zim. 32. zim.

23. Taisnlepka koordinatu sistemas grieSana ap koordinatu
sakumu (32. zim.). Koordinatu sistemu (O, &, n) pagrieZam pret sistemu
(O, x, y) par legpki . No 32. zimé&juma redzam, ka

x =0R — SR
y=8T+TP.
Ta ka
OR =¢%cosp; SR=rnsing; ST=Esin; TP =1y cos ¢,
tad
x=2FEcosp —nsing

y=2~§sin ¢ 4 n cos ¢ @)

Sis izteiksmes dod pareju no koordinatu sistemas (O, x, y) uz koor-
dinatu sistemu (O, &, 7).

Atrisinot vienadojumus (1) attieciba uz £ un v, dabajam :

§=xcos¢g -4 vsing

N =—xsin¢p+ ycose @

Sis izteiksmes dod pareju no koordinatu sistemas (O, &, ) uz koor-
dinatu sistemu (O, x, y)
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24. Taisnlepka koordinatu sistemas paralela parvieto$ana un
grieSana (23. zim.). So parveidoSanu izdaram, vispirms veidojot
sistemu (0, x', ¥') un péc tam

y pagrieZot So sistemu par lepkiep.

Sistemu (O, x, y) parveido-
jam sistema (O, x', y) ar
izteiksm€m

x=x+%x } i
y=¥+% &
Sistemu (O, x', y') parveidojam

2 sistema (O, &, ) ar izteiksmém
X ' X =Ecosp—msingl (o
: : : - @

33. zim. y'=Esin ¢ + ncos ¢

levietojot izteiksmés (2) x’ un y' vértibas no (1), dabiijam:

X = Xx,+ £ cosp — vsin¢
y,=yo+5sin<p+ncos<p}' @
Sis izteiksmes dod pareju no koordinatu sistemas (O, x, y) ‘uz koordi-
natu sistemu (O, §, 7).
Atrisinot vienadojumu (3) attieciba uz & un 7, dabﬂjam pare]as
formulas no sistemas (O, §, ) uz sistemu (O, x, y):

E=(x—x)cos9 4 (y—yo)sing | 4)
— (x—xp)sing 4 (y—yo)coso ) -

25. Pareja no taisnlepka uz sliplepka koordinatam (34. zim.).
Ka redzams no ziméjuma:

x=0R+ RS
y=S8T + TP.
Ta ka
ST =1L sina,
RS = 7 sin (90°— B) = 7 cos B,
OR = £ cos a. un
TP = v cos (90°—— B) = n sin B,
tad

x=Ecosa+n cosB} ay
y=2Esina-4 ysinf )’
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'§is izteiksmes dod pareju no koordinatu sistemas (O, x, y) uz koor-
dinatu sistemu (O, &, 7).

Parveidojot izteiksmes (1), dabnjam:

Esin(B—a)=xsinp—y cosP } 9
nsin(—a)=—xsina+ ycos )’ @

Sis izteiksmes dod pareju no koordinatu sistemas (O, &, 1) uz koor- -
dinatu sistemu (O, x, y).

26. Polarkoordinatu sistemas grieSana (35. zim.). Ap polu O
pagrieZam polarasi par lepki ¢. Pareju no polarkoordinatu sistemas
(O, r, p) uz sistemu (O, r, ¢') dod
izteiksmes:

e
P=%+ ¢}

Pareju no sistemas (O, r,¢') uz
sistemu (O, r, ) dod izteiksmes:

rag T }

: 2
A R @

TRESA NODALA

LIKNES UN LIKNU VIENADOJUMI

27. Liknes un liknes vienadojuma definicija. Par ltkni — arr
geometrisko vietu — sauc liniju, kuras visiem atseviSkiem punktiem
ir ta pati geometriskd ipaSiba, ar ko tie atskiras no punktiem, kas
neatrodas uz 3is liknes.

Liknes vienadojums — ari liknes veido3anas likums — ir punkta, kas
veido likni, vai teko$a punkta ipaSibas analitiska izteiksme,

29



28, Piemé@ri: Kads ir liknes vienadojums, kuras katra punkta
attalums no punkta M = « | § ir pastavigs lielums ¢? (36. zim.)

Tekosais punkts P veido

y F. likni tada karta, ka Katra
< 33 punkta stavokli:
MZ_ & MP=¢c
Y Izteicot S0 veidoSanas
p likumu analitiska veida, da-
By biisim saskana ar 3o likumu
0 «  veidotas liknes vienadojumu.
, | ] Ta ka punkts P plakné no-
X -~ teikts ar ta koordinatam x
36, zim. un y, izteiksim analitiski
veidoSanas likumu — vei-
dotdjpunkta P ipasibu — ar punkta P koordinatam. No zime-
juma redzams;
MQ* + QP = ¢, , (1)
Ta ka:
MQ=x—ou un QP=y—B§, ©)

tad, ievérojot (1), dabajam:

(x—a) + (y—B)' = & 3)

Sis vienadojums izteic analitiski liknes veido3anas likumu, un tade]
tas ir ar doto likumu veidotas liknes vienadojums,

Ar doto likumu veidota likne ir ripkis. Rinka vienadojums, ja
rinka centrs atrodas punkta M = « | §, ir dots ar izteiksmi (3).

Ja rinka centrs atrodas koordinatu sakuma O un ja ripka radiuss ir
r, tad ripka vienddojums dabii veidu:

x4+ —=r=0.

Ka redzams, rinka, t. i., liknes vienddojuma atrodas likni veidojo$a
punkta P = x | y koordinatas. Sis vienadojums izteic veidotajpunkta
P ipasibu.
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Liknes vienadojumu vispar rakstam:

F(x,y) =0,

Katru $adu vienadojumu varam uzskatit par kddas liknes vienado-
jumu, kas, ka redzejam, analitiski izteic likni veidojosa punkta ipasibu.
Ja punkta P, = x, | y, koordinatas apmierina liknes vienadojumu, t. i, ja

F (xo» Yo =0,

tad punktam P, ir tada pati ipaSiba kia punktam, kas veido lkni.
Tada gadijuma punkts P, atrodas uz liknes

F (x,y) = 0. y
Ja

F (X0, ¥o) = 0,

tad punktam P, nav tas ipasibas, kadas ir punktam P, kas veido likni:
punkts P, tadé] neatrodas uz liknes

Fxy)y =20,
Piemé&rs:

Uz taisnes Ox, punkta A, velkam stateni. Caur punktu O velkam
taisni £, kas krusto stateni punkta S. Uz taisnes £, nogrieZot garumu
a, dabiijam punktu P. Ja caur O vilksim taisnes ¢, &, 4;.... un
uz katras no $im taisném izdarisim noradito konstrukciju, tad da-
baisim punktus Py, P, Py..., kuru kopums veido likni (37. zim.).
Sis liknes vienadojumu dabfijam, ievérojot likni veidojo$a punkta
P ipaSibu

SP-=1a.

Piepemot, ka O ir pols, Ox polarass, ¢ amplituda, r punkta P
radiuss vektors, izteicam likni veidojoSa punkta P noradito ipasibu
analitiski. No ziméjuma redzam: ja a nogriezts pa labi no y ass, tad

d
r=tosg T2
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Garumu e varam nogriezt ari pa kreisi no S, bet nogriezniﬁ a tad
dabn zimi —. Aptverot abus gadijumus, varam rakstit:

Sis- vienadojums izteic
likni veidojo$a punkta P
ipasibu un tade] ir ar punk-
tu P veidotas liknes viena-
dojums polarkoordinatu sis-
tema.

Sai liknei, konchoidai,
ir divi zari; vienu no tiem
daboijam, npemot a pozi-
tivu, un otru, nemot a ne-
gativu,

Konchoidas vienadojumu
taisnlenka koordinatu siste-
ma dabfijam, pienemot polu
O par koordinatu sakumu
un Ox par x asi. Tad konchoidas vienadojums ir

LAy

37. zim.

rcos ¢ = d + a cos @.

No 37. zim&uma redzam, ka
X
rcos ¢ = X, COSCP=—"_=7—x:.§.‘—_i_.=y‘§.

levérojot augséjo, rakstam:
ax
VP&
So vienadojumu parveidojot, dabsijam:
(x — d)® (x* + y°) = @’ X,

Sis vienadojums dod konchoidas abus zarus.

X d 4
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CETURTA 'NODALA Wl
TAISNE

29, Taisnes vienddojumi. Taisnes vienadojumu dabnijam, izteicot
analitiski taisni veidojo$a punkta ipasibu. Izlietosim 3o noradijumu,
apskatot gadijumus, atkaribd no tiem elementiem, kas noteic taism

a) Taisne caur diviem punk- vl
tiem (38. zim.).

Taisni veidojoSais teko3ais
punkts P veido ar taisnes punk-
tiem P, un P, trisstri, Kkura
laukums ir O.

Ar
Pi=ux|ys P=x]|y;
Py =X, |y,
jabat:
ey o
AP P Py 2 o Li=0.
X y2 1
Tatad izteiksme:
,|x T .
%y Yy dli=0 ()
X3 ¥a 1

ir tas taisnes vienddojums, kas iet caur punktiem P;, P un P, Determi-
nanti parveidojot, dabfijam:

X —X “)ﬁ 0
Xi Wi 1
Xg—X1 Ya—y1 0

|
| =0,

So determinanti attistot péc tre§a stabina elementiem, dabajam:
x—x) (2—yp)—(2—%) (y—y)=0

3 Analiliskd geometrija. 33



cvai

y—p= ﬁ“_—;{—(x—xl) e @

Sis vienadojums izteic taisni caur punktiem Py un Py.

b) Ta ka taisni veidojosais punkis P dala nogriezni P, P, attneciba A,
tad punkta P koordinatas ir:

LoAXy — %
ol s e
7 3)
y_lya—yl
e TR

Sis izteiksmes pastdv kopéji tikai tad, ja punkis P atrodas uz taisnes,
kas iet caur punktiem P, un P,.Katrai A vértibai atbilst uz 3is taisnes
viens un tikai viens punkts P. Mainot A, maindm ari punkta P vietu
uz taisnes, kas iet caur punktiem P; un P,, tatad punkts P veido

o0 ol Izteiksmés (3) esoSo lielumu A sauc

par parametru. lzteiksmes (3) sauc

y R par taisnes vienadojumiem parametriska
);T . veida.
R_~a : ﬁ : Izsledzot A no vienadojumiem (3)
un tos parveidojot, dabiijam vnenado-
0 X juma (2) veidu,
|-‘—X;X;——'| c) Ka redzams no 39. zim€juma,
izteiksme
39. zim. J’Q = =tga
-_— xl
ir nogrieZzna P; P, virziena koeficients m.
Taisnes vienadojumu (2) tade] varam rakstit:
y—yn=mx—x) (4)

Vienddojums (4) izteic taisni caur punktu P; ar dotu virzienu m.

Ja punkis P, atrodas uz y ass, tad P, = 0| b, kur b ir taisnes
nogrieznis uz y ass.

Tada gadijumi vienadojums (4) dabii veidu:
¥ =Mt ' (5)



Sis vienadojums ‘izteic taisni ar dotu virziena koeficientu m un dotu
nogriezni b uz y ass.

d) Ja taisne noteikta ar punktu P, =a |0 uz x ass un punktu

Py=0]|b uz y ass (40. zim.), tad 5
xy1
APPPy=5]a01[=0,
1061
Y
y
h T
bl oHR Plop
X : lo it x
40, zim. 41. zim,
Attistot determinanti p&c pirmas rindas elementiem, dabiijam:
xX(—b)+y(—a)+ab=0.
Dalot 3o vienddojumu ar — ab, dabnjam:
B T Gl e
g = b 1 =0, (6)

{

So vienadojumu sauc par taisnes vienddojumu asu nogriezpos.
Te a ir nogrieznis uz x ass un b — nogrieznis uz y ass.

e) Taisnes normalveida vienadojumu dabitjam, noteicot taisni ar
stateni p no koordinatu sakuma O pret taisni un ar lepki «, ko veido
statenis p ar x asi (41. zim.).

Stateni p pret taisni £ varam izteikt:
p=acosa; p==>b.cos (90° — a) = b sin a

No 8im izteiksmém dabijam:

a= p—vun b=».p £
coS & sin a
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- levietojot @ un b vertibas vienadojuma (6), dabajam:

Parveidojot aug$éjo vienadojumu, dabiijam:
xcosa+ysina—p=0. (7)

Sis vienadojums ir taisnes normalveida vienadojums.

f) Taisnes vienadojumu polarkoordinatu sistema dabdjam, proje-

cjot taisni veidojosa tekoSa punkta P radiusu vektoru r uz statena p

(42. zim.). Ox ir polarass,

P @ amplituda, r teko8a punkta
radiuss vektors.

Ka redzams,
rcos(p —a)=p. (8)
Sis vienadojums ir tais-

I\ ordinatas.

42. zim.

Pieméri:
1. Kadiem noteikumiem atbilst triju punktu P,, P,, P, koordinatas,
ja Sie tris punkti atrodas uz taisnes?

Tad A Plpgpszoun
’ X 91
l xg yg 1 == 0.
X3 Y 1|
2. Taisne iet caur punktiem P, =3 |1,5 un P,=6|6. Kads ir
Sis taisnes vienddojums?
No formulas (2) dabiijam:

— 1,5 '
Un pa"rveidojot.
3x —2y —6=0.
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3. Taisnes nogrieZzpi uz koordinatu asim ir a = 4; b = 5.
Sis taisnes vienadojums, saskapa ar (6), ir

LIRS S
7+ 3—1=0.

4. Taisne iet caur punktu P, = 1| 1 ar virziena koeficientu m = é
Sis taisnes vienadojums, saskana ar (4), ir

y_—l=é(x—l)
vai ari
x—2y+ 1=0,

5. Taisnes nogrieznis uz y ass ir & = 1, taisnes virziena koefi-
cients m = 1. Sis taisnes vienadojums, saskana ar (5), ir

y=1l:x+1

-30. Taisnes visparigais vienadojums taisnlepka koordinatu
sistema, Visi aprakstitie taisnes vienadojumi taisnlepka koordinatu
sistema ir lineari attieciba uz koordinataim x un y. So vienadojumu
veids ir

Ax 4+ By + C=0. (1)

Augsgjo vienadojumu sauc par taisnes visparigo vienadojumu.

Vienadojun{s (1) izteic taisni, ko varam pieradit ar to, ka, So vie-
nadojumu parveidojot, varam dabat [29] apskatitds taisnes vienado-
jumu veidus taisnlepka koordinatu sistema.

Dalot vienadojumu (1) ar — C, dabnjam:

* . S SRR
=g —n T

A R
Ka redzams, liekot te
5 < €
A
un c 3 (2)
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dabnijam
p— .y— — e
-+ b == 0

t. i.,, taisnes vienadojumu asu nogrieZnos. Sos asu nogrieZnus dod
izteiksmes (2).

Piemeéri:
No taisnes visparigd vienadojuma
3x +4y—12=0
dabfjam asu nogrieZpus:
— 12

'8,
. i’y otk T
C D
o= e taen 3.
- Atrisinot vienadojumu (1) attieciba uz y, dabfijam:
A c
y =— B X -—'B ‘
Liekot:
P
SRRy
un 3 3
Il (3)
=—% :
dabnijam agrak apskatita vienadojuma veidu
y =mx + b.
No taisnes vienadojuma vispariga veida
3x+4y—12=0
dabinijam
=3
i e e |
un ,
P S o *
b= i i 3.

Ar faktoru p reizinats taisnes visparigais vienadojums
¢(Ax + By +C) =0
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izteic to padu taisni, ko vienadojums R s
Ax + By + C= 0,

jo, ka tas viegli redzams, abos gadijumos asu nogrieZni @ un & dabi
to paSu vertibu. Tatad divi vienadojumi, kuri attieciba uz x un y ir
pirmas pakapes vienadojumi un kuru koeficienti ir proporcionali, izteic

vienu un to pasu taisni.

Tapec, lai vienadojumi
o Ax + By 4+ C= 0,
cosas X+ Sinaey—p=20
izteiktu to paSu taisni, jabat
cosa=pA; sina=pBun —p=pC.

Ta ka
tad

cos?a + sin?a = p? (42 4 BY) = 1,
brin B St b
+ VAFB

i

No augseja redzams, ka, dalot taisnes visparigo vienadojumu
Ax+ By+C=0

p=

- + AR,
dabtijam taisnes normalvienadojumu
Ax + By +€ -
+ y/ A"+ B
leliekot p vertibu cos «, sin « un p izteiksmés (4), dabfijam:
CoS & = ————-4;::
+ A+ B
sina = ———é_,—:
PR Y
e
P T ayAT R

4

()

(6)

)

39



Statepa p vértiba arvienu ir pozitiva; tade], lai no aug$ejas formulas
- p dabaitu pozitivu, redzams, ka sakne janem ar zimi, kas pretéja C
zimei. Tatad, ja taisnes vnsparlga vienddojuma absolutais loceklis ir
ar + zimi, saknei jadod — zime, 'un otrddi, ja absolutam loceklim
ir — zime, tad saknei jadod 4 zime.
Piemers:

Parveidot taisnes visparigo vienddojumu \

3x 4+ 4y —12=0

normalvienddojuma.

Te : p = SR

yeETae b
Saknei dota 4 zime tade], ka vispariga vienadojuma absoluti locek]a
zxme ir —.
Dalot visparigo vienadojumu ar 5, dabfijam normalvienadojumu

3x + 4y —12 0
e =l

Te cos o = 3smac é ——lg
ssiams 4 g 5

Piemers:
Dots taisnes vienadojums:

_ 2% —3y+9=0,
Dabit: a, b, m, p, cos a, sin a. '
No formulam (2), (3), (7) dabiijam:

SE= L YAIB — Y P —;/i's: gt
. B — 3
Sin o = i V-Z-a—ﬁg s l/ o8 + 3 V-]B
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Ar taisnes vispariga vienddojuma lielumiem dabnjam taisnes nor-
malvienadojumu :
2x—3y+9 _

=18

vienadojumu asu nogriezZnos

S ST
g g Y s

0,

un vienddojumu virziena veida
2

y= '-3' X + 3.
Specializéjot taisnes vispariga vienadojuma
Ax+By+ C=0
koeficientus A, B, C, dabiijam atseviSkas taisnes.

Ja 4 = 0, dabiijam
By+ C=0
vai arl

. y=_~*'

Te y ir konst. un taisne ir paralela x asij.

Ja B=0, tad
Ax + C =0,
un taisne ir paralela y asij.
J8:.C =0, tad
Ax + By=0

izteic taisni caur koordinatu sakumu, jo aug$éjais vienddojums ir ap-
mierinats ar x =0 un y = 0.

JaA=0 un C =0, tad
By=0un y=20
dod x asi. Ja B=0 un C =0, tad

Ax=0un x=0
dod y asi.

Ja A= 0; B=0, tad vienadojums dabt veidu
Onx+00y+c=0-

g 4%



Ar galigiem x: un y §is vienadojums nevar pastavet. No

C
a-—"---ﬁ~ uﬂb-—‘*——WB—

redzam: ja A— 0, tad @ = o, un ja B~ 0, tad b = .
Ar a = o un b = co taisne atrodas bezgaliba.

‘Taisnes vienidojumﬁ
Ax+By+C=0

ar A- 0 un B — 0 varam uzskatit par bezgaligi talas taisnes viena-

dojumu. :
Taisnes vispariga vienadojuma atrodas tris pastavigi lielumi A, B,C.
Dalot vienadojumu ar vienu no tiem, pieméram, dalot ar C, dabiijam

A B
Z; X+ —C—y + =l
: A B =
Liekot & k un &= /, dabiijam
kx +ly+1=0.
Te redzams, ka taisnes vispariga vienadojuma atrodas tikai divi
patstavigi pastavigi lielumi. Ari citos apskatitajos taisnes vienadojumu
veidos redzam tikai divus patstavigus pastavigus lielumus. Tatad, lai

taisne plakn€ batu noteikta, jadod Sie divi pastavigie lielumi, Saka:
taisne plakn€ ir dota ar diviem noteikumiem, vai ari: taisnei plakné

ir divas brivibas.

31. Divu tai$pu krustoSanas punkts. Lepkis starp divam taisném.

Divu taiSgu :
A1x+31y + C1=O,

Ay x+Byy+C=0
krustosanas punkts P, = X, | y, atrodas uz §im abam taisnem, tade] 3a

punkta koordinatam x, un y, jadapmierina abi augse€jie vienadojumi.
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Atrisinot kopgji augi@jos vienddojumus attieciba uz x un y, daba-
jam tas x un y vértibas x,, y,, kas apmierina abus vienadojumus.

So atrisindjumu izteicam ar simbolu: '

Al Bl Cl
xo:yo:l= AQBQCQ .
+—.7+
84 simbola nozimi dod $ada izteiksme:
Adin PC 4C A B
Ag B, C2 et Bl Cl (___l) Al Cl . AI 1 :
} + __+ 2 2 2 -2 BBQ
tatad '
B A C A B
AL AT D e e 9N RS I S T N 1 O
Higegt © 4Gl a8l 1
Piemérs:
Dotas taisnes
X+y—95=0,
2x—y—4=0.
Dabiit S0 taiSnu krustoSanas punktu Py = x; |y,. Te
B "Sf R e HEE iy
%5 y01=!2-1—4= -’;__ H l
R s ] gk
e faie AR

Xo:Yo:l=[(l:—4) —(—1-—=85)]:—[(1-—4)—(2:—5H)]:
fle—1—@2:1)])==—9:—6:—3;

Tatad
Po=3 I 2.

No izteiksmes (1) redzams, ka krustoSanas punkts P, atrodas bez-

galiba, ja
Al B]

Ay By

=
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Tad :
AYIBQ—AQBl:o

A4 __ B
i R @

un

Ja punkts P, atrodas bezgaliba, tad taisnes ir paralelas, Tatad,
ja taisnes ir paralelas, taiSnu vienadojumos koefi-
cienti pie x un y ir atttiecigi proporcionali.

Taisnes

Ax + By + C, =0,
AAx + A By 4+ C, =0

ir paralelas, Dalot otro vienadojumu ar A, dabiijam
Ax + By + —— =0
S1 taisne ir paralela taisnei

Ax + By + C, = 0.

,/

No minéta varam secinat, ka paralelu taiSnu vi'enadojumi
at8§kiras tikai ar absoluto locekli. Tatad taisnes

Ax+By+ C =0,

Ax + By + C, =0,

Ax+ By + C =0
ir paralelas taisnes,

ﬂai tris taisnes
Ax + By + G, =0,

Agx + Byy + G =0,
Agx + Byy + C3 =10

ietu caur vienu punktu, $3 punkta koordinatam jaapmierina Sie tris
vienddojumi, t. i. Siem trim vienadojumiem japastav kopigi.
Ka zinam, {ada gadijuma
A B, G,
Ay By Gy ’ =10, (3)
Ay By Cy |
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32. Legkis starp divam taisn&m. Lepki § starp taisném g, un g,
skaita no taisnes g, uz taisni g, pozitivd virziena, Leykis & var pie-
nemt vertibas no 0° lidz 180°
(43. zim.). :

Piepemot p, 1 g, un py | &,
no zimé&juma redzams, ka

P = og — a;.

cos % = €08 (ag — &) =

== COS %y * COS &, - Sin &y + 8in o,

sin & = sin (%— ;) =
= sin a, COS oy — COS &, Sin &, .

No taiSgu vienadojumiem

Aix+ By + C; =0, (taisne g,)
Agx + Byy + Ca =0 (taisne g)
dabfjam:
oS %, = EaE o sin gy = f — .
+ VAl + B + Va4 8’
COS gy = ————é_ i Sin oy = ~---~——______B—° e
+ V A} + B} + VA3 + B

levietojot Sis veértibas aug$eéjas izteiksmes, dabnjam:

cos ¥ = e
(£V A + Bz) (+V A} +B)
sin & = —— 4, Bg,,'.— L - (4)
(+1 ‘A B) (VA +B)
A B A, B
{), e ;) Cmatnd fewd |
Lol S v e

Ja g g, tad & = 0° vai 180°, sin & = 0, tade|

A

Al BQ_ AQBI = 0 vai l42 B‘A
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Ja gy 1 gy, tad & = 90° un cos ¥ = 0.

Tade| '
: AjAy + B;B, =0 !
vai
B, A’
B,
Arﬂl=m un i‘3-——m kur m unm’irtaishes ir-
B, 1 B = " 1 2 & un £, vir
ziena koeficienti, dabajam: _
1
m, — — ;;—lg
vai ari ;
my-my = —1
Piemérs:

Kads ir taisnes vienadojums, kas paralela taisnei
2x +4y—3=0 (&)
un Kkas iet caur punktu P = 4|57
Taisnei g, paralelas taisnes (g,) vienadojums ir:
2x + 4y 4+ C=0, : (&)

C vértibu dabnjam no noteikuma, ka 3ai taisnei jaiet caur punktu
P =45, Sa punkta koordinatam tade| jaapmierina vienadojums (g,);

tatad

un
C = —28.

levietojot vienadojuma (g,) So C vertibu, dabiijam vienadojumu
2x + 4y — 28 =0,
kas izteic taisni caur P =4 | 5 paralelu taisnei

2x 4y —3 = 0.
Piemérs:

Dota taisne Ax+ By +C =0. ()
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Kads ir taisnes #, vienadojuths, kas stateniska pret So doto taisni?

Dotas taisnes ¢, virziena koeficients ir

o Al
/ m1=— "B:-

Apziméjot stateniskds taisnes #, virziena koeficientu ar my un

ieverojot statenibas noteikumu, ka

mymy=—1,
dabfijam
SR Ly
SRR Nl g
B

Ka redzams, taisne
Bix—Ay+Cy=0
ir stateniska pret taisni ;
Ax+By+C,=0,
jo taisnes £, virziena koeficients ir '
B[ 'Bl
My = — —F=—",
2 —A] Al
Ka redzams no dota taisnes vienadojuma

Ax + Biy + G =0,

(ta)

(t)

tad pret So taisni stateniskas taisnes vienadojumu dabfijam, par-
mainot koeficientus pie x un y un vienam no Siem koeficientiem dodot

pretéju zimi.

Tatad, ja dota taisne
2x+ 4y —3 =0,

(h)

tad pret So taisni stateniskas taisnes vienadojums ir

4x—2 4+ C=0.

()
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~Ja 3ai taisnei jaiet caur punktu P =2|5, tad 84 punkta koordi- -

natdm jaapmierina vienadojums (), tatad

¥El D B Ce0

un _
Y g
Taisne
4x — 2y - Q=0

iet caur punktu P = 2|5 un ir stateniska pret taisni
2x+ 4y —3=0.
Piemers:

Dabiit taisnes krustoSanas punktu ar dotu nogriezni.

Meklatais krustosanas punkts P, atrodas uz nogriezna P; P, un
dala to vel nezinama attieciba. KrustoSanas punkta P, koordinatas x,
un y, tad ir:

Axg—x Ayg—
Xo= “3—t un yo = ——————{"‘_ IX;'

Punkts P, atrodas ari uz dotas taisnes
Ax + By 4+ C = 0;

tade| punkta P, koordinatam jaapmierina dotais taisnes vienadojums.
Tatad

)'xz Vi o
F 1—1—+C—O'

A
Atrisinot aug$éjo vienadojumu attieciba uz 2, dabajam:

e Ax1+BYI+C
Axy 4+ By, +C*

levietojot 30 izteiksmi koordmatu Xy un y, izteiksmés, dabnjam
uzdevuma atrisinajumu.
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Piemérs:
‘Dabt lepki starp taisnes nogriezni R
Caur koordinatu sakumu velkam

un dotu taisni t,.

taisni £, || nogrieznim R. Piepemot, ka "
nogriezna R projekcijas ir X un ¥, tais-
nes £, virziena koeficients ir {N & ,
Y I b
ml —_— 7' S #
Tad taisnes ¢; vienadojums ir
v 0 X
Y= s . N
vai ari
Yx — Xy =0. e
Dotas taisnes £y vienadojums ir )
Ax + By GO
Izlietojot formulu (4), dabiijam:
try— YB—AX) _AX4 BY
8 = VAT (=8 AT—EX'

33. Punkta attalums no dotas taisnes (45. zim.). Caur doto punktu
P, velkam taisni #, paraleli dotajai taisnei, kuras vienddojums dots ar

xcosa-fysina—p=0. (9

45. zim.

Taisnes ¢, vienadojums tad ir

{|
N xcosa4ysine —(p+d)=0. (t)
: Ta ka taisne ¢, iet caur punktu P,
=% tad jabat:
5 d Xoco08x+yosina—(p+4d)=0.
% Atrisinot So vienadojumu attieciba

\t t\ uz d, dabfjam punkta P, attalumu
no taisnes £:

d = x,co8a 4 yosine —p. (1)

¢ Analitiskd geometrija,
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Tatad: punkta P, attdlums no dotas taisnes ir ta ver- b
tiba, ko dabn §is taisnes normalvienadojuma kretsa
puse, ja tani ievietojam punkta P, koordinatas,

Ja taisnes vienadojums dots vispariga veida e : ;
Ax + By + C=0, o
tad, to parvérSot normalveida
Ax 4+ By + C =
+/ A+ P
un ievietojot tani P, koordinatas, dabfijam
&5 Axy+ By, + C
+yA+B
Saknes zime janem pretéja C zimei.

@)

Liekot vienadojuma (1) x, = 0; y, — 0, dabnjam punkta O atta-
lumu no taisnes {,
d=—p,

bet taisnes attdlums no punkta Q, ka agrak redzéjam, ir p.
Taisnes #, t, ¢; (46. zim.) ir paralelas un to vienadojumi ir
: xcosa + ysina—p; =0,
Y xcosa -+ ysina—p =0,
X oS & + y sina— p; = 0.
No 46. zimé&uma re-
dzams: ja punkts P; atrodas

uz taisnes £, tad punkta
P, attalums no taisnes £ ir

\/ di=p—p
G (p up p, arvienu ir pozitivi).
. X Jap, > p, tad di > 0.
NN TN Tada gadijuma punkts P
N B3 -1 t, un koordinatu sakums O ir
46. zim. Skirti ar taisni £

Ja py <p, tad dy < 0.
Tada gadijuma koordinatu sakums un punkts Pj atrodas viena pusé
no taisnes £ Tatad:
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ja punkta attalumu 4 no dotds taisnes ¢ dabnjam
pozitivu, tad taisne ¢ $kir punktus O un P

ja @ dabnjam negativu, tad'puqkti Py un O (koordi-
natu sakums) abi atrodas taisnes ¢ viena pusé

e

Piemérs: ' S
Kads ir punkta P = 6'| 3 aftalums no taisnes
x4y —5=0? , ()
' Sis ‘taisnes normalvienadojums ir ‘
vk e N
Y I e A
Punkta P attdlums no taisnes ¢ ir
64 3 — 5
d=~ 7% ]f2 =927/ 2. ‘
Ta ka te d ir pozitivs, tad punkts P = 6|3 un koordmatu sakums O
atrodas taisnes
X+y—58=0

pretéjas puses.

Piemérs: !
Dabit divu paralelu taiSnu savstarpéjo attalumu (47. zim.). Apzi-
mesim 3is taisnes ar ¢ un £,

TaisSpu ¢, & attalums ir

!
]

d = py — pi. = 2T
e

S

Taidnu ¢,, ¢, attalums ir
a' = ps+ pr. N X

0
Apvienojot izteiksmes, varam rak- \ V\/ \ \t

stit, ka
d = py + pr. 3 t

Te janem -} zime, ja koordinatu 47. zim,
sakums O atrodas starp taisném.

Ja abas taisnes atrodas koordinatu sakuma O viend pusé, tad for-
muld (3) janem — zime.
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Ja paralelo taiSpu & un 7, absoluto locekju C; un C, zimes vis-
parigos vienadojumos ir - vienidas, tad So taiSpu asu nogrieZnu zimes
ari ir vienadas, Tada gadijuma taisnes ¢ un ¢, atrodas koordinatu
sikuma O viena pus@, un formuld (3) tadé|] janem —zime. Ja C;
un C, zimes ir pretdjas, tad ari taiSpu 4 un £ asu nogrieZnu zimes
ir prete€jas. Tada gadijuma koordinatu sakums O atrodas starp taisném
4 un ¢y, un formula (3) tadeé| japem -+ zime. '

34. Taisnes vienadojumu simboli. TaiSgu Skipsna. Taisnes
normalvienadojuma

xcosa+ysina—p=20
kreiso pusi apzimé&jam ar simbolu N, tatad

N==xcosa- ysina —p.
Izteiksme
N=0,
ka redzams, tad ir taisnes normalvienadojuma simbols.
Taisnes vispariga vienadojuma
Ax+By+C=0
kreiso pusi apzim&jam ar simbolu G, tatad
G=Ax + By + C.
Izteiksme
G=0;
ka redzams, tad ir taisnes visparfga vienadojuma simbols.
Apskatisim simbolu N un G geometrisko nozimi.

Punkta P, = x, | y, attalums no taisnes °

xcosa-ysina—p=20 )
ir
dy = X, €0s & + y, Sin & — p.
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levérojot 3o izteiksmi, redzam, ka punkia P = x |y attilums no
taisnes
: xcosa -+ ysine—p=0
ir i :
d = x cos &+ y sin & — p,

Augsejas izteiksmes laba puse ir tieSi ta izteiksme, ko apziméjam
ar simbolu N. e

Redzams, ka simbols N izteic punkia P = x | y attalumu no taisnes,
kas dota ar normalvienadojumu (1), vai ari no taisnes, ko rakstdm ar

normalvienadojuma simbolu
Noe={;

Tatad: simbols N izteic punkta P = x | y attdlumu no taisnes, kas
dota ar simbolu
N = 0.

~ Taisnes visparigo vienadojumu pdarveidojam normalvienadojuma,
dalot visparigo vienadojumu ar 4+ )/ A® 4 B% Tatad

G R —
+y A4 B
ir taisnes normalvienadojums, ko apzimé&jam ar simbolu

Ni=A0:
levérojot augséjo, redzam, ka

G
+y A+ B

un
G =N(+ VA FB).

No minéta redzam, ka simbols G apzimé punkia P = x | y attadlumu
no taisnes G = 0, reizinatu ar konstantu faktoru -+ )/ A® 4 B2.

Vienadojumi M=0,
NQ = 0
ir divu taiSpu normalvienadojumi. Vienddojums

N — AN, =0,



kur A ir skaitlis, ari-izteic taisni, jo Sis vienadojums attiecibd uz x un
y ir pirmas pakapes, tade| ka N, un N, attieclba uz x un y ar-ir
pirmas pakdpes izteiksmes.

Taisne
Nl Sr—; XNQ = 0
iet caur taiSpu : g {
N = 0
A oo 2N == 0

krusto§anas punktu, ]0, tﬁ ka 8 krustoSands punkta koordmatas apmie-
rina vienadojumus N; = 0 un N, = 0, tad redzams, ka krustoSanas
punkta koordinatas apmierina ari vienadojumu N; — AN, =0.

Ja % ir mainigs lielums, tad Kkatrai A vertibai atbilst taisne caur
taiSnu Ny = 0 un N, = 0 krustoSands punktu. Vienadojums
Ny — XN, =0
tatad izteic bezgaligu daudzumu {aiSpu, kas visas iet caur taiSpu

N1 = 0 un N, = 0 krustoSanas punktu, So bezgaligo daudzumu
taiSnu, kas ir izteiktas ar vienadojumu

Ny — AN, =0,

sauc par taispu Skipsnu un augsgjo vxenadolumu par ta1§nu Skipsnas
vienadojumu.

Ja A =0, tad kipsnas’ vuenﬁdolums dod

N, =0,
Parveidojot Skipsnas vienadojumu, dabijam
Ny
e .
Ja A = oo, tad
Nta = 0.

Skipsnas taisnes, kas atbilst vértibam A = 0 un X = oo, t. i. taisnes
; ’ Ny=0un Ny =0
sauc par Skipsnas pamata taisnem.

dJah=T11ad

Nl = N-;'.
Apskatisim, ko nozimeé izteiksme

N] == Ng.
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Dotas divas taisnes ar attiecigiem vienadojumiein M =0 un
Ng = 0 (48- ZTm.).

* - Simbols N, izteic punkta

P = x| y attalumu no tais-

nes N; = 0, simbols N, 1&
izteic punkta P = x | y at-

talumu no taisnes N, = 0. -

Izteiksme

N1=Ng
tatad parada, ka punkta S .

P = x| y attalums no tais-
nes N, = 0 ir vienlidzigs Z
ar 33 punkta attalumu no 48. zim.

taisnes N, = 0.

Sada 1pasiba ir visiem punktiem, kas atrodas uz taisnes I, kura
dala uz pusém lepki starp taisném ¢, un £, Taisnes | teko$a punkta
P attailumi“N; un N, no taisném N, = 0 un N, = 0 ir vienlidzigi,
ka redzam no 48. zim€juma, abi ar — zimém, jo punkti P un O nav
gkirti ar taisném £ un %.

Ja A=—1, tad

vai

N]+N2=0
le—MZ'

levérojot nule mingto, redzams, ka $is vienadojums izteic taisni II,
kas ari dala lenki starp taisném ¢ un £, uz pusém. Sini gadijuma
N, ir ar + zimi un N, ar — zimi. Tatad

Nl = NQ.
Ja taisnes dotas ar visparigiem vienadojumiem

G|=0
un 02=0,

tad, lidzigi apskatitam gadijumam, izn@k, ka vienadojums
Gi—2G,=0

izteic taisni caur taiSpu G; = 0 un G, = 0 krustoSanas punktu.



Vienadojums
G—21G, =0

ar mainigu A izteic taidpu 3kipsnu, kuras pamatd ir taisnes G; = 0
un Gg:O.

Piemeérs:

TaiSpu Skipsna iet caur punktu P = a |f. Kads ir $is $kipsnas
vienddojums?

Punktu P dabnjam ka taiSpu
X=auny=_
krusto$anas punktu. Sis taisnes
G=x—a=0 un G=y—p=0
tad ir taiSpu Skipsnas G — ) Gy 550
pamata taisnes. Caur punktu P = a | ejo3as iai§au skipshas viena-

dojums tad ir
‘®—a)—A(y—p=0.

Piemérs:
Dabiit taiSpu :
o Aix -+ By - Cricz 0= (g‘)
7 Agx + Byy+ C, =0 (82)
bisektrises. :

Ta ka bisektriSu vienadojums ir
N] i Ng = 0,'

tad taiSnpu vienadojumi (g) un (g) jdizteic normalveida un javeido
augseja izteiksme. Dabiijam:

Ax+By+C | Ax +By+ G _

— - R A 0.
+V AT+ BT +V A+ B

Sis vienadojums ir mekléto bisektrisu vienadojums.
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Piemérs:
Pieradit, ka trisstiira bisektrises krustojas viena punkta (49. zim.).

Apzimé€jam trisstira malas ar 7,2, 3 un pie-
nemam koordinatu sakumu O trisstiira iekSiené.

Trisstira malu vienadojumi tad ir

Ny =0
Ng=0
N; = 0.

49, zim.

I bisektrises vienadojumi ir

N] —— Ng — 0
un Il bisektrises vienadojums —
Ng oo Na' == 0.

Saskaitot Sos vienadojumus, dab_ﬁjam:
" (Mi — Np) + (N — Ny) = Ny — Ny = 0.
Sis vienadojums izteic taisni caur I un II bisektrises krusto$anas

punktu, bet tas ir ari Il bisektrises vienadojums. Tatad Ill bisektrise
iet caur I un II bisektrises krustoSanas punktu.

Piemérs:
Caur punktu P = 2 | 4 vilkt stateni pret taisni
2x + 3y — 4 =0, (&)
Veidojam taiSpu Skipsnu caur punktu P:
(x—2—A(y—4=0. (s)

Sint 8kipsna atrodas ari mekl&tais statenis.

Apzimé&jot taisnes (g) un statepa virziena koeficientus attiecigi ar
my un m,, iznak, ka
my. mg _— 1.

No taisnes vienadojuma (g) dabijam, ka
A 2

M = — = — e

B 3
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Par stateqa v1enad01umu varam uzskatit §knpsnas vnenadojumu
et (x-—2)—l(y—4)=0
kur X attiecigi noteicams. Parveidojot %o vienadojumu, dabu'jam:.j
X—Ay+(4)—2)=0."

Sis taisnes, ‘mekleta statepa, virziena koeficients ir

sl S v
R oy T
No izteiksmes
mysmg = — 2 E e 1
ke B S T
dabtijam
2
p ety
3
Liekot 8o A vértibu Skipsnas (s) vienddojuma, dabajam:
x——g-y+4-—2— —2—-0

vai ari
3x—2y4+2=0.

Sis vienadojums izteic stateni pret taisni (g) caur punktu P.

PIEKTA NODALA
DAZAS LINEARAS TRANSFORMACIJAS

35. Lidzibas transformacija. Ar vienadojumiem
xe=0x
Yy =-cy
katram punktam P = x|y plakné tiek vienvértigi piekartots punkts
P' = x' |y’ un otradi: katram punktam P’ = x’ |y’ plakné tiek vien-

vértigi piekartots punkts P = x | y.
Tada veida piekartoSanu sauc par /Idztbas piekartoSanu vai ldzrbas

transformaciju.
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R
Lt i

" &ai ‘transfofmacijai ir sekojosas ipasibas. . 5L
1) Piekartoti punkti P un P’ atrodas uz taisnes, kas iet caur koor-
dinatu sakumu, jo punkta P radiusa vektora virziena koeficients ir —;“—’

un punkta P’ radiusa vektora virziena koeficients ir % = % = —i—’- :
No apradita redzams, ka P un P’ atrodas uz taisnes, kas iet caur
koordinatu sakumu. s

©2)" Piekartotas 'taisnes ¢ un ¢ ir paralelas.

_Taisnei

T : Ax+By+C=0 (&)
ir piekartota taisne 2 )

¥ gY ic=
A = + B - FC=0
vai ari ;
Ax' + By +Cc=0. (&)
Ka redzams, taisnei (g) piekdrtota taisne (g’) ir paralela taisnei (g).
Taisnes nogrieznim ;
PPy =y (xa—%1) *+ (ya—y1)?

ir piekartots nogrieznis
PiPy=V (x2—x1) + (y2 —y* =V (exg—cx1)* + (@ —ep)P =

: =Y (K — %) + (0 — )
No ta redzams, ka

P;P;: cPPy. (1)

3) levérojot apraditas ipasibas, izndk, ka A ABCoo A A'B'C’ (50. zim.).
Punktu O sauc par lrdzitbas centru. Ka redzam no 50. zim&uma,
minétie trisstiiri ir ne tikai lidzigi, bet ari lidzigi novietoti.

Attélus, kas ir lidzigi un lidzigi no-
vietoti, sauc par homotetiskiem.

Y

Trisstira ABC laukums ir

__&h
ety
un trisstiira A’ B'C’ laukums —
&N
) S 5T
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Ta ka nogrieznim g ir piekartots nogrieznis £ un nogrieznim £ ir pie-
kartots nogrieznis 4/, pie kam ;
& =cgunk = ch,
tad o8 4
,_EF _cgch _ qgh
Btz § Bt c? g
No ta iznak, ka
: L o
Skaidri redzams, ka kada nogriezpa viduspunktam M atbilst $im
nogrieznim piekartotd nogrieZzna viduspunkts M’

36. Homogena transformacija. Ar vienadojumiem
Ve
un y' = ¢y
noteikto transformaciju sauc par homogenu transformaciju. Ar Siem
vienadojumiem katram punktam P = x | y plakngé tiek piekartots
punkts P’ = x’ | y/, kura abscisa ir tada pati ka punktam P, bet ordi-
nata ir punkta P ordinata, reizinata ar faktoru c.

Ja ¢>1, tad ordinatas tiek stieptas, bet ja ¢ < 1, tad spiestas

(51. zim.).
Homogenai transformacijai ir $adas ipasibas:

P
’ 553 : 1) Piekartoti punkti P un P’ atrodas uz
T' taisnes, kas paralela y asij.
T;" P 2) Piekartotas taisnes ¢
o i R Ax +By+C=0
51. zim. A¥ + B~ 4+ C=0
krustojas uz x ass, jo S0 taiSpu asu nogrieZpi uz x ass
et un g’ = — ..
g e L
ka redzams, ir vienlidzigi.
3) Divam paralelam taisném &4 un 4,
Ax + By + G =0, (&)
Ax+ By + C, =0 (%)
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piekirtotas taisnes ¢, un £
Ax’-{-By +C=0 ()

A¥ + B»-"E + C=0 (t3)
ari ir paralelas.
4) NogrieZna P, Py viduspunkta M koordinatas ir

S x1+xg . ym _.V1+ y,
8im nogrieznim piekartota nogriezna Py Py viduspunkta M’ koordi-
natas ir - ;

S R

xM’ — 9 ’

Y1ty
R

X m

Ta ka X' =x un y = ¢y, tad nule minétas izteiksmes parveidojot,
dabdjam:

x,M,'zl%_x_a
- ok Vs ek +
’ 9 (44 'y
yM,=.Vl ! Js N ’ Ve N ! Ya
No ta redzam, ka e
un g
,V'M'=C_VM'

kas nozim&, ka homogena transformacija nogrieZga viduspunkts par-
vietojas 3im nogrieznim piekartota nogrieZzpa viduspunkta.

5) 52. zimé&juma redzams, ka y :
3

F=AI’2,3=£’()’32—,V2) 4'
z'
un S 9 3

’ =5 ’ "/ l
Frenrzgy=20—9— et B 492

2 .é/’ 4 x
= £ (eys — ey) = 5 c(3— 2.

52, zim,

No ta varam secinat, ka Frei T R
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SESTA NODALA

LIKNU KLASIFIKACIJA, VISPARIGAS IZTEIKSMES PAR |
LIKNEM. PIESKABE

37. Liknu klaslﬂkaclja Vlsparigas izteiksmes par likném. Pne-
nemam, ka vienddojums
F(x,y)=20 Yo kg RS £e

ir algebrisks. Vienadojuma loceklim tad ir $ads veids:

Mx < g0,

Te M ir pastavigs koeficients, pakapes raditaji » un s ir veseli pozitivi
skait]i. Vienadojuma eso3o lielako r vertibu sauc par vienadojuma pakapi
attieciba uz x, lielako s — par vienadojuma pakapi attieciba uz y.
Lielako sumu r + s sauc par vienadojuma pakapi vispar.

Sada vienadojuma attels Dekarta koordinatu sistema ir likne. Sis
liknes krusto$anas punktus ar taisni dabnjam, kopéji atrisinot l!knes
vienadojumu .
Fx,y)=0 )
un taisnes vienadojumu ;

y=mx + b. (%)

Ja liknes vienadojums F (x,y) = 0 ir n-tas pakapes, tad, ievietojot
~ taja y vertibu no (f), dabfijam n-tds pakapes algebrisku vienadojumu
attieciba uz x ka nezinamo.

Sim vienadojumam, ka zinams, ir # saknes

levietojot 3is vértibas vienadojuma (f), dabijam r vértibas:

}'1, y2’ )’s """" ylz'

Punkti P, =x, |y;, Po=X3|¥s . ... P,=x, |y, ir taisnes (¥
krustoSanas punkti ar likni (J).

Tatad, ja liknes vienadojums ir n-tas pakapes, tad taisne krusto likni
n punktos. Sadu likni sauc par n-tas kartas likni. Redzams, ka n-tas
pakapes vienadojuma att€ls ir n-tas kartas likne.
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Taisnes krustoSands punkti ar likni var bat reali vai ari imaginari.
Imaginari krustoSanas punkti arvien ir para skaita.

. Ja krustosanas punkh ir reali un ja divi no tiem sakr!t vxena punkta.
t. i., ja x, = Xo; y; = ys, tad taisne 3ada punkta liknei pieskaras.

Ja liknes vienaddojuma kreisd puse ir vesels racionals algebrisks
polinoms, tad Itkni sauc par algebrisku. Ar piemérotu parveidojumu
katru algebrisku vienddojumu var parverst vesela racionala vienadojuma.

Ja liknes vienadojums ir transcendents, tad likni sauc par transcen-
dentu. : At

Ja likne dota ar algebrisku vienddojuma, tad liknes stavokla un
veida izp€tisana taisnlepka koordinatu sistema lletojam Sadas lzteik-
smes:

l) Ja punkts P, = x, | ¥, apmierina liknes vnenudolumuF (X, =09,

" ja :

F (%0, Y0) = Q:

- tad Sis punkts atrodas uz liknes.

2) Ja liknes vienadojuma nav absoluta locek]a, tad punkta O = 0|0
koordinatas apmierina liknes vienadojumu, tatad punkts O atrodas uz
liknes. Sada gadijuma likne iet caur koordinatu sakumu.

Piemérs:

Likne

2 X —yP+x4+2p=0
iet caur koordinatu sakumu, jo viendadojums ir apmierinats ar x = 0
un y = 0.

3) Ja liknes vienadojuma

F(x,9)=0 (@)
polinoms sadalas faktoros, pieméram
£ {x ,y)=cp (x:y)‘ 4-'(-’6,}’), (B)

tad likne sadalas divas liknés.
Pieradijums:
No izteiksmes () redzams, ka
& (x ’y) =0,

ja liekam
¢ (¥,y)=0. ()



Vienadojums (y) izteic likni. Katrs liknes (y) punkts P=x|y, saskani
ar teikto, apmierina arl vienadojumu (=), tatad tas atrodas ari uz liknes

F (x-}’)—-o-

Tiesi tapat dabnjam, ka katrs liknes

p(x,9)=0 @
punkts atrodas ari uz Iiknes '
Cie .9 =0,
Tatad, tikpat liknes
p(x,y)=0
punkti, ka ari liknes
9 x,»=0
punkti atrodas uz liknes
£ (x =0

No ta redzams, ka likne F (x,y) = 0 ir likpu ¢ (x,y) =0 un
¢(x,y) =0 kopums, t. i, likne F(x,y)= 0 ir sadalijusies likn&s

¢*,y)=0un ¢ (x,y) =0.
4) Ja liknes vienadojums
Fix;9)=10

ir n-tas pakapes homogens polinoms, attieciba uz x un y, tad likne
sadalas » taisn€s, kas iet caur koordinatu sakumu.

Piepemam, ka vienadojums ir n-tas pakapes polinoms.

A Bl e L O g X e U, (e) -
Parveidojam So vienadojumu, dalot to ar x”; dabiijam
X n X)n—l X)n—2 =0

A(x)+B(x +cff +....+o=0.

Uzskatot (y) par nezinimo, apzimé&jam aug3&jd n-ids pakapes vie-

nadojuma saknes ar
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Sadalot aug$gja vienadojuma polinomu saknu fakioros, dabajam:
y ke sl gy, s
AQ-R)E =) o b=

Saskapa ar nule pieradito teoremu, likne (¢) sadalas ltknés:

AR U S
x-—kl,x——kg, ..... ,-““x—-km

kas dotaja gadijuma katra izteic taisni caur koordinatu sikumu.

5) Ja n-tas pakapes vienadojuma nav x, tad tas izteic n taisnes,
kas paralelas x asij.

Vienadojumam :
A+ Byr-t+ .. ... +Py+Q=0 [2))
ir n saknes: &, kg3, . . . .. Rn.

Sadalot vienadojuma polinomu faktoros, dabfijam:

AY—Rk)—Hk)..... (y — ka) = 0.

Ka redzams, likne (1) sadalds taisnes
e R ot ety w il S y =Ry,

kas paralelas x asij.

Tapat pieradams: ja vienddojums ir n-tas pakdpes un ta]a nav y,
tad tas izteic n taisnes, kas paralelas y asij.

6) Ja liknes v1enad01ums ir tads, ka, liekot tani x vieta —ux, tas
fnemaiués, tad likne ir simetriska pret y asi.

Pienemam, ka, liekot liknes vienadojuma x = a, dabfijam y = &.
Ta ka, saskana ar piepémumu, vienddojums nemainas, ja taja liekam

x = —a, tad ari Sini gadijuma dabasim y = &.
Punkti
P=a|bun P,=—a|b
ir simetriski pret y asi.
Tapat:

ja liknes vienadojums nemainds, liekot tani y vieta —y, tad likne
ir simetriska pret x asi.
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Ja liknes vienddojums nemainds, liekot tani x vietd —x un y
vieta —y, tad likne ir simetriska pret y un x asim.

=N J8 llknes‘vienadojuma
i Fi(x,y)=0
x vieta lickam y un y vieta x, t. i., veidojam likm
: F(y,x)=0,
tad 3is liknes atrodas simetriski attiectba uz bisektrisi
y =: x.
Ja punkits P, = a | b ir liknes F (x, y) = 0 punkts, tad punkis P, = b |a
ir liknes F (y, x) punkts (63. zim.).
Punkti P, un P, ir simetriski pret bisektrisi.

| N
JO l%x

54, zim,

8) Ja liknes vienadojums ir simetrisks attieciba uz x un y, 'tad
tas nemainas, ja x vieta liekam y un y vietd x. Tada gadijuma likne
ir simetriska pret bisektrisi.

Saskana ar (7), liknes F (x , y) = 0 punkts P, un liknes F (y, x) =0
punkts Py ir novietoti simetriski pret bisektrisi.

Ja, apmainot mainigos, vienadojums F (x , y) = 0 nav mainljis savu
veidu, tad liknes F(y, x) = O punkts P, ir ari liknes F (x , y) = 0 punkts;
tatad - ltkne F (x,y) = 0 ir simetriska pret blsektnsr Likne ar 3adu ipa-
$ibu ir dota, pieméram, ar vienadojumu

Xy =4,
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Sis vienadojums nemainas, ja x vietd lickam y un y vietd x. Liknes
attéls paradits 54, zim,
9) Punktu, kura visas liknes chordas dalas uz pusém, sauc par

liknes centru. .
Ja liknes vienadojumu apmierina punkti
P1=a1|b1; Pg=ag‘bg;0-.-:h_ ..... Pn=an| bn

un arl punkti ;
Pl=—a|— b Pp=—ay| —by; .. . Py=—an|—bn,

tad koordinatu sakums ir liknes centrs. No 55. zim&juma redzams, ka
tada gadijuma katra chorda P, P, dalas uz pusém koordinatu sakuma,
kas tad ir liknes centrs.

10) No liknes YI
an 0

F(,y9 =0 fa
/‘b" X
0-"

dabfijam likni

Flx,¢y) =0, /hl/l
deforméjot Iikni F (x,y) = 0 y ass P, :

virziena ar deformacijas faktoru ¢,. 55. zim,
Likni

F(ng,y)=0

dabnijam no liknes F (x , y) = 0, deformé&jot S0 Ilikni x ass virziena
ar deformacijas faktoru c,.

Likni

dabijam no liknes

F (cg%, ¢1y) =0
Elx: P =0

deformé&jot S0 likni x ass virziena ar deformacijas faktoru ¢, un defor-

méjot likni
Flcgx,y) =0

y ass virziena ar deformacijas faktoru ;.
Piemers:
Ko varam izteikt par likni, kuras vienadojums ir

y" o x3?
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1) Likne ir treSas kartas.

2) Likne ir simetriska pret x asi, jo vienddojums nemainas, ja y
vieta liekam —y.

3) Likne iet caur koordinatu sakumu, jo vienddojums ir apmie-
rindts ar x =0 un y =0;

4) y ir reals tikai ar pozitiviem x, ltkne atrodas pa labi no y ass.

5) No 2) un 3) varam secinat, ka Itknei ir divi zari, kas iziet no
koordinatu sakuma,

38. Liknes pieskare. Uz dotas liknes piepemam punktus P, = x, |y,
un Py = X, |y, (66. zim.).

Caur punktiem P; un P, vilktas
taisnes vienadojums ir
2 y=n=poP c—m). )
Ja punkts P, uz liknes tuvojas
0 R X punktam P,, tad taisne s grieZas ap
punktu P,. Ja punkts P, atrodas pa-
visam tuvu punktam P, tad taisne s
piepem pilnigi noteiktu robeZstavokli £.
So sekantes s robeZstavok|a taisni ¢
56. zim, punkta P, sauc par liknes pieskari
punkta P;.
Ja punkts P, — Py, tad x, — x; un y, — y,.
levérojot augsejo, redzams, ka pieskares vienddojumu liknes punkta
P, dabiijam no vienadojuma (l)

Tatad:
e SR T e : 9
Yhereys :l": T © (x — %). 2
Y2 N

Sis vienadojums dod pieskares vienadojumu liknes punkta P;.

Piemeérs:

Dabiit pieskares vienadojumu liknes punktda Py = x, | y,, ja lik-

nes vienadojums ir
2+yy—rr=0,
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"~ un arl

Lietojot formulu (2), iznak, ka

hm yﬁ—yl =2. /
Xy = & X — X 0
B BandP ¢

So nenoteiktibu varam novérst ar sekojodu papémienu.
Ta ka punkti P, un P, atrodas uz dotas liknes, tad

H4+p—r= 0
X4y —rt=0.
No augséjiem vienadojumiem dabinjam:
(2 —x) + (v2 —y) =0

(%3 + %) (X2 — X%1) + (¥o + y1) (Vo — ) =0.
No augs$éja vienadojuma dabiijam:

vai ari

ye—'}’1=_xa+x1_ ; (3)
A Xy — %, Yt ’
Ievérojot (3), vienadojumu (2) rakstam:

RO i Bl o R
y—p=lin (~ BT~ x). (#)
Yo W
No (4) dabnjam:
y=h=—"1—x). ®)
Bt

Sis vienadojums ir pieskares vienadojums dotas Iiknes punkta
Py =X |y
So vienadojumu varam parveidot $adi:

S Y.Vl"')’?=—xx1+x12
val ari ;
xxy + yp — (6 + yi) = 0.
Ta ka :
xf + y? — ,3’
tad augs&jo vienddojumu rakstam:
xx%, +y —rt=0. (6)

Nemot vérd, ka dota likne ir rinkis ar centru koordinatu sdkuma,
vienddojums (6) dod 3a rinka pieskares vienddojumu,
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SEPTITA NODALA
OTRAS KARTAS LIKNU VIENADOJUMA DISKUSIJA

39. Teoremas. Otras pakapes vienddojuma

ax? 4+ bx +¢c=0

P l/ e B
Xy =—5e _—a'+iiiﬁ
_.__b__.l/ c, b

No augsgja secinim:

saknes ir:

un

b
x1+x,=—a

un
c

xl . xg —— 2l—--
Sis izteiksmes rada:
1) ja vienaddojuma nav absoluta locek]a ¢, t. i, ja ¢ = 0, tad viena
sakne ir 0;
2) javienadojuma nav locek|a ar x, t.1,, ja b = 0, tad sakpu suma ir 0.

Parveidojam vienadojumu

ax? 4+ bx + ¢c =0,

liekot
1
X =
z
Tad dabijam:
b
St+s+e=0.

Reizinot So vienadojumu ar 22 dabdjam:
a4 bz 4 cz? =0.
Ja 3ai vienadojumia a = 0, tad, saskapa ar augi€jo,

2, =0, un tade} x; = oo,
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Ja arl b=0, tad arl 2, =0, un tade| ari x, = co.
No- augieja redzam: ja otras pakapes vienadojuma
ax® +bx+c=0
lickam @ = 0, tad viena sakne x; = oo,

Ja liekam:
a=0 un b_O
tad
! xl--oounarlx,—oo.

40, Otras pakapes vienadojums. Izteiksmé ,

a,x -+ agy + ag2 (@)
saucam péc kartas: x par pirmo, y par otro un z par treSo mainigo.
Visi koeficienti te apziméti ar burtu a, Koeficientu raditaji 1, 2, 3
norada, pie kada mainiga koeficienti atrodas. Ta, plemEram, koeficients ay
* atrodas pie otrd mainiga, t. i. pie y. '

Augsejas izteiksmes kvadrats ir:
a1 X* + aya, Y? + agag 2° + 2a,a, Xy -+ 2a,a5 x2 + 2aq90, y2. (b)
Sini izteiksmé apziméjam:
@,@; ar @;y; Aoy ar Agq; Ag@y ar dsg } ©
un @,@, ar @,9; @,y ar Q,g; @sQy ar Qo
Augseéjie apziméjumi rada, ka:
Gy = g1 Qi3 = Qg); Ggg = Ag.
levérojot izteiksmes (c), izteiksmi (b) varam rakstit:
Qyy X* + Qg Y2 + Qgg 2° + 2835 XY + 2835 X2 + 204 V2. (@)
Liekot 3ai izteiksme z = 1, dabnjam otras pakapes pilnigu neho-
mogenu izteiksmi ar mainigiem x un y:
ayy X* - ag Y + 2a,, xy + 201 X + 2095 Y + g3, (e)
levérojot (d), redzam, ka
koeficients a,, atrodas pie x? ag pie y? un ag atrastos pie 22, bet
ta ka likdim z = 1, tad agy ir aug3ejas izteiksmes absolutais loceklis;
koeficients a,, atrodas pie xy; koeficients a,5 atrodas izteiksmé (d)
pie xz, bet ta ka z = 1, tad izteiksme (¢) koeficients a;3 atrodas pie x.

Tapat redzams, ka koeficients @,y atrodas izteiksmé (e) pie y.
Talak te jaieveéro, ka pie xy, x, y atrodas koeficienti

2“12. 2a13: 2a28'
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Pielidzinot izteiksmi (e) nullei, dabfjam pilnigu otrds pakapes
vienddojumu ar mainigiem x un y:

ay x* + 2ay9 xy + @y y* + 2ay x + 205 y + agy = 0. (")

41. Otras kartas liknes krusto$anas punkti ar taisnl. Otras pa-
kapes vienddojums ar mainigiem x un y,

aux’+2auxy+amy“+24,,x+2a,,y+a,,_0 " (a)

kad redzéjam, izteic otras kartas likni.
. Parveidojam koordinatu sistemu, liekot:

X=X, + X' } | )
y=%ty ‘ :
Tad vienadojums (a) dabu veidu:
Ay X" 4 2015 XY + Gg9" + 2X'(811 X0 + B12 Y0+ @18) + 2y (@5 %o +
+ Qg Yo+ Qg3) + a1y Xo® + 2819 Xo Yo T+ Qg Yo* + 2815 %o + 2698 Y, +
iy =0, (@)
Apziméjam:

@y Xg® + 2ay9 Xo Yo + Gag Yo© + 2815 Xy + 289 Yo + gy = S. (¢
So izteiksmi parveidojot, dabnjam (ievérojot, ka a,, = a, utt.):
Xo (@11 Xo + Q1o Yo + G13) + Yo (@3 X + @3 Yo + Qo) +

+ (@51 %o+ @3 Yo + ag) = S. ()
levérojot (¢) un (¢’), vienddojumu (a’) varam rakstit:
ay X% 4 20,5 X' Y + Qg Y"? + 2x' (@1 X + Gya Yo + Q1) +
+ 2y’ (ag Xo + @9 Yo + @) + S = 0. &)
Ar vienadojumu (a) ir dota otras

"o X kartas likne koordinatu sistema
; L (O, x, y) (67.zim.). Ar vienadojumu
| (a’) vai (L) ir dota ta pati likne

P g koordinatu sistema (O’, x, y'), kas

| A : o Paralela sistemai (O, x, y).
ot Y X ;:1 = No koordinatu sistemas (0’, X', y’)
o x sakuma punkta O’ velkam taisni g:
57. zim. ¥y =¥, (@)
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Liekot S0 y’ vértibu vienadojuma (L), dabfijam vienddojumu:

x? (a3 + 24,5 m + agy m?) + 2x' [(ay, X0 + @1 Yo + @13) +
+ m (ag Xy + Qxn Yo + @) + S =0. (ey

Sis vienadojums dod taisnes g un liknes L krusto&anaa punktu
P, un P, abscisas.

42. Liknes pieskare. Liknes sadaliSandis taisn&s, 1) Liknes pie-
skare.

Koordinatu sistemas (O’, X/, y') sikuma punktu O’ = x, | y, varam
novietot péc palikas. Piepemam, ka tas atrodas uz liknes L. Tad punkta
O’ koordinatam x, un y, ir jaapmierina liknes vienadojums

Qy X* 4 215Xy + Ay y? + 2a13 X + 285y + @y = 0.

levietojot Sai vienadojuma x, un y,, dabijam vienadojuma kreisaja
pusé izteiksmi, ko apziméjam ar S, sk. [41, ¢].

Tatad, ja O’ atrodas uz liknes L, tad S = 0, ko ievérojot, vienado-
jums [41, e], kas dod krustoSanas punktu P; un P, abscisas, dabn veidu:

X2 (ay; + 2a,0 m + agy m®) + 2x [(@yy X + @12 Yo + aQ1s) +
+ m (@g X + @2 Yo + ass)] = 0.
Sis vienddojums rada, ka ta viena sakne (sk. [39])
x) =0, :
Ja aug$eja vienadojuma ari
@y Xo + @13 Yo + @z + m (g Xo + @90 Yo + Q) =0, (1)

tad, ievérojot [39], ari
X+ X, =0,

bet ta ka ar S =0 arl x| = 0, tad iznidk, ka
xs=0;
Tatad ar S = 0, un ja ievérota ari izteiksme (1), dabnjam:
X, =0 un x, =0, 2



No vienadojuma
: ! y = mx
redzams, ka $ada gadijuma ari
y'=0un yy'=0. (©)]

Izteiksmes (2) un (3) rada, ka taisnes g krustoSanas punkti ar likni
L, punkti Py un P,, sakrit ar koordinatu sakumu O (sk, 58. zim.): taisne
g tatad ir liknes L pieskare punkta O,

. No vienadojuma (1) dabiijam pieskares virziena koeficientu

__auxo‘l'amJ’o""am A
Y { A anxxo"l'amyo"l'an'()

SO8 Wiy Qi o ria s de
bojam no liknes vienadojuma; X,
g i L un oy, ir uz liknes eso3a pieskares
0 punkta koordinatas.

% Piemeérs:

Kads virziens ir pieskarei liknes
punkta P = x, | y,, ja liknes viena-
dojums ir

X2+ P2 —rP=0?

58, zim,

No liknes vienadojuma dabfijam

an =1 8n=1; a3 =—1r" 0y=10y =0; a3 =0ay =0;
a25 = aag = 0.

Liekot aug3€jas vértibas izteiksmeé (A), dabtijam:

m_—l'xo+0'y0+0__—_x’o
ooy DX e gty e B 510 gt
Pieskares vienddojumu koordinatu sistema (O/, ¥/, y') dabiijam, ievie-
tojot taisnes g vienadojuma [41, d] m vértibu no A; tad

@y Xo + @19 Vo + Quip X'
Qg Xo -+ Qg Yo + Qo

Y=
levietojot aug3éja vienadojuma

y=y—Yo

X' = X — X,
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dabajam pieskares vienddojumu koordinatu sistema (O , x , y):

Ay X+ @19 Yo + Gy

2 ale am.xo"l‘amyoff‘am

(x — xo)-
Reizinot ar saucg&ju un sakartojot vienadojumu, dabnjam:
X (@ X + @1a Yo + @13) + ¥ @ar Xo + Gz Yo + Bas) — [Xo (@11 Xo +
+ @13 Yo + @13) + Yo (3 %o + A Yo + ag9)] = 0. 4

Salidzinot aug3ejas izteiksmes strainas iekavas esodo izteiksmi ar
[41 ¢'], redzam, ka

Xo * (@y Xo + @10 Yo + a1s) + Yo (@a1 X + 2o + ag9) =
=8 —(ag %o + Gg3 Yo + ags)-
leverojot, ka 8e § = 0, vienddojumu (4) varam rakstit:
X (@11 %o + @12 Yo + @1g) + ¥ (@1 Xo + o9 o + ‘_123) + (g X% +
+ @5 o + ) = 0. (B

Sis vienadejums ir pieskares vienadojums liknes punktd x, | .
Piemérs:

Kads ir pieskares vienddojums elipses punkta Py = x, | y, ?
Elipses vienadojums ir

s 2‘:— -+ J; —1=0.
No §a vienadojuma dabiijam
4, = 55 Q9 = Qg = 0385 = Z}2;(133=—1;am=¢.1m=0; Qs = A5y =0.
lelickot koeficientu vértibas pieskares vienadojuma (B), dabfijam:
X (g %0+ Yo+ 0) 490+ Kty - Yo+ 0) 40+ %o +0 - yo—1)=0.

Tatad

i“---’io-{-y —1=0

ir pieskares vienadojums elipses punkta Py, = x; | ¥,.
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2) Liknes sadaliSands taisnés.
Piepemam ka agrak, ka punkts 0’ = x, | y, atrodas uz lIknes, tad
S=0.
Pienemam ari, ka vienadojuma {41, e] liknes koeficientiem ir tadas
vértibas ka
@y X+ @19 Yo + @13 =0

i)
Qg Xo '+ g Yo + Gy =0 ®)

Ta ka ari ar Siem noteikumiem vienadojums (1) ir apmierinats,
tad ari tagad taisne g krusto likni L divos, punkta O’ kopa sakritoSos
punktos. Ka redzams no izteiksmes (A), ievérojot (4), tagad virziena
koeficienta m vértiba ir nenoteikta.

Tas geometriski nozimé, ka katra taisne, kas iet caur punktu O’, Sini

gadijum@ krusto likni divos, punktd O' sakritoSos punktos.
levérojot piepémumu S = 0 un izteiksmi (5), liknes vienadojums
koordinatu sistema (O, ¥/, y’) dabni veidu:

Gy X2+ 2a,, %Y +a9§y”=0.

Sis vienadojums ir otras pakapes un homogens un tas, saskana ar
'[37, 4], izteic divas taisnes caur punktu O’. Tatad likne ir sadalijusies
divas taisnés.

Liekot izteiksme [41 , ¢’], kas izteic S, izteiksmes (5) un ievérojot, ka
§ini gadijuma S = 0, dabnjam, ka

g X + Qgg Yo + Ggs = 0.
Tatad, ja S = 0 un ja ievérotas izteiksmes ‘5), tad pastav kopgji
vienadojumi:
@y Xo + G Yo + Q3 =
Ay %o + Ago Yo + Agg =0

Sie tris attiecibd uz x, un y, nehomogenie vienaddojumi var ko-
pigi pastavét tikai tad, ja determinante

@y X+ @1 Yo 1+ 813 =0
(©)

a1 Qg Gy
Qg Qg Ay
Qg Qg Qg
Tatad pazime, ka likne, kas dota ar vienadojumu (@), sadalas divas
taisnés, ir:
: A=0,

A= = 0. (&)
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Ka redzams, determinanté A ietilpst visi liknes vienddojuma (a)
koeficienti @;;, @52, . . . . .(ievérojot, ka a;3= @y, @13 = ag utt.).

Taisnes, kurds sadalds likne, krustojas punktd, kura koordinatas
Xo | yo dabiijam, atrisinot attiecibda uz x, un y, divus no vienadoju-
miem (6).

43. Liknes centrs. Par liknes centru sauc punktu, kurd visas liknes

chordas dalas uz pusém.
Pienemam, ka vienadojuma [41, e] koeficients pie 2x’ ir nulle:

ApXo + @1aYo + s + M (@9 X% + @Yo + Ga3) = 0. (1)
Tad, saskapa ar [39],

X'+ X' =0 @)
un, ievérojot taisnes g vienadojumu [41, 4|, ari
W Ty =0 )
Bet tad ari 8o
X, + X, 4 ¢ y X
LB =0 un Jﬂi.-!?_ =0, (4)
2 &
. : X'
Izteiksmes (4) rada, ka punkts v
0" = x,|y, dala chordu P, P, _/
uz pusém. Sis chordas virziena R
koeficientu m dabijjam no izteik- Y
smes (1), tatad: - = e
°

ay1% + @19¥ + Gyg
Q91X + AggYo + Aoy

Piepemam, ka O’ noteikls ta, ka

m = —

59. zim,

@y Xy 1 @Yo 1 13 =0

Qg Xy + gy -+ gy = 0 ®)

tad m ir nenoteikts:

i e 2

0

Tas nozimég, ka punkts O’ = x, |y, noteikts ta, ka katra chorda,
kas iet caur 30 punktu, tani dalas uz pusém. Punkts O’ tatad ir
liknes centrs,
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Centra koordinatas dabiijam, atrisinot ‘vienadojumus (6) attieciba
Uz X, un yg: :

ay Qg
Qg Qg

o T @y Gy
X e Vb= :

G Gy
Qg assl.

4y Gyl
Ka redzams, augséjas determinantes ir determinantes A apaks-
determinantes:

Agy; Ago; Ags.

Ta'tqd liknes centra koordinatas ir

ABI ASQ
el L AT el L (D
0 A” 3 Yo ASB ( )
Ja Ay 5 0, tad centra koordinatas ir galigi lielumi.
Ja Agg = 0 un Ay un Agy 5= 0, tad centrs atrodas bezgaligi talu.
Ta ka centra koordinatas dabiijam no pirmas pakipes vienado-

jumiem (5), tad x, un y, ir vienvértigi un reali; tas nozimé, ka otras
kartas liknei ir tikai viens un pie tam reals centrs.

Ja Asa - 0, tad

: a a
B31Qge — Ogy i = O valanl =2 =18,
- Qg Qg
Ja Ay = 0, tad
] ohr g a
alg aga . agg a13 == 0 val ari —lg = a0 \
Qo Qg
No augséja secinam, ka
a a ; '
1 718 vai arl: @y Ggy — Og; dig = 0
Qo1 Qg

Augseja izteiksme rada; ja Ay = 0 un Ay = 0, tad arl Ay = 0.
Gad]jumﬁ, jﬂ Asa = 0; ABI = 0hun Aag = 0, dabﬂjam:

0. 0
xozvﬁ’)’o: 0"

Ka redzams no augdeja, §ada gadijuma

G _ G _ Gis,
Ay Qg Ggg
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81 attieciba rada, ka vienadojumos (5), kas noteic centra koordi-
natas x, un y,, koeficienti ir proporcionali. Tas nozimé, ka centra
koordinatas x,, y, noteic tikai viens vienadojums (5), t. i.

@11 Xo + @1g Yo + @13 = O,

Sis vienadojums dod ne pa3us x, un Yo, bet gan sakaru starp tiem.
Uzskatot x, un y, par mainigiem, aug$ejais vienadojums izteic taisni,

un katrs'Sis taisnes punkts ir liknes centrs. -

Ta ka Ag; = 0; Ay =0; Agy =0, tad arf 4 = 0, kas norada, ka
sada gadijuma likne sadalas divas taisn&s. Dotaja gadijuma Sis taisnes

ir paralelas, un vidus linija starp 3ITm taisn€m

ir augda minéta taisne — liknes centru vneta 8. R ky
(60. zim.). c. / \c‘. g

Se taisnes L, un L, ir liknes L sastavdalas / \
un g ir liknes L centru vieta, Katra taisne, kas - by

 iet caur C; vai C;’ utt., dalas attiecigos R ! R

punktos C;, Cy' . . . . uz pusém, 60. zim

Piemeérs: :

Dots liknes vienddojums

x2—2xy + 2y — 4x —6y 4 3=0.

Dabit liknes centra koordinatas.

Teay=1; 2ap,=—2 un 8y, =0y =—1; ap=2; 2a;3=—4,
titad Qg — Qg — — 2; 2a93 _ 6, tatad a o = QAgg =— ‘—-3; Qgg — 3.

Centra koordinatas x, un y, dabiijam, izlietojot dotds formulas

a,, a R BRUE
A S R g ' =1;
» Qg1 Aoy ' ] 2
Qs Bind i <o 1 —2
A e 1138 EE. | — 5;
o agl ags _1 _3
A = alg ala N ey l '—2 | R
g1 S e g o B
gy P Ap _ 5
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44, Liknes diametri. Ja dots punkts O’ = x, l Yo, tad, ka redzejlm
[43], no vnenldo;uma

au X0+ @ Yo + 813 + m (@ Xp + G Yo + %) =0

dabnijam virzienu m tai chordai, kas iet caur O’ un 3aja punkta dalas
uz pusém,

Ja uzskatam virzienu m par dotu, tad augsgjais vienadojums rada,
ka visi punkti P x; | y,, kas 30 vienaddojumu apmierina, veido taisni:

Gy Xt 8yt a,+m(ay X+ ayny + ay) =0. (E)

levérojot [43], Sai taisnei ir tada ipaSiba, ka td dala uz pusém visas
ar virzienu m paralelas liknes chordas. So taisni: sauc par liknes (L)
diametru — caurméru. Sis diametrs piekartots paralelaim chordam,
kuru virziena koeficienti ir m.
61. zim&juma ar g apziméta viena no chordam, kuru virziena
koeficients ir m, un ar d taisne, kuras vienadojums ir (E). Uz §is tais-
; nes atrodas paralelo chordu g vi-
y Y dus punkti.
J Vienadojums (£) tatad ir lik-
: nes diametra vienadojums.
Ievérojot vienadojumus [43, 5],
kas noteic liknes centru, redzam,
ka centra koordinatas x, y,
apmierina diametra vienadojumu
(E). Tas rada, ka diametrs iet
caur liknes centru. Saji punkta
diametrs dalas uz pusém.
Diametra un liknes krusto$anas
punktu apziméjam ar P, = X, |y, 53 punkta koordinatdm jaapmierina
diametra vienadojums, tatad jabt:

@)1 Xo + @1a Yo + Q15 + M (Qy; Xy + g3 Yy + Ggp) = 0.

No §a vienadojuma dabijam virzienu koeficientu m tam chordam,
ko diametrs dala uz pusém, tatad

Ay Xo + @19 Yo T alB
Qg Xo + Qg Yo + Gos

Salidzinot o izteiksmi ar pieskares virziena koeficientu liknes punkta
Xo | Yo [42, A), redzam, ka abas izteiksmes ir vienlidzigas.

Ko

61. zim.

m = —
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No augs€ja secinam, ka pieskare diametra krustoSands punkta ar
likni ir paralela tdm paralelam chorddm, ko diametrs dala uz pusém.

Apzim@jam paralelo chordu virziena koeficientu ar m,.

Parveidojot attiecigo diametra vienddojumu

Ay X + @y + @+ my(ag x + any + ay) =0,
dabfijam:

(@1 + my ag) x 4 (819 + M,y ag) y -+ Sam + my @yy) =0,

No 3a vienadojuma dabajam diametra virziena koeficientu m,:

a;, + my ag,
o s R L e 1
i Q9 + My Qgy M
So izteiksmi parveidojot, dabiijam:

ayy + (my + my) g+ Qg My my = 0. (%)

Vienddojums (F) saista paralelo chordu virziena koeficientu m, ar
tam piekartota diametra virziena koeficientu m,.
Starp paralelam chordam atrodas ari viens diametrs ar 50 chordu

virziena koeficientu m,.

Diametrus, kuru virziena koeficienti m, un m, ir saistiti ar izteik-
smi (F), sauc par piekartotiem diametriem. Ta ka virziena koeficienti
m, un m, vienddojuma (F) ir pilnigi simetriski, tad no td nakam pie
$ada secindajuma:

Piekartoti diametri dala uz pusém viens otram pa-

ralelas chordas.
Piemérs:
Dots liknes vienadojums
X2 —4xy + 4y +6x—8y+10=0
un paralelu chordu virziena koeficients m; = 2.

Dabit chordam (ar m; = 2) piekartota diametra virziena koeficien-
tu mg, un 332 diametra vienadojumu.

No dota liknes vienddojuma dabfijam:

ay = 1; ap = 4; ag = 10.

2a12 _ 4, tatad alg — a21 _ 2.
2a15 = 6, tatad Qg = Qg = 3.
2a23 _ 8, tatad Ayg = QAgg == — 4,
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leliekot attiecigas vértibas izteiksmé (F), dabiijam: -
1+@Q+m) (—2+4:2:m=0.

Tatad chordam (ar m,) piekartota diametra virziena koeficients ir
1

m,=g.
Diametru, kas piekartots chordam, kuru virziena koeficients m, = 2,
dabiijam, ieliekot vienadojuma (E) m vieta m, = 2. Tatad:
Lex+ (=2)y+3+2(—2x+4y+ (— 4] =0.
Parveidojot dabfijam diametra vienadojumu:
3x —6y +5=0.

45. Asis. Vispariga gadijuma divi piekartoti diametri veido liknes
centra slipu lenki, atseviSka — tie var bat stateniski viens pret otru.
Sadus stateniskus piekartotus diametrus sauc par liknes asim.

Ta ka asis ir piekartoti diametri, tad ass virziena koeficientiem

jaapmierina vienadojums:
@y + (my + my) @yg + Qg 1y . My = 0. (F)
Ta ka asis ir stateniskas viena pret otru, tad asu virziena koeficientiem
jaapmierina ari statenibas noteikums:

ml°mg=‘—1.

leliekot my = — — vienadojuma (F), dabajam:
my ]

1
@y + (m, — ;”_1) @1g — Qg = 0.
Parveidojot dabiijam:
' ay — a
my+ 22—y —1=0. (G)
5T
Sis vienadojums noteic liknes asu virzienus.

Ta ka vienadojums ir otras pakapes, tad dabiijam divus virzienus
m, un mj, Sie virzieni ir reali, jo vienadojuma absolutais loceklis ir
negativs, un ta ka tas ir — 1, tad, saskapa ar [39], jabat:

’ "
mem,=—1,

kas rada, ka Sie virzieni ir stateniski viens pret otru.
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Tatad: katrai otras kartas liknei ir divas, savstarpéji
stateniskas asis. ;

Vienadojuma; ;
a,+ (mr";n!“) @y — Ay =0,
lieckot m; = m, dabnijam -
au-)—(m — -’l;-)a,g — Ay = 0
So vienadojumu parveidojot, dabijam

b m SR a,g
2— .
1—m Ay — Qog

Ja otras kartas liknes ass veido ar x asi lepki «, tad tga = m. Ka
zinams, :

= g RO e S Qe
Wia= 1 —tg2a ™ 1 —m?  a,—ay
Tatad %
tg 20 = n__
' @11 — Qgg

Si izteiksme dod divus lepkus 2« un 2« -~ m; tatad liknes asis veido
ar x asi legkus =
& un o - 5

kurus ar augsejas formulas palidzibu varam aprékinat.

46. Liknes asimptotas. Liknes bezgaligi tala punkta pieskari sauc
par liknes asimptotu, :

Ja liknei, kas dota ar vienadojumu [41, a'], ir bezgaligi tals punkts,
tad taisnei g no O’ uz 5o bezgaligi talo punktu jadabii noteikts virziena
koeficients m.

Taisne g tad krusto likni bezgaligi tala punkta. Sada gadijuma,
ieverojot [39, 2], vienadojuma [41, €] koeficientam pie x'? jabat 0.

Tatad

a;y + 2agm + agm® = 0.
Sis vienadojums dod no O’ uz o talo punktu vilktas taisnes g virziena
koeficientu. Ta ka vienadojums attieciba uz m ir otras pakapes viena-
dojums, tad tas dod divas'm vertibas. Tatad liknei ir divi vir-
zieni uz bezgaligi taliem punktiem,
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Augséjo vienddojumu atrisinot, dabdjam:

a el T
2% 12+l/a'2_9.1_‘.=—-a"i~l—l/alzz—anan'
Ago :

ax» Agq

Ta ki ap — ay Qg9 = Agg, tad rakstam:

ooty el e o :
m—v aaaiaml/ Ay ()

Atkaribd no Ay, vértibas, te dabiijam $adus gadijumus;

1) Az > 0. Tad abas m vértibas ir imaginaras. Virzieni uz bez-
galigi taliem punktiem nav reali. Liknei nav realu oo talu punktu.
2) Agy = 0. Tad abas m vértibas ir vienlidzigas un realas. Virzieni
uz liknes bezgaligi taliem punktiem sakrit viena reala virziena. Sadai
otras kartas liknei ir viens bezgaligi tals punkts.
3) Ay < 0. Sada gadijuma ir divi reali nesakritosi virzieni uz bez-
galigi taliem punktiem. Liknei ir divi bezgaligi tali punkti,
Gadijuma, ja:
Agg > 0, likni sauc par elipsi,
Ap=0 , . » parabolu,
Ap<0 » » hiperbolu.

Ka redzgjam, ja taisne g, kas vilkta no O, krusto ltkni bezgaligi
tadla punkta, tad jabiit iev€rotam noteikumam

ay + 2a13m + ay m* = 0.

Bet ja 31 taisne ir arl liknes pieskare bezgaligi tala punkta (asimp-
tota), tad taisne g krusto likni Sai punkta divas reizes; tadé| vienadojuma
[41, e] abam sakném jabiit co.

Saskapa ar [39], tas notiek tad, ja vienadojuma [41, ¢] koeficients
pie x™ un ari koeficients pie x’ abi ir O.

Tatad, lai taisne g, kas vilkta no O’, biitu liknes asimptota, jabat
ievérotiem noteikumiem:

Ay + 2@ m + gy m* =0 («)
un @y Xo + @y Yo + @3 + m (@ Xo + @ Yo + @g3) = 0. ®)

No vienadojuma («) dabiijam asimptotas virziena koeficientu m.
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Ta ka Sis vienadojums ir ofrds pakdpes vienaddojums, tad, ki rada
izteiksme (#), m dabn divas vértibas. levietojot izteiksmé (8) dabiitas
vertibas, dabiijam izteiksmi— noteikumu, kas japilda punkta O’ koor-
dinatam x,,y,, lai no punkta O’ ar virzienu m vilkta taisne g batu
liknes asimptota, So noteikumu (B) pilda bezgaligi daudzi vértibu pari
%05 Yo tas nozimé, ka punktam O’ ]aatrodas uz taisnes

Gy X+ Ay ~+ag~+m (an1x + gy + ag) = 0.

Se m vertiba dabfita no izteiksmes (x).

81 taisne fad ir asimptota, jo, ja O’ atrodas uz ¥Is taisnes, tad ta
ir taisne g, kas atbilst noteikumiem («) un (). Tatad asimptotu vienado-
jums ir:

apx + apy + a3 + m (@nX + any + ay) = 0. )

Sai vienadojuma jaieliek m vertibas, ko dabnjam, atrisinot viena-
dojumu

ayy t+ 289 m + ag m* = 0. (K)

‘Salidzinot asimptotas vienadojumu (J) ar diametra vienddojumu
[44 E], redzam, ka tie ir vienlidzigi; tas nozimé, ka asimptola ir ari
liknes diametrs.

Piemérs:
Dabiit liknes (hiperbolas) —
4 TR
asimptotu vienadojumu..
e
a11 =1 52; alg =0; a29= e —b—2; aaﬂ T - l.

2a12 = O, tatad Qg = Qg) = O,
2a13 == 0, tﬂtad Qg =— a31 = O;
2a23 = 0, tatad Aoz = Agg = 0.

leliekot attiecigas vértibas vienadojuma (K), dabfijam:
1 1
Ej+2.o.m+(——§)mﬁ;0

vai
=+

&l&
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So m vertibu un attiecigo koehcientu vertibas ieliekot vnenadojumi
(/)5 dabnjam : :

(—f‘x+0-y+0+(£§)[O-x+(—%)y+0]%'0; |

Q'

tatad
®y =+ a*

ir dotas liknes asimptotu vienddojums.

47. Pols un polare. Otras kartas liknes pieskares vienddojums ir

(@11 X0 + @12 Yo + Q15) X + (Boy Xo + Q2 Yo + Aes) ¥ +
+ (ag %o + age Yo + ag) = 0. : (1)

Te pieskarSands punkts P, = x, | y, ir dots.
Pienemsim, ka pieskarSanas punkts nav zindams un apzimé&sim to

ar P = x| y. Pieskares teko3as koordinatas apzimgjot ar § | », dabﬂjam
pieskares vienadojumu $ada veida:
(@ X+ ayy +ay) € + (@91 X + agn y + ag) 0 +
+ (2 x + Gge y + agg) = 0. : 2

Piepemam, ka $i pieskare iet caur punktu P, =x,|y,; 'tad §a
punkta koordinatam jaapmierina vienadojums (2), tatad jabat:

(@ X+ ayny + a) X0+ (A X + sy ~+ as5) Yo +
+ (ag, X + ag ¥ + ag) = 0. (3)

Pieskar$anas punkts P = x |y atrodas uz liknes
@y X* + 2a15 xy + G5 Y* + 2413 % + 2093 y + a3 =0. “4)

Atrisinot kopigi vienidojumus (3) un (4), dabisim meklétas pieskar-
§anas punkta koordinatas x un y, Ta ka vienadojums (4) ir otras
pakapes vienadojums, tad pieskares punktam P = x |y dabasim divus

vértibu parus x; | y; un X5 | yo.
Tas nozimé, ka plakné no dota punkta P, = x, |y, otras kartas

liknei varam pievilkt divas pieskares (62. zim.).
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Ja 8is pieskares ir realas, tad punktu P, = x, |y, sauc par argju
attieciba uz likni, ja pieskares ir imaginaras, tad punktu Py = x, | ¥o
sauc par lekseju; ja pieskares sakrit
kopa, tad punkts Py = x, | y, atrodas  y
uz- liknes.

Vienadojums (3) attieciba uz x un
y ir pirmas pakdpes un tade| izteic
taisni, kas, ka redzams no augseja,
iet caur punktiem P, = x, | y; un
Py= x|y,

Attieciba uz likni L, taisni, kas o
izteikta ar vienadojumu (3), sauc par M
punkta P, = x, | ¥, polari un punktu 62. zim,

P, par 3is polares polu.

Vienadojumu (3) parveidojot — atklajot iekavas, sakartojot locekjus —

dabtijam (ievérojot, ka @,y = @y, ; Qgy = @g, Utt):

(@11 %o + G19¥o + a1p) X + (g Xo + Yo + G25) y +
(a3 Xo + @Yo + agy) = 0. ()

Sis vienddojums tatad ir polares vienadojums. Salidzinot polares
vienadojumu (5) ar pieskares vienadojumu (1), redzam, ka tie ir identiski.

Tas nozimé&, ka pieskare ari ir polare, bet 3is polares (pieskares)
pols atrodas uz paSas polares, ka ari uz liknes.

Vispariga gadijuma polares pols neatrodas ne uz polares, ne arl
uz liknes. :

Polam P, piekartcta tikai viena polare, un otrddi — polarei p
piekartots tikai viens pols P,, jo no vienadojuma (5) redzams: ja dots
pols Py = x;, | yo, tad polarei virziena koeficients un asu nogrieZni ir
vienvertigi lielumi. Tatad dotajam polam piekartota tikai viena polare.

Ja piepemam, ka dota taisne
' Ax+By+C=0
ir kadas otras kartas liknes polare, tad, ieverojot polares vienadojumu
(5), jabat: ;
@11% + @19¥o + @13 = pA
Ay X + ApY + Ay = pB
ag X + age¥o+ agy = pC.
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No avgdéjiem trim vienadojumiem dabiijam nezindmos p, x,, y,
ka vienvertigus lielumus, Tatad dotajai polarei piekartots tikai viens pols.
Ja pols Py = x, | y, atrodas liknes centra, tad, ka zinams no [43],
jabat: \
11X + @1V + @13 == 0
g%, + Ao + @3 = 0.

levietojot 3is izteiksmes polares vienadojuma (5), dabijam:
0:x+0-y 4 (a X + g yo + a3) = 0.

St izteiksme ir bezgaligi talas taisnes vienadojums, Tétad:

Ja pols atrodas liknes centra, tad §a pola polare ir bez-
galigi tala taisne.

Dalot polares vienddojumu ar x,, dabiijam:

Qg

(au s i am)’o e am) X+ (am + ag %ﬁ S

Xo

ot
+(aal+as2{.‘l+%@)=0' | ©)

Ja pols P, = x, |y, tiecas uz bezgalibu, atrazdamxes uz kadas tais-
nes, tad dabiijam:

lim2°=m un lim2® =0; lim@_—.o; lim %88 __

Xo—> 00, yo—» co X xo— 00 Xq Xo— 00, X0 Xo— o0 X0

kur m ir minéias laisnes virziena koeficients.

levietojot 3is vértibas vienédojuma (6), to sakartojot un ievérojot,
ka ayo = ay; utt., dabfijam:

auX + a1y + ;3 + m (g% + azy + ay) = 0. (7

Vienadojums (7), ka zinams, izteic likces diametru. Tatad:

Ja pols atrodas bezgaliba virziena m, tad §im polam
piekartota polare ir virzienam m piekartotais liknes dia-
metrs.

Parveidojot polares vienddojumu (5) — atklajot iekavas, sakartojot
locekJus un ievérojot, ka a,, = a, uit. — dabifijam:

Ay %0x t aypxoy + a15x90 + A¥oy + Ay Xt Aoy + @ygXo Tt gpy Tt A5 =0.
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Ka redzams, $is polares vienadojums ir pilnigi simetrisks altieciba
uz x un x, un tapat ari attieciba uz y un y,. No teiktd secinam:

Japunkts R=wx|y atrodasuz punkta P,=x,|y, polares,
tad ari otradi — punkts P, = x, |y, atrodas uz punkta
R= x|y polares.

levérojot augsejo, redzams:

Ja punkts R kustas uz taisnes p, tad $a punkta polare
r griezas ap taisnes p polu P, un otradi:

5

63. zim. 64, zim.

Ja taisne r grieZas ap punktu P,= x,|y,, tad taisnes
r-pols kustas uz punkta P, polares p.

Ja dots punkts P, un otras kartas likne (63. zim.), tad punkta P,
polari dabfijam 8adi: no punkta P, velkam pieskares dotajai liknei.
Polare iet caur pieskarSanas punktiem Q; un Q.

Ja dota likne un polare p, kas krusto likni, tad Sis polares polu
dabnijam 3adi: polares krustoSands punktos ar likni — punktos Q, un
Q. — velkam pieskares. So pieskaru krustoSanas punkts tad ir taisnes
P pols.

Ja pols P, atrodas liknes iekSiené (64.zim.), tad rikojamies $adi:

Caur punktu P, velkam taisni #; un dabfijam 3is taisnes polu 7;;

Caur P, velkam taisni £, un dabiijam tas polu 7.

Taisne p, kas vilkta caur punktiem 7; un 7,, ir punkta P, polare,
jo, ja taisne ¢ grieZas ap Py, tad taisnes ¢ pols 7 kustas uz P, pola
polares.

TaiSnu ¢, un £, attiecigie poli 7; un 7, tatad atrodas uz punkta
P, polares p.
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~Ja dota likne un polare p, kas likni nekrusto, tad, ka redzams, po-
lares p polu P dabii — ka punktu 7; un- 7, polaru krusto$ands punktu.

Pie polares jédziena nakam ari §ada karta:

Pienemam, ka dota otras kartas likne un punkts P, (65. zim.). Caur
‘punktu P, velkam taisni g, kas krusto ltkni punktos Q; un Q,. Punkts
P, dala nogriezni Q, Q, kada attieciba A, Uz minétas taisnes atro-
dam punktu Py, kas dala nogriezni Q,Q, attieciba — A, Tada karta
dabiijam uz taisném g,, g . . . . punktus P, P} .. ....

Saskapa ar konstrukciju, purkti
Py, Q, P, Qg ir Cetri harmoniski
punkti uz taisnes g,. Tas pats sa-
kams ari par Cetriem atbilstoSiem
punktiem uz taisném gy, &5 . . ..

Savienojam punktus P,, Pi un
PY% . ... ar kadu liniju.

Par S0 liniju varam teikt, ka tai
jabat taisnei, jo augstakas kartas
likne krustotu taisnes, pieméram,
taisni g, ne tikvien punktad P, bet
vairakos punktos, atkariba no liknes kartas. :

Tas noziméetu, ka trim punktiem P;, Q,, Q, atbilstu vairaki harmo-
niski punkti P,, kas nav iespgjams.

Taisne caur punktiem Py, Py Py . .. .. krusto likni punktos A
un B. Sais punktos sakrit kopa punkti Q, un Q,, bet, ka zinams, ar
punktu A tad sakrit ari punkts P,.

Taisnes P;A un P,B ir liknes pieskares. No augs€ja redzams, ka
taisne caur punktiem P,, Py, Py” . . . .. ir punkta P, polare; punkti,
kuri atrodas uz taisnes, kas vilkta caur polu P; un krusto likni un
polari, ir Cetri harmoniski punkti.

65, zim,

48. Liknes ar centru galtba. Pétijuma par liknes centru [43] re-
dzéjam, ka liknes centra koordinatas ir galigas, ja determinante

Agg # 0.
Te apskatisim liknes, kuru vienadojumi atbilst aug3éjiem noteikumiem.

Liknes centra koordinatas x, un y, dabi no izteiksmém:

a1 Xy + @19y + @13 =0,
Qg% + Qg9Yp + Q93 = 0.
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Ja parnesam koordinatu sistemas (0’, x/, y') sakumu O’ uz liknes
centru, tad aug$ejas izteiksmes biis apmierinatas un liknes vienadojums
ai koordinatu sistema, ka redzams no [41, L], dabiis $adu veidu:

ayx'® + 2a19x'y" +agy? + 5= 0. (1)
Ka redzams U [41,‘c'], S 3aja koordinatu sistema dabn veidu: '
S= Ag1 Xy + asayo +Aa33.

levietojot 3ai izteiksm& centra koordinatu izteiksmes:

S VAR e
e —.Ass’yo—Aaa,

dabiijam:
A A gy Any - 059 Agy + gy A
S=asl-7‘ﬂ+amf—2+a”= a1 Ap + 8424 82 + gy 88
» 88 83
Tatad 4
-:.-A'--—Bﬂ

-

Ka zinams no [45), otrds kartas liknei ir arvienu divas fealas asis.
Griezam koordinatu sistemu (O, x, y’) (66. zim.) ap O/, kamér koordinatu
asis X' un y’ sakrit ar liknes .
asim. So jauno koordinatu sis-
temu apziméjam ar (O/, x", y"). -
~ Griesanas lepki « dabfjam no Y
[45, G].

Sai jaunaja koordinatu sis-
tema (O, x", y") liknes viena-
dojumu dabiijam no (1), ievéro-
jot koordinatu transformacijas Yo
formulas. Ta ka likne ir simet- ¢ x
riska pret asim, tad liknes vie- Xg
nadojuma neatradisies loceklis 66: 2im.
ar x” y". Koeficienti pie x"?
un y”? dabiis kadas attiecigas vertibas o,; un ay. Locekla S vértiba
parveidosand nemainas. Tatad liknes vienadojums koordinatu sistema
(O, x", y") daba 8adu veidu:

01572 o 2y AL =0,

y
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Vienkar§ibas dé|] augs€jo vienddojumu rakstam Ma-veida:
%)X+ Ggey? + gy = 0. . : (2)

Sis vienadojums izteic otrds kartas liknes ar centru galiba.
Determinante A [sk. 42] 3ai gadijuma daba veidu:

s
i el
A =10 e U ey dl o,
0 0. .agy

Ja kaut viens vienadojuma (2) koeficients ir 0, tad ari A =0, un
tas saskana ar [42] nozimé, ka likne sadalds taisnés.

Ja agq = 0, tad, ka redzams no (2), likne sadalas divas kruslojcia
realas vai imaginaras taisnés. :

Ja a,; vai ay, ir 0, tad likne sadalas divas paralelas taisnés.

Ja a;; = 0 un a4, = 0, tad dabnjam divas ar x asi sakritoSas tais-
nes. Ja agy = 0 un ay, = 0, tad dabfijam divas ar y asi sakrito3as taisnes.

. Pienemam, ka vienadojuma (2) neviens koeficients nav 0. Veidojam
determmantl Ags:

oy 0
A‘lﬂ = <ed 0 ®oa

= A11rY Wag-

Ja ay, « agy > 0, tad saskana ar [46] likne ir elipse. Ja a; « ag5 <O, tad
saskana ar [46] Itkne ir hiperbola.

Koeficientu «,, varam pienemt par pozitivu, pretéja gadijuma viena-
dojuma (2) mainam zimes.

Ar oy, > 0 elipses gadijuma jabiit zy > 0.

Ja agg > 0, tad dabiijam imaginaru elipsi. Ja a4 < 0, tad elipse ir
reala.

Piegemot, ka 2, > ~0; dog > 0 un ayy < 0, vienadojumu (2) parvei-
“dojam $adi:

x? ¥ ;

e 2 — 1 =0, 3

2 = _ %ss i
%9 %ag

Ar augiéjiem pien@mumiem dalas

%11 %o

% o
38 1 — 288
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ir pozitivi lielumi. Tos apzimé@jot aftiecigi ar &® un #? vienddojumu
(3) rakstam:

2 2
%+{’F—1=o. )

So vienadojumu sauc par elipses kanonisko vienadojumu,

Ja a;; « ayy < 0, tad, saskapa ar [46], likne ir hiperbola.

Sada gadijuma, piepemot, ka a;; > 0, jabit ay < 0. Ar g <0,
parveidojot vienadojumu (2), dabiijam -

- —1=0. 5
% + __ %8 &
%y %go
Izteiksmes
. BT
%y %o

“ir pozitivas; tade] varam likt:

_ %
%y

(A
= a® un -2 = p?,

Tad vienadojums (5) dabi $adu veidu:

x? 2
S % —1=0 (6)

Ja oy, > 0; 2y < 0 un agy >0, tad, dalot vienadojumu ar — ag,
dabfijam:

—1=0; @)
%s8 %33 :
%1 %9
Te
a ‘ § [« * o4
— -2 ir negativs un — -2 ir pozitivs.
11 )
Liekot
&% (-2
B =gl ynp — 2=,
%11 %ag
dabdjam

X2 y?
—_——— T — — > 8
T th—1=0 ®)
Vienadojums (8) ari izteic hiperbolu..
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Hiperbolas, kas izteiktas ar vienadojumiem (6) un (8), sauc . par‘
piekartotam hiperbolam.
Apvienojot abus vienadojumus, rakstam:
xﬂ 2 S J
F—pEF1=0.

Sie vien_idojumi 1r hiperbolas kgno_ni'skie vienadojumi.

49. Liknes ar centru bezgaliba. Ka zinams, otras kartas liknei ir
divas realas asis. Piepemam vienu no tam par x asi un liekam koordi-
natu sakumu liknes un x ass krustoSanas punkta. Taisnlepka koordinatu
sistema y ass tad ir liknes pieskare koordinatu sakuma. Ta ka koor-
dinatu sakums atrodas uz liknes, tad liknes vienadojuma [40,1] nevar
atrasties absolutais loceklis, tatad ags = 0.

Ta ka likne ir simetriska pret liknes asim, un Sini gadijuma lIknes
viena ass sakrit ar x asi, tad likne ir simetriska pret x asi. Saskana ar
[37] liknes vienadojuma nevar atrasties locek]i ar y pirmaja pakape.
Tatad jabiit: a9 = 0 un a, = 0.

levérojot teikto, pienemtaja koordinatu sistema liknes vienadojumam
var biit vienigi 3ads veids:

ay X* + ag y* + 2a;3 x = 0. (1

So vienadojumu parveidojot, dabtijam:
Vo e 901 o B0 2
4 Qsq Qa2 @

Pienemot, ka ay, > 0, apzimé&jam:
a ' a
__..,.U’:p un __llzq.
Qg Qoo

p varam uzskatit par pozitivu, jo, ja tas bitu negativs, tad, parmainot
x ass virzienu, varétu p uzskatit par pozitivu; turpretim ¢ var bit
pozitivs vai negativs.

levérojot teikto, vienadojumu (2) varam rakstit 3ada veida:

¥ = 2px + gx% ®3)
Veidojot determinanti Ayg, dabfijam:

Am,:’_g ?!z_
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- Ka redzams, vienadojums (3) izteic

elipsi, ja ¢ <0,
hiperbolu, ja ¢ > 0,
~ parabolu, ja ¢ = 0.

Ja lieckam ¢ = 0, tad Ay, = 0. Sada gadijumd, saskapa ar [43],

liknes centrs atrodas bezgaliba.
Vienadojums (3) tad daba 3adu veidu: :
Y= " ()

Sis v1en§dolums ir parabolas kanoniskals vienado;ums
No augiéja redzams, ka parabola ir vienigd otras kartas likne ar

centru bezgaliba.

ASTOTA NODALA
ELIPSE

50. Elipses veids. Visparigo formulu specializéSana elipses gadi-
jumam. Ka redzejam [48], elipses vienadojums ir:

x-a 2
St —1=0. (1)

Liknes ce.ntrs, ka piepemts, atrodas koordinatu sakuma, un liknes asis

sakrit ar koordinatu asim.
Liknes vienadojums rada, ka ta ir simetriska pret koordinatu asim
Liekot liknes vienadojuma (1) y = 0, dabfijam liknes krusto$anas

3

punkius ar x asi
: X
Liekot x = 0, dabijam liknes krustoSanas punktus ar y asi

Vee=aeoly

Atrisinot vienadojumu (1) attiecibd uz y, dabijam:

y=ib]/1—f:.
a
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Si izteiksme rada, ka y ir reals, kamér | x | <C @, un imaginars, ja
|%|>a. :

y dabi lielako vértibu, ja x =0. Ja | x| aug, |y | dilst, un ja
X =+ a, y dabii vértibu 0.

Atrisinot vienadojumu (1) attieciba uz x, dabiijam:

x=tal/1—:jx~:.

Si izteiksme rada, ka x ir reals, ja | y | < b, bet tas ir imaginars,
ja |y |>Db. | x| daba lielako vertibu, jay = 0. Ja | y | aug, | x | dilst.

y No augséja redzams, ka elipse
ietilpst paralelograma, kura malas
: ir 2a un 2b. (67. zim.)
/ F\ Punktus A,, Ay, B,, By, kuros
A 0 elipse krusto koordinatu asis,
‘jl sauc par elipses wirsotnem,
Nogriezgus 2a un 26 sauc

2.0. par elipses asim.
l i Parasti piepem a > b; tad
67. zim. elipses liela ass sakrit ar x asi

Ja a = b, tad dabijam:
. x2 2

F =0

x4y —a*=0.

Sis vienadojums izteic rinki; tatad ripkis ir elipses atsevisks gadijums.
Salidzinot elipses vienadojumu (1) ar otras pakapes pilnigo viena-
dojumu, redzam, ka:

vai

Gy = i Q=<9 .0 =—1.
11 agv 22 'b'ﬁ'r. 88

@y = Ay =0; ay=2ay =0; ay =a;p=0.

levietojot 8is vértibas izteiksmés [42] (A) un (B), dabfjam:
pieskares virzienu m elipses punkta x,| v,

0. 0 .
g A2 Xo + __‘f?ﬁ‘*“—- = g , Xo, (2)

a2
0+ o + o5 o0 s
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~un pieskares vienadojumu elipses punkta x, | yo

x(—xo+0°.vo+0)+y(0 xo+—§yo+0)+(0 xo+0'yo—-1) 0

vai PR
Fo ke e &)

levietojot aug3éjo koeficientu vértibas izteiksmé [44, F], dabnjam
elipses piekartoto diametra virziena koeficientu saistibu:

1 1
a—°+ (ml-l-m,)-0+m1-mg--ﬁ=0
vai ; 5
m10m2=—a1.c (4)

Polares vienadojums, ka zinams, ir tads pats ka pieskares vienado -
jums; tatad :
St —1=0 (5)

ir elipses polares vienadojums un P, = x, | y, 8is polares pols.
Piemérs:
Pienemot, ka taisne

Ax+ By +C=0 (2)
ir elipses & :
Sty —1=0 ®

polare, dabat Sis polares polu Py, = x; | ¥o-
Elipses polares vienadojums ir

et =t g

Ta ki vicnadojumi («) un (y) izteic vienu un to paSu taisni —
elipses polari, tad jabat:

prA=20 pB=3%pC=—1.
Tatad 1
.
a® A b B
xozp-a"A_:———Z,— unyo = — —
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51. DaZas konstrukcijas. 1) Dots elipses konturs un paralelu
chordu virziens m. Konstruét §im chordam piekartotu diametru un dabat

elipses centru.
Velkam (68. zim.) divas virzienam

m paralelas chordas. Nogrieznis A,4,,
kas iet caur So chordu viduspunktiem
M; un M,, ir mekletais diametrs. No-
grieZzna A;A, viduspunkts C ir elipses
centrs. ; '
2) Dots elipses konturs un diametrs
68. zIm. A, A, Konstruét 8im diametram piekar-
toto diametru.
Diametra A; A, viduspunkts C ir liknes centrs. Velkam diametram
A, A, paralelu chordu B, B,. Meklétais diametrs iet caur $is chordas
viduspunktu M un liknes centru C.

A, ;
)
R
Ay
A, 8,

69. zim. 70, zim.

3) Dots elipses konturs un punkts P, uz 33 kontura. Konstruét pie-
skari punkta P,

Atrodam, ka noradits pirmaja piemérd, elipses centru C. Velkam
diametru caur punktiem Py un C un $im diametram paralelo chordu g.
Nogrieznis B,B,, kas iet caur centru C un chordas 4,4, viduspunktu M,
tad ir diametram P, R piekartotais diametrs. Taisne ¢, ko velkam
caur P, paraleli diametram B, B,, ir mekléta pieskare elipses punkia A7,

4) Dots elipses konturs. Konstruét elip-
ses asis.

Atrodam elipses centru, Ap centru vel-
kam ripki ar tada lieluma radiusu, lai
dabfitu Cetrus rinka un elipses krustoSanas
punktus, Elipses asis tad ir caur centru
vilktas taisnes, kas paralelas chordam 4,8,
un B, B,. 71. zim,
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52. Elipse ka ripka homogena deformacija. Ap koordinatu sa-
kumu ka centru velkam ripki ar radiusu a. Sa ripka vienadojums
tad ir:

x? 4+ y? —a? =0 (' un y’ —rinka punkta koordinatas). (1)

Deformé&jam 3o rinki homogeni y ass virziena ar deformacijas at-

tiecibu 9— » kur b < a (72. zim.).

Ap koordmatu sakumu ka centru velkam arl ripki ar radiusu &.
Homogenas deformacijas vienadojumi, ja izdaram deformaciju sa-
skana ar aug$€jiem piepneémumiem, ir

X=X
el o )
v—a.v

=
n-.-—-a_.___....'

72. zim.

Uz rigka ar radiusu a pemam punktu P’. Taisne no punkta P’ uz
ripka centru C krusto rinki, kura radiuss ir , punkta R, Taisne caur R,
kas paralela x asij, krusto punkta P’ ordinatu punkta P. Apzim&jam
punkta P ordinatu LP ar y. Tad punkta P koordinatas ir:

’ b
X=X uny:;y’, 3)
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kas redzams no 72. zim&juma. No vienadojumiem (2) un (3) secinam,
ka“punkts P, kas dabits, izdarot noradito konstrukciju, ir rinka punkta-

P’ homogena deformacija ar deformacijas attiecibu % e

Liknes vienddojumu, ko veido punkts P, t. i, ripka deformacijas
vienadojumu, dabiijam, ievietojot rinka vienadojuma (1) izteiksmes:

x' = 2; un y’=-g—y.
Tad dabnijam: .
x? 4 %gy“’—a’ =0,

Dalot %o vienadojumu ar a? dabijam:

x? 2
atp—1=0

Sis vienadojums ir elipses vienadojums; tatad, deforméjot homo-
geni rinki y ass virziena, dabfijam elipsi. ~

levérojot homogenas deformacijas ipasibas, dabfjam $adas konstruk-
cijas:

1) “Pievilkt pieskari elipsss punkta P.

Pievelkam pieskari ¢ ripka (a) punkta P’. Si pieskare krusto x asi
punktd S. Ta ka $a ripka pieskare t' un elipses pieskare ir piekartotas
taisnes, kas krustojas uz x ass punkta S, tad elipses pieskarei jdiet
caur punktu S un elipses punktu P, kas atbilst rinka punktam P’.

2) Pievilkt pieskari elipsei no punkta Q.

Taisnei 7B, kas atrodas elipses sistema, atbilst taisne 75’ rinka (a)
sistema. Statenis caur Q krusto 7B’ punkta Q’; tatad punkti @ un
ir piekartoti punkti.

Caur punktu Q’ velkam pieskari rinkim (@) un dabijam pieskarSanas
punktu U’. Punkts U un caur to vilkta statepa krustoSanas punkts ar
elipsi — punkts U -— ir piekartoti punkli. Elipses pieskare iet caur punk-
tiem Q, U, kas piekartoti rinka pieskares punktiem QL H.

3) Ja dotas elipses pusasis @ un b ara > b ,tad ar 72. zim&juma no-
raditu papémienu varam konstruét elipsi ki rigka (a) homogzenu de-

% ! b
formaciju y ass virziena ar defdrmacijas attiecibu =
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4) 73. zim@&juma paradits elipses cirkula princips. Ar aug3a noradito
konstrukciju dabfijam elipses punktu P. Velkam PQ || OP’, tad, ka

redzams: _
QP:a; SP=b; QS=a—b.

Sis izteiksmes pastav katram elipses punktam.

No augséja redzams ja nogrieznis QP— a kustas ta, ka nogrieZna
QS =a — b gala punkts y
S atrodas uz x ass un otrs '
gala punkts Q uz y ass, tad \ |
nogriezna QP gala punkts
P veido elipsi. R

Ka zinams no [36], de-
forméta un nedeforméta lau-
kuma attieciba lidzinas de-

formacijas attiecibai, tatad,
ja F' ir rigka laukums, F

N"O /0

elipses laukums un Z— de-

formacijas attieeiba, tad

vai ari

53, Sakari starp elipses pusasim un piekartotiem pusdiametriem.
(74. zim.) Stateniskiem ripka diametriem PP’ un Q'Q’ atbilst elipses
diametri PP un QQ.

Rinka diametrs dala uz pusém pret fo statenisko chordu C'C.

- Ripka chordai C'C’ atbilst elipses chorda CC. Rinka diametram P'P’
atbilst elipses diametrs PP. Ripka chordas C'C’ viduspunktam A, kas
atrodas uz diametra P'P’, atbilst elipses chordas CC viduspunkis M;
§im punktam tatad jaatrodas uz elipses diametra PP.

Ripka diametram Q'Q’ atbilsto3ais elipses diametrs QQ ir paralels
chordai CC un 1a k@ o chordu dala uz pusém diameirs PP, tad iz-
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nik, ka stateniskiem ripka diametriem PP’ un Q'Q’ piekartotie elipses
diametri PP un QQ ir savstarp&ji piekartoti diametri,

Apziméjam pusdiametrus OP un OQ attiecigi ar « un .

el

Ml

74, zim.

Lenki, ko veido ripka radiuss OP’ ar x ass pozitivo virzienu, apzi-
mé&jam ar ¢.
Lenkis starp ripka radiusu OQ’ un x ass pozitivo virzienu tad ir
@ -+ 900,
Lepkus, ko veido elipses pusdiametri « un § ar x ass pozitivo vir-
zienu, apzim&jam attiecigi ar ¢; un ¢,
Ka redzams no 74. zim€uma, elipses jebkura punkta koordinatas
varam izteikt:
X = @ cos ¢ } (1y
v=2~5 sin ¢
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Augsgjos vienadojumus sauc par elipses vienddojumiem pamMruM
veida. Parametrs te ir lenkis ¢.

levérojot 74. zim&umu, dabfijam:

x1=acoscp} , Q@
yn=~bsing
un
x.,=acos(90°+<p)=—asinq;} ®)
Yo=0bsin (90° + ¢9)=bcosp |
Ta ka
a? = X + yi = a® cos? o - % sin® ¢

un 3
7 pﬁzx;-{-yg:a’sin’cp-{*-b’cos’ Py
tad, saskaitot augSejos vienadojumus, dabfijam:

‘ 2t + = a® + b, @

Tatad elipses divu piekartotu pusdiametru kvadratu
suma ir pastavigs lielums.

Ka redzams no 74, zim€&juma, lepkis starp pusdiametriem « un f ir
==

sin 9 = sin (P — ;) = sin ¢y cos §; — cos P, « sin ;. '(5)
Ta ka:

un

; EEE B X
sin ¢, = - cos ¢, = =
un

sin ¢ = Y35 cos (1 =%,

p p

tad, ievietojot Sis vértibas izteiksma (5), dabfijam:

levietojot SinT izteiksmé x,;, y; un x, y, vértibas no (2) un (3),
dabiijam: :

Sin&:acouo.bcoscp_bsmcp .(___gsmcp).

o B o B
No augs€jas izteiksmes dabiijam:
af sin ¥ = ab. (6)
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Formula (6) geometriski tulkojama $adi:

visiem apelipsi veidotiem paralelogramiemir viendds
laukums F = 4ab, ja paralelogramu malas ir paralelas pie-
kartotiem diametriem, -

£ ik
Gl

75. zim. 76. zim.

54. Lidzigas un lidzigi novietotas elipses (76. zim.). Divas lidzi-
gas elipses ir lidzigi novietotas, ja atbilstoSie punkti atrodas uz viena
stara, Piepemam par lidzibas centru abu elipSu kop€jo centru. levéro-
jot.lidzibas transformacijas ipasibas, dabnjam:

I elipses chordai A;A, atbilst Il elipses chorda a,a,. Sis chordas ir
" paralelas. Chordas A4, viduspunktam A, atbilst chordas a,a, vidus-
punkts M,. Sis punkts ir ari chordas BB, viduspunkts.

Tadé] BMy = MyB, -
=5 a1M2 e Mgaz.

e B\My — aMy = MyB, — Moa,,
tad

B]_al == ang-

55. Elipses vienadojums, attiecinats uz piekartotiem diametriem.
(77. zim.). Piepemam, ka koordinatu sistemas (O, &, n) asis &, n sakrit
ar attiecigiem plekartotlem elipses pusdiametriem a un (.

Koordinatu sistemas parveido-

Y P‘% ~ 3anas formulas
~— X = & cos Y, -+ 1 coS ¢y,
R N\ ¥ y = E sin ¢; 4 7 sin ¢y
.Yx 2 : X ievietojam:
X7 Fexg cos P, = ’;1'; sin ¢, = yl :

Xo X Vo
COoS by = == SIn = Y.
77. zim. % .3 : % ﬁ
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Tad dabnjam:

X X
x=€-—&l+n-;’-

y=F:L4q. 0

Sais formulds ievietojam x, un y,, ka ari x, un y, vértibas [no 53, (2)
un (3)]. Tad dabiijam:"

a cos ¢ a sin ¢

x:& a—+7‘--__.p_’ N

o] l;sinqo bcosg
—E' a +71 ﬁ

vai ari

X _pcCo89 sing
e B

sin cos
% :§ X +71 ﬁ‘P.

No Siem vienadojumiem dabiijam:

9
+y __E +n,
Ta ka
X2 2
@t =
tad ari
B2 o2
;§+'-—‘5=1-

Sim vienadojumam ir tads pats ‘veids ka elipses kanoniskajam viena-
dojumam,.
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56. Elipses geometriska veido$ana. Pienemam liknes veido$anai :
§adu likumibu: :
n+ r,=2a. : ()
Ka redzams no 78. ziméjuma, liknes punktu P noteic no dotiem

punktiem F; un F, vilktie radiusi vektori r, un r,, ievérojot noteikumu (1).
Punktus F;, un F, sauc

par fokusiem jeb degpunk-

B8 4 tiem, vektorus r, un ry par
i P degstariem. So nosaukumu
E o’ pamatojums biis vélak re-
Pt A dzams.

£ 0 Dabiisim saskana ar aug-
[ \ax v ar aug
s S ] | §€jo noteikumu (1) veidotas
' 1 liknes vienadojumu, piene-
Fareee-g e—— ° mot koordinatu sistemas
sakumu nogriezna F, F, vi-
78. zim. duspunkta un x asi §3 no-

grieZna virziena,

Apziméjam =

OFy = 0F, &=-e@.
Nogriezni e sauc par linearo ekscentricitati.
Ar 3adiem apzim@jumiem dabnijam:

n=ye+x"+y
rs= (e— %)’ +"
levérojot noteikumu (1), rakstam:
VEFa +y+VEe— o +5 = 2.

Izdarot pakapeniski parveidojumus, dabnjam:
VEF TP =2—y = T
(et xP+y=4a—4da )V (e—x)"+ 3 + (e — ) + ¥
E+2%x+x2+y=4a—4a) (e—x?+y*+&—2x+ 12+ y%
ex — @ = —a Y e— 5
e*x? — 2a%x + a* = a%® — 2a%x + a’x? + a¥?;
(a® — %) x? + 2% — a%(a® — €?) = 0. (2)
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So vienadojumu varam pdrveidot, ievérojot, ka: ja punkts P atrodas
uz y ass vieta B, tad r, == ry = a., Apzimgjot punkta B ordinatu ar b,

varam rakstit ;
b = a? — e (3)

levietojot vienadojuma (2) izteiksmi (3), dabnjam:
°x? + a%? — a%® = 0. (4)

Dalot izteiksmi (4) ar a?? dabnijam:
2 2
St+pE—1=0 (5)

Sis vienadojums rada, ka ar likumu 7, 4 7, = 2a veidota likne ir elipse.
No 79. zim@&juma redzams: ja punkts P iepem vietu A, uz x ass,

tad OAQ =rn—e,
OAQ = rg + e.
Tatad
204, =r, + ry = 2a
un
OAy = a.

Lidzigi iznak, ja veidojoSais punkts atrodas uz x ass punkta A,
tad OAl fr— a_.

f———a aQ——f
Aul R E e :l Fa !Az
l el
r n |.
79. zim.
Tatad veidoSanas likums geo- vl -
metriski rada, ka elipses liela ass - : B,
ir 2a. > Gtad P
80. zim&juma paraditi apska- b = 3
titie lielumi, kas noteic elipsi. 'A fi—"lo A |' i =
Uz liknes veido$anas likuma 1N\- P/J n
s |
2 rn+r=2a l I___e___.__‘__e_._l :
pa matojas 3adas elipses konstruk-
cijas: 80. zim.
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1) No degpunkta F, (81. zim.) velkam taisni, uz tas nogriezam
F,Q = 2a. Velkam taisni caur F, un Q. NogrieZna F,Q vidus-
punkta M velkam stateni.

: . Sis statenis krusto punkta
: f/\ P taisni F,Q. Punkts
: : P ir elipses punkts, kas

redzams no turpmaka.

Apzim€jam:
FP=r un P =rs:
F F,
81. zim. * Ta ka saskana ar kon-

strukciju FoP = PQ = r,,
tad iznak, ka punkta P rad1u51 vektori atbilst elipses veidoSanas

likumam
rn+ r,=2a.

2) Punktos F; un F, piestiprinam diega galus. Nemam diega
garumu 7, + ro=2a ar 2a > 2e. KustoSs zimulis, kas arvienu stiepj
diegu, ka paradits 82. zim€juma, tad zimé elipsi.

82. zim.

Pamatojoties uz izteiksmi
=g — e,
dabiijam konstrukciju elipses degpunktiem, ja dotas elipses asis.. No
elipses (83. zim.) virsotnes B, velkam ripki ar radiusu a. Sis rinkis
krusto elipses lielo asi degpunktos F; un F,.

57. Elipses veidoSana ar likumu r = ¢/ (84. zim.) Piegemam,
ka punkts P, kas veido likni, arvien atbilst noteikumam:
= EN, : (1)
kur r ir punkta P attilums no dota punkta F, kas atrodas uz x ass,
N punkta P attalums no y ass, ¢ kads pastavigs faktors.
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Taisni, no kuras skaitim punkta attilumu N, sauc par dlrelatrlsl
Nogriezni FP-— r sauc par punkta P radiusu vektoru.

Saskana ar 84. zim&jumu, dabiijam: y
x—df+ = @
Ta ka te N=x, tad r = eN = ex.

levietojot $o r veértibu aug3éja vienado-
juma, dabnjam: 0 F X

(x— P 32 = A8, ol T

X e

Atklajot iekavas un sakartojot, dabijam:
x2(1 —e?) —2dx -y +a? =0, 84. zim.

Sis vienadojums attieciba uz x un y ir otrds pakdpes vienido-
jums, tade] tas izteic otras kartas likni.

Veidojam determinanti

ay Gy
Ass = S

Qg Qg9
Ka redzams no (3), te -

@y =1—¢% aa=20y9 =0; apu=1.

Tatad
1— z-:" 0

l-l——e’ A

Agy ir >0, jal — 2> 0; tad e << 1, un likne (3) tad ir elipse:
Ay =0, jal —ey=0; tad ¢ = 1, un likne tad ir parabola.
Agg< 0, ja 1l —e2<0; tad e > 1, un likne tad ir hiperbola.
Tatad likne, kas veidota ar likumu

ri==N,
ir elipse ar e < 1.

Sis elipses vienadojums ir dots ar vienadojumu (3). Punkts F ir
elipses degpunkts, ka tas bis redzams no turpmaka.
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85. zimé&juma ar A, un A, apziméti punkti, kurus iepem likni vei-
dojoSais punkts P, atrazdamies uz x ass.

4

~

Ny — |

z 23 3

T €Ny

.d N‘ .'K_ 2 '
9 A LR [ R

Punkta A% 7y = M.
Punkta Ag: ~Faq = eNg-

Punkts A, dala nogriezni OF;
iek3gji attieciba
S TR
N A T N

S o

-
BIEN,

85. zim.

Punkts A, dala nogriezni OF,;
argji attieciba

A0

AF T

A =5

NG - e’

Ka redzams, punkti O, A,, F,, A, ir &etri harmoniski uz taisnes esosi
punkti, pie kam punkti A,, A, atrodas ari uz elipses.

No pétijuma [47] par polu un polari redzams, ka (85. zim&juma)
y ass (elipses direktrise) ir pola F, polare.

Apziméjam 86. zimé&jumna
FlAl == rl un FlAg = r2.

Ta ka elipse ir simetriska pret centru, tad tai ir divas direktrises,
I un II taisne, kuru attalumu no elipses centra C apzim&jam ar /. Tad
saskand ar veidoSanas liku-
mu r = e N, dabijam:

rg=c¢(2l—m) = 2le —em.
Saskaitot $os vienado-

jumus

r, + ro = 2a, dabiijjam:

r1=5-m,

un ievérojot,

r+ rg= 2l = 2a.
Tatad

Apzimé&jot F, B, = rg, dabfijam:

110
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€

L e
s B,
S 7 \ S
Lk ol (4 Ay Ia X
ka j\:) ML Fy | &
v | 3
fm =] l B, Lm...
e
4) 86.” zim.

a
rB=el=e.?=a.



Beidzama izteiksme rada, ka veidoSanas likuma r = eN piepemtais

punkts F ir elipses degpunkts.

Ta ka I taisne ir punkta F, direktrise un F, ir elipses degpunkts,
tad, pamatodamies uz aug3d noradito, varam teikt, ka degpunktam

piekartota direktrise ir degpunkta polare.

No 87. zimejurha dabnjam: : -
n=a—e Ny=d+e—a,
rn=e¢N=c¢(d-+ e—a).
Tatad

a—e=z¢(d+e—a), (@) *
r,=e - a; N,;—_-d+e+a,
ry =Ny =¢ (d + e + a). -~ ()
Vienadojumus () un () l= % %
saskaitot, dabfijam: 8] f’— _ 8
a=c@ta. O F N NA I8,
Atnemot ° vienadojumu S|, g\ __'Ff g ;F, i3
(@) no vienadojuma (B), N b ! %
dabtijam: - N,
e . e __e_ ~ ' e-—-— e
e—c¢a,vaiarie= = (6) I = :'__q ;
e sauc par numerisko eks-
centricitati. 87. zim.
Redzams, ka ordinatas degpunkta dabiijam ar izteiksmi
D=t el )

No
q:e(d+e)=ed+ee,

ievietojot e = ea, dabfijam

a=c¢td+¢e.ca=cd-+ %a
vai ari
a(l —e? =c¢cd.
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Augseja vienadojuma liekot € = -:- dabnijam:

vai ari

2
a(l—(%):ed

a? — e? = qed.

Ta ki a? — e? = b2, tad

b = qed;

Liekot ed == p, dabiijjam:

Liekot vienadojuma (8) ¢ = %, dabgjam:

L d

b2

=ap,

B=g.t d=ed.
a

®

©)

(10)

58. Izteiksmes par degstarlem? Pielietojdt elipses veido3anas
likumu r = eN elipses punktam P attieciba uz abiem degpunktiem

Y
N, —N;
(3] ‘ 1P
i, 8]
S > &z, 49
..% Fn 0 zFa. »h X
X
_k @t S iy — O
© d | r‘—e———‘:?;—/'-/ d ; %
& o
T 3
88. zim.

saskana ar 88.zimé&jumu,
dabtijam:

No aug$ejiem vienadojumiem dabijam:

P2

rn = a - ex,

r2=a—'5x-



59. Elipses pieskaru konstrukcija no punkta arpus elipses.
89.ziméjuma pieskare elipses punkta P, ir taisne £, Stategi no elipses
degpunktiem F, un F, pret pieskari ¢ attiecigi apzim@&ti ar d, un d,

Elipses punkta x, | y, vilk-
tas pieskares vienadojums ir

xxo + .V.Vo — 1= 0,

ko parvendolot dabfijam:

b%xxy + ayy, — a?? = 0.
So vienddojumu parversot
normalvienadojuma, dabiijam:
b’xxy + a’yy, — a*b? ) »
Vo + ayi 89. zim.

levietojot augseja vienadojuma tekoSo koordinatu x, y vietd deg-
punktu koordinatas

Fp=e|0unF,=—e]|0,

dabnjam attiecigi degpunktu F; un F, attalumus no pieskares £:

; blex, —a’b? g A —ex,
¥ b e T e R B e P
) b*xg + aty; V xo“i'ayo'
d _ b*(—e) xo—a?h? o a? 4 ex,
1 e T —t e e e = s e
V b'x3 + aty} V b x3 + aty}
un
et s
dy _a®—ex, a a "’ _ a— ex,
d a+ex, 6 2o Xo
dl a + 0 a+___xo a+e°

a

levérojot [58] dotas r; un ry izteiksmes, augsejo izteiksmi varam
rakstit:

dq_n
dy g M
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levérojot izteiksmi (1), 89. zim€uma redzam, ka
A FiPyQ v A FaPyQy;

X FPyQ, = ¥ FPoQy = < QPSS i
No augseja secinam:

tade|

Lepkus, ko veido elipses degstari » un ry elipses
punkta P, dala uz pusém $3 punkta normale n un
pieskare ¢,

Ar 30 TpaSibu izskaidrojami nosaukumi ,degpunkti“ un ,degstari“.
Ja iedomajamies elipses konturu ka spoguli, tad stars, kas iziet no
degpunkta F, uz punktu P,, 3aja elipses punkta tiek atstarots uz deg-
punktu F,.

89. zim&juma redzama elipses pieskares konstrukcija, ja pieskare
javelk no punkta, kas atrodas arpus elipses.

Pieskare elipsei no punkta R ir noteikta, ja varam noteikt pieskar-
$ands punktu P,. Punkis P, ir stara F; S krustoSands punkts ar elipsi.
Ka redzams, uzdevums ir atrisinats ar punkta S konstrukeiju.

Ka redzams B PE e

S=n+r,
un tadé] punkta S viena geometriska vieta ir ripka linija ar centru F,

un radiusu ry; + 7.
Punkta ofra geometriskd vieta ir rinkis ar centru R un radiusu

RF;, jo RS = RF,.

Tatad nogrieznis

DEVITA NODALA
HIPERBOLA

60. Hiperbolas veids. Visparigo formulu specializé$ana hiper-
bolas gadijumam. Ka redzéjam [48], hiperbolas vienadojums ir:

xﬁ 2 5% .
S—pFl=0
Apskatam vispirms likni, kas dota ar vienadojumu:
2 2 :
¥ =0 (1)

a5
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Vienadojuma veids rada, ka hnperbola ir simetnska pret koordi-

natu asim,
Liekot y = 0, dabfijam hiperbolas krusto$anas punktus ar x asi:

X==1n

2a sauc par hiperbolas realo asi.
Ar x = 0 dabiijam: y=%tu 4

tatad hiperbolas krustoSanas punkti ar y asi ir imaginari, 2b sauc par
hiperbolas imaginaro asi.
Atrisinot vienadojumu (1) attieciba uz y, dabaojam:
x?
y=xby -1
St izteiksme rada, ka y ir imaginars ar visim x vértibim, no x = 0
fidz-x =-=+4a
: Tatad intervala — a < x < a hiperbolai nav realu punktu.
Ar |x|>a, augsiéja izteiksme rada, ka y arvien ir reals. Ar
| x| —co atl |y| = co. :
No vienadojuma (1) redzams, ka:

2 x2
B<a
Tatad !
i y]< =% |
i |
Si izteiksme rada, ka hiperbolas ordinatas ir mazakas par taisnes
y== g—x @)
ordinatam.
Hiperbolas attels paradits 90. zime- vl g,

jumé. > s £
TaiSgu g, un g, vienadojumi doti %
ar izteiksmi (2). fi a

,I
\‘ =
(A
Hiperbolas vienadojums rada, ka b
1 1 - - -
B =g Gy = =55 gy = — 15 o “IN

Q=209 =0; a3=2a; =0; |

ags = Ay, = 0 90, zim.
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Virzienus ﬁz hiperbolas bezgaligi talajiem punktiem un asimp-
totu” vienadojumus dabnjam, specializ&jot izteiksmi [46, K] un [46, J|,
kas dod virziena koeficientu:

)

a

un asimptotu vienadojumu (9J. zim.)

y=+oux @)

Specializgjot pieskares vienadojumu [42, B] hiperbolas gadijumam, .
dabujam pieskares vienadojumu, kas vilkta hiperbolas punkta x,|y,:

XX
» ?9—--”3’:—1_—_0. ()

-~ Sis vienddojums, ka zinams, ir ari polares vienadojums, ja punkts
Py = x4y, ir pols.

Specializejot izteiksmes [44, E| un [44, F] hiperbolas gadijumam,
dabijam hiperbolas diametru, kas piekartots chordam ar virzienu m:

b? 6
y=5m-x, (©)

un vienadojumu, kas saista piekartoto diametru virzienus m,; un my:

b'a
my mo — Eg. (7)

€

Augsgja izteiksme rada, ka hiperbolas piekartotie diametri atrodas
viend un tai paSa hiperbolas kvadranta.

No augsgjas izteiksmes secinam:

: b ; b
jam <— tad jabat my, > =

Diametrs, kura virziena koeficients ir mazaks par asimptotas vir-

ziena koeficientu %, krusto hiperbolu, bet Sim diametram piekartotais
]
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diametrs hiperbolu nekrusto, jo fa virziena koeficients ir. lielaks par

asimptotas virziena koeficientu %.

Hiperbolas vienadojumu varam rakstit:

xﬁ 2
Hiperbolas ar y = — 1 un y = 1, k& redzg&jam, sauc par piekar-

totam,
Ja vy = 0, tad likni, kas izteikta ar vienddojumu

a—m=0

arl varam uzskatit par hiperbolu, kas, ka redzams, sadalas divas taisngs,

y.ﬁ-f__—%x.

Ka redzams, &is vienadojums izteic abu piekartoto hiperbolu
asimptotas.

Hiperbolas :
— =3 —1=0 (1)

reala ass ir 2a un imaginara ass 2b.

Sai hiperbolai piekariotas hiperbolas

2 2 ' ;
= t+1=0 ®)
reala ass ir 26 un imaginara 2a.

Hiperbola, kuras vienadojums ir (1), un tai piekartota hiperbola,
kuras vienadojums ir (8), paradita 90. zim&juma.

Konstrukcijas, kas pamatotas uz hiperbolas, ka otrds kartas liknes,
visparigam ipaSibam, izdaramas, piemé&rojoties konstrukcijam elipses
gadijuma [51].
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61. Hiperbolas geometriska veidoSana ar likumu 7, -—r, = + 2a.

Piepemam, ka punktam P, kas veldo likni, ir tada ipasiba, ka no
pastavigiem punktiem F£; un

Fy (91. zim.) uz veidojoSo-

P punktu P vilkto attiecigo
o radiusu vektoru r; un r, star-
pibas absoluta vértiba arvien

: y ]
R { 0 _..JAFI X ir 2a; tatad
) QA—wpr—o-Q X :] n—rn=% 2a. (1)

fo—o-e e

Izejot no $a veidoSanas no-
teikuma, veidotas liknes viena-
dojumu dabijam $adi:

y

91. zim.

Koordinatu sistemas x asi liekam caur punktiem 7, un F,. Koor-
dinatu sakumu liekam' nogrieZypa F,F, viduspunkta.

levérojot 91, ziméjumu, dabijam:
n=VEF N+,
ry=V (x—e)* + y%
Tad saskanpa ar (1) dabiijam:

V ety —V =o' +y'=+2.

Augsejo vienadojumu parveidojot tapat ka elipses gadijuma un liekot

a? —e? = — b?, (2)
dabn liknes vienadojumu
x2 2 :
S —m—1=0, - (3)

kas, ka zinims no agraka, izteic hiperbolu.

Zimes + liknes vienadojuma (1) norada, ka Itknei ir divi zari.
Liknes zaru pa labi no y ass dod izteiksme:

I’, —fo=2a

un zaru pa kreisi:
rl m—— rsa:_“ 2d.
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91. zim&juma redzams: ja veidojoSais punkts P atrodas uz x ass

vieta A4, tad :
n—n=~FRA “AaFa-

Ta ka hiperbola ir simetriska pret y asi, tad
Ag Fg — F] Alc
levérojot “augsejo, redzams, ka nogriéiuis uz x ass

Ay =r —r, =2a
ir hiperbolas reala ass.

Punktus 7, un F, sauc par hiperbolas fokusiem jeb degpunktiem,
radiusus vektorus r, un 7, par degstariem. Degpunkta attalumu e no
hiperbolas centra O sauc par hiperbolas linearo ekscentrlcitatl Punktus
‘A, un A, sauc par hiperbolas virsotnem.

Izteiksme (2) rada, ka hiperbolas gadijuma
a® + b? = e*.

levérojot 3o izteiksmi, no 90. ziméjuma skaidri redzams: 1) ka da-
biit hiperbolas imaginaro pusasi & un asimptotu virzienus, ja dota reala
pusass @ un lineara ekscentricitate e; 2) ka dabat imaginaro pusasi b
un degpunktus, ja dota reala pusass a un hiperbolas asimptotas.

62. Hiperbolas konstrukcijas (92. zim.). Pnenemam ka doti deg-
punkti 7/, un F, un lielums 2a.

Velkam rinki ap F, ka centru ar radiusu 2a. Uz $a rinka nemam
péc patikas punkiu Q. Velkam =
taisni F,Q. Sis taisnes vidus- a
punkta M statenis krusto tais-
nes F; Q pagarinajumu hiper-

bolas punkta P. 4 =
Ziméjuma redzams, ka L
FiP=ran P =rng,0= F. o X
2a. Saskana ar konstrukciju ; 1A,
QP =ryun F,Q = F,P — ,____“e—“
QP, tatad
rn—ry, =2a. 92, zim.
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Ar augd€jo konstrukciju veidotie Itknes punkti tatad ir hiperbolas
punkti.

Ja punkts Q sakrit ar rinka pieskares FyQ, pieskar$anas punkiu Qp,
tad taisne F,Q, ir paralela statenim punkta M. Sada gadijuma punkts
P atrodas bezgaliba un taisne F, Q, ir hiperbolas asimptota. Ka re-
dzams, velkot ripki ar radiusu 2a no F,, konsirukcija dod hiperbolas
punktus pa labi no y ass. Lidziga konstrukcija, velkot ripki no F,,
dod hiperbolas punktus pa kreisi no y ass.

Ja dota reala pusass @ un imaginara pusass b, tad hiperbolas kon-
strukciju izdaram ar 93. ziméjuma@ paradito pan€mienu.

Ap koordinatu sakumu O ka
centru velkam ripkus ar radiu-
siem a un b. Sos rigkus sauksim
i vienu par @ rinki un otru par b
@ Ip rinki. No punkta O velkam ar

y virziena legki ¢ taisni lidz a rip-
o, N = NX  kim. Sis taisnes un a ripka krus-
kj : tosands punktd 7 velkam pie-

I | | | skari, kas krusto x asi punkta S.
| | s Tad & rigka un x ass krusto-
| I Sanas punkta R velkam stateni,

bbb~ kas krusto taisni OT punktd Q.
* ; e Caur punktu Q vilktas x asij
93. 2im, paralelas taisnes un caur S pret

x asi vilkta statepa krustoSanas punkts P tad ir hiperbolas punkts,
kas bis redzams no sekojo3a. ;
Apzimé&jot punkta P koordinatas ar x un y, no 93. zim&uma dabu-
jam:
e
~—cosg !. N
y= b tg o

Parveidojot 8is izteiksmes, dabfijam:

B y =
z‘ 66_5-6 un b-—tgcp.

No $im izteiksmeém dabijam:
x2} y?

e g e 4 — 2 o—— -
a* b* — cos? ¢ R i
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Ka redzams, punkta P koordinatas apmierina hiperbolas vlenadommu,
punkis P tatad atrodas uz hiperbolas.

Vienadojumus (1) sauc par hiperbolas vienadojumiem parametriska
veidd. Parametrs te ir lepkis ¢.

Ja dots hiperbolas konturs, tad, Iidzigi ka elipses gadijuma, dabi-
jam hiperbolas centru, hiperbolas asu virzienus un realo asi 2a. Lai
dabnitu hiperbolas imaginaro asi, augsd€ja (93. zim.) konstrukcija
jaizdara apgriezta karta, pienemot, ka dots hiperbolas punkts P, hiper-
bolas centrs, asu virzieni un reald ass.

Imaginaras pusass konstrukeiju tad izdaram 8adi (93. zim.):

No dota hiperbolas punkta P velkam stateni pret x asi un daboijam
krustoSands punktu S. No punkta S velkam pieskari dotajam a rigkim
un dabiijam pieskarSanas punktu 7. Taldk dabiijam punktu Q, kura
radiuss OT krustojas ar taisni, kas vilkta caur P paraleli x asij. Sta-
tenis no punkta Q pret x asi krusto x asi punkta R. Nogrieznis OR
tad ir hiperbolas imaginara pusass.

63. Hiperbolas veidoSana ar likumu r = e¢N. Ka redzgjam [57]
ar augsejo likumu veidota likne ir hiperbola, ja:

e> 1,
Hiperbolas vienadojums koordinatu sistema, kura x ass iet caur hiperbolas
degpunktu F, un ir I i
stateniska pret direk- Y
trisi — y asi, ir:
—.1"' BICHE o m,--—
X (1 —e?) — 2dx + N :

+y+a@=0.
Lidzigi, ka elipses gadi-
juma, iznak (94.zim.),
ka punktu pari A, 4,
un D, F, ir Cetri har-
moniski punkti, jo |
| I
A1 Dg Nl .__. 1 I
AF SN % P Sopen ety |
un —{-2:af —f~e=at -]
AD; =N 1 %k -~ d |~

AF N ¢ - 94, zim,
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Tatad, ja F, uzskatam par polu, tad attieciba pret hiperbolu II taisne
ir $a pola polare. _ 2

levérojot 94. zimé&juma apzim&jumus, redzam, ka attiecigie punktu
A, un A, radiusi vektori no F, ir

rn=c¢tN, =c¢(2a—m),
rn=ce¢Ny=c¢em,
tade)
rn—ry=~2¢(a— m)=2a.

Ta ka a — m = [, tad no augdéja dabiijam . |

el @)

€

Augseja izteiksme dod direktrises attalumu no liknes centra. Uzskatot
direktrisi par polari, direktrises polu dabijam §adi:

Ta ka 31 polare iet caur punktu P = —g |0, tad, ieliekot §a pimkta
koordinatas hiperbolas polares vienadojuma : :
ke WY g

dabiijam pola F, abscisu e : 3)
Pola ordinata y, = 0, jo polare ir stateniska pret x asi — hiperbolas
asi, kade] polam jaatrodas uz x ass. :

Punkti 7, un F; ir hiperbolas degpunkti, kd tas biis redzams no
turpmaka.

Apziméjam pola F, attalumu no hiperbolas centra ar x,. Tad pola
F, koordinatas ir x, | 0. Apzimé&am hiperbolas ordinatu punkta
Fy ar p. levietojot 8is apzimes hiperbolas vienadojuma, dabnjam:

2
H—p—1=0
un
f:%—ﬁg : (%)
Ordinatu p varam ari izteikt citadi:
p=ed=e(xo—£:«) = ?@%‘.“ﬂ_ ®

No (3) dabiijam X,

8§ =
a
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levietojot $o vértibu izteiksm& (8), dabajam:

2 2
I g T
P—-(xoa a) == a (§9)
No izteiksmeém («) un (y) dabiijam
: b (2 —_ 22
(xg o aa) E‘j — g.')?f _)~
vai ari < : =
Xy = a* + b° 4
Beidzama izteiksme rada, ka punkts F, ir hiperbolas degpunkts.
levérojot, ka x, = e, no (3) dabiijam:
e==44. (39
No 94. zim&juma redzams, ka
a=c(e—d).

Reizinot §is izteiksmes abas puses ar e, dabijam:
ae = ¢ (¢’ — ed).
Augdéjas izteiksmes kreisaja pusé ievietojot e = ca un dalot ar ¢,

dabijam: e

vai ari : ‘ = y
e —a'=ed. + N
levérojot, ka e? — a* = #?,
dabnijam:
- bt =ed. (5)

Iévérojot, ka e = ea un
pmd, . (@ g

No 95. zim&juma redzams, ka

Seas F. (e X
dabiijam attiecigi P
b = azd, ) B \
P ap. (8) I

re= sN1=e(3—+x)=a+sx,
€ O]

a
ro=¢Ny=c¢ (x —?) —ex—a.

Lala |
Tatad” | S
e mmsmmaee i
ry=—¢tx —a. (10) 95. zim.
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64. Piekdrtotu pusdiametru sakars ar pusasim. 96. zim&juma
I un II hiperbola ir piekartotas hiperbolas. Apzimé&jot pusdiametru OP,

ar o un ta virziena lepki ar ¢,
i

g ==

% Pusdiametram « ir piekartots

I pusdiametrs 3. Ka zinams [44],
a un B virzienu Kkoeficienti ir

saistiti- ar noteikumu:

b2
tgt!);'tg%:‘—la,

Y - 1 dabajam:

I
-~ & kur ¢, ir pusdiametra B vir-
Giepas Gt ziena legkis.
St reors: No aug3gjas izteiksmes da-
biijam:
96. zim. b? ?f xl
Rt M B

Pusdiametrs B atrodas uz taisnes, kuras vienadojums ir

e e 1)
Si taisne krusto 1 hiperbolai piekartoto Il hiperbolu
2 2
L+ 1=0 @

punktos Py un Py, kuru koordinatas dabaijam, kopigi atrisinot viena-
dojumus (1) un (2).
levietojot y vértibu no (1) vienadojuma (2), dabijam:
x -4 (b’ X;\?
@ b\a® y,
So vienadojumu atrisinot attieciba uz x un ievérojot I hiperbolas vie-
nadojumu, dabiijam:

X+ 1=0.

3)
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Ta ka
| o® = xi + ¥

p=adtii=Gol+ 5 A

un

tad, ievérojot augSejas izteiksmes, dabajam:

o? — B2 = qa? — 2, 4)
Ta ka lepkis starp pusdiametriem « un B ir: |
¥ = q)ﬂ g ‘pll
tad :
sin ¥ = sin ¢, cos ¢, — cos ¢, sin ¢, o )

No 96. zim&juma dabfijam:

sin ¢, ='Yp3; cosq),z%”'

levietojot beidzamajas izteiksm& x, un y, veértibas no (3), dabnjam:
: b a
sin %2254‘71; cos %:b—ﬁy"

levietojot dabatas tnaonomtn:ko funkciju vértibas vienadojuma (5),

dabiijam: i
af sin % = ab. (6)

65. Lidzigas un lidzigi novietotas hiperbolas. Liekot
8
y =

un ievietojot x un y vértibas no Siem vienadojumiem hiperbolas vie-
nadojuma

x2 ]
S—p—1=0, (1)
dabiijam vienddojumu
xra ylﬂ
agap =0 @)
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kas izteic hiperbolai (1) lidzigu uﬁ lidzigi novietotu hiperbolu. Se
koordinatu sakums ir lidzibas centrs. Ar mainigu ¢ dabfijam lidzigu
un lidzigi novietotu hiperbolu saimi.

No hiperbolas (2) vienadojuma dabiijam asimptotu vienadojumus:

2 2 :
y':i?!_x’zi%x', (3)

kas rada, ka visam minétajam hiperbolam ir viens un tas pats
asimptotu paris.
Ka redzams no vienadojuma (2), ja ¢ — 0, tad hiperbolas pusasis
ari tiecas uz 0. :
Vienadojumu (2) varam rakstit:
/2 /2
Sfi—e=o

Liekot $ini vienadojuma ¢ = 0, dabiijam

xlg 9
=0
vai arl
X _;_/) (:?f_x_’)_
(a = b/ \a b w=ell;

Sis vienadojums, ka tas redzams no (3), izteic nevien lidzigu un
lidzigi novietoto hiperbolu asimptotas, bet, ka redzams no augséja, ari
hiperbolu, kuras pusasis ir O un kuras pieder pie lidzigu un lidzigi
novietotu hiperbolu saimes.

Hiperbolas gadijuma paralelu chordu virziena koeficients m; un
tam piekartota diametra virziena koeficients m, saistiti ar noteikumu

bﬁ

ml-mgzag.

Sis noteikums hiperbolas (2) gadijuma daba Sadu veidu:
o e
i s S P S b

Ka redzams, lidzigam un lidzigi novietotam hiperbolam reizinajums
m, my nav atkarigs no transformacijas faktora ¢; §is reizinajums ir tas
pats visaim minétajam hiperbolam. No aug3éja redzams: ja kadai
hiperbolai paralelu chordu virzienam m, esam dabajusi piekartotu

126



diametru ar virzienu m,, tad uz 3a diametra atrodas visu lidzigi un
lidzigi novietoto hiperbolu paralelo chordu viduspunkti.

Tatad, ja 97. ziméjuma taisne g ir
diametrs, kas piekartots I hiperbolas chor-
dam ar virzienu m,, tad taisne g ir ari
II hiperbolas (asimptotu) diametrs, kas
piekartots chordam ar virzienu m;. No
augiéja redzams, ka chordas nogrieZpi
ny un n, starp  asimptotam un hiperbolu
ir vienlidzigi. Tapat redzams, ka pie-
skarSands punkts dala uz pusém hiperbolas
pieskares nogriezni starp asimptotam.

Uz aug$éja pamatojas Sadas konstruk-
cijas: :

a) Dotas hiperbolas asimptotas g un g,
un hiperbolas punkts. Konstruét hiperbolu.

97. zim.

Caur doto punktu P (98. zim&juma) velkam taisni /. No $is taisnes
un asimptotas g, krustoSanas punkta Q; nogrieZam Q, P, = Q P. Punkts
P, tad ir hiperbolas punkts. Sada karta, konstrukciju turpinot, varam

zimét péc patikas hiperbolas punktus.

98, zim.

99, zim.

b) Dota hiperbola un tas asimptotas. Konstruét pieskari hiperbolas
punktd P. 99. zim&juma velkam caur hiperbolas punktu P paraleli
asimptotai g taisni, kas krusto asimptotu g punktd Q. NogrieZam

QR = 0Q.

Taisne caur R un P tad ir pieskare hiperbolas punkta P.
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66. Hiperbolas vienadojums, attiecinats uz piekartotiem dia-

metriem ka koordinatu asim. 100. zimé&uma & un 7 asis liktas
piekartoto diametru virzienos.

Koordinatu asu § un v attiecigie
lenki ar x asi apziméti ar

¢y un ¢y,
Parejai no taisnlenka uz sliplenka
koordinatu sistemu lietojam pa-
zistamas formulas:
x = § cos ¢, + 7m cos %}. (1)
y ;Esin¢1+n sin g

100. zim.

Te, saska:ia ar 96. zimgjumu:

cos gy =22y singy =4, @)
€08 ¢y = i;!; Siff by = %- 3)

levietojot trigonometrisko funkciju vértibas no (2) un (3) vienadojumos

(1), dabgjam:
e
7 )

oYt ol
FE5 T Ty
levietojot vienadojumos (4) x, un y, vértibas no [64 (3)], dabijam :

gl L
X = E o + Ul p bjh :
2
Ba
Vienadojumus (5) dalam — pirmo ar a un otro ar & — un ievedam,
saskana ar [62 (1)] parametru, legki ¢;
tad dabfijam:

(5)
y=tatty

X1

1 n
" Cos ¢ * ’E'tg‘?

(6)
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No vienddojumiem (6) dabajam:

P o L

ATHR TS g FRaAls
Ta ka vienadojuma (7) kreisa puse nolidzinas 1, tad rakstam:
R
5= B’ —1=0. : @)

Sis vienadojums rada: ja piegem hiperbolas piekartotus diametrus par
koordinatu asim, tad hiperbolas vienadojumam ir tdds pats veids ka
koordinatu sistemad, kuras asis sakrit ar hiperbolas asim.

67. Hiperbolas vienadojums, attiecinats uz asimptotam ka koor-
dinatu asim (101. zim.). Apzimé&jam lepki starp asimptotam ar ¢, tad,
saskapa ar zim&jumu un koordinatu parveidoSanas formulam [66 ()],
dabfijam:

x—&cos (——)-}--q cos—— (E+n) cos ~-

¥
2 i
: ) : A (D
y =E£sin (-—- -»2—.)-|-~q sin 7= 1;-——&) sin o
Sinis formulés ievietojam:
B ey B
S8y — N SR Fesar, (2
tad dabijam: : X
@+w)~my—@—¢)
Dalot augigjas izteiksmes, pirmo
ar @ un otro ar b, dabajam: - 101, zim.
by
a e
3
J ekt @)
g e
No izteiksmém (3) dabiijam:
A (§+'f1)°—(7)—5)’__4€"1 4)

a? "® T e? e
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Ta ka vienadojuma (4) kreisa puse ir vienlidziga 1, tad rakstam:

: 4 = e (5)

Ta ka

sin ¢ = 2 sin %cos%,
tad, ievietojot Sin1 izteiksmé sin %un cos%vérubas no (2), dabaijam:
Csing =220 ®)
un
2ab
[

“ =Sine' @

levietojot €® vértibu no (7) vienadojuma (5), dabfijam:
2 Ev sin = ab. (8)

Sis formulas geometrisko nozimi rada 102. zim. Formula izteic, ka
paralelograms OABC = paralelogramam OA, B, C;, vai arl, ka visu
paralelogramu laukumi ir vienlidzigi, ja paralelogramu
malas atrodas uz hiperbolasasimptotdm un viens stfiris
uz hiperbolas.

102, zim, 103, zim.,
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68. Pieskaru konstrukcija no arpus hiperbolas dota punkta.
Pienemam, ka 103, zim&juma taisne £ ir hiperbolas pieskare punkta P,
No hiperbolas degpunktiem velkam statepus 4, un d, pret $o pieskari
un dabiijam attiecigos punktus Q, un Q,, kuros stateni krustojas ar pie-
skari. Apziméjam statepu garumus ar d, un d,. Ar to padu panémienu
ka elipses gadijuma dabiijam

d, _n
oo (0]

kur ry un ryir attiecigie punkta P, radiusi vektori no degpunktiem F, un F,.
levérojot (1), redzam, ka

AFQ Py ~ A FQoPo.
No augseja secinam:

FFPQy = 4)‘-F2P0Q9‘ 2
un A
FQPO = SIPO = rg;
" tatad
F1S1=r1—‘rg=2a. (3)

lzteiksme (2) rada, ka, pieskare un normale dala - uz pusém
lenkus starp pieskarSanas punkta radiusiem vektoriem.
No 103. ziméjuma redzams, ka pieskares konstrukcijai no arpus hiper-
bolas eso3a punkta R jaatrod punkts S,, jo meklétas pieskares pieskar-
Sanas punkts atrodas uz taisnes, kas iet caur punktiem F; un §,.

No izteiksmes (3) secindm, ka punkta S, viena geometriska vieta ir
ripkis ar centru F, un radiusu 2a. Ta ka

S1 09=Q2F2,

tad iznak, ka S, otra geometriska vieta ir ripkis ar centru R un radiusu RF,.

Tatad pieskares konstrukciju no punkta R arpus hiperbolas izda-
ram $adi:

Ap punktu R velkam rinki, kura radiuss ir punkta R
attalums no tuvaka degpunkta F,. Velkam ripki aptalako
degpunktu F, ar radiusu 2a. Sie ripki krustojas 'punktos
S; un S,

Velkottaisni caur F, S;,dabijam $is taisnes krusto§an39
punktu P, ar punktam R tuvdko hiperbolas zaru. Punkts P,
ir mekletas pieskares pieskarSands punkis,

Velkot taisni F1 S,, dabnjam pieskarSanas punktu P,. Taisne caur
punktiem R un P, ir otra pieskare no punkta R.
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DESMITA NODALA
PARABOLA

69. Parabolas veids. Visparigo formulu specializé$ana parabolas
gadijumam. Pétijuma [49] redz&jam, ka parabolas centrs atrodas bez-
galiba un ka parabolas v:enadojums ir: :

y?=2px. (1)

Vienadojums rada, ka likne ir simetriska pret x asi. Ta ka y ar
negativiem x ir imaginars, tad redzams, ka likne atrodas viena pusé no
y ass, Ar x = 0 ari y = 0; likne tatad iet caur koordinatu sakuma
punktu. Ar x = oo, dabfijam y = + oo. Liknes veidu rada 104. zim&jums.

Rakstot parabolas vienadojumu veida

. g s
y *  redzam,ka: - S 2px =0,
au =0; at‘g: l;a&q:O; alg=am=0;
Qg = Qgy = — P; Qog = Qgg = 0.
0 X_ Ar Siem koeficientiem specializéjam otras kartas

liknem kopéjas formulas parabolas gadijumam.
Specializgjot formulu [42, B}, dabfijam pleskares
vienadojumu parabolas punkta Py, = x, | ¥,

YYVo=pP X+ %) . 2
Ja punkts P, = X, | y, neatrodas uz parabolas
1104 zim. .. un to uzskatam par polu, tad vienadojums (2)
ir polam P,, attieciba uz parabolu, piekartotas polares vienadojums,
Nogriezni P,7 uz pieskares
(105.zim.) parasti sauc par pieskari. y
8a nogrie?na projekciju uz x ass, B
, > [
nogriezni TA, sauc par apakspie: : 90°
skari. Nogriezni PyN uz liknes nor- ,
males parasti sauc par normali. ¥
Normales projekciju uz x ass, no- TA 5 ¥
griezni AN, sauc par apaksSnormali. f . . =
Liekot pieskares vienadojuma e e e B i)
(1) y = 0, dabiijam
0. yo=p(x+ x).
No 8a vienadojuma dabfijam

punkta 7" abscisu ;
X = — X 3) : 105. zim.
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Si izteiksme rada, ka koordinatu sakuma punkis O ir parabolas apaks-
pieskares viduspunkts.

o A P,AN o A TAP,,
tad:
R
ANER an AN~ 20
Yo 2x, 2x,
Liekot augséja izteiksme
- Y3 = 2px,,
dabijam:
_2pxy __
AN = e o (4)

Lielumu p ‘sauc par parabolas parametru.
Izteiksme (4) rada, ka parabolas apakSnormale ir pastavigs
‘lielums, kas vienlidzigs parabolas parametram.

Specializéjot izteiksmi [44, F], dabnjam parabolas gadijuma:
ml » mg = 0. (5)

Izteiksme (5) rada, ka katrai vértibai mgy = O atbilst m, = 0.

Apzimégjot paralelu chordu virzienu ar m, un 8im virzienam piekar-
tota diametra virzienu ar m,, redzam, ka visi parabolas diametri ir
paraleli x asij, t.i. parabolas asij. Specializéjot vienadojumu [44, E|,
dabiijam: chordam ar virzienu m piekartotd diametra vienadojumu

Y= (6)

3

70. DaZas konstrukcijas. 1) Dots parabolas konturs un virziens m.
Vilkt pieskari parabolai ar doto virzienu.

Velkam paraleli dotajam virzienam m divas chordas g, un g, (106.zim.).
Caur 30 chordu viduspunktiem M; un M, iet parabolas diametrs, kas
krusto parabolu punkta P,. Taisne ¢ caur P, kas paralela virzienam
m, ir mekléta pieskare.

2) Dots parabolas konturs un diametrs, Dabat Sim diametram piekar-
toto chordu virzienu (107. zim.).

Uz taisnes caur péc patikas pemtu parabolas punktu P, nogrieZam
QP; = QP,. Velkam faisni caur punkiu P, paraleli dotajam
diametram.
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-81 taisne krusto parabolas konturu punkta P,. Ta ka te PR = RP,,
tad nogriezna P; Py virziens ir diametram piekartoto chordu virziens.

R

1

Q diomelnr

106. zim. 107, zim.
3) Dots parabolas konturs un uz ta punkts P, Konstru&t pieskari
punkta P, (108. zim.).
Dabiijam diametra d virzienu; tas iet caur divu paralelu chordu
viduspunktiem M, un M,. Diameirs d, ir || diametramYd. Pieskare ¢
~ punkta P, ir paralela diametram d, piekartoto chordu virzienam P, P,.

LR

Mo ass

[ diamelrs -

108. zim. 109. zim.

4) Dots parabolas kenturs. Dabut parabolas asi (109, zim.).

Diametru, tatad ari ass virzienu dabiijam, velkot taisni caur para-
lelu chkordu g, g viduspunktiem M, un M,. Asij piekartotas chordas
ir stateniskas pret ass virzienu, Ass tatad iet caur diametram - state-
niskas chordas P, P, viduspunktu M,.

134

i (:.E‘m



71. Parabolas geometriska veldoSana ar likumu r = ¢N. Sada
gadijuma, ka redzeéjam [57], veidota likne ir parabola; ja

e=1. : AE (1)

levietojot vienadojuma (57 (3)] So e vértibu, dabiijam parabolas viena-
dojumu ‘
' ¥y —2dx + d® =0, (2)

Koordinatu sistema te novietota $adi
(110. zim.): degpunkts F atrodas uz x ass,
un y ass ir parabolas direktrise. Vienado- N .
jums (2) rada, ka Itkne ir simetriska pret
x asi; tatad Sini taisnlenku koordinatu sis-

tema x ass ir parabolas ass.

levérojot veidoSanas likumu, redzam,
ka parabolas virsotne dala uz pusém deg-
punkta attalumu no direkirises. ot

Rt g ‘

Liknes ordinata degpunkta ir p = ed, - e
bet ta ka ¢ =— 1, tad parabolas gadijuma X
110. zim.

-

ol| dirextriso

Ay L

=i 9)
Ka redzams no 110. zimé&juma,

N =d'+ rcos g,

N__d
i 5 + cos . ' (10)

Parabolas gadijuma

N,
r

Ja ¢ = 180°, tad veidojoSais punkts sakrit ar punktu A, uz x ass. Tad

cos 180°=—1. Redzams, ka $ada gadijuma ra, = ‘21

Ja @ = 0°, tad punkts P ari ienem vietu uz x 'ass. Sada gadijuma
attiecibaér/ tikai tad dabni vértibu 1, ja r = o, Parabolas otra virsot-
ne tatad atrodas bezgaliba.
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Ta ka otras kartas ltknes diametrs iet caur liknes centru, tad para-
bolas gadijuma, kad centrs ir bezgaliba, visiem parabolas diametriem
jabat paraleliem parabolas asij.

Apziméjam degpunkta attdlumu no parabolas virsotnes ar f, tad

P =2f un
w43
AIF P

Si 1pasiba dod skaidri redzamu degpunkta konstrukciju, ja'dots pa-
rabolas konturs un parabolas ass.

Uz parabolas veido3anas likuma r = N pa-

J . = matojas $adas parabolas konstrukcijas:

o ".,'_{ 1) Dots parabolas degpunkis F un direk-

trise g. Konstruét parabolas punktus (111. zim.).
Uz direktrises g péc patikas pienemam

punktu Q.
0 X Caur punktu Q velkam taisni ¢ paraleli x
9 3 asij. NogrieZzna FQ viduspunkta M velkam pret
111, zim, FQ stateni s.

Taisnes ¢ un statepa s krustoS8ands punkts
P tad ir parabolas punkts, jo 31 konstrukcija dod r = N.

2) Dots parabolas degpunkts F un direktrise g. Parabolas punktu P
dabijam 3adi:

Uz taisnes s, kas iet caur punktlem Q, un F un ir stateniska pret
direktrisi, piepemam péc patikas punktu R.

= N, P/ 2

N P
Sfa
3 -
E p ¢ & X
o . §
Q‘ F R ~5

A
? R
112, zim. 113. zim.
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Punkta R velkam stateni / pret taisni 5. Ripkis ap F ar radiusu Q, R,
tad nogrieZ uz statena / parabolas punktu P. Skaidri redzam, ka ari §1

konstrukcija dod r = N.
Parveidojam koordinatu sistemu, parnesot koordmatu sakumu uz
parabolas virsotni un liekot y asi paraleli direktrisei (113. zim.). Ka

redzams: ST
rl:—T ]/.(X’*f)2+ V’»
M=%+

levérojot, ka parabolas gadijuma ¢ = 1, dabajam:

VE=NTFy=x+f,

e S YTy Y S Yy
- y? = 4fx.
Ta ka koordinata degpunkta:
: p = 2f,
tad parabolas vienadojums dabni veidu:
¥ = 0px.

No augséja redzams, ka parametrs p parabolas kononiska
vienddojuma ir ordinata degpunkta.

Ka tikko apradits, uz parabolas ass eso3a otra virsotne A, (110. zim.)
atrodas bezgaliba.

Bezgaliba tad atrodas ari parabolas centrs un, ta ka likne ir simet-
riska pret centru, tad parabolai ir ari otrs degpunkts F, un otra direk-
trise, kas abi atrodas bezgaliba., No td mé&s varam secinat, ka no
bezgaliba esoSa degpunkta F, uz galibd esoSo parabolas punktu P
vilktais radiuss vektors r, ir paralels parabolas asij.

" Uzskatam parabolu par elipsi ar bezgaligi lielu pusasi @ un bezgaligi
lielu linearo ekscentricitati e.

Starpiba
a—e={f
ir galigs lielums. No veidoSanas likuma

dabijam:
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113, zim&uma redzams, ka: :
ry=2e—gq,
kur ¢ ir r; projekcija uz x ass; tatad:
n=2%—2%+q¢=2@—e&+q¢=%+qg=x+1.
Ta kda x + f = N, tad augs€jo izteiksmi varam rakstit
: o=\
No tikko noskaidrota redzams, ka, veidodami elipsi, kuras @ = oo un

e = oo, dabfijam likni, kas veidota ar likumu r = N, tatad pa-
rabolu,

72. Pieskaru konstrukcija no punkta arpus parabolas un daZas
parabolu ipaSibas. 114. ziméjuma doti: parabolas degpunkis F, un
direkirise — taisne g. Liekam x asi caur 7, un 1 pret direktrisi g. Ka
zinams, parabolas virsotne A ir nogrieZzna OF, viduspunkts.

Ja punkts P, ir parabolas punkts, tad, ka agrak noradits, punkts A
ir parabolas punkta P, apak3pieskares viduspunkts.

No punkta 7, kura parabolas punkta P, pieskare krusto x asi, velkam
ar radiusu Fy; P, = r rigki, kas krusto direktrisi punkta E. Ar $o kon-
strukciju dabitais Cetrstiiris TEPF; ir rombs, jo:

1) Saskana ar konstrukciju 7E = r, un tda kA 70 = x, — f un
ant RiC=x,~— f18d ATOE = A F; CPy; tad8| TE || F; P,y; OE =CP,,

2) No augseja secinam, ka taisne EP, || x asij. Ta ka punkts P, ir

y n b parabolas punkts, tad
P EPy = N=1r
N P )
€ 3) Ta ka TE || F P,

EP, || x asij un N = r,
tad redzams, ka Cetr-
stiris TE Py F, ir rombs.

. Ta ka punkts A ir
romba diagonales EF;
projekcijas  viduspunkts
uz x ass, tad romba di-
agqnales £F, viduspunkts
B, kas ari ir romba diago-
naju krusto$anas punkts,
atrodas uz y ass, kas iet
114. zim. caur punktu A.
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Romba diagonalu krustoSanas lepkis 4FIBP., ar 90°,

No nule apradita secinam.:

Parabolas pieskare un pret $o pleskan no degpunkta -
Fy vilktais statenis krustojas uz virsotnes pieskares.

Taka A EBPy= A F,BP,, tad X EPy B = 2 F, P, B. Punkta P, deg-
stars r, nak no bezgaligi tala degpunkta F,; tade| r, ir paralels x asij.
levérojot minéto, varam secinat, ka parabolas punkta P, pieskare
un normale dala uz pusém lenkus starp punkta P, radiusiem
vektoriem.

Ta ka romba diagonales EF, projekcija uz x ass OF = p, tad ari
parabolas normales P,M projekcijai CM uz ass jabat p, jo P,M || EF,.
Tatad: parabolas apak3normale ir pastavigs lielums un ir vienli-
dziga parabolas ordinatai degpunkta.

114, ziméjuma redzama pieskares konstrukcija no kada punkta R,
kas neatrodas uz parabolas.

Pieskare parabolas punkta 7, ka redzams, ir noteikta ar punktiem
R un B. Punkts R ir dots. Punkta B viena geometriska vieta ir parabolas
virsotnes pieskare, t. i. y ass. Punkta B otra geometriska vieta ir rinkis
ar diametru RF;, jo 2 RBF; = 90°,

Pamatojoties uz augséjo, velkam rinki ar diametru RF,; Sis rinkis
krusto parabolas virsotnes pieskari — y asi punktos B un B,.

Taisne caur R un B, ka ari taisne caur R un B, tad ir parabolas
pieskares no punkta R.

PieskarSanas punktus, pieméram, punktu P,, dabiijam $adi:

Velkam taisni caur punktiem <, un B. Si taisne krusto parabolas
direktrisi punktd E. Taisne caur 3
punktu £, kas paralela x asij, krusto Y N g/
pieskari £ pieskarSanas punkta P,.

Ja punkts Ry, no kura vel-
kam pieskari parabolai, atrodas
uz parabolas direktrises(115.zim.),
tad, kda redzams, R\F = R, E
Rinkis ap R, ar]radiusu R,F
krusto direktrisi punktos £ un E;-
Lenkis X EFE, = 90° Tatad
EF | E F, un tade] art ¢ 1 ¢,.

AugsgjoipaSibuizteicamta: p a-
rabolas stateniskas pieska- o~
res krustojasuz direktrises. 115, zim.
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Parabolas chorda P, P, iet caur degpunktu E, kas redzams no
sekojosa.

Ka zinams, chorda P, P ir punkta R, polare un F, ir direktrises
pols; tade], ja R, kustas uz direktrises, R, polarei P, P; jagrieZas ap
direktrises polu F,; tatad chordai P, P; jaiet caur degpunktu F,

73. Parabolas vienadojums attieciba uz piekartotiem diametriem
ka koordinatu asim. 116, zimé&juma pienemam par § asi parabolas
diametru un par v asi §im diametram
piekértoto pieskari punkta O’. levérojot
116. zimé&juma piepemtos = apzimé&jumus,
transformacijas formulas [25] jaliek:

e=0unf=ua,

Transformacijas formulas tad dabi
veidu:

Xz Xp T & CUS . %,

116, zim, y =y, + v sin a.

levietojot x un y izteiksmes parabolas vienadojuma

Y = 2px,

dabnjam:
(Vo + % sin a)®2 = 2p (x, + & -+ % cos a).

So izteiksmi parveidojam, atklajot iekavas un ievérojot, ka
yi = 2p%,

un ka caur punktu P, vilkta diametra vienadojums ir

Tad dabiijam:
7?2 sin *a = 2pk
vai

g R E=2p% ()

sinfa °
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Ka redzams, parabolas vienadojumam jaunaja koordinatu sistema ir

agrakais veids.
Vienadojums

(1) rada,
parabola jaunaja koordinatu sis-
tema ir slipi simetriska.
Tas nozimé&, ka
P, = a|b (117. zim.) atbilst punkts
Py = a| — b. Sis slipas simel-
rijas de] punkta P, pieskare

punktam

ka

krustojas ar punkta P, pieskari
£ ass punktd 7. Sa punkta polare

ir chorda P, P,.

No ‘teikta izriet, ka punkti

TOM un parabolas bezgaligi

)

talais punkts ir Cetri harmoniski

punkti. Parabolas bezgaligi. tala-

117, zim.

jam punktam atbilstoSais punkts
O tade| atrodas nogriezna T M

vida.

74. Dazas parabolas konstrukcijas.

a) Dotas divas parabolas pieskares ar pieskarSanas punktiem. Kon-
struét parabolas punktus (118. zim.). Caur pieskaru g, un g krusto-

R
118, zim,

9,

Sanas punktu 7 un chordas P, P, vidus-
punktu M iet parabolas diametrs, un 7”’M
viduspunkts L ir parabolas punkts, ka
tas paradits [73]. Taisne 7, kas paralela
chordai P, P, un iet caur L, ir parabolas
pieskare. Noradito konstrukeiju atkar-
tojam, uzskatot par dotam pieskares g,
un ¢ ar pieskarSanas punktiem P, un L;
dabijam jaunu parabolas punktu. So
konstrukciju pakapeniski turpinot, da-
biijam arvien jaunus parabolas punktus.

b) Dota parabolas ‘pieskare ar pieskarSanas punktu A un Sai punkta
pieskarei piekartotais diametrs. Dots ari parabolas punkts C. Kon-

struét parabolu (119. zim.).

doto pieskari par 7

Pienemam doto diametru par § asi uu
Velkam caur punktu C £ asij paralelu
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taisni.
nadas dalas.

Pieradijums:

Nogrieznus AB un BC iedalam péc patikas daudzas vie-
Apziméjam dalitajpunktus uz v ass virziena no A

uz B ar 1, 2... m un uz no-
griezna B C virziena no B uz C

ariar 1,2... m. Caur y ass punk-
tiem 1, 2,... m velkam paraleles
€ asij. Taisne caur punktu A un

nogriena BC punktu 1 krusto
pirmo paraleli punkta P;. Taisne
caur A un punktu 2 uz no-
griezna B C krusto otro paraleli
punkta P,. Punkti, kas dabati ar
noradito konstrukcuu, ir parabo-
las punkti,

Ar 119. zim€juma apzime&jumiem redzams, ka:

AQ QP _BD

AB—_BD  BC’
Tatad:

w_ & _BD

B ~BD> &

No 3im izteiksmém dabajam:

oy

D

un
B,

= —=

o«

No pédéjas izteiksmes dabfijam:

7=

Sis vienadojums ir parabolas vienadojums.
ar 119. ziméjuma doto kounstrukciju dabiijam parabolu.

BE
y
e p
7 e

2
-E_

Ar to tad ir pieradits, ka
Konstrukciju

bieZi izlieto speciala gadijuma, kad £ | v un punkts A ir parabolas

» virsotne,

142



c) Dotas divas parabolas pieskares ar pieskarSanas punktiem, Kon-
struét parabolas punktus. 120. zim&juma dotas pieskares £, f, un pie-
skar§ands punkti P, un Py.

Taisne d caur A
un chordas P, P, vi-
duspunktu M ir para-
bolas diametrs. Ja pie-
nemam, ka punkts P,
ir parabolas punkts, tad
taisne d, caur chordas
P, P, viduspunktu M,,
kas paralela diamet-
ram d, ari ir parabolas
diametrs. SI taisne d,
dod punktus Q, un R,.
Taisne caur punktiem
Q, un P, tad ir parabo-
las pieskare punkta P,.

Taisne d, caur chordas P,P, viduspunktu M,, kas paralela dia-
metram d, ari ir parabolas diametrs, Si taisne dod punktus Q, un R,.
Taisne caur punktiem Qg un P, ir parabolas pieskare punkta P,.

No td meés secinam, ka punktiem Q, P, Q, jaatrodas uz vienas taisnes.

Caur punktu P, velkam taisni paraleli diametram d un dabijam.
punktu Q,.

Apziméjam: MP, = B = MPy; QoM = 7,

Tad no 120. zimé&juma redzams, ka

: MR1=HO—;;E—"JO=%(3—'%)

un

Tatad:
Pg RQ =M R1 .

leverojot 3o izteiksmi; no 120. zim&juma redzams, ka:

PQy __PyRy, MR, _AQ
Y Rt Bl BRSO
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No $is izteiksmes dabinjam:
PyQy _ AQ,
P,A T AP,
Uz augsejas izteiksmes pamatojas 121. zimé&uma paradita para-
bolas konstrukcija, ar kuru dabfijam parabolu ka Iikni, kas aptver
pieskares. Pieskaru nogrieZnus
AP; un AP, iedalam péc patikas
daudzas vienadas dajas. Uz pie:
- skares #,- apzim&jam dalitajpunk-
tus virziena APy, bet uz pieskares
ty Sos punktus apzimé&jam vir-
ziena P, A. Taisnes caur punk-
tiem 1, 1 — 2, 2 — utt,, tad ir
parabolas pieskares,

Apraditas parabolas konstruk-
cijas bieZi lieto bitvmechanika,

121. zim.
75. Parabolas vienadojums asu nogrieZzpos. 122. zimé&juma para-
dita koordinatu sistema (O, x, y) parabolas vienadojumu dabiijam 3adi:
Parabolas vienadojums koordinatu sistema (O', x’, y) ir :
2 xE a5 2B, (1)
Parejot no koordinatu sistemas (O, x/, y’) uz koordinatu sistemu (0, x, y),
lietojam parveidoSanas formulas: :
XX
y=y—b|’
levietojot x’ un y’ vértibas no (2) vienadojuma (1), dabtijam:
¥=2p(y—05. B N4
‘Parametra p vértibu daba- 0
jam, ievérojot, ka ary =0
x dabn vértibu -+ a.
levietojot Sis x un y vér-
tibas vienadojuma (3), da-
biijam:
a?=—2pb

@

b

un

o e
:

a® | a a
P gy Al

122, zim.
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Ar 30 p vertibu vienddojums (3) dabii veidu:

a?
i (y —b)
vai art

+——1=Q ©)

So parabolas vienédojumu sauc par parabolas viendgdojumu asu no-
grieZnos. ‘

VIENPADSMITA NODALA
OTRAS KARTAS LIKNU VIENADOJUMI POLARKOORDINATAS

76. Otras kartas liknpu vienadojumi polarkoordinatas ar polu
degpunkta. Izejot no likpu veido$anas noteikuma

r=ieN,
ar 123. zim&juma apzim€jumiem ' da-

bfijam
N =d +4- rcosg;
r=¢N =¢(d -+ rcosg);
r(l —ecosg) =¢e¢d=p.
Tatad: »
I'=1—%cosyp
ir otrds kartas Itkpu vienadojums polar-
koordinatas. Se pols atrodas degpunkta.
Liknes ass piepnemta par polarasi. '
Likne ir
elipse, jae<l1, e
hiperbola, ja e > 1, un
parabola, ja ¢ = 1. 123. zim.

77. Otras kartas likpu vienadojums polarkoordinatas, piepemot
liknes centru par polu un Iiknes asi caur degpunktiem par polarasi.
Ta ka parabolas centrs ir bezgaliba, tad Sini gadijuma varam apskatit
tikai elipsi un hiperbolu. Izejot no elipses un hiperbolas vienddojuma

B2x? £ a?y? — a?b® =0, ' (1)
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ievietojam $ai vienadéjuma no pﬁrveido§énés formulam

X =rcos¢
y=rsing

x un y vertibas, Tad dabijam:
+ 6272 cos? ¢ + a?r?sin® ¢ = * @2 4?
[+ b2 cos? ¢ + a? sin® ¢] = + a®b?,

a®b?
=+ .
a® — cos’¢ (a® F 4?)

vai

vai ari

@

Dalot augigjas izteiksmes labo pusi ar @? un ievedot-‘e; =¢, dabi-

jam elipses un hiperbolas vienddojumu piegemtaja polarkoordinatu

sistema: ;
. + b
V=
1 —¢? cos? ¢
% DIVPADSMITA NODALA
PIEMERI UN UZDEVUMI
78. Piemeéri:

a) Ripka vienadojums ir
—af+ (y—p?— =0,

Te « un B ir rinka centra koordinatas un r ripka radiuss.

dojumu sauc par rinka normalvienadojumu.
Vienddojumu (1) parveidojot, dabiijam:
Ay —2ux — 20y + (a2 + B2 — ) = 0.
Vienadojums (2) rada, ka otras pékapes vienadojums

Ax? 4 Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0

izteic ripki tad, ja:
A= i =0
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Tatad otrds pakapes vienddojums izteic ripki tad, ja
koeficienti pie mainigo kvadratiem ir vienlidzigi
un ja vienadojuma nav locek]a ar abu mainigo rei-

zindjumu. Tatad vienddojums:

Ax* 4 Ay* + Dx +Ey + F=10 “4)
izteic rigki. '.
Dalot vienadojumu (4) ar A un liekot

D E r

;4~ = 03 2- e p un Z =Y,
vienadojumu (4) rakstam: ,
2 Y2 4 2ux 4 20y + 7 =0. (5)

So vienadojumu sauc par ripka visparigo vienadojumu.
No rinka vispariga vienadojuma (5) dabnjam rinka centra koordi-
natas un radiusu $adi:
Izdarot vienadojuma (5) kvadratisku papildindjumu, dabnijam:
B2l 2x+ Py —o'—§=0. (6)
Vienadojumu (6) varam rakstit $ada veida:
x4 2+ (y+ PP —(—ry+o+ ) =0. 7
Salidzinot So vienddojumu ar vienadojumu (1), redzam, ka rinka centra
M koordinatas ir

M=—a|—8 8)
. r=Yatpo ©
levérojot aug$éjo, redzam, ka viehadojums ' f
: X +y?—8x+4y=0 "
izteic ripki, kas iet caur koordinatu sikumu. Se

‘ot=—~8=——-4; ﬁ:%:?

un rinka radiuss ir

Sa rinka normalvienddojums tad ir:
: F—9+G+2'—20=0.

Centra koordinatas ir

M=4 —2
un rinka radiuss R R
T ]/20.
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b) Doti tris punkti Py = x;[y;,- Py= x|y, un Py= xsl)’a
Dabiit caur Siem punktiem vilkta ripka vienadojumu.

Ta ka rinkis iet caur Siem dotajiem punktiem, tad S0 punktu koor-
dinatam jaapmierina rinka vienddojums, ko pienemam vispariga veida:

, x4y 4 2ax 428y 4y =0. (1)
Tatad: :
x4+ 9+ 200+ 28+ 7y =0
x5+ 3 + 2ax2 + 282 + v =0 ¢ )

X3+ Y5 + 2axs + 2Bys + v =0
Vienadojums (1) un vienadojumu grupa (2) veido Cetrus linearus
nehomogenus vienadojumus ar trim nezinamiem: «, 8, v
Ka zinams, Cetri lineari nehomogeni vienadojumi ar trim nezi-
namiem var kopigi pastavét tikai tad, ja 3o v1enadojumu koeficientu
determinante ir 0, tatad jabat

X+ 2 2y 1
Xty 2% 2 1
X249 20 2 1
X3 + y§ 2x3 2y3 1
Attistot So determinanti attieciba uz pirmas rindas elementiem, dabfijam
mekléto vienadojumu.
c) Ja otras pakapes vienddojuma veids ir:

a?x? + 2abxy + b*y?* + 2ai3x + 2apy + an =0

vai
(ax + by)® + 2a3x + 2any + as = 0,
tad te:
an =a?* ap=ab; apn=>
un o
-0 B e R e 252
Az = A4 ab b =—a%d a*b ._‘0.

Augséjais vienadojums, ka redzam, izteic parabolu. Tatad:

Ja otras pakdpes vienddojuma otras dimensijas
locek]i veido kvadratu (ax + by)’, tad vienddojums
izteic parabolu.

Vienadojumu

2—2xy+y*—4x—6y+3=0

varam rakstit
: (x—yP—4x—6y+3=0.
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Saskapa ar teikto, 3is vienadojums izteic parabolu.
d) No punkta Py= xol ¥ vilkt pieskari parabolax
V¥ =2px. ' (1)
Pieskares no punkta P, iet caur punkta P, polares un parabolas
krustoSanas punktiem P, un P, Sos punktus dabnjam, atrisinot kopgji
vienadojumu (1) ar punkta P, polares vienadojumu.
V¥ = (X + Xo). (@)

Mekletas pieskares dabnjam, velkot taisni caur punktiem P, un Py, ka
- arf taisni caur punktiem P, un P,.
e) Dabiit elipses pieskares, kas paralelas dotajam virzienam m,.
Virzienam m, piekdrtotais diametrs krusto elipsi mekleto pieskaru
pieskarSanas punktos.

Virzienam m, piekartota diametra vienadojums ir:

b2
Y et azml X (m

Atrisinot kopg€ji vienadojumu (1) ar elipses vienadojumu

x2 2

St+tp—1=0 _ 2)
dabiijam pieskarSands punktus P, un P,.
levietojot 8o punktu koordinatas pieskares vienadojuma

xx0+ }’.VO —1=0

Xo un y, vieta, dabfijam mekléto pieskaru vienadojumus.

79. Uzdevumi.

A. l.nodalas uzdevumi.
1) Kads loka mers atbilst lepkim ¢ = 45°?
Atbilde: .
2) Kads gradu skaitlis atbilst loka méram -g?
Atbilde: ¢ = 30°.
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3) Dots nogrlezms P1 Py ar sakuma un gala punktu koordinatam
Kada atheclba A 3o nognezm dala uz ta esoSais punkts P.- 7?

Tl
Atbilde: A = 5

4) Nogriezni, kas dots ar P, = 5 un Py =i2 , punkts P dala attie~

cibd A = — g Kéada ir punkta P abscisa x?

Atbilde: x =T7.
5) Dots punkts P =4 | — 5.

a) Kads ir $a punkta attailums » no koordinatu sakuma?
Atbilde: r =}/ 41 .
b) Kads ir radiusa vektora virziena koeficients m?

—5
Atbilde: m =tgo = 3 -

¢) Kads ir lenka ¢ sin un cos? - :
Atbllde: sin ¢ ='7ﬁ; cos ¢ = V’_’ﬁ -
6) NogrieZzpa garums ir 6 cm. Nogrieznis veido ar x asi lenki ¢ = 30°
a) Kads ir dotd nogrieZzna brojekciju X un Y garums?

Atbilde: X =3)/3 ecm; Y =23 cm.
b) Ja nogrieZzpa sakuma punkta koordinatas ir P = 2|5, kadas ir -

nogrieZna gala punkta Py koordinatas? ;
Athilde: %, —2-F3) 0 3, =54+ 3=8.

7) Nogrieina P, P, projekcijas ir: X=—5 un ¥ = — 7.
Kads ir nogneZna garums R un virziena qukls ®?
Atbilde: R =1/ 74; sino = s

= CO§ ¥ =
Vv 74 T

8) Dots nogrieznis ar sakuma punktu P, = 2|3 un gala punktu
Py = —3]|5.

Kads ir 83 nogrieZzna garums R un virziena lenkls cp?

| Atbilde: R =1/29; cos v = 7,_, = ’/32_—9_

8) Doti punkti: P, = — 2| — 1 un P, = 4|2.
a) Kadas ir ta punkta P koordinatas, kas dala nogriezni P, P, attie-
e S R Atbilde: P = 6/3.
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b) Kada attieciba dala punkis P = 6|3 nogriezni P, P,?

Atbilde: 1 = 4,
9) Dotas trisstiira virsotnes ar punktiem

P,=2|4; Py=8|2; Py=11]6.

Dabiit §a trisstira smaguma centra S koordinatas.
Atbilde: S =7 4.

10) Dots trisstiira laukums F = 4 un virsotnu punkti
Pi=21h P =318 wn F=%1%

Dabit 'punkta P; abscisu x;.
Atbilde: xy = —

2O —

11) Doti Cetrstiira virsotnu punkti _
Po,=58; Pob=—3|6; Pa=—T7|—4; P,=10|— 2,

Dabiit 33 Cetrstira laukumu F.
Atbilde: F = 126.

B. 2. nodalas uzdevumi,

 12) Taisnlenka koordinatu sistema dots punkts P = 5|4. Kadam

jabiit paraleli parbiditas koordinatu sistemas sakuma punkta O' = x|y,

koordinatam, lai Sai parbiditaja koordinatu sistema punkta P koordinatas
dabitu vertibas P = 2|67

Atbilde: O' = 3| — 2.

13) Taisnlenka koordinatu sistema dots punkts P = — 2|1, Kadas

ir 88 punkta koordinatas £|v koordinatu sistema, kuru dabtijam, pa-
grieZot koordinatu asis pozitiva virziena par 60°7?

Atbnlde 5_—1+]/3, n:;fg_]_%.

C, 3. nodalas uzdevumi,.

14) Kadu lenki veido taisne y 4+ 3x — 5 = 0 ar x asi?
Atbilde: 108° 26'.
15) Taisne veido ar x asi lepki 45° un nogrieZ uz ordinatu ass
nogriezni b = — 7. Kads ir §is taisnes vienadojums?

Atbilde: y = x + 7
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16) Dot taisnes vienadojumu, ja taisne iet caur punktiem P, = 114

un P, = 5|— 8.
Atbilde: y — 2x 4 18 = 0.

17) Dabit taisnes
X—3y+8=0

Atbilde: a = — 9; b =3.
Kads ir §is taisnes vienadojums asu nogrieZnos?

3 - Atbilde: %5+ 3 —1=0,
18) Parbaudit, vai punkti

Pi=211;  Ph=00; P=1]2
atrodas uz taisnes. ; ~

asu nogriezpus a un b.

Atbilde: punkti neatrodas uz taisnes.
19) Kada punkta krustojas taisnes g; un gy? '
: g =3x—8y+4+34=0;
&= x +2y+4+ 2 =0.
: : Atbilde: Py = — 6|2
20) Taisne iet caur taiSpu
3x— 3y —1=0,
x +3y—1=0

krustoSands punktu un veido ar x un y asim trisstiiri ar laukumu F = 4.
Dabiit 3is taisnes vienddojumu.

Atbilde: — 1 =0,
20 — 81/ + 10+41/“
21) Dabat lepki, ko veido krustojoSas taisnes:
3x—5y—7=0 un 2x+ 9y —15=0.

: : 8-
Atbilde: tg & = 39" & = 43° 30,
22) Trisstira virsotnes ir P, =7|8; P,= —3|5; Py=0|—6.

Atbilde: legkis punkta P, ir 85° 24/,
P, , 56°56';
Py , 37°40.

Dabat trisstira lepkus.

” "

" »
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23) Taisne iet caur punktu P = — 2|5 un ir paralela taisnei
3x+5y—7=0.

Dabiit §is taisnes vienddojumu.
Atbilde: 3x 4+ 5y — 19 = 0.

24) Taisne iet caur punktu P = 6|2 un ir stateniska pret taisni
3y —56x—12=0. J
Dabut $is taisnes vienadojumu, :
Atbilde: 3x + by — 28 = 0.
25) Doti punkti P, =3 | —4 un P, =25|6. Kads ir caur no-
griezpa P, P, viduspunktu vilkta statepa vienadojums?

\ Atbilde: x 4+ 5y — 9 = 0.
26) Dotas taisnes

x—y—1=0; x+y—8=0; x—3y+9=0
Sis taisnes veido trisstiiri, Dabit:
a) katra taiSpu para krusto$anas punktu. S;, Sy, Ss.
Atbilde: S, =0(3; S, =6]5; S=2]1;

b) trisstiira laukumu F,

Atbilde: F = 8;
¢) smaguma centra S koordinatas.

Atbilde: S = gl 3;
d) smaguma centra attalumu no katras taisnes. :
Atbilde: 81 = % V—_2-; Sg = g I/-Q; Sy = “—1:45 l/..l—d.
27) Punkts P veido trisstiri ar punktiem P; =3 |4un Py =12,
Trisstiira laukums F = 4. Kada ir punkta P geometriska vieta?
Atbilde: x — y —3 = 0.

28) Punktam P = x |y parvietojoties, punkta attalumino P; = — x, |0
un P, = x,|0 mainds ta, ka So attalumu starpibas kvadrats ir pastavigs
lielums a. Kads ir veidotas liknes vienadojums?

Atbilde: x = + .

> 4 xy

29) Dabqt attalumu 4 starp paralelam taisném:
4x—3y—1=0 un 8x—6y-+4 9=0.

Atbilde: d = 5.
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D. 4.—10. nodaju uzdevumi.
30) Izpetit, vai likne ,

9x3 —30xy + 2592 =0
sadalds? < 7

Atbilde: likne sadalas taisnés: 5y — 3x =0 un 5y —3x =0,
31) Kadu veidu dabii liknes vienadojums
162+ 3xy+ 4y*+8x4+56y+1=0,

ja koordinatu sakumu parnesam uz punktu O’ = 1| —2 un jaunas
koordinatu asis &, v ir paralelas asim x, y?

Atbilde: 1582 + 3&n + 4%? + 32& + 8% + 24 = 0.
32) Noteikt, kadas liknes izteiktas ar vienadojumiem:, '
I x4+ 4xy 432 —2x—2y421=0;
I 5x2+12xy + 9y?—5x—6y — 19 = 0;
M 3x*+6xy+43y2+5x—4y47=0.
Atbilde: 1 — hiperbola; Il — elipse; Ill — parabola.
33) Dabiit augsejo likpu centrus C,, Cy, C;.
Atbilde: C;=—1]1; Cy=4|0; Cy=oo]oco.
34) Dabat ltknes 11 x* — 8xy + 7y* —8x + 4y + 21 = 0 caur
punktu O [ 0 ejosa diametra vienadojumu.

Atbilde: 3x + 10y = 0.
35) Parveidot liknes vienadojumu

X2+ 4xy+ 3y°—2x—2y+4 21 =0,
parbidot koordinatu sistemu paraleli uz 3is liknes centru.
Atbilde: 2 + 4Ev 4+ 3742 + 21 =0.
36) Kada vertiba jadod parametram A, lai likne
AxX®+42xy+y?+6x+4y+4+5=0
dotu: a) divas taisnes, b) elipsi, ¢) hiperbolu, d) parabolu?

Atbilde: ar A = 2 dabiijam divas imaginaras taisnes,
, A > 1 dabijam elipsi,
» A < 1 hiperbolu,
, A= 1 parabolu.
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- 37) Kadai jabnt parametia B vertibai, lai likne
5x2 4+ 2Bxy+ 3y 4+6x+42y4+1=0

krustotos ar taisni y = x divos sakritoSos punktos? e
Atbilde: B = 4.

38) Dota likne
X' —2xy+ 3y —4x—2y+1=0.
Dabat diametru, kas piekartots chorddm, kuru virziena koeficients
=il
g :
Atbilde: x —y — 5 =0,
39) Dota likne , :
2x2 —6xy 4+ 7y? +4x— 6y —13=0.
Dabit abu piekartoto diametru vienadojumus. Viens no Siem
diametriem iet caur punktu P=0|— 1.

Atbilde : X—2y+1=0 un x+y+1=0.
40) Caur punktu P =11 vilkt pieskari liknei
x?—2xy+8y?4+4x—2y—5=0.
: Atbilde: y — 1 =10 un 8x -+ y—9=0.
41) Dota likne
2x? —8xy — 3y 4+ 4x+ 10y —1 =0
un pols Pp=—1|3

Dabit polares vienadojumu.
Atbilde: x — 1 =0,

42) Dota likne
5x? —4xy + 2y° —4x + 4y — 4 = 0.
Dabat liknes asu vienadojumus un Itknes vienadojumu, ja koordinatu

sistema likta liknes asis.
Atbilde: liknes asu vienadojumi:2x —y — 1 =0un x + 2y + 2 =0,

g 72 -

Liknes vienadojums: '3 + - lt==0x

43) Uz elipses
Spt =18
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asim veidots paralelograms. Dabat ta eltpses diametra garumu, kas

atrodas uz $§a paralelograma diagonales.
Atbilde: 8.

44) Caur punktu P 1|1 vilkt elipses
£y X
Ko

" diametru un dabat tam piekartoto diametru,

Atbilde: y — x =0 un %+ % =0.
45) Dota hiperbola
e sl s R
S =0,
Caur punktu P = 1|3 vilkt tadu chordu, kas Saja punkta tiek dalita
uz pus€m. i
S Ty
Atbilde: y — 3 = 7 (x—1).
46) Dota parabola
P="ox,
Dabat diametru, kas piekartots chordam:
y=3x+b (b mainigs parametrs).
Atbilde: y — 1 = 0.
47) Dabat chordu, kas iet caur parabolas y* = 8x virsotni un pie-
kartota diametram y +— 4 = 0.

48) Dota elipse

Atbilde: y — x = 0.
A G
Dabnt pieskares, kas paralelas taisnei
x—3y+7=0,
Atbilde: x — 3y + 15=0 un x — 3y — 15 =0.

" 49) Elipses maza pusass b = 3, numeriska ekscentricitate ¢ = 0+ 8,
Kads ir 3is elipses vienadojums?

. X gk RS

Atbilde: Qg + § — 1 =0,

156



50) Dabit otras kartas ltknes vienadojumu, ja Iikne iet caur punktu
P = 4 | 3; liknes numeriska ekscentricitate & = 2. :

2 2
Atbnlde- ’—;- o 12 0.

51) Dabat elipses vienddojumu, ja lineara ekscentricitate e = 2 un
attalums starp direktrisém ir 8.

xn y’ 4

Atbilde: 5 + S 1 ==0.

52) Dabat lepki starp parabolas pieskar@m, ja tas vilktas no direk-
trises un parabolas ass krustoSanas punkta.

Atbilde: 7.
53) Kadu Itkni izteic vienadojums

x? + y* — 30x — 36y + 449 = 0?
Atbilde: rigki.
54) Ripki : :
x? + y* — 30x — 36y + 449 = 0,
X+ —2c—8y—83=0
krustojas punktos P, un P,, Dabit krustoSanads punktu P; un Py koordi-
natas un lepki 3 starp rinku pieskarém krustoSands punkta P,.
Atbilde: P, =910 un P, =7]12; 5= 16° 16
55) Parabolas virsotnes koordinatas ir 4 = 5|7. Parabolas ass ir

paralela x asij un p = 11. Kads ir §is parabolas vienadojums?

Atbilde: y* — 14y — 22x 4 15y = 0.

56) Parabolas virsotne atrodas koordinatu sakuma, un tas ass sakrit
ar x asi. Punkts P = 9| 12 atrodas uz §is parabolas. Kads ir §is pa-

rabolas vienadojums?
Atbilde: y* = 16x.

57) Parabolas ass sakrit ar x asi. Parabolas virsotne atrodas punkta
A = a|b. Kads ir 8is parabolas vienadojums?

Atbilde: (y — 8)? = 2p (x — a).
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58) Kada elipses punkta P radiusi vektori ir 7, = 14 un r, = 48.
Sie radiusi vektori ir stateniski viens pret otru. Kads ir §is elipses vie-
nadojums? e :

; iRt o G

Atbilde: 96 e 3'—36 = U,

59) Parabolas virsotne atrodas elipses centra, Parabolas un e_lipses
degpunkti sakrit un atrodas uz x ass pozitivas puses. Kadas ir parabolas
un elipses krusto3an@s punktu radiusu vektoru r, un r, vértibas?

Atbilde: r, = 5,75; ry = 4,25.

60) Hlperbolas degpunktu attalums 2e = 100, un tas asimptotu vie-

nadojumi ir:
7x324y=0.

Dabiit §is hiperbolas vienadojumu. :
2 , 2
Atbilde: J _1=0.

2304 ~ 196
61) Elipses pusasis ir: a =5; b= 3.
Dabit: e, ¢, d un p vértibas.
Kbl e na R gy D
MEies i s s el L ks

62) Kads ir elipses vienadojums, ja dota lmeara ekscentnmtate e
un direktrises attalums no centra &?
%2 2

s T e T e
Atbilde: 2 + F— — 1 = 0.

63) Dots hiperbolas konturs. Dabiit:
1) hiperbolas centru,
2) hiperbolas asu virzienus,

3) hiperbolas realo un imaginaro pusasi un
4) pievilkt pieskari hiperbolai dotaja punkta.



ALFABETISKAIS RADITAJS

YT R e S
BMPHMAR 5 L e
ApakSnormale
Apakspieskare
Areja daliSana
Argjs liknes punkts

Asimptota’. . . . . A A
Asis
Asu nogriezZni
Asu virzieni
Ass, imaginara
Ass, reala

..........
......
.......
-----

Bisektrise

€entrs
Centra koordinatas . . .

---------

.....

DaliSana, aréja
DaliSana, iekseja
DaliSanas attieciba . . . .
Daudzstiira laukums
Degpunkti
Degstari
Diametrs
Diametri, piekartoti
Direktrise

-------
........

........

Ekscentricitate, lineara
Ekscentricitate, numeriska .
Elipse
Elipses kanoniskais viena-
dojums
Elipses konstrukcijas
Elipses laukums
Elipses, lidzigas
Elipses parametriskais vie-
nadojums

.....

Elipses pieskares konstrukcija

no punkta arpus elipses
Elipses polarvienadojums
Elipses veidosanas likumi .

rl T ﬁ_; - ?a
r—.eN;

Elipses vienddojums attieci-
nats uz piekartotiem dia-
metriem -

-------

Pokusi 7R EREY SN
Crieﬁana, koordinatu sis-
temas
Geometriska
$ana .

a li'ku.u ; w;ei&o:

& OMINELS

Marmoniski punkti . . . .
Hiperbola
Hiperbolas kanoniskais vie-
niadojums :
Hiperbolas konstrukcijas . .
Hiperbolas, lidzigas . . . .
Hiperbolas  parametriskais
vienadojums
Hiperbolas pieskares kon-
strukcija no punkta arpus
liknes
Hiperbolas
jums
Hiperbolas veidoSanas li-
kumi .

I'l-——f.):Qa
ri=z.eN

Hiperbolas vienadojums at-
tiecinats uz piekartotiem
diametriem

Homogena transformacija .

Homotetisks attéls . .

oooooooo

........
........

lek3gja daliSana
lekséjs Iiknes punkts
Ipasi punkti uz taisnes . .

Kanoniskie liknu viena-
dojumi
Karta, liknes
Konchoida
Koordinatas

-------

Lpp.

104

27

32

11
114

94
119
125
121

131
145
118

128



Koordinatu asis
Koordinatu lenkis
Koordinatu sistemas
Koordinatu sistemu parvei-
dosana

.......

Laukums, daudzstira . . .
Laukums, elipses
Laukums, trisstiira
Lepkis starp diviem no-
grieZpiem
Lenkis starp diviem radi-
usiem vektoriem .
Lenkis starp virzienotam
taisném
Lenku meéri$ana
Lidzibas centrs -
Lidzibas transformacija .
Liknes ar centru galiba . .
Liknes ar centru bezgaliba
Liknes pieskare .
Liknes vienadojums
Loka meérs

NogrieZzna daliSana
Normale
Normalvienadojums, taisnes

--------

Ordinata
Ortogonala projekcija

Parabola
Parabolas kanoniskais vie-
nadojums . . . . . .
Parabolas konstrukcuas PR
Parabolas parametrs
Parabolas pieskares kon-
strukcija no punkta arpus
liknes
Parabolas polarvienadojums
Parabolas  veidoSana ar

--------

liknmu r=eM . . .
Parabolas vienadojums at-
{iecinats uz piekartotiem
diemetriem . - SiREs

Lpp.

104
24

2]
21
16

-6
59

e -

90
94
73
29

6

9
132
35

12
18

132

95
141
133

138
145

135

Piekartotas hiperbolas
Piekartoti diametri .
Pieskare
Polarass
Polare
Polarkoordinatu sistema . .
Pols
Projekcijas
Punkta attalums no taisnes
Punkts, veidojoSais .

........
........

---------

----------

Radians
Radiuss vektors
Rézultante . .. .. 504
Rinka normalvxenndolums A
Rinka visparigais viena-

) AP e e S
Rotacija, koordinatu sistemas

........

$dkuma punkts
Sadali$anis, liknés . . . .
Sliplenka koordinatu sistema
Smaguma centrs, trisstira .
Skipsna, tai¥pu
Stars

..........

Yaisnes normalvienadojums
Taisnes vienadojumi
Taisnes vienadojumu simboli
Taisnes visparigais vnena-
dojums
Trisstiira laukums ;
Trisstira smaguma centrs .
Translacija, koordinatu sis-
temas

.......

Veidojosais punkts . . . .
Vienadojums, liknes
Vienibas garums
Virsotne, liknes
Virziena koeficients . . . .
Virziena lenkis
Virziena puse
Virzienota taisne . . . . .

.....



-

SRS ERIOI C0 A e

21.

23,
24,
25.
26.

21.

28.

SATURS

Pirma noda)a.

Punktu, nogriezgpu un laukumu notell{llnl ar koordinatdm. -
Koordinatu sistemas. -Projekcijas.

Lpp.
Analitiskas feometrijas definicija . . . . . ... . .00 L. 5
Ralae s NOgHEBNIE s o T e e M g o Lo e e e 5
Eeghu mEriiana. 22ttt el il an S8 L s e 6
| T e o e N e o ey R 7
Koordinatu sistema un talanes. . = v oo oo v viav s oein 5 s vty 7
NogrielUa @RI, 1o ¢ 5 S0 v s s e 5 A T N s 8
NogrieXga dalilanas attleciba. . v b 0 00 0 0 il 9
Ipasi punkti uz taisnes attiecibd uz nogrlezni ........... 10
Paralelkoordinatu sistema plakné . . . . . . . . . .. oL . 12
Dekarta taisnlegka paralelkoordinatu sistema . . . . . . . . . .. 14
Lenkis. starp divim tatsnem v 50 Sl s e ek e 16
Nogrietpu projekelja s St e S Ul Slos e ) TSR e S 16
Poligona projekcija uz taisnes . .. o s vs bis sie via e v 17

NogrieZna projekcijas uz koordinatu asim. NogrieZna garums un vir-
Ziens o iR e SR G R T TSR e e v 18
Rolstkoordinaty siBlema” . i o i e A L e vt Al 19
NogrieZna daliSanas attieciba paralelkoordinatu sistema . . . . . . . 20

Lepkis starp diviem radiusiem vektoriem. Lenkis starp diviem no-
RUGUDIOML " - - o 0wl o e Emastan bk e b iy e 21
ISR ISR =0 o s e ey v T e e e P i 24
PRGOSt IREIRENS © 0 0 R e e e W kG e e A ey 25

Otrd nodaja.
Koordinatu sistemas parveidoSana.
Koordinatu sistemas parveidoSanas vajadziba . . . . . . . . . .. 26
Pireja no paralelkoordinatim uz polarkoordinatam . . . . . . . . . 26
Taisnlegka paralelkoordinatu sistemas paraleld parbidiSana . . . . . 26
Taisnlepka koordinatu sistemas grie¥ana ap koordinatu sakemu . . . 27
Taisnlepka koordinatu sistemas paralela parvietoSana un grieSana . . 28
Pareja no taisnlegka uz sfliplepka koordinatam . . . . . . . . . .. 28
Polarkoordinatu sistemas grieSana . . . . . . . . . . ¢ ... 29
Tre%a nodaja.
Liknes un Iikpu vienddojumi.

Liknes un likgu vienadojuma definicija . . . . . . . . . . . ... 29
PlenBrl, i ¢ s ey b e R R R e 30

161



31,
32.
33.
34.

35,
36.

37.
38.

39.
40.
41.
42,
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49,

51.
52.
53.
54,

5.
56.

162

Ceturtd noda]a.

Taisne.

’ lapp.
Talswes SHeRBABII = . i v 5 i v ) AR ity g i S et e 33
Taisnes visparigais vienadojums taisnlegpka koordinatu sistema . . . . 37
Divu taiSgu krustoSanas punkti. Lepkis starp divam taisném . . . . 42
Legkis starp divam taisném . . . . .. .. ... SRR i i o
Punkta attdlums no dotds taisnes . . . « . . . . .. oo 49
Taisnes vienadojumu simboli. TaiSgu Skipsna . . . . . . . ol 98

Piekta noda]a.

DaZas linearas transformacijas.
Lidzibas-toansformacha v =i mt i T er S e e e e T ey 58
Homogena transformacija . . . . . . . .. . . S R RS R €0

Sesta nodala.
Liknu Klasifikacija. Visparigas izteiksmes par Iikn&m. Pieskare.
Liknu Kklasifikacija. Visparigas izteiksmes par likném . . . . . . . . 62
Elknes plepliire a5 s e o T s e o 0 o e 5 % e g 68
Se;ltitﬁ nodala.
Otras kartas likpu vienadojuma diskusija.
TEO1eMaR w55 o, s oy biwrbicie Sl e A G R RS L S 70
Otrlis pakapes WienadoJims . o s 27 oo v s ie o vv e e wie e e 71
Otras kartas liknes krustoSanas punkti ar taisni . . . . . . . . . . . 72
Liknes pieskare. Liknes sadaliSanas taisn€s . . . . . . . . . .« . . 73
Liknes centrs . . . . . TR P, S AR e o IR e 77
DIktes - dlamett -, -, N e AR A e I SR TR T 80
R e L A L AR e T s DR D e ) TR S 81
EIRaen-asimplOtes .~ = .o v il o s e ) 83
Pols un polare .- o435 162 080 o ivaismand il QRe > oo 505 86
Liknes ar centru galiba . . . . . . R R A (e SRR B T 90
Liknes: ar centrt bezgalibics va iiie o voivias ol iatd st « 94

Astotanodala.

Elipse.
Elipses veids. Vispdrigo formulu specializé¥ana elipses gadijumam . . 95
DaZas konstrukcijas . . . . . . . R T g RS T SR SR 98
Elipse ka rigka homogena deformacija . . . . . . . . .. . . . .. 99
Sakari starp elipses pusasim un piekartotiem diametriem . . . . . . 101
Lidzigas un lidzigi novietotas elipses . . .. . . . .. .. . . .. 104
Elipses vienddojums, attiecinits uz piekirtotiem diametriem . . . . - 104
Elipses geometriska veidoSana . . . . . . . . . . .« « . 5 % s 106



57.« Elipses veido%ana ar likumu r=e¢eN . . .. ... ... ... . . 108
58, Izteiksmes: par-degstatiem'- " i s/ v s iiv s v e e R N amy b
59. Elipses pieskaru konstrukcija no punkta arpus elipses . . . . . R
Devitanodala.
‘ Hiperbola.
60." Hiperbolas veids. Visparigo formulu specializéSana hiperbolas gadi-
Jumany s S e R ks ae e s g e e . 114
61. Hiperbolas geometriska veido3ana ar likumu ry—ry==+42a.. . . . . 118
62..:"Hiperbolas Konstrakeifag: Jo o s litent 5o n G 0 v e e s v 119
63. Hiperbolas veidoSana ar likumu r=eWN . . .. .. et nghbe. v 181
64. Piekartotu pusdiametru sakars ar pusasim . . ., . . . o i el e 1A
65. Lidzigas un lidzigi novietotas hiperbolas . . . . . . S e e A 125
66. Hiperbolas vienadojums, attiecinats uz piekartotiem diametriem ka
Koot asiny . 5 e i e T e e eis SRR

67. Hiperbolas vienadojums, attiecinats uz asimptotam ka koordinatu asim . 129
68. Pieskaru konstrukcija no arpus hiperbolas dota punkta . . . . . . . 131

Desmita noda]a.

Parabola.
69. Parabolas veids. Visparigo formulu specializéSana parabolas gadiju-
] RSl L S OB S e R e e L e 132
20 DsTas KolstnkelaB i T e e e e e e g ek T e ey P 133

71. Parabolas geometriska veidoSana ar likumu r==e N . . . . .. . .135
72. Pieskarn konstrukcija no punkta arpus parabolas un daZas parabolu

IDAMIDAE s T e e e e e e R s OB
73. Parabolas vienadojums attieciba uz piekartotiem diametriem ki koordi-

L I S e et S S S el S T R S TN 140
74. DaZas parabolas konstrukcijas . . . . . . e R ds e 141
75. Parabolas vienadojums asu nogrieZgos . . . . . 0 v 0 e 4. 144

Vienpadsmita noda]a.
Otras kartas liknu vienddojumi polarkoordinatas.

76. Otras kirtas likgu vienadojumi polarkoordinatas ar polu degpunktd . 145
77. Otras kartas likgu vienddojums polarkoordinatas, piepemot liknes cent-
ru par polu un liknes asi caur degpunktiem par polarasi . . . . . 145

Divpadsmita nodala.
Piem@ri un uzdevumi.

78, Plomi o w St S e o < P e SRR 146
79, SUzdevatib i 5 Sr i s e s B R Tl R e e T e 149
Alfabetiskais: riditajs’ . . <0 vl Al L e e S 159
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