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PIRMĀ NODAĻA 

PUNKTU, NOGRIEŽŅU UN LAUKUMU NOTEIKŠANA AR 
KOORDINĀTĀM. KOORDINĀTU SISTĒMAS. PROJEKCIJAS 

1. Analītiskās ģeometrijas definīcija. Ģeometriju sauc par ana
lītisku tad, ja tā ģeometrisku attēlu īpašības izpēti ar algebriskas ana
lizēs palīdzību. 

Lai pētīšanu varētu izdarīt minētā kārtā, ģeometriskie attēli ir jā
noteic ar skaitjiem. Skaitļus, kas pilnīgi noteic un raksturo kādu 
ģeometrisku attēlu, sauc par šā attēla koordinātām. Te apskatīsim 
ģeometrisku attēlu īpašību pētīšanu plaknē. 

2. Taisnes nogrieznis. Divi uz taisnes esoši punkti A un В no
teic taisnes nogriezni AB (1. zīm.). 

P A в С 

1. zim. 

Mērījot šo nogriezni ar kādu citu nogriezni, ko pieņemam par 
vienību, dabūjam mera skaitli, kas noteic nogriežņa absolūto garumu. 

Uz taisnes izšķiram divas virziena puses. Ja vienu no tām pie
ņemam par pozitivu, tad otra būs negativa. Taisnes pozitivo virziena 
pusi apzīmējam ar bultu. Taisni, kuras pozitivā virziena puse ap
zīmēta, sauc par verstu taisni. 

Ja uz vērstas taisnes atrodas nogrieznis ar sākuma punktu A un 
gala punktu B, tad garums AB dabū pozitivu zirni, ja no Л uz В 
ejam taisnes bultas virzienā. Pretējā gadījumā nogriežņa garums dabū 
negativu zīmi. 

No augšējiem pieņēmumiem secinām: 

AB = — В А, 

AB + BA — 0. 

AB + ВС + CA = 0. 
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3. Leņķu mērīšana. Elementārā matemātikā leņķus mēri grādos, 
augstākā matemātikā — loka mēra. 

Kāds leņķis ir pilnīgi noteikts, ja uz riņķa ar rādiusu 1 (vienības 
riņķa) dots šim leņķim piekārtotais loks. Šā loka mēra skaitli dabū
jam, mērījot šo loku ar loku, kura garums ir 1. 

Kā redzams, leņķi mērijām, noteicot tam uz vienības riņķa pie
kārtotā loka garuma mēra skaitli. Loka mēra skaitlis ir nenosaukts 
skaitlis. 

Leņķa a° loka mēru apzīmē ar 

arc a . 

Ja leņķis dots grādos a°, tad šā leņķa loka mēru dabūjam no at
tiecības 

arc a : 2тс = a 0 : 360°. 
Tātad 

• а г с л = зт°'2* = т*'п- (1) 

No formulas (1) dabūjam: 

агс360° = 2тс, arc 60° = ^ , 

arc 180° = тс, arc 45° = j , 

arc 9 0 ° = 1, arc 30° = J . 

Ja leņķis dots loka mērā, tad tam atbilstošo grādu skaitu dabūjam 
no attiecības » 

aP : 360° = arc a : 2тс 
un 

Tātad, ja arc a = ^ , tad 

a o = i ^ L . 3 6 0 ° = ^ - - 180° . (2) 
2тс тс 

тс 

li 

<t° = - . 180° = 60°. 
1С 
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Ja (2. zTm.) loka garums s līdzinās riņķa rādiusam r, tad lokam 
s = r atbilstošais leņķis riņķa centrā ir <p = 57° 17' 45". Šo leņķi sauc 
par radianu. 

Uz riņķa ar rādiusu r, loka mēra iz
teiktam centra leņķim cp atbilstošais loka 
garums ir 

s = лср. 

Par pozitivo virziena pusi uz riņķa 
pieņemam virziena pusi pret pulksteņa 
rādītāja kustību. 2. zini. 

4. Koordinātas. Par kāda pētījamā ģeometriska attēla koordi
nātam sauc skaitļus, kas noteic ša attēla stāvokli pret nekustīgiem 
elementāriem attēliem. 

Koordinātu sistēma ir to nekustīgo elementarattēlu kopums, pret 
kuriem noteic pētījamā attēla stāvokli. 

5. Koordinātu sistēma uz taisnes. Lai noteiktu punkta P stā
vokli uz dotas vērstas taisnes (3. zīm.), izvēlamies uz tās pēc patikas 
punktu O. Šo punktu uzskatām par nekustīgu. Dotā taisne, punkts О 
un vienības garums OA tad veido koordinātu sistēmu. 

Punktu О sauc par nullpunktu vai ari sakuma punktu. Punkta Рг  

vietu uz šis taisnes noteic sekojošā veidā. 

3, zim. 

Pieņemot, ka nogrieznis OA ir vienības garums, skaitlis 

ОРл 
X, = OA ( О 

izteic, cik vienības garumu ieiet nogriežņa OPx garumā. Šo skaitli хг  

sauc par punkta Px koordinātu. 



Koordinātas x vērtība Ir pozitivs skaitlis, ja no punkta Ö uz P 
ejam uz vērstās taisnes pozitivo pusi; pretējā gadījumā šis skaitlis ir 
negativs. Tā, piemēram, punkta Pt koordināta ir 

хг = 3 
un punkta Pa koordināta 

x9 = — 2. 

6. Nogriežņa garums. No 3. zīmējuma dabūjam: 

OPi + = O P a , 

/ y > 9 = О Я 2 - OP,. 
Tā kā 

OPx = x u OPi = xst, 

tad nogriežņa garums ir: 

pxp2 = x2 — X l . (2) 

Tātad n o g r i e ž ņ a g a r u m u d a b ū j a m , n o n o g r i e ž ņ a 
g a l a p u n k t a k o o r d i n ā t a s a t ņ e m o t , s ā k u m a p u n k t a 
k o o r d i n ā t u . 

Piemērs: 

Uz taisnes (4. zīm.) doti punkti ar koordinātām: 

f», о P, P . P 2 

h- , 1 1 1 1 1 — 
4. zīm. 

Xļ = 1; ^ 2 — 4; Xņ = 2; J C 4 = 3 ; 
tad 

PS* = 4 — 1 = 3 ; 

= *4 
— * , = 3 — 1 = 2 ; 

Я А = *i = 3 - 4 = - 1 ; 

PiP* — * 1 = - 2 - 1 = - 3 ; 

— JCŗi X<2 = - 2 - 4 = - 6 ; 

= xt Xg = 3 — (— 2) = 5 . 
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7. Nogriežņa dalīšanas attiecība. Nogriezni PrP2 uz dotas taisnes 
(5. zīm.) tās pašas taisnes punkts P dala noteiktā attiecībā. 

P, P R 
I I L I 

5. z lm. 

Dalīšanas attiecība X dod izteiksme 

Augšējā izteiksme un 5. zīmējums rāda, ka X 'ii negativs skaitlis,, 
ja dalitājpunkts P atrodas nogriežņa PXP2 iekšiene, jo tādā gadījumā 
nogriežņiem PPX un PP% ir pretējās zīmes. Jā dalitājpunkts P atro
das ārpus nogriežņa P ļ P 2 , t a d , kā redzams, X dabū pozitivu zīmi. 

Pirmajā gadījumā saka: punkts P dala nogriezni iekšēji, otrā — 
ārēji 

Ja punktu Plt P, P 2 koordinātas ir xlt x, * 2 , tad 

PPX — X1 — X Un PP2 — Xļ — X 
un 

PPa Xļ X 

Piemērs: 
^Cļ — 2 ļ X —; 3 ļ Л*2 —— 6. 

Ar šim koordinātām dabūjam 

_ , 2 — 3 _ — 1 ļ 
6 — 3 " ~ 3 T- 3* 
6 — 3 ~ ~ 3 ~ 3 

Ja dotas nogriežņa 7 \ Р а sākuma un gala punkta koordinātas jc, 
un x2 un arī X, tad no (2) dabūjam dalītājpunkta P koordinātu x 

* = Ц г £ = г - (3) 
Piemērs: 
Doti 

xx = 2; Xļ = 6 un X = 3 ' 
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Piemērs: 
Dabūt nogriežņa PXP2 viduspunkta M koordinātu. Nogriežņa 

viduspunkts M dala nogriezni РгР^ attiecībā 

X = — 1 . 

Lietojot formulu (3), dabūjam viduspunkta M koordinātu 

У 1 ' X% Xy Xiļ -{- X, / / t 4 
Xm - _ j _ j - 7L - (4) 

8. īpaši punkti uz taisnes attiecībā uz nogriezni. Uz no
griežņa un uz taisnes, uz kuras atrodas nogrieznis, ir īpaši punkti, pie 
kuriem pieder nogriežņa sākuma, vidus un gala punkti, t. i. Рг, M, Я а . 

Formula [7J (2) rāda: 
ja dalītājpunkts P sakrīt ar nogriežņa sākuma punktu Plt tad 

X = 0 ; 

ja dalītājpunkts P sakrīt ar nogriežņa vidus punktu M, tad 

X = - l , 

un ja dalītājpunkts P sakrīt ar nogriežņa gala punktu P%, tad 
X = со . 

Formula 

rāda, ka vispār katram dalītājpunktam atbilst tikai viena dalīšanas at
tiecība X. 

Formula 
XXo 

X — X — 1 

rāda, ka vispār katrai dalīšanas attiecībai X atbilst tikai viens dalītāj
punkts P. 

Formulas (а) un (ß) dod norādītos rezultātus tikai tad, ja formulā 
(а) punkta P koordināta ir galīga un ja formulā (ß) X ir pozitīvs un 
nav 1. 
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Ja dalltājpunkta P koordināta x tiecas uz ± oo, tad formula (<x) 
abos gadījumos dod X = 1. 

Ja X > 1 un X -> 1, tad no formulas (ß) dabūjam x -» -+- oo. Ja 
0 < X < 1 un X -> 1, tad šī formula dod x — — oo. 

Kā vēlāk redzēsim, ir iemesls pieņemt, ka uz dotas taisnes ir tikai 
viens bezgalīgi tāls punkts, ko dabūjam, ejot bezgalīgi tālu uz taisnes 
vai nu pa labi, vai pa kreisi no 0 (5. zīm.). 

Ar šādu pieņēmumu arvien pastāv vienvērtīga piekārtošana zīmē
joties uz dalltājpunkta P koordinātu un dalīšanas attiecību X. 

Pieņemam, ka (6. zīm.) punkts Qx dala nogriezni PxPq attiecībā X 
un punkts Q a dala šo 
pašu nogriezni attie
cībā —X. Četrus punk
tus Plt P a , ( ? 1 ( Q a , k a s 
stāv minētajā sakarā, 
sauc par četriem har
moniskiem punktiem 
un saka, ka punkti Qx,Q^da\a harmoniski nogriezni PxPļ. Tā kā Qx dala 
nogriezni PXP% ārēji un Q a iekšēji, tad redzams, ka punktu pāris P i , P a 

šķir punktu pāri Qx, Q a , un otrādi — punktu pāris Qx,Qļ šķir punktu 
pāri PUP%. 

Ar augšējiem pieņēmumiem par punktiem QX,Q% attiecībā uz no
griezni PxPļ, punktu Qx un Q a koordinātas £i uu £ a ' r 

it = x u n € а = ~2х2-ГЛ-
Punkts Px dala nogriezni Q x Ģ a iekšēji ar dalīšanas attiecību 

„ = PiOi = Si - \ 

P\ Qa 5a — x \ 

Punkts P2 dala nogriezni QXQ2 ārēji ar dalīšanas attiecību 

_ P2Q1 5i — -¾ 

^a Qa 5a — *a 

Liekot šinīs |xx un (½ izteiksmēs augšējās Ķx un ? a vērtības, dabūjam: 

X + 1 X + 1 
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No augšējā secinām: j a ' p u n k t i Ģ x u n Q a d a l a n o g r i e z n i 
РгР2 h a r m o n i s k i , t a d a r i p u n k t i P1 un P 2 d a l a h a r m o 
n i s k i n o g r i e z n i Q x Q 2 . 

Ja punkti Q x un Q 2 dala harmoniski nogriezni PXP2 un ja Q1 sakrīt 
ar Plt tad A = 0, un tādēļ ari Ха = — Хг = 0 . Tas nozīmē, ka šādā 
gadījumā ari punkts Q a sakrīt ar punktu Px. 

Ja Q x sakrīt ar P 2 , tad Xx = со, un tādēļ arī X^ = — X = — со. 
Tas nozīmē, ka arī punkts Ģ a sakrīt ar punktu P 2 . 

Vispār var teikt tā: j a n o č e t r i e m h a r m o n i s k i e m p u n k 
t i e m d i v i s a k r ī t v i e n ā p u n k t ā , t a d š a j ā p u n k t ā i e k r ī t 
a r ī vēl t r e š a i s h a r m o n i s k a i s p u n k t s . 

Ja no četriem harmoniskiem punktiem Plt P 2 , Qlt Q 2 punkts Q a 

atrodas nogriežņa Pj P a viduspunktā, tad Q a dala nogriezni P x P 2 at
tiecībā X = — 1. Saskaņā ar harmonisko punktu definīciju, punkts Qx 

tad dala nogriezni P ļ P 2 attiecībā X = 1, un tādēļ punkta Qx koor
dinātei" jābūt oo. 

9. Paralelkoordlnatu sistēma plaknē. Lai noteiktu dota punkta P 
stāvokli plaknē, pieņemam nekustīgu elementarattēlojumu — koordi
nātu sistēmu, uz kuru attiecinām doto punktu. 

Par koordinātu sistēmu pieņemam divas taisnes, kas krustojas 
punktā О (7. zīm.). Šis taisnes sauc par koordinātu asīm. Punktu О 
sauc par koordinātu sakumu, leņķi со par koordinātu leņķi. Bultu 

virzienu pusi uz šīm asīm pie
ņemam par pozitivo. 

P Taisni caur punktu О bul
tas virzienā uz X pusi sauc 
par abscisu vai X asi un taisni 
caur О bultas virzienā uz Y 
pusi sauc par ordinatu vai Yasi. 

Punkta P stāvokli plaknē 
noteic šādi: caur P velkam 

7. zjm. taisni P Q || X asij un taisni 
PR ļļ Y asij. Nogriežņa QP 

mēra skaitlis x un nogriežņa RP mēra skaitlis .у pilnīgi noteic punkta 
P vietu plaknē. No 7. zīmējuma redzams, ka 

OR = QP = X un OQ = RP = y. 
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Skaitli X sauc par punkta Я abscisu un skaitli у par punkta P 
ordinata. Šos skaitļus sauc par punkta P koordinātam. 

Šo koordinātu sistēmu sauc par Dekarta koordinātu sistēmu vai, 
tā kā leņķis to še slīps, arī par slipleņka sistēmu 

Te pieņemam un tālāk lietosim simbolu. 

P = X I y. 

Šā simbola nozīme ir: punkts Я ir noteikts ar abscisu л: un ordinatu.y. 
Tātad, ja rakstām: 

Pi = 3 I 5, 

tad tas nozīme, ka punkts Я х ir noteikts ar abscisu x = 3 un 
natu у = 5. 

Koordinātu asis iedala plakni 
četros laukumos: I, II, III, IV 
(8. zīm.). Redzams, ka katram 
plakne esošam punktam piekār
tota tikai viena abscisa x un 
tikai viena ordinata y . Katra 
laukuma punktu koordinātām, 
saskaņā ar augšā teikto, ir pie- 8. zīm. 
kārtotas noteiktas zīmes, kā tas parādīts tabulā. 

X У 

Punkts Px atrodas laukumā I + + ' 
к Pļ n n I' — + 
. я 8 • . III — 
» Pi » » IV + — 

Kā redzams, katram punktam plakne atbilst pilnīgi noteikta abscisa 
un ordinata ar pilnīgi noteiktu zīmi. Tāpat redzam: ja dotas koordi
nātas X un у ar noteiktu zīmi, tad šis koordinātas dod vienu vienīgu 
pilnīgi noteiktu punktu. 

Simbols 

izteic punktu IV laukumā. 
у = — 2 (9. zīm.). 

Я = 3 I — 2 

Šā punkta abscisa ir х 3 un ordinata 
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Punkti ar ordinatu у = 0 atrodas uz X ass un punkti ar abscisu 
X = 0 uz Y ass. 

Simbols 

izteic koordinātu sākumu. 
O = 0 0 

10. Dekarta taisnleņķa paralelkoordinatu sistēma. Ja pieņe
mam koordinātu leņķi ш = 90°, tad У ass ir _L pret X asi. Šo koor
dinātu sistēmu sauc par Dekarta taisnleņķa koordinātu sistēmu vai 
arī par taisnleņķa paralelkoordinatu sistēmu (10. zim.). 

9. zim. 10. zīm. 

Pieņemam zīmējuma plakni par vertikālu un abscisu asi tanī par 
horizontālu ar pozitivo virziena pusi pa labi no O. Ordinatu ass tad 
ir vertikāla, ar pozitivo virziena pusi uz augšu. 

Staru OP sauc par punkta P rādiusu vektoru. To apzīmē arī ar 
burtu r. Rādiuss vektors arvien ir pozitivs un skatāms no О uz P. 
No 10. zīmējuma redzam, ka 

r = ļ/" X* + y . (1) 

Šī izteiksme, kā redzam, dod ari punkta P attālumu no koordinātu 
sākuma O. 

J a Я = 3 15 , 

tad šā punkta attālums no koordinātu sākuma О ir 

r = У 3 2 + 5 a = ļ /"34. 

Leņķi cp, mērījot to no X ass līdz rādiusam vektoram pozitivā vir
zienā, sauc par rādiusa vektora virziena leņķi. Skaitli 

У m = tgy = (2) 

sauc par rādiusa vektora virziena koeficientu. 
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Redzams, ka 
V X 

sin cp = у; cos cp = у (3) 

Piemērs: 
Caur koordinātu sākumu dota taisne, un uz tās punkts P = х у 

(11. zīm.). Kādas ir uz tās pašas taisnes esošā punkta Px koordinātas? 

11. zīm. 12. zīm. 

Apzīmējot meklētās punkta Px koordinātas, kā redzams zīmējumā, 
dabūjam 

Tātad 

un-

у X r 

yx = py un Xx = p X 

Px = px\ py. 

Še p ir atkarīgs no punkta Л vietas uz dotās taisnes. 

Piemērs: 
Dota taisne t\ caur punktu A ar virziena leņķi cp (12. zīm.). Kādas 

ir šis taisnes bezgalīgi tālā punkta koordinātas? 
Velkam caur koordinātu sākumu taisni h ļ | t\. Šīs taisnes krustojas 

bezgalīgi tālā punktā U. 
Punkta P 2 koordinātas uz taisnes t2 ir 

P<i = p cos 9 I p sin ср. 

Ja p = oo, tad dabūjam taisnes t2 bezgalīgi tālā punkta koordinātas: 

U = p cos cp I p sin cp, 

p = со , 

kas arī ir taisnes t\ bezgalīgi tālā punkta koordinātas. 
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11. Leņķis starp divām taisnēm. Par leņķi starp divām vērstām 
taisnēm t\ un t% sauc to leņķi <p, ko pārejam, griežot (ap taišņu t\ un 
ti krustošanās punktu T) taisni t\ pozitīvā virzienā, kamēr tā sakrīt ar 
taisni U (13. zīm.). 

13. zim. 14. zīm. 15. zīm. 

Leņķi <p starp X asi un taisni t dabūjam, griežot pozitivā virzienā 
X asi, kamēr tā sakrīt ar taisni t (14. zīm.). Pārietais leņķis <p tad ir 
meklētais leņķis. 

Leņķi starp X asi un nogriezni AB dabūjam (15. zīm.), ja velkam 
caur nogriežņa sākuma punktu A taisni t j| X asij un griežam šo taisni 
pozitivā virzienā, kamēr tā sakrīt ar nogriezni AB. Pārietais leņķis cp 
tad ir meklētais. 

12. Nogriežņa projekcija. Punkta A ortogonālā projekcija uz 
taisnes t ir punkts А', ko dabūjam, krustojot taisni t ar stateni pret 
to caur А (16. zīm.). 

I r 1 — L i J. 
А' A' 8' 

16. zim. 17. zim. 
Par nogriežņa AB projekciju uz taisnes t sauc nogriezni A'B' uz 

taisnes t, t. i. nogriezni starp punktu A un В projekcijām uz tais
nes t (17. zīm.). 
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Apzīmējot ar cp leņķi starp projekcijas ass t pozitīvo virziena pusi 
un nogriezni AB, dabūjam: 

A'B'= AB" — I AB I cos ср. 

Jāievēro, ka nogriežņa AB projekcija A'B' dabū zīmi atkarībā no 
cos cp zīmes. 

13. Poligona projekcija uz taisnes (18. zīm.). 

Par poligona ABCDE ortogonālo 
projekciju uz projekcijas ass t sauc 
nogriezni A'E', t. i. to nogriezni uz 
taisnes t, kas atrodas starp poligona 
sākuma punkta A un gala punkta E 
ortogonālām projekcijām A' un E' uz 
taisnes t. 

Teorēma: 
P o l i g o n a p r o j e k c i j a u z k ā d a s a s s i r v i e n l ī d z ī g a 

p o l i g o n a m a l u p r o j e k c i j u s u m a i (19. zīm.). 

Saskaņā ar poligona pro
jekcijas definiciju 

proj. (ABCDEF) = A'F'. (1) 

Poligona malu projekciju 
suma ir 

proj. {AB) + proj. (ВС) + 

+ proj. (CD) -hproj . (DE) + 

-f proj. (EF) = 

= A'B' + B'C + CD' + DE' + E'F' 

= A'D" + DF' = A'U — F'D1 = A' F'. (2) 

Izteiksmes (1) un (2) pierāda teorēmu. 

Ja poligons ir slēgts, t. i., ja punkts F (19. zīm.) sakrīt ar punktu 
A, tad redzams, ka s l ē g t a p o l i g o n a p r o j e k c i j a u z k ā d a s 
a s s i r 0. No zīmējuma arī redzams, ka neslēgta poligona projekcija 
uz kad is ass līdzinās taisnes AF projekcijai uz šis ass. Taisni AF 
sauc par neslēgtā poligona rezultanti. 

2 Analītiskā ģeometrija. 17 



Piemērs: 
Dota taisne ar attālumu p no koordinātu sākuma un leņķi а, ko p 

veido ar x asi. Dabūt punkta P = х \ у attālumu no šis taisnes 
(20. zīm.). 

Poligoniem OQRP un 
OSP ir kopēja rezultante OP, 
tādēļ šo poligonu projekci
jām uz kādas taisnes ir 
jābūt vienlīdzīgām. Par pro
jekcijas asi izraugām taisni, 
uz kuras atrodas nogriez
nis OQ. 

Poligona OQRP projek
cija uz taisnes, kas iet caur 
О un Q, ir 

proj. (OQ) + proj. (QR) + proj. (RP) = p + 0 + d. (1) 

Poligona OSP projekcija uz taisnes OQ ir 

proj. (OS) - f proj. (SP) — X cos a + у sin a. 
Tā kā 

proj. (OQRP) = proj. (OSP), 

tad no (1) un (2) dabūjam: 

p - f 0 + d = X cos a + у sin a, 
= л; cos a 4 - У sin a — p. 

20. zīm. 

(2) 

vai 
(3) 

14. Nogriežņa projekcijas uz koordinātu asīm. Nogriežņa 
garums un virziens (21. zīm.). Apzīmējam nogriežņa AB garumu ar 
R un nogriežņa projekcijas uz koordinātu asīm ar X un Y; leņķi ar л: 
asi apzīmējam ar cp. 

Tad 
X = /?coscp, Y= R sincp; 

R = y - x n Y * - , 

R y ^ + K 2 
C O S cp 

s m * = R = YĪFW* 

(1) 

(2) 

(3) 
21. zīm. 
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Ja A = X) I yt un В = x 2 ļ _y2» tad: 

un 
A = • « 2 — * i ; ^ = У* — Ух 

cos 9 = 
Jfo — X L 

sin ф = 

^ ( * a - * i ) » + ( y a - . y 1 ) a 

j / " ( ^ - ^ + ( ^ + ^ 

(4) 

No (1) redzams, ka X un Y dabū zīmes, atkarībā no leņķa 9 vēr
tības. /? un tātad ari saknes zīme te arvienu ir pozitivā. 

15. Polarkoordinatu sistēma. Šajā sistēmā punkta Я vietu plaknē 
noteic ar tā attālumu r no nekustīga punkta О un ar leņķi 9 , ko r 
veido ar nekustīgu pusstaru OX (22. zīm.). 

Punktu О sauc par polu, pusstaru OX 
par polarasi, leņķi 9 par amplitūdu, no
griezni ОЯ = г par rādiusu vektoru. 

Ja nav pieņemts kāds cits noteikums, 
tad rādiusu vektoru r arvienu uzskata par 
pozitivu. Leņķi 9 uzskata par pozitivu 
virzienā pret pulksteņa rādītāja kustību. 
Punkta Я noteicējus r un 9 sauc par punkta 
Я polarkoordlnatūm un raksta 

22. ZĪM. 

Я = r 

Ja doti r un 9 , tad punkts Я ir vienvērtīgi noteikts, bet ja dots 
punkts P, tad tam piekārtotu r dabūjam vienvērtīgu, bet amplitūda tad 
ir daudzvērtīga; tās vērtība ir 

cp + 2k% 
ar k kā veselu skaitli. 

Pols O, polarass OA, rādiuss vektors r, amplitūda 9 un garuma 
vienība veido polarkoordinatu sistēmu. 

Polam О piekārtotais rādiuss vektors ir 0 un amplitūda 9 nenoteikta. 

2» 19 



16. Nogriežņa dalīšanas attiecība paralelkoordinatu sistēmā 
(23. zīm.). 

Punkts/^dala nogriezni AB attiecībā 

л - рв-

No zīmējuma redzam, ka 

, ЯЛ _ P[A_ _ P"A" 
PB~ P'B'~ P'B"' 

Tā kā 

P'A' = x1 — x; P'B' = x2 — X 

un 

P'A" = y 1 - y ; P'B" = y2 - y , 23. zīm. 

tad X dabū vērtību: 

No (1) dabūjam: 

_ xx — X Ух X = 

X = 

Xļ — x y2 — у 

X Л?2 — Д!^ 

X — 1 

(1) 

(2) 
_ ^y^ — yi Г 

У ~ X — 1 
Piemērs: 
Kādas ir nogriežņa AB viduspunkta koordinātas? 
Ievērojot, ka nogriežņa viduspunkts dala nogriezni AB attiecībā 

X == — 1, no (2) dabūjam: 

X — 

У = 

— 1 J C O 

— 1 — 1 

- 1 Л —У1 

JCJ JCļ - J - XQ 

' ~ 2 1 

Ух 
— 1 1 

Piemērs: 
Dabūt trīsstūra Я 1 Я а Я 8 sma

guma centra koordinātas (24.zīm.). 
Apzīmējam ar Я 4 nogriežņa Я 2 Я 3  

viduspunktu un ar Я Б nogriežņa 
Я Х Я 3 viduspunktu. 24. zīm. 
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Smaguma centru S tad dabūjam kā taišņu Px Pt un P a P6 krusto
šanās punktu. 

Punkts 5 dala nogriezni Px Pt iekšēji ar X = — 2. Punkta Pt 

koordinātas ir 

xt 

Xļ ~f~ X% _ У9 + Уз 
un у i = , 

Punkta 5 koordinātas dabūjam no (2), liekot X = — 2 un лг9,_уа  

vietā xt un y<. Tad: 

2 , *a + - * 8 J C Ļ 

2 x t ~\~ x 9 ~\~ x s 
— 2 — 1 

— 2 — 1 
_ У\ 4- v a + д'Я 
— 3 

17. [Leņķis starp diviem rādiusiem vektoriem. Leņķis starp 
diviem nogriežņiem (25. zīm.). Doti punkti 

P\ = x \ \У\ u n P% = *a IУ* 

Tad rādiusu vektoru r, un r 2 vērtības 
attiecīgi ir 

un leņķiem <px un cpa piekārtoto trigo
nometrisko funkciju vērtība ir: 

sm У\ л , 
c p t = f * ; cos ^ = - 1 

TX ~1 
9 УЧ Xn 

sin <pa = " г - ; cos cpa = -f 

• («) 25. zīm. 

Tā kā 
Ф = <Pa — ?i . 
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tad 
sin ф = sin (сра — cp,) = sin cpa cos cpļ — cos cp2 sin cp x; (I) 

cos ф = cos (cp2 — <Pi) = cos cp2 cos <p, + sin cpa sin cp x. (2) 

Ievietojot formulās (1) un (2) vērtības по (a), dabūjam: 

Piemērs: 

Dabūt leņķi cp, ko veido divi nogriežņi Rx un R2. Pieņemam, ka Rt 

projekcijas uz koordinātu asīm ir Xx un Yx un nogriežņa R2 projek
cijas — X2, Y2 (26. zīm.). 

Pārbīdām nogriežņus Rx un R2 paralēli sev caur koordinātu sākumu O. 

sin ф = 
П Г2 

— * 1 * g + -У1 У*  
rx r2 

(3) 
cos ф = 

Tad, izmantojot formulas (3), liekam 
tajās jCļ, лг 2

 v ' e i ā Xļ, X2 un yx, y2 

vietā Yx, K2. Tādā kārtā dabūjam 

#i = /х\ + г? 

Secinājumi. 

Ja vektors rx 1 r 2, tad leņķis ф = 90° vai 270° un cos ф 
inula (3) rāda, ka tad jābūt: 

0. For-

vai 

Ъ = — *? = — i 
xx Уч У* 

x2 
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Radiusa vektora rx virziena koeficients ml = —, un rādiusa vektora 
x i 

r a virziena koeficients « 2 = — • Ievērojot augšējo, dabūjam, ka gadī
ga 

jumā, ja rx 1 r.2t tad 
1 "»! = — — ftl.ļ 

vai 

mx • m.j, = — 1. (5) 

Ja nogrieznis /? x ļ| /¾, tad ф = 0 ° vai 180°. Tad 

sin ф = 0. 

No (4) redzams, ka tad jābūt: 
Xx Y.ž — X2Yx = 0 

vai arī 

Tātad, ja /?iļ(-/?ai t a d š o n o g r i e ž ņ u p r o j e k c i j a s i r p r o 
p o r c i o n ā l a s . 

Ja ftl/?a, tad leņķis ф = 90° vai 270° un cos ф = 0. No (4) 
redzams, ka tad jābūt: 

Ķ Xt + Yx Y, = 0 
vai arī 

n . i 

Tā kā 
у 
•A = mx ir nogriežņa Rx virziena koeficients un 

у 

= /w., ir nogriežņa /¾ virziena koeficients, tad 

tnx • m<, = — 1. 
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18. Trīsstūra laukums. Punkti O, Plt P2 veido trīsstūri (27. zīm.). 
Uzskatot ц par šā trīsstūra pamatu un h par augstumu, dabūjam: 

h rx • r2 sin ф '•A-OPļ P2 = 
2 2 ' 

Ievietojot augšējā izteiksmē sin ф vērtību {sk. [17] (3)}, dabūjam 

(1) 

' Л 0 P X Я а = 2 (* x Л — . з д ) (2) 

Tā kā rx un r 2 arvienu ir pozitivi, tad no (1) redzam, ka trīsstūra 
laukums ir pozitivs, ja sin ф ir pozitivs. Tādā gadījumā leņķim ф jābūt 
pozitīvam un mazākam par 180°. Ar šādiem noteikumiem trīsstūra 
OPļ Я а apejas virziens (sk. 27. zīm.) ir pozitivs. Ja apejam trīsstūri 
virzienā OP2Px, tad apejas virziens ir negative, un trīsstūra laukums 
tad dabū negativu zīmi. No 27. zīmējuma redzams: ja apejas ceļš 
iet pozitīvā virziena, tad trīsstūra laukums atrodas pa kreisi no šā ceļa. 

У 

27. zīm. 28. zim. 

Piemērs: 
Dabūt trīsstūra OPx P2 laukumu, ja Px = 2 | 1 un P 2 = 1 | 3. 
Tad 

= 2 (2 • 3 — 1 • 1) = 2,5. ' A OPx P2 = ļ 1 x i y i \ _ 1 2 1 
2 X<ļ ļ 2 1 3 

Ja trīsstūra virsotne neatrodas koordinātu sākuma (28. zīm.), tad 
trīsstūra laukumu dabūjam, kā redzams, šādi: 

APxP2Pa = A OPxP2 + Д OP2 Ps + Л OP3 Px. 
Augšējiem trīsstūriem pielietojot formulu (2), dabūjam: 

1 
Л Л Я 2 Ря = 2 

хх Ух 
Хо у2 

+1 
х2у2  

хъУъ + 1 
х 9 Уа 
хх Ух 

(3) 
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Attīstot determinantes, dabūjam: 

A Pi Я 2 Ps — J OiУъ — ЗД) + * (х^уз — ед) + * {хъух — X J v 9). (За) 

Izteiksmi (За) var rakstīt ari veidā: 

Л / \ Р 2 Р 8 = 2 
•*8.Уз 1 

Xa-Vu 1 

1 
(4) 

19. Daudzstūra laukums. Daudzstūra laukumu dabūjam, sadalot to 
trīsstūros, piemērojot katram trīsstūrim formulu [18] (3a) un saskaitot 
šo trīsstūru laukumus (29. zīm.). 

Daudzstūra (12 34 5 1) lau
kums 
F= Д123 + А134-\-А145. 

Lietojot formulu [18] (3a), da
būjam : 

+ (х2Уз—хзУъ) + 0*8 У i—*i Уз) + 

+ ( ^ 1 ^ 3 — ^ 1 ) + (*вУ1—*4Ув) + -

+ *%Уй + ( Х ^ — Х ^ ) + 

+ {.ХАУЬ — ХьУд + {ХьУх — ХгУь)-
No šīs izteiksmes dabūjam: 

IF=(xiy9 — ^ 1 ) + (х^уъ — x8yj + (x3yt — х,ув) + (xtyb— x6yt) + 

un 
F=\ [(xiy2—x2y}) + (xtfa—xsyt) + (xsy4— х*уя) + (xty6—xĒyt) + 

+ (x6yi — xiyj\. (1) 
Piemērs: 
Dots slēgts poligons ar 

29. zīm. 

P1 = 1 1 - 2 ; P a = 3 | 0 ; PB = 2 3 ; P 4 = - 1 | 1; P B = — 2 ļ -

Dabūt šā poligona laukumu F. Lietojot formulu (1), dabūjam 
F = ļ [ l - 0 - 3 ( - 2) + 3 - 3 - 0 . 2 4 2 . 1 - 3 ( - 1 ) + 
+ ( - 1) ( - 1) - 1 ( - 2) 4 ( - 2 ) - ( - 2) - ( - 1) 1] = 14. 

1. 
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OTRA NODAĻA 

KOORDINĀTU SISTĒMAS PĀRVEIDOŠANA 

20. Koordinātu sistēmas pārveidošanas vajadzība. Kāda ģeo
metriska attēla īpašības analitiski izteicamas jo vienkāršāk, jo vien
kāršāks ir koordinātu sistēmas stāvoklis attiecībā pret pētījamo attēlu. 

Daudzos gadījumos ģeometrisku attēlu pētīšanā attiecīgos rēķinus 
varam vienkāršot, pārejot no dotās koordinātu sistēmas uz jaunu koor

dinātu sistēmu, kuras stāvoklis pret pētī
jamo attēlu, ievērojot izdarāmos rēķinus, 
ir izdevīgāk izvēlēts. 

21. Pāreja no paralelkoordlnatām 
uz polarkoordinatfim. Liekam polu 
koordinātu sākumā, polarasi x ass virzienā. 
Tad, kā redzams no 30. zīmējuma, 

30. zīm. 

X — T cos cp \ 
у = r sin cp / ' (1) 

Ar šīm izteiksmēm pārejam no paralelkoordinatu sistēmas uz polar-
koordinatu sistēmu. No polarkoordinatu sistēmas pārejam uz para
lelkoordinatu sistēmu ar šādām izteiksmēm: 

sin cp _ У 
ļrx* + У 

r = \Г X* + y-

; cos cp 

cp == arc tg 

(2) 

22. Taisnleņķa paralelkoordinatu sistēmas paralēlā pārbīdīšana 
(translācija) (31. zīm.). Jaunā koordinātu sākuma koordinātas ir x0 un_y 0: 

O' = x0 ļ y 0 . 

Caur 0' velkam g asi || x asij un r; asi \\y asij. 

Pāreja no (О, x, y) koordinātu sistēmas uz sistēmu (0 ' , §, щ) ir dota 
ar izteiksmēm 

X = 

У = Уо + 4 i (1) 
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Pāreju no sistēmas (0 ' , g, T J ) uz sistēmu (O, x,y) dabūjam ar 

- 5 = X — x0 

Щ 

= х — хЛ 

= У~Уо i 
(2) 

31. zīm. 32. zīm. 

23. Taisnleņķa koordinātu sistēmas griešana ap koordinātu 
sākumu (32. zīm.). Koordinātu sistēmu (O, g, T J ) pagriežam pret sistēmu 
(О, X, y) par leņķi cp. No 32. zīmējuma redzam, ka 

x = 0R — SR 
y = ST+ TP. 

Tā kā 
OR = g cos cp; SR = rj sin cp; 57" = g sin 9 ; TP = щ cos cp, 

A: = g cos cp — YJ sin 9 1 
_V = g sin cp 4- rj cos cp J 

tad 

(1) 

Šīs izteiksmes dod pāreju no koordinātu sistēmas (0 , x,y) uz koor
dinātu sistēmu (O, g, T J ) . 

Atrisinot vienādojumus (1) attiecībā uz g un T J , dabūjam: 

• TJ sin CP ļ 
• (2) 

fļ C O S CP J v 

g = л; cos <p -ļ- TJ sin <f 
YJ = — X sin cp + 

Šis izteiksmes dod pāreju no koordinātu sistēmas (O, g, rj) uz koor
dinātu sistēmu (О, лг,_у). 
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24. Taisnleņķa koordinātu sistēmas paralēla pārvietošana un 
griešana (23. zīm.). Šo pārveidošanu izdarām, vispirms veidojot 

sistēmu (O', x',y') un pēc tam 
pagriežot šo sistēmu par leņķi<p. 

Sistēmu (O, x,y) pārveido
jam sistēmā (O', x\ у1) ar 
izteiksmēm 

л: = + X ( 

j ' = У + л 
( i ) 

33. zīm. 

Sistēmu (О', л ' ,У) pārveidojam 
sistēmā (O', £, T J ) ar izteiksmēm 

x! = 5 cos 9 — T J sin 9 ļ 
У = ? sin 9 + T J cos <p J 

Ievietojot izteiksmēs (2) x' un у vērtības no (1), dabūjam: 
л: = x0 -ļ- Ķ cos ер — T J sin cp \ 
У = Уа + ? s i n <P + * J cos 9 ļ ' ( 3 ) 

Šīs izteiksmes dod pāreju no koordinātu sistēmas (0,x,y) uz koordi
nātu sistēmu (0', 5, T J ) . 

Atrisinot vienādojumu (3) attiecībā uz Ķ un T J , dabūjam pārejas 
formulas no sistēmas (0', 5, *)) uz sistēmu (О, л, j / ) : 

5 = 0 — x 0 ) cos 9 + (3/ — j / 0 )s in9ļ . 
T J = — (X — л*0) sin 9 + (у —y0) cos 9 J 

25. Pāreja no taisnleņķa uz sllpleņķa koordinātām (34. zīm.). 
Kā redzams no zīmējuma: 

X — OR + RS 
y = ST+TP. 

Tā kā 
ST = 5 sin a, 

RS — ri sin (90°— ß) = T J cos ß , 

О/? = š cos a un 
TP — t] cos (90° — ß) = T J sin ß, 

tad 
л; = 5 c o s a + T J COS ß ļ 
_y = I; S i n a + T J s i n ß ļ ' ( О 34. zīm. 
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Šīs izteiksmes dod pāreju no koordinātu sistēmas (O, J C , y) uz koor
dinātu sistēmu (0 , g, T J ) . 

Pārveidojot izteiksmes (1), dabūjam: 

5 sin (8 — a) = X sin Q —_y cos ß 
T J sin (ß — a) = — X sin a -\-у COS a (2) 

Šīs izteiksmes dod pāreju no koordinātu sistēmas (О, 5, T J ) U Z koor
dinātu sistēmu (O, x,y). 

26. Polarkoordinatu sistēmas griešana (35. zīm.). Ap polu 0 
pagriežam polarasi par leņķi 9. Pāreju no polarkoordinatu sistēmas 
(0 , r, 9) uz sistēmu ( 0 , r, 9') dod 
izteiksmes: P 

27. Līknes un līknes vienādojuma definīcija. Par līkni — arī 
ģeometrisko vietu — sauc līniju, kuras visiem atsevišķiem punktiem 
ir tā pati ģeometriska īpašība, ar ko tie atšķiras no punktiem, kas 
neatrodas uz šīs līknes. 

Līknes vienādojums — ari līknes veidošanas likums — ir punkta, kas 
veido līkni, vai tekoša punkta īpašības analitiskā izteiksme. 

f = r I 
e , _ f f l ffl • (2) 
9 =9 —9o i 

0 

35. zīm. 

TREŠĀ NODAĻA 

LĪKNES UN LĪKŅU VIENĀDOJUMI 
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r = r' \ 

? = <Ро + ?'Г ( 1 ) 

Pāreju no sistēmas (О, г, ф') uz 
sistēmu (O, r, 9) dod izteiksmes: 



28. Piemēri : Kāds ir līknes vienādojums, kuras katra punkta 
attālums no punkta M = a | ß ir pastāvīgs lielums c? (36. zīm.) 

36. zim. 

dotājpunkta P īpašību 
juma redzams: 

Tā kā: 

Tekošais punkts P veido 
līkni tādā kārtā, ka katrā 
šā punkta stāvoklī: 

MP = с. 

Izteicot šo veidošanas 
likumu analītiskā veidā, da
būsim saskaņā ar šo likumu 
veidotās līknes vienādojumu. 
Tā kā punkts P plaknē no
teikts ar tā koordinātām x 
un y, izteiksim analitiski 
veidošanas likumu — vei-

ar punkta P koordinātām. No zlmē-

AfQa + QPi = c\ (1) 

MQ = X — a un QP = у — ß, (2) 

tad, ievērojot (1), dabūjam: 

(X - ķ + ( y - p)> = c\ (3) 

Šis vienādojums izteic analitiski līknes veidošanas likumu, un tādēļ 
tas ir ar doto likumu veidotās līknes vienādojums. 

Ar doto likumu veidotā līkne ir riņķis. Riņķa vienādojums, ja 
riņķa centrs atrodas punktā M = а ļ ß, ir dots ar izteiksmi (3). 

Ja riņķa centrs atrodas koordinātu sākumā О un ja riņķa rādiuss ir 
r, tad riņķa vienādojums dabū veidu: 

x i _>_ у _ r t — o. 

Kā redzams, riņķa, t. i., līknes vienādojumā atrodas līkni veidojošā 
punkta P = X I у koordinātas. Šis vienādojums izteic veidotājpunkta 
P īpašību. 
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Līknes vienādojumu vispār rakstām: 

F(x,y) = 0. 

Katru šādu vienādojumu varam uzskatīt par kādas līknes vienādo
jumu, kas, kā redzējām, analitiski izteic līkni veidojošā punkta īpašību. 
Ja punkta P0 = x0\ y0 koordinātas apmierina līknes vienādojumu, t. i., ja 

F Oo> Уо) = 0. 

tad punktam P„ ir tāda pati īpašība kā punktam, kas veido Йкш. 
Tādā gadījuma punkts P0 atrodas uz līknes 

F(x,y) = 0. 
Ja 

F (*o> Уо) ¾ 0, 

tad punktam P0 nav tās īpašības, kādas ir punktam P, kas veido likni: 
punkts P0 tādēļ neatrodas uz līknes 

F(xy) = 0. 
Piemērs: 

Uz taisnes Ox, punktā A, velkam stateni. Caur punktu О velkam 
taisni t, kas krusto stateni punktā 5. Uz taisnes t, nogriežot garumu 
a, dabūjam punktu P. Ja caur О vilksim taisnes tltt2,ta un 
uz katras no šīm taisnēm izdarīsim norādīto konstrukciju, tad da
būsim punktus Pi,P2,Ps---> l < u r u kopums veido līkni (37. zīm.). 
Šīs līknes vienādojumu dabūjam, ievērojot līkni veidojošā punkta 
P īpašību 

SP = a. 

Pieņemot, ka О ir pols, Ox polarass, cp amplitūda, r punkta P 
rādiuss vektors, izteicam līkni veidojošā punkta P norādīto īpašību 
analitiski. No zīmējuma redzam: ja a nogriezts pa labi no_y ass, tad 

COS ф 
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Garumu a varam nogriezt ari pa kreisi no S, bet nogrieznis a tad 
dabū zīmi —. Aptverot abus gadījumus, varam rakstīt: 

+ a. 

37. zīm. 

un Ox par X asi. Tad konchoidas vienādojums ir 

r cos cp = d ± a cos ср. 

No 37. zīmējuma redzam, ka 

X X 
г cos cp = л:; cos cp = - = , — = . 

Y Y r fx* -+- y* 

COS CP 

Šis vienādojums izteic 
līkni veidojošā punkta P 
īpašību un tādēļ ir ar punk
tu P veidotās līknes vienā
dojums polarkoordinatu sis
tēmā. 

Šai līknei, koncholdai, 
ir divi zari; vienu no tiem 
dabūjam, ņemot a pozi-
tivu, un otru, ņemot a ne-
gativu. 

Konchoidas vienādojumu 
taisnleņķa koordinātu sistē
mā dabūjam, pieņemot polu 
О par koordinātu sākumu 

Ievērojot augšējo, rakstām: 

x = d-h ax 

Šo vienādojumu pārveidojot, dabūjam: 

. ( х - а)*{х*+у*) = а?х*. 

Šis vienādojums dod konchoidas abus zarus. 
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CETURTĀ NODAĻA 

TAISNE 

29. Taisnes vienādojumi. Taisnes vienādojumu dabūjam, izteicot 
analitiski taisni veidojoša punkta īpašību. Izlietosim šo norādījumu, 
apskatot gadījumus, atkarība no tiem elementiem, kas noteic taisni. 

a) Taisne caur diviem punk
tiem (38. zīm.). 

Taisni veidojošais tekošais 
punkts P veido ar taisnes punk
tiem Px un P 2 trīsstūri, kura 
laukums ir 0. 

Ar 
Л =Xy\y1; P = x\ y; 

P 3 = x2 ļ v,> 38. zim. 

jābūt: 

A P P i P 3 = 2 

X у 1 

X! Vi 1 

X* У i 1 

= 0. 

Tātad izteiksme: 

X у 1 

*t Уг 1 
* 2 1 

= 0 0 ) 

ir tās taisnes vienādojums, kas iet caur punktiem Plt P u n P 2 . Determi
nant! pārveidojot, dabūjam: 

X — Xļ у — yi 0 

Хх Ух 1 
X. 

= 0. 
„а — Хх у.i —ух 0 

Šo determinanti attīstot pēc trešā stabiņa elementiem, dabūjam: 

(x — хх) (У2—У1) — (Xi — Xx) (v — Vi) = 0 

3 Analītiskā ģeometrija. 33 



vai 

A J Xļ (2) 

Šis vienādojums izteic taisni caur punktiem Px un P2. 

b) Tā kā taisni veidojošais punkts P dala nogriezni P j P a attiecībā X, 
tad punkta P koordinātas ir: 

A * 2 — 
X — X — 1 

^.У9 —.Vi 
X — 1 

(3) 

Šis izteiksmes pastāv kopēji tikai tad, ja punkts P atrodas uz taisnes, 
kas iet caur punktiem P x un P a . Katrai X vērtībai atbilst uz šīs taisnes 
viens un tikai viens punkts P. Mainot X, mainām arī punkta P vietu 
uz taisnes, kas iet caur punktiem Px un P 2 , tātad punkts P veido 
šo taisni. Izteiksmēs (3) esošo lielumu X sauc 

par parametru. Izteiksmes (3) sauc 
par taisnes vienādojumiem parametriskā 
veidā. 

Izslēdzot X no vienādojumiem (3) 
un tos pārveidojot, dabūjam vienādo
juma (2) veidu. 

c) Kā redzams no 39. zīmējuma, 
izteiksme 

JCtļ —— JCļ^ 

ir nogriežņa P i P 2 virziena koeficients m. 

Taisnes vienādojumu (2) tādēļ varam rakstīt: 

у — yi = m (x — A T I ) . (4) 

Vienādojums (4) izteic taisni caur punktu P\ ar dotu virzienu m. 

Ja punkts P\ atrodas uz у ass, tad P i = 0 ļ b, kur b ir taisnes 
nogrieznis uz у ass. 

Tādā gadījumā vienādojums (4) dabū veidu: 

у = m X + b. (5) 

39. zīm. 
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Šis vienādojums izteic taisni ar dotu virziena koeficientu m un dotu 
nogriezni b uz у ass. 

d) Ja taisne noteikta ar punktu Я х = а | 0 uz л: ass un punktu 
P a = 0 ļ b uz у ass (40. zīm.), tad , 

40. zīm. 41. zim. 

Attīstot determinanti pēc pirmās rindas elementiem, dabūjam: 

X (—b) + у (— a) + ab = 0. 

Dalot šo vienādojumu ar — ab, dabūjam: 

- + £ - 1 = 0 . (6) a b y ' 

Šo vienādojumu sauc par taisnes vienādojumu asu nogriežņos. 
Te a ir nogrieznis uz x ass un b — nogrieznis uz у ass. 

e) Taisnes normalveida vienādojumu dabūjam, noteicot taisni ar 
stateni p no koordinātu sākuma О pret taisni un ar leņķi а, ko veido 
statenis p ar x asi (41. zīm.). 

Stateni p pret taisni t varam izteikt: 

p = a cos a; p = b • cos (90° — a) = b sin a. 

No šīm izteiksmēm dabūjam: 

p * и P 
a = - un b = -r— . cos a sin a 
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Ievietojot a un b vērtības vienādojumā (6), dabūjam: 

- 4 - , + - ½ - 1 * 0 . 

cos a sin a 

Pārveidojot augšējo vienādojumu, dabūjam: 

X cos a + у sin a — p = 0. 

Šis vienādojums ir taisnes normalveida vienādojums. 

(7) 

f) Taisnes vienādojumu polarkoordinatu sistēmā dabūjam, proje-
cējot taisni veidojošā tekošā punkta P rādiusu vektoru r uz stateņa p 

(42. zīm.). Ох ir polarass, 
cp amplitūda, r tekošā punkta 
rādiuss vektors. 

Kā redzams, 

r cos (<p — at) = p. (8) 

Šis vienādojums ir tais
nes vienādojums polarko-
ordinatās. 

42. zīm. 

Piemēri: 
1. Kādiem noteikumiem atbilst triju punktu PvPz,Ps koordinātas, 

ja šie trīs punkti atrodas uz taisnes? 

Tad Д Py Po Ps = 0 un 

* , Vi 1 
X J уй 1 = 0. 

* | Л 1 i 

2. Taisne iet caur punktiem Рг = 3 [ 1,5 un P 2 = 6 | 6. Kāds ir 
šīs taisnes vienādojums? 

No formulas (2) dabūjam: 

y - 1,5 = V - ¥ ( * - 3 ) . 

Un pārveidojot: 
6 

3 * — 2y 

3 

6 0. 

36 



3. Taisnes nogriežņi uz koordinātu asīm ir о = 4; b = 5. 

Šis taisnes vienādojums, saskaņā ar (6), ir 

f + i - . = o . 

4. Taisne iet caur punktu Px — 1 ļ 1 ar virziena koeficientu m = \ . 

Šīs taisnes vienādojums, saskaņā ar (4), ir 

vai ari 
X — 2y + 1 = 0. 

5. Taisnes nogrieznis uz у ass ir b = 1, taisnes virziena koefi
cients m = 1. Šis taisnes vienādojums, saskaņā ar (5), ir 

3» = 1 . X + 1. 

30. Taisnes vispārīgais vienādojums taisnleņķa koordinātu 
sistēmā. Visi aprakstītie taisnes vienādojumi taisnleņķa koordinātu 
sistēmā ir lineāri attiecībā uz koordinātām x un y. Šo vienādojumu 
veids ir 

Ax -+ By + С = 0. (1) 

Augšējo vienādojumu sauc par taisnes vispārīgo vienādojumu. 

Vienādojums (1) izteic taisni, ko varam pierādīt ar to, ka, šo vie
nādojumu pārveidojot, varam dabūt [29] apskautās taisnes vienādo
jumu veidus taisnleņķa koordinātu sistēmā. 

Dalot vienādojumu (1) ar — C, dabūjam: 

jĻ _l У i = o 
— с + — с 1 

A J5 

Kā redzams, liekot te 
a = — 

un 
b = 

С 
В 

(2) 
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dabūjam 

a ' b 

t. i., taisnes vienādojumu asu nogriežņos. Šos asu nogriežņus dod 
izteiksmes (2). 

Piemēri: 
No taisnes vispārīgā vienādojuma 

3x + 4y — 12 = 0 

dabūjam asu nogriežņus: 

С — 12 . 
а = - л = - - Т - = 4 ; 

L С —" 12 
ь - ~ в = - - ^ - = 3 -

Atrisinot vienādojumu (1) attiecībā uz y, dabūjam: 

А С 
у = — 

Liekot: 
У = ~ в х в 

А 
т = - ъ 

un 

dabūjam agrāk apskatītā vienādojuma veidu 

у •— тх -\- b. 

No taisnes vienādojuma vispārīgā veidā 

3x -ļ- 4y — 12 = 0 
dabūjam 

Л 3 

un 

• ._«•.'_'=». * 
Ar faktoru p reizināts taisnes vispārīgais vienādojums 

p (Л* + By + С) = О 

(3 ) 
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izteic to pašu taisni, ko vienādojums 

Ax + By + С — О, 

jo, kā tas viegli redzams, abos gadījumos asu nogriežņi a un b dabū 
to pašu vērtību. Tātad divi vienādojumi, kuri attiecībā uz x un у ir 
pirmās pakāpes vienādojumi un kuru koeficienti ir proporcionāli, izteic 
vienu un to pašu taisni. 

Tāpēc, lai vienādojumi 
Ax + By + С = О, 

cos л • X + sin a • у — p = 0 

izteiktu to pašu taisni, jābūt 

cos a = p A; sin a = p ß un — p = p С. 

Tā kā 

tad 
cos 2 a + sin 3 a = p 9 (Л 2 + ß 2 ) = 1, 

_ 1 

(4) 

(5) 

ar 

No augšējā redzams, ka, dalot taisnes vispārīgo vienādojumu 

Ax + By + С = О 

± \ГА* + ß a , 
dabūjam taisnes normalvienādojumu 

A» + Д у + С = п  

± ļ / " / ļ a + Я 2 

Ieliekot p vērtību cos a, sin а un р izteiksmēs (4), dabūjam: 

А \ 
cos а = 

(6) 

с 

(7) 
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Stafeņa p vērtība arvienu ir pozitivā; tādēļ, lai no augšējās formulas 
p dabūtu pozitivu, redzams, ka sakne jāņem ar zīmi, kas pretēja С 
zīmei. Tātad, ja taisnes vispārīgā vienādojumā absolūtais loceklis ir 
ar + zīmi, saknei jādod — zīme, fun otrādi, ja absolūtam loceklim 
ir — zīme, tad saknei jādod + zīme. 

Piemērs: 

Pārveidot taisnes vispārīgo vienādojumu 

3 * + 4y — 12 = 0 
normalvienādojumā. 
Te ŗ L " 1 _-\ 

/ 3 » + 4 a 5 
Saknei dota -ļ- zīme tādēļ, ka vispārīgā vienādojumā absolūtā locekļa 
zīme ir —. 

Dalot vispārīgo vienādojumu ar 5, dabūjam normalvienādojumu 

Зл; + Ay — 12 
5 . 

т 3 . 4 12 Te cos а = к; sin a = p p = . 

Piemērs: 
Dots taisnes vienādojums: 

2x — 3y + 9 = 0. 

Dabūt: a, b, m, p, cos a, sin a. 

No formulām (2), (3), (7) dabūjam: 

a = - £ = - | = - 4 , 5 ; b = - ļ = - = 3 ; 

A 2 2 
M— B = — — 3~ 3 ; 

С 9 _ 9 
P ~~ ± у A2 + ß 2 = — — j / " 2 8 -f 3 2 ~ )/" 1 3 ' 

Л 2 2 2 
cos a = j A 4 9 + ß 2 — j / ~ 2 2 + 3 a — ^ 1 3 ' ļ/" 13* 

Я — 3 3 
s i n a = i v ^ + ß 2 — (/" 2 а -f- З а ļA 13 
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Ar taisnes vispārīgā vienādojuma lielumiem dabūjam taisnes nor-
malvienādojumu 

2x-3y+9_ 
- ] Л З ' 

vienādojumu asu nogriežņos 

— 4 , 5 ^ 3 

un vienādojumu virziena veidā 

у = | x + 3 . 

Specializējot taisnes vispārīgā vienādojuma 

Ax + By -+ С = 0 

koeficientus А, В, С, dabūjam atsevišķas taisnes. 

Ja А = 0, dabūjam 
By + С = 0 

vai arī 
С 

Те _у ir konst. un taisne ir paralēla x asij. 

Ja В = 0, tad 

А* + С = 0, 

un taisne ir paralēla у asij. 

Ja С = 0, tad 
Ax + By = 0 

izteic taisni caur koordinātu sākumu, jo augšējais vienādojums ir ap 
mierināts ar X = 0 un у — 0. 

Ja Л = 0 un С = 0, tad 

ß y = 0 un у = 0 

dod X asi. Ja ß = 0 un С = 0, tad 

A* = 0 un л: = 0 

dod у asi. 

Ja Л = 0; В = 0, tad vienādojums dabū veidu 

0 • X - f -0 • у + С = 0. 



Ar galīgiem x un у šis vienādojums nevar pastāvēt. No 

redzam: ja А -» 0, tad а = со, un ja В -* 0, tad b = oo. 

Ar ö = со un 6 = со taisne atrodas bezgalībā. 

Taisnes vienādojumu 

Ax -+ By -f С = 0 

ar Л -> 0 un 5 — 0 varam uzskatīt par bezgalīgi tālas taisnes vienā
dojumu. 

Taisnes vispārīgā vienādojumā atrodas trīs pastāvīgi lielumi A,B,C. 
Dalot vienādojumu ar vienu no tiem, piemēram, dalot ar C, dabūjam 

~ČX + C r - y + = 

Liekot -^- = к un ~ = /, dabūjam 

bx 4 /у 4 1 = 0 . 

Te redzams, ka taisnes vispārīgā vienādojumā atrodas tikai divi 
patstāvīgi pastāvīgi lielumi. Ari citos apskatītajos taisnes vienādojumu 
veidos redzam tikai divus patstāvīgus pastāvīgus lielumus. Tātad, lai 
taisne plaknē būtu noteikta, jādod šie divi pastāvīgie lielumi. Saka: 
taisne plaknē ir dota ar diviem noteikumiem, vai ari: taisnei plaknē 
ir divas brīvības. 

31. Divu taišņu krustošanās punkts. Leņķis starp divām taisnēm. 

Divu taišņu 
Axx-\- Bxy 4 Q = 0, 

A2 X 4 - B2 у 4 - C 2 = 0 

krustošanās punkts P0 = x0\ y0 atrodas uz šīm abām taisnēm, tādēļ šā 
punkta koordinātām x0 un y0 jāapmierina abi augšējie vienādojumi. 
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Atrisinot kopēji augšējos vienādojumus attiecība uz x un y, dabū
jam tās X un у vērtības x0, y0, kas apmierina abus vienādojumus. 
Šo atrisinājumu izteicam ar simbolu: 

* o : Уо' 1 

Ax Bx С, 
A'ļ В% Cļ 
+ - + 

Šā simbola nozīmi dod šāda izteiksme: 

tātad 

Ai Bx Cx 

Aļ Bq C<ļ 

+ - + 
x0-уо-Л — 

BXCX 

Bļ C2 

( - 1 ) 
Ai Ci 
A% Cļ 

A\ Bt 

A2 &, 

Bx cx Ax cx 
Ax Bx 

Bļ c a A* c a 
At B2 

(1) 

Piemērs: 
Dotas taisnes 

X + у — 5 = 0, 
2 * — у — 4 = 0. 

Dabūt šo taišņu krustošanās punktu PQ = x0 \y0. Te 

x0 : y0 : 1 = 
1 1 — 5 
2 — 1 — 4 

+ - + 

[ ( b - 1 ) 

1 — 5 1 — 5 1 1 

1 — 1 — 4 2 — 4 2 — 1 

( - 1 • - 5)] : - - 4 ) - (2 . - 5 ) ] 

- ( 2 . 1)1 = - 9 : — 6 : - 3 ; 

9 
3 ~ 3; y0 = _ 

6 - 2 
з 

Po = 3 1 2. 
Tātad 

No izteiksmes (1) redzams, ka krustošanās punkts P0 atrodas bez
galībā, ja 

Ax Bx  

Л 2 Вй 

= 0. 
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Tad 
Ах Äj — Ai Bx = О 

un 

Ja punkts P0 atrodas bezgalībā, tad taisnes ir paralēlas. Tātad, 
ja t a i s n e s i r p a r a l ē l a s , t a i š ņ u v i e n ā d o j u m o s k o e f i 
c i e n t i p i e л; un у i r a t t t i e c ī g i p r o p o r c i o n ā l i . 

Taisnes 
Ax - f By + Cv = 0, 
X Ax + X By - f C 2 = 0 

ir paralēlas. Dalot otro vienādojumu ar X, dabūjam 

Ax + By + ^ = 0 . 

Šī taisne ir paralēla taisnei 

+ By + Cj = 0. 

No minētā varam secināt, ka p a r a l ē l u t a i š ņ u v i e n ā d o j u m i 
a t š ķ i r a s t i k a i a r a b s o l ū t o l o c e k l i . Tātad taisnes 

Ax + By + C x = 0 , 

Ax + By + C 2 = 0, 
Ax + By + Cs = 0 

Axx + Bxy + d = 0 , 

Лал; + 5 2 з / + C 2 = 0 , 

<43* + ß 3 V + Q = 0 

ietu caur vienu punktu, šā punkta koordinātām jāapmierina šie trīs 
vienādojumi, t. i. šiem trim vienādojumiem jāpastāv kopīgi. 

Kā zinām, tādā gadījumā 

А в, с, 
Л а Я 2 С 2 = 0 . (3) 
Aļ В3 Cļ 

ir paralēlas taisnes. 

Lai trīs taisnes 
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32. Leņķis starp divām taisnēm. Leņķi $ starp taisnēm ft un ft 
skaita no taisnes ft uz taisni ft pozitīvā virziena. Leņķis 9- var pie
ņemt vērtības no 0° līdz 180° 
(43. zīm.). о, VA 

Pieņemot px I f t un p2 J _ ft, 
no zīmējuma redzams, ka 

fr = 0Sa — Otj. 

cos * = cos ( a a — <x t) — 

= cos a a • cos (Xj + sin a a • sin <X|, 

sin 0- = sin (oc a— a x ) — 

= sin %o cos a t — cos a a sin 0Cļ. 

No taišņu vienādojumiem 

Atx + + Ct = 0 , (taisne ft) 
/1 ад: + ß a y + C a = 0 (taisne ft) 

dabūjam: 
A, ß, 

COS a , = _ -- ; sin а , = ; . 

±VRAĪ + tf ±\TAJVB\\ 
A* ß a 

cos a., = - * ; sin a a = — — - ^ — 

±fA\ + B\ ±\RA\ + fi 

Ievietojot šis vērtības augšējās izteiksmēs, dabūjam: 

c o s f r ^ > M a + frfla ) 

sin fr = . . 1 . g—j— } • м . 
( ± ^ ? + ß ? ) ( ± ^ a +ß') W 

_ i 4 l ß a — / l 3 ß t 

J a ft lift, tad fr = 0° vai 180°, sin fr = 0, tādē| 

^ Д , - Л , ^ = 0, v a i ^ = | ļ . 
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Ja ft 1 ft, tad %• = 90° un cos ft = 0. 

Tādēļ 
Л Л 4- ß i ß a = 0 

vai 

Bi ķ 
B% 

Ar ф = mx un ф = m2, kur /я х un ir taisnes ft un £ 2 vir-
Dx Oļ 

ziena koeficienti, dabūjam: 
1 

tnx = fll<ļ 
vai ari 

/ W Ļ • m.ļ = — 1. 
Piemērs: 

Kāds ir taisnes vienādojums, kas paralēla taisnei 

2x + 4y-3 = 0 (ft) 

un kas iet caur punktu P = 4 ļ 5 ? 

Taisnei ft paralēlas taisnes (ft) vienādojums ir: 

2 x + 4y + С = 0. (ft) 

С vērtību dabūjam no noteikuma, ka šai taisnei jāiet caur punktu 
P = 4 ' 5 . Šā punkta koordinātām tādēļ jāapmierina vienādojums (f t ) ; 
tātad 

f 2 . 4 4 4 • 5 + C = 0 
un 

С — — 28. 

Ievietojot vienādojumā (ft) šo С vērtību, dabūjam vienādojumu 

2x 4 4y — 28 = 0, 

kas izteic taisni caur P = 4 | 5 paralēlu taisnei 

2x 4 - 4y — 3 = 0 . 
Piemērs: 
Dota taisne . . _ . „ _ . . . 

Axx 4 Bxy 4 Cx = 0. (ix) 
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Kads ir taisnes L vienādojums, kas stateniska pret šo doto taisni? 

Dotās taisnes tx virziena koeficients ir 

Щ = ~ В Х 

Apzīmējot stateniskās taisnes t*a virziena koeficientu ar /я 2 un 
ievērojot statenības noteikumu, ka 

mx • щ = — 1, 
dabūjam 

1 1 . Bi 

Bi 

Kā redzams, taisne 

Bxx — Axy -\- C a = 0 (/ a) 

ir stateniska pret taisni 

Axx + Bxy + Cx = 0, (/,) 

jo taisnes U virziena koeficients ir 

Bi Bx 

Kā redzams no dotā taisnes vienādojuma 

A,x + Bty + Ci = 0, 

tad pret šo taisni stateniskas taisnes vienādojumu dabūjam, pār
mainot koeficientus pie x un у un vienam no šiem koeficientiem dodot 
pretēju zīmi. 

Tātad, ja dota taisne 

2x + 4y - 3 = 0, (/,) 

tad pret šo taisni stateniskas taisnes vienādojums ir 

4x — 2y + С = 0. (Га) 
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Ja šai taisnei jāiet caur punktu P — 2 ļ 5, tad šā punkta koordi
nātām jāapmierina vienādojums (/ a), tātad 

4 . 2 — 2 . 5 + C = 0 

un 
С = 2. 

Taisne 

4x — 2y + 2 = 0 

iet caur punktu P = 2 | 5 un ir stateniska pret taisni 

2x + 4y — 3 = 0. 
Piemērs: 
Dabūt taisnes krustošanās punktu ar dotu nogriezni. 

Meklētais krustošanās punkts P0 atrodas uz nogriežņa Px Я а un 
dala to vēl nezināmā attiecībā. Krustošanās punkta P0 koordinātas x0 

un y0 tad ir: 

Xo =x ŗ-ŗ* un y0 = Ц^У1. 
Punkts P0 atrodas ari uz dotās taisnes 

Ax + By + С = 0; 

tādēļ punkta P0 koordinātām jāapmierina dotais taisnes vienādojums. 

Tātad 

А X f S ~ • + В + С = 0. 

Atrisinot augšējo vienādojumu attiecībā uz X, dabūjam: 

_ Axx + Byx + С 
Ax* + + 

Ievietojot šo izteiksmi koordinātu л; 0 un y0 izteiksmēs, dabūjam 
uzdevuma atrisinājumu. 
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Piemērs: 

Dabūt leņķi starp taisnes nogriezni R un dotu taisni t*«. 

Caur koordinātu sakumu velkam 
taisni ti ļļ nogrieznim R. Pieņemot, ka 
nogriežņa R projekcijas ir X un K, tais
nes t\ virziena koeficients ir 

Y 
fīlļ = 

A" 

3 3 . Punkta attālums no dotas taisnes (45. zīm.). Caur doto punktu 
P0 velkam taisni t0 paralēli dotajai taisnei, kuras vienādojums dots ar 

X cos a -ļ- у sin a — /7 = 0. (/) 

Taisnes t0 vienādojums tad ir 

л: cos a - ļ - ^ sin a — (/?-ļ- d) = 0. (t0) 

Tā kā taisne t0 iet caur punktu P0, 
tad jābūt: 

x0 cos a -f-_y0 sin a — (p + d) = 0. 

Atrisinot šo vienādojumu attiecībā 
uz d, dabūjam punkta P0 attālumu 
no taisnes t: 

d — x0 cos a + y0 sin a — p. (1). 
45. zim. 

4 Analitiskā ģeometrija. 49 

Tad taisnes t\ vienādojums ir ^ \ 
V - Z < ^ \ 

У = х х \ 
Yx — Xy = 0. 

Dotās taisnes vienādojums ir 
Ax + By + C = 0 . 

Izlietojot formulu (4) , dabūjam: 

i a * - Г Д — Л ( — _ AX + BY  
^ У Л + ( — X)B ~ AY— ВХ' 

Tad taisnes t\ vienādojums ir 
Y 

y = x x 



Tātad: p u n k t a P 0 a t t ā l u m s n o d o t ā s t a i s n e s i r t ā vēr
t ī b a , k o d a b ū š ī s t a i s n e s n o r m a l v i e n ā d o j u m a k r e i s ā 
p u s e , j a t a n ī i e v i e t o j a m p u n k t a P0 k o o r d i n ā t a s . 

Ja taisnes vienādojums dots vispārīgā veidā 

Ax + By + С = О, 
tad, to pārvēršot normalveidā 

Ax - f By + С = п 

±У Л а + Я а  

un ievietojot tanī Р 0 koordinātas, dabūjam 

d _ Ax0 - f Ду 0 + С 
(2) 

± i A 4 a + ß 2 

Saknes zīme jāņem pretēja С zīmei. 

Liekot vienādojumā (1) л:0 = 0; y0 = 0, dabūjam punkta О attā
lumu no taisnes t0 

d=—p, 

bet taisnes attālums no punkta O, kā agrāk redzējām, ir p. 

Taisnes t\, t, t[ (46. zīm.) ir paralēlas un to vienādojumi ir 

X cos a + У sin а — p\ = О, 
л; cos а -ļ- у sin а — /? = О, 
X cos а + _у sin а — р( = 0. 

No 46. zīmējuma re
dzams: ja punkts Pi atrodas 
uz taisnes tļ, tad punkta 
Pi attālums no taisnes t ir 

di= p\ —p 
(p un arvienu ir pozitivi). 

Ja pi > p, tad di > 0. 
Tādā gadījumā punkts Pi 
un koordinātu sākums О ir 
šķirti ar taisni t. 

Ja p'i < p, tad d\ < 0. 
Tādā gadījumā koordinātu sākums un punkts P\ atrodas vienā pusē 

no taisnes t. Tātad: 
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j a p u n k t a a t t ā l u m u d n o d o t a s t a i s n e s / d a b ū j a m 
p o z i t i v u , t a d t a i s n e / š ķ i r p u n k t u s О u n P x : 

j a d d a b ū j a m n e g a t i v u , t a d p u n k t i Px u n О ( k o o r d i 
n ā t u s ā k u m s ) a b i a t r o d a s t a i s n e s t v i e n ā p u s ē . 

Piemērs: 
Kāds ir punkta P = 6 ļ 3 attālums no taisnes 

Х+У — 5 = 0? (0 
Šis taisnes normalvienādojums ir 

* + .y — 5 = n  

| Л в + l a 

Punkta P attālums no taisnes t ir 

6 + 3 — 5 4 

Tā kā te d ir pozitivs, tad punkts P = 6 | 3 un koordinātu sākums О 
atrodas taisnes 

X + у — 5 = 0 

pretējās puses. 

Piemērs: 
Dabūt divu paralēlu taišņu savstarpējo attālumu (47. zīm.). Apzī

mēsim šīs taisnes ar t\ un U. 
Taišņu t\, t2 attālums ir 

d = Pt — p\. 

Taišņu t u tļ attālums ir 

d ' = Pi + Px-

Apvienojot izteiksmes, varam rak
stīt, ka 

d = pq±pi. (3) 

Te jāņem + zīme, ja koordinātu 
sākums О atrodas starp taisnēm. 

Ja abas taisnes atrodas koordinātu sākuma О vienā pusē, tad for
mulā (3) jāņem —zīme. 
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Ja paralēlo taišņu tx un l a absolūto locekļu Ci un C a zīmes vis
pārīgos vienādojumos ir vienādas, tad šo taišņu asu nogriežņu zīmes 
arī ir vienādas. Tādā gadījumā taisnes t\ un / a atrodas koordinātu 
sākuma О vienā pusē, un formulā (3) tādēļ jāņem —zīme. Ja Ci 
un C a zīmes ir pretējas, tad arī taišņu t\ un / a asu nogriežņu zīmes 
ir pretējas. Tādā gadījumā koordinātu sākums О atrodas starp taisnēm 
t\ un tū, un formulā (3) tādēļ jāņem + zīme. 

34. Taisnes vienādojumu simboli. Taišņu šķipsna. Taisnes 
normalvienādojuma 

X cos л -f- у sin а — р = О 

kreiso pusi apzīmējam ar simbolu N, tātad 

N = X cos а + у sin а — p. 
Izteiksme 

/V = 0, 

kā redzams, tad ir taisnes normalvienādojuma simbols. 

Taisnes vispārīga vienādojuma 

Ax + By 4- С = О 

kreiso pusi apzīmējam ar simbolu G, tātad 

G = Ax + By + С. 
Izteiksme 

G = 0, 

kā redzams, tad ir taisnes vispārīgā vienādojuma simbols. 

Apskatīsim simbolu N un G ģeometrisko nozīmi. 

Punkta P0 = x0 I y0 attālums no taisnes 

X c o s а - ļ - j / s i n a — p = 0 (1) 
ir 

x0 c o s a - f j / 0 S i n а — / ? . 
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Ievērojot šo izteiksmi, redzam, ka punkta P = x\y attālums no 
taisnes 

X cos a - f j / s i n a — p = 0 
i r i 

d = X cos a -\-y sin a — p. 

Augšējas izteiksmes labā puse ir tieši tā izteiksme, ko apzīmējam 
ar simbolu N. 

Redzams, ka simbols N izteic punkta P = x \y attālumu no taisnes, 
kas dota ar normalvienādojumu (1), vai ari no taisnes, ko rakstām ar 
normalvienādojuma simbolu 

N=0. 

Tātad: simbols Л/ izteic punkta P = x\ y attālumu no taisnes, kas 
dota ar simbolu 

Taisnes vispārīgo vienādojumu pārveidojam normalvienādojuma, 
dalot vispārīgo vienādojumu ar ± | Л 4 а -+ ß a . Tātad 

° = 0 
± ļ A 4 a -ļ- B* 

ir taisnes normalvienādojums, ko apzīmējam ar simbolu 

N—0. 

Ievērojot augšējo, redzam, ka 
0 Zn 

yrÄi + В* 
un 

G = N ( ± j / V l 2 + ß a ) . 

No minētā redzam, ka simbols G apzīmē punkta P = x \y attālumu 
no taisnes G = 0, reizinātu ar konstantu faktoru ± V А* + Я 9 . 

Vienādojumi N—0 

Л/ 2 = 0 

ir divu taišņu normalvienādojumi. Vienādojums 

Л/, - X N2 = 0 , 
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kur X ir skaitlis, ari izteic taisni, jo šis vienādojums attiecībā uz x un 
у ir pirmās pakāpes, tādēļ ka M un A/a attiecībā uz x un у arī ir 
pirmās pakāpes izteiksmes. 

Taisne 
N\ — X iV9 = 0 

iet caur taišņu 
M = 0, 

' ; W9 = 0 

krustošanās punktu, jo, tā kā ši krustošanās punkta koordinātas apmie
rina vienādojumus N\ — 0 un N2 = 0, tad redzams, ka krustošanās 
punkta koordinātas apmierina arī vienādojumu N\ — X N a = 0 . 

Ja X ir mainīgs lielums, tad katrai X vērtībai atbilst taisne caur 
taišņu Ni = 0 un N% = 0 krustošanās punktu. Vienādojums 

M — X N a = 0 

tātad izteic bezgalīgu daudzumu taišņu, kas visas iet caur taišņu 
M = 0 un Nļ = 0 krustošanās punktu. Šo bezgalīgo daudzumu 
taišņu, kas ir izteiktas ar vienādojumu 

Л/, — ХЛ/, = 5 . 0 , 

sauc par taišņu šķipsnu un augšējo vienādojumu par taišņu šķipsnas 
vienādojumu. 

Ja X = 0, tad šķipsnas vienādojums dod 

Ni = 0. 

Pārveidojot šķipsnas vienādojumu, dabūjam 

Ja X = со, tad 

Л/а = 0. 
Šķipsnas taisnes, kas atbilst vērtībām X = 0 un X = со, t. i. taisnes 

Ni = 0 un iVa = 0 

sauc par šķipsnas pamata taisnēm. 
Ja X = 1, tad 

Ntr=:Nr 

Apskatīsim, ko nozīmē izteiksme 
Ni = A/a. 
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Dotas divas taisnes ar attiecīgiem vienādojumiem Л/, = 0 un 
W2 = 0 (48. zīm.). 

Simbols Ni izteic punkta 
P = X I у attālumu no tais
nes ЛД = 0, simbols N3 

izteic punkta P = x\y at
tālumu no taisnes Л/а = 0. 

Izteiksme 

Ni = M2 

tātad parāda, ka punkta 
P = X I у attālums no tais
nes jVi = 0 ir vienlīdzīgs 
ar šā punkta attālumu no 
taisnes N2 = 0. 

Šāda īpašība ir visiem punktiem, kas atrodas uz taisnes I, kura 
dala uz pusēm leņķi starp taisnēm t\ un tļ. Taisnes I tekošā punkta 
P attālumi /Vi un Л/9 no taisnēm ЛЛ = 0 un jV 9 = 0 ir vienlīdzīgi, 
kā redzam no 48. zīmējuma, abi ar — zīmēm, jo punkti P un О nav 
šķirti ar taisnēm U un t2. 

Ja X = — 1, tad 

48. zīm. 

v a i 

M + y v a = 0 

M = — л/„, 

Ievērojot nule minēto, redzams, ka šis vienādojums izteic taisni II, 
kas arī dala leņķi starp taisnēm t\ un t> uz pusēm. Šinī gadījumā 
Nļ ir ar + zīmi un M ar — zīmi. Tātad 

M = - i V 2 . 

Ja taisnes dotas ar vispārīgiem vienādojumiem 

G, = 0 
un G 2 = 0, 

tad, līdzīgi apskatītam gadījumam, iznāk, ka vienādojums 

G, — X G 2 = 0 

izteic taisni caur taišņu d = 0 un G 2 = 0 krustošanās punktu. 
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Vienādojums 
Oi — X G a = О 

ar mainīgu X izteic taišņu šķipsnu, kuras pamatā ir taisnes Oi = О 
un O a = 0. 

Piemērs: 

Taišņu šķipsna iet caur punktu P = a ļ fi. Kāds ir šīs šķipsnas 
vienādojums? 

Punktu P dabūjam kā taišņu 

X = а un _y = p 

krustošanās punktu. Šīs taisnes 

Gi = л — а = 0 un G 2 ^=- _y — ß = О 

tad ir taišņu šķipsnas q 1 _ x q _ о 

pamata taisnes. Caur punktu P = а ļ p ejošās taišņu šķipsnas vienā
dojums tad ir 

'(X - а) - X (у - ß) = 0. 
Piemērs: 

Dabūt taišņu 
Aix -f Biv + C, == 0 . to) 

un 
A*x + B2y + C 2 = 0 fe9) 

bisektrises. 
Tā kā bisektrišu vienādojums ir 

M ± A/a = 0, 

tad taišņu vienādojumi (gļ) un (g2) jāizteic normalveidā un jāveido 
augšējā izteiksme. Dabūjam: 

Axx + B,y + С, + Atx + fla.y 4- C 8 _ Q 

±f k\ + B \ ~ ± V Al + Я? 

Šis vienādojums ir meklēto bisektrišu vienādojums. 
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Piemērs: 

Pierādīt, ka trīsstūra bisektrises krustojas vienā punkta (49. zīm.). 

Apzīmējam trīsstūra malas ar / , 2,3 un pie
ņemam koordinātu sakumu О trīsstūra iekšienē. 

Trīsstūra malu vienādojumi tad ir 

Ni = 0 
Л/а = 0 
Na = 0. 

49. zīm. 

1 bisektrises vienādojumi ir 

ЛД — Л/2 = 0 

un II bisektrises vienādojums — 

Л/„ — N, = 0. 

Saskaitot šos vienādojumus, dabūjam: 

(M - л у + (;va - A/B) = M — Л/„ = 0. 

Šis vienādojums izteic taisni caur I un II bisektrises krustošanās 
punktu, bet tas ir ari III bisektrises vienādojums. Tātad III bisektrise 
iet caur I un II bisektrises krustošanās punktu. 

Piemērs: 
Caur punktu P = 2 | 4 vilkt stateni pret taisni 

2x + 3y — 4 = 0 . (£) 

Veidojam taišņu šķipsnu caur punktu P: 
0 - 2 ) - л 0 , - 4 ) = 0 . (s) 

Šinī šķipsnā atrodas arī meklētais statenis. 

Apzīmējot taisnes (g) un stateņa virziena koeficientus attiecīgi ar 
mi un m.,, iznāk, ka 

/7*1 . fft<ļ — — 1. 

No taisnes vienādojuma (g) dabūjam, ka 

A 2 
« , = - ā = - 3 • 
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Par stateņa vienādojumu varam uzskatīt šķipsnas vienādojumu 

' ( J C _ 2 ) _ X O - 4 ) = 0 , 

kur X attiecīgi noteicams. Pārveidojot šo vienādojumu, dabūjam: 

x — \y + (4 X — 2 ) = 0. 

Šis taisnes, meklētā stateņa, virziena koeficients ir 

A 1 1 
m 2 _ _ - _ _ _ _ 

No izteiksmes 
2 1 , 

ГП\- ml — g- ' Y — 1 

dabūjam 

X - 1 

Liekot šo X vērtību šķipsnas (s) vienādojumā, dabūjam: 

2 2 л: _ .^. j , + 4 . I _ 2 = 0 

vai ari 

3 x — 2y + 2 = 0. 

Šis vienādojums izteic stateni pret taisni (g) caur punktu P. 

PIEKTĀ NODAĻA 

D A Ž A S LINEĀRAS TRANSFORMĀCIJAS 

35. Līdzības transformācija. Ar vienādojumiem 

x' B S cx 
у' = су 

katram punktam P = х | у plaknē tiek vienvērtīgi piekārtots punkts 
P' = x' ļ у un otrādi: katram punktam P' = x' \ y' plaknē tiek vien
vērtīgi piekārtots punkts P = x\y. 

Tāda veida piekārtošanu sauc par līdzības piekārtošanu vai līdzības 
transformāciju. 
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Šai transformācijai ir sekojošas īpašības. 
1) Piekārtoti punkti P un P' atrodas uz taisnes, kas iet caur koor

dinātu sākumu, jo punkta P rādiusa vektora virziena koeficients ir ^ 

un punkta P' rādiusa vektora virziena koeficients ir —, = ^ = . 
X1 CX X 

No aprādītā redzams, ka P un P atrodas uz taisnes, kas iet caur 
koordinātu sākumu. 

2) Piekārtotas taisnes t un if ir paralēlas. 
Taisnei 

Ax + By + С = 0 (g) 
ir piekārtota taisne 

AZ- + -H Č = 0 с 1 с 
vai ari 

Ах' + Д / + Cc = 0. (ft) 

Kā redzams, taisnei (ft) piekārtotā taisne (g1) ir paralēla taisnei ((f). 
Taisnes nogrieznim 

ir piekārtots nogrieznis 

P\Pi = V{x\-x\? +{у* -y{f = V"(cxi-cxļ)*+(cy<i-cyiyi = 

, =cyr{x.i-xxf + {yi-yxy. 
No tā redzams, ka 

Р\Р'2 = СР,Р2. (1) 

3) Ievērojot aprādītās īpašības, iznāk, ka Л ABC со Д А' В' С (50. zim.). 
Punktu 0 sauc par līdzības centru. Kā redzam no 50. zīmējuma, 
minētie trīsstūri ir ne tikai līdzīgi, bet arī līdzīgi novietoti. 

Attēlus, kas ir līdzīgi un līdzīgi no
vietoti, sauc par homoietiskiem. 

Trīsstūra ABC laukums ir 

un trīsstūra A'B'C laukums — 

2 50. zīm. 
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Tā kā nogrieznim g ir piekārtots nogrieznis ģ un nogrieznim h ir pie
kārtots nogrieznis h', pie kam 

g' = j cg un К — ch, 
tad 

p, _ — c s - c h — ^ilt 
2 ^ 2 2 " 

No tā iznāk, ka 
F = c 2 /=•. 

Skaidri redzams, ka kāda nogriežņa viduspunktam M atbilst šim 
nogrieznim piekārtotā nogriežņa viduspunkts M. 

36. Homogena transformācija. Ar vienādojumiem 

x' — X 
un у' = cy 

noteikto transformāciju sauc par homogenu transformāciju. Ar šiem 
vienādojumiem katram punktam P = х \ у plakne tiek piekārtots 
punkts P' = x' ļ у1, kura abscisa ir tāda pati kā punktam P, bet ordi
nate ir punkta P ordināra, reizināta ar faktoru c. 

Ja c> 1, tad ordinatas tiek stieptas, bet ja с < 1, tad spiestas 
(51. zīm.). 

Homogenai transformācijai ir šādas īpašības: 

1) Piekārtoti punkti P un P> atrodas uz 
taisnes, kas paralēla у asij. 

2) Piekārtotas taisnes t 

Ах + ßy + С = 0 
un V 

51. zim. Ax' + ВУ- + С = 0 

krustojas uz л- ass, jo šo taišņu asu nogriežņi uz x ass 

С С a = — А ш a' = — д , 

kā redzams, ir vienlīdzīgi. 

3) Divām paralēlām taisnēm tj un t2 

Ax -f- £ļy + Ci = 0, (/i) 
-f ßy -f C a = 0 ft) 

60 



piekārtotās taisnes t\ un l 2 

Ax- + B'- + Cx = 0, (ßl) 
Ax' + ВУ-с + C a = 0 

ari ir paralēlas. 
4) Nogriežņa PXP% viduspunkta M koordinātas ir 

v - x i + *a. „ _ ^ i + ^ a  
•«л = 2 » ^ л — 2 * 

Šim nogrieznim piekārtotā nogriežņa P i P a viduspunkta ЛГ koordi
nātas ir 

. _ x\ + х'2 
хм = — 2 — » 

Tā kā J C * = X un у = су, tad nule minētās izteiksmes pārveidojot, 
dabūjam: 

X\ + *a 

un 
хм = 

Ул — 2 — 2 — с 2 ' 
No ta redzam, ka 

un 
X M! = Хм 

yM> = cyM, 

kas nozīmē, ka homogenā transformācijā nogriežņa viduspunkts pār
vietojas šim nogrieznim piekārtotā nogriežņa viduspunktā. 

5) 52. zīmējumā redzams, ka 

F = A1,2,3 = 8 ^ - ^ 

un 

F' = А Г 2' 31 = # X V 3 J Z L ^ 1 = 

= f (cyt — * Л ) = ļ c (y3—y2). 

No tā varam secināt, ka 
52. zīm. 

F' = cF. 
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SESTĀ NODAĻA 

LĪKŅU KLASIFIKĀCIJA. VISPĀBĪGAS IZTEIKSMES PAR 
LĪKNĒM. PIESKARE 

37. Līkņu klasifikācija. Vispārīgas Izteiksmes par līknēm. Pie
ņemam, ka vienādojums 

F(x,y) = 0 

ir algebrisks. Vienādojuma loceklim tad ir šāds veids: 

... Мхг>у, 

Te M ir pastāvīgs koeficients, pakāpes rādītāji r un 5 ir veseli pozitivi 
skaitļi. Vienādojumā esošo lielāko r vērtību sauc par vienādojuma pakāpi 
attiecībā uz л:, lielāko s — par vienādojuma pakāpi attiecībā uz y. 
Lielāko sumu r + s sauc par vienādojuma pakāpi vispār. 

Šāda vienādojuma attēls Dekarta koordinātu sistēmā ir līkne. Šīs 
līknes krustošanās punktus ar taisni dabūjam, kopēji atrisinot līknes 
vienādojumu 

F(x,y) = 0 (/) 

un taisnes vienādojumu 
у = mx - f b. (t) 

Ja līknes vienādojums F (x,y) = 0 ir л-tās pakāpes, tad, ievietojot 
tajā_y vērtību no (t), dabūjam л-tās pakāpes algebrisku vienādojumu 
attiecībā uz x kā nezināmo. 

Šim vienādojumam, kā zināms, ir n saknes 

Xļ, X<ļ, xs xn. 

Ievietojot šis vērtības vienādojumā (/), dabūjam n vērtības: 

Mii y<z> Уз Уп' 

Punkti Px = хг \yu P2 = x2 I y2 . . . . Pn = xn I yn ir taisnes (0 
krustošanās punkti ar līkni (/). 

Tātad, ja līknes vienādojums ir я- täs pakāpes, tad taisne krusto līkni 
n punktos. Šādu līkni sauc par я- tās kurtas līkni. Redzams, ka n-tās 
pakāpes vienādojuma attēls ir я-tās kārtas līkne. 
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Taisnes krustošanās punkti ar līkni var būt reāli vai ari imaginari. 
Imaginari krustošanās punkti arvien ir pāra skaitā. 

Ja krustošanās punkti ir reāli un ja divi no tiem sakrīt vienā punktā, 
t. i., ja Xļ = x2; yx = y2> tad taisne šādā punktā līknei pieskaras. 

Ja līknes vienādojuma kreisā puse ir vesels racionāls algebrisks 
polinoms, tad līkni sauc par algebrisku. Ar piemērotu pārveidojumu 
katru algebrisku vienādojumu var pārvērst veselā racionālā vienādojumā. 

Ja līknes vienādojums ir transcendents, tad līkni sauc par transcen
dentu. 

Ja līkne dota ar algebrisku vienādojuma, tad līknes stāvokļa un 
veida izpētīšanā taisnleņķa koordinātu sistēmā lietojam šādas izteik
smes: 

1) Ja punkts P0 = хй I _y0 apmierina līknes vienādojumu F (x ,y)z=0, 
t. i., ja 

F (*o .Д'о) = 0. 

tad šis punkts atrodas uz līknes. 
2) Ja līknes vienādojumā nav absolūtā locekļa, tad punkta О = 0 | О 

koordinātas apmierina līknes vienādojumu, tātad punkts О atrodas uz 
līknes. Šādā gadījumā līkne iet caur koordinātu sākumu. 

Piemērs: 
Līkne 

X2— У + X + 2y = 0 

iet caur koordinātu sākumu, jo vienādojums ir apmierināts ar л: = О 
un у = 0. 

3) Ja līknes vienādojuma 

F(x,y) = 0 («) 

polinoms sadalās faktoros, piemēram 

F (x ,y) = y (x,y)-<Ļ(x ,y), (ß> 

tad līkne sadalās divās līknēs. 

Pierādījums: 

No izteiksmes (13) redzams, ka 

F(x,y) = 0, 
ja liekam 

<t(x,y) = o. ( Y ) 
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Vienādojums (Y) izteic Ilkni. Katrs līknes (Y) punkts P = x \ y, saskaņā 
ar teikto, apmierina ari vienādojumu (a), tātad tas atrodas ari uz līknes 

F (x,y) = 0. 

Tieši tāpat dabūjam, ka katrs līknes 

<\>(x,y) = 0 (8) 

punkts atrodas ari uz līknes 

F(x,y) = 0. 
Tātad, tikpat līknes 

<p(x,y) = 0 

punkti, kā ari līknes 
$(x,y) = 0 

punkti atrodas uz līknes 

F(x,y) = 0. 

No tā redzams, ka līkne F (x , y) = 0 ir līkņu <p (x , y) = 0 un 
ф (* , = 0 kopums, t. i., līkne F(x,y) = Q ir sadalījusies līknes 
<P (* .У)i = 0 ц п Ф (•* >У) = °-

4) Ja līknes vienādojums 

PG*,jv) = 0 

ir «-tās pakāpes homogens polinoms, attiecībā uz x un y, tad līkne 
.sadalās n taisnēs, kas iet caur koordinātu sākupiu. 

Pieņemam, ka vienādojums ir я- tās pakāpes polinoms. 

Ayn + By"-1 X + С у " - 2 л;2 + . . . . + Qxn — 0 . (e) 

Pārveidojam šo vienādojumu, dalot to ar xn; dabūjam 

Uzskatot ļ̂ ļ par nezināmo, apzīmējam augšējā я-tās pakāpes vie

nādojuma saknes ar 

^ii kļ, kn. 
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Sadalot augšējā vienādojuma polinomu sakņu faktoros, dabūjam: 

Saskaņā ar nule pierādīto teorēmu, līkne (e) sadalās līknēs: 

У = k,\ =- = ko; un У = k„, 
X 1 X * X 

kas dotajā gadījumā katra izteic taisni caur koordinātu sākumu. 

5) Ja л-tās pakāpes vienādojumā nav x, tad tas izteic n taisnes, 
kas paralēlas x asij. 

Vienādojumam 

Д У + By" - 1 + + Py + Q = О (X) 

ir п saknes: ku ARA, k„. 

Sadalot vienādojuma polinomu faktoros, dabūjam: 

A (y — kx) (y — fh) (у — k„) — 0. 

Kā redzams, līkne (X) sadalās taisnēs 

y = k1; y = ko\ y = k„, 
kas paralēlas x asij. 

Tāpat pierādāms: ja vienādojums ir я-täs pakāpes un tajā nav y, 
tad tas izteic n taisnes, kas paralēlas у asij. 

6) Ja līknes vienādojums ir tāds, ka, liekot tanī x vietā —x , tas 
nemainās, tad līkne ir simetriska pret у asi. 

Pieņemam, ka, liekot līknes vienādojumā x = a, dabūjam у = b. 
Tā kā, saskaņā ar pieņēmumu, vienādojums nemainās, ja tajā liekam 
X = —a, tad ari šinī gadījumā dabūsim у — b. 

Punkti 
P = a\ b\xnPl = —a\b 

ir simetriski pret у asi. 

Tāpat: 
ja līknes vienādojums nemainās, liekot tanī у vietā —y, tad līkne 

ir simetriska pret x asi. 
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Ja līknes vienādojums nemainās, liekot tanī x vietā —x un у 
vietā —y, tad līkne ir simetriska pret у un x asīm. 

7) Ja līknes vienādojumā 

F(x,y) = 0 

X vietā liekam у un у vietā x, t. i., veidojam līkni 

F(y,x) = 0, 

tad šīs līknes atrodas simetriski attiecībā uz bisektrisi 

у = X. 

Ja punkts / \ = a | ft ir līknes F (x, y) = 0 punkts, tad punkts Я 2 = ft | о 
ir līknes F(y ,x) punkts (53. zīm.). 

Punkti Pļ un Pļ ir simetriski pret bisektrisi. 

У 

54. zīm. 

8) Ja līknes vienādojums ir simetrisks attiecībā uz л: un y, 'tad 
tas nemainās, ja x vietā liekam у un у vietā л:. Tādā gadījumā līkne 
ir simetriska pret bisektrisi. 

Saskaņā ar (7), līknes F (x , y) = 0 punkts Рг un līknes F ( y , x) = 0 
punkts P 2 ir novietoti simetriski pret bisektrisi. 

Ja, apmainot mainīgos, vienādojums F (x ,y) = 0 nav mainījis savu 
veidu, tad līknes F(y, л:) = 0 punkts P2 ir arī līknes F{x ,y) = 0 punkts; 
tātad līkne F (x ,y) = 0 ir simetriska pret bisektrisi. Līkne ar šādu īpa
šību ir dota, piemēram, ar vienādojumu 

xy = Ф. 
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Šis vienādojums nemainās, ja x vietā liekam у un у vietā x. Līknes 
attēls parādīts 54. zīm. 

9) Punktu, kurā visas līknes chordas dalās uz pusēm, sauc par 
līknes centru. 

Ja līknes vienādojumu apmierina punkti 

Px = ax I bx\ Po = a a I bļ\ P„ = a„ \ b„ 

un arī punkti 

P; = - ax I - bx; Pļ = - a a | - * a ; . . . Pn = - an | - b n, 

tad koordinātu sākums ir līknes centrs. No 55. zīmējuma redzams, ka 
tādā gadījumā katra chorda Pn P„ dalās uz pusēm koordinātu sākumā, 
kas tad ir līknes centrs. 

10) No līknes 

F(x,y) = 0 
dabūjam līkni 

F(x ,c1y) = О, 

deformējot līkni F (x , y) = 0 у ass 
virzienā ar deformācijas faktoru cv 5 5 . zim. 

Līkni 
F (c2 X ,y) = 0 

dabūjam no līknes F {x , y) = 0, deformējot šo Ilkni x ass virzienā 
ar deformācijas faktoru c 2. 

Līkni „ , V л 
F (<ye, cxy) = 0 

dabūjam no līknes 
F(x,y) = 0, 

deformējot šo līkni x ass virzienā ar deformācijas faktoru c2 un defor
mējot līkni 

F(c2x ,y) = 0 

у ass virzienā ar deformācijas faktoru Cļ. 

Piemērs: 

Ko varam izteikt par līkni, kuras vienādojums ir 

У = x3? 
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1) Līkne ir trešās kārtas. 
2) Līkne ir simetriska pret x asi, jo vienādojums nemainās, ja у 

vietā liekam — y . 
3) Līkne iet caur koordinātu sākumu, jo vienādojums ir apmie

rināts ar X = 0 un у = 0. 
4) у ir reals tikai ar pozitiviem x, līkne atrodas pa labi no у ass. 
5) No 2) un 3) varam secināt, ka līknei ir divi zari, kas iziet no 

koordinātu sākuma. 

38. Līknes pieskare. Uz dotas līknes pieņemam punktus Px = xx\yx 

un P2 = x2 \y2 (56. zīm.). 

Caur punktiem Px un P2 vilktās 
taisnes vienādojums ir 

Ja punkts P2 uz līknes tuvojas 
punktam Px, tad taisne s griežas ap 
punktu Px. Ja punkts P 2 atrodas pa
visam tuvu punktam Px, tad taisne s 
pieņem pilnīgi noteiktu robežstāvokli t. 
Šo sekantes s robežstāvokļa taisni t 
punktā Px sauc par līknes pieskari 
punktā Px. 

Ja punkts Я 2 — Px, tad x2 — xx un y 2 — y x . 
Ievērojot augšējo, redzams, kā pieskares vienādojumu līknes punktā 

Px dabūjam no vienādojuma (1). 

Tātad: 

5 6 . z i m . 

Ух lim Уч— У i 
X, ->xt

 X 3 ~ X l 
(x — xx). (2) 

Šis vienādojums dod pieskares vienādojumu līknes punktā Px. 

Piemērs: 
Dabūt pieskares vienādojumu līknes punktā Px = xx ļ y u ja līk

nes vienādojums ir 
X* + / - r a = 0. 
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Lietojot formulu (2), iznāk, ka 

*a — x i 0 

Šo nenoteiktību varam novērst ar sekojošu paņēmienu. 
Tā kā punkti Я, un P a atrodas uz dotās līknes, tad 

un arī 
x\-\-yl-r* = 0. 

No augšējiem vienādojumiem dabūjam: 

ixl — x$ + (yl-yb = 0 
vai arī 

(•*a + xi) (*a — *i) + (ya + jfO ( л — yt) = 0. 
No augšējā vienādojuma dabūjam: 

У2—У1 _ _ -*a + *i 
— * i Л + Л ' 

Ievērojot (3), vienādojumu (2) rakstām: 

(3) 

' - л = ^ ( - Ш ) < * - * > - <4> 

No (4) dabūjam: 

X, -> X, 
л - » » 

У — Л ~ — £ (* — (5) 

Šis vienādojums ir pieskares vienādojums dotās līknes punkta 
Pi=xi \У1-

Šo vienādojumu varam pārveidot šādi: 

vai ari 
УУ1 - - У? = — + x] 

x x i + JVi — (*? + J # = 0. 
Tā kā 

xi +y\ = r\ 

tad augšējo vienādojumu rakstam: 

хх^уу! — r'* = 0. (6) 
Ņemot vērā, ka dotā līkne ir riņķis ar centru koordinātu sākumā, 

vienādojums (6) dod šā riņķa pieskares vienādojumu. 
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S E P T Ī T Ā N O D A Ļ A 

O T R Ā S K Ā R T A S L Ī K Ņ U V I E N Ā D O J U M A D I S K U S I J A 

39. Teorēmas. Otrās pakāpes vienādojuma 

a* a + bx -f- с = 0 
saknes ir: —£ + 1/¾ 
un 

No augšēja secinām: 

* i + = 

un 
с 

X, • Xn = — • 1 л а 

Šīs izteiksmes rāda: 
1) ja vienādojumā nav absolūtā locekja c, t. i . , j a c = 0, tad viena 

sakne ir 0; 

2) ja vienādojumā nav locekļa ar x, t. i., ja b = 0, tad sakņu suma ir 0. 

Pārveidojam vienādojumu 

ax"3 -f- bx + с = 0, 
liekot 

1 
X ~ • 

г 
Tad dabūjam: 

- n H Ь с = 0. 

Reizinot šo vienādojumu ar г 2 , dabūjam: 

a + Аг + сг 3 = 0. 

Ja šai vienādojumā а = 0, tad, saskaņā ar augšējo, 

zx — 0 , un tādē| ^ = 00. 
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Ja arī b = 0, tad arī * a = 0, un tādēļ arī x9 = o o . 

No augšēja redzam: ja otras pakāpes vienādojuma 

fljc9 + Ьх + с = 0 
liekam а = 0, tad viena sakne ^ = 0 0 . 

Ja liekam: 
a = 0 un b = 0, 

tad 
jc x = 00 un arī Xļ= 00. 

40. Otrās pakāpes vienādojums. Izteiksmē 

d\X + day -f- а 8 г (а) 
saucam pēc kārtas: л; par pirmo, у par otro un z par trešo mainīgo. 
Visi koeficienti te apzīmēti ar burtu a. Koeficientu rādītāji 1, 2, 3 
norāda, pie kāda mainīgā koeficienti atrodas. Tā, piemēram, koeficients a a 

atrodas pie otrā mainīgā, t. i. pie y. 

Augšējās izteiksmes kvadrāts ir: 
axax X* + a aa a _y2 -f- а 3 а 8 г 2 + 2aja a jcy -f 2a x a 3 xz + 2о аа в .yz. (£) 

Šinī izteiksmē apzīmējam: 
ахах ar ахх\ а 2 а 2 ar a a a ; я 3 а 8 ar a3a 

un а га а ar a 1 2; a 1 (7 3 ar a 1 3; a 2a 3 ar a 2 8 

Augšējie apzīmējumi rāda, ka: 
a 1 2 = a a i ; fl13 = a 8 1; a a 3 = a 3 2 . 

Ievērojot izteiksmes (c), izteiksmi (6) varam rakstīt: 
axx X2 + flMy3 + a 3 3 г 2 -f- 2 a i a + 2a 1 3 xz + 2a a 8 уг. (d) 

Liekot šai izteiksmē z = 1, dabūjam otrās pakāpes pilnīgu neho-
mogenu izteiksmi ar mainīgiem x un 3/: 

axx X2 + a a a У + 2a 1 2 xy + 2a J 8 x + 2a 2 8 у + a 3 8 . (e) 
Ievērojot (d), redzam, ka 
koeficients an atrodas pie л;2, pie y\ un a 3 3 atrastos pie г 2 , bet 

tā kā likām z = 1, tad a 3 8 ir augšējās izteiksmes absolūtais loceklis; 
koeficients a 1 2 atrodas pie xy; koeficients a 1 8 atrodas izteiksmē (d) 

pie лтг, bet tā kā z = 1, tad izteiksmē (e) koeficients a l 3 atrodas pie jc. 
Tāpat redzams, ka koeficients a 2 8 atrodas izteiksmē (e) pie y. 

Tālāk te jāievēro, ka pie ху, х, у atrodas koeficienti 

2fl 1 2, 2a 1 3 , 2 a 2 3 . 
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Pielīdzinot izteiksmi (e) nullei, dabūjam pilnīgu otrās pakāpes 
vienādojumu ar mainīgiem x un y: 

«u X* + 2 a i a xy 4 aaa У + 2а , я х 4 2 а а я у 4 а 9 8 = 0. (1) 

41. Otrās kārtas līknes krustošanās punkti ar taisni. Otras pa
kāpes vienādojums ar mainīgiem x un y. 

an X* + 2 a 1 9 xy + Ом у 9 + 2 а 1 в дс - f 2 а а 8 .У + «s» = 0 , (a) 
kā redzējām, izteic otrās kārtas Ilkni. 

Pārveidojam koordinātu sistēmu, liekot: 

X = J C 0 -f X1  

У =Уо +/ 
Tad vienādojums (а) dabū veidu: 

a n j c ' a - f 2 a 1 9 * y 4 a 8 9 / a -f 2дг'(а ил: 0 + a19y0+ a 1 8 ) 4 - 2 / ( a 2 i X 0 + 

+ «M .Уо 4 «as) 4 «11 V + 20l2 -«o ^0 + «22 V + 2a 18 -«o + 202,^/(, 4-
4 a S 8 = 0. (а') 

Apzīmējam: 

«u *b" + 2 a i a лг0 .Уо + «aa V + 2 a 1 8 x0 + 2 a 2 8 j>0 + am = 5 . (c) 

Šo izteiksmi pārveidojot, dabūjam (ievērojot, ka a i a = a a i utt.): 

-«o («u -«о + flia J'o + «is) + .Уо («ai -«o + a„y0 + a 2 3 ) + 

+ («81 •«0 + «82 Уо + «8в) = Si (О 
Ievērojot (с) un (c')» vienādojumu (а') varam rakstīt: 

« п * " + 2 а 1 2 х'у' 4- «aa / a + 1х' ( а п 4 а12у0 + «ie) + 
4 2 / ( а 2 1 х 0 4 а2а>>о + «зв) + S = 0 . (Z.) 

Ar vienādojumu (а) ir dota otrās 
kārtas līkne koordinātu sistēmā 
(О, X, y) (57. zīm.). Ar vienādojumu 
(а') vai (Z.) ir dota tā pati līkne 
koordinātu sistēmā ( 0 \ x',y'), kas 
paralēla sistēmai (О, .у)-

No koordinātu sistēmas (O', x',y') 
sakuma punkta O' velkam taisni g: 

57. zīm. у = mx'. (d) 
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Liekot šo у1 vērtību vienādojumā (I), dabūjam vienādojumu: 

*'a (an + 2 a i a m + a M ma) + 2*' [ fa u * 0 + a, 2 v 0 + а ц ) + 

+ /n (a2i *o + апУо + *ая)] + 5 = 0 . О) 

Šis vienādojums dod taisnes g un līknes Z. krustošanās punktu 
P, un P a abscisas. 

42. Līknes pieskare. Līknes sadalīšanās taisnēs. 1) Līknes pie
skare. 

Koordinātu sistēmas ( 0 \ xf,y') sākuma punktu O' = x0\y0 varam 
novietot pēc patikas. Pieņemam, ka tas atrodas uz līknes L Tad punkta 
O' koordinātām x0 un y0 ir jāapmierina līknes vienādojums 

an дса + 2 a ] 2 xy + a 2 2 va + 2ais x + 2a2Sy + a 9 8 = 0. 

Ievietojot šai vienādojumā лг0 un y0, dabūjam vienādojuma kreisajā 
pusē izteiksmi, ko apzīmējām ar S, sk. [41, с]. 

Tātad, ja O' atrodas uz līknes L, tad 5 = 0, ko ievērojot, vienādo
jums [41, e\, kas dod krustošanās punktu Px un P 2 abscisas, dabū veidu: 

xn (an + 2 o 1 2 tn -ļ- o<ļļ m a) + 2* [(a„ x0 + fli2 y 0 + o 1 8 ) + 

+ /я (a 2 1 x0 + 0 2 , ^ 0 + Aas)] = 0. 

Šis vienādojums rāda, ka tā viena sakne (sk. [39]) 

* ; = 0 . 

Ja augšējā vienādojumā arī 

on x0 + a 1 2 y0 + fl18 + m (a a i x0 + flaa y0 + flae) = 0, (1) 

tad, ievērojot [39], arī 

x\ + ** = 0, 

bet tā kā ar 5 = 0 ari x\ = 0 , tad iznāk, ka 
x'2 = 0. 

Tātad ar 5 = 0, un ja ievērota arī izteiksme (1), dabūjam: 

x\ = 0 un x'2 = 0. (2) 
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No vienādojuma 
у = тх' 

redzams, ka šādā gadījumā arī 

y{ = 0 un y4 = 0. (3) 

Izteiksmes (2) un (3) rāda, ka taisnes G krustošanās punkti ar līkni 
L, punkti P ļ un P a , sakrīt ar koordinātu sākumu O' (sk. 58. zīm.): taisne 
G tātad ir līknes L pieskare punktā 0'. 

No vienādojuma (1) dabūjam pieskares virziena koeficientu 

58. zīm. 

m _ Qņ -*¾ + «га Уо + «īs > ^ 
02i x0 -\- flaaJ'o ~b «as 

Šos an, ö 1 9 da
būjam no līknes vienādojuma; x0 

un y Q Ir uz līknes esošā pieskares 
punkta koordinātas. 

Piemērs: 
Kāds virziens ir pieskarei līknes 

punktā P = •*„ I y 0 , ja līknes vienā
dojums ir 

X* + y* — r 2 = 0? 
No līknes vienādojuma dabūjam 

On = 11 ом = 1; « 3 3 = — r<i\ flia = «ai = 0; öis = osi = 0; 
ö 2 3

 = «за = 0. 
Liekot augšējās vērtības izteiksmē (A), dabūjam: 

/я 
1 • Хо + 0 • y0 + 0 Xq 
0 • x0 + 1 • y0 + 0 ~~ _y„ 

Pieskares vienādojumu koordinātu sistēmā ( 0 \ x ' , y ) dabūjam, ievie
tojot taisnes g vienādojumā [41, d] m vērtību no A; tad 

, _ flņ *n + «1 ,2 JVo + Q 
у = 1Я 

° 2 1 X0 + fl22 Уо + Ö 2 S 
X'. 

Ievietojot augšējā vienādojumā 

У =У—Уо, 
X ' X ™™ X(\ ļ 
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dabūjam pieskares vienādojumu koordinātu sistēma (O , x ,y): 

^ «и + ОааЗ'о + а 3 8 

Reizinot ar saucēju un sakārtojot vienādojumu, dabūjam: 

* («ii xo + «īa Уо + «u) + У («ai *o + «я» Л + ^as) — [xQ ( a u * 0 + 

+ flia + «и) + > (a 9 i * 0 + ^83^0 + e 9 8 )] = 0. (4) 

Salīdzinot augšējas izteiksmes stūrainās iekavās esošo izteiksmi ar 
[41, c'], redzam, ka 

xo ' (flu xo + flia Уо + вы) + Уо (ваг *о + вааУо + в а 8 ) = 

= 5 — (а 3 1 х0 + а з а j / 0 -f- а в 8 ) . 

Ievērojot, ka še 5 = 0, vienādojumu (4) varam rakstīt: 
x (вц xo + e 1 2 y0 + c 1 8 ) + .у (а 2 1 * 0 + а 2 8 j , 0 + a a„) + ( а 8 1 x 0 + 

+ в 8 2 % + а В 8 ) = 0. (В) 

Šis vienādojums ir pieskares vienādojums līknes punktā x0 | y0. 
Piemērs: 
Kāds ir pieskares vienādojums elipses punktā P0 = xQ \ y0 ? 
Elipses vienādojums ir 

No šā vienādojuma dabūjam 

% = ^ - i ai2 = a 2 i = 0; а 2 2 = ^ ; fl38 = — 1; = а 8 1 = 0; а 2 3 = а 8 2 = 0 . 

Ieliekot koeficientu vērtības pieskares vienādojumā (B), dabūjam: 

X ( ļ a - x0 + 0 . y 0 + 0) +y(0 - x0 +Ļ • Уо + 0) + (0 - xQ + 0 • y0— 1) = 0 . 

Tātad 
• xo i У • Уо , _ л 

ir pieskares vienādojums elipses punktā P„ = x0 | 

75 



2) Līknes sadalīšanas taisnēs. 
Pieņemam kā agrāk, ka punkts 0' = x0\ y0 atrodas uz līknes, tad 

5 = 0 . 
Pieņemam arī, ka vienādojuma |41, e] līknes koeficientiem ir tādas 

vērtības kā 
All •«0 + ^12^0 + ei8 = 0 ļ 
«2i * o Ь a3iy0 + С и = 0 J ' 

Tā ka arī ar šiem noteikumiem vienādojums (1) ir apmierināts, 
tad arī tagad taisne g krusto līkni L divos, punktā O' kopā sakrltošos 
punktos. Kā redzams no izteiksmes (A), ievērojot (4), tagad virziena 
koeficienta m vērtība ir nenoteikta. 

Tas ģeometriski nozīmē, ka katra taisne, kas iet caur punktu 0', šinī 
gadījumā krusto līkni divos, punktā 0' sakrltošos punktos. 

Ievērojot pieņēmumu 5 = 0 ип izteiksmi (5), līknes vienādojums 
koordinātu sistēmā (0',x',y') dabū veidu: 

an X'» 4 2 в 1 2 X1 y' + a ^ / » = 0 . 

Šis vienādojums ir otrās pakāpes un homogens un tas, saskaņā ar 
| 3 7 , 4], izteic divas taisnes caur punktu O'. Tātad līkne ir sadalījusies 
divās taisnēs. 

Liekot izteiksmē [41 , c'\, kas izteic 5 , izteiksmes (5) un ievērojot, ka 
šinī gadījumā 5 = 0, dabūjam, ka 

e 8 i x0 + a 8 2 y0 + в 8 8 = 0. 

Tātad, ja 5 = 0 un ja ievērotas izteiksmes 15), tad pastāv kopēji 
vienādojumi: 

a n x0 4 ö i s j ^ o + в 1 8 = О 

в 2 1 х0 4- Ом Уо 4- взз = 0 i . (6) 
e 8 i х0 4- вю^о 4 вад = О 

Šie trīs attiecībā uz x0 un y0 nehomogēnie vienādojumi var ko
pīgi pastāvēt tikai tad, ja determinante 

A = 

в ц fll2 Ö18 
o 2 i ö 2 3 
a 3 1 ö 8 2 a 3 8 

= 0. (C) 

Tātad pazīme, ka līkne, kas dota ar vienādojumu (a), sadaļas divās 
taisnēs, ir: А — 0 
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Kā redzams, determinante A ietilpst visi līknes vienādojuma (a) 
koeficienti a n , a i a (ievērojot, ka a l a = a 9 l , a 1 8 = c s l utt.). 

Taisnes, kurās sadalās līkne, krustojas punktā, kura koordinātas 
x0 I y0 dabūjam, atrisinot attiecībā uz x0 un y0 divus no vienādoju
miem (6). 

43. Līknes centrs. Par līknes centru sauc punktu, kurā visas līknes 
chordas dalās uz pusēm. 

Pieņemam, ka vienādojumā [41, e] koeficients pie 2x' ir nulle: 

flii*o + « W o + «18 + « ( « а Л + апУо + «аз) = 0- (1) 
Tad, saskaņā ar [39], 

Xl' + x4 = 0 (2) 

un, ievērojot taisnes g vienādojumu [41, d\, ari 

, # ' + Л ' = 0. (3) 

Bet tad arī 

xļ + xļ 
2 

У1+У* _ " T V = 0. (4) 

Izteiksmes (4) rāda, ka punkts 
<У = x0 I y 0 dala chordu Pt P2 

uz pusēm. Šis chordas virziena 
koeficientu m dabūjam no izteik
smes (1), tātad: 

+ «la^o + «ia 
"98 

Pieņemam, ka O' noteikts tā, ka 

m 59. zim. 

anx0 + а1Яу0 + al3 = 0 

«ai-^o ~~\~ «aaj'o «98 ~~ 0 

tad /и ir nenoteikts: 

(5) 

m = 

Tas nozīme, ka punkts O' = x0 ļ ,y0 noteikts tā, ka katra chorda, 
kas iet caur šo punktu, tanī dalās uz pusēm. Punkts O' tātad ir 
līknes centrs. 
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a 1 3 Ö18 ļ . _ «ii flia 

Ö28 1 ' a a i flaa flai flaa 

Centra koordinātas dabūjam, atrisinot vienādojumus (5) attiecībā 
uz x0 un y0: 

x0:y0:\ = 

Kā redzams, augšējas determinantes ir determinates A apakš-
determinantes: 

•^31» •^32» ^38-

Tātad līknes centra koordinātas ir 

v A l . ,. ^82 
л 8 3 ^38 

(D) 

Ja Aw ф 0, tad centra koordinātas ir galīgi lielumi. 
Ja A3s = 0 un AS1 un Aa2 Ф 0, tad centrs atrodas bezgalīgi tālu. 
Tā kā centra koordinātas dabūjam no pirmās pakāpes vienādo

jumiem (5), tad x0 un y0 ir vienvērtīgi un reāli; tas nozīme, ka otrās 
kārtas līknei ir tikai viens un pie tam reals centrs. 

Ja Am = 0 , tad 

О ц #22 021 ^12 

Ja A31 = 0, tad 

0 va ian ^ = ^ . 
a 2 1 fl22 

a i 2 fl23 — fl22 013 = 0 vai arī — ; 

°22 No augšējā secinām, ka 

vai ari: a n fl28 On 
«21 

Ö23 Oo, a 21 "13 

»13 

0. 

Augšējā izteiksme rāda: ja A33 = 0 un Aai = 0, tad ari Л 3 2 = 0. 
Gadījumā, ja Л 8 8 = 0; Л 8 1 = 0 un Л 8 2 = 0, dabūjam: 

Xq 
0 . 0 
o ' y ° - ō 

Kā redzams no augšējā, šādā gadījumā 

0 u 
021 

012 
022 

018. 
0J8 
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Šī attiecība rāda, ka vienādojumos (5), kas noteic centra koordi
nātas x0 un y0, koeficienti ir proporcionāli. Tas nozīmē, ka centra 
koordinātas x0,y0 noteic tikai viens vienādojums (5), t. i. 

ö u * o + а^Уо + dm = 0. 
Šis vienādojums dod ne pašus x0 un y0, bet gan sakaru starp tiem. 

Uzskatot x0 un y0 par mainīgiem, augšējais vienādojums izteic taisni, 
un katrs šis taisnes punkts ir līknes centrs. 

Tā kā A S 1 = 0; Л з а = 0; A S A == 0, tad arī A = 0, kas norāda, ka 
šādā gadījumā līkne sadalās divās taisnēs. Dotajā gadījumā šis taisnes 
ir paralēlas, un vidus līnija starp šīm taisnēm 
ir augšā minētā taisne — līknes centru vieta 
(60. zīm.). 

Še taisnes Lx un Z.a ir līknes L sastāvdaļas 
un g ir līknes L centru vieta. Katra taisne, kas 
iet caur Cx vai Cy utt., dalās attiecīgos 
punktos Clt Cļ . . . . u z pusēm. 60. zīm. 

Piemērs: 
Dots līknes vienādojums 

*2 — 2xy + 2y 2 — 4x — 6y - f 3 = 0. 

Dabūt līknes centra koordinātas. 

Te On - -1; 2a 1 2 = — 2 un a i a = a 2 1 = — 1; a 2 a = 2; 2a 1 8 = — 4, 

tātad a 1 8 = a 3 1 = — 2; 2a 2 B = — 6, tātad а 2 8 = a 3 a = — 3 ; uaa = 3. 

Centra koordinātas x0 un y0 dabūjam, izlietojot dotās formulas 

I 1 - 1 
I —1 2 •^38 — 

an a i a 

«31 FL2'2 
= 1; 

Л з а — 

Л 3 1 — 

an «ja 

°21 fl28 

fl12 a l S 

a22 a 2 3 

_ 7 
Ass 

1 —2 
- 1 —3 

1 —2 
2 —3 

5; 

= 7. 

v Л 8 1 7 Л ю  5 
1 
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44. Līknes diametri . Ja dots punkts O' = x0 \y0, tad, ka redzējām 
143], no vienādojuma 

o n *<, + <*ia Уо + a 1 8 + m (a 9 1 * 0 + a a a Уо + а») = 0 

dabūjam virzienu m tai chordai, kas iet caur O' un šajā punktā daļas 
uz pusēm. 

Ja uzskatam virzienu m par dotu, tad augšējais vienādojums rada, 
ka visi punkti P x0\y0, kas šo vienādojumu apmierina, veido taisni: 

a l t X + a i a < y + al3 + m (a 2 1 x - f а м У + <*ae) = 0- ( £ ) 

Ievērojot [43], šai taisnei ir tāda īpašība, ka tā dala uz pusēm visas 
ar virzienu m paralēlas līknes chordas. Šo taisni sauc par līknes (/.) 
diametru — caurmēru. Šis diametrs piekārtots paralēlām chordām, 
kuru virziena koeficienti ir m. 

61. zīmējumā ar g apzīmēta viena no chordām, kuru virziena 
koeficients ir m, un ar d taisne, kuras vienādojums ir (E), Uz šīs tais

nes atrodas paralēlo chordu^ vi
dus punkti. 

Vienādojums (£) tātad ir līk
nes diametra vienādojums. 

Ievērojot vienādojumus [43,5], 
kas noteic līknes centru, redzam, 
ka centra koordinātas Xq, y0 

apmierina diametra vienādojumu 
(E). Tas rāda, ka diametrs iet 
caur līknes centru. Šajā punkta 
diametrs dalās uz pusēm. 

Diametra un līknes krustošanās 
punktu apzīmējam ar Я 0 = д ; 0 | ^ 0 ; šā punkta koordinātām jāapmierina 
diametra vienādojums, tātad jābūt: 

a n xo + a i a Уо 4- a u + m (<*ai xo + ааа*Уо + Дав) = 0« 

No šā vienādojuma dabūjam virzienu koeficientu m tām chordām, 
ko diametrs dala uz pusēm, tātad 

_ _ g ņ *Q 4- О 1 В У 0 + °18 
flai xo + Aaa Уо + ö a s ' 

61. zīm. 

m — — 

Salīdzinot šo izteiksmi ar pieskares virziena koeficientu līknes punkta 
-vo ! Уо [42, A], redzam, ka abas izteiksmes ir vienlīdzīgas. 
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No augšējā secinām, ka pieskare diametra krustošanās punkta ar 
līkni ir paralēla tām paralēlām chordām, ko diametrs dala uz pusēm. 

Apzīmējam paralēlo chordu virziena koeficientu ar mx. 
Pārveidojot attiecīgo diametra vienādojumu 

flu X + a i a y + ax3 + mx ( o a i X + a n y + в » ) = 0, 
dabūjam: 

(axx + mx a a t ) x -f ( a i a + mx an)y + ( a 1 3 - f m x a a 8 ) = 0. 

No šā vienādojuma dabūjam diametra virziena koeficientu щ: 

a i a ~r m i flaa 

Šo izteiksmi pārveidojot, dabūjam: 

Vienādojums (F) saista paralēlo chordu virziena koeficientu mx ar 
tam piekārtotā diametra virziena koeficientu /я а . 

Starp paralēlām chordām atrodas ari viens diametrs ar šo chordu 
virziena koeficientu mx. 

Diametrus, kuru virziena koeficienti mx un т± ir saistīti ar izteik
smi (F), sauc par piekārtotiem, diametriem. Tā kā virziena koeficienti 
mx un m.ļ vienādojumā (F) ir pilnīgi simetriski, tad no tā nākam pie 
šāda secinājuma: 

P i e k ā r t o t i d i a m e t r i d a l a uz p u s ē m v i e n s o t r a m p a 
r a l ē l a s c h o r d a s . 

Piemērs: 
Dots līknes vienādojums 

un paralēlu chordu virziena koeficients mx = 2. 

Dabūt chordām (ar mx = 2) piekārtotā diametra virziena koeficien
tu m a un šā diametra vienādojumu. 

No dotā līknes vienādojuma dabūjam: 

°11 ~f" (ml "t" "'2) в 1 2 ~Ь #22
 mi тч = 0. (F) 

X* — 4xy + 4y 3 + 6x — 8y + 10 = 0 

в ц == 1; ßas = 4 ; Ose = i°-
2a 1 2 = — 4, tātad a j a = a a i = — 2. 

2 a 1 3 = 6, tätad a 1 8 = aai = 3. 
2a 2 3 = — 8, tātad a a 3 = a 3 2 = — 4. 
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Ieliekot attiecīgās vērtības izteiksmē (F), dabūjam: 

1 + (2 + «*) ( - 2) + 4 • 2 . m 2 = 0. 

Tātad chordām (ar m : ) piekārtotā diametra virziena koeficients ir 

m _ 1 

Diametru, kas piekārtots chordām, kuru virziena koeficients mx — 2, 
dabūjam, ieliekot vienādojumā (£) m vietā mx = 2. Tātad: 

1 . X + ( - 2 ) у + 3 + 2 [ - 2x + 4y + ( - 4)] = 0. 

Pārveidojot dabūjam diametra vienādojumu: 

3x — 6y + 5 = 0. 

45. Asis. Vispārīgā gadījumā divi piekārtoti diametri veido līknes 
centrā slīpu leņķi, atsevišķā — tie var būt stateniski viens pret otru. 
Šādus stateniskus piekārtotus diametrus sauc par līknes asīm. 

Tā kā asis ir piekārtoti diametri, tad ass virziena koeficientiem 
jāapmierina vienādojums: 

«i i + (Щ + Щ) ß i 2 + « 2 2 .mx.m2 = Q. (F) 
Tā kā asis ir stateniskas viena pret otru, tad asu virziena koeficientiem 

jāapmierina arī statenības noteikums: 

mx • niļ — — 1. 

Ieliekot m 2 = ^-vienādojumā (F), dabūjam: 
fftļ 

On + (Щ — jjŗļ ß J 2 — Ö 2 2 = 0. 
Pārveidojot dabūjam: 

a 1 2 

Šis vienādojums noteic līknes asu virzienus. 

Tā kā vienādojums ir otrās pakāpes, tad dabūjam divus virzienus 
m[ un m'[. Šie virzieni ir reāli, jo vienādojuma absolūtais loceklis ir 
negativs, un tā kā tas ir — 1, tad, saskaņā ar [39], jābūt: 

т'у • m"x = — I, 

kas rāda, ka šie virzieni ir stateniski viens piet otru. 
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Tātad: k a t r a i o t r ā s k ā r t a s l ī k n e i ir d i v a s , s a v s t a r p ē j i 
s t a t e n i s k a s a s i s . 

Vienādojumāļ 

011 + ( ^ 1 — ^ ) «ia — 039 = 0. 

liekot /яJ = m, dabūjam 

0 i i + ( / « — 1 ) 0 1 9 — 0 2 9 = 0. 

Šo vienādojumu pārveidojot, dabūjam 

1 — m* ~ an — Й О Д 

Ja otrās kārtas līknes ass veido ar x asi leņķi a, tad tg a = т. Kā 
zināms, 

tg 2a = 
2 t g a 2 m 2 a ] 8 

1 — tg 2 a 1 — /и 2 ß „ — о а а 

Tātad 
t g 2 a = 20l2 

° 1 1 °29 

Šī izteiksme dod divus leņķus 2a un 2a + тс; tātad līknes asis veido 
ar X asi leņķus 

a un a + ļ , 

kurus ar augšējās formulas palīdzību varam aprēķināt. 

46. Līknes asimptotas. Līknes bezgalīgi tālā punkta pieskari sauc 
par līknes asimptotu. 

Ja līknei, kas dota ar vienādojumu [41, a'), ir bezgalīgi tāls punkts, 
tad taisnei g no 0' uz šo bezgalīgi tālo punktu jādabū noteikts virziena 
koeficients m. 

Taisne g tad krusto līkni bezgalīgi tālā punktā. Šādā gadījumā, 
ievērojot [39, 2] , vienādojumā [41, e] koeficientam pie x'2 jābūt 0. 

Tātad 
an + 2anm + а 2 а /и 2 = 0. 

Šis vienādojums dod no 0' uz oo tālo punktu vilktās taisnes g virziena 
koeficientu. Tā kā vienādojums attiecībā uz m ir otrās pakāpes vienā
dojums, tad tas dod divas 'm vērtības. Tātad l ī k n e i i r d i v i v i r 
z i e n i uz b e z g a l ī g i t ā l i e m p u n k t i e m . 
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Augšējo vienādojumu atrisinot, dabūjam: 

- = -Z± = - - ± - У*+*щ» 
**M ' и 22 Ö 2 2 Ö 2 2 « 2 2 ' 

Tā kā о и — a u o a a = Л 8 3 , tad rakstām: 

Atkarībā no Л 3 9 vērtības, te dabūjam šādus gadījumus:' 

О Аз > 0« Tad abas m vērtības ir imaginaras. Virzieni uz bez
galīgi tāliem punktiem nav reāli. Līknei nav reālu oo tālu punktu. 

2) Л 3 3 = 0. Tad abas m vērtības ir vienlīdzīgas un reālas. Virzieni 
uz līknes bezgalīgi tāliem punktiem sakrīt vienā reālā virzienā. Šādai 
otras kārtas līknei ir viens bezgalīgi tāls punkts. 

3) Л 3 3 < 0. Šādā gadījumā ir divi reāli nesakrītoši virzieni uz bez
galīgi tāliem punktiem. Līknei ir divi bezgalīgi tāli punkti. 

Gadījumā, ja: 
Л 3 8 > 0, līkni sauc par elipsi, 
Л 3 3 = 0 „ i „ parabolu, 
Л 3 3 < 0 i „ j hiperbolu. 

Kā redzējām, ja taisne g, kas vilkta no 0 , krusto līkni bezgalīgi 
tālā punktā, tad jābūt ievērotam noteikumam 

a n -f- 2fl 1 2 m + a 2 2 tn2 = 0. 

Bet ja šī taisne ir arī līknes pieskare bezgalīgi tālā punktā (asimp-
tota), tad taisne g krusto līkni šai punktā divas reizes; tādēļ vienādojuma 
[41, e] abām saknēm jābūt oo. 

Saskaņā ar [39], tas notiek tad, ja vienādojumā [41, e] koeficients 
pie x''A un arī koeticients pie л:' abi ir 0. 

Tātad, lai taisne g, kas vilkta no O', būtu līknes asimptota, jābūt 
ievērotiem noteikumiem: 

an -f- 2 fl12 m -f- Аза m 2 = 0 ( a ) 

un o n * 0 4- o , a y0 + a 1 8 + m ( o 2 t x„ + аа а.Уо + °2з) = 0- (ß) 

No vienādojuma (a) dabūjam asimptotas virziena koeficientu m. 
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Tā kā šis vienādojums ir otrās pakāpes vienādojums, tad, kā rāda 
izteiksme (H), m dabū divas vērtības. Ievietojot izteiksmē (61 dabūtās 
vērtības, dabūjam izteiksmi—noteikumu, kas jāpilda punkta O' koor
dinātām x0,yQ, lai no punkta 0' ar virzienu m vilktā taisne g būtu 
līknes asimptota. Šo noteikumu (ß) pilda bezgalīgi daudzi vērtību pāri 
х0,Уо', tas nozīme, ka punktam 0' jāatrodas uz taisnes 

a n X -f aMy + a J 8 - f m (asix + c M v + c 2 S ) = 0. 

Še m vērtība dabūta no izteiksmes (<x). 

Šī taisne tad ir asimptota, jo, ja O' atrodas uz šis taisnes, tad tā 
ir taisne g, kas atbilst noteikumiem (a) un (ß). Tātad asimptotu vienādo

jums ir: 

anx + ainy + % + m (a2lx + ai3y + (¾) = 0. (J) 

Šai vienādojumā jāieliek m vērtības, ko dabūjam, atrisinot vienā
dojumu 

an + 2 а ! 2 m -f o 2 2 m 2 = 0. (K) 

Salīdzinot asimptotas vienādojumu (J) ar diametra vienādojumu 
[44 E], redzam, ka tie ir vienlīdzīgi; tas nozīmē, ka asimptota ir arī 
līknes diametrs. 

Piemērs: 
Dabūt līknes (hiperbolas) — 

X3 V 2 

x У 1 = 0 
о 2 Л2 1 

asimptotu vienādojumu. 
Te: 1 n t . 

an — ^ ; fl12 — U; a 2 3 — — ^ ; a 3 3 — — l. 
2fl 1 2 = 0, tātad a 1 2 = a n = 0; 
2a 1 3 s= 0, tātad aiS = c 8 1 = 0; 
2a 2 3 = 0, tātad c 2 3 = e 3 2 = 0. 

Ieliekot attiecīgās vērtības vienādojumā (Ä), dabūjam: 

J_ + 2 . 0 . ^ + ( - ^ ) ^ = 0 
v a i h 

m = -+-
a 
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Šo m vērtību un attiecīgo koeficientu vērtības ieliekot vienādojumā 
(У), dabūjam 

^ * + 0 . J , + 0 + ( ± ! ) [ O . * + ( - 1 ) J , + O ] = 0; 

tātad . , b 

ir dotās līknes asimptotu vienādojums. 

47. Pols un polare . Otrās kārtas līknes pieskares vienādojums ir 

(an x0 + a12yQ + a13) x + (a 2 1 x0 + a a 2 y 0 + ^as) У + 

+ («31 X0 + °82 ^0 + С 3 з ) == 0- (1) 

Te pieskaršanās punkts P0 = x0\ y0 ir dots. 
Pieņemsim, ka pieskaršanās punkts nav zināms un apzīmēsim to 

ar P = x\y. Pieskares tekošās к jordinatas apzīmējot ar i; | yj, dabūjam 
pieskares vienādojumu šādā veidā: 

(an x-\-al2y + a13) i + ( f l a i X - f a22y + a23) T J + 

+ (a 8 1 X + a32 у + aS3) = 0. (2) 

Pieņemam, ka šī pieskare iet caur punktu P0=x0\y0; 'tad šā 
punkta koordinātām jāapmierina vienādojums (2), tātad jābūt: 

(an X + a i a у + al3) x0 + (a2ļ x - f a 2 2 у + a 2 3 ) j / 0 + 

+ (e 8 i * + «за У + о 8 8 ) = 0. (3) 

Pieskaršanās punkts P = х | у atrodas uz līknes 

an X* + 2fli2 xy + a 2 2 у* + 2 a 1 8 * -f 2 a 2 8 у + a 3 8 == 0. (4) 

Atrisinot kopīgi vienādojumus (3) un (4), dabūsim meklētās pieskar
šanās punkta koordinātas x un y. Tā kā vienādojums (4) ir otrās 
pakāpes vienādojums, tad pieskares punktam P = x ļ у dabūsim divus 
vērtību pārus xr \ух un x2 \y2. 

Tas nozīmē, ka plaknē no dotā punkta P0 = x0\ y0 otrās kārtas 
līknei varam pievilkt divas pieskares (62. zīm.). 
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62. zim. 

Ja šis pieskares ir reālas, tad punktu P0 = x0\ y0 sauc par arāju 
attiecībā uz līkni, ja pieskares ir imaginaras, tad punktu P0 = x0\y0 

sauc par iekšēju; ja pieskares sakrīt 
kopā, tad punkts P0 = x0 \ y0 atrodas у 
uz līknes. 

Vienādojums (3) attiecībā uz x un 
у ir pirmās pakāpes un tādēļ izteic 
taisni, kas, kā redzams no augšējā, 
iet caur punktiem Px = xx \ yx un 
Pļ = Xn ļ _ya. 

Attiecībā uz līkni L, taisni, kas 
izteikta ar vienādojumu (3), sauc par 
punkta P0 = x0\y0 polāri un punktu 
P0 par šīs polares polu. 

Vienādojumu (3) pārveidojot — atklājot iekavas, sakārtojot locekļus — 
dabūjam (ievērojot, ka <zia = a a i ; a a s = fl3autt.): 

( a n x0 + а1ау0 - f fl18) X + ( Ō 2 1 *„ + + д а з ) у 4-

+ (fln*b + ОваУо + a S 8 ) = 0- (5) 

Šis vienādojums tātad ir polares vienādojums. Salīdzinot polares 
vienādojumu (5) ar pieskares vienādojumu (I), redzam, ka tie ir identiski. 

Tas nozīmē, ka pieskare ari ir polare, bet šis polares (pieskares) 
pols atrodas uz pašas polares, kā arī uz līknes. 

Vispārīgā gadījumā polares pols neatrodas ne uz polares, ne arī 
uz līknes. 

Polam P0 piekārtota tikai viena polare, un otrādi — polarei p 
piekārtots tikai viens pols P 0 , jo no vienādojuma (5) redzams: ja dots 
pols P0 = x0\y0, tad polarei virziena koeficients un asu nogriežņi ir 
vienvērtīgi lielumi. Tātad dotajam polam piekārtota tikai viena polare. 

Ja pieņemam, ka dotā taisne 

Ax + By + С = 0 

ir kādas otrās kārtas līknes polare, tad, ievērojot polares vienādojumu 
(5), jābūt: 

011-*¼ + а\чУо + fli3 = ?A 

а21х0 + а^у + fl28 = pS 

«8i-*o + азаУо + Ява = P c -
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No augšējiem trim vienādojumiem dabūjam nezināmos p, x0, y0 

kā vienvērtīgus lielumus. Tātad dotajai polarei piekārtots tikai viens pols. 
Ja pols P 0 = x0 ļ y0 atrodas līknes centrā, tad, kā zināms no [43], 

jābūt: 
<*nx0 + fliav0 + aia — 0 
а21х0 + а 2 2 у 0 + «23 = О-

Ievietojot šis izteiksmes polares vienādojumā (5), dabūjam: 

0 . X + 0 • у + (о Я 1 x0 + а9Яу0 + a 3 8 ) = 0. 

Šī izteiksme ir bezgalīgi tālās taisnes vienādojums. Tātad: 
J a p o l s a t r o d a s l ī k n e s c e n t r ā , t a d šā p o l a p o l a r e ir bez

g a l ī g i t ā l a t a i s n e . 

Dalot polares vienādojumu ar x0, dabūjam: 

(an + + U i + "221° + °f) У + 

+ (^31 + ^ + ^ ) = 0. (6) 

Ja pols P0 = x0\y0 tiecas uz bezgalību, atrazdamies uz kādas tais
nes, tad dabūjam: 

lim & = m un 1im ^ = 0 ; lim ^ = 0; lim ^ = 0, 
Xz —* ОС, y0—* CO Xq Xo—*00 Xq Xo —* OO^Xq Xo —> СО Xq 

kur m ir minētās taisnes virziena koeficients. 
Ievietojot šis vērtības vienādojumā (6), to sakārtojot un ievērojot, 

ka a 1 2 = «21 u t t -» dabūjam: 

anx + OjaV + fl18 + m (a21x + ашу + e a e ) = 0. (7) 

Vienādojums (7), kā zināms, izteic līknes diametru. Tātad: 
J a p o l s a t r o d a s b e z g a l ī b ā v i r z i e n ā m, t a d š im p o l a m 

p i e k ā r t o t ā p o l a r e ir v i r z i e n a m m p i e k ā r t o t a i s l ī k n e s d i a 
m e t r s . 

Pārveidojot polares vienādojumu (5) — atklājot iekavas, sakārtojot 
locekļus un ievērojot, ka <7 3 2 = tf21 utt. — dabūjam: 

anXoX 4 ßi2.*4,.y + anxy0 4 a22y0y 4 anx 4 aiKy 4 aisx0 4 aifly0 + asu = 0. 
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Kā redzams, šis polares vienādojums ir pilnīgi simetrisks attiecībā 
uz X un Xļ un tāpat ari attiecībā uz у un y0. No teiktā secinām: 

J a p u n k t s R = x\y a t r o d a s uz p u n k t a P0 = x0\y0 p o l a r e s , 
t a d ar ī o t r ā d i — p u n k t s P0 = x0 | y0 a t r o d a s uz p u n k t a 
R = X I у p o l a r e s . 

Ievērojot augšējo, redzams: 

J a p u n k t s R k u s t a s uz t a i s n e s p, t a d šā p u n k t a p o l a > e 
r g r i e ž a s a p t a i s n e s p p o l u P0, un o t r ā d i : 

63. zim. 64. zini. 

Ja t a i s n e r g r i e ž a s a p p u n k t u PQ = x0\y0, t a d t a i s n e s 
r p o l s k u s t a s uz p u n k t a Pn p o l a r e s p. 

Ja dots punkts P0 un otrās kārtas likne (63. zīm.), tad punkta P0 

polāri dabūjam šādi: no punkta P0 velkam pieskares dotajai līknei. 
Polare iet caur pieskaršanās punktiem Qx un Q 2 . 

Ja dota līkne un polare p, kas krusto līkni, tad šīs polares polu 
dabūjam šādi: polares krustošanās punktos ar l īkni— punktos Qx un 
Q 2 — velkam pieskares. Šo pieskaru krustošanās punkts tad ir taisnes 
p pols. 

Ja pols P 0 atrodas līknes iekšienē (64. zīm.), tad rīkojamies šādi: 
Caur punktu P0 velkam taisni tx un dabūjam šis taisnes polu Tx, 
Caur P0 velkam taisni to un dabūjam tās polu To. 

Taisne p, kas vilkta caur punktiem 7\ un Тъ ir punkta P0 polare, 
jo, ja taisne t griežas ap P 0» tad taisnes t pols T kustas uz P0 pola 
polares. 

Taišņu tx un / 2 attiecīgie poli 7\ un 7"2 tātad atrodas uz punkta 
P0 polares p. 
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Ja dota līkne un polare p, kas līkni nekrusto, tad, kā redzams, po
lares p polu P dabū — kā punktu Tx un 7"2 polāru krustošanās punktu. 

Pie polares jēdziena nākam ari šādā kārtā: 
Pieņemam, ka dota otrās kārtas līkne un punkts Px (65. zīm.). Caur 

punktu Px velkam taisni gx, kas krusto līkni punktos Qx un Q 2 . Punkts 
Px dala nogriezni Qx Q2 kādā attiecībā X. Uz minētās taisnes atro
dam punktu P 2 , kas dala nogriezni QXQ2 attiecībā — X. Tādā kārtā 
dabūjam uz taisnēm g2, ga . . . . punktus Pi, P'ī 

Saskaņā ar konstrukciju, punkti 
Pu Qu P* Qi i r četri harmoniski 
punkti uz taisnes gx. Tas pats sa
kāms ari par četriem atbilstošiem 
punktiem uz taisnēm git ga . . . . 

Savienojam punktus P 2 , P i un 
P 2 . . . . ar kādu līniju. 

Par šo līniju varam teikt, ka tai 
jābūt taisnei, jo augstākas kārtas 
līkne krustotu taisnes, piemēram, 
taisni g, ne tikvien punktā P 2 , bet 

vairākos punktos, atkarībā no līknes kārtas. 
Tas nozīmētu, ka trim punktiem Px, Qx, Q 2 atbilstu vairāki harmo

niski punkti P 2 , kas nav iespējams. 
Taisne caur punktiem P 2 , P 2 P'ļ krusto līkni punktos A 

un B. Šais punktos sakrīt kopā punkti Qx un Q 2 , bet, kā zināms, ar 
punktu A tad sakrīt ari punkts P 2 . 

Taisnes PXA un PXB ir līknes pieskares. No augšējā redzams, ka 
taisne caur punktiem P 2 , P a , P 2 " ir punkta Px polare; punkti, 
kuri atrodas uz taisnes, kas vilkta caur polu Px un krusto līkni un 
polāri, ir četri harmoniski punkti. 

65. zīm. 

48. Līknes ar centru galība. Pētījumā par līknes centru [43] re
dzējām, ka līknes centra koordinātas ir galīgas, ja determinante * 

Am Ф 0. 

Te apskatīsim līknes, kuru vienādojumi atbilst augšējiem noteikumiem. 

Līknes centra koordinātas x0 un y 0 dabū no izteiksmēm: 

axxxQ + ax2y0 + o 1 8 = 0, 
FL2I*o + О22У0 f Ö 2 S F °-
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Ja pārnesām koordinātu sistēmas (О', х",у') sakumu О' uz līknes 
centru, tad augšējās izteiksmes būs apmierinātas un līknes vienādojums 
šai koordinātu sistēmā, kā redzams no [41,1], dabūs šādu veidu: 

anxf2 + 2 0 ^ ' / + Ооо/ 3 + 5 = 0 . (1) 

Kā redzams at> [41, c'], S šajā koordinātu sistēmā dabū veidu: 

S = asixo "f" аъъУо «88* 

Ievietojot šai izteiksmē centra koordinātu izteiksmes: 

xo — » Уо — 

dabūjam: 
•»38 133 

^ = «8t • Ф 1 + «59 9 ^ + °88 

Tātad 
•»38 

A* 
^83 

g 3 1 Л>1 + °89 ^89 + °83 ^88 
^33 

S = 
г 8 3 

Kā zināms no [45], otrās kārtas līknei ir arvienu divas reālas asis. 
Griežam koordinātu sistēmu (O', x',y') (66. zim.) ap O', kamēr koordinātu 
asis x' un У sakrīt ar līknes 
asīm. Šo jauno koordinātu sis
tēmu apzīmējam ar (0',x",y"). 
Griešanas leņķi a dabūjam no 
[45, О]. 

Šai jaunajā koordinātu sis
tēmā (0',x",y") līknes vienā
dojumu dabūjam no ( 1 ) , ievēro
jot koordinātu transformācijas 
formulas. Tā kā līkne ir simet
riska pret asīm, tad līknes vie
nādojumā neatradīsies loceklis 
ar x" y " . Koeficienti pie л"2 

un У' 2 dabūs kādas attiecīgas vērtības a„ un a^. Locek[a S vērtība 
pārveidošanā nemainās. Tātad līknes vienādojums koordinātu sistēmā 
(O', x",y") dabū šādu veidu: 

«n*" a + * 2 2 / ' 2 +4-=°-
^ 8 8 
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Vienkāršības de| augšējo vienādojumu rakstām šādā veidā: 

0. (2) 

Šis vienādojums izteic otrās kārtas līknes ar centru gallbā. 
Determinante A [sk. 421 šai gadījumā dabū veidu: 

A = 
0 
a 2 2 

0 

0 
0 — « 1 1 « 2 2 * 8 8 ' 

Ja kaut viens vienādojuma (2) koeficients ir 0, tad ari A = 0, un 
tas saskaņā ar [42] nozīmē, ka līkne sadalās taisnēs. 

Ja a 8 8 = 0, tad, kā redzams no (2), līkne sadalās divās kruslojcšā 
reālās vai imaginarās taisnēs. 

Ja a u vai a 2 2 ir 0, tad līkne sadalās divās paralēlās taisnēs. 
Ja a u = 0 un a B 8 = 0, tad dabūjam divas ar x asi sakrltošas tais

nes. Ja = 0 un a S 3 =3 0, tad dabūjam divas ar_y asi sakrltošas taisnes. 
. Pieņemam, ka vienādojumā (2) neviens koeficients nav 0. Veidojam 
determinanti Л 3 3 : 

Ja <xn . > 0, tad saskaņā ar [46] līkne ir elipse. Ja a u • a 3 3 < 0, tad 
saskaņā ar [46] līkne ir hiperbola. 

Koeficientu <xu varam pieņemt par pozitivu, pretējā gadījumā vienā
dojumā (2) mainām zīmes. 

Ar a u > 0 elipses gadījumā jābūt a 2 2 > 0. 
Ja a 3 8 > 0, tad dabūjam imaginaru elipsi. Ja a S 8 < 0, tad elipse ir 

reāla. 
Pieņemot, ka a u > 0; > 0 un o,,3 < 0, vienādojumu (2) pārvei

dojam šādi: 

0 
— « 1 1 ' «22-

«38 «33 

*22 

Я 
— 1 = 0 . (3) 

Ar augšējiem pieņēmumiem da|as 

«38 
a 2 2 
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ir pozitīvi lielumi. Tos apzīmējot attiecīgi ar a- un b-, vienādojumu 
(3) rakstām: 

X2 V 2 

^ + ^ - 1 = 0 . (4) 

Šo vienādojumu sauc par elipses kanonisko vienādojumu. 
Ja a n • < 0, tad, saskaņā ar [46], līkne ir hiperbola. 
Šādā gadījumā, pieņemot, ka a u > 0, jābūt <xaa < 0. Ar a 8 8 < 0, 

pārveidojot vienādojumu (2), dabūjam 

Xх V 2 

x— + - 2 1 = 0. (5) 
* 8 8 1½» 
a n a 2 2 

Izteiksmes 
-Ш un ^ 

* 1 1 * 2 2 

ir pozitivas; tādēļ varam likt: 

- ^ = o 2 un ^ = b\ 
a n (Хаз 

Tad vienādojums (5) dabū šādu veidu: 

л:2 у9 

- £ - 1 = 0. (6) 

Ja a u > 0; a a 2 < 0 un a 8 3 > 0, tadļ dalot vienādojumu ar — a,1H, 
dabūjam: 

JC 8 v 2 

- 1 - + - ^ - - - 1 = 0 . (7) 

Te 

Liekot 

a l l " 2 2 

ir negative un — ir pozitivs. 
' 1 1 A 2 2 

= a 2 un - ^ = o 2 , 
a l l a 2 2 

dabūjam 

Vienādojums (8) arī izteic hiperbolu. 

J C 8 1*2 
— + ^ - — 1 = 0 (8) 
a 2 ^ о 2 K ' 
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Hiperbolas, kas izteiktas ar vienādojumiem (6) un (8), sauc par 
piekārtotam hiperbolām. 

Apvienojot abus vienādojumus, rakstām: 

Šie vienādojumi ir hiperbolas kanoniskie vienādojumi. 

49. Līknes ar centru bezgalībā. Kā zināms, otrās kārtas līknei ir 
divas reālas asis. Pieņemam vienu no tām par x asi un liekam koordi
nātu sākumu līknes un x ass krustošanās punktā. Taisnleņķa koordinātu 
sistēmā у ass tad ir līknes pieskare koordinātu sākumā. Tā kā koor
dinātu sākums atrodas uz līknes, tad līknes vienādojumā [40,1] nevar 
atrasties absolūtais loceklis, tātad a 3 3 = 0. 

Tā kā līkne ir simetriska pret līknes asīm, un šinī gadījumā līknes 
viena ass sakrīt ar x asi, tad līkne ir simetriska pret x asi. Saskaņā ar 
[37] līknes vienādojumā nevar atrasties locekļi ar у pirmajā pakāpē. 
Tātad jābūt: a ] 2 = 0 un a 2 8 = 0. 

Ievērojot teikto, pieņemtajā koordinātu sistēmā līknes vienādojumam 
var būt vienīgi šāds veids: 

an X* + о м y- + 2a1B x = 0. (1) 

Šo vienādojumu pārveidojot, dabūjam: 

ylIL..J, 2..ēSt л ^ x a . (2) 
Ö 2 2 fl22 

Pieņemot, ka a 2 2 > 0, apzīmējam: 

a ] 3 a n 

= p un - = g. 
fl22 a 2 2 

p varam uzskatīt par pozitivu, jo, ja tas būtu negatīvs, tad, pārmainot 
X ass virzienu, varētu p uzskatīt par pozitivu; turpretim q var būt 
pozitivs vai negativs. 

Ievērojot teikto, vienādojumu (2) varam rakstīt šādā veidā: 
y* = 2px + qx9. (3) 

Veidojot determinanti A83, dabūjam: 

А - ~ Q ° 
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Kā redzams, vienādojums (3) izteic 

elipsi, ja q < 0, 
hiperbolu, ja q > 0, 
parabolu, ja q = 0. 

Ja liekam q = 0, tad Л 8 3 = 0. Šādā gadījumā, saskaņā ar 143J, 
līknes centrs atrodas bezgalībā. 
Vienādojums (3) tad dabū šādu veidu: 

y* = 2px. (4) 

Šis vienādojums ir parabolas kanoniskals vienādojums. 
No augšējā redzams, ka parabola ir vienīgā otrās kārtas līkne ar 

centru bezgalībā. 

ASTOTĀ NODAĻA 

ELIPSE 

50. Elipses veids. Vispārīgo formulu specializēšana elipses gadī
jumam. Kā redzējām [48], elipses vienādojums ir: 

Līknes centrs, kā pieņemts, atrodas koordinātu sākumā, un līknes asis 
sakrīt ar koordinātu asīm. 

Līknes vienādojums rāda, ka tā ir simetriska pret koordinātu asīm. 
Liekot līknes vienādojumā (1) у = 0, dabūjam līknes krustošanās 

punktus ar X asi > 

X = ± a. 

Liekot X = 0, dabūjam līknes krustošanās punktus ar у asi 

у = ± b. 

Atrisinot vienādojumu (1) attiecībā uz y , dabūjam: 

y = ± > f - f „ 
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Si izteiksme rada, ka у ir reals, kamer ļ x ļ <C о, un imaginars, ja 
ļ X I > a. 

у dabū lielāko vērtību, ja л; = 0. Ja | x | aug, | у | dilst, un ja 
X = ± a,y dabū vērtību 0. 

Atrisinot vienādojumu (1) attiecībā uz x, dabūjam: 

Šī izteiksme rāda, ka x ir reals, ja | у | b, bet tas ir imaginars, 
ja ļ у I > b. I X I dabū lielāko vērtību, ]ay = 0. Ja | у ļ aug, ļ x | dilst. 

No augšējā redzams, ka elipse 
ietilpst paralelogramā, kura malas 
ir 2a un 2b. (67. zīm.) 

Punktus Alt Л а , 5 г , Äj, kuros 
elipse krusto koordinātu asis, 
sauc par elipses virsotnēm. 

Nogriežņus 2a un 26 sauc 
par elipses asm. 

Parasti pieņem а > b\ tad 
6 7 z i m elipses lielā ass sakrīt ar x asi 

Ja a = b, tad dabūjam: 

vai a 2 ' a 2 

x2 _|_ у . — О? — 0. 

Šis vienādojums izteic riņķi; tātad riņķis ir elipses atsevišķs gadījums. 
Salīdzinot elipses vienādojumu (1) ar otrās pakāpes pilnīgo vienā

dojumu, redzam, ka: 
1 1 . 

a 1 2 = a 2 1 = 0 ; a 1 8 = asi = 0 ; а а з = a 3 a = 0. 

Ievietojot šīs vērtības izteiksmēs [42] (Л) un (B), dabūjam: 
pieskares virzienu m elipses punktā x0 \ y 0 

m = rr j = 2 • — i v ' 
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un pieskares vienādojumu elipses punkta A: 0 ļ y0 

^ ( ^ * о + 0 - у 0 + 0 ) + у ( 0 . д : 0 + 1 у о + 0) + (0.д: 0 + 0 . у 0 - 1 ) = 0 

vai 

Ж + -p ~ 1 - °- , (3) 

Ievietojot augšējo koeficientu vērtības izteiksmē [44, F\, dabūjam 
elipses piekārtoto diametru virziena koeficientu saistību: 

jjļr + (mx 4- m 2) • 0 + mr • m a . -1 = 0 

vai „ 
= (4) 

Polares vienādojums, kā zināms, ir tāds pats kā pieskares vienādo
jums; tātad 

^ • + ^ - 1 = 0 (5) 

ir elipses polares vienādojums un P0 = xQ \ y0 šis polares pols. 
Piemērs: 
Pieņemot, ka taisne 

Ax + By + C = 0 («) 
ir elipses 

ЛГ2 V 2 

^ + F - 1 = 0 CP) 

polare, dabūt šis polares polu P0 = x0 | _y0. 
Elipses polares vienādojums ir 

^ + ^ - 1 = 0 . (Г) 

Tā kā vienādojumi (a) un (Y) izteic vienu un to pašu taisni — 
elipses polāri, tad jābūt: 

fA=%; p ß = | ; p C = - l . 

Tātad 
1 

а 2 А Ь*В x0 = p-a2 А— p r - unyQ — P R - • 
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51. Dažas konstrukcijas. 1) Dots elipses konturs un paralēlu 
chordu virziens m. Konstruēt šīm chordām piekārtotu diametru un dabūt 
elipses centru. 

Velkam (68. zīm.) divas virzienam 
m paralēlas chordas. Nogrieznis АгА2, 
kas iet caur šo chordu viduspunktiem 
Mļ un M2, ir meklētais diametrs. No
griežņa AXA2 viduspunkts С ir elipses 
centrs. 

2) Dots elipses konturs un diametrs 
А, Л а . Konstruēt šim diametram piekār
toto diametru. 

Diametra Ax A2 viduspunkts С ir līknes centrs. Velkam diametram 
Аг An paralēlu chordu Bx B2. Meklētais diametrs iet caur šis chordas 
viduspunktu M un līknes centru C. 

о 

68. zīm. 

69. zīm. 70. zīm. 

3) Dots elipses konturs un punkts P0 uz šā kontūra. Konstruēt pie
skari punktā P0. 

Atrodam, kā norādīts pirmajā piemērā, elipses centru C. Velkam 
diametru caur punktiem P0 un С un šim diametram paralēlo chordu g. 
Nogrieznis ВХВ2, kas iet caur centru С un chordas AXA2 viduspunktu M, 
tad ir diametram P0 R piekārtotais diametrs. Taisne t, ko velkam 
caur P0 paralēli diametram Bx B2, ir meklētā pieskare elipses punktā P0. 

4) Dots elipses konturs. Konstruēt elip
ses asis. 

Atrodam elipses centru. Ap centru vel
kam riņķi ar tāda lieluma rādiusu, lai 
dabūtu četrus riņķa un elipses krustošanās 
punktus. Elipses asis tad ir caur centru 
vilktas taisnes, kas paralēlas chordām A2B2 

un Bx B2. 71. zīm. 
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52. Elipse kā riņķa homogena deformācija. Ap koordinātu sā
kumu kā centru velkam riņķi ar rādiusu a . Šā riņķa vienādojums 
tad ir: 

*' 2 + У 2 — o 3 = 0 (x' un у — riņķa punkta koordinātas). (1) 
Deformējam šo riņķi homogeni у ass virzienā ar deformācijas at

tiecību — . kur b < а (72. zīm.). 
а 

Ap koordinātu sākumu kā centru velkam arī riņķi ar rādiusu b. 
Homogenās deformācijas vienādojumi, ja izdarām deformāciju sa

skaņā ar augšējiem pieņēmumiem, ir 
X = X' 

у = — У 
а * 

(2) 

72. zīm. 

Uz riņķa ar rādiusu a ņemam punktu P>. Taisne no punkta P' uz 
riņķa centru С krusto riņķi, kura rādiuss ir b, punktā /?. Taisne caur /?, 
kas paralēla л: asij, krusto punkta P' ordinatu punktā P. Apzīmējam 
punkta P ordinatu LP ar y. Tad punkta P koordinātas ir: 

X — x' un у = — У, (3) 
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kas redzams no 72. zīmējuma. No vienādojumiem (2) un (3) secinām, 
ka punkts P, kas dabūts, izdarot norādīto konstrukciju, ir riņķa punkta 

P' homogena deformācija ar deformācijas attiecību — • 

Līknes vienādojumu, ko veido punkts P, t. i., riņķa deformācijas 
vienādojumu, dabūjam, ievietojot riņķa vienādojumā (1) izteiksmes: 

x' = x; un y> = у у. 

Tad dabūjam: 

Dalot šo vienādojumu ar a 2 , dabūjam: 

Šis vienādojums ir elipses vienādojums; tātad, d e f o r m ē j o t h o m o 
g e n i r i ņ ķ i у a s s v i r z i e n ā , d a b ū j a m e l i p s i . 

Ievērojot homogenās deformācijas īpašības, dabūjam šādas konstruk
cijas: 

1) Pievilkt pieskari elipses punktā P. 
Pievelkam pieskari t' riņķa (a) punktā P'. Šī pieskare krusto x asi 

punktā 5. Tā kā šā riņķa pieskare f un elipses pieskare ir piekārtotas 
taisnes, kas krustojas uz x ass punktā S, tad elipses pieskarei jāiet 
caur punktu S un elipses punktu P, kas atbilst riņķa punktam P'. 

2) Pievilkt pieskari elipsei no punkta Q. 
Taisnei ТВ, kas atrod is elipses sistēmā, atbilst taisne ТВ' riņķa (a) 

sistēmā. Statenis caur Q krusto ТВ' punktā Q'; tātad punkti Q un Q' 
ir piekārtoti punkti. 

Caur punktu Q' /elkam pieskari riņķim (a) un dabūjam pieskaršanās 
punktu U'. Punkts U un caur to vilkta stateņa krustošanās punkts ar 
elipsi — punkts U — ir piekārtoti punkti. Elipses pieskare iet caur punk
tiem Q, U, kas piekārtoti riņķa pieskares punktiem Q', U'. 

3) Ja dotas elipses pusasis a un bara > b ,tad ar 72. zīmējumā no
rādītu paņēmienu varam konstruēt elipsi kā riņķa (a) homogenu de-

formāciju у ass virzienā ar deformācijas attiecību —-• 
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4) 73. zīmējumā parādīts elipses cirkuja princips. Ar augšā norādīto 
konstrukciju dabūjam elipses punktu P. Velkam PQ || OP', tad, kā 
redzams: 

QP=a\ SP=b; QS=a — b. 

Šis izteiksmes pastāv katram elipses punktam. 

No augšējā redzams: ja nogrieznis QP — a kustas tā, ka nogriežņa 
QŠ = a — b gala punkts у 
S atrodas uz x ass un otrs 
gala punkts Q uz у ass, tad 
nogriežņa QP gala punkts 
P veido elipsi. 

Kā zināms no [361, de
formētā uņ nedeformetā lau
kuma attiecība līdzinās de
formācijas attiecībai, tātad, 
ja F' ir riņķa laukums, F 

elipses laukums un ^ de

formācijas attiecība, tad 

L — * 
F' ~ а 

vai arī 

7 3 . zīm. 

53. Sakari s tarp elipses pusasīm un piekārtotiem pusdiametriem. 
(74. zīm.) Stateniskiem riņķa diametriem P'P' un Q'Q' atbilst elipses 
diametri PP un QQ. 

Riņķa diametrs dala uz pusēm pret to statenisko chordu CC 

Riņķa chordai CC atbilst elipses chordaJX. Riņķa diametram P'P' 
atbilst elipses diametrs P P . Riņķa chordas CC viduspunktam M, kas 
atrodas uz diametra P'P', atbilst elipses chordas CC viduspunkts M; 
šim punktam tātad jāatrodas uz elipses diametra P P . 

Riņķa diametram Q'Q' atbilstošais elipses diametrs QQ ir paralēls 
chordai CC, un tā kā šo chordu dala uz pusēm diametrs P P , tad iz-
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nāk, ka stateniskiem riņķa diametriem P'P un Q'Q' piekārtotie elipses 
diametri PP un QQ ir savstarpēji piekārtoti diametri. 

Apzīmējam pusdiametrus OP un 0Q attiecīgi ar a un ß. 

74. zirn. 

Leņķi, ko veido riņķa rādiuss OP' ar x ass pozitivo virzienu, apzī
mējam ar <p. 

Leņķis starp riņķa rādiusu OQ' un x ass pozitivo virzienu tad ir 
<p + 90°. 

Leņķus, ko veido elipses pusdiametri a un ß аг x ass pozitivo vir
zienu, apzīmējam attiecīgi ar ф х un ф 2. 

Kā redzams no 74. zīmējuma, elipses jebkura punkta koordinātas 
varam izteikt: 

X = a cos 9 ļ 
V = 0 sin <p J 
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Augšējos vienādojumus sauc par elipses vienādojumiem parametriskū 
veida. Parametrs te ir leņķis 9. 

Ievērojot 74. zīmējumu, dabūjam: 

un 

xx = a cos 9 
yx — b sin 9 

Xn = a cos (90° + 9) = — a sin 9 
j / a = Ь sin (90° + 9) = b cos 9 

(2) 

(3) 

Tā kā 

un 
a 2 = X? -ļ- у\ — a% cos 2 9 4 - 6 2 sin 2 9 

$* = x\-\-y\ = a 2 sin 2 9 + b* cos 2 9, 

tad, saskaitot augšējos vienādojumus, dabūjam: 

a 2 4- ß 2 = a 8 4- 0 2 . (4) 

Tātad e l i p s e s d i v u p i e k ā r t o t u p u s d i a m e t r u k v a d r ā t u 
s u m a ir p a s t ā v ī g s l i e l u m s . 

Kā redzams no 74. zīmējuma, leņķis starp pusdiametriem a un ß ir 

* = 9 a - < h 
un 

sin fr = sin (ф 2 — Ф1) = sin ф а cos ф х — cos ф 2 • sin ф х . (5) 
Tā kā: 

sin ф, = ö . ; cos ф, = — 
un 

sin ф а = ^ ; cos ф 2 = ļ f , 

tad, ievietojot šīs vērtības izteiksmē (5), dabūjam: 

p a p a 

Ievietojot šinī izteiksmē xlt yx un А Г 2 , j / 2 vērtības no (2) un (3), 
dabūjam: 

. . . a cos 9 b cos 9 b sin 9 I a sin 9 \ 

No augšējās izteiksmes dabūjam: 

aß sin ^ = ab. (6) 

103 



Formula (6) ģeometriski tulkojama šādi: 

v i s i e m a p e l i p s i v e i d o t i e m p a r a l e l o g r a m i e m ir v i e n ā d s 
l a u k u m s F = Aab, ja p a r a l e l o g r a m u m a l a s ir p a r a l ē l a s p i e 
k ā r t o t i e m d i a m e t r i e m . 

75. zīm. 

54. Līdzīgas un līdzīgi novietotas elipses (76. zīm.). Divas līdzī
gas elipses ir līdzīgi novietotas, ja atbilstošie punkti atrodas uz viena 
stara. Pieņemam par līdzības centru abu elipšu kopējo centru. Ievēro
jot līdzības transformācijas īpašības, dabūjam: 

I elipses chordai AXA2 atbilst II elipses chorda axa2. Šīs chordas ir 
paralēlas. Chordas AXA2 viduspunktam Mx atbilst chordas axa2 vidus
punkts M2. Šis punkts ir arī chordas BXB2 viduspunkts. 

Tādel 

un 

Tā kā 

tad 

BXM2 = M2B2 

axM2 = Y W 2 a 2 . 

BXM2 — axM2 = M2B2 — M2ax, 

&iai — a

2B2-

55. Elipses vienādojums, attiecināts uz piekārtotiem diametriem. 
(77. zīm.). Pieņemam, ka koordinātu sistēmas (O, Ķ, t j ) asis Ķ r\ sakrīt 
ar attiecīgiem piekārtotiem elipses pusdiametriem а un ß. 

Koordinātu sistēmas pārveido
šanas formulās 

X = š cos <h + fļ cos ф2„ 
у z = ļļ sin ф} - ļ - Yļ sin ф 2  

ievietojam: 

cos фх = sin ф] 

77. zīm. 
COS ф 2 = ß . 81ПФ2 = ^ . 
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Tad dabūjam: 

* 

Šais formulās ievietojam дсх и п у ц kā arī л 2 un.y 2 vērtības [no 53, (2) 
un (3)]. Tad dabūjam: 

_ a cos <p — a sin ф 
* = 5 - ^ - - + 4- р , 

- b sin ср , * cos ср 
у = I -jŗl + ч ~ j 

vai arī 
JC - cos Ф _ sin ф 
a ~ 5 a 7 1 ~ p ~ ' 

у _ - sin Ф , cos Ф 
£ — a + 1 p ' 

No šiem vienādojumiem dabūjam: 

• 

a * + ž 2 " - i 2 " + p ' 

Tā kā 

i У _ i 
fl2 "Г" ^ - 1 . 

tad arī 

а а ß a 

Šim vienādojumam ir tāds pats veids kā elipses kanoniskajam vienā
dojumam. 
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56. Elipses ģeometriskā veidošana. Pieņemam līknes veidošanai 
šādu likumību: 

Г г . + Ч * 2a. (1) 
Kā redzams no 78. zīmējuma, līknes punktu P noteic no dotiem 

punktiem Fx un F9 vilktie rādiusi vektori rx un r 2, ievērojot noteikumu (1). 
Punktus Fļ un Fq, sauc 

par fokusiem jeb degpunk
tiem, vektorus rx un r a par 
degstariem. Šo nosaukumu 
pamatojums būs vēlāk re
dzams. 

Dabūsim saskaņā ar aug
šējo noteikumu (1) veidotās 
līknes vienādojumu, pieņe
mot koordinātu sistēmas 
sākumu nogriežņa FxF9 vi
duspunktā un X asi šā no
griežņa virzienā. 

78. zim. 

Apzīmējam 
OF2 = OFx = e. 

Nogriezni e sauc par lineāro ekscentricltatl. 

Ar šādiem apzīmējumiem dabūjam: 

' i = / " ( « + * J " + y • 

r a = у . 

Ievērojot noteikumu (1), rakstām: 

\T {e +xf + y* + ļ / ( e — xf+y* = 2a. 

Izdarot pakāpeniski pārveidojumus, dabūjam: 

}/"(«+ * ) » + / = 2a -
<e+ л:)2 + j / 2 = 4a a — 4a j/~(e — xf + y2 + (e — xf + j / 2 ; 
^ + 2 « + x 2 -f-y2 = 4a 2 — 4a /"(<? — xf+y* + е*—2ех + л 2 + 

— a 2 = —a у " О — л ) 2 + У а ; 
_ 2аЧх + а* = a 2e 2 — 2aV;c + a 2* 2 + a 2 / ; 

(a 2 — г2) л:2 + ay — a 2 (a 2 — e2) = 0. (2) 
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Šo vienādojumu varam pārveidot, ievērojot, ka: ja punkts P atrodas 
uz у ass vietā B, tad rx = r2 = a. Apzīmējot punkta В ordinatu ar b, 
varam rakstīt 

*a = a* — e a . (3) 

Ievietojot vienādojumā (2) izteiksmi (3), dabūjam: 

bW + ay — аЧ* = 0. (4) 

Dalot izteiksmi (4) ar o 2/5 a, dabūjam: 

(5) 

Šis vienādojums rāda, ka ar likumu rx -\~ л, = 2a veidotā līkne ir elipse. 
No 79. zīmējuma redzams: ja punkts P ieņem vietu Л а uz x ass, 

tad 

Tātad 

ОЛа = rx — e, 
OA2 = ra + e. 

un 
20A2 = ŗ, + ra = 2a 

OA2 = a. 
Līdzīgi iznāk, ja veidojošais punkts atrodas uz x ass punktā Ax 

tad OAi = a. 

79. zim. 

Tātad veidošanas likums ģeo
metriski rāda, ka elipses lielā ass 
ir 2a. 

80. zīmējumā parādīti apska
tītie lielumi, kas noteic elipsi. 

Uz līknes veidošanas likuma 

ri + 'a = 2 c 

pa matojas šādas elipses konstruk
cijas : 80. zim. 
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1) No degpunkta Fx (81. zim.) velkam taisni, uz tās nogriežam 
FXQ — 2a. Velkam taisni caur F2 un Q. Nogriežņa F2Q vidus

punktā M velkam stateni. 
Šis statenis krusto punktā 
P taisni FXQ. Punkts 
P ir elipses punkts, kas 
redzams no turpmākā. 

Apzīmējam: 

FXP = rx un F2P = r2. 

81. zīm. Tā kā saskaņā ar kon
strukciju F2P = PQ — r2, 

tad iznāk, ka punkta P rādiusi vektori atbilst elipses veidošanas 
likumam , n 

r, -ļ- r a = 2a. 
2) Punktos Fx un piestiprinām diega galus. Ņemam diega 

garumu rx-\- r2 = 2a ar 2a > 2г . Kustošs zīmulis, kas arvienu stiepj 
diegu, kā parādīts 82. zīmējumā, tad zīme elipsi. 

82. zim. 

Pamatojoties uz izteiksmi 
ЯЗ. zīm. 

Ь'л = a2 — e\ 
dabūjam konstrukciju elipses degpunktiem, ja dotas elipses asis. No 
elipses (83. zīm.) virsotnes B2 velkam riņķi ar rādiusu a. Šis riņķis 
krusto elipses lielo asi degpunktos Fx un F2. 

57. Elipses veidošana a r likumu r = eN (84. zīm.) Pieņemam, 
ka punkts P, kas veido līkni, arvien atbilst noteikumam: 

• r = e/V, ' (1) 
kur r ir punkta P attālums no dotā punkta F, kas atrodas uz x ass, 
N punkta P attālums no у ass, s kāds pastāvīgs faktors. 
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Taisni, no kuras skaitām punkta attālumu N, sauc par direktrlsi. 
Nogriezni FP = r sauc par punkta P rādiusu vektoru. 

Saskaņā ar 84. zīmējumu, dabūjam: 

(X — df + y = r a . (2) 

Tā kā te N = x, tad r = tN = ex. 

Ievietojot šo r vērtību augšējā vienādo
jumā, dabūjam: 

(x — d) a + y = е а л а . 

Atklājot iekavas un sakārtojot, dabūjam: 
x a ( l _ s 2 ) _ 2Ле + У + d" = 0. 84. zim. 

Šis vienādojums attiecībā uz x un у ir otrās pakāpes vienādo
jums, tādēļ tas izteic otrās kārtas līkni. 

Veidojam determinanti 

^ 8 8 — 
fl21 ° 2 2 

Kā redzams no (3), te 

an = 1 — e a ; a 1 9 = я 0; a 2 2 = 1. 

Tātad 

, 3 3 
1 — ea 0 

0 1 
= 1 

Am ir > 0, ja 1 — ē 2 > 0; tad e < 1, un līkne (3) tad ir elipse. 

Aj 3 = 0, ja 1 — e 2 = 0; tad s = 1, un līkne tad ir parabola. 

Ass < 0, ja 1 — e2 < 0; tad e > 1, un līkne tad ir hiperbola. 

Tātad līkne, kas veidota ar likumu 

л = (Л/, 
ir elipse ar e < 1. 

Šis elipses vienādojums ir dots ar vienādojumu (3). Punkts F ir 
elipses degpunkts, kā tas būs redzams no turpmākā. 
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85. zīmējumā ar Ax un Л а apzīmēti punkti, kurus ieņem līkni vei
dojošais punkts P, atrazdamies uz x ass. 

Punktā Ax: r A l = zNx. 
Punktā Л а : /"да = e/V2. 

Punkts Aļ dala nogriezni OFx 

iekšēji attiecībā 

Л г О _ 
л х р -

Л/, i 

85. zīm. 

Punkts Л а dala nogriezni OFx 

ārēji attiecībā 

Л , 0 _ _ _/Vg_ _ _ J_ 
e ' = — 8 = — ь 

Л ^ 8 . /V2 

Kā redzams, punkti 0, Au Flt Л 2 ir četri harmoniski uz taisnes esoši 
punkti, pie kam punkti Au Л 2 atrodas ari uz elipses. 

No pētījuma [47] par polu un polāri redzams, ka (85. zīmējumā) 
у ass (elipses direktrise) ir pola Fx polare. 

Apzīmējam 86. zīmējumā 

FxAi = f\ un FXA% s= r 2 . 

Tā kā elipse ir simetriska pret centru, tad tai ir divas direktrises, 
I un II taisne, kuru attālumu no elipses centra С apzīmējam ar /. Tad 
saskaņā ar veidošanas liku
mu r=zN, dabūjam: 

rx = z.m, 
r 9 = e (21 — m) = 2k — zm. 

Saskaitot šos vienādo
jumus un ievērojot, ka 
rx - f r a = 2a, dabūjam: 

гг + r 9 = 2lz = 2a. 

Tātad 
а l — (4) 86.'zim. 

Apzīmējot FļBļ = r B , dabūjam: 

rB = zl = e . — = a. 
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Beidzamā izteiksme rāda, ka veidošanas likumā r = zN pieņemtais 
punkts Fļ ir elipses degpunkts. 

Tā kā I taisne ir punkta Fx direktrise un Fx ir elipses degpunkts, 
tad, pamatodamies uz augšā norādīto, varam teikt, ka degpunktam 
piekārtotā direktrise ir degpunkta polare. 

No 87. zīmējuma dabūjam: 

rx = a — e; Nx = d + e — a, 

rx = tN = £ (d + e — d). 

(5) a 

Tātad 

a — e = e (d e — d), 

rn = e-\-a; Nn, = d + e + a, 

r% = еЛ/'а = Ē (d -f- e - f a). 

Vienādojumus (a) un (ß) 
saskaitot, dabūjam: 

a= e(d + e). 
Atņemot vienādojumu ļ£ 

(a) no vienādojuma (ß), о 
dabūjam: 

g 
e = га, vai ari e = — . (6) ' a w 

e sauc par numerisko eks-
centrtcltatl. 87. zīm. 

Redzams, ka ordinatas degpunktā dabūjam ar izteiksmi 

p = £ . d. 
No 

a = e (d + e) = ed -f- £ e . 

ievietojot Č = ea, dabūjam 
a = ed + £ • ea = £d + s a a 

а (1 — E 2 ) = sd. 

ь 1. В 

А Л P l 0 \ 
4 ь "У! 

1 Ļ - e . . 
ļ — — а — — i——а——-I 

vai ari 

(а) • 

(ß) 

Г 

(7) 
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Augšējā vienādojumā liekot e = —, dabūjam: 

a (1 - = ed 

vai arī 

Tā kā a a — <?a = * a , tad 

Liekot ed šrj /?, dabūjam: 

/32 es ced. 

/J 2 = a p . 

(8) 

(9) 

Liekot vienādojuma (8) e = —, dabūjam: 

tf* = a . — . d = ed. 
a 

(10) 

58. Izteiksmes par degstarlem. Pielietojot elipses veidošanas 
likumu r = E/v* elipses punktam P attiecībā uz abiem degpunktiem 

saskaņā ar 88. zīmējumu, 
dabūjam: 

4 = T + * , 

No = X 
s 

un 

88. zīm. 

h = S/V*! = E ( — -1-х), 

r 2 = ЕЛ^А = E ( - л : ) . 

No augšējiem vienādojumiem dabūjam: 

rx — a - F Е Л ; , 

r2 = а — е л ; . 
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59. Elipses pieskaru konstrukcija no punkta ārpus elipses. 
89. zīmējumā pieskare elipses punktā P0 ir taisne t. Stateņi no elipses 
degpunktiem Fx un F0 pret pieskari t attiecīgi apzīmēti ar dx un d a 

Elipses punktā x0 | y0 vilk
tās pieskares vienādojums ir 

XX о + Ж о . _ 1 = 0 > 

а» ' Ь* 

ko pārveidojot dabūjam: 

b2xx0 + a2yy0 — a2b2 = 0. 
Šo vienādojumu pārvēršot 

normalvienādojuma, dabūjam: 

b2xx0 + a2yyo — °a*a 

V'b*x% + a*yļ 
= 0. 

89. zīm. 

Ievietojot augšējā vienādojuma tekošo koordinātu л:, у vietā deg
punktu koordinātas 

Fo = e I 0 un Fx = — e\0, 

dabūjam attiecīgi degpunktu Fx un F* attālumus no pieskares t: 

un 

b2ex0 -a2b2 

lrFšļ + a*y2 
= - b 2 

d _ b2(- e) x0 - a2b2  

1 fb'x2, + a*yl = — b2 

ī» — ex. 0 

a* — ex0 

f b*x2

0 + aJyf 

a2 + ex0 

fb'x2 + 

a — a 0 a ex0 a\ a2 + ex0 

a 
a e a + ex0 

a + a" x ° 

Ievērojot [58] dotās rx un r a izteiksmes, augšējo izteiksmi varam 
rakstīt: 

di _ rr 

8 Analītisku ģeometrija. 

0) 
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Ievērojot izteiksmi (1), 89. zīmējumā redzam, ka 

Л FiPoQi ~ А ВД<?а; 
tādēļ 

< FiPoQi = * F2P0Q» = jC Q2P0S = a. 

No augšējā secinām: 
L e ņ ķ u s , k o v e i d o e l i p s e s d e g s t a r i r x u n r 2 e l i p s e s 

p u n k t ā P 0 , d a l a uz p u s ē m šā p u n k t a n o r m a l e n u n 
p i e s k a r e / . 

Ar šo īpašību izskaidrojami nosaukumi „degpunkti" un „degstari". 
Ja iedomājamies elipses kontūru kā spoguli, tad stars, kas iziet no 
degpunkta P, uz punktu P0, šajā elipses punktā tiek atstarots uz deg
punktu Fļ. 

89. zīmējumā redzama elipses pieskares konstrukcija, ja pieskare 
jāvelk no punkta, kas atrodas ārpus elipses. 

Pieskare elipsei no punkta R ir noteikta, ja varam noteikt pieskar
šanās punktu P0. Punkts P0 ir stara FXS krustošanās punkts ar elipsi. 
Kā redzams, uzdevums ir atrisināts ar punkta 5 konstrukciju. 

Tātad nogrieznis 
F1S=r1 + r2, 

un tādēļ punkta 5 viena ģeometriskā vieta ir riņķa līnija ar centru /¾ 
un rādiusu ŗ x -f- r 2 . 

Punkta otrā ģeometriskā vieta ir riņķis ar centru R un rādiusu 
RF>, jo RS = RF2. 

DEVĪTĀ NODAĻA 

HIPERBOLA 

60. Hiperbolas veids. Vispārīgo formulu specializēšana hiper
bolas gadījumam. Kā redzējām [48], hiperbolas vienādojums ir: 

Apskatām vispirms līkni, kas dota ar vienādojumu: 

а 2 ог 
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Vienādojuma veids rāda, ka hiperbola ir simetriska pret koordi
nātu asīm. 

Liekot у = 0, dabūjam hiperbolas krustošanās punktus ar x asi : 

X = ± a. 

2a sauc par hiperbolas reālo asi. 
Ar X = 0 dabūjam: , , . 

tātad hiperbolas krustošanās punkti ar у asi ir imaginari, 2b sauc par 
hiperbolas Imaglnaro asi. 

Atrisinot vienādojumu (1) attiecībā uz y, dabūjam: 

^ ^ ^ ^ = ± * / | ^ ' . , | i 
Š I izteiksme rāda, ka у ir imaginars ar visām x vērtībām, no x = 0 

līdz X = ± a. 
Tātad intervālā — a <x <a hiperbolai nav reālu punktu. 
Ar x\> a, augšējā izteiksme rāda, ka у arvien ir reals. Ar 

ļjcļ — oo ari \y\~* o° . 
No vienādojuma (1) redzams, ka: 

ō a < a a -

Tātad 
1 b 

г X 

Š I izteiksme rāda, ka hiperbolas ordinatas ir mazākas par taisnes 
b 

ordinatām. 
у = -b — X 

J — а (2) 

Hiperbolas attēls paradīts 90. zīmē
jumā. 

Taišņu gx un ga vienādojumi doti 
ar izteiksmi (2). 

Hiperbolas vienādojums rāda, ka 
1 1 m , 

flu — ~ 2 , « 2 2 — g l } «88 — 1 > 

« i 2 = fl2i = 0; a i s = fl31 = 0; 

«28 = fl82 = 0-

90. zīm. 
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Virzienus uz hiperbolas bazgalīgi tālajiem punktiem un asimp-
totu vienādojumus dabūjam, specializējot izteiksmi [46, ATJ un [46, J\, 
kas dod virziena koeficientu: 

« = £ - (3) 

un asimptotu vienādojumu (9Э. zim.) 

y = ± b

a * . (4) 

Specializējot pieskares vienādojumu [4?, B] hiperbolas gadījumam, 
dabūjam pieskares vienādojumu, kas vilkta hiperbolas punktā x0\y0: 

ж - ^ - 1 = 0 - ю 

Šis vienādojums, kā zināms, ir arī polares vienādojums, ja punkts 
в) = x0\y0 ir pols. 

Specializējot izteiksmes [44, E\ un [44, F\ hiperbolas gadījumam, 
dabūjam hiperbolas diametru, kas piekārtots chordām ar virzienu m: 

b<i tas 

un vienādojumu, kas saista piekārtoto diametru virzienus mx un m2: 

m \ m2 = ^ • (.') 

Augšējā izteiksme rāda, ka hiperbolas piekārtotie diametri atrodas 
vienā un tai pašā hiperbolas kvadrantā. 

No augšējās izteiksmes secinām: 

b b 
ja m, < —, tad jābūt m2 > —. а а 

Diametrs, kura virziena koeficients ir mazāks par asimptotas vir-

ziena koeficientu —, krusto hiperbolu, bet šim diametram piekārtotais 
ū i 
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diametrs hiperbolu nekrusto, jo tfl virziena koeficients ir lielāks par 

asimptotas virziena koeficientu—. 

Hiperbolas vienādojumu varam rakstīt: 

Hiperbolas ar у = — 1 un у = Ь kā redzējām, sauc par piekār
totām. 

Ja у = 0, tad līkni, kas izteikta ar vienādojumu 

a a * a — ' 

arī varam uzskatīt par hiperbolu, kas, ka redzams, sadalās divās taisnēs. 

b 
V = -+- — X. 
* — а 

Kā redzams, šis vienādojums izteic abu piekārtoto hiperbolu 
asimptotas. 

Hiperbolas 
J C 2 v a 

^ - ^ - i = o (1) 

reāla ass ir 2a un imaginarā ass 2b. 

Šai hiperbolai piekārtotās hiperbolas 

r a u a 

S i - & + I = s 0 (8) 

reālā ass ir 2b un imaginarā 2a. 

Hiperbola, kuras vienādojums ir (1), un tai piekārtota hiperbola, 
kuras vienādojums ir (8), parādīta 90. zīmējumā. 

Konstrukcijas, kas pamatotas uz hiperbolas, kā otrās kārtas līknes, 
vispārīgām īpašībām, izdarāmas, piemērojoties konstrukcijām elipses 
gadījumā [51]. 
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61. Hiperbolas ģeometriska veidošana ar likumu rx -— ra = ± 2a. 
Pieņemam, ka punktam P, kas veido līkni, ir tāda īpašība, ka no 

pastāvīgiem punktiem Fx un 
Fa ( 91 . zīm.) uz veidojošo 
punktu P vilkto attiecīgo 
rādiusu vektoru rx un r a star
pības absolūtā vērtība arvien 
ir 2 o ; tātad 

rx — ra = ± 2 « . (1) 
Izejot no šā veidošanas no

teikuma, veidotās līknes vienā-
91. zīm. . . . . . . 

dojumu dabūjam šadt: 
Koordinātu sistēmas x asi liekam caur punktiem Fx un F2. Koor

dinātu sākumu liekam' nogriežņa FXF2 viduspunktā. 

Ievērojot 9.1. zīmējumu, dabūjam: 

ГХ =Yii^xyr+y*, 

r a = ,/ (x-ey+y*. 

Tad saskaņā ar (1) dabūjam: 

]/~ (e + x)2+y9 - \ T J x ~ ~ - У — ± 2a . 

Augšējo vienādojumu pārveidojot tāpat kā elipses gadījumā un liekot 

dabū līknes vienādojumu 

e 2 1 = 0 , 

(2) 

( 3 ) 

kas, kā zināms no agrākā, izteic hiperbolu. 

Zīmes ± līknes vienādojumā (1) norāda, ka līknei ir divi zari. 
Līknes zaru pa labi no у ass dod izteiksme: 

rx — Г о = 2a 

rx — r a = — 2a. 
un zaru pa kreisi: 
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9 1 . zīmējuma redzams: ja veidojošais punkts P atrodas uz x ass 
vietā Л 2 , tad 

гļ — /"a = Fļ A.± — A4 Fļ. 

Tā kā hiperbola ir simetriska pret у asi, tad 

Ait Fi, = Fļ A i. 

Ievērojot augšējo, redzams, ka nogrieznis uz л; ass 

Ai i 4 2 = rt — г» = 2a 
ir hiperbolas reālā ass. 

Punktus Fx un Fo. sauc par hiperbolas fokusiem jeb degpunktiem, 
rādiusus vektorus rx un r a par degstariem. Degpunkta attālumu e no 
hiperbolas centra О sauc par hiperbolas lineāro ekscentrlcitatl. Punktus 
Aļ un Ai2 sauc par hiperbolas virsotnēm. 

Izteiksme (2) rāda, ka hiperbolas gadījumā 

a« -f. b* — e*. 

Ievērojot šo izteiksmi, no 90. zīmējuma skaidri redzams: 1) kā da
būt hiperbolas imaginaro pusasi b un asimptotu virzienus, ja dota reālā 
pusass a un lineārā ekscentricitate e; 2) kā dabūt imaginaro pusasi b 
un degpunktus, ja dota reālā pusass a un hiperbolas asimptotas. 

62. Hiperbolas konstrukcijas (92. zīm.). Pieņemam, ka doti deg
punkti Fx un Fo un lielums 2a. 

Velkam riņķi ap Fx kā centru ar rādiusu 2a. Uz šā riņķa ņemam 
pēc patikas punktu Q. Velkam 
taisni F2Q. Šīs taisnes vidus
punkta M statenis krusto tais
nes Fx Q pagarinājumu hiper
bolas punktā P. 

Zīmējumā redzams, ka 
FxP=r, un F2P =r.i,F1Q = 
2a. Saskaņā ar konstrukciju 
QP — r a un Fx Q = FļP — 
QP, tātad 

*j — г., = 2a. У2. zim. 
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Ar augšējo konstrukciju veidotie līknes punkti tātad ir hiperbolas 
punkti. 

Ja punkts Q sakrīt ar riņķa pieskares FtQp pieskaršanās punktu Qp, 
tad taisne FxQp ir paralēla statenim punktā AI. Šādā gadījumā punkts 
P atrodas bezgalībā un taisne FXQP ir hiperbolas asimptota. Kā re
dzams, velkot riņķi ar rādiusu 2a no Flt konstrukcija dod hiperbolas 
punktus pa labi no у ass. Līdzīga konstrukcija, velkot riņķi no FQ, 
dod hiperbolas punktus pa kreisi no у ass. 

Ja dota reālā pusass a un imaginarā pusass b, tad hiperbolas kon
strukciju izdarām ar 93. zīmējumā parādīto paņēmienu. 

Ap k o o r d i n ā t u sākumu О kā 
centru velkam riņķus ar rādiu
siem a un b. Šos riņķus sauksim 
vienu par a riņķi un otru par b 
riņķi. No punkta О velkam ar 
virziena leņķi <p taisni līdz a riņ
ķim. Šīs taisnes un a riņķa krus
tošanās punktā T velkam pie
skari, kas krusto x asi punktā S. 
Tad b riņķa un x ass krusto
šanās punktā /? velkam stateni, 
kas krusto taisni ОТ punktā Q. 
Caur punktu Q vilktās x asij 
paralēlās taisnes un caur 5 pret 

X asi vilktā stateņa krustošanās punkts P tad ir hiperbolas punkts, 
kas būs redzams no sekojošā. 

Apzīmējot punkta P koordinātas ar x un y, no 93. zīmējuma dabū
jam: 

93. zīm. 

X = cos 9 
У = b tg <p 

0 ) 

Pārveidojot šīs izteiksmes, dabūjam: 

a 
1 

COS <p 

No šīm izteiksmēm dabūjam: 

un У_ 
b 

Xй y* _ 1 
¥ ~ COS* <p 

tg 9. 

tg 3 9 = 1 • 
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Kā redzams, punkta P koordinātas apmierina hiperbolas vienādojumu; 
punkts P tātad atrodas uz hiperbolas. 

Vienādojumus (1) sauc par hiperbolas vienādojumiem parametriska 
veidā. Parametrs te ir leņķis cp. 

Ja dots hiperbolas konturs, tad, līdzīgi kā elipses gadījumā, dabū
jam hiperbolas centru, hiperbolas asu virzienus un reālo asi 2 a . Lai 
dabūtu hiperbolas imaginaro asi, augšējā (93. zīm.) konstrukcija 
jāizdara apgrieztā kārtā, pieņemot, ka dots hiperbolas punkts P, hiper
bolas centrs, asu virzieni un reālā ass. 

Imaginarās pusass konstrukciju tad izdarām šādi (93. zīm.): 
No dotā hiperbolas punkta P velkam stateni pret x asi un dabūjam 

krustošanās punktu S. No punkta S velkam pieskari dotajam a riņķim 
un dabūjam pieskaršanās punktu T. Tālāk dabūjam punktu Q, kurā 
rādiuss ОТ krustojas ar taisni, kas vilkta caur P paralēli x asij. Sta-
tenis no punkta Q pret x asi krusto x asi punktā R. Nogrieznis OR 
tad ir hiperbolas imaginarā pusass. 

63. Hiperbolas veidošana ar likumu r = E M Kā redzējām [57] 
ar augšējo likumu veidotā līkne ir hiperbola, ja: 

e > 1. 
Hiperbolas vienādojums koordinātu sistēmā, kurā x ass iet caur hiperbolas 
degpunktu Fļ un ir 
stateniska pret direk-
trisi — у asi, ir: 

X* ( l — e a) — 2dx + 
+ _ya - f d 2 = 0. 

Līdzīgi, kā elipses gadī
jumā, iznāk (94. zīm.), 
ka punktu pāri Ax / 1 2 

un D2 F2 ir četri har
moniski punkti, jo 

Nt 

Е Л Г ' , ' • £ 

un 
Л А Р А = = — Ni== 

A2 Fv e Nļ 94. zim. 

121 



Tātad, ja F.ļ uzskatām par polu, tad attiecībā pret hiperbolu II taisne 
ir šā pola polare. 

Ievērojot 94. zīmējuma apzīmējumus, redzam, ka attiecīgie punktu 
Л, un Л 2 rādiusi vektori no Fa ir 

tx = в АД = g (2a — m), 
r 2 = г /Va = e m, 

tādēļ 

r x — r a = 2e (a — m) = 2 a . 

Tā kā а — m = l, tad no augšējā dabūjam i 

' = f • (2) 

Augšējā izteiksme dod direktrises attālumu no līknes centra. Uzskatot 
direktrisi par polāri, direktrises polu dabūjam šādi: 

Tā kā šī polare iet caur punktu P = a_ | 0 , tad, ieliekot šā punkta 

koordinātas hiperbolas polares vienādojumā 

',.. ;-y:. • - ; ' " • i 

dabūjam pola F2 abscisu , „ 
x0 — a s . (о) 

Pola ordinata y0 = 0 , jo polare ir stateniska pret л; asi — hiperbolas 
asi, kādēļ polam jāatrodas uz x ass. 

Punkti Fx un F9 ir hiperbolas degpunkti, kā tas būs redzams no 
turpmāka. 

Apzīmējam pola F3 attālumu no hiperbolas centra ar x0. Tad pola 
F2 koordinātas ir x0 ļ 0 . Apzīmējam hiperbolas ordinatu punktā 
Fļ ar p. Ievietojot šīs apzīmēs hiperbolas vienādojumā, dabūjam: 

X2 в 2  

a a . a 2 1 

un 
p 2 = ( ^ - a 2 ) ^ . («) 

Ordinatu p varam ari izteikt citādi: 

p = td = e(x0 — •-) = v ° £ (P) 

No (3) dabūjam „ 

а 

а 2 а 2 ~ * 
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Ievietojot šo vērtību izteiksmē (ß), dabūjam: 

p = { X n ^ - a ) = t l xl-a> 
( Y ) 

No izteiksmēm (a) un (y) dabūjam 

bl _ (xļ - a 2 ) 2 

vai ari 
JCQ = a* + P. 

Beidzamā izteiksme rāda, ka punkts ir hiperbolas degpunkts. 
Ievērojot, ka x0 = e, no (3) dabūjam: 

e = ea . (3') 
No 94. zīmējuma redzams, ka 

a = £ (e — d). 

Reizinot šīs izteiksmes abas puses ar e, dabūjam: 

ae = £ (e 2 — erf). 

Augšējās izteiksmes kreisajā puse ievietojot е—га un dalot ar e, 
dabūjam: 2 _ 

a* = e* ed 

vai ari 
e1 — a 2 = ed. 

Ievērojot, ka e 2 ••a — 

dabūjam: 
ft2 = ed. (5) 

Ievērojot, ka e = га un 
p = &d, (6) 

dabūjam attiecīgi 
o 2 = azd, (7) 
Ь* = ар. (8) 

No 95. zīmējuma redzams, ka 

Гх= E Л/j = £ ļ у - | - •*) = « -f- . 

= еЛ/а= E ļx — = гх—a. ft 
Tātad 

rx = tx - f a, 
гя = ix — a. 

(9) 
(10) 95. zini. 
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64. Piekārtotu pusdlametru sakars ar pusasīm. 96. zīmējumā 
I un II hiperbola ir piekārtotas hiperbolas. Apzīmējot pusdiametru 0PX 

ar a un tā virziena leņķi ar ф х , 
dabūjam: 

1ёФ 1 = £ -

Pusdiametram <x ir piekārtots 
pusdiametrs ß. Kā zināms [44], 
а un ß virzienu koeficienti ir 
saistīti" ar noteikumu: 

tg Ф: • tg Фа = , 

kur ф 9 ir pusdiametra ß vir
ziena leņķis. 

No augšējās izteiksmes da
būjam: 

96. zim. t g ф 2 - a* tg Ķ 

Pusdiametrs ß atrodas uz taisnes, kuras vienādojums ir 

b9 Xļ 

a2 yt 

Šī taisne krusto I hiperbolai piekārtoto II hiperbolu 

J C 9 V A 

b* _b? xx 

d* yx 

(О 

(2) 

punktos Pļ un P2, kuru koordinātas dabūjam, kopīgi atrisinot vienā
dojumus (1) un (2). 

Ievietojot у vērtību no (1) vienādojumā (2), dabūjam: 

a a b9\a2 V,/ + 

Šo vienādojumu atrisinot attiecībā uz л; un ievērojot 1 hiperbolas vie
nādojumu, dabūjam: 

x2 

i а 

У2=± 

(3) 
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Tā kā 
a 2 = je? + у] 

un 
n o 2 , 2 Я 2 2 i в 2 3 

tad, ievērojot augšējās izteiksmes, dabūjam: 

a 2 — ß 2 = о 2 — О2. (4) 

Tā kā leņķis starp pusdiametriem a un ß ir: ļ 

3- = ф а - ф 1 , 
tad 

sin 3- s s sin ф а cos ф г — cos ф а sin ф х . (5) 

No 9G. zīmējuma dabūjam: 
8 l n * t = Ļ Ļ R ! C O S ^ E s ļ ; 

А ОС 

sin ф а =У1; cos фа = " ^ -

Ievietojot beidzamajās izteiksmēs x* un y.2 vērtības no (3), dabūjam: 

s i n ^2 = 'aj *1' c o s ^ = укУ1-

Ievietojot dibātās trigonometrisko funkciju vērtības vienādojumā (5), 
dabūjam: 

a ß s i n f r = flö. (6) 

65. Līdzīgas un līdzīgi novietotas hiperbolas. Liekot 

x' = cx, 
y' = cy 

un ievietojot л; un у vērtības no šiem vienādojumiem hiperbolas vie
nādojumā 

JC 2 V 2 

dabūjam vienādojumu 
х'* У 2 

1 = 0, (2) 
с 2 а 2 с 2 * 2 
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kas izteic hiperbolai (1) līdzīgu un līdzīgi novietotu hiperbolu. Še 
koordinātu sākums ir līdzības centrs. Ar mainīgu с dabūjam līdzīgu 
un līdzīgi novietotu hiperbolu saimi. 

No hiperbolas (2) vienādojuma dabūjam asimptotu vienādojumus: 

с 2 о2 A2 

kas rāda, ka visām minētajām hiperbolām ir viens un tas pats 
asimptotu pāris. 

Kā redzams no vienādojuma (2), ja с ~* 0, tad hiperbolas pusasis 
arī tiecas uz 0 . 

Vienādojumu (2) varam rakstīt: 
у а . / 2 

~ У ri — о 

Liekot šinī vienādojumā с = 0, dabūjam 

xf2 v'a 

~ У — 0 
д а о 2 u 

vai arī (£+£Ш-£)=о-
Šis vienādojums, kā tas redzams no (3), izteic nevien līdzīgu un 

līdzīgi novietoto hiperbolu asimptotas, bet, kā redzams no augšējā, arī 
hiperbolu, kuras pusasis ir 0 un kuras pieder pie līdzīgu un līdzīgi 
novietotu hiperbolu saimes. 

Hiperbolas gadījumā paralēlu chordu virziena koeficients mx un 
tam piekārtotā diametra virziena koeficients m2 saistīti ar noteikumu 

o a 

mx-m2 — -g» 

Šis noteikums hiperbolas (2) gadījumā dabū šādu veidu: 

tīt, • ttlo 
c^p _ o a  

с а л а _ а 2 -

Kā redzams, līdzīgām un līdzīgi novietotām hiperbolām reizinājums 
mx m2 nav atkarīgs no transformācijas faktora c; šis reizinājums ir tas 
pats visām minētajām hiperbolām. No augšējā redzams: ja kādai 
hiperbolai paralēlu chordu virzienam mx esam dabūjuši piekārtotu 
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diametru ar virzienu m 2 , tad uz šā diametra atrodas visu līdzīgi un 
līdzīgi novietoto hiperbolu paralēlo chordu viduspunkti. 

Tātad, ja 97. zīmējumā taisne g ir 
diametrs, kas piekārtots 1 hiperbolas chor
dām ar virzienu mx, tad taisne g ir arī 
II hiperbolas (asimptotu) diametrs, kas 
piekārtots chordām ar virzienu /я , . No 
augšējā redzams, ka chordas nogriežņi 
nx un л 2 starp asimptotām un hiperbolu 
ir vienlīdzīgi. Tāpat redzams, ka pie
skaršanās punkts dala uz pusēm hiperbolas 
pieskares nogriezni starp asimptotām. 

Uz augšējā pamatojas šādas konstruk
cijas: 

a) Dotas hiperbolas asimptotas,? un ^ 97. zīm. 
un hiperbolas punkts. Konstruēt hiperbolu. 

Caur doto punktu P (98. zīmējumā) velkam taisni t. No šis taisnes 
un asimptotas gx krustošanās punkta Qx nogriežam QXPX = QP. Punkts 
Pt tad ir hiperbolas punkts. Šādā kārtā, konstrukciju turpinot, varam 
zīmēt pēc patikas hiperbolas punktus. 

98. zīm. 99. zīm. 

b) Dota hiperbola un tās asimptotas. Konstruēt pieskari hiperbolas 
punktā P. 99. zīmējumā velkam caur hiperbolas punktu P paralēli 
asimptotai g taisni, kas krusto asimptotu gx punktā Q. Nogriežam 

QR = OQ. 

Taisne caur R un P tad ir pieskare hiperbolas punktā P. 
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66. Hiperbolas vienādojums, attiecināts uz piekārtot iem dia
metr iem kā koordinātu asīm. 100. zīmējumā 5 un ļ asis liktas 

piekārtoto diametru virzienos. 
Koordinātu asu § un tj attiecīgie 
leņķi ar x asi apzīmēti ar 

<h un ф 2 . 

Pārejai no taisnleņķa uz slīpleņķa 
koordinātu sistēmu lietojam pa
zīstamās formulas: 

100. zim. 

Te, saskaņā ar 96. zīmējumu: 

cos фх = - i ; 
ОС 

cos ф 2 = ^ ; 

л: = š cos ф! -f тг] cos ф а 1 ^ 
у = § sin фх + yj sin фа j 

sin фх = Щ ос 

sin ф 2 = ^ . 

(2) 

(3) 

Ievietojot trigonometrisko funkciju vērtības no (2) un (3) vienādojumos 
(1), dabūjam: 

Ievietojot vienādojumos (4) x 2 un _y2 vērtības no [64 (3)], dabūjam: 

(5) 

- ATļ . a 

' a ß a 

Vienādojumus (^) dalām — pirmo ar a un otro ar b — un ievedām, 
saskaņā ar [62 (1)] parametru, leņķi cp; 

tad dabūjam: 

^ = 1 . - 1 - + 1 ' 1  

a i 

У = 1 tg ф + 2 . — -
6 a s * ~ ß COS cp 

(6) 
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No vienādojumiem (6) dabūjam: 

o a (7) 

Tā kā vienādojuma (7) kreisā puse nolīdzinās I, tad rakstām: 

Šis vienādojums rāda: ja pieņem hiperbolas piekārtotus diametrus par 
koordinātu asīm, tad hiperbolas vienādojumam ir tāds pats veids kā 
koordinātu sistēmā, kuras asis sakrīt ar hiperbolas asīm. 

67. Hiperbolas vienādojums, attiecināts uz aslmptotātn kā koor
dinātu asīm (101. zīm.). Apzīmējam leņķi starp asimptotām ar <?, tad, 
saskaņā ar zīmējumu un koordinātu pārveidošanas formulām [66 (1)|, 
dabūjam: 

X = Ķ cos (— + У) cos | - — + г;) cos I 
у = Š sin ( - + Y) sin ļ = [%t — ; ļ sin I 

(2) 

Šinīs formulās ievietojam: 

a a . -cp b 
cos ± - = - un s . n | = ~ , 

tad dabūjam: 

X = + " U " - V = ( > J - š ) t -
Dalot augšējās izteiksmes, pirmo 

ar a un otro ar o, dabūjam: 

£ _ 6 + n 
- . • a e 

У. — ^ — E 

No izteiksmēm (3) dabūjam: 

У _ (5 + т))а - (т) - g)a _ 4ft 

0 ) 

9 Anal i t i ski ģeometrija. 

(3) 

(4) 
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Tā kā vienādojuma (4) kreisā puse ir vienlīdzīga 1, tad rakstām: 

4Ķy] = e2. (5) 
Tā kā 

sin ф = 2 sin £ cos 

tad, ievietojot šinī izteiksme sin ^ u n cos- |vēr t ības no(2),dabūjam: 

un 

2 ab 
sin Ф = 

2 ab »2 _ 
sin ф 

(6) 

(7) 

Ievietojot e 2 vērtību no (7) vienādojumā (5), dabūjam: 

2 lr\ sin <p= ab. (8) 

Šis formulas ģeometrisko nozīmi rāda 102. zīm. Formula izteic, ka 
paralelograms OABC = paralelogramam OAxBx Cu vai arī, ka v i s u 
p a r a l e l o g r a m u l a u k u m i ir v i e n l ī d z ī g i , ja p a r a l e l o g r a m u 
m a l a s a t r o d a s uz h i p e r b o l a s a s i m p t o t ā m u n v i e n s s t ū r i s 
uz h i p e r b o l a s . 

R 

102. z īm. 103. z īm. 
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68. Pieskaru konstrukcija no ārpus hiperbolas dota punkta. 
Pieņemam, ka 103. zīmējumā taisne t ir hiperbolas pieskare punktā P0. 
No hiperbolas degpunktiem velkam stateņus dx un rf2 pret šo pieskari 
un dabūjam attiecīgos punktus Q t un Q 2 , kuros stateni krustojas ar pie
skari. Apzīmējam stateņu garumus ar dx un o"2. Ar to pašu paņēmienu 
kā elipses gadījumā dabūjam 

d 2 ~ r a ' <*> 

кцг rx un r a ir attiecīgie punkta P0 rādiusi vektori no degpunktiem Fx un P a . 
Ievērojot (1), redzam, ka 

No augšējā secinām: 

un 

tātad 

AFiQiPo " A P a Q a P o . 

2f.FiPuQ* = 4.FJ>& (2) 

FņPo — SļP0 = / 3 » 

FiSi = h — r 2 = 2 a. (3) 

Izteiksme (2) rāda, ka, p i e s k a r e un n o r m a l e d a l a uz p u s ē m 
l e ņ ķ u s s t a r p p i e s k a r š a n ā s p u n k t a r ā d i u s i e m v e k t o r i e m . 
No 103. zīmējuma redzams, ka pieskares konstrukcijai no ārpus hiper
bolas esošā punkta R jāatrod punkts Su jo meklētās pieskares pieskar
šanās punkts atrodas uz taisnes, kas iet caur punktiem Fy un Sx. 

No izteiksmes (3) secinām, ka punkta Sx viena ģeometriskā vieta ir 
riņķis ar centru Fx un rādiusu 2a. Tā kā 

Sļ Oļ — Q a Fļ, 

tad iznāk, ka Sx otrā ģeometriskā vieta ir riņķis ar centru R un rādiusu /?P a . 
Tātad pieskares konstrukciju no punkta R ārpus hiperbolas izda

rām šādi: 
Ap p u n k t u R v e l k a m r i ņ ķ i , k u r a r ā d i u s s i r p u n k t a R 

a t t ā l u m s n o t u v ā k ā d e g p u n k t a F.,. V e l k a m r i ņ ķ i a p t ā l ā k o 
d e g p u n k t u Fļ a r r ā d i u s u 2a. Š i e r i ņ ķ i k r u s t o j a s p u n k t o s 
Sļ un Sa

v e l k o t t a i s n i c a u r P ļ S j , d a b ū j a m š ī s t a i s n e s k r u s t o š a n ā s 
p u n k t u P 0 a r p u n k t a m R t u v ā k o h i p e r b o l a s z a r u . Punkts P 0 

ir meklētās pieskares pieskaršanās punkts. 
Velkot taisni Fx S2, dabūjam pieskaršanās punktu P 1 (. Taisne caur 

punktiem R un P0 ir otra pieskare no punkta R. 
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DESMITĀ -NODAĻA 

PARABOLA 

69. Parabolas veids. Vispārīgo formulu specializēšana parabolas 
gadījumam. Pētījumā [49] redzējām, ka parabolas centrs atrodas bez
galībā un ka parabolas vienādojums ir: 

Уч = 2рх. (1) 
Vienādojums rāda, ka līkne ir simetriska pret x asi. Tā kā у ar 

negativiem x ir imaginars, tad redzams, ka līkne atrodas vienā pusē no 
у ass. Ar X = 0 a r ī j / = 0 ; līkne tātad iet caur koordinātu sākuma 
punktu. Ar X = o o , dabūjam_y = ± <x>. Līknes veidu rāda 104. zīmējums. 

Rakstot parabolas vienādojumu veidā 

redzam, ka: У2 — 2px = 0, 

»11 = 0; a a a = 1; am = 0; a 1 2 = 
<z18 = = — p; a 2 3 =ss a 3 a 

an — °; 
= 0. 

Ar šiem koeficientiem specializējam otrās kārtas 
līknēm kopējās formulas parabolas gadījumam. 

Specializējot formulu [42, BJ, dabūjam pieskares 
vienādojumu parabolas punktā P0 — x0

 1 y0 

yy0 = p(x + xQ). (2) 
Ja punkts P0 = x01 y 0 neatrodas uz parabolas 

1104. zīm. un to uzskatām par polu, tad vienādojums (2) 
ir polam P0, attiecībā uz parabolu, piekārtotās polares vienādojums. 

Nogriezni P0T uz pieskares 
(105.zfm.) parasti sauc par pieskari. 
Šā nogriežņa projekciju uz x ass, 
nogriezni ТА, sauc par apakšpie-
skari. Nogriezni P0Nm līknes nor
males parasti sauc par normāli. 
Normales projekciju uz x ass, no
griezni AN,sauc par apakšnormali. 

Liekot pieskares vienādojumā 
(1) у = 0, dabūjam 

0 • Уо = P (x + •*<>)• 
No šā vienādojuma dabūjam 

punkta T abscisu 
X = — X0. (3) 105. zīm. 
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Šī izteiksme rāda, ka koordinātu sākuma punkts О ir parabolas apakš-
pieskares viduspunkts. 

T ā k ā AP^ANc* ATAP0, 
tad: 

A ^ = £ ° un AN= p . Уо 2л-0 2x0 

Liekot augšējā izteiksmē 
yt = 2px0, 

dabūjam: 

^ = ^ = " - <«> 
Lielumu p sauc par parabolas parametru. 
Izteiksme (4) rāda, ka p a r a b o l a s a p a k š n o r m a l e ir p a s t ā v ī g s 

l i e l u m s , k a s v i e n l ī d z ī g s p a r a b o l a s p a r a m e t r a m . 
Specializējot izteiksmi [44, F], dabūjam parabolas gadījumā: 

mx • m2 = 0. (5) 

Izteiksme (5) rāda, ka katrai vērtībai тя ф 0 atbilst mx = 0. 
Apzīmējot paralēlu chordu virzienu ar т., un šim virzienam piekār

tota diametra virzienu ar mlt redzam, ka visi parabolas diametri ir 
paralēli x asij, t. i. parabolas asij. Specializējot vienādojumu [44, Ej , 
dabūjam: chordām ar virzienu m piekārtotā diametra vienādojumu 

У = i - (6) 

70. Dažas konstrukcijas. 1) Dots parabolas konturs un virziens m. 
Vilkt pieskari parabolai ar doto virzienu. 

Velkam paralēli dotajam virzienam m divas c h o r d a s ^ un £ a (106. zīm.). 
Caur šo chordu viduspunktiem Mx un M,2 iet parabolas diametrs, kas 
krusto parabolu punktā P0. Taisne t caur P0, kas paralēla virzienam 
m, ir meklētā pieskare. 

2) Dots parabolas konturs un diametrs. Dabūt šim diametram piekār
toto chordu virzienu (107. zīm.). 

Uz taisnes caur pēc patikas ņemtu parabolas punktu /->, nogriežam 
QP2 = Q P , . Velkam taisni caur punktu P3 paralēli dotajam 
diametram. 
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ŠI taisne krusto parabolas kontūru punktā Ps. Tā kā te PBR = RPlt 

tad nogriežņa Px P 3 virziens ir diametram piekārtoto chordu virziens. 

106. zim. 107. zīm. 

3) Dots parabolas konturs un uz tā punkts P 0 . Konstruēt pieskari 
punktā P0 (108. zīm.). 

Dabūjam diametra d virzienu; tas iet caur divu paralēlu chordu 
viduspunktiem M} un M2, Diamelrs d 0 ir || diametram * Ö \ Pieskare / 
punktā P0 ir paralēla diametram d0 piekārtoto chordu virzienam Px P.,. 

108. zīm. 109. zīm. 

4) Dots parabolas konturs. Dabūt parabolas asi (109. zīm.). 
Diametru, tātad arī ass virzienu dabūjam, velkot taisni caur para

lēlu chordu gu gļ viduspunktiem ML un M2. Asij piekārtotās chordas 
ir stateniskas pret ass virzienu. Ass tātad iet caur diametram state
niskas chordas Px P a viduspunktu M0. 
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71. Parabolas ģeometriska veidošana ar likumu r — iN. Šādā 
gadījumā, kā redzējām [57], veidotā līkne ir parabola, ja 

e = l. (I) 

Ievietojot vienādojumā (57(3)] šo e vērtību, dabūjam parabolas vienā
dojumu 

У — 2dx ± d* = 0. (2) 

Koordinātu sistēma te novietota šādi 
(110. zīm.): degpunkts F atrodas uz x ass» 
un у ass ir parabolas direktrise. Vienādo
jums (2) rāda, ka līkne ir simetriska pret 
л* asi; tātad šinī taisnleņķu koordinātu sis
tēmā X ass ir parabolas ass. 

Ievērojot veidošanas likumu, redzam, 
ka parabolas virsotne dala uz pusēm deg
punkta attālumu no direktrises. 

Līknes ordinata degpunktā ir p = га, 
bet tā kā 6 = 1 , tad parabolas gadījumā 

p = d. (9) 

Kā redzams no 110. zīmējuma, 

yV = d + r cos ф, 

- == у + cos Ф . (10) 

Parabolas gadījumā 

г 

Ja ф = 180°, tad veidojošais punkts sakrīt ar punktu Л х uz x ass. Tad 

cos 180°= — 1. Redzams, ka šādā gadījumā ГА, = 

Ja <p = 0°, tad punkts P arī ieņem vietu uz x ass. Šādā gadījumā 
N 

attiecība- tikai tad dabū vērtību 1, ja r = oo. Parabolas otra virsot-
r 

ne tātad atrodas bezgalībā. 
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Tā kā otrās kārtas līknes diametrs iet caur līknes centru, tad para
bolas gadījumā, kad centrs ir bezgalībā, visiem parabolas diametriem 
jābūt paralēliem parabolas asij. 

Apzīmējam degpunkta attālumu no parabolas virsotnes ar / , tad 
p = 2 / un 

AXF~ f - l -

Šī īpašība dod skaidri redzamu degpunkta konstrukciju, ja dots pa
rabolas konturs un parabolas ass. 

Uz parabolas veidošanas likuma r = N pa
matojas šādas parabolas konstrukcijas: 

5 1) Dots parabolas degpunkts F un direk-
trise g. Konstruēt parabolas punktus (111. zīm.). 

Uz direktrises g pēc patikas pieņemam 
punktu Q. 

Caur punktu Q velkam taisni t paralēli x 
asij. Nogriežņa FQ viduspunkta M velkam pret 
FQ stateni s. 

Taisnes t un stateņa s krustošanās punkts 
P tad ir parabolas punkts, jo šī konstrukcija dod r = N. 

2) Dots parabolas degpunkts F un direktrise g. Parabolas punktu P 
dabūjam šādi: 

Uz taisnes s, kas iet caur punktiem Q 0 un F un ir stateniska pret 
direktrisi, pieņemam pēc patikas punktu R. 

113. zrm. 
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Punktā R velkam stateni / pret taisni s. Riņķis ap F ar rādiusu Q 0 R, 
tad nogriež uz stateņa / parabolas punktu P. Skaidri redzam, ka ari š ī 
konstrukcija dod r — N. 

Pārveidojam koordinātu sistēmu, pārnesot koordinātu sākumu uz 
parabolas virsotni un liekot у asi paralēli direktrisei (113. zīm.). Kā 
redzams: 

Ievērojot, ka parabolas gadījumā e = 1, dabūjam: 

/ ( * - / ) а + У = * + / , 
vai 

л 2 — 2 / * - f / • + / = x a + 2fx + /2, 
un 

y* 5= 4/*. 

Tā kā koordināta degpunktā: 

* = 2/ , 

tad parabolas vienādojums dabū veidu: 

У з= 2/>x. 
No augšējā redzams, ka p a r a m e t r s p p a r a b o l a s k o n o n i s k ā 

v i e n ā d o j u m ā ir o r d i n a t a d e g p u n k t ā . 
Kā tikko aprādīts, uz parabolas ass esošā otrā virsotne A, (110. zīm.) 

atrodas bezgalībā. 
Bezgalībā tad atrodas ari parabolas centrs un, tā kā līkne ir simet

riska pret centru, tad parabolai ir ari otrs degpunkts F* un otra direk
trise, kas abi atrodas bezgalībā. No tā mēs varam secināt, ka no 
bezgalībā esoša degpunkta F,> uz galībā esošo parabolas punktu P 
vilktais rādiuss vektors г., ir paralēls parabolas asij. 

Uzskatām parabolu par elipsi ar bezgalīgi lielu pusasi a un bezgalīgi 
lielu lineāro ekscentricitati e. 

Starpība 
a — e = / 

ir galīgs lielums. No veidošanas likuma 
ri + r2 = 2o 

dabūjam: 
rx = 2a — r2. 
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113. zimējumā redzams, ka: 
r a = 2e — q, 

kur q ir rx projekcija uz x ass; tātad: 

r x = 2a — 2« + a = 2 (a — e) + q = 2 / + q = x + /. 

Tā kā X + / = /V, tad augšējo izteiksmi varam rakstīt 

No tikko noskaidrotā redzams, ka, veidodami elipsi, kuras o = O O U N 
e = С О , dabūjam līkni, kas veidota ar likumu r=N, tātad pa-
rabolu. 

72. Pieskaru konstrukcija no punkta ārpus parabolas un dažas 
parabolu īpašības. 114. zīmējumā doti: parabolas degpunkts Fx un 
direktrise — taisne g. Liekam x asi caur Fx un 1 pret direktrisi g. Kā 
zināms, parabolas virsotne A ir nogriežņa OFx viduspunkts. 

Ja punkts P0 ir parabolas punkts, tad, kā agrāk norādīts, punkts A 
ir parabolas punkta P 0 apakšpieskares viduspunkts. 

No punkta T, kurā parabolas punkta P0 pieskare krusto л: asi, velkam 
ar rādiusu FXP0 = r riņķi, kas krusto direktrisi punktā E. Ar šo kon
strukciju dabūtais četrstūris TEP^ ir rombs, j o : 

1) Saskaņā ar konstrukciju TE = r, un tā kā TO = x0 — / u n 
arī FXC = x0—f, tad Л TOE ss &FX CP0; tādēļ TE \\ Fx P0; OE = CP0. 

2) No augšējā secinām, ka taisne EP0 ļ! x asij. Tā kā punkts P0 ir 
parabolas punkts, tad 

3) Tā kā TE \\FXP0, 
EPa II X asij un Л/ = r, 
tad redzams, ka četr
stūris TEP0FX ir rombs. 

114. zim. 

, Tā kā punkts A ir 
romba diagonales EFX 

projekcijas viduspunkts 
uz X ass, tad romba di
agonales EFX viduspunkts 
B, kas ari ir romba diago
nāļu krustošanās punkts, 
atrodas uz у ass, kas iet 
caur punktu A. 
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Romba diagonālu krustošanās leņķis .2ĻFXBP0 ir 90°. 
No nule aprādītā secinām: 
P a r a b o l a s p i e s k a r e un p r e t š o p i e s k a r i no d e g p u n k t a 

Fx v i l k t a i s s t a t e n i s k r u s t o j a s uz v i r s o t n e s p i e s k a r e s . 
Tā kā Л EBP0 AT Л FXBP0, tad 2Ļ EP0 В — 2ļ.FxP0B. Punkta P 0 deg-

stars r 3 nāk no bezgalīgi tālā degpunkta F2\ tādē| r 2 ir paralēls x asij. 
Ievērojot minēto, varam secināt, ka p a r a b o l a s p u n k t a P0 p i e s k a r e 
un n o r m a l e dala uz pusēm l eņķus s t a rp punkta P0 r ād ius iem 
vek to r i em. 

Tā kā romba diagonales EFX projekcija uz x ass OF — p, tad arī 
parabolas normales P0M projekcijai CM uz ass jābūt p, jo P0M ! ļ EFX. 
Tātad: p a r a b o l a s a p a k š n o r m a l e ir p a s t ā v ī g s l i e lums un ir vienlī
dzīga parabolas ordinatai degpunktā. 

114. zīmējumā redzama pieskares konstrukcija no kāda punkta /?, 
kas neatrodas uz parabolas. 

Pieskare parabolas punktā P0, kā redzams, ir noteikta ar punktiem 
R un B. Punkts R ir dots. Punkta В viena ģeometriskā vieta ir parabolas 
virsotnes pieskare, t. i . ^ a s s . Punkta В otra ģeometriskā vieta ir riņķis 
ar diametru RFlt jo 2ĻRBFX = 90°. 

Pamatojoties uz augšējo, velkam riņķi ar diametru RFX\ šis riņķis 
krusto parabolas virsotnes pieskari — у asi punktos В un Bx. 

Taisne caur R un B, kā ari taisne caur R un BX tad ir parabolas 
pieskares no punkta R. 

Pieskaršanās punktus, piemēram, punktu P0, dabūjam šādi: 
Velkam taisni caur punktiem Fx un B. Šī taisne krusto parabolas 

direktrisi punktā E. Taisne caur 
punktu f ,kas paralēla x asij, krusto 
pieskari t pieskaršanās punktā P0. 

Ja punkts R0, no kura vel
kam pieskari parabolai, atrodas 
uz parabolas direktrises( 115. zīm.), 
tad, kā redzams, R0F — R0E. 
Riņķis ap R0 ar." rādiusu R0F 
krusto direktrisi punktos E un Ex-
Leņķis 2Ļ EFEX — 90°. Tātad 
EF J _ £i F, un tādē| ari t 1 r,. 

Augšējo īpašību izteicam tā: pa
r a b o l a s s t a t e n i s k ā s p i e s k a 
r e s k r u s t o j a s uz d i r e k t r i s e s . 115. zim. 
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Parabolas chorda .P 0 P{> iet caur degpunktu E, kas redzams no 
sekojoša. 

Kā zināms, chorda P0 Pģ ir punkta R0 polare un Fx ir direktrises 
pols; tādēļ, ja 7?0 kustas uz direktrises, R0 polarei P0 Pļ jāgriežas ap 
direktrises polu Fu- tātad chordai P0 Pņ jāiet caur degpunktu F. 

73. Parabolas vienādojums attiecībā uz piekārtotiem diametriem 
kā koordinātu asīm. 116. zīmējumā pieņemam par £ asi parabolas 

diametru un par tj asi šim diametram 
piekārtoto pieskari punktā O'. Ievērojot 
116. zīmējumā pieņemtos apzīmējumus, 
transformācijas formulās [25] jāliek: 

a = 0 un ß = ct. 

Transformācijas formulas tad dabū 
veidu: 

.V = л"0 + t; + iļ COS а, 

116. zim. У =у0 + П Sin а. 

У 

6 

/ У. 

0 / 

dabūjam: 

Ievietojot х un у izteiksmes parabolas vienādojumā 

f = 1px, 

(y0 -f ri sin а ) 2 = 2p (x0 + ? + rļ cos а ) . 

Šo izteiksmi pārveidojam, atklājot iekavas un ievērojot, ka 

y% = 2px0 

un ka caur punktu P0 vilktā diametra vienādojums ir 

Tad dabūjam: 

vai 

m 

rj 2 sin 2 а = 2pl 

y? = 2 ,Ļ- l = 2p>l. ' s in J a -
0) 
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117. zīm. 

Kā redzams, parabolas vienādojumam jaunajā koordinātu sistēmā ir 
agrākais veids. 

Vienādojums (1) rāda, ka 
parabola jaunajā koordinātu sis
tēmā ir slīpi simetriska. 

Tas nozīmē, ka punktam 
Px = a\b (117. zīm.) atbilst punkts 
P a = a ļ — b. Šīs slīpās simet
rijas dēļ punkta P x pieskare 
krustojas ar punkta P 2 pieskari 
\ ass punktā 7". Šā punkta polare 
ir chorda Px P 2 . 

No teiktā izriet, ka punkti 
TOM un parabolas bezgalīgi 
tālais punkts ir četri harmoniski 
punkti. Parabolas bezgalīgi tāla
jam punktam atbilstošais punkts 
О tādē| atrodas nogriežņa TM 
vidū. 

74. Dažas parabolas konstrukcijas. 

a) Dotas divas parabolas pieskares ar pieskaršanās punktiem. Kon
struēt parabolas punktus (118. zīm.). Caur pieskaru gx un £ 2 krusto-

f> šanās punktu T un chordas Pr P 2 vidus
punktu M iet parabolas diametrs, un TM 
viduspunkts L ir parabolas punkts, kā 
tas parādīts [73|. Taisne t, kas paralēla 
chordai P, P 2 un iet caur L, ir parabolas 
pieskare. Norādīto konstrukciju atkār
tojam, uzskatot par dotām pieskares £.> 
un t ar pieskaršanās punktiem P a un L; 
dabūjam jaunu parabolas punktu. Šo 
konstrukciju pakāpeniski turpinot, da

līs, zīm. būjam arvien jaunus parabolas punktus. 

b) Dota parabolas pieskare ar pieskaršanās punktu A un šai punktā 
pieskarei piekārtotais diametrs. Dots arī parabolas punkts C. Kon
struēt parabolu (119. zīm.). Pieņemam doto diametru par £ asi uu 
doto pieskari par yt asi. Velkam caur punktu С \ asij paralēlu 
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taisni, 
nädäs 

Nogriežņus AB un ВС iedalām pēc patikas daudzās vie-
daļās. Apzīmējam dalltājpunktus uz yj ass virzienā no А 

uz В ar 1 , 2 . . . m un uz no
griežņa ВС virzienā no В uz С 

JjC arī ar 1 ,2 . . . m. Caur -ц ass punk
tiem 1, 2 , . . . /и velkam paralēles 
5 asij. Taisne caur punktu A un 
nogriežņa ВС punktu 1 krusto 
pirmo paralēli punktā Px. Taisne 
caur A un punktu 2 uz no
griežņa В С krusto otro paralēli 
punktā P2. Punkti, kas dabūti ar 
norādīto konstrukciju, ir parabu

l i a zīm. 1as punkti. 

Pierādījums: 

Ar 119. zīmējuma apzīmējumiem redzams, ka: 

Tātad: 

AQ _QP_BD 
AB ~ BD ~ ВС 

l J _ - BP 
ß — BD ~~ oc ' 

No šim izteiksmēm dabūjam: 

BD = 

un 

» - „ 2 Y j 2 • 

No pēdējās izteiksmes dabūjam: 

y j 8 = — > E. 

Šis vienādojums ir parabolas vienādojums. Ar to tad ir pierādīts, ka 
ar 119. zīmējumā doto konstrukciju dabūjam parabolu. Konstrukciju 
bieži izlieto speciālā gadījumā, kad Ķ J_ rj un punkts A ir parabolas 
virsotne. 
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с) Dotas divas parabolas pieskares ar pieskaršanās punktiem. Kon
struēt parabolas punktus. 120. zīmējumā dotas pieskares tx,t2 un pie
skaršanās punkti Px un P Q . 

las pieskare punktā P0. 
Taisne d2 caur chordas P 0 P a viduspunktu M2, kas paralēla dia

metram d, ari ir parabolas diametrs. Šī taisne dod punktus Q2

 u n 

Taisne caur punktiem Q a un P 0 ir parabolas pieskare punktā P0. 
No tā mēs secinām, ka punktiem QXP0Q2 jāatrodas uz vienas taisnes. 
Caur punktu P0 velkam taisni paralēli diametram d un dabūjam 

punktu Q 0 . 

Apzīmējam: MPX = ß = MP2\ QQM = T J 0 . 

Tad no 120. zīmējuma redzams, ka 

Taisne d caur A 
un chordas P I P 2 vi
duspunktu M ir para
bolas diametrs. Ja pie
ņemam, ka punkts P 0 

ir parabolas punkts, tad 
taisne dx caur chordas 
P J P 0 viduspunktu Mx, 
kas paralēla diamet
ram d, arī ir parabolas 
diametrs. Š I taisne dx 

dod punktus Qx un Rx. 
Taisne caur punktiem 
Qx un P 0 tad ir parabo-

Л1 ̂  = U L + J - 4 o = I (ß -

un 
P 2 R2 — ~~ 2 

Tātad: 
P2R2 = MRX. 

Ievērojot šo izteiksmi, no 120. zīmējuma redzams, ka: 

Qa _ ДаЯ* _ MRX _AQX 

M I P ~ APX-
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No šis izteiksmes dabūjam: 

Uz augšējās izteiksmes pamatojas 121. zīmējumā parādītā para
bolas konstrukcija, ar kuru dabūjam parabolu kā Ilkni, kas aptver 

pieskares. Pieskaru nogriežņus 
A P x un Л P 2 iedalām рёс patikas 
daudzās vienādās daļās. Uz pie
skares apzīmējam dalītājpunk-
tus virzienā APU bet uz pieskares 
t2 šos punktus apzīmējam vir
zienā P.ļA. Taisnes caur punk
tiem 1, 1 — 2 , 2 — utt., tad ir 
parabolas pieskares. 

Aprādītās parabolas konstruk
cijas bieži lieto būvmechanikā. 

121. zīm. 

75. Parabolas vienādojums asu nogriežņos. 122. zīmējumā parā
dītā koordinātu sistēmā (О, x,y) parabolas vienādojumu dabūjam šādi: 

Parabolas vienādojums koordinātu sistēmā (0',x',y') ir 
x ' 2 = 2 /7y. (1) 

Pārejot no koordinātu sistēmas (O', x',y') uz koordinātu sistēmu (O, x,y), 
lietojam pārveidošanas formulas: 

(2) 
У = У —0 

Ievietojot x' any' vērtības no (2) vienādojumā (1), dabūjam 
x* = 2p(y-b). (3) 

Parametra p vērtību dabū
jam, ievērojot, ka a r j / = 0 
л" dabū vērtību ± a. 

Ievietojot šīs x un у vēr
tības vienādojumā (3), da
būjam : 

a 2 = — 2pb 
•un 

P = ~2T ( 4 ) 

122. zīm. 
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Ar šo p vērtību vienādojums (3) dabo veidu: 

vai arī 

5 + ^ - 1 = 0 (5) 

Šo parabolas vienādojumu sauc par parabolas vienādojumu asu no
griežņos. 

VIENPADSMITĀ NODAĻA 

OTRĀS KĀRTAS LlKŅU VIENĀDOJUMI POLARKOORDINATÄS 

76. Otrās kārtas līkņu vienādojumi polarkoordinatās ar polu 
degpunktā. Izejot no līkņu veidošanas noteikuma 

r— e/V, 
ar 123. zīmējuma apzīmējumiem da
būjam: 

Tātad: 

N= d 4- rcosip; 
r = sN = e (d -f rcosip); 
r (1 —e cos <p) = Ē d = 

r = 1 — 6COS<p 
ir otrās kārtas līkņu vienādojums polar
koordinatās. Še pols atrodas degpunkta. 
Līknes ass pieņemta par polarasi. 

Līkne ir 
elipse, ja e < 1, 
hiperbola, ja e > 1, un 
parabola, ja e = 1. 123. zim. 

77. Otrās kārtas līkņu vienādojums polarkoordinatās, pieņemot 
līknes centru par polu un līknes asi caur degpunktiem par polarasi. 
Tā kā parabolas centrs ir bezgalībā, tad šinī gadījumā varam apskatīt 
tikai elipsi un hiperbolu. Izejot no elipses un hiperbolas vienādojuma 

Ь*х*±а*у2 — o a 0 a = O, (1) 
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ievietojam šai vienādojumā no pārveidošanas formulām 

x = rcos9\ ( 2 ) 

у — r sin ф J 

X un у vērtības. Tad dabūjam: 

± o 2 / 2 cos 2 ф -f a 2 / - 2 sin 2 cp = ± a 2 o 2 

vai 
л а [ ± № cos 2 Ф + a 2 sin 2 <p] = ± аЧ*, 

vai arī 

a 2 — cos 2 ф (с 2 T о 8) 

g 
Dalot augšējās izteiksmes labo pusi ar a 2 un ievedot— = e, dabū

jam elipses un hiperbolas vienādojumu pieņemtajā polarkoordinatu 
sistēmā: 

r 2 = — A * L _ . 
1 — e2 cos 2 ф 

DIVPADSMITĀ NODAĻA 

P I E M Ē R I U N U Z D E V U M I 

78. Piemēri: 

a) Riņķa vienādojums ir 

(X — а ) 2 + (y — p) 2 — r 2 = 0. (1) 

Te a un ß ir riņķa centra koordinātas un r riņķa rādiuss. Vienā
dojumu sauc par riņķa normalvienūdojumu. 

Vienādojumu (1) pārveidojot, dabūjam: 

X9 +y* — 2ccc — 2ßy + ( a 2 + ß 2 — г 2 ) = 0 . (2) 

Vienādojums (2) rāda, ka otrās pakāpes vienādojums 

Ax2 -\- Вху + Су* + Dx + Ey + F=0 (3) 

izteic riņķi tad, ja: 
A — C un В — 0. 
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Tātad o t r ā s p a k ā p e s v i e n ā d o j u m s i z t e i c r i ņ ķ i t a d , j a 
k o e f i c i e n t i p i e m a i n ī g o k v a d r ā t i e m i r v i e n l ī d z ī g i 
u n j a v i e n ā d o j u m ā n a v l o c e k ļ a a r a b u m a i n ī g o r e i 
z i n ā j u m u . Tātad vienādojums: 

Ax* + Ду а + Dx -ļ- Ey + F = 0 (4) 
izteic riņķi. 

Dalot vienādojumu (4) ar A un liekot 
D E a F 
A = a ; Ä = t U n A?.'*! 

vienādojumu (4) rakstām: 
X* + f + 2 OLX + 2 ļ3y + r = 0. (5) 

Šo vienādojumu sauc par riņķa vispārīgo vienādojumu. 
No riņķa vispārīgā vienādojuma (5) dabūjam riņķa centra koordi

nātas un rādiusu šādi: 
Izdarot vienādojumā (5) kvadrātisku papildinājumu, dabūjam: 

X* -f 2*x + a 2 + y » -f 2ßx + ß 2 + у — «" — ß 9 = 0- (6) 
Vienādojumu (6) varam rakstīt šādā veidā: 

ix 4- *)a 4- (y 4- ß)2 - ( - T + « a + ß a) = 0. (7) 
Salīdzinot šo vienādojumu ar vienādojumu (1), redzam, ka riņķa centra 
M koordinātas ir 

Л1 = — « ' ; — ß (8) 
un riņķa rādiuss ir 

r = l / ~ a 2 4 - ß 2 - Y - (») 
Ievērojot augšējo, redzam, ka vienādojums 

* a 4 -У - 8 * 4 - 4 . y = 0 
izteic riņķi, kas iet caur koordinātu sākumu. Še 

, = - 1 = - 4 ; i3 = | = 2 . 

Šā riņķa normalvienādojums tad ir: 

(X — 4) 2 + (y + 2) 2 — 20 = 0. 

Centra koordinātas ir 
M = 4 — 2 

un riņķa rādiuss 
r = / 2 0 . 
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b) Doti trīs punkti P I = .x 1 | .y 1 ) / ' 2 = -*¾!.)½ un / - 8 = - ¾ ! У З -
Dabūt caur šiem punktiem vilktā riņķa vienādojumu. 

Tā kā riņķis iet caur šiem dotajiem punktiem, tad šo punktu koor
dinātām jāapmierina riņķa vienādojums, ko pieņemam vispārīgā veidā: 

j c e + - y » + 2euc + 2fty + Y = 0. (1) 
Tātad: 

x\+yi + 2wc, + 2&у, + у = 0 
x\ 4 yl 4 2 0LX2 4 2 ßy2 4 Y = 0 f 

* I + >5 + 2oMf3 + 2йуз + Y = 0 J 
(2) 

Vienādojums (1) un vienādojumu grupa (2) veido četrus lineārus 
nehomogēnus vienādojumus ar trim nezināmiem: <x, ß, Y . 

Kā zināms, četri lineāri nehomogēni vienādojumi ar trim nezi
nāmiem var kopīgi pastāvēt tikai tad, ja šo vienādojumu koeficientu 
determinante ir 0, tātad jābūt 

= 0. 

Attīstot šo determinanti attiecībā uz pirmās rindas elementiem, dabūjam 
meklēto vienādojumu. 

c) Ja otrās pakāpes vienādojuma veids ir: 

a 2 jc 2 -f- 2abxy 4 - b2y2 4- 2 O I 3 A : 4 - 2a23y 4 - азз = 0 

(ax 4 by)* 4 2ахъх 4 2а,3у 4 азз = О, 

ab; an = b2 

2х 2у 1 
х\+у\ 2хх 2yi 1 

1 i 2 

Х2 Л-Уч 
2x2 2у2 

1 
х\+у\ 2хг 2у3 

1 

v a i 

tad te: 
« И O i 2 

un 

A33 = 
an un a a ab 

Ū22 ab b2 
= a2b2 — a2b2~ 0. 

Augšējais vienādojums, kā redzam, izteic parabolu. Tātad: 
J a o t r ā s p a k ā p e s v i e n ā d o j u m ā o t r ā s d i m e n s i j a s 

l o c e k ļ i v e i d o k v a d r ā t u (ал- 4 by)2, t a d v i e n ā d o j u m s 
i z t e i c p a r a b o l u . 

Vienādojumu 
x'i _ 2xy 4 y2 — 4JC — by 4 3 = 0 

varam rakstīt 
(X - yf — 4 л — 6y 4 3 = 0. 
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Saskaņā ar teikto, šis vienādojums izteic parabolu. 
d) No punkta P 0 = x0\y0 vilkt pieskari parabolai 

y* = 2px. (1) 

Pieskares no punkta P 0 iet caur punkta P 0 polares un parabolas 
krustošanās punktiem Px un P 2 . Šos punktus dabūjam, atrisinot kopēji 
vienādojumu (1) ar punkta P0 polares vienādojumu. 

yy0 = 0 - f * 0 ) . (2) 

Meklētās pieskares dabūjam, velkot taisni caur punktiem P0 un Plt kā 
ari taisni caur punktiem P„ un P a . 

e) Dabūt elipses pieskares, kas paralēlas dotajam virzienam mx. 
Virzienam mx piekārtotais diametrs krusto elipsi meklēto pieskaru 

pieskaršanās punktos. 
Virzienam mx piekārtotā diametra vienādojums ir: 

V = — - 5 — - (1) a mx 

Atrisinot kopēji vienādojumu (1) ar elipses vienādojumu 

£ + £ - 1 = 0 , (2) 

dabūjam pieskaršanās punktus Px un P 2 . 
Ievietojot šo punktu koordinātas pieskares vienādojumā 

a a ' o a 

x0 un y0 vietā, dabūjam meklēto pieskaru vienādojumus. 

79. Uzdevumi. 

A. 1. n o d a ļ a s u z d e v u m i . 

1) Kāds loka mērs atbilst leņķim ф = 45°? тс Atbilde: ; 

4 
2) Kāds grādu skaitlis atbilst loka mēram g? 

Atbilde: <p = 30°. 
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3) Dots nogrieznis Px P a

 a r sākuma un gala punktu koordinātām 
/>! = 5 un P a = 12. 

Kādā attiecībā X šo nogriezni dala uz tā esošais punkts P = 7? 

Atbilde: X = - Ļ 
4) Nogriezni, kas dots ar P , = 5 un P a =Л2 , punkts P dala attie-

o 
cibā л = — g . Kāda ir punkta P abscisa J C ? 

Atbilde: A- = 7. 
5) Dots punkts P = 4 I — 5. 
a) Kāds ir šā punkta attālums r no koordinātu sākuma? 

Atbilde: r = i M Ī . 
b) Kāds ir rādiusa vektora virziena koeficients m? 

—5 
Atbilde: /и = tgcp = -¾ • 

c) Kāds ir leņķa 9 sin un cos? 
5 4 

Atbilde: sin 9 = . •; cos a = -1==. . 

6) Nogriežņa garums ir 6 cm. Nogrieznis veido ar JC asi leņķi 9 = 30° 

a) Kāds ir dotā nogriežņa projekciju X un Y garums? 

Atbilde: X=3 j ~3 cm; Y=3 cm. 
b) Ja nogriežņa sākuma punkta koordinātas ir P = 2 j 5 , kādas ir 

nogriežņa gala punkta P a koordinātas? 
Atbilde: J C 2 = 2 + 3 \r2\ y 0 = 5 + 3 = 8. 

7) Nogriežņa P x P 2 projekcijas ir: X = — 5 un K = — 7. 
Kāds ir nogriežņa garums R un virziena leņķis 9 ? 

7 tj 
Atbilde: P — 1/74; sin у = , — ; cos 9 = - = = . 

' ļ/ 74 1 Л 7 4 -

8) Dots nogrieznis ar sākuma punktu Px = 2 ļ 3 un gala punktu 
P 2 = - 3 | 5 . 

Kāds ir šā nogriežņa garums R un virziena leņķis cp? 

Atbilde: R = j / " 2 9 ; cos 9 = ^ = ; sin 9 = j ^ = = . 

8) Doti punkti: P x = — 2 j — 1 un P a = 4 ļ 2 . 
a) Kādas ir tā punkta P koordinātas, kas dala nogriezni Px P., attie

cībā X = 4? . Atbilde: P = 6 I 3. 
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b) Kādā attiecībā dala punkte P— 6 ( 3 nogriezni P, P a ? 
Atbilde: \ - 4 . 

9) Dotas trīsstūra virsotnes ar punktiem 

Л = 2 | 4 ; P a = 8 | 2 ; />а == 11)6. 

Dabūt šā trīsstūra smaguma centra 5 koordinātas. 
Atbilde: S= 714. 

10) Dots trīsstūra laukums F = 4 un virsotņu punkti 

P 1 = 2 | l ; P a = 3 ļ 3 un P 3 = * „ | 4 . 

Dabūt punkta Р я abscisu x3. . 
Atbilde: xa =• — ~" 

11) Doti četrstūra virsotņu punkti 

P 1 = 5 l 8 ; P a = - 3 | 6 ; P 3 = - 7 I - 4 ; P 4 = 1 0 | - 2 . 

Dabūt šā četrstūra laukumu F. 
Atbilde: F= 126. 

B. 2. n o d a | a s u z d e v u m i . 

12) Taisnleņķa koordinātu sistēmā dots punkts P=5\4. Kādām 
jābūt paralēli pārbīdītās koordinātu sistēmas sākuma punkta О = x0 \y0 

koordinātām, lai šai pārbīdītajā koordinātu sistēmā punkta P koordinātas 
dabūtu vērtības P= 2 i 6? 

Atbilde: 0' = 3 ; — 2 . 
13) Taisnleņķa koordinātu sistēmā dots punkts P — — 2 : 1 . Kādas 

ir šā punkta koordinātas l\tļ koordinātu sistēmā, kuru dabūjam, pa
griežot koordinātu asis pozitīvā virzienā par 60°? 

Atbilde: l = - i + Ö ; ^ = ^ 3 4 - 1 - . 

C. 3. n o d a ļ a s u z d e v u m i . 

14) Kādu leņķi veido taisne у + 3 x — 5 — 0 ar x asi? 
Atbilde: 108° 26'. 

15) Taisne veido ar x asi leņķi 45° un nogriež uz ordinatu ass 
nogriezni b = — 7. Kāds ir šis taisnes vienādojums? 

Atbilde: у = x + 7 

151 



16) Dot taisnes vienādojumu, ja taisne iet caur punktiem Pj = 11 ļ 4 
un P 2 = 5 | — 8. 

Atbilde: у — 2 * 4 - 1 8 = 0 . 
17) Dabūt taisnes 

X — Ъу 4 9 = 0 
asu nogriežņus a un b. 

Atbilde: a = — 9; 0 = 3 . 

Kāds ir šis taisnes vienādojums asu nogriežņos? 

Atbilde: ~ 4 I — I = 0. 
18) Pārbaudīt, vai punkti 

Pi = 2 [ l ; P a = 0 j 0 ; P 3 = l | 2 
atrodas uz taisnes. 

Atbilde: punkti neatrodas uz taisnes. 

19) Kādā punktā krustojas taisnes gx un ga? 

FT = = З а : — 8y 4 34 = 0; 
й = л - ) - 2 j / + 2 = 0 . 

Atbilde: Я 0 — — 61 2. 
20) Taisne iet caur taišņu 

З а : — у — 1 = 0 , 
X 4 3y — 1 = 0 

krustošanās punktu un veido ar x un у asīm trīsstūri ar laukumu F = 4. 
Dabūt šis taisnes vienādojumu. 

Atbilde: X—7= -\ — 1 = 0 . 

20 — 81/ 6 10 4 4 1 ^ 6 

21) Dabūt leņķi, ko veido krustojošās taisnes: 

3A; — 5y — 7 = 0 un ' 2л- + 9y — 15 = 0. 
Atbilde: tg 5 = —; 5 = 43° 30', 

22) Trīsstūra virsotnes ir P x = 7 ļ 8; P a = — 31 5; P„ = 0 | — G. 
Dabūt trīsstūra leņķus. 1 

Atbilde: leņķis punktā P x ir 85° 24'; 
„ „ P a „ 56° 56'; 

. P 8 . 37° 40'. 
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23) Taisne iet caur punktu P = — 2 | 5 un ir paralēla taisnei 

3 * + 5y — 7 = 0. 

Dabūt šis taisnes vienādojumu. 

Atbilde: 3x + 5y — 19 = 0. 

24) Taisne iet caur punktu P = 6 ļ 2 un ir stateniska pret taisni 

3y — bx — 12 = 0. 

Dabūt šis taisnes vienādojumu. 

Atbilde: Ъх + 5 . y - 2 8 = 0. 
25) Doti punkti Px = 3 ļ — 4 un P a = 5 ļ 6. Kāds ir caur no

griežņa PiPļ viduspunktu vilkta stateņa vienādojums? 
Atbilde: x -f 5y — 9 — 0. 

26) Dotas taisnes 

х - y — \=0; X -ļ- у — 3 = 0; JC — 3.v + 9 = 0. 

Šis taisnes veido trīsstūri. Dabūt: 

a) katra taišņu pāra krustošanās punktu Slt S2, Sa. 

Atbilde : 5 j = О I 3 ; 5 2 = 6 ļ 5 ; 5 8 = 2 ļ 1 

b) trīsstūra laukumu F. 
Atbilde: / 7 = 8 

c) smaguma centra S koordinātas. „ 
Atbilde: S= | 3 ; 

d) smaguma centra attālumu no katras taisnes. 

Atbilde: $ x = | s 2 = g j A 2 ; s 8 = — y 5 j / " Ī Ō . 

27) Punkts P veido trīsstūri ar punktiem P x = 3 | 4 un P 2 = 1 | 2. 
Trīsstūra laukums F = 4. Kāda ir punkta P ģeometriskā vieta ? 

Atbilde: x — _y — 3 = 0. 

28) Punktam P= x\y pārvietojoties, punkta attālumi no Px = — xx 10 
un P 3 = ATx ļ 0 mainās tā, ka šo attālumu starpības kvadrāts ir pastāvīgs 
lielums a. Kāds ir veidotās līknes vienādojums? 

Atbilde: x = + 

29) Dabūt attālumu d starp paralēlām taisnēm: 

4JC — 3y — 1 = 0 un 8x — 6y + 9 = 0. 

Atbilde: = Ļ 

153 



D. 4 . — 1 0 . n o d a ļ u u z d e v u m i . 

30) Izpētīt, vai līkne 

9 * a — 3 0 x y + 2 5 / = 0 
sadalās? 

Atbilde: līkne sadalās taisnes: 5y — З л = 0 un by — З л = 0. 

31) Kādu veidu dabū līknes vienādojums 

15A-3 4 З л у 4 4 y 2 4 8л- 4 by 4- 1 = О, 
ja koordinātu sākumu pārnesām uz punktu O' = 1 j — 2 un jaunās 
koordinātu asis Ķ, yj ir paralēlas asīm x, y ? 

Atbilde: 15š 2 4 3 ? y j 4 4r j 2 4 32 ? 4 8rj 4 24 = 0. 

32) Noteikt, kādas līknes izteiktas ar vienādojumiem:, 

I л 2 4 - 4 л у 4 - 3 у 2 — 2 л — 2 j / 4 21 = 0 ; 
II 5 л 2 4 - 1 2 л у 4 9 У ~ - 5 л — 6y — 19 = 0; 

III З л а 4 блу 4 З у 2 4 5 л — Ay 4- 7 = 0. 

Atbilde: 1 —hiperbola; II — elipse; III — parabola. 

33) Dabūt augšējo līkņu centrus Cu C 2 , C3. 

Atbilde: Cx = — 1 | 1; Q = ļ 0; C 3 = o o ļ с о . 

34) Dabūt līknes 11 л 2 — 8xy 4 7y2 — 8 л 4 4у 4 21 = 0 caur 
punktu О I 0 ejoša diametra vienādojumu. 

Atbilde: З л 4 10у = 0. 
35) Pārveidot līknes vienādojumu 

л 2 4 4 x y 4 3 / — 2 л — 2 y 4 21 = 0 , 

pārbīdot koordinātu sistēmu paralēli uz šīs līknes centru. 

Atbilde: š 2 4 4?rj 4 3 t j 2 4 21 = 0. 

36) Kāda vērtība jādod parametram A, lai līkne 

А л 2 4 - 2xy 4 у 2 4 6 л 4 Ay 4 5 = 0 

dotu: a) divas taisnes, b) elipsi, с) hiperbolu, d) parabolu? 
Atbilde: ar A = 2 dabūjam divas imaginaras taisnes, 

„ А > \ dabūjam elipsi, 
я А < 1 hiperbolu, 
„ /1 = 1 parabolu. 
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37) Kādai jābūt parametra В vērtībai, lai līkne 

5 A 2 + 2Bxy + ЗУ + 6 А + 2y + 1 = 0 

krustotos ar taisni у = x divos sakrltošos punktos? 
Atbilde: 5 = 4. 

38) Dota līkne 
X* — 2xy + y* — 4jc - 2y 4- 1 = 0. 

Dabūt diametru, kas piekārtots chordām, kuru virziena koeficients 
„, _ 1 m _ 2 . 

Atbilde: x —у — 5 = 0. 
39) Dota līkne 

2 A 2 — 6xy 4- 7.y 2 4- 4 A — 6_y — 13 = 0. 

Dabūt abu piekārtoto diametru vienādojumus. Viens no šiem 
diametriem iet caur punktu P = 0 ļ — 1. 

Atbilde: А — 2y + 1 = 0 un A + _ y + l = 0 . 

40) Caur punktu P = 1 \ \ vilkt pieskari līknei 

A 2 — 2 xy + 8_y2 + 4 А — 2 у — 5 = 0. 

Atbilde: у — 1 = 0 un 8 A + ^ — 9 = 0. 

41) Dota līkne 

2 A 2 — 8 A ^ — 3y 2 + 4 A + 10y — 1 = 0 

un pols P0 = — 1 I 3 
Dabūt polares vienādojumu. 

Atbilde: A — 1 = 0 . 
42) Dota līkne 

5 A 2 — 4xy + 2y-' — 4 A + 4y — 4 = 0. 

Dabūt līknes asu vienādojumus un līknes vienādojumu, ja koordinātu 
sistēma likta līknes asīs. 

Atbilde: līknes asu vienādojumi: 2 A — у — 1 = 0 u n A - f 2 y + 2 = 0 . 
po о 

Līknes vienādojums: ģ + — — 1 = 0. 
43) Uz elipses 
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asīm veidots paralelograms. Dabūt tā elipses diametra garumu, kas 
atrodas uz šā paralelograma diagonales. 

Atbilde: 8. 
44) Caur punktu P = 11 1 vilkt elipses 

diametru un dabūt tam piekārtoto diametru 

45) Dota hiperbola 

Atbilde: y — x = 0 un ^ + ^ - = 0 . 

4 9 

Caur punktu P = 1 ļ 3 vilkt tādu chordu, kas šajā punktā tiek dalīta 
uz pusēm. 

Atbilde: y — 3 = ^ ( * _ | ) , 

46) Dota parabola 
у* = 6x. 

Dabūt diametru, kas piekārtots chordām: 

у = 3x -f b (b mainīgs parametrs). 

Atbilde: у — 1 = 0. 

47) Dabūt chordu, kas iet caur parabolas у1 = 8x virsotni un pie
kārtota diametram у 4 = 0. 

Atbilde: у — x = 0. 
48) Dota elipse 

f- л. Ļ 1 = 0 . 
81 + 16 

Dabūt pieskares, kas paralēlas taisnei 

X — 3y + 7 = 0, 

Atbilde: x — 3y + 15 = 0 un x — Zy — 15 = 0. 

' 49) Elipses mazā pusass 0 = 3, numeriskā ekscentricitate e = 0 • 8. 
Kāds ir šīs elipses vienādojums? 

X9 V 9 

Atbilde: ~ +• ^ - 1 = 0. 
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60) Dabūt otrās kārtas līknes vienādojumu, ja līkne iet caur punktu 
P = 4 I 3 ; līknes numeriskā ekscentricitate e = 2. 

Atbilde: ^ - 1' = 0. 

51) Dabūt elipses vienādojumu, ja lineārā ekscentricitate e = 2 un 
attālums starp direktrisēm ir 8. 

J C 2 V 2 

Atbilde: = ^ - + ^ — 1 = 0 . о 4 

52) Dabūt leņķi starp parabolas pieskarēm, ja tās vilktas no direk
trises un parabolas ass krustošanās punkta. 

Atbilde: Ļ 
53) Kādu līkni izteic vienādojums 

x a _ļ_ y i _ 3QJJ. _ + 449 _ 0 ? 

Atbilde: riņķi. 
54) Riņķi 

*§ + у — 30jc — 26y + 449 = 0, 

л 2 + у - 2л: — 8y — 83 = 0 

krustojas punktos / 3 ! un P 2 - Dabūt krustošanās punktu Px un P a koordi
nātas un leņķi 8 starp riņķu pieskarēm krustošanās punktā Pv 

Atbifde: Py = 9 10 un P a = 7 12; S = 16° 16'. 

55) Parabolas virsotnes koordinātas ir A = 5 7. Parabolas ass ir 
paralēla л; asij un p = 11. Kāds ir šis parabolas vienādojums? 

Atbilde: f — 14y — 22A: + 15y = 0. 

56) Parabolas virsotne atrodas koordinātu sākumā, un tās ass sakrīt 
ar X asi. Punkts P= 9 | 12 atrodas uz šīs parabolas. Kāds ir šis pa
rabolas vienādojums? 

Atbilde: f = 16*. 

57) Parabolas ass sakrīt ar x asi. Parabola.s virsotne atrodas punktā 
A = o |6 . Kāds ir šīs parabolas vienādojums? 

Atbilde: (v - bf = 2p (x — a). 
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58) Kāda elipses punkta P rādiusi vektori ir rx щ 14 un r 2 = 48. 
Šie rādiusi vektori ir stateniski viens pret otru. Kāds ir šis elipses vie
nādojums? 

А ^ : Й = з Т б ' - 1 = 0 ' 

59) Parabolas virsotne atrodas elipses centrā. Parabolas un elipses 
degpunkti sakrīt un atrodas uz x ass pozitivās puses. Kādas ir parabolas 
un elipses krustošanās punktu rādiusu vektoru rx un r,> vērtības? 

Atbilde: rx — 5,75; r a ra 4,25. 

60) Hiperbolas degpunktu attālums 2e = 100, un tās asimptotu vie
nādojumi ir: 

7 X + 24 у = 0. 

Dabūt šīs hiperbolas vienādojumu. 

A t b i l d e : ^ - Ķ ģ 1 = 0 . 

61) Elipses pusasis ir: a = 5; b = 3. 

Dabūt: e, г, d un p vērtības. 4 9 9 Atbilde: e = 4; e = g d = ^; p = -j 

62) Kāds ir elipses vienādojums, ja dota lineāra ekscentricitate e 
un direktrises attālums no centra k? 

ek 1 ek — e' Atbilde: ^ + ^ - з - 1 = 0 , 

63) Dots hiperbolas konturs. Dabūt: 
1) hiperbolas centru, 
2) hiperbolas asu virzienus, 
3) hiperbolas reālo un imaginaro pusasi un 
4) pievilkt pieskari hiperbolai dotajā punktā. 
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P i r m ā n o d a ļ a . 

Punktu, nogriežņu un laukumu noteikšana ar koordinatSm. 
Koordinātu sistēmas. Projekcijas. 

i.pp. 
1. Analītiskās ģeometrijas definīcija 5 
2. Taisnes nogrieznis 5 
3. Leņķu mērīšana 6 
4. Koordinātas 7 
5. Koordinātu sistēma un taisnes 7 
6. Nogriežņa garums к 
7. Nogriežņa dalīšanas attiecība . . . . • У 
8. īpaši punkti uz taisnes attiecībā uz nogriezni 10 
9. Paralelkoordinatu sistēma plaknē 12 

10. Dekarta taisnlenķa paralelkoordinatu sistēma 14 
11. Leņķis starp divām taisnēm 16 
12. Nogriežņa projekcija 16 
13. Poligona projekcija uz taisnes 17 
14. Nogriežņa projekcijas uz koordinātu esim. Nogriežņa garums un vir

ziena 18 
16. Polarkoordinatu sistēma 19 
16. Nogriežņa dališanas attiecība paralelkoordinatu sistēmā 20 
17. Leņķis starp diviem rādiusiem vektoriem. Leņķis starp diviem no

griežņiem 21 
18. Trīsstūra laukumi 24 
19. Daudzstūra laukums 25 

O t r ā n o d a ļ a . 

Koordinātu sistēmas pārveidošana. 

20. Koordinātu sistēmas pārveidošanas vajadzība 26 
21. Pāreja no paralelkoordinatām uz polarkoordinatām 26 
22. Taisnleņķa paralelkoordinatu sistēmas paralēlā pārbīdīšana 26 
23. Taisnleņķa koordinātu sistēmas griešana ap koordinātu sākumu . . . 27 
24. Taisnleņķa koordinātu sistēmas paralēla pārvietošana un griešana . . 28 
25. Pāreja no taisnleņķa uz stīpleņķa koordinātām 28 
26. Polarkoordinatu sistēmas griešana 29 

T r e š ā n o d a ļ a . 

Līknes un līkņu vienādojumi. 
27. Līknes un līkņu vienādojuma definīcija 29 
28. Piemēri 30 
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C e t u r t ā n o d a | a. 

Taisne. 
i«pp. 

29. Taisnes vienādojumi 33 
30. Taisnes vispārīgais vienādojums taisnleņķa koordinātu sistēmā . . . . 37 
31. Divu taišņu krustošanās punkti. Leņķis starp divām taisnēm . . . . 42 
32. Leņķis starp divām taisnēm 45 
33. Punkta attālums no dotās taisnes 49 
34. Taisnes vienādojumu simboli. Taišņu šķipsna 52 

P i e k t ā n o d a j a . 

Dažas lineāras transformācijas. 

36. Lidzibas transformācija 58 
36. Homogena transformācija 60 

S e s t ā n o d a ļ a . 

Līkņu klasifikācija. Vispārīgas izteiksmes par līknēm. Pieskare. 

37. Līkņu klasifikācija. Vispārīgas izteiksmes par līknēm 62 
38. Līknes pieskare : 68 

S e p t ī t ā n o d a ļ a . 

Otrās kārtas Ilkņu vienādojuma diskusija. 

39. Teorēmas 70 
40. Otrās pakāpes vienādojums 71 
41. Otrās kārtas līknes krustošanās punkti ar taisni 72 
42. Līknes pieskare. Līknes sadalīšanās taisnēs 73 
43. Līknes centrs 77 
44. Līknes diametri " 80 
45. Asis 81 
46. Līknes asimptotas 83 
47. Pols un polare 86 
48. Līknes ar centru galībā 90 
49. Līknes ar centru bezgalībā 94 

A s t o t ā n o d a ļ a . 

Elipse. 

50. Klipses veids. Vispārīgo formulu specializēšana elipses gadījumam . . 95 
51. Dažas konstrukcijas 98 
52. Elipse kā riņķa homogena deformācija 99 
53. Sakari starp elipses pusasīm un piekārtotiem diametriem 101 
54. Līdzīgas un līdzīgi novietotas elipses . . 104 
55. Elipses vienādojums, attiecināts uz piekārtotiem diametriem . . . . • 104 
56. Elipses ģeometriskā veidošana 106 

162 



Ipp. 

57. Elipses veidošana ar likumu г == s/V 108 
58. Izteiksmes par degstariem 112 
59. Elipses pieskaru konstrukcija no punkta ārpus elipses 113 

D e v ī t ā n o d a ļ a . 

Hiperbola. 
60. Hiperbolas veids. Vispārīgo formulu specializēšana hiperbolas gadī

jumam 114 
61. Hiperbolas ģeometriskā veidošana ar likumu /j — r 2 = ± 2a 118 
62. Hiperbolas konstrukcijas 119 
63. Hiperbolas veidošana ar likumu r = e N 121 
64. Piekārtotu pusdiametru sakars ar pusasīm 124 
65. Līdzīgas un līdzīgi novietotas hiperbolas 125 
66. Hiperbolas vienādojums, attiecināts uz piekārtotiem diametriem kā 

koordinātu asīm 128 
67. Hiperbolas vienādojums, attiecināts uz asimptotām kā koordinātu asīm . 129 
68. Pieskaru konstrukcija no ārpus hiperbolas dota punkta 131 

D e s m i t ā n o d a ļ a . 

Parabola. 
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