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PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI,

I. Eksistences teOrémas.

§ 1. Pirmas kartas diferencialvienadojums.

1. Diferencialvienadojuma
dy
& I !
M ¥ =fln) (» =22
atrisinajumu, kas apmierina sakuma nosacijumu

(2) xr = Xy Y =y = y(x)

sauc par Ko§i (Cauchy) integralu. Geometriska interpreta-
cija tas att€lo integralliniju, kas iet caur doto punktu (x, ).
Sada integrala eksistenci pirmo reizi stingri pieradija K 01 gadi-
juma, kad f(x, ) ir analitiska funkcija, Tad atkartoti
atvasinot (1) péc x, dabu augstakas kartas atvasinajumus

I ’)l 1)1 ’ " 0*f ')./ ’)f 12 0./ 2",
i ()x+t)y ? 01:9+ Ox()y + +

Var pakapeniski aprékinat atvasinajumu vertibas
3. =F (# 30  I= ") I= " (xh...

un ar tam formali sastadit Teilora (Zaylor) rindu

' ” Lm

'yO yo yc
@) @)=y Ty — )+ Gy E =2+ ).

Ko§1i ar savu metodi*) ,Calcul des limites* diskut€é rindas (3)
konvergenci un konstat€, ka diferencialviendadojumam
(l) ar analitisko funkciju f(x, ) ir viens vienigs
KoS§iintegrals, koapré&kinaar pakapjurindu (3)
pietiekoSi mazam |r — x| vértibam.

*) Skat. piem., Goursat — ,Cours d’Analyse®, t, 11, Ipp. 354 un sekoj.

2



2 PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI

Funkcijas y(x) augstakas kartas atvasin@jumu 3", »", . . .
aprékinaSanas vieta var direkti meklet vienadojuma (1) atrisina-
jumu pakapju rindas veida

0

(4) J(@x) =9 + L a,(x — x)".

Nezinamo koeficientu «,, noteikSanai sastada aivasinajumu

0
y' = Zna, (r — ,1'0)”—1
=1

un ievieto vienadojuma (1), izteicot analitisko funkciju f(x, %)
ar absoliiti un vienmerigi savirzamu rindu

oo oo
(3) S(x ) =2 2Z a,,(xr— 20)" (y — L7
1=0 7=0
définicijas taisnstiiri
k—xl<a  |y—l <o

Péc koeficientu salidzinaSanas dabii formulas

@y = Gon
(6) 2(12 == Qy + @py g,
3ay = ag, + ay® + a0 + ag 0y

ar kuram var pakapeniski noteikt rindas (4) koeficientus a,, a,, ag,.:.
Ari te ir lietojama KoSi metode konvergences diskusija. Ir sa-
protams, ka salidzindgjuma ar Teilora rindu (3) koeficlenti ir §adi:
!/ " " :

a, = o] U, = }i g == —y—o

B 1y 4 20 # iy e

2. Eksistences teorémas pieradijumam lietosim otru metodi,
ko devis Pikars (F£. Picard). Ta ir t. s. pakapenisko tuvina-
jumu metode (méthode des approximations successives). Ar $o
metodi pierada Kosi integrala eksistenci, neprasot, lai dota funk-



EKSISTENCES TEOREMAS 3

<ija f(x, y) biitu analitiska, bet gan ar Sadam plasakam hi p o-
t€zem.

1) f(x, ») ir nepartraukta un vienveértiga funkcija definicijas
taisnstiiri

) ke —xl<a |y =23l <8
Tesp.
rp—alr<nta Y-t y<y+ b

2) Relativi pret y funkcija f(x, ») "apmierina t. s, Li p-
Sica (Lipschitz) nosacijumu

@8) 1/, 3) —fle, ] <4y —z|,

&ur (%, ») un (v, ) ir divi funkcijas f(x, y) définicijas taisnstiga
{7) punkti ar kopigu abscisu un 4 >0 irt.s. Lip§ica

konstante, LipSica nosacijums rada, ka funkcijas f(x, y) dife-
rencu kvocients

flx, y + Ay) — flx, »
Ay

@y =y —J)
attieciba pret y ir galigs, un ta absoluitas virtibas augséja robeza
définicijas taisnstiiri (7) ir 4.
Specialad gadijuma, kad funkcijai f(x, y) eksisté

d s L = of SE st = :
wepartraukts parcialais atvasindajums 7 LipSica nosacijums ir
ievérots, jo tad péc diferencialrékinu teorémas par vid€jo vertibu
izteic

@R —f@N=G =) (L), y 5oy O<IKD.

LipSica konstante Sini gadijuma ir

0/
A>|53"



4 PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI

3 Eksistences teoréma. Ja f(x, y) ir nepartrankta
un vienvértiga funkcija ar tds absolutas ver-

tibas augs€jo robezZu
M= | f(x )|
definicijas taisnstiiri (7) un apmierina LipSica

(Lipschitz) nosacijumu (8), tad diferencialviena-
dojumam

dy
1L T P &r
W ¥ =tw) (=2
eksist€ intervalla
9) 2y —ae L x<xpta [a == min.(a, %)]:

vismaz viens atrisinajums y = y(x), kas ir ne-
partraukta funkcija kopa ar savu atvasinajumw
Saja intervallda un kas piepem doto VvErtibu
Yo = ¥(x), kad x = x,

Citiem vardiem, ar min€liem nosacijumiem diferencialvie~
nadojumam (1) ir vismaz viens Ko§i (Cauc'y) integrals eksi -
stences intervalla (9), kur ¢ apzimé mazako no skaitliem

b ..
@ un (zim, 1).

Zim, 1.



EKSISTENCES TEOREMAS 5

Pieradijums. Diferencialvienadojuma (1) Ko§i pro-
bléma (t. i. KoS§1i integrala noteik§ana) ir ekvivalenta ar in-
tegralvienadojuma

10 3 =75+ [f(e y@)dx

atrisinaSanu. TieSam, no vienadojuma (1), kopd ar sakuma
mosacijumu (2), ar integraciju sastada vienadojumu (10); otradi,
ar atvasinaSanu péc x no (10) rodas vienadojums (1), un der
sakuma nosacijums y (x,) = ¥,.

Péc Pikarametodes y, izvelas par atrisinagjuma tuvi-
wadjumu, leliekot » = », vienadojuma (10) labaja pusg, sastada
sekojoSo tuvinajumu

2@ =3 + [f 904
0

Sadu procesu atkdrto ar sastadito funkciju v, (¥). Rodas jauns
tuvinajums

7@ =3+ [f @) dn

Visparigi ar min€to iteracijas procesu sastdda funkcijas
péc rekurrences formulas

X
(n In(®) = ¥ + ff(.r, Vy—1 (2))dx (1=1,2,3,..).
Xy
Konstat€sim - sastaditam funkcijam 5, Yo . . o Yo v « -
Sadas ipaSibas, apskatot eksistences intervalla (9) labo pusi, t. i.
kad r, < 2 < 2y + @
I. Katras funkcijas y,(x) vertiba ir 5y, kad
x = x5 t. 1. katra linija y = y,(x) iet caur doto

punktu (x, ).
TieSam, formula (11) rada, ka v, (x)) = ¥,



6 PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI

II. Ja argiments » mainas eksistences
intervalla labaja pusé r,<<ax<=x,+ ¢« tad katra
linija y,(x) atrodas taisnstiiri

x < x < %+ ¢ Yo— 0Ly <+ b
un krusto ta malu » = x, 4+ a
Ir jakonstate, ka

| yu(2) — 25 | < B
Diferences

In(®) — ¥ = ff(x! In—1) dx
*o

absoliito nozimi novérté ar

X
lyn(x) — I < jlf(xl ,yn—1) | dx < M (-1«‘ — xo).

%
Taka » — xy < a un aM < b, tad tieSam ir
| on — 2l <6
. Funkciju virknei
Yo Y1(2), Yo (2)y o oy Ip(®) o v
eksisté nepartraukta robeZfunkcija

o(x) = lim y, (x).

n->wo
Sastadam paliga funkciju

U= Yor Uy(%) = 1 () — Yor -+ 02y (¥) = 1 (%) — Y1 (®), - -

rindu

(12) g + wy(x) + ... Fup(x) + ..
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kuras pirmo » -+ 1 loceklu summa ir
S (%) = ty = u2) 15 o s A 8, (2) = 9y(2).

Lai pieraditu §is rindas vienmé&rigo konvergenci un robeZfunkci-
jas eksistenci, izlieto visparigo VeierStrasa (Weierstrass)
kriteriju: ja dotai nepartraukto funkciju rindai eksisté sa-
virzama skaitlisku majorantu rinda, tad dota funkciju rinda savir-
zas absoliiti un vienmerigi, un ta défineé nepartrauktu funkciju,

Rindas (12) locekli

¥ = Y1 — Jo = ff(x: Yo) dx

noverte ar formulu
[ | < M(x — %) < Ma

Sekojoso locek]u, piem.,

uy =3 — 3 = [[fG 2) — Fiz 3] d

novértéSanai izlieto LipSica nosacijumu (8). Ar LipSica konstanti
A izteic

| Fles 1) — fa ) | < Al — )

un ta tad
@ v F
lug | < A [ [ |de < AM(i_—_2ﬂ{o)_<AM%_
2
Visparigas formulas
"n— ( ) o a”
(19)  Julo) | < A" ME20 <A Y

pieradijumam lieto mat&matiskas indukcijas slédzienu.
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TieSam, ar rekurrences formula (11) izleic locekli

Upt\ = Ipt-1 — I = f[f(‘f' In) — Flx Yu—1)] dx,
x

ko noverte ar formulu

@
| tnpr 1< 4 [1u,] dx,

Ty
izlietojot LipSica nosacijumu
L ) — [l < Al —mal < 4 | 2, |

Ja atrasta novértéjuma formula ievero pler}emto sakaru (13), tad
dabil formulu

G t’o)"‘H S an-{—.l_
B e
kas atbilst (13), ja » vieta pem » + 1.

Rindai (12) ir skaitlisks majorants

a M Q’_) AH an
o+ Ma+M Ay, AR o MAT = g

kas savirzas, jo rinda (¢ — naturala logaritma baze)

C-L\?Anqn_ Aa’_l
n!

p=i

savirzas visam galigdm A un « nozimém  Minétais Veierstrasa
kriterijs rada, ka funkciju rinda (12) savirzas absolati un vien-
mérigi. Tade] eksist€é robeZiunkcija

lim S, (x) = lim y,(x) = ¢(x)

"y >

ka nepartraukta funkcija intervalla x, < » < 2, + a.
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IV. Sastadita robeZfunkcija ¢(x) apmierina
doto diferencialvienadojumu (1) un sdakuma
nosacijumu,t. i, ta ir KoSi (Cauchy) integrals.

leverojot funkcijas f(x, y) nepartrauktibu, no rekurrences
formulas

W@ =30+ [£ yum) do

Xy

robezgadijuma, kad » — oo, dabii sakaru

o®) = 30 + [/le, o) dx,

To
kas norada uz funkcijas ¢(x) min€tam ipaSibam :

¢ (xo) = Yo j’% 2= f(x, ¢(x))~

Ta tad diferencidlvienadojuma

M 5 =S (» =2

’

vismaz viena Ko§1 integrala eksistence ir pieradita.

4, Unitates teoréema. Ar eksistences tedoréma
minétiem nosacijumiem diferencialvienadoju-
mam (1) ir viens vienigs atrisinajums, kas no-
zimei x =z, piegpem doto vErtibu y = y, resp.
viens vienigs KoS§1 (Cauchy) integrals,

Pieradijums. Piegemsim pret€jo, ka y = ¢ (x) ir cits
Kosi integrals, t. i.

Wro) = 30 = fe, 4i)
jeb

o) = 3 + [fl W) dx
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Vajadzibas gadijum@ izvéloties jaunu konstanti e [(mazakn
par ieprieks€jo), vienm@&r var panakt to, ka x nozim&m inter-
valla v, < x < xy 4+ e ari ¢ (x) piloigi ietilpst eksistences
taisnstiiya labaja pusé:

v <L r < %+ 6 Yo— o< <)+ b

Tad diferenci

x

o) — 3 = [Fm W)z

Lo
noverté ar

[ 9) — 2 | < Mx = 2)) < Ma < b,

bet diferenci
X
4@ — = [[flx 9 = fle yilde
&gy
ar’ Lip3ica nosacijumﬁ

|f(xv Q)= Flr, Y1) | < 4 I ¢ — Yy I

Ja formula

140 = 5@ | < 4 [14@) — pa@)] dx

o

izvélas » = 1, tad dabu

| d(x) — N < 4 fl b(x) — 35 | dx < Ab(x — xp)-

Ja izvelas » = 2 un nevienlidzibas labaja pusé ievero iepriek$
atrasto sakaru, tad rodas

|40 — o) | < amp &5
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Atkartojot Sadu pakapenisku ievietoSanu un izlietojot pilnigas
indukcijas slédzienu, var atrast visparigu formulu

— z,)* Sk (Aa)”

y g (x
(14) I‘p(x)—yn(x)‘< A" b 4. S 3 i

Sis nevienlidzibas laba puse robezgadijuma, kad » — oo, ‘ir nulle.
Tade] jabiit
b(x) = lim y,(x) = (),
H—po
kas runa preti piepgémumam, Ta tad ir viens vienigs KoSh
integrals.
5. Piezime. 1) Dabiita nevienlidziba
Aa)?
| o) — 2a(2) | < 64
nordda uz k]idas robeZu, ja ista atrisinajuma ¢(x) vieta pemn
tuvind@jumu y,, (x), aprékinatu ar formulu (11).
2) Eksistences un unitates teorémas pieradijums eksisten-
ces intervalla kreisajai dalai, t. i. kad 2y — a < x < =, iv
analogs iepriek§€jam pieradijumam,

Y

°

Zim, 2.

3) Ja funkcijas f(x, y) d€linicijas apgabals S ir laukums:
(zim. 2) ar slégtu konveksu kontiiru, tad mekléjama Kosi integrala
eksistenci visa apgabala var konstatét ar t. s. analitisko
turpinajumu,



12 PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI

Ja punktam M (x, y,) piederigais eksistences taisnsiiiris ir
7, un tur uz integrallinijas izvelas citu punktu A7, (%, ¥, ), tad
ar Pikara metodi var noteikt pédéjam punktam piederigo
-eksistences taisnstiiri 7,, kas visparigi neaizgem 7. Integral-
liniju ir iesp€jams ,turpinat taisnstiiri 7, un tamlidziga karta
citos sekojo3os taisnstiifos (7, u. c).

§ 2. Normala diferencialvienadojumu sistema.

1. Simultanu diferencialvienadojumu sistému sauc par
mnormalu, ja sisttmai ir tada pat skaita neatkarigu vienadojumu,
-cik nezinamu funkciju, un $o funkciju atvasinajumi ir izteikti
atklata forma atkariba no par€jiem mainigiem, Ja nezinamas
‘funkcijas ¥y = y(x), 2 = (), ..., w=uwu(x) ir skaitd », tad
gormalas sist€émas visparigais veids ir

dvy
Ti,= 12 3 200 ),
dz

(]) % :fz(x; Yy By v ey ”)y
du
Ly N ORI

ar dotam funkcijam £, £, ... f,. Par sistémas atrisina-
jumu jebintegralusauctadu» funkciju kopu y(x), 2(x),...,u(x),
kas, ievietotas sist€mas katra vienadojuma, identiski to apmierina.
‘Sistémas Ko§i (Cauchy) integrals ir atrisinajums, kas piepem
argumenta nozimei » = =z, dotas funkciju vértibas y, = ¥ (xy),
2y = 2(x)g . . . 4y = u(x,). Ko3i integrala noteikSana ir t.s.
KoSi probléma jeb sakuma v&rtibu probléma.

Ja sakuma vértibas 9y, 2, . . ., #, uzskata par patvaligam,
‘tad Kosi integrals dod sistémas visparigo integralu. Ta tad no
Kosi integrala eksistences secinams, ka sist€mas (1) visparigais
dntegrals satur » patvaligas konstantes.

Normailas sistémas (1) Ko §1 integrala eksistenci var piera-
-dit, visparinot vai nu Kos§i metodi ,Calcul des limites* ana-
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litisko funkciju /4, /5 « . ., 7, gadijuma, vai Pikara pakapenisko-
tuvinajumu metodi, kad der Sadas hipotézes.

V.ol i i ok cannlolg 1w, S e
nepartrauktas un vienvértigas funkcijas definicijas apgabala

@) |r—x| <a |y—20]<b, |2=250 <<, - oy |u—u1g |

2. Ar kaut kadam divam mainigo kopam x, ¥, 2, ... ®
un x, ¥, 2 ... u definicijas apgabala (2) der relativi pret
Y2 o ,w t 8 -visparindtie - LipS8ica (Lipschits)
nosacijumi

(3) 1.£5 (%) 3, Zyoeestt) = 13 (2, ¥y 21 AN Y =31 [2=2|-.. . A-u— ]
b =3,:2.8 s ),

Speciala gadijuma, kad funkcijam eksisté parcialie-
atvasinajumi

e o

oy* g™ " 0w

(/3 o 1) 2! ity N n)l~

nosacijumi (3) ir izpilditi ar Lip§ica konstanti A, kas ir
§o atvasinajumu absoliito vertibu augséja robeza definicijas-
apgabala (2).

2, Eksistences un unitates teorema. Ja f, /o, v . . Jy
irdotas nepartrauktas un vienvértigas funkci-
jas ar to absoliito vértibuaugi€éjorobezZu

M2l 308 . Y] (. =11,2 i np

definicijas apgabala (2) un apmierina vispa-
rinatos LipSica (Lpschitz) nosacijumus (3), tad
normalai diferencidlviendadojumu sistémai
(1) intervalla

4) Fp—a x<xy+ 0 [a = min (a, —f:l)[

eksisté viens vn tikai viens KoSi (Cauchyy
integrals.
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Pieradijums, Sistémas (1) Ko§1 problému reducé uz
integralvienadojumu sist€mas

y(®) =3 + fjl(x: y(x), 2(x), . .y ”(x)) dzx,

@ @ =a+ [y, @), .. o ulx)dr

0

u(x) = uy + fj,, (2, p(x), 2(2); o w u(x))dx

-atrisina8anu, lai érti lietotu Pikara (Picard) pakapenisko
tuvindajumu metodi. Par Kosi integrdla tuvinajumiem
izvelas ¥y, 2g . .+ U, un iterdcijas procesa sastada Sadas funkcijas
(- ='1,2,; 8 ¢ o )2

Im(x) =30 + f/l(xy Y=t (X121 —1 (X)seurstlyyy 1 (-1"))‘{-13

&y

(6) ) Zm (x) =2+ ff'z("-" Vin—1 (), 21 (%) 0es )1 (‘V)) dx,

Uy (X) = 1o + j.fn (-t: Yin—1() 21 (V)10 4 (x)) da

o

Funkcijam (6) ir Sadas ipasibas, kas visparina 1. §-fa konstate-
‘{as ipaSibas, un tas var geoometriski ivterpretét, lietojot vairak
-dimensiju telpas jédzienu. VienkarSibaslabad turpmaka diskusija
apskatisim eksistences in'ervalla (4) labo pusi, t. i. kad x;<"a<"x;+a
(aprekini un rezultati kreisajai pusei ir analogi).

I. Katra funkcija (6) apmierina sakuma
nosacijumus:

I (o) = Jov 2y (Xg) == 2y « -+ n 1y () = 2y (m=12,3,..).
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II. Eksistencesintervalla (4) katrai funkci-
jai der sakari:

l)_)m'(x) —_y0|<b, lzm(x)—zCI <b’ ey I”m(x)—“ol<b (m=1»2»3w-)-

Pieméram, diferenci

@
Im — Yo = ffl(x’ IYim—1s Bip—1s « « o “m—‘]) dx

Ty
novérté ar
X
19m —20] <M [de < Ma < b,
X
ieverojot, ka !
VAL, AP

Citas diferences noverté tada pat veida.
IIl. Funkciju virkné€m

Yo yl(x), e ym(x), e
20 zl(x)’ MO zm(x)v . 0

@)

oy B2}y o v or UpukBly 5 5
eksisté nepartrauktas robeZfunkcijas:

Y(x) = lim ym(x): Z(x) = lim 3111(x)' S U(x) = lim um(x)'
M —»00 M—>m M-

Sastada paliga funkciju rindas

{ oo
Yo + Z glym —Ym—1 )l

m=

oo
® 2 + 2 1(3'm—zm—1 )s

m=

O

uy+ I (U — Uy 1),
m=1 y
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kugam pirmo m 41 locekju summas ir y,,(x), 2,,(x),..., #,,(x).
So rindu skaitlisko majorantu noteikSanai to locek)us noverte
§ada veida. Locek]us

@
Vi o= f,/1(xs Vo1 Ry v 0 Mo)dx,

2o

A
T ffz(x: Yo 200 + ¢« Up)d,
o

x
¥y~ o =ffn (0 Yoy 200+« o ) dx
o

noverté ar formulam

| 31— 2ol < M (2 — x) < Ma,
121 — 2| <M (x — 7)) < Ma,
[ty — wo] < M (x — xp) < M,
ievérojot, ka
| /el < M k=1 2...,8)

Ar iepriek§&jam formulam un LipSica nosacijumiem (3) dabii nover-
t&jumu sekojoSiem locekliem. Piem€ram, locek]a
L
U ) Ll f[f1 (%) Y10 210+« oy 1) = J1(6, Vo) 20y o+ 0y )] AX

o

absoliita vértiba ir

2
| Yo —)’1|<Af[|}’1_yo|+|~1_‘30| + oot luy —ul) dx
.1'0

jeb

o 2 2
Lyg— 9y | <8 A M(i—2x°) <nam$.
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Tamlidzigi atrod, ka

ik I<nAMx2x°) AME,

L . . . . . 2
Iu«,,-—ull<nA/14(t 2“°’ <ndMs,
Ar pilnigas indukcijas slédzienu stingri pierada visparigas formulas
{mioas 1o 80 35 ')

xo)lﬂ

< (nd)"— 1M——

m!
x,)

& X — o
|zm--zm__1 l< (nA)"’ 1M(_m'_ < (”A)m 1 Mm’

| Yon =Y m— |<(”A)”‘_1M(x o

9)

[ty =01y |<(11A)'"_1M(t < (nA)’”—1 M

m'

levérojot §is formulas un apzim&ot ar K > 0 augséjo
robeZu rindu (8) pirmo locek]u absolitam v&rtibam | y,l, Izg), . . ., Iy,
sastdda So rindu kopigo skaitlisko majorantu

= M T (med)”
K+Ma+nAM + A (nA)™ ‘M 1"‘ S | md_ e

kas savirzas, jo rinda

(naA)

o1 enad | (¢ — nat. log. baze)

m=1

savirzas visam galigam #», ¢ un 4 nozimém. VeierS§trasa

(§1) krité&rijs rada, ka funkciju rindas (8) savirzas absoliti

un vienmérigi, un tas defin€ robezgadijuma nepartrauktas funkcijas

Yixy = Hm v (r), Zx)= 1 5,(2). ., Hx)="ln"8(®).

My 0 M 300 Ny 00

IV. SastaditasrobeZfunkcijasY(x),Z(x),.,Ux)

ir diferencialvienadojumu sistémas (1) KoS§i
(Cauchy) integrals.
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Tie3am, ievérojot funkciju f,, /o, . . ., f, nvepdrtrauktibu, no
rekurrences formulam (6) robezgaduuma, kad m — oo, dabii
sakarus

Y(I) :J’o+f/1(-‘f,' 1,1 Zx GRSIR) U) dx)
0

a0y | 2o =2+ [fx Y, 2., U) ax,
Xy

Ulx) = uy + ff,,(.r, Y, Z . ity de

To

no kuriem-viegli atrast, ka Y(x), Zx),. . . Ulx) ir sisttmas (1)
Kosi integrals.

V. Atrastais KoS§i integrals Y(x), Z(x),...,U(x)
ar teoréma min€tiem nosacijumiem ir viens
vienigs sistémas (1) atrisinajums.

Pieradijums ir apalogs 1. §-fa apskatitajam. Piepemsim
pretgjo, ka ir vél cits Kosi integrals Y,(x), Z(x),..., Uy(x) ar
tadiem pat sakuma nosacijumiem:

Yi(xo) = Yo Zilxe) = 25 .. Uilxg) = u,

Tad funkcijas Yi(x), Zy(%), ..., Uy () der sakariem (10), kur
Y, Z, ..., U apmainiti ar Y,, Z, ..., U;. No tiem sasta-
ditas diferences

Y, — 90 Z1 — 2, .. U — u
noverte ar

1Y, —yol< M(x—x)< Ma<_0,
1Z —30| < M(x—vg)< Mab,

IU—uo M(x-—xo) M(L<b
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Ja ievéro rekurrences formulas (6) un LipSica nosacijumus (3),
#tad diferencem Y, — v,,, Z, — 2y . Uy — u,, dabi tadu
wmovertéjumu, ka to absoluta vértiba nav lielaka par

A f[le “'ym—1|+ 1z, — Zm—1| +...+I1U - 4, _1lldz.

Rekurrences un pilnigas indukcijas ce]a rodas formulas

))”

- 1 — x)" A
1Y) =2 ()1 b (nA)™ (_{”m lt“ <b (”(:n :

A1) 10— @) < b dyrE =2 (””;‘fl""

, x - naA)"
|Ul(x)—u,,,(x)|<b(nA)'"( ml b( m!) .
Ta ka So nevienlidzibu p&dgjie locek]i neaprobeZoti tuvojas nullei,
kad m —» oo, tad robezgadijuma ir

Y (x)= lim y,,(x). Z(x)= lim z,(2),..., Ulzx) = lim u,,(x).
M —>»0 M —>m Me—>»n

“Ta tad rodas prelruna:
Y z) = Xixy, Zlzl =26 .., Ufxy="Uz)

ikas norada uz unitates teorémas pareizibu.

Normalas diferencialvienadojumu sist€émas atrisinajumam var
altiecinat analogas piezimes 1.—3. ka 1. §fa darits ar vienu
diferencialvienadojumu.

3. Ja diferencialvienadojumu sistéma ir linedra

d
d_)’ = @ (¥) Y+ 1a(®) 24 ... F+ Prulx) 44 @, (),
d

12) 'afj = @01 (2) ¥ + Pua(¥) 2 4. .. + P2ul¥) 4 + (%),

d
ﬁ = %Pm (-t)y + "PnZ(x) < + vor chm{'t) u + n (x)

3.



20 PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI

ar dotam nepartrauktam funkcijam

Pir(x)y @i (%) b =1,-2, 8 ...0)
intervalla ’

(13) g —a < x < %+ 4

tad & — oo, un ir iev@roti ari LipSica nosacijumi (3). Ta ka

a = min ( ﬁ)
SR b e % 7

tad linearas sistémas (l2) gadijuma a¢ = a, t i
Kosi integrala eksistences intervalls

g —ao L x < 2y + a

sakrit ar definicijas intervallu (13).

Uzdevumi |.

1. Lietojot Kos§i metodi ar pakapju ripdu, noteiki diferencial-
vienadojuma

r _ 4y
Yy =2x 4y (y'—zr)
to integralliniju, kas iet caur sakuma punktu.
Aty = 2(% — x — ).

2. Ar pakapenisko tuvinajumu metodi noteikt vienddojuma

dy _
dx — ey
integralliniju, kas iet caur punktu (0,1).
Ath, y = &

3. Arpakapenisko tuvinajumu metodi atrisinat Sadus vienadojumus:
1) kvadratvienadojumu

ax® + bx + ¢ = 0,
ja | a | mazs skaitlis un 6 % 0;
2) Keplera vienadojumu
X~ g 8N &£ = &

ja0 < e<1 un a = const.



{l. Visparigie ». kartas diferencialvienadojumi.

§ 3. Eksistences un unitates teoréma. Integralu veidi.

1. Visparigas formas diferencialvienadojums

(1) Yz, 9z). ¥'(®), Y2, .. 5 FPN2)) =0
saista argimentu x, nezinamo funkciju y = y(x) un tas atva-
sinajumus
s A v . A ) 3" Y
e~ e : = LRty ‘”: BT T
Y= dx?"’ 4 dx"

Ja var izteikt no (1) atklata forma augstakas (».) kartas
atvasinajumu

(2) ) =i ) 9 (@), 70y 9T ),
itad ar jaunu funkciju
(@) =8 3@ =how @ =y s V()= 4

ieveSanu diferencialvienadojumu (2) var reducét uz ekvivalentu
mormalu diferencialu sistemu

y'(x) = g
glix) =1,

3) : :
i) == 1t
wi(x) = 2 98 1 ooy U W)

kas satur » nezinamas funkcijas y(x), z(x), #(x),.. , v(x), u(x).

Péc visparigas eksistences un unitates tedrémas (2. §) secina,
lka sisttmai (3) ar tedoréma min€tiem nosacijumiem eksist€ viens
vienigs Kosi integrals, t. i, atrisin@jums, kas nozimei » = =z,
jpiegem dotas vertibas

Yo=2(xg), 2o=2(x0), =), .., Tp=70(xg), Uy= “(xo)-

{evérojot ievesto funkciju apzim€jumus, dabi ». kartas dife-
rencialvienadojuma (2) Ko§i integralu ka S§i viena-
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dojuma atnsmajumu, kas apmierina t. s. sakuma nesaci-
jumus:

() =), 3, =" (xoh 3, =" (Zohen ST N=97 D (22

Kosi integrala noteikSana ir diferencialvienadojuma KoS§i pro-
bléma jeb sakuma vertibu probléma.

Ka visparigas tedorémas (2. §) specials veids ir eksistences:
un unitates tedoréma m. kartas diferencialvienadojumam: ja vie-
nadojuma (2) funkcija / attieciba pret mainigiem
“he=2%..,u=9y"" apmierina visparigaj#®
teoréma (2. §) min€tos nosacijumus, tad vienado-
jumam (2) eksisté viens vienigs KoSi integrals (4

Ta tad ar Siem nosacijumiem vienddojuma (2) Kosi preblé-
mai ir viens vienigs atrisinajums.

2. Ja n sakuma vertibas (4) uzskata par patvaligam, tads
Ko3i integrals dod ». kartas diferencialvienadojuma (2) vispa-
rigo integralu, kas satur » patvaligas konsiantes (parametrus)
Cy Cyv .y C, . So konstantu skaits ir vienads ar diferencial-
vienddojuma kartu, Ja eksistences teoréma min€tie nosacijumi
nav ievéroti, tad diferencialvienadojumam (2) var biit singu-
larie integrali, kas neietilpst visparigaja integrala un var
saturét ari patvaligas konstantes, bet mazaka skaila neka vispa-
rigais integrals.

Diferencialvienadojuma (2) visparigais integrals

y — CP(I; C]) Cz' ¢ v oy Cn )y
ievietots vienadojuma, identiski (pret x) to apmierina ar kaok
kadam » konstantu C,, C,, ..., C, nozimém. Tas nozimg, ka
ar atvasinasanu péc x sastaditas funkcijas (kopa ar y):
oy o Coe o Ul

!

gt el 05, Cys v o Cg B
(5) y” — rr"(_l-; (:1, (‘2, o F,, ),.
y(n 1)___,,(/: Wi (2, ¢ g
J’(") e ,r(fl)(r Civ Gy v G »
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ir tadas, ka der identisks sakars
(6] s Ty Coiis i onCon) = 2 B18"s 95 s 0.0 PN

Konstatésim, ka katrs vienadojuma (2) integrals
y=¢x; C, Cy..,C,), ja tas salurn neatkarigas
patvaligas konstantes (, G..,C,, ir diferen-
cialvienadojuma visparigais integrals un S$o
konstantu izslégSanas rezultatano sistémas
(6) rodas diferencialvienadojums (2).

Nosacijumu par neatkarigam konstant€m (parametriem)
izteicta, ka no sist€mas (5) pirmajiem » vienadojumiem nav jespé-
jams izslégt visas » konstantes C, C,, . . ., C,,, resp. sastadit
zemaku par », kartas diferencialvienadojumu. Bet gan no ming-
tiem sistémas (5) viendadojumiem var izslégt konstantes skaita
n — 1, resp. atrisindt p&c konstantem C), C,,...,C,,:

G=o@E 32 q y(,,-_1))'
(7 Ci'=E BeloFedb vmmd T
Co=n(l®s 0 25 . v & }’("‘—1))-
Sastaditas funkcijas @,, @, .. ., @, ir tadas, ka der iden-
tiski sakari

Y = 92X P Por v Puh
. V' =9 (x @ Pare v Pud
8) V' =" 91 Pare - Pu)s
y(”_1)_—_<p(”_1)(x- P P+ s P )
Ja ievieto C}, G, ..., C, izteiksmes (7) sistémas (5) pedeja
vienadojuma, tad rodas sakars
¥ ="z, o1 Gar . Py,

kas reduc€jas uz diferencialvienadojumu

@) P = s 3% G 55 D)
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ja ievero identisko sakaru (6). Ta tad » neatkarigu konstantu
Cy Cy ...y C, izslégSanas rezultata no » + 1 vienadojumiem
(5) rodas dotais diferencidlvienadojums (2).
Integrals ¥y = ¢(x; C,, G, . . ., () ir visparigais tamdg],
ka katrai nozimju sist€mai
Zp Yo = Yxh I, = 3 (@) oo o IV = V()

0
var pec (7) atrast savu konstantu sist€mu
Car Gy 2.5, waidass s
kas, ievietota funkcija
¥y =9x; G, G . .y G)

dod integralliniju ar pieprasitiem sakuma nosacijumiem.

Sakarus (7), kas satur katrs vienu patvaligu konstanti un
atrisindjumu y(x) ar augstako atvasinajumu y*—1), sauc par di-
ferencialvienadojuma (2) pirmajiem (jeb pirmas kartas)
integraliem (isi — pirmintegraliem). Tie ir ari diferencial-
vienadojumam (2) ekvivalentas diferencialas sistemas (3) pirm-
integrali, No » neatkarigiem pirmintegraliem (7) ir iesp€jams
izslégt nezinamas funkcijas » — 1 atvasinajumus /', »", .. ., y(i—1)
un atrast diferencialvienadojuma (2) visparigo integralu
¥ = @x; Cp Gy ooy Gy

Ja ir zinams viens pirmintegrals, piem.,,

Co = il® 3 ¥ o o 77Y),
tad to var uzskatit par (2 — 1) kartas diferencialvienadojumu
un sastadit ta pirmintegralu

Cz = ¢, 0 V0w y(n—Z); (1)

ar divam patvaligam konstantém C}, un C, un augstako atvasi-
najumu "2, P&dejais sakars ir dotd diferencialvienadojuma
(2) otrais (jeb otras kartas) integrals, To var sastadit no
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vispariga integrala y = ¢(x; C}, Gy, .., C,), ja no sist€mas
(5) pirmajiem » — 1 vienddojumiem izslédz » — 2 konstantes

Cy Cy, . .., C,. Tamlidziga karta turpinot, var sastadit
3,4, . . . (mn—1). kartas integralus, kas satur attiecigi
3, 4, . . ., n — 1 patvaligas konstantes un zemakas kartas atva-

sinajumus. Peédigi visparigo integralu var uzskatit par ». kartas
integralu, kas nesatur funkcijas atvasinajumu. Integralus ar kartu,
zemaku par », sauc ari par starpintegraliem,

3. Visparigas formas diferencidlvienadojumam

(1) Dx, 9, 9" Yo s 0 I =0
visparigo integralu

9) Tt P G dCh) v v 6 ) = 0

un starpintegralus defin€ analoga karta ka vienadojumam (2).
Ja vienadojumu sistéma

F(x, y; Gy Gy .0 Gy) =0,
1)]’ oF
eyl
+ 0)' F F
()2[ 02 0 0
F2-2 g Sy O g — g,
A y ) ,2 )

(10) 0x :)r()_j, dy Jy
I)"—‘JF a n—1) __
1)__)5':1— ..... + ()7 4 & i O:
oK or (1)

e = g\l
)x" + +0y 2

kas sastadita tas pirmo vienadojumu atvasinot p&c x atkartoti
n reiz, nav iespéjams izslégt no pirmiem »n vienadojumiem
n konstantes C,, C,, . . ., C,,, tad saka, ka S§is koostantes ir
neatkarigas (dazadas). Ja(C, Cy ..., C, ir neat-
karigas patvaligas konstantes un no sisté€mas
(10) visiem n+41 vienadojumiem So konslantu
izslégSanas rezultata rodas ». kartasdiferen-
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cialvienadojums (1), tad sakars (9) ir §1 vienad o-
juma visparigais integrals. Sakars (9) deling
¥y = 9(x; Gy, Gy . . ., C,) ka neatlistitu funkciju.

Lietojot mazaka skaita pirmos sisttmas (10) vienadojumus
un izslédzot mazak neka » konstantes, var sastadit diferencial-
vienadojuma (1) starpintegralus. Ja, piem, no pirmiem
n sistémas (10) vienddojumiem izslédz » — 1 konstantes
Cy Gy . . o C,, tad dabiitais sakars

D,z 9, ¥ o w ITNC) =0

irvienadojuma (1) pirmais (pirmas kartas) integrals.
Ja pem pirmos » — 1 vienadojumus (10) un izslédz » — 2 kon-
stantes C,, C,, .. ., C,, tad rodas diferencidlvienadojuma (1)
- otrais (otras kartas) integrals

DOy, 5 ¥y o0 0 I3 G, ) =0

u. t. t. Pédigi no pirmiem diviem sistémas (10) viena@dojumiem
ar vienas konstantes (), izslég§anu rodas (» — 1). kartas
integrals

(1)71—1('rl N }”; C‘l' Cg» . vy CH—‘) — 0

Par n. kartas integralu var uzskatit visparigo integralu (9).

Ja konstantéem C, C,, . .. C, izvelas noteiktas (fiks€tas)
nozimes, tad dabii partikularo integralu, Kad visparigaja
integrala nav konslantu nozimju, ar kvyam izteiktu diferencial-
vienadojuma atrisinajumu, tad 3adu atrisinajumu sauc par sin-
gularu integralu, P&dgjais var par sevi saturét patvaligas
konstantes, bet mazaka skaita neka . i

§ 4. Reducejamie gadijumi.
1. Visparigas formas diferencialvienadojuma
(1) D (xu y(x), }"('l‘), Ce .y(")(-r)) =0

integracijai nav visparigu metozu, Sadus atseviSkus viena-
dojuma tipus ar piem&rotam substitiicijam var reducét uz
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zemakas kartas diferencidlvienadojumiem, vai specialos gadijumos.
integraciju var reducét uz kvadratiiram. Piem@ram, diferencialviena-
dojumu, kas ir homogens attieciba pret , »’, . . , ¥ unkam
normiala forma ir

’ " )

(2) (D(xv'y_n ‘X—)"')y‘_)= 0 i 0"

7 7 (y# 0

reduc€ uz (» — 1). kartas diferencialvienadojumu ar substitiicij
3 z T (x)
. ®) =S

No atvasinajumu izteiksm&m

v =yz ¥ =G+ 2%, Y=y (" + Bez’ 4 20
uztveram visparigo likumu

) W=y fs 2, 2", ..., 1),

kur / ir polinoms attieciba pret s, 2/, . .., ¥~ Sis vispa-
rigas formulas pierddijumam lietojam indukcijas slédzienu. Ja
formulu (4) atvasina péc x un ievéro (3), tad var izteikt seko-
joSo augstako atvasinajumu

(k+1)_y ./‘(” S 3. ”'(k_J)) +y[0f '+ df ”+ """ (] z(k)]

ar analogu formulu

YD) = yo(s, 2',.. ., 2,
kur

ST L=y Y _f
9(2,8" ) 2 )—~f(Z:~I:-- )+(~ 'oz(k_1)~’

ir polinoms ar augstako atvasindjumu %), Ja izlieto formulas:
3)un (4) ar £ = 1,2, 3,... n tad diferencialvienadojums
(2) top par (2 — 1). kartas diferencialvienadojumu

(5) U(r, 2 2, ...,80Y) =0
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-attieciba pret funkciju s = z(x). Ja 1a visparigais integrals ir

2 = (.P( ; C]) Cgl and iy, ey Cll—1)’

<

tad no formulas (3) ar kvadrattru

edx @y 1Cy; Cay, .5y Gy Y
J,:C"E./d":C”e/q) 10 “g y Lu

izteic homogena vienadojuma (2) visparigo integralu ar #» pat-
valigam integracijas konstantem C, G, . . ., C,.

Piezime, Ar lietoto substiticiju (3) var reducét homo-
geno linearo otras kartas diferencialvienadojumu uz Rikati
(Riccati) vienadojumu (sk. I d., § 20)*.

Ja vienadojums (1) nesatur atklati vismaz vienu no maini-
giem x un y vai zemakas kartas atvasindjumu, tad ir 3adi
reduc€jamie pamattipi

| pamattips: diferencialvienadojums
® (x, ") =0

vai atklata forma

™y
) gl Fi) ( )'(’”):((T.U%)'
Atrisinasim §i vienddojuma Ko§i problému: noteikt
vienadojuma (6) integralu y(x), kas nozimei r = x, piegem
vertibas :
(7) Yo = ¥(x,), J;___ Yz « « J,(():1—1) .—_—_j,(lt—1)(x0)‘

Izteicot vienadojuma kreisaja pus® atvasinajumu

'y(”) = (J’(”—‘I)),;

) E un turpmakos noradijumos nozimée autora darbu ,Diferenci al-
wienadojumi un variaciju rékini“ 1 dala, Riga, 1937,
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dabli ar vienu kvadratiiru zemakas kartas atvasinajumu

X

J’(n_”: ff(51) ds;, + C,.

Xp

Integracijas konstantes C; noteik3anai liek x = x, un ievéro
sakuma nosacijumu y(*—" = y*—"(x,). Dabii nozimiC;=y{* .

Ja sastaditaja vienadojuma

J’(”—”: ff(51)a’51 ¥ .J'(()"_1)

izteic
y(ll—'l): (y(n—Z)) '

tad ar jaunu kvadratiiru robeZas x, x rodas

X So
y(1=2) = / ds, j f(sy) ds; + (2 — ) =V 4+ G,

&g Ty

Te jaund integracijas konstante ir C,=y{"—2) = y\"—2(x,). Tal®

karta turpinot, dabi vienadojuma (6) mekl&jamo Kosi integralu.
forma

(8) Wx) = F(x) + Pya(2),

kur 7,_q(x) ir (» — 1) pakapes polinoms

(f (r—2p)" ™ J,gn—n

9) n 1(x)—y3+(r ro)y '+ }’ ... +(n )l ~3

un funkciju /(x) aprékina ar » kartéju kvadratiiru

Sn

Sjaui 5y
(10) . P = f s f dsus .. [dsy[ fis) dsy.
-'ﬂo xo



30 PARASTIE DIFERENCIALVIENADOJUMI
No 3Sis izteiksmes vai no atrisinajuma formulas (8) atrod,

'ka funkcija /' (x) ir tas vienadojuma (6) Kosi integrals, kas kopa
ar atvasinajumiem lidz (» — 1). kartai ir nulle nozimei » = x,:

Flaeg) = F' (%) = F"(x) = ... = F" N(x)=0, FU)(x)= f().

Bet tadu KoS§i integralu var izleikt ari forma
g St
(1) o) = gy J e = ' 0 s
k Lo
TieSam, §is funkcijas atvasinajumi ir
<’ (x )—(n 2)!.[(15—3)”—1 (s)ds,... )(r)—f (s)ds, cp(”)(r) = f{x);

‘un nozimei x = x, vertibas ir §adas:

Oty = ¢'(x) = . . =¥ N{x) =0,

T

Teverojot unitates teorémv, ka ar vieniem un tiem pasiem sakuma
mosacijumiem  diferencialvienadojumam ir viens vienigs Kosi
lintegrals, secina:

F(x) = g(x)

ILidz ar to ir pieradita integralrékinu formula

Sn Sg S X
! 2 1
(12) fa's,,fa’s,,__1 / (lsgj F(sy)ds, =(n———7ﬂf(x—s)”_1f(s)ds,
Xq Xo Xo Xy Xy

ko var atrast ari citada veida, piem., ar parcialo integraciju.
Il pamattips: diferencialvienadojums
(13) D(x, yB(x), y*ND (2), .., y(2)=0 (1<b<n—1),

‘kas nesatur direkti nezinamo funkciju y(x) un eventuali ari tas
atvasinajumus lidz kartai & — 1 ieskaitot (ja £ > 1).
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levedot jauno funkciju

s(x) = y (),
izteic

zr(x) e y(k-{-1)' zv(x) Bl y(k+2), o Z(u-.k)(x) — )'(")
un doto vienadojumu (13) parveido par
(14) ®(z, 2(z), &', .., 8% %) = 0,

Sastadita vienadojuma (14) karta ir par 4 vienibam mazaka
neka (13). Ja ta visparigais integrals ir

o — f(x; Cv C2. o) etisy C,,_}_')

ar integracijas konstantem C,, C,, . . ., C,,_;, tad funkcijas y(x)
noteikSanai ir jaatrisina I pamattipa diferencialvienadojums, kam
péc (8), (9), (10), (11) analogam formulam dabii visparigo inte-
gralu forma

O ) :
(5) _y\x)z(T_—l—)!f(x—s)/" T TN, ol D B S
&o

ar (& —1). pakapes polinomu

e e e O MR i)
k—1 n—k41 - Yolln—kh42 T —1)! -
un jaunam integracijas konstantem C,_,44, . . , G, .

Il pamattips: diferencialvienadojums
(16)  ®(y(=), 3'(x), ¥"(2), .. 3" (x)) = 0,
kas nesatur direkti argimentu x.

Te izdevigi uztvert y par argiimentu un ievest jaunu funkciju

y' =2 = £
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Var izteikt otro atvasinajumu péc x

G _dp dy__  dp
Y =drTdy de Py

ar funkcijas p(y) pirmo atvasinajumu péc y. Tamlidzigi dabi
sekojoso augstako kartu atvasinajumu izteiksmes :

e

7, dp d>
y<‘“=p("j )+ ip° dj’ dyfi +2°5

i @n1 1d" s
JM—A@) S ey~

Ar atrastam izteiksmém vienadojums (16) pec substitiicijas redu-
c€jas uz (» — 1). kartas diferencialvienadojumu

7 d am—1
(17) (I)l(y,ﬁgﬁ. o o G (5"‘2—-_—?):0

attieciba pret funkciju p(y). Ta tad ar min€to substitiiciju var
reducét uz diferencialvienadojumu, kam karta par vienu vienibu
ir zemaka neka dotajam vienadojumam.

Ja vienadojuma (17) visparigais integrals ir
P = gly; Cp Co v o Cyttds
tad no sakara

il '

ar mainigo separaciju un vienu kvadratiiru dabti dota vienadojuma
(16) visparigo integralu

dy

ar n integracijas konstanteém C;, Cy, . . ., ().
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3. Vienadojumu
(18)  ®(y*B(x), y*HD(2), .. yN(2) =0 (1 <L —1),

kas nesatur direkti argiimentu x un funkciju y(x), var diskutdt ka
I, ta ari Il pamattipa vienadojumu.

Ar jaunas funkcijas
o(x) = yP(x)
ieveSanu vienadojumu (18) reducé uz (» — k). kartas diferen-
cialvienadojumu
D (z 2, 2", ..., 2" H) =0,

o 29

kas pieder Il pamattipa vienadojumam (16). Ar jauno argii-
mentu z un funkciju ' = u(z) dabiito vienadojumu savukart var

reducét uz diferencialvienadojumu

du ity
(bl ( z, u. 3;, vy dszjl_) = 0,

kam karta ir » — £ — 1. Ta tad ar lietotiem pap€mieniem vie-
nadojuma (18) kartu var pazeminat par 2 4 1 vienibam,

Speciala gadijuma, kad # = n — 2, vienadojumu
(19) @ (=D (x), SV (x), "N(x) =0

ar substitiiciju 2 = y#*—2 reducé uz otras kartas diferencial-

vienadojumu
D (g, ¢', 8") =0,

kas savukart ar substitiicijam
; b du

2' =, 2" = u -
; dz

top par pirmas kartas diferencialvienadojumu

d
D ( 2, Uy, U ?{g) —=()
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Ja vienadojums (19) nesatur atvasinajumu y*—" un var
atklata forma izteikt augstako atvasinajumu

y(n) =¢ (y(n—1))’
tad ar minéto substitiiciju dabii otras kaitas diferencialvienadojumu
2" = ¢ (2),

kura integracija reduc€jas uz divam kvadratiaram (sk. I d., § 18).
Ja vienadojuma (18) ir # = » — 1 un var izteikt atklala
forma augstako atvasinajumu

¥ (x) = f(*D),

tad ar jauno funkciju z = »®—") dabii pirmas kartas diferen-
cialvienadojumu

"= f(a),
ko integré ar mainigo separaciju:
ds
X + Cl = m)‘.
Ar inverso funkciju z = ¢ (x 4+ C;) sastadito I pamattipa
vienadojumu
y("_1) =¢ (x + ()
integré ar
_an=-2 (1_-”0)"—2
k= 2), f (=" 24is+ Q)54 Crt =)+ +Coiay )

Uzdevumi II.
Integrét §adus vienadojumus:
1, ¥ =a#, Ath,  y=(x—=3) ® 4+ C, + Cx + Cyx

2 V=gsintx. Al y_12+smgr+c + Cox + Gy

3. 2% 1=0 Ath y= %—ln x4 Cy+ Cyr +Cyr®+C,2®



10.
11.
12,
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22" — 4xy" + 6y' =4, Ath. y= %x+ G+ G + Gy,
b

2xy"y" =y"— 1. Ath. 15Cly=4(Cix+1)* + G+ Gy

5
Yy =2, Ath. 15y =8(x + ) + C, + Gyx.
YW a?y"=0  Ath. y=Csina x+Cyco8ax 4 Cy+ Cox.

6+-f 5—f
29 = ay”, At y=Cx 2 +Cx 2 ~+Cy+ C,x.
& = VT T 1)
ax
YO— B2y — & Ath gy = —e—-f-Cle””-}-C,e_k””-i-

as (a? — &?)
+ G + Cix + CGe2? (b # a).
(1 + »'% »" = 3y'y"% Atb. Visas rigku linijas plaksn&.
3y"y" = b5y".  Ath. Visas parabolas plaksn€,

gylléy(5) s 45},"}/!"})(4) + 40}""0 s O,
Atb. Visas konikas plaksng,

Piezime., Pédg&a vienadojuma integracijai der iev€rot, ka
paliga diferencialvienadojumu

ayy' + bxy 4 cx¥=0 (a, b, c — konstantes)
atrisina ar substitiiciju

4 == w4t

m



ll. Linearie ». kartas diferencialvienadojumi.

§ 5. Vienadojumu veidi. Eksistences teoréma.

1. Parasto diferenciélviénédojumu sauc par linearu, ja
tas pec vajadzigiem parveidojumiem satur pirmaja pakapeé (lineari)
e = _ S dy dy?
nezinamo funkciju y(x) un tas at === y'=—=, ...
ezinamo iju ¥(x) un tas atvasindjumus y de Y T
bet nesatur to reizinajumus. Apskatisim linearo ». kartas diferen-

cialvienadojumu

(M) ¥ 4 @) YD) L f @)y () v = A(2),

kam koeficientos ir dotas intervalla a << x < & nepartrauktas
funkcijas  f(x), ... f,(x), f(x). Ja vienadojuma (1) brivais
loceklis ir identisks nullei: f(x) = 0, tad vienadojumu sauc par
homogenu; pretegja gadijuma — par nehomogenu.

2. Vienadojumu ([) var reducét uz ekvivalentu linearu
normalu diferencialvienadojumu sistemu

i

L L=y
(2) g T TN
u' == fi(u—...— fp1(2) 2 — fy (x)y + fix)

attieciba pret » funkcijam y(x), 2(2) = y’, .. ., u(x)=y"""1). lzlie-
tojot rezultatus (2. §) par visparigas linearas sistémas atrisinajuma
eksistenci, dabii Sadu eksistences un unitates teoremu: ja dife-
rencialvienadojuma (1) funkcijas z(x),.../, (%), f(x)
ir nepartrauktas un vienvértigas intervalla
a < x < b tad tam eksisté viens vienigs atri-
sinajums, kas kopa ar atvasinajumiem lidz -
n. kartai ir nepartraukta funkcija Saja inter-
valla un 31 intervalla viena punkta r=x, pie-
pem dotas vertibas

B)  Yo=yxh ¥, =3"(%)s . 4 FTTV= Nz,

Ta tad diferencialvienadojuma (1) Ko§i integrals (3) ar
minétiem nosacijumiem ir viens vienigs, resp. Ko§i proble-
mai ir viens vienigs atrisinajums.
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Speciala gadijumd, kad f(x) =0 unsakuma nosaci-
jumi ir ;
(4) e _yO"= P =_y£”—1)= 0,

dabii eksistences un unitates teorémas sekas: homogena
linedara n. kartas diferencialvienadojuma vieni-
gais atrisinajums, kas kopa ar atvasinajumiem
lidz (n—1). kartai piepem nulles vé&rtibu viena
intervalla (e, 0) punkta, ir t-s. trivialais atri-
sinajums

y(x) = 0.

§ 6. Homogenie lineirie diferencialvienadojumi.

1. Linearam diferencidlsimbolam

M Ln=3" + fi@s" @D Ho (@) y
ir divas pamatipaSib as, izteiktas ar formulam:
(2 L(y 4+ 2) = L(y) + L), L(Cy) = CL(y),

kur ¥ un z ir kaut kadas funkcijas, bet C — konstante. Izlie-
tojot Sis ipaSibas, atrod homogena lineara diferencialvienadojuma

3) L(y) = 0

sadas visparigas ipadibas, kas visparina tadas linearam otras
kartas diferencialvienadojumam (I d. § 20).

I, Jay(x)irhomogena vienadojuma (3) par-
tikularais integrals, tad ari C, y(x) ir ta integrals.

I. Ja y,(x), »(%), ... yp(x) ir £ partikularie
vienadojuma (3) integrali, tad ari summa
1(x) +2a(2) .. +p (2), resp. €y 3(x) + Gy yo(x) +...4+Cp ¥ (2)
ar bk patvaligam konstantém C, Cy, ..., Cp ir §i
vienadojumaintegrals.

Homogena vienadojuma vispariga integrala sastadiSanai ir
lietojams jédziens par lineari neatkarigiem atrisinajumiem, Ap-
skatisim visparigi funkciju linearo atkaribu, resp. neatkaribu.
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2. . Deéfinicija. Nepartrauktas funkcijas
ei®), Pal®), . . uw Pulx) intervalld a L 2 b saue
par linedri atkarigam, ja Sajd@ intervalla
eksisté identisks sakars

4) Gioy(x) + Gog(®)+ .. . 4 C ey () =0

ani kopstant®n. (G, e, s wlys,  Bap  BRV TLIZE
nulles. Pret€ja gadijumafunkcijasirlinedri neatkarigas.
Kad funkcijam ¢(x), @,(x), . .., @, (x) eksisté nepartraukti

atvasindjumi lidz kartai » — 1, tad linearas atkaribas gadijuma
var sastadit identiskus sakarus

Cio1(x) + Gopa(x) + .. . +C, 9y (x) = 0,

6 9, @)+ Co, (@D +...+C, cp:‘ (x) =0,

G (@) + Gl N2) + ... + G, e (2) =0,
atvasinot p€c x sakaru (4) atkartoti » — 1 reizi. Ja uzskata (5)

par homogenu linearu algebrisku vienadojumu sistému, tad, lai
tai attieciba pret C,, C,, . . ., C,, biitu atrisinjumi, kas nav reizé

nulles, jabiit sistémas determinantam jeb t. s. funkciju
Vronski (Wronski) determinantam

(6) W“Pp R T T — "

identiski vienlidzigam ar nulli. Ta tad nosacijums
W(ey, ar v+ 0 9y) = Wi(x) =0

ir nepiecieSams funkciju linearai atkaribai
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Visparigi*) tas nav pietieko§s, bet top par tadu, kad funkci-
jas ir homogena diferencialvienadojuma (3) » partikularie integrali :

1(x) = 1(%), Pox) = (%)) .« o Py (X) = 3, ().

Tiesam, tada gadijuma ar hipotezi, ka intervalla (a, ) viena punkta
x = x, ir W{x,) = 0, konstaté, ka sistemas (5) vienadojumus
ar x = x, var apmierinat ar koustanttm C,, C,, ... C,, kas
nav reiz€ nulles. Tas nozim& ka diferencialvienadojuma (3)
partikularais integrals

Wx) = Cinx) + Gy + . . . + Gy ()
apmierina $adus sakuma nosacijumus:
Wag) = y'(xg) = . . . = ¥ Nz =0,

Eksistences un unitates tedrémas sekas (§ 5) rada, ka y(x) = 0,
t i. funkcijas ir lineari atkarigas:

Cin=x) + Gy + . .« + Cuu,u(x) =0,

Ir pieradita teorema: Homogena diferencialvie-
nadojuma (3) » partikuldrie integrali y,%,...%
irlineari atkarigitad un tikaitad, jato Vronski
(Wronski) determinants ir identiski vienlidzigs
arnulli:

W(3 Yar - - » Ip) = Wix) = 0.

Tade] pretéja gadijuma, kad W(y, y% .. v y,) nav iden-
tiskivienlidzigs ar nulli, integrali y, 59 . . 4 ¥y
irlinearineatkarigi.

3. Ar t. s. Liuvila (Ziouville) formulu konstaté€sim, ka
Vronski determinants W(y, %, ... ¥y) ir vai nu

*)  Divu funkciju @;(x), Po(») gadijuma jauzever hipoteze, ka funkci-
jas neviena intervalla (a, ) daja nav pastavigi vienli-
dzigas nullei (sk.Id, §19.).
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identiskinulle, vai nav nulle intervalla (a, 0)
neviena punkta x = x,.

Mingtas formulas afraSanai sastada Vronski determinanta

N Yge slivee s In
! ! !’
5 L A 7

(7) W(.ypyg;--n,}’n)z A T 7 I e T o e
: ySn—Z) ygn—2) D yf:t—?)

yEn—-l) ygn—1) aay ‘yfzn-d)
atvasinajumu

dw
@ S W=

ySn—Z) ygn—Z) i ) y(n--Z)

ygn) J',gn) LN ygt)

izlietojot ». kartas determinanta atvasinaSanas likumu. Te ir
jaievéro, ka atvasinaSanas formula ar » determinantu summu
paliek viens loceklis (8). jo pargji ir nulles, ka determinanti ar
vienadam rindam. Ja determinanta (8) p&déjas rindas elementiem
pieskaita pirmo #» — 1 rindu elementus, reizinatus attiecigi ar
Fu@)h fu1(®) .o fy(x) un ievero, ka yy, ¥y o . o Yyt
diferencialvienadojuma (3) atrisinajumi :

L(p)=0, L(y)=0,... L(y) =0,

tad p€c parveidojumiem dabi funkcijas 7 (x) noteikSanai pirmas
kartas diferencialvienadojumu

anw
T = —hiE) W

Ar mainigo separaciju un kvadratiiru dabii Liuvila (Liouville)
formulu



LINEARIE #. KARTAS DIFERENCIALVIENADOJUMI a1

&
; — [hi@)de
©® Wizx) = Wye *o (e — nat. log. baze),

ja apzim€ Vronski determinanta vertibu punkta » = », ar
Wy = W (nxo) 2 ®oh + « o u(x):

Formula (9) rada, ka nepartrauktas funkcijas /,(x) gadijuma
visos intervalla (a, &) punktos (identiski) ir W'(x) = 0, ja
viena punkta /#, = 0, bet neviena punkia /W (x) % 0, ja
kaut jviena punkta /), = 0. Tad€] » partikularo integralu
Yir Yo « + Yy, linedrai atkaribai pietiek zinat, ka viena punkta
W, = 0, bet linearai neatkaribai — ka W/, % 0.

4. Deéfinicija. Homogena lineara diferencial-
vienadojuma (3) » partikularie, lineari neatka-
rigie (t. i. kuju Vronski determinants /#” == 0), integrali
veido atrisinajumu fundamentalo sistému
(L. Fuchs).

Ir S$ada pamatteorema, ko devis Lagranzs (Lagrange):
homogenam linearam » kartas diferencial-

viepadojumam (3) eksisté vismaz viena atrisina-
jumu fundamentala sistéma

7}1(37)1 ﬂz(x)' Ey 7];;(-15) (W(Y)n Nar + + o Yln)#: 0);

kaut kuyu vienadojama (3) atrisinajumu y(x) var
izteikt forma

(100" (x) = C;(®) + Cnp(x) + . . 4+ G,y 1y (%)

ar » konstant®m C; €5, . . w Cy.

Pieradijums. Pé&c eksistences teorémas (§ 5) vienado-
jumam (3) ir 3adi Ko8i integrali n,(x), mo(x), . . ., W, (¥), kas
intervalla (e, 6) punkta x = x, apmierina nosacijumus:
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’ Y}:(xo) = 0) ey y)i”"—n (xo) —10;
0, Y);(.‘co) 2= Liison h - han) 2= 0,

(%) =

) UNEDN)

‘1]”(,1:0) :0, 'I)n(xo\ ==t () [ L 1)51"—1) (xo) = 1.

Sie integrali ir lineari neatkarigi, jo Vronski determinants

105 .0
W(nl(’ro)! WQ('r(1)y o 0 0y Y)n (:t')) = O l A 0 = ],
00. 1

aprékinats punkta x = x,, nav nulle. Ta tad tie veido specialu
atrisinajumu fundamentalo sist€mu,

Kaut kuyu vienadojuma (3) atrisindjumu y(x) nosaka ar
sakuma vértibam :

(12) Yxg) =ay, ¥'(x) = ay . ., Y= () =a,,.
Var sastadit vienadojuma (3) integralu
Nx) = a; n(x) + a3 nlx) + . .. + a, 1,(2),
kas apmierina tos pasus sakuma nosacijumus (12). TieSam, ir
N(xo) = amy(xe) = ay,
’
' (%) = aqn, (%) = ay
71("_1)(":0) = s ﬂf,""” (%) = ay,
ja iev€ro formulas (11). Unitates teoréma rada, ka

)’(,‘C) L ’f)(-‘f)v

t. i. kautkuyu atrisinajumu vér izteikt forma (10) ar konstantu
nozimem
Ch=ay G =ay ..., = ay,
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5. Papildinot pamatteorému, konstatésim, ka atrisina-
jumu fundamentalosistému ir bezgala daudz.

Zinot vienu sisttmu v;, 7y, . . ., 7,, var ar homogenam
linearam transformacijam

21(%) = ayny(x) + ayng(®) 1 ... + a1, (),
(13) Yo(x) = agyy (%) + AggMa(x) +- ... + @My, (%),
In (%) == @y (%) + apaMg(%) + . .« + ByyyMy (%)
sastadit bezgala daudzos veidos funkcijas y,(x), yy(x), ..., ¥, (2)

kas ari veido atrisinajumu fundamentalo sistému. Ir japrasa, lai
jauno funkciju Vronski determinants

@11 Gig « -« Gip

Bgy Ggg + ¢+ ¢+ Gpp

Wy Ya -« ) = Wiy Mgy -+« M) -

Apy Cpg - = A |

nebiilu nulle vismaz viena punkta. Ta ka

W) Nalzo) « + 5 Mplze)) = 1,
tad

Ay Ay - - . Gy

Agy Qo9 v . . Ay

W(pwo), yalxe)s -« om(g) = 7 7

Ay Qpy -+« Ayy

un tas nav nulle, kad linearas transformacijas determinants nav
nulle (transformacija ir ista jeb nedegener&ta) Ar tadu
nosacijumu transformacijas vas izvél€ties bezgala daudzos veidos;
tadé] ari atrisinajumu fundamentalo sistému ir bezgala daudz.

Katru vienadojuma (3) atrisinajumu fundamentalo sistému
var izteikt sisttmas (13) veida, attiecigi izvéloties konstantes
a(, k=1,2,..., 1), jo katru atrisinajumu var izteikt ka linearu
homogenu funkciju no ,(x), n4(x), . . ., %, (x).
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6. Ir iespéjams apgriezta karta no (13) izteikt funkcijas

Ny(x) = by y4(x) + by yo(x) + ... + by y (%),

(14)° Na(%) = bgy 31(x) + bog ¥o(¥) + .. . + b, ¥ (%),

N () = byyy Y1(%) + by 3o(2) + .o+ by 3y ()
ar y,(x), ¥5(x¥). .. ., ¥, (x) un jaunam konstantém b;, (7, k=1,2 ..n)
Péc Sim formulam kaut kuyu atrisinajumu
Y(x) = amy(x) + agne(x) + . . . + a,n, (%),
kam der sakuma nosacijumi (12), var izteikt forma
(1) 3(20) = O + Gooe) + .. . + Gy 3, (@)
ar jaunam konstantém:

C, = aby + agbyy + ...+ a,b,,
Cy, = aybyy + aghyy + . . . + a, by,
Co = arby + asb,y, + . . .+ ay by,

Ja sakuma vé€rtibas a,, a;, . . ., a, uzskata par patvaligam,
tad ari C}, C,, . . ., C, ir patvaligas konstantes, un funkcija (15)
ir diferencialvienadojuma (3) visparigais integrals.

Lai konstatétu, ka ». kartas diferencialvienadojuma vispariga
integrala forma (16) ar W1( %y, Yo « + w ¥y) 54 0 drvienigi
homogenam linearam vienadojumam, sastadisim diferencialviena-
dojumu, izsledzot konmstantes Cy, C,, . . ., C,, no (15). Ja atva-

sina péc v atkartoti » reiz sakaru (15), tad péc parveidojumiem
dabii vienadojumu sisteému

-+ CntGr+t+...+ 6y, =0,
-+ Gy + Gy + ... +Cy =0,
T 1 R S N ol R T N S
— YL 4G L +G =0,
— Gy 4 G 4 €, Y =0,
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ko var uzskatit par homogenu algebrisku » - 1 vienadojumu
sisttmu ar » 4 1 nezinamiem — 1, C}, Gy, ... C,. Ta ka
Sie nezinamie nav rcizé visi nulles, {ad, sist€mas (16) iesp&jami-
bai japrasa, lai sistémas determinants biitu vienlidzigs nullei, t. i.

¥ D1 Yol vl Dy
R e
24 Bt BAMORIS s tini it il =0.
),(:1—1) J’E”_” J’-(a"_”- U 3,’(:1—-1)
J,(n) yl(n) ygn) ..... },f‘n)

Ja So determinantu attista péc pirmas kolonnis elementiem un

reizina vienadojuma (17) abas puses ar faktoru (— 1)”, tad ro-
das diferencialvienadojums

(18) Wix) ¥y — Wyx)y® D 4+ ...+ W,(x)y =0,

kas ir homogens linears 7. kartas vienadojums, jo augsiakas
kartas atvasinajuma koeficients ir doto lineari neatkarigo funkciju
Vronski determinants

Wy Yo« « 0 Iy) = W(x) # 0.

Ja vienadojuma (18) abas puses dala ar //(x) un ievéro, ka
koeficients

I Yo o 0v e In
! ! !
Y, Yy vvnees i’

(7 25 £ = (VS (B D R
J,Sn—?) },gn——2) L J,f,n~2)
yfn) ygfz) ..... yf;l)

dw

péc (8) formulas ir vienlidzigs ar /' = tad rodas dife-

dx"
rencialvienadojuma normala forma

D 4 @SN+t fulx)y =0
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ar
%o pggp o e
h= W'de P e St i W(x)

Pirmais no Siem sakariem péc kvadratiras dod Liuvila
(Liouwville) formulu (9)

§ 7. Nehomogenie linearie diferencialvienadojumi.

Ar linearo diferencialsimbolu
() L) =" 4 fi2) et fua(E + (2)y
nehomogeno vienadojumu raksta forma

(2) L(y) = f(») (F(x) % 0).

Ta atrisinajumu pamatipa§ibas ir §adas*).

1. Atrisindjumu superpozicija:ja f{x)=,(x)+@y(x) ...+ (¥)
un vienadojumu L(»)=9,(x), L(3)=%(x),...L (3=, (%),
partikularie atrisinajumi attiecigi ir
Yilz) Yo(2) « o o Xp(x), tad vienddojuma IL(y) = (=)
partikularais atrisinajumsir

nx) = Y, (2) + Yy®) + ...+ Yp(a)

Pieradijumam ir atkartoti jaizlieto diferencialsimbola

(1) ipasiba
L(y + 2) = Ly + L2

2. Nehomogena vienadojuma (2) visparigo
integralu y(x) sastada, jata partikulatam integra-
lam y(x) pieskaita atbilsto$§a homogena
vienadojuma

(3) Lip) =0
visparigo integraluy, t. i.

(4) Yx) = 3,(x) + Cony(x) + Cona(x) + . . . 4+ G, m,, (),

—_—

#)  Otras kartas vienadojumam tas apskatitas I d., 21. §-fa.
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ja G, G VG iidr "patvaligas konstantes un
N(x)y Ma(x), « o o Ny (x) ir atbilstoSa homogena viena-
vienadojuma (3) atrisinajumu fundamentala
sistéma:

W("hf"’)a' e M) F0.

TieSam, ja L(y) = f(x) un L(y,) = f(x), tad diference y—y,=y
. der homogenam vienadojumam (3). Ta ka n=Cy%,+Cyny+...4+C,, 7,
un ¥y = y, + w, tad ir pareiza formula (4).

Otradi, ja no sakara (4) ar lineari neatkarigam
funkcijam v, %y ... My, kuruw Vronski determi-
nants W £ 0, izslédz patvaligas konstantes
Cp Gy ooy Cyy tad rodas viens nehomogens
linears n. kartas diferencialvienadojums.

Ar sakara (4) atkarlotu atvasinaSanu peéc « saslada viena-
dojumu sist€mu

— (Y =230+ Cﬂh -+ C‘i’l‘z + +Cn Ny =0,

— (7' =3)+Cm +Ciny 40+ Cym =0,

= (=N C N Crl* N+ Gyl =0,
— (3 — 5P+ C® + C™ + ... + G, v =0,

no kugas péc konstantu eliminacijas rodas vienadojums

G =1 i1 Ng + v v v s Yin
ki S SRS
® | s - = 0,

J’("—”"')’(,"__U .qgn—-'l).qgn—l) | 715,”-1)

DY (O RO N I "’S;")

Atklata forma (5) ir nehomogens linedrs ». Kkartas diferencial-
vienadojums, jo determinanta attistijuma loceklim ar »® koefi-
cients W(n,, My . .., m,) =4 0, un ir ari loceklis, kas neatka-

1igs no nezinamas funkcijas y(x)
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Ta tad vispariga integrala forma (4) ir raksturiga neho-
mogenam linearam » kartas diferencialvienadojumam,

3. Jairzinama atbilstoSa homogena viena-
dojuma atrisinajumu fundamentala sistéma,
tad nehomogena vienadojuma partikularo
atrisinajumuvaraprékinat ar » kvadratiird m¢
resp taintegracijuvarreduc@tuz kvadratiram.

So redukciju dara ar Lagranza (Lagrange) konstantu vari-
acijas metodi. Ar atbilsto33 homogena vienadojuma ZL(y) = 0
atrisinajumu fundamentalas sistémas funkcijam

7)1(-1")' No(X), « v o s My (%) (I"V(th Ngr v v o Ny) F& 0)
izteic ta visparigo integralu

Wx) = Cn(®) + Cple) + . . - + Gy (),
lietojot » konstantes C, C,, ... C,. PéclagranZa meto-
des meklé nehomogena vienadojuma Z(y) = f(x) alrisinajumu
analoga forma

(6) yx) = a(-f)m(r)+ Gyl x)ng(x) + oo + at(x)Tl't (),

ievedot » jaunas nezinamas funkcijas Cy(2),Co(), . . » Gy (2).
Ja izvélas n — 1 piem@rotus sakarus

— ] —
C, (), +C@m ... +C,, (), =0,

P ’ sl radl 4
(7) C] ("”)”ll + Cz (’r)nz + Bl AL + (’" (,—V)"I,, " Ol

— ¥ _‘_,. & kg -2 =

C @2 +C (o2 + ...+ @2 =0,
tad funkcijas y(x) atvasinéjhmus lidz (n — 1) kartai izteic forma
7 o )

y =Ty +Ca + ... + C,m',
d Gk S + G,

)’("—1)—-‘-'-6‘17](1"_1) 4 aﬂgn—-l) e il Zﬂ'” .ﬂ(’;t—1),
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bet ». kartas atvasinajumu ar
yO=[C @{*~ V4 AT @I T+ .+ T, 1),

Ar 3o atvasinajumu un funkcijas (6) izteiksmju substitiiciju dota
nehomogena vienadojuma L(y) = f(x) rodas sakars

(€, @+ +C @ DM LM+ - .-+, Lln,) = fi),
kas vienkarSojas par '
®) C' @ ~V4+C @ =D+ +C (@ "= fix),
jO My Mgy + . My ir homogena vienadojuma L(n) = 0 atrisindjumi:
L) = 0, Ling) == 0,7 ., Lin,) =.0.

Vienadojumi (7) un (8) attieciba pret » nezinamiem

El "(2), Z:'(x), B0, c“”’(x) veido nehomogenu linedru algebrisku
sistému, ko var atrisinat ar Kramera (Cramer) formulam

g Wy

(C) C(») =

5 W k=12...,mn),

jo sisttmas determinants ir funkciju v,, 1y ... 7, Vronski
determinants %7 5= 0. Visparigaja formula (9) skaititajs /77, ir
determinants, kas rodas Vronski determinanta J#/ apmainot
k. kolonnu ar sist€émas brivajiem locekliem 0, 0, . . ., f(x). Ar
kvadratiiru no (9) dabit funkcijas

Fk(x)=Ck+f—I:ll//l—/kidx (k:]»2i-'-i "),

un ar tdm péc substitiicijas formula (6) rodas nehomogena vie-
nadojuma L(y) = /(x) visparigais integrals

4 =) = n= + Cm(x) + Cona(x) 4.4 Gy myy (2)

5
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ar n integracijas konstantem C,, G, . , ., C,, un partikularo
integralu

g / l"r/..
(10) (%) T dzx.

Pédgjo, ka redzams, aprékina ar » kvadratiiram. Ar y,(x) izteiksmes
(10) substitiiciju vienadojuma Z(y) = f(x) var direkti parbaudlt
ka y,(x) tieSam ir §1 vienadojuma integrals.

§ 8. Linearo diferencialvienadojumu redukcija.
Apskatisim Sadus redukcijas gadijumus.

1. Dotonehomogeno linearo n kartas dife-
rencialvienadojumu

(1) L(»)=y"+f ()P DS, (0, (D)= f(2)

varreduc&tuz tada pat tipa (n—1). kartas vie-
nadojumu, ja ir zinams viens atbilstosa
homogena vienadojuma L(y) =0 partikulars
(netrivials) integrals 7,(x).

Ar substitiiciju
(2 Y=

izteic atvasinajumus:
yo=
"= g 4+ 2nl'u’ + n:'u.
¥ = 0 + ( )n - + oot (1) =00 + 90 w,

lietojot visparigo Leibnica likumu par reizinajuma atvasinaanu.
Ar §im izteiksm&m vienadojums (1) top par . kartas vienadojumu

n,(x) u + ’?1(-*’)”(”_1)'{" v on—a( ‘C)“ + 9 (2)u = fix)
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(ari linearu) attieciba pret funkciju #(x). No jaunajiem koeficientiem
?1(%), @o(2), . . . 9, (¥) pEdEjais ir

P () = L(n,) = 0.

Tade] dabiitais vienﬁdoj’ums direti resatur #, un fo var reducét
attieciba pret jauno funkciju

(3) mE=Sel

uz linearu (» — 1). kartas diferencialvienadojumu (g, =7, 3 0)
@ L(@=9x)2" V4 ¢y (1) D f o, s(2)e=f2).

So redukciju var izdarit, apvienojot abas subslilticijas (2) un (3)
viena kopiga t. s. Dalamb@ra (L'Alembert) substitiicija

(5) =L f zdx.
Ja vienadojuma (4) visparigais integrals ir
z('t)zzl('x)'}—cﬂcl(x)+"-+Cn ;11—1(":) (lvl/(t»]: “':'2'- '»Cn—1):'& 0)’

tad ar kvadratiiru (5) var aprékinat dota vienadojuma (1) visparigo
integralu

W) = @) + Cn@) + Guy(x) + ..o + 6y, )

ar n konstantém C,, C,, . . , C,, un funkcijam

N(®) =N [ 21dx, nyx)= nlfgl’{'v" Wy () = 771[ Cn—r dx.

2. Ja ir zinami A<n atbilstoSa homogena
vienadojuma L(y) = 0 partikularie un lineari
neatkarigie integrali n, % ..., M, tad linearu
n. kartas diferencialvienadojumu (I) var reducé@t
uz linearu (n— k). kartas diferencialvienadojumu,

Izlietojot vienu integralu, piem %, var ar Dalambéra substi-
ticiju reducét (1) uz (» — 1). kartas vienadojumu (4). Pedgja

5%
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vienadojuma atbilstoSam homogenam vienadojumam Z,({) = 0
var sastadit # — 1 atrisinajumus

® =@ a=@,.. .6 =(2),

kas ir sava starpalineari neatkarigi, TieSam, prelja
gadijuma piepemtais linearais sakars

CGa+Ga+...+CGL1=0
péc izteiksmju (6) ievietoSanas un kvadratiiras dotu linearu sakaru
Ch+Cha+t...+GCGn =0,

kas ir pretruna ar nosacijumu par lineari neatkarigiem atrisina-
jumiem %y, Mg . o » Np.

Ar jaunu Dalambera substitticiju

o — levdx

vienadojumu (4) var reducet uz linearu (» — 2). kartas diferen-
cialvienadojumu attieciba pret funkciju »(x) AtbilstoSam homo-
genam (» — 2). kartas vienadojumam var sastadit £ — 2 lineari
neatkarigus atrisinajumus

@ @ 8

Procesu atkartojot, galigi dabii vienu linearu (» — £). kartas
diferencialvienadojumu. Zinot ped&ja vienadojuma visparigo inte-
gralu, var ar kvadratiaram aprékinat dota ». kartas diferencialvie-
nadojuma (1) visparigo integralu.

Speciala gadijuma, kad 2 = » — 1, vienadojumu
(1) var reducét uz vienu linedru pirmas kartas diferencialviena-
dojumu. Ta ka pédéja vienadojuma integracija reduc€jas uz
divam kvadratiaram, tad ari dota vienadojuma (1) integracija Sini
gadijuma ir reducéjama uz kvadratiiram.
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3. Redukcija kanoniska forma.
Sai redukcijai ir analoga . pakapes algebriska vienadojuma

2" +a, " tax”"2+..+a,=0 (ay, a, ., a, — konstantes)
redukcija kanoniska forma
" faf2 4 ... +a, =0 (a...a, — konstantes),

ja lieto linearu transformaciju
r=E=-2
n
Lineara n. kartas-diferencialvienadojuma (1) gadijuma izdaram
substitticiju
(7) y = uv,

izvéloties vienu funkciju, piem, o(x), {3, lai dabiitais linearais
diferencialvienadojums ar otru funkciju #«(v) nesaturtu locekli ar
«#="), Ja ievero pec Leibnica formulas aprekinato atvasinajumu
izteiksmes

y(n) el u(n)v + n u '“U' .. n urv(u—1) L IHJ("),
YN =y =)yt (=1l "0’ 4.+ (n—1)u' ?# 2Dy,

tad linearais diferencialsimbols
Liy) = Lwo) = vu™ + [0’ + fo(x)o] w0 ...

satur koeficientu nv’ + /f,(x)v locekli ar ¥ Ja So koefi-
cientu pielidzina nullei, tad sastada pirmas kartas diferencial-
vienadojumu

nv' + f(x)y =0,

un noteic funkciju

1
= 5 Jhiw)dz

vx) = e (¢ — nat. log. baze).

Integracijas konstanti var ieskaitit reizinagjuma wv pirmaja
faktora u(x).
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Ta tad ar substitiiciju

1
i ) = il

vienadojums (1) top par kanoniskas formas viena-
dojumu

9) o)D) 4 .+ @, g (x)u' + @, (¥)u = (x)

ar viegli apr€kinamiemn koeficientiem o, @4, . . ., @, ¢.

Ta ka kanoniskd forma nav locek]a ar atvasinajumu (=),
t. i, ta koeficients ¢,(x)=0, tad Liuvila (Liouville) formula

@x
—/®u@)de
W= Wyge™
Sini gadijuma rada, ka Vronski determinants ir
W = W, = const.

Piezime. Bez mingtas ir vél daudz citu analogiju linearo
diferencialvienadojumu un algebrisko™ vienadojumu starpa.

§ 9. Linearie diferencialvienadojumi ar konstantiem
koeficientiem.

1. Atradisim lineara diferencialsimbola
(1) L(y) = y™ + ayy*tusta, 1y'+ap y
(ay, ag . . ., a, — konstantes) izteiksmi, kad izvélas
= ¢*%, resp. y =z
ar konstanti 4 Qn jaunu funkciju z(x).
Ta ka atvasinajumi

(gkx)/ = keb.v' (gk;r)n = kaekx, e (6k:v)(n) — elc.v,
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tad dabu formulu

(2) L(e*) = g(k)e*,
kura (k) ir t. s. raksturigais polinoms

B) k) = ¥+ a7 +.ta,4k + a,.
Ar funkciju y = 2¢** un tas atvasindjumiem

¥y = (" + ke)e,

Y = (2" 4 2%z + k%)e¥,

).’(”’.= [z(”)-.i— 1.1kz.(”'.'1);l— + nk"=g' + k" z)et*
izteic diferencialsimbolu

L) = [ 4 6,50~ 4 ...+ b_se’ + b, dJebs

ar koeficientiem &, . . ., b,_1, 0, , kas nav atkarigi no funkcijas
2(x) veida, bet gan no a,, a, ... a, un k Tapéc, ja izvélas

specialu funkciju
glr) = e (x % &)

iepriekséja formula un ievéro (2), tad péc daliSanas ar e(A+%)¥
rodas sakars

ok + %) = »" + b17’~"_1 . A byin + By
Ja te ar Teilora (Zaylor) formulu attista », pakapes polinomu

=14 )
st =o@)+ HPat . 4 E D1 0

un salidzina abas pusés locek]us ar vienadam = pakapém, tad
dabii koeficientu nozimes

__B=(k)
ShR T el

I

—
:&

I
-8
—
=

N
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== 1 dabi formulu

(ﬂ)
Ar §im nozimém un (k)

/f()

) (;1—1)<P(" 1)(/‘?) o )(k)] ke

4) L(zekf):[ch(/e)+~ B

2. Homogena lineara diferencialvienadojuma

6) LyN=y"D+ay" V4 .. +a, 19" +ta, =0

integracija péc Eulera metodes mekle atrisinajumus forma

(6) 9 = e

Izlietojot formulu (2), atrod, ka tadi atrisinajumi ir tad, ja % ir
t.s. raksturiga (karakteristiska) vienadojuma

7N B =#~+atrt' +..4a, 14+a,=0

saknes. Ir jaat8kiy sekojoSi divi pamatgadijumi, kad vai
nu visas 8i vienadojuma saknes £4, 4, ... &, ir daZadas, vai
dazas saknes ir sava starpa vienlidzigas (vienadojumam ir vairak-
kari€jas saknes).

| pamatgadijums: & # &k, £ ... F &, .
Tad ar Eulera substitiiciju dabui » partikularos integralus

(8) Ny = ek‘xl Y = ekzx,

Ry x
n¥

ey Yy = ¢€

kas ir sava starpa linedari neatkarigi. TieSam, So
funkciju Vronski (//ronski) determinants

N Va A
J’, }” - .y' .
W(.ylﬁ }’2: v &Ny yn) = 2 2 n

ygn—l)ygn--ﬂ. . -}’("71_1)

nav nulle, jo tas ir izteicams forma

W = Vg(k1+}"2+ o -+_/?n)f’3 .
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ar t. &, Vandermonda determinantu
A e e
B
k! 1 kY /e;: 1
Pédgjo var izteikt*) ar sakgu 4, Ay, . . ., 4, diferencu produktu

1L, n
V=1 (k — kj),
i>j

kas atSkiras no nulles, jo saknes ir dazadas. Ir sastadita dife-
rencialvienadojuma (5) atrisin@gjumu fundamentala  sist€ma
Y(x), yo(x), . vy ¥y (x), ar kupu var izteikt §i vienadojuma vis-
parigo integralu (Cy, Cy, . . ., C,, — patvaligas konstantes)

(9) y(-t') — Cl gklx + Caebziv + 2y + C‘” el.‘”x.

Gadijuma, kad saknes 4, 4, ... #, ir kompleksas,
tas ir pa pariem saistiti kompleksas, ja algebriska vienadojuma
(7) koeficienti ay, . .., a,_4, a, ir redli skaitli, Piem€ram,
saknei '

k= a + B
atbilst saistiti kompleksa sakne
ky = a — Bi

ar realam konstantém a, § un i = |/—1. Ar partikulariem inte-
graliem

PR e fo—fi)a

2

N

var sastadit divus citus integralus

*) Skat., piem., prof. L e jnieka darbu ,Augstika algebra“ Ipp. 18,
Riga, 1935
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"—*—Zli—l"‘=ea” eﬂitfjipw _}il_fl?_eaw ezﬁx — i
2 RN = Eldys

h g =Ty ; %

ko var izteikt reala forma

(10) 7, = ¢**cosBx, n, = ¢™sinPx,

ja izlieto kosinus un sinus funkcijas Eulera sakaribu ar ekspo-
nentfunkciju,

Il pamatgadijums: raksturigam vienadojumam
(7) irvairakartéjas saknes.

Piegemsim, ka vienadojumam (7) ir dazadas saknes
ky, Ry, . . o B, ar aitiecigam kartam p,, gy, . . . B, Kupu
summa

b2 +P2 + .t By =n

Ka zinams, lai, piem., sakne 4, biitu ar kartu p,, ir nepiecieSami
un pietiekosi, ka

(1) @(k)=0, ¢'(k))=0, ..., ${2=D(k)=0, ¢(?)(k;)70.

To ieverojot un izlietojot lineara diferencialsimbola ipaSibu (4),
atrod, ka saknei 4, atbilst §adi partikularie integrali

(12) ylzeklw, ygzxeklw, yB___xgg/alw," "5, — P11 eklw
un vispariga integrala sastavdala

],'l(x)t,klx
ar polinomu

Fm) =C + G -+ G + . .. + Gpeh™,

kas satur p, patvaligas konstantes (3, C,. . . ., (5. Tamlidzigi
sastada integralus citam sakném 4, .. . 4, . Konstat€sim, ka
formula

(18)  y(x) = Fyx)h* L Fyx)ehe . +F,, (x)em*

izteic diferencialvienadojuma visparigo integralu, ja
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F7; (x) ir polinoms ar pakapi p; — 1 un patvaligdm konstantém
skaita p; ¢ = 1, 2, . . ., m) Ir japierada, ka funkcijas

k. x k. o e R 0
i Lt xe’w,...,xpi it

(o ==al s )
ir lineari neatkarigas. Pretéja gadijuma biitu linears sakars
14) L@ F f@P A () =0,
kura polinomi fi(x), fo(x), ..., f,, (%) ir attiecigi ar pakapém
< P = s Py Wy K Py — L.

Ja vienlidzibas (14) abas puses reizina ar ¢—%% un dabiito
vienadojumu

Silx) + fg(x)g(kz—l'l)ﬂ«' bl o i (x)e(k'" —k) _ 0

atvasina péc x atkartoti », 4 1 reiz, tad rodas sakars
LR L g ()R g,

kuja gy(x), . . ., @,,(x) ari ir polinomi ar pakapem »,, ., ., 7,,.
Tada karta turpinot, dabiitu neiesp&amu vienlidzibu

h(x)e™ = 0,

kura /Z(x) ir polinoms, kas nav identisks nullei, un % = 0 ir
konstante. Si pretruna norada, ka funkcija (13) tie$am ir vispa-
rigais integrals.

Gadijuma, kad raksturiga vienadojuma (7) koeficienti ir
reali skait]i un sakne %, ar kartu p, ir kompleksa

by = a 4 Bi @ = J=0,
tad Sim vienadojumam ir ari saistiti kompleksa sakne
kg =a — ﬁi

ar kartu p, = p, = p. No atbilstoSiem partikulariem integraliem
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(ot atBi)e | pt fathige
un
(o) la—fife p (i)

var sastadit citus partikularos integralus reala forma:

%2 cos Bxy, 260 cosiB, . . o 2= ¢av cos Bx
un
¢%* sin Bx, xe%sinfBx, ..., 2P e gin Bx.

Tadé] divam saisiiti kompleksam saknem 4, un 4, ar kartu p
atbilst vispariga integrala sastavdala

[/7)(x) cos Bxr + Fy(x) sin Bxle®¥,

kura /7(x) un fy(x) ir divi (p — 1). pakapes polinomi ar 2%
patvaligam konstantem (katrs satur p konstantes). — Diskusija
par citam kompleksam sakn&m (ja tadas ir) ir analoga ieprieksgjai.

3. Nehomogeno linearo diferencidlvienddojumu Z(y)=f(x)
ar konstantiem koeficientiem un doto funkciju f(x) var ar
visparigo LagranZa konstantu variacijas metodi integréet,
reducgjot uz kvadratiiram, jo atbilstoSa homogena vienadojuma
L(n) = 0 atrisinajumu fundamentala sist€éma ir atrodama.

Ar atseviSku metodi noteiksim nehomogena vienado-
juma partikularo integralu gadijuma, kad

./‘('r) == P]”, (x)ea'x,
ja
Py (x) = Apx™ + Alxm_1 + vt Ay
ir m. pakdpes polinoms un a — konsiante.

Diferencialvienadojuma
(15) L(y):}'(”)"f‘ax y("—1)+---+“n—1 ' tayy=">y(x)e™
integracijai izdara substitticiju

(16) Y= g,
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ievedot jaunu funkciju z(x). Lietojot formulu (4) ar %2 = q,
dabui funkcijas z(x) noteikSavai linearu ». kartas diferencial-
vienadojumu

’ ()
a7 sp@+aED 4 4w D p

kam labaja pus€ ir polinoms un koeficienti ari konstanti. ~Atskir-
sim $adus divus gadijumus.
| gadijums: a nav raksturiga vienadojuma

sakmne, t. i
%(a) # 0.

Tad diferencialvienadojuma (17) viens partikuldrais integrals z,(x)
ir m pakapes polinoms

(1)111('17) e Bo,;;’” =i lem——1 '+' SR, Bm,

kura koeficientus B, B,, ... D,, var pakapeniski aprékinat no
formulam :

(@) B, = 4,

o(@)B, 4 me'(a)B, = 4,,
Pédéjas formulas sastada, ieliekot vienadojuma (17) z, = (),,(x)
un salidzinot dabiitdas identitates abas pus€s vienadu pakapju
M, =1 koeficientus.

Ar formulu (16) atrod diferencialvienadojuma (15) partikularo

integralu

) -yl('r) - z](x) ea"" = (l)’"(_r)eam.

Il gadijums: @ ir raksturiga viendadojuma
sakne ar kartu 2
Tada gadijuma ir
P@) =0, ¢'(a) =0,..., 9 a) =0, ¢Ma) 0,
un diferencialvienadojums (17) top par

e (P (1 (Pt () | o™ (a
(18) 2l /’)‘E/ﬁ(ﬁ-+-;( Rr )?(P‘f—‘ l)(! SR Eeft ) Pyyx)
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Attieciba pret jauno funkciju # = &(?) rodas (# — p). kartas
diferencialvienadojums

o(P)(a) (2+") @ oM
G +”'QP(/)+1)|) AP = B,

Ta partikulérais integrals (ka I gadijuma) ir » pakapes polinoms

(x).

#, = Bx™ + B4 ...+ B,

kura koeficientus aprékina no formulam:

o(?)
il () B,= A,
15' e

P!— R T

mBs== 4,

Ar p kvadratiiram sastada vienadojuma (18) partikularo integralu
5(x) = 5
T w1 m+2) .. (n+ )

B B,
A M+ 1 Bl S
+m(m+l)...1(m-|—]5—l) o +1 2 3 ;5 j

un ta tad vienadojuma (15) partikularais integrals Sini gadijuma
ir forma

MtP £

$1(7) = 5(2)68 = Qpuy f2)e0%,
kur ), 44(x) ir min€tais polinoms ar pakapi m + p.

§ 10. Eulera linearais diferencialvienadojums.

1. Visparigas formas Eulera vienadojumu
(1) (azx+b)" Y+ A (az+b)" "y "Dy 4 A, 1(ax+b)y'+A4, y=f(x)

(@ =20, b, A, Ay, . . ., A, konstantes, f(x) dota funkcija)
ar argiimenta transformaciju

E=ax + b
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reducé uz kanonisko formu
n d’y 72— @
(2) E d"& + & '_ET_?]_’*' +au 1&d§ + a,)y = & (E)

ar viegli noteicamam konstantém a,, a,, . . ., a,, un funkciju 7§).
Kad £ > 0, tad ar substi‘uiciju

ey

Eulera vienadojums (2) reducéjas uz nehomogenu linedru
n. kartas diferencialvienadojumu ar konstanliem koeficientiem, Lai
atrisinatu atbilstoSo hom o geno vienadojumu

] d & n——1d
3 3 -
(3) 3 E” "*' E jEn I +a Ay — 1E E ta,n=0,

tad divas Sadas substiliicijas

@) Eamoh, o i oM
apvieno viena substitiicija

(5) T

ar kuyu direkti no (3) atrod kapinataja £ nozimes. Ja ievéro, ka
E > 0 un

dn
dE

P =102, LI b1y (b 1)ER=",

k—1
=k, = e

tad pec dalidanas ar kopigo faktoru & rodas % nofeikanai
n. pakapes algebrisks vienadojums, t. s. determin€joSais
vienadojums

(6) k(k—1) .(k - n4+1)+a,k(k=1).. (k—n+2)+..4a,_1k+ a,=0,
2. Turpmaka diskusija at8kirsim Sadus gadijumus,
| gadijums: determin€joSam vienadojumam (6)

nav vairakkartéju sakpu, t i ta visas saknes
kyy kg, o . ., k, ir daZadas (realas vai kompleksas),
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Tad ar formulu (5) noteic » partikularos integralus
nm = Eklr N = Ekz’ vy Yy = §k”v

kas veido homogena vienadojuma (3) atrisinajumu fundamentalo
sisttmu. Si vienadojuma visparigais integrals ir

(12) W) = C; &1 4+ Cubf 4, .. +C, &,

ar n patvaligam konstantem (), G, ..., C,.

Il gadijums: determin€joSam vienadojumam
(6) ir vairakkart€jas saknes,

Piepemsim, ka §i vienadojuma dazZadam sakn€m &y, &y, . .., %,,,
kartas ir attiecigi p,, poy ..., 5,, un

b+t + P=n

Ar tadam pat sakn€m ir raksturigais vienadojums, kas sastadits
Eulera vienadojuma (3) transform€tam vienddojumam ar substi-

ticiju & == ¢/. Ta ka, piem., saknei 4, ar kartu p, ir piederigie
partikularie integrali

eklt, teklt, ok e ti’l‘1ek1’,
tad tai paSai saknei Eulera vienadojuma integrali ir

Bh, ERiln § .. B (ln§Pe! € > 0),
jo t=1In & Tamlidziga karta samekl&jot citam sakn&m atbilsto-
Sus integralus, sastada Eulera vienadojuma visparigo integralu

M@ =& F (n§) + Er Fy(n®+....+8mF, (),
kur /7, (In §) ir (» — 1). pakapes polinoms attieciba pret In & ar
patvaligiem koeficientiem skaita ».

Uzdevumi Il
Integrét Sadus vienadojumus.

1T 5 i
1. y"=y. Ath. y=C, " + (CQCOS{L*%(’!? I—Cssinl;/—s)e 2°,

2. )" —y" —6y =0. Ath, y = C, 4 Ce®® + Cye22,



10.

11,

12,

13.

14.
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y® =y, Ath. y=C, cosx+ C,sinzx + C;ch 2+C, shr.

x]/ + G, sin x_]/2)

wl2
YD 4y=0. 4. y=¢ 2 (Clcos 5

z|? = =
4= 2 (C‘3 cos x—V— + C, sin le/Z)
Y =8y +43y=0. Ath. y=Cie™" + (C, + Gx)e*®.
J}(4) _yrrr 3 9}’” o llyl o 4}’ = 0.
Ath, y = Ce** + (G, + CGox + Ci2?) ¢
A — o 48y — 8! =0,
Ath. y = ¥ (C; + Gyx)cosx + ¢* (C3 + Cyx) sin x.
ylll + y —_ ,‘C‘,
Ah, vy = ?l)—x5— 428 4 24x+ C, + C,cos x + Cysin 2.,
"+ 2y + e — zz?" + 2?2 + =
8 2
Ath, y=2_ 5 +’g 2 g O 4™ (GG,
"+ " — y' — y = cos 2x.

Atb. y=__cos 2x -;—52 sin 2x

y" + 3y" + 3y’ + y = 5 sin x,
Ab. y= g & (2sin x—11 cos) -+ e~ + G+ G 29,

+ Ci e + e Co+ Cyr).

V' =3 + 3y —y=(x+ 1),

Ab, y=¢°. (—(l).—,r5+—r“+C+Cr+C xQ)

(4)+2_y”+y— x? COS‘c
__a%inx | 9x%—

Atb. y ‘___}___ cow—}-(F +Cyx)cosx+-(Cy+Cox)sine.

23" 4 32 + 2y’ + y = 0.
/3 3 i
Ath, y = i‘ —{-[C2 cos (%3 Inx ) + Cysin (1/—23“]1:)]]/ %

6
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15,

16.

17.

18.

19.

20.
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28" 4+ 2%" 4 3xy' — 8y = 0.
Ath. y= Cy22 + C, cos (2 In x) + (3 sin (2 lnx).
28" — 3a%" + Txy’ — 8y = 0. .
Ath. y = 2 [C, + C, Inzx + Gy (In2)2.
24y 4 628" + 922" + 3xy' + y = 0.
Ath. y = (C; + Gy ln z) sin lnx + (G + C, In x) cos Inx.
2x — D" 4+ 22 — 1)y — 2y = 0.
4 E

Ath. y=C,Rx—1)4+Co2x — 1) 2 4+Cy2x—1) 2
%" 4+ 22%" 4+ 29 = 10 (x + N,
Ath,  y=56x~42xInx 4 x (Cycos Inx+Cysin Inx)4-Cgx—".
a4y f 228" — 2% + 2y =1,

Atb, y = px Iz + 2 (G + Glnw) + Ca.



V. Simultanie diferencialvienadojumi.

§ 11. Diferencidlu sistemu veidi un redukcija.

1. Vispariga diferenciala sisttma ar divam nezinamam
funkcijam y(x) un z(x) ir Sada

(I) {(I)l(x; y!y's OFPNCIR Y ) J'("); = 3I, v A ey S(Hn) — 0,
Dox; 19" e o0 Y™ 2 87, ., M) = 0,

‘Gadijuma, ja augstako atvasin@jumu Kkartas ir vienadas:
# = n, m = m, un ja var izteikt funkciju augstakos atvasina-
jumus ¥ un (") atklati ar paréjiem mainigiem, tad $adu sistému
of 13 =flei g i ud® 8 8t WY,

(2 2y s}
=[x 3 Vi I 8 2l ETY)

sauc par kanonisku,

2. Apskatisim kanoniskas sistémas (2) Sadus redukcijas
veidus, ,
{veids: redukcija uz augstakas kartas dife-

rtencialvienadojumu ar vienu nezinamo funkciju
{resolventi).

Saja redukcija izsledz no sistemas (2) vienu funkciju,
piem., =z(x). Sastada paliga vienadojumus, atvasinot pé€c =z
sistémas (2) pirmo vienadojumu atkartoti » reiz un izteicot atva-

sinasanas rezultatos y™), resp. 2(”) ar f,, resp. f,. Piemé€ram,
ar pirmo atvasinaSanu dabu sakaru

st = Ly Sy g i R AR W/ TR (S

dy dy gyn—T)
of R w f (m)-
+ E Z’ + 03_, 9/ + v . -+ ()SU”;T) < 4 )7

péc substitiicijas ") = £,, 2" = f, sastada labaji pus€
zinamu funkciju

falzs 9, w OV 0 80, ),

Gl
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Tamlidziga karta turpinot, dabii vienadojumu sistému

¥ = i@ 8t L, D),
J’(”+1) = fll(x; LB AR ,y‘(”—”; B B0+ w Z(m__1))»
@)} S = f ks 9, 0 .. 3D 5 2, L L, Y,

(8]

J’(n+m):f1m(-r; PN L. y(n—1); 22 5(’"_1))
ar zinamam funkcijam /, /1y, fio,+.., fi,. Sistema (3) ir m + ¥
vienadojumi, no kugiem visparigi ir iespéjams izslégt » mainigos
2, 2", ... 2”1, Izslegsanas rezultata rodas (n -~ m). kirtas
diferencialvienadojums

) y(n+m) == /'(x’ 3o Y . y(/z+le—1))

ar vienu funkciju y(x). Vienadojumu (4) sauc par dotas diferen-
cialas sistémas (2) resolventi, Resolventes karta n -+ m ir
an diferencialas sistemas (2) karta. Zinot resolventes visparige

integralu
Yy =x; €y Gy o vy (‘m—}-n)

ar intcgracijas konstantem (', C;, . . ., G4,y var no paliga
sistémas (3) pirmajiem s vienadojumiem aprékinat

o — :(x; Cl, Cg, LT Cn:+n)’

izsledzot m — 1 atvasinajumus z', 2", ..., 2=, Ta tad
kanoniskas sistémas (2) integracija ir reducfta uz resolventes
(4) integraciju un paliga lielumu eliminaciju no sistémas (3).
Sistémas (2) visparigais interals

{}’ = yx; Gy Cy + (“m—f-u)-

5) < :
( o = 5(.15; Cl’ (g' ¢ Clll—}—il’

satur patvaligas konslantes skaita »m + n.
Piezime. Tamlidzigu redukciju var darit ar visparigo:
sistemu (1).
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Il veids: redukcija wuz ekvivalentu normalu
sistému. Te ieved » 4 m — 2 jaunas nezinamas funkcijas:
g

= Jn }’” == oy o "y("_1) = Y1

—_— A —
et = Z

él' ~

@
l

/ ~(m=—1) __ 2
.y~ — m—

[

1.

Rodas simultani pirmas kartas diferencialvienadojimi, kas veido
speciilu normalu sistému

! !’
V'=0udy =Voevn Jy g =3, 4

1 !

/- ST g Bl

gl=2, 8 =2 ..02, ;=2 .
6)

/4
. Yy = Yy Yu Yoo on Yy 43 % B0 Bn e n 5, ),
’

B 1 =l (Y I0 Y0 0 Yy 1 B B Eean 3, )

ar n+m nezindmam funkcijam: ¥,y Yo, . 0 ¥p—1,2 81 a0 e 0 Bpp—1.

. Sisttma (6) ir ekvivalenta ar doto, jo apgriezta karta, no
paliga funkciju izslégSanas rodas sistéma (2). Ekvivalentas nor-
malas sistémas (6) karta ir » 4 m, kas atbilst resolventes (4)
kartai.

Visparigai normalai sistémai

311' = _/1 (.L‘, iy Yor ooy Yy )y
-yz’ — _f2 (.U, Y J'gv CROR ) yll)y

Iy fn (2, Y Vor - oo ,’)'")

@)

4r 1 nezinamam funkcijam 3y, 3, ..., ¥u Karta ir », jo Sis siste-
mas resolvente ir ». kartas diferencidlvienadojums ar vienu nezi-
namu funkciju. Ja funkcijas f,, £ ... f, ir linearas attieciba
pret ¥, ¥s, . . , ¥, tad sist€mu (7) sauc par linearu. Apska-

tisim linearu sistému ipasibas, kas ir analogas ar linearu diferen-
cialvienadojumu ipasibam.
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§ 12. Linearas sisteémas.

1. Linearu sist€ému

1()’1:}’2 wn) .y +fu(‘L’)’1+/12 ) Yot +j1,,(x)3n—jl(x)'

(1) Lo(:1 Yaves Iny) —}’ +f21(r)y1+f22 2)Yat. +/on 'lUu_‘f (2)s

ﬂ(yl Yors Iy —)’,,‘*'fm( }1"'fna( )Yyt +frm(r)yn fn(x)
jeb

!

(") Ly(Yyer Y g 3 7Y )1 3 @+t ()3 4, (%) 3, = (2D
(k: ])27'--1 “)

sauc par homogenu, ja brivie locekli £, (v), £, (x), .. , Jn (=)

ir identiski nulles; pretéja gadijuma — par nehomogenu.
Dotas funkcijas

e X fin(x) 0 B =1,2,., ,n)

piegemam par nepartrauktam un vienvertigam intervalla a < v < b.

Ar 11, §-fa apskatito pirmo redukcijas veidu sastada resolventi,
kas ir n, kartas linears diferencialvienadojums. Tadé] linearas.
sisttmas (1) visparigais integrals (# = 1, 2,..., n)

@) 2e=9r (@) +Crom(@) 4.+ Cp 2D+ oo +C5 Ppn (2
satur lineara atkariba » integracijas konstantes (), C,, ..., C,.

Turpmak dosim vispariga integrala funkcijam ¢ ,(x), ©p1(2),. ., Cpn(2)
noteiktas interpretacijas.

2. Homogenas sistemas
(3) Ll’(.yl» a Yy, n y4+f/1( J’1+ +j//(r))'/+ ‘I‘,//;;(V)Ju—o‘
=1, 2,... 5 #)

Sddas visparigas ipadibas atbilst homogenam linearam diferen-
cialvienadojumam ar vienu funkciju (§ 6); So ipaSibu pamata ir
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diferencialsimbolu Z,, . ., Z;,..., L, linearitate izteikta
ar formulam (A =1, 2, . ., n):

(4) Ly( 314210 s YoF2pme Ytz =Lp( Yoo Yoo In) L2 100000800 2)
un

(4) Ly Cyue v Oy v ) = CLp (Y1 ov i Tor o Iy
kuds y,, . . ., ¥, un 2y, ..., 2, ir kautkadas divas funkciju kopas

un C — konstante.

. Jafunkciju kopa 2, (2)s.. o5 (&)« & Y (#)
ir homogenas sistémas (3) partikularais integrals,
tad ari Clyl(x)...., Cl Y (x), 55 s Clj’,,1 (x) ir tas
integrals (C, — patvaliga konstante)

. Janfunkcijukopas
Y (@)oo Yy () v Y (),
(5)‘ ,'1’11; (xl), . . J’}.:»k (.-‘C), " '., }’;,/e i—r):
1 @ Fn (B I (2)

ir homogends sistémas (3) partikularie atrisina-
jumi, tad ari funkcijas

@ =CGoyx)+...+ Cy V(%) + -0 s Cy Yin (%),

(M) \2e(®) = Cyp)+ ... FCp (%) + oo . + Gy Yy (x)s

Yul2) = G 3B+ ... + Cp Y ®) + oo 4 C Yun (%)

ir §is sistémas integrals (C, ..., Cp, .. Cy —
patvaligas konstantes).

Lai ar formulam (7) noteiktu kaut kuyu atrisinajumu,

kas piegem vértibas ¥, (), ... 25 () vy ¥y (%)) Kad x = x,,

ir japrasa, ka sisttma (7) ar x=ux, ir atrisinama aitieciba pret
Cov oo Cpy o vy G, Tadg| sistémas determinantam
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I Iu(®) oo ypa) L y(R)

B) Ale)= | ygfla).. V5il#): » « Ypul®)

Im(®) o oo Yyp(2)e o Yyy(®)
ar x == x, nav jabiit nullei. Partikularos integralus (6), kuriem
determinants A = 0 visa intervalla, sauc par linedari neat-
karigiem, un tie veido atrisinajumu fundamentalo
sistému., Ta tad formulas (7) izteic homoge-
nas linearas sistémas (3) visparigo integralu
tad, ja atrisinajumi y;,(x), ... Yy,(x) veido fun-

damentalo sistému, resp. ir linedri neatkarigi
(A == 0).

Nosacijums A £ 0 ir lidzvertigs ar to, ka lineari sakari

I Civn®) + . .« + G, 3u(x) =0,

l Ciymlzx) + . .« + G4 Iun(x) =0
iespEjami tikai tad, ja reiz€ ¢, =C;, =...=C(, = 0. Pretgja
gadijuma atrisin@jumus sauc par linedri atkarigiem. Tadu

atrisindjumu determinants ir A = 0 vismaz vienai nozimei x=ux,.
Ar sekojoso formulu konstatés, ka tad identiski A = 0.

III. Atrisinajumu determinantam (8) der
formula (¢ — nat, log. baze)

X
—[ i+ faa oo H/un) dx
(9) A(x) — A(xo)g X0 -

kas atbilst Liuvila (ZLiowvilley formulai (§6) ar
Vronski determinantu,

Pieradijumam atvasina péc x determinantu (8), lieto-
jot ta rindas. Dabiitdas » determinantu summas katra locekli
izteic funkciju atvasin@jumus (4, 2 =1, 2, .. . #n)

1 4

J’M =— fu@) yp— . — L0 Yip— o« — [ (%) Ipy
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ja ieveéro sistémas (3) vienadojumus. P&c parveidojumiem dabi
funkcijas A(x) noteikSanai pirmas kartas diferencialvienadojumu

dA
TO o — (fu + Fako oo+ Sibibs,

kas ar mainigo separaciju un kvadratiiru dod mekl€&jamo sakaru (9).

Formula (9) rada, ka identiski A (x) =0, ja A (x,) = 0, bet
visa intervalla A (x) % 0, ja kaut viena punkta A(x,) 5 0.

3. Nehomogenas linedras sistémas (1) integracija
reducé@jas uz kvadratiiram, ja ir zinama atbilsto-
§as homogenas sistémas

n

Ly (y Mg s 1 My) = ")1' + zE'l hi(x)m; =0,

n
(10) Ly My Ngee o 0 My) = 8 =+ i£1 fitem; = 0,

"
Ly Mg v s M) = ")’: + ,21 Huilxm; = 0
=

atrisindjumu fundamentald sistéma

N Mo« « o Y
(L) Niar Moar « « o Minay

n“p .']2”1 G "I;m'
Te ir lietojama LagranZa konstantu variacijas metode. Homo-
genas sistémas (10) visparigais integrals

n

= X C, " (k=12 vt
Mk 41 2 Nkp

satur » integracijas konstantes (;, C, ... C,. Pec
LagranZa metodes mekl€ nehomogenas siste€mas (1) atrisindjumu
forma

9}
(12) wo= 2 G
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kupd Cy (x)y..0 Cp (%), .. G, () irx funkcijas. So funk-
ciju noteikSanai sastada atvasinajumus

4

95 SR :
“ — ¥
L —],:Fp () iy + 2 Cp gy (k=1,2...n

un ieliek sistema (1). Péc parveidojumiem rodas vienadojumi

L — Mok 5 7
v el ¥
2T, @t 2T (1, + 2 ) =1

(# ==1,2 ... n), kas vienkarSojas par
n __y
(13) 2T, () mp = fo (@) (Bes 158y 5, 1 1
=1

jo funkcijas (11) ir homogenas sistémas (10) atrisinajumi. Atklata
veida (13) ir vienadojumu sistéma

(r) mt...+ C,, () Ny = 11 (%),

C (‘t‘) U i TR C (‘t‘) Nun = flt (),

kuras determinants ir homogenas sistémas (10) atrisindjumu
fundamentalas sisteémas determinants A (x). Ta ka A =% 0, tad
var atrisinat sastadito sistému (13) péc Kramera formulam

_— A (‘U)
— = &%
Cp(x)_ X7 (B =1,3 5500
kuras A, (x) apzimé determinantu, izveidotu no A ar p. kolon-
nas elemeniy apmainu pret /,..., /,:
Mg o o o 7)1/> 1/ 711/)+1 s My
4, (v) = o @ .

1 77;1;5_1 jn "th—{—‘l s M
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Ar kvadratiiram dabii funkcijas

o Ay ()
Cps(x)=0Cy —}—fA—ﬁ(.g—dx (D= 12, 05w #)s

un nehomogenas sistémas visparigo integralu p€c (12) formulas
izteic ar

()
g %,f“ dr + 2 C,, mp  (B=12,...,n)

n
Te %3 :pECI, 7pp it atbilstosas homogends sistemas visparigais

integrals ar »n konstantem C,, C,, ..., C,, bet

4, (x)
= Z d.
}A(L p Y“/)/ A(l) v

ir nehomogenas sistémas partikularais integrals, ko aprékina ar »
kvadratiiram. - Salidzinajuma ar formulu (2) konstate, ka

o (¥) = ;/e (%), Prp (%) = lep () (b p=1,2,...n).
Ta tad der formulas

(14) Yk (t) :J—'b (15) '+_ Nk (t) (k = l) 2) CRCIY} ”)r

kas izteic Sadu ipasibu: nehomogends linearas sisté-
mas visparigo integralu sastada ar tas parti-
kulara integrdala un atbilsto§as homogenas
sistémas vispariga jntegrala summu,

4, Gadijuma, kad ir zinams tikai viens atbil-
stoSas homogenas sist&mas (10) partikularais
integrals %y, Yo+ 4 My, doto n. kartas neho-
mogeno sistému (1) varreducét uz (n—1). kartas
sistému,

Sai redukcijai lieto Dalambé&ra substitiiciju

(18) =Y, 2o=0 Y1 4+Y, . . ¥ =1, Y +Y, 0, F0),
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ievedot jaunas funkcijas Y,, Y,, . . ., Y,. Ar funkciju (15) un
ito atvasinajumu izteiksmju

' %
. M Yl, + "Jlll Y,
/4

o Tia1 Y: 5y "ZzllYI + er’

|

=m ¥+ Y+ ¥

n ni

ievietoSanu vienadojumos (1) sist€ma vienkarSojas par

¥, 4 fu¥s + . oo + fin¥e = Sl2),
(16) Tl21 Yl' + Yal + S Yot t Yy = fo(x),
T Yx, + Yfll + fwYat A ¥y = Ju (2),
ja ievero, ka 7y, Yoy, . . . M, ir homogenas sist€mas (10) atri-
sindjums. Sastaditaja sistéma (16) atklati nav funkcijas Y, un
ir iesp€jams izslegt ari Yl', ja no sisttmas pirma vienadojuma
izteic (ny; # 0) atvasingjumu Y atkariba no Y,, ... Y, un

ievieto atlikuSos vienadojumos. Tad rodas (» — 1). Kartas
lineara sistéma

Yzl + PuYy + oo @Yy = a2,
(17)
Y; + @Yo+ o+ @Yy = B (@)
ar viegli aprékinamam funkcijam @y, . . ., @, UN Qoy . . o Pyp.
Zinot sisteémas (17) visparigo integralu, var ar vienu kvadratiiru
aprékinat ¥, un ar Dalambg€ra substitiiciju (15) sastadit ari dotas

sist€mas visparigo integralu,
5. Gadijuma, kad ir zinami divi lineari neatkarigi atri-

sindjumi My Moy - v oo M UN Mg, Nggr e ooy Yy AT
Y11 e
#* 0,
Ya1 oo
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redukcijai lieto §adu substitticiju

=Y, + .Y,
' Yo = MYy + MYy
(18) Yy = Ny Yy + NgYy + Yy

In = Mm ¥y + "11121_'2 + Yy

Péc substitiicijas un vienkarSoSanas sistéma (1) top par
lex’ + 'qng; + fisYs + oo+ fin¥n = 1@,
YImeI + YI??Y; + /Y + .+ S Yy = f2)
(19) ")31Y,, 4 'ﬂsaYal + Y;+/35Y3+. A Sin Yy = fo(2),

N Y‘I + M, Y; “e Y,:'f'fna Yot 4fun Yu =/u (2).

Ar pienemto hipotézi ir iespéjams izteikt atvasind@jums Yl'. Y’

2
no sistémas (19) pirmajiem diviem vienddojumiem atkariba no
Yy . ., Y, . Ja Sis izteiksmes ievieto atlikuSajos vienadojumos,.

tad rodas (» — 2). kdrtas lineara sistéma

Ya, + $gs ¥y + . b5, Y, = (),
(20) P e Ak e o T =
Y,ll + $usYs + . .o A b Y, = by (2)

ar viegli sastadamam funkcijam ,J*. Zinot ped€jas sistémas vis-
parigo integralu, ir iesp&jams ar divam kvadratiiram noteikt atli-
kusas divas funkcijas ¥,, Y,, un tatad ar substitiiciju (18) — sisté-
mas (1) visparigo integralu.

6. Ar (18) analogu substitiiciju konstaté, ka gadijuma, kad
atbilstoSai homogenai sistémai ir zinami » << » lineari neatka-
rigi partikulari integrali, iespéjams reducét dotas ». kartas linearu
sistemu uz (# — ) kartas linedaru sist€mu un 2 kvadratiram.

Speciala gadijuma, kad m — » — 1, rodas pirmas
kartas linears diferencialvienadojums, ko var integrét ar kvadra-
turam. Ta tad S§ini gadijuma linearas sist€émas integracija ari
reducgjas uz kvadratiiram.
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§ 13. Linearas sistemas ar konstantiem koeficientiem.

1. Homogenai linearai sistémai

L33 w3) :)’; + apdy + ay Yot tay, v, =0,
L2(}’1~5'2"'-»3’u ) :)’;: + an ¥ + g Yoty ¥y =0,
Loy (31 e I )=),;l: + 8y 31+ Vot -+ Yy =0

ar konstantiem koeficientiem a,y, . . ., a,, resolvente ir linears
#. kartas diferencialvienadojums ari ar konstantiem koeficientiem.
Tade| Sis resolventes atrisinajumus péc Eulera metodes mekle

forma e**, Visparinot So metodi direkti sistémai, prasa sistémas (1)
atrisindjumu ar formu

ka:

hr — ;
) wJYnp = Gy e,

(2) J1= “1'3’").: Yo = Oy¢

kura a;, a, ... @, un & ir nezinamas konstantes. To noteik-
$Sanai ieliek funkciju (2) un atvasindjumu izteiksmes

’ ' - /
¥, = ka,e**, J, = ha®, .\ ¥ = ka,, ¢

kx

sistéma (1). Péc daliSanas ar kopigo faktoru ¢** rodas algebrisko
vienadojumu sistéma

a (@ + R+ ay + ..+ @, a, =0,
(3) Gy Qg + g (ag + A+..+ @, a,, =0,
Gy Ay, +aa,+ ...+ a,(a,, + £=0.
Lai atrisinajums (2) biitu netrivials, ir japrasa, ka a;, a, ..., a,
nav reizé nulles, un ta tad sistemas (3) determinantam

a, +k ap Ce. Ay

4 o) = Q91 Ay tr... a8y

alll anz A allll_‘-k
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jabiit vienlidzigam ar nulli. Sastadito ». pakapes algebrisko
vienadojumu

(5) © (k) =0

sauc par raksturigo (karakteristisko) vienadojumu,
2. Atkariba no $i vienadojuma sakném 4k, A, ... £,

| gadijums: raksturiga vienadojuma (5) visas
saknes ir daZadas, t. i

by by £ E by,

Tad katrai saknei var atrast no tist€mas (3) noteiktu koeficientu
Ay, Gy, . .+ @, attiecibu. TieSam, ta ka raksturiga polinoma (4)
atvasinajumu péc 4

¢'(R) = Ay(R)+ Agp(R) + . . . + Ay (%)

var izteikt ar determinanta galveno loceklu a,, + 4,..., a,,+#%
minoriem A4, (#), .. ., 4,, (k) unraksturigajam vienadojumam (5)
nav vairakkart€ju sakgu, tad nosacijumi

@ (k) #0, .. ¢ () # 0

rada, ka vismaz viens no minoriem A, (#), ... 4, (k)ar
k& =/, nav nulle, vismaz viens notiem ar 2= /4, nav nulle u.t.t.
Ja, piem,, 4,,(k;)#0 (=1, vai 2, ... vai =), tad sisttma (3)
pirmo vienadojumu var uzskatit par par€jo secinagjumu, un to
var atmest. No atlikuSo »—1 vienadojumu sist€mas var koeficientu
Qy « .« ., @, nozimes izteikt ar «,, resp. dabiit noteiktas koefi-

cientu attiecibas @, : @, . . ,, @, : . Ja sisttma (3) liek
k= ky ky .. k,, tad var atrast attiecigas koeficientu
0y, Ggy . « « G, NOZiMes:

Gy Gy v vy Gy (k= k),

Gyoy Oogy + s vy Gy (4 = k),

Cigpy Coppp 0 oy Oy (2 = ky),
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kura -2itieciDas @y 7 Fay Soe v 3 Bppan vonen gy g Einiinin. s - Bpuse
ir noteiktas. Nenoteiktas paliek » konstantes, piem. ay, a,,,...,@,,.

Ar formulam (2) sastada » partikularos integralus

e V-2 Ly ki et k@
Iyu—'auel’ym—'amel"'-f.ym—amel'
SR ko2 pa s ko2 1 ko

(B) { Yoa == g8 Iy T8l sy I = G €7
s Ry 0 Lo 2y i Ryg X
Yin = Q€77 Voy=00p €17 y o vty Yy = Oy e"n™,

kas veido atrisinajumu fundamentilo sisttmu. Tie§am, linears
sakars starp Siem integraliem reduc€tos uz neiesp€jamu sakaru

C,e¥® + Cueb® ., .+ C, % =0

ar konstant€ém C), Cy, . . ., C,, kas nav reizé nulles. Ta tad
sist€mas (1) visparigais integrals ir

(7) yp (x)=Cay, eklx-}-Cza/‘.z ghr . +C, ak’lekn ¥ (=12}
ar n patvaligam konstantém C,, G, . . ., G, .

Il gadijums: raksturigam v'ienﬁdoj umam (9)
ir vairakkartéjas saknes.

Diskusija par sakni k, ar kartu p iev€rojam, ka raksturigo
polinomu.

w(k) = (b — k)P (k)

var izteikt ar polinomu (%), kas nav nulle nozimei £ = &;:

Ar substiticijam

b i kix . kyx
1%y = Mgy L 0 Yy = Ny €t

(8) Yy == Ye

sistéma (1) sastada paliga linearu sistému
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"l:A‘l‘ (@ + 20 + ally + ..o+ @M =0, ,
9) 7}2’ + au + (@ + )M + .. . + ay,m, =0,

"3; + aun + a0+ (g + A0, =0

ar jaunam funkcijam »,(x), (), . . ., 1, (x). Ja Sis sistémas
atrisinaSanai lieto Eulera substitficijas

() ny =R, 0y =0 L= B

tad sastada raksturigo vieniddjumu ©,(k) = 0 ar raksturigo
polinomu '

¢u(k) = (ke + k),

ko savukart var izteikt forma

@y (B) = k2 {y(k),

ja (k) = d(k + k). Ta ka Y(k,) + 0, tad ieprieks&jais sakars
norada, ka # = 0 ir jauna raksturiga vienadojuma ¢,(k) = 0
sakne ar kartu p. Tas nozim€, ka pec formulam (10) sistemai
(9) ir atrisinajums

N =FPFu M =B uly=2EFy

ar koanstantém (3, B, .. ., fB,. Tas noteic ar vienddojumu
sistému
[’np] + b12 ﬁe + I o bm r’n = 0,
(11 by By +522B2+...+b2,,f3?,=0,
| b”“@l - bnz {32 =R bfmﬁn =0,

kura apzim@

>~
I
S
-r_

>~
>
I

i ay (89t f5 4 F =00y oni
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Ta ka homogenas sistémas (11) determinants

g Bag -+ o Do

Bai Vg v~ v Oy

B b 5 & B
ir vienlidzigs ar ¢(4,) un

@(ky) = 0,

tad eksisté tas atrisinajumi B, By, . . ., B,, kas nav reizé nulles,
piem., 8, = 0.

Ar lietotiem apzim@umiem sisttmu (9) raksta forma
"): + byt + b+ ...+ by, =0,

(12) TI; + byt + bpamat+ ...+ O = 0,

't byt bt + o bunn = 0.
Ta ka tai ir viens netrivials partikularais inlegrals
My = B # 0, Mgy = Boo v v 00 N = Bus
tad ar Dalamb&ra substitiiciju
(13) n=BYy n=08kY1\+ Y ..0unm=0Y+Y,
rodas (§ 12) lineara sist€éma '

By Y, ‘& b1 Yy +..+0,Y, =0,
ﬁ?Y + Y + by Yot + 05, Y, 0,

II

p :Y., + Y +b712 2+ + bl”l n — 0

ar jaunam funkcijam Y, (x), ¥, (), ..., Y, (x). Dabiito sistemu
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ar atvasinajuma Yl' izslégsanu no sist€émas pédéjiem n — 1 vie-
nddojumiem var parveidot ekvivalenta sistéma

’ Y', + By Y4+ ... + B, Y, =0
Ya’ + By Y, +... 4+ B, ¥,=0,
i 44 + By Yo+ ..o+ By ¥y =0

n

(14)

ar koeficientu nozimém

. b12 y e bl’l
812 = pl’v g, Blll R T,l_
un
RS ) B e B
fa =1 190 et iy Dy == 04y m o ((=23,...,n)

By By

Konstatésim, ka linearas sistémas (l14) raksturi-
gais polinoms

Em g i gm
B o
(15) O, (k) = 2 T on

0 B, SO Brm + £

iridentisks ar sistémas (9) jeb (12) raksturigo
polinomu ¢, ().

Tie§am, ja determinanta (15) otrai, treSai, ... n-tai rindai
pieskaita pirmas rindas elementus, pareizinatus attiecigi ar
Ba Bay - + o B, un ievéro koeficientu ,B“ nozimes, tad p€c par-
veidojuma izteic @, (k) ar determinantu

-

By by -
1 By o byt k...

imn

N

2n
]

Buf by o i v Oy k

7%
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kas top par
lgu + % by v by
by +4# ... 0,
o S AL = % (8)
bnl bm L bllll + k

kad determinanta (16) no pirmds kolonnas elementiem atpem
otras, . . ., »n-tas kolonnas elementus, reizinatus attiecigi ar
Bor .+ ., By, un ievéro sakarus (11).

No formulas (15) izteic

O, (k) = b Dy (k)
ar funkciju

Boldb. s Bi

(A7) Dy =] -« - -
BﬂZ "'Bflll+k

kas ir linearas (» — 1). kartas sistémas

Y‘;+ By Yo+ ...+ By, ¥, =0,
(18)
Yn + B/l2 Yo+ ... + Bmz Yn =0
raksturigais polinoms. Ta ka
D, (k) = o (&) = P Y, (R),
D, (k) = k2, (k) (b, (0) £ 0),
t. i. sistémas (18) raksturigam vienadojumam &, (k) = 0 ir sakne

k = 0 ar kartu p — 1.

3. lzlietojol iepriek$€jos rezultatus, pieradisim tedrému:
jalinearas n kartas sistémas (1) raksturigam vie-
nadojumam (5) ir sakne 4, ar kartu p, tad sistémas
visparigaja integrala ir sasfavdala

tad

(19) »= eFr® Py (x), yo= eh1® P2 (X 0y = e P, (%)
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ar polinomiem 2, (x), Py (%), . . ., Py (x), kugu paka-
pesnav lielakas parp — 1 un koeficienti satur p
patvaligas konstantes.

Pieradijumam lieto pilnigas indukcijas slédzienu.
Teoréma ir pareiza, ja p = 1. Ja piepem, ka ta ir pareiza ar
# — 1, un pierada tas pareizibu ar p, tad ta ir vispar pareiza.
lepriekS¢jie rezultati norada, ka pietiek piepemt saknei 2 = 0 ar
kartu p — 1 sist€mas (18) atrisinajumus forma

¥, =0 (2), ;o Tn Qp (2),

kur polinomu ), (x), . . . @, (x) pakapes nav augstakas par
p — 2 un koeficienti satur p — 1 patvaligas konstantes. Tad
no sist€mas (14) pirma vienadojuma pec substitiicijas un kvadra-
tiras atrod funkciju

Y =C = B[ dr — ... =B, [ (@) dr = @ @)

ka polinomu (), (x) ar pakapi ne augstadku par p — 1 un vél
vienu patvajigu konstanti C. Ar Dalamb@ra substiticiju (13)
izteic atrisinajumus

N = B @ (x) = Py (x),

Ny = By @) () + G () = Py (),

Ny = By ¢ (2) + @, (x) = P, ()
ka polinomus 7(x), Py(x),.. , P, (x) ar pakapeém ne augsta-
kam par p — 1, un koeficientiem, kas satur p patvaligas konstan-
tes, Transformacijas formulas (8) rada, ka funkcijam y,, y,,...,%,
tiesam ir meklgjama forma (19).

Diskusija par citam vairakkart&jam raksturiga vienadojuma
sakném ir analoga. Ta ka katrai saknei atbilst patvaligas kon-
stantes skaita, vienlidziga ar saknes kartu, tad visparigaja integrala
rodas tie§i » patvaligas konstantes, ja dotas linearas sist€émas
karta ir ».

Piezime. 1. Praktika iepriekS€jie parveidojumi vairak-
kartéjas saknes gadijuma nav jadara. Bet gan direkti ar funkciju
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formu (19) pec ievietoSanas dota sist€tma (1) un koeficientu sali-
dzinaSanas var sastadit pietiekoSa skaita vienadojumus, kas saista
polinomu 7(x), . . ., £, (%) koeficientus.

2. Nehomogenas sistémas integracija reducéjas
uz kvadratiiram, jo atbilstoSai homogenai sistémai ar konstantiem
koeficientiem, ka pieradits, var atrast vienmér atrisinajumu fun-
damentalo sisttmu. Ari te praktika var sameklét direkti partiku-
laro integralu ar metodém, kas analogas 9. §-fd apskatitam viena
nehomogena lineara diferencialvienadojuma gadijuma ar specialu
briva locekla formu,

§ 14. Visparigas (nelinearas) sistemas.
1. Normalo sistému

dy,

P = f(x Y0 Yor - o 9 I )
dy, _ ’
(I) ?l,,;b‘_ = _f‘z(xr Y 3'2- €y yn )r
dy
7{:‘:/[11 (Y10 Yas » + o Yn)
ar n nezinamam funkcijam®) y,, ¥, ... ¥, var rakstit diferen-
ciala forma
(L") (E:fi}ﬁ:d-&:.”:%-
1 A f I

Ar doto funkciju izleiksmem

Y Y, Y
fIZ;YI' f2=3{g’--':fu:—x’i’
kuras apzimé

X= X(xi Vi Yar 0 Vp )9 Y/,r — Y/e (1‘, Vi Vares Vn ) (/e=l,2,...,n),

*) Sistemas ar divam funkcijam apskatitas kursa I dajas 29. §-fa,
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dabiito sistému parveido reducéta forma

dx_g’_&:fi_& it :dyn

= E3E e il
Galigi rodas simmetriska reducéta forma

de, _drs 8%y

3 e .o g SRy i e
a4 X X Xt

ja ieved mainigajiem simmetriskus apzim&umus:

Y=, Zg =Yy Xy p1 =Yy X=X, x=Y, X1 =7,
Reducétas formas (2) vai (3) sist€mas ar » viendadojumiem un
n -+ 1 mainigajiem ir tani zipa izdevigas, ka par argimentu

var izveleties kaut kupu vienu mainigo, bet par€jos mainigos
uzskatit ka i mainiga funkcijas,

2. No sistémas (1) vai (2) vispariga integrala

N =0 G, 0 . .4 G)

SRR e
In = ¥u (% Cll Cz. o0y Cn )
ar n patvaligam konstantem C,, C,, ..., C, var sastadit
n sakarus
0 (x’ Y Yoy ¢« v o }’n) = Cl,
Wy (x Y1 Yo+« o .yn) = C2-
(5) . . . . . . . . . . .
W, (X, Y1y Yar - 0 02 V) = Cx
starp arglimentu x un sistémas atrisinagjumiem y,, v, . . ., ¥,.

Katra sakara ir viena patvajiga konstante. Sos sakarus sauc par
normalas sistémas (1) vai (2) pirmintegraliem. Simme-
triskas formas (3) sistémas pirmintegrals

O(xy Zg o ooy Typr) = C
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ir sakars starp mainigajiem x, x, . .., 4,41, kas der sistemai (3),
un vienu patvaligu konstanti C. Ekvivalenia veida, nelietojot
patvaligo konstanti, nosacijumu par pirmintegralu izteic ar

do = 0.

Pirmintegralu atraSanai tieSi no diferencialas sistémas daZos gadi-
jumos var lietot Sadas metodes.

| metode. No sistemas simmetriskas formas (3) ka no
vienlidzigam attiecibam var sastadit jaunu sakaru

n—+-1
d,t‘k 2 a; a’x,-
=1
©) Y= = 1,2;...on+1),
Xk .‘J (ll' Xi
=

lielojot # 4 1 faktorus a;, @y .. ., @,4q, kas nav reiz€ nulles
un kas visparigi var biit iainigo x,, %, . . ., %, funkcijas.

Ja var izvéléties Sos faktorus ta, ka

n-+1

¥ a; Xl = 0,
=1
un
n-+4-1
2 Ay d:c,- = do
=1
irvienas funkcijas o (x, 2y ... 2,41 totals dife-

rencials, tad sakars
O (X Zgy o o Zyp1) =C
irsistémas (3) pirmintegrals,
Tie§am, no formulas (6) secina
dw = 0, resp. v = const.,

jo var piegemt, ka funkcijas X, X,, . . ., X4 nav reizé iden-
tiskas nullei.



SIMULTANIE DIFERENCIALVIENADOJUMI 89
Il metode. Ar divam dazadam faktoru kopam
@ =@ (Xy, Tgyee sy Xy ) By =B (Fpxgn ) (=12, n4-1)

no sisteémas (3) sastada sakaru

;;-‘{:1 n-}:I
; u1 (1,' d.r,- / L1 pi a'xi
=" =
7 n41 — a1 »
2 (Li Xi 2 pi X,‘
=1 =1

Ja ir iev€roti §adi nosacijumi:

n+4-1 n-+4-1 )
1. 2 al (l’,rl‘ = tl,[), 2. E pl ({,‘t‘i —_— ({(L),
=1 §=1
n-4-1 n+1 _
3. b a; Xi =4¢ %1 (Pv Q)) 4 X pi X; = ¢ Pa (l)v @)
g=1 =

ar funkcijam
P=P(x1tx2n~ + a4 \thQ(xltx‘Q) e ';x1;+1)|4’=4)(x]: Xaye oy Xy 1 ),

tad sastaditais sakars (7) pec vienkarSoSanas dod pirmas kartas
diferencialvienadojumu

ar dQ

W@ %@Q
attieciba pret paliga mainigajiem 2 un . Ja 8i diferencialvie-
nadojuma visparigais integrals ir

F (P Q) =L,
tad, ar mainigo x,, x5 .. , %, 1 ieveSanu, no ta rodas siste.
mas (3) pirmintegrals

&)

FlP(xy2g .y 41 ©Q(xy, g -y x,,+1)]=w(,r1.-r2. IR -"’n—H) =C

3. Normalas sisteémas pirmintegraliem ir Sadas visparigas
ipasibas.
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1. Sistémas (3) pirmintegrala v == const. funk-
chija-w == {2y 2 ' xy4q1) apmierina linearo par-
cialo diferencialvienadojumu

., Jw Jw Jw
Ky e e B e ol . o = 0.
(8) 1 ()Xl + 92 oxg = + n—H ')x”+1 0

Ir ©rti ievest paliga mainigo (parametru) 7, apzim€jot
sistema (3)
—— = dl! =1, 2004 n4+1)

un uztveyot mainigos x; ka §i parametra funkcijas
x; = x; (1) =12 .5 .8
Ja no pirmintegrala w = const. ar atvasinaSanu peéc ¢ atrasta

sakara
dw

Bk
izteic
A B e
dt — Oz’ day, 0%,y dt
un ievieto atvasinajumu nozimes
dr, _ , dxy __ . dxyy ~
& A g R = = A,

tad tie$am rodas parcidlais diferencialvienadojums (8) Normalai
sistemai (1) jeb (1’) Sis vienadojums top par
«)w o

8”) f‘)y ..+f,,E_0.

II. Sistémai (3) pirmintegralu ir bezgala
liela skaita.

Tie§am, ja o = const. ir sist€émas pirmintegrals, tad ar
patvaligu funkciju ¢ sastaditais sakars

@(w) = const.



SIMULTANIE DIFERENCIALVIENADOJUMI 61
arl ir pirmintegrals, jo atvasinajums p&c 7 ir nulle:

de _dy do __ s
@t deolgl-T

Tamlidziga karta konstale, ka ari no # pirmintegraliem
MR- AP N ARG T

var sastadit pirmintegralu

o0y, Wy, . . ., W) = const.
III. Sistémas (3) katri » 4+ 1 pirmintegrali

Oy, %y + o Zgyq) = G,
Wy(Fyy Xy v vy Xypy) = (Y,
Wy (X1 Xy o« oy Xyp1) =G

ir savstarpigi atkarigi, resp. to funkcijas
o, 0,...,0, ir atkarigas.

Sis ipaSibas konstat€Sanai izlieto parcialo diferencialviena-
dojumu (8). Ta ka S§im vienadojumam der ari funkcijas
o, ..., w,, tad var dabiit sakarus

Jw 10 Jw
X’)r1+ 4\())+-».+‘71+1")_T,n+'=0p
. Jw, dw Jw
Ay — 4\’ A} o e X —1 = )
9) Loz, + 2 0, + T Ruta 0y 41 v
. w, Jw, ’)wn
‘\170;17 % I),te+ oot X o, kit - %

kas veido # + | homogenu linearu vienadojumu sistému attie-
ciba pret » 4 1 lielumiem X, X,, . .., X, ;1. Ta ka pedejie
nav reiz€ nulles, tad sistémas (9) determinantam
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L N
dxy dxy " T 0x, g
dw,  Jw, 0w,

(w, Wy + .., O, Sl o1 sl 5
e 1y - 0%, Oay" " GHgty

(10) ]:0

(¥ Xy, . vy Xyg) L

v, Jdw, Jw,,

‘E dxy .()xn—}-‘l

jabut vienlidzigam nullei. Bet (10) ir funkciju v, w,, .. ., v, Jakobi

(Jacobi) determinants jeb funkcionaldeterminants. Tadé]l nosaci-
jums J = 0 rada, ka funkcijas ir savstarpigi atkarigas. No
piegpemta vispariga sakara ‘

D (0 By o » g W) =0

var atklati izteikt
0 = @ (0, o » g O)
Ta tad siste€mai (3) ir augstakais » neatkarigu pirmintegralu.
IV. Jair zinami sistémas (3) # < n neatkarigi
pirmintegrali

W, ('1—‘1. Loy -',x,t+1) = Cl, o uny Wy (xl, Koy o o 0y xn+1) = Ck'

tad sistémas integraciju var reducét uz vienas
citas normalas sistémas integraciju, kurai viena-
dojumi ir skaita » — &

TieSam, no zinamiem pirmintegraliem tad var izteikt, piem.,

R 0 TE NN SO M TN L - UF A T
un ar substitiiciju sistémas (3) pedeéjos » — £ vienadojumos
sl he
Xppr T Xy
var sastadit normalu sistému
dxpyr _dxyy

—er-H i “n4-1
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ar mainigiem x44,.. ., Zp4q un funkcijam
31+1(f/e+1' »xn+1)— ‘\k-H (Soo oo oo Tl xk+1v~- ,xn+1), ‘o

‘\n+1 (rb+1-~- lrn—{d) = 4p41 (fl’ . f/e’ rk-}—h .. rn—f—”
V. Ja ir zinami sistémas (3) » neatkarigi

pirmintegrali 3

oy (g g o .oy x,,+1) = Cyy .. 0, (7 ,rz....,.t‘,,+‘)=C,,_

tadto kopa sastada sistémas (3) visparigo

integralu.

Ja piepem par argiimentu, piem., x,, tad » funkcijas
Xy Xy . .. Xyyq NO pirmintegralu sistémas var izteikt ar
formulam

Sl E e SR S S 0
Xy = @y (xy; CU T C”),

Xnt1 = Un (25 G v v i Cyd
Sis formulas sakrit ar sistemas (1) vispariga inlegrala formulam
(4), kad apzimé

X =X Xy =0 Xyl = pe
4, Apskatisim » — 1 vienadojumu sistémas
dx, dxy _dyy,
b s el

specidlu veidu, kad X,, X,, ... X, ir linearas » mainigo
Xy, Xy . . ., x, funkcijas. Tada sisléma

dxy dzx,

11 : -, ., .=
L ayx, . . +ay, 1y, +06, apxt ... +agx,+b,
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irnelinedra, bet to var reducét uz ekvivalentu linedru sistému

= mmt ..o+ ay, 1+ b,
(12) S
dx,,
= Om % + ..o+t x, 6,

ar konstantiem koeficientiem
ajj, b Gj=12...n),

ievedot paliga mainigo 7 ar kopigas attiecibu (11) vértibas pieli-
dzinaanu d¢. Si lineara sistéma visparigi nav homogena, bet
lop par tadu, ja by, = by = .. = b, = 0,

Sistemas (11) pirmintegralus var atrast $ada veida, modi-
ficEjot apskatito pirmo metodi, Ar #» faktoriem a, a,, ..., «,
no sistémas (11) attiecibam (kam kopiga vértiba pielidzinata )
sastada sakaru

adey + ...+ @, dy,

(13) n n n = df
B a;ap + ...+ x, Z0;ay +-E1a,- b;
1= = =
Te pieprasam, lai «,, a,, ... @, biitu konstantes un lai

tas apmierinatu sakarus

n n
(14) Laap=ha, . .., I aa, = ke,

1= 1=

ar proporcionalitates koeficientu %, Ja Sadas konstantes eksiste,
tad sakars (13) parveidojas pirmas kartas diferencialvienadojuma

ar

/eP:dt ( # 0)

ar paliga mainigo 72, kas ir lineara funkcija
n 1 n

(15) Pl By < o5y = ..‘_‘.1(1,- x; + 7 21“1‘ by (k#9).
1=

=
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Sastadito diferencialvienadojumu viegli integré ar kvadratiiru:
(16) PI=Tre,

kur C — integracijas konstante,

Ir jadiskuteé par ievestiem nosacijumiem (14), Atklata veida
tie dod homogenu linearu sistému

(@n — Bo, + ...+ aya, =0,
(17) SRRy | el R
a0 + vt (ay, — R, = 0
attieciba pret a;, . . ., @,. Ta ka §is konstantes nav reizé nulles,
tad sistemas determinantam jabiit nullei:

au—k"-am
(18) 5 Wt b Bl a ] = 0.
A n e By — K

Rodas % noteikSanai linearas diferencialas sistémas (12) rak -
sturigais vienadojums (§ 13)%).

Visparigaja gadijuma, kad Sivienadojuma saknes ir
dazadas un nav nulles

k1¢b2¢---§ékn¢0'

katrai saknei %, no homogenas sist€mas (17) var atrast koefi-
cientu a; veértibu a;, attiecibu (§ 13) un ar formulu (15) sastadit
n polinomus

n n

(19) Py (xy, g 2 )= 2‘.1(1,-,,,.1',_- + " ‘.‘.‘.1{1,',,, by m=1.2....90).
= m t=

Ar Siem polinomiem un formulu (16) dabui Sini gadijuma linearas
diferencialas sistémas (12) neatkarigus pirmintegralus skaita 7 :

*) Lai (18) pilnigi atbilstu 13, §-fa vienadojumam (5), ir jdapmaina

a;; ar — ”Ij (apzim@jumi tada veida atSkiras abos §-fos),

7
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Py (2 Ty « iy By ) = TPk
(20) ) Pl e o ty) = Cyet,
| Py (xy Xg + o 4y 2y) 2= G, ¢ t'

ar kuriem viegli atrast x}, x,, . . ., x, ka parametra # un patva-
ligu konstantu (), G, ..., C, funkcijas,

Lai sistemai (I1) sastaditu pirmintegralus, ir jaiz:ledz ¢ no
vienadojumiem (20). Ar kapinaSanu piem&rotas pakapés un
daliSanu rodas » — 1 sakari (c;, ¢y ... ¢,_q7 — jaunas
konstantes)

@) Py, Bl o PPN P = G PR PR

kas sastada prasito neatkarigo pirmintegralu sistemu.
Gadijuma, kad raksturigam vienadojumam (18) ir vairak-
kartejas saknes un kad dazadas (ne nulles) sakoes ir

by FE by #E . ..F Lk, F0 (r < m),

ar iepriek§¢jo metodi linedrai sistémai (12) atrod tikai », bet
sistémai (11) » — 1 neatkarigus pirmintegralus. Izlietojot {os,
var sisteémas kartas attiecigi samazinat par », resp. » — 1 vienibam.

Piezime. I Izpeémuma gadijuma, kad 2 = 0 ir rakstu-
riga vienadojuma (18) sakne, diferencialvienadojumu (13) tad var
direkti integrét Sada veida:

n n
Zqry=0CtZab.
=1 =1

II. Ja lineara diferenciala sistéma (12) ir homogena, t. i.

/)1=b2=...::b”=.0,

metode, kas divu funkciju gadijuma apskatita kursa I d. 28. §-fa
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5. Piemérs. Integrét divu homogenu viena-
dojumu sistému

dx, i dzx, w dxg
Ay taaytary ag v tagrytagryy ag v tagrytagr,

(22)

artrim mainigiem x,, %, 3.

So sistemu var reducét uz tris linedru homogenu viena-
dojumu sistemu

dx .
Tz’t—l = apx; + A%y + azry,
| dx
(23) 7{72 = A%+ Gg%y + Gy,
dx
ﬁ = agx; + agery + aggy,

ievedot paliga mainigo 7 Lietotos faktorus «a,, @, @, nosaka ar
homogenu linearu vienadojumu sistému

(@, — Ra; + aya, + agay = 0,
(24) a0, + (A9 — R)ay + aga, = 0,
Q190 + A0y + (agg — K)oy = 0,
ja & ir raksturiga vienadojuma
ay, — k ay ag,
(25) Ay Ay — kB ag =0
g Aoy agy — k

sakne. Gadijuma, kad §is saknes ir daZadas &k, = Ak, £ ky,
sistémas (24) determinanta vismaz viens galvenais minors nav

nulle, piem.,

ay — k ay + 0,
9 Ay — k

ja b = ky, vai b = ky, vai k = ky. Tad Sis sist€mas treSais
vienadojums ir paréjo divu secindjums.
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Pirmos divus sistemas vienadojumus var apmierinat ar
§adam a,, a,, a; nozimém:

Aoy as,

ag, an 4| == ay—k ag
Ay~ k& ag

i g =
Ago * Ao | a9 Agq--F

1= a, =

=

Ar So determinantu vértibam, kad & = £, /,, 4, dabi atbilslo-
sas a,, a, @, nozimes

Qs Ogyy Cgpy  Qgy Qg Cgg; (g, Ogg. (gg.

Linearas diferencialas sisteémas (23) tris neatkarigos pirm-
integralos

(26) Py(xy.29029)=C e, Py( 2y, 200, 265)=Cpe?¥, Pyl ) x, x5) = Cycts*
ir lietoti homogenie polinomi
27). Py, %y 29) = 21 + Oy 200 + 0,74 (m=1,2,3).

Ar parametra 7/ eliminaciju sastada sisteémas (22) divus neaikarigos
pirmintegralus

(28) Prh Phoe= o, Prh, Pho=—
kujos jaunas integracijas konstantes ir

gy = Gt Oy g = C‘,’A’H ’ Cg"l.

Atrastiem rezultaliem var dot S8du geometirisku inter-
pretaciju. Ja x,, x, x, uzskata par plaksnes punkta homo-
genam koordinalam, tad lineara diferenciala sist€ma, resp. tas
visparigais integrals (26) noteic plaksnes linijas ar parametriskiem
vienadojumiem

¥ = ol 25 = 50 2= i)

Lai sastaditu So liniju diferencialvienadojumu Dekarta (nehomo-
genas) koordinatas

X X,

x == 9==1

- xa -1»‘8
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ievietojam sistema (23) izteiksmes

un izslédzam mainigos / un x,. P& minétas substitiicijas rodas
diferenciala sistéma

dx dx

Xy ‘”‘ +-x ({/8 (enx + apy + ag)x,,
dr

3a’t + 5 =2 (agx + ayny + agy)r,
a’r

dt = (agx + agy + agg)xy,

kas peéc x, eliminacijas top par

dx
= ant + apy + ay — x(@yx + agny + ag),
dy
g A F + Apy + Gy — yagx + agny + ag).

Ja le izslédz 7, tad rodas pirmas kartas diferencialvienddojums

dx n,’_y

apx+a, y+a, - a31x+a3?y+am) Ag1 X+agy Y+y3—Y(Ag,- r+ay, 29 1+n33)

jeb ar atvasinajuma y’ = Z—f jeveSanu —

(29) (ay,24+a,5 Y4413y =a5, 7 + Qgg Y+Agg H(2Y' =Y)(Gg 2+ag, Y+ay,),

ko sauc par Jakobi (Jacobi) vienadojumu. Ta integracija ir redu-
céjama uz sist€émas (22), resp. ekvivalentas lineards sist€mas (23)
integraciju. Ar sistémas (23) pirmintegraliem (26), kad & 5=k, Fk,,
var sastadit homogenu sakaru .

(30) Pfa—ks ) Pfl—"s ; Pé‘z—“’x = C,

izslédzot parametru / un apziméjot ar

C = Clks"kz Cfl ky | sz—kl.
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Ja sakara (30) ievieto x; = xyx, x, = x,%, tad dabii Jakobi
vienadojuma (29) visparigo integralu

Elx, 9y = €,
Piezime. Jakobi vienadojumam (29) ir svariga nozime
homografisko (projektivo) transformaciju teorija*). Si vienadojuma
integracija, ka redz€jam, reduc€jas uz kvadratirim un viena

treSas pakapes algebriska vienadojuma (25) atrisinaSanu. Direkti
ar substiliiciju

x=¢§+a y=n+8

(piem@roti izveloties konstantes @ un () Jakobi vienadojumu var
reducét uz specialt Mindinga vienadojumu

B — = &N + FA5 0 (n’ = %2),

kurd f£i(E, m) un fy(& 7) ir homogenas funkcijas. P&d&jo viena-
dojumu, ka zinams (I d. § 6), var atrisinat ar kvadratiram.

Uzdevumi IV.

Integrét Sadas (1.—8) sistémas.

+ y5, — 3, =0, Py :%‘(|{'3 sin /3 — cos x |/3) —
e i1 e g —Cosin +1/3 + VB cos +13) 4G,

V== —%(cos x)/3+)/3 sin x|/3)—
— %g(sin x)/8 —=)/8cos x)/3)+C,,

*) Sk. piem., Serret-Scheffers — ,Differential- und Integralrechnung*,
Bd, 1L
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yl, =%+ Y Ath. 3, =2C, + Cye® + CGye® (2 - x),
3, =5+ %— I N=—C0 — G,

¥, =n+n Yy =C, + G +Cy ¢* 2—x).

}’l, +¥+ 2 =0, Ath y=2C, ¢* — Cye" + G e,

y” +y+n=0, Yo=—C, " +2C, " + ('nr“‘z“',

¥yt + 2. =0. == G ¥ —Ge* + G

¥e= Ath. 3, =C, 4 G = + Ge~*,

¥ =3+ n Ya=Cy — Cye~?,

}’8, + 31+, +55=0. =l —C 2.

¥, =%+t Ay =C - G Ge ¥,

y._: =.y3'+-yl+€x’ .y2'_( L’ +2C e — n"’- "v

_ys' =y +y — . Yy =Ci#** = Cie™ +2C,e=*—¢".

auJ’;, g3 alaJ’;’ + 01131+ b19 32 =0,

E

an J’:, 2 ‘7923’: + by 1+ bgy ¥y =0.

Piezime. So sisttmu ar konstantiem koeficientiem
@y, « . by, var integrét ar Eulera substitciju, ka 3. §-fa

y"-}—y:—-yl——y._,:o, Ath. y,=C+3Coe ™+ (Cax+C))e",

"=y =0 =G HG(—2)-C e
=yll + z = O'
g —y =0
A, 3 | 4G ) i CuosZ4C, nZ)e PR,
¥ ( coV +C,sin V2) +( cosV -+ mv)
N s T s : .
:(Clsmvi——CacosV-E)eV’+(— Cssml/—é-{—qcos{é) e V2
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9. Noteikt sistémas
¥y — 06z’ +16y =20
{z” + 6y’ 4+ 162 =0
to integralu, kas apmierina sakuma nosacijumus:
=0, ¥y=9% 8=0, ¥y =0, 2'=0,

Atb. — %8 (8 cos 2x 42 cos 8x),
s = 2% (8sin 2 — 2sin 8x)
.10 i “ii

10 Integrét sistemu
dx P — dy Iy dz
224+7y +2 Bx-+8 4 2 7x 4+ 13y
A, ((x+ )P =C (x4 4y + 2),
(x—y—2=0C =+ 4+ 2>
11, Iotegrét Jakobi vienadojumu :
@+ E+ny =@+ D)0+ +x~
Ao, 1 L x+y+1 C
x+y+1 7 x4+ 1




VIENADOJUMI AR PRRCIALIEM
ATVASINARJUMIEM.

V. Linearie pirmas kartas vienadojumi ar
parcialiem atvasinajumiem.

§ 15. Vienadojumi ar divu argimentu funkciju un to
sastadiSana.

. Visparigais pirmas kartas vienadojums ar parcialiem
atvasinajumiem jeb parcialais diferencialvienadojums

(1) Fe, 569 =0

satur nezinamas funkcijas & = z(x, y) tikai pirmas kartas par-
cialos atvasinajumus

2= 150

Sadus vienadojumus sastada, izsl&dzot vai nu patvajigas konstantes,
vai patvaligas funkcijas.

2. Patvaligu konstantu eliminacija.

Vienadojums
(2) flx, 500, 8) =0

nosaka neattistitu funkciju z = 2(x, ¥; @, B) ar divam patvali-
gam konstantém (parametriem) a un 3. Geometriska interpreta-
cija tas izteic xye-koordinatu sistéma virsu saimi ar diviem
parametriem. So parametru izslégSanai sastada ar (2) atvasina-
§anu pé x un y vienadojumus

1}_/ df ds . f f J_z_
+()’ 0?6"0' ()y+l)”'()y—
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Tad no tris vienadojumu sist€mas

fix. 3, ~; B =0,
3{ + o~” =
l 1)f g 0/

()z

pec divu lielumu @ un B eliminacijas rodas viens pirmas kartas
parcialais diferencialvienadojums (1).

3. Patvaligu funkciju eliminacija.

Te apskatisim Sadas §eometrijas probl@mas, kuyas
virsas raksturo ar parcialiem diferencialvienadojumiem,

I. Koniskas virsas., Konisko virsu (isi — konu)
veido taisne /, kas grozas ap tas vienu punktu O un krusto
pastavigi doto liniju Z. Taisne / ir virsas veidotaja, linija L —
vaditaja un punkts O — virsotne,

12

Zim, 3.

Ja O ir koordinatu sistémas sakuma punkts (zim. 3), tad
veidotajas / vienadojumi ir

~
P
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Ar patvaligam konstantém a un 3 (parametriem) Sie vienddojumi
izteic taiSpu kiili (oo? taisnes). Lai wnoteiktu konisko virsu, ir
jasastada viens sakars starp Siem parametriem, P&d€jo atrod,
izteicot analitiski to fakiu, ka taisnei / ir jakrusto vaditdja L.
Atrisinot kopigi taisnes / un vaditajas L vienadojumus

Sz 9, 2) = 0,

fr:;(x' W 2) = 0,
dabii divu vienadojumu sistému

Lz, ax, fx) =0,

Jfolx ax, Bx) =0,
no kugas var izslégt vienu mainigo x. IzslégSanas rezultata rodas
mekl€jamais sakars

Pa, B) = 0 jeb f = o(a)

starp parametriem ¢ un 8. Ja te izteic a = %. = f tad ro-

das koniskas virsas vienadojums galiga forma
L el S e T (y)
(3) (I)(x, x) =0 jeb =2 xp|=)

Patvaligai vaditajai aibilst patvaligas formas koniska virsa,
resp. patvaliga funkcija @ vai «. Sadu konisku virsu (ar virsotni
sakuma punkta O) raksturojumam var sastadit parcialo diferen-
cialvienadojumu, izslédzot patvaligo funkciju sekojoSa veida. Ar
atvasinaSanu péc x, resp. y rodas sakari

02 — (2) — Z en ! {E f— /
oz~ T\z .1-‘('0);_(?’
kujos ¢’ apzimé funkcijas ¢(«) atvasinajumu p€c paliga mainiga

u = 2. No tris vienadojumu sist€mas
x

lz:.rgo,

__«)z__ Y .
'P_().—t‘—(?—.tp'
0z ;

g==9

Jy
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ir iesp€jams izslégt divus lielumus ¢ un ¢’; péc izslégsanas
rodas konisko virsu parcidlais diferencialvie-
nadojums

(4) w + 39 =2
kad virsotne ir koordinatu sakuma punkts. Tadu pat rezultatu
atrod, izlietojot eliminacijai neattistitas formas vienadojumu

(1)(71, E) =0
X X,

Ja kona virsotne ir punkts (x,, ¥, & tad ta vienadojums
galiga forma ir
' Y=o 2~ 5\, . & b s
(3") (l)(x—xo' e to) 0 jeb z2=¢2, 4+ (= xokp( 0).
un ta parcialais diferencialvienadojums ir
4') (x—x9)p + (¥ — )9 = & — 3

Abi vienadojumi (4) un (4’) ir pirmas kartas un lineari:
atvasinajumi p un ¢ ir pirmaja pakapé

II. Cilindriskas virsas. Cilindrisko virsu (isi —
cilindru) veido taisne /, kas parvietojas sev paralleli (translacija)
un krusto pastavigi doto liniju L (zim. 4).

ﬂZ

Zim. 4.
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Taisne / ir virsas veidotaja, noteikta ar vienadojumiem

{x=az+a,
y = bz 4 B,

bet L ir vaditaja, ko noteic divas krustojoas virsas

Nx 3, 2) =0,
Jolxy 3, 2) = 0.

Ta ka taisne kustas translacija, tad a = const, b = counst., bet
Cilindrisko virsu noteic sakars

a un B ir mainigie parametri.
D@, B) = 0 jeb B = ¢(a),

kas rodas izslédzot tris lielumus x, y, 2 no Cetru vienddojumu

sistemas
xr = az + q
y = bz + B
fix 9, 2) =0,
fo(x, 9 2) =0
B = y — bz tad dabiitais sakars dod

Ta ka ¢ = x — az,

cilindrisko virsu vienadojumu galiga forma
8) P(x —az, y—0b3)=0 jeb y— bs=p(x — az).
Patvaligai cilindriskai virsai, ko veido taisne / ar pastavigu

virzienu, atbilst patvaliga funkcija @, resp. ¢. Lai izslegtu patvajigo
funkciju, sastada, piem., no neatlistita sakara ar atvasinasanu péc

x nu y jaunus vienadojumus
aP
(=205, 7~ gy
) oD
—ag -+ (L= 5 =0,

ad _0’

kufos # un v apzim€ paliga mainigos :
W =x —as v=y— bz
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ob 9P

Ta ka w9y v reiz€ nulles, tad ir japrasa, lai sastaditas
linearas sistémas determinants biitu nulle, t. i.

1 —ap — bp -0

— aq 1 —bg |

Péc parveidojumiem atklata forma dabu cilindrisko virsu
parcialo diferencialviendadojumu

(6) ap + bg = 1.

Ill. Konoidi. Par konoidu sauc virsu, ko veido taisne /,
parvietodamas paralléli dotai plaksnei /2 un krustodama pastavigi
doto taisni un doto liniju Z. KustoSo taisni / sauc par veidotaju
un liniju L par vaditaju. Komnoids, tapat ka kons un cilindrs,
pieder t. s. linijainam virsam, kas veidojas no taisnes
kustibas. Speciala gadijuma, kad vaditaja L ir taisne, kas paral-
lIela vai krusto doto taisni, rodas plaksne, bet, ja S§is taisnes
Skérsojas, tad — hiperboliskais paraboloids.

Ja izvélas (zim. 5) doto taisni par z-asi un doto plaksni 7
par x y-plaksni,

AZ
L
\! ’
2 Y
P
X
Zim. 5.

tad veidotajas / vienadojumi ir

et
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Patvaligi izveletai vaditajai L atbilst, ka ieprieks, patvaligs sakars
® (e, B) =0 jeb B=g (0

starp parametriem o un B. Ja no veidolajas vienadojumiem

izteic a = %. B = z un jevieto 3aja sakara, tad rodas konoidu

vienadojums galiga forma
'Z — i & — ) ‘Y
(7) o (x' z) = 055jeb s y(x).
Ar atvasinasanu péc x, resp. y, atrastie sakari
gy
p=—2o, wem g=1o

péc daliSanas un parveidojumiem dod konoidu parcialo
diferencialvienadojumu

(8) p + 39 =0,
IV. Rotacijas virsas. Sadu virsu veido linija Z
grieZoties ap doto taisni — rotacijas asi (zim. 6). Ta ka virsas

Skélumi ar plaksn€m, perpendikularam rotacijas asij, ir rigku
linijas /, tad rotacijas virsu var iedomaties veidotu no 3adam
ripku linijam, kam main@s radijs, un vaditaja ir dota linija L.
)z

(abe)

Zim. 6,
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Ja rotacijas ass iet caur koordinatu sakuma punktu un tds vir-
ziena koeficienti ir a, b, ¢, tad tas vienadojumi ir

C'

x. ¥ z
a b

Veidvotéja ripka linija / atrodas uz sféras virsas
24 24 2=

un uz plaksnes
ax + by + cz = B,

kas ir perpendikulara rotacijas asij. Patvaligi izvélétai vaditajai L
atbilst patvaligs sakars ;

®(a, ) =0 jeb B = o(0)

starp parametriem a un B. Izteicot Sos parametrus ar koordina-
tam no veidotajas vienadojumiem, dabii rotacijas virsu vienado-
jumu galiga forma

(9) P(22+9%42% ax+by+c2)=0 jeb ax+by+ ca=q(x?+y*+22).

Patvaligas funkcijas, piem. ¢, izslégSanai atvasina (9) péc
x, resp. y:

a + op = (2x + 2:p)p’,
btaqg =y + 299"

Ja no dabiitas sistemas ar daliSanu izsledz patvaligas funkcijas
atvasinajumu ¢’ p&c paliga mainigd « = 2* 4 3? z?, fad
rodas vienadojums

a+c¢p x4+ zp

b+cq v+ 2q
jeb
(10) (cy — b2)p + (az — cx)q = bx — ay.
Sastaditais rotacijas virsu parcialais diferencial-
vienadojums (10) vienkarSojas par
(107) )p — 2q =0

gadijuma, kad rotacijas ass ir z-ass, t.i. a = 6 = 0, ¢ 5% 0.
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V. Virsas, koveidoliniju kongruences. Par
liniju kongruenci sauc liniju saimi

() {fl% a4

ar diviem parametriem a un f. Caur katru telpas punktu iet viena
vieniga Sis saimes linija, ja funkcijas / un g ir vienveérligas., Lai
no saimes (11) linijam / izveidotos virsa, vajadzétu vilkt no kaut

kuras linijas L (kas nepieder saimei) puunktiem saimes linijas.
Ja minétas linijas L jeb virsas vaditajas vienadojumi ir

l ./l(xi » 2) =0,
| 4z, 3, 2) = 0,

tad krusloSanas gadijuma ar saimes (11) linijam jaatrisina kopigi
Cetri vienadojumi

If(xv b /5) = Q,
& (x, 3, 8) = §,
Si(x 3 8) =0,
Ja (2, 9, 2) =0,

no kuriem var izslégt tris mainigos =x, y, 2. Péc izslégSanas
rodas sakars

® (0, 6 =0 jeb b =g ()

starp parametriem @ un 8. Ta tad, lai no liniju kongruences (11)
izveidotu virsu, ir jasastada viens sakars starp parametriem, resp,
jaizvélas viena parametra (oo') liniju saime no dotas divu para-
metru (oo?) saimes, Veidolas virsas vienadojums galiga forma ir

(12) @ (f(x,9)g(x,572) =0 jeb g(x, 5, 2) =0 (f(x 3 2))

Ja vaditaju L izvélas patvaligu, tad ari §is virsas f rma ir
patvaliga, resp. funkcija ® vai ¢ ir patvaliga. Visdm $adam virsam
var sastadit parcialo diferencialvienadojumu, izsl&dzot patvaligo
funkciju sekojo§a veida, Ar (12) atvasinaSanu péc x un y dabu
vienadojumu ‘sistému
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Jd (0 0 )z oD (oo do 0z
(f+()/- )+ (' +’Gr'f)::0,

«)f 0x z ' dx dg \dx dz ~ dx
ob (of )f r)a) b (f)g dg 03\ _
of (f)y+0~' ay +r)g‘ 07_*—5; ' rfy) =i

p /L1 LI ,
Ta ka parcialie atvasinajumi %, :);— nav reizé nulles, tad

dabtita lineara sistema ir iesp€jama vienigi tad, ja sistémas
determinants ir nulle, t. i.

| £ +# & +2s
o7, =0
|/+11/‘z g, +ag. |
Te ir lietoti parastie apzim&jumi atvasinajumiem
. 0z . 0z . ()_/
7= ox' ¢ = r))" j, Tox'

Péc parveidojumiem dabii $adu parcialo diferencialvienadojumu

(13) (/ g—18)p+ (’251 — 7/ g;)q:/;, ot o

YR

ko ar Jakobi funkciondldeterminantu simboliem, piem..

o( j, g) . P e
oz, 3) e £, = Ay
raksta forma

0 o
(14) (j,g)p+ A ) &) A &)

a(, d(z, x) 7= 71“1?_'}/)

Sastaditais vienadojums pieder linedram pirmas kartas
vienadojumam

(15) P, 5,206+ Q (x,9 2 g = R (x, 5 3),

kur funkcijas

()(f'g,' Q(x, 9, 2) = 0/, 5) R(x, y, 2) = 9018

X, ), & .
()2 J(z x) d(x,9)

P(x,9,2) =

=
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Si vienadojuma atseviskie veidi ir apskatito virsu parcidlie dife-
rencialvienadojumi (4), (6), (8) un (10). Linearitate ir vienigi attie-
ciba pret atvasinajumiem p un ¢, bet ne pret nezinamo funkciju =
(pretéji tam, ka lineram parastam diferencialvienadojumam).

Liniju kongruenci (11), no kuyas izveidota virsa, sauc par rak -
sturigo kongruenci, un 3is kongruences linijas — par vir-
sas parciala diferencialvienadojuma (14) karakteristikam, Ir
konstatéjams (I d. § 29), ka So karakteristiku parasto diferencial-
vienadojumu sistéma

dxi i dy dz

1) D " Wnrno  Re 9

ir tas pasas funkcijas 2, ), R, kas parciala diferencialvienado-
juma (15). Minétas diferencialas sistémas un lineara parciala
diferencialvienadojuma sakaru tuvak noskaidrosim §i vienadojuma

integracijas metodg.

§ 16. Geometriska integracijas metode. Kosi (Cauchy)
probléma.

1. Lineara pirmas kartas parciala diferencialvienadojuma

0z F-1
(1) Pz, y, )p+0Q(x, 3, 2)g=R(x, 9, %) ( = 4= %j;)

integraciju var reducét uz parasto diferencialvienadojumu sistémas

de o cdy i o

& Pz, 5,2 Q=2 29 Raxy 2

integraciju ar $adu geometrisko metodi, ko devusi Ko§i un
MonzZs (Monge). Diferencidlvienadojuma (1) atrisinajumu jeb
integralu

(3) : g = f(x, 9)

geometriski interpret€ ka integralvirsu, diferencialas sisté-
mas (2) integrallinijas sauc par karakteristikam, Minétas
redukcijas pamata ir Sddas teOrémas.
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2. Teorema. Diferencialvienadojuma (1) inte-
gralvirsas punkta vilkta karakteristika (2
atrodas uz S§is integralvirsas.

Zim, 7.

Pierdadijumam noteiksim (zim. 7) karakteristiku K ar
tas projekciju # uz xy plaksni. Piegemot, ka funkcijas Z(x, y, 2)
un Q(x, y, 2) nav reiz€ identiski nulles, piem. 2 = 0, ar
parasto diferencialvienadojumu

dx _  dy

4 S e
" P, ) B, )

kura funkcijas
Pix, 3) = Ple, 3 f(x ) Az 9 = Qx, 3, f(x, 9)

sastadamas ar integralvirsas vienadojumu (3), var noteikt xy-plaksné
liniju % caur virsas punkta M(x, y, 2) projekciju m (x, y, 0).
Zinot linijas 4 vienadojumu y = y(x) un integralvirsas viena-
dojumu (3), var sastadit integralvirsas linijas vienadojumus

(5) { y = y(x)

¢ = fla )} = slx)
Konstatésim, ka linija (5) ir karakteristika, kas

iet caur virsas punktu M. Ir japarliecinas, ka 3i linija
ir diferencialas sistémas (2) integrallinija. Sastadot atvasinajumu
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'a'z_ af + df dy
dx 0x ay ' dx

ka saliktai funkcijai, var parveidot to, izleicot no (4) atvasinajumu

e, 2 =
bl P #0).
dx P(x, y) el
Tade] atvasinajums
l)_/ ()f
E s ()r + ¢ 1)y
dx Pt

Ta ka z = f(x, ») irparciala diferencialvienadojuma (1) integrals,
tad §i funkcija identiski apmierina So vienadojumu, t. i. der
identisks sakars

=if _
()r + v ay
kura funkcija

R = Rz, 3, f(x, )
Ta tad
dy Q@ dz _ R
dxz = P dxr P
jeb
dr _dy _dz
AT R

t. i. integralvirsas linija (5) ir karakteristika K.

3. Apgriezta teorema. Katra virsa, ko veido ka
rakteristikas (2) un kam tangentplaksne nav
parallé&la z-asij, ir parciaia diferencialviena-
dojuma (1) integralyijrsa.

Sis teorémas pareiziba izriet no parciala diferencialvienado-
juma (1) un diferencialas sisteémas sekojoSas geometriskas inter-

—)
pretacijas. Ja 7, ), R uzlver par vektora /" komponentém
Vy = Pz, 3, 2), V, = Qlx, ¥, 2), V, = R(x, ¥, 2),

tad ar §im funkcijam ir definéts vektoru lauks. Saja lauka dife-
rencialas sistémas (2) integrallinijas ir vektoru linijas, t. i. linijas.

o
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kuram tangentes virziens sakrit ar vektoru virzienu (sk.1d, § 29).
Tadeé] 3o integralliniju jeb karakteristiku veidotai virsai tangent-
—_

plaksné atrodas vektors /. No otras puses, var konstatét, ka
§ada ipasiba ir raksturiga parciala diferencialvienadojuma (1) inte-
gralvirsai. Par to parliecinas, konstatéjot, ka par integralvirsu

—_—
noder tikai tada virsa, kurai vektora /" projekcija V,, uz virsas
normali » ir nulle.

Ka zinams, visparigi virsas
Flx, 59, 8 =10
normales » virzienu kosinu attieciba ir

cos (n, x) . co8(sn y) < cosi(n, &) — M: E; f)F_‘
dx " dy 0z
Virsai 2 = f(x, ») vienadojumu var rakstit forma
Fr.y,2)=/f(xy) —z=0,
un ta tad tai
cos(n, x) : cos(n, y) :cos(n, 2) =p:q:— L

Ja normali » orienté ta, ka legkis (»#, 2) ir plats, tad izteic

q —1
—_——, COB B mrr————,
e =

? —
cos\p, x)=0—rr—r—m, Ccos(»n, )—-
St e e s
Pédéja formula norada, ka galigam p un ¢ nozimém virsas tan:

gentplaksne nav paralléla z-asij.

Izlietojot virzienu kosinu izleiksmes vektora projekcijas
formula :

Ve = Vycos(n, x) + Vycos(n, 3) + V,cos(n, z).

atrod
V_PP+Qq'-]‘)

"= eT T
by=20

No Sejienes secina, ka



LINEARIE PIRMAS KARTAS VIENADOJUMI 17

ir tad un tikai tad, ja 2 = f(x, ) ir parciala diferencialviena-
dojuma (1) integralvirsa,

Tie$a un apgriezta te6r&€ma norada, ka vienadojuma (1)
integralvirsa ir karakteristiku (2) geometriska
vieta. ‘

Karakteristikas ir noteiktas galiga forma ar sistémas (2) diviem
neatkarigiem pirmintegraliem

(6) W, (x, Y 2) = C‘ll W, (x! Y, z) - Cﬁv

kas satur divas patvaligas konstantes C; un C,. Uztvejot C; un
C, ka parametrus, dabii divu parametru liniju saimi jeb liniju
kongruenci. No iepriek§€ja §-fa ir zinams, ka 3is kongruences
linijas veido geometrisko vietu — virsu, ja starp parametriem
izvelas vienu patvajigu sakaru

D(Cy, C) = 0 jeb G = ¢ (C).
Tadé| karakteristiku (2) geometriskas vietas ir bezgala daudz virsas

(7) ® (w] (xty' Z), (1)2 (x9ys z)) e 0 leb (1)2 (xt.y) Z.) T (? ((1)1 (xv)’w”))

ar vienu patvaligu funkciju @® vai ¢. Ta ka 3is geometriskas
vietas ir ari parcidla diferencialvienadojuma (1) integralvirsas, tad
ta visparigais integrals ir sakars (7) ar vienu patvaligu
funkciju @ vai ¢,

Integracijas kartula. Lai integrétu linearo pirmas
kartas parcidlo diferencialvienadojumu (l)
sastada parasto diferencialvienadojumu sistému
(2) un atrod pé&déjai divus neatkarigos pirminte-
gralus (6); ar §o pirmintegralu funkcijam o, v,
sastaditais sakars (7), kas satur vienu patvaligu
funkciju, ir vienadojuma (1) visparigais integrals,

Piezime. No diskusijas izriet, ka vispariga integrala
peietilpst eventuali tadi atrisinajumi & = 2 (x, y), kas reiz€ dod
funkcijam 2, ¢, R nulles vértibu:

P(x»}’»z):Q(x.}’,z)=R(x.y,z)=0.

Sadus atrisindjumus sauc par singulariem,
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5. Visparigaja integrala (7) funkcija @, resp ¢ biis noteikta
ar t. s. sakuma nosacijumu. Geometriska interpretacija
Sis nosacijums izteic, ka mekl€jamai integralvirsai jaiet caur doto
liniju Z. Partikularo integralu, kas apmierina sakuma nosacijumu,
sauc par Ko§i (Cauchy) integralu, un ta noteikSana ir
parciala diferencialvienadojuma Kosi probléma. Geometriska inte-
gracijas metode dod noradijumu uz KoSi problémas sekojoSo
atrisinaSanas veidu,

Zim, 8,

Caur dotas linijas L punktiem velk karakteriskas / (zim. 8).
Lai rastos integralvirsa, tad ir japrasa, ka linija Z nav karak-
teristika. Analitiski 3o konstrukciju izteic $§adi. Karakteristiku
(6) krustojumu punktiem ar doto liniju

(8) fl (x’ Y Z) = On fQ (x! Vs 5) =0

koordinatas (v, », 2) apmierina Cetru vienadojumu sist€ému

lwl (.‘t, Y 2) = C1-

W, (,‘E, Y, 3) = C2'

g 24

iy hoEya =0
Jo (2 3 2) = 0.

Ja no §is sistemas izslédz tris lielumus x, , 2, tad rodas gadijuma,
kad linija Z nav karakteristika, noteikts sakars

D, (Cyy G) =0 jeb G = ¢ (()
starp parametriem C,, C,. Mekléjamais Kosi integrals tad ir
(10) D; (0, w) = 0 jeb wy = @ (wy).

Kosi probléma nav iesp&jama, ja dota linija Z ir karakteristika.
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Speciala gadijuma, kad dota linija L atrodas
plaksn€, paralléla koordinatu plaksnei, piem x y-plaksnei, tas
vienadojumi (8) ir :

¥ )l & ==g = consty
un sist€ému (9) reduc€ uz divu vienadojumu sist€ému
{ Wy (x) f (%), Zo) = Cy,
v, (2, /(2), 25) = G,
Péc mainigd x izslégSanas no pedéjas sistémas vienadojumiem
rodas mekl€jamais sakars
D (Chy G)) =0 jeb G = @y (G

ar kuyu var sastadit Kosi integralu.
Ari gadijuma, kad linija L dola ar parametriskiem
vienadojumiem
=%, 9 =30, =2 (t — parametrs),
sisttma (9) reduc€jas uz divu vienadojumu sistemu
{ o, (x@, vy, =2(0) =0, ) =C,
oy (x (0, 70 2(0) = 0, () = Gy

no kuras péc parametra ¢/ izslégSanas rodas vajadzigais sakars
starp C; un G,

6 Kosi problémas atrisinasanai var lietot otru metodi,
kura vispirms no sistemas (9) izslédz konstantes C; un C, Lie- -

tojot dotas linijas L punktu koordinatam citus apzim€jumus ar
E, 7, § izteicam ar sakariem

0, (% 3 2) =0, £ 080 w(x, 3 2 =0, N0

nosacijumu, ka karakieristika krusto doto liniju Z. No Cetru
vienadojumu sist€émas

Wy (x’ Y, z) = Wy (5: ", §),
(“) Wy (x; M e = Wy (E, Un C)v

_/1 (Ev T g) == 01

Ja (Er 7, C) =20
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péc tris mainigo &, v, { izslégSanas sastaditais vienadojums
“2) F (:C, Vs g) = 0

att€lo diferencialvienadojuma (1) integralvirsu, kas iet caur doto
liniju L, Ta tad dabii Kosi integralu,

Sistému (11) var vienkarSot speciala gadijuma, kad dota
linija L noteikta parametriski

E=E@) n=1(0, E=850 (¢ — parametrs).
Tad funkcijas
o; €@ @ 5O) = v, @), oy (), (), L) = w0,

un dabi integralvirsas vienadojumu (12), izslédzot parametru #
no divu vienadojumu sistémas

:(1)1 (.‘t‘, I Z) == (El (t))
wy (2, ¥, 2) = wy (f).

Tamlidzigi diskuté gadijumu, kad linija L ir plaksné€, paralléla
vienai koordinatu plaksnei.

7. SekojoSos pieméros jaintegré dotie linearie vienadojumi
ar parcialiem atvasinajumiem,

! #p + 39 = =
Karakteristiku diferencialvienadojumu sistéma ir
dx _dy _ ds,
x 9 &’

tas neatkarigie pirmintegrali
u)lz-_'%:Cl, w2=;_—_C2
noteic karakteristikas ka taisnes, kas veido taiSpu kiili ar virsotni

sakuma punkta (0, 0, 0). Parciald diferencialvienadojuma vis-
parigais integrals
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gy i NG &
(I)(;c. x)-—O jeb z—xcp(x)
att€lo konisko virsu, kam virsotne ir sikumavpunkts (0, 0, 0).
Atrisinasim KoS81 probl&mu: noteikt to integralvirsu
(konu), kas iet caur rigka liniju

{x“+y’=R",

2 =a

Zim, 9.

Péc pirmas metodes izsl€dz no Cetriem vienadojumiem

Rodas sakars

Al + ) =R,

tris mainigos =z, ¥, 2

no kuya pec substitiicijam

un parveidojumiem dabii vienadojumu

x“-{—y2=-a~gz.
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Sis vienadojums altélo rotacijas konu, kas iet caur rigki ar radiju R
augstuma a virs koordinatu sakuma punkta, Ja ieved legki a
starp kona veiduli un asi, tad vienadojums top par

22 4 92 = 2 tg? a

To paSu rezultatu atrod pec otras metodes, kad no Cetru vie-
nadojumu sist€mas

z=¢ -’3:? Plf=R (=3

izslédz tris mainigos &, 7, C.
Var ari direkti meklét visparigaja integrala

funkciju ¢, kas noteic caur doto ripki ejoSu virsu. Ievedam
funkcijai paliga argiimentu

8 [\

Tad no Cetriem vienadojumiem
y=ux,z = x9), 2* + P =R, z = a
péc tris mainigo x, y, = izslégSanas rodas sakars
R%p? = a1 + «?),
no kura izteic
£ & 15
Qn) = + Fl/l + 2
Ar substitiiciju visparigaja integrala un parveidojumiem dabi
ieprieks€jo Kos3i integralu

xz_'_yz:]_?_gsz_

a?

IL. ap + bg =1 (@, b — konstantes).
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No diferencialas sistémas
dx N dy _ ds
a o
noteiktas karakteristikas
| x-—az:C?,y'—-bz:Ca
ir parallelas taisnes. Diferencialvienadojuma visparigais integrals
Dx — az, y — b2) =0 jeb y — bz = ¢(x — az)

attelo cilindriskas virsas, kam veidules ir parall€las min€&tam
taisn€m.

L. xp + yg = 0.
Karakteristiku diferencialai sist€mai
dx _ dy _ ds
TR e

ir neatkarigi pirmintegrali

Y=c, =0,

x

kas attelo specialu taiSpu kongruenci (taisnes atrodas plaksnées,
parallelas xy—plaksnei).  Diferencialvienadojuma visparigais

integrals
l o S— i N - S— 4 ,-2,.
(D(x,~)_0 jeb 2 = ,9(1_)

izteic konoidus.
V. yp — xq = 0.

Diferencialas sistémas

g% b0 g de

y  —x 0
neatkarigie pirmintegrali

2 FP=Cy 2= G
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izteic karakteristikas ka rigku linijas ar centriem uz z-ass, un 3o
ripku plaksnes ir perpendikularas z-asij,. Dota diferencialviena-
dojuma visparigais integrals

Ox? + 9% 2) =0 jeb 2z = @(2? + 3»?)
att€lo rotacijas virsas, kam rotacijas ass ir z-ass.

Piezime. 1) lepriek§€jos piem&ros atrisinato parcialo
diferencidlvienadojumu visparigie integrali att€lo virsas, kam 15. §-fa
ir sastaditi atbilstoSie diferencialvienadojumi. Tada karta Sie
parcialie diferencialvienadojumi raksturo minétas virsas,

2) Pedgjos divos (IIl un IV) piem€ros dotie diferencialvie-
nadojumi pieder t. s, homogenam linearam pirmas
kartas vienadojumam ar parcialiem atvasina-
jumiem

(13) Px, ) + Qx, y)g = 0.

Salidzinot to ar visparigo (nehomogeno) vienadojumu (1), jauz-
sver tas apstaklis, ka atvasindjumu p un g koeficienti ~(x, ) un
()(x, ») ir neatkarigi no nezinamas funkcijas 2. Vienadojuma (13)
karakteristiku diferenciala sistéma

dx  _ dy __ dz
Plx, ) Q) 0

sadalas atseviskos divos vienadojumos

di _ady
P(x, ) Qx, »)

kam attiecigie integrali ir

dz. =0,

e =6, z2=0C

Ta tad karakteristikas Sini gadijuma ir linijas,
kas atrodas plaksnés, parallélas xy-plaksnei.
Homogena vienadojuma (13) visparigo iniegralu izteic ar

O (z, f(z, y)) =0 jeb 2 = (F(f(xv }'))
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§ 17. ARnalitiska integracijas metode.

1. So metodi ir devis LagranZs (Lagrange). Te neho-
mogeno linearo vienadojumu ar parcialiem atvasinajumiem

dz dz
(1) Pxy,2)p+ Qx93 g =R(x.52) (f’—Tx' q—d—y)
reducé uz ekvivalentu homogenu vienadojumu, noteicot nezinamo
funkciju 2 = 2z(x, ») no vispariga sakara
f(x, Vs z) =)y

Atvasinot ‘péc «, resp. , dabii formulas

f af o Af

no kuram izleic atvasinajumus

RO Y AT e 2/
=g T T 0y oz (£¢0)

Ar pédgjo izteiksmju substitiiciju vienadojuma (1) un parveico-
jumiem rodas homogens linedrs pirmas kartas vienadojums
ar parcidliem atvasinajumiem

5 9 9f L
(2) P(xv )’: ~") dx + Q(x- y» z)())’ + R(.Y, .)n ")l)_z e
attieciba pret nezinamo funkciju /(x, », 2). Koeficienti 2, ¢, R
nesatur So nezinamo funkciju.

Otradi, dalot vienadojuma (2) abas puses ar —f;& 0 un

ievérojot atvasinajumu p un ¢ izteiksmes, dabii doto vienado-
jumu (1). Tatad vienadojumi (1) un (2) irekvivalenti.
Ar homogeno parcialo diferencialvienadojumu (2) saistas (Id., § 29)
parasto diferencialvienadojumu sist€mas

dx dy dz

(4 Px. vy, 2) ¥ Qux, 7. 2) oy Rix, ¥, z_)
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pirmintegralu noteikSana. Sis sistémas pirmintegralu funkcijas ir
vienadojuma (2) atrisinajumi. Ja

(4) wy(x, 3, 3) = G, wyx, 9, 8) = G,

ir sisttmas (3) neatkarigie (dazadie) pirmintegrali, tad no viena:
dojuma (2) un

()(1)1 f)ml

0(1) L =
= P=4+Q-+ R =0,

()u) o

PO +Q° ’)“’2 2L RGE=0

secina, ka funkcija / ir atkariga no o, un w,, t. i
(6) S = ®(0, wy).

Otradi, ar patvaligu funkciju ® no v, un w, sastadita
funkcija / (x, », ) der parcialam diferencialvienadojumam (2).
TieSam, ja izteic atvasinajumus

Jdaf 0D l)u)] Jd 0&

dx ~ dw, Cdxr ' dw, " dx’
of __0b v, 0D dw,
ﬁ—M'w+m“F
af __ob  dw, 0D dw,
dz dw, T dz | dwy ' 0z’

reizina tos attiecigi ar 22, ), X un saskaita, tad atrod, ievérojot
sakarus (5), ka izteiksme vienlidzibas (2) kreisaja pusé ir iden-
tiski nulle. '

Ta tad homogena vienadojuma (2) visparigais integrals
ir sakars (6), kas satur vienu patvaligu funkciju @. Nehomogena
vienadojuma (1) visparigais integrals ir sakars

(7) D0y (7, 9, 2), 0, (x,9,2) = 0 jeb v, (v ¥,2) =12 (0,(x,%2)),

no kura neatklata forma definé funkciju z = z (x, ). Lineara
parciala diferencialvienadojuma integracijas kartula ir tada pat ka
ieprieks€ja 16. §-fa
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2. Piemers. Integrét vienadojumu
8) xp + yq = mz (m — konstante).
Sastada LagranZza diferencialo sistému

P L
x Yy ms

un atrod tas neatkarigos pirmintegralus

mlz'y- = Oy, W e e
X x”l

Vienadojuma (8) visparigais integrals
9) g =a"q (J—/)

irhomogena m. pakapes (dimensijas) funkcija. Tie-
sam, ja x, resp. y vieta izvElas fx, resp. 7y, tad funkcija

: S
e,y = "¢ (Z)

top par /" F (x,y). Pe€dejais nosacijums atbilst homogenas
funkcijas definicijai
Ka zinams, Eulera teoréma par homogenam funkcijam
(I d, § 10) izteic, ka m. pakapes homogena funkcija 7 (x, y)
apmierina sakaru
0F or ml
T ox Y dy el
kas atbilst diferencialvienadojumam (8). P&dé&ja vienadojuma
integracija rada, ka pareiza ir apgriczta Eulera teorema. Ta tad
m, pakapes homogenas funkcijas raksturo par-
cialais diferencialvienadojums (8).
Vienadojuma (8) speciali veidi ir konoidu vienadojums
(m = 0) un konisko virsu vienadojums (m = 1), kas apskatiti
16. §fa
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§ 18. Visparinajums ar » argimentu funkciju.

1. LagranZa analitisko integracijas metodi var visparinat
visparigam linedram parcialam diferencialvienadojumam

(1) Py(2), %y, 21 2)P1+ Py 1. X 900 X i2) Pat o+ Py (2 4y Zgre- 12, 2)P =
= R (2 g+ .y Xy 2)

ar » argiimentu nezinamo funkciju z = z (%), 25,..., %,).  Vie-
nadojuma (1) apzim@éti parcialie atvasinajumi ar

0z 0 0
Hh = e b= ad = =

by g "

un dotas » 4 1 argimentu funkcijas 7,, 7,, ..., 7,, R satur
ari nezinamo fnukciju z. :

Péc LagranZa metodes funkciju z = z(x;, x5 ..., %, )no-
saka no neatklata sakara

Fl By o5 Ay 8y =0,

un sastdda sekojosa veida funkcijai / homogenu parcialu dife-
rencialvienadojumu. Ar parcialu atvasinaSanu dabii formulas

) ) ) ) ) )
(/+(fp1-—0 ’f+z)fﬁa— )---v (f+(f

0x,

PII o '

no kuyam izleic ( I/ = 0) atvasinajumus

aof . of

o I o
pl s 0_; (),, ﬁ? () 03 N ?n —

Ox 'dz

levietojot Sis izteiksmes -vienadojuma (1) un parveidojot, dabii
homogenu linearu vienadojumu ar parcialiem atvasinajumiem

© AL +Pg . P+ RY =

(),1:,z 0z

kas ir ekvivalents nehomogenam vienadojumam (1). Vienado-



LINEARIE PIRMAS KARTAS VIENADOJUMI 129

juma (2) integraciju var savukart reducét uz LagranZa (karak-
teristiku) diferencialas sistémas

3 ) dxl i . de
©) Py(xy Zgu ooy y5 2) _ Py (x4, -’:2:-_- e -
dz, dz

T P gy g gy B) - Ry o+ vy T3 B)

integraciju. Sis sistémas pirmintegralu funkcijas der (sk. § 14)
homogenam vienadojumam (2). Sistémai (3) ir » neatkarigi
pirmintegrali

(4) o,(xyxg. .,x;,;z)=C,.m2(,r1,r2....,x,,:z)=C"2,. a0 (21, 29,0 0w 212)=Cy,

un katri » -+ 1 pirmintegrali ir atkarigi. Tadé] pastav iden-
tisks sakars

(5) S= @ (0, vy ... w0,)

Otradi, viegli parbaudit, ka ar patvaligu funkcionaloperatoru
@ sastadita funkcija (5) der homogenam vienadojumam (2).
Ta tad ar vienu patvaligu funkciju @ izteic 81 vienadojuma vis-
parigo integrilu (5). Nehomogena vienadojuma (1) visparigais
integrals

6) D (0 0y ..., 0,) =0 jeb v, =@ (0, ©y ..., 0, 1)

neatklata forma defin€ atrisindjumu z = 2z (v, 2. . . ., 2,).

2. Der vispariga integracijas kartula: lai integrétu
visparigo linearo pirmas kartas vienadojumu
(1) ar parcialiem atvasinajumiem, sastada parasto
diferencidlvienadojumu (LagranZa) sistému (3) un
atrod pedéjai pilnigu pirmintegralu sistému (4);
ar §o pirmintegralu funkcijam v, v, ..., v, sasta-
ditais sakars (6), kas satur vienu patvaligu funk-
ciju ® vai ¢, ir vienadojuma (1) visparigais
integrals.

10
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Uzdevumi V.

1. Sastadit diferencialvienadojumu, izsledzot patvaligas konstan.
tes @ un B no vienadojumiem: !

a) s = ax + By + @ Ath s =pr 4 qy + 2.
b))z = (x—a)f 4+ (y—B>2 A 4z = p? 4+ ¢2
¢)e=(x+0a (y+ B Atb. =z = pq.
d)z=2a(x + » + B At p — g =0

2. Sastadit diferencialvienadojumu, izslédzot patvaligo funkciju
¢ no vienadojumiem :
a) & = e"’ycp(x — y). Ath. p+ q = k= (k— konstante)

! 1
b) =12+ 2¢ (; + lny). i Ath, 2% + yg = 2y~

3. Sastadit diferencialvienadojumu sféram ar doto radiju / ja
to centri atrodas viena plaksneé.
Atb.  22(p*+q*+1)=R* (minéta plaksne ir xy — plaksne).
4. Sastadit diferencialvienadojumu virsam, kas ortogonalas ar
dotas viena parametra saimes flx, y, 5) = C virsam.

0f,  0f, _0f
Al 5P TR =y

5. Noteikt ortogonalas virsas ar rotacijas paraboloidiem
2% 4 32 = Cs,
Ath, 2® + 3? 4+ 222 = @(i—’)
6. Noteikt ortogonalas virsas ar sferam, kas pieskaras dotai
plaksnei dotaja punkta.
Ath 2?2 + y? + 2% = xcp(%). ja dota plaksne ir
xy—plaksne un dotais punkts. — sakuma punkts,

7. Noieikt virsas, kam tangentplaksnes iet pastavigi caur vienu
punktu, Atb. Koniskas virsas.
8. Noteikt virsas, kam tangentplaksnes ir parallélas vienai taisnei.
Atbh. Cilindriskas virsas.

9. Noteikt virsas, kam normales krusto vienu taisni.
Atb. Rotacijas virsas.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

LINEARIE PIRMAS KARTAS VIENADOJUMI 131

Noteikt diferncialvienadojuma p 4 ¢ = 1 integralvirsu, kas
iet caur ellipsi

#.) 42
a? b?

==L e =il

(x—2° | (5 — 2P
Atb. p ot B =1,
Noteikt diferencialvienadojuma yp — x¢g = 0 integralvirsu,
kas iet caur sekojoSo liniju:

2 2
a) ellipsi: x=a,i—2 + %= 1.

2% 4 92 — g2 22
.Atbu bg + (,'_2 == I.
2 2
B) hiperbolu: » = a, Jb’,, — Ci? = L.

22 + 2 — a? 22

Atb. N . CT-_—I.

v) parabolu: x = a, y? = 2pz. A, 2+ y*—a®=2pz,

Ar tadam pat ka 11. uzdevuma dotam linijam noteikt dife-
rencialvienadojuma px + gy = 0 integralvirsu,

a2 2 x‘aza
Atb. a) Z¥7 + ?‘ _— x2 = 0,
aQy‘Z xﬂz? 9 4 i a‘ZyQ
X il e MR R

Integrét vienadojumu
2yzp — x2q + xy = 0,
un noteikt to integralvirsu, kas iet caur rigpka liniju
224+ 9?2 —y=0, z2=0.
Ath. 20 4 2" = @(y* — &Y (AP + 57+ )P =y — 2
Integrét sekojoSos linearos parcialos dife-
rencialvienadojumus.
(cy — b2)p+ (az — cx)g =bx — ay (a, b, c — konstantes)
Ath. ax + by + ¢z = @(a? + »* + 29).

x% + y%q = & Ath. & = 0 T
1l — xv (— - —)
r Y
¥ + xyq = xaz. Ath. z = yo(y? — 2.

10%
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17,

18.

19.

20.

21.
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X

2 sin x+4¢q cos x=1, Ath, z= Intg > + ¢(y—Insin x).

X101 + %aps + X3Py = X127,
Atb.

(a3

1 o
= A Xy T + ¢ (—9, —")

Xy Xl
21 + pa + 23 = xixaxy,

2 3 4
Ath. z = = '::2 28, xl(x26+ x3)+%+ﬁ?(-"2 — %y, Xg— xy).

1P + 23py + xip = 2
1
Aths. g g—zl. (?(L = l, .L st _l_)

2,01 + %ps + . .. + x4 Py, = mz  (m — konstante).

Ath, Homogena m. pakapes (dimensijas) funkcija ar
n argiimentiem x;, x5, . . ., X,. '



VI. Totalie diferencialvienadojumi.

§ 19. Vienadojumu veidi. Integrabilitates nosacijums.

1. Vienddojumu, kas saista mainigos un to diferencialus,
sauc par totalu diferencialvienadojumu,

Par Pfaffa vienadojumu sauc totalo diferencialvienadojumu
P21, g0y ) A1+ P2 X 9,012 ) A g F Py (2 21900002y )d 26, =0,

kas satur lineara sakariba » mainigo pirmos diferencialus
dxy, dx,, ..., dx, un koeficientos 7,, P,, ..., P, dotdis So mai-

nigo funkcijas. Te apskatisim Pfaffa vienadojumu ar mainigajiem
skaita » = 3, lietojot parastos apzim&jumus :

1) Pxyade+Q(x,9 2)dy+ R(x,5,2)ds =0

2. Sada veida vienadojums ir jaatrisina sekojosa geometrijas
problema. Ka zinams (I d., § 29.) viena parametra virsu saimei

flay ay=C "~ (C — parametrs)

vienm@r var noteikt ortogonalds trajektorijas, ka specialu liniju
kongruenci. Konstatésim, ka td nav apgriezta probléma,
kur dotai liniju kongruencei

@) dx i dy srn .
P (x, 3, 2) = (L) (= » 2 LR (x 3 2)

jaatrod ortogonalas virsas z = z (x, y) Ta ka virsas normales
n virzienu kosinu attieciba ir

cos (n, x) : cos (n, y) : cos (n, z) =

dz 0z

TEW (-1

un hongruences (2) linijas tangentes virziena kosinu attieciba
T TR SR
;{?.(—{;.%_1 g B A

tad linijas un virsas ortogonalilates gadijuma jabit

0z _ 02 e
ﬂ'?)_v'(—l)_P'Q'R
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jeb
L RIGR <
: dr - R
@) 0z Q
@ —_— -]?.
levedot apzim€jumus
Pz, v, ( s
A(x) Y Z) = =7 Ri;:;’::;: B(.‘L’, s Z) Sy %_((j: 'j’/ fg ’

sastadito parcialo diferencialvienadojumu sisteému (3) izteic ar
0z
lx
0z

dy

=4 (.1‘, ¥ 2),

(4)
B (%, 9, 2).

I

[zlietojot totala diferenciala formulu

: 0z 0z
de = - dx —+ 5

dy,
sistemu (3), resp. (4) var reducét uz ekvivalentu totalu diferen-
cialvienadojumu (1), resp.

) dz = A (x, 7, 2) dx + B (%, ¥, 2) dy

Ta ka sistéma (3), resp. (4) ir vairak vienadojumu neka
nezinamo, tad ar kaut kadam dotajam funkcijam S3is sisteémas
vienadojumi visparigi nav saderigi. Lidz ar to uzstadita geome-
trijas probléma visparigi nav iesp€jama. Lai §i probléma vai
sistéma biilu iesp€jama, dotam funkcijam jaapmierina t. s, inte -
grabilitates nosacijums,

3. Pedejo sastada no sakaribas formulas

0  d%
dx dy ~ dy ox’

izteicot diferencialvienadojuma (5) gadijuma no sistémas (4) vie-
nadojumiem atvasinajumus
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0% 04 ()A dz _ 94 04
dxdy —dy ' 0z dy  dy coltib g’
% _oB B dz _dB B
Jy—t); 0x 0z dx odx o 0z

Ar substitiiciju ming€taja sakaribas formula un parveidojumu dabiui
mekl€jamo integrabilitates nosacijumu

04 0B 0A JB

i R P R et Pl

kas ir nepiecieSams sistémas (4), resp. diferencialvienadojuma
(6) atrisinajuma eksistencei.
Jautajuma, vai nosacijums (6) ir ari pietieko§s, apskati-
sim Sadas iespé€jas.
I. Sakars (6) nav identitate, bet vienadojums
D (x,9 28 =0,
no kura atrasta funkcija 2 = 2 (%, ) neapmierina doto sist€ému

(4), resp. totalo diferencialvienadojumu (5). Sadu gadijumu, resp.
diferencialvienadojumu sauc par neintegré&jamu.

Piemers,
0z s _ Gy
3 = X 5l zx, resp. ds = x (ydx + zdy).

Te A = xy, B = zx, un nosacijums (6) dod vienadojumu
xr — & — x%y = 0,

no kuga izteic
8= x — xy,
Ta ka Sai funkcijai atvasinajumi ir

dz 0z 9
;):7-—1—21'}’, 'E_—x,
kas neatbilst dotas sisttmas vienadojumiem, tad dota sist€éma,
resp. totadlais diferencialvienadojums nav integréjami.
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Il. Sakars (6) nav identitate, bet vienadojums
® (%, y. 2) = 0, kura atrisin@gjums der ari dotai sist€mai, resp.
diferencialvienadojumam. Sini gadijuma ir t. s. nepilniga
integrabilitate,

Piemée@rs.
0z 0z
0} = 3, (jjl = 2x, [I€sp. dz = z (d-t + .‘U({y).
Ta ka te 4 = 2, = zx un nosacijums (6) dod vienadojumu

z = 0 virsai, kas der diferencialvienadojumiem, tad ir nepilnigas
integrabilitates gadijums.

ll. Sakars (6) ir identitate: @ (x, y, 2) = 0. Kon-
statésim, ka tad eksisté viena parametra virsu saime, kas attélo
diferencialvienadojuma visparigo integralu. Sai gadijuma ir t, s.
pilniga integrabilitate.

Pieme€rs.
oA, — -, o = zy. tresp. dz = z (xdx + ydy).
0x oy ' ¥

Te ar funkcijam A4 = zx, B = zy parbauda, ka nosacijums
(6) ir identiski izpildits. Diferencialvienadojumu viegli atrisinat,
izdarot mainigo separaciju

%: xdx -+ ydy

un kvadratiru:
atty?
z = Ce 2
Var atrisinat ekvivalento sistému ari Sadaveida. No sistémas
pirma vienadojuma
0z
dx

kur y uzskata par parametru, ar kvadratiru dabii formulu

— Zx’

2
lne =3 + ¢ ().
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Nezinamas funkcijas ¢ (») noteikSanai ievéro sistémas otro
vienadojumu

08,

oy 2
no kura péc substitiicijas dabii

dy _

B =

Ta tad
},2
¢ =75+

un no formulas

2 g
lng———2~+§"+ In C

dabii iepriekS atrasto integralvirsu saimes vienadojumu.

4. Pieradisim vispariga gadijuma, kad integrabili-
tates nosacijums (6) ir identiski izpildits, sist€mas (4), resp.
diferencialvienadojuma (5) atrisinajuma eksistenci, t. i. ka Sini
gadijuma nosacijums (6) ir ari pietieko§s. Pieradijuma gaita
dod ari faktiskas integracijas metodi, kas lietota iepriekseja
piemera,

Uzskatot sistémas (4), piem., pirma vienadojuma

0z

e = A (x: Y 2)

mainigo y par parametru, integré So vienadojumu ka pirmas kar-
tas parasto diferencialvienadojumu, Ta vispariga integrala

7) z=f(x 3 9 ()

patvaliga konstante ir uztvefama ka parametra y funkcija ¢(y).
Sis funkcijas noteik3anai ir jaievéro sisttmas (4) otrs vienadojums

0z
@ = -B('rl Vs ~')v
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kas péc substitiicijas top par

%_4_3_{;_ Z__;P = B(x, 3 F(x 5 9)

)
Ta ka (/; +#+ 0, tad atklati var izteikt atvasinajumu

dy _ - _ ).
® Z=[BGr fer -2 e

Konstatésim, ka sakars (8) ir iesp€jams, t.i. ka formulas
labas puses funkcija

af 0

(9) F (,‘L’, g CP) = [B (1‘, B f('rv b 1 QP))_;)—/; : ’){g
faktiski ir no x neatkariga, jair izpildits iden-
tiski integrabilitates nosacijums (6). Ir japarbauda,
ka Sis funkcijas parcialais atvasinajums péc x ir nulle:

i

ox

=10

So atvasinajumu izteic, 1z11eto;ot atvasinasanas likumus, atklata
veida sekojoSi:

aF L (4)]3 B of 9% (lj. —(B afy % 1. (OJ)Q
ox [ ox ' of Tox ()y()x) Jeg ()_y)()cpv)x " \og/

Ta ka funkcija (7) ir sistémas (4) pirma vienadojuma atrisina-
jums, tad der identiska vienlidziba

()[ = A (=, yrf)y

dx

no kuyas ar atvasinaSanu péc y, resp. ¢ sastada otros atvasinajumus

72/ 84 '_)4 ot i 0A . af
dydx dy T of 0y dgdx df do
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Péc §im formulam izslédzot ofros atvasindjumus un parveidojot,
dabi funkcijas (9) atvasinajumu pec x forma

oF _ @.}.E af. o4 . BOA .o

dr ~ Loz ' df ox dy af 1" o
LRy R o ;
Ta ka P A un péc hipotezes nosacijums (6) ar & = / ir
identiski izpildits, tad identiski
R 0

ox

t. i, /7 ir tikai ¥ un ¢ funkcija
F = F, (3 9

Ta tad funkciju ¢ (y) ar min€to nosacijumu var atrast no viena
pirmas kartas parasta diferencialvienadojuma

- g

dy = Fo(y. o)
Ta visparigais integrals

=19 (y; C)

satur vienu patvaligu konstanti C. Ar substitiiciju formula (7)
atrod dotas sist€mas (4), resp. diferencialvienadojuma (5) vis-
parigo integralu

5= f(x, 5 ¢ (y; O)

kas geometriska interpretacija attélo viena parametra virsu saimi.
Atklata veida attieciba pret parametru C Sis saimes vienado-

jumu raksta
(10) G (x, 9 2 = C

Tatad tikai pilnigas integrabilitates gadijuma eksisté dotai
liniju kongruencei ortogonalas virsas, kas veido viena parametra
saimi, Ka redz€jam, §ini gadijuma parcialo diferencialvienadojumu
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sistémas (4) vai tai ekvivalenta totala diferencialvienadojuma (5)
integracija ir iesp€jama un reduc€jama uz divu parasto diferen-
cialvienadojumu integraciju.

5. Citos gadijumos, kad ir nepilniga integrabilitate vai
totalais (Pfaffa) diferencialvienadojums neintegréjams, eksist@
viena parametra integralliniju saime uz patvaligi
izveleétas virsas

o () )=l

Izlietojot §is virsas vienadojumu un sastadot pilnigo diferencialu

0 e ‘;—j F A AR g

0x 03

totala diferencialvienadojuma (1), resp. (5) var izslégt vienu
mainigo, piem,, z. IzslégSanas rezultata rodas totals diferencial-
vienadojums

M (x,y) de + N (x, ) dy = 0

ar diviem mainigiem x, y. Pe&d€jais ir ekvivalents pirmas kartas
parastajam diferencialvienadojumam

dy _ _ M(x )
dv N (x, »)

ja v uzskata par x funkciju. Atrodot ta visparigo integralu
F(x,y;C) =0

un nemot to kopa ar virsas vienadojumu, sdstada mekl€jamo
liniju saimes vienadojumus

(11) Filx, 93 C) = 0, - @(x 9 3) =0

Piemers.
dz = x (ydx + z ay).

Atradam §i §-fa sakuma, ka Sis totalais diferencialvienado-
jums ir neintegréjams. Bet, piem., uz plaksnes

=X
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eksisté bezgala daudz (oo') integralliniju. Tie$am, izsledzot z,
dabii totalo diferencialvienadojumu

dr=x (ydr + xdy) job T =d(xy) (x %0,

ko viegli integré ar kvadratiiru
CH+ Inx = xy.
Integralliniju vienadojumi ir

yzg._ﬂf (x # 0),

x

g = X

§ 20. Simmetriskas formas Pfaffa vienadojums.
1. Piaffa vienadojuma simmetrisko formu

1) P (2, 9 2) dx +‘Q (x,9,2)dy+ R(x,9,2)dz =0
reducé uz nesimmetrisko formu
dz:A(x)y- z) dx'i"B(x,}’. z) ({)’

ar funkcijam

0 Pl N,
A —_ - ]—e. B _— '1‘\)
gadijuma, ja R #+ 0. lepriekS€ja §-fa atrasto integrabilitates
nosacijumu

0A v @’ ’ 0B

9z dx ' T 0z

transformé simmetriskai formai, ievérojot funkciju A (v, 3, 2),
B (x, y, 2) izteiksmes un to atvasinajumus:

oR 0P )1)[" e
PR kil Y AR ey

TR - SR ) Ly S -
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L OR Q) IR Q)
B, Yox T g YT

% @ z 03

ox i Y de— 12

Péc substitiicijas un parveidojumiem dabii integrabilitates
nosacijumu forma

) £ Q(’Z_M) ¥ R(')_Q_')_P):o_

oR 0@
e 0z dx lx Ay

2 7 ({):y 0z

2. So nosacijumu interpreté vektoriali sekojosa veida. Ar

—>
funkcijam 2, @, R ir definéts vektoru lauks J (7, ), R), ja

Va: = Pz 3)' VJ' 5 Q (x 3 2), Vz = R (%, 5, 2).

— . ; —
Lauka vektoram J var piekartot vienu citu vektoru a ar
komponentém :

a, 0 V}, IR 00

%= Ty T E W
oV, aVy, AP OR
Y= 0z T ox "oz ox
v, oV, i) or
8= 9 " dy oz oy

: —>
8o vektoru @ sauc par lauka rotaciju (rotoru, ,kérlu*) un
apzimé€ ar

dy

— - —> —
a = tot ¥ jeb ‘e = cutl , V.
levedot nosacijuma (2) abu vektoru komponentes, dabii formulu

ayVy +a,V, +a,V,=0,

kas norada uz vektoru perpendikularitati. Ar vektoru simboliku
formulas kreisaja pus€ var ievest vektoru skalaro produktu:

- — ’
a- V=aVp+t+a,Vy+ a, 5.
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levérojot 19. §-fa teikto, secinam, ka vektoru lauka
—_
V(P @ R) vektoru linijas

dv _dy_ d
3 by e

irviena parametra virsu saimes ortogonalas tra-
jektorijas tad un tikai tad, kad lavka vektors ir
perpendikulars ar savu rotaciju katra lauka
punkta.

3. Integrabilitates nosacijums (2) norada ari uz t. s. inte-
gréjosa faktora p (x, y, o) eksistenci diferencialai izteiksmei

Pdx 4+ Qdy + Rd-.

Pieradisim teoremu: ja integrabilitates nosaci-
jums (2) ir izpildits identiski, tad eksisté tads
faktors p, ka izteiksme p (P dr + Q dy+ R dz) ir
vienas funkcijas pilnigs (totals) diferencials,
Tadu faktoru p sauc par integr€josSo faktoru.

TieSam, ar tedoréma min€to nosacijumu Pfaffa diferencialvie-
nadojums (1) ir pilnigi integr€jams, t. i. eksist€ ta integralvirsu

saime
Fx, v, 8) =C

ar vienu parametru C. Kaut kuyas integralvirsas normales #»
virziena kosinu attieciba ir

oF oF oF
cos (n, x) : cos (n, ¥) : cos (n, 2) = dx "0y 0z

Ta ka §is integralvirsas krusto vektoru linijas (3) taisna lepki,
tad ari

cos (n, x) :cos (n, ¥) :¢cos(n, 8) = P :Q: R
Salidzinot secina:

oF JdF _dF



144 VIENADOJUMI AR PARCIALIEM ATVASINAJUMIEM

jeb
0r 0r 0
In AL g T R e e

Ta tad tieSam izteiksme
p(de+Qdy+Rd)__ d + a’ -|——dz—df

ir vienas funkcijas /" (x, », 2) pilnigs diferencials.

Pareiza ir ari apgriezta teoréma: ja diferencialai
izteiksmei Pdr 4+ Qdy + Rd: eksisté integréjo-
S§ais faktors p 7+ 0, tad pastav identiski integrabi-
litates nosacijums (2).

Tiesam, no dota nosacijuma

u (P f Oy & Rilsy, = ')i dx & i dy - 3—5 &= AF
secina sakarus 7
,  OF A 5 A
pP = 5, P = 3y pR = 5~

Izlietojot otro atvasinajumu ipaSibas

@aF 1)2£ - i A i 02F __oF
Jx 0} T 0y 0x' Odx dz = 0z 02’ O_y oz (ET)/'

no dabiitajiem sakariem ar atvasinaSanu un salidzinaSanu atrod
jaunus sakarus:

) ) : )
@< pP)=x5- Q) 3 (0P) = 5= R 5 (@) = @ (RF).

Atklata forma pedejos sakarus pec parveidojumiem izteic ar

a0 ()P) 0B i
(o—e—aj; aisd it =
. (r)P :)R) — P L0 P()iL'
0z lx 0x 0z

IR ()Q) ) O G
4 (oy 20 = Yga— By
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Ja So tris formulu abas puses reizina attiecigi ar R, @, P'un
saskaita, tad labaja pusé dabii nulli, un p&c daliSanas ar faktoru
p 7% 0 rodas integrabilitates nosacijuma formula (2).

Abas teor€mas norada, ka integrabilitates nosaci-
jums (2) ir nepiecie§ams un pietieko§s diferen-
cialas izteiksmes Pdx 4+ Qdy + Rd: integréjosa
faktora eksistencei,

Viegli pieradit, ka integréjoSo faktoru ir bezgala
daudz, ja eksist& viens tads faktors.

Pieradijums ir analogs divu mainigo funkciju gadijumam
(Id, §10).

4, Simmetriskas formas Pfaffa vienadojumu
() P(xy28)de+ Qx5 23+ R(xysz)d =0

sauc par homogenu, ja /7, (), R ir vienadas pakapes (dimensijas)
homogenas funkcijas. Kad 8§i pakape (dimensija) ir », tad var
izteikt funkcijas

P(x,9,8 )—x'P( y )Q(ty~)— "0(1 )le(ry' 2)=2" K ly—s;,)

}{H;Q

un vienadojums (1) péc daliSanas ar »” top par
Y Eldr L+ = = T I [ S
P(l'x’ :%)dqu Q(l'x' r)dy+]‘(l'.r' x)d’“ 0.

Homogena Pfaffa vienadojuma integracijai lieto substitiicijas

' e g _
(4) L g o,

ievedot jaunos mainigos # un v. Ar tam izteic

Y= ux, 2= vx

un
dy = udx + xdu, dz = vdx + xzdv.

Izlietojot $is formulas, homogeno vienadojumu p&c parveidoju-
miem dabii forma

(3) [P 10, 0)+uQ 1w, )+ R(V uyo)ldx+x- [Q(),u,v)du+R(1,u,0)dv]=0

1"
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Ir -at8kirami divi §adi gadijumi, atkariba no tam, vai funkcija
® (u, v) = P (1, u, v) + uQ (1, u, v) + 2R (1, u, v)

ir nulle vai nav.

| gadijums:
© (u, v) = 0.

Tad vienadojums (5) reducéjas (x * 0) uz totdlo diferen-
cialvienadojumu
Ql, u, v) du + R, u, v) dv = 0
ar diviem mainigiem », v. Ja ta visparigais integrals ir
F (1w, ©) = €,

tad ar substitiiciju (4) dabi dota homogena Pfaffa vienadojuma (1)
visparigo integralu

F(X, i):c

xr X

ar vienu integracijas konstanti C.

Il gadijums:
© (4, v) F 0.

Sini gadijuma var izdarit mainigo separaciju

0

dx Q (1, u, v)du + R (1, u, v)dv _
e © (u, v) -

Ja dotais vienadojums (1) ir pilnigi integréjams, tad diferenciala
izteiksme

Q (1, u, v) du + R (1, u, v) dv

= dU
@ (4, v)

ir vienas funkcijas U (u, v) totals diferencials. Tade] sastadito
vienadojumu var integrét ar kvadratiiram:

In 2 4+ U (4, v) =.C.



TOTALIE DIFERENCIALVIENADOJUMI 147

Ar substitiiciju (4) dabii dota homogena Plaffa vienadojuma (1)
visparigo integralu
me+ U2 Y=c

xr X

Uzdevumi VI.

Integrét Sadus (1.—6) totalos diferencialvies
nadojumus.

1. (y+2)dx + dy-i—.d'z=0. Ath, (y + 2)* = C.

2, (222 4 2xy + 2222 4 1) dx + dy + 22dz = 0.
Ath, (x + v -+ 29 A= (.

3. WHedr+ e+ »dy+ (x+))des=
Ath. zy + yz + 2x = C.

4 :zydry = zxdy + yd=. Ath, x — ylnz = Cy.

5. (3 + y)de + vz + N dy + (3 — x3) dz = 0
Ab. y(x + 2= C(y + 2.

6. (V4224 y2)dxr (2 + 22+ 2x) dy 4 (2 + »? 4 x ))ds==0.
Ath. zy + y2 422 =C (x + ¥y + 2).

7. Noteikt vienadojuma
ydx + (2 — y) dy + xdz = 0
integrallinijas, kas atrodas plaksné
2t — y — 2z =1
Atb, Krust, linijas ar virsam: xy + 2?2 — y? — y = (.
8. Noteikt vienadojuma
dz = 2ydx + zdy

1%
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integrallinijas, kas atrodas plaksn&
z == x4 .
Atb.  Krust, linijas ar virsam: (v — 1)2 2y — 1) =
9. Noteikt vienadojuma

xdz + ydy + ¢ |/l — 5 —53de =0
integrallinijas, kas atrodas uz ellipsoida

‘)

2
e

Atb, Krust. linijas ar sferam: 2% 4 3% + 22 = C.



VIIl. Nelineérie pirmas kartas vienadojumi
ar parcialiem atvasinajumiem.

§ 21. Pilnigais integrals. Ta 'noteik§anas Lagrania
(Lagrange) un Sarpi (Charpit) metode.

1. Pirmas kartas vienadojums ar parcialiem atvasinajumiem

0z dz
(1) F(x, 5 2849 =0 ( = oz ‘1—7)')

rodas, izsledzot no trim sakariem

flx 3, 55 0, f) = 0,
Jaf

A el
) ox ¥ P 0,

AT T

T

divas patvaligas konstantes ¢ un f. Pirmo sakaru f{x, v, 2; @, ) =0,
tad sauc par parciala diferencialvienadojuma (1) pilnigo inte-
gralu; geometriska interpretacija tas att€lo divu parametru
virsu saimi.

2. Pilniga integrala noteikSanai Lagranzs (Lagrange) ir
devis metodi, ko papildinajis Sarpi (Charpit). P& LagranZa un
Sarpi metodes o infegralu atrod no viena totala (Pfaffa) diferen-
cialvienadojuma

3) dz = pdx + qdy,
ja iepriek§ uzmekl€ vienu sakaru
D, 5, 55, 9) =a

starp argiimentiem x, y, nezinamo funkciju z, tas atvasinajumiem
#, g un vienu patvaligu konstanti . TieSam, ja no vienado-
jumu sist€mas

F(x, v, 2 #, q) =0,
@ {

OCr, 3, 5 4 q) =0
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iedomajas izteiktas funkcijas
(6) 2= Ax 3 20, ¢ =B 3 z; a)

un ievietotas totala diferencialvienadojuma (3), tad, ievérojot inte-
grabilitates nosacijumu

oAy, _ 0B 0B

) + =0z Tz

dabii Pfaffa vienadojuma (3) integralu

ex, 3 5 a) =

ar divam integracijas konstantém « un 8. P&dgjais ietilpst parci-
ala diferencialvienadojuma pilnigaja integrala

f(x'y'z;al B)':(P(x’.yxz;a)—'B:O.

Lietotais paliga sakars ®(x, y, 2, p, ¢) = a ir uztverams par
vienas parasto diferencialvienadojumu (LagranZa un Sarpi) sisté-
mas pirmintegralu, resp. funkcija ®(x, y, 2, p, ¢) ir viena homo-
gena lineara parciala diferencialvienadojuma atrisinajums.

Sastadisim 3o vienadojumu, izlietojot integrabilitates nosaci-
jumu (6), kuya var ievest funkcijas (5). Dabiitaja sakara

' p | 92 Jq
6% Dy + dzq r):c + ();P

izteic atvasinajumus d_q’ 02. 02, o no sistémas (4) $ada
ox' dy 0z’ 0z

veida, lietojot parastos apzim&jumus funkciju /° un @ parcialiem
atvasinagjumiem p€c to argimentiem x, y, 3 2, ¢

1) Ar sist€émas (4) vienddojumu atvasinasanu p&€c x rodas
sistéma

f+ﬁ,()P+F’)q=0,

0p g
q)w |- (I)p 07: + (I)q - =0,
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no kuyas péc Kramera formulas atrod

~
~

D

)

g

X

/ !

o ® @
o Oy
Fﬁ rq

! li

q

)

Ar Jakobi (Jacobi) funkcionaldeterminantu simboliem :

'w, 1, ,' !
joo® & | Fy Fol cotf @) o | L
‘) (P» ) (])/; (]'); ey (2, x) q»}') (]);
izteic atvasinajumu
g VN )
@ FiNalns G v e i

2) Tamlidziga karta ar atvasinaSanu péc y dabii sist€mu
' 0p ¥
r, +F0_y+ qu—O'

r ap < i
(by+ de+ 'ldy_o’

no kuras aprékina atvasinajumu

p_ ) 0(F D
T e BTN S

8)

T )5 o0
3) Atvasinajumu '—’, |
dz' dz

pec z sistémas (4) vienadojumus, No dabiitas sistémas

izteiksmju atraSanai atvasina

[F;+1'""—’i+' % = o,

7 03

015 e gk
o)+ a2 Lol g
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péc Kramera formulam atrod

g L 0RO & 1 iF 9
( lz— J 0(q 2)° o0z J 0(p 2

Ja ievieto no formulam (7), (8), (9) atvasinajumu izteiksmes inte-
grabilitates sakara (6') jeb

p ()q ()q
dy + :)z = G

tad p€c reizinaSanas ar / = 0 rodas sakars

o OFD) | AF,D) | O(F, D) og;g)
10 50 =50 15a 5 0 D2t g

Izteicot atklata veida Jakobi funkcionaldeterminantus un sakarto-

jot pec funkcijas @ atvasinajumiem, dabii ar kvadratieka-
vam apziméto izteiksmi forma

’ ) ! ! !
(£ @) =Fy0 4 F o) 4 (o4 gF) S ST
&y (Fy g Fz) %

Ar tradicionaliem apzimé&jumiem

[ T e N
(1) x dx Y-S gy 2 0z
! or J A

simbolisko kvadratiekavu, resp. nosacijumu (10) izteic sekojosa
veida

( JD ()I
(12 15,0 =P+ Q5+ (PP+aQ) 57 — (X + p2) 1
' 5 0(])

Attieciba pret funkciju @ (x, », 2, p, ¢) ir sastadits homogens
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linears parcials diferencialvienadojums (12), kam karakteristiku
diferenciala sistéma jeb t.s. LagranZa un Sarpi sistéma ir

PR TN X2 YT g2

3. Saisistémai viena pirmintegrala funkcija
ir F'(x, v, 2 p, q). TieSam, ja reizina vienlidzigu attiecibu (13)
locek]us attiecigi ar X, Y, Z, — P, — () un sastada jaunu attie-
cibu saskaitot, tad dabii skaititaja

Xdx + Ydy + Zds + Pdp + Qdg = dF,

dx . Ay iii. B2 —dp _ — dq

(13)

bet saucéja
XP+YQ+ Z(pP+qQ) — P (X +2)—Q(Y +¢ 2) =0,

Tade] /" = const. ir diferencialas sistémas (13) pirmintegrals,
kuya ietilpst dotais sakars /* = 0.

Lai no sist€mas (4) varétu izteikt p, ¢ ar x, v, 2, a un pil-
niga integrala noteikSanas probleému reducétu uz Pfaffa vienado-
juma (3) integraciju, pietiek atrast LagranZa un Sarpi sistémas
(13) pirmintegralu @ = a, kas ir neatkarigs no /° = const.:

= A5 @)
j“Mﬂwio

Der sada kartula: nelinearapirmas kartas parciala
diferencialvienadojuma F(x, 9 2 8 ¢g =0 pil-
nigaintegralanoteikSanaiatrod LagranZa un
Sarpi sistémas (13) vienu pirmintegralu
D(x, 9,2 p, q) = a kas neatkarigs no / = const,
un sastada totalo(Pfaffaydiferencialvienadojumu

dz = pdx + qdy,

izteicot p un ¢ no vienadojumu sistémas (4);
péc §i Pfaffa vienadojuma integracijas dabi
dota parciala diferencialvienadojuma pil-
nigo integralu
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Piezime. Lagranza un Sarpi sistémai (13) ir 4 vienado-
jumi ar 5 mainigiem x, ¥, 3, p, ¢. Ta ka der viens sakars
I'(x, 9, 2, p, q) = 0, tad var izslégt no sistémas (13) vienu
mainigo, resp, reducét sist€mu (13) uz sisttmu no 3 vienadoju-
miem ar 4 mainigiem. Praktika, mekl€jot vienu pirmintegralu,
lai noteiktu parciala diferencialvienadojuma pilnigo integralu,
vispar So redukciju nedara.

§ 22. Visparigais un singularais integrals. Vienadojumu
specialie tipi.
1. Sakars f(x, », 2;¢a B) = 0 ar divam patvaligim
konstantém a un B ir pilnigais integrals, ja no sistémas

/(rrylz a, B) =0,
of | of 0,
(1) dx + P Pl

af | 0 i
= gy

péc konstantu @ un B izslégSanas rodas dotais diferencialvienadojums
2 F : =0 2 4= ‘)l)
() (xl_ys';'l‘p!q)_ (P—dt q—()y
Lagranzs ir devis metodi ka no pilniga integrala sastadit

ts visparigo integraluunsingularointegralu,

Vip§ vadas no konstantu variacijas metodes, prasot, vai ir
iespéjamas vispar tadas x un y funkcijas a = a(x, »), = p(x.)),
ar kufam no sakara /f(x, 3, 2, a(x, »), B(x, ») = 0 aprékinata
funkcija = = z(x, y) der diferencialvienadojumam (2). Ja sakaru

[ 3, 2 ax 9) B, 1) =0
atvasina péc x, resp. y, tad dabii vienadojumus

of | of [o j da _of 9B _
0x +I)’p+ 0x+r)1'3'0x T
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resp.

of af da df ()ﬁ] e

()y+ +[da dy 08 "0y =5
Salidzinot ar sistémas (1) pédéjiem diviem vienadojumiem, redzam,
ka rastos iepriek$€jie vienadojumi, ja

of da+0f ﬁ[i_o

3 da’ x
() Of r)(l ()f I _
da * B oy

Tad dabiitu tadu pat sistému ka (1), un no lielumu a un § eli-
minacijas rastos dotais diferencialvienadojums (2). Funkcija
s = z(x, »), kas aprékinata no sakara

f(x' » & a(x, ), Bx )’)) =0
apmierindtu doto diferencialvienadojumu.
levestie sakari (3) veido attieciba pret atvasinajumiem

g—({. 3{,; homogenu linearu algebrisku sistému, kam determinants ir

da 0

Jxr dx d (e, B)
4 = | AR Ll
) 4 da 0B d(x, )

Iy 0y
2. AtSkirsim divus $adus gadijumus, atkariba no tam, vai
=0, yal Ji= 0.
I gadijums: J = 0.
Nosacijums /=0 ir izpildits ari tad, ja a=const., f=const;

tad sakars f(x, ¥, 2; @, B)= 0 ir pilnigais integrdls. Kad a 3 const,,
B # const.,, tad nosacijums /=0 nordda, ka ir viens sakars

P(a, B) = 0, resp. B = ¢(a)

funkciju a(x, ), B(x, ») starpd. To ieverojot, var izteikt viena-
dojumu sistému (3) forma
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da [«)/ 1 Jf a’[ﬁ] i
or " loa T 08" dal T

du Yo 0y dﬁl_
d}f'[da+0ﬁ da) =

9

Ja izteiksme kvadratiekavas nebiite nulle, tad

da da
ox 0, 0y 0.
Ta tad Sini gadijuma
0 = const., B = @(a) = const.,

un dabiitu pilnigo integralu f(x, v, z; a, B) = 0.

Tapec ir japrasa, lai

1)[ af df
0a+r)[ da_o'

No vienadojumu sist€émas

[ fte 7 e 08 =0

©) jf: 0 f‘:l dB

) I da + VBT

o (r’y7~;a c19())=0-
o [EET

péc parametru « un @ izslégSanas rodas sakars, kas noteic funk-
ciju z = z(x, y) ka diferencidlvienadojuma (2) atrisinajumu
Uzskatot funkciju ¢(a) par patvalign, dabii ar sist€mu (5), resp.
(6) defin€tu diferencialvienadojuma (2) visparigo integralu.

Geometriska interpretacija pilnigais integrals f(x,y, z; , f)=0
attelo divu parametru virsu saimi. Lai sastaditu visparigo
integralu, tad no Sis virsu saimes izvelas patvaliga veida viena
parametra virsa saimi (atbilst vienam patvaligi izvélétam sakaram
8 = @ (a)), un noteic pedejai apliecéju virsu, izslédzot para-
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metru @ no diviem vienadojumiem (6). Si apliecgja virsa ir
visparigd integrala Geometrisks attéls.
Il gadijums: J = 0.
Sini gadijuma sistémai (3) eksisté vienigie atrisinajumi:
af of
e 0, 35 0.

Ja no tris vienadojumu sistemas

f(x,}’. 25 Q, B)-_'O

l)f_
(7) (Ta—o’

()f__

T i

izslédz divus mainigos e un B, tad rodas pilnigi noteikts sakars
W (x, 5 2) =0,

kas defin€ diferencialvienadojumat.s. singularo integralu.
Nosaukums ,singulars“ izskaidrojams ta, ka sastaditais integrals
nesatur patvaligu funkciju un vispar neietilpst visparigaja integrala.

Singulara integrala sastadiSanas process norada, ka geome-
triska interpretacija singularais integrals attélo pil-
niga integrala divu parametru virsu saimes
apliec@ju virsu

3. Apskatisim §adus specialus parcialo diferencialvienado-
jumu tipus, kuriem ar LagranZa un Sarpi (Charpit) metodi viegli
atrod pilnigo integralu, resp. viegli izdara integraciju.

| tips: visparinatais KI&ro (Clairaut) viena-
dojums

ds dz

) s =pr + qy + f(P 9 ( =sia 5 ;;3,)-
Sis vienadojums ir jasastada geometrijas problémas, kur janoteic
virsas ar tangentplaksnes ipasibu, neatkarigu no kontakta punkta
koordinatam; tas visparina parasto Kl&ro vienadojumu (sk.Id., § 13).
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Rakstot vienadojumu (8) forma
Fle, 2,209 =2x+ ¢ — 24+ f(# 9 =0,

izteic LagranZa un Sarpi sistéma

) a’x _ay dz —dp _ —dq
QPP F QT XA Y+ g2
funkcijas
e - aF S5 9K N
X=ifo=p ¥Y=5=q Z=5=—1

Ta ka ar §im izteiksm&m ir
X+pZ=0 Y+ 4qZ=0,
tad sistémai (9) ir pirmintegrali
p = a = const,, q = [ = const.
Tadé] Kl§r6 vienadojuma (8) pilnigais integrals
(10) gz =ax + fy + f(a B)

ir sastadams, ja vienadojuma (8) atvasindjumu p un ¢ vieta liek
patvaligas konstantes a un 3. Ta gGeometriskais attels ir divu
parametru plakSgu saime. Visparigo integralu ar patvaliga funk-
ciju ¢ dabi, izslédzot a no vienadojumu sist€mas

Jz = ax 4+ @(a)y +/(a w(a (@),

)
[ O==$y! (a>y+’f+,),§ v, (so’(a)=:7/:f).

Singularais integrals sastadams ar e un @ eliminaciju no viena-
dojumu sistemas

z=a:c—} lg.y +f(al B))
0=x—-|—')f

D= s f
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Tas reprezenté pilniga integrala (10) plakSpu saimes apliec€ju
virsu, Sai virsai minétas plaksnes ir tangentplaksnes.

Piemé@&rs:
s=pr+qy +29
Pilnigais integrals ir plak3yu saime
s = ax + By + af,

kam apiiec€jas virsas — hiperboliska paraboloida — vienadojumu

g2 = — zy
dabii, ja no sist€émas
¢ = ax + By + f,
0 =x 4 B
0=y+a

izslédz « un B. Si virsa attélo singularo integralu,

No sist€émas
{ & = ax + ¢(a)y + a¢(a)
0=z + 9'@y + %) + e¢'(a)

ar ¢ elimindciju dabfi visparigo integralu. So elimindciju var
faktiski izdarit, ja funkcijas ¢ forma ir izvéléta. Tad dabu
partikularo integralu. Piem., kad ¢(e¢) = @, tad ¢'(e¢) = I, un
no sist€émas

lz:a,r+ay+a2,
0=2x4+y + 2

péc a eliminacijas dabii integralvirsas vienadojumu

s=—3( + I

Il tips: vienadojums satur tikai vieou par-
cialo atvasinajumu, piem,

an Fo 308 =0 (r=2%)-
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Sini gadijuma () = 0, un tadé] Lagranza-Sarpi sistémai (9)

ir pirmintegrals
Y= o == const.

To ieverojot, var integrei doto parcialo diferencialvienadojumu ka
parasto diferencialvienadojumu

: day. .
I (,’L, a, 2, E) = 0,

kam visparigais integrals
[l 2 0 8) =10

ar jauno integracijas konstanti ( izteiks parciala diferencialviena-
dojuma pilnigo integralu, Liekot ¢ = y un B = ¢(y), var
sastadit ta visparigo integralu.

Tamlidzigi airisina vienadojuma tipu

0z

(117) Fx, 5 2 q) =0 @:@)

Il tips: vienadojums nesatur direkti nezi-
namo funkciju z:

(12) F(x, 5, %, q) = 0.

ie L= :;—{ = 0, un Lagranza-Sarpi sistému (9) var reducét uz

trim vienadojumiem ar Cetriem mainigiem =, v, p, ¢:

v o 4 . =dp =g

BT T T
Ta ka 7, (), X, Y ir §ini gadijuma tikai =, y, #, ¢ funkcijas,
tad eksisté reducélas sist€mas pirmintegrals

Dz, 9, 5 g =@

No vienadojumu sist€émas

{ F % P q) = 0,
Ox, 9, 5 q) = @
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ir iespéjams izteikt atvasinajumus forma
PZA(’—’.}’FG). ¢I=B(x.}'; a).
Tadg] ‘Pfaffa vienadojumam
de = Az, j'; a)dx + B(x, y; &)dy = dU(x. y; a)

ir visparigais integrals
‘ z=U(xy;0 + B
ar jaunu integracijas konstanti § un sastadamo funkciju U(x, y; a).

Parciala diferencialvienadojuma (12) pilnigo integralu var rakstit

forma
Jx 3 25 @ B) = U(x.y;a)-!—ﬁ—zzo.

Ta visparigo integralu sastada, no sist€émas
¢ = Ulx, yi 0) + ¢(),
oU -
0= ia + ¢'(a)
izslédzot parametru a. Singularais integrals neeksist€, jo sistémas

z=Ulx, y;0 + B
ot U
=

==l

pédeja vienlidziba ir pretruniga.
" Specidla gadijuma, kad vienadojums (12) ir forma

(13)  fix, p) = A, q) jeb fi(x 2) — fo(2, 9) =0,
saka, ka mainigie ir separ@ti. Tad ir

— Oh =t Oy
e L= Rt

un reducgtas LagranZa-Sarpi sist&émas vienadojums
or _ —df
B &

12
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dod eksaktu diferencialvienadojumu
__0fy af, L

Ta tad Sis sistémas viens pirmintegrals ir

fl (.‘C, P) —rQ,
no kura var izteikt
p = A(x; a).
Ta ka
hx p) = (5 9,
tad ari

fa (» ‘I) ==, T1€8p." q = B(J’; a)-
No Pfaffa vienadojuma
dz: = A(x; a) dve + B (y; o) dy
ar kvadratiiram sastada vienadojuma (13) pilnigo integralu
g ot fA(x; a) dx +fB(_y; a) dy + B.

IV tips: vienadojums nesatur direkti vienu

argimentu, piem.
: _ _ o

(|7) 1 (xl zl p)q)'—o ( '—0:‘:_' q —_'0),)'
Te
X=X(xz28,9), Y=0, Z=Z(x,5,£.9), P=P(%z2 pq), Q=Q(x,2,2 q)

ir Cetru mainigo funkcijas, un Lagranza-Sarpi sistemu reducé
uz tris vienadojumu sist€mu

1,1_:__7 dz _—dp_—-dq__
P pP+qQ X +pZ q¢Z

No tas pirmintegrala

D(x, 2249 =a



NELINEARIE PIRMAS KARTAS VIENADOJUMI 163

un dota vienadojuma (14) aprékinatas funkcijas
p = Alz, 53 0), 9= Bz, s; q)
péc substitiicijas Pfaffa vienadojuma
ds = pdx + qdy

dod vienadojumu

dz = A(x, 2; a) de + B (%, 2; a) dy.
Kad B # 0, var izteikt

A 1
dy = — ﬁdx +1—;,dz='a’U(x, 2 @),

un ar kvadratiru dabii dota diferencialvienadojuma pilnigo

integralu
y = Ulx, 2; @) + B.

Tamlidzigi diskuté vienadojumu
(14") Fis. 2 04l 0,

V tips: vienadojums nesatur direkti abus
argiimentus:
0z 0z

(15) F e (p =5 7=35)-
Sini gadijuma ir
X pum— O, I’ — 01

un LagranZa-Sarpi sistémas vienadojums’

—dp _ —dg
XA-pL Y +ql

reducéjas uz vienadojumu

@ _ 4
g .

ko integré ar
= ap.

12%
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¢
Ja p&dEjo izteiksmi ievieto dota vienadojuma (15), tad no dabiita

vienadojuma
F(Zs Pn aP) = 0
var aprékinat
p=A(s;0a), tesp. g =a A(2; a)
Vajadzigo Pfaffa vienadojumu
dz = A(z;a) de + a A(z; a) dy

inlegré ar mainigo separaciju un kvadratiiru (ja 4 5 0):

ds ~ __
g(—z;;)—r‘+ay+ﬁ-

Pédéjais sakars ar divam patvaligam konstantém a un f ir dola
vienadojuma pilnigais integrals. Viegli konstatét, ka vienadoju-
mam (15) nav singulara integrala.

VIl tips: viendadojums satur tikai atvasina-
jumus

(16) Fop=0 (=% ¢=%)
Te ir
X=VY=2Z=0, X+242=0, Y +qgZ=0.
Tadé] Lagranza-Sarpi sistémai (9) ir pirmintegrals
P = .a = const.

Ja no dota vienadojuma izteic
tad Pfaffa vienadojums
dz = pdx + qady

top par
dz = adx + f(a)dy.
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Ar kvadratiiru dabii dota vienadojuma pilnigo integralu

z=ax + flayy + B

kas att€lo divu parametru plakSpu saimi. Ta visparigo integrilu
sastada, izsl€dzot no sist€émas

{ s = ar + f(@)y + (),
0=z + f'@y + 9'(®)

parametru a. Te nav singulara integrala, jo sistéma

{z=a-r+f<a)y+ﬁ-

0=x+ f'(a)y,
0=1

satur sevi pretrunu,

§ 23. Kosi (Cauchy) probléma.
1. Parciala diferencidlvienadojuma

__0_z _ 0z

(1 Flx, 9,28 q) =0 (15 = g _@)

integralvirsu & == z(x, »), kas iet caur doto liniju Z, sauc par
Kos§i integralu. Kodi integrala noteikSana irt. s, Ko§i
probléma. Parcialo diferencialvienadojumu eksisiences un

unitates teorémas*) precizé nosacijumus, ar kadiem eksisté parci-
ila diferencialvienadojuma Kosi integrals. So teorému pirmos

pieradijumus ir devusi XIX gadusimteni Ko3i (Cauchy) un
S. Kovalevska (C. Kosanesckas).

2. Te apskatisim visparigo metodi Kodi problémas atrisi-
nasanai, izlietojot parciala diferencialvienadojuma (1) pilnigo
integralu

(2) Sz, 3 250, 0) =0

*) Sk. piem., Gowursal ,Cours d'Analyse*, t. II.
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ar divam patvaligam konstant€m @ un (. Visparigaja integrala
ir jaizv€las

Flx, 3, 2; a, (@) =0,

3) A e e ey o BF)
()—a'{-@-?(a)——o (‘P(a)—%)

funkcija ¢(e) ta, lai iotegralvirsa z = z(x, y) ietu caur doto
liniju Z (kas mav t s. karakteristika), noteiktu paramet-
riska forma

(4) . —=x)y yo—= (), © = &%)

ar parametru ». Mekléjot linijas L un integralvirsas krustoSanos,
atrisina kopigi to viemadojumus (3) un (4). Péc funkciju (4)
substitiicijas vienadojumu (3) kreisaja pus€é sastada funkciju

7(“; a, ¢ () == S @), y (), 2(u); a ¢ (a))
un vienadojumu sist€ému
]T(u a, ¢ (@) =0,

®) B I T St
: l da s ()cp P = %

Ja no sistemas (5) vienadojumiem izslégtu parameiru u, tad
rastos sakars starp «, funkciju ¢(a) un tas atvasinajumu ¢’(a). Betvar
sastadit sekojosa veida citu sakaru, kas nesatur ¢’(a). Linijas L
punktos lielums @ ari ir parametra » funkcija

d'= o(u).

Tapéc no sistémas (5) pirma vienadojuma atvasinaSanas pec
dabti vienadojumu

L f—[()a —@'(a)]-j—g =0,

kas reduc€jas uz
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ja ievéro sisttmas (5) otro vienadojumu, Ta tad rodas sisté-
mai (5) ekvivalenta sistéma

7("- @, ‘P(a)) =0,
Q i g

no kuyas p&c parametra » izslégSanas dabiu funkcijas ¢(a) formu,
Ar §adu funkciju ¢(a), no vispariga integrala (3) sist€émas viena-
dojumiem izsledzot a, sastdda mekl&jamo Kosi integralu.

Var ari lietot tiesi pilnigo integralu (2), un ar funkciju

S(u; o, B) = f(w(u) y@), 2(w); o, B)
var sastadit vienadojumu sist€mu

fu; o B) =0,

(6') df
5 =0

Péc parametra » izslégSanas no (6’) rodas sakars

D(a, B) =0 vai B = ¢(a),
kas ir jaizvélas pilnigaja integrala starp konstant€ém « un B, lai
dabiitu mekl&jamo Kosi integralu.

3. Nosacijumam (%{— = 0ir §ada geometriskd interpretacija.

Ta ka atvasinajums

of _of a’x+0f a’y+0f dz
ou ox 0y du ' 0z du

un integralvirsas normales # virziena kosinu attieciba ir

0f d 0
cos (1, x) : cos (n, ) : €08 (n, 2) = 2 0{1’ dﬁ
bet linijas L tangentes s virziena kosinu attieciba

de dy . d
cos (s, x) : cos (s, ¥) : cos (s, 2) = dx : di dz



168 VIENADOJUMI AR PARCIALIEM ATVASINAJUMIEM

tad nosacijums 37f = 0 ir lidzvértigs ar

cos (n, x) cos(s, x) - cos (u, ) cos (s, ¥) 4 cos(n, 2) cos (s, 2) = 0.

Pédgjais sakars norada, ka linijas L tangente un pilniga integrala
virsas normale ir savstarpigi perpendikularas, resp. §i tangente
atrodas integralvirsas tangentplaksné. Ta tad, lai noteiktu
KoSi integralu, ir jaizvélas no pilniga inte-
graladivu parametru virsu saimes (2) virsas,
kas pieskajas dotai linijai (4), un jaatrod §is
viena parametravirsu saimes apliec€ja virsa,

Piezime. 1) Ir iespéjams, ka dota linija L atrodas uz
vienas pilniga integrala virsas. Tad vienadojumu sistemu (6’)
apmierina noleiktas ¢ un B nozimes a = a, un § = B, neat-
karigas no .

2) Gadijuma, kad linija L dota ar vienadojumiem

(7) y = yx), == zx),
parametrs » = x, un vienadojumu sist€ma (6’) top par
fx;a f) =0,
L2, 0,

ox

(8

ja ar 7 apzimé funkciju
flxia, ) == f(x 5, 2(2); o B).

4, Piemers. Noteikt diferencialvienadojuma

©) = (p=5 ¢=7)

integralvirsu, kas iet caur parabolu (vz-plaksng):
(100 ¥y =0 =t

Diferencialvienadojuma (9) var izdarit mainigo separaciju (§22.):

1
15—7-
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Pielidzinot konstantei «, izteic

1
=a,q=z'

un no Pfaffa vienadojuma
dz = pdx + qdy = adx + ‘lldy
ar kvadratru dabii vienadojuma (9) pilnigo integralu
(i) z#ax+%y+ﬁ.

Kosi integrala noteikSanai atrisina kopigi vienadojumus (10)
un (11). No tiem atrod sakaru
23 = ax + B,
kas ar aivasinaSanu péc x dod

D=

Ja no vienadojumu sist€mas

2 = azr + B,
2% =0
izslédz x, tad rodas sakars
W
Sl 4'

Ta tad no pilniga integrala (11) ir jdizvélas viena parametra
virsu saime

L VN
2 = ax a N . 4|

kam ar vienadojumu sistému

1 a?

g:ax-}-zy-——“—.

(12) | a
bt S
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noteic apliecéju virsu — mekléjamo Kosi integralvirsu. Sis
virsas vienadojumu Dekarta koordinatas dabii, izslédzot parametru
a no sistémas (12) vienadojumiem.

Ertaki ir ievest virsas parametrus (Gausa koordinatas)
un v, piegemot piem.,

AT R
Tad no sistemas (12) otra vienadojuma izteic
xr = u —+ g,
bet no pirma vienadojumwa pec parveidojumiem dabii
23
z = 2uv + e
Ta tad mekl&éjamas Kosi integralvirsas parametriskie vienddojumi ir
2
(13) x=u—{~-7-}, = uv? 5 =2uv +E‘.
2 4
Kontrolei $§ada veida viegli parbauda, ka 3i virsa iet caur doto
parabolu (8). Ja ievéro pirmo vienadojumu (10), tad no (13)

dabii nosacijumu
: uv? = 0,

kas ir izpildits, ja « = 0 (v = a 7 0). No atlikusajiem
vienadojumiem rodas sakari s

[CTRS

no kuriem péc parametra v izslégSanas dabii parabolas vienado-
jumu z = 22 ;

Ja prasam péc integralvirsas, kas iet caur taisni

(14) y=0, z =z
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tad vajadziga vienadojumu sistéma (8) top par

{x=ax+f3,

fr=—:aq.
Pédéjo sistému apmierina noteiktas @ un B nozimes:
="l Sas==n0)
Meklejama Kosi integralvirsa ir plaksne
z2=x 4+
kas ietilpst pilniga integrala plakSpu saimé& (11). Dota taisne

atrodas uz vienas pilniga integrala virsas (plaksnes).

§ 24. Karakteristikas. To noteik§ana ar pilnigo
integralu.

1. Parciala diferencialvienadojuma

W' Famnasp=0 [(p=% ¢=%)
pilnigais integrals

)] J(x 2 2500 :=0
noteic neatklata forma vienu funkciju z = g(x, y; a, §), kas

apmierina vienadojumu, t. i. der identitate

) £ (x, » & y; B) 3—j€. %’) =0

ka attieciba pret x, y, ta ari pret @ un §.

Vispariga inlegrala vienadojumu sist€éma

f(x, 9, 2; @, 9@) =0,
) ) :
Z){z *'% pRa) =0
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katrs vienadojums att€lo vienu virsu, ja uvzskata @ = const., un
abi vienadojumi — liniju k@ abu virsu krustoSanos vietn. Sis
linijas ietilpst 3ada tris parametru saime&jeb liniju
kompleksa

F6 9,800y =0,

(5) Bf e O s
da + I 0,

ja parametrus a, B, y saista sada veida:
= %@, v = ¢'(a).
Visparigo liniju kompleksu (5) veido t. s, karakteristikas.
Lietojot pilniga integrala atklato formu
2 =g(x 5 qf)

var izteikt karakteristiku galigas formas vienadojumus (5) ar

z—-g(x-y;a» 8)s

(6) &

Atklata veida karakteristikas (6) var noteikt parametriska forma
(7) xX = x(u; (l, B, Y)p y —_ y(u; a’ ﬁ- Y)l 2 == Z(u; al B' Y)

ar linijas parametru # un saimes tris parametriem a, B, y. Karak-
teristikas punktos ari atvasinajumi p un q ir So parametru
funkcijas

@) p=pmab ) 9g=q@abry.

2. Sastadisim karakteristiku diferencialvienadojumus, izsl€-
dzot parametrus a, f, y un atrodot diferencialus sakarus starp
mamlga]lem Z, _y, 2P q

Ar sistémas (6) otra vienadojuma

()g-!-dp ¥ =
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atvasinasanu péc « rodas sakars

g + dg [ 0] dy _
dadx ' ¥ ofox]’ ey T ()de] du =
kas top par
(9) [ g 0% dg] +[ dg g dgldy__
dudx 0B dfdx Oda dady d(ﬂ T 08y daldu—

ja izslédz y ar formulu

- dg dg

Atvasinot identitati (3) pec a, resp. B, dabii sakarus

g gt
£ oa el dadx + Q()ao} =0,

resp

9g i

B T Poeox 5 Qd"()y =0
kuyos apzime

oF oF o aF

ZZE‘- P"‘_‘(_);l Q_E’

Ja no atrastiem sakariem izslédz Z, reizinot pirmo sakaru ar

d—g. otro ar — 98 un saskaitot, tad rodas formula
0B oa

02g 1)g] [ 0 g 02 g dg
i )[oao‘r d3 ~ 0x da afe oaoy 09 050 y da] @=0.

Salidzinot abas vienlidzibas (9) un (10), secinam proporciju

de, @Y < 5
(1n) d—‘u-ZZ—P-Q-

Ta ka inlegralvirsai ir

=?dx+ qdy.
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tad karakteristikai der formula

dz
—_Pdu+ du

levérojot (11), dabii karakteristiku tangentes virziena Kkosinu

attiecibu
dx | dy g8 s A

AtlikuSo funkciju :
w8 i . OB df

oz~ ox' T oy oy
atvasinajumos
dp _ g dr | Pg dy dg_ Pg dx g
du ~ 022 du dxdy ~ du' du~— Oyox du ' 9y?

var ievest tradicionalos otro atvasindjumu apzim€jumus

B o N
T T dxdy ~ oyix' = T 0y?

un izteikt no formulas (11), piem,
dy 24 de,
du~ P du
Tad péc parveidojumiem rodas formulas

dp _Pr + Qs dx dg __Ps 4+ Qt dx

5 A a’u dn P “du

dy
du

No otras puses var sameklét izteiksmém 2Zr + (s un
Ps 4 @t citu veidu, alvasinot identitati (3) pec x, resp. .

No dabiitam vienlidzibam

X 4 pZ + Pr 4+ Qs = 0, Y4 qgZ + Ps + Qf =0,
kur X un ¥ épzimé atvasinajumus
okl VG o

ox’ 0y
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var izteikt
Pr+ Qs =—X+ 2Z), Ps+ @ =—(Y + ¢2)
Ta tad der formulas

dp " XAEpl dx [ dg Y +qZ dx

du 7> ‘du'  du— 2 du

un
dx dy dz dp d
(18) Go: 2153 L LA=PQ(pP+qQr—(X+pZ)— (Y492

Rakstot p&dejos sakarus diferenciala forma, dabii karakteristiku
diferencidlo sistému

dr dy Ll g N~ dg
PTQ PP+ 9Q X+pZ Y+ qZ'

kas identificéjas ar LagranZa un Sarpi sistému.

dgq

(14)

§ 25. Parciala diferencialvienadojuma Jeometriska
interpretacija. Kosi (Cauchy) integracijas metode.

1. Pirmas kartas parciala diferencialvienadojuma

) 3 ) &
) Fle, 5,2, 9 =0 ( Bty =:75')

atrisindjumu =z = f(x, y) attélo pret xyz-koordinatu sist€ému
ka integralvirsu. Caur doto punktu My(x, 9, 2,) iet bezgala
daudz $adu integralvirsu, bet ir viens sakars

(2) Fxg 390 200 £ 9) =0,

kas saista parcialo atvasinajumu p un ¢ nozimes Saja punhkta.
Ta ka ar p un g nosaka (2im. 10) virsas normales »

X ooHe LT L% T %
2 q g |

virzienu un tangentplaksnes I1

3

(4) 2 - 3 = plxr = 2t gy — )
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stavokli, tad nosacijums (2) rada, ka integralvirsam punkia
My(xp yo 25) nevar patvaligi izvélélies normali, resp. tangent-
plaksni. Visu integralvirsu normales punkta M(x,, ¥, 2,) veidu

Zim, 10,

t. ssnormalkonu (V), kura vienadojumu

I e A

z2— 2, 28—z,
atrod, izslédzot » un ¢ no vienadojumiem (2) un (3).

2. Integralvirsu tangentplaksnes (4) punkta My(x,. 3, 2,)
veido viena parametra saimi, jo starp parametriem p un ¢ pastav
viens sakars (2). Var sameklét 3ada veida Sis plakSpu saimes
apliecéju virsu, kas ir t. s. tangentkons (7) jeb MonzZa
(Monge) kons (ari elementarkons). Uzskatot, piem,
# par neatkarigo parametru un ¢ par § parametra funkciju

q = q(?),
atvasina péc p Vtangentp1§k§qu saimes (4) vienadojumu:
x— %+ 9'(A)(y — 3 =0.

Atvasindjumu ¢'(p) = za—g atrod no sakara (2) ar atvasinaSanu

péc p:
Po+ q'(p). Q= 0.



NELINEARIE PIRMAS KARTAS VIENADOJUMI 177

Te P, un @, apzimé funkcijas /\x, ¥, z; 4, q) parcidlo atva-
sinajumu

oF 0F
P ﬁv Q — (E'

nozimes punkld (x, ¥, 2,). Ja atvasindjuma izteiksmi

sy b iianny £9
7' (p) = 0

ievieto sastadita vienadojuma, tad kopa ar (4) dabii viendadojumu
sistému

g2 — 2 =px — x) + ¢y — %)

Q(x — %) — Py(y — ) =0,

jeb ekvivalentu sistému

T —% Y=Yy B2

© Py & . PP q¢,

Izslédzot no sisttmas (6) un vienddojuma (2) divus lielumus
# un ¢, dabti mekl€jama tangentkona jeb MonZa kona vienado-

jumu forma
Yo 'i:;_z_o) a0

’
X — %Xy X =%

(7) (I)(xo. Yor Bo»

MonzZa kons pieskaras integralvirsas tangentplaksnei pa veiduli (6),
kam virziena koeficienti ir

Py Q@ poFo + g0

Te p, un ¢, ir p un g vertibas punkta (x, v, 2,).

Ta tad pirmas kartas parcidala diferencial-
vienadojuma (i) integracijas probléma ir ja-
noteic virsas, kas dotaja punkta (x, 5, 2) pie-
skaras MonZa konam (7).

3. Gadijuma, ja parcialais diferencialvienddojumsir linears

8 A, » #)p + Blx, 3 2)qg — C(x, 5. 2) =0,

13
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iietotis funkcijas ir Sadas:

=Adp+Bg—C P=4, Q=B pP+4¢Q=C
un normalkons (5) degener&jas par plaksni
(9) A(xgs ypr2)(x—20)+B(xg. Yor20)( ¥ —0) +Clx0r Y0r20) (2 —20) =0,
bet tangentkons jeb MonZa kons (7) — par taisni

il PRI i) | g OREEL it
A(xO' Yor ZO) B(xO’ Yos 2:'0) C(xo, Yo Zo).

(10)

Visam lineara vienadojuma (8) integralvirsam tangentplaksnes,
vilktas punkta (x, ¥, %), iet caur taisni (10) jeb veido plakSgu
Skipsnu; So virsu normales atrodas plaksné (9), kas perpendiku-
lara taisnei (10).

Ka zinams (§ 16.) lineara vienadojuma (8) integracijai lieto
karakteristikas

an dx s dy el dz
A(x 328 B#xy2) Cy,2)

t. i. linijas, kuju virziens kaut kura punkta (x, v, 2,) sakrit ar
taisnes (10) virzienu, Sis linijas veido divu parametru saimi
jeb liniju kongruenci.

4. Nelineara vienadojuma (1) gadijuma ir ists MonZa kons
(7), un vispar linijas ¥ = y(x), 2 = 2(x), kas pieskaras punkia
(%, ¥, 2) §i kona veidulém, atrod no vienadojuma

(12) m@%aﬁﬁaza

ko dabii, izslédzot p, ¢ no vienadojuma (1) un
dx __dy dz
13 — s
8 QTP 0
Ta kda vienadojums (12) satur divas nezinamas funkcijas y(v),

2(x), tad vienu no tam, piem. y(x) var uzskatit par patvaligu
funkciju ¢(x); otro funkciju z(x) noteic ar sastadito pirmas kartas
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parasto diferencialvienadojumu., Ta tad nelineara parciala dife-
rencialvienadojuma (1) gadijuma minétas linijas veido kopu, kas
atkarajas no vienas patvaligas funkcijas.

Integralvirsas & = / («, ») linijas sauc par régularam,
ja tas punktos eksist€ nepartraukti otrie atvasinajumi

0% 0% 0% 0%

r=0—x9, S=Jx(—)y:m. =072~
R€gularo integralvirsas z = f(x,y) liniju, kas katra
punkta pieskaras konstruéta MonZa kona (7)
kopigai veidulei ar virsas tangeniplaksni, sauc par
nelineara vienadojuma (1) karakteristiku. Karak-
teristikas pieder linijam (12), bet neaptver visu So liniju kopu.
Linijas kas pieskajas MonZa kona (7) veidulém, bet nav karak-
teristikas, sauc par nelineara vienadojuma (1) MonzZa inte-
grallinijam¥).

Karakteristiku nosaka tds punkta koordinatas x, », z un
lielumi p, ¢, kas ir tangentplaksnes virziena koeficienti. Vispar
telpas punktu (x, y, 2) kopa ar plaksni, kas iet caur So punkiu
un kam virziena koeficienti ir # un ¢, sauc par virsas kon-
takta elementu (x, 3 2 p, q). Ja kontakta elements der
diferencialvienddojumam, t. i. pastav sakars

(1) F(x, 9 2 p g =0,

tad to sauc par integralo kontakta elementu. Karakie-
ristika ir uzskatama par tadu integralo kontakta elementu nepar-
trauktu virkni jeb svitru, kupa lielumi x, 3, 2, p ¢ ir viena
parametra # funkcijas

(14) x=2(u), y=yW), 2=2u), p=7pu), qg=q).
5. Sastadisim karakteristiku diferencialviena-

vienadojumu sistému. Ta ka karakteristika katra punkta

*) DaZi autori par MonZa integrallinijim sauc vispar linijas (12), kas
pieskajas MonZa kona veidulem. Tad karakteristikas jauzskata par specialam
MonZa integrallinijam.

13
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pieskafas MonZa 'kona veidulei, tad tai der vienadojumi (13).
Ja te apzime

dx _dy __ dz
PTQ 2P +4qQ

tad ieved parametru » ta, ka rodas normala diferenciala sistéma

e dy ds
(18) o By = = = = F g,

Karakteristika atrodas uz integralvirsas z = f(x, ¥) un ir régulara

linija. Tade] der formulas

00 o de 0% dy dq_ 9% dx Y dy

a’ T 0x? du " 0xdy du’ au dyox du ' 0y® du

Ja te ieved otro atvasindjumu parastos apzim€jumus:

_W
L T oxdy = 0dyix 092

un ievéro pirmos divus vienadojumus (15), tad dabi
-d—‘ﬁ_rl’—{—sQ %=3P+IQ‘

Ta ka funkcija z = f{x, ) der dotajam diferencialvienadoju-
mam (1), tad pastav identisks sakars

'3 (x, » f = 9) of. ‘0%) =0

Ja pédéjo sakaru atvasina pec x, resp. y, tad dabii divus jaunus
sakarus

X+pZ+rP+sQ =0, resp. ¥+ qgZ+sP+1Q =0,
no kuriem izteic

rP + sQ = — (X + pZ), resp. sP + 1#Q = — (Y + ¢2).
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Ta tad var sastadit divus vienadojumus

dp . aq _
u = — Eph) i AT - ¢2),

kas kopa ar (15) veido karakteristikn normidlo diferen-
cialvienadojumu sistému

dz

dx__ Y e ik
T S0 BRGS0
(16) dp di
L L ey
D= - X 42 L=~ T+ g2

Ja no (16) izslédz parametru u, tad rodas pazistama LagranZa un
Sarpi sistéma '

év. oy e = dp g
T i B S X pe T X e g

(17)

6. Sis diferencialas sistémas viens pirmintegrals ir
F(xl y) 3 P, q) = Coﬂst.

Ja linijai ir viens sakuma integralais kontakta elements
(25 Yor 20 P Gob b L.

F (%0 Yor 200 v 90) = O,

tad ari /' (x, 9, 2, , ¢) =0, t. i. tad kautkuy$ tds kontakta elements
(%, ¥, 2, p, q) ir integralais elements,

Pastav §ada integralvirsu ipaSiba. Ja divam integral-
virsam ir kopigs kontakta elements (t. i. kopigs
viens punkts un Saja punkta kopiga tangent-
plaksne), tad tam ir ari kopiga linija — karakteri-
stika, kas konstruéta ar 8o kopigo kontakta

elementu,

Karakteristiku diferencialai sist€mai (17) atrisinajumus galiga
forma noteic ar Cetriem pirmintegraliem
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Fley, 8 5,'9) 0.
(18) (%, ¥ 2 B q) G,
(1)2(,1‘, }’- 2y P: q) — Cm
‘”B(x» Y % P, q) = Ca'

kas satur tris patvaligas konstantes (), C,, C;. Ta tad nelineara
diferencialvienadojuma karakteristikas veido tris parametru liniju
saimi jeb — liniju kompleksu. Patvaligas konstantes C;, C,, G
nosaka, zinot sakuma kontakta-elementu (x,, ¥, 2o, 2o ¢o)

7. Lietojot karakteristikas (17) vai (16), Ko§i (Cauchy)
ir devis nelineara parciala diferencialvienadojuma

: ) __ 0z __ 0z
M Fmnspp=0 (p=% ¢=2

Sadu integracijas metodi. Ilevedot parametru # un ieve-
rojot sakuma kontakta elementa (x, ¥y 20 2oy ¢o) Vertibu, kas
atbilst, piem. » = 0, no (18) var izteikt karakteristikas galigas
formas vienadojumus ar

x = filu; 2o Yor 200 Por Qo
(19) { Yy = fole; Zor Yor 200 Py Go)s
3 = fy(u; %o Yo 200 Por Go)s
un
(20) { p = fiu; %o Yo 200 Pov Go)
q = fiu; xo Yor 300 Pov 90

Péc eksistences un unitates teorémas (§ 2) Sis parametra u
funkcijas £y, fo fo fo Jf ir normalas sistemas (16) vienigais
atrisinajums, kas apmierina sakuma nosacijumus, Bez tam izslé-
dzam t. s. singularo gadijumu, kad reizé vienadojumu (16) labas
puses ir nulles. Vienadojumi (19) un (20) rada, ka dotam sakuma
kontakta elementam jeb punktam A7, (xy ¥, 2,) un plaksnei 1I
(zim. 10) ar virziena koeficientiem 2, ¢, atbilst viena vieniga
karakteristika K, kas pieskajas MonZa kona 7" veidulei 4

Karakteristikas K veidos vispar virsu, kas ies caur doto
punktu A, ja caur $o punktu velk citu liniju Z un tas punktos
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karakteristikas. Analitiski liniju Z nosaka parametriskas formas
vienadojumi
(2n Zg = 2(v), Yo = 2(¥)y 2 = 2(v)

ar parametru ». Ar §im un vél divam kautkadam funkcijam

(22) bo = 20(¥)y  Go = qo(v)

no vienadojumiem (19) sastada karakteristiku veidotas virsas vie-
nadojumus parametriska forma (», v — parametri)

v = flu; 24(0), 3o(0), 20(0), 26(¥)s Go(0))=tps(11,7),

A { x =/1(”; 20(0), Y6(v)y 20(¥)s 2o(v), ‘Io(v))chl(”sv)’
(23)
2 =fa(”; 2o(¥)y ¥6(¥)s 20(¥)y 20o(), qo(”)):-%(“-v).

un no (20) — divas funkcijas

(24) ? :f4(”; x4(2)s 20(v)y 24(2)y 5o(v) qo(v))=c?4(”t v),
q=1/ 5(“; 2(v), ¥0(2), 20(2), 2o(v) qo(”))= @51, v).

Lai karakteristikas veidotu diferencialvienadojuma

(n Flx, 9,25 869 =0

integralvirsu 2 = f(x, y),ir nepiecieSami un pietieko§i,
ka tiktu apmierinati divi $adi vosacijumi. Sie nosacijumi dos
iesp€ju atrast nezinamas funkcijas p,(v) un gy(2).

. Ir japrasa, lai vienadojumi (23) tiesam izteiktu virsu ar
kontakta elementiem (x, ¥, 2, #, ¢), t. i. lai péc formuldm (23)
aprékinatie atvasingjumi (;)—j un %-j tiefam biitu attiecigi iden-
tiski formulas (24) izteiktiem lielumiem % un gq.

Il. Ir japrasa, lai virsas (23) koutakta elementi (x, y,2,2,9)
biitu diferencialvienadojuma (1) kontakta elementi, t. i., lai biitu
F(x' I & p q) = 0. Ta ka

F(xl Y, 3 ?ﬂ q) - F(xOl ,yO‘ 20 fO' qO)
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ir karakteristiku diferencialas sistémas pirmintegrals, tad minétais
otrais nosacijums ir izpildits tad un tikai tad, ja

(25) Fxg ¥ 200 Pov q0) = 0.
Pirma nosacijuma izpildiSanu raksturo identiski sakari

dg  dedx. . d8 0% .. oz

(28) ou  dx ou 0y du p0u+ du

un
Vs 0z ix 05 0y _ w03
(27) i P T e G

Bet sakars (26) ir jau izpildits, TieSam, iev€rojot, ka virsas (23)
linijas v = const. ir karakteristikas un pedéjam der diferencial-
vienadojumi (16), secinam no sistémas (16) pirmajiem tris viena-
dojumiem sakaru (26).

8. Atliek vel pieprasit nosacijuma (27) izpildiSanu. Lai to
veiktu, ievedisim funkciju

0z 0x f)y
Wi = w Pw 1
un pieradisim tas .ipasibu
od
(28) = T - ZD.
Ja atvasinajuma formula
oD _ 0% J’x Py 0p dx _dg dy
du —dvow  Lovou — ¥ ovou " du dv " ou v

izteic ar formulas (26) atvasmasanu péc v atrasto otras kartas atva-
sin@jumu

0% % . 0% P ,dx dp  dy dq
dvouw — oudv pr)ur)v +4q 7 duov + Ju v +og ou 0

tad péc lidzigo locek]u savilkSanas rodas formula

0P Idx (Jp+()y dg dp dx _dqg dy

0;—0—1; duw dv  odu dv  ouw dv’
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levietojot te labaja pusé atvasinajumu izteiksmes

0x ay p dg
< = ;ﬁ{—Q' W——(X'+?Z)» d-l;=—(Y+qZ),
dabii

JD

— po# dq i

No identiska sakara 7 (x, 3, 2, p, ¢) = 0 atvasinaSanas
péc v rodas jauns sakars

XE+ Y2z P24 =

dv
ar kuru izteic atvasinajumu

b 0z dx :)y)
5;——265—?ﬁ—qw

levérojot funkcijas @ izteiksmi, dabii tieSam formulu (28), no

kuras ar kvadratiiru atrod

u

—/Zdu
(29) D =%,e * (¢ — nat, log. baze),
ja apzimé
dx, d
by = D (0, )—_ Po O_qoa%g‘

Formula (29) rada, ka lielumi & un @, abi reiz€ ir vai
reizé nav nulles. Tap& wnosacijums (27) ir izpildits tad un
tikai tad, ja pastav sakars

(30 d

Ta tad karakteristikas, vilktas no linijas (21) punk-
tiem, veidos parciala diferencialvienadojuma (1)
integralvirsu (23) tad un tikai tad, ja funkcijas
20(®), go(v) apmierina divus sakarus (25) un (30).



186 VIENADOJUMI AR PARCIALIEM ATVASINAJUMIEM

9. Nosacijumam (30) ir $ada geometriskd nozime. Linijas
L (zim. 10) tangentes s virziena kosinu attieciba ir

cos (s, x) : cos (s, ¥) : cos (s, &) = %’ : d—d’:}—"? : Z—j",

bet integralvirsas normalei » punkta My(x,, ¥, 2,) to attieciba ir
cos (n, x) : cos (n, y) : cos (n, 2) = p,: gy : — 1.

Ta ka sakaru (30) var izteikt ekvivalentd forma

Cos (s, x) cos (n, x) + cos (s, ¥) cos (n, y) + cos (s, z) cos (»#, z) =0,

tad secinam, ka linijas L tangente ir perpendikuldra integral-
virsas normalei, jeb 1@ atrodas integralvirsas tangentplaksné. Sai
tangentplaksnei punkta (x,, v, 2,) ir japieskaras ari konstru€tam
Monza konam (7)), jo (xg Yo 20 P o) ir integralais kontakta
elements.

Ta tad, lai noteiktu Kosi integralvirsu, kas iet caur doto
liniju Z, ir jakonstru€ pldksne, kas iet caur dotas linijas tangenti
un izvéletd punkta pieskaras MonZa konam; ar §is plaksnes vir-
ziena koeficientiem p,, ¢, un punkta koordinatam x, y, 2, ir
noteikts linijas sakuma kontakta elements (x,, ¥, 20 2o Go)» Un
ar tddu sakuma elementu velk karakteristiku. Atkartojot So kon-
strukciju katra linijas L punkta, dabti mekl€jamo Kosi inte-
gralvirsu.

Konstrukcija norada, ka Ko8i probl&mai ir noteikts
(régulars) atrisinajums, ja linija L nepieskaryas
MonzZa konam, t, i. ta nav karakteristika vai MonzZa
integrallinija,

Gadijuma, ja linija L ir pati karakteristika, KoSi probléma
ir nenoteikta. Tada gadijuma caur doto liniju-karakteristiku
var vilkt bezgala daudz integralvirsas. Var izvéléties caur linijas
punktu, piem. M, kaut kuyu citu liniju L’, kas nav karakteristika.
Ja no §is linijas L’ punktiem ar noradito metodi velk karakte-
ristikas, tad tas veidos integralvirsu. Ta ka linijas L' izvéle ir
briva, tad integralvirsas, kas iet caur karakteristiku, ir bez-
gala daudz.
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Gadijuma, kad dota linija L ir MonZa integrallinija, karak-
kona veiduli. No karakteristikam izveidojas integralvirsa, kuyai
dota linija ir tamlidziga stavokli ka asumu Skautne izklajamai
virsai*). Dota MonZa linija ir karakteristiku saimes apliec€ja linija;
1a ir veidotas integralvirsas singulara linija.

10. Parciala diferencialvienadojuma

W Fmyapa=0 (p=% ¢=%)
Ko3§i (Cauchy) probl&@mu analitiski atrisina péc Sadas
kartulas. Sastada karakteristiku normalo dife-
rencialvienadojumu sistému (16) vai (17) un
atrod tas galigas formas vienadojumus (19) un (20);
ar dotas linijas parametriskas formas viena-
dojumiem

(21) g = 25(V), Yo = Yo(¥), 2 = 2(v)

un funkcijam py(v), ¢4v), ko atrod no vienado-
jumu sistéemas

F(xy Yo 200 o 90) = 0,
(31) dzy _ , 9% 4o

dv =P +q.°dv’
sastada péc (23) formulam mekléjamasintegral-
virsas parametriskos vienadojumus, Jaizslédz
noviendadojumiem (23) virsas parametrus « un v,
tad dabi Kosi integralvirsas vienadojumu
Dekarta koordinatas

oz, 3, 2) =0 vai 2= f(x y)
Kosi problémai ir noteikts (régulars) atrisindgjums, ja dota

linija nav karakteristika vai Monza integrallinija.

*)  Avréle de rebroussement de la surface développable (Riickkehrkante
der abwickelbaren Fliche).
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Piezime. 1) Ar Kosi karakteristiku metodi var sastadit
ari dota diferencialvienadojuma (1) pilnigo integralu 3ada
veida. Iotegralvirsas nosacijumus (31) var apmierinat ar

Xy = const., Y, = const., =z, = const,

un sakaru i
I(xg, Yor 200 Bor 90) = 0.

Ja no Cetru vienadojumu sist€émas

x = filu; xo Yor 200 Pov Gohs
(82) ¥y = fol; X Yo 200 2ov G0,

& f;!(u, Xos _)’0| <0 150' ‘]o)»

F(xg Yo 200 2ov 90) = 0

izslédz tris lielumus «, p,, ¢, tad dabui vienadojumu

Sx, 9, 25 2 Yoo 20) = 0

integralvirsai, ko veido karakteristikas, vilktas no punkta (x,. ¥, ).
Tas izteic diferencialvienadojuma (1) pilnigo integralu, ja viena
lieluma nozimi fiksé, piem. liekot z; = 0, un par€jos divus
%, ¥, uzskata par patvaligam konstant€m e un {.

2) Kosi metodi var visparinat nelinearam parcialam diferen-
cialvienadojumam

(33) Flay Zg 0 o o Xy 2 P10 Pov v v o Pn) =0
ar n argimentu x, x,, ..., x, nezinamo funkciju 2 un tas par-
cialiem atvasinajumiem

0z 0z b £ A
R: P2 1 5};: CWE -l?n o dx,,'

b=

Vispdriga karakteristiku diferenciala sist€ma ir

(34) dxy _ dxy _ =% = ds =
P, T Py T T Py pOtA Pt APl
—dp, - ~dpy,

X8z

Xt 02



NELINEARIE PIRMAS KARTAS VIENADOJUMI 189

ar funkcijam
oF  _ OF oF

Py k=0_xk' Ppr=—— (B='1,2,:5n)

2 =
Oﬁk

11. Piemers (sk.24.§-fu): noteikt diferencial-
vienadojuma

(35) #q =1
integralvirsu, kas iet caur parabolu

(36) y=0 z=2%
Karakteristiku diferencialai sistémai

0% o B Sl g
g P gt N 0
ir divi integrali
P ="?Po 9 =4,
kas apmierina sakuma nosacijumus. So diferencidlo sistému var
reducet uz diva vienadojumu sistémi

dr __dy _ dz

9% 2o 26040
ko viegli integré ar

J"_}'o-_—q—::(x — %), &8 — 2 = 28, (x — x,),

ievérojot sakuma nosacijumus. Redzam, ka karakteristikas ir
taisnes

(37) x=un, J’=3’o+%(”"'xo)» z2=2g+2p4(u~ 20}y P=P0 9=

Ta tad to veidota virsa pieder linijainam virsam.
Ar visparigi lietotiem apziméjumiem doto liniju — para-
bolu (36) — noteic vienadojumi

Selegsr
g =17 % =0 2z =7
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ja par linijas parametru v uzskata koordinatu x, Vajadzigo
vienadojumu sistému (31), no kuyas aprékina p, un ¢, Sini pie-
meéra izteic ar

?0 qO — l’
2'1} pu— po.
No tas atrod
1
P0:2v) q0=2_1') (’U#O),

un ar substitiiciju vienadojumos (37) pé€c parveidojumiem rodas
integralvirsas parametriskie vienadojumi

38) x=u, y = 4u® — 48 z = 4uv — 32

Var viegli parbaudit, ka §i virsa iet caur doto parabolu (?6) un
der dotajam vienadojumam (35).
leprieks€ja 24, §-fa atrastie Sis integralvirsas vienadojumi
reducéjami uz (38), ja ieved cilus virsas parametrus » un 2.
Karakteristikas, kas iet caur punktu (x, %, 2,), veido inte-
gralvirsu, kuras vienadojumu

(39) (2 — 2)? = dxr — x) (¥ — )

dabii, izslédzot 4, ¢, no vienadojumu sist€mas

y=yo+’-g(x—xo),

Ja piepem z, = 0, bet x, un y, par patvaligdm konstant€m
a uu B, tad no (39) sastada pilnigo integralu
(40) A=4@x—a (y— P
Var parbaudit, ka konslantu @ un [ izslégSanas rezultata no
vienadojumu sisliémas
2—_-'4(«‘6—'“)(}’—[3)»

2:q = 4 (x — )

tiesam dabii doto parcialo diferencialvienadojumu
p= 1.
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Uzdevumi VII.

Integrét Sadus (1.—15) vienadojumus

0z 03 i
v 3 a, B — patvaligas konstantes).

s=px+qy—2lpqg  Ah. s=oax+ py —2)ah
P = xz + yz Ath, Inz= %" + xy 4 @(») (visp int).

3P2._249=4}5q Atb, z:a(x _+_Vl_02__2y) +p
: 2
- pq = px + q. Atb. z::;(ax_}_-g)_f_ﬁ
(49 (px + g3 =1, mhzzgvﬂ1?4¢
P — =2~ Atb., 2z = (x + a)® +(}’+a)2+[i
VZ + V‘; T=r2 Atb, = 6(21:‘— a)3+ a2y+ p
2 3, 2 :
P2+q2=—1‘+}’. Atb. S=3(x+a)2+3(y_a)3+p.

214224 q¢?)=a Ath. (1 4+ ¢ (a®— 2% = (xFay+p)2
Sing. int.: 2z = + a.

pl4g)=q(z—a). Ath. 4a(z—a)=(r+ay+ B2+ 4.
(Pt Y =4 At (s + a?® = u+w+m

8 ’i

AP — @) =x—y Ath. "= (x +a)+(y+a 18
y(P?+ 9% = qa. Ath, 22 = a?? + (ax + B)2
AP+ ) =22+  Ath. 2=x)2"F a+)i)yi—a+

v+ )2+ a

T y+ V¥ -a
1
a a

xypq = 2 Ath, s=px ¥,
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Noteikt virsu, kam tangentplaksne no koordinatu kakta
atSke] tetraedru ar pastavigu tilpumu (= a9).
Ath. 2 xys = o’

Noteikt vienadojuma p = ¢? integralvirsu, kas iet caur
liniju: :
1) = I ia=". Atb. 1) z2=x+ y — 1.

(i

Dz O 2) 20 — 4x) = H2

Noteikt vienadojuma pg — 2? integralvirsu,  kas iet caur
hipetbolu: » =1, yz = 1,
Athy x =u + 1, y = ur® 4 v,
In 2 = — 2uv — In 2.

Noteikt vienadojuma p? — ¢? = 2z integralvirsu, kas
iet caur liniju: =0, z = (v + 1)

Ath. z=(xTV6+y + 1)

2
Ar KoS8i (Cauchy) metodi integrét Sadus vienadojumus:

a) P+ ¢* =1, b)z=pq ¢ xy=2g
Atb, Karakteristikas ar sakuma elementu (x,, ¥, 2, 2or q) ir:

1
Wy ==& =), ¢ =5 =3 @=2)
b) y — 5, = 2o (xr—2x), 2— g ———&)(x—xo'l'qo)a-
9o 9o

e o ey T Dl S
€) = By = xo(x xy) = yo(y Yo )-



VIIl. Otras kartas vienadojumi ar parcialiem

atvasinajumiem.

§ 26. Vienddojumu veidi un sastidisana.

1. Pirmas kartas parciala diferencialvienadojuma visparigais
integrals satur vienu patvaligu funkciju (§ 22). Otradi, no
sakara, kas satur vienu patvaligu funkciju, ar Sis funkcijas izslég-
Sanu var sastadit vienu pirmas kartas parcidlo diferencialvienado-

jumu (§ 15). Konstateésim, ka tamlidziga ipaSiba ar

d

ivam

patvaligam funkcijam vispar nepastav otras karlas vienadojumam

(1) X, 7, a0 @ 1) .= 0
ar parcialiem atvasinajumiem

0z 0%z 0%z 0%z
@ p=35 4= PP S 7 M e Yo e v

0%

:()31—2"

Diskutésim problému par divu patvaligu fulnkciju w(u) un

d(v) izslégSanu no dota galigas formas vienadojuma
(3) f(.l‘, D) "?(“)' 'l’(v)) =0
Te # un v ir dotas x, y, = funkcijas

% —aulx, N o)y =vv(x,iy, 8).

Vienadojums (3) neatklata forma definé funkciju 2z = 2z(x, »).

Tadeé] ar (3) atvasinaSanu péc x un y rodas divi sakari

of ofP-l—()f o' () (I)M 4)11) l)f‘b )(:)v

dv
l)z

" ax ' 0z lx ,), ox
( 0 0 0 (
()f+)f f ! (). ( M+:))1: ) ,){P 47y ()v ()v

dy daz? (),p dy

2?7)=0
Zg)=0.

No trim sakariem (3) un (4) nav iespéjams izslegt 4 lielumus

o(u), ®'(1) = ‘gg. ¢ (v), ,‘p/(v)zg_i

14



194 VIENADOJUMI AR PARCIALIEM ATVASINAJUMIEM

Atvasinot abus sakarus (4) péc x, resp. ¥ dabi tikai tris jaunus
neatkarigus sakarus, kas satur bez minciiem patvaligiem lielu-
miem veél
a? a’
o = Ty = T4
un ari otras kartas atvasinajumus », s, 7. Ta tad rodas 6 viena-
dojumu sistéma, no kuras vispar nav iespéjams izslégt 6 minétos
patvaligos lielumus, resp. nav iesp€jams sastadit otras kartas
parcialo diferencialvienadojumu, kam visparigais integrals biitu
sakars (3). Ja atvasinaSanu péc x un y izdaritu vél reiz, tad
rastos 4 jauni sakari, kas saista divus jaunus patvaligus lielumus
;7’ dﬂ’p nm dslp
<?(“)=3?p ‘p(v):W
un ari funkcijas z tre§as kartas atvasinajumus. Kopa ar iepriek-
§ejiem sakariem biitu 10 vienadojumu sist€ma, no kuriem 8 pat-
valigus lielumus var izslégt, sastadot divus treSas kartas parci-
alos diferencialvienadojumus.
2. Sados gadijumos ar patvaligu funkciju eliminaciju
var sastadit olras kartas parcialos diferencialvienadojumus,

| gadijums. Sakaram (3) ir forma
(5) P+ Yo) + w =0
ar dotam funkcijam
= ux, y, 2 v=10(x 52 w=wk, 2

Sini gadijuma sistéma (4) top par

ou 090 3 0V ow ow ,
(p()(r)x_*.()zp) 4)()( p)+7r+ 00?—-—0.

dx | dz
i o . ou ) ( v ) (_)zg gig L
i (()_y GO P R R ) e i e e

Ja vél reiz atvasina péc «, resp. v, tad rodas 3 jauni vienado-
jumi, kas satur 4 patvaligus lielumus

@)y ¢"(w) '), "(@)

(6)
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un funkcijas = parcialos atvasinajumus lidz ofrai kartai ieskaitot.
Kopa ar diviem vienadojumiem (5) ir 5 vienadojumu sistéma, no
kuras ir iesp@jams izslégt 4 patva)igos lielumus. IzslégSanas
rezultata rodas noteikts otras karlas vienadojums (1).

So parcialo diferencialvienadojumu var sastadit ari ta, ka
iepriek§ no sistémas (6) izslédz vienu funkciju, piem. ¢’(v), un
péc tam dabiito funkciju

ow ow , 0v ()u ou, dv | dv
: e e e LS
7) ' ()=~ -
gl et R "_v 0_“ & '22 ki
oy 9z 7 9 y 027 | | y gz a 30

atvasina péc x, resp. y. Pirmas kartas parcialais diferencialvie-
nadojums (7) ar vienu patvaligu funkciju ¢’(«) ir sastadama
otras kartas parciala diferencialvienadojuma (1) t. s. starp-
integrals, Tas ietilpst visparigd formula

(8) O(f, & =0,
kura £, g ir mainigo x, ¥, 2, p, ¢ funkcijas
f =@ a0 9, &§ =853 p 9.

Patvaligas funkcijas @ izslégSanai atvasina sakaru (8) péc
x un y. Tad dabuta vienadojumu sist€éma

ool ) =

) 0z p l)q g \dx
db(0f 4)_/ ()f 0/ ) r)l]_(()g ()g r)g
( + + i3 oq g r)y+()’ :)p + t) b

ir uzskatama par homogenu linearu algebrisku sisttmu attieciba
o un 02. Ta ka pédgjie lielumi nav reizé

of g

nulles, tad ir japrasa, lai sisttmas (9) determinants biitu nulle.

Ta tad elimindcijas rezultata rodas vienadojums

pret atvasinajumiem

14
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| LA R+ s +”gp+01, +%
G of 01, ox / g, 0g e
Ivila+ 5+ 5k B4 ,),, b

ko atklata veida izteic ar t. s, MonZa (Monge) un Ampéra
(Ampére) otras kartas parcialo diferencialvienadojumu

(11) Rr + 25s + 7Tt 4 Uit — s = V.

Te R, S, T, U, V ir viegli sastadamas mainigo =z, y, z, 2, ¢
funkcijas, un proti

of og df dg _d(f8)
(43 U_d.ﬁ dg ~dg “dp  d(p q)

Specidla gadijuma, kad U =0, MonZa-Ampéra vieni-
dojums (11) top par t. s. linearo otras kartas vienado-
jumu ar parcialiem atvasinajumiem

(13) Rr4+2Ss 4+ Tt =V,

Te linearitate ir vienigi attiécibi pret otrajiem atvasinijumie‘m
r, s, t. Viegli atrod, ka linearo vienadojumu (13) sastada, izslé-
dzot no sakara (5) divas patvaligas funkcijas ¢ un ¢,

lepriekSgjie aprékini rada; ka no starpintegrala (8) ar
patvaligas funkcijas p izsl€g8anu sastada MonzZa-
Ampera otras kartas vienadojumu (11) vai spe-
ciala gadijumad — linearo otras kartas vienado-
jumu (13).

Il gadijums. Ir zinams. (§ 15), ka no liniju kongruences
var patvaliga veida izvéléties viena parametra saimi, un 3is saimes
veidotas virsas var noteikt ar vienu linedaru pirmas kartas par-
cidlu diferencialvienadojumu. Problému visparinasim tris
parametruae, §, ylinijusaimei

ﬂxr I 2 q p’ Y) = 0,

(14)
g(x, »sz06by)=0.
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Ja izvélas patvaliga sakariba divus parametrus
B = ¢@) v = )
tad vienadojumu sist€ma

f XY, 25 @ (P(a)) q"(a)) = 0
(x, ¥ 2; a, 9(a), ¢ (a)) =40
noteic virsu z = 2z(x, y), kuyai sastadium §ada veida parcialo

diferencialvienadojumu,

Mingta sistéma defin€ ari @ ka x, y funkciju ¢ = a(x, y),
ko iedomajamies ievietotu vienadojumos (14). Ar vienadojuma
J(x, 3 2 @, B, ¥) = 0 parcidlo atvasinaSanu p€c =z, resp. ¥,
ievérojot minétas hipotézes, dabi

"f 0f L of AR of d¢] da _
1’ [da+ N e e o B ek

Jf d3 | dt dy], da
+ +I0 :)9 da+v)y'da dy_o'

Salidzinot pédéjas vienlidzibas, atrod proporciju

da ()a Jf ) ( af
(15) iz’ (dx+ —p 0y+0zq)
Tamlidziga karta no sistémas (14) otra vienadojuma dabii

o g ieg): (3 4350

No formulam (15) un (16) secina sakaru

of

(17 Axy g aby)= (df+df)( +0z)

—(%+%5): (3 +£q)=0

Ja pédéjo savukart atvasina p&c x, resp. y, tad rodas divas
vienlidzibas
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E)ﬁ 0/ oh ’)f 1 [df 14 9/, 4B dfy dy], da
+1)zp+0ﬁ 0] B a+d_‘('da ox s
()f 1 A ()fl_ ’)fl ')f 1 ‘)/ 1 0 dx], o
+ ity +r)q da 0[? ‘@ oy oy da) oy it

no kuyam var izteikt attiecibu

da  da

x ' 0y

Ja to salidzina ar (15) un (16), tad sastada divus vienadojumus

(18) (0f+0f) (()f+ f) ( +0g )(()y+()g)

l)o ; \dy " dg
(')fl_*_’)flp_l_ (;fl +‘)f1 )(())./1+().fl _'_(;fl +0./lt)
0p 0y 0p

Uztveyot tos kopigi ar vienadojumiem (14), dabii Cetru vienadojumu
sisttmu, no kuras var izslégt tris lielumus «, @8, y. Eliminacijas
rezultata rodas viens linears otras kartas parcials diferencial-
vienadojums

Rr + 2Ss + Tt = 1,

kas raksturo liniju saimes veidoto virsu neatkarigi no izv€letam

funkcijam
B= @), 1= ()

Piemérs. Taisnes, kas parallélas xy-plaksnei, veido iris para-
metru liniju saimi

5 Lo SRS 2l

Lai tas veidotu virsu (t. s. linijainu virsu), ir jauvzskata
divi parametri ka! patvaligas otra parametra funkcijas, piem€ram»

= ¢(a), 1 = $(a).

Patvaligo funkciju ¢, ¢ izslégSanai, atvasina dotas saimes viena-
dojumus péc v, resp. . No dabiitajiem vienadojumiem

0=a+le+e/@ 5o 4 =@ 5
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resp.
e ' da — b . 98
l=[+e'@. 5 ¢=¥0@- 5
atrod proporcijas
da da
ﬂ.@—p.q——a.].
Ta tad ir sakars
2+ qe =0,

no kuya ar atvasinaSanu p&c x, resp. y dabii divus jaunus sakarus

0
r—l—sa—{—qa%:O, s—l—tq«)-q%:O.

Ja no pédgjiem izteic attiecibu g% : 3—‘; un salidzina ar atraslo,
tad dabii formulu e

g

s+ ta g

levietojot te @ = — “-, dabii p&c parveidojumiem mekl&jamas

QN

linijainas virsas parcialo diferencialvienadojumu
q*r — 2pgs -+ p% = O,
ka speciala tipa linearo otras kartas vienadojumu,

Il gadijums. Pirmas kartas parciala diferencidlvienadojuma
visparigo integralu dabii (§ 22), noteicot apliec€ju virsu viena
parametra virsu saimei, ko patvaligi izvélas no pilniga integrala
diva parametru virsu saimes. ‘

Apskatisim tamlidzigo problému par tris parameiru a B Y
virsu saimi

(19) f(x! ) 2 q B, Y) = 0.
Liekot te patvaligus sakarus

B = ¢@) v ="y,
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dabii viena parametra virsu saimi

f(t, Y 2y q (?(a)' 4’(‘1)) =0,

kujai apliec€ju virsu sastada ar parametra a eliminaciju no
vienadojumu sistemas

f(r! B R-A LY (P(a)n a)) =0,

20
o Y+ e+ Yoy =o

Var ari uztvert ta, ka sistéma (20) defin€ funkcijas
g ="alx, 9 & = alx )

_ Ta tad ari B un y vien'idojumﬁ (19) uzskatamas par x, y funk-
cijam. Ar Sis vienlidzibas (19) atvasinaSanu pec ~x, resp. y
rodas sakari

l)f of ,of dB_, df dy] da _
57 +[«)a 0B da g dy dal 0x 0.
resp.

ﬁ_l_d~ [ Of dB_ of dr) da _

:)p do Uy dal 0y

kas vienkarSojas par

0/
()x + 0,

9f 0!
0y+

ja ievéro formulas (20). Tamlidzigi ka ar sistému (14), atvasinot
vienadojumus (21) pé x, resp.,, y. un salidzinot atvasinajumu

(21)
g =0,

attiecibu o_a: @. var sastadit jaunu sakaru
ox " dy

(22) gx,neapqrst;0pY)=0

ar otriem atvasinajumiem », s, #. Ja no Cetriem vienadojumiem
(19), (21), (22) izslédz tris parametrus «, B, v, tad rodas meklg-
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jamas apliec€jas virsas otras kartas parcialais diferencialvienado-
jums forma

(1 ey, B p, g sl =0,

Piemérs. Telpa plaksnes

z=o0ax+ By + v
veido tris parametru virsu saimi. Ja liek patvaligus sakarus
B = ¢la), 1= d(a),
tad rodas viena parametra plakSpu saime
s = ax + 9@y + ¥a),

kuyai apliec€ja virsa ir t. s. izklajama virsa, Lai noteiktu
Sis virsas parcialo diferencialvienadojumu, jasastida vienadojumi
(21) un (22). Ar dotas plakSpu saimes vienadojumu atvasinaSanu
péc x, resp. y dabii vienadojumus

p=ea ¢g=p =90
Ar vélreizéju atvasinasanu rodas formulas

s 06 o, resp, s = ,(a)(lg t—r’(a)d—a
r=u%n s—dy' p: it g gty T 0y

S O TR 4 oy ;
Ja no tam izslédz P T ¢'(e), tad dabii izklajamo virsu

parcialo diferencialvienadojumu
(23) rt — s?2 =0,

ka specialu MonZa-Ampégra diferencialvienadojumu (11).

Var ari sastadit vienddojumu (23), izslédzot $ada veida
patvajigu funkciju ¢(2) no starpintegrala

5= px + qy + U2).
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Ar starpintegrala atvasinaSanu péc x, resp. y dabii formulas
p=p+re+sy+4'(p).r, resp. g=sx+ty+q+9'(#).s
jeb

re + sy = —¢'(p).n r1esp. sx + fy = —P'(p).s.
Ar 3o formulu daliSanu izslédz ¢’(p), un no proporcijas

b o A
sx +ty s

péc parveidojumiem tieSam dabii vienadojumu (23).

§ 27. Linearo otras kartas vienadojumu normalie tipi
un to karakteristikas.

1. Apskatisim lineara otras kartas vienadojuma

2~ 2 2
(1) Rr+eSs+Tt=V (,___0 5 2z , 0 z)

=2 axmay oy
veidu, kura &, S, 7 ir vienigi x, y funkcijas
K = oL, ¥, S = bz, 2. Fe=clx, &

bet /7 ir ari atvasinajumu p = 3—: q = 3—; funkcija

V= fx 5 225 9.
Tadu linedru vienadojumu
(2) alx, 3) r + 2b(x, ) s + c(x, Y) t = fix, ¥, 2 £, q)

var reducét uz vienu no $adiem normidliem tipiem,
lietojot argimentu transformaciju

e

x & "),
y & ).
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Piepemsim, ka funkcionaldelerminants

dx Ox
o(x, y) = HaE oy
& Iy

nav nulle; tada gadijuma eksisté inversa transformacija

E — E(x: J’);

@ N ==, ¥).

Ar transformaciju formulam (3) sastaditai funkcijai

s = 2(x, 3) = 2 1)

ir parcialie atvasinajumi

]5—05 qzﬂ = PN 5='()—Eo—n. f=0—n'§-

bt s S et O B A e

Pastav 3adi sakari starp atvasinajumiem :

()

(p=2 % +70L ¢=F 5 + 75

=3 R B )
5 _%c Z_E} (Si 3;#)_2 g_j) 3_71% 3;‘” 0x0y+—0i:)_y
r=7 (F)+ 55 T+ T() 4 P+ T

Ar §im formulZm viendadojums (2) pec substitiicijas top ari par
linearu otras kartas vienadojumu

(6) ay r + 26, s + T= A& n, z' ;» 71)-

kura apzimé

f1 f(x,y,z,?»‘l)"‘ﬁ( 02+ 1);0}_’-+

0% 0% 09&)
dy*

s d 0% ,
—q'(ad?-f-?bm-,—(?a}g)
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un
el 40 £ 50l

L e oZ+b(%f;-"”+Z’Z 5) o o
o=z} +2 3 41

2. Prasam, vai ir tadas transformacijas (4), ar kuyam biitu
a, = ¢, = 0? Tad transformétais vienadojums (6) reducétos
uznormalo tipu

@® s =fE w2 2 9),

kura funkcija

|
f=271f1 (b, # 0).

Minétos nosacijumus a; = ¢; = 0 izpilda, ja funkcijas { = & un
= 7 ir nelineara pirmas kartas parciala diferencialvienadojuma

) aﬁf + 20p, ¢, + qu =0 ( = (K ql:j%’)

atrisindjumi. Sastddam §i vienadojuma LagranZa-Sarpi karak-
teristiku diferencidlo sist€ému

G A S A —dpy __— dg,
P,7 @, AP+ .0 X + £14, Y, + 9.4

Ta ka

Py = 2ap, + 2bq,, @, = 2bp;, + 2cq,,

tad
’HP+ 9@ = 2(’1?: + 2b%49, + Cqb = 0.

Téade] karakteristiku diferencialai sist€mai (10) ir pirmintegrals
(11) € (%, ) = const.,

kas rida, ka LagranZa-Sarpi karakteristikas ir plaksnes, parallélas
xy-plaksnei. So karakteristiku projekcijas uz xy-plaksni, resp:
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xy-plaksnes linijas {(x, y) = const. sauc par linedra otras
kartas vienadojuma (2) karakteristikam.

Sastadisim 3o karakteristiku parasto diferencialvienadojumu,
No galigas formas vienddojuma (11) ar atvasinaSanu péc =«
atrod sakaru

o dy : | dy_
+0y'x—0]ebpl+ql';1;: 0.

Karakteristiku * diferenciala sistéma (10) ar lietotam 2, un @,
izteiksmém dod diferencialvienadojumu

dx L dy
ap, + bq, bp, + ¢q,

Ja te ievieto ;

iEb d_y bpl + cql
dx — ap, + bg,

d
P —_qldi

un parveido, tad dabii vienadojuma (2) karakteristiku diferencial-
vienadojumu

(12) a (Z—J—}) —2b + c=0 jeb ady — 2bdxdy + cd2* = 0.

To paSu rezultatu atrod direkti no parciala diferencialvienado-
juma (9), ja taja izdara substitiiciju

d
Plz—qld‘:

Karakteristikas tangentes lepka koeficientu 2 — :j% atrod

no kvadratvienadojuma

(13) ak? — 2bk 4 ¢ = 0,
kam ir divas saknes

2 B R P e
k1=é‘iM’ by =é#f (@ # 0)
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ar zinamiem sakariem

jeb
a(k, 4 k) = 26, akk, = c.

Gadijuma, kad kvadra;vxenado;uma (13) saknesir daZadas,
t. i. kad ta diskriminants

b2 — ac # 0,

diferencialvienadojums (12) sadalas divos dazados normalas for-
mas diferencidlvienadojumos

d d
14 F=hen 2=t

So diferencialvienadojumu visparigajos integralos
@(x, ¥) = const., Y(x, y) = const.
funkcijas ¢, ¢ apmierina sakarus

(kp_i_(z_cg A 0 o  dp dy _ 0

0zt 0% da dx ' 0y dr
jeb
e 0p oY o _
(15) 0x + & Loy i 0x ¥ b 20y P

Pédéjos sakarus var atrast direkti no parciala diferencial-
vienadojuma (9), ja tur izteic koeficientus

2 = a(k, + k), ¢ = a bk

Tad peéc daliSanas ar @ 5 0 vienadojuma (9) kreiso pusi var
sadalit linearos faktoros:

(21 + Aq) (2, + kpq) = 0;

pielidzinot katru no tiem nullei, dabii linedrus pirmas kartas dife-
rencialvienadojumus
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) 0
2 +' kg =0, 2y + kg =0 ( T (C ();;,)

kas izteic sakarus (15), ja
= ¢z, 9), resp. § = ¢(x, »).

Lai reducétu otras kartas vienadojumu (2) uz normalo formu
(8), transformacijas formulas (4) izvélas funkcijas

(16) § = 9z, ), 7= U= 9.

Tad ir tie§am koeficienti a, =¢, =0, bet b, # 0. Koeficientu
b, péc otras formulas grupa (7) izteic ar formulu

PR B M (Osv N N, 0so)+60<?.0_“?

@ ox" ox dx dy ' dx dy 0y 0y

Ja te izteic no sakariem (15) atrastos atvasinajumus

0% _ _ a0 0 _ 0%
0r ldy" odx 294
tad péc parveidojumiem dabii

dp a9

b, = [akky — bk, + k) + c]. 3455

levérojot sakpu 4, un %, sakaribas ar kvadratvienadojuma (13)
koeficientiem, atrod galigi

s —Z—(ac — 1)2)’59-0—43 (a # 0).
Ta ka saknes ir dazadas

by # ey
ac — b3 3 0, resp. b, # 0.

tad

3. Atskirsim Sadus gadijumus atkariba no diskriminanla
vertibas.
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I gadijums:

ab

b2 — ac > 0 jeb < 0.

Sini gadijuma saknes "%, (v, ¥), A,(% ) ir redlas funkcijas
(ja a, b, c ir redlas funkcijas), un lietota transformacija reducé doto
vienadojumu (2) ar realam dazadam karakteristikim uz nor-
malu tipu

0% _-( -0z oz')
(17) 0&(77}—_/'5’ 7]1 2, JE—’ 0_1"-

Tada veida vienadojumu sauc par liip erbolisku (pé analo-
Sijas ar koniku klasifikaciju).
Il gadijums:

ab

b* — ac < jeb =0

Te sakném: &, un 4, un ari funkcijam §, v ir saistiti kompleksas
vértibas. Tadé] karakteristikas ir imaginaras. Lai ievestu realus
mainigos X un Y, lieto transformaciju

(18 E= (X +i¥) 1= 5 X—i¥) =)=0)
Tai inversa fransformacija ir
—E4n Y=1¢—

Lai reducétu reala forma normalo vienadojumu (8), izteicam ar
transformacijas formulam pirmas kartas atvasinajumus

S DR IZ AR DAY LV iZ
P=F =iz 't E =T 7T
un

0z _0Z X  dZ Y _ 0
9

- 19z
1= 53 =0X oqg T0F o 7

VA
)X Y
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Savukart atvasinot 2 pec v (vai g péc £), atrod otrds kar-
tas atvasin@jumu

=t % 9 p (()Z ;0 (o_g
o’om —om 0X) o ‘dY)
jeb galigi péc parveidojumiem :

LGWZ Lz
— i X? 'royﬂ'

@ |

Sajas formulas Z ir jauno argiimentu X, Y funkcija, kas rodas
izdarot funkcija 2(§, ) transformaciju (18). Normala tipa viena-
dojums (8) Sini gadijuma galigi reducéjas uz otras kartas viena-
dojumu

?Z  0*Z i 0Z 07
(19) ()X2+0Y2 f(A Y. 2 oX' (W)'

ko sauc par elliptiskﬁ tipa vienadojumu,
Il gadijums:

Fo ey ; abl .
b ac = 0 jeb bcl_o'
Sini gadijuma saknes 4, un %, ir vienlidzigas:
b
by = ky = ky = g

Karakteristiku (realu) saimes sakrit, un to diferencialvienadojumam

dy

v == ko(x. )

ir visparigais integrals {(x, y) = const, no kuya ar atvasinaSanu
péc x atrod sakaru
0y 0
5 g

Lai reducétu vienadojumu (2) normala forma, lieto, plemeram.
transformaciju

(20) § =2 n=4d=x.

By =0

15
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Tad péc sakaribas formulam (7) atrod jauno koeficientu nozimes
& =0 b 5501 %, =0,

ja ievero funkcijas ¢(x, ) konstatéto ipaSibu un saknes %, vér-
tibu, Ta tad vienadojums (6) reducéjas uz t. s. paraboliska
tipa vienadojumu

0%z _—( -0z 02\
(21) Z)—E—g f M % ()E ’)?I)

ar funkciju

Fis

= ~ fige
4, Ar parastiem apzim€jumiem raksta: elliptiska tipa
vienadojumu

02z dz 0z
() o *‘0y = flw 25 50 5 )’eb i eI AL

hiperboliska tipa vienadojumu

dz 0z

/
07) o= fnr el ) kb s=fwnas0
un paraboliské‘ tipa vienédojurﬁu
@) Sh=f(nna £) b r=f=2as 0
Normalo (kanonisko) formu vienadojumiem karak!eristikas ir Sadas:
elliptiskajam tipam (19’) imaginaras taisnes
x. + 1y = const, x — 1y = const.,
hiperboliskam tipam (17’) realas taispes
X == conust,, 9. = coust,

un paraboliskajam tipam (21’) sakritudas divas taiSpu sist€mas

viena
Y == const,,
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jo So karakteristiku diferencialvienadojumi attiecigi ir
dP® 4+ dz®2 =0, dzdy =0, dy* = 0.
Pazistamakie otras kartas vienadojumu pieméeri ir 3adi.

1) Laplasa (Laplace) potencidlvienadojums

2u  0°
(22) Au=5+5,=0

ko apmierina, piem., logaritmiska potenciala funkcija u(x, »),
pieder elliptiskajam tipam.

2) Vibrejosas stigas vienadojums (D' Alembert)

% -, 0%u

(23) B=on

(a — konstante)

saista stigas elongaciju » = w(x, f) ar vibracijas laiku 7, un
tas ietilpst hiperboliskaja tipa.

3) SiltumavadiSanas (linearais) vienadojums
(Fourier)
0w aidu

STy (a — konstante)

(29)

izteic sakaribu starp temperatiru »(x, /) un laiku 7 Sis viena-
dojums pieder paraboliskajam tipam.

Tuvaki min€tos piemerus diskuté potencialu teorija un
matématiskaja fizika.

5. Linearu homogenu vienadojumu
2, )2 2,
@25) ar + s + ot =0 (rzf’_ ous 98y ,=,0‘2)

ar konstantiem koeficientiem a, 4, ¢ sauc par Eulera
diferencialvienadojumu, Ta karakteristiku

dy)” dy ot
a((E —dex-'—l:—o

15%
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tangentes lepka koeficients £ = % ir konstants, un ir divas

dazadas nozimes

P s — —
¥, s S T ) VE

elliptiska un hiperboliska gadijuma, t. i. kad 4% — ac # 0.
No diferencialvienadojumiem

d_‘y=k1’

dy _ -
dx dx k

dx Demli
ar kvadratiiru dabii karakteristikas ka taisnes
(26) ¥y — kyx = const, y — kyx = const,
Tade| Sini gadijuma transformacija (16) top lineara
S=y—kx, 1=y — bz,
un normalas formas vienadojums (8) ir
3 o
Sh== (T'édin =)
Pédéja vienadojuma visparigais integrals
' 5 = 2l + @
satur divas patvaligas funkcijas ¢, un @,. Tadé] Eulera dife-
rencialvienadojuma (25) visparigais integrals ir
@) 2= oy — kD) + By — k).

Paraboliska vienadojuma gadijuma, kad 6% — ac = 0,
saknes 4, un A, ir vienlidzigas
b

by= by =k = — (a # 0),

un karakteristikas ir divas taiSpu saimes, kas sakrit viena

(28) ¥y — kyx = const. jeb ay — bx = const.
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Te ar linearu transformaciju
§ =% 9 =S4y — bx

reducé vienadojumu (25) uz normalu formu
0%z
& =0

kam visparigais integrals

z = Ep(n) + o)

 satur divas patvaligas funkcijas ¢, un ¢, Tade] paraboliska
tipa Eulera diferencialvienadojumam (25) ir visparigais integrals

(29) 2 =,x<pl(ay — bx) + @y(ay — bx).

Piemeri, 1. Laplasa potencidlvienadojuma (22) karakteristi-
kas ir imaginaras taisnes

x + iy = const, x — iy = const.
Tade] ta vispdrigais integrals ir
u= g + ) + pulx — ) (i=V-1).

2. Vibrejosas stigas vienadojumam (23) karakteristiku tan-
gentes lepka koeficientu %2 aprékina no kvadratvienadojuma

a’h? = 1,
kam ir saknes

42
a a
Karakteristikas ir realas taisnes
: 1
{t — —x = const, ¢+ —a—x == | NSt

jeb
x — at = const,, x - at = const,
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Ta tad stigas vienadojuma (23) visparigais integrals ir

u = @,(x — at) + @(x + ai).
6. Apskatisim visparigd lineara vienadojuma (1) 3adus
specialus tipus ko viegli var integrét.
[ tips:
0%
(30) s = f(x )) (3 = ?)Tr«)_y)'
Y

levedot funkciju p = oﬁj' izleic s = Jy un otras kartas viena-

dojumu (30) reduc€ uz pirmas kartas vienadojumu

3—’; = £ (x, 9,

kam visparigais integrals
P ff(x. Ndy + /(@)

satur vienu patvaligu funkciju gol'—_— % Ar integraciju p€c «

no dabiita sakara atrod vienadojuma (30) visparigo integralu

B) == [ [/ Ddrdy + o) + 2,
kas satur divas patvaligas funkcijas ¢, un @,
Il tips:
! 02
(32) r=fx 3 (r=53)
vai ’ .
/ _
(32/) $i3e e, ) (z e «?y“’)'

Sos vienadojumus atrisina tamlidziga karta ka [ tipa vienado
jumu; visparigie integrali ir attiecigi

83 z= f dx ff(-r. ») dx + x9(3) + 2u(9)
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vai

(33") z=f@fMJM@+yWﬂ+?Ml

Il tips:

2 2
(34 A Pttt (p=0 r=i s=ior)

vai

2 0z 0% 0%z
(34") A(x 3q)stfo(x y.9)t=15(x, ¥ q) (q=5—y. S=0—£(—)}. t=d—_y9)'

AtrisinaSanas metode abiem vienadojumiem ir analoga. Piemé-
ram, lai integrétu pirmo vienadojumu, izteic

ity | SRR T

et v it

un reduc to uz linedru pirmas kartas diferencialvienadojumu

0
£ 9 AE + fir, 0 B P = Fim 5, 2

kam karakteristiku diferenciala sistéma ir

dx A4 dy a% dp
fl (%, ¥ 2) —fs (x, 5, 2) —fa o ?)

Ar §is sistémas divu neatkarigu pirmintegralu

w(x, ¥, p) =const., wy(x, y, p) = const,
funkcijam v, un w, sastaditais patvaligais sakars
P(w;, 0) = 0

definé neatklata veida funkciju
0z
# =5 = aulx ).
Ar kvadratiiru dabii vienadojuma (34) visparigo integralu

g = f ¢(x) §) dx + @y (3).
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IV tips: ;
.08 _/0z 0% v 02z
leverojot sakaribas formulas

0p
ox’

s =2

[ i~
ox'

var vienadojumu (35) izteikt forma

B)Tr[ fﬁ(p) i + [FA@) a’q] =0,

no kuyas péc kvadratiiras dabi sakaru
[1#) @ + [1@) dg = 9:05)

ar vienu patvaligu funkciju ¢,(y). Sis sakars ir vienadojuma (35)
starpintegrals, un to var uztvert par pirmas kartas diferencialvie-
nadojumu attieciba pret z. Var izdarit mainigo separaciju

F(P) = Fg) + a(),

ja ieved funkcijas.

Fy(p) = ffl(p) dp, Fyq) = — fmq) dgq.

Integracija radisics v&l viena patvaliga funkcija, un otras kartas
vienadojuma (35) visparigais integrals saturés pavisam divas
patvajigas funkcijas.

Uzdevumi VIIIL.
Integrét Sadus (1.—6) vienmadojumus
SO g gl P s
(P—'()x' q_d_y' =Y T omy T T o
@, un @, — patvaligas funkcijas).

12

S e At s = 9 In y + @i(x) + @ ).
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2% + 29,(9) + Pa( ).

O —

2 »r ='xy. Ath. z=
3. = up Ath, z = 2"+ ei(3) + ()

1
4 wr=phar A s= gt Pe0) + a)

5. ps —qr =20, Ath, x = @,(2) + Po( ).

(=]

r 4 (a + b)s + abt = xy. Atb, z'=—a—;;—b 2t +fg3.'+
+01(y —b2)+ 9oy — ax).

7. Noteikt vienadojuma xr 4 2p = 0 integralvirsu, kas iet
caur dotajam parabolam
g=0 N=4dar wm 3= 1, Y= —=dax,
Atb. Koniska virsa 8axz = 4ax — )2

8. Ja sféram ar pastavigu radiju A centri atrodas uz kaut
kadas linijas telpa, tad So sféru saimes apliec€ja virsa ir
t.s. kanalvirsa. Sastadit kanalvirsu parcialo diferen-
cialvienadojumu,

Ath,  R(rt—s)+R[(1+4 9+ (1+ ¢*)r—2pgslV 1+ p*+4°+
+ (0 + 22+ g =0



VARIACIJU REKINU PAPILDINRJUMI.

IX. Briva ekstrema problémas,

§ 28. Problémas ar divam un vairak funkcijam.
Kanoniskie vienadojumi.
1. Variaciju r€kinu vienkarSako visparigo problému (I d.,
§ 30): ,noteikt intervalld (xy x,) funkciju y(x),
kas piepem dotas nozimes y, = 9(x,), ¥ = (=)
intervalla galosun dod noteiktajam integralam

%1
(h [ = ff(x, » y'dx (y’ =§i)
Ty
ekstré&mu“ var papladinat §ados veidos. 1) Var meklet divas
vai vairak nezinamas funkcijas. 2) Dota zemintegrala funkcija /
var saturét nezinamas funkcijas y(xr) augstdkds kartas atvasina-
jumus. 3) Nezinamo funkciju, resp, liniju y = y(x) var noteikt
parametriskd forma x = f\(1), y= fy(f). 4) Var apskatit dubult-
integrala ekstréma problému ar nezinamo divu mainigo funkciju.
5) Konstanto integracijas robeZu x,, x, vieta var ievest mainigas
robezZas. ‘

2. Apskatisim vispirms pirmo paplaSind@jumu, kad jano-
teicintervalla (x, x,) divas funkcijas y = y(x),
z = z(x), kas piegpem intervalla galos dotas
nozimes

(2) Yo = W), Boa=Ara)s ¥ =), = = 2lx)
un parvers noteikto integralu
- ! i
i = = ! ’ /_(;y ,!____(_f
3) I = ff (x 2 2 ¥, 8')dx (y == 8 dx)
Ty

ar konstantam robezZam ekstréma /,y,.
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Mekl€jamas funkcijas att€lo (zim. 11) pret xyz-koordinatu
sistému ka liniju Z, kas iet caur dotajiem punktiem Ay(xy, ¥, 2,)
un Ay, Vi &)

z
A.
] A,
'
% L
Y
. 7
y.
X
g
x/
Zim, 11,

Pienemsim, ka tada linija eksiste. Ta ietilpinama liniju
saimeé :

(4) JT(x; 51) ':y(x) + em(x)v ;(x; eg) = 2(x) + 52C(x):
kad saimes parametru e;, e, nozimes ire = 0, ¢ = 0. Lai

varieta linija Z ietu caur dotajiem punktiem A4, un A,, ir
japrasa, ka patvaligas funkcijas v(x) un {(x) apmierina nosacijumus

N(x) = n(x;) = Lxe) = §(xy) = 0.
Pienemam, ka lietotam funkcijaim eksisté vajadzigie nepartraukti
atvasinajumi un ka varieta linija Z ir mekléjamas linijas pietiekosi
tuva apkartn€, t. i. lai buitu
|y —=31<o |z—2|<q
ar pietiekoSi mazu pozitivu skaitli o.

Visparinot variaciju procesu, kas lietots problémai
ar vienu nezinamo funkciju (I d, § 31.), ar varieto liniju (4)
sastadam parametru ¢, ¢, funkciju
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Ty
() /(e &) == f/ (2 ¥(x ) ol egh ¥ (x; &) e (%3 52))dx
o

/ ?
—, — 1o
3 oy Suzimes

un tas parcialo atvasinajumu
e
e, dep/”

kad e, = 0, ¢, = 0. Ta ka funkcijas 7(e,, &) eksiréma ne-
piecieSamie nosacijumi ir

’
0

ol ol
0g, e,

un dotais integrals (3) ietilpst sastaditaja (5) ar ¢, = ¢, = 0,
tad mekléjamam funkcijam »(x), =(x) ir jaapmierina nepie-
cieSamie mnosacijumi

(6) (@ )it ool iy

de/, deg/,

Abus $os nosacijumus var apvienot viena, sistémai (6) ekvivalenta,
nosacijuma par integrala / pirmo variaciju

@) B K mieh (3_871)0 RO L R

deyy

ja par pirmo varidciju nosauc pilnas variacijas attistijuma

Ty, ) — I = g (07)0—}- €, (?—)—Z;) 4+ ...

de, o

linedro (attieciba pret ¢, un ¢,) sastavdaju.

Atvasinot integralu (5), piem., pEc parametra e, un izteicot

095 03 gy
3, = 1A T (),
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dabii formulu
- Xy
Bf o )f f
o7 1 weriminh Hioe]
Ty
un ta tad ir

(S—Z)o e f gﬁ M (%) de + f ()‘;f, W'lx) dx,
: o

ja ievero funkcijas / nepartrauklibu atlieciba pret tas argiimen-
tiem. Pédéjo integralu var ar parcialo integraciju izteikt ar

]%’; N (x) dr = — 70,17(—[)]) n(x) dx,

jo funkcija n(x) intervalla gala punktos ir nulle, Tadé] ar funk-
cijas fvaridcijas atvasinajumu péc y

0f
izteicams lielums
a Ty
0/
(C) (0—51)0 = }{ (/] n(x) dx.

Tamlidziga karta atrod formulu

— Xy
a1/ .
©) () = [ 1.2 ax
20
Iy
ar funkcijas f variacijas atvasind@jumu pec 50

@) =3 - & ()

Lietojot formulas (9), (9’) un funkciju variacijas

by =y~ y=en(r), 8 =25 — 3 = g §(2),
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izteic integrala / pirmo variaciju 8/ forma

a0 o = [ {71, & + [f) s}

No integrala (3) ekstr€ma nepiecieSamiem nosacijumiem (6),
resp. (7) péc variaciju rékinu pamatlemmas (I d, § 31.) secina

[f]y =0, [/l.=20

jeb
oy | U=l == b =2
_[/:]z=d—’i(,ff,) 3’ 0 (~=ed_z’_i)

2. Atklata veida izteic Sos Eulera diferencialviee
nadojumus ar

t)j Il+ ____’_)?f,',. "+ 0 + f)j[f _igj__ L (l[._. ()'

(12) dy'? dy'oz’ dy'0z" ()y' ox dy -
0% f g OUT, f)f ! Y, O of
5oy T 32" Yozloy” T onids” +o i T
Ja determinants
#f
o e T
Tl N

Dz’ ¢ dy’ 02’2

nav nulle, iad no diferencialvienadojumu sistémas (12) atklata
forma var izteikt otros atvasinajumus

13 ? =fl(x7 y' 2, }”, Z,),
{2 8" = fo(x, 3 5 2, 3').

Diferenciala sistéma (12) vai (13) ir ceturtas kartas sistéma,
un tas visparigais integrals

¥ =i G G G C)y 2= 2(x; G, G G, C)
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satur Cetras patvaligas integricijas konstantes C,, C,, C,, C,. Sis
konstantes nosaka, ievérojot Cetrus dotos robeZnosacijumus

(2) ¥ = Yx) 2 = 2(x0); 1 = Hx), 7 = o(xy).

Eulera diferencialvienadojumu sist€mas (l1) atrisinajumus sauc
par ekstrémalam funkcijam, resp. geometriska interpre-
tacija par ekstrémalé&m. Ar tam atrod vienigi integrala /
stacionaras vertibas /y,,;, kuyas eventudli var biit ari ekstrémalas
vertibas 7,4, t. i 7, vai 7,,. Ekstréma eksistence ir
sevidki jakonstate,

3. Piemeérs. Brachistochronas problémai (I d., § 30) hipo-
téze, ka materialais punkts kustas vertikala plaksng, nav japostulé,
bet gan ta ir secinama ar sekojoSiem aprékiniem. Ja izvélas
xyz-koordindtu sistému ta, ka x-ass iet vertikali lejup, tad no
kriSanas atruma formulas

v = J2gx

izteic kriSanas laiku

,/A 12
T ”/l it
T

lietojot trajektorijas » = y(x), 2 == z(x) loka s sakaribu ar

laiku 7 un atrumu
O
ey

un loka atvasinajuma formulu

P e L iy LR
ot s el i (y = ¢ =)

Brachistochronas problémai telpa ir jadiskut€ integrala

i
O Vi
‘ O/‘V = dx
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minims., Ta ka Sini gadijuma funkcija / nav atkariga no

y un z, tad
9F g il

0y 0z
un Eulera diferencidlvienadojumu sistémai (11) ir divi pirm-
integrali .
ko atklata veida izteic ar

’ ot

xX- L 2 Eh
V= + 5 F &™) VaT+ 57 + 279
No Siem sakariem var sastadit jaunu sakaru

&

C2 y, i Cl z’ == 0,
kas integralforma .
: Co vy — C, 2 = const,,

izteic vertikalas plaksnes (parallélas «-asij). Ja izlieto problémas
robeZnosacijumus

20 =0, 20) =0, ¥zx) =y =r) =2,

tad integracijas konstantu nozimes var pilnigi nbteikt, un atrod
vienu vertikalu plaksni, kas iet caur sakuma stavokli O(0, 0, 0)
un beigu stavokli A4,(x,, ¥, 2.

Brachistochrona ir §is plaksnes linija. Ja izv€las minéto
plaksni par ay-plaksni, tad brachistochronas probléemas diskusija
ir izdarama tapat, ka 1 dalas 34. §-fa.

4. Sistému (11) var reducét uz t. s. kanonisko vie-
nadojumu sisttmu, ievedot jaunos mainigos

) 0
W  p=3h a=3

Ta ka Sie atvasinajumi ir funkcijas

0 0
gy'é‘:?l(x; Y & y,! Z’), ngT =CP.4(x, ) y,, z’),
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tad no vienadojumiem (14) apgrieza veida var izteikt atvasinajumus
(18) ' = 4z 3, 3 P 2o 2" = b2, 3, 2, 21, Do)

kad - funkcionaldeterminants

Uppd)_ B
0(y’,zf) ~ oy'? 02’2 0y’ 0z’

nav nulle. Transformaciju (15) sauc par kanonisko jeb par
LeZandra (Legendre) transformaciju, Ar to var izteikt
t.s. Hamiltona funkciju

(16) H=py + .7’25,7 — fx, 0 8 9 2")

atkariba no kanoniskajiem mainigiem y, 2, p,, g, §ada veida:

(16") H =29 + poba — flx, 3, 2 b1, b)) = H(x, 5, 2, 51, 59):

Transformésim Eulera vienadojumu sistému (11), ievedot
taja kanoniskos mainigos un Hamiltona funkciju /. Ar maini-
giem (14) sistéma (11) top par

tdpy L ofsiidpy . Of

de — ' dx = 07

Lai izteiktu lielumus 3—){, gfz— un ', 2’ ar Hamiltona funkciju

un kanoniskajiem mainigiem, sastadam funkcijas /7 tolalo dife-
rencialu sekojoSos divos veidos. Péc formulas (16) -dabii

dH = p,dy’ + y' dp, + pyds’ + 2’ dpy —
[ ax+ L v+ Loty +pae]

jeb

e "—fdx < g—{'(ly "é de + ytdpy -+ &'dby
bet p&c formulas (16’) ir

it = c)Hd + Oh’d 4 0}141514-3;1 b,

16
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Salidzinot abas diferenciala izteiksmes, secinam $adus sakarus

df % o 2o Sl dln s ol bops OH G ofT

et v hadoed i < e e it G ) 5
Ta tad sistéma (11) ir ekvivalenta ar Cetru kanonisko (Hamilton)
vienadojumu sistému

dy _0H ds _oH

dx _0p, dx = dp,

(17)
dpy L 55 bty 1L (008,
ari 0y’ dx 0z’
kura katrs vienadojums ir normalas formas (pirmas kartas) dife-
rencialvienadojums.

Tada veida izteic analitiska dinamika kustibas vienadoju-
mus, ja materiala sist€éma ir holonoma un tai ir divas brivibas

pakapes.
5. Variaciju rékinu visparigai problémai

&y
(18) 7 =ff(x, o YuoonIm I 9 0 y"')dx=exfr.

Lo

ar # nezinamam funkcijam y,(x), 5(x), .. ., ¥, (), kas apmie-
rina robeZnosacijumus

() = Yo Ya(Zo) = Yoo - e Iu(X0) = Yy,
2(x) = My 2®) = Yo o ow Iu() = Yy,

o |

var tamlidziga karta ka iepriek§ sastadit Eulera diferencialviena-
dojumu sist€ému

S0 Y of
_[f]yl—d_x(;’;?) (E-—O)
. @ik O
o) mh_”@j =0
__d yof '&:
U=z 5, =
! "
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Ar kanoniskajiem mainigiem

e o | S S
0“ ‘_(7_? T n—‘oy/

n

Y1 Yar o v 0s Vs D1 =

un Hamiltona funkciju
(21) ‘H=ﬁ1}’; +ﬁ2y2,+'--+fn y:’-'_/(xv}’p)’m --ayn.yl’r}’;o---»y;)'

izteiktu forma

H o= H(2 95 Yo v D s Do Pavs = s pn)'

n vienddojumus (20) reducé vz 2» kanoniskajiem vie-
nadojumiem

d_}’l __K)H (_1_)’_2 H d}’n g oH
dx —0p dx _ap, " " dx  0p,'

U NG g e W o
PRSI TR e S R P G TR

§ 29. Problemas ar augstakas kartas atvasinajumiem.

1. Variaciju rékinu problémai: noteikt funkciju y(x),
kas dod noteiktajam integralam

(N I = fj (2,2, 958 o al e

ekstrému un apmierina 2z robeznosacijumus

Y=Y V=" (2 3, =" (k- 0 FOT =y D gh

n=3x) 3=y (%) Y=y (), o ST =y 0y,

sastdda vispdrinato Eulera diferencialvienadojumu $§ada veida.
Mekl&jamas linijas pietiekoSi tuva apkartné varieto liniju nosaka
ar vienadojumu

Jix; 8) = yx) + o),
16*
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kuya ¢ parametrs un v(x) kautkada funkcija, kas ir nepartraukta kopa
ar tas pirmajiem » atvasin@jumiem un izvéléta ar nosacijumiem

0,
0.

I

(3) { N(x) = N (%) = 1" (%) = . S 7= (z,)
Wx) =9 (%) = 0" (x) = . .. = 1"z

[

Sastadam parametra e funkciju

1
M= [1@55.5,. .. 5"
g ol o
un atrodam tas atvasinajuma s veértibu

). f L)+ 3L 0+ +——n‘"’w)]dr-

Ly

' Sadalot summaslirite'grilu labaja pus€ » -4 1 integralu summa
un izdarot parcialo integraciju locekliem, kas satur v(x) atvasina-
jumus, péc visparigas formulas

) — 2 () D )+
1'1

+ (= 101/‘%—1( (“)n(x)]x—x i ')k (()(f/e))”(")d”'

1 d f
O B ()de = [
()y(l') nF)(x)dx

Iy

var izteikt lielumu (4) p€c nosacijumiem (3) forma

(s f Lyt s,

Te [f], apzime visparinato funkcijas variacijas atvasinajumu p&c y

® Uh=%-2()+ .+ 55

©®)
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Ar formulu (5) dabil integrdla / pirmo variaciju
0[-. -1'[
B o 81:5(E)E=0= (11, dx.
Xy

Variaciju rékinu pamatlemmu (I d., § 31) var papladinat ari
funkcijai (x), kas ir nepartraukta kopa ar tas pirmajiem » atva.
sindjumjem un apmierina nosacijumus (3). Minétas lemmas pie-
radijumam lietota funkcija vispariga gadijuma biitu jaizvElas par-
cialos intervallos $ada veida:

J 0, : ja xyg < 2§
Nx) = (¥ — El),l+1 € — -‘U)H—H: ja £ < 2 L &y
IO. & Sa

No ekstréma nepiecieSama nosacijuma

I e
(5,&-— E:0_‘_0 vai 8/ = 0

péc visparinatas pamatlemmas atrod sakaru

(8) [f]y = 0,

kas ir Eulera diferencidlviendadojums. Atklata veida
to izteic ar variacijas atvasinajuma simbola [f], parveidoto
formu ka (2x). kartas diferencialvienadojumu, kam visparigaja
integrala

y=yx; C G ..., C)

integracijas konstantes C,, C,. . . ., C,, nosaka ar 2» robeZ.
nosacijumiem (2).

2. Visparigai variaciju rékinu probl€émai ar vairak nezina-
mam funkcijam un to augstakas kartas atvasindjumiem sastada
Eulera diferencialvienadojumu sistému tamlidziga veida ka te un
iepriekséja §-fa, Pieméram, kad ir janoteic divas funkcijas
y(x), #(x), kas dod integralam
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9 I= ff(x, Na ¥y E ey, 2 da

ekstrému un apmxerina va]admgos robeZnosacijumus intervalla
gala punktos, tad sastada Sadu diferencialvienadojumu sist€mu

Uy =L = 2L+ L o () =0

= Y Al b ()

§ 30. Problémas parametriska forma.

1. Vienkar3aka variaciju rékinu probléma
(N l—jVij)x—mr% Yxoh ) = y(xy)

mekl&jamai funkci]ai y(x) jabit, starp citu, vienvertigai un ar
galigu pirmo atvasindjumu y’'(x) = % Geometriska interpre-
tacija nosacijumi izteic, ka mekl&jama linija Z krustojas ar taisni,
parallélu y-asij, tikai viend punkta, un tas tangente nav paralléla
y-asij. Pieméram, linija L nevar biit taisne x = const. Sos
ierobeZojumus novérs, lietojot mekl€jamas linijas L parametri-
skos vienadojumus

(2 x =z, y= )

kuyos p;rametrs ¢ mainas noteiktas robeZas
b &biaGd,
kas atbilst dolo punktu Ay(x,, ¥,), 4,(xy ;) koordindtu vertibam
xy = 2(t))y, Yo = Mty); x = x(t), ¥, = Yt

Variaciju rékinu problémas parametriska forma sistématiski
ir pétijis VeierStrass (Weierstrass) pag. (XIX) gadusimtepa
otraja pusé, Te apskatisim Veierstrasa teorijas elementus.
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Par funkcijam (2) piepemam hipotézes, ka tas ir nepartrauk-
- tas funkcijas kopa ar pirmiem atvasinajumiem®)

i el =
® TRa s 2 g

kas nav reiz€ nulles. P&déjo nosacijumu var izteikt ar ne-
vienlidzibu : ;

2 4 32 # 0,
un geometriski tas norada, ka linijai Z nav dubultpunktu (vispar
nav singularu punktu). Ta ka pastav sakaribas formulas

Q:L, dx:érdt,
dx s

tad ar parametrisko transformaciju (2) izteic noteikto integralu (1)
forma

(3) == fF(x, 9 x, y) db,

kuya funkcija :
Rz, 9 % 9) = ;’cf(x, y, i—)

ir pirmas pakapes (dimensijas) pozitivi-homogena funkcija attie-
ciba pret atvasinajumiem x, y. TieSam, ar pozitivu proporcio-
nalitates koeficientu A pastav raksturigais sakars

(4) Flx, y, A, Ay) = A F(x, 3 %, ) (> >0).

Otradi, ja /(x, v, x, y)ir pirmas pakapes pozitivi-
homogena funkcija attieciba pret x, y tad inte-
grala (3) varidciju probléma mekl€jama linija (2)
nav atkariga no parametra ¢ izvéles. TieSam, ja
jauno parametru t saista ar parametru 7 forma

! = ¢(1) ('(x) > 0)

*) Sadu apziméjumu atvasingjumiem lieto teorétiska mechanika, ja # —
kustibas laiks,
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un maigas intervallam #, <C ¢ <C ¢ atbilst intervalls t, < 1 < 1,

tad integralu
o dx dy)
[Fl=2G P)

var izteikt ar

3

T
2 a2 o ag

J 1 (’rl I xz:tl .y'(F:) dt:

To

ko péc formulas (4) ar A = Z—f var parveidot par

Ty 41
f F(x, Yy 2.5, ).’) ¢ g‘c—: d‘: ]eb fF(x: I xly) dt.
To f

Tapéc mekléjama linija dod ekstrému reiz€ abiem integraliem

i1 d ¥ 2
x . .
f P (x, I 7’1’) dt un f Nz, 9, 2.9 at
. : 7y
Turpmaka variacijas problémas diskusija piepemsim, ka homo--
genitates nosacijums (3) par funkciju /7 ir izpildits. Tad Eulera
teoréma par homogenam funkcijam dod sakaru

5) Fiie s M
0x 0y

no kura ar atvasinaSanu péc x, y, resp. x,y altiecigi dabi

g L o A e - 0%F 0 i o
ox dxdx dyox 0Jy dxdy ayady
resp.
oF . oF 2 TR ) A T 7 IR | PR vl
—-.—=-~-—.—+xr—.2+y——.—., —-=x(—.— G }’—2—
dx  0x 0x dydx dy dxdy Ay dy
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jeb
< 0 .0 . 0% <. 0K

7 X — = == ey — RN 5
i T 23 ydy ¥ arey

No pédéjiem diviem'sakariem (7) var sastadit proporciju

aoF (W‘ . 0°F . .-
— =y A~ xy) 12?

dx? dx()y 0y‘3
kura var ievest funkeiju

A Lt Yy

8)  Fyx, y P =t (= :
©) Wz 2, 2, 9) = e S Mt VA 3t

2. Homogenas formas varidciju rékinu problémai
4
9) ¥.= f Flx, 3, % 9) dt = extr.

ar robeznosacijumiem

10) % = x(f), Yo = I); 1 = (), = ()
varieto liniju Z noteic ar vienadojumiem

(1) x5 &) = 2(0) + & EO, I &) = y() + & 10),

kuyos &(7), n(?) ir patvaligas (nepartrauktas kopa ar pirmiem atva-
sinajumiem) funkcijas ar nozimém intervalla gala punktos

&) = &(t) = (%) = () = 0.

Ja liniju saimes parameliru e, un ¢, absoliitas nozimes ir pietie-
ko§i mazas, tad varield linija Z atrodas mekl&jamas linijas L
pietiekodi tuva apkartné Sini gadijuma linijas L
pietiekoSi tuvo apkartni nosaka punkti, kas atrodas plaksnes daja
ap liniju Z, ja no tas punktiem ar pietieko§i mazu radiju velk

rinkus.
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| Tamlidzigi ka 28. §-fa sastada divus Eulera diferencialvie-
nadojumus

oF . 'd (dF)
——5l=)=0,
(12) dx dt ox
aF - d (()F)
— ——=\—=-] =0,
kas atklata forma ir
oF AF . %F . 02F .. 2F .
SRR Ao e e e ____.__._y=0,
0% Jxdx 0xdy 0x? dxdy
aF a*r . ' f @3 g
0y  dyix 0 yix d yix dy?
Ja te no formuldm (6) un (8) izteic atvasinajumus
O OF- B SIAE [ F PE
02" 0¥ 92 dxdy  dyix 09?
un parveido, tad dabii vienadojumus
/) IS oo Ry 02K 02F 1
— YO, 3 % N+ — | =0,
y[(xy ya)Fyx, 5, x y)+my e
e e el o 02F
# x[(xy —x )% 3 2 Nt = — —-—] =0.
dxdy  Odxady

Ta kd x un y nav reizé nulles, tad no dabiitajiem vienadojumiem
secinam jaunu vienadojumu
0*F 0%F

: B e S0
(13) (xy —=xy) l(xyxy)-kdxdy p

kas ir Eulera diferencialvienadojuma Veier§tras a (/W eierstrass)
forma.

Ar 3o vienadojumu ir izteikts viens sakars starp divam
funkcijam

@ x = x(0), ¥= 0.
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Otru sakaru var izvEléties patvaligi, jo mekléjama linija nav at-
kariga no parametra ¢ izvéles. Piemeram, ja izvélas 7/ = x,
tad + = 1, un vienadojums (13) pariet parastaja Eulera diferen-
cialvienadojuma, Kad par linijas parametru 7 izvélas loku s, tad
ir jalieto sakars

(14) 224 P =1
Kopa ar (13) veidojas divu diferencialvienadojumu sistéma, no
kuras atrod noteiktas funkcijas
x = x(s), ¥ = ys)

ievérojot problémas robezZnosacijumus.

§ 31. Dubultintegrala ekstréms.

1. Varidciju rékinu pamatlemma dubultintegralam: ja /(«,y)
ir nepartraukta funkcija xy-pldaksnes dajas lau-
kuma S, ari n(x, y) nepartraukta funkcija kopa ar
tas pirmajiem parcidliem atvasindajumiem $§aja
laukuma un laukuma kontiifiras / punktos ir nulle,
tad sakars

(1) [ f Fix, 9) n(x y) dedy =0
(S)
var pastdavét tad un tikai tad, kad identiski
Hx; y) =0: :

Pieradijumam piegemsim pretéjo, ka laukuma S viena
punkta (x, ¥, funkcijas vertiba F{(x,, »,) nav nulle, pieméram
Flxg 39) >0
Ta ka F(x, y) ir nepartraukta funkcija, tad eksisté pietiekosi

mazs (galigs) rigkis
=2+ (=372 —¢"=0 (p — radijs),

kura visos punktos funkcija F{(x, y)' -0,
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Sastadisim funkciju v(x, y) Sada veida: arpus mingéta rigka
(12. zim.) nosvitrota dala v = 0, bet iekSpus ta

N, ¥) = [(x — 2% + (¥ — 35)® — ¢~

Si funkcija apmierina lemmas nosacijumus: 1) ta ir nepartraukta

VY

Zim, 12,

funkcija visa lavkuma S, jo uz rigka linijas ari y = 0, 2) tai
eksisté nepartraukti pirmas kartas parcialie atvasinajumi pec
x un y visa laukmma, 3) kontiiras / punktos {a ir nulle. Bet
ar sastadito funkciju dubultintegrala vértiba ir

f' I(x, y) 7(x, y) dx dy => 0,

(&)
kas runa pretim dotajam nosacijumam. Ta tad piepémums, ka
Fxg y9) > 0, ir nepareizs. Tamlidzigi veida konstat€, ka nevar
biit ari /(xy, »,) << 0. Ta tad identiski ir /{x, y) = 0.

2. Dubultintegrala ekstréma probléma ir janoteic lau-
kuma S punktoe defin&ta funkcija z = 2(x, J),
kas §1 laukuma kontiiras /punktos piepem dotas
veértibas un dod noteiktajam integralam

@ /= j f F\x, .28, q) dx dy (P £ S—i 5 3%)
(S) j

ekstrému. Geometriski interpretéjot (zim. 13.), probléma ir
janoteic virsa 2 = s(x, y), kas iet caur doto telpas kontiiru L
(ar projekciju / uz xy-plaksni) un integralam (2) dod ekstrému,
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Sastadisim $is virsas parcidlo diferenéiélvienﬁdojumu, izlie-

tojot ekstréma nepiecieSamos nosacijumus un visparinot vienkarsa
integrala ekstréma problémas variacijas procesu.

Z

o~

<

&

<

Zim, 13,

Meklgjamo virsu, kupas eksistenci piegem, ietilpina viena
parametra ¢ virsu saimé

(3) g(n 9 8) = 22, ) + & 4z )

!

 Lai katra &is saimes virsa jeb t. s. varieta virsa ietu caur
liniju Z, ir japrasa, ka funkcija C(x, y) konturas / punktos biitu
nulle. Bez tam funkcijai {(x, ») ir jabiit nepartrauktai kopa ar
saviem parcialiem atvasinajumiem definicijas laukuma Spunktos
Ar varieto virsu sastada parametra e funkciju

4) e =f Nx, ¥, 2 5, q) dv dy,
©)]

kura apzimé

o - 0

?:/’ero‘_}' qg=q9+ ¢
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Ta ka §is funkcijas ekstréma nepiecieSamais nosacijums ir

dl

s

un integralu (2) dabd no (4) ar ¢ = 0, tad dubultintegrala /
variacijas problémas nepiecieSamais nosacijums ir

(dl_

®) :1_3_) S e 0.

Parciala atvasinajuma

of dz of_gz of 0p
ff gz e 0}_ de +()q dedy

nozimi, kad ¢ = 0, izteic ar

® (7)., fffcdrdy+ff/ "*dd+fff 2

ja ievéro sakaribas

0;__,_ dp 08 t)q 08
Js__g(l'y)' T 0x' ds 0y

un funkcijas /# parcialo atvasinajumu j;. j}:, j; nepartrauktibu.

Formulas (6) labaja pusé p&dgjos divus integralus parveido, izlie-
tojot sekojoSas identitales (vajadzigas parciala integracija):

LR o) s L= a(5h)- s

Tad rodas formula

(7) ()_o ff[/ =7, f]cdxdy+1.



BRIVA EKSTREMA PROBLEMAS 259
ja apzimé

= [[126e)+ et

Pédgja dubultintegrala parveidoSanai kontiiras integrala lieto
integralrékinu Rimana (Riemann) un Grina (Green) formulu

(8) [S [ (g OA) drdy = f Adx + Bdy.

Ar funkcijam
Bz 9) = tf p Az 3) = -1
péc (8) formulas dabu
m?ﬁbgw+4@=

jo pec nosacijuma funkcija {(x, ) kontiiras / punktos ir nulle.
Ta tad formula (7) vienkarSojas par

© (gLfiﬂmww
(S)

kur [f]s apzim€ funkcijas ft.s. varidcijas atvasinajumu

0 £

(10) [f]z—fz_"—P 0—)’q

Var sastadit péc formulas (9) dubultintegrala 7/ pirmo variaciju
forma

(1) 81_5( )EO ff[f]gagdxdy,

ja ar 8z apzime funkcijas 2 variaciju

b2 = 7 — 5 = €i(x, J)
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No variacijas problémas nepiecie§ama nosacijuma (5) vai no 8/ =20
péc pieraditas pamatlemmas secinams sakars

[f]z = 0,

ko alklaia veida izteic ar Eulera parcialo diferencial-
vienadojumu

(12) =i/l = rf;2+?sf;q+ t /;’2+ pj;3+ qf ;z-‘r/;_,v—#/;;f;:o.

Te ir linearitate atlieciba pret nezinamas funkcijas 2 = 2(x, y)
otras kartas atvasindjumiem
0%z 0% 0%z o

P i

bet.koeficienti ir vispar atkarigi no x, v, 2, 2, ¢q.

Ir jaatrod vienadojuma (12) integralvirsa, kas iet caur doto
telpas liniju L. Tadu problému sauc par parciala diferencial-
vienadojuma robezZprobl&€mu jeb Dirichl& (Dirichlet) pr o-
bl&mu. Starp atrastajiem atrisinajumiem iesp&jami tadi, kas
dod dubultintegrala /7 ekstrému 7,,,,. Sis ekstremalas vértibas
eksistence seviski jakonstaté. Visi vienadojuma (12) atrisinajumi
dod integralam / staciondras vertibas /g,

3. Pieméri. 1. Variaciju probléma dubult.
integralam

1 Ay 0z __ 0Oz
03 1=} [+ maay - (p=2% ¢=2)
(S) ;

Ta ka te ;
=B =2 F=q fi=1 f,=1
a ? 9 # 9
bet parejie vajadzigie atvasinajumi ir nulles, tad Eulera diferen-
cidlvienadojums (12) top par Laplasa (Laplace) potencial-
vienadojumu

0% 0%z
(14) p 4 t=0 jeb O_;"LW:()'
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Dubultintegrala (13) variaciju probléma ir jaatrisina Laplasa viena-
dojuma (14) robeZprobléma jeb pirma potencialtedrijas robeZpro-
bléma (Dirichl€ probl&ma).

2) Plato (Plateau) probléma (jeb minimalas virsas
probléma): noteikt virsu, kas iet caur slégtu kon-
tiru L telpa un kam ar So kontiiru ierobeZotais
laukums ir minimalais.

Ta ka likas virsas 2=z (x,y) laukumu aprékina péc
~ formulas

(15) 7= f( Sf)vr‘m?dxdy (=0 1=5)

tad Plato probléma ir dubultintegrala / Qariiciju probléma :
Fooe-J o
Sini gadijuma funkcija
[=1r+7 +a

un tas atvasinajumi ir

et e SELTaUNEr | VAT
7y VT + 2* + ¢* % /T + 2* + ¢*
" 2 " - n l 2
o= 1+g¢ o f= __j‘l,_j' = I +2 5
4+2*+ ¢*p (14244 (14 2*+¢%

bet paréjie — nulles. Ta tad Eulera diferencialvienadojums (12)
péc parveidojumiem reducéjas uz

(1) (1 +¢)r—2s+(1+2)t=0

Visparigaja virsu teorija ar vienadojumu (16) konstaté, ka mini-
malam virsam visos punktos vid€jais liekums ir nulle.

17
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Uzdevumi IX.
1. Noteikt integrala
: 1
2%’ o SO vy e
Jz' e (_y e —dx)
ekstrémali, kas iet caur punktiem (0, 0, 1) un (1, 1, 2).
2
Atb. y =X, 2—2————;
2. Noteikt integrala
1
L ( ALy de
[y zdx 7o ke f dx)
ekstremales. ;
Ath. [y = G + Gx + C,,
G _c 2C,
g ===  Cx (—3-— )
.CIC: 8 + c‘ 4



X. Saistita ekstréma probiémas.

§ 32. Problémas ar galigdis formas blakusnosacijumu.

1. VienkarSaka tada veida probléma ir §dda: noteikt
divas funkcijas y = y(x), 2 = 2(x), kas dod inte-
gralam

y
= ,_d}’ e _dZ
(1) I = wff(xt Y & y,v z,)d-? (}’ —'2;0 v’—:l,;)
0

ekstrému un apmierina sakarus

(2) g(xv o g) = 0
un

(3) Foi— y(xo)’ By — Z(xo); N = y(xy), 2 = 2(x,).

Nosacijumu (2) sauc par galigds formas blakusnosacijumu
jeb péc analogijas ar méchanikas terminu — par holonomu
saiti, bet (3) — par problémas robeZnosacijumiem. Geo-
metriski interpret€jot, var teikt, ka probléma janoleic (zim, 14)

12
A A A
/‘m
]
;4
9 -7
=
¥
Zim, 14,

virsas (2) linija, kas iet caur §is virsas diviem punktiem
A, (o Vo 20)y Ay(xy ¥y, 2) un dod integralam (1) ekstrému.

17*
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Ja no blakus nosacijuma (2) iedomajas izteiktu funkciju
g = ¢(x, ») un ad ar

ds dp dy
dr — +0y dx

sastaditu funkciju

J
(4) f(x, e, ), ', 0(?'}" 4 ) = Flz, 5 I

tad doto saistita ekstréma problému reducé uz briva ekstréma
problému

i &
(5) A= fF(.t,.y, y')dx = extr.
T

ar vienu nezinamu funkciju y(x). PE&déjas problémas Eulera dife-
rencialvienadojuma

2 oF < d o
@ (Fy=5—z(5) =0
var izteikt atvasinajumus

0F_0f of 0% f(t)?\p_ )
07—5 0z 0y+ Fa)y‘*‘oy‘l

un
oF _ df+0f Jp

0 3" 0y

Tade] atvasinajums

d (0F af d9 a’(()j z_)j(t)g:p 0% ,)
8}(53”) a’t(()y) *_(Tj dx\oz’ )+dz dydx + ;

un ar iepriek§€jo izteiksmju substitficiju variaciju atvasinajums
[£7], top par

[F]y = [Z bt (oy )] g 2 0? g{_ﬁ(c?zf)]
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jeb
(), =[/]y + [f]z

Eulera vienadojums (6) dod vienu sakaru
P
(7) (£} + i [/l =0,
bet otru sakaru

dg 4 9& 09 __
®) +()z Oy—o

atrod, atvasinot pec y formulu (2) ar = = ¢(x, »). Lai no
pedéjiem diviem sakariem izslégtu lielumu%%, reizina, piem., sa-
karu (8) ar pagaidam nenoteiktu Lagranza (Lagrange) faktoru
A =: Mx) un saskaita ar sakaru (7). Rodas jauns sakars

U+ B+l +12 % E=o

kura izvelas A ta, lai izteiksme figuriekavas biitu nulle, t. i
0
©) Ay %8 =

Tad no sastadita sakara secina

o =
(10) [/]y+>\@ =

Ta ka funkcija g(x, ¥, 2) nesatur atvasindgjumus »’, 2" un A = A(x),
tad vienlidzibas (9) un (10) var ievest vienu funkciju

(ll) O :f + )\g'
kupai varidciju atvasindjumi ir
0
@)y = [/]y + l . [®], = [f], + A a%‘

Ta tad, lai atrisindtu variaciju probl€mu integralam (1) ar
blaku.nosacijumu (2), sastdda funkciju (11) un Eulera diferencial-
vienadojumu sist€ému
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0= 32— (%) =0,

(12) : dy  dx \oy’
ad d (0D
(2 =55 (E) %

No §is vienadojumit sistémas un blakusnosacijuma (2) var atrast
tris nezinamas funkcijas
- A S ) Rl S T

resp. var izslégt LagranZa faktoru A un sasiadit divu diferencial-
- vienadojumu sist€mu ar divam nezinamam funkcijam y(x), z(x).
Visparigajos integralos integracijas konstantes nosaka, ieverojot
problémas robeZnosacijumus (3).

2. leprieks€jo metodi var visparinat integrala

Ly
(13) [=_ff(xr Y Voo vy yn»}':v ya” ey y:‘)dx
Ty
variaciju problémai ar » nezinamam funkcijam y,(x), (), ...
¥y (%), ja ir m < n galigas formas blakusnosacijumi

(14): 2,48 Yo Y% .o 4 Y5) = 0 (=1 2050 M)
un vajadzigie robeZnosacijumi. Tad sastada funkciju
m
(15) O =/ +,21’~i &i
=

ar m nenoteiktiem faktoriem A (x), Ay(%), ..., A,,(x¥) un Eulera
diferencialvienadojumu sist€ému

§ b d (oD
@]y, =5 — = (—,) =0,
17 oy, dx 9y,
b d (0D
TR . e _—) =
(16) [y, = 2, ~ & (ay';

S G (oq) )
[® ]y” =i, "= oy’ 0.
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Sistémai (16) kopa ar (14) ir m 4 » vienadojumu, no kuyiem
var noteikt m + » nezinamas funkcijas :

w2 k). G ) M), Ag(x). L i Mol

3. Piemérs: probléma par geodeziskdam linijam.

Problému var reducét uz briva ekstréma problému, ja virsu
noteic ar parametriskas formas vienadojumiem (sk. I d., § 35.).
Kad virsa ir dota ar neatklatas formas vienadojumu

(2 &lx, 9, 2) =0,

tad ir saistita ekstréma probléma. Te ir janoteic virsas (2) linija
(zim. 14), kas iet caur virsas diviem punktiem A4, A, un dod
loka garuma integralam :

oy :
an 1=Vt +ama (v =2=%)
o
minimu, Ir jalieto funkcijas
[=1T+y7 432" @:=)T+57 + 57 + Mx) glx, 3 2)

ar kuram sistéma (12) top par

2 0k . £
(b =455~ e =

T e 2 3
[q)]z_)\dz' dx(vmﬁ)—-o

So vienadojumu pédéjos loceklos var ievest linijas tangentes vir-
ziena kosinus

(18)

Y_B.Lm Y TFFTF AT

ds  dr'dx
un

dz _dz ds
ds  dx dx



248 VARIACIJU REKINU PAPILDINAJUMI
ja liniju nosaka parametriska forma

x == 2(8); ..y =3, =& =.2s)
ar lokues ka parametru. Ta ka atvasin@jumi

i(iy) % ds d(de &’ ds
dx\ds ds® dx' dx a's) ds? dx’

tad vienadojumus (i8) var parveidot sekojosi:

298 _ d’y ds 208 _ d’z ds

0y dst dx' 0z as? dx
jeb

Py _,0g dv P ig dx

(19) ds"‘—l()y' R R

Konstat€sim, ka analoga formula pastav ar

d"’x_kdg dx

(20) T T ha g

TieSam, ja linijas tangentes virziena kosinu sakaru

(6 + (2 + (8 =

atvasina péc s, tad no dabiila sakara

dx dy d% | dz dz __
ds s“’ + ds ds® * ds ds® g
péc otro atvasinajumu (19) izslégSanas un parveidojumiem rodas
formula

d*x (dg ay Qﬁ ds

ast — AL y ' ds + ds)

ko reducé uz (20), ievErojot no virsas vienadojuma g(x, ¥, 2) =0
ar atvasinaSanu péc s atrasto sakaru

0g dx  0g dy | dg di_g
dx ds ' dy ds dz ds >
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Salidzinot formulas (19) un (20), secina proporciju

@1 d’x dy d= _0g 08, 08
ds? "ds®'ds®  dx'dy'dz

Ta ka linijas galvenas normales » virziena kosinu
attieciba ir

& d ds

cos (n, x):cos(#, y):cos(n, g) = prie R

un virsas normales v virziena kosinu attieciba

g .9&.9¢

cos (v, x) :cos(v, ) :cos (v, 2) = ol TR

tad formula (21) rada, ka
cos (n, x) : cos (n, ) i cos(n, z) = cos (v, x) : cos (v, ¥): cos (v, 2).

Ta tad geodezisko liniju galvena normale sakrit
arvirsasnormali

Si geometriska ipasiba ir raksturiga geodeziskdm linijam.
levérojot So ipaSibu, top saprotams, ka, piem., uz sf€ras virsas
geodeziskas linijas ir lielo rigku loki.

§ 33. lzoperimetriska problema.

1. Otrs saistitda ekstréma problému veids ir izoperimetriska
probléma (plaSaka uztverg): noteikt intervallad (x, x)
funkciju y = y(x), kas dod noteiktajam integralam

Ty

() I'= [ 1 5 5" de (=2

Lo

ekstrému un apmierina ka blakusnosacijumu

&y
2) o —— j/l(x, % 9') dx = k == const,
' T

ta ari robeZnosacijumus

(3) Yo = ¥(x)y ¥ = y(xy).
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Problémas diferencialvienadojumu sastadiSanai pieméroti iz-
veido variacijas procesu, lai reducgtu integrala ekstréma pro-
blému uz parasto ekstréma problému ar blakusnosacijumu.

Mekl€jamo liniju y = y(x) ietilpina div u parametru e, ¢,
liniju saimé

4 y(x; &, g) = ¥(x) + & N(x) + g Ny(2)

Te n,(x), my(x) ir tadas divas patvaligas funkcijas, neparirauktas
kopa ar to atvasinajumiem, kas intervalla galos ir nulles:

(%) = Mi(x) = Malxy) = My(xy) = 0.

Tadé] katra varieta linija (4) iet caur dotajiem punktiem
(%o %)y (%1, ¥,). Ar varieto liniju sastidam funkciju

Ty
(5) 7(51' 82) T ff(xv ;v }’_’) dx,

un pieprasam, lai ar 3o liniju biitu izpildits ari blakusnosaci-
jums (2), t. i. lai pastavetu sakars

*1
(6) Iey &) = f/,(x, 3 y') dx = k.

&y

Redzams, ka ir jaatrod funkcijas /e, ¢,) ekstréms ar
blakusnosacijumu

olsy, &) = 71(51, &) — kb = 0

'Sis parasta ekstréma problémas atrisinaSanai lieto diferencial-
rékinu LagranZa metodi, sastadot funkciju

Fley, &) = A 7(% &) + A 9(ey &)

ar konstantiem (LagranZa) faktoriem X, A, (kas nav reizé
nulles) un pielidzinot 3is funkcijas parcialos atvasindjumus nullei :
or o

d—e;=0, 0—32—0-
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dp _0f 99 _ oL

tad min€tos parasta ekstréma nepiecieSamos nosacijumus izteic
ar vienadojumu sist€ému

oT ol
lod—‘i' 7\1,—81—0
A
"de i Mgy 0,

M

Kad 2, # 0, vienadojumos (7) var ievest vienu faktoru A = ;—‘.
0
un aprékinat tris nezinamos ¢, ¢,; 2, lietojot ari vienadojumu (6).

Izp€muma gadijuma, kad A, = 0, sisttma dod
divus vienadojumus

AP

})ﬁs—l ey
kas izteic funkcijas (6) ekstréma nepiecieSamos nosacijumus,

Integrala (1) ekstréma problémai atrod nepiecieSamos nosa-
cijumaus par nezinamo funkciju ¥ = y(x) no sistémas (7), liekot
¢, = €& = 0 un noradot ar nulles indeku altiecigas atvasina-
jumu vértibas. Rodas vienadojumu sisteéma

: () ()= 0
50+ (je) =

ko var parveidot sekojoSa forma. Piem&ram, no atvasindjuma
formulas

0
0e f(£"‘+ “f“n)dx’
B 0y dy'
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kad ¢, = ¢, = 0, dabii formulu

()= fiae s [ o

Ja pédéja integrala izdara parcialu integraciju un ievéro nosaciju-

mus par patvaligu funkciju %,, tad rodas formula

- Eal
(D)= [t )

Lietojot funkciju variaciju atvasindjumu simbolus

Uy = 5- a3} =% -0

izteic atrasto un par€jo atvasinajumu vértibas analoga veida:

(), finran. ()= iy o
Ly

un

I)E

4 (5). = j [/), () d, (Z_f)z f Wi, v

Ar §im izteiksmém vienadojumu sistéma (8) top par sist€mu

[0o7h + 1 Ulydmm de =0,
f{)‘o [/)y+ 2 [ﬂ]y}’lg(x) dz =0,

no kupas péc varidciju rékinu pamatlemmas secina vienu sakaru

AO[f]y+11[fl]y =0.



SAISTITA EKSTREMA PROBLEMAS 253
Ta ka X; un 2, ir konstantes, tad Saja sakara var ievest funkciju
9) =N+ M
kuras variacijas atvasind@jums ir
[F]y =X/ + )‘l[/l]y'
Ta tad izoperimetriska probléma ir jaatrisina Eulera diferencial-
vienadojums

< A 7.8 ) d [ox A
(10) [Fl, = lcfj)‘vy_lfi - L{;‘.’_lﬁ_)] &0

ar divam konstant€m A, un A, kas nav reizé nulles,

Gadijuma, kad A, %~ 0, var ievest vienu konstanti

o )‘1
un ar funkciju _
F ;
{11) (bz)—,:/—]—)\/l

0

sastadit Eulera diferencialvienadojumu

_HS+ A d r)(/}—}—')\/,)]

L EREEL L e b < 7o T aeets

Ta visparigais integrals
¥ = yx; Cy G N
satur divas integracijas ‘konstantes C,, C, un Lagranza faktoru A.

So tris lielumu noteikSanai sastdda tris vienadojumu sist€mu,
lietojot divus robeZnosacijumus (3) un vienu blakusnosacijumu (2).

Izp€muma gadijuma, kad A, = 0, vienadojums (10)

reducgjas uz
A M (f’f:) i
[jl]y XL 0}' (/.‘lf oyl & 0'
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Ta tad $ini gadijuma mekl€jama linija ¥ = y(x) ir dotd integrala
/1, ekstremale, un konstante % ta ekstrémala (stacionard) vértiba.
Probléma prasa specialu diskusiju.

Ekstrémaju vienadojums (10) paliek ekvivalents sev, ja
apmaina sava starpa funkcijas f un f;. No S3is ipasibas seko
izoperimetriskas problémas t. s. reciprocitates likums: ekstré-
males varidaciju problé€mai

Z
7 i fﬂx, 2, 3") dx. = exlr.

Ty

ar blakusnosacijumu

4
4 =ffl(x, 3 y') dx = const.

£

irarireiz€ ekstrémadles varidciju problémai

i
I =fj1(x, ¥, 9').dx = extr.

Lo

ar blakusnosacijumu

Zy
&= fj(x, % ') dx = const.

o

2. Apskatito izoperimetrisko problému var paplaSinat, ieve-
dot vai nu viena argiimenta vairak funkcijas, vai vairak argiimentu
funkciju. Pirma paplaSinajuma ir janoteic » funkcijas

Y =00 Yo = 0p(x), o 0 Iy = Ip(2)
kas dod noteiktajam integrdlam

Zl ;
(13) 7 =ff(x: Yiy Yoy e v 0y y,,,yl', )’;: T }’”) dx

Lo
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ekstrému, apmierina m blakusnosacijumus

[

I, ’—ff(xr Y1y Yor e v s Vo j}’ y e y’:)dx':' 2

10

12:ff2(x'y1'3'2-- o I yl’: 3'2" ey .y:’)dx = ""2'

Lo

(14)

1
Imszm(x' I Voo -:.yn’)'l,: )’z’- SRR y’:) dx = ky,

T

(ky, kg . . ., k, — konstantes) un 2» robeZnosacijumus

Y10 = (%o Yoo = Ya(xo) « ¢ 4 Yo = I (Zoh

15
(o) = Y. = N(®) Yoy = Y4®), .0 I = ()

Sis problémas nezinamas funkcijas (ekstrémiles) atrod no Eulera
diferencialvienadojumu sist€mas

| oF _d (oF <
F =0,
i dyl dr (dy )
oF - d (oF
(16) Pl =0 2 (oy’) 5

OF d 0[’
[ ]y" _" d (dy) 0:

kuya ir ievesta funkcija
(17 F=hf+Ma+hh+. 2l

ar LagranZa faktoriem — konstant€m g, A;, 29 . ., Ay

Vispariga gadijuma, kad A, = 0, var vienadojuma (16)
homogenitates d&| piepemt 2, = 1. Tad sistémas (16) vispari-
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gais integrals satur€s pavisam 2» - m konstantes: integracijas
konstantes skaita 2, un LagranZa faktorus A, A,, ..., A, — skaitd ms.
So konstantu noteik3anai sastada 2» + m vienadojumu sistému,
lietojot 72 blakusnosacijumus (14) un 2x robeZnosacijumus (15).

Izoperimetriskd@s problémas min&taja otra paplaSinajuma var
apskatit, piem. Sadu dubultintegrala izoperimetrisko problému:

noteikt tadu divu argiimentu funkciju 2 = 2(r, »)
xy-plaksnes laukuma S, kas dod dubultintegralam

(18) f flx, v, 2, 2, q) dxdy ( _g_f g_yz)
(S)

ekstrému, apmierina blakusnosacijumu

(19) F =f Filx, 3 2 p, q)dxdy =k = const.
(S)

un robeZnosacijumu, ka funkcija z(x ») piegem
dotds veértibas definicijas laukuma S kontiiras
/punktos.

Saja probléma ir jaatrisina Eulera parciala diferencialvie-
nadojuma
(i 0 oL
= T S B M
robeZprobléma jeb Diric h1€ probléma, ja funkcija /° ir sasta-
dita sekojosa veida

F=Xf+ M1

ar divam kounstani@m A, A,, kas nav reiz€ nulles.

3. Piemérs. lzoperimetriska problema Sauraka uztvere:
no slégtam plaksnes linijam ar pastavigu ga-
rumu (perimetru) noteikt tadu liniju, kas ierobezZo
figfiruarmaksimalu laukumu,

Ar geometrisku konstrukciju konstatésim, ka mekl€jamai
linijjai jabiit konveksai. Piepemot pret€jo, ka tas loks
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(zim. 15), piem&am, BCD nav konvekss, var ar simmelriju (atspo-
guloSanu) pret taisni AL dabut slégtu liniju ABC'DEF A, kam
gajums tads pats ka iepriek3€jai linijai ABCDE/'A, bet kas

Zim. 15, Zim. 16,

acimredzot iesledz figiiru ar lielaku laukumu. Ta tad Sis piepé-
mums reduc€jas uz pretrunu, un probléma ir jadiskut& vienigi kon-
veksas linijas.

Izlietojot tadu paSu geometrisku konstrukciju, viegli kon-
staté, ka katra linijas chorda, kas dala liniju vz pusém, dala ari
ar liniju ierobeZotas figiiras laukumu uz pusém, levérojot konsta-
tetas ipaSibas, var reducet iepriek$&jo problému vz $adu modifi-
cétu problemu: noteikt pastaviga gajuma liniju,
kasietcaur dotajiem punktiem 4, 4, un kopa
ar chordu A4, ierobezo figiiru ar maksimalo
lankumu.

Problémas analitiskajam formulejumam izvélamies x-asi pa
chordu 4,4, (zim. 16). Tad mingtas figiiras lavkumu S izteic

ar integralu
*1

(2D [ = fydx,

X

bet linijas loka 4,54, ga;’umu’l ar

&y
e . dy
(22) 5, = fl/l + y™dx (y = ;,%)
&

18



258 VARIACUU REKINU PAPILDINAJUMI

Probléma ir janoteic linija ¥ = y(x), kas dod integralam (21)
maksimu, apmierina blakusnosacijumu

(23) Ly =1 == copst,

un iet caur dotajiem punktiem Ay(x,, 0), A, (x,, 0), resp. apmie-
rina robeZnosacijumus

(29) Hxg) = 0, y(x) = 0.
Problemas ekstrémalu noteikSanai sastada funkciju
O =y + 2Ty

ar konstantu faktoru A un Eulera diferencidlvienadojumu

ob d (oD
8], = 55— % (57) =%

Ta ka Sini probléma atvasinajumi
AR, DU
LR s ) IS L
tad Eulera diferencialvienadojumam var atrast pirmintegralu
: iy i
T+
ar vienu integracijas konstanti a. Ekstrémales noteikSanai para-

metriska forma ir €rti ievest parametru a, kas ir Sis ekstrémales
tangentes slipuma lepkis pret x-asi. Ta ka

Xr—a

=gl 1 £ et
y' == j—i = Iga, Vi.ﬁ+—w=cos a, ii‘+ y’é_s“l a,

tad atrastais pirmintegrals dod

x = a -+ Asina,
Lai izteiktu ari y parametriski, izlietojam diferencialo sakaru

dy = lg a dx,
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kas péc substiliicijas
dx = Acosa da
top par ;
dy = X sina da.
Péc kvadratiiras rodas formula

y = b — X cosaq,

kura 4 ir jauna integracijas konstante. Galigi dabii ekstrémales
parametriskos vienadojumus

{x:a-{-)\sina,
¥y =0b — A cosa,

vai p&c parametra a izslégSanas — vienadojumu Dekarta koordinatas
(25) (x —a) + (y — b) =2,
Ta tad ekstrémale irrigpka loks, kura centrs ir punkts
((a, b) un radijs CA, = CA, = A, ja piegem A > 0.
Lietojot blakusnosacijumu (23) un divus robeZnosaciju-

mus (24), sastada vienadojumu sist€mu

(g — @)? + 52 = 2%
I(x1 — a)? + % = )3
%

/[/l + 9’2 dr = |,

Ty

(26)

no kuyas aprékina tris konstantu a, b, A vértibas. No 3§is sisté-
mas pirmiem diviem vienadojumiem viegli atrod centra abscisu

_ Fot

2

Ordinatu 4 var€tu aprekinat, piem€ram, no sislémas (26) pirma vie-
nadojuma, ja zinatu ripka radiju A, So radiju varétu aprékinat
no sistémas (26) pedeja vienadojuma. Ripka loka 4,BA, gajumu /

18%
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ir ertaki izteikt atkariba no atbilstoda centra legka ¢ = < 4,C4,
un radija A §ada veida:

I = Xy,

Ta ka no /\ A4,4,C var aprékinat chordu 4,4, = x», — x, péc
formulas
?

2!

x; — xy = 2\ sin

tad kopa ar iepriek3€jo sakaru ir sastadama divu vienadojumu
sistéma
& 5500,
¢

x — x, = Nsing,

no kuras péc A izslégSanas dabii centra lepka ¢, resp. ta puses

?

g &

2

noteikSanai vienadojumu

sin 0 e P
@7 e = (k & —1_‘)'

Konstatésim, ka iranscendentam vienadojumam
(27) intervalla 0< 6 < wirviena vieniga sakne 0,
ja 0 < £ < 1. Vienadojumu (27) var uzrakstit ekvivalenta

forma
sin 0 = &6,

kura ievedam divas funkcijas
F,0) =sin0, Fy(0) = &b,

So funkciju grafikas (zim. 17) ir sinusoida un taisne, kas iet caur
sakuma punktu. Ir uzskatimi skaidrs, ka abam grafikam bez
sakvma punkta ir viens un tikai viens krustpunkts A7, kam atbilst
nozime 6, ja min&tas taisnes slipuma legkis ir mazaks par sinusoidas
sakuma punkta konstruétas tangentes 7" slipuma legki. Téa ka
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sinusoidas tangente sakuma punkta veido 45° lielu lepki ar
x-asi un taisnes slipuma lepka a tangents ir

tga = &,

\F(O

. Fle)

e S T "7/ 0

Zim, 17,

tad vienadojuma (27) saknes eksistences nosacijumu tieSam izteic
ta, ka % ir ists pozitivs da]skaitlis, t. i.

i B & g O

(Geometriska interpretacija Sis nosacijums rada, ka rigpka (zim. 16)
chordai 4,4, jabut isakai par ta loku 4,54, Ta tad problémai ir
atrodama noteikta ekstrémale — rigka loks, kas iet caur dota-
jiem punktiem.

Ir vel seviSki japierada, ka ar So ekstrémali laukuma S
nozime ir maksimala,

Miné&tais reciprocitates likums norada uz Sadu tedrému:
no slégtam plaksnes linijam, kas ierobeZo
figiru ar pastavigu laukumu, rigpka linijai ir
ekstrémalais minimalais) gajums,

Uzdevumi X.

1. Atrast galigas formas vienddojumus geodeziskam linijam uz
rotacijas virsas

22 4+ 2 = S
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Ath. Dotas virsas krustoSanas linijas ar virsam

arctg%:fF(z; C)dz + G,
ja funkcija

.~ G 1@ F i
Ihq“2@Vfw—a

un ja ar patvaligo konstanti C; izteic geodezisko liniju dife-
rencialas sist€émas pirmintegralu

dy ax /-
@ R i 2
2. Integralam
. 1 X
2 g §r ‘_11) i
bf—"’ & (J" g

noteikt ekstrémales, kas; iet caur punktiem (0, 0), (l, %) un
apmierina blakusnosacijumu

1
]
108 g AT
_f(y y'Ydr = &
0

Ath. " y = —i— Bx — 242,

3. Noteikt homogena smaga ‘diega lidzsvara figiiru, ja diega
gajums / un tas piestiprinats divos dotajos punktos A, A4,.
Piezime. Diega lidzsvara gadijuma ta smaguma
centrs ir viszemaka stavokli*). '
Atb, Kédes linija.

*) Si uzdevuma robeZproblémas diskusiju var atrast, pieméram, autora
‘hektografétas lekcijas ,Teorétiska me&chanika* Ill d,Riga, 1936,
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Akadeémisko gala parbaudijumu uzdevumi.

1923. g./I*),

1. Kadam nosacijumam vajaga pastavet starp funkcijam Z(x, y)
un Q(x, »), lai izteiksme

(- o)~ - 0o

0x

biatu vienas funkcijas U(x, y) pilnigs (totals) diferencials?
Aprékinat funkciju U §ados gadijumos:

gy P =at4-9% Q=y9, b). P=ux, Q=2%41% ) P=y, Q==x.

2 3
Ath. P ()Q e )d_igf a)U=—x9y+§—+(‘.
3
b U = %—xy-}-C o) U= 2y + C

2. Integrét diferencialvienadojumu

()x+(1+‘f—y—-~)—+x—y+3z_0

Atb. Visparigais integrals
2z

(D[(y -z — )%, (y — x ——z)ej’:‘i': — 1)
(ar patvaligas‘funkcijas simbolu ®).
1926. g./I.
1. Sastadit virsas vienadojumu, ja virsas ikkatra punkta A7 vilkta

tangentplaksne ir paralléla taisnei, kas savieno punkta M/
projekciju uz xy-plaksni ar ta projekciju uz z-asi.

Ath. . y2 = <p(’—:;) (¢p-patvaliga funkcija).

*) 1, resp. Il norada pavasara, resp. rudens Sesiju, kad notikusi gala
parbaudijumi un kad Mat, un dabas zinatgu fakultates matématikas grupai ir doti
sadi diferencialvienadojumu uzdevumi.
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Integrét diferencialvienadojumu
. 0z 0z
x(cz — by) o + yax — c2) it 2(by — ax)

(a, b, ¢ — konstantes), un atrast to integralvirsu, kas iet

caur taisni
ax = by = ca.

Ath.  ax + by + cz=@(xy2); (ax—+ by + c2)® = 27 abcxyz.
Integret diferencialvienadojumu

(v )" =" T = )y =27,

ja zinams, ka atbilstoSam homogenam vienadojumam ir
integrals forma

e (# — konstante).

Atb. Atrisinagjumu fundamentala sistéma:
X 2 5 -
M=e¢, N = [|x -|- 3x + 5) = !

Partikularais integrals:

xe™ ¥ nodx xe™ " n,dx

s Vllf“(“x—_rl—)g orec g (= + D

1926. g./Il.

Integrét diferencialvienadojumu

3 [ haike :
BV 820 — 1 (y,___g).

2? dx

y'(2* = 1) — 2xy +

un noteikt to integralliniju, kas iet caur punktu (2, 0).

B it ok A 2
e e % '

Ath, y = Cl2* — 1) +
Integrét diferencialvienadojumu

2y°g—; + 3222 3—;—{- 9x%z + 1222 = 0,
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un noteikt to integralvirsu, kas iet caur liniju

xr =Y,
{ yz3 + 3y = L

Ath. 2y® +29® = (2% — »%); 29° 4 32 — 52 = 0.
Ortogonadlo koordinatu sist€ma noteikt liniju ar $adam ipasi-
bam: Cetrstiiris, ko veido linijas kautkuya punkia 7 ordinata,
ordinatu ass, abscisu ass un tangente punkta 2, un trijstiris,
ko veido linijas normale punkid 7, abscisu ass un ordinata,
ir ar vienada lieluma laukumiem.

Ath. 3?2 — 22 = Cy.

1927. g./l.

Noteikt divu argiimentu =, » funkciju =z = f(x, »), lai
izteiksme

zdx — dy

Y —x

biitu pilnigs (totals) diferencials.

No dabiitiem bezgala daudziem atrisinajumiem izvele-
ties to funkciju 2, kas ar y = 0 piegem nozimi

1 + 2?
1 — 2
14-(x—y)?
Atb. (w4 e — =G+ Dol —39; 5=
Integrét diferencialvienadojumu
) 0z
(Pg ~+ qg)x — pz2=0 ( = i, g== 651)'

un noteikt integralvirsu, kas iet caur parabolu

{}’=0.

22 = 2x.

2
Atb. Pilnigais integrals az’=x24(y+4p)% 2* (?—4 ¥+ y):xﬂ.
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Integrét diferencialvienadojumu
a? d
21+ 035+ @+ 9% —y=(@+bx + 0,

ja ir zinams, ka atbilstoSam homogenam vienadojumam eksisté
atrisinajums forma ",

& xe fETLC PRI <x+2)x2ﬁ(x)

ja f(x) = (ax"‘ + bx + ).

1927. g /Il

Atrast tadu funkciju A(x, »), lai varétu kopigi pastavet S3adi
tris vienadojumi:

0%z 0%z

2
=0 — D) =2, (‘;7§ L T

Tada gadijuma aprékinat ari funkciju z = f(x, ¥).
A2 = G F, e Ax 4 By 4+ D+ % @),
Integrét diferencialvienadojumu

922 4+ 6x +2 (y,._a’y dy)

2= W = P de

Ab. y =L 4 e £ G

T dx’ y_dx g

_Integrét diferencialvienadojumu

24

L L
pP@+1)+(@—2qg=0 (P—,ﬁ' q._()y, a konstante).
Ath. 4[(z —a)a — a?) = (y + ax + §)?; z=a (sing. int).

1928. g./I.
Noteikt divu argimentu x, y funkciju z = /(x, ¥) ta, lai

1
e e
s L se
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biitu diferencialvienadojuma
dx + zdy = 0

integréjoSais faktors, No bezgala daudziem atrisindgjumiem z
izvéléties to, kas ar x = 1 top par

Sk
2y

-~

un interpretét geometriski dlferencialwenadoluma visparigo
atrisinajumu,

LS A
Atb. y¥ P4 =¢(x+y2); z—yﬂy’i, 24 524 Cy=0.

Integvrét diferencialvienadojumu

_x‘-—-x"‘—4x—6 (y,_d}’. ”——d‘zy)

=z 7 T d)

ja zinams, ka ta partikularam integralam ir forma

_ax"-}-bx—{-c

& s 2

‘ 22 — 1 z
Ath. vy = o~ + (G, + Cyx)e®.

1928. g./Il..
Noteikt funkciju z = A=z, ») ta, lai izteiksme

zdx + 2%y

biitu pilnigs (totals) diferencials. No tadam funkcijam z
izvéleties to, kas ar y = O top par |/x, un tad integrét dife-
rencialvienadojumu

sdx + 2%y = 0.

8
0

Ath, xy + gys s —g—-( y? 4+ x)?® = const.
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Kuram a, b, ¢ nozimém diferencialvienadojumam

VP + 2x9p + ay® + 2bx +¢c =0 ( = %)
eksist€ singularais integrals?
Ath. a = — 1; b = 0. Sing. integrals: 2?4 32 = c.

-

Integret diferencialvienadojumu

Yo Y s md ot 2
Ath. y = (C; + Coxr + GCyz?) ¢ — (22, + 6x + 13).

1929. g./I.
Diferencialvienadojuma
AL {24 xS yg—?r2 (f_dZ)
2 Y = a + bx + ¢ o=

integracija atrast: 1) divus partikularos integralus, kas nav

atkarigi no konstantém a, b, ¢, un ar Siem integraliem sastadit

visparigo integralu, apskatot gadijumus, kad 6 — 4ac > 0,

b* — 4ac =0, 6% — 4ac < 0, IlI) sakaru starp a, b, ¢

ta, lai visparigais integrals biitu racionala algebriska funkcija.
dx

ax® + bx + ¢

7 PR (o ,lncl:—ﬁ=2f
Lo i

(C — integracijas konstante).

1) Izteiksmei[;,‘,__‘l—‘l“ jabiit vesela skaitla kvadratam,

- Integrét diferencialvienadojumu sist€ému

dx dy %

dx

Ath, z = Cie—t + Cp¥, y = —3Ce™" + 4G
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1929, g./IL.
1. Integrét diferencialvienadojumu

R PR S it _0z 0z
@ =ty =26t D (=5 =7),

un noteikt integralvirsu, kas iet caur rinka liniju

{J’=1.

23 22 =1,
2 2 9 b gt ]
Ath, 22+ 4+ 22422 —2(z+ 1) lny = y9 e :
224+ 92 4 22— 2z 4 1) Iny — 2 == 0.

2. Integrét diferencialvienadojumu sistému

d.r Sosi
"{7— + x Yy =€,
dy i

T + x 2 =008 %
dz

gt + A=)

A, x=1 [+ ™! + (1 + G) cos 1 + (4 € sind)
y=}} [— 26! + (2 4 14 Gyt Cy)cost + (Cy— C, + )sind),

z=£ [— ¢ + Cie! + (t =14-C,) cost — (¢ 4 1 +C)sind].

1930. g /I.
1. Konstatét, ka diferencialvienadojumu sistéma
ou
J;: T H(,L’ + .y‘)»
ou
T wy + x2),
gl—: = uz + xy)
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ir saderiga, un aprékinat tadu atrisindjumu u(x, y, 2), kas
piepemtu nozimi 1, ja x =0, y =0, 2 = 0.

i ke i

Ath. lnu = zxyz 4 5

Kadam sakaram japastav starp diferencialvienadojuma

Y + pyl4qg=0

koeficientiem p = p(x), ¢ = ¢(x), ja eksisté divi §i viena-
dojuma partikularie integrali

1(x), 2(x) = xyy(2)?

Integrét doto vienadojumu gadijuma, kad

q = — a® = consl.
“Aw.  p + 2 —— — 49 = 0, p = 2atg (¢ — ax),
_Qjﬂ’__ (¢ — konstante).

~ cos (@ — ax)

1930. g /Il.

Virsas punkta A/ projekcijas uz x- un y-asi ir punkti 72 un @,
bet 4 un B ir punkia M vilktas tangentplaksnes krustoSanas
punkti ar tam paSam asim. Sastadit virsas vienadojumu, ja

pastav sakars

OP+OQ

un noteikt to virsu, kas iet caur liniju
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2. Integrét diferencialvienddojumu sistému

'+ 3+ 24 =0,
g — %—-{—- gi="0)
u"—l-%—f—z—}— 2u = 0,
un noteikt tadus atrisin@jumus y(x), #(x), #(x), kas top katrs 1,
jd x =0
Atb. 1
y == C2 + (76‘1 + Cs e lx) (’—21‘,

1

I | ] I .
s=5 G+ (T C= G+ 5 Cr)?,

3 1
#=—=C+ (T G+ 5 G- ";‘ Clx) g

1931. g./I.
1. Ka jaizvélas funkcija Z(x), lai diferencidlvienddojumam
: dy d%y
" ! pAR FLiaE R o
oy o o e 3 B (y o s —d_r-,)

biitu divi partikulari integrali y,, y, ar sakaru

Yy = 3",
: . y’
Piezimeé, Ir lietojama transformacija it u.
2
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Integrét diferencialvienadojumu
o _()_z R
» =214 (”“ox' ¢ 5})-

Ato., z = ax + ——y -+ B (pilnigais integrals).

1931. g./Il.
Reducét uz kvadraliiram integrala

Eal
fy" VT + "2 dx (y’ = Z—i. n — konstante)
:l'o "
ekstrémalu aprékinasanu.
Gadijuma, kad » = %, noteikt ekstrémaju saimes vienado-

jumu galigd forma un atrast to saimes liniju, kas iet caur
punktiem A0, 1) un B(1, 1).

2
o A L ¢ AR A YR Ve G ok (i‘ + b) :
V},zn — g2 a a
1. - VexV2
b = — Q;’ a = i -_4—'—.
1932. g./I.
Noteikt virsu, kas iet caur taisni
| .= a,
ly =2

ja 8is virsas ikkatra punkta M proje‘kcija uz zxy-plaksni,
koordinatu sakuma punkts un taisnes

2 =0)
e
krustojuma punkts ar tangentplaksni punkta A/ atrodas uz

kopigas taisnes.

Ath& 2= Z(_y_—_a)

5 oA
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-2, Noteikt diferencialvienadojuma

d* a2 d
4 xa+5dx{—4 %+ 4y = 1203 2x + 4
integralliniju, kas- pieskajas x-asij punktos (=, 0) un

(g i 0). un aprakstit tas geometrisko formu.
Ath, y=1 —{—% sin 2x + (C; + Cyx)e*® 4 Cycosx + C,sinx;

y:l-}—%sin?x-}- sin x + cos x

1932. g./Il.
1. Integrét diferencialvienadojumu

ny’xp — myxlq = 2(ny? — ma?)

(;5 — g/-i qg = %, n, n —koustantes). un atrast to integral-
virsu, kas iet caur ortogonalo hiperbolu, ja §i hiperbola
atrodas plaksn€ 2 = & un tas asimptotas rodas koordinatu
kaktu Dbisektorialam plaksném krustojoties ar plaksni z = 6.
Minetas hiperbolas realas pusass gajums ir a.

b(m + n) zy
V(ma®+ny?+na?)(ma+ny>-ma?).

Atb. z=xyQ(mx’+ny?); 2=
2. Atrast diferencialvienadojuma

FURER S D) e

funkciju ¢(x) ta, lai 3 vienddojuma diviem partikulariem
atrisin@jumiem y,, y, biitu sakars

Yy =20+ L
1
Tehon T
Ath, 9(x) =1+ g5 —-—-—-—7————1- = C |/x (visparigais
-5+
X

integrals).
19



274

PIELIKUMS

1933. g./I.

Noteikt plaksnes liniju, kam liekuma radija projekcija uz doto
plaksnes taisni biitu pastaviga lieluma a.

X
Atb. sin (% - a) = Pea (e, & — konstantes).
Integrét diferencialvienadojumu ‘

1, d}’ d2
" P Sl 4 a i
¥ + ¥ ‘6y v? 4 cos2x ( a"y d:L)

CiBycr_ Lo 1, T 6 i
Ath, y=Cie +Cye 6% ~18% ~708 52cos2x+5§sm?x.
1933. g./Il.
Noteikt diferencialvienadojuma
WL IO LI
ga dy 7

integralvirsu, kas iet caur liniju
{ . y,
2 = 8,

un §is virsas asimptoliskas linijas.
At a2 iiox 5= 0 Y =Gy

(

1934. g /I
Sastadit pirmas kartas vienadojumu ar parcialiem atvasindju-
miem, ja {a pilnigais integrals ar patvaligam konstantém a un 4 ir

P2 + a) = (s + O

Integrét sastadito diferencialvienadojumu,

Ath. pg = xy.

Noteikt plaksnes liniju, kam ikviena punkia vilkta tangente
un normale ar koordinatu asim veido Cetrstiri ar savstarpigi
perpendikularam diagonal€m.

Atb. Ripku linijas: 2?2 + »? + Cx = 0
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1934. g/Il.

Diferencialvienadojuma
; 0z 0
94 1+ Sxyg — bax (p =22 4= d—j)

integracija noteikt sekojoSo: a) atrast ta visparigo integralu,
b) atrast xyz-koordinatu sistéma integralvirsu S, kas iet caur
liniju
ot
{ 4y + 5 =0,

c) izteikt integralvirsas S punkta koordinatas x, y, z ar diviem
parametriem » un v, starp kupiem pastav sakari

w4+ v =z
: {M+M:L
Ath. a) z = yp(5x® — 2%), b) 4y = bx% — 25,
Grx=u409, y=ut + 5 s=utu

2. Noteikt ortogonalas {rajektorijas vliniju saimei, kas polaras

1.

koordinatas noteikta ar vienadojumu

r.="g%1a %P (C — parametrs, a — konstante).

Atb. #* (cos 2¢ 4+ C) 4+ a® = 0.

1935, g./I.
Liniju saimei
P —22 4+ dxy + Cx =0 (C — parametrs)
noteikt ortogonalds trajektorijas un konstru€t abu saimju linijas.
Ath. y® + 32% + 42 = C

2. Integrét diferenciélvienﬁdojumu

2yz%—ng—§+xy=0,

19¢
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un noteikt integralvirsu, kas iet caur rigka liniju
2
{ 2+ P =y
Atb. a) Visparigais inlegrals: 2? 4 2y° = o@(y? — 2?).
b) Integralvirsa: (x? + »? 4 2% — 3® + 22 = 0.

1936. g./I.
Integrét diferencialvienadojumu sist€mu
dy AT
ol 3y —z2=c¢
dz

o =S e e
7 + (1 a’y F:3 0,

un noteikt to integralliniju, kas iet caur koordinatu sakuma
punktu gadijuma, kad @ = 0. Atrast Sis integrallinijas
robeZstavokli, kad a —> 0.

Ath. 1) 1 1 G
y=€2z (‘;2 ch ax + ; sh ax — a_g),

s = (1 B %) O P

Qa
| 20
) Yy = % (.1:2 + 2x),
2
8 = — % i

Noteikt diferencidlvienddojuma : k
2 2

2P+ g2+ 4) — 16 = 0 (p=% ¢=%)

pilnigo integralu un to integralvirsu, kas iet caur rigka liniju
Fo=rly
‘ 42 4+ %) = 3.
2
At (ax+y+p)?= a—4+—l(4—z“) (@, p—patvaligas konstantes);

22

(V" + 2+ 13) = —z;vai 2+y=1-7
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. 1936. g /Il
Noteikt diferencialvienadojuma

> 2. (_9_2 _ 93
st prt gy +5,=0 p_dx.q_dy)

pilnigo integralu un to integralvirsu, kas iet caur taisni

{z=0,
¥y x.

Ath. (z+ aY)(ax + 9) =Pp; s=0 un y = x.

|

Noteikt integrala

le F e [ = %)
0

y — dx

ekstrémali, kas iet caur sakuma punktu un punktu (1, 1).
Ath, 2 4+ »® = 2=x.

1937. g./I.
Noteikt diferencialvienadojuma

() i
Iz A
pilnigo integralu, karakteristikas un to integralvirsu, kas iet

caur parabolu
roe= D=yt

Q 2
Ath, 2a* — 1)z = (@ +y + B% 2 = ("V% +3)
Atrast diferencialvienadojuma
d
2 —p +x+ 2 =0 (¢=2)

visparigo un singularo integralu. Grafika.

Ath, C22? 4 2C(x — ») + 2 = 0 (parabolas);
y? — 2xy — 2% = 0 (taisnes).
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1937. g./Il.
Noteikt parciala diferencidlvienadojuma

px - gy G g% M ‘23 (p :“5’ £l 3_;)

pilnigo integralu, singularo integralu un to integralvirsu, kas
iet caur liniju
e

z3 = 22

2
Atb. z:.‘c'z(a.ry —{—(—}.‘c‘-{-ﬁ); 2=0; z=22 unz=22(4x* - 4xy+1).
Noteikt parasta diferencialvienadojuma
(1 + y'3y" = 3y’ y"

integralliniju, kas iet caur punktiem (0, 0), (0, +1), (+1, 0)
Ath. 2* 4+ 2 — x - 9y =0,

1938. g./l.
Pieradit, ka divu parametru a un @ liniju saimei

22 4 9? +.622 = a, 22% + 6y 4 2% 4 4day =

eksisté virsas, kas krusto saimes linijas taisna legki, Atrast
So virsu galigas formas vienadojumu un noteikt to virsu,
kas iet caur punktu (1, 1, 1).

Ath., z(x + 29) = (2x — »)7; C = 3.
Atrast diferencialvienadojuma ’
206 — 1)y = (r=2)

visparigo un singularo integralu. Grafika.
Ath, 2Cy = (x + C)?; =0, y = 2x.
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