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PARASTIE DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI. 

I. Eksistences teorēmas. 

§ 1. Pirmās kārtas diferenciālvienādojums. 

1. Diferenciālvienādojuma 

(1) . y'=f{x,y) (y> = Щ 

atrisinājumu, kas apmierina sākuma nosacījumu 

(2) X = x0, у = y0 = y(xa), 

sauc par K o š i (Cauchy) i n t e g r ā l u . Ģeometr iskā interpretā­
cijā tas attēlo integrāllīniju, kas iet caur doto punktu (x0, yt). 
Šāda integrāla eksistenci pirmo reizi stingri pierādīja K o š i gadī­
jumā , kad f(x, y) ir a n a l i t i s k ā f u n k c i j a . Tad atkārtoti 
atvasinot (1) pēc x, dabū augstākās kārtas atvasinājumus 

У ~дх + дуУ' У - Ш + 1 дхдуУ + dy*y + d y y ' - " 

Var pakāpeniski aprēķināt atvasinājumu vērtības 

y[ =f (*o. Уо)> y"Q = Уо= У" (vo) 

un ar tām f o r m ā l i sastādīt T e i l o r a (Taylor) r indu 

у' у" 'у'" 
(3) у{х)=у0 + у\{* - Щ\+Щр-*^Н - ^ j ( * - * o ) 3 + . . . 

К о š ī ar savu metodi*) „Calcul des limitēs* diskutē r indas (3) 
konverģenci un konstatē, ka d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a m 
(I) a r a n a l i t i s k o f u n к с i j u / (.r, y) i r v i e n s v i e n ī g s 
K o š ī i n t e g r ā l s , k o a p r ē ķ i n a a r p a k ā p j u r i n d u (3) 
p i e t i e k o š i m a z ā m \x — x0\ v ē r t ī b ā m . 

*) Skat. piem., Goursat — „Cours d'Analyse*, t. II, 1pp. 3C4 un sekoj. 

2 



2 PARASTIE DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI 

ar kurām var pakāpeniski noteikt r indas (4) koeficientus a t > а 2 , a 8 , . : . 
Arī te ir lietojama Košī metode konverģences diskusijā. Ir sa­
pro tams , ka sal īdzinājumā ar Teilora rindu (3) koefiaenti ir š ā d i : 

у у у 

«i — ļ ļ. a 2 — 2 ! ' 3 — 3 ! ' ' ' " 

2. Eksistences teorēmas pierādījumam lietosim otru metodi, 
ko devis P i к ā r s (E. Picard). Tā ir t. s. pakāpen i sko tuvinā­
jumu m e t o d e {mcthode des approximations successives). Ar šo 
metodi pierāda Košī integrāla eksistenci, neprasot , lai dotā funk-

Funkcijas y(x) augstākās kārtas atvasinājumu y", y"', . . . 
aprēķināšanas vietā var direkti meklēt v ienādojuma (1) atrisinā­
jumu pakāpju r indas veidā 

C O 

(4) y(x) в = Л + S a„(x -x0)». 

Nezināmo koeficientu an noteikšanai sastāda atvasinājumu 
с о 

V' - S « o „ Ļv - . r 0 ) » - 1 

tl—t 

un ievieto vienādojumā (1), izteicot analitisko funkciju f(x, y) 
ar absolūti un vienmērīgi savirzāmu rindu 

oo oo 
(5) f{x, y) = 2 2 amn{x - x0)>» (у - Уо)" 

n—Q m=0 

definīcijas taisnstūrī 

к — *ol < «. \y — У<\ <: b. 

Pēc koeficientu sal īdzināšanas dabū formulas 

Oļ — a00, 
/с\ 2 a 2 = aļ0 -f- Й 0 1 « ļ , 

I 3 a 3 = я 2 0 - f я 1 1 о 1 + ama) + я 0 1 а 2 , 
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i . 

•cija jĻv, у) būtu aaalitiskā, bet gan ar šādām plašākām h i p o ­
t e z ē m. 

1) fix< У) и - nepārtraukta un vienvērtīga funkcija def in īc i ju 
ta isns tūr ī 

(7) \x — x,\ < a, \y — y0\ < b, 

xesp . 

x0 — a<lx < x0 -ļ- a, y0 — b < ^ < jv 0 - f 

2) Relatīvi pret jy funkcija /"{>, .у) ^apmierina t. s. L i p ­
ts i с а {Lipschits) n o s a c ī j u m u 

(8) 1 /{x, J ) - A * , jy) I 
Ikur {x, y) un (.r, j)') ir divi funkcijas }{x, у) definīcijas taisnstūra 
\7) punkt i ar kopīgu abscisu un А > 0 ir t. s. L i p š i c a 
( k o n s t a n t e . Lipšica nosacījums rāda, ka funkcijas / \ x % y) dife­
renču kvocients 

f(x, у 4 - &У) — fix, у) .. - ч   Ьу (ly = у — у) 

at t iec ībā pret у ir galīgs, un tā absolūtās v3rtibas augšējā robeža 
•definīcijas taisnstūrī (7) ir A. 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad funkcijai j (x, y) eks is tē 

nepār t rauk ts parciālais atvasinājums Lipšica nosacī jums i r 

ievērots , jo tad pēc diferenciālrēķinu teorēmas par vidējo vērt ību 
iz te ic 

/ ( * 'у) - A-r, у) — (у у) ( - _ y ) ( 0 < « < 1). 

Lipšica konstante šinī gadījumā ir 

A > U Oy 
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3 Eksistences teorēma. J a j{x, y) i r n e p ā r t r a u k t a 
u n v i e n v ē r t ī g a f u n k c i j a a r t ā s a b s o l ū t ā s v ē r ­
t ī b a s a u g š ē j o r o b e ž u 

M > I f{x, y) I 

d e f i n ī c i j a s t a i s n s t ū r i (7) u n a p m i e r i n a L i p s i c a 
{LipschUz) n o s a c ī j u m u (8), t a d d i f e r e n c i ā l v i e n ā -
d о j u m a m 

(1) f = /(x,y) 

e k s i s t ē i n t e r v a l l ā 

(9) x 0 — а < X < . r 0 - f 0 ļ a = min.ļa, 

v i s m a z v i e n s a t r i s i n ā j u m s у = у (x), k a s i r n e -
p ā r t r a u k t a f u n k c i j a k o p ā a r s a v u a t v a s i n ā j u m u ) 
š a j ā i n t e r v a l l ā u n k a s p i e ņ e m d o t o v ē r t ī b u 

Уа — У (*o)> k a d X = xQ. 
Citiem vārdiem, ar minēiiem nosacījumiem diferenciālvie­

n ā d o j u m a m (1) ir vismaz viens K o š i (Cauc'iy) integrāls e k s i ­

s t e n c e s i n t e r v a l l ā (9), kur « apzīmē mazāko no ska i t ļ i em 

я u n — (zīm. 1). 

Zīm. 1. 
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P i e r ā d ī j u m s . Diferenciālvienādojuma (1) К о š ī p r o ­
b l ē m a (t. i. K o š ī integrāla noteikšana) ir ekvivalenta ar i n ­
t e g r ā l v i e n ā d o j u m a 

X 

(10) y(x) = y0 + jf{x,y{x))dx 

atr is ināšanu. Tiešām, no vienādojuma (1), kopā ar s ā k u m a 
nosac ī jumu (2), ar integrāciju sastāda vienādojumu (10) ; otrādi , 
a r atvasināšanu pēc x no (10) rodas vienādojums (1), un der 
•sākuma nosacījums у (.r 0) = y0. 

Pēc P i k ā r a m e t o d e s y0 izvēlas par atrisinājuma tuvi­
nā jumu . Ieliekot у = y0 vienādojuma (10) labajā pusē, sas tāda 
s e k o j o š o tuvinājumu 

X 

J ' i W = Уо + / / ( * . УО)(1Х. 

5 ā d u procesu atkārto ar sastādīto funkciju y\ (x). Rodas jauns 
tuv inā jums 

Уч. W = Уо + //(*. Ух (*)) dx. 
*o 

Vispār īg i ar minēto i t e r ā c i j a s p r o c e s u sastāda funkcijas 
p ē c rekurrences formulas 

(11) y„{x) = yQ -\- )f(x,Уи_л (x))dx ( »=1 ,2 ,3 , . . . ) -

Konstatēsim sastādītām funkcijām yv yv . . ., y m , . . . 
š ā d a s īpaš ības , apskatot eksistences intervalla (9) labo pusi , t. i. 
kad x0 ^ X ^ x0 - ļ - « . 

I. K a t r a s t u n к С i j a s y№ \\x) v ē r t ī b a i r y0, k a d 
X = x0, t. i. k a t r a l ī n i j a у = y„(x) i e t c a u r d o t o 
p u n k t u (x0, yQ). 

Tiešām, formula (11) rāda, ka yH{x0) = y0. 
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II. J a a r g u m e n t s x m a i n ā s e k s i s t e n c e s 
i n t e r v a l l a l a b a j ā p u s ē л:0 л: дг0 - ļ- a, t a d k a t r a 
l ī n i j a yn{x) a t r o d a s t a i s n s t ū r ī 

xo < x < xo + «» Уо — b < у < jy0 + b 

u n k r u s t o t ā m a l u x = x0 + а. 

Ir jākonsta tē , ka 

I Л (*) — Уо I < 
Diferences 

У,М) — Уо = //"(*! rf'r 

abso lū to nozīmi novērtē ar 

X 

I УпЫ — Уо I < J I / ( -г ' . I dx < ДГ (-г - *o>» 
*o 

T ā kā дг — x0 а un аМ 6, tad t iešām ir 

\Уп - Уо\ < b-

III, F u n k c i j u v i r k n e i 

jvo. JiW. лМ. • • •. • • • 
e k s i s t ē n e p ā r t r a u k t a г о b e ž f u n к с i j a 

<р(дт) = lim yn (.г-). 

w->co 

Sas tādām palīga funkciju 

Щ = JVo» «i(•*) = Ух (-r) — Уо un W = JKM (*) — O). • • -
r indu 

(12) щ + их{х) + . . . + M*) + • • 
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f{x, yQ) dx 

novērtē ar formulu 

I щ I <J M (x — x0) <J Ma. 

Sekojošo locekļu, piem., 

X 

Щ = У2 — Ух = fif(x< Ух) — А * . Уо)] d x 

novērtēšanai izlieto Lipšica nosacījumu (8). Ar Lipšica konstanti 
A izteic 

I f(*t Ух) - f(x> Уо) I < Л ļ yx — y0 |, 

un tā tad 

I «a I < A ļ ļ \ u l \ dx < AM& - 2

x ° ) a ^AM^. • 

Vispārīgās formulas 

(13) I u„(x) I < Л " - 1 М(—-р^г<Ап-уМ^т 

pierādījumam lieto matemātiskās indukcijas slēdzienu. 

kuras pirmo n -\- 1 locekļu summa ir 

Sn (x) = u0 + u^x) + . . . + «„ (x) = y„ (x). 

Lai pierādītu šīs r indas vienmērīgo konverģenci un robežfunkci-
jas eksistenci, izlieto vispārīgo V e i e r š t r ā s a (IVeierstrass) 
k r i t ē r i j u : ja dotai nepārtraukto funkciju rindai eksistē sa-
virzāma skaitlisku majorantu rinda, tad dotā funkciju rinda savir­
zās absolūti un vienmērīgi, un tā definē nepārtrauktu funkciju. 

Rindas (12) locekli 

X 
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(if + 1)! ^ ( « + 1 ) Г 

kas atbilst (13), ja « vietā ņem n -ļ- 1. 

Rindai (12) ir skaitlisks majorants 

о 2 , а " Л/ 0 0 Л " a" 
| И о | 4 - Л / а + Л / Л 2 1 + . . . 4 М 4 Я ~ V + - = , " o l + Z 

kas savirzās, jo rinda (e — naturālā logaritma bāze) 

~ А" a» Aa , 1 .— = e — 1 
-

savirzās visām gal īgām A un a nozīmēm Minētais Veierštrāsa 
kritērijs rāda, ka funkciju rinda (12) savirzās absolūti un vien­
mērīgi. Tādēļ eksistē robežfunkcija 

lim S„ (x) — 1im y„ (x) = y{x) 
«>oo «->x> 

kā nepārtraukta funkcija intervallā x0 x <^ x0 -f- a. 

Tiešām, ar rekurrences formulu (11) izteic locekli 

», ; - f1 = — Уп = J [ / > > Уп) — f(*> y « - l ) ] d.V, 

ko novērtē ar formulu 

X 

I m „ + i | < A f I u n I dx, 

izlietojot Lipšica nosacījumu 

I /(•*-. У,,) — /С* . Уп-л) \ < A \ y n — y n . л I < А I un ļ. 

Ja atrastā novērtējuma formulā ievēro p ieņemto sakaru (13), tad 
dabū formulu 
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IV. S a s t ā d ī t ā " r o b e ž f u n k c i j a y(x) a p m i e r i n a 
d o t o d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u (1) u n s ā k u m a 
n o s a c ī j u m u , t. i. t ā i r K o š i (Cauchy) i n t e g r ā l s . 

Ievērojot funkcijas JĻv, y) nepārtrauktību, no rekurrences 
formulas 

X 

y#(*) = Уо + )f(x, dx 
x0 

robežgadi jumā, kad n —>• <», dabū sakaru 

X 

?(*) = Уо + J / ( * i <?(*)) 

k a s norāda uz funkcijas <f(.r) minētām īpaš ībām: 

y(x0)=y0< ! / ( > , ср(л-)). 

T ā tad diferenciālvienādojuma 

(1) y = / ( x , y ) ( ^ ' = ž ) 

vismaz viena К о š ī integrāla eksistence ir pierādīta. 

4. Unitātes t eo rēma . A r e k s i s t e n c e s t e o r ē m ā 
m i n ē t i e m n o s a c ī j u m i e m d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u ­
m a m (1) i r v i e n s v i e n ī g s a t r i s i n ā j u m s , k a s n o ­
z ī m e i X = x0 p i e ņ e m d o t o v ē r t ī b u у = y0, resp. 
v i e n s v i e n ī g s K o š ī (Caucfiy) i n t e g r ā l s . 

P i e r ā d ī j u m s . Pieņemsim pretējo, ka у = ф (x) ir cits 
Koši integrāls, t. i. 

jeb 

ФО) = >'o + 
9»в 

X 
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Vajadzības gadī jumā izvēloties jaunu konstant i a [(mazāku 
par iepriekšējo) , vienmēr var panākt to , ka x noz īmēm inter-
vallā x0 ^ X <J x0 + a arī ф(лг) pilnīgi ietilpst eks is tences 
ta isnstūra labajā p u s ē : 

xo < x < xo + "> Уо — b < У < Уо + 

Tad diferenci 

ФМ — JVO = Ф) 

novēr tē ar 

I Ш - Уо I < М{х - .г 0 ) < Ма < А , 

be t diferenci 
as 

• W / L Ä Ф) - Я * . *fcU)]<** 

a r ' Lipšica nosacī jumu 

I / ( * , ф) - /(X, y„_i) | < А I ф - |. 

J a formulā 
X 

I Ф И - Уп Й I < 4 / | ФО) - I 

izvēlas п = 1, tad dabū 

л-

I ФИ - yx(x) \ < ä J \ Щ - y0 I dx < (.r - x0). 
x0 

Ja izvēlas n — 2 un nevienl īdzības labajā pusē ievēro iepr iekš 
a t ras to sakaru, tad rodas 

i 'im - УФ-) i < АЧ ( X ~ *°)A. 
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Atkārtojot šadu pakāpenisku ievietošanu un izlietojot p i ln īgās 
indukcijas slēdzienu, var atrast vispārīgu formulu 

(14) I Ф И - y „ (x) I < A" b{x ~ * ° ) W < b {-^f. 

Šīs nevienlīdzības labā puse robežgadī jumā, kad n —>• <x>, ir nulle. . 
Tādēļ jābūt 

<Ļ(x) = 1im y„(x) = ср(дг), 

kas runā pretī p i eņēmumam. Tā tad ir viens vienīgs Košb 
integrāls . 

5. P i e z ī m e . 1) Dabūtā nevienlīdzība 

I <p(x)-yn(x) I < $Ш£ 

norāda uz kļūdas robežu, ja īstā atrisinājuma ^(.r) vietā ņem. 
tuvinājumu y„(x), aprēķinātu ar formulu (11). 

2) Eksis tences un unitātes teorēmas pierādī jums e k s i s t e n ­
ces intervalla kreisajai daļai , t. i. kad x0 — а x ^ x0, iv 
analogs iepriekšējam pierādījumam. 

Zīm. 2. 

3) Ja funkcijas f(x, y) definīcijas apgabals 5 ir l aukums: 
(zīm. 2) ar slēgtu konveksu kontūru, tad meklējamā Košī integrāla, 
eksistenci visā apgaba lā var konstatēt ar t. s. a n a l i t i s k o » 
t u r p i n ā j u m u , 
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Ja punktam M0(x0, у0) piederīgais eksistences taisnstūris ir 
T0 un tur uz integrāllīnijas izvēlas citu punktu M0(x0, y0), tad 
a r P i k ā r a metodi var noteikt pēdējam punktam pieder īgo 
eks is tences taisnstūri T0, kas vispārīgi neaizņem 7"0. Integral-
līniju ir iespējams „turpinat" taisnstūrī T0 un tamlīdzīgā kārtā 
ci tos sekojošos taisnstūros (T0 u. c ) . 

§ 2. Normāla diferenciālvienādojumu sistēma. 

1. Simultānu diferenciālvienādojumu sistēmu sauc par 
n o r m ā l u , ja sistēmai ir tādā pat skaitā neatkarīgu vienādojumu, 
c ik nezināmu funkciju, un šo funkciju atvasinājumi ir izteikti 
a tklātā formā atkarībā no pārējiem mainīgiem. Ja nez ināmās 
funkcijas у = y{x), z = s(x\ ,' . ., и = u{x) ir skaitā n, tad 
no rmā lā s sistēmas vispārīgais veids ir 

- j j j = /1 (•*• У, z "). 

(1) Б , U ) ' 

du , . . 
= Л ( * 1 Л * и) 

a r dotām funkcijām / г , / а /"„. Par s i s t ē m a s a t r i s i n ā ­
j u m u jeb i n t e g r ā l u sauc tādu n funkciju kopu y(x), z{x),...,u(x)> 
kas, ievietotas s is tēmas katrā vienādojumā, identiski to apmier ina . 
S is tēmas К o s ī (Cauchy) i n t e g r ā l s ir atrisinājums, kas p ieņem 
a r g u m e n t a nozīmei x = x0 dotās funkciju vērtības y0 = y(x0), 
z0 = z(x)Q, . . u0 = u(x0). Koši integrāla noteikšana ir t. s. 
K o š ī p r o b l ē m a jeb s ā k u m a v ē r t ī b u p r o b l ē m a . 

Ja sākuma vērtības y0, z0 « 0 uzskata par patvaļ īgām, 
tad Košī integrāls dod sistēmas vispārīgo integrālu. Tā tad no 
Košī integrāla eksistences sec ināms, ka s is tēmas (1) vispārīgais 
integrāls satur n patvaļīgas konstantes . 

Normālās sistēmas (1) K o š ī integrāla eksistenci var pierā­
dīt, vispārinot vai nu K o š ī m e t o d i nCalcitl des limitēs" ana-
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litisko funkciju f\, / 2 , . . ., / „ gadījumā, vai Pikāra pakāpen i sko 
tuvinājumu metodi, kad der šādas h i p o t ē z e s . 

1 fv /2 tn i r " + 1 mainīgo x, y, z и 
nepārtrauktas un vienvērtīgas funkcijas definīcijas apgabalā 

(2) | . г - л г 0 | < а , \y—yQ\<Jb, | з - я 0 | < 6 , . . ,, \ u—w„|<6. 

2. Ar kaut kādām divām mainīgo kopām x, y, z, . . ., и 
un X, y, z, . . ., и definīcijas apgabalā (2) der relatīvi pret 
y, z и t. s. v i s p ā r i n ā t i e L i p š i c a [Lipschitz)-
n o s a c ī j u m i 

(3) \/k(x,y,~,.:^)-fk(x,y, г . . . . , и ) | < Л ( | У - у \ - \ Ģ-z\+. .+|«-«!) 

(k = 1, 2, 3, . . ., „ ) . 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad funkcijām eksistē parciālie 
atvasinājumi 

Ну' ~dž ^ 7 ( * = ь а ») . . . 

nosacījumi (3) ir izpildīti ar L i p š i c a k o n s t a n t i Л, kas ir 
šo atvasinājumu absolūto vērtību augšējā robeža definīcijas 
apgaba lā (2). 

2 . Eks i s t ences un uni tā tes t eo rēma . Ja fļt /2. • • •. j n 

i r d 0 t ā s п e p ā r t r a u k t a s u n v i e n v ē r t ī g a s f u n k c i ­
j a s a r t o a b s o l ū t o v ē r t ī b u a u g š ē j о r 0 b e ž u 

M > I Jk(x, у, z, . . ., и) I (k = 1, 2, . . ., »>' 

d e f i n ī c i j a s a p g a b a l ā (2) u n a p m i e r i n a v i s p ā ­
r i n ā t o s L i p š i c a (IJpschits) n o s a c ī j u m u s (3), t a d> 
n o r m ā l a i d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u s i s t ē m a i 
(1) i n t e r v a l l ā 

(4) x0 — а < X < x0 + a ļ« = min (л, - Ļ J Ļ 

e k s i s t ē v i e n s u n t i k a i v i e n s - K o š ī . {Cauchy)< 
i n t e g r ā l s . 
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P i e r ā d ī j u m s , Sistēmas ( l ) K o š i p roblēmu reducē uz 
in tegrā lv ienādojumu sis tēmas 

X 

У И = Уо + /У{Л s{.v) и(х)) dx, 

X 

(5) s( .r) = s 0 + \f%{x,y\x)tz{x) u(x))dx, 
a'o 

a? 

= % - f J / я U ' i >'(*)» 

atr is ināšanu, lai ērti lietotu P i k ā r a {Picard) p a k ā p e n i s k o 
t u v i n ā j u m u m e t o d i . Par Koši integrāla tuvinājumiem 

jizvēlas y0, z0, . . ., u0 un iterācijas procesā sastāda šādas funkcijas 
(m = 1, 2, 3, . . .) : 

X 

fm(x) = Уо + jAfal'm-l 

X 

v(6) % (*) = -o 4 " / / a f a А я - 1 И . % - 1 (-г')>-> " / « - 1 0 ) V * . 

,T 

и / ; Л - г ' ) = "о + J y « ( r . Л и — S ; „ _ i ( . v ) , . . , ? / / ; , _ i (Л"))^Л-. 

Щ 
Funkcijām (6) ir šādas ipašibas, kas vispārina 1. §-fā konstatē­

tās īpašības, un tās var ģeoometr iski k te rpre tē t , lietojot vairāk 
dimensiju telpas jēdzienu. Vienkāršības labad turpmāka diskusijā 
apskatīsim eksistences inlervalla (4) labo pusi , t. i. kad л' 0 <^<Гл- 0 - | -« 
•(aprēķini un rezultāti kreisajai pusei ir analogi) . 

I. K a t r a f u n k c i j a (6) a p m i e r i n a s ā k u m a 
n o s a c ī j u m u s : 

J W ( # ö ) = Уо< г„Ахо) "m(xo) = «о (*» = 1 . 2 , 3, . .). 
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II. E k s i s t ē ii c c s i n t e r v ā l i ä (4) k a t r a i f u n k c i ­
j a i d e r s a k a r i : 

\Ут(х)-УоКЬ, M , „ ( * ) - S c | < ^ - • • , K»C*)—«oK* (»»=1,2,3,...). 

P iemēram, diferenci 

X 

Ут —Уо= ffi(x, Ут-л, , . . ., ) dx 

novērtē ar 
a;0 

\Ут-Уо\<М /«** < Ma < b, 

ievērojot, ka 
I A I ^ M, X — x 0 ^ o. 

Ci tas diferences novērtē tādā pat veidā. 

III. F u n k c i j u v i r k n ē m 

(7) ; 

Уо, У Л*) У mix), . . . 
«oi « i ( 4 • • i sm(x), . . . 

«0> ul(x), • • .1 » f f l ( 4 • • • 

e k s i s t ē n e p ā r t r a u k t a s r o b e ž f u n k c i j a s : 

¥(x) = lim ym{x), Z{x) = 1im zm{x),. . ., U(x)= Iim и, и(.гг). 
in —>-co l«—>-oo »* —>.ao 

Sastāda palīga funkciju rindas 

(8) 

J V 0 + S ( j ' w - J ' m - l ) . 
ш = 1 

го + 2 («/и —«ж—1 )• 
/ н = 1 

7« = 1 
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kurām pi rmo m + 1 locekļu s u m m a s ir yw(x), z,„{x),..., um{x). 
Šo rindu skaitl isko majorantu noteikšanai to locekļus novēr tē 
šādā veidā. Locekļus 

X 

Уг—Уо= jji{x,y0> u0)dx, 

X 

"i — "o = f fn (x> ->'o> *oi • • •• w o) 

novērtē ar formulām 

I Л — л 1 < ж Й — *o) ' < Ж а > 
I*! - г 0 | < Ж ( . г — .г 0 ) < Ж о , 

I«! — Ж (д; — лг0) < Ма, 

ievērojot, ka 

I Л I < м {k = 1, 2,. . ., и). 

Ar iepriekšējām formulām un Lipšica nosacī jumiem (3) dabū novēr ­
tē jumu sekojošiem locekļiem. P iemēram, locekļa 

X 

У i ~ Ух = j Ui С*» Уь ev • • •> "i) — Ux> № zo,. • •. « o ) l d x 

absolūtā vērtība ir 
X 

1 Л —Ух \ < A f Уо\ + \ * 1 — -о I + • • • + I " i — » o l ] ^ 

jeb 
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Tamlīdzīgi atrod, ka 

I « a - u A ^ n A M < n A MaĻ 

Ar pilnīgās indukcijas slēdzienu stingri pierāda vispārīgās formulas 
(m = I, 2, 3 . . . ) : 

\Уш~ут^\<(^Г-'м{-^^)- < («ir»- 1 З А 
w i ш I 

i v v \m ,,m 

( 9 ) Ьщ - 4 , - 1 К -ff. < И Г ' 

Ievērojot šīs formulas un apzīmējot ar К > 0 augšējo 
robežu rindu (8) pirmo locekļu absolūtām vērtībām |jy0|, | 5 0 | , . . .,|w 0l, 
sastāda šo r indu kopīgo skaitlisko majorantu 

K+Ma±nAM%+..M"A)m~^M—K+—A « 
' 2 v ' w I , W _ 1 m ! 

kas savirzās, jo r inda 

2 Щ^- -- * и а Л - 1 (* - "a t . log. baze) 
ш = 1 m ! 

savirzās visām galīgām n, a un A nozīmēm. V e i e r š t r ā s a 
(§ 1) k r i t ē r i j s rāda, ka funkciju r indas (8) savirzās absolūti 
un vienmērīgi , un tās definē robežgadījumā nepārtrauktas funkcijas 

Y{x) =. 1im ym{x), Z ( . r ) = 1im zm(x),..., U{x) — 1im um(x). 
m—>.qo ftl—>-oo tn—• to 

IV. S a s t ā d ī t ā s r o b e ž f u n k c i j a s Y(x), Z(x),...,U(x) 
i r d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u s i s t ē m a s (1) K o š i 
{Cauchy) i n t e g r ā l s . 
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\UX — uQ\ < M (x — x0) < Ma < b. 

Tiešām, ievērojot funkciju Д , y 2 , . . ., j n nepārtrauktību, n o 

rekurrences formulām (6) robežgadījumā, kad m —> oo, dabū 
sakarus 

X 

( 1 0 ) Д*0 = го + jUx< T, Z, .. , ,11) dx, 

X 

FLFIR) = u0+ ff„(x, Y, Z, . . ., U) dx, 

no kuriem viegli atrast, ka Y\x), Z(x), . . ., L7(x) ir sistēmas (1) 
Košī integrāls. 

V. A t r a s t a i s K o š ī i n t e g r ā l s Y(x), Z(x),.. ,,U(x) 
a r t e o r ē m ā m i n ē t i e m n o s a c ī j u m i e m i r v i e n s 
v i e n ī g s s i s t ē m a s (1) a t r i s i n ā j u m s . 

Pierādījums ir analogs 1. §-fā apskatītajam. Pieņemsim 
pretējo, ka ir vēl cits Koši integrāls Yx(x), Zx(x\..., U^x) ar 
tādiem pat sākuma nosac ī jumiem: 

Yi(*o) — Уо, zi(*o) — % • • •• # i ( * o ) = uo-

Tad funkcijas Y^x), Zx{x), . . ., br{x) der sakariem (10), kur 
Y, Z, . . ., U apmainīt i ar Yv Zv . . ., Uv No tiem sastā­
dītās diferences 

Yļ — y0, Zļ — gl, , , ., Uļ u0 

novērtē ar 

\Zj_-zJl < Ж ( . г - . г 0 ) < Ma^b, 

file:///Zj_-zJl
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Ja ievēro rekurrences formulas (6) un Lipšica nosacījumus (3), 
tad diferencēm Y\ — y m , Zx — z m , . . ., Ut — um dabū tādu 
novērtējumu, ka to absolūtā vērtība nav lielāka par 

X 

Л f №-ym_,i T I Z , - zm_y I + . ; . + \UX- «„,_, 

JRekurrences un pilnīgās indukcijas ceļā rodas formulas 

' i вд -ym (,)к ь (плу { x - - ~ ^ < ь te*^, 

( I I) | Z L ( . R ) - ^ ( - ) l < * I ^ ) " ' ( ^ T Ļ ^ < * ( - " - ^ , 

ГА kā šo nevienlīdzību pēdējie locekļi neaprobežoti tuvojas nullei, 
cad m -> ©o, tad robežgadijumā ir 

Г , ( л г ) = lim j>'H<(.r). Z j ( ^ ) = lim г ш ( . г ) Щх) = lim / / , „ ( » . 
— H l — > - o o in—• » 

Га tad rodas p re t runa : 

i\{x) = i\x\ z,(.R) = z{x),.. , щх) = АД, 

cas norāda uz unitātes teorēmas pareizību. 
Normālas diferenciālvienādojumu sistēmas atrisinājumam var 

ittiecināt analogas piezīmes 1.—3. kā 1. § fā darīts ar vienu 
liferenciāl vienādojumu. 

3 . Ja diferenciālvienādojumu sistēma ir lineāra 

d-ģ. = 9n(*)y + ¥ia(*) • + ••• + W - ŗ ) u + Vii*)* 

< 12) -ģg = <Pai (*) > + ? 2 2 ( - r ) г + • • • + <Р2»И " + <P«(-*)t 

ļ v = ? » 1 (-*) JC + <Р*гО) » + + W * ) « + (*) 
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о = min. [a, 

tad l i n e ā r a s s i s t ē m a s (12) g a d ī j u m a а = a, t. L 
K o š ī i n t e g r ā l a e k s i s t e n c e s i n t e r v a l l s 

. r 0 — а <^ .г <^ x0 + а 

s a k r ī t a r d e f i n ī c i j a s i n t e r v a l l u (.13). 

Uzdevumi I. 

1. Lietojot Košī metodi ar pakāpju rindu, noteikt diferenciāl­
v ienādojuma 

у' = 2x + у (y> = g ) 
to integrāllīniju, kas iet caur sākuma punktu. 

Atb у = 2(ex — X - 1). 

2 . Ar pakāpenisko tuvinājumu metodi noteikt vienādojuma) 

% = 
integrāllīniju, kas iet caur punktu (0,1). 

Atb. у = ex2. 

3. Ar pakāpenisko tuvinājumu metodi atrisināt šādus v i enādo jumus ; 

1) kvadrātvienādojumu 

ax2 -\- bx + с = 0, 

ja I л I mazs skaitlis un b ф 0 ; 

2) Keplera vienādojumu 

X — e s'n X = a, 

ja 0 •< č <C 1 un a — const. 

ar dotām nepārtrauktām funkcijām 

fiki*)* ?fW У\ k = 1. 2. 3 , . . . , я ) 

intervallā 

(13) x0 — a X s^l x0 -\- a, 

tad b —>• с о , un ir ievēroti arī Lipšica nosacījumi (3). Tā k ā 



11. Vispārīgie п. kārtas diferenciālvienādojumi. 

•'§ 3. Eksistences un unitates teorēma. Integrālu veidi. 

1. Vispārīgās formas diferenciālvienādojums 

(1) Ф(-г,^(л-) y'(x), y"(x), . . ., /»\x)) = 0 

sais ta argumentu x, nezināmo funkciju у = y(x) un tās atva­
s inā jumus 

y> = d-y у" * " О , - - ^ 
* dv' У dxv •' y dxn ' 

J a var izteikt по (1) a t k l ā t ā f o r m ā augstākās («.) kārtas 
atvasinājumu 

(2) yW(x) = f(x, y(x), y'(x) /"-'\x)), 

tad ar jaunu funkciju 

y'Ļv) = z, y"{x) = t y("-2) (x)=v, У " - 1 ) ( . г ) шш U 

ievešanu diferenciālvienādojumu (2) var reducēt uz ekvivalentu 
n o r m ā l u diferenciālu sistēmu 

(3) 

y'(x) = z, 

*'{х) = t, 

v'(x) = u, 
u'Ļv) = fĻv, y, z, t, . . ., V, u), 

!kas satur n nezināmās funkcijas y(x), z(x), t{x),.. , v(x), u(x). 
Pēc vispārīgās eksistences un unitātes teorēmas (2. §) secina, 

ika sistēmai (3) ar teorēmā minētiem nosacījumiem eksistē viens 
vienīgs Košī integrāls, t. i. atrisinājums, kas nozīmei x = x0 

ipieņem dotās vērtības 

Уо=У(ж«Ъ *b = 4*o)» ''o = /(-V'o) v0 = v(x0), ii0 = u{x0). 

Ievērojot ievesto funkciju apzīmējumus, dabū n. k ā r t a s d i f e ­
r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a (2) K o š i i n t e g r ā l u kā šī vienā-
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уМ = уЩх\ Cv С\ Сп)) 

dojuma atrisinājumu, kas apmierina t. s. s ā k u m a n o s a c ī ­

j u m u s : 

(4) y0=y(x0), yļ = y'(x0), у'^уЦхХ-.У^-^У^-'Чхо* 

Košī integrāla noteikšana ir diferenciālvienādojuma K o š i p r o ­
b l ē m a jeb s ā k u m a v ē r t ī b u p r o b l ē m a . 

Kā vispārīgās teorēmas (2. §) speciāls veids ir eksistences 
un unitātes teorēma n . kārtas diferenciālvienādojumam: j a v i e ­
n ā d o j u m ā (2) f u n k c i j a J a t t i e c ī b ā p r e t m a i n ī g i e m ^ 
x, y, z = y',. . ., и = yt«—•') a p m i e r i n a v i s p ā r ī g a j ā -
t e o r ē m ā (2. §) m i n ē t o s n o s a c ī j u m u s , t a d v i e n ā d o ­
j u m a m (2) e k s i s t ē v i e n s v i e n ī g s K o š ī i n t e g r ā l s (4> 

Tā tad ar šiem nosacījumiem vienādojuma (2) Koši problē­
mai ir viens vienigs atrisinājums. 

2. Ja n sākuma vērtības (4) uzskata par patvaļīgām, tad; 
Košī integrāls dod n. kārtas diferenciālvienādojuma (2) v i s p ā ­
r ī g o i n t e g r ā l u , kas satur и patvaļīgas konstantes (p-arametrus> 
Cv C 2 CH . Ša konstantu skaits ir vienāds ar diferenciāl­
vienādojuma kārtu. Ja eksistences teorēmā minētie nosac ī jumi 
nav ievēroti, tad diferenciālvienādojumam (2) var būt s i n g u -
l ā r i e i n t e g r ā l i , kas neietilpst vispārīgajā integrālā un v a r 
saturēt arī patvaļīgas konstantes, bet mazākā skaitā nekā v i s p ā ­
rīgais integrāls. 

Diferenciālvienādojuma (2) vispārīgais integrāls 

у == f O j Cj , C a , . . C„ ) , 

ievietots vienādojumā, identiski (pret x) to apmierina ar fcautr 
kādām n konstantu Cv C 2 Cn nozīmēm. Tas nozīmē, kaa 

ar atvasināšanu pēc x sastādītās funkcijas (kopā ar jy): 

у — ŗ(x; Cj, r 2 , . . , c„y, 

y' = y'(x; Cu Cv . . ., Cn\, 
y" = ^(x; Cv C 2 t . . . Г„), 
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ir tādas, ka der identisks sakars 

(6) Щх; Cv Q , , . „ g = Дх, <p, у', c p " , . . . , <p(«-D). 

Konstatēsim, ka k a t r s v i e n ā d o j u m a (2) i n t e g r ā l s 
у — ņ(x; Cv Q,..., C„), ja t a s s a l u r n n e a t k a r ī g a s 
p a t v a ļ ī g a s k o n s t a n t e s Cv C2,..., Cni i r d i f e r e n ­
c i ā l v i e n ā d o j u m a v i s p ā r ī g a i s i n t e g r ā l s u n š o 
k o n s t a n t u i z s l ē g š a n a s r e z u l t ā t ā n o s i s t ē m a s 
(5) r o d a s d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s (2). 

Nosacījumu par n e a t k a r ī g ā m konstantēm (parametriem) 
izteic tā, ka no sistēmas (5) pirmajiem n vienādojumiem nav iespē­
jams izslēgt visas n konstantes Cu C2, . . ., C„, resp. sastādīt 
zemāku par n. kārtas diferenciālvienādojumu. Bet gan no minē­
tiem sis tēmas (5) vienādojumiem var izslēgt konstantes skaitā 
n — 1, resp. atrisināt pēc konstantēm Cļt C2,..,,Cn: 

С1 = 9Лх,У< У' 
(7) , С, = ц>2(х, у, у', . . ., у ( " - \ 

сп = fe(ņ Л У' . У^~% 

Sastādītās funkcijas ņv <р2, . . ,, <ря ir tādas, ka der iden­

tiski sakari 

у = y{x, fv <p2, . . ., <?„), 
у' = Ф'{Х, срк <p2 cp„), 

< 8 ) / ' = ? " ( * . ?n <Pa> • • •> ?«)• 

у « - 1 ) = с ? ( « - 1 ) ( д г , <pt, ф 2 , . . ,<р„) . 

Ja ievieto Cv C2, . . ., Cn izteiksmes (7) sistēmas (5) pēdējā 

vienādojumā, tad rodas sakars 

y(») — ^n\x, ? 1 , cp2 y „ ) , 

kas reducējas uz diferenciālvienādojumu 

(2) / (* , У, У У - 1 ) ) , 
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ja ievēro identisko sakaru (6). Та tad и neatkarīgu konstantu 
Cv C a , . . ., C„ izslēgšanas rezultātā no /; -f 1 vienādojumiem 
(5) rodas dotais diferenciālvienādojums (2). 

Integrāls у = y(x; Cv C2, . . ., C„) ir vispārīgais tamdēļ , 
ka katrai nozīmju sistēmai 

* o . Уо = УМ y'o = y'(x0) ^»-1) = y^-'\xQ) 

var pēc (7) atrast savu konstantu sistēmu 

Г Г Г 

kas, ievietota funkcijā 

У = flļjrj Cv C2 C„), 

dod integrāllīniju ar pieprasītiem sākuma nosacījumiem. 

Sakarus (7t, kas satur katrs vienu patvaļīgu konstanti un 
atrisinājumu y{x) ar augs tāko atvasinājumu y y * s a u c par di­
ferenciālvienādojuma (2) p i r m a j i e m (jeb p i r m ā s k ā r t a s ) 
i n t e g r ā l i e m (īsi — pirmintegrāliem). Tie ir arī diferenciāl­
v ienādojumam (2) ekvivalentās diferenciālās sistēmas (3) pirm-
integrāli. No n neatkarīgiem pirmintegrāl iem (7) ir iespējams 
izslēgt nez ināmās funkcijas n— 1 a t v a s i n ā j u m u s y ' , y " , . . ., y("—1) 
un atrast diferenciālvienādojuma (2) vispārīgo integrālu 
у — f(xļ Cv C2, . . , C„). 

Ja ir z ināms viens pirmintegrāls, piem., 

Ct, = «frte у, У 

tad to var uzskatīt par [n — 1) kārtas diferenciālvienādojumu 
un sastādīt tā pirmintegrālu 

Q = Ф(-г, у, У У " - 2 ) ; С\) 

ar divām patvaļīgām konstantēm ( \ , un C a un augstāko atvasi­
nājumu y^n~2\ Pēdējais sakars ir dotā diferenciālvienādojuma 
(2) o t r a i s (jeb o t r ā s k ā r t a s ) integrāls . To var sastādīt no 
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vispārīgā integrāla у = cp(.r; Cv C 2 , . . ., C„), ja no sistēmas 
(5) pirmajiem n — 1 vienādojumiem izslēdz и — 2 konstantes 
C 8 , Cit . . ., Cn. Tamlīdzīgā kārtā turpinot, var sastādīt 
3. , 4., . . ., (;/ — 1). kārtas integrālus, kas satur attiecīgi 
3 , 4 , ' . . n — 1 patvaļ īgās konstantes un zemākās kārtas atva­
sinājumus. Pēdīgi vispārīgo integrālu var uzskatīt par «. kārtas 
integrālu, kas nesatur funkcijas atvasinājumu. Integrālus ar kārtu, 
zemāku par », sauc arī par s t a r p i n t e g r ā 1 i e m. 

3. Vispārīgās formas diferenciālvienādojumam 

(1) Ф.х, У,У\ У" У{,,)) = 0 

vispārīgo integrālu 

(9) F(x, y\ Cj, C 2 , . . ., Cn) 8 = 0 

un s tarpintegralus definē analoga kārta ka vienādojumam (2). 
J a vienādojumu sistēmā 

F(x, y; Cv Q , . . . , CH) = 0, 

дх ^ ду У 

(10) 

d*F . 0 дЧ- , . PF t i , d F „ _ 
Ш + *Шу-*4 Jy*y +Ту-У =°> 

kas sastādīta tās p i rmo vienādojumu atvasinot pēc x atkārtoti 
» reiz, nav iespējams izslēgt no pirmiem и v ienādojumiem 
n konstantes Cv C 9 , . . ., C„, tad saka, ka šīs konstantes ir 
n e a t к а r ī g a s (d a ž ā d a s). J a Cv C 2 , . . ,, C„ i r n e a t ­
k a r ī g a s p a t v a ļ ī g a s k o n s t a n t e s u n n o s i s t ē m a s 
(10) v i s i e m // + 1 v i e n ā d o j u m i e m š o k o n s t a n t u 
i z s l ē g š a n a s r e z u l t ā t ā r o d a s » , k ā r t a s d i f e r e n -
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c i ā l v i e n ā d o j u m s ( I ) , t a d s a k a r s (9) i r š ī v i e n ā d o ­
j u m a v i s p ā r ī g a i s i n t e g r ā l s . Sakars (9) definē 
у = cp(x; Cv C2 Cn) kā neattīstītu funkciju. 

Lietojot mazākā skaitā pirmos sistēmas (10) v ienādojumus 
un izslēdzot mazāk nekā n konstantes , var sastādīt diferenciāl­
vienādojuma (1) s t а r p i n t e g r ā 1 u s. Ja, piem., no pirmiem 
n s is tēmas (10) vienādojumiem izslēdz n — 1 konstantes 
C j , C 8 , . . ., Cn, tad dabūtais sakars 

< M * . y, yf, • • .. у^-Г);Сг) = о 

ir v ienādojuma (1) p i r m a i s ( p i r m ā s k ā r t a s ) i n t e g r ā l s . 
Ja ņem pirmos n — 1 vienādojumus (10) un izslēdz n — 2 kon­
stantes C3, Cv . . ., C„, tad rodas diferenciālvienādojuma (1) 
o t r a i s ( o t r ā s k ā r t a s ) i n t e g r ā l s 

y,y' у[п-г); cv Q = о 

u. t. t. Pēdīgi no pirmiem diviem sistēmas (10) vienādojumiem 
ar vienas konstantes C„ izslēgšanu rodas (« — 1). k ā r t a s 
i n t e g r ā l s 

у, у'; C\. C a , . . ., Сп_л) = 0. 

Par п. k ā r t a s i n t e g r ā l u var uzskatīt vispārīgo integrālu (9). 

Ja konstantēm Cx, C 2 , . . . Cn izvēlas noteiktas (fiksētas) 
nozīmes, tad dabū p a r t i k u l ā r o i n t e g r ā l u , Kad vispārīgajā 
integrālā nav konstantu nozīmju, ar kurām izteiktu diferenciāl­
vienādojuma atrisinājumu, tad šādu atrisinājumu sauc par s i n -
g u l ā r u i n t e g r ā l u . Pēdējais var par sevi saturēt patvaļīgas 
konstantes , bet mazākā skaitā nekā n. 

§ 4 . Reducējamie g a d ī j u m i . 

1. Vispārīgās formas diferenciālvienādojuma 

(1) Ф( .г , y{x), y'(x), . . ., / « ) ( . * ) ) = 0 

integrācijai nav vispārīgu metožu. Šādus a t s e v i š ķ u s v i e n ā ­
d o j u m a t i p u s ar p iemērotām substitūcijām var reducēt uz 
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zemākas kārtas diferenciālvienādojumiem; vai speciālos gadījumos-
integrāciju var reducēt uz kvadratūrām. Piemēram, diferenciālvienā­
dojumu, kas ir homogens attiecībā pret у, y', . . ., j v ^ u n k a m . 
n o r m ā l a f o r m a i r 

reducē uz (« — 1). kārtas diferenciālvienādojumu ar substitūcijui 

(3) Z ( - X ) = y j x ) ' 

No atvasinājumu izteiksmēm 

y' =yz, y" = y(z' + z9), У" s ä y(z" + Szz' + z*y 

uztveram vispārīgo likumu 

(4) yW=y/(z, z', z", . . ., ,fi*-% 

kur f ir polinoms attiecībā pret z, z', . . ., »t*— 1), gjs vispā­
rīgās formulas pierādījumam lietojam indukcijas s lēdzienu. Ja> 
formulu (4) atvasina pēc x un ievēro (3), tad var izteikt seko­
jošo augstāko atvasinājumu 

У ^ У ' М + ф + ö t r , «<*ļ 

ar analogu formulu 

kur 

Ф, *>„., *<*>)= *< + £ • ' + „ . g j g ^ * Й 

ir polinoms ar augstāko atvasinājumu Ja izlieto formulas 
(3) un (4) ar k = 1, 2, 3 , . . ., «, tad diferenciālvienādojums 
(2) top par (« — 1). kārtas diferenciālvienādojumu 

(5) Щх, z, z' z^-')) = 0 
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attiecībā pret funkciju s — s(x). Ja tā vispārīgais integrāls ir 

z — ф(л-; Cj, C2  

l ad no formulas (3) ar kvadratūru 

^ fzdx ^ /#(*; c u Cz, . . ., Cu_-\)dx 
у = Cn c- = C„ eJ 

izteic h o m o g e n ā vienādojuma (2) vispārīgo integrālu ar n pat­
va ļ īgām integrācijas konstantēm Cv C2, . . ., C„. 

P i e z ī m e . Ar lietoto substitūciju (3) var reducēt homo­
g e n o lineāro otrās kārtas diferenciālvienādojumu uz R i k ā t i 
{Riccati) v ienādojumu (sk. I d., § 20)*. 

Ja v ienādojums (1) nesatur atklāti vismaz vienu no mainī­
g i em X un у vai zemākās kārtas atvasinājumu, tad ir šādi 
r e d u c ē j a m i e p a m a 11 i p i. 

I pamatt ips : d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s 

cl) (, r , У " ) ) = 0 

v a i a t k l ā t ā f o r m ā 

(6) / » ) = / Ļ r ) {y{H)=d£i) 
Atrisināsim šī vienādojuma K o š ī p r o b l ē m u : noteikt 

v ienādojuma (6) integrālu y(x), kas nozīmei x — x0 pieņem 
vēr t ības : 

(7 ) Уо = yĻv0), y\ = y'(x0) 3{"-^ = У « - 1 > { д г 0 ) . 

Izteicot vienādojuma kreisajā pusē atvasinājumu 

*) Te un turpmākos norādījumos nozīmē autora darbu . D i f e r e n c i ā l ­
v i e n ā d o j u m i u n v a r i ā c i j u r ē ķ i n i , " 1 daļa, Rīgā, 1937. 
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dabu ar vienu kvadratūru zemākās kārtas atvasinājumu 

X 

y « - i ) = ļfisjdst + Cy 

x0 

Integrācijas konstantes C 3 noteikšanai liek x = x0 un ievēro 

sākuma nosacījumu у^'~^ = y^n~^(x0). Dabū n o z ī m i C ^ ^ " - 1 ^ 

Ja sastādītajā vienādojumā 

X 

izteic 

tad ar jaunu kvadratūru robežās _r0 l x rodas 

_ y ( » - 2 ) = У*ds, J'/(5l)̂ l + ( . r - . v 0 b f - 1 ) + Q . 
a'o a'o 

Te jaunā integrācijas konstante ir C 2 = ^ " — 2 ' = y(n~®(x0). TāJā» 

kārtā turpinot, dabū vienādojuma (6) meklējamo Koši integrālu 
formā 

(8) y(x) = F(x) + P„_r(x), 

kur 7 J „_ i ( . f ) ir ( « — 1) pakāpes pol inoms 

(9) P „ _ l W = ^ + ( . r - . r 0 ) v 4 ( ^ ^ V + . . . + [ ^ " _ V ( ' ' - 1 ) , . 

un funkciju /'(.r) aprēķina ar n kārtēju kvadratūru 

X Sll Sļ s2 

(10) F(x) = f ds„ f ds„_, . . . jdsjM) dsv 

XQ X0 »q Xļ. 
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No š īs izteiksmes vai no atrisinājuma formulas (8) atrod, 
ka funkcija F(x) ir tas vienādojuma (6) Košī integrāls, kas kopā 
ar atvasinājumiem līdz (n — 1). kārtai ir nulle nozīmei x = x0: 

.F(x0) = F' (x0) = F"(x0) = . . . = Fi» - 1 ) ( . r 0 ) = 0 , F("\x)=f(x). 

ß e t tādu Koši integrālu var izteikt arī formā 

i\ 1) CP(.R) = - ^ ± щ J \ x - / ( 5 ) dsl 

Tiešām, šis funkcijas atvasinājumi ir 

X X 

' ? ' ( - r ) = Ō 7 - W * (x-sY'-'Äs)ds,.Wn-%*)=f jXs)ds^")(x)=f(x), 
X0 Xq 

'un nozīmei x = x0 vērtības ir š ā d a s : 

9(x0) = ŗ'(xj = . . • = ? ( w - 1 ) O o ļ - 0. 

Ievērojot unitātes teorēmu, ka ar vieniem un tiem pašiem sākuma 
nosacījumiem diferenciālvienādojumam ir viens vienīgs Košī 
iintegrāls, secina : 

F(x) = z(x). 

ILīdz ar to ir pierādīta integrālrēķinu formula 
X sll Sļ S2 X 

(12) J ds„f dS„_, . . . f ds2j f(Sl)dSl = ^ y f {x-sf-'f[S)ds, 
X(, Xq X0 Xq Xjļ 

ko var atrast arī citādā veidā, piem., ar parciālo integrāciju. 

II pamatt ips : d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s 

( i3) Ф ^ Л ^ Ц . Л И ( i < £ < « - i ) , 

k a s nesatur direkti nezināmo funkciju y(x) un eventuāli arī tās 
atvasinājumus līdz kārtai k — 1 ieskaitot (ja k > 1). 
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Ievedot jauno funkciju 

z(x) = y(%v), 
izteic 

un doto vienādojumu (13) pārveido par 

(14) Ф(х, ф,-) , в',. . ., г ' " - * ) ) = 0. 

Sastādītā vienādojuma (11) kārta ir par k vienībām mazāka 
nekā (13). Ja tā vispārīgais integrāls ir 

z = f(x; Cv C2, . . ., C„_k) 

ar integrācijas konstantēm Cv C 2 , . . ., C'„_^, tad funkcijas y(x) 
noteikšanai ir jāatrisina I pamattipa diferenciālvienādojums, kam 
pēc (8), (9), (10), (11) analogām formulām dabū vispārīgo inte­
grālu formā 

X 

(, 5) y u r ) = ^ J _ jĻV - 5 ) * - y ( S ; Q C 2 , . . ., C„_k)ds + Pk _,(X) 

л'о . 

ar (k —1). pakāpes polinomu 

p j b - i ( * ) = с я - Ш - i - ( . r - g c „ . H 2 + . . . +&£10~хся 

un jaunām integrācijas konstantēm C„_/,_pi, . . , C„ . 

III pamatt ips : d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s 

(16) Ф(y(-v), у'(x), y"(x),...,/>»(x)) = 0, 

k a s n e s a t u r d i r e k t i a r g u m e n t u x. 

Te izdevīgi uztvert у par argumentu un ievest jaunu funkciju 

У' — P — P(y)-
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Var izteikt otro atvasinājumu pēc x 

У" = li£-~Ш — pit 
dx dy ' dx ay 

ar funkcijas p{y) p i rmo atvasinājumu pēc у . Tamlīdzīgi dabū 
sekojošo augstāko kārtu atvasinājumu iz te iksmes : 

У dx P dy V dy) P \ d y ) ^ P dy» 

Ar atrastām izteiksmēm vienādojums (16) pēc substitūcijas redu­
cējas uz [n — 1). kārtas diferenciālvienādojumu 

<-> *(»'3 
attiecībā pret funkciju p(y). Tā tad ar minēto substitūciju vai 
reducēt uz diferenciālvienādojumu, kam kārta par vienu vienību 
ir zemāka nekā dotajam vienādojumam. 

Ja vienādojuma (17) vispārīgais integrāls ir 

p = cp(_y; Cv C2, . . ., C „_0, 

tad no sakara 

dx P 1 

ar mainīgo separāciju un vienu kvadratūru dabū dotā vienādojuma 
(16) vispārīgo integrālu 

x = C" + f<?(y; Q, Q.. ., C j 

ar ;/ integrācijas konstantēm Q, С . . ., С,,. 
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3. Vienādojumu 

(18) ф( у^Хх), У*-Н )(.г) уЩх$ = О (1 < k < и - 1), 

kas nesatur direkti argumentu x un funkciju y(x), var diskutēt kā 
II, tā arī III pamattipa vienādojumu. 

Ar jaunās funkcijas 

z(x) = yW(x) 

ievešanu vienādojumu (18) reducē uz (» — k). kārtas diferen­
ciālvienādojumu 

Ф (z, z', s" г*-"-*)) = 0, 

kas pieder III pamattipa vienādojumam (16). Ar jauno argu­
mentu z un funkciju z' — u(z) dabūto vienādojumu savukārt var 
reducēt uz diferenciālvienādojumu 

Ф, I z, и, -у-, . , . , j ~ - ļ = 0, 
1 \ dz' ' dzn~k-^ I 

<am kārta \x n — k — 1. Tā tad ar lietotiem paņēmieniem vie-
lādojuma (18) kārtu var pazemināt par k + 1 vienībām. 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad k — n — 2, vienādojumu 

(19) Ф ( У " - 2 ) ( л - ) , y{n\x)) = 0 

ir substitūciju z = y("~2* reducē uz otrās kārtas diferenciāl­
vienādojumu 

Ф (z, г', z") = 0, 

cas savukārt ar substitūcijām 

, „ du 
z = li. z•' = U -j-

dz 

op par pirmās kārtas diferenciālvienādojumu 

Ф ( щ щ и I) = 0. 

4 
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Ja vienādojums (19) nesatur atvasinājumu un var 
atklātā formā izteikt augs tāko atvasinājumu 

У*>.-= с р ( У ' - 1 > ) , 

tad ar minēto substitūciju dabū otrās kā; ta i diferenciālvienādojumu 

e" = <p ( * ) , 

kura integrācija reducējas uz divām kvadratūrām (sk. I d., § 18 ) . 

Ja vienādojumā (18) ir k — n — 1 un var izteikt atklāta 
formā augstāko atvasinājumu 

уЩ (x) = / ( У » - 1 ) ) , 

tad ar jauno funkciju z — y^*~1) dabū pi rmās kārtas diferen­
ciālvienādojumu 

z' = m, 
ko integrē ar mainīgo separāc i ju : 

Ar inverso funkciju z = ф (x + C x ) sastādīto I pamatt ipa 
v ienādojumu 

= ф (X + Ct) 
in tegrē ar 

X t - 2 

y { x ) = { ^ k ) \ ! ( ^ - ^ ) " ~ 2 Ф ^ + С 1 ) * + С 2 + т Г 3 ( . г - . г 0 ) + . . + Q ( ^ E f ļ " , 
-

Uzdevumi II . 
I n t e g r ē t š ā d u s v i e n ā d o j u m u s : 

1 . y " = xex. Atb. y=(x-3) ex + Ct - f - f C 3 . r 2 . 

2. У = *ш%. ^ ^ ^ + ^ - ^ + ^ + Q-r-f С , * » . 

3. л . - 2 у 4 > + 1 = 0 . Л Й . jv = y l n . v + Q + C ^ + ^ H Q * 8 
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4. л £ у * - Axf +Gyr=4. Atb. y^Kx+Q + C^+CsX*. 
О 

6 
5. 2xy"'y" =y"*-l. Atb. 1 5 C ? y = 4 ( č > + l ) ž 4. С а + С 8 д г . 

б 
6. ff = 2. Atb. I5y = 8 (X + Q ) * + Q + C > . 

7. y 4 > 4 - а 9 У ' = 0 \ Л/Л. _y = CļSino ; H - C a c o s ax - f C 8 -f- Ctx. 

8 *У*> _ 0 y / f ^ f :у = С1д: 2 + 2 - K 8 - f 6 > . 
(ß = УI + 4 а ) . 

g. у&>-ру» = *«* J Ä , = _ _ _ + C i ^ + C e e - * x + 

+ C?8 + < V + < V a (* * al­

i o . (1 -f- y 2 ) f = Зу'у"*. Atb. Visas riņķu līnijas plāksnē. 

11. Зу"У4> = ЬУ"2. Л/* . Visas parabolas plāksnē. 

12. 9У' 2 У 5 > — Abfff^ - f 40У" 8 == 0. 
Atb. Visas kouikas plāksnē. 

P i e z ī m e . Pēdējā vienādojuma integrācijai der ievērot, ka 
palīga diferenciālvienādojumu 

ayy' -f bxy - f cx* = 0 (a,b,c — konstantes) 

atrisina ar substitūciju 

у = zx%. 



III. Lineārie п . kārtas diferenciālvienādojumi. 

§ 5. Vienādojumu veidi. Eksistences teorēma. 

1. Parasto diferenciālvienādojumu sauc par l i n e ā r u , ja 
tas pēc vajadzīgiem pārveidojumiem satur pirmajā pakāpē (lineāri) 

nezināmo funkciju y(x) un tās atvasinājumus y'=~j¥t У — 

bet nesatur to reizinājumus. Apskatīsim lineāro n. kārtas diferen­
ciālvienādojumu 

(1) У " ) + . . . + Л - 1 ( * ) У + / „ ( * ) у = Л*), 

kam koeficientos ir dotās intervallā а <^ x ^ b nepār t rauktas 
funkcijas fx(x), . . ., f„{x), f(x). Ja vienādojuma (1) brīvais 
loceklis ir identisks nu l l e i : f(x) = 0 , tad vienādojumu sauc par 
h o m o g e n u ; pretējā gadījumā — par n e h o m o g ē n u . 

2. Vienādojumu (i) var reducēt uz ekvivalentu lineāru 
normālu diferenciālvienādojumu sistēmu 

У = z, 

(2) . . . . 
и ' =s -fx{x)u — — / „ _ f H 3 — / „ Г » j v 4- /(л-) 

attiecībā pret « funkcijām у . * ) , л(.г) == у',..., и ( д ; ) = У " — Ч Izlie­
tojot rezultātus (2. §) par vispārīgās lineārās sistēmas atrisinājuma 
eksistenci, dabū šādu eksistences un unitātes t e o r ē m u : j a d i f e ­
r e n c i ā l v i e n ā d o j u m ā (1) f u n k c i j a s Jx(x),...,fn(x),/(x) 
i r n e p ā r t r a u k t a s u n v i e n v ē r t ī g a s i n t e r v a l l ā 
a <J X < I b, t a d t a m e k s i s t ē v i e n s v i e n ī g s a t r i ­
s i n ā j u m s , k a s k o p ā a r a t v a s i n ā j u m i e m l ī d z 
n. k ā r t a i i r n e p ā r t r a u k t a f u n k c i j a š a j ā i n t e r ­
v a l l ā u n š ī i n t e r v a l l ā v i e n ā p u n k t ā x = x0 p i e ­
ņ e m d o t ā s v ē r t ī b a s 

(3) y0=y(x0), y'o=y'(.r0),. . . , y 0 " - 1 > = /"-'\х0). 

Tā tad diferenciālvienādojuma ( l ) K o š ī i n t e g r ā l s (3) ar 
minētiem nosacījumiem ir viens vienīgs, resp . K o š ī p r o b l ē ­
m a i ir viens vienīgs atrisinājums. 
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f * 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad j{x) = 0 un sākuma nosacī­
jumi ir 

(4) Уо = * ; = . . . = J T F » - i > = o, 

dabū eksistences un unitātes teorēmas sekas : h o m o g e n a 
l i n e ā r a и. k ā r t a s d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a v i e n ī ­
g a i s a t r i s i n ā j u m s , k a s k o p ā a r a t v a s i n ā j u m i e m 
l ī d z (« — 1). k ā r t a i p i e ņ e m n u l l e s v ē r t ī b u v i e n ā 
i n t e r v a l l ā (a, b) p u n k t ā , i r t. s. t r i v i ā l a i s a t r i ­
s i n ā j u m s 

У(х) = 0. 

§ 6. Homogenie lineārie diferenciālvienādojumi. 

1. L i n e ā r a m d i f e r e n с i ā I s i m b о I a m 

(1) Цу) = у<») + АЮУ^\+*-+/*-л{^ШШ 

ir divas p a m a t ī p a š ī b a s , izteiktas ar formulām: 

(2) L(y + *) = Цу) + L(z), ЦСу) = СЦу), 

kur у un s ir kaut kādas funkcijas, bet С — konstante. Izlie­
tojot šīs īpašības, atrod homogenā lineārā diferenciālvienādojuma 

(3) Цу) = 0 

šādas vispārīgas īpašības, kas vispārina tādas lineāram otrās 
kārtas diferenciālvienādojumam (I d. § 20). 

I, J a yy(x) i r h o m o g e n a v i e n ā d o j u m a (3) p a r -
t i k u l ā r a i s i n t e g r ā l s , t a d a r i Cxyx(x) i r t ā i n t e g r ā l s . 

II. J а yx{x), y2(x), . . ., yk{x) i r k p a r t i k u l ā r i e 
v i e n ā d o j u m a (3) i n t e g r ā l i , t a d a r ī s u m m a 
Л И М + - + Л М . r e s P - C1yl(x)-\-C2y2(x)-\-...-\-Ckyk(x) 
ат k p a t v a ļ ī g ā m k o n s t a n t ē m Cv C 2 , . . ., Q i r š ī 
v i e n ā d o j u m a i n t e g r ā l s . 

Homogenā vienādojuma vispārīgā integrāla sastādīšanai ir 
lietojams jēdziens par lineāri neatkarīgiem atrisinājumiem. Ap­
skatīsim vispārīgi funkciju lineāro atkarību, resp. neatkarību. 
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2. Definīcija. N e p ā r t r a u k t a s f u n k c i j a s 
?i(*)> i n t e r v a l l ā e. < ! x £ s a u c 
p a r l i n e ā r i a t k a r ī g ā m , j a š a j ā i n t e r v a l l ā 
e k s i s t ē i d e n t i s k s s a k a r s 

(4) Сгф) + Ctf2(x) + . . . 4 C„ f„ (X) = 0 

a r k o n s t a n t ē m Clt Cv . . ., C„, k a s n a v r e i z ē 
n u l l e s . Pretējā gadījumā funkcijas ir l i n e ā r i n e a t k a r ī g a s . 

Kad funkcijām fi(x), y2(x) cp„ (л:) eksistē nepārtraukti 

atvasinājumi līdz kārtai n — 1, tad lineārās atkarības gadījumā 
var sastādit identiskus sakarus 

Q<Pi(*) + Ctf9(x) + , . . . + C „ <ря [ » = О, 

C t f ' C * ) + C 2 ? > ) + • • • + C„<?' (*) = 0, 
(5) 

Cl9<?-V(x) + C ^ \ x ) + . . . + C„ cp("-1)(.r)=0, 

atvasinot pēc x sakaru (4) atkārtoti и — 1 reizi. Ja uzskata (5) 
par homogenu lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu, tad, lai 
tai attiecībā pret Cv C2, . . ., Cn būtu atrisinājumi, kas nav reizē 
nulles, jābūt s is tēmas determinantam jeb t. s. f u n k c i j u 
V г о n s к i (IVronski) d e t e r m i n a n t a m 

?v ? 2 fn 

9 Ф Ф 
(6) Щъ% ъ,...,у„) = 1 

cpl«- 1 ) c p ( " - 1 ) . . . cpj;'- 1) 

identiski vienlīdzīgam ar nulli. Tā tad n o s a c ī j u m s 

i r n e p i e c i e š a m s f u n k c i j u l i n e ā r a i a t k a r ī b a i . 
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Vispārīgi*) tas nav p i e t i e k o š s , bet top par tādu, kad funkci­
jas ir homogenā diferenciālvienādojuma (3) n partikulārie in tegrā l i : 

<Pi(*) = M*). = • • • • ?« И == Уп (•*)• 

Tiešām, tādā gadījumā ar hipotēzi, ka intervallā (a, b) vienā punktā 
X = x0 ir IV(x0) = 0, konstatē, ka sistēmas (5) vienādojumus 
ar X = x0 var apmierināt ar konstantēm Cv C 2 , . . ., C„, kas 
nav reizē nulles. Tas nozīmē, ka diferenciālvienādojuma (3) 
partikulārais integrāls 

y(x) = Cxyx(x) - f C9y9(x) -f . . . + C„y„(x) 

apmierina šādus sākuma nosacī jumus: 

y(x0) = y'(x9) = . . . = y(»-')(x0) = 0. 

Eksistences un unitātes teorēmas sekas (§ 5) rāda, ka y(x) 0, 
t i. funkcijas ir lineāri a tkar īgas : 

Cxyx(x) + C7y2(x) 4- . . . 4- C„yn(x) = 0. 

Ir pierādīta teorēma : H o m o g e n ā d i f e r e n c i ā l v i e ­
n ā d o j u m a (3) n p a r t i k u l ā r i e i n t e g r ā l i y u y v . . .,y„ 
i r l i n e ā r i a t k a r ī g i t a d u n t i k a i t a d , j a t o V r o n s k i 
(Wronski) d e t e r m i n a n t s i r i d e n t i s k i v i e n l ī d z ī g s 
a r n u l l i : 

ЩУх*Уч ,Уи)" W(x) = Q. 

Tādēļ pretējā gadījumā, k a d W(yv y v . . yn) n a v i d e n ­
t i s k i v i e n l ī d z ī g s a r n u l l i , i n t e g r ā l i j y l , j y 2 , . . ., yn 

i r l i n e ā r i n e a t k a r ī g i . 

3 . Ar t. s. Liuvila {Liouvillc) formulu konstatēsim, ka 
V r o n s k i d e t e r m i n a n t s W(yu y9 y„) i r v a i n u 

*) Divu funkciju ^(a;), fat*') gadījuma jāuztver hipotēze, ka f u n k c i ­
j a s n e v i e n ā i n t e r v a l l ā (a, b) ii a | a n a v p a s t ā v ī g i v i e n l ī ­
d z ī g a s n u l l e i (sk. I d., § 19.). 
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i d e n t i s k i n u l l e , v a i n a v n u l l e i n t e r v a l l a (a, b) 
n e v i e n ā p u n k t ā x = x0. 

Minētās formulas atrašanai sastāda Vronski determiuanta 

17) W(ylt yv . . ., y„) = 

atvasinājumu 

(8) 
dW 
dx 

I 
У. 

У\ Уч. 
I I 

У У 
J 1 г i 

у{""г) у("~2) • 

у(п-\) у(п-1) 

Уч 

У 

У\ (") 

Уп 
I 

У 

Уп 
I 

У и 

у(п-1) 

У 
( » - 1 ) 

у(н~2) у(»-г) _ _ у(п-2) 

. У. 

izlietojot п. kārtas determinanta a tvasināšanas l ikumu. Te ir 
jāievēro, ka a tvas ināšanas formulā ar n determinantu summu 
paliek viens loceklis (8). jo pārēji ir nulles, kā determinanti ar 
vienādām r indām. Ja determinanta (8) pēdējās r indas e lement iem 
pieskaita p i rmo n — 1 rindu elementus, reizinātus attiecīgi ar 

/ « ( • * ) . / » - 1 (*). • • -j /а И U I 1 ievēro, ka y v y2, . . ., yM ir 

diferenciālvienādojuma (3) a t r i s inā jumi : 

L (yj = 0, L ( y%) = 0, 1(Ун) = о, 

tad pēc pārveidojumiem dabu funkcijas W{x) noteikšanai p i rmās 
kārtas diferenciālvienādojumu 

dJV 
dx = - h w ^ 

Ar mainīgo separāciju un kvadratūru dabu L i u v i l a (Liouvillc) 
f o r m u l u 
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X 

(9) W(x) = WQ e a'o (e — nat. log. bāze), 

ja apzīmē Vronski determinants vērtību punktā x = x0 ar 

Formula (9) rāda, ka nepārtrauktās funkcijas Jx(x) gadījumā 
visos intervallā (a, b) punktos (identiski) ir W(x) = 0, ja 
viena punktā W0 — 0, bet nevienā punktā lV(x) ф 0, ja 
kaut ļ vienā punktā Wu Ф 0. Tādēļ n partikulāro integrālu 
yļt y2 yn lineārai atkarībai pietiek zināt, ka vienā punktā 
JV0 — 0, bet lineārai neatkarībai — ka IV0 ф 0. 

4. Definīcija. H o m o g e n ā l i n e ā r ā d i f e r e n c i ā l ­
v i e n ā d o j u m a (3) и p a r t i k u l ā r i e , l i n e ā r i n e a t k a ­
r ī g i e (t. i. kuru Vronski determinants W ф 0), i n t e g r ā l i 
v e i d o a t r i s i n ā j u m u f u n d a m e n t ā l o s i s t ē m u 
(L. Fuchs). 

Ir šāda pamatteōrēma, ko devis L a g r a n ž s (Lagrange): 
h o m o g e n a m l i n e ā r a m n. k ā r t a s d i f e r e n c i ā l ­
v i e n ā d o j u m a m (3) e k s i s t ē v i s m a z v i e n a a t r i s i n ā ­
j u m u f u n d a m e n t ā l a s i s t ē m a 

k a u t k u r u v i e n ā d o j a m a (3) a t r i s i n ā j u m u y(x) v a r 
i z t e i k t f o r m ā 

(10) y(x) = Ctf^x) -f С2щ(х) 4 - , . . 4 - Cnrļ„ (x) 

a r n k o n s t a n t ē m Cv C2, . . ., Cn. 

P i e r ā d ī j u m s . Pēc eksistences teorēmas (§ 5) vienādo­
jumam (3) ir šādi Koši integrāli -ц^х), f\2(x), . . , r\n (x), kas 

intervallā (a, b) punktā x = x0 apmierina nosac ī jumus: 

WQ = W(yx(xu\ y9(x0), . . ., y„{x0)). 

(W(lļv r)2 rj„)9fc0); 
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Ъ(*о) s s I, ^Oo) = 0, . . ., r )<"- 1 ) ( .r 0 ) = 0. 

i Ча(*о) = 0, i}'t(Xtt) =1 r ; ( " - 1 ) ( . r 0 ) = 0, 

* ) „ ( * o ) = 0 , * ] И Ы = 0 W = I 

Šie integrāli ir lineāri neatkarīgi, jo Vronski determinants 

1 о . 
О 1 . 

. о 

. о 

О О . . . . 1 

= 1, 

aprēķināts punktā х nav nulle. Та tad tie veido speciālu 
atrisinājumu fundamentālo sistēmu. 

Kaut kuru vienādojuma (3) atrisinājumu y(x) nosaka ar 
sākuma vē r t ībām: 

(12) y(x0) = av y'{x0) = av . . , y ^ ) (x0) = a„ . 

Var sastādīt vienādojuma (3) integrālu 

•q(x) = ax щ{х) - f я а *?3(лг) + . . . + a„ %(лг) , 

kas apmierina tos pašus sākuma nosacījumus (12). Tiešām, ir 

rj(x0) = a^Ļvo) = av 

rj ' (r 0 ) = atf't (x0) = av 

rj(«- 1 ) ( .r 0 ) = an (.r0) = a n , 

ja ievēro formulas (11). Unitātes teorēma rāda, ka 

y(x) = f](x), 

t. i. kautkuŗu atrisinājumu var izteikt formā (10) ar konstantu 
nozīmēm 

Cj — öj , Cj = dļ, . , ., Сц = = Oft , 
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5 Papildinot pamatteoremu, konstatēsim, ka a t r i s i n ā ­
j u m u f u n d a m e n t ā l o s i s t ē m u i r b e z g a l a d a u d z . 

Zinot vienu sistēmu %, v)2, . . ., r j „ , var ar homogenām 
lineārām transformācijām 

(13) 

yx(x) = а^х) + аг2т]аО) + ... + ault]n (x), 
y2(x) = aļXfļx(x) + a 2 2 T ] 2 ( x ) + . . . -t атг\„ {x)> 

У„ (x) — атщ(х) + атщ(х) + ... -ļ- a„„%, (x) 

sastādīt bezgala daudzos veidos funkcijas yx(x), y,j(x), .... y„(x), 
kas ari veido atrisinājumu fundamentālo sistēmu. Ir jāprasa, lai 
j auno funkciju Vronski determinants 

Щу» У» • • • Ун) = ЩЩ. Ча. 

« i i rtte 

й „ «. , 

'ни J 
nebulu nulle vismaz viena punkta Tā kā 

tad 

ЩуМ, ул{ж0), . . . y„ (x0)) = 

« 1 1 « 1 2 

« 2 1 « 2 2 

«III «f ИИ 

un tas nav nulle, kad lineārās transformācijas determinants nav 
nulle (transformācija ir īsta jeb n e d e ģ e n e r ē t a). Ar tādu 
nosacījumu transformācijas vas izvēlēties bezgala daudzos veidos; 
tādē] arī atrisinājumu fundamentālo sistēmu ir bezgala daudz. 

Katru vienādojuma (3) atrisinājumu fundamentālo sistēmu 
var izteikt s istēmas (13) veidā, attiecīgi izvēloties konstantes 
aik(i, k=\,2 «) , jo katru atrisinājumu var izteikt kā lineāru 
homogenu funkciju no \{x), щ{х), . . ., t]n{x). 



44 PARASTIE DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI 

(14) 

1 I W = ^ i J i W 4- b12y2(x) 4-. •. + (*)> 
щ{х) = & 8 1 ^ ( . R ) + bny£x) + ... + b2„yH (x), 

f\n (*) = b m yx(x) -f J V 2 ( , R ) -ļ- . . -f č„„ j y „ f» 

ar yi{x),yu(x),.. .,yn Ļv) un jaunam konstantem (i, k= 1, 2 ..;/) 
Pēc šīm formulām kaut kuru atrisinājumu 

y{x) = ахцх{х) + айщ(х) + . . . 4- a„%(x), 

kam der sākuma nosacījumi (12), var izteikt formā 

(15) y(x) = Qjy^) 4 Qyjx) + . . . + С„у„(х) 

ar jaunām k o n s t a n t ē m : 

C a = flj^jjj 4- я 2 £ 2 2 4- . . . 4- a „ 6„ 2 , 

C„ —• a ^ , „ + афгп -ļ- . . .4-

Ja sākuma vērtības av av . . ., an uzskata par patvaļ īgām, 
tad arī Cv С,л, . . ., C„ ir patvaļīgas konstantes , un funkcija (15) 
ir diferenciālvienādojuma (3) v i s p ā r ī g a i s i n t e g r ā l s . 

Lai konstatētu, ka n. kārtas diferenciālvienādojuma vispārīgā 
integrāla forma (15) ar W(yļt y2, . • ., y,t) v - 0 ir v i e n ī g i 
homogenam lineāram vienādojumam, sastādīsim diferenciālvienā­
dojumu, izslēdzot konstantes Cv C2, . . ., Cn no (15). Ja atva­
sina pēc X atkārtoti и reiz sakaru (15), tad pēc pārveidojumiem 
dabū vienādojumu sistēmu 

— У + C\ y,+ C2y2 4- . . . + C„ y„ = 0, 

- У + Ciy[ + C%y' + . . . +CHy' = 0, 

(16) 

_ у « - 1 ) + с 1 Л ( » - 1 ц с 2 > ' 2 ( » - 1 ) 4 - •. • f ^ j f - ' M , 
- / n ) + 4- C a jft 4- - • • + C№ yW = 0, 

6. Ir iespējams apgrieztā kārtā no (13) izteikt funkcijas 
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ko var uzskatīt par homogenu algebrisku n -\- 1 vienādojumu 
sistēmu ar n -ļ- 1 nezināmiem — 1, Cv C 2 , . . . C„. Tā kā 
šie nezināmie nav reizē visi nulles, tad, sistēmas (16) iespējamī­
bai jāprasa, lai sistēmas determinants būtu vienlīdzīgs nullei, t. i. 

(17) 

Ух 
i 

У. 

У% 
i 

У, 

у с ) У\ (») 

Уп 
I 

У 

у / / - 1 ) у{п-1) y(ŗ-\) . 

•У .(») 

= 0. 

Ja šo determinantu attista pec pirmās ko lonms elementiem un 
reizina vienādojuma (17) abas puses ar faktoru (— 1)", tad ro­
das diferenciālvienādojums 

(18) U\x) - Щх)jv("-1) + . . . ± W» (v) у = 0, 

kas ir homogens līneārs n. kārtas vienādojums, jo augstākās 
kārtas atvasinājuma koeficients ir doto lineāri neatkarīgo funkciju 
Vronski determinants 

Щ?» Уг Уп)= Щ*) Ф 0. 

Ja vienādojuma (18) abas puses dala ar fV(x) un ievēro, ka 
koeficients 

Wx(x) 

Ух У* Уп 
I 

У 
и 

, ( « - 2 ) ( и - 2 ) 

Ух (") У 
п 
(*) 

dlV 
pēc (8) formulas ir vienlīdzīgs ar IV' = tad rodas dife­

renciālvienādojuma normāla forma 

У » ) + / i ( x ) y « - D + . . . + fn[x)y = 0 
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ar 
1 d W - _ dJnļV f _ ± W n (x) 

h * W dx ~~ dx { X ) ~ Щх) • 

Pirmais no šiem sakariem pēc kvadratūras dod L i u v i 1 а 
(Liouville) formulu (9) ļ 

§ 7. Nehomogēnie lineārie diferenciālvienādojumi. 

Ar lineāro diferenciālsimbolu 

(1) l (y) = y(>» + ^ ( . r ) ^ " - 1 ) ^ . . + / „ _ i ( * ) y + / „ (x)y 

n e h o m o g ē n o vienādojumu raksta formā 

(2) Цу) = f{x) {f{x) ф 0). 

Tā atrisinājumu p a m a t ī p a š ī b a s ir šādas*). 

1. Atrisinājumu superpozīcija: ja f(x)=^1(x)-\-^2(x)-\...:r^/l(x) 
u n v i e n ā d o j u m u Цу)=^(х), Цy)=^(x) Цу)=yk(x), 
p a r t i k u l ā r i e a t r i s i n ā j u m i a t t i e c ī g i i r 
Yt(x), Y2(x) Yk(x), t a d v i e n ā d o j u m a Цу) = f(л.-) 
p a r t i k u l ā r a i s a t r i s i n ā j u m s i r 

yx(x) = Г, [X) 4- ВД 4- . . . + Yk{x). 

P i e r ā d ī j u m a m ir atkārtoti jāizlieto diferenciālsimbola 
(1) īpašība 

L {y 4- *) = Цу) 4- £(*). 
2. N e h o m o g ē n a v i e n ā d o j u m a (2) v i s p ā r ī g o 

i n t e g r ā l u y(x) s a s t ā d a , j a t ā p a r t i k u l a r a m i n t e g r ā -
1 a m yx(x) p i e s k a i t a a t b i l s t o š ā h o m o g e n a 
v i e n ā d o j u m a 

(3) Щ = о 

v i s p ā r ī g o i n t e g r ā l u , t. i. 

(4) y(x) =y1(x) 4- CM*) + CM*) 4- • • • + Cn % (X), 

'*) Otrās kārtas vienādojumam tās apskatītas I d., 21. §-fā. 
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j a Cv Q , . . ., C„ i r p a t v a ļ ī g a s k o n s t a n t e s u n 
iļi(x), vj 2(-r). • • •. "4nix) ' r a t b i l s t o š ā h o m o g e n ā v i e n ā -
v i e n ā d o j u m a (3) a t r i s i n ā j u m u f u n d a m e n t ā l ā 
s i s t c i n a : 

Ъ Чи) Ф о. 

Tiešām, ja Цу) —f{x) un Цуг) = f(x), tad diference y—yx=y\ 
der homogenam vienādojumam (3). Tā kā f\=C1y]l-\-Q.ii\ti+...-\-Cn r/„ 
un у = yx -ļ- 7), tad ir pareiza formula (4). 

Otrādi , j a n o s a k a r a (4) a r l i n e ā r i n e a t k a r ī g ā m 
f u n k c i j ā m rjj, Tja r ) „ , k u r u V r o n s k i d e t e r m i ­
n a n t s W ф 0, i z s l ē d z p a t v a ļ ī g a s k o n s t a n t e s 
Cļ , Ca, . . ., C„, t a d r o d a s v i e n s n e h o m o g ē n s 
l i n e ā r s n. k ā r t a s d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s . 

Ar sakara (4) atkārtotu atvasināšanu pēc x sastāda vienā­
dojumu sistēmu 

- {У—Уд+ Q h + č > i a + • • • +cn rh, = o. 

- ( У -St) + c&[ + c A ' -f-...+С,r,'fļ = 0, 

- - # ) + C # 4- + • • • + c„ = o, 

no kuras pēc konstantu eliminācijas rodas vienādojums 

У —У\ rk Щ ГЫ 

у' -y[ \ 4 ; .....yi'n 

(5) = 0 . 

_ ^(») T/[") rjļ") . . . . *)M 

Atklātā formā (5) ir nehomogēns lineārs n kārtas diferenciāl­
v ienādojums, jo determinanta altīstījuma loceklim ar j y W koefi­
cients I f ļ T i j , rj,2, . . ., yļ„) 0, un ir ari loceklis, kas neatka­
rīgs no nez ināmās funkcijas y{x) 
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Та tad vispārīgā integrāla forma (4) ir r a k s t u r ī g a neho­
mogēnam lineāram n kārtas diferenciālvienādojumam. 

3. J a i r z i n ā m a a t b i l s t o š a h o m o g e n a v i e n ā ­
d o j u m a a t r i s i n ā j u m u f u n d a m e n t ā l a s i s t ē m a i 
t a d n e h o m o g ē n a v i e n ā d o j u m a p a r t i k u l ā r o 
a t r i s i n ā j u m u v a r a p r ē ķ i n ā t a r n k v a d r a t ū r ā m« 
r e s p t ā i n t e g r ā c i j u v a r r e d u c ē t u z k v a d r a t ū r ā m . 

Šo redukciju dara ar Lagranža (Lagrange) kons tantu vari­
ācijas metod i . Ar atbilstošā homogenā vienādojuma L(TJ) = 0 
atr is inājumu fundamentālās s is tēmas funkcijām 

4»(-*). rh,(x) ( W f a i i ^a- • • 4 » ) 4* °) 

izteic tā vispārīgo integrālu 

y,(x) = Crf^x) + C 2 T / 2 ( .V) - f . . . - f Cn Y|„ f » , 

lietojot « k o n s t a n t e s C\, Cv . . ., C„. Pēc L a g r a n ž a meto­
des meklē nehomogēnā vienādojuma L{y) = f\x) atr isinājumu 
analogā formā 

(6) y(x) = Щх\%(х\ + Qx)rk{x) + ... r f Ц,{x)rltt (x), 

ievedot ;/ j aunas nez ināmas f u n k c i j a s Cx(x),C2{x),..., C„ (x). 
Ja izvēlas n — 1 piemērotus sakarus 

r / t -v )^ +~\(x)rk + +С'( .г)г, , г = 0 , 

_ tt'ŗ)nl *tKi*Wt + = °> 

Г/И*г? - 2 ) + < Ы Г 2 ) 4 - . . . 4- ~ > ) # - г ) = °. 

tad funkcijas y{x) a tvasinājumus līdz (n — 1) kārtai izteic formā 

У = Щ + ~ 2 < 4 + ~ » \ , 

у + č a 7 j ; ' 4 - + 
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5 

bet n. kārtas atvasinājumu ar 

Ar šo atvasinājumu un funkcijas (6) izteiksmju substitūciju dotā 
nehomogēnā vienādojumā L(y) = f(x) rodas sakars 

[~; • • + с ; и г ) ( « - 1 ) ] 4 - г 1 д г 1 1 ) + . . . + т м щ п > = ^ > , 

kas vienkāršojas par 

(8) Г / ^ - ' ^ й ? ) ^ - 1 ^ - ^ ^ - 1 ^ Д*), 

jo i r ļ 2 , . . . , r)„ ir homogenā vienādojuma Z.(TJ) = 0 atrisinājumi: 

# 4 t ) = 0, Z(yj2) = 0, . . . , Z(r j w ) = 0. 

Vienādojumi (7) un (8) attiecībā pret n nezināmiem 

C'(x), U' (x) C(x) veido nehomogēnu līneāru algebrisku 
1 2 ff 

sistēmu, ko var atrisināt ar K r a m e r a (Cramer) formulām 

(9) C'k(x) = -j± (k 2 и), 

jo sistēmas determinants ir funkciju TJ,, YJ 2 , . . ., YJ„ Vronski 
determinants W Ф 0. Vispārīgajā formulā (9) skaitītājs Wk ir 
determinants , kas rodas Vronski determinanta W apmainot 
k. kolonnu ar s is tēmas brīvajiem locekļiem 0, 0, . . ., f(x). Ar 
kvadratūru no (9) dabū funkcijas 

rk(x) = Ck + J - g * rf* (/6 = 1 , 2 «), 

un ar tām pēc substitūcijas formulā (6) rodas nehomogēna vie­
nādojuma L(y) — j(x) vispārīgais integrāls 

(4) y(x) = уг(х) + Cflfä + См(х)+...+ С„Г1„(х) 
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ar 11 integrācijas konstantēm Cv C 2 , . . ., C„ un partikulāro 
integrālu 

(10) y,(x) ļ-ff± iz. 

Pēdējo, kā redzams, aprēķina ar и kvadratūrām. Ar у^х) izteiksmes 
(10) substitūciju vienādojumā L(y) = f(x) var direkti pārbaudīt , 
ka yx{x) tiešām ir šī vienādojuma integrāls. 

§ 8. Lineāro diferenciālvienādojumu redukcija. 

Apskatīsim šādus redukcijas gadījumus. 

1. D o t o n e h o m o g e n o l ī n e ā r o » . k ā r t a s d i f e ­
r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u 

(1) ^^)=y">4/ i(*b^ 1 ) +».+/«- i(*b ' 'V»(*b t o ^*) 

v a r r e d u c ē t u z t ā d a p a t t i p a (и — 1). k ā r t a s v i e ­
n ā d o j u m u , j a i r z i n ā m s v i e n s a t b i l s t o š ā 
h o m o g e n ā v i e n ā d o j u m a L(Y)) = 0 p a r t i k u l ā r s 
(netriviāls) i n t e g r ā l s ^ ( . r ) . 

Ar substitūciju 

(2) У = %« 

izteic a tvas inā jumus : 

У = ГЛЧ' -f \ u . 

y" = + b\'uf -f rt"u, 

y{n) = + (Т)<«(я-1) +...+ (?)#-1v + ̂ "} «. 
lietojot vispārīgo Leibnica likumu par reizinājuma atvasināšanu. 
Ar šīm izteiksmēm vienādojums (1) top par n. kārtas vienādojumu 



LINEĀRIE it. KĀRTAS D I F E R E N C I Ā L V I E N Ā D O J U M I 51 

5 * 

(arī lineāru) altiecibā pret funkciju u(x). No jaunajiem koeficientiem 
<Pi(*). • • •> %Ш Pēdējais ir 

%{x) = Z . (Y],) _ 0. 

Tādēļ dabūtais vienādojums dire'di nesatur ti, un lo var reducēt 
attiecībā pret jauno funkciju 

(3) z = u* 

uz lineāru (ii — 1). kārtas diferenciālvienādojumu (yo = riļ^0) 

(4) ш = % Ш п - ' Ч ' * 1 Ш " - 2 ) - ь ^ 

Šo redukciju var izdari», apvienojot abas substilūcijas (2) un (3) 
vienā kopīgā t. s. D а 1 a m b ē r a (b'Alemberi) s u b s t i t ū c i j ā 

(5) у es У}г1 zdx. 

Ja vienādojuma (4) vispārīgais integrāls ir 

zix)=gl(x) f <%<*) + • • + Cn £«_i N ( ^ x , C a . . 0), 

tad ar kvadratūru (5) var aprēķināt dotā vienādojuma (1) vispārīgo 
integrālu 

y(x) = j v j . r ) + Ctfx{x) + + • . . . + С„ TJW '.v) 

ar « konstantēm C x , C 2 , . . , C„ un funkcijām 

Л ( * ) = l i ļzxdx, щ(х)= Tji j ^d.t\. „%{x) = r h j Г и _ , dx. 

2. J a i r z i n ā m i a t b i l s t o š ā h o m o g e n ā 
v i e n ā d o j u m a L(fj) = 0 p a r t i k u l ā r i e u n l i n e ā r i 
n e a t k a r ī g i e i n t e g r ā l i i ļ 9 щ, t a d l i n e ā r u 
«. k ā r t a s d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u (I) v a r r e d u c ē t 
u z l i n e ā r u (и — k). k ā r t a s d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u . 

Izlietojot vienu integrālu, piem i\lt var ar Dalambera substi­
tūciju reducēt (1) uz (« •— 1). kārtas vienādojumu (4). Pēdējā 
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vienādojuma atbilstošam homogenam vienādojumam LX(Q =s 0 
var sastādīt k — 1 atrisinājumus 

. * > ь - = s ~ = ( | ) ' . 

kas i r s a v ā s t a r p ā l i n e ā r i n e a t k a r ī g i . Tiešām, pretējā 
gadījumā pieņemtais lineārais sakars 

Q n + + • • • + Q £*—1 = 0 

pēc izteiksmju (6) ievietošanas un kvadratūras dotu lineāru sakaru 

Q h + + • • • + Q 4* = 0 . 

kas ir pretrunā ar nosacījumu par lineāri neatkarīgiem atrisinā­
jumiem VJI, Щ, . . ., Щ. 

Ar jaunu Dalambēra substitūciju 

z = £XJ vdx 

vienādojumu (4) var reducēt uz lineāru (n — 2). kārtas diferen­
ciālvienādojumu attiecībā pret funkciju v(x) Atbilstošam homo­
genam (« — 2). kārtas vienādojumam var sastādīt k — 2 lineāri 
neatkarīgus atrisinājumus 

© ' ( | ) H r ) • 

Procesu atkārtojot, galīgi dabū vienu lineāru (я — k). kārtas 
diferenciālvienādojumu. Zinot pēdējā vienādojuma vispārīgo inte­
grālu, var ar kvadratūrām aprēķināt dotā n. kārtas diferenciālvie­
nādojuma (1) vispārīgo integrālu. 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad k = n — 1, vienādojumu 
(1) var reducēt uz vienu lineāru p i rmās kārtas diferenciālvienā­
dojumu. Tā kā pēdējā vienādojuma integrācija reducējas uz 
divām kvadratūrām, tad arī dotā vienādojuma (1) integrācija šinī 
gadījumā ir reducējama uz kvadratūrām. 
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3. Redukcija kanoniskā formā. 

Šai redukcijai ir analoga ». pakāpes algebriskā vienādojuma 

xn + « i хп~^-\-a2x"~2+...-\- a„ = 0 (av a2,.,, an —• konstantes) 

redukcija kanoniskā formā 

ln + <i<A"~'2 + • • • + ан = 0 («2- • • •» an — konstantes), 

ja lieto lineāru transformāciju 

x = l - % 
n 

Lineārā n. kārtasdiferenciālvienādojuma (1) gadijumā izdarām 
substitūciju 

(7) у — uv, 

izvēloties vienu funkciju, piem, v(x), tā, lai dabūtais lineārais 
diferenciālvienādojums ar otru funkciju uĻv) nesaturētu locekli ar 

t t {»— 1 ) . Ja ievēro pēc Leibnica formulas aprēķināto atvasinājumu 
izteiksmes 

y») _ u(„)v + u n { n лу 4- . . . 4- + uv{"\ 

У"- 1 )=»( ' ' - 1 ) г ;+ (« -1 ) / / ' ' - 2 ЬЧ- . . . 4 ( " -1 )» ' ^ ' ' " 2 ) +"г ' ( ' ' _ 1 ) . 

tad lineārais diferenciālsimbols 

Цу) = L(uv) = vu<"> + [nv' + f^x)v) + . . . 

satur koeficientu nv' + f \(x)v locekli ar uSn~ 4 Ja šo koefi­
cientu pielīdzina nullei, tad sastāda pirmās kārtas diferenciāl­
vienādojumu 

nv' -+- Ji(x)v = 0, 

un noteic funkciju 
- -f/i(x)dx 

v(x) = e " {« — nat. log. bāze). 

Integrācijas konstanti var ieskaitīt reizinājuma uv pirmajā 
faktorā u(x). 
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Tā tad ar substitūciju 
1 , 

(8) у = ue n 

vienādojums (1) top par k a n o n i s k ā s f o r m a s v i e n ā ­
d o j u m u 

(9) « ( " > + Ф 2 ( * ) и < " - 2 > + • . . + ? „ _ i W " ' + ?н (*)* = ¥*>)' 

ar viegli aprēķināmiem koeficientiem cpa, <p3, . . ., ср я , ср. 

Tā kā kanoniskā formā nav locekļa ar atvasinājumu u(-n~y\ 
t. i. tā koeficients ср^дг) = 0, tad L i u v i l a (Liouville) formula 

X • ~~ 

W =-. Wue x° 

šinī gadījumā rāda, ka Vronski determinants ir 

W = Wо = const. 

P i e z ī m e . Bez minētās ir vēl daudz citu analoģiju l ineāro 
diferenciālvienādojumu un algebrisko vienādojumu starpā. 

§ 9. Lineārie diferenciālvienādojumi ar konstantiem 
koeficientiem. 

1, Atradīsim lineārā diferenciālsimbola 

(1) Цу) = / " > + aļy&-b+...+att^y'+aMy 

(av a2 an — konstantes) izteiksmi, kad izvēlas 

у = ekx, resp . у — zekx 

ar konstanti k un jaunu funkciju z(x). 

Tā kā atvasinājumi 

(ekx)' = kekx, (ekx)" = k \ k x , . . ., («*»)(») = k" ekx, 
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tad dabū formulu 

(2) L(ekx) = <?(k)ekx, 

kurā cp(/t) i r t . s. r a k s t u r ī g a i s p o l i n o m s 

(3) ŗ(k) = k" + a ^ " - 1 + ыфёфиЛ + '*» • 

Ar funkciju у = zbkx un tās atvasinājumiem 

у = (3' + kz)ekx, 
у" = ( 3 " -ļ- 2b' + 

izteic diferenciālsimbolu 

L{zekx) = [&) + bjfr-n + . . . + + b„ в)в*х 

ar koeficientiem bv . . ., b„_-\, bn , kas nav atkarīgi no funkcijas 
z(x) veida, bet gan no av a2 a„ un k. Tāpēc, ja izvēlas 
speciālu funkciju 

z(x) — e™ (x ф k) 

iepriekšējā formulā un ievēro (2), tad pēc dalīšanas ar 
rodas sakars 

cp(* -ļ- X) = x« -f f . . . + * „ _ i * + b„ . 

Ja te ar T e i l o r a [Taylor) formulu attīsta п. pakāpes polinomu 

#+»)=m+^>x+...+ģ$ .-'+^* 
un salīdzina abās pusēs locekļus ar vienādām x pakāpēm, tad 
dabū koeficientu nozīmes 

_ ? ( " - " ( » b _ $ 4 * ) , _ ( A ) 
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Ar šim nozīmēm un 
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n ! 
= 1 dabu formulu 

,4) Ц ^ ) = \ ^ + ^ + . . V'"A«] Л 

2. Homogena lineārā diferenciālvienādojuma 

(5) Цу) = У » + a ^ " " 1 * + . . . + « „ _ , = 0 

integrācijā pēc E u l e r a m e t o d e s meklē atrisinājumus formā 

(6) у = e kx 

Izlietojot formulu (2), atrod, ka tādi atrisinājumi ir tad, ja k ir 
t. s r a k s t u r ī g ā ( k a r a k t e r i s t i s k ā ) v i e n ā d o j u m a 

(7) y{k) = k» + a ^ " - 1 + - . . . + ап_ф + a„ = 0 

saknes . Ir jāatšķir sekojoši divi p a m a t g a d ī j u m i , kad vai 
nu visas ši v ienādojuma saknes kv k2 kn ir dažādas, vai 
dažas saknes ir savā starpā vienlīdzīgas (vienādojumam ir vairāk­
kārtējas saknes) . 

I pamatgadi jums: kx ф k2 ф . . . ф k„ . 

Tad ar Eulera substitūciju dabū n part ikulāros integrālus 

(8) Ух - e k i x , y2 = ek*x, Ум — ekn* , 

kas i r s a / a s t a r p a l i n e ā r i n e a t k a r ī g i . Tiešam, šo 
funkciju V r o n s k i (Wronski) determinants 

Щу» Уч. Уп) = 

Уг 
г 

У. 

У% 
I 

•Уп 
I 

•У 

У?г_1)У""1)- • У ( » - 1 ) 

nav nulle, jo tas ir izteicams formā 

<pM(*) 
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1 . . . 1 
• t • k. 

V = 

Pedejo var izteikt*) ar sakņu kv k2, , . ., k„ diferenču produktu 

kas atšķiras no nulles, jo saknes ir dažādas. Ir sastādīta dife­
renciālvienādojuma (5) atrisinājumu fundamentālā sistēma 
^ W , y2{x), . . ., yn{x), ar kuru var izteikt šī vienādojuma vis­
pārīgo integrālu (Cv C3 Cn — patvaļīgas konstantes) 

(9) y(x) = + + . . . + С „ Л * . 

G a d ī j u m ā , kad saknes kv kv . . ., kn ir kompleksas, 
tās ir pa pāriem saistīti kompleksas, ja algebriskā vienādojuma 
(7) koeficienti д д a„_ь an ir reāli skaitļi. Piemēram, 
saknei 

ar reālām konstantēm a, ß un i = ļ/ — 1 . Ar partikulariem inte­
grāliem 

1, n 
V = И (*, 

kx— а + ß» 

atbilst saistīti kompleksa sakne 

а — [ii 

(a— §i)x 

var sastādīt divus citus integrālus 

*) Skat., piem., prof. L e j n i e к a darbu „Augstākā algebra' Ipp. 18, 
Riga, 1935* 

a r t . ? . V a n d e r m o n d a d e t e r m i n a n t ! ! 
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Й _ У Л У * Л * ^ - f r » „ _ Л - Л «x 

V 2 • * -2 ~ 2* • 27 , 
ko var izteikt r e ā l ā f o r m ā 

(10) rjļ = e ^ c o s ^ , tj2 = / " ' s i n p\a?, 

ja izlieto kosinus un sinus funkcijas Eulera sakarību ar ekspo-
nentfunkciju. 

II pama tgad ī jums : r a k s t u r ī g a m v i e n ā d o j u m a m 
(7) i r v a i r ā k ā r t ē j a s s a k n e s . 

Pieņemsim, ka vienādojumam (7) ir d a ž ā d a s saknes 
kv k2, . . ., km ar att iecīgām kārtām pv p2 pm, kuru 
summa . 

h + A + • • 4 Pm ** »• 

Kā zināms, lai, piem., sakne kx būtu ar kārtu fv ir nepieciešami 
un pietiekoši, ka 

(11) 9 ( ^ = 0 , cp '(^)=0 ср(Л-1)(^)=0, ^{к^фО. 

To ievērojot un izlietojot lineārā diferenciālsimbola īpašību (4), 
atrod, ka saknei kx atbilst šādi partikulārie integrāli 

(12) yt=ekix, y2=xAx~, y^—x^,.. ,yPi =xh~x 

un vispārīgā integrāla sastāvdaļa 

£\(х)Ах 

ar polinomu 

Fx(x) = Cx + Cax 4 Cax* + . . . 4 - CpxPv-\ 

kas satur px patvaļīgas konstantes Cx, C2, . . ., Cp. Tamlīdzīgi 
sastāda integrālus citām saknēm k2, . . ., k m . Konstatēsim, ka 
formula 

(13) rix) = Fl{x)ekix-\-F2{x)ek*x+...+Fm(x)ekmX 

izteic diferenciālvienādojuma v i s p ā r ī g o i n t e g r ā l u , ja 
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Ft (x) ir pol inoms ar pakāpi p{ — 1 un patvaļīgām konstantēm 
skaitā pļ (i = 1 , 2 , . . . , tn) Ir jāpierāda, ka funkcijas 

к. X k• X p . — 1 k; X , . , n . 

e » , xe ' , . . ., X * e * (г = 1, 2, . . ., m) 

ir lineāri neatkarīgas. Pretējā gadijumā būtu lineārs sakars 

(14) ЛО)^+/|(*)^+; •+/,« ( V " ' * = 0, 
kurā polinomi /х(х), f2{x),.. .,/m(x) ir attiecīgi ar pakāpēm 

П < A ~ h r-i < А — !. • • •> < A; - i-

Ja vienlīdzības (14) abas puses reizina ar e~*>x un dabūto 
vienādojumu 

Ā(*) + MM**"'*1* + • • • + fm{*)e{km~bl)x = о 

atvasina pēc x atkārtoti rx - f 1 reiz, tad rodas sakars 

g2{x)e^'^ + . . . bgmi*yPm'~****'*> 

kurā g2(x), . . ., g,n{x) ari ir polinomi ar pakāpēm r 2 , . , ., r m . 
Tādā kārtā turpinot, dabūtu neiespējamu vienlīdzību 

h(x)e™=0, 

kurā А(лг) ir pol inoms, kas nav identisks nullei, un x 0 ir 
konstante. Šī pretruna norāda, ka funkcija (13) tiešām ir vispā­
rīgais integrāls. 

G a d ī j u m ā , kad raksturīgā vienādojuma (7) koeficienti Ir 
reāli skaitļi un sakne kt ar kārtu pt ir kompleksa 

*, = а + [ii (i = УЩ, 

tad šim vienādojumam ir arī saistīti kompleksa sakne 

k2 = а — Ŗi 

ar kārtu p2 — px = p. No atbilstošiem partikulāriem integrāliem 
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un 

*(«-P»>, */«-P*>,- . „ > - 1 е(о-Й> 
var sastādīt citus part ikulāros integrālus reālā formā: 

cax cos ß.r, xeax cos ß.v д г ^ — 1 е а х cos ß.r 
un 

sin ß.v, . r ^ s i n ß ^ , . .., x^~l eav sin $x. 
Tādēļ divām saistīti kompleksām saknēm kļ un k2 ar kārtu / 
atbilst vispārīgā integrāla sastāvdaļa 

| 7 ' ļ ( » c o s $x + F2(x) sin $x]eax, 

kurā /'ļC-r) un F2(x) ir divi — 1). pakāpes polinomi ar 2p 
patvaļīgām konstantēm (katrs satur p konstantes). — Diskusija 
par citām kompleksām saknēm (ja tādas ir) ir analoga iepriekšējai. 

3 . N e h o m o g ē n o lineāro diferenciālvienādojumu L(y)~f\x) 
ar konstant iem koeficientiem un doto funkciju f{x) var ar 
v i s p ā r ī g o Lagranža konstantu variācijas metodi integrēt, 
reducējot uz kvadratūrām, jo atbilstošā homogena vienādojuma 
F(rj) = 0 atrisinājumu fundamentālā sistēma ir a t rodama. 

Ar a t s e v i š ķ u m e t o d i noteiksim nehomogēnā vienādo­
juma part ikulāro integrālu gadījumā, kad 

f(x) = Pm(x)e™, 

ja 

Pm(x) = W0.v"' + .V'"- 1 + ....+ Am 

ir m. pakāpes pol inoms un а — konstante. 

Diferenciālvienādojuma 

(15) Цу)=/'Ча1/"-^...+ап_,у'+а„у=Рш(х)е^ 

integrācijai izdara substitūciju 

(16) y = se^, 
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Pēdējas formulas sastāda, ieliekot vienādojumā (17) s , = Q„M) 
un salīdzinot dabūtās identitātes abās pusēs vienādu pakāpju 
x?n, л : " ' - 1 , . . ., koeficientus. 

Ar formulu (16) atrod diferenciālvienādojuma (15) partikulāro 
integrālu 

yx(x) = Zj(x)e^ = Qm{xW». 

II gad ī jums: a i r r a k s t u r ī g ā v i e n ā d o j u m a 
s a k n e a r k ā r t u p. 

Tādā gr.dījumā ir 

? ( e ) = 0, t?*(a) = 0, . . . , ^ > - l ) ( a ) = 0, 7 t 0, 

un diferenciālvienādojums (17) top par 

(,s, * < « < № + ^ t > V . . - ^ 

ievedot jaunu funkciju s(x). Lietojot formulu (4) ar k = a, 
dabū funkcijas z{x) noteikšanai lineāru ;;. kārtas diferenciāl­
vienādojumu 

(17) *p(a) + *' + • • . + . />да (4 

kam labajā pusē ir polinoms un koeficienti ari konstanti. Atšķir­
sim šādus divus gadījumus. 

I gad ī j ums : a n a v r a k s t u r ī g ā v i e n ā d o j u m a 
s a k n e , t. i. 

?(«) Ф 0. 

Tad diferenciālvienādojuma (17) viens partikulārais integrāls sx(x) 
ir m pakāpes polinoms 

QmĻv) = B0x>» + i V " < - 1 + • . - . . + Bm, 

kura koeficientus B0, Bv . . ,, Bm var pakāpeniski aprēķināt no 
formulām: 

? ( а ) Д > = 4)i 
y(a)Bt + m<t'(a)li0 = Aļt 
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Ar ^ kvadratūrām sastāda vienādojuma (18) part ikulāro integrālu 

« — ' **H-# 4-
* l 1 J ~ (m 4 - 1) (m + 2) . . . (m 4 / ) Г 

+ . x*n 4 - A - 1 4 4 ? 2 ^ 
T w ( w + l ) . . . ( m + / - l ) т * 4 . 2 . 3 . . . / ' 

un tā tad vienādojuma (15) partikulārais integrāls šinī gadījumā 
ir formā 

y,(x) = Sl(x)№ = Qm+p(x)eax, 

kur Qin^.p(x) ir minētais pol inoms ar pakāpi m -ļ- p. 

§ 10 . Eulera lineārais diferenciālvienādojums. 

1. Vispārīgās formas Eulera vienādojumu 

(1) (ах+Ь)ну^+Ал{ах+Ь)п-лу^h...+А,,^(ax+b)y'+A„y=f(x) 

(a -'•= 0, b, Av A2, . . ,, An konstantes , f(x) dotā funkcija) 
ar a rgumenta transformāciju 

Ķ = ax + b 

Attiecībā pret j auno funkciju и = rodas (n — p). kārtas 
diferenciālvienādojums 

Tā partikulārais integrāls (kā I gadījumā) ir m pakāpes pol inoms 

щ = B0x»' + ^ r ' " - 4 • . • + B m , 

kura koeficientus aprēķina no formulām: 

9тЩ _ A ~~pT~ 0 ~ 0 

<p<»(a) д ? ( ^ + , ) ( « ) M , R . . , 
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reducē u z k a n o n i s k o f o r m u 

ar viegli noteicamām konstantēm av a2, . . ., an un funkciju / '(5). 
Kad ? > 0, tad ar substi 'ūciju 

g = 

Eulera v ienādojums (2) reducējas uz nehomogēnu l i n e ā r u 
ii. kārtas diferenciālvienādojumu ar konstantiem koeficientiem. Lai 
atrisinātu atbilstošo h o m o g e n o vienādojumu 

tad divas šādas substitūcijas 

(4) 6 = « ' , rj = e « 

apvieno vienā substitūcijā 

(5) 4 = 5*. 

ar kuru direkti no (3) atrod kāpinātāja k nozimes. Ja ievēro, ka 
5 > 0 un 

%=k?-\ g = . ^ - i r - 2 ~=k{k-\).(k-„+mk-", 

tad pēc dalīšanas ar kopīgo faktoru ļj* rodas k noteikšanai 
п. pakāpes algebrisks vienādojums, t. s. d e t e r m i n ē j o š a i s 
v i e n ā d o j u m s 

(6) k(k-\) ..(k - n+\)+aJt{k- 1).. ( A - w + 2 ) + . . . - f - * « - i * - r « « = 0 . 

2. Turpmākā diskusijā atšķirsim šādus gadījumus. 

I g a d ī j u m s : d e t e r m i n ē j o š a m v i e n ā d o j u m a m (6) 
n a v v a i r ā k k ā r t ē j u s a k ņ u , t. i. tā visas saknes 
kv k2 kn ir dažādas (reālas vai kompleksas). 
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Tad ar formulu (5) noteic n partikulāros integrālus 

4i = §**. 4a = • • • •» Пя = 

kas veido homogenā vienādojuma (3) atrisinājumu fundamentālo 
sistēmu. Ši vienādojuma vispārīgais integrāls ir 

(12) = c, g*i + eve*. + . . . + c w 

ar « patvaļīgām konstantēm Q , C 9 , . . ., CH. 

II gad ī j ums : d e t e r m i n ē j o š a m v i e n ā d o j u m a m 
(6) i r v a i r ā k k ā r t ē j a s s a k n e s . 

Pieņemsim, ka šī vienādojuma dažādām saknēm kv k2,..., kmy 

kārtas ir attiecīgi pļt p2 pm un 

P\ + Pa + • • • + Pm = n-

Ar tādām pat saknēm ir raksturīgais vienādojums, kas sastādīts 
Eulera vienādojuma (3) transformētam vienādojumam ar substi-
tūciju g : = 6*. Tā kā, piem., saknei kx ar kārtu px ir piederīgie 
partikulārie integrāli 

*V, / ^ i - 1 «4 
tad tai pašai saknei Eulera vienādojuma integrāli ir 

5*», i * ' ln 5 §*« (ln \)^~л (5 > 0), 

jo / = ln g. Tamlīdzīgā kārtā sameklējot citām saknēm atbilsto­
šus integrālus, sastāda Eulera vienādojuma vispārīgo integrālu 

у (?) = g*i Fļ (ln g) + g** I'\ (In Ö + . . . . + / г , „ (ln g), 
kur / 1 , (ln £) ir (r — 1). pakāpes pol inoms attiecībā pre t ln g ar 

patvaļīgiem koeficientiem skaitā r. 

Uzdevumi III. 

I n t e g r ē t š ā d u s v i e n ā d o j u m u s . 

1. f = y . Atb. у + (cacos^\-С^йЩе-**. 

2. у'"—у" - ву' = 0. Л / 6 . У = СХ+ С2е3х + С а е - 2 а - - . 
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15. хУ 4- x*y» + Ъху' — Sy = 0. 
Atb. у— Схх^ -+ с? а c o s (2 In л-) 4 С 3 s in (2 \ах). 

16. .г 8}'" - ЪхУ -t- Ixy' — By = 0. 
Л/£. >- = л-2 [Ci + Ca In X 4 C 8 (In*)»]. 

17. « * y 4 J + 6.r 3y" 4 9 * У 4 - Зл-у 4 jy = 0. 

Л / 6 , jy = ( Q 4 Cļ In л.-) sin 1плг 4 - (Св 4 Q In х) cos 1пл\ 
18. (2л- — I ) 8 / ' 4 (2л- — 1) У' — 2у sss 0. 

1 4 — 1— 
Atb. у=--Сг(2х — 1 ) 4 С 2 ( 2 л - - 1) 2 4С 3 (2дг—1) 2 

19. я-зу 4 2л- 2У 4 2jy = 10 (х 4 х ~ \ 
Atb. у=Ьх-\- 2х~^\пх 4 ^-(CļCos l n ^ 4 Q s i n \йх)-{-Свх~^. 

20. х'ут 4 2л:9У' — х2у' 4 ху = I. 
Л/6, jy — 4-л- - 1 In 4 л- ( Q 4 Q In .г) 4 С 3 



IV. Simultanie diferenciālvienādojumi. 

§ 1 1 . Diferenciālu sistēmu veidi un redukcija. 

1. Vispārīgā diferenciālā sistēma ar divām nez ināmām 
funkcijām y(x) un z{x) ir šāda 

( 1 ) H > i ( * ; y,y' y { u ) ; *, z' * ( " ° ) = o , 

I Ф 2 ( . г ; у, у1 z, z', . . ., = 0. 

Gadī jumā, ja augstāko atvasinājumu kārtas ir v i e n ā d a s : 
M sss nv m = ntļ un ja var izteikt funkciju augstākos atvasinā­
j u m u s У " ) un gf-m' atklāti ar pārējiem mainīgiem, tad šādu sistēmu 

(2) ! y{"] =f^x> >• ->''• • • *. • • 

I 4my~M*i У, У', . . ,У{"-'\ z, z' s C " - 1 ) ) 
s a u c par kanonisku. 

2. Apskatīsim kanoniskās sistēmas (2) šādus r e d u k c i j a s 
v e i d u s . 

t v e i d s : r e d u k c i j a u z a u g s t ā k ā s k ā r t a s d i f e ­
r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u a r v i e n u n e z i n ā m o f u n k c i j u 
(г e s о 1 V e n t i). 

Šajā redukcijā izslēdz no sistēmas (2) vienu funkciju, 
ipiem., s(x). Sastāda palīga vienādojumus, atvasinot pēc x 
s i s t ēmas (2) p i rmo vienādojumu atkārtoti m reiz un izteicot atva­
s inā šanas rezultātos y("\ resp. z(m^ ar / 1 , resp. / 2 . P iemēram, 
a r p i rmo atvasināšanu dabū sakaru 

У — дх^ ду У * 0у'У r ' * * T о » / " - 1 ) У T 

^ dz * OS* * * * * * T 

p ē c substitūcijas У " ) = / х , = / 2 sastāda labajā pusē 
z ināmu funkciju 

/„С*; л У * • • 
6* 
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Tamlīdzīga kārtā turpinot, dabu vienādojumu sistēmu 

(3) 
У" + 1 ) = /u(*; л у ' у - 1 ) ; * . . ., s(m~^. 

ar z ināmām funkcijām / l f / u , / 1 2 / ,„, . . Sistēmā (3) ir m - f l 
v ienādojumi, no kuriem vispārīgi ir iespējams izslēgt m ma in īgos 
z, z \ . . ., s^m \ Izslēgšanas rezultātā rodas (n + m). kār tas , 
diferenciālvienādojums 

( 4 ) y(n+,„) = ^ y > y , y » + » < - i ) ) 

ar vienu funkciju jy(.tr). Vienādojumu (4) sauc par dotās diferen­
ciālās s is tēmas (2) r e s o l v e n t ' . Resolventes kārta n -f- m i r 
arī diferenciālās s is tēmas (2) kārta. Zinot resolventes vispārīgo-
integrālu 

у — y(x; C\, Q , . . ., Cm+„) 

ar integrācijas kons tantēm Cv C 2 , . . ., C,,,^,,, var no p a l ī g a 
s i s tēmas (3) pirmajiem m vienādojumiem aprēķināt 

z = Ci, Cg, . . ., Cjņŗ4^w), 

izslēdzot m — 1 atvasinājumus г', z" ^ w — 1 ) . Tā t a d 
kanon i skās s is tēmas (2) integrācija ir reducēta uz resolventes 
(4) integrāciju un pal īga lielumu elimināciju no s is tēmas (3). 
S is tēmas (2) vispārīgais integrāls 

[ z =• z (x; Cx, C 2 , . ., Cw_ļ_ ; /> 

satur patvaļ īgas konstantes skaitā ;// -ļ- n. 

P i e z ī m e . Tamlīdzīgu redukciju var darīt ar vispārīgo-
sis tēmu (1). 
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II v e i d s : r e d u k c i j a u z e k v i v a l e n t u n o r m ā l u 
s i s t ē m u . Te ieved n -ļ- m — 2 jaunas nezināmas funkcijas: 

У = Уи. У" — У-2 У " - 1 ) = y„_i, 

R o d a s simultāiri pirmās kāttas diferenciālvienādojumi, kas veido 
speciālu normālu s is tēmu 

(6) 
Z — Sļ, zt — i 2 , 

- Уп-г=У 

"in—2 

n-V 

"'/и—V 

y„-i=/i (*' У> Ук У* • • •> y„-v z> *i> «а. i—i)« 

a r n - ļ -w nezināmam funkcijām: ^ , ^ , ^ 2 у„_л>z, ex, z9,...,z,„_u 

. Sistēma (6) ir ekvivalenta ar doto, jo apgrieztā kārtā, no 
p a l ī g a funkciju izslēgšanas rodas sistēma (2). Ekvivalentās nor­
m ā l ā s sistēmas (6) kārta ir n -+- m, kas atbilst resolventes (4) 
kār ta i . 

V i s p ā r ī g a i n o r m ā l a i s i s t ē m a i 

(7) 

Ух = h (*• >'v У» • • . Уи), 

y[ — /а Уи У* • • •• VH), 

У„ = /„ i*. Уи Л . У 

a r n nezināmam funkcijām yv y2, . . ., y„ kārta ir n, jo šīs sistē­
m a s resolvente ir n. kārtas diferenciālvienādojums ar vienu nezi­
n ā m u funkciju. Ja funkcijas fu f.2 / „ ir l ineāras attiecībā 
p r e t yv jy2, . . , y„, tad sistēmu (7) sauc par l i n e ā r u . Apska­
t īsim lineāru sistēmu īpašības, kas ir analogas ar l ineāru diferen­
ciā lvienādojumu īpašībām. 
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§ 12. Lineāras sistēmas. 

1. Lineāru sistēmu 

L„{ УиУ*",Уп)=уп+/т (х)У1+/т (ХЬ'2+ ••+Л«(-ГЪ'«=Л,(^> 

jeb 

(1') ЬЛух yk, . . ^ ļ + ^ ( ^ ^ 
(k = 1, 2 я) 

sauc par h o m o g e n u , ja brīvie locekļi Jx (x), f2(x), .'. , j n (лг> 
ir identiski nu l l e s ; pretējā gadījumā — par n e h o m o g ē n u . 
Dotās funkcijas 

Jh И . / » ( * ) («i * = 1 , 2 , . . , w> 

pieņemam par nepār t rauktām un vienvērtīgām intervallā я < ^ . г ^ * . 

Ar 11. §-fā apskatīto p i rmo redukcijas veidu sastāda resolventi,. 
kas ir n, kārtas l i n e ā r s diferenciālvienādojums. Tādēļ lineārās-
sis tēmas (1) vispārīgais integrāls (k = 1 , 2 , . . . , //) 

(2) Ум~Ш{х)+СгЩх{х)->г...+С11 ? M H + - + C e f h , ( ^ 

satur lineārā atkarībā n integrācijas konstantes C\, C\, . . ., C„„ 

Turpmāk dosim vispārīgā integrālā funkcijām '-^(.r), cp^ i t» , . . , cp 

noteiktas interpretācijas. 

2. Homogenās sistēmas 

(3) Z^fjVļ, . . ,J'/ . . ' . . , .>'„)->'ļ-b//.iИУ1+ ••+JHU)y/i+-+J/clt(xh;l^=0 

(k == 1, 2, . . , ») 

šādas vispārīgās īpašības atbilst homogenam lineāram diferen­
ciālvienādojumam ar vienu funkciju (§ 6 ) ; šo īpašību pamatā i r 
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diferenciālsimbolu Lv . ., Lk,..., L„ l i n e a r i t ā t e izteikta 

ar formulām [k = 1, 2, . ., n): 

un 

(5) (C>! C y A , . . ., Cy„) — CLk (yx y'k,., •,}>„), 

k u r ā s y v . . .,yn un z v . . e„ ir kautkādas divas funkciju kopas 

un С — konstante . 

I. J a f u n k c i j u k o p a yn (x) укл (x) yny (x) 
i r h o m o g e n ā s s i s t ē m a s (3) p a r t i k u l ā r a i s i n t e g r ā l s , 
t a d a r i Cxyt{x) С, улл (*) Cxy^ (*) i r t ā s 
i n t e g r ā l s ( Q — patvaļīga konstante) 

II. J a « f u n k c i j u k o p a s 

Уа И Ук\ (*) УпЛ M. 
(6) Ум, 0 ) i • • - Укк • • • i Упк 

Л » ( * ) . • • -Уйи <-r) (-r) 

i r h o m o g e n ā s s i s t ē m a s (3) p a r t i k u l ā r i e a t r i s i n ā ­
j u m i , t a d a r ī f u n k c i j a s 

yx (x) = C, yn(x) + + ylk(x) +-... + €„ yul(x), 

(7) • у к О) — Cxykl(x)+ ... + Ck ykk(x) 4 - . . . 4 - C„ yiH (x), 

y„(x) = Cxymfr)+ . . + Ск yMk(x) 4- • • • + Q y„„ (x) 

i r š i s s i s t ē m a s i n t e g r ā l s (C~\, . . ., Q . , . . ., C„ — 
patvaļīgas konstantes). 

Lai ar formulām (7) noteiktu kaut kuru atrisinājumu, 
kas pieņem vērtības yx (лг 0),.. .,у/г(х0) ...,у„ (x0)„ kad x == x0, 
ir jāprasa, ka sistēma (7) ar x=x0 ir atrisināma attiecībā pret 
Cv . . ., Q , . . ., C„. Tādēļ s is tēmas determinantam 
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Л Х ( * ) • • • ША • • • УМ 

(8) Д(.г) = . . . y k k [ x ) . . ' y k n { x ) 

У mW • • • УпкКх). • • Ут{х) 

ar X — х0 nav jābūt nullei. Partikulāros integrālus (6), kuriem 
determinants Д Ф 0 visā intervallā, sauc par l i n e ā r i n e a t ­
k a r ī g i e m , un tie veido a t r i s i n ā j u m u f u n d a m e n t ā l o 
s i s t ē m u . Tā tad f o r m u l a s (7) i z t e i c h o m o g e ­
n a s l i n e ā r a s s i s t ē m a s (3) v i s p ā r ī g o i n t e g r ā l u 
t a d , j a a t r i s i n ā j u m i Уц{х), . . ynn{x) v e i d o f u n ­
d a m e n t ā l o s i s t ē m u , r e s p . i r l i n e ā r i n e a t k a r ī g i 
(Д ^ 0). 

Nosacījums Д ф 0 ir līdzvērtīgs ar to, ka lineāri sakari 

Cxyn{x) + • • . + C„ ym(x) = 0, 

Ct ym(x) + . . . + C„ ynn{x) = 0 

iespējami tikai tad, ja reizē Cx = C 2 = . . . = C„ = 0. Pretējā 
gadījumā atr isinājumus sauc par l i n e ā r i a t k a r ī g i e m . Tādu 
atrisinājumu determinants ir Д = 0 vismaz vienai nozīmei x=x0. 
Ar sekojošo formulu konstatēs, ka tad i d e n t i s k i Д = 0. 

III. A t r i s i n ā j u m u d e t e r m i n a n t a m (8) d e r 
f o r m u l a (e — nat. log. bāze) 

X 

/(/и + hi + • • • +Jnn) dx 
(9) A(x) -- Д(дг 0) e x° 

k a s a t b i l s t Ļ i u v i l a (Liouvi/le) f o r m u l a i ( § 6 ) a r 
V r o n s k i d e t e r m i n a n t u . 

P i e r ā d ī j u m a m atvasina pēc x determinantu (8), lieto­
jot tā r i n d a s . Dabūtās n determinantu summas katrā loceklī 
izteic funkciju atvasinājumus ( £ , / = 1 , 2 ») 

У' = — fkt{x) yifi - . •. —fkk{x)ykp - ••• — fkd*) ynps 



SIMULTĀNIE DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI 73 
ja ievēro sistēmas (3) vienādojumus. Pec pārveidojumiem dabū 
funkcijas Цх) noteikšanai pirmās kārtas diferenciālvienādojumu 

db(x) 
dx 

kas ar mainīgo separāciju un kvadratūru dod meklējamo sakaru (9). 

Formula (9) rāda, ka identiski Д O ) = 0, ja Д (x0) = 0, bet 
•visā intervallā Д (х) ф 0, ja kaut vienā punktā Д(.г0) Ф 0. 

3 . Nehomogēnās lineāras sistēmas (1) i n t e g r ā c i j a 

r e d u c ē j a s u z k v a d r a t ū r ā m , j a i r z i n ā m a a t b i l s t o ­
š ā s h o m o g e n ā s s i s t ē m a s 

и 
А (4V V • - Пи) = % + s = О, 

/ = 1 

(10) 

II 

М ч « % ч») = \+ 2 = о, 

A«(4i . i4«) = V + £ fmixhi= о 
Я ; = 1 

a t r i s i n ā j u m u f u n d a m e n t ā l ā s i s t ē m a 

( И ) 

4III '"JAI' • • •> ЧШ< 

Те ir lietojama Lagranža konstantu variācijas metode. Homo­
genās sistēmas (10) vispārīgais integrāls 

Щ = S С > 4 * ( * = 1 , 2 » 

satur n integrācijas k o n s t a n t e s Cx, C 2 , . . ., C„. Pēc 
Lagranža metodes meklē nehomogēnās sistēmas (I) atrisinājumu 
formā 

(12) yk = S Гр(х)щ, 
/ = 1 
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kurā C1 (x), . . . . Cp Ļx), . . ., C„ {x) ir x f u n k c i j a s . Šo funk­

ciju noteikšanai sastāda atvasinājumus 

У/г=1Сf, № Vkp + "Cp t\ (k = 1 ,2 w> 

un ieliek sistēmā (1). Pēc pārveidojumiem rodas vienādojumi 
• 

\ ~'p i*) tlkp + Z ~p UL + S fu vj Л =fk Г » 
p=\ ' p=\ \ г ļ — -[ I 

[k s a 1, 2 , . . ., я) , kas vienkāršojas par 

(13) 2 č ' (x)7)ip=Jk (дг) (£--= 1,2, . . . , « ) , . 
р—Л ' 

jo funkcijas ( I I ) ir homogenās s is tēmas (10) atrisinājumi. Atklātā 
veidā (13) ir v ienādojumu sistēma 

Č[ (x) tļn -f . . . + Tn (x) rjhl =.Jy (.r), 

C[ (х) + . . . + ~'n (X) Y)„„ = / „ (X), 

kuras de terminants ir homogenās s is tēmas (10) atr isinājumu 
fundamentālas s is tēmas determinants Д Ļv). Tā kā 0, tad 
var atrisināt sastādīto s is tēmu (13) pēc K r a m e r a formulām 

CP{x) = ī(xT 0 * = М »), 

kurās (;r) apzīmē de terminantu , izveidotu no Д ar kolon­
nas e lementu apmaiņu pret /г, . . ., j n : 

и = • 
T I M 1 • • • "Цпр—1 A Чн/Ч-! • • • 
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(14) yk (x) = yk (x) + T ļ A ( . v ) ( £ = 1 , 2 , . . . , / / ) , 

kas izteic šādu īpaš ību : n e h o m o g ē n ā s l i n e ā r ā s s i s t ē ­
m a s v i s p ā r ī g o i n t e g r ā l u s a s t ā d a a r t ā s p a r t i -
k u l ā r ā i n t e g r ā l a u n a t b i l s t o š ā s h o m o g e n ā s 
s i s t ē m a s v i s p ā r ī g ā i n t e g r ā l a s u m m u . 

4. Gadijumā, k a d i r z i n ā m s t i k a i v i e n s a t b i l ­
s t o š ā s h o m o g e n ā s s i s t ē m a s (10) p a r t i k u l ā r a i s 
i n t e g r ā l s r ) u , y / 2 1 т | , л , d o t o n, k ā r t a s n e h o ­
m o g ē n o s i s t ē m u (1) v a r r e d u c ē t u z (// — 1). k ā r t a s 
s i s t ē m u . 

Šai redukcijai lieto D a l a m b ē r a s u b s t i t ū c i j u 

(15) Уг^Пп^ A ^ n ^ i + F g , • • "Уп = ^ ш Г г № (УпФОЪ 

Ar kvadratūrām dabū" funkcijas 

Ср Ļv) = Ср + J dx ip = 1,2 n)t 

un nehomogēnās sistēmas vispārīgo integrālu pēc (12) formulas-
izteic ar 

« f Д й (.г-) » 
Л (.г) = J - f ^ rf* + S C , 4 W ( * = 1 , 2 , . . . , ; / ) . 

n 

Те yj^ = 2 Cp r[kp ir atbilstošās homogenās sistēmas vispārīgais 

integrals ar и konstantem Cļt C2, , . ., C„ , bet 

_ я /• Л л f.r) 
(л-) = Д % > J - j — dx 

ir nehomogēnās sistēmas partikulārais integrāls, ko aprēķina ar n 
kvadratūrām. Salīdzinājumā ar formulu (2) konstatē, ka 

?* (*) = ~'k (x), fkp (ж) = Щ tx) (k,p>=\,2 ;;). 

Tā tad der formulas 
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i evedot jaunas funkcijas Yv Y2, . . ., Yn. Ar funkciju (15) un 
4o atvasinājumu izteiksmju 

' tri I ' vr 

К = % < + <*л + Г ' , 

У = Ят К + ч ' Г , + Y' п i ж п 

ievietošanu v ienādojumos (1) sistēma vienkāršojas par 

ПИ + h%Y% + . . . + /inYn = Mx), 

de) ч« r; + r; + л 2 Г 2 + . . . + - л Л Г „ = Л ( . Г ) , 

Ч т Г ' + Г ' + У „ 2 Г 2 + . . . + Л Л = Л ( * ) , 

ja ievēro, ka r j u , т) 2 1, . . ., y j m ir homogenās s is tēmas (10) atri­
s inājums. Sastādītajā sistēmā (16) atklāti nav funkcijas Yv un 

ir iespējams izslēgt arī У ' , ja no s is tēmas pirmā v ienādojuma 

izteic (v j n ф 0) atvasinājumu F ' atkarībā no Г 2 , . . ., Y„ un 

ievieto atlikušos v ienādojumos. Tad rodas (и — 1). kārtas 

l ineārā sistēma 

Y's + < Р Л = 
(17) . " 

Y'n + СРЯ,ГА - F . . . + ? „ « L R „ = ? « (*) 

ar viegli aprēķināmām funkcijām cp2 cp„ un cp2 2, . . ., cp„„. 
.Zinot s is tēmas (17) vispārīgo integrālu, var ar vienu kvadratūru 
aprēķināt Yx un ar Dalambēra substitūciju (15) sastādīt arī dotās 
s i s tēmas vispārīgo integrālu. 

5. Gadījumā, kad ir z ināmi d i v i lineāri neatkarīgi atri­
s inā jumi v ) u , r i 2 V . . fjm un r i l 2 , Чга. • • •. %n ar 

Чп Чм _ t o, 
Y / 2 1 ^ 2 2 
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redukcijai lieto šādu substitūciju 

У\ = Па% + ii*?» 
У» = Y l + feFgl 
У a = VtiYi + Чю Y i + YB< (18) 

Уп = Пт*1 + t\,,2Y2 +• Yn . 

Pēc substitūcijas un vienkāršošanas sistēma (I) top par 

•4nY[ + «гик; + flsYs + . . . + л „ г я = л и . 

ПрТг + ^ Y

2 + fwY* + . . • + 

(19) 4 e i F ' + Ъ ц Г ' + Y'3+JssY3-r. . + / 8 M F „ = M*). 

ЧпХ 4- r )„ 2 F' + Г > / ж Г , + . . . + / и , Г . = / „ (дг). 

Ar pieņemto hipotēzi ir iespējams izteikt atvasinājums Y , У 
1 2 

no sistēmas (19) pirmajiem diviem vienādojumiem atkarībā n o 
F 8 , . . ., F„ . Ja šīs izteiksmes ievieto atlikušajos vienādojumos,, 
tad rodas (w — 2). kārtas lineāra sistēma 

К + Фаз^з + • . . + Ф.„Г» = ФзИ. 
(20) 

F ' + Ф„ 3У 3 + • • • + Ф , Л - Ф „ И 

ar viegli sastādāmām funkcijām „ф*. Zinot pēdējās sistēmas vis­
pārīgo integrālu, ir iespējams ar divām kvadratūrām noteikt atli­
kušās divas funkcijas Yv Y2, un tā tad ar substitūciju ( 1 8 ) — sistē­
mas (1) vispārīgo integrālu. 

6 Ar (18) analogu substitūciju konstatē, ka gadījumā, kad 
atbilstošai homogenai sistēmai ir zināmi m < n lineāri neatka­
rīgi partikulāri integrāli, iespējams reducēt dotās n. kārtas lineāru 
sistēmu uz (n — m) kārtas lineāru sistēmu un m kvadratūrām. 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad m = n — 1, rodas p i rmās 
kārtas lineārs diferenciālvienādojums, ko var integrēt ar kvadra­
tūrām. Tā tad šinī gadījumā lineāras sistēmas integrācija art. 
reducējas uz kvadratūrām. 
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<1) 

L„ (УгУ^-Уп )—у[ +*тУ1 + втУь+>-+аппУп = 0 

ar konstantiem koeficientiem а п , . . ., a i m resolvente ir l ineārs 
n. kārtas diferenciālvienādojums arī ar konstant iem koeficientiem. 
Tādēļ šīs resolventes atr is inājumus pēc Eulera m e t o d e s meklē 
formā ekx. Vispārinot šo metodi direkti sistēmai, prasa sistēmas (1) 
atr isinājumu ar formu 

yx = a / x , y9 = a./'x, . . ., y„ = an ekx\ 

kurā av « 2 , . . ., o„ un k ir nezināmās konstantes. To noteik­
šanai ieliek funkciju (2) un atvasinājumu izteiksmes 

yļ = kayekx, у'г — kaļ;x y' = ka„ ekx 

s is tēmā (1). Pēc dal īšanas ar kopīgo faktoru e!'*x rodas algebrisko 
v ienādojumu sistēma 

(3) 

«1 («и + k) 4- « 2 a 1 2 + . . . -ļ- a„ «, 0, 

+ "2 ( «22 + * ) + • • + an a2„ — 0, 

+ «2 a m + . . . 4- a„ (a„„ 4- k) = 0. а. а 

Lai atrisinājums (2) butu netriviāls, ir jāprasa, ka av o 2 a n 

nav reizē nulles, un tā tad s is tēmas (3) determinantam 

an -\-k а īa 

(4) cp (k) = •ai 
an -\-k 

'112 ann-\-k 

§ 13. Lineāras sistēmas ar konstantiem koeficientiem. 

1. H o m o g e n a i l i n e ā r a i s i s t ē m a i 

ЫУкУ-2 Ун ) —У[ + а-п Ул + вцЛ4--+в«иЛ = о. 
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j ābūt vienlīdzīgam ar nulli. Sastādīto n. pakāpes algebrisko 
vienādojumu 

(5) 9 (k) = 0 

sauc par r a k s t u r ī g o (karakteristisko) v i e n ā d o j u m u . 

2. Atkarībā no šī vienādojuma saknēm kv k2, . . ., k n 

atšķirsim turpmākā diskusijā šādus gadījumus. 

I gadī jums: r a k s t u r ī g ā v i e n ā d o j u m a (5) v i s a s 
s a k n e s i r d a ž ā d a s , t. i. 

k\ ф k2 ф • • • ф kfļ. 

Tad katrai saknei var atrast no tistēmas (3) noteiktu koeficientu 
au a2l , , ., an attiecību Tiešām, tā kā raksturīgā polinoma (4) 
atvasinājumu pēc k 

с р ' Й = An(k) + A22(k) + . . . , + Лт (k) 

var izteikt ar determinanta galveno locekļu au - ļ - k, . . ., anu-\-k 

minoriem An (k), . . ., A„„(k) un raksturīgajam vienādojumam (5) 

nav vairākkārtēju sakņu, tad nosacījumi 

<p'(*x)¥=0 <p'(<M Ф 0 

rāda, ka vismaz viens no minoriem An (k), . . ., A„„ (k) ar 
Js = kļ nav nulle, vismaz viens no tiem ar k = k2 nav nulle u. 1.1. 
Ja, piem., An{kļ)ф0 (i — 1, vai 2, . . . vai n), tad sistēmā (3) 
p i rmo vienādojumu var uzskatīt par pārējo secinājumu, un to 
var atmest. No atlikušo n — \ vienādojumu sistēmas var koeficientu 
a 2, . . ., an nozīmes izteikt ar e^, resp. dabūt noteiktas koefi­
cientu attiecības a2 : av . . ., alt : ct r Ja sistēmā (3) liek 
k = kv k2, . . ., kH, tad var atrast attiecīgās koeficientu 
« j , a a an n o z ī m e s : 

«и, a.2v . . . . am [k •— kj), 
a 1 2 , a22, . . ., am (k = k2), 

a u n a2W • • •> a n n = 



80 P A R A S T I E D I F E R E N C I Ā L V I E N Ā D O J U M I 

kuru attiecības o u : a 2 1 : . . . : am a , „ : a 2 „ : . . . : atm. 

ir noteiktas. Nenote iktas paliek n konstantes, piem. a l v a 1 2 , ...,atft^ 

Ar formulām (2) sastāda n partikulāros integrālus 

Уп = «u y n = «21 . . ., ym = am Л * , 

(6) Л * = « i 2 ^ 2 X . ^ 2 = «22 e*2*. • • M ^ и г = a „ 2 «*«* . 

J i « = (hnekf,x ,yIN=A2»ek»x , • . . . = = й„„е**х, 

kas veido atrisinājumu fundamentālo sistēmu. Tiešām, l ineārs 
sakars starp šiem integrāliem reducētos uz neiespējamu sakaru 

Cx + C 2 A * + . . . + C„ « * " ж = 0 

ar kons tan tēm 6 \ , Q , . . ., C„, kas nav reizē nulles. Tā t ad 
s is tēmas (1) vispārīgais integrāls ir 

(7) ykĻv)=Cxakļekix+C2aky*x+...+CnakHek»* ( * = 1 Д . . „ й > 

ar n patvaļ īgām konstantēm Cv C2, . . . , C„ . 

II gadī jums: r a k s t u r ī g a m v i e n ā d o j u m a m (5) 
i r v a i r ā k k ā r t ē j a s s a k n e s . 

Diskusijā par sakni kx ar kārtu p ievērojam, ka raks tur īga 
pol inomu 

= {k - kym 

var izteikt ar pol inomu ф<л), kas nav nulle nozīmei K — ЩХЛ 

Ar substitūcijām 

(8) jr, - i j / i * y2 = t I 2 / i - v >•„ = 4* 

sis tēmā ( l ) sastāda palīga lineāru sistēmu 
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7 

\ + (*n + kMi + "lift + * . . • + «m'tyi = 0. . 

(9) 4 ļ t + + ( д 2 2 + "fr . . . + я 2 „ Т)„ = 0, 

\ + « « i № + ат TJa + . , . + О я я + * , ) ! } „ = О 

ar jaunām funkcijām rj^x), rj2(x), . . ., yj„ (x). Ja šis sistēmas 
atrisināšanai lieto Eulera substitūcijas 

(10) Щ = bf*t rj 2 = ft,***. . . ., % = ?„ e**, 

tad sastāda raksturīgo vienādojumu yx(k) = 0 ar raksturīgo 
pol inomu 

= ?0* + *t) . 

ko savukārt var izteikt formā 

ja ф , ( £ ) s s <Ļ(k + ^ i ) - Tā kā <L(kx) ф 0, tad iepriekšējais sakars 
norāda, ka k — 0 ir jaunā raksturīgā vienādojuma ņ^k) = О 
sakne ar kārtu p. Tas nozīmē, ka pēc formulām (10) sistēmai 
(9) ir atrisinājums 

Ъ = h Щ = P2 = °« 

ar konstantēm p l f ß2 p„. Tās noteic ar vienādojumu 
sistēmu 

t>n fc + * » & + . • • + *ш P« = 0, 
*ai P. + *aa P2 + . . . + b2tl p„ = 0, 

bmh + b m h + - - • + b»Mh = 0, 

kurā apzīmē 

bu = a.. Ļ kv b.. = a.. (i ф j ; », / *= 1 . 2 , . . ., и). 
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Tā kā homogenās s is tēmas (11) determinants 

hi b\i • • • bui 
b2i b22 • • • b2ll 

Ьщ Ь)12 • • • bfnļ 

ir vienlīdzīgs ar <p(£x) un 

tad eksistē tās atrisinājumi Ŗla ß2, . . ., ß„, kas nav reizē nulles, 
piem., ß, Ф 0. 

Ar lietotiem apzīmējumiem sistēmu (9) raksta formā 

V + 6 , , 4 i 4 ^ i a l a + • • • + bul%t г з 0, 
1 

(12) Ч * + ^ 2 2 * ' 2 + " • * + ^ 2 " ^ ' = ° ' 

Щ* + *«i*J4 + bm4i + . . . - + b , m \ t = 0. n 

Tā kā tai ir viens netriviāls partikulārais integrāls 

4 u — ßi # °. %ļ = h Чт = ß« • 
tad ar D a l a m b ē r a s u b s t i t ū с i j u 

(13) = fcli, rj a = ß2Ft + П >?« = ß« F i + F„ 
rodas (§ 12) lineārā sistēma 

hY[ + *.«f« = o, 
ß 2 F' + F' + ^2,f 2+... + = o, 

ß„ Y[ + Г 4 - *шГ,+...+ bnnYn = 0 

ir j aunām funkcijām Y1(x), F2 (.v) F„ f#). Dabūto sistēmu 
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ar atvasinājuma Y' izslēgšanu no sLtemas pēdējiem n — 1 vie­

nādojumiem var pārveidot ekvivalentā sistēmā 

Г ' + Bn F 2 + . . . + Bin Y„ = 0, 

(14) Y ' 2 + B * > Y * + • • • + B ™ Y » = 0, 

Г + Bm Г . + . . . + Bun Y„ = 0 

ar koeficientu nozīmēm 

un 

ft. p. 
Д а = bh — у b12, . ., В,,, - bin — | - £ 1 я ( / '=2,3 «) 

Konstatēsim, ka l i n e ā r ā s s i s t ē m a s (14) r a k s t u r ī ­
g a i s p o l i n o m s 

k B 1 2 • . . BļH 

0 B22-\- k . . . B2II 

(15) Ф, (k)= t

 22 \ 2" 
0 Bm . . . B,m + * 

i r i d e n t i s k s a r s i s t ē m a s (9) j e b (12) r a k s t u r ī g c 
p o l i n o m u cpļ (k). 

Tiešām, ja determinanta (15) otrai, trešai, . . . «-tai r i n d a 
pieskaita pirmās r indas e lementus , pareizinātus attiecīgi а 
ßa- ßa. • • •> ß« u n ' e v ē r o koeficientu „В" nozīmes, tad pēc pār 
veidojuma izteic Ф;, (k) ar determinantu 

ßi k K% . . . bin 

1 ßa k b„-\-k . . . b t n 

(16> Ķ • 
ß« k bm . . . bm + k 

7* 
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bn -f k bjo 
b, 

b. 4 k 

kad determinantā (16) no pi rmās k o l o n n a s elementiem atņem 
otrās, . . ., и-tās kolonnas e lementus , reizinātus attiecīgi ar 
|52 p „ , un ievēro sakarus (11). 

No formulas (15) izteic 

ar funkciju 

(17) Ф а > ) 
Bn + k . 

kas ir l ineārās (я — 1). kārtas s is tēmas 

ф 1 (i) = k Ф а (i) 

(18) 

ГА- Bn r , + . . • + = 0, 

Г ' + L ' , ; 2 F 2 + • 
Я 

В Y = 0 

raksturīgais pol inoms. Та kā 

фг (k) = ^ (i) = kP Ф1 (*). 

Ф, (£) = kP-4i (i) 
tad 

(Ф1 (0) Ф 0), 

t. i. s is tēmas (18) raksturīgam vienādojumam Ф 2 (к) — 0 ir sakne 
k = 0 ar kārtu ^ — 1. 

3. Izlietojot iepriekšējos rezultātus, pierādīsim t e o r ē m u : 
j a l i n e ā r ā s n. k ā r t a s s i s t ē m a s (1) r a k s t u r ī g a m v i e ­
n ā d o j u m a m (5) i r s a k n e p ā r k ā r t u / , t a d s i s t ē m a s 
v i s p ā r ī g a j ā i n t e g r ā l ā i r s a s t ā v d a ļ a 

(19) yx = e*i* Л Г » , y 2 = А * P 2 (яг) y n = ^ x Л , (я:) 

kas top par 
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a r p o l i n o m i e m Px (.r), P2 (x) Pn (x), k u r u p a k ā ­
p e s n a v l i e l ā k a s p a r / — 1 u n k o e f i c i e n t i s a t u r / 
p a t v a ļ ī g a s k o n s t a n t e s . 

P i e r ā d ī j u m a m lieto pilnīgās indukcijas slēdzienu. 
Teorēma ir pareiza, ja p = 1. Ja pieņem, ka tā ir pareiza ar 
p —•> 1, ua pierāda tās pareizību ar p, tad tā ir vispār pareiza. 
Iepriekšējie rezultāti norāda, ka pietiek pieņemt saknei k = 0 ar 
kārtu p — 1 sistēmas (18) atrisinājumus formā 

Y* = Q2(x), . . ., Ylt = Qn (x)> 

kur pol inomu % (x), . . ., (,)„ (x) pakāpes nav augstākas par 

p — 2 un koeficienti satur / — 1 patvaļīgas konstantes. Tad 
no sistēmas (14) pirmā vienādojuma pēc substitūcijas un kvadra­
tūras atrod funkciju 

Yx = С - B12jQ2 (x) dx - .. . - BUI jQ„ (x) dx = Qx (X) 

kā pol inomu Qx (x) ar pakāpi ne augstāku par p — 1 un vēl 
vienu patvaļīgu konstanti C. Ar Dalambēra substitūciju (13) 
izteic atr isinājumus 

4I = Pi Qi (*) = Л (*>> 
Ча = ßa & О) + <?2 И = р % И. 
% = К Qi {*) + Qn О) = Рп И 

kā pol inomus F x(*), /V*)» • • > pn (x) a r pakāpēm ne augstā­
kām par p — 1, un koeficientiem, kas satur / p a t v a ļ ī g a s konstan­
tes. Transformācijas formulas (8) rāda, ka funkcijām yv y2 yn 

tiešām ir meklējamā forma (19). 
Diskusija par citām vairākkārtējām raksturīgā vienādojuma 

saknēm ir analoga. Tā kā katrai saknei atbilst patvaļīgas kon­
stantes skaitā, vienlidzīgā ar saknes kārtu, tad vispārīgajā integrālā 
rodas tieši n patvaļīgas konstantes , ja dotās lineārās sistēmas 
kārta ir f t . 

P i e z ī m e . 1. Praktika iepriekšējie pārveidojumi vairāk­
kārtējas saknes gadijumā nav jādara. Bet gan direkti ar funkciju 
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formu (19) pēc ievietošanas dotā sistēmā (1) un koeficientu salī­
dzināšanas var sastādit pietiekošā skaitā vienādojumus, kas saista 
pol inomu Pļ(x), . . ., Pn (x) koeficientus. 

2. N e h o m o g ē n a s s i s t ē m a s integrācija reducējas 
uz kvadratūrām, jo atbilstošai homogena i sistēmai ar konstant iem 
koeficientiem, kā pierādīts, var atrast vienmēr atrisinājumu fun­
damentā lo sistēmu. Arī te praktiķa var sameklēt direkti partiku-
lāro integrālu ar metodēm, kas analogas 9. §-fa apskatītām viena 
nehomogēna lineāra diferenciālvienādojuma gadījumā ar speciālu 
brīvā locekļa formu. 

§ 14. Vispārīgas (nelineāras) sistēmas. 

1. Normālo sistēmu 

( i ) ļ ž H A t e A , y n ) , 

dy„ 
-%ŗ=f» (*» Л « У* Уп ) 

ar ii nez ināmam funkcijām*) yv y,2, . . ., y„ var rakstīt diferen • 
ciālā formā 

d_x_dy1_dy2_ _ dy,i 

г 

Ar doto funkciju izteiksmēm 

fi — jŗ> / 2 = 'ļrt • - ч fn — л » 
kurās apzīmē 

Z = X(x, yvyv, „yM ) , Yk = Tjļ Ļr,yvy^.,yn ) ( £ = 1 , 2 n), 

*) Sistēmas ar d i v a r a funkcijām apskatītas kursa I daļas 29. §-fā. 
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X 

dabūto sistēmu pārveido r e d u c ē t ā f o r m ā 

Г21 dx_dy1==dy2 _ _ <hji_ 
u t Yt % - ~ Y n -

Galīgi rodas s i m m e t r i s к ā reducētā forma 

„ dxx_ dxļ _ _ &*и+1 
л 1 л а лп-\-Л 

ja ieved mainīgajiem simmetriskus apz īmējumus: 

x i = x , « А — УУ-..» *»-F-I = ^ „ ; X1 = X, УХ,..., X „ + 1 = У „ . 

Reducētās formas (2) vai (3) sistēmas ar n vienādojumiem un 
n + 1 mainīgajiem ir tanī ziņā izdevīgas, ka par argumentu 
var izvēlēties kaut kuru vienu mainīgo, bet pārējos mainīgos 
uzskatīt kā ši mainīgā funkcijas. 

2. No sistēmas (1) vai (2) vispārīgā integrāla 

y\ = <PI О ; C\• Q . • . cn). 
jy2 = cp2 {x; Clt C2, . . ., C„ ) , 

(4) ļ 
Ун = 9n (x> C\. Q c n ) 

ar ii patvaļīgām konstantēm Clt C2 Cn var sastādīt 
ii sakarus 

w i (x> Уг> У» • • -i Уп ) = c i • 
w a У\< Уъ Уп ) = сч< 

(5) 

ы и Л 1 Ä i • • • • > ' « ) — С п 

starp argumentu .г un sistēmas atrisinājumiem yv y2, . . ., y„. 
Katrā sakarā ir viena patvaļīga konstante. Šos sakarus sauc par 
normālās sistēmas (1) vai (2) p i r m i n t e g r ā l i e m Simme-
triskās formas (3) sistēmas pirmintegrāls 

w(xv xv . . ., -r„-ļ_i) - С 
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ir sakars starp mainīgajiem xv x2, . .., лг„_п, kas der sistēmai (3), 
un vienu patvajīgu konstanti C. Ekvivalentā veidā, nelietojot 
patvaļ īgo konstanti , nosacījumu par pirmintegrālu izteic ar 

dw = 0. 

Pirmintegrālu atrašanai tieši no diferenciālās sistēmas dažos gadī­
jumos var lietot šādas metodes . 

I m e t o d e . No sistēmas simmetriskās formas (3) kā n o 
vienlīdzīgām attiecībām var sastādīt jaunu sakaru 

Я + 1 

dxfy 2 et; dx{ 
( 6 ) ~ = Щ ( Ä = l , 2 . . . . , » + 1 ) , 

lietojot n - ļ - 1 faktorus av a2, . . ., an i ļ , kas nav reizē nulles 

un kas vispārīgi var būt mainīgo xu x2, . . ., xn^ funkcijas. 

J a v a r i z v ē l ē t i e s š o s f a k t o r u s t ā , ka 

2 щ Xļ = 0, 
г"=1 

un 

2 ūļ dxļ = d eo 
/ = 1 

i r v i e n a s f u n k c i j a s eo (xv x2, . . ., x„_i_-\) t o t ā l s d i f e ­

r e n c i ā l s , t a d s a k a r s 

eo (xu x2l . . ., *„-ļ_i) = С 

i r s i s t ē m a s (3) p i r m i n t e g r ā l s . 

Tiešām, no formulas (6) secina 

d ы — 0, resp. eo = const., 

jo var pieņemt, ka funkcijas Xj , X j , . . ., X„_ļ_-, nav reizē iden­

tiskas nullei . 
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« + 1 «-1-1 

7=1 ; = 1 

Ja ir ievēroti šādi nosacī jumi: 

* + I W4I 
1 . S о,- <ferf- = rf/>, 2. 2 ßf- dxj — dQ, 

/ '=1 | = 1 

3. X{ = ф <p, ( P , 0, 4. "s X,: = ф cpa (P , (2) 
»'=! ; '=1 

ar funkcijām 

P=P(xvx2

 Xt^\\Q^=Q{XV,XV •. ;х»+-[)$=,\>(хиХ*- • i^»4l)> 

tad sastādītais sakars (7) pēc vienkāršošanas dod pi rmās kārtas 
diferenciālvienādojumu 

dP dQ 

<Pi ( Л 0 " " <?2 ( Л 0 
attiecībā pret palīga mainīgajiem P un Q. Ja šī diferenciālvie­
nādojuma vispārīgais integrāls ir 

F (P, Q) = C, 

tad, ar mainīgo xļt x.2, . . , xn\y ievešanu, no tā rodas sistē­
mas (3) pirmintegrāls 

F[P{xvx2,..., x„+-\),Q(xv x2%. ., хп+л))=<и(хх,х2 л г „ + 1 ) = С. 

3. Normālas sistēmas pirmintegrāl iem ir šādas vispārīgas 
īpašības. 

II me tode . Ar divām dažādām faktoru kopām 

ai=a> (*vxvn*H+\\k = h i x v x v - ( ^ = 1 . 2 , . . , » + l ) 

no sistēmas (3) sastāda sakaru 

и+1 »4-1 
2 a( dxļ 2 p,- dxt 

(7) fe1 ' = 1 
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d t ' 0 

izteic 

dto rjto dxx <)u> dx2 . . ды <*xnj^\ 
rJ-Vļ ' dt dx2 dt • • • T dxn_i_-ļ ' dt 

un ievieto atvasinājumu nozīmes 

dx± _ у dx2 _ Y ^хп-\л „ 
dt - A l ' rf/ - А й + 1 , 

tad t iešām rodas parciālais diferenciālvienādojums (8) Normālai 
s is tēmai (1) jeb ( Г ) šis vienādojums top par 

dm . , dto c)to 

II. S i s t ē m a i (3) p i r m i n t e g r ā l u i r b e z g a l a 
l i e l ā s k a i t ā . 

Tiešām, ja <o == const, ir s is tēmas pirmintegrāls, tad ar 
patvaļīgu funkciju cp sastādītais sakars 

cp(co) = const. 

1. S i s t ē m a s ( 3 ) p i r m i n t e g r ā l a c o — const, f u n k ­
c i j a ü) = to (xv x2, . . ., xtl\-\) a p m i e r i n a l i n e ā r o p a r ­
c i ā l o d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u 

Ir ērti ievest palīga mainīgo (parametru) t, apzīmējot 
sistēmā (3) 

ci V • 

< = dt (1 = 1 , 2 

un uztverot mainīgos xt kā šī parametra funkcijas 

Xj = Xļ (t) (i = 1, 2, . . ., и). 

Ja no pirminlegrāla со = const, ar a tvasināšanu pēc / atrastā 
sakarā 

diu 
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arī ir pirminiegrals , jo atvasinājums pec / ir nul le : 

d<ņ я?ср du _ 
dt rfco ' dt 

Tamlīdzīgā kārtā konstatē, ka ari no k pirmintegrāliem 

w i = Q , d ) 2 = Ca, . . ., <i)£ = = Cļg 

var sastādīt pirmintegrālu 

cp^Oļ, (o2, . , ml)= cows/. 

III. S i s t ē m a s (3) k a t r i w - | - I p i r m i n t e g r ā l i 

w(xi< хч X»+V = C, 
Mi(*n % • • •. *«4>i) = Q. 

W« (XU x2 Xn+V = Cfl 

i r s a v s t a r p ī g i a t k a r ī g i , r e s p . t o f u n k c i j a s 
o), (üj, . . ., w„ i r a t k a r ī g a s . 

Šis īpašības konstatēšanai izlieto parciālo diferenciālvienā­
dojumu (8). Tā kā šim vienādojumam der arī funkcijas 
ü)t, . . , w„, tad var dabūt sakarus 

(9) ļ ^ + 

1 for, 2 r).r._, ' * т ' <Mr„_ļ_i 

kas veido и -f l homogenu lineāru vienādojumu sistēmu attie­
cībā pret и -ļ- 1 lielumiem Xv X2, . . ., Tā kā pēdējie 
nav reizē nulles, tad sistēmas (9) determinantam 



^2 P A R A S T I E D I F E R E N C I Ā L V I E N Ā D O J U M I 

дхг Ьх% ' ' ' <Ц,+1 
д(ш, t o , со, , ) dJh . 

(10) J—-T. = dv, дхо «^«4-1 
d(xv х ъ . . ., д г „ + 1 ) 1 2 ""И 

0ы„ ()(йп дш„ 
дхл дхп ' " ' дх,^ 

jābūt vienlīdzīgam nullei. Bet (10) ir funkciju to, toj, . . ., ы„ Jakobi 

(Jacobi) determinants jeb funkcionāldeterminants. Tādēļ nosacī­
jums J = 0 rāda, ka funkcijas ir savstarpīgi atkarīgas. No 
pieņemtā vispārīgā sakara 

Ф (w, . . ., o)„) = 0 

var atklāti izteikt 
ш = cp (w x, . . , ey) , 

Tā tad sistēmai (3) ir augstākais n neatkarīgu pirmintegrālu. 

IV. J ā i r z i n ā m i s i s t ē m a s (3) /& < » n e a t k a r ī g i 
p i r m i n t e g r ā l i 

w i (*v - r2> • • •. -ar„_ļ_i) = C u , . ., <uk (xv x2> . . ., х п ^ ) = C k l 

t a d s i s t ē m a s i n t e g r ā c i j u v a r r e d u c ē t u z v i e n a s 
: i t a s n o r m ā l a s s i s t ē m a s i n t e g r ā c i j u , k u r a i v i e n ā ­
d o j u m i i r s k a i t ā n — k. 

Tiešām, no zināmiem pirmintegrāl iem tad var izteikt, piem., 

r l = / l (Щ+Ь • • > . . , Xļļ — fk {Щ+Ь • 

jn ar substitūciju sistēmas (3) pēdējos n — k v ienādojumos 

dxk^ &*n+\ 

/ar sastādīt normālu sis tēmu 

dxk+\ _ ахп+л 
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ar mainīgiem хщ.ъ . . ., х„^л un funkcijām 

X A + 1 ( . r ^ + 1 , . . . , . r „ + 1 ) = Xk+y ( / „ . . . , / / , , x„+i), . . ., 

A r „ + 1 ( . г^ + 1 - r „ + 1 ) as A ' / ; + 1 ( / , , . . . fk> XkjĻb . . л - „ + 1 ) . 

V. J a i r z i n ā m i s i s t ē m a s (3) n n e a t k a r ī g i 
p i r m i n t e g r ā l i 

ü)j (xx, x2 *п+л) ' Q . • • > w „ ( f i . *a -*"«+!) == Cļ,, 

t a d t o k o p a s a s t ā d a s i s t ē m a s (3) v i s p ā r ī g o 
i n t e g r ā l u . 

Ja pieņem par argumentu, piem., xv tad n funkcijas 
x2, x9, . . ., дг,,_1_1 no pirmintegrālu sistēmas var izteikt ar 
formulām 

x2 = cpj (xx j Cļ , . . ., C„ ), 

xs = 9a(-^11 Cļ, . . ., Cn ) , 

= <p„ (̂ ļ; Q, . . . C„ ) 

Šīs formulas sakrīt ar sistēmas (I) vispārīgā integrāla formulām 
(4), kad apzīmē 

xx — X, x2 = yx . r „ + 1 — y„. 

4. Apskatīsim n — 1 vienādojumu sistēmas 

dxx dx2 dx„ 

Xx Xļ Xn 

speciālu veidu, kad Xx, X2, . . . Xn ir lineāras n mainīgo 

Xj, x2,. . ., x„ funkcijas. Tāda sistēma 

dx, dx„ 
( И ) i = . = 
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(12) 

dx. 

~dj = «и xi + . • . + alH x„ 4 bx, 

dx„ 
d t -» am щ 4- • • . 4" a„n xn 4- b„ 

ar konstant iem koeficientiem 

bļ (i, j = 1, 2 «), 

ievedot pal īga mainīgo / ar kopīgās attiecību (11) vērtības pieli 
dzināšanu dt. Šī lineārā sistēma vispārīgi nav homogena , bet 
top par tādu, ja bx — b2 = . . . = bn — 0. 

Sis tēmas (11) p i rmintegrālus var atrast šādā veidā, modi­
ficējot apskat ī to p i rmo metodi . Ar n faktoriem av a2 an 

no sis tēmas (11) attiecībām (kam kopīgā vērtība pielīdzināta dt) 
sastāda sakaru 

(13) 
axdxx 4" • • • 4~ an dtn 

n n n 
xx 2 a,- ah 4- , . . 4 - xH 2 щ ahl 4 - 2 a{ b( 

/ = 1 / = 1 2 = 1 

dt 

Te pieprasām, lai au a2, . . ., ct„ butu k o n s t a n t e s un lai 
tās apmier inātu sakarus 

и и 
(14) £ a7- ah = 4%, . . ., 2 а ; = £а„ 

fc=1 «=i 

ar proporcionali tātes koeficientu к. Ja šādas konstantes eksistē, 
tad sakars (13) pārveidojas pirmās kārtas diferenciālvienādojumā 

dP 
kP 

dt (k Ф 0) 

ar paliga mainīgo P, kas ir l ineāra funkcija 

1 " 
1 v i (15) P(xv Xļ * „ ) = 2 a{ xi + Г 2 % f > £ 0 ) 

/ '=1 * / = 1 

ir n e l i n e ā r a , bet to var reducēt uz ekvivalentu lineāru sistēmu 
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(17) 
{an — ķ) % 4- . . . 4" am an = °-

«i« n l + • • • + («ял - *) = 0 

attiecība pret av , , ., an. Та ka šīs konstantes nav reize nulles, 
tad s is tēmas determinantam jābūt nu l le i : 

(18) 
в ц — k . . . а Hi 

amt k 
0. 

Rodas k noteikšanai lineārās diferenciālas sistēmas (12) r a k ­
s t u r ī g a i s v i e n ā d o j u m s (§ 13)*). 

V i s p ā r ī g a j ā g a d ī j u m ā , kad ši vienādojuma saknes ir 
dažādas un nav nulles 

h Ф h Ф • • • Ф К Ф 0, 

katrai saknei km no homogenās sistēmas (17) var atrast koefi­
cientu (ij vērtību aim attiecību (§ 13) un ar formulu (15) sastādīt 
n po l inomus 

я ļ « 
(19) r„l(x1,x.i,...,x,l)= S «,-,,,.r,•-f г— 2 а{тЬ{ ( ш = 1,2....,//). 

fei Rm i=y 

Ar šiem polinomiem un formulu (16) dabū šinī gadījumā lineārās 
diferenciālās sistēmas (12) neatkarīgus pirmintegrālus skaitā / / : 

*) Lai (18) pilnīgi atbilstu 13. §-fa vienādojumam (5), ir jāapmaina 
ūļ- ar — иц (apzīmējumi tādā veidā atšķiras abos §-fos). 

Sastādīto diferenciālvienādojumu viegli integrē ar kvadratūru: 

(16) P > Ceki, 

kur С — integrācijas konstante. 

Ir jādiskutē par ievestiem nosacījumiem (14). Atklātā veidā 
tie dod homogenu lineāru sistēmu 
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Л O i . x» . . . % ) = Cļi*^ 

(20) ( " r i " ' r ' 2 ' г ' г ) = C*^**' 

pn (Хр X* x„) --= Спеь»(, 

ar kuriem viegli atrast xv х.г, . . ., xn kā parametra / un patva­
ļīgu konstantu Cv C2, . . ., Cn funkcijas. 

Lai sistēmai ( I I ) sastādītu pirmintegrālus, ir jāizslēdz / no 
vienādojumiem (20). Ar kāpināšanu piemērotās pakāpēs un 
dalīšanu rodas n — 1 sakari (cv c2, . . ., c„_-\ — jaunas 
konstantes) 

(21) Pŗ**. pļt = cv p-**. p*i - c2,..,pŗk» . pļ. = сп_л, 

kas sastāda prasīto neatkarīgo pirmintegrālu sistēmu. 

G a d ī j u m ā , kad rakstur īgam vienādojumam (18) ir vairāk­
kārtējas saknes un kad dažādas (ne nulles) saknes ir 

h ф h Ф • • - Ф k,. ф 0 (r <n), 

ar iepriekšējo metodi lineārai sistēmai (12) atrod tikai r, bet 
sistēmai (11) r — 1 neatkar īgus pirmintegrālus. Izlietojot tos, 
var sistēmas kārtas attiecīgi samazināt par r, resp. r— 1 vienībām. 

P i e z ī m e . I. Izņēmuma gadījumā, kad k = 0 ir rakstu­
rīgā vienādojuma (18) sakne, diferenciālvienādojumu (13) tad var 
direkti integrēt šādā ve idā : 

n n 
S (lj X; = С + t 2 ūļ bļ . 

i—\ i—ii 

II. Ja lineārā diferenciālā sistēma (12) ir homogena , t. i. 
bl = b2 — . . . — b„ = 0, 

tad tās iepriekšējā integrācijas metode ir Dalambēra (ПAlcmbcrt) 
metode , kas divu funkciju gadījumā apskatīta kursa I d. 28. §-fā 
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5. P iemērs . I n t e g r ē t d i v u h o m o g e n u v i e n ā ­
d o j u m u s i s t ē m u 

^22) dxx dx<ļ dxa  

а ц Л ^ + я - ^ л у г - a13x3 ö , 2 1 . r 1 + a 2 2 - 1 " a + a 2 3 r s aaixi'^'at<ix'ļ^a33x3 

a r t r i m m a i n ī g i e m xv x3, xs. 

Šo sistēmu var reducēt uz t r ī s lineāru homogenu vienā­
dojumu sistēmu 

dxx _ 
—j- — 0\\XX -f- aX2x2 -ļ- a13xs, 

(23) ~ ģ = + « 2 2 V 2 + 
dxs  

~jļ — a 3 l x l + Я 3 2 Г 2 + aS3x3> 

ievedot palīga mainīgo /. Lietotos faktorus av a2, as nosaka ar 
homogenu lineāru vienādojumu sistēmu 

f ( « и — k)aY + я 2 1 а 2 + ашал = О, 

(24) ļ д 1 2 а , + ( я 2 2 — k)a2 + а 3 2 а 3 = О, 

« i 3 a i + я 2 3 а 2 + ( а з з — k ) a 3 = °. 

ja k ir raksturīgā vienādojuma 
a n — k a 2 1 a3l 

(25) al2 я 2 2 — k я 3 2 = 0 
a 1 3 а 2 3 я 3 3 k 

sakne. Gadījumā, kad šis saknes ir dažādas kx ф k2 ф k3, 
sistēmas (24) determinanta vismaz viens galvenais minors nav 
nulle, piem., 

I flj2 o2 2 — k 

ja k = kļt vai k — k2, vai k = ks. Tad šīs sistēmas trešais 
vienādojums ir pārējo divu secinājums. 

s 
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Pirmos divus s is tēmas v ienādojumus var apmier ināt ar 
šādām alt a 2 , aa n o z ī m ē m : 

„ _ «21 «31 I „ _ «81 « И * „ _ « l i " ^ «21 i — L h 2 — 3 — / 
aļ2 " * «32 I «32 «12 «12 аЧЧ"'г 

Ar šo determinantu vērtībām, kad k — /•,, /•„, k3 dabū atbilsto­
šās av a 2 , a 3 nozīmes 

°11> °21' °31 ') tt12> «22' a32 i «13' Я23 «83-

Lineāras diferenciālās sistēmas (23) trīs neatkarīgos pirm-
integrālos 

(26) / >

1 ( ^ 1 , д г 2 , д г 3 ) = С , ^ 1 / , P2(xvx2,xs)=C2ek^, I\(xvx.2 . v 3 ) = С 3 Л ' 

ir lietoti homogenie pol inomi 

( 2 7 ) Л и C * l . -*2- = a u n x l + a 2 / « r 2 + rt3/;rr3 (,n =1.2,3). 

Ar parametra / elimināciju sastāda sistēmas (22) divus neatkarīgos 
pirmintegrālus 

(28) p-h . P*i — cu Р~к» . P*i — cr 

kuros j aunas integrācijas konstantes ir 

cx = CC***. C*\ c2 = С Г * а . ф. 

Atrastiem rezultātiem var dot šādu ģ e o m e t r i s k u i n t e r -
p r e t ā c i j u . Ja xv x,2, x3 uzskata par plāksnes punkta homo­
genām koordinālām, tad lineārā diferenciālā sistēma, resp. tās 
vispārīgais integrāls (26) noteic plāksnes ūnijas ar parametriskiem 
vienādojumiem 

X\ = xi(l). x% = xjt), xa = xs(l) 

Lai sastādītu šo līniju diferenciālvienādojumu Dekarta (nehomo­
gēnās) koordinātās 

X = - i , у ~ - Л 
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8 

ievietojam sistēmā (23) izteiksmes 

Xļ S 3 XļX, Xļ ~ x3y 

un izslēdzām mainīgos / un x3. Pēc minētās substitīīcijas rodas 
diferenciālā sistēma 

rix J dx3 . . . 
Xb"lŪ + x~rit = ^11* + 81 

xb-ģ-ry-jļ — ( « и * + "аа-У + <7 2 3).r 8, 

- ^ 3 -= ( % * + rt82;y 4- а 8 8 ) л г 8 , 

kas pēc j t 3 eliminācijas top par 

— = rtnr -ļ- a 1 2 jv + я „ — д-(я 3 1.г -f amy + aas), 

-J[ = + + aw - У H\x + « 3 2 ^ + *зз)-

Ja te izslēdz /, tad rodas pirmās kārtas diferenciālvienādojums 

rix _ riy 
(inx+aV2y-i-ai3-.v(a3lx+a32y+a33) а21х+аа2у+п23-у{о31х+а32у+паз) 

jeb ar atvasinājuma y' — ŗjŽ ievešanu ~ 

(29) (nnxi-al2yi-al3)y'=a2ļx + a22y+a23+(xy'-y)(a3ļx+a3.}y+am), 

ko sauc par Jakobi (Jacobi) vienādojumu. Tā integrācija ir redu-
:ējama uz sistēmas (22), resp. ekvivalentās lineārās sistēmas (23) 
integrāciju. Ar sistēmas (23) pirminlegrāllem (26), kad k^k^kv 

var sastādit homogenu sakaru 

(30) p h - h phy-k, _ ph-kt — Qt 

zslēdzot parametru / un apzīmējot ar 

1 2 8 
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Ja sakarā (30) ievieto xx = x3x, x2 = xay, tad dabu Jakobi 
v ienādojuma (29) vispārīgo integrālu 

• . . F(x, y) = C. 

P i e z ī m e . Jakobi vienādojumam (29) ir svarīga nozīme 
horaografisko (projektīvo) transformāciju teorijā*). Si vienādojuma 
integrācija, kā redzējām, reducējas uz kvadratūrām un viena 
trešās pakāpes algebriskā vienādojuma (25) atrisināšanu. Direkti 
ar substitūciju 

X — I + а, у = щ + P 

(piemēroti izvēloties konstantes a un p) Jakobi vienādojumu var 
reducēt uz speciālu M i n d i n g a v i e n ā d o j u m u 

W - n = №, n) V + Ul n) (v = 

kurā / ļ f ? , ч\) un / 2 ( £ , fļ) ir homogenas funkcijas. Pēdējo vienā­
dojumu, kā zināms (I d. § 6), var atrisināt ar kvadratūrām. 

Uzdevumi IV. 

I n t e g r ē t š ā d a s ( 1 — 8 ) s i s t ē m a s . 

1. y' y.2 — y3 = 0, Atb. у-1=Сг cos x ^3 -f C 2 sin x ]/'i-\-C3, 

• У[ + Уа - Ух = 0. У2 = §(1,3 sin .rļ/3 - cos .r J/3) -

Л + А - Л = 0- - § ( » i n *У8 +1/3 cos .rl/3) + Q , 

j 3 = - ^ ( c o s . r l / 3 + j / 3 s i n . r ] / 3 ) -

- ^ 2 ( s i n л? 1/3 - l / 3 c o s . r ļ / ' 3 ) + C 3 . 

*) Sk. piem., Serret-Scheffers — .Differential- und Integralrechnung', 
Bd. III. 
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I 

9. Noteikt sistēmas 

I у" — Gz' + 16jv = 0 
I s" + by' + 16s = 0 

to integrālu, kas apmierina sākuma nosac ī jumus: 
x = 0, y = y 0 , z = 0, f = 0 , г' = 0. 

Atb. у = ^ ° (8 cos 1x + 2 cos 8л-), 

g = y ^ ( 8 s i n 2x — 2sin 8.r), 

10 Integrēt sistēmu 

dx — dy _ dz 
2~x~~+ 7y + z ~ Чх + Ну -+ s = 7 л Г + 1 3 / 

Л/4, ļ (* + .у)3 = С, (.г + Ay + г), 

1 1 . Integrēt Jakobi v i enādo jumu: 

(X + 1) О + у) у' = (X + 1) {у + 1) + у . 
Л/4. 1 д_ 1 п X + у + 1 

—ļ— jv —f— 1 д; -ļ- I 



VIENĀDOJUMI RR PflRClSLIE/v\ 
flTVflSINfiJUMIE/Vl. 

V. Linearie pirmās kārtas vienādojumi ar 
parciāliem atvasinājumiem. 

§ 15. Vienādojumi ar divu argumentu funkciju un to 
sastādīšana. 

1. Vispārīgais pirmās kārtas vienādojums ar parciāliem 
atvasinājumiem jeb parciālais diferenciālvienādojums 

(1) F(x, y, z, p,q) = 0 

satur nezināmās funkcijas s = z(x, y) tikai pirmās kārtas par­
ciālos atvasinājumus 

dz dz 
* = dx\ q - Ту 

Šādus vienādojumus sastāda, izslēdzot vai nu patvaļīgas konstantes, 
vai patvaļīgas funkcijas. 

2. Patva|īgu konstantu eliminācija. 

Vienādojums 

(2) f(x, y, z; a, ß) = 0 

nosaka neattīstītu funkciju z = z(x, у; a, ß) ar divām patvaļī­
gām konstantēm (parametriem) a un ß. Ģeometriskā interpretā­
cijā tas izteic rvs-koordinātu sistēmā virsu saimi ar diviem 
parametriem. Šo parametru izslēgšanai sastāda ar (2) atvasinā­
šanu pēc X un у vienādojumus 

У+д£ 0z^Q д£ d£ dz = Q  
dx ^ dz' dx ' dy Oz' Oy 
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Ja О ir koordinātu s is tēmas sākuma punkts (zīm. 3), tad 
veidotājas / vienādojumi ir 

iy — ax, 

1 с = ß#. 

Zīm, 3. 

Tad no trīs vienādojumu sistēmas 

fix. y, z; a, P) = 0, , 

pēc divu lielumu о un ß eliminācijas rodas viens pirmās kārtas 
parciālais diferenciālvienādojums (1). 

3 . Patva|igu funkciju eliminācija. 
Te apskatīsim šādas ģ e o m e t r i j a s p r o b l ē m a s , kurās 

virsas raksturo ar parciāliem diferenciālvienādojumiem. 

I. K o n i s k ā s v i r s a s . Konisko virsu (īsi — konu) 
veido taisne /, kas grozās ap tās vienu punktu О un krusto 
pastāvīgi doto līniju L. Taisne / ir virsas veidotāja, līnija L — 
vadītāja un punkts О — virsotne. 
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Ar patvaļīgām konstantem и un ß (parametriem) šie vienādojumi 
izteic taišņu kūli (oo 2 taisnes). Lai noteiktu konisko virsu, ir 
jāsastāda viens sakars starp šiem parametriem. Pēdējo atrod, 
izteicot analitiski to faktu, ka taisnei / ir jākrusto vadītāja L. 
Atrisinot kopīgi taisnes / un vaditājas L vienādojumus 

У% z) = 0, 

/ а О , y, z) = 0, 

dabū divu vienādojumu sistēmu 

ļ Л(*. « f . N = 0, 
I / а(*. M = 0, 

no kuras var izslēgt vienu mainīgo x. Izslēgšanas rezultātā rodas 
meklējamais sakars 

Ф(а, ß) = 0 jeb ß = cp(«) 

starp parametriem a un ß. Ja te izteic a s= ß — - , tad ro­

das koniskās virsas vienādojums galīgā formā 

(3) Щ '-) = 0 jeb z = 

Patvaļīgai vadītājai atbilst patvaļīgās formas koniskā virsa, 
resp. patvaļīgā funkcija Ф vai ep. Šādu konisku virsu (ar virsotni 
sākuma punktā O) raksturojumam var sastādīt parciālo diferen­
ciālvienādojumu, izslēdzot patvaļīgo funkciju sekojošā veidā. Ar 
atvasināšanu pēc x, resp. у rodas sakari 

dx y\xJ x* ' Oy y ' 

k u r o s cp' apzīmē funkcijas ср(г<) atvasinājumu pēc palīga mainīgā 

и = - . No trīs vienādojumu sistēmas 
X 

г — xy, 
. dz у , 

dz 

1 = ду = «. 
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Zīm. 4. 

ir iespējams izslēgt divus l ielumus у un cp'; pēc izslēgšanas 
rodas k o n i s k o v i r s u p a r c i ā l a i s d i f e r e n c i ā l v i e ­
n ā d o j u m s 

(4) xp f yq — z, 

kad virsotne ir koordinātu sākuma punkts . Tādu pat rezultātu 
atrod, izlietojot eliminācijai neattīstītās formas vienādojumu 

\ X XI 

Ja kona virsotne ir punkts (x0, y0, s0\ tad tā vienādojums 
galīgā formā ir 

un tā parciālais diferenciālvienādojums ir 

( 4 ' ) (X - x0)p + (y - y0)q = 3 - % 

Abi vienādojumi (4) un ( 4 ' ) ir pirmās kārtas un l i n e ā r i : 
atvasinājumi p un q ir pirmajā pakāpē 

II. C i l i n d r i s k ā s v i r s a s . Cilindrisko virsu (isi — 
cilindru) veido taisne /, kas pārvietojas sev parallēli (translācijā) 
un krusto pastāvīgi doto līniju L (zīm. 4). 
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Taisne / ir virsas veidotāja, noteikta ar vienādojumiem 

!
x = az -ļ- a, 

у = bz + i 
bet L ir vaditāja, ko noteic divas krustojošas virsas 

I ДО?, y\ z) Ц 0, 

I M*> У> $ = o. 

Tā kā taisne kustas translācijā, tad a = const, b — const., bet 
a un ß ir mainigie parametri. Cilindrisko virsu noteic sakars 

Ф(а, ß) = 0 jeb ß = 

kas rodas izslēdzot tris lielumus x, y, z no četru vienādojumu 
sistēmas 

X — az + a, 
У = bz + ß, 

Л (Л A s ) = 0. 
Л У> z) = °-

Tā kā а = X — as , ß = у — ^s . tad dabūtais sakars dod 
c i l i n d r i s k o v i r s u v i e n ā d o j u m u g a l ī g ā f o r m ā 

(5) Щх — az, у — bz) — 0 jeb у — bz — <ņ(x — аз). 

Patvaļīgai cilindriskai virsai, ko veido taisne / ar pastāvīgu 
virzienu, atbilst patvaļīgā funkcija Ф, resp. cp. Lai izslēgtu patvaļīgo 
funkciju, sastāda, piem., no neattīstītā sakara ar atvasināšanu pēc 
X nu у jaunus vienādojumus 

дФ дФ 

дФ . . . , , дФ 
- щ T u + ū - b q ) T v = 0 , 

kuros и un V apzīmē palīga m a i n ī g o s : 

и = X — az, V = у — bz. 
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Tā kā 
ДФ ДФ 
DU' DV 

nav reize nulles, tad ir jāprasa, lai sastādītas 

l ineāras s is tēmas determinants butu nulle, t. i. 

1 — ap — bp _ 0 > 

— aq 1 — bq 

Pēc pārveidojumiem atklātā formā dabū c i l i n d r i s k o v i r s u 
p a r c i ā l o d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u 

III. K o n o ī d i. Par konoīdu sauc virsu, ko veido taisne /, 
pārvietodamās parallēli dotai plāksnei P un krustodama pastāvīgi 
doto taisni un doto līniju L. Kustošo taisni / sauc par veidotāju 
un līniju L par vadītāju. Konoīds, tāpat kā kons un cilindrs, 
pieder t. s. l ī n i j a i n ā m v i r s ā m , kas veidojas no taisnes 
kustības. Speciālā gadījumā, kad vadītāja L ir taisne, kas paral-
lēļa vai krusto doto taisni, rodas plāksne, bet, ja šīs taisnes 
šķērsojas, tad — hiperboliskais paraboloīds . 

Ja izvēlas (zīm. 5) doto taisni par я-asi un doto plāksni P 
par X^'-plāksni, 

(6) ap + bq = 1. 

Zira. 5. 

tad veidotājas / v ienādojumi ir 

ļ у = ах, 
l г = p. 
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Zīm. 6, 

Patvaļīgi izvēlētai vadītājai L atbilst, kā iepriekš, patvaļīgs sakars 

Ф (a, p) = 0 jeb ß = cp (ft) 

starp parametriem a un ß. Ja no veidotājas vienādojumiem 

izteic о = s ß = 2 un ievieto šajā sakarā, tad rodas k o n o ī d u 

v i e n ā d o j u m s g a l ī g ā f o r m ā 

(7) 4 > g . « ) = 0 jeb 

Ar atvasināšanu pēc x, resp. y, atrastie sakari 

у 1 
p — ? • r e s P ' я = - «p 

pēc dalīšanas un pārveidojumiem dod k o n o ī d u p a r c i ā l o 
d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u 

(8) xp Aŗ yq = 0, 

IV. R o t ā c i j a s v i r s a s , šādu virsu veido līnija L 
griežoties ap doto taisni — rotācijas asi (zīm. 6). Tā kā virsas 
šķēlumi ar plāksnēm, perpendikulārām rotācijas asij, ir riņķu 
līnijas /, tad rotācijas virsu var iedomāties veidotu no šādām 
riņķu līnijām, kam mainās rādijs, un vadītāja ir dotā līnija L. 
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Ja rotācijas ass iet caur koordinātu sākuma punktu un tās vir­
ziena koeficienti ir a, b, c, tad tās vienādojumi ir 

X у z 
a b с 

Veidotāja riņķa līnija / atrodas uz sfēras virsas 

x * _ļ_ y% _ļ_ z4 а - а 
un uz plāksnes 

ax -f- by -\~ cz = ß, 

kas ir perpendikulāra rotācijas asij. Patvaļīgi izvēlētai vadītājai L 
atbilst patvaļīgs sakars 

Ф(а, ß) = 0 jeb ß = cp(a) 

starp parametr iem a un ß. Izteicot šos parametrus ar koordinā­
tām no veidotājas vienādojumiem, dabū rotācijas virsu vienādo­
jumu galīgā formā 

(9) ф^фу»4.«в, ax+by+as)=Q jeb ax+by+cz^yLv^+yt-i-z0-). 

Patvaļīgās funkcijas, piem. cp, izslēgšanai atvasina (9) pēc 
X, resp. у: 

а + cp = (2x - f 20 / ) c p ' , 

H " f ? = ЙУ 4- 2zq)ŗ'. 

Ja no dabūtās s is tēmas ar dalīšanu izslēdz patvaļīgās funkcijas 
atvasinājumu cp' pēc palīga mainīgā и — л - -f- j 2 -ļ- s 9 , tad 
rodas vienādojums 

а + cp _ X -\- sf> 
b + cq ~ у + zq 

jeb 
(10) (cy — A s ) / -f (az — cx)q = bx — ay. 

Sastādītais r o t ā c i j a s v i r s u p a r c i ā l a i s d i f e r e n c i ā l ­
v i e n ā d o j u m s (10) vienkāršojas par 

( 10 ' ) yp - xq — 0 

gadījumā, kad rotācijas ass ir s-ass, t. i. а — b ~ 0, с ф 0. 
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(11) 
f(x, у я\ -as. «, 

g(x, у, г) = ß 

ar diviem parametriem a un ß. Caur katru telpas punktu iet viena 
vieniga šīs saimes līnija, ja funkcijas / un g ir vienvērtīgas. Lai 
no saimes ( l i ) līnijām / izveidotos virsa, vajadzētu vilkt no kaut 
kuras līnijas L (kas nepieder saimei) punktiem saimes Ūnijas. 
Ja minētās līnijas L jeb virsas v a d ī t ā j a s vienādojumi ir 

fi(xt y , z) = 0, 

J4x, y, z) = 0, 

tad krustošanās gadījumā ar saimes (11) līnijām jāatrisina kopīgi 
četri vienādojumi 

/ (x, y, z) = a, 
g (x, y, z) = ß, 
/ i {х. у, z) = 0, 
к У> г) — °. 

no kuriem var izslēgt tris mainīgos x , y , z. Pēc izslēgšanas 
rodas sakars 

Ф (o, ß) = 0 jeb ß =s <f («) 

starp parametriem a un ß. Tā tad, lai no līniju kongruences (11) 
izveidotu virsu, ir jāsastāda viens sakars starp parametriem, resp. 
jāizvēlas viena parametra ( o o 1 ) liniju saime no dotās divu para­
metru (oo a) saimes. Veidotās virsas vienādojums g.ilīgā formā ir 

(12) Ф ( f ( x , y , z),g(X, у , e)) - 0 jeb g (x, y , z) = cp ( / (x, y , z)). 

Ja vaditāju L izvēlas patvaļīgu, tad ari šis virsas f rma ir 
patvaļīga, resp. funkcija Ф vai cp ir patvaļīga. Visām šādām virsām 
var sastādīt parciālo diferenciālvienādojumu, izslēdzot patvaļīgo 
funkciju sekojošā veidā. Ar (12) atvasināšanu pēc x un у dabū 
vienādojumu sistēmu 

V. V i r s a s , k o v e i d o l i n i j u k o n g r u e n c e s . Par 
līniju kongruenci sauc līniju saimi 
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f'+Pj' g +Pg' 

X 9 X z 
J + qj g + qg 

у а у s 

— 0. 

Te ir lietoti parastie apzīmējumi atvasinājumiem 

P = Я — X dx' ' dx' 4 df 
Pēc pārveidojumiem dabū šādu parciālo diferenciālvienādojumu 

(13) ( f g ' - / g ' ) p + ( t ' g ' - f g'\q=f g ' - / g \ \ у z e у/ \ z X X s/ X у у х 
ko ar Jakobi funkcionāldeterminautu simboliem, piein.. 

raksta forma 

дЦ, g) . . f 

d(x, y) 
I I .i i 

g — 1 g > 

X у ух 
yiV d(y, z)P ^ d(z, X) 1 d(x, у)' 
Sastādītais vienādojums pieder l i n e ā r a m pirmās kārtas 

vienādojumam 

(15) P [X, y, s)p + Q (-г, y, z) q = R (x, y, z), • 
kur funkcijas 

P С 
<Hf.g) 

w ) = = < ^ ) ' Q{*>**) = Hz,xf "^-"-d(x,yy 

дФ Ш df dz \ дФ (дЖ dg d_z \ _ 
df [dx T dz ' dx) ^ dg \dx dz ' dx) 

дФ (dj dj dz\ № (dA dg dz\ _ 
df \dy dz ' dy) ^ ()g \dy ig ' dy) 

dФ дФ 
Та kā parciālie atvasinājumi - ^ , — nav reizē nulles, tad 

dabūtā lineārā sistēma ir iespējama vienīgi tad, ja s istēmas 
determinants ir nulle, t. i. 
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Šī vienādojuma atsevišķie veidi ir apskatīto virsu parciālie dife­
renciālvienādojumi (4), (6), (8) un (10). LIneāritāte ir vienīgi attie­
cībā pret atvasinājumiem p un q, bet ne pret nezināmo funkciju с 
(pretēji tam, kā līneram p a r a s t a m diferenciālvienādojumam). 

Līniju kongruenci (11), no kuras izveidota virsa, sauc par r a k ­
s t u r ī g o k o n g r u c n c i , un šīs kongruences līnijas — par vir­
sas parciālā diferenciālvienādojuma (14) к а га к t е г i s t i к ā m. Ir 
konstatējams (I d. § 29), ka šo karakteristiku parasto diferenciāl­
vienādojumu sistēmā 

( Ш dx _ dy dz 
{ i 0 ) P(x, y, z) Q(x, y, z) R(x, y, z) 

ir tās pašas funkcijas P, Q, R, kas parciālā diferenciālvienādo­
jumā (15). Minētās diferenciālās sistēmas un lineāra parciālā 
diferenciālvienādojuma sakaru tuvāk noskaidrosim ši vienādojuma 
integrācijas metodē. 

§ 16. Ģeometriskā integrācijas metode. Koši (Cauchy) 
problēma. 

1. Lineārā pirmās kārtas parciālā diferenciālvienādojuma 

(1) P(x,y,z)t>+Q(x,y,z)q=:R(x,y,z) (p = % Я = jy) 

integrāciju var reducēt uz parasto diferenciālvienādojumu sistēmas 

* P(x, y, z) Q(x, y, z) R(x, y, z) 

integrāciju ar šādu ģeometrisko metodi, ko devuši K o š i un 
M о n ž s (Monge). Diferenciālvienādojuma (1) atrisinājumu jeb 
integrālu 

(3) z = f(x, y) 

ģeometriski interpretē kā i n t e g r ā l v i r s u , diferenciālās sistē­
mas (2) integrāllinijas sauc par к а г а к t e r i s t i к ā m. Minētās 
redukcijas pamatā ir šādas teorēmas 

9 
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2. Teorēma . D i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a ( l ) i n t e -
g r ā l v i r s a s p u n k t ā v i l k t ā к а г а к t е г i s t i к а (2) 
a t r o d a s u z š ī s i n t e g r ā l v i r s a s . 

Zim. 7. 

P i e r ā d ī j u m a m noteiksim (zim. 7) karakteristiku К ar 
tās projekciju k uz лгу plāksni . P ieņemot , ka funkcijas P(x, y, z\ 
un Q (x, y, s) nav reizē identiski nulles, piem. P ф 0, ar 
parasto diferenciālvienādojumu 

(4) - ^ — = - ^ — , 
F(x, y) Q(x, y)' 

kurā funkcijas 

P(x, у) = P(x, у, fix, у)), (J(.v, у) = Q(x, у, f(x: у)) 

sas tādāmas ar integrālvirsas vienādojumu (3), var noteikt л-у-plāksnē 
līniju k caur virsas punkta M(x, у, г) projekciju m (x, y, 0). 
Zinot līnijas k v ienādojumu у = y(x) un integrālvirsas vienā­
dojumu (3), var sastādīt integrālvirsas līnijas v ienādojumus 

ļ у = yĻr) 

\ z = f{x, y(x)) = z(x). 

Konstatēsim, ka l ī n i j а (5) i г к а г а к t е г i s t i к a, k a s 
i e t c a u r v i r s a s p u n k t u M. Ir jāpārliecinās, ka šī līnija 
ir diferenciālās s is tēmas (2) integrāllīnija. Sastādot atvasinājumu 
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'dz 0} . OJ dy 
dx dx dy ' dx 

kā saliktai funkcijai, var pārveidot to, Izteicot no (4) atvasinājumu 

a x P{x, y) 
Tādēļ atvasinājums 

dz _ Ox ^ 4 ду  
dx " ~p 

Tā kā z = f{x, у) ir parciālā diferenciālvienādojuma (1) integrāls, 
tad ši funkcija identiski apmierina šo vienādojumu, t. i. der 
identisks sakars 

ox ay 
kurā funkcija 

R '= R{x, y, f (.r, y)). 
Tā tad 

dj> _ Q dz __ R 
dx 7*' dx ~p 

jeb 
dx dy dz 
J> ~ ~Q — ~R' 

t. i. integrālvirsas līnija (5) ir karakteristika K. 
3. Apgrieztā teorēma. K a t r a v i r s a , k o v e i d o k a 

r a k t e r i s t i k a s (2) u n k a m t a n g e n t p l ā k s n e n a v 
p a r a l l ē l a c - a s i j , i r p a r c i ā l ā d i f e r e n c i ā l v i e n ā ­
d o j u m a (1) i n t e g r ā l v i r s a . 

Šīs teorēmas pareizība izriet no parciālā diferenciālvienādo 
juma (1) un diferenciālās sistēmas sekojošās ģeometr iskās inter-

—V 
pretacijas. Ja P, Q, R uztver par vektora V komponentēm 

Vx = P(x, y, z), Vy = Q(x, y. z), V„ = R(x, y, z), 

tad ar šīm funkcijām ir definēts vektoru lauks. Šajā laukā dife­
renciālās sistēmas (2) integrāllīnijas ir vektoru līnijas, t. i. līnijas. 



1 1 6 VIENĀDOJUMI AR PARCIĀLIEM ATVASINĀJUMIEM 

kuram tangentes virziens sakrīt ar vektoru virzienu (sk. I d , § 29). 
Tādēļ šo integrāllīniju jeb karakteristiku veidotai virsai tangent-

plāksnē atrodas vektors V. N o otras puses , var konstatēt , ka 
šāda īpašība ir raksturīga parciālā diferenciālvienādojuma (1) inte-
grālvirsai. Par to pārliecinās, konstatējot, ka par integrālvirsu 

noder tikai tāda virsa, kurai vektora V projekcija Vn uz virsas 
normāli n ir nul le . 

Kā z ināms, vispārīgi virsas 

F(x, y\ g) = 0 

normales ;/ virzienu kosinu attiecība ir 

. , . , . dF dF dF 
cos (и, х) : cos (n, у) : cos (и, z) — -т— : -г— : 

ох Oy dz 

Virsai z = f(x, у) v ienādojumu var rakstīt formā 

F(x, y, z) = / (x, y) — z = 0, 

un tā tad tai 

cos (и, х) : cos (и, у) : cos (и, z) = р : q : — 1. 

Ja normāli n orientē tā, ka leņķis («, z) ir plats, tad izteic 

C 0 S ( "- r ) = = p^Tī ' cm("'^=p^tī' с°*'-*=шт-

Pēdējā formula norāda, ka gal igām p un q noz īmēm virsas tan-
gentp lāksne nav parallele s-asi j . 

Izlietojot virzienu kosinu izteiksmes vektora projekcijas 
formulā 

V„ = Vxcos{n, x) + Vycos(n, y) + ^ c o s ( « , z), 

atrod 
= Pp + Qq - Ŗ 

Ур*~+ ?2 + » ' 
No šej ienes secina, ka 

>„ = 0 
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ir tad un tikai tad, ja z = J (x, y) ir parciālā diferenciālvienā­
dojuma (1) integral virsa. 

Tiešā un apgrieztā teorēma norāda, ka v i e n ā d o j u m a (1) 
i n t e g r ā l v i r s a i r k a r a k t e r i s t i k u (2) ģ e o m e t r i s k ā 
v i e t a . 

Karakteristikas ir noteiktas galīgā formā ar sistēmas (2) diviem 
neatkarīgiem pirmintegrāliem 

(6) (x, y, z) = C v ti>2 (x, y, z) = C 2 , 

kas satur divas patvaļīgas konstantes Cx un C a . Uztverot Cx un 
(\> kā parametrus , dabū divu parametru līniju saimi jeb līniju 
kongruenci . No iepriekšējā §-fa ir zināms, ka šis kongruences 
līnijas veido ģeometr isko vietu — virsu, ja starp parametriem 
izvēlas vienu patvaļīgu sakaru 

Ф (C\, Q = 0 jeb C 2 = cp ( Q . 

Tādēļ karakteristiku (2) ģeometriskas vietas ir bezgala daudz virsas 

(7) Ф (и, (x,y, z), io a (x,y, z)) = 0 jeb ш а (x,y, z) = cp Ц (x,y,z)) 

ar vienu patvaļīgu funkciju Ф vai cp. Tā kā šīs ģeometriskās 
vietas ir arī parciālā diferenciālvienādojuma (1) integrālvirsas, tad 
tā v i s p ā r ī g a i s i n t e g r ā l s ir sakars (7) ar vienu patvaļīgu 
funkciju Ф vai cp. 

Integrācijas kārtula. L a i i n t e g r ē t u l i n e ā r o p i r m ā s 
k ā r t a s p a r c i ā l o d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u ( I ) . 
s a s t ā d a p a r a s t о d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u s i s t ē m u 
(2) u n a t r o d p ē d ē j a i d i v u s n e a t k a r ī g o ļ s p i r m i n t e ­
g r ā l u s (6 ) ; a r š o p i r m i n t e g r ā l u f u n k c i j ā m M V U 2 

s a s t ā d ī t a i s s a k a r s (7), k a s s a t u r v i e n u p a t v a ļ ī g u 
f u n k c i j u , i r v i e n ā d o j u m a (1) v i s p ā r ī g a i s i n t e g r ā l s , 

P i e z ī m e . No diskusijas izriet, ka vispārīgā integrālā 
neietilpst eventuāli tādi atrisinājumi z = z (x, y), kas reizē dod 
funkcijām P, Q, R nul les vēr t ību : 

P О, У, s) — Q (X, y, z) = R (X, y, z) = 0. 

Šādus atrisinājumus sauc par s i n g u I ā г i e m. 
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5. Vispārīgajā integrālā (7) funkcija Ф, resp cp būs noteikta 
ar t. s. s ā k u m a n o s a c ī j u m u . Ģeometr iskā interpretācijā 
šis nosacījums izteic, ka meklējamai integrālvirsai jāiet caur doto 
līniju L. Partikulāro integrālu, kas apmierina sākuma nosacījumu, 
sauc par K o š i (Cauchy) i n t e g r ā l u , un tā noteikšana ir 
parciālā diferenciālvienādojuma Koši p rob lēma. Ģeometr iskā inte­
grācijas metode dod norādī jumu uz Koši p rob lēmas sekojošo 
atr is ināšanas veidu. 

Zīm. 8. 

Caur dotās līnijas L punkt iem velk karakteriskas / (zīm. 8). 
Lai rastos integrālvirsa, tad ir jāprasa, ka līnija L n a v karak­
teristika. Analitiski šo konstrukciju izteic šādi . Karakteristiku 
(6) krustojumu punkt iem ar doto līniju 

(8) / i (x, y, z) = 0, U О. У, г) — О 

koordinātas (х, у, z) apmier ina četru vienādojumu sistēmu 

Щ (х, У, z) = C\, 
,q. Щ (*> У> z) = Cv 
K ) I Л [x,y, z) = 0, 

J2 (x, y, z) — 0. 

Ja no šīs s is tēmas izslēdz trīs l ielumus x, y, z, tad rodas gadījumā, 
kad līnija L nav karakteristika, noteikts sakars 

* r [C0 Q = 0 jeb C 2 = cp, ( d ) 

starp parametr iem Cv C2. Meklējamais Koši integrāls tad ir 

(10) Ф] ((OL w a) = 0 jeb to a == cp! K ) . 

Košī problēma nav iespējama, ja dotā līnija L ir karakteristika. 
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S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad dotā līnija L atrodas 
plāksnē, parallēlā koordinātu plāksnei, piem л-jv-plāksnei, tās 
vienādojumi (8) ir 

у = f (x), z = z0 — const., 

un sistēmu (9) reducē uz divu vienādojumu sistēmu ļ 6) x (x, f{x), z0) = Cv 

l to2 (x, / (x), z0) ~ C2. 

Pēc mainīgā x izslēgšanas no pēdējās sistēmas vienādojumiem 
rodas meklējamais sakars 

Ф, (C 1 ( Q = 0 jeb C?a = cp, ( Q , 

ar kuru var sastādīt Koši integrālu. 

Arī g a d ī j u m ā , kad līnija L dota ar parametriskiem 
vienādojumiem 

X = X (/), у = у (t), z — z{f) (t — parametrs), 

sistēma (9) reducējas uz divu vienādojumu sistēmu 

Щ (-r (/), у (4 z (l)) = Sļ (/) = cv 

">2 (-r (/), у (t), z (/)) = co2 (t) = Cv 

no kuras pēc parametra t izslēgšanas rodas vajadzīgais sakars 
starp Cj un C2. 

6 Košī problēmas atrisināšanai var lietot o t r u m e t o d i , 
kurā vispirms no sistēmas (9) izslēdz konstantes Q un C 2 Lie­
tojot dotās līnijas L punktu koordinātām citus apzīmējumus ar 
Ķ, V), Ķ, izteicam ar sakariem 

w i (X, y, z) — tOļ (f. JJ, Q, w 2 (.r, jy, z) = cü 2 (g, T), 0 

nosacījumu, ka karakteristika krusto doto līniju L. No četru 
vienādojumu sistēmas 

« i (>, jv, z) = ü)x (S, rj, Q, 
/ 1 n I " 2 = Ш 2 ( б , > ? 1 Ō » 

1 ' Л (5, ч , 0 = о, 
/а ( б . V O == О 
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pēc trīs mainīgo t, ц, 'С izslēgšanas sastādītais v ienādojums 

(12) F (x, y, z) = 0 

attēlo diferenciālvienādojuma (I) integral virsu, kas iet caur doto 
līniju L. Tā tad dabū Koši integrālu. 

Sistēmu (11) var vienkāršot speciālā gadījumā, kad dotā 
līnija L noteikta parametriski 

g ±s Ŗ (t), г; = t ļ ( / ) , 5 = t; (/) (/ - parametrs) . 

Tad funkcijas 

Щ (§ (/), 4 (/), С (/)) = щ (t), to8 (5 (/), 4 (0, С (/)) = ш,(/), 

un dabū integrālvirsas vienādojumu (12), izslēdzot parametru t 
n o divu vienādojumu sis tēmas 

J Щ (*, У, e) = w , ( / ) , 

1 ш 2 (x, y, z) = t o 2 ( / ) . 

Tamlīdzīgi diskutē gadījumu, kad līnija L ir plāksnē, para l le l ! 
vienai koordinātu plāksnei . 

7. Sekojošos p i emēros jā integrē dotie lineārie vienādojumi 
ar parciāliem atvasinājumiem. 

I. xp + yq = z. 

Karakteristiku diferenciālvienādojumu sistēma ir 

dx dy dz 
х у z ' 

tās neatkarīgie pirmintegrāli 

У r z r 

noteic karakteristikas kā taisnes, kas veido taišņu kūli ar virsotni 
sākuma punktā (0, 0, 0). Parciālā diferenciālvienādojuma vis­
pārīgais integrāls 
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ф & x) = ° J " e b gj 
attēlo konisko virsu, kam virsotne ir sākuma punkts (0, 0, 0). 

Atrisināsim K o š i p r o b l ē m u : noteikt to integrālvirsu 
(konu), kas iet caur riņķa līniju ļ * a - f y* = R», 

\ z = а 

Zita. 9. 

Pēc p i rmās metodes izslēdz no četriem vienādojumiem 

— — Cx, — = C a . x* + y* = R2, z = a 
X X 

trīs mainīgos x, y, z Rodas sakars 

a 2 (I 4- C*) = R*Cļ, 

no kura pēc substitūcijām 

Ci = , Cn =s-

un pārveidojumiem dabū vienādojumu 

R* 
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Tad no četriem vienādojumiem 

у = их, z — -гср'(и), X2 -\- у"1 — R2, z — а 

pēc trīs mainīgo x, y , z izslēgšanas rodas sakars 

A V = « 2 (1 + " 2 ) . 
no kura izteic 

m = ± l-VīT^2-
Ar substitūciju vispārīgajā integrālā un pārveidojumiem dabū 
iepriekšējo Košī integrālu 

R2 

x2 + y 2 = —„z2. 
a2 

II. ap -{- bq = I (a, b — konstantes) . 

Šis vienādojums attēlo rotācijas konu, kas iet caur riņķi ar rādiju R 
augstumā a virs koordinātu sākuma punkta . Ja ieved leņķi a 
starp kona veiduli un asi, tad vienādojums top par 

x2 4- y2 — z2 t g 2 a 

To pašu rezultātu atrod pēc otrās metodes, kad no četru vie­
nādojumu sis tēmas 

= - = I ? + ri*= R*, С = а 
X f ~ ж 5 

izslēdz trīs mainīgos §, rj, tĻ 

Var arī direkti meklēt vispārīgajā integrālā 

funkciju cp, kas noteic caur doto riņķi ejošu virsu. Ievedām 
funkcijai palīga a rgumentu 
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No diferenciālās sistēmas 

dx dy dz 

~ā ~ T ~ T 

noteiktas karakteristikas 

X — az = C\, у — bz — Cn 

ir parallēlas taisnes. Diferenciālvienādojuma vispārīgais integrāls 

Ф(.г — az, у — bz) = 0 jeb у — bz = y(x — az) 

attēlo cilindriskās virsas, kam veidules ir parallēlas minētām 
taisnēm. 

III. X p + yq = 0. 

Karakteristiku diferenciālai sistēmai 

dx dy dz 
X ' у 0 

ir neatkarīgi pirmintegrāli 

^ = Cx, z = C2, 

kas attēlo speciālu taišņu kongruenci (taisnes atrodas plāksnēs, 
parallēlas xy - plāksnei) . Diferenciālvienādojuma vispārīgais 
integrāls 

ф(£-*)-° jeb * = ?Ш 
izteic konoīdus. 

IV. yp — xq = 0. 

Diferenciālās sistēmas 

dx dy dz 
у ~ — X 0 

neatkarīgie pirmintegrāli 

X2 + У = C j , z = C 2 
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izteic karakteristikas kā riņķu līnijas ar centriem uz :-ass, un šo 
riņķu plāksnes ir perpendikulāras г-asij . Dotā diferenciālvienā­
dojuma vispārīgais integrāls 

Ф(дга + y\ z) = 0 jeb z ss <p(*a 4 - y>) 

attēlo rotācijas virsas, kam rotācijas ass ir c-ass. 

P i e z ī m e . 1) Iepriekšējos piemēros atrisināto parciālo 
diferenciālvienādojumu vispārīgie integrāli attēlo virsas, kam 15. §-fā 
ir sastādīti atbilstošie diferenciālvienādojumi. Tādā kārtā šie 
parciālie diferenciālvienādojumi raksturo minētās virsas. 

2) Pēdējos divos (III un IV) p iemēros dotie diferenciālvie­
nādojumi pieder t. s. h o m o g e n a i n l i n e ā r a m p i r m ā s 
k ā r t a s v i e n ā d o j u m a m a r p a r c i ā l i e m a t v a s i n ā ­
j u m i e m 

(13) P(x, y)p f Q(x, y)q = 0. 

Salīdzinot to ar vispārīgo (nehomogēno) vienādojumu (1), jāuz­
sver tas apstāklis , ka atvasinājumu p un q koeficienti P(x, y) un 
Q(x, y) ir neatkarīgi no nezināmās funkcijas z. Vienādojuma (13) 
karakteristiku diferenciālā sistēma 

dx dy dz 
PJXTJ) ~~ ŌWY) ~ о 

sadalās atsevišķos divos v ienādojumos 

dx dy , _ n 

P(X, y) - «*. 7У 

kam attiecīgie integrāli ir 

f(x, y) = Q , z — Cv 

Tā tad k a r a k t e r i s t i k a s š i n ī g a d ī j u m ā i r l ī n i j a s , 
k a s a t r o d a s p l ā k s n ē s , p a r a l l ē l ā s xy- p l ā к з п e i. 
H o m o g e n ā vienādojuma (13) vispārīgo integrālu izteic ar 

Ф(> , fix, у)) = 0 jeb z = ?(/(#• y)). 
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§ 17. Analītiskā integrācijas metode. 

1. Šo metodi ir devis L a g r a n ž s (Lagrange). Te neho­
mogēno lineāro vienādojumu ar parciāliem atvasinājumiem 

(1) P{x,y,z)p + Q{x,y,z)q=R(x,y,z) (p=°ģ, q J ^ 

reducē uz ekvivalentu homogenu vienādojumu, noteicot nezināmo 
funkciju z = z(x, у) no vispārīgā sakara 

Пх, у, z) = 0. 

Atvasinot pēc x, resp. y, dabū formulas 

Ох dz 9y' ОЯ 

no kufām izteic atvasinājumus 

* - dx-dz' 9 - Oy' dz (£*Q) 

Ar pēdējo izteiksmju substitūciju vienādojumā (1) un p ā r v e i d o ­

jumiem rodas h o m o g e n s lineārs pirmās kārtas vienādojums 
ar parciāliem atvasinājumiem 

(2) P(x, y,z)^+ Q(x. У,г)Ц+ R(x, y,z)dJ=0 

attiecībā pret nezināmo funkciju f(x, y, z). Koeficienti P, Q, R 
n e s a t u r šo nezināmo funkciju. 

Otrādi , dalot vienādojuma (2) abas puses ar -^- Ф 0 un 

ievērojot atvasinājumu p un q izteiksmes, dabū doto vienādo­
jumu (1). T ā t a d v i e n ā d o j u m i (1) un (2) i г e к v i v а 1 e n t i. 
Ar homogeno parciālo diferenciālvienādojumu (2) saistās ( I d . , § 2 9 ) 
paras to diferenciālvienādojumu sistēmas 

(3) — = _ dz 
P\x, y. z) Q[X, у, z) Rix, у, z) 
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pirmintegrālu noteikšana. Šis s is tēmas pirmintegrālu funkcijas ir 
vienādojuma (2) atrisinājumi. Ja 

(4) iax(x, y, s) — CXl to,/*, y, z) = C 2 

ir sistēmas (3) neatkarīgie (dažādie) pirmintegrāli , tad no vienā­
dojuma (2) un 

ox dy dz 

secina, ka funkcija / ir atkarīga no Wj un w 2 , t. i. 

(6) / = Ф К , o>2). 

Otrādi , ar p a t v a ļ ī g u funkciju Ф no r% un w 2 sastādītā 
funkcija ļ (x, y, z) der parciālam diferenciālvienādojumam (2). 
Tiešām, ja izteic atvasinājumus 

dj _ дФ . дФ do)2 

dx dto, ' дх du>2 ' дх ' 
d/ _ 0Ф dtol дФ^ fj(o2 

dy dtöl ' Oy dw2 ' dy' 
dj дФ • čtox дФ dio2 

dz Obiļ ' dz dta2 ' dz' 

reizina tos attiecīgi ar P, Q, R un saskaita, tad atrod, ievērojot 
sakarus (5), ka izteiksme vienlīdzības (2) kreisajā pusē ir iden­
tiski nulle. 

Tā tad homogenā vienādojuma (2) vispārīgais integrāls 
ir sakars (6), kas satur vienu patvaļīgu funkciju Ф. Nehomogēnā 
vienādojuma (I) vispārīgais integrāls ir sakars 

(7) Ф(и>1 (X, у, s), Щ (x, y, z)) = 0 jeb w 2 (x y, z) = ф (oi^x.y.z)), 

no kura neatklātā formā definē funkciju z = z (x, y). Lineārā 
parciālā diferenciālvienādojuma integrācijas kārtula ir tāda pat kā 
iepriekšējā 16. §-fā 
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2. Piemērs. I n t e g r ē t v i e n ā d o j u m u 

(8) xp -ļ- yq = mz (m — konstante). 

Sastāda Lagranža diferenciālo sistēmu 

dx dy dz 
X у mz' 

un atrod tās neatkar īgos pirmintegrālus 

w, = - = Ct, Щ — ~ — Ca. 

Vienādojuma (8) vispārīgais integrāls 

' (9) z = x'" ер ļt\ 

ir h o m o g e n a m , p а к ā p e s (dimensijas) f u n k c i j a . Tie­
šām, ja X, resp. у vietā izvēlas tx, resp. /у, tad funkcija 

F(x,y) = 

top par F(x,y), Pēdējais nosacījums atbilst homogeuās 
funkcijas definīcijai 

Kā zināms, Eulera teorēma par homogenām funkcijām 
(I d., § 10) izteic, ka m. pakāpes homogenā funkcija F (x, y) 
apmierina sakaru 

,)F OF .. 
Ох Oy 

kas atbilst diferenciālvienādojumam (8). Pēdējā vienādojuma 
integrācija rāda, ka pareiza ir apgrieztā Eulera teorēma. Tā tad 
m. p a k ā p e s h o m o g e n ā s f u n k c i j a s r a k s t u r o p a r -
c i ā l a i s d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s (8). 

Vienādojuma (8) speciāli veidi ir konoīdu vienādojums 
(m — 0) un konisko virsu vienādojums (m — 1), kas apskatīti 
16. § fā 
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§ 18. Vispārinājums ar n argumentu funkciju. 

1. Lagranža analī t isko integrācijas metodi var vispārināt 
vispārīgam lineāram parciālam diferenciālvienādojumam 

( l ) Р1(х1,ха,...,х„-12)р1+Ра(х1,х2 хн\г)р\+...+Рп{хг,.ra,. Ixnz)p„= 

= R (xv Xļ, . . ., xn • 

ar n a rgumentu nezināmo funkciju z = z (xlt д г а , . . . , x„). Vie­

nādojumā (I) apzīmēti parciālie atvasinājumi ar 

. dz_ dz_ dz 
P l ~ dxx* P*-dx~J'--' P n ~ ~Ķx~n* 

un dotās n 4- 1 argumentu funkcijas Pv Pa,. .., PM, R satur 
ari nez ināmo fnukciju z. 

Pēc Lagranža metodes funkciju z = z(xv x2, . . ., x„ ) n 0 . 
saka no neatklāta sakara 

У (xu x2, . . ., xn; z) = 0, 

un sastāda sekojošā veidā funkcijai / homogenu parciālu dife­
renciālvienādojumu. Ar parciālu a tvasināšanu dabū formulas 

дх, + d s A - U' dx2

 + dzP* - ° ' • • ' 0x„ + dz P" - U' 

no kurām izteic ^ ф o j atvasinājumus 

Ievietojot šis izteiksmes vienādojumā (1) un pārveidojot, dabū 
homogenu lineāru vienādojumu ar parciāliem atvasinājumiem 

kas ir ekvivalents nehomogēnam vienādojumam (1). Vienādo-
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juma (2) integrāciju var savukārt reducēt uz L a g r a n ž a (karak-
teristiku) diferenciālās sistēmas 

dxx dxn 

P\ (xx, Xv , . ., Xn J Z) P2 (xx, Xļ, . . ., Xn ; z) 

dx„ dz 

n (xv x i xn i z) R (xx, Xļ, , . ., xn', z) 

integrāciju. Šīs sistēmas pirmintegrālu funkcijas der (sk. § 14) 
homogenam vienādojumam (2). Sistēmai (3) ir и neatkarīgi 
pirmintegrāli 

(4) U}lĻvvXļ,,..,X,pZ)=Ci,(lSļ(xl,X2,.,,,Xll\z)^=C2,..,,<un(xvXļ,. чХн',г)=Сп< 

un katri n -ļ- 1 pirmintegrāli ir atkarīgi. Tādēļ pastāv ide*i-
tisks sakars 

(5) / = Ф K , ©g, w„) . 

Otrādi , viegli pārbaudīt , ka ar patvaļīgu funkcionāloperatoru 
Ф sastādītā funkcija (5) der homogenam vienādojumam (2). 
Tā tad ar vienu patvaļīgu funkciju Ф izteic šī vienādojuma vis­
pārīgo integrālu (5). Nehomogēnā vienādojuma (1) vispārīgais 
integrāls 

(6) Ф (tav w 2, . . ., w„) = 0 jeb w„ = cp (coj, w , 2 , . . . , w „ _ i ) 

neatklātā formā definē atrisinājumu g = z [xv x2. . . ., x„). 

2. Der vispārīgā integrācijas kār tu la : l a i i n t e g r ē t u 
v i s p ā r ī g o l i n e ā r o p i r m ā s k ā r t a s v i e n ā d o j u m u 
(1) a r p a r c i ā l i e m a t v a s i n ā j u m i e m , s a s t ā d a p a r a s t o 
d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u (Lagranža) s i s t ē m u (3) u n 
a t r o d p ē d ē j a i p i l n ī g u p i r m i n t e g r ā l u s i s t ē m u (4 ) ; 
a r š o p i r m i n t e g r ā l u f u n k c i j ā m w t , u>2 w„ s a s t ā -

d ī t a i s s a k a r s (6), k a s s a t u r v i e n u p a t v a ļ ī g u f u n k ­
c i j u Ф v a i cp, i r v i e n ā d o j u m a (!) v i s p ā r i g a i s 
i n t e g r ā l s . 

10 
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Uzdevumi V. 

1. Sastādīt diferenciālvienādojumu, izslēdzot patvaļ īgas konstan­
tes a un ß no v ienādo jumiem: , 

a) z = ax -ļ- ßjy -{- aß. Atb z = px 4- qy -f- pq. 
b) z = (x — a ) 2 - f \y — ß) 2. Л й . 4s = p2 -ļ- r/2. 
c) s = (.r - f a) (y 4- ß). Л/А. s = 
d) s = a f> - f j v ) + ß. Atb p — q = 0 

2. Sastādīt diferenciālvienādojumu, izslēdzot patvaļīgo funkciju 
cp no v i e n ā d o j u m i e m : 

a) z — ekyy(x — y). Atb. p - ļ- q = kz (£ —kons t an t e ) 

b) z=*f-\-%<ŗXx~+Xayr ' A i b - *" y q = 2 j ' 4 

3 Sastādit diferenciālvienādojumu sfērām ar doto rādiju R ja 
to centri a t rodas vienā plāksnē. 

Atb. z2(p2Aŗqi-\-\)=R1 (minētā plāksne ir xy - p lāksne) . 

4. Sastādīt diferenciālvienādojumu virsām, kas or togonālas ar 
dotās viena parametra sa imes f(x, y, z) = С virsām. 

Atb. jLpAr T9 — А - -

их ay oz 

5. Noteikt or togonālas virsas ar rotācijas paraboloīdiem 

X2 + y2 = Cz. 

Atb. X2 -ļ- y2 4- 2s2 = с р Ш . 
6. Noteikt or togonālas virsas ar sfērām, kas pieskaras dotai 

plāksnei dotajā punktā . 

Atb X2 4 - y2 + z2 = x<f(^A, ja dotā plāksne ir 

xy-plāksne un dotais punkts — sākuma punkts . 
7. Noteikt virsas, kam tangentplāksnes iet pastāvīgi caur vienu 

punktu. Atb. Koniskās virsas. 

8. Noteikt virsas, kam tangentplāksnes ir parallēlas vienai taisnei. 
Atb. Cil indriskās virsas. 

9. Noteikt virsas, kam normales krusto vienu taisni. 
Atb. Rotācijas virsas. 
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Atb. fejr^! 4. — 1. 
a1 bl 

1 1 . Noteikt diferenciālvienādojuma yp — xq = 0 integrālvirsu, 
kas iet caur sekojošo l īni ju: 

1,2 gl8 

a) el l īpsi : x = a, + ŗ̂ŗ = 1. 

x1 J_ v 2 fl2 ,2 

ß) h ipe rbo lu : x = я , J - у ?= I, 
~ a _ i _ „я rt2 „2 

y) pa rabo lu : x = я, y* = 2pz. Atb. x"14-jva — я 2 = 2pz. 

12. Ar tādām pat kā 11. uzdevumā dotām līnijām noteikt dife­
renciālvienādojuma px -ļ- qy = 0 integrālvirsu. 

4 0 . a) f ^ f - - л- 2 = 0, 

w 6 а с а ^ U ' Г ) ~ _ 2Av 2 ' 

13. Integrēt vienādojumu 
2jV.Sj6 — 4 ХУ — 0, 

un noteikt to integrālvirsu, kas iet caur riņķa līniju 
X1 + r 2 — ;v = 0, e = 0. 

Atb. . r 2 4- 2>'2 — 9(д 2 - s 2 ) ; (X* 4 у 4 ^ ) 2 = y - Л 

I n t e g r ē t s e k o j o š o s l i n e ā r o s p a r c i ā l o s d i f e • 
r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u s . 

14. (cy — bz)p 4- (az — cx)q = bx — я_у (я, Л, с — konstantes) 

Atb. ах + by 4- « = ?(-v 2 4- У 4- s a ) . 

15. л > 4- У<7 = s a . z — 

16. Д' 2 / + xyq — xs. Atb. z =.уф(у2 — л-9). 

10. Noteikt difernciālvienādojuma p - f q = 1 integrālvirsu, kas 
iet caur ellipsi 

X-2+Ļ=h * = 0. 
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1 7 . psia л т + < 7 С 0 3 л ; = 1 . Atb. z = ln t g ^ - + <?(y-In sin x). 

1 8 . x^px + xapn - ļ - д г 3 / з = ^ i ^ g . 

Л/А. в - ļ - t V r 2 ^ + fgļ gj. 

1 * Л + А + А = - r i ^ 2 - r 3 -

. , Х\ Хп Хо Х\\Хп ~Т~ Хо) . Х\ . . . 
Atb. z = 3- Ь_а_! з _ + _ + ? ( Г а _ Г з _ ^ 

го. + 4 А + 4 а = *• 

Л/А. г = в *« . <р ( - - , - ) . 
\Xļ Xļ xs xxļ 

2 1 . xiPi + % A + . • . + - ^ Л = »«г (w - konstante) . 

Л/А. Homogenā w . pakāpes (dimensijas) funkcija ar 

и a rgument iem л ; , , xit . . ., л ; „ . 



VI. Totālie diferenciālvienādojumi. 

§ 19. Vienādojumu veidi. Integrābilitātes nosacījums. 

1. Vienādojumu, kas saista mainīgos un to diferenciālus, 
sauc par t o t ā l u d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u . 

Par Pfaffa vienādojumu sauc totālo diferenciālvienādojumu 

Pi(xļ,Xiļ,.,t,Xfļ)d.Vļ-\-P2{Xj,X2,.,.lXll)dx2-\-...-\- Pļi{XyXtnA...ļXļ^\dxn—^ļ 

kas satur l i n e ā r ā sakarībā n mainīgo pirmos diferenciālus 
dxv dx2, . . ., dx„ un koeficientos Pv Pa, . . ., P„ dotās šo mai­
nīgo funkcijas. Te apskatīsim Pfaffa vienādojumu ar mainīgajiem 
skaitā n = 3, lietojot parastos apz īmē jumus : 

(1) P (x, y, z)dx+Q (X, y, z) dy + R (x, y, z) dz = 0 

2. Šāda veida vienādojums ir jāatrisina sekojošā ģeometri jas 
problēmā. Kā zināms (I d., § 29.) viena parametra virsu saimei 

/(x, y, z) = С (С — parametrs) 

vienmēr var noteikt ortogonālās trajektorijas, kā speciālu līniju 
kongruenci . Konstatēsim, ka tā nav a p g r i e z t ā p r o b l ē m ā , 
kur dotai līniju kongruencei 

12\ d x — d y — d z 

K ] P (X, y, z) Q (X, y, z) R (X, y, z) 

jāatrod ortogonālās virsas z = z (x, y) Tā kā virsas normales 
i i virzienu kosinu attieciba ir 

cos (и, х) : cos («, у) : cos ( я , * ) = ^ : Ķ : (— 1) 

un kongruences (2) līnijas tangentes virziena kosinu attiecība 

dx . dy % dz _ p Q _ ß 
ds ds ' ds 1 ' ' 

tad linijas un virsas ortogonālilātes gadījumā jābūt 
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jeb 

(3) 

dz _ P 
dx R 
dz _ Q 
dy 

Ievedot apzīmējumus 

Л (X' У' Z ) R (X, y, z)' * ( X ' У' Z ) " R (X, y, z) ' 

sastādīto parciālo diferenciālvienādojumu sistēmu (3) izteic ar 

dz 

(4) 
dx 
dz 
dy 

= Л (x, y, z), 

= В (x, y, z). 

Izlietojot totālā diferenciāla formulu 

dz — -^- dx -4- dy, 
dx dy 

sistēmu (3), resp. (4) var reducēt uz ekvivalentu totālu diferen­
ciālvienādojumu ( l ) , rcsp. 

(5) dz = А (X, у, z) dx - f В (х, у, z) dy 

Tā kā sistēmā (3), resp. (4) ir vairāk vienādojumu nekā 
nez ināmo, tad ar kaut kādām dotajām funkcijām šīs s istēmas 
vienādojumi vispārīgi nav saderīgi. Līdz ar to uzstādītā ģeome­
trijas problēma vispārīgi nav iespējama. Lai šī problēma vai 
sistēma būtu iespējama, dotām funkcijām jāapmier ina t. s. i n t e -
g r ā b i l i t ā t e s n o s a c ī j u m s . 

3. Pēdējo sastāda no sakarības formulas 

d4 
dx dy dy dx' 

izteicot diferenciālvienādojuma (5) gadī jumā no sis tēmas (4) vk 
nādojumiem atvasinājumus 
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dxdy ' dy dz dy dy dz' 
d2z _dB dB dz^_dB . dB 

djV(for Л * d s (9д: rj.r (Ja ' 

Ar substitūciju minētajā sakarības formuli un pārveidojumu dabū 
meklējamo integrābilitātes nosacījumu 

( 6 ) ^ _ 0 B d A _ A 0 B = = 

dy dx 1 dz dz 

kas ir n e p i e c i e š a m s s i s t ēmas(4) , resp . diferenciālvienādojuma 
(5) atrisinājuma eksistencei. 

Jautājumā, vai nosacījums (6) ir arī p i e t i e k o š s , apskatī­
sim šādas iespējas. 

I. Sakars (6) n a v i d e n t i t ā t e , bet vienādojums 

Ф (x, y, z) = 0, 

no kura atrastā funkcija z — z (x, y) neapmierina doto sistēmu 
(4), resp. totālo diferenciālvienādojumu (5). Šādu gadījumu, resp. 
diferenciālvienādojumu sauc par n e i n t e g r ē j a m u . 

P i e m ē r s . 

^ļ- = xy, ^ a s zx, resp. dz s s x (ydx -f- zdy). 

Те А = Xу, В = zx, .un nosacījums (6) dod vienādojumu 
X — z — x2y = 0, 

no kura izteic 

z = X — x2y. 

Tā kā šai funkcijai atvasinājumi ir 

dz dz „ 
— = 1 — 2 л-jy, — = — X2, 
dx dy 

kas neatbilst dotās s is tēmas vienādojumiem, tad dotā sistēma, 
resp. totālais diferenciālvienādojums nav integrējami. 

d2z дЛ , dA dz дА _ дА 
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- zx, 
dx 

II. Sakars (6) n a v i d e n t i t ā t e , bet v ienādojums 
Ф (х, у, z) = 0, kura atrisinājums der arī dotai s istēmai, resp. 
diferenciālvienādojumam. Šinī gadījumā ir t. s. n e p i l n ī g ā 
i n t e g r ā b i 11 t ä t e . 

P i e m ē r s . 

dz dz , / j , 7 4 

dx = Z' dy = z x ' r e s p ' = 3 ( + y}' 

Tā kā te А = z, В = zx un nosacījums (6) dod vienādojumu 
z = 0 virsai, kas der diferenciālvienādojumiem, tad ir nepilnīgās 
integrābili tātes gadījums. 

III. Sakars (6) i r i d e n t i t ā t e : Ф (x, y, z) ш 0. Kon­
statēsim, ka tad eksistē viena parametra virsu saime, kas attēlo 
diferenciālvienādojuma vispārīgo integrālu. Šai gadījumā ir t. s. 
p i l n ī g ā i n t e g r ā b i l i t ā t e . 

P i e m ē r s . 

= zx, -r- = zy. r e s p . dz = z (xdx + ydy). 

dx dy * 

Te ar funkcijām A = zx, В — zy pārbauda, ka nosacījums 
(6) ir identiski izpildits. Diferenciālvienādojumu viegli atrisināt, 
izdarot mainīgo separāciju , 

— = xd X + ydy в 
un kvadra tū ru : 

— i T 2 - ' 
z = Ce 2 . 

Var atrisināt ekvivalento sistēmu arī šādā veidā. No sistēmas 
pirmā vienādojuma 

dz_ 
dx 

kur у uzskata par parametru , ar kvadratūru dabū formulu 

X2 

In г = у + cp (y). 
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Nezināmās funkcijas cp (y) noteikšanai ievēro sistēmas otro 
vienādojumu 

dz 

Ту ж «* 
no kura pēc substitūcijas dabū 

d ī = у 
dy y-

Tā tad 

ŗM = ļ + lnC> 
un no formulas 

Ы з = ~~J + 2 + 1П C 

dabū iepriekš atrasto integrālvirsu saimes vienādojumu. 

4. Pierādīsim v i s p ā r ī g ā g a d ī j u m ā , kad integrābili-
tātes nosacījums (6) ir identiski izpildīts, sistēmas (4), resp. 
diferenciālvienādojuma (5) atrisinājuma eksistenci, t. i. ka šinī 
gadījumā nosacījums (6) ir arī p i e t i e k o š s . Pierādījuma gaita 
dod arī faktiskās integrācijas metodi, kas lietota iepriekšējā 
piemērā. 

Uzskatot sistēmas (4), piem., pirmā vienādojumā 

dz A , . 
T x а А (Щ у, z) 

mainīgo у par parametru, integrē šo vienādojumu kā pirmās kār­
tas parasto diferenciālvienādojumu. Tā vispārīgā integrālā 

(7) z —f{x, y, cp (y)) 

patvaļīgā konstante ir uztverama kā parametra у funkcija ц>{у). 
Šis funkcijas noteikšanai ir jāievēro sistēmas (4) otrs vienādojums 

dZ fļ ģ V 

T y = В (ж, у, г), 
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kas pec substitucijas top par 

Tā kā J- ф 0, tad atklāti var izteikt atvasinājumu 

m I = [» u i №. * тй - II: % 
Konstatēsim, ka sakars (8) ir iespējams, t. i. ka f o r m u l a s 

l a b ā s p u s e s f u n k c i j a 

(9) F {x, y, <p) = [В (X, y, f\x, у, <?))-'Ķ] : -j~ 

f a k t i s k i i r n o л; n e a t k a r ī g a , j ā i r i z p i l d ī t s i d e n ­
t i s k i i n t e g r ā b i l i t ā t e s n o s a c ī j u m s (6). Ir j āpārbauda , 
ka šis funkcijas parciālais atvasinājums pēc x ir n u l l e : 

dx 

3 o atvasinājumu izteic, izlietojot a tvas ināšanas l ikumus, atklātā 
veidā seko još i : 

Д1 = \(()B + <Ē. . Ā£ ĒL\ .DL_(B- DL\£L\. (ДА9 

дх [\дх д/ Ох дудх) ду \ ду)дудх\ ' \с?ср/ ' 

Tā kā funkcija (7) ir s is tēmas (4) p i rmā vienādojuma atrisinā­
jums , tad der identiskā vienlīdzība 

no kuras ar a tvasināšanu pēc y, resp. cp sastāda otros atvasinājumus 

дудх ду д/ dy' ifdx ~~ д f ду 
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Pēc šim formulām izslēdzot otros atvasinājumus un pārveidojot, 
dabū funkcijas (9) atvasinājumu pēc % formā 

öF\dB dB df _ дЛ с Ш , df 
dx L dx d f rix dy rij \ ' d<f' 

Tā kā i~- = A un pēc hipotēzes nosacījums (6) ar z — J ir 

identiski izpildīts, tad identiski 

rix U' 

t. i. F ir tikai у un cp funkcija 

F = FQ (y, cp). 

Tā tad funkciju cp (y) ar minēto nosacījumu var atrast no viena 
pi rmās kārtas parastā diferenciālvienādojuma 

% - ™ * 
Tā vispārīgais integrāls 

cp = ф (у; C) 

satur vienu patvaļīgu konstanti C. Ar substitūciju formulā (7) 
atrod dotās sistēmas (4), resp. diferenciālvienādojuma (5) vis­
pārīgo integrālu 

« = f(<*. У, Ф (У, O ) , 

kas ģeometriskā interpretācijā attēlo viena parametra virsu saimi. 
Atklātā veidā attiecībā pret parametru С šīs saimes vienādo­
jumu raksta 

(10) G (X, y, ») = C. 

Tā tad tikai p i l n ī g ā s integrābilitātes gadījumā eksistē dotai 
līniju kongruencei or togonālās virsas, kas veido viena parametra 
saimi. Kā redzējām, šinī gadījumā parciālo diferenciālvienādojumu 
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sis tēmas (4) vai tai ekvivalentā totālā diferenciālvienādojuma (5) 
integrācija ir iespējama un reducējama uz divu paras to diferen­
ciālvienādojumu integrāciju. 

5. Citos gadī jumos, kad ir nepi lnīgā integrābil i tāte vai 
totālais (Pfaffa) diferenciālvienādojums neintegrējams, e k s i s t ē 
v i e n a p a r a m e t r a i n t e g r ā l l ī n i j u s a i m e u z p a t v a ļ ī g i 
i z v ē l ē t a s v i r s a s 

cp (.r, y, z) = 0. 

Izlietojot šīs virsas vienādojumu un sastādot pilnīgo diferenciālu 

ņ d x + g d y + к d 2 = 0, • 
dx dy J dz 

totālā diferenciālvienādojumā (1), resp. (5) var izslēgt vienu 
mainīgo, p iem„ z. Izslēgšanas rezultātā rodas totāls diferenciāl­
v ienādojums 

M (x, y) dx + N (x, y) dy = 0 

ar diviem mainīgiem x, y. Pēdējais ir ekvivalents p i rmās kārtas 
parastajam diferenciālvienādojumam 

dy M (x. y) 
dx ~ N(x, y)' 

ja у uzskata par x funkciju. Atrodot tā vispārīgo integrālu 

F(x, y,C) = 0 

un ņemot to kopā ar virsas vienādojumu, sastāda meklējamo 
līniju sa imes v ienādojumus 

(11) F (.г, у; C) = 0, cp (X, y, z) = 0. 

P i e m ē r s . 

dz = X (y dx + z dy). 

Atradām šī §-fa sākumā, ka šis totālais diferenciālvienādo­
jums ir neintegrējams. Bet, piem., uz p lāksnes 

Z = X 
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eksistē bezgala daudz ( с о 1 ) integrāllīniju. Tiešām, izslēdzot z, 
dabū totālo diferenciālvienādojumu 

dv 
dx — X (y dx -(- x_ dy) jeb — — d (ху) (х ф 0), 

ko viegli integrē ar kvadratūru 

С -f- In X = xy. 

Integrāllīniju vienādojumi ir 

У = — — (* Ф 0), 

г = X. 

§ 20 . Simmetriskās formas Pfaffa vienādojums. 

1. Pfaffa vienādojuma simmetrisko formu 

(1) P (x, y, z) dx + Q (x, y, z)dy + R (x, y, z) dz = 0 

reducē uz nesimmetr isko formu 

dz = A (x, y, z) dx -\- В (x, y, z) dy 

ar funkcijām 

А - - P - Л — — -

gadījumā, ja R Ф 0. Iepriekšējā §-fā atrasto integrābilitātes 
nosacījumu 

OA . „ OA OB . OB 
Oy dz Ox 0z 

transformē simmetriskai formai, ievērojot funkciju А (х, у, z), 
В (х, у, z) izteiksmes un to a tvas inā jumus: 

P<Ē~RĒ. Р

ДЛ - R d - l 
OA Oy Oy OA Oz Oz 
Oy ~ № ' l i -~ ~. ĪČ ' 
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Ох Я» ' Oz ~ Rl 

Pēc substitūcijas un pārveidojumiem dabū i n t e g r ā b i l i t ā t e s 
n o s a c ī j u m u formā 

2. Šo nosacījumu interpretē vektoriāli sekojošā veidā. Ar 

funkcijām P, Q, R ir definēts vektoru lauks V (P, Q, R), ja 

Vx = P (x, y, z), Vy mm Q (x, y, z), Vs = R (х, y, z). 

Lauka vektoram V var piekārtot vienu citu vektoru a ar 
k o m p o n e n t ē m : 

0VS 0Vy _0R 0Q 
a'' Oy Oz Oy Oz 

0VX 0VZ _ OP OR 
У Oz Ox dz Ox 

0VV 0VX 0() OP 
ū z Ox Oy Ox Oy' 

Šo vektoru a sauc par lauka r o t ā c i j u (rotoru, „kerlu") un 
apzīmē ar 

— > —> —>• - > - > —> 
a = rot V jeb а — curl V. 

Ievedot nosacījumā (2) abu vektoru komponentes , dabū formulu 

ax Vx + ayVy + as Vs == 0, 

kas norāda uz vektoru perpendikulāri tāt i . Ar vektoru simboliku 
formulas kreisajā pusē var ievest vektoru skalāro p r o d u k t u : 

a- V =s ax Vx + ву Vy - ļ - az Vz • 

ŗdR dQ dR dQ 
dB 4 dx dx dB 4 dz ' ds 
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Ievērojot 19. §-fa teikto, secinām, ka v e k t o r u l a u k ā 

V (P, Q, R) v e k t o r u l ī n i j a s 

dx dy dz 
( A ) ~ P ~ Q - R 

i r v i e n a p a r a m e t r a v i r s u s a i m e s o r t o g o n ā l ā s t r a ­
j e k t o r i j a s t a d u n t i k a i t a d , k a d l a u k a v e k t o r s i r 
p e r p e n d i k u l ā r s a r s a v u r o t ā c i j u k a t r ā l a u k a 
p u n k t ā . 

3 . Integrābilitātes nosacījums (2) norāda arī uz t. s. i n t e ­
g r ē j o š ā f a k t o r a |i (x, y, s) eksistenci diferenciālai izteiksmei 

P dx 4 - Qdy + R dz. 

Pierādīsim t e o r ē m u : j a i n t e g r ā b i l i t ā t e s n o s a c ī ­
j u m s (2) i r i z p i l d ī t s i d e n t i s k i , t a d e k s i s t ē t ā d s 
f a k t o r s [i, k a i z t e i к s m e |x (P dx -f- Q dy 4- R dz) i r 
v i e n a s f u n k c i j a s p i l n ī g s ( t o t ā l s ) d i f e r e n c i ā l s . 
Tādu faktoru ц sauc par integrējošo faktoru. 

Tiešām, ar teorēmā minēto nosacījumu Pfaffa diferenciālvie­
nādojums (1) ir pilnīgi integrējams, t. i. eksistē tā integrālvirsu 
saime 

F (x, y, z) = С 

ar vienu parametru C. Kaut kuras integrālvirsas normales n 
virziena kosinu attiecība ir 

, . ч , , <)F dF <)F 
cos (n, x) : cos (и, у) : cos («, г) = ^ : : j - . 

Tā kā šīs integrālvirsas krusto vektoru līnijas ( 3 ) taisnā leņķī, 
tad arī 

cos (и, х) : cos («, у) : cos (», z) — P : Q : R 

Salīdzinot secina : 
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jeb 
dF D dF dF D 

te=*P' ī y = t ^ Tz = | x / ? -

Tā tad t iešām izteiksme 

dF dF dF 
u (P dx 4- Q dy + R dz) = j - x dx + — dy 4 - -ŗz * = ^ 

ir vienas funkcijas F (л.-, _y, e) pi lnīgs diferenciāls. 

Pareiza ir arī apgr iez tā t e o r ē m a : j a d i f e r e n c i ā l a i 
i z t e i k s m e i P dx -\- Q dy -\- R dz e k s i s t ē i n t e g r ē j o ­
š a i s f a k t o r s р. Ф 0, t a d p a s t ā v i d e n t i s k i i n t e g r ā b i ­
l i t ā t e s n o s a c ī j u m s (2). 

Tiešām, no dotā nosacījuma 

u (Pdx 4 Qdy + Rdz) dx + dģdy+ d~ dz = dF 

secina sakarus 
_ OF n dF n dF 

= а? = ^ 11 = ar 
Izlietojot otro atvasinājumu īpašības 

<J2F d*F d*F d2F d*F d*F 
dx dy dy dx' dx dz dz dx' Oy dz dz dy 

no dabūtaj iem sakariem ar atvasināšanu un sal īdzināšanu atrod 
jaunus s a k a r u s : 

h ^ u b t o i{^ = ix^' к ^ = ту^ 

Atklātā formā pēdējos sakarus pēc pārveidojumiem izteic ar 

' \dx dyj dy 45 dx 
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11 

Ja šo trīs formulu abas puses reizina attiecīgi ar R, Q, Pun 
saskaita, tad labajā pusē dabū nulli, un pēc dalīšanas ar faktoru 
( i ^ O rodas integrābilitātes nosacījuma formula (2). 

Abas teorēmas norāda, ka i n t e g r ā b i l i t ā t e s n o s a c ī ­
j u m s (2) i r n e p i e c i e š a m s u n p i e t i e k o š s d i f e r e n ­
c i ā l ā s i z t e i k s m e s P dx + Q dy + Rds i n t e g r ē j o š ā 
f a k t o r a e k s i s t e n c e i . 

Viegli pierādīt, ka i n t e g r ē j o š o f a k t o r u i r b e z g a l a 
d a u d z , j a e k s i s t ē v i e n s t ā d s f a k t o r s . 

Pierādījums ir analogs divu mainīgo funkciju gadījumam 
(I d , § 10.). 

4. Simmetriskās formas Pfaffa vienādojumu 

(1) P (X, y, z) dx + Q (X, y, z) + R (X, y, z) dz = 0 

sauc par homogenu, ja P, Q, R ir vienādas pakāpes (dimensijas) 
homogenās funkcijas. Kad šī pakāpe (dimensija) ir », tad var 
izteikt funkcijas 

PĻx,y,z)=x«p(\,y

x, J ^ > , * ) ^ ^ Ī ^ . ^ ^ ^ ^ a ( i 4 | } 

un vienādojums (1) pēc dališanas ar л " top par 

p{Uļ i } * + ^dy+R{x,y-, ļ)dz = 0 

Homogenā Pfaffa vienādojuma integrācijai lieto substitūcijas 

(4)' У- = u, ~ = V, 

' X X 

ievedot jaunos mainīgos и un v. Ar tām izteic 

у = их, z = vx 
un 

dy = tidx -f- xdu, dz — vdx -4- xdv. 
Izlietojot šis formulas, homogeno vienādojumu pēc pārveidoju­
miem dabū formā 

(5) [P(I ,« ,v)+nQ(\ ,u ,v)-kvR(I ,u ,v) \dx+x- [Q(I,u,v)dH+R( 1 ,u,v)dv]=0 
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Ir atšķirami divi šādi gadījumi, atkarībā no tam, vai funkcija 

cp (и, v) = P (1, u, v) + nQ (1, «, г/) -ļ- г;/? ( I , w, v) 

ir nulle vai nav. 

I gadī jums: 
cp (u, v) - - 0. 

Tad vienādojums (5) reducējas (х Ф 0) uz totālo diferen­
ciālvienādojumu 

Q(l, u, v) du 4 - P(\, u, v) dv = 0 

ar diviem mainīgiem u, v. Ja tā vispārīgais integrāls ir 

F (u, v) = C, 

tad ar substitūciju (4) dabū dotā homogenā Pfaffa vienādojuma (1) 
vispārīgo integrālu 

* (y, -) - с 
\X X J 

ar vienu integrācijas konstanti C. 

II gad ī j ums : 

cp (it, v) ф 0. 

Šinī gadījumā var izdarīt mainīgo separāciju 

dx Q (1, //, v) du 4 - A° (1, и, z>) dv ^ 
д: cp (M, г>) 

Ja dotais v ienādojums (1) ir pilnīgi integrējams, tad diferenciālā 
izteiksme 

Q (1, и, v) du 4 - / ? (1, и, v) dv 
cp («, v) 

ir vienas funkcijas c7 (u, v) totāls diferenciāls. Tādēļ sastādīto 
vienādojumu var integrēt ar kvadra tū rām: 

ln X -f- U (и, f) sss.C 
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1 1 * 

Ar substitūciju (4) dabū dotā homogenā Pfaffa vienādojuma (1) 
vispārīgo integrālu 

Uzdevumi VI. 

I n t e g r ē t š ā d u s (1.—6) t o t ā l o s d i f e r e n c i ā l v i e ­
n ā d o j u m u s . 

1. (y 4- z) dx + dy + dz = 0. Atb. (у -f- г) ь* = С. 

2. (2л; 2 - f 2ху + Ixz1 + 1) dx + dy + 2 W s = 0. 

Atb. (x -г у + s 2 ) * a' a = C. 

3. (jv 4" + (г + x) dy 4~ (# 4" У) dz =• 0. 
xy -\- yz -\- zx = C. 

4. sjyt/.r = s-Wjv -f- ^ V s . Atb. X — у In z = Cy. 

5. (jy 2 4 уя) dx + 4" г а ) ĴK + ( У — -*rjv) <fo = 0 

Atb. у (x -f- г) = С (у 4 " Л 
6. (jy2 + г2 4- yz) dx 4- (>2 4- .г2 4- «*) ar> 4- (.г2 4 У 4 *.уМе=*0 

Л/А. xy + jys -ļ-глг = С (x -f JV 4" z ) 

7. Noteikt vienādojuma 

jV^jr 4" (3 — У) dy -\- xdz = 0 

integrāllīnijas, kas atrodas plāksnē 

Ix — у — z — 1 
Atb. Krust. līnijas ar virsām : xy x* — jya — у = С. 

8. Noteikt vienādojuma 

dz — 2ydx + 
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integrāllīnijas, kas atrodas plāksnē 

z X - ļ - y. 

Atb. Krust. līnijas ar v i r s ām: Ļv — l ) 2 (2y — 1) ~ C. 

9. Noteikt vienādojuma 

r 2 yā 
1 — ~ā — | ā öfe = 0 

integrāllīnijas, kas atrodas uz ellīpsoīda 

4 . Ž. _L - - • 1 а 2 А2 с2 — 

Л/А. Krust. līnijas ar s fērām: х2 -ļ- jv2 + = С. 



VII. Nelineārie pirmās kārtas vienādojumi 
ar parciāliem atvasinājumiem. 

§ 2 1 . Pilnīgais integrāls. Tā noteikšanas Lagranža 
(Lagrange) un Šarpi (Charpit) metode. 

1. Pirmās kārtas vienādojums ar parciāliem atvasinājumiem 

(1) F(x,y, z,p,q) = 0 (/=j£ f - 7 Ту) 

rodas, izslēdzot no trim sakariem 

f(x, y, z; o, p) == 0, 
ļfid£ _ 0 

(2) dx ' dz*' ' 

<)y uz 3 

divas patva| īgas konstantes a un p. Pirmo sakaru f(x, y, z; a, p) = 0, 
tad sauc par parciālā diferenciālvienādojuma (I) p i l n ī g o i n t e ­
g r ā l u ; ģeometr iskā interpretācijā tas attēlo divu parametru 
virsu saimi. 

2. Pilnīgā integrāla noteikšanai Lagranžs (Lagrange) ir 
devis metodi, ko papildinājis Sarpī (Charpit). Pēc Lagranža un 
Šarpī metodes šo integrālu atrod no viena totālā (Pfaffa) diferen­
ciālvienādojuma 

(3) dz = pdx + qdy, 

ja iepriekš uzmeklē vienu sakaru • 

Ф(х, y, z, p, q) — а 

starp argument iem x, y, nez ināmo funkciju z, tās atvasinājumiem 
p, q un V i e n u patvaļīgu konstanti a. Tiešām, ja no v ienādo­
jumu sistēmas 

( ) i Ф ( * , у, к, p, q) = « 
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iedomājas izteiktas funkcijas 

(5) p = A(x, y, z; o), q а з B(x, y, z; a) 

un ievietotas tolālā diferenciālvienādojumā (3), tad, ievērojot inte­
grābili tātes nosacījumu 

м% d A i дА „ dB , dB , 

( 6 ) * Г + ^ Б = ^ + 7 ь Л ' 

dabū Pfaffa vienādojuma (3) integrālu 

<f>(x, y, z; a) = ß 

ar divām integrācijas konstantēm a un ß . Pēdējais ietilpst parci­
ālā diferenciālvienādojuma pilnīgajā integrālā 

f{x, y, z; а , ß) = y(x, у, z; (t) — ß s s 0. 

Lietotais paliga sakars Ф(.г, _y, s, p, q) = a ir uztverams par 
vienas paras to diferenciālvienādojumu (Lagranža un Šarpi) sistē­
mas pirmintegrālu, resp . funkcija Ф(х, у, z, p, ij) ir viena homo­
gena lineāra parciālā diferenciālvienādojuma atrisinājums. 

Sastādīsim šo vienādojumu, izlietojot integrābili tātes nosacī­
jumu (6), kurā var ievest funkcijas (5). Dabūtajā sakarā 

/ f i M dp dp dq dq 

izteic atvasinājumus -ß-t ~, no s is tēmas (4) šādā 
' дх ду dz dz 

veidā, lietojot paras tos apzīmējumus funkciju F un Ф parciāliem 
atvasinājumiem pēc to a rgument iem x, y, z, p, q. 

I) Ar s is tēmas (4) v ienādojumu atvasināšanu pēc x rodas 
sistēma 

X ^ p дх ^ Я дх 

Ф ' + Ф' f + Ф ' *L = о, 
л ^ p дх я дх 
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дх 

К F 

p X 
I I 

ф . Ф 
p X F. F p я 

Ф А Ф P я 

Ar Jakobi (Jacobi) funkcionaldeterminantu simboliem 

J 
д (F Ф) 

i i 
P я 

Ф А Ф 
P я 

д (F, Ф) 
' д (р, X) 

F. F 
р X 

Ф А Ф 
р X 

д ( A q) ' 

izteic atvasinājumu 

дх J д (р, х) 

2) Tamlīdzīgā kārtā ar atvasināšanu pēc у dabū sistēmu 

У ' P ду 1 Я ду 

Ф +Ф'°1 + Ф'д1 = 0, У 1 Р ду 1 Я ду 

no kuras aprēķina atvasinājumu 

(8) 
dp \_ d (F, Ф) 

3) Atvasinājumu izteiksmju atrašanai atvasina 
Oz dz 

pēc z s istēmas (4) vienādojumus. No dabūtās s is tēmas 

F' + F ' J l rF'% = 0, 

Ф ' + ф ' Й i Ф ' * J ? = о 

* ^ P dz T 9 Oz 

no kuras pēc Kraraera formulas atrod 
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(11) 

F ='Ķ = X, F = Ö / = Y , F ='Ķ = Z, 
•» Ох У Oy ' * 0z 

F' - d-l-P F - — - 0 
P * 0p~ ' 9 ~ 0 q ~ 4 

simbolisko kvadrātiekavu, resp. nosacījumu (10) izteic sekojoša 
veidā 

(.2) + 9g + (^+fe , ŗ - * + * > £ -

_ (У + » 2 ) ^ = 0 . 

Attiecībā pret funkciju Ф (x, y, z, p, q) ir sastādits h o m o g e n s 

pēc Kramera formulāra atrod 

0 (F, Ф) 0q ļ 0 (F, Ф) 
( ' de J' 0 (q, z)' Oz J O (p, г)' 

Ja ievieto no formulām (7), (8), (9) atvasinājumu izteiksmes inte­
grābil i tātes sakarā ( 6 ' ) jeb 

dž _дЯ л-дрn — * — n 
Oy дх^~ dz9 0zp - ' 

tad pēc re iz ināšanas ar J ф 0 rodas sakars 

Izteicot atklātā veidā Jakobi funkcionāldeterminantus un sakārto­
jot pēc funkcijas Ф atvasinājumiem, dabū ar k v a d r ā t i e k a ­
v ā m apzīmēto izteiksmi formā 

[F, Ф] « F\ Ф / 4 Fq + [pF'p-r qF'q) Ф : - ( / • ; 4 pF'yp -

Ar tradicionāliem apzīmējumiem 
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l i n e ā r s parciāls diferenciālvienādojums (12), kam karakteristiku 
diferenciālā sistēma jeb t. s. L a g r a n ž a u n Š a r p i s i s t ē m a ir 

dx _ dy _ dz _ — dp _ — dg  
P - Q -pp 4- qQ~X+pZ~Y + qZ 

3. Š a i s i s t ē m a i v i e n a p i r m i n t e g r ā l a f u n k c i j a 
i r F(x, y, z,p, q). Tiešām, jā reizina vienlidzigu attiecību (13) 
locekļus attiecigi ar X, Y, Z, — P, — Q un sastāda jaunu attie­
cību saskaitot, tad dabū skaitītājā 

Xdx + Ydy 4 - Zdz 4 - Pdp 4- Qdq = dF, 

bet saucējā 

XP +YQ + Z (PP 4 - qQ) -P(X+ pZ) - Q (Y +qZ) = 0. 

Tādēļ F — const, ir diferenciālās sistēmas (13) pirmintegrāls, 
kurā ietilpst dotais sakars F — 0. 

Lai no sistēmas (4) varētu izteikt p, q ar x, y, z, a un pil­
nīgā integrāla noteikšanas problēmu reducētu uz Pfaffa vienādo­
juma (3) integrāciju, pietiek atrast Lagranža un Šarpī sistēmas 
(13) pirmintegrālu Ф = a, kas ir neatkarīgs no F = const.: 

Der šāda kārtula: n e l ī n e ā r ā p i r m ā s k ā r t a s p a r c i ā l ā 
d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a F (x, y, z, p, q) = 0 p i l ­
n ī g ā i n t e g r ā l a n o t e i k š a n a i a t r o d L a g r a n ž a u n 
Š a r p ī s i s t ē m a s (13) v i e n u p i r m i n t e g r ā l u 
Ф(х, у, z, p, q) — a, k a s n e a t к а r i g s n o F = const., 
u n s a s t ā d a t o t ā l o (Pfaffa) d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u 

dz = pdx + <ļdy, 

i z t e i c o t p u n q n o v i e n ā d o j u m u s i s t ē m a s (4) ; 
p ē c š ī P f a f f a v i e n ā d o j u m a i n t e g r ā c i j a s d a b ū 
d o t ā p a r c i ā l ā d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a p i l ­
n ī g o i n t e g r ā l u . 
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P i e z ī m e . Lagranža un Šarpī sistēmai (13) ir 4 vienādo­
jumi ar 5 mainīgiem x, y, z, p, q. Tā kā der viens sakars 
F(x, у, z, p, q) = 0, tad var izslēgt no s is tēmas (13) vienu 
main īgo , resp. reducēt sistēmu (13) uz sistēmu no 3 vienādoju­
miem ar 4 mainīgiem. Praktika, meklējot vienu pirmintegrālu, 
lai noteiktu parciālā diferenciālvienādojuma pilnīgo integrālu, 
vispār šo redukciju nedara . 

§ 2 2 . Vispārīgais un singulārais integrāls. Vienādojumu 
speciālie tipi. 

1. Sakars f{x, y, z\ a, ß) = 0 ar divām patvaļīgām 
k o n s t a n t ē m a un ß ir pilnīgais integrāls , ja no s is tēmas 

JĻv, y, z;a, ß) = 0, 

( 1) dx^ 0zP ' 

oz -oz 

pēc konstantu о un ß izslēgšanas rodas dotais diferenciālvienādojums 

~(2) F(x, y, z, p, q) = 0 (p = Ōģ, q = 

Lagranžs ir devis metodi kā no pilnīgā integrāla sastādīt 
t s. v i s p ā r ī g o i n t e g r ā l u un s i n g u l ā r o i n t e g r ā l u . 

Viņš vadās no konstantu variācijas metodes , prasot , vai ir 
iespējamas vispār tādas x un у funkcijas a = a(x,y), ß — ß(-r.jy), 
ar kurām no sakara j{x, y, s, a(x, у), $(x, у)) = 0 aprēķinātā 
funkcija z = z(x, y) der diferenciālvienādojumam (2). Ja sakaru 

f{x, y, z, a(x, y), ß(.r, y))j= 0 

atvasina pēc x, resp. y, tad dabū v ienādojumus 

'll>dL.^\(LL дЛ±д± 'Щ - о 
Ox O z 2 ^ 10a ' Ox T ( J 3 " 0x\ 
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J 

resp. 

¥ _ L Ua 4 . PI Щ - о 
ду dz4 Ida ду ~*~ д$ ' ду\ ~ 

Salīdzinot ar s istēmas (1) pēdējiem diviem vienādojumiem, redzam, 
ka rastos iepriekšējie vienādojumi, ja 

[ dj da dj dj _ ļ да • дх "I" dŖ ' дх 

[ д а ' д у д ^ ' д у 

Tad dabūtu tadu pat sistēmu kā (1), un no lielumu a un ß eli-
minācijas rastos dotais diferenciālvienādojums (2). Funkcija 
8 = . z(x, y), kas aprēķināta no sakara 

f(x, y, z, a(x, у), Цх, у)) = О, 

apmierinātu doto diferenciālvienādojumu. 

Ievestie sakari (3) veido attiecībā pret atvasinājumiem 
() f () f 
~. -Ķ^ homogenu lineāru algebrisku sistēmu, kam determinants ir 

da d ß 
... . _ дх дх _ д (а, ß) 

U да rJß ~ д (X, у)' 
ду ду 

2. Atšķirsim divus šādus gadījumus, atkaribā no tam, vai 
7 = 0, vai / ф 0. 

I gadījums : J — 0. 

Nosacījums У—0 ir izpildīts arī tad, ja a=const., §=const; 
tad sakars f(x, y, z; a, ß ) = 0 ir pilnīgais integrāls. Kad а Ф const., 
ß ф const., tad nosacījums / = 0 norāda, ka ir viens sakars 

Ф ( а , ß) = 0, resp. ß = <p(o) 

funkciju а (х, у), ß (х, у) starpā. То ievērojot, var izteikt vienā­
dojumu sis tēmu (3) formā 
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дх ' Ida'T dp' da] ~ ' 
да Ш df dj\_ 
ду ' [да ^ dß da\ ~ 

Ja izteiksme kvadrātiekavās nebūtu nulle, tad 

дх ду 

Tā tad šini gadi jumā 

а - const., ß = <p(a) = const., 

un dabūtu pilnīgo integrālu f(x, у, z; a, ß) = 0. 

Tāpēc ir jāprasa, lai 

да T rjß • rfa 

No vienādojumu s is tēmas 

/(дг, jv, s; a, ß) == О, 

(5) ) | 3 = * ( а ) ' 

da "".dB • <fa ~ 
jeb 

f(x, у, s; a, cp(a)) = 0, 

(6) U+U ^ = 0 
да dy ' da 

pēc parametru а un В izslēgšanas rodas sakars , kas noteic funk­
ciju s = з(х, y) kā diferenciālvienādojuma (2) atrisinājumu 
Uzskatot funkciju <p(«) par patvaļ īgu, dabū ar sistēmu (5), resp. 
(6) definētu diferenciālvienādojuma (2) v i s p ā r ī g o i n t e g r ā l u . 

Ģeometr iskā interpretācijā pilnīgais integrāls j(x,y, s; a, ß ) = 0 
attēlo divu parametru virsu saimi. Lai sastādītu vispārīgo 
integrālu, tad no šīs virsu sa imes izvēlas patvaļīgā veidā viena 
parametra virsu saimi (atbilst vienam patvajfgi izvēlētam sakaram 
В = <p ( « ) ) , un noteic pēdējai apliecēju virsu, izslēdzot para-
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metru а no diviem vienādojumiem (6). Šī apliecēja virsa ir 
vispārīgā integrāla ģeometrisks attēls. 

II gadījums : / ф 0. 

Šinī gadījumā sistēmai (3) eksistē vienīgie a t r is inājumi: 

da ' t)ß * 

Ja no trīs vienādojumu sistēmas 

f(x, y, z; a, ß) = 0 

(7) да ' 

izslēdz divus mainīgos a un ß, tad rodas pilnīgi noteikts sakars 

47 (.r, y, z) = 0, 

kas definē diferenciālvienādojuma t. s. s i n g u l ā r o i n t e g r ā l u . 
Nosaukums „Singulars" izskaidrojams tā, ka sastādītais integrāls 
nesatur patvaļīgu funkciju un vispār neietilpst vispārīgajā integrālā. 

Singulare integrāla sastādīšanas process norāda, ka ģeome­
triskā interpretācijā s i n g u l ā r a i s i n t e g r ā l s a t t ē l o p i l ­
n ī g ā i n t e g r ā l a d i v u p a r a m e t r u v i r s u s a i m e s 
a p l i e c ē j u v i r s u 

3. Apskatīsim šādus speciālus parciālo diferenciālvienādo­
jumu t ipus , kuriem ar Lagranža un Šarpī (Charpit) metodi viegli 
atrod pilnīgo integrālu, resp. viegli izdara integrāciju. 

I t i p s : v i s p ā r i n ā t a i s K l ē r ō (Clairaut) v i e n ā ­
d o j u m s 

(8) z = px + qy + /(A q) (p = д£л g = 

Šis vienādojums ir jāsastāda ģeometri jas problēmās, kur jānoteic 
virsas ar tangentp lāksnes īpašību, neatkarīgu no kontakta punkta 
koordinātām; tas vispārina parasto Klērō vienādojumu (sk. I d., § 13). 
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Rakstot v ienādojumu (8) formā 

F(x, y, z, p, q) = px + qy — z Aŗ f(p, q) = 0, 

izteic Lagranža un Šarpī sistēmā 

q . dx dy dz — dp — dq 
' T~~Q ~JP - f qQ - X+pZ ~ Y~+~q~Ž 

funkcijas 

X = ^=p' Y= Гу = * z = dz = - 1 

Tā kā ar šīm izteiksmēm ir 

X - f pZ = 0, Y + qZ = 0, 

tad sistēmai (9) ir pirmintegrāl i 

p = a = const., q = ß = const. 

Tādēļ Klērō vienādojuma (8) pilnīgais integrāls 

(10) z = ax + [iy +/{a, ß) 

ir sas tādāms, ja v ienādojumā (8) atvasinājumu / un q vietā liek 
patvaļīgas konstantes a un ß. Tā ģeometr iskais attēls ir divu 
parametru plākšņu saime. Vispārīgo integrālu ar patvaļīgu funk­
ciju ф dabū, izslēdzot a no vienādojumu sis tēmas 

z = ax + cp(a)jv -f- / ( o , 9(a)) , 

Singulārais integrāls sas tādams ar a un ß elimināciju no vienā­
dojumu sis tēmas 

g = a r 4- Ry 4 - / ( « , ß), 
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Tas reprezentē pilnīgā integrāla (10) plākšņu saimes apliecēju 
virsu. Šai virsai minētās plāksnes ir tangentplāksnes. 

P i e m ē r s : 

z = px + qy + pq 

Pilnīgais integrāls ir plākšņu saime 

z = ax + jy + aß, 

kam apiiecējas virsas *- hiperboliskā paraboloīda — vienādojumu 

z — — xy 
dabū, ja no s is tēmas 

z — ax 4 ЯУ 4" «ß, 
О = X + % 
0 = у 4- я 

izslēdz a un ß. Šī virsa attēlo singulāro integrālu. 

No sistēmas 

J z = ax 4- <p(a) у 4- e cp(a) 
( 0 = X 4- cp'(a)^ 4- 'f(a) -f- а ср'(а) 

ar а elimināciju dabū vispārīgo integrālu. Šo elimināciju var 
faktiski izdarīt, ja funkcijas cp forma ir izvēlēta. Tad dabū 
part ikulāro integrālu. Piem., kad ср(а) == a, tad cp'(a) s= 1, un 
no sistēmas 

z = адг 4" аУ 4" a 2 i 
0 = л: 4- jy 4- 2а 

pēc а eliminācijas dabū integrālvirsas vienādojumu 

z = - ļ (X + ^)2-

II t i p s : v i e n ā d o j u m s s a t u r t i k a i v i e n u p a r ­
c i ā l o a t v a s i n ā j u m u , p i e m . 

(11) F(x, y, z,p) = 0 (̂ =Ё)' 
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Šinī gadījumā Q — 0, un tādēļ Lagranža-ŠarpI sistēmai (9) 
ir p innintegrā ls 

у = a = const. 

To ievērojot, var integrēt doto parciālo diferenciālvienādojumu kā 
paras to diferenciālvienādojumu 

*"(*• °-* ж) = °> 
kam vispārīgais integrāls 

f(x, z, о, Щ = 0 

ar j auno integrācijas konstanti ß izteiks parciālā diferenciālvienā­
dojuma pi lnīgo integrālu. Liekot а = у un ß = cp(jv), var 
sastādīt tā vispārīgo integrālu. 

Tamlīdzīgi atrisina vienādojuma tipu 

( 1 1 ' ) F(.v, y, z, q) = 0 {</=:iy) 
III t i p s : v i e n ā d o j u m s n e s a t u r d i r e k t i n e z i ­

n ā m o f u n k c i j u z: 

(12) F[x, y, p, q) = 0. 

Te Z = -у- = 0, un Lagranža-Šarpī sistēmu (9) var reducēt uz 

trim vienādojumiem ar četriem mainīgiem x, y, p, q: 

dx dy —dp —dq 
~P ~ Q~~ X~ ~ ~Y ' 

Tā kā P, Q, X, Y ir šinī gadijumā tikai x, y, p, q funkcijas, 
tad eksistē reducētās sistēmas pi rmintegrāls 

Ф(х, у, p, q) = a. 

No vienādojumu sis tēmas 

F(x, y, fi, q) = 0, 

Ф{х, у, p, q) = а 
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ir iespējams izteikt atvasinājumus formā 

p == A(x, y; a), q — В (х, у; a). 

Tādēļ Pfaffa vienādojumam 

dz = A(x, y; d)dx + В(х, у; a) dy — dU(х. у ; а) 

ir vispārīgais integrāls 

z = U(x, y\ а) + В 

ar jaunu integrācijas konstanti ß un sastādāmo funkciju U(x,y;a). 
Parciālā diferenciālvienādojuma (12) pilnīgo integrālu var rakstīt 
formā 

J(x, y, z; a, ß) = U(x, у; a) -f- 8 - z = 0. 

Tā vispārīgo integrālu sastāda, no sistēmas 
s = U Lv, у; а) -f cp (а), 

0 = fa + »'<•> 

izslēdzot parametru a, Singulārais integrāls neeksistē, jo sistēmas 

z = U(x, у; a) 4- ß, 

0 = f . 
да 

0 = I 

pēdējā vienlidzība ir pretrunīga. 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad vienādojums (12) ir formā 

(13) A(x, p) = My, q) jeb fx{x p) - y 2 ( y, q) = 0, 

saka, ka m a i и ī g i e i r s e p a r ē t i . Tad ir 

X — dJi p — ih 
ах о p 

un reducētās Lagranža-Šarpī s is tēmas vienādojums 
dx —dp 

1 2 
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dod eksaktu diferenciālvienādojumu 

Xdx + Pdp =
 dģ dx + Щ dp = djx =•- 0. 

Tā tad šīs s is tēmas viens pirmintegrāls ir 

Л (*, P) = «i 

no kura var izteikt 

p = А (x; a). 
Tā kā 

Л i*, p) = h(y, q). 
tad arī 

h ( y , Я) — ° i r e s P q = B(y; a). 

No Pfaffa vienādojuma 

dz = A (x; a) dx 4- В [у, a) dy 

ar kvadra tūrām sastāda vienādojuma (13) pilnīgo integrālu 

z = j A(x; a)dx + j В (у; о) dy - f ß. 

IV t i p s : v i e n ā d o j u m s n e s a t u r d i r e k t i v i e n u 
a r g u m e n t u , piem. 

(17) F { x , Z t P > q ) : ^ ( p = % q = f y ) . 

Te 

X=X(x,z,p,q), 1 = 0 , Z=Z(x,z,p,q), P=P(x,z,p,q), Q=Q(x,z,p q) 

ir četru mainīgo funkcijas, un L a g r a n ž a Š a r p ī sistēmu reducē 
uz trīs vienādojumu sis tēmu 

dx _ dz — dp — dļ7_ 

~P "pP^fqQ ~ X~±~p~Ž ~~ qZ • 

N o tās pirmintegrāla 

Ф (X, z, p, q) = a 
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12* 

un dotā vienādojuma (14) aprēķinātas funkcijas 

p = A(x, z; a), q = BĻv, z; a) 

pēc substitūcijas Pfaffa vienādojumā 

de = pdx -f- qdy 

dod vienādojumu 

dz = A Ļv, z; a) dx -f- В ( r > 2 . a ) dy. 

Kad В ф 0, var izteikt 

А 1 
dy = - jj dv + д dz = d U(x, z; a), 

un ar kvadratūru dabū dotā diferenciālvienādojuma pitnigo 
integrālu 

у = U(x, s; a) -f ß. 

Tamlīdzīgi diskutē vienādojumu 

(14 ' ) F (y, z. p, q) = 0. 
V t i p s : v i e n ā d o j u m s n e s a t u r d i r e k t i a b u s 

a r g u m e n t u s : 

(15) F(z,p,q) = 0 [ p = % q ^ ) . 

Šinī gadījumā ir 

X = 0, Y = 0, 

un Lagranža-Šarpi sistēmas vienādojums 

— <fo — dq  
X + J2 * Y H- qZ 

reducējas uz vienādojumu 

dp _ dq 

J " 7' 
ko integrē ar 

q = ap. 
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Ja pēdējo izteiksmi ievieto dotā vienādojumā (15), tad no dabūtā 
vienādojuma 

F(z, p, ap) = 0 

var aprēķināt 

p — A (z; a), resp . q — a A (z; а). 

Vajadzīgo Pfaffa vienādojumu 

dz = A (z; a) dx -ļ- a A(z; a) dy 

integrē ar mainīgo separāciju un kvadratūru (ja А ф 0 ) : 

Pēdējais sakars ar divām patvaļīgam konstantēm a un ß ir dotā 
v ienādojuma pilnīgais integrāls . Viegli konstatēt, ka vienādoju­
mam (15) nav singulārā integrāla. 

VI t i p s : v i e n ā d o j u m s s a t u r t i k a i a t v a s i n ā ­
j u m u s 

( ,6> F(p, q) = 0 ( > = % „ = Ц) 
Te ir 

X = Y = Z = 0, X-\-pZ=0, Y + qZ = 0. 

Tādēļ L a g r a n ž a Š a r p ī sistēmai (9) ir p i rmintegrāls 

p = a = const. 

Ja no dotā v ienādojuma izteic 

я = ЛР), 

tad Pfaffa v ienādojums 

dz = pdx -ļ- qdy 
top par 

öfe = adx -f- y(a) efv. 
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Ar kvadratūru dabū dotā vienādojuma pilnīgo integrālu 

* = ** + fa) у + ß, 

kas attēlo divu parametru plākšņu saimi. Tā vispārīgo integrālu 
sastāda, izslēdzot no sistēmas 

ļ 3 = ax 4- f(a)y 4 - cp(a), 

I 0 = X + + ?'(<*) 

parametru а . Te nav singulārā integrāla, jo sistēma 

z = cur + fia)y + p, 

• 0 = * + / » . y , 
0 =± 1 

satur sevī pretrunu. 

§ 23 . Koši (Cauchy) problēma. 

1. Parciālā diferenciālvienādojuma 

(1) F(x, y, z, p, g) = 0 Ļ - D £ </=^) 

integrālvirsu z — z(x, y), kas iet caur doto līniju L, sauc par 
K o š i i n t e g r ā l u . Košī integrāla noteikšana ir t. s. K o š i 
p r o b l ē m a . Parciālo diferenciālvienādojumu eksistences un 
unitātes teorēmās*) precizē nosacījumus, ar kādiem eksistē parci­
ālā diferenciālvienādojuma Koši integrāls, š o teorēmu pirmos 
pierādījumus ir devuši XIX gadusimteni K o š i (Cauchy) un 
S. К о V а 1 e V s к а (С. Ковалевская). 

2. Те apskatīsim vispārigo metodi Koši problēmas atrisi­
nāšanai , izlietojot parciālā diferenciālvienādojuma (1) pi lnigo 
integrālu 

(2) Дх,у, г; a, ß) = О 

*) Sk. piem , Coursat ,Cours d'Analyse', t. II. 
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ar divām patvaļīgām konstantēm a un p. Vispārīgajā integrālā 
ir jāizvēlas 

f{x, y, z; a, cp(a)) = 0, 

funkcija ср(а) tā, lai integrālvirsa z = z(x, y) ietu caur doto 
līniju L (kas nav t s. к a r a к t e r i s t i к a), noteiktu paramet-
riskā formā 

(4) X = X (и), у — у (и), z — z (и) 

ar parametru и. Meklējot līnijas L un integrālvirsas krustošauos, 
atrisina kopīgi to v ienādojumus (3) un (4). Pēc funkciju (4) 
substi tūcijas v ienādojumu (3) kreisajā pusē sastāda funkciju 

7(w; а, <p («)) = f(x {»), У («). з (и ) ; а, ср (а)) 

un vienādojumu sistēmu 

/ 4 « ; «, j p («)) = 0, 

Ja no s is tēmas (5) v ienādojumiem izslēgtu parametru и, tad 
rastos sakars starp а, funkciju cp(a) un tās atvasinājumu cp ' ( a ) . Bet var 
sastādīt sekojošā veidā citu sakaru, kas nesatur cp'(a). Līnijas £ 
punk tos lielums а arī ir parametra и funkcija 

а — a(u). 

Tāpēc no s is tēmas (5) pirmā vienādojuma atvasināšanas pēc и 
dabū v ienādojumu 

kas reducējas uz 
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ja ievēro sistēmas (5) otro vienādojumu. Та tad rodas sistē­
mai (5) ekvivalenta sistēma 

f(u; a, cp(a)) = 0, 

no kuras pēc parametra и izslēgšanas dabū funkcijas <p(a) formu. 
Ar šādu funkciju <p(a), no vispārīgā integrāla (3) sistēmas vienā­
dojumiem izslēdzot a, sastāda meklējamo Koši integrālu. 

Var arī lietot tieši pilnīgo integrālu (2), un ar funkciju 

/(*; a, p) = у ( . ф ) , y(u), s(u); a, p) 

var sastādīt vienādojumu sistēmu 

/(«; a, p) = 0, 

(6'> Ж = 0. 

du 

Pēc parametra и izslēgšanas no (6 ' ) rodas sakars 

Ф(о, p) = 0 vai ß = <p(a), 
kas ir jāizvēlas pilnīgajā integrālā starp konstantēm a un p, lai 
dabūtu meklējamo Koši integrālu. 

3 . Nosacījumam ~ £ = 0 ir šāda ģeometriskā interpretācija 

Tā kā atvasinājums 

dj__dj_ dx df dy dfdz 
du dx du ду du dz du 

un integral virsas normales n virziena kosinu attiecība ir 

df dt dt 
cos (n, x) : cos (n, у) : соз (и. z) = ^ : ^ : 

bet līnijas L t angentes 5 virziena kosinu attiecība 

. dx dy dz 
cos ( s , X) : cos (5 , у) : cos (s, z) = ju : J u : 
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tad nosacījums -ģ- = 0 ir līdzvērtīgs ar 

cos (n, x) c o s ( s , x) -f- СОЗ (и , y) cos ( s , j y ) - f cos(«, г ) cos ( 5 , в ) = 0. 

Pēdējais sakars norāda, ka līnijas L tangente un pilnīgā integrāla 
virsas normale ir savstarpīgi perpendikulāras , reap, šī tangente 
a t rodas integrālvirsas t angentp lāksnē . Tā tad, l a i n o t e i k t u 
K o š ī i n t e g r ā l u , i r j ā i z v ē l a s n o p i l n ī g ā i n t e ­
g r ā l a d i v u p a r a m e t r u v i r s u s a i m e s (2) v i r s a s , 
k a s p i e s k a r a s d o t a i l ī n i j a i (4), u n j ā a t r o d š ī s 
v i e n a p a r a m e t r a v i r s u s a i m e s a p l i e c ē j a v i r s a . 

P i e z ī m e . 1) Ir iespējams, ka dotā līnija L a t rodas uz 
vienas pi lnīgā integrāla virsas. Tad vienādojumu sistēmu ( 6 ' ) 
apmier ina noteiktas a un ß noz īmes a = a0, un ß = ß 0 , neat-
karigas no u. 

2) Gadījumā, kad līnija L dota ar vienādojumiem 

(7) у = y(x), z = z{x), 

parametrs и = x, un vienādojumu sis tēma ( 6 ' ) top par 

[ f{x; a, ß) = О, 

ja ar у apz imē funkciju 

J(x; a, ß) — f(x, y(x), z (x); a, ß). 

4. P i e m ē r s N o t e i k t d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a 

/ dz dz\ 

(9) ü f « 1 [P=^ Я = Т у ) 

i n t e g r ā l v i r s u , k a s i e t c a u r p a r a b o l u ( .гг-plāksnē): 

(10) у в ; 0, z = X2. 

Diferenciālvienādojumā (9) var izdarīt mainīgo separāciju (§22.): 
1 
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Pielīdzinot konstantei a, izteic 

p = a, q = 1 , 
un no Pfaffa vienādojuma 

dz = pdx + qdy — adx + ļ </y 

ar kvadratūru dabū vienādojuma (9) pilnigo integrālu 

(11) z = o.r + -^-JV + P.« 

Koši integrāla noteikšanai atrisina kopīgi vienādojumus (Ю) 
un ( I I ) . No tiem atrod sakaru 

лга = ax - J - P. 

kas ar atvasināšanu pēc .r dod 

2x = a. 

Ja no vienādojumu sistēmas 

{ X2 = ax 4- Pi 

2л- = a 

izslēdz дг, tad rodas sakars 

P - - 4 -

Tā tad no pilnīgā integrāla (11) ir jāizvēlas viena parametra 
virsu saime 

1 a 2 

z = ах -\ у T , 
а 4 

kam ar vienādojumu sistēmu 

1 a 2 

г — ax -\- —У - -ļ* 

( 1 2 ) n « 
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noteic apliecēju virsu — meklējamo Koši integrālvirsu. Šīs 
virsas v ienādojumu Dekarta koordinātās dabū , izslēdzot parametru 
a no s is tēmas (12) v ienādojumiem. 

Ērtāki ir ievest virsas paramet rus (Gausa koordinātas) и 
un V, p ieņemot piem., 

V = a un у = uv2. 

Tad по sis tēmas (12) otrā v ienādojuma izteic 

I V 

X = и + ž , 

bet no pi rmā v ienādojuma pēc pārveidojumiem dabū 

V2 

z = luv + к. 

Tā tad meklē jamās Koši integrālvirsas parametr iskie vienādojumi ir 

(13) X = и -ļ- =, у — uv2, г — luv -ļ- j - . 

Kontrolei šādā veidā viegli pārbauda, ka šī virsa iet caur doto 
parabolu (8). Ja ievēro p i rmo vienādojumu (10), tad no (13) 
dabū nosacījumu 

uv2 = 0, 
kas ir izpildīts, ja и = 0 (v = а Ф 0). No atlikušajiem 
vienādojumiem rodas sakari 

V V2 

X — 2> * — 4-. 

no kup'em pēc parametra v izslēgšanas dabū parabolas vienādo­
jumu Z — X2. 

Ja prasām pēc integrālvirsas, kas iet caur taisni 

(14) у = 0, z = X, 
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tad vajadzīgā vienādojumu sistēma (8) top par 

X = ax -ļ- P, 
1 = a. 

Pēdējo s is tēmu apmierina noteiktas a un ß noz īmes : 

a = 1, p — 0. 

Meklējamā Košī integrālvirsa ir plāksne 

г = X 4- у, 

kas ietilpst pilnīgā integrāla plākšņu saimē ( I I ) . Dotā taisne 
atrodas uz vienas pilnīgā integrāla virsas (plāksnes). 

§ 24 . Karakteristikas. To noteikšana ar pilnīgo 
integrālu. 

1. Parciālā diferenciālvienādojuma 

( 1 ) " F(x,y,z,/>,q) = 0 (P=%, « 7 = ^ ) 

pilnīgais integrāls 

(2) j (X, y, z;a, p) 0 

noteic neatklātā formā vienu funkciju z = g(x, y\ a, p), kas 
apmierina vienādojumu, t. i. der identitāte 

(3) F(x,y,g(x,y; p), °£ ^ ) = 0 

kā attiecībā pret x, y, tā arī pret a un p. 

Vispārīgā integrāla vienādojumu sistēmā 

f{x, y, z; a, cp(a)) = 0, 
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katrs v ienādojums attēlo vienu virsu, ja uzskata a = const., un 
abi v ienādojumi — līniju kā abu virsu krus tošanos vietu. Šīs 
līnijas ietilpst šādā t r ī s p a r a m e t r u s a i m ē j e b l ī n i j u 
k o m p l e k s ā 

ja paramet rus a, ß. у saista sada ve ida : 

ß = <p(a), у = ? ' ( « ) • 

Vispārigo līniju kompleksu (5) veido t. s. k a r a k t e r i s t i k a s . 

Lietojot pilnīgā integrāla atklāto formu 

г = g(x, y\ a, ß), 

var izteikt karakteristiku gal īgās formas v ienādojumus (5) ar 

iz = g{x, у; a, ß), 

да ^ <?ß Т 

Atklātā veidā karakterist ikas (6) var noteikt parametriskā formā 

(7) X — X (и; a, ß, у), У — У («; а, ß. у), z — z (м; а, ß, у) 

ar līnijas parametru и un sa imes trīs parametr iem а, ß, у. Karak­
teristikas punktos arī atvasinājumi p un </ ir šo parametru 
funkcijas 

(8) /> = / (и; а, ß, у), ? = ö (и; а, ß, у). 

2. Sastādīsim karakterist iku diferenciālvienādojumus, izslē­
dzot paramet rus a, ß, у un atrodot diferenciālus sakarus s tarp 
mainīgaj iem x, y, z, p, q. 

Ar s is tēmas (6) otrā v ienādojuma 

да^дУ 

(5) 
ji.x, y, z; 

да r)ß ' 

П а, ß) = О, 

•Y = О, 
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atvasināšanu pēc и rodas sakars 

kas top par 

/ Q j [ ōS_^g_ d_g\ dx,\^£L dg_iPg_ dg]dy 
v ' Idadx o>ß dßdx da\ du T [dady ' dß d3eļy ' dojrf« ' 

ja izslēdz у ar formulu 

V — _ °l • дЛ 
т da • dß" 

Atvasinot identitāti (3) pēc a, resp. B, dabū sakarus 

resp 

Z d-i. 4 4 . n i V = о 
dß ^ < p * + V фу ' 

kuros apz imē 
7 _ ^ f p _ d f n _ . d £ 

dz' dp' V ~ dq-

Ja no atrastiem sakariem izslēdz / , reizinot pirmo sakaru ar 

-Š, otro ar — Ш un saskaitot, tad rodas formula 
df да 

y 'Idadx'д$ д'}дх dal ^[dady dp d$dy da]4  

Salīdzinot abas vienlīdzības (9) un (10), secinām proporciju 

(11) j f e : * * ДО du du 

Tā kā integrālvirsai ir 

dz = p dx + q dy, 
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atvasinājumos 

dz dg _ t)s r)^ 
гЗлг cfor' ^ dy ду 

dp . d2g dx d2g dy dq _ d2g dx d2g dy 
du dx2 du дхду du du дудх du dy2 du 

var ievest t radicionālos otro atvasinājumu apzīmējumus 

r = dl§ s — ļ&- = J?S-, t = & 
dx2' дхду дудх' ' ду2 

un izteikt no formulas (11), piem , 

dy Q dx 
du P du 

Tad pēc pārveidojumiem rodas formulas 

dp _ Pr + Qs dx dq __ Ps - f Qt _ dx 
du P du' du ~ P du 

No otrās puses var sameklēt izteiksmēm Pr -f Qs un 
Ps -\- Qt citu veidu, atvasinot identitāti (3) pēc x, resp y. 
N o dabūtām vienlīdzibām 

X 4 - pZ + Pr 4 - Qs — 0, Y + ffZ + А 4- Qt = 0, 

kur X un Г apz īmē atvasinājumus 

dF t , dF 

tad k a r a k t c r i s t i k a i der formula 

— — л — _L. 
du~ P du^ qTu 

Ievērojot (11), dabū karakteristiku tangenfes virziena kosinu 
attiecību 

Atlikušo funkciju 
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var izteikt 

Pr + Qs = - (X -f pZ), Ps + Qt = - (Y + qZ) 

Tā tad der formulas 

dp= X + pZ dx dq = Y + qZ dx 
du P du' du P du 

un 

Rakstot pēdējos sakarus diferenciālā formā, dabū karakteristiku 
diferenciālo sistēmu 

1 4 \ dx _ dy _ dz —dp — 
( M ; p - Q - p P + qQ-X + p Z - Y + qZ* 

kas identificējas ar Lagranža un Šarpi sistēmu. 

§ 25 . Parciālā diferenciālvienādojuma ģeometriskā 
interpretācija. Koši (Cauchy) integrācijas metode. 

1. P i rmās kārtas parciālā diferenciālvienādojuma 

(1) F(x, y, z, p, q) = 0 [P=% Я - ~ у ) 

atrisinājumu z = J(x, y) attēlo pret xyz koordinātu sistēmu 
kā integrālvirsu. Caur doto punktu M0(x0, y0, z0) iet bezgala 
daudz šādu integrālvirsu, bet ir viens sakars 

(2) F(x0, y0, z0, p, q) = 0, 

kas saista parciālo atvasinājumu /> uu q nozīmes šajā punktā. 
Tā kā ar p un q nosaka (zīm. 10) virsas normales и 

(3) _ _ _ _ _ _ 

virzienu un tangentplāksnes П 

(4) z - s0 = p(x - x0) 4 - gļy - y0) 
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stāvokli , tad nosacījums (2) rāda, ka integrālvirsām punklā 
^oC*b» Л> so) n e v a r patvaļīgi izvēlēties normāli , resp. tangent-
plāksni . Visu integrālvirsu normales punktā M0(xQ, y0, z0) veidu 

Zīm. 10 . 

t. s. II o r in Fi l к ō и u (AO, kura vienādojumu 

(5) - ^ ļ , - f 5 f ) = ° 
atrod, izslēdzot / un я no vienādojumiem (2) un (3). 

2. Integrālvirsu tangentp lāksnes (4) punktā M0(x0. y0, z0) 
veido viena parametra saimi, jo starp parametr iem / un q pastāv 
viens sakars (2). Var sameklēt šādā veidā šis plākšņu sa imes 
apliecēju virsu, kas ir t. s. t a n g e n t k ō n s (T) j eb M o n ž a 
(Monge) k o n s (arī e 1 e m e n t ā г к ö n š). Uzskatot , piem , 
p par neatkar īgo parametru un q par šī parametra funkciju 

Я — 

atvasina pēc p t angentp lākšņu sa imes (4) v i e n ā d o j u m u : 

X - x0 + q'(p)(y - y0) = 0. 

Atvasinājumu q'(p) = Щ atrod no sakara (2) ar atvasināšanu 
ap 

p ē c / 
PQ + Я'(Р) • Qo = o. 
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0 

Monža kons pieskaras integrālvirsas tangentplaksnei pa veiduli (6), 
kam virziena koeficienti ir 

Pt> Qo PoPo + 9oQo-

Te p0 un q0 ir p an q vērtības punk tā . (x 0 , y0, zü). 
Tā tad p i r m ā s k ā r t a s p a r c i ā l ā d i f e r e n c i ā l ­

v i e n ā d o j u m a (1) i n t e g r ā c i j a s p r o b l ē m ā i r j ā ­
n o t e i c v i r s a s , k a s d o t a j ā p u n k t ā (x0, y0, zQ) p i e ­
s k a r a s M o n ž a k o n a m (7). 

3 . Gadījumā, ja parciālais diferenciālvienādojums ir l i n e ā r s 

(8) A(x, y, s)p + B(x, y, z)q - C(x, y, z) = 0, 

13 

Te Pt un Q0 apzīmē funkcijas F{x, y, z; p, q) parciālo atva­
sinājumu 

P = z * l Q-dF 
Г dp' Ч ~ dq 

nozīmes punktā (x0, y0, z0). Ja atvasinājuma izteiksmi 

ievieto sastādītā vienādojumā, tad kopā ar (4) dabū vienādojumu 
sis tēmu J 0 — z0 = p (X — x0) 4- q (У — Уо), 

\ Q0(x - x0) — P0(y - y0) = 0, 

j eb ekvivalentu sistēmu 

Izslēdzot no sistēmas (6) un vienādojuma (2) divus l ielumus 
p un q, dabū meklējamā tangentkōna jeb Monža kona vienādo­
jumu formā 
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l ietotās funkcijas ir š ā d a s : 

F = Ap + Bq - C, P = A, Q = B, pP + qQ = C, 

un no rmā lkōns (5) deģenerējas par plāksni 

(9) A(x0,y0tzt)(x—x0)+B(x0.y0,z0)(y-yo)-t-C(x0,yQ,z0)(z-z0)=0, 

bet t angentkōns jeb Monža kons (7) — par taisni 

/ j q \ x xo У ""' У о _ z zo 
А {x0, y0, z0) В (x0, y0, s0) C(x0, y0, zoy 

Visām lineārā vienādojuma (8) integrālvirsām tangentplāksnes, 
vilktas punktā (x0, y0, z0), iet caur taisni (10) jeb veido plākšņu 
š ķ i p s n u ; šo virsu normales atrodas plāksnē (9), kas perpendiku­
lāra taisnei (10). 

Kā z ināms (§ 16.) lineārā v ienādojuma (8) integrācijai lieto 
k a r a k t e r i s t i k a s 

.... dx dy dz 
M ) А (X, y,z)~B (X, y,z)~C (x, y, z)' 

t. i. Ūnijas, kuru virziens kaut kurā punktā (x0, y0, z0) sakrīt ar 
ta isnes (10) virzienu. Šīs līnijas veido divu parametru saimi 
jeb līniju kongruenci . 

4. Nelineārā vienādojuma (1) gadījumā ir īsts Monža kons 
(7), un vispār līnijas у = y(x), z = z(x), kas pieskaras punktā 
(x, y, z) ši kona veidulēm, atrod no vienādojuma 

ko dabū , izslēdzot p, q no vienādojuma ( I ) un 

,„> dx _dy _ ds 
( 1 3 ) p - Q ~ p p + q q 

Tā kā v ienādojums (12) satur divas nez ināmās funkcijas y(x), 
z(x), tad vienu no tām, piem. y(x) var uzskatīt par patvaļīgu 
funkciju ср(дг); otro funkciju z(x) noteic ar sastādīto pi rmās kārtas 
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parasto diferenciālvienādojumu. Tā tad nelineārā parciālā dife­
renciālvienādojuma ( l ) gadījumā minētās līnijas veido kopu, kas 
atkarājas no v i e n a s p a t v a ļ ī g a s f u n k c i j a s . 

Integrālvirsas z = f (x, y) Ūnijas sauc par r e g u l ā r ā m , 
ja tās punktos eksistē nepārtraukti otrie atvasinājumi 

r _ d \ s _ jPz_ t_d4_ 
dxv дхду дудх' ду3' 

R e g u l ā r o i n t e g r ā l v i r s a s z=/(x,y) l ī n i j u , k a s k a t r ā 
p u n k t ā p i e s k a r a s k o n s t r u ē t ā M o n ž a k o n a (7) 
k o p ī g a i v e i d u l e i a r v i r s a s t a n g e n t p l ā k s n i , sauc par 
n e l i n e ā r ā v i e n ā d o j u m a (I) k a r a k t e r i s t i k u . Karak­
teristikas pieder līnijām (12), bet neaptver visu šo līniju kopu. 
Līnijas kas pieskaras Monža kona (7) veidulēm, bet nav karak­
teristikas, sauc par nelineārā vienādojuma (1) M o n ž a i n t e ­
g r a l 1 ī n i j ām*) . 

Karakteristiku nosaka tās punkta koordinātas x, y , z un 
lielumi p, q, kas ir tangentplāksnes virziena koeficienti. Vispār 
te lpas punktu (x, y , z) kopā ar plāksni, kas iet caur šo punktu 
un kam virziena koeficienti ir p un q, sauc par v i r s a s k o n ­
t a k t a e l e m e n t u (x, y , z, p, q). Ja kontakta elements der 
diferenciālvienādojumam, t. i. pastāv sakars 

(1) F{x, y, z, p, q) — 0, 

tad to sauc par i n t e g r ā l o k o n t a k t a e l e m e n t u . Karakte-
ristika ir uzskatāma par tādu integrālo kontakta elementu nepār­
trauktu virkni jeb s v i t r u , kurā lielumi x, y, z, p q ir viena 
parametra и funkcijas 

(14) X = x{u\ у = y(it), z = z(u), p —p{u), q = q{u). 

5. Sastādīsim k a r a k t e r i s t i k u d i f e r e n c i ā l v i e n ā -
v i e n ā d o j u m u s i s t ē m u . Tā kā karakteristika katrā punktā 

*) Daži autori par Monža integrāllinijām sauc vispār līnijas (12), kas 
pieskaras Monža kona veidulēm. Tad karakteristikas jāuzskata par speciālām 
Monža integrāllinijām. 
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pieskaras Monža 'kona veidulei, tad tai der vienādojumi (13). 
Ja te apzīmē 

dx dy dz , 
-p—Q-fiP + qQ - **' 

tad ieved parametru и tā, ka rodas normālā diferenciālā sistēma 

<15> !=«• 
Karakteristika a t rodas uz integrālvirsas z — f(x, y) un ir regulāra 
līnija. Tādēļ der formulas 

dp_dy_ dx _0y_ dy dq _ dx d*J dy 
du дх2 du дхду du äu дудх du ' ду% du 

Ja te ieved otro atvasinājumu paras tos a p z ī m ē j u m u s : 

_ dy_ _ H 
r ~~ дх* S ~ дхду ~ дудх' ду* 

un ievēro p i rmos divus v ienādojumus (15), lad dabū 

• £ = r P + sQ. % = sP + lQ. 

T ā kā funkcija z = f(x, y) der dotajam diferenciālvienādoju­
m a m (1), tad pastāv identisks sakars 

F{*,y,J(*.y),d£ %) = 0. 

Ja pēdējo sakaru atvasina pēc x, resp. y, tad dabū divus j aunus 
sakarus 

X 4 - pZ + rP - f sQ = 0, resp. Y 4 - qZ + sP + tQ = 0, 

no kuriem izteic 

rP 4 - sQ = - (X + pZ), resp . sP + tQ = - (Y + qZ). 
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(16) 

dx n dy n dz , 

Tu— * +1& ž = -<r + "Z)-
Ja no (16) izslēdz parametru u, tad rodas pazīstama Lagranža un 
Šarpī sistēma 

. _ dx dy _ dz —dp — dg 
( U ) P ~ Q ~ pFTJQ - X+JZ - Y Ц- qZ' 

6. Šīs diferenciālās sistēmas viens pirmintegrāls ir 

F (x, y, z, p, q) = const. 

Ja līnijai ir viens sākuma integrālais kontakta elements 
(-*<)• Уо> z0, p0, q0), t. i. 

F ( r 0 , y0, z0, p0, q0) = 0, 

tad arī F(x, y, z,p, q) = 0, t. i. tad kautkurš tās kontakta e lements 
(x, y, z, p, q) ir integrālais elements. 

Pastāv šāda integrālvirsu īpašība. J a d i v ā m i n t e g r a l -
v i r s ā m i r k o p ī g s k o n t a k t a e l e m e n t s (t. i. k o p ī g s 
v i e n s p u n k t s u n š a j ā p u n k t a k o p ī g a t a n g e n t -
p l ā k s n e ) , t a d t ā m i r a r i k o p ī g a l ī n i j a — k a r a k t e r i -
s t i k a , k a s k o n s t r u ē t a a r š o k o p ī g o k o n t a k t a 
e l e m e n t u . 

Karakteristiku diferenciālai sistēmai (17) atrisinājumus galīgā 
formā noteic ar četriem pirmintegrāliem 

Tā tad var sastādīt divus vienādojumus 

d£ = -(X+pZ), d£ = - { Y + qZ), 

kas kopā a r (15) veido k a r a k t e r i s t i k u n o r m ā l o d i f e r e n ­
c i ā l v i e n ā d o j u m u s i s t ē m u 
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(18) 

F(x, y, z, p, q) = 0 
W j ( ^ , y, z, p, q) = c?! 
Щ(х, у, z, p, q) = C a  

ш з ( - г . У> г, p, q) = Ct 

P 

kas satur trīs patvaļīgas konstantes Cv C2, C3. Tā tad nelineāra 
diferenciālvienādojuma karakteristikas veido trīs parametru līniju 
saimi jeb — līniju kompleksu. Patvaļīgas konstantes Cv C 2 , Ca 

nosaka, zinot sākuma kontakta elementu (x0l y0, z0, p0, q0). 

7. Lietojot karakteristikas (17) vai (16), K o š ī (Cauchy) 
ir devis nelineārā parciālā diferenciālvienādojuma 

(1) F{x,y.z,p,q) = 0 [ P = % f = - g ) 

šādu i n t e g r ā c i j a s m e t o d i . Ievedot parametru и un ievē­
rojot sākuma kontakta elementa (x0, y0, z0, pa, q0) vērtibu, kas 
atbilst, p iem. и — 0, no (18) var izteikt karakterist ikas gal īgās 
formas vienādojumus ar 

I x = / i ( « ; x0, y0, s0, f>0, <7o), 
У = /2(«; x0, ya, z0, p0, q0), 
z = /3(«; x0, y0, zQ, p0, q0), 

un 

( 2 0 ) ļ P = /«(и? x0, y0, z0, p0, q0) 

l Я = /б(м: x0, y0, z0, p0, q0). 

Pēc eksistences un unitātes teorēmas (§ 2) šīs parametra и 
funkcijas Д, / 2 , / 3 , f4, f6 ir normālās sistēmas (16) vienīgais 
atrisinājums, kas apmier ina sākuma nosacī jumus. Bez tam izslē­
dzam t. s. s ingulāro gadī jumu, kad reizē vienādojumu (16) labās 
puses ir nulles. Vienādojumi (19) un (20) rāda, ka dotam sākuma 
kontakta e lementam jeb punktam M0Ļr0, y0, z0) un plāksnei II 
(zīm. 10) ar virziena koeficientiem p0, q0, atbilst viena vienīga 
karakteristika K, kas pieskaras Monža kona T veidulei t. 

Karakterist ikas £ veidos vispār virsu, kas ies caur doto 
punktu M0, ja caur šo punktu velk citu līniju L un tās punktos 
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(23) 
X =Л(м; x0(v), y0(v), z0(v), p0{v), qoiv^y^u.v), 

у =jļļi\ x0(v), y0(v), z0(v), p0(v), q0(v))=<pa(u,v), 
3 =Л(«; xoiv)> У<№)> zo(v)> Mv), g0(v))='i>s(ihv), 

un no (20) — divas funkcijas 

(24) ļ P ~hW, xQ(v), y0(v), z0(v), p0(v) ? 0 (iO)=<p 4 ( M i v ) , 
' 4 = hW, « t ( « ) i УМ, z0(v), p0(v) q0(v))=<pb(u,v). 

Lai karakteristikas veidotu diferenciālvienādojuma 

(1) F(x, y, z, P, q) = 0 

integrālvirsu z -— f(x, y), ir n e p i e c i e š a m i un p i e t i e k o š i , 
ka tiktu apmierināti divi šādi nosacījumi. Sie nosacījumi dos 
iespēju atrast nezināmās funkcijas p0{v) un q0{v). 

I. Ir jāprasa, lai vienādojumi (23) tiešām izteiktu virsu ar 
kontakta elementiem (x, y, z, p, q), t. i. lai pēc formulām (23) 

ös Ö z 

aprēķinātie atvasinājumi — un -ķ t iešām būtu attiecīgi iden­

tiski formulās (24) izteiktiem lielumiem p un q. 
II. Ir jāprasa, lai virsas (23) kontakta elementi (x, y, z,p, q) 

būtu diferenciālvienādojuma (1) kontakta elementi, t. i., lai būtu 
F(x, y, z, p, q) — 0. Tā kā 

Fix, у, z, p, q) a e F(x0, y0, z0, p0, q0) 

karakteristikas. Analitiski līniju L nosaka pararaetriskās formas 
vienādojumi 

(21) x0 = x0(v), y0 = y0(v), z0 = z0(v) 

ar parametru v. Ar šim un vēl divām kautkādām funkcijām 

(22) / „ = pQ(v), q0 = q6(v) 

no vienādojumiem (19) sastāda karakteristiku veidotās virsas vie­
nādo jumus parametriskā formā (u, v — parametri) 
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ir karakterist iku diferenciālās s is tēmas p i rmin tegrā l s , tad minētais 
otrais nosacījums ir izpildīts tad un tikai tad, ja 

(25) F(x0, y0. z0, p0, q0) = 0. 

P i rmā nosacījuma izpildīšanu raksturo identiski sakari 

(op,\ (}Л — iž. ±.*l!L djl — *iiE л-
du ~ дх ди д у d и ~ du ^ du 

un 
dz dz dx , dz dy dx . dy 
dv dx dv dy dv dv dv' 

Bet sakars (26) ir jau izpildīts. Tiešām, ievērojot, ka virsas (23) 
līnijas V = const, ir karakteris t ikas un pēdējām der diferenciāl­
vienādojumi (16), secinām no sis tēmas (16) pirmajiem trīs vienā­
dojumiem sakaru (26). 

8. Atliek vēl pieprasīt nosacījuma (27) izpildīšanu. Lai to 
veiktu, ievedīsim funkciju 

, . . dz , dx ду 
ф (и, v) = , p — — q -f-, 

s * dv dv dv 

un pierādīsim tās īpašību 

дФ 
(28) V- = - 2.Ф. 

du 
Ja atvasinājuma formulā 

дФ _ дЧ дгх д*у д_р дх _dq ду 
du dvdu dvdu * dvdu дц dv du dv 

izteic ar formulas (26) a tvas ināšanu pēc v atrasto otrās kārtas atva­
sinājumu 

дЪ _ dh_ <Py^ dx dp dy dq 
dvdu dudv dudv ' ^ dudv du dv du dv 

tad pēc l īdzīgo locekļu savilkšanas rodas formula 
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Ievietojot te labajā puse atvasinājumu izteiksmes 

dabū 

No identiskā sakara (х, у, г, p, q) = 0 atvasināšanas 
pēc i' rodas jauns sakars 

dv 1 d i / ' d i / ' d i / ' ^ d i / 

ar kuru izteic atvasinājumu 

дФ 7 (dz ' dx 
dT = - Z U ~ * to ~ 4 

Ievērojot funkcijas Ф izteiksmi, dabu tiešām formulu (28), no 
kuras ar kvadratūru atrod 

и 
—fZdu 

(29) Ф = Ф 0 e 0 (e — nat. log. bāze), 

ja apzīmē 

ф. = ф(о.*) = Й - > ° £ - ^ 

Formula (29) rāda, ka lielumi Ф un Ф 0 abi reizē ir vai 
reizē nav nulles. Tāpēc nosacījums (27) ir izpildīts tad un 
tikai tad, ja pastāv sakars 

/ ч т d s * — л d x ° о . n d y ° 
( 3 0 ) dv - Л Tv + <?V 

Tā tad k a r a k t e r i s t i k a s , v i l k t a s n o l ī n i j a s (21) p u n k ­
t i e m , v e i d o s p a r c i ā l ā d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m a (1) 
i n t e g r ā l v i r s u (23) t a d u n t i k a i t a d , j a f u n k c i j a s 
Po(v)> 4o(v) a p m i e r i n a d i v u s s a k a r u s (25) un (30). 
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9. Nosacī jumam (30) ir šāda ģeometr iskā nozīme. Līnijas 
L (zim. 10) tangentes 5 virziena kosinu attiecība ir 

cos (s, x) : cos (5, у) : cos (s, g) = ^ : ^ : Ä 

bet integrālvirsas normālei n punktā M0Ļv0, y0, z0) to attiecība ir 

cos (n, x) : cos (и, у) : cos (», z) — p0 : q0 : — 1. 

Tā kā sakaru (30) var izteikt ekvivalentā formā 

cos (s, x) cos (и, х) + cos (5 , у) cos (n, у) -\- cos (5 , z) cos (и, z) — 0, 

tad secinām, ka linijas L t angente ir perpendikulāra integrāl­
virsas normālei , jeb tā a t rodas integrālvirsas tangentplāksnē. Šai 
tangentplāksnei punktā (x0, y0, z0) ir jāpieskaras ari konstruētam 
Monža konam (T), jo (x0, y0, z0, p0, qQ) ir integrālais kontakta 
e lements . 

Tā tad, lai noteiktu Koši integrālvirsu, kas iet caur doto 
līniju L, ir j ākons t ruē plāksne, kas iet caur dotās līnijas tangenti 
un izvēlētā punktā pieskaras Monža k o n a m ; ar šīs p lāksnes vir­
ziena koeficientiem p0, q0 un punkta koordinātām xc, y0, z0 ir 
noteikts līnijas sākuma kontakta e lements (x0, y0, z0, p0, q0), un 
ar tādu sākuma elementu velk karakteristiku. Atkārtojot šo kon­
strukciju katrā linijas L punktā , dabū meklējamo Košī inte­
grālvirsu. 

Konstrukcija norāda, ka K o š ī p r o b l ē m a i i r n o t e i k t s 
(regulārs) a t r i s i n ā j u m s , j a l i n i j a L n e p i e s k a r a s 
M o n ž a k o n a m , t. i. t ā n a v k a r a k t e r i s t i k a v a i M o n ž a 
i n t e g r ā 1 l ī n i j a . 

Gadījumā, ja līnija L ir pati karakteristika, Koši p rob lēma 
ir nenoteikta. Tādā gadījumā caur doto liniju-karakteristiku 
var vilkt bezgala daudz integrālvirsas. Var izvēlēties caur līnijas 
punktu , p iem. M0, kaut kuru citu līniju L', kas nav karakteristika. 
Ja no šis līnijas L' punkt iem ar norādīto metodi velk karakte­
ristikas, tad tās veidos integrālvirsu. Tā kā linijas L' izvēle ir 
briva, tad integrālvirsas, kas iet caur karakteristiku, ir bez­
gala daudz . 
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Gadījumā, kad dotā līnija L ir Monža integrāllīnija, karak­
teristikas, vilktas šīs līnijas punktos, pieskaras šai līnijai pa Monža 
kona veiduli. No karakteristikām izveidojas integrālvirsa, kurai 
dotā līnija ir tamlīdzīgā stāvoklī kā asumu šķautne izklājamai 
virsai*). Dotā Monža līnija ir karakteristiku saimes apliecēja l īnija; 
tā ir veidotās integrālvirsas singulārā līnija. 

10. Parciālā diferenciālvienādojuma 

(1) F(x,y, 0, fi,q) = 0 [p » ' | , q=f\ 

K o š ī (Cauchy) p r o b l ē m u analitiski atrisina pēc šādas 
kār tulas . S a s t ā d a k a r a k t e r i s t i k u n o r m ā l o d i f e ­
r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u s i s t ē m u (16) v a i (17) u n 
a t r o d t ā s g a l ī g ā s f o r m a s v i e n ā d o j u m u s (19) u n (20); 
a r d o t ā s l ī n i j a s p a r a m e t r i s k ā s f o r m a s ' v i e n ā ­
d o j u m i e m 

(21) x0 — x0(v), y0 y0(v), z0 = ф) 

u n f u n k c i j ā m p0(v), q0(v), k o a t r o d n o v i e n ā d o ­
j u m u s i s t ē m a s 

s a s t ā d a p ē c (23) f o r m u l ā m m e k l ē j a m ā s i n t e g r ā l ­
v i r s a s p a r a m e t r i s k o s v i e n ā d o j u m u s . J ā i z s l ē d z 
n o v i e n ā d o j u m i e m (23) v i r s a s p a r a m e t r u s и un v, 
t a d d a b ū K o š ī i n t e g r ā l v i r s a s v i e n ā d o j u m u 
D e k a r t a k o o r d i n ā t ā s 

Košī problēmai ir noteikts (regulārs) atrisinājums, ja dotā 
līnija nav karakteristika vai Monža integrāllīnija. 

F (-ro' Уо> so> Po> q0) =o 0, 

(31) dzo _ X dx0 

dv ~ P o ~dv 

y(x, y, z) = 0 vai z = f(x, y). 

*) Arele dc rebroussement de la surface dčveloppable (Rückkehrkante 
der abwickelbaren Fläche). 
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P i e z ī m e . 1) Ar Košī karakteristiku metodi var sastādīt 
arī dotā diferenciālvienādojuma (1) p i l n ī g o i n t e g r ā l u šādā 
veidā. Integrālvirsas nosacī jumus (31) var apmierināt ar 

x0 = 3 const., y0 = const., z0 = const. 

un sakaru 

F(xo, y0, z0. p0, q0) = 0. 

Ja no četru v ienādojumu sis tēmas 

(32) 

x — fi<* J - r o- Уо, z0' Po. 4o), 
У » / а ( и ; *№ Уо, % Po> Яо). 
г — / я ( » > хо, Уо< - о . Ро, Яо), 
F(x0, у а, еа, р0, д0) а= О 

izslēdz trīs l ielumus и, р0, q0, tad dabu vienādojumu 

J(x, y, z\ x0, y0, z0) = 0 

integrālvirsai, ko veido karakterist ikas, vilktas no punkta (x0.y0. z0). 
Tas izteic diferenciālvienādojuma (1) pilnīgo integrālu, ja viena 
lieluma nozīmi fiksē, piem. liekot z0 = 0, un pārējos divus 
x0. y0 uzskata par patvaļ īgām konstantēm о un [3. 

2) Koši metodi var vispārināt nel ineāram parciālam diferen­
ciā lvienādojumam 

(33) F(xv Xņ, % . ., x„, z, pv pn, . . ., pn) — 0 

ar n a rgumentu x v xn,. . ., xH nezināmo funkciju z un tās par­
ciāliem atvasinājumiem 

dz dz_ j t e 

P l - д~х~{ p 2 ~ d x 2

P n ~ dx,]' 

Vispārīgā karakteristiku diferenciālā sistēma ir 

dxx dxn _ _ dxn dz^ ( 3 4 ) л - ~Ķ ----Pn ~plPi+PiP«+..+p»Pn 
— dpx _ ~dp„ 

Xi+PiZ " " ' X„+ pnZ 
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ar funkcijām 

7 _ dF dF dF • ' _ 
Z - c ¥ ' X^TxJ' P k = ī p - { k = l ' 2 

11. Piemērs (sk. 24. §-fu): n o t e i k t d i f e r e n c i ā l ­
v i e n ā d o j u m a 

(35) pq = 1 

i n t e g r ā l v i r s u , k a s i e t c a u r p a r a b o l u 

(36) у = 0, z = X*. 

Karakteristiku diferenciālai sistēmai 

dx dy dz —dp —dq 
~q ~ ~p ~ 2pq~ ~~0 — ~Ō~ 

ir divi integrāli 
P — A>. Я = qQ, 

kas apmier ina sākuma nosacījumus. Šo diferenciālo sistēmu var 
reducēt uz divu vienādojumu sistēmu 

dx dy _ dz 

9o A 2 A Я О 

ko viegli integrē ar 

У — Уо = TT (x — xo)> * — zo = 2 A (x — xo)> 
Яо 

ievērojot sākuma nosacījumus. Redzam, ka karakteristikas ir 
taisnes 

(37) x=u, y=y0-\-~ŗ(u—x0), z=z0+2p0{u-xQ), p=p0, q-qn, 
Яо 

Tā tad to veidotā virsa pieder l ī n i j a i n ā m v i r s ā m . 

Ar vispārīgi lietotiem apzīmējumiem doto liniju — para­
bolu (36) — noteic vienādojumi 

xo = % Уо = °. zo = А 
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ja par līnijas parametru v uzskata koordinātu x0. Vajadzīgo 
vienādojumu sistēmu (31), no kuras aprēķina p0 un q0, šinī pie­
mērā izteic ar 

A Яо = l i 
2v = A-

No tās atrod 

A = 2г,> = ( v ^ 0 ) ' 
un ar substitūciju v ienādojumos (37) pēc pārveidojumiem rodas 
integrālvirsas parametr iskie vienādojumi 

(38) л: = и, у — 4uv2 — 4г>9, г = Auv — ЗгЛ 

Var viegli pārbaudīt , ka šī virsa iet caur doto parabolu (?6) un 
der dotajam vienādojumam (35). 

Iepriekšējā 24. § f ā atrastie šis integrālvirsas vienādojumi 
reducējami uz (38), ja ieved citus virsas parametrus и un v. 

Karakteristikas, kas iet caur punktu {x0, y0, z0), veido inte­
grālvirsu, kuras v ienādojumu 

(39) {z - s 0 ) a = 4(.г- - x0) (y - y0) 

dabū, izslēdzot p0, q0 no vienādojumu sis tēmas 
• 

У = Уо + £° (X - x0), 
4o 

* = *o + 2A (x — x0), 
Po Яо = 

Ja p ieņem z0 = 0, bet x0 un y0 par patvaļīgām konstantēm 
a un ß, tad no (39) sastāda pi lnīgo integrālu 

(40) z* — 4 (X — а) (y — ß), 

Var pārbaudīt , ka konstantu a un ß izslēgšanas rezultātā no 
vienādojumu sis tēmas 

z* = 4 (x - а) (y - ß), 
2zp = 4 (y - p), 
2г<7 = 4 (л; — а) 

t iešām dabū doto parciālo diferenciālvienādojumu 

pq = I. 
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s 

12. e i > 9 - ? в ) = д: - у. Atb. z* = (л- 4- «) 2 + (JV + a? + P. 

13 .y O 2 4- ? 2 ) = ye . Atb. z2 = a > 2 + [a* 4- P) 2. 

14. 52f p2 4- ? 2 ) = -г 2 4 J 1 2 . 4 t f . s 2 = xfx2 + a + ^ ļ / j v a - o 4-

^ 4 K r - a 

15. xypq = z2. Alb. z — p.v у . 

Uzdevumi VII. 

I n t e g r ē t š ā d u s (1.—15.) v i e n ā d o j u m u s 

(p = Я = | ~ ; a i ß — patvaļīgas konstantes 

1. z = px -|- qy — 2 ļ / ^ s = ад: - f ļty — 21/ōp. 

2. p — xz -f In z = "2 + ^ + У(У) ( V ' S P int.). 

3. 3p2 - 2 ? 2 = 4Д?. Atb. z = а (д: + 2 jv) + ß. 

4. pq = px + qy. Atb. z = ļ (ад- + |J + p. 

5. О + ?) (A* + ?J>0 = 1, Atb. z = 2 ļ / ^ j ļ ^ 4- P. 

6. p — q — X — y. Atb. Iz = (x 4 а ) 2 + (jy + a ) 2 - f p. 

7. ļ/>" 4 - ļ/<7~ = 2дг. Atb. z = I (2.r - a ) 8 - j - а 2 )/ + p. 
8 3 

8. / 2 + ?

2 = д- 4-х в = \(x +«) ä + § 0 - о)*"4- p. 

9. ^ ( ! 4 / 4 < / 9 ) = я 2 . Atb. (I 4 -a 2 ) ( r t 2 — s 9 ) = (.v+qy4-p)a. 
Sing, in t . : г = ± a. 

10. /(14-«72) = q(z- a). Atb. 4a (z-a) = (x -f ay + p)2 + 4. 

11. 9 (/>2л + q2) == 4. (г + а 2 ) 9 = (д- -f ay - f p)2. 
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16. Noteikt virsu, kam tangentp laksne no koordinātu kakta 
atšķeļ tetraedru ar pastāvīgu t i lpumu ( = as). 

17. Noteikt v ienādojuma p = q2 integrālvirsu, kas iet caur 
l īni ju: 
1) X = 1, г = у. Atb. 1) z = X *f у — \. 

18. Noteikt vienādojuma pq — z2 integrālvirsu, kas iet caur 
h ipe rbo lu : x = 1, yz = 1. 

Atb. X — и -f» 1, jv = uv2 -ļ- г;, 
ln s — — 2uv — In v. 

19 Noteikt vienādojuma p2 — q2 = 2z integrālvirsu, kas 
iet caur l īni ju: x = 0, z = (у -\- l ) a . 

20. Ar K o š ī [Cauchy) metodi integrēt šādus v i enādo jumus : 
a) p2 + q2 = I , b) г = /(7, с) .-ту = pq. 

Atb. Karakteristikas ar sākuma e lementu (x0,ya, z0,p0, qQ) i r : 

Atb. 27 xyz = a3. 

2) X = \, z = y2. 2) z(5 — 4.x) = y \ 

а) у Уо = IT (x — xo)> z — zo = X (X — XQ)> 

b)y Уо = ~q (x — xo)> * — zo = ~ (x-x0+q0)2, 

c) e *О = ^ ( х 2 - х 1 ) = %(у'-у1) 



VIII. Otrās kārtas vienādojumi ar parciāliem 
atvasinājumiem. 

§ 26 . Vienādojumu veidi un sastādīšana. 

1. Pirmās kārtas parciāla diferenciālvienādojuma vispārīgais 
integrāls satur v i e n u patvaļīgu funkciju (§ 22). Otrādi, no 
sakara, kas satur vienu patvaļīgu funkciju, ar šīs funkcijas izslēg­
šanu var sastādīt vienu pirmās kārtas parciālo diferenciālvienādo­
jumu (§ 15). Konstatēsim, ka tamlīdzīga īpašība ar d i v ā m 
patvaļīgām funkcijām vispār nepastāv otrās kārtas vienādojumam 

(1) F(x, y, e, p, q, r, s, t) = 0 

ar parciāliem atvasinājumiem 

dz dz ri*z d*z d2z d*z^ 
( ) * ~ dx* 4 ~ Ту* r T Tcv S~Tx~Ty ~ ду~~дх' df' 

Diskutēsim problēmu par divu patvaļīgu funkciju ņ(u) un 
'ļj(ī<) izslēgšanu no dotā galīgās formas vienādojuma 

(3) f(x, y, z, ф(*)) = 0 

Te к un V ir dotās x, y, z funkcijas 

и = n(x, y, z), V — v(x, y, z). 

Vienādojums (3) neatklātā formā definē funkciju z = z{x, y). 
Tādēļ ar (3) atvasināšanu pēc x un у rodas divi sakari 

(4) 

dfidf.tHf ,,. V (du du \ df . (dv , dv л „ 

TxH^bi^-«-fa+5i*Jt4;* [v)\Tx+d-zt)=0' 

dyTdz4rdy W A ' \dyTd34)rd<ļ> * m \dy^dz4) 

N o tr im sakariem (3) un (4) nav iespējams izslēgt 4 lielumus 

<p(«), ? ' ( « ) = d-Ļ ф ( 4 Y(V) = % 

14 
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Atvasinot abus sakarus (4) pēc x, resp. у dabū tikai tris j aunus 
neatkar īgus sakarus, kas satur bez minēt iem patvaļīgiem lielu­
miem vēl 

un arī otrās kār ta j a tvasinājumus r, s, t. Tā tad rodas 6 vienā­
dojumu sistēma, no kuras vispār nav iespējams izslēgt 6 minētos 
patvaļ īgos l ielumus, resp . nav iespējams sastādīt otrās kārtas 
parciālo diferenciālvienādojumu, kam vispārīgais integrāls būtu 
sakars (3). Ja a tvasināšanu pēc x un у izdarītu vēl reiz, tad 
rastos 4 jauni sakari , kas saista divus jaunus patvaļ īgus l ie lumus 

9 > ) = % Ф » = *ļ| 

un arī funkcijas z t rešās kārtas a tvasinājumus. Kopā ar iepriek­
šējiem sakariem būtu 10 vienādojumu sistēma, no kuriem 8 pat­
vaļ īgus l ie lumus var izslēgt, sastādot d i v u s trešās kārtas parci­
ālos diferenciālvienādojumus. 

2. Šādos g a d ī j u m o s ar patvaļīgu funkciju elimināciju 
var sastādīt otrās kārtas parciālos diferenciālvienādojumus. 

I gadī jums. S a k a r a m (3) i r f o r m a 

(5) cp ( и ) + ф ( » + m = 0 

ar dotām funkcijām 

и — u(x, y, s), V = v(x, у, г), w = iv{x, у, г). 

Šinī gadī jumā sistēma (4) top par 

. .(du . du \ (dv i dv \ dw div n 

(6) 

,, Jdu , du Vi' in Jdv .dv \ . dw . div . 

Ja vēl reiz atvasina pēc x, resp. y, tad rodas 3 jauni vienādo­
jumi, kas satur 4 pa tva ļ īgus l ielumus 

c p » , c p » , ф ' ( 1>) , ф » 
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un funkcijas z parciālos atvasinājumus lidz olrai kārtai ieskaitot. 
Kopā ar diviem vienādojumiem (5) ir 5 vienādojumu sistēma, no 
kuras ir iespējams izslēgt 4 patvaļīgos l ielumus. Izslēgšanas 
rezultātā rodas noteikts otrās kārtas vienādojums (1). 

5o parciālo diferenciālvienādojumu var sastādīt ari tā, ka 
iepriekš no sistēmas (6) izslēdz vienu funkciju, piem. <)>'(v), un 
pēc tam dabūto funkciju 

dw . dw dv ,dv du i дм dv .dv 
i t . . ~dx~ ~dV* dx + dzP dx^dff* dx + d~zP 

(7) с р ' ( и ) = - : 
dw dw dv dv du du dv dv 

Ту + ~dz~q Ту + d~zq dy + dz9 dy + dz 4 

atvasina pēc x, resp. y. P i rmās kārtas parciālais diferenciālvie­
nādojums (7) ar vienu patvaļīgu funkciju ? ' ( « ) ir sas tādāmā 
otrās kārtas parciālā diferenciālvienādojuma (1) t. s. s t a r p -
i n t e g r ā l s . Tas ietilpst vispārīgā, formulā 

(8) Ф ( / , g) = 0, 

kurā / , g ir mainīgo x, y, z, p, q funkcijas 

/ = j (x, У, * i p, q), g = g(x, y, z, p, q). 

Patvaļīgās funkcijas Ф izslēgšanai atvasina sakaru (8) pēc 
X un y. Tad dabūtā vienādojumu sistēma 

dj\dx+dzP+dpr+dqSrdg\dx+dzP+dp r+dq S) ~ U' 
mdf dt df df\ dMdg dg dg dg\ _ 
dj\dy+dzq+ dpS+ dqT īg\fy+dzq+ Tp$+ dq') - ° 

ir uzskatāma par homogenu lineāru algebrisku sistēmu attiecībā 
дФ du> 

pret atvasinājumiem un —-. Та kā pēdējie lielumi nav reizē 

nulles, tad ir jāprasa, lai sistēmas (9) determinants būtu nulle. 
Tā tad eliminācijas rezultātā rodas vienādojums 

14* 
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«farT + дрГ + dq* д х + dzP + ТрГ + TqS 

ļfA-Ha + 'usA-ļlt dS^dg dg dg 
dy^dz4 + dp3 + dq dy^dz°+ d~pS+ dqf 

ko atklātā veidā izteic ar t. s. M o n ž a (Monge) un A m p ē r a 
(Ampere) o trās kārtas p a r c i ā l o d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u 

(11) Rr + 2 5 s + Tt + U(rt — s 2 ) = V. 

Te R, S, T, U, V ir viegli sas tādāmas mainigo x, y, z, p, q 
funkcijas, un proti 

y ' dp ' dq dq " dp dip, qS 

S p e c i ā l ā g a d ī j u m ā , kad U = 0, Monža-Ampēra vienā­
dojums ( I I ) top par t. s. l i n e ā r o o t r ā s k ā r t a s v i e n ā d o -
j u m u a r p a r c i ā l i e m a t v a s i n ā j u m i e m 

(13) Rr + 2Ss + Tt = V. 

Te līneāritāte ir vienīgi attiecibā pret otrajiem atvasinājumiem 
r, s, t. Viegli atrod, ka l ineāro vienādojumu (13) sas tāda, izslē­
dzot no sakara (5) divas patvaļīgas funkcijas cp un ф. 

Iepriekšējie aprēķini rāda, ka no s t a r p i n t e g r ā l a (8) ar 
p a t v a ļ ī g a s f u n k c i j a s cp i z s l ē g š a n u s a s t ā d a M o n ž a -
\ m p e r a o t r ā s k ā r t a s v i e n ā d o j u m u (11) v a i s p ē ­
ri ā 1 ā g a d ī j u m ā — l i n e ā r o o t r ā s k ā r t a s v i e n ā d o ­
j u m a (13). 

II gadī jums. Ir z ināms (§ 15), ka no liniju kongruences 
rar patvaļ īgā veidā izvēlēties viena paramet ra saimi, un šīs saimes 
veidotās virsas var noteikt ar vienu l ineāru p i rmās kārtas par-
:iālu diferenciālvienādojumu. Problēmu vispārināsim t r i s 
) a r a m e t r u a, ß, у l ī n i j u s a i m e i 

(14) ( Ä*> У> П a> % Y) = ° . 
i g{x, y, z; a, ß, у) = 0. 

file:///mpera
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Ja izvēlas patvaļīgā sakarībā divus parametrus 

Ŗ = <p(a), у = ф(о), 

tad vienādojumu sistēma 

ļ f{x, У, z; a, cp(a), ф(а)) = 0, 

l g{x, У, z; a, 9(a) , ф(а)) = 0 

noteic virsu z = z(x, y), kurai sastādīsim šādā veidā parciālo 
diferenciālvienādojumu. 

Minētā sistēma definē arī а kā х, у funkciju а = a(x, y), 
ko iedomājamies ievietotu vienādojumos (14). Ar vienādojuma 
j(x, y, z; a, ß, у) = 0 parciālo atvasināšanu pēc x, resp. y, 
ievērojot minētās hipotēzes, dabū 

U + д1Ь 4 - Ш + d± -4- dJ. - ^ = 0 
dx^dzy ' [да^др da^ df dal дх 

dy^ dz4 ^ \da т ( * р da ^ df da\ ду 

Salīdzinot pēdējās vienlīdzības, atrod proporciju 

да да (df df\ (df . df \ 

( 1 5 ) д^:д-у = (/х^айр)Лду + т 

Tamlīdzīgā kārtā no s is tēmas (14) otrā vienādojuma dabū 

da, da_(dg dg \ ļdg dg \ 
( 1 6 ) d~x 1 dj - (dx + Тгр) ' \Ty + дгЧ 

No formulām (15) un (16) secina sakaru 

(17) / , < * , у. , А , ; a, ft Г) = G / + ^ ) : + | F , ) -

Ja pēdējo savukārt atvasina pēc x, resp. tad rodas divas 
vienlīdzības 
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dx ̂  dz F T dpT dq ^Yda^d^'da^&i'daX dx 

dy d z 4 ^ dp T dq ^ Ida ^ dß Va ̂  dy ' da] ' dy ' 

no kurām var izteikt attiecību 

da da 
dx ' dy' 

Ja to salīdzina ar (15) un (16), tad sastāda divus v ienādojumus 

( l 8 ) \dx + dzH • \dy + dFgh(dx + rzP)\jy + W)-

Uztverot tos kopīgi ar v ienādojumiem (14), dabū četru vienādojumu 
sistēmu, no kuras var izslēgt trīs l ie lumus a, ß, у. Eliminācijas 
rezultātā rodas viens l i n e ā r s otrās kārtas parciāls diferenciāl­
v ienādojums 

Rr + 2 5 s + Tt = V, 

kas raksturo līniju sa imes veidoto virsu neatkarīgi no izvēlētām 
funkcijām 

ß cp(a), у = ф(а). 
P i e m ē r s . Taisnes, kas parallēlas .rjv-plāksnei, veido tris para­

metru līniju saimi 

у = ax + ß, z — у. 
Lai tās veidotu virsu (t. s. l ī n i j a i n u v i r s u ) , ir jāuzskata 
divi parametr i kā,' pa tvaļ īgas otra parametra funkcijas, piemēram» 

ß = ср(а), у = 5 ф(а). 
Patva ļ īgo funkciju cp, ф izs lēgšanai , atvasina dotās sa imes vienā­
do jumus pēc X , resp. y. No dabūtaj iem vienādojumiem 

o = a+ i * + * ' < « > ] • £ . P =+'(«) 
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resp. 

1 = [*+*'(«)]• % « = V(a).£y 

alrod proporcijas 

да да 
d - x : T y = p : « = - a : ] -

Tā tad ir sakars 
p + qa = 0, 

no kura ar atvasināšanu pēc x, resp. jy dabū divus jaunus sakarus 

Г + 5 a + q d x = °' s + / a + ^^ = °-

Ja no pēdējiem izteic attiecību ~ : ^ un salīdzina ar atrasto, 
дх ду 

tad dabu formulu 
r -\- sa _ p 
s -\- ta~q 

Ievietojot te а — — % dabu pec pārveidojumiem meklējamās 

līnijainās virsas parciālo diferenciālvienādojumu 

q2r — 2pqs ļ- p4 = 0, 

kā speciālā tipa lineāro otrās kārtas vienādojumu. 

III gadījums. P i rmās kārtas parciālā diferenciālvienādojuma 
vispārīgo integrālu dabū (§ 2 2 ) , noteicot apliecēju virsu viena 
parametra virsu saimei, ko patvaļīgi izvēlas no pilnīgā integrāla 
divu parametru virsu sa imes. 

Apskatīsim tamlīdzīgo problēmu par trīs parametru o, 13, у 
virsu saimi 

(19) Дх, у, г; а, % г) = 0. 

Liekot te patvaļīgus sakarus 

ß = <p(a), у = 9(a), 
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dabu viena parametra virsu saimi 

f U , y, z; a, cŗ(a), <Ļ(a)) = 0, 

kūjai apliecēju virsu sastāda ar parametra a elimināciju no 
vienādojumu s is tēmas 

( /(*• У, z; a, 9 ( a ) , ф(а)) = 0, 
(20) df . df , . . df , „ . _ 

Var arī uztvert tā, ka sistēma (20) definē funkcijas 

г = z (х, у), а = а (х, у). 

Tā tad arī p un у vienādojumā (19) uzska tamas par х, у funk­
cijām. Ar šīs vienl idzības (19) a tvas ināšanu pēc x, resp . у 
rodas sakari 

дх dz """lita T dß ' da T " </aJ ' a * ~~ ' 

resp . 

dy^ds 4 T Ida dß ' rfa dy ' rfaj ' djv — * 

kas vienkāršojas par 

f df df _ 

(2 . ) . * + 

d . y + d s * 7 - U > 

ja ievēro formulas (20). Tamlīdzīgi kā ar s is tēmu (14), atvasinot 
v ienādo jumus (21) pēc x, resp. , у un sal īdzinot atvasinājumu 

attiecību ^ : f-̂ , var sastādīt j aunu sakaru 
дх ду 1 

(22) g(x, у, z, p, q, r, s, t; a, ß, у) = 0 

ar otriem atvasinājumiem r, s, t. Ja no četriem vienādojumiem 
(19), (21), (22) izslēdz trīs pa ramet rus а, ß, у, tad rodas meklē-
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jamās apliecējas virsas otrās kārtas parciālais diferenciālvienādo­
jums formā 

(1) FĻv, у, z, p, q, r, s, t) — 0. 

P iemērs . T e l p ā p l ā k s n e s 

z = ax -ļ- ßjy -f у 

veido trīs parametru virsu saimi. Ja liek patvaļīgus sakarus 

ß — <p(a), i - ф(о), 

tad rodas viena parametra plākšņu saime 

г = ax + cp(a)jy -f- ф(а), 

kurai apliecēja virsa ir t. s i z k l ā j a m ā v i r s a . Lai noteiktu 
šīs virsas parciālo diferenciālvienādojumu, jāsastāda vienādojumi 
(21) un (22). Ar dotās plākšņu sa imes vienādojumu atvasināšanu 
pēc X, resp. у dabū vienādojumus 

P — a. q = ß = <р(а). 

Ar vēlreizēju atvasināšanu rodas formulas 

да да ,, . да ,. да 
Г = дх> S = d-y' r e S p -

 S = VW-dx> t = * ( a ) - J - y 

Ja no tām izslēdz y t cp'(a), tad dabū i z k l ā j a m o v i r s u 

parciālo diferenciālvienādojumu 

(23) rt — s2 = 0, 

kā speciālu Monža-Ampēra diferenciālvienādojumu (11). 

Var arī sastādīt v ienādojumu (23), izslēdzot šādā veidā 
patvaļīgu funkciju ф (^ ) no starpintegrāla 

z = px + qy +- ф(/»). 
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Ar starpintegrāla atvasināšanu pēc x, resp. у dabu formulas 

P=P + rx +sy + <Ļ'(p). r, resp. q = sx-\-ty-]rq^.^>(p),s 

jeb 

rx -ļ- sy — — ф ' ( p ) . r, resp . sx - ļ- fy = — Ф'(/*) • s. 

Ar šo formulu dališanu izslēdz <Ļ'(p), un no proporci jas 

pec pārveidojumiem tiešām dabu vienādojumu (23). 

§ 2 7 . Lineāro otrās kārtas vienādojumu normālie tipi 
un to karakteristikas. 

1. Apskatīsim lineārā otrās kārtas v ienādojuma 

veidu, kurā R, S, T ir vienīgi х, у funkcijas 

R = a{x, y), S = b(x, у), T = c(x, y), 

bet V ir arī a tvasinājumu p ~ q — ^ funkcija 

Tadu l ineāru vienādojumu 

(2) a(x, у) r 4 - 1b(x, y) s + c(.r, jv) / ssßx, у, z, p, q) 

var reducēt uz v ienu no šādiem n o r m ā l i e m t i p i e m , 
lietojot argumentu transformāciju 

rx - j - sy r 
sx -f- ty s 

V— J(x, y, z, p, q). 

(3) 
X = X(Ķ, 7)), 

У — У (5, rļ). 
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(6) 

Pieņemsim, ka funkcionaldelerminants 

дх dx 
d(x, y) _ dl dt) 
д& у) ~ ()_y dy 

dl ( h 

nav nu l l e ; tādā gadījumā eksistē inversā transformācija 

H m Ķxt A 
y ' И = У1(х, у). 

Ar transformāciju formulām (3) sastādītai funkcijai 

z = z(x, y) = S(is T)) 

ir parciālie atvasinājumi 

— _ dz — _ Oz — d2z — 02z — 04 
p ~ ~dV 4 ~ ori' r " W s ~ Щ" ~ 

Pastāv šādi sakari starp a tvas inājumiem: 

( . - dl . -дщ - Ol . -drļ 
p T * T x + qTx* q = p d y + qōy' 

\ r = r У +**дх • U + '\Тх) + Pöx~* + «3? ' 

Ox Oy \0x Oy Ox dy/ dx Oy dxdy "dxdy' 

1 ' « r У + 2 s ^ • £ + ' [к) + p ō f + q w 

\x šīm formulām vienādojums (2) pēc substitūcijas top arī par 
īneāru otrās kārtas vienādojumu 

(6) ax 7 + 2bx 7 - ļ - ej 7 = rj, " , 

cuŗā apzīmē 
-/ d4 d2l r) 2E\ 
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(7) 

2. Prasām, vai ir tādas transformācijas (4), ar kurām būtu 
ax = c t = : 0 ? Tad transformētais v ienādojums (6) reducētos 
uz n o r m ā l o t i p u 

(8) 5 = 7 ( ? , 4 , *, Ā q), 

kurā funkcija 

7 = 2̂ /1 Фх Ф 0). 
Minētos nosacī jumus а, — c, = 0 izpilda, ja funkcijas С = £ un 
£ • = Tj ir nel ineārā p i rmās kārtas parciālā diferenciālvienādojuma 

(9) ap\ + 2bp, qx + cq\=Q (p, = Ļ | , Й = ^ I ) 

atr isinājumi. Sas tādām ši v ienādojuma Lagranža-Šarpī k a r a k ­
t e r i s t i k u diferenciālo s is tēmu 

(10) dx dy dC, — dp, — dq, 

Л Qi АЛ + qxQx X, 4 - PXZ, Y, 4 - q,Z, 

Tā kā 

P, = Zap, + 2bq„ Q, = 2bp, 4 - 2^, 
tad 

А Л + ft öi = 2(«/! + 2*Afi + Ф = 0. 
Tādē) karakteristiku diferenciālai s is tēmai (10) ir pirmintegrāls 

(11) Z,(x, у) = const., 

kas rāda, ka Lagranža-Šarpī karakter is t ikas ir plāksnēs, paral lēlās 
лгу-plāksnei. Šo karakteristiku projekcijas uz лгу-plāksni, resp-

un 
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Ja te ievieto 
dy 

un pārveido, tad dabu vienādojuma (2) karakteristiku diferenciāl­
vienādojumu 

(12) a (^)2— + с = 0 jeb ad? - Ibdxdy + cdx* = 0. 

T o pašu rezultātu atrod direkti no parciālā diferenciālvienādo­
juma (9), ja tajā izdara substitūciju 

dy 

Karakteristikas tangentes leņķa koeficientu k — d~ atrod 

no kvadrātvienādojuma 

(13) ak2 - Ш 4- с = 0, 

kam ir divas saknes 

_ b 4- ]/b* — ac , _ b — ]ļb ас ^ = ~ ^ 2 - ^ = « ŗ_ ( a ^ 0 ) 

^ • p l ā k s n e s līnijas Z,(x, y) = const, sauc par l i n e ā r ā o t r ā s 
k ā r t a s v i e n ā d o j u m a (2) k a r a k t e r i s t i k ā m . 

Sastādīsim šo karakteristiku parasto diferenciālvienādojumu. 
No galīgās formas vienādojuma (11) ar atvasināšanu pēc x 
atrod sakaru 

š + š - ž = « a + ; , - ž = O . . 

Karakteristiku diferenciālā sistēma (10) ar lietotām J\ un 
izteiksmēm dod diferenciālvienādojumu 

dx _ dy dy _ bfii + cqx 

<*Pi + Ц\ bpi + сЯх dx Qp\ + bqi 
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jeb 

(16) * + * г £ - = 0 . ^ S U o 
v г)лг 1 1 djy rj.r ' 1 ().y 

Pēdējos sakarus var atrast direkti no parciālā diferenciāl­
v ienādojuma (9), ja tur izteic koeficientus 

2b = a(kļ -ļ- ^ ) , с = я ^ļ^2 

Tad pēc dal išanas ar а ф 0 v ienādojuma (9) kreiso pusi var 
sadalīt l ineāros fak toros : 

( A + *><7i)(A + h4x) = 0 ; 

piel īdzinot katru no tiem nullei, dabū l ineārus p i rmās kārtas dife­
renc iā lv ienādojumus 

ar z ināmiem sakariem 

i i / 2b , с 

j eb 
a(k, -4- k2) = 2b, akļkļ = c. 

Gadijumā, kad kvadrālvienādojuma (13) saknes ir d a ž ā d a s , 
t. i. kad tā d iskr iminants 

b* - ас ф 0, 

diferenciālvienādojums (12) sadalās divos dažādos normālās for­
mas diferenciālvienādojumos 

(И) |'=АС**Ж % = к ^ У У 
Šo diferenciālvienādojumu vispārīgajos integrālos 

ср(лг, у) = const., ф(лг, у) — const. 

funkcijas cp, ф apmier ina sakarus 

°i_ļ_<}JL . i i - о
 дА + Ш .iž-so 

дх'ду dx ' дх ду dx 
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A + kxqx = о, л + Ķii = о ffr% <7l=f|), 
kas izteic sakarus (15), ja 

С • - ? 0 . У), resp. 5 = ф(дг, у). 

Lai reducētu otrās kārtas vienādojumu (2) uz normālo formu 
(8), transformācijas formulās (4) izvēlas funkcijas 

(16) 5 « # r , у), -Ц = ф(дг, .}>). 

Tad ir tiešām koeficienti я х — e 1 = 0, bet £ t 0. Koeficientu 
pēc otrās formulas grupā (7) izteic ar formulu 

* _ <)y # i ^ Л1? <ty i ^_Ф, ду\ , ö ф 
1 e h r ' г̂ дг у / д : rjy дд: djy/ d ^ ду 

Ja te izteic no sakariem (15) atrastos atvasinājumus 

дц> _ £ ду d'Ļ _ £ <)ф 
длг ~ 1 d y дд: 2 с ? У 

tad pēc pārveidojumiem dabū 

к = [akA - b{kx 4- *,) + 'b|*,-Jļ 
Ievērojot sakņu kx un £ a sakarības ar kvadrātvienādojuma (13) 
koeficientiem, atrod galīgi 

i « i . A » ) j ļ 2 . j ļ i (e ļfc 0). 

Tā kā saknes ir dažādas 

h Ф К 
tad 

ас — £ 3 Ф 0, resp. ^ f̂e 0. 

3. Atšķirsim šādus g a d ī j u m u s atkarībā no diskriminanta 
vērtības. 
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I g a d ī j u m s : 

b* — ac > 0 jeb 
a b 

< 0 . 

Šinī gadījumā saknes kļĻx, y), kti(x, y) ir reālas funkcijas 
(ja a, b, с ir reālas funkcijas), un lietolā transformācija reducē doto 
v ienādojumu (2) ar reālām dažādām karakterist ikām uz nor­
mālu tipu 

(17) 
- 7 / . - dz dz\ 

Л 5 , *8'Ж *} 
Tāda veida v ienādojumu sauc par h i p e r b o l i s k u (pēc analo­
ģijas ar kōniku klasifikāciju). 

II g a d ī j u m s : 

b* — ac < jeb 
a b 
b с > 0 . 

Te saknēm kx un i a un arī funkcijām ?, т) ir saistīti kompleksas 
vērtības. Tādē) karakteristikas ir imāgināras . Lai ievestu reālus 
mainīgos X un Y, lieto transformāciju 

(18) g = y ( X + iY), Щ = \ ( X - i Y ) ( | « У 3 7 ) , 

Tai inversā transformācija ir 

(5 - 4). 

Lai reducētu reāla forma normālo v ienādojumu (8), izteicam ar 
transformācijas formulām pi rmās kārtas atvasinājumus 

- _ dl _ dZ dX.dZ dY _ dZ , J _ d Z 
* ~~ c£ — tīAT " • " o F ' d š — dX~T~ • S> 

un 
* с)Г 

- _ ds_dZ 0X dZ dY_dZ_ld_Z 
Я ~ drļ~ dX ' drj 0Г ' drļ ~ dX 1 dT 
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Savukārt atvasinot p pec vj (vai q pec £), atrod otrās kār­
tas atvasinājumu 

' дКдц ~~df) ~ Щ \dx) 1 ,)fj \,)Y) 
jeb galigi pēc pārveidojumiem 

5 ~~ 6X*'V dY* 

Šajās formulās Z ir jauno argumentu X, Y funkcija, kas rodas 
izdarot funkcijā s(š, VJ) transformāciju (18). Normālā tipa vienā­
dojums (8) šinī gadījumā galīgi reducējas uz otrās kārtas vienā­
dojumu 

d*Z ,Ō«Z_ ( г dZ <щ 
^ ' Ш + >Щ~~ \ Г- >)X' W 

ko sauc par e l l i p t i s k ā tipa vienādojumu. 

III gadījums : 

£ _ a c = 0 jeb I ? * ļ = 0. 

Šinī gadījumā saknes kx un £ 2

 , r v ienl īdzīgas : 

k - k - k - b_ 

K i — к ч — Ko — a ' 

Karakteristiku (reālu) saimes sakrīt, un to diferenciālvienādojumam 

ir vispārīgais integrāls ф(.г, у) = const., no kura ar atvasināšanu 
pēc X atrod sakaru 

dx Oy u 

Lai reducētu vienādojumu (2) normālā formā, lieto, piemēram, 
transformāciju 

(20) 1 = X, У] = <ļ»(.v, у). 

1 5 
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4. Ar parast iem apzīmējumiem raks ta : e l l ī p t i s k a t i p a 
v i e n ā d o j u m u 

O 9 ' ) a + f j i - f(x> У> 3> % īfy) jeb r+t=fix,y,z,p,q), 

h i p e r b o l i s k ā t i p a v i e n ā d o j u m u 

( 1 7 , ) Шу = f [ v ' y' *> p fy) j e b 5 = A v ' y ' * p' q ) 

un p a r a b o l i s k ā t i p a v i e n ā d o j u m u 

Ю ^=f(X>y>Z'% Ш j e b >' = j{x, y, z, fi, q). 

Normālo (kanonisko) formu vienādojumiem karakteris t ikas ir šādas : 
elliptiskajam t ipam ( 1 9 ' ) i m ā g i n ā r ā s t a i s n e s 

X. 4 iy = const., X — iy = const., 

hiperboliskam t ipam ( 1 7 ' ) r e ā l ā s t a i s n e s 

X — const., у = const. 

un parabol iskajam t ipam ( 2 1 ' ) sakri tušās divas taišņu sis tēmas 
vienā 

у --= const,, 

Tad pēc sakar ības formulām (7) atrod j auno koeficientu nozīmes 

d l = a, b, — 0, fj = 0, 

ja ievēro funkcijas ф(лг, у) konstatēto īpašibu un saknes k0 vēr­
tību. Tā tad vienādojums (6) reducējas uz t. s. p a r a b o l i s k ā 
t ipa vienādojumu 

,ni4 04 yfr - dz д z\ 

(2D а? -да - *ла | п 
ar funkciju 
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jo šo karakteristiku diferenciālvienādojumi attiecīgi ir 

dy% + dx2 = 0, dxdy = 0. dy1 = 0. 

Pazīstamākie otrās kārtas vienādojumu piemēri ir šādi. 

1) L a p 1 a s a (Laplace) p o t e n c i ā l v i e n ā d o j u m s 

| « 
ko apmierina, piem., logaritmiska potenciāla funkcija u(x, y), 
pieder elliptiskajam t ipam. 

2) Vibrējošās stīgas vienādojums (D1 Alcmbert) 

(23) = «« (« - konstante) 

saista stīgas elongāciju и == w f o /) ar vibrācijas laiku /, un 
tas ietilpst hiperboliskajā tipā. 

3) S i l t u m a v a d ī š a n a s (lineārais) v i e n ā d o j u m s 
(Fourier) 

(24) ^ = я 2 Й1 (a - konstante) 

izteic sakarību starp temperatūru u(x, t) un laiku /. Šis vienā­
dojums pieder paraboliskajam tipam. 

Tuvāki minētos p iemērus diskutē potenciālu teorijā un 
matemātiskajā fizikā. 

5. Lineāru homogenu vienādojumu 

/ ō-z 02z tflz\ 
(25) ar +2bs + ct=0 [ r = - v s = ^ - y /=^a) 

ar k o n s t a n t i e m koeficientiem a, b, с sauc par E u 1 e г а 
d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u . Tā karakteristiku 

1 5 * 
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t angen tes leņķa koeficients k = ^ ir konstants , un ir divas 

dažādas nozīmes 

, _ b + ]ļļ^~āc b — ]/b* — ac 

ellīptiskā un hiperboliskā gadījumā, t. i. kad № — ас ф 0. 
N o diferenciālvienādojumiem 

dx *lf dx ~ 2 

ar kvadratūru dabū karakterist ikas kā taisnes 

(26) у — kļX = const., у — k2x = const. 

Tādēļ šinī gadījumā transformācija (16) top lineāra 

t = У — k,x, rļ = у — k2x, 

un normālās formas v ienādojums (8) ir 

5 = m = °-

Pēdējā v ienādojuma vispārīgais integrāls 

* = <Pi(S) + Taft) 

satur d i v a s patvaļ īgas funkcijas cpt un cp2. Tādēļ Eulera dife­
renciā lvienādojuma (25) vispārīgais integrāls ir 

(27) 2 = ух(у — kvx) + ya(y — k«x). 

P a r a b o l i s k ā v ienādojuma gadījumā, kad Z>2 — ac = 0, 
s aknes kx un k2 ir vienlīdzīgas 

kx = k2 = k0 = — (аф 0), 

un karakter is t ikas ir divas taišņu sa imes , kas sakrīt vienā 

(28) у — kQx e= const, jeb o y — = C0WS/. 
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Te ar lineāru transformāciju 

Ķ = X, rļ = ay — bx 

reducē vienādojumu (25) uz normālu formu 

^ ī = 0 

kam vispārigais integrāls 

* = 5<Pi(iļ) + <Ра(Ч) 

satur divas patvaļīgas funkcijas ŗL un cf2. Tādēļ paraboliskā 
tipa Eulera diferenciālvienādojumam (25) ir vispārīgais integrāls 

(29) s = xyx{ay — bx) 4- <?2(ay — bx). 

Piemēri. 1. Laplasa potenciālvienādojuma (22) karakteristi­
kas ir imāginārās ta isnes 

X - ļ- iy = const., X — iy = const. 

Tādēļ tā vispārigais integrāls ir 

и = <Pi(* + iy) + Ъ{х — *У) (* = ]/— 0 -

2. Vibrējošās stīgas vienādojumam (23) karakteristiku tan-
gentes leņķa koeficientu k aprēķina no kvadrātvienādojuma 

a 2 P = 1, 
kam ir saknes 

k ļ i kn ' 

1 а а 

Karakteristikas ir reālās taisnes 

/ — — X = const., t 4 X •-- const. 
a a 

jeb 
X — at = const., X -\- at = const. 
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Tā tad stīgas v ienādojuma (23) vispārīgais integrāls ir 

и = cp̂ -r - at) -f- <ра(лг -f at). 

6. Apskatīsim vispārīgā l ineārā v ienādojuma (1) šādus 
speciālus tipus ko viegli var integrēt. 

I t i p s : 

(30) s = M , y ) [Г=£ту) 

Ievedot funkciju p == izteic s = ~ , un otrās kārtas vienā­

dojumu (30) reducē uz p i rmās kārtas vienādojumu 

g =/<«. л 
kam vispārīgais integrāls 

P — ff(*i y)dy 4- 4tix) 

satur vienu patvaļ īgu funkciju qp/==-j£l, Ar integrāciju pēc x 

no dabūtā sakara atrod vienādojuma (30) vispārīgo integrālu 

(31) г = ffj(x, y)dxdy 4- ŗx{x) + <р9Ы, 

kas satur divas patvaļ īgas funkcijas cp2 un 

II t i p s : 

(32) r = J(x,y) ' 

vai 

( 3 2 ' ) t =f(x, y) [t = g2). 
Šos v ienādojumus atrisina tamlīdzīgā kārtā kā I tipa vienādo 
j u m u ; vispārīgie integrāli ir attiecīgi 

(33) s = jdx ļ/Ļv, y) dx + X f%(y) 4- 9ц(у) 
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vai 

(33 ' ) z = jdy jj(x, y) dy + у срЛлг) + 
Ill t i p s : 

(34) A(x,y>P)r+Mx,y,p)s=Mx>y.P) (p=% r=ļ^v s=dlcJy) 

vai 

( 3 4 ' ) и(х,уф+к^у>ф1=ЯХ'У q) (?=fy 3=£гу t=ff)-
Atrisināšanas metode abiem vienādojumiem ir analoga. Piemē­
ram, lai integrētu p i rmo vienādojumu, izteic 

дх' ду' 

un reducē to uz lineāru pi rmās kārtas diferenciālvienādojumu 

A(x, у, p) yx + Ai*, y, p) Yy =f3{x, у, P), 

kam karakteristiku diferenciālā sistēma ir 

dx dy dp 

A (*> У> P) ~ к (*> У< P) ~~h (*• J> РУ 

Ar šīs s is tēmas divu neatkarīgu pirmintegrālu 

ы^лг, у, p) = const., ч)2(х, у, р) = const. 

funkcijām ы 1 un и>2 sastādītais patvaļīgais sakars 

Ф(<о1, to2) = О 

definē neatklātā veidā funkciju 

dz . 
* = дх = ^ { X ' У> 

Ar kvadratūru dabū vienādojuma (34) vispārīgo integrālu 

* = J Vii** У) dx 4- cpa (У)-
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dz dz дЧ d*z . d*z 
К ~ дх1 q ~ dy' r ~ dxv S~dxdy *~~ dy 

9 j un <p2 — patvaļīgas funkcijas). 

1. ys = X. Atb. z = j ln у 4 - у^х) 4 - щ(у). 

IV tips : 

OS» AW+m=o км g Щ • 
Ievērojot sakarības formulas 

r - d ž % s = дЛ 
dx' дх' 

var v ienādojumu (35) izteikt formā 

W\ff№ ® 4 1Ш dq\ = 0, 
no kuras pēc kvadratūras dabū sakaru 

JjiiP) dp + (Ш dq = Ъ(у) 

ar vienu patvaļ īgu funkciju (̂jy). Šis sakars ir v ienādojuma (35) 
s tarpintegrāls , un to var uztvert par p i rmās kār tas diferenciālvie­
nādojumu attiecībā pret z. Var izdarīt main īgo separāciju 

FxU>) = Чя) 4 - ?г(у), 

ja ieved funkcijas 

ПР) = f/iiP) dp, FM = - J ) a ( < 7 ) dq. 

Integrācijā radīsies vēl viena patvaļīga funkcija, un otrās kārtas 
v ienādojuma (35) vispārīgais integrāls saturēs pav isam divas 
patvaļ īgas funkcijas. 

Uzdevumi VI I I . 

I n t e g r ē t š ā d u s (1, — 6 . ) v i e n ā d o j u m u s 
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2 r = xy. Atb. z = ^ x*y + xvx(y) 4 CP3(JV). 

3 .RR = 7//>. ^4/£. г = Д Т " + 1 CP1( jv) - F CP 2(JY). 

4. xr — P Ķ ;ŖY. yl/ö. З = ^ .RAJY !ПДГ -Ļ- *Э'ЯР»С>5 4 " Ф В Ш -

5. ps — qr — 0. дг = 9ļ(s) 4 - ^( .У). 

6 г 4 (я 4 - £)s 4 abt = л £ . ЛЛ. 0*Ш — ^ - ± i 4 - : R ^ 4 -

•fy1(y-bx) + y2(y — ax). 

7. Noteikt vienādojuma дт- 4 2p — 0 integrālvirsu, kas iet 

caur dotajām parabolām 

z = 0 , jy a = 4я.г un 3 = 1 , jy a = — 4яд;. 

Atb. Koniskā virsa 8axz = 4ax — у*. 
8. Ja sfērām ar pastāvīgu rādiju R centri atrodas uz kaut 

kādas līnijas telpā, tad šo sfēru saimes apliecēja virsa ir 
t. s. к a n ā 1 V i r s a. Sastādīt kanālvirsu parciālo diferen­
ciālvienādojumu. 

Atb. R*(rt-s*)-r R[(\+рУ+(\ 4 ? > - 2 / t y s ] l / l T 7 4 ? 4 
4 ( 1 4 ^ 2 4 ? 2 ) 2 = 0 . 
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IX. Briva ekstrēma problēmas. 

§ 28 . Problēmas ar divām un vairāk funkcijām. 

1, Variāciju rēķinu vienkāršāko vispārīgo problēmu (I d., 
§ 3 0 ) : „ n o t e i k t i n t e r v a l l ā (x0, xx) f u n k c i j u y(x), 
k a s p i e ņ e m d o t ā s n o z ī m e s y0 = y[x0), yx = y(xx) 
i n t e r v a l l ā g a l o s u n d o d n o t e i k t a j a m i n t e g r ā l a m 

xx 

(1) / = f/(x,y,y')dx { y ' = d x ) 

e k s t r ē m u " var paplašināt šādos veidos. 1) Var meklēt divas 
vai vairāk nez ināmās funkcijas. 2) Dotā zemintegrāla funkcija / 
var saturēt nez ināmās funkcijas y(x) augstākās kārtas atvasinā­
jumus . 3) Nez ināmo funkciju, resp. līniju у = y{x) var noteikt 
parametr iskā formā x = fx(t), y = / 2 ( / ) . 4) Var apskatīt dubult-
integrāla ekstrēma problēmu ar nez ināmo divu main īgo funkciju. 
5) Konstanto integrācijas robežu x0, xx vietā var ievest mainīgas 
robežas . 

2. Apskatīsim vispirms pi rmo paplaš inājumu, kad j ā n o ­
t e i c i n t e r v a l l ā (.r0, xr) d i v a s f u n k c i j a s у = y(x), 
z — z(x), k a s p i e ņ e m i n t e r v a l l ā g a l o s d o t ā s 
n o z ī m e s 

(2) y0 = y(.r0), z0 = z(x0); yx = y{xx\ щ = z(xt) 

u n p ā r v ē r š n o t e i k t o i n t e g r ā l u 

«i 

(3) / = / / < * , y , z, y>, z')dx [y'=% z'Jģļ 

a r k o n s t a n t ā m r o b e ž ā m e k s t r ē m ā l e x t r . 

Kanoniskie vienādojumi. 



BRlVA E K S T R Ē M A P R O B L Ē M A S 219 

Meklējamās funkcijas attēlo (zīm. 11) pret „гуг-koordinātu 
sistēmu kā līniju L, kas iet caur dotajiem punktiem A0(x0, y0, zQ) 
un A}(xlt yv zx). 

saime 

Zīm. 1 1 . 

Pieņemsim, ka tāda līnija eksistē. Tā ietilpināma līniju 
5 
(4) y(x; e , ) = y{x) + ztfix), 7(x) e 2 ) = z{x) - f г£(х), 

kad saimes parametru t v e 2 nozīmes ir г, = 0, e 3 = 0. Lai 
v a r i ē t ā l ī n i j a L ietu caur dotajiem punktiem A0 un Av ir 
jāprasa, ka patvaļīgas funkcijas y\(x) un Z,(x) apmierina nosacījumus 

ij(*o) = ^ (^ ī ) = ?(•*<>) = — 0-

P ieņemam, ka lietotām funkcijām eksistē vajadzīgie nepārtraukt ' 
atvasinājumi un ka variētā līnija L ir meklējamās līnijas pietiekoši 
tuvā apkārtnē, t. i. lai būtu 

\ У — У~\<°, \ 3 — z \ < а 

ar pietiekoši mazu pozitīvu skaitli ст. 

Vispārinot v a r i ā c i j u p r o c e s u , kas lietots problēmai 
ar vienu nezināmo funkciju (I d , § 31.), ar variēto līniju (4) 
sas tādām parametru e 1 ( e 2 funkciju 
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un tās parciālo atvasinājumu ^ nozīmes 

ил* Vdêo-
kad £, = 0, tģ == 0. Tā kā funkcijas I(tv e 2) ekst rēma ne­
pieciešamie nosacījumi ir 

£ = 0. f = 0 

un dotais integrāls (3) ietilpst sastādītajā (5) ar ^ = s 2 = 0, 
tad meklējamām funkcijām y{x), z{x) ir jāapmier ina n e p i e ­
c i e š a m i e nosacījumi 

( 6 ) m = о, K ) = o. 

Abus šos nosacī jumus var apvienot viena, sistēmai (6) ekvivalenta, 
nosacī jumā par integrāla / p i r m o v a r i ā c i j u 

ja par p i rmo variāciju nosauc pi lnās variācijas attīstijuma 

7 ( , , , ) - / = „ Щ + , ( ^ + . . . . 

l ineāro (attiecībā pret e x un e 2) sastāvdaļu. 

Atvasinot integrālu (5), piem., pēc parametra е г un izteicot 

ft 
(5) T(tv lg) ä s Jj(x,y(x; е х), 7{x\ e 2), p(x; tj, P(x; t2))dx 
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\ 
dabū formulu 

di\ J \ o y ду 

un tā tad ir 
ii 

ja ievēro funkcijas / nepārtrauktību attiecībā pret tās argumen­
tiem. Pēdējo integrālu var ar parciālo integrāciju izteikt ar 

jo funkcija rj(.r) intervalla gala punktos ir nulle. Tādēļ ar funk­
cijas / v a r i ā c i j a s a t v a s i n ā j u m u pēc у 

(8) [f]y = fy - щ 

izteicams lielums 

Tamlīdzīgā kārtā atrod formulu 

A ' I 

ar funkcijas / variācijas atvasinājumu pēc 5 : 

(»') 

Lietojot formulas (9), ( 9 ' ) un f u n k c i j u v a r i ā c i j a s 

Ьу = у ~ у = ejT/O), 5 : - s - s = 8 j ŠO). 
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izteic integrāla / pirmo variāciju 5 / formā 

(10) 8 / = / {[f)y Ь + [f]sbz)dx. 

No integrāla (3) eks t rēma nepiec iešamiem nosacījumiem (6), 
resp. (7) pēc variāciju rēķinu p a m a t l e m m a s ( ī d , § 3 1 . ) secina 

\J\y = o, u)s =-. о 
jeb 

2. Atklātā veidā izteic šos E u l e r a d i f e r e n c i ā l v i e ­
n ā d o j u m u s ar 

f £L v»+ -£L > 4 . W v x • i _ i / = о 

^ дУд*' дУ'ду ^dy'dz* ^ ду'дх ду 

Ja de te rminants 

d 2 / 
д _ <V2 cly'Ae' 

nav nulle, tad no diferenciālvienādojumu sis tēmas (12) atklātā 
formā var izteikt otros a tvasinājumus 

f У" =M*,y.s,y>,z'), 
V*> \ z" = Mx, y, z, y', z'). 

Diferenciālā sistēma (12) vai (13) ir c e t u r t ā s kārtas sistēma, 
un tās vispārīgais integrāls 

у = y(x; Cv C 2 , Cs, С\), г = s[x; Clt C2, CB, Ct) 
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satur četras patvaļīgas integrācijas konstantes Cv C 2 , C3, Ct. Šis 
konstantes nosaka, ievērojot četrus dotos robežnosacījumus 

(2) y0 = у(-ч\ so = «(*«); У\ = y(xi)> «i = *C*i). 

Eulera diferenciālvienādojumu sistēmas (11) atrisinājumus sauc 
par e k s t r e m ā l ā m f u n k c i j ā m , resp. ģeometriskā interpre­
tācijā par e k s t r ē m ā l ē m . Ar tām atrod vienīgi integrāla 1 
stacionāras vērtības I s M , kurās eventuāli var būt arī ekstremālās 
vērtības Icxtr> t- ' fmfa v a * ^max Ekstrēma eksistence ir 
sevišķi jākonstatē. 

3 . Piemērs . Brachistochronas problēmai (I d., § 30) hipo­
tēze, ka materiālais punkts kustas vertikālā plāksnē, nav jāpostulē, 
bet gan tā ir secināma ar sekojošiem aprēķiniem. Ja izvēlas 
.rjvs-koordinātu sistēmu tā, ka .t--ass iet vertikāli lejup, tad no 
krišanas ātruma formulas 

V = ^2gx 

izteic krišanas laiku 

lietojot trajektorijas у — y(x), z — z(x) loka s sakarību ar 
laiku / un ā t rumu 

ds 
V = dl 

un loka atvasinājuma formulu 

i - v. у щ+ļ ķ zyŗ*% % 
Brachistochronas problēmai telpā ir jādiskutē integrāla 
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Tā kā šie atvasinājumi ir funkcijas 

h 
dy 
4 = <Pifo У» *. У\ s')> jf — У> *i У'> s'\ 

minims . Tā kā šinī gadi jumā funkcija f nav atkarīga no 
у un 8, tad 

dy U' dz U* 

un Eulera diferenciālvienādojumu sistēmai (11) ir divi pirm­
integrāli 

ду' ~~ ** dz' ~ 2' 

ko atklātā veidā izteic ar 

У' = r z ' = ŗ 

]/x(l + y» 4 - s'2) v ]/x{i 4 - У 2
 4 - * ' • ) 

No šiem sakar iem var sastādīt jaunu sakaru 

Q У - С , s ' = 0, 

kas integrālformā 

C2 у — C, z = const., 

izteic vertikālās p lāksnes (paral lēlas .r-asij). Ja izlieto p rob lēmas 
robežnosacī jumus 

УФ) = 0, s(0) == 0, yfxb = yv = 

tad integrācijas kons tan tu nozīmes var pilnīgi noteikt, un atrod 
vienu vertikālu plāksni , kas iet caur sākuma stāvokli O(0, 0, 0) 
un beigu stāvokli Aļ(xļ, y v z,). 

Bnch i s tochrona ir šīs p lāksnes līnija. Ja izvēlas minēto 
plāksni par .vjv-plāksni, tad brachis tochronas p rob lēmas diskusija 
ir izdarāma tāpat , kā I daļas 34. §-fā. 

4. Sistēmu (11) var reducēt uz t. s. k a n o n i s k o v i e ­
n ā d o j u m u sis tēmu, ievedot j aunos mainīgos 
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bet pēc formulas (16 ' ) ir 

... dH , . dH j . dH , . dH dH 
d H - T x d x + туdy + T z d s + dp/^ + 5 ā ; 

1 6 

tad no vienādojumiem (14) apgrieztā veidā var izteikt atvasinājumus 

(15) у ' = $г(х\ у , z, p v А ) , *' = ф 2 ( . г , у , г, А . А ) , 

kad funkcionāldeterminants 

ä(py А ) _ _ (JVY ._ л 
d(y',z')~ dy'2 ' dz'2 Kdy'dz') 

nav nulle. Transformāciju (15) sauc par k a n o n i s k о jeb par 
L e ž a n d r a (Legendrc) t r a n s f o r m ā c i j u . Ar to var izteikt 
t. s. H a m i l t o n a f u n k c i j u 

(16) H = pxy' + A s ' - /(г, у, в, у', г') 

atkarībā по kanoniskajiem mainīgiem у, z, А . А šādā \ e i d ā : 

( 1 6 ' ) Я = А Ф г + Рч Ф а -Ах,у, е, ф , , ф а ) = Н(х, у, z,pup2). 

Transformēsim Eulera vienādojumu sistēmu (11), ievedot 
tajā kanoniskos mainīgos un Hamiltona funkciju Ii. Ar mainī­
giem (14) sistēma (11) top par 

арл=д1^ dPs^fĶ 
dx dy' dx dz' 

Lai izteiktu l ielumus ~ , %- un y', z' ar Hamiltona funkciju 
Oy dz 

un kanoniskajiem mainīgiem, sastādām funkcijas / / totālo dife­
renciālu sekojošos divos veidos. Pēc formulas (16) dabū 

dH = pxdy' + У dp, + p%dz' + *' dfi* -

-Udx^fydy + l d z + M ' , + A d z ' \ 
jeb 

d H = - d ģ d x - d J y d y - d ļ d z + y'dPl -f z'dpv 
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H = _ 'Ш d l = JE di = _ Ш 
дх дх' ду ду ' d z dz' У = 

дН 
dp,' z' - -

дН 
dp; 

(17) 

Tā tad sistēma (11) ir ekvivalenta ar četru к a n о n i s к о (Hamilton) 
v i e n ā d o j u m u s i s t ē m u 

dy _дН- dz_ дН 
dx dp,' dx dp; 

dp, _ дН dpz _ дН 
dx dy' dx dz' 

kurā katrs v ienādojums ir normālās formas (pirmās kārtas) dife­
renciā lvienādojums. 

Tādā veidā izteic analit iskā d inamikā kustības vienādoju­
mus , ja mater iālā s is tēma ir ho lonoma un tai ir divas brīvības 
pakāpes . 

5. Variāciju rēķinu vispārīgai problēmai 

(18) / = ff(x,yvЛ Ут -V К' " y,',) d x = extr-
Щ 

ar n n e z i n ā m ā m funkcijām y,(x), уй(х),.. ., y„ (x), kas apmie­
rina robežnosacī jumus 

(13) 
ļ Л ( * о ) ~ Ую- УАха) = Учо . Уп (*o) = Ут, i JftļC*») = Ут y*l*i) - У** • • - Уп(х1) **. У nu 

var tamlīdzīga kārta kā iepriekš sastādīt Eulera diferenciālvienā­
dojumu sistēmu 

d idh df 

(20) 

d_ ļdļ\ df _ 
- [fb, - dx (dyļ) dy2 

= 0, 

Salīdzinot abas diferenciāla izteiksmes, secinām šādus sakarus 



BRlVÄ EKSTRĒMA PROBLĒMAS 227 

16* 

Ar kanoniskajiem mainīgiem 

Уь У» Ям А = % А = ~ j - Л = Г т 
*У2 *Уп 

un Hamil tona funkciju 

(21) Н-рху'х +р2у'г + ...+рп y'f-jļx,yvy2, :,У,„У[,у'г< 

izteiktu formā 

Я = Я(дг, jv r jy2, . . ., Уп, А . А . • • •', А Л 

п v ienādojumus (20) reducē uz 2п k a n o n i s k a j i e m v i e ­
n ā d o j u m i e m 

ау\ _дН dyj^dH dy„ _jtff 
dx dp' d x ~ d p \ d x ~ дря' 

( 2 2 ) dpi _ dH_ dp3_ dH dp„ dH 
dx~ dyx dx dy./ dx dy„' 

§ 29 . Problēmas ar augstākās kārtas atvasinājumiem. 

1. Variāciju rēķinu p rob lēma i : n o t e i k t f u n k c i j u y(x\ 
k a s d o d n o t e i k t a j a m i n t e g r ā l a m 

*i 
( I ) / = Jj(x.y, y', . , yW)4x 

Ķ 

e k s t r ē m u u n a p m i e r i n a 2« r o b e ž n o s a c i j u m u s 

I y,--=yir0\ y'=y'{x0), y"0=-y"{xQ) yļ"-"=y("-\v0), 
(2) 

ļ y^yix^y'^y'LvJ. у\—Ч-/**Ч*г1 

sastāda vispārināto Eulera diferenciālvienādojumu šādā veidā. 
Meklējamās līnijas pietiekoši tuvā apkārtnē variēto līniju nosaka 
ar v ienādojumu 

y\x; s) = s y(x) + щ{х), 
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kurā e parametrs un t}(x) kautkāda funkcija, kas ir nepārtraukta kopā 
ar tās pirmajiem n a tvasinājumiem un izvelēta ar nosacījumiem 

(3) ļ i W = n'VÜ = Y'(*o) = • • • = V " - ' W - o, 

Sastādām parametra e funkciju 

Щ = / / ( * , J . ? . , ? ' 

un a t rodam tās atvasinājuma ~ vērtību 

<4> ( I L = / I f 
щ 

Sadalot s u m m a s integrālu labajā pusē n -f- 1 integrālu s u m m ā 
un izdarot parciālo integrāciju locekļiem, kas satur ^ ( ^ a t v a s i n ā ­
jumus , pēc vispārīgās formulas 

var izteikt l ielumu (4) pēc nosacī jumiem (3) formā 

- I l 

T e [ / ] y apz īmē vispār ināto funkcijas variācijas atvasinājumu pēc у 

» ^=|-sGf)^-+<-,>"£»(^)-
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Ar formulu (5) dabu integrāla / p i r m o v a r i ā c i j u 

/ Г * ' 
(7) • 5 /-£Ше=0 = / [ / ] у ^ ^ . 

Variāciju rēķinu pamat lemmu (I d„ § 31) var paplašināt ari 
funkcijai t]{x), kas ir nepārtraukta kopā ar tās pirmajiem n atva­
sinājumiem un apmierina nosacījumus (3). Minētās lemmas pie­
rādījumam lietotā funkcija vispārīgā gadījumā būtu jāizvēlas par­
ciālos intervallos šādā veidā: 

0, ja x0 < X < g p , 

vj(.r) = (X - ^ ) « + 1 f £ - x)"+\ ja E, < X < jL 

0, ja g a ^ л ; < ^ 

No ekstrēma nepieciešamā nosacījuma 

[€Л = 0 vai 8 / = 0 

pēc vispārinātās pamat lemmas atrod sakaru 

(8) [f]y ш 0, 

kas ir E u i e r a d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m s . Atklātā veidā 
to izteic ar variācijas atvasinājuma simbola [f]y pārveidoto 
formu kā (2w). kārtas diferenciālvienādojumu, kam vispārīgajā 
integrālā 

У = yļ*\ Cv C2 C 2 „ ) 

integrācijas konstantes Cv C a , . . ., C.in nosaka ar 2« robež-

nosacījumiem (2), 

2. Vispārīgai variāciju rēķinu problēmai ar vairāk nezinā­
mām funkcijām un to augstākās kārtas atvasinājumiem sastāda 
Euiera diferenciālvienādojumu sistēmu tamlīdzīgā veidā kā te un 
iepriekšējā §-fā. Piemēram, kad ir jānoteic divas funkcijas 
y(x), s{x), kas dod integrālam 



230 V A R I Ā C I J U R Ē Ķ I N U P A P I L D I N Ā J U M I 

(10) 

§ 3 0 . Problēmas parametriskā formā. 

1. Vienkāršākā variāciju rēķinu problēmā 

(1) 1 — j f(x> У> ļ^j d x = ***** Уо = УМ У i = У(хг) 
x0 

meklējamai funkcijai y(x) jābūt, starp citu, vienvērtīgai un ar 
galīgu pirmo atvasinājumu y'(x) = H r . Ģeometriskā interpre­
tācijā nosacījumi izteic, ka meklējamā līnija L krustojas ar taisni, 
parallēlu jv-asij, tikai vienā punktā, un tās tangente nav paral lels 
jv-asij. Piemēram, līnija L nevar būt taisne x = const. Šos 
ierobežojumus novērš, lietojot meklējamās līnijas L parametri-
skos vienādojumus 

(2) X = x{t), у = y(t), 

kuros parametrs / mainas noteiktās robežās ' 

kas atbilst doto punktu A0(xQ, y0), Ax(xv yx) koordinātu vērtībām 

x0 = x(t0), y0 = y(t0); Xļ = xit,), у, = Щ% 

Variāciju rēķinu problēmas parametriskā formā sistemātiski 
ir pētījis V e i e r š t r a s s (Weicrsirass) pag. (XIX) gadusimtega 
otrajā pusē. Te apskatīsim Veierštrasa teorijas elementus. 

(9) / = j fix, у, Z, у', Z', . . ., г*») dx 

ekstrēmu un apmierina vajadzīgos robežnosacījumus intervallā 
gala punktos, tad sastāda šādu diferenciālvienādojumu sistēmu 
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Par funkcijām (2) p ieņemam hipotēzes, ka tās ir nepārtrauk­
tas funkcijas kopā ar pirmiem atvasinājumiem*) 

• dx • dy 
x ~dt' y — dt' 

kas nav reizē nulles. Pēdējo nosacījumu var izteikt ar ne­
vienlīdzību 

ДГ2 + f ф 0, 

un ģeometriski tas norāda, ka līnijai L nav dubultpunktu (vispār 
nav singulāru punktu) . Tā kā pastāv sakarības formulas 

— = ^-, dx = X dt, 
dx X 

tad ar parametrisko transformāciju (2) izteic noteikto integrālu (1) 
formā 

h 

(3) / = ļF(x, у, X, у ) dt, 
to 

kurā funkcija 
F(x, у, X, у) — хАх, y, y-r-) 

X 
ir pirmās pakāpes (dimensijas) pozitīvi-homogenā funkcija attie­
cībā pret atvasinājumiem x, y. Tiešām, ar pozitīvu proporcio­
nalitātes koeficientu X pastāv raksturīgais sakars 

(4) F\x, y, \x, \y) = X F(x, у, X, y) ( X > 0 ) . 

Otrādi, ja F(x, y, x, _y) ir p i r m ā s p a k ā p e s p o z i t ī v i -
h o m o g e n ā f u n k c i j a a t t i e c ī b ā pret x, y, t a d i n t e ­
g r ā l a (3) v a r i ā c i j u p r o b l ē m ā m e k l ē j a m ā l ī n i j a (2) 
n a v a t k a r ī g a n o p a r a m e t r a / i z v ē l e s . Tiešām, ja 
j auno parametru т saista ar parametru / formā 

i = cp(x) (<p'(*) > 0) 

*) Šādu apzīmējumu atvasinājumiem lieto teorētiskā mēchanika, ja / — 
kustības laiks. 



232 VARIĀCIJU R Ē Ķ I N U P A P I L D I N Ā J U M I 

var izteikt ar 

ļF{x,y>Xj\, У Щах, 

ko pēc formulas (4) ar X = ^ var pārveidot par 

J F\x, у, X, yj • Yz

 dx
 jeb j F(x, y, x,y) dt. 

to 'o 

Tāpēc meklē jamā līnija dod ekstrēmu reizē abiem integrāliem 

/ F[X' У'Ж' Tz) d z U n /F^V' У' X У ) ü t 

Turpmākā variācijas p rob lēmas diskusijā p ieņemsim, ka homo-
genitales nosacī jums (3) par funkciju F ir izpildīts. Tad Eulera 
teorēma par h o m o g e n ā m funkcijām dod sakaru 

... „ • dF -OF 
(5) F = X + у - г - , 

дх ду 

no kūja ar a tvas ināšanu pēc x, y, resp . х, у attiecīgi dabū 

_ dF • d*F , • № dF • d*F • d*F 
(6) -~ = X - r — + У —r—, — = X — h У —г- * 

('x dxdx dydx dy dxdy дуду 
resp . 
djf = dF_ _j_ ^ d*F • <PF_ d_F_ _ r + + ^ ^A" 
d i ', d i 8 Удудх ду Х дхду ду ду2 

u n m a i ņ a s i n t e r v a l l a m t0 < / < ^ a t b i l s t I n t e r v a l l s x 0 < % < TV 

t a d i n t e g r ā l u 

"Ci 
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jeb 

, T | d2F • d2F • № • • d2F 
(7) X = --• у ——, у — — — X —г—. 

дх2 дхду ду1 дхду 

No p ē d ē j i e m d iv iem sakariem (7) var sastādīt proporciju 

PF . jfif .<PF = y 2 . (_ - ^ " ̂  
дх2 дхду ду2 

kurā var i eves t funkciju 

• • a^F • a2F • • d2F 
(8) Ft(x, у, X, у) = -А- : у2 = ~ - : (_ Xy) = °4- : x2 

дх2 дхду ду2 

2. Homogenās formas variāciju rēķinu prob lēmai 

h 

(9) 1 ~ j F{-x' y' x' У} d t = e x t r -
'o 

ar r o b e ž n o s a c ī j u m i e m 

(10) x0 = x(t0), y0 = y(t0); xx — x(t}), yx = y(tx) 

variēto l īniju L no te i c ar v i e n ā d o j u m i e m 

(11) x(t;tl) = x(t) + Ч Ķt), y(t; g = y(t) + h 4(0. 

kuros Ķ(t), ri(t) ir pa tva ļ igas (nepārtrauktas k o p ā ar p i r m i e m atva­
s i n ā j u m i e m ) funkcijas ar n o z ī m ē m interval lā ga la p u n k t o s 

Wo) = Ш - Wo) = VVi) - 0. 

Ja līniju s a i m e s parametru e x un e 2 abso lū tas n o z ī m e s ir p ie t ie ­

koš i m a z a s , tad variētā līnija L a trodas m e k l ē j a m ā s l īnijas L 

p i e t i e k o š i t u v ā a p k ā r t n ē . Šinī gad ī jumā l īnijas L 

pie t i ekoš i t u v o apkārtni n o s a k a punkti , kas atrodas p l ā k s n e s daļā 

ap l īniju L, ja no tās p u n k t i e m ar p i e t i ekoš i m a z u rādiju velk 

r iņķus . 
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Tamlīdzīgi kā 28. §-fā sastāda divus Euiera diferenciālvie­
nādo jumus 

(12) дх <1t\ģxf 

д £ - П * 1 \ = o 
ду dt \)y I ' 

kas atklātā formā ir 

dF _ J*F_ • _ дЧ^ • # f ' . . - _ о 
d * й л г й д : d . r d j V d;tr2 d - r d ^ 

0F__^F_x _ fF_ • _ _PF_» _ d*F- = 0 

.̂У d j v d * d j y d * djvd . t : d y 

Ja te no formulām (6) un (8) izteic a tvas inā jumus 

dF dF d*F d*F J*F_ d_^F 
dx' ду' QX*' дхду ~ дудх ду* 

un pārveido, tad dabū v ienādojumus 

y\(xy-y*W№> У, x% y) + — — — p r - ļ = ° . 
i- дх ду дхд у J 

— *\{xy —xy)F1(x, y, X, y) + —--r - — r ^ — - = 0. 
r d . r d_y дх дуJ 

Tā kā X un j nav reizē nulles, tad no dabūtaj iem vienādojumiem 
secinām jaunu v ienādojumu 

. . d*F d*F 
(13) ( л ^ - X у) Ft(x, у, X, у) + ——г- — ш> 0, 

dx ду дх ду 

kas ir Euiera diferenciālvienādojuma V e i e r š t r a s a (Weierstrass) 
f o r m a . 

Ar šo v ienādojumu ir izteikts v i e n s sakars s tarp divām 
funkcijām 

(2) X = x(t), у = y(t). 
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kura visos punktos funkcija F(x, y) > 0. 

Otru sakaru var izvēlēties patvaļīgi, jo meklējamā līnija nav at­
karīga no parametra t izvēles. Piemēram, ja izvēlas t — x, 
tad X в 1, un vienādojums (13) pāriet parastajā Eulera diferen­
ciālvienādojumā. Kad par līnijas parametru / izvēlas loku s , tad 
ir jālieto sakars 

(14) + 1. 

Kopā ar (13) veidojas divu diferenciālvienādojumu sistēma, no 
kuras atrod noteiktās funkcijas 

X = x(s), у = y(s), 

ievērojot problēmas robežnosacījumus. 

§ 3 1 . Oubultintegrāla ekstrēms. 

1. Variāciju rēķinu pamatlemma dubul t integrālam: j a F(x,y) 
ir n e p ā r t r a u k t a f u n k c i j a xy-plāksnes d a ļ a s l a u ­
k u m ā S, a r ī rļ(x, y) n e p ā r t r a u k t a f u n k c i j a k o p ā a r 
t ā s p i r m a j i e m p a r c i ā l i e m a t v a s i n ā j u m i e m š a j ā 
l a u k u m ā u n l a u k u m a k o n t ū r a s / p u n k t o s i r n u l l e , 
t a d s a k a r s 

(1) ļļF(x, у) y\(x, y) dxdy = 0 

(S) 

v a r p a s t ā v ē t t a d u n t i k a i t a d , k a d i d e n t i s k i 
F{x, y) = 0 . 

P i e r ā d ī j u m a m pieņemsim pretējo, ka laukuma S vienā 
punktā (x0, y0) funkcijas vērtība F(x0, y0) nav nulle, p iemēram 

F(xQ, y0) > 0 

Tā kā F(x, y) ir nepārtraukta funkcija, tad eksistē pietiekoši 
mazs (galīgs) riņķis 

(X - x0)* + [y - y0? - p a = 0 (p - rādijs), 
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Sastādīsim funkciju ч\{х, y) šādā ve idā : ā rpus minēta riņķa 
(12. zīm.) nosvītrotā daļā ц = 0, bet iekšpus tā 

Ч ( * . У) = [ ( * - * 0 ) 2 + - Л ) 2 - P 2 ] 2 -

Ši funkcija apmier ina l emmas nosac ī jumus : 1) tā ir nepār t raukta 

Zim. 12. 

funkcija visā l aukumā 5 , jo uz riņķa līnijas ari r) = 0, 2) tai 
eksistē nepārtraukt i p i rmās kārtas parciālie atvasinājumi pēc 
X un у visā laukumā, 3) kontūras / punktos tā ir nulle. Bet 
ar sastādīto funkciju dubul t integrāla vērtība ir 

ļ j F(x, y) Tfj(x, y) dx dy > 0, 

(S) 

kas runā pretim dotajam nosacī jumam. Tā tad p ieņēmums, ka 
F(x0, y0) > 0, ir nepareizs . Tamlīdzīgi veidā konstatē, ka nevar 
būt arī F(x0, y0) < 0. Tā tad identiski ir F(x, y) = 0. 

2. Dubul t in tegrā la ekstrēma prob lēmā ir j ā n o t e i c l a u ­
k u m a 5 p u n k t o s d e f i n ē t a f u n k c i j a г — з(х, у), 
k a s š ī l a u k u m a k o n t ū r a s / p u n k t o s p i e ņ e m d o t ā s 
v ē r t ī b a s u n d o d n o t e i k t a j a m i n t e g r ā l a m 

(2) /= ļļ F(x, у, щ, p, q) dx dy ( > ; e | , ^ f = 

e k s t r ē m u . Ģeometr iski interpretējot (zīm. 13.), problēmā ir 
jānoteic virsa z = z(x, y), kas iet caur doto telpas kontūru L 
(ar projekciju / uz ^jv-plāksni) un integrālam (2) dod ekstrēmu. 
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Sastādīsim šīs virsas parciālo diferenciālvienādojumu, izlie­
tojot ekstrēma nepieciešamos nosacījumus un vispārinot vienkāršā 
integrāla ekstrēma problēmas variācijas procesu. 

Meklējamo virsu, kuras eksistenci pieņem, ietilpina viena 
parametra i virsu saimē 

(3) г(х, У, e) ев z{x, y) + i ļ{x, y). 

Lai katra šīs sa imes virsa jeb t. s. v a r i ē t ā v i r s a ietu caur 
līniju L, ir jāprasa, ka funkcija ļ{x, y) kontūras / punktos būtu 
nulle. Bez tam funkcijai i£r , y) ir jābūt nepārtrauktai kopā ar 
saviem parciāliem atvasinājumiem definīcijas laukuma S punktos . 
Ar variēto virsu sastāda parametra e funkciju 

(4) 7(e) *m f f j{x, y, 7, p, ~ā) dv dy, 

(S) 
kurā apzīmē 

Zim. 1 3 . 
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(S) (S) (S) 

ja ievēro sakar ības 

dt ~ : ' y h dt dx' d t ~ dy 

un funkcijas / parciālo atvasinājumu f , nepār t raukt ību. 

F o r m u l a s (6) labajā pusē pēdējos divus integrālus pārveido, izlie­
tojot sekojošās identitātes (vajadzīgas parciālā integrāci jā) : 

, _ d_ļ , \ _ , d_ , , d_ļ d _ ( r A _ r J L / ' 
J p ' d x " d x V J p ) J q dy d y V J q ) ^ d y J q 

Tad rodas formula 

(S) 

Tā kā šis funkcijas ekstrēma nepiec iešamais nosacī jums ir 

f = » 
at 

un integrālu (2) dabū no (4) ar s = 0, tad dubul t in tegrā la / 
variācijas problēmas nepieciešamais nosacī jums ir 

» ( f L = o . 

Parciālā a tvasinājuma 

dļ=\\n_.dl^L^^_mdxdy 

JSJ l d z dt dp d t r dg dt* 

nozīmi, kad e = 0, izteic ar 
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ja apzīmē 

CS) 

Pēdējā dubuhintegrāla pārveidošanai kontūras integrālā lieto 
integrālrēķinu R ī m a n a (Riemann) un G r ī n a (Green) formulu 

( 8 ) / / Ш - Ту) ***У = fad* + B*y-
(S) J (/) 

Ar funkcijām 

B(x, у) = fc/', A(x, у) = - C / ' 

pēc (8) formulas dabū 

Л = f U-f'dx+fdy) = 0, 
(l) K q P ' 

jo pēc nosacījuma funkcija jy) kontūras / punktos ir nulle. 
Tā tad formula (7) vienkāršojas par 

№ 

kur [f]ž apzīmē funkcijas / t . s . v a r i ā c i j a s a t v a s i n ā j u m u 

oo) [ / , , = / ; - ! / ; - £ / ; . 

Var sastādīt pēc formulas (9) dubultintegrāla / p i r m o v a r i ā c i j u 
formā 

ja ar 82 apzīmē funkcijas z variāciju 

5 * = 7 — z — йЦх, у). 
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No variācijas p rob lēmas nepieciešamā nosacījuma (5) vai no S / = 0 
pēc pierādītās pama t l emmas sec ināms sakars 

[fl = o, 

ko atklāiā veidā i2leic ar E u l e r a p a r c i ā l o d i f e r e n c i ā l ­
v i e n ā d o j u m u 

( i 2 ) 4 / ] , = < , + ? < ; + / . / " 2 + / у ! + < +/' + / " - / = o . 

pf / 9 9 2 pz qz px qy z 

Te ir līueāritāte attiecībā pret nez ināmās funkcijas я = z[x, y) 
otrās kārtas atvasinājumiem 

_ дЧ_ - _Г^£_ / _ дЧ 
r ~ дх2' S ~ дхду ~ дудх' ~ ду2' 

bet-koeficienti ir vispār atkarīgi no x, y, e; p, q. 

Ir jāatrod vienādojuma (12) integrālvirsa, kas iet caur doto 
telpas līniju L, Tādu prob lēmu sauc par parciālā diferenciāl­
vienādojuma r o b e ž p r o b l ē m u jeb D i r i c h l ē (Dirichlet) p r o ­
b l ē m u . Starp atrastajiem atrisinājumiem iespējami tādi, kas 
dod d u b u l t i n t e g r ā l a / e k s t r ē m u īextr> Šis ekstremālās vērtības 
eksis tence sevišķi jākonsta tē . Visi v ienādojuma (12) atrisinājumi 
dod integrālam / s t a c i o n ā r ā s vērt ības Lstai. 

3. Piemēri . 1. V a r i ā c i j u p r o b l ē m a d u b u l t ­
i n t e g r ā l a m 

(13) I=\jjiP^q"-)dxäy [p = % ļ = g ) 
KS) 

Tā kā te 

f = l ( ^ + <? 2),/ '=-А / = * / " = 1. f ' = l 
u p q p» q* 

bet pārējie vajadzīgie atvasinājumi ir nulles, tad Eulera diferen­
ciālvienādojums (12) top par L a p l a š a (Laplace) p o t e n c i ā l * 
v i e n ā d o j u m u ,)2, ,)2 e 

(14) Г * * - * * jeb 2̂ + 2̂ = 0-
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1 7 

Dubultintegrāla (13) variāciju problēmā ir jāatrisina Laplasa vienā­
dojuma (14) robežproblēma jeb pirmā potenciālteōrijas robežpro-
blēma ( D i r i c h l ē p r o b l ē m a ) . 

2) Plato (Plateau) problēma ( j e b m i n i m ā l ā s v i r s a s 
p r o b l ē m a ) : n o t e i k t v i r s u , k a s i e t c a u r s l ē g t u k o n ­
t ū r u L t e l p ā u n k a m a r š o k o n t ū r u i e r o b e ž o t a i s 
l a u k u m s i r m i n i m ā l a i s . 

Tā kā līkās virsas z = z (x, y) laukumu aprēķina pēc 
formulas 

0 5 ) i = fjW+W+?dxdy (p = d£, 

tad Plato problēma ir dubultintegrāla / variāciju p rob lēma : 

' = /ipftŗ 
Šinī gadījumā funkcija 

/ = [ / Г + p* + q\ 

un tās atvasinājumi ir 

p Ь + P% + Y f У» + p* + я*' 
f * _ i - f ? a f _ - p g f _ i + / 2 

( l + / 2 + < 7 2 ) 2 ( l + ^ + <72)a d + / 2 + <72)a 

bet pārējie — nulles. Tā tad Eulera diferenciālvienādojums (12) 
pēc pārveidojumiem reducējas uz 

(16) (1 + <72) r - ipqs + (1 -f p*) t = 0. 

Vispārigajā virsu teorijā ar vienādojumu (16) konstatē, ka mini­
mālām virsām visos punktos vidējais l iekums ir nulle. 
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Uzdevumi IX. 

1 . Noteikt integrāla 

о л ' 

ekstremāli, kas iet caur punktiem (0, 0, 1) un (1, 1, 2). 

Atb. у = X, г — X . 
2 — X 

2. Noteikt integrāla 

l(£*L d x (y> =4i e> i M 
l y + g \У dx' 3 dx) 

ekstremāles. 
Atb. f у = + C3x + Q , 



X. Saistītā ekstrēma problēmas. 

§ 3 2 . Problēmas ar galigās formas blakusnosacijumu. 

1. Vienkāršākā tāda veida problēma ir š ā d a : n o t e i k t 
d i v a s f u n k c i j a s у — y(x), z = z(x), k a s d o d i n t e ­
g r ā l a m 

(1) l ^ j f ^ y z , y ' , z ' ) d x (y=g, S'=g) 
«0 

e k s t r ē m u u n a p m i e r i n a s a k a r u s 

(2) g{x, y, z) = 0 
un 

(3) Уо = У\хц% z0 = z{x0); yx — y(xx\ zx = г(хг). 

Nosacījumu (2) sauc par gal īgās formas b l a k u s n o s a c i j u m u 
jeb pēc analoģijas ar mēchanikas terminu — par h o l o n o m u 
s a i t i , bet (3) — par problēmas r o b e ž n o s a c ī j u m i e m . Ģeo­
metriski interpretējot, var teikt, ka problēmā jānoteic (zīm. 14) 

Zīm. 14. 

virsas (2) līnija, kas iet caur šīs virsas diviem punktiem 
Л0(х0, y0, z0), Ax(xx, yx, zx) un dod integrālam (1) ekstrēmu. 

1 7 * 
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Ja no blakus nosacī juma (2) iedomājas izteiktu funkciju 
z — y(x, y) un arī ar 

dz ōkg . dcp dy 
dx дх ду dx 

sastādī tu funkciju 

(4) fix, у, y(x, у), у', JE+^jy') = F{x, у, у'), 

tad doto saistītā eks t rēma problēmu reducē uz brīvā ekstrēma 
p rob lēmu 

(5) / = jF(x, y, y')dx = extr. 

ar vienu nez ināmu funkciju y(x). Pēdējās problēmas Eulera dife­
renciā lvienādojumā 

var izteikt a tvas inājumus 

dF df df dŗ df(J?ŗ__ dfŗ> \ 
ду ду ' r dz dy~ dz'\ дхду ^ dy'iJ ) 

un 

dF__df . df d? 
ду' ~ ду' + dz' 'dy' 

Tādēļ a tvasinājums 

dxXdy'i dx\dy'ļ r ду dxXdz'J ^ дг'Хдудх ^ dy'iJ /' 

un ar iepriekšējo izteiksmju substitūciju variāciju atvasinājums 
[F]y top par 

1 J v [ду dx\dy')\ ^ ду \dz dx\dz'l\ 
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jeb 

1Пу=\Лу 
Eulera vienādojums (6) dod vienu sakaru 

bet otru sakaru 

(8) te+ķ.ņ = o 
dy 1 Oz dy 

atrod, atvasinot pēc у formulu (2) ar z = y(x, y). Lai no 

pēdējiem diviem sakariem izslēgtu lielumu ~ , reizina, piem., sa­

karu (8) ar pagaidām nenoteiktu L a g r a n ž a {Lagrange) faktoru 

X = : A(.tr) un saskaita ar sakaru (7). Rodas jauns sakars 

kurā izvēlas X tā, lai izteiksme figūriekavās būtu nulle, t. i. 

(9) . [A + * j f = 0. 
Tad no sastāditā sakara secina 

uo) m, + * § = o. 
Tā kā funkc i j ag(x ,y , z) nesatur a t v a s i n ā j u m u s / , z' un X = Цх), 
tad vienlidzibās (9) un (10) var ievest vienu funkciju 

( I I ) Ф = / + ^ . 

kurai variāciju atvasinājumi ir 

Tā tad, lai atrisinātu variāciju problēmu integrālam (1) ar 
b laku. nosacījumu (2), sastāda funkciju (11) un Eulera diferenciāl­
vienādojumu sis tēmu 
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f , • i <>Ф d (дФ\ „ 
(12 , ' " ^ - й Ь у Н ' 

r_. дФ d (дФ \ -

No šīs v ienādojumu sis tēmas un blakusnosacī juma (2) var atrast 
trīs nez ināmās funkcijas 

У = УХ*Ъ 2 = Г(Х)> X — Ч*). 
resp . var izslēgt Lagranža faktoru X un sastādīt divu diferenciāl­
v ienādojumu sis tēmu ar divām nez ināmām funkcijām y(x), z(x). 
Vispārīgajos integrālos integrācijas kons tan tes nosaka, ievērojot 
p rob lēmas robežnosacī jumus (3). 

2. Iepriekšējo metodi var vispārināt integrāla 

% : 

(13) / = J Яг, Ур Уь . . -, У», y[, y[, • . ; У) dx 

variāciju p rob lēmai ar n nez ināmām funkcijām yx{x), y2(x),..., 
y n (x), ja ir m < и ga l īgās formas blakusnosacījumi 

(14) gi (x, y v y v ...,y„) = 0 (i = 1 , 2 , . . . , m) 

un vajadzīgie robežnosacī jumi. Tad sastāda funkciju 

(15) Ф = / + S Xigi 

ar m nenoteikt iem faktoriem \{x), \{x), . . X ; HLr) un Eulera 
diferenciālvienādojumu sis tēmu 
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Sistēmai (16) kopā ar (14) ir m + n vienādojumu, no kuriem 
var noteikt m -f n nezināmās funkcijas: 

JViW, y4A ^ W i • • -

3. Piemērs: p r o b l ē m a par ģ e o d ē z i s k ā m l ī n i j ā m . 

Problēmu var reducēt uz brīvā ekstrēma problēmu, ja virsu 
noteic ar parametriskās formas vienādojumiem (sk. I d., § 35.). 
Kad virsa ir dota ar neatklātās formas vienādojumu 

(2) g(x, У, z) = 0, 

tad ir saistītā ekstrēma problēma. Te ir jānoteic virsas (2) līnija 
(zīm. 14), kas iet caur virsas diviem punktiem A0, Ax un dod 
loka garuma integrālam 

(17) r=fVl + y i ( , < = £ , , ' = * ) 

minimu. Ir jālieto funkcijas 

/ = Ь +У'*Т^*, ф fi + > Г * + '*n
 + Ч*Ы*> У, 

ar kurām sistēma (12) top par 

( 1 8 ) m - l f y ^ l y r p y y + ^ - 0 ' 

So vienādojumu pēdējos locekļos var ievest līnijas tangentes vir­
ziena kosinus 

• $_%.£ = У!Гт+7Ф •-, 
un 

d s ~ d x ' d x - f v ' f . ļ + У ' 
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ja līniju nosaka parametr iskā formā 

X =• x(s), у = y(s), z — z{s) 

ar loku.> kā parametru . Tā kā atvasinājumi 

a_ļdy\dļy ds J_(dz\_d4 d_s 
dx\ds) ds2 dx1 dx\ds) ds2 dx 

tad v ienādojumus (18) var pārveidot s eko još i : 

^dg <Py d_s (Pz ds 
dy ~ ds2' dx dz ~~ ds2 dx 

j eb 

п о л eb—i3! аЛ €* — \*!а f*5 
K ' ds2~ ду' ds' ds2~ dz'ds' 

Konstatēsim, ka ana loga formula pastāv ar 

Tiešām, ja linijas t angen tes virziena kosinu sakaru 

atvasina pēc 5, tad no dabūtā sakara 

dx d2x dy cPy . dz (Pz 
dš' ds2 + dš ' dš2 + dš' d? ~ 

pēc otro atvasinājumu (19) izslēgšanas un pārveidojumiem rodas 
formula 

ds2 ~ Уду' ds ~f dz ds)' 

ko reducē uz (20), ievērojot no virsas v ienādojuma g(x, y, z) = 0 
ar a tvas ināšanu pēc 5 atrasto sakaru 

djļ td* djļ^ + dj d z _ Q  

dx ds ду ds д z ds 
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Salīdzinot formulas (19) un (20), secina proporciju 

2 <Px t(Py 4<Pz dg Jg mdg 
K ' ds2 'ds2' ds2 дх' ду' dz' 

Tā kā l ī n i j a s g a l v e n ā s n o r m a l e s n virziena kosinu 
attiecība ir 

cftx d^v d^^ 
cos (n, x) : cos (n, у) : cos (», z) = ^ : ģ : 

un v i r s a s normales v virziena kosinu attiecība 

cos (v, x) : cos (v, y): cos (v, z) = : ^ : y ^ , 

tad formula (21) rāda, ka 

cos (п, x) : cos (и, у) : cos (и, z) = cos (v, x): cos (v, y): cos (v, z). 

Tā tad ģ e o d ē z i s k o l ī n i j u g a l v e n ā n o r m a l e s a k r ī t 
a r v i r s a s n o r m ā l i 

Šī ģeometriskā īpašība ir raksturīga ģeodēziskām līnijām. 
Ievērojot šo īpašību, top saprotams, ka, piem., uz sfēras virsas 
ģeodēziskās līnijas ir lielo riņķu loki. 

§ 3 3 . I z o p e r i m e t r i s k ā p r o b l ē m a . 

1. Otrs saistitā ekstrēma problēmu veids ir izoperimetriskā 
problēma (plašākā uztverē) : n o t e i k t i n t e r v a l l ā (x0, xx) 
f u n k c i j u у = y(x), k a s d o d n o t e i k t a j a m i n t e g r ā l a m 

xx 

П) / = ļj{x,y,y') dx (y> =x d£j 
x0 

e k s t r ē m u u n a p m i e r i n a k ā b l a k u s n o s a c i j u m u 

% 
(2) Jx = Шх, у, y') dx = k — const, 

x0 

t ā a r ī r o b e ž n o s a c ī j u m u s 

(3) Уо = У(*о)> У1 ~ y(xi)-
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Problēmas diferenciālvienādojumu sastādīšanai piemērot i iz­
veido variācijas procesu, lai reducētu integrāla ekst rēma pro­
blēmu uz paras to ekstrēma problēmu ar blakusnosacī jumu. 

Meklējamo līniju у — y(x) ietilpina d i v u parametru zlt ц 
līniju sa imē 

(4) y(x; t v e a) = y(x) + *, ^(x) + e 2 rj2(.r). 

Te r\x[x), r\n(x) ir tādas divas patvaļīgas funkcijas, nepār t rauktas 
kopā ar to a tvasinājumiem, kas intervallā galos ir n u l l e s : 

Tādēļ katra variētā līnija (4) iet caur dotajiem punkt iem 
(xo> Уо)> (xv JVi). Ar variēto līniju sas tādām funkciju 

(5) 7(ej, e 2) = p(x, у, y') dx, 

x0 

un p ieprasām, lai ar šo līniju būtu izpildīts arī blakusnosacī-
j ums (2), t. i. lai pastāvētu sakars 

* i 

(6) Ķ(frt e 2) = Ш?,?, y') dx = k. 

Redzams, ka ir jāatrod f u n k c i j a s I(tv e 2) ekst rēms ar 
b lakusnosacī jumu 

<P(el. £

2 ) = Ā(Ē1> Ц) — k = 0. 

Šīs paras tā eks t rēma prob lēmas atr isināšanai lieto diferenciāl­
rēķinu Lagranža metodi , sas tādot funkciju 

F{tv e 2 ) s ä X0 Д а р Ц) + \ <р(е г , e 2) 

ar k o n s t a n t i e m (Lagranža) faktoriem X0, \ (kas nav reizē 
nulles) un pielīdzinot šīs funkcijas parciālos atvasinājumus n u l l e i : 

к=o, f = e . 
de 1 t)ea 
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Tā kā 

дгх ~ dti де2 ~ де2 

tad minētos parastā ekstrēma nepieciešamos nosacījumus izteic 
ar vienādojumu sistēmu 

(7) i 1 

Kad X0 0, v ienādojumos (7) var ievest vienu faktoru Я — Л 

un aprēķināt trīs nezināmos e x , e 2 ; X, lietojot arī vienādojumu (6). 

I z ņ ē m u m a g a d ī j u m ā , kad X0 — 0, sistēma dod 
divus v ienādojumus 

kas izteic funkcijas (6) ekstrēma nepieciešamos nosacījumus. 

Integrāla (I) ekstrēma problēmai atrod nepieciešamos nosa­
cījumus par nezināmo funkciju у = y(x) no sistēmas (7), liekot 
6 j = e 3 = 0 un norādot ar nulles indeku altiecīgās atvasinā­
jumu vērtības. Rodas vienādojumu sistēma 

ko var pārveidot sekojošā formā. Piemēram, no atvasinājuma 
formulas 

d i - m . + ^ A d x 
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kad 6 j = e a ~ 0, dabu formulu 

Ja pēdējā integrālā izdara parciālu integrāciju un ievēro nosacīju­
mus par patvaļ īgu funkciju f)lt tad rodas formula 

Lietojot funkciju variāciju atvasinājumu s imbolus 

[>i r/il 

U ]У Oy dx\0y')' [ А ' У ~ Oy dx\0y'ļ 

izteic atrasto un pārējo atvasinājumu vērtības analogā ve idā : 

( f ) „ - M *w * ( 1 1 - / к V *<*> * 
un 

C ' D . = * • c l ) . - Mv*»л 

а',, a -

0 

Ar šīm izteiksmēm vienādojumu sistēma (8) top par sistēmu 

-v i 

*1 

/ { М У ] у + М Л ] у К ( * ) ^ = 0 . 

no kuras pēc variāciju rēķinu pama t l emmas secina vienu sakaru 

W ) y + M / i Ļ = 0 -
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Та ka Х0 un Xt ir konstantes, tad šajā sakarā var ievest funkciju 

(9) F = V + \ fv 

kuras variācijas atvasinājums ir 

Tā tad izoperimetriskā problēmā ir jāatrisina Euiera diferenciāl­
vienādojums 

ar divām konstantēm Xd un X1 ( kas nav reizē nulles. 

G a d ī j u m ā , kad X0 ф 0, var ievest vienu konstanti 

Х - Ь 
un ar funkciju 

( i i ) * = f = /" 4 - V i 

sastādīt Euiera diferenciālvienādojumu 

K ' L ]У dy dx\ ду' J 

Tā vispārīgais integrāls 

у = y(x; Cj , C a . X) 

satur divas integrācijas konstantes Clt 6 a un Lagranža faktoru X. 
Šo trīs l ielumu noteikšanai sastāda trīs vienādojumu sistēmu, 
lietojot divus robežnosacījumus (3) un vienu blakusnosacījumu (2). 

I z ņ ē m u m a g a d ī j u m ā , kad X0 = 0, vienādojums (10) 
reducējas uz 

ШУ dv dx\dv') 
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Ix = у, y') dx = extr. 

a r b l a k u s n o s a c i j u m u 

/ = f^'v' У> У') dx — с 

2. Apskatī to izoperimetr isko p rob lēmu var paplašināt , ieve­
dot vai nu viena a rgumenta vairāk funkcijas, vai vairāk a rgumentu 
funkciju. P i rmā paplaš inā jumā ir j ā n o t e i c n f u n k c i j a s 

Ух = Ух(х). У2 = У^х) уп = уп{х), 

k a s d o d n o t e i k t a j a m i n t e g r ā l a m 

Ь , 
(13) I = jf(x, yv yv . . ., yn , y[, y[ yn) dx 

all 

Tā tad Šinī gadījumā meklējamā līnija у = y(x) ir dotā integrāla 
/ ļ ekstremāle , un kons tan te k tā ekst remālā (stacionārā) vērtība. 
P rob lēma prasa speciālu diskusiju. 

Ekstremālu v ienādojums (10) paliek ekvivalents sev, ja 
apmaina savā starpā funkcijas / un JĻ No šis īpašības seko 
izoperimetr iskās p rob lēmas t. s. rec iproci tā tes l i kums : e k s t r e ­
m ā l o s v a r i ā c i j u p r o b l ē m a i 

1 ~ J^x% У' d x = e x t r ' 

a r b l a k u s n o s a c i j u m u 

ļļ = jfx(x, у, y') dx = const. 

4 

i r a r i r e i z ē e k s t r ē m ā l e s v a r i ā c i j u p r o b l ē m a i 
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e k s t r ē m u , a p m i e r i n a m b l a k u s n o s a c i j u m u s 

7i = Ш*, Ук У* • • - Уп. У[< У., y')dx = kv 

4 

( I 4 ) / A = ] М * * У \ > у % у»* л - л - • • - y \ ) d x —k* 

л 
Im=J Jm(v, Ук У* • • •. Уп - У[, У[ У) dx = km 

(ki, k2, . . ., km — konstantes) un 2и r o b e ž n o s a c ī j u m u s 

n 5 f Ую = УАх0)> УШ = У2Ы • • ., Ут = У» (-го). 

Šis p rob lēmas nezināmās funkcijas (ekstrēmāles) atrod no Eulera 
diferenciālvienādojumu sistēmas 

' . dF d (0F\ -

(16) ļ ^ 4 / 

Г/Г1 — ( ) F d (dF\ — n 
1ПУп-ду„ dx(dy') - U' 

it 

kurā ir ievesta funkcija 

(17) F = l0 f + \ Л + \ /4 + . . . + X,„ Л „ 

ar Lagranža faktoriem — konstantēm X0, Xj, X2, . . , Xm. 

Vispārīgā gadījumā, kad X0 ф 0, var vienādojumā (16) 
homogeni tā tes dēļ p ieņemt \ = 1. Tad sistēmas (16) vispārī-
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gais integrals saturēs pavisam 2« - f m k o n s t a n t e s : integrācijas 
konstantes skaitā 2n un Lagranža faktorus Xx, X 2 , . ., X,„ — skaitā m. 
Šo konstantu noteikšanai sastāda 2n + m v ienādojumu sis tēmu, 
lietojot m b lakusnosaci jumus (14) un 2n robežnosacl jumus (15). 

Izoperimetriskās p rob lēmas minētajā otrā paplašinājumā var 
apskatī t , p iem. šādu dubultintegrāla izoperimetrisko prob lēmu: 
n o t e i k t t ā d u d i v u a r g u m e n t u f u n k c i j u s = s(x, y) 
xy-p l ā k s n e s l a u k u m ā 5 , k a s d o d d u b u l t i n t e g r ā l a m 

(18) / / f(x, y, z, p, g) dx dy (p = % a = *A 
(S) y ' 

e k s t r ē m u , a p m i e r i n a b l a k u s n o s a c i j u m u 

(19) /1 = Jj fx(x, y, s, p, q) dx dy = k = const. 
( 5 ) 

u n r o b e ž n o s a c l j u m u , k a f u n k c i j a s(x, y) p i e ņ e m 
d o t ā s v ē r t ī b a s d e f i n ī c i j a s l a u k u m a 5 k o n t ū r a s 
/ p u n k t o s . 

Šajā p rob lēmā ir jāatrisina Eulera parciālā diferenciālvie­
nādo juma 

(20) [FL = / • ' - ļ- - L F = 0 
v * дх Р ду 1 

robežprob lēma jeb D i r i c h l ē problēma, ja funkcija F ir sastā­
dītā sekojošā veidā 

F=X0f+Xf1 ' 

ar divām konstantēm X0, Xv kas nav reizē nulles. 

3. Piemērs. Izoperimetriskā problēma Šaurākā uz tverē : 
n o s l ē g t ā m p l ā k s n e s l ī n i j ā m a r p a s t ā v ī g u g a ­
r u m u (perimetru) n o t e i k t t ā d u l ī n i j u , k a s i e r o b e ž o 
f i g ū r u a r m a k s i m ā l u l a u k u m u . 

Ar ģeometr isku konstrukciju konstatēsim, ka meklējamai 
līnijai jābūt k o n v e k s a i . P ieņemot pretējo, ka tās loks 
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(zim. 15), piemēram, BCD nav konvekss , var ar simmelriju (atspo­
guļošanu) pret taisni AE dabūt slēgtu līniju ABC DEFA, kam 
garums tāds pats kā iepriekšējai līnijai ABCDEFA, bet kas 

acīmredzot ieslēdz figūru ar lielāku laukumu. Tā tad šis pieņē­
mums reducējas uz pretrunu, un problēmā ir jādiskutē vienīgi kon-
veksās līnijas. 

Izlietojot tādu pašu ģeometrisku konstrukciju, viegli kon­
statē, ka katra līnijas chorda, kas dala līniju uz pusēm, dala arī 
ar līniju ierobežotas figūras laukumu uz pusēm. Ievērojot konsta­
tētās īpašības, var reducēt iepriekšējo problēmu uz šādu modifi­
cētu problēmu: n o t e i k t p a s t ā v ī g a g a r u m a l ī n i j u , 
k a s i e t c a u r d o t a j i e m p u n k t i e m A0, Ax u n k o p ā 
a r c h o r d u A0AV i e r o b e ž o f i g ū r u a r m a k s i m ā l o 
l a u k u m u . 

Problēmas analitiskajam formulējumam izvēlamies . r a s i pa 
chordu AQAX (zīm. 16). Tad minētas figūras laukumu S izteic 
ar integrālu 

*\ 
(21) / = jydx, 

bet līnijas loka A0BAļ ga rumu / ar 

• i 

(22) Л = ^XTT'dx (У=^) . 
ч 

Zīm. 15. Zīm. 16. 

18 
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Prob lēmā ir jānoteic līnija у = yĻv), kas dod in tegrālam (21) 
maks imu, apmier ina b lakusnosaci jumu 

(23) Ix = l = const. 

un iet caur dotajiem punkt iem A0{x0, 0), A1(x1, 0), resp . apmie­
rina robežnosac i jumus 

(24) y{x0) = 0, y(xx) = 0. 

P rob lēmas eks t remālu noteikšanai sastāda funkciju 

Ф = у 4 - X Vi + у'2  

ar konstantu faktoru X un Euiera diferenciālvienādojumu 

Tā kā šinī p roblēmā atvasinājumi 

дФ _ 0Ф V у' 

ду * '* <У - Vi 4- У 2 ' 

tad Euiera diferenciālvienādojumam var atrast p i rmintegrālu 

X y 
-, = X — а 
Vi 4 - у * 

ar vienu integrācijas konstanti a. Eks t rēmāles noteikšanai para-
metr iskā formā ir ērti ievest parametru a, kas ir šis ekstrēmāles 
t angen tes s l īpuma leņķis pret .t--asi. Tā kā 

i » • dy 1 y' 
У — -у- = īso., -г- = cos а, -у = sin о, * Vi + у » Vi + У 2 

tad atrastais p i rmintegrā ls dod 

л: = а 4- ^ sin а. 

Lai izteiktu arī jy parametr iski , izlietojam diferenciālo sakaru 

dy — tg a dx, 
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18* 

kas pēc substilūcijas 

dx = X cos a da 

top par 
dy — X sina da. 

Pēc kvadratūras rodas formula 

у = b — X cos а, 

kurā b ir j aunā integrācijas konstante. Galīgi dabū eks t r ēmāks 
parametr iskos vienādojumus 

{ X = а 4- X sin а, 
у — b — X cos а, 

vai pēc parametra a izslēgšanas — vienādojumu Dekarta koordinātās 

(25) (x - af + (y - b)2 = Xя. 

T ā t a d e k s t r ē m ā l e i r r i ņ ķ a l o k s , kura centrs ir punkts 
C(ā, b) un rādijs CA0 = CAX = X, ja pieņem X > 0. 

Lietojot blakusnosaci jumu (23) un divus robežnosaciju-
mus (24), sastāda vienādojumu sistēmu 

(.r 0 _ a)2 + b2 — X2, 

( 2 6 ) i-4 - «>« + b2 = Xя, 
• r i 

j]ļi -fy> dx = /, 
3-o 

no kuras aprēķina trīs konstantu а, X vērtības. No šīs sistē­
mas pirmiem diviem vienādojumiem viegli atrod centra abscisu 

_ Д-р + X\  а - 2 . 

Ordinātu £ varēlu aprēķināt, p iemēram, no sistēmas (26) pirmā vie­
nādojuma, ja zinātu riņķa rādiju X. Šo rādiju varētu aprēķināt 
no s is tēmas (26) pēdējā vienādojuma. Riņķa loka А0ВАХ garumu / 
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ir ērtāki izteikt atkarībā no atbi ls toša centra leņķa cp = A0CAļ 

un rādija X šādā ve idā : 

/ = X<p. 

Tā kā n o Д A^A^C var aprēķināt chordu A0AX = xx — x0 pēc 
formulas 

xt — x0 = 2X sin | , 

tad kopā ar iepriekšējo sakaru ir sas tādāma divu v ienādojumu 
sistēma 

X ļ — xQ = 2 X s i n - ^ , 

no kuras pēc X izs lēgšanas dabū centra leņķa cp, resp . tā puses 

' = ! 
note ikšanai v ienādojumu 

(27) 8 ^ = * ( Ä = £ l _ 1 L 3 l ) . 

Konstatēsim, ka t r a n s c e n d e n t a m v i e n ā d o j u m a m 
(27) i n t e r v a l l ā 0 < i < тс i r v i e n a v i e n ī g a s a k n e %, 
j a Ö < k• <C 1 . Vienādojumu (27) var uzrakstīt ekvivalentā 
formā 

sin 6 = £9, 

kurā i evedām divas funkcijas 

/ \ ( 6 ) = sin 0, FS) = №. 

5o funkciju grafikas (zim. 17) ir s inusoīda un taisne, kas iet caur 
sākuma punk tu . Ir uzskatāmi skaidrs, ka abām grafikām bez 
sākuma punkta ir viens un tikai viens krus tpunkts M0, kam atbilst 
lozime 0 0 , ja minē tās taisnes s l īpuma leņķis ir mazāks par s inusoīdas 
sākuma punktā konstruētās t angentes T s l īpuma leņķi. Tā kā 
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Zīm. 17. 

tad vienādojuma (27) saknes eksistences nosacījumu tiešām izteic 
tā, ka k ir īsts pozitīvs daļskaitlis, t. i. 

0 < k < 1. 

Ģeometriskā interpretācijā šis nosacījums rāda, ka riņķa (zīm. 16) 
chordai АЙАГ jābūt īsākai par tā loku AQBAX. Tā tad problēmai ir 
a trodama noteikta ekstrēmāle — riņķa loks, kas iet caur dota­
jiem punkt iem. 

Ir vēl sevišķi jāpierāda, ka ar šo ekstremāli laukuma 5 
nozīme ir maksimālā . 

Minētais reciprocitātes l ikums norāda uz šādu t e o r ē m u : 
n o s l ē g t ā m p l ā k s n e s l ī n i j ā m , k a s i e r o b e ž o 
f i g ū r u a r p a s t ā v ī g u l a u k u m u , r i ņ ķ a l ī n i j a i i r 
e k s t r e m ā l a i s ( m i n i m ā l a i s ) g a r u m s . 

Uzdevumi X. 

1 . Atrast gal īgās formas vienādojumus ģeodēziskām līnijām uz 
rotācijas virsas 

f У = f{z). 

sinusoīdas tangente sākuma punktā veido 45° lielu leņķi ar 
3 - -as i un taisnes sl īpuma leņķa a tangents ir 

tg a = k, 
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I (У — y'2)dx = —. 

Atb. У = \ Фх — 2 .r 2), 

3. Noteikt h o m o g e n a smaga diega līdzsvara figūru, ja diega 
ga rums / un tas piest iprināts divos dotajos punktos AQ, Av 

P i e z ī m e . Diega līdzsvara gadījumā tā smaguma 
centrs ir v iszemākā stāvoklī*). 

Atb. Ķēdes līnija. 

*) Šī uzdevuma robežproblēmas diskusiju var atrast, piemēram, autora 
hektografētās lekcijās . T e o r ē t i s k ā m ē с h a n i к a*. III d , Rīgā, 1936 . 

Atb. Dotās virsas krustošanas līnijas ar virsām 

a r c t g ^ = JF(Z; Cx)d* + CV 

ja funkcija 

pi • c)—Jij/raī±W) 
Cl)- %m V f{z) - CY~ 

un ja ar patvaļ īgo konstant i C, izteic ģeodēzisko liniju dife­
renciālās s is tēmas pirmintegrālu 

dy dx _ 
X T s - y d J = C -

2. Integrālam 

/ И * fcrž) 
noteikt ekst rēmāles , kas iet caur punkt iem (0, 0), ^ l , -^j un 

apmier ina blakusnosaci jumu 

1 
1 



PIELIKUMS. 

Akadēmisko gala pārbaudijumu uzdevumi. 

1923. g . / l * ) . 

1 . Kādam nosacījumam vajaga pastāvēt starp funkcijām P(x, y) 
un Q(x, y), lai izteiksme 

būtu vienas funkcijas U(x, y) pilnīgs (totāls) diferenciāls? 
Aprēķināt funkciju U šādos gadī jumos: 

a) P=x*+y\ Q=y, b)P = x, ®=x?4-y% c)P=y, Q=x. 

b) U = € - ху» + С, с) U = ху + С. 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu 

. ^ + ( 1 + . _ , _ г ) | + л : _ ^ + Зе = 0. • 

Atb. Vispārīgais integrāls 

ŗ - J f - ļ 
Ф\(у - X — z) егх, (у — X —г)еУ-х-* \ = О 

(ar patvaļīgas funkcijas simbolu Ф). 

1926. g./l. 

1 . Sastādīt virsas vienādojumu, ja virsas ikkatrā punktā M vilktā 
tangentplāksne ir parallels taisnei, kas savieno punkta M 
projekciju uz Irjv-plāksni ar tā projekciju uz z-asi. 

Atb. yz = T ^ ) (<p-patvaļīga funkcija). 

") 1, resp. II norāda pavasara, resp. rudens sesiju, kad notikuši gala 
pārbaudījumi un kad Mat. un dabas zinātņu fakultātes matemātikas grupai ir doti 
šādi diferenciālvienādojumu uzdevumi. 
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5. Integrēt diferenciālvienādojumu 

x(cz — by) щ + y{ax — cz) j = z(by — ax) 

(«, b, с — konstantes) , un atrast to integrālvirsu, kas iet 
caur taisni 

ax = by = cz. 

Atb. ax -\- by -f- cz = <f(xyz); (ax 4- *y -ļ- es) 3 = 27 abcxyz. 

I. Integrēt diferenciālvienādojumu 

( . r 4- 1) у — 2 y — ( . r — I) у = 2xe-x, 

ja z ināms, ka atbilstošam h o m o g e n a m v ienādojumam ir 
integrāls formā 

ekx (k — konstante) . 

Atb. Atrisinājumu fundamentālā s i s t ēma : 

4t Ъ = ( * 2 + Зд: + | ) * ~ * . 

Part ikulārais in t eg rā l s : 

/
xe~x f\2dx Cxe~x t\xdx 

7x 4- l ) 2 ~ 7 ) 2 J (X 4- Г) 2 ' 
1926. д. II. 

Integrēt diferenciālvienādojumu 

y'(x* - 1) — 2xy H = 0 [y'=-^j, 

un noteikt to integrālliniju, kas iet caur punktu (2, 0). 

A,U о i n i x "Г" 1 — ^ « 4 - Зд: 4 - 2 
.у = - 1) 4- x ; .У = 2д7 ' 

Integrēt diferenciālvienādojumu 

2 y » ^ 4- Здг2У ^ + 9x*yt + 12x* = 0, 
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l - X а • 

Atb. {xAry)2{z-\) = (zArmx2-y2)- s = ļ±g_̂ . 
2. Integrēt diferenciālvienādojumu 

(P2 -\- q 2 ) x - p z = 0 { P = % *=dļ) 

un noteikt integrālvirsu, kas iet caur parabolu 

I 
У = 0, 
z2 = 2x. 

Atb. Pi lnīgais integrāls аг2=х2-\-(у+$)2; з 2 ^ + yj = 

un noteikt to integrālvirsu, kas iet caur līniju 

X = y, 

yz - f 3y = 1. 
Atb. zy9 +2У = cf(*3 — fjļļ zys + Здг3 — у2 = 0. 

3. Or togonālo koordinātu sistēmā noteikt līniju ar šādām īpašī­
bām : četrstūris, ko veido līnijas kautkura punkta P ordināta, 
ordinātu ass, abscisu ass un tangente punktā P, un trijstūris, 
ko veido līnijas normale punktā P, abscisu ass un ordināta, 
ir ar vienāda lieluma laukumiem. 

Atb. f — X2 = Cy. 

1927. g./ l . 

1 . Noteikt divu argumentu х, у funkciju z = f(x, y), lai 
izteiksme 

zdx — dy 
zy — X 

būtu pilnīgs (totāls) diferenciāls. 

No dabūtiem bezgala daudziem atrisinājumiem izvēlē­
ties to funkciju z, kas ar у — 0 pieņem nozīmi 

I + X2 
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3. Integrēt diferenciālvienādojumu 

* 0 4 1 ( ^ 2 ) 1 - ^ = ^ 4 ^ + ^ . 

ja ir z ināms, ka atbilstošam h o m o g e n a m vienādojumam eksistē 

atr is inājums formā x". 

ja / c O ) = (ax2 4 - + c)ex. 

1927. g / I I . 

1 . Atrast tādu funkciju X(x, y), lai varētu kopīgi pastāvēt šādi 
trīs v i e n ā d o j u m i : 

Щ=$xi — их, щ I = - i)L 

Tādā gadījumā aprēķināt arī funkciju z = J(x, y). 

Atb. X = Ce-^+y*\ z = Ax + ByA-D + ļ ,~^+У\ 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu 

« , L a 9 * a + 6-r + 2 l.^_dy ,,_d2y\ 

у - 6У +9У = — ^ — ķ -dx-' y - i ^ } 
Atb. у = А + c > 3 a ; 4 - C 2 . re 3 A ' . 

3. Integrēt diferenciālvienādojumu 

Я ? Ч 1 ) + ( « - ^ ) ? = 0 ( / = g , « - konstante) . 

Atb. 4 [(я - a)a - d1] = (y 4 ax 4 P ) 2 i s = a (sing. int.). 

1928. g./ l . 

1 . Noteikt divu a rgumentu .r, jy funkciju 2 = f(x, y) tā, lai 

• L 

" ~ У 1/з*~+1 
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būtu diferenciālvienādojuma 

dx + zdy = О 

integrējošais faktors. No bezgala daudziem atrisinājumiem в 
izvēlēties to, kas ar x — 1 top par 

У — 1  
S - 2y ' 

un interpretēt ģeometriski diferenciālvienādojuma vispārīgo 
atrisinājumu. 

Atb. у\&+\)=у{х+уг)\ ** -i- У* + Cy = 0. 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu 

„ А. . X* — X* — \x — 6 ( , dy „ cPy\ 

ja z ināms, ka tā part ikulāram integrālam ir forma 

ax'1 -4- bx - ļ- с 
Л = ^ • 

Ä jK = — + {Ci + ад**, 

1928. д. II. 

1. Noteikt funkciju z — f(x, y) tā, lai izteiksme 

zdx + z%dy 

būtu pilnīgs (totāls) diferenciāls. No tādām funkcijām z 
izvēlēties to, kas ar у = 0 top par ]/x, un tad integrēt dife­
renciālvienādojumu 

zdx -4- z*dy = 0. 

2 2 -

Ху + -д-̂ 8 ± -д ( У2 + - Г ) 2 = COnSt. 
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ax2 -\- bx -\- с (У = I) 
integrācijā a t ras t : I) d ivus part ikulāros integrālus, kas nav 
atkarīgi no kons tan tēm a, b, c, un ar šiem integrāliem sastādīt 
vispārīgo integrālu, apskatot gadī jumus, kad b2 — Aac > 0, 
b2 — 4яс = 0, b2 — 4ac <C 0, II) sakaru starp a, b, с 
tā, lai vispārīgais integrāls būtu racionāla algebriskā funkcija. 

АЛ. l,y**±», taCJ^f = 2 / Д , + , 

(C — integrācijas kons tante) . 

4 , 
II) I z t e i k s m e i ^ ^ jābūt vesela skaitļa kvadrātam. 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu sistēmu 

7 $ - 2x - 3y = 0. 
at 

Atb. X = 6 > - ' + C2e2t, y = - ЪСге-* 4 4 £ > а ' . 

2. Kurām a, b, с nozīmēm diferenciālvienādojumam 

y2p2 + 2xyp 4 ay2 + 2bx A-c = 0 U = dļ^ 

eksistē s ingulārais in tegrā ls? 

Atb. а = — I ; b = 0. Sing, in t eg rā l s : . r 2 + jv 2 = c. 

3 Integrēt diferenciālvienādojumu 

у _ Ъу" + 3 y ' — у = 1 + -t-2. 

jv = ( Q + C 2 r 4 - č > 2 ) ex - Ļv2, 4 6.r 4 - 13). 

1929. g./ l . 

1 . Diferenciālvienādojuma 

jy 2 — r 2 / , _ 
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1929. g. II. 

1 . Integrēt diferenciālvienādojumu 

{x*-y*-z*)p + 2xyq = 2x{z + I) [p = % q = , 

I 

un noteikt integrālvirsu, kas iet caur riņķa līniju 

y = i , 
x* + s 2 = 1. 

Atb. *2 + У3 + -9 + 2s — i(z + i) lo> = я» (— *); 
лг2 + у + s 2 — 2 (s 4 - 1 ) ln>< — 2 == 0 . 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu sistēmu 

dx t 

dy i 

Л T " r — s = cos /, 

. r = ļ [ / 4 - C 1 < ? - ' + (/ + Q cos / 4 (/ 4 Q sin/J, 

y = \ [- 2e' + ( 2 / 4 - 1 4 - Q 4 Q C O S / + (Cs- C, + l)sin/], 

*Щ i - e' + + I / - H Q cos/ - (/ + l 4 Q S I N / ] . 

1930. g / I . 

1 . Konstatēt, ka diferenciālvienādojumu sistēma 

du , , . 
Ыс = U { X + y£)> 

Ту = u ( y + 
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ir sader īga , un aprēķināt tādu atr is inājumu u(x, y, z), kas 
pieņemtu nozīmi 1, ja x — О, у — 0, z = 0. 

Atb 1п и = xyz + - - ^ ļ2 + 

2. Kādam sakaram jāpas tāv starp diferenciālvienādojuma 

y" + Py' + g = o 

koeficientiem p = p{x), q = q(x), ja eksistē divi šī vienā­
dojuma partikulārie integrāli 

У&х)г У2(х) = хУх(х) ? 

Integrēt doto vienādojumu gadījumā, kad 

q — — a2 = const. 

Atb. p2 + 2 ^ — 4q = 0, p = 2a tg (a — ax), 

С + С X 
у = -——-—; ( a — konstante) . J cos (о — ах) 

1930. Q /II. 

1. Virsas punkta M projekcijas uz х- un jv-asi ir punkti P un Q, 
bet A un В ir punktā M vilktās tangentp lāksnes krustošanas 
punkti ar tām pašām asīm. Sastādīt virsas v ienādojumu, ja 
pastāv sakars 

un noteikt to virsu, kas iet caur līniju 

j / = 1 , 
ļ z = Xя. 

Atb. z = хЦ (^)j Z = j . 
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2. Integrēt diferenciālvienādojumu sistēmu 

У + у + 2u = 0, 

z' - | - + z = 0, 

Ц + 2« = 0, 

un noteikt tādus atrisinājumus y(x), z{x), u(x), kas top katrs 1, 
ja X = 0. 

A t b - y = C2 + ( y Q 4- C8 - . - г ж , 

* = у C a 4 (т C l ~~ T C a + -ĻClX)e~2X' 

и = — у C2 + ( | - С, } ļ c 3 - у 

* = т+(т + *И 

1931 . g l . 

1 . Kā jāizvēlas funkcija P(x), lai diferenciālvienādojumam 

būtu divi partikulāri integrāli yv y2 ar sakaru 

% = У\ех> 

у' 
P i e z ī m e . Ir lietojama transformācija -~ =.ss « . 



2?2 . PIELIKUMS 

2 Integrēt diferenciālvienādojumu 

Ato. z — ax A- у 4- ß (pilnīgais integrals). 
ft ~ 1 

1 9 3 1 . g./ll. 

1 . Reducēt uz kvadra tūrām integrāla 

Jy» ļ / | -\-y>* dx [yf t = g w — kons tan te ) 

ekstremālu aprēķināšanu. 

Gadi jumā, kad « = ļ , noteikt ekst remālu saimes v ienādo­

jumu galīgā formā un atrast to sa imes līniju, kas iet caur 

punkt iem A(0, 1) un B(\, 1). 

Atb. ± f iL— = - + b; 4(y-a*)= (* -f л)" ; 

* = - * - ± 4 * 

1932. g l . 

1 . Noteikt virsu, kas iet caur taisni 

j X = a, 

\ у = 2, 

ja šis virsas ikkatra punk ta M projekcija uz .rjv-plāksni, 
koordinātu sākuma punkts un taisnes 

z = 0, 

у =s а 

krustojuma punkts ar tangentp lāksni punktā M a trodas uz 
kopīgās ta isnes . 

Atb. * = Ä ^ Ä 
у — X 
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19 

- . 2 . Noteikt diferenciālvienādojuma 

integrālliniju, kas pieskaras дг-asij punktos (тс, 0) un 

^ ic, oj, un aprakstīt tās ģeometr isko formu. 

Atb. у = 1 - f ļ sin 2x + (Cj + C2x)e,x + C 3 c o s ^ -ļ- Q sin*-; 

у = 1 + ļ sin 2дг -(- sin д: 4 cos л-. 

1932. д./II. 

1. Integrēt diferenciālvienādojumu 

и_уад^ — myx^q =• з(пу2 — ntx2) 

= ^ = w, w — konstantes^, un atrast to integrāl­
virsu, kas iet caur or togonālo hiperbolu, ja šī hiperbola 
atrodas plāksnē s = £ un- tās asimptotas rodas koordinātu 
kaktu bisektoriālām plāksnēm krustojoties ar plāksni z — b. 
Minētās hiperbolas reālās pusass garums ir a. 

**t- i •> • ox b[m 4 - n) xy Atb. z=xyy{mxi-\-nyl)\ z— . 
у {tnx^+ny^+na^imx^ny^-ma2). 

2. Atrast diferenciālvienādojumā 

У + У1 + Ь + <p(*) = о 

funkciju y(x) tā, lai šī vienādojuma diviem partikulāriem 
atrisinājumiem yv уй būtu sakars 

Уш = bi 4 I -

2 * ™ 3 ^ + 1 8 -
y(x) = : 1 4 - g-^; ~ = C]/x (vispārīgais 

У - 3Tv + 1 

integrāls). 
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1933. g./l. 
1 . Noteikt plāksnes līniju, kam l iekuma rādija projekcija uz dolo 

p lāksnes taisni būtu pastāvīgā lielumā a. 

Atb. sin — aj = ße« (a, ß — konstantes) . 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu 

/ Ч У . - ^ . * г-2 + C O t 2 * (->'=£• У = ļ$) 
Atb. ^ C ^ C ^ - ^ - ^ - ^ ^ c o s S . v + ^ s i n ? , . 

1933. g II. 

1 . Noteikt diferenciālvienādojuma 

д 3 дг 

х- jv— = z 
дх ду 

integrālvirsu, kas iet caur līniju 
l X = y, 

1 z = xs, 

un šīs virsas as imptot iskās līnijas. 

Atb. z = x*y; X = C\, ху1 = C2. 

1934. g l . 

1 . Sastādīt p i rmās kārtas v ienādojumu ar parciāliem atvasināju­
miem, ja tā pi lnīgais integrāls ar patvaļ īgām konstantēm avnb ir 

y\x* + a) = (z + b)"*. 

Integrēt sastādīto diferenciālvienādojumu. 

Atb. pq = xy. 

2. Noteikt p lāksnes līniju, kam ikvienā punk tā vilkta tangente 
un normale ar koordinātu asīm veido četrstūri ar savstarpīgi 
pe rpend iku lā rām diagonālēm. 

Atb. Riņķu l in i jas : х* А- y> + Cx = 0. 
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19* 

1934. g II. 

1 . Diferenciālvienādojuma 

integrācijā noteikt sekojošo : a) atrast tā vispārīgo integrālu, 
b) atrast ;ŗys-koordinātu sistēmā integrālvirsu S, kas iet caur 
līniju 

ļ X = 0, 

1 4y + zb = 0, 

c) izteikt integrālvirsas 5 punkta koordinātas x,y,z ar diviem 
parametriem и un v, starp kuriem pastāv sakari 

и - j - у -— z, 

n2 - ļ - V2 = X. 
Atb. a) z = уфх2 — z% b) 4y = ЪхЧ — z\ 

с) X = и2 + v2, у — иь - f vb, z = и -f- V. 

2. Noteikt or togonālas trajektorijas līniju saimei, kas polārās 
koordinātās noteikta ar vienādojumu 

r2 = a2 In ^ ( С — p a r a m e t r s , « — konstante). 

Atb. r2 (cos 2cp + C) + a2 = 0. 

1935. g l . 

1. Liniju saimei 

у — д-а _|_ 4.rjy -j- C r = 0 (С — parametrs) 

noteikt ortogonālās trajektorijas un konstruēt abu saimju Ūnijas. 

Atb. у* - f Ъх2у + 4л- 8 = С. 

2. Integrēt diferenciālvienādojumu 

n dz dz . n 

2*Я дх - x z d y + x y = °' 
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un noteikt integrālvirsu, kas iet caur riņķa līniju 

s = 0, , 

_r2 + У1 = y. 

Atb. a) Vispārīgais in t eg rā l s : x2 - f 2y- — cp(jy2 — s 2 ) . 

b) Integral v i rsa: O a + f 4 s 2 ) 2 - y* •+• s 2 = 0. 

1936. g. / l . 

1 . Integrēt diferenciālvienādojumu sis tēmu 

dy 
dx 

dz 
dx 

- 3 y - JX 

+ (1 - a*)y - 2 = 0, 

un noteikt to integrāllīniju, kas iet caur koordinātu sākuma 
punktu gadījumā, kad а ф 0. Atrast šis integrāllīnijas 
robežstāvokli , kad а —•> 0. 

Atb. I) 

II) 

, ЛХ ( \ ch ax - ļ - - sh ax — 
\а* я a v 

* ( ) - i 2 ) ( c h ö . r - 1), 

(.r 2 4 - 2x), 

X2 

2. Noteikt diferenciālvienādojuma 

2 2 ( ^ 2 - ļ- ^ 2 _ļ_ 4) — 16 = 0 /, dz дз\ 
\ Р = = д х ' q = d y ) 

pi ln īgo integrālu un to integrālvirsu, kas iet caur riņķa līniju 

ļ s = 1, 

i 4 ( * 2 + У0 = 3 . 

Atb (a.r4jv4|3)2= ^ - Й 4 — г а ) (a, (3—patvaļīgas konstantes) ; 

(Уд.» + y-*± ļ / 3 ) 2 = 1 - vai д:2 4 У = I -
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( - ) ' - ( \dx) Vi tīt 
ду) 

2z 

pilnīgo integrālu, karakteristikas un to integrālvirsu, kas iet 
caur parabolu 

X — 0, z = y2. 

( * У 1 + yf Atb. 2(a2 —l)z = (ax+y + ß ) 2 ; z 

2. Atrast diferenciālvienādojuma 

xp* _ 2yp 4- X + 2y = 0 {p = d-£j 

vispārīgo un s ingulare integrālu. Grafika. 

Atb. C2x2 + 2C{x — y) + 2 = 0 (parabolas); 
у2 — 2xy — X2 = 0 ( taisnes). 

1936. g / I I . 

1 . Noteikt diferenciālvienādojuma 

I ^ I i л (\ dz dz\ 

pilnīgo integrālu un to integrālvirsu, kas iet caur taisni 

ļ i = 0, 

l у = X. 

Atb. (z -ļ- о 2 ) (ах + y) = ß ; 8 = 0 un у = x, 

2. Noteikt integrāla 

0 

ekstremāli , kas iet caur sākuma punktu un punktu (1, 1). 

Atb. X2 + y2 = 2x. 

1937. f / I . 

1. Noteikt diferenciālvienādojuma 
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1937. g./l l . 

1. Noteikt parciālā diferenciālvienādojuma 

pi lnīgo integrālu, s ingula ro integrālu un to integrālvirsu, kas 
iet caur līniju 

integrāllīniju, kas iet caur punk t iem (0, 0), (0, + I), ( + l , 0) 
Atb. Xх + y% - X — у = 0. 

1 . Pieradīt , ka divu parametru о un p līniju saimei 

я? 4 У* 4 6^ a = a, 2x* 4- fty2 -ļ- z2 + 4xy — ß 

eksistē virsas, kas krusto sa imes linijas taisnā leņķī. Atrast 
šo virsu ga l īgās formas v ienādojumu un noteikt to virsu, 
kas iet caur punk tu (1, 1, 1). 

Atb. z\x 4 Ь) = C(2x — у)7; С = 3 . 
2. Atrast di ferenciālvienādojuma 

Atb. z=x2(axy 4 ^ . r 4 4 ßj ; x=0; z=x2 

2. Note ik t parastā diferenciālvienādojuma 

x=Q;z=x2unг=х2(4х* - 4xy-Ļ\). 

(1 4 - y'2)y"' = Зу'у 

1938. g./ l . 

vispārīgo un s ingularo integrālu. Grafika. 

Atb. 2Cy = (x 4 C)2; jv = 0, j 
2.r. 



Pamanītās iespieduma kļūdas. 

Lap.p.: Rinda: Iespiests: J ā b ū t : 
25 11. no augšas Фх, <!>(>, 
34 4. „ „ у<"-Ъ У " - 2 > 

64 6. . . (12) & (7) g*» 

1/3 ]/ 2 
65 1. no apakšas -ģ- — 

я " 
96 5. _ i: Щ bi S а,-

i 97 4. no apakšas 

198 8. no augšas 

238 8. no augšas 

r.-ii 
99 12. „ „ jw e ** ^ a i * 

152 9. . . Ф ; , * ' q 

154 12. „ . „ % + % + 

162 8. . . (17) (14) 
170 10. . . (8) (10) 
195 3. no augšas (5) (6) 

dg df 
dz dz 
dfi Vi 
dg dq 

206 3. . k2 = C

a # Ā ~ щ 

232 7. no apakšas (3) (4) 
df dj df dq 
dq dt dq dt 


