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§ 1 . Основные определения и примеря расширений 

топологических пространств.

В настоящей работе будет подробно рассмотрен один 

важный способ расиирения топологических пространств, ос­

нованный на понятии пространства близости ( инфинитези­

мального пространства), введением советским математиком 

В.А.Ефремовичем, Однако предварительно мн приведём обзор 

основных понятий и важнейиих способов расширения тополо­

гических пространств.

1 . Всякое множество И , лежащее в топологическом 

пространстве £  , можно рассматривать как топологическое 

пространство, причём открытые множества в пространстве М 

определяются как множества вида МЛ Г , где Р открытые 

множества в £  • Яри этом аксиомы топологического простран­
ства ( см. [ 11 стр. 8ВВ) выполняются. Из этого определения 

топологии в N  следует, что замкнутые множества в ГП -  

это множества вида М ЛР , где Р замкнутые множества в R» • 

Так как окрестности в М какой-либо точки М суть мно­

жества вида М Л Р(^7 , где -  окрестности точки * в 

R, ,  то точка тогда и только тогда является точкой 

прикосновения в пространстве М для данного множества А -  М , 

когда она является точкой прикосновения множества А в R- . 

Другими словами, M£A] - M O R ,[ A ]  *) для любого А £.М .

*) иОдГ1[А ] и R [A ] понимаем замыкание множества А , 
соответственно, в пространстве Н и в  пространстве £  .
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1аким образом, пространство R индуцирует «естественную* 

топлогию в любом своём подмножестве.

Топологическое пространство £  называется р а с ­

ш и р е н и е м  топологического пространства М , если 

оно содержит Н в качестве всюду плотного подмножества, 

причём топология в М j индуцируемая пространством £  , 

совпадает с исходной.
8 . Интересен случай, когда & -  бикомпакт, т .е .  

хаусдорфово бикомпактное пространство ( определение см. 
[11 стр .а ^ ) , и потому, как легко доказать, М вполне ре­

гулярно. Яри этом 7^-пространство М называется вполне 

регулярным или тихоновским, если для любой ТОЧКИ Х€ И и 

любого замкнутого множества Ас  М , не содержащего эту 

точку, существует действительная непрерывная функция 

Об 1 ,  определённая на всём пространстве М , рав 

ная нулю в точке аС и единице на множестве А  .

Теория бикомпактных расширений берёт своё начало 

из ставших уже классическими исследований советского мате 

матика A
x ^ x  Тихонова, который полностью решил вопрос о 

включении вполне регулярных пространвтв в бикомпакты того 
же веса . ( Определение веса см ., например,[*1стр.

З след за исследованиями ^.Н. Тихонова встала естес­

твенная задача: исследовать совокупность бикомпактных 

расширений данного вполне регулярного пространства, не 

ограничиваясь расширениями данного веса.
Впервые эта задача была решена чешским математиком 

Чехом ( i 6 J . Яц было построено бикомпактное расширение
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вполне регулярного пространства R,, которое можно 

непрерявно отобразить на всякое бикомпактное расширение

пространства R, так, чтобы точки R. оставались неподвиж­

ными. Пространство строится следующим образом. ^ерётвя 
множество экземпляров сегмента № '*3  числовой прямой в _ 

таком кооркинальном числе г  , как велика мощность множества 
<Ь всех непрерывных отображений про странсива f t  в отрезок 

в берётся топологическое произведение ( определение 
см. Г1 ] с т р . ) R.r  всех таких сегментов и устанавливается 

следующее отображение ļ  пространства R  в R ' : каждой 
точке х е  R ставится в соответствие та точка R r  , коорди­

наты которой суть образы точки при различных отображе­
ниях системы d) • Отображение -  топологическое. ° но 

ставит в соответствие пространству R  некоторое множество
. ^амнкание в R.r  есть бикомпакт •

Исследования % ха были продолжены советским матема­

тиком И,С.Александровым. построены бикомпактные расви-

рения R. и of' R. регулярного и вполне регулярного простран­

ства R , которые могут быть также непрерывно отображены

на всякое бикомпактное расширение пространства f t  так,

что точки R при этом остаются на месте, и доказано, что 

пространство R и чеховское расширение ybR совпадают с 

точностью до гомеоморфизма, оставляющего неподвижными 

все точки R , для всякого вполне регулярного пространства

Иусть Н  i  И 1 -  два открытых множества в хаусдорфовом

пространстве R, . Н ’ называется регулярно включённым



в Н , если замкнутые множества и Й[Н '] не пересе­

каются. Н ' называется вполне регулярно влюченным в Ы , 

еслж^х Н и ß [Нефункционально отделены, т .е .  существует 

действительная непрерывная функция опре­

делённая на всём пространстве R , равна* нулю на мно­
жестве R [H ']  и единице на множестве R 4  Н . Система 

-{ М }  открытых множеств И пространства R, называется 

регулярной (вполне регулярной), если для каждого элемен­
та 1-1 системы £  имеется Н*б£? А регулярно (вполне регуляр­

но) включённый в М . Центрированная *) регулярная (впол­

не регулярная) система (м )  открытых множеств пространства 

R  называется регулярным (вполне регулярным) концом 

пространства R , если она не является подсистемой ника­

кой отличной от неё центрированной регулярн^вполне регу­

лярной) системы открытых множеств пространства R  (свой­

ство максимальности). Методом трансфинитной индукции до­

казывается, что всякая регулярная(вполне регулярная) цен­

трированная система ff открытых множеств содержится по 

крайней мере в одном регулярном (вполне регулярном) конце. 

Обозначим через«<К. (черезоС’ К^) множество всех регуляр­

ных (вполне регулярных) концов данного регулярного(вполне 

регулярного) пространства R . Топология в множество 

( oč’ R ) вводится следующим обраиом. Обозначим через Оц

* )  Си с т в м а  множеств называется центрированной, если 
пересечение любого конечного числа множеств этой 
системы не пусто.
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множество всех регулярных(вполне регулярных) концов, име­

ющих данное открытое множество Н в числе своих элементов. 

Множества Он  , а также всевозможные суммы таких множеств 

определяются в качестве открытых множеств пространства^ R 

(пространства^'^ ) .  о ТИм путём пространствами, и М R пре­

вращаются в хаусдорфовы пространства (доказательство имеет­
ся, например, в [2} . Можно доказать, что система всех окрест­

ностей какой-либо фиксированной точки данного регудярного 

(вполне регулярного) пространства R  является регулярным 

(вполне регулярным) концом, *аким образом, каждой точке 

пространства R соответствует некоторый конец, т . е .  точ­

ка пространствам и (M ’R, ) .  Ь силу выполненной аксиомы 

отделимости Раусдорфа двум различным точкам И соответ­

ствуют различные концы, ^-аким образом, установлено взаим­

но однозначное отображение пространства R в oč R  (соответ­

ственно, в к 1 R, ) ;  так как множества Сообразуют базу 

MR, («/’R. ) , то это отображение является топологическим.

Поэтому можно отождествить каждую точку Xt R. с соответ­

ствующей ей т о ч к о й - ^ R,) , т . е .  считать, что R. содер­

жится в M R, ( BC/ 'R )  В качестве всюду плотного подмножес­

тва. Другими словами: <Х R. и «Z'R суть расширении простран­
ства R . Доказано, чтоМИ и ^ ’к -  бикомпактные расшире­

ния (см. [21 стр. ) .

Приведём пример ещё одного бикомпактного расширения 

пространства R ,  так называемого расширения со R

y / a l l m a n ,  L e cH ice s  a n d  s p a x e s t
3 9 R 9 3 « )  М 2 -< 2 1
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Под точками R. понимаются максимальные центрированные 
системы замкнутых множеств пространства R • £ сди *£ {А) -  

такая система, то элементы А этой системы называются коор­

динатами точки . £ сли А -  Фиксированное замкнутое мно­
жество пространства £ , то через (Ь обозначим множества 

тех точек , которые имеют данное множество А в

числе своих ко о р/дин а т . Множества типа d)A , а также все 

множества, являющиеся пересечениями любой совокупное!и 

множеств ф д  , определяются как замкнутые множества прост­

ранства . доказано, что со R -  всегда бикомпактное Т, -  

пространство. Далее доказано, что для нормального простран­

ства R, пространства R , «/'R 1  0 0 R совпадают с

точностью до гомеоморфизма, оставляющего неподвижными все 

точки R .

Дальнейшее развитие теории расширений топологи­

ческих пространств связано с так называемыми И -замкну­

тыми пространствами, введёнными советским математиком 

П,С,Урнсоном.

Пространство называется Н -замкнутым, если оно 

замкнуто во всяком объемлющем пространстве иди, другими 

словами, если оно не имеет никакого не совпадающего с ним 

расширения.

Американский математик ^ . с тон доказал для всякого 

хасдорфова топологического пространства существование 

И -замкнутого расширения того же веса, что и исходное
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пространство * ) . Но в его работе применяется обширный 

алгебраический аппарат. Водное решение этого вопроса 

( т .е .  построение для  каждого хаусдорфова пространства 

W -замкнутого расширения того же веса) подучено, причём 

чисто топологическими методами, советским математиком 
С Л .  Фоминым [1 3 J , И , [1 а ]  .

**. В математической физике часто приходится решать 

так называемые граничные задачи, т . е .  строить функцию, 

определённую на некоторой области Q , удовлетворяющую 

в ней предписанным условиям и некоторым условиям на гра­

нице области, ^ри этом очень часто обычное определение 

границы оказывается недостаточным. 0  Ä M связаны различ­

ные обобщения понятия границы. Вот пример одного ии них, 
данный советским математиком ^.Д.^ышкисом [& ] • Пусть 

имеем непустое хаусдорфово пространство £  . Всякую непус 

тую совокупность его открытых множеств будем называть 

семейством и обозначать И . Пусть дано некоторое мно­

жество ПТ семейств в £  . Вв 0 дём топологию в множество 

к и П Т  следующим образом. Пусть Н -  открытое множес-- 

тво в £  ; тогда под Н* будем понимать объединение Н 

с совокупностью всех семейств , для которых при

некотором М будет Q  с  • ^удем считать каждое та­

кое г-i окрестностью любого своего элемента, доказано,

) М . S io n e  , A p p lic a iio n s  о / ЧМе ic o r iy  о /  B o o le a n  

r in q s  То i l ie  q e n e r a f  T o p o lo ^ i , T r a n s . A m e r  . M a ik .  

Soc. ^ 4  ( 3 )  ^ 9 3 ^ }  3 7 5 - W -
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что при определённых условиях, налагаемых на семейства 

множество kUTTt является хаусдорфовым простран­

ством, в котором R, всюду плотно, в топология простран­

ства R , рассматриваемого как подпространство RUTH , 

совпадает с исходной, '^акш образом, пространство ß U JYI 

есть расширение пространства ß .

МножествоТП называется границей R. в широком смысле, 

а семейства -  обобщёнными граничными точками £  • 

«Палее доказано, что всякое расширение регулярного про с* 

транства £  подучается присоединением к £  некоторой его 

границ* в широком смысле7Г[ , конечно, с точностью до гомео­

морфизма, оставляющего все точки £  на месте.
В работе 1^1 А,д,МНШКИсом разобран вопрос эквива­

лентности некоторых способов введения границы.

ö. В настоящей работе будет рассмотрена связь расши- *
рений иопологических пространств с пространствами бли­

зости (инфинитезимальными пространствами),которым посвя­

щается следующий параграф.

§8. Инфинитезимальные пространства.

1 , В 1P3Ö Г оду В,А.йфреМ 0В И ч ( [§] , [ö ] > [? ]) ввёл 
•* • “

новый класс пространств, аналогичных топологическим, ко­

торые были названы им инфинитезимальными. 3 эпх прост­

ранствах операции вводятся не на основе понятия окрест­

ности или замыкания и т* п ., как в топологических, а на 

основе понятия близости подмножеств, конечно, при этом
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соотношение близости должно удовлетворять определённой 

системе аксиом.

Мн будем говорить, что непустое множество М явля­

емся общим инфинитезимальным пространством, если в нём 

абстрактно задано соотношение близости между подмножес­

твами: именно, для любых А£ М и В -М  дано, будет ди А 
близко 6  (в записи Аб В ) или нет ( А& В )• (ом .(7 1 ) . 

Причём будем считать это соотношение симметричным: если 

AS В > то BSA .

Пудем вводить в И топологию следующим образом: при 
АСМ СА] (где[А ] замыкание множества А в простран­

стве М J состоит из тех и только тех элементов о / N , 
для которых ( д ) $ А  • ^огда, для того чтобы М было топо­

логическим пространством необходимо и достаточно, чтобы 

одновременно выполнялись условия:
1 0  е сд и А $ { е}  > , то (А (76 ) б ( л )  j

2° если абА  , т о ( а 1 $ А ;
3 0  если {а} 8 [А], Т О { & } 8 А ;
4 ° для любой точки а с  М , {а}  5 А ;

6° ©ели B S A ,^  А , т о  6 8  А

3 йОбходимостьж_ Пусть имеем топологическое про стран 

ство М . 3  нём выполняются аксиомы:
1) [A U B3 £ A ]U [6 ]
i )  А  £ [A ļ

3) a A ij  -£ АЭ

4 ) СА] - А
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Условие 1° следует из равенства ! ) .  действи­
тельно, если {а} З А  и{а}8  6 ,  то а с  [Aļ щ ьд  с [AUAļ 

и, след овательн о ,/а )S f A l / ß )  .

Предположим, что условие 8° не выполняется, т .е .  

имеется точка а с А  с М * для которой { л }  5 А ,Н0  
тогда 0.6 [ A ļ  И, В силу аксиомы 2 ) ,  а с  А ,

Пусть [£ A ļ]-[A ļ . d jo  означает, что если ае[[^]]  

то 0.6 fA ] или, если ( a ļS [ A ļ  , то {o.J3A . Усло­

вие 3° также выполнено.

Л, наконец, условие означает, что в М нет 

ни одной точки О_ , для которой было бы *(а}8 Л , 

_АО статочностьЛ Покажем, что из условий 1 0  -  5 ° »• 
следует выполнение условий *) -  * ) •

Докажем равенство 1) по точкам. Пусть a .6[A ļp[6j? 
т . е .  8 А к 5 Е> .Н о  тогда { л )  3 СА I/ В ) 

и, следовательно, 0.6 £AU6] . Обратно, пусть а.с[АМВ1 
т . е .  { а  ļ 3 [A U 5 )  З А  , (а }  8 (А U& ß  , Откуда 

в силу условия ° 0 и, следовательно, 
аб[А]12[Е>] • в ключение 2) срау следует из условия

2 ° .  Действительно, если CL^AC М и 8 А * то 

а с  [A ļ . Равенство 3 ) следует из условия 3 ° .  ^сли 
a6 [fA ]J , то } 8 [Aļ следовательно, ( а )  ЗА > т , в . 

[[А]] 2  ГАЗ • Пусть имеется точка acffA ļj такая, что 
CLG [A ļ ,  1огда {aļS  CAļ и {ö^SA , что противоречит 

условию 3 ° , На к О нец* т < В в  дД я  любой точки ОбМ, {а}ЗА , 

имеем [Aļ = А ,  достаточность доказана.



Если вМ выполняются аксиомы 1 0 -  °0 , мы будем называть 

его инфинитезимальным пространством.

Аля того чтобы М стало Т, -пространством необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось условие:

б° тогда и только тогда, когда .

Ьудем использовать первую аксиому отделимости в фор­

мулировке: каждое множество, состоящее из одной точки, 
замкнуто, т .е .  (см. t 1 ! стр. a ü l ) .

ц еобходимоууь.^усть и в ^'огда
61 * С/И] 5 ^ , т . е .  ö.= b  .

Аос£аточностьж и усть выполняется условие $ ° , HOĈÖ J# 

'^огда имеется точка i»1* а  такая, ч т о ^ ^ /^ -Н  , т . е .  

откуда. 4>- а  .
и ри выполнении ö ° аксиомы 8 ° и *° становятся след­

ствием из остальных, действительно, пусть а -М  .  м з ак­
сиомы ö ° следует, что '^огда в силу аксиомы 6 0

•fß}8 А • А ДЯ доказательства'условия *° достаточно 

взять . х огда и, следовательно,

^то доказательство неприемлемо в случае, когда 14 состо­

ит из одной точки, "егко проверить, что тогда все аксио- 
-*т 

мн будут выполнены лишь при одном определении близости в
. ^менно, если объявить:-{л)5 И М ^Л .

3  остальных случаях введения близости в не выпол-

нявтся по крайней мере одна из аксиом 1 0 -  6 0 .

Топологию в общее инфинитезимальное пространство 

можно ввести ещё несколько иначе. Назовём множество ^ А 

8-окрестностью множества А , если .  ^удем
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считать, что точка М принадлежит замыканию СА] мно­

жества А сМ  , если любая её S-окрестность содержит по 

крайней мере одну точку множества А . ^ба способа введе­

ния топологии в М равносильны, действительно, пусть{л}5А> 

но найдётся 8-окрестность точки О. такая, что (rVb(A)b(Q) 

их 1/а нА=Л . *то означает, что Ас М" Ua. и , следовательно, 

A 5 { a ļ  , что невозможно. Обратно, пусть для любой 8-окрест­

ности U Q ТОЧКИ а. будет^лПА/д, но 5 А , ^огда Н^А 
есть 8-окрестность точки CL С/Н 4  А ) )  = Ab ( а } , но

М хАПА = Л .
3 . А .Ефремовичем в работах М  была предло­

жена другая система аксиом, ^менно:
1* АЗС , Ь ЗС  равносильно ( A ^ j S С

** равносильно

Е если при любом разбиении пространства на ко­

нечное число слагаемых найдётся хотя бы одно слагаемое 
бесконечно близкое и к А ,и  к В , т о А $ 6  .

Ез последней аксиомы следует:
Е* если AS& , то имеется 8-окрестность 

множества А такая, что Ц& & & .

действительно, если AS& # то имеется разбиение 

пространства на два слагаемых Ь/А и & таких, что 

Д с и А и U 6 SA .

Однако из системы аксиом Е$ре м о в и ч а  с д в дуе т  

выполнение аксиом х° -  0 0 . 3  самом деде, достаточно только 

проверить выполнении условий Е° и Ö ° .  AQкажем сначала, 

что из условия 1  сразу снедет ° 0 , действительно, пусть
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& ŠA t 3>A , Мы можем написать: А,= A.UA г откуда, в 

силу , В $А  • •‘■еперь покажем, что выполняется усло- 

вие;а о /  если А 8 [В ] , то AS б * и з  которого, очевидно, 

следует условие * ° . Адя доказательства предположим 
противное, т .е ,  что А 8 [6 ]  , но А8 £> 9 '•‘•огда имеется 

разбиение пространства Н - А ^ В ,  такое, что А^А, 

А 8 6 , и в НрИ Этом 1В] с  Е>( . и усть , тогда

CL  ̂ Д<8 В , откуда {л} 8 В и d f  СВ] , «*алее, так как 

[В ]с б,8А  , будет[Ь ]8А  , что противоречит условию.

^нфинитезимальиои пространство, удовлетворяющее 
аксиомам 1* -  будучи рассматриваемо как топологическое, 

является вполне регулярным пространством. 0  самом деле, 

достаточно проверить только выполнение тихоновской акси­

омы отделимости ( т .е .  для любой ТОЧКИ CL̂ M и любого 

замкнутого множества А сН , не содержащего точку CL , по­

строить действительную непрерывную Функцию / 6 0  ,о ^ /б О < 1 , 

определённую на всём М , равную нулю в точке d  и едини­

це на множестве А ) ,

^ак как А замкнуто и А , то{ а}8А  в Следова­

тельно, имеется 8 -окрестность точки ö_ такая, что t^SA ,

Обозначим и М ^А -Г , w ^огда

имеем С  5 (Th ) и ГА S (М  \  Р ,] . Причём [Го] -  Q  >

а так как Р, бА , то £ ß } 5  Д и, одедоватвльно,[Р1]^М'А=Р, 
“так , *

CPo ļ  г,Z z

и редположим, что уже построены множества 

ного натурального и и так,

Рд (для дан-

что при р< р '



будет ГА S fH ) или [ С р -  Cķ • А ля И ^4 »то действи­

тельно сделано, возьмём В силу аксиомы
имеется множество Угр-ч такое, что 

Л*'"*' г-
Š О Ы « ; » rž .S  CMS г * *  ) иди

£ L P ^ J  £
^тсюда следует, что для всех двоично-рациональных чисел 

2 = ^  , 4 можно построить в Н множествая
так, что t a $- и при всех с , [^ч] • Положим

теперь для всех остальннх л О < ^<  4 , С .  AQ_

кажем, что всегда при , будет а  самом

деле, беря двоично-рациональные числа и 1 ' так, чтобы 

/<  Z < < -С , имеем G -  > зн а ч и т Д С ^ П У К  C v £

£  , что и требовалось. Наконец, положим , для

,и r ^ - N  , для 4 > 4  • и остроим теперь для каждой

точки ХбГИ некоторое сечение в множестве всех дей­

ствительных чисел: именно, отнесём число £  к нижнему 
классу Ах , если X не содержится в П< , и к верхне­

му классу Ь* , если х е  Pi , **то сечение определяет не- 
•ч

которое число Tr t пррчём, очевидно, . дру­

гими словами, определена функция/o«>W= во всём про­
странстве П • И ри ЭТОМ /о,« 6х )- °  И /о.1 &)= 4 при ХвА .
4  Докажем теперь не прерывность Функции в каждой точ­

ке X . ^зяв произвольное £>°> рассмотрим множество 
Ufr) - Г?7*г J , X e а х огда для всех то­

чек X 'f t / f / )  имеем , Т.е.ДО»,,(Х)-Д-

что и требовалось. х аким образом полная регулярность про-•R 
страной в а М доказана.
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^сли И заранее задано как топологическое простран­

ство и одновременно ка инфинитезимальное, причём тополо­

гия введённая в И по заданному соотношению близости, сов­

падает с исходной, то мы будем говорить: топологическое 
пространство М превращено в инфинитезимальное. й  следу­

ющем параграфе будет показано, что одно и то же тополо­

гическое пространство может быть превращено в различные 

инфинитезимальные.

§ Связь инфинитезимальных пространств
■ ■  «в» В .  *  —  • •  е в  • • •  —  —  в м *в а н в  «  * » а м в

с расширениями топологических пространств.

♦К*  Пусть дано 7  -пространство М и его Т ( -расши- 

рение R, . Таким образом, Г1 является всюду плотным под­

множеством к  . ^ы введём в М соотношение близовти сле­

дующим образом: будем считать, что при А£ М и В -  И  , 
АЗ &  тогда и только тогда, когда ^[А] Л А (где 

под R(Aļ понимается замыкание множества А в простран­

стве ß  ) .  Так введённое соотношение близости будет удов­

летворять всем аксивмам инфинитезимального пространства. 

Действительно.
ö ° ^сди A S B , т .е .  R [A ļa R [6 J ^ A  , то и R(ßJO 

Л £[А]/Д . С де до в ат е льно, 6  8 А ,

1° Отметим сначала, что так как R, есть Т, -  

пространство, то
$оли и , т .е .  R [A J и

ß [ ß j  , то c^ē R MUR[Ē>] — R fA u ß J  .Следовательно,
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2° Если c if  А , то d f  RCAļ и, следовательно/c ß  SA.
3° Если fa ļSH[A] то c if  R[М М ] = R£А] . Значит, 

M S A  . , , _
4° Для любой точки etc М R n a j J ^  R [А] - A f т . е . $А 
о0  Если б З А .э д ,  то К[&ЗЛКСА] £ RC3] л ц  [А,] = л  и

&ŠA .
0° 5сли Ь , то R ^ j j  Л R E/ М ]  = Л , т . е . ( а }$(4>} 

ЕСЛИ Н  , то К [(а )]Л « ({ Ь )1 -А  . А так как
R(/Ä J7 -Q H , то <Х  ̂ 6  .

Кроме того, при таком способе введения близости в И 

выполняется условие:
7° Если AS {л} и P>S-(a} , то ASß>

Действительно, пусть А8{Я } И Ь ЗЛ *}, T .e.Q .eR[A ļ и  

0.6 R£ß7 . Значит, сцс R[A] Л R [ßJ /  А , т . е .  AS ß  .

При атом топология в М , индуцируемая данным соотно­

шением близости (c if  MCAJ тогда и только тогда, когда 

{ л } 8 А ), совпадает с исходной. Действительно, пусть о с М , 

acMfAJ* тогда cif R£А] и, следовательно, {a} S А . Обрат­
но, пусть (а} 8  A , T.e.Q-fRCA] . Так как c if  М , имеем 

аеМ СА] , что и требовалось.

Ясно, что эквивалентные расширения (между которыми 

возможен гомеоморфизм, оставляющий точки М на месте) ин­

дуцируют одинаковое соотношение близости между подмноже­

ствами М •

8 , Как видно из предыдущего пункта, теория инфините­

зимальных пространств тесно связана с теорией расширений 

топологических пространств. А,д.МЫшкис в одном важном 

частном случае показал полную двойственность этих теорий
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В работе [р] рассматривается непустое регулярное то­

пологическое пространство М и его регулярное топологичес­

кое расширение R, , удовлетворяющее условию:

А) каждая точка R^M является пределом некоторой 

последовательности (счётной) точек Н •

При помощи расширения R. , М превращается описаниям 

выше способом в инфинитезимальное пространство. Далее 

для пространства М , превращённого в инфинитезимальное, 

определённым образом строится расширение R» и доказыва­

ется, что при некоторых условиях, налагаемых на инфини­

тезимальное пространство М , расширения R, и R. экви­

валентны, и R индуцирует в М соотношение близости, пол­

ностью совпадающее с исходным.

Удалось несколько расширить класс расширений, при ко­

торых упомянутая двойственность имеет место. Именно, двой­

ственность не нарушится, если условие А) в определении 

расширений заменить условием:

Б) для каждой точки R4 N существует множество

, имеющее точку л  единственной предельной.

Ясно, что расширения, удовлетворяющие условию А), 

удовлетворяют также условию Б ) . Однако обратное неверно.

Пример. Рассмотрим множество М всех трансфинитных чисел, 

меньших CJ, (см. [1 ] стр. 8 9 ) ,как топологическое простран­

ство с дискретной топологией. (Топология называется ди­

скретной, если замыкание любого множества совпадает с 

самим множеством, ом. стр. )•  Легко виде/ть, что М 

регулярное топологическое пространство. Добавим к И  точ-
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ку • Окрестностями точки tJ j  будем считать сегменте 

[«4 ,0 ,1  , где 4  любое трансфинитное число < о ,  .  Легко 

видеть, что пространство R-M UcJ, регулярно. Кроме того, 

пространство R удовлетворяет условию Б ). Действительно, 

.цюоое множество вида [«<, со () имеет единственной пре­

дельной ТОЧКОЙ. Однако, R не удовлетворяет условию А): 

в М нет никакой счётной последовательности, сходящейся 
к точке о ,  .

3 . Пусть имеем непустое фиксированное регулярное 

топологическое пространство Н  ; под р а с ш и р е н и ­

е м его (на протяжении настоящего и следующего пунктов) 

будем понимать регулярное топологическое пространство R , 

в котором М всюду плотней выполняется условие Б ) . 

Буквой , быть может, с индексами будем обозначать мно­

жества, открытые в М • Будем считать, что М уже превра­

щено в инфинитезимальное пространство, и удовлетворяются 
.0 „0условия 1 -  7 .

Непустую совокупность (Л бесконечных подмножеств 

п ростран ства^  назовём к о н ц о м  этого пространства, 

если удовлетворяются условия:
с<) еели А € <Л и 13£01 , то А 3 В ļ

) если Л бА еО ! * т 0  ;

если А £ , то существует М такое, что

A n t j -Л , а для любого &€ (Л будет ) в  01 ;

£ ) 01 имеет по крайней мере один элемент /-^  , 

обладающий свойствами:
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если А €01, то имеет подмножество £  , не

имеющее предельных точек в R , такое, что A S ( )

L ^ X S€07 , где £  любое подмножество f не 

имеющее в R. предельных точек.

Отметим, что из условия сразу следует, что если 

, то А € 01 . Действительно, пусть А€ 07 , 

тогда существует , для которого А О - Л ,  но для лю­

бого 6^01 будет т .е .  А , что невозможно,

так как 6  с  А ,

Рассмотрим множество К , состоящее ии всех точек 

М и всех концов ГИ .  В R  введём топологию следую­

щим образом. Если , то под мы будем совокуп­

ность всех точек и всех концов 01 пространства И  , 

для которых при A^Ol всегда (А П Будем считать каж­

дое такое окрестностью любого своего элемента.

Нетрудно проверить, что выполняется равенство:

( Я  • П  (1)

Действительно, точки М в обеих частях равенства одни и те 

же. Пусть Тогда для любого А € 01 будет

(A О ) б ф  , Так как А -  АПф £ 07 , то А 
£ Ö7 и 07€ Аналогично доказывается, ч то О 1 £ ^ Г . Обрат­

но, пусть 01 и 01 € ^ * . так как то при любом
А€ 07 будет (A Л ^ .)  f  О1 , а так как 01 , то (АП^, Л ^ г Х

€ 01 i Т .е- 01 е

Из соотношения |1 )  следует, что аксиомы системы окрест 
ностей в R (см. [1] стр. 290) выполняются. Действительно, 

во-первых, любая точка из R содержится по крайней мере
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в одной окрестности. Если это точка 0.^14 , то и, 

следовательно, • Если это конец Oie R s И ,  то при

любом Ав (У1 имеем А 0Г 1601 , т .е .  О?еМ*. Во-вторых, пе­

ресечение любых джух окрестностей любой точки из R есть, 

как это следует из (1 )л окрестность той же точки.

Таким образом, R является топологическим простран­

ством ^ котром М , очевидно, всюду плотно; при этом то­

пология в М , индуцированная из R , совпадает с исход­

ной • <ÖTO следует из того, что окрестности в пространстве 

М и в М как подмножестве R совпадают.

Докажем, что в R выполняются соотношения:

R.L43 (в)
тогда и только тогда, когда . (3)

1) Включение J 2 R очевидно. Обратно, пусть 

XeR[^*J , т .е .  любая окрестность в R. содержит точ­

ки множества , а следовательно, и точки множества 

Значит,збв RC^3 , что и требовалось.

2) Пусть (Т)£ R.С<3* J , т .е .  любая окрестность кона 

ца Ö1 в R. пересекается с множеством • Предположим, 

что 01 . Тогда найдётся открытое множество U Q М та­

кое, 4 T o U n £ ļ-A  f а для любого 156 01 будет (U Л в )  е ö l . 

Это означает, что U* есть окрестность конца (И . Одна­

ко, U* П ^ ~ ( и  Л • Обратно, пусть 4 ^ 0 1  , но 
O16R[<3*]. Тогда найдётся окрестность V *  , не содержа­

щая точек множества , т . е .  # что невозмож­
но, так как £^6-01 . Следовательно,076 R •
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4 .  В «том пункте установим условия, при которых 

описанные выше переходы (переход от расширения топологи­

ческого пространства к инфинитезимальному и переход от 

пространства, превращённого/ в инфинитезимальное, к то­

пологическому пространству, содержащему его в качестве 

всюду плотного подмножества) обратны друг другу. Об атом 

говорят следующие теоремы.

Т е о р е м а 1 . Расширение R/ пространства ГИ 

индуцирует соотношение близости между подмножествами М , 

удовлетворяющее следующим условиям:

1) если 01, и 01г  -  два различных конца ГН , то 

существует такое, что 01 Л  01г £ ty* ļ

2) если , то существует такое, чтоо .*^ ,

и 6 для любого конца 01 , содержащего ;

3) если то существует такое, ч т о М ^ ] ? ^ ,
01 € ^Г и  0 ] , для любого конца СИ, , содержащего ;

4) если AS Ь  и МСА1ПМ[В1 = Л , то существует 

конеЦ 01 такой, что А  6 01 , ß  £01 .

При этом пространство R. , индуцируемое полученным 

соотношением близости в ГН , является расширением И  f то­

пологически эквивалентным & • Эта эквивалентность зада­

ётся так: каждому элементу М надо поставить в со­

ответствие совокупность всех множеств А ^  ГН , для кото­
рых d e  R.ГА] .

Доказательство. Прежде всего, если<э(€1^М, то со­

вокупность 0Ц подмножеств А^ГИ , для которых <<£ RСА]

образует конец. Действительно, проверим выполнение уело-
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вий, входящих в определение конца;

) Е ели А 6 4 и В 6 * то R tA ļ  и в R С ß> J  •

Значит, R[AļЛ ß[ß1 /  л  и A SB  .
р )  Если Л6 А€ , т .е .  < /6R C A ļ, то k 6 ß [ A x <^V] 

и, следовательно, [ А '{ л ^  ) &(У1^

у )  Если A ēd lz , T .e . c / ē R f A ļ ,  то имеется окрестность 
Н точки оС такая, что RC^J —Rs  R [A ļ , Утверждается, что 

множество g -НОМ  будет искомым. Действительно, <J Л А -  
= М Л Н Л А — Л , а для любого b £  OU, € ß[B71 ИОН] - R [6 0 ^ J .  

В самом деле, так как ЬЛМ = В , достаточно показать, что

Н ] , Мн можем написать: R -Н О  [R 4  И) , тогда В = 

= (б п ч )и (б п ^н )) ,  откуда К [В ]-Й [6П Н ]ой[6Л  6RxH)J ; 

принадлежит левой части равенства, следовательно, и правой. 
Однако, R. [В  Л [ f t  'H ) ]  С Н Э оС . Значит, <<бК .[6Л Н 1- 

i R f ß n H т .е .  [ 6 0 ^ что и требовалось.

3 )  Элементом будет множество, имееющее точку 

<< единственной предельной ( такое имеется по определению
R, ) .  Действительно, пусть A?0U, т .е .  <<6ЙГАЗ , Возь­

мём окрестность U точкиДтакую, что R[U] £ R \R [A ļ. Тогда 

множество S - L ^ U  н е  будет иметь ft предельных точек в R , 
и  , T .ä . C ^ - S J Š A  .

Далее, для любого -S С , не имеющего предельных точек в

R. , ’ т , е *
Таким образом, возникает естественное отображение 

R в ß : каждой точке М соответствует она сама, а каж­

дой точке соответствует 01  ̂ £ R 4 М • Проверим, что

это -  отображение на всё R • Для этого возьмём произволь-
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ный конец СМ ж докажем, что найдётся точка °<€R 'M , для 

которой = 01 .

Иновество не мовет жметь предельных точек в М .

Действительно, пусть a t  И -  такая точка. Тогда, поскольку

» то , по опредеоению, имеет подмножество 5 f 

не имеющее предельных точек в R, , такое, ЧТО 
Следовательно, <Х€ v S ļ^  М S ļ * что и  требо­

валось.

Однако, Lo, имеет предельные точки в R. .  Предполо­

жим противное, т .е .  что не имеет предельных точек в R . 

Тогда мы можем положить . Множество S должно, 
по определению, принадлежать СМ • Однако, S = Л 6 ü l в

Множество Lm  имеет единственную предельную точку. 

Предположим, что имеются две предельные точки и (Ь . 

Возьмём окрестности и Up этих точек так, чтобы было
O R C t^ ļ-Л  , Утверждается, что и

6 • В самом деле, пусть Тогда в
-̂01 существует подмножество -S , не имеющее в £  предель­

ных точек, такое, что S ) б П l/д  } т .е .  R f L ^ S j n  
О RU-d ]= /\ . Однако, Q C L ^ S IH Хб R О С Ь], Дей­

ствительно, 3 - R RC$J ,  «Z 6 * т .е .
2 Далее, R~ C ^ A))

откуда R Л fR '1 ^ ) ]  H0

£  CLflļ П \  Q В'* 9 et * Значит, R 0  LQj ,

Полученное противоречие доказывает, что СП , Ана­

логично доказываем, что в Отсюда
T .e .R C L ^ n U x l n  ß U L ^ n U p ] ^  Л .  Н о
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R C L „n u ^ ļc  RCUa] и REL„nUp]C Й ВД а R f j A j m ^ A .
И т а к ,и м е е т  единственную предельную точку. Обо­

значим её буквой (o < tR x M ).

Проверим теперь, что . Действительно, пусть
ДбСМ С А С М ), тогда в -̂сл существует подмножество 

S , не имеющее предельных точек в R. , такое, что AS 
т ,е .  RCA] CL <nx  ^3 -  Л f откуда RC АЗ и 

AtOT4 . Обратно, пусть A t ША СА- М) , Тогда для некото­

рого И < R * открытого в R. , будет < ^ Н  , RLH]£R>RCAļ, 

Множество S -  М , не имеет предельных точек в R • От­
сюда, (Цп О Н ) с fL ^x  5 )  € ОТ , А так аак L^O M  имеет един­

ственную предельную точку и RCA3, то Й С ^П М ]HRСА] ^  

= Л , т .е .  6̂ -01 П Н )$  А и> следовательно, A t  сП , что и 

требовалось.

Ясно, что двум различным точкам и

соответствуют различные концы и ^р> •

Итак, построенное отображение пространства ß  

на R -  взаимно однозначно. Проверим далее, что если Н 
открыто в R. и R  х  Н £ R СМ^ Н ] , то

{ ( н )  = ( н л м ) *  ( 4 )

3 самом деле, точки М , входящие в обе части этого равен­

ства, одни и те же. Пусть ( ^ )  г т .е .  oCG Н 'М  . Тог­
да при А €01^, т .е .  kč-RCA7, будето<6^[А 0 Н О M l , 

Отсюда ГАОН ОМ )б 01^ и , следовательно, 01Д Ё СНОМ )* , 

Обратно, пусть т . е . (MUH) . Тогда
и fl4 х  b-Q€ ОТд . но fMx Н1)П (Н П М )-Л ё  (Лд. Значит, 

что и требовалось.
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Докажем теперь, что отображение /  является гомео­
морфизмом. Для этого надо проверить, что Н открнто в £  

тогда и только тогда, когда открыто в R . Пусть Н 

открыто в £  и о лМ  .  Тогда имеется окрестность Н,точки 
Л  такая, что £  И , но т о г д а И )  в

Действительно, для точек М это включение справедливо. 

Пусть -  есть конец пространства М . Так же, как

при проверке у с л о в и я ) на стр. 22, убеждаемся, что при 
любом ? будет R.[АЛ Н , П И ] , т .е .

(ДО Н , О MJ £0?А И  07Л 6 ЛЛЛМ)*. Далее покажем, что iH .n n Js  
£ [М Л М ) пусть ß С(Н, ЛМ)'м ]  . Тогда в силу

условия (3) C H ,D M j£C i f т .е .° ^ £  R £ ^ in r4 j£ R [H J £М  . 

Следовательно, 01^ Итак, доказано, что^б*?G (H,ni4)*c

£ / ( н ) ,  т .е .  открыто в R . Пусть, обратно >f(И) откры­

то в £  и ЛеМ ,  Тогда для некоторого <1 будет е  
£ /0 “0 . Обозначим через Н, множество, полученное присоеди­

нением к всех точек R> М , непредельных для М х<^  . Тог­
да Н , открыто в £  и Н ( £ R Н, j  . e g самом 

деле, пусть СЛН, и . Тогда, так как открытое мно­
жество в М , существует такое, что с  Я- .

Пусть теперь О  Н, и , т .е .  <Х есть точка,непре­

дельная для » и, следовательно, имеется окрестность 

точки ö- , целиком состоящая из точек Н, • Итак, М, 

открыто в £  . Пусть теперь Н, , это означает, что

либо©чвМк < ^ , либо Ct -  предельная точка для М \ ^  , т .е  
J  с  , Значит, М, £ R £Н х  Н, J

и, шишданашиивна согласно (4 ) , )~  (Н , Q (Ч J* .
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Следовательно, /  CH, ( н )  * T .e .Q & H .cH  и H

открыто a f t .  Таким образом гомеоморфность отображения /  

доказана.

Теперь проверим выполнение условий 1 J-4 ).

1) Пусть От, и 01^ -  два различных конца М . В ft 

им соответствуют две различные точки и . Возьмём 

окрестности t / , и У  г  этих точек так, чтобы было 

^СГОг 7-Л. Утверждается, ч т о ^  = ̂ 0 Ц  -  искомое множество. 
Действительно, при А607, , о/, cß[A j, будет ^[АП U ,0 М]~

-QEAn^Jf т .е .  (A nqjeO l.b , следовательно, 07,6<g*. С дру­

гой стороны, fM Л СП % , но ( M n U t - j n ^  (М п и г )о (м П ^ ,)  

- ЛёО1е  Т .е . <?* .

2)Пусть оь<1с^* <9* е с т ь  окрестность точки а  в ft . 
В ft ей соответствует окрестность/ '6^*9. Возьмём окрест» 

ность Н, т о н к и е  в ft так , чтобы л  € ССМ.]6/ Утвер­

ждается, что Н, ОМ искомое множество. Действитель­

но, так как OJ-H , то <ci . Пусть . Тогда

07^6 . Точка , соответствующая концу

07^ , в силу гомеоморфности отображения /  , должна при­

надлежать тогда замыканию множества в ft . То есть име­

ем о(€ RCtyJc. ß .  Откуда заключаем, что ^7^ 
ч т о  и  требоваловь.

3) Пусть 07д£<^ В R. им соответствуют точка << и 
её окрестность/ 'Сф). Возьмём окрестность Н, точки так, 

чтобы RCH,7^ /  • Утверждается, ч т о ^ '^ ^ ’^ Н  -

искомое множество. Пусть, во-первых, -
с т . е .  Г76О«J s <д. во-вторых,
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€  . Действительно, для любого f

будет R СА ПН, Л M ļ = RCA Л 3 * т .е .  бАЛ^|)£<^хИ, сле­
довательно , O u « « ? .*  • В третьих, пусть , тогда

OldS ЯТ^ТЗ-ЙЗ.}. Точка й'М , соответствующая &1*,£ R Ч М ■ 

должна, в силу гомеоморфности отображения /  , принадлежать 
замыканию в ß  , т .е ,  имеем «ч£ REQ.l^ R C H jcf 69*1 

Откуда ^9* , что и требовалось.
4)Пусть А 8 6 6 А С Н , 6 С М ) И МСАЗЛМСВЗ = А , 

надо показать, что найдётся крнец 01 такой, что А £ 01 и 
ß€ 01 , Возьмём точку RfAļ Л ßCß>J . Совокупность 01^ 

множеств, имеющих точку предельной, образует конец, 
причём <^€ßCAJи <26RCß], т .е .  А С 01* и

Теорема 1 , таким образом, доказана.

Т е о р е м а 2 .  Пусть пространство Н  превра­

щено в инфинитезимальное, причём выполняются требования 1) 
О*

4 ) .  Тогда пространство к  , индуцируемое данным соотноше­

нием близости, явяляется расширением ГИ , индуцирующим в 

свою очередь, соотношение б^хизости в М , полностью тожде­

ственной исходному.

До к аз ательствр. Мы уже указывали, что R является 

топологическим пространством, в котором Г1 всюду плотно. 

Из определения крнца следует, что для каждой точки 

существует множество, имеющее эту точку единственной пре­

дельной (достаточно взять элемент Проверим, что в

12 имеет место первая аксиома отделимости. Действительно 

возможность отделения точек очевидна, а точек -

следует из требования 1 ) . Пусть теперь даны М



■ 0 l 6 ß \ M .  Тогда CM6 fM CL .  Действительно, (АП (Г|\
'M ) ) -  f(A nM )x{a jJc (A '(a )) . Если Лё A , то (А Ч Л ^ 0 1  

в силу условия р ) .  Если Л ё  А , то C A x { a ļj-Д<01. Итак, 

при любом Аб01 , САПСМ ^^^&СЛ t  т .е .  Oi€ •

С другой сторона, так как (a ļē O i, то в ^су щ еству ет  под­

множество S , не имеющее предельных вочек, такое, что
, т .е .  Л ё  МО-fr»4  S ] ,  откуда Л ё

Причём, так как но

то 016 что и требовалось.

Выполнение в Q третьей аксиомы отделимости сле­

дует из требований 8) и 3 ) .  Действительно, пусть Л6<9 и 

-  множество, удовлетворяющее условию 2 ) .  Возьмём 

так , чтобн было Л в ^ г и • Тогда •

В самом деле, для точек М включение, очевидно, справед­

ливо. Пусть0т6 К Ц f ]  , тогда <^ге 01 , а так к а к ^ Р ^ г ^ ,  

то и , т . е . , в  силу условия 8), 07б<2*. Далее, пусть 

Ufo любая окрестность конца в R • Она содержит эле- 
мент^базы пространства ß» такой, что 07 6<$* . Возьмём , 

удовлетворяющее условию 3 ) .  Тогда 01 € и ß C ^ T ] ^ ^  . 

Действительно, пусть Л ^ Н  ж CLG R С ^ ]  -  £ СЧ’Л тогда Л с 

€ <5* • Пусть теперь 01€ £ [ ^ ] ,  т .е .  ^ ,^ 0 1

И} в силу условия 3)^07 6 ^ * ,  что и требовалось.

Итак, является расширением М • Докажем, нако­

нец, что R индуцирует вМ  соотношение близости, совпада­
ющее с исходным. Для этого надо убедиться в том, что АЗ В 

СЛ£М, ß  с н  J  тогда и только тогда, когда ß £ A jP R fß j¥ A . 
Если А 8 В  i  М М ]ППОДУЛ , T o^^fe'^K asaH o. Пусть
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A 8 B  и М [А З П М С В ]= л . Тогда по требованию 4) для не­

которого 01б£\М  будет А601 и 6^ 01 .Н о  тогда 016 £[Aļn 

HßC&l . Предположим, что 016^[А]. Тогда имеется окрестность 
конца^такая, что Ц^ПА со держит элемент

базы пространства f  . 01 € (Q* £ . но тогда для любо­

го С £01 будот (С Л^)б01 , Однако, А6<П г но АП<̂  - А 

-Л 6 07 . Аналогично доказываем, что 01в£С& 3 . Таким
образом, 01 € ß. САЗ Л R CBJ У Л . обратно, пусть R [A 3 n ß [ß 3 ^

-4 Д . Если это пересечение содержит точки М ,то А$ 6  

по аксиоме 7° близости. Действительно, если М£А1И 

то и (^превращено в инфинитезимальное

пространство -  означает, что топология в Н  > индуцируемая 

данным соотношением близости, совпадает с исходной, т .е .

&6/ЧСА1 равносильно )• Следовательно, АЗ В ,
Если же это пересечение содержит конец 01 , но A S В * 

то не может быть одновременно А ^01  и В € 01 . Пусть 

для определённости А 6 01 , Тогда найдётся М такое, 

что 07 6 ^ * ,  а А Л ^  — А . отсюда, так как А с м  , будет 

Д Л ^*-А  * т ,е ,  0 ie  Q E A ] , что невозможно. Теорема £

ч доказана.

5 . Таким образом, установлена полная двойственность 

между всевозможными расширениями пространства М , удовле­

творяющими условию Б ), и всевозможными способами превраще- 
11 •

ния его в инфинитезимальные пространства, удовлетворяющие 

требованиям 1 )-  4 ) .  .
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§ 4 .  Максимальное 8-расширение Ю.М.Смирнова

В [11] советским математике Ю.М.Смирнов’ : изложил 

другой способ получения близости из расширений топологи­

ческих пространств. Он исходит от инфинитезимальных про­

странств, удовлетворяющих аксиомам 1*- 3* В.А.ЕФремовича. 

Эти пространства он называет для краткости 8-простран­

ствами. Далее, 8-расширением 8-пространства Р Ю.М.Смир­

нов называет всякое такое 8 -пространство Р , в котором 

Р содержится в качестве всюду плотного подпространотва, 

причём близость в 8-пространстве Р , индуцируемая из Р , 

совпадает с исходной. 8-пространство Р  называет максималь­

ным, если Р является единственным своим ^расширением.

Несколько усложняя способ П.С.Александрова постро­

ения максимальных бикомпактных расширений, описанный в §1, 

Ю.М.Смирнов строит для каждого 8-пространства Р  его мак­
симальное 8 -расширение u  Р  . это делается следующим об­
/ 

разом.
Система«* множеств А данного 8-пространства Р  

называется 8-системой, если дна каждое«/ множество явля­

ется 8-окрестность»онекоторого 6  . концом 8-пространства

Р  называется такая центрированная 8-система «̂  , кото­

рую нельзя вложить ни в какую центрированную 8-систему, 

отличную от неё самой (свойство максимальности). Такими 

концами явяяютя системы всех^8-окрестностей каждой 

точки Х е Р  . Действительно, пусть X любая точка из Р  ,
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Возьмём с и с т е м у в с е х  её 8-скрестностей, т .е .  множеств 
АС Р  , для  которых С Р^А )8  {<1 . система к будет,

во-первых, 8-системой. В самом деле, пусть АсР есть 8 - 
окрестность точки X , т«е. (Р хА ) 8 J , g силу аксиомы 3*' 

В.А .Ефремовича, найдётся 8-окрестность ^х  точки *  такая, 
что СРхД)8 X , т .е .  А есть 8-окрестность множества 

^ х  • Во-вторых, система будет центрированной.

Предположим противное. Тогда существует конечное число 
множеств А ,,% , As таких, что 6 Р х А ,) Ь { х ) и  ß  д ; Л 

( i - J r ”  f S ) t  g3 аксиомы В.А.Ефремовича имеем f P 4 Q 

r U (P A; )8{x} . Откуда, так какО А ; = Л ,  получаем j 

что невозможно. И, наконец, 8-система будет максималь­

ной. Пусть систему ^ х  можно дополнить ещё одним множе­

ством так, что получим центрированную 8-систему . 

Тогда либо А есть 8-окрестность некоторого ,

либо А есть своя собственная 8-окрестность. В первом слу­
чае имеем: (Р \ А ) & В , откуда ( P \ A ) 8 { ^ ļ r  и, 

следовательно, А б ^ х .  во втором -  ( Р 4  А и , т .  
е . (Р ^А ^  8 А , откуда 'f’O  • Значит, P ' А с .

Однако, Р ^ А О А -Л  9 Ч То противоречит центрированности 

система • Полученные противоречия доказывают максималь­

ность 8-системы ^ х  •

Методом трансфинитной индукции можно доказать, что 

всякая центрированная 8-система содержится по крайней > . ; 

мере в одной максимальной центрированной^системе .
Элементами 8-расширения и Р  8-пространства явля­

ются все концы 8-пространства Р  . Для того, чтобы ввести
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близость э , определим отображение О  системы всех 
подмножеств 8-пространства Р в систему подмножеств u p  , 

как отображение, ставящее в соответствие каждому Р  со­

вокупность О С А )  всех концов , содержащих А в каче­

стве своего элемента. Теперь обьявим подмножества £  и 

множества t /Р далёкими ( т .е .  не близкими), если в Р  суще­

ствуют далёкие множества А и ß  такие, что < t

а О ( 3 ) 9 Полученная близость удовлетворяет всем аксио­

мам В.А.Ефремовича.
1* пусть ASC И В З С  f A £ u P , 6 < u P , c £ b P ^  

тогда в Р существуют множества А,, Ь , , С, такие,что АЛС », 

В , 8 С, у А £ О (А , ) t  BS О С&, J , С -  О  (С, ) , так как 

Р есть 8-пространство, то (A ,U fb ,)8C , в Утверждается, 
что A U ß  O C A ,)U  OC&i ) -  О ( A t U& ( )  е Действительно, 

пусть е О С А .У и О С Ь ,)  , тогда принадлежит, пуст>, 

О (А ,)  , т .е .  А , ^ ^  z ,  следовательн9 есть 8-окрестность 

некоторого , но тогда A,Uß будет 8-окрестностью Н  

и, следовательно, принадлежит ,  Отсюда е o C A ^ ß ,} .  
Итак, в Р  имеются далёкие множества (A ^ ß J ^ C ,такие/ что 

А Uß £ ОСА, и (Ъ, ) и С ^О С ^,) t т .е .  АС/6>Ь С , что и

требовалось.

2 *  Пусть имеем два конца и из ^ Р  такие, 

что 5 . Тогда в Р  существуют множества А и &  ,
такие, что AS В , и С O C ß) ,  Отсюда A C j, и

1 причём , так как в противном случае, в си­

лу центрированности с и с т е м ы ^  , было бы А А 6  А , что не­
возможно, так как AS ß  . Следовательно, .
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3 *  Пусть AS в  , докажем, что тогда существует 8-окр 

рестность U A множества А в и Р  такая, что В» , 

Так как AS & , то в Р имеются далёкие множества А В ,  * 

для воторнх АС ОСА, ) и . Тогда имеется 8-окрест­

ность V A ļ множества А, в Р такая, что С Р s  ^A .J^  А, и

• Утверждается, что 0б7д,)явдяется искомой 8- 

окрестностью множества А в u Р . Докажем сначала, что 
(и Р  ) £ О  СР'' Действительно, п у с т ь ё  U A = 

т .е .  L/ д ^ ^  • Но тогда имеется множество такое, что

t /д.П  Н ~ Л  .  И является 8-окрестностью некоторого . 
Отсюда (P x fP x  1/А 1 < бРх М ) S М , > т . в . fP ^V A 1)6 ^

H ^ € O C P \ 1 / A J .  Итак, имеем в Р далёкие множества СРх U AJ^ 

S A I , для которых А £ ОСА, ) , а  u P  х UA £ O fP , сле­

довательно, CU P\L/A )S  А И UA = О б м е т ь  8-окрестность 

множества А в *<Р . кроме т о г о ,и д Д В ( , и А -О С м А |)и 

В £ О б & )  , т .е .  u A se> , что и требовалось»

Рассмотрим далее отображение 8-пространства Р  

■ в iCP , ставящее в соответствие каждой точке -Хе Р конец 

. Двум различным точкам У и у  8-пространства Р  

соответствуют различные крицы и 4 8-пространства

Р  • Действительно, пусть t тогда най­

дутся 8-окрестность точки У такая, что и

З-окрестность^точкв у  такая, ч т о С /х Ь ^ у  . Причём, так 

к а к 1 4 * |х  > будет ОСУ %) и О ,
и я и  * Т а к и м  образом, отображе-

взаимно однозначно.
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Кроме того, отображение J  , также и обратное ото­

бражение J~ ' являются 8-отображениями (так мы будем на­

зывать отображения, сохраняющие юдизость). Действительно, 
пусть AS 6> в Р # тогда А и Р> имеют неблизкие 

8-окрестности являясь 8-вкрестностью МЯО—

i a l  жества А , есть 8-окрестность любой точки А

и, следовательно, любой конец J x e j  6А) содержит V A . 

Аналогично, есть 8-окрестность любой точки , и 

любой конец Держит V $ . Отсюда, J x  И

Я1151 д ю б°го J x  e ļC A  ) и любого J y  , т .е .
(А ) ъ  (А  ) ^ o ( U p ,  )  или ^ ( А ) Ь $  (& )  . обратно, 

пусть А8 6  в ^ Р ,  тогда в Р  имеют­
ся множества N  и N  такие, что < 4 $ ^  в Р 

и О(Ы), Пусть J z  € А , то гд аJ у £ ОСН) f  т .е .  И  б J y  

и есть 8-окрестнооть аиобой точки ГА) . Значит, 

Г А )^ М И любая 8-окрестность множества ГМ есть 8 - 
окрестность лая ГА  ) . Аналогично, любая 8-окрестность 

множества А/ есть 8-окрестность для • Так как

/И 8 Л/ , то они имеют неблизкиеБокрестности L/M  8 N  T ЮТ с fi 
который S-окрестностями множеств СА) и V<3>), сле­

довательно, ^ ' ' ( А  7 S J  ‘ 

Таким образом, отображение есть . Эквиморфизм 

(см. [ 7 ] ) .

Докажем, что образ J f P J  8-пространства Р  всюду

плотен в u  Р  , Пусть XJ^ -  любая 8-окрестность некото­

рого конца J č u P  . Тогда есть о-окрестность

некоторого и, следовательно, 8-окрестность любой
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точки , значит, O~' , что и

требовалось.
Отождествляя точки 8-пространства Р с концами^ х , 

получим искомое S-вложение S-пространства Р в м Р  , в 

качестве всюду плотного подпространства. Если мн введём 

в ix Р топологию, как «это делалось в § 2 , то легко ви­

деть, что далёкими в Р  будут те и только те множе­

ства, замыкания которых в и Р  , рассматриваемом как то­

пологическое пространство, не пересекаются.
Для доказательства максимальности 8-пространства 

нам потребуется

Т е о р е м а ! .  8-пространство Р  максимально 

тогда и только тогда, если всякая центрированная 8-сис­

тема имеет непустое пересечение.

Действительно, в случае, кргда Р  не максимально, 

к нему можно добавить ещё одну точку^ ; взяв пересечения 
всех 8-окрестностей точки в 8-пространстве Р и ^  с 

подпространством Р  , получим центрированную 8-систему 

8-пространства Р с пустым пересечением. Обратно, если 
8-пространство Р  имеет центрированную 8-систему с пу­

стым пересечением, то мы можем дополнить её до конца J  , 

пересечение всех элементов которого также будет пусто. 

З н а ч и т ,6 u P ' Р , а потому Р  не максимально.

8-пространство Р  максимально тог­

да и только тогда, когда его топология бикомпактна.

В самом деле, нужно только показать, что всякое
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максимальное 8-пространство Р  бикомпактно. Для этого 

возьмём в Р произвольную центрированную систему 

замкнутых множеств сб и покажем, что её пересечение 

не пусто. Сначала убедимся, что для любого замкнутого 
множества Ö  С Р  система всех: 8-о крест но ст ей является 
8-системой, пересечение котррой равно d> • Действи­

тельно, для любого , Р \А & сЬ  , и имеется

8-окрестность В множества еЬ , для ко­

торой 6Р\А )8Р> . равенство Л ~ , где <

любая 8-окрестность множества <£> } легко проверяется 

по точкам. Пусть У < сб , следовательно, х б  < при 

любом и, значит, х  6 Q U  .  Обратно, пусть * €  ö  ? 

тогда, так как <t> замкнутое множество, будет 
и, следовательно, найдётся S-окрестность Ud) множе­

ства cb такая, что {х ļ  5 U s , т . е . х е  1 /6  . Отсю­

да X £  . Берём далее объединение всех 8 -

систем (где пробегает всё ) Система

оказывается центрированной 8-системой. Последнее сле­
дует из того, каждое есть S-система. Действительно,

пусть , тогда А принадлежит некоторой S'-системе

и является 8-окрестностью некоторого •

Теперь возьмём любое конечное число множеств А ,, • • , 

из . Если аве А; О' = ^ . - /  ) принадлежат одному , 

то пересечение их не пусто в силу центрированности . 

Если А / принадлежат различным , то каждое содер­

жит некоторое множество & из системы . Пересечение 
таких d) не пусто в силу центрированности системы ,
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Значит, и пересечение О А (- не пусто. Так пересечение 

всех множеств, входящих в равно d> , то пересече­

ние системы равно пересечению систмемн • 

Следовательно, в силу максимальности Р  пересечение 

системы не пусто. Откуда заключаем, что простран­

ство Р  бикомпактно (см. C lļ стр. 3& S ) ,

Т е о р е м а__3_ всякое 8-пространсдво Р 

имеет единственное максимальное 8-расширение, а именно 
8-расширение u  Р  .

Допустим, что существует 8-пространство Р  с 

двумя различными максимальными ‘б-расширениями и
Р  . Обозначим через R. топологию 8-пространства Р  . 

Так как и Р  и d P  -  различные бикомпактные расширения 

пространства R  , то в ß. имеются множества А и В  , 

замыкания которых в одном расширении, пусть в 'ы Р  , пе­

ресекаются, в в -  не пересекаются. Отсюда получа­

ем, что А и В близки в и Р  , но не близки в v P  , 

чего не может быть , так как и м Р  и &Р являются 8 - 

расширениями одного и того же 8 -пространства Р  .

Из всего изложенного вытекает:

Т е о р е м а 4 . Отображение v» , ставящее 

в соответствие каждому S-пространству Р  , порождающе­

му данное вполне регулярное пространство R. , макси­

мальное 8-расширение -и Р  (являющееся бикомпактным рас­

ширением R  ) есть взаимно однозначное отображение



38

на множество всех бикомпактных расширений пространства 
R .

Заметим, что при атом максимальному бикомпактному 
расширению J5 R- соответствуем 8-пространство Р  , в 

котором далеки всякие два функционально отделимые мно­

жества пространства R  . Это вытекает из следующего 

предложения, доказанного Чехом; если А о и А, суть 

Функционально отделённые замкнутые множества вполне ре­

гулярного пространства R  , то замыкания А о и А, 

в R  не пересекаются; при этом среди всех бикомпактных 

расширений пространства R  пространство R  -  един­

ственное, обладающее этим свойством. (Доказательство 

имеется,например, в f g ļ  стр. )

Итак, теория S-про странств может быть сведена 

к теории бикомпактных расширений.

§ 5 .  связь между двумя способами 

расширения топологических пространств..

В заключение работы установим связь между разо­

бранными выше двумя способами расширения топологических 

пространств, основанными на понятии близости. Для этого 

из всей совокупности расширений R (см. § 3) будем рас­

сматривать лишь те , которые являются нормальными тополо­

гическими пространствами и удовлетворяют условиям:
Б) для каждой точки € R существует множество 

с  И , имеющее точку единственной предельной R
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В) каждое множество, имеющее точку R 'Ппредель» 

ной, можно разбить на два непересекающихся подмножества, 

каждое из которых имеет точку предельной точкой.
Пусть теперь имеем 8-пространство М , удовле­

творяющее условиям 1) -  4 ) (см. § 3 ) .  Построим для него 
расширение R. . (Пусть R. -  нормальное топологическое 

пространство, удовлетворяющее условиям Б) и В )) . Введём 

в ß. близость следующим образом: будем считать множе­

ства AS R и  ß  с R близкими тогда и только тогда, когда 
^ [A ļO R [b Jy A  . 2 Т 0  соотношение близости в R  удо­

влетворяет аксиомам 1*- 3*В.А.Ефремовича. ДействительН9, 

достаточно проверить выполнение аксиомы 3*, Но она, как 

легко видеть, сразу следует из нормальности пространства

R . Кроме того, R содержит М в качестве всюду 

плотного подмножества, и соотношение близости в М , 

индуцируемое из R  , совпадает с исходным ( A 8 13 в И 

( ГЧ j тогда и только тогда, когда

У А )• Таким образом, R являетя 8-расширением 8-про­

стран ств а М . Построим далее максимальное 8-расширение 

v* R Ю.М.Смирнова для 8 -пространства R , MR со­

держит R , а, следовательно, и М , в качестве всюду

плотного подмножества, и соотношение близости в R , 

следовательно, и в М , индуцируемое из ß  , совпа­

дает с исходным. Таким образом, u R является также макси­

мальным S-расширением для S-пространства И  .

С другой стороны, если имеем максимальное 8-рас-
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ширение uM 8-пространства М //имеется только ОДНО рас­

ширение R такое, что э причём близ­

кими в М будут те только те множества, замыкания кото­

рых в R пересекаются.

Предположим, что существуют два различных (в том 

смысле, что имеются различные точки) расширения R , и 

такие, как было описано в предыдущем абзаце. Возь­

мём точку R, такую, что </* R t  . В М существует мно- 

множество A<K , имеющее точку единственной предель­

ной. Его по условию В) можно разбить на два непересека- 
ющихся подмножества А' и А" так, чтобы ₽<е ^,ЕА'Зи

]в тогда R, СА 3 Л [ А З - ^ ^ ^ . е .  A SA в М . Зна­

ч и т ,^  СА'З Л А . Пусть уь Ri ЕА'З и р> С А"] . 

При этом p ^ R ,  , так как в противном случае множество 

имело бы две предельные точки. Возьмём окрестность Н 

точки р  так, чтобы было «ZēuMEM] и разобьём множе­

ство A ^D u  на два непересекающихся подмножества
б ’ и 6 "  , для которых р  в £ г £в1и р> J . Зна­

чит, в М , причём Но R iEB'J
так как и МЕН] > иМЕВ'З 2  R .C ^ 'J  и Л ё  иМЕМ] 2^М С в"]г  

2  R,U$"J > а другой предельной точки в R, множество 

Ал не имеет. Полученное противоречие доказывает утвер­

ждение.

Таким образом, для всякого 8-пространства М , 

удовлетворяющего условиям 1) - 4 ) ,  расширение R при 

естественном введении в нём самом близости совпадает с
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множеством точек, достижимых в смысле условий Б) и В), 
максимального 8-расюирения И  Ю.М.Смирнова.

i i
i i
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Р е ц е н з и я

на работу Э. И. ВИГАНТ

"О расширениях топологических пространств".

Работа Э. И. ВИГАНТ представляет собой систематическое изло­
жение теории инфинитезимальных пространств с точки зрения теории 
расширений топологических пространств. Зта работа выходит за пре­
делы обычной компиляции, так как содержит рдц самостоятельных 
результатов, представляющих научный интерес. К таким результатам 
относятся, например, подробный анализ связи аксиом близости с 
аксиомами топологического пространетва^введение класса расширен­
ный топологических пространств, когда точки расширенного простран­
ства достигаются не обязательно счетными множествами из расширя­
емого пространства, и некоторые другие.

Работа 2. И. ВИГАНТ, выполненная на основе глубокого изучения всей 
имеющейся литературы по пространствам близости, представляет из­
вестный интерес для теоретико-множественной топологии.

Ст. преподователь ЛСХА

23 У 52

/М. Гольдман./



отзыв * I I
о дипломной работе Эры Ивановны В и г а н т .

Дипломная работа Э.И. Вигант посвящена изучению так называемых 
пространств близости (инфинитезимальных пространств), введенных со­
ветским учёным В.А. Ефремовичем. Эти пространства важны в одном из н 
наиболее абстрактных отделов^ современной математики -  в теоретико­
множественной топологии, созданной в основном трудами советских ма­
тематиков чл .-корр . АН СССР И.С. Александрова, П.С. Урысона, чл.кор£ 
АН СССР А.Н. Тихонова и других# и суярственной при анализе основных 
математических операций. Теория пространств близости начала разра­
батываться только в последнее время и систематически еще не рассмат­
ривалась. Таким образом, систематическое изложение основ теории 
пространств близости и дальнейшее её развитие, несомненно, актуаль­
но для терретикомножественной топологии.

Автор использовал всю имеющуюся литературу по пространствам 
близости, включая две ещё неопубликованные статьи, а также основ­
ную литературу по теории так называемых расширений топологических 
пространств, тесно связанной с теорией пространств близости.

Вся работа, за исключением § I , имеющей обзорный характер, — -
оригинальная. Правда; § 4 представляет со^бой только более подроб­
ное изложение ещё не опубликованной работы Ю.М. Смирнова; однако 
и при этом автору пришлось проявить достаточные знания и навык к 
самостоятельной работе. § 2 включает, в частности, результаты, по­
лученные автором ещё на 4-ом курсе, однако содержит и ряд новых 
фактов. § 3 представляет собой обобщение результатов, полученных 
мной в ещё не опубликованной работе. Наконец, в § 5 выяснена связь 
между исследованиями, проведенными в § 3, и теорией Ю.М. Смирнова. 
На важность установления этой связи указывал академик А.Н. Колмо­
горов в частном письме.

Выдвинутые положения обоснованы достаточно, всё изложение 
систематично и практические работы ясен для читателя. Оформлена рабе
та с внешней стороны хорошо и имеет все необходимые части (тезисы 
в работах по математике не приняты).

г .  Рига, 9-го мая 1952 г .

проф.д-р /А.Мышкис/



Отзыв руководителя о дипломной работе я . И. Вигант

Работа я . И. Вигант посвящена изучению пространств близости (инфи­
нитезимальных пространств), введенных В. А. Ефремовичем. Рю важное 
понятие теоретикомножественной топологии непосредственно связано с 
теорией расширений топологических пространств и в некоторых случаях 
дает новую характеристику этих пространств.

Основная идея понятия пространства близости состоит в следующем. 
Известно, что пара подмножеств метрического пространства может быть 
или близкой (если расстояние между этими подмножествами равно нулю) 
или нет (в  противном случае). В пространствах же близости мы исходим 
из заранее заданного в абстрактном множестве соотношения близости, в 
котором находится или не находится каждая пара подмножеств. На осно­
ве этого соотношения, при удовлетворении определенной системы аксиом 
в данное множество (пространство близости) может быть введена тополо­
гия. Тем самым представляется возможность перенести в топологические 
пространства часть аппарата, развитого ранее для метрических про­
странств.

Теорвя пространств близости была до последнего времени почти не 
разработана, в .  А. Ефремович, давший определение этих пространств, 
указал только некоторые их простейшие свойства. В последнее время по­
явились работы Ю. М. Смирнова и моя, в которых рассматриваются про­
странства близости с точки зрения теории расширений топологических 
пространств.

Работа я . И. Вигант начинается с обзора основных способов расшире­
ния топологических пространств, причем приводятся все основные опре­
деления зи и необходимые конструкции. В дальнейшем специально рассма­
тривается теория пространств близости. Автор подробно анализирует ак­
сиомы близости и изучает их связь с аксиомами топологического прост­
ранства. В этой части дипломница использует свои результаты, получен­
ные еще на 4-м курсе. Обосновываются утверждения В. А. Ефремовича, 
приведенные им без доказательнтва, например, о полной регулярности 
пространств близости .

Наибольший интерес представляет обобщение обобщение результатов 
руководителя о двойственности различных способов расширения топологи­
ческого пространствам и различных способов превращения этого прост- 
Йанства в пространства близости (при соответственных предположениях), 

ри этом дипломница рассматривает расширения , обладающие тем 
свойством, что каждая точкаАеИ-М достижима в некотором смысле мно­
жество»* ТА из ей удалось отказаться от требования счетност^тих 
множеств тА , которое предполагалось в моей работе. Примеры, приво­
димые в дипломной работе, показывают, что новый класс расширений 
действительно шире рассматривавшегося ранее. Достоинством дипломной 
работы в этой части является также весьма подробное проведение рас­
суждений с полным проведением доказательств, в то время как моя ра­
бота наттисанарчень конспективно. Недостатком этой части (как и моей 
работы) является трудная проверяемость выставленных условий двойст­
венности.
Далее рассмотрена связь предыдущих исследований с теорией Ю. М. Смир­
нова максимальных пространств близости. При этом удается установить 
такую связь для расширений старого типа. Работа над этим вопросом 
должна быть продолжена.

В целом работа й. И. Вигант показывает, что дипломница достаточю 
овладела методами теоретикомножественной топологии ( в рассматривае­
мых областях), умеет их применять и знает основные результаты,! д о у ­
ченные в этих областях. Самостоятельные результаты представляют на­
учный интерес и после обработки заслуживают опубликования.

Считаю, что работа Э. И. вигант заслуживает отличной оценки.

Профессор доктор физико-математических наук A

2. 5. 1952 г. (А. Д. Мышкис)



отзыв
рецензента о дипломной работе Э. И. Вигант.

В рецензируемой работе подробно рассмотрен один важный спо­
соб расширения топологических пространств, основанный на понятии 
инфинитезимального пространства, введённом В.А. Ефремовичем.

Предварительно (§ I) приводится обзор важнейших способов рас­
ширений топологических пространств.

В § 2  развивается теория инфинитезимальных пространств, при­
чём доказывается, что если на основе сформулированных автором 
аксиом близости ввести понятие о замыкании множества, то прост­
ранство делается топологичеаким. Кроме того в § 2 доказывается, 
что основанная на аксиомах В. А. Ефремовича топологизация приво­
дит к вполне регулярному пространству.

В § 3 дается способ получения близости посредством расшире­
ния топологических пространств.

Этот параграф является обобщением работы А.Д. Мышкиса о 
двойственности различных способов расширения топологического 
пространства и различных способов превращения этого пространства 
в пространства близости.

Далее в § 4 дается развёрнутое изложение результатов 
Ю.М. Смирнова о получении близости из расширений топологических 
пространств.

В заключение работы устанавливается связь между описанными 
в §§ 3 и 4 двумя способами расширения топологических пространств.

В целом работа представляет собой оригинальное исследование 
автора и показывает хорошее владение методами теоретико-множест­
венной топологии.

Считаю работу заслуживающей отличной оценки.

5-го мая 1952 года.

Доцент, канд. физ-мат. наук /Č .H . Крачковский/ С»-
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