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Lapat ka mé&chanilkas pifmai dajai! "Punkta kinématika"
un otrai dalai "Kermepa kindmatika", ari sSeit, trefal da-
lai. "Punkta dinemika" - pamatéd ir liktas Frofessora Dr.
ing. E.Cizarevida lekcijas m&chanika; bet ar laiku dazi
jautajumi tika parstradati un ir nekusi ieksad ari dazi pa-
pildindjumi, k& pieméram, slipais sviediens ar pretestibu,
proporcionélu.ﬁtﬂéiumam augsta@ka pakapé, cikloidalais
svarsts, saistitda punkta kustibas noteikSana polarkoordi-

n&tés un cilindra kocrdinatés, saistita punkta kustiba uz
rhecnomam saitém, punkta trieciens pret kustosu virsmu u.c.

Pie izlietotés literaturas saraksta, ievietota pirma

dala, japievieno vEl Bobilev'a teordtiskas méchanikas kur-
su krievu valoda.
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Lielvmi dinamika.Méru viepibas.l@ru sistémas. absoluta
un. tenhniska

...........................................

Briva meteriala punkta taisnvirziena kustiba............

Spéka noteikSana péc dota@s kustivas.Kustibas noteik-
sana péc dota speka gedijumos.
I. Spé <S 36 (6)

1T = Const.
IIT. % 3t=-f t

IV. o= x z

V. ®» 3= f(x) Harmonigka svarstiSanaés lkusiila
Vi. " = f{xx)Dziestosa svarstisands kustiba
Vil " ag: f(xt)Uzspiesta svarstisSanés kustiba

VIII. " f(xxt)UZsplesta svarstisanas kustiba
ar pretestibu.

Brive materiBla punkta likumaing Xustiba plakné..........

ilipais gviediens vactumé.Slipais sviediens mediuna
ar pretestibu, proporciongliu @trumam. Slipais svie-
diers mediuma ar pretestibu,proporcionalu atrvman
augstaka pakapé. Briva materigla punkta kustiba zem
centrala pievilkSanas spéka, proporciongla attaluman.

Brive materis@la punkta kustiba telpd.........c.. ccveeeins.

Briva materigla punkia kustiba polarkoordinBtés plakné.Bri-
va materigla punkta kustiba cilindra koordinatés telpa....
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Kustibas daudzuma jeb impulsse teoréma.Kustibas daudsu-
ma momenta teoréma.dpara jeb kinStiskas energiljas tee-
réma. ;

Speka funkciis jeb potencigls
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“Limena virsmas.Spéka linijas.Totenciala energija. Lle-
chanikkas energijas pastZvibas princips.

.............................

Binet formulsas

.............................................

Newton'a gravit&cijas likuma izvesana no 3 Keplera 1i-
kumiem un etradi. Smaguma Speka padtrinajuma g skait-
liskas vértibas noteikSana.

Sals TNt atpunktacaInNamBies T o S0 S ca ol LL e s B e

Saites un to klasifikacija. Atrums, ja saite ir idedla
un skleronoma. Paatrinajums,ja saite ir ideadla un skle-
ronoma. Saistita punkta kustibas diferencialnolidzina-
jumi péc Lagrang'a I forma, ja saite ir ideala sklero-
noma virsma. Punkta miera stavoklis ug saites. Spara
teoréma caistitam punktam. Kustibas daudzuma momenta
teoréma saistitam punktam.Saistita punkta kustibas no-
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teiksana ar spsra nn kustibas daudzuma momenta
teorémi. Saistite runkts diferﬁncLaLaal‘dzlna—
Jumi, ja saite ir negluda virsma.lliera stavok-
lis uz negludas virsmas. Saistita punkta kus-
tibe, ja salte ir skleronoma lilkne telpa.Atri-
gingjums, ja saite dotes ar divam virsmam un fa-
rametra veida. Saistita punkta diferencidlnol-
> mi péc Lagrang'a I forna,ja saite ir idedla

skieronoma likne. Speciali atrisinajumi. Smaga
materiala punkta kustiba uz idealas skruves li-
nijas. Saistita punkta noteiksSana uz skleronc-
mas saites pelarkoordin&tés plakné.Saistita
punkta noteiksSana uz sklercnomas saites cilin-
dra koordinatds telpa. Seistita punkta kustiba,
ja saite ir ideéla skleronoma plakana likne.
Specigli atrisindjumi. Izochronas nol-ma uzsta-
diSana. liatematiskais svarsts. Atrisinajums ar
elliptisko integrdalu un approximativa veida.
Tautochronas nol-ma uzst&disana.Cikloidalais
svarsts. Saistita punkta kustipa uz negludas
liknes telpa. Punkta kustiba uz idealam rheono-
mém saitém. Atrums, paﬁtr*nagums un kustibas
diferencialnolidzinijumi, j& saite ir rheonoma.

§ 11. D'Alembert'e princips materidlam punktam..................

D'Alembert'a princips brivam punktam.D'Alem-
bert'a princips saistitam punktam. Piemari.

§ 12. Materidla punkta relativas kustibas dinamika..............

Relativas kustibas difnol-mi, ja parnesama kus-
tiba ir tira griezes kustiba un citos gadijumos.
Punkta kustiba attieciba pret zemes lodi. Smaga
meteridla punkta novirzisanfs briva kritiemd,pe-
mot vEéra zemes lodes griezes kustibu.

SE15. lMaterisla punikcts Triecions teOrLIB .. ... e diein it iis .

Trieciens pret nekustosu virsmu. Spara 2zaudéjums
S8ini gadijumad.Triecizsns pret kustosuv (rheonomu)
virsmu.. Spara zaudéjums.
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Punkta dinamike
jeb
uJateridla punkta lkustiba.

§ 1.Dinsmikas pamatprincipi.

Dinamika tapat ka kin8matika apskata kustibu, bet tikai sakard ar
tiem iemesliem, kuari So kustibu izsauc,

Katru fizikalo kermeni, lai atSkirtu to no matematiske kermepa
(jeb geomstriska objekta), sauc par materidlu kermeni, pie kam zem ma-—
terijas saprot fizikala kermepa vielu. ,

Ka rada eksperimenti, materijs ir sSpéjiga iespaidot kustibu un Si-
nl apstaklI izpauzas galvend starpiba starp matematisko un materidlo
kermeni. -

tieterials punkta d&finicijas: kinématikd bija noskeidrots,ka ker-—
mepa briva kustiba telpsa ir noteikta ar tris punktu kustibu, komplansa
xustiba ar divu punktu kustibu un virzes kustiba pat ar viena punkta
kustibu. Tada kartéd mss nonékem pie materiala punkta, ka meteriala ker—

mepa elementaraes dalas. Pec Sis définicijas materi-

jas dasudzums materiZl& punkta bis bezgeligi muzs:dm.

am Ir vél otra materisla punkta définicija, vigu

lieto tad, kad materisla kermega cimenzijas ir nesa-—
_ lidzinami mazas, sam€ra ar vipa trejecktorijas dimen-
/ zijam un kermena dimenzijas var ignoret, t.i. uzska-
Z2im.l. tit vinu k& materialu punktu. T&da gadijumé Sim
punictam, ar kuru més aizvietojam kermeni, japiesavina visu kermepa mate-
rijas daudzumu: M. (Piem. Sautenes lodes kustiba, zemes lodes kustiba
ap sauli).

K& zinams no statikas, kermeni ir itads punkts, kura ver skaitit kon-—
centretu visu kermepa svaru, un 8ri materijas daudzumu, t.i. kermena
Smagumna centrs. Ta tad kermepa smaguma centrs ir tads punkts, luram pie-—
savinadts galigs materijas daudzums.

Kustibas celoni. Péc lLagrang’a d&finicijas visi iemesli, kas izsauc
Jeb maina kermepe kustibu, saucaés par spékiem. Noskaidrosim tagad, kur
Sie iemesli var atrasties. Ja més pieclaidisim, ka 3ie iemesli atrodas
pasa kermeni, mums jaatzist, ka kermens ir dzIvs un var kustéties pats
péc savas gribes, bet tas runad pretim novérojumiem, t& tad So hipotezi
Jaatmet un japienem, ka iemesli, kuri izsauc kermepa kustibu, atrodas
arpus vipa un iziet no citiem kermenpiem.

-aterijas, ka fizikala kermepa vielas, definicija neprasa nexadus
paskaidrojumus, bet saprast, kas ir spéks péc savas bltibas, ir grutaki.
Var sajust spélu ar muskulu palidzibu, celot augs3é kadu smegu priekSme—
tu, var redzet spéka sekas, piem. straddjosa tvaikmasSinéd, jeb braucosa
automobilil, bet pasu spéku redzét nevar.

Noteikti noskaidrot kas ir spéks, ir filosofijas jautajums, techni-
k& més aprobezosimies ar to, ke spéku mérisim.

Neiedzilindjoties spéka bltiba mé€s tomSr varam spékus iecdalit dazé-—
das grupas pec vigu raksturojosam pazimeén.

1)5p3ku iedalijums péc darbibas.
I .

Virsmas speki, kuri ir citu ker- Masas spéki, kuri izpnlatiti
mepu derbibas rezultats (piem. pa visu kermeni un ir speka
tvaike spiediens katla) lauka darbibas rezultits

(piem.smaguma speks,magneta
Spdks.)
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2)Speku iedalijumf péc sistémas.
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bréjie spdld : Ieksdjie spdki
(piem. virsmas un masas speki) {piem.molekuliarie spfki)
B)Spékuliedalijums.
e e ) S S e ¥ 23 e B e :
Lktivie spski, t.i. : Pasivie speki,t.i.
kustibu izsaucosie kustibu iznicinosSie, pieméram

berzes spéki.

4)Spékuiiedalijums.

N I T g B
. .Rea¢}e speki Fiktivie speki 5
visi ograk apskatitie. Spéxi, kuri atvieglo deziédu
: problému atrisinésanu.

Dinemikas pamatprincipi. Dinamik& ir nakusi klat vél divi jedzie-
ni: meterija un sSpeks, kurus jaiewed kindmatikad, bet So ievedanu ne-
var izdarit deduktiva cela uz pratojumu: pamata vien, vipu jésaskapo
ar eksperimentaliem novérojumiem, japarbsuda, vai nebls pretrunas lo-
gikai un dabltiem likumiem j&bit péc iespé8jas vienkarsiem.

S0s pamatlikumus, pamatprincinpus jeo aksiomas, uz kuram ir dibi-
nata klasiskd mSchanike (dinamika) uzstaédijis 1687.g. slavenais zinat—
nieks I.Newton’s sava darbaé:“Philosopnise naturalis principia matema-
tica®. Tamd®] vipi arl saucas par Newton’a pamatprincipien. 3

Pamatprincipi, uz kuriem ir dibin&ta EinSteina mécuenika atski-
ras no Newtona pamatprincipiem, bet Sai starpibai ir noziIme tikai pie
lieliem &trumiem, tuviem gaismas atrumam, t.i. 30C.000 klm/sek. Tech-
"nika tadi atrumi nav sastopami, piem. lielgabala lodes &irums nepar-
sniedz 5 klm/sek, k&dél més varam palikt pie Newtona principiem.

Newton’a darba més atrodam 4 principus:

I. Imercijas princips,
ITI. Dinamikas pamstprincips,
III. Superpozivijas jeb spéku darbibas neatkaribas princips,
IV. Akcijas un reakcijas princips jeb darbibas un pretdarbi-
bas princips.

I. Newtona princips jeb inercijas princips.

Katrs,no spZkiem izoléts,materidls punkts patura savu miera jeb
vienmerigas taisnvirziena kustiibas stavokli.

No spékiem izolsts noziImé no citu kermepu iespaida izol&ts, Jo
Speéki ir citu kermepu darbibas rezultats. Kaut gan nav iesp€jams mre-
terialu punktu pilnigi izolst no citu kermepu iespaida un tadd karta
eksperimentadli parbaudit inercijas principu, tomér jo tuvak m3s no-
stadam materiglu punktu minétos idealos apstéklos, jo vairak vips se-
kos inercijas principam.

I Newtona princips ir loti logisks, jo nevar pielaist, ka mate-
rials punkts blitu sp&jigs pats no sevis bez kiida aréja spzka mainit
savu kustibu.

Sakara ar So principu materizgla punkta Ipasibu atrasties vienmé-—
riga taisnvirziena kustiba sauc par inerci.

To pasSu principu var formulét arl citadi: katram izolétam mate—
rialam punktam pa&trin&djums 1idzindjés nullei.

< 2 s ‘
J"' dt —O LR & ® * 8 % & 8 8 8 8 " . (1)
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Inercijas princips bijea zin@ms jau Galilejam, kursS pametoja vipu
uz sekosSa eksperimenta: bumbipa, sviesta pa slipo plé&kni uz augsu,ar
étrumu Vg, noies celu

h

bet samazinot /oL ncistais celS pieaugs un

#’{ M - teoretiski pied = 0; s = % = o . Tas nozims,
’ i .ﬁ - —_— — - - - -
3772555%;gxn; 77777777 ka bumbipnai, lai kustStos bezgaligi, pietiek
Zinm.2. sakuma atruma V  ,ja,saprotems,nav berzes.

e

Inercijas princips saka: katrs izoléts kermenis kustas vienmsrigi
taisng virziena, bet rodes jeut&jums,attieciba uz kadu koordindtu si-
stému? Kamér nav noteikta koordina@tu sistema,izteiktam principam nav
nekadas nozimes, Nedrikst aizmirst, ka zemes lode atrodas griezes
kustiba un visas kustibas uz zemes lodes ir relativas. Tapat kia mne-
var, uzliekot kermeni uz ka&du platformu, kura
atrodas griezes kustiba un saistot koordina-
tu sistemu ar So platforru, apgalvot,ka ker-
mernis paturés miera stavokli; ta arl nevar
apgalvot, ka inercijas princips paliks speka,
ja koordingtu sistema bls saistite ar zewmes
lodi.

Z3m.3 ~_ Turpretim, salidzinot paradibas, attie-

= cinatas uz koordin&tu asim, saistisim ar ze—
mes lodi un otrreiz ar dzelzcela vagonu, kurs atrod&s vienmériga
taisnvirziena kustiba, més redz&sim pilnigu analogiju: germenis, kurs
atrodas miera ari paliek miera, vn kermenis, kurs atrodas kustibg,
patur vipu (ja nav berzes).

lilewtona principus varam skaitit par absoliiti pareiziem tadei ko-
ordinatu sistemai, kura, ja ari neatrodas absollitd miera; tad toméer
maings loti 1&ni. Tadu koordinatu sistému sauc par fundamentslo. Vi-

Z pas sakums atrodas saules sistemas sma-—
\ » it guma centra (kurs atrodas netdli no sau-
i inercials les centrs) un aivas asis ir virzitas
! uz stavzvaigzném. TresSo asi var pemt

5 perpendikulari divam izveletam. Peéc ana—
S logijas ar augsSa pievesto piem&ru,liewto-
stavzvaigzne na principi der ari katrai koordinatu
X sistemai, kura kustads attiecibid pret fun-
Stavzvaigzne dgmegtélg_sistemu_v%enmé;igi ta%sné vir—
P 4 *nahhﬁ* ziena. S&du koordinatu sistemu ir ceaudz

un vipas sauc par inercialam (Zim.4.).
Koordinatu sistema, kura ir saistita ar zemes lodi un kuras sa-
kums atrodas zemes lodes centra, nav inerciala, jo Sis centrs kustéas
attieciba pret fundament@lo sistemu pa ellipn-
si un bez tam ari zemes lode atrocdas griezes
kustiba ap savu asi. Bet eksperimentus,kas
nevelkas ilgu laiku un, priekS kuriem attie-—
cigo loku var uzskatit par taisnes ncgriez-—
ni,varam attiecih&t arlI uz koordinatu asinm,
2im.5. saistitam ar zemes lodi, pie kam rezultati
& sekos Newtcna principiem, Turpretim eksve—
rimentiem, kuri velka@s ilgu laiku, k& pieméram Foucault svarstam,ir
jalieto fundamentalo koordinatu sistemu, jo citadi Newtona principi
neder.
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L Hewtona princips Jjeb e¢inamilas pamatprineips,

1

formuiejas sadi: Sp3ks ir vroporcioniis padtrindjumam

F = Xj e e R e

Izteikto principu var parbaudit eksperiment&la cel&. Uzliltsim ma-—
teridlu punktu bumbinas veida uz sasietu ar diegu atsperi. Déc dicga
O pargriesenas novérosim bumbipas padtrinajwm: j,
sékot no vinas miera stavokla 1lIdz tam momentam,

kad bumbipe atst@j atsperi. Lietojot vienas atsue—

I res vietsa tadas pa3as divas jeb tris, mEs novaro-—
7777 e sim, ka ps&tringjums ari bis attiecigl divreiz jebd
2in.G. trisreiz lielaks. Tada kartaé bis pieradits,ka io—

gutais pa&trinajums ir proporciondls spskam. Apzimésim proporcionali-
tates koeficientu ar k. Izvedot Sadus eksverimentus ar vienade lielu—
ma, bet dazida materi&la bumbin&m, més novarosim daZ&dus proporciond—
litates koeficientus k, ta tad varam teikt, ka koeficients k ir rakstu-
rigs katram materidlam.

Lai pieietu tuvak pie koeficienta k nozimes,izteiksim vipu no no-

+zd2inajuma (2): kx =L un atkartosim to pasu eksperimentu ar di-
J vam vieng&da materiala bumbip&m, no kurim
% otras bumbipas tilpuams ir n reizes lielaks, neké& pir-
Ei ; gi mas. Ja pirmai bumbipai koeficientu apzimgjem ar k, un
rrly

paatrindjumu ar 3% ,un otrai bumbipnai koeficientu ~ar

7777777 k, un paatrinaj ar j,, tad izradisies, ka
zin.b-bis. SR 1 =F Lt e R

~tes nozime, ka vienadda materif@la kermenpiem proporcionalitates koefici-
ents k mainas 11dz ar tilpuma jeb vielas daudzumu kermeni.

Newtons lika prieksa So proporcionglité@tes koeficientu starp spd—
ku un iegito padtrindjumu nosaukt par kermega masu. Apzim3jot masu &ar
m parrakstisim nol-mu (2): mj = F ........... AP g o G (2-bis)

Ka m8s redzéjam, kermepa masa mainas 1lidz ar materijas daudzumu
viengda materiala kermepiem, kadel dazi autori identificé masu ar ma-—
terijas daudzumu. .fasas noteik3anai visdrté&k izlietot nol-rm (2-bis)
Smagums, Spekam. Smaguma speka padtrinajumu g var viegli noteikt ekspe-—
rimentalsa cela, laizot smagu kermeni brivi krist vakuum& un novérojot
paatrinajumu. Var lietot ari empirisko formulu: 6

g = 980,6056 — 2,5028 Cos 2@ - 3.10"

kur @ — ir geografiskais platums
h - ir augstums virs juras limepa.
K& redzams no 5is formulas, ir mainigs lielums, atkarigs no geo-—
grafiska platuma un augstuma virs jdras limegpa. '
Apziméjot kermepa svaru ar Q, dabisim:

-h

— =-Q‘
Q mg jun |m 3

Galigi ta tad masu varam definst divejadi: kermena masa ir propor—
cionalitates koeficients starp spéku un iegitc pastrinajumu jeb ari
kermene masa ir sttieciba starp vina svaru § Un smaguma Speka paatri-—
nejur g.

Uemot divus daZada materiala kermenpus, ar svariem Ql un Q2 ,varam
rakstit: Q = ms ) my Q

no kurienes —/— = —
; Mol

tas nozimg, ka kermepu masas
QE 28
attiecas tapat, k& vipu svari.
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tfasa ir skalars lielums,bet padtrindjums ir vekiors unm, ja spéks ns2
pirmé Newtona principa ir iemesls a&truma maipai,tad sai maipai,t.i.pas-
trinajumam jaiet spska virzien& un més nonakam pie dinamikas pamatncl-oa

Fob TR Y & Dt e U RSN S (3)
Blivums. Materija kermeni var sadalities vienmérigi jeb ari nevian-
mérigi,sakara ar ko sauksim visa kermepa masas M attieclbu pret vipa til-
pumu V par vidéjo blivumu, kuyu apzim@sim ar

Zim.7.
Vidéjais blivums ir ari tilpuma vienibas masa. Par Isteno blivumu kada
kermena punkta A sauksim masas m loti mazad tilpuma v ap so punktu,attie—
cibas robeZu pret pasu tilpumu, ja v tiecas uz O.

6\ = lim (:IJE')V—)O ................ (4;)

Ja blivums visos materigla kermepa punktos ir vien&ds, kermenis sau-
c&as par homogenu. Pretéja gadijumd par heterogenu. A .
Apsketito dinamikas pamatprincipu var parbaudit eksperimentaléd cela
arl ar iAtwood’a maSinas paliczibu. i
g l)eksperiments: brivais kritiens vakuuma, t.i.bez gaisa

pretestibas, notiek ar paatrinajumu g.

2)eksperiments: lidzsvars, paatrindjuma nav.

g 00 by

zim.9.
: 3)eksperiments: parsvars viend pus@ 1 kg, bet visa lkus-
toSa masa ir 3 kg. Hoveérojamais padtrinajums bus
lgg |w% -%, kas saskan ar nol-mu.
0] Ing lkg=3m .-%-, kur m ir 1 kg masa.
2im.1C.
4)eksperiments: atkal parsvars viend pusé 1 kg, bet vi-
S sa kustosSa masa ir 5 kg. Novérojamais pa&tringjums
hﬁ kg bﬁs-% ,kas saskan ar nol-mu.
I‘ﬁ :n% Lkg=5m .-% , kur m ir 1 kg masa.
“3
zim.11.

IIT Newtona princips jeb supernozicijas princips.

jeb spéku cdarbibas neatkaribas princips, formuldjas Sadi: ja uz miera
Jeb kustiba esosa materislo punktu darbojas vairski spéki,tad vunkta pa-—
atrinajums lidzinajas geometriskai summai no tiem padtrinajumiem, kurus
punkts iegutu, ja vins atrastos miera un xatrs spsks vipu iespaidotu at-

seviski. e
0 i o—>>Y,

Eksperimenti rada, ka smaga materidla punkta pa—
atrinajums ir vienads un 1lidzinajas "g" neatka-

ﬁb ~ rigi no ta, vai punktam ir sakuma &trums jeb nav,
At N un ja sakuma &trums ir, tad neatkarigi no vipa
520 h virziena.

| L 3. Augsa formulsto principu varam pieradit ari
L//7L77177/70////7/7/77//  enalitiski: piepemsim, ka uz materiilo punktu
zim.1l2. iedarbojas speki: Fy F, F} ...+, kuri atseviski

iedarbojoties dod paatrinajumus: jl j2 j} ..... Saskaitot sp3dkus geome—




e B
triski dab3sim kopspgku
=T 4+ 8,4+ Fg t ...

bet,izdalot So vektoriglo nol-mu caur masu m, Ceblsim

E:E!-i-:—?:ﬁ "--B“a-i‘ - . " ® »
m. n m m

jeb iy o Ll

" .= + + ) -E-.l..l.-n.

o Tl j2 .]3
1tas Aoalme, Xa rezultéjosais padtriné@jums ir geometrisla summa no &t—
seviskiem padtrinajumiem.

IV Newtona princips: akcijas un reakcijas princips
jeb darbibas un nretdarbibas princips

M =

jau néica prieks$a statiké. Sis princips aizrédae uz to, ke dabd nav vien-

B pusigas spéka darbibas: ja viena materiala
ey WM ST e b punkte eksistence izssuc otra materiidla punktea
, paatrinajumi, tad arl Sis otrs punkts izsauks
dg jb pirmé materials punkte padirindjumu; tes nozi-
meé, ka, ja viens punkts iedarbojas uz otru ar
zim.l3 kadu spéku, tad otrs punkts iedarbojds uz pir-
mo ar tikpat lielu spéku, bet pretéjé virziena
. : Fa = Fb
=mj J .
_bet ar g 3 pielidzinot, atrodam s
Py = m i Jp Mg

P2dgja formula dod sakaru starp iegltiem peatrin&jumiem, kuyli ir pre-
téji proporcionali materi&lo punktu masam.

Jedziesns par v1e;pus+go spéka darbibu. Lei vienk&rsSotu materiale
punlcta kustivas petisSanu daz&édos laike momentos, jeb vairiku punxtu
kustIbu salidzinaSanu, més aimetam citus punktus, atstdjot tikal v1gu
iespaidu rezultatus, t.i. spekus, ar kuriem vipi iedarbojas un tada
karpa nonakam condltlonell pie vienpusiges speku derbibas.
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§ 2. Lielumi dinamiks.

Meru vienibas. Meru sistémas.
Atrastda dinamikas pama»n011621nasuma

miy =R
ieiet 3 liglumgt massa m, peAtrindjums j un spéks F. Viena no Siem lielu-
miem, proti paatrinajums J dimenzija ir jau zinama no kinématikas, un

seAlig =gl ]
Lai _noteiktuv massas "m" un spéka "F" vienibas, japiepem pamatvienibu vienam
no Siem lielumiem un ,Jaéizrékina no dinsmikas pamatnol~ma dimenziju otram
lielumam, Sekard ar So més atskirsim divas méru sistémas. Vienu dibin&tu uz
massas vienibas, kié pamatvienibas, to sauc par absoliito méru sistému un otru
dipinatu uz speka vienibas, k& pematvienibhas, sauc par technisko méru sis-—
- tZuu.

Absoliitd méru sistéma.

Absolutd méru sistéemd ta tad par gamatv1en¢bu ir pienemta massas "m"
vieuiba, kuyu simboliski apzimdsim ar | M ] tad kada kermena massa

a 3
a =m[M : 3 kur i ir mérskaitlis.

Ja kermeni, kura messu meés 1zvalegam par massas vienibu ap21—
mésim ar "a" tad vina massa

£t )
ma-—- [MJ&
Par starptautisko massas vienibu ir izvéléta Pariz&, méru un svaru paviljo-
ﬂE_g]e”&JOS& platinas un iridija blujka massa. S1 massas vieniba saucas par
ozrommassu. Bet Amerika, Anglija un kolonijas ar so massas vienibu nerd-

1 1
LﬂéaJas, tur ir izvélsta cita massas vieniba: marcina massa, td ir tada blu-
ika massa, kas sver vienu marcipu.

zim.14.

K oL Kermepu massu salidzinasanu var izdarit ar

LJ::]_, W gviras svariem. Uzliksim vien& pus& bluki "a",

i S L kurya massa bija izvéléta par vienibu un otra pu-
! sé kadu citu kermeni "k", kuyu velesim tik ilgi,
L ﬁ4§7 7 kamér jiestasies lldzsvars Lidzsvara gadijuma
= speki P, un P, ,kas darbojas sviras galos, bus
F:< e vienadi.
P, =P ,bet P =m_.g
zim,.15. k 2 X S no kurienes m = m,
4 din® Py m 1,8
{}z A Massas vienibas blukis bija izvslst tads lielu-
Y ’ ;[::1, ma, lai tas lidzsvaroru 1 dm? tira Gdens pie
4° ¢ un zem 45 &eografiska platuma.Jaunlaiku
7%§7, precizakie mérisanas papémieni pieradija,ka tas
nav pilnigi pareizi, bet tomér 1zveleta kllo—
2im.16. grammassas vieniba palike speka.

Uziesim tagad attiecigo spéka vienibu no dinamikas pamatnol-ma F = mj.
Apzimésim absolutd mdru sistéma spska vienibu simboliski ar [ F ]a , tad
speks F izteiksies ar formulu F = [ F ], ,kur ¢ ir kads mérskaitlis.Jemsim
vél m =/#a['M ]a un j==? T Al un ievietosim visus lielumus dinamikas

pamatnol-ma w[y\]a = m[ M ]a : % [I“T"2 ] apvienojot simbolus

o[Pl,=pzy,.1 772 ] pielidzinot merskaitlus ¢ =%



_‘?.'..

[F]a=[HaLT“2ﬂ saEia it

FPizikali 3péka vieniba ir t&ds spsks,kas dod 1. massas vienibai pasdtrirs-
juma 1 garumvienibu laike vieniba.

Visas tas méru sistémas, kuwds pamatvienibes ir garums,massa,laiks,
ir absolutas méru sisipmas. Bet, pemot veéra, ka garuma,massas un laike me
risanai var lietot dazadas v1en1bas ir ari dazadas absolutas sistémas.

Viena no pazistamékam absolutam méru sistemam ir fizika lletOJama
| C.G.5 | sistéma. Garuma vieniba Seit ir centimetrs, massas vieniba ir
grammassa un laika vieniba gekunde. SpEks sinil sistema ir dina, tas ir
speks, kas dod 1 grammassai paatrindjumua 1 cm. sekunds, Sis spaks ir loti
mazs, kadsl lieto lielaku vienibu - megadinu

10” dinu = 1 megadinai.

atrodam spéka dimenziju

Parveidosim megadinu
1 megadina = 106 din. = 1.000.000 gr.cm.sec"2 = 1 kg.10 m.sec™

Kéa redzams 1 megadina jeb 1 Biljons dinu ir tads spéks,kas dod 1 kg.mas-
sal paatrinajum 10 mtr.sec™

V&l viena absolfita méru sistéma ir [ M.T.S ] sisténma, kuyd pamsta
vienibas ir metrs,tonnas massa un sekund . Spéka vienibu sini sistéma
sauc Vis, t.1. spéks, kas dod vienai tomnas massai pag&trindjumu 1 mtr.

sec™®. Salidzindsim vigu ar megadinu.
1 Vis = 1 Ton. 1 mtr. sec @ = 106 gr. 10° cm. sec™® =

2

= 102(106 Gr. cm. sec'a) = 100 megadinu.

Techniské méru sistéma.

Ka jau agrak bija teikt, techniskd méru sistémd par pamatvienibu ir
izveleta spSka vieniba, bet massas vieniba tiek atvasinata no pamatv1en -
bam. Speka vienibu techniskd& méru sistéma simboliski apzimésim ar B 44
un izveélésim augsminéta Parizes bluka svaru par 80 spéka vienibu,kuryu
tagad sauksim par 1 kilogramsvaru jeb 1 kilobaru

LF],=1kgsv =1kilobars n F = ¢[ F ],
Visparigi kada kermena svars jeb smaguma spéks, kas darbojas uz vipu
Q = mg

Kermena massa (materijas daudzums) mainities nevar,bet smaguma sp&lta
paatringjums, ka zinams, mainés atkaribz no augstuma virs juyas limena !
geografiska platuma, t& tad ari kermepa svars ir mainigs lielums.Parveds:
minéto kilobaru no Parizes cité@ viet&, piem. Rigd, vinam bus cits svars,
tamdé]l par kilob sauc minéta Parizes blu%a svaru uz vietas un vinam bi-
ja jalidzinds 1 dm/ tira Udens svaram pie 4°C un zem 45° geografiska pla-
tuma.

Empiriska formula prieks g

= 980,6056 - 2,5028 Cos 2¢ - 3.10“6.h

kar ¢ ir geografiskais platums

un h ir augstums virs juras limena. 5
Salidzinésim pe8 Sis formulas g vértibas Rigd (¢ = 57, h = 0) un

Quito(Mexico) (¢ =0, h = 2850 mt) '

&g = 9,816 m.sec =& 8y = 9,772 m.sec

-2

Apskatisim kadas sekas izsauc Sis apstaéklis.
1) Ja pemsim siju, noslodzitu ar zinami svara bumbu Rigd un novérosim iz-—
lieci fR ,tad, ta pati sija, parvesta ar visu slogu uz Quito, dos tu

mazgku izlieci fQ . Tapat ari atsperes svari Quito radis mazak, neka



S

. Rigd, kadel ar atsperes svariem,graduétiem Riga,pre-
/=T TTInToo= ces pirkt Quito ir izdevigaki.
L’F Visparigi sal *dzmat svarus, t.i. atklat svara
R

dlferencn. vlena 'v:u,té. un un otra var tlkal ar a‘tshf“““—q

—u____-u.

# ‘maina savu svaxru, ted otrd pusg svaru bumbas ari mai-
SSST"TTI =28 na savu svaru té&dd pat méra. Ar sviras svariem  var
'F salidzinat tikaj massas.

Q

2) Izrékingsim Higas kilobara svaru Quito.

1 =m. 9,816 )
s des 7 3 1 kg sv = 0,9955 kgsv.

ma no dinamikas pamatnol-ma F = mj. Apzimé€sim tech-
s niskd méru sist®ma massas vienibu simboliski ar (],
Rigs | Quito tad massa "m" izteiksies ar formulu m = 4 (], kur
& AA ir kads mérsks, 1“115
2im.18. Nemsim vel F = ¢[F], , EZ-’ [LT 2] un ieliksim visus

lielurus dinamikas pamatnol-ma

o[Fl, = m[M], . ffﬂ‘ 5%

x =m. 9,772
Starpiba ir 0,45%.
: Noteiksim tagad massas vienibu techniska méru sisté-

' F
[M}t =2 : ‘12, pielidzinot mérskaitlus mu = 2 atrodam
3 w2
[7] - '
v, = [LT_};;; St (6)

Sai massas vienibal techniské& me&ru sistéma nosaukume vél nav,bet nesen
ir likts prieksd nosaukt vipu par 1 Newton'u .

Ja speka vieniba [F], =1 kg sv

un padtrindjume vieniba [LT 2] =1 m.sec™>

tad massas vienibe [M], = 1[kg sv.mtr T.sec®] ir tada massa, kugai spsks
1 kgsv dod padtrindjuma 1 mtr.sec :
Sakars starp (M} un [M],.

Ja viena kilogrammassa (Parizes blukis) brivi krit, tad uz vipu darbo-
joSais spsks ir viens kilobars un paftrindjums ir g = 9,81 m.sec™2. No dina-
mikas pamstnol-ma F = m.j gusim

l kg.sv = 1 kg.mas.9,81 m.sec
K& redzams 1 kg.sv dod savai massai, t.i. 1 kg massai jeb ?;M}a padtring jum
9,81 m.sec'2 ,bet par massas vienibu [H['l techniskd® méru sistéma,lza augstak

aizradits, jBpiepem tAdu massu, kura ieguiu paatrma,]umu tikai 1 m.sec 2.Uz
il I[‘Jevrton 2 likuma pamata té@dai massai jabut 9,8l reizi lielakai.

2

g, =9,8.[u], W77 e U SR TR (7)

Ja techniskd méru sistémé nék prieksSa massa "m", tad vipu parasti aiz-
vieto ar —g‘ 30 Q = mg.




il )
Sakars sterp absoliitas un techniskas méru gistémas vienibam.

1 kg sv = 1 kg mas.9,81 m.sec g 1000 gr.mas.9,81.100 cm.sec™? =
= 981000 grm.cm.sec_2 = 981000 Dinu = 0,981 Megadinu.

1 Megadina = bﬁ kg sv = 1,019 kg sv.
)

1 Vis =100 Megadinu = 101,9 kg.sv.
: Abu méru sistéru salidzinédjums.
Absolutd méru sistéma Technigks méru sistéma
(c.a.S)
Pamatvienibas [M] [L] [T] Pamatvienibas [F] [L] [T]
Atvasinata vieniba[F] Dina Atvasin&ta vieniba[M] Newton's

§3.Briva materidla punkta taisnvirziena kustiba.

=== ===

Pie materiala punkta kustibas m&s nongkam, k& jau agrék bija aizradits
apskatot materiala kermepa elementdres dalas kustibu jeb ari apskatot tad.
kermepa punta kustibu, kuyé més varem skaitit koncentrétu visu kermepa maotn

Pirmkart apskatisim materisla punkta taisnvirziena kustibu un noskai-
drosim, pie ka&diem apstakliem vipa notiek.
1)Ja materidls punkts atrodéas mierd un uz vipu sék darbo-

= E_ ties kads spéks F ar const. virzienu, tad punkta kustiba
= 5 acimredzot notiks taisn& virziena.
530, l?_ 2)Ja materidlam punktam piemit kads sakuma atrums V, un uz
Vo F vipu vBl sak darboties spsks F tani pat virzien& jeb ari
& > > pretéja, tad punktam nav nekada iemesla izvirzities no
23m.20. taisnas linijas, kuyd vips kustéjas agrik.

3)Ja uz materiglu punktu, kuyam piemit &trums V_ zinama
virziena, sak darboties speks F cita virziena,tad punita
pagdtringdjums j ari ies spéka virziend un kustiba blus 13-

kumaina.
im.21. e 4)Ja uz mierd esosSu punktu darbojés divi spéki, kus-
¥y tiba bius taigna un notiks kopspéka virziena.
nﬁhﬁ«h&L::::;h No apskatitiem gadijumiem,pirmkart, nemsim
7 prleﬁsa otro, t.i. kad spsks F darbojés sa@kuma atrn-
2 Zim. 22 ma V virziena Xustiba tad notiek taisnpa virziena,
ST _ kuya ari izvélésim X asi.J~
0 A, Vox A F=3X _  kustibas sakuma punkts ir A
Al > X  tad vipa attdlums no null- "
S, % punkta blis X, un s@kuma atcu-

ma varam apzimét ar Vox jeb

zim.23. X,- Speku F,kas tagad ~iet

K ass virziené varam apzimét ar«sxi. Dinamikas pamatnol-mu mj = F raksti-
sim bez vektoru zimém ta

2
d™x

m-— = EE ................. (8)
at®

jeb ari | mX =GP | un sauksim vipu par taisnvirziena kustibas diferencial -
nolidzina jumu.
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§1n1 nol-mé ngk prieksé,neskaitot massu, divi lielumi:pa@tringjums &
un spéks So, . ar
: Sakara ar so visus Jautédjumg, seistitus ar materidla punkta taisnvir-
ziena kustibu, iedalisim divAg grupés
I jautadjumu grupa -~ péc dotés kustibas uziet spéku,
II i i - péc dota speka uziet kustibu.
Apskatisim katru atseviski.

I grupa. P&c dotés kustibas uziet spéku.

i Do;s taisnvirziena kustibas nol-ms x = £(t). Uziet spéku J%E. Péc kus-
t;bag g%ferencialnolmma spéks,§%1= nx ,t& tad lai dabutu spéku,kustibas no-
lidzindjum divas reizes jaatvasina pdc laiks un jBreizina ar massu

K= £"(x)

Piemérs 1. Dots kustibas nol-ms: X =X, 4+ at + 5%— .Uziet spéku J*i.

P3N

Sastéddam X = & + gt i
: AR, Bpéks.£%3=:mx = mg
un X =g |
Augsa doto kustibu ta tad izssuc smeguma SpSks. '
Piemérs 2. Dots kustibas nol-ms x = a sin kt . Uziet spéku.£%3= ?

Sastédam % = ak Cos kt
un % =-ak°Sin kt
: ; R % g 590 2
aizvietojot a Sin kt = x ,strodam ari JC= - mk“x, ka f(x)
K& redzams, doto kustibu izsauc pievilksanas spéks, proporciondls att@lumem.
Piemérs 3. Dots kustibas nol-ms x = ¢ 1ln Sin kt.Uziet spéku\gg:fft) unSEFw(X)

2 s e 0ogolet - :
Sastédam x = ¢ oL e ck Ctg kt

iSpéksS%-'—' 0% = -mak®Sin kt, ka £(t)

e
H=mi = - 25 xa £(1)

2 3
v k ck Sin~kt
um X - ¢k PO & TSN
Sin2ict Sinkt  /

Lai uzietu spéku k& koordindtu funkciju, uziesim Sin kt no dotd kusti-
bas nol-me 1n Sin kt = =

c
In 8in kt = % g =X
> M 99%§~ = - meok®e © ka o(x)
Sin kt = &° e’

Ka nupat bija redzams pédéjd pieméra, spdks var izteikties ka f(t) jeb
9(x),td8 pat vipu var izteikt ari k& funkciju no &truma X.

II grupa. Péc deota spska uziet kustibu.

Dots sPéks~9€.UZiet kustibas nol-mi x = fx(t). 42
Sis grupas jautdjunmi irvsareégitaki, jo memot kustibas dif-nol-mu m-—§=§{,
més redzam, ka x noteiksanai vipu bus divreiz jéintegre, d;
Integrésana blis atkariga no spéka izteiksmes un, k& augsé bije noskaidrots,
spéks var bt funkeija no koordindtes x, no &truma X un no laika t. Vispari-
gi spéks var ari bUt funkcija no visiem trim lielumiem
He plzat)

jeb no tiem pasSiem lielumiem pa divi: (xx),(xt)f(xt).
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Jemsim kustibas dif-nol-mu vispérigd veid&, kad spéks ir funkeija re i
Siem trim lielumiem 2

d™x :
| m E;E = fix,x,1)
un piepemsim, ka mums ir izdevies vinu vienreiz nointegrét. Rezultéts tad
bis kdda funkcija no sekosiem lielumiem

fI(x,i,t,Cl) e [ A S (I integrals)

kur Cl ir integrééapas constante. Atrasto funkeiju ssuksim par kustibas

dif-nol-ma pirmo integralu.
Integréjot vélreiz pirmo integrélu, dablisim funkeiju no x,t,Cy un vl
vienu const.02

fII(x,t,Cl,Ca) R T Y (II integrals)
So funkeiju sauksim par kustibas dif-nol-ma otro intesrélu. Atrisinot to
attiecibad uz x dablisim mekléjamo kustibas nol-mu x = £(t).

Cits papémiens kustibas nol-ma noteik-
sanai ar diviem pirmiem integraliem:

Piepemsim, ka kustibas dif-nol-ms ir pirmo reizi nointegréts un ir of-
rasts pirmais integréls fI(x,x,t,Cl) = 0, Ja izdosies to pasu dif-nol-r:.

nointegrét cité celd, tad més dablisim citu funkeiju no tiem pasiem lielu-
miem ar citu const. Ci

97(%,%,t,C4) =0
kura bius pirmais integr@ls. Pieméram, vienreiz var integrét péc laika un

otrreiz péc koordindtas,
Izsl&dzot no abiem pirmiem integréliem

fI(x,i,t,Cl) i) i ¢I(x,i,t,Ci) = 0.

algebraiska cela atrum i: dablisim sakaru starp x,t,Cl un Ci,Atrisinot to
télak péc x, uziesim kustibas nol-mu x = f_(t). ’

Visparigd veid& nevar dot aizrédijumu§ k& integrét kustibas dif-na’-
mi, tamd&] apskatisim kustibas dif-nol-ma integrésanu astonos atsevighon
gadijumos.

I gadijums - Speks K= 0
" ~, " ¥ = Const.
111 " SR f'st funkecija no laika
IV " B SO Pl funkeije no &truma
e e f‘;x funiceija no koordinatas
VI " S Qe xx; funkeija no koordindtas un atruma
VII " - " = fgxt funkecija no koordinatas un laika
VIII i = i%%=-f xxt) funkcija no visiem trim elementiem.

I gadijums.
Dots spaks K. = 0. Uziet kustibu x = fx(t).
Jemsim diferenciélnolidzindjumu

2
® Q_% =¥=0
dat

saisinagsim m un parveidosim

ob
e =0
tagad integrésim e 0, (I integrals)

X - ir &trums un I integrals rade, ka mekléjamd kustib& atrums ir Const.ua
ja punktam bija kads sakuma atrums xo,tad punkts paturés vinu un

C; =x%x5, =V,



g § et

aizvietojot x ar %% més varem integradt t&lsek

dx
at = Y
X = Vbt w 4 02
ja pie to = 0 koordingtg =z = X, ytad C2 = X, un galigi punkta kustibas no-
11dzind jums |

x = xs + V,t et e R

Atrastais rezulta@ts r@da, ka punkta kustiba ¥iis vienmdriga. To paSu varéja
paredzét péc I Newton'a principa, kas saka, ka punkts atrodds vienmériga
kastiba, ja uz vipu nedarbojas spéks.

II. gedijums.
Dots spéks %= Const. Uziet kustibu x = fx(t).

Ka konkretu piemdru izvéldsim brivo kritienu vacuumd. DarbojoSais spéks ir
smaguma Spéks mg, kas ir Const., ja més nepemam véra “g" mainas

likumua.
v Nemsim kustibas diferenci@lnolidzinajum
v 'O 2
% s g
v mg d.t
salsinésim "m" un parveidosim
zim, 2%. . %% =g
tagad integrésim - 4
x=gt+0C
‘aiku skaitisim no kustibas s@kuma momenta, tad t, = O un ja sédkuma momenta
atrums ir X, ,tad P e
Lion- 20
X = io + gt ...(I integrals)...... (10)
To pasSu var uzrakstit ari ta
Vx = vox + gt
Aizvietosim x ar ax '
dat 5 R
gt =X, e
un integréjot talak >
: Et_ 4 ¢
X = xot + > x L2

s neteikSanai iziietesim sakuma koordinati, t.i. x, pie t, =0 , tad
X 040 <+ 02

un galigi punkta kustibas nol-ms

2

x=x, +%xt+B— | ....(II integrals)..... (11)

Ké rada atrastais nol-ms punkta kustiba ir vienmgrigi pad&trinata.

III. gadijums.
Spéks funkeija no laika K. = f(t). Uziet kustibu x = fx(t).

Ka Ei?kretu piem&ru pnemsim perindisku spéku, kas nik prieksSa elektrotechni-
ka '=m b Cos pt. Seit koeficienta "b" fizikald nozime ir - maksimélais

Spéks, %g%.darbojés uz katru massas vienibu, jo pie m = 1 un Cos pt = 1 iz-
nak b = . :




Yemsim kustibas diferenci&lnolidzinﬁjumu
2
m -‘-1—-‘5- = m.b.Cos pt
salisiné@sim "m" un parveidosim av
' av.

EEE = b Cos pt

Ve =0 J Cos pt.dt + Cq
&l
V™ D Sin pt + Cl
Cl mekl@sim no sé@kuma apstékliem, pie to =0, Vx = vox ,tad Cl = Vol

talak integrésim

3 b r s .
V=V +Ap,31n pt «..(I integréls)....... (12)

Alzvietosim V. ar &= '
x dt ax H
=V, + 2 Sin pt

at
Voxt-t -p- J 8in pt.dt + C,

un integrésim

b d
x=V_t -2 Cos pt + C
ox ;2 2
izlietosim s@kuma apstéklus, pie T Vs 0, x= X,

2 b : % b
xo—o-‘?:l‘f'cz 3 Cz—xo‘f?
un galigi punkta kustibas nol-ms
x = x, +V,t + 25 (1 - Cos pt) |...(II integrals).(13)

IV.gadijums.

Spéks funkeija no atrumafiz— (V). Uziet kustibu x = ¢ (t)
Sadi spski ir pretestibas spé&ki kustibai mediuma Jeb apvidé un vispi-
rigi tie ir proporciondli &trumem pekdp& "n" un ir virziti arvien pret

kustibu
W b W = mkV®

zim. 25. Pakdpes raditédjs "n" ir atkarigs no atruma V un 27

mediuma ipaSiham, So sakaru var izteikt vrafiski
hoeficienta k fizikala nozime ir sexoda:. tas ir pretestibas spdks uv

ktru massas vienibu pie a&truma viena vieniba, jo piem =1 un V = 1 iznék
k=W,

Divas metodes I integréla ieglsanai.
Kad spsks ¥ = £( 4 ), attiecigo diferentid@lnolidzinéjumu m ——§=f(v )
var nointegrét divejad1 péc laika un pé&c koordinétas.

a)Integ*esana péc laika.
m dV

Parveidosim kreiso pusi m d* = £(V), Skirsim mainigus —T——7 = dt un inte-
grésim de

S TTVET =t +0C
Rezultéts ir pirmais integréls, no kuya varam atrast &trum V kad funkciju
no laika V_ = wl(t) un,aizvietojot V_ Et , integrét otru relzi




SO
b) Integrésana pde koordinatas.
av.
Nemsim to pasy nol-mu m EEE = f(Vi) ,pareizindsim un izdalisim kreiso pusi

ar dx v
X, idx dx _
e = BV} het e

B dt
m V, av, 4 om Vy dVy R
X = £(V ki im ini IR S I un integrésim
T (V,) sSkirsim mainigus (V) g
£(V,) $

Rezultats ir pirmais integréls, no kura varam atrast &trum V_ k& funk-
ciju no koordindtes Ve = ¢2(x) un aizvietojot V. = 9X veram integ%ét talzk.
Pilezime, Gadijuméd, ja otro reizi nointegrét neizdodgg,tad pielidzinot abas
V, izteiksmes péc laika Ve = ¢l(t) un psc koordindtas V. = ¢2(x), varsm da-
bt sakaru starp x un t un algebraiska celd atrast = = f£_(t).

Piemdrs 1. Smaga materidla punkta Frisana goisé, ja pretestiba W ir proporci-

9 Onala atruma pirmai pakédges W = m k V. . Punktem ir dots sa-

X kuma &trums V, un sakuma koordindte :x,. X asi izvsldsim ver-
0 M tikdli uz leju. Uz punktu tsgad darbosies divi speki - sme-
guma spéks mg pozitivé virziend wz leju un pretestibas spéxs
X W = mkV negativa virziend pret kustibu. Koeflicienta "k" i'Z-
"%; zikald nozime, k& jau agrék bija mingts, ir pretestibas spela
N uz katru massas vienibhu, pig atruma Vx = 1. :
y Kustibas diferenci®lnol-ms
m —'2- P T nmk Vx
Vnﬁ salsinésim ar m dt
d?x .
it T8 -k Vg
X Skirsim mainigus un integrésim
Zim.26. . ; av._ .
b | = t +
g'k;x : 1
d(g - kV_)
1 G . pe 3 =

Lai noteiktu Const.Cq y1iksim pie t = 0 atrum V = Vg
- % In(g ~ ka) =0+ Cy

ievietojot C, atrodam :

1 < 2

= In(g - kJo) ol In(g - ka) = %

g - KV,

In s = kt
g - KV

——— = @
g - kV;
i .kt
g -kv_= (g - kV,).c
Kkt

KV, =8 = (g -~ kvo).e
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's"ech" 7]
Yx G A ...1 integrals.. .(14)

Atrasteis I integrals dod atrumu k& funkeciju no laike. KA redzams no formi-
ias, ja laiks pieaug, atrume tiecds uz zindim robezu, kuyu dablisim, liekoc
t = o .80 atruma robezZu sauksim par kritisko &trumu un apzimésim ar Vkr

[ Vi =§ _l ...kritiskais @trums..... (15)

Eritiskam atrumam ir v8l viena fizikala nozime, kuyu dabiisim, lieliot spéka
W= mkVi izteiksmé koeficientu
X
k‘-—'vﬁ— tad W=mgv—
kr kr

Ja tagad punkts kust@s ar kritisko &trumu V = Vkr,tad pretestiba W = ng,

un m&s veram d8finsgt kritisko atrumu ka tadu, pie kuya pretestiba W 1idzi-
na.as_pasa kermena svaram. Ja punkts, kustotigs zem smaguma ma spéka iespaila,
ir sasniedzis kritisko atrum, ted talak vins kustésies vienm&rigi ar to

pasu kritisko &trumu.
Aizvietosim I integrald V, ar af-nn integrésim otro reizi

dx _ g - kV, Xkt
b R o s

g - XV, -kt
g-!kv.
x=f 4+ 0. oF 4
%
no sakuma apstékliem pie to =0, x= x,
g = ¥V, : g - KV,
ieliekot 02 atrodam kustibas nolidzinajuma gallga veida
- kV
x=x,+ %— - ——;2~—9(1 Ly ...II integrals....(L6)

No atrastém atruma un koordindtas formulém kritienam gaisé ir 1ada;;
attiecigas formulas brivam kritiensm vacuumé, kas bija apskatits otra . miil

juma, ja liksim k = 0. Parbaudot sacito, redzam, ka liekot tieSi k = 0 Zu.»-

mulas, meés dabu%am nenoteixtibas. Lail uzietu So nenoteiktibu isto vertitu,

izvirzisim rinda
‘ AR 3
Ak { 1c \
_ ekt=1--rl‘—t!+-»fl--%’—;-‘—-+ .......
tad
L2 o W
= 14 Et__ &t x-t”
Ve =R AE SV VO LR e < b )
2.2
"B,
S AL _ Bkt . O
vx-§-§+vo+gb Vv kt e g e il
2,2
R B o -
- kt 0
Vx—Vo+gt-V0kt-5§—+—r-2-—+ .....
pielidzinot tagad k = O, atrodam atrumam to pasu formulu, k& II gadijumé
=V, +gt ....... (10)



Vv o 9.5
o : 0 k™t k7t
-’ X =x o %3 - (55 ik Ykt - T+ T3 SRR )
2 23
27 Wil ek DT i s
s gt gt gt o) gt 0
X=X k- e + Vbt + B 5 i A 4 )
2 2.3
2" ek S he i A
£ Bt 0 gkt o) :
x"'xo+v&?t'-§- 2 _6 + 6 +¢-¢ --------

pielidzinot tagad k = 0, atrodam to pasu kustibas nol-m, k& II gadijumd

2
i gt
x b xo + vot + 2 LRI -a(ll)

Piemérs 2. Smage materidle punkta vertikilais sviediens mediumd,kuye prete-
-~ Stiba W ir proporciondla &wnruvua kvadratam W = AVe

[ X Punktam ir dots sakuma atrums V,, bet =, = 0. X asi
pemsim xustibas virzieng uz augsu. Dots ir kritiskais at-
A - rums Vy...,bet koeficients A nav zinams.
y W Uziet 1)celSanas laiku tqy
j’mg Egceléanas augstuma h
A 3)krisanas &trumua V, ;
e 4)kriSanes laiku t,
V. Ar kritisk& atruma palidzibu varam izslégt koeficientu A,
e nemot véra, ka pie kritiska &truma, mediuma pretestiba W
Ao | 1idzin&jas kermepna svaram.
PO e W A Ty
o no kurienes W =
zin.27. s, B R
mg = AV, Vkr

1) CelSands laiks.

Kustibas diferencidalnolidzindjums 2

m g*% = - mg - W
at 2
' 5 OO SR
e, St
kr
2
av. V.
=
% 8l Lias
ir
dv
.r ?2=—g‘t+01
X
1+-’,2
Ykr
Vs
Vkr.arctg ﬁ;; = - gt+ Ly
No sékuma apstékliem pie t = o S Vk = VO
Vo
Vkr.arctg 7;; = 0+ Cqy



P o

Yo Ve
Vkr(arctg ¥ - arctyg VZ;) = gt

X1

V, v . v
kr 0 X

t = —==(arctg ¥ - arctg 57— )
€ kr - > kr

Laiks Seit ir atrasts k@ funkcija no &truma un pilnu celSanaés laiku dabi-
8im, liekot Ve 908
V. v

kx . 3
tq =»~Em arctg vi; ] ..................... (17)

: 3 V. -
Laika dimenziju seit satur koeficients —gz ,Jjo arctg ir abstrakts skaitlis.

2)CelSands angstums.
Nemsim to pasu diferencialnolidgzinajum

d2x
e S e
av v2
i S e shor- )
kr
bet integrésim vipu pdc koordinétas
av
—Xx 6 & B
e dt"VB(vlzcr+v12t)
kr
V_4v
1—3——7"_"1 -J'V‘é-dx"‘cz
kr + Vx )
1 rfeyls
é‘ln\vl?:r FV§)=—‘;§-I+CZ
kxr
no sakuma apstékliem pie x = O, P 'o
%m(vﬁr+v§:=o+ca
V2 Ve 4+ e
R kr 0]
oot R T ST
L TR, | =

koordin&ta ir atrasta ki funkcija no &truma un lai dabutu pilnu celsanas
augstum, jaliek Vx =0 i

2 o . W

V. v

h=§r1n(1+;§—) ..................... (18)
kr

2
Vi
Garuma dimenziju satur koeficients ?ﬁ‘ ,jo 1ln ir ebstrakts skaitlis.

Pie kriSanas jautdjumiem mainisim ass virzienu, t.i. pemsim X asi uz
leju.
Sakuma epstakli bus pie t, = 6 TeER X, = 9 B Vo = 0.

Y BIBLIOTEKA|
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3) KriSanas &trums.

'AQ Kustibas diferenc%ﬁlpolidzinajums
m g;% =mg - W
1&“ at >
oAk av V.
A h it AT A .
at v2
Ny 21{1'
g v, v,
b et
Vier
,,#Tﬁzaf/ >
iy B ta)ak jaintegrd péc koordinatas
vV dVi ax 2
X o A e
zim.28 kr
V_d4av.
Vi ~ Vx Vier
1 2 Ry 3
_.gln(vkr_vx)_;z x + Cy
no saékuma apstékliem pie x = 0, = 0.

1 2
=5 In Vkr =0 +-C§
& 2 Ry ot B
2 2
L Vier Vir - V3
X =~ 1n %
2g v
kr
2 vi
e e Eg* ln(l s VE )
kr
Pielidzinot x = h,jaliek 1 > V2
2 2
V. v
- kr 2
h = - 2 In(l - Vir)
v2
L
Vkr Vkr
_ 2gh
2 2
Vo e
B SR e
Vier
/// _ cE&n
3 2
V
B= § @O R e T T SR S P PR R T
Vo= Ver/ 1 -e




s TR

Jeit Vv, ir atrasts ka f(h), bet lai dabdtu V, k& funkeiju no V_,piglidzi-
nésim abas h - izteiksmes

2 2 g o
oew \ . v
KT (1 4 -2) = o BT Lo T e
z VE 28 V2

kr : Xr
2
2 v
ln(l+—-%—-) =« In(l = g)
\'2 NG
Kr kr
I-Y-g--= 1
Ve Ve
1+ 5
K
v v2
1+-2--1 o
2 2 2
Yoo s Sl s 5
B e 00 2 = i
v v b
o 1 +--%}- ) G f%w
Vier Vier
o 2 ?0 J

4)KriSanas leiks.
Nemsim to pasu dl?erenﬁzalnolldziﬂedumu

-r:

5 e s A

at
Sip & (ye 2\
kr
2 .
Vkl‘ r dJX R
J 2 o R | d.t “+ 04
e e e
P X
s 3 LT (R
Vo NV e N (Vo Vadaay s St
28 : s SOt
(Vkr 3 Vx)(vkr Ex,‘
Vier ' S & e
el =5 v -y =t
5 [;n(vkr F V) - 1n(V Vel =t g,
V. S V
il Bk g R 26
2g V. &

piet, =0,V =0unC, =0




;o Y..lg_?. 1n vkl‘ ¥ vx
2g TR

KriSanas laiku dabiisim liekot, V. =7,

V. V. i
Ltz: KX g 2 ] ............... (21)

Lai dablitu t2 k& funkeiju mo Vb ,Parveidosim izteiksmi

0
Vo, + e
v
0
e g — =
¥ . v ,;(r 2
Yty e S WV & 35+ Vg f_#__if___t_". )
T i coasiosi
kr = V2 5 0 3 3 2p
Vkr //r_-"_ffd vkr 3 vo 5 Vo vkr + Uo Jo
0
V 1 -+ -‘;2-—-
kr
T e e )
< \O + Vkl‘ -+ VO >2
V.

3 ’E 2
" _vlcr._l_gn \’o+ 1{1‘1'v :
ey g Vi ’

v v v,
‘t2=—gr—€n[v:—:;+/l+(vl )2] R (22)
=

V gadijums. Spéks funkciija no koordinates:X = £(x).
Uziet kustibu: x fx(t).

Diferencialnolidzinadjumu Sim gadijumem jaintegré péc otras (b) me-
todes, kas apskatita IV-a gadijuma.

2
= § = {x)
at
av
X o b s
B Lar T M
_ nV GV, = £(x).dx
integréjot dablijam
2
92%_ = L aix) i 2l ket (I integrals)

no I integrala atrodam V. ké funkeiju no x un aizvietojot V, ar %% ;

varam integrét otru reizi.




I el |
Piemgrs: Spsks X = — mk°x. Vienkirde harmoniska kustiba. 1
K& raksturigu pieméru Sim gadijumum izvélésin Kastibu zem pievilk-

Sanss spéka, propocciondls attalumam, no kaut kdda centra. 5ini centra
O izvélésim koordinatu sakumu un X asi virzisim t&; lai x_ bdtu pozitivs

)
| -
An By S RS e Ty ot O U0 TAE SRk
¢ R e A atrums var but ka pozi-
oy i ; tivs, t& ari negativs
rEpy — ‘ jeb 1idzinaties O-
2Im.29. ' o ) v, § o
Koeficienta k° fizikAld nozime ir pievilksSanas spéks uz katru,massas
vienibu attdlumé viena vieniba, jo pie m = 1 un x = 1 iznak k“ = X.
Nemsim kustibas diferencialnolidzindjumu
m-g3§-= - mkgx
dt
av. 5
3 2
.- Rkt Ol
integrésim péc koordinates
av.
X Iax
L CSRARY | - k%
e o
u[Vi de - j\k % dx = Cl
2
Ve - K2x2

s@kumd pie t, = 0; x =x un V=1V
v2 k%x? vZ k%
s = - a2 Cq 3 Cy = o> A
2 2 § SN g A T
ievietojot Const. Cl ,atrodam
2 2 2.2 _ yP.2

2 ay
s Vo & Vo X
nemsim aiz iekavam k2 V2
e BNE S D R
Ve =k (xo +-;§ x")

)

VG—
S 2 (- 5 2
Vx——k\/xo 5 - x

zimi seknei priekSa jaizvel tadu, kada bija sédkuma atrumam Va'ug Ja -
V0 = 0, tad jagem (-3 zimi, jo sgéks pievelk punktu pie koordinatu sa-
kuma . Vv 2
AR P g Foea R
Ievedisim apzim@jumu: X, y2
'r' V2
e L/ xg +-;%— un ‘piegemsim V_ > 0,

tad V., = k,/az - xé ..... o I integrBlsS ..cvececcccsacrses (23)
x

Lai kustiba hiitu redla, zem saknes jabut pozitivam lielumem, jeb nullei, ‘ﬁ




tas nozimg, ka x £ & un TR z &, bet $adA gadijuma V, = 0. Otradi,
ja x = 0, tad iznak ma.x.Vx = ka. Péc iegitiem datiem izpétisim lustibu,

Punkts, ka V_ > 0,attd@lingjas no null a 0, noiet attdlumd a un ap-
stajas punktg . Péc tam zem pievilksanas spéka iespaida punkts niw
atpakal, vipa alruss pieavg un caurejot wmullpunktu atrums blus mekeinils.
T&lak vips atkal apstajés otréd pusé attdlumé (-a), punktd A' un atkol
maina kustibas virzienu., K& redzams, punkta kustiba blis svarStiSanas kus-
tiba (oscild@cija) starp punktiem Ay un Az; ,kuru ssuc ari par vienkarsSo
harmonisko kustibu.

Lielums "a”" saucés par harmoniskés kustibas amplitudu.

: g = e dk
Aizvietosim I integréla V¥ = 3%

ax _ x Va.2 - x2 , Skirsim nezin&mos un integré&sim

dt
f dx = kt + C,
\/g-x‘

emot véra, ka kreisa@ pusé izn&k arc-sin, Const. C2 izteiksim lepka vei-
& un apzimésim ar o

arc sin§=Rt+a

—§ = Sin(kt + o)

x = a Sin (kt + ) F ....11 integréls....(24)
A~ uziesim no sékuma apstékliem, pie t, = 0 ; x = x_
*o
o = arc sin-a-—- i PSR P B (25)

Amplituda a jau bija atrasta agrak

Q
| a=\/ xg + —% B o sy gt (26)

k

Atrasto kustibas nolfidzindjumu (24) m&s v&l varam parveidot:
X = a sina cos kt + & cosa sin kt

ievedot apziméjumus: a sin a = A un a cosa = B dablsim

<

% -m-A 008 Kb B 8I0 KC T i oveeavrenivveess (27)

Atrums augSé bija atrasts k& funkcija no x, lai dabltu vipu ka
funkeciju no laika visizdevigdak blis atvasinat formlu (24) péc laika

vV, = ak COB{RY 0 ) A TG e v LN Py (28)
Sakara ar So varam atrast vél vienu oL izteiksmi
. ek o sin « kxo
pie t_ = 0 V, = ak cos a no kurienes| tg a = v;—-— /e..(25 bis)

Lai dabltu labaku parskatu par atrasto kustibu, uzkonstru@sim attaluma
(xt) grafiku, kura, ké rada nolidzinadjums (24), bius sinuscida. Sinusoida




R | S

krustojas ar X — asi punktd A, attdlumd x_ no koordindtu sakuma. Sinu-
_ soidas tangente
X punktad A_ veido ar

t-asi tadu lenki
Booka tgB, =V .
Am Laiku, kura p-kis
_ izejot no kadas
: it vietas noiet abos
A A e o Ao i gela punktos A un
0 I ! v A L
X, 1 | A, un atgriezas at

P % ' T t pekal, mé&s sauksim
. i par kustibas perio-
] \ du un apzimesim ar
s 'r ¥ T. Lai dablitu peri-

\\\ﬂ—’//' odu T, pielidzina-

: sim abas x izteiks-
mesgsékuma momenta,
kurs atbilst punk-
ta stavoklim A, un laika momenta T, luys atbilst punkta stavoklim A"
(sk.2zim.30). ° %

i

x, = a sin(0 + a) Sin(kT + &) = sin(0 + @)

X, = & sin(kT + a)

Bet argumentiem tad jAat3kiréis par 2m,jo viens punkts A ir vél izlaists.

(KT + 0) — (0+ &) = 2n  .no kurieneq T =-§ﬂ ....Periods..... (29)
Loti svarigs ir apstéklis, ka kustiIbas periocds T nav nemaz atkarigs
no sakuma apstakliem, t.i. no sakuma koordinates, sékuma &truma un ari
no amplitiides, bet tikai no lieluma k, kurs raksturo spéka intensitati.

3 l A -— 3 —_— - 5 - 3 - —
Llelumu-T ykurs rada, cik svarstisanas notiek laika vienib&, sauc par

frekvenci un apzimé ar n T
o a e e SRS SR N T S S P e e (ST L e f}O)

-

KustoSa punkta attdluma "x" grafiska konstrukeija.

Ievilksim rinki ar radiusu a. Atliksim no horicontala radiusa CO lepki « .
No dablitd radiusa CA, atliksim /A CA = kt.

A"L Tagad viegli redzams, ke radiusa CA projek-
S ‘-_}; cije uz vertikalu radiusu CA  ir
-

/ A a cos(90° — ¢ - kt) = a sin(kt + a) = x
X X 0 :
s
! d-

C S Atsperes elastibas spéks.

Paradisim, ka realizét sp€ku, proporci-
onalu attalumam. Piek&rsim pie atsperes
materidlu punktu ar svaru mg. Zem minsia

zim.31. svara atspere izstiepsies uz garumm /t,.

Visparigi atsperes izstiepSanas ir pro-
porcionala spékam un ja proporcionalitétes koefici-
ents ir k',tad = khE . Aizvietogim So koeficien-
tu kK ar citu: kK= mk?,tad mg = mkL . '

Tagad novilksim piekértu kermeni uz leju gabalu x 1lidz A un uziesim, kads
spéks darbosies uz vipu. S5pé&ks X bls kopspéks no smaguma spéka mg un at-—
speres elastibas spéka ., proporcionals izstiepumam.



I gt = A N
i T T o, e M N N
Nt

X-=mg-mk2(2+x)=mg-mk2£- mkzx--mkzx .
X = = mkax. K& redzams spéks ir pievilkSanas spéks, proporcionials at-
téalumam no punkta O un ir virziis uz augsu. ’

Analogiski, ja pacelsim kermsni uz eugSgabalu x 1idz A ,spéks

X = mg - mk2( f - X) = mg -'mk2L+ mk®x
X = mk°x

Ari sinl gadijumd spéks ir proporcionals atté&lumam, bet tikai vir-
21ts uz leju.
Tl K& zinams, punkts, uz kupu darbojis tads sp&ks, atradisies vienkar-
Sa& svarstisands kustiba. Uziesim $iIs kustibas periodu, pemot formulu(29).

/7
T ='%5 ,bet k varam uziet no formulas
' 2
ng = mkY
k=V% ,tatad T =2n/ Zg NG 50
X A 1L : SvErstisSanés perioda formula Sini ga-—
0 dijuwnd irnBk identiska ar matematiska svar-

X mﬁ zim.32. sta, ga.rumif,, periodu.

A

VI gadijums. Spdks funkeije no koordindtes un &truma
X =fix x).

Uziet kustibu: x = fx(t).

Piemdrs. DziestoSa svarstisSanas kustiba.

Par dziestosu svarstisanis kustibu més sauksim svarstiSanas kusti-
bu ar pretestibu, tad, bez spéka, proporcionédla attélumam, uz materiéa-
lu punktu darbosies vél pretestibas spéks. Més varam ari iedométiecs, ka
svarstisanas kustiba notiek medima, § uzréada pretestibu. Piepemsim,
ka sakumd pie t, = 0 punkta koordindte ir x  un &trums io.

Uz punktu darbojoSais spsks
X blis summe no diviem spékgem

o

A, X x® ; - :
(T) = §° s " X X=X +X, ,kur X; = - o
Eiat JON X xfg T jau pazistamais pievilk3anas
0 spéks un X2 ir pretestibas spéks,
S e kugu pemsim proporcionalu &atruma
Pirmai pak@pei, ar proporcionélitates koeficientu 2mh:
' X, = 2mhx
2 :
X = — mk"™x - 2mhx

Koeficienta 2h fizikala nozime ir pretestibas sp
Vvienibu pie &truma viena vieniba, jo piem =1 un
X asi izvélésim tapat, k& harmoniska kustiba,t.i.
fXustibas diferencialnolidzinajums:

2
ax - 2 .
mm——MX—m

Saisinot massu nonédkam pie otras kéartibas homogena lineara diferencial-
nolidzinédjuma ar const. koeficientiecm

2
d~x 2 .
SR B o k™x - 2hx
dt £
Izlietosim substiticiju: x = PR ?' ,kur ¢ ir pagaidam nenoteikts faktors,

eks uz katru massas
=1 izndk 2h = X

x 2.
ta, lai x,>» 0.



g
Sastadisim x = ec"t.$ - cect.§ = %Y % Feos )
£ = cot(; + c?) + ceCt(%+ c?) eCt(§+ 2c§+ 023 )
aizvietesim dii‘erencié].nolidzinﬁjuma X ar g

eCt(-' + 2035+ c? 3 ) = - k%°t % - 2heCt(-§+ cg)
ct

Saisinasim e 7, jo vips nullei nelldz'inﬁ,j‘as
+2c3+c§ —k%—zh -2ch?
Tagad izvélésim ¢ = - h ,lai saisinétos locekli ar ?
-3‘~2h?+h$-—k§ 2h3+2h?
tad diferencialnolidzindjums galigh veid& iznék
> =—(k -h)§ .......................... (32)

Pie atrawta diferencidlnolidzin&juma integrdsanas var nakt prieksa
3 gadijumi:

h< k vAaja pretestiba
2 =k vidéja pretestiba
h>k liela pretestiba
l.gadijums: h < k. Tad diferenci@lnolidzindjumd iekavas ir pozitivs
lielums, kuyu varam pielidzinat kadem wi
2 R
KW ~h " = W,
Diferenrnidalnolidzinajums: 2 = — m{f% .Bet sSéds diferencidlnclidzinad juns
bija jau nointegréts V gadijumd, pie kam integrals pec formulaq (24) iz-
na~a
= a Sln(w t 4+ o)
kur a p3e formulas (26): /—"__'
2 f
2
Y

un o pée formulam (25)
e 4 wﬂgﬁ

a = arc Sin —£—= jed tg @ = —f—
o

eCt.? - e‘ht.'?’ galigi kustibas nolidzind-

i

. No substitucijas x
Jums: -

é | X =a e—-ht Sin (wot B e T o R e (33)

kur a un o kaut gen ir atrasti, bet izteikti caur Foun 30 ; izteiksim
un

: = i . . = : =ht- o
Vipus caur s@kuma apstékliem x  un x . Sim noliikam pemsim x = e :

izlietosim vipu sAkuma momentd t_ = 0, tad X, = 1. ?0
Analogiski atvasinot to pasu pec laika
x = et (‘% -hy)
un atkal izlietojot sdkuma momenta t_ = 0, atrodam X, =F, - hF,, 0O

kurienes ?n =X + hxn




Tagad galigéd veida

S 0 oo SR
un o = arc Sin 1= ...(35) jeb { tg a = i';-r'ﬁ'x; ‘\..(_)51)13)

Sinis formulas We = */’kz - hz p

Apskatamds kustibas atrumu visgrtBk dabisim atvasinot péc laika
formulu (33) ,
= ae"ht.wo Cos(wot + a) - ahe-ht.Sin(wot + o)

Li:ae—htTwCos(wt+a) - h Sin (ut+o.)] O o B (36)

Izpetisim atrasto formula (33) kustibu. Pirmkart kounstatéjam, ka
ta ir svBrstisands kustiba, jo formulB ietilpst sinusa funkeija, bet
otrkart, faktors -0t ., .a4q uz to, ka x ar laiku semazinajas un x
tiecas uz nulli. Ta tad svarstwqanas kustibas amplitudas samazindjés
un var teikt, ka svars+1sanés kustiba nodziest. Tamd&l 8is gadi jums
ari tiek saukts par dziestofu svarstisanas kustibu.

Lei attélotu (xt) funk013u grafiski, uzskatisim x k& reizinajum
no divam funkecijam.

ae &% . kuya reprezenté logaritmisku liniju, un

Sin(wot + a) - sinusoidu.
Uzkonstrudsim kxatru liniju atseviski. 2iméjuméd 34. ir paradita
sinusoida un log. linija LL.

zim. 34.

Logaritmiskéds linijas s@kuma ordinAte pie t = O izn&k a.Sinusoidas
¥ A ) X ot
sAkuma ordinate pie t, = O iznék Sin a = EQ (xt) linijas ordinatas

dabtijam pareizinot 1ogar1tmlsLa~ 11n13as nrdinatas ar sinusoidas or-
dinatam, no kurienes seko, pirmiArt. tur,kur sinusoida krustojés ar
t-asi, ari (xt) linija xrustojas ar t-asi. Otrkart, tur,kur sinusoi-
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das ordinate ir 1, tur (xt) linijas ordinates 1idzinajas logaritmiskis
linijas ordir&tém, bet cités vietds (xt) linija ies ielSpus logaritwis-
kas, Ta tad visparigi (xt) linija ir ieraketite logaritmisks 1linijé un
Pieskarids pie vipas zem sinusoidas maksimdlan ordindtam punktos Pl'PZ'
P3,P4 un P5' ,

Kas attiecas uz x-linijas maksimumiem, tad tie nesakritis ar sinu-
soidas maksimumiem, bet atradisies vipiem prieksa punktos M, ,M,,M My
un if; . Uziesiy teged kur strodss x-linijes maksimumi, Sim L ofikdn

pielldzinasim 3% = 0. Formula (36) t& tad dod
W
woCos(wot +a) -h Sin(wot + a) =0 Jjeb tg(wot + a) = EQ

-

Atrisinot So nol-mu attiecibd uz t dabfisim visus laika momentus,
Iuyiem atbilst max.x. Apzimésim vismaz&ko ar tl,tad identiski

tg(wotl+a)=;—q § tlz%;[arctggg-a]
Néakoso sakni t, uziesinm no nol-ma w°t2 +a=mn+uwt; +a, no kurienes
‘ 'c2=1:1+:;—o
Péc analogijas t3 s t2 + %; ity + 2 g;

7 T
t, =1ty + = =%; + 5=-
4 3 5 1 Wy

K& redzams,laika spri’i ét&rﬁ diviem maksimumiem ir visi vienadi:
o o n_

Bet kustibas perinds ir laiks, kuyd punkts noiet no viena maksimua 1idz
otram un atpakal}l, t& tad vins bls divreiz liel@ks -

T:Q ...........--(37)

Yo

Meklasim tagad pasus maksirmumus jeb amplitudas.Liekot kustibas nol-mé
T ae'ht.Sin(wot Fo); e t, dabisim pirmo amplitudu x,

= ae”™ gin(u ty + «) Gl e el
X, = ae in(u ty + @) , bet tg(w,ty .
tg(w ty+a) W w W W
sin(u ty + a)=—=— 17 e T SN 0 =2
y/1+tg¢(wotl+a) h / “3 \/h§+w§ \/;§+k§~£§
hC.
et B X, = El-h,’g i, WA L DI b B (38)
Otro amplitudu x, dablsim, liekot t = t, = T, + %~ formula (33)
0
x = ae Bt Sin(uw,t + «)
-h(t +2- . 2 2 1@1
x, = ae 1 wg Sin[ w,(ty + g;)+a]=ae bty o 8 Sin[n+(wot1+a)]
_m Srer e

= -ht, : Wo SiinaBly -0 Wo
= -ae .Sln(wotl + a).e ae L

B



galigi _ Xy = - Xq.8 Yo
Analcgiski | - h o 142
Xy =i Xy Y0 B x Yo

3 2 ke Ty
_ Ih el
Xy =-X5 . € Woie ' T e Y

Salidzigot atrastos rezultatus redzam, ke amplitudas samezin@jas psc
geometriskas progresijas likuma, kurai

_lqz_e*% D )

KustoSa punkta attdlume x grafiske konstrukcija.

Yemsim formulu (18) x=ae”ht.Sin(wot+a)
un ievedisim apzimé jumus ae-ht hd

w. tta = ¢
tad x = r Sing , bet iz~
sladzot laiku t = £—= no run g
-2y 2w WEa
dabisim r = ae " © logaritmis-
kes spirales nol-mu.

Uzkonstruésim vigu'@ s@kumé@ pie
= 0, T = aun g, = & Tevilksim
rlnkl ar radiusu a. Spirale tad si&k-
sies punkta Ay ykuru dabujam uz rinpka
atliekot no horlcontala virziena cen-
zim. 35. tralo lenki a. Kad spirale bus uzkon-
struéta pée atrasta nol-ma, atliksim
no sakuma radiusa-vektora OA lenki
wot Nemot radiusa-vektora oR =

projekeciju uz vertikalu virzienu, dabisim x, jo pronek013a
OB ='r, Sin(w t+ )= ae Bt Sin(w,t + a) =
Punkts talsnv1r31enlsk1 kustéas ta, ka vina att&8lumi x no null-
punkta llelnaJas log.spirales radiusa- vektora projekeijai uz vertika-
lo virzienu.
2)gadijums: h = k. Atgriezoties pie kustibas diff-ncl-ma (32)
) =~ (k2 - h2) redzam, ka vips stipri vienkarsojas, piepemot for-
mi 3 = 0 un integr&jot to atrodam 3 = A un 3 At + B. Noteiksim in—
tegrésanas konstantes A un B. Sakumé pie t = 0, ? = 30 un 3 '?
kurienes A -?, wn B =%, , integrals: 3= %‘t +%, .Bet no izlietotas

TAbFLRNCLIS D g ,t8 tad x = ht[? t +3, ] .Agrak val bija
atrasts ? = x, un ’?‘g— X + hx, , no kurienes galigi
x = o Bt [ X # (X ¥ hx )% 2 T (40)

83 formula rada, ka 2)gadijuma punkta lkustiba vairs nebls svEretisanas
kustiba, jo Pustlbas nnl-md nenék ieksa Sin jeb Cos funkcijas.
Izpetnt atrasto kustibu, atskirsim 3 apaksSgadijumus.



a) X, > 0. Uzziwésim (xt) grafiku, pemot vérd sekojoSus apstakjus: salu-
ey ma ordinate x > O, sakuma tangente veido
' 3 ar t-asi t@du lepki, ka tef = & ,visi lo-
,ffgf' cek}i formula (26) iekavas ir pozitivi,
: tas noziné€, ka x-linija arvienu paliek
X
g IS

virs t-asg, bet reizinatiéjs e-ht priek-

t 83, samazina x vértibu, kuya tiecas uz 0.

~Ta tad (xt) linija paliekot pozitivd pu-

zim.36; 88, asimptotiski tuvojas t-asij. Tada go-

dijumd (xt) linijai jabut maksimums. Lai uzietu, kadda vietd sis malsi-
muze bus, sastadisim dx _

at
4X - P (%, +hx,) -he™™ [x, + (x, +hx )t ] =0
dt o] o] (e} (o} o
Saisinam e % ,tad %, + hx_ - hx, = h(%, + hx )t ,apzimsjot attiecigo
» io
sakni ar ty atrodam P -
h(xo + hxo)
4 %o
%o + hXy xo\
ooy = © - (xo W e,
b) * { Oun ari x_ + hx <0 . Sakuma ordinate x_> O, bet sakuma tangen-
= - Tta us Toj arojot. ¢
X te ir virzita uz leju un, ievérojot to,
ka otrs loceklis kvadratiekavas ir nega-

tivs, pietiekosi liela laika otrs loce-

klis klus lielaks par pirmo un visa funk-
t =

cija diis pegetiva, 1lika paries zem t-asi

\
~
zim. 37. \/ un tur asimptotislki tuvosies p&déjai.

c) k +ohx o= 0. Ted % =x .e 8% yn (xt) linija buis vienkarsi logerit-
| X miska linija, ar saluma ordinati x| , ku-
\ ra asimptotiski tuvojés t asij.

XO!T e t+ 3)gadijums: h> k . Tad diff-nol-ma(18)
Lo A 2S 1 = - (k2 - h2)? labd pusé ir pozitivs

2

lielums, kuyu varam apzimét ar r<, —(1:2 s h2) = r2 . 7 = rz';z

L A B S : S . ¢ Dy B PR ‘
a—g- =T '3 parveidosim kreiso pusi 3’% o ri' ;?diqe%d% integré jot

L

52 2
j—— = r2 _z_ +Cp e I integréls. %=\ r‘;iz " 201 ;

- dy
a3 _ 2 3
EE = \/I'—? " id 2Cl ’ \/I‘2§2 + 201
nasinm ar r un integrésim
I rdy = rt + Cy,
\/;272 + 204

ln(r? +\/r2?2 + 2C1 ) = rt- +* 02 , atsvabinoties no ln

=dt reizi-

r% + \/1??2 +- 201 = ert *C2 , ievedisim apzimé-
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s
Jumue = 3 r? \/r 7 +£Cl =1‘1€3rt 7 \/2? +2Cl m—r?

+201=Ae —2Ar3e 1—1-%
?.Ar§e =igte T a00s

C
VAT IO e g e e —rt
3 GO L SRR
o e T Gy : “ht T
pzimesim 5z =Cun - 72 =D , un iev&rojot, kax=e .? , dabusim
x = ¢ 0t [Cie bt e r ] un galigi kustibas nolidzingjums

. -~ -~ =
x = .l | 5 o-(rth)t T SR (41)

Sinl _gadijuma pie lielas pretestibas h > k punkta kustiba ari nebius
svarstisSands kustiba.

VII gadijums. Spéks flunkecija no koordinédtes un
laika X = f(xt).

tUziet-x =1 (t)

Piemérs Uzspiesta svarstiSanas kagtiba. Par uzspiestu ovarstisa-
nas xuqtlbu més sauwisim gadijumu, kad uz punktu beg jau pezistama pie-
viiksanas speka, broporcionadla attalvman . x, darbojés vél pe-
riodisks speks, kuyu Piepemsim sekosa veld% X = mb. Sin pt. So speku
sauc arl par ierosindjoso spsku. Koeficienta égflzlkala nozime bija
Jau noslkaidrota V.gadijumd. Koefieienta b fizikala nozlme ir maksima-
lais ierosinijusais spsks uz masas vienibu, jo pie m =1 un Sin pt=1

iznal b = X, . Diepemsim, ka sakumd pie R 0 koordlnate ir x, un
0 As Xo- %, &Ly atrums x,. Uz punktu iedarbojosais
! B g spéks X = X; + X, ,Punkta kustibas
B E a° 2
’ X > Qiff-nol-ms: m —*F=—mk x+ubSinpt
Zim.39. 5 at
Saisinot mesu dabusin 2F 4+ ¥Px = b S Pt ... (42)
dt

Atrastais nol-ms ir otras kartibas linears diff-nol-ms ar const. koe-
ficientiem un ar labo dalu.

Téec diferenciilnolidzindjumu teorijas mingt& diff-nol-ma integ-
réals ir svmma no kreisas dalas pilna integriéla un kada partikuléra in-
tegrala visam nol-mam. d2 5

Apzimésim ar xl integralu diff-nol-mam —5 + k'x =0 un ar

X, partikularo integralu v1g§m nol-mam,.Tad x = X tx,.
K& zinams no V gadijuma kreisa@s puses integrals
X =8 Sin(kt + o)
Partikuléro integrélu visam diff-nol-mam meklésim forma X, = C Sin pt
Noskaidrosim, pie kada € Sis integr&ls apmierinas diff-nol-mu. Sim no-
Jailzam sastadisinm ij = op Cos pt T i2 el cp2 Sin pt
ieliksim Sis veértibas diff-nol-mé (42)
- op° Sin pt + k¢ Sin pt = b Sin pt

o{k® - p2).Sin pt = b Sin pt
Ka redzams diff-nol-ms biis apmierinéts, ja koeficienti pie Sin pt abés



~

- 31 - :
'Y

pusés bus vienadi c(k2 - y2) = b, no ¥kurienes c = T T W tad
: kK - p
Xy = ;§~2--§ Sin pt un pilus integrdls jeb runkta kustibas nol-ms
-~ - p . X
fx = a Sin(kt + a) + ;2-":?--7 Sin pt l AR s (43)
—= P

Atrastd formula ir redzami divi locek]}i, no kuyiem pirmais reprezents
punlzta passvarstibas, kuyas izsauc sp8ks X, un otrs loceklis reprezen-
té uzspiestas svarstibas, kuyas izsaue ier%sinéjoéais speks X,. Seit
veél jipiezimé, ka nol-md (43 lielumus "a" un "a" nevar penmt pgc agrak
atrastam V-a gadijumd formulam (25) un {26), bet ir jaatrod tiesi pac
nol-ma (43) no s@kuma apstakliem. -
Ja sékumd pie t., = O koordin&te ir x_ un &trums x_ ,tad nolsms

(43) dod x,=aSina . “Diferencdjot nol-mu ©(43) psc laifla, atrodam Btru-

ma
| x = akCos(kt + a)+~-§EE—7§ CoB Dt ko ks (44)
TR e
un ievietojot to = 0 un io dabiisim io = ak Cos a + ;EQE“‘ﬁ
=P
'a Sin o = R G FRE) )
a Sin a = X, < a Cos o % (x0 i £3 2)
=P
<. 2 ! S bp 2 x x
e L//io ¥ ;5(10 e 55) , tga = - Ob jeb ari ot=arc:Sina-cl
: Z x-P—s-
0" 2 _ 52
hezonanses gadijums.
Apskatot formulu (43) redzam, ka uzspiestas kustibas amplitgde_ir
-ir—-~§-kur "h" bija maksimdlais ierosindjoSais sp&ks uz masas vienibu.
K™ - P & isteiksme ari pie maza b var piepemt lielas v8rtibas, ja di-

ference starp k un p ir maza. Gadijum, kad k = p sauc par rezonanses
gadijumu. Sini gadijuma b
= m, bet tas aizrada, ka rezonanses

kz - p§ & ;
gadijuméd atrastais integréls (43) neder, jo X, nevar tuliy sasniegt
bezgaligi lielu vértibu, bet varétu pieiaist, ka x, pieaug proporcicna-
1i Iaikam. Tamds), atst&jot diff-nol-ma (42) yreis@s puses integralu.
to pasu x, = a Sin(kt + o), mekldsim diff-nol-ma partikuléro integralu

cita forma: x, = ct Cos pt ,pie kam koeficientu ¢ noteiksim ta, lai
diff-nol-ms butu apmierinats.

22 = ¢ Cos pt - ept Sin pt

iz = -cpSin pt-cpSin pt—np2t Cos pt = -2cpSin pt—cp2t Cos pt
ievietosim so diff-nol-mé (42)
- 2¢p Sin pt - cpzt Cos pt + kznt Cos pt = Sin pt
bet k = p ,ta tad paliek -2¢p Sin pt = b Sin pt. Acimredzot, la% nel-me
butu apmierinats: c = - §9— . Tad partikularais integrals X,=- iitCospt
un pilns integréls rezondnses gadijuma
x = a Sin(kt + a)- 25 . o pt s R T (45)

Ka rcdzams, uzspiestés kustibas amplitude rezonanses gadijumA aug pro-
porciongli laikam.
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Cita rezonanses pazime. Rezonanses noteilums bija k = p. PaSsvarstibas

2 &
periods izteicaés ar formulu (29) Ty o= iﬂ .Jerosind josa syéka periodu,

pemot véra, ka X2 = mb Sin pt , més deblisim, pielidzinct pT2 = 2n ,tad
T2 = %3 . Bet ja p = k, tad Tl = T2. T& ir v8l viena rezonanses pazi-
we! rezonanse iestd@jAs tad, ja iercsipfjofA spska periods ir viendds

ar passvarsilibu_ periodu. Passvarstibas psriods, ka jau agrak bija,mi-
nets, ir stkerigs tikai no koeficienta k€ spska formuld X, = - mk®x,
bet nav atkarigs no sakume koordinétes un &truma.
Piemérs. Nemsim plakanu atsperi, iestiprin@tu vien& gald, izvedi-
a sim vipu no lidzsvara stavokla un palaidisim vala.

;r---=====::::: Atspere tad zem elastibas spdku iespaida nonéks

3 svarstisanas kustibd, kuyas periods blus atkarigs

2 2im.40. no atsperes elestiglm ipasibam, bet nebls atkarigs
no sakuma izlieces.Ja dosim atsperei vé%Aperiodiskus triecienus ar ro-

gu, tad dabusim bez pa3svArstibam vEl uzspiestas svarstibas, pie kam
ja abi periodi sakritis¢ uzspiesto svarstibu amplitudas augs un ar sa-
mera nelielo ierosin@jeso spéku atsperi var salauztb.

Rezonanses paradiba var novérot tvaika masinu varpstas, kugu ker-
menos, dzelzkonstrukeijas, uz kuyam ir uzstaditas periodiski darbojo-
©8s masinas, ja So masinu darbibas periods sakrit ar passvarstibu pe-
riodu. Pats par sevi saprotams, ka rezonanses paradiba ir kaitigae kon-
gtrukeiju stipribai un novérsama caur masinu darbibas perioda mainu.

VIIT gedijums. Spsks funkcija no konordinates,atruma
un laika: X = f(x x t).
Uziet kustibu x = f_(t). ’ :

K& pieméru apskatisim gadijum:, kuyd bltu apvienoti VI un ViIi,t.i.
uzspiesta sverstisanfs kustiba ar vretestibu. Piepemsim, ka uz punktu
darbojosais spéks ir summa no 3 atsevisjiem spekiem! X = X, + X5 + X5

kur Xl = —mk2x {au pazistamais pievilkSsanas spé&ks,propcrcicnéls atta-
. Jlumam SN 3
X2 = -2mhx ari pézistamais pretestibas spéks,proporcionéls atrumam.
X; = mb Sin pt ari pazistamais periodiskais jercsind josais spéks.

Punkta kustibas diff-nol-ms® m¥ = - mk°x - 2mhx + mbSin pt

Saisinot masu dablsim: X + 2hx + k2x = b Sin pt . Otras kartibas 1li-
n2aru diff-nol-mu ar const. koeficientiem un ar labo dalu. Pirms inte-
grésanas, ierobezosimies ar vajas pretestibas gadijumu, t.i. h<Xk .

Per diff-nol-mu teorijas pilns integréals ir summa no kreisas pu-
ces integrala x, un kaut-kada partikul@ra integr@la visam q}ff~nol—mam
Yo Kreisas dal&s integralu dabtisim pielidzinot vipu nullei:

X + 2hx + kgx = 0 un integréjot so diff-nol-mu. Attiecigais integrals
pie h{ k bija jau atrasts VI gadijumi formuld (33)

5 e
X, = ae"nt.Sin(uot + a), kur W, =‘,/k2 - n~ , bet a un o biis Jaagrod

v&éldk no pilna integrala, izlietojot s&luma apstéklus.
Partikul@ram integrélam izvélésim formu

X, = A Cos pt + B Sin pt
un noteiksim koeficientus A un B t&, lai vipni apmierinatu diff-nol-mu.
Sastadisim iz = — Ap Sin pt + BpQCos pt
i2 = - Apzcns pt - Bp“Sin pt un ieliksim vipus diff-nocl-md
2

—Ap2Cospt—Bp28inpt—2hApSinpt+2thCnspt+k ACospt+k2BSinpt=b Sin pt

(~Ap2+2hEpHPA)Cos Pt +(-Bp-2hAp+k®B)Sin pt = b Sin pt
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Nol-ms acimredzot bis apuwierinats, ja kreisé un labi puss koeficienti
rie Cos pt un Sin pt biis vienadi =

(k% - p°)A + 2hEp = 0 | 2up $ y k% - p° i |
(k2 - p2)B - 2hAp = b kE = p2 2hp

Atrisinot So no%-mu gistému, atrodam K

& b(kS - p%) ) 2phb N

B =~ e A s - ol

(2 - 12)? + an’p ’ (22 - p2)2 + anp? -i

Iekams m&s liksim pilna integrala izteiksmé partikularo integralu
X, = ACos pt + BSin pt, parveidosim v&l p&dgjo, ‘pemot aiz iekavim

- B |

A% 4 B®.
X, =| A? 4 B§ —-—.4-:——Cos pt + ——B——- Sin pt>
5 V42452 v 42482
bet lielums = <1 un ari 8 < 1, kads] varem :
> , !
A° + B ST
pielidzinat A = Sind un ————i = Cosb

Va2 + B2 Va2 + g2 |
Tad x, =l /22 + B2(Sins.Cos pt+Coss.Sin pt) = l /22 + B2 Sin(pt + )
Uzlesin SR i ’ﬁ‘_@;— ) 24apnobe  _ b
. vel VA + B = \/ -5 = >
[(k°-p®)“44p°n° ] V (k€-p©)+4p°h
Geligi x, L . 3in(pt + &)

S

Visi lielumi, kuyi ieiet 8ini formulad b,k,p,h ir doti, paliek tikai at-
rast 6, kura tang. dabusim, izdalot Sigb caur Cosd

tgs =5 ,|tes=-== 1 .. (46)
B
Pilns integréls jeb punlcta kustibas nol-ms iznék
% = ae'ht.Sin(wot + a) + b - Sin(pt + &) (47)
22

e
\V4 (:%-p®)°+4p°n

Vslreiz jépastripo, ka a un a S8ini nol-mé& nevar pemt pé&c formulam
{(34) un 835), bet ir jaatrod tiefi no selmuma apsték]iem. e
Atrastd nol-mé (47) kustiba sastBdas no dziestosas svarstlsanas
lmastibas, reprezent@tas ar pirmo locekli un uzspiestas svarstisanas
lustibas, reprezentétas ar otro locekli. K& redzams no fermulas (47),
ar laiku pirmé dala izdzisis un paliks tikai otra.

Uzspiest&s svarstisanés kustibas amplitude biis otra locekla koe-

= b . Rezonanses gadijumd, t.i. kad p=k,
V/ (k%-p°)*+4p°n°

minétd amplitude iznak a, = ?%E ,kur "b" raksturo ierosindjoso spaku.

KA redzams amplitudengznék bezgaligi liela pateicoties pretestibas spé- '

kam, lurs ir raksturots ar koeficientu h. Bet ja p;etgstiba ir vaja,t.
i. h ir mazs, tad amplitude a, var rezonanses gadijumA iznakt diezgan

liela.

ficients 8,
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§ 4. Briva materifila punkta 1ikumaina
kustiba_ pleimé@.

No kinématikas ir zinams, ka punkta &truma un padtrindjuma vekto-
ri atrodas trajektorijas pieslejas plakg@, kura gul ari galvenéd normé-
le. Dinamikas pamatnolidzin&jums: mj = F.

_ Ja padtrinajums J jeb spéks F neizies no min&tds plaknes, tad ari
trujectorije paliks s8inil plskné un m@s veram formul&t: materidls punk-
ngggziiga notiks plakné tad, ja uz vinu darbojoSais spéks paliks ta-—
ni p ¥

Punkta kustibas diferenciglnol-mi p&c Eulera.

Projecssim dinémikas pamatnolidzindjum: mj = F uz trajektorijas
(a-a) tangenti un galveno normali.

2 R |
mjy = Fy Jt T at
\\\ bet =2 :
nj. =3 B s de
: s n o jn 25 S =’th
Ft = F.Cosyp - sauc par tangenciiélo
spéku
o P.8ing - sauc par normédlo spéku.
av
1) m ’d'-E' .= F’t_ ’ (48)
: de
2) $- jeb v - =P
> Fn in at nl

zim.41.

Pievienojot Siem nol-miem v3l 3) F£ = 0, jo arviemu Ip = 0, verem vi-
pus lietot ari kustibai telpa, jo tad katrd moment& kustiba notiek

riesluajas plakné.
Izpétisim kadu iespaidu uz punkta kustibu atstdj spéka tangencié-

la un norméla komponente. Ft
No 1) nol-ma atrodam: dv = P dat
K& redzams, punkta &trums bls lieléks, jo lieléks biis tangenci@lais
spéks Ft‘ P F
No 2) nol-ma atrodam de = 2 . dt jeb ari 1. ——Eg
By ? mV

' Pirmé formula rada, ka kontingences lepkis jeb trajektorijas liciba k
bus_lielaka, jo lielé&ks ir normélais spéks Fr’ bet otra formula raaa,
ka ? ir mazé@ks, jo lielal:s normalais spékan:

Specidls gadijums. 1) Lepkis ¢ = 0 jeb ¢ = @
tad F. = F.Sing = O bet ja F, =0, tad 5= 0

n
P = F.Cosg = i'F un ? = o ,tas aizrada,ka trajektorije bus
taispa linija.

Specials gadijums: 2) Lepkis ¢ = 5

tad B, = F.Cosp = O | bet ja F, =0, tad &7 = 0 un V = Const.,

F, =F.Sing = F I tas nozimé,ke kustibas Atrums biis Const.
ApakSgadijumd, ja bez tam vl F = Const., tad 1 —35 = Const. un
trajektorija bus ripkis. ? mVO
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 Punkta kustibas dif-rol-mi pSc liac-Laurina.

f;gjecégim din@mikas pamatnolidzirdjutm m) = F uz nekxustosSam kooirdi-
L£C00 &81nm. -
v, (& v F mj, = F.Cisa mE = X

a”’ﬂa G R IR e S (49)
mjy = F.Sina (zf =71 |

= . Jéut®jumi lilumaind kustiba plakns.

= Tapat kA taisnvirziena kustibé visus
zim.42. Jautdjurm attiecibd uz punkta lilkunaino
: kustibu plekné&, var iedalit divés grupas:
L. grups. Péc dotas kustibas uziet spsku.
Il.grupa:. Péc dote spéka uziet punkta kustibu.
Apskatisim katru atseviski .

1. grupa. P8c dotas kustibas uziet spéku.

Doti- punkte kustibas nol-mi plakné{x = fx(t)

y =£.(t)
> 4 o
Uziet spé&ku F un vina virzienu /e , uru vips veido ar X - asi.
Sastadam x=1(t) | £=¢£2¢) | X=umk = wfi(t)
atvesinatas y = f&(t) y = f;(t) Y=y = mf;(t)

L+ , Cosa = %

Piem&rs vz I.grupu

Doti z = aCos kt | Uziet spéku F un virzie-
y = bSin kt nv o.

Izslédzot laiku noskaidrojam, ka punkta

= 1 ellipse.

Sastadam % = -ak Sin kt } % = -ak®Cos kt = - k°x
atvasinatas }’r = bk Cos kt y - __bkzsln Xt = = kzy
X = - mak°Cos kt = -mk°x _
RN SRS —mkzy Spska projekcijas kxa f(t) un ka £(xy)

ety /25 =tmk2\/x‘+y2 =tmic®r
F=1 mk2r spéks ir proporcionéls attalumanm

2

Cosa = % = ;yg_g = - % , Jo atrodas III kvadranta,

mk T

Speks F ir pievilkSanas spéks un vipu jaraksta ar negativu zimi

e
F = -nmk™r

1I grupa. Péc doté spéka uziet punkte kustibu. )
Dotas speka komponentes X un Y jeb spéks F un vipa virziens /Ja.
Uziet kustibes nol-rms: X = fx(t) un y = fy(t).

$is grupas jautdjumi ir sarezgitaki,

Tapat k& taisnvirciena kustiba, K
lai debiitu kustibas

jo attiecigos diff-nol-mus bus divreiz jéintegre,
nol-mus.
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Jemot vErd, ka visparigi apéka ﬁrojekeijae X un Y var bit funkei-
jas no x,y,x,y un t ,

X = fl(x:y:is:}:t) ’ = fa(x:Y:i:&;t)
kustibas diff-nol-mi bus

k= £3(%,7,%,7,t) } Simultani diff-nol-mi
ny = f,(x,y,x,y,t) : |

. Katrs diff-nol-ms ir otras kartas,bet viyus visparigi atseviski no-

integrét nevar, jo diff-nol-mé priekS x mBk arl iekSa y un y, t@pat

nngma prieks y nik iekSd x un x. 58dus nol-mus ir jaintegré kopad un

vini reprezenté ta saukto simultano diff-nol-mu sistéwu, kuyu var no-

integreét tikai specialos gadijumcs. Katziu nol-mu ir jaintegré 2 reizes

un tad néks ieksa 4 integrésaras konstantes, atrod@mes no sé&kuma ap-

stdkliem, kupiem jabut dotiem! x,, ¥, ib, ¥

Noskaidrosim, k&di spéki dos brivam punktam kustibu plakné.
f2créma I. Kustiba zem smaguma spdka jespaida arvienu notiks vertikalsa
Tlakné, vi.&ta caur cakwua atruma vektoru.V5.Pier§Eisim sa-
: ¢ito.

Gadijumu, kad smagau
materidlam punktam dots
sdakuma atrums slipi
pret horicontu,sauc par
slipo sviedienu.

Apskatisim,pirmkért,
slipo sviedienu bez

- gaisa pretestibas(t.i.
5{ vacuums ) .

Z-esi izvé%ésim ver-
: tikali uz augsu.Apzimé-
sim kustibas sékuma
""""""" punkte A koordinates

_‘// 8 -
X %o ar (X,,¥,12,)un sikuna
zim.44. atruma vektcra V_ pro-
jekeijas vz izveletam asim &ar vox’ VO 3 voz'

Vienigais, uz punktu darbojosais’, spfks ir smegume spéks F = mg
un vina projekeijes uz asim
Fr i ¢ Fy =0 , F, = -mg

p 4

- - = -

-~ z s
Izlietosim kustibas diff-nol-mus pd&c lac-Laurina OX un OY ass
virzienos. Saisinot masu varam rakstit

j. =0 " Jo =0
av, % av. y
T 0 integréjot atrodam Efi = 0 integréjot atrodam
no s@kume apstékliem pie T 0 no salmma apstékliem pie P 0
Vox = %3 ‘ Voy = C3
i N Vo < vy = Vc‘y
2 : : vy
= 4 trod - A
2 7 Uox: sPLREIRICLIGtrOCAN = = Yoy integréjot atrodam
no sakumea apsti@kliem pie to=0;x=xo no sakuma apstékliem pie tO=O,y=yO
Xo o T 02 Vo = Ly %
1 Tt ek e 0 (50) [_j{:f_yo + Voot ooee (50%) :




IustosSa punkta koordin&tes x un y ir saistitas ar line&ru nol-mu,kuys b8

nesatur z, bet tas nozim@, ko trajektorije atrodas vertikala plakns. ":-‘fs

Bez tag; 81 plékne veidos ar X2 »plakni t&du lepki a , lkuyan ki

1

tga = VQX , bet s@kuma &truma projekcija uz XY plaékni: Vo veidos ar
v, o v

ox
X asi to paSu lepki a ar tga = 791 ,k8d8] nékam pie slédziena,ka mingé-

(oF 4
té& vertikalé plaékne, kura atrodas trajektorija, ies caur sékuma atru-
ma vektoru Vb. -
N  Piezime 1) Pier&dit& teorsma nezaudd savu nozi-
o A mi ari tad, ja kustiba notiek mediuméd,kuys uz-
W réda pretestibu un bez smaguma spska uz punktu
4—'// darbojas v&l pretestibas spéks W, jo 8is prete-
2im. 45 ‘L stibas spsks W ir arvienu virzits pret &truua
7 ID.% vektoru V un darbojas teni pasd vertikald plak-
- né, csur shkuma atrumuv V_.
g Piezine 2) Pisradito teoPsmu var attiecinat ne
v, tikai uz smaguma spsku, bet ari uz katru speku
S A y F, kups arvienu paliek perpendilulérs kadai
3. i 3 -~ plaknei X7, bet* pats var but mainigs. Trajekto-
)—(/ - -yf’_- aé‘. rija tad atradisies plakné paralldli 0Z asij.
Zlm.

Teorema II. Zem centrdla spélka iespaida briva punkta kustiba notiek
plaknd, kuye iet caur sakums &trume vektoru Vc un Spéke

> centru C. - *
- Par centralo spdku sauc tédu spéku F, kuryg

S Vo arvienu iet caur noteikitu punktu C, spéka
g/'ﬁ/’ centru. No dinamikas pamatnol-ma mj = F re-
2o
'

dzam, ka ari pef@trinajuma vektors j ies caur
to pasu punktu C un materidla punkta kustiba

3 visas vipa 3 projekecijas uz asim ari. Apzimé-

|

i

v
Sim Gx =% y Gy = g— un 62 =g— . Uzrakstisim sektori@la atruma pro-
jekeijas

v C le Yo ybﬁs centrala. Sini centra C izveélam koordiné-
s Z tu sakuma, K& zinams no kinématikas, centré-
-/ - 14 kustiba sektoriéls atrums & ir ccnst. un
2(_ zim.47.

5x=%(yi-zs") Y& - 2y = A X
6y=~]2=(zi- X2 ) tad 82X - Xz =B y +
G, = 3(xy - y%) -yx=Cc 1 2
treso ar z un sa-

Reizin@sim pirmo ar punkta koordinati x, otro ar y,
slkkaitisim kxop&, tad kreisé& pusé iznék nulle un

Ax + By + C2 =0
Centrala kustiba kustosa punkta koordinates x,y,z arvienu paliek sai-
stitas ar linedru nol-mu, bet S&ds nol-ms geometriski reprezenté plakni
un tas nozimé, ka punkta trajektorija atradisies sinl plakné,kurya ka

rada pats nol-ms, iet caur spéka cenftru C. _
Piezime.l) Ja uz punktu iedarbojosais spéks F arvienu krustojas ar

vienu noasim, piem. ar Z asi, tad punkta projekeijas uz E plakni

(v il
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kustiba gan bus centrala, bet pasa punkta
Luetibe 7is av:¢i vairs nebus plakana (sk.

tajax p“bmpru 3 ),

Pieyime 2) Ja més pnemsim-veré, ka smaguma
speks ir ari centréls spéks, tikai spéka
centrs atrodas zemes lodes centra t.i.pie-
tiekosi t&li, lai bez lielas Lludaa varstu
vinu skaltit arvienu perpendlkularu XY
\pléknei, tad teoréma I tiesi seko no teors-
mas II.

Piemérs 1. Briva smaga punkte slipais sviediens vacuuma.

v

1)Rustihas nol-mi plakne.Pec I teordmas
kustiba notiek vertikala plalms, kadel ap-
robezosimies ar divam agin X un Y xustibas
plakng, pie kam pemsim X as; horicont&li
un ¥ asi vertikali usz augsu un parnesisim
koordindtnu s@kumu punkta A Saluma apsta-

;AaLﬁéxm zim.49 kli pie t,=0, x,=y,=0 un V =V Cosa,
VOY=VOSlna
Bk L
0 5 = -8
Yﬁ_j”?; ,bet C, = vocosa IV?="5t+C3 no sﬁkgma gp%tggiiem to=o
i ='V;_5§51 ....1 integrals (V Stne = 0 + C oy 0
% = V,Cose =V Six 0~ gt ' ..I integrals

= Vbt.Cnsa + 02

no sakuma apstakliem Cs=:0

= Vot.Cosa

X ass virzienda kustiba ir vien-

méeriga.

= VOSina - gt

TR L
-=-..

2
fetm, ; Q3 glt._ ) g
Vot.8ina- 25— + C, ,Dbet C4=0

-(52) [y V,t.8ina - 5%— ....... (528
Y ass virziend kustiba ir vienmé-
rigi paléninata.

2)Atruma izteiksme un 8is izteikswes p&tisana.

?i\

Jemsim I irtegrélus, kuri repre-
zentd Atruma projelzcijas

{x = VOCOsa

b = '1 - it

Jy = J051na gt
Celsim kvadratd un saskaitisim

V2=Vg0052w+vgsinaa—ZVbStSin“+32t

[ 0
1<

-~ 2
vo=v2-2g(V tSina - £X-) ,bet iz-
teiksme iekavas ir y

..(53) atrums ka funkeija no koordinates.
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, v ve
Izdalot V2 uz 2g, dabiisim %—Z=§§-—y jeb '-gz-+y=2§=00nst.

2
51 t:nmula rida, ka pmlkla Zoordindtes y summa ar atrume <o st Y
ir Const. lielums, t& tad materidls pankts nokritis uz X asi punic- <&

ta B ar +o pasu sakuma atrumu V an visasuvgstdka punktd C vipa atrums

bilis miniméls.
Atruma virzienmu var noteikt péc formuléam: :
V Vb Cosa ¢
Co8(XV) = g = —= comm e |

VVe - 2gy
V. V. Sina- ‘
Cos(YV) =-vx = o2 & ;
v;z-zg ‘
No $im formuldm otrd nav érta, Jo vipd ieiet ari t.
3 TpﬁlgktOQAJQL Izsl&dzot no kustibas nol-miem (52) laiku t, dablsim

trajektoriju
1Y
pe = Vbt.Cosa %
2 t = ¥ Coso.
y = Vyt.Sina - B 3
2 ;
y = x.tga - —f#gz-g— ...... (54)
2vecosa  §

Parveidosim atrasto trajektorijas no-
lidzlhewumu, liekot tga = a un

ety ,.‘.--‘b
2VZEos [
ievedlsim apzlméggmus
b T ey e il
2 1.
g Ty Yol

liekot v&l % = 2p , iznék

- P Trajektorija ir para-
X7 = PV, } pola kanoniskd veida,

bet attiecinata uz citédm asim 21 un ?l

Lai uzietu jaunu koordinatu sdkumi Oy ,pielidzinam X un y, nullei, aiz-

vietnjot x ar X, un y ar y,
tga.2V2 Cosza Ve
X, = 5% = ° = 52 8in 2«
g 2g g - :
2 $g°0.2V° Cosla Vo
Yo = 2b 4g R .
2
1 Vo losre: b7 i Uy Ly v
Parabolas pusperametrs D = 5 , L? =__~Q-§___ﬁ ------- (55)
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4) ‘;:ax. celSanas augstums un max. sviediena t&lunms.

g ‘ Apzimesimimaksimalo augstumu ar H 13
- maksimdlo attédlumu ar L 3
C 2
vo 2
H b B yo s I 84 by e B S (56)
ly = — = 0
x =N madea’\b;g.simpie Sina =1, a = 90
zim.52. ,max H= _Q pie vertikéla sviediena
uz augsu. 2g
L=2x ==2 R e
X0 = & Sin 2a e (57)
max L dablisim pie Sin2a =1 , a = 45°. max L = EQ prie sviediena

zem 450 pret horicontu.

5) Tas pats, izejot no méchaniskiem lielumiem. Punkts sasniedz naksi-
?alo :ugstumu H tad, ja V& = 0, apzimesim attiecigo laika momentu ar
: G v

V, =V Sina - gty =0 ; tlw-é-‘-’-sma

2 2
Ty e A T v F 3in® -Vﬁsm2
Y mas: 0”1 T S s g?: S ok &
. o
2
el (56 bis)
= 5 R SR SR N M
: 1 v6 Vﬁ
Attieciga abscise §L = VothOSa N e Sina.Cose = —— Sina.Cosa
£
ve
no kurienes L-= E? Sin 2a TS T S ey (57 bis)
6)Funkta atrums visaugstaka vietd C. Liksim formula (53) y vieta ¥
Sy o, . 2 A : —
Vo N ‘o - ag.yo = \//Vg - Vg Sin"a:-. oL VOCosa ...... (58)

Tunkta a@trums visaugstéka vietd, k& jau varéja paredzét, lidzinajés

Vx = VoCosa, jo tur Vy = 0.

7)Artilerijas problema. Zem kada lepka a jaizsauj,lai 1ladins nokristu
= noteikta attdluma OB = L. _2

g T Yemsim formlu(57) L = EQ Sin 2a, tad
Sin2¢ = 52 L ,bet Sim nol-mam ir vairékas
75 v

v T saknes fi, a, a} ... Sakars starp divam mazas=
\ B X kam sakném ir 2a, = 180 - 20y ,Jo
v L = Sin2a, = sin(180° - 20’.1),1;5. tad a2=9O°-al
z2in.%>.

Tas nozimé, ka [al var atskaitit ka no horicont@las OX ass,td arl no
vertilkalas OY ass, pie kam abos gadijumos punkts, aprakstot parabolu,

nokritis attaluma L.

-




]

Apzim8sim 1a:'|;ku, k%:;a puﬁkts noies apaks&jo parabolu ar T

un angséjo Ly 4 ‘1‘2
Tl Vo & T2 VO Vo ‘ 2 \'g \
tad 3= = t; = == Sinoy un analogiski -*=§—Sina2=§-81n(90 -al)=§9Cosa1

bet ja a1<45°, tad Cosal) Sinal un 1idz ar to '1‘2> Tl' Tas nozim&, ka

pie_ta pasa sakuma &truma Vo,laiks Tz,lcuru Punkts patéré,aprakstots
augsgjo trajektoriju, bus “lielaks,“neka laiks Tl, kuyd punkts noiet
apaltséjo trajertoriju.
8)Analogiske ertilerijas problems. Zem kdda lepka o jAizSsuj, lai la-
y ' dins nokristu punktéd & ar koordina-
= tém x_ un y_.

Vemsim trajektorijas nol-mu (54)

2

y = xtga - ?&2— , 1iekot ieksa
’r 2 OCOS o

3

i 7 X X =x_uny =y, dabusim kvadratno-
| N 1idzind jum

zim. 54 X3 2 s !

X
Y, = X tga - -‘72‘,5 (1 + tgaa) prieks «, kur3 dos mums divas vir-

0
tibas @) un o, , bet tagad a # 90° - 0

9)Parabolas direktrises ipasSiba. Direktrises nol-ms miasu koordindétu

g b4 D sistéma v =y, + :.S- , bet
5 : Vo . 2 Pl
'VZ’ e y0=2—gs1n o wnp == Cos“a, tad
f V2 \ :
’/j L -E- Zo y = -é-g_-Sinea * —.—;-9 Cos®u .un direk-
[J— | % 3 g Ve
8 gl zim.55. ~ trises nol-us y = 2—; ..... (59)

Atrastais nol-ms réda, ka neatkarigi no /o pie vienada V_ visu dafadu
parabolu direktrises salrit un atrodéds augstuma: e
33 t,i. tani augstu-
mé,kuyu sasniedz punkts sviests vertik&li uz augdu. Pec parabolas ipa-
Sibam a;tangente punkté O dala uz pusénm /FOD
b)attalumi OF = 0D

Piemérs 2. Smaga punkte slipais sviediens mediumd ar pretestibu,propor-

ciontiiu &vrumam pirmé Pakape.

3 Pec teorémas I kustiba ari
sadé gadijumd notiek vertikala
plalmé,kadé] aprobezosimies ar
divam asim X un Y.

Pie maziem atrumiem gaisa
rretestibu var skaitit propor-
ciondlu Atrumam un rakstit

W = mkv
Koeficienta k fizikald nozime
ir pretestibas spéks uz katru
masas vienibu pie &truma V = 1.

Izvélésim koordindtu sakumu
0 kustibas sé@kuma punktd, apzi-

1><1

o R T



m&sim sakpma atrumu ar V vipa virziem ar /e. Sakuma atrume. projek-
cijas ir X, un yo Sasta slm w projekci;as vz kKoordin&tu asim, pemot
vérd, ka W iet pret kustibu, t.i. pretim atruma vektoram V.

W_ =W Cos(XW) = - W Cos(XV) = - nkV - T = - mkx

X
W, =W Cos(IW) = - W.Cos(¥V) = - mkV « & = - msy
Izlietosim tagad kustibas dif-nol-umus p&c Mac-laurin’a
L)mé = W_ = - mkk 2)mj = - mg + W, = -ng - mky
J‘g~5=-1kdt+cl f—--gL'=I-dt+C3
In x = -kt +C, ilzln(g-i-ky)--t-rc;
rie t, =0, x = %, pie t,=0, ¥=¥,
1 =
Ink =0+C¢, i g+ ky,) =0 +Cq
ot - 5 &.Lg = -
RS Sl ‘ g+%’ S AR
*o g+ kK, i Kt
%_ _ okt g+ky=(g+ky,).e
; B AKY N
et yo=-8+g—2 - 7. .(62)
L.: =x e ..+{60) I intégr. T mtegrals
81 formula rada,ka pie t = pic t = @ lzndk y = % L
iznak x = 0, tas nozims,ke atru- | pazistamsis SEe inias strume, Jo
nam nebiis horicontalas komponen- | tani pasé leiks x = O un tad § =V
tes jeb trajektorijas tangente bet o = = mk.% = - mg

biis vertikala.

Integrasim talak pretestiba lidzinajas punkta svaram.

Integrésim t&lék

dx _ » -kt :
at - %€ %Z-—§+g+k—y—9'e—kt
£ 6o At Oy T E
X gt .y, okt
S y=-8+—5—2 fe7 .t + C,
R R e
* 5 g + kv
A - o .~kt
piet, =0, x,=0 y = - E £ 2 + C,
s pie t, =0 , v. =0
O-"k +C2 : 0
0.=0 &y
X = U - e
x =21 - %) |..(61) 12 4
< !
+ ky |
II integrals. v 24 Or5 . -kt
K& redzams,ja laiks pieaug,tad x y=-Ft+ “;2—“‘(1 e ) (63)
tiecas uz robezu kuru dabusim pie

< Aol G @ » X . =
- Sl II integréls.
llml-.x]t=co = 3
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Purkta trajcktorijas noteiksana: peseim laiku t no x formulas

RXL L -kt ’ ]
o1, g = in(1 - ~-) b= -2 In(l - XY un Yiksim
0 k %
g + ky -
r £ e - 8_ KU -_ ....._ . l{?‘.
y formula y = £ In(1l ) + ———5 X,
r-......,..._._ - ~ SRS
g+ ky
‘y - 5_ in(1l - EE) ARSI -—‘ .(64) Trajektorija.
- ..... 0 kxo 0%
Visas atrastas formulas varam parrakstit ari cité&di, pemot veérgé,ka
X = V Cosa un y V Sina
' V Cosa i
- —~i——— (1- e"kt) .......... (612 kustibas noli-
e - dzindjumi.
: gt g + kV_Sina >
[i.= g ¥ ﬁéo (1-e7%y . (632)
g ' o £ g + EV Sina
Fe . ;? 1n(1 - V osa i osa

.'R‘lOQ

S

Ly In(1l - v;%g&) + (tga + E-v—;ma') . x_] » 3 (642) Trajektorije.

redzams no iepriek§éj§, trajektorijai blis vertikala asimptote attalu-

-

=
ol

= e 5
na EQ no koordinatu sakuma.
Trajektorijas virsotnes noteiksana.

9 Jemsim agrak atrasto atruma projek-
ciju
Vv = y i E + & » ICy'0 e-‘kt
v, ¥ K B
‘o = : o po g
/ﬂ’/ oot Yobt dablisim tad, Jja Vy = J.Aprziné
\ 5% % sim attiecigo laiku ar t;, tad
A ! X 3 §. > ky;q . bkt' =
g : R A o o
-Ktl - .___...g-._. e, | = —_— —
e =BT ,yo * .{tl 1n __j;?
zim.57. : =
‘tl R = 1n gj_i:y‘;’ liksim atrasto
+ ky
s =R = g g Q g g
laiku y formula, P ;: 1n g +gkyo k2 (1 - é?i‘E§;'
+ky, etly,  ky ¥ R S
g & 0 O 0 . STl 4 9, IS / O e
= - =5 + . = — - 1n(l + —=)| (65)
Y max X2 in Z K2 gtky, ’ Ymax T k K2 \ g ’

jeb,ievérojot,ka y =V Sina,veram | ¥p.. = —x — T 2 In(l + % % éﬂ
rakstit 2 Kk
Attiecigo abscisu Xy debusim, liekot t, x-formula
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Piemérs J. Smaga punkta slipais gviediens mediumé ar pretestibu,proporci-
ondlu V°, kur n 1.

Fretestibas spéku rakstisim

W = mkV™
Koeficienta k fizikald nozime ir
pretestibas spéks uz katru masas
vienibu, pie atruma V = 1l.Arl seit
DEc teorémas I kustiba notiks ver-
tikala plakn&, ka&dél aprobezosimies
ar divam asim. Izvél&sim koordina-
tu s@kum kustibas sakuma punkta,
apzimésim sikuma atruma ar Vo un
- vipa virzienu ar /a. Sékuma “atru-
X ma projekcijas uz koordin&tu asim

Ar tb un yo. Sastadisim W projekeci-

- h i jas uz koordindtu asim, pemot véra,
ka W iet pret kustibu, t.i. pretim &truma vektoram V

= WCos(XW) = - WCos(XV) = -mkV"™- % = - meve Lk

= WCos(YW) = - WCos(¥V) = -mkV®. % = - mkvn'l.i
Punkta kustibas diff-nol-mi p&c Mac-Leaurin'a bus

mk = - mev? % = - wo ok
jeb saisinot masu 3
§=-g-k"ly

.

(I

oy = - mg-mkV>Toy
Atrastos nol-mus,pemot véra,ka V = Lé/x2+y§ ,atseviski integrst nevar.
Vipi reprezents simultanu diff-nol-fu sist&mu, kupa visparigi ir gruti
integré jama. Parejam temd&) uz citu atrisindsSanas metodi un proti usz
d@ff—nol~miem péc Eulera, t.i. tangentes un normales virziend. Apzimé-
sim lepki, kuyu veido tangente ar horicont&lu asi ar ©.
1) mj, = - mg Sin® - W

Kustibas diff-nol-mi pé&c Eulera.
2) mj, = mg Cose

1) w ¥ = - mg Sind - mev®
d
.2) nVv E% = mg Cose
bet %% = - %% ,jo © ar laiku samazindjés un kontingences lepkis ir /0

pieauguns.
Diff-nol-ni galigé veida

1) & = - g 8in6 - KW )
Izdalisim 1) uz 2)
2) %%9 = - g Cos® g
dV _ g Sing + kv =PI AY S k
Vag = = gCoso ;o oah s = Swe ko ¥

bet pemot véra, ka d(V.Cos@) = Co0s6.dV - V.Sin6.de , varam izteikt



LA A+ v = g
B kS i et g v
AN TR s

v

ielikt augsa -
s a
a{VCose E%Sino.de = §ind -+ é e

4{VCo%0) 4+ 5ino = sino + £ v
d{VCeose) _ k
"éi?i"l G i

nointegrésim S0 nol-mu no sékuma

C0s0.aV = 4(VCos8) + V 8ind.d0 wua|

PSc taw veram atrast 2aligh veidhk

V = £(0)
Talak liksim vipu iek3& nol-ma 2)

%%Q = -~ gCo3@ un uziesim

T e RSN A0
dt 8

03

punkta Ag 1idz punktam A,parcizi- |integr&jot vipu no A, 1idz A,atrodanm
not vigu ieprieks vél ar 1 : o
o+ '
Cos™ ' 7O e
'Vcosg t = - é J' f gs.de J ...... (68)
g d(veose) _ _k ;° _de e ;
(VCosG)n+1 g% Cosn;IQ ggd:;a formulas péc integr&sanas at-
Y PR Co=eEl
o Taldk parejam uz koordindtém
VCos6 P > 4
ik 1 Fig IQ a6 VCos® = x = 35 , pemsinm
B lyBcosPe & & Cos™to VCos@.dt = dx 2 520
V Cosc pareiz 8
: 0 g 2) %%Q = -~ gCos®
GRS Sl B 3 : 12
ko‘oaa anOSQ £ s Cosn;E% VchSG.dQ = -ggosG.dx,.f= 8{ V2d9
P5c redukcijas formilas 1 2o
—~ 2 o - JAE B i ey 5
H. O Sinx A &R 0100 (69)

J 1o -
cos®x  (m-1)Cos® 1
+m-—2J- d.x'
m -1 Cosm'zx
Varam pazeminét Cos paképi zem
1nte§réla
f (%) = Sind +n-lJ- o [®)
cos®™e  nCos™ n % agPig

furpinot 8o tik ilgi, kamér més nof
néksim pie

[ 28, =1n tg(45° + $)

Ly:—

Anelogiski VSing = y = ¥

V8ing.dt = dy
pareizinésim

i |
8im 2)55— = -gCos0
V°8in0.d0 = -gCos6.dy
o
[ ¥°tgo.do ,
0

03 |+

g |

y:-

€2
[ £2(6).tg0.40 | ...... (70)
[0

Tada k&rtd var aprdkindt V,t,x,y ké funkcijas no € un sastadit tabeles

b 2

o~

aah

1 <

zim.59.

prigks xatra n.

Pac tebelém atkal var uzkonstru-
8t attiecighs trajektorijas(zim.54).
Ka azrark btija pieradits pien =1
trajektorija asimptotiski tuvojas
vertik&lal taisneil.

Yemot vEré vél ka "a" ir atka-
rizs no sasune Atruma, minstas ta-
belies sestéca ari atkaribd no sékuma
atruma VO. Ké skaitlisku illustra-

ciju pievedisim tabeli,sastaditu
prieks V, = 625 m/sec.
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Tebele prieks V, = 625 m/sec. | Vac.| Gaisd |
Lepkis o, kas dod max L o e 45° 0 gl
Maksimélais attédlums L 40 kim| . 4 klm
laksim@lais augstums H pie tiem pa-

Siem apstdklienm 10 kIlm| 0,5 klm
mrajektorlgas virsotnes abscise . 20 klm! 2,2 klm

Plemérs 4. Briva materidla punkta kustibe zem centréla pievilkSanas spé-
ka proporcionala attalumam.

Péc teorémas II kvstiba no-
tiks plaknd, kadsl aprobezo-
simies ar divam asim,izvElé-
8im koordin&tu sakumu pievilk-
Sanas centrd C un piepemsim
vigparigd gadijumé, ka kustiba
sakas kada punkté A (x o ) I3 i
nl plakné, sékuma & rums ir
V ar projekcijam x 2un y

% Dots speks. F = - mk™r
X . Uziet kustidbu: x—f (t)un y-f"(t)

Koeficienta k2 fizlkala nozi -
we ir pievilkSanas spéks uz
katru masas vienibu,attaluma

r =1. SastAdisim spéka F
projekeijas uz koordingtu asim.

= F F) .= ‘ é b - TR
lx = F.Co3(XF) = - F e TR e mix
Fo = F.Cos(Y¥F) =-F . L=~ wer o % = - mkzy
Jemsim kustibas dif'f-nol-mus péc liac-Laurin'a
nx = By g aizvietojot atrast@s spéka projekcijas, dablsim misu gadi-
¥ mx = - mk'Xx ; katrs no giem diff-nol-miem ir vien-
g s kAr3es harmoniskes kustibas diff-nol-
= 7 ms uvn vipus var integrét atseviski.
Integrali vispirigéd form& : x = A Cos kt + B Sin kt
y = C Cos kt + D Sin kt
Koeficientus A,B,C,D noteiksim no s@kuma epeatékliem, pie kam A un C da-
busim, liekot pie o 0, x=x, W0y =, tad A = x, un C = Vo
Lai dabiitu B un D, pemsim atruma projekcijes, diferencéjot x un y péc
laika £ = - Ak Sinkt + Bk Coskt
¥ = - Ck Sinkt + Dk Cos kt
un atkal ieliksim pie t, = O,x=2 wny=Yy, ,
tad %, = Bk o8 Xa
no kurienes B = Rl D = 5
yo = Dk
Aizvietojot atrastos koeficientus, dablisim punkta kustibas nol-mus ga-

liga veida &

0 %o = v_Coskt + o Sin kt (71)
z = x,Cos kt + Sinkt Yy = YoL08 ¥ oA, 1S e 8
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lieklésim ta@le&k trajektoriju, izsladdzot leili t no kustibas nol-miem:
Sim nolukam vienreiz reizinésim pirme nol-mu ar v_,atro ar X, un at-
vilksim otru no pirwd, pdc tam reizindsim pirmo “ar yo,otro ar xb
un atkal etvilksim otru no pirmé
Fodoim X

VoX - Xy = —>2-205 gin Kt

VoX = Xo¥ =(x¥, - Fok,)Co08 kt
fagad pareizin@isim pirmo rezultdtu ar k, celsim abus kvadratd un sa-
skaitisim -

B2 (Y % - 2,9)° + (9% = 2.9)° = (T kg - TFg)o | coveen (72)

Atrastais nol-ms reprezent& punkta trejektoriju, kuya, k& redzams,ir
ellipse. -

Izpétisim k&du sti@vokli ellipse ienem attiecibd uz koordin&tu asim.
Pirmkart ellipses centrs atrodés koordinétu sakumé, jo nol-méa navﬁlo-
ceklu ar x un y pirma pakape. Talék ellipses ass veido ar X asi tadu
Jo, kuram 2a12

g 20 = E e
: 11 22 AT

Seit 81, - P8c visparigi piepemtiem apsinéjumiem ir koeflclepts pie xy

87 - Déc tiem paSiem apziméjumiem ir koeficients pie x

~ in: " e yz
22 2
4(k T o XOYO)
Jisu gadijumé iznak: tg2x = - ——= - 2.2 2
KYo Vs = KaXg - X

Lai vieglék vardtu iesimst ellipei, ugiesim x . un y .. Turjur =
ir makeimals, atrums V | X asij, bet ted V_ = O. Apzimésim attiecigo
iaika momentu ar t,, tad Vg, = % = -kx Sinkt, + % Coskt, = O, no ku-

rienes
%5 1 *o
tgk‘tl=-k§-; untl-Earctg —kz-o
tgkt % kx
Siml = 1 = g2 ; COBktl = A - ,...2..__._2 5
V 1tg%ke, \/kéx02+xg Vittg?kt,  Vk%xtes
liekot Sis izteiksmes kustibas nol-md x = f_(t), dabusim
P
x Kz 2 Tl
X, ax = X C08kt; + EQSinkt1= + = -
\/kzx(‘;!-i-xoz x \/ kzxgﬁtg 3 szxgﬂta
2
un galigi . TS 2V e i e S e (73)
Analogiski, apziméjot laike momentu, kuyd ir F et B t2 ,atrodam
V, =¥ = - ky Sin kt, + ¥, Cos kt, = 0
y 1 Yo . g Ry a
tgkt,= g7 5 tp = f are tg B, ' " |Ymex Tk P (73=)
o




Taisues,ievilktas attdlumd x . parallali ¥ asij un ett@lumd y, _ pa-

ralleli X asij,bis ellipses tangentes,
Ellipses pusasis & un b varam atrast, pemot ellipses ass nol-mus
y = xtga un y = - xCtga un atrisindjot vipus kopigi ar trajektorijas

nol-mu. Dabutie rezultati reprezent@s ellipses krustoSanas punktu ar
aSém koordinates, kuyas apzimésim ar (xayag un (xﬁyb).
Ta Do R g

a = V/%§ 4 b PN b = V‘;E + gy
Més noskaidrojam, ka abas kustoS& punkta A projekcijas uz koordinatu
asim A, un A atrodas vienkarsa harmoniskd kustiba. Vel varam piezi-
mét, ka abi periodi blus vienadi, jo abiem diff-nol-miem ir viens un
tas pats koeficients k. Apzimésim periodus Tx un Ty

¢y %?

§peci§ls gadijums. Kustibas periodi rav vienadi Tx # T. . Tas acimre-
dzot izsauc ari koeficientu neviengdibu k1 7 k2 y

2
X=-mkSix )
1 )gun SpéksF=i' Vx§+?=-m \/k;x2+k§y2

Y = - medy

Trajektorijas Sada gadijumé biis td& sauktas Lissajous likas,lidzigas
astotniekam, pie kam ja
k ; k
Eﬁ ir racionfls,tad likas ir noslégtas un ja El ir irraciondls,tad
2

likas nenosl3dzas.
Fiezime. Ja m@s apskatité@ kustibd ievedisim ari gaisa prgtestibas spé-
ku,tad katres ass virziend kustiba bas dziestosa svarstisands kustibe
un trajektorija biis spiréle, kuya tuvojés centram.

Specials gadijums. Pie kadiem s@kuma apstékliem trajektorija bls

- ripkis. Pieradisim, ka tas notiks,ja V r, un

< ! ah) VO = kro. Vemsim atrastos kustibas no-
v, 11dzingjumus =
% = S e -
& X = xoCos kt + 5 Sin Xt
' ° A X, Yo
o0 = 7 = y,Cos kt + 2 Sin kt
v, 0 Pagriezisim koordinétu ass ta, lai X
- _ @ass sakristo ar r, un piepemsim, ka
z X Vo 1L r, un V =kr ;' tad
- = 33 ] ~ i
zim.61. 26 H xo sk 5 Ieliekot visu 80
y, =0 ¥y. =V. =kr kustibas nol-mé,da-
M= C Y4 0 . S Oz d blisim :
e T Sk Izeledzot laiku, dsbisim 2 4 .2 _ ;.2
Vo ripka nolidzinajumua
it v Sinkt=rOSinkt
FPiemérs 5. Briva materigle punkta lustiba zem Newtona gravitédcijas spé-

ka iespaida.
Piepemsim, ka uz punktu, kuyam s@kums koordindtes ir Xo1¥, Un s&-
luma a&trums Vo' darboies centréls pievilksanas spéks mk2
- = - —x— preté-
ji proporciondls att&luma kvadratam. ¥ r2 P
: Jauziet punikta kustibu. .
Punkta kustiba notiks plekné, kuya ieslédz abus vektorus: Fo un VO.
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Sast&disim speka projekeijas uz koordindtu asim

mk? : 2.

- F- = F- COS(n‘) = o- "5" . -x- - e mk..‘
y i f i »”
% T mic s el wk®

F, =F.Cos(¥F) = - 2 - L= ~;31

: )4
Nemsim kgstibaa diff-nol-mus péc Mac-Laurin'a
= nkcx ot g
mx—-«--;;—-)
Ve 's y ih gbet r=\Vx 2 & i bad galigi
do mj= - BEY

“45’/ : j? : 5

2 X ¥os diff-nol-mus atseviski inte-
-3/ grét nevar un vipi reprezentd si-
2iy2) 2@ mu)tAnu diff-nol-mu sistému, kuya
2 ir gruti integré jama.
£x 3 Sadus uzdevumus biis vieglak at-
. 72 risinat, lietojot polarkoordin@tes,
) kupas apskatisim vélek.

(x

§ 5. Briva meteridla punkta kustiba telpa.

—— T T =

Dingémikes pamatnolidzindjums ir mj = F. DazZadu jaut&jumu atrisi-
nésanai més varam lietot kustibas diff-nol-mus psc Eulera,kuyi bija at-
rasti agraék dV v2

mar =F, un m §£L= r, .. (48),
Jjo vipi der arl telpé, jeb ari kustibas diff-nolwmu~ préc Mac-laurin'a,
kurus dablsim projecé&jot dinamikas pamatnol-mm uz nekustosam koordiné-

tu asinm
ey SRR VI A (GO T TR ¥ SR N AL (74)

Visus jautajumus attiecibd uz punkta kustibu telpd més varam iedalit
divas grupés.
Iy i jantajumu grupa - péc dotés kustibas uziet spéku
II p&c dotd spéka uziet kustibu.
Anskat151m katru atsevisgl.
grug“_ Péc dotés kustibas uziet spsdku. Doti punkta kustibas nol-
mi telﬁa' e (t), TR (t), 2 =f, (t). Uziet spédku F un viga. vir-
zienu.
Spékea prowekoigas 71sv1enr§rsak dabfisim atvasinot divreiz péc lai-
ka kustibas nol-rus un lietojot formulas (74).

X =mnf2(t) ) Spéks tad bas F =\//X2 +Y° + 2° un vipa virzienu no-
teiksin péc

Y = mfit(t) = 3
y ) Cos(XF) = % ,. Cos(YF) = % , Cos(ZF) = %
Z =wf2(t)
Piemérs. Kustiba dota ar nol-miem. x = a Cos kt
Yy = a Sin kt
z = ht

Uziet: kads spdks so kustibu izsauc.

Kustibes nol-mi reprezenté skriives liniju parametra veid&, tad tad
trajektorija ir skriives linija. Atvasin@sim kustibas nol-mus péc laika

'



TR

W < X = -akSin kt | sf&xzumd xo =0
Pk ¥y = ak Cos kt i Yo = ak
= zo =h

“‘\ % =h
. Sestadam Gtrumu V =)/ 52472452 = |/ atkon?

K& redzams &trums izngk Const. un punlkta

AT 7 | - kustiba pa skriives liniju blis vienmériga.
AT ¥ bez tam sakume atrums V|| Z¥ plaknei,jo
o e %,=0 wn ar: V =l ;
X ‘39 S R :
= 7im.63 Atvasinfisim kustibas nol-mus vElreiz péc
P 2 S laika
f HLE aLQCos kt Sp€ka komponentes dabisim pareizinot ar masu m
Yy = - ak 8in kt :
Z =0
el 0k 2
23 gy makzcos ik 2 Sis formulas pérveidosim,izlieto-
Y = my = - mak“Sin kt é jot dotos kustibas nol-mus
A g e 8 Cos kt =x un a Sin kt =y
X = - mk°x ) - R
Y = - mk®y {3psks F = [//xg +Y° +2° = mk‘?l//xg + y2 = mk%a
Z =0
Spriezot péc projekcijam, spsks F ir pievilksanas spéks pie Z ass,tanm-
dé]l vipu jareksta F = - mk2a, bez tam vips ir arvienu perpendikulars

Z asij, jo vipa projekcija.Z2 = 0. Otréadi, lai_pie sada spéka punkta
trajektorija bhtu skrives linija, ir nepieciesams, lai sa@kuma atrumam
butu projekcija Z ass virziena Zoye \
11 grupe. Péc dotd spska uziet kustibu.
Dotas speka komponentes X,Y un Z. Uziet punkta kustibas nol-mus
R fx{t) o =P AR) S an e = g (L)
Tapat k& kustiba plakné sis grupas jautdjumi ir sarezgitaki, jo attie-
cigos diff-nol-mus ir divreiz jaintegré, lai dabutu kustibas nol-mus.
Yemot véere, kxa visparigi spéka projekcijas X,Y un Z var but funkecijas
P RS R B X s Y s LR )
X fg(x,y,z,i,j,i,t)
Z = £:(x,¥,2,%,¥,2,t)
Kustibas diff-nol-mi bous _ ~
mx = £,(x,¥,2,%,¥,2,t)
ny = £,(%,5,2,%,¥,2,t) {Simulténi diff-nol-mi.

mz = f}(x:YJZ:i:ﬁ:é;t} )

Katrs diff-nol-ms ir otras kartas, bet vipus vigparigi atsgviéki no-
integrét nevar, jn diff-nol-ma prieks x nak ieks&'arli y 2 y 2

" " y " 1 Ll X2 i 2

" it z ti " " Xy i y
Sadus nol-mus ir j@integrs kopd un vini reprezenté ta saukto simultanu
diff-nol-mu sistému, kuyu var nointegrét tikai specialos gadijumos.FKa-
tru nol-mu ir jaintegré divas reizes un tad néks ieksa 6 integrésanas
konstantes, atrodamas no sakuma apstakliem, kuyiem jabtut dotiem.

}:Olyngo3 xolyn)zn‘



Piems rg. Materialu pu.nkt.u pievelx divi centri cl un 02 ar spékiem pro-
% porcicnalien gttalusien Fl-mkﬁrl
un F2 mk2r2 '

A Pirmais centrs C, nekustés un
- sekyit ar koordiﬁatu galkum,

F bet otrs centrs kustds pa Y asi
- PEc likuma Ya'= &'+ bt, Doti

Z vél punkta sé@kuma koordinates
A (xoyoz ) un sékuma &trums v,

ar projekeijam xo,yo un z0
Uziet kustibas nol-mus x=f (t)
5 y=fy(t), 2=f,(t).
li '3 Pievilksanas centra C1 koordi-
& a5m, 64 nates x,=0, y,=0,2,=0"

Pievilksanas centra 02 kecordinates x2=0, yz-aﬁbt z2=0
Sastddisim atseviski katra pievilkSanas gpéka projekeijas

X, =F,_ » F.Cos(XF,) = zr - st L - mkax
1 1x ¥ F1Cos(iF,) = mk Ty i 1
T T RS S RS . e Rl
S i Ntk 37 o8 Ul Tran b VOB 1Y

| 2 e R 2
2, =F,, = FICos(ZFl) = mkir, - 7 = - mkjz

o > - X
X, = Fpy = FyC08(XF,) = mksr, - mk5x

Y, = F2y = FZCos(EFZ) = mkgrz- y2r2 4 = mkg(a + bt) -~ mkgy
' 25 8T 2
%y = Py, = FZCos(ZFz) = mik5r,- T, = - mk52
Kustibas dif-nél-mi pé&c Mac-Laurin'a biis
mk = Xy + X, mk = - m(kS + k3)x
my = Y, + ¥, jeb ny = - m(ki + kg)y + mkg(a + bt)
mz = 2, + 2, mz = - m(kf + kg)z
Saisinot masu dabisim
1) % = - (k5 + kg)x Sos 3 diff-nol-mus yaram in-
2 5 5 2 tegrét katru atseviski,
2) ¥ = - (k] + k3)y + k3(a + bt) K& redzams X un Z ass vir-
3 2 2 zienos iznék vienkarsas har-
bR B (kl + k2)z moniskas kustibas diff-nol-mi,

kuyu integralus varam uzrakstit péc formulas (24)

A,8in( V' k] +k§2 t+ o)
B = Sm(\/2+k2§ t+a)

Il

b.4




R, T
Amplitudes Ay un A} uzrekstisim pde formulas (26)

e— -

2 - T
A = x° + —359—-2 y A = 24 -——EQ—§

(6 s T e ) 2
kl + k2 ki + k2
Constantes a; un o uzrakstisim pdc formulas (25) jeb (25bis)

Sin 22 : 22
= areSin tg &, =g \/kT + k
fa x, SEhe Biph 2 R
z, jeb ari 2 5
Ay = arcSin.K; tg oy = VZ \/’kg + k2
Periodi tanis pasas kustibas psc formulas (29) izn&k vienadi:
i 2 2n
Tl oY T} by 1 )

: Ievérojot, ka periodi X un Z‘ags virziend ir vienadi, punkta tra-
Jektorija atradisies uz elliptiska cilindra, kuya ass ir Y ass.Ellip-
ses pusasis bus Al un AB'

Tagad pariesim uz 2) nol-ma integrdsanu. Parveidosim vipu:

y = - (k:zL + kg)[y -'—2—-2——-2 (a + btﬂ
ki + k2 -
k2
3 2
un apzimésim ) by apssoc. (a + bt) =IZ
kl + k2
Diferencéjot divreiz péc laika, atrodam ¥ = ? . Aizvietojot diff-nol-
mé& y ar ? ,dabusinm 5 5 2
- "(kl + kz)?

Atrasté diff-nol-ma integrflu varam uzrakstit péc ta paSa parauga

Yz= A,Sin( ! /kl2 + kg .t o+ )
2

X
un tad y - P—%P (a '+ bt) = AZSin(I /klé + kg .t + ay) ,bet galigi
y + k5
k5 o
=2 : ! a
y—m(&+bt)+A28m(L/ kl+k20 t+a2) ----- (75 )
7 * k5

8is kustibas nol-ms riéda, ka kustiba Y ass virziena sastadés no divam

k
dalam 1)no vienmdrigas kustibas: ;2-—g£?(a + bt) un no vienkdrsas har-
+
1 2

moniskas kustibas: AZSin( ’k? + kg .t o+ “2)'

8is kustibas amplitudu A, un_Const. a, nevar pemt péc formulém
(25) un (26), bet ir jaatrod “tiesi no xusfibas nol-ma izlietojot s&-
kume apsték]us, t.i. liekot t =0, y =y, un Sk 5 X kustibas nol-mé un,
pirméd atvasinata kg

V. = * a+ A,Sina
9. % kg AT



-5 -

3 /
X |
y:-—;-g—?-b+.m2/§+k? cos( | k"+k Lt ay) ‘3'
kS + k e ‘
1tk
2
pie t=0 y:-l—cg-—--b-ux X° + X° . C

Apskatot visus 3 kustibas nol-mus na-
kam pie slédziena, ka punkte trajek-

£ ¢FJ"2; torije ir vispariga skruves linija
ok Ao

uz elliptiska cilindra, kura ass ir

o ¥ Y sss, pié kam Y ass virziend no-
\4_.. S GRS ?ﬁrSfr; b tiek SyarstiSanas kustiba un vien-
| mériga virzes kustiba.
X zim.65,

§ 6. Br1va materidla punkta kustiba polarkoordinatés
e
plakns
—_—_—_====

Projecéjot din&mikas pamatnol-mv mj = F
uz punkta radiusu vektoru un uz virzie-
nu, perpendikuléru vipam, dabisim punkta
kustibas diff-nol-mus polarkoordinétés.

mjr = F.Cos;

g > mj, = F.SinX |
X apzimdsim F.Cos x= F_ un nosauksim par
zim,66. radialo sp&ku,apzimssim F.Sinx=F, un

ncsauksim par cirkularo spéku, tad punkta kustibas diff-nol-mi ~“po-
larkoordinatés bus.

gy P S

rd % (%—(_5)2] = Fr ’

{_dt

g T2 Cde
2= dt Lr et ] =T

Visus jautdjumu attiecibd uz punkta kustibu polérkoordinatés var ie-
dalit divas grupas.
I grupa:. Péec dotas kustibas uziet spéku,
II grupa: Pac dotd spgka uziet kustlbu
Apskatisim katru grupu atseviskij.

I jautajumu grupa. Péc dotds kustibas uziet spsku.
Doti punkta kustibas nolidzinéjumi polarkoordinatés
=f (t) wn ¢=7° (T)
Uziet: spéku F un vipa v1rz1enu />x

Sastadisim 2
dr . deo - g
7 A < ; un E;? un tad
2
a-r dgy2 ol e = .
F. = m [ E;ﬁ - r(dt) J R S IS L
Lo de S o S
Fo=7 " & [r 'dt] ¥ l/Fr+Fc




PR

’d!'d
o]

Spéka virziens bles noteikts ar tg /
: r

Piemérs. Uziet spsku F = f(r) péc dotads trajektorijas r = a.ek",kuxa
repregenté log.sgirali, un sektoridla &Atruma
= 5 Const. is uzdevums gan pilnigi ne-

pieder pie I grupas, jo kustibas ncl-mi nav
_doti, bet ari sini gadijumd var atrast spsku.
X J& sektoridls @trums G ir const., tad kusti-

0 :
S = be ir centrdla un F, = 0, bet tad F = F
Z2im.067. . ¢ %
m d
Fc e r2 . %%.] =0 rz-dt = Const. = 2G
. (- Sy LIRS | T de _ C
at [5 at ] 2% i = 22
2
= v ar dgy2 | *
Izteiksim lielumus, kuri sSeit ieiet: %% un a’r
at?
2 2
do _ C_ r(20)° u p « B C
= ) 370 Wy ¥ 3
dt r2 ‘dt . ’
dr _dr  do _ ke | dg _ g T
LA, PR, L &6 Py
Pr_a dry_d gry, dr_ _ke . ko __ k¥
Ui Sk T LA VI S Pl R S
2.2 P 2/,.2
ke e“ 7 me® (k" + 1)
F=F_ = m[- i, g -
: r 4 r’
Rl v IR
LF - melle d B e R e (77)
r

(-) zime prieksa rada, kavspéka projekeija uz radiusu vektoru ir nega-
tiva un spéks bls pievilksanas spéka.

II jeutdjumu grupa: I8c doté spska uziet kustibu.
Dotes spéka komponentes: F, un F..
Usiet: punits kustTbss nolidsindjums: T = fr(t)
¢ = fw(t)

autédjumi ir sarezgitaki, jo at-
egrd, lai dablitu xustibas nol-

Téapet k& paral koordindtZs, Sis grupas j
tiecigos diff-nol-mus bus divreiz jaint

mus .
leverojot, ka visparigi spéka projekcijes. Fr un F, var bit funk-

cijes no r,e,r,9 un t, kustibas diff-nol-mi bus:
dr do

Simulténi diff-nol-mi.
N R Bt - B N dr de
r © at [r : dt] = £.(r,9, 35 q¢ %)

Katrs dif€-nol-ms ir otrés kartas, bet vipus visparigi atseviski inte-
grét nevar un vipi reprezent& ta saukto gimulténo diff-nol-mu sistému,
kuru var nointegrat tikai specialos gadijumos. viens no sadiem gadiju-
miem ir centraélas kustibas gadijums. Apskatisim pieméru centralai kus-

tibai.

. ¥ st
L e i et _Sabastaatily



Piemérs Uz materialu punktu darbojia pievixkianas apéks pie koordina-
A tu sdkuma: F = - 955 .sustiba in certrédla un

7
Lig k
4 ,vfo G= 3 .Sakunma apstik.].i.pie <p°=0,r°=a—

c\ﬂi
} Vs i To* TUziet trajektoriju: r=f(¢).
0_ X Ja kustha ir centrala, tad trajektorija ir pla-
glm.68. %o Ao kana 1ika_ .linija, k&dé] ver aprobezocties ar po-
larkocrdinétém plaknéd. Uzrakstisim kustibas diff-nol-mus:

1) m[g—:-g-r(%g)z]-—Fr 2) g- [ 2 EQ]_F

Bet ja kustiba ir centréla F =0 un r . dt = 26 = C ,no kurienes

’r":‘a"'v
E‘% = ;2 ................... (78)
Ievietosim So nol-mé 1):
2 2 2
m[ i - g__] _ _ mk
d.t2 5 r4 , ;3_ 3 g
2 2 2 3
gry-itie k a=e ar ax ar oo ikl
- oy - aizvietosim =-5 ar un parveidosim == = Sy =
dt2 33 ;5' dt2 at dr’dt r} r5
talak, skirot nezinamos, integrésim
fi‘dr=f(—3' —s)dr‘l-(’l
£2 a4 LSRR izirBsim ar 2
R i + pareizinésim ar
2 2r 417'4 1
4 e S V. tad V. =% =0
r-;;-?+cl , bet ja O_Lro,a S P
2 2 2 A4 - R
‘ k™.4c e”.2c ;
0=2— -S40 0. = - = 05 w0 Ch =0k
2r® r Ayt 2K K2 1 G
HET0 o}
r =7 ’]"‘g \V %— - 6%  no divam zimém jaizvel seit (-), Jjo kustibas
r sakumé V, 1. r, un talak spdks pievelk punktu
pie koordindtu sélkuma. 5
ar 1\/1:2 - i S ; s s | R ey IR
7, tcr :2 - -cr parveidosim kreiso pusi d¢ at -I-? 3—-c°r
: p) 2
¢ de _ ¢ SRR b i [ ARy ¢ k ST e :
aizvietosim a—%’- s Tecy ~Sva Tk 4 e r¢ Skirot nezin&mos,
integrésim j dr =] de + C‘,2 ; arcCos —-c—kﬁ = ¢ + 02
e
20
no sékume apstékliem arcCos 1 =0 + 02 . C2 =0 _
arcCos -;-' =0 BP0 8 COB: Q0] o6 o joceoivsin olalnine s sioe sieind (79)




= = [ Fasbv™ ™ T3 =
. W BT TR RN NYT = g L~ > T * ¥
o el el e AT e ;

-

T ) e .':\\ s
IR SOV
- : w23 3

Trajektorija izadk ripgkis ar caurméru a,kups %
7 iet_eau>» koordlngtv sdkumu un rura centrs gul .
‘Auz X - ass. . Yol
Ja butu vajadzigi vél kustibas nol-mi,
varam,izejot no formulas (78), integrst talak Ea

(09 /
.\\\\-h--,//// zim.69. jj%% > f? """" (78) ;“

do _ i :
L = ;5*65;55 Skirot nezinamos un integrajot :
- J Cos®

L=l

de = =2

" : (e
‘g(w + SingCosg)= ;§t+03
Ja sakumd pie t, = 0 ari ¢, = 0, tad 03 =0

¢ + SingCosgp =vgg-t .............. ; (80)
a
sakars starp ¢ un t, kaut gan ¢ iznak slépta forma.
Briva materigla punkta kustibe cilindra koordinatés
7 telpa.
Projecéjot din&mikas pamatnol-mu
mj = F vz radiglo, cirkularo un
Z - ass virzieniem, dabusim:
1) m?r =P
2) m?c = Fc
VWP =B

un aizvietojot paatrinéjuma pro-
jekcijas ar vipu diferencialéam
izteiksmém, dabfisim punkta kusti-
bas dif-rol-mus cilindra koordin&a-

4 ‘L\\ +tés.
b O
< A
i/
-~ Zim.70
2 O
1) mf'é—% - r(dt)2 ] =3
TRy e d =
e R J =B, | bt (81)
2
d" 2
3) R TN
at # )

Visus jautdjumus attieciba uz punkta kustibu cilindra koordin&tés var
iedalit divas gruras.
I grupa. péc dotéas kustibas uziet speku,
II grupa. péc dota spéka uziet kustibu.
Apskatisim katru atseviski.
I jautajumu grupa. péc dotds kustibas uziet spéku.
Doti punkta kustibas nol-mi cilindra koordinatés: (r = £ (t)

Uziet: speku F un vipa virzienu. { 4FE fw(t)




" e"f“-*ﬁgnuﬁf"
o ar.c (g ane
BSastadisim ;o O, a:? un

2

Fr=m[-‘-1-§-r(

o il F=F +F,+F, .
ey BT L) .

c T at /7 ) T ‘s

g =S S B MR b

P =n ) N & ,E
2 at 3

'Spéka virzienu noteiksim ar tris Cosin. =

t=f

el T B = = Fo . Sled
os(r.F)= B E Cos(Fc.F) iy Cos(Z,F) = 7o

II jautajumu grupa:. Péc doté spéke uziet kustibu.
Dotas spéka komponentes: Fr TN EE A

: 5 2 r=¢~f_(t)
Uziet punkta kustibas nolidzinéjumus: {‘P Ste |
z = £o(t)

Tapat ka citos, augSa apskatitos gadijumos, 8is grupas jautajumi ir
sarezgitéki, jo attiecigos dif-nol-mus biis divreiz jaintegrée, kusti-
bas nol-mu iegisanai.

Ievérojot, ka visparigi spéka projekcijas: F, , }3‘o un F, var but

funkcijas no r,¢,2,r,¢,2 un t, kustibas dif-nol-mi bus:
m [ r - réz ] = fr(rnwtz:ixb’é,t)

2 2 | 5 Thino e,
PR |- o ot

mz = fZ(r:¢:zrfr¢:é:t)

Katrs dif-nol-ms ir otras kartas, bet vipus visparigd atseviski inte-

grét nevar un vipi reprezentd ta saukto simult&éno dif-nol-mu sistému,

kuyu var nointegrét tikai specialos gadi jumos.

Piemdrs. Spéks F arvienu sSkérsojés ar Z asi zem taisna lepka un veido
ar radiusu vektoru /6 = Const. Péc lielu-

< P ma F = % . Doti ari sakuma apstékli: Ty
e ,j "o’zo’fo".’o’éo' Uziet:kustibu r = fr(t),
7.5 ‘lﬂé ¢ = f¢(t), z = f,(t). Spéka projekcijas:
1 '
s F_ = - F.Cosp = - 22090
1t % : KmSind
B \‘?("‘-:E Fc = B, 8ind: m——m=r
E z\\\.z‘} FZ = 0
= Tris kustibas dif-nol-mi Sini gadijumd
zim.71. bis .
1) m(f - r.§°) = - K200
m d 2 - _ Jkm Siné
2) F'E’f[r ""] 23 T
3) mz =0
Integréjot divreiz nol-mu 3) dabusim:z = Z, + z_t vienmérigu kustibu

7 ass virziend. Nemsim talak nol-mu 2 un saisgnasim mun r , tad

%%- r2.ip = k Siné , bet 6 = Const., td tad integrgjot atrodam




TSNS

rz.b = kt 8iné + C, ,no kurienes ® - sﬁuﬁl%QJt—gl .80 nol-ma talak

r
integrét nevar un jaegriezas pie 1) nol-ma, kupya ievietojam atrasto ¢

n(r - r¢2) e

km Coséb
r

P - r(l.f.t.-..silzzé.izgl)2 _ _k.Cosb

T

r —
e
a°r o (kt.Sin6+Cl) _k.Cosé

dt? 3 r3

x

' T&]aka integrgéqna ir apgritinata caur to, ka lab@ puse ir funkecija
no abiem mainigiem r un t, k&de] més vipu talék neintegrésim.

§ 7. IntegréjoSas teorSmas.

_Visparigi, lai iegltu kustibas nol-ma pirmo integralu, ir jain-
tegré kustibas dif-nol-pmu, bet to pasu pirmo integralu var dabut,iz-
lietojot ta sauktas integréjosas teordmas, kuyes tagad izvedisim.

Integre josas teorémas ir pavisam tris:
I. Kustibas daudzuma teoréma jeb impulsa teoréma.
IT. Kustibas daudzuma momenta teor&ma. &
ITII. Spara teordma jeb kinétiskas energljas teoréma.

Visas 8is teordmas var pieradit neatkarigi vienu no otras, bet

més apskatisim vipas uzradita kartiba.

I integréjosa teoréma jeb kustibas dauvdzuma teoréma

jeb impulsa teoréma.

-

Soma T8 5m

2im.72.

Pirmkart apsk&tisim visus lielu-

ms, kuyi sini teoréméd nak priek-

S8a, t.i, kustibas daudzumu un

sp&ka impulsu.
Par punkta kustibas daudzuvnu

mV sauksim punkta atruma vektora

reigindjumu ar vipa masu m. No

définicijas seko, ka kustibas daudzums ir vektorials lielums, kuya

virziens sakrit ar atruma virzienu.

das punktéd Ay un vipa &trums ir AOBO
§;m0<3;avo, tépat, ja leika t a&trums ir AB = Vi
AN = mV. Atliekot punktd A_ vektoru A B' = V

Ja punkts laika momentd t, atro-

= Vo,tad kustibas daudzums bus

(o)

bas daudzuma pieaugumu M M'= AuV = mV - oV _,pie kam AmV I aV.

Ka katru vektoru, ari kustibas
projecét uz koordindtu asim.

mV - kustibas dsudzums mv
mi : T A = mx
mY g X;?g projekcijas uz l my
mz ) mz

Yemot kustibas daudzuma pieaugumu bezgaligi maz& laika spridi dt, da-

bligim vektoru dmV.

daudzumu un vipa pieaugumi var

- mv - kustibas daudzuma pie-

mio augums

g 2 Vipe projekeijas uz
2o S asinm

- m2

dmV - kustibas deudzuma pieaugums bezgaligi maz& laika spridi jeb

dmi %
dmy )-
dmz )

Kustibas daudzuma dimenziju dabusim, ievietojot katra lieluma dimenzi-

ju un apvienojot simbolus

lmustibas dasudzuma diferencials.
vipa projekcijas uz koordinatu asin.

tad kustibas daudzums
- ¥V un vektoru A ¥' = mV, da-
blisim atruma pieaugumu laifa spriai t-t . BB' =48V =1V = 76 un kusti-
P

PR TR Tt
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N
' i
-4
- b S|

o SRR ~ ol
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m[ %] . v{m’l ] = mV -—-'-g—;?-uL.T'l ] - mv[F.T]

L
Piemérs 1. DPunlts kusgt3s taisnid virziem8 ar Coanst. &trumu V = Vo |
A v 7. i | Uziet kustibes daudzuma pieaugumu laika
F—>P————a——3— ' aprIdTit-t . Atbildel &V .-'mV, =0

0 zim.73. =

Piemérs 2, Punkts kustds pa ripki ar Const, &trum V = V, un laika

B, Spridi t-t, ir nogdjis ripka kvadrantu no

m¥,  punkta A, 'lidz A. Uziet kustibas daudzuma

o pieaugumi Sini laika spridi.

Vo UZkonstrugjot geometrisko pieaugum,at-
rodem: mV - wV_ = B_B' ,vipa lielums bus

BB = V2

2im.74.
Speka impulss.

Par spéka element@ro impulsu savksim spéka vektora F reizindjumu
ar laika elementu dt, kuys ir skaldrs lielums. Spska element@rais im-
pulss! P.dt ir vektori@ils lielums, kuye virziens sakrit ar spéka vir-
zienu. Ka katru vektoru, ari vipu var projecét uz koordinatu asim.
F.dt - speka elementarais impulss

X.dt ,
g.dt vina projekcijas uz koordinatu asim.

.dt \
Teoréma I. Kopspéka elementérais impulss ir geometriske summa no kom-
ponentu elementériem impulsiem.

_ _Ja F ir kopsp€ks un vipa komponentes!: Fl s F2 , F3 P v 2 B
F=F +F, +F; + ... pareizinot So ar dt, dabusinm
F.dt = F,dt + Fodt + Fjdt + ... ar ko teorsma ir pieradita.
Spéka impulss galiga laika spridi: t-t_. Lai noteiktu vipgu,sadali-
8im laika spridi t—to n-vienados mazos laiffe elementos At, tad
t - to = n.At ,pie kam Atl = At2 = At3 = ... = At . Spéks visparigi
ir P = £(x,y,2,X,¥,2,t), bet,jn punkta kustiba ir zinama,tad §x=£x§€
e b s
un spéks ari izndéks F = i?(ts it (Z=f}zr.t
Apzimésim spéku pirmé& laika spridi ar El,tad vipna impulss ElAt i
" otré " F2 " F2At
" tresa Y Fj i Fsat
.+ S Ak 25 7

Zem speka impulsa galigé laika spridl t ~-t_ wés sapratisim atsevisko
impulsu geometriskas summas robezu, ja At O unn —>®

4 b i n—+>"00 n> @ __ 1 t y
1im(F, .4t + F,.At + FB.At + i )aty o = 1im E F.At = J‘tF.dt
AT 055 3 o
Apziméjiot impulsu galighd laika spridi simboliski ar I, dabtsim
- t—
b gt 30 i s & W RN W ISR S T # (82)
Y0
un vipa projekeijas um koordinatu asim.
t t ; 4
IX - ftx.dt 3 Iy = ftY.dt . Iz = JtZ.dt
0 0 o



Teorfma T7. Kovspska galigais impules kKAda laika spridl ir geomet:

ke summa no kowponentu gaijgiem impulsiem.
Ja F ir EKopspiks un vipa kouwponentes’ FI,FZ,FB...,tad

F=F +'F2‘+'F3-+ ... pereizinot paddjo ar dt un’integré jot robezds
o t, 1idz t, dablsim | :

.....

eometris-

gl %9 g % s
. it = F . ] 3 =
Ito & _ftildt + J‘thdt + [Faat+ ... Jeb T=T  + T+ T+ ...
4 (o} (e} -
ar ko teorZma ir pieréaita. pop

Speke impulse noteik3ana atseviSkos gedijumos.

I_gedijums: F =/Copst. Speks ir const. psc lieluma un virziena. Tada
gadijuma vektora zime atkrit un integrdsana viegli izvedama

120 : I = ,tr" F.dt = P(t - t,)
G Piem&rs. Noteikt apé;a impulsu brivé kritiema.
g : t
' Sl I=fmg.at=mg(t - t,)
/1777777777 | o
2im.75.

II padijume: ¥ = f(t). Speka lielums ir laika funkcija, bet vina vir-
ziens nemainas. '
_lééda gadijumd ari vektora zime atkrit un peliek vienkarss inte-
grals, 1, t
I= { F.dt = J £(t).dt , kagu sauc par laika integralu.
4 - '

0 0
lll_gggiig%Q: ® = f{T). Spéks maina lielumu un virzienu. Impulsa for-

mulda T = [ F.dt vektora zimi atmest nevar, bet impulsa lielumu un vi-

T, pae virzienu var atragt péc projekcijam uz koordinatu
asim. ;
Apzimésim spdka F projekcijas ar X,Y un 2, tad
O {tx.dt : no kurienes impulss un vipa virziens:
I
0 e e £k
T=1 + Y %7 Cos(X1) = ¥
I, = I'Y.a Rt _11
0 B 7 re-pae S Cos(II) = 1
+ I = b KBRS, o) Rnhe 86 =
y SRR L AR S 5 ‘g
L g Cos(ZI) = 1
0O oL -
Spékea irpulsa dimenzija: spriezot padc formules I = [F.dt bus EF.Tj.
K& redzoms,xustibas caudzuma dimenzije un Spé- t,

ka impulsa dimenzijes ir vienadas.

Tustibas daudzuma jeb impulse teorémas pieradijoms.
Iziesim no dindmikes pemetnol-ma mj = F ,aizvietosim J = %f y
9%% =F jeb gé%yl = F pareizinasim ar dat [d(mV) = F.at} - (83)
Atrasta formula (82) reprezentsd kustibas daudzuma teordmu diferencia-
18 veida, kuyu formulésim ta. kustibas daudzuma diferencidls ir vie-

nids ar spékea elementéro impuisu. it
Brojecsjot nol-mu (83) uz koordin&tu asim, dabiisim to pasu teoré-

ma koordinatss.
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Fustibes daudzuma teordma koordin®itss diferenciala veida:

lafaz) = Z.at]
TR LI O s RN WO R SRy (84)
[ATwz) = _Z.0t]
Nointegréjot nol-mmu (83) rebezés no t 1idz t, dablusim kustibas dau-
dzuma teorému gallga veida.

&= t
mwv - mV, = SFat o Ll (85)
to
kuru formul&sim ta: kustibas daudzume piesugums kAdd laika spridi geo-

metriski 1idzindjas speka impulsam tszn. pasa laika spridi. Nol-mu (85)
ari varam projecét uz koordinatu asim. Fustlbas daudzuma teoréme koor-

dinatés galiga veida:

w% < wx = f
tO
RS AL T T e e (86)
t0
: ST
mz - mz, = ["Z.4t
tO

Speciali gadijumi.
I) Spgks F = 0. Jemot nol-mu (85), atrodam mV - mV = O jeb oV = oV,

tas nozimd, ke kustibas daudzums paliek Const., k&dd) So gadijumu sauc
par kustibas daudzuma pastéavibas principu.

Ja tikei kada no spSka projekcijam, piem. X = O, tad ari kusti-
bas daudzums projekeija uz to pasu asi patur Const vertibu:

mx - mxo Oun mx = Wz .

1I)Speks F = Const., mé&s dabujam pirmo integralu mV - mV =F(t -t )

Piemérs. Uziet krisanas atrumu smega materiala punkta brlva krltle-
na, ja kriSanas leiks ir t un sékuma &trums V_ sakrit

Ao ] ar smaguma spéka mg virzienu., Vektora zimes var at-

¥ VO mest un rakstit
“+
X nV - mV, = g nmg.dt

Vv g e
, mV - mV, = mgt

7

7, ///f///// VeV +agt
zim.76. Piemdrs. Uziet krisanas atrumu smaga materidla punkta

briva kritiend, ja krisanas laiks ir
t, bet sakuma atrums nesakrit ar sma-

mng ;2 guma spéka virzienu.
Vektora zimes nevar atmest un
! gt
i = =, L G
| oV - oV, = [ mg.dt
0

777/7////////////// é//////] v ik S PEY

zZim. 0
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III) Spaks F = F{t) un vipa projekcijas X = £o(8); Y =2 (%)

Zi= fz(t). S8da gadljumi visizdevigdki ir psriet usz projekel jim,izlie-
tojot formulas (86):

i g gafaty t t
mx - mx, = { f(t).dt | my - my = { £ (t).at ; mz - ma = { £,(t).at
0 (o} o)

’

Trieciena jautdjumi. Ir vEl viena jautdjumu grupa, kuyu atrisinaSsnai

' ar sekmdr var lietot kustibas dandzums teorsmu,- tie ir trieciena jau-

fagumi. Par triecienu mgs sguksim loti lielu spé&ku iedarbibu joti is&
laikd. Trieciena sp3ks,bez saubim, ar leiku meinds,bet So f(t) més ne-

- zinam un,piepemot viyu kaut kada veidd, veram ar kustibas daudzuma te-

ordmas palidzibu atrast trieciena spéku.
Piemeérs 1. Tvaika vesers ar svarn Q = 3 ton, krit no augstuma h=1,5 m,
S i btez sdlkma Atrura (vQ = 0) uz dzelzs bluki.Bluke
B *  déformécijas laiksT = 0,01 sec. Uziet vesera spie-
'T dienu S uz bluki,trieciena laika, P&c darbibas un
pretdarbibes principa uz nokrituso veseri darbo-
h=15m sies bluka reakcija, kurya lidzind@sies vesera spie-
< : dienam uz bluki 8, bet ies pret&ja virziend uz aug-
81 reakcija par trieciena laiku mainés,bet

e su. r
X ‘ vienkArsibas dB] més skaitisim vipnpu par Const.Pie-

i lietosim veserim kustibas daudzuma terrému no kri-
7)/227777777777 Sanas sf@kuua momenta 1idz déformdcijas beigém.lje-
.z%m.78. mot véra, ka uz veseri darbojéas divi spéki Q un
(-S), jAnem labd pusé impulsu summi.
t+T ‘ t+C ' t+T

mV - mVO=,§: J F.dt ,atmetot vektoru zimes,dabisim mV-mV. =[ Qdt - Sat
0o (o) A

kur t -~ apzimé krisanas laiku
~ — apzimé deformécijas laiku.
Bet k& sakuma &trums V, = 0O, ta ari gala atrums déformécijas beigés

V = 0. Integréjot dabuSim talak pie Comst. S

r t+C t+T e t
~O= £ $ < = o7 8 = —
0-0 :_Qt] [S.t] Q(t +T) = 8T ; 8=0Q(1+ %)

o N
tadlak meklésim t briva kritiené5 no sugstuma h,péc formulas h = 5%—
pie V, = 0, no kurienes t =L/ o2 :
g

‘S=Q(l+%:vg§h-)-’

. . 1 / 2.1,5 -
Q = SR Y ———— =
Skaitliski: S 3(1 + 0,01 / 5 81 ) 168,9 ton.
Trieciena spdks iznék diezgan liels, salidzinot ar vesera svaru Q. At-
rasto rezultétu jaskaita par trieciene ep&ka vid&jo vErtibu, jo més

pienémam, ka S ir Const.
Piemdrs 2. Materidls punkts bumbipas veida, ar svaru 1l kg, gul uz ab-

- v soliti gludas horiconté@las plaknes. am dots

= trieciens, péc kuya vips sak kustéties ar atrumu
77//77;5577)777 V= % %éec. Trieciena laiks = 0,001 sec. Uziet
2im.79. 'l kg trieciena spéku F = ?

Neskaitisim tagad trieciena spéku par Const., bet izvélésim vipanm
mainas likumu, pratojot tA. trieciena sAkumd spéks 1idzinajas nullei,
tdlak pienemsim, ka vips linedri pieaug lidz Fmax un atkal uz trieciena

i T
PRTAI  <)
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&n samazindjas 114z nullei (attieci-
gais 1lilams aitélots grafiski zim.80),
Pemsin kustibas deudzuma teorsmm, ku-

i 2 Yu var rakstit bez vektora zimém, jo -
"lc e t tiba notiek taisnd virziena S e
f T

R oV - mV, = [ F.dt

: “ o
bet integréls laba pusé nav mekas cits, ka trijstura (zim.80)laukums
ar pamatu ¢ un augstum Fpox) t8 tad -

€ 1
g F.at =5 TP o
Bez tam sakumé bumbipes &trums V, =0, uV = % C.F, .y ,no kurienes

1

_ 2mV Q. 2QV 2l

F__ =<nv o i 2 .

max T ,bet m g’ Frax 2T -Skaitliski F o W_G%5I
/ = 40,8 kgc »

II integrdjosSe teordma ieb dustibas daudzuma
nmonienta teoréma.

Pirmkart apskatisim dazadas knetibas daudzuma momenta izteiksmes.
K& katra vektora moments ari kustivas daudzume vektora moments attie-
v ¢ ,m"ij' cibé ug k&du punktu O ir vektorprodukts
2 no punittae radiusa_vektora r un kustibas
»8 A " daudzume vektora mV. Apzimésim kustibas
3 9 daudzuma momentu, kuys ir velktoridls lie-
lums, ar ‘8 , tad

2/0 S l=[Fw | .otom

Rakstot vekt_orproduktu determinantes formd un attistot vinpu,dabisim E
vektorae projekeijas uz koordindtu asim, jeb ari kustibas daudzuma vek-
tora momentus attiecibé uz koordinatu asim. :

AV |

< T ':"7 b
,@=['f,'zi_] = x s RIS

= (y.mz - z.my)I, + (2.mx - x.mé)'iy + (xomy - y.mx)I,

= m(yz - zf/)Tx + m(zx - xé):'jy + mlxy - yi)'iz

N.d e\d (o V!

Bet katrs vektors ir geometriska summa no savam kowponentém.
= ‘Zx +,£y +j; = ‘Zx'Ix +£y.Ty +‘Zz‘Iz ,no0 kurienes tad seko:
kustibas daudzuma momenti attiecib@ uz koordinatu asim
B . <X
4, = n(yz - z3)
%r e m(Z}.i ot XE) .............. (88)
£, = n(zy - yx) J

5alidzinot formulés (88) labés puses ar sektoriila &truma izteiksméu
koordinétu pla.knég:

3 o N



atrodam v8l citas izteiksmes kustibas daudzuma momentiem attieciﬁa uz

koordinatu asim.
Citas kustibas dsvdzuma momenta izteiksmes caur sektoridlu atrumu.

Z"'z—?'

[Z; =% 5zx ................ (882
Ly = uG

Formulas. (882) izsaka, ka kustibas daudzuma moments ap ké&du no asim ir
viendds ar punkta masas divkadrsotu reizindjumu ar sektoridlu atrumu

plakng, kura ir perpendikuléra asij.
Kustibas deudzume nomenta dimenzijas
Femot formalu (87): IZ ( ¥,mv ] ,redzam,ka kustibas daudzuma dimenzija

bis
[L]'[#}'[L.T- ]=[F.L.T]
Kustibas daggzumé,gomegpa teorémas pie-
radijums.
Vensim Xxustibas daudzuma momentu ap kddu no asim un diferencésim vipu
ik : /
Péc laika ng = m(yz - z7)

al

= = o 5(vs - 2) = n(yé + 2 - &7 - 2§) = yni - zuy

d
bet mz = 2 un_m& L SRl g B Y = L. , lur Lx ir spéka monents
attieciba uz X asi. Ef& df&
Analogiski var atrast ari . ¥ s Ly un /e
8is formlas reprezenté lmus- a7, y
tibas daudzuma momenta teo- X Lx
rému, Kuru forzulesim ta. -
Tilna atvasinatd péc laika _ ?EE!
no kustibas daudzuma momenta - EY -------- (89) .
attieciba uz xadu asi 1idzi-— ~ :
pajas spaka momentem attieci- dz
ba uz to pasu asi. R Lz
Formulas (89) var ari apvienot viena, sasxaltot vinas geometriski
} %% o R TR e (892)
Aizvietojot formuléds (89) frelca rusp kustibas daudzuma momentu
ar v1na izteiksmém no formulam (3%), dabusim <

i - g G ¢ i
kustibas daudzuma mo- Wkl 2 y) = Ly
menta teoréma raralél- e ;
koordinatas lm s-(gx - x8) = Ly eSS e as (90)

C‘ ’

m $e(xy - y&) = 1,
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Aizvietojot formulés (89) kreisd puss kuatlbé.a daudzume momentu ar vi-
pa izteiksmém no formulam (88-a), dabiisim t& saukto "lavkume teorsrm"

RaA

y Pt as S =)
Kustibas daudzuma mo- dey : Al
menta teorémas izteik- on _&?!— 52 Le §
sme caur sektorialu
atrumi jeb laukuma te- 2 ‘_1_655 = (91
oréma : m d.t e Ly .a-.o.-]-...9)
dG. |
S |
To pasu teorsmu varam izteikt polarkoordindtds,aizvietojotG= % r2 %%
| Kustibas daud d_(ne d‘pz) L Y
ustibas davdzuma mo- m==(r> - =
gentg teoréma polér- i at X
oordinatés de
a (.2 VP M AR VU SRS (92)
maE(Tes * ) = Ly >
de
R A g
w R(rn dt s LZ /

Seit Try ir radiusa vektora projekeija Z’T_' plakné un Pxy lepkis, kuru
81 projekcija apraksta XY plakné u.t.t.
Cits laukuma teor&mes pierédijums.
Yemsim otru kustibas dif-nol-mu polérkoor-

‘;c 9 din&tés
Y \&2’@ %'%:g(rz'%%) = F, pareizindsim ar r
/‘b,’ m- (1‘2'%%) =F,.T ,bet re-%—g = ZGI‘Y un
zim.82, s e i s, E;gél =1, _]

e

0

| <1

Xustibas daudzuma momenta teorémas specialie

‘ gadijumi.
I gadijums. Ja viens no momentiem, piem. L
dibek viena plakn& ar asi 0Z un krusto vipu

af—yi = 0.-xn Zz = Const.,ievérojot talak dazaédas kustibas daudzuma mo-
mentsa izteiksmes, varam rakstit pdc analogijas: Cl
ja Lx =0 , tad Iéx = C1 jeb m(yz - z2y) = Cl jeb ari 6'yz =
c
. . < 2
C, jeb m(zx - x2) = C, jeb arl 6zx = 5

= (0, t.i. spéks arvienu pe-

Zieb ir parallsls vipai,tad

ja 1, =0, tad Zy

. / : . : il C
48 Lho=w:0 L ted z=033ebm(xy-—yx)=cjjebar1 xy=§%

(A

Seit Const. Cl'c2 un C} vértibas ir jadatrod no sé&kuma apstékliem,kuryiem

jébut dotiem. 3 ;
Izteiksmes veida:. m(xy - yx) = C, reprezenté pirmos integrélus, jo
vipae satur tikai koordinates un pirgés atvasinétés.

C L5
Izteiksmes veidda: G_. = Eé reprezentd aprakstita laukuma pastévibas
likum laika vienibd XY ﬁalcné un saucés par laukuma integrélu Sini

plalmeé.

) wedd Sats o b Lt
ok b (il DR i SRS
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ApakSgadijums. Ja visi 3 momenti L= Ly =L, =0, t.i. spsks arvienu
iet caur koordinadtu sakumu,tad kustiba biis centréla un

L= ﬁ +4 fz Const.

Sektorials Atrums G katra plakné tad bis Const.,mds dabiisim tris lau-
kuma integr@lus trijas koordindtu plaknds un laukums 8, kuru aprEEEtls
punkta radiuss-vektors telpd laika vienibé patur Const vértibu. ¥
pgdéjé gadijuma, k& tas bija pieradits § 4-a, punkta trajektorija bis
P &k&n&-

II gadijums. Ja viens no momentiem, piem L, = Const. = k} , tad

m 3-\xy yx) = kz .Nointegrgjot so izteiksmi dablisim
n(zxy - yx) = k3t + C!3 «... I integrélu XY plakna.

Analogiski, ja L =k, , tad m(yz - 2y) = k;t + C; ... I int. YZ plalmé.
ja Ly k, , tad m(zx - x28) = kyt +C, ... I int. XZ plakne.

Sgnstantes ,1,02 un 03 jaatrod no s@kuma apstéklien, xuxlem jabut do-
em

IiI gadijums. Ja viens no momentiem, piem L, = £, (t),tad ma-(xY—Y”)‘f (t)

Nointegrgjot So izteiksmi,dablisim m(xy -~ y&)= J£, (t).dt + C} TP . & P
tegrals XY plakns. Analogiski

ja L = £ (t), tad m{yz - zj)= Jf (t).4t + C; ... I int. YZ plekné&
plakné.

Ik

ja Ly = £,(t), ted m(zx - x&)= Jf (t).dt + Cp ... I int.

III integrdjosa teorsma jeb spara teoréma
Jeb kinétiskas enerkijas teoréma.

Pirmkart d&finésim lielumus, kuri S$ini teorsma nék prieksa.
Par punkta sparu gedb kingtisko enezgiju (dazi autori sauc vipu ari par
dzivo Spéku) més sauksim pusi no punkta masas reizindjuma ar &truma
kvadratu., Apzimésim vipu ar k( (grieku burts: lielais kappa), tad

e

=955f_ ISR TR RN Vot i T (93)

Punkta atrums V ir vektors, bet lai dabitu vipa kvadratu, j@pareizina
skalari (V,V) = V2.CosOo e 72, jo reizinot vektoriali, dablsim

| V.,V | = V2.Sin02 = 0. Ta tad spars jeb kindtiskad energija ir skalars
lielums, kuyam nek@ds virziens nepiemit.

Aizvietojot V2 = iz + je + éz, dabltisim spara izteiksmi koordiné&-

KB 4 5 vl oo s By s (932)

Spara dimenzija. Iev1etogot formulé (93%) masas un atruma dimenzijas,
dabusim spara dimenziju

" F - gl D e
:H:L.T :--"F.L]

Darbs. Otrs lielums, kurs nak priekSa spara teoréma ir darbs. Défing-
? sim darbu pirmkart v1enxarso*a gadiju-

mé, ked speks F, kurs 1edarbojas uz
/L punxtu A patur Comst. lielumu un virzie-

tés

AO 1Y

2 g
'

nu un punkte A parvietojums notiek tai-
snéd virziena. Par spéka F darbu, ja
punkts ir pérvietojies no Ao lidz Al

P>
m\

zim.83.



sauksim slralaro produktu no spéka f un arvieto wma 5 . Apziméiot dar-
bu ar O ,rakstisim p j X 4

ou= (F.s) el S R % (94
Attistot skaldro produktu, dabusim OL= F.s.Cosg.
Ao F A1 Specidld gadijumi, kad spdka F virziens sakrit
- SR AR ar parvietoamna. S virzienu darbs bus L= F 8
zim.84. 7 (21n.64).
Ag j‘ A, Speciala gadijuma, kad spéks F | s ,tad spéka
- ] F darbs uz parvieto;]uma )
Sim. 85 Ot= (F.s) = F.s.Cos 90° =0 (zin.85)
? '
A, \(}5 A| Gadijuma, je % 9> g spéka F darbs, pastra-
2 4 3 datais uz pErvietojuma s, bus negativs.
zim.86.

Teoréma I. Kopspeka F darbs uz kida talsnvirziena parvietojuma 8 ir
summa no_komponentu darbiem uz ta pasa parvie-

to uma 8.
zrkou-pékstadF-Fl+'F +F}+..

\i Nopro,,ecéeim 80 nol-mu uz parvietojuma s vir-
N zienu

\ \.. 3 FCOS(f.'s—)==FlCoa(F1§)+F2005(F2§)+F}Cos(F3§)+. <
?3 2im.87. tA}EK reizinasim ar parvietojum s

F.s.Cos(F B)-F1 S. Cos(Fls)+F23 Cos(F29)+F .8. Cos(F s)+..

OL= QU + 0, + 0ty + .
¥ darbs uz taisnvirziena parvietojuma s 3 1lidginéjés
i Speke darbul summal uz [Arvietojuma komponentém.

s=§l+§2+§}+
Frojecésim uz spéka F virzienu

\\\\\\‘\\\\* sCos(F§)=31Cos(?31)+s2Cos(F§2)+93Cos(F§})+...
z1im.88. 51 izinas]

ey

Teoréma JII. Spéka

reizinasim ar spéku F
F.s.Cos(F. 9)—F sl.Cos(F.§1)+F.se.Cos(F.EE)+F.33.Cos(f.§3)+...
OL=0ly + 0L, + 0Ly +
Darbs visparigd gadijuma,t.i. kad Sp3ks meinas (p&c lieluma un virziena)

un pérvietojums ir likumains.
. FPiepemsim, ka materidls punkts m
?; - parvietojas no A uz Al ,pie kam
Q&j?
{

uz vipu darboaosalq speksﬁpunkté
: Frecs

,,r'—‘~\\11§1:",,,»47 A ip F un punktd A, ir
visparlgl F = £(s).
Ao d: . o Lafi atrastu spéka F darbu uz

3 parvietojuma A A, ,5adalisim A A4y

bezgaligi daudzos bezgaligi mazos
elementos da. SAadu bezgaligi mazu
elementu ds pirmk@rt varam uzska-

A

A9

zim.89.



txt pa,r ta.isnu un otrkart vi:;a robezae vare,m pie:;\emt,ka spéks F nemai- |
na savu lielumu un virzienmu., Ted péc iepriekssias définicijas uz ele-
mentéra parvietojuma pastrédétais darbs, kapu apzim@sim ar ad,1idsi-

nasies

[a0U= (F. ds) S SR (9%)
Summs jot elementarus darbus, dabz—lm m‘.[nu da.rbu integrala. veidﬁ
0L= I (f.a'g)_‘ UM E T o)
Ao .

Formulé (96) uzrakstito integrélu sauc par cela integralu Vipu var

parveidot, attistot produktu
Ay 4y

0L=Af F.ds.Cos(F.ds) = J' F .ds , kur Ft ir tangencidlais sp&ks.

Aizvietojot formilés (95) u.n (96) F=X+Y+Zun ds = &x + dy + dz
un attistot produktu, dablsim darba izteiksmes koordinatés

Elementérais darbs atl = Xdx + Ydy + Zdz A 1
Y%
Pilna darba izteiksme 0L= fxd.z + Ydy + Zdz SRR Sl RN
s o’ 0”0
kur %020 ir sakume .punkta koordindtesun

1Y% ir gala punkta koordinates.

K& aprékinat cela integralu,epskatisim talék atseviskos piemsros; ta-

gad pier&disim teorému.
Teoréma. Spgka F darbs uz katra (ari 1likumaina wR) parvietojuma s ir

; summa no spéka komponentu daxi;icm uz ta pesa parvietojuma §.
7 7 =
! %, 7 F = Fl+vF2+F}+...
Reizin&sim so skalari ar parvietojuma elementu
NETS 4% (F.48) = (F,d8) + (Fpd8) + (F5a8) + ...
P A, Integrésim robezas no A, 11dz A
A A, Ry g o Ay
3’ z2im.90. :
® J‘(Fds)—J(F ds)+j'(F ds)+f(F .d3)+. .
o
(= (N,l U’(2 + 013 ... teoréma pieradita.
Darba integrala noteiksanas iespéjas.
i L e |
OL = | Xax + Ydy + 2dz R s o N BB T 1y
XY 0%0 '

1l)gadijums: diferencializteiksme zem integréla ir pilns diferencials.
Acimredzot Sini zadi jumé ir pilrigi icspéjams pemt integralu (96-a).

Pie si gadijuma w3s &t tgriezisanics VELEBK.
2)vispérigais gaiijums. Sp3ks un vira projekcijas ir funkcijas no ko-

ordin&tém, atrumiem un laiksa. X = f (xyzxty2t)

F=f(xyzxyzt) unari Y=f(xyzxyzt)
Z=f(xyzxyzt)
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Ja zem integrala stBvoSa izteiksme nav pilns diferenciﬁls,tad,lai‘va-‘ :

rétu pemt darba integradlu, jiizteic visu zeuintegréle izteiksuni caur
vienu nmainigu,kas ir iespdjams,ja bts doti

x = 9p(t) , ¥ = g (t) unz = g, ().

Tas nozims, ka S&d& gadijumd ir jabut dotai punkta kustibai. Pie kam ‘

integralu l96-a) tad péc aizvietosanas dabusim sekojosa veida £

¢ L

3 iy

L= [ & (t).4t |

T

: = |
3)vienkarsakais gadijums: spéks F un vipa projekcijas ir tikai koordi-
natu funkcijas. § X=f %xyzg

F = (xyz) un ari :
Lai taged dbutu iespéjams izteikt visu zemintegréla izteiksmi caur vie-
nma lielumu, ir jazin punkta trajektorija ar divém virsmé@m jeb parame-
tra veida.
Pirma gedijumé, t.i., ja trajektorija dota ar divém virsmén
fl xyz) =0
varam atrast y = ¢1(x) un z = ¢2(x) un dabut Ol= Ix b (x).dx

Otra gadijumé, ja trajektorija dota paremetra veida: i

0.\q q

cp;,: q dabisim Ol = [ l‘lI! (q).aq

¢v,\q 95

Darba grafiska attéloSana.

F,=F.Cosg Ja tangencialais spéks F, = F.Cos¢ ir zi-
nams, ka funkeija no s, Eés varam vipu atté-

lot grafiski,atliekot s k& argumentu uz ho-

_dSe ricont&las ass un FE ka funkeiju uz vertika-

l&@s ass. Uziesim la , ieslégtu starp at- '
/ rasto grafiku,divim ordin&tém un s asi.lLau-

N M
W

AN

i ~——>8 kuma elements: dS¢ = F.Cosg.ds un laulums
so d,s S g? S
zim.91. = g F.Cosg.ds = oL

K& redzams, laukums aprobezots arografiku, divam ordin&tém un s asi
reprezenté cela gabala 8431 pastradéto darbu.
Yadus grafilkus biezi lieto praksé, k& pieméru aizradisim uz tvai-
ka masinas indikatora diagrammu. Sini diagrammd (2zim.92) grafiski at-
atm. tEélojas tvaika spiediens eilindri,at-
T A karibad no virzula parvietojuma s.
Diagrammas laukums abemn reprezenté
indikatora darbu (uz katru virzula
laukuma vienibu) pie tvaika izplésa-
néas, bet laukums ademn negativu darbu
A pie virzula gajiena atpackal.Abu ming-
4 to laukum diference,t.i. laukunms
>4 abeda reprezent& tvaika darbu par di-
viem virznla gajieniem turp un atpakal.

T )
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BF S A, Smaguns speke darbs.
Uz materidln punktu.ar masu m durbo=~
Jag vienigl smaguma speks,kas 1idzi-
najés mg un ir virzits vertikdli ugz
leju.Pwikts ir nogfjis no A (x ¥, )
e 1ﬁdz Al(Alyl 1) Lai uzietu gadn arbu

7 2 ir pastradajis smaguma spéks,pemsim
/ formulu (96-a)

#o/ A % RS
dowg ' Ol= [+ xdx + Ydy + 2dz

zim.93.Y 0
bet smaguma spéka projekecijas X =0, L, =0, 2 = -mg , tad

# &
OL=J - mg.dz = [ -mg.2] ~ = mg(z, - 2;)
Z 2,
Ka redzams pastradatais darbs nav atkerigs no trajektorijas,bet tikai
no sakuma un gala punkta koordinatém, pie kam vins iznék p021t1vs,3a
Z,> z; un negativs pret&ja gadijuma, jJa 2y P Z

Centrala spéka darbs.

Uz materidlu punktu darboj@s centréls spéks,ku-
ya centrs atrodés punktd C un kuya lielums ir
funkeija no radiusa vektora F = f(r), pie kam
vienosimies skaitit atgrusanas spéku par po-
31t1vu (+) uvn plev1lksanas spéku. par negatlvu
{-). Materisls punkts ir nogédjis no AQlle
Lai atrastu centréala spéka darbu,pemsim for-
milas (95): &0L= (F.ds) un (96): ol
Attistisim sgkalé&ro produktu: _i (F.ds)
(F.ds) = F.ds. COS@ 6!
bet ds.Cos¢ nav nekas cits, ka radiusa vektora
elements ¢¥
ds.Cosg = = dr ievietojot So formulas (95) un
(96) dabilisim centrala speka elementéro darbu

| BRSNS (97)
un centrala spéka pilnu darbu
zim.94. Ty ‘ %
ol I IR Sl (978

To

kur atgrusanas spekam jepem (-) zimi un pievilksanas spskam. (+)zimi.
Pirms integrésanas vél a1ev1e+n P =f(r), un tad

'O(_,: F _fr f(r).dr | ------------------ (97-9)

o=

Ka redzams, ari centrala spéka darbs nav atkarigs no trajektorijas,
bet tikai no radiusa vektora robezvartibam r, un ry.

Piemérs. Newtona gravitacijas spéka darbs. Saules gistéma derbojosais

speks ir Newtona gravitéceijas spéks, kas ari ir
viens no centraliem spékiem. Vins ir pievilkSanas
Spéks, proporciongéls masadm un pretéji propor010w
nals attaluma kvadratam.

Ar So spéku saule pievelk zemes lodi \
F=_kni kuar m - zemes lodes masa
2 M - saules masa

¥ iy

\°Uziesim k&du darbu vins pastrédas, ja zemes lode
paries no A 1idz Al.
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Nemsim formulu (97) Ol= [ lF.dr un ievietosim F = - —7-]"“ L
Ao r

oA g km ] IR
Osz__.é._m .dr-_-[_.!l_] SR W e

r o F r, s Y
Atrastais darbs biis pozitivs, ja kustiba Tadiuss vektors samazinéjés,
Bl Bty Bes : |

0 1 >

: tsperes elastibas spdka darbs.

LU at ,

é[ Nemsim atsperi neizstieptd stAvokli,novilksim vi-
pas gala punktu Ao 1idz punktam Al par gabalu h uz
léju un uziesim, “cik lielu darbu rie tam pastria-

s dés atsperes elastibas spéks, _
Wemot X asi parvietojuma virziend uz leju ja-
konstat&, ka elastibas spéks bls negativs,jo vips
ir virzits uz augsu, pie kam pé&c lieluma vins ir §
proporcionéls pagarindjumam x. Elastibas spelka Drao-
Jekcijas uz koordinatu asim biis X=-kx,¥Y=0 un 2Z=0.
PEL 8 Fg0 sord el (Vo) at'e {A'de + Ydy + Zdz
A h T S
a=ilxu=;-m=[%]=-%
e}
To paéuovarétu dabiit ari grafiski,uzkonstrusjot
(F,s) grafiku,kuya bls taisna linija, pemot vEra
elastibas spéka proporciondlitati pagarina jumam,
Pastradatais darbs reprezent&sies ar grafika lau-
kuma, t.i. ar trijstura laukumu, kuya pamats ir h
un augstums Fm = - kh

~z VeSS i SNty
Y LR

o 1 kh?
zim.97. Ol=-35khh=-7
Darbs iznak negativs, jo elastibas spéks pretojas atsperes izstiep-

sanai.

Piemérs. Uz punktu darbojis spsks ¥ = Const. péc lieluma un virziena.
Punkts apiet pusrinki ar radiusu R no Ag 1idz Al,
pie kam sikuma spéks F_. ir virzits uz centru.

A Uziet pastréadato darbu?
0 7y A,
i 7 =
QL= [ (F.ds) = F.2R
zim.98. Ao

Piemérs. Uz punktu darbojés spéks F = Const. tikai p&c¢ lieluma,bet vi-

g na virziens arvienu paliek norméls pret pusripki,
e . - kuyu apraksta punkts no A, 1lidz Al.
qa R 4 Uziet pastradato darbu.
e = A |

Ao ' Aq

.——%\\\\\_d//// OL:LA (F.d8)=0, jo (F.ds) = F.ds.Cos 90° = 0
o (e]
zim.99. Darba dimenziija.

K& redzams no darba izteiksmes Al B &
bus [0L] = [ F.L ] 0(-=fq (F.ds) un darba dimenzija

Darba vienibas absoliitd un techniska méru°
sistéma.
1)Darba vienibas absoliitd C.G.S. sistémd. Spéka vieniba sSini sistéma
ir dina, garuma vieniba 1l em. un par darba vienibu ir piepemts darbs,
kuru pastrada 1 dina uz 1 em. parvietojuma, ja spéka un parvietojuma
virzieni sakrit.
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~ T2 =
S0 darba vienibu sauc par 1 ergu.
1l ergs = 1 dina. x 1 cm. 2
Fenot v&rd, ka si darba vieniba ir Joti maza, lieto ari citu Y0 reices
lielalm, luyu sauc par 1 Joulu (dzoulu).
, 1 Jouls = 107 erzu. 2 3
2)Darba vieniba techniskd méru sist@mé. Speka vieniba sini sistdmd ir
r,garuma vieniba 1 m.un par darba vienibtu piepemts darbs, lturu pa-
stréda 1 kg uz 1 m parvietojuma, ja spéka un pé&rvietojuma virzieni sa-
krit. 8o darba vienibu sauc par 1 kilogrammometru.
1l kg.m=1kgzx]l m, /
Sakars starp apskatitém darbe vienibam.
1 kg.m = 1000 gr.100 cm = 981.1000.100 dinu X cm = 9,81.10 Erg.=9,81 Joul,
Darbe razigums jeb jauda.

Darbu var rajot intensivi un 18ni, k&ds) ir no svara zindt ne ti-
kei visu pastradato darba daudzumu, bet ari k&da laiké vins ir pastra-
dats. Darba daudzuma attiecibu pret notecdjusc laiku sauc par vidéjo

jeudu. Vidsia jauda = —o=

Vidéjo jaudu var dsfindt k& laika vienibA pastradato darbu. Bet jauda
ar leilu var mainities un lai dabitu jaudas vertibu dot& momenta, jasa-

stade L met all= (F.ds) = F.ds.Cosy un tad momenté@na jauda iznak

dt
ao. _ .as _ : dov _

' tas nozimd&, ka momentaéna jeuda ir reizinéjums nc tangenciala sp&ka un

Etruma.
1)Jaudas vienibvas absolutd méru sistémi.
Ja 1 Jouls tiek pastradats 1 sec., tad attiecigo jaudu sauc par 1 Wattu
1 Watts = 1 Jouls/sec.
Lieto ari 1000 reizes lield@ku vienibu, kuyu sauc par 1 kilowattu
1 KW = 100C Wattu = 1000 Jouls/sec.
2)Jaudas vienibas techniskd méru sist&ma.
Darba vieniba Sini sistéma ir 1 kgmtr. un par jaudas vienibu vajadzétiu
piepemt 1 kgmtr/sec., bet praksé lieto 75 reizes lielaku vienibu, kuyu
sauc par zirga spéku un apzimé& ar 1 P.S.
1 P.S. = 75 kgmtr/sec.
Sakars starp apskatitam jaudas viernibam.

1 P.S. = 75.9,81 Jouls/sec.= 736 watt.
1 P.S. = 0,736 KW

1 KW = 1,36 P,S.
Anglijas zirga spsks. Anglija lieto citu zirga speku
1 H.P = 550 feet.lbs/sec ,kurs izndkx mazlietlieldks: 1 H.P.=1,014 P.S,

Spara,dziva spéka jeb kinétiskéAs energijas teorémas
ieradil juas.
Yemot vard Sis teorémas lielo nozimi, dosim divus pieradijumus, iz~
ejot no kustibas dif-nol-miem p&c Eulera un lac-Laurina.
I pieridijums. Materi@ls punkts ar masu m kustés virziend no A_ uz A
P pa lilu trajektoriju, pie kam punkta A,
vipa Atrums ir V_ un punkta A ir V.
Nemsim kxustibas dif-nol-mm péc Eulera tan-
gentes virziena
mjy = Fy

av

mar = F.Cosg ,reizinésim ar ds
“

d X ds
m a%-qv = F.Cosg.ds ,bet G2 =V

' g D L 1 -
D R R s UG
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m-v-dv s F-COB@.dS Liz:iﬁ;d.—s—-)-—] . . - . . . . . . . (98)

mul&sim td:. gpara (jeb dziveé speka) diferencidlsg 1idzind jés elementa-

ran darbam. o 2
Izlietojot elementéram darbamformulu_§959) dablsin to pasu cita

veidéa

dmv§=Xd.x+Yd + 24z 2
A v SR i N L ST OB

Integrajot formulas (98) LObeLas no Ay 1idz A dablisim spara tenreum
galigh veida

2 2 $2, Yiean y
Qg__!%ozj'so(F.ds) S T VRN 4 o)
>
2 mV Xyz
B - =2 =] xdx + vay + zds {odty (GRS R ()
XV 0%

kuru formlssim t&' spara pieauwgums zin&mé cela gabald 11dzindjas pa-
stradatam darbam tenl pasé cela gabala.
Centralam spekam dabusim spara teorsmu, lietojot darbam formulas

(97): 2 ‘
elementara veida d gg_ = f F.dr S E R T Rec s 4. A Hler -(989)
e - 2 m . p o
y galiga da b
ur galiga vei Q%. -2 =1 jioF.dr A e IR st 1)
Formulas (99) varam rakstit arj saisinaté veida
f — KO = OL . .(100)

Formulas (99) rada,ka pie V>V, ceja bija pastradats darbs
pie V=V_ darba celd nebija

_ Fie V(Vg celd ir bijusi pretestiba, jo darbs iz~
ngk negativs.
II pieradijums. Tagad pemsim punkta kustibas nol-mus p&c Mac-Laurina

; dx
mx = X | m at X
my =Y pérveidosim vinus m %% =Y
mz = Z 5 L m %%,= Z
reizindsim pirmo ar dx, otro ar dy un treso
. 2k m & . ax = Xax ak &% = Xdx
m $¥ . ay = Yay ny &y = Yay
dz "__ Sy ~ :—:" .
maE 42 = 202 mz 4z 24z
.2
parveidojot talaki:xdx = d % un saskaitot visus tris, atrodam
A S - SRS R e :
d m(X” + %— T %) - xdx + Ydy + Zdz, bet x2+y2+z2 =v° un
tad nondkam pie pazistawds formulas
d%"f=mx+¥dy+:3dz ............... (982)

kura reprezentd spara teorému diferenciala forma.
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Integréjot vipu no punkta Ao(xoyozo) 1idz A{xyz), atrodem ari

mV2 XYz
# - }12 = J. de"'}d-y"'ZdZ" $ee (999.)
%Y 0%0

Yemot vera agrék apskatito darba integrala noteikSanu trijos gadiju-
mos varam teikt, ka spara teoréma dos I integraélu

1) ja Xdx + Ydy + Zdz ir pilns diferencials,
2)pie F = fExyziyét), ja bls dota kvstiba, un
3)pie F = f(xyz), ja bls dota trajektorija vai nu ar divém virsmam

‘jeb ari parametra veida. %

Piemérs 1. Uziet smage materiadla punkta krisanas &trumu no augstuma
Ao h, ja sgkuma atrums ir V, vertikali uz leju un darboj
4

T % jés tikai smaguma Spéks.
_ Yemot X ‘asi vertikali uz leju, dablsim spéka pro-
h ‘A jekeijas. X=mg, Y =0, Z=0. Péc spara teorémas.
\qn% mV% mv§ Xyz
—»= - —»- = [ ZXdx+¥dy+2dz , izndk
A . X y.a
//77/////!’./'///7' 2 5, Sl o)
Vo mv$ wve bk oy mve
‘ e oo n lame s o e o e - )
o
% V, =\/V, + 2gh
2im.101.
Piemgrs 2. Kada attalumg var apturét lokomotivi, kuya atrodas kustii
_oo¥ ao¥ D& ar Btrunu vof piepemot bremzes spgku =
' X~ »  dalu no lokomotives svara.
zim.102, Idealiz3sim kustibu, uzskatot visu lo-

komotivi k& materi&lu prunktu, kuryam piesavingta visa lokomotives uasa.
Apzimdsim pretestibas spéku ar W, tad W = = Q un ir virzits pret kis-
tibu. lemsim spara teorému: P

mv2 g it
TR Tt = IW.CDS(W.d.X).d_K 2
0 mV X
Bet ja lokomotive apst&jés, vipas 8trums V=0 ; 0 - ~§9 =J %-Cos(lB(%dx
mvg ng : n.Vg i
oo, oA e H-<ale SR L kurienes x = -1 5
Skaitliski: piepemot V_ = 72 klm/st un n = 10 dablisim,ievérojot, ka
72 klm/st = 20 mtr/sec 2
x = 20:29_ - 504 mtr.
F
§ 8. Speka funkcija jeb potenciBls.
7 Telpu, kurd katrghpungta darbojas kads
spéks, sauc per sSi gpéka lauku. T&
piem. istaba ir smaguma spéka lauks,
A il ap magnetu ir novérojams magnetiskais
5: lauks u.t.t.
ey Iedomasimies spska laukd ievietotu
%! - materiilu punktu A, uz sSo punktu dar-
: \  bosies spsks F. Spéku F més sauksim
y - | Wl A = 4 o * —
Lr”/’/' =~ par kcnegervativu, ja biis izpilditas
?. X divaz prasibas. 1)spdka lielums un
virziens ir atkarigs tikai no punkta A

zim,103. - koordin&tém un nav atkarigs no laika,



2)darbs, kuyu pastridés spdks F, punktar A parvietojoties nav atkarigs
no cela,bet tikai no s@kuma un gala stivex]a.

Otré seit forrnulstd spéke konservatiswe puzime ir mSchaniska,pa-
mekldsim talak matematisku pazimi konservativan shékam, Pde pirmas
pazimes konservativeis spsks ir F = f(xyz),bet tad ari vine preiekei-

i : X = fglxyz
Y = £ (xyz
2 = f5\xy2

Reizind@sim pirmo ar dx, otro

dx

ay
0z

-

~

ar dy, tre=so ar dz un saskaitisim visus
Xdx + Ydy + 2dz = fx(zyz).dx'+ fy(xyz).dy + fz(xyz).dz

Kreisad pusé& dabiijam elementaro darbu, bet lab& pusé var but pilus di-

ferenciéls, var ari nebiit.
Apstésimies pie gedijuma, kad lab& puse reprezenté pilnu diferen-

cidlu no kddas koordinatu funkecijas U =
Xd=x + Ydy + 2dz = aU

Integrégjot dabusim [Xdx + Ydy + 2dz = U + C

o funkeiju U =p(zyz) sauc par spska funkeiju jeb potenciglu.
Pielietosim nol-mam (101l) s@kuma apstéklus

*o¥0%

~

Ao [ Xdx + Y&y + Zdz =
atvelkot So nol-me (101) debusim

U, + C

A

Fo¥o0%0

- Xy2
J Xidx + Ydy + 24z = U - Uo

du{xyz), tad

Bet kreisd puse reprezenté psc formiles (96-a) pastradato darbu, ta
tad forrula (101) izseka, ka: pastricitais darbs 1idzinéjas spéka

PEREGT d

funkcijas prieaugumem

Bez tam, pemot véra, ka,
pieaugums: U - U, = R xy

2

3

|

ooooooooooooooooo

ir vienvértiga funkcija,vipas

ir atkarigs tikai no s&kuma un
gala punkta koordin&tém, bet nav gtkarigs no cela, atrodam, ka ari darbs

ir neatkarigs no cela, bet 81 Ipasiba ir otra konservativa sp&ka pre-

giba, td tad ja spékam kas ir atkarigs tikai nc punkta koordin@tém,pie-
: fgnkcijé, tad vips ir kKoocervativs.

mit vienvértiga

Noteiksim taged sakaru star? spsksa proiekcijam un spska funkeiju.
8im noliikkam uzrakstisim spéka funkeijas diferencitlu

dU = Xdx + Ydy + Zdz

bet no otras puses pilns diferenci8ls no kédas koordinédtu funkcijas
U = idxyz) bis AT
N A

bisinm

naties O, jébit % AT

= 9x
2T
R
W

4 5%

U

AU

ax + T,i-dy + Tg'dz
pielidzinot abas izteiksmes un parnesot visus loceklus viend pusé,da-

e

0]

0

|

jeb

{ A ?U
(X -'g—%)d.x o & %—g)dy + (2 - 53)d8 % 0
bet dx, dy, 4z ir neatkarigi lielumi un lai s8I

G

ou

¥

P LA

J

-

N &

o/

€3

i
2

l.v'

izteiksme varétu lidzi-

Formilas (102)r&da,ka spéke projekcijas uz koordinfttu asim lidzindjés
spdka funkcijas parciglém atvasinaiza ré€c ettiecigém koordinatém,ka-
d3] spéke funkeciju varam defingt ka tadu funkclju, kuras parcialas

Wl e 2t N S



atvesinatas pec koordin&tem dod gpska projekcijes uz attiecigim asim.
Piezire, Seit japiezimé, ke siicka ﬁuﬂr%ff:&_ (8] Egmaina savu nozimi no
Coust.lieluma C pieskeitisauas, jo dU = d{J + C) un ari
W _ AU FC) . IT, 3T Re) .20 _ T+ )
oz VXAl Y AR
Lai dotu tagad matematiskas pazimes spéka konservatismam jeb spéka
funkcijas eksistencei, sast@disim 99X ,bet ja spsdja funkeija eksists,

ted pats y _ 9U ,no kurienes Ay
b 2,
Wy~ =9y ‘ %
Tapat sastadot [ un ievérojot, ka Y - U dablijam % = U pieli-
V= : Yy’ x  9yax
dzinot labaég puses,atrodam
. " -
%—X = %}x_ un péc anelogijas ari
Matematiskas pazimes ' J ocx: :
speka konservatismam 1Y _24& (103)
I ﬁ ﬁ ... e s AR T TN
2 _IX |
Px 0%

Formulas (103) repreaentéhspéka, kurs ir atkarigs tikai ro punkta ko-
ordindtém, konservatisma pazimes matematiskaé forma. -
Féc analogijas konservative spgka lauku ari sauc par konservativo

lauku jeb potencialo lauku.
Teoréma. Vairalw konservativu spéku kovspéks arl ir konservativs un
kopspeka Tunkcija ir algoebraiske summa no atsevishu spelu

Funkci jam.
Doti spéki Fl ,F ,i‘j ... un vigiem atbilstoSas funkecijas Ul’Ua’U3' 3

Ja apzimésim spska F, komponentes ar X,,Y;,2, tad
90 U, U
ST 2 1 9y R 1 2z
Tapat spéka F, komponentes '
2 0, U U
2T 4 a5 ‘_a_y _’ 2 72
Bet_ja F ir kopspéks, ted F = F; + F, + Fy + ... wn vina projekeijs

uz X asi

% U, U, 'D{_Ji
X=X1+X2+X3+“'=_ﬁ_+‘?'f"+’bx s
S ¢ _19U 4 e

jeb X-——-—i-(Ul+U2+L3+... ) = + ,DPéc analogijas

5 9 _ 3

ari Y=—-§(U1+U2+U3+... e S
.....:i_'J___' J - :DE

un Z = Z(U1+D2+U3-l SRR -

Sis formulas norada, ka kopsp&ku varam atva.sin'q.‘c no kﬁdas.g‘lmkcijas!
ta tad vips ir konservativs, pie kam 81 funkcija ir atgevisko funkel-

Ju st ; U=U) +Uy+U; + .
Sai teorsmai ir praktiska nozime, jo vieglik ir operét algebraiski
ar spéku funkecijém, nekd geometriski ar pasiem spekiem. :
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DaZu gpsiu konservatisma_gﬁrbaude un funkeijas
noteiksung.

I gadijums. Spéks arvienu paliek perpendikulérs XOY plaknei un ir
funkci a_ attdluma no vipas

s J }..OY wm P = f£(2)
‘ uastadisim gpska projekeijas
X"o ,v—o ,Z"‘f(Z)
Parbaudot spSka konservatismu pé&c formmlam
| (103), atrodan
0 2§ H=o=Fjoumwix=0my=o0
/ : L ‘a‘g =0 = %3 jo Y=0 un 2=f(z) nocv atkarigs
- no y
zim.104 22 - 35 Jo X=0 un 2=f(z) nav atkarigs
ox no x

Ta tad minétais spéks ir konservativs Spék& funkeija:

U = [Xdx + Ydy + Zdz
Pematojoties uz agr8k pievestés piezimes,ka spska funkecijo U nemaina
savu nozimi no Const.lieluma pleslfait'iaanas varam integrésanas Const.

DSTAKSEYR = [2.d2 = [f(z).dz = &(2)
Fastradétais darbs lidzindjas spéke funkcijas pieacugumam.

O=v -1, = B(2) -~ & (z)

Piemérs.Pie Siem spdkiem pieder ari sma &_9 éks F = mg un vipa pro-
7 A jexcijas 8 Y=0, 2=~ ng.
o Vipa funkcija U= J-mg.dz = -ngz
| A Pastradatais darbs, ja punkts ir pér-
zb: ‘ vietojies no A llu" A
/ { ,,'3 fl P Y L= -mgz - (-mszo) = mg(z, - 2)
\ I Lv
V
zim.105.

I¥ g ijums. Centrd@ls spéks F, kurs ir f£(r). Izvél&sim koordindtu séku-
1 spdka centrg C, tad spéka projekci-

. jas
r BB T i X = F.Cos(TF) = £(r)- X
>< Y = F.Coo(YF) = f(z)- %
%7 ) Z = #.Cos8(ZF) = £(r): %
1z, -
C i S Y ‘kur . »= x2+y2+-z2
X L 25 g 2X 180 % e T ¥
s [ Nem3aim 5—- dr T J 7 un piezi
zim.106. mésim, ka diferencéjot parcidli péc y,
Jauzskata x par Const. :
Tapat Tx = i_ﬁ_l’ ‘Y- 37 pie parcidlas diferencésanas pdc x jauzska-
ta y per const Talak uziesim '
or _ 2y o e 2 2x e
(4 2\/ 2 z T x V—é—ﬂ r
S e B x4y +z
" o G elryl-xy gl _d [fgr) . Xy
un tad ey EE I NS R RS O T 5 :
Konstat&jam, ka labé@s puses ir vienaddas, té tad ari ,-:’y-f = ,—i



Pilnter anuogim e ety ar: ¥ ‘ 1 =32

rienes seko, ka centriélie spdki ir konservativi e vir,ti ix £(r).
Uziesim centrald spéka fankeiju U = Ide + ldy + Zdz: ievietosim

seit spe grojekoi;ja.e

Spéka "‘tmkcija centrélanm spakam

*\

[U=THE).ar]  jeb a.ri' e B T O (204)

Pastradato darbu, ja punkts noies no A, 1idz A,, dablisim k& spé&ka
funkeijas pieaugum

(1.=U1—U .rf(l')dr

51 formula pilnigi sakrit ar agrak a.tra.sto formulu (9 =).
Piemérs. Pie centriéliem spfkiem pieder ari Newton'a gravitacijas spéks

S F=-2 jebariF=-5BM
o r
E" Uziegimvina funkeiju
e Ay U=IF-dI=f--;.§-dr=—mkf%=%k

zim.107.
Lai dabutu pastra&déto darbu, punktam péryietojoties no A 1idz A nem-
sim spska funkcijas pieaugumu Sinis robezés
Ol=u-vu, =26_IK.gl-1)
To To
Piemdrs. Nemsim v&l citu centra@lu spékul atgr@sanas spéku proporcioné-
A F lu attdlumam § = pk“r un uziesim vipa funk-

A il S ey (0T e A i"—kgﬁ

; Pastradétais darbs,punktam pérvietojoties no
G L s A, 1idz Amk2r2 S B 2
zim.108. B oL = e Shees (1' - To)

III gadijums. Spéks, krustodamies ar Z-asi, arvienu paliek vipai per-

y &% §end1kulars un ir attéluma funkcija
S~ b L 0Z uwn F = #{r). Seit r nav punkta ra-
I 1c%mss vel}ft?;s bet attdlums no Z-ass.Spé-
z a projekcijas
A° | 9‘ X = F.Cos(XF) = £(r)- %
' —
~L v Y = P.Cos(¥F) = f(r>.¥
sy £ Z=0
Rt ¢
zim.109 Kur teged r = \/x" + y
a 2}‘_ — __L s ')r = 35 I
Sastadam: =T e 5 = ___2;{____. =<
2V x4y 2V x4y

Talak tépat kd centr@lam spékam

46 P A S T £ o b U OB

[ 9y " ar | r

[Eel]y.2 & g [
T

y?x"d.r 2

w2 S

un

atradam, salidzinot labés puses: gg =



AF =T

2994 ‘ P

Bet p&ré&jos noteikumu atrodam citadi.

‘%% = O,h?amd%%, ka Y nesatura z koordinates un g—%— = 0 tamd&],ka Z=0,
ta tad 57 = 3% . Analogiski: $2 =0 jo z=0 mn X =0 jo X nesstur
2 koordinates, t& tad A% = 9z

Visi tris noteikumi ir izpilditi un apskatiteis splks ir konservativs.
Uziesim vipa fonkeiju U = [Xdx + Ydy + 2dz ievietosim Seit spdka projek-

' 2
cZ:LJaSU._:I%I.').(xdx.}.ydy):J'ié‘_{)_,%_._.I%Il'%dg

U= J'f(r).dr-‘ jobo | U=7r.ar
Pastrid&to darbu, ja punkts noies no A, lEdz A,,dablsim, k& spska funk-
cijas pieaugum e
O=v, = U, = [ f(r).ar
0

w" IV gadijums. berzes spéks.

’W\ Apskatot berzes spsku W, ja&nak pie slédziena, ka
vins nav konservativs, jo tas neizpilda konserva-
tisma pamatprasibas. Pirmkart tas ir virzits arvie-
nu pret &truma vektoru,t.i. trajektorijas tangenté,

W o™ tad tad ir atkarigs netikai no punkta koordinétém,
bet ari no trajektorijas, uz kuras punkts kustés.
/ o, Bez tam ari berzes epéke pastrédatais darbs ir at-
zim.110. karigs no cela, jo vips bus tiesi proporciondls no-

ietam celan.
Dauvdzvértigds f'unkecijas.

Var nalt prieksd gadijumi,kad spékam atbilstoSa funkcija bus daudz-
vértiga. Tada gadijumé spfks vairs nebus konservativs, jo darbs biis at-
karigs no cela, pa kuru punkts pirvietojds. S5&8da spsdka lauku ari sauc
par potencialo lauku, bet ar dendzvErtigu potencidlu.

K& pieméru varam aizradit uz telpu ap elektriskas stravas taisn-
virziena vadu. Ja iedom@simies, ke elektriskads strévas vads iet Z-a8s
virziend, tad spéks F, kuys iedarbojads uz mag-
neta polu A arvienu biis perpendikuldrs radiusqm
vektoram r un p&c lieluma bius preté&ji proporcio-

nals r. F|IT un F= %
Speka projekeijas!
X=-F.Cos(XF) =-EL=_5
i
Y = R.Cos(TF) = £.2 - Kx
zim.111l. 2 =0
Spdka funkecija U = [ Xdx + Ydy + Zdz N
- k.x*.a(¥) a(¥)
U=J%(xdy ~ydx) = | ——3- =k{—%
b 2 +y 1+(Z)

= M o =
U = k.arctg (x) = k.arctg.tgy = ke¢

51 funkcija ir daudzvértiga un U vértibas prieks viena un t& paSa punkte
stévokla var atskirties par 2knn, ka n ir k&ds vesels skaitlis. Tamd&]
funkeijas pieauguma un ari darba ncatkaribas no cela vairs nevar biit.
T&,pieméram, ja punkts izejot no punkta A un aprakstot trajektoriju Ash,
nonéks punktéd A, ,kuys atrodés uz taisues OA,tad funkcijas pieaugums, ki
ari pastrédataié darbs bus nulle.Bet ja punkts izejot no punkta A ap-

il e G el SO

FU



apejot polam apkdErt vienu reisi,atkal nonhks
Pieangums k& axl pastradatals darvhs dbus 2Kr.
Lipepa yvirswas. .

Par limepa virsmu sauc thédu punktu geometrislko vietu konservative
spéka lauka, iur spéka funkcijei ir Const. vértiiba.
Piezime., Ja kustiba notiea plokre, tad sis geomelriskas vietas bus lini-
jas tani pasé& plakné.
Pielidzinot speke funkeiju U, kuya ir kada koordinatu funkeija
U = doxyz) Constantgm lielumem C, dabisim geometriski zindmu virsm

_ : ]ﬁ = C | JOD) OB T B IF0 TR el S S e (105)
kura arl blis limena virsma.

Limena virsmu dpo(xyz) = C sauc ari_per ekvipotencidlu virsmu/ ;
Piezime.Flakan& kustiba funkecija gixyz) = C reprezentés ekvipotencia-
las f[:lzJJ ijas. Pieskirot konstantam lielumem C citas vértibas uz vienu
g_’- pusi. C+Cl - C+02 b Y e A o Tk -

otra pusi Co~ @Y., C =" w.t.t. ;da-
busim veselu virsmu sistémy, kuya
Telils sedalis spéka lauku atseviskés da-

1 Jés.

rakstis trejektoriju Rbhi
punkta Al, tad funkeijas

4 T _Loti svariga limepa virsmas
ipesiba ir ta, ka pie punkta pér-
\ U=C-C' vietosanas uz limepna virsmas,spé-

: ka darbs QL= 0, jo speka funkeija
T~—U=C-C* tur patur const. vertibu.

7 Limene virsmas pozitivd un negativé puse.

- zim.112
?-(' A (x z) Parrakstisim limepe virsmas nol-mu t&
gy Y ddxyz) - C = 0 un ievietosim Seit ka-
B Soicoiots | da punkte A, kas atrod&@s &rpus virg-
Bir mas,koordinftes.Tad var ngkt prieksa
™9 R e divi gedijumi
fe hya)-C=0 @(xlylzli—wo t.i.funkeija pieaug,jeb

Foiti?
A'(x‘y‘z) og(x'y'z')-C >0 funkcija samazindjas.
zim.1l1l3. To pusi, kur funkcija pieaug,ssuvksim
par,pozitivo un kur funkcija krit par pegativo. Japiezimé,ka virsmas
pozitiva un negativa puse ir atkariga no ta,ka&
més uzrakstisim virsmas no —mg.P%emgram,ja uz-
rekstisim lodes nol-mu. x“4v=ig°_p“=0, tad po-
§y  zitiva puse bus &rpus vipas, bet ja to pasu vir-

-
E-x‘f'—yz—zz:O,tad pozitivé puse

||
smu rekstisim ¢

zim.l1l1l4. gtradisies iekspug lodes.
Z Spéka virziens attiecib8 pret virsm.
Teoréma I. SpEks arvienu iet norméli limena virsmai,uz pozitivo pusi,
¥ (t.i.xur funkecija pieaug).
Je mums ir k&da virsma f(xyz) = 0,tad,kd zi-
/¥ nams no augstékas matematikas,virsmas norma-
les N virziens ir noteikts ar sekosiem Cos.
By oo
; =  Cos(XW) = et i
- : /12E 2 T 2 , (AT
% zim.115. vVigs * (Dy) + 453
2f 8
\ TN DYV : =\
Cos(¥N) = 2 ; Cos(ZN) =

Uz,
VA5 %HEH%ED)?
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pie kam, ja saknei prieksa stav (+) zimﬁ tad normﬁle iet uz o pusi kur
funkcija pieaug.
Uziesim tagad spéka F v1r31ena Cos, pemot véra,ka spéka projekcijas

ir X g Y = ou 7 = (AL un pats speks caur projekcijam izteicis

Sadi: ox ' W 0z
Uy U\ 2

r= /074 @074 A0 :

1U 20
Cos(XF) = ; Cos(YF) = oy

V5 Z35)%30)2 VAHZA%) )3
U
Cos(zf) = iz

30)24 (5ﬂ)§+('“ﬂ)§

Salidzinot attiecigos cos. ,redzam starp vinlem Pilnigu analogiju,td tad
tiesi spéks F sakrit ar limepa virsmas pozitivas norméles virzienu.
Uziesim vél citu izteiksmi spéka lielumam. Apzim&sim norméles elementu
ar dn un vipa projekcijas ar dx, dy un dz, tad lepku kosinusi

Cos(XW) = %% , Cos(¥N) = %% , Cos(2ZN) =
Peizinfsim Sos Cosin. ar tiem paSiem augSad pa divi un.saskaitisim kopa
Wdx . W.dy , 90 &z

a7 90 327dn . ;og?(Zy) + Cos2(¥N) + Cos?(zi)
V EDH%EDH%3GY)? =
Sy W EAE] i i (106)

Tas nozim&, ka spéks lidzinajas funkeijas atvasinaJumam Ppéc normales
elementa (Jeb spéka funkecljas pieauguma robezal normales virziena).

Cits pierddijums spska virzienam (geometriski).

Lai pierg@ditu, ka spéks F iet norméles N vir-
ziend, piepemsim, ka spéks F nesakrit ar nor-
meli, bet veido k&du lepki ar tangenti.Pie-
pemsim talak, ka punkts uz limepa virsmas ir
izdarijis element&ru parvietojumu ds. Péc
agrék aizraditas limeps virgmas ipaSibas,spé-
ka R pastradidtais darbs uz sSada parV1et03uma
ir nulle, jo spéka funkeijas pieauguma nebus.

‘ zim.116. CZAA' =90

Bet no otras puses tas pats darbs izteiksies

, = (F.ds) = F.ds.Cosg
Salidzinot abus atrodam, ke F.ds.Cosp = 0, bet F # 0, ds # 0, ta tad
Cosp = 0 un ¢ = 2 ,ka8 nozimé, ka spékam F ir jaiet normales virziena.

& M=Cy Spéka linijas.
Jemsim,vienai funkcijai U atbilsto-
”____HA=63 805, ualrakas virsmas U=(C, ;U= C yU= 05,
EL*4 Joti tuvi ienu p¢e

otras, sim nolukam konstantém dosim
mazus pieaugumus C,=C,+AC; cjucl+2ac

=G C,=C,+34C, tad cl(ce<03<c4 ust.%,
{ Izvélésim uz pirmads virsmas kadu




; punrtu Ai” ﬁini bunkﬁéfspéks ies norm

E1L pret. Viramu uz to pusl $lavh il

funkeija pieavg,t.i.uz virsnas U = 09 wol. Pasarinasin So aormull
idz krustosenasi ar virsmu U = Le punitd An, bet punicta Ap SpExs jau

btis norméls pret viremu U = Cp un ies uz v1r3ﬂa° J = C pu51 sievilksim /

So norméli un pagarina°1m vigu atkal 1idz virsmai U * punikta Az.

Turpinot to pasu télék, dablsim pollgonu\A AdA ,lura %alas rada” spé-

ka virzienus. Iezim&jot Sini poligonz 1iku 11n§ju dabiisim ta& saukto

8pgka liniju. Speka linijam ir dives 1paalbas 1)spe ta linijas krustoss

JuS ar limep&a virsmam nox mali un 2)9péks srvierm iet tangencisld vir-
ziend spdka linijei (2in.ll7. ir naradltaa spéka linijas attieciba

nret limepe virvsmam).

: Uziesim speka llnlgas analitisko rol-mu. Sim nolukam izlietosim
a)stakli ka spekan F ir jasakrit ar sp€ka linijas elementu ds. Spéks

_proaekcigas gy 11} KOERRy 11 U
S e W y & = 5%
Spéka linijas elementa nrogek013as dx, dy, dz. Bet ja divu vektoru
virzieni sekrit, tad vipu projexcijas ir proporcionalas
| JaeE |
e pela linijun :
dx ! d,‘, e dz * & 8. :.l c-:tu‘l c-l- OOOOOOO
jeb ari St Tt e s S
i )

Nol-ni (ld?} reprezenté diferenciala fdrma gpelza liniju nol-mus.
Teorona II. Spéka furkeijas atvasinatﬁ péc kaut kadas likas elementa

13dziné 65 spelke F projekcijal uaz li-
kas tgngert*

Jemsim divas vienai funlcijal pie-
derosas virsmas U = €, wmn V=0, ple
kam C,> Cy. ~Piepemsim,ica punkte tra-
JG&YOIJJ& ir kout kiada linije &-&,ku-
ya krusto $is virsmas. Apzimeésin len—
i, kuyu veido spdks F krustoSants
dL:(; punktd A ar trajektorijas tangenti
zim,.118. 45 caur ¢ un uziesim element&ro darbu,
uru pastrédés spéks F uz trajektorijes elemente ds.

a0t = (F.ds) = F.dd4.Cosp = F, .ds

bet (F.d5) = XdxiYdy+zdz = ?’U dx + N 4y + 2U.4x pielidzinEsim abas

o

: . ? T ::U P 2
isteiksues Lt.ds = ig‘dx i mees QY o %% -Gz ,indalisim ar ds

ik A T YT e ST B 0z ds
ISEANE iy
ﬂt—-m—“d-:g—-j . . . . . . . . - . - . - (108)

To pasSu teorsmu var formmlas ari &A@ spéka vrojeikxcija zinémé virziensd
;}dalnaJaa atvasinétai no spika funkeijas péc ta pasa virziena.'

Piezime., lLai bﬁtu iespéiams gastadit ctvagirato dd ir jéizseka punk-
ta koordinétes x = fl\S), e f‘,J s) un .=fz{s) w jaliek vipes ieksd

= fdxyz),tad dablsim U —-dbks) un.Ft—%§ “bet tad ari %g—ag un
P %lg kas saskan ar formilam (102).
"]
gpecialais sadijums. Ja lika a-a sakrit ar pasu limepa virsmu tad tur
U=Const. un & _p un 1idz ar to F.Cosg=0, Cosg = 0 jeb ¢ =

Cl‘:'
Ar 80 ir vElreiz piertdits,ka spdks iet limeps virsumas normales vir-
ziensa,
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Speciala:s gadijums. Ja linija a-a sakrit ar norméles vivzienu,tad
F, = F un formua (108) dod - dau \
t -F = n l--o\lOé}

Ar 80 ir vBlreiz pieradita formula (106) citd cela.

l Attiecibas starp speku un limena virsmm sevstarpsjo
giavokll.

o =

\\\\(// b Hemsin limepe virsmas ta, lai ka-
) y pv tré nakosd virsmé spéka funkonga

¢c+*,c  dabltu Const.pieauguru AC 1w pie-

Jﬂﬂ“f_g*‘ nemsim,ka punkta treajextorija
3 e a-a sakrit ar spéka liniju.3pska
Al W linija ir norméla visam limexpa
virsmam, kadél apsimésim Speka.
‘7r‘_-_-—-ﬂ-#-# 4, ; linijas elementu starp divam vir-
zim.119. smdm ar An.

Ja punkti paries no vienas virsmas uz otru pa spéke liniju,tad no vima-
pa3 puses pastradatais darbs lidzindjas sp@ka funhciaas pleaugummn
= AU = AC, bet no otras puses darbs Cma (F.An) = F.An
A—A] Al

Pielidzinot abas izteiksmes dabiisim F.An = AC = Const. Bet ja reisina-
jums F.An = Const,, tad tur, kur 4n ir maz8@ks,t.i. virsmas sanék cile-
sék kopa, tur spékam F jabut lielakanm un otradi. Zumejumd 119 uz spgra
linijas b- b spékam blis lielekes vErtibas,nekd vz linijes a-a.

To pasu varétu dablt ari no formulas éloey, pemot liniju a-a Sp&-
ka linijas virziend un rakstot formulu (106) S&da veida

F = %; kur An = Const.

Sakars starp speku Fun vina funkeciju U
ar Jpntoru anallzes simbolu pa11d31bu

& Sekaru starp spdku ¥ un vipa funkeiju U var izteikt vél vienkar-
saki, lletOJOt velttoru +eor11as gimbolus.

Je. ¢p ir skalara nepartraukta koordindtu funkcija,tad vektors G,
kas ir virzits visatraka funkcijas pieauguma virziena, un fu;a moduls
ir vien&ds ar funkcijas pieasugumu uz bezgaligi meza cele Sinl virziend
sauceés par funkcijas gradientu un tiek apzinméts

G = grad o
PEc minétas def3n301jas ir redzems, ka spSka funkecijes U gradients ir
taisni spéks F, ta tad
| = prad U_J

Literatiiré ir sastopams ar clts apziméjums gradienta vietd: YV (nabla),
kuyu sauc aril par Hamiltona operatoru

P s oU

AU V., . _aU
Ja U ir koordinatu funkecija U <ﬁ(xyz) tad ¥ = Sy 0B X== ax,Y ay,z
7 Dazu speky limepa virsm un spéku liniju
noteiksana.
I gadijums. spéks arvienu paliek perpendi—'
kulars XO0Z plaknei un ir funkecija attédluma

. no Vi];l&s .?i" _L Xai B f':z) i

X i Spéka projekcijas X=0, Y=0, Z=f(z)
0 _ Y  Speke funkeija U = I Xdx + Ydy + 2dz
g U = f fiz).da = (n)
¢/, zim, 120 Pielidzinot U = C; atrOdam limepa virsmas

zi
¢ (z) = C, bet tad arifz = Co st.]
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| , pa viremes ir plaimes,parelléles
YoY plakmei, Lai dabltu 826ka linijas, peuscin nol.mus ‘1075 ,
. upi musu gadijung iznek SF = &L = £ pet tad dx = 0) :
gredonse} LEZ 8] Rl e LRI oS T | 0, 80 duta
= . Atrostie nol-umi dod spEka linijas, kuyas iznék
as Z-asij.
2Tk Fiezime. Pie S@diem spékiem pieder
1 ari smeguma sméks, kads} smagurue
2 = ( spékam liwepa virsmas ir horiconta-
2 las pleknes un spska linijas - ver-

— g = c} tik&élas taisnes.

linmensa
Zim.l122 virsmas
TI gadijums. Centrila spoka F, kuys ir £(r) limena virsmas un spéka
linijes.

- Spéke funkeija centriélam spékam bija at-
resta agrak {form.105)

U= jF.dr = ] £(r).ar
péc integréSanas dabusin U = @ (r).

Pielidzinot U = C,atrodam: ¢ (r) = C,bet
tad ari

IrCl

f; = Const. | jeb Ix“ + fé T zZ=Const.J
EUROH | L

8is formulas reprezenté& liuene virsmas,
20 kures blis koncentriskas lodes.

"o Lai dabutu spéka linijas,nemsim nol-
3 ms (107)

iy - dx 4y _ é3

a3 ’/\\ > e L

o i S bet spéka projekceijas:
\’4,\/ ; X = 7.Cos(TF) = £(r).
‘ Y ¥ =7.00s8(TF) = £(r).

2 = 7. 003(2T) = ().
Ievietojot So spéka liniju nol-mos,da-

Hin HE HIM

blisin
ax — = dy. = = de = un péc sel-
ik X o 4 s f(r).~I-, f(r).;
2Im.123. sinasenas . dx _ dy _ dz
R T 5
Yeit ir divi nol-wi. Integr@sim vipus, rekstot integrésanas Const.lo-
geritua veida Inx=1ny+1n &

Inx=1n2 +1nd
jeb atsvabinoties no logaritmiem, nonékam pie




';-351;'}'

X = 8y / i x.= bZ_J

Atrastie nol-mi dod sp€ka liuijas, kuyas bus radiglas taisnes koncen-
triskam limepe virsmam.

Piezime. Newton'a gravitécijas spdks ari ir centréls, kads) New-
ton'a gpékam limepa virsmas ir konceniriskas lodes un spdka linijas
radialas taisnes. '

I1I.gadijums. Limepa virsmas un 9péxa 1linijas spékam,kupd arvienu
krustojés ar Z-asi, iet vinpai perpendikulari un ir atté&luma funkeija

F_,_OZunF \J.‘

Z
3 SpSka projekcijas uz asim
L X = F.Cos(XF) = £(r).3
5 g ¥ = F.Cos(YP) = f(r).-‘lé
| Z =20 : -
0 ! 9 Speka funkeija agrak jeu blia atrag-
i : = tauw U= JF.dr = £(r).dr un péc
- TRl integrasanas U =P (r)
‘é. Pielidzinot U = C, actrodam
_ {r) = ¢, bet tad ari
zim.124. [T —“ﬁbnst.}geb x2+y2¢Const.
Z fie nol-mi represents limeps virsmas,kuras tagad
] bus cilindr: ap Z-asi. . lLai dablitu spéka linijas,
/f ~;;:f\ pemsim nol-pus (107)
A 4 o nll
: X 4 4
““-Wh levietojot Seit opZke projekeijas,dabiisim
ot N oy i
XN e -—g%—z = —~gx;i = %% un réc saisinisanas
g, SR
T*;k// e ax ay - dz
1 % N 0
zim.125.
Integréjot pirmo nol-ma, atrodam 1ln X = 1ln y + 1ln a jeb [3_" ay |
otrs nolidzinajums: dz =0 dod [ 2 "—B_W

Abi nol-mi kopa dod spéke llnldas vinas ir teisnes, kuyas krustojas
ar Z-asi un ir parall&las XCY pi aknei.

¥ Sperae 4 e s R 5 o o I B2 0 0
Visparigi spara teorsma 1r.2 xyz
nv MVe .. 5 ; 7
G R 1-0 = f Xdx + Ydy + Zdz

To¥ 55 :

Bet konservativam spekam pastradétais darbs nev atkarigs no cela un 1i-
dzing jés spéka funkcijas pieaugumam.

XY %

J Xdx + Ydy + Z2d2 = U - U

X.V.2 <

3 0% 00

Ievietojot so spara teorémé, dabiisim
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jeb rekstot saisin&td veida: !’i‘ -k =U~-T MRS S 1098

0
Formules (109) reprezent& t& sauvkty spava prinsipu, kups der tiked
konservativiem apékiem. Vipu formulésino ta. kongervativa speka lauka
xlnétiskas energijas pieaugums lidzinajas spéka funkeijas piesuguman.

Spara principa_sekas.

, uvy m"l
;L-—-Cz o KN S Koo

1)Ja punkts izejot no vienas 1i-
mena virsmas krusto vairékas rei-
zes otru limepa virsmu, tad, ka
‘redzams no spara principa, v1sos
krustoSanas punktos &truma lielu-
mi bils vienddi. Sk.zim.126.

2)Ja punkts iziet no vienas virs-
was ar kadu atrumu V,,tad,neatka-
rigi no vina trajekt r¢3as vins
piendks otra virsmé ar vienddu
pdc lieluma &trumu. Skzim.l27.

3)Ja arl kustiba sak&s uz vienas
virsmas dazddos punktos,bet ar
vienddiem atrumiem V ,tad atlkal
punkts piengks otréa “virsmé ar
vienadiam &trumiem V2

nam bez pretestibas,konstatéjam,
ka limepa virsmas ir horicont@las
plaknes un ka punkta atrumi vie-
né augstumd virs horicont@las ase
P8c lieluma blus vienadi.

zim.129.
Potencidla eneréija.

M=C JTedomdsimies dives, vienai funkeijai
U =& (xyz) piederoSas virsmas U = C un
C' = C' un Const. C' izvElsésim t&, lai
L TS funkcijas vértiba U' = 0.
=G Ja purkts noslidés no virsmas U =
1idz virsmai U' = O,tad spEkea darbs bus
zim.130. vienads ar funkecijas pieaugumu

Cl=0' - 1T

Bet U' = 0, td tad Ol=-TU



- 1alak (-U)apeindsin ax‘-- N wn nosauksim par potenciflo energiju:
T = 1 T PR SR 2 )

Potencialg energija lidzinajas darban, ka:gu prstraass speks |, ja

puists noslidés no limepa virsmas U = 13dz wvirsmai T' = 0.
Néchenislac enerkijes pasté.v‘ibas princ;ps
Yemsim spara principu form.109 -

mva. & Evg. = Ui .
Ean o 2 i
o B Ky =0 T ;
Bet U = - (1 un analogiski Yo =g a
K- K =-0+0, :
K+T =X, +no=-(:ons“f".‘ LR AR S i S R )
HKonservativd speka lauke summa no kinstiskas un povencidlas ener-

gijas ir Const. lielums.

§ ©. Binet formulac; centralai kustibai. ’

————— . ———— e teapira oo
Centralad kustibe punkta trajektorije ir plakana linija un ja
gpeks ir ¥ = f\r), ted ir izdevigl lietot polarkocordin@tes plakné,
Taisni Sim gadijumam ir *z,ves‘cas Binet formules.
? ienosimies ievillfsanas gpéka skaitit par
37 negativa (-F), mn atgmqanas spdku par pezi-
tivu (+F). Neskirsim vienu gadijuma no otra,
rekstot visparigi. I F.

-

i 7ad — Nemot otru kustibas diferenciélnol-ma polér-
P : X  Lkoordinatds, debusim
Zim,131,
Ko -%'%’%’(r'dt)zF 5.0
D - ”
no kurienes rf‘-%%— g, kur 0 = 26,30 6’=:}-r“:‘p un tad -@%

C
;2’
Télak izlietosim spara teorému centrdlam spékam elementéra id&.

formnla (98-b) m‘.e
G s R.dr
kur E—Fz atbilst pievilksanas ﬁpol.am,
un (+#) atbilst atgrasanas SpEkan,
* bet polérkoordindtss: Ve = Vs Vg = 24 (rc‘p)2

L a(2° + =%p°) = F F.ar

aizvietosim agrik atrasto § = %— un izdalisim or 4t

: TRt 2
%(21":’{" - c——‘-ﬁi*-) =+ P.+ eaisin@sin »



bet talak izdelisim abas puses ar de

Atrasta formls reprezenté T Binet fermu]u, vips dod sekamm starp »
un £, Binet formulu ver lieiot:
l)speka P noteiksanai péc dotas kustibas ar divreizéju diferencé-~

Savu, un '
2$kust1bas noteiksanai P66 dol& spéxa P o= f(r) ar dlvrexzéjo inte-
grésanu. Fie kam p atrocams, integrdjot ¢ 2By 02
8 .
r
Lai dabutu otro Binet formlu atkal iziesim no spara teorémas

centralam spékam 42
1 -3--+Fd.r

»
tana+ aizvietosim Vd r‘ + (r¢)“ un ¢ g§
T

Bl +'Q§) = ¥ F.ar

\

(t + *g) = ¥'F ‘o un izdarot dlferencésanu

S %r'g éx
z(zrd(p—-r‘# )3;333 \
tagad parveidosim ¥ = g% g'é%,%% ='%%-g§ un lai varstu vel diferen-
' r : :
a(d 5 a4(3
c€t péc ¢,parrakstisim t&8 * = - C —5—— ,tad talak -— = - C vt
un ievietojot atrastcs l elurns,dabisim
d (*\ AN :
dr C ____,_ DR i ar
m[d(p rz (C } —;a‘-‘p] ;er‘p
Saigindsinm %5 un iznemsim aiz iekavéam g§ ;
g T
gad LRSI e .
M B0 Mgon e, jasty = | =+ F pareainisim ziues
r dop”© o :
| Ty | 3
mﬁg d2(;/ 2 .i ‘ .
Pr= -iz O e ] SR II.Binet formila..... (113)
r dq)" .l '

i ir otra Binet formule, kura dod sakaru starp r un_¢. Vipa dod ie-
spéju péc trajektorijas r = £(p) atrast _spdku,tikai feit ir jaievéro,
ke pozitivais rezultéte atbilst pievilksapas) un negativais atgruca-
nas spskam, jo formuld bija mainitas zimes. To pasu “formmlu var lie-

‘tot ari trajektorijas norelhsanai ja spéks ir F = f(r).

Binet formulas wisbiezak lieto astronomijﬁ Jo vlanétas wvar vz-
skatit par materi&liem punktiem, kuyu kustibe notlex zem centralé
Newtona gravité@cijas spéka iespaida.
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. Newtona yavitaciiw izveSena no 3 Kep 1era
mier.

¥erlers bija ugstadijis 3 likumis plavétv kustibai.
1)Visas plo.nétaa un citi debess kermepni kustés pa konusa 3k8lienienm
ég;}ipee)parabola vei hiperbola),pie kem Saule atrodas viend no fo-
em
2)8ini kustibé sektoridls atrums ir Constants : .
G = Const.

3)Plandtu apgrieziena laika kvadrata attieciba pret elliptiskas orbi-
tas lielés pusase kubu ari ir gonstants lielums vis@m planStém :

%—a
Vienk&rsibas d&) pie kusthas p&tisSanas més ievérojam tikai Sou-

les iespaidu uz planétém, bet savstarpigv iespaidu ignoréjam, jo tes

ir loti mazs salidzinot ar pirmo.
Jautajum apsketisim polérkoordin&tés, lai vardtu izlietot Linet

formulas.
Konmusa Sj8liena nol-ms polérkoordindtds attic-

cinéts uz vienu no fokusiem ir

TTT¥¢eCos g y/’E—"'ﬁ
Jur p ir pusparemetrs un ¢
skaitliska ekscertricitate.

4iIm.132. Je G = Const.,ted r°p = C un spdks ir cen-
trals, Jemsim otro Binet formulu '

2
P [0 4]
& 2 X
T de

Cos ¢

ir

=

Misu gadijumé % o
ag) ey a
Sastadisin a——— i Sin pun —>— = = T Cos ¢
de”

ievietosim 80 Binet formul#&, atrodam

r "

S

2
'ﬁ‘:mc r__&_ l £
¥ ‘:é‘_ I)Coscp-i-p+pCoqu)]

Sigh o
P A2
rezultéts péc otras Piret formmlas ir pozitivs,tas noréda,ka spéks F

ir pievilksanas spéks. -
Atresté formuld ieiet C un p, luyi ir Const., bet daZadam plandtém ir

dazédi, pieradisim, ka 02
T ir viendds visé@m planétém

2
=26 =228 4 p= g—
QE - 4n gzb a_ 4an 233
p e ,
g ) 72 q 2

bet péc 3) Keplera likuma —3 = §, apzimésim &f- =k , tad
a

%_ PR | VRN S5 e s SR e AR




i
Av 80 Newtnna gravitacijae ’¢Pumd i vleradlt* Newtona gravitacijas
speks ir plev1lksa“aq spéha DLOPOrcionals wegai un pretéji proporcio-
- ruls attd@lums kvadr8tem.

Péc 1V Newtcna pamatprincipa vienpusigds spEke darbibas dabd nav,
ta tad fektiskl spgka foreulu Littu jaraksta

a1 0. e
r2
kur m ir viena kermene mase un M otra ermens masa, bet més arv1enu

varan iedomdties centralf keripeps masu M ieslégtu koericlenta ta,ke

K'M =k un tad izngk P = ]Q’?%

il :
Koeficientu k saules sistémal ir izrékindjls pazistamais matepati-
Kia Gauss, kad&é] vipu ari sauc pa* Gauss'a sksitli, vipa dimenzija ir

b
ot un izrpgk k[LjT <
72

Ry s

redzama no formulas k = —gm
7’

&leaitliski > k £ 6681072 mtr5/sec? | AR T )

Keplera lilkurma ﬁierﬁ&ioana izejot
N0 NewLonse grovithciiss  likuma.

s Im : x
Iziesim no Newtona gravit@cijse speka izteiksmes F = - . Plrukart
keustetéjem, ka Newtona gravitécijas apSks 1r oentrals,.
bet centréla kustlvd sektoridls &truas ir Comst.! . (o] ieb en e O

— 3 (p .
Ar 30 ir pieradits otrs Keplera likums. 2
11k pemsin otro Binet formulu.

2 raf(d) |
+4 =

1__2 P T

Sini formuld pievilksanas spéka radljuma j&raksta vipu pozitivu, JO

pie formulas izveduma bija mainitas zimes. _

p = oC

T P &
--—k'% o mgz ? (T:g:) + _1'.. .[
% r rc Lyde® 1
Saisinasin > un 8rtibas del ievedlsim apzimé jumu =8
T
2
k=02 (%243) jeb
z o L
g-§ E§ - 2 paArveidosim kreiso pusi ———ﬂ— dg = =x - z reizindsim
C
r dz un 1ntegr631m I ( )=I(£§ ~ z)dz + % C péc integréSanas reizi-
C u.
nésim ar 2. ( ) - 22 + Cl izvilksim kvadratsakni
’ C : ‘

un dz bis negativs

H -

ﬂ/cl +25 2 - 2%  oini jaisvel (-),jo z =
c

= ¢ + a rakstam Seit integr&Sanas Const.lep-

u[ dz
k il
V/Cl + 2E§z - Z

ka veida



S ik ..l% ’
'are D0g rienn S +a Lo kurienes -—--w—f--* = Cos (¢ -+ a)
TP ] !
o H 5 e ot 5 /
C _2' ¢
z = %5 4 \/cl-i-%—- 2os (¢ + «)
c® c ,
i g
g2 P
ievedisim apziméjunus 3

A
\ {7
; c _{- L -
w AP \/: o S

D

? un a:fzvietojo% atpakal z = %,—g
S )A" dabiisim 1 €3 L4 ; Gos (o o
zim. 133 1 /o noteiksim riepemot, ka ;cus iba sikas
pie min.r,bet tad T bu.s me.mmals, Sin momentam tad atbilst = U,
Bet %buq maximals, je COB(tp &) = o8 tn. =ikt e = 0,
Ta tad galigi 2‘— i + E’ Cos ¢ , jeb trajektorija izngk

i e T

Sis nol-ms nav nekas cits ka konusa Skdliens, pie kam linija bius ellip-
se, ja € L1, parabola, ja € = 1, un hlper'oola g >l. :

TR e “"""2‘“' c 54“"‘": c.c?
& M e X i 1 2 By S B

1)E1lipsi debujam,js &<1,bet tad ari 621 un = + 1< 1, jeb
4 k
CqC
%—— <0, bet 04 un k2 nevar blit € O,vienigi paliek | C
k
2)Pareboli dabujam,ja € = 1, bet tad ari e~ = 1, jeb G G
4
c,C

e SRl 4
Ty 0, bet C" # 0 wvienigi var bht | C, |__1 ? ]

j)hiperboll dabujam, ja €> 1, bet tad ari e°> 1

¢ ¢t
jeb —-—l—é— > 0,tas nozim&, ke jabut 01)01 jo C4>O un k” }O
k

%)

c.c?

e e e
K& redzams kriterijs trajektorijas veida noteikSanai ir integréaanas

Const.C

j i
C- Lai pieraditu III Keplera likuma iziesim no formulas @ = % jeb
20 = C.

2mab Ao

i'i'l
25

47 ab - c° bet agrék bija apzimsts
it

celsim 8o kvadratd

= k jeb C° = pk

'UlC'J
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. - 92 -
22,2 2
5ﬂL§39— = pk aizvietogim p = %_
i
2.2.2 2
Ana b’ g k saisindsim b° wn parveidosim
T
T2 4n2.
S, N bet tas ir Conmst. lielums, kuyu varam apzimét ar 6 un tad
a e
iznék 'Eﬁﬁ - :
i = b IIT Keplera likums,
a

Smaguma spska padtringjuma "g" skaitliskes vértibes noteilksSana,

~izejot no méness apgriesSsnas laika ap zemes 10di un vine trajektorijas

radiusa. 4
Doti: méness apgrieSanas laiks T = 27 7 45m = 236.10

méness trajektorijas radiuss a = 60,1 R
kur R = 6375 klm. ir zemes lodes radiuss
Vemsim Newtona gravitacijes spéka formulu - F = —3 un pielietosim

vinu Lermenim, kas atrodas uz zemes lodes virsmas; T attéalums tad
bus R un spéks F = mg

mg = E% no kurienes g = Eg
4 _ R R 2
k - Seit ir Gaussa skaitlis, kas p&c ILI Keplera likuma :3 = 6, ievero-
2 2 3 a

jot ka k = gt (form.114),iznék k = &fag— ,ieliksim vipu g izielkomé

C

& )
g = 5{§yﬂ%5 tagad paliek tikel ielist skaitjus

Pl
7 5

& (60 1R) 4 7.74° 60 18 6375000 _ 9,81 Saneg
7°,R° 236 .10

§ 10. SAISTITA PUNKTA DINAMIKA.

Definicijas. Saites un vipu klasifikécija.

Ja kustosa punkta koordindtes arvienu ir saistitas ar kadu funkei-
ju f(xyz) = 0, més sakam, ka kustibai ir uzlikta saite.

Bet nol-ms f(xyz) =0 geometriski reprezent® kadu virsmu un ja
punkta koordinates arvienu apmleana virsmas nol-mu, tad punlits kustas

uz 8is virsmas jeb ar citiem vErdiem saxot saite ir dota virsmas veida

Brivam punktam telpa ir ? kustibas brivibas, bet ar saiti virsmas
veidd viena kustibas briviba tiek atpemta un punktam uz virsmas paliek
tikal 2 kustlbas brivibes.

Gadijuma, ja kustosa punkta koordin@tes arvienu ir saistitas ar
diviem nol-mien

f (xyz) =0 (xyz) =
punkta kustiba ari ir saistita,bet 1ever030t ka divas v1*smas telpé
reprezenté likni, saite bus 1ikne dota ar dlvam virsmam. S5ini gadijumd
punktam paliek tikai wviena kustibas briviba un t&lék saites punktam
vairs uzlikt nevar, jo vipam tad bus atnemta péd&ja kustibas briviba.

Noh-mi " \
e £,{xyz) = 0, f(xyz) = 0, T3(xyz) =
reprezentd nekustodu punktu.



| saifu k*a31fikaciia. 4
Péc savam IpaSibam seites ver iedallt veirikés grupés.

I iedalijums - lgRealas jeb fizikBlas saites,
X 2)Fiktivae jeb Zeometriskss saites.

I1 iedalijums - 1gvlenpu91gas jeb unilateralas saites,.
2)Divpusigas jeb bilateralas saites.
III iedalijumm - 1;Idealas saites. m
péc fizikalam 2)5aites ar berzi.
ipadibam _
IV iedalijums - lgSkleronomas saites.
Féc nol-ma _ 2 )Rheonomas saites.

V iedalijums - lgHblonomas saites.
ari péc nol-ma  2)Anholonomes saites.

Defindsim katru grupu atseviski.
Redlas jeb fizik@las saites jédziens ir saprotams no pasa nosavkuma,
pieméram slipa plakne, uz kuyas kustas punkts, ir fizikdala saite.
Fiktivas jeb geometrlskaq saites ir tadas, kuyu eksistenci pums ir ja-
iedomajas, bet kuyu faktiski nav.Té& piemeram lodes virsma, nz kuyas‘
kustas punkts piestiprinats pie nekustosa centra ar stieniti,ir geome-
triska saite. . ®
Vzenpu31ganeb unilateralas saites ir ta@das, no kuyam punkts var uz
: vienu puwi noiet, (sk zim.134) .Vienpusigas sai-
Qﬁﬁnﬂfﬁ /i tes ari var LOt fizikdlas un geometriskas.
4 Ta,piemeram,galda plakne, uz kuyas kustas
zim.13%4. . punkts, ir vienpusiga fizikala saite (2im.135).
Bet punktam piesietam pie nekustosa centra
/// o ' C ar pavedienun, saite lodes virsmas veid& bus

vienpusiga geometriska saite (zim.136)
Vienpusigos saites nol-mu vienosimies

: rakstit arvienu ta,lai t& puse, uz kuyu punkts

53 var noiet bitu pozitiva,t.i.

f(xyz)20 bet nevis f(xyz) £0

piexéram minetés lodes virsmu jaraksta

¢ £ x2 - y2 z2° 2 0, bet nevis
XQT Y ot z 432 5; 0, kaut gan algebrais-
zim.136. ki sterpibas nav.

Divrusigas jebk bilateralas seites ir t&das,no kuy@&m punkts noiet nevar.
Vipas ari var but fizikalas un geometrlskas un

23 var nékt prieksid ki virsmas td ari liknes veida.
Pieméram stiepuies linija ar uzmaitktu caururbtu
bumbinu bis fizik&la divpusiga saite.Tapat izliek-
ta caurule ar ieksé jo caurmdru vienddu ar kusto-
Sas bumbipas caurmdru ari bus fizikala divpusiga
gaite, tikal par saiti tad skeitisim c caurules
zIm.137. geometrl ko asi.

Geometriskas divpusiges seites piemérs ir
lodes virsma, pa kuaru kustas punkts piestipri-
y nats Sarnirveidigi ar stieniti pie nekustosSa
zZim.138., centra C.

Saisu skaits. KA agrak bija aizradits Jdivpusigo saisu skaits ir apro-

bezots ar 2. Turpretim vienpusigo saisu skaits punktam nav aprobezots,
ja tikai viens nol-ms nerun&d otram pretim un
punktem paliek zinama brivibe kustdties.Pieméram,
ja punkte ir piesietls ar pavedienu pie naglas,

Q
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iesistas galda,tad galda plakre ir viena saite,
ruslodes virsma ir otra vienpusiga saite un is-
tabas rienss ari var uzskatit per saitém,jo més
arvienu varam uzrakstic vipu nol-mus ta, lal
kreisg pvse butu > 0.

l , ; Péc fizikalam ipad3ibam saites bija iedali~
tas. ; %Y : ,
! - Jdetles maités, t.i. idedli gludés saités

L 2im,139. un’ Seilsg ar berzi jeb negludés saités.
Péc nol-ma veida saites bija iedalitaos 1)sxleronomés un 2)Iheouowas.
Skleronouas saites ir tédas, kuju nol-md ieiet tikei koordinétes,bet

laike rav, t& tad

f(xyz) = 0 ir skleronoma saite virsmas veidd un

f,(xyz) = 0 )ir skleronoma saite, dota ar divam virsmém, *.i. lini-
£ (xyz) = 0 jas veida.
Phe £

Rheonomas saites ir tades, kuyu nol-ma ieciet atklétéd veida laiks.
f(xyzt) = 0 ir rheonoma saite virsmas veida.

f1(xyzt) = 0) i1 rhecnoma saite, dota ar divém virsmém, t.i. lini-
fg(xyzt) 0{ jas veid. !
Rkheonomas saites analitiska’ pazime ir laika atraSanés saites nol-ima,
bet fizikali tas nozimé, ka saite vai au pate atrodas kustiba, jeb
vipa ar laiku deformejas. Fieméram punkta saite ir lodes virsma, bet
rati lode velgs uz galda; jeb punkta saite ir ellipsoida virsma, bet
viena ellipsoida ass ar laiku pieaug,t.i. ellipsoids viend virziena

izsetiepjés. \
Ari méc nol-ma veida saites bija v3l iedalitas 1)Holonomas un

2)Anholomonis saités.
Lolonomes saites ir tédes, kuyu nol-md nav diferencialu,t.i. saites
nol-ms ir dots galigéd veid&. Saite ari skaitas par holonomu, ja vipa
satur diferencidlus,bet ir nointegréjama. 5
Piemérs: saites nol-ms Xxdx + ydy + zdz = 0, pet péc integréaa-
nas iznak x2 + yz + 82 = 20 = r° lodes virsma.
Anholomonas saites ir tédes, kuras satur diferenciélus, betpafas nav

. pilns diferencials un rav nointezréjamas Vipas var blt k& sklercnomes,
ta ari rheonomas. QX

Piemérs: saites.nol-ms &ax + by + ¢ o C.

Sisvncl-ms nav pilns diferencidls, vipu nevar nointegrét un tamdsl
vips reprezentd anholoncmu saiti.

Punkta atrums,je saite ir ideala skleronoma

virsma’ggb likne. p

=====

Ja saite ir dota virsmas veida f(xyz) = O, tad katrad laika mo-
mentd 8is nol-ms identiski 1idzin&jas nullei,ja vipd ieliksim kus-
tofe punkta koordindtes. Tapat ari vises funkcijas atvasinétas iden-
tiski = 0. ar < d2f é 0

= = un = = s 2

dt dt§
Taléakinm atvasindtam nav méchaniskas nozimes,tamdd] més vinas neap-
skatisim. af 3 : :

Sastadisim g = 0 péc augstikas metem&tikas likumiem

(5 b qtB & o 2f - § b SRR
art-—b—ix+ﬁy+-5—£z-0
Izdalisim So nol-mu "&r saites diferencid@lo parametru A, par kuyu

\

N >';
o o ST S e Y |
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¢f
Bet no augstakés matematikes ir zinems, ka gz —=(0s(XN)

. ‘ VDHE L E?

kur N apzimé pozitivas norméles virzienu, ta ;ad'
Af f

f
15 Cos(XN) un analogiskiJEE— Cos(YN); JE:_ Cos(2ZN), ievéro-

jot 8o dabiisim x.Cos(XN) + y.Cos(¥YN) + z.Cos(ZN) =
bet x = Vx T Vy , 2= VZ
v, Cos(XN) + V&COS(EN) + VzCos(ZN) =

jeb : V.Cos (VN) = e A R A 1 U )

bet, ja punkts uz saites kustés, tad &trums V # O un ja&but Cos(VN)=0
jeb V |'N, tas nozims, ka saistitem punktam, ja saite ir virsma,

Etrums veltors arvienu atrodas tangencialad plakné.
Ja saite ir 1Ikne, dota ar divam virsmam, dtruma vektoram jéat-

rodas divas tangen01alas plakngs, t.i. vipu krustojumd, jeb vienkar-
Si saites tangents.
Punkta pa&trinéjums,je saite ir ideéla
skleronome virsma jed likne.

: 2
Sestédisim g—g ,atvasinot vél reizi
dt
df %ﬁ x +'1y y + %ﬂ z =0 péc laika

2f F f f

2
kur zem f(“) saprotam paréjo loceklu summu

2 3 s 2
f(e) = } Ly l—g 72 + 22 o 2 3 xy + 2 ﬁa‘ﬁ‘ zy+2 f

.ax ?y bZ
2 i
: (o 5 1R : . SN2 of'\2 of \2
izdalot o2 izteiksmi ar A = (Bx) + (By) + (%z)
: of af W
un ievérojot, ka Jﬂf = Cos(XN), —1¥— = Cos(IN), ﬁf = Cos(2N)
(2)
dablisim Cos(XN).X + Cos(¥YN).y + Cos(ZN).z + EE_” = 0
()
ijos(gn) + JyCos(YN) + JZCOS(ZN) 5 Sy
' f(2)
jeb Lj Cos(Nj) = - =5— R KR I ST el (R 7 8

Formula (117) r&da, ka paﬁtrinéjuma projekcijai uz virsmas normali
jélidzin&jas noteiktai koordin@tu funkeijai:



(2) ' | |
g ZTE—\.ReizinEsim nol-m: (117) ar purkta masu n

(2)

Bet p&c Newtona principa masa reizindta ar paidtrindjumu geometriski
1lidzindjas visu spéku kopspékam, kuryu tagad apzimésim ar R.

mj = R projec@sim S0 uz normdli (2)

mjn =R galidzinot ar pirmo mjn izteiksmi atrodam Rn = - 923——
A& redzams kopspéka projekcijai uz normeli jalidzindjds noteiktal ke-
ordinétu funkecijai, bet visparigi speki, kes darbojas uz punktu, var
biit pemti patvaligi, t& tad, lai kopspréks apmierindtu minsto prasibu,
dotiem spékiem jEpievieno v&l vienu spé&ku, kuyu izsauc saites eksis-

tence un kuru més sauksim par saites reakciju un apzimésim ar 5. Iéc
tam doto punktu var uzsketit k& brivu un pielietot visu, kas agrék

bija izvests brivam punktam.
- =% 4+ 38 i %1 Dinamikas pamatnocl-ms
Kopspeks B = F + 5 wn fwuj = B+ B4 0 tvran tanktan ... ... . (118)

Projecdjot uz normali, dabusim (2)
/
mj, = F, +8 bet mj, =- "
) | |
‘ Sn = - Fn - QIZ—- Normala reakeija....(119)

Si formla dod iespéju ?frast saites normélo reakeciju, bet vipa nev
visai izdeviga, jo £(2) ir saresgita funkecija. Talak dosim vél citas
metodes reakcijas noteikSanai.

N Ideglas saites analitiskas paziumes.
Saites reaskeciju S vispérigivar sadalit lconm-
7, ponent&s tangentes un normeles virziena
8, = S.Coe(l8) un-: S, = S.Cos(TS)

bet nol-mé (119) ieiet tikai S_,ta tad saites
eksistence izsanc tikai normafg;ggpkggjg, un
tangenciala reakcija Sy atkarajas tikai no
virsmes ipaSib&m un nav nekas cits,ké berzes
spéks. Sacito formulésim ta

£in.140.
= 0 saite ir absoluti gluda jeb ideéla.
» 0 saite ir negluda.
Saistita punkta kustibas Aiff-nol-mi psc !
Lagrang'a 1 formé,ie saite ir ideala
skleronoma virsma. g
Piepemsim, ka saites nol-ms ir f(xyz) = 0. Projec&jot nolidzinajum

mj=F+ S ....(118) uz koordiné&tu asim dablsim
mf = X + 85
my = Y + Sy

nz = 2 + SZ

bet ja virsma ir ide@la, saites reakcija S = Sn un
it
o o 1 (57 - S o DX
Sp = S.Cos(X8) = SnCos(zN) ol
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Ievedisi? taWER apziméjumu 7? =0 tad S. = %g un analogiski
=l %; -)‘ ﬁ . Tevedot So kuetibas diff-nol-md, dabusim
1) | mE =X +.’(_Tf :
: 0% | Ea%stita mmkta kus-
1 diff-nol-~
2) | wj = Y+A AT chafagraig’,‘gllm%or_ s (420)
_L_.——... i ma P
3) =7+ %3

4) L_AEL_).._]
Pirmos tris nol-mos (120) ir 4 nezinémie 13elum1 3 koordinétes un.A
t4 tad vipiem jé@pievieno v&8l vienu nol-rmu un proti saites nol-mu,tad
més dabusim sistému no 4 nol-miem ar 4 nezindmiem. .
Nol-mu (120) atr@sindzanas 5ftode ir sekojo3a:
no pirmiem 3 nol-miem izsl&dzam :

;W-.-mz%_,:.l(:s!.z_:-.z. KR S ot UL N T

X y
P&c tam no saites nol-ma f(xyz) = O atrodam,piemdram, z = ¢(xy) un
diferencéjot atrodam arl z un z caur Xy,X,y,X,Y, 1ev1etoaam vigus
nol-mos (121) un dabujam divns otras kértss diff-nol-mus ar diviem

mainigiem, kuri péc integrésanas dos mums
% =R (t) un =g (t)

Treso kustibas nol-ma z = f (t) dabusim no saltes péc formulas z=¢(xy)
Raksturigs Sim gad1jumdm kad saite ir dota ar vienu virsmu, ir
tas apstéklis, ka kustibas not eikdanai ir jaintegré divus diff-nol-mus.
Tag ir 1zsxa1dr03ams ar to, ka punktam uz virsmas ir divas kustibeas
brivibas.
Reakeijas noteiksana Fad ir atrasts viens no kustibas nol-miem X,y
jeb z ka f(t), tad ar nol-mu (121) varam atrast ari A k& funkeciju no
laika un npemot véra, ka idedélam saitém S = Sp, dablt .

_‘7\.&] BRI ) I R A 6

81 ir otra metode reakuz ;as notelksana¢ Ja saite ir divpusiga,reak-
cija un 1idz ar to ari var iznalkt k& pozitivs té& ari negativs.

Bet ja saite ir vienpusiga, vipna nelauj runktam noiet uz negati-
vo pusi, kur fxyz) £ 0, kédel reaxcija, kemér puukts kustas uz sai-
tes, bus arvienu v1rz1ta pa poz1t1vo normali un ja S - =\0, kas prasa

&rlJLP— 0, tad punkts nc saites noies un kustésies talak ka brivs
punkts, 1idz tam laikam, kad A atkal, parejot caur O kjus pozitivs.
Lai noteiktu laika mcmentu, ku,a punkts ncies no saites, japieli-
dzina = £f(t) = 0 un jépem Si nol-ma mazdko sakni tl' Ja tl ) t
(s&kuma momentu),tad momenté t, punkts ncies no saites.
Miera stavoklis. Ja saite ir idefdla sxleronoma virsma un punkts uz
v1rsmas atrodas miera, tad vina koordindtes x,y un z ir Const. un
= gy B W) 1evéroaot S0 kustlbas diff-nol-mos (120), dabilsim

E’ﬁ

af ;
1)]1{4'./{75:—0 )
S Saistita punkta
2){Y + /£ ?: &0 miera stévokla . . . . . . . . .(123)
J nol-mi uz virs-
[z+AE <0 |

4) [flxyz)=0_ |
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Sie statikas nol-mi dod iespéju noteikt kéda vieté uz dotas virswmas

punkts atradisies miera.
Pirmos 3 nol-imus varam pérveldaot, izﬂédvot no tiem J< 2

(el ¥ g
AL .a?— -*13'? ./( ........... (124)
, o AT 2z

Ja saite ir vienpusiga, ted miera stévokli jabut J) 0, Jjo »ie .'( £ 0

punlkts uz saites nevar but miera. ...altes reakcijaa noteil:qanal izlie-
tojam formalu (122) AT T

Pliendrs., Uzie)}: kada vieta smags materidls punkts atrodeés umiera uz lo~
des virsmas arpusé
Vienpu91gas virsmas nol-mu jAraksta
f(xyz) 2 0. Ta tad 8ini gadijuné
x2+y2+z2— 2;0

Uz punkiu iedarbojés tikai smaguma sr@ks,
kuya projekecijas uz asim

£ =0 Y=20 3 Z = - mg

Talék sastadam

D Q__ * ;I
zim,141. , YNy
Saites diferencialais ga.raxuet*s

2y
i \/(L)4+(3f7 _("'5?57 4\/5 + v + 2° = 2R

Miera stdavokla noteiksSanai nemsim nol mus (124):

1)

'Bxf = BYF'_' %-;—-=-J\ Xurs Sini gadijmaﬁ%=§%=%§=-ﬂ.
IT G ) X
Selt ir divi nol-mi un pemot s = —%% , atrodam x = 0. Tapat arl
no == ’35 dabujam y = 0. '
mexa stAavokli xoordinftes x = Qun y = 0, treso dabljam no saites
nol-ma Z“‘:F\‘//R 2-y°=-’FP

No abam sa.knem z=FJR jépem tadu, pie ku:;-a.s.l() 0. Bet ./( %S ta ted der

tikai z = + R.
Tas nozimé,ks punkts atrodas mierd uz lodes virsmas tur, kur vipa

krustojas ar Z-asi.
Saites reakecija S = —v( A= 25 2R =

Spara teoréma saistitam punktam,ja saite
ir sk.eronomsa ideala virsme.

Brivam punktam spara teoréma diferencigléa forma
2

a B = xdx + Ydy + Zzdz

Saistitam punktam spéke projekcijam jépieskaita v&l reakcijas projek-
cijas 2
a B = (X + 8.)ax + (Y + 8,)dy + (2 + 8,)dz
2
mV
25 e

Xdx + Ydy + 2dz + (Sxdx + S,dy + Szdz)

bet S.dx + S,dy + §,dz = (8.43) = 0, jo § | ds un saistitam punktam
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’ 3 ~ 13
1 a 25— = Xéx + Ydy + 2dz X .............. (125) 3

Seistitam punktam, ja saite ir ide#dla un skleronoma, spars teoréma iz-
teicas tapat, ka brivam punktam. §is apstidklis ir loti svarigs, jo tas :
dod iespéju lietot spara teorému, neievedot saites reskecijas, kuyas pa-
rasti ir vél nezind@mas laike funkcijas.

Ja spekam, kas darbojas uz saistito punktu,piem@t tunkelja 3
X"i‘i’ 3 Y b, Z=%§ )

2
un d Qg— ?‘%g dx + %% dy +§%§ dz = dU

Rheonomém saitém saites reakcija S nav | ds, tamd@] saites reakeijas
darbs nebtis 0 un spara teorému t&dd veida ka brivam punkiam,lietot ne-
var, bet darba izteiksmé ja@ieved ari reakcijas darbu, k&d&] spara te-
orémas lietosana rheonomém saitém nav izdeviga, jo parasti scibt:o ro:&

v v oo~ -

cija, kamér kustiba nav noteikta, ari nav vél zinéma.

Kustibas daudzuma momenta teoréiwa,ja saite
ir skleronoma ideals virsuma.

Brivam punkzimlkustibas dd%?éuma momentaLZeoréma bija
d & d d o
e R S L
XY -yX u.t.t.

jeb mdr(x-yx)=1, , m (-
Saistitam punktam bis

d. » & \ o - .
mae (xy - yx) =x(Y+8,.) - y(X+8,_) Jjeb par-
veidojot dt v’ x

m 5 (37 - y%) = (¥ - yX) + ( xS, + y§,) | w.t.t.....(126)

pie kam, ja uz punktu darbojas vairaki spski, laba pusé j&nem summas,
Otrais loceklis labd pusé& izteic reakcijas momentu ap Z-asi un lai
8is moments 1idzind&tos nullei, saites reakcijai,t.i. virsmas normalei
jakrustojés ar Z-asi jeb jabut vipai parallélai. Bet tas notiks tad, ja
saite bue rotacijas virsma ap Z-asi.
Tadad gadijuma xSy - ny = 0 un kustibas daudzume momenta teoréma

saistitam punktam iznak tépat k& brivam

d . = & 2 38 -a.
; m 3F (xy f_yx) = XY ~_Z¥ ! o RS (126

S5is apstaklis dod iespé&iu lietot kustibas daudzuma momenta teorému
attieciba uz kadu asi saistitam punktam neievedot saites reakeiju, Jja
saite ir rotacijas virsma ap to pasu asi.

Mingta teoréma dos pirmo integrélu trijos gadijumos

1)ja moments labaé pusé = O

2 n ‘" n " - COnst A

3)ja moments labé pus@& ir funkcija no laika.
Piezime. Kustibas dauvdzuma momenta teorému ap visam 3 asim var lietct
tikai tad, ja saite ir lodes virsma.
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Saistita punkta kustibes noteiksana ar spara un kusti-
bas d&udzuma morentn teordmm ﬁalvdzzhu»ja saiteir skle-

e e e

Tonoma _idedla rotecijas  vitsma ap  8sSi.

Pie idedlas saites spsra teorema salotltam punktam ir identiska ar
to pasu teordmu brivem punktam

2 e
e 4 Y Xdx + Ydy + Zdz
m sl o T L ; ds
JO ®)

Vienk&rsibas d8] apzimésim labo Pusi ar O un atruma kvadratu izteik-
sim koordinatés, tad péc parveidosanas iznék

%+ 9% 4 5% = V2 4

Ja saite ir rotacijas v1r$ma ap Z-asi, tad kustlbas daudzuma momenta
teoréma ap So asi

20L

n ag (xy - yx) =1,
Sev1sk1 1 devigs S8is pepémiens ir tad, ja aktlvo spéku moments ap to
pasu asi uz = 0, jo tad integréijot dabujam Xy - yx = C kur ¢ —-267

ir divkarsots ‘sektorifls Atrums XY nlakné
Tadé cel& nondkam pie pirmés 5 kartas diff-nol-miem

:‘:2+3'r‘-+:'52=v +§-Q-t'

Xy - yx =C
kuriem galigai atrisin&Sanai japievieno vél treso nol-um
g & Jap
saiti Flayz) e lig

Piezime. Dazrelz ir izdevigi thl8k pariet uz cilindra koordinatém,
kuyaes tie padi nol-mi izsakas ta

#° + (rp)° + 2

2 V 4 20L

2
r =20
un saiti - f{rz) =
Piemérs. Smaga materifls punkta slipais sviediens idedla slipé plakné.

Piepemsinm,ka slipa
pirakne veido /B ar ho-
ricontu un izvélésim
koordinatu sistému t&,
lai koordinatu sakums
O sakristu ar kustibes
s&bmw.pnmtuxnloa
ass butu pasSéd slipg
plakné horicontéla,
asi OY nemsim prerpen~
dikulari OX asij ari
8lipa plakné,bet 0Z
asi perpendikulari

zim.142. slipai plaknei. liate-
rials punﬁts ir sviests slipéd plakn& zem /a pret Oi asi ar sakuma
atruma V

DOtl. /o , /B un sakuma atrums V,
Uziet: punkta kustibas nol-mus,skaitot saiti vienpusigu.
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Ja saite ir vienpusigs un punkts var noiet vz aupsu,tad vinas
nol-rma izv8l&td koordimétu oistéméd Jaraksta .

g 20 , sastddisim %—£-=U - %§-=0 ; %-g—--l un A=1

Uz punktu darbojés tikai smaguma spéks mg, un vipa projekcijas uz
esim X =0, Y = -mgSinB, Z2 = -mgCosB. —

Sékuma apstakli > Sk SRR PR 0 un Xy VOCoea; Vi = VoSina;zo = Q.

Femsim kustibas dif-nol-mus saistitam punktanm:
1)ﬁ=x+A;§

2) mf = Y + A %%
3) mz =2 ~|-.,( %—E
un pievienojam v&l ceturto nol-mu, saiti

.. 4) f(xyz) =0 H RASE
Misu gadijumg Sie Cetri nol-wmi, ievBrojot augsé atrasto, lznsk

3 o B
= -mg S

3 25:-@00834-./(

4) 220

Jemsinm nol-ma 1) mX = O un integrésim vipu. x = Cy,bet no sdkuma ap-
stakliem Cy = 7’:0 = VOCosa, integréjot té&lék atrodam X = Vot Cosa-*-Ca,

bet C, = O un galigi kustibas nol-ms X ass virziend iznak tads pats,
k& brgva.m punktam slip2 sviediend vertikals plalmé. . s

x =Vt Cos i_j

Nemsim nol-pu 2) my = -mg Sinf un integrésim vipu
y = -gt Sinp + C3 ,bet no sBkuma apsti@kliem C3 = 'v'OSina

y = V. Sina - gt Sinf integrésim otru reizi
2

¥y = Vot Sina - 5:3— Sinf + C4 no sakuma apstakliem C4 = 0w
2
galigi y = V.t Sina - BX- sinp

No 3) nol-ma uziesim saites reakciju }
mz = -mg CosB ok
bet saite bija 2 3 0, t& tad 2 = O un ari z = 0.
0 = -mg Cosf +A no kurienes A = mg Cosp

A iznak pozitivs, tas nozim8, ka punkts no saitles nenoies un saites
reakeiju dabusim izlietojot formulu (122)

B = 0L 8 A.A , musu gadijuma S = ng Cos B
Reakeija izndk Constanta péc lieluma un virziena.

PR SR e me e T e 3 A
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~ Baistite materifla punkta dif-nol-mi,in saite
: ar negluds virsma. < ' :
Ja punkts A kustas uz negludas virsmas, saites reakecijai ir v3l otra 79
kouponente tanugencifl& virziena pret kusti- !
bu,t.i. pretim atrume vektoram V. K& rada
novérojumi, 8l kompcnente St ir proporciond-
la normdlai reakcijai Sn
Sg = /¢85y
pie kam proporcionalitates-koeficientu "M "
Péc analogijas ar statiku sauksim par dinami-
sko berzes koeficientu. 8Sis koeficients ir
maz atkarigs no atruma un pieskares virsmas
lieluma, ta tad seviski materidlam punkteam
vipu var uzskatit par Const.,kuya lielums ir-
z2im.143. raksturigs katram materidlam un etlarigs no
virsmas apstradésanas, bet seviski no smérvielu lietosanas.
T& pieméram, kokam uz koke #’= 0,37 ,bet ar ellu =.0,17
metalam uz metédlu & = 0,18 ,bet ar el;u = 0,09
Mekldsim t&lak berzes speka projekcijas uz asim.Berzes spéks St;/““sn
un ievarojot formulu (122) ' :

St =§._Xia LB S . (127)
Projecsdsim $o uz koordinétu asim, ieverojot, ka berzes spéks ir vir-
z1ts pretim &truma vektoram V. ' :
2 X
Sgx = ~\/ A" -8Co8(XV) = - VJ{E A7
M VA 6Cos(TV) = - VA% . A
B . ol VA% .A0Cos(ZV) -/w\,fp . A g |
Seit més rakstam \/{* tamd&}, lai neatkarigi no A zimes,berzes spé-
ka un atruma projekcijas butu ar pret&jam zimém, jo/ﬂvun A ir arvienu
pozitivi.
ievienojot kustibas dif-nol-mos (120) spélu projekecijam vel atruas-

tagyspeka projekcijas, dablisim saistita materisla punkta dif-nol-mus
uz negludas virsmes

[P0 i iy o L v .
O F. )4 4 . -

-
- ) |
>3

S

ty

N <F<

mi =X+ A Fuad)| )

=Y+ L Falg)] o N (128)
ur S

i =2+ A (35 p a0 E)

iezime. Ja ssaite ir divousiga, iekavés janem §-g zimi pie A > O
i w (+) zimi pief < O.
2.Piezime. Ja saite ir vienpusiga, tad A €0 nevar biit un iekavi@s paliks
tikei (-) zime.

Nolmiem {(128) vél ja&pievieno saites nol-mu

g f(xyz) = 0
un integré&sanai jaizsladz A tapat ké idedlam saitdm.
- Sl RITS \ i > SRR |3 %

of SR T SRR T SR U
x0T oY e /8 5

pdc tam no saites nol-ma izsakam vienu koordin@ti,pieméram z,2,Z caur
divam paréjam x,%,%X, ¥,¥,¥ un ievietggot dabujam 2 dif-nol-mus tépat,
¥4 plakané kustiba.



e

Berzes spéks arvienu atrodas tangenc1alﬁ p!akné vina projekecije uz nor-
mali 1idzinajas O, t& ted arl pie negludas virgmas normala reakeija iz-
teicas tapat k& ple idedlas v1rumas

“uK a 3
Puniita miera sta@voklis uz negiudas saites.

Berzes spéks attistas ne tikai ted, ja materidls punkts kustas uz
negludas virsmas, bet ari tad, jea runkta atrodas uz negludas virsmas
miera st&vokli un bez tam vél aktive spéka tangencidla projekcija Ftio
B8aflalisim aktivo gpBku F divas komponentés
norméles virziend ¥ un tangentes virziena Ft
Normala reakcija 8. tad lidzinasies F_ ,bet les
pretéja virzieuna. %anoenulala reakecija Jeb beir-
zes spéks S, miera stavokli attistas tikai tada

lleluma, la lldzsvarotu Fe

Tangencialas komponentes attieciba pret normilo
5 A komponenti var meinities no O 1lidz kadail robez-
3, vértibai A%, kuyu sauksim par stetisko berzes ko-
. eficientu.
< 3 F
zim.144., t
Sl A

n n
3is koeficients dotam punktam un virsmai ir Const. lielums,mazliet
lielaks par dinamislko berzes koeficientu 4, )M .Ta pieméranm olam 1z
koka “w=0,37, bet w, = 0,50, metalam uz metala /w =018 un/ﬂﬁ— 0,19.

Bet visparigi Fl = tg(NF) un, k& zinamsno statikas, berzes leykis ¢ ir

tads lepkis, kuram tg?-/u,,
JT' iera stavok‘a noteilkums uz virsmes tad bus

tg(FF) < tgp jeb L(WF) P

tas nozime, ka lepkim, kuyu véido spéks ar
, normali, jabut mazakam par berzes lepgi P
Aprakstieim ap normali konusu, ar lenki pie
virsotnes (¥, téddu konusu sauc par berzes ko-
nasu un miera stévoxla noteikvrnu uz negludas
virsmes veram formuldét ta: materi@ls gunkts
uz negludas virsmas atrodas mieré tad, ja vi-
su iedarbojoso spéku kopspéks neiziet lauka
no berzes konusa.

Fierérs. Smaga punkta kustiba. uz neglu-
das virsmas. o

Fiepemsim, ka negluda virsma ir slipa
plakne, kuye veido ar horicontu fa. Izvélsd-
sim koordin&tu sékumu kustibas sakuma punkta

zim.145. 0, asi OX pemsim slipa plakné horicontali,asi
0Y slipé plakné perpendikulari OX un asi OZ
perpendikulari slipai plaknei.

Uz punktu darbojas tikai smaguma SpEks.
Berzes koeficients ir _a , Izskirsim talak di-
vue gadijumus: vienu ar sakuma atrumu OY-ass
virzienﬁ un otru ar sakuma atrumu preteéja

virziens,
I.gadijums. Sakuma &trums virzits uz e
leju CY-ass virziena. zim. 146 .

=g Tt b S
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smagume. speks umg, berzes koeficients; M
| X S ¥ 520 =10
sakuma apsték]i t =0 3

o o)
0 ‘ xox:O,yo.-_’!’éo:O ;
, saites nol-ms 2z 2 0 ; >
Uziet: punkta kustibas nol-mas.

Yemsim saistita punkta kustibas dif-nocl-mus uz negludas virsmas

4 AGE T d

(128)
1) mx

)i =T+ AGE Faad

) mE=2+AGE T pd
Misu gadijumd X = 0, Y = mgSina, Z = -mgCosa

{ 2900 DL Ll BT -

diferencdjot saiti, dabiisim v&l % = Q un Z = 0. levietosim visu So
dif-nnl-mos iévérojot, ka pie vienpusiges saites zimes iekavas janpem
negativas £ ) Wy

1) mk = 0 + A(C - b )

2) my mgsm-i—.,((o-/w%)

3) 0= - mg Cosa + A(1L - 0)
Pirmkart konstat&jam, ka X ass virziend aktiva spéka nav, sékuma &tru-
ma ari nav, td tad X ass virziend neblis ari pasiva spéka (berzes spé-
ka) un kustiba nevar notikt: X =0 , x =0 wun ari x = 0. E

-

Nol-ms %) dod mums tiesi A = mg Cose un saites reakcija S

(S =mg Cos a_|
Lielums A iznak pozitivs, tas nozim&, ka punkts no saites nevar noic
Integrssim talék nol-mu 2), iev8rojot,ks pie 2 =0 un X = O 3enak
v=\/x N e W O K
my = mg Sina —J(./w.A bet 4 =1 un A= mg Coso
ny = mg Sina - ng Cosa./u. pemsim mgCosa aiz iekavém
. ¥ = glosa(tga -/M,) un integréeim ¥ = gt Cosua(tgoe —/4,) + Cy
bet no sakuma apstakliem Cy = Vg
F{TW‘EE‘CEH?@ETIET‘ Funkta &trume lilmums.

Integréjot t&@lék otro reizi, dablsim

-4
y = Vot + 5%— Cosa(tga —/u.) + C.2 bet ni sakuma apstékliem C2 = Q0

|

Ll
un punkta kustibas nol-ms [y = Vot + gﬁ— Cosa(tza ~/4.)

Izpstisim atrasto kustibu: no &truma likuma redzam, ka 1)pie tga p M
atrums arvienu pieaug, ;
2)pie tgo = M- Btrums y = V, = Const. kustiba ir vienmeériga.
3)pie tga < M Gtrums samazindjés un punkts apstéjés
g v
0

g Cos a (/: tgo)

laika* momentd, kad y = O , ty =




ok o

Il.gadijums. Punktam s8lkuma &trums dots negativas Y-ass virziend uz

augsu.

Doti: smagwua SpEks nmg,berzes hoef¢01cnts//W-
Sekume, apstakli: to 0
St Pl 0 X5=0,¥,=V,,2,=0
saites nol-us z 2 0O

Uziet: punlte lustibas nol-mus.
Atkal npemeim saistita punkta kvstibas dif-
nol-mus 1z negludas v1rsmaa (128)

mi = X + x(fJém i)

]

my = Y + {( +/wﬁz)

mE =3+ J((.az+/a,a.
Ari Sinl gadijumd X =0, Y = mg Sina , 2 =, -mg Cosa

9f ?f e i
,M-o N = O e s A =L

Saites diferenc&Sana dod 2370, 2z=0.
T8 tad dabujam tos pasus nol-mus

1)mjt=o+./{(o~./uﬁ%)

2) nj = mg Sina + A(0 - ma &)
3) .0 = - mg Cosa + (1 - 0)
Tadé paSé kartd 1) nol-ms dod X = 0, %x=0uwn x=0
Ari nol-ms 3) dod to pasu A = mg Cose un saites reakcija S = A
[S =mg Cos a |
leal nol-mé 2), nemot vera, ka sikuma Atrums fo i ir negativs,
V=~ v’xz + y2 + 32 -y un nol-ms 2) iznék v = mgslna -JQJAPA L.

un péc parveidosSenas mny = mg Sina + mg Cosc. P atee Nemsim mg Coso alz
iekavam ¥ = g Cos(tgo +m) un integrésim y = gtCosa(tga +m) + Cq .
No sélkuma apstékliem C; = 7

¥ = -V, + gt Cosa(ten +Jmtqh-! atrama kome

Integréjot vélreiz, atrodam ari kustibas nol-mu

2
y = -Vot + 5%~ (tga +}ﬁ0 + C2 ?EF no gEkume epstékliem 02 =0

Yy = —V T %4 5%— (tga + 9b} Kustibas nol-ms.

Ka redzams no &trume likuma Sini gadijumé neatkarigi no /o punkts ka-
tréa zina apstasies laika momenta, kuya y =0, t.1i.
Vs

A 2 5 liek mierd, j 4 jeb
t, z Cose (tew +.40 un péc tam paliek m yja tga Ay, 3
néks atpakal, ja tged> 4 ,lur u, ir statickais berzes koeficiente.
Piezime. S1ipo plakni &rti var izlietot k& dinamigka berzes koeficien-
ta s ,ta arl stetiske berzes koeficienta 44 not elksanal

Lai atrastu dinamislu berzes koeficientu, laizam materizlu punktu
51idét no slipas pleknes ar lielu slipumu un samazinam slipuma lenpki
1idz tadai vertibai o, pie kuras punkta kustiba biitu vienmérige.




Attieciga lepka tgm —/6 bﬁa dinamiakais hemea koeficten‘ca Ncliekot
materidlo punktu uz slipo plakni un ralielinot slipwmu 1idz /o, ,pie
ku;a punkts séks slideét, dabusim tgml = 4, statisko berzes koe icientu.

Saistita punkta kustiba, ja saite ir skleronoma
Tikne telpe.

Visparigie aizradijumi. Uzskatot doto 88~
ti k& divu virsmu krustosanas 1inig
= 0

£i(xyz) =0 un £, = (xyz
més varam tapat-k& agrak pieradit,ka katres
virsmas eksistence prasa.

1)lai punkta &truma velktors gul&tu virsmes
tangenciala plakné un ja 8i prasiba bis iz-

pildita abém virsmém, atruma vektors ies
tangencidlo plaknu krustosanas linija, t.i.
Pimi 148 saites tengentes virziena.

2)0tra prasiba dod paﬁtrlnaauma projekeiju uz
normali un aizréade uz nepisciesamibu ievest saites reakciju, péc k&
punktu var uzsketit par brivu.

Ja saites reakcija veido ar tangenti k&du lenpki, at3kirigu no 90 3
saite nebus idedla wn vipas reakeiju varam sadalit komponentés,t.i.
norméléd reakcijéa S, un berzes sp&ka S, .

s Ja 8, = 0, saite bus idedla un 80 gedijumu tagad apskatisim tu-
vaki,
Saistita punkta kustibag noteiksana,ja saite
ir lde@la skieroutina 1likne telpa,docsa ar di-

vam virsmen,.

Yemsim saistita punkta dif-nol-mu (118)

mj =F +38
un pr03e0981m vipu uz koordindtu asim
1) m = X + 8, Siem lustibas difﬂﬁol—miem pie-
i vienosim saites nol-mus
e Mt 8 a)f(m)-o
5) mz = Z + 8, 5) £,(xy8) =
Bet ieglta 5 nol-mu sistema ir 6 nezinamie
3 koording&tes X= fx(t) MR R fy(t) o g fz(t)
un 3 reakcijas projekeijas Sx SY SZ

ta tad trikst vel viens nol-ms, kuyu dablsim ievérojot, ka ideadlai
saitel reakcija iet normgla virziensa § | ds un saites reak01jas carbs
uz elementara parvietojuma lidzinasies nullei

(€.d8) = 0 jeb 6) S,dx + 8.4y + 8,dz =0
Izdalisim So nol-mu ar dx

oo
- + Sy.y' + Sz.z' = 0
talak aizvietosim reakcijas projekecijas no nol-miem 1),2),3)

(m% - X))+ (mF = Y). 7" + (w8 - Z).z2' =0 ....00us (129)
No diviem saites nol-miem X
4) £,(zyz) = 0 ) 5 Y = 9 (x)
5) £,(xyz) = 0 b z = g5(x)
atvasinot b ¢i(x) atvasinot { ¥ = mi(x).x
vipus péc e péc laika, &
x,dabijam RN dabiijem z = ¢5(x).%x



Wiy et o T T x
reiz péc laika, : k e
‘dsbujam 2z (x) T+ ¢l 1(x).%

Ievietojot visus sos lielunus nc¢—ma (129), dabusim otras kartas dif-
nol-m prieks x un n01ntegré30t vinu dives reizes, dabusim kustibas
nol-mu L? NG

W ‘Pl(x) % 'bi';' 7 e

X = fx(t) néc tam no

Reakcijas noteiksSana. Reakcijas projeXkecijas dabusim ' no kustibas dif-
rol-miem 1),2),3)

S, =mx - X

Sx =my - Y un pasa reakeiﬁa S = \//52 I_“E + éﬁm
v m‘,’: \ P e < Py I
Sz =mz - 2 :

K& redzeams atrisingjums gini gedijumé, ja saite ir dota ar divam vira-
méam, ir vlenkarsams nekéd pie vienas virsmas un tas ir izskaidrojams
ar to,ka sSeit punktam ir tikai viena kustibas briviba.

Miera stavoklis punktam uz liknes bus noteikts ar to pasu nol-ma

(129), ja vipéd 1iksim X =0, ¥y =0, 2 =0 un saltes nol-miem 4),5)
X + Y.(pl_(x) + Z.cpé(x) = :
fl(xsz =0 ; ' %
fz(xyz) = 0

Seit ir tris nol-mi, no xuyiem dablsin tris miere stévokla koordin&tes.

Saistita punﬁta kustibas noteikSana,ja saite
ir ideala skleronoma likne telpa,dota para-
metra velda.

Atkal pemsim saistite punkta dif-nol-mu (118)

nj =F 4+ 5
fn projecgaim vipnu uz koordindtu asim z
1) mx = X + 8 | Siem kustibes dif- 4) x = £1(q)
22 W2 nol-miem pievieno- o saites
2) wi:= Yo+ 8 | Saiairg seites 5) v = £5(q) nol-mt
3) wEi=2 + 8, | nol-mus 6) 2 = fj(q)

Uzrakstitie tris saites nol-mi faktiski ir ekwivalenti tikai diviem

nol-miem, jo ir nécis klat vél viens neging@mais lielums q = £{%).
iagad seS05 nol-mos iznak septlnl nezinamie
- = ) =
Sx by SZ uns g = P(t)

Atkal trikst viens nol-ms, kuyu téapat ka agrak, ievérojot,ka saites
reakcijea iet normali pret saiti un reakcijas darbs uz elementéra par-
vietojuma 1idzin&djés nullei (5.ds) =0

7) S,dx + S, dy + 8,dz = 0

¥
Izdalisim 7) nol- mu ar dt un alzv1et091m gaites reakcijas projekeijas

no nol-miem 1),2),3) :
(X = X)X+ (my = Y).F + (g =2).220 oi.. . 0 (130)
Talak atvesinésim saites nol-mus 4),5),6) péc laika '
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x = £1(a).q x = £3(q). &2 + £1 (q) a
y = £5(q).4 ¥ = £5(a).4° + £1(e).d
z = £3(q).4 Z = fg(q)-d2 + £3(q).4

levietojot visus.Sos lielwms nol-mé (130) un nointegréjot vipu dives
reizes, atradisim ‘

5 ' ta = £(8) |
un tiesd no saites nol-miem 4),5),6) dabusim kustibas nol-mus
T=T,(8) ] [§ = 50%) g =1 .(%)

Reakcijas noteiksSana. Reakcijas projekcijas dabisim no kustibas dif-
nol-miem 1),2),3) .

PRLEE nx - X -
S, = my - ¥ un paSa reakcija S = 32 § G-
S, =mg - 2

Miera staévoklis punktam uz liknes, dotas parametra veidé, bus noteilkts
ar to pasu nol-mu (130), ja vipa. liksim ¥ = 0, ¥ =0, 2 = C un saites

nol-miem 4),5),6)
x.£1(q) + Y.£5(q) + 2. fz,(q)

X = fl(Q)
LS 2(‘1)
z = £3(q)

Seit -ir 4 nol-mi, no kuriem dabusim 3 punkta wiera stavokja koordina-
tes un q vértibu, atbilstosu miere stavoklim.

Seistita punkta kustibas dif-nol-mi pé&c Lagrang's I formﬁ,ja
seite ir ideala skleronome likne telpa, dota ar divam virsmam.

Saites nol-mi ir fl(xyz) =0 un £y (xyz) =

Nemsim atkal saistita punkta kustibas dlf-nol*mu (118),bet rakstisim
saites reskcijas no katras virswmas atgeviski

mj = F + Sl + b2
un projecésim vinu uz koordinatu asim

1) mx = X 4+ S1x + Sox

2) mj =Y + Sy + Sy
) mz = 2 + 81, + S5,

Tapat ka agrék, kad saite bija dota ar vienu virsmu, katras virsmas
saites reakcijas prOJek011u aizvietosim ar A rFareizinatu ar saites
rarcidlo atvasingj Pie kam, ja saite ir dota ar divam virsmam,ka¥rai
virsmai bus savs u&

af af &

Rt 1 ha

1) o =X+ 4( *‘vK 3 x Kustibas dif-nol-mi
ST péc Lagrang'a I for- (131)

15R 1 2 mé&,ja saite dota ar ....
2), oy =% F ‘/(1 2V Ba "(2 oy divém virsmam

3 2T ot :
3) mne = 74 <+ ‘Al 2 ?{T‘;_




.'Siem nol-mien vél ja@pievieno divus saitea nbi-mus

4) r?’?xyzS = Ol

5) F‘f;’glivr:““"o | i
un tad més nondkam pie 5 nol-mu ézb %i? ar pieciem nezinémiem.
RS (t) y = f (t S B f %

go nol-mu a*rlsinasanas metode ir sekojosa no 3 dif-nol-mien iz-
gl&dzam A, un Az un dabiijgm vienu otras kartas dif-nol-mm ar visiem
3 mainigiem. TAlak izteicam ar saites nol-mu palidzibuy divus mainigus
caur treso, piemdram y un z caur x un ievietojam dabit&d dit'-nol-ma.
Tada k&arta iegiutais dif-nol-ms ar vienu nezin@mo x blis otrés kirtas '
un npintegréjot vinu divas relzesi atrodisim
X = Tt)
Péc tam no saites nol miem uziesim ari

-th ] vn [ Z fz(t)1

Heakcijas_ notelksana Saites rea%jﬁju varam atrast divejadi 1)Wo di-
viem dif-nol-micm atrodam A péc tam no saites nol-miem atro-
dam parametruq A1 un A2 un tad katras virsmas reakciju atsev¢ski

= Ay8, , '8, = A8, un pilna rearcija 5 =75 + 35, jeb al-

gebraiski S = \/ + 5% + 28,85.C08(5, 5)
2)“eakciju var. ?tras+ arl péc psggekc*Jam'uz aa%? Dfﬂ
=Awx | 8= EE S::"“(T N(z;}r
_j' Bfl Be =V(1?§:€ Sy ‘,( + A, 332,
S-lz =‘/<|2;% 322 ® Aza':; | Sz =J(|?% *J’z%
uh pilna reakcijia § = \//Si + §§ + Sg

Miera sta@voklis. Ja-.saite ir ideé@la skleronoma likne, dote ar divan
vVirsmam un punkts uz saites atrodas mieré, tad vipe xoordir&tes X,Y
un z ir Const. un X =y = 2 = Q.

Iev1etogot S0 kustibas dif-nol-mos (131), dabisim

) A
X+ - j—.—+J<1—E—-‘ =0
| ?3F : Saistita punkta mie-
> VR ' r& stévokla nol-mi, ja :
54 J( 4-“(2773 etk = ? saite dota ar divam °°°°'°° (132)
bf 3f2 1 virsmém
— J

S1$m ngl -miem v&l japievieno divus saites nol-mus fl\xyz) = 0w
£f,(xyz) = 0.

2 Nol-mu atrm31nasagus metode ir séda pirmkért,no nol-miem (132)
jaizslédz abus V& un A, ,ko visvienkersak var izdarit attistot deter-

minantu i a¢ 3f2
| X ::x 0 X
g & afy of, A
| o3 >y
: A 5 0. ety )
) Pz 0z
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un tad,ieskaitot saites nol-mus, mums bus tris nul-ml ar tris nezina-
mam koordinﬁtém

Saistita punkta kustibas noteikSane ar spara 1 teo*umus DR
13idzibu, ja saite dote or divam ideslam ﬂkJeronomam v1rsmam
T {xyz) = 0 un Fa{xyz) =

Ja saite ir ide8la,tad_saites reakcija S| ds, vinas darbs uz elemen-
téra parvietojuma (5.ds) = O un,xa jau agrék bija aizradits,spara te-
oréma saistitam punktam ir pllnlgl identiska ar to pasu teoremu bri-

van punktam 2 o
mV2 mVO
o i e - TR Xdx + Ydy + Zdz
XV o2y

apzimésim vienkarsibas dé]l labo pusi, kupa reprezent& darbu,ar X,
pie kam OL aprékinat ir iespé&jams ne tikai tad, kad spekam viemmt

funkecija (tad OL=U - U, ), bet ari tad, kad speks F ir koordindtu

funkcija F= o (xyz). o2 e
o m Ot
b 20U
V = V°'+‘ =

Aizvietosim &truma kvadratu caur koordinztém
R

Bet Slnl nol-mé& ir 3 nezinémie un lai dabiutu vél divus nol -mus ar
tiem paSiem nezin@miem, diferencdsim saites péc laika

dfl 9, 0f, o,
—E—-x+-p§—y+.azz=0
df2 Bf‘2 ar, or, | 5
-ExX'*'TY'l‘-a— z =0
Atr1q1not dablito nol-mu sistdm algebréiski, varam atrast,pieméram,
= f(xyz) un tad& celd nondkt pie pirmés kartas dif-nol- ma. Vipu gan
taaa veidd vé&l nevar integrét, bet,pirukirt, ar saites nol-miem jaaiz-
vieto ¥ un z caur x un tad noiutegrejot vinu vienu reizi uziesim kus-

tibas nol-mu :
xz = f_(T)] un no saitém ari pardjos [y = fy(t) w [z =71(%

Specidli atrisinéSgnas gadijumi punkta kustibai uz
idealas sk.eronomas liknes telpa.

I gadijums: ¥, = £(v). Tangencialais spéks ir atruma funkecija.
Vemsim kustibas dif-nol-mu péc Eulera brivam punktam

T mj, =F, jeb mI =
}ﬁ\ ,,q‘ Lei dablitu to pasu nol-mu saistitam punktam,pievie-
‘g, nosim labai pusei saites reakcijas projekeiju.
s av _
2in.149. av Bet ja saite ir idegla,tad S, = 0 un més nonékam at-
kel pie m zr = F, un ja vel ®psks F, = £(V), “varam viegli nointegrét
j—géj = %ok Cl ......... I integrals

Sis integrals dos mums V = (t) un talak atrisinajumu ar saites nol-
my palidzibu javed péc nupat apskatité papnémiena.
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17.gadijums F, = f(s). Tengencidlais spdks ir cela funkeija.
Sini gadijumd jigem spara teorému

§L 2 mV‘ 8
TR 0= I(Fds)=IFLOS¢dB-—JFtd3
S0 . % 0
5; sz V

m
B -2= J‘ f(s).ds
2 no kurienes atrodam V kéofunk01jL no s
zim.150. V= (s)

bet V= gi jeb gg = (s) w [ 1*;7—7 =% + C ,péc integrédanas

dablusim s = ﬂ’(t) un té&lék varam pariet uz koordinatém, liekot

= b/&x2 + dy + dz° un pemot paligd saites nol-mus fl(xyz) =0 un
£ (xyz) = 0.
Piemérs. Noteikt smaga materiala punkta kustibu zem smaguma SD ie-
spaida uz idealas skrives linijas.

Saites (t.i.skriives linijas)
Z nol-mi paremetra veidd ir
x =1 Cosg
y = r Bing

g o
\ - z = kr
\A_~ kur r = Comst.lielvus.
Aktivais spgks ir mg un vipa pro-
LA jekcijas uz asim X = 0,Y = 0,2 =-ug
///”/’ mu Sakuma apstékli: pie t_=0,x, =0,
0

,//,/ _! Vo=T,2=2, Un V ~O
xjé”//, ? Uziet: a)punk%a)kustibas nol-mus
Vi kg f(t
5 2Iim.151. b)saites feakciju S ari ka

funkeiju no laika,
e c)kada laiké T punkts,nosli-
dés 1lidz X asij.
Seit saite ir dota parametra veida, tamdd] lietosim agri@k teoré-
tiski apskatito pandmienu.
a)Kustibas dif-nol-mi ir

limk = X + 35 kupi misu gadijumd | 1) mX = S,
RN pariet, levarojot, WL
2)m¥ e S Sy ka X=0,¥Y=0un 2) mﬁ =, Sy
3wz =2 + 5, = <UE 5) mg = -mg + 8,

rievienojot vel 3 saltes nol-mus, dablisim 6 nol-mus, bet 7 nezinamus:
XY, 2 S ,5..,5. un . Trikstoso nol-mu pie idedlés saites dos saites

reakclgaq e‘pgentara darba izteiksme (S.ds) = 0. Attistot vipu,dabii-
Jam 7) 8g-dx + 8..dy + §,.dz = 0
Ievietosim sini nol-ma reakciju progek01gas no 1), 2) un 3)
mx.dx + my.dy + (nz + mg).dz = O
Saicinédsim m un izdalisim ar dt ;
Xk F V. FUARFR) R B Dt e (133)

e AL
PR T T

R,



'Tagad diferencésim saf%es pee t 1evgrosgt ka T ir Canat A ;

X = -1 8ing.o | _ X = - r Cosgy. @ - r Sing.§

- .O‘ 9 L] .w

¥y =1 Cosg.o vn otro reizi! y = - r 8ing.¢” + r Cosyp.y
e, Z =kr o

Ievietosim atrastds vertibas dif-nol-mé& (133)

rzblnw Cosg. ¢3+r281n2w w¢-r281n¢ Cos¢ ¢}ir Coq ¢+ Ot krytg) krp = O
r ( 1n 2 p+Cos ¢) ¢q+(krw+g kr =0

SaIsinot’ ry,dabisim r§ 4 k°re + kg = O un nondkam ple dif-nol-ma

e Lo Sl .g_
G == Tonevp 1ntegre30t Dirmo reizi ¢ = - IfT——E + Gy

pie t,%0,V =0, bet V =\|/xy* 2452 \/ rzsm 0. 92r2C0n20. tp2+£2 9°

V= o \/l+k2 ,ta ted V, =r¢o\/ + X2 =0 un ¢, = 0. Izlietojot

S0 apstékli atrodam, ka ari Cﬁ =Qun g = - e SO %;d] I integréls,
3 1+ K
Integrésim talak ¢ = - l;g gm *{bno sBkume apstéikliem 02 %
Ak
I ! T id gfz 4 3
un (P=§— 2-21‘ S IImtesralS
i ‘1+k
Ievietojot So ¢ saites nol-mos, atrodam kustibes nol-uus
- 2 I
k
x = r Cosyp X pofin senSone o o)
i 1+ k %' f
¥y = r Sing v = v Cos (—-—l£ : gtg)
23 | IR
2 2 Pl 2
k foqe k
= Kro ;. 2 = kpisa > z =2_ - g 5%—
o R L A

b) gg_teq reaxcigas S noue;ksana Saites re&k013as projekcijas
deblsim no dif-nol-miem 1),2) un 3, x
b S§ =mx , Sy =My an Sz = mg + mz
pemsim X,V un z izteiksmes caur o

=% mr(Cosw,¢%-+ Sing.¢)

3]

X 5 3
Sy = - mr(Sine.$" - Cos¢.¢)
gy gl el
S, = mg + mkr(- —5—5 - &) =g - IEE MR T HER - WK R :
1+ k R sl e R I

]SZ = _Hgg_§ Saites reakcijas projekcija uz Z-asi iznék Const.
'l l.J.. '|r
Aizvietojot ¢ un ¢ ar vipe laika funkeijam, varétu atrast S, un S
bet ieprieks veél sastadisim v’
. o
€+ 85 =m re(m + @ ) tagad ievietosim ¢ un ¢

y
- LS S

S



& b bl
o Sen e SIS i 1 7 B RN
s Cdate ik 20 [(1—|~1:=L o kg )_]
Gl 2
2 2 & Bk 2 2p4 .
BE SRS L B Sseraen o B _""E“E' ELE» +1 tagad pilna
T (14%%) [ (14k°) T ]
) !
: 2 2.4
fie PR ng 2l _k gt %
reakcija 8 = e S sy S WL k ‘ L B M, S
l/ : e AL GBI | [( 14x°)2  1° ]
. 2 2
_ S = -Eﬁg * X s gz )2'+ R ey
: 146° /. 14k
~ Sakum@ pie ey O iznak So e péc tam reakcija ar laiku
pieang. \/_;k'
c)Lai dablitu laiku T, kuygd punkts noslidds 1idz X asij, pielidzi-
nasim z = 0 P e Fres
k gL _ - ES o
A — —— — = O 5 T = l+k ) i
0 1 k2 e k V
Saistita punkta kustibas noteikSena uz skleronomas

idealas saites polark

oordinat¢s plakné.

7

Ja puankta saite ir dota polarkoordi-
né&t8&s plakné,tad dabigi vest atrisingju-
my ari polarkoordinates.

Saites nol-ms 1 = f(¢)

Kustibas dif-nol-mus versm viegli uzsta-

‘?g' dit, pmemot tos pasus nol-mus brivam punk-
T tam un pievienojot sréka projekeijam val
Sm//' o reakecijas projekcijas
< - e X  hRe R i m(f~r¢2\ i A
o = jeb ari m a
zim.152. i = B8 L) = dt(r o= P i8e

Bet integréet Sos dif-nol-mus,
Jjaga vel nu atsvabinaties no r
ordinédtés izslédzot ,Jjeb Jot
tém ir lietot spara teorému

"?'

Darbu (1 centrdlam spékam var

kamér reakcija vél nav zinama, nevar Va-
eekcijas, k8 més to darijam Delkarta ko-
i izdevigi pie ideglém skleronomém sai-

2

mVO e

4

r
apxeklnut péc formulas Ol= [ P.dr,bet

ja sp€ks nav centrdls,tad péc visparigas formulas: o
Xy
Ol=J Xax + Ydy un tad V2 = V2 + 2% © aisvietojot talak Vo=i+(rp)®
X555
0
dabiisim  #° + r2¢“ = Vg + 2%&

Talak no saites nol-ma r

f(y), aizvietojam ¢ caur r jeb ari

otrédi r caur g un nonakam pie pirmas kirtas dif-nol-ma,kuyu nointegré-
jot, atrodam vienu kustigas nol-m :
r=5At)  Jeb . e= f¢ t)
Otru kustibas nol-mu dablisim no gaites.
Seites reskcijas projekcijas péc tam uziesim no kustibas dif-
nol-miem



R T e L T 2 T 5.

8, = m(Fre7) - F, e
_md S b S = S + Sh
5 T % df(r 4) = F,

Saistita punkta kustibas noteik&ans uz skl leronomas
idealas saites, dotas cilindra hoordinatés telpa.

Atrisinajum cilindra koordinatés més lieto-
Zs jam ne tikai tad, kad saite ir dota cilindra
koordindtés, bet dazreiz, ja ari saite dota
Dekartsa koordinatés, tom8r ir izdevigi pax
iet uz cilindra koordin&tém, lai dabitu vien-

A karsaku atrisindjumu.
J//T// Dif-nol-mi saistitam punk am cilindra ko-
ordinateés
4% @ z Wi = B m(r - r¢ )“ BotiB
X v mj, = P, +8,| jeb ari I dt(r o) = F +8,
e mj, =P, H8, mz = F_ + 8,

Zim.15%,
Tiesi 1ntegret sos dif-nol-mus,kamér reakcija nav 21nama neuar Lai bu-
tu iespéjams vipnus integreét ir jSizsleédz saites reakeiju un ja tas ne-
izdodés,tad jameklé citu celu, lietojot spara teorému. Sparas teorémas
1ztelksme, ja saite ir_ideala reakcha nenuk prieksa.

2 mVe
Spara teoréue E¥~ - _5" = (L ,no kurienes V = V2 EEEL
a"ad aizvietosim V ar vipa izteiksmi c111ndr& koordinatés
e (rqa)‘3 + 8° , tad £2 4 (rcp)2 + 2z V“ QOL ........ (134)

Talak apskatisim divus gadijumus:
1) Ja saite ir do*a ar divam virsmém

el

= *l(w; un ;= fe\z)

. m3s varam viegli aizvietot divas koordingtes,pieméram ¢ un z ceur I
un dablt vienu pirmés kartas dif-nol-mu ar vienu nezinamo.Nointegiréjot
vipu, uziesim punkta kustibu.

2) Ja saite ir dota_ar vienu virsmm, biitu jaintegré divus dif-
nol-mus, bet v&l vienkarsaku atrlslnajumu dabiisim, je 83 virsma ir
rotacijas virsma ap Z-asi, r = fz(z). Tad reakcija arvienu krustojas
ar Z-asi un, ja spéks ari krustojas Jeb ir paralléls Z-asij,tad sek-
torials atrums XY -plakn& ir Const.

WL e AT &
6xy—3unr.cp—b,tp-;§

Aizvietojot nol-ma (134) ¢ = QI un z canr r no saites nol-ma,dabusim

vienu pirmés kartas dif-nol-mu ar nezinamo r un péc integrésanas uzie-
B TimL (t)

Talak pemot == dt ?_Tdf dabusim ¢ = | __T_T FCy = ¢(t) un beidzot

= fz(t) uziesim no saites nol-ma.

Saites reakcijas projekcijas atradisim péc tam,kad kustiba bis no-
teikta no kustibas dif-nol-miem cilindra koordin&teés

. e
b= m{r - rm ) - Fr
S¢. = r dt fr 4
S, =mz - F

V4 2
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Saistita punkta kustiba,ja salte ir idedla
Skleronows plekang 1ikne.

Techinikad hustiba pa telpu 1likném nofheu retak; biezdk nak priek-
sa _kustibas pa plakang@m likném, tamdl) So gadijumu apsketisim atse-
Ski.
Ja saite ir plakana likne, m&s varam vienkdrSot atrisingjurmu,iz-
vélot saites plakni par XY plaknl tad saites nol-mi bis

£1{(zxy) =0 un £, =28=0

un dif-nol-mos (131) : “ d
_ " ,{ ldfl ‘A f2
l)m=1~v1?§+ 2;3
; £ - i
2) wj =Y +A; 55+ Ay 53
oy ar,

3) mi= z Ay Ay 2

—'ﬁ—o,"!“y:O;j'E:l:_aE:Ounz:O
Dif-nol-mi (131) tad pariet
! b 7R }
1).! i =X + A, =2
| or
TIN ET e 1 p 135 Y
2) _| mY_"' Y +V'(1 'Ty' ........ \__L,t')_,
501 OB s
Izslédzot no 1) un 2) liclum A,, dabusim vieau dif-nol-mu
2t - X _my - ¥ _ £
B
0 x cy

bet 8is dAIunoL -ms satur abas painigas koordin@tes X un y,bez tam
spéka projekeijas ari var setuvret x,y ,X,v,t, t8 tad tiesi vinpu inte-
grét nevar, bet iep“leﬁa ar saites nol- -ma »alidzibu vienu no mainigéan
]alzsledz xad paliek otras kartas dif-nol-ma vai nu ar x jeb ar y.
Nointegre jot vigu divreiz, debisim x jeb y k& funkecijas no t un no
saites nol-me ari otra koordindti ka £it),

No szkume noteiixumiem jadod tikail viena koordingte un viena atru-
ma komponente, jo otru arvienu var atrast no saites un tad varés no-

teikt ari 1nteéresanas Constantes. TR
Saites reakcija.Saites reekciju var atrast,pemot J(j = _;3?1

u A, = - z. Tad saites reskecijas projekcijas bis ﬂ?%

8, = “{lﬂl - reakclja paSas seites plaknd, un

S, = ”(2&2 = - % - reakcija perpendikulari saites plaknelp ;

Filna reakcija geometriski S = ul+q un algebraiski S = 181 * Zé

Miera stavolklis. Ja saite ir plakana likne un punkts uz vinas atro-
daes miera,tad "LQ& koordlﬂates X un ¥y ir Const. lielumi un X=y=0.
Ievietojot So nol-mos (1325) un pievienocjot saites nol-mu,deabisim mie-
ra stavokla nol-mus

i MA;‘QQ EHOR
Y+ A, $=0 Vigesniion s (136)
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Cits atr;sinﬁjuma,&raspara teordmas palidzibdbu,saistitam
- Dbupktaw,ja saite ir idealas sitleroroms plalana likne.
Tapat k& pie liknes telipd pirmo integrélu vear iegit ar spara teo-
rémas palidzibu
mV2 mvg o
o e =] Xdx + Ydy 4 2d% , 'bet dz =0
*oY0% |

2
2 Y Xy
: B - 2= [ xax + vay
Xy .

. TR 0’0
Apziméjot vienkarsibas d&l labo puasi ar OU,dublsim Ve = Vg +-2£L rie
kam darbu Ol varam aprékingt ne tikai ted, ja spSkam piemit funkeije
(tad OL=1U - Up), bet arl tad, kad spéks F ir koordindtu funkeijs

F = f(xy).
Talak aizvietosim &truma kvedratu caur koordindtém

i+ 3° =72 + &1L

un diferencésim saites nol-mu péc laika
if_.l.::?fl}.i}-afl v =0
. & T x>t ey’ .
Atrisinot p&d&jos divus nol-mug, varam uziet,pieméram, x = f(xy) un
ar saites nol-ma pelidzibu izslégt y un nointegréjot vienu reizi,at-
rast | x = fx(ti .FP&c tam no saites ari [y = f_(t)

Speciali atrisindjumi punkta kustibai uz
idealas skleronomas plakanas liknes.

I.gadijums F, = f(V). Tengencidlais spéke ir atruma funkcija.
Kustibas dif-pol-m@ péc Eulera brivam punktam

x av.s % A av . ”

ir m % = Ft,saistltam bis m AET Ft o Sy

Betwideﬁlai saitei St = (> un atkal paliek tiliai

m %% =F, un je speks F, = £(V), varam viegli

2im.154, nointegrét m [ T%%T 250+ 0y o akeantepral
Sis integra@ls dos V = @ (t) un talBk estrisindjumu ar saites nol-mu

palidzibu javed péc nupat apskatitas metodes.
Il gadijums Ft = f(s). Tangenciilais speks ir cela funkcija.
= Yada gadijumd jélieto spara teordma

oo Sl N di) o Poony.nb i
- — g .ds) = g .Cosg.ds = 4y s

/ 2 e
4 g e 8 9 :

s
SE t : Qg— - —59 = fs f(8).ds no kurienes atrodam
o)
zim.155. V k& funkcijunos V =6 (8)
Bet V = %% jeb tad %% =¢ (8) un J 7$§%§7 =t + C. Psc integrésanas

dablisim s =Y (t) un t&lak varam pariet uz koordin&tém,liekot
ds = \/ax° + ay® un pemot paligh saites nol-mu £(xy) = 0
Uzdevumu veidi saistita punkta kustiba.

Uzdevumi uz saistita punkts kugtibu neatkarigi no té,vai saite
ir virsma jeb likne, var nakt priekséd dazada veida. l)vaer p&c dotas
saites un spékiem meklét kustibu, 2)péc dotds saites un kustibas me-




kl&t spéku kas viau izsauc un })péo dﬂtﬁ spéka un kusthaa mehlﬁt saiti.
Apskatisim t&lak vienu pieméru uz saites noteiksSanu liknes veida.
Piemérs. Uzstadit izochronas nol-mu Smagam materidlam punktam un uziet .
A saites re&kci%a.

Tes nozim€ uuiet vienpusigas ideadlas saites
nol-mu t&,lai smags punktis zem passvara iespai-
da vienadoa laika sprizos noietu vienadus celus

A vertikald virziend, jeb t&, lai &truma vertika-
18 komponente bltu Const.

So uzdevumu 168? gada uzstédija un izsludina-

ja Leibnics; bez vipa atrisindjumu bija devusi
Z -’“ﬂ vl sintetiski Huyghens un analitiski’ Jekabs
zim.155. Bernoulli.
Koordinatu sdkumu izvE&l&sim kustibas saikuma punkta Z- as“ virzisin ver-
tikali uz leju un X-asi horicontali, tad x, = 0, z, = 0. Pauwata notei-

kums kustibai 2z = k un xo = 0.

Speka projekecijas X = 0, Z = mg un berzes nav.
Uziet: saites nol-mu f(xz) = 0.

Yemsim kustibas dif-nol-mus (135)

g of
mk = X + A X } kuri mGsu gadijumd,ievérojot vél,ka z = k un
Bb = 20K AT L 8 70, pRies

mk = 0 + A %3 nx . EE

7 izslddzot Seit 3T or
0 =mg+./(%§ A ,dablisim ox vz
Yemsim té@ldk saites diferencialu
LY, b
a'f—'rx"“az b ar .
un parnesot vienu locekli otra pusé&, dabusim 3% X = - 3— 2 ,bareizina-

sim So ar dif-nol-muimXx = mgz, bet 2 =k un m saisindjas X gf gk
par3151nasim ar dt un integrésim [ xdx = [ gk.dt + Cy
% = gkt + Cl no sakume apstékliem C1 =0, jo x =0

= 2gkt, izvilksim kvadratsakni,pemot vérdé,ka x ir pozitivs
\/2gk .t* aizvietosim x = g—% un integrésim x = I\/?EE.t*.dtwg
= %\/ﬁgﬁ.fi + 02 ,bet no s@kuma apstikliem 02 =0

x = \/Zgk 5& t.1i. viens kustibas nol-ms

Ao

Otru dabtsim, pemot 2 = k un integréjot vinpu, %% =k, z =kt + Cj,bet
no sakuma apstakliem C3 = 0 un galigi [z _= kt | ir otrs kustibas nol-us.
Iz518dz0t no abiem nolimiem laiku, deblsim mekléjamo f(xz) = 0, t.i.
saites nol-mu

2o Sieged 2
I:—gkt
7 kz x2 = % . %333 saites nol-ms, jeb ari | x = é%\/gg .ng

Atrastais saites nol-ms reprezenté Neill'a jeb puskubisko paraboli.
Salidzinasanas d&)] pievedisim ari citas parabolas:

X = azg ir kubiska parabola
x = az” ir parasté parabola

X = az%vir puskubisk& parabola.
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Seites rea.icc:gjas note ..Irsana.

g s e S sl

ZS Idealai saitei reakcije iet normales '\TiI'aleDE. b o
atrast més vipu varam péc formulas 3 = Sn*
_my g i
A= HET owo b \//Z g +(
[}
Ja saite ir vienpusiga,tad vipas nol-mu jé&raists
7 B v
7 mﬁ & x 5 %; z7 2 0
g%m. 156, no kvrienes Sr.= 2X un 5% = - %-ﬁizg
2
d( = 805— m%_ = % QE§ jeb aizvietojot z = kt, A = E
- 3‘ ka_ Z Z u
/

,._U& izndk pozitivs, t& tad punkts nevar noiet no saites.

.—.--- —

' 2
= \/(2]{)2“!'(-7- %— %12?)§ =\/;]. 8 gkt3 4 _6,5}_ f:z k4t4 gtg\/l o -ng

=Aa=¢5% 2/_1*‘_ mg\/i+—-—-

4= Saites reakcija ki
S = mg \/1+2gt laika funkeija.

Xa rada atrestd formula, saites reakeija arvienu ir lieléka par punkta

svaru g, tikai pie t = oo izndk S = mg. z
Rea5013u var uziet ari ka koordinatu funkciju, ja aizvietosim t = i

2o i Saites reakcija k& koordina-
S = nmg 5 Bl tu flunkecija.

Matematisxals svarsts.

Paxr matematlsko svarstu sauksim smagu materialu punktu, piekdrtu ar besz-
- svara stieniti pie Sarnira O,pie kam s&-

E} kuma atrume ir dots vertikald lalkmé, kure
—iet caurOApzimésim estiepna garumu ar £ vu saul-
sim to per gvearsta garumu. Pé&c definici-

Yo E} jas punkta kustiba biis saistita un ja
sakxuma atrums Vo ir dots vertikalad plak-
¥ \gﬁ y né caur piekares punk*u Q,tad kustibe &ri
2 notiks vertilald plalm@ un saite bus Tin-

kis ar radivsu £ Sini plakna.

Fiepersim, ka kustiba sakas punkta A
un izvélésim caur punktu O_kustibas
plakngd dives asis, vienu OX vertikali un

otru OY hoxjcontaT*
usTibas notelLsanal izlietosim kusti-

bas dif-nol-mus pé&c Dulera saistitam
punktam

1) mj, = F,+8, bet ide@lam saitém S.=0

2) my, = E A8

Apzimésim lenki, kuyu veido svarsts OA ar “X a51 ar @. So lepki pie lsabas

koordinatu sistdmas jaatskaita no 0X ass pret pulkstenpa raditaju.Sakuma
Sis lepkis ir 9y Sakarad ar 80 F, = mg Sing un F, = -mg Cosy, jo pozitiva

zim.lS?.——
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normale $ini gadijumi ir virzita uz augdu. Xustibas dif-nol-mi
1) m QE = ng Sing

2)ﬂ‘2'=—mg0'03cp+3n
Otrs nol-ms dos iespéju ngteikt'reakciju péc tam,kad bta atrasts atrums
B o g mg Cosgy
Bet kustlba noteiksim no pirmé nol-ma
1) m %% = mg Sine
Parveidosim vipu, ievedot noieto celu s = A A

s =AA=AC - AC=Ly - Zcp—-i’,(cpo -

Atrums V = ds _ —.£¢ un g¥ = “uﬂ@ Tad dif-nol-ms 1) —mz@ mg Sine

at
: i !u — . B qin, | lMatemetiska svéarsta ‘
jeb galigi | ¢ 'ﬂ_ifE?J b Glperd e dpes PRI TR R RER SR A S (137)

Nol-mu (137) sauc par matemetiskd svarsta kustibas dif-nol-mm, SElsin
vipu integret. _

%% = —'% Sing pareizinasim nolﬁdzinéjumu ar d¢
de %% = - & Sine.d¢ ,aizvietosim %% = ¢ un integrésim

.fi'Pdf{#:-EEISin{pd:p-i-Cl'
Cosg + Cy no sB@kuma apstékliem pie t =0; ¢=¢, un ¢=¢,

Cosp, + C,  etvilksim'no iepriekséja

R R 2

%? - 1? = ZLSCOS ¢ - Cos ¢,) I integrals....(138)
To pasu pirmo integréalu var iegﬁt ari ar spara teordmas palidzibu

2
2 mV <}
B Sl j (F.d8) = [ F,.ds
S

hmma

%0 0
aizvietosim F, = mg Sing , ds = —.£d¢ wn V = —.ﬂ¢ 7T *-E@o, ted

L5 2
mﬂscp = mﬂ @é 5 - mg Sing. -edlp
wo
i _
&= = =§ (Cos p - Com pi) " “E o TEll e R (138)

I integréls. Formulsa iegtta citd cels&.
Izpetisim kustibu uz I integréla paemata.
Pirmais integrals nemaz nemainés, ja parmalnam Lo un ¢ zimes, tas no-
zimd, ka kustiba ir simmetriska attiecib&@ uz X asi un varétu sékties

ari otréd pus& punkta A' Sk.zIm.158.

Talak noteiksim, 01k augstl punkts uzké&ps, twui. uziesim, pie ka-

da ¢ bus V =0 vn
0~ —==

3 (Cos ¢ - Cos ¢,) no kurienes

Z
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0 7 Cos ¢ = Coe P = fg (pg }
BT T2  Talak izSkirsim vairskus gadijuuus

1)Ja iznéks COS¢ = 0,tad punkts uzkéaps
1idz Y asij.
2)Ja izhaks Cosgp = -1, tad punkts uz-
Laps augdé pretim punkt&m Tyt
A 5)Ja §, tik liels,ka |Cosg| > 1,tal mas
= . reala lepka ¢ nedabisim un SYEratISe-
nas kustibas nebus, bet bis rotacijac
ap punktu 0.
Turpinasim ta)ak kustibes Gi-
- .21m.158. nol-ma integrésapu. Ja izlieto svérstu
laika merlsanal, tad tadam svarstam sakuma atruma nedod V =0 un 1lidz ar
to ari nol-ma {(138) jaliek ¢y = 0.

X

.2
%? =.E (Cosp - cos¢0), izvilksim kvadratsakni

¢ = t\ /8 \//é(COSm - Cosy,.) 2imi jaizvel (-),jo ¢ ar laiku samaziné-
V & S e '

S 7 T % 4B PRl S i
\’AE \/2{Cosy - Cosy, Skirot nezinamos, integrésim no A lidz A

) ,
LA _\/4§_ 5 4y bet skaitot laiku no Aoiznak to=0
\/2(Cosw-Cos¢o)
%o
un parliekot robezas t =‘\/I i) ! T R L (139)
. ¢ V2(Cosy-Cosg,)
Aizvietosgsim Cosgp = 1 - 251n2 % un Coswo =1 - QSin2 %9
==\;(%E‘jﬁ”0 iv
iy ‘po < Bl TS
¢ 23//81n - - Sin %
Sin %
Talak ievedisim substitlciju ———=— = 5in 6, jo ¢ <y, wn apzimésim
0 Sin -
Sin 2 = k, ted Sin § = k Sin § un % = arc Sin(kSing); diferencésim
de _ _ d(kSine) e ORT o OR bez tam,ja ¢ = ¢ ,tad Sine=1 o= %
2 7 2 2 3 : Ol ) 2
Vl-kSlng V1 - k“sin®e
!
P \/% k C0s0.4d6 & \//_.E e =
‘ o V1-k%sin% Vi?®sin 5 V1 = x8in 9

Ar S0 1ntegralu izteicas laiks, k&d@ punkts noiet no A 1idz A,bet ja
més gribam atrast svérstisanas periodu,tad meklésim 1a%iu ykuyéd punkts
nonaﬁs_lldz C. T

Att1e01gals laiks bis _z uwn apakS&ida integrssanas robeza péc ¢ bl-
tu O, bet ja ¢ = 0, tad ari” © = 0 un

P
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Tas ir pirmas kartas elliptiskais integradls,kas nav atrodems galiga
veida, bet no tabelém, jeb ar rindu palldz1bu |

Izvirzisim = = (1 = k28in° @) T pdc binoma foxmulas
V1 - k°sine
Goxfer-asEes 2 Ha-NEoa 3,
-} (- 3) (-5)( ) (-3)(-%)(-3)
(1 - k%sine) %= 1 - ——2° ¥%sin% + el g L R g kPsnlot. .=
1 S R SAE R, W S

= 1+§k231xle+—%kslne+15—%ksln69+
jeb lietojot matematisku saisinéjumu

PR e, Wt 2 2Rl o 10 e D e Y
(1L - k8in®@) =1+ ?E: 2,4 6...,- ~—e- k™. 8in o] iy

Noskaidrosim, vai Sada rinda ir savirzama péc krltérlja —%il g

?_}_g_ .§2n—-1)_£.2n+1_;_ c2(pHl) o, 2(n4l) o ? i

..... en (ent2 {
> izdalot dabujam

& s S S (DL RN
S §T£7%... 2n G )
=4
U
o5 b TR + g e 2 =
U, Y, Sln © ,kas acimredzot ir £ 1, té tad
rinda ir savirzama un integrélu varés npemt
r2
X T > 1.3.5...(2n - 1) 120 4, 2n ]
T*‘”f\/gj [1“"Z2.4.6 ........ Zn SaEnE
4800
Bet no augstakas matematikas
T
R
._2n e A e b S D
5 DAn . 908~ e Th LD
0

T=4\/-Z
T = 21 \/All [ P 2_ (%.Efg . (2n- _l) J

Attistot summu iekavas un aizvietojot k = Sin %? ,atrodam

T = Qn\,/zg [1+(1)2um 2 +(3:2)%sin? 2 +(52 )25in® %’-+... ”(141)

81 formula dod iesréju atrast T ar katru vajad21gu noteiktibu,bet tagad
noskaidrosim,cik locekliem ir praktiska nozime.




Piel;vemsim ka ¢, = 8%, tad Sin - = = sm 4° o 06976 0,07;
Sin 2 -29 0,0048 un otrais loceklis (g), Sin" -5- = 0,0012. T& tad, ja
pietick ar divim decimd8lviet@m, varam otru locekli atmest, un tad

= 2% / e £ Perioda formuls, ja (po 4 e SRR s (142)

Noteiktalcu formmilu dabnsim, atstajot dtru locekli,bet pielidzinot
Sing, = ¢, maziem lejiienm 53

Qn\//z [1 + -Z] e s U (143)

Matgmggiska svarsta periods nav atkarigs no ¢, tikai meziem lenkiem
0. [ .
¥ Approximativa IT integrala iegiana.

Yemsim I integralu, iztelktu ar forpulu (139)

\/_.) \ \/2(@03«9-1?05%

un izvirzisim rinda Cosgp = 1 - g—r %;- %r LI

2 4 6
tapat = C 1 (FO ‘po ‘po
pat ari 08¢, = - 5-' Z" gv e Teve
pie maziem lepkienm ¢ <8° varam aprobezoties ar pirmiem diviem loce-
xliem,atmetot parejog
‘w w
t= /& i do \/I e - St
= ] = _———— e S
& ¢ / g Pl T
\/"'("- -1+9§) v o Yi¥o ~IK
talak formula viegli integrégas un ja mekléjam periodu,tad robezas ja-
pem no O 1lidz %0 <
%— = \/—& dg =\/z [arcSin L] =\/I (areSin l-arcSin0)
& Vs g Poodpi otV 8
¢ Vg, -0
i A >
T =2n \/ ey Sl s LR ERE SR T (142)
Miés dabiijam to pasu rezult&tu citd cela.
Tuvenais atrisindjums maziem lenkiem.
Iziesim no dif-nol-ma (137).
9 = % Sing
Ja lenkis ¢ ir mazs, m@s varam pielidzinéat Slmp ¢ un tad ¢ = - % [
Tas ir pazistams dif-nol-ms veidad X = - kex, kura integréls bija formu-
la (24) x = aSin(kt + &) un per:>gis péc forrulas (29) T = _2kg
Miisu gadijuma K2 —% > = \/ —Pl un periods iznak
{ 1
, T = 27L\‘/’/:€Z ? ..................... (142)

Atkal dabuijam to pasu rezultétu,bet tikai maziem lepkiem.
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Sl ramany

Latemaitiskdisvirsta reakeiju varétu atrast no dif-rol-ra uéc Euie-
ra normales virzien8,bet més vipu epskatiIsin vElAk ar d'Alembert'a prin-
cipa pelidzibu.

. A
it I

" e (o=
eV

Sekundes svarsta garums.

Far sekundes svarsiu sauc tadu, kursm pusperiods % = 1 gsec. ca vina ga-
rumu apziuésim ar s,tad

ns

1 mtr.

11\/3I =1 un Zs = -§-<= 0,994 mtr.

Tautochroras nolidzinajuma uzstédiSana.

Cikloiddleis svarsts.

Ka més nupat redzéjam, matemetiskam svErstam kustibas periods vis-
parigi ir atkarggs no sékuma stavokla, t.i. no q;o,bet tikai mezien len-
kiem 1idz ¢ K8 var skaitit periodu par Const. lielumu.

2 Meklésgm tagad tadu liniju,uz kuyas smagawm materiadlam punktew sver-
stisanas periods nemaz nebiitu atkarigs no sékuma stévokla.Zadu liniju
sauc par teutochronu. K& m@s redzésim zemék, tautochrona ir cikloida.

' lekléjamé linija acimredzot bus'

v simmetriska attiecibd uz vertilkalu asi,
g koyv izveEldsim par Y-asi_un kuyas vis-
zepdks punktd O pemsizm OX asi horicon-
(A t8l2 virziend. riepemsim, ka kustiba sa-
£ ; A kas punktd AO ar ordinati yQ bez siékuma
\ = atruma,t.i. V, = 0. Darbojée tikai
e R _‘.../‘.’/’m y‘° smaguma spéks mg, kuya projekcijas uz
el M Ly dgvElStEm aslu X =0 wn Y = mg.
159 0 A Uziet seites nol-mu f(xy) = 0 L&,
zim.159. lai T = Const.pie katra y..
Nemsim kustibas dif-nol-mus saistitam punktam plakns. o
A 3f ]
mi = X A 9x ievietojot spéka projekeijas un izsleédzot
A a8 A ,dabljam
S T
55 = Ql:a_f_gg ,pemeim klat'noi-ma diferencialu df = =% dx + FYG dy = O,no
ox T ¢ e e
kurienes % dx = - 5—‘3; dy un pareizingésim so ar 4if-nol-mu
mX.dx = -(my + mg)dy ,seisin@sim m un parveidosin g%dx-k %%dy = - gdy
et I = g un &Y = j ,ted iznBk %X + yay = -8dy
jeb a 2E Y = _gay , vet x°+y° =v° ;4% = -gdy ,tegad integz@sim
2 : )
%— = -gy + C un no sakuma apstakliem O = -8¥, + C, atvelkot so no pirma,

atrodam V° = 2g(yo -¥).
50 forrmlu var&tu debiit ari no spara teorémas

2 V> g‘xyz

TmY“T = Xax + Ydy + 24z, bet V, =0, X =0, ¥ = -mg, 2=0
Q/ xoyozo 2 -
nV 2, ’ 2 o B
—— = - mgly - yo) un V- = 25(}'0 -¥)

-

Talak izvilksim kvadratsakni V =Y/2g(y, - ¥)

PO T ‘.»-_u!!ﬂ
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Apzimésinm ar s loka garumu,pie kam atskeitisim vigu virziend pret lLus-
e R ds _ - s

tibu no O uz A , ted V= - 3= un xS \/ﬁé(?o -y

MekKlésim no $is formulas laiku, pemot dt = - dg un integrs-
jot no Ay 1idz A V?g(yo -y)

t

1

_Jﬁ ds. =JS? ds

| s, V28l - 7) 5. MeelY =)

Lai dabltu laiku,kuyd punkts noies'lidz koordin&tu_sékumam O, integrésu-
nas robezas japem no O 1idz s., bet Sis laiks ir £ ,kuram pé&c noteiku-
ma jébUt neatkarigam no sakuma stavokla,t,i.no y0.4

S

i 0

e j' Al SRR G GS G  e (144)
o VeRlyL = ¥]

Lei nogkaidrotu, pie kadiem apstakliem integrals lab& pusé neblus atka-

Tigs no y, un arl no 849 uzrakstisim vipu ta

;= : ( 3 un gim rinde
z= Yo = ¥) ~.d5 un salikeim rinda
Vag J,
' ' P -2 -
s | g i | 1) e -7 o)
(Foc~phl =, —(-%)yo 5 P ?2 % e
s
0 ; 2
tad 7 = —= j l-—r-1§+-‘2=- + Fe2 —"T,-k ¥ oas
8 o k¢ g Yo Yo
Tool foag 9 2 ya 13'{'30 yeds 1
i __S S 3
o T
s o: 0 0 0 4
o s -
Acimredzot, lai pirmais loceklis d?i & i nebiitu atkerigs no sa-
2 o 7 g

kuma stavokla jalidzindjas —% = k, bet Sim noteikumam jabut izpilditam
T

prieks katra Yo: ta tad vispgrigi —%r = k jeb 82 = kgy ...... (145)
Y

Parbaudot citus locek]us redzam, ka ari vipyi pie t&@ pasa noteikuma nebiis
atkarigi no saékuma ata@voikla un

e s,
_T_z___l__[kJrg_,j s°ds +1.3J sha oy
s 2Jo kgygi &b k'a'yoa 4
T R ] sg B s”
Z % LR W s e A1 v S e
& Tt 2. 5yh 2.4 _—TBk‘,‘.yo ]
3

Toob s p eyl e 5y d .
o ks -J JhIs u Z %

\/2g 3K< .y 2 5k.y X
T_ Xk 1113 dsa
Z = [1+23+§—%5+—L22.4. e ] ......... . (146)



T& tad atrastais fornuld (143) noteiknmn s° kay dod Qalraru starp 8
un y, pie kura kustibas periods nshis a;.ka.r‘igs no sékume apstékliem, jeb
ar citiem virdiem sakot tes ir mekl&jamAs saites nol-ums

=k".y |  saites nol-ms

Pieradisim tagad, ka $is nol-ms nav nelas cits k& cikloidas nol-nms.

9 Lai dabutu cikloicdu axr *z&iesumu

1 uz leju,liksinm ripkin ar adius

f!:’ s - Qa ! velties nevis uc X ass,bet uz

_taisnes IQ,kuya ir paralle a x asij,

o un atrodas attdlumd 20l no vipas.

1 ¢ Punkts,kurs sakumé sakrit ar koor-
2} dindtu sgkumu O, apralstisscikloidu,

R M kuyas nol-mu WEs tagad izvedisim.

Plegem51m ka ripkis ir pargijis

0 B Jouné vieté té,ke wina centrs atro-

das punkta C. Funkts ku,s anraksta

: cikloidu,atrodas uunkta },vina ko-

zim.160. ordinates apzinésim ar x un y. Ap-

ziméjot vél lenki,par kuru ripkis ' ir pagriezies ar a, izteiksinm punk-

te koordinates

= OB + UD = Ra + RSina ] X = 2o + Sina) )
=CB ~-CD=R - RCoso vy = (1 - Cosa) |

Ues atradam cikloidas nol-mus parametra veidd, pieradisim,ks vipi ir
vienvértigi nol-mam (145) 52

\V/' :rln_-ﬁ

Sasta&disim dx = B(1 + Cosa).da
dy = RSina da

a + aCosa + 8in“a = Rdo. V2(1 + Cosa)

o

i

Femsim loka elementu ds =

= R.8a. V/ 1 + Cos®

= 2h Cos ? do un integréjot
s =28 [Cos5da+C=4RSin 3+ C
bet sakumd s, = O un &, = O, téd tad ari C = O
S = 4R Sin %

Tagad no otra pikinidas nol-me y = ZR S:‘Ln2 %,no kurienes Sin % =\/Kgg
un ievietojot So s foramuld,dabiisim s=4R\/J un celot kvadratd,atrodam

cikloidas nol-nmu 2 = 8R.V

)
K& redzams més dabijam cikloidas nol-pu tani pagd veida 92 = k"y un pie-
lidzinot koeficientus,atrodam kF = B8R jeb k = 2\/2R.
Cikloidsgla svarsta n,rloda notelksana zai noteiktu reriodu atlariba no
Cikloidu Veicojosa ripja radiusa R, vardtu papemt formulu (146) un ie-

likt k = 2\/2R sl :
e V) .1 £33 .‘z.g. it
4_v'§é [1+2)+ -45'+ -4. 7‘+..QJ
Bezgaligas rindeas iekavés summas robeza ir % ,n0 kurienes T = 8\/ﬁ.% >
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To padSu ver dabut ari citadi: izejot no dphia teorémas tapat k& agrak .
més nonuksim pie formulas \144; o

o 30 as X ¢ 32 q
= = — =  tH18K aizvietosim vipa y = F un yo o= k-é- no form-

* Jo VE,T
las (145),tad Y - )
’ i IR AR ] 0 [ %
T T e R e T X
\r‘”’g 5 /"§‘+ . \r—-gg |. 84 g LaloSn_-w

11ckot Atkal B9 gV/IN | Aabas iy geligi T = 8V,

Vg

re] b=

&

W LB R ?':— ....................... (lﬂ‘f

Cikloidala svErsta konstrukeija.

e . Lai realizdtu cikloidalu svarstu, var iz-
SRl st T 7 lietot cikloidas ipaSibu, ka vipas evolvente
2R \LL 2-R| ari ir eikloida un tik pat liela.

) ngi Fiek&rsim materislu punktu ar pavedienu
'uJﬂﬂL l '#M garuma OC = 4R punktd C un novietosim divas
M N N cikloidadas virsmas IMNC simmetriski k& paré-
/ : dits zim.161 t&, lai pavediens pie purkta
-~ svarstisangs uztinds uz Sim virsmém.Tad ma-
A P S RG] teriele punkts aprakstis cikloidu MOM un
)] vina svirstisSenés kustibai periods bus Const.
lielums,neatkarigs no sakuma stévokla.

Saistita punkta kustiba uz negiudas liknes telpa.

Piepeuwsim, ka likne ir dota ar divam virsméam

1) fl(xyz) = 0

2) f2(xyz) = 0
Téapat k& pie kustibas uz negludas virsmes -berzes
8péks ir virzits pretim &truma vektoram un ir pro-
porcionéals normélai reakcijai

Sy ‘//tsn
Proporcionadlit&tes koeficients ir jau agrék miné-
tais dinamiskais berzes koelicients. Visrarigi
saistitd punkta dif-nol-ms ir mj = F + S. Tajak
zim.162. atrisinajumu var vest divejadi: I projecéjot S0

nol-rmu uz tangenti un norma&li péc Eulera, jeb II uz nekustoSam asin.
I kustibas noteiksanas metode. Projec&jot dif- nol-ma uz tangenti janem
vera, ka S5, ir arvienu virzits pret kustibmg vips ir pasivs “speks un
vina p“OJeﬁclaa uz tangenti jaskaita par negativu

= d"}- — 88 A
i e el ljeb 1% dt PR UL Tl & s
2) i, = Fn + 8 {

zim.1l61.

% 2w X F =Pt Sy )

no siem nol-miem viegli var izslégt reakciju
dV 5

ol B o s i S

un ja izdosies vipu nointegrét, dablsim pirmo integralu V = ¢ (t). Psc

tam var aizvietot V = %%. integrst otru reizi s = [& (t).dt + C un

beidzot ar saites nol-mu palidzibu périet uz koordinatém un noteikt
kustibu,



II kustibas noteiks&nas metode. Hembim to pasu kustlbas dif-nol—mu sai-
stitam punktam,bet rakstisim reakciju no ka-
tras virsmas atseviski

3’-F+sl+sz
projecéjot vipu uz nekustosam asim un izda-
rot tos pasus parveidojumus k& vienas virs-
mas gadijumd, dablisim péc analogijas ar nol-
miem (128)

ety mé = X +4) G 7y Ere LG22 T 0, BN
< mj = ¥ + Ay B8 F pay B+ L, 5 0, §) (149
3

z1m.163. mi = 2 + A B0 ¥ peny B+ L, (327 s, 0y

kur %—-3 zimes japem, ja attiecigais A> 0

un (+) zimes jéapem, ja attieclgals~£*< 0]

S0 nol-mu atrisinaésanas metode ir Sada: pirmkart no 3 nol-miem Jalzsledz
A, un\ﬁz,tad més dablsim vienu otrés kartas dif-nol-mu,bet ar visiem }
malnlglem Pec tam no saites nol-mien

fl(xyz) =0 un f,(xyz) =0

jéizsaka divus mainigos caur treso,pieméram y un z caur X un jaievieto
minéta dif-nol-mé. Tada kartéd nongksim pie viena otras kartas dif-nol-
me ar vienu mainigo x un integrgjot vinu divas reizes, dablsim vienu
kustibas nol-mu x = £_(t). Divus paréjos kustibas nol-mus uziesim no
saites. Saites normala§ reakcijas dabusim péc formulam

S1p = A18 w85 = A,
un tangencidlas reakcijas: Slt =‘f~¢ﬂal s SQt f/”J&ﬁg-
Miera stévoklis. Materials punkts uz negludas liknes atradisies miera
tad, je tangenss lepka starp iedarbojo-
So spéku kopepéku F un liknes normalo

plakni dotd punkt& bus mazéks par statis-
ko berzes koeficientu

‘356 < /‘"";
Jeb pemot verd,ka #4/= tg ¢, kur ir ber-

zes lepkis, ;jabut tgé <tg§’ bet ‘tad ari
6 <’@ / bet 6 —E—L(FV) ta tad

' zim.164. Ja tagad mes aprakstisim ap liknes tan-
genti konusu ar lepki pie virsotnes

—-—-?) tad,lai punkts um llkneq atrastos mierad, iedarbojosos spdku kop-

spekam F ir jaatrodas arpus sSi konusa.

Piemérg. Izpétit punkta kustibu uz likném telpad, ja punktam ir dots séku-
ma &trums un aktivo spéku nav.

I gadijums. Saite ir ideala. Dots Ub un V. Uziet U= f(t) un 8;

Nemsim saistita punkta kustibes dif-nol-mus péc

Eulera tangentes un normales virziena (148)

B 1) mj, =F,_ - S. | bet spsks F = O un ja sai-
S it g e e y
R\\ 2) mj, = F, + 85, te ir ideala, ari 8, = 0.
2 ay : 4 3 =
=0, =
Ao mV l)m p.5 0,integréjot atrodam V Cl un no sakuma
Vo e apstakliem o %% = V,,integréjot otro rei-
gin. 165 zi atrodam U = V t + C, un no sékuma apstakliem

Cy, = U,. Caligi = Uo + Vot
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Ka redzams punkts kustés uz saites viermerigsl . Jol—mu 2) mjn = S11 izlie-

tojeu seites reaxcijas noteiﬂsanal no Lurea
2 2
v > E
S, = m-?r yJbet V=V, un _Sn = E%Q l

II gadijums., Saite ir ar berzi. Doti U v M. Uziet U = £(t) un S,
Atkal pemsim tos+%asug dif-nol-mus (148)

1) nj. =Py - ot”'i Bet spé&ks F = 0 un
2) mj, =F, + 8, | Dberzes speks S =!ﬁbsn
av '
mer = - 48 2
_ %5 hee é izglégsin S ,tad gg -—_Mryf
X: 2)m— = S e
zim.166. P n
' 5 : £l W%
parveidosim kreiso pusi
It - v = - -
G740 U 0L 4 P
au'at - /P - W ik
ki - Ind =- al
Vav = - g 5 dU P 0
AVis L Jﬁcgf : : Wy i
¥ : : —/yfﬁ'_é‘g'.
tagad integrésim, ievérojot,ka vig- ’ %‘§

parigi P = £(U) nJ = '“,_j; e

Inv = - pf 4oy IR L
A atrums k& atta@jume funkeija,

no sékume epstélkliem . Pa)ak apskatisim apaksgadiju-
Ub, m
ma, kad @ = r = Const. Tad kusti-
4hyv' ? U 4 Gy ba notiek pa ripki un var inte-

grét

un atvelkot otru no pirma
v et
TR & e

atrums k& attajuma funkeija, ja saite ripkis.
Aizvietosim tagad V = %%

25 U-u,
%% o Vo.e ) un skirot mainizus,integr@sim otro reizi
Z(U-U,)
Je . dU = [ V. at + ¢, \
}.,e_ =v0;+cg,piet=o,U=Uounc2=/‘E‘a
2(U-U,)
j% e = Vot-+j§ izdalisim uz r un pareizinasim ar/;a
g
e e Vot Fid logaritmésim naturali



gy

/4;3 (0 - Uo) =In(1 +/¥ Vot) un atrisinsdain attiecibd uz U

= . E g /i‘ : J
Bl R (1 +5 Vo t) |

kustibas likums pa ripki ar berszi.
Tegad varam izteikt aril atrumu k& laika funkeiju, ievérojot, ka

=)
T ) W 21
e = (l"f"f; Jot)
vl
o

.l rl.{'rvot |

atrume §a laike funkecija, ja seite ir rinkis. :

_ K& redzams &tirums ar laiku samazindjas. e
. Saites reakcijas. Normalo reakciju uziesim no nol-ma 2) £ = *>- un,
ja saite ir rimkis,‘sn = ng ,ievietojot atrasto V, dabisim )
mV2

3. = 0 5
n A
f(ldf T Vbt)

— ]

b e

Tangenciéla reskecija JAwmvg_

S =/ALSn 3 St

Punkta kustiba uz idedlam rheonoméam saitém.

" r": T""2
‘ I‘\l + T xob_?

e e o -

Rheonomas saites nol-ms raksturojés er to, ka vipnéd atklaté veids
ieiet laiks, Fizikali tas nozimd, ka saite vai nu pate atrodas kustiba
jeb deforméjas. Rbeonomas saites var bt divpusigas unvienpusigas. Vie-
nosimies divpusigas rheonomas saites noi-pu rakstit ta, lai labé puse
bitu nulle. : ;
f{xyzt) = 0 ir rheonomas divpusigas virsmas nol-ms.
Vienpusigas rheonomas saites nol-mu rakstisim td, lai f(xyzt) butu > 0,
Jja dodam koordinatém pieaugumu uz to pusi, kur punkts no saites var no-
iet, ta tad f(xyzt) > O ir rheonomas vienpusigas virsmas nol-ms.

Rheonoms saite 1iknes veida blus izteikte ar divam virsmém
fl(xyzt) = 0 un fe(xyzt) = 0.

Ari rheonomas virsmas pozitiva normale veido ar koordindtu asim
lepkus, kuyu cosinusi '

ar ae or
Cos(XW) = 2%~ ; Cos(TN) = 25 ; Cos(IZW) = af

8
7 7814\ 2 of 2 oty
kur ﬂ—+\/\‘a£) +("‘§) Fefes)
Seit parciélos atvasinadjumos jaievieto tada punkte koordinétes,kédd mes
velkem normali, bet t vieté to laika momentu, kids més apskatam norma-
les stavokli.



Punkta &trums,;s vinem ir rheoncma saite.

Rhecnoga_saite virsmas veidd ir f{xyzt) = 0. Diferencisim, saites
nol-mu péc‘xalka

§§x+%§5’+=§zz+%— afit

Izdalisim visu nol-mu ar augSa mingto saites diferencidlo parametru
8= \/G0% + ED% + 57 ,te

X Dy 3z _ LA
Vet v Ry et = 0 =

Cos(XW).VCos(XV) + Cos(¥N).VCoa(YV) + Cos(ZN).VCos(ZV) + ﬁz =0
Nemsim pirmos tris loceklos V aiz iekavam
of

V Cos (V N) 4.“%§; =0 jeb
B4
g_ (150)

V Cos(WN) = —————tetooooo—oo—— L,
.
($50 % (a') + ( 3,

Formula (1501 izsaka notelkumu kadu uziiex “heonomas seites eksisten-
ce punktam, ja tas kust@s uz sa1+e° punkta atruma projekcijai uz nor-
mali ja11d21na3§s noteiktai veértibaei, kuya atkardjés no rheonomas virs-
mas veida un vipas kustibas.

Lai izskaidrotu s8is formulas nozimi, apskatisim pieméru.
Piem&rs. Punkta saite ir x Coqm 13y %lnw t -£ = 0. Ar 8o nol-mu ir

izteikta plakne paral¢éla Z-asij, kura V1enmer1g1 griezas ap vipu nemai-
not attalumu no pedejas. 2
f

o
Sast&disim 3% " Cosw,t , 3 Sinwot Vg s O, téd tad A =1
J i

;G 39 +
5t Xw,Sinw 't + ywOCOSth

Formula (150) dod
VCog(VR) = xw, Binw,t - yw, Cosw t

i
i

Vb = Ty, un vipa projekecijas
= T ST — _I —— i,
Vog = V,C08(XV,) = ru (- £) Yo,
& oA . X _
zim. ch =¥ Cos(VV ) = L0, T =X,

VCos(VN) = ch Sinw,t + V. Cosw t
Ievérojot, ka v, t ir lepkis, kuyu veido normesle N ar X asi, dablsim
Cos(VN) = V_Cos(YV,).Cos(¥N) + V_Cos(XV,).Cos(XV,)
VCos(VN) = V Cos(v N)

Tas nozimé, ka kustosSa punkta Atruma projekecijai uz Jpormeli j&lidzina-
jas tada punkta griezes atruma projekcijai uz to pasu virzienu,ar kadu
sakrit dotd momentd kustosais punkts,

HKet punkta A(xy) griezes kustibas &trums



By i

Ja kustoSa punkta saite ir dota llﬁnes veidé ar divam virsmam f (xyzt)=0
un f,(xyzt)=0,tad acitredzot sacito var attiecinat uz katra virsm atse-

vlskl un més deblusim divus noteikumus

af : l W E
VCos(VN, ) = 13 - un_VCOG\Vﬁ 4 i
! p A
('Bﬁ) 5%+ 352 \/_d-a) 2352, (3%

Punkta paitringjums,js seite ir rheonoma.
Lkheonomas saites f(xyzt)—o pirmais diferenciéls péc laika bija

9P ! Bf R
i +*a— fe+3E =0
uas*adisim otro diferencaala péc t o
2 ~d. . N2,
SGNP P {46 AN £20 7 5 RO .
a'_Er '-'3— +3—}7'+ 1'3*—-!"X +§‘J‘IY "‘|‘%‘Z—IZ -F2m§zv'~i ‘-“3'75 ﬂ'EH"
oy S % ni '\1
Chi R 0, 5 St £
_+ 2733:5— Xz |‘2-B-a_t ﬁﬂa—' +2.az“a—tﬂ+$a€f 0
Atstésim pirmos 3 1ccek1us un paréjo loceklu summu simboliski ap21me51m
ar £(2) tag e o e (2)
-5-x—x+ayy+a;'z+f ‘=0
izdalisim So ar saites a:feren01alo Parametru 4
df Bf
~(2)

S -
f i

Cos(XN).j Cos(X3) + Cos(¥N).3 Cos(¥j) + COS(.{JN) j Cos(Z) + =5 =0
g2 e
Cos(RJ) + =—— = O pareizinasim ar mesu m! mj, = - _—E—_ . bet

. =R Cos(ﬁﬁ(’l)5 kur zem R ir jé@saprot visu speku kopsp&ku. Tagad iznék,
wka

L8 Rn = - Qﬁzm— visu spéku kopspéka projekecijai uz normali arvienu jali-
dzind jés noteiktai koordin&tu funkecijai, kas ir iespéjams tikai tad, ja
aktiviem spékiem & kuros varam 1vve;eu patvaligi, pievienosim vé&l kadu
spéku B ta, xa R = B+ S. S0 spéku S izsauc saites eksistence un vipu
sauc par rheonomas saites reakciju.

Tada karta més nonakam pie tas pasas formulas saites reakecijai

(2) | (2) 1
Fors e A e e LG e NI D (151)

e

n "Fn A

kadu még deblijam agrak skleronomém sait3uw, (sk.formulull9 ),ar to starpi-
bu, ka seit ar P(E) ir apziméte cita xoordinatu funkcija.

Kustibas dif-nol-ms saistitam punktam ar rheonomu saiti bus pilnigi
identisks ar to pasu nol-mu skleronomém saitém

lmi=F + 3 S e SR )

Projecéjot 8o vektori&dlo nol- -mu_uz asim dazadas koordinatu sistémés, més
deblisim rheonomém saitém tos pasus dif-nol-mus k& skleronoman.
T& piem@ram, Dekarta koordindtés kustibas dif-nol-mi bus

=X+ A %%
oy = Y + A

of
Z +-u<

pie saites virsmas
NOEAR o o vahie ol el st (153)

g

Ol ol
W

nz



LATRDC

un mii=x-:-¢(la-§+ /(2
&b ’ Pie saites lik-
my =1+ A, + ‘Ai 3 nes Veidad ... ... R -0 (154)
m§=z+\/{ J(,uwf-'?-

S0 kustitas dif—nol—mu atrlsinasanas metode ari rheonomam sailém
neatsklras no ,agrak apskatlitds metodes skleronoman saltem, tikai japie-
zimé, ka pieuﬂ un A notelxsanas dota momenta var uzskatit laiku t par
Const., bet pie talaliam operdcijam, piem&ram, sastédot saites pilnu atva-
sinajumu pec laika, jﬁsnaita laiku t par mainigu lielumu.

af 'Br~ of
aE = aE X y+ 2+55=0

Kustibas sékume apstakllem x ,yo, 5 jabﬁt izveletiem ta, lai vipi pie
t = t, apmierin&tu saites nol-mu. Tapat ari saluwe &atrumg projekcijam
io,ya,é jaapmierina pie t = t, augsé uzrakstito nol-mu Fx = O.

Tada paséa kartd ka s&leronom&m seitém varam uzstadit ari kuetlbas
dif-nol-mus rheonomém saitém cité@s koordinatu sistémas:

1)pé&c Eulera tangentes un normeles virziena,

2)polarkoordinatés plakné,

J)cilindra koordinatés telpa.

Atrisinasanas metodes ari ir t&s paSas jeu egrak apskatit@s.

Realkcijas noteiksana. Xas attiecae uz saites reakcijas noteiksanu,
tad mds varam lietot tas pasas metodes un forrmlas k& skleronoméam sai-
tém, t.i. péc projekcijam jeb 1iet030t formulu S =.A.A, izpemot tikai

% me < 2) (2)
formulu (119): 8. =-F_ - *_E_* jo 8ini formuld f ir tagad cita
fonkeija. B =

- ——— e — e

l&lﬁu kustas jeb defo“macigas Plenem31m,
ka par laike spridi dt saite ir pérgéjusi
no (1) stavokla (2), un punkts uz saites

\\\\\ A A ir pargajis no A lldz A, ,bet nemot véra ari
saites kustibu,punkts ir nonfcis punktéa Al
Pie Sada parV1et03uma k& redzams,reakcija

p Y &ﬁf S, vairs nebus perpendikulara ds un elemen-
ek tarais darbs (S.ds) # O.
‘ A Tas nozimé, ka spara teoréma tada vei-

da, kada mds vipu lietojam brivam punktawm

zim.167. ’ un ari skleronomwém saitdm, Seit neder.
To pasu varam pieradit ari analitiski. pemsim spara teordm saistitam
runktam 5 s
2 mV LA
m”f .}f‘
—-2— _} x+/< )d.x+(Y+/( )dy+(Z+J\ )dz
3?’
Xo¥0%0
un parveidosim labo pusi
2 XYz VXY 2
e mV
IR Oy T Ydy + Zdz + A of dx + of dy +§~ dz
2 2 X oy
XY 0?0 X5¥0%0

Pie skleronomam saitém otrs 1ntegrals lidzin&jas nullei, jo vips reprezen-
té& pilumu diferencialu no f(xyz) = 0, bet ja saite ir rheonoma,tad vipas
nol-ms bus f(xvzt) = 0 un.pllns dl;eren01als iznek

Af of 52
bxdx-l-aydy-i-Bzd +-ﬁdt-0
Ka redzams,tad Tx dx +-3 dy + 7 dz = L dt # O un spara teoréma pa

rasté veida neder, bet tur nek klat veél otrs loceklis.
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« A3 % _
Piemérs. Noteil:t materisla punitta kustibu plalng,ja vips saite ir ide-
¥ 5 &la taisne, kuya iet caar xoordinatu stkumu un
-~ SN vienmerigi griuzus ap peédejo ar atrumu w = k.
. Plegemslm, Iza nekadi spéki uz punktu nedarbo-
) ; jas: F = 0.
Y, 3&\'9. Sakuma epstéklil r = a, ¢, = C un sékume
<:1rf’,,f:7}"ff atrums uz saites *_ = 0. .
%Y ’ X Uziet: 1)kustibas nol-uus,
Lo “ A s 2)trajektoriju,
zim.168. ° 3jatrum V = £(t).
Atrisinéjum izdarisim polarkoordinateés.
Dif-nol-mi ir 1) MY =L Sr
2) mj S e
bet musu gadijuma ¥, = C, B = 0 un ja saite ir idedla 8, = O

l)m\r -1 ) =0

2)m{2r¢ + rp)= 8 !
Firmais nol-ms, ievérojot ka § = w = k, pariet. nol-ma ¥ = kér, kure in-
tegrals vispériga veida ir r = Aekt + Be"kt. Sastadisim talalk

= Akekt - Eke *% un mekl&sim koeficientus no sakuma apstakliem:
pie te =0, A+ B =a no kurienes A = B = % un kustibas nol-us

Ak + Bk = O

r = % (ek"t + e;kt)

Otru kustibas nol-mu dabusim integréjot w = o =k , ¢ = kt + Cy,bet no
sakume apstékliem C, =0un ¢ = kt. Izsledzot laiku, uziesim trajekto-

riju *
L? =5 (e + 79

2
Atrumu uziesim péc projekcijém V_ =1 = %%(ekt - e"kt) un
] 2

r
%% (¥ + 7%y, rilns atrums V = E/Jvr S Voo
VA i v o o) |

T T TS e
'.c o

K& redzams no &trune formulas, atrums er -laiku pieaug, 1lidz ar to ari
punkta spars pieaug. Bet tagad rodas jsutajums, k& punkta spars var pie-
augt, ja uz vipu nekadli spski nedarbogas. gls Jautajums izskaidrojams ar
to, ka griezot saiti ir japastradad zinamu darbu un sis darbs parlet
punkta klnetlska energija. 3

ieaxeciju debiisim no otra dif-nol-ma § = m(2rg + ry),bet ja ¢ =

e 1 -

tad p =0 un S =m 2 %?(eﬂt - e"kt).k : {S = maka{ekt - efkt)_J
Ta redzams, arl saites reakcija ar laeiku piesaug.
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8 G D Alembert'a rlncips ma*e*mglam punktam..

Alembelt'a nl_ncigs ir Joti sverigs nechanikas princips,kas dod ie-
spéju visos dinémikas jautdjumos pielietot statiltas likumus.

D'Alembert's princips brivem punktam.

Yemsim briva punita kustibas dif-nol-sm mj = T un pérnesisim visus lo-
ceklus viena pusé, rakstot nol-mu summas veida

'

. AR ; b F+ (-mj) =0 arq

lagad nosauksim izteiksmi iekavés par “Inerces gpéku" un apzimésim J,tad
| T .
R 0 0 R s AR QRS AT (3557

Ar So ir izteikts d'Alembert'a princips, kuyu formulésim t&: briva ru1 -
ta kustiba visi iedarbojosie spaki lld?svarogas ar inerces spéku. iie am
inlerces speks ir tads fiktivo SpEks, kas ir virzits pretim paatrina ana
velrtoram un péc lieluma 1lidzingjas punkta masas reizinéjumam ar vipa pa-

trlnaJumu
D'Alembert'a princlpu var interpretét ari citédi. nemot véra, ka bri-
va punkta statikes, t.i. lidzsvara nol-ms ir F = O un dinamikas,t.i.kus~
tibas nol-me ir F° + = 0, més varam formulét d'Alembert'a UrlLC¢pL ari

ta. lai dabhtu brlva_punkta dinamikas nol-ru, japieskaita statilkas nol-
mam inerces speru.

Inerces spéks ir fiktivs spdks, jo vinsd faktiski uz punktu neiedar-
boias bet ir méksligi ievests, lai novestu dinamikas nol-mu pie statikas
IJ.O -m& L]

Inerces srpéka ekqlqten01 més varam atklat ar sadu eksperinentu.lien-
oim roka axmenl, rpéc I Newtona principa v1ns censas paturdt savu miers
stavoilll un ja més v1gu sviedisim, ted sgjutisim roka pretestibu,pie kam
S1 pretestiba bus jo lielaka, Jo lieléka bus akmepa masa un ar jo liela-
ku Btrunm un isaka laika més vipu sviedisim, 81 pretestiba ir inerces
speks, vins iedarbojés uz iemeslu, kas izgauc kustibas maipu, ta tad tur
vips ir reals, kaut gan pasam punktam vins$ ir fiktivs.

Tapat ka més rakstijam brive punkta pamata dif-nol-mu mj = F,projek-
cijas uz dazadiem virzieniem, més varam izteikt ari 4 Alemberta prlnciPu
daz&dgs projekcijas.

Projexcijés uz nekustoSam asim.

T O s X+ (~m¥)i=0 X FIZ=0 |

of = BRI IE Dy bl YT S
mz = 2 2 2+ (-mz) =0 Gt n } )
Frojekecijas uz tangenti un normali pgc Eulera:. :

miy =Py ) Kustibas Ry oplom Q%) s LFt Y g = ?d(&}emberta‘
mjn b Fn ; dif-nol-mi Fn + (-m %; Sy [Fn.+' g;'z QJJ princips

Polarkoordinatés plakné:
SR R e
ng e ] Yen m(F-19")=Fp Jpustibas

e B-Q 7€y o AQIT=RO = oy i =
mj, = F, T Eftr D o S e l'c"}'( ch)=c Fc+'?b O

Cilindra koordinatés.

3
|
mj, =F n(¥ - 1¢°)=F F+(-mj_)=0 {FF 3,50 [}

P +(-mj,)=C [F ¥ 7.0

d'Alemberta
princips

&
kustibas
R =p |Jeb 84 (r2%)="F, )dif-nol- F_+(-nj_)=0 [FF §,=0
g C C C

d'Alemberte
princips

T dt mi

mjz=FZ | mnz = P, Fz+(—mJZ)=0 o+ 9;=O

Laa e, Lol - R



(s » o
. > vy o d v
ik . A o

et L 4

No visam apskatitém inerces
a2 | :
TD

8& ari tad, ja puncta atrums ir Const. un ja

LR
e

Bpﬁk& 0 Jekeljan

atzimdsim vienu! 8

So inercijas spdku sauc par centrifugalo spéku,vins ngk orizk-
P # m,t.1i.je trajektorija iz

lika linijs. Centrifugala spéke virzsiens, ka rada vipe nosaukuus,iet no

licibas centira,t.i. sakrit ar &réjas norudles virzienu.

D'Alembert'a princips seigtItam punktam.

Saistita punkta kustibas dif-nol-ms bija mj = F + 5. ParnesIsim mj

lebé pued, ralkstos visu sumnes veidd -~
F+85+ (-mj) =0
Bet (-mi) ir jsu pazistamais inerces speks

F+3+ T =0 Sl

inercigas spéks atrodas lidzsvara.

saskaitisim
pasivo spéiu

F+35=%

virziena.

zim.169.
normaliﬁrn jatut virzitai no licibas cenira.

, ievedot vipu dablsim

{155)

Ar 8o ir izteikts d'Alembert'a principe saistitam purktam luyu rormmlesim
ta. saistita punktae kustiba visi jeqerbojosie spéki, saitcs realiclias ua.

Lai uzkonatrudtu irercijas speku

gometriski aktivo spelu »
, rezultatu apzimésim er

un rosauksim par efektivo spéiu

)

)
“
A
E

Tagad inercijas spéks péc lieluma 1idzi-
nésies efektivam gpékam, bet ies pretéja

Fiezime. Ja saite ir lika linija,tad ar-
vienu inerces spéxa projekcijail uz saites

Ari saistitam punktam var uzrekstit d'alemberta principu projekcijas

uz dazédiem virzienien
projecédjot rol-mu (1565. 5
Frojekcijgés uz nekastosém asim

parveidojot attiecigus kustibas nol-mus, jeb ari

-

mk = X + S_ | X+ 8.+ {-m&) =0 | X+8,+J_.=0
ny =Y + 8 kustibas dif- Y + Sy + (-m¥) =0 | Y + Sy.i~j1y =0
mi =2+ 8, S i s zZ+8,+ (-mE) =0 {2+8 +7,=0
2rojekeijas uz tangenti un normeli p&c Eulera

3 e = - - g =
mj, =F; + St; kustibes Py + 8 + (- m 3r)=0 [P+ 8, + 7, =0

= s ™ nv- ot . -t

By, = H kB P48+ (-Eo)=0 E F+8, +0 =
Polarkoordinatés plakné :

. AT g ~
nj. =F_+8 n(r-r¢°)=F_+3. )Fustibas F_+8 +(-mj.)=0 | F_+S_+7_=0i
e BT SR T R ey ok Bl r r ey
mj =F +3, = Ef(r ®)=FC+SC mi FC+SC+(-mjc)=O FC+SC+5;=O

Cilindra koordin&atés
- il o - -2\_ o 2 L -
mj. =F 48, m(r-rj )=F 48, Kustibas Ir+Srv(-er)—O Fr+Sr+7;=O
mj =F 45, Jeb B L (r9)=F 489 L P01 F 48 +(-mj )=0 | P 48 +,=0
i = - 5 o= (-m3 —
mj,=F S, mg = F_ + 8, F,+5,+( sz)-O Fz+sz+5;=0

Salidzinot saistita
F+ 8 =0 jeb ari dazadas koordinatu sistémas

ta statikas nol-mu geometriska veidéa:




X+8.=0)pevarta F.48.=0)Pac P48 =0)rorarko- T b8.=0 Joiysnara
ol j St ordinu-
o4g. =0 jRetes n"n™Y)lera ¢ 0c™) ns F A4S =0 §
2z Z. %

ar dinamikas nol-miem, xonstatéjam, ka no statikas nol-miem var pariet
uz dinamikas nol-miem, pieskaitot statikas nol-miem inerces spéku. 51
ir vél viena d'Alembert'a principa iterpretacija. 3

ka jau agraék bija aizradits, briyvem punktam, ari saistitam punktam, 8
inerces spéks ir fiktivs spéks, uz pasu punktu vips nedarbojas,bet ie- -
darbojas uz iemeslu, kas izsauc kustibas maipu,t.i. uz saiti.Uz saiti )
inerces spéks iedarbojés reali, vips pat var lauzt saiti, ko varam par- v
baudit ar sekojosu eksperimentu. piesiesim smagu bumbipu pie pavediena
gala punkta un saksim vipu griezt ta, lai bumbina apraksta ripkus. Pie
pietiekosi liela atruma, pavediens,t.i. saite partriks.

D'Alembert'a princips netikai dod iespéju pariet no statikas nol-
miem uz dinamilkas nol-miem, vipu plasi pielieto ari reekeijas noteiksa-
nai k& divpusigédm, td ari vienpusigém saitdm. Ar d'Alemberta princina
palidzibu var ari noteikt, kad purnkts noies no vienpusigas saites.

Izpétisim kustibu ar d'Alembert'a principu, ja saite vienpusiga |
idedla likne.
I gadijums. Punkts kustéds iekSpusé. Ja saite ir ided@la,tad reakeija iet

= normala virgziené& uz pozitive pusi.
AS P&c d'Alembert'a principa
7 0 F+B5+ 7=0
S £ % /‘\‘y’] Projecé&sim s0 nol-mu uz normali
> ’)?\/Q’/ Fp*+ 5 - Tn=0
7 Apzimésim ar o lepki, kuyu veido spéks F ar
tangenti, atrisinasim nol-mu attiecib& uz 5
un aigvietosiu 5; = %%
n ' 2 a
e BYC SN g e s 157
2im.170. S e (157)

Lai punkts neietu nost no saites, j&but S ¥~§;T> 0. Talak izSkirsim di-
vus apaksagadijumus:

1) ® < a <2n, tad 8 ir arvienu pozitivs un punkis no sgites nevar noiet.
2) 0 ¢ a <n, tad,lei punkts paliktu uz saites, jabut me> F.Sina

1I.gadijums. Punkts kust&s uz liknes &rpusé. Ja punxts tés &rpusé un
saite ir ideala,tad reakecija iet ari aré&jas nor-
méles virziena.
Péc d‘'Alenbert'a principa
F+3+ J=0
Atkal projec&sim So nol-mu uz normali

it 1)
Fn—Sn—‘fn—u

Apzimdjot ar a lepki starp spéku F un tangenti
2
un aizvietojot Tn = 9%— , dabusim

b+ 2

! : mV
= F. PR TR PR S RS 158)
zim.171. | 'Sy = F.Sinx 7 (158)

Lai 8ini gadijumd punkts neietu nost no saites, katrd zipaé jabut

F.Sina > Oun 0 L o 4 =.

@ _“.Am_“;u‘:'_\‘ o



Piengrs:

; ol Ag;
5 *.

b ‘%}
e (R

ST

Uz plmkta. gustibu iskspus amteﬂ.

; Fades augstumd H ritepbraucéiam juosl:
favw lﬁ}ﬁf’lbu&lﬁl néves cilpaes an gstak.ﬁ
ponit& A ving neackristu,pie kam kustiba
notiek tikai zem smegume speka iespaida
bez sAkwua Atruma un berzes nav.
Pielietojot d'Alembert'a principu
panktd A normales virziend dabiisim

Pie dota ¢ vislielalu vértibu S Jegub rie ¢ =
caur vertikali. Slxu gau:LJuma

Jz_ \\a._./ Sy, + nE - j“n ='0 Xkur j’n = .@3‘:_
zim.172. e Tk :
_ mV . my
B, = = - mg, bet SHZO » TR - ome 2 0
) V2 B.lV2
Uziesim mV™ no spara teorémas E?— - ——29- mg(H - 2R), no kurienes
mv? = 2mg(H - 2R), jo V, =0; “ZB(E - 2R) “mg> 0 ; 2H - 4R > R ;
F
! H > 2R
Piemérs:. Uz punkta kustibu 191&51‘113 saites. Uziet matematiska svarsta
g *eax{cuu
~ .-! Peo 'ﬂlembert'a vrincipa
\ rrogecesim g0 nol-mu uz normall
R \h\ ‘& mglosy - § +J = 0 ,no kurienes
N 2
s \)Ao S, = ng CC%-I"-}*
\ P Uz1es:|.m Iﬂ" no spara teorgmes
b W i nﬂ"
\%/\_‘I 3 mgg - —== = mg( £Cosy - fCom ); bet v, =0
1
= ¥ m% mve ng Z(Cose - Cosy,) un ievietojot So res
5 aﬁcl,jas formala
zim.173. B, = 2mg(Cosq - Cosg, )+ mgCosy, bet S = S
f S = me(3C OS(p - r_CCSrp )-[ Sversta reakcija...... (1%9)

0,t.1i. kad evarsts iles

| (:I[: an

---------------------

_«...._.

Mainct ®, m&s varam cdabut vel llmlakas vértibas un iMaximum meximorum .

bus pie ¢, = =n Pl g 3
_I_If?c S ex 5mg SN, o RN A e e S (159=)
Piemérs. Uz punkta kustibu saites &rpusé.
A T Smags materials punkts zem passvara
Pr /? iespaide £iid uz ideélas puslodes virs-
i5 Sief g mas bez chlkums Atruma uz leju nc visaug-
s e = staka ponkta A .
/ 2 Lodes radiuss ir R. Uziet kur punkts at-
/ RS stéas virsmu. 1
/ : ! K{; VoA Pec d'Alembert'a prineipa: F+8 +7=0
j /T \ Projeceésim so vektorialo nol-mu uz nor-
»‘ A% mali: o - &
— mgSine - 5, - j'n—o, tad
|
= 5 5 : mV2
2im.174 S, = mg Sina - =
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Uziesim mV2 no spara teorémos gg_ - '23 = mg(l - R STna), bet
V,=0 un e = 2mg R(1 - Sina)
8, = mg Sina - 2rg(l - Sina) ; 8, = mg(3 Sine - 2) ‘
Je- punkts noiet no saites, tad 8, =0 ; rg(3Sina - 2) = O;
Sin« =§ 1 = 419%0"
Uziesim cik liela ir attieciga x koordinate
X R-_x_¢2 o A
sl =Ryt B g

iy a e B

o1

"

™

§ 12. Materidla punkta relativas kustibas dinamika.

———— —_— . — 1 p— < . ———— —— - —" —— =
-_—== e —— . — T — — —— > — o —

Aprobezosimies ar materidla punkta relativo kustibu pret kustofu
kermeni (jermena kustibu pret kermeni neapskatisim).

Visas paradibas, kures notiek uz zemes locdes ir relativas,jo zemes
lode atrodas griezes kustibé ap savu asi un ari kustas ap sauli,tamdé]
mums ir no svara noskaidrot relativas_kustibas likumus.

Dinamikas pamate dif-pol-ms . mj = F der tikai inercidlam koordi-
nétu sistemaém, bet koordinatu sistémas, saistitas ar zemes lodi nav inér-
cigles, kadsl lietojot nol-mu mj = F uz zermes lodes més Dpielaizam zina-
mu k}tdu. Noskaidrosim, cik liela biis 81 kjuda dazados gadijumos.

Jemsim absoliita padtrinéjuma izteiksmi no Kermena kinématikas

J= 3 tig + iy
kur j spzime absoluto paatringdjumu
"

jk v parnesamo
35 b relativo i
jY % Coriolisa 2

Uziesim no SI nol-ma: Jg = F - Jy - J. ,un pareizindsim ar punktsa masuim
mjg = mj + (-mjy) + {-mj)
Seit_satsevisku locek}u nozime bus!: T . %
m3 - ir fizikalais spéks,kas punktam absolut& kustibd dod padtriné-

- jm j' ~ - :
ij - ir spéks, kuru novéros novérotdjs uz kustosas koordindtu sisté-
nas
—mjk - ir parnesamais inerces speks.
-mj__ - ir Coriolisa inerces sSpéks.

Ta tag atrodoties uz kustoSas_koordin&tu sistémas un gribot noteikt kus-
tibu, ver lietot nol-mu mj = F, ja fizikaliem spékiem pieskaitisim divus
fiktivus inerces spékus. Sskara ar so

AL S i L = by
| Wle=F+ 7+ 7, LR (160)
ir brive punkta relativas kuetibas dif-nol-ms v%ktoriélé veida;
il =F e BT R g s (161)
J
ir ssistita punkta rglativas kustibas dif-nol-ms vektoridld veida.
Z Vb A Dazadu jautdjumu atrisinasanai 30s vekto-
/A’ o\ A riélos dif-nol-mus japrojecd uz asim,pie
r \ \_~\"\ kam pats par savi saprotans, xa mekléjot
a3 relativo ggstibu ir japrojec& uz xkusto-
“ / Sam asim - H'Z :
———" — Apzim@jot Tizikala spéka ¥ praifkcijgs
uz kustosam asim ar= , |-| un dabusim

z .
e Y
z/////c zim.175. - :




’
|
e 2

m.?=3+ ?k;'. y}} 'r1
- 1 -~ ,
mp) = |=|+ ka Km e o e (162)
3§'=Z+ Tkg+ 7-11._,_ J

briva punktes relativas kustibas dif-nol-mi projekcijas uz kustoSam asiw.
3 ) x Y b G
m? = ~+ S. + + Saistita punkisa
§ o Ny fk}’ g q.Y! ¢ relativas kusti-
m7 =H % Sq + qu + ?[q .......... (163)
miéz='Z,+ S +ff“k’ + 9"

bas difnol-mi
2

Fiezime attiecibé uz saitém. Je _saite virsmas 2eb liknes veida absoluta
koorairatu sistéma bija nekustosa, skleronoma (t.i. vipas nol-ma atkla-
t& veida nendca_ieksa laiks t), tad kustoSa koordinatu sistéma S1 pate
saite bus kustosa, rheonoma un vipas nol-mé naks ieksa t atklata veida.

Ari otradi, ja kustos@ koordindtu sistéma saite ir skleronoma, ted
absolutd koordindtu sistémé 51 saite bills rheonoma un vipas nol-ma atkla-
ta veida ieies laiks. Pieméram zemes lode fundamentél& koordinatu sisté-
mé saistita ar sauli, ir rheonoma saite.

Neatkarigi no ta, vai saite kustos8 koordindtu sistémé& ir skleronoma
£ '7‘%-3] = 0 jeb rhecnoma f(39 ¢ t) = O saites reakcijas projekcijas uz

S

kusto asim izteiksies
2f
-~ &% ~
8, = 8.Cos(EN) =8 et = % %i un apsiméjot %'=u(
28 F.2 3
(7;/ +(ga) +(3 )
p— .Bi . X —— ,r_)i —’ = i:
Si \11; ) ‘ Sq gA ?’L_’ un Sg %’% .............. (164)

Talék apskatisim kustibas dif-nol-mu {162) un (163) specialus gadijumus
atkaribé no parnesamas xustibas veida.
1 gadijums. Parnesama kustiba ir tira virzes kustiba.

Ja parnesama kustiba ir tira virzes kustiba,tad punkta A psétriné-
jums j, nebis atkarigs ro relativém koordinatém ;lytg ,Jo virzes kus-
tiba visiem punktiem j, geometriski blls vien&ds, un starp citiem j, bus
vienads ar koordinatu sakuma O' pArnesamo padtrinajumu.

Ja kustosa koordindtu sakuma virzes kustiba ir likumaina,tad liet-
derigi sadalit jk divas kompcnentés. Jkt un Jkn un katru atseviski pro-
jecét uz kustosSam asim. e

Coriolisa paatrinajums j_ = 0 1lidz ar to ari inerces spéks J_ = 0,
tamdé] ,ka parnesamd kustibad griezes nav un j_ = 2[ @ ?%] =0 pie.w =0,
1)apakSgadijums: parnesamé kustiba ir vienmwérigi peatrindta taisnvirzie-
na kustiba. Tad inerces spéks 9, = Const.
2)apaksSgadijums: parnesama kustiga ir vienmdriga taisnvirziena kustiba.
Tad 97 = O un pemot véra, ka ari 9_ = 0, konstat&jam,ka relativa kusti-
ba dif-nol-ms ir tas pats ka absolﬁia, jo kustosa koordinatu sistéma ted

ir inerciala.
11 gadijums. Parnesama kustiba ir tira griezes kustiba.ap asi. |

112, IzvElésim nekustosu un tosu ko-

[~ ordinatu sistémas ta,lai Z un 4 ass sa-

kristu ar griezes asi un abam koordinatu
sistémam butu kopigs koordinatu sakums O.
0 y Piepemsim, ka ¢ = f(t) ir dots,tad
7 zim.176. =~ Jdiferencdjot vipu péc laika dabusim

H

Yo "'
Nt , ’
- S R 0, A W LT S

—

A



w = b f'(t) w 7= ¢ = £"(t).

Piraesand paatrma"uma kro_le"ciua gg glstosam es8im. Uszinésim ataevifii

-1 A0 un S0 =t koocdinatu plaknes kuyas sakrit.Nop-oo-
jecgsim punktu A uz So plakni un talak varam pri-

jecét uz asim punkta A' peatringjumu.Punkta A un

A' parnesamas kustibes trajektorijas buas rinki.

1<y

Sadalisim pArnesamo paé.trina"umu j,. divas kompe-
nentés tangentes-virziena j &males virzie-'
né j,, un projec ésim katru lc‘Esev).s.;u uz koordina-
- tu a.sirrg. 5 3 3
P - 2 o
o= = Yoepy? é.‘]]m}- rwzcoso. rwzi 1(»“
. un vipa pro_( jkn\?_ -rw Sine= -rw s '2 0w
jekugaa g 0
Jknvs
(IS = e
ht = g€ 5 jkt}" -rT.8ina = - r T = = -IQT
un vina pro- h) rCT.Cosa = »%- %= -2
jekeijas ; jktvz o ¥ i
( Jkte”
Ceoriolisa paatrinajura projiekcijas.
Dae 1=l Piegemsim,ka G -8 ir relativa trajek-
Rt ., + ‘torija telpa; &trums Vg let tangerciali pret
'\\ - o trajektoriju vn w ir perpendikul@rs zimé-
! it 6 X =~V  jumam. Sastadisim Corioiisa paatrinéjumu
° r}'l jY =2[ w.V5] = 2¢.>.vc,.sinc>.iY
6. Tas ies | griezes asij, té& tad sakritis av
X A _ ziméjuma plakni un Vg.5ind ='V‘W bas relali-
- = va atruma projekecija sini plakné. T tad ga-
zim.178. 1ligi jY = 2w.V’7.Tagad projecésim vipu vz
kustoéém asim
"'? = - 3.0osB = - 20.Vy, .Cosp ,det V,, .Cosp =% wn j” =-200 "
= - 3.8inB = - 2u0.V,, .SinB ,bet V3, .Sinf = -Fun j_ .= 2%w
Jw . L 0 Yy 8208 T Eilaa el L 1

Fareizinot atrastas padtrindjuma projekcijas ar punlcta masu m un pérrai-
not 2zimi,dabusim attiecigos inerces spékus

ke e el
ﬁgg 0t } :Tm(=o f i§7=o {
%gnefolot 80os inerces spekus nol-mos {162) un (163) dablsim btrivem punk-
r_m'?' =:—:+m?w2+mrl«. +<mv;:o 3
m'r'l = [~} +m Quf—- m'gf - 2;% w_ R g g b (165)
m'ﬁ% =%

briva punkta relatives kustibas dif-nol-mi, un ievérojot vél formulas
(164) saistitam punkten:

B ANt e o e R



'-mt:g-l-,,(%%+mz‘m2-{m'lt +2mv(w —jlsl
mi?u=|‘!+d(%'i: + meQ fm'fc - Zm? © j! ....... (166)

TR

saistita kta relativas kustibas dif-uol-ni,ja saite ir f = 0
jeb ari £(31 % ¥) = 0% e (i?‘%)
Ja saite ir dota liknes veid& ar divam virsmiam fl(f ne) =

fZ(W‘et) = 0  varétu nemt nol-nus
mi-u..,+u( +./(zlf’-+m}w2+m7’€+2mﬁzw
mij = =l + A, 4 %+u(7§+mvzw -mg -2m:'{w
ms 'Z \laz +xz%‘1

bet vipu atrisinasana mnaks paré.k kom licéta, tamdél saa& gadijuma ir
izdevig@k projecét nol-mu ' mjs = F + ?}: i, G M (161) nevis uz

kusto3am asim,bet tieSi uz saites tangenti, tad,;i-mka’.rg ;?ie ide&las sai-

tes 1g_&rltls S un ari Coriolisa inerces spéks ,, 530 ] Vg un izlritls
ari J,.,bet paliks tikai kt' dV~
Rezultata paliek mjc,t - + g‘t jeb m -a-%- -~ F +gkt JQointegrs--

jot 30 nol-mu, uziesim Vg un aiz vietoaot 6= %ﬁ un 1ntsnréjct otro reizi,
dablsim beidzot kustibu s&da veida
s = P (t)

111 ga 1_,1ums. rarpesamé kustiba ir komplana kustiba.
Sada gadijuma pernesamo xustibu var uzskatit ka griezes kustibu ap
07 asi, kuyu jaizveél perpendikulari kustibas pluknei un pasas ass 07 vir-

zes kustlbu ” gl

Nol-miem (165) un (166) tad ndks klat vél inercijas spéks J. = -mi, _,
kuya “l‘OJeK("lJaS uz kustosam asim bas: Jy . , Sy, un :T]; AN _
c? oy g
n3 = =+ m';m2 + mpT+ 2mt!w - mjko{
mf = M+ ope” - 03T - 2mju - mjkoq brivan punktam
me =7, ;
8
et S, + m'{m2 + myt + 2mvzw = Bdio
i =i~ + o,? + mgu® - m3T - 2utw - mjko? saistitam punktam
mt( =7+ S

Pare,,os gadl;;u:nos t.i.je rarnesamé kuatiba ir kustiba ap punktu jeb bri-
va kustibe,dif —nol-mi relativai kustibai iznaks diezgan xomplicéti,tam-

dél vinus seit neapskatisim.
Pie relativas kustibas dif-nol-mu integrésenes varam lietot tas pe-

3as metodes ka pie absolutas kustibas dif-nol-mu integrésanas.Starp citu
var lietot ari kugtibas dsudzuma mowenta teordmu un spara teoremu. Spara
teorémes pielietosana atvieglojés ar to, ka Coriolisa inerces spéka
darbs = 0, jo Coxriolisa paatrinajums 3 1 VG

Relativais mlera stavoklis. Ja vumts atrodas relativa miera,tad
jo¢ = C un ari Vg = 0, lldz ar to tad 5} = 0 un nol-mos (160) un (161)

paliek:

it B o) brlvam punktam
+ T + 9y = O saistitam punktam

| =




RSP lE R I = - T

S Ry

Ta ted, lai punkts varétu atrasties relativa aierd,al{ivam spékam ja-
lidzsvarojas ar parnesepo inerces 9pidga, ja puukts ir Lrivs, wn val ar ,
saites realkeciju, ja punkts ir saistits.
1)Apaksgudijams. Ja parnesamd kustiba ir taisnvirziena viemmériga kusti-
ba, ari 9, = O un relativa miera noteikums ir tas pats ka absolutdimie-
ra noteikuns: ¥ = O brivem punlctam - &

. ®+ 8 =0 saistitam punktau. i
2)Apaksgedijums. Ja pérnesamé kustiba ir taisnvirziena vienuwerigi paatri-*
rata lustiba, tad 7, = Const. = K un miera noteikums ir biivan punktaun! :
F+ K=0 un saistitam punktam P + 85 + K =0
Piemérs. Ja vagons atrodas viemmerigi oadtrinaté kustiba, tad vagoné no-
staditals svarsts atradisies relativa mierd ted,

b B A B R B

s
S’ '*F’Jn J& snaguma speka mg un inerclijas spgka K'kogsgéhs
g‘ ’ i lidzsvarosies ar svarsta reakciju. odda ierieil
K=}\g i T lieto vilciena padtrinéjuma ncteiksanali un sauc
,//;~ == E— J“ par dinamometr»isko svarstu
'_“szl;r.o @ 3)Apalksgadijums. Je parnesapéd ugtiba ir vienré-
— e et riga griezes kustiba, tad 9"1; = C bis tikai vie-
zim.179. na komponente:centrifugilais spéks un relativa

mierd aktivam spékam jalidzsvaro centrifugélo spéku, ja punkts ir brivs
F+ C =0, bet ja punkts ir saistits, tad relativé miera _akiivais SpEks
un ref@keija lidzsvarojas ar centrifugalo spéku: F 4+ S+ C =0

m R TI T T T —=

—_— TS E=E=T

Visas kustibas uz zemes lodes ir relativas, jo zemes lode kustés ap
sauli un vél atrodas griezes kustiba ap savu asi,tamdé] kustibas uz zemes
lodes noteiksanai, stingri pemot, biitu jalieto relativas kustibas dif-
nol-mus. Apskatisim, cik lielas kjudas bus pielaistas, ja skaitisim kcor-
dinétu sistémas saistitas ar zemes lodi par inercialam,t.i. ja igncrésim
inerces spékus I, = -mj) un 9. = -mj_. Katru no zemes lodes xustibém

apsketisim atseviski. Y 1
1)Parnesamais paatrinadjums jk no zemes lodes kustibas ap sauli.
KB ¥ 1

Pirmkart ievedisim sekosus vienkdrSojumvs:

rienemsim, ka zemes lodes trajektorija ap
=sauli ir ripkis, keut gan vipa ir ellipee
Z ar mazu ekscentricitéati,lidz ar to aril

-\ skaitisim, ka zemes lodes Atrums ap sauli
iy coust.5 tad jkt = 0 un paliek tikai
el |

jlm' = Rw-, xur

Nt

R = 149.109 mtr. ir zemes lodes trajektorijas radiuss

W= %? sec™t ir zemes lodes lepiistais atrums ap sauli y
ja T = 365.86400 sec ir 1 gads izteikts seXxundés.
jo - o 249107 anf
T (365.86400)° ,
Attiecigais inerces spéksf?kn' = mjkn, ir virzitsa no saules,bet uz to

padu punktu ar masu m iedarbojés smaguma ?péks,kas lidzinajas mg. Selidzi-
not ar 20 pédé&jo, inerces spéks ir tikai§5% ,t.i. pietiekosi mazs,lai vi-

py varétu ignorst. Kjiida pie tem neparsniegs 56%, bet faktiski vipa bis

vél mazaka, ja més ievérosim, ka punktam, ja vips kustés ar zemes lodi,

arl ir padtrinéjums jkn ,kas ieies uz zemes lodes novérojama spéka,t.i. x|
punkta svarég @, bet no dtras puses nol-mé {(160) vips nak ieksa inercijas J
spéka ,T} ar (-) zimi.

= 0,00596 m.sec™?




: 143’~' | | ;$
2)Pernesamais paatringjums i) mo gemes lodes peieves apssavu asi. ?

N Zemee lodes griezes kustiba ap savu asi ir vien-
‘ mérige, tomdgl atkal j,, = rT= 0 un paliek ti-
M/Jnnz kai Jknz= re” ,kur 2

r = R Coe€ ir Zemes lodes Sk&liena radiuss

R = 6360000 wtr. ir zemes lodes radiuss
W= 53:%%755 ='§%%55 = (0,0000729 sec™! zemes lo-

des griezes atrums. o
e max Jknz dablisim pie @ = 0" un r # R

21p.181. 'S max j, = Rm® = 6360000.0,0000729° = 0,0339 m.sec™
§is paatrinajums ta tad neparsniedz i % g

Atmetot attiecigo inerces spéku, blutu pielaista kluda i % g,bet ari $1

k}juda kompenséjas, ja ievérosim, ka,pemot punkta svaru,zemés gravit@cijas
spéka vieta,més jau automatiski ievedam mjknz fizikald sp&ké,bet tas pats

nék ari inercijas spéka ar (-) zimi.
3) Coriolisa padtrindjums j no zemes lodes griezes.
CoriolISa padtrinéjums: ‘EY =2[ E.ié]
J. = 2w.Yé.S!n6
bet technikli, varam piepemt, ka max V = 500 m/sec.
Sind maksimadld v8rtiba ir 1, ta tad

max j_ = 2.0,0000729.500.1 = 0,07 m.sec”

Salidzinot ar g redzems, ka klUda no Coriolisa iner-
| ces spdka ignoréSanas nepérsniedz 0,7% g.

zim.182. Visi atrastie rezultdti rada, ka apskatot mate-
riala punkta kustibu uz zemes lodes vispérigi varam ignorét parnesamo un
Coriolisa inercijas spékus,t.i. skaitit, ka koordin&itu sistéma saistita
ar zemes lodi ir inerciala. Izpfwumi ir gadijumi, kad kustiba notiek ar
loti li?liem Atrumiem jeb ari ja eksperiments velkas ilgu laiku (Fuko
svarsts).

2

Smaguma spéka novirziSands no zemes lodes radiusa.

Piepemsim, ka materials punkts atrodas uz zemes
lodes punktad A. Zemes lodes gravitécijas spéks AB
un centrifugdlais spéks AD dod kopspéku AC, kuyu
més varam novérot un kuys bus ta sauktais "smagu-
ma spéks": mg.

Péc sinusa teorémas no AABC atrodam

\ §%%g = S;;Q ,bet BC = AD = mrw®,iur r = RCos6
mRC0SO w° Bo’

zim.183. § DENQ, 7 SEpiEwetin v SING = I Sin20

, 2
Maksim&lo novirziSanas lepki dabusim pie Sin20 =1, € = 45° un maxSina=§9
kur R = 0760000 mtr. .1 £
W-00,00007 <9 8ec 6360000.0,0000729° _
s = Q,0017

max o« = 076"

max Bino =



Omaga materiila punkta hqvirzi§§n§§~§giga Eritiena,
pemot vEra gewes lodes griezes kagtiba.

Piepemsim, ka smags materidls punikt
krit bez s@kuma &truma Vo = 0 no
punkts A, augstumd h uz zcwes lodi.
Izvélésim koordinatu sistému t&,lai
punkts A atrastos =07 plakné un
meklésim relativo kustibu.Briva
punkta relativas kustiban *

mi, kad parnesamé wustibe i .
grieze, bija doti ar formul@m(l6H)
st -—" 2 o~ 2

my ==+ mFw + mT+ 2miw

m¥ = ||+ mvlwz - m}'C - 2m"(w

mu e Z

Sinie formulds,pirmkart, izkrit lo-
cekli er T ,jo zemes lode griezés
zim.184. 5 vienmérigi un € = 0. Talak atmeti-
Sim locekjus ar v, jo w = 0,0000729 sec™* ir diezgan mazs lielums,kuya
kvadratu varam ignor&t. Taépat ari ignor#sim smaguwa spéka novirzisance no

zemes lodes radiusa un skaitisim, ka mg iet caur zemes lodes centru O.
Tad fizikala spéka prejekecijas uz relativam asim biis
— = -mg Cose , -l =0 un Z = -mg Sind
leverojot visu augsmin&to un saisinot masu, dabusim
4 - g_Cos@ + 2w
Y - 230 Y e ugete LN (167)
] - g Sing $
Sos dif-nol-mus varsdtu nointegrét un atrast relativo kustibu izvéléta kp-
ordinatu sistemd caur zemes lodes centru, bet mums ir interesanti noskai-
drot punkta trajektorijas novirzisanos no zemes lodes radiusa, tamdé] par-
iesim uz jaunu koordinatu sistému OfEilel ari saistitu ar zemes lodi, bet
ar koordinatu sdkumu radiusa OA_ krustosan&s punktd 0, ar zemes lodes virs-
mi. Asi Ol'Zl izvélésim radiusa 8Ao virziend caur lustilbas sakuma punktu,

(1

nu

asi 0531 perpendikuldri pret OiZi plakné =0'Z wn Ofﬂl [] o1 . v
Lai dabfitu paréjas formulas izzimésim atseiis-
Z, A, 7, ¥i=07Z plekni.
h 7 = 3 5in6 - g Cose
A 7, = ? .......... (].68)
l\'\f, EN ‘?‘= 70056 +$Sin9 - R5 : '
9: e Diferencésim Sis formulas divreiz péc laika,
pr oy { ievérojot, ka 6 ir Const.lielums
o 7“‘“{“*—/0 %, = % 5in6 - ¢ Coso .
<, > P
iu. 185, g = % Cos0 + & 5ing
Ievietosim Seit formulas (167), tag' '
% = -g Cos@ Sin6 + 2ywSinG + g 5in® Cose = 2yw Sin®
y = - 2¥w RN Sy L SO e R SO SR R (169)

@ =-g C0s°6 + 2&w.CnsQ -8 5in®0 = 2%“ Cose - g )
{




Ry

Tegad vEl lab&é pusé vecids koorvdinBtes Jﬁal ieto ar jsun@m, Sim noliikam
- atriginésim nol-mus (168) attieciga uz

%, =% Sine - @ Cos6 SinG |
@, =3Cos0 + gsing - R | cose [*

T 5in8 + 40050 = 7(B1n%8 + C08%0) =R Cosg
T 3,91in0 +%c:>se + R Cosé diferencésim So péc laika
. ?umg +l€zCqu ievietosim so formulas (169) un aizvietosim
ari Q 7' ,tad dif-nol-mi Jaunas koordinatées

?| VZ‘UJ Sine ‘
1?, - ‘{. Sine + ﬁCose) W
'rlgw Cos@ - g

Integrésim pirmo un treao 7 = 2 qlw 8in@ + Cy ,bet Cy =
é,- 2hw Cos6 - gt + 02 ,bet no sakuma apstékliem C, = 0.
Iellksm atrastos ‘5’ un Le otré nol-mé
B = "’(27,210 5106 + 20 Cos® - gt CosO)u :
}'(-l = - 4}7{0 + 2gtwCosc atmetisinm locekli ar w® un iategrésim

0 = gt“w Cose + “3 sbet G3 = 0 ;integrésim otro reizi

= -}- gt’w Cose + C, ,bet C, = 0 un galigi
=)
'! 0= % ot oy - e L T S L (170)
Iellekot so verubu ?l un l}%' formzlas, dabusim
T = -3— gt’w Sin® Cos@ 5
: A : atmetisim atkal loceklus ar w
=% gt’w‘Cos“Q - g -
i< -
L] ek ). —
tad ?a =0 ) integréjot, dabusim & 5 t2
no sékume &pstékliem 05 =0 un 06 = r%lO =h , un galigi
| h et | Diene: vt iy | PSSk S - 0 S SRS L = R (170‘_
7 G-n- & |

Atrastle kustibas nol-mi rada, ka br:un I{Z‘.LtOSS punkts novirgzéas uz au-
strumiem, aprakstot.tresas képes likni plakn3 I i1 Oy ’Z‘l

No forrmulas (170 ) redzam, ka kriganas laiks,liekot ‘é,,= 0 iznak

i ~
dy =\/- —-‘d-gh— un ir tads pats, k& gadijuma, kad zemes lodes griezes kusti-

ba netiek ievérota.

Ieliekot T = ‘/2;1 formmlda (170) uziesim punkta novirzi-
8anos, kad tas piena@k zemes lodes virsmai

=1 2 ydh : ' \ 3
h=3e5 \/T -v-Cos jeb N=%0 VE" . cosof ...... (171)

I¢ud¢kart191 izdaritie eksperimenti pastiprina so formulu. Rigd, pemot
e = ;7 pie krisanas no h = 100 mtr. augstuma iznék

[ ~
i = = ;-'s.‘j
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Piezim@sim vél, ka paturot dif-nol-mos aril loceklus ar w
sanos ari uz dienvidiem, bet arkértigi mazu

Coriolisa inerces splfka ieqpaids kermenien,
kuri kustas uz zemes iodes.

Vairegkas paradibas uz zemes lodes ir izskaidrojamaes ar Coriolisa iner-
ces spékea iespaidu. Pieméram
Baera likums, kurs skan ta: Ziemelu puslodd visém upém, kuyas tek apImér am
meridiana virziena, lable krasti tiek nosisloi)
R K& redzams z;m 186 , Punktam, kas kustiss
ﬂ"svinbr . ziemelpusliods meridlaua virziena, pienit
Coriolisa pagtrirajums 3. uz kreiso pusx

skatoties kustibas virziéua. B
Bet inerces spéks relativa kustibd

. Cos 57° = 0,012 mtr.

2,dabu51m novirai-

uz saiti, t.i. uz upes labo xrastu un no-
Bkalo vipu.
zim.18€. Passati. Aiz ta pasSa iemesla katram ziewe!:

véjam ziemelu puslode ir tendence | nov1rz1t1es uz sustrumiem.

Dz-celu sli lezu noljetosanas Aiz ta pasa iemesla uz dz-celiem,kuyi apmérem
seko me“ldlana virzienem, un uz kuyiem kustiba katrd virziena notiek uz at-
sevifkam alieddm, arvienu vair@k nolietojés lebés sliedes.Coriolisa_iner-
ces spels iedarbojés uz saiti,t.i. uz sliedém un izsauc vipu nolietosuncs.
Piemgrs. lllus*racigao del apréklnasim cik liels ir skaitliski Coriolisa

inerces gpéks vileiepam ar svaru Q =,100 ton., &trumu V5 = 200 klm/st. ,lnie

lustds meridiana virziena zem © = 45° &eografiska pnlatuma.
F,=-mi, 5 I =206.%]

0 = T3TBTE0 = F64a0 = 040000729 sec

200 klm/st = QQ%%%Q = 55,5 m.sec

)
JY = 2(.\).V6 ?.0,0000729-55:5 5 '&—27' = 0)0057 m.sec

J = mi, = 257692 . 0,0057 = 58 ker.

-1

3
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§ 13. Materiala punkta trieciena teorija.

——— e — ¢ — —_———

Ir speki, kuyi darbojés lJoti.isu laiku, bet sasniedz Joti lielas vert:
bae, vipt attistéds pie kermepu triecieniem, sprédzieniem u.t.t. Sauksiu vi-
pus par trieciena spékiem un apzimésim ar Ftr

Trieciena speki, neskatoties uz savu iso darbibas laiku, izsauc ievérojamas
dtruma mainas tanls kermepos jeb punxtes, uz kuriem vinik iedarbojés, turL--
tim SO kermenu jeb punktu parv1etogum1 par trieciena laixu ir n1e01gi Piers
disim pedéjo apgalvojuma.

Trieciena laiku ap21m391m ar C un minéta laixa spriza lielumu més no-
teiksim ta, lai visus garumus:@ V. T vardtu atmest,salidzinot ar tiem gern -
miem,kurus mds nemam vera, pie kam V apzimé katru galigu atrumu.Trieciena
speka jespaids uz punktu izpauzas kustibas daudzuma un punkta stévckla mai-
pad par trieciena laiku T. Piepemsim, ka trieciena spéka impulss var bt ]¢
ti liels, bet galigs un nebus bezgaligi liels.

= - m3 iet uz labo pusi un iedarboja:

|

i
{

AR



s O
Ievedisim Sadus apziméjums:
ar t, apzimésinm trieciena salruma meomentu,
ar X,¥,2y " - punkta koordinétes Sini mcmenta,
ar Vy, X,,¥,,2,- punkta &truma un viga projekcijes Sini momenta,
ar F'T _ trieciena spélu un ar X°F, Y'F, 2T
ar X;y,2z, - punkta koordinétes trieciena beigés.
Tad punkta parvietojuma projekcijas par trieciena laiku bus:

vipa projekcijas,

t 0
2 2
X, - X = 5T+ = fdt fxtr.dt kur t, = t, +TC
2 1 1 m tl tl 2 1

t % »
2 2
Vo YR fdt f YT 4t
Ty ke :
1 1

t t
2 2
a t
: i ¢ e
Lap; rus€ pirmos locek]lus varam atmest, jo T ir tik mazs laika spridis,ka =
Vv, ¢ var ignorét, bet otrie locek]i katréa zipa biis mazaki par A
2% e .
=— . C kur ar Itr ir apziméts trieciena spéka impulss,

m
tr
Tagad atkal reizinajum 'IF' . T var atmest, ja tikai I'F nav besgaligi

liels, bet ir galigs lielums, kaut ari liels. 3

K& redzams, ja trieciena spéka impulss ir galigs, més varam ignoret
visus punkta parvietojumus par trieciena laiku. Tapat ari, ja uz punktu
darbojas vél kadi spéki,izpemot trieciena spdku Ftr , pieméram smaguma

spéks, tad sadu speku impulsus par trieciena+%giku ari varam atmest,sali-

dzinot ar trieciena spéka impulsu; jo I =‘f F.dt un,piepemot }Joti maza
t

laika spridi € ka F = Const.,dabusim I=F.T,ko var atmest.

Materi&la punkta trieciens pret nekustosu virsmu.

Piepemsim,ka materials punkts m zem kéda spéka F iespaida atrodas kus-
tiba, pie kam vipa kustibas nol-mi ir

e fx(t) Y fy(t) un'.ig = fz(t)

Bez tam ir dota kada nekustosa virsma f(xyz) = 0. kateri&ls punkts kustas
brivi, kamér vips nesastop mindto virsmu, sini moment& punkta koordin&tZm
jéapmierina virsmas nol-mu. Apziméjot trieciena sAkuma momentu ar t,,.mfs
dabisim vipu k& nol-ma f[ f %tl),f (tl),f (tl)} = 0 mazako reélo pdzitivo
sakni. » y 8
Punkta koordinates trieciena momenté& bus
= ( = \ =

Xy fx\t}) » Y1 fy(tll y 2 fz(tl)
un atruma projekeijas tanl pasé momenté

S fi(tl) ’ 91 » f&(tl) ) 2y = fé(t])

pats atrums V, = \//i? + ji - éf sauchs par krisSanas Atrumu

Vilksim punkta M, kur notiek trieciens, normali MN pret virsmu uz to
pusi, no,kuras tuvojés punkts m. Trieciens notiks tikai tad, ja krisanas
atrums Vl veidos ar So normali platlepki. Téldka punkta kustiba péc trie- L

.'! ;
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ciena, ja virsma punktam ity necaureiuaa, var notikt tikai tada virs
; ko yunkta 8trums pdc trieciena veido
pasu normali Saurlepki jeb robeZas
taisnu lepki. Atrumu péc trieciena
ar VE un nosaukszm par refleksliaq £

gam 1pa81bam un ir 1ot1 mazs. “:emcram pie ti
rauda bumbinas krissnas uz térauda virsm
trieciena laiks T = 0,00007 sec.

Spelts, kas panak gtrume mainu,ir virs—:.;'
/ mas reakecija, kuxa trieciena s@kumé un galé
\
LA

= 0, bet starpa sasniedz loti lielag vértibas‘u,
Pie trieciena rezultata noteilSanas jéjé-
véro sekojosus apstaklue. 1) materidla pum:'s
koordinfites par trieciena laiku nemain@s,
2im.187 2)visu citu spdku impulsus par triecicaa 151-:
‘ ku var ignorst, 3)tr1901ena spéke,t.i.reskecisiug
Jas virziens sakrit ar virswas normali. Sy
Trieciena paradibas pethanai més nelietosim dlnamlkaq ;amatpol—ﬁu
= Jo trieciena speks ir loti liels, trieciena laiks “ ir arxartig 18808
un merlsanal vinil griti pieejami. Vigizdeviggki bis izlietot 3e;t xustibss
dauvdzuma teorénm. .

;t ¥
2 -
m?2 % mvl =.I Fr.at yhar ty = 1, o+ T . Apzimsjot vienkaréi—f-]{

Yty i tr =7 = thﬁ“

bas de] ( F=.adat = I°" un izdalot nol-mm ar m, atirodam V, - 7, = S
J : - ' GBS

t, | % s

Z1mg jund 187, ir ieziméts krisSenas &trums V, = A ur refieksijas atrums :g
V, = MB, turpme . redzams, ka ?2 - V1 AB, ta tad ‘ﬁa
' AB = ..]; tr 5

bet ja trieciena quKs 1et normales virzienad, tad ari vipa impulss I S
ies normeles virziena un vektors AB biis parallels virsmas norualei,no ku-_-;
rienes seko, ka kriSanas &trume un 1ef16531gas atruma projekecijas uz tan-
gencialo plaknl ir vienadas un 1idzinajas MC. To pasu slédzienu var attd
cinat ari uz ketru trieciensa laika dalu, t& tad par trieciena laiku punks=_"
ta dtruma vektors mainds t&, ka viza gala punkts apraksta taisni AB _pe:
ralélu norpale:.

Tada karta kustibas daudzuma teor&ma noved mis pie sekojosa slzdzi
na: Punkta trieciena laiké pret nekustoSu virsmu Btrume projekcije uz
virsmas tangencialo plakni peliek bez parmainas.

Apzimésim lenpki starp kriSenas atrum V, un negativo normali ar i W
nosauksim vipu par kriSanas lepki; tépat apz%meslm lenki starp refleksij
atrumu V. un pozitivo normali LN ar r un noseuksim par refleksijas lepki

tad to pasu slédzienu varam izteikt sSada formuld _
ViBin i = VoBIn pios G o (17208

Bet Ja atruma tangencidla projekcija var trieciera laiku nevar mainities
tad jamain&s otrai &truma projekcijai uz normali, pie kam @truma projekcijé
uz normeli maina k& savu virzienu, té arl savu lielumu. T

Per trieciena paradibu raksturoioso lielumu p&c Newtona prleksllkum;:-
ir piepemta refleksijas &truma projelcijas uz normali ME attiecibé pret =
krisanas atruma projekeciju wz negativo normali MD. So attiecibu apzimésim
arof un nosauksim par trieciena koeficientu E

5 = ik
~ MD V2 Cos r :
Ievedot atkel leplus i un r, debtsim: Ri= V, Cos 1] P v eien e e A LTSN

Trieciena koeficienta vértiba péc Newtona pétijumiem ir neatkariga no
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Atrume lieluma un 'Vira%*en@«,1 bet tikal wo materidla punkta un virs:
lastighm ipadibam un atrodés robefés O« o < 1, pie kam
2= 1 - atbilst absoliiti elastigiem materiZliem, un '
A= 0 - atbilst absoluti . neclastigiem materidlien. ] ;
Izpemot ide&lu gadijumu, t& tad arvienu refleksijas atrums i
par krisanas atrumu. : :
Uziesim vel citu izteiksmi trieciena koeficientam

. 7R

Yemmim formulu (172) vlsm i=7V,8inr g
un no formulas (173) « ®.V,Cos 1 = V,Cos r
Izdalot pirmo caur otro, dablisim 3%% - Eg r,no kurienes |X= %ﬁi‘:

Trieciena koeficients 1idzinajas ari kriSanas lepka tangensa attiecibai

pret refleksijas lepka tangensu. : % 3
- Tagad apskatisim ka noteikt trieciena koeficientu eksperiment@la ce-
1. Laidisim punktu brivi krist pret horicontalu virsmi,

0- - tad krisanas lepkis i = O un no formulas (172) atrodam,

‘-;“:

f ka Sin r = O un ari refleksijas lepkis r = 0. Bet tad

| no formalas (173) V.Cos0 -V oy
4 X= oo = 7 |

3 baly s V;Cos0 ~ 73 o I
. : §ini formula varam aizvietot Vyr® Vegh,, kur h, ir ln'i-
| h Sanas augstums un V, =Y2gh, ,kur h, ir celSanas aug-

! stums péc trieciema, tad ~TS

! v : - el :::

I 7 77777 ENEN §3h2 jeb X’ = aloag (175),4‘_’
2im.188. V2egh) d R

Sada cela més viegli varam eksperimentd8li atrast trieciena koeficientmw,
tikai japiezimé, ke punkta trieciend pret virsmu materidli ieiet paros un
mé&s varam vipus pemt vienadus, jeb ari dezaédus,t.i. més vaeram atrast
trieciena koeficientu,piemdram,téraudam pret téraudu,stiklam pret stiklu
u.t.t. jeb ari stiklam pret térauda.

Dazas trieciena koeficienta vértibas ir vien&diem materi@liem o
Térauds - 0,90 Stikls - - 0,9 .
Dzelzs - 0,8 -0,5 Zilopa kauls - 0,90 B
Vars - 0,4 -0,3 Korkis - 0,55
Svins - gandriz O i
Spara zaudéjums no punkta trieciena pret virmsmu. Bea ‘fz
Yemot spara pieaugumu par trieciena laiku, un ievércjot,ka refleksijes
i = Cos 1 Sa3 2 2
2
mV2 mV 2 nV
2 RN ] 2 Cos™i 2 3%
T-T-’z(aﬂz‘ﬁ;g;z;'vl i
pérveidosim talak labo pusi {
wvs  uvy uvy ( w2 lat S tg i
—_ - e e B S ——52-— et tg r =
2 2 2 T 8 b s X
2
g
2 2
mVy mVy - omVy 1 -2 X N MVy 1 fett -§ - tg°i
A BN SR R T S iy R L 2
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| wys mve v S . |
un galigl [ R - e ~w~(l ~¢£ ).Cos"1 o ke n a1a e e SR

Abgoluti ellastlglem materidliem X = 1 un apara zaudéjums par trieciena .
laiku = 0, U%t parasti aﬁ<\1 te ted imnaks spara zahdewums, kurs bis jo j

liekaks, JO blis mazéks un jo vairfk krisenas lepkis i tuvoias 0. AL
Speciala gadijuma, ked punkts krit brivi—usz noricontdlu virsimu Cos i =1
un gpara zaudeé jums ;&
2 2 LA "

mVs  mVy mVl 15

A Tos -:* ST (1 - aﬁ ) E

Materiala punhta trieciens g;g}_kustoqu v1rqmu _;

Atkal pienemsim, ka punkts kustés zem kida spéks ¥ 1esgalda un vina |
tibas J-mi ?
kustibas nU ma x = (t) LY = f‘;(t) g = f (,t) N
Bez tam ir dota kustosa (rheonoma‘ virsma. f(xvztn = (., Materials punkts v

kustés brivi, kamér V1ns nesastop mindto virsmu, Sini momenta punkta X0-
ordingtém jaapuierina virsmas nol-mu un apziméjot trieciena saluma momen-
tu ar T, m8s dabiigim vipu k@ nol-ma

f[fxrtl),fy(tl),fz(tl),tl ] = 0 mazako redlo pozitivo sakni,
KustcsSae punlkta koordinadtes trieciena momenta bis

xw =T (tl) ) yl 2 (tl) l = fz(tl>
um a&truma p“oaehc¢3a3 tani paqa momenta

- e PN,

it [ =1} rtl) }1 ( l) - f' 1)
apziméjot kustcSa punkta absoltto atrumu tr3e01ena momeuta ar Vl,dabu51m
vV, = \/xl + y% + 212 ,t.1. kriSanas @trums
Apzimésim talak vel ar Vk tada virsmas punkta M(x 1Y1%1 ) &trnma, Jux& 4 6 T
tiek trieciens un ar .~ Vg - xustosa punk-
,ﬁ( te relativo atrumu pret kustosu virsma

trieciena sakumé.
Sakars starp Siem &trmumm vektoriem, K&

jau parasti,ir

Vys= Vh N e g Pl Ny eV
Talaka punkta kustiba ir &tK&i iga no ta,
val relativais Btrums Vg, veido ar virs-

mas pozitivo normeéli platlenyi jeb Saur- q
lepki, pie kam trieciens notiks tikai pir-; p:
mé gadijuma. 2

Jemot vera, ka punkts I pieder virs- ’j
mai un kustds kopd ar vipu, 81 punkta
étruma projekcija uz normali péc formulas
(150) izteicas

: 1 df
XﬂCosngN) bn i - B B e (l??}_ .
/(3 3f afN2 s : R
kur & = \/ ( ) (az’ ir virsmas = &
i diferen01a1als parametrs. _ i
zim.189. Ja punkts kustés uz saites,tad mo=" =8
menta t, . i)

'Dy yl aa Zl a+

bet misu ga01JLmé
atseviski.




| 1) dadijuma, je

y ?i: BJ- e ?}f y ﬁEf‘ £ A

FER TGN TR Y 20 -.

tad izdalot ar A,dabiisim ¥
3 VlCos(Wl) -i-%- >0

Aizvietosiw otro locekli no formulas (177) o
V,Cos(TV,) - v, Cos(N¥,) >0 " '?ﬁ

Bet kreisd puse reprezentés relative &trume projekeiju uz normeli tr 1ec ena"-'-;

sakama, t& tad Vg, Cos(NVg, ) » O, Sads rezultéts nozimé, ke virena neus

da punktam nekadu pretestibu un vmns turp:nas tajak savu kustibu,

2)Gadijuma, ja %i X, +3§ Jl %g Zl (O

tad izdalot ar A, dablsim 3 :
B
vy t"os(NVl) by (8 S PR e (178)

jeb talak Vlcos(Wl) - VCoa(NV, ) < O. Kreisd pusé atkal reprezenté rela-
tiva atruma projekeciju uz normali trieciena sakuma, té tad

; Vs, Cos(NVg,) <O 5
Bet sl nevienadibe nav apvienojama ar virsmas eksistenci, punkts censas
ieiet virsmd un izsauc trieciesna laik®@ reskeiju, kuya dod punktam tadu
impulsu, kas maina vipa atrumu no Vl 1lidz k“ada.m V ta, lai

v, COS(WE, T GRS . (179)

Nemot véréa, ka trieciena laiks ¢ ir loti mazo, més varaw 1l)pienemt,ka ﬁunL-
ta koordinates x yq 2z, pax trieciena laiku numalnas, 2)Visu citu apﬁku:
izpemot trieciena spéka impulsus etmest, B)Lugtosas virsmas parvietojuras
rar trieciena laiku ignors&t, 4)Skaitit, ka Puunoeas virsmas parnesaumais
atrums Vk par trieciena lalku nemainés,
Ja ari virsma kust8s, tad tomér vipas reakcijas jeb triecciena fpeia

virziens sakrit ar normeli un trieciena spéka'projekecijas uz koordingtu

asim blus u(."]_f. ./(ay : _/{]Lf

fgi ‘?}y .g: par trieciena laiku jaskaita Const.,bet J\ ir laika f‘unkc;jﬁ-a '
kura par trieciena laiku ieglst lielu pieaugumui. _
Pielietojot punktanm l*ustloa‘a daudzurea teorémi par trieciens laiku,da-

btsim

. X ek 2 X o P

me“ml"'Td'ﬁJ J(.d.t kux t2~t1+(,
iox

e et

mY2—m¥1=’a“3}‘} u{d‘t

' l
2

mé‘?-mé1=%—£—

g A.dt -~

izdalisim un pareizinésim labas puses ar A un parveidosim

Xz‘xl_yz‘yl_zz‘zl V{m

Cos(XN)  Cos(¥N). Cos(ZN) E

S8is formulas aizrada uz to, ka atruma geometris}cam pieaugums ir virzits j
paralléli virsmas normélei un tapat,ké& pie nelustosas virsmas ,atruma vek-




tora gala pu:nkts pa.r triecieres 1&1”3 pprukata taisni AR reralls
normélei. Det,pemot vérd, ka par triscienc laika pérneceumais atruﬁb
rainas,; varam teikt, ka ar1 punkia relativaeis atrums par trlecienaf
aprakstis taisui GH paralléli norwelei, sk.zim.189,.

Krisanas atrums V, momentd t, aymierina nol-ma (178)

v, Cos(¥¥;) + I%T <0
Eet refleksijas @trums V, momenta t, gpmierina nol-mu (179)

19t
V,Cos(WV,) + 3 2 20

Starp Siem momentiem més varam atrest t&du mowentu 5 ykura atrums avzméts
S g e SR oCos(NV, ) + 3-%3 B O 00 o o s ee S T v+.+(180)

(Piezimésim, ka nekustosSai virsmai :5—1-;- = 0 un atrums V, atradisies virsnas
tangencidlé palkné).

H

P,
!

P
-
%

Ar So laika momentu to viss trieciena iaiks C bus sadalits divés da-

i
o

l@s, kuyas epzimésin ar T, wa C,.
Laika spridi ‘C; punkta &trume maipa bis
VOCos(Wo) - Vlcoa(Wl)
jeb ieverojot formudu (180)

- i%ﬁ V,Cos(NV, ) ,bet tas nav nekes cits, ka - V5, Cos (Mg, ) relati- B

4

va kriSanas Atruma projekcija uz normsli. g
Laika spridi i"l punkts zaudé &trumm, uzjesim par to pasu laika spr!di i
.".".'

i

trieciena spéka impulsu, apziméjot vipu ar Il 2
P8c kustibas dauvdzuma teoreémas

o %‘%t*— - mvlcos(W Yom l ........................... £1817) %
jeb ari - m Vg, Cos(NVm y.= Il ~

Ja kriSanas atruma projekecija uz normeli nav dota, varam izteikt 1, caur
virsmas elementlem un atruma projekcijénm, parveldojot formulu (18‘)
3f ., ?F 2f 18y

l Il ( s xl by yl "‘ .oz Zl ) ........ (181 ):'

Laikaspridi Z”Q punkts a.,kal iegust atrumuz A»ruma piesuguns par ao
laika spridi bis

V2Cos(JV2) =Y Cos(Wo) jeb

19
V,Cos(NV,) + 3 5—%

un tas lidzindajas Vs-zcos(l‘ (32)
Trieciena spéka impulsu per to pasu laike spridi L2 apzimésim ar 12

uziesim,izlietojot atkal kustibas daudzuma teoremmu

-tr = '3

jeb vienkarsak 12r = m\’chos(Wgz)
Sast@dot abu impulsu attiecibu, redzam, ka
tr ==
I;I‘ -Vs«lCos( 1)

Trieciena impulss Igr truma atgisSanas spridi g attiecas pret impulsu
&truma zaud&sanas spr1d1 (.1 t@pat, k& relativa atglita atruma projekcij



: SR L e | AR
’ P ¢
normali attiecas pret xedatlva patandsta Atrawe proiekeij u. Bet ja pie na- 8
kxstoqas virsmas refleksijas atrume projekcijes uz normali attieciba pres
krisanas &truma pr03°k013u bija pazistamais frieciena koeflclcnfs'ai tad

Sini gadljuma 10 pasu varam attiecindt uz relativiem &trumiem, ta tmd - 5
tr - }5'
I Vizs.Cos(NVw,) 4
S e nendan o2 B R sior (1838

. : tr = tr " i s
no kurienes seko: Ij* 'a{’.I un Y Cos(Wg,) = LV 1c@sfmzm)

Kd redzams zim.1l89. punkta tlaec;ena pret kustosu virmmu trieciena kcefiei-
ents ¥ vairs nelldzlnaJas krisanas un reflelkeijas lepku tangensu attiecibal

o # tg i
oL tg r
Pasu reflelksijas atrum uziesim, izlietojot kustibes daudzimg UOMENLE ot o=
rému viesam trieciena laikam
nV, - mv, = Tir + Tgr s

: R sl L g =i Ede ‘
bet abu impulsu virzieni sakrit, ta tad varam rakstit: sz = mVl =14 (1*33‘
Projecéjct so formulu vz koordinétu asim, dablsim refieksijas Gtrume pro-
jekecijas

WS T | R + x N
T?E % mf} Tzl L
. . ; o L
my2 = myl + %‘It .—Té“ [ ciemaveees (].84-)
S e
ma, = mz, + Hes Il o g
kar 18T japem pec formulas (1812) un A = '\/ QL2 (35(‘2-;-(-%-2)2.
Var dabut refleksijas &trumu ari cita cela, izlleto ot formmiu (183)
1J""9 COS(N—"PPJ »
-B{ aizvietosim seit relativos atrums
-—V@l CLJD‘)(NV“ v C d AT V C ’N"_V \
| -[V, Cos(¥Vy) - v, Cos(NV,)]
V, Cos{NV,) = V, Cos(IW, ) - a{[vlcos(ﬁvl) = VkCOS(ﬁvk)J _
v, Cos(ﬁﬁg} = 5&?1155§fﬁ?1) (1t VkCos(EVk} ---------- (185?
Je nav dots Vy ,bet tikai kustoSas virsmas nol-ms, tad var aisvietot no for-.
act F N . r_‘-..\
gt ~*7_7) Vi Cos(IV,) == 5= un ted o
Pt | | !XT 1 + - 3 : ”-..a-' M
rVECOS(NVE;, = —a'ETU 'uOSLN\i ) - _Ei_ ; %_f —} ------- (185 )L

Je punkta trieciens notiek pret kustosu virsmu, refleksijas atrums, k8 re-
dzams péc formuldm (184 ) un {185- a), var ignakt ari lieléks par krisanas

atruma. ¢ - 2 .
Ja virsma ir nekustosa, tad e 0O un no formulas (lBS—),mea dablijam.

pazistamo attiecibu starp refleksijas un krisanas atruma projekeijam.




]};ems;.m piruo no formalam (184) un p&reizinﬁsim vipu vi enreiz a.r EI
ctro reizi ar xl s ey

2 =4 . . Ly -g 1
mkg = wky %, + xa A
L i AR RS rl+R summ.
i s W 3’1’%‘41— o
2 2 v T
mx mxy e
2 hr i = X i
- - o+ = 3%, + xl) L e e R
Pé€c analogijas uzrakstisim

. 2 2
my i‘{;___(- +.)af1u-1+ai
- Sl AT em I M A MR L ¥ T
oD e
nz mz
2 (D S TR ¢ e T S
= -3 =3 ptaiag i T
un sackaitiesin v:Lsas 3 formulas . ; 3
2 2 _.._ e R )
w5 mv2 er 32T y2 + Zy 51'- X Eh st i 57
____.____ L Iy = (3R
2 & L il 7 2
i
m mve :
"—2—2- - '—2'3" = [ OS(NVQ) o VlCOS(W )] 'tI‘ % ;aﬂ
S0 rezultatu var vél parveidot, aizvietojot no formulas (182):
= S Y S tr tr
. AU JUN
un no formlas (181): 3
e e
mvg-m"\fi__ PaCotr - 1 9F 1 odr X e tr 3 bR
2 Tt I_ TRl A%t " m -l Bt 1 2
2 2
Wo Mar W J-tr aaEtoa g
2 o et v SiEG e s -
imV? mve 2 | Evias 2 < :
FoE-oegf o LEh oy | e

Visparigi jariezimé, ka punkta trieciend pret kustosSu virsm var notiks ‘5
netikai spara zaudeJums bet ari spars pleaugums atkariba no ta, vail V2
iznak lielaks jeb maaaks par Vl. : o

Speciala gadijumg, ja virsma ir nekustosa, T 0 un formula (186) par
iet formula 1765 jo tad . L

I;7 = - mV,Cos(NV;) = mV,Cos i

' 2 2
. mV mV mV
un —-23 2 —23-'- -(%il m V1C0821 = - —= (1 —a(’_z) Cos



Al

§;§g§:§;, Swegs materidls bunkte ar masu m pala*sts brivi krist 1aika mo -

Agtin. pentd t = 0 no punkta A (a,0,-h).
) 8 'h. . MNoteikt vina trieciena resultatu
Vs 7 = X pret p¢akn1 ek
~ 1 —
kux& gr*eaas pulkstepréditdjae virzie-
I . ng ap Y asi. :
A(// Punkta kustIbas nol-mi briva kustiba
TN | lidz triecienam ir - '
;Z A M X=8,y=0,2=%%"-L
= “\ Trieciena momentu uziesim, ievietojot
virsmas nol-ma koordindtes k& laika
funkeijas 5
5 t\//‘?gh—g%--!-h=0 jeb
Z \-\-‘_"——-// - §
& 2h
- 2t =0
zim. 190 : \/ 8
/2h /2h /eh /eh
t = \/= + 2 & :
V3etVig™ \/Es- ’ 3\/".9;’2 -V %
vieniga re@la pozitiva ‘sakne ir t }‘ 7 un Sini momentd notiek punkta
trieciens pret plakni. Uziesim trleciena Dunkta M koordin&tes
X =8, ¥y = 0 un 2y = 5 9 3* ~h = 2h
Krisanas atruma projekciias bis
. - 4 - 2 —
X, =0, y;,=0, 2 =gt =g 3 /—;Egz\/ggh
Lai dablOtu refleksijas atruma projekcijas, uziesim péc formulas (181§)
3 e 3f ?f - 1 ?f = ,Bf\‘
4 *“a‘tx*+ﬁy1"ﬁzl+at*
e e R e L i v s Mk D
ﬁ“a\/3gh‘a\/3g‘53n Terdrol vl
A _x S o ran s e el
St 5 \/Fm =\ Gen 4= \/GRNHERINED" < |/ Rk
'tI‘_ ch A \ 22 = 2ma A SE
177 = - < 0+ 0.0 1\/3_'+\/3gh)—-————-" 768

al +47*1 \V/ aﬁ-Mh‘

refleksijas atruma projekcijas psc formulam (184)

1 iy AP 1 4+ X
mx, = mxy + &% Il ST ety

mx, = 0 + %1 : -——fm—“\/jgh : (}Eiﬁ_a
V a“4+4n* \/ a44n°

e 4ah
e R b

.



A o

. /.5 SIS e B S
mzy = mzy k55 o Iy ‘"“Zx“&

mén?- = m\/B-@ Ee LR ........_.....,_;__ \//'%’gh gm. +?$E) a

o m—aia
a +4h 2 + 4h“
, 5 -
s 28 2
= Voégh - 5% —5 (1 +3) | /5en ,
a2 +4n° V'3 |
Spara zaudéjuma uziesim péc formulas (185)
2 2 4
2 g e 8 R e ey
e e SR A 2m  f i} ¥, LA
2 Tl —
PG e s R ST RV
e S 2m B 78 s
aren V/ 224 4n° \/ a®+an®
2 s n
mV5; mV 2
2 bty 2me, =507 _=g2 o
e sy Sy SR s L )
2 2
; mV mV 2
un galigi —ﬁ—%n—f’“’ﬁ; £ L+ 02 -R)
= a“ -+

§ini gadijumd, ja ari trieciena koeficients butu oK = 1, tomér iznéks

spara zaudéjums lieluma:

2 2
mV2 mVl

TR 2

!
~
=
©

i
o

= gh
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