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PrieksSvardse.

Ari Sai Mechanikeg IV dalai : "Sistemss dinamikai”,
attiecibd uz materidla 1zveli un iztirzasanas kartibu,nc-
matad ir liktas Prof.Dr.ing, E.Cizarevida lekcijas latvie—
jas Universitates Mechanikas fakultét&, bet da%i pieradi-
Jumi ir parveidoti vektorigla formd un ir nakusi klot ars
dazi paplaéinﬁjuﬁi, ka pieméram; lavale turbines probleua,
Zlementara Ziroskopa teorija, lagrang’a saistitas sistemes
kustibas diferencialnolidzinajumi otre forma, Hamiltona
pringips, Trieciena iespaids uz kermeni, kuram ir nekusto-
Sa griezes ass, Carnot teorema neelastigam triecienam,
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Materialu punktu sistémas dinamike,

e e e ——
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9 1. Sistémas definicije.Speki un reakcijas,Sistemas
saites.Neatkarigas koordinates.Galvenais vektors.
Calvenais impulst..Calvenais moments, lek36jo Spe—

ku darbs.

Materialu punktu sistéma ir tads materialu punktu sakopojums,kuya
katra punkta kustiba iespaido ari parejo punktu kustibas.
Pec sSis définicijas neviens sistemas
punkts nevar kustéties neatkarigi no citiem
. ' punktiem un, ja kads punkts kustas neatkari-
gi no parejiem, tad téds punkts pie sictémas
' * nepieder. Saskapa ar So définiciju arvien ir
janorobezo sistema, t.i.jAizskir kadi punkti
' pieder pie sistémas un kadi nepieder. Péc tam
tikai var kerties pie prasita jautajuma atri-
; ?a. sinasanas.,
2im, 1. K Visus spékus, kuyi iedarbojas uz kadu
i sistémas punktu, varam iedalit divas grupas:
aréjos spekos un iekS8jos spekos. Aréjie speki ir tadi, kuri nak no
arpuses sistémas, lekseéjie speki ir tadi, kuyi nak no paSas sistémas,
t.1. no kada sistémai piederosa punkta.
Tapat ari varam iedelit saites un saites reskcijas: aréjas un
iekééjés. ¥
Lai atskirtu argjos sRékus jeb reakcijas no ieksSeéjiem, ievedisim
apziméjumus: ar indeksu "a" laba pusé augsa apzimeésim arejus speékus un
reakecijas, bet ar indeksu "i" ieksSéjus spékus un reakcijas.
; Analogiski indeksi laba pusé apaksSa radis, uz kadu no sistémas
punktiem attiecigais spé€ks iedarbojas.
Ta piemdram: Fﬁ ir arejais speks,kas iedarbojas uz punktu k

Fi ir iekseéjais spéks,kas iedarbojas uz punktu k

Sﬁ ir punkta k aréja reakcija

S ir punkta k iek38ja@ reakcija
Piezime, No Newtona IV pamatprincipa (darbibas un pretdarbibas) seko,
ka sistema iekS3&jie speki un ieksSgéjas reakcijas nak prieksa pa divi
vienada lieluma, bet pretéjos virzienos. _ A

Tikai &rejie spéki un aréjas reaxcijas var makt prieksa sisté-
ma& atseviski pa vienam. '

Définicija. Sistémas, kuyas nak prieksa tikai speki,bet reakciju nav
(tas nozime, ka saifu ari nav) saucas par brivam jeb dinamiskam sis—
teémam,

Piemérs. Apskatisim sistému, sastavosu no diviem smagiem magne-
tizétien Eunktiem,kuyi kustas
uz kadas liknes un bez tam ir
saistiti ar stieniti.

Sekojot nupat piepemtiem
apziméjumierni, konstateéjam, ka

o
F] =mg ) speguma spéks ir
B aréjais speks

Fi-un FE spéki,ar kuriem mag-
z2im,.2. netizetie punkti savstarpigi




i f
pievelkas, ir iek3sjie spéki, pie kem Fy = - T}
E? un Sg liknes reakcijas ir arejas reakcijes,
Si un SE stienisa reakcijas ir ieks8éjas reakeijas,
Sistemas saites.
Agrak vienam punktam saites varéja but virsmas veida:

T A £(xyz)= 0
Jeb liknes veida: £ (xyz) = 0
fa(xyz) =0

liec kam saites nolidzinajuma naca iekSa tikai viena punkta koordina-
tes.

Cisteémas saites nol-wa var ieiet vairaku punktu koordlnateo, un
dazreiz ari visu punktu koordinates, ta tad — Jja sistéma ir "n" punk-
tu, tad sistémas saites visparigais veids bis:

P(X)9720%¥ 525 «o0 Xy +o0 V2
Ja saites nol-ume atklata veida neieiet laiks t, tad saite ir sklero—
noia., \
Ja saites nolidzinajuma atklata veida iciet laiks
f(xlylzlxzyazz coe X V2 ees xnynznt) =0

tad saite ir rheonoma.

Péc analogijas ar punkta saitem ari sistémas saites- saucas par
holonouar, ja saites nol-ms ir dots galigad veida, t.i. nesatur dife-
rencialus. Ari gadijuma, ja saites nol-ms, kas satur diferencialus,ir
integrejams, saite tapat skaitas holonoma.

Tikai ja saites nol-ms satur diferencialus un nav integréjams,
tad saite ir anholonoma, Piem€ram nol-ms

(x2 = x,)dy; = (y, - y;)dx; =0

kas dod attiecibu starp divu punktu koordin&tém, reprezenté anholono-
mu saiti, jo tas nav pilns diferenciils.

Atgriezoties pie apskatita piem@ra, kur divi punkti bija saisti-
ti ar stieniti, més sSo saiti varam uzrakstit ta:

2 2 2 &
-\/ (xl = X2) i (Yl & yz) ¥ (zl 7 22) v E =0
xur lgir-stieniéa garums, Bet ja stienisSa vieta naks pavediens, tad
: 2 2 ' 2
\//(xl - X2) + (yl - y2) + (zl - 22) ;?O
Visparigi, ja saite ir dota fizikali, més arvien varam tai uzstadit

nol-rmm un ari otradi, ja ir dots saites nol-ms, més varam uzkonstruét
méchanismu, kas to apmierinatu.

Saisu skaits sisteéena.

Katram brivam punktam telpa ir 3 kustibas brivibas, T.i. 3 koordi-
nates, kuras var brivi nmainities. Ja punktam ir uzlikta saite virsuus
veida,tam paliek 2 kustibas brivibas., Ja saite ir dota ar divam virs-—
mam, t.i, liknes veid&, punktam paliek tikai viena kustibas briviba.
Tresa saite atpenm punktail pédéjo kustibas brivibu un punkts palick ne-—
kustoss.
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Farejot uz punktu sistéru, sastavosSu no "n" punytlbn, Varail toikt, .
. ka-uzlickot visien punktiewL pe 3 saitéu, t.i. gewot sistewai 3n saites,
‘118 dabuUsin nckustosu sistéru. Bet lai sisteémail blUtu visraz viena kus—
tibas briviba, nsksimalais saisSu skaits var but 3n - 1,
Apzinéjot saiSu skaitu ar h, atrodan, ka.

max h = 3n - 1

badas sisteémas, kur saiSu skaits h sasniedz savu maksinalo vertibu,
€auc par sistemdm ar pilnam saiteu.

Brivan punktam ir 3 kustibas brivibas, Brivai sistémai ar "n"
punktiem blGs 3n kustibas brivibas, bet ja sistéma ir h saitcs,tad kus-
tibas brivibas paliek FEAt

Cistémai ar pilnam saitém ir viena kustibas briviba, jo tai
- h=3m-1 uwn s8=3n~-h=3n-(3=-1)=

Briva cieta kermepa kustibas brivibas: Izvedisim, cik brivam cietam

kermenim ir kustibas brivibas, piepemot, ka tas sastav no n punktien,

negrozigi saistitiem sava starpa. No n punktiem izdalisim pirumos 3

punktus: 1,2 un 3. Lai tos negrozigi savienotu, ir vajadzigi } stieni,
Lai piestiprinatu katru no pari palikusien (& - 3)
punktiem pie pirmajiem, par piemeéru punktu 4,ir va-
Jadzigi 3 stiepi, ta tad pavisam stiepu Jjcb Sdlqu
skaits bus

4 L =3+ (n-3)3=3-6
no kurienes kustibas brivibus paliek
%im.}. g=73n—-h =6

Sads rezultats pilnigi saekrit ar kcermepa kinénatikas slédzieniew, jo ka-
tram brivam kermenim ir 3 virzes kustlbaa brivibas gar koordinatu asin
un 3 griezes kustibas brivibas ap tam pasam asin, :

Sistéemas koordinates jeb Lagrang’a koord inates.

Par sistémas jeb lagrang’a koordinatém sauksim tadus neatkarigus geome-—

triskus llelumus (attalumus ge.rumis Jeb lengus) ar kuriem 81stemau sta-

;crarta koordinategm.

Lidz sim,punkta stavokla noteiksSanai, wm8s lietojam Dekarta koordi-
nates, polaras koordinates, cilindra koordinates. Var lietot ari sfe-
riskas koordinates un citas. Punktu sistémas stavokli var noteikt, izve-
loties ka&du no minetam koordin&tu sistémam. Bez tam ir veél bezgaligi
daudz citas metodes noteikt sistemas stavokli ar zinamiem geometriskiem
lielumiem, Bet lai sos lielumus varétu piepewmt par Lagrang’a koordina-
ten, tiem jabut neatkarigiem. Ja sistéma ir briva, tad visas %n koordi-
rnates 1r neatkarigas un visas vipas atbilst Lagrang’a koordinatu prasi-
bam. Bet ja sistéma no n punktiem ir h saites, tad neatkarigas koordi-

nates bus tikai %n - h, jo no katra saites nol-ma:

f(¥1y121 5 vre XYy ees z,) =0

vienu koordinati var izteikt caur citam un ta jau vairs nebus neatkariga.
Par Lagrang’a koordinatém tad var piepemt vienu dalu no Dekarta
koordinatém, vai ari-kadus citus gecmetriskus lieclumus, kuri b.tu ne-
partrauktas funkcijas no Dekarta koordinatem.
Apzimesim Lagrang’a koordinates ar qlqzq3 ..» Lagrang’s koordina-
tu skaits ir 3n - h, bet sistemas kustibas brivibu skaits ari ir
= 3n — h, tas nozimé, ka Lagrang’a koordinatu skaits sisteua ir tilk
liels, cik sistémai ir kustibas brivibu.

Wi O e L
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Lagrang’a koordlnates ir nepartreuktas funkeijas no Dckarta koor- i
diratem, §is funkeijas apzimésim ar: A

9 = Yi0q3y20% o0 X2y -ee 2g) i

5 nol-mu

- Q% ll-’s(xlylzlx2 voo Ky Y2y rene Zn)
Pievienojot Siem s nol-miem vél h saites nol-mus

fz(xlylzlx2 coe Ky TLZ) e 2.). =0 h nol-mm
un ievérojot, ka s = 3n - h jeb s + h = 3n, varam visus S50S nol-mus
atrisinat attieciba uz 3n Dekarta koordinatem, t.i. izteikt visas

Nekarta koordinates caur Lagrang’a koordinatém.
*Izdarot sacito atradisim:

Ve = Pryla195 -0 ag)

2 = Prp(a1%ay «-0 9)

Bet ja tagad mé€s saisu nol-mus ievietosim Dekarta koordinaétes, izteik-
tas caur Lagrang a koordinatem, tad saiSu nol-mi bis identiski izpil-
.thlo
Ta ir viena no svarigakam Lagrang’a koordinatu ipaSibam, jo ta
dod iespéju, ievedot kustibas diferencialnol-mos Lagrang’a koordina-—
tes, atsvabin&sies no saites rcakcijam un noteikt sistémas kustibu,
Visa augstaka dinamika nodarbojas ar Lagrang’a koordinatu atrasa-
55 N
Piemérs, Nemsim 81stemu, sastavosu no diviem materialiem punkticu
y Al un A,,kuri ir saistiti ar stieniti
& gaTumé { un kustas plakné. Izvélesium
A koordinatu sakwmu viena no punktiem Al,
2 tad saites nol-ms izteiksies:

' 2 2 2
lyﬁ . X2 e 'Y2 =,€.
)

Katram punktam plakné ir 2 kustibas bri-
vibas, bet viens punkts paliek koordi-
zim.4. nadtu sakuma un bez tam ir vel viena sai-
te, ta tad sistéma paliek tikai viena kustibas briviba un bus ari ti-
kal viena Lagrang’a koordindte, Par So koordinati izvéleésim /Y ,kuru
veido stienitis ar X asi.
Izteiksim X, un y, caur ¢ un ieliksim saites nol-ma:

A ¢ X

i1

2 2 L P O s
X, = ¢ Cos g {~Cos @+ fSin“p = f
] o 2 2
L ¢ sing Ll o
Ka redzams saites nol-ms ir identiski izpildits ar izvéléto Legrang’a <

koordinati.
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Tiewdrs. Divi smegi materiali punkti ar masam m, un m, ir sasieti ar

¢ pavedienu garuma .Z Katrs ¥
punkts kustas uz al‘ipas plaknes
un pavediens slid bez barzes
caur virsotni,

fustiba notiek plekné,ka-
tram punktam plakné ir 2 kusti-
bas brivibas, bet sistéma ir 3
saites, ta tad sistémai bis 1
kustibas briviba.

N

Zihl.B. '
l)y1 = X;tgoly kreisa slipa plakne (sk.zim.5),
2)y2 = - xztg oL 5 laba slipa plakne, Sa.x,fes

})V' x‘? t yg + \/Jc2 i yg - ,ﬂ =0 pavediens.}

Par Lagrang’a koordinati izveélesim punkta attalump no virsotnes,kuru
spzimé€sim ar "s", jo B pilnigi nosaka s:.stel].hs stavokli,
Izteiksim Dekarta koordinates caur Lagrang’a koaordinati:

y; = 8.8ino, Vo = (&~ s).Sinotz
un ieliksim saisu nol—-mos:
1) s.8incl, = s.Cosdy.tgey  jeb s.8indy = s,8inoy
SkA s)Sind =l S B)Cosd.e.tg&, jeb (£ » s)Sind. = (£ - 5)Sine,
)\/ .Cos d.l-i-s .Sin d‘l - \/(ﬂ——s)Cos o, + ({rs)cin oL2 ~-¢=0 jeb
s+ (£-8)-£€=0

Atkul, k& redzams, Lagrang’sa l-oorulnat(, identiski izpilda visus saisu
Lol—nms.

Sistémas galvengis vextors.

Sistémas gaulveno vektoru définésim ka visu aréjo, ickssjo sp&ku un
reukeiju geometrisko summm. Izpemsim no sistémas kadu punktu Ak Uz to

darbojosSos aréjoc speku kopspeks bus 'Fi,iek—
§8jo speku kopspéks bus T ,argjo rcukeiju
kopspéks: §§ un ieksejo reakeiju kopspéks:
5}1( Saskaitisim visus 808 spékus gcomectris—
kis

b Vs Fl + 8+ b =F,_+5,

Bet, ja Sos spekus sasummésim visai sistewmu:,
i tud péc definicijas dabusim galveno vektoru,
FL gy kuru apzimésim ar: v

K - .




e

Il

6
n 8 n : .
VA Z(Fk"'gk)_: ;(?9+"f;+§ﬁ-+§i)
V=3r+ 28 + 2

Ievérojot, ka sistéma iekSejie spéki un iekSéjas reakeijas arvien nak

Ak A prieksa pa divi vienada lieluma un pretéja ‘virzie-
0, Tele : : : A '

o— —- - - 0 : S SR (S

22 e kL £k ki Lk

F

Lk jﬁnﬁk pie slédziena; ka
i R
{ o 1
'sz_‘ 0 un ari z,gk =0 un

n

o ;
V=§f§+zf§§ G et Ry R R

51 formula rada, ka sistémas galvenais vektors ir visu sistémas arzjo
Spéku un arejo reakciju goecometriska summa.
- Projecejot nol-mu (1) uz koordinatu asim, dablsim galven&d vektora

projekeijas n n
- 2 a a
\Zx R E:Xk % ‘%Skx
Jooa A - : a
.\\’ = ElYla; + ?Sky o . . - . . - . ( l )

7 Noa L EEYY
\”z %Zk T ,zskz

Sistémas galvenais impulss.

Uistémas galveno impulsu laika spridi no t_, 1lidz t définésim ka
visu sistemas arejo un iekdejo spéku un reakecijl impulsu min&ta laiks
cspridi geometrisko summmi. '

Lietojot tos Eaéus apzimejumus, dabusim impulsu vienam sistewas
punktam A, sekojosa veida:

Iy
ts :
un summéjot visiem punktiem, dabusim galveno impulsu

t . sy
I = J (?’ﬁ+?’f{+'sﬂk+s§)dt

n " Ly 2 :

. A AR w8 | 7l 8 , =l

I & Z'Ik-};ft (Ek+Fk+§k+Sk)dt
L8]

Talak integrésim un summésim katru locekli atseviski, tad

=5 n ot =2 w ot 3 no ot nirt e
T =3 j Frat + {L F.dt +ZS Bpat +> j 5,dt
J to i = ) to 1 to

Teveérojot atkal, ka iekS&jie speki un ieksSéjas reakcijas sistéwa nak
prieksa pa divi vienada lieluma un preté€jos virzienos, nakam pie slé-

dziena, ka '
£ (S iy
EJdetz_O'uan Bl at =0
t to 1 to

un péc tam paliek:
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antﬁdt_l_z'fﬁ@dt s (2)

Ka redzams, sistémas galvenals iwmpulss ir geometriska summa no arejo
speéku un arejo reakeciju impulsiem.
Projecejot nmol—mu (2) uz koordinatu asim, dabisim galvena impulsa

projekeijas:
El) X3 dt+2[t k_xdt
(6]
\.r i ."'t
=Z) dt+2} s}*fy aeint i R R (2%
HRA Tt k
Nt N
IS 2 dt3 \ g% at
2 g}to > T,Z.,to e

Sistémas galvenais moments pret kadu punktu O.

Sistémwas galveno momentu attieciba uz punktu O defingsim kd wvisu
aréjo un iekSéjo speéku un reskciju momentu vektoru attiecibé uz minéto
punktu 0 geometrisku summa.

- ; Izpensim no sistemas punkty A, _,uz
! T =L k
F kuyu iedarbojas speki

Fi ) ?i un reakeijas Eﬁ un §i. Savieno-
sim punktu.Ak ar punktu O un apzimesin
radiusu vektoru ar ?k.

Tad speku momentu summa pret punk-
tu 0 prieks punkta Ay bus

._3 o %[5 P A o o]
Visal sistemal ar n punktiem galvenais moments:
o . Chs wo_ i w . L n il
=i T Gt e e . SN
L=2T, =2 (5, K2 er.FlirZer.skyr‘(; i ol
Ieveérojot, ka sistéma iekséjie sp&ki wn recakcijas nak priekdsa pa divi
: vienada lieluma un pretéjos virzienos:

A 9___2"2, ST ‘ﬁ‘___ogiﬁke =-Fp w T, =-F,
% 1

varam apgalvot ka v1sal gistémai
"
i
1 z? T, .F k =0 un EE [ PRich ]
| ta tad psliek

i
LA
by B gacted [7.et] (3)
zim.8. 51[ P z: { k") | b

Sistémas &ulvcnals moments attieciba uz kadu punktu O ir vienads ar gsis—
témas arejo speku un argjo reakciju momentu vektoru geouwetrisko summa,




e B

Projecéjot nol-mu (3) uz koordinatu asim, dablsim galvena moments
vektora projekcijas uz asim, jeb ari galvenos momentus attieciba uz
koofrdinatu asim:

n n
= 4 B a
Ly = Z 02 - Zkyi) t T By~ ASiy) 1
o xa a a a
a
L, = 3 (xmde - Nk + f-(xksky VicSex) J

Sistémas iekSéjo spéku darbs.

Agrak més konstatejam, ka sistémas 1ekseao spéku geometriske sum-
me = O, ka iek&8jo spéku impulsu summa = O un beidzot ari ka iek3&jo
Spéku momentu summa = O,
. bet apskatot sisteéwmas iek—
Z Séjo speku darbu, redzesim,
& ka tas visparigi # O.Tikai
Er noteiktos specidlos gadijumos
2 tas var lidzinaties nullei,
S G " Kes attiecas uz ieks&jam
E : reakcijam,tad to darbs bis
2, nulle pie idealam saitem,
bet pie saitém ar berzi,
protams, nullei 1lidzinaties
nevar,
e Izdalisim no sistémas
= & divus punktus A, un A,, uz

X

-

=
Il

oX
N

o)

\‘
<)

2781.9 kuriem darbojas iekSgjie
SPRsE Fig un Fél ,vienadi péc lieluma, bet preté€jos virzienos,

Viencsimies uz prieksSu iekSéjus:ispékus apzimé€t ar diviem indek—
siem ta, lai pirmais indekss apraditu, uz ka&du punktu spéks iedarbojas,
un otrs indekss — no kada punkta speks iziet.

Iekbejo Speku F12 un le elementarais darbs:

i 1
a0t = Z(x dx4+¥idy+zidz) = Xy, dx 1“21 2+Y12dyl+Y2lay2+Zl2dzl+221

oastadlslm 1eksego spéku projekcijas uz koordinatu asim,apzimgjot Spéku
2 i i = i
1ielumu F12 F21 = F un attdlumu AIA? =T

Rl

: X - X s - X e
SR, | i ¥ 2 | S| 7 2 1
Frassidgn s Besearr 51 =iy = F —=5
: Y, - ¥ : : Yo = ¥
gy S 3 ik 2 A ek 34 2 1
sty T e kol S s B
- . VA == . s 4 s\
A e o 1 2 S At e s 2 i ]
i RN gh S Boy o, T F e

Ievietosim speku projekcijas elementara darba izteiksmé un izpemsim
visiem locekliem aiz iekavam: %
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3
alt= %[(xl—xg)dJT‘(x2-Xl)d-12+(Y1‘Y2)dy]_+( Yom¥)ay 3+ Zl'zz)dzl“*(zz"zl)dzrz],%
aoL = %[kxl-xg)(dxl"dxg) + (y-¥5) (dyy-dy,) + (31*22)(dzl_d22ﬂ ;%

dfl= %[(xl_xe)ed(xl;xz) 52 (yl_Y_g)'d(yl—yz) + (Zl"ﬁz)od(zl"zz)]

2 2
(=¥ )e (y1-¥5) (z,-2,)°7
.‘ib‘="’£[d l 2 + d 12 2 + d 12 e |

F 4 {03 24 (71-7,) (21 -25)°]
T 2

2
d&:%-%’—l=-§.?£gﬁ=r‘.dr,tataa dt = F.dr

jeb integrgjot, ja speks F = §(r), dablsim

T

Ot:J ® r.dr = j\re lf(r).dr gl {:C%) (r)]r2 =U, — Uy

*3 1

Acimredzot, iekséjo spéku darbs O\ 1idzinasies nullei 3ados gadl jumos:

1l) ja dr = O bet tad r = const. un tas nozimé, ka attalums starp pank—
tienm nemﬁlnas,

2) ja ry = Ty tas nozimé, ka attalums r starp punktiem var mainities,

tikai s@kuma attalums r, ir vienads ar gala attalumu r,.

Apskatitie galeuml ir tikai Ssuri speciali gadijumi, un v1spar1g
1eksego speéku darbs pie dazadiem sistémas parvietojumiem nullei nelidzi
liaJﬂS .

§ 2. Dinamiskas sistémas kustiba.

Ka jau agrak bijs minets par dinamisko jeb brivo materialu punktu
51stemu sauc, tadu sistemu, kura darbojas tikai spéki, bet reakcijas
' nav nedz arejas nedz ieksejas,

Izdalisim no sistémas punktu A ar masu m,

un apzimésim visu, uz to darbOJosos speku, summu
ar F,, kur tad F, = F + Fl

Punktu kustlbas dlferenciﬁlnolidzinéjums
vektoriala forma bus:

- G i ' ,.
m Jy = F§ + T A SRR T 4

un projecéjot to uz asim, dabUsim kustibas diferencialnol-mus sistémas
punktam A}c X a. 5
m X, = X+ X
: 3n dinamiskas sistémas sirul-
my, = p ot S tanie kustibas dif-nol-mi pie -...(5)
50 Sl k =5,2.5 ... 1
m zZ, = Zk i 5 Ly
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., Ja visa sistéma ir "n" punktu, tad Sadu diferencid&lnol-mu bis pa-—

- visam ’n, kurus dablisim mainot indeksus k = 1,2,3 ... n. .

Sie 3n nol-mi reprezenté dinamiskas sistémas kustibas diferenci- v
&lnol-mus, kuriem visiem jabut simultaniem, jo nevienam punktam diferern—
cialnol-mi nedrikst integréties neatkarigi no citiem. Ja izdotos vienam
punktam nointegret diferencialnol-mus neatkarigi ‘mno citiem, tad tas no-
zimeétu, ka $1 punkta kustiba ir neatkariga no citu punktu kustibas un
ka mineétais punkts pie sistémas nepieder.

Katra no diferencialnol-miem (5) spéku komponentés X, Y, , Z) var

nakt prieksa ari citu punktu koordinates x,y,z,i,ﬁ,z,t, bet vismaz vie-—
nd no speku projekecijam jabut ari viena no kada cita punkta koordinatsdm.
Diferencialnol-mu sistému (5) ir jaintegre 6n reizes, tamdél ieies
ieksa On integrésanas constantes, kuypas bils jaatrod no sakuma apsta-
kliem zinama laika momenta,
Dinamiskas sistémas miera stavoklis, Ja sistéma atrodas mierd,tad
punktu koordinates ir const, un

Rl (PR 9)

ievedot so nol-mos (5), dablsim:

Xp + X =
n miera stavokla nol-mi

=
BorY =0 visiem k = 1,2,3 ... 1
0

a > I

Dinamiskas sistemas kustiba zem Newtona gravitacijas
speka iespaida ( n — kerwepu problema).

Izdalisim no sistémus divus punktus Ay un AZ’ ar masam m, un mZ. Abi

= A punkti saystarpigi pie-
3 velkas péc Newtona l1li-
Ay : kume ar spéku

- fiy e ol el
fra il e P o = - k5
I D k&
7 proporciondlu masam un
pretéji proporcionalu

f attalume kvadratam, K

| ir proporcionaiitates
ivx : / koeficients Jeb lMewto-—
I~ K ‘ 2%

I

|

J>
\
o~
P
=

o
5
e |

na gravitacijas spéka
= konstante un (-) zime
X s rada,ka &is spéks ir

oimm Ad pievilksanas spéks,

Castadisim speka er projekcijas uz koordindtu asim:

i mk.mx'gf-xk mk.mésgi—#k)

Bep 5 Fyg ConllEg) 2 kg ? =k 3
kit ke ke
2% w .y, =y w,_.m, (y, =y, )
% =0 boalll ) = lcanates ik, gl K £ 0k
kl ki k¢ P S T
k£ kK& ke
m ., Z,-2 m, ,(z,-2, )
= ] ] — k ‘e. 2 k - k »Z -e k

kg R T} @

§atl
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Pie punkta A, kustibas diferencidlnol-mu uzstddiSanes jaievéro, ka ari

visi citi punkti pievelk punktu A, péc ta pasSa likuma un atrastéas spéku
projekeijas ir jasurmé visiem k = 1,2,3 ... n, pie kam aiz iekavam vares
izgemt visiem 1ocek}1em masu m  un grav1taolaas spéka konstanti k. :

%%k=kmkzmm~—
Yo = Vi
myy = k.m11 - uy —‘LI—J———
A
U=
3 % sl R
Melp = Simprdas iy 3
e ke
bet masu mk'var saisinat un tad galigi iznak
{=n Xy =% N\
i g = %
ke =k my 3
: ki
w2 BT % o (6
i iil mi-——;zz—— > n-kermepu problema ......... GeRals s ki)
2=n By B y
150 0 k
Zk—kz§ mtT )
ki

kur Ty, = \//(xE'— xk)2 + (yt - yk)2 - (Zﬁ - zk)2
Atrastie dif-nol-mi (6) reprezenté t& saukto n - kermenu problemu,kura
vel 1idz Sim vispariga veida nav atrisinata, tikal pie n = 2 més varam
dablit precizu atrisinajumu.

Pie n = 3 atrisinajumus ir devusi Poincare un Laplace.

Pie n > 5 var dabit tikai tuvenus atrisinajumus, ar kuriem nodar-
nojas astronomi un kuri sastada debess-méchaniku,

n—kermepu problemas integréSana pie n = 2.

sakuma atruma
savienoc abus
taisni piepem-

AprobeZosimies ar vienkarsaku gadijum, kad punktiem
nav, tad acimredzot kustiba notiks taisnes virziena, ku;a
punktus sakuma. 5o

X >t sim par X asi, pie kam koordinatu
RO 1 A sakumu izveélésim pirma punkta A
; L LA ihy 110 k tAVOok1I :
\ *_ N Al $‘3 e sakuma stavokli: A4,
iz EQ Fﬁ i Doti: Newtona gravitécijas‘sPUKS:
. X5 = m. m
& 5 ey 129, 2 sl
zim, 12, el e e e
Sakume apstakli X, =30 X5 = 8, X4 = i20 = 0,

Uziet 1) kustibu, t.i.

Xy = fl(t) un X, =

£,(t)

2) laiku T, kura punkti sastapsies,

Spéku projekcijas uz X asi bis:
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X0 =Fp =k T 2
m-m
& D3 L g
Eoge =ilay = — k 2

kur r = Xy = X
Uzstadisim kustibas dif-nol-mus abiem punktiem

m ™~
WXy -= k e ] RS Xk :
B (%, - x )2 cle ir [divi simultani dif-nol-mi, bet
2 : S L tos izdosies maksliga cela nointegret.
m
(x5 = %)
Pirmkart saskaitisim abus dif-nol-mus, tad:
m Xy + myk, = 0 ¢ X +myX, =0 +++.. I integrals
S5 ax integresim otro reiki
1 : = : e
i T e Mgy T s
pareizinasim ar dt un integreésim no sakuma apstak]liem
Xy + moX, = Cl m,.0 + m,.a = 02 3 02 = 1,8
?o sak?ma apsté%}i?m un galigi Lylxl T WX, = m2a%
ShEEe TR R G s el tas ir II integrals,bet vips ietilpst
abi nezinamie Xy un X,

~ Ta tad, lai atrastu katru no tiem, jameklé vel vienu nol-mu ar tiem
pasiem nezinamiem.
Nemsim tagad tos pasus dif-nol-mus un saisinasim pirmo ar m, un
/ 1
otro ar m,:

- m i S
.J'{lzl: k 2 5 \
(s = X=) f
2 1 L :
m, ; — stvilksim pirmo no otra
. - i 4
X, = - K ——_
2 2: 1
(X2 =7 xl) !j
S = m + m, Ll RS : & S
Xy = Hgoe— k R )2 ievérojot tajak, ka X, - X; =T un X, - X;= T,
| € % 5 my + m,
ievedisim jaunu nezinamo r: I = - k ———— . Vienkarsibas deé] apzimé-
. T
sim: k(ml + mz) = A: %ﬁ'%% = - ég , pareizinasim ar dr un integreésim
SR i (ar
err — e Aj? st Cl
-2 1 A
L =A3+C, , bet sakuma ¥ =0, r, =a, C;=-=2
e = EA(%'— %) izvilksim kvadratsakni, bet saknei priekSa jagem (-) zime,
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jo t = X2 - xl un tas ir negativs lielums tamdé]l, ka x2 ar v1r21ts pretis
X formula ieiet ar (-) zimi.

X asi, bet xl
i-—— & /ET I integral
= - 7 A integrals
ar = “\//%§ i ME =T Skirosim nezindmos un integrésim
V.3 : -

- EJZEL:—QE- =\/K%§ “"h 02 izlietosim substituciju \/a — T =

r=8a -2 ; dr = - 2z,.4z

: £

8~ g 2zdz .
7 =\/G%§ sk g C2

2 3 a -22 «dz = %r o k- rF C tagad kreiso pusi varam nointegret
2 L%\ a —_22 + % arc £in ] \//?K t + 82,11k51m atpakal z=\/a-r

B rir + a.are uln B \//E_ t +C, sakuma r, =& un C, =0

un liekot vEl A = k(ml + me), dablsinm galigi

3 fizx 2k(ul+m) I
\\/rla - r) + a.arc ulnl =\ t ! II integrals

{
Ievérojot, ka r = Xo — X5, mes esam atradusi otru nol-mu ar tiem pasienm

nezinamiem Xy un X, un atrisinot vigu kopa ar pirmo, uziesiu mekléjamas
funkeijas
Xy = fl(t) un X, = fg(t)
Lei atrisinatu otro jautajummu, t.i. lai uzietu laiku T, kura punk-
ti sastapsies, japielidzina atrasta otra integrala r = 0

2k(m +—m2)
0O 4+ a.arc Sin l = + T
o= a\a '-%; sec
\//2k(m1 - me)

Dimenzija Sai formulai iznak secundes, ja ievérosim, ka koeficienta k

. i b T2, 187 :
dimenzija japem pec formulas F = =y 3 k L—4§—§ un masas dimenzija:
Me
1 r J

el T
M = {FL1.7°].
F1921me. Ja punktiem sdkume &trumi nelidzinasies nullei un neics taisnes

virziena, tad atkariba no apstékliem trajektorijas biis: elipsec,
n} %rbolas jeb parabolas.
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§ 3. Saites iespaids uz punktu dtrumiem un pedtrinajumien,
Slstemas v1rtuelle € pé v1et03um1 Idealas saites. Salsu

=== ——eet ———

reakeiju pgggek013as.

Nemsim sisteémas saiti vispariga veida:
f(xlylzlx2y222 cee XY VZy oo nyhzn) =
un diferencésim to péc laika

o 0B o el K Sy K s i e
H axl *l Wl yl "a?l'al £ —B-—2°J{2+...+ F—zn.zn =0

jeb lietojot matematisku saisinajumu

n
(i e P & T . P 51
Hf - E%'( ii; Xk + ?yi'Jk + EE; Zk) bl O \ o--.--oo;-o(?)

ke k=120 Lo e

Ar S&du nol-mu, k@ redzams, punktu atrumu projekcijas ir ierobeZo-
tas, ja sist@ma ir saite. Atrumm projekcijam $o nol-mu ir jaapmierina,
Diferencésium saiti otru reizi pec laika:

25 .
asfi it df o OFf . Dk Ff o (2)

= it &l O R R e Pl I
dt“ hxl & Yy 1 zy 1 Dx2 2 ¢z, ‘n

ur. ar féa) ir apziméta parejo locek}u summa, kas satur. atrumu kvedratus
un reizinajumus. Lietojot matematisku saisinajumu, varam uzrekstit to
pasu nol-mu ta:

L

> o , ;
a~f 7, 0 T .3 f ; f... LA
\‘ -d_te = El: ( Exk'-x ayk i TL_ZK Zk ) + f ] ST (8)

Paatrinajumu projekcijam jéizpilda Sis nol-ms neatkarigi no spekiem,ku-—
ri aarboaas uz sistemas punktiem, bet tad pa@trinajumi var nesakris f ar
speku virzieniem un tas savukdrt nozimeé, ka ir nakusi klat jauni speki,
kurus izsauc saites eksistence. Sie Jjaunie speki ir ta sauktacs sgaites
reakecijas, par kuram runa jau le& agrak.

Ja sistéma ir B saites, pie kam h<{3n - 1

fl(xlylzlx2 vor XyVyZ) ees Zn) = .0

fz(xlylzlx2 coe K FpZy e zn) & 0
fh(xlylzlxe L] kykzk LR Zn) = O

tad pec analogijas més dablsim h noteikumus, ar kuriem bus saistitas
atruma projekcijas

af i Af af of
s S i S » i
at ( 0 Xy e 0¥ Ve T Szk By = 0
arf .47 B T of of
el S, 3 @by
T - Zl-(axkxk+aykyk+azk“k)"o
é-f' - - r; .‘aﬂf - - - ’5f' L] - lai. L] - - -
h _ h . o e ed
v § '( Bxk'xk + 7y Yy + 5%, 2, ) =0

g 3 TS

LI -
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un tapat ari h noteikumus paatrinajumiem
2

ace n o Qf of U ¥
g el Sl T 3 (2)
e ( X t—7y + % ) b.f = 0
dte '%w Exk k " Uk Ezk k 1
2
acf n 3f o of
s - 8 i D (2) g
ST (Fr-x ey Foaom ) 4 f =0 j
'20 - - - - - - - . . . . - . - . . - - - - -
ace n f T of :
h D h i h . h L (2) =
67§ R R R R e O

Piezime, Pie rheonomam saitém atrastos noteikumos naks klat veél deZi
Tocek]i.
Sistémas virtuelie parvietojumi.

Par virtueliem paArvietojumiem sistémA meés sauksim tddus bezgaligi
mazus parvietojumus, kurus sistémes punkti varétu izdarit, saskapa ar
saitém, zem kada blakus iemesla.

. Istus bezgaligi mazus parvietojumus zem sistémas spéku iespaids -
punktu trajektorijas virziena, més apzimeésim punktam A, ar ds, , un-ta
projekcijas uz asim ar: dx, , dy, un dzk. &

Virtuelus parvietojumus tam pasam punktam, lai atskirtu tos go iIs-
teniem, apzimésim aJ'Ssk un ta projekcijas uz asim ar: X 0¥y ©Zp.

Briva sistéema virtuelie parvietojumi Ssk var notikt kuya katra vir-
ziena un to ir bezgaligi daudz. . Q

Saistita sistemd virtuelie parvietojumi ¢s, var notikt tikai saska-
ga ar saitém, Noskaidrosim, kadus ierobezZojumus dod saites eksistence vir-
tueliew parvietojumien.

Fiepemsim, ka sistemé ir saite:

(X7721%oT5 eos X T B oo z.) =0

Ja sistémas punktu koordinates ir:

xl" yl, Zl, x2, y2 - ey Xk, yk, Zk - a0 Zn
tad péc virtuela parvietojuma ta&s pasas koordinates blus:

. - - $ % 3

Xy +-3xl » ¥y +—3yl 3 27t 3;1_, X, +-cx2 oo Xy +-$xk o B O
Bet Sini jaund stavokll punktu koordinatém ari jaapmierina saites rol-ms,
ta tad s N N > ' ; y

- . . - \1 - 1

fxy+ X7 3¥7+0Y75 2302 5 XoH0X o5 0 00 X A0Xy o0e 2 402 ) 0

Attistot So formulu péc Taylora, dablisim
f(xl+3xl;yl+3yl;zl+xhl; vas xk+3xk cee 2y +—$zn) -

i, A 3 f LR 3f s
= f(xlylzlx2._. s Kpe ..Zn)-l- -EJ—CISXJ- S '5'37—1— Syl = -az—l 531 -+ % 3}{2 }

F

qf %
+oco +ﬁ?{8xk+.°. +Wnd\zn+R—O

‘ur ar R ir apziméta paréjo otras un augstakas kartas bezgaligi mazo lo-—
cekJu summa, So locek]Ju summu salidzinot ar pasiem virtueiiem parvietc—
Jumiem, kuri ir pirmas kartas bezgaligi mazie lielumi, varam ignorst,bez
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tam arl pirmeis loceklis F(Xy¥727 e-v X oot 2 n) = 0, té tad paliek:

Of o 3f e g i s
%—x—'}'—' (']xl + (yyl + le 53( + ses T xka\xk +...T f\—é—n“(yzn

jeb lietojot matematlsko-saisinéjumu varam rakstit X
-, Of RF of %
Z( e TS S‘xk + "D_y'_gxk +'-'O*“£—JZ}{) = O L 0(9)

kar k = 1,2,3 ...

Formnla (9) reprezenté noteikumu, ku;u izsauc saites eksistence virtue-
liem parvietojumien.
Ja sistemd ir vair@kas saites, tad katra saite dos virtueliem par-

vietojumiem Sadu notelkumu N
Y ‘af
SFT l A
Z( -ax S'xk J\Z = 0
n ’Bf Noteikumi
ZE( x 5}k 5; =0 > virtuelienm
l | parvieto- ..(10)

Jjumiem, ja
gsistema ir
h saite

/
No 3n parvietojumiem h parvietojumu var atrast no Siem noteikumiem un
5n - h paliek neatkarigi.

Lai noskaidrotu, k&da nozime ir nol-mam (9), apskatisim 3 specid—
lus gadijumus,

1) Punkts kustds uz virsmas: f(xyz) = 0.
Saite uzliek virtueliem parvietojumiem noteikumu:

%Sx +-—,§-—§é\y +_-—,§—zi:(3\z =0

izdalisim So nol-mu ar pErméds kartas diferencialo parametru

3f2 Bf2 : Jdf\2
A\/( e

A
Cos(XN). SS COS(X Es) + Cos(¥N). 0s. Cos(Y. 35) + Cos(ZK). JE LOb(Z ds)
5 Eb Cos (N, 8*) =0
bet 08 # 0, t& tad Cos(W0s) = 0, jeb &5 | ¥

Tas nozimé, ka visi virtuelie parvietojumi ir perpendikulari normealei,
jeb virtuelie parvietojumi ir iespéjami tikaili tangenciala plakneé.
2) Punkts kustas uz liknes,dotas ar divam virsmim.

fl(xyz) =0 .un fg(xyz) =0

fatra saite dod virtueliem parvietojumiem noteikumu



of of of
_B_i(?'x-q-—-a%'?y +—5%b2 =0
of RS Sy
—ﬂé Sk-+-1;§<5y +'7f§‘)z = 0
izdalot atkal katru nol-mu ar savu diferencialo parametru ll un b F
dabisim 3 2
3y £y ofy
IX §x + a‘Y'Sy-h 92 §2 = 0
8y By Oy
of, ?fe lfg
—-E_M“‘x + ST Jy + E&z_ =0
1y talak : . =
un tala
0x.Cos (I, ) + Sy.Cos(TW,) + Jz.Cos(ZF,) = O
Sx.Cos(:Kﬁg) +5y.Cos("Y"1\T2) +§z.::os(m2) = 0
jeb d's.Cos(Fy .88) = 0

bs. Cos(N 58) =0
bet $s # 0, ta tad Cos(Nl.Ss) = 0 un Cos(ﬁe.g'é') = 0, Jjeb
§51% w §5 | W,
tas nozimé, ka virtuelam parvietojumam jabut perpendikularam abam tan-
zentém jeb virtualais parvietojums ir iespéjams tikai tangentes virzie-

né.,
3)Divi punkti ir saistiti ar stieniti:

Saites nol-ms, kurs visparigi diview

A (xq9729) Ay (Xo¥525)  Lunktiem ir
© L 0 f(x 2. X Z2-) .= 0
Gl b bt D T e
zim.13. £ $inl gadijumé bis:

2 2 - LIEN
(5 = X9)° + (35— ¥3) + (2, ~27) =4 =0
Noteikums wvirtueliem pérvietojumiem ir:
w
Cf“ %f T Ty
5inl gadljuma 1znaks

Ozk) =0

Izdalisim ar 2 L visu nol-mu un pﬁrnesisim 5> loceklus otra pusé
- @ - 2 -X
2 1

£

2 —z
+~--——-——‘2 152,2

v
A
[,
2
{‘!



ST R
Cos(zz).gxl + Cos(_—fi_’i) .?yl + COS@E)oSZl = Cos@z).a'xa - Cos@i}.é‘yz +
- Cos(ﬁ@).gég

jeb 1 §5,c0s(£.83;) =532003(€.5§2) 1 g AT (11)
"éis nol-ms dod kinsmatisku ierobezZojumu
& - . virtueliem parvietojumiem, kugu izsauc
05 f’#,,,f*"dgrhﬁuysaites tksistence: virtuelo parvietoju-
A Sa

d;.ai“"’f mg_prgjekc}jam uz stienisa virzienu ja-
but vienadam,

zim, 14’-

JIdealas saites,

: Par idedlam saitém sistemd més sauksim tadas, kuyam reakeciju dar-
bu summa gz.31§tgmas_V}r§uellem parvietojumiem l1idzinajas nullei.
Analitiski Si definicija izsakas 3adi:

e G .
!30‘-5 e (Ek gsk)"‘ {(Skx.g'xk * Sky'é\y}{ s Skz'é\zk)z o F DEEEBRRE Bk

{ B Ay o e i :

ﬁgg S, 1r punkta A, reakcija un Sx Sky’ Sy, 8Is reakcijas projekci-

: Nupat formuleta 'idedlas saites definicija nemaz nestav pretruna

ar agrako idealas virsmas jeb liknes jédzienu, bet ir tikai plasaka,
Parbaudisim sacito dazados gadijumos:

1) Gadijumus: Funkta saite ir ideala virsma:f(xyz) = O.

Ide&lai, t.i, absoluti gludai virsmai, saites reakcija S iet nor-
mald virziena, bet virtuelie parvietojumi punktem uz virsmas, ka agrak
gijﬁgpierédits, ir ilespéjami tikai tangenciala plakneé, ta tad arvienu
5 o8B un

- §0L, = (8.95) = 5..0x + 8,-0y + 8,.§2 = ©
K& redzams, saites reakcijas virtuelais darbs ir nulle.
2)Gadijums: Punkta saite ir idegdla likne, dota ar divam virsmam:
fl(xyzg.= C un Tz(xyz) =0 -

Katrai virsmai saites reakcija iet normal& virziena, bet virtue-
lie pérvietojggi ir iespéjami tikai liknes tangentes virziena,ta tad
arvienu 5; | 08 un B, | ds um

S-OL = (8 Sg) + (8 SE) =0  jeb ari
8 1 2
Slx.?x i siy.Sy +8y,.02 + ng.Sk e SQY.E} +8,, .02 = 0

$)Gadijums: Sistema no diviem punktiem, saistitiem ar stieniti.

59,

Pec IV Newton’a principa saites
b reakcijas var iet tikai stiepa
2- T virziena, pie kam abas bus vie-
) nadas un pretéji virzitas:

Ssz 8y=-5;
Sastadisim virtuelo darbu summu:

SO, = (5,.95;) + (5,.08,)

I - zim.15.



-~ 19 -
& m"s = Sl.gsleos(gl.(@l) + 32..582003(52.0'62)
Parrakstisim Cos. piepemot stiepa £ virzienu no A, uz A,

O (l. Sl,leC()s( E Ssl) — 82.852008( ﬁ.use) =0

jo péc formulas (11):
531005( E, 831) = 532.003( ¥ LBz) ta tad atkal

-

£ Gl"s = (31.031) - (§2.usa) =0
tas nozimé, ka stieniSa veida saite arl jaskaita par idealu.

Idealas saites reakciju projekecijas.

Piepemsim, ka apskatamd sistemé ar n - punktiem ir dota ideala sai-
te:

f(xlylzlx2 Y kykzk "o e Zn) = O
Idealai saitei reskciju virtuelo darbu summe = 0 (form,12)

"\'!".

n & e
SR = ) i .
J L s (:‘(skx'(’xk + Sky.gyk -+ Skz.t_.zk) 0

Uzrakstisim veél noteikumu, kuru dod saites eksistence virtueliem par—
vietojumiem (form.9):

gf of

Of ,\ g
3
Z(axk e Tav O+l e z,) =
Pargizinasim otro nolidzingjumu ar Radu, 1lidz Sim vgl ne:(lotel tu fakto-—
ru , atvilksim no pirma un izpemsim aiz iekavam k’ oyk, Zy:
? of ¢ ol
51 (Syex - A )ouck + (8 )\ )c:yk + (8, - azk 02, o

Attistisim So formulu, liekot k = _1,_,} e

-

- i 2 3 O :
(81x = 5 )le + (Sly - A %—)Syl + (8, —_Jgéi_)cizl + (Sp, __'{ f‘ ).
s il (Skx"Jh""_dxk""‘ SRR (Snz -\A )UZ = 1)

Ja sistema ar n punktiem ir viena saite, tad neatka.rigo virtuelo par-
vietojumu skaits bus 3n — 1, un viens virtuels parvietojums bius atkarigs
no tiem.

Piepemsim, ka atkarigsis v:n.rtuelaj\s parvietojums ir ((\'x]_ un izvelé-
sim A tik llelu, lai koeficients pie Xy btitu nulle,t.i.,

lai 84, - J\ Exl = 0., Tad paliks pari nolidzinajums:

(519 = Ay, + (81, = ATEMay + oo + (8, - 4 §E)z, = o

™
bet lai sSada summa pie neatkarigiem parvietojumiem J‘yl, &l, -"ixz..:?zn



it M) e

varétu lidzinaties nullei, jalidzinajas nullei katram koeficientam pie
neatkarigiem parvietojumiem, t.i.

87 e SR =A:}f
ly : (}yl ly :;yl
N T Py
Slz 2% “‘531 =0 Slz -‘A Ezl
N : XWf
S - S =
X - WK a——a ) 2X X
3x2 2
pardf S0 E s
B A GE = O sk"‘—"{ﬁ; Ve
5 e T '
By O Sky = A 3y
QF L Af
Syz = A ﬁzk i Syz "ti Jzk
AL g
Snz"vASZn 0 Snz e Z

Ka redzams, visas ide@las saites reakciju projekcijas izteicas caur
saites parciglam atvasinatam reizinatam ar vienu un to pasu faktoru A.
Ja dota saite f(xlylzlx2 oa'e zn) = 0 nav ideala, tad reakciju S,

var sadalit divas komponenteés: normala reakcija, kura izteices ar nu-
pat atrastam formulam un berzes spéka, kas lidzindjas normalai reakci-
Jjai, reizinatai ar berzes koeficientu A,

Idealo saisu reakcijas projekcijas, ja sistema
ir h saites.

Uzrakstisim sistemai ar n punktiem h saisu nolidzinajumus:
fl(xlylzlx2 vor XYy ees zn) =0
£5(X1¥127%5 - X Y2y oe e zn) = 0

fh(xlylz1x2 eve Xy W2y o0 2.) =0
Uz katru sistemes punktu darbosies h reakecijes, no katras saites viena
reakcija, kuras varam iedomaties saliktas geometriski:

= _ = L, = e &(h)

Sk—Sk+Sﬂ+sk+ .....+Sk

Dosim sistemai virtuelus parvietojumus saskapa ar saitém,tad, ja saites
ir idealas, reakciju darbu summa uz virtueliem parvietojumiem lidzina-
jas nullei:



AN
SOte = e b a8 5 =0
i o v e A LS gty Ay e
Bez tam saiSu eksistence dod virtueliem parvietojumiem h noteikumus:
n 2f bf %f
l Sy l 3
3f2 Bfg

1
oL
n 3 of _
2 -
% (Exk i T Yy Syk 25 Ezk Jzk) s h - noteikumi

_ 2 DR,
2 (—__bxk ox, + g=n 0y - ﬂ‘}zk qu) =0
Keizinasim h noteikumus ar '(1’ LL voo _Ah un atvilksim v_:ksus no
vi rm@ela darbe nolidzinadjuma, pie ka.m pemsim vel aiz iekavam J Xy J\yk
un ¢z
k :
n - of of 3y
3
Z_-L' l.(skx o ‘}(1 ) e ')(2 e J‘h )”xk +
af Pry Rk
g s ol e, P h
o f
1 2 | %
+ (8, - "Al ¥z, "){2 R An dzk)(j\z _

No 3n virtueliem parvietojumiem h ir atkarigi un 3n - h neatkarigi
starp jn parvietojumiem pastav, h ngteiktu sakaru. Izve€lésim talak, i; lz
$im vel nenoteiktus faktorus ‘/‘1’ Aps Nz eee Ap ta, lai koeficienti

ple h atkarigiem parvietojumiem lidzinatos nullei. Tad pédeja nolidzi-
najumd paliks summa no 3n — h neatkarigiem parvietojumiem, pareizini-—
tiem ar zinamiem koeficientiem, pie kam SI summa lidzingjas nullei,
lai pie neatkarigiem parvietojumiem Sada summa varétu lidzinaties nul-
lei, ir jalidzinajas nullei katram koeficientam atseviski,

Izteiksim sacito analitiski:

D %
of o f, o
' 4 2 AT J( \
S AR S Sy ._...__.__.‘ 1 = =0 { h - koe-
ax 1 oxy 2 0%y 5%y h 3x1 ; ficienti,
S 2 p [ kupi 11-
et S b SO i S el B 0y o \ dzinajas
2x h § ‘oxg 2 VXs 3 axg h u‘x2 ), nullel
!; pec Aq 5
Cevhn oD R R S s A R R S
hx 1 VX, 2 Uxh 3 ".‘_'-xh Ja h szh les,



- - - - - - - - - - - . - - ™ - - - - . - - - - - - - - - .I i‘Jc.iZé—
- - - - - - - ™ - - - . - - - - - . - - - - . - - - - - - - - Jle
g B o i 3n-h
S - j . l — 4 J& e J 'Dri.z bt L R P e fh —1 O ! koej‘."
nx 1ax, 2 X, 39X, h 5xh i kuriem
-5 & : | ary
of of of of | 4g3s 8
1 Z 2 /< h 1 :_!Lt-d-d.
S By mms ~ ki gl s ol = =0 | SZink
1 . s e . | AzZ1nas
ly 0y 2y Svy h 3yy | nullei
|
of of PRz
\Al V< ] 2 - \A _—2 bt BRI A \/( __1_1' - O
By Eiayn 5 h 2V,
bf ‘ Df
....._.— — —_ — o h E —
s df ‘4 }f2 5_2__ : th J
nz 1 5 3 h 5

No sSim formulam varam atrast reakciju progek013as visiem sistemas
punktiem; Uzrakstisim punktam‘Ak reakeijas projek01Jas

O f Y \
s 1 2 h

Skx-‘xl'axk"' xeax +...+J(h-5-— J
bEs OFf R T (

o 2 : h e mee e bis (14)
Bf 3 . th |
Skz = ‘-A r + }2 azk + s e + J}h L’Zk l|‘
- /

Liekot formulas (14) k¥ = 1,2,3 ... n, varam dabit reakcijas projekeijas
arl citiem punktiem.

§ 4. Si'.ISTi_:TAS_ SISTEMAS KUSTIBAS DIFERENCIAINOLIDZINAJUNI
PEC IAGRANGA I FORMA. MIERA STAVOKLIS.

Piepemsim, ka sistemd ar n punktiem ir h saites, kuras dod punktiem
aréjas un ieksS€jas reakecijas.
Izpemsim no sistemas punktu Ak un apzimésim ar F visu aréjo un iek-

§8jo spéku geometrisko summu, tapat ari ar 3 visu areJo un ieksSejo reak-—
ciju geometrisko summu.



-—a i-
R o
_ s =8 =i
S = Zsk + Zsk

Tad punkta Ak hustibas diferencialnoli-
dzingiumi bis

mX, = Xk + Skx
ey = Yy + Siy

zim.16. mkék =2, + 8,
ievietosim Seit saites reakcijas projekcijas péc ?9;m.(14)
mkik='xk+~11%%+-/(2-§;—i+,..+~ gi—i ]
mkf’k“"Yk*""’(l;;_i"' Jagi—i+...+\lhg—i :k ........... (15)
mkékzzk+~ilgi-+$2%+...+$hg% j
' el |

Ltrastie nolidzinajumi (15) ir saistitas sistemas kustibas diferencidl-
nolidzinajumi péc lLagrang’a I forma.

Ja sistemd ir n punktu, tad Lagrang’a diferencialnolidzinajumu bus
3n, bet nezinamo 3n + h, jo ngk klat vEl h lielumu A, A, 3o e Ao

ta tad, lai blitu iespéjams S0 sistemu atrisinat, japievieno vEl h sai--
tes nolidzingjumi.

fl(xlylzlx2 see X V)Z) ees Zn) =. 0 \E
. !
f2(x1y131x2 voo XYy es zn) =0 {

e AR e e e e e e e T e e \;‘ h - nOI—m'u.

- . . - . . . . - . » . .- - o !

P (X9¥129%5 -ve X T2y oee 2,) =0 ]
Pievestas ’n + h nolidzingdjumu sistemas atrisinaSanas metode ir Sada:
pirmkart jaizsledz visi .A un, lai to panaktu, japem h + 1 vienkarsaki
nolidzinajumis Rezultdta dablUsim 3n - h diferencialnolidzinajumus.kuyos
neietilpst .A,bet ietilpst visas 3 koordinates un pirmfs un otras atva-
sinatas no koordinatém.
- Talak h saites nolidzingdjumus izlietosim h atkarigo koordinatu no-
teikSanai. No ieprieks dabutiem diferencid@lnolidzinajumiem izglégsim
§is h atkarigas koordinates l1lidz ar to atvasinatam. Tad dabisim 3n-h si-
multanus diferencialnolidzindjumus ar 3n — h neatkarigam koordinatém, :iu-
i blis jaintegré. Pie integrésSanas ieies 2(3n - h) = 6n - 2h konstantes,
ras ir jaatrod no sakuma apstékliem, ta tad jabut doté&m >n — h sakuua
koordinatém un 3n - h s@kuma a%rumu projekcijam, :
Péc tam, kad 3n — h neatkarigas koordinates biis atrastas ka f(t),
varam paréjas h atkarigdés kocrdinates atrast no saisu nolidzinajumien,



< A

Kad tada karta visiem punktiem kustibas nolidzinajumi blis atrasti,
va{am atrast ari reakcijas katram punktam, pieméram punktam A, péc for-
malam:

Sex = BcXy ~ X
Sy = MYk ~ ¥k
Sgg = M2y ~ 2y

Ja ir vajadzigs zinat, kadu reakciju dod katra atseviska saite ka-
dam noteiktam punktam, tad jaatrod attiecigeis A, kas atbilst apskata—
mai saitei un jareizina ar t&s pasSas saites parcialo atvasinéto péc punk-
ta koordinates.

Pieméram: pirma saite pirmam punktam dod reakciju, kuras projekcija

of
uz X asi ir: ‘Al 53% , Ootra saiﬁe pirmam punktam dod reakciju, kuras
of
projekeija uz E:— asi ir: yda 5§§ . Tresa saite ceturtam punktam dod
1

of

.

4

Pie vienpusigam saitém jaatrod attiecigais A, lai noskaidrotu, cik
ilgi punkts paliek uz saites.

reakeciju, kuyas projekcija uz Z asi ir: 'AB

Saistitas sistemas miera stavoklis.

.Ja saistita punktu sistema atrodas mieréi tad koordinatu atvasina—
2

tas X = ¥, = 2, = 0, un no nolidzinajumiem (15) dablsim:
?}f 1 c‘)f Bf - \'\
i S 2. : [ TR
SRR of ofy
‘A _'_l _"-'2- RN v/\ — . R
Y, + lwk*“(EeykJ' By g =0 ) . (16)
ot Je de e
. ‘ 3
1 2 ¢ T
Zk+L/{l-_6-é—£+kAgvaz—k+ ..... +V(h'wk-—0
T - e e SR T

J
Pievienojot Siem nolidzinadjumiem vEl h saites nolidzinajumus
fl(xlylzlx2 ce Xy VyZp e zn) =0
fe(xlylzlx2 oo XKy By oo zn) =0

fh(xlylzlx2 e XYy een Z)- =0

dablisim 3n + h nolidzindjumu sistemu. ar kuru bus noteiktas 3n sistenas
miera stavokla koordinates un visi A , kuri ir vajadzigi reakciju noteik-
Sanai.



L

Piemérs, Divi punkti Ay un A, ar masan m, un u, saistiti ar stieniti

garumd £ un kustas katrs uz vie-
Ty ALE S nas virsmas. Uz punktiem iedar-
y ot
A / A9 bojas areéjie spéki:

e

L FJ un F5
Uziet: punktu kustibu,

Pavisam sistema ar diviem
G _o Dunktiem ir 3 saites, pirmss di-
: ’f (Xﬂ’-z’)a vas ir aréjas, virsmas:

EY  zm.1 £ ( ) =0un f./x )=0
) zim.17. 1(X3¥42, un £/ w,y,2,
TresSa saite ir iek38ja, stienits garuma

o=

fastadisim kustibas diferenciélnohdzmﬁ;]unms abiem punktiem
| 1y of i
S 1 2
mlxl_—xl+\/(l-a—-+ a_.;. ‘/(3

e
of of 0f: | ” .
R, 1 2 \  kustibas diferen—
L o "\1 PEZY & ‘Az T iy J} ﬁi Y cialnolidzindjumi
15 _ [ punktam A,
L Of o J f
m 2y =29 + -./{ zl \-42 -o—— + tAZ, -a—zzl J
A of B
m.2x2 = /( -— + /{2 -r + L/}\B x2 \‘
w J\ Efl \/( { E}_ ‘, kustibas diferenci-
i B e A R ot T * 4335, \ alnolidzinajumi
_ ’ punktam A2
of of |

-m2'22=22+~/( 1+~/<2-5-—+u‘(a—§§

Sie nolidzinajumi vienkarsojas, ja ievérosim, ka

N

ofy i of, =E)fl S bf2 of, 8f2 L
90X, 9y, 02, 'BYl azl
un ieliksim tresas saites parc:.alas atvasinatas:
af
Bl ; 1
df

2) myy= ¥y + Ay = Wl - 2A5(y, - ¥p)
: of



5 4

of

4) my¥%, = X, +.,4 2 3% * 2 A 3(x) = x,)
Bf

5) my, = Y, +\/(2,§-y—2+2 J;(yl - ¥5)
0f,

6)m35=22+u{25§+2uk(z - 2,)

Pievienojot Siem 6 diferencidlnolidzindjumiem v8l 3 saites nolidzinaju—
mis:

fl(xlylzl) =D, f2(x2y2z2) =0 vl fj(xlylzlxzyézg) =0
Cablsim sistemu no 9 nolidzindjumiem ar 9 nezinamiem, bet atrisinajum
varés novest 1lidz galam tikai tad, ja bls doti abi virsmu nolidzinajumi
konkreta forma, kaut gan tas bls loti liels derbs.

§ 5. VIRTUELO PARVIETOJUMU PRINCIPS.

Sistemas miera sté@vokla noteiksSans ar virtuelo parvieto-
Jjuml principu.

Tieksme novest visu méchanikas jaut@jumu atrisinasSanu ki statika, ta
arl dinamika pie vienas kopgéjas metodes veicinaja virtuela parvietojuma
Frincipa atklasanu. So pr1n01pu ir atkla3ls J.Bernoulli XVIII g.s. saku-
ma, bet pilnigu attistibu Sim principam ir dev1s Lagrange sava darbéa
"dlecanique analitique" 1788.g.

Virtuelo parvietojumu princips formuléjas ta:

Materiglu punktu sistemas lidzsveram ir nepiecieSami un pietiekosi,
lai visu sistem@ darbojosos spéku un reakciju darbu summe uz punktu
virtueliem parvietojumiem lidzinatos nullei,

jeb vienkarsaki: ma@erlalo punktu sistema atrodas lidzsvara, Jja sistemas
virtuelais darbs: ¢ Ji= O.

Ja saites ir 1dea1as, tad reakciju darbu summa uz virtueliem par-
vietojumiem pati lidzin&jas nullei un punktu sistemas lidzsvaram pietiek,
ja visu spéku virtuelais darbs lidzingsies nullei.

Dazi autori virtuelo parvietojumu principa vieta lieto nosaukumu:
"virtuelo &trumu princips", jo virtuelus parvietojumus arvien var aiz-
vietot ar virtueliem atrumiem ievérojot, ka virtuelais atrums:

\s : o~
Vo = 3% » Do kurienes Cs = Vedt.

Izvedisim virtuelo parvietojumu principu atsevisSki brivai un saisti-
tai punktu sistemai.

I. Brival sistemai.

Virtuelo parvietojumu pr1n01ps analitieki izsekas ta
i

} \ﬂ[ fﬁ (ch,sk) =0

- BB =1
kurFk—Fk+Fk

AR el e S e 6

HER)

jeb attistot skalaro produktu:



Ja sistema atrodas lidzsvara, tad katram punktam: Fk = 0, kur
F =T 4 Bl
K ook, T 2k %
Pareizinot Fk ar virtuelo parvietojumu <§sk skalari, t.i. sastadot
virtuelo darbu spékam Fk un summéjot So darbu visiem punktiem, dabisim

nulli
§O0L= = (5J5,) = 0
= A WB) =
un attistot produktu:

n‘
53 (X0 % + ¥, 8y, +2,82,) =0

Tagad otradi - izejot no noteikuma, ka virtuelais darbs ir nulle, piera-
disimb ka sistema atrodas lidzsvara.

ots:
o~

Ry o~
o 2 e S SR | Bq; briva sigtema visi virtuelie parvietojumi ir
natkarigi un cka ¥ Q, C ¥y %0, 02y # 0, téd tad, lai mindta summa va-
r3tu lidzinaties nullei, jabut

= %2 i_

a T

=
x
Il

_ 8 2 28R
2 =Z  + 2 =0

3n nolidzinajum prieks visiem k =1, 2, 3 ... n. ~
K& redzams, izejot no virtuela darba izteiksmes:tﬁ@l: 0, més dabl-
jam brivas sistemas lidzsvara noteikumus, .

II. Saistitai sistemai.

Virtuelo parvietojumu princips saistitail sistemai analitiski izsa-
kés ta:
e n
b Ot =T
% 1
L

=8 , =i 5 _ &¥o i

N
)
(o)

N

1
(Ré%)+%&%5ﬁ)=o

Ja saistita sistema atrodas lidzsvard, tad katram punktam A, : Fk +Sk=0.
Pareizinot So skalari ar virtuelo parvietojumuc3§k, t.i. sastadot
virtuelo darbu un summéjot visiem punktiem, més debusim nulli.

Jm=%43+§w5%y=o



= D8

(~ n & 3 =
CGLFZI (Fkgsk) s )’T(Schak) =0

Piezime. WYemot vBra, ka idealam saitém reakciju virtuelais darbs pats
par sevi lidzinajas nullei

%(gkggk) = 0

(sk.formulu 12), nakam pie slédziena, ka saistitai ar idealam saitém
sistemai virtuelo parvietojumu princips izsakas tapat, ka brivai sis-
temai P

S n s { 5
2 (Fo5) =2 (Kix + Yy, + 202) =0 | eeeeeenn . (189)

Tagad otradi: izejot no virtuelo parvietojumu principa (form,18):

' AR ORS n >
21‘1 (F08,) + ‘.z;. (5,08,) = 0

pieradisim, ka sistema atrodas lidzsvara, t.i. ka Sis noteikums ir pie-
tiekosSs lidzsvaram,

Ja sistema neatrastos lidzsvara, tad daZi jeb visi punkti nordktu
kustiba, pie kam punktu parvietojumi ari piederétu pie virtueliem,t.i.
iespéjamien. _

lai nepielautu Sadus parvietojumus, iedomasimies punktiem pielik-
tus fiktivus spékus Q, pretéja parvietojumiem virziend. Ar £iem spékiem
butu atjaunots lidzsvﬁra stavoklis un més varetu uzstadit virtuela dar-
ba nolidzinajurmu:

Z0U= 2. (6J5) + T 650 - Sofs = 0

Pedéja locekli nav japem skalarais produkts, jo spé€ki Qk domati pretéja
virziena parvietojumiem, tamdé] ari prieksa i‘ em (=) zime,

Salidzinot So formulu ar doto formulu ( gﬁ skaidri redzems, ka

n
..Zl Qk(Svskzo
jeb attistot summmu: 3 e
oy Qlc Sl i Qeﬂsz T 0 I e Qkosk =~ sses ™ Qndsn = 0

Parvietojumi péc piepemtas propozicijas nullei nelidzinajgs, ta tad

Jalidzinajas nullei visiem spekiem Q. , tas nozimé, ka jau no pasa sSaku-—
ma sistema bija lidzsvara.
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Ar idealam saitém saistitas sistemes lidzsvara
stavokla noteikSanas metode uz virtuelo parvie-
tojurm principa pamata.

Piepemsim, ka sistema ir h idealas saites;
i‘:l_(:uclylzlx2 coe XYy oo zn) =0
fz(xlylzlx2 cor Xy Y2y oo zn)_= 0

. - . . - - . - - - - - - L] - - .

fh(xlylzlxe CC xkykzk ses B ) = O

Ja saites ir idealas, tad virtuelo parvietojumu prlnclps saistitai sis-
temai formuléjas tapat k& brivai:

i "'E ) & g
(?'( e l (Xk&Xk + Ykg‘yk + Zk{' ZR) g O LA B B L IR O L O LA B A (1.8 )
bez tam saites eksistence dod virtueliem parvietojumiem noteikwms:
g
n: 3, o of af
- 1) 1.5' l y' %
2ok X, + 3 Y 2z = 0
i 3X X k yk X’ k
2 2 2o
(._..._. OXx éy Jz =0
%; 0Xy k S x ¥z 2y k
ol AR of, 5 O
- h { Gy Y
> (s=0%x, +~—0dy, + dz, ) =0
i Sxk k Syk k Ezk k

£ie h noteikumi kopa ar virtuela darba izteiksmi reprezenté nolidzina-
jurm sistem, ar kuru ir noteikts sistemas miera stavoklis, Ja sistema
ir h saites, tad ir h atkarigo parvietojumu un 3n - h neatkarigo.

Uziesim no h noteikumiem h atkarigus parvietojumus caur 3n - h ne-
atkarigiem un ieliksim tos virtuela darba nolidzinajumé, tad Sini noli-
dzingjumd blUs summa no 3n — h neatkarigiem parvietojumiem pareizinatiem
katrs ar kadu izteiksmi iekavas. Bet lai s&da summa varétu lidzinsgties
nullel, tad katram koeficientam pie neatkarigiem parvietojumiem atse—
viski jalidzinajas nullei, Sis apstaklis dos mums veél trikstosus nol;-
dzinajumus, no kuriem, izsledzot atkarigus parvietojumus, dabisim sis-
temas miera stavokla noteikumu.

Tas pats ar Lagrang’a koordinatu palidzibu.

Ja virtuela darba izteiksmé visus virtuelus parvietojumus iztecik-
sim ar Lagrang’a koordinatem, tad més varam atsvabinaties no saitém un
atrast sistewas miera stavokla noteikumu, nepemot vEéra saites, Piera-
disim saciten sekojosSa pieméra.

Piemérs: Punkta saite ir ripkis ar radiusu r. Uziet punkta lidzsva-
ra noteikumi,

1) Atrisinajums uz virtuelo parvietojurm principa pamata,
Virtuelais darbs: o~ e
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attistisim produktu, ievérojot, ke Z = 0

2.8 + Y.dy = 0

Seites nolidzinajums: x° + y2 - r° = 0.

Seite dod virtueliem pErvietojumiem noteiku-
m

;.

G o 'ﬁi of o &
R

3 G2 » i s ~
X kas mlsu gauijuma izrak 2x.0% - 2y.0y = 0,

—

zim,18. no kurienes é\x = - %c?'y.

Punktam A plakn@& ir divas kustibas brivibas un ir viena saite, td tad
paliek viena kustibas briviba un bic viens neatkarigs virtuels parvie-
tojums. Izvélésim dy par neatkarigo parviztojumu un aizvietosim darba
formula visus parvietojumus ar gy : !

-X%c?'yﬁ-‘r‘é“y:O Jjeb (xY-—yX)é\y=0

bet Sy # 0, ki neatkarigs parvietojums, ta tad x¥ — yX = O un tas nav
nekas cits ka I.z = 0.

Lai punkts atrastos miera uz saites, ir nepieciesSams, lai spéka mo-
ments attieciba uz Z asi lidzinatos nullei,

2) atrisipajums: tas pats, .bet ar__ngrang’a koordinatém. Virtuelais
carbs A= (Fk 8,) =0 Jjeb F.¢s.Cos(F.03) = 0.

Par lagrang’a koordinati izvélésim lepk: @ ,kuru veido r ar X asi.
tad s =r o un F.Cos(F.ds) = Py Tad Fy.Te &? =0, bet rF, = L un

galigi iznak: 'Lz &?= 0.
Bet r?(?;é O, ka neatkariga koordinate un paliek L = 0. Mes tada kar-

ta ar Lagrang’a koordinatu palidzibu dabtjam to pasSu rezultatu, nepsmot
nemaz vera saites nolidzinajumu.
Talak atrisinasim v3l vienu pieméru ar tris daZadiem papénieniem:
1) ar Lagrang’a nolidziadjumiem I fcrud, 2) ar virtuelo pirvietojumu
principu un 3) ar to pasu principu, bzt lietojot lagrang’a koordinati.
Piemérs. Divi smagi materiali punkti A, un A, ar svariem Q, un (,

kustds uz divam ideflam slipam
plakném, kures veido ar horicontu
lenjus /oL un /B .Abi punkti
ir sasieti ar neizstiepjamu pave-
dienu garumi ¥ ,kas slid bez ber-
zes caur virsotni O.

DEtit 0y, Q5 o R

t Uziet: sistemas miera stavoklya
noteikum un visas reakcijas &arc-
jés vn iekssjas.

I»4l

zim,.19.

1~

l)atrisinajums ar Lagrang’a nolidzinajumiem
I Torma.

Dota sistema ir divi punkti un ©tris saites. Uzrskstisim saites nco-
1idzinajumus, ieveérojot, ka tés ir vienpusiges:

pirmé saite: fl(xlyl) ir  x,tgol- yq 2
2

otrd saite: f,(x,y,) ir ~X>t83 =~ ¥
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tresa saite: fj(xlylxz‘yz) ir Z( -\ /x]_2 - yl2 -\ /xgﬂrg > 0

Lagrang’a miera stavokla nolidzindjumi I forma péc form.(16):

af of af b
= 2
xk+J{.l-a-f£+ \Ag-é—*x-l-...-f-\/{ b_x;
of ¢f of \
= e A S——h = ;
Yk+jlhyk+_J23Y_k+"'+ n T 0 ( 3n nol-m
of ok, | s ] -
1 i no
Zk + ‘Al —_azk + \j\g DZ + ss + \Ah 'a"z"k' O /}

Misu gadijuma n =2unh = 3, bet, ievérojot, ka abi punkti kustas
plakng&, bus tikai detri nolldzmajumi katram punktam 2 nolidzin&jumi.

df 3
Lo, =2

1) x1+-~f'\1ﬁz | +J\3‘ﬁ§—0‘

g 2 nolidzingajumi pirmamn

TR o ’af of {  punktam
2y Y, % 13Y1+ 203'1+ 3 37, 0 j
‘ T ot of 3
X ‘)‘ '_‘—1' + \A r + ’v‘( =0
2 Eedgan. 0%, 2 29 3 iy 2 nol-mi otram punktam
0fy , of, of i
4)Y2"'“’(13y2+"(2ﬁ'5+ u(j S

Spéku projekcijas musu gadijuma: Xy =0, ¥; =Q, X, =0, ¥, = Qy. Ca=
stadisim:

9% e o f o
AE, 9f, NE, PR L
—= ~ —_— = 2 = i : —_—=—1
Xy 03 3V, C5g a X g 3 9V
of 2x A 2y
S}—C‘]z_-:- - = - Costl ; —2‘:-' 1 = — SinoL
2
\/xlz + yEl 2!/::1‘,é - ylé
of 2 of 2y
2 = - =+C08B; —2 = - —2 = - Sinf:

2\ /xzz + y2: ]/ xg +* yg

un ievietosim visus $0s lielumus minétos nol-ros
1) 0 + v‘(ltgot+0—- JL'} Cosck =0

2) Ql-Jtl+o-—J(351noL=o

3) o+o—J2tgp+J(5COS§3=o



e N i
4) Q2+0-J\ -J( Sinﬁ)=0

Izsledzot no Siem 4 nol-miem tris llelums .,{ .2, A , dablsim lidzsva-
ra noteikumu: 5

Cos A Cos‘?cu.,

2
no 1) J\l = J} 2o, =~ 3Bmo ¢ ieliksim 2) Q = A (-g-‘ixsl—d' + Sinot)

jeb QlS:maL = .A}

no 3) A, = ﬂ3 CEG’Z‘Q A3 g-?—s—{,— deliksim 4) Q, = A (gi’s—-':- + 8ingd )

jeb Q,5inJ = ./-‘

Pielidzinot abas j. izteiksnes, dabusm lldzsvara noteikunmu

‘_ QlSJ.nak = QQS:LII.[J

Ja Sis noteikums bus izpildits, sistema zem paSsvara atradisies
miera, pretéjé gadijumd notiks kustiba.
falak meklésim reskcijas. Lim nolikam jaatrod visi A .

et L

- 2 2
& Saby Cogfel > 2 Cos“P _ 25
j\j m = QICOS oA un \.. = u‘{} —m—r- = Q2003 l‘b

Vel jauziet visam saitem diferenciall parametri:

A __\/Sfla' kg ANty S I = 1

oec o =

|
ll

4
2

N — + — - 't f?: + l —— ~e‘: :'?; —t

T T :
i - C' t— 3 \l —}- 2 _1 2 =\. 2,- 1 2_: .
pirmem punktam: 233 /(Oxl) + (ayl) _/Cos 4 + Sin®w. 1

of of i
otram punktam: ,.4132 = \/(DT%)Q + ((Tyg)2 =\/Coszi3+ Sm2{:~ = ik

Tagad reakcijas: 5 4
a = 1 H 4 2y = -
81 = J\lﬂl I Q]_Cos S T QlCOS.‘

8 _ s 2n i A
32 = Jz A2 = Q2COS [ m = QQCOS;‘..
st = J\}u}f Q;8ink.1 = Q;Sinck

£ T

il

Q281n E‘)
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Tas pats piemé€rs atrisinats ar virtueclo parvie-

tojuwm principu.
¥ - Dt 5, % e
= Uziet: sistemas pmiera stavo-
kla noteikwiu.
" Uzrakstisim atkal seaites
oy G nol-mus:
zin.20. e fz(xzyz) ir -Xatg]";'.-— 3('2 ’>, Q

Y
: G ? O ST Yoo 2 _
f3(xly13f2¥2) it =X TN T A ) + Vs '2' 0
’ n 8

Virtuelais daibs: ¢ Ji= R & 5xk + ka&k + Zkfzk) =0
3 Z 8

=

Bez tun saites dod virtueliem parvietojumiem £idus noteikunms:

E l)fl -_“‘-’ 'afl ,\—- —l‘)fl -~ “-‘..

.:'i_ (ﬁ}:;xkq—mc)ykﬁﬁ-z-;ﬁzk):o ;

— ¢""2 ¥ o, LA 2 A - o
}i_ (?J_x"}: Uxy + .———Dyk 0¥ + Tz;azk) = 0 !K h nol—=m
e h \ i 2 R h X 3 o 1

& e 0 + — : i = i

£ (.‘rxk T T By VK L T 2y Uz ) =0 }

MiUsu gadijumd n = 2, t& tad virtueluais duarbs

L %
Lz \.’L: }{l

. Y, \“~: & :'\; £ (\T. gre
X, & 107 + X%, + Y0y, = 0
1) 5 U= Qudy; + iy, = 0

Gaites mUsu sistemsg ir h = 3 un noteikummi virtueliem parvietojuwaiem
iznak:

AP A & S Be

S i 1 7 S 2
2) e T X, +’*“0¥1 ¢y, + %, A%, +'}T‘“y2 Uy, =0

L AR 7% e oF Jf5

&) g Lo 2.5 e

vl ¥ = ] +-1-"—‘.I == )Y = 0

BPs e b B T Of

R I : KRS IR, T AR, afg s
4) Jxl"xl - 57y Jyy * 5, U, +¢3Y2 '¥o =0

Saisu parcislaes atvasinitas bija jau atrastas pirmd atrisinajuma

o N



Jf of g f of
e . A RS T, 5% i B
S el Tl
':if of gf af
2 == 2 = ’ 2 = - I’ —— I -

hroy O3 Y Ors_ 5 o %, tg I3 : : 1

Afg af Of VE

S 2 Z ¥, : 2, 5 s -_}| S
Lxl = «-L08, 3 ﬁ% = =gin; -}—x}- = CDS;L : f;?g = - Slﬂ{.‘;

ievietojot Sos lielumus nol-uos 2), 3) un 4), iznsk:

2) tgk, O 0v. =0

tg . {..rxl . r-4 yl = U

3) ~tgf.Ux, ~dy, =0

4) -Cos .le - Sini.gyl + Cos f5 .f:,l‘x2 -~ Sinf .::Y:,rz = 0
Diviem punktiem plakné ir 2,2 = 4 kustibas brivibas un sistema ir
h = 3 saites, t& tad neatkarigo parvietojuwuu skaits bus 2n - h = 4 - 3=
= 1, Par neatkarigo parvietojwm varam izvélét kuru katru, pemsim, pie-
mgram, Yy, un izteiksim visus ¢ caur b ¥y

no nol-ma 2) val = Ctgote. f’;_yl

s Ql Qe

no nol-ma 1) 4y, = - % 0%

ara ! ';‘" —— 24 s e e 0% Ql :u
no nol—usa 3) il x2 = - CtgiJ . ,_;yz e Ct&f')ﬁ-g“yl
Visus atrastos parvietojuumus ieliksim nol-mg 4):

5 S o o 3 @ " Q
] o 'uOSfr- L i . Ay “ ‘-JOSf" —l_— Pl €3 o -}. o

Cos e G}’l Slnu.._.yl + COSIj it 7 _.42 03,1 + £in 3 Qz val =0
A Cos®t+ sinx . 9 08?0 + zin®3 gt L

s
(- QFinf + Qy8in)cyy =0

bet gyl # 0, ka neatkarigs virtuels parvietojums, ta tad paliek
-Qgsin 5 + QlSin A= 0

 PAEOSERR et
jeb - Bin ot = Q8inf |

tas pats lidzsvara noteikuas,

o [ e . e
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Tas pats piemérs atrisinats ar virtuelo parvietojumu
principu, bet Lietojot lagrang’a koordinates,

Doti: Q),Qp, 0 un 3

Uziet: sistemas lidzsvara no-

teikuma, '

Lietojot lagrang’a koordi-

-, : nates varam nepemt veéra sai:u
-P- nol-mis, Virtuelais darbs:

S0 =§ (xki‘i"kaké“ V02, ) = 0

) ><

Attistot sunmu musu gadijusam

00L= x0x; + Y8y, + X,8%, + ¥.8y, = 0
bet Ilzo;Yl=Ql;X2=O; 2=Q2,tad
L\TGLT' ngyl o Q2<?y2
Ka jau agrék bija konstatéts Sini sistemd ir viena kustibas br;LVlb&,
ta tad bus viena Lagrang’a koordinate.

Par So koordinati, ar kuyu pilnigi bls noteikts sistemas ‘stavo-
klis, izvélésim punkta Al attalumu s no virsotnes,

Tagad izteiksim Dekarta koordinédtes caur Lagrang’a koordinatém
¥y, = 8.5in¢. un Yo = (ﬂ,- s)Sin {3 , no kurienes

§y, =sinx.§s , {y, = -5ind.6s ieliksim virtuela darba
izteiksme: EJOL= QlSind..gs - stinp .C% =0
5‘{3"3. = (QlSin-:i— QZSin(E )Js =0

bet Os # 0, ka neatkarigaskoordinidtes pieaugums, tad paliek
Q]_SinoL - stinﬁ =0

b I Sinol = Si 3‘
je ! QSin ot Qa.%]i{_ﬁ_i

g 6. D’Alembert’a grincigs punktu sistemai.

e e e e e e e e e e e e e e e — ——
P et e e e e e e e e pe—————

spéku momentu summa.

—_——e ===

D’Alembert’a princips punktu sistemai.

Izlietosim d’/Alembert’a principu vienam sistemas punktam A, un
izplatisim to uz visu sistemu, Ja ¥, ir visu sp8ku, kas darbojas uz
punktu A, , kopspéks, pie kam T = Fi + F;; un 8, ir visu reakciju
geometriska summe punktam Ay pie kam 5 =324 gi. , taed varam abus
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spékus geometriski saskaitit, ap—
zimé jot sumrm ar é—k un nossucot
to par efektivo spéku:

Fe +8, = ¢,
Ja punktn paatrinajums ir 73
tad Ak - o

mj, = &

zim,.22. K Parrakstisim S0 viena pusd
un“apzimésim, k& parasti, -hkjk = T, nosaucot Tk par inerces spéku.
Ievedot inerces spéku, varam rakstit:

&k+i‘k=0 jeb F+5 +% =0 P (19)

$1 formula reprezenté d’Alembert’a principu vienam sistemas punktam,
kurs skan ta: katram sistemas punktam aktivie sp@ki, reakcijas un iner-
ces sp&ki atrodas lidzsvara.

Nolidzinadjumu (19) varam vél parveidot, saskaitot geometriski
Fk ar Tk un nosaucot summ par pazaudsto speku Py

| Fe+ Te=Fy

Spéks Pk ir nosaukts par pazeudéto tade}, ka, iedomajoties aktivo sSpéku
Fk sadalitu komponentds g , un P, kustiba beidzot notiek zem efektiva
sp&ke iespaida, bet speks P ir prieks kustibas pazaudéts. Ievedot pa-—
zaudéto spéku, més varam forrmlu (19) parveidot ta: '

N e 1

; Pk + gk = 0 l - - L] - L] - - - - - - - - .(20)

§1 formule ari reprezentd d’Alembert’a principu, kurs tagad skan ta:

katram sistemas punktam pazaudétais spéks lidzsvarojas ar reakcijam.
Lai dabUtu d’Alembert’a principu visai sistemai, sumw€sim nol-mus

(19) visiem punktiem

n
}1‘_(Fk+sk+'rk)=o
Seit tikai japiezim&, ka visai sistemai iek88jo spfku geometriska summa

ir nulle un ieksSgjo reakciju geometriska swmma ari ir nulle, ta tad at-
rasto formulu varam parveidot

%(‘f‘i+§§+'§k)-=o S SR

51 formula reprezenté d’Alembert’a principu sistemai, kurs skan ta:
kustosSa sistemd aréjie spéki, arejés reakcijas un inerces spéki atrodas
lidzsvara.

Més varam dabtt vél vienu d’Alembert’a principa izteiksmi, summé-
jot visai sistemei formulas (20)

{EI;:_(T?R+ §k) =0

ksl

T A M SRR R SIS ER o T

S
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R
jeb ievérojot, ka sistemda iekS&jo reakciju 3. Sllc =0
1

i n |
i (-P + -S.a) = 0 [ . i b s L . . . - . * . (225)
} T Het S \

Vardos $is forrmmlas skan ta: pakaudétie spéki kustoSa sistewd arvien
lidzsvarojas ar reakcijam (resp. ar aréjam).

Salidzinot sistemas statikas nol-imus ar dinamikas jeb kustibas
nol-miem, redzam, ka d’Aleumbert’a princips dod iespg&ju sistemas kusti-
bas gadijuma pariet no statikas nol-wmiem pie dinamikas nol-iziei caur
inerces spéka pieskaitisanu.

Piezime. D’Alewbert’a princips ir sp&ka neatkarigi no ta, vai sis—
temas saites ir idedlas jeb né.

Virtuelo parvietojurm princips kustosSai
saistitai sistemai.

Péc d’Alembert’a principa kustoSa sistemd pazaudétie spéki lidzsva-
rojas ar reakcijam:

n
;% (P +58,) =0

Pielietosim min&tai spéku sistemai virtuelo parvietojumu principu

s Bk ]
SOl=2 1B d5) + B8] =0 | - .o, 23
e reny |

L1 formula izsaka virtuelo parvietojurm principu kustosai saistitai
sistemai. '

i

fvarigs apaksSgadijums: saites ir idedlas.

n
Pie ide8lam saitém, k& zinams, Sj_” (gk(y'é'k) = 0 un paliek

Fo0l= £ .55 =0 |

!:)C[=21(Pksk)=0 ANACTRER’ s SR R Ty

S0 rezultatu formulésim vardos ta: kustosa sistema, saistita ar idealam
saitém, pazaudéto spéku virtuelais darbs lidzinajas nullei,

Ievérojot, ka Pg = F, + T, , varam forimlu (24) parrskstit vel
citadi:

n i " ~ 3
¥ oz e e 8

{ 4
kas vardos forummlésies sekojosi: kustosa sistemd,saistita ar idealam
saitem, aktivo spéku un inerces spéku virtuelo darbu summa ir nulle,.
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Galvenais dinamikas nol-ms,

Tevérojot, ka inerces speks T, = - mkﬁ} , varam foruulu (242)vel
parveidot ta: <
n c* ~_
% (Fk - mkik 3 !j Sk) = 0 T e e et e e (25)

-

Attistot formmla (25) skalaro produktu, dablisim:

el

Farr = ,
g L | (B - m&)0x + (4 - md )y, + (2 - m@ )z, | =0 JI . (252)

Lis nol-ms ir pazistams zem nosaukums:“Galvenais dinamikas nolidzina—
- Jums”, jo Seit ir apvienoti d’Alembert’a princips un virtuelo parvieto—
Juma grincipa.
edomajoties visus sistcmas punktus, savienotus ar kadu nekusto:u
punktu O un apziméjot punktu radiusus vektorus ar r,, m8s varam veél at-
rast galvena dinamikas nol-ma izteiksmi vektoriala Beida.
atrinajums J,, k& zinams ir:
3 - &F
T

Virtuelo parvietojumm é;E ari varam uzskatit, ka kadu radiusa vektora
T, geouetrisko pieaugum o1 un tad formula (25) izteiksies ta:

BT g T
%;(Fk-mkg—é,grk):ol gt L . (28)

PR

Formula (26) reprezent® galveno dinamikas nol-mmu vektoriala veida. (Iz-
teiksmi iekavas ir jasaprot, ka skalaro produktu no diviem locekliem:

2=

F =n dr untg
k Tk 442

diferencialnol-m izve3anss otra forma.

Piem8rs. Atwooda masina. Divi smagi materiali punkti ar mesam m, un m,

piekarti pavediena galos. Pavediens parmests
par ripu, kura griezas bez berzes ap horicon-
talu asi, 5

Doti my un m,, pie kam m, > m,., Iipas

masa ignoréjama.,
Uziet: sistemas paatrindjumu zem smagume Spé—
ke iespaida j, punktu reakcijas Sl un 52 un

Stativa reakciju S27

;k)' o formulu més izlietosim talak pie Lagrang’a

% v =t I atrisinajums
Ty ﬂ[t] ar d’/lembert’a principu atseviikam punktam,
”Ha Z Ja m; > m,, tad kustiba notiks pulksten-
J&__:ynnﬂ raditaja virziena, Pieliksim punktiem inerces

spekus un sast&disim péc d’/lewmbert’a princi-
pa lidzsvara nolidzinadjumus:

P LA S A M S A
zim.23.
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m.g - mlj -8y = 0 pirmam punktam,
mg + m,j — 85, =0 otram punktam.,

Ja més ripas masu ignoréjam, tad ripas inercijas spéks ari jaat-
met., Uz ripu darbojas tris spéki: divas pavediena reakcijas_vienadas
ar S, un 5,, kuyas ripai biis aréjas, un Stativa reakcija S2, Psc d’Alen—
bertra principa Sie spéki lidzsvarojas ar inerces spéku, bet inerces
speéku, kd jau bija teikts, més atmetam, un palikuSiem spékiem sastadi-
sim tadu lidzsvara nol-m, lai Stativa reakcija izkristu, tas bis mo-
mentu nol-ms attiecibad uz ripas centru, punktu O.

kur r ir ripas radiuss, bet tas saisindjas un iznaék, ka abas reakcijas
ir vienadas: 8, =8,

Atvelkot tagad nol-rm otram punktam no nol-ma pirmam punktam,sai-
tes reakcijas saisinasies un més dabuisim:

mg ~ Mg ~MyJ —myj =0
no kurienes mekléjamais pastrinajums
{ m, —m 5
AL i 2 i
JF emepees 8
! ml+m2J
Saites reakcijas punktiem dabusim, pemot vienu no nol-uiem un ievieto-
jot atrasto j:

8 smg-m =————m g = ) m.g
3 X 1 my + 1, m, + m, 1
8 =8, = Zmiéi g
o 2

ka redzems m,g < S < n,g.
Lai dablGtu Stativa reakciju, jaievéro, ka ta lidzsvarojas ar divam

pavediena reakcijam, ta tad S8~ = 285,
T e w R
my + m,

acimredzot 2 < (ml + m,)8.

Tas pats piemérs atrisinéts ar d’’lembert’a
principu visai sistemai,

Doti: m un m, , pie kam my > m, . lipas masa ignoré&jama.
Uziet: sistgmas paatrindjummu zem smeguma speka iespaida [ un Sta—
tiva reakeiju S”.
Ieslégsim sistemd abus punktus un ripu un pielietosim izvéletai
sistemai d’Alembert’a principu, péc kura lidzsvarojas visi aktivie are-
jie spéki, inerces speki un arejas reakcijas. Ja ripas masu ignoréjan,



T

tad ari attiecigus inerces spékus varan atmest,
pavediena reakcijas izveléta sistema ir iekse-
jas un nol-mé nenaks prieksSa, bet Stativa re-
,r‘“x\\ akcija S ir aréje un, lai nol-mia nebitu divi
nezinamie lielumi, sastadisim momentu sumrmu

(%))
P

e
L

attieciba uz punktu O.
FU = (my3 - mJ - mg —myj)r =0

kur r ir ripas radiuss, No SI nol-ma tiegi

£
1
| ¥ } ~ \

; dabijam:
B B! r R
o] ¢ ; e 3 . (
mzq\f E } ml m2 1
a i i = |

VMg  Tekdsjas reskcijas Sy un S3 var dabUt tikai
7#;;;;:;;;77' pielietojot d’Alembert’a princi&u atsevisgam
punktam, bet Stativa reakciju S™ var dabit,

projecéjot mineto spéku sistemu,t.i. arejus

zIm.24. Spékus, inerces spékus un &réjas reakcijas uz

vertikalu virzienu,
Sa+ml.‘]-m2j—mlg“m28=o

& ; s Bl
§% = (my +m))g = (my -my)j = () +my)g - (my - my) m, Fh, & "

4 <ml+m2)2 = (ml_m2)2

£ o W i

Sa=_4m._.ig
e i

Tas pats piemérs atrisinats ar lagrang’a diferencial-
nolidzinadjumiem Dekartae koordinatés.

Doti: o) un m,.
Uziet: sistemas pa@trinajumu zen smaguma
spéka iespaida J un saites rcakeci-

| >< )

; i
Ju S, N
nﬂ \ Cistemas saiti, t.i. pavedienu garumé £,
2 més varam izteikt analitiski ta:

£(yy9,) ir -y, -y,- At ) 0

Lagrang’a diferencidlnol-ui, kuriem ir
noziwe tikai Y - ass virziena, 1ir:
i Jf

of
02

—

N/

ﬂlga

f/";':’/’.“//,frf

j

mfrp = Yp + A

i <

zim.25.
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bet Yy =mg ; ¥, = m,g ; %f— = -1 ; a—yg- = -1 , caur ko nol-mi vien-
karsojas: mlﬁl =mg - A

mi, = myg —A

Diferencdsim saiti divreiz pec laika: ¥, + 3}2 =03 3}2 = - 3}1, ievie-
tosim So otra diferencialnol-ma:

m§) = mg ~L|

- '

WYy = myg —A |

atvelkot: (my + m,)y; = (my ~ m,)g , no kurienes

e W e .
=0 =5 Ta &
|

Lai uzietu saites reakciju, Jaatrod he’

i = =2 emym,
‘A_mlg'mlylzmlg(l m+m2 m, + o, g

pirmen punktem 8, =\/(FD% + )" * (“’)7 .3

otrem punktam 4, = \/GFD% + (FD7 + GL)°

2m
- - ——— . e —-—rn2.—-——
5= A4, ;5 s, =A.8, Sl—"2_m1+m2 &

|
-

Saites reakeijas noteikSana ar saites SkelSanu.

51 metode pastav ieksS tam, ka més parskelam saiti un atmetam vie—
nu dalu nost. Atmestas dalas iespaidu aizvietojam ar spéku, kas acimre-
dzot lidzinasies saites reakcijai. Uzstadot attiecigo nol—im péc d’ilem—
bert’a principa, varam atrast saites reakeiju.

Paskaidrosim sacito ar sekojosu piem€ru.

Piemérs. Masas oy, M, ms, kuras atrodas uz negludas horicontalas plak-

S nes, ir sasietas ar pavedieniem sa-
12) vé starpa un pirmei masai m, pie-
Ma (M2, sietam pavedienam otra gala ir bri-
EXP LGOI T N0 ¥ Fy vi piekarta masa m.

Doti: m, m,, n,, mj un berzes koe-

ficients /¢,

Uziet: sistemas paatrinajumu zem
smaguma spéka iespaida j un
saites reakcijas.

Péc d’Alembert’a principa sistemai lidzsvarojas spéki:

mg—x%(ml+m2+m})3-(m+ml+m2 +m3)j =0
m -—/‘-(ml +1'ﬁ;"'+ m3)
m+ml+m2+m}

Cam

e TG T © N

zim,26.

no,kurienes 3=

22




A

Lai noteiktu reakciju S, starp m; un m, parskelsim attiecigo saiti,
pieliksim reakciju S;, un atkal izlietosim d’Alembert’a principu:

mg - 8, Pl (m + m)j =0, no kurienes
Sy, = mg -—/‘l.mlg— (m + my)j

ievietojot Seit atrasto j, izteiksim S1o caur dotiem lielumiem.Analo-
giski varam atrast ari reakciju 823. '

Briva cieta kermena dinamikas nolidzinajumi.

Péc d’Alembert’a principa var pariet no statikas nol-miem pie di-
namikas nol-miem caur inerces spéku pievienosSanu., Izlietosim So brivam
cietam kermenim uzskatot to k& n punktu sistemu.

Statikas nol-mi brivam wietam kermenim bija 6

1) 3%, =0
2) ZY, =0
3) 32, =0

4) Lx = Z(ykzk P zkYk) =0
5) Ly = 2(z Xy -~ 12y ) =0
6) L, = 2 (xX - X)) =0

Kar Jc = 1. 8.8 e N,
Dinamikas nol-mi péc d’;slemberta principa bus:

1) %(xk —mE) =0

n

3) "zl‘: (2, - mz,) =0
n | - o - :

4) %[Yk(zk -mz,) -z (Y, - mkyk)] =0
o . e =

5) %[ZK(Xk - my) - % (2, - mE) | =0
n 3 - .

= Zl\.xk(Yk - my) - Ty - mkxk)] e

My ke 1,20 0.
seit japiezimé, ka aktivus spékus japem tikai iedarbes punktiem, bet
inerces spékus japem visiem punktiem.



Dinamikas nol-mi cietam kermenim,kas grieZas ap
kddu asi,.

Ja kermenis grieZas ap asi,
tad diviem kermepa punktiem
St jabit nekustoSiem. Pienem—
Fy ES sim, ka Sie punkti ir 1 un

12 fe 2 un izvelésim koordinétu
Sax sistermu ta, lai koordindtu

sakums sakristu ar vienu

8 no Siem punktiem, piemérsm,
ar punktu 1 un lai viena no

: asim, pieméram Z ass, sa-

> s S kristu ar griezes asi.

Six . Lai noturstu lidzsva—
rd nekustosus punktus 1 un
2, tiem japieliek atbalsta
spéki, jeb reaskcijas Sl un

% e 21m.27. 82, kuru projekecijas uz
asim apzimésim ar Slx’ Sly’ S]_z un Sy, S2y, Szz.

Visus aktivus spékus, kuyri darbojas uz kermepa punktiem,kd pieme-
ram, spéku Fy, kas darbojas uz punktu Ak, més sadalisim komponentes
Xpes Yy, Z,, un punkta 'Ak koordinates apzimésim ar X,y ,z,. Piezimésim
vel, ka pie kermepa griezes ap Z asi koordinates z, ar laiku nemainas
un tamdég. visi 2z, = 0.

Sastadisim tagad péc d’Alembert’a principa cietam kermenim tris

gro‘jekciju nol-ms gar koordingtu asim un tris momentu nol-mus attieci-
& uz tam pasam asim, apzim€jot attdlumu starp punktiem 1 un 2 ar h.

=

"
X
A1
| A

P

n
l)Zl(Xk-mki'ck)+slx+32x=o G,
n -
2) % (Y - mFy) + 8y, + S5, =0
n -
e e i S (28)
n
o '! s
4) ?i[ykzk s o mkyk)_] - S2yh =0
0 r <
) X l_zk(xk - m) - K Z | + Sy =0
n i+ -
6) %{xk(Yk e mk&k) —-:Yk(}{k - mkkk)j =0
~

kur k. =:1.2,5 ... N,

Pie kam atkal aktivus sp€kus un spZku momentus japem tikai iedarbes
punktiem, bet inerces spékus un inerces spéku momentus japem visiem
kermepa punktiem.



A

Uziesim tagad inerces spzku momentu summu kermenim, kas grieZas
ap kadu asi.

Inerces spéku momentu summas noteiksSona kermenim,
kas grieZas ap kadu asi.

jum T ap kadu asi, kura iet caur punktu 0.
Kermenis sastdv no bezgaligi daudziem me-
0 : terialiem punktiem. Izdalisiu vienu no Siem
' (!t punktiem A un apzimgsim td& masu ar A m.
dn Punkta paatrinajwm j sadalisim divas kow~—
A ponentes ji un j - Attiecigi dablsim ari
Am‘(jn. divus inerces spékus Am, jt un am.jn vir—

zienos pret&jos paatringjumiem.

No Siem inerces spékiem momentus at-
: tieciba uz griezes asi dos tikai viens un
zim,28. proti tangencidlais: Am. jt'

Ja apzimeésim pfinkta A attalumu no griezes ass ar r, un ievérosinm,
ka :'t =r.(, tad inerces spéke moments iznaks

2r-

._,\ Pmegemqm, ke kermenis grieZas ar paatrins-

P

AN
2t

ﬂm.at'.r = Am,T
Summésim Sadus momentus visiem kermepa punktiem

2 n, r2"' =T 512,

jo C visiem punktiem vienads, bet sado surma, ja Am - 0 un punlctu
skaits bus bezgaligi liels nav nekas cits, ka

M

r°
(M J »dm
Integralu J r‘?‘.dm, izplatitu pa visu kermeni, apzimésim ar J un nostuk-—

sim par kermepa inerces momcntu attieciba uz griezes asi jeb aksiglo
inerces momentu

e -

r <:im i L . - - » . . . . v (29}
| |
Lai dabltu visiem kermepa punkt iem inerces spéku momentu summ attisci--
ta uz griezes asi, jareizina inerces moments ar griezes padtrinajuru

M \
(-Luj 1‘2.,&111 = {C‘oJ

e

i

Ripas inerces momenta noteikSana attieciba uz asi.

Apzimésim ripas radiusu ar R. Izdalisim elemen-
taru gredzenu ar radiusu r platuma dr
M

J=} r° . dm

zin.29.




ot
am = 2%ir.dr. §, kur ¢ ir specifiska masa

™ R R i
I= f r°.dm = g 2.2 W.r.dr.J = 2:«73J o BPNa 0

0 o 0 4 -
bet pemot vera, ka JiR2.§ = M, dabiisim:
2
S T e O R Y

Piezime, Ja més apskatam nevis materialu ripu bet matematisku figuru
tad =1 un : :

~4
‘I=!§-_ .-..........-(.50@)

Piemérs, Atwooda masSina, Atrisinajums, ievérojot ripas masu.

Doti: masas m, un m,, ripas masa M.

Uziet: sistemas paatrinajumu j un reakcijas
81, 85
Més piepemam, ka pavediens slidet nevar un
ripe grieZas lidzi.
Nemot sistema ripu ar divam pavediena
reakcijan Sl un S,, kuras r1pa1 bus aréjas,

tépat ka Stativa reakecija g y un sastadot
péc d’Alembert’a principa momentu nol-umu
pret ripas asi, dablsim:

Sl.r-J.(.. --32.1"=0,

LS, AT ATl y 2
o A SN =Mr—2-— ta tad
Zim.}O r 2

2 :
4 Mr J -
81—32 . A —2- jeb Sl+52+%|-

K& redzams, reakcijas neiznak vientdas, Ja ieveérojeam ripas masu,
Tagad izlietosim d’Alembert’as principu katram punktam atseviski:

WHE ~ Ih] = 8y = 3 5 pirmam punktam
m,g + m2j - 82 =0 otram punktam
Tevietosim pirmé nolidzinajuma 3, = 5, + I—‘?-

|
mg -myj-—- 5, - %‘ =0
1 1. 2 g atvelkot dabisim
n,g + myJ - 82 = i

(my - my)g - () +m, + %I)j = 0, no kurienes sistemas paatringjums

m, - m
(j= = 2M g
f W b, ok




M
- 2m, +
52=m28+m23"—'m25(1+ £ m2m)=m28' L EM
m1+m2+2- ml+m2+§
[ M
2m1+é'
82=m+ g 1B
hor o -2
kd& redzam S5 ¥ m,g.
’ M
: m, - +
% % m, + +-H 4 m, + +-E
ety i) P
2my + 3

8., =
* M
3 sl S 2 1EN

ka redzams S; { myg. Stativa reakcija: §° = 5, + 5, + Mg ,

3
ok
0z

M
dm-m, + 75 (w, + m,)
5@ = 1 e 7 lM B2 g + g
o St TR |
Piemérs. Divam ripam, kuram griezes ass ir atbalstitas uz viecnas ver—
3 tikales, ir parmests pavediens ar piestiprinatu
{f \\§ ermeni svara P. Pavediens uz ripam nevar slidst,
]f;?q oti: kermena svars P un katras ripas svars Q.
i T Uziet: sistemas paatrinajumu ] zem sraguma sSpEka.
\\u, /// Pec d’Alewbert’a momentu surmma
«"“i mg.,R - mjk - 21.C =0 ‘
|‘“‘}> kur R ir ripas radiuss, bet C=4 , mg =P un
z____l _MRQ 5
\rn‘lﬂ il § = %
5 e e el . R -
(/’ ‘\\ P.R 3 JR - 2 T % = 0 , no kurienes
o) ARl
zim.}l\ £X L / = PFQ g
W

\-.__ : : . =
—”§ 7. Inerces momentu teorija.

e e ——

Inerces momentiem, ka m€s redz€jam, ir liela mozime kermepu grie—
zes kustiba un tamd&] més noskaidrosim tagad daZas inerces momentu
Ipasibas.

Aksiale inerces momenta j&dziens bija jau noteikts: tas ir summa
no punktu masas reizinajume ar attalume kvadratu 1lidz asij:

FM
- J = rz.dm

kur r ir attalums 1lidz asi]j.
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Sakara ar So inercijas momenti attiecibd uz koordinatu asim bis:

N

&
I

M
= J (y2 - 22).dm

{M(XZ § 22).(1!!1 SR L S R A (31)

F
]

Fai
A ot j (x2 +y2).dm

K& redzams no uzrakstitam formulam divu inerces momentu summs arvien
lielaka par tresSo, bet diference ir mazaka par treso, tad ir ipaSiba.
analogiska trissturu malu Ipasibai un attélojot inerces momentus ar
nogriezZpiem, arvien blus iespé&jams Rzkonstruét trissturi.

Ievérojot, ka kermenim dm = ¢ dx.dy.dz, kur § ir specifiska masa,
inerces momentus varam uzrakstit ari ta:

I, = fj ( §(y° + 2°).dx.dy.dz

J. = (({ §&° + 2°).ax.dy.dz
y F45) 3

h i j} 5 S(x° + y°).ax.dy.dz

Aksidlo inerces momentu pret kadu koordinatu asi varam ari uzrakstit
ka summu no diviem integraliem, Pieméran,
7 M

™M
‘/',
e =~/ (y2 -~ zz)dm = | y2dm-+_{ z°dnm

Apskatot katru no Siem integraliem atseviski, konstatéjam, ka tas re-
prezenté sumu no masas elementu reizindjumiem ar att@dluma kvadratu
11dz attiecigai koordinadtu plaknei, kadeél sSadu integralu var nosaukt
par inerces momentu attieciba pret koordinatu plakni. Tada karta no-
nakam pie jauna jédziena: inerces momenta pret koordinatu plakni un

*°dm sauksim par inerces momentu pret YZ plakni,

J

f dem 0" n 11 i L ¢ n
J ; : i

f' z2dm " n 7 1] " XY il
/ L2 5

Saskaitisim visus tris aksialus inerces momentus

M M
Py w8 # 3, =[ (y2 + z%)anm + J( (x° + z%)dm + f(xz + y°)dn
r‘M M

ol A d, = ) 2(x° + y2 4+ 2°).dm = 2}.{1‘2@1

y

kur r tagad ir attalums 1lidz koordinatu s@kumam, Ka redzams, tris
inerces momentu summa attieciba uz taisnstiirigam asim nav atkarige
no asu virziena, ta tad ir Const. lielums katram punktem, kade]l ari

integralu jprgdm apzim€jam ar J
ces momentus:

D un nosaucam par kermepa polaru iner—



o AR

M
Jp=fr2.dm ...-......-(32)

kur r ir attalums 1idz polam, pie kam:

1 i
{ J’.P = ? (Ix + Iy + IZ)\ - - - . . . . . - L] 0(3})
Formmla (33) nestdv pretruna ar pazist&mo no stipribas macibas formu-
lu plakanam figuram: J_=J_+ J_, jo plakné J_ = J_ un tad
J P X v P 2
R | S e L S S
J.p —'g(w]‘.x-f'Jy)'i"z'up jeb 'é‘Jp _§(JX+J"V) un up _J'x+Jy

Inerces radiuss.

Yemsim kermeni ar masu M un kaut kadu asi. Kermepa aksialais
M
inerces moments: J = rzdm. Iedomasimies tadu materialu punktu,
kugam masa bUtu vienada ar visa kermena masu M un inerces moments
at

ieciba uz to paSu asi ari butu J. CaAda punkta attdlumu no ass ap-
zImeésim ar g) un nosauksim par kermena inerces radiusu. Péc défini-

cijas
J=M§2u_n S:":\/%_ ..........-(34)

Sakara ar sacito, atsSkirsim:
J
Sax'\/f:’ ?y' H"’Saz" M

Var stadit sev prieksa inerces radiusu ari k& tada ripka jeb
cilindra radiusu, kuriem masa ir koncentréta uz periferijas jeb virs-—
mas un ir vienada ar kermepa masu M un bez tam ari inerces moments
attieciba uz asi ari ir J..

Inerces momentu dimenzija.

Ka redzams, visu aksidlo un ari pcléara inerces momenta dimenzi-
ja ir: [M.I%],bet matematiskiem kermepiem [M] vieta naks [L1’] un
inerces momenta dimenzija bus [sz.

Inerces moments attieciba uz kaut kadu asi L
caur koordinatu sakumu.

Piepemsim, ka dota ass OL veido ar ko-
ordinatu asIm lepkus o , A un Y. Ker-
mepa inerces moments attieciba uz

asi ir M .
JL = J- r-dm
9 kur r ir punkta attalums 1lidz asij CL
Z un r° = 04° - 0B®, kur 0A? = x°+y°+z°,
bet geometriski DA = X + ¥ + z, proje-
zim, 32. c€jot So nol-mu uz asi QOL, dabisim:




- 49 -
OB = x.Cos & + y.Ces 3 + z.Cos "
Tagad r2 = 12 + y2 + 32 - (x.Cos =& + y.Cosﬁ + z.CosJ")e
® = x*(1 - Cos® &) + y2(& - 0052(;} + 2%l - Cos® §) - 2xy.CosaCoshi-
- 2xz.Cosd.Cos "~ Zyz.Cos(Z Cos ¥”, bet visparigi
Cos®ok + Cosz(j + Cosag" = 1, ta tad
1 - Cost = Cos®p + Cos®y~ ; 1 - Cos®p = Cos®ok + Cos® f* ;
1- (.‘.0525L = Cos® ik + 0052(3
> i xz(coazfi + Coszf') - y2(0052du - Congf") B za(CoszoL + Cos® 2) =

- ZXy.Cosd..CoS{?: - 2xz,.Cos o.Cos ¥~ - 2yz.Cos (3 .Cosa"‘
talak pemsim aiz iekevam Cos ot ,Cos®f un Cos® §* , tad

r° = (y2 — 22).00520L - (x2 = z2).0052{3 + (x2 - yz).Cosad"‘ &

- 2xy.Cos &k .009(3 - 2xz.Cos ot .Cos f'— 2yz.Cos {5 .Cos J~

. ‘M
Ievietosim S0 izteiksmi formula Jp = %, dm
M ~M M
S f (y2 - z‘?)dm + 0082’51 (12 + zg)dm - 00523‘ (x2 - y‘?)dm -
Jp, = Cosal =)
J M M - M

o 2Coso(_.Cosp xy.dm - 2Cos d,.t’.‘-osa‘-J Xz.dm - 2005(5.0055‘5 yz.dm
Ievedot talak apziméjumus: )

N\

J = ( . ar i

Xy ) Xgaln y }
: oM . 3¢
doy = } xz.dm f> g Tt AR s (35)

(M - ;

un nosaucot Sos integralus par centrifugaliem inerces momentiem, meés
nondkam pie jauniem j€dzieniem, caur kuriem tad izteiksies .IL:

2 2 A, N i ety
dy = d Coscl + J.yCos A+ J,Co0s 5" 2JXYCOSOL Coslrj chzCos(!. Cos 5‘

L
= - A £
2szCosd.CosJ AT S e Ly GRS LP e PR RSP (36)

Ka rada formula (36), més varam atrast kermena inerces momentu attiec—
ciba uz katru asi L, ja bus zinami attieciba uz 3 ortogonalam asim
aksislie un centrifugdlie inerces momenti.

Pieradisim sekojosu centrifugédlu inerces momentu ipasibu: cen-—
trifugalais inerces moments attieciba uz divém asim ir mazaks par
pusi no aksiala attiecib@ pret treso asi.

Acimredzot (y - 2)2) O pie visiem y un z, bet tad



y2 +-22 -2yz > 0 un yz 4;‘% (y2 - 22), ta tad ari
Z.dm < L (( 2 s zz)dm jeb J. ;:J' tapat ari ieradit
YZz. 5:} y J vz < 5 dy » tap ri var pieradit,
1 1
ka sz<-2-.ry un J.XY<-2-J.Z.

Galvenas ass. Inerces ellipsoids.

Tadas ass, pret kuram visi centrifugalie inerces momenti lidzin&-
jas nullei, saucas par galvenam asim, Cim asim
J-m,_z 0 ? J-yz = O ‘,' J-xz = 0
Sim asim ir liela nozime kermepu dinamiké, tamd&l apstasimies pie vi-
pu noteiksSanas ar inerces ellipsoida palidzibu. Kermepa inerces mo-
ments attieciba uz katru asi,ku-
ra iet caur kadu punktu O, iztei-

x i cas ar zinamu skaitli, Izvélot
brivi kadu mérogu, atliksim no
// punkta O ass L virziena abas pu-
2 S€és nogriezni
1
& :Z OE = 1
A p L 9 IL
0 L,fg’ — Mainisim tagad ass L virzienu ap
= punktu O un noskaidrosim, kada
X blis punkta E geometriska vieta.
5 = Apziméjot punkta Z koordinates
< zim.33. ar X,y,z un lepkus, kurus ass
A
OL veido ar koordinatu asim, ar o, (3, X dablsim
X = Cosodl ;3 y = d Cos@ ; z = 1 CosJ“

no kurieneg Cos A= x\/JZL > Cos;’}——- Y\./.q » Cosa“ = z\/J’.L

Ieliksim $is vértibas formula (36) un saisinasim J ;

e 2 2 : -
itlex +-Jy.y Fid ez = EJXy.xy - Zlyz.yz -~ eXxz=1f .... oo CBT)

{is nol-ms reprezenté otras kartas virsmu ar centru punkta O, pie kan,
ieverojot, ka nevienam virsmas punktam radiuss vektors, t.i. OE nevar
btt bezgaligi liels, jo tad iznaktu oy ¥ 0, kas acimredzot mnevar bit,

janek pie slédziena, ka minéta virsma ir ellipsoids. So virsmu sauc
par kermepa inerces ellipsoidu punkta 0.

__ K& zinams no analitiskas geometrijas, katram ellipsoidam tani
rasa punkta 0 ir tris ta sauktas galvenas ass un ja tas izvélam par
koordinatu asim, tad ellipsoida nol-md koeficienti pie koordinatu
reizinajumiem parveérsas par nulli, Ta tad prieks galvenam asim

J =0 dJ. 5 0 AT ESAN 1 =0
g #1%y
Bet tas nozimé, ka §is asis ir ari kermepa galvenas inerces asis

A




= 5%

punktd O, jo tas ir défingtas ar to pasu noteikurm. i
Ja galvenas asis ir izvE@létas par kcordinatu asim punkta O,ted
inerces ellipsoida nol-ms (sk.formulu 37) bis:

Jlxi - Jeyi = J;Z% =) } e A e R SRR 1. ¢

ari inerces moments attieciba uz asi L (sk.formulu 36) izteiksies
vienkarsaki:

' )
| iy = &lCosaeLl +-J20052§31 +.130082 X1 RS

kur I,, 12, I3 ir inerces momenti attiecibé uz galvenam asim un Saucas

par galveniem inerces momentiem punkta O. A Ao
Salidzinot nol-mu (38) ar ellipsoida nol-imu kanonisk& veida:

% y2 Z2 5
i rehatas. sokai
a b c
redzam, ka inerces ellipsoida pusass bus:
a = i_ ;b: 1 3 Cc = 1
V*l V32 Vi}

bet galvenie inerces radiusi, p&c agrak dotas définicijas:

?1".\/1'% 5P2=V%g ;3)3=V%2

£1s formulas rada, ka lielekam inerces momentam atbilst lieldéks incr-
ces radiuss, bet mazaka ellipsoida pusass, un ja

J1>J2>J3 : tadg;l)'\?e)g:'} , bet ‘a.{ b ¢

K& més redzéjam, katra kermepa punkté var atrast tris ortogonalas
galvenas inerces ass kermenim,

Inerces ass, kuras iet caur smagume centru, saucas par ceutrslanm
inerces asim un attiecigie inerces momenti, kurus apzimésir ar:

=I; 3 J§ § Jg , saucas par centraliem inerces momentiem.
Galvenas ass smaguma centrad saucas par galvenam centraldm asim
un attiecigie inerces momenti, kurus apzimésim:

;tg - Jg s Jg ir galvenie centralie inerces momenti.

Ieverojot galveno inerces asu lielo nozimi, apskatisim tagad

divas teorémas attieciba uz galvenam asim,

I Teoreéma. Ja caur punktu O iet kerwepa simmetrijas plakne,tad
taisne perpendikulara Sai plakmei
punkta O bls viena no kermepa galve-
nam inerces asim.

To pasu teorému var formulet ari

- citadi: ja kermeni ir kada simmetri-

g Jjas plakne, tad visiem kermepa punk-
tiem, kuri gul Sini plakn&, galvenas
ass ir perpendikularas mineétai plaknei.

Lai pieraditu sacito, izvéléesim
zim, 34. simnetrijas plakni par XY plakni,

XK
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Simmetrijas d8] katram masas elementam dm ar koordinadtém x,y,z at— .
bilst otrs elements er koordinatém x,y,(-z) un sastadot centrifuga-
lus inerces momentus

J.xz=fxzdm=0 un .Iyz=_;=yzdm=0

bet tad inerces ellipsoida nol-ms p&c formulas (37) izndk:

2 2 G £
JpeX +-$y.y +J,.2 2Ixy.xy =1

5ini nol-mA nenak prieksa z koordindte pirmd pakapé un tas nozime,
ka Z ass ir ellipsoida galvena ass un lidz ar to arl kermena galve—
néd inerces ass punkta O.

No pieraditas teorémas seko, ka kermenim, kuram punkta O ir di-
vas simmetrijas plaknes, visas galvenas ass bus noteiktas.

II teoréma. Ja kermenim ir kada simmetrijas ass, tad 81 ass ir

Viena no galvenam asim, '
Piepemsim, ka Z ass ir sim—

IQ\ g metrijas ass. Tad katram kerueypa
§75% masas elementam dm ar koordina-
)¢ tém x,y,z atbilst otrs elements
I \ CL dm ar koordinadtém (—x),(-y) un
} N AL z. Acimredzot tad centrifugalie
'\ P inerces momenti
N i 5 M
g \\ B 5 ;Z( g 8 iﬂ Xxz.dm = 0
S s, M
? o = { dm = 0
P zim, 34-a. ¢ HIRAL FE s

un tapat K& iepriek$8ja teorsma, nakem pie slédziena, ka 0Z ass ir
kermepa galvena ass,

IITI Teorema. Galvena centralad inercijas ass ir galvena ass ka—
tram punktam, kas atrodas uz tas.

Piepemsim, ka C ir kermepa sma-
7 guma centrs un CZ ir galvena centri-
= 1a inerces ass., Tada gedijuma
. ks @ e S
¥ ) P m’fxzdm =0 un Jyz = Syzdm =0
j, Izvelesim uz ass OZ kadu punktu O,
o, tq- P attdlumd a un parnesisim $ini punk-
X‘ 5 Vi té koordinatu sgkumu, pemot jaunas
= i Z asis paralléli vecanm,tad foruulas
i parejai uz jaunam asim bus:
¥ zim, 35. BN EX, )y =Y ;2 =28
Lai parliecinatos, ka ass 0,Z° bis galvend ass punkta 0, sastadisim
centrifugalus inerces momentus:

= [x)z,am =;x(z—a)dm =J(xzdm % aj'xdm =0~-0=0

I
S35
Yy 5, = [¥12,dm =J'y(z—a)dm = [yzdm - a)(ydm =0-0=0
Otrie integrali 1idzin&jas nullei tamdsl, ka X° un Y° asis ir cen-
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tralas ass. Ar So ir pieradits, ka OlzC ir galvena inerces ass.

Parejas formula aksialiem inerces momentiem
no centralas ass uz kadu parallélo asi.

Piepemsim, ka kerumepa
inerces moments

> P J: attieciba uz asi z%,kuya
7 iet caur smaguma centru C,
A ir dots. Uziesim kermene
inerces momentu Jz attieci-

| ba uz asi Z, kugpa ir paral-

e Iy-e G leéla asi] czC
Cl=— i > Y un atrodas attdlumd e no pa-
ST dejas. i
T o~i- Vienkarsibas d&l Y asi
ic izvélésinm plakn&, kura iet
Bt zin, 36. caur 2% un Z asim., Péc defi-
nicijas

,_'[g = f(x2 + yz)dm
un ;z = j’erm =d{£x2 + (y - e)2]dm = jr(x2‘+ y~ - 2ey + ee)dm

am = 12 - 2e}fydm + Me®

2

2!

i
=

I, =‘ka2 - yz)dm - 2ej§dm + e

bet {yam = 0, jo tas ir kermepa statiskais moments attiecibd uz XZ
plakdi, kura iet caur swaguma centru C, tad paliek

D 2
JZ‘JZ+Me 1 . . - . - - - . . . - - - . (40)
Péc sSis formulas inerces moments attiecib@ uz katru asi lidzinajas
centrdlam inerces momentam attieciba uz parallé&lo asi, saskaititam
ar masas reizinajum ar asu attadlumu kvadratu.

Parejas formula polariem inerces momentiem no
smaguma centra uz kadu citu punktu.

7 Piepemsim, ka kermeps po-—
v larais inerces moments

P J; attieciba uz smaguma centru

% C ir dots. Uziesim polaro iner-
€ A ces momentu Jp uz kadu ecitu

o punktu P, kas atrodas attaluné
e no smagume centra. Péc defi-
nicijas:

1° = j‘re dm

Py
@
“i:i

zim, 37. e c
2dm = { (rg - e2

2( 4
jdm - 2e rcCosci.dm , bet

<

Sastadisi =r
astadisim Jp ) r

D
IP = rcdm + e

- QGrcCOSci)dm

“""-'-‘.



- 54 —
jrcCosoL.dm = 0 un paliek

c 2
= Jd_ + Me

s A ALY

Parejas formula centrifugadliem inerces momentiem

no kﬁdﬁm centralam asim uz parallélam asim,

z zt

Piepnemsim, ka kerme-
pa centrifugdlais inerces

moments .Ic uz kadam cen-—

tralam asim XY ir dots,
Uziesim centrifugalo iner-

¢ 7 ces momentu JI uz ka-
oL ‘ J 171
o : 7 LA dam citéam asim, kuras ir
By parallélas centrglam,Pcc
: oL L 4 définicijas:
— —_———— - — - = =7 c %
?5' ' zim.}&. J'XY % jxydm

Sastadisim leyl nglyldm, bet Xy =x+8, y;=y+b, kuraunbd

ir smaguma centra koordinates sistema X,Y,Z,.

(

: ' e 4 _ 1
J.xlyl .-f(x+ a)(y + b)am = jXydm + a ydm + ‘oj;xdm + adem, bet

J

jxdm =0 un J(yd.m = 0, jo X un Y ass ir centralas, ta tad paliek

{

J: = GIC + Mab } - (] - - - - - L] L] (4’2)
Sy M l
. Péc analogijas varam uzrakstit vél foruulas:
S 8 i Vs It \
= Ma =J Mb
Ka redzams no formulas (42) centrifugdlais inerces moments Ix v ne—
: 1¥1

meina savu vértibu, je kocrdinatu sakums O parvietosies uz Z ass un
tikai X un Y ass patur@s savu virzienu,

Inerces moments attiecibsa uz kaut kadu asi I-L.

zZ* Lrivog
//
A 4
Y/ &
0‘:/ & (;c
e g :
4 bi; 4

Pamatojoties uz divam for-
muldn (39) un (41), més varam
atrast .inerces momentu attieci-~
ba vz katru asi L. Izvclésim
koordinatu sakumu sSmaguids cen-—
tra un galvenas ass par koor-—
dingtu asim,

Vilksim caur smaguma cen-—
tru C asi CIL, || I-L, tad pec

forrulas (39) inerces moments
attieciba uz asi CL% btis:
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’ 2

Ji = JlCosa+Jacos(3 +J Cosx'

kur o, (3 ¥  ir lepki starp asi L-L un koordinatu asim. Parejot té—
lak pec formlas (41) uz asi I-L, dabisim

JL = Jl 0032d., + Jg Coszp -+ Jg 00323"+ Me2 saan o AI)

kur J$ j 5¢ ) J.g' ir galvenie centralie inerces momenti un e attalums

no smaguma centra C 1lidz asij L-L. Ka redzams, ja ir zinami galvenie
centralie inerces momenti, tad varam viegli atrast kermepa inerces
momentu attieciba uz katru asi IL-L,

Lodes punktu B noteik3ana kermeni.

Ja divi no galveniem inerces momentiem kada punkta bus vienadi,
tad ari inerces ellipsoidam divas pusasis bus vienadas, jeb inerces
ellipsoids bus rotacijas ellipsoids attiecib& pret treso asi. Tada
- gadijumd attiecibd pret visam asim, kuras gul ekvatoriala plakn& un
iet caur ellipsoida centru, inerces momenti bus vienadi.

Ja kada kermepa punkta B visi tris galvenie inerces momenti ir
vienadi, tad inerces ellipsoids bius lode un tadu punktu B més sauksim
par kermepa lodes punktu., Attieciba uz visam asim, kuras iet caur lo-
des punktu, kermena inerces momenti ir vienadi.

Tagad varam apskatit jautajumu, ka atrast kermenl lodes punktus,
t.i, tadus punktus, kuros inerces eillp301ds parversas par lodi.Péc
mingtd noteikuma Sini punktd visiem aksidliem inerces momentiem ja-
btt vienadiem. Par koordinatu asim izvélésim galvenéds centralas iner-

ZF Z ces asis., Ta ka lodes punxtam
I katras tris savstarpigi perpen-
dokularas asis var piepemt par
G galvenam asim, tad izvelesim par
Y fpunkta B tris ortogonalas
aszs lzl parall€las galvenén

asim m punkta C. lai ass

X,Y,Z, bltu galvenads, tad cen-

- trifugaliem inerces momentiem
zim,40. jalidzinajas nullei

2 =J/ y,2,4m = 0

-

J f (
% = | X.y.dm =0 J. = | Xy2,dm =0 Jd.
Iy T oy i N R it
Ja apzimésim lodes punkta B koordinates ar Xps Ypo 2y tad sakars
starp koordinatém bus Sads:
ok s R ek LR e i § VI i (it ihior -

nr $Iim formulam parveidosim pirmo 1ntegralu.

xlyldm = ((x—-xb)(y—yb)dm jxydm - xb\ydm - ybjxdm + xbyb) =0
bet (xydm = 0, J =0un {ydm = 0, jo XYZ ir galveniés centralas
1nel"ces asis, ta tad paliek %

XpVpM =0 Jeb Xy, =0



o

g

Péc analogijas pargjie integrali dos. x,z, =0 un y,z, = 0, bet tas ; g

ir iespéjams tikai tad, ja divas no punkta B koordinatém lidzinajés
nullei, :
Piepemsim, ka x, = O un y, = O, tas nozimeés, ka punkts atrodas

uz Z° ass, attaluma z,, no punkta C. Péc formulas (40):

' b
J§=J§+n.z§, J§=J;+M.z§,JZ=JZ
bet péc lodes punkta noteikuma J5 = J; = 32, ta tad iznak:
c 2ucle o 2 G . +C
Jy + Moz = ‘Iy * M.z jeb Jdy = .Iy

Tas bils lodes punkta eksistences noteikums: diviem galveniem centra-

liem inerces momentiem jabut vienadiem, Talak meklésim z, no formu-
las J;'= :I; +1u[.zt'2) :

C RS, e O S e
c (]
Jg =dx
Zb=
M

Lai Zy butu reals, ka redzams no pédéjas formulas, jabut

o A G o
Jz/Jx

Sgvelkot visu sacito, nakamm pie sleédziena, ka kermenim ir lodes
punkti tikei tad, ja centralam inerces ellipsoidam ir divas vienudas
pusass un tress pusass ir mazake par tam. Uz Sis tresas ass tad atrs-

disies divi lodes punkti vienados attalumos no smaguma centra,

Vel viena metode centrifugala inerces momenta

noteiksanai,
- : Lai noteiktu kermepa centiri-
~ . fugalo inerces momentu J xy kaut
/ S 2 :
/ kada punkta O, zinot 3 galvenos
centralos inerces momentus, var-a
~ lietot sekojosu papémienu: péc

& N e mentus attiecibd uz divam asim
, . 0K un OL, kuras gul XOY plaknd
% _ un veido ar OX asi lepkus 45°,
A 1 v Péc tam uzrekstisim tos pasus
"""""" 7 inerces momentus péc form, (36):

'1 9 ¢

Zin.41.

formulas (43) uziesim inerces mo-
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2\ R '- al N Y :J
f.ﬁ EnyCoaz-lbosg;.l - QJXZCOS'J]_ mer;i

=20y ;o83 Cos )7

2 2 25
JK > Jx00:3 d‘l -+ JyCos f"l + JzCos

o s I Cos? oy + J 00526 + J Cos §5 = 2d4 Cosol2003," - 2J,,Cosx, i os,fé
- 23, Cos%uosre

Bet k& redzams no ziméjuma 41:

\ 5
Cosdl_—& ’ Cos;:rl=-—3%— ? Cas{\l

=0
u0$/\2 —\%—- Cos"’;‘,z = —Mg—- , Cos 5}‘2 =0
i iy |
Ix -Jx-z-'i—Jy?"i'chy-z'
0 1 ¥ atvelkot otru nol-rm no pirwe,atrolam
JL =JX-2-+JY§*2JXYZ
J
Ty Gl
G 2

L] ¥
Da%u vienkdrsSu homogenu kermenu galvenie centralie
irerces mouenti,

Parallélopipeda galvenis ceatrélie
inerces wmowenti.

2

Parallélopipeda gl,mu‘tnes apzimesim ar a,b,c. Par koordinatu asim 1

g velcs:Lm galvenas ccentzralisg ass,
/(“k_‘;';f“ kures viezli var atrast icvero-
! S Jjot, ka smagums centra C ii
-4-_-_-—_—_-:.-:;-—;,—.--.;%" tris siumetrijas pleknses,
: - % Uziesin atseva.s_,gtl interia—
] 2
]

e At i | ix dm.  Eim nolikem izd-li-

sim pc.rallelo ipeda elewe-tu ar
divam plakném perpendiluliiua
asij X € attdlumd x no sre Jusa
centra un dx sava starns, T
nases elerents dm = ¢,be,ux,
kur /' ir specifiska rasc

a
z‘ 3 7 N
SivoGy + §p = 82o0
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2 2
Ilevérojot;ka abc. c. = M, dabusim X dm M—% . Péc analogijas ari
M T
2 rM
f voam =S wn | 2t - M%z {
o -
Tagad mekl&jamais inerces moments: Jf{ = i(yz + z°)dm 2
; . — Exs:
L e _ M a¢dn i TSRO
': szﬁ (b2-|-c )_l ’ : J;:IE (a€ + ¢ )! ’ Jc H (& + cﬂ) (44)

Polarais centralais inerces moments parsllélopipedan: :
= s 1@ + 3 +33) = sH(2a2 + 202 + 2¢°) , ;J I—(a +b° + ¢?), (45)
2

Cita nmetode integréla i X~ dm notelksanm.

Masas elewentu dm varap izvelé-

' t2 ; ties elementéra parallilopipeda
| _ veidsa
| | dn = dx.dy.dz.d
/ : / kur ¢ ir specifiska masa,
‘I-:.‘ ; f!u f : (
iy e 6 { v
3 B \ x“du = | i1 x2dx-d3'-d3-‘-3 =
i o R gl &
CEea e e e R Ll ot
oL ST o
.l =0 ] dy dz | X dt =
Bt ) - i {
g = I S e T e S
- 2 St At
Zir. 42~-5.
2 b e
zim.42-a. ~ = R 5
| | 5
=4 dy ' dz %2-
J _©
b
M ik

5 a.3bc  hegk

2
B Ma*™
A e g s

-
K

j xzd.m=

Cilindre radiusu epziwcsim ar R ur auzsturm ar H, Galveniis centré-
las ass ir cilindra ass un divas tai Bn savstarpigil perpendikular:.s
ass caur smaguma centiu.

Pirukart uziesim ecilindra aksiilo inerccs mouentu J pret cilin-

drs asi, cim nolikem izdalisim cilindra elementu c.Ea.u.:l:'ul.‘L‘t:cc veica ax
divam cilindriskam konaksiglem virsmam-&£1 radiusiem r wn T + (x. <ine—
te elementa tilpums bus:

L\-—-——-‘-‘ — —
|
o

Cilindra inerces nomenti,

&
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e e 5 e

¢ |5 (x + dr)® ~5r%'H = (2varaz®)iH
un, ignor.jot otrés kartas bezpali—-
e g1 mazus lielwmus, dabisim elementa
? 4 ’_;}iT\,T tilpunm: = £ 7
‘jrift*fﬂi { dm = 2/ rdr.H o #
AL TR M R !

S : - i fe = 1

l i % ~ 3 "
b ","L-— : Y Jo - _rzdm ='i r2.2"rdr.H.-‘5\ = g
A1 i! t = J ; Jo 3
oo (] B

L//’///?}k R B w0

f_ Pw‘ b R 2 \___} e " 2 .-"-- E
X N = 2K | rlar = 37H.0.EY bet de—
A ke St i~ ™~ A

verojot, ka ARH.? = M, dap sim oke

zin,43. AR

_ ME® |
8072
Talik meklésim diametralus centrilus iners

¥ 2 c Al T e
ces mowentus: Jg un er. Simmetrijas del

o
8idlo inerces umomentu: J

! - - . - . . - - -

. (46)

~ “‘\u:-.

( : A i b

N -Mpr.r=\ , gy e

"\'-1‘..;::1..-'*;:??_. (Y2 + z%)am = | (X2 5 Z)‘ul"- un sa-

2

s Tsinot | z%dm, atrodam, ke
5 o ot i u : ;M
/'/ 1 Pt e H 2 . . 2 M & oo
i e LoX dm = | y~dm , bet ja sie integra-~
(~ e 1i ir vienddi, tad vini lidzinijis pus—
e N /,) suimal :
e e ‘M : .‘[-ﬁ /- M
S A e O 1 R S SR
Eiaas | x dm = | yodn =3 ] (x“+y©)dm = 3 I
M Y : G
td tad galigi J x°dn = | y°dm = %’_-Mfid. Talak meklésim inte ralu

M J
zzdm. Sim nolikam izdelisin cilindra elementu citddi: ar divan

plakném parallelam XY pleknei attidlumé z un z + dz no pedgjas.,

Izdalita elementa masa dm = #R-.dz.<¢ un
¥ .'f+ B’ L i + 'H-'
ey 2 ~ 2 fe) 2 {~ o Sl < 3 ‘ € D H} I:}
; “dm = | z .”ir- et = ITRJ. : E... i =/7. al 3 < =
g z " dm | & 4R"=.32 il : g R o ('2'1 + 24)
) ]

i H
2 Y

e

L p)
=i 32(_5 %
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bet ieverojot, ka /R%H. [ =1f, cabusim | z%m =¥l | tacaa

i e M . g
= P +Pam=} yPam+ | Pam=3w® ¢ L in® unogalzat
ARG R Ry L L, L e

Polarsis centralcis inerccs moments cilindrim

TR 00 R - P 1« e Rt U D) > oo PRy
Jo BBl +J £ J)Ye I b I wop (OR7 4B+ 3R%)
gl 7oty !
: M (AN TR H
iJ;=ET(®M:§JJ & s simol s W ANER 4

, Cita metode aksialavinerces momente
noteiksunai,

- Masas elewentu dm 1zvSlesimies k& paradits zimdjumé (43-a), tad:
dm = rd 3 odrod.ZO:' un

- -~ H
: : | 2 "H 2“ ‘+ '5 » R
R4 Jy =6 | rfam=9{ av| ds | rPr.are
~ N3 o | i ! : : T ‘
TS : *0 b i 0
/;/ . \\'\"S' : il gl
ST B b Sl : 2y
= o : 2
} i 1-14
s = S S az » 7
'/ 5K o | T E_
2t 2
3 zim.4}—a. 2t ~
b g E Lo mt el w?
ity dae S e PR S
v 0
Cita metode int_gralea ;’ z%dm noteikSanai.
Jemot to pasu elecumentu (zim.43-a), dabisim:
b e e pda it g e S E
A : s g ' Y 2
\'zad.m =21 Ay 47dz; rdr =« ! dy ¢ 2%z % =c | dy % ;-§- i
io )',_H 0 lo Pt Jo | |_H
2 5% g b e
2 P ~ :
2 S SRS S GE CHY  T
S AL S o e 55 e e AT b TR
i
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Bodes inerces momenti.

Lozimgsim lodss rodiusu ar R. Simmetrijas del visi inerces momen—. =
ti pret asIm, kures iet caur lodes centru ir vienadi:

(TS W T SRR %
7 g = Jy = d, ,bet ieverojot, ka

Iz + J; Fdo e 2J§ ,jAnik pic slg—

dziena, ka:

Bl g 3% e s 3% =
1‘

Lai atrastu Edm, igdalisin lo— . o

des elerxentu f:.; divamr koncentris—
kam lodém ar rsdiusiem r un r-dr.
51 clementa tilpums:

z-im.45 '3 "; :(1‘ 2 d:;:)3 ia r3 P

=-— f(}r.d.ra + 3r2.dr + dar’)
un rasa, 1"‘norejot' otras un tresas kartas bezgaligi mazus lielwnus,bls:
dm = 47 rg.dr.\- s kur v ir specificka mesa. Tagad

:"AE i R s Ea R -
3l r‘zdm = | r°.44 re.d:r.'. L Ay "3 rtar = -;5,1 RS ybet ievEro—
% i i |
: i 0 Jo
: TR & I5 s T som0.3 2
Jot,ka if = /iR ,dabusim izdalot £ = o A % R® un poli-
5 i 5
B RGEP e ] Dedjr "R
1‘&i$ L’iO!‘z‘ic:n'tS ; J‘c_) = '% uﬁz ® e e T L ] e L DR e R T e e (':"9)
e b A R R
Alsigliec inerces momenti: Jc, = J; = Jg =-§- ij = % . %— 1.&112 = 2 Aﬂ“r'
| G Ve R el £ 2
‘: Jx oy Jy - Jz _— g l‘m } * e - - - - - - - - (5

Cita metode lodes aksiala inerces momenta
noteiksanai.

Lodes aksidlo inerces momeniu varam noteikt ar tiesi izvéloties
lodes elementu ar sieriském koordinatém r, v un 8. Tad
d.m B r-Singod..‘ .I‘.-:l@.(ll‘
un ioverojot, ka slementa attdlums no Z ass ir r.olnG dabus:.m-

J, = f (I‘Sin@)gdm =0 d:‘i"ll' SinBG.dg |= 46.‘[' = % d‘f" 1 Sinjg.dé) ; -Bg—
i , : _ 5
}

o io o Jo

S e 40
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~ . r2l

J = Poa Cos2g - 1)dCos =
N e 'f’!(os )dCos@

@ -/({9/‘ X \\ 4+ 0 !‘-' 0
"fé.' 1, "t« \‘ o5 2::? o
B9 e (e SR IR
@ g} gD } 2 3 ?
- 4 _‘_z' o}
- 4.5 5 L2
zim.45-a. " 5 5

§ 8. KUSTIBAS DAUDZUMA TEORELA SISTEIAT.

_Kustibaz daundzums kadum sistemas punktem ir vektors Ekvk' Tar sisa
temas kustibas daudzumu més sauksim visu So vektoru geometrisku suuumuy
aczimgjot to ar s ytad:

n
=) mV
1
Rustibas daudzuma vektora projekcijas uz asim bus:

i =
e

=4
"
P

g F

e
il
Vs =Me =My
B
&
.

M2y

Tagad pieradisim pasu kustibas daudzuma teoremu. Izdalot no sistemras
k&du punktu A, veram uzrakstit

_wa . wml , =8 <1
Summéjot sadus nol—mus visiem punktiem, dablsim
n n n n :
Sm3o s SIS W s mliy Sl
i kvk Fas 1k T K y B
bet; ka zinams
B n n
f i) el £ A =k = /A _
Zle—‘-J,.z_lk—uun§k+;;sk-—1f,tatad



e

Tegad parveidosim kreiso pusi:

n n av n dmV n as

Sk T &M T e d T Wy =g , tad
U as “—:1
] -—d:-b——- =\/; i - SR T TR St e e S ey SN riNe el (51)
‘ _

Tegltais rezultats reprezenté kustibas daudzuma teoremu, kupu formulé—
cim t&: pilna atvasinata no sistemas kustibas daudzuma vektora geomne—

triski viendda ar sistemas galveno vektoru.
Jeb parveidojot formulu (51), dablisim to pafu teoremu citd veids:
QS A

dﬁ:‘\f'.dtg e S TR g

Vardos 81 formula izsakas ta: sistemas kustibas daudzuma vektora dife-

rencials ir vienads ar galvend vektora elementaro impulsu.
Hointegzrajot formulu (52), debisim to pasu teoremu galiga veida:

‘- %
H r

"\"." tdt . *. s = R s e S SN TR (53)

ST I 5, ST
Proote e :
) %o i

l SRl

suru formulésim ta&: sistcmas kustibas daudzuma geometriskais piesuviuus
zinamd8 leika spridl ir vienads ar galvend vektora impulsu tani pasSi
lgika spridi.

Lai deblitu kustibas daudzuwmza teoremas izteiksmes projekcijas, pro-
jecSsim uz koordinatu asim voktorialas formulas (51, (52) wn (53):

d i

2 ‘\ _f‘ﬁ ‘: 2 ;-‘ ‘
'_d't—' - v x - d-:‘/‘:nx — LY, x. d-t ,
a 4 S { et i
- ST \ 12 ar = Wi g ‘ a8
'_fo Y :’_00000(5 ) - 'y, ,yo t \: R o--(52)
d /“ i Rt o ' - 'I
o L ' W B _.". i
dt o v 2 d/ z d \.»' Z.dt :
J
F'.t
L TR e T ke
7 X " 0x i k x CI‘L 1.
ity ;
L F
A o . = i \-;. . dt : - . - . - . - . -':d;
2%y i
AL :
i1 ™ /“, = E \ :"’ dt Ii'n
A = oy ; o ]
1 -t {
/] "0 /



— 64 - -
Specidli gadijumi. i

1) Je gelvena vektora projekcija Efx = 0, tad no formulas (52a) atrodany‘%

ka s = C. Tapat ja \fy = 0, tad péc ana;ogijas'/*ﬁ =C,, un ja
ot ' 7] " =1 ;
vz = 0, 1 /a-'z C} ’
Ja visas projekcijas‘/' V. \f =0, tuis V=0, tad A= Const. 7

50 zZedijum sauc par kustlbas dauuzuma pastavibas principu, jo kusti-
bus deudzume vektors patur Const. lielumu un virzienu.

2) Ja ‘f% = k; , tad formulu (53a8) ver integrst, un A — <. =k, (-t )

P

“.- —3 it j ] — I - —
7 ia 7 ¥
Vz f k} ' . ks R A k}‘t = %)
3) Tormulas (53a) ir izdevigi lietot ari tad, je . = f£(t).
Ja \/, = £, (t),tad psc integraSanas . - o = % £, (t).4t
+t
. 0
At -
“,‘? - “ L i : £ ] .\
= £5(t) P gy = £,(t).dt
;to
. o
\’z = f;‘u(t) K /k;z st it : f}(t).{l‘t
:to

Kustibas doudzume teoremas geomstriske
interpretacija.

e Atliksim no koordinatu sakuma sistem&s kustibas davdzumae vektoru
#..01 vektora gala punkis pie sistemas kustibas ari parvietosiec .kale-
sim mindta punkta &trumm Y

Ka zinams, katra punkta dtrtga

Z ir radiusa vektora atvasinite
6l - = Ir by dI' ma ~ ,‘* 7 £}
Al i o e tg%f e
3}//-5 ~ la punkta &trums \ e E% soet
/2' _{ :’ __ mo otras puses Ef —\ un
2 # ’ln_"j_ \ ,, ‘:1-_'.‘.- :

{v‘.- -"'-...‘_ AEE » it ‘,_ I' i}:.:-_, = ‘l.- - LR R R ks )
i = 5 y xl ‘

- St e o Forl.ﬂula (54) 1‘5:,0.9., ko &trums,ar
X -

u parvietojas 51submas \uht—
i tibas daudzuma vektora & galo
23,46, punkts, ja So vektoru atlluLLL
Bo fogrdinétu sikuwaa, ir goometriski viendds ar sistemas galveno vek—
coru " J' ™ .
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Piemérs. Cilv3ks leivé kustas ar Const. paatrinéjumu j .Sékuwd laiva
S bija miera, Cilvek8 sakums sri bi-
Ja miera laivus centra, kuye stiku-
ma attalums no koordinatu sakume
bija ¥ .
Dots: laives masa m, un eilveka
wmasa m,.
; Apziméjot laivas centra koordina-
X, > ) ti ar X un cilvéka koordinati ar
et S e = X, un piegemot, ka berzes sterp
laivu un GUdeni nav, uziet:
2Tm. 47, x = (1) un X, = f2(t)
Piepexsim, ke laive ar cilvéku ir pargajusi otra sta&vokli uz labo pusi
un cilvdks laeiva ari ir pargéjis uz prieksu un pielictosim kustibes
Jdaudzuma teoremu projekcija uz X asi (form.53a):

(.'t o
v = = \il.dt
o S S Vo
ity
bet Sini sistemd darbojoSies speki ir tikai smagume speki, t& tad vi-
sal sistemai V/ = Q.

1<

L4
¥
F
1<)

Vi e, SR ieliksim sistemas kustibas daudzumu izteiksmes
B o |
E'i, my K, = Af mx, o =0 attistisim summas

mlil +-m2ﬁ2 - (mln'tl0 + m2i20) = C, bet ilo =C un iZO = C, ta tad
myXy + My, = O ...v..... I integrals
nointegrasim to: myxy + m X, = Cy ,bel no sékuma apstakliem Cl=ml{+m2€
Xy T+ moX, = (mg + mz){; assesss 1T inteprals.
Mes dabujem tikei sakaru Starp x; un x, uz kustibas dandzume teorcmes

-4
pamata, bet, lai atrastu ketru koordinati ka f(t), jaievero, ka cil-

v3ks laiva ir nogajis celu 5

- jt

s = 02
t8 tad 3ie
‘ e b o uziesim no 8is, formulsas X,
3.t
Xy = Xy + g un ieliksim II integrala izteikswe
6

Mm%y + m,(xg +-—%——) = (my + my) L

v
3t } J ‘t
(m1 v mz)xl = {ml = mz){; - n, g , no kurienes




. e
T i
4 m2 jot2 i : =
e i laivas centra kustibas nol-ms
1 my -+ m, > b
2 . ¢2 s 42
.t ,q m J,t m e
o, » Py 0 _— L) 2 - 0 = ( e 2 0
5,12 | |
Ew+ » 20 1 Cilvéks absoliitas kustibas nol-ms tret
ml + m2 2 e

nekustosu koordinatu sistemu. : St
Ka redzams X1, kas sakuma lidzinajas ar leiku samazinajas

xl K. td tad otrs laives stavoklis zim.47 ir piepemts nepareizi, tom

jablt pe kreisi no pirma, ja cilvEks parvietojas uz labo Pusl.sgum pa=—

radiba 1zskaldroaas ar to, ke cilvEiks ejot pa laivu, ar kajam zriz lai-

VU pretéja virzienad. Seit attistas iekSejas reakcijes, kuru noteiksa—
nei var izlietot d’Alembert’a principu atseviskeam nunk-

7

e

s 8 T SR
T i e G et = ), BeL 3, =%,
SHabEAT e = o § j ¢ un talak X _-——;;%E—'j , no kuriencs
CRaRE s SR
‘; 2 i ., Jo i

"

. e N

S8kidruma strikles dinamiskgis spiediens pret
vertikalu Sienu.

81 Jautajuma atrisin&Sanel més izlietosim kustibus doudzuma teore—
wu, Apzimésim: sSkidruma striklas atrumu ar V, striklas skersgriezumu
ar ‘+ ,meklsjamo striklas splealenu,kus 1i-
,dzinajus sienas reakecijai ar 5. HorobezZo-—
sim musu sistemu, atliekot no sienas gzru-

X
[>/'.- "ku

!
-

o=

ma AB = V.At, kas 1lidzin&jas celam, kuru no-—
ies kade udens dalipa ar atrumu V laiks
Spriai. Xv.

Pielietosim norobezZotai sistemai kusti-
bas dsudzuma teoremu projekeija uz X asi,
kura izveléta normali sienai, no k&ds loi-

.. ks momenta t 1lidz t + At, t.i. par tadu

s ¥ laika spridi At, & visas udens daligas

- -- sSasniegs sienu. Areéjle speki sistemd ir
zZim. 47> smeguma speki, kuyi darbojas vertikals vir-

ziena un kuru projekcijas uz X asi lidzindjas nullei un arsja reakecija

ir sienas reakcije S. Ta tad galvend vektora projekcija » = — B.
(t+ to

Lepw Ao = | ?&fdt ;bet gala momentd punktu atrumi N un
Jt

arl « = C.

i
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0 — 4 = -—8.0t aizvietosim kustibas daudzumu o« = ElmkaSinca

ZmV,Sin o = S.At, bet visiem punktiem Vi =Vun Zm =i = V.t ey
kur ¢ ir specifiska masa,
Vatst. i) 0.V, 8in ok = S.At, no kurienes sienas reakcija jeb dinemiskais

- - ‘\'
spiediens f S = Vo.W.0.8inck |

Piezime: Ja siena neblis vertikala, tad, pemot kustibas daudzuma teoré-—
mu normald virziend pret sienu, més dabusim lab& pusé@ arl smaguma spska
projekcijas impulsu, bet, pie lieliem atrumiem smogume sSpeks, kas dar—
bojas uz elementu AB biis tik mezs, salidzinot ar reakciju, ka to var
iggorét un lictot izvesto formulu ari gadijumos, kad siena nav verti-
ale. _

Skeitlisks piemers. Uziet tidens striklas spiedienu _uz sienu perpendiku—
laru struklel, Ja struklas skérsgrieziens W= 50cm? un atrums V=20m, sec.

S ='V2Jd.5:Sin 90°, bet, ja més liksim atrumu [m/%ecf‘,tad Skérsgrie—
ziens japem Em? fun ‘u= 0,005 me.

5 e 1 [ 27
Uzicsim vol 5=-L°-g%=1023§ : 25 = 102 |Ke8cc |
£ ¢ sec” | | m h;

. p

2 4

- 2 2~
s = v2.0.9 = 202.0,005.102 | Z-1"ska.Sec | = 204 ke
{ sec.m |

§ 9. INERCES CENTRA KUSTIBAS TEOREMA
===Sito—=

b
-
e . et S s e i e S . e S S R i S
—_————— [l ———————— A R

Ja sistemn atrodas virzes kustiba, tad visi sistemes inerces spé-—
ki reprezenté parall&lo spéku sistemu. K& zinams no statikas, katrai

- parallélo speku sistemai ir centrs, kura
A NN iedarbojas visu spéku kopspéks,neatkari-—
piiles - Tmoe ATl gi nc ta, ka&ds virziens bus pieskiris
3 ST gl ? e g . . :
(//,a “,x”,ﬁf‘ L visiem paralléliem sp&€kiem. Visu siste—
///3 a mas inerces spéku centru més apzimésim
/’,/{fb-*h ar C un sauksim vienk&rsSi par inercss
v,/”//' " centru.
% Sistemas inerces centra, ka perallé-
w,f”iz?ﬁ lo spéku centra, koordindtes jau zindmas
2 ' no statikas un izteiksies ar formulam
zim.48.
£ My X i s omaz
e e N Ry e S (55)

2 M M
kur ar M ir apziméta visas sistemas masa: M = Eimk.

Piezime. Ja sistema atrodas zem smaguma spéka iespaida, tad pazista—
mais smoguma centrs sakritis ar sistemas inerces centru, bet inerces
centra jédzicns ir plasaks. Par smaguma centru més varam rundt tikai
tad, Jjo sistema smagume SpEks darbojas, bet inerces centrs, notsikts
er Tormulam (55) nav atkarigs no ta, kadi spdki sistcm@ darbojas.

Ta.zad pariesim uz pasu inerces centra kustibas teoremu. Ja puaktu
sistema atrodas kustiba, tad inerces centrs visparigi ari var atrasties

Ll
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kustiba; uziesim §is kus-—
Z tibas likumu.

: Yemsim formules (55) pa—
. reizinatas ar sistemus mo-—
AK" 'c 7 su M. S
Leant ch T amXy
l : 5 i
Ky Mutye G W = 2myy
> s Vi
] ,] e =
(E ;;LL - /},:’ MZC zmkzk
S : un etvesinasim tés pec lai-
4 ka:
- zim.49.
| Xy, = 2 mXx, = *
W, = Zmgy =
] s s-- - & *'
jeb apvienojot visas tris formulas V1ena vektoriala:
B ,,
L:wc e ._'_mkvk "",I"_ : e 9 . o.o . . . - . ® 0(5\-)

Sis Tormulas izsaka, ka inerces centra kustibas daudzums ir vienads ar
sistemas kustibas daoudzumu,
Atvasin@sim Sis formulas vél reisz pec laika:

a " = d _'.;".-'

- gt ad ol / Lx : .Y \
i = ——-E:nhx = : _ R S
A kK dt | Bet psc kustibas G s
i daudzume teore— a 4~
-l 4 £ /“y S\ : A 4 S
W, = 35 & oy / mas zorm. (51a) at Yy
| ;
d
Hiy = g5 Dl = T’ - g
ta tad galigi ”}**””“f"?!"
: Al S i
ME?P____ _x
wc — \f‘,.y i [ ] - . - . - - . . . . L] L] (5’:}
S e v
e
jeb, apvienojot visas ;o mu%&§Hylena vektoriala degbisim ;
m-.-c = \:"}- : L ] - . . - - - - L] - - L (58)

| ST T2 P 1

Formulas (57) un (58) reprezent® inerces centra kustibas teoremu.Scli-
dzinot Sis formulas ar matcriala punkta kustibas diferencialnol—iuicm,
varam strasto teoremu formulet ta:
Sistemas inerces centrs kustes, ka brivs punkts, kura ir kon-—
centréta vise sistemas masa M un uz kuru iedarbojas sistemas
gelverais vektors Ve

Inerces centra kustibas teorcmai ir loti liela nozime, jo vigo
noved sistewmas kustibu pie materidla punkta kustibas. P *elcotles sei
teoremai ir attaisnojama wmateridls punkta kustibas p&tiSana jeb punkta
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dinamika, keut gan daba@ materidlu punktu més nemaz nesastopsm, bet ar—

vien mums ir dariSanas ar punktu sistema&m jeb ar ermenieu.

Piezime. Iekssjie speki un iekS&jes reakeijas neatstaj nekzdu iespai-

du_uiégnerces centra kustibu, jo galven& vektora \/ izteiksn& tie nemik

prieksa.

Piemérs. Ar ko ir izskaidrojams, ka lokomotive kustas uz prieksSu, ja

tvaika spiediens cilindros, k& ieksSg&jais spéks, péc inerces centra

kustibas teoremas nevar izsaukt inerces centra kustibu? Inerces centra
TN kustibu var izsaukt tikai &ré&jie spéki, Sie ir ber—

( 3 ) zes speki W, kuri attistas starp ritepiem un slie—

7 dém un ir virziti tadé virziensa, kada lokomotive
S’ 5. kustas. Ja sliedes biitu absoliiti gludas, tad lokomo—
zim.5C. tive netiktu uz prieksu.

il N, Tapat arl pie bremzéSanas berze starp ritcpiecm
SRR oy )*fk__ un kludiem nevarstu paléninat inerces centra kusti-
— s bu, jo tie ir ieksSéjie spéki. Tikai berzes spéki
N e N starp ritepiem un slieddm, kuyi tagad darbojas pre-
zim,51. téjé virziena dod iespéju paleninat vileiena kustibu.

Speciali gadijumi.

1) Ja V_ = 0 galvena vektora projekcija uz kadu esi 1lidzinajas
nullei, tad

Mic ='é%-2:m%ﬁk\= C un integréjot,atrodam pirmo integralu
Mc, =2 m¥ =Cq no sakuma apstakliem C, = Mk, =23 m¥,
integrejot otro reizi: _
Mx, = b X mx, =Cit+Cr onnnnn. II integrals

un no sakume apstakliem C, = Mx, =) mx =, ki redzams $ini gadijuma

inerces centrs atrodas vienmériga kustiba, Analogiskas izteikswes var
dabit ari jaify =0 un LERE S 0. Gadijumu, kadl\ = O sauc par inerces

centra kustibas pastavibas principu, jo tad inerces centrs patur savu
vienmérigu taisnvirziene kustibu,

Kéa pieméru Sim gadijumam, veram pievest saules sisterm: uz saulcs
sistemu nekadi argji speki nedarbojas (Newtona gravitdcijas spgki ir
ieksS&jie speki), ta tad 7= O un saules sistemas centram jaatrodas vai
nu niera jeb teisnvirziena vienmeriga kustiba. Ka rada noverojumi,tic-—
Sam saules sistemas centrs kustas taisnéd virzien& vienmérigi ar atru-—
mu 18 klm/st. pret Herkulesa zvaigipaju.

2) Ja V
var atrast.

H&c =-é%2.mkik = kl integréjot dabtGsim pirmo integralu

Mx

< = K (Const.), tad ari inerces centra kustibu viegli

]

o = ZmX, =kt + Cy unmno sékuga apstakliem C, = Mx, =2 m X
k.t

; D i e 1 : =

Integréjot otro reizi i =2fmkxk = —ir-—+-Clt + 02 «es II integrals,

no sakuma apstdkliem atrodam C, = Mx, =3 mx, .

K& redzams sSada gadijums inerces centrs atrodas vienmdrigi padtrinata
kustibﬁ-o
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Anslogiskas izteiksmes varam dablUt arl gadijumos, kad

1 = A
tjy_n g on -V, 50

3) Ari gadijuma, kad V/ = f;(t) varam deblt abus intesrelus.
M = E@f b m}e'ck = £,(t), integrdjot dablsim
lf.‘i’.- = Z mkik = Jfl(t).dt + Cl CR R A I integl‘ﬁ.ls.

=) ( 2
Mx mkxk J { 1fy(t).at + Clz dt + C, ‘e...... II integrals.

abas Const. ir Jaatrod no sakuma apstakllem un analoglskas izteiksmes
iegusim arl gadijumos, kad

Vy = £,(t) un Lz = £(t).
Piem8rs, Loiva sGkuma atrodas miera. Cilveks laiva sakuma ari atrodas
miera 1 stavokli un péc tam ir
- férgajis 2 stdvokli, noejot re—
ativi pret laivu celu / . Dota
laivas masa m; un cilvéke masa

ms. Berzes starp laivu un uUdeni

nav.

. Uziet: laivas parvietojumu pret
fideni, cilvéka koordinati péc
parvietojuma X, = 2.

S RE T ; Apzimgsim ar C, laivaes smo-

guma centru un ar C sistemas
z2im.52. smagume, centru. Punkta C izvéls-
sim absollto nekustoSo koordinatu sakumu un X asi cilvéka kustibas

virziensa, tad Xoo = 0 un X;4 = CCq .

Piegemsim, ka laivas smagume centrs, pie cilveka parvietosSanis,
paries punktd Cy, tad x; = CC,e Piclietosim inerces centra kustibos

pv

,
-
At
‘I
I
e
R rzrwﬂ,fe
1

teoremu X ass virziena. Ar931e speéki sistema ir tikai smaguma spéki,

ta tad 7 i o.

MK, = E? }_mkxk = \ux = C integrgjot dabusim Mx,6 = > mx =
bet, Jja sakuma laiva un cilvéks bija miera, tad ¢, = 0.
Mx = a_mkik =0 .... I integrals, un integrgéjot talak, dablsim

Mx, = Zmx = C5 bet x; =0, td tad C, = O,

e, =2 mx, =0 ,... IT integrals.

Otrais integrals rada, ka neatkarizi no cilv3ka parvietosSanas kopéjs
inerces centrs peliek uz wietas. Tagad meklésim ebsoliitus parvietoju-
mus cilvékam un laivai.

Attistot summa otrad integralé, dabisim mx, + mox, = 0. Sim no-

1idzinajuman, acimredot, jépaliek spdkd, ka s@kuma stavokli, t& ari
Eec visiem parv1et03umlem. Pielietojot to sakuma stavoklim, uziesim
oordinati x,,. Tad Xy T Xy, = 0, no kurienes



Tegad uziesim cilvéka koordinati péc papvietojuma: Xoe Ja laiva palik—
tu miera, tad cilvéka koordinate bﬁtu..ﬂ—-[xzol , bet laiva pati ir
pargajusi tanl pasa virzienad par C1Cs = X7 = X35 t& tad cilveka ko-
ordinate pret nekustosS&m asim bis
xp = £=lxz0)+ % -3

il

Py
2“&;"10 X - X0

ieliekot So pamatformula myx, + m,x, = C, dablsim

i Ml

+x,) =0
m, 1

ity +my( £ - X195

(ml +-m2)xl + m, Y - (ml - mz)xlo = 0,
}
|

: £ AL S T iy
no kurienes E X] = X9 == iz I

: laivas koordindte pec par-—
ml 2 ]

vietojuma.

Laivas koordinéte sékuméd bija X102 ta tad laivas parvietojums

pret Udeni ir otrs loceklis:
H

— s W

I
i + m T
i 0y 2

P

kas iznak negativs. Tas nozimé, ka punkta C (zIim.52) japem pa kreisi
no punkta Cl‘

Cilvéka koordinate pec parvietojuma bus

‘ m m
p 1 i ¢ 2 7
X = - —Xa, +t Xy - X = }f— —= X T Kag
2 mo, 10 E 10 m, 10 my + m,
m ; m { m m
2. v¥ i { 1 V4 1
X = (1l - ————) L - — xX... 3 %o K, - == X
2 ( my —+ m2) 1, 10 ’! 2 my + ., m, 10 §

"eo:

1C. KUSTIBAS DAUDZUMA MOiENTA TEOREMA SISTEMJAIL.

e —— e e
——— —_——=

DazZreiz to sauc ari vienkdrsi par momenta teoremu sistemai.
e . Izdalisim no sistemas kadu punktu
regV, Ay S1 punkta kustibas daudzums momerts

attieciba uz kadu punktu O ir, k& zinems
no Punkta dinamikas, vektoru produkts

v no punkta radiusa vektora T) un kustibas

ire
2

deudzuma vektora m, V
0 Ly = i
4

zIm.53. Hhes !Lfk e 'k

PR 8 2
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Uzrakstot vektorproduktu determinantes veidd un attistot p&dejo,debi-
sim kustibes daudzuma momentus sttiecibad uz koordindtu asim

i 3 = 4‘.’: = -zv) = (5
- o Iy SN, kx mk(yz zy) = am - N
ka.mkvk l=|x ¥ z no kurienes éky = m (zx - x2) = 2. 60
| W wa bz = Bl - ¥%) = 2, G0

Par sistemas kustibas daudzume momentu, jeb galveno kustibas douizwun
momentu « attieciba uz punktu O, sauksim geometrisko summu no siste-
mes punktu kustlbna daudzum momentlem attiecibé uz to pasu punktu C.

= - -

f._- i rls av

Projecdjot vektoru £, uz asim, dabuszm sistemas kustibas daudzumc mo—
mentus attiecibd uz asim:

; QT n 2 4
& = > bee = T mbndyg - By
- n 3
éy = % gky = § mk(zleck - X%, )
n n
"pz = 2]—_: ekz % %_- mk(xkyk 25 ykxk)
Lai pieraditm kustibas daudzuma teoremu, diferencésim pieméram é
péc laiksa
az. n ' n
- AT - S g e il 5 . .
at ~-dt 4 m (Y2 = 2y = < 0t m (V2 — Z¥))
d.{g: -"'n-' : s . - . - e n e -
aT ?1— m (Fylye + Yy = By = 2y d)) = 5_{ W (¥ 2y = 2,5,)
df) n
e st M . us

- £ l a e 27 a8 i GB J_.
mkzk—zk+zk+8 +Skz un mkyk—Yk+Yk+°ky+$ky

ievietojot S8is formulas iepriek€sja, dabisim

B

a~, =

X _ < a gl a
5 = ;;_.__ yk(zk k e B e B zk(Yk + Y e uky)
df:". = a a 2 1 —n~ a a

Hr"lts

(Yk i B)
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bet %% (ykzi - zkYi) = 0, jo 81 formula reprezenté visu ieksgjo sp&-
- ku momentu summu ap % asi. .
= 0, jo ta ir visu iekS&jo reakciju momen-—

n = AT
PEpat 'Y (¥, 8i. - & st )
< Wicks ~ Bicky

tu summa, un paliek

a
4 % 2y = 7)) + Z 1Sk

zent@ galveno momentu ap i asi gx (skat.form.3a), té tad geligi
S By .

zk8;y) , bet lab& puse rcpre—_

alyi 4
at i
a”z
un péc analogijas —L = Ly SRy e A . «+(59)
R TR
ax, ez
dt o

i S

kustibas daudzuma momenta teorema visvienkarsaka veida.
Formulas (59) reprezentd kustibas daudzuma momenta teoremu, ku—
Tu vardos izteiksim ta: pilna stvasinata péc laika no sistemas kus-—
tibas daudzuma momenta attieciba uz k&du asi ir vienadas ar sistemes
gelveno momentu attiecibé uz to pasu asi.

Formulas (59), kuras ir izteikitas projekcijés, vaer apvienot vie-
na formula vektoriala veida: :

4
l i

t.i.

' ¥ = N
E (_di:"_E' = sy e & N N i) - c(()\.[)

sada veida kustibas daudzuma momenta teorema formuléjas ta: pilne at-
vasindtd no sistemas kustibas daudzuma momenta vektora p3c laika ir
geometriski vienada ar sistemas galveno momentu.

Tapat k& kustibas gdaudzuma teoremai, més varam ari kustibas dau-—
dzuma momenta teoremai apskatit geometrisko interpretéciju,kurs ir pa-
zistama zem nosaukuma Resal’a teorema.

Resal’a teorema.

N

Ltliksim no koordinatu sakum:
sistemas kustibas daudzuma mo-
menta vektoru .SI vektors za—
la punkts pie sistemas kusti-—-
bas ari kustésies. Uziesim mi-
néta punkta atrumu Ve

Ka zinams, katrs punkta
atrums ir radiusa vektora at-—
vasinats pec laika:

W

V=

\ %)
&5

zim,54.

BIRRT T\ T
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Ta tad 42 gala punkta atrums EL=-%§', bet péc formulas (60)-%% = L o

un l""z=5§ Ry e e e

Ar formulu (61) ir izteikta t& sauktd Resal’a teorema, kura vardos
skan ta&: atrums, ar kugu parvietojas sistemas kustibas daudzums mo-— .
menta vektora gela punkts, ja to atliek’ 'no koordindtu sakuma, ir ..
geometriski vienads ar sistemas galveno momentu.

o1 teorema ir pazistama zem nosaukuha Resal’a teorema, kuut zan
anglu zinatnieks Hayward’s ir publicgéjis to 1858.g., bet Resala darbs
ir paradijies 1873.g.

uiomenhtu teoremas izteiksme Dekarta koordinatés.

Ja més gribam noteikt sistemas kustibu Dekarta koordinéates,tad
kustibas daudzuma momenta teoremad jaaizvieto "¢ " projekeijas ar iz—
teiksmém Dekarta koordinatés

8-+ . . < | N

[ Tt Ml R

q a n oy . . ;
Tﬁ:’%.mk(zkxk-xkzk) oL Do e G ey e e DY
d n . . - ) f

at % m (X Ty = V&) = Ly, J

Speciali gadijumi.

Apskatisim kados gadijumos ar kustibas daudzuma teoremu var ie-—
gut pirmo integralu.

1) Ja L, = 0, tad pemot formulu (62), dabisim

n

2 My~ 2

QO un integréjot, atrodam

my (¥ 2y — zkik) = C; , 81 formula biis pirmais integrals, jo ta sa-

e =] grm

tur tikai koordinates un pirmé8s atvasinatas. Const. Cl ir atrodama no.

sakuma apstakliem. Analogiski atrodam ari

n
- ey {;-' ] 2 . =
pie Ly =05 ,iv mk(zkxk xkzk) C,
n 5 .
pie L, =C , 2 mlxdy - v =
Gadijumu, kad L, = Iy =L, =0, jeb vienkérsi L = 0, més sauksim par

kustibas daudzume momenta pestavibas principu, jo tad péc formulas
(60) iznak dr
£

F=C wm # = Const.

E
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Tes nozimé, ka kustibas daudzuma moments patur Const.lielwru un vir-
zmnu.é) Ja L_=k;, kur k; ir kads konstants lielums, mgs dablisim
%‘E L‘i}_ mk(ykék - zkjrk) =k, un integrdjot

m (¥ 2, = 2, ¥,) =kt+C ... ... .TIintegrals.

M

Integrésenas const. Cl ir atrodama no sakume apstakliem., Péc ancloji-
jas ari gadijumes,kad

n

Ly = k, , atrodam € mk(zkxk - xkék) = kot + C,
a n . - .

by T 3 ‘ 'El:mk(xkyk g 2 S kst + Cj

3) Ja L = fy(t) arl var ieglut pirmo integrédlu
e . . : &5
it % mk(ykzk - zkyk) = fl('t), un integréjot, atrodam

R :
s O 8 : <
% m (¥ 2, = 2,57)) = ) f(t)_.d't + € « . .« o Iintegrals, kur C,

ir jaatrod no s@kuma apstakliem.
Analogiski ari gadijumos, kad

L = f2.(t), atrodam mk(zkxk - xkzk) = ff2(t).dt + C,

v

B
Il

' n _ ;
z fj(t), atrodam ;'i_, m (%, ¥, = V%) = J fj(t).dt 4 C3

La.ukumu teorema.

Parveidosim kustibas daudzuma momenta teoremu izteiktu ar for-
mulam (62)

d 2 o .
I ?L- mk(ykzk - zkyk) = L. u.t.t.
Ievérojot, ka %(ykék - zkj'k) = gkyz = f"::kx , tad

T
O 2 S gy T It
d. -I}- e i‘\
d-t 2]_:_ 2mk W kxz -_— Ly If. L I A R I R R R T (63)

Laukumu teorema projekcijés

Ll Pl
dt % ka“'loqr =4y -
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Formulas (63) ver apvienot viend formulad vektoriala veida

r = r :

}%f%zmkskﬂ'l iy i e A

Formulas (63) un (64) ir pazistamas zem"laukuma teorema* nosaukumsa, jo
tas raksturo radiusa vektora aprakstitd laukume maipu ar laiku,

Specigls gadijums.

Vislielakd praktiskad nozime ir gadijuman, kad galvenais moments at-—
tiecibd@ uz kadu asi 1idzin&jas nullei: pieméram Lx = C, tad

e - % e v : %
s % 2mk6' oo G Seit 2 var saisinat un integrst
d ac

£ ' = e = = 2 R LI - iz Kya
% mkayz = C, , talak parveidosim ievérojot, ka <, = -—3=
gl a S

1;_-_" m, %—Z = C, un psc talakas integréSanas

n 2 v

‘E mkfsn:_’ = Cit + C, meklssim C, no sakuma apstékliem,atskaitot

visus sektoru leaukumus no laika momenta t 0

0 =0t +C

2
i 3 oot % ; AR
; % mkﬂt. k}'Z = Cl(t -~ to) g ¥ ies ellle e CREE 10 M RS -(O,)

£o rezultatu formuleésim vérdos ta: ja &rZjo spéku un reakciju moumcnts
(galvenais moments) attiecib@ uz kiAdu asi 1lidzinajés nullei, tad, pro-
jecgéjot kustibu uz plakni, perpendikularu min&tai asij, summa no ra-—
diusu vektoru aprakstito laukwm reizinajumiem ar punktu masu picaug
proporciondli notecéjosam leikam.

ApukSgadijums, Loti svarigs ir apuksSgadijums, ja bez L, =0 vel sis-

tema sakuma momenta atrodas miera, tad:

n

Zoom Gyppe =0 =0 un mss dablisim

1

5 ' s : 7 aeL

% m G kyz = O un pec pirveidoSanas e s

n ase

5 m, —d].é'YE = C, tagad varam integret

1

L o ~

Zl B C, un ja leukuwnus e v atskaitam no miera sté@vo-
xla, tad G, = C.
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So rezultdtu vardos formuldsim t&: ja sistema galvenals moments attxe—
ciba uz kadu asi lidzinajas nullei un sistema sdkumé vEl atrodas mie~—
ra, tad, projecgjot kustibu uz plakni, perpendikularu mingtai asij,
summe no radiusu vektoru aprakstito laukumu reizinajumiem ar punktu
masu lidzindjas nullei.

Pie analogiskiem rezultatiem nondksim ari, ja L:,r = 0 jeb Lz = 0

slomentu teorema polarkoordinatés.

Ja formulas (63) sektoridlus &trumus izteiksim polarkoordingtés

Clad(ﬁ

at » ‘ted mes dabusim:

" A dPrys _

at %} n%; z | A Lx

a iz dAszx . 2t

dt %' mkl‘k "'—d'_t_' — L& ] . . . . . . . . (67)
e A L

at 21— mTexy At - Lz

Formulas (6?) reprezenté kustibas daudzuma momenta teoremu polarkoor-
dinétés, pie kam kustiba tiek projecéta uz tris koordinatu plakném.
Spe01als gad;;ums. Ja attieciba uz kadu asi galvenais moments 11d31na—
jas nullei, pieméram L = 0, tad

a
d 'S 2  kyz . . 5
—_— s =0 s r tegret
T ;%. Ty % un més varam integré
n dg
2 : S ; 2
;; mkrkyz it - Cl sesss 1 integrals
jeb parveidojot: |
| = 2 |
l %: mkrkyz'w}wzzcl j Sl i e e uar v E D)
Analogiskas formulas var ieglt ari, ja L ’O un Lz = Q.

y:
Momenta teorema ciétiem kermeniem.

Ja mums ir darisSanas ar cietu kermeni, tad kustibas daudzuma mo—
menta teorema piepem 01tu, Sim gadijumam raksturigu, veidu.
Nemsim formulas (67):

a - 2 YWy

at % M Tkyz at =
d
Pirmkart sizvietosim —a¥2 = (GJ tad

dt kyz’
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i d = 2 s T = 3 3 3 3 1 =
T % M Tz iz = Lx » Deb wkyz wyz ir visiem kermepa punk
tiem vienads, tamdeél més varam to izpemt no summas lauka,bet no =

var biit £(1), tad

-

!
ct

zimes to iznest nevar, jo visparigi W

5
d n 2 2 n 2 I 1 2 — - - i - }_‘-
o wyz % m T = L, bet }:E Ty = s: rkyzdm =J,, ta tad galigi
-
a 25
B, - :
ﬁ ( \J\szon) m— Ly - . - . - - - . (08)
d e
T (o qu’Jz) = Lz

Formulas (68) var apvienot viend vektoriald formula

%E(J.G)=I{ i R RN

Formulas (68) un (69) reprezente momentu teoremu cietam kermenim vis—
pariga veida.

Salidzinot formulas (68) un (69) ar (59) un (60) atrodam vel vie-
nu kustibas daudzume momenta izteiksmi

Z..:J(*'}
kura, ka redzésim velak, piemit kermepa griezes kustibai,

Formulas (68) varam vél vienkarsot tadam gadijumam, kad J ar
laiku nemainas, tas blus tad, kad ass paSa kermenl neparvietojas,luer—
ces momentus tad var izpemt no diferenciala zimes un formulas (68) °
piepems Sadu veidu:

-
.

a’)
e
Ix t it
a
b, ¢ e g
Jy "'_d"'f""_' - Ly . - - . - - - - . . (70)
a
Iy dat 7 Lz

Specials gadijums.
Ja attieciba uz kadu asi galvenals moments lidzindjas nullei,picwmsram

L =0, tad

a B E AR
-d_-—t-(wyz.Jx) pa— C m? wyz.Jx .. Cl } - . - - - L ] (?la)

Je pie tam vel J. ir Const., tad arl QJyz ir Const. un kermenis atrc-
das vienmérigd griezes kustiba.

Talak apskatisim daZzus piemdrus, lai noskaidrotu kustibas dau-
dzums momenta teoremas nozimi dazadu problemu noskaidrosSanai.



Prof. ukovska eksperiments.,

Cilveks ar izstieptu roku stév uz platformas, novietotas uz lo-
ditdm ta, lai platforme vargtu brivi griezties ap vertikalu asi.Cil-
veks un pletforma sakumd atrodas mieré.Det, Ja

1r cilv3ks izstiepto roku pagsriezis uz vienu pusi,
A= tad platforma ar cilvéku pagriezisies uz pretéjo

/ pusi ap vertikalu asi. Izskaidrojumu Sim eksperi-

r;—*%—E? mentam atrodam “Laukwmi teorema®, formula (66)

VT B | L e n
%} mkle 0

21m, 55. : :

Pirmkart: galvenais moments ap vertikalu asi seit L = 0 un ja daziem

sistemas punktiem (roka) radiusi vektori apraksta “no miera stévokla
k&dus lzukumus, tad atkal citiem punktiem radiusi vektori aprakstis
negativus laukumus uz otru pusi, ta, lai bUtu izpildits noteikums
formula (66).

Salto mortele.
Ar ko ir izskaidrojams akrobatn numurs, ka palécoties slipi uz
augsu, vins var gaisa apgriezties? Atbil-
di uz So jautdjumu atrodam “.omentu leo-

LS remss polé@rkoordinatés speciala gadijuma“,
= 7’5‘E e ked galvenais moments Lx = 0, izteikta ar
~ < formulu (672):
2 \ n 5
P AT 2 B A A i i A 2 krlqrz'wyz= Cl

zim.56. 1
Ja iedomésimies:% asi caur alrobata swaguma centru perpendikulari tra-—
jektorijas plaknei, tad formulai (67a) jabtit spgéké un, ja akrobats, bi-
dams gaisa, pievilks kajas pie kermepa, tad attiecIgu punktu radiusi
vektori rkyz samazinasies, bet, lai formula (67a) butu izpildita,tad

japalielindjas griezes atrumam 4)_ . Sis apstaklis palidz akrobatam

apgrieczties gaisa. &

Kaku krisana.

Ar to pasu teorermm 1894.g. Parizes universitaté bija izskaidrots
Jautajums, kadel kaki arvien krit uz kajam. Kakis kritot,picméram,er
muguru vz leju, instinktivi pagriez kajas un asti uz vienu pusi, caur
ko viss kermenis pagriezas uz otru pusie.

fTiemers ., Ja pa zemeS lodes ekvatoru brauktu loti daudz vil-
cienu ar lielu masu tani peSéd virziend, kadas grieZas zemes lode, tad
péc kustibas daudzume momenta teoremas zemes lodes griezes atrumam
ap savu asi vajadzeétu samazinaties. Bet ja vilcieni brauktu virziena, .
pretéja zemes lodes kustibai, tad zemes lodes grieczes atrumasm vajudze-—
tu palielinaties. ' '

5is apgalvojums aril ir dibinats uz kustibas daudzuma momenta teo—
remes speciald gadijuma, kad L, = 0, skat. formulu (67a):

Z

n
2 ()i i

i emé&r s. Vemsim momentu tecoremas cietam kermenim specidlo ga-—
Juma, kad L = C izteiktu ar formulu (70a):

CUZ'JZ 3 Cl

e
Gl



T

Pie zemcs lodes atdzisanas t8 saroujés un J, ar laiku peliek maziks,
bet lai (J .J, paliktu Const. ir japalielinajas 'W,.

i em&r s: uz kustibas deudzuma momenta teoremu polarkoordinates.

Divi kermepi, kuri var brivi griezties op

kopéjo asi, ir savienoti ar atsperi. Noteikt
sistemas kustibu, ja &réjo spsku moments ap
griczes asi L = 0 un sistema sakumé atrodus
mieré, Nemsim formulu (67)

a¢
g = Y ¥ Ty
o Sy i

1
no kurienes, integréjot, atrodam:

n
2 = R e
} % mkrko wk o o Cl N .I-o I 1Ilteg_.;!’.’&lS

Ja sistema s&kumd atrodes micra, tad visiem punktiem LJko = C
vn Cy = 0. Talak swmésim kairam kermenim atseviski, ieverojot,ke vi-

sicw kermepa punktiem griezes gtrumi ir vienadi:

% o e 2 i
Tyt Wy + Cmprhe Wy = 0
1 kermenis 2 kermenis
izgecmsim no summam griezes atrumus

' 2 { = 2 i L
(Wie Zmpyry, + Wy 2myrs, = 0

un ievérojot, ka Sadas sumas ir kermepu inerces momenti, utrodam
A e ienes
191 + 4ady S  no kurien

Tie t& pasSa rezultdta vardtu nonakt ari tiesi integféjot Porme (7).

Picmérs uz kustibas dauvdzums momenta teorcru Dekarta koordinitcss:
Telpés dubultsvarsts. ' :

Sistemu, sastavofu no materiala punkta my, plekarta ar bezsvara stlie—

5“,‘.- L} - 2 s C ¥ 17 g o 0y
% Yy 4, Q/f’) 2 ni garuma,zl pie nekustosa punkta O
Y N X% tn otra punkta m,, piekarta pic
Kid ! ¢ I = ; A o
2N ‘. 4 pirmd ar bezsvara sticni garuma /..,
2 i - ; i
zd b/ ; 5 sauc par telpas dubultsvarstu.
—7 ]j Y Piepcwsim, ka uz doto sistemu
&9 - darbojas tikai smagums spéki, ted
N n'g'aa(‘ acimredzot J“.?. =0, Jo mg mn m.pg 1T
F1ig' 1 e
A ot

bas daudzumu worentu teorema ap Z
asi, deabusim:
Zzime58.

paralleli Z asij. Pielietojot kusti-
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a_

¢ B ' 2 At = § w
T mk(xkyk - ykxk) = LZ = 0 integrésim So nol-m

mk(xkyk - ¥ %) = C; attistisim swam

=M M

ml(xlél — ylil) + m2(x2§2 - y2i2) = C; meklésim C; no sakuma gpsfak.
my (X F14 = Y1o¥10) + MKV o = Yookoo) = €y um, ievietojot Cp,
iy (%997 = ¥9%) + my(ea¥, = yoXp) = my(x ¥y, ~ Vio¥y,) *
i mz(x20§2o = y20i20)

Sis nol~ms ir I integrals, kupu ver ieglit uz kustibas daudzuma momen—
ta teoremas pamata, bet tas satur 4 nezinamus, taé tad %allgal atrisi-
nasanai japievieno veél 3 nol-mi. Ja més pemsim klat vel divas saites

x§+yl+z§=x‘§ un (x, —xl)2+(y2—-yl) +(52~zl)2=g§

tad nol—-mu skaits pieaug 1idz 3, bet nezinamo bus jau 6 un atkal gali-

gal atrisinaSanai trukst vél 3 nol-mi. Tas ir izskaidrojams ar to, ka

minétei sistemai ir 4 laustibas brivibas un kustibas noteikSanai ir ne-—

piecieSami 4 nol-mi, bet kustiIbas daudzuma momente teorema ap Z asi
dod tikai vienu no tiem nol-miem.

Piem@rs: Berzes momenta noteikSana gultnés.
Ritepa griezes ass atrodas gultnés. Sakumé ri-

;ffdoﬁ\ tenim dots griezes atrums & _un tas apstgjas T sec.
; 5 laiksa, pateicoties berzei gﬁltnés.,Ritega inerces

! O moments ap asi J ir dots.

\ Uziet: gultnés berzes spglu momentu L .

: Pielietosim kustibas daudzuma momenta teoremu

cietam Kermenim (skat.rormulu 68), ap griezes asi
Zim. 59. '
(Jw) =L, kur L = L, ir meklejemais berzes momcnt . Sini formu-

18 J varam no diferenciala iznest, jo tas ir const. J'E" = L, bvet

g%’ T; un ja piepemsin, ka ritenis apstajas vienmerigi palenlnata

TR ekt o)
kustibe, tad - 0= - =2, & tad galigi
K dize
Zime momentam L_ iznak negativa tamd&l, ka berzes sp&ki ir pasivi un

darbojas arvientl pret kustibus

i
4
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§ 11. SPARA TEOREMA SISTE.AI.

e T e e e e
—_—= =

Spara jeb kinstiskas energijas izteiksme kadam sistemas punkiam
Ay v
k 70

2
. omV
- Bytle Mo edar 0Dl oD
Ke = 35— = 3(% + ¥+ )
Far sistemas sparu jeb
tu sparu summ:
2
¢ My & Ty
2 I—ﬁ
Sistemas spars, tapat k& punkta spars, ir skalars lielums.

Iekams més pariesim uz paSas spara teoremas pieradijumu,apskati-
sim v&8l vienu teoremu, kura atvieglo sistemas spara noteikSanu.

kinetisko energiju sauksim visu sistemas punlk-—

(g + ¥ig + 2y

oo.-....ooo(?l)

Koeniga teorema.

Ja XYZ ir nekustoSa koordindtu sistema, tad iedomdsimies sistcmas

ki o L
af A
o K
¥
V7%
o I
62 (.‘/ T I-!
2 /: "/ ' -:’,,(
A -'— - { ‘
(= |
A | :
03 lz(‘ "'K =3
‘ | 24 v
() . XQ"’ ’I N =
””” S - - ] - i x{“
X ‘**
_ zim.60.
inerces centra C v8l vienu kustosSu koordinatu sistemu = "' L,kura icus-
tas kopa ar sistemas inerces centru C virzes kustiba, t.i. ta, ko ar-
vien C= || X, CI-{ )} cY wm C7Z || oz.

Tie sistemas kustibas punkti attiecibé pret jauham asim vispsri-
gi aril atradisies kustiba, bet ja izvélésimies kadu sistemas punktu
A,, tad starp ta& koordinatdm, paraditam zim.6C, arvien pastdves S&di
sakari:

3: ey ¥ ? k
Vi Vot Ty

s v
Zk—zc+ -Zk

L SR el T P -
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kur Xy Yo Un 2z ir inerces cenira C koordinates.

¢
Atvasinasim §is formulas pec 1a1ka
Yk=Yc+ 'Zn
. e G_—,
B Fhe P Tk
un ievietosim sistemas spara izteikswme
n m
o Ry S A 22
n mk . - y
K=%'2— (xc+§k) it ) c +
n m n 2
e _12.2 '2 2 q_k‘y
h—zl'.2(0+yc+zc)+§£2(<‘k+
T T PVt
5 e2 o lioed
bet' -xf by s s
2 e

I e ey e = e 8
Ea e s e F g M hoto maun v 2 omg,)
1 1 1 1
e y ol
* 2 omE, Ty
Apskatisim atseviski summ
? . e éL .
. m - A e SO e
1 Kwecik c 57 kik

Sir o

bet Z mn
l o

not to pasu péc laika; dabusim, ka ar

Péc analogijas aril pargjas summas:

n g SIL_
¥j = £ ¥
2;— mk{k. &y

[

k

'2——'V

A o

=
D

n

S m.z, = 0.
3 k3 k

» Jeb galigi

kz’;k = M E}‘C = 0, jo Z ass iet cauriP®rCEScentru un, atvosi-

g =0 un paliek



AT 3 o

1
| 2
Tormula (72) reprezenté Koeniga teoremu, kuru formulésim ta: sistemas
spars sastav no divam dalam: 1l)inerces centra spara virzes kustibg, ja
tur iecdomé@simies koncentrsétu visu sistemas masu un 2)sistemas punictu
Sparu summas ap inerces centru.

2% 2k 2
K=5 &g +52mV P S S

Spare izteiksmes cietam kermenim.

Cietu k.rmeni var uzskatit par tadu punktu sistemu, kuya punkti
sav:z starpd ir saistiti negrozigi. Apskatisim cieta kermepa spara iz-
teiksmes daZados gadijumos. :

I. Cieta kermepa spars virzes kustiba.

Ja ciets kermenis atrodas virzes kustibé, tad visiem punktiemn,
ieskaitot inerces centru, a&trumi geometriski ir vienadi, bet pret
inerces centru punktiem kustibas nav un Vig = C. Spara izteiksue,
liekot form.(72? Vig = 0, iznak

K:%WE 0.0---.---..(73)

II. Cieta kermepa spars grieZes kustiba ap
' '‘nekustosu asi.

Atskirsim divus apakSgadijumus, kad ass iet caur inerces centru
un ass neiet caur inerces centru. >

a)Griezes ass iet caur inerces centru. S&dd gadijumé incrccs
centra atrums V, = 0 un formula (72) paliek

G e 2 & Z
jo visiem punktiem () ir vienads, tad
o Bk PR TR 2

Hiss Sumpa Bp0 2omey

ir centralais inerces moments ap griezes asi, un

|
! K =-% Jcbdz E AR e S R

galigi

b)Griezes ass neiet caur inerces centru, bet caur kadu citu
punktu D. Uziesim sparu tiesSi péc formulas (71), nelietojot Koeniga
teoremu:

5 R 2 |
w - p— v —3
e K
(A

\

\\\L\ jo visiem punktiem W ir vienads, un tad

K

A T8 e A e 2
K= 2 mriaim=5(00" 5 mr

zin.62, @ Rk e %T k" k

= JD ir inerces moments ap griezes asi un galigi

= 10

n
bet m
1



=~ BRI~

'K=—]2'-JD.(A)2{ Sl Cin e e e e
Si formula ir analogiska formulai (74), bet més vigu v&l varam parvei-
dot, ievérojot, ka P)
JD = -Jc + ll.e
kur e ir attdlums starp asim

Line ol Pt 2 o]
| K =3 0,07 + 5w s e e

$o formulu varsdtu debiit eri tiedi no Koeniga teoremas, izteiktas ar
formulu (72), ja ievérosim, ka V, = e.W

III. Cieta kermepa spars griezes kustiba ap
nekustosu pmiktu.

Kustiba ap nekustodu punktu ir ekvivalenta griezes kustibai ap
momentano asi, td tad spara noteikSanai varam izlietot formulas (74)
un (75):

a;ja nekustosSais punkts sakrit ar inerces centru C, tad varam
lietot formulu (74) I =

% K ="2"' ARG gl T g g (Uie) T n(?4a)
!
b) ja nekustoSais punkts nesakrit ar inerces centru C, tad varam
lietot formulu (75)
1

i 2
LK*——Q"JD(A) II .........-(75&)

Seit tikai japiezimé, ka pie kustibas ap nekusto$u punktu ass maina
savu virzienu un inerces momenti ir mainigi lielumi atkarigi no ass
stavokla, ta tad formulam (74a) un (75a) blis momentana nozime.

IV. Briva cieta kermepa spars.
Katru brivu kustibu varam uzskotit ka virzes kustibu ar inerces
centru C un griezes kustibu ap So centru. Kermepa sparu Sini gadiju-

mé& veram atrast, summdjot formulas (73) un (74a), jeb ari péc Koeniga
teoremas

2
J.W

{ SR

(K=%.;N§+%ch2 l 2 s el ._.(77)

Ari Seit J, nav konstants, jo griezes ass ir momentana.

V. Cieta kermepa spars skriuves kustiba un otrs
Koeniga teoremas pieradijums cietam
i D kermenim,

—_—

Piepemsim, ka dotais kermenis atro-
das skrives kustiba ap asi D-D ar
griezes atrumu (W un slides atrumu V_.
ermena sSpars péc visparigas formu-
as (71)

<)

2
n
b |
kur V, ir kermepa punkta A, atrums.

Zim.63. Ja apziImésim ar Ty punkta Ak attaluma
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no skriives ass D-D, tad atrums
- e 2 2
Vi = (1. W)° + Vg

Ieliksim So lielumu spara izteiksmé:

S e L e R e e fogk -
K"%T(rkw +Vs)='§_w %_* mkrk+__§vs ;_ka
Py o ,
‘IK -— 2 M.‘TS + 2 t]-Dt'\‘l J - - . . - . - - - .(76)

Forrmula (78) regrezenté visparigo spara izteiksmi kermepa skrives
kustiba, un no sis formulas varam izvest Koeniga teoremu cietam ker-
menim,

No kermepa kinsmatikas ir zinams, ka katra skriives kustiba ir
ekvivalenta griezes kustibai ap citu asi parall€&li skrilives asij un
virzes kustibai slipi pret griezes asi, Slides kustibas &trums bus
virzes kustibas &truma projekcija uz griezes asi. Izveélésim jauno
griezes asi caur inerces centru C, tad

3 V. Sino-

Vs ~‘VcCosoL_ un attalums R R

2

Bez tam inerces moments péc formulas (40): Jp = J, + M.a%. Ievieto—

jot visu So spara izteiksmé, dabUsim:

V_Sinc
i 2 2 1 o AR RS s ()2
K =5 M.VQ Cos“ol + 3 J,.WS + 5 M(— ). W
gl d 2 2 L 2 1 .2 2
K = 5 M.Vg Cosok +2Jc.t~> +2M.Vc‘8inoL
AT R ()2
K-2M.Vc+2Jc=JJ

51 formula ir identiska ar formulu (77), kura reprezentd Koeniga teo-—
remu cietam kermenim.

Analogija starp virzes un griezes kustibu.

Salidzinot spara izteiksmes, varam novérot analogiju starp vir-
zes un griezes kustibu. 1 5

Spara izteiksme virzes kustiba: §-MV

Spare izteiksme griezes kustibé:-% J.(dz
Tapat ari kustibas daudzums virzes kustiba: MU _
un kustibas daudzuma moments griezes kustiba: J.u!

Piemérs. Lielgabala ladipa spars.
Parasti lielgabala stobrad ir uzgrieztas
—_— —--ﬁﬂ e ig e vitnes, kadel ladipsS nakot ara atrodas
i & A T skrives kustiba. Ladipa spars tad bus:

25m; 64, K= —12- 02 +-32= T2
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Piemérs. Ripa ar radiusu R vela@s uz horicontalas plaknes, pie kam
centra atrums ir Vé. Uziet sparu.

2 v
- L5y f el 2 _ IR PR
‘kc _’){g\i K_-EWO-[-EJC(‘A) 3 bet Jc—--—é- un W=g
2
e kel el 82 Yo 1,00 1 0
= s g e s A Bl Bl S el
e P g0
zim.65. \K =< MV,

Sistemas spéku darbs.

Izdalisim no sistemas kadu punktu.Ak. Ja visus aréjus spekus, ka-
di darbojas uz punktu A, pievedisim pie viena kopspéka Fﬁ, visus iek-
Seéjus spekus pie kopspéka Fi, aréjuas resaskci-
jas pie Si un iekS&jas reakcijas pie Si, tad
So speku elementarais darbs, kuru pastradas
visi Sie spéki uz kada elementara parvieto-
Jumae ds, bus

all, = (F2.45)) + (FL.d5,) + (32.a5

o) 7

ZT1.66. + (81,45

bet, ja saites ir ide@las un skleronomas, tad
(83.45,) = 0 un (5,.d5,) = 0

i)

Kas attiecas uz iek$gjo spéku darbu, tad atseviskam punktam ieksSéja
speka darbs nelidzinajas nullei.

Ari visai sistemai, pemot iekS&jus spékus pa divi vien&da lielu-
mé& un pretéjos virzienos, ki agrak jau bija noskaidrots, divu ieksSgjo
spéku darbs lidzindsies nullei tikai tad, ja: 1) punkti neparvietojas,
2)sistemas kustib& att@lums starp punktiem nemainas,starp citu Sis no-
teikums ir izpildits cietd@ kermeni, un 3)att8lums starp punktiem séku-—
ma momentéd ir viendds ar to pasu punktu attalumu gala. Ta tad vispiri-
gi iekS&jo spéku darbs sistem@ nelidzinajas nullei un vienkarsibas del
apzimésim: Fﬁ + Fi < Fk

un ari projekcijas:

a o it

xk+xl§-xk
- G

Y§+Yk_Yk

a s Yot

Zp + Zy = Ty

Elementaru darbu, kuru pastradas speki darbojosSies uz punktu.Ak,rakstu—
rosim tagad ta:

dink = (Fk'dsk) i Xdx, + Y, dy, +Z,dz, . . ... 00 (79)
Galigu darbu dablisim integréjot So formulu:
OT rxkykzk
Y% X dx, + Y dy, +2,dz, . . . .. . .(79a)

; J xkoykozko

S

JIT L T
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Elementarais darbs, pastradas visi sistemas sp@ki,jeb vienkarsi

Sistemas elementarais darbs, biis acimredzot summa no elementériem dar-
biem atsevisSkiem punktiem

N = s all T :ﬁpd-‘...........(su)
d Z];dk ) dO.L %(ksk) k

n
jeb &ri d(rL = E—(xkd.xk + kayk + dezk) j . N . - - . . - - . (80&)

Lai(dabr{cu galigu darbe izteiksmi visai sistemai, varam integrét foiiwu-
lu (80a

WK
Ol = zf‘ (X0, + Yy dy, + 2,4z S8 ey
*koY koZko
%eb var arli summet visiem punktiem augs$& uzrakstitus integralus péc
orrmlas (79a) ;
. . TR _ ) |
Ol = % i'x Aoe X ax, + Y dy, + Zdz, N e e LN
v, koY ko%ko

noskaidrosim talak, kados gadijumos un pie kadiem noteikumiem £is iz-—
teiksmes var inﬁegrét:

1) gadijums: % = ka(xkykzkik&kékt)
Y = D (nmea i g, t)
Zy = T, (X0 2, X ) %y t)

Spéku projekcijas ir funkecijas no punkta koordinatém, &trumiem un lzika, .

Iai blUtu iespsjams nointegrét formulu (8la) aeimredzot jazin

Xy = Py t)
Yk = \Pk(t)
2y = X(t)

bet ar Siem nol-miem ir noteikta sistemas punktu kustiba, ta tad 3ini
gadijuma jabut zinama sistemas kustiba. Ievietojot 8is laika funkeijas
darba integrala, dabisim e

-~ n
L g:o ® mas wn Ol= Zoy
2) gadijums: X, = ka(xkykzk)
Y = Oy (X3, 2 )
Zy = £, (X7 2,)

Spéka projekcijas ir funkcijas tikei no punkta koordinatém. lLai b tu
iespéjams nointegrét formulu (8la), acimredzot pietiks zinat:

Y

<l
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X = (Pk(‘-].)
Y T Wk(Q)
Zk =/k(Q)

bet Sie nol-mi reprezent® punkta trajektoriju, ta tad $ini gadijums ir
jazin punktae trajektorijas. Ievietojot koordinates darba integrala,da-
blsim darbu, ka f£(q)

O, =ﬁo‘{/(q)-dq un OL=%OLK
3) teni padd gadijuma, je speka projekcijas ir koordinatu funkcijas:
X = Tex (X2
Y, = B, (7yyz)

Zy = T, (X 2y)
un ja spskam eksist® funkcija U, = C|3 (xkykz.k) tad, k& zinams

W, ’bUk Uy
sz‘ﬁ-}; ’ Yk=-a-§—};- ’ Zk=5§ un darbs

Xy 2

k' k“k ‘Uk :
) Wy ’auk U,
Ry = E"’Tk.dxk-kﬁi‘ dyk+ﬁ-};-dzk_ S S

8
*xoYko0%ko ko

Darbs visa sistema@ bus: 0 n

O = qu = 2 (O = Ty,)

Pastradato darbu visa sistem& tad varam atrast k& summu no spéku funk-
ciju pieaugumiem,

Talak apskatisim aréjo speku elementaro darbu da%ddas cieta kerme-
pe kustibas.

Smaguma spéka darbs pie kermepa parvietosSanas.,

Izvelésim Z ass vertikali uz
augsu un izdalisim kermeni kadu

Z. punktu Ak. Uz punktu Ak darbo-

/"\ jas smaguma spéks, kura projelk—
(\Cf _ cijas uz izveéléetam asin

A
N K L =0, 432,=0,2 =-ng

: <
Zc: : Darba noteikSanai izlietosim

: ‘Zg forrmulu (8la)

o Xk ?k
O‘L=21; Xkdxk - ka:;,rk 4= dezk

| )
ey
A9 ‘\
:K.\
~ AY
\
|

zin.67. e 0Yko0%ko
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rzk %k n
.ﬂ_= 5?: ) *de.zk = %J -ankgd.zk =§—mkg(zk — sz) =Zn:mxg(zk0 o zk)
: %ko Zxo : g

j.la 8 % mk(zko = Zk) = S-M(hco s ZC) ; '{_()12 MS(ZCO e 2 ) -\...-..(82)

c K

k& redzams, smaguma spéka darbs lidzinadjas gerﬁega sveram reizinatam
ar smagums centra parvietojumu Z ass virziena.

I, Speku elementarais darbs cieta kermepa virzes kustibi,
Zlementaram darbam pemsim formulu (80a)

] n
adt = ){ (X, 4%, + Y, dyy + Z,dz,)

Ja kermenis atrodas virzes kustiba, tad visiem punktiem parvietojumi
ir geometriski vienadi un punkta.Ak parvietojumu varam aizvictot ar
inerces centra parvietojumu

ax, = dx, , 4y, =dy, un dz =dz, , tad

all =

M

(Xkdxc‘+ Y dy, + dezc), atklasim iekavas

n

. n n
all = b X dx, + 2 Y dy, + "B dezc , izpemsim no summam inerces cen-—
1 1 X

tra parvietojumus

/1 = 2 S s Xf 2
als =dx04ixk+dyc Z]':Yk+d.zc %zk bet zlixk= & ,gl,Y

s

=N\
zk =\ A

L
[0

~

; | Ky i
aul = Vx.axc + Vy.dyc + ‘\;Z.azc un galigi [d. (l= (\;’r.dEC.?‘i’ es. (83)

Elementarais darbs cieta kermepa virzes kustiba lidzindjas galvena vek-—
tora skalaram produktam ar inerces centre elementaro parvietojuimu,.

II. Spéku elementarais darbs cieta kermepa griezes kustiba
ap nekustosu asi,

Izvélesim koordinatu sistemu ta, lai Z ass sakristu ar griezes asi un
atkal elementdaram darbam pemsim formulu (80):

> n
a Ul = % (X, ax, + Y, dy, + 2,4z, )

Bet pie griezes ap Z asi visiem kermepa punktiem 8y = Const. un
dz) = O, bex tam:
Xy = rk.Cmscf

Vi rk.Sian

i

diferencéjot:



2. dyk = rkCostp.dtp - xkdqa
il A ievietosim $is formulas darba izteik-
\\ TK) sme: s
S e = i phg 504
\“‘ --:)l'\€' d'()(-"' % [-xk( .ka ) + Ykaxk-df .J =
S = S
— Y =dp 3 (x Y, - yX,), bet
L o n 1
.)S g § (kak 7 3rkxk) =1L, , ta tad
v 5,
o \ 5 400 =L .a¢ ) ..c.... (54)
! (¢ /”V ~ Ardjo spéku elementarais darbs keirie—
; @ M pa griezes kustiba ap nekustodu aci
A ir vienads ar galveno momentu attie-
e s cibéa uz to pasu asi reizinatu ar ele-
mentaro lepki. :
Ievérojot, ka ()= %% un
dy = Wdt varam to pasu izteikt veEl
zIim,68., citadi:

dC‘L=LZ.bJ.dt e g st s L (B

III. Spveku elementarais darbs kermepa kustiba
ap punktu.
Kermepa kustiba ap punktu ir ekvivalenta griezes kustibei apn mo-

mentano asi, un &réjo speéku darbs Sini kustiba izteiksies ar tam padam
formulam, tikai LZ vieta naks moments ap momentano griezes asi D,

i : j AN

B e e G R Ve L W 78 T L R .« (85
: :_ ol L = i )
Aréjo spéku elementarais darbs keiuwepa kustibd ap nekustofu punkiu ir
vienads ar galveno momentu ap momentano asi pareizinatu ar elexec tiro
lepki.

IV. Speku zlementarais darbs kermena briva kustibéa.

Katru kermena brivo kustibu varam uzskatit k& virszes kustibu ar
inerces centru un griezes kustibu ap inerces centru. Sakard ar co,cle-
mentéro darbu $im gadijumem dabisim, saskaitot formulas (82) un (85)

Gl T G T e S TR R - )

Spara teorema puynktu sistemai pie idealam saitém.

Lai dabttu spara teoremu punktu sistemai, pemsim spara teorerm
vienam sistemas punktam A, un sumésim sSadas izteiksmes visai sistcmai,
Punktam Ak spara teorema “diferenciala veida:



e
G .

Swmsjot visiem punktiem dablsim spara teoremu sistemai elementsri vei-—
da:

12.%% . Raa, i
l‘i <P g L
; " v2. P, (87)
2o Agh o8
1 2 1 )

Iai dabiitu spara teoremu sistemai galigd veidd, uzrakstisim to paiu te-
orermu galiga veida vienam punktam

2 s ' ¢ RV KK
mﬁvk mkV§0 = k = L3 mkvi mkvﬂo i & : Pt
~ = (desk) jeb ari - = J X, dx, 47 dyy - 7y 22y
% ? _ “ko : : ? *xovko0%ko
un summ€jot visiem punktiem:
| V2 n "sk [ \!
¢ Tk F K6 T (poas) '
R T T A &) 138y f
1 1 ISy
e RSN AT R AL R g1 ‘}0 CC I k' '))

|
jeb| @—Ifnﬁ‘ko-

Xkdxk + kayk + dezki

|
xkoyko ZkO . __1 3

o formulu izlasisim ta: sistemas spara pieaugums kada sistemas pérvie—
tojuma robeZas ir vienads ar visu sistemas spéku darbu sumu tenls pHa-—
S88 robeias,

Cietam kermenim spara teoremu varem uzrakstit vel cite veidc, ie-—
vedot spara izteiksmi péc Koeniga teoremas un lietojot darba izteiksiel
formulu (86)

1 ‘f.s ,q:,' ft

4 i - Fir { _.
(FW2 +23 w2 - (WS +3I,w0E) =1 (V.a5) + | Lay i (39)
‘ 45 18 x ]

| co /fu_

Spare teoremu sistemai péc formulam (87),(88),(89) var plaii lictot

pirma integrala iegtiSanai, tikai ar ierobeZojumu, t.i. saitém jJobit

skleronoméam un idesalam,-J&a saites nav ideslas, tad laba pusé niks klit

vél berzes spéku darbs.

Pienrs., Granatas kustiba. Izpétisim granatas kustibu, kurai ix dots

1 ! Y caur Savienu sakums virzes atrums un £ iuma
~ grieczes atrums, rréjais speks, kas darbojas

[}

Lo - %c uz granetu, ir swaguma s:eks lig Z-ass vir-
RN | . ziena,

PR Yy e Newsim spara teoremmu cietam ksricnin,

izteiktu ar formmlu (89):

zim,69,
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ch P

i s a s

! U 5 T

5 (V.ds,) + J La%
co Yo

bet misu gadijuma V= iig, (V.d5,) = kgdz, un L, = 0, ta tac

AL 2 1 1 gk
(3 W, B s (?'_Mv:(z:o + 5 Jglg)

1 g 1 A e L A
FUVE - R)) + 3 307 - D) = Ma(ng - zgp)
té k& labéd pusé wmomente nav, ted locsklis -% Jc({.-12 - i.-}é) = C, tus no—

zime, ka ()= (i, un péc tam, salsinot masu, paliek
Lo =
Vﬁ Veo = 2g(zc Zco)
Ka redzams, granata,gricfoties vienmérigi, kustas ki materigls punkts.

FiemSrs. Smags stienis garuma 7. brivi piekarts viend gala ar carniru
punktd D, Uziet cik lielu sakume Ztiwm Jé—

e s IR A ) dod otram galem, lai stienis no vertikils
) 7 e stevokla uzskrietu horicontala. Berzes nav,
“D'i i " Izlietosim sparae teoremu,IlevErojot,ka
|g iy y geit kustiba ir griezes kustiba ap asi D,
t / varam peuwt sparu péc formulas (75J). Sikums
Ve % : griezes &trums ir (Jys bet galZ stienis ap-
i A stajas, té tad W= 0, Spara piecauguas:
1 / = ! 2
{0 K e R b .
-J‘f--'f*:"—-% VO Uziesim tagad visu sp@ku darbu. Nckdldi spé-
i ki, izpenot smmagune spéku, Seit nedarbojas,
‘&~ ta tad darbs péc formulas (82):
235.70. G =g - 5) = - lig 3
Pielidzinot spara pieauguru pastr&ditam darbam, dabtsim:
§ IR A
— ? JD. \GJO e Bhg 7 ¥ s
,-e ."’L (> 2
Uziesim Jp =j zgd.nh bet dm -é.dz, ta ted Jp = | z6dz-= O '3- = 5
Jo M =10 0

M ..)‘ 2 : Jo |
—3“3—(,\) = Mg ,no kurienes (J_, = \/E ek Vg G0l
o) 0 7 0

ta tad ¢ V) = VT3]

Spars teoreme sistemai, jea saites nav idesglas.

Ja saites nav idedlas, tad pie aktivo spéku darba Japieskaita ber—
zes speéku darbu, bet berzes spEka darbs lidzin&jas pilnas reakecijas dar-
bam, jo normalas reskecijas darbs lidzing&jas nullei. Elemecntsreis darbs
visal sistemai ta tad bus

B s o5 n i
aot = 7 (B a8) + Z (5,35,)

tad tad spara teoremas izteiksme elementiérs veida:
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n mkVi ¢ S n s 2 3

I 4d—== 7 (Fds,) + X (5,d5,) | :

k k™ "k :

i n mkvi n n A 5

jeb projekcijes} X d —_é— =Zl (Xkdxk+kayk+dezk)+71: (skxdxk'*'skydyk sSkZdi
i E pasEpessy,

Pec analogijas ar formulam (88) varam uzrakstit spara teorewas izteik-—
smi galiga veidd, kad saites nav idealas

2 r‘sk :‘sk ‘

n V2 nmV n ! b4 n % i

o 52{-—1( - 3 Tk ko = 2 (desk) +§i | (Skdsk) ;

1 ¥ -2 lg 4 {
ko v “ko i | e
' o X Yo % s Xy Vi % :
n Vi o mk"io 2 \"k x%k o kK
> — - = 4 4 :
S 2i — | R Tl Sude, +Zl. Sx Xy )y At By A2
xkoykozko xkoykozko !

-

Perpetuum mobile neicspéjamiba.,

Perpetuum mobile ir k&da masina jeb méchenisms, kups bl.dams reiz
iekustinats, turpinatu savu kustibu miZigi, neprasot nekadu &réjo spé—
ku iedarbibu.

Sadu méchanismu més varam uzskatit par saistito punktu sisteim,bet
ta ka absoluti idealas saites daba neeksist&, tad japielaiZ, ka siste-
ma ir saites ar berzi., Més piepemem, ka aktivie spéki sistema F 0,

tad péc formulas (91) 5
n V2 n V2 R s ;
e 0 OB T R (8,45, )
1 2 1 2 1 jsko

bet labé& puse, kura reprezenté reakciju darbu ir arvienu nczativs lie—
lums, ta tad katra zipa

2 %
‘% mkvk X §. mk Jﬁo
b 1 Sk S | 2

51 neviendadiba ar laiku pieaugs, kamér méchanisms neapstésies, jo darbs
ar laiku ari pieaugs.

Sistemas spéku funkcija jeb sistemas potencials.

Ja visi sistemas spéki ir konservativi, tad més varam katram no
tiem uziet funkeiju. Piepemsim, ka tédas funkcijas ir:
Ul, U2’ U} L L Uk T W B Un
Punkta dinamika bija pieradits, ka kopspéke funkcija ir algebr@iska
summa no komponentu funkcijam, Sistema spékus, lai dabltu galveno vek-
toru, més saskaitam geometriski, tamdé]l par sistemas funkciju jeb po-
tencialu més sauksim visu sistemas spé funkciju algebraisko surmm:
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1 ¥ =0, + Up + Us l-...+Uk+...+U ; ey

To pasu U més veram uzrakstit vel citadi, ja ievérosim, ka, pierzram,
junktam A, funkeija
U, = | X0x + Y dy, + 2 dz

Lad sistemas funkecija:
I

U= ){_Jxkdxk+ykdyk+zkdzk J SR B

Atsevisko speku funkcijas ir, ka zinaums, koordinatu funkcijas, ta
. ted ari sistemas speku funkecija ir koordinatu funkcija, pie kem 5ini
funkcija var ieiet visas sistemas punktu koordinétes. Vlu}drlLi tad

U —,*Stxlylzlxzyzzz coe XY D) see xnynzn) ’ A RSN 7 1T

Pec formulas (91) uzrakstisim sistcmas spéke funkecijas diferenciglu

n
‘ aU = 3 (X dx, + Y, 4y, + % dz.) i(9§)

1
Attistisim summu formula (95) _

SR
+ kayk g dezk ¥ svees anzn
Tad sastadisim pilnu diferencidlu no formulas (94)
U AU RU Ly bU AU
dU_‘ dx b g N, T dx., dy., + das 3 s
.JU uJ ‘U
ua11d21not abas dU izteiksmes, nakam pie sledziena, ka
DU e U JU |
X o Koy = b G g
! EE 3SR 3o
AU 201 ust.te-un vis- U %
Y, = — O R B Y, = o bk N
1 3Y1 2 ) parigi k 0V
| DU o U o
Z = z = Z1 =
: 2 N A i A
P B2 ekt -2 Boig | ok ey

Formulas (96) dod sakaru starp sistemas funkeiju un spékien tidu nalu,
kads bija Punkta dinamikda, Uz $o forimlu pamata més veram vel dsiinct
sistemas funkeiju, ka tadu funkeiju, kuras parcidlas atvasinitas oéc
koordinatem, dod spé€ka projekeijas.

. Noskaidrosim tagad, kadam sistemém piemit funkecija Jjeb pOb““ClLon
ois jasutajums atkarajas protams no ta, kadi spéki sistema Jﬂrde.y, Jja
visi speki sistema ir konserwativi, tad arl sistemai piemit funkecija.
Punkta dinamika bija noskaidrots, ka pie konservativiem spékien picder:
l)visi speki, kuri ir perpendlkuiarl kédai plaknel un ir attalume fauk-—
cija no tas, 2) visi centralie sp8ki, luri ir £(r), 3)visi speki, kuri
krustojas ar kadu asi zem 90¥ un ir attaluma funkeijas no ass., Berzeo

R
SRR,
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spéki nav konservativi, ta tad sistemai, ssistitai ar neideglam saitem,
nevar uzstadit potenciala funkeiju.

Pieradisim talak, ka sistema iekSejie atgruSanas jeb pievilksSanas
speki ir konservativi, ja vipi ir f(r), kur r ir attalums starp puak-—

=6

tiem,
Z )
i A, F
Py B o R l
& )
! Z
1Zg pec)
Y I v g
,/ ot e
Sl
zim.?l.

Spéeku projekecijas uz asim iznak:

x - ]
S e
. Yol i e e
593 - ¥a." P
L R s P ]
Z, = %
e e S
TVt B i

(Xl i x2)

(Yl = 3’2)

(zy - z,)

i

Z
-~
el

Divi ieksSéjie spéki starp
punktiem A.l un 1712 ir pec
. lieluma vienadi
zimésim tos ar

F

5
A §

i .
=F, =F = £(x)

Yemsim formulu (95)

n

au =3

un attistisim summm m 50

1

(Xkdxkjl-‘{kdyk-

~ gadijumam:

r

|

|

l
=

H|

(xz = xl)

(2, = 29

w{,
tad dU = Tf(x)-2,)dxy+(y1-yp) dyyH(23~25) dayHxp—xg Y axoH(yomyq )av, -

av = 2
=
s )T )
=2 id ——pt— +d —m—
p o (X7%5)
Tl
' 2 2
2
sk e SEIRN e o b e
el e A

+(zg—zl)dz2j

s

(29-2,)° 1
e S e

]

/

%q=%;) A% =%, ) H(y1-¥5) Ay -v, ) H(z-25)a (2 -2, )

-

=

(yl_Y2)2 + (Zl—zp)?

2

z2)“ =

F.dr

S
integrsjot dabisim U = | F.ar = [ £(r).ar

OJ

2

cp(r).

Ka redzaus, Jo iek—
55jie speki ir f£(r), tad speku funkeiju U més varam atrast un S8di spc—
ki ir konservativi.
Fiezime, Ja attalumi sakumsa un gala r =T

kadzk}

(32 3 yl)

b |
]
s

i

g =y

£

, tamdeé]l ap- ¥

tad iekséjie speki darbu ne-—
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pastrada, jo Ol=U -U, =T, 2
Teorema.Darbs,kuyu pastrada visi sistemas spéki kada parvietojume robeéé
Z&s,lidzinajas sistemas spéka funkcijas pieaugumam tenis paias robeZés.
Nemsim darba izteiksmi p8c formulas (81): -
*Yk%k n
A g (X ax, + Yy dyy + Z,dz,)
*koYko%ko

bet péc formmlas (95): , ‘

W =3 (hax, + L5, + Baz)

V4

/ =

ta tad

"% k% U _ ;
L= au = j‘ U =U -1, ; O=0 -1, |....(97)
2 ®xo¥ko%ko 4 Mg
ar so teoréme ir pieradita.

Méchaniskas energijas pastavibas princips sisteusd.

Spare teoremu, izteiktu ar formulu (88), var uzrakstit Sematisk},
apziméjot sparu jeb kinetisko energiju ar K, tada veida: K - Ko =L

o

kur (L ir visu sistemas spéku pastradateis darbs, bet nupat bija pie-
radits, ka (L=1U - U, ta tad K = K, = U - U,.

o
Tapat ka Punkta dinamikd apzimésim: —U = [] un nosauksim poar sis-
temas potencialo energiju, tad K - KO = —{] +[10 jeb parveidojot,dabi—-
jem . =
iK + M = K, +t l?o = Const;] R AN RE e |

51 formula izsaka,ka summa no sistemas kinetiskas un potencigles ener-
%ijas ir Const.lielums.,
iezime, ' Izteiktais princips paliek speka tikai sistem&s, saistitas ar
skleronomanm un idedlam saitem,
Ja sistema ir saites ar berzi,tad minetais princips necader.

Sistemas limepa virsmas,

_8péka funkcija sistemai péc forrmlas (94)
U =C"i:) (lelzlx’?y'zzE oo Xkykzk se Zn)
pie kam U=U1+U2 +U5+..o +Uk+-ou +Uno

Sistemaes spéku funkcija ir algebraiske summa no atsevisko spéku,kuri
iedarbojas uz sistemas punktiem, spSka funkcijam. Piem&ram U, ir spéka
funkeija punkta,ﬁk kopspékam, Ja més pielidzinasim Uk = consU,.,tad mes
dablsim limepa virsmu punktam A, , tapat wes varam dablut ari limepa
virsmas visiewm citiem punktiem.

Nol-mu (94) més varam apskatit ka S0 virsmu kompleksu,ja katrreiz
skaitisim apskatama punkta koordinates par mainigam,bet citu punktu
koordinates par const., lielumiem.
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§ 12, CIETA KSRMENA GRIZZE AP NZKUSTOSU ASI, __

&

e

———— e — o — *
=

———— e —— e

—— e e e e

Koordinatu sistemu izvélésim t&,lai Z ass sakristu ar griezes asi.,
Lai noturstu griezes ass nekustosi,tc jaatbalsta divos punktos, 1 un 2,

kuyi dos reakcijas 5% um Sg.(}riezes

7 / 81 kustibas pétisdenai izlietosim kusti- -
N bas daudzuma momenta teoremu ap grie—
/ T zes asi, t.i. ap Z asi form,(59)
‘ A Ly e
{ 3 at vz T Ly
{ " Kustibas daudzume momenta izteiksmi
‘ ¢, pemsim polarkoordindtes,labé pu-
\/ s& momenta izteiksm€ niks prieksa

tikai &réjie spoki,jo reakeiju
8] un S5 momenti ap Z esi lIdzinijas

-)-( nullei,
= | ay = .
8 S Sk : h
Z - m, T s Y. - yv.X.)
Zim, 75, = at g kvk at ;i k'k
bet ja@, ir kermepa punktiem visparigi dazads, tad
a
E’c_k = ir visiem punktiem viendds un te var no summas izpemt,atstajot
tikai zem diferencidla zImes, jo () var but f(t):

d-{d% fz—g(x‘f - y.%.) 'I.'.ﬁ}.ék’"Il r® =J_ un
it = 1mkk" 7 kK Tieche/ s ‘-j_-mkk_ 7

ja ass pret kermeni nepérvietojas, tad Jz = Const.
di- D
Iz T =% (B~ )
So nol-mu varstu ari uzrakstit tiesdi lietojot form.(70).Aizvietojot

2
talak %-%f‘ ek 4 , dablisim cieta kermepa griezes kustibas dif-nol—-mu

at?

s |
lJz %1—:;= %(kak i ykxk)i

bet tikai veél neintegrejama forma, jo kreisa pus€ figureé polarkoordi-
nate ¢ ,bet laba puse Dekarta koordinates, Iai parveidotu labo pusi,
e : _ izvélesim XY plekn€ jaunu koordinatu siste-
1 wemem 1 Z |-l AT 1O ‘pasu koordinatu sskum, bet
< saistitu ar kermeni, ta ka Si sistema grie—
zas 1idzi ar kermeni,
Je mes apskatIsim kermepa punkta A,
jaunas koordinates ?aki? k(é?k’ tad pie

kermepa griezes ap Z asi sSis koordinates
ar laiku nemainas, Izteiksim tagad visas
Dekarta koordinates caur jaunam:
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X = :fkcoa"f’" M Sin @ xk=—(‘$;kSint? +*’{ktﬁ‘ostf).*~ff
¥ = F,Sing + VCos ¢ Vi =(3Cosp - N, 8inY).
e e . St 2 =t ‘.- A
zi = %, = Const. B = Gy =0
'-_Kt;@‘ra speks Fk visparigi var but Fk = fk(xkykzkikikékt) un vipa 1311"03‘—“1(_"
cijes: Sl e :
X = ka(xkykzkxkykzkt) i

7 = S (e at)
Alzvietojam L, = ?_ (%, Yy — kak) formula visas Dekarta koordinates ar
1
jaunam, tad nés dablusim L S 2 kpt) un gr:.ezes kustibas dl--—-L.Ol—}"lB
iznaks integréjamé veida

2
i_g = £ §t)

. - . . -.0'0 L (99)

i -

i
Nol-ms (99) atskiras no punkta teisnvirziena kustibas &1f—11ol~ma tikai
ar to, ka koordinates x vietd nak /¢ un masas vietd inerces moments

Jz s, ta tad visi; punkta dinamika apskatltle integrésanas papémieni,ir
pilnigi lietojami ari Seits - 2

Specisli gadijumi. 1) L, = 0,“tad a¥

'___ 4aw .
e O, T O (W= C, no sakune a.p-

stakliem Cy =W,, b= b)o, %% ..w mtegre;ot q’ (JJ t + C,, pie kam
ECE=‘f’0ungaligi I:'-P=<P +wt!_

Ka redzanms, pie Lz: = C, kermenis atrodas vienmériga grlezc Eu

2) Lz = K, Moments ap Z asi ir konstants liclums.Tad ———g—’

L 248

W _ g g K - L i

J,Z‘a?'hx’ L-J—Jz‘t—i-cl no sakume epstakliem C; =W ,:,J-—r't-fb.}

ay K e

T —-j—-t +b) integrejot 'T’— t +(,d & + 02, pie kam no szkuma

apstak].lem atrodem C, q?o un gal:.gi

o 73 - _IS,__ 2
yLP‘LFo'H“ot"'EJ t I’

Ka redzams, pie L, = K, }_cermenls atrodas vienmérigi paatrinata gjru,/ﬁs
kustiba ar paatrma,]uzm ’C" 3— .

3) L, = £(@). Tad J, —'f f(tp),

"“IE

fquzﬂgiuﬂ@;

¢ 1
J Jdw “J f(l-?)_d.tf’ # cl iJZ‘% f (w)dap +C un galigi

e e e
(]

Z

¥
w —
g, ——2 J £(Q)ayp
2 Yo
To pasu formulu varétu uzrakstit ari uz Spara teoremas pauata,
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Kermepu inerces momentu noteiksSana eksperimentald cela,

Inerces momentus var viegli aprZkinat
//{‘_“_f:' kermepiem ar vienkarsam formam,sastadis
3 tiem no pezistamiem geometriskiem korme—
(, iem (lode,kubs,cilindrs,konuss UeCs)s
i Bet kermepiem,kuriem nav notciktas geo—
metriskas formas,aprékingt inerces mo-—
mentus.analitiski ir diezgan griti.Tur-
pretim eksperimentala cela tas ir iespe-—
- Jams pret katru asi un sam@ra vienkirsi,
Sim noliikam jaiestiprina kermenis(ziu,
74) Sematiski parsdita aparata t@,lai
ass DD, ap kuyu ir vélams atrast inerces
momentu,sakristu ar griezes asi,Uz grie-
zim, 74, zes ass ir piestiprinata ripipa av radi-
usu R, ap kuiu ir aptits pavediens; pavediens iet pari otral ripipai
ar horicontélu griezes asi un pave&iena gald piekarts kermenis [ ar
svaru mg, Griezes ass un abas ripinas japem cik iespéjams ar mazu me-—
su,lai So masu vardtu ignorét,tapet ari jasamazina berze,Piepensinm, ka
.séﬁumﬁ visa sistema atrodas mierﬁ un péc tam ﬁermenis Q tiek palaists
valé,zem passvara tas ies uz leju un griezis zméfinﬁjamo kermeni ap
izvéleéto asi DD, Pielietosim spara teorewmu no kustibas sdakuwme lidz
tam momentam, kad kermenis Q ir -nogajis celu x:

; < / i
‘.% JD{")Z - 0) + (%- mxa - 0) = mgx, bet X=R¢; X =RW un LO:T;'

X2 a2

ieliksim So lielumu JD E§-+ mx

e e e s . i i 4

= 2mgx, izpemsim %° aiz ickevim

J | g
22 __:g. e oF s T = . ..@..?E - .._25&_. .
% (R2 + m) = 2ugx, no kurienes x = éi;ﬁﬁi: /X jeb 3% = / Vx

I3
+nm —= < 1
\/R_‘?— | V7
skirosim nezin@mos un integrésim X o f z et 4+ C
Vx {°D +
P’ V? n
- onE AT ol > =
2\/X = Tfs_' t + 8, bet sikuma x, =0, t, = C, t& ted C = 0, Cel-
'—":2—'+m : #
R :
sim kvadratéd: 4x = 3§QEL- o t? H 5%-+ m = %ﬁ t° atrisingsim So nol-ma
—2-+m
R

2, at? y
attieciba uz Jp, ted dabusim: J, = mR° (85— - 1). Novérojot kriianas
augstumu h laika T, atrodam inerces momentu:

2 i
- wR® i
lJD“mR(E%E"l) |

PSR |

Fizikalsis svarsts.
Par fizikalu svarstu més sauksim katru kcrmeni,kuram ir horicontéla
griezes ass, pie kam SI ass nedrikst iet caur kermena smaguma ccntru.
Koordinatu sakum O pemsim uz griezes ass, X asi vertikali uz lcju un
Y asi horicontédls virziend ta, lai kermepa Smagume centrs C gulétu XY
Plakngé, Attdlumu no griezes ass O 1idz smaguma centram C apzimeésim ar a,




EBE i) s
NG g J‘;emsim Zriezes kustibae dif-nol—u née for—
R 3 rmlas (99) 420
b — i
B e J =48
e A 0 8% % .
4 \ b \ un uvzicsim momentu ap friozes asi:
\ I\ § | L, = —C.8, LSinty = —dg,e .5in @
\" Q ‘\/’Jf Zinme jegen (=) tc..ud&},lxa moments L. cric %
St % gerneni nulkst‘, I“E‘.d.l’LC.J:’i virzion&. Icvigto—
2 N\ Jot %uxtu, vSim : :
X | a ,
T_c'. f‘:iﬂ({) ! .not.-o\—k‘\’)
211175, i g . |

Nol—ue (100) ir fizikale svarsta lfus‘tlbau dif-nol—ms.Sals dzinot ©0 or
mptomatiske svhrsta kustibas dif-nol—: :

dgu_ Big.{.uc g :
o f Sm(f jredzam, k& nol-mi bus :Ldentlskl Ja —w— = 2 ,06 ku—
&t ( J ] .'0 A
ri “1'198: ; L ] - - - - - - - - - - - - - 1"1

o b )
Atlickot no punkta O garumu 0S "2 dabisim punkin S,kuyu sauksis par
sverstisanas centrui Pasu garumug, més sauksiz var fizikala svirsts el

vivalento jeb sinchrono watematiska sverste garwm. ,
ietomaticka svarste svarstisanés periods bija: T = 2h|/—‘_ff_ JFizikals
svorsta periodu dabusim, ieliekot EE?E?__fOI‘Lu.(lOl\ 3
l R \
‘i[ 2um S S T AR AR B G E )

Pie kam, tapat ki @atpnatlskamosva rstan, 81 formula fizikalowm svirston
der tikai maziem lepkiem ¢ < 8.
Parveidosim t&lak exnwlento ba.rumu un periodu,ievérojot,ke iner—

ceo uoments: J = J  + M. a w J, = M. gc
AP e | a2
el ’Jo =Jc+h’ae=a +]“'?c__a _I_Qc.i‘, 2_3' +\__9 i 1Nz
LT el il.a c " Ma, ! R ac fem Shnerid
€1 formmula rada, ka katraé zipa 4’,\ a, un punk S atrodas zemik por
swaguma centru C,
Svarstisanas periods: | i — ﬁ_" s
L e
ac 1 a"_
T=2?_ PULEEARAA R DB on A6 € e i\ s (104)
PR RN R O Sl T o
Izpétot formmlas (103) un (104) redzam, ka
pie a, =0 , L =os un s s
i
a, = ® , L= w T =0m

cads rezultats nozimé, ka &, = O vairs nebls svarstisSands kustiba,bet
#riczes kustiba ap asi. No “otras puses jadomsd, ka starp e, 6 = C uu
a, = @ var uziet tadu a,, pie ku.;'a periodam T bus minimald vertiba,

s TR

EOT o <o, T
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Minimala perioda T noteik3ana,

o liinimalen T,acinceszot,atbilst min. 4, bet
’7{,/; £= f(a,) un, lai dabfitu min, { , sastadisim:
I‘..‘ #\.’

Y C.f/";l g x
/:—E"‘{,-n-,{,.,,. L EL =1 - = 0,n0 kuricncs 8= -';e 5 2ots
i e L &

/"\‘ -

7 ?2 Ij‘:*-

« 272,76, mm-g f’ e 2({*’0 wn @in T = 2;:J——

K& redzams, lai dabutu nin T, ple,keues punktam O ir jaatrotu.s iue rees
radiusa Qc attalums no smagume centra, tas ir uz ripkea ar “ediusu Ve
apraikstitu ap smaguma centriu.

Teorena. Plc,ka.res punkts un svarstidanas centrs S ir apmainawi,

Sakars starp 6,3.0 un \c bija dots ar formwmlu(103)
e
3 &

Y= By driges 2L , Ja piekarsim kerueni punii uL. S,tad

o2
Je p ¥ Yc
joms f' = a' +=22 ,kura. = {-a =18
SR S c T
\ : S c
2 A -2
: c o TR c 4
= a ey s TR & L, A A - &
€ g a4 c+Q_-—ac a.c!' 2 ac"ac -
2imeT77 Ye

Huygensa teorema. Ja kXadé plaknd, kura iet caur kermepa sie;um. contru
dezadas pubus no pédbga ir divi punkti,pricks ku-—
e . riem svarstisSanss PC""lOu.l ir vienadi, t31 ,_ct .lums

707 stary tiem punktiem t1c;°1 1idzin&jas £, Fis pemsin,
/// 2 ka p‘llnﬁtl”‘m O uwn S: T = T, un apzingsim attslu-
T e /?;LC mus CC = a, un CS = bc' Péc formalas (1C4):
/ e Tk
! e T s
:5 /g ; ; 0 : ! N
il fa 205 e
.’.'v______/}/ ﬁ:; ac + ac 74 :bc + bc
7 TO-:EIJ/—-———— unTS::2l f—=
Ziiie (8. \! g -\j: g
pielidzinot To un Ty, dabujaum:
e i (N
c / c
X 8, +'§; = _’bC +-E-; fug }.g
Bl B e o) »deb 8, + = = b + = un talak
Y4 g % g c 3 = ¢
T | 1 ;2 2798 . S Pl
- = ) —_— - = . — = v =" 8 j
B b e (bc ac) 3 85 — b, SC —-——-E-—aC. x ,mo kurienes {'C = & .b_,
2
i a b ; i)
W = ___9 s C c S - o £ i
octg ac+ac—ac+ 5 _ac-i-bc,‘ ac+bC_L !

Uz &is teoremas ir dibindta apcriezeniska svarste konstrukeija,ar kuya
nalidzibu var noteikt g skaitlisko vertibu (k& zinams,daZsdos zene

lodes punktos g ir daZads). Pie sticpa ir piestiprind@tas divas prizioas

N

i gl ¢



! A un B, bet divas masas C un D var parvietot gox stieni
A tik taiu, kamér nebus sasnieztl vienadi periodi T. = T,,
A - =
LSTH’ Sini gadijuma, ki zinems, sttaluis AB = { un noviiojot e
Aqu. att ecIZ0 periodu T, var atr%Pt g no foriuulas 3
P = 2“1 ,00 kuyas g --iiﬂvdi . i
b b 5 T7 :
{ EC Piemérs, Uziet ripas radiusa R gvﬁrstiéanas periocu 31 an j
FEE asi perpendikuldari ripas plaknei punkta O, 7 4
Blal Fizikale svarsta perlods PEET A
‘ e o £ 53
[T#FO L 21‘/ 9 L \ 5
U ‘ 1 'V'H_.g.a.c ’; \:E (
: Sini gadijumd:; a. =R ; J_ = Mﬂi (i : /’ E
zIim.79. i ool i
Jo =~ Jc + M.Ra e %_ lmz + mz - _;_Bmg Zill. 30 .

3w T
2i!, 2 G (Y !
l ¥ ’ ".E’go ? l U%g J
Picuers, Uziet ripas radiusa R svarstisanas periodu T, ap esi O0=0 5 lu=

@ ——= < -0 za’ atfodaghf}pas plakneé, Fizikaela sveista periodss:
/ N 21 c _ uB?
IR TR 08 e T +Tagad e un, parejot uz asi _
e :
: 0-C, dabiisiu: .
Ve ’ gl LTy ) ey X
5 Jg Ry T = 2 MR w g
zim.81, i
FQ-MR om0 T o
e § :E-. i 7-‘-......._,.=\.;i—)
v B T, EH“ iz ¢ Attieciba T s

Kermepa inerces momenta noteiksena svarstisands celd,

Fiepemsim, ka kaut ka&dam kermeniir,picmZranm kla—
nim, jaatrod inerces moments pret asi O, iekir-
sim kermeni t&, lai tas varétu brivi gricztics

ap asi O, liksin tam sverstities ta, lai leykis
nepalsnleg+u 8°% un novérosim periodu T, Izmeri-—
sim vel smeguma centra C attalum & no grizzes
ass O. Eemot svarstisanids perioda f8rlu (102):

T = 2M¥A.; o varam to atfisinat2attiecib& uz
inerces momentu.Jo. I, ='@L§%%QE_ Jbet ig = Q
z1im.82, ir kermepe svars, te tad: :
3 Q‘ac'T E ~ - g3 N
| Jo =‘““;ﬁ§*‘ 1 centralo incicss nouen—
tu var atrast péc formmlas: e S M.s°
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Cits papémiens centrgla inerces momenta noteikfanai,
ar verpes deformacijam,

Izmeglnamo'gabalu piekarsim pie stiepules ta, lai stiepule nzet germe—
ni nevarétu griezties. Ja pagriezisim kerwmeni
par zinamu lepki  ,tad stiepules clecs {lbaS Spé~
ku moments llaz proporclonalltatoo robezai bis:
L=-%ky, kar k ir kads pr0p0r01on;_1thuru koe—
ficients., Ja kermenis piekarts viena punkia bri-
vi, tad stiepules virziens ies arvien caur ker—
mepa smaguma centru C. Jewmsim griezes kusiibas
dif-nol-m:

2¢ 2
: a“y k

Jo = -k ,jeb A e
¢ at2 bt 7t
zim.83, bet Sis nol-ms ir enalogisks harmoniskas lusti-
bas dif-nol-mam: 2 ;

\ 3 b e 2 L o o 2 k
E;E-_ - KiX, kur x vieta ir pemts { un koel. kl -'3;,

Sadas kustlbas periods, ka 21nams no Punkta dinamjkas, ir

20
T = 'EE? un musu gadijume T = 2Hﬁ1;-, no kurienes atrodam

; i
J=-—]’“—T§!
i e
Bo forumlu varétu lietot inerces momenta noteikdanai, ja *tu zinans
koeficients k, bet tas ir atka¢l58 no stiepules garuma griczie-
na un elastlgam.lpablbam tamdel ir 1szV1exk v1pu 1z iep% lzuu*ct

otru eksperimentu ar kadu citu kermeni, kuram inerces momentc jan blitu
zinans, piemeéram ar ripu. Tad pec analogijas ripai

2
ripai _ le

i

kur T4 biis noverotais periods., Sastadot tagad attiecibu:

o LT‘{ini
rip
Jc 4n° .kil
uziesin mckleJamo 1nerces momentu.
i Bri ey
i 4 T 4 J.lpt:l.l
fr Se W S

1 |
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; Kermenis grieZas ap asi, pie kam kermepe smaguma centrs C neatro-
das uz griezes ass, Visparigi, lai kermenis atrastos griezes kustiba

asim. Bet dotam kermenim ir tikai viena
98l un S1s griezes kustibas noteiksSaunai
O nol-miem, pargjos izlietosim reakciju

2im.84.

s AR a a

2) My, = Vg + 8] +85%

3) i, =

al

Nol-miem
& Z asi

d%; =

d
at at

a a a
\/z s slz = Saz
Li-sgy.h

a

L§ + S

2x

.1

S (--—-‘-.._ )

i

!

Lz J
4,5 un 6 parveidosim kreisa@s puses,ievérojot, ka piec griczes
koordinates Ze ¥ Const. un 2, = 0 2, = 0

-
\

!

i
3

A

Sasend

Sie ir 3

ap asi, tad diviem kermepa
punktiem jabut nelustosicm.Si=
nis punktos novietosim gultnes,
kupas dos reakcijas S] un 85
un caur Siem punkticm ics grie—
zes ass, Koordinadtu sakumu iz-
vélésim viend no nckustosicu
punktiem un Z ass t&,leci vine
sakristu ar griezes asi.Ieslig-
sim sistemé kermeni un grisics
asi ar divam reakcijem un pie-—
lietosim inerces centra kusti-
bas teoremu un kustibas dau-
dzuma momenta teoremu 2p koor-—
dinatu asim. Inerces centra
kustibas teorema dos 3 virzes
kustibas nol-mus gar koordind-
tu asim un kustibas deudzuma
momente teorcma 3 griezes kus—
tibas nol-mus ap koordinitu
kustibas briviba: grieze ap Z
pietiks ar vienu no minstiem
noteiksSanai.

inerces centra kustibas difc=

renciélnol-mi.
Ar V3, \f; , V3 ir apzimstas &rs-

jo spéku galvend vektora projekcijus.

Sie ir 3 kustibas daudzuma momenta nol-mi
ap koordin&tu a#iim.

Ar LS un y; ir apzimdti &rsjo spiku gelve—
nie momenti ap X un ¥ asim un ar h ir ap-

zimdts attalums starp gultndm

n . - n - n . - -
Z mlndy — By = % Z o2y = BBy - 2 dy) =

n
2
3

D2k



oY

n ..
= % et
/1 5 ” :
T = & 2 mndi ~ 0 = T mldy + mdy - iy - g =

n -
3 mbady = Ny

Sakopo;jot iegitos rezultatus.

'df g__

| -
d.t e e
a¢ n
WS 4 Z Z G
ar ¥ M2y
d.{’2 n

e e (X ~ ykik)

un turpinasim parveldos&nu, izlietojot apstakll, ka kermenis atrodas

1 griezes kustiba ap:Z asi un katrs punkts F‘k
Ej_ apraksta rigki ar radlusu T, kas ar lai-
R ku nemainas. :
v W X ='r JCosly
A X £k v
i) i s 0
- e =r .5in
' : ’//', _ : Yy i +
T xk = - I'k. Sin ‘..i". {—&) = - yk. (.x)
211,85, Yy = TpeCosPetd =x..00
stvasinasim otro reizi:
.a i - 2 o~ Ry J _2 Ve
Xk o ykl ) Yk. {,,_ — Xk. \‘.‘.J b yk. (;
¥ =X ke CIR i
e = T e ™ I Kk
il n ' n n
3t b iR xSl ) e G ety
ay n n n
e 3, ey 2 5 T R -
e 2 m B C R D s g ¢ Y T -
af n n ¢
B 2 A L 2 A
I = & my (=%, ¥ W + % ¢ + VX YT+ ¥p ) =L % my (xp + yk) =

T & o
""( l’xlkrk-f,.Jz

VB
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vienadi, a 5
Summas > CORDES . - z. ate
Tk 7 kK
rastas formulas atgddina centrifugélus
inerces momentus, bet tikel pret asim,

as relativi pret kermeni meines savu
stavokli. Tadus lielumus ievest nol-

INC

neétas summas attlec:L & uz jaunu koor=—
dinatu sistemu = I-|Z izvelétu td, lei
abam sistemém butu kOplga sakums, leai
/_z ass sakristu ar Z asi, un lai ass

= un |-| butu negrozigi saistitas ar
pasu kermeni. Formulas prieks parejes
uz jaunam asim:

X > X, = ”?J’kCos W = ¥ Biny
%3 2im.80., = R .
Y™ 'ZkS:Ln Ll L{kCoslf
z, = 1¢
% - k (k
IevistoJot sis formula.s minétés summés, dablusim
n n
i,, m X, ) = (i, mk( ’ikCo...u' - V) Bin Y ) % = Z m 3 7 k oS Y -

n :
T I T & : £
‘i“ mk!'( k 'JkSl_n it

Taged iegutas summas reprezentés centrifugalus inerces momentus un
b

n
Z’L: mX, 2z = J,. Cosig— J’if"‘- Sin @
A=

k 'k ,k5111 B 2

s

n n
= = : e ol 7 b ) =
%_ m V1 2 }]_': mk( ) Sing + ?kCos l{?) 20

\

HMpB

n
un Z Y12 = lee;Sm:-'f-r It Cos

LtzsrieZoties p;e kustlbas daudzuma momentu izteiksmém dabusim

d/ "5
= (,g) Jo., Sin@g+ J... Cosy) - ( (I, Cosw— J. ., Sin @ |
RO T G P G R &

a¢ [

2 d s : 4 10
(—1-,5% = =) (J%.i% Cosly — J‘.’@é siny) - (ch%slmfw J,?(_;- Costg) N\ ...(105)
d_?z TR T .
g ze ¢ y,

s z = . o ey . #
un ( vargja izpemt no summam tamdel, ka tie visiem punktiem ir g

mos ir neérti, tamde parrékinasim mi-

! 1ol SO F el a gl b B e, B S
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Tagad parrekstisim no jauna visus 6 kustibes nol-mus ievérojot, ka

%= ~x W -y, 0 tépat ka %
- 2

Jo == yw° +x,C tépat ki §

z2, =190, Joz, = Const. tapat ki z

c c k
1) j “2 = o~ 8 a S
) Mx, (0% + My, C+ V2 +85_+85 =0
2) i 2_ o T 8 a o R
) Hy W Jx .0+ \"y + S]_y 4 82}r = 0
3) Vol e Ly
| by &£ Py By B0
dﬂx | I
4 —_— = a — a i .
e st e ST Tl ad,
Qv TOEW g3T un we& jagem psc formulim (105)
5) :,Ex‘---].;"l"sﬂ'_mh.E /
G _ ;
8) J,.C = L, ;

Atrisinasana javed sekosE kart3: .no nol-ma 6),kupd reprezentd kerise
griezes kustibes nol-rm atrodam € un,integréjot to,ari ‘Wun ¥ Teld
no nol-niem 4) un 5) var atrast feakcijas: ng = Sg b tad nh nh T
1)atrodan Six un no nol-me 2)atrodem Sgy. Péc tam pa{iks pari GivasS ne-
zingmas reskeijas S%Z un.ng un tikai viens nol-ms, Tas nozims,ko £18
pédejas reakcijas bus statiski nenoteiktas,lai varetu atsvabinities ng
nenoteiktibas, konstruesim vienu gultni un proti augseéjo siido:wu, tad

. Bt

~eakeijas Si un Sg punictos O1 un 02 nés arvien varam sadaelit divis kom—

ponentés griezes ase virziensd un virziena perpendikulard pret griszes
asi, S5is pedejas kouponentes sauksim par s@nu rcakecijam.

&t
SEZ =0 un

ucakeijas Slx’ Sly un S, Szy reprezentés sanu reakeiju komponzotes,

Punktam O, $is komponentes dabusim no nol-—wiem 4) un 5)
SR s Ly
2y TEX TR T

Saz—-—lLa—L}-.?

ax e e < t

K& rcdzams, s&rnu reakciju komponertes sastav no divem dalem: pirnd 1ir
statiska reakcija un otra dinamiska reakcija. Statiska reakcija ir t&€
reakeijas dala, kuru izsauc 8réjie speki, neatkarigi no ta, vai kerme—
nis kustas jeb atrodas miera. Dinamiskd sénu reakeija ir izsaukta caur
Eermega griezes kustibu. Uziesin dinamisko sanu reakciju punkii U, caur
cowponenten X




o e

fdag dayg .
g l\ e S A AT 1
izvietosim seit fo*mulas (105)
z 22 2 }
Sedin E \ bﬁ(J‘f'{* J'L“’z) + T (JW +d ' ) _ 'j

‘\ S2ain © E\/' (0 + '52)(J§u +

K& redzans, v:.enmerlgau kustibas gadijuga dinamiskas reakcijas ir pro-—

g
,’1@)!‘......(106):;

porcionalas griezes atruma kvadratam (Y%.oini gadijuma dinessiiskes reak— o
cijes bus centrifugalu spgku iespaidu rezultats, tande] ari J,J un Jre-
saucas par centrlfugallem,lnurces wmoment ieni, 2 -

Dinamiskas reakcijas virziens,acimredzot,uainas viena apsricziena
leika, jo vipa projekcijés ieiet Sin tz un Cosnp un péc apgriczicsna ate
kal atkartojas.

S0 paradibu raksturo ar izteicienu: kermenis sit. Lai novérstu
sadus sitienus,kuyi etkartojas pie ketra apgrieziena,jaizvel griezes
ass ta, lai centrmfugalle inerces momenti: J3% =0 un J,Q = O t.i.1ai

Sriszes ass bUtu galvena inerces ass punktz O
Specisls gadijums. Piepemsim, ke griezes ass ir galvenda ass punk-
te 0l un bez tam areao gspéku galvenais vektors

V = 0 un ari I; Ly = 0, t& ted darbojas tikai grieges uo:zents
L . No nol-ma 3) atrodam Blz = - Sa = 0, No nol-ma 4)atrodan,ka

S2 = 0 un no 5) ka SEx 0, Jo J,qr = J“w = 0. Ta tad visparigi

y _
reakcija 83 = 0 un griczes ass patur savu stavekli ari tcd,ja

gultng punktad O, nopeusim, S&du griezes ass sauksim par perrencato
griezes asi,

Sénu reakecijas Slx un Sl punkta O1 mes atradisim no nol—miem 1) un 2)
pec tam, kad blis zinami qu un S?y ILai ari Sini punkta dinsmicks reak—
¢ija 8y4ip = 0 pie Soain = 0, ka redzams no nol-miem 1) un 2),inzrces

centra koordinatem jalldz1n33ﬂs nullei, Tas nozimé,ka grieczcs asij ja-
bt netikai galvenai inerces asij, bet ari geo lvenal certrilci in:reee

a313. Atgriezoties pie speciala-gadijuma, kad areéjo spéku

\/ = 0 un I; = L; O un, Jje griezes ass ir galvend centrala inzrces

ass,konstatéjam, ka recakcijas abas gultnés Sg =0, Sg = 0, Abas gult-

nes var nopemt nost un griezes ass £ini gedijumd saucas par brivo grie-—
zec8 asi, _
Praksé dinamiskas reakcijas gultnés nav velamas un tamdeél visam

griezosam masinu dajam, ka spara ratiem, ritepiem,varpstam, griszes
asinu Jjabut izbalansetam, t.i. tam jabut galvenam centrdlam inerces asim,
Gultnes praksé protams nopemt nevar, jo visur uz zemes lodes darbojas
716,218 speks, ta tad praktiski px casibu, lai aréjo spéku projekcijas
Uz visam asim lidzinatos nullei, més izpildit nevaram.
Piens8rs, Nemsim kermeni K, kas grieZas ap asi attieciba pret goimeni
K, pie kem kermenis Ky atticciba pret nekustosu kermeni K , ari var

rmustéties.
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Cadijuma, ja griezes ass nav izbzlaasGta,

t.i. Ja ta& nav galvend centrdla ass,;ultnés

;‘i
2,
18

0y un O2 radisies dinamiskas realcijas,ku—

___3? "ﬂ-E:’-““\‘:?s ros kustinds kermeni K, pret K_.Cadijuma,
Nt ja griezes ass ir izbalens@ta, tad gultnés
. SN . A/ 0, un O, dinamisku reakeciju nebiis,bet, ja
sy M o G g ¥ :
!{*<' mes s8ksim kermeni K, kustindt prot kerme-
; (wf“a\’ ni K ,ted pie kermepa K griezes pret Kl,
£32 s ka redzams no nol-miem 4), 5) un 1),2), -
: R gultnés O, un O2 izsauksies dinamiskas rec—
z1it.87. akcijas.

Iavala turbinas problema.

Vemsim ripu, piestiprindtu uz varpstas ar zinamu ekscentricitiiti,t.i.

ta, ka ripas smaguma centrs C atrodas attclwe e

no grieczes ass, &1 ekscentrieitate € turbinds nav
liela, ta daZreiz sasnicdz tikai daZas milimctrsa
dalas, bet pie lieliem atrumiem, kadi tiek sasnicg-
ti turbina@s 1idz 30000 apgr./min,,var izsaukt bis—
temas dinamiskas reakcijas.

Iai sauazindtu so reakeiju iespeaidu,zvicdiru
inZeniers 'Lavals lika prieksa konstruét forbines
asi loti tievu, Tas skan tiri paradoksali, bet,ka
més redzeésim talék, pateicoties Sim apstaklin,tur—
binei piemit ipa$iba pa.centréties,

Piepemsim vienkargibas d&l, ka ripa viipstal
ir piestiprinate vidii. Zipai grieZoties zei: centri-
fugelu speku iespaida, varpsta izlieksies,bet ripa
patures horicontalu stavokli. Apzimésim varpstas
izlieci OA = f, Spéks, kas izliec varpstu vidd,li-
dzinasies ripas reakcijai varpstas piestiprintcanas
vietad; apzimesim to ar 5, tad izliece

£ =%§— , jeb § = ﬁr «*f. Apziméjot koef, i"‘—*gi«=c,
4 &

dabisinm 8 = cf. o

Uzziussim stseviski ripu (z2Im.90). Izvélizim
koordinatu sistemu XY caur geometriskas griczes ass
krustoSenas punktu O er ripas plakni un vielictosim
ripai inerces centra kustibaes teoremu,ievEérojot, ka

Seit galvenais vektors 5 ir virzits no punkia L uz
purktu O, Apzimesim vél ar -k lepki, kuru veilo CA
ar X asi un ar 1eggi, kuru veido AC ar X asi.
Inerces centra tibas nol-mi:

Mic = — S.Cos ¢

M.}."O = - S.Sin '{.{.’-J 5
bet S = ¢f un no 2im.90 atrodam, ka Cos'i = F un

Sin N = £ , kur ar x un y ir apzimeétas punkte A
koordinates, Ta tad:
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PEC

c

Iegutus dif-nol—uus

—
—_—

——

My,

+ el

X = et

oy < s I o S <)

)
Keuf Cos Lyt
- N mis
ulemoﬁln (Uo‘b

Sl 51 s e
TERE T e,
e 2
—Hy+ewo

bag dif-nol-ma:
dinamika:

X

- et) Bini) %
Cos{.)ot

I

=—-cf--I}5

=-—cf-%

1zjos dif-nol—uos kreis& pus€ ir inerces

?1039.85181111, ka grieze notiek
x x + e.Cosfd b
¥ + €.8in wo

Cos Wyt i
¥y -el OSin wot

= - ¢X

Cos(y

= £ 'Y
Sin I,Uo't

£

§

X ==

= a, Sll“(kt Pt S ) s ——;)—"'t"]‘"? Sin pt

|
|

Mkc
%
My 4

X =X+ e, Cos¥

[&]

PO s e.5in

ieliksim 8is formmulas merces centra kustibas

nol—mos

Ot

= - k2:( +

= - ¥°y +

k2

X + bSinpt

i ievedisim

e L.\)g

el -?2
al g

apzinm: jum ﬁ-: k

ar Const, atrwm ‘.2

= — X

= - Ccy

centrs koordinit
puseé punkta A koordinates, ta tad pirms integrésSanss j&&lZVl\.. LO vicnu
ar otru, Sakars starp minetaém koordindtém, ka redzams zim,$0., i

0’

Cos?dot

Q3 5y
O A
in Jo't

Izlietojot So formulu, deblsim misu ga.dl,juma**:

Pirwmais loceklis

=8,,..}
[

,

Sin(kt +°

pa

§inis integralos reprezenté padsvarstibas un otrais

roe

OV

aacd

svarstibs

ted Y =iﬁot un

" iatvasinﬁsim 81s formules péc laika

} atvasinasim vEél reiz péc laika

J.zo.alj.sim ar M un parnesisim otros locuk].us
= - oy lab& puse

varem integrét péc uzspiestas svirstisunes
kura integrals bija atrast runkta

Y
e-:,g2
0 : \
: — Cos :“"'ot
{ e, ‘\.-\}0
efoa
3111@..-
1{' — !U‘Z
y SR )

uzsPiestas SVAre

st

ibas.

28,bet la.ba.



un a, = 0, tad pzliek:

uzspiestas svarstibas. Izvélesim sakuma apstéklus tadus, laoi a; = 0

S5 R

ew§
X = —-2-——-—“*-2- Cos (A) ;
kK= - tuo
o
Y = =2 Sin(t
kK5 - lUO
Tagad varam uziet izlieci: ew2
i TN XS poys P s —E—-Q—g-un izteikt
R g | e
: / A \ ~ Cosd = %- = Cos Wyt
- - no sim forzulZm seko,

{ G278 Sink, = % = Sinlt '
b | ,f
\\h s ka ol = )t = un tris punkti 0,% un €

5 03 atrodas uz vienas taisnes, kuya vienmErigi

T griezas ap punktu 0 ar atrumm (Jye Uziesin

o zin.91. tagad attalum

'3“32 ¥ e l
00=e+f=e+_'2"_’_'_'2' ; GC =T‘"‘_2" i TR eyt R T a(lO?)
o 1 el 1Y P

Talak varam atskirt dazadus gedijums:

\ .~
i b
\
e Y /}" ;b! Py
B e Cinlly
i 4 I/
l,: i!/
zim.92, zIin.9%5.
}) wO e

1) i, < k tad,kd redzams no foizi, (107),
OC > e un punkts A gul]l staxp O un C
(skat.zim.92). :

2)(QO'> k tad,ka redzems no forzulas

etag
——2

= i 4
('}0 - k

0C = e - izngk,ka 0C Ce un .

b

punkts A strodas aiz punkts O, (skat,
z71.93).

§inT gadijums, k& rada formula (107), OC = O, *tas nozime,

ke smagume centrs patsvcenéas iestaties uz geometriskas griezcs ass,
S0 Ipasibu sauc par pascentreésanos, pie kam jo lielaks ir griezcs
atrums, jo tuvak smaguma centrs pieies pie griezes ass,

o, = sini gadijume,turpretim, iznak OC = un tas atbilst uz-
4 {)o k, gad , T tin, | 818 (06) tas bilst

spiestas svarstifanas kustibas rezonences gedijumem un ir bistaws

virpstas stipribai, Tamdé

atrumy un turbinei nekad nedrikst at

atruma,

Uziesim kritisko atrumua ub

atrusm (Jy = k sauc par varpstas kritisko
gaut stradat ilgeku laiku a: fada

=k =/ ,arc-= ﬂﬁi 3

FR——
-




Ay b b,
kur Q - varpstas svars, i

J — varpstas Skérsgrieziena inerces moments,
E - materidla elastibas moduls.

Lavala turbin&s parasti darba atrums W= 7k, ta tad péc form, (107):

oc = ek2 SRR &
K2 - 49Kk° 45

un sa@kuma ekscentricitate samazingjas 48 reiz,

Elementara Ziroskopa teorija.

Par Ziroskopu sauksim rotacijas kermeni, kas atrodas griezes kus—
tiba ar lielu atrurm ap savu asi, pie kam kermenim paliek vairak, ka
- viena kustibas briviba.
- Vienkarsam vilei , kas atbalstas viena punk-
ta pret horicontalu plakni ir 5 kustibas brIvibas,
7 // ia atbalsta punkts minéta plakn& var parvietoties

Zim.94o )
Vilecipam,kas atbalstas viend

punktd, pie kam atbalsta punkts

parvietoties nevar, ir 3 kustibas

brivibas (zim,95) zin,95,
Var uzkonstrugét ari Ziroskopu ar divam kusti-
bas brivibam, ljemsim kermeni tora veidé,ku{am
griezes ass ir atbalstita rami, pie kam pats
ramis ari var griezties ap citu asi,perpendi-
kulari pret kermepa griezes asi, Tad kermenis,
attieciba pret nekustosSu koordinatu sistemu,
var griezties ap divam asim, tas nozimé,ka
kermenim blis divas kustibas brivibas.

zim,.94,

zin,96. Ziroskops ar 3 kustibas brivibam.

Apskatisim tuvak Ziroskopu ar 3 kusti-
bas brivibam, reprezentétu ar kaut ka-
du rotacijas kermeni,atbalstitu viend
punktad,pie kam Sis punkts parvietoties
nevar un atrodas zemdk par smaguma
centru, Rotacijas ass ir kermepa gal-
vend centriala inerces ass,Apskatisin
divos gadijumos, kas notiks ar kerme—
ni,ja tas ir paéots smaguina spEkam un-
sakumé rotacijas ass 0C veicdo ar ver-
tikalu virzienu lepki /X, 1)Gadijuus:
kermenis sakuma momenta atrodas miera
un 2)gadijums: kermenis sa&kumd atrodes
griezes kustibad ar lielu atrum W ap
savu asi, Apzimésim smaguma centra
attdlum OC = a,

1l)Gadijums, Ja sakumi kermenis
atrodas miera, tad zem swaguia Spéka
iespaida kermenis _ g&zisies uz leju,

—

griezoties ap horicontdlu asi OI,pic

zim.97. kam smeguma centrs C aprakstis ripki

1<\
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ar radiusu a‘-uh centru punkté_O. Apzimejot lepki,kuru veido OC ar ver—
tikalu virzi@nu, ar @ , dablUsim JX"P = Lx’ kur I‘b: = Mg.a.f:‘-ian un, ja
apzimésim punkta C tangenciﬁlo padtrinadjumu ar Joystad doe = ay jeb

g?) = gf Jop s1O kurienes punkta C tangencialais padtringjums

. 2 hrs
: Jot T %‘; B sB1n iy
lenkis { ar laiku pieaugs, ta tad paatrindjums ari pieaugs,Punkta C
§trumu varam dablit pielietojot spara teoremt

w2 . v
Jy 5> = 3.0 = Mg(a.Cosd - a.Cos¥), bet W, =

-
a
Vs =\[§§5 a}(c:»ad_ - Costp), ka redzams atrums ‘Ué ar laiku

ari pieaug. : '
2)Gadijums, kermenim sakumi ir dots liels griezes atrums (W ap savu asi.
Kustibas daudzuma moments g = J{J ir vektors, kas iet griezes ass vir-
ziend, pie kam J Seit ir kermepa inerces moments ap savu asi. /tliksim
kustibas daudzuma momenta vektoru no punkta O ta, lai OA = 7 ,Psec
Resal’a teoremas punkta A atrums V_ ir geometriski vienads ar sistemac
galveno momentu I‘o attieciba uz puﬁktu .

\-Fa = T‘o
Bet' ja uz kermeni darbojas tikai smaguma spéks,tad galvenais moments
LD = MgSing. ir vektors,kas iet perpendikulari vertikdlaei plaknei,vilk-

tai caur OA, Ta tad I vektors iet horicontdla virziend,Tas noziud,ka
punkta A, kas pieder = griezes asij, &trums V, ari ir horicontals un ar-
vien perpendikulars pret OA., Ta tad éiroskoysAnegézisies zene,bet pa-
tures Const. /ol ,pie kam griezes ass OA aprekstis konisku virsiu, Lo
paradibu sauc par griezes ass preces&iju, Punkts A pie tam apralstis
horicontalu ripki ar centru punktéd C,, Apzimésim punkta A griezes &tru-
nu uz minéta ripka ar ()., tas bis a-lL'i precessijas griezes dtruus,kuru
tagad uziesinm, P

Péc Resal’a VA = Mg.a.5in d.

un no otras puses V; = 0jA.C0, ,bet 0.A = £.8ind. un b= J L) ,té tad ©

1%
Vy = JWw, wp.SinoL,pielidzinot abas V, izteiksmes, dablsim
J&).&)pSincL = Mg.aSindk ,no kurienes (‘Up =¥% ! e ety L KON

So formulu var vel pargeidot , ievedot inerces momenta izteiksmi caur
inerces radiusu J = M{* , tad

= Mae o) o) =BB S A
Wy M. 02,0 P ?z.w i

Ka redzams, precessijas atrums ir pretéji proporciondls Zziroskona
griezes atrumam un ja aiz gaisa pretestibas un berzes sawazinisies,
tad precessijas atrums palieliné@sies., Visparigi precessijas atrums ir
daudz mazaks par griezes atrumu, k& mé€s to tilit redzésim, apskatct
skaitliskuy pieméru. :

Piemérs., Ziroskopae griezes atrums W= 200 (6000 apgr./min.), sizguma
centra attalums no atbalsta punkta a = 20 cm, inerces radiuss (= 10 cr.
Uziet precessijes atrum (V. Péc formulas (109a): :
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K& més redz&jam, ja kermenis atrodas grieczes kustiba ap asi, ted tam
piemit ipas$iba pretoties katra spéka iespaidam,kas censas mainit grie-—
zes ass virzienu,pie kam novirzisanas ir diezgan maza un notick vir-
ziend, perpendikulara pret spéka virzienu.Griezes ass tad zinemd méra
iegist stabilitati. NovirziZanas,kd redzams no formulas (109),ir maza—
ka, jo lielaks ir griezes atrums (W un inerces moments J, Lidz sr to
ari griezes ass stabilitate palielinajas ar griezes atruma un inerces
momenta palielinasSanos., Sakara ar So apstakli, lielgabalu stobri ar-
vien ir uzgrieztas vitnes,lai ladipam pie izejas no stobra bTtu grie-
zes atrums ap savu asi, tada gadijumé griezes ass bis stabiléka sava
kustiba pret argjo spéﬁu,pieméram véja, iespaidu.,
: Iai palielinatu Ziroskopisfo efektu jeb zrie-

: ' zes ass stabilitati, k& jau bija teikte, jhipa-
é%zb "Zﬂﬂé??\ lielina inerces moments, tamdé&]l biszi riro-
% W, skopus izveido tora veida ta,lai péc icspé-
- Jas lielaks masa bTtu koncentréta tilik no
griezes ass (sk.zim,98).
211,98, - Tora aksialais inerces moments,jc r io
veidojosSa ripks radiuss un R ir ta pasa ripka att&lums no tore ass,ir

3, = M(E® + 2 2°)

Tora diametralais inerces moments pie tiem pasSiem apziméjumiem

2
I, = uEs +§ r?)

Ziroskops ar divam kustibas brivibam,

Neusim Ziroskopu,kas griezas at-—
tieciba pret rami 2p asi BD ar
atrum W .Pats rémis attieciva
pret nekustosu pamatu var gricz-
ties ap asi MN,pie kem MN | BD,
Dosim ramim griezes kustibu ap
asi MN ar Etrumule uzridite vir-

ziend un apskatisim kédas sekas
bis. Sai griezei,

No kermepa smaguma ceuntra
atliksim griezes ass BD viiziena
kustibas daudzuma momenta vekho-—

ru » = OA., Bet ja ramis kopé ar
griezes asi BD grieZas ap aui N
ar atrum (J,,tad punkta /. 5%rums

VA = Z.(Al. Peéc Resal’s teoi2mes

zim,.99.
aréjo spéku un reakciju galvenam momentam L geometriski jalidzinijus
punkta A Gtrumam L =V, Jeb L = /., ,bet L2300 18 tad

2 :

Bet spéku galvenais vektors V-= 0, jo inerces centrs C Sini kustibd
neparvietojas un prasito momentu L var realizét tikal dinamisikas re-
akeijas SN un SM atbalsta punktos M un N, Ta tad janak pie slédzicna,

.2 81,0 81 e el s ;-
L‘)p o }% 33 U,%-tm% - O’l %:ﬁ = 0131 sec 1tol. ng‘l?rO_G_ g Bap/mll
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ka minétas divas griezes kustibas 1zsauks dinamiskas reakcijes: oy
Sy1» kupas veidos mouentu . ' 3
‘ L = J:,}."”)l ] - - - - - - - AL . .(ll\})

Bet s$is dinamiskas reakcijes never uzradit ieverojamas prcicgtib.o ai-
netai ramja griezes kustibai, izpeioot , protains,berzi gulcncs tE chi
Tdmja grieze viegli izdarama. Bez dinamiskem rcakeijas punltcos M w. N
bis vel statiskas reakcijas, kuyes lidzsvaro ramja un Ziroskonc Svard.
No otres puses, péc d’L lembert’e principa kustibas gadijumi visi Sp8—
ki un reakecijas llazsvaroaas ar inerces spekiem, bet mingtas din..uis-—
kas reskcijas ar aréjiem spékiem nevar lidzsvaroties. Ar @réjica s816-
kiem lidzswarojas tikai statiskas reakcijas, ta tad dinamiskam reakeli-
“Jjam Jalldzsvaroaas ar inerces 5peklem un 21rosk0pa inerces spékiem Jja-
Pievedas ari pie monenta, kas ir viendds ar L = Jiy. L),,bet iet osrets-
Ja virziena, S0 inerces,. speku momwentu sauc par élrosk&plsmo ricmenti,.
Ple ta pasa rezultata varam nonakt ari cita cela. Jeusim wateria—
lu aploci ar radiusu R, Aploce
atrodas divas griezes kus ulbas

dJK. ﬁ$dr' - attélotas ar vektorlcuf_¢«¢hrjk
s 1ﬁ:TL_~hE ,afiJﬁ' Griezes kustibu ar vektoru w"
63 = 'f; S T ir relative un griezes Kusti—"
Kevg_?ﬁu_gﬁ‘ i ba ar vektoru “)k ir pornecawa,
\ i i ;
o5 .‘T§>* e 8 Izdalot kadu. elementu ar
o e ST L ; masu dn, uziesim Sim elci crtanm
S o iﬁ‘ relativo inerces spcku:
K | . a7z =RWS.dm. TezizEjot 3o spé-
zin, 100, ku perpenilkularl pret (O w vir—

ziend no ass,redzam, ke katram elemsntam viena pusé var atrast t Au
pat elementu otra puse, kuram inerces spcke bus tik pat liels un pre-
téji virzits, t& tad visi relativie inerces spéki lidzsvaerojas,

Apskatisim tagad parnesamos inerces spékus,Tam pafam ele oten
pZrnesamais inerces spbk5°

d 'k = r.hal dam-
kur r ir elementa attalums lidz zriezes vektoram h!k. Atkal katram ele—

mentam viend pusé no &}k var atrast elementu otréd pusé t&,lai tud iner-
ces speks blutu tik pat 11“1‘ ui -nre—
t8ji virzits, tas nozimé, ke ari viei
parnesanie inerces spéki lidzsvaro—
Jase Paliek vel Coriolisa incices
spéki.

Sadalisim aploci Cetros kvadran—
tes ar vektoru u}k un a8i a—& perpen—

dikulari pret (o Fewot katra kva—

dranta vienu elementu un uzkounstz
Jjot Coriolisa paatrinzjum,vedsem,ka
pa kreisi no ass a—a visiem clanﬂn—
tiem Coriolisa paatrindjumi ir vir-
HOSS ziti uz augsu un pa labi uz leju
z1m.lOOa. (sk. 21m.100a) i
lezimésim tiem pasiem elementiem Coriolisa inerces spékus 4. ITU 1,ka
zinams, ies pretéjos virzienos paatrinajuwmiem.Ka redzams V1u1 leoll—
Sa inerces spéki veidos momentu ep asi a-a, Uziesim visu So snéku ro—

zultéjosSo momentu, nosakot elementa stavokli ar /Jei ,kuyu veido radiuss-—

Ne—

R T T T T i !
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vektors ar asi a—a. Zlementa masa: dm = R.dol . S}kur 5‘ir garuluviasni-—
bas masa. 3 3% : -~
Coriolise pa&trinajums: ja,z 2[@y V5] 5 3p = 200 Y. 8in(F - 0)

Coriolisa inerces SpekS elementam '13k' ~ Efdm
iUy = 2RU. (), Sinck JRdw.§ = 282 § oGy (o, Sinodok

Sastadisim elementam Coriolisa, 1nerces spéka momentu ap asi a-a
dLy = R.Sind- AJy = R.Sind 282,80 (0, Sinel . dok

aLy = 2R, 0 0. W, Sin%ol.d ol

Iei dabfitu visu Coriolisa inerces spéku mouentu swmmu,so foriulu jain-
tegre pec oA no O 13dz JT un jareizina ar 2, abam pusem
T
- 2
= Y6 = O ( At
Ly 23 8.0 W sinPdac = 4r%.0 ARAN J, stk as

f-l-

i Sl
au-— 4R E (.% (.uk S:me:L.(}-osz:iklJ 2r 5 C-.l) W .
bet 2RO = M, ta tad L3.= R Ao Uy . Talak vl IR®
rigdlas aploces inerces moments ap centralo asi perpendikuliri aplocss
plaknei un galigi nondkam pie formulas

o e s
kura ir pidnigi identiska ar formulu (110)
Ar so ir pieradits, ka Ziroskopiskais moments ir Coriolisa ine.ces

speku moments, pie kam ieverojot momenta virzienu péc zim, 100a veium
to pasu formulu uzrakstit vektoridla veida

Iua\. =J'[(JJ5.(‘J 1. G T Y A S A T e .(llijﬁ)

vardos tas nozime, ka 21rosk0plskals ‘moments dod spéku pari, kae grieZ
ziroskopu plakn€, kurd atrodas abi vektori (o B (W, virzienf no
W wektora uz W, vektoru visisaka cejla.

Ka jau agrak bija minéts, Ziroskopiskeis moments izsauks dinanis-—
kas reakecijas atbalsta punktos M un N %sk.zim.99),ku;as péc lizluma
blis vienadas

= J ir mcte—

L J. W
8y = Sy = zf“ — \. ............. (111)
-4

kur b apzimé attalumu starp punktlem M un N,

Aprakstlto ziroskopu ar divam kustibas brivibam var izlietot
vienslieZu dzelzcelu vagonu, kugu jeb aeroplanu stablllza013u1 AD-
skatisim Sematiski tadu iekartu. Vagona iestiprinats Ziroskopa ar di-
vam kustibas brivibam ramis,

Piepemsim, ka vagons noliecas uz labo pusi. Ja 21r0ukops ap savu
asi griezas pret pulkstepraditdja virziena, tad, lai iz1lidzinatu vagonu,
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jagrieZ Ziroskopa ramis zim;101 uzraditéd virziend, jo tad inerces spo-
ki dod z1rosk0pisko momentu L ap vagona garenis—

L ko asi pretéja v1r21ena. Gadlgumﬁ ja vagons gi~
e %as uz kreisc pusi, Ziroskopa ramis jigric¥
A S otradi.
Y P D Pats par sevi saprotams ka vienslieZu
NETASY dzelzcelos sa@das inerces darbojas autouatiski,
AO=E=0D KE t.i. vipas dod automatiski ramim vajcdzizo kus—
sy tibu. Tikai Seit Jjapem vera, ka Ziroskojdsk:a wo=—
e, R menta vektors L arvienu ir _perpendlhula* s abicum
e griezes vektoriem u an wk’ ta tad, ja Ziio-
\, ' r skopa ass ir pagrlezta horicontali, tad zZiros.c-
4 piska momenta vektors L blis vertikals un Zads
e moments nevar noturét vaggnu no apgaianas,

Skaitlisks piemérs. eroskopa SVuIs
Q = 2 ton,, inerces radiuss ) = 1mn,.,

, (0= 200J1 (6000 apgr./min.); W,=0,2 (6 epgi/min),
zim, 101. Uziet ~ L.

L= Jw.{ﬂl "‘ (Aé 6‘) -g—gl- 1 0, 2ﬂ 200u = 80 ton,utr.

Zemes lodes griezes kustibas iespaids uz Ziroskopu
ar 2 un 3 kustibas brivibam.

Ka jau agrak bija noskaidrots, ziroskopisko momentu veiio Corio-
lisa inerces speki. Coriolisa inerces spéki nak pr:.eksa tikai tad, jJa
bez relativas kustibas ir veél pirnesaiia
("J griezes kustiba 30 pie parnesaias’ vir-
W ’ - . zes kustibas, k& zinams ,Coriolisa pagtri-
- najums lldzina.gas nullel.
1 Ws —  Parnesawas griezes kustibas vektors
e —— — €y var iepemt daZadus stévoklus attic-
< L - ‘-TG ciba pret relativas griezes kustibas
: X vektoru (_,)( ..pskatisim divus pqm‘t\fw\il—-
_fau jumus:
l){“;k sakrit ar Ldﬁ,tad K& rcGzaiulsS zile
102,, Coriolisa paatrindjumi uvn inerco

speki krustojas ar Ziroskopa asi un ne-
zim, 102, kadu momentu nedod. Tas pats ir redzcuss

ari no formlas: :
a;. = JL’,\) .(*Jk-] A. . - . . . = (l.;\.,t‘.)

ja vektori ld un Lok ir paralleli, tad [‘A) wk”( = 0 un 1lidz ar to
arl LS_ 0.

A Wg 2)&)k i 96’ parnesamas griezes kustIbes

vektors &), ir perpendikulars relutiv.s
(Ox, | griezes kustibas vektoram “)s.fini gadije-
< mé tiesi formula (110a)dod Ziroskopiska

momenta vektora Ly virzienu,sk.zim.102a,
Ja Ziroskops ar 2 Jjeb 3 kustibas brivibam
s ir uzstadits kaut kur uz zemes lodes,tad
zemes lodes griezes kustiba, kd pqrneSdhd
I - griezes kustiba dos zlrosk0p15kn momentu,
zim, 102a. kas var pagriezt Ziroskopu,ja tam biis
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attieciga kustibas br1V1ha.

Lei noskaidrotu, k&da virziend zemes lodes griezes kustib. iz-
sauks ziroskopa kustibu, més arvien iedomasimies zemes lodes [uiczcs
kustibu parnestu uz parallelo asi caur zlroskopa centru.K= glﬂum;}zlﬂ
griezes kustibas parnesanas uz parall&lo asi jaliek klat vel vivzes
kustiba ar atrumu, kas lidzindjas parnestam griezes &truman, rﬂ‘ult‘“
tam ar asu attdlum, bet parnesama virzes kustiba Coriolisa’ paitiing-
juma nedod, ta tad ari neizsauks 21roskoplsko momentu un meEs Ve o 9p=-
robe¥oties tikai ar parnesto zemes lodes griezes kustibu.

Talak apskatisim vairakus gadijumus,

I gadijums: ziroskopam ir divas kustibas brivibas un Ziroskopa ase
var griezties tikai horicontila plakné.

Piepensin, ka sZkuud
ziroskope relitive riecees
ass nesakrit ar me:iciana
plakni, bet veiZo a to

Pérnesisim ze.:es lo-
es grlezes atruma vekto—
ru E}k uz Ziroskopa cun-

tru un sadalisiu to piim—
kért divas ko,pouuntbs,
vertikald w q,kure sakrit

ar Ziroskope ramjs -riszes
asi, un horicontgle kou-
ponenté Wy k& tes pari-
dits zim.103, Veirto:u )
sadalisim talek vEl di-
vas komponenteés (., kas

sakrit ar Ziroskova rola-—
tivo griezes asi un “’3
perpendikulari pret . ,7{ka

zim,103. 2inm, zim,103%a. pargdits zim,103a.
Apskatot tagad katru parnesamas grlezes kustibas komponentl atscxl
rudzam, ka (4 , sakrit ar - un tamdeé} Ziros k0plsko momentu neize uc.
Talak &Jl dod Ziroskopisko momentu L, = dnu &Jld (sk,zim, 105)

asi perpendikularu vektoriem (ﬁrun (31. £o momentu uzpem rawja :oie=

zes ass gultnes un tas izsauc 31nls gultnés dinamiskas rCakﬁljis.r“l—
dzot Q)B dod Ziroskopiskd momentu L s J..L~.413 (sk.zim.10%2), .8

censas pagriezt 21rosk0pa griezes asi ar rami meridiana virzienf,Tzt
tikko Ziroskopa griezes ass bis nonakuse meridiana plaknéd,ka ko o-—
nente Q) = 0, jo tad abi vektori &43un :uk atradisies meridianz

plakne, un 1idg aT to . ar: I5 = 0, ta tad zZiroskopa griczes ass wuliks

merld;ana plakne,

So apstakli izlieto kugu kompasa konst rukeijai,jo mciernos kr 08
lielas dzelzs masas un ari elektriskas stravas dazados vados stipai
traucé magnetadatas pareizo darbibu, Pie Ziroskopiska koipasa konstiu—
ES8anas japem véra, ka zemas lodes g{leaes atrums (D, péc lieluww ir
diezgen mazs: W, = 0, 0000729 sec™, tamdel, lai asbatu ieverojo au

momentu L3 kas varétu parvarét berzes un gaisa pretestIbu un itrik
iestadit 31roskopa griezes asi meridiana plakne, japem liclaku ).
Praksé Sadiem Ziroskopiem ar elektromotira palidzibu dod apwdreaa
20000 apgr./min. un tad &3 666 JI sec™
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II gadijums: Ziroskopam ari ir divas kustibas brivibas,bet Ziroskona
ass var gr1eztles tikai vertikala plakn€ ap horicontilu
asi, kura ir iestadita meridiana plakné,

Piepemsin,lc s kumd

L - 21rosk0pa f?luulV‘
1e—=_ /ﬂ w()' griezes ass nesakrit
@) ar vertikslo virzic—
N nu,bet veido lzplki
: A ar to,
2 Atkal p.inssi-

sim zemes loces giic—
zes kustibas vektoiu
(J,, uz ziroskone ccou-
k

tru un sadalisiy o
vektoru divés koipo-
nentés (), ,kura so-
krit ar ranja riczes
asi un m)v vertikala
virziena,ké paradits

21m.104, Jektozu i
sadalisim t&zlak vel

S divas kowponcuiss i,
kas sakrit ar al‘O"
; skopa relativo gric—
21,104, 2im.104a. 208 881 un 3 por-
pendikulari pret(u k& paradits zim.,1l04a, Apskatot katru n::ndem
sriezes kustibas ko%ponentl atsevi’ki,atkal konstatéjam,ka ..j,,kas su—

xrit ar relativa _griezes atruma vektoru (JG y2iroskopisku mod Atu ne—
dod. Komponente (j, dod Ziroskopisko momentu Il = Ji “{Z":l (skat.

zim,104) ap asi perpendikuléaru vektorlem,{ugun “‘l’ So momeantu uzyen

ramja griezes ass gultnes un tas izsauc 8inis gultn8s dinawickas reuk-
cijas, bet uz 21roskopa kustibu nekadu 1espd1du neatsta? Seidzaind
komponente u}} dod %iroskopisko momentu L 3 = Jeg; ‘(”3 sk, z7u, 104a),

kas censas pagriez ziroskopa griezes asi vertikala virziena. Be- 4 ile
ke Ziroskopa grlezes ass bUs nonakusi vertikala stavokli, ka koiponcn-
te QJ} izzGd: ij = 0 un 1idz ar to ari izztd moments 13 = 0, Talak

td tad Ziroskopg griezes ass paturés vertikalu virzienu,
III gadijums: Ziroskops ar > kustibas brivibam,
= Nostadot kaut kur uz ze:i:es loces

@CQG ziroskopu ar 3 kustibas brIvibiix,
R janak pie sl8dziena, ka Ziroskoja
N ?/Z;%. griezes ass galu gala nostadisics
i ¥ o0 ) parallell zemes lodes griczes 3513,
PO e\ ﬁmxf i? tikai tad Ziroskopiskais moi.cnts
déuy Ss e r,kd8 tas redzawms no formlas(1llOa),

llelﬂdSleS nullei
““xi S = x it
4 ’)1 Inh\.-JE,,\JG.(A}k_l .......(J.lOu,)

Ja sakuma Ziroskopa griezss ass nebus

\\ s paralléla zemes lodes griezes asij,
- o tad,pratojot tapat k& I-wa un II-&
ip =t By gadijumé,atradisim, ke radisies Zi-
S | zim.105. roskOplskals moments,kas novedis
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Ziroskope asi stavokli parall&li zemes lodes griezes asij.

Augss aprekstito zemes lodes griezes kustibas iespaidu uz Zio-
skopu, kuyu varam parbaudit eksperimentali, var skaitit par picradi-
jurma, ka tieSam zemes lode atrodas griezes kustiba.

§ 14, CIETA KERMEJA KUSTIBAS DIFERENCIAINOL-MI:

— e e — e — ———
et e—— —_ = e e T e e e

I. plaknes kustiba,
1I. kustiba ap nekustosu punktu,
III. briva kustiba,

I. Kustibas dif-nol-mi kermepa plaknes kustiba,

{ermeﬁa plaknes kustiba visiem punktiem trajektorijas atrocdas Ti-
rallelés plaknés., Vienu no Sim plaknem un proti to, kurs iet caur s:n-
guma centru, izyvelésim par koordindtu plakni XY, tad kermepa Skiliczus
atradisies kompland kustiba XY plaknd., Komplanas kustibas noteilumi,

0 :? acimredzot, bus V, = 0, L = O, L,:)r = 0 un
: 2o = 0, 2y, = 0. Cie noteikumi izsale,ka vi-
,ftz? siem aréjiem spekiem un reakcijam janizvedas
LT ie viena kopspéka, jeb spéEku para,kas atrodas

XY plakn€ un bez tam visiem punktiem salkuma
atruma projekcijai uz Z asi jalidzincjas nul-
= 1ei.

X zim,106. Ar Siem noteikumiem kermenim ir atypciitas
3 kustibas brivibas, paliek tad vEl 3, ar kuyam bus noteikta kermepc
plaknes kustiba. Sastadisim attiecigis dif-nol-mus

1) M. = V. \
Ll = I Ll B
2)_ mc Iy > L R I B Y .(J_.}.(_))
ars |
I el e - FAEr T
2 = 5, jeb Il = Lz

Bez tam, lei varétu Sos dif-nol-mus integrét, jazin sdkume cpstikli.
Specidls gadijums. Lai plakhes kustiba butu virzes kustIbu,t.d,bes aug-
sa min€tiem noteikumiem, jabut vel L; D Gnyo 0

II. Kustibas dif-nol-mi kermepe kustibd ap nekustosu punktu.

Sini gadijumd koordinZtu sistema j&izvEl caur nekustosu punktu,.
fermenim ir 3 kustibas brivibas: griezes ap 5 asim un kustibas (if-
nol-nus dablUsim, pemot kustibas daudzuma nomenta teoremu ap 3 kXoordina-
tu asin, Y :

W
d X \Z

d
'a-‘E_=LX 5 afl=Ly ’ -a_-t—-=Lz ........... (13:‘5)

Cinis nol-mos momentu izteiksmés Lx’ Iy un Lz ieiet tikai argéjie sne-
ki, jo ardjas reakcijas iet caur nekusto$u punktu. Formulas (117) var
veél parveidot, ieveérojot, ka kermenim

as av az

X

=2k ey ) R
S g el st t g WK, s (T,00,)
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Ja X,Y un Z ass ir nekustoSas un kermenis kustas ap koordinitu silkuwm,

tad J: J

nevar¥’ v
Kustibas dif-nol-mi otrs veids

un Jz ar laiku mainas un

taes no diferencialiem iz~<st lavlka

bis:

| : d 7 d A
i'rt (wax) = LJC » '33? (Jywy) = Ly un a-'E (Jz:__dz) = LZ_ t

Integréjot sos dif-nol-mus pirmo reizi, deb.sin

un pé&c otrreizéjas integréSanas ari:

reakcijas projekcijas, mes
mus, kuri izteiksies ta:

Mk, = V2 + 5,
B et

Myc lg + Sy

Mzc = VZ + Sz

Sinis nol-mos vel jaizsaka

w yz! q»;'zx un (P xy. Lai ae2bo. T

varam izlietot inerces centra kustibes nol-—

ic: ?c un Ec caur attiecigiem ¢J un C ,kuypi
jau blis zinami un péc tam var atrast reakcijas:

S

7 Sy un Sz.

III. Kustibas dif—nol—mi kermepna briva kustiba.

Briva kustiba kermenim ir 6 kustibas brivibas,kermepa stivolli

telpa var noteikt ar 6

lielumiem un proti ar kada punkta, piexZiam

inerces centra, 3 koordinatém un 3 lepkiemn, kurus veido kustolis asis

ar nekustosSam.

Sakara ar So, kermepa brivo kustibu ari varés noteikt ar 5 kus-
tibas dif-nol-miem: 3 inerces centra kustibas nol-miem un 3 kustibac
daudzuma momenta nol-miem ap centrilam asim: :

—

E dZ%x T ;

i % — Iﬁc !

i MR =V .wgﬁ___,__ ]

(4] x dtc \
i e e s S C & AR
Bl_y_c_ _____V_X_ . .___a_:_',‘_ -— Ty J { S e e s s e (_-l )

Mz = Vé | dxéz 4 i

dt A )

No sesam kustibas bricibam vienu dalu var éf@emt,'bet ne vairzk ki

5

P

Pie vienas kustibas brivibas ar vienu vienigu nol-mu,lietojot Lc_rang’e
koordinates, var noteikt kustibu un no paréjiem nol-miem var atrast

reakcijas.

Nol-mus (114) cietam kermenim var uzrakstit v8l cita veidd, pie

kam pirmie 3 nol-mi paliek tie pasi:

Bty ) s
(Jx. (a)x) =

(J;.UJj)

s a
i B
i, = | I
.% 2
W By | T
IS rem o
. =5 t
Mzc X Vz i

4 (3¢ (w
3 a0

i

N"_‘O I"GFqQ | }J-_‘O
_—
=
= |
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Vel viena brivas kustibas interpretacija.

DaZreiz nav izdevigi brivo kustibu sadalit inerces centra C kus—
tiba un kustiba ap inerces centru, Tad m€s varam brivo kustibu uzska-
tit k& skrives kustibu, kura sastadas no virzes kustibas gar asi un
griezes kustibas ap skriuves asi. Sadalisim katru no $im kustibam 3
kouponentds pa X, Y un Z asim, tad m8s atkal dablsim 6 nol-—ms,Pie
kam pirmie 3 nol-ui atkal bis tie paSi, jo virzes kustiba visicm punk—
tiem paatrinajumi ir vienadi., Otrie 3 nol-mi atSkiras no foim, (114)ar
to, ka sSeit X,Y un Z asis neiet caur inerces centru.

~ a 2
Mx, = Vy at 3;9;) = 1

e d =
Wo =Ny @ UyWy) = Ly
Mg, =V, %ﬁ' (J,0,) = L,

-

Specials gadijums, Apskatit& briva kustiba bis virzes kugtiba tuad, ja
galvenais moments L = O un sakuméd nav griezes: r“}o = 0. Cis kusitiba
tad bGs noteikta ar nol-miem

Mk, =V, Lf}'c,:'\fy un ME, =V,

Piemérs uz kermepa plaknes kustibu, Apskatisim smaga homogena cilin-
dra kustibu zem passvare ic-—
spaida no negludas slipés

P plaknes, kura veido ar hori-

g contu /ol .Cilindra radiusu ap—

zimésim ar R, sakume tas at-
rodas miera, Vilksim vertiika-—
lu plakni caur cilindra sS:iwi—
guma centru perpendikulaiu
cilindra asij, kuya kustibes
leika paliek horicontéla,finl
plaknd pemsim X asi pcralleli
slipai plaknei un Y asi per—
rendukulari slipai plaknei
caur smaguma centra sakuia
stavokli, Péc form,(112) sa-
' stadisim cilindra kustibas

zim,107. dif-nol-mus:

M¥, = V, un misu gedijuma 1) M%, = MgSind. - S%
ok i h AN a
Wy, =V, 2) My, = MgCosod + S
C - o &) " C e e,
ﬁz = Lz 3) lep = St'R

P8d&ja nol-ma jagem (-) zime tamds), ka mowents LC darbojes pullsstep-
raditaja virz&enaa Atrastos 3 nol-mos ir 5 nezinafiie:

Xos Yor P, 8, Sy ,ta tad trukst vel 2 nol=mi., Ceturto nol-um d.bGsim
konstatéjot, ka Vo = 0, 4) Yo = 0

Bet, lai dabltu piekto nol-mu, jéatskir divi gadijumi.

I gadijums: cilindrs velas bez slides. Piekto nol-im dablsim,piclidzi-

not inerces centra noieto celu x, notitam lokam R, @ ,bet,ievérojot,ka
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pie cilindra velSands uz leju cilindrs grieZas pulkstepraditéje vii-
ziend, lepkis @ jaskaita negativi
inl gadijumd berzes spéks tad bis: Sz‘ g /bSn. No 2) nol-ia cubiizin
: ' § TR
reakciju: !S: = MgCos ol 1 290 o= 0.
1) M, = MgSinol - Sg izslégsim no Siem nol-miem S% un icliksim
c

I
3) 35 § = ~ Sg.R e T

3)%‘1&[&2\'{):—8%.3 no kurienes S%:—-z-mfp

. A 1 . = = = = X
1) Mx, = MgSinol +% MR ¢ bet x, = -RY un $=-35%

SR B R i e " g el AT :

1) Mx, = MgSind{ - 5 Mk, no kurienes: X, = % 8.5ind
o = = 2 BSinK
| o e e |

Abos dif-nol-mos labas puses ir Const., kas nozim&, ka inerces centra
kustiba blis vienmérigi paatrinata un cilindra grieze ari bis vienuméri-
gi paatrinata.

Integréjot pirmo dif-nol-mu, dabusim

X, = % gt.Sind + C; , bet X, =0, t& tad C; = O
2
2 : ¢
X4 =-3—5;'—Slnck+ C,, bet x, =0, t& tad C, =0, un

Xy = -% thSinok,

no 5., nol-me q)=-%&§lhn—d‘

Ar Siem nol-miem ir izteikta inerces centra kustiba un kustibe an
inerces centru, k@ funkecijas no laika, “ o
Uziesim vél berzes spéku no 1) nol-ma: S; = MgSind - 1K

8l : e . WRSe RS =0T

S't = MgSind - 3 MgSinol ; 8; = 3 MgSindl

Izlietojot sakaru S%g_ /«usg p dabC-.sim%‘-MgSino{ At MgCos ¥ ,n0 Iurie~
nes %_tg g/u jeb tgog\g’ 3/& o Tas nozimeé, ka cilindra tira vel--

Sanas kustiba notieck tad, ja slipume lepka tangens ir mazaks jeb ro-—
beZas gadijumé ir vienads ar triskartigo berzes koeficientu.
IT gadijums: cilindrs slid un velas ta, lai arviea buGtu izpildits no-—

teikums: 5) S,% =,,A'fz83_. Sis noteikums bis piektais nol-ms,jo tcgzad
acimredzot xc> ERL”‘ .Tapat ka iepriek38ja gadijumé, atrodam no 2)

nol-ma reakciju Sg = MgCos ol ,jo ¥y = 0. Izlietojot nol-mu

5) 8 =S , atrodem SZ = M.1ig.Cosy Jeuot 1)MEK MgSind — 5P |
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Mk, = MgSinel ~ - MgCos ok ,dablsim X, = 8.Cosct(tg ot —44).
Sis nol-ms rada, ka kustiba var sakties no miers stavokla tikai tad

Jja tgot )/«u ,pie kam kustiba bilis vienmérigi paatrinata.

Yemot 3) J.p = - S%.R péc parveidoSanas -%—L[BE.({? = = u.liglos A K,

Talak integrdsim abus dif-nol-nus:
X, = gt.Cosci(tgal —m) + C; ,bet X,, =0, t& tad ari C; = 0

© = 3,&5;%_'—(’%"—“-4- C, ,bet LJ'>°= 0, ta #ad ari C, = 0 un péc otras

integrésanas atrodam:

’

2
LF, = Etr CosA(tgor —m) + C3 ,bet X, =0, ta tad ari Cs = 0
2
d- . b —
Q= - ABECOSR 4 o) ,bet Y= 0, ta tad ari C, = 0

Galiga veida cilindra kustibas nol-mi:

2
X, = %— Cosa.(tgol —/u,)
& ﬁgtaCosm
o s -
pie kam pirmais nol-ms dod inerces centra kustibu un otrais kustibu
ap inerces centru.
Sakuwa bija min&ts, ke Sini gadijuma

x, > | R

2 -
kur  japem pé&c absoluta lieluma %—- Cos:Ju(tgd_—/t.) > MP”O“—‘-F—“ R
tgol —m >3  jeb  tgol > 3 M

Cilindre slide ar velsSanos notiek tad, kad slipuma lepke tengens ir
lielaks par triskartigo berzes koeficientu. :
Piemérs uz kermepa plaknes kustibu: Ritepa kustiba uz sliedém,

I.gadijums: Kustiba zew spZke ie-
\ : s_;_:aida. _ i
| Fitepu paris atrodas misrs
uz horicontalam sliedém, Uz acsi

/’ ﬂ_ﬁf\ iedarbojas horicontdla virziend
/ 2 \\ speks I', Noskaidrot spéka ' robe—
[ it \\ £ zas vertibu ta, lai nebGtu slides.
-+ Doti: Q - ritepu para svars,
: // R - ritepa radiuss,
i L =  — ritepa inerces rsiiuss,
i i 3 s= berzes koeficients,
% ¥q Uz ritepu pari vel darbojes slie-

des reakcija N un berzes speks W,
Nemsim dif-nol-mus (112):
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1) MX, = V,. misu gadijuma 1) MX, =TF - W
2)Myc~_-vy " 2) My, =N -Q

CEv o gae oy
3) 95T = 1] ; 3) 3T = - R

Pirmkart konstat&jam, ka yc‘= R un 3';0 = 0 un tad no 3) nol-pa etrodam,
<a N = Q. Ja nav slides, tad x, = -R@ un W uN jeb W¢ 4l

c
f, =-RT un J‘z’ = 1[5'2 ievietosim S0 dif-nol-mos

QBT s F W) & o .
o izdalisim abus nol-mus _TJR_' je
3 up2T = R ); ?2

R ='FS?2—W?2 no kurienes W = TP‘? ybet W A Q,t5 tad

Pl
2 2 :
bTFLi </1Q,no kurienesq FLmRA1 + —2-)] . Uziesim F skaitliski,je

- 22
'=3000kg, g) = $8° wn p=0,3; ¥0,3.8000(1 + 2); F§6000kg

e _ II gadijums: kustiba zem momenta 1u5pd,1da..
- 2 Bhies nitepu paris atrodas miera uz hori-
7"‘5'“'%“\: contélam sliedem,Uz asi iedarbojés uo-—
e N ments L, Uziet momenta lielurm ti,l2i ne—
f- ‘]\_ notiktu slide, Doti tie padi liclumi:
' 1] QHR, § un 4, Apzimé€sim normélo reakciju
,/ ar Il un berzes spéku,kas ir virzits nre—
\‘-‘M O i —~ tim aktivam momentam L ar W, Piclictosi :
' i" >———-—=--X atkal dif-nol-ms (112):
z1:1,109. & 1)M5'cc =.V}C misu gadijuma 1)1&3':0 =W
)My, = Vo : 2)My, =N - Q
})chw_ LC §i B)JC’E": - L+ W.R

-...pa.t ka agrak: y,=R, y =0, no 2)nol—ma N=Q.Ja nav slides,ari ‘eit
~R@ un “if{/d.l\l jeb W {/LQ, % =R un J —Msz,le\rletosm 20 dif-

hol—mos: 1)-MRT =W b s & ¥ :
Q)anf"" R M; IZdallsm abus nol-mus - ",_ﬁ 3”:'1-‘—_‘!“% Jeb
1, = WRS .= Wag, no kurienes W = ::2———-? ,bet WE MQ, ta tad
5 s & MQ, no kurienes : v
+§:\/ﬁ" L$/LQR(_1+?) J

(siesim F skaitliski, ja Q = 20000 kg., {° = % RE, = 0,3 un R=0,8 ut,
L £ 0,3.20000.0,8(1 + -?3-), L 8000 kg/mt.
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§ 15. LAGRANG’A SAISTITAS SISTE.IAS KUSTIBAS DIF-NOL—iI

A — T i S —— . - e e
e NS —— e

—— e e e e e e et e e
———mm———— =

==

Spera izteiksme Lagrang’a koordinateés.

Lagrang’a jeb visparoto koordinatu jédziens bija jau agrak hOoPml—
drots, apzimesim tas ar: ql,qg,q3 P

Ja sistemd ir h saites, tad kustibas b;1v1bas bus 3n-h un Lagarn-—
ge koordinatu skaits s = 3jn-h.

Parasti sistemas sta@vokla noteikSanai més lietojam Dekarta koordi-
nates un, ja saites ir skleronomas, més varam Dekarta koordinates ari
izteikt skleronomi, t.i. bez lalka palidzibas, caur Lagrang’a koordi-
natem.

X, = fx(qlq295 TP qs)
Y = f&(qlqij seseaes Q)
25 Z) = fz(qlq2q3 ceeeens Q)
Atrumu projekcijas tad debusim atvasinot Sis funkcijas péc laika
e LR axy
W Ao + - - L] - - . @ + g
e Sgn Ut oy, % 3, s

3 }}yk 2 My . IV .
= T R + - . - . . - - + por A
Vi = 3a B T30, %2 ¥ag %
Y- Az 32
5 e =k . 2
Zk o 'l}ql q_l + _\(12 q2 + - - - - - - . + aqs qS
Lielumus 41@2@3 % qs sauksim par visparotiem atrumiem un, ki rada

atrastas formulas, punktu atruma projekcijas ir line&ras funkcijas no
visp@rotiem atrumiem.

Nemsim tagad spara jeb kingtiskas energijas formulu
2
n mV n
ORR - i g AR B . 2
R e m o meln Tt e

un aizvietosim Seit Xys Yy 2y 8T atrastas izteiksmém caur Lagrang’a
koordinateém, tad visparigi kineétiska energija bus kada otras kapes ho-
mogena funkeija no visparotiem atrumiem

= . 2 s 2 s s & . . .
K = 811Qy -+ 85545 + a0 o7 o assqs‘+ 2al2qlq2 ¥ 2a13qlq3 R e 2&2}q2q %

e e + 23(8-1)8 Els—l &S I I O I O T T (lli)

Darba izteiksme Lagrang’a koordinatés.

izteiksim sistemas virtuelo darbu:

o~

3 L = z (£ 0% + 140 ¥, +2,0%)
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caur Le ’a koordinatem. Dosim sistemai no st&vokle, noteikta sar
koordingigzgqlqij ses Qg kadu virtuelu parvletoaumu, tad sis koordi-
nétes dabus kadus mazus pieaugumus -iql 3 ng Z SQB <t ;qu‘ T3 k&

Dekarta koordinates ir lagrang’a koordinatu funkcijas, tad ari tas da-—
bls pieaugumus, kuri, atmetot bezgaligi mazus otras un augstakas kartas,
izteiksies ta:

» ~ .ax
Bl e 8 L o
.Jxk p 2 hq.l {Jq1+ Dq2 &qz + CECIE B R R ) +.hq8 é‘qs
’ﬂYk e, by Dyk
lyyk = —_a"—'E'L- 'G(il bq2 - 8\'(12 + @ s s =28 28 888 .o +5é_'s_ a\‘qs
% 33 ‘Dz : Dzk %
C.lzk'—"ﬁ'z 'S‘ql +"'"a'?? - ‘S\’q2+ s s s s w0 s +'b_El__S' o dqs

Ieliksim virtuela darba formula S$Is izteiksmes un sakartosim loceklus
pée d4q, pemot att1901gusc)ql, 5@2,.Yq} oan fTh aiz iekavam, tad

’-)xk oY D oy
,‘\g’-}' = e . o k k k & k
3 o "xk 33’1; k

$ini formula spéku progek01aas Xk, Yk un Zk visparigi var but kadas

funkcijas no Dekarta koordindtém, tas atvasinatam un laiks, t& tad uz-
rakstitas summas, péc Dekarta koordinatu aizvietowsanas ar iagrang’a ko-
ordinatém, bus kadas funkecijas mno ql,qz,q3 5o qs,ql,qz,q3 * e qs

Apzimésim 81is funkeijas ar Ql Q2 Q3 AT Qs’ e 24l
: n Ax Dz
% 0¥k k
vl . + Y + Z =
7 S 047 k 9oy k 393 F
n ox dY 0z,
= k k k
> T S = Z o = Q
= (K, Py e e
e L N S S
% k pag K pag TR

Munkeljas QIQ?QB"‘ QS més sauksim par visparotiem spékiem, atbilsto-
siem attiecigam koordinateém qlng3 e Qg
Tada karta virtuela darba izteiksme bus:

. n . j : : !
VT {_. o o~ 5 - e [ P
- oUl= __Ti (ng.xk + kayk + 2,0 Zk) = Qlt?ql + sz‘iqg Gy QS::,\Jqs 1 PR (e 0

Ar 8is formulas palidzibu noskaidrojas visparota spéka jédziens: vis—
.parotais spéks ir koeficients pie attiecigas koordinates darba piecau-



- 129 -
cume izteiksme. _
No sacita seko, ka visparoto spéku Q
mai tadu virtuelo parvietojumu, ple kura &a
HLoaur

inas- tikai koordlnate 1, “n
izdalot virtuela darba izteiksmi . 47a5.
~ Ja mainas tikai koordindte q;, tad i S0l= Qpeiay wn Q) =
“griezes .le
" uz lepki

(‘u
.' j f
Piemérs., Piepemsim, ka viena no cieta kermepa lagrang’s koordinstem ir

@le‘f ap kadu asi. K& zinams, elementarais darbs pie griezes
l‘\

Izdalot

wa
A"’(j‘l L . (:; \4}
bus:

S0 ar':q' dablUsim visparote spéku, atbilstosu lepkim P un ta
0 L, d&

g e
ces centra koordinati, pieméram X

toordinatei wvirtuelo pleaugumu, b s

moments L sttiecibd@ uz griezes asi.
Piemérs, Ja piepemsim par v1sparoto jeb Lagrang’a koordinati kadu iner-

e
Izdalot S0 ar 4 X,

tad elementarais darbs, dodot Zai
!;\,.

C‘ (.l bx' < [

dabisim visparoto speku:

V .(X
Q= ———jfgf—— “K/

zas Sini gadijuma ir galvena vektora projekecija uz X asi.

VlSparoto speku izteiksme,ja sistemai
piengt funkcija.

Sistemas

funkeija:

speku funkeija jeb potencidls visparigi ir koordinatu
U= Cb (xlylzlx2y232 oo XYy By eee XV, 2 )
nizvietojot Sini

deblsim:

U = f(qlq2q3 SR qs)

n'n :
8ini formula Dekarte koordinates ar Lagrang’a koorcinatem,
Pec formulam (96) spéka projekcijas

00 U U
X = ""L""- e By = e—— ¥ % = i
k 0X) ’ k eV ? k 02y
@em31m tagad kadu visparotu speéku, piemeram:
(' n X
Q = X (X, ==

'Ayk ﬁzk
+ Y. 4+ A
un ievietosim sSeit spéka pznjek013as, tad

}ql)
o : ax p Ay 2 32, i
Q1= Z‘( .iU '..‘k"i",).U' :\‘k+_ZU ’-—\lh ) \.h
1 e 0qy 2V ¢q k 097 297
PRESOUERD £ ) e S T
B e
ha redzams, Spé

|
‘-\qz; b ] L ] '

AR

= :
i i
S 'Uz

T AR (117)
visparotie speki ir sistemas speku funk013ab Jeb potencit-

varam atrast, dodot siste--

A
.
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las atvasinatas péc Lagrang’a koordinatem; pats par sevi saprotams, ka
tad spéku funkecijai ari jabut izteiktai tanis pasas koordinatés,

Lagrang’s diferencidlnol—mu izvedums.

Nemsim galveno dinamikas nol-m vektoridld veidd péc formlas (06):
) . zn‘ = dafk ™o ¥
s — T o =
e T R k

Izteiksme iekavas Seit reprezenté skalaro produktu.Pareizinasim skala--
ri katru locekli atseviski un vienu produktu parnesisim otra pusd,tzd
n (d2'fk,\___) }IE(_ ?«-.,)
| Zm ¢Iy) = F or
al e aga ok oy kK

Laba puse reprezentd® sistemas virtuelo darbu (Jx(ﬂ,kas péc forimlas(1lh)
Lagrang’a koordinatés izteic@s ta:

M= 5 (8,65, =9, ¢ v O L tad

G ulL= % k\.’ I‘k e Ql 3 q.l - QQ(- Cl2 see QS‘./ qs a0
n d2§k;u_ WK W 2
?limk ( e F) = Q¢ + Q0 a5 + .ee + Q0 ag

Tagad saksim kreisas puses parveidosSanu: ja visas Dekarta koordinates
mes varam izteikt caur lLagreng’a koordinatew, tad ari katre punkta ri-—
“iuss vektors bus kada vektoriala funkcija no minEtam koordinatém

—

nediusa vektora virtuels pieaugums, atmetot bezgaligi mazus otrss un
augstakas kartas, bus
s DT oT AT DT

Ox O _ T ITE

(8 T t— ‘_‘ \.‘ 2 : -
k (% ql + ""'_"eqlg (i q2 + "“"_qﬁ Q5 + s e s T qu (: Q_S

f)ql

Analogiska karta, atvasinot radiusu vektoru péc laika, dabusim punkta
A, &trumu Vk:

~ -

ITy : aT) & = 5 DAL
I e T e o ! s s = = 0]
k ;)Q_l q'l ;1-’:12 Q2 0 ':l} q}‘ 4 vlg S

Ileliksim kreisd nol-ma pusé ;35y vieta atrasto izteiksmi:

.

Parveidosim pirmo no s summam labd pusé peéc Leibnica:



=333 &

n 3r ? khrk n dr 4 Drk AL el 3
%{‘mk(dtz hql) = (g5~ B —) - %%'Zk(dt rr 34, —=), feit izdurisin -@ﬁ
drk Brk A?k ' . e o<
sekodus aizvietojumus: 1) wf— k ,2) b- jo atvasinot ?k p5C qq
dablisin So sakaru, 3) dt qu 53; »JO sastadot aE 353 un atvesinotd par—

ciali V péc gy debisim vienu un to pasu izteiksmic

T SR R e i 275,
at hql = s Q. a7k 2"";\' = q; TR s au q
097 ¢490 o Qi q} q,04g
- <P 2= yes 2k
)7 i ST A iy 5 ¢ T
\ k —_ 5 2k ql + =5 1“ q2 + k q_j + L L A + =] __l\‘( qs
da;  0a] Jaguay ©  99y0qs 0a59
péc minetiem aigvietojuniew iznak: e Ve
n (d T, 4F, éi g My 2 (V’FD ky_ 4 n }}—% %l b
1 M 't‘-ql— Kk *‘11 T E kDG @IV T T TRIY
p2ak )2k -

T o 1 e A
= 5 i i, Y B i gy

o -)‘Ql 14q $on Dql ﬂql

Parveidojot tada pasa karta ari visas citas surmaes, dablsim kieisé pusi

galigs veida:
2= g

n ¢ |- 3

—_ k — e a ¢t K £ K d K JJ I’L -"‘

T m { S T )=(3g T s =50+ 57 985 095 L0 Gpte 3.

Pielidzingsinm tagad kreiso pusi labei:

i
= 0 4g

. T . —‘J e ‘\ W P ‘;\ 3 T N
( P AT T —D—E) q — (d " K e '_.._T(.'-—'.A'- { A q = - (..q'__. _q:.E-{- e, -Q.....é'.) :_} Q =
. = 1 o 8 e — 42 - itk . o ¥ e
at iql GRS 5 ta, 04 g ! - s
N e

= {::leti.ql + QQ u Q.2 T oees QSO Ug

Bet Lagrang’a ﬁOO“”LﬂutBS ir neatkarigas, ta tad lai sads nol-us vere—
tu pustavet, tad koeficientdmm pie neatkarigicm parvietojumicm kreisa
un labsd pusé jabUt vienddiemn,

S B

u.‘!‘. wasdi ]



d 2K _ 2K ‘
_—.——-—"‘—_=Q L S T 0(113)
at 2, 0% 2

&.H-:ﬁ:q

Sie nol-mi reprezenté lLagrang’a kustibas dif-nol-mus otra formd,Piczi-
mésim, ke Sie nol-mi der tikai holonomam sistemam.

Pie pareizas lagrang’a koordinatu izvEles més, ka jau agrak bija
noskaidrots, atsvabin&djamies no sait®m un dablijam kustibas dif-nol-ru
sistema, kura nesatur reakcijas,

Gadijums,kad sistemas spSkiem piemit fuhkeija.

Ja spékiem piemit funkeija, més jau zinam fpéc form.(117), ka
Q :——-—-aU : =-—-—2,U . Q =.:(.)._U.. ; . Q =—-——-.aU
1 aql H 2 ’hqz H 3 39.5 ese e 8 «aqs
un tad lLagrang’a nol-mus varam parrakstit ta:
B MR b A

at G&l 09 ?1‘-11

TG T AR N
at " s TR, 29

CQg
f" RE UK 8y
Nemot veéra, ke spéku funkecija U ir koordinadtu funkeije un visparoto
atrumu nesatur, varam <©¢K aizvietot ar (K + U) . Parnesot péc

24 q
tam visus locek]us viend pus@ un apziméjot K + U =i ,dabisim lagrang’a
nol-mus cita veida:

< TV oL s i & =n N\
R ©dy 5
¢qy 3 ;
Iagrang’a dif-nol-mi -
g ok AL otrd formé,kad spé- ,..(119)
dat _B s 2% kiem piemit funkcija

I"
O
L ——— /—"'-‘“-as T

Lielumu |y =K +U =K = (-U) = K - [] ,kas reprezenté diferenci starp
kineétisko un potencialo energiju, sauc par lagrang’a funkeciju:



Piemérs.

das svars

_13}...

L=K-

i
L

K

ll

m(,J2

iv

T
|

zim,110.

'-2 + a kECOS“kt + 2ak/Coskt Cosk 'T )

L 2

—_—

lagrang’a funkcijs ............ (120) %%

Eemslm matematisku svarstu, kuya piekares punkts Ol ari “bro—
i%anes kustiba uz Y ass pec liluma y = a.Sinkt. Punktenm

Seit ir viena kustibas briviba un par i
Lagrang’e koordinadti izveélesim lepki ¢y . 9
Punkta 4 koordinates: ;

M

= 4 Cos &
= a.8inkt + £ Sinyy

| e

atvasinasinm sms koordlnates péc laika:

X = - % 8in ‘e q ‘
y = ak Coskt + 4 Cos‘a.;:

un sastadisim kinetiskas energijas iz-
teiksmi:

(x + yz) m(g?Sin%f;g%E + agkzcosgkt +'2ak?60$kt.005tf.(%

+ 7 20052_,.{.. t;(" )

Tagad sastadlslm sPeku funkeiju:

'J"'J(de-i-Ydy

mg.dx ngx = ng, ¢ COSrf.

iyj=K+0-= 5-(3 q;? + 8%%°Cos®kt + Qaké.Coskt.Cos!}.Qi + 2gt.Cosy: )
: a 7 RS Y
lagrang’a nol—-ms

e & & at P o R ;?iff
oastadisim? ¥
,'."L m 2 “_ ."E Bl » .02 _'. 1 E 4 P
o> =-§(2£ '(F + 2ak£.Coskt.uos=p) = m(_.(y + ak{.Coskt.Cos y )
/\‘\ :.- 7 * ’ . P b i

+ g% .8inip)

Ievietojot Sis izteiksmes lagrang’a nol-ml, dabisim

1 v . ] - -
m (2. ¢ + akf.Coskt.Cos/y) + m(ak{.Coskt.Sing . ¢ + & £.5in¢) =

e e
j{ I\+,

- ak

27

LEx
[]

£ Sinkt.Cosy — aké{.sit iy ppak?.Coskt.Siny .z + gf.Sing =0

2

==E8siny + B it sy

A

*

Lai debUtu @ ka f(t), €is dif-nol-us bitu Jaintegrsd, kas ir dic zgsn Kor-
pliceti, bet bgdlguma, kad lepkis‘'s nav liels, més varam uoW—*u vien
un Jos Y = 1, tad

kércot,

liekot sin e

‘,}.

:

= 8
C

2
¢ + 8k gin kt

&
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~is dif-nol-ns 1r2analogisks uzspiestas sverstiSanas kustibas dif-
nol-mam: X = - k“x + b.Sin pt, lcura integrals bija:

x = a.8in(kt +&) + | 7 _ p? Sin pt, ta tad

2
ak
ASln(t,/ +R) + Sin kt
e € - X" )
- ak2
Y= A.8in(t ﬁ-v L) + = Sin kt
2 g - k4 i
Ja sakumd piegemsim, ka 'f, = O un "Po O,tad A = O un /. = aI;:_ L=
| {= =
k.—

Hamiltona princips.

Vel viens svarigs méchanikas princips sistemé@m ar konservativiem
spékiem ir Hamiltona princips, ku g forumléjas ta: variacije no ILagran-—
ge funkecijas integrala p&c laika 1idzin&jés nullei katrd brivi izvela-
ta laika spridi. iy

Formuld Sis princips izsakas ta: 4 | Izt =0

Jto

Iekams més p:.eradlsm So formulu, atzim@sim, ka Lagrang’a koordinites
q1q2q3...q8 un visparotie atrumi qlqzq}...qs,apskatama laika sprita

robezas,t.i. no t, 11dz t, var brivi meinities, bet tikai pac@s robe-
Z8s, t.i. pie t = to un t = t,; vipu vér‘tibas blis vienadas ar isteném

vértibam, ta tad: e 7
- i G ai =0 un (Tq t =0

lagrang’a funkcija visparigi ir:
L =p(a3a05 -+ Qg ddpd5 .-+ dg)
Sastadisim 5’ L, atmetot otras un augstakas kartas bezgahgl Lazus

LL (BL BL

bet péc lagrang’a nol-miem:
g
4 BL_ OL. o 4z taq & LP- UL

v A L
|

dt 94 - e ’ dt_'q=*“‘{l’1beZtamaﬁ(q=E—t?-q,
ievietojot visu So, dabusim
- a oL d 0L Sham g
n o ; R ( et
uL—-(YQ1-a?.a—-—ql +(S‘Q2 dt’aq + +UQST§EQ+~3—§;M‘Q
9L d
cae +Tdtg

Savelkot locek}.us pa d1v1 pec Leibnica formulas dabusim:

AT
UL— [' é\ + 5q2+...+oqs§q]
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Pareizinasim ar dt @n integrésim robeZas no t, 11dz t,

¥ VL ™ d Lo et
t —t=t

(0]
Nemot vera, ka robess visi 0 g = 0, izteiksme laba pusé ari 1idzi-
najas nullei un t

| é\L.dt = 0 , bet summa no visiem pieauswaiieu
J &,
ir symmas jeb integrala pieaugums, ta tad to pasSu formulu var piivaik-
stit ta: r ;

t :
r\.'::l :

(}J L.dt =0 NG Y NS @ P )
S ; t0 |

‘Hamiltona princips tapat ka Iagraﬂg;a dif-nol-mi form, (119) der tikai
xonservativiem spékiem,

Kermenu trieciena teorija.

Par triecienu sauc loti liela spéke iedarbi uz kermeni loti isa
laika, Trieciens ir sasniedzams ar daudziem papémieniem, viens no
tiem ir: likt diviem kermeniem kustéties viend virziena ar daigc Lom

atrumiem, pie kam V4 > V,, jeb v.

d'R V9. , ' laist kermepus ari pret&jos virziznos.
——dd—>— —  — (> -- Cadursme notiek Isd laika, bet Jtrumi
4 par 50 laiku ievérojami mainis, tipat
ari deformécijas kermenos var bit loti
zim,111, lielas.

Ja 8trumi ir meinijusies Isd laika, tad tas nozim€, ke padtrini-
jumi ir loti lieli un arl speki attistas loti lieli, piec kun soski

. mainds sakot no O 1lidz kadai maksimslai vertibai un no tas atkal
1idz O,

Pie trieciena loti lielu lomu sp&lé kermepu plastiskas un elas-
tigas ipasibas. Visa aina trieciend ir loti. sarezgita, bct més anyo-
bezosim . . S0 jautajumu ar to,ka noteiksim tikei atrumus péc triccie—
na, nepétot nemaz atrume, paatrlnaauma un sp@ka maigu ar laiku.

Trieciena gadijumu klasifikacija. Pirmkart piepemsim, ke abi
kermepi atrodas virzes KusStiba.Apzimesim kermepu &trumus 1si pizws

trieciena ar V; un V,. K& noritéja kustibe pirms trieciena uiis neinte-
reseé, ieverosim tikai abu kermegu atruums trieciene sakuma mowents,lad

abi kermegl tikko ir pieskarusies. Tagad at551r81m vairakus gacijuius.,
1) Ja abi atrumi ir savstarpigi parallzli

. & _5 : .un ari paralléli kop&jai normalei NI Jiauxd—
)Yrﬂ--an ‘“ﬁ- — <N} res punkta, tad tadu gadijumu sauc par tais
lié_“_ triecienu, ¥, |l U, | N-N (sk zim, 112%
zim,

ApakSgadi jums a) ja pie tem vEl keivepu smagu-
ma centri C, un 02 gul uz kop&jas noriales

M= - =)= <+ '"‘Fﬂ N-N,tad tas bls taisnais centrdlais trieciens,
= I\ C i Mg Cz ."‘ (Sk Zlm. 113)
S T ApakSgadijums b) ja kaut viens no keruenu

zim, 113, smaguma centriem neatrodas uz kcnugws norualeu,



- 1% -

a,} tad tads gadijums saucés par taisno ekscentrisko triecienu,(zIiz,112),
2) Ja viens jeb abd atrumi nav paralléli kopéjai normalei,tad tacu
gadijumu sauc par slipo triecienu (2zTw,114).

N Apaksgadijums a) ja pie tam abu kermepu sca-
\ centri atrodas uz kopEj rmele 3,
| _ gume. 1 opéjas noirmalcs,tad

s o e @ tas bﬁS)SllpaiS centralais trieciens (sk,
F ‘—_3. zim,114),
q‘l :‘J}}‘ e ApakSgadijums b) ja kaut viens no keizopa

e
zim 114 L"i N smaguma centriem neatrodas uz kopiéjas nor—
Sy . males, tad tads gadijums saucas par slino
ekscentrisko triecienu (sk.zim.115)

zim,115. Taisnais centrédlais trieciens.

‘No visiem mingtiem gadijumiem sikék apskatisim pamata gadijuiu,t.i.
: taisno centralo triecienu, Apziudsim

= e ar V; un V, atrumus pirms triecicna,
/_-_-_;\\ /Uﬁ.:,\_ | pie kem V; 3 V, un meklésim ¥, uu W,
K = K2 X . &trumus pé&c trieciena,

N - AL $6 “ ! N Pie kermepu sadursSangs tie usiox-
NG RIE TGy " méjas un no deformacijas rodss vi.suas

o => speéki, pie kam kreisie spéki vesicina
\f’[:)" oy iy 1 kermege K, kustibu, bet labie nictojas
f kermepa Ky kustibai. Pie keruegu defor-

macijas centru attalwas ClC,, noies

zim, 116, <

13dz zinamam minimuwam un tad C., sdikao
attalinaties no C,. Ja kermepi ir pilnigi elastigi, tad tie ndniks
atkal izejas stavOokli un beidzot &Skirsies,

Pie pilnigi neeclastigiem kermepiem 0102 noies 1lidz uiniawiiam un

germeﬁi turpinas savu kustibu kopigi. Vidéjiem kermepiem narciiba bis
kaut kada vidéja, starp idedliem gadijumien,

Spéki jeb savstarpigas reakcijas, kuras rodas pie trieciecna ir,
ta saucamie trieciena speki. Tie sasniedz Joti lielas vErtibes, jo
trieciena laiks ir loti mazs, pieméram, térauda lodém trieciz=na laixs
ir T = 0,00007 sec.

Lielumi: paatrinajums, spéks un laiks trieciena gadijumé nav
érti pieejami mérisSanai, tamdel kustibas dif-nol-mu mj = I mdc ‘eit
nelietosim, bet izvelésim t&du nol-mu, kurd ieietu &trums, jo &truma
najpu més varam viegli izm@rit. .is nol-us bls kustibas daudzuia te—
orema, Apzimesim kermepu K, un K, atrumus pirms trieciena ar V, un V,.

To pasSu kermepu Kl un K2 atrumus péc trieciena ar Wl un Wz. veitienu
K, un K, masas ar m; un m,. Kustibas daudzuma teorema visai sistemui:

a;
Sul sl =zj (F + 5)at

bet kustitanotiek taisnd virziena ™ T T
' /\ f 3 o
e = e ! tr o gl -
Mgy + MyTp) = (MyVy + MoV,) _z} FCoso.dt + | 8%7.at b 5% at
0 <o '
Laba pusé abu trieciena spéku jeb reakciju impulsi saisinésices,jo vi-
pi ir vienddi péc lielums, bet iet pret€jos virzienos.Kas atticcasS
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uz pirno integralu ZjFGos od..dt, tad tas ir mazaks par ZT o xCos&. 5

bet ka jau bija noskaldrots Punkta dineamikad trieciena laiks ir tik wmuzs,
ia katru galigu lielwmm pareizinatu ar T veram atmest,temd&]l labz pucé
paliek nulle

P:Lez:u.mesm, ka nulli laba pusé mé€s dabujam tikai tad, kad apskateam
visu sistemu, bet, pemot kustibas daudzume teoremu v1ena.m kermenis, da—
basim labad pusé trieciena sp€ka 1mpulsu, kas ir galigs lieluus,Td8 nic—
méram, pirmam kermenim:

2, tr LA dory S 5
Mlu.l-Mlvl--fs S Y

Jg_
un otram kermenims ;
o S T At
M2I‘1'2 Mlvl b o5 S .4t = T

Tapat ka Punkta dinamika, ari Seit par trieciena laiku atseviiku Lerie—

gu punktu noietus celus varam ignoret. Ievedisim veél sistemas, t.i,
%bu ltermegu inerces centra atrumus pirms trieciena V un ch triecicna -
i tad
c? e
M.V, + Méﬂfz = (Ml + MQ)VC

MW, + MW, = (Ml - ME)WO
bet ieveérojot nol-mu (122), varam teikt, ka V, =W,, tas nozimé, ke par

trieciena laiku kop&ja inerces centra &trums nemainas. :
Ja pirms ‘trieciena V; > V, ,tad péc trieciena visparigi ¥, V.
—

Trieciena efekts ir atkarigs nevis no pasu atrumu Vl un V, lielune,bet
20 %o atrumu diferences,temds] ievedisim vl V; - V, = V_ ,t.i. redati-

vais atrums pirms trieciena un W, - W, =TV, t.i., relativaic &truue p3c
trieciena.

Sis atrums ir atkarigs no kermepu elastigam ipasibam un bis jo lie-—
‘laks, jo labakas elastigas Ipasibas biis abiem kermepiem.

Péc Newton’s prieksSlikuma attiecibu W, ykuyra raksturo izveleis
kermepu para elastigas ipasibas, nosauc V_
par trieciena koeficientu; apzimésim tuo
ar Y ,tad trieciena koeficients:

a W, =W

r

r 2 1 2 | e
— - - 3 i [ ] . . . . - - . - . . . (l’})
Tfr Tlfl —_ V2 \j/. I

Jo elastigdki ir kermepi, jo vairagk A tuvojas 1.

Ideali elestigiem kermepiem X -= L

.bsoltiti neelastigiem " ’

/idéjiem kermeniem 0 < D <1 -
frieciena kceficientu @ nosaka no eksperimentiem, pie kam tas arvien
attiecas uz kermepu pari, pieméram térauds—térauds,térauds—akiens u.c.
Meklésim tagad atrumus peéc trieciena, izlietojot trieciena koeficicntu,
relativo atrumu Vr un inerces centra atrumu Vc:

Wy, =T =RV - V,) = 'X.Vr , no kurienes W, =W, + 247 ,bat
agrak jau bija atrasts (Ml + Mg)% = lel + M2'W2 , ieliksim seit ¥

2
fid
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My + M)V, = MW, + My (77 +26V,)

(Ml + 1’2)"0 = (Ml - Me)ﬂ'l + Ma}y._'{.v , no kurienes
f s
'2 W1=Vc"w3€.-vr i,

i
g ey
Imwgz'nl-f-mv 3 '32=V +——-—;—M-2-—)tv i

N

|

! ¥
k. ..... .(124) '-'j
|

Talek mekl8sim atruma malgu abiem kerumeniem, .. S trume maina kermenim I

ir Vl - Wl : 3
: MV, + M,V M,
- 3V %o Vo ik
- = =l = - - ¥
SR e A R o ) e e R
o e b Ve e o [l M 3OV = e W
UM+ I My + 0, 9V'r - T NG By =5 M 'r

'

un galigi: - Vq - Wy = I V(L +5€), péc analogijas ari
¥

sy Py Wk caeh RO R )

No SIm formulam varam uziet citas izteiksmes &trumiem péc triescicna
caur atrumiem pirms trieciena un relativo atrumu.

= 14 *J
1 n'l"rm;( o).

2=V2+W(1+' )V

i

TSR

o RSN 1 B
W

——— il

b e g ki - .

Apskatot atruma maipnas formulas konstat@jam, ka labas pusec arvien i

ji 2

pozitivas, ta tad Wl < V, kermega Kl atrums pec trieciena samazinijis,

TT) V, kermepa K, &trums péc trieciena pieaug. Izdalot atrumu maigas
- Vo =N M
formulas, atrodam: ﬁ—l——vl H—- ytas nozime, ka atrumu maigus ctiisci-

ba ir prete,}l proporcmnal& masam un nav atkariga no trieciena losfi-
cienta

Trieciena iespaids uz kinetisko energiju.

Kinetiska energija pirms trieciena: Ka = %Ml o %' szg

By A 2 L o2
péc v Kp =35 Ml’ﬂl + 5 Mgwg

Xinetiskas energijas zaudéjumu apzimésim ar KA ,tad
.3 e ! 1 i 10 s e 2
T e 3 MyV5 + 3 V5 - 31,75 - 3 MWD
Ieliksim Seit 'ﬁ?l un W2 péc formulam (125), sastadot ieprieks:

i [
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, MM M2 ;
s, S 5
2 HE = 2V, - o VAT + 3 AL Yy

1 M%M

2 iy +

mm sl ) (1 +X)V,, 0% e ew)Pe?
e gy 4 ; + M e oF @ N e
l+ 1 2 (Ml + 1 )£ 1 2 I

M, M
S B (L R0V - zn—}% (1 #0202

M MiM
sy s 1 +3€ o s P
AT mprEl Vr (2 HR - = Uy (1) m
. _ L
N i e W b e (125)
& S o B S _
(/-\ ’1}'“ : ; q)-,j_ Pizz:.rme. .‘Z;a kermeni kustas vienu .vi:-ziené,t:;.&
- ; ta = Vi = V.
21, 117. s vha g
[,\ 7R I Ja kermeni kustas viens otram pretim, ted -
- — - i SR Ve i 12
L oo r 1 2 M
zim,118, Specisls gadijums 1) attieciba p= = 0, j:b
2 ¢
ooy M, = oo. Fenusim atruma formulas péc triecicre
_KKJE-:‘ K, (129)kermenim K : Z
S SRR A B e
TR 1.._l'rl & Vl Ml -+ M2 (1 +%) ‘v
.._ } fy . \_ :
Z].mtllg. W l
W, = - Ml (1 +6)V, i, (1 +)IV, =V = (2457,
7 + 1 —_ 4 1
3 L2 0 JNPA

W=V, = (Q4R)(V; =V,) =V, =V + V, = X(V = V)=V, =3 (5=7,)

St D S T R R 6

M
Kermenim K2: W2 = V2 + ﬁ';[%ﬂ; (1 +tﬁ)vr

M
T 3 R L
o wiae iR A 10, W=

Tas nozimé, ka otra kermepa atrums nemainas,
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M, M 2 M ol
Lk - £ > e Se IR S e 1 2 e £°%:9
A i e i s B e e ok 4

EE + 1

i

\K,_,:l—'z}'—gmlvf, CLnreR SO Y

R | 2
ApaksSgadijums: M, = @ un V, = O, otrs kermenis nekustas, Tad ari
W, =V, =0unV, =V, -V, = V;. Jemot formulu (127), atrodam kerumc-
pa atrumu Wy =0 - KXV,

}wlr_-a(vl J..........(l!;cj)
Ka redzams, kermenis K, maina atruma virzienu, Kineétiskas energijos
sl
zaudéjums: K, = =———— M Ve
A : gl §
K, 2

Formulu (129) parasti izliete trieciene koefici-
ensta 3 noteiksanai, laiZot kermeni K, brivi

4

krist no kada augstuma hl uz nekustosu keiueai K?
un novérojot celsSanas augstumu h,

Wy ==V, , -V2&h, = -)2\V2gh; ,n0 kurienes

e |

o
L
e

il &y

h4 : ,

B RH o R

K, 't' i
='/ ; e R el B0
zIm 120, | B L4

= B

Ka jau bija tekts, trieciena koeficients arvien attiecas uz kerinepu
pari, pieméram t&rauds-té&rauds,térauds—akumens,
_pecidls gadijums 2): 3¢ = 1, Kermepi ir pilnigi elastigi.

 Pirmkart pec formulas (126) ir redzams, ka Kp =0. Piluigi ela-
otiga trieciena gadijumg kinetiskas energijas zaudéjums nenotiek,
.trumus péc trieciena uziesim pé&c formulam (125):

Mlvl +—M2Ui - 2M2V + 2M,V.

Wy =V -2-WM2' (v, = ¥,)s ——
3 i f Ml EQ 2 g 2 M1'+ Mé
}‘ M, - N, M e
e bl
Wl — m Vl + 2 M + L{ “JE A e e (1/1)
| 1 2 i} 2 _
§ e M MyV, + MyV, + 2MiVy — 2M,V,
Bore U +2 gmiegee V)~ Vo) = W, + ¥
1 2 3 2
if; Coe 2
W2=2mvl—mvzl . . v (l_,l)
s At
ApakSgadijums: 3 = 1 un M; =M, abu kermepu masas ir vienadas.3ini ga-
iijuma atrodam tiefi no form. “(131) _
- ] i3 Sable S P s
! Wl —-Vz 'Lln WZ el ‘U'l % ﬂ“ L] . . - . . (l)2 )

Ius nozimé, ka kermepi apmainés atrumiem,
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Specials dijums ;)B€g= O, t.i. kermeni ir pilnigi neelastizi.
Yemot formulu (124), redzam, ka Sini gadijuma W, = VE un W, =V,
tad kermepiem pé&c trieciena bUs kopigs atrums
M.V, -+ M,V
! W W e e rhs ‘

Fée formulas (126) uziesim kinetiskas energijas zaudéjurmu &im sodijurem
oMW v

TILFE 7 1

2z

lipaksgadijums: (= O un V, = 0, otrais Kermenis nekustas. Uziesim ki-

ietisko energiju péc trieciena:

IR (L

r
|

: M
G | g0 i3 2 1
| V2 ¥ 7
K, = 50y + Mz)wi = 5l + M) EEEECel ) g -
: 1 2 S ey g
' VoM, W
Kinetiskﬁs energijas zaudejums, ievérojot,ka V& = Vl,bﬁs K:#& Ez%ig“_%
e e S e K M i
-astadisim attiecibu iy el (135)
xﬁ o

Formmlas (135) praktisko nozimi noskaidrosim sekojoZos pieméros.

Piemérs 1) Palu sisana,

K

Pie palu iesisSanas ir vélams,lai palis p2c ka-
tra sitiena ietu dzilék zem€ un no otras puscs,lai pi-
ia galve butu péc iespéjas mazak déformeéta.lr citien
vardiem sakot, lai kinetiska energija péc trieciens I
bitu lielaka, bet kinetiskas energijas zaud@juus pic *

j i ; ij

%*'KQ trieciena K& — mazaks, Torimla (1%53 rada,ka tad zvclt-
',T}}1§“j:} pe K, masai M; jablit péc iespgjas lielakai,sallcziuot

8 ar pala K, masu li,, Tas pats ir sakams ari pic neglu

v iesisanas, jo smagdks ir veseris, salidzinot ar uncglas
zim, 121, K svaru, jo atrak var naglu iesist.

2\ '* Piemérs 2) Kniedssana, Pie kniedsZanas ir jiveido knie-
f;dcg 34247;r des galvipa un S$im noltkam ir vajadzigs patérét dozrltu,
L;'ﬁ |£24°. kuyu dos kinetiskas energijas zaudejums X, . Ta tad
Tt N y A : X =
RARAL VYN Seit Jablut mazakam un K péc iespéjas lielakaii,

, Pec formules (135) masai M, jabit mezai, salidzinot ar
zim. 122, masu bet kniedes masa pati par sevi nav licle un

2

tamdeé]l vipu parasti palielina noliekot apaksSa smwagus kermegus,
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Camot teorema divu kermepu neelastigas taisne
trieciena gadijuma.

Carnot teorema formulé&jes ta: kermepu kinetiskas energijas jeb
dziva spéka zaudéjums neelastiga trieciena gadijumi lidzinajas pazau-

déto atrum kinetiskas energijas summai, 5

: o MUy WU
Dots: XK= 0. Kinetiska energija pirms trieciena: K = e - o .Kine-
| PR
tiska energija péc trieciens: !&] = —5— + —»— . Kinetiskas enecrgijas

zaudﬁjums: K& =K = I{po M
a 1 ar e o o
Kﬂ_= T(vg - Wl) + T(VQ ves wg):
bet ja kermepi ir neelastigiX. =0, tad Wy, =W, = W
; M
Kp= 2% - 7 + 20 - W)
Pec kustibas daudzums teoremas: Mlvl + M2V2 = le + MQW, jeb

Ml{Vl—W): MQ(W—Vz) = I'T trieciena speka impulsam.

e

M
L . N S o I .
Ko = E—(Vl—W)(Vl'm) + -g-*(VE—W) (V2+W) oo I (Vl-i-W) -5 1 (V2 + W)
SRS - M : AT O )
V. =N E—Itr\f i
I‘trj 1 ey ’EI M,

Lt
T2 tr\2
T T (1°2y I

K = = (I — e =) = S —

e ! (Ml Mz) 1 e

L LT e 7Y

A 20 2L
jeb ari Ky =5 My (V) - M2 + 3 M,(V, - W)? \ ........... (136)

ar So Carnot teorema ir pieradita, Piezimésim,ka formula (136) ir pa-
reize tikai tad, ja R = O\

Taisnais ekscentriskais trieciens.

Praks® parasti ekscentriskais trieciens nak prieksa pie kermeniem,
kuriem ir kade nekustosSa griezes ass,tamd€] piepemsim, ka kermenis K
atrodas griezes kustiba ap asi D, un tikai kermenis K, atrodas virzeg
kustiba ar atrumu V,. Apzimesim ﬁemepa K, masu ar Mll‘un kermepa ‘K, masu

,.D}\ ar M, un piepemsim,ka kermepa K, smagu-

& X X ma centrs C; atrodas uz kopg&jas norma-

K YA PR les,bet Cp gul arpus tas, Bez tam pie-
'/-"-H—»\,udhﬁ (AL pemsim, ka Vq ” NN un DpCp § NN,tad mes
a5y ; B R A SO gadijunmu varam kvalificét k& taisnu
9 triecienu.Apziuséim D202 un NN krusto-—

N

zim.l123.
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Senas punktu ar g , nosauksim to par triecviena punktu un apzimésim
:Dzjré = a. Bet lai“varetu ekscentriska trieciena gadijuma pielietot .
formilus, izvestas centralam triecienam, jaiedomajas kermeni X, aizwie—
totu ar citu kermeni K3,kuram smaguma centrs blGtu punktd 7, un“masa M)
bitu tik liela, lai kermepa KA spars virzes kustiba bitu viendds ar
kermepa K, sparu griezes kustiba pirms trieciena. Apzimésim kermepa K2
griezes a%rumu pirms trieciena ar(d:l, tad

wve g @fmdm

22 - 2.1 ,bet V, = Wa ,ta tad M3 2a? = J,W2 no kurieies mes
J

M% kuru sauc par kermepa K2 reduceto masu: H% = —%} FOSTN S L

a_ |
Ievietojot reducéto masu taisna trieciena formulas 124,125,126 ussas M,
vietd, varam atrast punkta 7 , atrumu péc trieciena,ka ari kinetiskas
energijas zaudéjumu, Bet Sini~gadijumd ir vél loti interesanti noskai-
drot, pie kédiem apstakliem griezes ass Do gultnés neblis reaktivo trie-
cienu, 59 jautajumu apskatisim tagad atseviski,neatkarigi no kermepa Kl
masas,t.i. piepemot, ka uz kermeni Kp derbojas kads trieciena spéks,
kura impulss ir zinams, -

Zkscentriska trieciena iespaids uz kermeni,kuram
ir nekustosa griezes ass.

& Triecienu més définsjam k& loti lie-
04 la speke iedarbosSanos uz keimeni Isa
N 2 laika,.Trieciena sr,éitc% iespaidu rak-
A sturo viﬁa impulss T'T,kas ir vek—
7 tors spéka virziena.
) Lai griezes ass bltu nekustosga,
4 i |-l ta jaieliek divas gultnés,kuras dos
ST h divas reskcijas S un §5.Koordinatu
li‘ o sakuru pemsim viena no gultnim punk-
202290 ) — t& 0,. 2 asi izvelesim ta,lai vipe
ER R ! sakristu ar griezes asi,X asi pem—
O ke sim paralléli visisskam impulsa vek-
tora attalumam no griezes ass,lidz
SL- ar to tad X ass bius perpeandilulara
— zim, 124, impulsa vektoram T;r.Pﬁrnesisim im—
pulse vektoru I'T sava virziena 1idz krustoSansi ar XZ plakni punkta T.

Tada gedijuma vektora projekeija: I;r = 0 un paliek I;r, Izr ar iedar—
bes punktuj”,ku;a koordinatesi?f(xo,o,z ) Ievedisim vél $adus apzims-
Jumus: g

h — attalums starp gultnénm,

M - kermepa masu,

Jz— kermepa inerces momeantu pret asi 0Z,

Q)i uts QJ2 — kermena griezes atrums trieciena sakuma un gala momen-—
t&,pie kam,ja kermenis bija mierad,tad (0, = O.

Jemsim griezes kustibas ap Z asi dif-mol-um: i
il P o o
JZ.(. =L, , bet 3oy = Py oX,

ievietojot So un integrejet no trieciena sakume momenta tq 1idz trie—
ciena gala momentam t,, dabusim

,-.'t? __'\1.'.2
o S tr ' tr M2 &
t T
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4 )
un tad _ | 3,y - 13y) = 1o ix, oo ool o

Ar %0 nol-ru veram atrast atrumu péc trieciena WJ.. Bet ar atruma no-
teik&anu més veél nevaram skaitit jautajumu galigiTatrisinatu; uziesinm
vél ecik lieli bus reaktivie triecieni gultnés jeb reakciju impulsi, Mi-
su riciba Sim nolvkem ir vE@l 5 cieta kermena vispariges kustibes dif-
nol-mi, t.i. 3 inerces centra xustibas nol-wi un 2 momentu nol—ui ap

X un Y asim, ;: = N l

i 4) ==
SETH 4y a a at I‘x
2) My, = F + Sly + 82y

y d"
o e a a 5) &_
3) MZG"FZ +Slz+523 at "I'y

Pirmkart ieverosim,ka pie griezes ap Z asi koordinates z = const, un
zZ =0, z=0, tad pareizinasim 1), 2) un 3) nol-ms ar dt un integre-
sim no ‘t1|lidz tz

=y
e

1) Mxgp = %) =

= 2) M(Fgp = T61) =

(s?x i sgx)dt

t;

3 b
Bty [ 5 a a

\ R S : d
_)t(y + ly~1-s£y)1:

B " ¢ 3) 0 = j:? (7T + S{: + 83)at .
C : Iev@rojot,lka- griezes kustiba ap Z asi: Vc =£‘).,rc
X un Y, =%, =~V Sing=-W.r; ;—‘—;— = - yc-. ()
. 5 , ; £q
Eenior ch =¥, = ‘JcCosq.) =-.£ix)..rc —I—Z = X,.0)
var aizvietot }.{CE = Y Wy : }E}'Cg = xc.(J2
£5l = Wy ) tycl Sidgeldy -
O r2
Apzimésim veél reakeiju impulsus: -)t S?_x = Ly 'jt E%}t =i, u.t.t.
un ievietosim nol-mos 1), 2) un 3), tad ;
e ) L, |
2) Mx (W, -W,) = I°F 4 1y + py
3) W= e

Tagad pemsim prieksd nol-mus 4) un 5), ievietosim kregdés pusés kusti-
bas daudzume momentu izteiksmes un sastadisim momentus labas pusis:

a . . 0 4 a
4) a——fzmk(ykzk =2 J 2 LS S?y.h
d . . jea % i a
5) _d_fzmk(zkhk - Xz ) = - ¥y oXo + Syyeh
pirmkart liksim ék = 0, ld == Yo un S’k = X .W,tad pareizinasim

ar dt un integresim:



04n o

t
'ty
-z, J Ftr.dt-hg 83 .at
tl £

W AT 3
it B L N -

ts

: ( .
5)~ Tz (hi, —W,) = —x, \ Ftr.dt +h 4 53 _.at
1

Jt
¢
Skaitot par trieciena laiku punktu koordinates par Const,,varanm 11k1:.'
Z mX, 2, = J :

2 YeZy = oy

tad 4) { Iy, (L, = (2q) =z Itr+h12 *

o y
|
5) li I, (f‘d2 - Wq) = x, Iz o edn,

_Ho nol-miem 1,2,3%,4,5 var uziet reaktivus impulsus,ja bUs atrasti cen-—

trifugalie inerces momenti un zinamas inerces centra koordinates,
Tagad noskaidrosim pie kadiem apstakliem trieciena spéks neiz-

sauks gultnes reakcijas, Sim nolukam Japielidzina: 1]_}:“123: ily igy

= 3% 1. =05 2Np''1) nol—ma tilip atrodam, ks
lg 2% 2 {T'_'O_ tes nozi-

c
18, ke smaguma tentram C Jaatrod.as Xz pluhne. Talak no 2) mol-ua atro-—

@a.m ch(w2 (dl) & . Nemsim v8l griczes kustibas nol-mu (138):
=0, ) 2 Itr.xo,

tas nav nekas cits,ka ekvivalenta svarsta garums «(Z ta tad xo {J/

Tes ngzimé,ka trieciena iedarbes punktam A, Jaatrodas attaluma @ no
griezes ass,ka.s lidzinajas ekvivalenta svalsta garumam,

¥o 3) nolidzinajuma atrodam, ka l I.::r =0 ' ytas nozime,ka trieciena
impulsam jabltt perpendikuléram X0Z plaknei., Péc tam atrodam no nol-ma

5) Jy, = 0unno 4): I, (Wy -Wy) = 3, 1'3‘;1’ Lai noskaidrotu %o rezulta-
tatu nozimi, pam651s:|.m koo dinadtu sgkumu pa Z asi punkta 0’ ar ordina-
tu z, un gemsm jaunas ass paralleli vecam, tad

Y
izdalot vienu ar otru,atrodam X, Efc“” ,bet

0 2
xk=;‘ik ! yk= ‘(k i zkz'-'.k-l-zo
e e e e e
i ) ={n &
Iyz "jykk (lk( St Ml el b B AR .(%dm I
JYZ=J‘”‘U$+Z MV{C bet ?c-Ou:aJJ =0, tad._l J,?(gzo \
_— < - { ?
Jp =] Fydm fzk( + Boddm =} Ty Gy dm + 2, ) Ty dm
i age 2 \ R, ) e
sz = J?% + z M ic o Izdalisim nol-mu 4) sz(g-ég .,dl) % Zon ?1
~ i . i — tr ) o ——Q- 55 = ‘;'_ 2]
nel-mu (137) J,(Wy =(0)) = x,I.° ,tad I, = Caiat i Tt O X
ZOJZMG : 3 r = -
sz i ___TZ____ =4 Mzoxc' Tagad_ Jf"z = sz"{uIZOEl'CQJIZOXC—MZOgcﬂJ g }uc= ’C.



AR —

K& redzams, ari l Jiﬁ =01 .Bot ja Jiq =0 wn J?% = 0, ted griczes asij .

jabit galvenai asij punkta O’ (ne centralai,bet tikai galvenasi asij).
Savelkot visus rezult@tus varam teikt,ka gultnés nebls triecienu,ja:
1l)trieciena impulss ir perpendikulars plaknei,vilktai caur griczes asi
un kermepa smaguma centru,2)griezes ass ir galvend inerces ass punkta
0?,kas ir iedarbes punkta A projekcija uz griezes asi un 3)impulsa vek—
tora attadlums no griezes ass lidzingdjés ekvivalenta svarsta garumam,

Punkts A, kas atbilst minetam prasibam,saucas par trieciena centru
un tas sakrit ar jau pazistamo svarstiSanas centru S.

T

i TR I

Piemdrs. Uziet trieciena centru homogenam taisnstlirim, Izvélésim koor—

i dinatu sistemu ta,lai Z ass sakristu ar
griezes asi un X asi taisnstlira plakn®é,tad
inerces centra koordinates:, b, . _,. , B
Inerces moments ap Z asi: c 2 Yo A
) %-MbQ. Trieciena centra  koordinates:
132
2 x__.JZ _ij —.g.'b- =l D% --.]21...
=4 : s M.x, X M } TR 3 Jp = (o SEEAH”
X zim,126. 2

PiemSrs, Ballistiskais svarsts. Peéc ballistiska svarsta novirzitanas
lenka var spriest par ladipa atrum,bet lai pe-
kares punktos nerastos dinamiskas reskcijas,tad
ladinam jaiesit svarstiSanas centra, kas h's
1idz ar to ari trieciena centrs.

Pl oV

ziﬁ, 127,77 |
Piemérs, Rokas amurs. Lietojot rokas @&muru, kats japem tik gars,lai

5 punkts 7 biitu svarstiSanas centrs punktam 0,kuru
O~ \ turam roka, Ja tas nebis izpildits,tad roka sa-
' w jutis nepatikam reaktivu triecienu. Uziesim yvEl
77 amura atrumu péc trieciena lietojot form,(125) un
O 114 Kl uzskatot amuru par kermeni K,.
zim,128, M J

" -~ 1 2 : L A
W, =, +-EG;E;{l+a€)vr,kur mase My=c0;V =-V,; M, = ;ﬁ,tad

Wo=V,—(1+26) V,5 [Wy = =3PV, | «Kinetiskas energijas zoudsjurm dabiisim
e e’ l 2 2 2 M-M ' J 2
péc formulas 126t o _ 1 -90-  "1°2 Ao
A 2 M., 5 A
Carnot teorema punktu sistemai,

Punktu sistemai Carnot teorema formulsjas té: Jja sistemd pékspi
rodas jauna saite, tad kinetiskas energijas zaudéjums lidzin&jas pazau—
deto &trumu kiretiskai energijai.

Piepemsim, ka sistema ir h saites:
fl(xlylzlx2y2z2 cee KyYyZy ass xnynzn) = 1)
fo (X V12150V 025 «oo X2y oo X¥pzp) = O
fh(xlylzlx2y222 coo XY By ees xnynzn) =0
Distema atrodas kustiba un pékspi rodas jauna saite
£ (X9¥321%0Vp%) +ee Xy ene X¥pzy) = 0

rie kam vecas sailtes arl paliek spéka. Tad mazg laika spridi‘fvno mo—
menta ty 1idz t, punktu atrumu projekcijékaX,ka,Ukz jamainas t&,lai

tas apmierinatu ka veco ta ari jaunas saites nol-mus,ja més tas nodife

Ui,ku;a dod
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rencésim pec lalka. Apzimésim $1Is jaunas atruma projekcijas ar rkx’
ka un hkz, tad

%(2;}; T'kx 232 ka 2;{ kz) =3
z (gfi Skx F gik ka+g: sz) o0
Nemsim tagad punktam Ak kustlbas dif-nol-mus ar jauno saiti:
mkik=xk+J<1'axk+J{ ,ﬁ;+...+«( ‘/{50—
mF = Y, +./<1§—+u(2,ayk+ +v(h3——-+v(aayi

g of5
mE =T +‘/<le ?bz +...+/(h5;”—+u(3;—

pareizinasim ar dt, un integrésim robezas no tl lidz T,

2
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mk(ﬂb(—vkxhjtxkdt-}-jtl/( ,(,)._l at + /t u<2 5—- AL+ ot

t ,tl
i e X -— sl / o R g
T Ty Ty
r Yo ) T
£
A h Dr
ty Ty
% 55 ) .
b S A e R e O
By Mgz s i k l’ﬁ_z; 2 92y g
t ty T
: :
Bl C
Ao Oty RE:
e s +j h Zk &t +j \K E’z_k dt
t; 3 ty
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Jaunas saites reakeijas punktam K impulsa nmjekcijas uz koordinatu
asim bus:

e e s
jtlu(——-dt ; f J(’:)Y , tI\AA'JZ—kdt

bet par mazu laika spridi L,- to, =ty Varam skaitit visu punktu koor-—

dingtes par const. lielumiem, kade]l 15%? P —

un var iznest no "

’ Y
Kk
1ntegrallem lauks un aizvietojot vel.(ig ,dabu51m
t
2 iDf

of i k) S- :
LA-—~— dt = = — S.dt = =~ === u,t.t.,kur ar i ir uPZlthB
t1 Xy AE oy By

S.dt par trieciena laiku, °
L (2
Ieveérojot,ka B L.dt = 0, j Nt e 0 o Zy .4t = 0 un,parvei-
| 1 5 It
. .dojnt visus parzjos ‘ntegralus péc apskatita parauga, dablsim:
T]' —_ V = -:-L- b + o . !

o (T kx). A 3, ﬁ gk By, 0X k‘
1 ¢, 41 .'afl i, of s by by
o Ay, Wy

A il 5.0 , T
ol T e b e i R Sk *h 7*h
mk(nkz sz) e ’,\ bz + Al BZ )&l jzk + LRI Ah azk

un_ treso ar Yz UB

L1

sz

reakcijas impulss

feizinasim S0s nol-mus pirmo ar ¥, , otro ar":":ky
sumnesim visal sistemail un visiem virzieniem:
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e & ; i i i 3 - e i f
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a3 2 11 PE iy N |
U w Z ' Fog b
+“ayh ky ‘\z z) T ( e Tex + ‘ayk ky 0% Z) L
' i n ﬁf th bﬂ . 5 )
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varm Jalidz1naaas nullei, tamdél, ka jauniem atrumiem jaapmierina visas
saites, ta tad

Sh, LR AR

ez T iy Vg = Wi W) = 0
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Parveidosim diferenci:

2 e ) ' =

W kx Vex = §(ka F Ry g vix i vix 3 z“kkax)
P A g Tttt

Vi ~ FiVix = 3(@ I (8O0 )

Parveidojot péc ta pada parauga arl citas diferences, dablsim
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Ar-80 Cernot teorema ir pieradita.

. ]
Piezime. Ja saite ir rheonoms, t.i. satur laiku atklata wveidi,
tad teorema wvairs neder.
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