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levads

Tapat Ka citu matematikas dalu, ari elementaras  maternatlkas
saturs nepanraukf mainas, pamata paplasinoties. Pieméram, neviens
nesauoas, ka naiuralu skaitlu dadSanas algoritmsattiecinams  UZ
padiem elementaras rnaternatikas pamatiem; tomer viduslaikos par ta
brivu parvaldisaru  pieSkira  zinatnlskos gradus. Par elernentaras
geometrijas  klasiskam lappusérn Sodlen uzskatam uzdevumus, kas
vel 250 gadus atpaka! bija pasaules ieverojamakomatematiku
uzmanibas loka (Eilera rinka Unija, Gausa taisne utt.).

Tradicionadli pienemts vardus “elernentara matematika" saistit tikai
ar skolu. Tas nav gluzi pareizi, Protams, vairums tasmatematikas, ko
maca skolas, ir attiecinama uzelernentaro  (kaut gan ir ari iznémumi;
piemérarn, dazos franCu lieejos vecakalas klases apgust Hilbe:rta
telpas pamatlpasibas); tomer daudz plaSaka ir fad elementaras
rnatematikas dala, kas nav formaii saisita ar skolu programmam,

Precizésim, ko més saprotam ar vardiern “"elementara
rnaternati ka".

Vispirms atztmesrn ,ka precizu defirGcilumaternatiska izpratne
Seit nav iespéjams dot; tddas nav arm daudz skaidrak norobezotam
maternatikas nozarérn, Méginot uzskaitit tas dalas, elementaraia
rnatemati ka ieklautos Elklida planimetrija un stereometrija, linearas
operacnas ar plaknes. un telpas vektoriern, to skalarars,
pseidoskalarais un  vektortalais reizinalurns, lielaka dala
kombinatoriskds geometrijas,elementara skaitlu teorija, radikalos
atrisinami  algebriski  vienadojumi un to siistemas,algebriskas
nevienadibas, elernentaras funkcijas un to ipaSibas, vlenkarsakas
skaitlu virknu TpasSrbas ungallgu kopu kombinatorika. @ Tomér daudzi
rnaternatiki pie elementarasmaternatikas pieskaita ari grafu teorijas
elementus, vienkarsakos kornbinatorlskos alqoritrnus, naturala
argumenta vienkarSakos  funkctonalvienadojurnus un dazas citas
matematikas nodalas. Pilnigi noteikti pie eternentaras matematlkas
netiek pieskaititas tas metodes, kuras saprot un efektivi lieto tikai daZzi
Sauras nozares specialist, ka ari taS metodes, kas gan tiek plasi
izmantotas daudzas nozares, tomeér prasa lzvérsta un specifiska
rnatematiska aparata lietosanu.

Viena no aprakstosarn un nekada gadijuma ne precizarn
elernentarads rnaternatikas defirdciiarn varétu bat Sada.



Elernentard rnatematika ir 1) to spnesanas panerruenu kopums,
kurus plasa matematiskd sabiedrlba uzskata par paSsaprotamiem,
neatkarigiem no kadas specifiskas rnaternatlkas nozares un bez
ipasas atsauces uz tiem lieto tos Vlsdazadakalas, ari loti talu viena no
otras stavosas rnatematikas nozares, 2) uzdevumi, kas atrtsinami ar
Sadu metozu palidzibu.

Acimredzot,Sads  elementards matematikas jédziens ir vésturiski
nosacits.

Vairuma gadijumu zinatniskaios pétijlumos nepietiek tikai ar
el'ementarajammetodem: tas tiek lietotas kopa ar attieclgas
matemati kas nozares  specifiskajiem panémieniern, Elementaras
metodes biezi ir izSkiroSas kada spriedumaetap.a: novéerléjuma
izdariSana, lemmas pleradiluma, singularagadijuma analizé utt..
Tomer ir ari daudzi gadijumi, kad visa atrisinajuma parnatideja slépias
elernentards metodes negaidita pielietojuma. Atzimésim, ka dazreiz
tikai pec zinarna laika izdodas pamanU veikta pieradiduma sakaru ar
kadu no eternentaras maternatikas rnetodern,

Tapéc |Ir svarigi SIS rnetodes lespéjarni plasi un vispusTgi apzinat,
konstatét to izpausmes dazadas rnaternatikas nozares, to
savstarpéjas sakaribas. Ne mazak 8varlgi atrast vai izveidot
raksturiqus So metozu lietoSanas panémlenus, iepazlSanas ar kuriem
lautu apgut tas praktiskai darbibal.

, Saja darba mes apJikosim daZaselementaras matematikas
metodes ar kombinatorisku  saturu. Toapzinasana sakotngji
galvenokart notikusi, nodarbojoties ar uzdevumu komplektu veidoSanu
dazada Umena matematikas  olimpiadém, konkursiem utt.. ka ari,
izstradajot rnacibu Hdzeklus, kasatlaej sagatavoties Sim sacensibam.

Mineta. specifika nav nejausTha. Matematlkas ollmpiadés, kuras relatTvi
isa laika posma. jarisina 5 uzdevumi. daribniekiem nevar piedavat
pétiSanai dzijas problemas (kaut ari dazi veiksmigi meginajumiir

bijusi). Tapéc, lai padarTtu Sis sacenslbas Jespéjami matematiski

saturigas, Latvija cenSamies talas ieklaut uzdevumus, Kkuru risinasanai
nepiecieSamas idejas un panémleni tuvi masdienu zinamé lietotaliern
spriedumiern ..No otras puses uzdevumu komplektu sastadiSana prasa
to veidoUijiemiepazities ar daudzarn matematikas nozarém, lai kaut
daléji i.zbégtu no tému atkartoSanas. Sie apstakli arf nosaka 'olirnpiazu
matsmatikas" cieSo sakaru ar elementaro matematikuaugstak

rninetala izpratné.



Galveno elernentaras  matem af kas kombinatorisko metoZzu
apraksts dots darbos [1] - 16]. Lielaka dala uzdevumu . kas sastaddi,
izmantojot un i'lustréjot Sis metodes, ievietoti krajumos [7] - [141. Bez
tam $1s 'metodes un uzdevumi ietverti macibuqrarnatds un ITdzeklos
[15] - [23]. To apguSanai un pielietosanai izveidotas daudzas
(apmérarn 30) metodiskas izstradnes; skat., piem .e[24] - [31].

Visparigds kombinatoriskds metodes Seit aplikotas 1.8.

Armérki ieklaut Sis metodes izglitibas sistérnasaprlté Jau skolas
posma Latvija izveidota izvérsta padzilinatas matematiskas izglitibas
sisttma ar centru Latvijas Universrtates A.Uepas Neklatienes
matematikas skola; taaprakstita 2.§. Sis sistemas darbibu var uzskata
par aplukoto metozu praktisku ap robaciju.

Darba kopsavilkuma nosléequma pievienots literatdras saraksts.

1.8. Dazas visparigas kombinatoriskas metodes
t.t.Kombinatorisko metoZzu un uzdevumuklaatikacila,

Kombinalorikas  pamatprincips.

Kombinatoriska  rakstura uzdevumus var nosacti iedalit sekojoSas
nelas grupas:

A. Noskaidrot, vai eksisté kaut viens praslta tipa objekts.

B. Uzradrt kaut vienu Sadu objektu.

C. Noskaidrot, cik Sadu objeklitu ir.

D. Izstradat algoritmu, kas dod visusSadus objektus.

E. No visiem dota tipa objektiem atrast kaut kada nozimé optirnalo,

B, CI D grupu uzdevumi ir izteikti konstruktiva rakstura. A grupas
uzdevumos var lietot gan konstruktivas, gan netieSas metodes
(neeksistences  pieradTjumi no pretéja). E grupas uzdevumos paSa
optimala objekta atraSana prasa konstruktivu pieeiu, karnér fa
optimalitates pieradijums var bt gan konstruktivs, ‘'gan nekonstrukfivs.

Kombinatoriskds  metodes, kuras mes apldokosirn, var tikt iedalitas
divas lielas grupas .. Viena grupa raksturojas ar vispariqo pieeju
"sprrezam par kopas ipaSibarn, balstoties uz tas elementu IpaSibarn”.
Otru grupu raksturo pieeja "cenSamies uzzinat kaut ko par
atseviskiem elementiem, balstoties uz visas kopas ipasibarn”.



Uz pirma tipa rnetodém mes attlecinarn rnatematiskas mdukcijas
metodi un ekstrernala elementa metodi, uz.otra tipa rnetodém - vidéjas
vértibas metodi, invariantu metodi un interpretaciju metodi. Protams,
praktiskos pielietojumos Sismetodes tiek lietotas kombineti.

Butiska sastavdala visas rntnétalas metodes ir sekojoSs princips,
ko rnés sauksim par kombinatorikas pamatprincipu (KPP):

skaitiSanas rezultats nav atkarigs no skaitlSanaskarflbas.

Bezierunam  Sis princips ir pareizs anieciba uzgalig.am kapam,
tomer . ka. zinams, ir spéka ta analogi arl dazas "bezgaligas"
situacijas: absolltikonvergentu rindu summeéSana, inteqracijas
kartibasmainaabsolOti  konvergentosintenralos  utt Mésgalvenakart
aplukojam ta pielietojumus galigu kopu situacijas (bet ne tikai).

Masu aplikojarno metozu pielietojumos KPP ir [paSi svariga loma
arf apmacibas  procesa: ar [a palidzibu var ilustrét daZadu
matematikas dalu cieSo saisflou. Pierneram, uz KPP balstas praktiski
visa identiska algebrisko parveidojumu tehnika. Tiesarn,
pamatidentitates a.b=b.a, a-beb-a, a+(b+c)=(a+b)+c, a(b+c)=ab+ac
izsaka KPP dazadus variantus (piernérarn, a.b=b.a vienkarSota
varianta izsaka faktu, ka ritinu taisnstari ar a rindinarn un b kolonnarn
ratinu skaitu var iegut, 9'an skaitot pa rindinam, gan skaitot pa
koionnam.)

Otrs bdatisks KPP pielietojumu loks ir C grupas uzdevumu
risinaSana lietojarna  rekurento sakaribu metode. TieSarn, katra
rekurenta sakariba izsaka faktu, ka muas interesejoSos objektus (kurus
mes parasti ledomaiarnies kaut kada dabiga kartiba) var saskaitt! ar"
citadi, klasifioéjot 0eC jcaoas noteiktas pazimes. Tadéjadi KPP
pielietojumi ir ar™ reizinajurna  likums kombinatorika,  klasisko
kornbinatorisko skartlu aprekirlaSana,ieslegSanas ~ lIzslégSanas
formula, utt Plasi KPP pielietojumi saistiti ar elementaro skaitlu teoriju
(dalitaju skaita novertéjumt, Gausa lemma un tas pielietojumi utt.)
Visparinata  veida KPPizpauzas ¢eometrij.a, kur daudzos gadijumos
figlras rnérs vienads ar tas atsevisko datu méru summu neatkarigi no
ta, kadas rnérojamas dalas figura sadalita un kada kartiba sis dalas
apskata; uz to balstas, piemeram, visas laukumu aprekinasanas
metodes.

No pielietojumu viedokla KPP apguve seviski noderigs t.s, "celu
shérnas" jédziens. Ta pieHetojumu ilustré sekojoSs uzdevums.



"Pa cik dazadiern celiem var aizbraukt no A uz B, ja atlauts virzities
tikai no kreisas uzlabo pusi (skat. tzim.)?"

t.zlrn,

Sis uzdevums ir viens no t.s. "modeluzdevumiem"  rekurento
sakaribu metodes apguve. Ar lidzigu shému paridzibu var uzskatarni
itustrét daudzu kombinatorikas uzdevumu nsinéjurnus.

Kombinatorikas pamatprincipa pielietojumus skat. darbos [l|, [7]~
[1:4], k& ari kopa ar galveno kombinatorisko metozu izklastu.

1.2. Matematiskas indukciijas metode (MIM)

Acirn redzot , MIM ir  pirmas grupas metode: f{a laujizdarn:
spriedumus no atseviSku elementu ToaSibam par visu kopu. Analizéjot
las dazados pielietojumus, tika konstatéts, ka loti batisks ir indukcias
snémas.lécziens .

Visparplenemtaios MIM lietojumos parasti parbauda bazi pie
parametra vértibas n:::lun veic induktivo pareju no n:=;kuz n:=;k4.
Sada shema pec biitibas ietverta ari Peano aksiomu sistérna. Skaidrs,
ka ari jebkuriem citiem rnatematiskas indukcilas Uetojumiem galu9ala
principa jareducéjas uz So shérnu, Tornér, risinot konkrétas
problérnas, daudz parocigaki var izraditles dazadi tas varianti.

Aplakosirn indukciias shémas jedzienu ..

Ja dots visparigs apgalvojums A(n) ar parametru n, attélosim to 'ka.
uz vienu galu bezgarigu ratinu lentu. Tad atseviskas rdtinas attéla
atbilstoSos apgaJvojumus ar parametra vertibam n:=;1\ n:2, ni3,.
(skat. 2.zim.)
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A(n) ‘ ‘ | eoe

AT AQ A@’)
2.zIm.

|ztélosimles, ka no sakuma visa lenta ir balta. Pieradltiern
apgalvojumiem  atbilstoSos apgabalus aizkrasosirn. Tad madsu rnérkis
ir paradit, ka var aizkrasot visu bezgaligolentu A. Sada Interpretacija
klasiska indur(cijas shéma 1; k--+k+ 1 attélojas sekojosi:

a) aizkraso pirmo kvadratir,tIA(l),

b) pierada likumu, saskasa ar kuru aiz aizkrasota kvadratina
sekojosSo ari var aizkrasot.

Grafiski Sadi spriedumi attélojami ar 3.zim.

ITITL.. s

22 \@)

a) b)
3.zIm.

Uzskatami redzams, ka, izejot no situaciias 3.a zim. un pakapeniski
pielietojot 3.b zirn. redzama "Sablonu" . aizkrasolarn visu 2.zTm. lentu.
Saglaba.jot parnatinterpretacfiju ar bezgaljgo aizkrasoto lentu, ir

skaidrs, ka aizkrasoSana var notikt ari citadi. Tadéjadi nonakam pie
indukciias Shérnas jédzlena. Tagalvenas izpausmes ir

1) viendirnensionalas indukcijas shémas ar bazi
A(l), A(2)"™IA(m) un Induktivo pareju
A(k+1)& A(k+2) & ... & A(k+m) -+ A(k+m+ 1) (skat.4.zim.)
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' Hy

4.21m.

2) viendimensionalasindukcijas shémasar bazi A(1) un induktivo
pareju 'lit(t<k -a' A.(t)) -;,. A(k+ 1) (skat. 5.zim.)

10

5.zim.

3) viendimenslonalas indukcijas shérnas ar léciena garumu lietaku
neka 1, piem., shéma ar bazi A(1)&At2) uninduktivo pareju
AK)-:,.A(k+2).

4) viendlmensionaldas indukcilas shémas “"turp ~ atpaka!" ,
piemérarn, shéma ar bazi A(1);A(2) un indukGvajam parejarn k-+2k un
k~k-1

5) viendlmeostonatds paralélas indukdjas shérnas, kad vienlaikus
pierada vairdkus apgalvojumus. no kuriem patiesiba svarigi tikai dazi,
bet paréjie kalpo ka "sastatnes majas cehnieciba’

6) vairakdlmensionalas indukcijas shémas, kad pierada-mais
vispanqais apgalvojums atkarigs no vairakiem parametriem.
Pieméram, plaSi. Izplatita ir apgalvojuma A(n,m) pierardSana péc
shérnas ar bazi A(1,m) & A(n,1) uninduktivo pareju

A(n-1 ,m) & A(n,m-1) -+ A(n,m) (skat.6.zIm.)
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6.zIm.

7) viendimensionalas indukcijas shémas I/pecmizinguma’,
piemérarn, indukcijas shéma ar bazi A(pk) (p-pirrnskaitlis) un induktivo
pareju A(n) & A(m) & LKD(n,m)=1 -) A(nem).

MIM kombinatoriskos uzdevumos tiek pamata lietota 1.1 punkta
rninétds 0 grupas uzdevumu risinasana; bez Saubarn, tai ir plasa loma
ari arpus kombinatorikas. Retak, bettomeér pietiekami biezi, MIM tiek
lietota B grupas wuzdevumu risindSana ("matemafiska indukcija
atsevisku  apgalVojumu pieradisana”), ka ari C un E grupas
uzdevumos (optimalitates pierddijumi ar indukciju, kas parasti izmanto
plasaku apgalvojumu pieradij,umus,. paraleto indukciju utt.)

No pielietojumu viedokla, apguastot MIM, ipasa Veériba veltama ari
pietiekami  daudzpusTgam  uzdevumu  grupam, ar kuram ilustré
dazadas shérnas. Bez pedagogiJa klasiskaliem MIM piel.ietojL:miem
summu aprekinaana, nevienadihu un dalarnibas Tpasibu pieradiSana
unidentitasu pamatoSana liela uzrnardba tiek veltltainduktivam
konstrukcijam  (t. sk. indukdvam deftriciiam), kombinatorisku algoritmu
izstradei un to pareizibas pieradiSanai,indukcijas pielietojumiem
atseviskuapgalvojumu pieradisana, Spélu analdzé, jautdjumam  par
piemérotaindukciias parametra izvell, Vispar mes uzskatam, ka MIM
pec batibas ir process, un tapéc tas apguvi Vvislabak sakt ar
konstrukva  rakstura uzdevumiem, kuru risinaSanas gaita katra
nakosa atseviskd uzdevuma TriSinaiurns tiesi un uzskatarni izriet no
lepriekSejd uzdevuma risinajuma, nevis ar algebrisku  sakaribu
pieradiSanu, ka pienemts ktasiskajos macibu lidzeklos.

MIM pielietojumi elementaraja maternatika izklasdti darba [1]; skat ..
ari [5] [71~]4].



13

1.3. Videjas veéeribas metode (VVM)

VVM ir izteikta otras g.rupasmetode;. ta tauj spriest par kopas
elementiem, izmantojot visas kopas integralus raksturlielumus, kas
saistlti ar visu elementu skaitlisko raksturlielumu summu, reizinalumu
utt. VVM izpausmes elernentaraia rnaternatikd Irloti daudzpusigas un
savstarpé]! Skietami nesaistitas.

PlaSa VVM pielietojumu grupa balstas uz sekojoSu principu:

ja lielu objektu sadala maza skaita dalu, tad vismaz viena dala ir
pietiekami liela.

Ko katra konkréta situaclla nozimé "liels", "mazs" un "pietiekami",
atkarigs no apskatarna Uzdevuma.

PaSi viertkarsakie VVM pielietojumi  saistiti  ar summu un
reizindjumu  NOVErtéiumiern sekojodu apgalvojumu forma:

la X1.+X2+ ... +xn>s,+a2+ ...+an' tad eksisté tads i, ka xi~ai'

Ipasi svarigs ir specialgadijums. kad ai=a2 ...=8:0.

Skaidrs, ka analogus rezultatus var formulét  stingram
nevienaoibam, poziflvu skaitlu reizinéjumlem utt.

Minetas lemmas speclalgadilums diskrétu objektu gacfijuma ir plaSi
pazistamais Dirihle princips (OP):

ja vairak neka. k.n objekti sadalif n grupas, tad vismaz viena grupa
ir nemazak ka k+ 1 objekts.

Pat $aja visvienkar$akaja formulégjuma OP un fa tieSi secinajumi
gust plasus pielietolumus, Atzimésim dazus no tiem.

A. Elernentaraja  grafu teorija OP pie'lietojams teorémas par
sakartojumiern virknes un ciklos, par Hamiltona un Ellere celu un ciklu
eksistenci un neeksistenci, Talak, visa klasiskd grafu Harnseja teorija
pec butibasir daudzkariga un sarezgTta OP pielietoSana (biezi reize
ar MIIM) pilntern un nepilniem grafiem. Ar DP cieSi saistdl klasiskie
rninirnaksa rezultati (Holla, Dilvorsa, Keniga-R.ado teorérna Spernera
lemma, Forda-Falkersona algoritms utt)

B. Elementaraja skaitlu teorija DP pielletolomi vispirms saisfiti ar
skaitlu klasificeSanu péc moduliem (tieSi sakara ar VAcu matematika
P.L.Dirihleé darbiem $aja nozare Princips ieguvis savu nosaukumu). DP
pielietoSana  ir viens no ga.lvenajiem etapiem, pieradot tadus
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klasiskus rezultatus ka Ferma. maza teorérna, Vilsona teorérna,
kinieSu teorérna, Tues lemma utt.

Cita DP pielietojumu  grupa saistita ar ska.itlu kanoniskajiem
sadalTjumlem pirrnreizinatalos.

TreSa DP pielietoiurnu  grupa saistita ar realu skaitlu pieraksta
struktiru poziciondlas skaitiSanas sisttmas un iraciondlu  skaitlu
raclonaliem tuvinajumiem.

C. Elernentarala algebra DP tiek lietots, lai konstatétu vienadolumu
un nevienadibu atrisinajumu  eksistenci.

D. Elementarsja un kombinatoriskaja ~ geometrija DP parasti tiek
lietots kombinaclia ar kadu tiri geometrisku ideju vai faktu. Ka.
galvenos no tiem jamin: a) maksimalai.s attalums starp daudzstira
punktiem, b) (steqtas) lauztas lIiniJas posmu un virsotnu ipasibas, e) n-
stira lenku summa, d) trij stra. nevienadiba. Dazadu figuru un punktu
sistémuizvietoiurnu péusana loti liela nozime ir apkartnes jédzienarn,
kas kopa. ar OP analogiem ‘'geometrija ,auJ konstatét dazadu
izvietol umu neiespé] amibu.

E. PlaSus pieHetojumus ~ DP gust teorétiskala  datorzin atné .
Pieminésim dazus notiem.

Pirrnkart, DP un 1A analogus lieto kombinatorisko algoritmu
opti mal.itates  pieradlJumos (t.s, ‘“intormacilas teorijas  sniegtie
apaksSéjie novérte] umi").

Otrkart, OP tiek izmantots kodéSanas teorija kodu optirnalitates

pétijurnos  kopa ar d3Za.diemgeometriska apkartnes jédziena
vrspannajurnrern.

TreSkart, DP un tam lldzigi spriedumi ir pamata daudziem
neiespéjarribas pieradijumiem autornatu  teorija. TieSam, sadi

pieradilumi  biezi: balstas uz faktu, ka automatu "piespiez" kaut kada
izpratné ieciklotles: to panak, apskatot sltuaciju skaitu, kas lielaks par
automata (visparinato) stavoklu skaitu, tapéc vismaz divas situacijas
automatarn jaatrodas vienados (visparinatos ) stavoklos,

Ceturtkart, DP Ir viena no galvenajam idejarn pédu metodes
lietoSana sarezgitibas apak$éjos novertejumos.

DP un summu NOVErtésanas metodes tiek. lietotas galigam kopam.
VVM tiek lietotaart plasakos kontekstos, kas saistiti ar bezqadgarn
kopam. Teqalvenokart [amin sekojoSie virzieni:
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a) bezgafigas kopas sadalijums gariga skaita. dalu; tad vismaz
viena dala Ir bezgallga. Klasiski Sada pielietojuma piernén ir Keniga
lemma par bezgaligokoku, 'Ramseja teorérnas bezgaligiem grafi.em,
Eiklida plaknes Hamseja teorija utt.

b) VVM integralie varianti, uz kuriem attiecinama, piemérarn,
klasiska matematiskas analizes teoréma par nepartrauktas funkcijas
vidéjo vertibu, nogriezna vai slegtas rinijas garuma raksturojums
geometrija ar tas projekciju palidzibu un uz to balsitds ¢geometrisko
nevienadibu pieracssanas rnetodes utt.

c) eksistences pleradilumi, kas balstds uz apjomazina  dazadu
bezgaligu kopu eksistenci (pieméram, transcendentu skaitlu
eksistences Kantora pieradijums).

Minétie WM pielietojumi  pamata saistli ar eksistences vai
neeksislences pieradidumiem, t.i., attiecinami uz.1.1. punktarninétas A
grupas uzdevumiem un vienu no divarn E grupas uzdevumu dalam
(iau konstrueta objekta optirnalitates pieradijums),

Citi WM pielietojumi aplokoti punkta. "Interpretaciju metode".

WM pielietojumi elementaraja matematika apskatiti darbos [2]-[4]1
[6]~[14).

1.4. Invariantu metode

Invarianta jédziens vienmér salstits ar kadu procesu kuraSis
invariants izpauzas. Tas nosaka invariantu  metodesg;alvenos
pielietolumus:

a) kombinatorikas Agrupas uzdevumos ~ neiespéjamibas
pleradllurnos, T1pasSi gadiJumos, kad mekléjamais objekts tiek mekléts
ka kadas konstrukcijas iespéjamaisnala rezultats,

b) kombi natori kas C grupas uzdevumos ~. balstoties uz
kombinatorikas pamatprincipu kas izsaka skaitiSanas rezultata
invarianci  attiedba pret skaitiSanas kartibas rnainu (tas ir galvenais
kombinatoriskais invariants L

c)algoritmu  pareizibas pieradijumos, tai skaita matematisko
spélu strategiju pamatolumos.

Protams, var noradit daudzatvasinatu pielietojumu, piemérarn,
flgaraslaukuma  invariance attleciba pret tas datu parkartosanu utt.
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Invariantu metodi nelespéjamibas  pieradaurnos  parasti pielieto
sekojosas sltuacijas: doti objekti (11 un 02 no klases IJ[ un likums,
saskanaar kuru katru objektu no klases O7var parveidot par kaut kadu
objektu no klases (JL . Vai iespgjams ar galigu skaitu 3adu
parveidojurnu.Jzpildot  tos péc kartas, no objekta 0.,iegut 0.2 ?

Par-8ada uzdevuma invariamu sauc funkciju 1, kas katram aeOl
piekarto lielumuf(a), turklat, ja objekts W, iegistams no w, pielietojot
pielauto parveidojumu vlenu reizi, tad f(w;)-f(w,).

Ja atrasts uzdevumainvariants, kuram turklat f(ul};i:f(@a2)' tad esam
pieradijusi , ka no o.1 nevariegut a2 ar galigu skaitu pielaulo
parveidojumu.

Klasiskiinvariantu metodes pielietojumi ir petijumi parlogikas
algebras funkciju izsaciSanu dazadas bazes.

Neiespéjamibas pieradijumoselementaraja matematika parasti
lieto skaitliskus invariantus (elementu skaits, artdilumu summa, kaut
kada izpratne rnaksimalais attdlums starp fi,giras punktiem utt.).
Tornér sastopami ari “kval.itativi Invariarrti®, ka figiiras ortentacija,
skaitiSanas rezultata paritate utt. AtSkirlba starp skaitliskiern — un
"kvalitativiem"  invariantiem nav bdtiska matematiska izpratné (katru
"kvalitativu"  invariantu var reducét par skaitlisku), bet loti, svariga
invariantu metodes apguve.

Aplikojama tipa neiespéjamibas pieradljumos elementaraja
rnaternatika biezi lieto arit.s. "pusinvariantus”, Plenemsim, ka leprieks
aprakstitaja situacija funkcila f ir skaitliska un tai piemit Tpasiba: ja
objekts w?2ieglstams no objekta w1 pielietojot pielauto parveidojumu
vienu reizil tad f(wq)<f(w'2)’ Tadu funkciju f sauc par apskatama
uzdevuma augoSu pustnvariantu. (Lidzigi ievieS nedilstoSa, dilstoSa
utt. pusinvarianta jédzienus),

Ja atrasts uzdevuma augosSs pusinvariants, kuram turklat f(a,):::f(a2),

tad esam pieradijusi ka no o, Nevar iegat (e ar galg.u skaitu
ptelauto parveidolurnu, Lidzigi varam spriest cita tipa pusinvariantu
gadijumos.

Par pusinvariantiem parasti kalpo tie pasi skaitliskle raksturlielumi
kas parinvariantiem.

Pusinvariantulietojumus elernentarala matematika visdzilak pédjis
Sankt-Péterburgas  maternatikis D.Fomins.
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Invariantu metodi nelespéjarnlbas  pieradilumos  lieto ari tados
gadijumos. kad meklejarnais objekts netiek definéts ka parveidoiumu
virknes rezultats, bet tiek apskatits tieSi. Tada gacfijuma izSkiroSais
invariants  parasti ir skaitianas rezultats attiecibd pret skaitiSanas
kartibas rnainu:  pienemot  hipotétiska  objekta  eksistenci, mes
aprékinarn  kadu skaitlisku raksturlielumu divos dazados veidos un,
iegu~tot daZadus rezultatus, nonakarn pie pretrunas. Sada tipa
uzdevumi seviski biezi sastopami divas elementaras matematikas
jomas:

a) kombmatonskaia g§eometrija, kad tiek runats par figaru
sagrieSanu noteikta tipa dalas vai sastacfiSanu no tadam,

b) uzdevumos, kas reducéjas uz tdda grafa neeksistenci, kam ir
nepara skaits virsotnu ar nepara Kkartu.

levérosirn, ka Sada grafa neeksistence izriet no pretrunas, kuru
legust, divos dazados veidos saskaitot visu virsotnu Kkartas: 1) pa
virsotnem (rezultats - nepara ska:itlis),2) pa Skautném- para skaitlis.

Seviski jaatzirné, ka Sis pats Invariarrts ~ skaitiSanas rezultats ir ari
VVM un Dirihlé principa pamatos; tieSam, So metozu pamatojumi tiek
izdariti no pretéja, un pretruna tiek ieg;ita, salTdzinot divos dazados
veidos aprékinatas summas, reizmalurna utt. vértibas.

Lietojot invariantu  metodi skaitiSanas rezultata aprékinaSanai .
galvenokart tiek izmantots sekojoSs panémiens: ar meklSjama
rezultdta palidzibu izsaka ka&adu lielumu, kuru pec tam aprékina vel
citada cela, No abu rezultatu vienaoibas Jeqiist prasito rezultatu.
Klasisks  piemérs ir aritrnétiskas progresijas loceklu  summas
aprékinasana.

Invariantu metodes pielietojumi algoritmu pareizibas pamatojumos
notiek, ar matematisko indukciju pieradot visparigaku apqalvojurnu par
ipasibu, kas pallek Invarianta a-lgoritma [ebkada solu skaita izpildes
rezultata.

Klasiskala  eiementaraja  matemati ka, pielietojot $o panémieuu
spalu analize ]l loti svarigs un arts ir "Uzvaro$as pozicijas' jédziens.
Atcerésimies, ka etementaraida  maternatika parasti aptiko divu
spelétaJu speles ar pilnigu informaciju, kuras gajienus izdara péc
kartas mainot spéles gaita izveidojo3os poziciju, un uzvarétais ir tas,
kasiegust kadu iepriek§ noteiktu poztciju.

Acirnredzotvsada Spélé uzvaroSa stratégija ir atrasta, ja izdodas
visas spéles pozicjas sadalit divas grupas (R un'b, pie tam

a) no 0. grupas pozicijam var pariet tikai uz jj grupas pozicijarn,
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b) no~ grupas poziciias var pariet uz.kadu (J[ grupas pozicilu,

c) iepriekd noteikta beigu poziciia pieder grupai Ol..

Tad uzvaroSa stratedija ir - ar savu gajienu iegiJt Ol.grupas pozicllu;
(J[ grupu sauc par "uzvaro$ajarn pozicliam".

UzvaroSo poziciju klase ir atrasta uzreiz, ja izdodas atrast
atbilstoSu irrvariarrtu ipaSibu, kuras saglabasanos pec saviem
gajieniern attiecigais spélétajs var garantét. Ja Sadu invariantu IpaSibu
neizdodas atrast tieSi, galvena metode eiementarala maternafka
spélu strategiju izstradé ir spéles rnodela veidoSana.

Seit svarigs ir spéles parametra jédztens; atkariba no bdtiskajiem
speles parametriem izSkir spéles ar un bez prtekSvestures, t.i., speles,
kuras iespéjarnos gajienus ietekme (resp. neietekrné) tas, kadi ‘gajieni
izdarlti aqrak spéles ga'ita.

Skaidrs, ka ne invariantu metode, ne kada cita metode principa
nevar dot uzvaroSas stratégijas parvaligal spéler; tomer te apraksota
pieeja lauJ analizét saméra sareZquas un daudzveidigas spéles,

No pielietojumu viedokla, aplikolot invariantumetodes apgusSanas
jautajurnus, centralais uzdevums ir galveno invariantu - skaitiSanas
karfiba un paritate - lespéjarni briva parvaldiSana un prasme tos
saskatit dazadas situacilas. Tapat 'lletderTgiuzsvert invanantu rnetodes
saisflbou ar maternatiskas  indukcijas metodi ~.péc batibas katra
pieradljuma ar matematisko indukciju tiek pamatots. ka kaut kada
ipaSiba ir invarianta pareja no vienas parametra vértibas uz nakoso,
Invadantu metodes lietojumi elernentarala rnatematika  apskatiti
darbos [2]-[3], [7]-[14].

1.5.Ekstremal,a elementa metode (EEM)

Ekstremala elementa metode sava butiba pamatojas uz faktu, ka
daudzas paracfibas vai Ipasibas visspilgtakizpauzas robez gacfijurnos,
ti., tam pétamas kopas elementam, kas kaut kada zina ir izcila
stavokli starp paréliem -gluzi tapat ka cilveka rakstura TpaSibas
visspilgtak izpauzZasarkartéjos apstaklos, Elementaraja maternatika Si
metode parasti tiek lietota sekojoSi: pétot kadu kopu A, koncentréjarn
uzmanibu uz to kopas elementu x, kamkada 1paSiba izpauzas
visizteiktak (biezi vien tieSi Sis nosaciums definé elementu x; to sauc
par kopas Aekstremalo elementu) un péc tam, analizéjot x saistbu ar
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citiem A elementiern.Jeqist derlgu informaciju par x vai par visu kopu
A.

EEM tieklietota, gan lai iegutu irrformacilu par visu kopu no tas
atseviSska elementa (piemérarn, lai pieraditu, ka kopa ir tukSa vai
sastav no kada naturdla skaltla daudzkartniem), gan ari pretéja
virziena; tatad ta satur gan pirma, gan otra veida kombinatorisku
metozu iezimes.

EEM parasti tiek lietota 1.1.punkta rninétas A grupas uzdevumu
risinaSana (vairakumagadijumu ~ pieradot neeksistenci), retak - B
grupas uzdevumu risinaSana (pec kada parametra ekstrernalais
elements izradas mekléjarnais pavisam cita konteksta); loti plasSi EEM
tiek lietota ~.grupas uzdevumu risinasana.

PaSos vienkarsakajos gacfijumoskopas ekstremalais elements tiek
atrasts tieSi: lielakais skaitlis skaitlu kopa, trijstris ar vislielako
laukumu, skaitlis  starp aplukojamiem, kas daiasar vislielako
pirrnskaitla  p pakapi, utt (Pedejaisgadfjums  ir raksturigs piemeérs
EEM HetoSanai elementarala skaitlu teorija). Grafu teorijas uzdevumos
raksturigs ekstremala elementa piemérs Ir virsotne ar Vvislielako
(vrsrnazako) kartu, kombinatoriskas {§eometrijas uzdevumos par galiga
skaita punktu un taiSnu izvietojurnlem  .~.punkts, kura Kkrustojas
visvairak taiSnu (respektivi taisne, kas satur visvairak punktu) vai paris
~pun,ds. tusne), kuru savstarpgjais attalums ir vismazakais no
nenuUes attalurniern. Lof svarigs ekstremalaelementa piemers
kombinatorisksla  geometrija ir izliekta apvalka jédzlens.

Ekstrernala elernenta metode dazreiz tiek lietota nelespéjarnibas
pieradijumos  ar invariantumetodes pafidzibu; ir uzdevumi, kuros
izdevigi  izsekot, ka kaut kada procesa Qaita mainas kopas
ekstremalais elements, un tam pielietot 1.4. punkta minetos
spriedumus. Ekstrernalos elementus daudzreiz izmanto parlases tipa
algoritmos ka parlases parametrus.

Batiska ekstrernala elementa pielietoSanas joma ir pieradijumi,
kuros pamato.ka kads process (plernérarn, algoritma izpilde) ir galTg5.
Parasti tas notiek pPeC Sadas shémas:

a) konstaté, ka kads procesu raksturojo§s parametrs katra izpildes
soll (vai ari laiku pa laikam) palielinas,

b) pierada. ka Sim parametram var bat tikai gaHgs skaits veértibu (vai
ari pec kada laika paliek tikai ga~gs skaits lespejamu vérnbu)
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c) secina, ka procesam jabeldzas, jo preteja gadfjuma parametrs
pienerntu bezgaligi daudz dazadas vertibas.

VisplaSak pazistarna Sis pieejas izpausme ir bezgafigd kritiena
metode elementaraja skaitlu teorija, ka ari tadu al,goritmu anadize, kuri
sak savu darbibu ar patvaliqu konfiguraciju un pakapeniski to uzlabo.

Ar EEM pielietoSanu saistiti principiad jautajumi par ekstremala
elementa eksistenci; ka zinams, ne katra netuk$a skaitlu kopa eksisté
visrnazakais (vtsllelakais) elements. Ekstrernala elementa eksistence
Ir garantéta, ja apskatama kopa ir ga[lga. Gan no pedagogiska, gan
izzinas viedokla, pielietojot EEM kadas gafigas kopas anafizei, pec
tam lietderlgi izpétit analogu jautaiurnu tas bezgallgam analogam, kur
EEM tieSi vairs nav lietojama. Daudzos gadijumos, kad tiek legats
pretéjs rezultats, tas runa pretl rnusu irrtuicilai, un tadéjadi Si pieeja
padzilina izpratni par pétamo paradibu.

Ekstrernala elementa metode ir dzili saistitagan ar galveno pirma
veida kombinatorisko metodi - MIM. gan ar galveno otra veida
kombinatorisko metodi - WM .. Ties§am, matematiskasindukcijas
principa pamatojumos (ja tie netiek reducéti lidz Peano aksiomu
sistemal) parastitiek Izmantots fakts, ka katrai netukSai naturalu
skaitlu kopai eksisté visrnazakais elements (un tatad tadarn jaeksisté
ari starp tiem naturalajlern skaitliem, kam neizpildas visparigais
apgalvojums A(n), no kurienes tiiit ieglstam pretrunu).. No otras
puses, gan VVM,gan DP, kasgaranté kada objekta eksistenci, péc
batibas apgalvo, ka Sads objekts ir tas, kam ir vislielaka (vismazaka)
kada skaitliska raksturlieluma vértiba,

Sie noverojumi,kaut dN rnatematiski ne seviski dzili, lzradas
arkartigi noderigi  iepazistinot skolénu, skolotaju un studentu
auditorijas ar apskatamalarn rnetodem un veidojotiemanas to

lietoSana. EEM lietojumi elementaraja matematika apskatiti darbos [21
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1.6. tnterpretacilu metode.

SIS metodes lietojumi balstdas uz dzilarn iek$éjam saitérn starp
dazadarn rnatematlkas nozarérn, kas'auj pielietot vienas nozares
metodesdtas nozares uzdevumu risinaSana, Isi interpretacllu
metodes bafibu var aprakstit sekojosi:

1) risinamo uzdevumu “partulko" cita "valoda",

2) atrisina "partulkoto" uzdevumu,

3) atrislinajumu "tulko" atpakal, iegistot sakotnéja uzdevuma
risinalumu.

Interpretaciu  metodi rnés pleskaitam kombinatoriskam  metodérn, jo
tas pamata ir atbilstibas nodibindSana starp uzdevumu  klasérn
dazadas nozares, kas ir klasisks kombinator:isks pansmiens, T rod
pielietojumus visas 1.1. punkta rninétajas kombinatorisko uzdevumu
grupas, Kka ari virkne citu uzdevumu.

Klasiski mterpretaciju metodes piernéri ir analltiskas geometriJas
pieeja geometrisku uzdevumu risina3anai, ka arigeometriska skaitlu
teorija, kad veselu un racionalu skaitlu dalarnibas IpaSibas tiek
pétitas, balstoties uz Dekarta plaknes veselo punktu (t.i., punktu, kam
abas koordinatas ir veseli skaitli) kopas TpaSibam.

tnterpretaciju metodes galvenie pielietojumi elemerrtarsja
maternatlka bez jau MINEtO lietojumu elementiem ir sekojosi:

a) kornbinatoriska rakstura uzdevumu partulkoSana grafu valoda,

b) algebrisku nevienadibu pieradiSana ar geometriskas
interpretacijas palidzibu,

c) identitaSu pieradiSana ar piemeérotas fnterpretacijas palTdzibu,
kad abas identitates puses interpreté ka kadas g.aligas kopas
elementu skaitu, kas aprskinats dazados veidos,

d) identitates pieradlSana argeometriskasinterpretacijas paudzibu,
kad tas abas puses interpreté ka dazada veida aprékinafu vienas un
tas pasas figaras laukumu, tilpumu utt.,

e) planimetrijas apgalvojumu pieradiSanaar stereornetriskas
interpretacijas palidzibu, tai skaita geometrisko konstrukciju
neiespejamibas pieradijumi izmantojot paralélo un  centralo
proiicésanu,
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f) nevienadibu pieradiSana ar varbutibu teerilas Jnterpretaraas
paridzibu, kad nevienadibu parveJdo forma

kur Ay A, A, - pa pariern nesavietoJamu nonkumu sistéma
(skaidrs, ka lespéjamas variacilas),

levérosirn, ka Sadi pieHetojumi sava bitiba saistiti ar VVM.

Interpreta'ciju metodes sastavdala ir ari maternatikas uzdevumu

risinaSana arfizikalas Interpretacilas  palidzibu: smaguma centra
jédziens un ta pielietojumi, potencialasenergijas minimuma princips,
energijas nezodamibas  likums utt. levérosim, ka jédziena par

smaguma centru lietoSana ir WM variants; tieSarn, matertalu punktu
sisttmas smaquma centru var dabi.ga izpratne uzskati! par tas Uvidgjo"
punktu. No rnaternatlskas stingribas viedokla Sadas interpretacijas var
ra<fitiebildumus,tomér jaatzimé: pirmkart, visus minétos jédzienus var
formafizét un atbrivot no fizlkala satura, otrkart, Sadas interpretacijas

var pafidzét uzmmet vajadzigo rezultatu, kuru pec tam stingri pamato
citadi.

No pielietojumu viedokla raugoties,interpretadju metodes lomu
matematikas  padzilinata  maciSanagrati parvertet, Ta attTsta
nestandarta pieejas palidz atklat agrak nepamanitas sakarlbas,
stirnulé patstaviqus petuumus, utt.

Interpretaciju metodes lietojum.i elementaraja maternatikd  apskatiti
darbos [5], [6],. [7] - [14].
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2. 8. PieHetojumi rnatematlkas panzilinata macisana,
2.1. Galvenie didaktiskie principi.

Matematika kvalifikacilu raksturo faktu zinaSanas, prasme tos
pielietot atbilstoSas situacijas, spéja lzveidot un analizét adekvatu
matematisku modeli, visparéja logiska kultdra un grati defingjarns
jédziens "matematiska intuicija’ , ko varétu raksturot ka spéju nojaust,
vai kads rezultatslr pareizs vaj ne, vélpirms fa pamatojuma, un Sspéju
uzrninét, kada virzienameklgjarnsta  pamatojums. Vel augstaka drneni
matematiskointulciju raksturo prame nojaust, kuras vel
nematematizétas cilveka darbibas sféras slépjas matematikas (un tieSi
kuras matem atikas nozares) pielietoSanas lespéjas.

Matematisko faktu uzkraSana apzina ieveérolarni atvi eglojas, ja
tie tiek organi.zéti kaut kada sistérna. Visparejas izglITtibas tradicionala
pieeja organizé rnatemafiskos faktus péc objektiem, uz kuriem tie
attiecas (vienadojumi, laukumi utt) Sada pieeja attaisnojas,kamer
faktu materials nav liels, Masu pieredze parada, ka, tam pieaugot,
etektivaka klast zinaSanu organizeSana pec to pielietojumiem. Minétas
kombinatoriskasmetodes izradas efektivi "zinaSanu kondensacilas
centri*. Ta ka pieracfljums, rnodela veidoSana un analize, apgalvojuma
pareizibas Intuitiva nové:rtéSana ir nrocesi, tad tajos visparigas
metodes spélé svarigaku lomu neka. fakti: faktus var atklat ar metozu
palidzibu, karnér visparipu metoZzu Sintezésana no atseviskiem faktiem
ir daudz auqgstaka Iimena uzdevums.

Katru zindSanu - gan faktu, gan metozu - apguve var buat
Induktiva un deduktiva. Muisu pieredze parada, ka gan skolenijran
studenti,gan skolotaji rninétas visparigds metodes prot lietot brivak, ja
SIS metodes viniem macitas induktlvi, no daZadiern piemériem
pamazam sintezéjot metodes vispariqo jédzienu.

Visetektivaka shérna ir sekojosa:

liels skaits dazadu pieméru --t vispangs jédztens par metodi --)-
jauni pieméri -4 visparigaks jédziens par metodi -t s

levaduzdevumi  minéto metozu apguve ir sekojosi:

MIM: mduktivas konstrukcijas, induktivi algoritrni, rekurento

sakaribu metode
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VVM: Dirihle princips vienkarsakaia varianta daZzada tipa
uzdevumos: 1a pieUetojumi uzdevumos par liehikas un
rnazakas vértibas atraSanu

Invariantu metode: skaltiSanas rezultata neatkariba no skaitiSanas
kartibas, paritates apsvérumu pielietoSana

EEM: skaitlu kopas llelakais un rnazakaiselements, izliektais
apvalks

Interpretaciu ~ metode: geometrijas pielietojum,j algebra, fizikalas
interpretacijas.

Minéto metoZzu apmacibas sakuma svarigi panakt, lai metozu
batibu neaizklatu tehniskie sTkumi, kas saistitl ar risinalurna preclzu
pierakstu visparigh veida. Tapéc Jlelu lomu spéle tS. "visparlgie
atseviskiegadijumi”, kuros attieclgais spriedums tiek veikts vienai vai
nedaudzarn  konkrétam parametra vérobadM, punktu konfiquracfijam
utt., kas tomer satur visas biatiskas visparigd gadijuma tezimes.
Jédziens par Sadu pieméru sistérnu radies no jédziena par pilno
pierneru sisttmu programmu testéSana, Sevisk,i efektivis8adas
pieméru sistém as lietot Jauna-ko klasu skolénu aprnaciba ..

Ja metozu lietoSanas apmacibu labak veikt induktivi, tad tas
galarezultatam jabat prasmei pielietot Sis metodes deduktivi; turklar
Sai prasmei [abat jo izteiktakai, o augsta-ka dOmena audzéknus
apmacarn. tdeala varianta rlsmatadlam jau no uzdevuma forrnuléjuma
"jajat", kuras metodes bus Uetderigas ta risinaSana, un talak jarikojas
péc valrak vai rnazak precizas shémas. Skaidrs, ka tas principa nav
sasniedzams  attieciba uz visiem iespéjamiem uzdevumiem, tomer ar
Sadas pieejas palidzlbu var risinat plasas uzdevumu Kklases.

Masu pieredze parada, ka gan minéto kombinatonsko, gan citu
visparTgo elementaras maternatikas metozu apguasanu vislabak veikt
akttvi, t.i.,, risinot speciala veida sastaditas uzdevumu  sérijas
parmainus ar raksturigo pieméru apgusanu no literataras vai
pashiedzéja stastijuma.

Minéto metozu apgiSanai ir vél ari citi pozitivi pedagogiski efekti:

a) rnaternatikas vienotibas dernonstréSana,

b) estétiskie apsvérumi,

C) minéto metozu pamata esoSo ideju pielietojamiba arl arpus

rnaternatikas,
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d) jédziena par rnatemadsko pieradijumu paplaSinaSana, saiidzinot ar
skolas parasti lietotailem pieradijumiem .

e) skolénu, studenni, skolotaiu patstavigu aktivitaSu rosinas ana,
pielietolot apglitds metodes jau atrisinatajiem uzdevumiem lidziqos, ari
agrak citadi atrisinatos uzdevumos.

Runajot par minéto visparigo metoZzu pielietojamlbas robezam
(pieméram, skaitiSanas kartibas maina bezgaligu kopu gadijuma;
indukcga péc cita (ne naturala) parametra;i.ntegradie  Vvidéjas veéribas
analogi; pilnainvariantu  sistérna: ekstremala elementa eksistences
probléma;. fizikdlo interpretaciju  pielietoiamaias robezas; dazadu
struktru izomomsmesinterpretaciju metodes gadijjuma)l izdodas
dabiga velda pieskarttes daudzam svarigam rnatematiskam idejam,
kas atrodas talu no tormala skolas kursa, tai paSa laika paradot to
cieSo sakaru ar rnatemadkaselernentaralam nodalarn.

Protams, ka rninétas visparigas kombinatoriskas metodes neizsmej
visu padzilinata matemafikas skolas kursa saturu: taja ietilpst gan
citas metodes, gan plass pamatkursa neieklauts faktu materials.
Tomer minétds metodes ir LU A.Uepas NMSizstradatas rnatematikas
padzllinatas rnaciSanas sistéemas kodols.

2.2. Aprnacibas slstéma,

Matema:tikas zinaSanas un matematiskais domasanas veids ir
nozirniqs faktors ne tikai visparéja izglitibal. bet arfaudzina.Sana.
lepazisanas ar maternatiskalam  sprieSanas metodém vélarna daudzu
profesiju  parstaviiern, ne tikaimatematikas un datorzinatnes
sneciallstlern,

Latvijas Universitaté izveidota pasakumu sistérna matematikas
padzilinatai m aciSanai Latvijas skolas. Tas kodols ir LU A.Liepas
Nekla.tienes rnatematikas skola, kuru 1969.gada nodibindja toreizg€jais
Fizikas un matemankas fakultates dekans Aivars Liepa.

Sisttma ietver sevi klatienes un neklatienes pasakurnus un
paredzéta darbam ar skoléniem, skolotajiem un studentiem -
nakosajiern skolotajiem.
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Skoleniem paredzétle nedatienespasakurni ir a) A.Liepas NMS, kuras
ietvaros katru gadu apméram 300 audzéknu pec NMS sagatavotajiem
metodi.skaliem materialiem (skat., plern., [24]-[30]) iepazistas ar
bufisklern maternatikas jautaju.miem papildus skolas kursam, tai skaita
ar aprakstitaj.am vispartqalamkomblnatoriskalam metodeérn,

b) "Profesora Giparina Kklubs" - uzdevumu risinaSanas konkurss
laikraksta "LaBA" . kas tiek organizéts divasgrupas un jaunako klasu
skoléniem pieejama forma iepazistinatos ar galvenajam matematisko
spriedumu metodém, ka ari analogi konkursi jaunatnes laikrakstos
veca-ko klasu skoléniem, plernérarn, [3], [8]-[14].

Pie Siem pasakumiem pieskaitarnas ari skolénu zinamiskas
biedribas rnatematiskas sekcijas, kuru darbam ir Izstradatas IpasSas
'metodikas (skat. [31]).

Skoleniem paredzétie klatienes pasakumiietver a) Mazo
maternatikas universitati (~ 80 dafibnieku), kuras ietvaros notiek
lekcijas un praktiskas nodarblbas matematikd un intormatika, b)
maternatikas pulcinus dazadas Latvj,jas skolas, kurus vada pasreizejie
vai bijusie NMS aktivisti, c) vasaras nometnes Latvijas rajonos
maternatika un informatika; katru gadu notiek 3-5 3$adas nometnes
nedelas garuma ar ~30-80 dalibniekiem katra, d) Latvijas matematikas
olmpiadl, atklato rnatematikas olimpiadi ( ~1000 dalTbnieku) un
sa.gatavosanas olimpiadi( ~3000 dallbnieku); abas pédéjasizveidotas
péc LU NMS iniciafivas, e) regularas nodarbibas ar Latvijas izlases
kandidatiem, gatavojoties starptautiskajam  sacensibam.

Matematikas oompiades un konkursi ienern batisku vietu visas
sisternas darba. Ar to paddzibu tiek rasta tieSa pieeja plaSsam skolénu
un skolotaju masam. Olimpidzu uzdevumi satur daudzus faktus kas
nav atrodami rnaternatikas pamatkursa; to rislnaSanas gaita skoléni
lepazistas ar visparigajarn  matematiskalarn rnetodém, Sacensibu
sportiskais raksturs mudina aodavinatus skolénus saqgatavoSanas
posmam veltTt daudz laika un energijas, tadéladi batiski pilnveidojot
savas zinaSanas: olirnpiades rezultaf visas valsts méroga var kalpot
par Kkriterilu (protams, ne vienigo) , kas (@an skolotajiem, gan
skoléniern Jauj salldzinat savu un citu veikumu. Olimpiades prasibas
pilda iZ9fltibas standarta lomu darbaar spefigakajiem skoléniem.

Tas viss nosaka augstas prasibas olimpiazu uzdevumu

komplektiem. Péc sistémasietvaros |zstradatajiem standartiem,
jaievéro sekojosais:



27

a) uzdevumiem jabat no dazadammatemafikas nozarém,

b) uzdevumu risinaSana [abdt lietojamam dazadarn metodém,

c) uzdevumu komplektam [asatur gan algorltmiska, gan dedukfiva
rakstura uzdevumi',

d) komplekta jabdat vismaz vienam vieglam un vismaz. vienam
gratam uzdevumam.

Olimpidazu un konkursu uzdevumu komplektus skat. darbos [7] .~
[14).

Skolotaliern paredzéti klatienes pasakuml .~ skolotaju kursi par
matematikas  padzilinatas macisanas jautajumiem Riga. un Latvijas
rajonos, kuros katru gadu pec 60 stundu programmas rnacas ~200
skolotaju. Daudzi skolotaji ka klausitaji piedalasarl mineto vasaras
nometnu darba..

Studenti sistémas darba tiek iesaiStiti ka NMS dafibnieku darbu
parbauditaji. un rnacibu lldzeklu lidzautori, oUmpiazu Zzdrilu locekli,
pulcinu vaditaji, Mazas rnaternatikas urlversltates un vasaras
nometnu lektori. LU Fizikas un rnatematikas fakultate ~matematikas
pedagogijas speciaHtates studenti apgust virkni kursu par modernas
elementaras matemafikas [autdjumiem matematikas  bakalaura
programmas  ietvaros; kop3 1992. gada LU darbojas matematikas
magistratiras  apakSprogramma  "Moderna elernentara matematika".
Kursi par elementards matematikas visparlgajam rnetodérn requlari
tiek lasiti Liepajas Pedagogiskaja augstskola.

LU NMS lzstradane jautaiurnl sastada lielu dalu Latvijas Republikas
oficialaj.a rnaternatikas  profilkursa  programma. lepriekSéja  punkta
apskatltie didaktiskie principi un visparigas kombmatorlskae metodes
lestradatas macibu gramatas [15] ~[21] un macibu lidzeklos [22]- [23]..

Aprakstitas ststémas darbiba tiek koordinéta ar laikraksta "lzglitiba
un Kultura" matematiskd pielikuma "Daudzskaldnis"  paddzibu, ko LU
A.~epas NMS izdod kopS 1992.gada novembra.

lpaSa loma ststémas tzveldé bijusi matematikas pulcinarn Rigas
t.vidusskola (1969.-1991., vad. A.Andzans)l kura tika praktiski
parbaudrtas galvenas rnetodiskas idejas un sagatavots  vairums
Latvijas jauno matematikuizlasu dalibnieku.
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2.3. Dazi aprnacibas rezultati

Sodien pastavosajos eksakto zindtnu relativas nepopularitates
apstaklos matematikas uninformatikas  prestizs jaunatnes vidu Latvija
joprojam ir augsts un pédéjo 5-6 gadu laika palicis praktiski
ne.mainigs. Mes to daleji izskaidrojam ar iepriek§ aprakstitds sistéemas
darbibu.

Labako maternatikas un datorzinatnes pirmo  kursu studentu
sagatavotibaslimenis  ir ieverojarni pieaudzis, salidzinot ar gadiem
pirms sistémas darbibas. Tas rada iespéju ievérojamiintensificet un
individualizét darbu ar tiem. Praktiski visi tzciiakie jaunie rnaternatiki,

kas peiguéi _ sko_lu pédéjos 10-15 gados, skolas gados aktlvi
darboiuslesminétajos pasakurnos,

Rezultati rnaternatikas  olirnpiadés Jauj Saldzindt Latvijas skolénu
sagatavotlbas Iimeni ar citam valstim. Vissavienibaa  matematlkas
olimpiadés  1978.-1991. gados 101 Latvijas dalibnieks izcinlja 31
pi,rmo,38 otras, 24 treSas vietas un 5 atzinibas, tikai 3 gadijumos
paliekot bez apbalvojuma. Saja laika Rlgas komanda 6 reizes
uzvareéjusi starptaunskaias sacensibas "Pilsétu turnirs".
Starptautiskajas  olirnpiadés, kuras Latvija piedalas kops 1992.gada,
izcinaas 3 sudraba med alas, 4 bronzas medalas un 3 atzinibas, bet 4
dalibnieki palikudi bez ' apbalvojuma. Starptautiskajas komandu
olimpiades "Baltijas celS .. kas notikuSas 5 reizes, Latvija vienreiz
bijusi ceturta, divreiz ~ otrd un divreiz ~pirma, Visi minéto Sacensibu
dalibnie ki gatavotiaplikotas  sistémas ietvaros.
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1. THE CHARACTERIZATION. A set of papers ..
2. THE NUMBEROF PAPERS. 31-
3. THE AMOUNT. 163 printed sheets,

4. THE CONTENT.

4,, THE OBJECT. General combinatorial methods, problems of
studying and appucation of them.

4, THE ArM. Studying of combinatorialideas cornrmon to
various  branches of mathematics. Systernanzation of their
applications, Embedding them into mathematicaleducation.

435, THE MAIN RESULTS. Fivegeneral methods, their content
and rnutual connections are analyzed .. The methodics of teaching
these methods is elaborated. The system of advanced mathematical
education in schools based on studying these methods is developed.
A number of problem books, textbooks and methodical supplements is
published.

4,, THE THEORETICAL SIGNIFICANGE. The relations
between various branches of mathematics and between various
methods of reasoning are established, A new approach to advanced
teaching of mathematics 'is developed.

4., THE PRACTICAL SIGNIFICANCE. The methods which are
investigated help to systematize the reasoning in solving combinatorial
problems and also problems in other branches of mathematics. The
embedding of them into education improves the effectiveness  of
learning mathematics; it stirnulates the creative work of students. The
problem books, texlbooks and methodical supplements are widely
used in the schools of Latvia.

4,. THE APPROBATION. The main results are lectured in the
following important conferences:

- The 1st All-Union conference on advanced teaching of mathematics
in Leningrad, 1973

- The Scientific Conference of the Computer Center of University of
Latvia dedicated tO its 20th anniversary in Riga 1981,

- The International  conference on advanced teaching of mathematics
in Tartu, 1988;

- The Hussia's Conference on mathe matical education in Krasnodar,
1991,

- The Conference of universites and peda,gogical institutions of Baltic
States, Vilnius. 1991:
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. The 7th International Congress of Mathematical Education, Ouebec,
1992;

. The 20th International Congress of Mathematics, Zirich, 1994;
~The 29th German conference on didactic of mathematics, Kassel,
1995.

The devedoping of the system of advanced mathematical
education aocordingly to theideas developed here, the introducinga
number of books containing theseideas into education also can be
consideredas the approbation ofthem ..
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IntrocJucton

The content ofelementary mathematics is changing constantly;
in general it becomes broader all time. For example, nobody wiU deny
that the algorithm for dividing naturaJ numbers is a part of elementary
mathematlcs:; nevertheless,.in  middle ages people who were able to
use it were awarded scientific degrees ..The problemsinvestigated by
world's most famous mathematicians only 250 years ago are n()IN a
part of classical elementary geometry (Eiler's circle, Gauss line, etc.).

It is atradition that the words "elementary mathematics" are
connected with school only. It's not qulte correet. 'Of course, the
greatest part of the mathematics taught at sehools can be considered
aselementary (there are exceptions: in some French high schools, for
example, the basic concepts of Hilbert space are studied)..
Nevertheless, the part of elementary mathernatics beyond the school
programs is much broader.

Let's make the concept of elementary mathematics more
precise.

of course, no definition in the mathematical sense is possible.
Trying to list the parts of elementary mathematics we include
Euclidean planimetry and stereometry, linear operations with plane
and space vectors, scalar, pseydoscalar and vectorial products, the
,greatest part of combinatoriai geometry, elementary number theory,
equations and systems solvable in radicals, algebraie inequali.ties,
elernentary functions and their properties, the simplest properties-of
sequences and the combinatorics of finite sets. There are many
mathematicians  however whoinclude also elements of graph theory,
sirnpiest combinalorial  algorithms, simplest functionalequations in
integers, etc. There are parts 01 mathematics which definitely should
not beincluded:. we can mentlon the methods which areeffectively
used only by a smaUamount of mathematicians as weH as methods
which, though used widely, demand a specifie and advanced
mathematicalformalism.

We can give the foHovving approximate description ofelementary
mathematics.

Elementary mathematics consists of: 1) the methods of
reasoning recognized by a broad mathematieal community as natural,
not depending on any specific branch of rnathernatics and widely used
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in different parts of It, 2) the problems that can be solved by means of
such methods.

Evidently. such a conception of elernentary rnathematics Is
historically conditioned.

In thegreatest part of scientificinvestigations elementary
methods aloneare not enough; they are used together with the
specific methods of corresponding branch. Elementary methods are
olen used in obtaining the esnrnation, in proving lemma, in the
analys:is of a singular CaSe, etc. Nevertheless, there is a number of
cases when the whole basic idea of a solution lies in the unexpected
use of an elementary method. We can NOt€ that sometimes only after
some period of time the solution is recognized as theapplication of an
elementary method.

It makes the systematization  of these rnethods to be an
important task, Also an important taskis to form the sets of exarnples
that demonstrate the characteristic uses of these methods. Getting
acquainted with suchexamples aJlows to master them forpractical
creative work inmathematics.

In this paper we consider s