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Ievads

Tāpat ka citu rnatemātlkas daļu, ari elementārās maternātlkas
saturs nepānraukf mainās, pamata paplašinoties. Piemēram, neviens
nešauoās, ka naiurālu skaitļu daūšanas algoritmsattiecinams uz
pašiem elementārās rnaternātikas pamatiem; tomer viduslaikos par ta
brivu parvaldīšaru piešķīra zinātnlskos grādus. Par elernentārās
ģeometrijas klasiskam lappusērn šodlen uzskatam uzdevumus, kas
vel 250 gadus atpaka! bija pasaules ieverojamakomatemātiku
uzmanības loka (Eilera riņķa Unija, Gausa taisne utt.).

Tradicionāli pieņemts vārdus "elernentārā matemātika" saistīt tikai
ar skolu. Tas nav gluži pareizi, Protams, vairums tāsmatemātikas, ko
māca skolas, ir attiecināma uzelernentāro (kaut gan ir ari izņēmumi;
piemērarn, dažos franču !ieejos vecākaļās klases apgüst Hilbe:rta
telpas pamat1pašibas); tomer daudz plašāka ir ta elementārās
rnatemātikas dala, kas nav formāīi saisūta ar skolu proqrammām,

Precizēsim, ko mēs saprotam ar vārdiern "elementārā
rnaternāti ka".

Vispirms atztmēsrn ,ka p recīzu defirūciļumaternātiskā izpratne
šeit nav iespējams dot; tādas nav arī daudz skaidrāk norobežotām
maternātikas nozarērn, M'ēģinot uzskaitit tas daļas, elementāraiā
rnatemāti kā iekļautos Elklida planimetrija un stereometrija, lineārās
operācņas ar plaknes. un telpas vektoriern, to skalārars,
pseidoskalārais un vektortālais reizināļurns, lielākā dala
kombinatoriskās ģeometrijas,elementarā skait!u teorija, radikāļos
atrisināmi algebriski vienādojumi un to si:stemas,algebriskas
nevienādibas, elernentārās funkcijas un to ipašibas, vlenkāršākās
skaitļu vlrknu īpašrbas ungal1gu kopu kombinatorika. Tomēr daudzi
rnaternātiķi pie elementārāsmaternātikas pieskaita arī grafu teorijas
elementus, vienkāršākos kornbinatorlskos alqoritrnus, naturāla
argumenta vienkāršākos funkctonālvienādojurnus un dažas citas
matemātikas nodaļas. Pilnigi noteikti pie eternentārās matemātlkas
netiek pieskaititas tās metodes, kuras saprot un efektivi lieto tikai daži
šauras nozares speciālisti, kā ari tas metodes, kas gan tiek plaši
izmantotas daudzas nozares, tomēr prasa lzvērsta un specifiska
rnatematiskā aparāta lietošanu.

Viena no aprakstošārn un nekadā gadijuma ne precizarn
elernentārās rnaternātikas defirūciiārn varētu būt šada.
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Elernentārā rnatemātika ir 1) to spnesanas paņerruenu kopums,
kurus plaša matemātiskā sabiedrlba uzskata par pašsaprotamiem,
neatkarīgiem no kādas specifiskas rnaternātlkas nozares un bez
ipašas atsauces uz tiem lieto tos vlsdažādākalās, ari loti talu viena no
otras stāvošās rnatemātikas nozares, 2) uzdevumi, kas atrtsināmi ar
šādu metožu palīdzību.

Acimredzot,šads elementārās matemātikas jēdziens ir vēsturiski
nosacits.

Vairumā gadijumu zinātniskaios pētījumos nepietiek tikai ar
el'ementārajammetodem: tas tiek lietotas kopa ar attieclgās
matemāti kas nozares specifiskajiem paņēmieniern, Elementārās
metodes bieži ir izšķirošas kādā spriedumaetap.a: novēr1ējuma
izdarīšanā, lemmas plerādiļumā, singulāragadijuma analīzē utt..
Tomer ir ari daudzi gadījumi, kad visa atrisinājuma parnatideja slēpias
elernentārās metodes negaidītā pielietojuma. Atzimēsim, ka dažreiz
tikai pec zinārna laika izdodas pamanU veikta pierādūuma sakaru ar
kādu no eternentārās maternātikas rnetodērn,

Tāpēc Ir svarīqi ŠIS rnetodes Iespējarni plaši un vispusTgi apzināt,
konstatēt to izpausmes dažādās rnaternātikas nozares, to
savstarpējās sakarības. Ne mazāk 8varlgi atrast vai izveidot
raksturīqus šo metožu lietošanas paņēmlenus, iepazlšanās ar kuriem
lautu apgüt tas praktiskai darbībal.
, Šajā darba mes apJükosim dažaselementāras matemātikas
metodes ar kombinatorisku saturu. Toapzināšana sākotnēji
galvenokārt notikusi, nodarbojoties ar uzdevumu komplektu veidošanu
dažāda ūmeņa matemātikas olimpiādēm, konkursiem utt. I kā ari,
izstrādājot rnācību Hdzekļus, kasatļaej sagatavoties šīm sacensībām.
Minetā. specifika nav nejaušTba. MatemātIkas ollmpiādēs, kuras re IatTvi
īsā laika posma. jārisina 5 uzdevumi 1 daribniekiem nevar piedāvāt
pētišanai dzijas problemas (kaut ari daži veiksmīgi meģinājumiir
bijuši). Tāpēc, lai padarTtu šis sacenslbas Jespējami matemātiski
saturīqas, Latvija cenšamies taļās iekļaut uzdevumus, kuru risināšanai
nepieciešamas idejas un paņēmleni tuvi mūsdienu zināmē lietotaļiern
spriedumiern .. No otras puses uzdevumu komplektu sastādīšana prasa
to veidoUijiemiepazities ar daudzārn matemātikas nozarēm, lai kaut
da!ēji i.zbēgtu no tēmu atkārtošanās. Šie apstākļi arī nosaka 'olirnpiāžu
matsmātikas" ciešo sakaru ar elementāro matemātikuaugstāk
rninetaļā izpratnē.
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Galveno elernentārās matem āf kas kombinatorisko metožu
apraksts dots darbos [1] - I6]. Lielākā dala uzdevumu I kas sastādūi,
izmantojot un i'lustrējot šis metodes, ievietoti krājumos [7] - [141. Bez
tam š1s 'metodes un uzdevumi ietverti mācibuqrārnatās un ITdzek!os
[15] - [23]. To apgūšanai un pielietošanaī izveidotas daudzas
(apmērarn 30) metodiskas izstrādnes; skat., piem .• [24] - [31].

Vispārīgās kombinatoriskās metodes šeit aplükotas 1..§.
Armērķi iekļaut šis metodes izgJītibas sistērnasaprltē Jau skolas

posma Latvija izveidota izvērsta padziļinātas matemātiskās izglītības
sistēma ar centru Latvijas Universrtates A.Uepas Neklātienes
rnatemātikas skolā; tāaprakstita 2.§. Šis sistēmas darbību var uzskatā
par aplūkoto metožu praktisku ap rob acij u.

Darba kopsavilkuma noslēqumā pievienots literatūras saraksts.

1..§. Dažas vispārigas kombinatoriskas metodes
t.t.Kombinatorisko metožu un uzdevumuklaatūkaciļa,

Kombina!orikas pamatprincips.

Kombinatoriska rakstura uzdevumus var nosacūi iedalīt sekojošas
nelas grupas:

A. Noskaidrot, vai eksistē kaut viens prasltā tipa objekts.
B. Uzrādrt kaut vienu šādu objektu.
C. Noskaidrot, cik šādu objek1tu ir.
D. lzstrādāt algoritmu, kas dod visusšādus objektus.
E. No visiem dotā tipa objektiem atrast kaut kādā nozīmē optirnālo,

B, CI D grupu uzdevumi ir izteikti konstruktīva rakstura. A grupas
uzdevumos var lietot gan konstruktivas, gan netiešas metodes
(neeksistences pierādTjumi no pretējā). E grupas uzdevumos paša
optimalā objekta atrašana prasa konstruktīvu pieeiu, karnēr ta
optimalitātes pierādījums var būt gan konstruktīvs, 'gan nekonstrukfīvs.

Kombinatoriskās metodes, kuras mes aplūkosirn, var t.ikt iedalītas
divas lielas grupas .. Viena grupa raksturojas ar vispāriqo pieeju
"sprrežam par kopas ipašibārn, balstoties uz tas elementu Ipašibārn".
Otru grupu raksturo pieeja "cenšamies uzzināt kaut ko par
atsevišķiem elementiem, balstoties uz visas kopas ipašibārn".
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Uz pirmā tipa rnetodēm mes attlecinārn rnatemātiskās mdukcijas
metodi un ekstrernālā elementa metodi, uz. otra tipa rnetodēm - vidējās
vērtibas metodi, invariantu metodi un interpretāciju metodi. Protams,
praktiskos pielietojumos šīsmetodes tiek lietotas kombineti.

Bütiska sastāvdaļa visas rntnētaļās metodes ir sekojošs princips,
ko rnēs sauksim par kombinatorikas pamatprincipu (KPP):

skaitīšanas rezultāts nav atkarīgs no skaitlšanaskārflbas.
Bezierunām šis princips ir pareizs aniecibā uzgalīg.am kapam,

tomer l ka. zinams, ir spēkā ta analogi arI dažas "bezgalīgas"
situācijās: absolütikonverģentu rindu summēšana, inteqrācijas
kārtībasmaiņaabsoIOti konverqentosinteņrāļos utt Mēsgalvenakart
aplükojam tā pielietojumus gaIīgu kopu situācijās (bet ne tikai).

Mūsu aplūkojarno metožu pielietojumos KPP ir lpaši svarīga loma
arī apmācības procesa: ar ta palidzību var iIustrēt dažadu
matemātikas daļu ciešo saisflbu. Pierneram, uz KPP balstās praktiski
visa identiska algebrisko pārveidojumu tehnika. Tiešārn,
pamatidentitātes a.b=b.a, a-beb-a, a+(b+c)=(a+b)+c, a(b+c)=ab+ac
izsaka KPP dažādus variantus (piernērarn, a.b=b.a vienkāršotā
varianta izsaka faktu, ka rütinu taisnstūri ar a rindinārn un b kolonnārn, ,
rütiņu skaitu var iegūt, 9'an skaitot pa rindiņām, gan skaitot pa
koionnām.)

Otrs būtisks KPP pielietojumu loks ir C grupas uzdevumu
rislnāšanā lietojarnā rekurento sakaribu metode. Tiešārn, katra
rekurentā sakarība izsaka faktu, ka mūs interesejošos objektus (kurus
mes parasti ledomāiarnies kaut kādā dabīqā kārtibā) var saskaitī! arī"
citādi, klasifioējot oec jcaoas noteiktas pazīmes. Tādējādi KPP
pielietojumi ir arī" reizinājurna likums kombinatorika, klasisko
kornbinatorisko skartļu apreķirlašana,ieslegšanas ~ lzslēgšanas
formula, utt Plaši KPP pielietojumi saistīti ar elementāro skaitļu teoriju
(dalītāju skaita novertējumt, Gausa lemma un tas pielietojumi utt.)
Vispārinātā veida KPPizpaužas ģeometrij.ā, kur daudzos gadījumos
figüras rnērs vienāds ar tas atsevišķo datu mēru summu neatkarigi no
tā, kādās rnērojamās daļās figura sadalīta un kādā kārtibā šis daļas
apskata; uz to balstās, piemēram, visas laukumu apreķināšanas
metodes.

No pielietojumu viedokļa KPP apguve sevišķi noderīgs t.s, "ceļu
shērnas" jēdziens. Tā pieHetojumu ilustrē sekojošs uzdevums.



9

"Pa cik dažādiern ceļiem var aizbraukt no A uz B, ja at!auts vlrzīties
tikai no kreisas uzlabo pusi (skat. tzim.)?"

A B

t.zlrn,

Šis uzdevums ir viens no t.s. "modeluzdevumiem" rekurento•
sakaribu metodes apguve. Ar lidzigu shēmu parīdzibu var uzskatārni
itustrēt daudzu kombinatorikas uzdevumu nsinējurnus.

Kombinatorikas pamatprincipa pielietojumus skat. darbos [1 l, [7]~
[1:4], kā ari kopa ar galveno kombinatorisko metožu izklāstu.

1.2. Matemātiskās indukci:jas metode (MIM)

Acirn redzot , MIM ir pirmās grupas metode: ta laujizdarn:
spriedumus no atsevišku elementu īoašibam par visu kopu. Analizējot

_ 1_ '. _

las dažādos pielietojumus, tika konstatēts, ka ļoti būtisks ir indukcūas
snēmas.Iēczīens .

Vlspārpleņemtaios MIM Iietojumos parasti pārbauda bāzi pie
parametra vērtības n::::1un veic induktīvo pāreju no n:=;kuz n:=;k+1.
Šada shēma pec bütības ietverta ari Peano aksiomu sistērnā. Skaidrs,
ka ari jebkuriem citiem rnatemātiskās indukciļas Uetojumiem galu9alā
principa jāreducējas uz šo shērnu, Tornēr, risinot konkrētas
problērnas, daudz parociqāki var izrādītles dažādi tas varianti.

Aplūkosirn indukciias shēmas jedzienu ..
Ja dots vispārīqs apgalvojums A(n) ar parametru n, attēlosim to 'ka.

uz vienu galu bezgarīgu rūtiņu lentu. Tad atsevišķās rūtiņas attēla
atbilstošos apgaJvojumus ar parametra vertībām n:=;1\ n::::2, n::::3,...
(skat. 2.zim.)
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A(n) 1_1
A(1) A(2)

I
A(3)

•••

2.zlm.

lztēlosimles, ka no sākuma visa lenta ir balta. Pierādltiern
apgalvojumiem atbilstošos apgabalus aizkrāsosirn. Tad mūsu rnērķis
ir parādit, ka var aizkrāsot visu bezgalīgolentu A. Šada lnterpretācijā
klasiska indur(cijas shēma 1; k--+k+ 1 attēlojas sekojoši:

a) aizkrāso pirmo kvadrātir,tlA(l),
b) pierada likumu, saskasā ar kuru aiz aizkrāsota kvadrātiņa

sekojošo ari var aizkrāsot.
Grafiski šādi spriedumi attēlojami ar 3.zim.

ITITl···
A( 1~ .."(2) J \(3)

:ITJ•...········..-.~ ITI....'.-..... . L.-L.J

a) b)
3.zIm.

Uzskatami redzams, ka, izejot no situāciias 3.a zīm. un pakāpeniski
pielietojot 3.b zīrn. redzama "šablonu" J aizkrāsoļarn visu 2.zTm. lentu.

Saglaba.jot parnatlnterpretācfju ar bezgaljgo aizkrāsoto lentu, ir
skaidrs, ka aizkrāsošana var notikt ari citādi. Tādējādi nonākam pie
indukciias shērnas jēdzlena. Tāgalvenās izpausmes ir

1) viendirnensionālās indukcijas shēmas ar bāzi
A(l), A(2)""lA(m) un lnduktīvo pāreju
A('k+1)& A('k+2) & ... & A(k+m) --+ A(k+m+ 1) (skat.4.zim.)



11

.,••...~~.-
~

m
4.z1m.

2) viendimensionālāsindukcijas shēmasar bāzi A(1) un induktīvo
pāreju 'lit(t<k -4' A.(t)) -:,. A(k+ 1) (skat. 5.zīm.)

10__ .,

5.zīm.

3) viendimenslonālās indukcijas shērnas ar Iēciena garumu lietāku
neka 1, piem., shēma ar bāzi A(1)&At2) uninduktīvo pāreju
A(k)-:,.A(k+2).

4) viendlmensionālās indukciļas shēmas "turp ~ atpaka!" j

piemērarn, shēma ar bāzi A(1);A(2) un indukūvajām pārejārn k-+2k un
k~k-1

5) viendlmeostonatās paralēlās indukdjas shērnas, kad vienlaikus
pierada vairākus apgalvojumus. no kuriem patiesibā svarigi tikai daži,
bet pārējie kalpo ka "sastatnes majas cehniecibā'

6) vairākdlmensionālas indukcijas shēmas, kad pierada-mais
vispānqais apgalvojums atkarīgs no vairākiem parametriem.
Piemēram, plaši. Izplatīta ir apgalvojuma A(n,m) pierārūšana pēc
shērnas ar bāzi A(1 ,m) & A(n,1) uninduktīvo pāreju

A(n-1 ,m) & A(n,m-1) --+ A(n,m) (skat.6.zlm.)
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6.zlm.

7) viendimensionālās indukcijas shēmas I/pecmizinājuma",
piemērarn, indukcijas shēma ar bāzi A(pk) (p-pirrnskaitlis) un induktīvo
pareju A(n) & A(m) & LKD(n,m)=1 -) A(nem).

MIM kombinatoriskos uzdevumos tiek pamatā lietota 1.1 punkta
rninētās 0 grupas uzdevumu risināšanā; bez šaubārn, tai ir plaša loma
ari ārpus kombinatorikas. Retāk, bettomēr pietiekami bieži, MIM tiek
lietota B grupas uzdevumu risināšana ("matemāfiska indukcija
atsevišķu apgalVojumu pierādīšanā"), kā ari C un E grupas
uzdevumos (optimalitātes pierādijumi ar indukciju, kas parasti izmanto
plašāku apgalvojumu pieradīj,umus,. paraleto indukciju utt.)

No pielietojumu viedokļa, apgūstot MIM, īpaša vēriba veltāma ari
pietiekami daudzpusTgām uzdevumu grupam, ar kuram ilustrē
dažādas shērnas. Bez pedagoģiJā klasiskaliem MIM piel.ietojL:miem
summu apreķināšanā, nevienādīhu un dalārnības īpašību pierādīšanā
unidentitāšu pamatošana liela uzrnarūba tiek veltltainduktivām
konstrukcijām (t. sk. indukūvām deftrūciiām), kombinatorisku algoritmu
izstradei un to pareizības pieradīšanai,indukcijas pielietojumiem
atsevišķuapgalvojumu pierādīšanā, spēļu anaūzē, jautājumam par
piemērotaindukciias parametra izvell, Vispār mes uzskatam, ka MIM
pec būtibas ir process, un tāpēc tas apguvi vislabāk sakt ar
konstrukūva rakstura uzdevumiem, kuru risināšanas gaita katra
nākošā atsevišķā uzdevuma risināiurns tieši un uzskatārni izriet no
iepriekšejā uzdevuma risinājuma, nevis ar algebrisku sakarību
pierādišanu, kā pieņemts ktasiskajos mācību lidzekļos.

MIM pielietojumi elementārajā maternātikā izklāsūti darba [1]; skat ..
ari [5] [71~[14].
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1.3. Videjas vērūbas metode (VVM)

VVM ir izteikta otras g.rupasmetode;. ta tauj spriest par kopas
elementiem, izmantojot visas kopas integralus raksturlielumus, kas
saīstlti ar visu elementu skaitlisko raksturlielumu summu, reizinālumu
utt. VVM izpausmes elernentāraiā rnaternātikā lrļoti daudzpusīgas un
savstarpē]! šķietami nesaistitas.

Plaša VVM pielietojumu grupa balstās uz sekojošu principu:
ja lielu objektu sadala maza skaita daļu, tad vismaz viena dala ir

pietiekami liela.
Ko katra konkrētā situāclļā nozīmē "liels", "mazs" un "pietiekami",

atkarigs no apskatārnā uzdevuma.
Paši viertkāršākie VVM pielietojumi saistiti ar summu un

reizinājumu novērtēiumiern sekojošu apgalvojumu forma:
ia x1.+x2+ ... +xn>s,+a2+ ...+an' tad eksistē tads i, ka xi~ai'
Ipaši svarigs ir speciālgadījums. kad a1=a2 ... =8:0.
Skaidrs, ka analogus rezultātus var formulēt stingram

nevienaoibām, poziflvu skaitļu reizinējumlem utt.
MInetas lemmas speclālqadiļums diskrētu objektu gacfijuma ir plaši

pazīstamais Dirihle princips (OP):
ja vairāk neka. k.n objekti sadalif n grupas, tad vismaz viena grupa

ir nemazāk ka k+ 1 objekts.
Pat šajā visvienkāršākajā formulējumā OP un ta tieši secinājumi

gūst plašus pielietoļumus, Atzīmēsim dažus no tiem.
A. Elernentārajā grafu teorija OP pie'lietojams teorēmās par

sakārtojumiern virknes un ciklos, par Hamiltona un Ellere ceļu un ciklu
eksistenci un neeksistenci, T ālāk, visa klasiskā grafu Harnseja teorija
pec bütībasir daudzkārūqa un sarežģTta OP pielietošana (bieži reize
ar M!IM) pilntern un nepilniem grafiem. Ar DP cieši saistūl klasiskie
rninirnaksa rezultāti (Holla, Dilvorsa, Keniga-R.ado teorērna Špernera
lemma, Forda-Falkersona algoritms utt)

B. Elementārajā skaitļu teorija DP pielletoļomi vispirms saisfiti ar
skaitļu klasificēšanu pēc moduļiem (tieši sakara ar vācu matemātiķa
P.L.Dirihlē darbiem šajā nozare princips ieguvis savu nosaukumu). DP
pielietošana ir viens no ga.lvenajiem etapiem, pierādot tādus
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klasiskus rezultātus ka Ferma. maza teorērna, Vilsona teorērna,
ķīniešu teorērna, Tues lemma utt.

Cita DP pielietojumu grupa saistīta ar ska.itlu kanoniskajiem
sadaITjumlem pirrnreizinātalos.

Trešā DP pielietoiurnu grupa saistīta ar reālu skaitļu pieraksta
struktūru pozicionālās skaitīšanas sistēmās un iracionālu skaitlu
raclonāliem tuvinājumiem.

C. Elernentāraļā algebra DP tiek lietots, lai konstatētu vienadoļumu
un nevienādību atrisinājumu eksistenci.

D. Elementārsjā un kombinatoriskajā ģeometrija DP parasti tiek
lietots kombinācliā ar kādu tīri ģeometrisku ideju vai faktu. Ka.
galvenos no tiem jāmin: a) maksimālai.s attālums starp daudzstūra
punktiem, b) (steqtas) lauztas IīniJas posmu un virsotņu ipašibas, e) n-
stūra leņķu summa, d) trij stūra. nevienādība. Dažadu figuru un punktu
sistēmuizvietoiurnu pēūšana loti liela nozīme ir apkārtnes jēdzienarn,
kas kopa. ar OP analogiem 'geometrijā ,auJ konstatēt dažadu
izvietoļ umu neiespē] amību.

E. Plašus pieHetojumus ~ DP gūst teorētiskaļā datorzin atnē .
Pieminēsim dažus notiem.

Pirrnkārt, DP un ta analogus lieto kombinatorisko algoritmu
opti mal.itātes pie rād1Jumos (t.s, "intormāciļas teorijas sniegtie
apakšējie novērtē] umi").

Otrkārt, OP tiek izmantots kodēšanas teorija kodu optirnalitātes
pētijurnos kopa ar d3Ža.diemģeometriskā apkārtnes jēdziena. •...... ,. -" .
vrspannajurnrern.

Treškart, DP un tam Ildzīgi spriedumi ir pamata daudziem
neiespējarrūbas pierādījumiem autornātu teorija. Tiešām, šādi
pierādiļumi bieži: balstās uz faktu, ka automātu "piespiež" kaut kādā
izpratnē ieciklotles: to panāk, apskatot sltuāciju skaitu, kas lielāks par
automāta (vispārināto) stāvokļu skaitu, tāpēc vismaz divas situācijās
automātarn jāatrodas vienādos (vispārinātos ) stāvokļos,

Ceturtkārt, DP lr viena no galvenajam idejārn pēdu metodes
lietošana sarežģitības apakšējos novertejumos.

DP un summu novērtēšanas metodes tiek. lietotas galīgām kopām.
VVM tiek lietotaart plašākos kontekstos, kas saistiti ar bezqaūgārn
kopām. Teqalvenokart [āmin sekojošie virzieni:
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a) bezgafigas kopas sadalijums garīga skaita. daļu; tad vismaz
viena daļa lr bezgallga. Klasiski šada pielietojuma piernēn ir Keniga
lemma par bezgalīgokoku, 'Ramseja teorērnas bezgalīgiem grafi.em,
Eiklīda plaknes Hamseja teorija utt.

b) VVM integrālie varianti, uz kuriem attiecināma, piemērarn,
klasiska matemātiskās anaīīzes teorēma par nepārtrauktas funkcijas
vidējo vērtību, nogriežna vai slegtas rīnijas garuma raksturojums, ..

ģeometrijā ar tas projekciju palīdzību un uz to balsūtās ģeometrisko
nevienādibu pierācššanas rnetodes utt.

c) eksistences plerādiļumi, kas balstās uz apjomazina dažadu
bezgalīgu kopu eksistenci (piemēram, transcendentu skaitļu
eksistences Kantora pierādījums).

Minētie WM pielietojumi pamata saistūi ar eksistences vai
neeksis1ences pierādūumiem, t.i., attiecināmi uz. 1.1. punktārninētās A
grupas uzdevumiem un vienu no divārn E grupas uzdevumu daļām
(iau konstrueta objekta optirnalitātes pierādijums),

Citi WM pielietojumi aplūkoti punkta. "Interpretāciju metode".
WM pielietojumi elementārajā matemātikā apskatīti darbos [2]-[4]1

[6]~[14).

1.4. Invariantu metode

Invarianta jēdziens vienmēr salstīts ar kādu procesu kurāšis
invariants izpaužas. Tas nosaka invariantu metodesg;alvenos
piel ietoļumus:

a) kombinatorikas Agrupas uzdevumos ~ neiespējamības
plerādlļurnos, īpaši gadīJumos, kad meklējamais objekts tiek meklēts
kā kādas konstrukcijas iespējamaisņala rezultāts,

b) kombi natori kas C grupas uzdevumos ~. bal,stoti es uz
kombinatorikas pamatprincipu kas izsaka skaitišanas rezultāta
invarianci attiedbā pret skaitīšanas kārtības rnaiņu (tas ir galvenais
kombinatoriskais invariants L

c)algoritmu pareizības pierādijumos, tai skaita matematisko
spēļu strateģiju pamatoļumos.

Protams, var norādit daudzatvasinatu pielietojumu, piemērarn,
flgūraslaukuma invariance attlecibā pret tas datu pārkārtošanu utt.
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Invariantu metodi nelespējamibas pierādāurnos parasti pielieto
sekojošās sltuācijās: doti objekti (11 un 0.2 no klases tJ[ un likums,
saskaņāar kuru katru objektu no klases 07..var parveidot par kaut kādu
objektu no klases (JL . Vai iespējams ar galigu skaitu šādu
pārveidojurnu.Jzpildot tos pēc kārtas, no objekta o.,iegut 0.2 ?

Par-šāda uzdevuma invariamu sauc funkciju 1, kas katram aeOl
piekārto lielumuf(a), turklāt, ja objekts w1 iegūstams no W2, pielietojot
pieļauto pārveidojumu vIenu reizi, tad f(w1)-f(w2).

Ja atrasts uzdevumainvariants, kuram turklāt f(ul}:;i:f(a2)' tad esam
pie rādijuši , ka no 0.1 nevariegüt a2 ar galīgu skaitu pie!au1o
pārveidojumu.

Klasiskiinvariantu metodes pielietojumi ir petijumi parloģikas
algebras funkciju izsacīšanu dažādās bāzēs.

Neiespējamības pierādijumoselementārajā matemātikā parasti
lieto skaitliskus invariantus (elementu skaits, artāīumu summa, kaut
kādā izpratne rnakslmālais attālums starp fi,güras punktiem utt.).
T ornēr sastopami ari "kval.itatīvi lnvariarrti", kā figüras ortentācija,
skaitišanas rezultata paritāte utt. Atšķirība starp skaitliskiern un
"kvalitatīviem" invariantiem nav būtiska matemātiskā izpratnē (katru
"kvalitatīvu" invariantu var reducēt par skaitlisku), bet loti, svariqa
invariantu metodes apguve.

Aplükojamā tipa neiespējamibas pierādljumos elementārajā
rnaternātikā bieži lieto arī t.s. "pusinvariantus", PIeņemsim, ka Iepriekš
aprakstītajā situācijā funkciļa f ir skaitliska un tai piemīt īpašlba: ja
objekts w2iegūstams no objekta w 1.' pielietojot pieļauto pārveidojumu
vienu reiziļ tad f(w1)<f(w'2)' Tādu funkciju f sauc par apskatāmā
uzdevuma augošu pustnvariantu. (Līdzīgi ievieš nedilstoša, dilstoša
utt. pusinvarianta jēdzienus),

Ja atrasts uzdevuma augošs pusinvariants, kuram turklāt f(a,)::::f(a2),
tad esam pierādijuši ka no 0.1 nevar iegūt ('.(2 ar galīg.u skaitu

pteļauto pārveidoļurnu, Līdzīgi varam spriest cita tipa pusinvariantu
gadijumos.

Par pusinvariantiem parasti kalpo tie paši skaitllskle raksturlielumi
kas parinvariantiem.

Pusinvariantulietojumus elernentāraļā matemātika visdziļāk pēūjis
Sankt-Pēterburgas maternātiķis D.Fomins.
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Invariantu metodi nelespējarnlbas pierādiļumos lieto ari tādos
gadijumos. kad meklējarnais objekts netiek definēts ka pārveidoiumu
virknes rezultats, bet tiek apskatits tieši. Tadā gacfijumā izšķirošais
invariants parasti ir skaitīšanas rezultāts attiecibā pret skaitišanas
kārtības rnaiņu: pieņemot hipotētiskā objekta eksistenci, mēs
aprēķinārn kādu skaitlisku raksturlielumu divos dažādos veidos un,
iegu~tot dažādus rezultātus, nonākarn pie pretrunas. Šāda tipa
uzdevumi sevišķi bieži sastopami divas elementārās matemātikas
jomas:

a) kombmatonskaia ģeometrijā, kad tiek runāts par figūru
saqriešanu noteikta tipa daļās vai sastācfišanu no tadām,

b) uzdevumos, kas reducējas uz tāda grafa neeksistenci, kam ir
nepāra skaits virsotņu ar nepāra kārtu.

levērosirn, ka šāda grafa neeksistence izriet no pretrunas, kuru
iegūst, divos dažādos veidos saskaitot visu virsotņu kārtas: 1) pa
virsotnēm (rezultāts - nepāra ska:itlis),2) pa šķautnēm- para skaitlis.

Sevišķi jāatzirnē, ka šis pats lnvariarrts ~ skaitīšanas rezultāts ir ari
VVM un Dirihlē principa pamatos; tiešām, šo metožu pamatojumi tiek
izdarīti no pretējā, un pretruna tiek ieg;ūta, salTdzinot divos dažādos
veidos aprēķinātas summas, reizmāļurna utt. vērtibas.

Lietojot invariantu metodi skaitišanas rezultāta aprēķināšanai J

galvenokārt tiek izmantots sekojošs paņēmiens: ar meklšjamā
rezultāta palidzību izsaka kādu lielumu, kuru pec tam aprēķina vel
citādā ceļā, No abu rezultātu vienāoības Jeqüst prasito rezultātu.
Klasisks piemērs ir aritrnētiskās progresijas locekļu summas
aprēķināšana.

Invariantu metodes pielietojumi algoritmu pareizības pamatojumos
notiek, ar matematisko indukciju pierādot vispārigāku apqalvojurnu par
īpašibu, kas pallek Invarianta a·lgoritma [ebkāda solu skaita izpildes
rezultātā.

Klasiskaļā eiementārajā matemāti ka, pielietojot šo paņēmieuu
spalu analize 1, loti svariqs un arts ir "uzvarošās pozīcijas' jēdziens.
Atcerēsimies, ka etementāraiā maternātikā parasti aptūko divu
spelētā]u spēles ar pilnigu informāciju, kuras gājienus izdara pēc
kārtas mainot spēles gaita izveidojošos poziciju, un uzvarētāis ir tas,
kasiegüst kadu iepriekš noteiktu poztciju.

Acirnredzotvšādā spēlē uzvaroša stratēģija ir atrasta, ja izdodas
visas spēles pozicjas sadalit divas grupas (R un 'b, pie tam

a) no 07.. grupas pozīcijām var pāriet tikai uz jj grupas pozīcijārn,
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b) no~ grupas poziciias var pāriet uz.kādu (J[ grupas pozīciļu,
c) iepriekš noteikta beigu pozīciia pieder grupai Ol..
Tad uzvarošā strateģija ir - ar savu gajienu iegiJt Ol.grupas pozlclļu;

(J[ grupu sauc par "uzvarošajārn pozicliām".
Uzvarošo pozlciju klase ir atrasta uzreiz, ja izdodas atrast

atbilstošu irrvariarrtu ipašību, kuras saglabāšanos pec saviem
gajieniern attiecīgais spēlētājs var garantēt. Ja šādu invariantu Ipašibu
neizdodas atrast tieši, galvenā metode eiementāraļā maternāf'kā
spēļu strateģiju izstrādē ir spēles rnodeļa veidošana.

Seit svarīgs ir spēles parametra jēdztens; atkarībā no būtiskajiem
speles parametriem izšķir spēles ar un bez prtekšvēstures, t.i., speles,
kurās iespējarnos gājienus ietekme (resp. neietekrnē) tas, kādi 'gajieni
izdarlti aqrāk spēles ga'ita.

Skaidrs, ka ne invariantu metode, ne kāda cita metode principa
nevar dot uzvarošas stratēģijas parvaļiqal spēleī; tomer te apraksūtā
pieeja lauJ analizēt samērā sarežqūas un daudzveidīgas spēles,

\1 __

No pielietojumu viedokļa, aplūkoļot invariantumetodes apgūšanas
jautājurnus, centrālais uzdevums ir galveno invariantu - skaitīšanas
kārfiba un paritāte - lespējarni brīva pārvaldišana un prasme tos
saskatīt dažādās situāciļās. Tāpat 'IIetderTgiuzsvērt invanantu rnetodes
saisflbu ar maternātiskās indukcijas metodi ~. pēc būtibas katra
pierādljumā ar matematisko indukciju tiek pamatots. ka kaut kāda
īpašība ir invarianta pārejā no vienas parametra vērtības uz nākošo,
Invadantu metodes lietojumi elernentāraļā rnatemātikā apskatīti
darbos [2]-[3], [7]-[14].

1.5.Ekstremāl,a elementa metode (EEM)

Ekstremālā elementa metode sava būtibā pamatojas uz faktu, ka
daudzas parācfibas vai Ipašības visspilgtākizpaužas robež gacfij urnos,
t.i., tam pētāmās kopas elementam, kas kaut kādā ziņā ir izcila
stāvoklī starp pārēliem -gluži tāpat ka cilveka rakstura īpašības
visspilqtāk izpaužasārkārtējos apstākļos, Elementārajā maternātikā Šī
metode parasti tiek lietota sekojoši: pētot kādu kopu A, koncentrējarn
uzmanību uz to kopas elementu x, kamkāda īpašība izpaužas
visizteiktāk (bieži vien tieši šis nosacūums definē elementu x; to sauc
par kopas Aekstremālo elementu) un pēc tam, analizējot x saisūbu ar



19

citiem A elementiern.Jeqüst derlgu informāciju par x vai par visu kopu
A.

EEM tieklietota, gan lai iegütu irrīormāciļu par visu kopu no tas
atsevišķa elementa (piemērarn, lai pierādītu, ka kopa ir tukša vai
sastāv no kāda naturāla skaltļa daudzkārtņiem), gan ari pretējā
virziena; tātad tā satur gan pirmā, gan otra veida kombinatorisku
metožu iezīmes.

EEM parasti tiek lietota 1.1.punktā rninētās A grupas uzdevumu
risināšanā (vairākumāgadījumu ~ pierādot neeksistenci), retāk - B
grupas uzdevumu risināšanā (pec kāda parametra ekstrernālais
elements izrādās meklējarnais pavisam cita konteksta); loti plaši EEM
tiek lietota ~ .grupas uzdevumu risināšanā.

Pašos vienkāršākajos gacfijumoskopas ekstremālais elements tiek
atrasts tieši: lielākais skaitlis skaitļu kopa, trijstūris ar vlslielāko
laukumu, skaitlis starp aplūkojamiem, kas daiasar vislielāko
plrrnskaitļa p pakapi, utt (Pedejaisgadfjums ir raksturigs piemērs
EEM Hetošanai elementāraļā skaitļu teorija). Grafu teorijas uzdevumos
raksturiqs ekstremālā elementa piemērs lr virsotne ar vislielāko
(vrsrnazāko) kārtu, kombinatorlskās ģeometrijas uzdevumos par galīga
skaita punktu un taišņu izvietojurnlem .~.punkts, kura krustojas
visvairāk taišņu (respektīvi taisne, kas satur visvairak punktu) vai paris
~pun,ds. tusne), kuru savstarpējais attālums ir vismazākais no
nenuUes attālurniern. Ļof svarīqs ekstremalaelementa piemērs
kombinatorisksļā ģeometrija ir izliekta apvalka jēdzlens.

Ekstrernālā elernenta metode dažreiz tiek lietota nelespējarnibas
pierādijumos ar invariantumetodes pafīdzibu; ir uzdevumi, kuros
izdevīgi izsekot, ka kaut kāda procesa Q'aita mainās kopas
ekstremālais elements, un tam pielietot 1.4. punkta minetos
spriedumus. Ekstrernālos elementus daudzreiz izmanto pārlases tipa
algoritmos ka pārlases parametrus.

Būtiska ekstrernālā elementa pielietošanas joma ir pieradījumi,
kuros pamato.ka kads process (plernērarn, algoritma izpilde) ir galTg5.
Parasti tas notiek pec šādas shēmas:

a) konstatē, ka kads procesu raksturojošs parametrs katra izpildes
soīī (vai ari laiku pa laikam) palielinās,

b) pierada. ka šim parametram var būt tikai gaHgs skaits vērtību (vai
ari pec kāda laika paliek tikai ga~gs skaits lespejamu vērnbu)
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c) secina, ka procesam jābeldzas, jo pretejā gadfjumā parametrs
pieņerntu bezgalīgi daudz dažādas vērtibas.

Visplašāk pazistarnā šis pieejas izpausme ir bezgafigā kritiena
metode elementārajā skaitļu teorija, ka ari tādu al,goritmu anaūze, kuri
sāk savu darbibu ar patvaļīqu konfiguraciju un pakāpeniski to uzlabo.

Ar EEM pielietošanu saistīti principiāū jautājumi par ekstremālā
elementa eksistenci; ka zinams, ne katra netukšā skaitļu kopa eksistē
visrnazākais (vtsllelākais) elements. Ekstrernālā elementa eksistence
lr garantēta, ja apskatāmā kopa ir ga[lga. Gan no pedagoģiska, gan
izziņas viedokļa, pielietojot EEM kādas gafīgas kopas anafīzei, pec
tam lietderIgi izpētit analogu jautāiurnu tas bezgalIgam analogam, kur
EEM tieši vairs nav lietojama. Daudzos gadijumos, kad tiek Iegūts
pretējs rezultāts, tas runa pretī rnüsu irrtuīcilai, un tādējādi ši pieeja
padziļina izpratni par pētāmo parādību.

Ekstrernālā elementa metode ir dziļi saistītaqan ar galveno pirmā
veida kombinatorisko metodi - MIM. gan ar galveno otra veida
kombinatorisko metodi - WM .. Tiešām, matemātiskāsindukcijas
principa pamatojumos (ja tie netiek reducēti lidz Peano aksiomu
sistēmal) parastitiek lzmantots fakts, ka katrai netukšai naturālu
skaitļu kopai eksistē visrnazākais elements (un tātad tādarn jāeksistē
ari starp tiem naturālajlern skaitļiem, kam neizpildās vispārīqais
apgalvojums A(n), no kurienes tūīit iegüstam pretrunu) .. No otras
puses, gan VVM,gan DP, kasgarantē kāda objekta eksistenci, pēc
būtības apgalvo, ka šāds objekts ir tas, kam ir vislielākā (vismazākā)
kāda skaitliska raksturlieluma vērtiba,

Šie novērojumi,kaut an rnatemātiski ne sevišķi dzi!i, lzrādās
ārkārtīgi noderīgi iepazīstlnot skolēnu, skolotāju un studentu
auditorijas ar apskatāmaļārn rnetodem un veidojotiemaņas to
lietošana. EEM lietojumi elementārajā matemātikā apskatiti darbos [21
- [31, [7]- [14].
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1.6. tnterpretāciļu metode.

ŠIS metodes lietojumi balstās uz dziļārn iekšējām saitērn starp
dažādārn rnatemātlkas nozarērn, kas!auj pielietot vienas nozares
metodesdtas nozares uzdevumu risināšanā, Īsi interpretāclļu
metodes būfību var aprakstit sekojoši:

1) risināmo uzdevumu "pārtulko" cita "valodā",
2) atrisina "pārtulkoto" uzdevumu,
3) atrislnājumu "tulko" atpakaļ, iegüstot sākotnējā uzdevuma

risinālumu.
lnterpretācūu metodi rnēs pleskaitām kombinatoriskām metodērn, jo

tas pamata ir atbilstības nodibināšana starp uzdevumu klasērn
dažādās nozares, kas ir klasisks kombinator:isks paņsmiens, T ā rod
pielietojumus visas 1.1. punktā rninētajās kombinatorisko uzdevumu
grupas, ka arī virkne citu uzdevumu.

Klasiski mterpretāciju metodes piernēri ir analltlskās ģeometriJas
pieeja ģeometrisku uzdevumu rislnāšanai, ka ariģeometriskā skaitļu
teorija, kad veselu un racionālu skaitļu dalārnibas Ipašības tiek
pētītas, balstoties uz Dekarta plaknes veselo punktu (t.i., punktu, kam
abas koordinātas ir veseli skaitli) kopas īpašībām.

tnterpretāciju metodes galvenie pielietojumi elemerrtārsjā
maternātlkā bez jau minēto lietojumu elementiem ir sekojoši:

a) kornbinatoriska rakstura uzdevumu pārtulkošana grafu valodā,
b) algebrisku nevienādibu pierādīšana ar ģeometriskas

interpretācijas palīdzību,
c) identitāšu pierādīšana ar piemērotas fnterpretācijas paITdzību,

kad abas identitātes puses interpretē ka kādas g.aligas kopas
elementu skaitu, kas apršķināts dažādos veidos,

d) identitātes pierādlšana arģeometriskasinterpretācijas paūdzību,
kad tas abas puses interpretē ka dažādā veida aprēķināfu vienas un
tas pašas figūras laukumu, tilpumu utt.,

e) planimetrijas apgalvojumu pierādīšanaar stereornetriskas
interpretācijas palidzibu, tai skaita ģeometrisko konstrukciju
neiespejamibas pierādījumi izmantojot paralēlo un centrālo
proiicēšanu,
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f) nevienādību pierādišana ar varbūtibu teeriļas Jnterpretārāas
paīidzību, kad nevienādību pārveJdo forma

kur A1J A.2, ••• ,An - pa pāriern nesavietoJamu nonkumu sistēma
(skaidrs, ka lespējamas variāciļas),

levēroslrn, ka šādi pieHetojumi sava bütibā saistiti ar VVM.

Interpretā'ciju metodes sastāvdaļa ir ari maternātikas uzdevumu
risināšana arfizikalas lnterpretāciļas palidzibu: smaguma centra
jēdziens un tā pielietojumi, potenciālāsenerģijas minimuma princips,
energijas nezūdamības likums utt. levērosim, ka jēdziena par
smaguma centru lietošana ir WM variants; tiešārn, matertalu punktu
sistēmas smaquma centru var dabī:ga izpratne uzskati! par tas Uvidējo"
punktu. No rnaternātlskās stingrības viedokļa šādas interpretācijas var
ra<fitiebildumus,tomēr jāatzīmē: pirmkārt, visus minētos jēdzienus var
formafizēt un atbrīvot no fizlkālā satura, otrkārt, šādas interpretācijas
var pafīdzēt uzmmēt vajadzīgo rezultātu, kuru pec tam stingri pamato
citādi.

No pielietojumu viedokļa raugoties,interpretādju metodes lomu
matemātikas padziļinātā macišanagrūti pārvērtēt, Ta attTsta
nestandarta pieejas palidz atklāt agrāk nepamanitas sakarlbas,
stirnulē patstāvīqus pētūumus, utt.

lnterpretāciju metodes lietojum.i elementārajā maternātikā apskatīti
darbos [5], [6],. [7] - [14].
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2. §. PieHetojumi rnatemātlkas panziļināta mācišanā,
2.1. Galvenie didaktiskie principi.

Matemātiķa kvalifikāciļu raksturo faktu zināšanas, prasme tos
pielietot atbilstošas situācijās, spēja Izveidot un analizēt adekvātu
matemātisku modeli, vispārējā loģiska kultūra un grūti definējarns
jēdziens "matemātiskā intuicija' , ko varētu raksturot kā spēju nojaust,
vai kads rezultātslr pareizs vaj ne, vē1pirms ta pamatojuma, un spēju
uzrninēt, kādā virzienāmeklējarnstā pamatojums. Vel auqstākā ūrneni
matemātiskointülciju raksturo prame nojaust, kuras vel
nematematizētās cilveka darbības sfērās slēpjas matemātikas (un tieši
kuras matem āti kas nozares) pielietošanas lespējas.

Matemātisko faktu uzkrāšana apziņā ievēroļarni atvi eg Iojas, ja
tie tiek organi.zēti kaut kadā sistērnā. Vispārejās izgITtības tradicionalā
pieeja organizē rnatemāfiskos faktus pēc objektiem, uz kuriem tie
attiecas (vienādojumi, laukumi utt.) Šada pieeja attaisnojas,kamer
faktu materials nav liels, Mūsu pieredze parada, ka, tam pieaugot,
etektivāka kļūst zināšanu orqanizešana pec to pielietojumiem. Minētas
kombinatoriskasmetodes izrādās efektīvi "zināšanu kondensāciļas
centri". Ta kā pierācfījums, rnodeļa veidošana un analize, apgalvojuma
pareizības lntuitiva novē:rtēšana ir nrocesi, tad tajos vispārīqas
metodes spēlē svarīqāku lomu neka. fakti: faktus var atklāt ar metožu
palīdzību, karnēr vispārīpu metožu sintezēšana no atsevišķiem faktiem
ir daudz auqstāka Iīmeņa uzdevums.

Katru zināšanu - gan faktu, gan metožu - apguve var būt
lnduktīva un deduktīva. Müsu pieredze parada, ka gan skolenijran
studenti,gan skolotāji rninētās vispāriqās metodes prot lietot brivāk, ja
šis metodes viņiem m ācitas induktlvi, no dažādiern piemēriem
pamazām sintezējot metodes vispāriqo jēdzienu.

Visetektīvākā shērna ir sekojoša:
liels skaits dažadu piemēru ----t vispānqs jēdztens par metodi --)-

jauni piemēri -4 vispārīgāks jēdziens par metodi ----+ .•.•
levaduzdevumi minēto metožu apguve ir sekojoši:
MIM: mduktīvas konstrukcijas, induktīvi alqoritrni, rekurento

sakarību metode
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VVM: Dirihle princips vienkāršākaiā varianta dažāda tipa
uzdevumos: tā pieUetojumi uzdevumos par Iiehikās un
rnazākās vērtības atrašanu

Invariantu metode: skaltišanas rezultāta neatkariba no skaitišanas
kārtības, paritātes apsvērumu pielietošana

EEM: skaitļu kopas llelākais un rnazākaiselements, izliektais
apvalks

lnterpretacūu metode: ģeometrijas pielietojum,j algebra, fizikālās
interpretācijas.

Minēto metožu apmācibas sākumā svarigi panākt, lai metožu
būtību neaizklātu tehniskie sTkumi, kas saistitl ar risināļurna prec1zu
pierakstu vispārigā veida. Tāpēc Jlelu lomu spēlē t.S. "visparIgie
atsevišķiegadījumi", kuros attiec1gais spriedums tiek veikts vienai vai
nedaudzārn konkrētām parametra vē rūbam, punktu konfiqurācfjām
utt., kas tomer satur visas būtiskās vispārīqā gadijuma tezīmes.
Jēdziens par šādu piemēru sistērnu radies no jēdziena par pilno
pierneru sistēmu programmu testēšanā, Sevišk,i efektivišādas
piemēru s istēm as lietot Jauna-ko klašu skolēnu aprnācībā ..

Ja metožu lietošanas apmācibu labāk veikt induktivi, tad tas
galarezultātam jābūt prasmei pielietot šis metodes deduktivi; turklāī
šai prasmei [ābūt jo izteiktākai, jo augsta-ka ūmeņa audzēkņus
apmācārn. tdeālā varianta rlsmatāļam jau no uzdevuma forrnulējuma
"jājūt", kuras metodes bus Uetderigas ta risināšanā, un tālāk jārīkojas
pēc valrāk vai rnazāk precīzas shēmas. Skaidrs, ka tas principa nav
sasniedzams attiecībā uz visiem iespējamiem uzdevumiem, tomēr ar
šādas pieejas palīdzlbu var risināt plašas uzdevumu klases.

Mūsu pieredze parada, ka gan minēto kombinatonsko, gan citu
vispārTgo elementārās maternātikas metožu apgūšanu vislabāk veikt
akttvi, t.i., risinot speciālā veida sastādītas uzdevumu sērijas
pārmaiņus ar raksturīqo piemēru apgūšanu no literatūras vai
pasniedzēja stāstijuma.

Minēto metožu apgūšanai ir vēl ari citi pozitivi pedagoģiski efekti:
a) rnaternātikas vienotības dernonstrēšana,
b) estētiskie apsvērumi,
c) minēto metožu pamatā esošo ideju pielietojamība arī ārpus

rnaternātikas,
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d) jēdziena par rnatemāūsko pieradījumu paplašināšana, saīidzinot ar
skolas parasti lietotailem pierādijumiem 1

e) skolēnu, studenni, skolotāiu patstāvigu aktivitāšu rosi nāš ana,
pielietoļot apgūtās metodes jau atrlsinātaji.em uzdevumiem lidzīqos, ari
agrāk citādi atrisinātos uzdevumos.

Runājot par minēto vispārigo metožu pielietojamlbas robežam
(piemēram, skaitīšanas kārtības maina bezgalīgu kopu gadijumā;, -

indukcqa pēc cita (ne naturāla) parametra;i.ntegrāJie vidējās vērūbas
analogi; pilnainvariantu sistērna: ekstremālā elementa eksistences
problēma;. fizikālo interpretāciju pielietoiamāias robežas; dažadu
struktūru izomomsmsinterpretāciju metodes gadijumā)1 izdodas
dabīgā veldā pieskārttes daudzām svariqām rnatemātiskām idejām,
kas atrodas tālu no tormālā skolas kursa, tai paša laika parādot to
ciešo sakaru ar rnatemāūkaselernentāraļām nodaļārn.

Protams, ka rninētās vlspāriqās kombinatoriskās metodes neizsmej
visu padzilinatā matemāfikas skolas kursa saturu: tajā ietilpst gan
citas metodes, gan plašs pamatkursā neiekļauts faktu materials.
Tomer minētās metodes ir LU A.Uepas NMSizstradatas rnatemātikas
padzlļinātas rnācišanas sistēmas kodols.

2.2. Aprnācības slstēma,

Matema:tikas zināšanas un matemātiskais domāšanas veids ir
nozīrnīqs faktors ne tikai vispārēja izglītibāl. bet arīaudzina.šanā.
lepazišanās ar maternātiskalām spriešanas metodēm vēlarna daudzu
profesiju pārstaviiern, ne tikaimatematikas un datorzinātnes
sneciāllstlern,

Latvijas Universitātē izveidota pasākumu sistērna matemātikas
padziļinātai m ācīšanai Latvijas skolas. Tas kodols ir LU A.Liepas
Nekla.tjenes rnatemātikas skola, kuru 1969.gadā nodibināja toreizējais
Fizikas un matemānkas fakultātes dekāns Aivars Liepa.

Sistēma ietver sevī klātienes un neklātienes pasākurnus un
paredzēta darbam ar skolēniem, skolotājiem un studentiem -
nākošajiern skolotājiem.
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Skolēniem paredzētle nedātienespasākurni ir a) A.Liepas NMS, kuras
ietvaros katru gadu apmēram 300 audzēkņu pec NMS sagatavotajiem
metodi.skaJiem materiāliem (skat., plern., [24]-[30]) iepazīstas ar
büfisklern maternātikas jautaju.miem papildus skolas kursam, tai skaita
ar aprakstitaj.ām vlspārtqaļāmkomblnatoriskalām metodērn,

b) "Profesora Gipariņa klubs" - uzdevumu risināšanas konkurss
laikrakstā "LaBA" 1 kas tiek organizēts divāsqrupās un jaunāko klašu
skolēniem pieejama forma iepazīstinatos ar galvenajam matematisko
spriedumu metodēm, kā ari analogi konkursi jaunatnes laikrakstos
veca-ko klašu skolēniem, plernērarn, [3], [8]-[14].

Pie šiem pasākumiem pieskaitārnas ari skolēnu zināmiskās
biedrības rnatemātiskās sekcijas, kuru darbam ir Izstradātas Ipašas
'metodikas (skat. [31]).

Skolēniem paredzētie klātienes pasākumiietver a) Mazo
maternātikas universitāti (~ 80 dafibnieku), kuras ietvaros notiek
lekcijas un praktiskas nodarblbas matemātikā un intormātikā, b)
maternātikas pulciņus dažādās Latvj,jas skolas, kurus vada pašreizejie
vai bijušie NMS aktivisti, c) vasaras nometnes Latvijas rajonos
maternātikā un informātikā; katru gadu notiek 3-5 šādas nometnes
nedeļas garuma ar ~30-80 dalībniekiem katra, d) Latvijas matemātikas
olmpiādl, atklāto rnatemātikas olimpiādi ( ~1000 dalTbnieku) un
sa.gatavošanās olimpiādi( ~3000 dallbnieku); abas pēdējāsizveidotas
pēc LU NMS iniciafivas, e) regulāras nodarbības ar Latvijas izlases
kandidatiem, gatavojoties starptautiskajam sacensībām.

Matematikas oūmpiādes un konkursi ieņern būtisku vietu visas
sisternas darba. Ar to paūdzību tiek rasta tieša pieeja plašam skolēnu
un skolotāju masām. Olimpiāžu uzdevumi satur daudzus faktus kas
nav atrodami rnaternātikas pamatkursā; to rislnāšanas gaita skolēni
iepazīstas ar vispārīqajārn matemātiskaļārn rnetodēm, Sacensibu
sportiskais raksturs mudina aodāvinātus skolēnus saqatavošanās
posmam veltTt daudz laika un enerģijas, tādēļādi būtiski pilnveidojot
savas zināšanas: olirnpiādes rezultāf visas valsts mēroqā var kalpot
par kriteriļu (protams, ne vienīgo) , kas gan skolotājiem, gan
skolēniern Jauj salldzināt savu un citu veikumu. Olimpiādes prasibas
pilda iZ9f1tības standarta lomu darbāar spefīgakajiem skolēniem.

Tas viss nosaka augstas prasības olimpiāžu uzdevumu
komplektiem. Pēc sistēmasietvaros lzstrādātajiem standartiem,
jāievēro sekojošais:
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a) uzdevumiem jābūt no dažādāmmatemāfikas nozarēm,
b) uzdevumu risināšanā [ābūt lietojamam dažādārn metodēm,
c) uzdevumu komplektam [āsatur gan alqorltmiska, gan dedukfiva

rakstura uzdevumi',
d) komplekta jābūt vismaz vienam vieglam un vismaz. vienam

grūtam uzdevumam.
Olimpiāžu un konkursu uzdevumu komplektus skat. darbos [7] .~

[14J.
Skolotāļiern paredzēti klātienes pasākuml .~ skolotāju kursi par

matemātikas padziļinātas mācīšanas jautājumiem Riga. un Latvijas
rajonos, kuros katru gadu pec 60 stundu programmas rnācās ~200
skolotāju. Daudzi skolotāji ka klausitaji piedalāsarl minēto vasaras
nometnu darba.t - -

Studenti sistēmas darba tiek ies aistiti ka NMS dafibnieku darbu
pārbaudītāji. un rnacibu Ildzekļu lidzautori, oümpiāžu žūriļu locekļi,
pulciņu vadītaji, Mazas rnaternātikas urūversltātes un vasaras
nometnu lektori. LU Fizikas un rnatemātikas fakultātē matemātikas,
pedagoģijas speciaHtātes studenti apgūst virkni kursu par modernas
elementārās matemāfikas [autājumiem matemātikas bakalaura
programmas ietvaros; kopš 1992. gada LU darbojas matemātikas
maģistratūras apakšprogramma "Moderna elernentārā matemātika".
Kursi par elementārās matemātikas vispārlgajām rnetodērn requlāri
tiek lasīti Liepājas Pedagoģiskaja augstskola.

LU NMS lzstrādāne jautāiurnl sastāda lielu daļu Latvijas Republikas
oficialaj.ā rnaternātikas profilkursa programma. lepriekšējā punkta
apskatItie didaktiskie principi un vispāriqās kombmatorlskāe metodes
iestrādātas mācību grāmatās [15] ~[21] un mācību līdzekļos [22]- [23]..

Aprakstitās ststēmas darbiba tiek koordinēta ar laikraksta "Izglītība
un Kultura" matemātiskā pielikuma "Daudzskaldnis" paūdzību, ko LU
A.~epas NMS izdod kopš 1992.gada novembra.

lpaša loma ststēmas tzveldē bijusi matemātikas pulciņarn Rīgas
t.vidusskolā (1969.-1991., vad. A.Andžans)1 kura tika praktiski
pārbaudrtas galvenās rnetodiskās idejas un sagatavots vairums
Latvijas jauno matemātiķuizlašu dalībnieku.
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2.3. Daži aprnācibas rezultāti

Šodien pastāvošajos eksakto zinātņu relativās nepopularitātes
apstākļos matemātikas uninformatikas prestižs jaunatnes vidū Latvija
joprojam ir augsts un pēdējo 5-6 gadu laikā palicis praktiski
ne.mainigs. Mes to da!eji izskaidrojam ar iepriekš aprakstitās sistēmas
darbibu.

Labāko maternātikas un datorzinātnes pirmo kursu studentu
sagatavotibaslimenis ir ieve rojarni pieaudzis, salīdzinot ar gadiem
pirms sistēmas darbības. Tas rada iespēju ievērojamiintensificēt un
individualizēt darbu ar tiem. Praktiski vlsi tzciīākie jaunie rnaternātiķi,
kas beiguši skolu pēdējos 10-15 gados, skolas gados aktīvi
darboiušlesminētajos pasākurnos,

Rezultāti rnaternātikas olirnpiādēs Jauj saīīdzināt Latvijas skolēnu
sagatavotlbas Iīmeni ar citam valstim. Vlssavienibaa matemātlkas
olimpiādēs 1978.-1991. gados 101 Latvijas dalībnieks izcīnlja 31
pi,rmoJ38 otras, 24 trešas vietas un 5 atzinības, tikai 3 gadījumos
paliekot bez apbalvojuma. Šaja laikā Rlgas komanda 6 reizes
uzvarējusi starptaunskaiās sacensībās "Pilsētu turnirs".
Starptautiskajās olirnpiādēs, kuras Latvija piedalās kopš 1992.gada,
izcināas 3 sudraba med alas, 4 bronzas medalas un 3 atzinības, bet 4, "
dalībnieki palikuši bez apbalvojuma. Starptautiskajās komandu
olimpiādēs "Baltijas ceļš II, kas notikušas 5 reizes, Latvija vienreiz
bijusi ceturtā, divreiz ~ otrā un divreiz ~ pirmā, Visi minēto sacensibu
dalibnie ki qatavotiaplūkotās sistēmas ietvaros.
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1. THE CHARACTERIZATION.
2. THE NUMBEROF PAPERS.
3. THE AMOUNT.
4. THE CONTENT.

A set of papers ..
31-
163 printed sheets,

41, THE OBJECT. General combinatorial methods, problems of
studying and appūcation of them.

42, THE ArM. Studying of combinatorialideas cornrnon to
various branches of mathematics. Systernanzation of their
applications, Embedding them into mathematicaleducation.

43, THE MAIN RESULTS. Fivegeneral methods, their content
and rnutual connections are analyzed .. The methodics of teaching
these methods is elaborated. The system of advanced mathematical
education in schools based on studying these methods is developed.
A number of problem books, textbooks and methodical supplements is
published.

44, THE THEORETICAL SIGNIFICANGE. The relations
between various branches of mathematics and between various
methods of reasoning are established, A new approach to advanced
teaching of mathematics 'is developed.

45, THE PRACTICAL SIGNIFICANCE. The methods which are
investigated help to systematize the reasoning in solving combinatorial
problems and also problems in other branches of mathematics. The
embedding of them into education improves the effectiveness of
learning mathematics; it stirnulates the creative work of students. The
problem books, tex1books and methodical supplements are widely
used in the schools of Latvia.

46. THE APPROBATION. The main results are lectured in the
following important conferences:
- The 1st All-Union conference on advanced teaching of mathematics

in Leningrad, 1973'
- The Scientific Conference of the Computer Center of University of

Latvia dedicated to its 20th anniversary in Riga 1981;
- The International conference on advanced teaching of mathematics

in Tartu, 1988;
- The Hussia's Conference on mathe mati cal education in Krasnodar,

1991 ;
- The Conference of universities and peda,gogical institutions of Baltic

States, Vilnius. 1991:
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. The 7th International Congress of Mathematical Education, Ouebec,
1992;

. The 20th International Congress of Mathematics, Zürich, 1994;
~The 29th German conference on didactic of mathematics, Kassel,

1995.
The deveJoping of the system of advanced mathematicaJ

education aocordingly to theideas developed here, the introducinga
number of books containing theseideas into education also can be
consideredas the approbation ofthem ..
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IntrocJuction

The content ofelementary mathematics is changing constantly;
in general it becomes broader all time. For example, nobody wiU deny
that the algorithm for dividing naturaJ numbers is a part of elementary
mathematlcs:; nevertheless,.in middle ages people who were able to
use it were awarded scientific degrees ..The problemsinvestigated by
world's most famous mathematicians only 250 years ago are n()IN a
part of classical elementary geometry (Eiler's circle, Gauss line, etc.).

It is atradition that the words "elementary mathematics" are
connected with school only. lt's not qulte correet. 'Of course, the
greatest part of the mathematics taught at sehools can be considered
aselementary (there are exceptions: in some French high schools, for
example, the basic concepts of Hilbert space are studied)..
Nevertheless, the part of elementary mathernatics beyond the school
programs is much broader.

Let's make the concept of elementary mathematics more
precise.

of course, no definition in the mathematical sense is possible.
Trying to list the parts of elementary mathematics we include
Euclidean planimetry and stereometry, linear operations with plane
and space vectors, scalar, pseydoscalar and vectorial products, the
,greatest part of combinatoriai geometry, elementary number theory,
equations and systems solvable in radicals, algebraie inequali.ties,
elernentary functions and their properties, the simplest properties-of
sequences and the combinatorics of finite sets. There are many
mathematicians however whoinclude also elements of graph theory,
sirnpiest combinalorial algorithms, simplest functionalequations in
integers, etc. There are parts 01 mathematics which definitely should
not beincluded:. we can mentlon the methods which areeffectively
used only by a smaUamount of mathematicians as weH as methods
which, though used widely, demand a specifie and advanced
mathematicalformalism.

We can give the foHovving approximate description ofelementary
mathematics.

Elementary mathematics consists of: 1) the methods of
reasonlnq recognized by a broad mathematieal community as natural,
not depending on any specific branch of rnathernatics and widely used
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in different parts of It, 2) the problems that can be solved by means of
such methods.

Evidently. such a conception of elernentary rnathematics ls
historically conditioned.

In thegreatest part of scientificinvestigations elementary
methods aloneare not enough; they are used together with the
specific methods of corresponding branch. Elementary methods are
oūen used in obtaining the esnrnation, in proving lemma, in the
analys:is of a singular case, etc. Nevertheless, there is a number of
cases when the whole basic idea of a solution !ies in the unexpected
use of an elementary method. We can note that sometimes only after
some period of time the solution is recognized as theapplication of an
elementary method.

It makes the systematization of these rnethods to be an
important task, Also an important taskis to form the sets of exarnples
that demonstrate the characteristic uses of these methods. Getting
acquainted with suchexamples aJlows to master them forpractical
creative work inmathematics.

In this paper we consider some combinatorial methods of
elementary mathematics. In their generality they were identiūed at first
in the process of creating problem sets for mathematical competitions
of various levels and elaborating methodical materials for preparation
to these competitions. This is not an occasionally coincidence.ln
mathematical olympiads there is a restricted amount of time aUowed
for solving. 5 problems; in general, deep problems can not be
proposed on such cornpetitions. So the way to make competit.ions
close to serious mathematics is to propose problems in whieh general,
though elernentary, mathematical methods can be used. On the other
side, to make a good set of problemsmake the authors to get
acquainted with various branches of mathematics to avoid repetitions.
These circumstancesare the objective reasons for close relations
between elementary mathematics and /lolympiad mathematies" .

The description of general combinatorial methodsis given in [1]~
[6]. Thegreatest part of problems based on them are included into
problem books [7].-[14].. They are embedded also into textbooks and
supplementary texts [15]-[23]. A number ofmethodicalmaterials
(approximately 30) is elaborared; forexample, see [24]-[31].

In this paper, the general combinatorial methods are discussed
in 1.§.
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The system of advanced mathematical education developed in
Latvia and based on studying of thesemethods is discussed in 2.§.
The activities of It can be considered as practical approbation of the
rnethods discussed.

At the end of the summary the list of publications isgiven.



8

1.,.§.SaM E GENERAL GOMBINATORIAL METHODS

1..1. The Glassification of Combinatorial Methods and Problems.
The Main Principle of Comblnetorics,

The combinatorial problerns can be conditionally dlvlded into five
largegroups.
A. Fmd whether there exist at least one obļect of the given kind,
B. Indicate at least ane such object.
C. Find the number of such objects,
D. Give analgorithm for constructing all such objects.
E. Find among all objects an object which is optimal in some way.

The problems from BI C, D are c1early constructive. In solving
problems from A both constructive and non-construotive methods can
be used (proots of nonexistence 'Oy contradidion). In the problems
from E, the finding of the optimal object is constructive; the proof of
optimaJity can be constructive or non-constructlve,

The cambinatorial methods we consider can be dividedinto two
larqeqroups, One of them uses the approach "find the properties of
the whoie set from the properties of the elements". The second ane
uses the approach "find out something about individuaJ elements from
the properties of the whole set".

Themethods of the first kind are mathematicaJ induction and
extrernal element method, the methods of the second kind ~ mean
value method, the method of invariants and theinterpretation method.
of course, in practical applications these methods are cornbined.

The essential part of all these methods is the follovving principte:
we callit the main principle of combinatorics (MPC):

the result of the counting does not depend on the order of the
counting.
of course, this holds in general only for finite sets ..Nevertheless,

some analogues of it hold also in some "infinite situations" , such as
summation of absolutely convergent senes etc. We mainly deal with
the case of flnite sets.

Considering the applications of methods discussed here the
MPC is very significant also in the teaching of mathematics showing
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the unity of various branches of it. For exarnple, MPC lies in the basis
of all identical algebraic manipulations. ReaUy,the basic identities

a-beb-sa, a·b=b·a,a+(b+c}::(a+b}+c., a(b+c)=ab+ac
express some variations of the MPC. Forexample, Q·b=b·a in the
simplest version expresses the fact that the number of ceHs in the
rectangular axb area can be found counting by rOW8 either by
columns.

The another important application of MPC is the uses of
recurrences In solving problems from C. ReaUy, each recurrent
relatlon expresses the fact that the objects we are interested in can be
groupedin some natural way and counted "by groupsII. The direct
appHcations of MPC are the product rule in cornbmatoncs, computing
of c1assical combinatorial numbers, the formula of incluston-exclusion,
etc. It is broadly used in elementary number theory. The
generalizations of MPC plays importantrole in the geometry, were in
many cases the measure of theflgure is the sum of rneasures of its
parts no maner in wha1 order they are considered. For exarnple, all
calcutation of areas is based on it.

Considering the applications of MPCineducation, the concept
of "the road schema" is very useful, The uses of it are iUustrated by
the foUowing example.

"ln how many ways we cango from A to B along the Iines in
Fig.1" all time moving from left to right? "

B

Fig.1.

It is one of the so-called "modei problems" in 1eaching the
method of recurrent relationships. Sirnilar schemas can be effective'ly
used in solving; many combinatorial problems.

The uses of MPC are considered in [1l. [7]-[14]; see also the
descriptions of other combmatorial methods ..
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1.2. The Method of Mathematicallnductjion (MMI)

Clearly, MMlis the first group method; it rnakesthe conclusions
about the whole set depending on the properties of elements of it.
Analyzing the uses of MMlit was discovered that the concept of the
schema of induction is very usefuI.

In usually appHcations of MMI the basis with n=1is checked;
after that, we pass from n=k to n=k+ 1. This schema is essentially
included in the Peano axioms. Glearly ,each use of induction rnust
finally reduce to this schema. Nevertheless, in applications some
developed versions of il appear far more convenient,

Let's consider the concept of the schema of inducūon,
If a general assertion A(n) with a parameter n is given,let's

represent it as the half-infinite tape divided into equal squares. Each
square corresponds to the particular assertion with value of parameter
n=1; n=2; n=3; ... (see. Fig2.)

A(n)~.·- j

-- - _. - ---------
A( 1) A(2) A(3) ...

••• --+

Fig.2.
Suppose that the whole tape is white at the beginning. The

reqions corresponding to the proved assertions will he colored. Dur
airn is to show that the whole infinite tape A can be colored. In this
interpretatlon, the CI ass ical schema ofinduction can be formulated as
follows:
a) color the first squareAŗt),
b) prove the rule: the square follO'Ning to the colored one can be

colored, too.
GraphicaUy these oonsiderations are illustrated ~nFig.3 .

• ••
- --

A(1 )
---

A(2) A(3)

a) b)
Fig.3.
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lt is intuitively c1ear that beginning from the situation in Fig..3a

and using the pattem from Fig.3bwe ,gradually color all the tape. of
course, the order in which all ceHs are coloredis unessential for us;it
may be anomer, too. Sa we come to the general concept of the
schema of induction. The manifestations of it are
1) one-dimensional induction schemas with the basis A(1) & A(2) & ...

... & A(m) and the inductive transition
A(k+ 1) & A(k+2) & .__& A(k+m) -4 A(k+m+ 1) (see Fig.4.)

_-' =--10-. -m ;ļII-. -ļ]~
"""--m-, -

Fig.4.

2) one-dirnensional induction schemas with the basis A( 1) and the
inductive transition
'lit (t-ek ~ A(t) -4 A{k+ 1) (see Fig.5 ..)

,
Fig.5.

3) one-dirnensional induction schemas with the "Iength of jurnps"
greater than 1, forexample, the schema with basis A(l) & A(2) and
with the transition A(k) ~ A(k+2).

4) one-dJmensional shuttle-type induction schemas, for example, the
scherna with basis A(l) & A(2) and with the transitions

A(k) ~ A(2k) and A(k) ~ A(k-1).

5) one-dirnensional induction schemasin which some assertions are
proved in the sama tirne, though only part of them are needed
finally; the others serve as scaffold rn buUding the house.

6) two-dimensional induction schemas when the general assertion
depends on more than one parameter. Forexample, qulte often the
following schema is used for assertions of the type A(m n):
the basis A(l ,n) & A(m,l) and the inductive transition
A(n-l,m)& A(n,m-1) ~ A(n,m) (see Fig.G.)
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Fig ..6.

7) one-dimensional induction schemas "by the product", for example,
the scherna with the basls A(pk)l P - prime number, and with the
transition A(m) & A(n) & (n.m)=1 ~ A(n·m).

TheMMI is often used in the problems of group 0; of course, ;it
has broad applicanons also outside combinatorics. Quite often MMI is
used in the problems of group B (inductive construction of a singJe
example) and in the problems of C and E (the proofs of optimality by
induction that oīten use paraliel induction schernas).

In teaching and studying the MMI the great attentionmust be
paid to series ofexamples iIIustrating various schemas. Along the
classical uses of MMI in pedagogics such as proving identiti:es,
inequalities and divisl bility, a special attention must be paid to
inductive constructions of general and particular examples, to
combinatorial algorithms, to various possibilities to choose the
induction pararneter. In general Dur opinion is that the MMI is
esserrtially a process and therefore the studying of it must be initiated
by constructions rather than by provinq algebraic facts that is comrnon
in the c1assical textbooks.

The uses of MMI are consideredin [1]; see also [5], [7]-[14].

1.3. The Mean Value Method (MVM)

The MVM is a typical method of the second group. Itallows to
obtam information about particulare'lements of a set from information
about such characteristcs of the whole set as the product ar the sum
of numerical characteristics of all lts elements. lts appearances In
elementary rnathernatics are broad and seemingly unconnected.
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A lot of applications of MVM uses the fallow,ing cornmon
principle:

if something larqe is divided inta small number ofparts then at least
one part is large enouqh.

What does the words "larqe", "srnall" and "enough" mean,
depends on the conerete problem ..

The sirnplest applications of MVM are connected with the
evaluations of sums and products in the form of follovving assertlons:

ifx1+ X2+'" +Xn> a1+ a2+"'+ an, thenthere exists such an i,
that Xi ~ B.j.

The ;Jp'1icular case of 81• ~= ...= a, is of special importance.
lt's clear that analogous assertions can be formulated for strong

inequalities, for produets of positive reals etc.
In the case of discrete characteristics this assertion tums into

tamous Dirichlet prindple (DP), sometimes caJled the pigeonhole
prlnciple:

if more than k-n objectsare divided among n groups then at least
one group contains at least k+ 1 objects.

Even in this simplest formulation OP and its direct
consequen ies has broad applications. Some ofthem are as follows.
A.ln tne elernentary theory of qraphs DPis used in the theorems on

arri.lngflf'l'" entsin sequences and cycles, on the existence and
nonexistence of Eiler and Hamiltonian paths, All classical Ramsey
graph theory is a multlple appūcatlon of OP, often together with
MMI, for complete and noncompletegraphs. The c1assical minimax
results, such as Hall theorem, D.ilworth theorem, Konig-Hado
theorern, Sperner's lemma, Ford-Fulkerson algorlthm etc., are
closely related to OP.

B. The applications of OP in elementary number theory are connected
at first with the dassification of integers modulo n {nEN). The use of
OP is one of the crucial stepsin proving such classtcal results as
Fermat Little theorern, Vilson's theorern, Thue's lemma. Chinese
theorem, etc.
Other applications of DP are connected with the canonical
factorizations of natural numbers.
The third group of appHcations is connected with the rational
approximations of irrational numbers.



14

e.ln the elernentary algebra OP is used to prove the existence of
solutions for equations andinequalities and their systems.

D.ln elementary and combinatorial geometry OP is usually used
together with sorne geometrical idea ortact, The main of them are:
a) maximal distance within a polyqon, b) properties of the (c1osed)
brokeri line, c) the sum ofanqles of an o-gon, d) triangle inequaHty.
Ininvestigation of the flnite systems of points and other figures the
concept of the neighborhood is of greatimportance ..

E.There are broad applications of DP in computer science. Let's
mention some of them.

At first, OP and its analogs are used in proving IQ\Ner bounds for
combinatorial algorithms (lI,information theory lower bounds").

At second, DP is used in the theory of mathematical codes in
proving the optimality of codes.

At third, DP is the basis ofmany proofs of irnposslbility for finite
automata and their versions. Really, such proofs are usually
performed by making the automaton to go into the cycle (in some
sense), This is achieved considering the number of situations which is
more than the number of (generaUzed) states of the automaton;
thereforethere are two situations in which the automaton is In the
same (generalized) state.

At fou rth 1 DP is one of the main ideasin proving the lovver
bounds of computational complexity on Turing machines.

DP and the methods of sum evaluationare used for flnite sets.
The MVM is used in broader contexts also, The follovving classes of
appHcations must be mentioned:
a) the partition of an infinite set into afinite number of subsets; thenat

least one subset must be inflnite. The classical applications of this
approach are Konigls lemma, Hamsey theoremfor infinite graphs,
Euclidean Ramsey theory, etc.

b)the integral variants of MVM whichindude, forexamplel the
classical theorem on the mean value of a continuous function or the
characterization of the length of a seqment by means ofits
projections and themethod of proving geometric inequalities based
on it.

c)the proots of existenoe depending on the cornparison of infinite sets
of different cardinalities (for example the Cantor's proof of the
existence of transcendent numbers).
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These applications of MVM are mainly connected with the proof
of existence ar non-existence; they are used mainly for the problems
from group A and in the proofs of optimality for the problems from
group E.

Other appiications of MVM see in the subparagraph "The
Method of Interpretation".

The uses of MVM in elementary mathematics are considered in
[2]-[ 41, [6]-[14].

1.4. The Method of lnvariants

Any invariant is connected with the process in which it appears,
This indicates the main uses of the method:
a) proofs of impossibUityin combinatorial problems from the group A,

espedally in the cases when the object sought for is defined as the
eventual final result of some construetion

b) finding the number of objects in problemsfrom the group C; these
applications are based on the invariance of the result of counting
when the counting order is changed,

c) proofs of oorrectness of algorithms, including the game strategies.
of course, a lat of derived applications can be lndicated, for

exarnple, the invariance of the area upon the rearranging of it's parts,
etc.

The proofs of impossibillty by the method ofinvariants is usuaUy
periormed in the foHowing situations. Let uland U2 be two objects
from the class lJl . A rule Lis given aceordingly to which each object
from (J[ can be transformed into some object from 01 ...Is it possible to
obtain U2, startingfrom Ct1 and performing a finne number of
consequent applications of the rule L ?

The invariant of such problem is the function f which is defined
on the class (J[ and has the property:

f:(0)2)= f(W1)' whenever 002 can be obtainedfrom 0)11 applying the
rule L only once.

It we have found the invariant of a problem with the additional
property that f(Ct2) :t: f(u1},.then c1early Ct2 can not be obtained from «.
by consequent applications of the rule L.
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Ctassical applications of this kind are the investigations of
expressibility of thelogical functionsin various bases.

In the proofs ofimpossibHity in elementary mathematics,
nurnerical invariants are used mainly. Nevertheless, sometimes we
can meet also "qualitative invariants", such as the parity, the
orientalion of a figure,etc. The difference be1ween them is not
essentialfrom themathematical point of view 1 but of great importance
in teaching and studying the method.

In the problems of this klnd a concept of "halt-invarlants" is used
a150.Suppose that thefunction mentioned above is numerical and that
it has the property: whenever 0)2 is obtained from (01 by a single
application of the rule L then 1(0)1) < 1(002).' Such a functionf is called
an increasing half-invariant of the problem. Glearly the concepts of
decreasing, non-decreasing, etc. half-invariants can be introduced
similarly.

It we havefound the increasing half-invariant for which f(al)~
f(U2)1 then c1early u2 can not be obtain from Q, by consequent
applications of the rule L

The same characteristics which are used as invarlants are used
as half-invariants also,

The deepest studies of the half-invariants inelementary
mathematics have been performed by D.Fcrnin from Sankt-
Petersburg.

The method of invariants is usedin elementary mathematics
also in the situations when the objeet sought for is described directly,
not as the eventual result of performing a sequence of steps ...Thenthe
crucial invariant is usually the result of counting upon the changes of
the order of counting.We assume the existence of the obiect and
calculate some numerical characteristic of it in two ways. The results
appear to be different, and so the contradiction is obtained. In the
folJO'Ningtwo areas of elernentary mathematics this kind of reasoning
is used very often:
a) in combinatorial geometry 1 when the impossibiHty of soma

dlssection into parts or a reverse taskis proved,
b) in problerns which can be reduced to the non-existence of a graph

having an odd number of odd vertices.
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In this case, the contradiction is obtained by calculating the sum
of the degrees of all verticesin two ways: 1) by the vertices (the result
must be odd), 2) by the edges (the result must be even).

Itmust be stressedthat theinvariance of the result of counting
lies in the basis of MVM and OP. Really, they are proved by
contradiction, which is obtained by comparing the results of
summation etc. in tvvo differentways.

For calculating a numerical result, a method of invariants is
usually used in the foHovving way ..Some quantity is expressed using
the unknown value x, After that, the same quantity is calculated in
another way. The value of xis obtainedfrom theequaHty of both
results. The calculation of a sum for arithmetic sequences is a
classical example.

The uses of the method of i.nvariants in the proots of correctness
ofalgorithms are closely related to the MMI. UsuaUy these proofs are
arranged in the following way: some more general assertion than the
needed ane is proved about the properties holding trueafter
perlorming an arbitrary number of the steps of the algorithm.

In the classicalelementary mathematics this idea is often used
in the analysis of mathematical games. The concept of the winning
position is very usefui here. AeeaU that the games considered in
elementary mathematics are usually two persongames with full
information. Both players move alternately, changing the position of
the game. Some prescribed position is called final; the player who
ontains it is announced a winner.

It is clear that the winning strategy can be realized i1 all possible
positions can be divided into two parts ūl. and iS such that
a) the positions from CI can be turned onlyinto posltions from 1ir 1

b) each position from rb can be turned into sorne position from OlI
e) the prescrilbed final position belongs to Oī.

In this case, the winning strategy is to obtain the positions from
cl ' They are called "winning positions''.

The c1ass of winning. positionsis found if we can indicate a
corresponding invariant property., which can be preserved after
appropriate player s moves, It such an invarlant property can not be
found direcUy, the main method in elementary mathematics is to form
a modei of the game. Very important is the concept of the parameter
of the game. Dependinq on the essential parameters of the game, the
games are djvided into two ctasses: games with pre-history ar withaut
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it, accordingly to the fact whether the possible moves do ar don't
depend on the moves made previously.

It is cie ar that neither the method of invariants nor any other
method can provide a winning strategy foreach possible game;
nevenhelesa the approach described here can be applied to a broad
c1ass of games.

In teaching and studying the method of invariants the central
task is the free use of two main invariants: the result of the counting
and the parity .It is usefui a1so to stress the connection between the
method of invariants and the MMI. Really,in any prOOf by MMI the
lnvariance of some propertyis established in the process of going
from one value of a parameter toanother one.

The uses of the method of invariants are considered in [2]~[3],
[7]~[14].

1.5. The Method of Extremal Element (MEE)

The basis ot the method of extremal element is the fact that
various properties appear most expressivein the "boundary cases" 1

as well as the features of man's charaeter can be studied very well in
ex1remal situations. This fact is used in eternentary mathematicsin the
following way. It we have to study sorne set A, we concentrate on the
element x of it which is extremaJin sorne sense (this condition is often
the definition of x). After that, analyzing the connections between x
and other elements of A, we obtain some usefui information about x or
about the whole set A.

UsuaHy MEE is used in the problems from group A (mostly in
proving nonexistence); sometimes it is used in the problems from
group B (the element which is extremal in some sense is the desired
example); very often MEE is used in the problems from group E.

In the simplest cases the ex1remalelement is found directly: the
largest number of a set, the triangle with the largest area etc. Classical
example of extremalelement in elementary number theory is the
number dividing into greatest power of a prime p..Ingraph theory, the
vertice with the maximal degree is considered aften as the extremal
element of the g.raph.ln the problerns of combinatorial geometry on
arrangements of finūe sets of points and lines the extremal element is
often the point in whichmaximum number oflinesintersect; an
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.interesting example IS a palŗ (point, line) with the minimaJ non-zero
distance between them. The concept of the convex hull is very
irnportant, too,

The MEE is usedin the proots of impossibiHty by the method of
invariants; sometimesit appears useful to foUovv the changes of
extremal element of some set as describedin 1.4. Extremal elements
are often usedas the parameters for exhaustive search.

Anessential area of the applications of the MEE are the proofs
of the finiteness of certain process. Usually it is done a10ng the
follow'ing lines:
a) we flnd out that some numerical characterisūc increases

monotonicaUy oneach step or from time to time;
b) we prove that this characteristic has only a finite number of possible

numerical values:
c) we condude that the process rnust be fīnite,

The best known appearances of this approach is the method of
infinite descent in the elementary number theory and the analysis of
algarithms perlorming localimprovements to obtain global result

The applications of the MEE are connected with the problem of
the existence of the extremalelement. It is guaranteed it the
considered set is finite, From the pedagogical point of view (and also
frorn the scientific ane)it is always desirable to studyalso the
analogous infinite situations to which the MEE cannot be applied
directly. In many cases the obtained result cantradicts our intuition,
and this rnakes our understanding of the problem deeper.

The MEE is closely retated to the mainrnethod of the first kind ~
the MMI -and to the main method of the second kind - the MVM.
ReaUy r the "proots" at the principle of mathematicaJ induction (if they
don't ,gotothe Peana axioms) usually use the fact that each nonempty
set of natural numbers has the least elernent. On the other side, both
MVM and DP assertin fact that the existing element is that with the
greatest (the least) value of the correspondlng nurnerical
characterlstic.

These observations though not especiaUy deep are extrem.ely
usefuI in teaching the general comblnatorial methods ..

The uses of MEE are considered in [2]-[3], [71·[14].
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1.6. The Method oflnterpretati.on

The uses of this method exploitthe deep inner connec1ions between
various branches of mathematics. They allow to use the methods from
one branch to solve the problerns from another one. The briet
description of the method of interpretation is as tollows:
1)we "tranelate" the problem into another IIlanguage".,
2) we salve the "translated" problem,
3)we "translate" the solution back, obtaining the solution of the

original problem.
The rnethod of irrterpretation is considered as combinatorial

because it is based on establishing the correspondence between
various elasses of problerns; this is, of course, a c1assIcal
combinatoriai approach. It can be applied to all groups of problems
from 1.1. and also to a number of another.

Classical examples of the use ofmethod of interpretationare
analytical geometry and geometrical number theory when the
properties of divislbility of integers are investigated on the basis of
propertles of sets of .integer points in the Decart plane.

Beside these,the main uses of the method of interp retati on in
elementary mathematics are as follows:.
a) the translation of cornbinatorial problems intograph language,
b)the proofs of algebraicinequalities by geometrical interpretation,
c) the proofsof identities interpreting both sldes of thernas the number

of elements of some finite set calculated in two different ways,
d) the proofs of identities interpreting both sides of them as the area,

the volume etc. of the sama figure calculatadin two different ways,
e) theproofs of planimetry theorems by means of stereometrical

interpretation, including the proofs of impossibility of geometric
constructions using parallel and central projection,

t) the proots of inequaūties using the probabilisticimerpretation when
the mequallty is convertedinto torm

p{A1)+ p(A2)+· ..+ p(An)s:l,
where All ... ,An are mutually disjoint events.

Note that this application is connected with the MVM.
The part of the method of interpretationis aJso solving

mathematical problems by rneans of physical interpretation: mass
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center the potemial energy mimmum principle of, thelaw of
conservation of energy. etc. Note that the uses of the concept of rnass
center is a variation of MVM; reaHy, the mass center of a system of
rnaterial points can ba naturally considered as the "mean point" of it.
From the mathematical rigorousity's point of view, such interpretations
can be disputed. Nevertheless, we must stress that all these concepts
can be formalized and the physical content can be deleted from them.
On the other side, these interpretations can be used to guess the
result whichafter that can be proved more rigorously by other means.

The importance of the method of interpretation in teaching:
mathematics can not be overestimated. It develops nonstandard
approaches; it helps to establish connections; it stimulates
independent research of students and teachers;it creates a strong
aesthetical feeling, etc.

The uses of the method of interpretationare considered in [5],
[6], [7H14].
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2.§. APPLICATIONS TO THE ADVANGED TEACHING OF
MATHEMATICS

2.1. The Main Didactic PrincIpies

The qualification of a mathematidan can be characterized by the
knowledge offacts, by the ability to use them, by the ability to form
and to analyze themathematical modei, by the common logical culture
and by the hard-definablefeature "mathematical intuitlon" which can
be characterized as the ability to guess whether the assertion is true
wjrthout proving it and as the ability to guess the direction in which the
proof ean be sougt: for. On the higher level, the mathematicaJ intuition
is the ability to guessin which areas of human activities which parts of
mathematics ean be used.

The forming of the amount of tacts becomes mucheasier it they
are organizedinto some system. The traditionalapproach of education
organizes themathematical knowledge around the objects (equations,
areas etc..)..This is effective while the amount of facts is small. Our
experience shows that the organization of knowledge around the
methodsis more effective when this amount becomes larqer, The
general cornblnatorial methods appear to beeffective "condensation
centers" .Orl the other side, the forming and analyzing the modei and
the intuitive evaluation of the proposition are processes, sogeneral
methods are more usefui for them than faets.

The mastering 01 knowledqe ean be inductive or deductive. Dur
experience shows that teachers, high school students and university
students use these methods more effectrivelyif they have gel
acquainted with them inductively: the concept of g'eneral method is
based on a number of examples.

The most effective approach is the following:
A large number of examples ~ general coneept of a method ~
new exarnples ---}o broader concept ofa method -4 ...

The introductory probierns for combinatorialmethods are the
foUowlng:

MMI - induetive constructions, inductive algorithms, the recurrent
relations;

MVM ~ the sirnplest forms of Dirichlet principie; the uses of it in
finding the extremal vatues;
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Method of invariants - theinvariance of the result of counting, the
idea of parity and its uses:

MEE ~the greatest and the largest element of a set of numbers; the
convex hull;

Method ofinterpretations - uses ofgeometryin algebra. physicaJ
inte rpretation S.

At the beginning of studying these methods it is important that
the general idea of the rnethod must not be hidden in the formai
manipulations connected with writing down the solution "for the
general case", Therefore the 50 calIed "general speciaI cases" are of
greatest importance; the analysis is done only for some vaJues of
parameters which contain all theessential features of the general
case. Such a concept has been derived from the eoncept of "full
system of exarnples" in program testing.

The studying of the methods is more effective it ;t is done
inductively;. nevertheless, the final result must be the ability to use
them deductively. In the ideal, for each problem it must be "felt" what
kind of method does it demand, and after that more or less
deterministic schema rnust be used. It is c1ear that this can not be
reached forall problems; nevertheless, broad classes of problerns can
be solved by this approach.

Our experience shows that studying of general combinatorial
methods as weH as of other generalmethods of elementary
mathematicsis more effective if it is done actively 1 by solving special
series of problems aJtemately with reading solutions ofcharacteristic
examples.

The studying of the general combinatorial methods has also
some other positivepedagogical effects:
a)the demonstration of the unity of rnathernerics,
b)aesthetically conside raūons,
e)the possibility to use the underlying ideas of the .methods also

outside mathematics,
d)the broadening of the concept of proot,
e) the stimulating of independent activities of teachers and students.

Speaking of the bounds of applications of the mentioned
methods (for exarnple, the change of counting order for infinite sets;
induction by non-naturaJ parameter; integrai analogues of mean vaJue;
thefull system ofinvariants; the existence problem of an extremal
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element; the bounds of physical interpretations; theisomorphism of
various structures in the method ot interpretationsvetc.) the teacher
has the possibility to touch to many important mathematical ideas
being far from the formai school curriculum; the olose connection
between them can be demonstrated.

of course, the general combinatorial methods are not the only
content of the advanced mathematical education in high school; this
contains also other methods as well as a large amount of facts.
Nevertheless, combinatorial methodsare the basis of the system of
advanced mathematical education centered in the A.Uepa
Mathematical Correspondence School of University of Latvia.

2.2. The System of Education

The mathematical .knowledge and the mathematical way at
thinking is animportant component not onlyin the general education,
but also in the general development To get acquainted with
mathematical methods of reasoning is highly usefui not only for
mathematicians and computer scientists.

A system of advanced ma1hematical education in the schools of
Latvia is developed in the University of Latvia. The center of it is
A.Uepa's Mathematical Correspondence School (MeS). It was
founded by Aivars Liepa, the former dean of the faculty of physies and
mathematics.

The system contains various activities for middle and high
school students, for teachers and university students who aregoing to
become teachers of mathematics.

Activlties for middle and high school students include the
fo'llowing arrangements carried aut by correspondence:
a)the Mathematical Correspondence School with ~300 students each

school year; they are studying essentiat parts of mathematics
beyond the school curriculum. The special methodical materials in
the form of brochures are used (see.for exarnple, [24]-[30]);

b) "Professor Littledigit's Club": it comprises in It5elt mathematical
proolem solving contest through children newspaper "LABA". It is
organized separately for beginners and for "advanced solvers".
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There are also analogous eontests for high school students (see, for
exarnple [3], [8H14]);,

c) the rnathernatical sections of I/High School Students Scientific
Society"; speclal methodics are elaborated for thern (see [31]).

Present way activitiesfor middle and high school students
lnclude:
a)The Uttle Mathematical University (~80 partidpants) with lectures in

mathematics andi nformatics,
b)mathematical circles in various schools of Latvia conducted by

present and past activlsts of MeS,
c) surnmer carnps in mathematics and informatics In various regions of

Latvia; each year there are 3-5 such camps with 30-80 participants
each,

d)Latvian MathematicaJ Olympiad, Latvian Open Mathematical
Olympiad (R:l1000 participants) and PreparatoryOlympiad (:::::3000
particlpants) ; last both were initiated by MeS,

e)regular lectures and practice sessions for Latvia's teams of young
mathematicians goin9 to participate in international competitions.

Mathematical olympiads and contests are anessential part of
the whole system. They give approach to the large number of students
and teachers.Olympi.ad problems contain alot of Iacts which are not
included into school curriculum; by solving them, students gel
acquainted with general rnathematical methods. The competitive
nature of the olympiad makesgifted students to use a lat of time for
improving their qualification. The results of the olympiad may serve as
a criteria (not the only one) for compadng various schoolsand
teachers. The demands of olympiad can play the role of education
standard for talented students.

This all imposes stronq demands on the set of olympiad
problems. AccordingIy to our standards, the set of problems must
contam;
a)problerns from various b ranches ofmathematics,
b)problems to which various methods can be applied,
c) both algorrthmic and deductive problerns,
d)at least one simple and at least one hard problern,

The examples of olyrnpiad and contest problem sets seein [7].
[14].
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The activities for teachers include courses on problems of
advanced teaching of mathematicsin Riga and in the regions of
Latvia. Each year ~200 teachers graduate īrom these courses with
program.for 60 hours. There are also many teachers who take part in
the summer camps.

Students areinvolved in the activities of the system in various
ways: they check the papers of participants of CMS and olyrnpiads,
they are co-authors of methodicaJ materials, they are Iecture rs in the
LitiJe Mathernatical University and in the summer camps. On the
faculty of Physicsand Mathematics the students who are g.oing to
become mathematics teachers are taking a number of courses in
modern elementary mathematics as the part of bachelor's program ..
Since 1992, there is a master subprogramin mathemaūcs "Modern
elementary mathematlcs" in Uni.versity of Latvia. The courses in
modern elementary mathematics are reguJarly given in the l.iepāja
Pedagogical High School.

A lat of questions elaborated in CMS are included in the official
curriculum ofadvanced mathematical course in high schools of Latvia.

The general combinatorial methods and the main didactic
pnneples are embedded into textbooks [15]-[21] and into
supplementary texts [22-.23].

The operating of the system is conducted by means of
mathematical supplement "Daudzskaldnis" to the newspaper "lzgHtlba
un Kultura" which is published by GMS since 1992.

Especiallyimportant for the development of the system was the
mathematical circle lin Riga 1st Middle School (1969-1991, conductor
A.Andžans).AU main methodical ideas were examined there; the
greatest part of tearns of Latvia's young mathematicians were
prepared there, too.

2.3. Some Results of the Work of the System

Though exact sciences are relatively unpopula.r today in Latvia,
the prestige of mathematicsand informaticsis stlll high among high-
school students; practically it has not changed during last 5-6 years.
We explain this partiaHy by the functioning of the described system.
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The level of the best first-year university students of
mathematics and informatics has increased significantly comparing
with the years before the system was developed. This gives the
possibilrty to intensify and to individualize the work with them.
Practically all the best young mathematicians who have graduated
from high school during last 10~1'5years have been actively involved
in the activities mentioned above.

The results on mathematical olympiads allow to compare the
level of Latvian students with that of ather countries. On All-Union
mathematical olympiads in the period 1978-1991 there were 101
participants from Latvia. Theyget 31 first prizes, 38 second prizes, 24
third prizes .:....nd5 honorablementions; only three of them did not get
the award. During this period of tirne, the team of Hig'a 6 times was the
first in the international, "Toumament of TQ\Nns". On 1nternafional
mathematicaI olympiads (Latvia takes part in them slnce 1992) our
students have won 3 sllver medals, 4 bronze medals and 3 honorable
mentions; 4 partlcipants did not receive the award. On the
international tearn contest IIThe BalticWay" which has taken place 5
times Latvia was the fourth once, the second twice and the first twice.
All our partrcipants were trained within the system mentioned above.
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