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Введение

ОДНОЙ из освовнах задач вачвственной теории д;иqфeреици-

aJIЬ.8НXуравиекийили, более оdщно, теории динамических оиотем
являвюя проблема lUl8.00ифшсации:. Задача RJJaООифшtaции подрав-
Дe.JШeТОJi на JIOК8JIЫJY13 И глоCl8JIЬИYl). В первом олучае ди.uвми-

чеока.а оиотема раооматривается в око.nьyroдио М8JIOЙ OKpeo'r-

наоти иекотороro инваРИ8ВО1ll0rO Шlоаества - это обычно ..uи:бо
точив певоя, JIИda 38fdЮ1YТ8Я траектория • .lbпроо о локальной
топологической ЭRвивалеll'rНQСТИ ючев локоя c.1lUI посэавлвв
В.В.Немьщким (0 ••• 11), с. 428), а O'rB8T Clнлдан работах

Э.М.В8йсClорда[2], A.M.IPo6мaнa [1]. Эту тему также равраёа-
i'UВ8JlИ Ф.Хартмаи [з), л.э, Рвйзинь [41 и др. fu В'1'О JЮМOJIYЧВ8

динамические сиотeI4ы раОСlA8триваетоя во всей оОла.О'l'Иопреде-
Л8ЮШ. В чаотнооти, оёяасть определешш: может оовпадаеь со
вое пространоТВО' • ПlЮd.пема о ГЛОО8JIЬВOЙ класоифиКации ди-'
иа.мичеоких ОИОТ ,RO'l'Oрая И разрабатываетоя в даивОЙ две-
оер'l'ации, б.wлa поотав.поиа О.ОМеЙJ1Oм [5]. Дa.nьше сл.е.цуе'l' Rp8.-t-
1ШЙ обзор реЗ1J1ЬТ8ТОВ по глобальной 1CJ18.0Сифишщии динамичес-

ких систем.
В Jfaотosпцeе время введено яеовоаьво развых твпов отно-

шевий э:квивa..u:еИТlIOстеЙ. Еолиоущеот.вует гомеоwрРиз ~: М-"7 М ,
где М - КОlШВ1CТlное rt\. еркае многообразие, на 1W'l'OpoM
оuределенк оиотемы tp • 'Ф ,таиой. что оправеДJIИВOравен-
ство



ДJШ~oro t Е R • 'l'O l'OВOpsrr, что .цинauичеокие оисте-
wi <.р И + ооnp.aeиы [5] ИJIИ дииамичеоIШ 8ХВИВ8Jlен'l'ИЫ [6].
Такое отновеняе ЭКВИВ8Jlеи'l'НОО'l'И сохраяяее да.же ЧИНЮ*ЦIЬJ:lНЙ

период зawщy'l'liX траекторий, и поJJ3'ЧEiем, что ДИН8lUJЧескине-

эltВИВ8JIeJIТ1Шдaze такие ОИО'lеuн, у коroрнх вачеотвеввве
картивы ОДИll8ICOвн. это поClYJЩaeТввести более сяаёсе цовятве

зхвиваllеНТНQОТИ.

CкazeM, что динамичеокие оис'l'е.1tIы <р и ,р тополоrичес-
ки энвивалвитвы' если оущеО'fвуе'l т8ROЙ 1'0 _ео.морРизм ~: м-'>м,
что

т.е. k О'l'Oбpau.ет траектории системы <..f на траектории
аиотемы ~ • 1937 roд;y .А.А.Авдроиовым и А. С.Понтрл:гmшм
[7 J было введево ПОWIтие ОТPYIO'Y:Pиой усюйчивооти (rрyCSoоти)
ДJIЯ оёвкновеннвх диqфeре1щи8JIышх уравнеИIIЙ на дву14ервом

двове, В ЭТОЙ ве овазъе впервве било яспсяьасванно цовятие
'ЮПОЛОl'ической эквиввлеИ'l'НОО'l'И ДИФlleреюtи&JfЪИНX ураввеШlЙ.

ХОТЯ отдеJrЬИО ояо иеdьuro СФ)РМJJШPOВВИО, .во ВХОДИJIO В опре-

де.цеиии ОТРУИТУРКОЙ уотоЙЧИВОоти. Овамmоь, ЧТО на КOamвJ.(Т-

ша .цвумерннх мвоroобразиях ОТР1ЕrryJ>ИО УО'1'ОЙЧИВJiепо'l'OlШ

образует ОТКJ:Щ1'ое ПJlDтвое мвоаеотво, однако при .п:moй раз-
мераоо'lИ оояьве ДВУХ, оущео'l'»j'J)Т иDIшs1tт1lыe lIНоroоdраsия,
на RoТОРВХотр;уктурио УО'l'OЙЧИВblе потоки ие IJJloтиы [ 8,9] ,
а тшcze уотаиОВJ1ено, что множеотво вдаееов юполотическа

r-:-"2
ЭRВИВ8JI8НТШIX дииsмичеоких йIО'l'8М на торе \ имеет IЦ-

несть ковтинуума [41. CJI.eдoвa'l'eJIЪHO, 'l'OполоrичеоR8Я вквява-
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Jlентнооть окaэwracь OJJНD1J(QM ТОш<оЙ ДJШ ГJIOd8JIЫЮЙ RЛВ-ооифи-

кации дииaмиq'ео:ких аистем.
Оаозвачим через Q(ер) с М :миоаеотво lIе6~

DЦИX точе:к сиотвмн €p • Скааем. что дивамичеокие ОИС'l'еми

tp и ~ то'полоrически аквивапевтни ка Q ,еоJШ'

оущеотвует оохраRfШQИЙ траекто])8И roеомо.PtiМзм Pt,: Q(Y')~
-Ф Q(ф). Динамичеокая сиотемв 'f нааывавеся Q f-

уотоhивнм,8OJIИ ДQОТ8ТQЧИО dJIиз:кие к Kelq" системы ТОПQJIO-

rичеоки 8lfDивa.пе.ктJIы If на Q . Эти оnpеде.пsвва Д8ИН

С.~еЙJ1DJlI[ 5], а ооввестно с Р.А.Абрахамоом им устаио:в.пево t

что Q -;уотойчивые потоки, вообще говора, ке IIJlOТIШ[rо].

OJ1e,цoвaTeJ1ЬRO. иапраmивае'lCЯ ВЪШОД, ЧТО ДШ1 l.DPВJIeTВO- ~

РИ'1'е.п:ьиоЙI'J1Oс1&JП»НОЙ RПВOоифtпrвции динвмичеоких оиотем вуа-

но еще оOJ1ШiИl'Ь требовании В определении эквивалеитаости
динамичеоких оиотеМ. на У мewвaродиой ковферевдии по не-
.шmвЙJ:IЫМICOлеCSевиRМ А. Н. IDaрковоltИl4 [11J бwю предложено 110-

Wiтие !'ОМО'l'OПНОЙ эквива..1еитиоо'l'И динамических сиотем. В

наотоящей диооертации и иоследуетOJl э-'Юотношение вквива-
лектвоети, аазва.вие которой ПО0JI6кРИТИКИШU4неизвеотROI'O

рецензента из SYPИ8JIВ "lbЧФeревцие.льнне уравкекиs:". мы за-
НИJIИ ка более иеЙТpa.lIЬКУЮ - dшшитiЩ1ВJI.ЬВYЮ эквивa.u:8НТ-

КООТЬЮ.

ВатоЙ.циооертации И8JJВI'al11'OS: также некоторые реау.ль-
тати ИОOJIВДОВ8RИ.R континуальной эквиввлеНТИОQТИ .циивмичео-
ЮIX оиотем, коroраи БНJI8 .П.ре.ц.пожена JLЭ.РеЙ8инем.

В первой rJI8Вe .цaюrоя определ.еииа и теоремы, ItOторне
уже вввеошв, но использyюro.a ВQJJедyDqИX rJl8вax. В п.I.З



ДaJ.m определевив:" ка08пциеоя охемы диemмичеоноА ОИО'rемн, а
Т8Шlе те теоремы из rтиоrpaфии [12], коroрве миоroкра'lИО ИО-

nOJ!ЬзyJ1l'ся. Здесь дaIШ таае опредмеJ:IJШ иеи:оторымпоВJl'1'ИJIМ,

которие в М)НQrpaфии [ 12] ЧeDO не ОФ)If.4YJIИPO:вапы, а T8RU
даиы В более упрощекuoм вввде некоторые определенвя из ~Й

же МОIIОrpaфии, та как в дисоертации расоматривае'l'OJl оdлaоть

опредe.uеllИИ ДИНВМИЧ8СХОЙсиотемы о более простой границей.
Ib второй главе ИССJIeдyJ.ТrOSlнекоторые овойства нецре-

PЫ'ВВUX отоCSрааеШIЙ .цииамичео:ких оиотем на т: мерuoм ком-

пактном МЕЮI'Oо6рааии. В п.2.1 раосматриваются образы пре-

делъных МНО&еСТВ, ПРОЛОИI'вциоввых цредеаьнвз миоzeотв при

непрерывJШX отобpueний, а тахае овойотва црооораасвдяя

ор6итно-неустоЙЧllВЫX траекторий и ор6ИТIЮ-ие:roтоЙ"Чивнх

Э8МlЩY"ТЫX траеК'l'OРИЙ. J:b п.2.2построевы непрершшне oтocJpa-

венвя F: R2
~ R2

,:которые оохpaнs:еттраектории. В

п.2.З nOО1'JЮеаы нецрерыввве 01'Оdра.аеиия F: г'~т' на
.цвумерном торе и уотановлены некоторые овойства этих отобра-
аеИИЙ •

.в третьей г.паве иос.педуетOJ1 (SИltовтииуaJIЬШШ вввива-

леитиоеть диивмичеоюа. СИС'l'ем JJa зшmнyтoй оdлао'l'И WЮОКОО-
а

ти R • граница lCO'1'Орои яввяееса ЦИXЛDМ без ИОН'l'altтs" В
п.З.I УО'raИOвлеао, что воли системы "р и Ф бикоитlЩf-
аяьяо аквиввлевт1Ш и Шl4eПl' ксаечвсе ЧИOJ1O особых траекто-

рий, тооиотемы lp и f им:еш одинаховоеЧИQт оpcSитно-
неустоЙ'lИВЫX Э8I4КНY'l'НХ траекторий, точек покоя, аsпараТрИС

и ЭJlJIИIIтичеоКIDC облаотей, а такве докаааво ,ЧТО на всех

оооCSш 1'раекториа:х при отоCSра:аи:ии F орие.RТ8ЦИR ИJIИ 00-

xpввsется ИJIИ l4eНJieTOJIна про 'l'ИООnOJIOxнyD о.цковреико.
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в п.З.2 ДОlC888ВО, чm вое .поиа·JIЬвuе охемы, а T81DIe оке-
ШI о отем \f и Ф '1'ОJgt80ТВевнв о оохрвиеиием ориеrп8ЦИИ

и направл.ен:иа двn:eJDV1 по t ,вОдИ ОИОТемы ~ и t
CSИИОIIТIПIJ8JIЬИO ЭКВИВSJJe1I'l'ИЫ И eJJ'l' вонечное ЧИОЛD оооCSJп
тpae1t1'OpJd ••

В п.з.з оре;вииваето.в cJиковтицуаЛЪRВН и 'fOПOJЮrичеохаи

8пава.пеатиоо'РИ на ПJDОИООТИ, и до ка эв на теорема 3.3.1:
воли овате ч> и Ф CJВКОВ1'1ЩY8J1ЫЮ вквивалеИ'1'Шl И име-

ш :конечное ЧИOJlQ· оаобнх траех'lOРИЙ. то оистемк!.f и f
'l"OПOJJDrвчеоки 8КвивалeJ1'l'ИН. Теорема доиазн:ваетos, иоnoль-
З1ЯПО-1UIDе сх.емн .циввмичеахоЙ оиоlffШl:l и ОJIИpW10Ь ка сояов-
lf1JJ !eoperq JЮВDrpвфив [12]. в п.З.3 дав !ак&е пример. по-
lCВaьrввJЦИ'Й, Ч'fO "еорвма 3.3.1 &вТ нв ииеть ••е01'О. еоJIИ

СИО': ет dеокоаечвое ЧИOJIO оообых траеR'1'OрИЙ. Q.п:едrет
отме'l'1П.'Ь, что теор 3.3.1 имеет 1180'1'0 '1'8КZe ва двУМерно

сфере S 2 • во Jl3aeT t1lIl'Ь весправе.цдивоЙ ка др;уl'ИX lJ:81-

мериых мвоroоdрвзип, таи ва.в: при ее дoвaaO:leJIЬOTB8 Оytq8СТ-

:векна иопо.пъзу8ТQJI 0"P1Rтyp8 ДJШ8МИ'ЧООИОЙ OJIотеьш на ПJIDО-

в п.3.4 дако опреде.певие dИКDВ1'инy&JlЬВOЙ УО'1'ОЙ'ШВОа-

ти и докаавиа теорема: оиотема <р • опреде.хеШISJI в зам-
1UQ"1'OЙ об.lacти WJ)ОИОО'1'И R~ ,dВКОИIJIJIIIf8JIЬВО уотоЙЧИВ8.

тorдa и 'ЮJIЬВD тorдa.. воли ока О'lPухrурИО у"о'lOйчивв.
В а,З.5 раооматривае1'OR dИВОИ1'ИЦJВJlЪВВЯ ЭКВИВ8Jl8ИТ-

ИОО7Ь ,циввмичеоких сиотем на .ццyu:epвнx UJl)I'Oо6разиах и до-

казаво. 1fl'Oмвоаеотвоклаооов d .КИТНУВJIЫlO 8RВива.пентиwx

.цивамичеоlOlXОИО'lell CJез'1'ОЧеи поиоя па торе, имеurWЩВОО'rЬ

КОJl'1'ицуума.
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в п.З.6 получеин неиотоpuе реЗУJIЬТ8'1'Н ДJUI оистем типа
hbpob-См:еAuв на ~ -меркам МlЮroоl1разии М и ивполь-

~я. р881JIЬт:аm раба, С.Пищ111ииа [1З,141. ДОR83QИзdИlО::Нn'И-

НJ8JlЬН8Я везJ:tAИВa-lIеИ'l'ИОО'1'Ь систем о одииа.ко:внми фulaвюm

диarpaI&ШUИ,

в '1ер:верroй г.паве ВСCJIeДfIпСШ IWН'lЩЗJIЬИ8.fI &хви:ва-

.лвитиоо'l'Ь динвми:че·QКИХ аис!'eJ4. В п, 4.1 дано определение
иDитинya.JIыю~ 8ИВИВSЛeJfl'ИООТИдинамичеGКИХ систем. CJIe.цy-
ет oemть. что теорема [15] о существо.вавии МИВИМR.I[Ы:1Оro

aneмеита ие ДPIC838ВA и воцрос о аyrцeо'l'ВОваиии МИRИМaJtЬИЫХ

алементов остаетсщ o'rКPbl'l'J:lМ.~eoь ТЗDе дан пример 01-
ществоВ8.JШJI иесхо.л:ысих lIИШtМ8JIЬШiX систем ДJШ QДИОЙдина-

мич.еокоЙ оистемы.
В п, 4. 2 расаuв'1'РИВ8It'rOЯ ми:tDlЫ8JIЬВН8СИСТемн на 1UI1-

2
мерной сфере S t И доваваяо t Ч'l'O миожеотво вааооов
ковтинya.JIыю ВRВИВaJIвшпDiX СИО1'еМимеет 'fOJIblCOтри ЭJIемеп-
та. В 8'1'ОМ же IJYIQC7'6 дано опреде.пев:и:е КОВТИlI;Y"8J!ЫЮЙ УОТОЙ-

ЧИВОСТИ И теорема о ROВПНУ8iПЫIOЙ УС'1'Ойtlив=aсти на сфере 52..
В П. 4. 3 ИСOJl.eдJШOJI микимвJthЯИесистемк наюре без

точек покоа и до:казаш" что мноиество ЕЛ8.О00В коя:тивуапь-
ко ЭКВИВ8J1еитин:хсиотем на 'Юре еет ШЩИОО'l'Ьконтину-
ума. IIDОТРО8ИЫ T8RItS мшlш48лышe СИС'rе&Ш на некоторых
.цвyмepВIIX awоrooCSрuиа:х.

В п, 4. 4 раООМ8.тривае:r08. ми:кима.л:ьв:ы:е сиотемы на

ПЛОСКООТИ при HSRD'l'OPUX оrpaиичеиwa.

но в ДИQоерт.8ЦИИ. по ОТВОШeииJЭ К Y"SВ извеот.m.IМ ре-

SYЛЬ'l'8Тi яваяется ИОOJ1В.цt:Jваинве OВQCтвa непрврнвюп

отобрваевий ,ц:ивамичеоких оистем, результаты ИСCJ1едо:вaниi
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2
CSивоитивуа.:ц.ьноЙ эк:ви:ва.пеитиости на ШIOСROСТИ, сфере 5 и

2-
торе т ,ее аравиеиие с топаJЮrической вквзвалевзноотъю,
Новым та.кже явдяетоа опреДeJIеlШехонr:ицyaJIЬНОЙ аввиваленэ-
ности.которую ПРeдJlJDJI расоtютреть ИJЙ нцучный рухооо-
д:иТeJIЬ JI.Э.Реitзивь,а тав:ае те резуJIЪ"1'ВТЫ.которне пo.цvче-
ни при ее ИОCJIeДОJ3Внии.

Эти реЭУJIЬтаты. и преДСТ8.ВJIRетоа к защИ:'l'е. Основные
результаты оцycSJJИICQМНJDJ в раОотах [15--22J.



1J

IIредваРИТeJlыше сведеввя,
1.1. О'1'Ооpauиия: и roмеоморфизми

1.1.1. Определение[23] • ПуОТЬ зaдaJШ два множеотва

Х И ~ JI некоторое отображение f: Х ~ У . ото-

бражение f явьевтввяс , вали из )(:F )( I J Х , х'Е Х ,
следует f (х) f: f (х') • .отображение f овръекзввно ,
вала V:J Е. У 3 х &: Х такой, что !(Х) == ~ • 0'1'0-

6ражеиие f бие:к'l'ИВRO. если ОНО одновременно сцръевтив-
ВО и иньективио.

1.1.2. Определение [23] • ПуО'1'Ь далее Х и у мет-
рические прострааства, Отображение f непрерывно на Х ,
если прооорав, при QroCi~нии f ,ш:xjоro OTКPii'lOГO мно-

жества у ,открытое множеетво в Х . ОтображвIШ8 f
открыто. вали сорав, при отображении f JID.1oro открыто-

го ъшожвотва из Х . O'l'ItpнT В У . Неnpернв.иое ото-
бражение f называется I'OМе.?~орфизмом,есля оно оиевтив-
во и обратное оroбpauи:ие f :у-> Х нецрерывно •

1.1.3. Теорема. д7ш тою, Ч'l'Oбы CSиеIЩИJI f :Х ~ у
6НJIa roмеоморРа:змом:, .веобхоДJD40 и дос'1'8.ТОЧВО, чтобы она

БWIа иеnpеpы:sиоl и ОТIcpыroй.

Доказательство. (}.1. Н.Бур6аки l25] , 0.69.

1.1.4. Теорема. ПуСТЬ ис R~ откритое ЬП!оuот-

во и f: и....R'" ,:епреРlIВIЮе. ИRЬenивное ото6paJteние.

Тогда f (U ) со R открнюв WlожеС'l'во.
Д:нщзательотю. (}.iI. A.li>JЩ [261 , о • 79.", ",
1.1.5. CJIедствие. Еоли отоdрааепе h: R -> R
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вепреравно и овевтквяо , то оно явдяетея roмеоморфизМОМ.

JiэRaзательотво. В ОJIЛY теоремы 1.1.4 оэоорвяенве h.
открато, но тогда в оилу теоремы:1.1.3 получаем, что h
ЯВJШе'l'СЯ roмеоморфиэмрм.

1.1.6. Опредеденве (27J. Соотношение к е ~ явля-

ется осотношеняеи порядка .: на множеотве Е ,еоли

1) ооотношение х ~ ~ . 11 y~ Z влечет Х 6 Z -

траиЗИТJlВноать

2) соотнсаенвв Х ~ ':J 11 ':J ~ х влечет Х = у
З) соотиовенве Х ~ Х эквивалентно еоотновеввв

Х ~ Е - рефлективнооть.
1.1.7. Определение [ 27]. Соотношение Х ~ 'у явдя-

втал ооотношекв.ем предпсрядва на мио.а:естве Е ,еоJlИ

оно транзитивно И рeф.uеко][Вно.
1.1.8. Предложение[27 J. Еоли ~ явавется 00-

О'nlошеuем предпорядка на множеотве Е ,то ( Х ~ у
и у ~ х ) явдяеюя ооотношением эквивалентности 8 ,
а оосеновенве Х ~ У явяяется ооотвовенвем порядва в
фактоpwо.жеотве Е / S , где Х ~у есть ооотношение
X€.[/S,Ye[/S и (3Х)(З':j)((х.€Х. 'jEY)
и )(~':J).

1.1.9. Определение [27]. Говорят, что два элемента

Х ,~ ynорядочешlOГО мнояества Е Оpa.:8ШIМII, еоJШ

справедливо 000 ТRошение Х ~ ':J или у ~ х • Го-

ворят , что мноаество Е совершенно упоридочено, воп
ОВОупорядочено и .лООие два e110 8JIемеита оравнимы.



1.2. Динамичеокие оиотемн

1.2.1. Определение[4,28J. Динамичеокойоиотемой
на m - мерном многообразии М называется однопара-
метричеоКlШ rpyпna преосравсваний ер.' R )(М -> М ,
дяя КОТОр)Й tp € C"t t 't ~ о ,ер (О/ Р) = е. •
ер( tiJ +t2 ) р) = ер( t2) ер(t~,р»), гдe~ME..С 17.),

'l) > "t «Р Е: М . а R 0_ дейотввеедьвая прямая.

При фиRоированном? мновество точек ерr == ер ( R, ?)
будем называть траекторией динамичеокой оиотемы ер ;
аналогично вновесева

и

будем наЗI:ШaТЬ ООО'l'ВетствеШiО положительной и отрицатель-

ной ПОJ1Y'l'Pаекториm.ш, где

H"=:{t It qoJ ) -н1-{! It~ol.
1.2.2. Определение [29J. Определимотображения L+ ,

L-: м-')2 м • подставяяя для каждого х е М
L+ Сх) :::;{)еМ I 3 {t" 3 • th-=t+oo И Ч'(thlJ()~ ':J J;
С (х) = { 'у е.М I 3 {fn} • t,.,...:1>-.00 И ер( t

h
,]( )-.., 'J) .

МножеотваL+()() и L- (х) назнвают ооответотвенно положи-

ТeJIЬШi14 И отрица.тельИ1D4 предельными множествами '!'Очки Х •

1.2.3. Лемма СправеДЛИВЫ соотноmениа

L+'(Х) = п ер ( I-/if
, <f (t

J
)())

teR. I

L- оо = п ер (-Н; ep(t, )())~
teR
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ДоRaза'l'eJ1ЬОТВО :имеетоя [4], 0.63.
1.2.4. OnреДeJIение ~2i1. OnpeДeJIИМ отосреяенвя D-\-.п- ,з: ,]:М-+2 , подставаяя для ltЦЦoro )(еМ

пт(х) ~ { ~ Е М I з {х,,} в М и 3 {th} В Н1 ,

, что Х" ~ Х , и 'f ( th ) '1.t-t ) -4 у} ;
п-(~) == { у Е М I 3 {х" 1 в М и 3 и; j в _Н1

,

,ЧТО )(... ~ Х , и tp( t", ,x.J -7 'J J ;
в М и 3 {t", J в н" ,

, что Х h-? к ) th -> of 00, с. , И <f ( th , Х'.,) -7 ; ~ 3 ;
J-()I.) ={ 'J Е М I 3 ( Хk j ВМ и 3 f f ~ J в - Н 1,

, ЧТО )( h ~ Х ) t,..,...." - 00 ,И C(J ( th , Х" ) -"'> 'j} .
Мцgжеотва D +с >L) И D-( х ) навввавеся 000 тветсевенно
ПОJЮжительнойиотрицвтельиой ПРОJ1Oяrа.:циамиroчки х •

+. -
Множества J сх) и J сх) нааывавтоя оооеветственно

ПОJIOжитеJIЪННМПРОJIОИ~ОIШНМ цредеяьявм и отрицателыwм

лрсяонгацвонныв npедeJIЬННМмиоаеотвами точка Х •
1.2.5. Определение [за]. Сиотемой окреознсстей

ТОЧlШ вааываеюя оемейство всех оврвотноетей этой ючка,
1.2.6. Лемма. Справедливн ооотношения

J + (х):::п ЧJ ( r. t) + оа) ) V)
'9, t

J-(~)== п cf ( ( - bQ , t] J V) )
v,t



где V цросетает ОИС'fем:уоврестностей ТОЧКИ )( • а
t ~ + о<) в первом олучае. и t -~- "00 00 вю-

ро.
)ЬказатеJIЬОТ:ВО Ш46етоя в [29].
1.2.7.. Опредe.uение [281. Точка х 6 € М навывается

не6.цyздaDfteЙ. точкой аИО'l'емы ер ,ООJШ для JIЮdойоItPеот-

нооти и ТQЧRИ Ха и JDDoro т € R оуществует t >Т
и Х е: и ,ЧТО 'Р rt} х ) € и .

1.2.8. Теорема. ТQЧRВ. х в: М нвяяетея He6~a-

ющей точкой си.отеw
+

Х с J (х)

тогда и юяько тоща, есав

•
До1ШЗ8ТeJIЬатво. Имеетав: В[29], 0.35.

1•.2.9. Теорема. ЦyO'I'b Х € М .КвJЩМ ючаа

~ Е. L-l- (Х).в:вляетоя не6.цуждащеЙ 'l'Oчкой.

lPказательот:во. ~еетоя в [29J, О. 35.
1.2.10. Определеиие Гв], Схажем. что ДШIамич:еокая

сие теш 'р удо:влетво рвет УСЛ0ВWIМ Ivlopoa-СмеЙJ1а,еоли:
I)МНO.l'eoroo нed.цуJЩВUЦИX ючек Q является

объединением коиечнero мао есвва точек вовоя и периоди-
чеоквх траеR'юр:d, ка.жцви из которых гиперболическая;

2)уотойчивые и иеустойчивые мвоroо6разия Tpaelt~

торий изSQ перес,rоа траиовероальио.Если сг € Q t

через 'W (q.) и W (ll) оооэвачим ссответствешю ее
;У"СТОЙЧИl3Oе и неУС'1'Ойчивое миоroобраэия~

1.2.11. Определение [13]. БУдем ~caTЬ р ~ ~.. t

f' .lj е g ,еOJIИ W~f) IJ W C<J)+Jzf, и f~"

2
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tJ S
есди Р ~ ~ и множество W ер) п w CCJ,) имеет ~-
вечное ЧИOJIO комnанеll'т".СоО'l'ноwевие ?~ ~ вааывается

см3ы).
'Юэовой диаграммой Ф оиотемы ер назовем

мнояеогвз всех связей ? ~ ~ о указанием размеРНОС1'ей
ц S

W Ср) и W (~) и того , явяявеся ди она точками покоя
или перио.цичесRШ4И траекториями.

1.2.12. Леwa. [14]. JJюба.я: овяаь вида Р ~ cz" wжет
ОЫТЬ лредсэавяенв в виде f' =~гl. ~ =1 ," =:> ~ n., -:::> ct '
~\ € Q ,ё. =: 1J ••• J wl. •

1.2.13. Onредe.neиие [5J. ДивамичесltИе саотеяв SP
и ~ roпоmгичеQ1tИ аRВИВ8Jl8НТВЫ, еOJШ сущеотвует гомео-
морфизм h : м -7 М • что

1) h (<r ( R) ,»)::::: + ( R I h (-))1

2) h coxpaвse'l' напра.:в.леиие д:8ШI&RИ8на зраекю-

риюс.
1.2.14. Опреде.пеиие [311. Скажем, что стооравевие

F: М ~ М аохра.нает направление движения па траевю-
РИЯХ. еслв оущеО'l'~ет о 'l'06pв.z8ние Т: R х М -';> R
о овойатвами:

1) T(t j Х) - непрерывно;
2) т(О, Х') -=: р 1'.
З) Т(.J Х) -:. R -')R - монстонво ваарасэашая

~I F0'f((x)=+(Trt,)()/F()(»).
1.2.15. Определение [ 4] .• МножеотвоА с f1 на-

вывается ив:ваpи8ll'l'ИЮI wmжеот:юм, еа.пи Ух Е. А и \
Vt€. R (<p(t~'J) с:. А).



1 •• Схема динамичесlCQЙ оиотемы

ОБО8Р'.вчим через и~с х) J'- окреОТНОСТЬ ТОЧКИ

Х в пространстве Rп, •
1.3.1. Определение ([12] t 0.257). По.путраех'l'OРИ1I

lp ( н~х) наанваеюя оpCJитно- уотайч:mюй (в положи-
тельном нацравлекав}, еолввяя .JlЮБОI'O е '> о аущеотву-
вт д>О такой, что ер(н:х)сц.(YJ(Н:х)),
как только ХЕ U~ (х) •

1.3.2. Опредеаенве ([I2], 0.102). ТраеRroрия: ~x

яввываетея оrpaиичеlU:IОЙ, еояв <f? Е G , rде G -
оrpaничеинвя З8.М1ЩУтая:област:ь.

1.3.3. Определение([12J, 0.259). ОгравичеШIав: тра.-

еltториикasн:ваетC.fI оpCSИ:ТНО-УОТОЙЧИIЮЙ иди иеооаdой,ес-
JШ она орбитно-ус таЙЧИВ8. как в ПОJIOЖИТ6JIЪНОМ. так и в

отрицательнОМ направленвях,

I.З.4.JIемма [32]. Траехтория ~x оpcSитно-уотой-
чива '1'0I'Д8. и ТOJIЪКO 'l'Or;цa, воли L:J:. (х) = ]:J: (К) •

1.3.5. Опреде.пение ([12J, 0.284). Осо61МИ траеR'Ю-

рWiМИ динамической оиотемн. оnpеде.пенноЙ на R2
• вазы-

вашоя все оrpaвичешmе орбитно-неусrohивыетраектории,
а таиа:е точии ПОКОЯ, JlВJIЛDЦИеся оpjитно-уотоЙЧИВНМИ

(центр).

1.3.6. Определение ([12], с.277). Gепара'l'РИОО! на-

аяввеэея орБИNG--неуотоЙЧИМs: по.цутраехториа, О'l'ремв:ща-

яоя в точке ПОХОЯ; атаае траехТОРИR.,у которой ХОТЯ



dи одна ПОJJYi'раеК'1'Ори явдяетея оепара'1Р-ИООЙ •

.li> конца атоroпаparрв«е преДnOJ1ODМ. Ч'1'О диивмичео-

кие оиотемн заданн на 8ВМJCН7lOЙ облаетеи G с R 2 • В
оцредел8ИМSX 1.3.9, 1.3.10, 1.3.17, 1,3.27, 1,3.33 даны

оцределSJIШI поапиii. которые в lЮиоrpaфии[I2]четко не
оlf.oрлу.пиро:ваин. а опредe.ueииа 1.3.40, 1,3.41, 1.3.42,
1.3.43 нео:ко.пыш :видоизмеввнн ПО отиошеuи:ю к иаточаику
[ 12]ПО'МIQ'". что в д.иОС8prвции рвосшаТРИiIa.DlОЯ дииамичео-
хие оиотема, облаоть Qпреде.певиа G которых ш.аеет осдее
ПРООтyl) rpaницу.

1. З. 7. Преддоаение. FDJш ЧИOJID точек ПОКОЯ вояечяо ,
'1'0 возмоasы а.пеДУllЦИе ТlППi оообых траекторий; ТОЧICИПD-

воя, сепаратриоы и ·ВВlШИJТНе rrpaеltТ9рии, в:оторие явяя-
им орбитно-иеуото;lчyвыми.

Доказательотво QlI:Jтрпе в (12J, 0.284.
1.3.8. Опрце.иеиие ([12] ,a.28f1). Оообой .по.цrrp&-

екторией И83Ш1аетo.n: JJJXSaJI по.цутраектоpШI особой i'pQeв-

'Юрии,

1. З. 9, ОПреде.аеuе. оооd.ыми по.цутраеториsми мио-
еотва Д К8ЗJ:Ш8D1'OЯ вое oQOdl:le no.цyтраeRТОРИИ (р(Н ,1У),

<р (-Н; х) сиотемн ~ ,дttR ICOторих [f (х):::: А •
Обоаввчша через Т", мвоаеотво точек особых тра-

6К"'Юрий аиотемы <р •

1.3.10. Qпре,целеиие. НчеЙ1tOй ДИНАМИЧео:в:о сиотемы

иазываетоя ВОltШФИ8И\,8 мвоаотва (Ill.t (С )) \ л: .
1.3,11. Опредe.neкие ([12]. 0.328). ПравильиоИЭJI-

JIИПтичео1ЮЙ оd.паоты)· вазн:ваетOS1 оБJlaaтъ. череа вое '!'Оч-

ки ко'торой прохо,ДВ'l' траекториии О'lремищиеоя:, при t ~+ а.о



и t~-~ к единотвевной точке покоя, И едивствеиаой
орбитио-веустойчивой траекторией,кроме 'ЮЧIШ ПОИОJi,

явдяетея 'rраекториs, оrрани:ЧИМDQ8R &rry" область вмеоте
о ТОЧКОЙ ПОКОЯ.

В дaJIЬиеЙПIемми эти облаоти, где 8ТО не вввавает

недараэуме1ШЙ. будем ваанвать ПIЮОТО ЭJlЛИПтичеокими

областями.
1.3.12. Определ.ение [24J. 3eмlщyтoй кривой Жорда-

1
на называется кривая, ro.меоИ>pфиas:t S (одаовернвя афе-
ра).

1.3.13. Теорема (Жомана). 3аМЮlJ'!'аякривая Жордвна

Q.преде.ияет на ПJIOохооти Две оcJлao тв И + и И и яэ-
метая rpalJШtей иa.QоЙ из этих оБJIaoтеЙ. Одна из ЭТИХ

+ -
оOJmoтей и - оrpaкичвиа, и - кв отраначеяа,

Jb:казатeJIЬО'l'ВО. См. [24J, 0.504.

1.3.14. Определение ([12]. 0.530). l0JI0ВИМОЯ очи-
'тать ПОJIODТ6JIЬШiМ то нвправдеяве движении на З8МШIYТЫХ

жордано:вwx. криВЫХ, при котором область и + находится

саева,
1.3.15. Определевие ([12J. 0.525). ПJmОI<Oоть нвав-

вается ориевтироваЮЮЙ,6CJIИ на .замкнутнх кривых Жордана.

установлено положительное иanpa:eл.еиие обхода.
1.3.16. ОПределение ([12], 0.317). Цииличеоким пор-

ЦЦROмкоиечноro ЧИОJIaточек ка З8МR1I1'l'OЙ кривой Жордана

ивзнвавтоя цорядсв, в RO'l'OpaMнекодится Э'1'Иточка при

ПOJlOПТeJIЬИQМ обходе этой крив;)й.

Обозначим через S 'f мвоаеO'l:ВО оообых траекторий



и аП,ЛИUlfичеоша оc1JIaстей оиотемы <Р •
1.3.17. Определение. Cкazeм, что отоt1ражеиие 8: S<p~Sf

удРВJIе'1'юряет У'ОJЮВИЮ А • еоли OНD dиеlC'1'ИВКО И :

1) образом '1'ОЧJШ покоя оиотемы ер яваа ТСЛ: ючва

покоя оиотемы ~ ;
2) образом З8.М1ЩУ'ЮЙТр8еи'1'Ории оистемн rp.fl&'Ш-

етея зewcayтал траекroрии ОИО'leМН Ф ;
З) образом сепаратриен оистемы r:'SШJШ&тОЯ оепа-

ратриоа системы 1f ;
4) образом 8JШИlIТичеоmй оБJIвcти оиотew VJ • яв-

J1JleTa.s: aJIJIИIrtичеОR8f1 оояаоть ОИО'l'eмJ:I 'f ;
б) ееав е (lf" ) = "р 'f • то е(L:J::c1f» =L:!: (у) •
1.3.18. Определение ([I2]. 0.357). Окааем, Ч1'О 8а-

дана шщнвя охема ТОЧ:КИ покоя Х о • не .я:вJ1RIШ(8Йas: цеИ'1'-

ром, еQJIИyшlsaa циклический ПОJЩЦOR, в котором распо-

лоаенн :вокрyrroчки покоя Х о все соооые по.лутраектории
:и вое 8JIJIiIII'r1IЧеохие о.олвоти.

1.3.19. Определение ([12J, 0.359). См_ем, что.
ПOJП:lНесхемы точек ПОКОЯ )(. 'jо 'l'O.1ЩеотвеКИtl о 00-

храиввием ориентации и напра.в.пeввs: по t . еQJIИ 01-
щеС1'ВУе! ооответс'lвие () • l,l1)ВJle'fюpяuцeе JOJ1OВИJ)

А • MeJ'gJ;J оообыми по.цrrpa.еRТОРШШИ и aDЛИIIтичесхими

оБJ1aO'l'ЯМИточmc покоя Х о и ~ о • 'l'8.R08. что при з&-

еве <f)t с S r->. на В (.С({) , схема ТОЧКИ ПО1ЮЯ Х о

перех.одит в охему ТОЧКИ повея ':1о •

1.3.20. Onpе.целение ([12J. 0.361). Окамм, что за-
дана схема точки цонов 'ШII8 цвитр.еоJIИ JtКВ.38НO ,оовпа-
дает JIИ ва траекториях 8ТOro Ц~BTpa иаправлев.ие по t
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о ПОЛОШ!'1'в.пт,1{fN направлением обхода. или пpDТИ:ВОПOJIO&еНО

ему.
1.3.21. ОПределение ([12). 0.361). Cкazeм, что схе-

мы цеН'DРОБ Х о И ~ о ТСНIД.8ствеины: о оохранеШ1:el4 оривн-
тациии ца;прав.леииs ло t ,80J1И на траеиторшп осевх
этих центров н.a.пpaRЛеииепо tJПtОО однозремеШ10СОJ)ooo

падаете нaпpa:вJIeкием полоптеJIЪВOroо6ход,&, JJИ60 одво-
временно противоположно eLfj.

1. з,. 22 • Опреде.леиие ([12]. О. 520) • КоН'l'ииу)'МОм

явавваееея замкцутое овяанее множеотво пространотва RI'n •
1.3.23. Определение ([12J. 0.106). Контивзум К

вавывавтся предeJIЪИЫN, еоJlИ оуществует Х • дли ко-
торого L1: (х) = к .

1.3.24. Пре.цm:аеиие. EcJtи чвсяо точек ПОИОJlОИQТeмw

у; конечно, то цредеяьное мноавот:во RaJ!ЩOЙпо.n:yтраепо-
рииоиатемн ер мохет предотав.пять множеотво одноro из

OJIeдyDЦИX типов:

1) одна '!'Очка ПОВОЯ'

2) КОН'I'ИllJ1М, оосroящWi из Ц8JJI:IX траев:'l'Oри.И, 1ШС1'Ь

которых JIВ.afJeТOSIroчками покоя, а ОО!8JlЫШе - ие зам-
Юl;yN8 'l'P88порви, О'l'ремкщи&ояв точкам поков;

З) олва aa.мrщrraя траектория.
):ЬказаТeJПrО\,ОО ИМ8етав: в [12],o.II2.
1.3.25. Определение ([12J. 0.412). ПреДeJIЬИliе

иоитинуумн .uo.цраз.целивтоя на OJle.IYJШIВе5ПЫ:

1) W - пре,цeJJЬВНЙ ИОИ'1'JlИY3М. еа.пи К=L1-r х) ;

2) «. - предеJПdШЙROитиsyyм, еwш. k:= L -(х) ;
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З) О (нуль) - предельннй КОR'lИЦУУМ. есда k яв-

дяетоя rpamщей 06лао'l'И. зanОJПlеmюй замквутыми траек-
торИ8МИ.

В дальнейшем ин раоомотрим тодьво тахие предельные
RОR'.tщумы, которые '>Т'JIИЧЮi оТ ТОЧКИ покоя.

1. э.26.JIel&Ш.. Вслк:ий цредедьннй кантшJYYМ К
ооатоит из конечвогочвола З~"ТНХ Крив!'.IX рдаиа S~ •
(:= 1) о о о) h, t оdрв.завашшх траеИ'l'Opиf.tМИ I<OТШJYYМR к .

и оCiJmдающкх следyDЩИМИо:оойствами:

1) каццмоТJШЧИaa 0'1 roчюt покоя траеиториs: вон-
тииууца J< входит в ОЮfY и юлыез одну lфивую S г ;

2) юuщaя::кривая S (О имеет оБЩf.P ТОч::1\Упокоя по
крайней мере о ОДJШЙ из Sj , j :1= {О • ссав п » 1 :

3) еоди S ~п Si #: fд. с.' =1j • то WlохеО'ТЕО

S i. () S i ОООТОИТ только ИЗОДИОЙ точкп покоя.
16::ншза T8JIЬO '1'во ОМ. [12]. 0.432.
1. З. 27. OnpеД&JI&JШв ([12], c417). Еоли DJIOОЕОСТЬ

Ориеи'I'ИjЮвана. '1'0 о:к.а.хе.м, ч.то мао ОТJЮ А вахоДИТQЯ

ва поло_те й (О'lPицат~иой) отороне ICOНТинуумаJ<. •

еCJlИ А с п u .Q.) (А с ~ u~q ) rдe Q = .f
с.:; 1 ( (=1 с. , ,

80JIИ, ВВIIpавлеиие ДВИW8.виs: по i освяадаее о IЮJЮ.Dтелъ-

mш вaцpa.вJJ:екиемобхоД&крwюй S i • 11 а = - в
npoтивиом а.цучае. "teрез и/о • и; о<Ю3Ш1ч8ШI

области, на которых кривая S/ разделяет 11JIDOROCTi,

И ,od·11'оn_ ть и 0+...- t оrpaвиqева.
1.3.28. OnpeДeJ18иие '[12], 0,416). Капицу".. К

JlВJШ8'l'011 W - ИJIИ ~ - предettЬНЮI о поmхитeJtЬВОЙ
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(отрицате.пыюй) отороны, еCJШ траекториа: ер )( • д.u:якото-

рой L:/: (х.) = 1< ,И8ХОдитlOJl О llOJJ().Ufrельвой (отрица-

rrелькой) оторокн шитивуукв К •
О - предМЬНJfЙ КОИ'l'и1I31J6.JmlUIетоя преде.лънwм с

по.поDТe.JПaИоЙ (отрицатвльиой) О'рРроны. вса ЗQМIЩfТне

траектории иахоДffТO.fI о ПОJIDzиtaелъиой (Отpшu1телыюй) 0'1'0-

раин :ко'l'ИЦYума К •
1.3.29. Опрвде.пекие ([12J. 0.435)• .ЕЬитинуум К

яаввваеэея ОДRQОТОРОВИВМ, 80J1И 011 явдяется пределъинм
1'OJ1Ь1CO о о.цвоЙ QТО.РОИЫ.

1.3.30. Опре;це.п.еиие ([12], 0.441). КоНl'ИВУУМ К
ввзы:ваетOJl 01lOбоДID:ВII. 6wm для JJIJdoI'O Х ,L:t с-д с k •
траехюpиll <f х не нвдявюя ессоой, и неовободннм в про-
тивно а.цrч:ае.

1.3.31. Определение ([12]. 0.195). Г.1ШДi".8Я З8М1ЩУ-

тая кривааloр.цана. С называется ЦИКJЮМ без контакта
динвмичеоиой оиотемк €p • вали:

1) на кривой С не J1U1IТJIИ ОДНОЙ ТОЧКИ повоя;

2) ни о.цва траектория Q·ИQТемн tp не каоае'1'ОЯ кри-

вой С в JllXЮЙ еетсчве,
1.3.32. Определение ( [12J. 0.465). CIcaием, что два

w - WIИ <х. - преДeJIЬНЫХ КОИТ1ПlYJМВ К'1 И К2, 00-

IIpfureны' если оущеотвует такой ЦИКJIбез КОИТ8R'r8 С ,
ЧТО Д.WI Vx ~ С ' имеем J! ()():= k

1
• L=F (х) = К2 •

Предe.дJ.ННЙ ltоs'l'lЩY1М. JIeDЩИЙ вне ци:кла С вавява-

e'l'OJI ввеmким. а вmрой копи:цnм - вцvтреииим.
два О - определеJIIШX RDКТЩУflW1 И88НВaIJТОЯ QОIIpD8ИВНl4И,

воли оки ЯВJ1RIn'OJI rpaвицaм:и оБJшc'l'И. запоJШеивой ТОJIЬИO
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замкцутllМli.~paeaop .•
I.З.ЗЗ. ОпреД8пеиие ([12J, 0.422). w - переЧИОJI8-

цием преде.пьвоro RDJ:rrИИlJIIa К казвваеl'OJI переЧИOJIЕШИе

траекшрий ВDВТlЩYlYdI. К • при ВO'l'OpoM:

1) укавнвamоя вое 'r}IВВR'I'OРИИЧJ)( 1( • l',це Х к е k
неЯВJUIетон: '1'ОЧИОЙПОКОЯ, И <РХ k I f <рх k 11 ,еоJIИ

к' -4 к" ..
+' -

2) L (Х k ) = L (К/( + 1) ~ Кс." , где Xi е К _
точиа ПОICOл;

З) ПООJlе МЕДОВ 'l".Pаехтории I/> ухааьшае'1'OJI 'lO'Ч- I_ + "-х 1( ...' " ,

ка покоя Х ~ ~ l (Х k ) i
+

4) 'Рх с J (}(к) •
k+1

1.,3.34. Определение ([12J, 0.423). СивЕем,что
("u ~ереЧИQJ18lШf1 континуума к и k '* ТОJg18Ствеи-

П:Ы, еOJIllеад1 ТОЧIC8I4ИПOJIOЯи трае1f.ЮРШD4И. вхо,lUJJltШ.lИ

в 8ТИ КОИ'l'1U:Q11IW, J.OUТ быть УОТ8ИОВJl8IIО йиеК'lИВВOе

ооответотвие. при .ко'РОром:

1) ВQJi:КШ! двум последова.1'eJIыоо'. в w - перечас-
лев:ии Dр&де.пьиоro контицу:ума К тра кториsш ООО'lВ8ТОТВУ-

IJТ две n00Jl8доваТeJIblIН8 в W - первчио.лении КОИ'1'ИВtlY3М8.

К * травхтории;
2)BWIКlIМ двум ООВП8А9nЦИМв W - пвречиCJIeИИИ

коитицу:ума К ТОЧ1QШ ПОИОJlооотве'l'Oi'JV"D1' две оовпsщa--
11Ц118В W -пвречиCJI КОИ'1'ицу:ума К ~roчки покоя.

1.3. ' .. Опредueиие ( [12], а. 426) .Cxвweм, что аа-
.цвна ЛОК&1JЪНВ,8. \).;;ама пргдeJIЫЮI'O КОВТИllYJ1В К ,еаJIИ

авданн:
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1) 'l'ИП пред~JIЫfDro ИОВ'RJЩ)7М8.;

2) GV - переЧИOJIеиие КОН'1.'iЩYYМa К •
1.3.36. Опреде.иеив:в ([I2J. 0.426). OJcвам,.Ч'IOIO-

КВJlЬИЬ1еохемы предельннхROИ'rИlQ7lЮВ k и k ~ тождеQ'l-
В8ИIDi с оохраиеии вaдpa.a.1IeJШЯ по t •воли

I) k и k ~ЯВJ1fШТСЯ преДeJIЫQAШ иоитинnмaми
о.циоro и 1'Oroe ТJШaI

2) их w - перечвсаенвя to-.цеОТВ8ШD1.
1.3.37. ОпреДМ8иве ([12]. 0.443). Ока•••• , что

ЗВД8К8. ПОJDI8R ожема преде.иьноro ИОИ'lицуума k 8CJIИ:

1) JlfВaaнo. ОВ8В0I: о!Оронк l(OИТИИУУ14К явяяееся

цредеЯЬНNМJ

2) вад8Ва JJ)ИВJIЫI8J1 охема 8ТОЦ) I<DВТИiQ1Иi.

3) на З8МIЩf!НX кривых S i. • <" = -i, «<:» 11. • вход-
.в:щих в OOO'1'QВ ВОВ'l'ИIQ'оума. k • уввзано ооотиеТО'lвие
МeJЩy IlQЛD: 'l'в.пьинм вaдpa.a.1I8ИИем обхода и направлением
по t ;

4) воли К не .JIВJJЯeТШl О - предe.лыщi.« КОИТИ-

цур.юм, ухазаны :вое ею особые rrpa9R'IЮРИИ и их Ц'Ji11C.1fИ-

ческкй ПОpsд.1К.

г.а.за, ОпреДQJ1еВН8 ( [12],0.445). (J;кauм. что

ПО.1lВllеожемн предмыпа 1СО.В'1'ИlJ1YI8ЭВ К И К ~ТOQeo'l'-

веввы с оохраке:нием ориеи'1'ВЦИИ и иaдpaвJI8НИf1ПО t .
еса:

1) k • k ~ЯВJIJlI)Т(Ш преде.т.инми в:оитв:нуумами
oдкoro И'lOI'Ci ~ т.rшa JI о о.цвоЙ и 'lO _ О'lOРОВН;

2) 'Ю~еОТD811НЫ JЮК8J1Ьвые ох К и «',



З) оущеО'!ЦУе'l'соответствие по JJ)R8JIЬВОЙох е I4tЦПy

траекториями коR'lииyyыоB К И К ~ , при ИОТОIЮМ па

ОООТВ8ТСТа;уnциx дpyrдpyr3 иPDNX 5" и s;lt. ('~1 J ••• ) n.
этих КОВТИlJYYИ,)В lI8П]18ВJIeиие IlOJIO.lИТRJIЪНGI'O 06хода.JПICk)

на 06епаовпе.дает о нanpaвJIев:ием по t t JIИ60 ваоое-
их ПРОТИВQпо.поaeIiО ему:

4) JШCЮ К и k"*.ЯВJl8Ш'QИ О]Ю:СЮДИНМИ, либо оба

веево ООДШI , и '1'OI'ДВ MeJtЦf ОQо(JНМИ по.путра8Х'l'Оpию..tИ во.&-

ТИЦУУМОВ К И к * оущеОТВ7ет ооотвеТС'1'ВИе е .
yтВJIeTВ)pgDЦeв У1JJIOВИJ) А •

1.3.39, Определевве ([r2]. 0.448). цикд без контак-
та С вammae'!OJI IiOJlOUТел:ькнм (отрицатs.uЫППl). ВОЛИ

ДШl V х Е С • имеем L- ()l) с G (L+(x) с G) t где

BclG=C.
1.3.40. Опреде.пввие ([12J. 0.451). (}кажем, что за-

даиа охема rpaRШ]}l оdлаоти G t есяи переЧИ0JI8ИН В

ЦllВJtИЧ8Скампоpsцaе вое переОQк'nqие В d G осееве по.uy-
тра.в:К'l'Oрии И укаааио ,.&:ВJLt{етоя ли ЦИ1U1ПОJIODтельннм или

о трицаТ8JIЪШiМ.

1.3.41. Опред вае ([12]. 0.452). Ока-ем, Ч'l'O

схемы границ оБJIaO'lей G и G * 'l'оа,цествешш, ео.пи:
оба цик.ла ЯВJDПIY1'W!одиовремеиио ПОJIODТелъRNМII и.ttII отри-
цвте.льНWМИi Q'ущеОТВ1ет6И8Хтивиое ооответотвие е t

711fJВJJ.~lЮpmцeе yoтВВI) А ,u.ew оооdНИ14 rrpa8ктори-

SDIИ. переО8К8.DQIМИ В d G и в d G ~
1.3,42. (}u~де.пеlШе. ЭJIемеК'l'8АШ ах д;ииaмmlеской

оиоre.м:ьt 'f • раса три:ва.еrю й в зaмвн:;rmй odJIaO'l'И G
навов :
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1) педные схePiШючев покоя оистемы ер ;
2) сдаоеюровнне W -, QL, -. о - цредеаь-

нве ROН'l'Шt;Y':YNИ ИИХ подныв ахемы:.
З) схему границы оOJIaсти G t

4) пары ооцряаевннх своёоцнык W -, ot.. -,

О -- npедeл:ъFШXкоп ИЦУУМОВИ граничнвro ЦIllC..'Ш без

контакта, ддя всюрых у:в:азаио, каиоЙ из элемеВ'1'О в пари
JI.В.lIЯетая ввеП1ШD4 якако й ввутреШ1ИМ.

1.3.43. ОпреДeJIеаие ([12]. 0.481). Схемой дшш-
МИЧООlФЙQИстемн <риазов :

1) перечводенае оооёых траехюрий динамичеокой
ОИОТ8МН ер ;

2) перечвсленае вя .ентев охемы о фикоиров8RSЮ4И
В п, (1) обозначaниsми .цшr оообнх траекторий.

1.3.44, Определение ([12]. 0.484). Схемы динами-
ческих систем <р и ~ иааовем roцnествешwми о со-

хранеlШeJl ориентации и вапрroш:еиия:,цвиzвиин: t еоJШСУ-

щест:аует dИ8ХТИВltое отображение е оооояк траев:торий

<рх сиотемы ер на сосоке траектории оиQтEfмы 'Ф •
причем ТШIИ lW~OI'O IIp)оCSраза ер)( и е fr:c) оовдада-
т. и, при вамене всех ер)( на () (~). схема ди-
намической ОИОТeIdU r.p пере.XDДИТ в схему динамичес-
КОЙ оистевы 1f ·

1.3.45. Теорема. ДmI 'Ю1"О Ч'l'OОН ТQполоrичеОКИ8

структуры разб·ие:юи на травкroрии дикамичесRИX QИОТ .

'f IiI ,р в зa.tлIЩrl'Ш ооаве ТJDt G и G..'f были

то~ествеШWМ:Иt необходимо и доотаточио t чтобы охемы

этих оиотем бiШИ 'l'OеоТВ6f(В'НМИ.



До:ваза'l'eJ1Ъет:во имеется в [12J• о, 497.
1. З. 46. Теорема. вwmaя траекторИfl, .s:влюmцa.aся

предельной хотя дяя одной о'tJIИЧНОЙот нее траектории,
ор6итио-неустоDчива.

ДоRaЗaТeJIЪОТIЮ имеется в [12J. 0.262.

1.3.47. Теорема. 3aмкRyтаятраекторШ!, не ЯВJIJПIЦ8-

яоя преДeJD)IЮЙ ДJШ неЗ8МКJ:IYТOЙ траектории, оpCSИТlIО -

УО''ЮЙЧИВ8.

ДэказатвльС'1'ВО следует из теоремы 4I ([12] , о • 28З)•
1,3.48. ПРeдJ.D8ешr8. 1bкpyr Н85ДОЙ ТОЧХИоpdИ'l'ИD-

уотойчиоой a:aмr:щyroЙ траеитории существу'вт тавая оврееэ-
JЮОТ:Ь,Ч'l'O вое пересыtaDЦИе эту ацреотнооть Tpae!t'l'Opm!

J1В.1IЯЮТС.я:орБИ'J.'ВО - уо'1'ОlЧ;ивш.ш замхвутШDl 'rраеRТOРИ-

S:iМИ •

.lPкозаТeJIЬот.оо имеетCJi в [ 12J. 0.295.

1.3.49. Предложение. Еол:и О - предельный ROН'l'lШУ-

ум отличен 0'1' ТОЧЮI ПОКОЯ, то он првдс'l'а.БЛ.ае'l' собой JIИOO
оpdитно-иеуотойчивую зам:киутую траекторию,ЛИбо ROH'll

вуум, чаотью Tpa6R'I'opd коюрою ЯВJIЯI)ТСЯ орБИТИО- не-

уотойчивые точки nOI<Oя.
ji)хаsaтеJffi.ОТ1Ю следует из TвopelVi 69 и 70 ([12J. 0.418).



2. I1епрернване О'lOCSрааеНIJЯ
.циивмичеоlGlX ОИО'lем

2.1. OdЩllе О:ВОЙС'l'В&кепрермвню: отобpauIIИЙ
ДJlНВМJlЧеоких ОИОi'eМ

2.1.1. ОПределеsие. l1oJIozим ер ~ 'ф t еCJПIОУ-

ществуе'l' авnpeршвое о~ивное отоdpвuиие F: М..::,М ,
таков, что

( 1 )

(F о'Юбpuaет 'lравк'1'ОРП еио1.'еын ({J на траехтории

ОИО'leJIН 'ф ). 11 F оохранив'!' ивпра.вл ииед:вииеим иа

тpaeКТOPJIfIX.

2.I.2.Цредт;шив. Соо'lНOшение ~ JIВJ1ИеТIооотко ·ИII8 предпOJlДК8. на мноаеОТБе т (м}динв миче0-
КJIX оио'ММ, ()предeJlВВВ1iX ка миоrooбразии М •

JPваэаТeJIЪОDO. Покueм траквИТIlВИOОТЬ ООО'lИошешш

~ • Пус!ъ ~ ~ СР2 и. ~ ~ ~ ,а ~ ,F; :M-=t М
ОQOТDe'lC'1'В е о'1'0брааеlWl. IIoлo г- F:.о Е и ~ ев-

2" .
..цу ( 1 ) lIМe

F (СР" (R) .)) =: 1;о!;(r" (Р) .)) =!; (~(~ ~(J))=
=: ер3 (R) ~ о F; (.));:: СР, (R J F с- J).

CJIе.цоватeJJЬКО. 'Р" ~/ ~ •
Еоли F to.-деО'l'ве.виое отобpazeое, 'l'O воещв _ ~

tp q tf' • а..едовате.пъво, ~
ШSИII8N предnоp.s.циa.

явяяеюа 000',11110-



2.1. э, JIeмме. Ео.пи f{/ ~ f и м 1O:)JillI8КТНO. то
оправед;пивн равенотва

д>казате..пьо'J!lIlO. в 0If.Цf л

ТII F • имеем

F( L+(X) =F( п tp(H~ lf(t/x))) с.
~~R

с:: п F( <р (Н: <frt,x))) с п F(ce(/I: Cf(t,x))) ==-
iER teR

=.n 1f (Н: "р (l,F('L)) = {,.( F о»,
t~R ~

Jj)1I10'l'D, что У е L (F (х») • Соrлааио 1.2.2
оуществу!.'!' T8.К8.fI ПQ,0J1eд0В8Т8JIЫIOО'l'Ь f t,,} •~ ~ + с)() ,

что rrf (t n I F(х)) -.=, у .В OIlJJY оюръективиости ою-
dpueкии F (.1 ·orвyeT ПОOJlедо.!ВтеJ1ЪВDОТЬ{ ч' (tn )х)} •
ДJШ которой F ( 'f (t" J Х»= ?f (t"J F ()/)) и. t" -""> -+ ()<)

в аи.цу 1.2.14. В овцу компакта:оо'l'И М JЮ:IИO выделить

noдпоо.педовательноо'l'Ь f у; ( t n ) х)} ~ р •tп -" +00.

/+ 1( 1(
Следовательно f р € L Ск», • в св.цу вепрерющооти F

вам F( Р) ::: !J •
Вropoe равево'1'В) доказнвае'l'OЯ ана.поrичво.
2.1.4. Jle Ео.ШI f(J ~ ~ • м ИОUII8.ИТRO, то

оправе,ц,пивн ра.веио'l'В&.

F ( J:t ( F -'1 (4j ))) = ]-J. ( ~) )

rде'jе:М.



з1

-1
ДоиазаТeJIЬOТВО. II70тъ V:= F (И). гд И :про-

CSeгaeT oIloтeмy окреотностей точки 'j • в оилу вепре-
рнвиооти и сIJptt81t'1'ИВИОО'l'Иото<Sрааеи:вs F • МНОDo't'1Ю

V T81tIВ проdеraет' ОИОТfЩf окресТИОО'lей ЫИDаеотва.
-1F (;) ). в си.цу J1

F имеем
1.2.6, 1.2.14 и иеnpерНВНDОТ~

\

F (] ~и:--;у »))= Г(п<р(и,.. 00), V)) с
v,t

со п {(€p(и -1-00), V)= п "'(([>00) И) =]}у).
V1t I u,t I J .

J~ ,
ПуСТЬ '1, е ( ':J). Сог.иаоно опреДeJI!..НИJ) мио:&.!от:еа

зl~оимеем. что 3{ч,~ . ~n~ У .3ftn} • tl1~+oo- .
и -у, (th J у,,) -~ CJ, ,В силу ОJJpЬ8К'l'ИВИОО1'И О'l'Oбpue.:.

mш F имеем. по,оле.цовательиооть r~(tп}Xn)} "
-~х,.. Е F (у,,) , tn.~ .•.~ в ои.цr 1,2.14. Ввиду КОМ-

пактности М оущ отв;уе'l' подпоо.п.едова.тsJIЫtOоть

[ЧJ( tt) ) X"'t )} ~ р такая, Ч'1'О t.,1(~ + OQ • Х" -7 Х €
-'1 ~ + + ~1 )

€ F ("i) • CJIедоватеJIЫ:Ю. ? е. ] (х)с] {F- (у' •
в ОИЛУ иепрерквиооти отоdр8&8КИJ1 F имеем F (р) = <j, •

ВroIЮе р8ВеИС'lВO ,цоказнвае'1'<Ш 8Jf8Юrичво.

2.1.5. Следа'!' е. EoJПI lp ~ f и м вомпакзно ,
1'0 опрaвe.цmoю равевотво

\

F(n-l:(r-f(y») ::::Dt (у) .

lbв:аза'l8J1ЪCТ:ВО. в ои.пу теоремн4.З ([29]. 0.26)
имев



Е ( о:(r·;y»)) =-F(((J (1-/; F('Iy)) И ]+( F-1
( ч ))) :::

-::F (ер сн', F""( У)) U F сз' (F-
1
( у))) ==

:; ~ (H~ ~) U э+ ( 'J) = п+( ~) .
2.1.6. ЛвI8d8. Еа.пи ер::,. ~ ,М -КОМП8X'l'НО

И -фv - орБИ'J!1l)-иеl0ТОЙ'lJlВ8Jl траexroрия: QИОТ8МI:I + '
.r -1

20 ыноаеотво F ('tf у) содериит ПО IepaЙИем мере одну

оp(Sитно--иву-отойЧllВfl) трае:кroрию •
.lQu.saTeJJЪC'1'OO. Ео.ли: фу ор.1итно-иеуотоJtчивaя

-1-
траектории ,ТО еов•••.ево .лемме 1.а,4 имеем, что L (у J :/:

+
i J (у) ,& В оацу JI 2.1.3 получаем

F (L +( F-1(y»)) == [+ (у) .

по t что мsoaeOTВO Г -(~у ) oo;цepuт по

кpaiием мере ОJIJЖ1 оpdИ'lИО-НSJотоlqицyJ) 'lp8.eRТOрИD.

д>цrо'lИU пропвное. '1'.9. ]+(F-
1
(y)) = L+( г-"( У») •

ОоrJl8QИО 1МВМ2,1.3 и 2.1.4 имеем

Ч'l'O проlfltВOречп иачапыюму nPeдlIOJD,uВИJ).

Дпн. JI 2.1.7 и 2.1.8 ДОЦУО'lИМ, что СJlотемн CjP

и ?f оnpвделевн в R2 ,8 rpaиицы oCSJJa.oTel G •



G*с R а, явдявтея ЦII.ECJI.ВD оев коп8lt'Ра~ AJшопре.це-
леШlОС'rИ, ДОЩ"ОТJIМ, что ЦИКJDI ИВJ1ИI11'OJI ОТРицв.:REJJ1ЫD:iМК.- -*2" 1,7. JIe • Если оущеО'1'вует такое F: Q ~ Q ,

- -.и-
Д,tUI 1COтoporo F (у' (R,.Jn (J ) = ~{R,((.))('}G, то ОЩ)8.-

В8.ц.tIIIВO, равеиотвю

F (вd.G) = В,; с l/.-.

lPказательотво. IIyoть х е ВJ G и F()()::у ,-~ ~
rде ~ Е: G • Покusм, что у € В d С, ДоП101'ИМ

пратв:вкое, т,е" ~ ЕЕ 8dG *' • 1ЬзмоZRН два Олучал.
1. +{R,'J)п8JG~f=ф.
Тогда аущеО'l'1Wет t 1 :f: о таиое. что Ф (t 1 ) 'j ) еВ JG~

Имemоядве во аов'lИ:
1) t~'> о ,тo.rдa V Е ;> О точка

~((t,- f. ) , \j) et G * • оле.цовате.льво. 'J ~ G.,. ;
2) t" < о .'l'Orдa оущво~ет t2 ;> О •

чю V> (t"J'}) := F(f(1(-i2.Jх») , нотог.ца fp(-i2 )Х),С.
2. ~ (R, 'J) п в d С"= Jб •

PaoOМOТPiD4прокзво.пъвyJ) точку .р (- t, у) • где

t > о ..в QЩ" 0.lJPlleRТIt8ВOC'lJl отоCSраЕИWI F 01-
JЦeOT:вyeT t "> о _ • такое, что (( y;(-tJх))= ~~tJ у) ,
ИОДЦ XUДOFO t ? О lDIIeell <р (- t ,x)i! G •

2.1 •.8. • ЕоJJИер Q f . ер , f; :имет

XDвечиое чист 'Ючекпокоя и 'f у JtВJIfIei'OJI8aМJaIТ1'OЙ
ОpCiитио-иеуоrolчивoй 'l'раект<>рией, '1'0 мно ОТВО F-1

(" у)
co.цep,uт немекев ОДJl)Й З8МКИ1'ЮЙ орбитuо-иеуо'ЮИчи-

во,' rpa8R'lOp . СИОТ8illll <р •



Д3кaaaTe.JIЬOТВO.: Пуеть ~y ЯВJ'1flе!I'ОЯ 8В.МIClIТl'оЙтра-

екmрией ОИС'l'емн ер • МнoUO'lВO F -1( 4 "f ) не осдер-
ЖП'lOчек nOROЯ оиотемы tp ,а в СИJIYнепрерывнооти
отобракешш F ,ОНО замкнуто. В oВJIy' ОJ)рьвктивиооти

F сущвствуеlJ' траеКТОРШl СРХ с F -1( f у) • Миожес'l'ВО

F-i
( '" '1) З8J4IЩYТ0, OJ1едователъко, L (х ) С F -( 1f 'J ) ,

а в OWГ./ преДДО.8ВВИН:1.3.24 .мНохеотво L (х) ссоювт

из 8В.МIClIТl'ВXт ...ек1'ОРИЙ. ВоЗJЮJIИНдва олучu.

1. QуЩ80твуеттра.еК'lOр1Ш <;ОХ ' х Е. F -'1 ( ~ ч ) ,
такая, Ч'l'O L + (~) 1= ерх •

-1
2, все траектории ч'х ' Х € F ('" '() ,ЯВJШ:-

11l'0J1 88МIЩY'l'ЫМИ.

В первом о.цучаеооrJIВ.СИО теореме 1.3.46 имеем, что
траехтория ерХ • Х е L-I- ( х ) ,JtВJII1l'ТOR З&aIW1ТOй

ор6:итио-иеуо'l'OЙЧIIВOЙтраекториеЙ.

Допуотим. ЧТО 'ф ':J - замкнутая ор6И'rИO-иеуо'l'OЙ-

чявая 'l'paeJt'1'OрИJl. Соr.пв.оно: лемме 2.1.6 и в CJI1'18.e 2 име-
ем. Ч'l'Q мноиео'l'ВO F -1 ( ~ у ) содеpD'l' ЗaмкиyтyJ) оpCSит-
во-кеустойч:ивую траек'1'Оро.

Раоомотрим динамичеоиую оиотему ер в .ПJ.X)О'lра.и-

trBe R'" • ]JyОТЬ качало коордкиат О явдяетоя точ-
lЮЙ повоя, lЮТОрая икее'l' {()1- 1) меркое уотойчивое
Qоrooбpauе W s ( о) и ОДElомвриое иеУО1'Ойчивое много-

абразив \,у'и (О) ,И пуоть В - Э8мкаутый шар О

це1l'l'!ЮМв точке О " вCI в = s ) котоpJiЙ не
oo.цepuт кроме О .цpyrиx пред&.пьннх МКО&еОn дJШ



'РОчев оиатвмы rp (рис.I) •• При 8'l'ИX УОJD>ВИJIX опра-

ве.ц.шша
2.1.9. JIвlAШ. VE:>о 3 J "7 О 3 t ..,о , что,

ес.пи Х Е" Ио ( ц ) • i'O <р (t, х) Е UЕ(Ь) ,rдe
Qe \лIS(о)fI 5 .Ь« WU(O)f)S, х t WS(O), и

пр это t.. ~ ..•.00 • вOJПl х -> а. •
JPказатеJIЬOТ:ВО. УС'JЮйчивое миоroоCSразие W S (О)

paзлaraет шар В на две области. l1yoть ТОЧ1tИ х 1'1. €. S ,
rде Х h * W s(о) 11 )( h -.. q , воли t\. ~ + о() ,Jй

ТO~~ Ь npииaдnuaт в QДЫОЙ И 'fQЙ ве области шара В •
Рвосwтрим пос.педОВ8'1'e.nьКОО'lЬ ('1 t\ J J где ~" ') О И '11'\ -') О J

воли h. ~ + 00 • наиа, что V 11. ') О 3 Т'" '7 О , что

(р (~ 1а) Е И?" (о) • а в сцу теоремыо иепрернвной

завиОIВЮСТИ решений от иаЧВJIЫlblX10JlDВИЙ, оуществует х t1.

'l'8.КОй. что <f (~ ><,,)::: 'J Е И 1) ( о) • Q.пeдоват8JIЬВO ,
J h ('"

еем поМ8ДОШil'-8ЛЪВОС 'l'Ь { ':J n 3 • где 'j -~о ,еCJIИ
" .f.

h.. ~ -f- о<) • в сипу преДПОЛОJieИИЙ еем, Ч'l'O L (Х,.,) tI:
Ф в ,CJJeДOБa'1'eJ!Ь.J:I), через ICOвечвое Брема t "'-

е м, ер (t h ) У h ) == Z" € S ,где Zn.

пер:вав; mчкапвресвчеим ер ( н : у,,) о .s • По.лу-
чаем после.дова'tВЛЪаооть f Z h J • и в ОИJJ1RQМIl8.Ктиоа,...

'lИ .s , l t\. ~ Zo • 80JJИ 11.. -") + о'с;) • П6ка-

_, Ч'l'O [- (20) = о • где г о 4. WU
(о) • Извеот1I07

что ~h~ О ,еоJlИ h -")-4- о<) • на сеяоваявв вепре-
рнваой завис .CТ1l от кача.пьинх УОJJDВIIЙ 8В.1tJJJRae • что
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з1-

i,.,-11' + о() ,воли п. ~ ..,.00 • .в ОЩ'иепрершщооти ер

имеем L ....(20' :=. О • IIoетому Z о = Ь •
JIeММa 2.1.9 явдявюя И6rtO'lOpblМ оdo6щениеll леммы 5

<[2Eil. 0.82) на пространотю R"" •
2.1,10. Лемма. EaJIВ <р ~ f • М - компакт-

ное т -мерное многообразие, 11 ючва Х ие6J!Y'iЩD-
iЦВЯ ючва оио~емы у.; • то F (х ) - НООJ'IY"ЖЦэпцая

точка оиотемы. 'ф • .,..
,lPказателъот:во • .в ОИЛУ теоремы 1.2,8 имеем х Е ] ()() •

ав СИЛУ ле_ 2.1,4 получаем

F гх) е F(J~>l»)c F(J+(F-УFс>i)))) с Jt ( (( х)).
СледоватeJ1ЬИО. F с )() Е J +( F(Х}) и точка F ()() явяя-
етоя неб~ей ТО'lКOЙ оистемы -у, •

как покаавваее олеДУЮЩИЙпр ер. АПЯ прооdразов

зто. в общем. неверно,
2.I.1I. Пример.НаИОМПШС1'НОМ 3-м:ер.ном многообра-

ЗИИ НаущеотвyJn' ДИН8мичвские оиотемы <р ир.
у; ~ ~ • тавие , что система if; имеет неCSJIY1Щa.DD1IJ

точку. проо6раз RO'l'Oрой не аодераит иеCS~ roчху
оистема <р •

PscOJ4OTpRМдинамичеокую оиоте.1Iy <р t определениу:ю
на К1бе 11= { (~, 'уJ 'l) I о ~ х 4i. 1 • О , у' 1, о ~ Е k 1) J

с ОJIeдyJJЩИМди«Ферею'tИ&дЬНNМ ураввеивям:

Х:::- (2('1-2)-1) Х(1-Х)
.
'f -= - ~(1- \)).
z ::: -z( 1-2)



-иеi'РУДИО цровервть , ЧТО дяя оиотемы ЧJ вое вераввн

ку6а А явяяютоя 8Jlементарннми ТОЧlWМИ покоя, при
ЭТОМ ючва (1," I 1) явяяется ИО'l'ОЧI:ШИOМ, а точка
(О, О, о) - отоком (рио.2).

IIoкахем, ЧТО для JIJ:Ooro е '>0 и 7: '> о оу-

щеотвует t ~Т и траектория Ч'Хо, У. J i-. ,где
( У. , 'J.,2. ) Е ue о. 1(" ") , такая, что Cf(t, )(0, у., ~o)E:

е Ut (Х• 0,0) •

ТОЧКИ ПОКОЯ (О, ", .,) , (О" ", о) в плоокооти
~ == 1 явяявеся оедловшш, и в аилу JlеММbl5 ([28], 0.82)

имеем, что ДJIЯ: \7' е f '> CJ 3 ~')о , такое , ЧТО, если
f ((Х, ", 2) J (Х, " ) 1)) < c:r; ,то / ( 'f (t,,) х , '1 , в) ,
( >1, 1, о)) с Е1 iiIШ вевозорого t.,"> о ,где t'l -'> + ()с::) ,

еояа S1 -"> О ,а через! (Q, Ь) обозначено расюянве
между точками а) Ь € А •

на оововаяав теоремн о непрерывной завиоимооти
от начальных УОJIOВИЙ, имеем. что V'e2">0 'r/~ ,>0 3 J; ",>0

такое, что, еода f((Xr у,2)/(х, ",i!») <: d2. , 'l'O

уС ёf rt, х, ~,"2) J ёf (t ,Х,", "2))'< ez' дJIИ воех t~r 2..

Д.1IS:прсяввояьвсто €"7 О ВU6epeM е1 так,

чтобы 8" <: е . Потом Виdираем 'l'Oч:в:у а" Е иС1 с х,», О)

И по.пучаем точку ер r-t" J Q 1) Е и G•• с х r ~ J 4) • Точ-

ку Q1 МОЕО воегда вЫбрать так, ч'тобн t, ~T • Потом
выбираем е2 '> О так, чтобы ис2. (а .•) с. Ut'1 С К, ", о) •
в ОИJ.l1 леммы 2.1.9 МО О выбрать точцу Q 2. е: и(а. (Q1)

'laxy:IO. ЧТО tp ( t2. I Q l. ) € иг ( Х, О,о) • Еоли половать
I; ~ t~ ,то получаем, что сущеотвует точка



Рис..2"



уО

( Х о I ':J. )2.) -:=. if ( - t1) a.t ) Е иЕ. (Х J "J ., )
<f ( t 1+ t2 , Х. , 'Jо, го ) Е: иЕ (~, 0,9.

ПуОТЬ h :А ~ Н ,h (~, ::1,2) == (Х) h2 С. '1, z))
гдеН=[О,1]хD2 ,D2.=-f<..~,2)1 y2-t2~~1J

, а '!'Очка

,
,

l'Oмеоморфиэм:, ROторнй отображает траектории системы so
на траекторяи некоесрой СИОТемы cf' ,определенной на Н •

СоглаСНО лемме 2.2.1 оущеОТВ1ет нвпрерквнсе стоера-
2 П"женив [: п 4> о овойствами:

f о h2 (01 z) :=. h 2 (О, f)" о ~ z ~ '1, f о h 2. (у J 1) :=

h.z (О,") J О ~ ":J ~ 1 ,а в остальных точках множества
D2 отображение f яваяется roмеоморфизмом. Отображение
F : Н..• Н , F = (' )(f ,очевидно, непрерывно, и
отооразает траекюрва СИСТемы <р на траекюрвв некоесрой

системы j (рио.З), у которой янояество ГО h (Х, О, 1) ,
с с:=.)( < 1 ,оостоит из не6J.fY3Д8ЮЩИХточек, а мнояеетво

F -~(F •h ( х, 01 '1)) , в ои.лу выше окаеанното , не-
блу1щаnциx ючев не 00держит•

2.1.12. Лемма. ]юли А с М инвариантное яно-
жеОТВО свстема "f ,f ~qJ • то ьшоаес'l'ВО F -1 ( А )
- иива.риа.итиое МRоаеатБО ОИОТемы ~ •

-"ДоRaзательотво. ПуС'l'Ъх е F (у) ,где у Е А ,
FJ:)JШ допуотить, ЧТО ~ t . такое. что ~ (t»)f F rA}
'l'O F (<р ( t,x. )) =' ~ ( t ,у) tt А , ЧТО противоречит
ИRВaрианткоотимножеотва А .



ч (

2.2. ПоС'l'роеиие иепрерывюа оюdpazeиий
.цивамичеоRИXсистев в плссвсоти

PacoмoтpJIМ системы, спредедеяяне иа R2
•

2.2.1. JI • ЕЬли ROМIUUrl'иое овяваое внварвавтяое

множеот:во А динамичеокой сяееемн ер ОТJIИ1ПIО от
точки ПОКОЯ, то оуществует двнвмичеокая 'Система ~
такая, что V';>,. rp и F (4] явяяется точвой покоя

сиотемк f ·
Д)казательстJЮ. В аилу теоремы Риман:а [ зз] аущеотву-

ет взаимно одясввачвсе регумриое отображение [: R:t \ А ~
~R~\D , гдеЛ=- {>( , r(O,'L) ~ f J , х е R2

,

а - начало координат. При этом f Iв;А - не-
прернвиая взаимно одвоавачная фyнIщия, еоли В J А
кривая Жорда.ка. Пуотъ В=: rх I!(О, х) ~ 1} и (F1. t е) -

подярине КООрдиВаТЫ ка R2. • Определим отобразаение

Э : R2
~ R~ СJIе.цу:ощим образом: З ('t! е) = (f\. Q) ,

8QJIИ Х Ф В . 9 ( 't, е) ::: (р ('t) I (}) ,еоли
х Е. В\ D , где р (гt)::: - 12 JL3 -+ 28 ,-2 - ~ 9 '1. -1- 4 ,

и :1 (~, в) = (О, о) , еодв х е D . Отображение F: R~>
~ R2. ,где FCtL) =' Э о f сtЧ , еоли )( € R2. \ А , и

F (4) = (().'!,) , ото<1рааает траеR'ЮРИИ оиотемы ер (рис.4) на

траектории невоторой оистемы Ф (рис, 5). для которой
тсчва (о, о) явяяетоя ТОЧКОЙ ПОКОЯ.

060ЭRaЧИМ через Г макОШ48JIЬкое компактное

,



Рис.4.



IlИВ8Р1l8.RПOеuнoаеотво системы ер .
2.2.2. CJJеДQ1'ВИе • .FDJDI МJID.ОТ1Ю ивd.цyJЩ8ЮЩИХ точек

Q ,ЦJlНaмvчЕЮИОЙ оиотемн. tfJ ие пус'1'О и МКОUO'J.IВО Г
евявно ,то сущеотвует ДJlRамичеокая сиотема t ,еР!Ь t:p
миоаео'l'Ю :вed.nyx;цaDЦIX!'Qчек RO'l'Oрой 0001'011'1' изо.ццоА
'1'ОЧКИ ПОКОЯ. lbказ8'l'eJ1ЪС'1'.БО OJIe.цyeT из oU8W4Н 2.2.1.

п,ать ..цд.R .цrпraмкqеоlCOЙ OIlO'l'eIIН ~ имеем Q= х о •

.ДIя: П}Х)оroты ИЗJИ)&еЮIИ оОQЗВ8ЧJ1148лJJиптичеохие оехтора

ТОЧКИ поко.а Х с 01lС'l'etaI.,р через Е , I'ШIВр10JШ-

чесвне севюра - через Н ,пара.боJПIЧеакие OeRropa-

через р • оепара'1'рИОЫточки ПОRDЯ Х С) - через S •
ПРОИЗВОJlЬкоеОCS'ЬеДIIИ8Иl1е и8ИО'l'OpblX оекторов точки покоя

Х, '- через G •
2.2.3. Лемма. EcJIИ мвоаеотво иеблухдвпцих точек

динамической сиотемы ер СООТОИТ то ..яько из ОДНОЙТОЧRИ

ловоя х о • то ох ТОЧКИ покоя х о опреДeJIJlе'l'ди-
ИSIIlIЧ80Iql) оиотему О ТОЧНООТЬЮ ,цоroмеошрризма.

Jbказа'1'eJ1ЬОТ.во OJI8.ц;re'l' кв теоремы 1.3.45.
2.2.4. JIeммв. Еоди '1'0ЧХ8 ПОКОЯ Х а динамичеокой

окотемы ,ф ~(pKC. G) име~ 'Вл.urшrичео1CJlЙ сектор Е
:который со.цера'l ОI'p8ИllЧеlЩYJЭоепаратркоу S ,ТО 01-
Щ601IJy81' .циJШ1IИЧео:квs оистема С""'" ~ (рио. 7), ддs:

которой F (А)::: F ( х о ) , F IR~\ А - l'OI4еоllЮр-
фJIЗМ. где А - КОIШ8.К'J.lIlOt! МНО&еС'ТВО О rpвиицей S

,li)хаза'l'eJIЬQтm :вытекает из J1 2.2.1.

2.2.5. CJIедатвке. ED.ш МiЮ8еОТВО F \ А не содер-
JШТ оrpaпqешшх оепа,ратрЕ. '1'0 F (Е) является

,

,

•



р и с, б.

Рис.7.



ЭJIементарИЬDI 8J1JП1П'l'JIЧеоlCИМоектором.

До~е.ю.отво OJIед1ет яа лемм 2.2.1 11 2.2.4.

В Д8J[ЬRеЙПIОJ4пре,цпоJDDМ, что сиотема r еет

'1'ОJIЬИOэл 8И'1'аРlШе aJI.JIИПтичеоКllе секеора,

2.2.6. JIewa. EOJDI ючка покоя х , СИОТемы р
1М88T охему: S JI t Н "1 • S 2. • Н 2. ,S.3) G
(р.а.8). '1'0 сущеСТВУет JtlВАМИЧ8СR8JI оиотема Q' ~ ~ ,

такая, что ~ОЧR8 повея Ре х.) сиотемы а- имеет схе-
1(1: з, ,r; (рас. 9).

Доиаза-r8JIЬO'l'ВО. Отобрааекие F определим OJIщ-

ЮЩIIМ образом: F(x.) z:)< О ,F(S" )::~, F( 52.)~ Хе.

F ( в )= ~1 , г.це В=:( н~u н7.) \.52. •F (~= f()l) •

ооли х € G • где [: G ~ Я~\51 - roмеомоIФiзм,
xoтopыi оущес'1':ВУ8'lсоввасно теореме Римвна [ЗЗ], при:
Э'ЮJ4 {(Ve) = ХО • Оmбpauпе F 01.'оdражает тра-
виторп l> х , х е В • на оепара'l'РКОУ .s .., о
еохраненяев нanpа:мекия двввенва на 'l'ра8ктори;.ях. Очевид-
но, F - непрер.ыввое отобрааекие.

2.2.7 .л. EcлrI точка локоя )(. оистемы Ф
имеет охему: S 1 , Н1 , .s z. , Н 2 , S3 ,

Н 3 , ~ ., , нч 55 , G (рво, 10). rдe
Н 2. ,HJ lI)aeт бить JI 8JlJDШТ1IЧесКIIМИ оеRТОрам:и,

'ro существует ДJlR8мичеокан оиотема ()' ~ 1fi • такая.
что roч:ав. повоя F()(.) ев'!' схему: S 1 • G •

lbказательотво. Отобрааекие F оп.редeJIИМ але-

.цупцим обpasом: F()(.)~ ХО • F ( Н,:) ~Ха • где <. = 2,3,

F (В) = 31 • где 8=/1" U H~и.5, u55. F()t)=- fC9.



r ИС. 8
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еOJIИ х Е Q • где f: (J ~ R2 \ S, по.цyqево
таае вав в Jl8J8le 2.2.6. При этом F й'1'О6раает Тра-
ешюрп -ф )с • х Е В на S'7 О оохраиеlDl шшрав-

JIеИИJIдвпвВlU1 на rpaeК'1'OpJIJIX. Оче.ВИДIIO. F - не-

прерывное О'1'Обраа.liDlе.

2.2.8. Jiewa• EВU точка покоя Х о оиотемы ,р
имеет схему: 5., ,Е ~ , S2.. , Е 2.. • 5з •Ез

..5t., • (J (рио.I2). '1'0 оущеО'1'Вfет ДJlВВмnеоRaЯ

о т&ма ~ .!::, ,такая, что точка покоя Fo(~ 1М.8-

вт охему: S1 , Е1 , SL , Q (ряс, 13).

ДoкasaTМЬOTВO. Оroбpuеиие F построим оледу-
щим образом: F ()(.)~ хо ,F (Ee')~ "',' (Е..):::Е., ,
rде h {") (.= 2) 3 , roмеоморфизмн 8JI ентариыxJl-
.шmТИЧ80RJIX 081t'ЮроВ. кompыe оущеотву8'l ссглаоно
лewле 12 ([12]. 0.345), F (Sз )::: з, , F ($",) ~ S.l. ,

F (х. J -=f с х.) ,вОJ1ll х € G ,где f '.с -> R 2 \ Е"
па.цучено 'l'вкuкax в JI 2.2.6. F сю ::::Х , 80-

а х € Е., • ОЧе:видно. ото6рааенме F иеnpeрыв-
во.

имеет ОХЕМУ: 51 ,Е"
,s2.h-1 • Е" • S2h ,

щеот:вует СJlОтема О-:!: "" ,

F ( )(•) имеет схему: S '1

(ржс.lЗ) •

ДоIU1З8тмъотво. OТO(Jpa.uJDle F поотроИ14 сае-
ДJIJIUID4 образом: F (~p)-:= У.' F (Е,' ).= h с' ( Ес') = Е" •

х о СИОNМН ~

• Н1 •••••

(р:ио.II), '1'0 оу-

вавая, что точив покоя

,Е" • 52.. ,Hif
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с ~ '1) . " ) п , F( Нг ) = h.~"(1-1 i ) ~ Н'1 • F (S1" ) r: 51'
воли i начетное и F ( .s..) = S~ , ес.пи (. -- чет-
ное. Оro6ра:жвиия h." • h..~ • с' -::::,,) " "") п: явля-

моя I'Oмеомоpфизв.lшm соответотвенво ЭJIJIИIl'ЦЧеокихи
rшIвр6о.л:иqеоких овкеоров, ОЧеющао. F - непрерыв-
ное отображев:ие.

2.2.10. JIeJпмa. EaJIИ точна ПО1Юя Х о Qиотемы rf
Иl468'l охему: S1 • Р • S2... • Q (рис, 14), то
оущеотвует ОiЮтема G" ~ ~ такая. что точка повоя Fc х.)
системы о: 1Шеет охему: S ~ , G (рис. 15) •

Доказательство. Отображение F поотроим сле;rIy-
_. - -....

IQЦИМ оdразом: ~ с х.) = х•• F( Р)::::S.,. Fc>c) s::- fc~J •

вс.пи х Е с . где f: G ~ R2
\ S" по.пучеsо

таае вак в ЛВAl.lе2.2.6. Очевидно, ото6pu8ше F не-
прерывно.

2.2.11. Лемма. !DJIИ точка ПОКОЯ Х о оистеми Ф
имеет схему: S 1 • Н" • $2. • 112 • то оуществу-
ет сие тема ()v.s;. + . такая I что точва покоя Fс )(о )

сиотемы ~ явлпетал Y~M.

дD:ка.затeJlЬОТ1Ю. СИО'1'ема Ф 'ЮПОJIOI'ИЧески 81(-

ВИВ8JIвитиа сиотеме ар *' • где вое :sеограиичвшwе тра-

&RТОРИИ пpsмне. Вве.ц пpsmyroльнyю оиатеrq координат:

)(• - начало ROордииат, S" U.".s ~ образует ось 'f
и '!'Очки траектории S.z. имеют В:ООРДИIla'l'll (о ( '1) •

где У > о • Оnpеде.шш ото6ре&8ИИе f, : R2
~ R2

\ S 2 •

полarая
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3i1
()(. 'i) == ){2.:уа

t У х2.f. (х \у) =- х2. + у.1. )

OCJIIII ':J ~ о и f. (Х, 'J) ::::.i.rI с х, ':1) • есла 'j ~о •

Отоdражешrе 11 сто6р8.'1аеттрацroрии в I и]j КВ8.-

,цpasтax на полуоrtpухнос'1'Иt центры кoтopых вахо.цитсш на

прямой '1 = о • Р8д''УС равен ~ • Опре,це.л:имеще

отосрааейае f
2

: р2.\ 5~--?- R 2. • такое, что траектории

OIlOTeмIi. ~ ~ поеле преоdразоВ8НJIЯ f,.. ото6рааа.1JI'0JI

на JJYЧJI 'ЮЧКИ ПОКОЯ ХО CJIelJJ образом: ~ (~, и) =

.~( s (и) "') • где через и осовяачеяк 'l'OЧRИ траек-. (

ТОРJIII f" ( -.fx~) f а·iILJШщwI в .f" (fk
И

) ~ н 1 I(8JЩОЙ юч-

ве •• КРIlВOЙ f, ( -f:) OT8ВJIТ В соответотвии д,пину д:/-

rи: С Х. I и] • JI

'1 ~ , если 1)(\~1

ос = '1(2- ;{-,)
t еоJ1И Х » 1

- JТ(2- ~,) • eOJIII х '-1 )

rде S (и) и ot JIВJ1fII1lОЯ ПОJШPJ(НМИ воордииатами в

R2 • Отображение Г: R2. ~ R2 олeдyuцее: F ()I'. 'J) t=

= /1. о f,. ()( I ':J) • Очевидно. F - иепреРн.вно. OIlpЪ-

ехтивио 11 отоGраиает траектории сиотемк + на Т}&-

ек'l'OpИII оиотемы о- •



2.3. неnpерыnныe ото<1ражев:иs: 2

ДllИ8МИЧ80КIIX оиотем на торе Т.

Раоои>трим ДJlН8МIIЧеокую оистему $р иа IIJЮОКОСТII R 2.

определеицую уравиением

у-= {(Х) } ( 2 )

где Х= с х", )(~) • [с)() - 2 - векТОР. f е с .
f ()("+" , ха) =[с ~",)('l.+ ") -= f( х", x~) И f YДOВJ1eт-

ВОря:.етУОJJDВИII единственности решений,
ПредпоJ1OJUШ, что

f "(х) » О ( 3 )

Соглаоио ( 3 ) имеем у:' 1(t I Х о) ~ +- оа при t -.."+~ •

)( о € R 2 • CJ1едовательно, сиотема ер иевмеет точек
ПОКОЯ.

ПуОТЬ h :R 2....1> Т 2 - какрытие. Тогда .цииамачес-
кая ОИО'l'ем& ер определяет .цииаwrч:ео:кую оиотвм;у h ~
на торе Т '2. • д,1Iя 'l'aIOIX ОJlОТем яввесзно [ 28]. что оу-

ществует цредед

не зава:оsщий от Х о JI вваываeмblЙ чаедоя вращеИИJI. Еоп
~

)(IC= ~ 2( t1( ) о) ,где <r1( t" , в ) == k ,ТО'

f' = и;
K-+tОо.



IJy'ОТЬ h'f >,. hi .ТоГД$. отоCSра.ЕеШIе F ~Т ~ " 2-

1IН.ЦYЦiI.PY8'l нецрервввов оюръеI<Т!ШНое отображение Н ~R~ R 2-

,тахое t что диarpaм.m

F'-:,.

-;>
н

КQмyтrа'l'ИБИа. В чаО!J!l(QСТJI Н ( ер ( 1<, .)) = ~ (R, Н (.») •
а в си.цу оюръеК'1'uвкoс'rи F имеем Н (х '1+ 11)< 2) -=
= ( н"( Х)+111 H2

(Jl.).f 11.) Н ()(1~1.+ 4) =
} ,1

~ (Н 1( )()+Р I Н 2.( ]С) f 1-) , где f11 ,h. ,р
fJ, - цеяве чхола. И так имеем Cf;:' f .

,l&)каэаТ6JIЬОТ:ВО СJIвдyDЦей J! явдяегся повторе-
нием доказательотва лeмuв 2.2 [34J, где оиотемк ер JI

1f roПОJЮгически эквивалентны.
2.3.1. Лемма.• Fnли ер ~ + f то аправе;ц.;mmo 00-

стнояеняе

,

)

где f' ,r ,ЯВJUD)ТQЯ ЧJlОJJa.Шiвращemш ооответ-
отвенноОIlОТем Ч' ,р ,та /1. ,а ТaRЖe i •
~ взапво цроотн.

Ji)кaaa'l'eJlЬO'lВO. ПуотьН ( R/\,о) ==?9;, , н (о) :::О ,

Н (т) п ) в; ?J:, • PaOOJ&')ТРО траеПОрD ер о евеве-
мы tp • GooТВ6ТО'I':цyщвJI травхropиft OOTВIIЫ 'f бlДет



н(Cfo) = "р" , так вак Н { о J ~ о • ~CTЬ Х о = О t

)(t= СРо п JC )(R t '1'Огда ~ = н (ХК)Е 11, +(кт,К'п),

rде Vc = -{',:Н (О;: R) t 6. варакеняе ~ + (К fYt J К ~)
обозначает кривую ~ • с,ltВЩVТУЮ на кт по на-

~ 2прав.ц:вИIllO ООИ Х 14:по К п: ПО направлению оои х •

ПуОТ:Ь далее Х 1< е R х (S~ )S~+ 1) t где ~k" ~ [ )(: ]

( [. 1 обозначает целую часть). Torдa X~ наюдаюя

Меаду.1IИI(ИSМК ,)1 + ( S k f J S ~ fJ ) 11 v., + (( S Ic -f 4 ) р)
( ~k +" )~ ) • '1'. е. X~ := ( К т -f Р S ~ + l,~ . , 1< п +

+ ~ S k .,. ~;) ,где , ~: I ~ I r I J I ~: I г: r ~ I •
ПQЭТОМУ В ои.лу равенс тва 1'1 ::::: te.,."., Sk / Кеем

I 1!"':;'4-o

Лшша. доxasаиа.
EoJIИ чхало вращеmш иррационально. 1.['0 pa&1IИЧаем

два с.цvч:aя: эproдичеоЮIЙ и аинry-лярИblЙ.

2.3.2. Лемма. Дшi тD60й ОIlВГyJJЯP!lOЙ оиатемы tp
оущеотвует иеRO'1'ОpaJI ергодячеовая G1Ютема ~!5: ер

li:J·иазатeJJЪОТВО. Пуот Ъ ер ОИНГУJШPRIШ ДJIR8МJI-
2

чвсвая оиотема. ка т . CorJIВOHOлемме 14.1 ([з1.
о.,.2З9)для оиотемы ер ка Т 2 сущеотвует ItJIOCi8JIЪ-

вая оекущая - ПО,D1МlOroо6разие s'1= h (0).- _R ) и-ПУОТЬ 'f - дюIфeo.w];фазм, ваданнвй оиотемой ер •
ПуОТЬf :5" ~ S., ваяюрова ~ [35], которая

•



непрерывна, сюръехтивна и постоянна на смежных ингерва--- " "дах, Определим roмеоморфизм cf : 5 -? S • полагал

f (~).:::f о <р е [-1( х) ~ Пусть Ф является над--
строЙROЙ roмеоморфизма ~ • Тогда отображение

F rn 2. т2
: (~ следующее

ГСХ)= ~(t Jf(y;(-t'Х)))j

где ер ( - t ,х ) Е: h (о, R ) • Лемма довааваа,
2.3.4. Лемма. КaJlщая: ергодячесвая динамическая оисте-

ма на торе с числом вращения f1 топологически эквива-

лентна динамической сиотеме

. "х = 1

х 2;::: fA
Д1каэательетво имеется в монографии [28J.
2. 3.5. Лемма. для JIID60Й динамичеокой системы ЧJ

с числом вращения ~ существует оиотема ф « ер с
ЧИСШQМ вращения

где rn ,п ,р ,t:J, - целые числа, I m ~ - npl"41,
YYl и п: ., а также"f и CJ, взаимно просты,

Д:ншзательство. Отображение Н: г: -7 R2
построено



Jl.Э.РеЙэиием в л.fJ е 2.1 Ез4], которое явяяется roмео-
морфизмом даае, воли I м cz, - n f ~» 1 • Следует от-

2. Т2.
метить, что ото6рааеиие F : Т ~ , которое ото-
CSpua.eTтраектории ОИО1!eмbl h ер на траех'rOРИИовсте-
мк h f ' гдеFС)L) =hoH-J11

(х) , не явля-
ется roмеоморфизмам, если I '" f, - 11?' >" .



з. БюШН'l'Щ8.JIЬНВЯ 8RВКВ8.Jlеитио 0'1'1:1

Д1IВ8МIIЧеоКJIX окоте .

З.I. СвоЙотваб.ll1tOн'rинуалъио аквввааеятвых
ДlШsмичеоЮIX сиотем на IIJIOOltQOTJiI

3.1.1. Определение. ДаивмичеСЩlе СlIстемьt 'f 14 ,р
иазblВ8Ю'lсябmwитlЩVВЛЬНО ЭКВJIВ8JIеитными. если еправед-

JIИВO ООО'1'иошеuе '<р ~ f 11 rф ~ ~ ) •
з.1.2. Пред,nоекав. БшсонтJЩY"8JIЬИВJI еввивааявтвосзь

,циввмp;qеОКIIXОIlОТем явяяетоя отношеШt8М ЭКВИВ8J1еитиооти.

,li)каэатеJlЬОТ1Ю але.цует из предложений 1.1.8 и 2.1.2.

li> конца Э'l'OI'O паparpaфi раоомотро.6l1КОитии;у8JtbllQ

ЗКВJlВ8J1еитиыесИQТемн cf и f ,опреде.пеин:ые ооотвеэ-
ственно на МRO:aeC'l'В8X С , G "t , которые явяяшоя

о,цн.ОСВf1ЗИШ4И IШlOIaRТиша ПОДМИОJleОТ.вaшI ПJIOОROС'l'JI R 2

гра вицw мио;аотв r; ,G J(- .8ВJlJII1r(Ш.цaк.naмJI без КОИ~

тахта. Точка ROИ'1'IiЩyушв Q , Q J( а60зН&tШ4 ооответ-

ственио через Х 14 У , а ваданнве ОООТИОШ8ИILiD4И

'f >,. ~ 8: Ф.? Y.J О'l'Oбра&еWISI ОCSOзИ8ЧJIМ через F и

F 11 ,где F: G -. (J .af , F ~ G*~ G •
3.1.3. JI • FDJПI свсте ер 11 ~ бцоВТJIИY-

адЬВОэквJlВaJl8ИТИН 11 имеют вовечнсе част осооых траекто-
РIIЙ,'1'0 'f 11 ,р lilUeDr OЦJlНВ-КOвoe ЧИQJlO aaмкк.rт.ыx 0])-

6итио-кеуото йчавнх траекторий.

Jbиазательс'l'ВО. Пр. евяя л.емму 2.1.8 ДJ1.fl оюd pueний
F F'" , И В ощтого. ЧТО осооых Тр8ехтоPJIЙ воввч-

•...• ' .
ное чиот, lIМeeм:, ЧТО замхнутых ор6итио-иеусroЙЧIlВ.blX

•



траек'1'ОpJIЙ у о ота tp и ~ одвнаксво,

З.I.4..ne • Если оиотемы бпсо.и'l:ИВУВJIЬИО вявява-

Jlеи'l'НИи ммеи ковечаое чист оаоБJa 'l'раек'1'ОРи.й, то по-
ло opdJlTHO-В8УОТОЙЧЧВНХ точек ПОИОЯ у сиотем cf п st
одинаково. -JiJиаза'l8JIЬО'.l'ВO. ЦуОТЪ 'j явдявгся орбитио-иеуоl'OЙ-

F-1
чявой ТОЧ1ФЙ ПО.КQя cJloTeмы Ф • Очевидно, (9 ) замкну-

ТО и в оrшyЛ8WdН 2.1.7 множеотво F-r\j) п вd G= fi •
-1 _

В оалу леммы 2.1.6 МНО:UО'l'Ю F (у) оодервт
орбllТио-неуоЙ'UШую траехторию СРК • КО'l'Oрая: В СЩ"

леммы. 3.1.3 не яввяеюя зам:в::нутой траеК'l'OpJlеЙ. В Ои.д1

Г-1 - +замхиутоО'l'JI множеотва (у) JlМeeм, что L с х) с:::
-1

С F (~) . 1ЧI1ТIШ8Я ПРfЩJIO:&еИИS 1. З. 24 име t что

мвож.ео'lВQ L + ()С) coдepuт по в:райнем мере O'JJJI1 ор6итно-

неустойчивyIO '!'Очку повоя 01l0темы ер • Следо:ва'l'8JIЫ10,
ч:а:ОJ1Q op6b:tko-неуо'l'ODчIlВНХ точек ПОКОЯ у оиотеми .,р
1:1660J1ЬШе, че '1 0110'1' 'Р.

в ок.лу 1'01'0, ЧТО осоовк траекторий конечно е ЧИОдО,

и учитшвв: есотяовевяе .,р » V' ,имеем, что чвояо
Оp(jпио-не10ТОЙЧИВЫХ ючвв покоя У двиамичесЮIX 01lотем
У; JI ?/; одяваво во •

З. 1. 5. JIeммa. ВlllЮИ'l'JЩy8JIЪНО вввквааеятнве оиотемы

<.р • р ,КО'l'Oрие иuеJ7l' конечное Ч1IOJIOоосош траек-

торий, нмеи одяваковое ЧJ:ОJl) оепаратрао.

;:рК8за'1'еJlЬОТ1Ю • ПуС1.'Ь 'l'paeJt'l'Op1lfl ~ ':J ЯВJUI8ТОЯ

оецараТрllООЙ оиотемы ~ 11 L+ (у) = у • Соrлаоно



Г-1 -
л. е 3.1.3 r.tJJQCTВO (у) 'не оодервтзам:квутнх

арБИТно-котстойuвнх траекторий, но в СИJf1л 3.1.4
имеет одну арбатио-неуо'l'ОЙ'ЧIlВР 'l'OЧК1 псвся, В СЩ

. -1
леммн 2.1.6 миоХ80Т:ВО r (rfy) оодерап оpdитио-

-1
иеуо'l'OЙ'ПЩ,V ю страеиорu Ч'хс F (ф у) 11 Г (х) ~ У •

СоrJIaоио.ае -8 2.1.3 JlМeвM F а:Х» =L~ (F(x») =L+('})

• Соглвоио пре,цлоuИlU.) 1.3,.7 '1'раеRТОpIiЯ <iO,\"

ЯВJIЯeТOJIоепаратркоой окотемы ЧJ •
Учnиввя оооти()шеКllе ер >;.- ер ,11В ОИJJYТОГО,

Ч'l'OоообптраеICТOрd ROиечиое ЧИОЛО, име _ , что ЧIlОдО

08ПJlратрко у скот

'ШИyaJlЬ1IO 8Квчва,пеитнн JI 1IМ8ur венечнсе ЧIlGJlO оообых тра-

екторIlЙ, то ЧJlO.JDточеи покоя у ДJlИ8МЧЧеохах сиотем (р

и r ОДJlН8ИOВO.

,lpкaaaT O'l'DO. ПуОТЪ тоrшa ПО1WЯ у ORотемы ,р
являевея Ц8Jl'1'lЮМ. Покааемt Ч'Ю мaouoтвo F -1( у) 00-

дераит точв;у цокоя ОИGТемн ер • ПреДnОJlO.I1UI ПРОТJlВИое.

F-f -т.е. миозеотво (у) ве оо.цер:ат ючвк покоя ОК6-

темы ер • Тогдаяоно , Ч'l'O вое траеК'1'ОРJIJI ер){ ,
-'1

Х € F (у) • QpdJl'lbo-усroЙЧИВilе Э8М1ЩYТJlетрае~орп.

Г-1 -Это OJIедует JlЗ эсшкиуroО'l'И МIIoaoтвa ( У) • пред-
ло ИIIЯ 1.3.24 • леммы 3.1.3.

Граиwцв облао'Р. G Jf I:l.ВJU!STOJI ЦИКJJ)мбез IФII'I'8К-

та, СЛfJДОВВТ8JIЫ1O. оущеотвует веко'1'ОPblЙ о -првдмъ-
Иl{Й иоктщyu. k -1(- ,КО торнй явянеюя rpaницей



множества V'* ,у Е V" ,
'J i: q ,траекто рвя ~ у

чяюй за.мккутоЙ траекторией.
Соrласно преДJIОD:ЮW 1.3.48 ЮЗМОXШi два о.пучая:
1) к ~ явяяетоя opOlIT1Io-неlСТОйч.ивaJi замкнутая

11 для К8.JЩОI'О 'J е V.Jf ,

яваяется оpdIlТRО~УС'l'OЙ-

\

траектория;
2) К ~ явдяетоя дредедьнва ROIIТюryyмом, :который

содержит точек ПОКОЯ.

Раооwтркм: первый мучай в пока.жем, что множеотво
-1 - *г (V) односвявно, ПреДIIОJIОЖJiIМпровивное , т.е.

множеотJЮ В CI F -."( v") ~К" и К2. ,где К1 п 14 s::

. ~=-р • ЯОНО, ЧТО F (/(t" ) == к ,{ ~ 1 J 2. •

В ои;лу леммы 3.1. 3 пусть К t'I ОQдержит ор6итио-не-

устоИЧ:ивую З8МЮ:IYТYlD TpaeK'l'Opll1D. Тогда, как олодуе 'т' из

.цохазателъства л.еммы 2.1.8 мновее тво k2.. оостовт

TOJ1ЪRO ИЗ орб.1I1'но-ус'l'OЙЧИВЫХ э~ы:хтраеR'l'OРИЙ.

CorJl8.0HO предяовенвв r.з.49 имеем, ЧТО j J: '? о ,

Т8ItOй, ЧТО Vx Е U~o (К 2 ) трвекторвя 'fi с-

е и88 (К,) и Cf)i явдявтея ор6итн.о-устоЙЧИ:ооЙ

ЗaмIЩyтоЙтраекroрllеЙ.

Соглаоио теореме 1.3.47 сущеот:цует
что 3 у ~ и= U~( к") \ V -/(. и

- .Jf
или L ('/) = J< • В оилу иепрерwвноот:и оюоравеввя
F ,можно выбрать tf ~ сГо такой, что Г( иJ (~))c.

с и€ (и. И-) • Мноиеотво К2. с ВС/ {- -1~..•( v"') ,сле-

довательно, .Б ОЩ оюръективнооти F сущеотвует

Е:» о такое,
[+('j) :::k ~



х 6: И S (/(2 ) '1'а:кое. что FC~) ~ '1<f:. к" • 11 [+ ()i)::a 'P'J(

а L+ (у) .- k" , что противоречит ле е 2.•1.3•
.., -~)

CJIе.цова'1'еJIЬИО, МНOJleo'l'ВQ F - (V односвявво •

JЮJПIимеет Meo'ro ВТОIЮЙ мучай, то в ои.лу деммы-" - ..3.1.4 11 3.1.5 имеем, чес миоавство F (V )ОДИООВJI8НО.

В GЩJleммbl 3.1.3 МНО&ОТВО F"'1 (VИ
\ у ) со-

держат 'loлы<о орбпио-ус'l'O йчв:выеЗ8lltJlCИYТнетравкто рп
а ооrлаоко теоремы IIтаииаре-Бендuоона. ([12]. 0.116)

1DJISeм. ЧТО '1'PQ6К'lOРIIЯ ер", • Х е: F -1( V ~\ ~ ) •
-1 . ,*}

окружает по цpaiцeм мере одну ТО'ЩV" покоя Х Е" F (V л
в СИЛУJIе~ з.1. 4 точка покоя Х является центром.
Ясио, 'что r ci) ~ У •

1читнвая сосяновенвв ~ >~ <р и :в CJiL1JY то го ,
что ососых rrраекторий конечное ЧИСЛО, имеем, ЧТО число
точек покоя '3" о110тем ер 11 Ф сдвнавсво,

З. 1.7. ЛеЪ1МВ..ЕсJII ОJЮтеw <f и tf 6ико.в тину-
адьне еввяваяентвв и имеют IФиечиое чяояо оосовх травв-

торий, то УОIICТ8М lp И rp чвсяо ЭJIЛИIIТJlЧ80R8X об-
JIастей oДllН8.RUВO.

,l]"pкааательоТЕО. ПуОТЬ точка ПОКОЯ 'j о явдается
пре,ц8JIЫШМ множеоТВОМДJIИ траекторlIЙ 8JIJDШТJIЧеской об-

лаоти :1* ДJlН8МIlЧеокой оистемы tf •
~Цуеть у е. J . В аилу оюръект.JI.ВИ.ООТII оroорце-

нця F оущеотвует траектория 9?х СИ.С'l'eМЫ ер •

что F(~) :::Фу. Соглаоно Л е 2.1.3 имеем

F(L ()()) = L (F()(») := Уо .



+Согласно .'leмм8М 3.1.3, 3.1.4 и 3.1.5 имеем, что L (х)

ооотоит ТOJ1ЬКO :ИЗ сдвой точки ПОКОЯ сиотемы ер •
Следовательно, множество Г -1{J ") аалоявено только
ЭJIJIИПтичеоЮD4JI траехторишли. В QИJIf соотношвння ~ э- ер
и юю , что оосоых траеR1'OРIIЙконечное ПОЛО, имеем,
что число ЭЛJIИIгrичеоких областей у систем ер II Р
о.JtИН8.ROво •

060Зиачим через Т~ Мlfожеотво точек особых
траекто рий оиотемы rp •

3.1.8. Лемма. FDJlИ дивамачеОЮlе ОIlотемн <р и ~
6иконт:rшyaJIЫiО з:квивалеВ:ТJШ 11oem конечное чвсао 000-
бых траекторllЙ, то 'оущеот:вуеiТ отобрааеиие е: S'f -"> Srp.
удовле'l'ВОp,fШЦее условию А из 1.3.17)8 F/Tcp : 7;, ~
~ r; -JI. явдяетоя roмеомоfФr4эмом.

l&:>каэательотво. Пуотъ ер 1( - ооооая траектория

оиотемы ер • 'l'O () (lf)() = F( CfJC' ) • а в ОИJiY лемм

3.1.3, 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6, 3.1.7 и 2.1.ЗотображениеВ
удовлет:воряет уолоВJllDА J аучит:ываи еще определение
1.2.14 яиеем, ЧТО F I т явяяеюя БJlективным непре-С(' .

pы:внuм отображением. Множеотво Ту' 9aм:rшyто ([12],
о .287) и огрв.иичевво. одедо Баведьно , в ОИЛУследе твяя

1.1.5 F I k - roмеоmр.ризм.«f
3.1.9. СЛедствие. Если системы ер liI ~ оиноя-

'rroryaлъио ЭRВJlВаленткы.и оистема ер имеет конечное
чиоло осоонх траекториЙ,то овстема rf также имеет
конечное ЧИCJIО соооых траекторий •

.li>каэателъство. Jj)пуотJ4М противное. из ле~ 2.I.6



Ь1

в.ыт,ехает, Ч'l'O прооёраа 1CWЩОЙ 000601 TpaeRТOp свсте-

МIiI ~ оодераат осооув траек'l'OРПl СIIОТемн ер • CJIe-
ДOВ8'1'eJIЪНO,сиотема ер имеет оеоковечное мвozeOTвa

особнх траеКТОРJIЙ, 11 8'1'0 противоречие ДОlUlз.ывает .пемму.
ОбознаЧIIМ через К e.u - IIJDI ()t. - npе-

дeJIы!ый КОИ'rJIIIYYМ. через С - ЦIIКJ16ез КDитакта,

ДJ1fI KOropo1'O, 8OJD1 х € С ,ТО L:t ( х) :=: К •
а через D o6JIao1'b. оrрв.юАеицую ЦiШJlDМ без КОВТ8К'1'а

С и предeJIЬШIМ ROВ'1'IIJIYYМ,)М К •
3.1.1а. Лемма. FDJш при оrocJрааеюш F оряея та-

цяя не меин:етая на С ,ТО она ие меияетст и на
Rоиткиууме К •

Д:>:каза'l'еJIЬОТ:ВО. ,1bЦYCTIIМ. что К - ПОJl)JIt(телъ-

НliЙ предельшd ROИТIIНYJМ.. ооотаЮЦIIЙ из ашпщутойтра-

еRМр:аи Оllотемы ер • Тor.цa с с тема <р в облаоти

n I'O)480 оpclнaоиотеме (pJlo.I6)

1t7. = - ~ ( ~ - 4)

deilt = '{-2

FDла: ДОПУСТIIТЬ, Ч'l'O при отоCSpazвШПI F ориента-

ция мекпетQЯ на предеJIЫ:Ю14 ROИ'l'JЩYy&I4e К • то еиотема

фЕ ЧJв o6JIaO'1'll D гомеоfЮPi'Нa сяотеае (рис.I?)

( 4 )

CI. 't ==. _ 't (rt..--1)
cLt

d.e- = 2-'l.
dt

( 5 )



Рис..16 •

Рис. 17 .



- f,(:. -

Имеем м.едJщке решеиия ОJlствмы ( 4 )

и ОJlотемы ( 5 )

to-t
Ll в t t L ~a -сз---»)«:v == - + - 11 ...;..::...--;..--~

6 о 2. rt
o

_ ..,

Отоорааеиие F внявт ОРИ8ИТВЦИi) ва кривой ~ = 1 ,
следоваor8JlЬВO. F (1 I 8) = ( 1) - в) • а в доота-
ТОЧНО М8JlOЙ окреотиоо'lИ lфJIIЮЙ 't = '1 имев F (rr I в) =

:::::! :--( rt.J - в) • т •е •

JI.,1.Iя: ПОСЛ8ДDв.атеJIЬИОС'l'JI '{,., -?;> " в=В• о JlМeeм

F(~п , во);: ('1.I't) 91'») • где в.; ~ + ~ ,еоли
n. -"> + 00 • CJ1едоВ&теJ1ЬИО J F('l,,) эо) ~ F (К) JI

иарушаетоя иепрернвнооть ото6рахеюш F наИОJ1ТЩIYме К .
•



Цусть К - пр дeJIЫDIЙ ItОИТ1ПlY1М 080'l'8МЫ tp
•

ROтоpJiЙсо.цера'l точки ПОИОJl. Torдa сиотема v'
лаоТJ[ D roM80r&>pPra 01l0Т е

•
BOcJ-

( б )

~~ = ('t-2) Q(1+ ('t-f)~ с••s(e;e..:)) J

r.де еi - КОИОТ8И'l'а, [::: 1) . . . , h. ,rде п: ЧИOJ1O

точtШ псвся В со - переЧJIо.пеВIDI континуума К • в
оОласТII п, оиотема ( 6 ) raMeoмoPlВa оиотеме , 4 ).

АR8JJQI'II'ЩfIJ О С'l'ему IЮJIИO,поотроить дда о.кстемн rf •
aвaлnrичн:О, шuc вwme ДDиаэано, мы по.цучаем доказате.пьотво
леммы.

Обоэва через S г , .3,' • " '=1 ,,) ••• ) 1'1.. цроо-

'l'Нe аамк&у"1'Не кpJIВЫe. образо В8НКН8 0000нми TpaeX'l'Opи.s:ми

оистем ер rf.
J.1.11. Теорема. FD.mI оиотew ер и ер 6111ФНТ

ИУ8J1ЬИQаКВИВ8J1811ТIШ :1 IWI.em иоиечиое ЧJШJlD оообнх траек-

торий, '1'0 о'тоCSрааешte Fив оохраняет ориеитёЩl!l) IIJIИ

MeWIe'l'ка I.I.PQтквопотl1Q:ю на всех особ . тра.екroриях
QдRовремеиво. ,

lt»иазател:ьоtвo теоремы сво.цитая к поотроеВJJ] гояео-
морфи Н: G -; G if ,ТUOГО, что HI", = F/,,*, t

l'iIe ООl'.IIВOIЮ J1i ~ З. 1.8 О'l.'Oбpueuе F IТ'Р яваяееея
I'OlIеоll3}ф1з1.юМII Со.~.паоно теорее I ( [24]. 0.579) oro6pa-
1I8пе Н IIJI1Ioo~e'l ОРIleВ'1'&ЦIШ мев:ке'l'ка противо-



ПОJIOЕИУЮодиовремеииово всех точвах Шlоаесrва Q ,
а в оиу 'J.'eope.W8 < [24]. 0.564) это УТВ8рх;цеии.е оправед-

JIIIВO вдая ото6ражеиия Г' т-е на wю.uО'1'вв тч' •
СоrJIВ.CИО теоремам 50.54 <[12], 0.304,306), особые

траекторп рaзdllВ&М область G на о,цнос:вязине Jlд:в1-
ОВЯЗИЫ8ячейки, грающу 1tOтopнx образуют ТОЧКII ооооых

'l'раекroрRЙ ИJПI ЦIOUI.без контакта. В d Q • Двусмаяне
ачейкв оо,церат JI8!So S8М:IЩY'l'Не, .ла60 иез.aмItИYТН& траек-

'Юрп. в первом о.цучае.есц мы !!L1e~ два оолрявеннвх

О - предeJIЬИНХ КОВТJЩY)'ма, от.юrчныx от точка покоя.

и ориентация ооxpaиgется на ОДНОМ ва J:ПIX, то ока оохраи-
летая и ка втором, т8Х как о'.ЮбpaDНllе F .оохранивт
нanрвмеике д;в111IAШШ на траех1."ОрIШX.

1ь ;ИМром .о..цучав мы lOIееlll .цва.сопрвхев:ннх w-

iIЛИ ос - цре.цельfJИX КO:m'IIЦYYМ8.. Сог.паоио лемме 2
([12J, 0.424) д.шI преДeJIВОro m.нтщ)'мв в некотороЙ его
окреОТНООТII ОJШO поотроа'l'Ъ ЦJIКJI без ltOИ'l'U'1'а С
Такой же ЦIПU1 без lCИ'l'8JC'r&nOОТIQIIМ 1( дм предеJIЬИЫХ

KOKTlIВYlМOB ОДВООJШзша: ячеек. а через D оdoэиачим

а6JIaO'l'Ь,оrpaaич8Шl1J3 кравоЙ С и дaшwм пре.цeJIЬ1iI:8t.~

•

ROИТЩlМОМ•

В IWfЩОЙ однсовявяой ячейве в аилу теоремы 1 ([24J.

0.527) lЮ&О ПРОДО'JDIJIтьF J т. о rpaшIцы ячейкИ на
fP

ВОЮJlЧейку'. еOJIП грающв JAеЙ1tИ ие aoдepuт преД8JIЪJD:a

ROН'rJЩYУ!40В.

FDJDI IIМ8Шоа преде.пьвн.е КОИТКНУУМН. а 'l'а:кае в о.цучае

,цвУОШlSВ:НХ ячеек. атоt1PU:8Юlе Н nOОТIЮКМ TOJIЬКQ до



·ЦИКJI6беЗROктакта С • в о:и.цr леммы 3.1.10 ОрJlен-

TВЦIIJi на С а f< • С И К с:D ui оохраваетos:
IIJIII меняется на Пр:>ТJIВOПОJIOJIИYJ), ИоnoJIЬ8D. К2.ьф:>~е

ото6рахеНJШ [33], поотро roмеоморфизм H:D -? D
rде HIc ~ н Iс • Н Iк = F Iк •

FDJПIмы JМee 00пpи:IIeSШiе о _иредельимв кои-

ТииyyJ4Ь1, то ЭТО ПООТРО8вке тs.кжe IilМeeT меото. отоора-

жение Н IIOО'1'РО ево •
060ЗllaЧИМ через J< ,К"* предвльпые кон:rинуумы

систем cf' ,ер t где F ( k] = к * ,а череа V ,
V *- OTJtpbl'tble ограниченнне hшожест:аа, грааицамы lФ-

торык явяяююя к , к ~ • F.oJIИточки траектории 'Рх ,
где L % ()() "= к . прина,цл.8J18.Т в мuoaeCTВY' V ,то

•

раооматраваезся телькс та компонента овявноози мповества
V , которал оодерап точки траекторий ~)(

такве 000 значим через V . Через С А
дсполненяе мно ества А до множеотва G,,*СТВ6НИО ДО о •

и 1Wторую

обозначено
ИJIИ ооответ-

3.1.12. Лемма. Еали динамичеокие оиотемы <р и f
6lrШОНТПНУально вввквадевтнв и имеvr вонечвое 'Шало 000-

6нх траеи'l'OРИЙ, ТО F ( V) = V * . F ( С V ) == с v *.
ДоказатеJIЬОТБО. СоГJШOНОJI8ММе 2.1.7 соо зноаевия

F(CV)=V* - '* "*и F(CV) с V ИК не имеют

место.
- *ПуОТЬ F (е v) л V ~ f2/ • С,педовате.л.ьно, оу--щеотвуютточки Х ~ € С V • (::: ,f) 2.. t ЧТО F ( х,,) ~ у"Е



Е V * •F (}{J. ) = У2. Е С V * . IJyсть l
яекоюрая кривая И Х 1 U)(J. С L • а Е ~ К .rr п F ({) .
в ощ непрерывности F и теоремы 1 ([24]. 0.136) мно-
жество Е :/= f3 • а еода с доотаточно МВJID. то ДJUI

.JIIOOOrO е » о существует j"(. е UС (Е) • Ус' е F({) ,
V* с v* . - (-, - )~" € • У2. € • (=", 1. • Пус ТЬ Х i Е (уг

-4 -
И В -;:;F (Е) п с v . Нетрудно npoверить, что ДJШ

RШЩOI'O СГ:> о оущеСТ~'ет е э-о ,что)< с € UJ(В).
в сил:у леммы 3.1.8 через Точки множества Р"" ( Е ) f) к

лрокодит единотвенные оpCSитно-неустойчивые траектории,
которые отображаютоя на граевюрзв еР ( R J Е ) • но
В п к = $б • одедовазедьно , мио;seОТЕО cf ( R J В) 00-

держиттоJIысо ор6итио-уотойчивне траектории, а согласно
леммам В, 11, 12 ([12J. с .294)ддя доотаточно малого d> о

множество ер ( R I иi (В)) содержит тсяько ор6итно-
уотойчивые траектории.

- К*Дусть - a&t1tЦVТ8Л траектория. из докааатвяьсзва
леммы 2.1.8 внтекае'l', что множество ер ( R I В) содеряат
ТOJIЬ1tQ замквуты:е траектории cf х • х е В • L Сх) := lf)( •

СоГJ1ВОИОлемме 2 ([12), 0.424). начиная о векоторото с '> о •

имеем L± ( у ,,) = к * ,где ,':: 1 ИJШ с -- 2 • а в
оилу леммн2.1.З имеем

F ( L (х ()) =: L ( F ( х (») =- L (Yt') -= к :
но L ()( i ) =:: lf г L и F ( L а.))= F(ep~,.)#" к ~.



Если К * не замкнутая траекторвя, то яено , что мно-
жество р (R, В) не содераит замкнутых траекторий. В си-
лу леммы 11 ([r2]. о.294) дяя одной комцоненгы мновества
В - вое траектории множеотва ЧJ ( R ,В) имеют одно и
тоже предельное мноzeстю А • н ои.лу леммы 2.1.3 имеем

но

где к € В • у, - точка покоя ЕОIIТинуума. К * •
Следовательно. F (А) =к 11И F (А) ~ у" е К ~ • .- .и-
ЧТО доказывает оправеддввость соотновенвя F(с v) п v = J1.

В оилу оюръеRТИВИООТИ F соотношения Г ( V)~с v *
-* -1f

И F(V)c CV ИК не имеет месю , Аналогично как
выше доказывается. что ооотновение F ( V) п с v"* f f5
также неоправедяию , но тогда в OW:IY сюръекгивноста F
с.ле,пует У'твеpJiЩение леммы.

3.2. Схемы бихонтинуалъно эквивалентных систеы,

Скажем. что отооразение F удо:в.лет:оорает уоловию
Б • если оно не еняет ориентацию на яновестве Trp •

3.2.1. Лемма. kJШ динамические оиотемы ер и r.p.
бшtонтицуaJIы1o еквиваяентна, имеl1l' конечное ОJЮососых
'L'раеRТОрИЙ.и удрвле'rооряют уоловие Б , то полные



охеъш JШOOЙ ТОЧКИ покоя )( " оиотeмw ер и ТОЧКИ покоя
F( Х о) СИО'1'емн Ф '1'Ождеотвенны.

,li)каза'l'eJ1ЬО'1'во. СоглаоlЮ лее 3.1.8 сущеСТВ1ет 0'1'0-

6рвже1Ше е : 3<jD ~ .s ~. yдo:в.ueTвopsmцee JCJ1OВИJ)А.
Цик.цичеоКИЙ .пора,цок оле.цоваюш сепаратрио и 8J1JDШ'l'ичео-

ких 06ла.отеl У ючек повся Х о И F(х.) сохранаетол

в ои.ау непрерывнооев отоCSpaaeииs; F и УОЛОВИJI Б.
ЕсJШточка покоя Х о центр. то в ои.цv JIeM., 3.1.6 и
3.1.4 ючва Fc Хо) является цеитром.а еогласво УОJЮ-

ВИlD Б ааправ.ц:еиие ДВШltеИШI на траекторша и вanpaв..ueвие
ПОJIOJlШтельиоro обхода ка траеиториах'l'очек цокся Х е и

кх.) одновремешm или ООВП~J)Т, ИJIИ одновременно про-
тиmПОJ1D!W1Ш. CдeдoвaTeJIЫlO t пслнае охемы точек по:КОЯ

х. и F(~) 'Ю~ествеи:ны с оохранеиием ориентации
и на..правлеиил ].pUIUНШi ка траехториах.

3.2.2. лемма. Еали ~ и f CSшtO.ElТинyaJIЬНО вввв-

валептИI:I • Ш4еl1l'КОНечно е чвсао оссоях траекторий и удов-
JIетворлет ;УОJ1OвиеБ, а К JlВJШетсш ОДl:lOоторошшм предель-
ным КОИ'l'ИlI;JYШМ оиотемы ер • то F(К) - одиосторон-
иый предельнwЙROНТИЦYYUС.ИОТемы tf и их псаиве охе-
мы тоздеотвеИi:IН с сохранением ориентации и шшра:в.лением
двихеииа ка r.rраеИ'1'ОРИflX.

Д$)каэательст:so. В ощ иепрер.ывиооти QТООра:аекиа:

F МКО3еотlЮ F(К) яввяетея КОJrl:и:цyJИ:)М, а согласно

лемме 2.-1.3 - пре,це.пьшш в:оитицуумом того же типа, что
:континуум К • Соrлаоно Л8 е 3.1.8 (А.) - перечво-

ленае ROlI'lииуума К то~еотвеиво о со - перечвеае-



иием RОПТиuyyмa F ( К) • Следовательно, JЮR8J[Ьнwе

охемы ионтинур.юв К И F(К) тоадественны,
EoJIи пределышй коитинуум К оиетемы ер за.цан

ОnOJЮЖИТeJlЪно:iii(отрицаТeJIЬНОЙ) сторонв, то в оилу уало-
вия Б и свойств отобрвиеиия: F континуум F (К) явдя-
ется предельныв 1СОИТинуум';)Мо ПОJIODТельиой (отр1Ща'l'eJIЬ-

ной) сюронн,
Соотношение направлении ПОJlVжитет.иоro обхода и

нацраввеяив движешш на кри:вш: КОRТИЦY1МOВ J< И F С k)

одввввово совавоно условию Б и определению 2.1.1 .• :&1ли
J< оmt.1oДИblЙ предеJIЫD:lЙ коuтинуум, то в оИJJy леммы

3.1.8 в:оитиsyyм F (f() также свооодявй, EoJIи сущеотву-
ют оеооае траеR1'ОрИИ ер)( , LI (ер,,) = к . то 00-

вааоно лемме 3.1.8 оущеотвует ооетветотвве () ,удов-
летво,рв:ющее УОJЮвие А, 14е!ЩУ оообнмы. траехториами ер)(

и F(Cf)() •

СледоватеJIыm, появые охемы ROнти:нпмОВ /( И
F( 1<)тоа;цеотвешш о оохраиением ориентации и надрав-

леuиемдви;же1:lИЯ на траекториях,
3.2.3. Лемма. Еоп динамические оиотемы ер и с?

CSихоктинуа.пьио эltвlш8JIeJl'lиы И ИМ.eJDТвовечное Ч1l0JlO 000-

бых траекторий J и 1ДОВJiет:воpsшт УCJIOВИЮ Б, то охемы гра-

ниц облаотей G и G * '1'O~eoтвeННЬ1.

Доказательство. СогJJВQИОопредеденив, 8d ь и

ВС! glf.SШJ1SIЮТоя'ЦИlCJIВ.МИ без контакта, а в оилу леммы
J

2.1.7 имеем Г (вd (J ) ::: В d ()* . FDли вса траек-

тории оиотемк ~ входят в оёяасзь G ,ТО ооглаоио
опреДeJIешm 2.1.1 вое траеIt'l'OРИИоиотемк lf вxoдsrr в



1-У

облаоть G *" • Согласно лее 3.I..8 особым траеR'l'OрИ-

ям оистемы <р • переоеиврqим ВCI f} , ооответстВ1'М
осооне траехтории сиотew f/J _' переОexaJJЩИе В CI (d *,
а их цшuш:чесш ПОРЯДОК следовавиа оохраняееся в ои.цу
непрерwвиoати отоt1pu8mш F и УOJIOБИ.S. Б. Следова-

тельно ,ЭТИ охемы тохдеот:веикы.
З.2~ 4. Лемма. EbJIидииамичеокие оиотемк ер и Ф

6ИROlП'ивyaJIЬИO еввивадентвв и имеют mаечное чяояо 000-
(iнхтрав:кторий, то Rщr,ЦnЙ паре соцряяешшх пре.це.пьинх
КОН'l'ипуумов И ВdО оиотемн 'р 000 TBeTO'l'вyeT такая

же пара оистемы <f • причем виemним. (вцrrреJШИМ) 9ле-
ментам пара ооответотвует ВИ8ШJ:ШЙ (ВIq'!'Ре1ШИЙ) элемент

ооответствущей пары ОИО'l'~JmJ.Ф •
Доказате.пьс''mO. Сагаово ле е 3.2.2 I<8.1itЦoмyпре-

дeJIЪВOМYКОII'l'1ЩYуМ1 сиотемы ер СОО'1'ВеТО'l'вует юяьво

один пре,цеJIЬИflЙконтинуум ОИО'l'емк Ф ,,]Юли два пре-

дeлыrнx IЮКТИlJY1М8 к, и 1<1. системы ~ оопраенн,
то в ОИJIY"JIeМШi2.1.3 коитивyyw F( K'I) и F(~) вав-
ае оопрк;аевы.Аиwшrичuo, ес.пи иеко'l'OРНЙпредельинй
континуум 1< оопраев О В 01 () • то F ( К) сопpueв

О F ( е« В ) = вCI (j ';(- "

в оилу.ue 3,,1.12 и 3.1.8 внешним (ВIi1'fPeНВИМ)

мементам пара соответотвует ваешний (виутреИI:IИЙ) ЭJlе-

меит соот:ееТОТЦV1JЦей дари ОИСТeшi ф. •
3.2.5. Теорема. ECJm .циввмпчеохие СИСТ'8W rp И

~ биионтИЦJaJIЫЮ ЭКВИБа.J1ев:'l'НЫ. ИМ8m вовечное чиоло

0оо6ых траеzтoРИЙ' и ~oВJleTВOpa:вп ;rcJDВИЮ Б. то охемы

ОИСТам 'f' в rf ТQ.I7:tеО'l'веmш о Qо,храиецием ориеит.8ЦИИ



и направлении двивения на траекториях.

ДоказатеJIЪО';rВО. В оилу леммы 3.1.8 ауществует со-

ответствие е ,удовлеТВОpJDDЩееусловие А, Между 000-
6шm траех'1'Ори.ю.ш оиотем ~ и: Ф • а совлаоно леммам

3.2.1. 3.2.2, 3.2.3 и 3.2.4 имеем, что схемы динамичес-
вих систем ер и ,р тоццествешш с сохранением ори-
ентации и направлении двияения на траекториях.

3.2.6. Теорема. Вали динамичеокие системы ер и Ф
6ШСОНТИИ:УSJIЫЮ еквявадентвн, имеют конечное чиоло 000-

бых траекторий, и; удовлетворяют уоJlO:ВИЮБ, то ер и rf,
roПОJIDrически еквввавентвв о оохраыепием ориентацил: и
шшравлении двввеяая,

Доказательство вытекает из теорем 3.2.5 и 75 ([12],

0.495).

3.3. Сравнение ошсоитииуальной и топсяогвческой
эквивелен'l'Ноотей на плоокосзи

а.ал, Теорема. Еслидив:aмиqео1tИе системы ~ и rf
би:контину8JIЪИО эквивалеитиы И1Ше:ют вонечное ЧИСJJO 000-
бых 'трае:кroрий, то ~ и Ф ТОПОJ10гичеоки эквивалентны.

ДоказаТeJIЪот:оо. Учитнвая, что динамические овсгемы
</{ !f=. qJ И cf2. ~ rp t r де F; : Q ..-,. G * меШiет орвен-

Т8ЦИЮ, а r; :С ~ G *' не мемет ориентацию на мно-
жестве Тf(.' ,'l'OПОJlOгичеоки вввивадеятнн, :и в силу те-
орем 3.1.11, 3.2.5, 1.3.45 имеем, ЧТО динамические оио-
темы ((J и Ф топологически аквиваяентны,



Fi)лимоДИФицировать КОИОТРYIЩИЮгомеоморРизма В

теореме 3.1.11, то в СИДУ теорем [40] или [4I]можио до-
казать теорему 3.3.1, не npиме.lJЯJtповягве схемы динами-
ческой оистемы.

3.3.2. OJIедетвие. Если динамические овотеен fp и
rf отруктурно уотойчивы И dИКОИТИЦУа.ш:.новввивадентнв,

то эти системы тавае топологически екввваяенена,
lbкаэательетво. Ооглаоно теореме 29 1 ([36], с.263)

имеем, что системы <р и Ф имеют конечное число осо-
бых траекторий, а в силу теоремы 3.3.1 ОИС'I'емн (Р и Ф
'l'OЦОJlOгически екваваяеятня,

3.3.3. CJIедствие. Если внадитвчэовие дяаамвчеокяе
системы ер И Ф БИИnНТинyaJlЫ10 ЭJсвиваленТlШ I то эти

системы T&Itae тополоrически эквивалентны.
ДоR8затеJrЬС'l'ВО. ИЗ, вявеоячесвих рабо'!' Бендявоова

[37] и Дfoлaка [за] ватевает , что у ВОЯКОЙ аналитической
еиоте ш: чиоло особых траекторий во веяной ограничешюй
части пдосвосзи конвчво и в СИЛУ теоремы 3.3.1 ОИОl'емы

<р и rp ТQполоrичео1Ш вквавадентна,
3.3.4 .• Пример. FoJIИ t1ИROНТИЦVaJIЬИО вввяваяентнае

оистеев имеют оеовевечвое мво:&ество точен ПО1ltoя,то ЭТИ

системы могут не быть тоnoлоrически экви:валеи\t'НЫМИ.

Определшл биконтияуально ЭIПUnЭRJIеНТШiе системв
але.цyuцим образом.

Пуоть 'рачки (:1: o/z" ) tJ ). ft '= о J .f I •••• явяяшея

точками покоя, а лучи Х =- ::t ~/с , J .с:: о И X:=:I: 4/2"'1

'j '> о траекториями ДМ сиотем VJ и ~ J оцредедев-
ша в ROМПaRТНЫХоблас'l'JiX G И () ~ , о:rpaиичеwmx



с циклами без :контакта и вое траектории обеих
"' __ L

входят В области G и
ТОЧКИ ПОКОЯ О.ИСТ8МЫ

систем

1'1=0 и для п » 2.

- иечетны:х явлmoтол узлами. дл.в; h::; 1/ И ~ rt -
четпы.х больше двух, яв.mmтся оедвави, ТОЧRИ (:1::,(/If ) о)
- .fIEJIS1OТCВ:сеДЛО-УЗJlmvrи" неуотойчи:вblе многооорааия
которых отреаяюя вю чкам (:!: ,f 18 I о) ,при t -";> •••оа

(рис.I8). Овстева 'f построена следущим. образом.

Точки покоя дJШ п: = о и ДJIЯ /1, - четных - узла-
ми, а дм п. - нечетных - оед.лами (рис. 19). Пусть

Аналоrичио опредe.л:я:vrо.в: осяасэи Q -: и G,..*
Отображение FоцредeJIИМ твк : F ( ~.у) ~ ( )(~ у)
rде

•

•

)(4 cz
1...

если Cl\ '1) € а" Х-;>О .
lt t ) /

~ " (Jt.'1) Gз х ~O .Х ~ - t ,еоли е ) )

G
JA-

с)(', ~)c , i-IJ

1Юор,цината )(* опредеяяеюя так. ЧlfООЫ F оохра-

ШIJЮ траехтории сиотемы 'р •
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*"Отображенхе F зададим с соотношением

F ~(x ~/ у") ::: (Х, ']"), где
/'a.l( Jf. ~

Х = x~ ,если ()(If., 'J4f) е. 170 U G" И G2 ;

~ ~~ ~
Х = iI ,если (х oIf, yJf) Е. о ~ , х э-о

х :=' - ~ ,если (х 1(-1 'J '*) Е:. G; ) х~ г; о

( у\ 'J *) е: Ci -1 ' есJП( ()( J{, у'*) Е G t·-Jf, t ~ ч .
~

Roордииата Х определяется так, чтобы F оохранияо
траектории онотемы rP • По опредеденвв вядно , что F

1(

F овръектквнв 11 непрерывны. Сиотема <р имеет точ-

ку покоя типа седло-узел., в то время как система rP
такой точкв покоя не имеет. Следовательно, $о и I
аея:влmoтся топологически эквивалентными.

,

3.4. Биконтицvальная устойчивость

динамических систем

З. 4. 1. Определение. Ди.намическаа: оистема f' ,на

мноroо6разии М называется 6uoит:и:нyaJIЬНО устойчиво Й,

если существует д70 такое, что лвоая система "ёp€ 'И~с~)
dИКОRТИН:УaJIЪИОэквивалентна ер , где си6 C<f)
d - окрестность rp в пространстве crп (М) ваде-

С1 .
JiЗnИОЙ СТОnOJlOгиsi.

3.4.2. Теорема Щшам:ичеоlШЯ система lf ,опре-

Делениая на компактной осласта G с:. R 2 6ихоитцу-

адьно уотойчива тогда И TOJIЬKoтoгдa. есяаова явдяеюя



ОТPlYи'rypИО уоroЙЧИВОЙ.

Доказатмьотво. I1yСТЬ сиотема <р струхтурио
уотоЙЧИВа. дJIЯ кas,цoй овотемв ёр Е CZi. J (ер) оу--

щеотвует rомеомоlФlзм h: Q -? () , что h о ер (t , х ) -

:= C{J (( h с-;э) • Обозначим г- h , F ~= h -1 ,

оледо:вателъио, оистема ер - 6,иконтинуальноу"с'l'OЙ'-

чива, OorJIaCI:IOтеореме [4З] мноявства стрртурно устой-
ЧИВЫХ оиотем; IlJ.tOТНО в m (В) • ,Д1ш JtЩЦОro с > о

(1: c:!..L оущеотвует отруктурно устоЙЧИВ8Jl оиотема гр •
€ -G)JIИЭкая К сиотеме 'f • КвJЩafI сиотвиа ч>€ CZ4:{CP)

бикоитинуа.пъноэквивален'l'НВ. оистеме tP • из теоремы
ЗАЗ.! и следствия 3.1.9 и 3.3.2 оледует, что сиотемы---ер и ч> топо.погически еквавалеяенк, Следовательно.
сиотема ~ структурно устойч.и:ва.

З.5.БииDитинуальная эквивалентнооть
ДШiвмичеоких аиотем на Д,ву· ерных

многоо ораа иях

3.5.!. Предложение.~'eopeмыЗ.З.I и 3.4.2 имеет
место, если облаоть опредеденая .JtИ1iВ'4ЮiесЮlXаистем

2
явдяется сферой S •

,l&):казат6JIЪСТЮ OJIе.цует из [12J. с. 497.

. З.5.2. JIewa. EwIИ <f • ер эргодически.с данами-
2

ческие оистемы без точек цокоя на торе Т . Трави•...

тории которых переоехают мерицивны тора в одном надрав-

J16ИИИ ну ~ ~ ,ТО tP ~ r,tJ •



""""""Д:)кааательотво. ПуСТЬ jA-- • jA- - чиал:а вра-
щевив QИОТем ~ • ф • Оог.naоио ав е 2.3.1 имеем,

)

где h'1.. • h. • f ' с;. - цвяые чисаа, ко

-
и в ои.цr Л6 I 2.3.4 и 2.3.5 имеем Ф );.. <f' •

3.5.3. Теорема. Мио:аество 6и:коитину8JIblUlX в:лаОООВ

дmrамичеоRИX. сиотем без точек цовоя ив. торе. трвеRТOРИИ

которых перес.е:кaJп меридианы тора в OДВDM вацраваеввв,

имеют ШlЦИOОТЪ :КОИТИЦ}'3Ма.

ДQказательотm. В СИJI1 ле2.З.! и 3.5.2 имеем,

что мноаеотво чвоеа вращешш эprодических дииамичеоки:х:
QИОТемодиоro 6И1ШНтинyaJIЬВОro вяасоаочевно , Так вак
множеОТВО ЧИСeJ1 вращекии имеет I40ЩИООТЬнонтинуума, то

получаем rтеpz;п;еиие теоремы Д1Ш еpro,цичеоIШX динвми-
чеохих оистем, И, OJ1eДOВ8.T,eJIЫ[O, ДJШ динамических сиотем
оевючев ловояяв торе.•

3.5.4. Пример. на торе Т 2. оущеотвуют 6mcoити-

КY8JlЫ:[O эквявадвктвве аиотемн, RO'l'Opwe ТОПОJ10гичео:ки
не ЭК;ВИJJ8JIекТИЬL.

""-Раоомотрим.эрroдичес:кие сиатеlwШ ер, <р ,ко-
•...•.

торве имеют числа вращений;ч и ~ ссотвезезвевно,
]]уОТЬ



Тогда ООl'JmОНОЛеммам 2.3.5 и 3.5.2 сиотеМЬ1СР и е..р
(jИROИ~инуалъИQ QRb.,-вапенТНЬt ,но I t'\I\ tt - '" f I ~ 2 и,

ояедовагедьво , и в СИЛУ леммы 2.2.6 r 34] эти оио 'teм:ы
не явдяются ТОПОJЮгичеокиэквивалентными.

3.6. ВикоВТииyaJIЪИaЯне квивалентность систем
о одинано.внми фазовымииa.I'раммами '.,

Расаыотрим системы lЮроа--GмеЙJI8, опредеденные на

т.. - мерком !tCirmaRТИОМ мвоroоОразии f1 (оцреде-

Л6Шfе 1.2.10).

3.6.1. JIeИ4а. EoJш оаотемн ер и ер биконтиву-

8JIЫlO ЭКВИ'ВAJIентиьt,ТО оии имеm одинаковое ЧИСJIQ зам-

юryтых траекторий.

,lpкаэательство. ПуОТЬ Ф У замкнутая траевюрвя

F-If

оиотемн fb • Мuoиест1Ю ( Ф ':1 ) замхиуто, ивва-

риантно И не оодервит точек покоя оиотемы f(J • в СИ-

лу оюръектИ8ИООТИ F сущеотвует траектория CPJ( ,

)( е: F -"( <f у) • в силу зaшmyюоти И инвариантности

Г-"( <ру) .имеем, что LCx) c.F-1rс!у) • в
силу теоремы 2.13 [29] и определеиия:: 1.2.10 имеем, что

Lf (:Jt) JШJШI1I'ОЯ замкнутыми траектория:ми, Сдедователъно,
оиотема ер
система <f

имеет saмкн:yтыхтраектори.й не меньше, чем
• УчиТ1ШВJI осотношение у> ~ r ,ШlIеем,



'что QИотeмw. ер и Ф имеDl' одввавевсе чиот замкну-

тых траекторий.

3.6.2. демма. EOJm оиотемы ер и f бив:онтииу-

адьно эквивалентны, то сиотемы <р и Ф имеют оди-
ваиовое чвело точек повая,

lPказатe.JIЪО'1'ВО. Пустъ у -точка покоя динами-
чео1tOй оиотемы ер • Мио~атво F -1 (')) замккуто, ив-

F-t
варваяено и ие суста. !Ь"оть х е ( у) • то гда

L(f.)c F-l~. fчит1Ш81i определение 1.2.10. теорему 2.13
[29Jи JIШАry З.6.! имеем, что F -1 (у) оодержит точ-
ку покоя системы YJ • Анa.norичио лемме 3.6.1 поцгча-
ем, Ч'1'О чвсяо точек покоя усиотем Cfи р одина-
вово ,

IIyoть Р .? е Q системы t
3.6.3. JIeммa. EaJm аистемы ер и tf

•
БИlCOН'l'ШIy-

адьво вквавааевгвы и ЕОМIIOнентиы миоаеотва
u 5 J 4 1· WSW ср)П W(~). C/.i", tJ Ср) <: п» • OLlЛr (9) г: rn r

одномерны, то ЧИCJIO компонент '1 множеств WЦСf» п W5
(j)

W,.. S Q
и ( f' ) п w (~') , f I , 71е .. оиотемы 'f

F-1 I г-'р' ~ (р) • ~ е (~), сдянакою ,
fA S

ДохазSТeJIЬОТВО. ЦJoть fy с W (f) п W (f) •
ч . q

ci.i1J'7 W (р) <" 111 • ~y с. W (р) , сдедоватедьво ,
траеRТOpшJ. ~ у - орБИТIlO-иеуо'l'OЙЧИВ88.. Cor.naoнo

-1
лее 2.1.6 множество F ( ,р у) оодерат орОитио-

-1
неусro.Rчи:ayl) траехторию I и ,еOJШ Х Е: F ("'1) ,



+ J L- ,то L с к) == ? , (х) = р .Следоват8JIЫ1O I

ffx С W "ср' J Il W'r2'). Чиo.no RQмпонент маоаотва

W l/{P) п w Srt) конечно , в противном с.цучае. совзасво

леwе 1.2.12 в мео'l'O F • ~ МОИUOваять другие
1 '!'Очки '1р • 1'2 ~ ,такие. что р r:='7 '" J ..:') '11~"'> 9, •

Следовательио, УЧИТl:Ш8J! ооотновенае ~ ~ ер имеем
елаемнй результат.

Сле.цyIlIlВJiтеорема явяяеюв ааадсгом теоремы 1.1

[1зJ.
З.6.4. Теорема. ПуОТЪ т ::::ci,'т М >/ 3 • Если

в «взо]ю и диa:rpaмме Ф сиатеш срестъ овавь
и J. Sf ~ fJ , et.,." w (/')~Y11. , a..Vr, W ("j) -с;rп. • то

сущеотЩ'"ет сеоковечво много попарно БИROНтинyaJIЬJiO не-
еквввадензвых оиотем, «азовая .ци.arршwа :которых совпа-
дает еР •

.LiJ:казатeJIЬОТ1Ю. Пуоть дииамичес:кая свстема ер
I ~ 5имеетсВJlЗЪ F -1> ~ И a..m W Cf» <: I?? , etm W (j) -о» •

ЕоJШдопустить ДJIЯ простотв из.поХ8ШШ rn -= 3 , то
ч s

R83ЩШI компонента МRожест~ W (р) п w (ez,) сиоте-

мв qJ • предотa.в..nнет собой траехroрию, ПОJЮжи'reJ[Ы.iЫМ

пределыlЫМ мио:аеотвом ИОТОlЮЙSШJIfIетая: траевюрва ~ ,

а отрицаТeJIЬИI:Dd - траех'l'Opи.I{? • в ОИЛУJIеи.ш 1.2.12

можно пред;IIОJIO:IИ''l'Ъ,что множество w~/J) fl IAJ 19) 00-
оюит из вонечною чвеяа компокенз,

ри таких преДПОJI.GZeНИЯХдля ХОИО'l'руировашш

ОИОТВМЫ f ' фазо.ввя диarраммв. которой совпадает О Ф



• МО&О исвсаьвсвезъ ВDкотр;yIЩИl) примера, црешо-
zeнную А.М:ышкиОQМ И Jl,lРеЙ3ИНe1J4[39J. еа.ли r и ~

ЯВJПD)ТОЯ точками покоя, или коио'фУХЦИЮ О.IIиJшrииа [lзJ •
н обеих paCiотахиден ROнатрукции одававова и своцаюя. S
к увeлиqeииJ) ЧИOJIa КОWlOиент МЩ')DО'r:ва W t4cp) 11 W (~)

с(
путем деф)рмации W Ср) в окреоеносвя ценоюрой Тра-
ехТОpшJ. мвоиеотва W и (р) п WS

( fj) • ВНе ЭТОЙов-

рео'lИООТИ оистема ч' ве иэмевиетса. В си.цулеммы з.С. 3

оиотw.m ч' И ер БИROНТинуа.л:ьно неэквиваленТ1Ш. яе-
во , что фаэовыe диa.гpвJm4ы сиотем се и tfООВП8дa:m',
тав вак В qaзоmй диаграмме ОИСТемы 'f HO.вьtX.свявей

по сраввенавс диarpaммOЙ4 не псявяяеюа, а ста-

рве свяаа ООxpa,l1EIl7rоя.Такав ЯСНО, чю поотроением,
аналогичиым: проведениому-. wжно получить сесвояечво мно-
1'0 БИItO.ElТииуа.пыю ве&:кmrвaлеитИblX сиат8М.



4. КоН'!'ИНУaJIЫIая еввяваяензиосеь
динамичеоких систем

4.1. Определение и содержательнооть
пояязвя КОИТИЦУВJIЫIОЙ аквивадентноотв

диаамических сястеи

Обозначим через Н соотношение 6:и:коитинуальной
еквивадеятвосзи динамичеоких систем,

4.1.1. Предловенве, Соотношение Х >r У , где
XE.~ (M)/H • Уе: rт(M) /Н

( 3 ер ) (3 ~) (('РЕ Х И ~ Е. У ) и <р i} Ф) ,
JI:В.Ш[етояооотношением порядка в фа:ктормножеотве
'т(М)/Н .

и

.Щ.)каэатeJlЪСТВО оледуе'l'ИЗ предложений 2.1.2 и 1.1.8.

4.1.2. Предложение. дш1 хаждоro Х Е m (М) IН
существует мвоаествс Vx С т (М ) IН ,иа ко-
'1'О];ЮЙ ->;- - ооотношение ооверmеииого порядка и Х
- наибольший алемент миоаества Vx •

Дрказательство. Х Е: Vx ,оледовательно,

Vx -+ J2f •
Обозначим: через

ст:ва ~ ,а через
элементов для класса

МИJlИМВЛЫШЙ злемент мв:оае-

- множеотво мин:ималъ1ШX

IIредположим, что на рассматршзаемом многообразии

для &ЦЦоro VХ существует ~lШЙ вдеыеат Х",.



в дальнейшев будет повавано , что такиемвоroоораэИ8:СУ-
щеот.вyJ1l'.

4.1.3. Опредеденве, Х ,Уст(м )I Н
вавввавтоя КОНТинУально ЭIШИВ8JIеитиым:и, есдв

.Qx = Qy .
4.1.4. Опредеденяе, ДИНамические оистемы <;о Е Х

iI rf е: У ваеввавтся ROНТИИУaJ1ЫЮ экви:валеитными.

еодв Х и у явяявтоя коитив;уальио эквивалентны-
ми ваассамв ~ормноиеотва W (М) / Н •

4.1.5. Сиотема W называется МИИИМWIЬНо11 дая

,еCJIИ ~ € Х И c..v EXtn •динвмичеоиой сиотемы ер
МножеСТВО Vx JDШейRо ynoрл.цоЧ61Ю, следсва-

твдьно, в :каждом миоаестве ~ существует не оолее

одного элемента Х I'h ,а д.шI каждого J( оущеот-
вует ие менее одноro множества Vx •

4.1.6. llример. ПуОТЬ М:= S 2 • Раоомотрим

оиотеМJ ер ,котораа им.ее'1'две точки повоя )<'1 '

Х2 ,где )( " - центр. а Х 2. - неуото йчивый
узел, и одв:у ор6итио-кеусroйчивую ЗSМIЩ1ТY1O траекто-
рИJ), а все остваьнне траектории оpdитно~устоЙЧИВЫе.

Следовате.пьно, светева ((/ имеет две ячейки. Со!'ласка
лемме 4.2.1 оущеО'l'В1'"етнепрернвиое оro6ражвиие F,.' S~ S2.

И r, ( ~( R J • )) х: Cf" (R J F, сэ) ,где ~'1

ДИУАочеокая свотева, котора.а: имеет только две оооёые

трае.ктори.и - точки покоя типа центр.
Согласно леше 4.2.1 тахае оущетотвyur отоораве-

IDШ (: S 2. ~ S 2 • (О -= 2, 3 , ~ (Cf' ( R .:») =



== 'Р2 (R ,Fz с.») и Fз (С('2 (<,' » ~ 9=; (R
J
/; (.) ,

rде сиотема C'f2. имеет '1'ОЛЪRO две оооове 'l'раеRТOРИИ

- точки цовоя типа узел,а оистема Cf'з - одну
точку певая, а вое осеальвне траектории ЭJlJIИПтичеокие.
OorJIaOВOтеоре е 3.3.1 и 3.5.! нетрудио уотановить,

чтс диввмичео1tИ6 оиотемы tp • СР" 'Ч"2, ,~з
попарно CSИlШнт.ивуальио неЭRВиввлеи'l'ИН. сдедоватедьяо ,
ОНИ принвц.лежат раЗJIИЧИI:iМ6ииоит.ивуалькыu влаосам:.

ЦуО'l'Ь ер €. Х , ер" €. Х 1 ,'f2. Е Х2. • <"Р")е Х3 •

тоrда мы Ш48ем: два МИО:leОТва ~' И VJ:' • где

~'= { Х J Х., 1 • v;' = ( Х, Х2 I Х'5! •

24.2. Мииимв.лъин.е оиотемк на афере .s

Обозначим через А aaмкs;yтo е внвариаятное
множеотво дивамичео1O'J.Й ОИQтемы <f
ТОЧlCИ покоя и S 2 •

4.2.1. Лемма. EcJIИ сиотема ер имеет ОДИОСМ8-

иое мвоаоотво А , то оущеотвует оистема ~ ~ r'
и О'l'OCSра.кеи:ие F: 5'2. -"> 52 тавое, что F 1 .5~ \ А

- roм.ооаю1Фtзм. а F (А) ЯВJIЯетоя'ЮЧltой покоя оио-

• ОТJIИЧИое от

темн f ·
Дшсазате.пьотво. Пуоть h: s1. ~ R2. - стерео-

-"графичеоКВJl проекцвя, для в:oro 1ЮЙ h (С>о) tt А
ОroОрваение h на R 2. задает пеROТОР1lJ оистему
V . CorJl8OНDJI е 2.2.1 Оj'Ществует оиотема Ф 1f. ip

И о'Ю6pueвие f ~R2. ....".R ~ • RO'1'Op.:Ie отобра.аает

•



траектории оио'1'6МН ер на траеRТОРИИ оиетвмн Ф с

сохранением ориентации. при этом f (h ( А )) явдяется
- -1

ТО1DЮЙ покоя оиотеиа tf • Отображение h опре-
2-

дeJ1ВeTна сфере cs ИСRO".'ОPYJJ аиотеli.:У f • дня

которой h ( Ф ( R , .J) == "1(R, h (.)) , • О'1'О6раие-

вве F: 52. ~ S~ вадается равенством F с х ) =

= к'.[о'" ()() , rде х е S2 •
Обозначим через ~ множеотво HeOJIY]lДaoцкx то-

чек даииой .цииамичеоlФЙ ОИО'l'еМJ:I,через (..с)" - дина-
мичеокую оистему. '1 коТОlЮЙ Q ооотоит '1'OJI$КO из
двух точек певоя типа центр, а вое ООТEUIЪИЫ:етраевто-
риаявяяется замкиутнми; через W 2 - оиотему" у КQ-

то];Х)й.Q ссотовт тoJIЫtOиводной тоЧltИпокоя, а все
ОСТ8JIЪине траепории - aл.mmтичеоиие.

4.2.2. Jlewa. Дикамичес:киесиотемы W1 • W2. -

мивималы:Iн8 оистемы.
,lk)казa.rелъс1'ВО. Очевидно. дссеаючно доказать.

ЧТО JID.1ая ои.отема lUi ~ W-c: • i = '1 ) 2. 6ИlЮИТИ-

Н:;YSJIЫlO вквввваенэва сие теме Ц..) ,." • J.bП1СТИМ прстнв-

вое; ЦfOTЬ F;!S 2. ~ s20ТОбраиает Тр8еltТOРии оиотew

~ " па траекто .р оясте "-' с •
Расамотрим ОИО'l'etq t.e.J 1 • !JyСТЬ )1. i )j = 1) 2. -

ТОЧКИ ПОВОЯ: QJ[OTeмbl сд 1 • Очевидно. ~ С}(j )

ТОЧКИ :;,окая' оиотемк W Jf • В Оил:f леммы. 2.1.3 l:ПA.еем

j F; (L с ~JI = L (F; с «V
S2..: хгде Х Е • ЕСЛИ через точку проходит ~



R.НY'ТВS траек'l'Oриа оиотемн: ~1

следоват8Jlыю,

., 'то L (х) ::: Ц,)1 ( R, ]() ,

F. и. ()(») = F( W~ се..» ::L ( F;, о»
~ /

и траекторив: F:, ( VJ" (R, Х )) JIИ60 '!'Очка покоя, JIИ-
00 З8МRJiY?8ЯтраeRТОРИЯ. CJ'Iе.цо:вател:ыlO.В СИJ1Y вепре-

рывиооти F, во е точки покоя оиотемы G<J" типа
центр, который имеет идеко + 1 • Инде.КОаферы ..•.2 •

аледовате.пьво. сиоorемв ~" имеет 'l'OJIЬRO две ТОЧКИ-повая, В С"Щ теоремы 1.3.45 оиотемы со , и (..J" ТQ-

ПOJIOrичеоки (бикоитиву8JIЫlО) ЭRВИВВJ1еитнн.

В О.илу деммн 2.1. 3 имеем. что травкто рви

r;(VJ2. ( R, )(») • к е: S ~ ,JIИCSо ЗJlJIИ!IтичеОЮlе" дв-

00 F;. (W
2

( I<,)()) ::::-F; (Ко) • где)(о -

ючва покоя СИQтемы ~ 2. • В ои.цу оюръективИQОТИ

ОТОCiра:&еИИЯ r; и теоремы I.З.45 имеем, ЧТО оисте-
м1i w 2.. И w ~ТОПOJ1OI'ИЧес:киэюшnалеиТВ1i. и лемма

дom38Ji8 •

4.2.3. Теорема. на сфере S 2 существует TOJI.ЪКO

три к.паооа ROИТИВУ8JIbКО еввввадеятнвк динамичеоких сис-
тем.

Доказательство •

чеакойсистемн на афере
явдяпеся JIИ60 ТOJIЪКO lAJ~ • лиоо ТOJIЪRO

ба ~ 1 И Ц)2. • Следова:reJIЬВD ,.на S 2.

похааеu. что д.ml J.W:Sой ДИН8МИ-

з.2. МШПШ8JIЪJWNИ оистема.мы

, ли-

оущестьует

ТOJIЬ1tOтри в:лаоса КОНТииyaJIЪВQ вквввадентнш ,цивВМ1l-

чео:ких систем.



ПуСТЬцровавовьная свстема f> амеет некоторое мно-

веетво траекторlilЙ L ,'foчки которых образует множество
2В С S ,. цусr:tь м:иожвотво L является JПl60 одвосвяа-

ной вовпснентой д:вумернойяч:еЙJtI( с стемы ер , либо откры-
- 2

тым миожеством З8МКНУТЫХ траекторий. ДоnyОТIIМ, что В -1= S
2 -

И А = s \ В • МиожеС:ВО Аодв:освяано, и в силу ле~
2 2

мы 4.2.1 сущеОТ13Ует отображение F: S ~ 5 , кою-

рое отображает траектарпокотем:ы: (р на траектории не-
которой сиотемы, ТОПОJlOI'IЧеоКIеквввадентвов сиотеме ""1 ,

еCJIil траектор

еоли ер)С Е L
.ЕоJDI В =-

замкнутые, ИJIИ Ово теме со '2. ,
иеэамкцутнв траехторп •

СОСТОИТ ва одвойточки

покоя, то мы, очевядао , ше ем сиотему ~2 • Еоп

В d В не свяаво, но траекторп ~ е: L - замкау-

тые , то мы имеем сшотему твпа "'"'1 • Если В01 В
не евявво 11 <Р)( - неэамкнутне траектор:п:, то обозначим
через А мноаество , которое ооотоит из множества Bd В
:и:Н6КОТОРОЙ траекторп СР';( , ДJШ которой множеотво
8d в U ер)( = А связно, • примеинем лемму 4.2.1.

В OI.Цy овойств множества L • кроме со, , (J2 ,

на офере дрyrп МVЧ1lМ8J[ЪИНХ окотем яе оущеСТВ1ет.

4.2.4. Одредедвняе, ДПlaмIчеокая оистема ер В8-

авваетоя КОИТnryaJIЬна ;уотоЙЧ1lВOЙ, еадвоущео твует такс е
с "7 О , что каждая д&aм:IIЧеокая оиотема d-

6.пзRaS (в С" ТОПОJIOI'JIИВ т (М) ) к окотеме ер
является КОИТ8ЦУaJIЬВОавввведевтвой оястеве ~ •



2
4.2.5. FAли динамичеокая сиотема r' на сфере 3

В:ОН'l'Ш!3'"8JIЬRO устойчива, то она аеимеет МИНИМВJIЬНYII оис-
тему W1 •

)Ьв:а.затe.iIьетво. ,li)пуотим проrивиoе. т.е. сущеотву-

ет ото6ражекие F: 52 -z, 52 такое, что

Покажем, ЧТО тоrда о, отема ер КОИТИВ:УaJIЫlО иеустойчи-
00. ПуОТЬ ц'>" ( R,y..) - эамкв;у'l'8Ятраектории сяотеиы

-1

~1 • В СИЛУ непрернввооти F мяоаест:во А = Г (Ц)1 (R,'I..))
эамкиуто. CJIедоватеJIЫlО, ДJШК8ЖДОro Х е: А • сцра-

веддиво L ('L) С А • ОЧевидио, множеотво Д точек
повоя не coдepuт. и в ОИJI3" ПР8д.пОllеиия: 1.3.24 имеем две
во ЗfЮ1tИОО 'l'И :

(1) ддя Ra1ЩОГО Х Е А свраведдиво L ск) ~ ГР)( •

(11) o~oтвyeT Х Е А ,что L (,,) 1: Q')( ,но
L(!t) ;. cf , •. : где <.р у - ЗaмICНyТ8Н траекroрм .•

PaO~TP МШJжео'l'ВQ G =(~( s 2 \ f )11 J ~2 3) ,
I

где Х d , )(2 - 'ЮЧ:КИ ПОКОЯ Qистемы 4:)" • Мно-
жеСТВО .G О'1'1Срыто И не содержит точек покоя. Нетруд-

ио/rюстрзl1ТЪ кривую .жордаиа ( ,траиовеРО8Jl1·SYЮ тра-
~ihоршш <р ( R,,с) • где ,Хе G • Каиа:веотио ([1~

0.91), в ве'RO'l'OIЮЙ окреОТИОQrи 3S.f4ЮfY'1'OЙтраектории 01-

щеотцvе'т ~ ПОCJ1едомюm. Учитuвas: C~Y"K"PYPY граев-
тор.ИЙмкожеС'1'ва' r; , шва ПОСТРОИТ~ ПООЛ8ДО-

ваюm f *: Iпt (l ) -')Jn.t (L) ОIJPедЬеIЩY1D~и-

отвом f (.:.)= <f ( tо, и) , гдеi tо есть первое



t .,о • ДJШ которого ер( t, и) € L , L = l п G
и и СЕ L . ОпредeJШ?1 roмеомоPliИзм {: L ~ L •
оцредедевяый ревенотвеяв f ((()=[,/( ( .(,.0\) , еоли
u eln! (L) 11 f(ц) -:2и , воли и Е 801 L

Раосмо трим ШlO3естm

,

•

ПС = { <р (t, С) I t Е [- 4 I оJ, ер ( о I С ) ~ с } J

где С с L замкнуто е мновеотво и {( tA.) -:: и • есяи

и Е 80/ С • ПуСТЬ h :D е 4 (<2 - ДИФI;eоморфизм, а
р ()()= (Р"(,,) } р2. ( >l)) векторное поле, шщyдиp::JВ8НИое

ДШIамической оистемой ер в ми~отве h (п с) , Б

которой поотроим вевюрное поле Р (х) ОJI.е.:цyIJЩИМ 06~

вом
""1 Р1c.)t)р()(.) cO'.s ci (х) - и'" ot(x )

--""'""'~
р2.(х)Р ()(.) Yt'~ (J Су) СС> ~ ool. ()()

где ХЕ hfDc) ,афу1пщия ~:h(Dc)~H1 -
прииа,цлeD'1' К 1CJI8ccy С ос) ,uри Э'ТОМ о; (у) = о ,ео-

ли )<. Е В d h (Пс ) и о; ()()) о в ООТ8JIЬЮП точках

мuoeCTВ8 h (П с ) • CyIQеСТВJ1В8кие такой фУющии дока-

аана :в следотвии 1.1.21 ([4], 0.16). ПJСТЬ ос , - вав-
ОИМВJIЬИоезначение e.wшcци.и CL в миожеотве h (Пс ) •-
Нетрудио ярсверитъ, что, если 0(,0 -'> О ,ТО Р (tl) -"> Ре,,-).

l(pи:вая L тревсверсаяьва также Tpa.~'l'OPIUIМово-

темы ер ,по,РОвдеииой B8R'1'Op.IlКМполем Р ()С.) в

шmаестве nс и совпа.цаnцyю О оиотемой 'f вие



-...
этоroмио.ЕеСТIif1. IIyоrь [: L ~ L фyв:Rцu восдедова-

"-- -
кия оиотема <р в инс естве G и пре;цnоJЮJШМ,что

с=- L ~ мы имеем OJIедyllЩllе JЮЗ!ЮJШOОТИ:-
(А) f (f (Ц), и )~ f (t(СА), Ц ) ~ о ,rде и Е 1п i: ( L) I-(В) о S: f (t (АА. ) I и), <. f (f (и), и)

Jhrm ВМ.ее'l' место (А), ДJJЛ всех U G 111.t ( [) , '1'0-Vи е: Iпt ( L ) оправеДJШВO t(и ) -;f. и , оле.цова-

T8J!ЪВO t В множестве G ве оадерптOJI .ЭfJ.МЮIY'l'J:IXтраек-
'Юр • Fcли для всех и ~ ItJt (L) сцраведавво (В), то

поодеднее тrвер~еиие такае имеет меото, ео.пи J3МeoTOol ()/)
брать ЩуиКJ1ИI' - ol (~) • CJIедоватепънn. Vd. "? о оущеот-

цуе'!' оиотема ч' • которая не имеет множеотво замкву-
тых трв.eRТОp1lЙ ЪЮlЦИООТИ КОR'l'ИIiOlМ&, ,оле.цО8а'leJJ:Ы(О t

МИJlЧМ8JfЫIYI) оистему W1 •

Раосштрвм о.цучай, кorдa .цлs одних и€ l имеет
M80ТQ (А). а .Д1Ш .ztpYI'JfX и Е L - сооеиовенве (В) ~ Мно-

аеотво

имеет щиоеть ROil'rJDiY1М8.. вои.цу МОЩSOОТКМ'Ко.ства

замкнут," 'lp8eRтopd оиотемк W1 • Раоомот во -
моаоеть,. xor.цa мвоИ!оrm Е веет ИИI'деяе ПJ10'l'llOе

.JI
no,цмaoaeo'l'110 Е AI), оп КОIl'l'llJlПМВ.. 00rд80КO теореме 4

([24], о;.5ЗО) МSO'O'l'ВO f *l'ОМео P1IrO И8S'l'OlЮВ1 МВD-

аео:ву. Ifycn 1 1,. J - ПОСJ1еДОВ8ТfUГЬНOотьамеаиых вв-
'1'ep:вaJ1DB• .ц.mпre IЮ'l'OРIa отр8МИТоа к кут, 6о..пи п -> •.~ ,



•
мы лредпелагаем, что при отрем.лении п в _-f 00 имеет

меою как (А). так И СВ). в RВ.1IДOM автерваде 1h 01-
ществует f, := т~x (1 (f(ЦJ, и)) 1'1 ,k--- -= 1?'1~)( ( f (!rM), e.t)).

1') Ц ~ L "., tA.fE I ~
" -ЯСНО, что 1... , 1.. -3> О ,еоли ~ -:> -+ 00 •

ЕЬJ1И ~ " задаи, ю В МНО&60тве L ра<юмо трим

замкауrые подмножеотва L 1< ' k <. ~ С>О ,Тa:RИ.X, ЧТО

1 - ~V t\ с: L 1( справедливо 2 ft'\ ~ f", ,Ч'l'O и Е: Е • еолв

Ц ~ 13 d L 1<. • и мв:ожество L1( п Е ~ Шv1еет МОЩНООТЬ
"""'"

КОНТИЦУУМR. Векторное поле Р с Х) строим в множестве .D,IL 1{
•••••• 1

И мы ПОJJYЧS.8М, ЧТО, если U Е Iпt ( L k) • то f си) 1: ц

Если l4Ножеотво Е содеpzи.т'I'aRЖe замкнутоt3 под-
МIЮ.1IeСТ1Ю[*= [ u. I (<."'-) ~ (.(.} • тогда мы: отроим век-

"""'"

торное поле р ('rf) в мяояестве DЛ"'I<Х Е /4 •
;

Следователъио t в JПXSой окреотности сиотемы ер 00.-
vo....

НО построить сиотему ер • W'1'OpaJI имеет JIИШЬ счетное

миожеОТJЮ ЗSМIO.l1'l'Wtтраекторий и, сдешваееяьно , не име-

•

вт мишIмв.JIыIyю СИС'1'ему Ц}1 • мы по.цyqaем, что <р вон-
тииуальио И6;УОroЙ'ЧШ38.,вето противоречие доказывает тео-

рему.

4.3. !ЮВ'l'инyaJI:ЬИaЯвквввадентность
двненвчесввх овотем на торе

4.3.1. Теорема. Эрroдичео.к.и8 сиотемы явдявюя МШUI-. . 2
.шщьиыми ОИС'l'ем8МИДJШ ди:намичеоюа: оиотем ка торе Т
а иррациоиaJIЬИЫМ ЧИOJlOМ вращеиия.

Д)каЗSТeJIЬСТВ). JbD10ТИМ про тивиое • Пуоть <р -



вргодвчеоная свстена о ч:иолам вращения JA. ,д,JШ которой
QYt1160myeT мив:и:мальная: своэева W ~ ч' и ОООТИОШ6wие
({'~ k) не вотинно , Соrласпо лвмм:е 2. з.1справе.ц.mrвo 00-

отноmеиие

""'"где .r - ЧIOJЮ вращения оиотемы c.v ,ЦО

\

и в силу леlllмы 2.з.5 вмее , (.-J ~ <f • СистемыJ cf и
tf имеют одивввовае ПOJВ вращеmш r . а совяасво

лемме2.З.4 гавае оиотемы топологвчесяа вввявадеятвн,
сдедоватеяьво , W 'q 'Р • в ощ Л8М:МН 2.3.2 эprоди-
чесвав оистемы ЯВJIJD1POJI МИ1lИМ8JLЫ[Ь1МИ Д1IЯ йJшI'yJ18pяых оис-

\

4.3.2. Теорема• .множество ИОИТИН;УaJIЫШX It.JШ,CООВ ди-
шшичеоv.их он.отом. без точек повоя ка 'Юре, :m.'teeT МОЩlЮОТЬ

КОИТИIIJYМВ.

Д1казателъство. В ои.цу леммы 2.3.1 имеем, что МИQ-

ЕотвочиоеJ1 вращеJDШ ДИ1I8МИЧ60ЮIXсиотем о.циоro.коити-
ИYSJ1ЬНОro вдаооа очетвг, Соrлаоио теореме 4.3.1 вргодв-
чеОК8еаистемн srв.zuwro.a: МИНИМ8JtЫOIМИоиотемами для ди-

.lUlШlЧеоКIIX оиотем о иррациоll8JIЬ.ИШll числом .вращеllИJl. lЧJ1-

ТJШaЯ еще лeмtq" 2.3.4, по.цучаем J'1'Вер~еиже теоремы.
4.3.3. Теорема. ДиивмичеСЮlе Qиотемы с рациоиалъ-

инм ЧИОJЮ вращекви веет ТОJIЬROтри вваеса ltOИТ~О



() -1-

эквивалентных систем.
Дрхазате.льство. ПуСТЬ О ствма ер Ш4еет рвдиоИВJIЬ-

ное ЧИОJlO врацеякя, Соr.naоио сдедствив 2.3 [34] cyIQeoтвy-

вт оистема ~ , тополоrичеоки вкввваяевзявя сиотеме <р
с чиолом врашенва J'Л = о • Ооrлаоиолемме 14.1 ([ з]•
0.239) ДJUI динамической сиотемы t? оущеотвует ГJ10dальиое

1
ое1\УЩее МИОI'Oобразе S и оroCSрааекиепос.тrедоВ8ИИЯ

- 1 2f на s . ПуСТЬ ва Т сущеотвует открытое
миожеотю А нез8.МJ.<И1ТWCтраекторий СИОТ8М:Н Ф ,
предельное множество которых ооотоит 8.3 замкнутых тра-

1
• Х, , )(2 е 5 . Дрцуо ТИМ,екторий Ф 'х.." '

чю Х 1 1= Х г

[., ~., - <,' f f-з -, J , (о) = ( '1) ,

f~l.
И раоомотрим иеnpерьmиое оюоразенве

где о • 82 явдяшся координатами точек х 1 • Х 2.. •

И, еолв вв: [о} Bz. ] • то ей ооответотвуе'! точка

)(f А *п s1 • где А * множес'l'ВО то чек траекторий
.,

f у. б !+ > а ото6раже р : [ е2 J f1-'> S , f (,,)= Р (д2 ')

явдяеюя roмеоМОрфиЭмам,с СВОйОТва : для каждого ве С 82 , f)- [-1оправедлкво ,(е)?, е • ПоЛО.DМ. ~" (х) ~(о ~ О (.~).

IJ

где )( Е S • ПуОТЬ Сс.,), является надстройкой говео-
-морфизма Gc.J" • Система ~1eeT юдько о.цну зт.шиу-

тую траeltторПJ.

EcJш ПОJIODТЬ, что множеотво А оодержит 'l'OJIЫtO



ЗSМЮIY'l'J:I8траеЕТОpшt,ТО SИUOГИчW ПО.пyчJIМ оясте ~2 ,

которая lIМeeT TOJIЫa) saмкитrне траектории.
JJlцшмичеоRW! саС'l'ема rp ве имеет точек покоя. По-

кажем, что JDXSаяоистема w ~ ~ така:е ие имеет точек
повая, Допуст проти.виое , т. е. оистема ~ имеет 'l'OЧЦУ

покоя 'j • в оилу иепрерн:внооrи отоCSражеии.в: F мнс-

r -4 L {-'вество ( у) замкцуто. аяедовазвльно , ( х ) с (у) •

Г"• Г"·где Cf'~с ('1), и ( Ч) оодеряят ЗaМIЩYТyJ:) TpaeIt'rO-

рию ОИ.О'l'емы tp • ЕЬJПI точка ПОКОЯ 'j изолироваиа, то,

учптШI8Я сTWXТYP;Y траекторий о отемн rp и лемму 2.1.3

имеем, что вядевс ТОЧКИ покоя ":J оольве IIJDI равен едя-
нице, CJxеДОВ8теJIЬИО, индекс точек покоя динамичеокой 080-

~2.
темы ~ больше куля, но индеко тора I равен Ц1JIЮ,

и мы имеем, что оиотема c.v не имеет ИЗОJШPOВВННЫХ:ТО-

чевповея, В о:в.цу оюръективиоотв и вепрерыввоста F ово-
тема'" не имеет таае кеизолироввиRЫX точек ПОКОЯ.

В силу выше свавенвогс и в:епреры.вкооти F ие'l'РlДИО
проверять, что сяетемы W1 и Wz. МИЮIМ8J[ЫПi И ЧТО дру"-
ГП МИ}OIМВ.дftШО' еяоте ДJIЯ: сиотем с р&ЦИОR8JIЬИЫМ;ц. не
оущеотвует. CJrе.цоваТeJIЬио,имеемтоJIЬКО три класса кои-
ТШlУ8JIЫЮ вквявввензных свстев с paцIIОИ8JIЬJl:lD,! чиолом

вращеJШЛ.

4.3.4. Прим:ер.ПуОТЬ М - крендель T.e.МНOI'Qo6pa-

вае roмеоW1"Фlое афере S 2 с дnyмв: ручками. Поо'l"pOИМ

ка М диивмичеОIql) СИОТЕЩ1, СОД8paшyJ)ИРрациоИ8JIЬнyJJ

06мотв:у. д.ш вюго копольэуем чаоеь КОВОТР1КЦШl примера

Швейцера [ 42J.



Пуо.'l'Ь Т 2 двумерsнй тор, ка котором З8двиа овв-

ГУJШPНВЯ о стема <р [2В, 42] ,8 К ООСТОИТ из точек
пределыmro миажеотва TpaeKropd спсте.мн <р ,которое
п.реДО'l'8ВJШет 00601 ~ванеоравсе со:веpmешюе мвоаеотво.
Пуоn D - ДВУl4еpIQIЙ ДИОК, rде D с Т 2 \ К и ооовва-

ч через А мкоиество Т 2 \ TI-t t (П) •
Цy-o~ьf :т 2•...••Т2 roмеоrю ptIиэм. ОQ:ll8ЩИЙ МlЩЖЕ!ет-

во А так, что

f (А) ~ ( (О(, ~) I ot Е [С(. ,а 1) J f3 ~ [р,. .в.J J '<\!, -Q'L \ !!~

J () 1 - r:J. , ~ ~ J 0(., J {} А ) Q, 1. I Р1 - коиотWI'l'Ы,

а д - доотаточка LШ.ЛO 1,
где (ot, (\ ) КООРДIiПIВ'l'Н точек ropa Т 2 •

ПуСТЬ Н: f (А) --:;,м 'ВJIO&екие, которое естеоевея-

iWМ образом О'l'Oбражае'1' мкоас'1'ВО f ( А) в М .
ПРОДQ систему на МИОЕотве Н (f (А )) :=r В ) вн-

дуцароввииyl) .цив;амическоЙ оиетеwй и) до .аеко'l'O}ЮЙ. . т )
своте ~ на МiЮгоо6раз е М ОJIе;цу1ЩИAl образом.

ЦуСТЬ 'J~ е: М\ В " = ,,) 2 две точки повоя твпа
оед.па ,11 nyoтьсиотема ~ вет овnaратриок: ~(p1х,- ) •

+ - в. /.. . L (х·) - у j (x·).~(,= f) 2.) <<:» 10 • rде ,- 1 • ' ... .

.•. [-
ееав (':: ',2 •• L (t;) :: '12 • (Х,) ='}., и

+ ( R, х. ) п в == р . если (:=: 3, ~ • 11 L+( }l •. ) €. В ,
L- ()(;) = У2 • ecJШ i == 5, -6 • дш! воех точев х Е=М \ В

еем L (~) € /з •
CJIeДOM'l'e.iIЫlO,на М поотроевадиквмичеокая еяотема

•



ф ,IЮтораясодерпт арРВЦВОИВJIЫQ'Ю 06.мотху. в си-
лу JI.eJ.WН2.З.I аистmq rf шо отобраЕ.ТЬ толыш на

очвтное мновество овстев, а миожеСТБQ ОIliП'Y'JШPIWXоиотем
оотяаояо JIe е [34] имеет МОlЦJiЮО'l'Ь кoaтwqyмa, OJ1едова-
твдьяо , МJlOxeOTВO ~JГЬ.iПfX ОИО!'еМ ка М имеет шщ-
яооть ROитщума.

4.3.5. Q.пе.цОТВllе.

и ка афере S2 С 1'\.

IIoлуче.ииый .результат оправед.mm

- Рyч::RВl4R. ДJШ 8'lOI'O, ееав 00-
2

отроева о.отема ка афере S о са- ,,) ручками, то
ДОCSa.вJJ.RiJТСШеще две ТОЧD паКОJl типа ое,1J,1Ш и Э8М1tНYТые

траекто РП 118. I't - ТОЙ ручке.

4.4. Макималыше ОIlОТемы на llJJDОКООТИ

Q(jозRВ.ЧИМчерез Г мaICOим.a.JIЬИоеКОМIIaR'l'иое ив-
ваР1I8И'r1Юе мио.иеа'l'ВO. а через ц, с· ,(. ::: 1) 2. , 30, '1 дя-

дапчео:ае оиотемы,. ДJШ кoropыx миоиеот1Ю иеО.цyJQViПЦИ;Х

точек Q.: оосювт из одкой еДИilОТвеИJIОЙ'l'O'ЧКВ цовоя
Х \. • а охемы точки ПОКОЯ )( \. . медущие:

)(,

-- центр.

4.4.I. JIew8• Еа..п миоаеотво Г ДП8МVЧ90lФЙ оиоте-
UJi ер ОВЯЗКО, то оущеотвует О'l'OбpueиJlе F: R"l._> R2.
T8ROe, что



где i приgro.saет одну ИЗ Зll8чеJШЙ ( ,,) 2, 3, '1) •
д:1каватедьсево оледует :из J1eNU2.2.1, 2.2.2,2.2. 5 -

2.2.11.

явдяшся МИНИМВJIЬИЫМИ.

Д:>ваэательст:во. }kJПУОТIIМ пративнов, т.е. t что су-
ществует оистема W\' !:- CJ,' и сиотемы сд ; t сз ; -
6ИROI1ТинyaJIЪRО иеэквJIвAJIеIlтиы.

I1yОТЪ ~ : RZ 4 R2
И

Следует отметить, что В силу ЛВММJI2.1.6 ЧИОJЮ ор6И'1'Ио--веустоЙЧ1lВЫХ трае.кторий ОИОТемк W," меиъше ИJIИ ровно

чиолу ор6:J1Тио-иеустойчи:вых траекторий оиотемы со, •
Расе '!'рИМ сиотему l.J" • ЯСНО t ЧТО f(X/f) - юч-

1t8 иовоя оиотемы w 1 , а в ОlЩY оюръективиоо'l' F; 01-

щеС'l'ВУ6Т Х ,ЧТО ~ Си», (R,'1- ») F Fск .•) • Б ои.цу

ОЮЙОТВ оэоорааения r:, :имеем, что f о;:: ~ J l.cJ, (1(>, )l) U Х 1

явяяетоя roмеоморРим. Используя ноифJpмиьr.е оюораяе-
няя и теорему 1 ([24]. 0.527) МО!ШО ПРОДOJIDТЬ ото6рахе-

кие f до l'ОмеошJ;физ Н: р2 -7 R2
• В ощ тео-

ремы (40 J имеем, что с.стемы l.J -1 11 Lu. ТОnOJIOгвчеевв
эltВИВ8JlеиТ1:Ш.

Следует отметить. что, есдв сиотема (..,J., имеет усато--чивы.йузел, а система l.u.. имеет веусто:йчJrвнйузел. то
~

сиотемы w 1 :8 Ц), 6ИIФНТинyaJIЬИO кевявввааеятвв iI 06е



явдяютоя мииимв.лЫiЫМИ,.

PaOOмoтpJIМ сиотему w2 • Ясно. что F;. (х 1.) - точ-
.ка покоя системы Wz • а в СИJГjf сюръек'1'ИВИООТИ F;. оу-

ществует Х ,ЧТО ~ (W2. ( I<J х)) 1- F; ()(.2.) , 11 Тра6К-

тория F (lJ2, ( R ,х)) JIИ60 э п.mmтичеСRafI, JШ60 гвпероо-
лячеоваа, l1пдехс точки покоа явдяетоя ЦeJ!lШ ЧИОЛОМ, сде-

доватвдьяо , ТОчка покоя F; ()(~) имеет,ц:ва. сектора -
ЗJJJDШтичеоlШЙ ГJlПер60.пическd. ПуСТЬ f --оужеиие
о'ro6ражен:и.а: F на оpCSитио-иеус'l'OЙЧJIВшr Тр8.екторlШX, на

ОЩ ЭJIJШl1тичесвую в: одну гипер60J1ИЧ6СКУЮ траекторИl). f
явдяетоя roмеоморфизмом. и ИСПОJIЪЗ7Я ROЩюрмкне отображе-

ввн и теорему 1 ([24J, 0.527) мо!tИOпродотmт.ь до гомео-
морфизма 1-1 ~ R2

-"> R2
• Тorд:a в аилу теоремы [40]име-

ем, что """2 И VJ~ топсявгвческа эквивалентны.
При расемотре1rDtИ OJlCTeмbl сз 3

оиотеrюй ""2 по.лучаем, что Ш}

э RВ1IВВJIеиткы.

РаООм::JТРИМ: динамичеовyD систему U'" • Яоао, что
~ ()(ч) - точка вовоя системы. iJ-'1 , И В ОИJJY сюр'Ьек-

ТИ:ВИОО'l'14 F:, оущеО'rВYет)( , что r:, (k'., ( 1<. ](») :j; F; (Jt:,,) •

Очвввдво , 1;{l.J'f ( R, х)) - З8МК1lY'Т8Л траеRТорIJЯ сис-

темы Ц)~ • O'l'Odражеине f= F.; / ЧJ~(~t) U ~~ является

гомео *з м в силу свойств ото6рааеиШ1 F • Нетрудио

IIp>,цолuтъ f доroмеаморфаама Н: R'2. -") R2. • В си-

Jf1 теоремы [ 401имеем, что CJ ~ И с:; '1'l'OПОJIогичесltИ

• aRaJIQI'ИЧВQ. х.аи с-и (..)) юподогическв

ЭIOШВaJlеитЮi.
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