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ANOTACIJA

Bakalaura darbs wveltits linearas programméSanas apakSnozarei — linearajai
programmesanai veselos skaitlos. Darba izklastitas tris linearas programmeéSanas veselos
skaitlos uzdevumu risinasanas metodes: sazaroSanas un robezu metode, Gomori metode un
Balasa algoritms. Metodeém dots apraksts, tas ilustrétas ar piemériem. Sis bakalaura darbs ir
metodiska rakstura un var noderét, apgiistot specifiskos linearas programmesanas uzdevumus
veselos skait]os.

Atslegas vardi: lineara programmeSana, lineara programmeéSana veselos skaitlos,

sazaroSanas un robezu metode, Gomori metode, BalaSa algoritms.



ANNOTATION

The Bachelor’s Thesis is dedicated to sub-sector of Linear Programming problems — the
Integer Programming. There are mentioned three methods of solving Integer Programming
problems: Branch and Bound algorithm, Cutting Planes algorithm and Balas’ Additive
algorithm. The methods are described and illustrated with examples. This Bachelor’s Thesis
has a methodical nature and it can help with learning the specific tasks of Integer
Programming.

Key words: Linear Programming, Integer Programming, Branch and Bound algorithm,

Cutting Planes algorithm, Balas’ Additive algorithm.
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APZIMEJUMU SARAKSTS

x € A —elements x pieder kopai A
x & A —elements x nepieder kopai A
@ - tuksa kopa
R — realo skaitlu kopa
Z —veselo skaitlu kopa
x = (xq1;%5; ...; x,)T — vektors-kolonna, x;; x5; ...; x,, € R
Y = (¥1; Y25 ;3 Yn) — Vektors-rinda, y1;yz; ...; yn € R
R™ — n-dimensiju Eiklida telpa
aj; ot Qin

A= (a;) = < : : ) — divdimensiju matrica, kas sastav no elementiem a
Am1  ** Omn

< ¢, x > -Vvektoru ¢ = (cq;Cp; ...; Cp) UN x = (xq; X5; ...; X,) T skalarais reizinajums

cx = X5 ¢jx; - VEKIOrU ¢ = (€15 Cz; .o Cp) UN X = (Xq; Xp; .. Xy)" skaldrais reizinajums

Eiklida telpa R™



IEVADS

Lineara programméeSana ir matematikas apakSnozare, kas nodarbojas ar vairaku
argumentu linearas funkcijas nosacito ekstrému atraSanas problémam tadas kopas, kuras tiek
aprakstitas ar linearam vienadibam vai nevienadibam.

Linearas programmé&Sanas uzdevumos parasti netiek prasits, lai planu koordinatas biitu
veseli skaitli. Tom@r praks€ biezi sastopams gadijums, kad jarisina uzdevums, kura optimala
plana koordinatam jabuit veseliem skaitliem. Dazreiz ir pielaujama rezultatu noapalosana,
tomér pastav daudzi uzdevumi, kuru rezultatu noapalosana var radit lielu kladu.

Tapéc liela nozime ir linearas programmeéSanas uzdevumu atrisinasanas metodém, ar
kuru palidzibu atrod optimalo planu, kura koordinatas ir veseli skaitli. Linearas
programmésanas uzdevumus, kuru planiem jasatur tikai veseli skaitli, sauc par linearas
programmeésanas uzdevumiem veselos skaitlos (ar1 diskrétas vai integras programmeéSanas
uzdevumiem).

Linearas programmésanas uzdevumu veselos skaitlos atrisinasanas metodes ir
iedalamas divas kategorijas: atskelosas plaknes algoritmi, kas izmanto simpleksa algoritmu,
un parlases algoritmi, kas veic visu iespgjamo atrisinajumu parlasi. Seit tiks apliikotas linearas
programmeésanas veselos skaitlos uzdevumu atrisinaSanas metodes — sazaroSanas un robezu
metode un Gomori metode. Labakai diskrétas programmésanas uzdevuma izpratnei sakuma
apliikots jédziens par linearas programmeéSanas uzdevumu un ta formam. Darba apliikota art
viena specifiska metode — Balasa algoritms, kas risina binaros uzdevumus, t.i., tadus
minimizacijas uzdevumus, kuros mainigie pienem vértibu 0 vai 1.

Darbs uzrakstits uz 65 lpp., tas iedalits 5 nodalas. Numeracija veikta nodalu ietvaros.

Izmantoti 7 informacijas avoti.



1. LINEARAS PROGRAMMESANAS UZDEVUMS (LPU)

Linearas programmeéSanas pamatjédzieni un simpleksa algoritms aprakstiti, izmantojot

[2], [4], [3]-

1.1. LPU normalforma

Linearas programmeé&sanas uzdevums ir uzdots normalforma (ar1 standartforma), ja tas izskatas

sadi:

f=cixq + x5 + ...+ cpx, & max

by,
b,,

IA A

a1, + apoxy, + .o 4 GnXn < by,
k x =2 0x, 20,....,x, =20

f = mérka funkcija;

n — mainigo skaits;

m — nosacijumu skaits;

Xq; ...} Xy — Mainigie;

aq1; Q125 -3 Amns b1 by; ... s by, — nosactjumu koeficienti;

C1; C3; ... ; ¢, — mérka funkecijas koeficienti.

LPU iesp€jams pierakstit ar1 1sak:
f=2Xj=16x; > max

{23'21 QijXj <b;;i=1;..;m,
xp=0,j=1..,n,
kur a;; — koeficienti.

To var pierakstit arT matricu forma Ax < b, x > 0. Tas nozimg, ka pie dota resursu vektora b
var tikt realizéts jebkur§ tads produkcijas raZoSanas plans, kur§ apmierina nosacijumus Ax <
b un x > 0. Ja ir zinamas produkciju G;; G,;...; G, cenu vektors ¢ = (cq;¢y;...; ), tad

razosanas planosanas uzdevums ir matematiski formulgjams sadi:
f =<c¢,x>- max

Ax < b, x =0,



x<b, x>0, kur x = (x1;%2;...; %), ¢ =1(C1;C2; -..;¢n), b= (by; by; ...; by), A=

(a;;) — koeficientu matrica un ar < ¢, x > apziméts vektoru ¢ Un x skalarais reizinajums.
Definicija 1.1.1.
Linearo formu

<X >=cxp + Xt Xy = X X,
kurai tiek meklets maksimums vai minimums, sauc par mérka funkciju.
Definicija 1.1.2.
Vektoru

x = (x1;X2; .43 Xn),

kur§ apmierina visus linearas programmeéSanas uzdevuma ierobeZojumus, sauc par

pielaujamo planu.

1.2. LPU kanoniska forma

Linearas programmeésanas uzdevums ir uzdots kanoniska forma, ja tas izskatas sadi:
f=(c1x1 + x5 + ...+ cpx,) = max

f a11x1 + a12x2 +...+ alnxn = bl'
Ay1X1 + QX + ...+ AypXy

I
=
v

an1Xq + an2x2+...+amnxn=
x, = 0,x, 20,...,x, = 0.

Matricu forma:
f=<c¢x>> max
Ax=b, x = 0.

1.3. LPU vispariga forma

Linearas programmeésSanas uzdevums ir uzdots vispariga forma, ja dala ierobezojumu ir

nevienadibas, bet otra dala ir vienadibas, un ne visi mainigie ir nenegativi:



f= (C1x1 + C2x2+...

+
g
S
=
3
—
\)

max

( A11X1 + apxy + .o+ agpx, <
Ay1X1 + Aupxy + ...+ aypx, < by,

Ap1X1 + Apaxy + .o+ agpxy < by,
$ App11X1 + Aggq2X2 + oot Agp1nXn = brgq,
Ay21X1 + Qyz2X2 + oot QpyonXn = byo,

Am1X1 + AQaXy + ..o+ QpnXn = by,
\ x, =2 0,x,>20,...,x, = 0.

Seit jaizpildas nosacijumam, ka k < m un r < n. Standartuzdevums ir vispariga uzdevuma
specialgadijums, ja k = m, r = n, savukart kanonisko uzdevums ir gadijuma, ja k = 0, r =

n.
1.4.Pareja no LPU standartformas uz kanonisko formu

Defing jaunus mainigos zi; Z,;...; Zm, t.1., tik daudzus jaunus mainigos, cik ir ierobezojoso

nevienadibu. Nevienadiba
A1 X1 + Ajpxy + o+ ajpxy, < b;
tiek aizstata ar vienadibu
a1 X1 + Ajpxy + -+ ajx, + z; = by,

kurz; >0, i=1;..;m.

Merka funkcija:
f =max (cix1 + x5 +...4 cpxy),
f = max (c1x7 + Cx; + ...+ cpxy, + 02y + -+ 0z,,) .
Tad uzdevums kanoniskaja forma izskatas sadi:
f=0xy + coxy+...+cpxy, +0 - 2+...4+40 - z,,) > max

ai1xq + A12Xy +...+a1nxn + zZ1 = bl'
ar1X1 + AyrX9 +...+a2nxn + Zy = bz,

aAn1X1 + Am2X? +.
x1 = 0,x,
Zq = 0,Z2

ot QX + Zy = by,
>0,...,x,= 0,
>0,...,z, =0,
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vai matricu pieraksta
f=<cx>>max

Ax + z = b; x =2 0;z = 0.

Piemérs 1.4.1. Parveidot doto uzdevumu kanoniska forma:

f(x1,x3) = (x; + 2x) > max

3x, + 4x, < 12,
{—xl + 2x, < 2,
X1,X2,X3,X4 > 0.

Uzdevums kanoniska forma:

f(xpxz) = (X1 + sz) - max

3X1 + 4XZ + X3 = 12,
{—xl + ZXZ + X4 = 2,
X1,X7 > 0.

1.5.LPU atrisinasana ar simpleksa metodi
Aplikosim linearas programmesanas uzdevums kanoniska forma
f=(c1x1 + x5, +...+ cpx,) = max

f a11x1 + a12x2 +...+ alnxn == bl'
az1X1 + Ar2Xo +...+ aann = bz,

an1Xq + anzxz +...+ amnxn = bm,

x; = 0,x, 20,...,x, = 0.

(1.1)

Pienemsim, ka nosacijumu sistéma (1.1) ir saderiga, t. i., LPU eksisté atrisinajums. 1947.

gada Dz. Dancigs (G. B. Dantzig) izstradaja universalu linearas programmésanas uzdevumu

atrisinasanas metodi — simpleksa metodes algoritmu. Izpildot ta darbibas, vai nu atrod LPU

optimalo planu x* un mérka funkcijas maksimalo vertibu max f, vai konstatg, ka uzdevumam

nav atrisinajuma mérka funkcijas neierobezotibas dél (f — o).

Ja mingtie nezinamie ir X; X5;...; Xy, tad sist€ému (1.1) var parveidot §ada ekvivalenta
forma:

_ 1.0

X1 + yl,m+1xm+1 + yl,m+2xm+2 +...+ ylnxn - blr
_ 120

X2 + Yom+1Xm+1 + Yome2Xmz + oo+ YoanXn = by, (1.2)
_ 1,0
k Xm + yn,m+1xm+1 + yn,m+2xm+2 +...+ ymnxn - bm-

10



Definicija 1.5.1.

Par bazes nezinamo sauc LPU nezinamo, kas izslégts no visiem nosacijumu sist€mas
vienadojumiem, iznemot vienadojumu, kura §im nezinamajam koeficients ir 1, ja atbilstoSais

brivais loceklis ir nenegativs. Par€jos nezinamos sauc par brivajiem nezinamajiem.

Saskana ar Definiciju 1.5.1 sist€mas (1.2) nezinamie Xxj; X5;...; X;, ir bazes nezinamie,
ja b >0 (i=1;...;m), bet x,,.1; ...; x,, ir brivie nezinamie. Atbilstosi bazes un brivajiem
nezinamajiem plana koordinatas sauc par bazes koordinatam un brivajam koordinatam.

Apzimé&sim vektoru, kas sastav no mérka funkcijas bazes koeficientiem $adi:
cp = (€15 €25 oo C)-
Definicija 1.5.2.

Par atbalsta planu sauc tadu LPU planu, kam bazes koordinatas ir vienadas ar nosacijumu
sistémas nenegativiem brivajiem locekliem, bet brivas koordinatas ir vienadas ar nulli. Ja
nosactjumu sistéma (1.2) bY > 0 (i = 1; ...; m), tad plans

x° = (xf; s X0 0; ...;O)T.

Linearas programmé&sanas uzdevuma sakuma simpleksa tabula (T°) izskatas §adi.

1.1. tabula
LPU sakuma simpleksa tabula
c Cq C, C]‘ Cm Cm+1 C; Cn 0
Ch Xb
TO | xy | x3 | oo | X | o | X | Xmer | oo | X | o | Xn
c1 | xq 1 0 w | O | e L O Y mr | e [ V| e [ Y| XD
c; | x, 0 T | v | O o | O VY2 mer | « | Y2j | o | Yon | %9
ci x; 0 0 | o | L | o | O lyimer | | Yij| o« [ Yin ] x
Cm xm O O oo O e 1 ym’ m+1 aas ym] wes xgl
f 0 0| ../ 0] ..[]0 d, w | di | | dn (XY

Tabula (1.1. tabula) mainigie x;; ...; x,,, ir bazes nezinamie un atbalsta plans ir

x0 = (x9;...;x%;0;...;0)7,
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ja b; = 0. Tabulas apak$&ja rinda ieraksta mérka funkcijas vertibu atbalsta planam x°, kas

aprékinata péc formulas (1.3):
f(x%) = cpxp = X2, ¢fx?. (1.3)

Lai var€tu parbaudit atbalsta plana optimalitati, nosaka tam atbilstoSus raditajus d; (j =
1; ...;n), kurus sauc par nezinamo novert€§jumiem. Novertgjumus var aprékinat, izmantojot
formulu (1.4):

di = cpyij — ¢ = X%y CiYij — G- (1.4)

Definicija 1.5.3.

1.1. tabulas kolonnu, kura atrodas mind; = d,, < 0, sauc par galveno kolonnu, bet rindu,
]

kuras elementus dalot, ir noteikts 8, sauc par galveno rindu. Elementu, kas atrodas galvenas

rindas un galvenas kolonnas krustojuma, sauc par galveno elementu.

Pareja no vienas tabulas uz otru notiek, izpildot Zordana — Gausa izslégianas metodes
vienu soli ar noteikta kartiba izvel€tu galveno elementu. Jaunais atbalsta plans no ieprieksgja

atSkiras ar vienu jaunu bazes nezinamo un vienu jaunu brivo nezinamo.

1.5.1. Simpleksa algoritma soli

Péc sakuma simpleksa tabulas (1.1. tabula) sastadiSanas izpilda $adus simpleksa algoritma

solus.

1. Parbauda atbalsta plana optimalitati. Ja visi novert€jumi ir nenegativi (d; =0,j =
1;...;n), tad atbalsta plans x° ir optimalais plans un tam atbilsto§a mérka funkcijas
veértiba ir max f — algoritms pabeigts. Ja kaut viens novért§jums ir negativs, atbalsta
plans x° nav optimalais plans un javeic nakamie algoritma soli.

2. Parliecinas, vai eksisté kads negativs novertéjums d; < 0, kuram atbilst y, < 0. Saja
situacija uzdevumam nav atrisinajuma, jo mérka funkcija ir neierobezota (f — ), —
algoritms pabeigts. Pret&ja gadijuma, ja katram negativam noveértéjumam d; < 0 atbilst
vektors y;, kuram ir vismaz viena pozitiva koordinata, iesp&jams atrast jaunu atbalsta
planu x’ ar lielaku mérka funkcijas veértibu neka f(x°). Pareja no viena atbalsta plana
notiek, mainot vienu bazes nezinamo.

3. Nosaka jauno bazes nezinamo atbilstoSi mazakajam negativajam novertgjumam.
Piepemsim, ka mazakais negativais novert€jums ir d, = mind; < 0. Saja gadijuma
jaunais bazes nezinamais ir x,, un simpleksa tabula galvena kolonna ir n-ta kolonna.

12



4. Nosaka jauno brivo nezinamo, aprékinot bazes koordinatu un galvenas kolonnas attiecigo
pozitivo elementu minimalo dalijumu. Pienemsim, ka minimalais dalijums izveidojas m-
taja rinda:

x) x5

0 =min—=——,
Yin Ymn

Kur v,,, > 0. Saja gadijuma jaunais brivais nezinamais ir x,,, un simpleksa tabula
galvena rinda ir m-ta rinda. Elements y,,,, > 0, kas atrodas galvenas rindas un galvenas
kolonnas krustojuma, ir galvenais elements. Ta ka jaunais brivais nezinamais ir X,
atbalsta plana x" m-tas koordinatas skaitliska vértiba ir 0.

5. Sastada nakoso simpleksa tabulu (1.2. tabula), kas atbilst jaunajam atbalsta planam x’.

1.2.tabula
Nakosa simpleksa tabula
C Cq Cy C]' v | Cm Cm+1 C; Cn-1 Cn ,
ch - Xb
T | x| x2 | o [ X | oo | X | Xmg1 | - Xj Xn-1 Xn
¢t |x,J1|0|..]0]..]0 Yim | | Yij | | Yin-1 0 X1
() X2 0 1 .| 0 0 yém yé] yé,n—l 0 xé
ci lx; o0 |..[1]..]0 Vim || Yij | | Yiner | O] x
! ! ! !
Cn1|Xu O | O || O] o] 1 | Ym—1m | |Ym-1j]| - |Ym-1n-1| 0 Xm
o |2 OO || O] | O Yom || Ynj || Ymer | 1] xp
f 0/0]..]0]..l0 dm d]{ n—1 0 1 f(x")

Saskana ar Zordana — Gausa izslégSanas metodes darbibu izpildes secibu jaunas simpleksa

tabulas (1.2. tabula) elementi aprékinati péc §adam formulam:

0
x| =x) — ;n—mnyl-n (i=1.,m=-1), (1.5)
' Xm ’
Xn=9=m, (1.57)
’ Ymj . i
Vi = Yij —ﬁyin (i=1..m-1,j=1;..;n), (1.6)
’ Ymj . ’




f) = fG0) = 22d,, w7

d=d; -2 d, (j=1;..;n). (1.8)

Ymn

Aprekinu pareizibu var parbaudit, nosakot lielumus f(x") un d; p&c $adam formulam:
fx') = L2 cixi + cncn; (1.9)

d; = it Ciyij + cnyij- (1.10)

Vieglakai izpratnei var minét §adus simpleksa tabulas elementu atrasanas so]us:

a) dala tabulas T° galvenas rindas elementus ar galveno elementu;

b) aizvieto ar nullém tabulas T° galvenas kolonnas elementus, iznemot galveno elementu,

kura jauna vertiba ir skaitlis 1;

c) parrckina par€jos tabulas elementus péc t.s. taisnstira likuma.
Ja izveido taisnstiri, kura viena virsotn€ atrodas tabulas elements (I), kuru vajag nomainit,
otra virsotné — elements galvenaja rinda (II), treSaja virsotné — elements galvenaja kolonna
(III), bet ceturtaja virsotné atrodas galvenais elements (IV), tad atbilstoSo tabulas T elementu
(I") var aprékinat pec formulas:

II1-111

I'=1-— o (1.11)

Piemeérs 1.5.1.a
Atrisinat linearas programmeésanas uzdevumu ar simpleksa metodi
f(xl;xZ; X3, X4,) = le + Xo + 12.X3 + 12.X4 — max

X1 + 2X3 + Xg4 = 11,
Xy +X3 + ZX4, = 10,
xl;XZ;X3;X4 > 0.

Dotais pieméra uzdevums ir jau tada forma, ka to var ierakstit simpleksa tabula T° (uzdevuma

ir redzams, ka bazes nezinamie ir x; UN x,).
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Simpleksa tabula T°

1.3.tabula

c 2 1 12 12
ch . X
T X1 X3 X3 X4
2 X1 1 0 2 1 11
1 X3 0 1 1 2 10
f 0 0 —7 8 32

x% =x(T% = (11;10)7; f(x%) = 32

1.3. tabula tiek ierakstiti bazes nezinamie x; Un x,, vektori ¢ = (2;1;12;12), ¢, =
(2;1), xp =b=(11;10)T un koordinatas yi=a;(j=1;2;3;4), vadoties pec datu
izvietojuma, kas dots 1.2. tabula.

Izmantojot 1.3. tabulas elementus, &rti var aprékinat mérka funkcijas vértibu f(x°) un
novertéjumus d; (j = 1; 2; 3; 4), izmantojot formulas (1.3) un (1.4):

fx®D) =cle)=2-114+1-10 =32,
1
dl=cgy1—c1=(2;1)<0>—2=2-1+1-0—2=O,

0

1)—1=2-0+1-1—1=0,

d, = Cl?J’Z -, =(2;1)
ds = cpys —c3 = (2; 2)(

)—12=2-2+1-1—12=—7,
)—12=2-1+1-2—12=—8.

1
1
1
dy = cpys—ca = (2;1) (2
legiitie rezultati tiek ierakstiti tabulas 1.3. apaks€ja rinda. Ka redzams, bazes nezinamo
novert&jumi ir vienadi ar nulli (d; = d, = 0).
Izmantojot 1.3. tabula dotos datus, izpildisim simpleksa algoritma solus.
1. Atbalsta plans x° nav optimalais plans, jo ir negativi novértejumi (d; = d, = 0).
2. lesp@jams atrast jaunu atbalsta planu x1, jo gan 3., gan 4. kolonna ir pozitivi elementi.
3. Jaunais bazes nezinamais ir x4, jo mazakais negativais noveértéjums d, = —8 atrodas 4.
kolonna. Tatad 4. kolonna ir galvena kolonna.
4. Jaunais bazes nezinamais ir Xx,, jo minimalais dalfjjums izveidojas Sim nezinadmajam

atbilstosa rinda (2. rinda):

o ox) ~ (11 10

0 = min— = mln{—;—}
Via 1°2

Tatad 2. rinda ir galvena rinda un elements y,, = 2 ir galvenais elements.
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5. Sastada nako$o simpleksa tabulu (1.4. tabula), kas atbilst jaunajam atbalsta planam x?.

1.4.tabula
Simpleksa tabula T
) c 2 1 12 12 X
Cp . Xp
T X1 Xy X3 X4
1 3
2 x4 1 _Z > 0 6
2 2
1 1
12 X4 0 — - 1 5
2 2
f 0 4 -3 0 72

x! =x(TH = (6;0)7; f(x1) =72

Salidzinot 1.3. tabulu ar 1.4. tabulu, redzams, ka mainigie x, un x, ir mainiti lomam. 1.4,

tabula x, ir bazes nezinamais, bet x, ir brivais nezinamais.

1.4. tabulas elementus nosaka, izpildot Zordana — Gausa izslégianas metodes solus ar

tabulas 1.3. galveno elementu y,, = 2. Vispirms 1.3. tabulas galvenas rindas (2. rinda)

elementus dala ar galveno elementu y,, = 2. Galvena elementa jauna vértiba ir 1. Tad

galvenas kolonnas (4. kolonna) pargjie elementi tiek aizvietoti ar 0. Pargjie 1.4. tabulas

elementi tiek aprékinati pec taisnstira likuma, izmantojot formulu (1.11):

14 01
yi1 =1 2—1,

, 11 1
=1——=—

V12 > >
, 11 3
:1——:—

Y13 > >

10-1

x1=11——=06,

1(-8) _

d3=_7_ 5

fxh) =32
No 1.4. tabulas redzams, ka iegiits atbalsta plans
xt = (6;0;0;5)7
ar lielaku mérka funkcijas vertibu neka atbalsta planam x°:

fx)=72> f(x% = 32.

legiito datu pareizibu iesp&jams parbaudit, izmantojot formulas (1.9) un (1.10):
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fGYH) =cict=2-6+12-5=72,
d1:d4:0,

11 1 1
dz:bez_CZZZ'(_E>+12'E_1:4,

11 3 1
d3=be3_C3=2'E+12'§_12=_3.

Ta ka d; = —3 < 0, tad nav atrasts optimalais plans, tapeéc, izmantojot 1.4. tabula dotos
datus, atkal tiek izpilditi simpleksa algoritma soli un veiktas nepiccieSsamas darbibas, lai
sastaditu 1.5. tabulu. Seit

x% =(0;0;4;3)T

un
f(x?) =84> f(x}) =72.
1.5.tabula
Simpleksa tabula T?
c 2 1 12 12 )
c x
b T? X1 X2 X3 X3 b
2 1
12 X3 z = 1 0
3 3
1 2 1
12 X4 —_— — — 1
3 3 2
f 2 3 0 0

x? =x(T?) = (0;0)T; f(x?) =84

Ta ka 1.5. tabula visi novertgjumi ir nenegativi, tad iegiitais atbalsta plans x? ir optimalais

plans:
x*=x%=(0;0;4;3)", max f = 84.

Lai vienkarSotu pierakstu, turpmak simpleksa tabulas vektorus c¢ un c; neliksim.
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Piemérs 1.5.1.b
Atrisinat linearas programmésanas uzdevumu ar simpleksa metodi
f(x1;x2) = 3x; + 4x, - max
X1 + Xy < 5,
X+ 2x, <6,
3x; + x, < 16,

Xq; X5 = 0.

Ta ka uzdevums ir dots normalforma, to vispirms nepiecieSams parveidot kanoniska forma.
Izmantojot tris nenegativus palignezinamos z; = X3, Z, = X4, Z3 = X5, uzdevums kanoniskaja
forma ir Sads:
f(x1; x9; X35 %45 X5) = 3x; + 4x, + 0x3 + 0x, + Oxg — max
X1 + Xy + X3 = 5,
X1 +2x2 +x4 = 6,
3x1 + Xy + X5 = 16,

X1, X2, X3, X4, X5 = 0.

Talak uzdevuma risinaSana notiek lidzigi ka Pieméra 1.5.1.a gadijuma. Dota uzdevuma

sakotngjam atbalsta planam
x° = (0;0;5;6; 16)T

sastada simpleksa tabulu T° (1.6. tabula):

1.6.tabula
Simpleksa tabula T°

T° X1 X, X3 Xy X x)

X3 1 1 1 0 0 5

X4 1 2 0 1 0 6

X5 3 1 0 0 1 16

f -3 —4 0 0 0 0
x0=x(T% = (0;0)7; fF(x>) =0

Izmantojot 1.6. tabula dotos datus, izpildisim simpleksa algoritma solus.

1. Atbalsta plans x° nav optimalais plans, jo ir negativi novértgjumi (d; = —3; d, = —4).
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2. Iespéjams atrast jaunu atbalsta planu x1, jo gan 1., gan 2. kolonna ir pozitivi elementi.

3. Jaunais bazes nezinamais ir x,, jo mazakais negativais noveértéjums d, = —4 atrodas 2.
kolonna. Tatad 2. kolonna ir galvena kolonna.

4, Jaunais brivais nezinamais ir x3, jo minimalais dalijums izveidojas Sim nezinamajam

atbilstosa rinda (1. rinda):
0= minﬁ = min{E;é;E} =3
Vio 1'2° 1
Tatad 2. rinda ir galvena rinda un elements y;, = 1 ir galvenais elements.

5. Sastada nako$o simpleksa tabulu (1.7. tabula), kas atbilst jaunajam atbalsta planam x?.

1.7.tabula
Simpleksa tabula T1
T X1 Xy X3 X4 Xs xp
X3 1 1 1 1 0 2
2 2
X, = 2 0 = 0 3
2
1
Xs o 1 0 _= 1 13
2 2
f —1 0 0 2 0 12

x! =x(TH = (0;3)7; f(x% =12

Salidzinot 1.6. tabulu ar 1.7. tabulu, redzams, ka mainigie x, un x, ir mainiti lomam. 1.7.
tabula x, ir bazes nezinamais, bet x, ir brivais nezinamais. Ta ka bazes nezinamie ir x3, X, Un
xs, tad ¢} = (c3; cz; ¢5) = (0;4;0). 1.7. tabulas elementus nosaka, izpildot Zordana — Gausa
izslégsanas metodes solus ar 1.6. tabulas galveno elementu y;, = 1. Vispirms 1.6. tabulas
galvenas rindas (1. rinda) elementus dala ar galveno elementu y;, = 1. Galvena elementa
jauna vertiba ir 1. Tad galvenas kolonnas (2. kolonna) pargjie elementi tiek aizvietoti ar 0.
Pargjie 1.7. tabulas elementi tiek aprékinati pec faisnstira likuma, izmantojot formulu (1.11).

No 1.7. tabulas redzams, ka iegiits atbalsta plans

1_(0.1.1.0.5)T
X = ;2r21 12

ar lielaku mérka funkcijas vértibu neka atbalsta planam x°:

fxH =12> f(x°) =0,
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bet d; = —1 < 0. Izmantojot 1.7. tabula dotos datus, atkal tiek izpilditi simpleksa algoritma
soli un veiktas nepiecieSamas darbibas, lai sastaditu 1.8. tabulu, kas $aja uzdevuma ir beigu

tabula, jo visi novertéjumi d; = 0,j = 1; ...; 5. Tatad optimalais plans ir

x? =(4;1;0;0;3)7

un
f(x®) =16 > f(x) =12.
1.8.tabula
Simpleksa tabula T2
T? X1 X, X3 X4 X5
x4 1 0 2 1 0
X, 0 1 -1 1 0
X5 0 0 —5 2 1
f 0 0 2 1 0

x2=x(TH=@DT; f(x° =16

Kanoniska forma parveidota uzdevuma atrisinajums ir
x*=x%=(4;1;0;0;3)", max f = 16,

bet sakotn€ja normalforma dota uzdevuma atrisinajums ir

x*=x%= (41T, max f = 16.
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2. LINEARAS PROGRAMMESANAS UZDEVUMS VESELOS
SKAITLOS

Linearas programmeéSanas uzdevumus, kuru planiem jabut ar veselu skaitlu
koordinatam, sauc par linearas programmeésanas uzdevumiem veselos skaitlos.
Par LPU veselos skaitlos (ar1 diskrétas programmésanas uzdevumu (DPU)) sauc

uzdevumu (normalforma):
f=cixq + x5 + ...+ cpx, & max

(A11X1 + A12Xo +...+ A1nXn

IAIA

<anlxl + apaxy + ...+ apxy < by,
xy =2 0,x, 20,...,x, =20
\ Xj € Z, j=12;..n,

)

kur Z — veselo skait]u kopa.

Matricu forma §is uzdevums izskatas sadi:
f=<c¢x>> max
Ax < b, x >0,
Xj € Z, j=1,2;..;n,

kur Z — veselo skait]u kopa.

Divu nezinamo lielumu gadijuma linearas programmeésanas uzdevuma veselos skaitlos
planu kopu var attélot grafiski. Uzdevuma pielaujamo planu kopa ir nevis izliekts
daudzskaldnis, ka tas ir parasta LPU gadijuma, bet gan sastav no atseviskiem veselu skaitlu
punktiem. 2.1. attéla redzams divdimensionals LPU veselos skaitlos ar pieciem
ierobezojumiem un planu kopa ietilpst 9 plani. Ja nepiecieSams noskaidrot planu, kura mérka
funkcija sasniedz maksimumu, tad var $ada neliela planu skaita gadijjuma apskatit visus
planus un atrast planu ar lielako mérka funkcijas vertibu. Vispariga gadijuma, ja planu skaits

ir liels, tad ir izstradatas vairakas metodes, ka atrast planu, kas maksimizé mérka funkciju.

21



-

e P
"'-..__H ‘_ﬁ
i}
' X
(0:0) o
2.1. att. LPU veselos skaitlos
Definicija 2.1.

Par reala skaitla a veselo dalu [a] sauc vislielako veselo skaitli, kas neparsniedz skaitli

a. Par reala skaitla a dalveida dalu {a} sauc starpibu

{a} = a- [a].
Definicija 2.2.

Par linearas programmésanas uzdevuma veselos skaitlos pielaujamo planu sauc vektoru
— cye s T
X = (XX 5 Xn) "

kas apmierina visus uzdevuma nosacijumus.

Par linearas programméSanas uzdevuma veselos skaitlos optimalo planu sauc tadu
pielaujamo planu x*, kas maksimizé mérka funkciju.

2.1. ProgrammeéSanas uzdevumu veselos skaitlos piemeri

2.1.1. Kapitala-budZeta uzdevums

Klasiska kapitala-budzeta probléma ([1]) [émumu pienemsana sevi ietver potencialo
investiciju izveli. Biezi $adas situacijas nav nepieciesams runat par daléjam investicijam, tade]

$1 probléma ir binaru veselu skaitlu uzdevums, kura mainigie (pienemamie Iémumi) x; ir 0 vai

22



1, t.i., Iémums ir noraidits vai pienemts. Pienemot, ka ¢; ir j-to investiciju ieguldtjumi un a;;
ir kada i-ta resursa daudzums, pieméram, nauda vai darbaspéks, kas izmantoti j-am

investicijam, problému var formulét sadi:
f=X"cix; > max
j=1%"%j

{Z?:l aijxj < bir i = 1; e, m,
Xj = Ovalxj =1,j=1..,;n
Merkis ir maksimiz€t visu investiciju kop€jos ieguldijumus, neparsniedzot kada resursa
(ierobezoto) daudzumu b;. Kapitala — budZeta probléma svarigs faktors ir naudas plismas

j= L] 12 AL ]

atspogulo pieaugoSo naudas atlikumu katra perioda laika. Koeficienti a;; ataino tiro naudas
plismu no investicijam j laika perioda i. Ja jaiegulda papildu lidzekli perioda i, tad a;; > 0,
bet, ja investicijas dod ienakumus perioda i, tad a;; < 0. Labaja pus€ esoSie koeficienti b;
ataino pieaugosas naudas pliismas, kas atkarigas no kadiem argjiem apstakliem. Ja papildu
lidzekli pieejami perioda i, tad b; > 0, bet ja lidzekli ir iznemti no apgrozibas perioda i, tad
b; < 0. Sie ierobeZojumi norada to, ka ieguldamajiem lidzekliem jabdit mazakiem vai
vienadiem ar lidzekliem no iepriek§€jam investicijam plus ar&jiem pieejamajiem lidzekliem

(vai minus no apgrozibas iznemtiem ar¢jiem lidzekliem).

2.1.2. “SagrieSanas” uzdevums

No kada materiala ([7]) nepiecieSams izgatavot m dazadus izstradajumus, attiecigi
by; ...; by,. Katru materiala vienibu var sagriezt n dazados veidos, turklat j-ta veida (j =
1;...;n) izmantoSana dod i-ta izstradajuma a;; vienibas. Uzdevuma meérkis ir atrast tadu
planu, kas nodro$ina maksimalu izstradajuma vienibu skaitu.

Ar x; apzimé materiala vienibu daudzumu, kas jasagriez, izmantojot j-to veidu.

Mainigajiem x; jaapmierina $adi uzdevuma nosacijumi:

n — ] — . .
fzjzlaijxj = bix, L= 1, W, m,

n _
L XjZO,
xi€Z j=1.,n,
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kur a — kopgjais materiala vienibu skaits, x — izstradajumu skaits. Uzdevums ir maksimiz&t x

pie dotajiem nosacijumiem.

2.1.3. Noliktavas uzdevums

Sadales modelu sisttmas ([1]) nepiecieSams atrast kompromisu starp transporta
izdevumiem un sadales centru ekspluatacijas izmaksam. Piemé€ram, pienemsim, ka
pardev&jam jaizlemj, kuras no n noliktavam var€tu izmantot, lai apmierinatu m klientu
vajadzibas. Svarigi ir izlemt, kuras noliktavas izv€léties darbam un cik daudz kravas

japiegada no jebkuras noliktavas jebkuram klientam. Pienemsim, ka:

_ {1, ja noliktava i ir atvérta,
Yi = 0, janoliktava i ir slégta,

x;j — kravas daudzums, kas japiegada no noliktavas i klientam j;
fi — fikséta noliktavas i darbibas cena, ja noliktava i ir atvérta (piem&ram, noliktavas nomas
cena);
c;j — katras darbibas cena noliktava i plus kravas piegades no noliktavas i klientam j
izmaksas.
Modelim ir divi ierobeZojumi:

o Kkatra klienta pieprasijums d;, kas jaizpilda katrai noliktavai;

e krava, kas var tikt piegadata no kadas noliktavas, ja ta ir atverta.

Modelis ir minimizacijas uzdevums:
— m n m .
f =21 Y= Cijxij + iz fiy; & min

J Yioxij —yi(Xjd;) <0, (%)
xj20@=1..,m), j=1..,n,
L yi=0vaiy; =1, i=1;..;m.

Merka funkcija ietver transport€Sanas Un mainigas uzglabaSanas izmaksas, ka ar fiksetas
noliktavu ekspluatacijas izmaksas. lerobezojumi (*) nosaka katra klienta pieprasijumu.
Mainigo x;; summa ierobezojumiem (**) ir kravas daudzums, kas transportéts no noliktavas
i. Gadijuma, kad noliktava ir slégta, y; = 0 un ierobezojumi norada, ka nekas nevar tikt

transportéts no §is noliktavas. Cita gadijuma, kad noliktava darbojas un y; = 1, kravas

daudzums, kas japarved no noliktavas i, nevar bt lielaks par kop€jo pieprasijumu.
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3. SAZAROSANAS UN ROBEZU METODE

SazaroSanas un robezu metodi ([5]) lietderigi izmantot, ja nezinamo skaits ir neliels
vai ja visiem nezinamiem netiek prasits atrisindjuma veselos skait]os nosacijums. SazaroSanas
un robezu metodi raksturo veselo nezinamo 1pasu robezu noteikSana un tam atbilstosu linearas
programmesanas uzdevumu atrisinasana.

Pienemsim, ka dots linearas programmé&sanas uzdevums veselos skait]os
— n
f = Xj=16¢x - max (3.1)

27:1 Cixj = b;, (*)
x; — veseli skaitli, j = 1;2;..;n. ()

Pienemsim, ka dotas veselo nezinamo optimalo vértibu apaksgjas un augséjas robezas

kur a; un g; ir veseli skaitli, j = 1;2; ...;n.

Tiks aplukots, kada veida sazaroSanas un robezu metode precizé€t nezinamo
pielaujamo vértibu robezas. Pienemsim, ka atrasts uzdevuma (3.1) ar nosacijumiem (*) un
(**) optimalais plans x’ un ta koordinatas x’, vértibu izsaka dalskaitlis. Koordinatas x’j
veselo dalu apzimé ar [x';]. Tiek sastaditi divi jauni linearas programmésanas uzdevumi, kur
viena no tiem x;, vertibu apaksgja robeza ir [x;] + 1, bet otra x; vertibu augseja robeza ir
[x']. No uzdevuma (2.14.) ar nosacijumiem (*), (**) un (***) jaunie uzdevumi atskiras ar to,
ka viena no tiem ierobezojums aj < x, < [ aizvietots ar [x'y] + 1 < x; < By, bet otra
ierobezojums a;, < x;, < S aizvietots ar a;, < x; < [x'i].

Tatad no pirma LPU ir atzarojuSies divi jauni linearas programméSanas uzdevumi,
kuros vienam nezinamajam ir izmainitas pielaujamo vertibu robezas. Atrisinot katru no Siem
uzdevumiem, konstaté vienu no gadijumiem:

1) optimalais plans nesastav no veseliem skaitliem;

2) optimalais plans sastav no veseliem skaitliem;

3) uzdevumam nav atrisinajuma.
Tikai pirmaja gadijuma iesp€jama jaunu LPU atzaroSanas iepriek$ noradita veida. Otraja in
treSaja gadijuma attiecigais atzarojums beidzas. Ja abu uzdevumu optimalie plani satur (tikai)
veselus skaitlus, tad tas plans, kam ir lielaka meérka funkcijas vértiba, ir dota linearas

programmesanas uzdevuma veselos skaitlos optimalais plans, jo abi uzdevumi aptver visas
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pielaujamas nezinamo vértibas. Ja abu uzdevumu optimalie plani nesatur veselus skait]us, tad

veidojas Cetri jauni uzdevumi utt.

3.1. Risinamo LPU saraksts

SazaroSanas un robezu metodes algoritms nosaka, kada seciba jasastada linearas
programmesanas uzdevumi un janoverté to atrisinajumi, lai galiga skaita iteraciju rezultata
atrastu LPU veselos skait]os optimalo planu, ja tads eksiste. Katra iteracija jaatrisina viens
LPU, ko risina, izmantojot simpleksa metodi. Par risinamo linearas programmesanas
uzdevumu sarakstu sauc LPU kopu, no kuras izv€las attiecigaja iteracija risinamo
uzdevumu. Pieméram, 1. iteracija saraksta ir viens uzdevums: (3.1) ar nosacijumiem (¥*), (**)
un (***). Turpmakajas iteracijas saraksts mainas, jo atrisinatie uzdevumi taja vairs neietilpst,
bet to vieta ieiet jaunizveidotie LPU.

Lai samazinatu risinamo uzdevumu skaitu, katra iteracija tiek noteikta mérka funkcijas

(3.1) maksimalas vertibas apaks&ja robeza f,.

3.2. LPU veselos skaitlos risinasanas soli

Linearas programmeéSanas uzdevumu veselos skaitlos risinasana tiek sakta ar mérka
funkcijas maksimalas vértibas apaks€jas robezas f; noteikSanu. Ja izdodas noteikt pietiekami
lielu robezu, tad ievérojami samazinas iteraciju skaits. SazaroSanas un robezu metodes
algoritma p-ta iteracija jaizpilda 4 soli. Katras iteracijas sakuma zinams atrisinamo uzdevumu
saraksts un mérka funkcijas maksimalas vertibas apak3gja robeza f,,.

1) Ja saraksta nav neviena LPU, tad LPU veselos skait]os ir atrisinats. Mérka funkcijas
maksimala vertiba
max f = f,.
Optimalais plans ir tas plans (kas satur tikai veselus skaitlus) x*, kuram f(x*) = f,.
Pret€ja gadijuma jaizvelas viens no saraksta ietilpstoSiem LPU.
2) Atrisina izveleto LPU. Ja uzdevumam nav atrisindgjuma vai ta optimalajam planam x,,
mérka funkcijas vertiba
max f < f,,
tad nem
f; p+1 = fp
un izpilda 1. soli. Citadi jaizpilda 3. solis.
3) Japlans Xp satur tikai veselus skait]us, tad nem
forr = F(x)
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un izpilda 1. soli. Citadi jaizpilda 4. solis.

4) Izvelas optimala plana x, jebkuru dalveida koordinatu, piemeram, koordinatu x.
Nosaka tas veselo dalu [xy,] un sastada divus jaunus LPU, kurus ietver saraksta.
Jaunie uzdevumi no 1. soli izveléta uzdevuma atSkiras tikai ar nezinama x
pielaujamo vertibu robezam. Viena uzdevuma x;, pielaujamo vértibu apaksgja robeza
aizvietota ar [xy,] + 1, bet otrda uzdevuma x; pielaujamo vertibu augseja robeza

aizvietota ar [xy,]. Nem f,, 41 = f, unizpilda 1. soli.
Piemeérs 3.2.1.

Atrisinat linearas programmesanas uzdevumu veselos skaitlos, izmantojot sazaroSanas un

robezu metodi
f(x;x3) = 16x7 + 12x, —> max

10x; + 7x, < 40,
X1 +x, <5,
X%, 20,
Xq1; X, € Z.

Ta ka dota uzdevuma mérka funkcijai ir divas koordinatas, iesp&jami divi risinasanas veidi —
simpleksa metode un uzdevuma geometriska interpretacija. Uzdevums dots normalforma,
tapeéc tam ir plans, kas sastdv no veseliem skaitliem x = (0;0)T un f; = f(x) = 0. Risinamo

uzdevumu saraksta ir 1. uzdevums.

1. uzdevums

f(xy; %) = 16x; + 12x, = max

10x; + 7x, < 40,
X1+ Xy < 5,
X1 x, = 0.

1. iteracija.

1. solis. Saraksta ir tikai viens uzdevums — 1. uzdevums.

2. solis. Atrisina 1. uzdevumu grafiski (3.1. attéls) un, izmantojot simpleksa metodi.
Simpleksa tabulas elementus atrod, izmantojot taisnstira likuma formulu (1.11). Izmanto

LPU kanonisko formu.
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Simpleksa tabula T°

3.1. tabula

T° X1 ) X3 Xy x)
X3 10 7 1 0 40
X4 1 1 0 1 5
f —16 —-12 0 0 0
x(T% = (0;0)7; f(x°) =0
3.2. tabula
Simpleksa tabula T!
T1 X1 X2 X3 X4 xll,
X1 1 l l 0 4
10 10
3 1
X4 0 = —— 1 1
10 10
8 6
0 == 1— 0 64
! 10 10
x(TH =407 f(x') = 64
3.3. tabula
Simpleksa tabula T?
T2 X1 X2 X3 X4
1 1
X 1 0 —_ -
! 3 3
X 0 1 ! 3 !
2 3 3
1 2
0 0 1= 2=
! 3 3
. _ (12 3 1)
X1 = (xi;x2) = 393

2
fx1) = 663>f1=0
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| 10x:+Tx:=40
N
x*(LPTL) =(5/3;:10/3)

—

3.1l.att. 1.uzdevuma grafiska atrisinasana
Ta ka plans x; nesatur veselus skaitlus, seko 4. solis.
4. solis. Optimalajam planam ir divas da]veida koordinatas — 1% un 3 § Izvélamies koordinatu
Xy = 12. Tad [x;] = 1 un [x;] + 1 = 2. Izmainot 1. uzdevuma nezinama x,; vértibu robezas,

ieglst divus jaunus uzdevumus: 2. uzdevuma x; vertibu augs€ja robeza ir [x;] = 1, bet 3.
uzdevuma x; vertibu apaksgja robeza ir [x;] + 1 = 2. Tatad jaatrisina 2. uzdevums un 3.
uzdevums.

Merka funkcijas maksimalas vertibas apaksgja robeza f, = f; = 0.

2.iteracija.

1. solis. No risinamo uzdevumu saraksta izvélas 2. uzdevumu.

2. solis. Atrisina 2. uzdevumu grafiski (3.2. att€ls) un, izmantojot simpleksa metodi.
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2. uzdevums

f(x; %) = 16x1 + 12x, — max

10x; + 7x, < 40,

X1+ x; < 5,
X1 < 1,
X1 Xy = 0.
3.4. tabula
Simpleksa tabula T°
T° X1 ) X3 Xy X5 xp
X3 10 7 1 0 0 40
X4 1 1 0 1 0 5
Xz 1 0 0 0 1 1
f —16 —12 0 0 0 0
x(T% = (0;0)7; f(x°) =0
3.5. tabula
Simpleksa tabula T1
T? X1 X2 X3 Xy X5 xp
X3 0 7 1 0 —10 30
X4 0 1 0 1 —1 4
x4 1 0 0 0 1 1
f 0 —12 0 0 16 16
x(TH = (1,07 f(x}) =16
3.6. tabula
Simpleksa tabula T?
T? X1 X2 X3 Xy X5 x2
X3 0 0 1 —7 —3 2
Xy 0 1 0 1 -1
) 1 0 0 0 1
f 0 0 0 12 4




x; = (x1; x2) = (1; 4)
f(xz) = 64>f,=0

Optimalais plans x; sastav no veseliem skaitliem. Tad, péc 3. sola, f3 = f(x3) = 64. Seko

nakosa iteracija.

3.iteracija.

1. solis. Saraksta ir 3. uzdevums.

2. solis. Atrisina 3. uzdevumu grafiski (3.2. att€ls) un, izmantojot simpleksa metodi.

3. uzdevums
f(x;x3) = 16x1 + 12x, — max
10x; + 7x, < 40,
X1+ Xy < 5,
X =2,
Xq; X5 = 0.
3.7. tabula

Simpleksa tabula T°
T X1 X2 X3 X4 X5 xg
X3 10 7 1 0 0 40
Xy 1 1 0 1 0 5
X5 -1 0 0 0 1 -2
f —16 —-12 0 0 0 0

x(T% = (0;0)7; f(x*) =0
3.8. tabula

Simpleksa tabula T1
T! X1 X, X3 Xy X5 xi
X3 0 7 1 0 10 20
Xy 0 1 0 1 1 3
X1 1 0 0 0 -1 2
f 0 —-12 0 0 -16 32

x(TY) = (2,0)7; f(x') =32
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3.9. tabula
Simpleksa tabula T?

T? X1 X3 X3 X4 X5 x%
1 3
X 0 1 — 0 1=
2 7 7
1 3
X4 0 0 —_— 1 -
x4 1 0 0 0 —1

5

0 0 1= 0 1=
f 7 7

6
X3 = (X1;X2) = (2; 27)

. 2
f(x3) = 665

il x=1 x=2

3
2057

T -y

1 =t

P X1

3.2.att. 2. un 3. uzdevuma grafiska atrisina$ana

Ta ka plans x3 nesatur tikai veselus skaitlus, seko 4. solis.
4. solis. Optimalajam planam x3 ir dalveida koordinata — x, = 2 g. Tad [x,] =2 un [x,] +

1 = 3. Izmainot 3. uzdevuma nezinama x, vértibu robezas, ieglst divus jaunus uzdevumus: 4.
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uzdevuma x, vertibu augsgja robeza ir [x,] = 2, bet 5. uzdevuma x, vértibu apaksgja robeza

ir [x,] + 1 = 3. Tatad jaatrisina 4. uzdevums un 5. uzdevums.

4.iteracija.

1. solis. No atrisinamo uzdevumu saraksta, kura ir 4. un 5. uzdevums, izvélas 4. uzdevumu.
4. uzdevums
flxy;x) = 16x; + 12x, - max

(1Ox1 + 7x, < 40,
X1 + Xy < 5,
4 X, =2,

L x, <2,
Xq; X5 = 0.

2. solis. Lietojot simpleksa metodi, iegiist atrisinajumu:

xy = (x1; x2) = (2%; 2),

f(x) = 65,6.

Ta ka plans x, nesatur tikai veselus skaitlus, seko 4. solis.

4. solis. Optimalajam planam x; ir dalveida koordinata — x; = 21%. Tad [x;] =2 un [x;] +
1 = 3. Izmainot 4. uzdevuma nezinama x; vértibu robezas, ieglist divus jaunus uzdevumus: 6.
uzdevuma x; veértibu augs¢ja robeza ir [x;] = 2, bet 7. uzdevuma x, vértibu apaksgja robeza
ir [x1] + 1 = 3. Tatad jaatrisina 6. uzdevums un 7. uzdevums. Atrisinamo uzdevumu saraksta

ir 5., 6. un 7. uzdevumes.

5. iteracija.

1. solis. Izvélas 5. uzdevumu.
5. uzdevums
f(xy; %) = 16x; + 12x, = max

10x; + 7x, < 40,
X1 +x, <5,
X, =2,

X, =3,
X1;%2 = 0.
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2. solis. Lietojot simpleksa metodi, konstatg, ka 5. uzdevumam nav atrisinajuma. Tapéc fy =

fs. Seko nakosa iteracija. Grafiski 4. un 5. uzdevums izskatas $adi (3.3. attéls).

f x=2
x*(LPU:) = (7}
L/
M x=3
(26/10;2)
r}‘-—lz
xrtx=5
|
X1
5 6 7

3.3.att. 4. un 5. uzdevuma grafiska atrisinasana
6. iteracija.
1. solis. No atrisinamo uzdevumu saraksta, kura ir 6. un 7. uzdevums, izvélas 6. uzdevumu.
6. uzdevums
f(x;x) = 16x; + 12x, » max
(10x; + 7x, < 40,
X1+ Xy < 5,
Xy <2,
| x, <2,
k X%, = 0.
2. solis. Lietojot simpleksa metodi, iegiist atrisinajumu:

Xg = (x1; x2) = (2; 2),

f(xg) = 56.

3. solis. Ta ka plans x¢ satur tikai veselus skaitlus, f; = f(xg) un seko nakosa iteracija.
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7. iteracija.

1. solis. No atrisinamo uzdevumu saraksta izvélas 7. uzdevumu.

7. uzdevums

flxy;x) = 16x; + 12x, - max

(10x1 + 7x, < 40,
Xy +x, <5,
Xy < 2,

X, =3,

Xq; X5 = 0.

2. solis. Lietojot simpleksa metodi, iegiist atrisinajumu:
. 3
x7 = (x1;%2) = (3; 1;),

f(x%) = 65,14.

Grafiski 6. un 7. uzdevums izskatas $adi (3.4. attels).

X
& =2 x=3
i k.

x*(LPUs) = (2:2), f= 56

2 i i ! I X
16+ x*(LPU-) = (3;10/7)
1] === } xtx=5

™ |

j 111

[ | | X1
0 1 +2 3 b 5 a 7

3.4.att. 6. un 7. uzdevuma grafiska atrisina$ana
Ta ka plans x5 nesatur tikai veselus skaitlus, seko 4. solis.
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4. solis. Optimalajam planam x; ir dalveida koordinata — x, = 1;. Tad [x,] =1 un [x,] +
1 = 2. Izmainot 7. uzdevuma nezinama x, vértibu robezas, iegiist divus jaunus uzdevumus: 8.
uzdevuma x,; vértibu augsgja robeza ir [x,] = 1, bet 9. uzdevuma x, vertibu apaksgja robeza
ir [x,] + 1 = 2. Tatad jaatrisina 8. uzdevums un 9. uzdevums. Atrisinamo uzdevumu saraksta

ir 8. un 9. uzdevums.

8. iteracija.

1. solis. No atrisinamo uzdevumu saraksta izvélas 8. uzdevumu.
8. uzdevums
f(x;x) = 16x; + 12x, = max
(10x; + 7x, < 40,
X1 + Xy < 5,
Xy = 3,
I Xy < 1,

k X1; Xy = 0.

2. solis. Lietojot simpleksa metodi, iegiist atrisinajumu:

xg = (x1; x2) = (313—0; 1),

f(xg) = 64,8.

Ta ka plans xg nesatur tikai veselus skait]us, seko 4. solis.

4. solis. Optimalajam planam xg ir dalveida koordinata — x; = 3110. Tad [x;] =3 un [x] +
1 = 4. Izmainot 8. uzdevuma nezinama x, vértibu robezas, iegiist divus jaunus uzdevumus:
10. uzdevuma x, vertibu augsgja robeza ir [x;] = 3, bet 11. uzdevuma x, vértibu apaksgja

robeza ir [x;]+ 1 =4. Tatad jaatrisina 10. uzdevums un 11. uzdevums. Atrisinamo

uzdevumu saraksta ir 9., 10. un 11. uzdevums.

9. iteracija.

1. solis. No atrisinamo uzdevumu saraksta, kura ir 9., 10. un 11. uzdevums, izvélas 9.

uzdevumu.
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9. uzdevums
f(x; %) = 16x1 + 12x, — max
(10x; + 7x, < 40,
X1 + Xy < 5,
X1 > 3,
I Xy = 2,

k Xq; Xy = 0.

2. solis. Lietojot simpleksa metodi, konstatg, ka 9. uzdevumam nav atrisinajuma. Tapéc fio =

f9. Seko nakosa iteracija.

10. iteracija.

1. solis. No atrisinamo uzdevumu saraksta, kura ir 10. un 11. uzdevums, izvélas 10.

uzdevumu.
10. uzdevums
f(x;x) = 16x; + 12x, = max

(10x; + 7x, < 40,
X1 + x5 <5,
x; <1,
L X1 < 3,
Xq1; %2 = 0.
2. solis. Lietojot simpleksa metodi, iegiist atrisinajumus:

X10 = (x15 x2) = (3; 1),

f(x10) = 60.

Grafiski 8., 9. un 10. uzdevums izskatas $adi (3.5. attéls).
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il xi=3
x*(LPUs) = {Z}
D=0
91yt
3 x*(LPUs) = (33/10;1)
x*(LPUw) =(3:1). f=060
2L ] ' Fo=2
1 = L v=1
D S
B X1
EREREPIAN
0 1 2 3 4¢¥ 5% ¢ 7

3.5.att. 8., 9. un 10. uzdevuma grafiska atrisinasana

3. solis. Ta ka plans x, satur tikai veselus skaitlus, f;; = f(xj,) un seko nakosa iteracija.
11. iteracija.

1. solis. Uzdevumu saraksta ir tikai 11. uzdevums.

11. uzdevums

f(xy;x) = 16x; + 12x, = max

X1 +x2 < 5,

x, <1,

| x, =4,
Xq1; %2 = 0.

!109(1 + 7x, < 40,

2. solis. Lietojot simpleksa metodi, iegiist atrisinajumus:
x31 = (X35 x2) = (4 0),
f(x11) = 64.

Grafiski 11. uzdevums izskatas $adi (3.6. attéls).
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=4

» i

}:ru“ I x*(LPUwn) = (4;0). fjlﬁz-ll
TN

3.6.att. 11.uzdevuma grafiska atrisinasana
3. solis. Ta ka plans x;, satur tikai veselus skaitlus, f;, = f(x1;) = 68 un seko nakosa
iteracija.
12. iteracija.

1. solis. Linearas programmeéSanas uzdevumu saraksta nav neviena uzdevuma. Dotajam

diskrétas programmésanas uzdevumam ir divi atrisinajumi:
x*=(1; )T, max f = 64

un

x* = (4; 0)T; max f = 64.

Diskrétas programméesanas uzdevuma optimalais plans x* ir 2. iteracija atrastais 2. uzdevuma
optimalais plans un 11. iteracija atrastais 11. uzdevuma optimalais plans, jo fi, = f(x7;) =
fz = f(x3) = 64. Abiem uzdevumiem ir vienada mérka funkcijas vértiba.

Aplikojama uzdevuma rezultatus iesp&jams paradit ar $adu sheému (3.7. att€ls), ko sauc

par uzskaitijuma koku (angliski ,,enumeration tree”). [6]
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LPUy x=1.687, x7=3.33

At=66.67
/ \
=l X2
LPU;z: x=1. x4 LPUs: =2, x=2 80
Flx®)=o4 Jx* =66 29
/
X252 X3
LPUy x=2.6, 272 LPU; : sistémanav saderiga
AxtI=65 6
/ \
%2 10zl
LPUs x=2, 72 LPUs x=3, =143
Ax*)=56 A=65.14
/
Xzl Xz=2
LPUs: =33, x71 LPUy: sistEmanav saderiga
Axt)=64.8
3 WL
LPUyy =3, x71 LPUy: x=4, x=0
el Afix®l=od

3.7.att. LPU sazaro$anas un robeZu metodes uzskaitijuma koks
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4. GOMORI METODE

Gomori (R. E. Gomory) metode ([4]) ir LPU veselos skaitlos risinasanas metode, kuru
lietojot pec galiga skaita iteracijam atrod optimalo planu vai parliecinas, ka uzdevumam nav
atrisinajuma.

Pienemsim, ka dots linearas programmgésanas uzdevums veselos skait]los

f= 2?:1 cjxj = max 4.1)

j=1
Xj > O, (**)
xj€Z,j=1..,n, (xx)

4( Napg=bi=tiim )
't

kura planu kopu apzimé ar D. Vispirms atrisina linearas programmeésanas uzdevumu bez
nosacijuma par veseliem skaitliem (***). Ja atrastais optimalais plans x apmierina veselo
skaitlu nosacijumu, tad LPU veselos skaitlos ir atrisinats, bet, ja planam x kaut viena
koordinata ir dalskaitlis, tad sastada papildnosacijumu, kuru pievieno uzdevuma (4.1) ar
nosacijumiem (*) un (**) nosacfjumu sist€mai. Planu kopu, kas atbilst jauna uzdevuma
nosacijumu sist€émai, apzimé ar D;. Jauno uzdevumu izdevigak risinat, lietojot dualo
simpleksa metodi. Ja jauna uzdevuma plans x; satur tikai veselus skaitlus, tad dotais
uzdevums ir atrisinats. Pret&ja gadijuma sastada nakoSo papildnosacijumu, kas no kopas D,
atdala apaksSkopu, kura nesatur planus veselos skaitlos. RisinaSanas process turpinas, kameér
kada iteracija atrod optimalo planu, kas satur tikai veselus skaitlus, vai parliecinas, ka

uzdevumam nav atrisinajuma.

4.1. Papildnosacijuma sastadiSana

Pienemsim, ka planam
x = (X1; %2} e X 0; o3 O)T

vismaz viena koordinata, piem&ram, xj, ir dalskaitlis. No simpleksa tabulas, kura atbilst

planam x, var uzrakstit nosacijumu sist€ému (*) forma
Xi + Xiemi1 QijX = b . 4.2)

Saskana ar apzimé&jumiem, kas ievesti vienadibas (4.2), optimala plana koordinatas x; = b;,
pie tam by, ir dalskaitlis. Ja LPU veselos skaitlos (2.25) ar nosacijumiem (*), (**) un (***)
41



eksisteé optimals plans, tad katrs plans veselos skaitlos apmierina parveidoto nosacijumu

sist€ému (4.2) un $Ts sist€émas k-to vienadibu
X + Ximme1 QX = by . (4.3)

Izmantojot definicijas par skaitla a veselo dalu [a] un dalveida dalu {a}, vienadibu (4.3) var

parveidot sadi:

X + Xiemea ([ak;] + {ag;3) x; = [bi] + {bi} (4.4)
jeb

X + Liemealar)x = (bl = (b} = Xiomalai;}x; - (4.5)

Ta ka (4.5) kreisa puse katram planam veselos skaitlos ir vesels skaitlis, tad arT labas puses

vertibai jabiit veselam skaitlim, ko apzimé ar [a;]. Tad
{br} — 27=m+1{a;cj}xj = [ax] -

Parliecinas, ka [a,] < 0. Pienemot pret&jo, t.i., ka [a,] = 1, no (4.4) iegist nevienadibu
{bi} = Xjemer{agdx; 2 1

jeb
{bi} =2 Xicmalagdx; +1. (4.6)

Taka 0 < {ay;} < 1, tad no (4.6) izriet, ka {a;;} = 1, kas ir pretruna ar definiciju par skait]a
a da]veida da]u. Tatad piepémums, ka [a,] = 1, ir nepareizs un var apgalvot, ka [a;] < 0.

Rezultata no (4.4) ieglist nevienadibu
{bi} = Xiemafar} < 0. (4.7)

Nevienadiba (4.7) ir papildu nosacijums, kas japievieno sisteémai (*) — (**). Atbilstosi
nevienadibai (4.7) no planu kopas D atdala apakSkopu, kura nesatur planus veselos skaitlos.
Jauna planu kopa D, nesatur optimalo planu x. Plans x neapmierina papildu nosacijumu (4.7),
tapéc ka atbilstosa nevienadiba {b;} < 0 ir pretruna ar doto, jo péc dota {b;} ir dalskaitla by,
dalveida dala, t. i., 0 < {b;} < 1.

Ievietojot nenegativu palignezinamo x,,1 = 0, (4.7) parveido par $adu vienadibu:

42



—{bx} = — Z;’lzm+1{a;cj} + Xn41 - (4.8)

Talaka uzdevuma risinasanas procesa vienadiba (4.8) japievieno nosacijumu sistémai (*) —

(**) un jaatrod optimalais plans $adam uzdevumam:

n
f= z CjXj > max
j=1

n
al-jxj = bi )
j=1

n
= > ey + xaan = — (0

j=m+1
\ xi=20;j=1.;n+1

Izmantojot dualo simpleksa metodi, atrod jauna uzdevuma optimalo planu x;. Uzdevuma
risinaSana apskatitaja veida turpinas, kamér atrod optimalo planu X*, vai parliecinas, ka
uzdevumam nav atrisinajuma.
Piemérs 4.1. Atrisinat linearas programmésanas uzdevumu veselos skaitlos:
f = 3x; + 2x, » max
2x1 + Xy < 8,
X, +4x, <6,
X%, 20,

X1; X2 € 7.

Uzdevums dots normalforma. Tatad nepiecieSams pariet uz kanonisko formu. Papildus
pievieno nezinamos x5 UN x,:
f = 3x; + 2x, - max
le + Xo + X3 = 8
X1 +4x,+ x4, =6

X1} ;X4 EZ

Uzdevumu atrisina bez nosacijuma par atrisinajumu veselos skait]os ar simpleksa metodi.
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4.1. tabula

Simpleksa tabula T°

T X1 X X3 X4 xp
X3 2 1 1 0 8
X4 1 4 0 1 6
f —3 —2 0 0 0

x(T%) = (0;0)7; f(x") =0

4.2. tabula
Simpleksa tabula T!

T! X1 X X3 X4 xp
X1 1 1 1 0 4
2 2
Xy 0 7 1 1 2

2 2
f 0 1 3 0 12
2 2
X(TY) = (40)7; f(x°) = 12
4.3. tabula
Simpleksa tabula T?
TO X1 X2 X3 X4 xlz)
4 1 26
x4 1 0 i = 2
7 7 7
1 2 4
X2 0 1 - = - —
7 7 7
10 1 86
f 0 0 — - 2
7 7 7
26 4\" 86
= (5 o -
(1) = (552) 5 FaD ==

T
No tabulas T2 atrod optimalo planu x = (276;3;0; 0) . Ta ka plans x neapmierina veselo

skaitlu nosacfjumu, tad jasastada papildnosacijums vienai no koordinatam. Izvélamies pirmo
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koordinatu x; = ? =3 g, tas dalveida dala: {x;} = 5/7. Papildu nosacijuma sastadiSanai nem

1. vienadojumu, kas tabula T? ierakstits forma
26 4 1

7= X1 +7x3 —7x4.

Nosakot vienadojuma koeficientu un briva locekla dalveida dalu, saskana ar nevienadibu (4.7)
iegiist papildnosacijumu:

5 4 6
;— (;X3 +;X4> <0.

Ievedot palignezinamo xg > 0:

4 6
—;——;X3—;X4+X5. (4.9)

Sastada paliguzdevumu, kas redzams 2.14 tabula.

4.4, tabula
Simpleksa tabula T°
T° X1 Xy X3 X4 Xs x)
X1 1 0 f _l 0 é
7 7
Xo 0 1 _l E 0 f
7 7 7
X 0 0 4 6 1 _3
7 7
f 0 0 10 1 0 86
7 7
(TO) — (26.4.0.0. S)T. ( 0) — 86
X 7 ) 7; ] 7 ) f X - 7

Risinasana lieto dualo simpleksa metodi un iegiist 4.5. tabulu.
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4.5. tahula

Simpleksa tabula T1

T! X1 Xy X3 Xy X5 X3
2 1 2
X 1 0 ‘ 0 _1 23
3 6 6
1 1 1
X 0 1 = 0 - -
3 3 3
2 7 5
X4 0 0 — 1 _ -
3 6 6
4 1 73
f 0 0 il 0 Z 2
3 6 6

231 5 ' 86
(M) = (255:0:2;0) 5 760 ==

23 1

. 5 \T . ) _ e
Optimalais plans x; = (?; 3 O;g; 0) neapmierina veselo skaitlu nosactjumu. Tad jasastada

nakosais papildnosacijums attieciba uz to pasu pirmo koordinatu: no izteiksmes

23 2 1
T T Mt3N T
rodas jauna rinda
5 2 5
—g——§X3—gx5+x6. (4.10)

Sastada jaunu paliguzdevumu, kas redzams 4.6. tabula.

Risinasana lieto dualo simpleksa metodi, rezultats redzams 4.7. tabula.
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4.6. tabula

Simpleksa tabula T2

T? X, Xy X3 Xy X5 Xe x2
2 1 23
X1 1 0 — 0 _— 0 —
3 6
1 1 11
X 0 1 _Z 0 = 0 =
3 3 21
2 7 5
X4 0 0 — 1 —_— 0 —
3 6 6
2
X6 0 0 —_— 0 _E 1 _E
3 6 6
4 1 73
f 0 0 = 0 - 0 2
3 6 6
23 11 5 5\" 86
T? =(—;—; =3 ;——) ; f(x0) =
I =i 05075 /&) =73
4.7. tabula
Simpleksa tabula T3
T3 X1 X, X3 X4 Xs X b
4 1
X1 1 0 - 0 0 ——
5 5
3 2
X2 0 1 —_— 0 0 -
5 5
8 7
X4 0 0 - 1 0 -
5 5
4 6
Xs 0 0 = 0 1 _2
5 5
6
f 0 0 0 = 0 0

x(T?) = (4;0;0;2;1;,0)7; f(x° =12

Optimalais plans x, = (4;0; 0; 2; 1; 0)T apmierina veselo skaitlu nosactjumu. Tad LPU
veselos skait]os optimalais plans ir

x*=(40;0;2)unmax f = 12.

Dotais sakotngjais uzdevums satur tikai divus mainigos, tapec ir iesp&jams risindgjuma gaitu

attelot art grafiski. 4.1. att€la redzams sakotn€jais uzdevums ar ta optimalo planu
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L (E.ﬂ)f

7°7
x:
'y
8
7
6
2x1+x:=8
5
4
(26/7:4/7)
3
2
an
1 ——II——:I:hﬂ-._
47 D [~ xrt+dx=>6
) *f-J ’ x
ERARARE=EREN
0 1 2 3 4 5 6 7 8

4.1.att. Sakotnéjais uzdevums

Uzdevuma optimalo planu var atrast, aprékinot vienadojumu sist€ému

{le + Xy = 8,
X1 + 4‘x2 = 6.

Reizinot sist€émas otro vienadojumu ar 2, iegiist sistému

{le + Xy = 8, (1)
le + 8x2 = 12 (2)

Atnemot iegiist

4

un

gt 42-16 26
1= 7= 7 7

)

. . _ (26 4 . o N R
Taisnes krustojas punkta (—';), kas ir arm uzdevuma optimalais atrisingjums. Ta ka

atrisinajums nesatur veselus skaitlus, uzdevumam jasastada papildnosacijums, kas tiek
pievienots uzdevuma simpleksa tabulai (skat. 4.4. tabulu). Papildnosacijums norada, cik liels
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daudzums tiks atSkelts no uzdevuma sakotné&jas planu kopas, tapéc to sauc ari par Gomori

Sk&luma nosactjumu.

No uzdevuma sist€mas kanoniskaja forma iegiist, ka
X3 =8—2x; — Xy
un
Xy =6—x1 —4x,,

bet no vienadibas (4.9) sakotngja uzdevuma formul&uma izsaka xs:

4 6 5 4 6 5

0Sx5=;X3 +7x4—§=;(8—2x1—x2)+7(6—x1—4x2)—7

32 8 4 36 6 24 5 63 14

T T Tyt AT Ty T T
—9—2x1—4x2

Tatad pirmo atSk€lumu veido nevienadiba
2x, +4x, <9

4.2. attela redzams uzdevums ar pirmo atsk&lumu.

X1
9
5
2x1+x=8
4
3
\9.—"4
2 e
1 LN T eas13)
A T / |
1 I
0 D xrt+dx=6
- T ! :-Il
230
0 1 2 3 74 5 7

4.2.att. Uzdevums ar pirmo atSkelumu

e, . _ 23
Ta ka iegttais plans x; = (z; §

)

X1 —

28

7

T
0; 2; 0) nesatur tikai veselus skaitlus (skat. 2.14 — 2.15

tabulu), nepiecieSams jauns Gomori §k&luma nosacijums. No vienadibas (4.10) izsaka xg:
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2 5 5 2 5 5
0 SX6 =§X3 +gx5 —g=§(8—2X1 —x2)+€(9—2x1 —4X2) —g
16 4 2 45 10 20 5
T3 3Tt T e M T e T
32 8 4 +45 10 20 5 72 18 24
"6 6 6776 616726 6 61 6
= 12 - 3X1 - 4x2.
Tatad otro atSkélumu veido nevienadiba
3% +4x, < 12
4.3. att€la redzams uzdevums ar abiem atSk€lumiem.

X2
&

5

2xitx=8
4
3&
‘12'9.-"4“\‘
2 = \"\
iz ]
1 T . W
P - xt4x=06
P ’x

x*(LPU) = (4;0), f = 12
0 2 3 4 7% \\?
Ix+tdx=12 Y+dx.=0

4.3.att. Uzdevums ar abiem atS§kéelumiem

4.2. Gomori metodes un sazaroSanas un robeZu metodes salidzinajums

Lai salidzinatu abas linearas programméSanas uzdevumu veselos skaitlos risinaSanas
metodes, tiks izmantots Pieméra 3.2.1 uzdevums.

Piemérs 4.2.

Atrisinat linearas programmeésanas uzdevumu veselos skaitlos, izmantojot Gomori metodi
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f(xy;x) = 16x; + 12x, - max

10x; + 7x, < 40,
X1 +x, <5,
X1; %3 = 0,
X1; X, € Z.

Sakotngja uzdevuma simpleksa tabulas jau sastaditas 3.2. nodala. Tika iegtti $adi rezultati (3.3.
tabula):

4.8.tabula

Beigu simpleksa tabula

T? X1 X3 X3 X4
X1 1 0 % _2%
X2 0 1 _% 3%
1 2
! ’ ’ '3 23

5_10)

= = (13
X1 = (X1, X2) = ; = 3, 3

3" 3

2
flx1) = 663> f1 =0

. i 5 10\ . : -
No tabulas T2 atrastais optimalais plans x = (; ; ?) neapmierina veselo skaitlu nosacijumu.

Tatad jasastada papildnosacijums vienai no koordinatam. Izv€lamies pirmo koordinatu x; =

5 2 . 2 . . I D
3= 1 3 (as dalveida dala: {x;} = . Papildu nosacijuma sastadiSanai nem 1. vienadojumu, kas

tabula T2 ierakstits forma
5 1 7

§=x1 +§X3 —§x4.

Nosakot vienadojuma koeficientu un briva locekla dalveida dalu, saskana ar nevienadibu (4.7)
ieglist papildnosacijumu:

2 1 2
§_ (§X3 +§x4> S O

Ievedot palignezinamo x5 > O:

2
—5 = T X TS X X (4.11)



Sastada paliguzdevumu, kas redzams 4.9. tabula.

4.9. tabula
Simpleksa tabula T°
T° X1 X, X3 Xy X5 b
X1 1 0 1 1 0 2
Z —2= 12
3 3 3
X2 0 1 1 1 0 1
3 3 3
X5 0 0 _l _E 1 _E
3 3 3
f 0 0 1 2 0 2
1= 2= =
3 3 66 3
5 10 2\" 2
T° =(—;—; ; ;——) ; f(x%) =66
x(T?) 3300 3 f(x?) 663
Risinasana lieto dualo simpleksa metodi un iegist 4.10. tabulu.
4.10. tabula
Simpleksa tabula T1
T! x4 X X3 X4 Xs b
2 1
x4 1 0 z 0 _Z
3 6
1 1
X, 0 1 _Z 0 -
3 3
1 1
X 0 0 — 1 -1=
* 2 2
f 0 0 0 0 4

x(T?) = (4;0;0;1;0)7; f(x°) = 64

Optimalais plans x; = (4; 0)7 apmierina veselo skaitJu nosactjumu. Tad LPU veselos skait]os
optimalais plans ir

x*=(@#0)unmax f = 64.

- . N - I . _ (5 10
Sakotngja uzdevuma atrisindjums paradits 3.1. attéla. Taisnes krustojas punkta (§ ; 1?),

kas ir arm1 uzdevuma optimalais atrisinajums. Lai atrastu atrisindgjumu veselos skaitlos,

uzdevumam jasastada Gomori Sk€luma nosacijums, izmantojot vienadibu (4.11).
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No uzdevuma sist€mas kanoniskaja forma iegtst, ka
x3 =40 —10x; — 7x,
un
Xy =5—x1 — Xy,

bet no vienadibas (4.11) sakotn&ja uzdevuma formuléjuma izsaka xs:

1 3 2 1 2 2
0 SX5 =§X3 +§x4—§=§(40—10x1 —7x2)+§(5—x1—x2)—§
_40 10 7 +10 2 2 2_48 12 9
T3 3Tzt TzNiT3NT3T T AT
= 16 - 4x1 - 3x2.
Tatad atSk&lumu veido nevienadiba
4x; + 3x, < 16. (4.12)

4.4. attela redzams uzdevums ar atSkelumu.

Ta ki optimalais plans x; = (4;0)7 apmierina veselo skaitlu nosacfjumu, nav
nepiecieSami jauni Gomori Sk€luma nosacijumi. Uzdevumam veikts tikai viens atSk&lums,
kuru nosaka nevienadiba (4.12).

Atrisinot Pieméra 3.2.1 uzdevumu ar sazaroSanas un robezu metodi, tika noskaidrots, ka

tam ir divi atrisinajumi:
x*=(1; T, max f = 64

un

x* = (4 0)T; max f = 64.

Ar Gomori metodi var atrast tikai vienu atrisinajumu. Grafiski 4.4. attela var ieraudzit

ar1 otru atrisinajumu.
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13

ll]I1I-I-?I11=-I5Il]

4 L x*(LPL) = (1:4), f= 64

3 e

2 ' gl 5

1 dxrt3x:=16
L™ ||
¥ (LPU) = (4;0), f= 64

i ' —t et X1
| R
0 4RN5R6 T

4.4 att. Uzdevums ar atSkéelumu

Saja situacija, lai atrisinatu uzdevumu ar sazaro$anas un robezu metodi, bija
nepiecieSami 11 dazadi linearas programmésanas uzdevumi. Bet, lietojot Gomori metodi, bija
nepiecieSams tikai viens atSk€lums, lai atrisinatu doto uzdevumu. Tatad Gomori metode $aja

situacija darbojas ievérojami atrak.
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5. BINARI DISKRETAS PROGRAMMESANAS UZDEVUMI (BDPU)

Praks€ biezi notiek situacijas, kad atri japienem svarigi [@émumi (galvenokart, pozitiva vai
negativa atbilde, pieméram, “ja” vai “n€”). Ka pieméru var minét situacijas:

o sakt (vai nesakt) jaunas ripnicas celtniecibu;

e uzsakt (vai neuzsakt) reklamas kampanu;

e izstradat (vai neizstradat) kadu jaunu produktu;

o Uutt..
Sadas izvéles var aprakstit vienkarsi, piepemot, ka x; = 1, ja uzsak j-to darbibu, un x; = 0
cita gadijuma. Mainigos, kuri var but 0 un 1, sauc par binariem, bivalentiem vai 0 — 1-
mainigajiem.

Par binaru diskrétds programméSanas uzdevumu sauc linearas programmeésanas

uzdevumu veselos skaitlos, kura plans satur tikai koordinatas O un 1. Tiek aplukota

minimizacijas probléma.

f =cix1 + cxp +...+ cpxy, & min

(( Q11X + appxy + ...+ agpxy, = by,
| Ay1X1 + AypXy + ...+ aypXxy = by,
| an1x1 + anaxy + ...+ Qnxy = by,

xj=0vaixj=1;j=1;2;...;n.

Sadu problému risinasanai izmanto Balasa algoritmu ([3]), kas péc biitibas ir sazaro$anas un
robeZzu algoritma specialgadijums. Algoritms nosaukts ungaru matematika Egona Balasa
(Egon Balas’, 1922.) varda. Ta ka dota minimizacijas probléma, uzdevuma mérkis ir atrast

mazako funkcijas f vértibu.

Piemeérs 2.3.
Atrisinat uzdevumu:

f =3x; + 5x, + 6x3 + 9x4 + 10x5 + 10x5 = min

—5x; —3x, + x5+ 3x, — 2% + X = -2, (2)
5x1 — x5 + 4x3 — 2x, + 2X5 — X = 3, 3)
Xj, j=1,2;..;6,

I—le + 6x, —3x3 + 4x4 + x5 — 2x¢ =2, (1)
|
k xi=0vaix; =1, j=1,2;..;6.
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Japiebilst, ka uzdevuma mainigie jau uzdoti pareiza seciba. lesp&jami ir 26 = 64 §1
uzdevuma atrisinajumi, bet ir sagaidams, ka Balasa algoritms dos p&c iesp&jas mazak pilnu un
dal&ju atrisinajumu. Uzdevuma risinaSanas gaitu var paradit, izmantojot uzskaitijuma koku,
lidzigi ka sazaroSanas un robezu metodes gadijuma. AtSkiriba no sazaroSanas un robezu
metodes Seit tiek aplukots tikai viens uzdevums un nav nepieciesams lietot simpleksa metodi.
Algoritms veic parlasi, piepemot, ka uzdevuma plana mainigie ir 0 vai 1. Tatad pienem, ka

dota uzdevuma plans

_ . . . . . T
X" = (X1; X2; X35 X4; X5 Xe)

satur tikai skaitlus 0 vai 1. Uzdevuma uzskaitijuma koks sakas ar iztekas punktu (redzams 5.1.

attela), kur tiek pienemts, ka uzdevuma plans ir
x; = (0;0;0;0;0;0)T

levietojot x;,j = 1;...;6 vieta atbilstoSos skaitlus, parbauda nosactjumu (1), (2) un (3)

pareizibu. No nosacijuma (1) iegtst
—2x0+6*x0—-3%x0+4x0+0—-2%x0=2.

Nevienadiba (1) nav patiesa, jo 0 £ 2 (0 nav lielaks par 2 vai vienads ar 2). No nosacijuma

(2) iegust
—-5*x0—-3*x0+0+3+x0—-2x0+0=>-2.
Nevienadiba (2) ir patiesa, jo 0 = —2. No nosacijuma (3) ieglst
5¥0-04+4*x0—-2%0+2+x0—-02=>3.
Nevienadiba (3) nav patiesa, jo 0 £ 3. Uzdevuma mérka funkcija
f=3*x0+5x0+6*x0+9%x0+10+x0+10+0=0.

Saja situacija iztekas punkts nav uzdevuma atrisinajums, jo neizpildas nosacijumi (1) un (3).
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0

Iztekas
punkts

Nav atrisindjuma
pie nosac. 1;3

5.1.att. Iztekas punkts
Ta ka iztekas punkts nav atrisinajums, tad apliiko citas situacijas. Veic atzarojumu pie
mainiga x; (atzimé&ts sarkana krasa), jo tam ir vismazakais mérka funkcijas koeficients. Tatad

no iztekas punkta atzarojas divas jaunas situacijas ar uzdevuma planiem:
x5 =(0;1;0;0;0;0)T (1%
un
x5 = (1;0;0;0;0; 0)T .

Vispirms vienm@r tiek apliikota situacija, kad x = 0. Situacija (1) pienem, ka mainigais x; =
0. Parbaudot nosacijumu (1) — (3) pareizibu, konstaté, ka x; nav uzdevuma atrisinajums, jo
neizpildas nosacijumi (2) un (3), Seit f = 5. Talak apliiko situaciju (1), kur mainigais x; =
1. Konstatg, ka x; nav uzdevuma atrisinajums, jo neizpildas nosacijumi (1) un (2), seit f = 3.

Pirma atzaroSanas redzama 5.2. attéla.

x[1]

Nav atr. ple nosac. 2;3

MNav atrisindjuma
pie nosac. 1;3

Nav atr. pie nosac. 1;2

5.2. att. Pirma atzaroSanas

Tagad uzdevumam ir divas situacijas, kuram javeic jauns atzarojums, jo uzdevumam

kads no nosacijumiem neizpildas. Otrajam atzarojumam izv€las situaciju ar mazako mérka
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funkcijas vertibu, jo tiek aplikota minimizacijas probléma. Ta ka 3 < 5, izvélas situaciju

(1™). Atzarojas situacijas ar planiem:

x; = (1,0;1;,0;0;00" (29
un

x:e = (1;1;0;0;0;0)T  (2").

Soreiz atzarojums veikts mainigajam x, (atziméts sarkana krasa). Japiebilst, ka S3aja
atzarojuma mainigais x; = 1. Pienem, ka situacija (2") x, = 0. Konstate, ka uzdevumam
neizpildas nosacijumi (1) un (2). Mérka funkcija f = 9. Apliiko situaciju (2°) un piepem, ka

x, = 1. No nosacijuma (1) iegust
—2x1+6*%1—-3%x0+4x0+0—-2x0=2.
Taka 4 = 2, nosactjums (1) izpildas. No nosacijuma (2) iegiist
—5%1—-3%1+0+3*x0—-2x0+02>-2.
Ta ka izteiksme —8 > —2 nav pareiza, nosacijums (2) neizpildas. No nosacijuma (3) iegtst
5¥1—-14+4%0—-2+x0+2+x0—-02=>3
Taka 4 = 3, nosacijums (3) izpildas. Mérka funkcija
f=3*x1+5x1+6+x0+9+x0+10%0+10x0=3+5=8.

Konstaté ka x: nav uzdevuma atrisinajums, jo neizpildas nosacijums (2). Lai atrastu tadu
rezultatu, kas butu lielaks vai vienads ar -2, nevienadibas (2) kreisa puse péc iespgjas
japalielina. Sakotng&ji pienemts, ka mainigie x; Un x, ir vieninieki, bet pargjie — nulles. Tiks
mainiti paréjie mainigie (x3; X4; Xs5; X¢), lai palielinatu nevienadibas (2) kreisas puses veértibu.
Pienemsim, ka visi uzdevuma mainigie ar pozitivu koeficientu ir vienadi ar 1, bet mainigie ar

negativu koeficientu ir vienadi ar 0, tad iegiist

—5%x1-3*%1+1+4+3%x1-2%x0+1>-2

Ta ka izteiksme —3 > —2 nav pareiza, nav izdevies iegiit tadu rezultatu, kas apmierinatu
nevienadibas (2) labo pusi. Konstatgé, ka neviens jauns atzarojums $ai situacijai nedos derigu
uzdevuma atrisinajumu. Tatad $aja gadijuma uzdevumam nav atrisindgjuma, un situacijai

atbilstosais punkts tiek svitrots. Otra atzaro$anas redzama 5.3. attéla.
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x[1] x[2]

Nav atr. pie nosac. 2;3

o
0
Nav atr. osac. 1;2

Nav iespéjams pie nosac. 2

Nav atrisindjuma
pie nosac. 1;3

Nav atr. pie nosac. 1;2

5.3. att. Otra atzaroSanas

Tagad uzdevumam ir viena situacija, kura javeic jauns atzarojums, jo uzdevumam Visi
nosacijumi neizpildas. No otrd atzarojuma situacijas (2) veic jaunu (tre$o) atzarojumu.

Atzarojas situacijas ar planiem

x; = (1;0;0;1;0;00T (39
un

x5 = (1;0;1;0;0; 0)T (3™).

Soreiz atzarojums veikts mainigajam x5. Japiebilst, ka $aja atzarojuma mainigais x; = 1 un
mainigais x, = 0. Pienem, ka situacija (3") x; = 0. Konstaté, ka uzdevuma visi nosactjumi
izpildas. Tas nozimé, ka situacija (3") dod pagaidu atrisinajumu x* = (1;0;0;1;0; 0)T ar
mérka funkcijas vertibu f = 12. Uzdevuma atrisinajums mainisies, ja tiks atrasts atrisinajums
ar mazaku mérka funkcijas vértibu. Talak apliiko situaciju (37). Plans x5 = (1;0; 1;0; 0; 0)T
tika izskatits jau otrd atzarojuma situdcija (2°), tas sakrit ar xj. Tika noskaidrots, ka
uzdevumam neizpildas nosacfjumi (1) un (2). Mérka funkcijas vértiba f = 9. Izp&tot
nosactjumus (1), lidzigi ka pie otra atzarojuma situacijas (2°) nosacijumiem (2), konstaté, ka
neviens jauns atzarojums situacijai (3") nedos derigu uzdevuma atrisindjumu. Tre$a

atzaroSanas redzama 5.4. attéla.
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x[1] x[2] x[3]

PaZreizgjais atrisindjums:
x=(1;0;0;1;0;0); f=12

Nav atr. pie nosac. 2;3

Nav atrisindjuma -
pie nosac. 1;3 Nav atr.

Nav atr. pie nosac. 132

Nav iesp&jams pie nosac. 2 — .
pel b Nav iespgjams pie nosac. 1

5.4.att. Tresa atzaroSanas
Atgriezas pie pirma atzarojuma situacijas (17). Tika noskaidrots, ka x; neapmierina
uzdevuma pie nosacijumus (2) un (3) un ta mérka funkcijas vértiba f = 5. No §is situacijas
veic atzarojumu mainigajam Xx,. Atzarojas situacijas ar planiem
xg = (0;0;1;0;0;0) (4%)
un
xs = (0;1;0;0;0;0)T (4™

Pienem, ka situacija (4") mainigais x, = 0. Konstatg, ka uzdevumam neizpildas nosacijums
(1). Mérka funkcijas vértiba f = 6. Apliiko situaciju (4~) un pienem, ka x, = 1. Konstatg, ka
uzdevumam neizpildas nosacijumi (2) un (3), bet ta mérka funkcijas vértiba f = 5. Ceturta
atzaroS$anas redzama 5.5. attéla.

x[1] x[2] x[3]

Nar atr, pie nosac, 233

3

Nav atrisindjumsa
ple nosac, 1;3
Nav atr, pie nosac, 1;2

Paireizdjais atrisinijums . . . -
x = {1:0:0:1:0:00 f=12 Nav iesp&jams pie nosae. 2 Nav iespéjams pie nosac. 1

5.5. att. Ceturta atzaroSanas
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Nakamajam (piektajam) atzarojumam izvélas situaciju ar mazako mérka funkcijas
vertibu. Taka 5 < 6, izvélas situaciju (4™). No §is situdcijas veic atzarojumu mainigajam x.

Atzarojas situacijas ar planiem

xio =(0;1;0;1;0;00T (5%
un

xi; =(0;1;1;0;0;00T  (5*).

Japiebilst, ka $aja atzarojuma mainigais x; = 0 un mainigais x, = 1. Piepem, ka situacija (5")
mainigais x; = 0. Konstaté, ka uzdevuma visi nosacijumi izpildas un ta mérka funkcijas
vértiba f = 14. Ta ka 14 > 12, xj, nav uzdevuma optimalais atrisinajums. Situacijai (5°)
atbilstosais punkts tiek svitrots. Pariet pie situacijas (5~ ). Konstaté, ka uzdevuma visi
nosacTjumi ir pareizi un mérka funkcijas vertiba ir 11. Taka 11 < 12, tas nozimé, ka situacija
(5™) dod jaunu pagaidu atrisinajumu x; = (0; 1;1; 0; 0; 0)7 ar mérka funkcijas vértibu f =

11. Ieprieksgjais atrisinajums tiek svitrots. Piekta atzaroSanas redzama 5.6. attela.

x[1] x[2] x[3]

Nav atr. pie nosac. 2;3
Nav atr. pie nosac. 2;3 o 12

Nar atrisindjuma

pie nosac. 1;3 Nav atr. pie mosac. 1;2

(D x
—~ Nav iespgjams pie nosac. 2 Nav iespgjams pie nosac. 1

x=(0:1:1:0;0:0); £=11

Nav atr. pie nosac. 1;2

Pasreizéjais atrisinijums:

5.6. att. Piekta atzaroSanas
Atgriezas pie ceturtd atzarojuma situacijas (4°) mainigajam x,. Tika noskaidrots, ka
uzdevumam neizpildas nosacijums (1) ,bet ta mérka funkcijas vértiba f = 6. No $is situacijas

veic atzarojumu mainigajam x3. Atzarojas situacijas ar planiem
xi, =(0;0;0;1;0;00T (6%

un
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x13 = (0;0;1;0; 0; 0)T (6™).

Pienem, ka situdcija (6") mainigais x; = 0. Konstaté, ka uzdevuam neizpildas nosacijums (3).
Merka funkcijas vértiba f = 9. Ta ka nav iesp&jami jauni atzarojumi, atrisinajumu meklé$ana
beidzas. Situacija (6") tiek svitrota. Pariet pie situacijas (6™). Situdcijai ir tads pats uzdevuma
plans ka ceturtd atzarojuma situacijai (4°). Tatad xj; sakrit ar x;. Tika noskaidrots, ka
uzdevumam nav atrisinajuma pie nosacijuma (1) un mérka funkcijas vértiba f = 6. Sesta

atzaroSanas redzama 5.7. attéla.

x[1] x[2] x[3]

()%

Nav iespgjams pie nosac. 3

6

1

Nav atrisinidjuma pie nosac. 1

Nav atrisindjuma
pie nosac. 1;3 } .

Nav atr. pie nosac. 1;2
PaSreizgjais atrisindjums:

B ]I.. I.. I:I I:I :ll I_ . Nav ies‘péjams FIi.E nosac, 2 May iegpéjamg Fi'e nosac. 1
=L uhu;1=11

5.7. att. Sesta atzarosanas
Ta ka citas uzdevuma situacijas ir izskatitas, sestd atzarojuma situacija (6°) ir vieniga atlikust
situacija, kurai var veikt jaunu atzarojumu, jo Seit kads no uzdevuma nosacijumiem

neizpildas. Veic jaunu (septito) atzarojumu, kura rodas divas jaunas situdcijas ar planiem
X1, = (0;0;1;0; 1,007 (79

un
x5 = (0;0;1;1;0;00T  (7*).

Soreiz atzarojums veikts mainigajam x,. Japiebilst, ka $aja atzarojuma mainigais x; = 0,
P— . - . . . _ e *. o — . -
mainigais x, = 0 un mainigais x; = 1. Pienem, ka situacija (7 ) mainigais x, = 0. Konstate,

ka uzdevumam visi nosacijumi izpildas. Merka funkcijas vértiba f = 16. Ta ka 16 > 11,
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situacijas (77) atrisindgjums nav uzdevuma optimalais atrisindjums. Situacija (77) tiek svitrota.
Apliko situaciju (77") un pienem, ka mainigais x, = 1. Konstate, ka uzdevumam visi
nosactjumi izpildas. Mérka funkcijas vértiba f =15. Ta ka 15 > 11, situacijas (7")
atrisinagjums nav uzdevuma optimalais atrisinajums. Situdcija (7°) tiek svitrota. Septita

atzaroSanas redzama 5.8. attéla.

x[1] x[2] x[3] x[4]

Uzdevama atrisinajums:

x=(0:1:1:0:0:;0), f=11

Nav atr. pie nosac. 2;3
Nav atr. pie nosac. 2;3 '] 12

3

Nar atrisindjuma

pie mosac. 1;3 Nav atr. pie nosac. 1;2

Sx

Nav iespéjams pie nosac. 2  Nav iespjams pie nosac. 1

Nav atr. pie nosac. 1;2

5.8.att. Septita atzaroSanas
Lidz ar to septitais atzarojums ir pedg€jais iesp&€jamais atzarojums, jo nav vairs iespéjamas
jaunas situacijas, kas dotu derigu uzdevuma atrisindjumu. Dota uzdevuma atrisindjums ir
piekta atzarojuma situacija (5°) ar planu xj; = (0; 1;1;0; 0; 0)7 un mérka funkcijas veértibu
f =11, jo §1 meérka funkcijas vertiba ir mazaka no visu citu atrasto derigo situaciju meérka

funkciju vértibam. Tatad uzdevums ir atrisinats, parbaudot 15 (nevis 64) planus.
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NOBEIGUMS

Bakalaura darba “Linearas programmé&$anas uzdevumi veselos skait]os” iepazinamies ar
trim metodém, ar kuru palidzibu var risinat linearas programmeésanas uzdevumus, kuros
nepiecieSams atrisinajums veselos skaitlos.

Apaksnodala 4.2 veikta Piemeéra 4.2 atrisinasana ar Gomori metodi paradija, ka biis tadi
gadijumi, kad $1 metode strada atrak neka sazaroSanas un robezu metode. Dotaja pieméra pat
daudz atrak. Tacu ar Gomori metodi netiek atrasti visi iesp&jamie uzdevuma atrisinajumi, bet
tikai viens. Ja nepiecieSams Gomori metodi atkartot vairakas reizes viena uzdevuma ietvaros,
tad katra reiz€ ir japievieno jauns nosacijums, tadéjadi pieaug uzdevuma sarezgitiba. Ari
sazaroSanas un robezu metode katra soli kliist arvien plasaka un ietver jaunu uzdevumu
risinaSanu.

Gribetu atzimét, ka darba apskatitajos piem&ros ar 2 nezinamajiem daudz efektivak
stradatu geometriska interpretacija (grafisks attéls), kur visos veselajos punktos tiktu
izrekinatas visas mérka funkcijas vertibas un ta atrasts optimalais plans. Bet Saja darba esam
apskatijusi tieSi $adus neliela izméra uzdevumus, jo ar tadiem var vienkar$ak paradit, ka

strada metodes.
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