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Anotacija

Bakalaura darba noliiks ir izpetit optimizacijas metodes nediferencejamam funkcijam,
lai veiksmigi spetu tas pielietot dazadu problemu risinasana. Lielakoties darbs tiek balstits
uz tris optimizacijas metodem, tas ir, gradienta metodi, saiska metodi un metodi, kuras
pamata nediferncejamu funkciju aizstaj ar diferencejamu. Darba gaita apskatitas risinasanas
tehnikas tiks aprakstitas gan teoretiski, gan arl paraditi prakstiski piemeri ar programma
Wolfram Mathamatica veidotiem grafikiem. Ir aprakstitas metozu pielietoSanas iespejas
un ar1 to trukumi. Bakalaura darba tiks iepazistinats ar optimizacijas metozu vesturi,
mineéti to pielietojumi dazadas profesionalajas sferas, ka ar1 aprakstiti optimizacijas metozu
pamatjedzieni. Pec paveikta darba tiks doti ieteikumi metozu izvele, ka art tiks ie-
skiceti iespejamie darba turpinajuma virzieni. legutie secinajumi lauj labak izprast nedife-
rencejamu funkciju optimizacijas metozu pielietosanas iespejas un to ipatnibas. Bakalaura

darbs ir metodiska rakstura, to var izmantot optimizacijas metozu kursa.

Atslegas vardi: nediferencejama funkcija, funkciju optimizacija, gradienta metode,

saiska metode, nediferncejamu funkciju aizstasana ar diferencejamu.



Abstract

The purpose of the bachelor’s thesis is to study optimization methods for non-differenti-
able functions in order to successfully apply them in solving various problems. The work
is mostly based on three optimization methods, that is, the gradient method, the bun-
dle method, and the method based on replacing an non-differentiable function with a
differentiable one. The solution techniques discussed in the work will be described the-
oretically and practically with the examples containing graphs created in the program
Wolfram Mathamatica. Advantages and disadvantages of the methods’ applications are
described. The bachelor’s thesis will introduce the history of optimization methods, men-
tion their applications in various professional fields, as well as describe the basic concepts
of optimization methods. At the end of the work, recommendations for the choice of
methods will be given, as well as possible directions for further work will be outlined.
The obtained conclusions allow to better understand the possibilities of application of
non-differentiable function optimization methods and their peculiarities. The bachelor’s

thesis has a methodological nature, it can be used in the optimization methods’ course.

Keywords: non-differentiable function, function optimization, gradient method, bun-

dle method, replacement of non-differentiable function with differentiable.
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Apzimejumi

R - realo skaitlu kopa;

R"™ - n-dimensionalo realo skaitlu kopa;

xr = (r1,%3, ...,x,;) € R" - n-dimensionals vektors telpa R";

f'(x) = (fi,(x), f1,(x), ..., fa, (x)) = grad f - funkcijas f gradients (parcialo atvasinajumu

vektors), tiek saukts arl par funkcijas f pirmo atvasinajumu;

;/1x1 (x) 11/3,1562 (:C) ter éllxn (:C)
roar (2) [, (€)oo [y, (2)

f'(x)y="1]""" - funkcijas f otrais atvasinajums;

e (T) [ (@) [, (2)

x
(z,y)T - transponetais vektors, t.i., (z,y)’ = ( );

Y
|z| - reala skaitla x modulis jeb absoluta vertiba;
|7|| = VaTz = \/23 + 23 + ... + 22 - vektora = Eiklida norms;

€ - mazs pozitivs reals skaitlis;

B - piemeru beigu simbols;

LP - lineara programmesana;

LPP - linearas programmeésanas problema;
NLP - nelineara programmesana;

NLPP - nelinearas programmesanas problema.



Ievads

Nediferencejamu funkciju optimizacija ir optimizacijas metozu joma, kas risina opti-
mizacijas problemas, kuras dazadu iemeslu de] nav diferencejamas funkcijas. Funkcijas
Saja optimizacijas klase parasti ir nepartrauktas, bet tas nav gludas, un biezi satur asus
punktus vai stirus, kas nelauj risinat problemas ar diferencesanas palidzibu. Prakse nedi-
ferencejamu funkciju optimizacija aptver daudz dazadu problemu, un to atrisinajumus
nevar atrast tikai ar vienu vienigu metodi. Sadas funkcijas biezi rodas realas dzives
situacijas ka, piemeram, ekonomikas joma, kur izmaksu funkcijas parasti ietver asus punk-
tus. Musdienas nediferencejamas optimiziacijas sfera turpina attistities, jo arvien jaunam

problemam tiek mekleti arvien efektivaki risinajumi.

Bakalaura darba merkis ir aplukot dazadas nediferencejamu funkciju optimizaciju
metodes, izprast to pielietojumus, ka arl noteikt metozu trikumus. Darba uzdevums
ir izpetit sikak informacijas avotu piedavatos piemerus un pa soliem izveidot parskatamu

risinajumu shemu.

Bakalaura darbs sastav no teoretiskas un praktiskas dalas apvienojuma, ka ari no
secinajumiem. Darba tiek apliikota optimizacijas metozu vesture, pielietojumi realaja
dzive, ka ar1 tiek mineti dazadi pamatjedzieni saistiba ar darba temu. Praktiskaja dala
pa soliem tiek paradita risinasanas gaita dazadiem nediferncejamu funkciju optimizaciju

metozu piemeriem un apliikoti So metozu trukumi.

Bakalaura darbs ir izstradats, pamatojoties uz studiju un prakses laika iegtitajam

zinasanam, ka art dazadiem informacijas un literaturas avotiem.



1. Pamatjedzieni un galvenie rezultati optimizacijas metodes

1.1. Optimizacijas metozu vesture

Vispariga gadijuma ar jedzienu ”optimizacijas metodes” saprot viena vai vairaku ar-
gumentu funkcijas maksimalas vai minimalas vertibas noteikSsanu un ekstrema punktu
atrasanu. Pirmie algoritmi ar kuru palidzibu atrod iteraciju cela optimizacijas problemas
atrisinajumu, saistiti ar linearo programmeésanu (LP). Linearaja programmesana vairaku
argumentu funkcija ir lineara forma un mainigie lielumi apmierina nosacijumu sistemu, ko
veido linearas vienadibas un nevienadibas. Nelinearas programmesanas (NLP) gadijuma

optimizéjama funkcija un/vai ierobezojumi nav lineari ([3]).

Pirmo problému linearaja programmeésana izveidoja krievu matematikis L. V. Kan-
torovics (Leonid Vitaliyevich Kantorovich, 19.01.1912.-07.04.1986.) un amerikanu ekono-
mists F. L. Hickoks (Frank Lauren Hitchcock, 06.03.1875.-31.05.1957.). Vini darbojas ap
transportésanas problemu, kas veido LP atzaru. Lai gan fran¢u matematikim Zanam -
Baptistam Dz. Fornje (Jean-Baptiste Joseph Fourier, 21.03.1768.-16.05.1830.) izskatijas,
ka jau ap 1823. gadu bija nojausma par §1 priekSmeta potencialu, tomer L. V. Kan-
torovics 1939. gada publiceja plasu matematisko metozu monografiju razoSanas orga-
nizésana un planoSana un tiek uzskatits ka pirmais, kas ieveroja defineétas matematiskas
strukturas dazam svarigam plasa meroga planosanas problemu klasem. Iespejams, pati
pirma metematiskas programmesanas problema bija optimala ierobezoto resursu sadale,
kuru konstateja ekonomisti ap 1930. gadu. Pec Otra pasaules kara 1947. gada Amerikas
Savienoto Valstu gaisa speku optimalo programmu zinatniskas aprekinasanas komanda
? Scoop” saka veikt intensivu izpéti saistiba ar kadu optimalu resursu sadales problemu. St
izpete velak vainagojas pie slavenas Dz. B. Danciga (George Bernard Dantzig, 08.11.1914.-

13.05.2005.) LPP atrisinasanas simpleksa algoritma izveides.

H. V. Kuans (Harold William Kuhn, 29.07.1925.-02.07.2014.) un A. V. Takers (Albert
William Tucker, 28.11.1905.-25.01.1995.) 1951. gada izveidoja nepieciesamos nosacijumus,
kuri velak art kluva par pietiekamajiem nosacijumiem, lai tie tiktu apmierinati ar NLPP
optimalo risindgjumu. Sie nosacfjumi, kuri ir zinami ka K-T nosacijumi, lika pamatu
daudziem petijjumiem un attistibai NLP atrisinajumu mekléSanas metodes. Lidz pat
sodienai vel nav izveidota viena vieniga metode, kas var atrast optimalo risinajumu ka-
trai NLPP, ka tas ir LP metodes ar simpleks metodi. Pagaidam ir pieejamas dazadas
risinasanas metodes specifiska tipa NLPP. Viena no visspecigakajam metodem ir ne-
linearas problemas transformacija ta, lai varetu pielietot LPP simpleksa metodi. Starp
citam NLPP risinasanas metodem ir arl gradienta un gradienta projekcijas metodes.
Tapat ka LPP simpleksa metodei, tam tiek izmantotas iterativas proceduras, kur katra

soll dodas no viena iespejama risinajuma uz otru ta, lai merka funkcijas vertiba uzlabotos.

Optimizacijas metozu apaksnozares ir izliekta programmesana, veselu skaitlu pro-

grammesana, stohastiska programmesana, dinamiskas programmesana un citas. Opti-
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mizacijas metodes apaksnozares ir tik daudz, ka visas netika nosauktas un visticamak

nakotne paradisies arvien jaunas §is sferas apaksnozares ([6]).

1.2. Optimizacijas metozu pielietojumi

Agrmie matematiskas programmesanas pielietojumi bija saistiti ar militaro planosanu
un dazadu projektu koordinesanu, ka ari ar ierobezotu resursu efektivu izmantosanu.
Pedejo piecdesmit gadu laika matematiskas programmesanas metodes tiek veiksmigi pieli-
etotas gandriz visas cilveka darbibas jomas, piemeram, rupnieciba, lauksaimnieciba, inze-

nierzinatnes, zinatniskajos petijjumos utt.

Nozimigi matematiskas programmesanas risinasanas metozu pielietojumi ir redzami
dazadas statistikas problemas ka, piemeram, konkreta eksperimenta izstrade, vai liela
meroga datu vaksanas apsekojuma planosana, vai stohastiska modela izvele noveroto
datu raksturosanai, vai secinajumu izdarisana no pieejamajiem datiem, tas ir, novertesana,
hipoteézes parbaude un lemumu pienemsana. Lai to visu realizetu, ir nepiecieSams izvelieties
merka funkciju un minimizet vai maksimizet to, nemot vera noteiktos ierobezojumus
vai nezinamos parametrus un ievaditos datus, piemeram, iesaistitas izmaksas. Klasiskas
optimizacijas metodes, kuru pamata ir diferenciali, ir parak ierobezojoSsas un vai nu
nav piemerotas, vai arl ir gruti izmantojamas daudzas situacijas, kas rodas statistikas
darba. Ieprieks minetais kopa ar piemerotu skaitlisku algoritmu trikumu optimizejosu
vienadojumu risinasana ir izvirzijis nopietnus ierobezojumus merka funkciju un ierobezoju-
mu izvelei, kas noved pie dazu neefektivu statistikas procediiru izstrades un izmantosanas.
Tapec pedejo trisdesmit gadu laika ir meginats atrast citas optimizacijas metodes, kuras
ir plasak pielietojamas un kuras var erti izmantot ar pieejamo datoru skaitloSanas jaudu.
Viena no sadam metodem, kurai ir potencials palielinat efektivas statistikas metodologijas

piemerosanas iespé€jas, ir matematiska programmesana.

1957. gada petijuma A. Carness (Abraham Charnes, 04.09.1917.-19.12.1992.) un V. V.
Kupers (William Wager Cooper, 23.07.1914.-20.06.2012.) iepazistinaja ar matematiskas
programmesanas metozu izmantosanu statistika. Linearaja regresija vini izvelejas pieeju
minimizet absoltitas novirzes summu, kas ir alternativa mazakajai kvadrata metodei,
un absoltitas novirzes summas minimizacijas problemu formuleja ka LPP. 1973. gada
tika ieviesta simpleksa metodes efektiva modifikacija, kas palielinaja iespeju izmantot ab-
solitas novirzes summas minimizacijas regresiju ka alternativu klasiskajai regresijai. Bez
ieprieks mineta dazi citi matematiskas programmesanas metozu pielietojumi statistiskas
analizes problemam ir atrodami klasteru analize, dizaina konstruesana, uzticamibas un

kvalitates kontrole.
Matematiskas programmesanas modeli un metodes tiek tik plasi izmantoti dazadas dis-
ciplinas, kas rodas gandriz visas zinatnes nozares, rupnieciba, lauksaimnieciba, inzenierzi-

natnes, vadiba, planosana, socialajas un ekonomiskajas problemas, medicinas zinatne,



uznemejdarbiba, militaraja nozare, statistikas analize utt.. Pielietojums ir tik plass, ka ir

griti sniegt pilnu visu matematiskas programmesanas metozu lietojumu sarakstu ([6]).

1.3. Optimizaciju metozu pamatjedzieni

Optimizacijas metodes galvena ideja ir atrisinat optimizacijas problemu jeb no dazadam
alternativu kopam izveleties vislabako elementu, nemot vera dotos kriterijus. Dazada
veida optimizacijas problemas rodas visas kvantitativajas disciplinas, sakot no datorzinat-
nem un inzenierzinatnem lidz procesu izpetei un ekonomikai, un matematika risinajumu
izstrade ir bijusi aktuala gadsimtiem ilgi. Vienkarsakaja gadijuma optimizacijas problema
sastav no realas funkcijas maksimizesanas vai minimizesanas, sistematiski izveloties ievades

vertibas no atlautas kopas un aprekinot funkcijas vertibu.

Optimizacijas problemu var formulet sadi. Pienemsim, ka ir dota funkcija f: A — R,
kur A C R". ir jaatrod tads elements zo € A, ka f(xo) < f(z) visiem 2 € A (mini-
mizacijas problemas gadijuma) vai f(z) > f(z) visiem = € A (maksimizacijas problemas
gadijuma). Kopu A ar var aprakstit ar dazadiem ierobezojumiem (nevienadibam, vienadi-
bam, intervaliem). Dazkart $adi formuléto problemu sauc arl par matematiskas pro-
grammesanas problemu. Daudzas realas un teoretiskas problemas var tikt modelétas pec

sadas visparigas struktiras ([4]).

Piemers 1.3.1. Metereologiska stacija nosaka gaisa temperatiru atskirigos augstu-
mos (metros virs juras Iimena). Visi mérjumi tiek veikti viena un taja pasa diena un
laika, iegustot datu tabulu ar x; (augstums metros virs juras limena) un z; (temperatura
grados pec Celsija), i = 1,...,n, kur n - noverojumu skaits. Novérotas vertibas liecina, ka
temperatiira z samazinas lineara atkariba no augstuma z. Uzdevums ir noskaidrot, ka
St lineara funkcija z = ax + b konkreti izskatas. Problemu varetu atrisinat, minimizejot

attalumus no realajiem datiem z; lidz taisnes punktiem ax; + b, t. i.,
n
Z |zi — (azx; + b)| — min.
i=1

Uzdevums satur modula funkciju (ja to nelieto, tad savstarpeji izteiksmes z; — (ax; +0b)
sasummejot, var iegut 0, kaut novirzes bijusas lielas), kas nav diferencéjama. Viens no
variantiem ir lietot mazako kvadratu metodi, lai noteiktu parametrus a un b. Saja noltika
ir jarisina minimizacijas problema:

n

Z(ZZ — (az; +b))* — min. A

i=1

Parasti A ir kadas Eiklida telpas R™ apakskopa, kuru visbiezak nosaka ar ierobezoju-

miem, vienadibu vai nevienadibu forma, kas kopas A elementiem ir jaapmierina. Funkciju



f deve dazadi, pieméram, minimizacijas problemas to deve par merka funkciju, zaudejumu
funkciju vai izmaksu funkciju, bet maksimizacijas uzdevumos to sauc par lietderibas
funkciju vai atbilstibas funkciju vai noteiktas sferas par energijas funkciju. Pielaujamais
atrisinajums, kas minimize vai maksimize merka funkciju, tiek saukts par optimalo atrisina-

jumu ([7]).

Definicija 1.3.2. ([1]) Piegemsim, ka punkts zo pieder funkcijas f definicijas apga-
balam A.

1. f(xo) sauc par funkcijas f lielako vertibu kopa A, ja

Ve e A f(zo) = f(x).

2. f(=o) sauc par funkcijas f mazako vertibu kopa A, ja

V€ A f(xo) < f(x).

Funkcijas lielako un mazako vertibu kopa A sauc par ekstremalajam vertibam. Punk-
tus, kuros tiek sasniegtas ekstremalas vertibas, sauc par ekstremu punktiem. Punktu
ro 1. gadijuma sauc par maksimuma punku, bet 2. gadijuma par minimuma punktu.
Vienargumenta funkcijas gadijuma parasti ar minimuma vai maksimuma punktu saprot

(20, f(x0)). Definicija 1.3.2. minétos ekstremus medz saukt par globaliem ekstrémiem.

Definicija 1.3.3. ([1]) Pienemsim, ka punkts zo pieder funkcijas f definicijas apga-
balam A.

1. f(xg) sauc par funkcijas f lokalo maksimalo vertibu, ja eksisté tada punkta xg

apkartne U(xg), ka f(x) ir globala maksimala vertiba kopa U(z¢) N A, t.i.,

Ve e U(xg) N A f(zo) > f(x).

2. f(xo) sauc par funkcijas f lokalo minimalo vertibu, ja eksistée tada punkta x

apkartne U(xg), ka f(xg) ir globala minimala vertiba kopa U(xz¢) N A, t.i.,

Ve e U(xg) NA f(zo) < f(x).

f(zo) sauc par lokalo ekstremalo vertibu, ja ta ir lokala minimala vai maksimala vertiba.
leverosim, ka jebkura globala ekstremala vertiba ir arl lokala ekstremala vertiba. Ja
Definicijas 1.3.2 un 1.3.3 ir stringras nevienadibas, tad tiek runats par stingriem ekstrema

punktiem.

Parasti, ja vien minimizacijas uzdevuma merka funkcija nav izliekta, lokalie mini-

mumi var but vairaki. Izliektas funkcijas problema, ja lokalais minimums ir iekSpuse
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pielaujamajam regionam, nevis uz pielaujamo elementu kopas robezas, tad tas ir arl
globalais minimums, bet neizliektas funkcijas problemai var buit vairak neka viens lokalais

minimums, no kuriem visiem nav jabut globalajaiem minimumiem ([5]).

Ja funkcija ir diferencejama, tad ekstrema eksistences nepiecieSamie nosacijumi for-
muléjami sadi.

Teoréma 1.3.4. ([1]) Tiek pienemts, ka z, ir funkcijas f lokala ekstrema punkts telpa

R™ un funkcija f ir diferencejama Saja punkta. Tad

f'(zs) = 0.

Ja funkcija f ir diferencejama punkta x, apkartne un divreiz diferencejama punkta z.,
tad lokala minimuma punkta izpildas f”(x,) > 0 un lokala maksimuma punkta izpildas

f(w.) <0.

Ka ekstrema eksistences pietieckamos nosacijumus atzimesim sadu teoremu, kura ne-

pieciesams funkcijas otras kartas atvasinajums.

Teorema 1.3.5. ([1]) Tiek pienemts, ka funkcija f stacionara punkta x, e-apkartne

U(z,,¢) ir diferencejama un divreiz diferencéjama punkta x,.
Ja f"(x,) > 0, tad x, ir funkcijas f stingrs lokals minimums.
Ja f"(z,) <0, tad x, ir funkcijas f stingrs lokals maksimums.

Ja kvadratiska forma (f”(x.)h,h) pienem vertibas ar dazadam zimem, tad funkcijai

f punkta x, nav ekstrems.
Loti nozimigs rezultats ekstremu eksistences noteiksana ir Veierstrasa teorema.

Teorema 1.3.6. ([1]) Piepemsim, ka A C R" ir slégta un ierobezota kopa un ka
f + A — R ir nepartraukta funkcija. Tad funkcijai f kopa A eksisté gan minimuma

punkts, gan maksimuma punkts, t.i.,

da* e e AVeeA f(a") < f(z), f(@)> f(z).

1.4. Apaksgradienta jedziens

Izveidosim apaksgradienta jedzienu, kas visparina izliektas funkcijas f gradienta jedzienu
punktos, kuros funkcija f nav diferencéjama. Saja nolika vispirms definésim epigrafa un
izliektas kopas atbalsta hiperplakni.

Definicija 1.4.1. ([7]) Pienemsim, ka dota funkcija f: M — R, M C R". Par funkcijas

f epigrafu sauc sadu kopu

epi(f) = {(z.7) ER"™ |w € M, r > f(x)}.
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n =1 un n=2 gadijuma epigrafs ir visu to kopas M punktu kopa, kas atrodas virs funkcijas
f grafika (skatit 1.4.1. att.). Acimredzami, ka funkcija ir izliekta tad un tikai tad, ja tas

y
A

y =f(x)

—» X
1.4.1. att. Funkcijas y=f(x) epigrafs.
epigrafs ir izliekta kopa.
Definicija 1.4.2. ([7]) Pienemsim, ka dota kopa M C R™ un hiperplakne
H={zecR"|a'zx =0}, acR" beR.
Par hiperplaknes H veidotam pustelpam sauc kopas
St={zcR"|a’z>b}un S~ = {r € R" | o’z < b}.

Hiperplakni H sauc par kopas M atbalsta hiperplakni punkta xy, ja xg € HN M un M

pilniba ietilpst viena no pustelpam S* vai S™.

Piemers 1.4.3.

Pienemsim, ka dots vienibas rinkis plakne
M= {(z,y) eR* | 2” +y* < 1}.

Sis kopas atbalsta hiperplakne punkta z° = (\/LE’ \/Li) ir taisne (skatit 1.4.2. att.)
M ={(z,y) eR* |z +y = V2}.

Bet izveloties citu punktu, piemeram, z° = (—1;0) atbalsta hiperplakne bus cita taisne

M ={(z,y) eR* | x = —1}.
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1.4.2. att. Rigkim punkta (%, \%) novilkta atbalsta hiperplakne (taisne).

Kopai M var but viena punkta ar1 vairakas atbalsta hiperplaknes. Pieméram, pienemsim,

ka dota kopa
M={(z,y) eR* |z +y <1, >0, y >0}

(skatit 1.4.3. att.). Punkta (1;0) var novilkt daudzas atbalsta hiperplaknes - Saja

gadijuma taisnes (skatit 1.4.3. att.). Bet piemeram, punkta (0; ) var novilkt tikai vienu

1.4.3. att. Trijsturim punkta (1;0) novilktas atbalsta hiperplaknes (taisnes).

x = 0, pie tam §1 atbalsta hiperplakne bus viena un ta pati visiem punktiem (0; ), kur
ae(0;1). N

Definicija 1.4.4. ([7]) Piepemsim, ka f : M — R ir izliekta funkcija, M C R" - izliekta
kopa. Funkciju g(x) = a’z + b sauc par funkcijas f atbalsta funkciju punkta z* € M,
ja funkcijas g(x) grafiks ir funkcijas f epigrafa atbalsta hiperplakne punnkta (z*; f(z*)),
t.i., ja

f(z®) = g(a") (1.4.1)
f(z) > g(x) (1.4.2)

visiem x € M (skatit 1.4.4. att.). Ta ka izpildas (1.4.1), tad atbalsta funkcijas parametrs
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fx)

fx*) 1

i
gx)=a'x+b !
I
|

1.4.4. att. Funkcijas f atblasta funkcija ir g(x).

b apmierina vienadibu b = f(z*) — aTa*. Tatad izliektas funkcijas f atbalsta funkcijas

punkta x* ir funkcijas izskata
g(x) =a"x + f(z*) —a'2* = f(z*) + a’ (z — %), (1.4.3)
kur vektors a apmierina $adu nevienadibu (jo izpildas (1.4.2)))
Ve e M f(x)> f(a*) +a’ (z — 2%). (1.4.4)

leverosim, ka vektors a ir funkcijas g(z) gradients. No Sejienes tad radies apaksgradienta

jedziens.

Definicija 1.4.5. ([7]) Pienemsim, ka f : M — R ir izliekta funkcija, M-izliekta kopa.
Vektora a € R" sauc par funkcijas f apaksgradientu punkta z*, ja tas ir funkcijas f
atblasta funkcijas g gradients punkta z*, t.i., ja a apmierina nosacijumu (1.4.4). Funkcijas
f apaksgradientu kopu punkta x* sauc par funkcijas f apaksdiferenciali punkta z* un
apzime ar Jf(x*). Atzimesim, ka 0f(x*) = {gradf(z*)}, ja f ir diferencéjama funkcija
punkta z*, pretéja gadijuma O0f(x*) ir bezgaliga kopa.

Piemers 1.4.6.

Noskaidrosim apaksdiferenciali punkta z* = (0;0) izliecktai funkcijai f(z,y) = |z| +
ly| (skatit 1.4.5. att.). Sis funkcijas grafiks ir virsma (konuss ar virsotni (0;0;0)),
kura skautnes iet caur punktiem (1;0;1),(0;1;1),(=1;0;1),(0;—1;1). Dotas funkcijas
gadijuma punkta (0;0) nevienadiba (1.4.4) ir pierakstita ka Va,y € R

lz| + |y| > a1z + aqy,

val ekvivalenta forma

2] = ey un y| > asy,

14



val ekvivalenti

|z| > |arz| un |y| > |azy|

visiem z,y € R, iegtsim, ka
la;| <1 un |ag| < 1.

Tatad vektors a = (a1, as)? ir funkcijas f apaksgradients punkta (0;0) tikai tad, ja
la;| <1 un|ag| <1 ([7]). W

f(xy)

(-1,0,1)" ©,1,1"

(0, <1, 1) [ ————

X

1.4.5. att. Piemeéra 1.4.6 funkcijas f(x,y) grafiks.

Parasti nediferencejamas optimizacijas problemas ir forma

mingern f (),

kur f ir ar vertibam no realas kopas R, nepartraukta un nediferencejama funkcija. Funkci-
jas f izliektiba nozime, ka tai ir vismaz viena atbalstoSa hiperplakne katra R™ punkta.
Virziena koeficienti sadam hiperplaknem veido apaksgradientu kopu, kas ir apaksdiferenci-
ala kopa. Diferencejamos punktos ir viena vieniga atbalstosa hiperplakne, kuras virziena
koeficients ir gradients. Nediferencejamos punktos ir bezgaligi liela apaksgradientu kopa

un lidz ar to ar1 bezgaligi liela atbalstoso hiperplaknu kopa.

Funkcijas f atbalstosa hiperplakne punkta z( ir dota ka

y = f(xo) + af (x — o),

kur ag ir jebkurs apaksdiferenciala 0f(xy) funkcijas f elements punkta xy. Par cik ta ir
atbalstosa hiperplakne, tas noved pie apaksgradienta nevienadibas (1.4.4). Apaksgradienti

ir defineti pec §is nevienadibas.

Noteikt visu apaksdiferencialu kopu ir loti sarezgits vai pat neiespejams uzdevums.
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Ja funkcija f ir daudzskaldnis, tad apaksdiferenciala ekstremu punktu skaits var but
eksponencials pamata esosas telpas dimensija. Pilnigu apaksdiferenciala aprakstu var
panakt vienkarsai situacijai gadijuma, ja f ir galiga daudzuma izliektu diferencejamu

funkciju maksimums: f(z) = max;e; f;(x). Tad apkasdiferncialis 0f(zg) ir dots ka

{Z a; grad f;(zo) Z a; =1, a; >0},

i€l(xo) i€l(xo)

I(zo) = {3 : fi(wo) = f(w0)}

Nediferencejama optimizacija visa apaksdiferencialu kopa nekad netiek aprekinata. Apaks-
gradientus aprekina tikai, kad tas ir nepiecieSams, un biezi vien pietiek tikai ar vienu
elementu ([2]).
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2. Nediferencejamu funkciju optimizacijas piemeri

Iznemot dazas atrisinajumu meklesanas tehnikas, lielakaja dala optimizacijas problemu

tiek pieprasits, lai funkcijas vismaz vienu reizi butu nepartraukti diferencéjamas. Tomer

nav 81 raksturlieluma.

Piemers 2.1 (gabaliem lineara meérka funkcija).

Uznemums, kas velas iegit daudzumu a konkrétas produkcijas P, pieprasa produkciju
no n razotajiem apjomos P, ..., B,. Razotajs P; var sagadat maksimalo daudzumu m; un
vinga cena par produkciju P apjoma z; ir apziméta ar f;(z;) (j =1,...,n). Ja uznémums

velas samazinat kopejas izmaksas, tad rodas atdalama problema:

min z”: N

n

Dz <a

j=1
0<z;<my,j=1,...,n

Definicija 2.2. ([7]) Funkciju f : R® — R sauc par atdalamu, ja ta sastav no n
funkciju summas, kur katrai no funkcijam ir tikai viens vienigs mainigais, t.i., f(x1, ..., 2,) =

Yoy filzi) = fi(@n) 4+ o+ fulzn).

Piemeram, f(z,y) = 3z + y* ir atdalama funkcija, jo ta sastav no divu funkciju

f1(z) = 3z un fy(y) = y* summas.

fi(x)
A
2000 -

1500 —

I|II|III||III|III|I=XI

500 1000 1500 2000

2.1. att. Piemera 2.1. j-ta razotaja izmaksu funkcija.
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Atseviskas izmaksas f;(z;) parasti ir augosa, ieliekta un gabaliem lineara funkcija. Ka
par piemeéru pienemsim, ka razoSanas ierices (masinas) sagatavosana darbam izmaksa 400
dolari. Pirmas astonsimts preces P vienibas tiek pardotas par 1 dolaru gabala un par
lielakiem apjomiem razotajs P; pieskir 0,5 dolaru lielu atlaidi katrai vienibai. Tiek ieguta
funkcija f;(z;) (skatit 2.1. att.), kura nav diferencejama punktos z; = 0 un x; = 800

(ieverosim, ka f;(0) =0) ([7]). W

Piemers 2.2 (minimaks probléma).

Daudzos pielietojumos minimizéjama funkcija var tikt uzskatita ka maksimums no

funkcijam fi, ..., f,n: R*—R, tas ir, problemai ir sada forma
MiNgern MAT;, _m fi(T). (2.1)

Pat ja visas funkcijas f; ir diferencejamas, funkcijai f(z) := maz; ., fi(z) bus "sturi”,
kur diferencesana neizdosies. Tas bus divu funkciju f; un f; krustpunktos (skatit 2.2. att.,
kura dotas funkcijas fi(z) = 2, fa(z) = V/z, f3(x) = t2? definctas Vz € [0, 1; +00).

25"
20"

1.5}

1.0F
f2(x) = Vx

05 10 15 20 25 30 35

» X

2.2. att. Minimaksa problemas nediferencejama funkcija.

leprieks minetais minimax formulejums satur daudzas apaksSproblemas, piemeram,

vektorvertas funkcijas minimizaciju /; norma vai /o, norma, tas ir,

mingegnl|[fi(@)s s fonl@)] I, (2.2)
mingeznl|[fi(@)s s fin(@)] . (2.3)

Parrakstot forma (2.1), problemas (2.2) un (2.3) klust par

Mingern mazy {E£f1(x), £fo(x), ..., £ fm(x)}, (2.2.1)
mingere maz { fr(x), —fi(z), ..., f(x), = frm(x)}. (2.3.1)
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Izteiksme (2.2.1) ir jamaksimize vairak ka 2™ iespéjamas + un - kombinacijas. Vienadojuma
(2.1) specialgadijums ir diskréts linears Cebiseva tuvingjums. Tatad, ja dota ”sarezgita”
funkcija h : R — R, n ”vienkarsas” funkcijas gy, ..., g, un m punkti tq,....,¢,, € R (n <
m), tad uzdevums ir aproksimét funkciju h ar funkciju g; linearajam kombinacijam ta,
lai maksimalais attalums starp i un to tuvinajumu punktos ¢; tiktu minimizets. Mes
ieglistam problemu

MiNgern MAT; . m, ,i=1,...,m. (2.4)

h(ti) — Z ;9;(t:)

Apzimgjot fi(x) = h(t;) =) 7_, x;g;(t;), kur i = 1, ..., m, més varam parrakstit vienadojumu
(2.4) ka (2.3.1) ([8]). &

Piemers 2.3.

Lielakajai dalai metozu, lai atrisinatu nosacito ekstremu problemu
minf(x) (2.5)

gi(z) <0, 1=1..m
ir nepiecieSams pielaujams punkts, lai saktu iteraciju procesu. Pielaujamu punktu x*

problemai (2.5) var iegut, atrisinot problemu

Mingere maz {g1(x), ..., gm(x), 0}, (2.6)

kas ir vel viens specialgadijums sakotnéjai problemai (2.5). Protams, funkcija h(x) :=
max {g1(x), ..., gm(z),0} ir nulle tad un tikai tad, ja = ir pielaujams punkts problemai

(2.5). Funkcija h(z) ir ilustréeta 2.3. attela gadijuma, ja n=2, m=3,

2.3. att. Piemera 2.3 ilustracija.
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g1(x) = %:r% — X9, go(x) = x1 + x5 — 4, g3(x) = —x1. Funkcija h(z) nav diferencejama
vairakos "krustpunktos”, tas ir, punktos, kur divas no éetram funkcijam g, (), go(z), g3(z),
un g4(z) := 0 sakrit. Specialgadijuma, funkcija h(x) nav diferencejama problemas (2.5)

pielaujama apgabala robezpunktos ([7]). W

Dekompozicija ([7,8]). Linearu problemu var atrisinat divos solos, uzrakstot to forma
min(c’x + d'y) (2.7)

Ax + By < b,

kur A, B, c,d, b ir attiecigo dimensiju matricas un vektori x un y apzime attieciga vektora

mainigos. Pirmaja soll apakSproblemai tiek atrasts atrisinajums
f(z) :==min,{d"y | By <b— Az} (2.8)

pie patvaliga vektora z, kur§ ir pielaujams problemai (2.7). Otraja soli tiek atrisinata
"atlikust problema”
min, {c'z + f(z)}. (2.9)

Atrisinajums problemai (2.7) tagad ir dots ka (z*,y*), kur 2* ir atrisinajums problemai
(2.9) un y* ir atrisinajums problemai (2.8), kur = z*. Problemai (2.7) optimala vertiba
ir c’'z* + f(x*). Merka funkcija ¢’z + f(x) no problemas (2.9) parasti nav visur difer-

encejama.

Piemers 2.4.

Apskatisim problemu
1

mzn(zlx +y) (2.10)
(—20-y< -2, (1)
3¢ +y <5, (4)
| —2 <0. (5)
ar optimalo atrisinajumu (4, —3)” (skatit 2.4. att.). Problema satur ¢ = §, d = 1,
—2 —1 —2
-3 -1 1
A= s |.B=| -1 |,b= 5 1,
: 1 5
—1 0 0
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2.4. att. Problemas (2.10) grafiskais atrisinajums.

=

I I T T TN T T T

o

|
—_

|
N

2.5. att. Problemas (2.9) meérka funkcija.

f(z) :=min,{d"y | By <b— Az} =
. 1 1 1
=min,{yly > 2 —2x,y > -1 — 3% Y > —5+§x,y <5-— 51’} =

2 — 2z, 0<z<2;

= —1—%x, 2 <x <4

—5—1—%3:, 4 < x <10.

Janem vera, ka grafiks f(z) sakrit ar kopas M apaksgjo robezu (skatit 2.4. att.), tadel
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probléemas merka funkcija (2.9) ir sada:

1 Q—Ex, 0<z <2
Trt f@) =+ fl@)={ ~1-lu 2<z<d

4
—5+3z, 4<a2<10

(skatit 2.5. att.). Funkcija nav diferencéjama punkta z = 2 un minimuma punkta z* =
4. Tadgjadi problemas (2.10) optimalais atrisinajums ir (z*,y*)7 = (4, —3)7, kas saktit

ar grafisko atrisinajumu (skatit 2.4. att.).

Prakse ieprieks mineta atdalisana ir noderiga tikai prieks liela izmera linearam problemam,
kur matricam A un B problema (2.7) ir specifiska struktiira, kas atvieglo apaksproblemas
(2.8) atrisinajumu ([7]). W

Neskaitot ieprieks minetos piemerus, nediferencejama merka funkcija var rasties art
citos pielietojumos. Piemeram, soda funkciju metode, kas satur moduli, parasti nav
diferencejama visos punktos. Dualajas problemas merka funkcija biezi nav diferencejama.

Art kopéjas transporta izmaksas

(@, 22) = SZ%\/(% — ;)% + (22 — b;)?,

kas jaminimize lokacijas problema, nav diferencéjamas punktos (a;, b;) ([7]).
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3. Risinasanas pamatidejas

Ieprieks minetajos piemeéros un lielakaja dala pielietojumu merka funkcija ir dife-
rencéjama " gandriz visos” punktos. Sis fakts lieck domat, ka ideja, pieméram, gradientu
metode vai kvazi-Nutona metode, var tikt pielietota, lai minimizetu tada tipa funkci-
jas, gaidot, ka algoritms ”parasti” generes diferencejamus punktus. Turklat, ja iteraciju
punkts ¥ nav diferencejams, tad iteraciju metode var tikt atsakta ar ”diferencejamu

punktu” tuvu zF. Tomer nakosie piemeéri parada, ka $ada procediira ne vienmer strada.

3.1. Problemas ar gradienta metodi

Tiek pienemts, ka iteracijas sakumpunkts xq ir jau izvelets. Gradienta metode paredz

izveidot punktu virkni (z*)ren péc sekojosa likuma
" =g —apf(2"),ar > 0,k =0,1,...

Skaitli a4 ieprieks minetaja formula sauc par sola garumu vai vienkarsi par gradienta
metodes soli. Ja f/(z)* # 0, tad pie pietieko§i maziem a; > 0 var garantet dilstosu

funkcijas vertibu virkni:
Fl@h) < fah).

Viena no popularakajam metodém, lai noteiktu gradienta metodes sola lielumu ir atraka
virziena metode. Uz stara x = 2¥ — a grad f(a*),a > 0, kas iziet no punkta z; pretéji

gradienta virziena, tiek izveidota viena argumenta « funkcija

gr(@) = f(z" — a grad f(z")),a > 0.

Solis oy, tiek definets ka vienargumenta funkcijas gy (a) minimuma punkts.
Definicija 3.1.1 ([1]) Kopu M C R” sauc par izliektu, ja

Vee MVYye MVYAe[0;1]: dx+ (1— Ny e M.

Definicija 3.1.2 ([1]) Pienemsim, ka dota funkcija f, kas defineta izliekta kopa M C R™.
1. Funkciju f sauc par izliektu uz leju, ja

Vee MVYye MVYAO<A<1 fOx+(1—Ny) < M)+ (1= Nfy).

2. Funkciju f sauc par izliektu uz augsu, ja

Ve e MYy e MVAO<A<1 fhz+ (1=Ny) > Af(z)+ (1= Nf(y).
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3. Funkciju f sauc par stingri izliektu uz leju, ja punkta 1) minéta nevienadiba izpildas
stingra nozime jeb ”<”. Toties funkciju f sauc par stingri izliektu uz augsu, ja

punkta 2) mineta nevienadiba ir stingra jeb ”>" ([1]).

Piemers 3.1.3.

Funkcija

f(x1,x0) = /223 + 423 (3.1.1.)

ir izliekta un visur diferencéjama, izpemot minimuma punkta x* = (0,0)7 (skatit 3.1.1.
att.).

4@%@%»
ST AT T 777777

3.1.1. att. Funkcijas (3.1) grafiks.

Lai atrastu minimuma punktu x*, tiek veikta gradienta metode, izveloties patvaligu

sakumpunktu z° = (1; 0,5)7. Gradients funkcijai f(x1,z9) ir

T
2 4
ngmwa=< o 2 ).

V223 + 43 \/227 + 4a3

Pirmas iteracijas sola garumu nosaka, izveidojot paligfunkciju go(a) un to minimizgjot,

tas ir,
zt =2 —aq gradf(xo) ~~
~ (1;0,5)" — ap(1,1547; 1, 1547)7 =
= (1—1,1547ag; 0,5 — 1,1547ay) ",
go(@) = v/2(1 = 1,1547a0)? + 4(0,5 — 1, 1547ag)? — min
i (a) = 1, 41— 1,154Ta0)(—1,1547) +8(0,5 — 1,1547a0) (=1, 1547) _

2 V2(1 = 1,1547a0)2 + 4(0,5 — 1, 1547a,)?
= 2(—1,1547)(1 — 1,1547cp + 1 — 2, 309409) = 0 =

~ 0,577.

= =
0= 374641
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leguistot pirmas iteracijas sola garumu, mes varam aprekinat gradienta metodes pirmas

iteracijas punktu !
rt = (1;0,5)" —0,577(1,1547; 1,1547)" =

= (0,334; —0,166)".

Sadi turpinot gradienta metode patvaligam sakumpunktam konverge uz z* (skatit 3.1.2.

att.).

3.1.2. att. Funkcijas (3.1) minimuma mekléSana ar gradienta metodi, tuvinato
atrisinajumu virkne.

Galvena problema ir noteikt atbilstosu apstasanas kriteriju. Par cik

Af(orms) = —es
gradf(xy, 22) = ——— :
Y 222 4 43 \ 4y

S ooT _ 1 2 2 -
mes ieguistam, ka |gradf(xy, z9)| = m\%xl + 1625 > 1 jebkuram punktam
(21, 22)T # (0,0)T, tas ir, neviens no algoritma konstruetajiem punktiem neapmierina

apstasanas kriteriju |gradf(zy,zq)| <e ([7]). W

Piemers 3.1.4.

Funkcija
54/92% + 1623, Ty > |xa|
f(x1,22) =< 921 + 16 |2], 0 <z <o (3.1.2)
921 + 16 |zo] — 2?, 21 <0

ir izliekta un diferencejama visos punktos, iznemot staru, kas definets ka xy < 0,29 = 0
(skatit 3.1.3. att.). Pirmas funkcijas fi(z1,22) = 5/92% + 1623, 21 > |22|, minimuma

punkts ir (0;0), otrajai funkcijai fi(xy, z2) = 921 + 16]z2|, 0 < 1 < |22|, minimums neek-
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siste, bet tresas funkcijas f3(z1, z2) = 921 + 16|z5| — ] mazaka vertiba tiks sasniegta pie
xy =0, f3(x1,0) = 921 + 2] minimums bus tad, kad (9z; — 27) =9 — 928 = 9(1 — z%) =
0= 2% =1 = x; = +1. Minimums ir pie z; = 1. Dotas funkcijas f globalais minimums

atrodas punkta z* = (—1;0)7, kas atrodas tiesi uz ta stara, kur f nav diferencéjama.

40 RSN
OO
- SIS e
20 \\\Q\\‘%‘«' RIS e
NNy X

3.1.8. att. Funkcijas (3.2) grafiks.

Veicot minimizaciju ar gradienta metodi, tiek izvelets punkts no apgabala

R = {(z1,22)" | 21 > |2o| > (35)°01},

piemeram, z° = (1; 0,5)7 (skatit 3.1.4. att.). Par cik izveletajam sakumpunktam x°

izpildas nevienadiba z; > |xs|, tad pirmaja iteracija gradienta metode tiek rekinata

funkcijai 51/92% + 16x3. Gradients funkcijai 5/92% + 1623 ir
45 80 !
grad (51/92% 4+ 1623) = LS o
V922 + 1623 /923 + 1623

Identiski ka Piemera 3.1.3., pirmas iteracijas sola garumu nosaka, izveidojot paligfunkciju

go(e) un to minimizejot, tas ir,
ot =2° — ap gradf(2°) ~

~ (1;0,5)" — ap(12,481;11,094)" =

= (1 —12,4810; 0,5 — 11,094a) ",

go(a) = 5v/9(1 — 12,4810)2 + 16(0,5 — 11.0940,)% — min
Qg = 0, 06.

Péc tam tick aprekinats gradienta metodes pirmas iteracijas punkts x'.
o' = (1;0,5)" —0,06(12,481;11,094)" =
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= (0,251; —0,166)".

[teracijas punkts x! pieder apgabalam R un tam ari izpildas nevienadiba z; > |x5| Iidz

ar to z? tiek ieguits identiski 2!, tas ir,
r? = 2! — ay gradf(a') =

~ (0,251; —0,166)" — a;(11.251; —13,228)" =

= (0,251 — 11.251ay; —0, 166 + 13,22804)7,

gi(a) = 5/9(0,251 — 11.2510)2 + 16(—0, 166 + 13, 22801)2 — min
oy =0,0154 ,
r? = (0,251; —0,166)" — 0,0154(11.251; —13,228)" =
= (0,078;0,038)".

Ka redzam, tad arl otrais iteracijas punkts 22 € R un tam izpildas nevienadiba z; >
| o). Sadi turpinot, iteracijas punktu virkne vienmer paliks apgabala R un konverges uz
z:= (0,0)7 (skatit 3.1.5. att.). Tomer $is punkts nav pat funkcijas f lokalais minimums

(skatit 3.1.3. att. un 3.1.6. att.).

3.1.4. att. Funkcijas (3.1.2) tuvinato atrisinajumu virkne un apgabala R inter-
pretacija.

Soreiz izvelesimies punktu, kas nepieder apgabalam R, pieméram, z° = (1; —0,1)7.
A1T Soreiz izveletajam sakumpunktam 2 izpildas nevienadiba x; > |z»|, kas nozime, ka
atkal pirmaja iteracija gradienta metode tiek rekinata funkcijai 51/92% + 16x3.

2t =2° — aq gradf(2°) ~

27



Q

(1; —0,1)" — (14, 868;2,643)" =

= (1 —14,868a; —0,1 — 2,64304)",

go(a) = 5/9(1 — 14, 8680¢)% + 16(—0, 1 — 2, 64304)% — min
ap = 0,062 ,
ot = (1;-0,1)" — 0,062(14, 868; 2, 643)" =
= (0,078; —0,264)".

Iteracijas punktam z! izpildas nevienadiba 0 < z; < |z»| Iidz ar to z? tiks iegiits, gradienta
metodi pielietojot funkcijai 91 4+ 16|xs|. Gradients funkcijai 921 + 16|x5| pie negativa xo
ir

grad (921 4 16|z,|) = (9; —16)" .
Soreiz punktu z? mes nevaram iegiit ar identisku pieeju, ka tika iegiits punkts z!, jo
funkcijai ¢; (o) = 9(0.078 —9cv; ) —16(—0.264+1604 ) nav minimuma. Tas liek meklet jaunu
veidu, ka izveleties iteracijas sola garumu. Izveloties patvaligu sola garumu, piemeram,

0,0153, mes varam aprekinat otro iteracijas punktu z2.
2 =z' — oy gradf(z') =
2% = (0,078;;—0,264)" —0,0153(9; —16)" =

= (—0,0597; —0,0192)".

Iteracijas punktam z? izpildas nevienadiba x; < 0, kas nozime, ka 2 tiks iegtits, gradienta
metodi pielietojot funkcijai 92 + 16|x5| — 23. A1l Soreiz un turpmakajos iteracijas solos
probléma ir atrast iteracijas sola garumu. Sadi turpinot gradienta metode lénam virzas

uz globala minimuma punkta z* = (—1;0)” pusi ([7,8]). B

/ £=4 £=8  _f=16
~

f=-4 ~ ) \
2
ﬂ} i\ —> %
1
x*=(-1,0) v/
/x1

/

\ e

3.1.5. att. Funkcijas (3.1.2) tuvinato atrisinajumu virkne, kad iteracijas
sakumpunktu izvelas apgabala R.
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3.1.6. att. Funkcijas (3.1.2) kontaru grafiks.

3.2. Nediferencejamas funkcijas aproksimesana ar diferencejamu

funkciju

Pedejie divi piemeri parada, ja funkcija ir pat diferencejama visos iteraciju punktos,
gradienta metode var nespét minimizet nediferencéjamu funkciju.
Vienkarsa pieeja, lai minimizetu nediferencejamu funkciju f, ir balstita uz f tuvinajumu

ar diferencejamu funkciju g. Piemeram, funkcija

f(z) = ||
var tikt aizstata ar
g(x) =Va? +e,

kur € > 0 ir "maza” vertiba. Tada gadijuma, summa
f(@) = fole) + D 1) (3.2.3)
i=1

ar funkcijam f; : R" — R,7 =0, 1,...,m, var tikt aproksimeta ar funkciju

g(@) = fol@) + Y\ Ifi@)] +e, (3.2.4)

i=1

kura ir diferencejama, ja visas funkcijas f; ir diferencejamas.

Daudzas nediferencejamas funkcijas var tik uzrakstitas forma (3.2.3). Piemeéram, jeb-
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kura nepartraukta gabaliem lineara funkcija f : R® — R var tikt izteikta ka

fla) = a+bx+;ai |z — 24| 525)

T <29 < ...<Tpia,b,a; €R i=1,...,m,

kas ir (3.2.3) specialgadijums pie fo(z) = a + bx un f;(z) = a;(x — x;), i = 1,...,m. Tad

diferencejama aproksimacija funkcijai (3.2.5) ir forma

g(x) =a+br + Z \/[ai(x —z)) +e (3.2.6)
([7])-

Piemers 3.2.1.

Funkcija
—3r+5, x<3
2—1ir, 3<x<6
T) = 37 - 3.2.7
/(@) x — 0, 6<x<8 ( )
2r — 14, x> 8
ir nepartraukta, izliekta un gabaliem lineara (skatit 3.2.1. att.). Vispirms pierakstisim
funkciju forma (3.2.5). Par cik nediferencéjami punkti ir 3, 6 un 8, mes ieguistam

f(x) =a+br+a|r -3+ az|r — 6] +az|z - 8. (3.2.8)

Parametri a, b, a1, as, a3 var tikt noteikti, pielidzinot (3.2.7) un (3.2.8). Ja = < 3, mes

iegustam

4
a+bx+a1(3—x)+a2(6—x)+a3(8—x):—§x+5:>
a+ 3aq + 6arg + 8arz =5 (i)

b—Oél — Q9 — (3 = ——. (11)
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Analizejot intervalus 3 < x <6, 6 <z < 8, z > 8, mes iegustam

1
a+bx+a1(x—3)+a2(6—x)+a3(8—x):—§x+2:>

a—3a; + 6ay + 8as =2, (iii)

b+ ay — Qg — g = —%. (iv)
a+br+a(zr—3)+ax(z—6)+a38—z)=2—6=

a — 30 — 6ap + 8arz = —0, (v)

b+ ay + an — a3 =1 (vi)
a+br+oa(r—3)+a(r—6)+az(x—8) =2r—14=

a — 3aq — 6ay — 8az = —14, (vii)

b+ oy + o + g = 2. (viii)

3.2.1. att. Gabaliem lineara funkcija f un tas aproksimacija g, kas ir difer-
encejama funkcija (¢ = 0.1).

Ta ir linearu vienadojumu sistéma, kuru var atrisinat. Atiecigi salidzinot (ii) un (iv),
(iv) un (vi), (vi) un (viii), més iegustam oy = 3,0 = 3,3 = 3. Péc tam vienadojumi

(i) un (ii) dod, ka @ = —2 un b = 3. Tadejadi funkcija (3.2.7) var tikt uzrakstita ka

=27 1 1 2 1
-t r+Z|z-3+|e—6+=|r—38 3.2.9
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un saskana ar (3.2.6) diferencejamais tuvinajums ir funkcija

(3.2.10)

(skatit 3.2.1. att.).

3.2.1. tabula

Funkcijas (3.2.10) minimuma punkta tuvinajumu xz. vertibas pie dazadiem ¢

€ Te
01 572
0,01 5,913
0,001 5,973

Kad e — 0, punktu virkne z. konverge uz funkcijas (3.2.7) minimuma punktu z* = 6
([7). m

Prakse ieprieks mineta piemera ieteikta pieeja rada nopietnas problemas attieciba
uz proceduras stabilitati. Tas ir, funkcijas (3.2.3) minimuma punkts parasti apmierina
sakaribu fi(2*) =0, k € {1,...m} (skatit 3.3.1. att.). Pie maza ¢ un punktam x, kas ir
tuvu z*, k-tais summas (3.2.4) loceklis ir maza skaitla z = [fi(z)]° + ¢ kvadratsakne. Par
cik z — 0, tad funkcijas \/z virziena koeficients konverge uz co. Tatad sikas kludas z var
radit lielas kludas /z.

Visbeidzot meés varam atzimet, ka minimaz uzdevums (2.1) var tikt parveidots ekviva-
lenta ierobezojumu forma

min = T,iq, ¢t =1,...,m, 2.
fi@) (3.2.11)

ieviesot vel vienu citu mainigo x,,,1. Tatad nediferencejamiba tiek izslegta, ja visas funkci-
jas f; ir diferencejamas. Tomer §1 transformacija "nevienkarso” uzdevumu.

Vairaki nediferencejamu uzdevumu algoritmi censas pielagoties diferenciejamu funkciju
pamatidejam. Nozimiga metode ir saiska (” bundle”) metode, plaknu griesanas un elipsoidu

metodes ([7]).

3.3. Saiska (bundle) metodes pamatideja

Lai gan lielaka dala §is teorijas paliek speka zem vajakiem nosacijumiem, talak mes

petisim funkcijas f minimizesanu, pie nosacijuma, ka f ir izliekta telpa R™. Izliektiba
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nodrosina, ka vienpusgjs atvasinajums DT f(z,d) ir definéts katra punkta x un katram

virzienam d.

Pienemsim, ka dota funkcija f : M — R, M C R™ un x* € M ir kopas M ieksejs
punkts. Jebkuram vektoram y € R\{0} tiek apskatita viena argumenta funkcija

fop(t) = f(a" +ty).

Funkcijas f atvasinajums noteikta virziena var tikt interpretets ka sis funkcijas atvasinajums

pec t punkta t = 0.

Definicija 3.3.1. ([7]) Par funkcijas f vienpusgjo atvasinajumu D f(z*,y) virziena y

sauc robezu

. J)(t) = fiyy(0)

* o Y Y

Df(xvy)—f(y)—lg% 7 .

Par funkcijas f vienpusejo labas puses atvasinajumu D™ f(z*,y) un kreisas puses at-

vasinajumu D~ f(z*,y) virziena y sauc atbilstoso robezu

D* f(z*,y) = lim fu)(t) = f(0)

t—0+ t ’

D™ f(a"y) = lim fw(®) ; fw)(0)

Piemers. Pienemsim, ka dota funkcija f(z1,z2) = 2% + z1209, M = R?. Pienemsim, ka
z* = (1;1) un y = (2;3), tad

o) = f@* +ty) = f(L+261+3t) = (14 2¢)* + (1 + 2t) % (1 + 3t).

Ta ka
Jiy®) =2 (14 2t) % 24 2% (14 3t) + (1 + 21) * 3,

tad Df(z*,y) = f,(0) = 2% 1% 2+ 2% 1+1%3 =442+ 3 = 9. Vienpusejie atvasinajumi

saja gadijuma sakrit ar 9. W

Teorema 3.3.2. ([7]) Ja tiek dota izliekta funkcija f : M — R (M C R ir izliekta) un
ieksejais punkts x* € M, tad tai izpildas

—D*f(z";—y) = D™ f(z",y) Vy € R" (i)
DY f(x*; \y) = ADT f(x*,y) un D™ f(x*; \y) = AD~ f(z*,y), kad A > 0 Vy € R". (i)
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Vektors a € R™ ir f apaksgradients punkta z* tad un tikai tad, ja

DT f(z*y) > a’y Yy e R™ (iii)

Pirma ideja ir minimizet f iterativi, modificejot gradienta metodi nediferencejamai

funkcijai f. Saja gadijuma atrakais virziena koeficients d* tiek iegiits, atrisinot uzdevumu

min DV f(zF, d),
min f(a",d) (3.3.1)
jo prieks [|d|| = 1 atvasinajums D% f(z* d) ir f pieauguma vai samazinajuma mers

virziena d. Uzdevums (3.3.1) ir ekvivalents ar uzdevumu

min DV f(zF, d), )
min f(z%,d) (3.3.2)
ciktal optimalie atrisinajumi ir identiski. Tomer pedejais skaitlosanas zina ir vieglaks, jo
pielaujama kopa ir izliekta. Saskana ar Teoremu 3.3.2 uzdevumu (3.3.2) var parveidot

forma

DY f(xz,d) = max ald,
f(z,d) Jax (3.3.3)

kur 0f(x) apzime f apaksdiferenciali punkta x (Definicija 1.4.5.). Savienojot (3.3.2) un

(3.3.3), mes iegustam uzdevumu

: T
min max a'd,
lldI|<1 a€df (x) (3.3.4)

kuru var parraksit ar von Neimana "minimax” teoremas palidzibu ka

.o
max min a'd.
a€df () ||d||<1 (3.3.5)

Ta ka ﬁ ir 7iekseja” uzdevuma atrisinajums, mes iegtistam

—a
max a’ — = max —||all, (3.3.6)
acdf(z) ||a||  acdf(x)

kas beidzot ir ekvivalents " minimum-normas” uzdevumam

min ||al|.
Jin |l (3.3.7)
Izmantojot izteiksmi (3.3.7), lai noteiktu meklesanas virzienu, mes iegistam sekojosu pa-
matproceduru:

1) Izvelas zp € R™ un nosaka, ka k = 0.

1 . _ak . . C e .
2) Izrekina d¥ = Tk Kur a¥ ir uzdevuma min,cpf(,+) ||a|| atrisinajums.

(
(2)
(3) Ja 0 € 9f (), tad ir jaapstajas. Citadi ir jadodas uz procediiras soli (4).
(4) Janosaka minyeg, f(2* + Ad*) atrisinajums \y.

(5)

5) Nosaka z"t1 = 2% + \yd*, k = k + 1 un dodas uz procediiras soli (2).
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Apstasanas kriterijs solim (3) ir balstits uz faktu, ka 2% ir f globalais minimuma punkts
tad un tikait tad, ja 0 € df(z*). Diferencejamos punktos iteracija ir identiska gradientu

metodes solim ([7]).

Piemers 3.3.3.
Mes minimizesim funkciju
f(xth) = |x1| + |.T2‘ )

sakumpunktu izvelamies ka z° = (3;-2)T. f apaksgradients a = (ai;as)” nedife-

rencéjama punkta x° apmierina nevienadibu:

r1 — 3
|z1| + |22 25+(a1;a2)< ! )

To + 2

No ta seko vienadojumu sistema:

21| > ar21, = la;| <1
f(@) =9 |za| > apms, = Jag| <1
0>5—3a; +2a, = ap > 2%

Atrisinot vienadojumu sistemu mes iegustam, ka vektors a ir apaksgradients tad un tikai

tad, ja a; = 1 un ay = —1, tas ir, f apaksdiferencialis 2 ir forma

. . . —_(1-—1\T _(1._1\T
Algoritma otrais solis (2) dod a® = (1;—1)T un d° = H&—BII = (1\’/51) = (—\/Li; \%)T
Algoritma (4) soli mes nosakam sola garumu .
. 0 0 . 1 1 T
minyer, f(2° + Aod”) = minyer, f(3 — A =24+ —=)\) =

V2 V2

1 1
M4 =24 =)
\/§| | \/§|

Mazaka vertiba tiek sasniegta intervala, kad A € [2,83;4,243]. No ieprieks minéta in-

= min,\eR+|3 -

tervala patvaligi izvelas, ka A\g = 3. Turpinajuma veicot soli (5), tiek atrasts punkts z?,

tas ir,
11
ot =2+ Nod® = (3;-2)7 + 3% (——2; —)" ~(0,879;0,121).

\G)
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3.3.1. att. Piemera 3.3.1. funkcijas grafiks.

Dodamies uz soli (2) un nosakam apkasgradientu punkta (0, 879;0,121)7. f apaksgradients

a = (ay;a2)” nediferencejama punkta x! apmierina nevienadibu:

x; — 0,879
1|+ 22| > 14 (a1;a .
1] + 2l 2 1+ (@ 2)<x2—0,121>

No ta seko vienadojumu sistéma:

21| > ayzy, =lay| <1
f(@) = ¢ |22 > azwy, = lag] <1
0>1-0,879a; — 0,121ay, = a; > 922092,

No vienadojumu sistemas tiek noteikts, ka vektors a ir apaksgradients tad un tikai tad,

jaa; =1 un 0,064 < ay < 1, tas ir, f apaksdiferencialis punkta z! ir

of(z') = { (;) '0,064 <a< 1}.

Algoritma otrais solis (2) dod a' = (1;0,064)" un d' = (—0,998; —0,064)”. Pec tam

turpinam ar algoritma (4) soli.
minyeg, f(z' + Aid") = minyeg, £(0,879 — 0,998); 0,121 — 0,064\)" =

— minjeg, |0,879 — 0,998A| + [0, 121 — 0,064)|.
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Mazaka vertiba tiks sasniegta ar \; = 1. Pec tam algoritma (5) soli atrodam punktu z?
r? =2t + A\d' = (0,879;0,121)" + 0,881 x (—0,998; —0,064)" ~ (0;0,065)".

Sadi turpinot jau nakamaja soll jeb tresaja iteracija varam teikt, ka algortims konverge
uz funkcijas minimumu un punkta z® tiek apmierinats algoritma apstasanas kriterijs 0 €
Of(x3), kas liecina, ka ir atrasts funkcijas f minimums (0;0)7 (skatit 3.3.1 att.) ([7]). W

Piemers 3.3.4.

Izveloties sakumpunktu 2° = (0,0)7, mes izmantosim algoritmu funkcijas (3.1.2) mini-
mizacijai. Vienkarsibas de] mes noteiksim atrako virzienu tiesi ar (3.3.1) palidzibu. Ta
ka
D+f(fl70, d) - hmt—>0+ @7

5t+\/9d? + 16d2, dy > |ds,
f(td) = t(gdl + 16 |d2|), 0<d < |d2|,
9tdy + 16t |dy| — (tdy)?, dy <0,

mes iegustam
D+f($o d) _ { Qd% + 16d%a dy > ‘d2‘>

9d; + 16 |da|,  dy < |da],

un (3.3.1) atrisinajums ir d° = (—1,0)7 ar optimalo verttbu -9. Attels 3.1.3. ilustré to,
ka d° patiesam ir atrakais virziens. Algoritma (4) soll tiek iegiits pirmas iteracijas sola
garums \g, t.i.,

minyer, f(2° 4+ Xod”) = minyer, f(—X;0)" =
= min,\eR+)\9 — 9\

Mazaka vertiba tiks sasniegta ar Ao = 1. Talak algoritma (5) soll ieglistam punktu !
a2t = 2%+ Xd” = (0;0)" + 1% (=1;-0)" ~ (=1;0)".

Par cik algoritma apstasanas kriterijs 0 € df(x!) ir apmierinats, tad varam teikt, ka

optimalais atrisinajums ir atrasts pirmaja iteracija ([7]). B

Ieprieks minetais algoritms ne vienmer konverge uz optimalo atrisinajumu. Piemeram,
ja tas ir pielietots funkcijai (3.1.2) ar sakuma punktu piemera 3.1.4. regiona R, tad virkne
z¥ konverge uz neoptimalo atrisinajumu z = (0, 0)7 (skatit 3.1.3. att. un 3.1.5. att.). Par
cik problema (3.1.2) ir diferencéjama pie x; > 0, ieprieks minétais algoritms genere tos
pasu iteraciju punktus ka gradienta metode piemera 3.1.2. Tomer piemers 3.1.2. ierosina
pamatalgoritma sekojoso modifikaciju.

Punktam z" atbilstoso apkartni Uj, més soli (2) aizstajam apaksdiferenciali df(z*) ar
apaksdiferencialu apvienojumu D(Uy) := U,cp, 0f(y). Ja punkts z* ir pietickami tuvu
z, tad Z € U, un 0f(z C D(Uy)), tas ir, idealais virziens ir (—1,0)7, kas atbilst punk-
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tam Z un klust par virziena meklesanas kandidatu. Izveloties So meklesanas virzienu,
modificetais algoritms var ”izbegt no pievilkSanas punkta” z.

Komercialajas programmatiiras ”bundle” metode virziena meklesana ir nosakama sarezgita
veida. Seit més paturpinasim ar dazam pamatidejam. Apaksgradienti g1, g2, gs, ..., kas
ir noteikti ieprieksejas iteracijas ta, ka labs tuvinajums D(Uy) ir izliekts daudzskaldnis
P = conv({g1.92.93, ...}). P apaks- gradients norada ta saukto "bundle”. Meklesanas
virziena noteikSana ar P palidzibu ir kvadratiskas minimizacijas uzdevums, kuru var
viegli atrisinat. Ja iegutais virziens ir "labs” (linijas meklésana to noradis), tad algoritms
virzas Saja virziena. Pretéja gadijuma D(Uy) labaks tuvinajums tiek veidots, ieklaujot
citu apaksgradientu daudzskaldn1t P ([7]).

38



Secinajumi

Pec bakalaura darba izpildes un izpétitajam nediferencejamu funkciju optimizacijas

metodem var secinat, ka

1. Nediferencejamu funkciju optimizacija ir tikai sava attistibas sakuma posma, kur
nezinamo ir vairak par zinamo. Vel nav izveidota neviena optimizeSanas metode,
kas pilniba deretu katrai nediferencejamai funkcijai. Tas loti sarezgl darbu dazadu
nozaru specialistiem, kuriem biitu nepiecieSama atra un efektiva metode, lai ietaupot

laiku, veiktu sev nepieciesamos optimizacijas uzdevumus.

2. Gradienta metode ir efektivs veids, ka minimizet nediferencejamu funkciju lidz
bridim, kad funkcijai ir vairaki lokalie minimuma punkti vai ir nepiecieSsams nospraust
iteraciju apstasanas slieksni. Ne vienmer pieminétais apstasanas slieksnis darbo-
jas. Vairaku lokalo minimumu gadijuma iteracijas sakumpunkta izvele spele loti
nozimigu lomu, jo ta nepareiza izvele ietekmes vai iteracijas punkti tuvosies lokalajam
minimumam vai globalajam minimumam. Nedrikst art piemirst iteracijas sola izveles
nozimigumu, jo tas ietekmes, cik atri gradienta metode konverges uz ekstrema

punktu.

3. Nediferencejamu funkciju aproksimesana ar diferencejamu funkciju ir vienkarss veids,
ka minimizet funckiju, aizstajot nediferencejamu funkciju ar diferencejamu. Tas ir
efektivs veids, ka optimizet izliektu, gabaliem linearu funckiju. Tomer Sai metodei
prakse var rasties nopietnas problemas ar proceduras stabilitati, jo tuvojoties atrisi-

najumam ir jarekina kvadratsakne no loti maza skaitla.

4. Saiska metodes algoritms ir efektiva metode, lai nonaktu pie mekleta minimuma
punkta. ST metode, lai gan ari daleji balstas uz gradienta metodi, ir daudz atraka,
jo tiek noteikts precizaks minimuma punkta virziens. ArT Sajai metodei ir trukumi,
tas ir, iespejami lieli sarezgijumi ar apaksdiferenciala noteikSsanu un problemas ar

iteracijas sakumpunkta izveli.

Darba turpinajuma noteikti noderetu apliukot un izpetit vel citas nediferencejamu
funkciju optimizacijas metodes, kuras Saja darba netika aplukotas ka, pieméeram, masinma-
cisanas algoritmus, kuriem ir liels potencials, lai izveidotu vienu vienotu optimizacijas

metodi visam nediferencejamam funkcijam.
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