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Anotacija

Darba elektrona nelinearas teorijas attistiSanas ietvaros tika pétits Diraka-Maksvela
vienadojumu sisteémas specialgadijums - Diraka-Puasona vienadojumu sist€éma. Izmantojot
Matlab programmatiiru, tika veikti skaitliskie aprékini dazadiem vienadojumu sist€émas
moduliem ar merki iegtt informaciju par ladina sadalijumu elektrona. Balstoties uz Kleina
paradoksa paradibu, kuras koncepcija pielauj, ka brivam elektronam ar pietiekosi lielu atgriiSanas
potencialu ir iesp€jams atrasties pozitivas energijas saistitajos stavoklos, darba tika veikti
aprékini diviem galvenajiem gadijjumiem: defin€jot sakuma nosacijumus nulles un bezgalibas
apgabala. Atseviski tika veikti aprékini ar1 ievérojot elektrona magnetisko momentu.

Rezultati tika izanalizeti, taja skaita ar1 salidzinot ar pieejamiem zinatniskajiem rakstiem

par So temu.

Atslegas vardi: Diraka-Maksvela vienadojumu sist€éma, Diraka-Puasona vienadojumu sistéma,
Kleina paradokss, elektrona ladina sadalijums, elektrona magnétiskais moments, spins, skalarais

potencials, vektorpotencials, brivais elektrons.



Abstract

As one of the nonlinear electron theory development steps, the special case of the Dirac-
Maxwell system of equations - Dirac-Poisson system was studied. In order to obtain an
information about the distribution of the electron charge, some numerical calculations for the
different modules of system of equations were carried out using Matlab software. The Klein
paradox phenomenon suggests that free electron with a great enough repulsive potential can
occupy some bound states of positive energy. This assumption was used to define two major
cases for which the calculations were carried out: the system with initial conditions defined when
x — 0 and the system with initial conditions defined when x — co. Some additional calculations
were carried out taking into account the electron magnetic moment.

The results were analyzed, including comparison with the available scientific articles on the

subject.

Key words: Dirac-Maxwell system of equations, Dirac-Poisson system of equations, Klein
paradox, distribution of the electron charge, the electron magnetic moment, spin, scalar potential,

vector potential, free electron.



Darba uzdevumi

1. Apgit Diraka teoriju un izprast Kleina paradoksu.
2. lIzstudgt literatiiru par nelinearo Diraka-Maksvela vienadojumu sistému.
3. Veikt skaitliskos aprékinus dazadiem Diraka-Maksvela vienadojumu sist€mas modeliem.

4. lzanalizet iegltos rezultatus un izdarit secinajumus.
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1 Ievads

Nitona vienadojums apraksta kermena ar masu m kustibu argja speka iedarbiba. Masa ir
vienigais parametrs, kurs raksturo kermeni, nav svariga ta forma vai sastavs. Lidziga situacija ir
arT mikropasaulg, kur dalinas kustibu aprakstu Srédingera vai Diraka vienadojumi. Mikropasaulé
dalinas kustiba saistita ar de Broj1 vilni, kur§ pazid, ja dalina apstajas. Kustibas vienadojumi
neko nepasaka par objekta uzbiivi.

Visprecizaka teorija, kas pastav miisdienas un sp&j pareizi paredzet tadu virtualo procesu ka
elektronu-pozitronu paru rasanas un absorbcija ietekmi uz atomu energétisko limenu nobidi, ka
art uz elektrona magnétisko momentu, ir, bez Saubam standartmodelis un ta ietvaros kvantu
elektrodinamikas teorija (QED). Elektronu-pozitronu paru veidoSanas rezultéjas vakuuma
polarizacija [1]. QED koncepcija ir balstita uz lauku kvant€Sanas procediiru, [2], proti, tiek
uzdots sist€émas lagranzians, talak tiek noteikti impulsi, kas ir kanoniski saistiti ar koordinatam,
un tiek mekléta Hamiltona funkcija. Galvenais lauku kvant€Sanas procediiras uzdevums ir
nodroSinat dalinu skaita izmainas iesp&ju teorijas ietvaros, pieméram, jau min€to augstak
elektronu-pozitronu paru raSanas gadijuma. Ladéto dalinu mijiedarbibu ar elektromagnétisko
lauku QED matematiski var aprakstit ar perturbaciju teorijas palidzibu. Savukart, tas rékini, kas,
piemeram, ir saistiti ar Kulona mijiedarbibu un, attiecigi, hamiltoniana dalu, kas ir atkariga no
garenvilniem, noved pie diverg€josas rindas paradisanas [2]. Ka viegli var saprast, §is moments
var ievérojami trauc€t, un, lai atbrivotos no diverggjoSiem hamiltoniana locekliem, ir javeic t.s.
elektrona masas un ladina ,renorméSanas” procediira. Tas, bez $aubam, butiski sarezgl QED
teorijas izmantoSanu.

Mikropasaulé dalinas struktiira tiek skaidrota balstoties uz vél sikaku dalinu savstarp&jo
mijiedarbibu: molekula sastav no atomiem, atomi — no atoma kodola un elektroniem, atoma
kodols — no protoniem un neitroniem utt. Piem&ram, standartmodelis paredz elementardalinu
hierarhiju, proti, to, ka, pieméram, tadas dalinas ka neitroni un protoni, kuras tiek klasificétas ka
hadroni, sastav no vél mazakam dalipam — kvarkiem un gluoniem. Savukart, kvarki un leptoni
tiek aproksiméti ka punktveida dalinas. Nakamais solis $aja hierarhija, par ko ir bijusas dazadas
diskusijas [3], ir kvarku un leptonu ,,saskelsanas” iesp&ja vél fundamentalakas dalinas. Skiet, ka
sada veida pienémumi varétu turpinaties vél un vél. Sis cel§ neko nav devis elektrona struktiiras
noskaidroSanai: pieméram, modelis [4], kura tiek pienemts, ka elektrons sastav no divam vél

stkakam dalinam, nav bijis sekmigs.



Ka alternativu $adai pieejai ir verts apskatit nelinearo teoriju. Daba ir zinami kompakti,
stabili veidojumi, kuru struktiira tiek skaidrota ar nelinearu vienadojumu atrisinajumiem.
Makropasauleé tadi objekti ir virpuli un solitoni, mikropasauleé — Higsa bozons un citi
mikroobjekti [5]. Tika piedavatas arT tadas teorijas, kuras elektrons, kur$ darbojas pats uz sevi,
tiek uzskatits par solitonu [6]. Tas var atrasties dazados kvantu stavoklos un tikt raksturots ar
ick$€jo energiju, dimensijam un geometrisko formu. Atoms savukart sastavétu no viena vai
vairakiem elektronu solitoniem, kuri, savukart, mijiedarbojas ar kodola solitonu.

Ir piedavata ar1 nelineara teorija fotona aprakstam [7, 8], kura tiek modificéts Maksvela
vienadojums, pienemot ka vakuumam ir polarizacijas konstante fotona izplatiSanas virziena. Bet
Saja darba tiek apliikots elektrons, nevis fotons, tapec talak biitu korekti pieversties detalizétak
tieSi tam nelinearas teorijas ietvaros.

Elektrona ladina sadalfjumam biezi tiek lietots punktveida modelis. Skaidrs, ka tas ir
tuvindgjums, jo daba nav punktveida objektu. Nesen [9] tika piedavats loti vienkarSs
elementarladina nelinears modelis, balstoties uz Maksvela vienadojumu. Modelis paredz, ka ir
ladini ar pretgjam zimeém, ka pilnais ladin$ nav atkarigs no ladina radiusa (elektrona un protona
ladina absoltita vértiba ir vienada) un modeli ir mehanisms, kas vienadi ladétu objektu satur
kopa. Vakuuma nelineara ,,atbilde” uz ladina paradiSanos nodroSina ladina ka viena vesela
objekta pastavésanu, ta nelauj ladinam sabrukt. ST koncepcija atskiras no klasiskajam, kuras
paredz to, ka ladinam atrodoties vakuuma, ta polarizacijas ietekmé ladina lielums mainas.
Tadgjadi varetu apskatit hipotezi, ka elementardalinu strukttira var biit vakuuma 1pasibu definéta,
un tas var tikt uzskatitas par vakuuma nelinearajiem veidojumiem. Bet skaidrs, ka So modeli
nevar izmantot tie$i elektrona aprakstam, jo elektronam bez ladina ir v€l masa, spins un
magnétiskais moments, un visi §ie lielumi ir savstarp€ji saistiti.

Bet literatiira [10, 11, 12] ir piedavati nelinearu vienadojumu modelis elektrona aprakstam.
Ta ir nelineara Diraka-Maksvela vienadojumu sistéma, kurd elektrons kustas pasa raditaja
elektromagnétiskaja lauka. Magistra darba tiks apskatiti dazi §is sistémas modeli ar noliku iegt
(ja tas ir iesp&jams) kaut kadu informaciju par ladina sadalijumu elektrona.

Darba otraja nodala tiek izklastita Diraka teorija. Tre$a nodala sniedz ieskatu Kleina
paradoksa paradibas biitiba. legiitie rezultati tiek reprezentéti un analizéti taja skaita arl
salidzinajuma ar zinatniskajiem rakstiem par So t€mu darba ceturtaja nodala. Piektaja nodala ir

sniegti visparigi secinajumi un kopsavilkums.



2 DIRAKA TEORIJA

2.1 Diraka vienadojums

Ka zinams, tadu dalinu ka elektrons pilnvertigam kvantu mehaniskajam aprakstam nevar
kalpot klasiskais Srédingera vienadojums, jo tas neko nepasaka par elektrona spinu un tapéc
nevar paredzet tadas paradibas ka, pieméram, sikstruktiiras veidoSanas, kas ir saistita ar spin-
orbitalas mijiedarbibas procesiem [13]. Sadiem mérkiem nevar tikt piemérots ari Kleina-Gordona
vienadojums, jo tas ir derigs tikai nulles spina dalinu gadijuma. Tadg€jadi, lai aprakstitu elektronu,
ieverojot ta spina vertibu 1/2, ka ari visus relativistiskos efektus, ir jaizmanto Diraka
vienadojums.

Ja pienem par obligatiem nosacljumiem to, ka Saja vilpu vienadojuma nevar bt
atvasinajumu péc laika, kas ir augstaki par pirmo kartu (lai neparaditos negativas varbiitibas
blivumu vertibas), ka ar1 to, ka vienadojuma vilpa funkcijai ir jaapmierina 1. kartas diferencialo
vienadojumu péc visam cetram koordinatém, kas figuré relativitates teorija (X, y, z, ct), tad var
pienemt, ka vilpa funkcija y sastav no N komponentém u,, un visparigs vienadojums izskatitos

sadi [2]:

LSSl S Y i, =0 m

k
Cc at k=1 n=1 ax n=1

Brivai dalinai visi telpas punkti un visi laika momenti ir ekvivalenti (laika-telpas
viendabigums), no ta seko, ka vienadojuma (1) a, un B, lielumiem ir jabiit bezdimensionaliem

- -

un konstantiem, ka arino » un p neatkarigiem un komutgjosiem ar tiem. Ja pienem, ka N=4, tad

vilna funkciju u var prezentét spinora forma:

U= (2)



Savukart, a un B lielumus, ko sauc par Diraka operatoriem, var reprezentét kvadratveida

cetrrindu matricu forma [14]:

0 o I 0
az[a” 0} ﬂz(o —1] ®

kur katra no komponentém, proti, ¢” un I ir kvadratveida divrindu Pauli matricas un

vienibas kvadratveida divrindu matrica, attiecigi:

0 1 0 i 1o 1o
S OO F B PV O B

Ja ta, tad, ieverojot ar1 uzdota elektromagnétiska lauka skalaro ¢(r) un vektorpotencialu

A(r), vienadojumu (1) var transformét sekojosa forma [13]:

Hu = ihgu =Fu
ot (5)
H=—-ep+ pE, +a(c ;+ e;l)

kur H — ir Hamiltona operators, ¢ — gaismas atrums, E — stacionara stavokla pilna energija, p

— impulsa operators ( ;A? =—ihV)un E, =mc’ - elektrona miera energija. No sakaribas (5) seko,

ka pie nosacijuma, ka Hamiltona operatoram ir jabiit Ermita, arT Diraka operatoriem a un  jabut
tadiem, proti:
a=a’, p=p" (6)
Vienadojums (5) ar1 ir Diraka linearais vienadojums nekovariantajos apzim&jumos.
Ja vienadojumu (5) no kreisas puses pareizina ar u* un vienadojuma (5) kompleksi saistito

vienadojumu
o ou* . = %) = * 2 _
lh—at + lhc(Vu )a +u*fmc* =0 (7

no labas puses ar u, un atnem vienu no otra, tad ieglistam nepartrauktibas vienadojumu:



a—P+diV§ =0,
0z

kur

ir varbuitibas blivums un

R
S = cu*au

(8)

)

(10)

ir varbitibas pliisma. Pareizinot P un S ar elektrona ladinu —e, ieglisim attiecigi elektrona ladinu

un stravas blivumu.

2.2 Pauli teorija elektrona spinam

Diraka teorija paredz to, ka elektronam ir savs magnétiskais moments [15, 16]. Tam klat

nak vél tads fizikalais lielums ka kustibas daudzuma moments jeb spins.

Diraka teoriju var vienkarSot. Sakuma doto visparigo linearo Diraka vienadojumu (5) var

parrakstit Cetru diferencialo vienadojumu sistémas forma, kur katrs vienadojums atbilst, attiecigi,

vienai no Cetram spinora u (2) komponentém:

l(EO—E—e(p)uz+ h 1£+£ +E(AX+1A‘)}u3— ho EAZ
c | \idx dy) ¢ ioz c

(186 o e ho e
—(\E,+E —|\hl -——-—|+—(4, -i4 ——+—A4
c( o T E+eph | \idx oy +c( o y)}uz ioz c °
—(E, +E+e@u, —| 12+£ +E(AY+1AV)}:1— E_Q—EAZ
c | \idx dy) ¢ io0z c

u, =0
1 =0
u, =0

(1D



Izmantojot sistémas (11) treSo un ceturto diferencialo vienadojumu u, un u,
komponentem, attiecigi, un pienemot, ka £ = E, ka ar1 neievérojot potencialus A(r) un ¢(r), var

iegtt sekojosas tuvinatas izteiksmes:

B (6142 _;0us +%J

i

2mc\ Ox oy 0Oz (12)
. h (Ou, .Ou Ou,
U, =—i—| —+i——-——
2mc\ Ox oy Oz

Izmantojot sekojosas reprezentacijas:

_UA U_”] U_u3 13
”_UB > A_u2 > B_u4 (13)

kur U, matricas komponentes tiek sauktas par lielajam, bet U, komponentes, attiecigi,
par mazajam [17], ka ar1 sakaribas (4), no vienadojumiem (12) var iegiit tuvinato vienadojumu

mazajam U, komponentem, ar kura palidzibu tas tiek saistitas ar U , lielajam komponentem:
U, =Q2mc)" (5” p)UA (14)

Lietojot reprezentacijas (13) un sakaribas (3) arT paSu Diraka vienadojumu (5) var uzrakstit

sekojosa forma:

(E-E,+ep)U, = 5‘P(c;9+ e?l)UB (15)

(E+E,+ep)U, = &P(cp+e2)UA

Savukart, ja aprékiniem tiek izmantots Diraka vienadojuma kvadratiskais variants, kas tiek
ieglits izmantojot kovariantos apzim&umus, ka arT pielietojot noteiktas korekcijas, tad

vienadojums, kura ietilpst tikai matricas U , lielas komponentes, un kur§ ir pamats Pauli teorijai

elektronam ar spinu, izskatas $adi:

10



2 2

[W+e(p+h—A+ ~(W +ep)’ i Gy ¢ — A"+
2m 2mc’ me 2mc (16)
Mo 0 Hy ~po- =P _
+1i Ep——0 (SXp)—uOJ HU,=0
2mce 2mc
eh ) ) . ) )
kur g, =—— - ir elektrona spina magnétiskais moments, jeb Bora magnetons, W — ir

2mc

nerelativistiska energija, & - ir elektriska lauka intensitate, H - magnétiska lauka intensitate,

kuras izsakas antisimetrisko tenzoru forma [17]:

4 04
:a LApa- ~ , Hi:Fkl 5 g[ZiE4 (17)

uv
ox, 0x,

2.3 Pauli teorija centralam potencialam

Ja apskatisim vienadojumu (16) gadijumam, ka elektrons atrodas centrala elektriskaja
lauka, tad pienemsim, ka magnétiska lauka intensitate H ir vienada ar nulli, ka art
vektorpotencials ;1(7/) = 0. Skalara potenciala funkcija biis atkariga tikai no radiala attaluma r.
Tadgjadi:

rFdo

E=———1 18
r dr (18)

e 1 . A .
Aizvietojot vienadojuma (16) EO'P ar spina operatoru §, ka ar1 izmantojot faktu, ka

N A

hk =rx p, iegiistam sekojoSo:

2 VANRAY
Wu =< - e¢+h—A Holt d(p[i—zks} u (19)
2m 2mc? 2mc dr | Or r

Var apskatit vienadojuma (19) lielumu H, = —(eq0+2iA) ka neperturbéto Hamiltonianu. ST
m

Hamiltoniana pasfunkcijas fiksétdm n un 1 vértibam vispariga forma izskatas sadi [13]:

11



ay,, (6, co)J a0

unl = Rnl (F)LbYlml (0’ ¢)

kur 0, ¢ —ir elektrona sferiskas lenkiskas koordinates, a un b — patvaligas konstantes, bet m, un

m, nav atkarigi viens no otra (3ie skaitli ir izvéleti no veselu skaitlu komplekta I, -I+1,..., +1).
Fizikala jega ir tikai N attiecibai. Pilnais Hamiltonians tapat ka neperturbétais H, komuté ar

pilna kustibas daudzuma momenta z-komponenti M_ =k_+s_. Varam atlasit tikai tadas u,,
funkcijas (20), kuras ir arT operatora M _ ipaSstavokli ar IpaSvertibu m. Zinot, ka ir saistiti M _,

k. un s_ sava starpa, k_ Tpadvértibas (m,,m,), kd arito, ka o, = 2s_, varam uzrakstit:

u (ml-l-—ljul
M{ ‘j: f (21)
[ . j%
2

_ e e s - 1 o1
Varam redzet, ka Saja situacija ir speka sekojosas sakaribas: m, + —=m, ——=m.

2
e .. - . A A I R
Ta ka vienadojuma (19) ieiet ar1 operatoru reizinajums k s, tad attiecibai 3 ir jabit tadai,

lai funkcija u biitu 1pastavoklis ne tikai neperturbétam Hamiltonianam H,, operatoram M _ un

2 ANRAS

operatoram k , bet arT tam pasam operatoru reizindjumam £k s . Zinot, ka:
2ks=M -k —s (22)

ANRAY
ka arT to, ka operatora 2 k s 1pasvertiba ir X, var izspriest, ka §1pasvertiba ir arT operatora

A2

M ar ipadvertibu j(j+1) Tpasstavoklis. Izmantojot Pauli spinorus (4), sakaribas matricu

elementiem:

(k, +ik )Y, (0,9) =/ —m)(I + m+1)Y, ., (6,9)
(k, —ik )Y, (0,0) ==/ + m)I —m+1)Y,, ,(0,9)

(23)

12



ka arT izveloties vilnu funkciju u forma (20) un ievérojot savstarp&jas sakaribas starp m, m, un

m, , varam iegiit:

[a -(m —%) —b |1+ %)2 -m’ }Y,,m_l

* R, (™) (24)

{—awf(l+%)2 —m® —b-(m+%)}/l’m+;

Sie vienadojums ir speka divu iesp&jamo % attiecibu gadijuma:

ZIAcsAu =Xu=

(25)

ANRAY A
No ta seko, ka operatora 2 k s ipasvértiba X, ka ari operatora M Ipa$vértiba j, kas ir saistita ar X

sadi:

X=jG+)=-I(+1)-s(s+1) (26)
ir vienadi ar:
i —l+l
X+:l ]+_ 2
) 27)
X_=-(+1) . 1
J- =Z_E

Ja. 50, tad X, =X =0un j, =,_ :%. Tada gadijuma divas normétas vilpu funkcijas

izskatisies sekojosi:

13



I+m+Ly 1 (0,9)
v e R0 ="
- +l,m - nl
Lj=l+ N2[+1 _ l—m+lY L (0,9)
2 l,m+5 (28)

1
1 1—m+ EYZ’W% 0,0)

u 1 = / Rnl (l")
) 20+1 1/l+m+%Y; L (0,9)
mt—

2.4 Diraka vienadojuma precizs atrisinajums

Tagad tiks iegiits precizs Diraka vienadojuma atrisinajumu diskréts spektrs elektronam, kurs$

. . - Z
atrodas Kulona lauka. Pienemsim, ka 4=0 un ¢ = —e, kur Z — atomnumurs, ¢ — elektrona
r

ladins, r — attalums no elektrona lidz punktam, kur ir potencials ¢. Tada gadfjuma diferencialo

vienadojumu sistéma (11) izskatas $adi [13]:

. 2
—L(E+Ze _Eo)ul+8u3+8u4 _i8u4=0
hc r 0z Ox oy
. 2
—L(E+Ze _Eo)u2_6u4+6u3+i6u3=0
hc r 0z Ox oy
' Ze’ ou, 0 0 %)
_L(E+ e +EO)M3+i+&—i&:0
he r 0z  Ox oy
. 2
—L(E+ZL+EO)M4—%+%+Z'%:O
he r 0z Ox oy

v

So vienadojumu ,,apstradei” tiks izmantotas tuvinatas vilnu funkcijas komponentes u, un u,

, kuras ir ieglistamas ar Pauli teorijas izteiksmém (28). Piem@éram, gadfjumam j =/+ 5 :

14



(30)

Ir verts atzimét, ka tagad atSkirtba no (28) radiala ipaSfunkcija g(r) netiek pielidzinata
Srédingera funkcijai R, (r), bet tick atstata ka patvaliga. Ievietojot (30) sisteémas (29) divos

pedgjos vienadojumos, ka arT izmantojot sakaribas:

Kl _ [GemeDt=meD, A S
oz Ly, @. @]_\/ Qrvaaisn el

/(1+m)(z m) (df+(l+1)f)
QI+D)Q2I-1) "

o .0 [TrmeoameD) o f
(a_xﬂayj(ﬁ”")_\/ T I Y T

)+

(€2
_|U=m)(=m-T1), (f (1+1)f)
Ql+DI-1)
Nl _ [U-m+2)(I-m~+1) a . f
(ﬁx lay)(ﬁ’"’) \/ rrayalry el T
+\/(l+m)(l+m—l)Yll l(df+(l+1)f)
QL+1)20-1) " dr
varam iegiit:
l—m+i
L(E+Zi+Eo)u3=%+8u2—iauz= 2(d—g—l§jY |
he r 0z Ox oy 2043 \dr r) tm— (32)

3
: 2 [+m+—
P B, =y — 2’ gy
fic r 21+3 \ dr r) Hlm

Pienemot, ka:
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[— m+E

u, =—\|———=if (r Y 0,
e e ACLICXY
(33)
3
l +m+ E
u, =—\|———=if (r)Y 0,
4 2l+3 f( ) I+l,m+%( ¢)
varam atrast, ka lai izpilditos (32), funkcijam g un f ir jaapmierina sekojosa sakariba:
—(E+Zi+E)f £_18 (34)
r drr

Ievietojot tagad (33) sistémas (29) treSaja un ceturtaja vienadojuma, ka art atkal izmantojot
formulas (31), varam iegut divus identiskos vienadojumus, kuri ir spéka tikai tad, ja starp

funkcijam fun g ir sekojosa sakariba:

L(E ZL—E )€ —ﬁ—(l+2)i (35)
hic r dr r

D " . . . 1 L
[zmantojot So pasu panémienu, gadijjumam j=/- 5 var legut:

(36)

Ka ar1 nosacijumus:
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—(E+ZL+E )f— 7 +(l+1)

p (37)
—(E+Zi—E) l+(1—1)i
r dr r
Var ieviest jauno kvantu skaitli:
o1 . 1
=—(j+>)=~(+1) j=l+s
2 gadijumiem: 2 (38)
=+ D=1 j=1-+
/ 2 2
Tagad vienadojumus (34), (35) un (37) var uzrakstit sekojosa forma:
—(E+Zi+E )f — {Zg +(1+ g) }
(39)

—(E+Z%—E )f+{df+(l Z)%}:O

Jaunajam kvantu skaitlim x var biit jebkura vértiba, iznemot nulli.

Lai atrisinatu Sos radialos diferencialos vienadojumus, ir japielieto loti apjomigs
matematiskais aparats, un ta ka 81 darba aprékinos tiek izmantota Diraka-Puasona vienadojumu
sist€éma, bet Diraka vienadojuma atrisinajums ka tads nekur netiks izmantots, tad atrisinajumi

netiks sniegti.
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3 KLEINA PARADOKSS

Ja apskatam tadu ierasto kvantu mehanikas situaciju, ka elektrona tuneléSanas caur
potencialu barjeru, tad, izmantojot Diraka relativistisko teoriju, $aja gadijuma var iegit
rezultatus, kas diezgan krasi atSkiras no tiem, kuri tiek iegiiti ar Srédingera vienadojuma
palidzibu.

Ja potenciala barjera tiek uzskatita par bezgaligu, un ta sakas punkta x=0, tad vilpa

funkcijas atkaribu no laika var uzrakstit, izmantojot reizinataju eiéEI, kur pilna energija E ir
pozitiva un lielaka par E,. Skaidrs, ka apgabala x<0 Diraka vienadojuma atrisinajums atSkirsies
no atrisinajuma apgabala x>0, proti, péc tuneléSanas cauri barjerai (sk. att. 3.1). Tadgjadi,
atrisinajumu pirmaja apgabala var sadalit divas dalas: kritosa un atstarota, un pierakstit, attiecigi

sekojosi:
u, =Ae™ +Ae™ (40)

2 2

E*-E E+E , E+E
kur k> =220 un reizinataji A =| iy, - 2520 |0, A =B —iky, - L2250 |
h'c he he

B — ir konstants lielums, savukart, y, un y, - ir lieclumi no kvaternionu grupas, kurai izpildas
Diraka vienadojumi abos apgabalos. Ta ka kvaternionu teorija ir diezgan apjomiga un tai nav
seviski daudz nozimes tiesi §1 darba konteksta, tad detaliz&ti ta netiks apskatita [18]. Lai 4" un A

izteiksmes (velak ari A') kvaternionu y,, vardtu aizvietot ar 1, reizinatajs I tiek pienemts par

1
5(1"‘74)-

Otra apgabala (x>0) atrisinajuma figurés tikai viena dala — ta, kura ,atbild” par vilpa

izieSanu cauri:

u, = At (41)
. (E-V) -E;
kur péc analogijas ar pirma apgabala atrisinajumu: k° = % , V — ir potenciala
_V(E-V)+E,

lielums, un, attiecigi, A = C(ik' 12 ]F , C — konstants lielums, tapat ka B.

C
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Att.3.1: Potencialas barjeras problémas atrisinajumi elektronam

divos apgabalos
Ta ka pirma apgabala vienadojuma atrisinajumam punkta x=0 ir japariet otra apgabala
atrisinajuma, tad robeznosacijumi izskatas sekojosi:

u,(x=0)=u,(x=0) (42)

No ta, savukart, seko, ka: A+ A4 = A . Izmantojot pedgjo sakaribu, ka ari pielietojot

vairakas matematiskas operacijas, varam iegiit konstansu B un C izteiksmes [ 18]:

k E+E, , E-E,
P — a =
E-V+E - E+E

Bt 0 475 ’ 43)

k E+E, a+b , E-V-E,

7,+4 b e ———

k' E-V+E, E-V+E,

E+E
_k 20 o 2a (44)

"k a+b E-V+E,a+b

Tad var apskatit sekojosus atseviskus gadijumus:
)V =0, b=a, B=0
Q)V=E-E,, b=0, B=1
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3) V=E+E,, b=, B=-1

a-1

4)V =x, b=1, B=
a+1

Ta ka lielums R = |B|2 ir atstaroSanas koeficients, tad pie dazadam potenciala V vertibam,

atbilstosi, ir iesp&jami sekojosi gadijumi:

a-bY
a+b pie V<E-E,unV>E+E,
(45)
pie E-E,<V<E+E,

Attela 3.2 varam redzet, ka apgabala starp 1) un 2) atstaroSanas koeficients R uzvedas tiesi

tada veida, kada ar1 bija sagaidams, proti, kad potencials V ir vienads ar nulli, atstaroSanas vispar

nenotiek, savukart, pie V' = E — E, koeficients R ir vienads ar 1, un notiek pilniga atstaroSanas.

Starp V=0 un V' = E — E atstaroSanas koeficients pienem, attiecigi, starpvertibas.

Starp 2) un 3), proti, tur, kur £—-E, <V < E+ E, atrodas pilnigas atstaroSanas apgabals,

kur R visur ir vienads ar 1.

v
A
E+E,

2E,=10°38

&2
2 R

R=0 R=1
D=7 D=0

Att.3.2: AtstaroSanas koeficienta R un transmisijas

koeficienta D atkaribas no potencialas barjeras augstuma VvV

[5]
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Savukart, apgabala starp 3) un 4) elektrons uzvedas paradoksali: Seit atstaroSanas
koeficients R ir mazaks par 1, proti, atstaro$anas nav pilniga, neskatoties uz to, ka elektrona
energijas E nepietiek tam, lai parvarétu potencialo barjeru: V > E+E . Citiem vardiem, $aja
gadijuma varbitibai, ka elektrons tunelesies cauri barjerai un noklus apgabala 11, ir galiga vertiba.
ST arf ir Kleina paradoksa biitiba. Bet T atzina absoliiti nav izskaidrojama nedz ar klasiskas
mehanikas palidzibu, nedz ar nerelativistisko Srédingera teoriju. Savukart, izmantojot Diraka
teoriju un tas pienémumu par negativas energijas limenu eksistenci, klust skaidrs, ka Kleina
paradokss var tikt interpretéts ka So koncepciju sekas.

Ja apskatam attelu 3.3, tad varam redzet, ka kreisaja dala (x<0, V=0) ir att€lota briva
elektrona energétisko limenu shéma. Svitrots apgabals atbilst atlautai zonai, savukart balts —

aizliegtai. Ja apskatamaja situacija tiek iesaistita potenciala barjera ar augstumu V' > E+E, , tad

Itmeni transforméjas atbilstosi attéla labajai dalai, proti, limeni, kas agrak reprezent€ja negativas
energijas zonu (apaksa), tagad tika pacelti Iidz kreisas dalas svitrotai zonai, proti, lidz zonai ar
pozitivo energiju. Uz potencialu barjeru kritosa elektrona energija E attéla kreisaja dala ir att€lota
ka linija virs aizliegtas nesvitrotas zonas, ta ka potencials V ir pietiekosi liels, tad aizliegtas zonas
Iimeni tiek pacelti nepiecieSamaja augstuma — ta, lai elektrons, saglabajot konstantu energiju E
varétu tuneléties cauri barjerai un atkal nokliit svitrotaja , t.i. atlautaja zona, tikai tagad attéla
labaja dala (x>0). Tadgjadi elektrons tunel€jas un nonak apakseja energétiskaja zona péc Kleina

paradoksa, kas, savukart, atbilst Diraka [tmenu teorijas prieksstatiem.

,55
E:

7

Att.3.3: Energétiskas zonas parvietosanas pietiekosi liela potenciala V
gadijuma [5]
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Pavisam citada situacija veidojas tad, ja potencialas barjeras augstums V nav pietiekoSi
liels, proti, E—E, <V <E+E,. Attela 3.4 var redzet, ka $aja gadijuma aizliegto lIimenu zona
nobidas nepietickosi augsti — un tadgjadi, pie minéta augstak nosacijuma, ka elektrona energijai E
ir japaliek nemainigai, E taisnei attéla labaja dala biis jaturpinas jau aizliegtaja (baltaja) zona,
kas, attiecigi, nevar notikt. TieSi tapéc pie E—E, <V < E+ E, elektrons nav sp€jigs parvaréet

potencialu barjeru un notiek pilniga atstaroSanas (R=1).

Att.3.4: Energétiskas zonas parvietoSanas nepietiekosi liela
potenciala V gadijuma

Ir japiebilst, ka lidz §im, ka jau bija noradits ieprieks, tika apskatiti gadijumi, kad potencials

ir bezgaligi stavs. Ja bezgaligi stavs potencials tiek aizvietots ar I€zenu, tad saskana ar Zautera

. - . . . - _ o b .
teoriju [19], transmisijas koeficients ir D ir eksponenciali atkarigs no attiecibas 7 kur b — ir

potencialas barjeras platums un A, - Komptona vilna garums. Jo lielaka ir 1 attieciba, proti, jo
izteiktaka ir nevienadiba b > A_, jo mazaks ir transmisijas koeficients D, un, attiecigi, mazaka
Kleina paradoksa izpausme. Zautera teorija, kas, faktiski, ir maksimali pietuvinata realiem
apstakliem potencialas barjeras veida zina, sakuma tika virzita uz to, lai kaut kada mera
»heitralizétu” Kleina paradoksu klasiskas (linearas) Diraka teorijas ietvaros. Izejot no Zautera

rezultatiem, klasiska Diraka teorija ir spéka tikai tad, ja tiek aplukoti lauki, kuru intensitate péc
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2.3
m,c

modula ir mazaka par kritisko E,, = O—h Savukart, ir pamats uzskatit, ka tados apgabalos,
e

kuri, pieméram, robezojas ar elektronu, pietickoSi lielas lauka intensitates dél (lielakas par
noradtto kritisko) Kleina paradoksa izpausme varétu but diezgan ievérojama, kas, attiecigi, varétu
biit sagaidams $1 darba ietvaros.

Ir verts atzZimét ar1 to, ka saskana ar pedejo gadu Kleina paradoksa problémai veltitiem
pétjumiem [20], gadijuma ja potencials ir V' > E +FE, atstaroSanas koeficients R var sasniegt arl
tadas vertibas, kas ir lielakas par 1. Tas varétu but skaidrojams ar elektronu-pozitronu paru

rasanos.
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4 DIRAKA-MAKSVELA VIENADOJUMI

Ja uz elektronu nedarbojas argjais lauks, tad Diraka vienadojums (5) ir loti vienkarss. Tas
satur ka parametru elektrona masu, un ta atrisinajums ir plakanais vilnis, kuru loti plasi izmanto
kvantu elektrodinamika dazadu procesu varbitibas aprékinasanai. Ja ir argjie lauki, tad
atrisinajums kltst sarezgitaks.

Bet te pacelas viens principials jautajums. Elektronam ir 1adin$ un magnétiskais moments,
kuri rada elektromagnétisko lauku, kur$ neatraujami saistits ar elektronu. S1pasa elektrona radita
elektromagnétiska lauka iedarbiba uz elektrona kustibu parasti netieck nemti véra. Bet ir
meginajumi elektrona radita lauka ietekmi uz ta kustibu nemt véra. Lai to izdaritu, jaatceras
(vien. (8) un (9)), ka elektrona vilnu funkcija u nosaka elektriska ladina blivumu —eu*u un

stravas blivumu —ecu*@u. Savukart, no Maksvela vienadojumiem [21] seko, ka ladini un stravas

attiecigi generé elektromagnétisko lauku ar skalaro potencialu ¢ un vektorialo potencialu ff,

kurus nosaka no vienadojumiem:

A¢p = 4meu*u, (46)
AA = 4meu’du. (47)

Sie vienadojumi uzrakstiti statiska tuvinajuma, kas nozimg, ka ladina un stravas blivumi
nav no laika atkarigi. Rezultata art ¢ un A nav no laika atkarigi; pretéja gadijuma vienadojumi
(46) un (47) kreisaja pus€ bitu jaievero otrie atvasinajumi péc laika. Vienadojumu sistému (46),
(47) un (5) vai (15) sauc par Diraka-Maksvela vienadojumu sistemu statiska tuvinajuma. Sist€ma
ir nelineara un to loti intensivi ir pétijusi matematiki [12, 22, 23, 24], pieradot daudzas un
dazadas teorémas. Skaitliski §1 sist€ma risinata tikai dazos darbos [10, 11]. Reizém tiek apskatita
vienkarSota sisteéma, atmetot vienadojumu (47) un vektorpotencialu Diraka vienadojuma. Tadu

sist€ému sauc par Diraka-Puasona sist€mu.

4.1 Diraka-Puasona vienadojumu sistema

Izmantojot vienadojumu sistému (39) un pienemot, ka 1=0 (ja | nebis vienads ar nulli, tad
pie » — 0 vilna funkcija arT tieksies uz nulli), un m=1/2 (magnétiskais kvantu skaitlis), varam

dabiit, ka x= -1, un sistema (39) paliek sada:
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2
L(E_er +E0jf:d_g
hic r

2
i(E+Zj —ong+ﬂ+£=0

dr r

(48)

Nelinearas teorijas ietvaros mes uzskatisim, ka uz brivu elektronu iedarbojas tikai un
vienigi vina paSa raditais atgrisanas (skalarais) potencials ¢ =—eF (7). No ta izriet, ka sist€ma

izskatisies sekojosi:

[K‘-l—K‘O —aF(r)]fzd—g
a2,

[K—KO —aF(r)]g +—
r

2

e . _ E E
kur o = 7o I sikstruktiiras konstante, K = — un Ky = =

hc
Atgriezoties pie atgriSanas potenciala funkcijas F(r), varam apgalvot, ka tai ir jaapmierina
Puasona vienadojums [21, 24]:

AF = —4m"u (50)

Ta ka funkcijai F ir tikai radiala atkariba, tad sfériskajas koordinatés laplasians no tas
izskatisies sadi [13]:

d’F 2dF
= + ——

AF dr’ r dr 5D

Atceroties vilna funkcijas u spinora reprezentaciju (13), ka ari formulas (30) un (33)

spinora komponentém un sferisko harmoniku Y, tabulétas vertibas [13], varam iegiit:
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1

U, =(”1J= ) Jax

0

1
—if (r),|—cos@
U, = (”3j - add (52)
() sin 0- ¢
4

d*F 2dF
+——=
dr*  rodr

{g?+ /7). (53)

Vienadojumu sist€émas (49) un (53) risinasana var izmantot tradicionalo pieeju, proti, meklet tadu

ipasvertibu E,, un tai atbilstosas funkcijas g, fun F, kuras ir galigas pie r = 0, bet pie r = o0 g un
1
f eksponenciali dilst un F tiecas uz Kulona potencialu . Tadas ipaSvertibas tika atrastas,

pieméram, darba [11] un tas atrodas tuvu energijas negativajam spektram: E,, = mc? + AE,, kur
E,, ir mazs un pozitivs lielums. Sos negativas energijas stavoklus ir griiti sasaistit ar elektronu, jo
$ads elektrons anihilgjot ar pozitronu, nevis izdalitu energiju —mc?, bet patérétu energiju E,,. Var
iegiit ar1 pozitivas paSvertibas hipotétiskaja modeli [11], kura sikstruktiiras konstante ir lielaka
par 1. Bet var izmantot arT citu pieeju, defin€jot, ka miera esoSam elektronam, uz kuru nedarbojas
argjie lauki, ta pilna energija E ir vienada ar mc?2. Tas ir loti strikts nosacijums, kur§ var ari
neizpildities pie augstak minétajiem robeznosacijumiem, bet turpmak tiks izmantota tikai S§1

pieeja un tapec sistéma izskatas tiesi sadi:

(2K0—aF)f=d—g
dr
—aFg+£+Z:O . (54)
dr r
d*F 2dF s
+——=—(g" +
dr’ r dr (& +/7)

Atgriezoties pie Kleina paradoksa témas, ka jau bija teikts iepriekS, Zautera teorijas
tuvinajuma, kas pienem potencialu barjeru par 1€zenu, nevis bezgaligi stavu, elektrona varbiitibai
tuneléties tai cauri ir eksponencials raksturs. Tatad $aja gadijuma zonu attélojums atskirsies no ta,

kur§ bija piedavats attela 3.3. Nobide potenciala ietekmé nebiis lecienveidiga, bet gan
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pakapeniska, un tadéjadi briva elektrona atlauto un aizliegtas zonas attelojums biis tads, kadu to
var redzet attela 4.1.1.

Tapat ka iepriek§ atlautas zonas ir svitrotas, bet aizliegta zona ir balta. Saja gadijuma
aizliegtai zonai ir potencialas barjeras loma, caur kuru elektrons pie noteiktiem apstakliem, par

kuriem jau tika stastits ieprieks, var tuneléties [25]. Varam redzet divas sarkanas liknes — £, un
E,, kuras reprezent briva elektrona negativo un pozitivo energétisko spektru, attiecigi. Kleina
paradoksa gadijuma elektrons, kas atrodas atlautaja zona, kas ir saistita ar £, likni, var tuneléties
cauri barjerai un nokliit atlautas zonas spektra dala, kas ir saistita ar — E, Iikni (apvilkta ar zalo

krasu attéla 4.1.1), jo potenciala ietekmé& notiek negativo energiju spektra nobide uz augsu.

VI
(/)

Att.4.1.1: Aizliegtas un atlauto zonu reprezentacija.
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4.1.1 Modelis elektronam pasa raditaja Kulona lauka

Pirmaja darba posma sist€mas atrisinajumi tika apskatita Diraka divu vienadojumu sist€éma
ar Kulona potencialu. Ja atgriezamies pie sist€émas (54) pirma un otra vienadojuma, tad,

izmantojot bezdimensionalizacijas sakaribas:

x
r=— F=2x,U

2 : (55)
g-Cryig T

ka ar1 pienemot, ka potenciala funkcijai F pie lieliem x ir Kuloniska uzvediba: F' = —, varam

-
parrakstit tos sekojosa veida:
B
X X (56)
g G = d_H + E
X de Xx
Izsledzot G:
2
1—g Ha:i(aG) :i xd—H+2H zxd 12—[+3d—H:
X dx dx| dx dx dx
7 J , (57)
x—2+3——a+a— H=0
dx dx X
Vienadojuma (57) atrisinajums ir atrodams forma [26]:
H = lZ2 s (2+—ox) (58)
x -
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kur 22 = (2v—ax) ir modificéta Besela funkcija ar indeksu v =2+1—a® un imaginaru

argumentu i2JJex [27]. Tadas var biit divas: I2 P(%/E) un K2 P(%/&) (Makdonalda

funkcija). Pie maziem argumentiem tas var pienemt par proporcionalam sekojosiem lielumiem:

I @) ~ Ve (59)
K o)~ @) (60)

Atmetot a’ zem kvadratsaknes, ieglisim, ka funkcija H tieksies uz konstanti pie x — 0
funkcijas I izmanto$anas gadijuma, un divergé ka x> Makdonalda funkcijas gadtjuma. Savukart,
pie lieliem attalumiem funkcija I eksponenciali aug, bet Makdonalda funkcija eksponenciali dilst,

tade] talakos rekinos ir jaiizmanto Makdonalda funkcija K. Ta rezultata iegistam:

H=1k  oJar) (61)
X

2V1-a?

Sis funkcijas uzvediba pie lieliem attalumiem x:

cexp(—2vax
H@e@:_ﬁ%le (62)
Un tad, attiecigi:
Gu—%o:l{xéz+zH}z—‘fem“fﬁ“) (63)
al| dx \/E X

Ja apskatam tdenraza atoma vilpu funkcijas asimptotisko izteiksmi stavokliem, kuru
kingtiska energija tiecas uz nulli (galvenais kvantu skaitlis tiecas uz bezgalibu) [13], tad var atrast

zinamo analogiju ar vienadojumu (63), proti:

1 e’m 3
R~ cos| 4|8 r——rm 64
l"3/4 [ h2 4 ] ( )
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Eksponentes arguments sistémas (63) pirmaja vienadojuma ir tads pats ka kosinusa
arguments izteiksmé (64). Kosinusa funkcijas vieta mums ir eksponente tadél, ka misu
apskatamaja gadijuma potencialam ir atgriiSanas daba. Attaluma lielumu (r, x) pakapes abos
gadijumos ir vienadas.

Tacu ir skaidrs, ka elektrona vilpu funkcija, kas saistita ar pasa elektrona radito lauku, ir
lokalizéta nevis atomara attaluma, bet gan stipri mazakos attalumos no centra. Tadel ir verts

apskatities funkciju H un G izteiksmes pie maziem x. No izteiksmém (57), (60) un (61) seko, ka:

G(x — 0) = ljﬁ
g (65)
c(1-v1-a?)
Hx>0)=———"——
a-X

kur ¢ — ir konstante. Abas funkcijas nullé divergg, tap&c ir jaizmanto modelis, kurs atlauj ,,sastut”

divus atrisinajumus dazados apgabalos, proti, apgabala no oc lidz kaut kadam patvaligam mazam

. ) 1 . N
x, darbojas Kulona potencials —, bet apgabala no x, Iidz nullei potencials ir konstants un
X

. |
vienads ar —.
X

Izmantojot vienadojumu sistemu (56) apgabalam no nulles [idz x,, varam iegut:

d*’G 2dG
+2 =+ p’G=0 66
dx>  x dx P (66)
a’ «
kur p = L Vienadojuma (66) galigs atrisinajums nullg ir:
0 0
G =g P (67)
X

kur s — ir konstante. Lai ,,sasiitu” atrisinajumus, funkcijas G izteiksmju (65) un (67) logaritmiskie

.. . 1dG . e e _ _ -
atvasinajumi  — = ir savstarpgji japielidzina punkta x=x,. Rezultata varam iegtt
X

transcendentu vienadojumu:

—Ja(a—x,)ctgJa(a—x,) =vJ1-a’ (68)
J oetgy 0) =
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Izmantojot pirmo bezdimensionalizacijas sakaribu (55), var noteikt, ka punktam, kur x, ir

vienads ar a, atbilst:

2
a e Ty

= = =M 69
2k, 2mc® 2 (65

o

kur 7, ir klasiskais elektrona radiuss. Bet punktam x, ir jabut mazakam par sikstrukttras

konstanti, jo tikai Saja gadijuma elektrona raditais atgriiSanas potencials pie maziem r pacels virs

nulles negativo energétisko spektru, kas arf ir nepiecieSamais nosacijums Kleina paradoksam. Ta

. . D . e a(a—x
ka o ir mazs lielums, tad vienadojuma (68) kreisa puse tuvinati ir vienada ar —1+(—°).

Varam redzet, ka vienadojumu (68) nevar apmierinat. Tas nozimé, ka nav tada punkta x,, kura

galigu nulle funkciju varétu gludi sasiit ar funkciju, kura bezgaliba tiecas uz nulli. Lidziga
situacija ir ar1 gadijuma ar trisdimensionalo potencialo bedri [28]: ja potencials ir parak vajs, tad

saistttais stavoklis neveidojas.

4.1.2 Diraka-Puasona vienadojumu sistéma ar robeZnosacijumiem x — o

Ja izmantojam sist€ému (54), respektivi, klat pievienojam arT Puasona vienadojumu, tad ar

sakaribam (55) to var parrakstit sekojosi:

96 _ - ayH
dx
T )
dx X
2
d l2]+%d—U:—(G2 +H?)
dx x dx

kur pédgjos divus vienadojumus var sadalit divos pirmas kartas diferencialos vienadojumos, ta

lai;
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dU

w
W D
—+2V=—~(G*+H?)
dx x
Un nosacTjumi Sai problémai izskatisies sekojosi:
G(x >x) = C'M;U(x —x) = 1
X X
I (72)
-2 1
H(x —oc) = —c'\/EM;V(x —oc) = CCIZ—U =-—
x X X

kur ¢’ — ir patvaliga konstante.
Ja ievieSam jauno mainigo, ko apzim&jam: y =+/ax , tad vienadojumu sisteéma izskatisies

sadi:

ﬁ = (l_aU)zﬂ
dy a
aH = _4H 2UGy
dy y
av _ 2y (73)
dy a
v _ _2y(G +HY) 4V
dy a y
Un nosacijumi:
et
G(y —»oc) = 372
e gt
H(y =) = 5/2
(74)
a
U(y o) = y_2
2
a
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Pienemot, ka ¢ = 0.05, ar Matlab programmatiiru tika iegiti grafiki gan G un H funkcijam,
gan arl potencialam U un ta atvasindjumam V (att.4.1.2.1 un 4.1.2.2). Tapat ka ieprieks, var
redzgt, ka arf Seit ir novérojama divergence nulles apgabala. Gan funkciju G un H, gan potenciala
U un ta atvasinajuma V uzvediba ir savstarpgji lidziga. Sada dinamika tika novérota pie jebkuram
konstantem c. Kaut gan pie lieliem x ieglstam v€lamo uzvedibu, bet ta ka mums interese
apgabals tuvak nullei, kur ir novérojama divergence, tad no ta izriet, ka vienigais variants $aja
situacija butu analizet atrisinajumus, kas ir saistiti ar problému veidojoSiem nosacijumiem nulles
apgabala, jo, ka var saprast, tas garanté, ka mazos attalumos funkcijas nediverges, bet ar
nosacTjumu konstanSu mainu var€tu nodroSinat potenciala kulonisko uzvedibu bezgalibas

apgabala, kas arT tika darits un tiks detalizeti apskatits talak.

w10-10

2.5

05 = -

| | | | |
o 05 1 15 2 25 3

-05

Y

Att.4.1.2.1: Diraka-Puasona sistémas (73) atrisinajumi G (zila likne) un H (sarkana Iikne) funkcijam pie
robeznosacijumiem (74), kad y— oo, atkariba no bezdimensionalas radialas koordinates y pie konstantes c=0.05.
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Att.4.1.2.2: Diraka-Puasona sistémas (73) atrisinajumi potencialam U (zila likne) un ta atvasinajumam
V (sarkana likne) pie robeznosacijumiem (74), kad y— oo, atkariba no bezdimensionalas radialas
koordinates y pie konstantes c=0.05.

4.1.3 Diraka-Puasona vienadojumu sistéma pie robeznosacijumiem x — 0

Tadgéjadi $1 darba otraja posma tika mekléti nelinearo diferencialvienadojumu sist€mas
atrisinajumi pie robeznosacijumiem r — 0, proti, att€la 4.1.1 ,,zala” apgabala. Ka viegli var
saprast, Sim mérkim tika izv€l€ti jauni nosacijumi.

Lai pilniba noformulétu risinamo problemu, sistémai (70) tiek pievienoti sakuma

nosacijumi pie maziem X:

G(x—>0)=a (75)
Ux—>0)=b
oab

H(x—)O)sz

V(x—0) :—%x

kur a un b ir patvaligas konstantes.
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Vislabakie rezultati ar Matlab programmésanas palidzibu tika iegiiti, izmantojot konstantes
a = 0.075 un b = 141. Saja gadijuma, ka var redzét attéla 4.1.3.1, G un H funkcijam nav
noveérojamas svarstibas diezgan plasa diapazona (lidz pat y = 35 un vairak, ka redz€sim talak).
Attela 4.1.3.2 var redz&t potencialu U un ta atvasinajumu V: potencials kritas diezgan méreni,
vienmerigi, ir noveérojama ,pareiza” ticksme péc Kuloniskas uzvedibas lielo attalumu apgabala.
Savukart, ja apskatam So pasu gadijumu, bet lielakaja diapazona, Iiknu uzvediba diezgan strauji
mainas. G un H funkcijas (att. 4.1.3.3) sak iev€rojami svarstities piec x = 105, aptuveni, bet
potencials U, krustojot nulli, aiziet negativajas vertibas vél nedaudz atrak (aptuveni pie x = 100)
(att. 4.1.3.4).

G.A.Lisi [11] 1r veicis lidzigus pétijumus, skaitliski risinot Diraka-Puasona vienadojumu
sistému. Autors piemeklé energijas E vértibas, pie kuram funkcijas apmierina vienadojumu
sistému. Pozitivas energijas vértibas tika iegitas tikai, ja sikstruktiras konstante o ir lielaka par
vieninieku. Lai noverteétu miisu skaitlisko aprékinu precizitati, atkartojam sist€mas risinasanu pie
G.A.Lisi izveletajiem parametriem. legiitos rezultatus var redzet attéla 4.1.3.5., kuri ir identiski ar
darba [11] izmantoto citu aprékinaSanas metodi. Interesanti, ka risinot sistému pie lieliem
attalumiem r (att. 4.1.3.6), iegtistam Iidzigu uzvedibu, ka musu augstak apliikotaja gadijuma, kad
funkcijas G un H sak svarstities un potencials U kliist negativs. No ta varam secinat, ka
atrisinajums ir jiitigs pret konstanSu veértibam. Nedaudz pamainot konstanSu vértibas, svarstibu
sakSanas tiek nobidita pa koordinates asi.

Lidzigi rezultati G un H funkciju uzvedibas zina ir atrodami [29], kaut gan taja darba
energija Diraka vienadojuma netika pienemta par miera energiju, bet gan par brivo. Runajot par
gadijjumiem, kad tika izmantota miera energija (proti, x, = k'), tad arT skaitliski risinot lidzigu
sisttmu [10], tika iegiiti rezultati, kas pec savas dinamikas atgadina §1 darba augstak mingtas
liknes.

Ar konstantém a un b tika veikti dazadi eksperimenti. Ka dazus no piemériem, varétu minét
gadfjumu, kad a = 5, 8, 10 un b = 350, 400, 500. Atskiriba no augstak miné&tajiem rezultatiem,
Sadu konstanSu vértibu gadijjuma funkcijas G un H sak svarstities jau pasa sakuma un ta arl

turpina talak (sk. att. 4.1.3.7).
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-0.05

Att.4.1.3.1: Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajumi G (zila ltkne) un H (sarkana ltkne) funkcijam
pie robeZnosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas radialas koordinates x pie
konstantém a=0.075 un b=141.

1395
138

D 1385

Att.4.1.3.2: Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajumi potencialam U un ta
atvasinajumam V pie robeznosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas
radialas koordinates x pie konstantem a=0.075 un b=141.
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Att.4.1.3.3: Svarstibu paradisanas Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajumos G (zila ltkne) un H (sarkana
likne) funkcijam pie robeZnosacijumiem (75) , kad x— 0, pie konstantém a=0.075 un b=141.

2000

-2000

-4000 —

-6000 —

-8000 —

-10000 —

-12000
80 85 90 95 100 106 110 156

Att.4.1.3.4: Potenciala U kritums Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajuma pie robeznosacijumiem (75),
kad x— 0, pie konstantém a=0.075 un b=141.
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Att.4.1.3.5: Darba [11] Diraka-Puasona sistémas atrisinajuma pie robeZnosacijumiem x— 0 atkartoti rezultati
G un F funkcijam, ka ari potencialam V.

4
—
- —F
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2 —
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Att.4.1.3.6: Svarstibu paradiSanas darba [17] Diraka-Puasona sistémas atrisinajumam pie robeznosacijumiem
x— 0 atkartotajos rezultatos G un F funkcijam, ka ari potencialam V.
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Att.4.1.3.7: Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajumi G (zila likne) un H (sarkana likne) funkcijam
pie robeZnosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas radialas koordinates x pie konstantém a=5
un b=350.

Savukart, potencials U ir loti stabils — tas nekrit negativajas vertibas pat loti lielos attalumos.
Potenciala liknes forma atskiras no tas, kura tika iegiita ieprieks€ja gadijuma pie mazakam a un b
konstantém — ta nav tik stava, un tapéc ar1 nav tend€ta uz atru ,,sabrukSanu” negativajas vertibas.
Attela 4.1.3.8 var redzét dazadu potenciala U liknu salidzinajumu konstantes a mainas gadijjuma
pie nemainiga b = 350. Var redzet, ka jo lielaka ir konstante a, jo atrak potencials tieksies uz
nulli. Un tieSi pret€ja situacija ir noveérojama b konstantes vari€éSanas gadijuma pie nemainiga
a=8: jo lielaka ir b vertiba, jo lénak dilst potencials U (att.4.1.3.9). Izskatas, ka nav iesp&jams
atrast tadas robeznosacijumu konstantes, lai iegtitu fizikali derigu atrisinajumu: galigas funkcijas
pie x=0, bet pie lieliem x eksponenciali dilstosas funkcijas G un H un atgriiSanas potencialu U,
kas tiecas uz Kulona potencialu. Varbiit, ka elektrona magnétiska momenta ievéroSana var ienest

kaut kadas izmainas. Turpmak tas arT tiks darfts.
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Att.4.1.3.8: Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajuma pie robeznosacijumiem x— 0 potencialu salidzinajums

dazadu konstantes a vértibu gadijuma (pie b=350).
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450 —

400

3 350

—b=350
—b=400
b=500

300 [~

250 [~

200

Att.4.1.3.9: Diraka-Puasona sistémas (70) atrisinajuma pie robeznosacijumiem x— 0

dazadu konstantes b vértibu gadijuma (pie a=8).
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4.2 Vektorpotencials

Ka jau bija mingts, ieprieks mes apskatijam tikai skalaro potencialu, proti, fizikalo lielumu,
kas tiek definéts, izmantojot elektrona ladinu. Savukart, ja gribam nemt veéra art tadus elektrona
raksturlielumus ka magnétiskais moments, tad $aja gadijuma ir jaapskata un, attiecigi, jaieklau;j
Diraka vienadojuma ari vektorpotencials A, kur§ Soreiz jau nebis vienads ar nulli, ka més to
pienemam ieprieks.

Ja kaut kada galiga apgabala pliist strava, tad $is stravas raditais elektromagnétiska lauka

vektorpotencialu talu no $1apgabala nosaka izteiksme [21, 30]:

A= vl (76)
r r

— —
kur r - ir attalums no apgabala centra lidz apskatamajam punktam, u - sist€mas

magnétiskais moments, kuru nosaka integralis pa visu apgabalu no radiusvektora un stravas
blivuma vektoriala reizinajuma. Bet runajot par tadam dalinam ka elektrons $1 darba ietvaros, ir
jaatzime, ka to magnétiskais moments, ka zinams, nav saistits ar stravam, bet gan ar spinu. Tapéc

izmantosim darba [13] doto elektrona magnétiska momenta definiciju:
fi=—p,6" (77)

kur u, ir Bora magnetons. Tadel] izvelesimies modeli, kura elektrona magnétiska momenta radito

lauka vektorpotencialu var uzrakstit ka operatoru sekojosa forma:
A= |6" Vi) (78)
kur h(r) ir funkcija ar apgriezto attaluma dimensiju. Ievietojot (78) Diraka vienadojuma (15), ka

ar1 izmantojot sakaribu: [&P xc" ] =2ic", un pienemot ka funkcija h ir centrali simetriska, proti,

h=h(r), vienadojumus (49) var parrakstit sadi:
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[k +x, —aF]f = L’r }
- KO_aF]g{L%_ _Eiﬂf:o

dr r d

(79)

Ta ka mums nav vienadojuma funkcijas h(r) noteikSanai, tad izv€lamies, ka h=F. Izmantojot tas
pasSas bezdimensionalizacijas sakaribas (55), varam dabit jaunu vienadojumu sistému, kur

vienadojumi, kas ir saistiti ar potencialu, ka var saprast, nemainas:

d—G =(1-aU)H -2aGV
dx

H gy 2oy
x X

(30)
aw_,
dx
d—V:—z—(G2+H2)
dx X

Nosacijumi nulles apgabalam (75) tika saglabati. Lai korekti salidzinatu iegutos rezultatus ar
tiem, kur tika risinati vienadojumi, neieveérojot magnétisko momentu, bez Saubam, bija jaizmanto
tas pasas a un b konstantes. Attéla 4.2.1 var redze€t G un H funkcijas pie parametriem b = 141 un
a=0.075 gan nemot véra magnétisko momentu, gan bez ta.

Var redze&t, ka G funkcijas ir praktiski identiskas, tas gandriz sapliida kopa un ir griti
atdalamas viena no otras. Savukart, H funkcijam ir neliela nobide lielo attalumu apgabala —
atrisinajumam bez magné&tiska momenta ir nedaudz mazakas veértibas.

Attela 4.2.2 nav noverojama liela atSkiriba ar1 starp potencialiem, tapat ka funkcijam lielu
attalumu apgabala magnétiska momenta atrisinajuma Iiknei ir nedaudz lielakas vértibas. Aina
nedaudz mainas, ja nosacijumu konstantes tiek izve€letas ta, lai b =350 un a= 5. Potencials, kas ir
saistits ar magnétiska momenta atrisinajumu, joprojam rada lielakas vértibas neka ,,parastais”, bet

nobide jau ir diezgan ievérojama (att. 4.2.3).
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X

Att.4.2.1: Diraka-Puasona sistémas (80) atrisinajuma G un H funkciju salidzinajums gadijumiem ar un bez
magnétiska momenta ievérosanas pie robeznosacijumiem (75),kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas radialas
koordinates x pie konstantém a=0.075 un b=141.

141
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1395 —

= 1386

138 —

1375 —

137

136.5 —

136

Att.4.2.2: Diraka-Puasona sistémas (80) atrisinajuma potencialu U salidzinajums gadijumiem ar un bez
magnétiska momenta ievérosanas pie robeznosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas
radialas koordinates x pie konstantém a=0.075 un b=141.
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Att.4.2.3: Diraka-Puasona sistémas (80) atrisinajuma potencialu U salidzinajums gadijumiem ar un bez
magnétiska momenta ievérosanas pie robeznosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas
radialas koordinates x pie konstantém b=350 un a=5.
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Att.4.2.4: Diraka-Puasona sistémas (80) atrisinajuma potencialu U salidzinajums gadijumiem ar un bez
magnétiska momenta ievérosanas pie robeznosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas
radialas koordinates x pie konstantém b=500 un a=10.
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Att.4.2.5: Diraka-Puasona sistémas (80) atrisinajuma G un H funkciju salidzinajums gadijumiem ar un bez
magnétiska momenta ievérosanas pie robeznosacijumiem (75), kad x— 0, atkariba no bezdimensionalas
radialas koordinates x pie konstantém b=350 un a=5

Ja konstanSu vertibas palielina Iidz b = 500 un a = 10, atSkiriba starp potencialu likném vél
krasak izpauzas. Tatad magnétiska momenta iev€roSana padara atrisinajumu potencialam
stabilaku, un jo lielakas ir nosacijumu konstantes, jo stabilaks tas ir. Kas attiecas uz funkciju G
un H salidzinajumu gadijumam, kad konstante b = 350 un a = 5, tad, ka var redzet attéla 4.2.5.,
tas ir gandriz identiskas. Tatad magn&tiska momenta ieveéroSana $aja gadijuma nedod praktiski
nekadu ieguldijumu.

Ja veértejam magnétiska momenta faktora ietekmi uz sisteémas atrisindjumu kopuma, tad
nekadas biitiskas izmainas liknu principiala uzvediba tas nedod. ST atzina sakrit ar to, kas tika

secinats ar1darba [11].
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5

SECINAJUMI UN KOPSAVILKUMS

Tika apgtita Diraka elektrona teorija un izpé&tita Kleina paradoksa biitiba.

Tika izanaliz€ti darbi, kuros veikti Diraka-Maksvela vienadojumu sisteémas skaitliskie

aprékini. ST sistéma ir interesanta ari matematikiem, kuri ir veltijui tas izpétei daudzus

darbus, bet kurus gan ir diezgan griti pilna méra izprast fizikim.

Darba meérkis ir skaitliski risinat Diraka-Maksvela vienadojumu sistému ar noluku iegit

atrisinajumu, kuram funkcijas ir galigas sakumpunkta, ber bezgaliba eksponenciali diltu, bet

atgriiSanas potencials tiektos uz Kulona potencialu. Tiek pienemts, ka elektrons ir miera

stavokli, uz vinu nedarbojas ar€jie lauki, bet tikai pasSa raditais elektromagnétiskais lauks. Ka

arT tiek pienemts, ka elektrona pilna energija ir vienada ar elektrona miera energiju.

Analttiski tika pieradits, ka vienkarsa modeli, kura ir tiri Kulona potencials, kur§ aizvietots ar

konstanti pie maziem attalumiem, nav iesp€&jams gludi ,,sasiit” funkcijas ar pareizu uzvedibu

attiecigi nulleé un bezgaliba.

Skaitliski risinot sistému ar defin€tiem robeznosacijumiem bezgaliba, neizdevas atrast

atrisinajumu, kur$ nedivergétu sakuma punkta. Ta ka sakumpunkta apkartne $aja uzdevuma ir

svarigaka, tad tika veikti aprékini uzdodot robeznosacijumus sakumpunkta. Mainot

konstantes nosacijumos, tika iegiiti 2 atrisinajuma uzvedibas modeli:

1. Diezgan plaSs koordinasu apgabals, kura funkcijas ir gludas un potencials ir atgriidoss,
bet kada punkta tas strauji maina zimi un funkcijas sak svarstities

2. AtgrusSanas potencials lenam dilst, bet funkcijas sak svarstities jau pie mazam koordinasu
vertibam. Tadejadi s$ada modeli neizdevas atrast fizikali derigu atrisinajumu.

Tika risinata pilna Diraka-Maksvela vienadojumu sisteéma, piedavajot specifisku magnétiska

momenta radita vektorpotenciala modeli, bet tas biitiski nemainija iegiitos rezultatus.

legiitie skaitliskie rezultati loti labi sakrit ar cita darba ar citu skaitlisko metodi iegiitajiem

rezultatiem.

Aprekinu negativais rezultats vedina uz domam, ka Diraka-Maksvela vienadojumu sistéma,

kura uz elektronu darbojas paSa raditais elektromagnétiskais lauks, nav deriga elektrona

struktiiras izskaidroanai. So sistému var iegiit varigjot Lagranzianu, ka neatkarigos mainigos

uzskatot vilnu funkciju un lauka potencialu. Ta var darit, ja lauks ir arjais fotona vai atoma

kodola lauki. Bet elektrona vilnu funkcija un paSa raditais lauks ir saistiti, tie nav atdalami.

Tade] ir vajadziga cita pieeja, kas arT varétu kliit par nakotnes teorétisko petijumu uzdevumu

Saja joma.
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