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Anotacija

Darba tiek pétits valodu iedalijums klas€s atkariba no automata galvinu skaita. Tiek aplikoti
rezultati, kas sasniegti determinétiem, nedetermin&tiem un varbutiskiem vienvirziena un divvir-
zienu galigiem automatiem, un tiek pieradits, ka I1dzigi rezultati pastav ar1 divvirzienu galigiem
ultrametriskiem automatiem, kas tiek iegtiti visparinot ultrametrisku automatu definiciju, ko pa-
visam nesen ieviesis Freivalds [[I]]. Vienvirziena ultrametriskiem vienas galvinas automatiem
tiek paradits parakums par determinétiem un nedeterminétiem vairakgalvinu automatiem kon-
kretai valodai. Darba ka starpposms pieradijumiem tiek izmantota ultrametrisku Tjiiringa ma-
$tnu definicija un ultrametriskas vairaku registru masinas. Tiek paradits arT interesants rezultats

vairaku lenSu automatiem.

Atslégas vardi: ultrametriski automati, p-adiski skaitli, vairakgalvinu automati, vairaku lensu

automati, valodu klases, galvinu hierarhija



Abstract

The work explores the language classes that arise with respect to the head count of a finite auto-
maton. The results for deterministic non-deterministic and probabilistic automata are explored
and similar results are proved for two-way ultrametric automata, which are viewed as a generali-
zation of ultrametric finite automata that have just recently been introduced by Freivalds [|1]]. For
the one-way setting it is shown that ultrametric one-head finite automata are more powerful than
deterministic and non-deterministic automata for certain languages. Definitions for ultrametric
Turing machines and ultrametric multi-register machines are introduced as a tool for proving

the results. An interesting result regarding multi-tape automata is shown as well.

Keywords: ultrametric automata, p-adic numbers, multi-head automata, multi-tape automata,

language classes, head hierarchy



Saturs

[Apziméjumu saraksts

1. p-adiski skaitli
[1.1. Tevads p-adiskos skaitlog

[1.2. p-adiskas absollitas vértibasg . . . . . . . . . . . ...

2. Vienvirziena vairakgalvinu automati

P.1. Definicijag. . . . . . .

D.2. Attieciba pret klasiskajiem automatiem . . . . . . . . . .o oo

B. Vienvirziena vairaku len$u automati

B.1. Definicijas . . . . . . .
B.2. Valodu paru atpazisand

4. Divvirzienu automati
#.1. Definicijag. . . . . . .

#.2. Ultrametriska automata simulacija . . . . . . . . v o v i

#.3. Vairakgalvinu automati

5. Rezultat

6. Secinajumi

~ A

3

12
12
12

14
14
16
19

23

24



Apziméjumu saraksts

1UpFA(k) QUpFA(K))

Ldfa(k) (2dfa(k))
Infa(k) 2nfa(k))
Ipfa(k) 2pfa(k))

uptm

U,TM

Q)

Apzimejums AtSifréjums
upfa Galigs (vienvirziena) p-ultrametrisks automats
lu,fa(k) Quy,fa(k)) | Galigs k-galvinu vienvirziena (divvirzienu) p-ultrametrisks automats

Valodu klase, ko var atpazit ar galigs k-galvinu vienvirziena (divvir-
zienu) p-ultrametrisku automatu ar amplitidam no kadas log-space p-
konstrugjamas kopas

Galigs k-galvinu vienvirziena (divvirzienu) determin€ts automats
Galigs k-galvinu vienvirziena (divvirzienu) nedeterminéts automats
Galigs k-galvinu vienvirziena (divvirzienu) varbiitisks automats
p-ultrametriska Tjuringa masina ar 2 lentém, un ar log-space telpas sa-
rezgitibu

Valodu klase, ko var atpazit ar p-ultrametrisku Tjiiringa masinu ar
log-space telpas sarezgitibu, un ar amplitidam no kadas log-space p-
konstrug€jamas kopas

Valodu klases C' apakskopa, kas satur tikai valodas forma 12", n € N,

jebprecizﬁk—é = {h|h eCNANIneN:h= 12"}




Ievads

Ultrametriskus automatus un Tjiringa masinas 2012. gada ir ieviesis Risins Freivalds [[1].
Tam ir sekojusi vairaki darbi, kur dazadi to aspekti ir pétiti padzilinati. 2013. gada Baloza un
lidzautoru [2] darba ir pétita ultrametrisku automatu apraksta sarezgitiba, tiek paradits, ka ultra-
metriski automati var sasniegt eksponencialu parsvaru stavoklu skaita zina salidzinot ar deter-
minétiem automatiem, un 2013. gada KriSlauka un lidzautoru darba [B3] tiek pétita ultrametrisku
Tjuringa masinu galvinas pagriezienu sarezgitiba.

Ultrametrisku automati ir lidzigi varbutiskajiem automatiem, bet atSkiriba no tiem, ultramet-
riskaja gadijuma netiek prasits, lai amplitiidas, kas atbilst varbiitibas jédzienam varbutiskajos
automatos, biitu robezas no 0 Iidz 1. Tie var biit patvaligi racionali skaitli. Japiebilst, ka Paavo
Turakainen 1969. gada [d4] ir ieviesis lidzigas konstrukcijas, kur ar1 “varbiitibas” var biit pa-
tvaligi lieli skaitli, un beigu stavokla varbiitiba tiek salidzinata ar kadu noteiktu slieksni, turklat
ir paradits abas konstrukcijas ir ekvivalentas. Tomer, atSkiriba no Siem pseido-varbiitiskajiem
automatiem, ultrametrisko automatu definicija tiek izmantots p-adiskas normas jédziens.

Var teikt, ka Freivalda ieviesta definicija ir dabiga, jo tiek pétits vienigais atlikuSais maz
pétitais nejausibu uzdosanas veids []l]]. Turklat ultrametrisko automatu definicijai ir pieradi-
tas derigas 1pasibas — Balodis ar lidzautoriem [2] ir pieradijis, ka regulétu p-adisko automatu
atpazistamo valodu klase sakrit ar regularo valodu klasi.

Darba lielaka uzmaniba tiek pieveérsta jautajumam par valodu hierarhiju vairakgalvinu auto-
matu gadijuma. Determinétiem, nedeterminétiem un varbiitiskiem galigiem automatiem ir pie-
raditi vairaki rezultati gan vienvirziena gan divvirzienu automatiem [5-8]. Darba tiek pétits vai
ultrametriskiem vairakgalvinu automatiem pastav lidzigi rezultati attieciba uz valodu dalijumu
hierarhijas klas€s. Ka arT tiek pétitas valodu klasu savstarpgjas attiecibas salidzinot ultrametris-

kos automatus ar klasiskajiem.



1 P-ADISKI SKAITLI

1.1 Tevads p-adiskos skaitlos

Par p-adisku ciparu sauc naturalu skaitli robezas no 0 lidz p — 1 (ieskaitot), kur p ir patva-
ligs pirmskaitlis. Par p-adisku veselu skaitli sauc virkni (a;);en, kur a; ir p-disks cipars. To var
pierakstitka - - - a; - - - asaqay. S1 virkne atbilst naturalam skaitlim

+00

Z a;p’,

i=0
kur p ir izvél&tais pirmskaitlis un skaiti$anas sistémas baze. ST virkne ir bezgaliga uz kreiso pusi.
Naturalo skaitlu attelojumiem p-adiskos skaitlos tikai galigs skaits ciparu biis nenulles. Natu-
ralam skaitlim n, ta p-adiskas reprezentacijas nenulles dala precizi sakritis ar skaitla pierakstu
baze p. Ka piemeru varam apskatit skaitli 42 kas pie bazes 5 tiek pierakstits ka 132, un lidz ar to
ta reprezentacija 5-adiskos skaitlos ir - - - 0 - - - 0132.

Negativiem un racionaliem skaitliem situdcija ir ievérojami citada. Ka pieméru apskatisim
skaitli % un ta H-adisko reprezentaciju. % defin€ ka skaitli, ko, saskaitot ar sevi, iegiist 1. 1 5-

adiska reprezentacijair - - - 0 - - - 001. To zinot, varam izteikt % 5-adiskos skait]os:

2 22 2 2 3
+ .- 22 2 2 23

0 00 0 01

AtnemSana tiek veikta pec tadiem paSiem principiem, bet npemot vera, ka skait]u pieraksta
virknes ir bezgaligas; pieméram 7-adiskiem skaitliem:

0 001 3 2
- - 0 0 0 2 3 4

6 6 6 3 4 3

Turklat var ieverot, ka arT negativiem skaitliem informaciju satur tikai galigs skaits ciparu pozi-
ciju. Pozicijas, kas ir pietiekami talu pa kreisi atkartojas cipars p — 1.

Interesanta karta gandriz jebkuru racionalu skaitli var [idzigi izteikt ka p-adisku veselu skait-
li. Izp€mumi kadam konkr&tam p ir skaitli forma ¥, kur a nedalas ar p, bet b ar p dalas.

Skaitli, kas nevar tikt izteikti p-adiskos veselos skaitlos, var tikt att€loti p-adiskos (ne vese-
los) skaitlos. Ka piem@ru varam apskatit skaitli %, kuru nevar att€lot 5-adiskos Veselos skait]os.
Ta vieta to var pierakstit ka

<-0---000,1.
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Jaievero, ka ar1 visparigaja p-adisko skaitlu gadijuma skaitla pieraksts ir bezgaligs uz kreiso
pusi, un galigs uz labo.

p-adiskiem skaitliem ir izpildamas visas tas pasas aritmétiskas darbibas — saskaitiSana, at-
nemsana, reizinasana un daliSana — kas izpildamas skaitliem decimalaja pieraksta. SaskaitiSanu,
atnemsSanu un reizinasanu var izpildit p-adiskos veselos skaitlos, bet daliSanas rezultats var but
pierakstam tikai p-adiskos skait]os.

Var redzet, ka katram racionalam skaitlim ¢ eksisté tads pirmskaitlis p, ka ¢ var tikt izteikts
ka p-adisks vesels skaitlis. To pasu nevar teikt par realiem skaitliem. Pastav iracionali skaitli,
ko nevar izteikt ka p-adisku skaitli nevienam p. Tas gan nenozimé, ka p-adiski skaitli kadam p
bitu realo skaitlu apakskopa — ir kontinuums p-adisku skait]u, kas neatbilst nevienam realam

skaitlim [[1].
1.2 p-adiskas absolutas vertibas

Funkcijad : X x X — R, kur X ir netuks$a kopa, tiek saukta par metriku, ja tiek apmie-

rinatas $adas pasibas:
1. d(x,y) = 0 tad un tikai tad, ja x = ),
2. d(z,y) = d(y,x),
3. d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) visiem z € X.

Metrikas funkcija tiek izmantota, lai noteiktu attalumu starp diviem kopas elementiem. Elementa
attalums 1idz nullei d(x,0) tiek saukts par td normu, vai absolato vértibu, un tiek apziméts ar ||z ||.

Elementa norma apmierina $adas pasibas:

1. ||z|| = 0 tad un tikai tad, ja = = 0,

2. |z gl = [lzl] = [yl

3. |z 4+ yl| < ||=|| + ||y|| (trTsstira nevienadiba).

Ja treSo Tpasibu var aizstat ar tas spécigako variantu — stingro trisstira nevienadibu ||z + y|| <

max(||z||,||y||) — tad normu sauc par ultrametrisku. Citadi to sauc par Arhimedisku [[]].

Definicija 1. Katram nenulles racionalam skaitlim « eksist€ viennozimigi nosakams sadalijums

pirmreizinatajos - a = £2*23%35%77 ... kur q4-tie ir veseli skaitli, no kuriem tikai galigs



skaits ir nenulles. Par racionala skaitla o p-adisko absoliito vértibu (ar1 sauktu par p-normu)

Sauc

p~r, jaa#0
|z, =

0, jaa =0.

Ar detalizétaku izklastu par p-adiskiem skaitliem iesp&jams iepazities [9]. Ar p-adisko skait-

lu pielietojumu citas zinatnes nozar€s var iepazities [[10—12]



2 VIENVIRZIENA VAIRAKGALVINU AUTOMATI

2.1 Definicijas
Ultrametriski automati tick definéti ka Baloza un Iidzautoru darba [2].

Definicija 2. Galigs p-ultrametrisks (U,F A) automats ir kortezs (S, X, so, 6, F, A), kur
+ S ir galiga stavoklu kopa,
* X ir galiga kopa, ($ ¢ X) — ieejas alfabéts,

* 59 : 8 = Q, ir sakotngjais amplitiidu sadalijums,

d: (BU{$}) xS x S — Q, ir parejas funkcija,

F C S ir akcept€joso stavoklu kopa,

*« A = (A, o) ir akcepteSanas nosacijums, kur A € R ir akcept€Sanas slieksnis, un ¢ €

{<,>}

Automats darbojas $adi. Katra laika momenta katram automata stavoklim ir piekartots p-adisks
skaitlis, saukts par stavokla amplitidu. Automats darbu sak ar sakotngjo amplitiidu sadalijumu
so. Tas pa vienam péc kartas apstrada ieejas varda w = wy . .. w, simbolus. Amplitiidu sadali-
jums péc i-ta simbola ielasiSanas tiek apziméts ar s;, kur
sily) = Y sialx) -8 (wi,a,y)
zeS
katram y € S. Péc n-ta simbola ielasiSanas tada pat veida tiek apstradats beigu markieris $,
iegiistot beigu amplitiidu sadalijumu s,,, ;. AkceptéSanas nosacijums tiek piemérots akcept&joso
stavoklu beigu amplitidu p-normu summai. Tas ir, ja D~ - [$n+1(2)], © A, tad saka, ka vards w

tiek akceptets, citadi — noraidits.

Divvirzienu k-galvinu (kur £ > 1) galigs automats sastav no ieejas lentas, kas satur ieejas
vardu, pa kuru automata galvinas drikst parvietoties abos virzienos, neparkapjot varda galu at-

dalitajsimbolu robezas. Simbolus uz ieejas lentas drikst tikai lasit. Formalak:

Definicija 3 ( [5]). Par nedetermin&tu divvirzienu k-galvinu galigu automatu (2nfa(k)) tiek

saukts kortezs (S, 3, k, s¢, 0, F'), kur

+ S ir galiga stavoklu kopa,



* Y ir galiga kopa, (>,< ¢ X) — iecjas alfabéts,
* k > 1 ir galvinu skaits,

* 59 € S ir sakuma stavoklis,

§: (BU{p,a})f x 8§ xS — {—1,0,1}" ir parejas funkcija, kur > un < ir varda sakumu

un beigas atdaloSie simboli,

F C S ir akcept€joso stavok]u kopa.

2nfa(k) sakot darbu, visas ta galvinas ir novietotas uz varda sakuma simbola. Automats
darbu beidz, kad parejas funkcija dotajai automata konfiguracijai nav definéta. Par 2n fa(k)
konfiguraciju kada laika momenta ¢ > 0 sauc kortezu ¢; = (w,s,p), kur w ir ieejas vards, s € S
ir pasreizgjais stavoklis, un p = (p1,...,p) € {0,...,|w|+ 1}* norada pasreizgjas galvinu
pozicijas. Pareju no vienas konfiguracijas uz nakamo apzimé ar . Pareja (w, s, (p1,...,px)) F
(w, s, (p1 +dy,...,pr + di)) notiek tad un tikai tad, ja (dy,...,dx) € d((ap,,-..ap,)s,s),
kur w = ayas .. .a, irieejas vards, un ay = >, un a,,; = <. - refleksivais, tranzitivais slégums
tiek apziméts ar *.

Valoda L(M), ko akcepte automats M ietilpst tie un tikai tie vardi, ko akcepte M. 2n fa(k)
akcept€ tos un tikai tos vardus w, kam pastav kada konfiguraciju virkne, kas noved pie automata

apstasanas akcept&josa stavokli, ja uz ieejas lentes ir >w<. Jeb precizak -

L(M) =A{w € ¥ (w,s0, (1,...,1)) F* (w,s, (p1,...,px)),s € F,
un M apstajas (w,s, (p1,...,px))}-
Ja § katram izejoSajam stavoklim piekarto ne vairak ka vienu ieejoso stavokli, tad saka, ka auto-
mats ir determinéts (2dfa(k)). Ja automata galvinas neviena bridi neparvietojas pa kreisi, saka

ka automats ir vienvirziena. Nedetermin€tus un determin&tus vienvirziena galigus k galvinu au-

tomatus apzime attiecigi ar 1nfa(k) un 1dfa(k).
2.2 Attieciba pret klasiskajiem automatiem

Vienvirziena vairakgalvinu automatiem gan determinéta gan nedeterminéta gadijuma ir pie-
raditas stingri ieklaujosas klases valodam, ko automats var atpazit atkariba no galvinu skaita
[5, 6]. 1978. gada Yao and Rivest [6] paradija, ka, lai atdalitu valodu klasi, ko var atpazit ar
ldfa(k), no tas, ko var atpazit ar 1dfa(k + 1), pietiek ar valodu

L, = {wi$ws$ . .. Sway,|w; € {a,b}” un w; = wayy1-; visiem 1 < i < n}.
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Mgs apskatisim Iidzigu valodu — L.

Teoréma 1. Katram k > 1 € N eksiste valoda Ly, tada ka:
(1) katram k > 1 € N eksiste 1u, fa(1), kas atpazist Ly,
(2) Ly nevar atpazit ne ar kadu 1df a(k),

(3) Ly nevar atpazit ne ar kadu Infa(k).

Pieradijums. Mekléta valoda ir
m k
Lk: U}11UJ21...1U)2”|UJZ‘€ {0} /\mZ 1 EN/\wi:wgn_iH/\n: 9 +15.

Talak tiks pieradits, ka L, apmierina teorémas punktus.

(1) Tiks paradits, ka patvaligai valodai L, uzbuvéet 1u, fa(1) katram pirmskaitlim p. Au-
tomats, sak darbu ar amplitudu 1 n dazados sakuma stavoklos ¢ 1,1,¢1,2.1, - - - ,q1,n,1- NO katra
no Siem stavokliem izies “’zars”, kas bus atbildigs par amplitiidas krasanu viena no n dazadiem
akceptgjosajiem stavokliem ¢y, 12,92n,2,2, - - - ,G2n,n,2. Katrd zara biis divu veidu stavokli — 1.
grupas stavokli ¢; ;1 bus atbildigi par amplitiidu ”genergSanu” un 2. grupas stavokli g; j » — par
amplitidu “krasanu”, i € [1,2n],j € [1,n].

Ielasot 0, atrodoties kada no pirmas grupas stavokliem ¢; ; 1, kam ¢ < n, stavokla amplittda
tiek saglabata nemainiga, un ar amplitiidu 1 tiek pariets uz 2. grupas stavokli ¢, ; o, tadgjadi
sakrato amplitiidu pieskaitot g; ;». Ielasot 0, 2. grupas stavoklos g; ; » amplitiida tiek saglabata
nemainiga. Ielasot 1 1. grupas stavokli g; ; 1, kam ¢ < n, automats ar amplitiidu j + 1 pariet uz
stavokli ¢; 11 ; 1, tad€jadi nonakot tur ar amplitidu (j + 1) - |g;+1,;.1| (ar |¢;| apzZim&jam stavokla
¢; amplitudu). Savukart, ielasot 0 1. grupas stavokli ¢; ; 1, kam ¢ > n, stavokla amplitada tiek
saglabata nemainiga, no ¢; ;» tagad tiek pariets ar amplitidu —1. Ielasot 1 1. grupas stavoklt
¢ij1, kam i > n, automats uz stavokli ¢;;; ;1 pariet ar amplitidu —(j + 1). Ielasot 1 2. grupas
stavoklt ar amplitidu 1 tiek pariets no ¢; j1 Uz g;+1,;,1. [zné€mums ir stavokli péd&ja kolonna —
Gon,j,1 UN o, jo — ta ka tie atbild par varda pedeja fragmenta ielasiSanu, tad tiem pareja, ielasot
1 netiek definéta. Automata shéma redzama attla R.1].

Rezultata, ja tika ielasits vards 01 10%210%31 ... 102", katra no akcept&joSajiem stavokliem

(on,j,2 ir sakrajusies amplituda
artay-(j+1)+ag- (1) - an ()" =t ()" =g (1) =+ -~ azn,
kas ir vienada ar 0, ja vards pieder valodai; t.i., ja

a1:agn/\az:agn_l/\.../\an:anH.
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JEEN

2.1. att. Automats 0"10™10"1 ---10"10™10" atpaziSanai.

Iegiistam, ka vards pieder valodai tad un tikai tad, ja ir apmierinata $ada vienadojumu sistéma:

e

a1+CL2
a1 + as

ai + as

ai + as

24az3-22 4+ a, 2"~y 2" — e 2= — g, =0
~3—|—a3«32—|—«~~+an'3"_1—anﬂ'3"_1—an+2'3”_2—~~—a2n20
.4+a3.42+...+an.4n71_an+1.4”71_an+2.4n72_...—a2n:O

n+1)+as-n+1)° 4+ +a,- M+ D" —ap-(n+1)"

s (A1) =g, = 0

10



parrakstot

(
(a1 — agp) + 2 (ay — agn_1) + 22 (a3 — agp_2) + -+ +2" - (ay — @py1) =0

(a1 — agy) + 3 (ay — agn_1) + 3% (a3 —agn_2) + - +3" 1 (a, — apny1) =0

(a1 — agp) +4- (ay — agn_1) +4% - (a3 — agn_2) + - +4" 1 (a, — apy1) =0

(a1 = azn) + (n+1) - (a2 = azp—1) + (0 +1)* - (a3 — azn—s) + -+
\ +(n+ D" (ay — any1) =0

Var redzéet, ka vienadojumu sistemas koeficienti veido Vandermonda matricu, tatad siste-
mas determinants ir nenulles, un, ta ka dota vienadojumu sistéma ir homogena, tai eksiste tikai
trivialais atrisinajums. Tomer ja vards nepieder valodai var gadities, ka kadas ne vairak ka 4 at-
seviskas rindinas izpildas, bet tada gadijuma vienmer bis vismaz viena rindina, kas nav vienada
ar 0 (citadi biitu nenulles risinajums, un sist€mai biitu netrivials atrisinajums). Tatad par slieksni
varam izv€l&ties 0, un teikt, ka vards pieder valodai, ja akcept€joSo stavoklu beigu amplitiidu
normu summa ir < 0, un nepieder, ja citadi.

(2) Pieradijis Freivalds [[13] [14], pieradijums lidzigai valodai atrodams ar7 [6]. Pieradijuma
ideja balstas uz faktu, ka divas galvinas, kas izmantotas kada viena para parbaudiSanai, nevar
izmantot vairs neviena cita para parbaudei. No ta ar1 seko, ka, ja valodas paru fragmentu skaits
n ir lielaks par visu iespgjamo galvinu paru skaitu (’;), tad valodu nevar atpazit ar k£ galvipam.

(3) Pieradijis Freivalds [13], pieradijums lidzigai valodai atrodams ar1 [6]. O

Japiebilst, ka ar konstantu galvinu skaitu L atpaziSanai pietiek ar1 varbutiskiem automatiem.
Freivalds [13] ir paradijis, ka jebkuram ¢ > 0 eksiste 1pfa, kas atpazist katru vardu L ar

varbiitibu 1, un noraida katru vardu, kas nepieder, ar varbutibu vismaz 1 — e.
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3 VIENVIRZIENA VAIRAKU LENSU AUTOMATI
3.1 Definicijas

Lai gan izmantosim tikai 2 lenSu automatus, defin€sim tos patvaligam skaitam lensu.

Definicija 4. p-ultrametrisks & lenSu automats sastav no galiga p-ultrametriska vadibas bloka,
un k galvinam, kas pozicionétas katra uz savas lentas, no kuras informaciju var nolasit. Uz kat-
ras no lentam, automatam sakot darbu, atrodas ieejas vards, un automata galvinas atrodas to
sakumos. Savas darbibas laika automata vadibas bloks veic parejas ar noteiktam amplitiidam,
noradot kadu simbolu ielasiSanai atbilst pareja, un kuras no k£ galvinam rezultata parvietot uz
priekSu. Visam galvinam sasniedzot varda beigas, automatam atlauts izdarit vél péd€jo darbibu,
péc ka tiek aprékinatas akcept€joso stavoklu amplitiidu p normas, un salidzinatas pret noteikto
slieksni. Amplitiidu aprékinasana automata konfiguracijai notiek analogiski ultrametrisko auto-

matu definicija noraditajai.
3.2 Valodu paru atpaziSana

Pieradisim no varbiitiskiem automatiem aizgiitu rezultatu 2 lenSu automatiem.

Teoréma 2. Valodu Ly, kas sastav no vardu pariem (0™,0"10%) forma
Ly = {(0™,0"10")|m = n = k € N}
(1) var atpazit ar 2 lensu galigu p-ultrametrisku automatu jebkuram pirmskaitlim p > 3,

(2) nevar atpazit ar nekadu 2 lensu galigu nedeterminétu automatu.

Pieradijums. Pienemsim, ka vards 0”10 ir novietots uz automata pirmas lentes, un vards 0™ —
uz otras.

(1) Pieradijuma ideja tie$a veida seko no lidziga rezultata varbutiskiem automatiem [[14].
Biivésim 2 lensu galigu p-ultrametrisku automatu, kas atpazist ;. Automats ar vienadu am-
plitadu 1 sak darbu divos neatkarigos zaros. Talaka darbiba katra no zariem norit determinéti,
veicot parejas ar amplitidu 1. Pirmaja zara automats uz katriem 3 varda pirmas lentes simbo-
liem parvietojas 1 simbolu uz otras lentes, 11dz uz pirmas lentes sastop atdalitajsimbolu 1. Talak
automats uz katriem 3 pirmas lentes simboliem parvietojas 2 simbolus uz otras lentes. Ja abu
lenSu galvinas nonak varda gala vienlaicigi tad automats ar amplitiidu £ pariet uz akceptgjoso
stavokli ¢q,, ja n€, tad akceptejosaja stavokli nonak ar amplitiidu 1. Vienkarsibas labad pienpem-

sim, ka pa abiem vardiem var noiet ar veselu solu skaitu. Ja to nevar izdarit, tad automatam ir
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jaatceras atlikums, kads veidojas apstaigajot katru varda dalu. Otra zara darbibas notiek l1dzigi,
tikai pret€ja seciba — apstradajot pirmo varda dalu, uz pirmas lentes noejot 3 simbolus, uz otras
lentes parvietojas 2, un apstradajot otro varda dalu — 1. Otraja zara ar analogisku nosacijumu
pariet uz akcept&joso stavokli ¢,.

Var redzet, ka, lai abos zaros galvinas nonaktu gala vienlaicigi, jatiek apmierinatai $adai

vienadojumu sist€mai:

2.1+E5.2=m

2245 1=m
parrakstot

n+2-k=m

2-n+k=m
ieglistam

n+2-k=2-n+k
n==%k

k=m.

Tatad automats no abiem zariem nonak akcept&josaja stavoklt ar amplitidu £, kopa veidojot
amplitiidu p, tad un tikai tad, ja vards pieder valodai. Ja vards nepieder valodai, tad amplitiida
biis vai nu £ + 1 vai 2. Tatad par akcepteSanas slieksni varam izveleties 110, un varam teikt, ka
vardu paris pieder valodai, ja |g,|, < %, un nepieder, ja pretéji.

(2) Pieradijis Freivalds [[14]. O]

Lai ar1 pieradijums viegli seko no Iidziga rezultata varbiitiskaja gadijuma, kas paradits [14],
uzraditajam ultrametriskajam automatam piemit interesanta IpaSiba — tas atbilst Freivalda [[1]]
ieviestajai reguléto integralo automatu definicijai, kas ir analogs automatiem ar izolétu Skeluma
punktu varbiitiskaja gadijuma. Balodis et al. [2] ir paradijis, ka vienvirziena vienas galvinas
regul€ti automati akcepté regularas valodas. Toméer, ka redzams augstak minétaja teoréma, va-
lodu L, nevar atpazit ar nedeterminétu divu lensu automatu, tatad ta nav regulara. Sis rezultats

sasaucas ar tadiem pasiem noveérojumiem varbiitiskajiem automatiem [|14, 15].
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4 DIVVIRZIENU AUTOMATI
4.1 Definicijas

Ultrametrisku vairakgalvinu galigu automatu definicija tiek iegtita visdabiskakaja veida pa-
plasinot [2] ieviesto ultrametrisko automatu definiciju. Par pamatu tiek nemta ari [5] ieviesta

vairakgalvinu automatu definicija.

Definicija 5. Par galigu k-galvinu divvirzienu p-ultrametrisku automatu (2u, fa(k)) tiek saukts

kortezs (S, 3, k, so, 0, F, A), kur
» S ir galiga stavoklu kopa,
* Y ir galiga kopa, (>,< ¢ X) — iecjas alfabéts,
* k > 1 ir galvigu skaits,

* 59 : 5 — Q, ir sakotngjais amplitiidu sadalfjums,

§: (BU{p, <)) x 8 xS = Q,x {~1,0,1}" ir parejas funkcija, kur > un < ir varda

sakumu un beigas atdalosie simboli,

F C S ir akcept€joso stavoklu kopa,

« A = (), o) ir akcepteSanas nosacijums, kur A € R ir akcept€Sanas slieksnis, un ¢ €

{<. >}

2u, fa(k) darbojas 11dzigi, ka u, f a, ar to iznémumu, ka automatam tagad ir k galvinas, un tas
var kustéties abos virzienos 1idzigi ka 2n fa(k). Atskiriba no u, fa tagad amplitiidas tiek nora-
ditas stavokla un galvinu pozicijas parim. Amplitiida ar kadu automats atrodas stavokliy € S ar
galvinam pozicijas (py,...,px) € {0,..., |w| + 1}k péc i-tas darbibas veikSanas tiek apziméta
ar

si(ys (s ope) = Y sica (@) - 6((wpy, - wy), 7,y

S0 )P g vt )i )2= (P10
P15--5Py ) \P15---5Py, p’lv"'7 p;g »2,Y)2=\P1,---,Pk

Lidzigi ka ieprieks, automatam beidzot darbu, akceptéSanas nosacijums tiek piemérots ak-

cept&joso stavoklu beigu beigu amplitidu p-normu summai. Tas ir, ja

Z ’8n+1<x7 (ph s 7pk>>|p<>)\

zeFA
3(p1,...,pk): automats beidz darbu stavokli x ar galvinam pozicijas (p1,...,pk)
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, tad saka, ka vards w tiek akceptgts, citadi — noraidits.

Ultrametriskas Tjiiringa masinas darba tiks izmantotas, lai pieraditu rezultatus vairakgalvinu
automatu sadalijumam hierarhijas klas€s.

Ultrametriskas Tjiiringa masinas definicija tiek iegiita dabiska veida paplaSinot J. Hopcroft
un J. Ullman [16] 1979. gada ieviesto definiciju. Ertibas labad definésim masinu ar vairakam

darba lentém.

Definicija 6. Par p-ultrametrisku Tjlringa masinu ar & darba lentem (U, 7'M (k)) sauc kortezu

M= <Q7 EJ b7 Zv 67 qo, F>7 kur:
* () ir galiga netuksa stavoklu kopa,
Y ir galiga netuksa kopa — darba alfabéts,

* b € X ir "tuksSais” simbols (drikst atrasties uz lentes neierobezoti daudz eksemplaros),

Y C X\ {b} ieejas alfabets,
* qo € @, ir sakotngjais amplitidu sadalijums,

» ' C (@ ir akceptgjoso stavoklu kopa.

§:Q\FxXF - Qx (X x{LN,R} x @p)k ir dal&ji definéta parejas funkcija, kur L
apzimé masinas galvinas pabidiSanu pa kreisi , R — pabidiSanu pa labi, un N norada, ka

masinas galvina netiek parvietota, un QQ,, ir amplitiida, ar kadu tiek veikta pareja.

Lidzigi ka ultrametrisku vairakgalvinu automatu gadijuma masina ar noteiktu amplitidu at-
rodas kada no tas iespgjamajam konfiguracijam, bet tagad konfiguracija ieklauj vadibas bloka
stavokli un visu k lensu saturu. Amplitida, ar kadu masina ¢-taja soli atrodas kada konfiguracija
tiek aprékinata analogi tam, ka noradits ultrametrisko vairakgalvinu automatu gadijuma. Darba
robezas, sakot, ka Tjuringa masina akcepté vardu, mes sapratisim, ka masina apstajas vadibas
bloka akcept&josa stavokli. Lidz ar to, varda akcept€Sanai var izvirzit analogiskus nosacijumus
ka ultrametriskiem vairakgalvinu automatiem (jaievero tikai, ka tagad automata konfiguraci-
ja ietilpst arT no lentes saturs, un amplitiida tiek piekartota tam kombinacija ar vadibas bloka
stavokli).

Ultrametriski vairaku registru automati ari tiks izmantoti ka starpposms pieradijumos.

Definicija 7. Galigs p-ultrametrisks & registru automats (turpmak arl masina) (2u,ra(k)) sa-

stav no vadibas bloka ar ultrametriskam parejam, un k registriem, kas satur naturalus skait]us.
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Automats sak darbu ar ieejas vardu pirmaja registra, un ar amplitiidu, kas atbilst sakotn&jajam
amplitidu sadalijumam, kada no vadibas bloka stavokliem. Katram no registriem var tikt pielie-
tots predikats ~ Oun operacija +1 vai —1. Katrai vadibas bloka parejai var tikt noradits predikats
vai operacija, kas izpildas veicot pareju, ka art amplitiida. Varda akcept@Sanas kriteriji ir analogi

ultrametrisko automatu definicija izmantotajiem.

4.2 Ultrametriska automata simulacija

Nakamas nodalas pieradijumos tiks izmantota iesp&ja ultrametrisku vairakgalvinu automa-
tu simulét ar ultrametrisku Tjiringa ma§inu. Seit tiks paraditi visparigie principi, kas ir §adas
simulacijas pamata, izmantotas idejas ir lidzigas ka [8] varbutisko automatu gadijuma.

Vienkarsibas labad var piegpemt, ka simul&jamajam automatam no katra stavokla iziet ne
vairak ka 2 parejas. Tiks aprakstits veids, ka veidot p-ultrametrisku 2 lensu Tjtringa masinu, kas,
ieeja sanemot p-ultrametriska £ galvinu automata aprakstu, akcept€ tos un tikai tos vardus, ko
simul&jamais automats. Ta ka turpmakaja darba $adas simulacijas nepiecieSamiba tiks apskatita
tikai darbojoties ar vardiem viena burta alfabéta, tad tiks paradits veids, ka automata aprakstu
uzdot izmantojot viena burta alfab&tu; konkrétak — vardus forma 12", n € N. Vél tiek prasits, lai

simul&jama automata amplitiidas biitu [og-space p-konstruéjamas skait]u kopas.

Definicija 8. Par [og-space p-konstrugjamu skaitlu kopu sauksim tadu kopu, kam eksisté p-
ultrametriska Tjiringa masina ar [og-space telpas sarezgitibu, kas, sanemot ieeja kaut kadu skait-
la, kas pieder kopai, ”aprakstu”, sp&j nonakt kada 1pasi atziméta stavokli ar amplitiidu, kas atbilst

”aprakstam”.

Zemak tiks paradits, ka $ada ultrametriska Tjuringa masina pastav amplitidam racionalos
skaitlos binaraja pieraksta.
p-ultrametriska galiga k& galvinu automata aprakstu var uzdot ar binaru virkni, péc kartas

noradot:

* automata stavok]u skaitu,
+ galvigu skaitu,
* parejas starp stavokliem un to amplitiidas

Simulacija tiek realizéta $adi. p-ultrametriska galiga £ galvinu automata ar pareju amplitt-
dam no log-space p-konstrugjamas kopas, saukta par A, simul€Sanai tiek veidota p-ultrametriska
2 lensu Tjuringa masina, saukta par 7. 1" uz ieejas lentes tiek padots A apraksts viena burta al-

fabeta forma 12", n € N. Sakot darbu 7 ielasa ieejas vardu un determinéti, parejas veicot ar
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amplitidu 1, sagatavo 2. lentu, tur ierakstot skaitli » binara pieraksta. n ir simul&jama automata
A apraksts. Tiek ar1 izdalita vieta apjoma O(k - n) k skaititajiem, kas noradis A galvinu pozici-
jas. Talakaja simulacijas gaita tiks izmantota tikai 2. lente (lai arT rakstiSanai var izmantot abas
lentes, €rtibai sauksim 2. lenti par darba lenti).

Atceramies, ka A savas darbibas laika iziet cauri vairaku konfiguraciju virknei, un katra laika
momenta A var paral€li” but vairakas konfiguracijas ar dazadam amplitadam. Ja A atrodas kada
konfiguracija ar amplitiidu a, tad 7" to simulé@s, ar atbilstoSo amplitiidu atrodoties konfiguracija,
kur darba lentes saturs atbilst attiecigajai A konfiguracijai.

Lai paraditu, ka 7" var $ada veida simulét A, japarada, ka T ir spgjigs veikt katru A pareju.
Paradisim, ka, ja A ir pareja no ¢; uz ¢, ar amplitidu a; (pienemsim, ka ta ir apzim&ta ar numuru
¢ ) un pareja no ¢; uz gz ar amplitidu a, (pienemsim, ka ta ir apziméta ar numuru j), tad 7’
atrodoties ¢; atbilstoSaja konfiguracija var ’paraleli” veikt parejas uz ¢» un g3 atbilstoSajam
konfiguracijam ar attiecigajam amplitidam. Tas tiek darits, U sazarojoties un abos gadijumos
ar amplitidu 1 1pasa vieta uz lentes ierakstot vai nu skaitli ¢ vai j, kas attiecigi atbilst pirmajai
un otrajai A parejai. lerakstiSana tiek veikta determinéti, parejas veicot ar amplitidu 1. Talak
tiek darbinata apakSprogramma, kas ierakstitajam skaitlim atbilstoSo amplitudu a, vai a, ielasa
1pasa stavokli ¢, (ta ka tika uzstadita prasiba, ka ir no log-space p-konstruéjamas kopas, tad sada
apakSprogramma eksiste). Talak no stavokla g, tiek pariets uz bloku, kas darba lenti izmaina
atbilstosi parejai, kas atbilst uz lentas ierakstitajam skaitlim (tas tiek darits determinéti, parejas
veicot ar amplitudu 1). Ta ka vieniga pareja, kas ir atSkiriga no 1, tiek veikta, parejot no ¢, tad
darbibas beigas uz U darba lentes ar amplitidu 1 - 1---1 - a; = ay ir ieraksts, kas atbilst A
konfiguracijai pec parejas ¢ izdarisanas, un ar amplitddu 1-1- - - 1-ay = ao — ieraksts, kas atbilst

A konfiguracijai péc parejas j izdariSanas.
Teoréma 3. Racionalie skaitli veido log-space p-konstruéjamu kopu.

Pieradijums. Paradisim, ka jebkuram pirmskaitlim p eksisté p-ultrametriska vienas lentes Tju-
ringa masina, kas ieeja sanemot racionala skaitla a pierakstu binara forma, savas darbibas beigas
nonak 1pasa stavokli ¢, ar amplitiidu a.

Skaitlis a uz lentes tiks padots forma
PAnpQp—1- Q1 * Qy|A_1A_9 *** A_m,<,
kur

> a;-2' = a (| ir atdalitajsimbols).

i=—m
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Masina sakotngji, ignorgjot atdalitajsimbolu, cikliski no skaitla a - 2™ atnem 1, katru reizi to

izdarot, palielinot g, amplitidu par 1. Kad uz lentas atrodas vairs tikai
00---0[00---0,

masina ¢, sakrato amplitidu izdala ar 2™. —; norada, ka pareja tiek veikta ar amplitiidu :.

Tjliringa masinas programmas teksts:

Atgpem 1 no a

qod =1 1 <L

@10 =1 1L

@1l =1 0R

Q| =1 il L
Iet atpakal uz a sakumu

20 —1 ¢20R

@l =1 plR

G| —1 @2|R

@< —1q <L
Palielina 1pasa stavokla apmlitidu par 1

G20 =1 ¢, AL
Atrodas a sakuma, jo tas jau ir 0

Q> —1 3> R
Nodzes pedeja gajiena kliidaini sarakstito

730 —1 gs0R

g3l =1 31R

@l —1 @3|R
Dala 1pasa stavokla amplitiidu, atbilstosi ciparu skaitam aiz komata

g3 =1 ¢, A L

00 —1 q,0L

Gl =1 @, 1L

18



Iet uz a sakumu
CJH —1 Qu|R

Var redz&t, ka algoritms nav atkarigs no p. O]

4.3 Vairakgalvinu automati

Monien [[7] ir paradijis, ka galigiem determin&tiem un nedetermin&tiem automatiem valodu
klase, ko var atpazit, izmantojot k galvinas, stingri ieklaujas valodu klas€, ko var atpazit ar
k + 1 galvinu. Velak, izmantojot [idzigas metodes, Macarie [8] pieradija atbilstoSos rezultatus
ar1 galigiem varbitiskiem automatiem. Talak tiks pieradits, ka tadi pasi rezultati ir speka ar1

ultrametriskiem automatiem.

Teoréma 4. Katram naturalam skaitlim k un pirmskaitlim p izpildas

U,FA(k) G U,TM.
Pieradijums. Veidosim pasu p-ultrametrisku Tjiiringa masinu ar 2 lentém, un ar [og-space tel-
pas sarezgitibu, sauktu par 7", un paradisim, ka tas atpazita valoda nevar tikt atpazita ar nevienu
p-ultrametrisku automatu ar k£ galvinam (visiem k).

Lidzigi ka paradits nodalas sakuma, 7" veidosim ta, ka ta simulé ieeja sanemtu u, fa(k),
sauktu par A. Atskiriba no apraksta, A apraksta” tiesa veida netiek ieklauts ieejas vards, ko A
apstrada. Ta vieta A tiks darbinats uz ieejas virknes, t.i. — uz sava “apraksta”.

Precizak — T uz 1. lentes atrodas vards 1™, m € N, T parbauda, vai tas ir forma 12", n €
N (vardu noraida, ja tas neatbilst) un uz 2. lentes (sauksim par darba lenti) uzraksta n binara
pieraksta, aiznemot O(log(n)) vietas. Tiek parbaudits, vai n pieraksts sintaktiski atbilst kadam
u, fa(k); vardu noraida, ja tas neatbilst. Talak 7" uz darba lentes tick izdalita vieta k skaititajiem,
kas noradis A galvinu pozicijas uz ieejas varda. Ta ka vértibas var but robezas [0, cee 12n} , tad
tam tiek pateréts O(k - log(2™)) ~ O(k - n) vietas. Tas tiek darits determingti, parejas veicot
ar amplitiidu 1. Talak 7" darbina uz ieejas virknes ka paradits nodalas sakuma (1. lentes galvina
vairs netiek kustinata, tiek parbaudits, vai galvinam atbilstoSie skaititaji ir varda robezas, vai
n€). Rezultata 7" ar attiecigajam amplitidam ir nonacis visas iesp&jamajas konfiguracijas, kur

A var nonakt apstradajot vardu. Talak 7" skatas, vai darba lentes saturs liecina, ka A ir nonacis
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akceptgjosa stavokli, un vardu noraida, ja A ir akcept&josa stavokli, un akcept€, ja A nav nonacis
akceptgjosa stavokli. Tadgjadi T ar tadu pasu amplitiidu ka A, dod pret&ju rezultatu.
Apskatisim valodu L(T'), ko akcepte T'. Ir skaidri redzams, ka katram w,, fa(k), ko apzime-
sim ar J, eksiste tads vards, kas pieder L(7T'), bet nepieder L(.J), vai nepieder L(T'), bet pieder
L(J) — J apraksts. O

Tapat ka [8] un [[7] tiks izmantota funkcija

fr i {17 |In € N} = {1*"|n € N}, kur f(1*") = 12"

Lemma 5. Katrai valodai L € m eksisté naturals skaitlis u, tads ka

fu(L) € U,FA(3).
Pieradijums. Paradisim, ka u,tm, sauktu par 7', kas atpazist L, parveidot par citu u,tm, sauktu
par 7", ko iesp&jams aizstat ar p-ultrametrisku 3 registru masinu, no ka viegli seko, ka eksisté
u, fa(k), kas atpazist ar f,, “izstiepto” L variantu.

Veidosim 7", kas simul&t 7. T" uz darba lentes glabas $adu informaciju:
* ieejas varda binaru reprezentaciju,

« T'1. lentes galvinas poziciju (sauksim par ieejas lenti),

T 2. lentes saturu (sauksim par darba lenti) (aiznem O(logn) vietas),

T darba lentes galvinas poziciju.

Uz T" darba lentes 7" simuléSanu veikt ir vienkarsak neka ultrametrisko automatu gadijuma, jo
T’ var izmantot originalo 7" vadibas bloku, un parejas nav jasimulé uz lentes. 7" simulacija 7"
izmanto tikai darba lenti.

Var redzét, ka var uzbavét 7" atbilstoSu p-ultrametrisku 3 registru masinu. Ja ieejas vards
ir 12", tad masina sak darbu ar n binaro reprezentaciju pirmaja registra un ar 0 pargjos. Var
parliecinaties, ka izmantojot pirmos divus registrus, kuros darbibas laika atrodas skaitli v un
h™, un tres$o registru ka paligmainigo, iesp&jams simulét 7" darba lenti. Lai to panaktu tick
izmantota iesp&ja registriem pieskaitit un atpemt 1, un tos saturu reizinat un dalit ar 2, ko palidz
realiz&t treSais — papildus registrs. Tas shematiski paradits attela [.1].

Ta ka vairakgalvinu automata galvinas pozicija tie$a veida atbilst skaitlim registra, un si-
mulg&jama Tjuringa masina ir ar [og-space telpas sarezgitibu, tad 3 registru masinu var aizstat
ar p-ultrametrisku galigu 3 galvinu automatu. Tomeér, ta ka vairakgalvinu automata galvinas ne-

drikst iziet arpus lentes robezam, tad tas nevar simulét patvaligi lielus skaititajus. To, ka ieejas
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4.1. att. Tjuringa masinas lentes satura simulé$ana ar registriem.

vardi ir pietickami gari, lai automats simulétu 7" darba lentes saturu, nodrosina piemeklgjot
pietiekami lielu . O

Lemma 6. Visam valodam L € m un visiem u,v > 1,u,v € N izpildas

L — —

fu(L) e U,FA(v) = L € UyFA(u - v).

Pieradijums. Premisa minéto u, fa(v) sauksim par A, un sekas minéto u,fa(u - v) — par A’
Apskatisim A darbibu, ja ieeja sapemts vards f,(l),l = 1" € L,n € N. Poziciju uz ieejas
varda katrai no automata A v galvinam var aprakstit naturalu ar skaitli robezas [0, 2™ — 1]. So
skaitli var ari izteikt ar u cipariem pie bazes 2". Ta ka katras A’ galvinas poziciju uz ieejas varda
varam aprakstit ar ciparu pie bazes 2", tad katru no A galvinam var simulét ar v A’ galvinam.
Ta ka katrai A galvinas kustibai atbilst kada A" galvinas kustiba, tad atbilsto$as parejas var veikt
ar vienadam amplitidam, un vardu akceptéSanas amplitiidas saglabajas.

S1 simulacija notiek lidzigi ka varbiitiskaja [8] un determinétaja gadijuma [f7]. ]

Lemma 7. Visam valodam L € m un visiem u > v > 1, u,v € N izpildas

— —

funr(L) € UyFA(v) = fu(L) € UpA(v + 1).

Pieradijums. Premisa minéto u, fa(v) sauksim par A, un sekas min&to u, fa(v+1)—par A". Ap-
skatisim A darbibu, ja ieeja sapemts vards f,,1(l),l = 1> € L,n € N. Poziciju uz lentes katrai
no automata A v galvipam var aprakstit naturalu ar skaitli h; robezas h; € [0, lutl)n 4 1].
Simul&sim h; poziciju automata A’ ar galvinu g; un papildus skaitli z; € [0,2"], ta, ka h; =
gi + x; - 2*™. Var redzet, ka $adi var aprakstit skaitlus vajadzigaja intervala

U4 (2" —1) - 2" =

24" (142" -1)) =

2u~n+n _

2(u+1)~n'
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Visi skaita v nepiecieSamie z; tiek kodéti ar A’ (v + 1)-mo galvinu to dara lidzigi ka [[7]. To var
panakt, ja uz A’ lentes ir pietiekami daudz vietas, t.i., ja (2")" < 2“", no ka seko prasiba v < u.

Ta ka katrai A galvinas kustibai atbilst kada A’ galvinas kustiba, tad atbilsto$as parejas var
veikt ar vienadam amplitidam, un vardu akceptéSanas amplitiidas saglabajas.

Sis simulacija notiek lidzigi ka varbiitiskaja [8] un nedeterminétaja [7] gadijuma. [

Rezultats par k41 galvigas parakumu par k viegli seko no iepriek$€jam lemmam un teorémas

.

Teoréma 8. Visiem k > 2 € N izpildas

—

U,FA(k) G U,FA(k +1).

Pieradijums. Pieradam no pretgja, paradot, ka no piendmuma, ka eksiste tads » > 2, kam
Uﬂh} = Ume+ 1) seko, UpFAm +1)) = m, kas ir pretruna ar teorému [,
Nemam kadu L € m kadam pirmskaitlim p. No lemmas [ seko, ka eksisté tads m € N,
ka fo(L) € U,FA(3). Tatad arf f,,(L) € U, FA(h). No lemmas [7 seko, ka, ja m > h + 1
tad f,,_1(L) € U;,,Fj(h\jL 1) = Uﬂh). Nemam m = m — 1, un atkartojam, 1idz nonakam
pie f(L) € UEA\(h) un m = h + 1. Tad no lemmas | seko, ka, ja f,,(L) € Uﬂh), tad

L e Ume m) = UpFAm 4 1)). Kas ir pretruna ar teorému [. O

Sekas 9. 7a ka U,FA(k + 1) sevi ieklauj U,F'A(k), un tikko tika paradits, ka eksisté tada
valoda, ko var atpazit ar k + 1 galvinu, bet nevar ar k, tad galvinu hierarhijas rezultats ir spéka

ari valodam vairaku burtu alfabéta:

U,FA(K) G U,FA(k +1).
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5 REZULTATI

Darba ultrametriskiem galigiem vairakgalvinu automatiem ir sekmigi pieraditi rezultati, kas
ir analogiski tiem, kas literatira sastopami determinétiem, nedetermin&tiem varbitiskiem auto-
matiem. Tiek stingri noskirtas valodu klases, ko var atpazit ar divvirzienu galigiem & galvinu
ultrametriskiem automatiem, no tam, ko var atpazit, izmantojot k£ + 1 galvigu. Turklat tiek ar1
ieviesta definicija ultrametriskiem vairaku registru automatiem, kas tapat ka ultrametriskas Tjii-
ringa masinas tiek izmantota, ka starpposms galvinu hierarhijas rezultatu pieradisanai.

Vienvirziena galigiem ultrametriskiem automatiem ar vienu galvinu ir pieraditi rezultati, kas
parada to parakumu attieciba pret determinétiem un nedeterminétiem automatiem ar & galvinam.
Lidzigs sasniegums pastav ar1 varbutiskiem automatiem, lai arT literattira atrodami tikai rezultati
varbiitiskiem 2 galvinu galigiem automatiem.

Vienvirziena galigiem ultrametriskiem automatiem ar vairakam lentam ir pieradits analogs
rezultats varbiitisko automatu gadijumam — ir paradits ultrametrisks automats ar izoléta Sk&€luma
punkta analogu varbutiskiem automatiem, kas atpazist valodu, kas nav regulara, gadijuma kad

tiek pielautas atkap€s no vienvirziena, vienas galvinas modela.
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6 SECINAJUMI

Darba ir radits pamats turpmakiem dzilakiem pétijumiem divvirzienu ultrametrisku auto-
matu galvinu hierarhijas jautajuma, ka ar1 ir pamats turpinat pétit vienvirziena ultrametriskus
automatus, jo tiem netika sasniegti analogiski rezultati. Vairak uzmanibas ir ari japievers ie-
viestajai p-ultrametriski log-space konstrugjamo kopu definicijai, jo ta tiek izmantota ka butisks
elements ultrametrisku automatu simulacija ar ultrametriskas Tjuringa maSinas palidzibu. Darba
tika paradits tikai tas, ka $adi konstru€jama ir racionalo skaitlu kopa, lai gan interesi raisa arf citu
skaitlu, pieméram, p-adisku veselu skaitlu, izmantoSana par amplitidam simul€jama automata
parejas.

Pieraditie rezultati pozitivi atsaucas uz ultrametrisko automatu definiciju, kas ieviesta ir sali-
dzinosi nesen, pieradot ipasibas, ko varétu sagaidit, apskatot rezultatus klasiskajiem automatiem.

Autors uzskata, ka ir panakti nozimigi rezultati galvinu hierarhijas jautajumos vairakgalvi-
nu ultrametriskiem automatiem, tos nostadot klasisko automatu konteksta, un paverot iesp&jas

talakiem pétjjumiem.
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