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Anotacija

Saja magistra darba ir apskatits siltuma parneses un starojuma parneses process siltum-
vadiSanas vienadojumam, ar kuriem talak izveidoti matematiskie modeli. Vispirms analizé
diskreto Laplasa operatoru siltumvadiSanas vienadojumiem tas att€lots ar grafu palidzibu.
Tika izveidoti matematiskie modeli diskrétiem gadijumiem ar avota locekliem un bez tiem
un veikti to skaitliskie eksperimenti. Ar Furje likumu siltuma pliismai tika veidota diskreti-
zacija no vienas grafa virsotnes uz otru. Pec tam tiek aplukots eénosanas efekts un radiativa
parnese un modeliem veiktas simulacijas ar taiSnu metodi programmu pakete MATLAB.
Darba ir aprakstits kada ir saistiba siltumvadisanas vienadojumiem uz grafiem un metris-
kiem grafiem. Visbeidzot izstradata siltumenergijas plismas matematiska analize maksi-
muma principam.

Atslégas vardi: Laplasa operators, siltumvadiSanas vienadojuma diskretizacija, siltum-
vadiSanas vienadojums uz grafa, siltumvadiSanas vienadojums uz metriska grafa, starojuma

parnese.



Abstract

In this master’s thesis, the process of heat transfer and radiation transfer for the heat
conduction equation is considered, with which mathematical models are further developed.
First, the discrete Laplace operators for the thermal conduction equations are represented
by graphs. Mathematical models for discrete cases with and without source members were
developed and their numerical experiments were performed. With Fourier’s law, the flow
of heat was discretization from one vertex of the graph to another. Then the shading effect
and radiative transfer are considered and simulations of the models are performed with the
method of lines in the MATLAB software package. Describes the relationship between heat
conduction equations on graphs and metric graphs. Finally, the principle of maximum for
temperature is obtained.

Keywords: Laplace operator, discretization of the heat conduction equation, heat con-

duction equation on a graph, heat conduction equation on a metric graph, radiation transfer.
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APZIMEJUMU SARAKSTS

Ja ir nepieciesams! 7' - absoliita tempretiira péc Kelvina , (ja noradisim péc Celsija gradiem,
tad pienemsim par -273);

/beta konstante no Aréniusa likuma, tas ir aktivizacijas energija pret universalas gazes
konstanti (3 = £);

C'- Tpatngja siltumietilpiba;

() s-Tpatngjais sadegsanas siltums;

u;; - temperatira uz Skautnes, kas savieno virsotni ¢ ar virsotni j;
u; - temperatiira uz virsotnes ;

f- avota funkcija;

R- pilna; energija vilnu garumam;

G- grafs;

w- grafu svars;

d - distance jeb attalums starp virsotném;

/ Deltau - Laplasa operators;

a® - diftizijas koeficients;

k - siltumvadiSanas koeficients;

s- paramortiz€josais mainigais;

q - gradients;

h - solis;

I - starojuma intensitate;

/ni - frekvence;

C, - gaismas atrums;

E - energija;

£ - siltumenergija.



IEVADS

Visparzinams process, ka siltums tiek nodots un ka dazadi materiali var apmainities ar
siltumenergiju, nosaka lielu dalu procesus, sakot no €ku silditajiem un izpratni par sezonalajam
izmainam lidz pat kugu nosttisanai kosmosa. Siltumu var parnest tikai ar tris lidzeklu palidzibu,
tas ir, vadiSanu, konvekciju un starojumu. No min&tajiem Iidzekliem Saja darba tiks apskatita
vadiSana, kura ir visizplatitaka un daba notiek regulari, un starojums, kurs ir sarezgitaks process.
Tiesi siltuma parneSana notiek molekulara Iimenit no viena kermena uz otru; kad virsma absorbé
siltuma energiju un liek virsmas molekulam atrak parvietoties. Saja procesa sasilusas molekulas,
kuras ir ar lielaku energiju, mijiedarbojoties saduras un atdod energiju molekulam ar mazaku
energiju. Sis process turpinas tik ilgi, kamér siltums vél tiek pievienots [6].

Parasti izmantotais termins siltumenergija nozimé jaudas integrali péc laika, kas tiek ra-
zota ar jaudas palidzibu ar kadu siltums rodas siltuma avota, pieméram - reaktora kodola, lai
sadalitos degviela. Kermenus, kuri iek$&jo energiju atdod, sauc par siltuma avotiem. Siltuma
avots var biit jebkas, sakot ar biomasu un koksni beidzot ar kodolreaktoru atomelektrostacija,

kas neliela apjoma rada milzigu siltuma daudzumu [22].

Viena no darba aktualitateém, kapéc darba autore izvelgjas So tematu ir daba sastopami

procesi, kurus ir iesp&jams model€t ar degSanas procesu, pielietojot grafus.

Pirmkart, Saja darba interes€ fizikals process siltumapmainai un degSanai, kad tiek sa-
sniegtas augstas temperatiiras. Tatad, ja degSana notiek pietickami liela karstuma, tad starojums
ir loti butisks, bet tad paradas uzdevums ar intensitates funkciju, kas ir sarezgitaks process. Sta-
rojuma intensitate, kas ir 7 dimensiju funkcija, un to skaitliski risinat ir sarezgiti, tapéc rodas
grutibas diskretizacijai un So funkciju nepiecieSams vienkarSot. VienkarSosanai ir dazadas pie-
ejas un metodes, bet un viena no idejam, ka risinat $ada veida uzdevumus ir aizstat klasisko
siltumvadiSanas vienadojumu ar starojuma parnesi no divam un trim dimensijam uz grafiem,

kas ir vienkarsaks modelis.

Otrkart, ir doti uzdevumi, kur pats uzdevums satur diskrétus elementus, ka piemérs — me-
za ugunsgreks. Modelgjot meza ugunsgréku, katru koku var pienemt par grafa virsotni, tadejadi
veidojas sarezgitas struktiiras. Milzigais siltuma daudzums, kas rodas degSanas procesa, ir gal-
venais iemesls, kap&c neapdomigu ugunsgréku dz&sana ir tik griits uzdevums un kap&c uguns
lietoSana ir sarezgits process, kura nepiecie$ami zinosi un pieredzgjusi specialisti. Bet tiesi iz-
méeginajumi notiek Salaspili, Latvijas Universitates Fizikas instittta, kur veido eksperimentus ar

Latvija pieejamiem organiskiem materialiem - biomasas granulam, kur tiek pétita un novérota



to degSana un TpaSibas. Granulas ka kurinamais ir ne tikai efektivs, bet arT ekologisks lidzek-
lis, kam 1pasi Latvijas aukstajos méneSos perspektiva ir palielinaties, kad tiek mekléti aizvien
izdevigaki veidi majokla apsildiSanai. Ka ari zalajai energétikai vienm@r ir pievérsta uzmani-
ba, izmantojot atjaunojamos resursus, dedzinot tadas lietas ka briketes un granulas vienmer ir
aktuals, samazinot draudus par klimata parmainam. Tik pat labi apskatamais objekts vargtu but
kaut kas cits, pieméram, pingvina kolonija, kur $aja kolonija ieksa starp pingviniem ir silts, bet
apkart ir auksts. Mums interesg, ka notiek siltuma parvade, kada ir konfiguracijas energoefek-
tivitate un siltumu zudums, piem&ram, salidzinot vai tie pingvini stav talu viens no otra, vai

salidzinosi tuvu.

Treskart, kas noved pie modelu svarigiem datiem ir parciala diferencialvienadojuma dis-

kretizacija ir Laplasa vienadojums divas dimensijas ar centralo diferen¢u shemu.

Sie visi procesi vai tas biitu starojuma uzdevums, vai pingvina kolonija - tie visi noved pie
grafa izmantoSanas. Ir metode, ko anglu valoda sauc “Finite Pointset method”, latviski tas biitu
bez rezga parcialo vienadojumu diskretizacija, kas paradas ari $aja darba, kur visi uzdevumi
noved pie diferencialvienadojumiem uz grafiem.

Grafa virsotnes veido neregularu rezgu virsotnes, kur tick aproksiméts atrisinajums, un ir
situacijas, kur tas paradas dabiski un tur notiek siltumapmaina ar diskrétiem elementiem. Dife-
rencialvienadojumu uz grafiem ir iesp&jams definét vairakos veidos. Apskatisim tris veidus, kas
pieminéti $aja darba. Pirmais ir funkcijas atrisinajumi tikai uz virsotném, kur Skautnes parada,
kuras virsotnes sava starpa mijiedarbojas. Tas ir piemérs sérkocina struktiiras tipiskam mode-
lim, kur nepiecieSams grafs un parastie diferencialvienadojumi. Otrais ir atrisinajums ir tikai uz
Skautném un klat doti saistibas nosacijumi uz virsotném, kur virsotnes kalpo ka savienojuma
punkti un uz tam nav siltumietilpibas. Sadam modelim ir nepieciesams metrisks grafs uz parcia-
lais diferencialvienadojums TreSais ir funkcijas atrisinajums gan uz Skautném, gan uz virsotném,
kur ir nepiecieSams metrisks grafs kopa ar parcialiem un parastiem diferencialvienadojumiem,

rezultata iegiistot sistemu.

Darba autore magistra darbu aizsaka jau pirms diviem gadiem, magistra 1. kursa, kur tika
izvirzits darba merkis - izveidot un izpétit siltuma razoSanas, parneses (tas ir siltumvadiSanas
un starojumu) un zudumu procesu matematiskos modelus lietojot grafus un realizét M AT LAB
veicot skaitliskos eksperimentus. Attiecigi, lai sasniegtu darba izvirzito meérki, darba autore iz-

virza $adus uzdevumus:

(1) iepazities ar fizikalajiem pamatlikumiem un pamatjédzieniem;



(2) apskatit diskréto Laplasa vienadojumu uz grafiem;

(3) izveidot matematisko modeli siltumvadiSanas vienadojumiem uz grafa un metriska grafa;
(4) aprakstit un izveidot modeli starojuma parnesi ar €nosanas efektu palidzibu,

(5) analizeét matematiskos modelus un parliecinoties par to atbilstibu;

(6) veikt modelu skaitliskos eksperimentus.

Magistru darba izstrades vadmotivs ir saprast ka matematiski var aprakstit un izskaidrot
siltumvadiSanas vienadojumu un ar simulacijas palidzibu, ka ir iesp&jams paredzet dazadus pro-
cesus daba. Izmantotas petniecibas metodes ieklauj eksperimentu rezultatu analizi un skaitliskas

simulacijas programmpakete M AT LAB.

Magistra darba struktiira satura zina ir veidota atbilstosi izvélétajiem uzdevumiem un mér-
kim. Darbs ir iedalits ievada, piecas nodalas un divpadsmit apaksnodalas. Pirmaja nodala darbs
vispirms iepazistina ar matematisko aprakstu siltumvadiSanas vienadojuma visparinajumam un
nepiecieSamiem pamatjédzieniem, kur tiek ieklauta siltuma generé$ana vadisanas un staroju-
ma procesos. Otraja nodala aprakstiti matematiskie modeli siltumvadiSanas vienadojumiem uz
grafiem un veikta diskretizacija ar Furjé likumu. Ka ar aprakstiti modeli par €noSanas efektu
un radiativo siltumapmainu. TreSaja nodala apskatita modela matematiska analize ar maksimu-
ma principu. Ceturtaja nodala veikti skaitliskie eksperimenti, kur pamata nemti otras nodalas

modeli. Piektaja nodala ir nobeigums kopsavilkuma un secinajuma veida.



1. TEORETISKAIS APRAKSTS MATEMATISKAJA FIZI-
KA UN PAMATJEDZIENI

1.1. Siltuma generésana un reakcijas

Siltaka temperatiira kimiskas reakcijas notiek straujak, piemeram, piens kliist skabs daudz
atrak, ja to uzglaba istabas temperatiira, nevis ledusskapi. Tapéc temperatiirai paaugstinoties,
molekulas parvietojas atrak un energiskak saduras, ievérojami palielinot saiSu $kelSanas un par-
karto$anas iesp&jamibu. Seit siltumenergija attiecas uz kustibas virzienu molekulara limeni. Sa-
vukart, degSana notiek kimiskas reakcijas, tada veida norisinas siltuma generé$ana. Degsanas
process ir pazistams ka sabrukSana, kas ir k&€des reakcija, kas kimiski Iidziga fotosintézei ap-
griezta virziena. Lai aizdegSanas un sadegSana var€tu notikt, ir vajadzigas tris lietas: siltuma

avots, skabeklis un degviela, kas var bt dabisks vai maksligi veidots [16], [18], [21], [19].

Lidz 1890. gadam bija zinams, ka augstaka temperatiira paatrina reakcijas, biezi divkar-
Sojot 10 gradu paaugstinasanas atrumu, tacu ta iemesli nebija skaidri zinami. Visbeidzot, 1899.
gada zviedru kimikis Svante Aréniuss (Svante Arrhenius) pamatojoties uz holandiesu kimika
Jakoba van’t Hofs (Jacobus Henricus van’t Hoff) darbu, ierosinaja vienadojumu:
k= Ae(%), kur
1) k ir atruma konstante (sadursmju skaits sekung, kas izraisa reakciju);
2) A ir katras kimiskas reakcijas biezuma koeficients (ja notiek pareiza reakcijas orientacija);
3) E ir reakcijas aktivizacijas energija (31 ir minimala energija, kas nepiecieSama reakcijas no-
risei, lai to ieklautu vienadojuma, tas jaizsaka dzoulos uz mola) ;
4) R ir universala gazes konstante (nak no vienadojuma pV' = nRT, kas attiecas uz spiedienu,
tilpumu un temperatiiru noteiktam skaitam gazes molu).
5) T ir absolita temperatiira (tick mérita kelvinos);
Sim vienadojumam ir pla$s un svarigs pielietojums, nosakot kimisko reakciju atrumu un apré-
kinot aktivizacijas energiju. Aréniusa vienadojums parada kimiskas reakcijas atruma konstantes
atkaribu no absoliitas temperatiiras, preeksponenciala koeficienta un citam reakcijas konstan-
tém. Tatad paaugstinot temperatiru vai samazinot aktivizacijas energiju (pieméram, izmantojot

katalizatorus), palielinasies reakcijas atrums [16], [18], [21].

Lidzigi ka katrs materials sadeg citadak, tapat ar1 ta raksturigais parametrs - siltumietilpiba,

katram ir atskiriga.



Definicija. Par siltumietilpibu sauc fizikalu lielumu, kuru apzimé ar C', ta ka:

A
¢= Al%n—zo A_g

Kur AQ ir siltuma daudzums, kas japievieno kermena masai, lai paaugstinatu ta temperattiru
par AT [12].

S1 parametra vértiba parasti ievérojami mainas atkariba no kermena sakuma temperatiiras 7' un
spiediena P. Jo 1pasi, tas krasi mainas ar fazu parejam, piemeram, kusanu vai iztvaiko$anu (tap&c
pienem par divargumenta funkciju C'(P,T")). Siltumietilpiba atSkiras dazadiem procesiem un to
vielu stavokliem. Kermena temperatiiras paaugstinasanas ir tiesi proporcionala tam pievaditajam
siltuma daudzumam un kermena siltumietilpiba paliek ka konstants (nemainigs) lielums. Vis-
parigaja gadijuma kermena siltumietilpiba var but atkariga no kermena stavokla parametriem,
pieméram, no ta temperatiiras vai tilpuma konkréta bridi un ir acimredzami, ka, jo lielaka ir ker-
mena masa, jo lielaks biis nepiecieSams siltuma daudzums ta sasildiSanai, tap&c siltumietilpiba
ir proporcionala vielas daudzumam, kas atrodas kerment. Vielas daudzums var biit aprakstits ar
masu vai molu daudzumu. Pastav 1patn€ja, molara un tilpuma siltumietilpiba. Parasti aprékinos
ir erti lietot Tpatnéjo siltumietilpibu, jeb kermena vienas masas dalinas siltumietilpibu [9], [10],
[12].

Definicija. Par vielas Tpatng&jo siltumietilpibu sauc kermena masas vienibas siltumietilpibu,
kas skaitliski vienada ar siltuma daudzumu @), kas japievada vienai masas vienibai (parasti par
masas vienibu izvélas kilogramu, bet var art izvéleties gramu), lai tas temperatiira palielinatos
par viena Kelvina (K) vai Celsija gradu (°C') Kelvina un Celsija gradi ir vienlieli. Ipatngjas
siltumietilpibas mérvieniba ir kg+c [9], [13]. Turpmak darba izmantosim siltumietilpibu nevis
Tpatngjo siltumietilpibu.

Definicija. Par 1patn€ja sadegSanas siltumu sauc siltuma daudzumu, kas izdalas sadegot
1kg kurinama vielas. Apzimesim ar Qs = 2 un to mérvieniba ir k—‘]g. So apzim&jumu var apskatit

3. nodala un vairak (3.17) vienadojuma.

1.2. Siltuma parneses process
1.2.1. SiltumvadiSanas vienadojums

Siltumvadisanas vienadojuma notiek energijas plisma, kuru apskatisim $ada forma:
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ou 0% '
5 =4 Az + f(z,1); (1.1a)

u = u(x,t). (1.1b)

Tas ir linears, otras kartas vienadojums, kas iegtits izmantojot empirisko likumu Furjé li-
kumu, kas darbojas materiala iekSien€. Ir vél viens nozimigs svarigs empiriskais likums, ko var
izmantot - Niitona siltumapmainas likums norada, ka siltuma pliisma ir proporcionala tempera-

tirai (starp misu objektu un apkartgjo vidi) [3].

1.2.2. Stefana - Bolcmana likums

Gaisma, kuru izstaro vielas atomi, ir elektromagnétiskie vilni, tie sp&j parnest energiju.
Tad rezultata atomi, lidz ar to ari kermenis kopuma, izstaro energiju. Lai kermenis spé&tu ilgstosi
izstarot elektromagnétiskos vilnus, tam japievada energija no arienes. Vienkarsakais un izpla-
titakais starojuma veids ir termiskais starojums jeb siltumstarojums. ST starojuma pétisana 19.
gadsimta beigas izraisija lielu interesi zinatnieku vida [14], [15].

Lai saprastu, kas 1sti ir l[idzsvarots starojums, pienemot, ka starojoSais kermenis ievietots
dobja lode (1.1. att.), kuras sienas pilnigi atstaro visu kritoSo starojumu. Kermena starojums
neizklied€jas telpa arpus lodes un péc vairakkart€jas atstaroSanas dal€ji atgrieZas starojoSaja
kermeni. P&c noteikta laika iestajas siltuma lidzsvars. Kermenis apmainas ar energiju tikai emi-
sijas un absorbcijas veida. Termiska starojuma butiska 1pasiba atskiriba no citiem starojumiem
ir ta, ka termiskais starojums var biit [idzsvarotais starojums. Tas nozimé, ka izstarojoSais ker-
menis var atrasties lidzsvara ar savu starojumu. Ja laika vieniba kermena izstarota energija ir
vienada ar absorb&to energiju, tad kermena temperatiira nemainas. Paaugstinot temperatiiru, pa-
lielinas kermena termiska starojuma intensitate un rodas arvien augstaku frekvencu starojums.

Viela absorbg tikai tadas frekvences starojumu, kadu viela spgj izstarot [14], [15].
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1.1.att. Absoliiti melns kermenis

Termiska starojuma spektralais sastavs ir atkarigs no starojosa kermena temperatiiras. Augst-
as temperatiiras kermena starojuma spektrs ir nepartraukts. Ja kermenis absorb€ pilnigi visu uz
to kritoSo starojumu neatkarigi no kermena temperatiiras un starojuma vilna garuma, tad Sadu
kermeni sauc par absoliiti melnu kermeni. Absoliiti melna kermena termiskais starojums ir vis-
intensivakais salidzinajuma ar pargjo kermenu termisko starojumu, bet absoliiti melnu kermenu
daba nav sastopams. Loti labi gaismu absorbé melns papirs, melns samta audums, kveépi ka art
citas melnas vielas vai priekSmeti. Absoltiti melnais kermenis var neizskatities vienmér melns,
jo tas var arf izstarot daudz gaismas un tapéc biit loti spozs. Ja, piem&ram, kars€tu ieprieks apli-
koto dobjo lodi, tad atvérums izskatitos spozs, kaut gan dobums ir absoliiti melns kermenis. Un
ir jasaprot, ka izraudzita temperatiira, energija, ko laika vieniba izstaro absoliiti melna kermena
virsmas laukuma vieniba, ir lielaka salidzinajuma ar jebkura cita kermena izstaroto energiju.
Laika vieniba no virsmas laukuma vienibas izstarota kermena energija ir proporcionala absolt-

tas temperatiras T’ ceturtajai pakapei [14], [15].

Absoluti melna kermena starojums ir atkarigs tikai no temperatiiras 7', bet gan §1 ker-
mena starojuma energijas sadalfjums pa vilna garumiem tika ieglits eksperimentali. AustrieSu
fizikis Jozefs Stefans (Josef Stefan) pirmo reizi starojumu meériSanai izmantoja termodinami-
kas principus. Izmantoja Dz. Maksvela hipot€zi par gaismas spiedienu un 1879. gada balstoties
uz eksperimentaliem datiem, secinaja, ka izstarota energija laika vieniba no virsmas laukuma

vienibas ir proporcionala temperatiiras 7' ceturtajai pakapei:

R(T) = oT*, (1.2)

kur R ir pilna energija vilnu garumam. Skaitliska vértiba o p&c jaunakajiem mérijjumiem o =
5,671 - 10_8%, kur W ir vati, m ir metri, be T ir temperatiira péc Kelvina skalas. Tas nozimé,
ka katrs kavadratmetrs no starojosa kermena virsmas izstaro So jaudu, kas mérams vatos. 1884.
gada So sakaribu ieguva teoretiski Ludvigs Bolcmans (Ludwig Boltzmann). Tapéc $o likumu

nosauca par Stefana - Bolcmana likumu [14], [15].

1.3. Grafu un metrisku grafu apraksts

Attelosim siltumvadiSanas vienadojumu ar grafu palidzibu. Pienemsim, ka mums ir dots
grafsar G = (V| E), kur V ir virsotnu kopa, bet E ir $kautnu kopa, ko var uzskatit par simetris-

ku apakSkopu no V' x V. Uzskatisim visus savus grafus par lokali ierobezotiem, savienotiem,
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galigiem, bez virziena un bez cilpam, bet atseviski neieklausim incidences att€lojumu / no grafa
G, kas katram Skautnes kopas elementam piekarto virsotnes kopas elementu. Talak apskatisim
grafu ar svaru [1].

Definicija. Par (x,y) € E apzimé&sim ar z ~ y. Punktu virkne z,...,z,, € V ir kéde, kas
savieno x un y ja xg = ¥, £, = y un x; ~ x;41 visiem ¢ = 0,1,....,n — 1. Skaitli n sauc par
§1s k&édes garumu. Grafa dabisku metriku p var definét uz virsotnu kopas V' ka minimalu k&zu
garumu, kas savieno divus atSkirigus punktus. Bet §1 metrika nav ta, ko izmantosim talak darba.
Ar jédzienu metrisks grafs sapratisim citu definiciju, kas talak darba tiks nodefinéts. Pienemsim,
ka p(z) ir pozitiva funkcija uz virsotnu kopu V. Kur grafu svars w(x, y) ir funkcija V' x V ta,

ka grafu uzdosSana:

(1) w(z,y) = 0;
(2) w(zy) =w(y.z);

(3) w(z,y) >0« (z,y) € E.

Trijnieku (V, w, 1) sauc par sveérto grafu [1].

Svérto pakapi sauksim par

deg(x) =: (LZ

Kur x € V ir at8kiriga no parastas lokali ierobeZoto grafu pakapes [1].

Talak izmantosim metriskus grafus, tapéc §1 magistra darba ietvaros defin€sim metrisku
grafu.

Definicija. Par metrisku grafu sauc grafu G = (V, E), kur V ir virsotnu kopa, bet £ ir
Skautnu kopa un katram divam virsotném x un y € V, eksisté d(z,y), kas ir attalums starp
virsotni z un y. So attalumu sauksim par malas garumu, tatad katrai Skautnei ir garums, kuru var
parametrizet no 0 Iidz noteiktam garumam [. Uzskatisim, ka Skautnes E;; = E; ir simetriskas
Skautnes ar pret€ju parametrizaciju [7], [8].

Metriskie grafi biezi tiek ieviesti, pamatojoties uz kombinatoriku, p&c katras grafa malas
’saistiSanas” ar intervalu vai citadi gadijuma rakstura ’IiméSana” to galapunktos tiklam lidziga

veida. [7], [8].
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1.4. Diskretais Laplasa operators un siltumvadiSanas vienadojums uz gra-

fa

Apskata funkciju, kas definéta tikai uz virsotném, kura savieno ar Skautni z un y virsotni.

Tevie$am §adu formalu Laplasa operatoru no (V, w, p):

Ao(a) =~ 3" wlz ) v(e) - v(y). (13)
() o=
Laplasa operators tiek definéts tikai diskrétos rezga punktos, ka ari netiek nemts véra ma-
las garums. Laplasa operators no funkcijas V', kas ir vektors ar galigu skaitu virsotnu un w(z, y)
tas malas svars, kur z ir viena no virsotném. Summa ir ierobezota katram = € V. Dabisks pie-

mérs ir gadijums, kad p(z)=1 un w(z,y) € {0,1}. Tad Laplasa operators pienem vienkarSu

formu:

Av(z) == Y (v(z)—v(y)) (14)

yeVy~z

Svara funkcija w reprezenté méru, kada viena virsotne mijiedarbojas ar otru, kur lielaks svars,

tur lielaks siltumvadiSanas koeficients starp virsotném

Nosakot siltuma vienadojumu Eiklida telpa, sakotngji nosaka risinajumu unikalitati Kos1
problémai, kur sakuma nosacijums ir nulle. Seit tiek apskatits siltuma vienadojuma klases unita-
tes probléma, kas defin€ta svertos grafos. Literatiiras raksta [1], Laplasa operators tika definéts
ar pret€jo zimi lidz ar to siltumvadiSanas vienadojums ar ir pret€ja zime, bet Saja darba apska-
ta siltumvadiSanas vienadojumu uz grafiem lietosim $adu Laplasa operatora definiciju, kura ir
saskanots ar to, kas tiek iegiit no diskretizacijas. Veélamies definét siltumvadiSanas vienadoju-
mu uz grafa. V€lamies visparinat siltumvadiSanas vienadojumu, tapec par siltuma vienadojumu

grafos definésim $adu vienadojumu sist€ému

‘fl—’g(az,t) = a*Au(z,t)

(1.5)

U|t:0 = Ug.

x nemts no virsotnu kopas V', kaariz € R;¢ > 0unnepartraukts ka klasiskajam siltumvadiSanas
vienadojumam, bet A ir klasiskais Laplasa operators. Ir labi zinams, ka klasiskajam siltumvadi-
Sanas vienadojumam KosT problémai atrisindjuma unitate izpildas tikai mazaka funkciju klasg,

tapéc atrisinajuma unitate neizriet automatiski.

lu(z,t)] < cexpe(|z])?. (1.6)
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Tikhonovs pieradija, ka tada funkciju klasg, kura ir visu nepartraukto, diferencgjamo funkciju
klases apakSkopa, kur eksisté konstante ¢ > 0 un kur u tiek ierobezots, ka paradits (1.6), tad
u = 0. Tas nozimég, ka siltumvadiSanas vienadojumam (1.5) eksisté viens vienigs atrisinajums,
kas ir vienads ar nulli, tikai tadu funkciju klas€ ka att€lots (1.6) nevienadiba. Iestatot grafus
ar svaru, var ievadit Laplasa operatora diskréto analogu. Tad ir dabiski izpétit atbilstosas Ko-
§1 problémas atrisindjuma unitati [1]. Tapat ka nepartrauktaja gadijuma, unitates atrisinajuma
probléma ir saistita ar svérto grafu stohastisko pilnigumu. Stohastiska pilniba ir [idzvertiga tam,
ka ierobezotas funkcijas veido unitates klasi. Siem vienadojumiem gan Eiklida telpa gan uz gra-
fiem unitates atrisindjums, nav garant€tas, bet vairak par atrisinajuma unitates un eksistences

pétisanu KosT problémai nodarbojas A. Vébers un informaciju par to var meklét rakstos [1] un

[2].

1.5. SiltumvadiSanas vienadojums uz metriska grafa apraksts

Kas notiek, ja apskatam diferencialvienadojumus uz grafa malam? Var apskatit ka par-
cialu diferencialvienadojumu sistému, kur paradas gan parastie, gan parcialie vienadojumi uz
grafiem. Viens no lietojumiem ir neirona tikla veidosana. Neirona tiklus var aprakstit ka dife-
rencialvienadojumus uz grafiem, ka pasi neironi izplata signalus no vienas virsotnes uz otru.
Tadam siltumvadiSanas vienadojumam uz malam siltumvadiSanas koeficients ir loti augsts. Ja
uz katras malas tiek sasniegts Iidzsvara stavoklis, tad uz §$Tm malam ir lineara funkcijas, un va-

ram parejam uz siltumvadiSanas vienadojumu grafiem.(Ka redz&sim, ka tas tiks att€lots nodala
(2.5.)).

Analiz€sim, ka iegiit siltumvadiSanas vienadojumu uz grafa parasto diferencialvienadoju-
ma sist€mai no siltumvadiSanas vienadojuma uz metriska grafa parcialu diferencialvienadojuma
sist€mai.

Uz metriska grafa ir virsotnes, teiksim, V; un Skautnes, pieméram, E;;. Pienemtais Skautnes
E;; garums ir L;;, un to parametriz€ mainigais 0 < s < L;;. Pie tam punkta s = 0 uz Skautnes
FE;; atradisimies virsotné V;, bet punkta s = L;; atradisimies virsotn€ V. Pienemsim, ka degosais
materials atrodas virsotn€s V;, bet Skautnes £;; tikai vada siltuma plismu. Uz katras virsotnes
V; defingjam temperatiru w;(t) un siltumietilpibu C;, 1idz ar to, tas temperattra bas w;(t). Uz

katras Skautnes F;; defin€jam siltuma difuzijas koeficientu a > 0, siltumvadiSanas koeficientu

k un temperatiiru w;;(s,t).
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Te darbojas klasiskais siltumvadiSanas vienadojums:

8uij 2 82uij
= 1.7
ot~ os2 (1.7)
kur 0 < s < L;j. Ar Dirihl€ robeznosacijumiem:
Uijls=0 = wi(t) (1.8a)
uij‘s:Lij = Uj<t) (18b)
Uz virsotnes V; darbojas parastais diferencialvienadojums:
Ci = k—2] = , 1.9
= 2 h et f (19)
YBZIa%
kur f ir avota saskaitamais. Saja gadfjuma
dui i
ds] |s=0 (1.10)

ir siltuma plisma, kas ieplast virsotn€ V; caur Skautni F;;. Ja klat tick pievienoti sakumnosaciju-
mi, tad iegiistam noslégtu sisteému. Tagad varam pienemt, ka siltuma vadiSana notiek loti atri, ta,
ka siltuma difuzijas koeficients a ir loti liels. VElamies atrast tadu veidu, ka paradit, ka ieprieks
aprakstitas diferencialvienadojumu sist€émai pievienojot sakumnosacijumus atrisinajums tuvo-
jas vienkarsa siltumvadiSanas vienadojuma (1.5) atrisinajumam, kur definéta tikai uz virsotném

(tas tiks izdarits nodala (2.5.))[5].

1.6. Starojuma radiativa parnese

Siltuma parnesi no kermena ar augstu temperatiiru uz kermeni ar zemaku temperatiiru, kad
kermeni nav tie$a fiziska kontakta viens ar otru vai kad tie ir atdaliti telpa, sauc par starojuma
radiativo parnesi.Visas fizikalas vielas: cieta, skidra vai gazveida stavokli, var izstarot energiju
elektromagnétiska starojuma procesa, pateicoties to molekulu un atomu vibraciju un rotacijas
kustibai. Sadas energijas pliismas intensitate ir atkariga no kermena temperatiiras un ari no ta

virsmas rakstura [20].

Atskiriba no vadiSanas un konvekcijas, siltuma parnesei ar termisko starojumu energijas
parnesanai nav obligati nepiecieSams materials Iidzeklis. Termiska starojuma gadijuma no cietas
virsmas vide, caur kuru starojums iziet, var bt vakuums, gaze vai $kidrums. Molekulas un at-
omi var absorbét, atspogulot vai parvadat starojuma energiju. Ja vide ir vakuums, tatad taja nav

molekulu vai atomu, starojuma energija netiek vajinata un tapéc tiek pilniba parvadita. Tapéc
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radiacijas siltuma parnese ir efektivaka tiesi vakuuma. Gazes, piemeram, gaisa gadijuma ener-
giju var nedaudz absorbét vai atspogulot gaisa molekulas. Skidra vidé lielako dalu starojuma
absorbé plans slanis, kas atrodas tuvu cietai virsmai un nekas netiek izstarots. Radiativa siltu-
ma starojuma konteksta virsmu, kas absorbé visu kritoSo starojumu un neatstaro nevienu, sauc
par melnu virsmu vai melnu kermeni. Stefana — Bolcmana absoliiti melna kermena starojuma
likuma teikts, ka starojuma energijas daudzums no virsmas uz laukuma vienibu ir proporcionals
kermena temperatiiras ceturtajai pakapei [20]. Tapat ka Saule arT citas zvaigznes izstaro siltu-
menergiju, kas notiek starojuma veida. Zvaigznu starojuma radiativo parnesi péta astrofizika.
No 19. gs. astrofizika pastav ’tumSo nakts debesu paradokss”, ko sauc par Olbersa paradoksu
(Olbers’ paradox), kas nosaukts vacu astronoma Heinriha Vilhelma Olbersa varda (Heinrich
Wilhelm Olbers). Sis paradokss saistas ar problemu, kap&c debesis nakts ir tumsas, ja Visums ir
bezgaligs un vienmeérigi apklats ar mirdzoSam zvaigzném. Miné&taja gadsimta valdija hipoteze,
ka Visums visos virzienos ir bezgaligs laika un telpa, un visos virzienos aptuveni homogens, un
visos apgabalos vienads, ta ka zvaigZnu blivums gandriz visur ir vienads, jo zvaigznes visur ir
vienmerigi apklatas. Matematiski izskaitloja, ka katras zvaigznes redzamais diametrs ir apgriezti

proporcionals attaluma kvadratam noteikta attaluma no [ Iidz [ + A [17], [4].

Zvaigznu skaits ir proporcionals attaluma kvadratam, tapec, ka sferas laukums proporcio-
nals s, lidz ar to tika secinats, ka zvaigzném katra vidéja attaluma ir vienads pienesums no visam
pusém. Lai uz kadu pusi skatitos, vienmér skats atdursies uz kadas zvaigznes virsmu, tad¢jadi,
pret&ji noverojumiem, Sis arguments nozimé, ka nakts debestm visur jabit gaisam, bez stariem
starp zvaigzném. Arguments, ka nakts debesis tumsa ir pretruna ar paradoksa pienémumu [17],
[4].

Seit iezim&jas fakts, ka viena zvaigzne aizéno citas zvaigznes, jo tas atrodas $o zvaigznu
&na un vai atrodas diezgan talu. Sadu efektu sauksim par enosanas efektu, kad no Zemes var
redzet zvaigznes, bet tas neapklaj visu Visumu ta, lai nakti debesis izskatitos gaiSas. No Zemes
konkréta lenki mes redzam zvaigznes, bet tas zvaigznes, kuras nav iesp&jams redzet, tas atrodas
aiz redzamam zvaigzn€m, jeb redzamo zvaigznu €na vai ar1 atrodas diezgan talu. Nakts debesu
tumsa ir viens no pieradijumiem par dinamisku Visumu, piemé&ram, Liela spradziena modelis.
Sis modelis izskaidro novéroto spilgtuma nevienmérigumu, atsaucoties uz kosmosa laika izple-
Sanos, kas gaismu, kas nak no liela spradziena, pagarina lidz mikrovilnu l[imenim, §1 mikrovilnpu
starojuma fona vilnu garums ir daudz garaks neka redzamas gaismas, tap€c tas ir tumss un ar
neapbrunotu aci nevar pamantit. Tika piedavati ar1 citi paradoksa skaidrojumi, tacu kosmologija

tie nav plasi atziti [17], [4].
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2. MATEMATISKAIS MODELIS

2.1. Probleémas nostadne

Apskatisim degSanas procesu, kur notiek siltuma parnese un kimiskas reakcijas, kas daba
biitu ka piemérs kiilas degSanai vai meza ugunsgrékam. Apskatot praktiskus piemérus, viens no
tiem ir industrials lietojums, kad ir kurtuve, kur ir katls ar granulam. Kur granulas tiek pienemtas
par vienu punktu- grafa virsotni. Teor&tiski varam apskatit ari caurulvadu sist€ému. Pieméram,
riipnica, kur notiek kimiskas reakcijas, kas notiek art degSanas vienadojuma. Vai art tunelos, gai-
tenos virzas liesmas fronte, kur ta parvietojas dazados virzienos. Sada gadijuma objekts varétu
bt arT neironu tikls vai 11dzigs process, kas notiek neironu tiklos, kur jonu difuziju, kas dodas
no viena neirona tikla uz otra tada veida tiek nosttits signals un tas dodas caur savienojuma pun-
ktiem. Tie visi ir tikli un matematiski nebtitu nozimes kadi objekti tiktu apskatiti, jo vienadojumi
butu lidzigi.

Ka 1sti notiek degSanas process, modelgjot ugunsgréku? Lai to izdaritu matematiski, tas
viss noved pie sarezgitam struktiram. Sazarojusas strukttiras, kuri att€lojas ka tikli un modelg ar
grafa palidzibu. Apskatamais modelis ir sérkocinu puzle, kur sérkocini salikti noteikta konfigu-
racija viens pie otra. Aizdedzinot sérkocinus veidojas k&des reakcija - uguns liesmas pareja no
viena sérkocina uz otru. Sim diskrétajam apgabalam sérkocini aizdegas viens péc otra un talak
izplesas dazados virzienos. Sadu grafu diskretiz&jam katra centralaja punkta, kuriem ir kaimini

abas pus€s ar nezinamajam vertibam, jo notiek siltuma apmainas process starp grafa punktiem.

Parejot uz viendimensiju grafu un parrakstot to matrica ta, ka matricai visi elementi rep-
rezent€ savienotibu Saja grafa. Diskretizacijas matrica tiek taisita, lai risinatu vienadojumu uz §1
grafa. Uzdodot $adu matricu ar precizitati lidz grafu izomorfismam (parbidot virsotnes visados
virzienos), kas nosaka kads tas grafs izskatas, ka ar1 aprakstis grafa vadamibu. Rindu skaits -
grafu virsotnu skaits, kolonnu skaits - lielakais kaiminu skaits kadai no grafa virsotném. Grafu

uzdoS$ana tiks attélota Sadi:

1. wvirsotnes kaim.

2. wvirsotnes kaim.

n. virsotnes kaim.
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2.2. Apskatamais modelis

2.1.att.Diskréts uzdevums ar piecam sérkocinu virsotném

Uz virsotn€m ir degos$i materiali un pienemsi, ka dotas virsotnes ir sérkocinu galvinas.

Ka piemeéru apskatam siltuma vadiSanas vienadojumu grafos. Modelis ir grafs, kas ir loti
vienkarss ar 5 virsotném. Pienemam, ka tas ir sérkocinu galvinas modelis, ka paradits 2.1. attéla.
Ir doti diskréti objekti - grafa virsotnes. Tos objekta parus, kuru mijiedarbibu (siltuma apmainas
procesu) ieklaujam modeli, savienojam ar grafa malam. M&s apskatam temperatiiru grafa ¢-taja
virsotné 7;(t), kas atkariga no laika ¢, kur i = 1,..,5. Virsotnes atrodas siltumapmaina tikai ar
kaiminiem sava starpa. Seit var teikt, ka virsotne ar numuru 2 ir tie$a siltumapmaina ar punktiem
1, 3 un 4. Siltumapmainas intensitate ir proporcionala temperatiiras starpibai, tatad kaimini vai
nu silda vai dzes€ viens otru. Uz argjam virsotném nepiecieSams uzdot robeznosacijumus, $aja
gadijuma virsotném ar numuriem 1, 4 un 5. 77(t), T4(t) un T5(¢) ir zinamas funkcijas. Tad
ir iesp&jams diskretizet peéc taiSnu metodes. Ja robeZpunkti ir doti, tada gadijjuma izveidojam

vienadojumus, kas ir divu parasto diferencialvienadojumu sist€ma péc laika, tadi, ka:

02% - k1,2(T1 — Tz) + kz}g(Tg — Tz) + k2,4<T4 - Tz) + fg; (2 1)

Cs% = kos(To — T3) + ks 5(T5 — T5) + f5.
Sistema (2.1) pedgjie saskaitamie f, un f3 ir avota saskaitamie. Ja 77, T}, T5 ir doti, bet C'5 un
(5 ir siltumietilpiba.
Sakotngji pienem, ka robeznosacijumi ir nulles, kur labaja pus€ otrajai un tresajai virsotnei
(ieksgjas virsotnes) pieskaita attiecigos avotus. Avoti nak no kimiskajam reakcijam, kas sakotnéji

ar1 ir nulle.

-1 1 0 0 0
1 -3 1 1 0

B=10 1 -2 0 1 (2.2)
0 1 0 -1 0
0 0 1 0 -1
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Parrakstot matricu forma, noraditas piecas virsotnes, kur atzimétu kaiminu punktus. Matrica B ir
negativi pusdefinita (B < 0), jo diagonales elementi B;; < 0, tatad ar negativam ipasveértibam.
Skatoties diskretizacijas matrica uz nenulles elementiem, treSaja rinda nenulles elementi biis
taja kolonna, kur tas sakrit ar So punkta numuru grafa. Uz galvenas diagonal@s noradits kaiminu
skaits ar pret€jo zimi, bet kaiminu vietas ierakstits attiecigais kaiminu skaitlis. Ja matricu B
reizina ar vektoru 7', tad :

L —B-T+f
(2.3)

Kur vektors 7' ir

3

t

3

t
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Tad apskatisim vél vienu modeli ar 11 virsotné€m, skatit 2.2. att€lu.

2.2.att.Diskréts uzdevums ar vienpadsmit sérkocinu virsotném

Tapat ka iepriekS€jam grafam B sastadijam matricu, ar1 53 sastadisim matricu un veiksim mo-

dela simulacijas programmpaketé Matlab. Attieciga B; matrica grafam izskatas $adi:
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(2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 O
0O 1 -4 1 1 1 0 0 0 0 0
O 0 1 -2 0 0 1 0 0 0 0
O 0 1 0 -2 0 0 1 0 0 0

B =0 0 1 0 0-2 0 0 1 0 0 (2.4)
o 0 0 1 0 0 -2 0 0 1 0
O 0 0 0 1 0 0 -2 0 1 0
o 0 0 0 O 1 0 0 -2 1 0
o 0 0 0 0 O 1 1 1 —4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 =2

Matricu izmanto siltumvadiSanas vienadojuma diskretizéSanai. Apskatisim kada saistiba ir
diskrétiem modeliem ar nepartrauktiem modeliem. Var apskatit divu veida modeléSanas uzdevu-
mus, pirmais uzdevums ir diskréti modeli ar siltuma avotu. Saja modelé$anas uzdevuma notiek
reakcijas, kas sava starpa apmainas ar siltumu, notiekot siltuma parnesi. Bet otrais modeléSanas
uzdevums ir nepartrauktais process. Nepartraukts process, kad izveidojas siltuma parnese tiklu
veida -siltumvadu tikli, elektriskie tikli, gazes vad tikli, kur ir vadi vai caurules, kuri sazarojas
un tad savienojas atkal kopa, veidojot grafu. Sadi tikli novedis pie lidzigas sistémas matricas ka
matrica ;. Ar taiSnu metodi diskretizaciju laika, iegiist matricu. Diskretizaciju var taisit vai nu

diskrétam procesam, vai arT nepartrauktam procesam.

1,

2.3.att.Diskréts apgabals - serkocinu modela attélojums

Sie dabiskie modeli, ka, pieméram, sérkocinu domino vai pingvinu kolonijas ir punktveida
modeli, bet miljoniem sérkocinu konfiguracija izdevigak pariet uz nepartrauktu modeli — parcia-

lus diferencialvienadojumu grafiem. Apskatot nepartrauktu apgabalu un parejam uz viendimen-
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sionalu grafa modeli, kas varetu izskatities ka 2.4. attela. Ka reals dabas piemérs §im modelim

ir caurulvadu sist€ma vai reaktora notiekoSas pliismas.

o N\
N o

2.4.att. Nepartraukts apgabala modelis

Darba apskatamais modelis ir diskrétu objektu sisteéma, starp kuriem notiek siltuma ener-
gijas parnese. Sérkocina galvina ir viens punkts, kur notiek viena kimiska reakcija. M, ir degoss

materials laika ¢ = 0. Kimiska reakcija:

M + 09 + ... — galaprodukti + siltums. (2.5)
Reakcijas intensitate ir ko exp R_T—](Et), kur 7'(t) ir absoliita temperatira.

Tatad, rakstot vienadojumu sistemu, mums ir divi parastie diferencialvienadojumi, kur la-
bas puses saucgja ir noradita absoliita nulle p&c Celsija gradiem, kas ir -273.15, bet vienkarsibas

labad noapalojam lidz -273.

dM —3
P TOF 7Y (2:60)
dT -3
— =M —— 4+ (1o —T). 2.6b
dt P iy rarg T OTo—T) (2.60)
Kur vM exp(ﬁ) ir sarazotais siltums, Ty ir apkartéjas vides temperatiira.

Pie vienadojuma (2.6b) klat nak siltuma zudumi, kuri ir lineari siltuma zudumi p&c Nitona
siltumapmainas likuma. Ja temperatira ir pietickami zema, tad dominé Niitona siltumapmaina,
bet ja pietiekami augsta, tad domin€ starojuma siltumapmaina, tad abas siltumapmainas nak klat
vienadojumam vispariga gadijuma. Ja temperatiira biitu tik augsta ka starojuma siltumapmaina
kldist nozimiga, tada gadijuma (2.6.b) labaja pusg ir japieskaita (7} — T"*), kas model&tu zudu-

mus tiesi siltuma starojuma dgl.
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2.3. SiltumvadiSanas vienadojuma diskretizacija

Apskatisim siltuma plismu, kur siltumvadiSanas koeficients tiek dalits ar attalumu.

1 -1
diy

kur ¢ ir siltuma pliisma, kas ir vektors: ? = —k grad T'. Kur grad ir temperatiiras gradients, kas

a1 =k (2.7)

ir fizikals lielums, kur§ raksturo, kura virziena un ar kadu atrumu temperatiira mainas noteikta
vieta. Temperatiira vienmer pliist no karstaka uz aukstako avotu sakara ar to, ka aukstums nav
nekas cits ka siltumenergijas triikums. ST parvietosanas starp kermeniem turpinas, lidz samazinas

temperatliras starpiba, un rodas stavoklis, kas pazistams ka termiskais lidzsvars [2].

T1 di s
O O
P P2

2.5.att.Siltuma pliisma no viena punkta uz otru punktu

Pie diskretizacijas apskatam divus punktus, pirmais P; un otrais P, starp Siem punktiem
attalums, jeb distance ir apziméts ar d;,. Punkta galos attiecigas temperatiras 77 un 75, tad q ir
siltuma pliisma no virsotnes 2 Iidz virsotnei 1, kur £ ir siltumvadiSanas koeficients (skatit 2.5.
attelu).

Furjé€ likuma diskretizacija viena dimensija notiek ar gadijuma rakstura geometrijas pali-
dzibu. Var apskatit sfériskas virsmas grafa makoni vai citas geometrijas, pieméram, Stenfordas
trusi un to virsmas punktus (Stanford bunny point cloud). Stenforda trusis ir datorgrafikas tris
dimensiju modelis, kas bija viens no pirmajiem telpiska objekta digitalajam reprezentacijam,
tapéc to saka izmantot ka eksperimentu grafiskie dizaineri. Bet So modeli $aja magistra darba

ietvaros neapskatisim, jo apgriitina fakts, ka parlieku daudz koordinatas.

Apskatisim sferisku grafa makoni tris dimensiju forma, aizdedzinasim to un veiksim no-
verojumus, ka notiek reakcijas. Tiek veidoti tadi vienadojumi grafos, ja tos taisa ar grafiskam
virsotném, bet Sie punkti nav regulari sadaliti, bet gan generéti ar gadijuma procesu palidzibu

un tad izdaliti ar normu. Sferas virsmu var apskatit jebkura laika momenta.

Pienemsim, ka dota viena sérkocina galvina, no ka var veidot dazadas figtiras - saliméti
s€rkocini viens pie otra. Tad aizdedzinam So figliru un skatamies, ka notiek degSanas process.
Pieméram, sfera ka figtira. Ka viena dalina tiek aizdedzinata un ka Sis degSanas process notiek

talak, ka liesma dodas uz priekSu un ka liesma dodas uz saniem. Uzskatam Sos s€rkocinus par
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punktveida dalinam. No diskréta parejot uz nepartraukto, siltuma pliisma ir salidzinama tidens
pliismai. Ja caurules sadalas vairakos virzienos, tad ar1 pliisma sadalas $ajos virzienos. Uz malam
temperatiira var biit dazada, sakotngjais pliismas profils var biit arT nekonstants, pat ne linears
un ar svarstibam.

Aplukosim parcialus diferencialvienadojumus uz grafiem, ka piemérs loti vienkarss grafs

ar ¢etram virsotném.

un(x, 1)

&

x=0

2.6.att.Parcialie diferencialvienadojumi uz grafiem

8Uz’j ﬁ quij

— = 1.2.3; 2.8
{U12|x:1 = U23\x:0; (2.9a)
U12|x:1 = U24|x:0; (2-9b)
019 Ouos Ouagy
— | = k—=,_ — | . 2.1
k 830 |:c—1 k 83: |x—0 + k ax |a:—0 ( O)

Dotas grafa virsotnés ir vienada temperatiira. Apskatisim mijiedarbibu starp virsotném,
kuras savienotas ar Skautn€m. Ja starp virsotn€m biitu gaiss vai kads cits materials, piem&ram,
kada maza stieple, caur kuru notiktu siltuma vadiSana péc Furjé likuma. Vienadojumi (2.9a) un
(2.9b) ir Dirihl€ robeznosacijumi, kuri att€lo temperatiiras nepartrauktibu, bet vienadojums 2.10
ir plismas nepartrauktibai, kas nosaka, ka ja siltumenergija ieplast kada no virsotném, ta tur ne-
paliek, bet gan visa arT izpliist ara no virsotnes, tiesi no fizikaliem apsvérumiem, ka nepartraukta
gadijuma. Papildus mezglu punktos 1, 2, un 3 nak Dirihl& robeznosacijumi un sakumnosacijumu
pienemam, ka ¢ = (0. Esam ieguvusi tris vienadojumus gan vienas telpas dimensija, gan viena
laika dimensija, kopa doti tiesi 6 nosacijumi, tris parcialie diferencialvienadojumi kopa ar diviem
Dirihle robeZnosacijumiem un sakumnosacijumu, tik daudz, kas nepiecieSams, lai viennozimigi

noteiktu temperatiiras izmainas.
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Lietojums §im modelim- granulas, degosie materiali, kuri ir ka salmi - tievas garas stieples
un krustojas mezglu punktos. Vienadojuma (2.8) labaja pusé€ ir avota saskaitamais, jo degoSais
materials arT ir pasSas Skautnes, bet virsotn€s degosa materiala nav. Siltuma parneses sist€éma
ar ribam ir ta sist€ma, kas tiek model&ta ka Sis grafs, kur virsotnes tiek savienotas ar Skautném.
Mums interesé€, ka 1sti var modelét izmantojot siltumvadiSanas vienadojumu pa avota locekliem,
nemot véra tikai savstarpgjo stavokli attalumu un novietojumu. Saja pocesa ignorésim karsto
gazu parneses kuras papildus paradas degSana. Ka izplatas degSana, ja uzskata katru granulu par

punktveida dalinu?

2.4. SiltumvadiSanas vienadojuma diskretizacija pa Skautnu punktiem

Apskatisim situaciju, kad v€lamies parcialo diferencialvienadojumus att€lot uz grafiem,
skatit vienadojumus (2.9a), (2.9b) un (2.10) pieliekot klat degSanas saskaitamos (Aréniusa liku-
mu). Pienemsim, ka mums ir dotas Skautnes un virsotnes ka paradits 2.12 attéla. Uz virsotném

ir dots degoSais materials, bet Skautnes vada siltumu.

y

2.12.att.Grafa atteélojums sistému plakné ar diskretizacijas punktiem

Katrai Skautnet, kuras ir taisnas Iinijas un iet no virsotnes uz virsotni diskretiz€sim ar laika
soli, pieméram, laika solis h = 0.1. Katrai Skautnei ir iek$€ja diskretizacijas punktu skaits, kur
tiek rékinata temperatiira péc parasta siltumvadiSanas vienadojuma uz parciala vienadojuma.
Papildus katrai virsotnei ir sava temperatiira, ko sakotngji pienemsim 74, 75, 15, T},

Sisteémas linearas dalas matrica, bis tik liela, cik ir doti nezinamie. Lai izrékinatu, cik ir
tadu iek$ejo diskretizacijas punkti, nem malas garumu izdala ar h%, noapalojam iegiito rezultatu,
atskaitam vieninieku, jo sisttmu plakné grafs sakas no koordinatam(1,1). Saskaitot pa visam

Skautném iegust diskretizacijas punktu skaitu. Liela sistémas matrica, kur Sk ir Skautne izskatas
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sadi:

Y = (2.11)

Kur Sk ir Skautne

dY

Matricai A, kura sastav arl no matricas

2 _ . _ . . _ _ . . .. _ . . . . o
7z ar trisdiogmalo matricu iebuveta katrai matricai, iegist matricas dalu un ievieto lielaja
matrica. Skatoties uz vienu Skautni - iek$gjas diskretizacijas punkts S;, S, pieskaras divam

virsotn€m vy, v9, ar soli h, diskretiz€sim ar taiSnu metodi temperattru 7'.

dU1 Ug — 2U1 + Tvl
— = 2.13
i R @.13)

Pirmajai un pedgéjam elementam diskretizacija paradities temperatiirai no virsotnes, kurai
vina piegul, tad sanak ka virsotne vai nu atdziest vai ar1 sasilst. Vienadojums virsotnei, kur iepliist

siltuma daudzums, vairakas Skautnes, kuras iepliist ieksa:

a7} up — 71 uy — T}
Gt S k
at 2 TR

+o+f (2.14)

2.5. SiltumvadiSanas vienadojumu uz grafa un metriska grafa saistiba

Ta ka diskretais Laplasa operators veidojas dabiski ( skat. (1.4) vienadojumu), lai to para-

ditu, ka pieméru apliikosim grafa fragmentu, kas izskatitos ka attela 2.8.
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2.7.att.grafs

Tad Laplasa operators izskatas $adi:

Au(r) = —4u(z) +u(ys) + u(y2) + u(ys) + u(ys) (2.15)

Atbilst centralai diferencu shémai ar h = 1, kas aproksimé Laplasu no funkcijas u divas
dimensijas. No nepartrauktiem mainigiem x; un xy Laplasa operatoram, kur mainigie atrodas

tikai grafa virsotnés.

0’u  0%u

2 2
Ox{  O0x5

Au(xy, x9) = (2.16)

Ja grafa virsotnes ir sakartotas uz rezga uz virsotnes atrastos rezgi, ta ka : Z? = V Katrai
virsotnei ir 4 kaimini.
(z,y) ~ (£ Ly)
(ry) ~ (z,y£1)

Ta ir Laplasa operatora diskretizacija reZga punktos ar centralo diferen¢u shému, piecu
punktu Sablonam, tapéc to sauc par diskréto Laplasa operatoru. Tagad pienemam, ka funkcija
biis definéta ne tikai virsotn€s, bet ar1 biis funkcija no laika. Ka var siltumvadiSanas vienadojums
uz metriska grafa var reducéties uz siltumvadiSanas vienadojuma uz grafa Apskatisim Skautni,

kas savieno virsotnes.
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([ Lou  d%u
20U OTU
€ 5% ~ 952 (2.17a)
oo = T (2); (2.17b)
uls=r, = T(t); (2.17¢)
| ulico = uo(s), (2.17d)

kad 0 < s < L, un interesg, kas notiek, ja ¢ — 0. Funkcija u tiek izvirzita asimptotiska rinda,
taka:

u(s,t,e?) ~ ug(s,t) + e*ui(s, t) + o(e?) (2.18)

kad ¢ — 0. Ievietojot pasa sist€mas vienadojuma un pielidzinat katras ¢ pakapem.

pie e :
82u0
52 =0 (2.19a)
Upls=0 = T1(t) (2.19b)
u|s—r, = To(2) (2.19¢)

Kur funkcija u ir asimptotiski ekvivalents ug, ar kartu 2, jo proporcionals nakamajam saskaita-

majam ta, ka:
u(s, t,e?) ~ ug + O(e?) (2.20)

kur up un u; ir robeznosacijumi. Ir svarigi ka nevar pieprasit, lai izpildas sakumnosacijums, jo
sakumnosacijumam (2.22a) nav nozimes. Tatad neatkarigi no sakuma nosacijuma, to atmet un

dabiijam ekvivalentu siltumvadiSanas vienadojumiem uz grafa. Tad atrisinajums

L=s p3 2.21)

up(s,t) =T, 7 7

No atrisinajuma (2.23) parrakstot uz gradientu:

0u0 . T2 —T1
ds L

Tad siltuma pliismu no (2.24) pariet uz diskréto Laplasa operatoru, jo iegtist ekvivalenci - siltum-

(2.22)

vadiSanas vienadojums uz metriska grafa reduc€jas uz siltumvadiSanas vienadojuma uz grafa.

2.6. Enosanas efekts

Jo vairak ir dotas grafa virsotnes, kas savienojas paros, jo siltumapmainas process ir spe-

cigaks. Realitaté modelis ir plakana sérkocinu konfiguracija. Tiek izvéleéts viens no punktiem uz
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kuru skatisimies un apskatisim So punktu kaiminus. Tatad, pienemam $o vienu izvel&to punktu
par centralo punktu ar numuru 1 (pirma virsotne) un no labas puses, (skatit. 2.8. att€lu) redzam
kaiminu nr. 2 (otra virsotne), bet aiz kaimina ar numuru divi més neredzam kaiminu ar nr. 4,
jo tas atrodas otras virsotnes &na. Var saprast, ka no pirmas virsotnes Iidz ceturtajai virsotnei
siltumapmainai nevajadzétu notikt. Sis process notiek 1idzigi arT kreisaja pus€, bet tur kaiminu
ar numuru 5 nevar redzet pilniba, tapec centrala virsotne mijiedarbojas tikai dal&ji ar So pun-
ktu. Skautnes svars ir proporcionals redzamajam lenkim, ja virsotnes nav redzamas viena otrai,
tad mijiedarbiba vienai ar otru nav, bet ja dalgji redzamas tad mijiedarbojas vaji, ja liela lenki
redzama otra dalina, tad stipri mijiedarbojas viena dalina ar otru dalinu. Saja situacija dazas tu-
vak esosas virsotnes aizklaj talak esosas virsotnes, tapec notiek aizénosanas efekti, ko vienkarsi

sauksim par €énoSanas efektu.

2.8.att.Siltumapmaina starp virsotném

Apskatisim tagad divas dimensijas versiju, kur visi punkti atrodas plakné xy. Uzskatisim,
ka katram punktam ir apkartne ar radiusu r. Visiem objektiem vienadi radiusi. Mums ir doti
punkti P; € R? kuri = 1,2,3,...N. Kada lenki més redzam no centra blakus eso$o kaiminu?

Pienemsim, ka veidotais lenkis ir 2a.
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2.9.att.Divu punktu veidotais lenkis

Geometrisks att€lojums: tiek dots rinkis ar centra punktu P; un radiusu ir dots r, tad v&l
ir dots cits punkts P;, 4, starp Siem punktiem ir novilkts attalums d. Pieskares P;,1G un P, 1 H
veido taisno lenki. Mums interes€, kada lenki no vienas dalinas centra més redzam otru dalinu?
Var redzet, ka zim&juma iezimg&jas taisnlenka trijsturis PG P; (skat. 2.9. att€lu), kur katete ir
d un r. Tad lenki v aprékinam ka:
sina = 7 = a = arcsin 5. NepiecieSams atrast procediiru ka labak definét sistémas matricu
konfiguracija, kur uzdoti dazadi punkti. Sakam ar vistuvako virsotni, jo tai neviens nevar stavet
prieksa, pec tam nem nakamas dalinas un vai tas tuvakas dalinas aizéno nakamas dalinas. Jo
lielaks bus lenku intervals kura meés dalinu redzam, jo lielaks bis svars grafa, kas savieno vienu
virsotni ar otru virsotni. Aiz€notas virsotnes, kuras ir €na pavisam, més neredzesim vispar, tapec
tas vispar netiks savienotas ar malu un svars ir nulle. Tatad siltumapmainas intensitate starp

divam tadam dalinam ir atkariga no redzama laukuma otras dalinas, tas ir no redzama lenka a.

Pienemsim, ka dotais pirmais punkts P;, ir ar koordinatam (s, y,) un tad otrs punkts P;
ir ar koordinatam (xy, 7). Defingjam vektoru, kas pienem vertibas no pirma punkta uz otro

punktu 7’ 15(x2 — 21, Y2 — y1), tada gadijuma polaras koordinatas lenkis ¢ biis:

Y2 — U1
arctan ———.
To — X1

Arctg vertibu apgabals ir no —7 Iidz 7, bet polarais lenkis mainas no — uz 7 atkariba no ta
kura kvadranta tas punkts (x5 — x1, yo — y1) atrodas, blitu nepiecie$ams pieskaitit vai atskaitit no
rezultata m matlab iebtivéto funkciju attal 2 no y un no x, kas novers problemuz = luny = 1
dod to pasu lenki, kad x = —1uny = —1

Tagad varam pateikt, ka ap $o punktu (z5, y2) centréta vesela dalina ar radiusu r un més
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So dalinu redzam lenka intervala no ¢ — « lidz ¢ + «, kas aizéno visas nakamas dalinas, kas

atrodas aiz tas.

2.10.att.Polaras koordinatas

Aplukosim dalinu savstarp&jo mijiedarbibu. Furjé likums attélo, ka starp pirmo un otro
virsotni temperatiira mainas lineari, ja pienem uz taisnes punktu S, tad temperattira punkta S
mainas lineari

d—s S
Ts5—. 2.23
p + 27 ( )

T} ir pirmas virsotnes temperatiira, bet 75 otras virsotnes. Atvasinot pec s iegisim: 75 — %. Sts

T(s) =T

divas virsotnes atrodas termodinamiska lidzsvara ar siltuma plismu no ¢; ..

Apskatam sarezgitaku procesu- starojuma siltuma parnesi: Ja ir dots jebkurs kermenis ar
virsmas laukumu V,;,.¢,., un temperatiiru 7', tad katras virsmas elements izstaro siltuma staroju-
mu intensitati ¢; o = B(T} — T3) + Viirsma, kas ir pirmas dalinas laukums %, kur d ir attalums
starp dotam dalina un labaja puse reizina ar redzmas virsmas laukumu. Tatad reizina ar telpas
lenki kura no centralas dalinas V, dalinas centra ir redzama otras dalinas virsma. Kadu inten-
sitati sanem katras otras dalinas punkts? Kopgja energija ko izstaro vienibas virsmas laukums
melnam kermenim ir ot*, kur 0 melnam kermenim ir $ada dota maza konstante. Gadijuma, ja

nav absoliiti melns kermenis, tad izstaro mazak energiju (no Stefana Bolcmana likuma).

Reizina ar telpas lenki kura no centralas dalinas V. dalinas centra ir redzama cotras dalinas

virsma.
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2.7. Radiativa siltumapmaina

Interesanta un svariga probléma ir model€t starojuma siltumapmainu, kas ir daudz sarez-
gitaka probléma neka modelgjot parasto siltumvadisanas vienadojumu. Tiek apskatits, ka caur
katru telpas punktu iet starojums visos virzienos un §is starojums var biit arT dazadas frekvences,
kas nozimé loti daudzas brivibas pakapes. Starojuma sadalijuma intensitate ir 7 dimensionals ob-

jekts:

‘[(x’y7z7 t’ﬁ? V)

Lai aprakstitu starojuma sadalijumu telpa nepiecie$amas telpas koordinatas (z, y, z), nakamais
mainigais ir vienibas vektors p, un v ir frekvence, kas atrodas uz vienibas sféras un v € R
Sfera pa divam dimensijam g’ € S%{(z,y, z)|z? + y* + 2* = 1}.

Interpretacija - katra punkta ir dots virziens p, starojuma intensitati ietekmé visas iespgja-
mas frekvences, kura intensitates blivums var biit gan v, gan rentgenstarojums vai jebkada cita
frekvence, kas att€lojas ka vilnis ar svaru no Stefana Bolcmana vienadojuma, kas parada, ka
starojums izplatas. Lai izveidotu modeli, to nepiecieSams vienkarSot, jo kopa ir doti 7 maini-
gie, tapec definéta septinu dimensiju telpa. Starojuma emisija - tas ir starojuma izstaroSana vai
dazadu dalinu izsvieSana no dazadiem materialiem, misu gadijuma no virsotném, jeb citadak

apstaroSana - notiek tikai Sajos dotajos punktos. Starojuma vienadojums izskatas sadi:

ol
e +cgpVI = f. (2.24)

Gaismas vilni, kas dodas cauri punktam ar koordinatam z, y, z, kustas ar lielu atrumu, kur
cg Ir gaismas atrums, p ir virziens, kas saistits kopa ar gradientu jeb ar orient€tu linijas normali.
Avoti Seit ir emisija no kuras atskaita zudumus, kas ir absorbcija, kad notiek pretgjs efekts un
dalina uzsiicas, ka ar1 tiek pievienota starojuma novirze, jeb izkliede. Analizgjot praktisku pie-
meéru, ka ir dota vide: loti karsts sakarséts stikls, pieméram, 1000 gradi. Visi punkti kvélo, kas
atrodas uz stikla virsmas, tiem punktiem var bt ar1 atskirigas temperattiras, atkariba no ta, kur
tie atrodas. Starp stiklu un gaisu dotaja blivaja vid€ nemitigi notiek absorbcija un emisija, kur
gaismas stari parvietojas dazados virzienos. Pienemam, ka miisu $ados pieméros darbojas tris

sadi pienémumi:
1. Starojums rodas un ir absorbéts tikai grafa virsotnés;
2. izkliedes nav;
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3. darbojas Stefana Bolcmana likums.

(z,y, 2) vieta paliek tikai n virsotnes, tas ir (z,y,z) — Vi...V,, € R?, kur V apzZimgjam ar

centralo virsotni, kur ¢ € 1,...n. Sakoties ilustracija ( skat. 2.11.attelu).

2.11.att.Starojuma parnese

Tie var bt tikai Cetri virzieni, kur starojums var pliist, virzienos turp un atpakal. No centrala vir-
ziena redzam polaro lenki ¢ € [0, 27| un centralai virsotnei radiativa siltumapmaina defingjam
sadi:

T,

(ch—tc = ¢ (T} = THo. (2.25)
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3. MODELU MATEMATISKA ANALIZE

Saja nodala apskatisim siltumenergiju £ grafos un to plasmu starp grafa virsotném. Pie-
nemsim, ka mums ir dots grafs ar Ny virsotném un Ny Skautn€m. Defin€sim siltumenergiju,
kas ir funkcija, kura ir atkariga no laika ¢ un parada summu pa visam grafa virsotném un, visam

grafa Skautném, kur u; ir temperattira j virsotnei.

NV NE Lj k‘
E= Z C;T;(t) + Z/o uj(s,t)?ds. (3.1
j=1 j=1

Kur a? = Cf’“l). Tatad k ir siltumvadisanas koeficients, bet a? ir difizijas koeficients. Uz katras

grafa Skautnes ir dots §ads vienadojums:

( 8uj 2 82uj
7 . 2
o o (3.22)
uls—o = T1(t); (3.2b)
\ uls—r, = To(t). (3.2¢)

Dotie vienadojumi: (4.2.b) un (4.2.c) ir robeznosactjumi ar 7' pirmas virsotnes tempera-
turu 75 otras virsotnes temperatiiru. Mainigais 7 mainas $adi - 1 < j < Ng un Skautnes, kas
savieno vienu ar otru virsotni, pienem $adas veértibas £; : V; — V5. Definsim, ka integralis

no temperatiiras ir £;(t).
L;
/ wy(s.t)ds = Ej(t). (3.3)
0
Tad nointegrejot vienadojumu (4.2.a) no 0 Iidz L, ta, ka var mainit integrali atvasinajuma vieta,

tad kreisa pus€ bas parastais diferencialvienadojums no F;, bet labaja pusg bus koeficienta a?

reizinatajs un atlikusie locekli. [Izmantojot Niitona Leibnica formulu:

dEj 9 8uj 8Uj
A o, - =) ). 4
dt ¢ ( ds o=z, 0s [s=0 34)

Kur, ja s = L;, tas nozimé, kad s pienem maksimalo lielumu. Kada ir temperatiira pirmajai un

otrajai virsotnei?

dT1 o 8Uj A,
Clﬁ——i‘kgb—o, (353)
dT2 o 8Uj o

Seit tiek apzimé&tas divu virsotnu temperatiiras V; pirmai virsotnei un V5 otrai virsotnei,

konkrétai j Skautnei. Daudzpunktu vieta ir domats, ka siltums var iepliist arT no citam virsotném
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(daudzpunktu vietas var atrasties arT avotu saskaitamie). Jo, ja u ir augosa funkcija, tas nozime,
ka virsotnu temperatiiras tikai un vienigi pieaug un, tad virsotne paliek siltaka neka piegulosa

mala virsotnei un tad virsotne zaudge siltuma daudzumu atdodot to Skautnei.
Vienadojumu (4.4) reizinot ar a% legiist:
——L =k ==, — =Z|s=0 | - 3.6
a? dt ( 0s o=z, s | _O> (36)
Ja mainam integrali (4.3), piereizinot klat a%, tad
L; k
/ Koy (s)ds = By (1), (3.7)
0 a
bet vienadojumu (4.6) iegiistam patikamaku un reizinatajs a% pazid, jo tas paradas ieprieksgja

E; integrala formulgjuma, tad:

dEj . 8Uj 8Uj
T k (gh:% — gh:o) : (3.8)

Cik daudz Skautnes E; zaudg, lai iegiitu energiju, tik pat zaud@ energiju virsotnes V;, V5.
Ja tiek saskaitita kopa iegiita energija, tad var redz&t, ka no vienas Skautnes malas koeficients
k ir ar pluss zimi, bet no otras Skautnes malas ar minusa zimi, skatit (4.5) vienadojumu. Tatad

labas puses tiek noisinatas. Sist€mai (4.5) kreisa puse ir vienada ar:

Eq dTy
—=0C—. 3.9
dt — 't (39
Un attiecigi otrs vienadojums:
Es dTy
— =Cy—. 3.10
dt — *dt (3.10)
Secinajumi
1. Ja avotu nav, tad
dE
— =0 = FE = const. (3.11)
dt
2. Avotu funkcija f > 0, tatad:
dE
— = 0. 3.12
o (3.12)

Seit paradas minimuma princips, ja sérkocini deg, tad siltumenergija palielinas.
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3. Maksimuma princips Skautnei.

u;(s,t) < max{ sup wu;(s,0),supTy,supT5}. (3.13)

0<s<L; t>0 >0

Temperatiira v Skautnei j ir mazaks vai vienads par maksimalo no suprému sakumnosa-

cljjumiem un robeznosacijumiem uz virsotnu temperatiiras. Kur supréms ar temperatiiru

u;(s,0) ir sakumnosacijums, bet supréms ar 7jun 75 ir robeznosacijumi. Skautnei nevar
e . - . - : oy -

paradities pati augstaka temperatiira, tie saucamie “’karstie punkti” uz Skautnes, jo Skaut-

ném nav avota locekli, bet pati augstaka temperatiira nak no virsotném. Bet, ja avoti nav,

tad siltumenergija paliek konstanta, kas izriet no 1. secinagjuma.

Cik katra virsotné dego§a masa satur energijas? Sis vienadojums parvieto siltuma daudzu-

mu no Skautném vai otradi no Skautném uz virsotném, kur %Ei(t) = Cfé—f.

dM;
—t=af (3.14a)
dT

Cor =, (3.14b)

Var izrekinat cik katra virsotne satur siltumenergijas, bet siltumenergija ir ekvivalenta

starp masu un energiju, tatad sadeguso masu un sarazoto energiju.

dM;
L = af. 3.15
= af (3.15)
(4.16) 1zpildisies, ja
0 < M;(t) < M;(0). (3.16)

Jo sakotn&ja masa nerodas klat. Masa parvérsas siltumenergija, sadegot. Ta ir funkcija,

kura vienmer paliek nenegativa.
Vienadojuma labo pusi parrakstam $adi:

R AT

(3.17)
Vienadojuma (3.17) paradas 1patngjais sadegSanas siltums, ko apzim&jam ar

i
.
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Ja integréjam no 0 Iidz ¢, tad p&c sakotngji pienemtas definicijas, ko sakuma formulgjam:

Ei(t) = B,(0) L (Mi(0) = M;(t)) > LMi(0), (3.18)

Tapéc, ka M;(t) > 0.

Ja avotu loceklis nav nulle, tada gadijuma sist€éma ar avotiem:

L=

E(0) < E(t) < ZV: M;(0) + E(0). (3.19)

E(t) faktiska energija laika ¢, M; ir virsotnes i masas sastavs, bet £/(0) sakumnosacijums energi-
jai. Attélo novértéjumu no augsas, kad parvarét degvielas masas energiju un pieradit $ada veida

rezultatu.
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4. SKAITLISKIE EKSPERIMENTI

Izveidotajiem matematiskajiem modeliem veicam simulacijas programmpaketé M AT LAB.
Vispirms saksim ar diskréta tipa uzdevumu ar piecam sérkocina virsotném, ar modeli, kas at-
telots 2.1. attela. Diskretiz€sim pec taiSnu metodes, pirmkart, apskatisim So modeli bez avota
locekliem (vienadojums (2.1)). Ta ka virsotnes 1, 4 un 5 ir robeZnosacijumi, tad Sajos punktos
izv€lamies temperatiru, bet uz virsotn€m 2 un 3 temperatiira tiks aprékinata. Skatit 1. pielikuma

programmas kodu!

T(t
_— ‘ (U]
12|
T3 |

60 -/~

Tempertura

0 20 40 60 80 100
Laiks

3.1.att.seérkocina modela divu iek$€jo punktu temperatiiras

Attela 3.1. attéla ir pienemtas temperatiiras, virsotn€, 7} = 1; virsotn€ 7,=5; virsotné 75
ir 100. Tas nozimé, ka aizdedzinaSana sakas no virsotnes 5, ka arT péc grafika var redzet, ka
lielaku temperatiru sanem virsotne 3 neka virsotne 2. Tagad apliikosim tadu pasu modeli, kuru
reprezent€ vienadojums (2.1) kopa ar avota locekliem. Un aplikosim, kas notiek ar temperatiiras

un masas izmainu, ja aizdedzinam kadu konkrétu sérkocinu.

Tagad 2.1. att€la modelis matematiska simulacijas ar avota locekliem. Tie aizdedzinata

pirma virsotne, kas redzems arT attéla 3.2.
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3.2.att.seérkocina modelis ar piecam virsotném; temperatiiras izmainas
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3.3.att.sérkocina modelis ar piecam virsotném; masas izmainas

Var redzet, ka pedgja virsotne, kas aizdegas ir 5 virsotne, kas ir saprotami, bet otras virsotnes

temperatiira sasniedz paSu mazako temperatiiru, jo atdod siltumu tresajai un ceturtajai virsotnei.

Pamainot visotnu skaitu un koeficientus, tagad apskatisim, kas notiek, ja apskata $ada veida
grafu.
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3.4.att. Modelis ar 4 virsotném

Tagad pienemsim, ka aizdedzinam 3 virsotni, tas ir 75, bet 7); virsotnei sakotn€ja temperatiira

bas 10.

120
Ti
T2
100 T3] -
T4

Temperatura

Laiks

3.5.att.sérkocina modelis ar ¢etra virsotném; temperatiras izmainas
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3.6.att.sérkocina modelis ar piecam virsotném; masas izmainas

P&c attela 3.6. var redzet, ka pirmas virsotnes masa p&dejanoardas, jo pedeja art aizdegas. Na-
kamo apskatisim vizualizaciju siltimvadiSanas vienadojumam uz metriska grafa ar visam Skaut-

ném. Temperaturas grafika, ( skat. att€lu (3.7.)) Redzam, ka p&c aizdegSanas temperatiira sama-

zinas, bet pec tad atkal palielinas, ko ietekme Skautnu degtspgja.

120
T
T2
100 T3
T4

Temperatura

10
Laiks

3.7.att. Modelis ar metriskiem grafiem; temperatiiras izmainas
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3.8.att. Modelis ar metriskiem grafiem; masas izmainas

Laiks

3.9.att. Modelis ar metriskiem; grafiem vizualizacija
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3.10.att.Sferas virsmas diskretizacija pa gadijuma punktiem

Attela (3.10.) ir att€lota sferas virsma, kur katra laika momenta ir iesp&jams redzet ka aizdegas

virsmas punkti.

600 T T

500

400

300

200 1

100

3.11.att.Sféras virsmas diskretizacija pa gadijuma punktiem; temperatiiras izmainas
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120 T T

100

80

60

40

20

3.12.att.Sfeéras virsmas diskretizacija pa gadijuma punktiem; masas izmainas
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Tagad aplukosim V&l vienu vizualizaciju siltumvadiSanas vienadojums ar visam Skautném

un virsotné€m, kur att€lojas radiativa siltumapmaina. (Skatit pielikumu 5.)

400 T T

350 T 2] 4

300
250
200
150
100

50

3.13.att.Papildus piemérs siltimvadiSanas vienadojumam;temperatiiras izmaina
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3.14.att.Papildus piemers siltimvadi$anas vienadojumam; masas izmaina
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Visbeidzot apskatam €nosanas efekta siltumapmainu un vizualizaciju matlab.(Skatit pie-

likuma 6.)
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3.17.att.Starojuma siltuma parnese
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3.19.att.4
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5. SECINAJUMI

Izstradajot So Magistra darbu, tika izveidots un analiz&ts siltumvadi$anas un siltuma sta-
rojuma parneses procesi un zuduma procesu matematiskie modeli, un veikti modelu skaitliskie
eksperimenti. Modelus veidojam ar grafu palidzibu ta, lai tie lidzinatos matematiskajiem un
analiz&jamiem objektiem un to Tpasibam. Saja darba tika sasnigts izvirzitais mérkis un izteiktie

uzdevumi. Magistra darba secinajumi:

1. razosana un generéSana vienmér notiek telpa un laika; Telpas diskretizacija, ko var repre-

zentet ar grafu palidzibu, pieméram, galigai diferencu shémas Sabloni;

2. Situacijas, kad siltuma parnese notiek starp maziem diskrétiem objektiem, kas siltumva-

diSanas vienadojuma ir dabiski, tad var uzreiz definét lietojot grafa formalismu;

3. Radiativas siltumu parneses gadijuma, grafu lietoSana ir €rta un skaitliskie eksperimenti

izprotami.
4. Skaitliskie vienadojumi ir radniecigi taiSnu metodém;

5. Ja Skautnes labi vada siltumu, tad uz tam nav nepiecieSams risinat parcialo diferencialvie-

nadojumu, kas atvieglo darbu un tapa taupa resursus;

6. Saja darba esam ieguvusi maksimuma un minimuma principus degSanas modelim, kas

garant€ atrisinajuma ierobeZotibu §1s nelinearas sistémas atrisinajumiem;

7. Skaitliskie eksperimenti parada, ka ir daudzsolosa pieeja dazadu uzdevumu risinasanai;

Autore turpmak matematisko modelu aprakstu un pétijumu varétu lietot simul&tu degSanu vai
siltuma razoSanu laika, ka pieme&ram, model&t neirona tiklus vai, lai simul&tu epidémijas izplati-
Sanos, kur virsotnes ir pils€tas, bet celi ir Skautnes. Papildus pievienojot konvekciju pa Skautném,
tas ir uzdot atrumu uz Skautné€m. Papildus tam var€tu apskatit kustigas virsotnes, pieméram, aiz-

dedzinot gazveida vielas, kas biitu daudz interesantaks modelis.
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PIELIKUMI

Skaitliskas simulacijas M AT LAB programpaketg.

1. % funkcija bez avotiem, sis biis gadijums pirmajam modelim ar 5 virsotnem
function result=f1(t, T)
%T(1) ir T2(t)
%T(2) ir T3(t)
T1=1;% bez avota locekliem
T4=5;
T5=100;
k12=1;
k32=1;
k24=1;
k23=1;
k35=1;
result=zeros(2, 1);
result(1)=k12*(T1-T(1,:))+k32*(T(2,:)-T(1,:))+k24*(T4-T(1,:));
result(2)=k23*(T(1,:)-T(2,:))+k35*(T5-T(2,:));
%I[t, Y] = ode45(@fun,[0 100],[1,2]);

end

[t, Y] = oded45(@f1,[0,100],[1;2]);% [0,100] ir laiks un otrs SN.
figure

plot(t, Y)

title("T(t)”)

xlabel(’Laiks”), ylabel(’Temperatura’)

legend(’T2°,°T3”);

2. function out = burnl(t,Y)% ar siltuma avotiem un matricu forma.
% Y(1)...Y(5) ir mezglu 1...5 temperatura
% Y(6)...Y(10) ir mezglu 1...5 degvielas saturs
%Grafa matrica

M=[-11000;
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1-3110;

01-201;

010-10;

0010-1];

skaits = size(M,1);

out = zeros(2*skaits, 1);

ind1 = (1:skaits)’; % Temperaturas

ind2 = ((skaits+1):(2*skaits))’; %eMasas

out(ind1) = M*Y(ind1,:); %Silt. vadiSana

out(ind1)=out(ind1)+ 100*Y (ind2,:).*exp(-100./Y (ind1,:)); %Degsanas siltums
out(ind1)=out(ind1) + 0.1*(10*ones(skaits,1)-Y(ind1,:));%siltuma zudumi lineari
out(ind2) = -20* Y(ind2,:).*exp(-100./Y (ind1,:));

[t,Y]=ode45(@burnl, [0 10],[100 1 1111010 10 10 10]°);% tas ir burn1lplot= main
figure

plot(t,Y(:,1:5))

legend(’T1°,°T2°,°T3°,"T4’,’T5’);

figure

plot(t,Y(:,6:10));

legend("M1°,"M2’,’M3°,"M4’ ’"M5”);

. function out = burn2(t,Y)% ar siltuma avotiem un matricu form?
% Y(1)...Y(5) ir mezglu 1...5 temperatura

% Y (6)...Y(10) ir mezglu 1...5 degvielas saturs
%Grafa matrica

M=[-2101;

1-311;

01-21;

111-3];

skaits = size(M,1);

out = zeros(2*skaits, 1);

ind1 = (1:skaits)’;%Temperaturas

ind2 = ((skaits+1):(2*skaits))’; %eMasas
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out(ind1) = M*Y(ind1,:); %Silt. vadiSana

out(ind1)=out(ind1)+ 100*Y (ind2,:).*exp(-100./Y (ind1,:)); %Degsanas siltums
out(ind1)=out(ind1) + 0.1*(10*ones(skaits,1)-Y(ind1,:));%siltuma zudumi lineari
out(ind2) = -20* Y(ind2,:).*exp(-100./Y (ind1,:));

. % Virsostnu koordinates
vk =10 0;

10;

21;

30];

% Skautnes

ed=112;

23;

24,

3 4];

Nv = size(vk,1); Ne = size(ed,1);
% Virsotnu siltumietilpiba

ci = 10*ones(Nv,1);

% Skautnu siltuma difuuzijas koeficienti
a2 = 10*ones(Ne,1);

% Skautnu siltuma vad3anas koeficienti
ek = I*ones(Ne,1);

% Telpas diskretizaijas solis solis

hx =.1;

% Arreniusa parametri

arhA = 10; arhE = 100; arhB = 1;

{07/ N T N Y A A A N A
orrrrororrrrrrrrr T

% Globalo mainigo numeracija:
% j = 1:Nv -> virsotnu temperatuura

% j = Nv+1:2*Nv -> degvielas masa virsotnes
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% j = 2*Nv+1 : Nv+(1. skautnes ieksejo diskr. ptu skaits) -> 1. Skautnes temp.

% utt.

tmp = vk(ed(:,1),:)-vk(ed(:,2),:);

Le = diag(sqrt(tmp*tmp’));

% Skautnu ick$ejo diskretizacijas punktu skaits

Nde = sum(floor(Le/hx)-1);

% Sakam veidot globlo sistémas matricu A

% Un glob?lo labo pusi RHS A = zeros(2*Nv+Nde, 2*Nv+Nde); idx = 2*Nv; fork = 1:Ne
% SiltumvadiSanas vienadojuma diskretizacija uz k-tas Skautnes

ss = 0:hx:Le(k); ss = ss(2:end-1); Ns = length(ss);

Ak = -2*diag(ones(1,Ns))+diag(ones(1,Ns-1),1)+diag(ones(1, Ns-1),-1);

Ak = Ak * a2(k)/hxZ2;

A((idx+1):(idx+Ns), (idx+1):(idx+Ns)) = Ak;

% siltuma pienesumu §i1s Skautnes virsotném.
vl =ed(k,1); v2 = ed(k,2);

A(vl, idx+1) = ek(k)/hx;
A(vl,vl)=A(vl,vl) - ek(k)/hx;

A(v2, idx + Ns) = ek(k)/hx;

A2, v2)=A(v2,v2) - ek(k)/hx;

% ... un virsotnu pienesumu Sk.

A(idx+1, vl) = a2(k)/hx2;

A(idx+Ns, v2) = a2(k)/hx2;

% Sagatavojamies nakamajai Skautnei

idx = idx+Ns;

end;

% Sistemas funkcija

arrh = @(y) [arhA*y((Nv+1):(2*Nv)).*exp(-arhE./y(1:Nv));
-arhB*y((Nv+1):(2*Nv)).*exp(-arhE./y(1:Nv));
zeros(Nde,1)];
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odef = @(t,y) A*y + arrh(y);

%sakumnosacijumi

y0 = 100*ones(2*Nv+Nde,1);

yO(1:Nv)=[1;1;100;1]; % Sakuma temperatuura virsotnem
yO(Nv+1:2*Nv) = 10*ones(Nv,1); % sakuma degvielas saturs virsotném

yO(2*Nv+1:end) = 1.*ones(Nde,1); % Skautnu sakuma temperatuura

Ly
=ode45(odef, [0, 10], y0);
plot(t,y(:,1:Nv));
xlabel(’Laiks’), ylabel(’ Temperatura’)
legend(’1°,°2°,’3°,’4");
figure; plot(t,y(:,Nv+1:2*Nv));
xlabel(’Laiks’), ylabel(’ Temperatura’)
legend(’1°,°2°,°3°,’4");

. clear

% Virsostnu koordinates
%vk=[01;0-1;10;20;31;3-1];
vk =rand(6,2)*15;

% S?autnes

ed=[12

13;

23;

34,

45;

56;

4 6];

Nv = size(vk,1); Ne = size(ed,1);
% Virsot?u siltumietilp?ba

ci = 10*ones(Nv,1);
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% S?aut?u siltuma difuuzijas koeficienti

a2 = 10*ones(Ne,1); % S?aut?u siltuma vad?$anas koeficienti
ek = 1*ones(Ne,1)

% Telpas diskretizacijas solis §k

hx = .2;

% Arr?niusa parametri arhA = 50; arhE = 100; arhB = 1;

Yot % Glob?1? main?go numer?cija:

% j = 1:Nv -> virsot?u temperatuura

% j = Nv+1:2*Nv -> degvielas masa virsotn?s

% j =2*Nv+1 : Nv+(1. §?autnes iek§?jo diskr. ptu skaits) -> 1. §?autnes temp.
% utt.

% Izr??in?m $?aut?u garumus

tmp = vk(ed(:,1),:)-vk(ed(:,2),:);

Le = diag(sqrt(tmp*tmp’));

% S?aut?u iek$?jo diskretiz?cijas punktu skaits

Nde = sum(floor(Le/hx)-1);% S?kam veidot glob?lo sist?mas matricu A
A = zeros(2*Nv+Nde, 2*Nv+Nde);

idx = 2*Nyv;

for k= 1:Ne

% Siltumv. diskr. punktos

ss = 0:hx:Le(k); ss = ss(2:end-1); Ns = length(ss);

Ak = -2*diag(ones(1,Ns))+diag(ones(1,Ns-1),1)+diag(ones(1, Ns-1),-1);
Ak = Ak * a2(k)/hx2;

% levietojam lok?lo diskretiz?ciju glob?laj? sist?mas matrica
A((idx+1):(idx+Ns), (idx+1):(idx+Ns)) = Ak;

% Izr??in?m siltuma pienesumu §?s §?autnes virsotn?m

vl =ed(k,1); v2 =ed(k,2);

A(vl, idx+1) = ek(k)/hx;

A(vl, vl)=A(vl,vl) - ek(k)/hx;

A(v2, idx + Ns) = ek(k)/hx;
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A(v2,v2) = A(v2,v2) - ek(k)/hx;

%.. un virsotnu pienesumu sk.

A(idx+1, vl) = a2(k)/hx2;

A(idx+Ns, v2) = a2(k)/hx2;

% Sagatavojamies n?kamajai §?autnei

idx = idx+Ns;

end;

% Sist?mas funkcija

arrh = @(y) [arhA*y((Nv+1):(2*Nv)).*exp(-arhE./y(1:Nv)
-arhB*y((Nv+1):(2*Nv)).*exp(-arhE./y(1:Nv));
zeros(Nde,1)];

odef = @(t,y) A*y + arrh(y);

% S?kumnosacijumi

y0 = 100*ones(2*Nv+Nde,1); yO(1:Nv)=[1;100;1;1;1;1]; % S?kuma temperatuura vir-
sotn?m

yO(Nv+1:2*Nv) = 10*ones(Nv,1); % s?kuma degvielas saturs virsotn?m

yO(2*Nv+1:end) = 1.*ones(Nde,1); % $?aut?u s?kuma temperatuura

Tb = 10; %Simul?cijas beigu laiks

ht =.1 % Laika interv?ls, ar k?du tiek izvad?ti atrisin?jumi

ty

=ode45(odef, [0:ht:Tb],y0); %Kas notiek ar ode15s?

plot(t,y(:,1:Nv)); legend(’1°,’2°,’3°,’4");

figure; plot(t,y(:,Nv+1:2*Nv)); legend(’1°,°2°,’3°,’4’);
% Atrad?sim visu §7aut?u iek§?jo main?go koordin?te
xx = zeros(Nde+Nv, 1); yy=xx; idx=1

for k=1:Ne

vl =ed(k,1); v2 = ed(k,2);

x1 =vk(vl,1); x2 = vk(v2,1);

yl =vk(vl,2); y2 = vk(v2,2);
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np = floor(Le(k)/hx)+1

xk = linspace(x1,x2,np); xk = xk(2:end-1);

yk = linspace(y1,y2,np); yk = yk(2:end-1);
xx(idx:1dx+np-3) = xk; yy(idx:idx+np-3) = yk;

1dx = idx-+np-2;

end

xx(idx:idx+Nv-1) = vk(:,1); yy(idx:idx+Nv-1) = vk(:,2);
Tchoice = 5; Tnumber = floor(Tchoice/ht);

msize = [40*ones(idx-1,1); 160*ones(Nv,1)];

data = [y(Tnumber, 2*Nv+1:end), y(Tnumber,1:Nv)];
figure

scatter(xx,yy, msize, data); colorbar;
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