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Vorwort.

Фьдк1ф 1ф bei meiner Bearbeitung ber Planimetrie mi$ bemüht 
babe, bie geometriļ^en ®ä$e in einen organifфen Sufamtnenhang ju 
bringen, fo tonnen Ьоф тапфе Säpe, als niфt Wefentliф in ba» Stiftern 
gehörig, beim erften ©игфпертеп, ober too bem Ehrer eine zu turje 
Seit zugemeffen ift, übergangen Werben. ®о1фе Säfee finb mit einem 
* bezeichnet

©a bie Seometrie nicht blog getann t, fonbern апф getonnt 
Werben foil, fo mufe ber ёфйкг aufeer ber Srtlärung unb Begrünbung 
ber ^auptfäfee поф ©ekgenheit ju f e l b ft t b ä t i g c n Hebungen haben, 
©iefe Hebungen geben erft baž ooUe Berftänbnife unb erweden дЫф= 
Zeitig ßuft unb Siebe zur ©eometrie. ©еппоф glaubte 1ф bie Aufgaben 
fortlaffen ju bürfen, ba fie шф1 wefent^ in ben Ehrbegriff ber 
©eometrie gehören. 2lm Wenigften paffen für ein йергЬиф Slufgaben 
mit дЫф folgenber ßöfung, ba к1фе siemliф ebenfo wenig nü^en ak 
baS Efen ШеЗДфег S^riftftelkr mit beigebruefter Ьеи1{фег lieber» 
fefeung. ©er ®фйкг foil bie Efungen felbft finben, unb ihm barin 
bie Anleitung zu geben, bas ift bie Aufgabe bes Seprerž. ©em Ehrer 
barf alfo Wol аиф bie Sluswapl ber Aufgaben überladen werben, 
unb biefem Wirb ež an Sammlungen geeigneter Aufgaben тф1 fehlen. 
ЗФ erinnere nur an „bie ©eometrie ber Sitten" von Sßoedel.

'gtiga, October 1868.

®. S^intbet.



^(Hursungeu.

а +  b Ļei^t a ju b  abbirt.
a — b „ b toon a fubtra^irt
a  X  У l a  mit b multiplicirt.
a . b I

„ а Ьигф b bitoibirt.

a <  b „ a größer als b.
a <  b „ a Heiner als b.
a =  b „ a glei$ b.
a ^  b „ а сфпНф b.
a ^  b „ a fongruent b.
а И b „ a parallel b
а фф b „ а д1е{ф unb parallel b.

1 „ а  |еп!гсф1 ju b.
^  „ Sßinfel.
R „ геф1ег SBinfel.
gig. „ gigur.
△ „ ©reied.
Igr. „ Parallelogramm.
Sog. „ Sogen.
Sorf. „ Sorausfe^ung.
Spt. „ Se^auptung.
Sm. „ SetoeiS.



©nlcttunß.

I. D orbegriffe .
1. SllleS, toaS einer Steilung ober Vervielfältigung fällig ift, 

beißt eine ©roße. —
Sie fDlatbematif ift bie Sebre von ben ©roßen. Sie bat es 

mit ©roßen zweierlei 2Irt ju фип unb beifit S lritbm etif, ivenn fie 
von 3ab iengröben , Seom etrie , ivenn fie von Staumgrößen 
banbelt. SBäbrenb eS bei 3abüngrößen bloS auf bie Stenge ber Sin« 
beiten antommt, auž benen fie befteben, befißen bie Staumgrößen 3luS= 
bebnung, unb bangen ihre Steile ununterbrochen zufammen, fo baB baS 
Snbe beS einen Sheils juglei$ ber Slnfang beS anbern ift. —

©roßen, von benen eine ober ein Sheil ber einen für bie anbere 
gefegt »erben fann, ebne baB ЬаЬигф ettoas geänbert toirb, beiden 
gleichartig, ©leidbartige ©röBen beißen gleich, ivenn man bie 
eine für bie anbere feßen tann, ungleich, wenn zu ber einen поф 
ettoaS binjugefügt »erben muß, um bie anbere bervorzubringen. Sie 
erfte ©roße ift bann bie tie ine re, bie jiveite bie größere. —

2. Sin паф allen Seiten vollftänbig begrenzter Saum ift ein 
geometrifdjer Äörper; er ift bie gorm eines рЬрЩфеи ftörperS. Sie 
Srenjen ber Körper finb §1афеп, bie ©renzen ber §1афеп S in ien , 
bie ©renzen ber Sinien finb fü n f te . Sin fßuntt bat »eiter feine 
©rennen unb feine äuSbebnung, fonbern bezeichnet bloS eine Stelle im 
Saum. —

Sa bie Srenze eines ©egenftanbeS fein Sheil beSfelben ift, fonbern 
bloS angibt, »o berfelbe aufbört, fo fanu Ьигф 3ufammenfeßen von 
fünften feine Sinie, Ьигф Sneinanberlegen von Sinien feine ^1йфе, 
Ьигф Sufeinanberlegen von ^1афеп fein Äörper gebilbet »erben. 3Sol 
aber fann Ьигф Vetoegung eines fünftes eine Sinie, Ьигф Bewegung 
einer Sinie eine §1афе, Ьигф Vetvegung einer §1афе ein Körper erzeugt 
»erben. Sie Sinie ift bann bie Spur, ber Sßeg beS betoegten fünftes 
unb erhält eine SluSbebnung: bie Sänge; eine §1афе ift ber ®eg 
einer betoegten Sinie unb erhält поф eine zweite SluSbebnung: bie 
V reite; ein Äörper ift ber 3Beg einer betoegten §1йфе unb erhält 
поф eine brüte SluSbebnung: bie S id e  (§öbe ober Siefe). Sa ber
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SBeg, ben ein Körper im Saum jurüdiegt. wieher ein Körper in , fo 
gibt её ЫоЗ brei iRaumgrößen: Pinien, glätten, Körper. —

3. Sott ein punft Ьигф ftetige Bewegung eine Pinie Ье{фгеФеп, 
fo mufe er in irgenb einer S id ) tu n g  fortge^en. SeĻālt er babei bie 
einmal eingetragene Stiftung fortwä^renb bei, fo entfielt bie gerabe 
Pinie ober Serabe. S in e  S e r a b e  if: a l f o  e in e  P i n i e ,  b ie  in 
a l le n  i ^ r e n  S t e i l e n  b ie fe lb e  Ш ф 1 п п д  b a t. 3lenbert ber 
Иф beWegenbe puntt aber feine ЭМфйшд beftänbig, fo entftebt eine 
f r  uni nie Pinie. 6$ gibt nur eine 2lr geraber, aber unjäblige Wirten 
trummer Pinien. —

Sine ®erabe ift beftimmt Ьигф einen Puntt unb bie ЗКфЬшд, 
in юе1фег biefer pun tt fortgeben müfete, um bie Serabe ju befdgeiben. 
$ a b e n  a lfo  jw e i  S e ra b e  e in e n  P u n t t  u n b  b ie  9 l i$ tu i ig 
g e m e in , fo f a l l e n  fie  gang  ju fa m m e n . Siefe Stiftung ift aber 
аиф Ьигф einen jweiten Puntt ber Seraben beftimmt, baller ift and; 
bie Serabe Ьигф jwei fünfte  beftimmt ober: ,8 w ifф e n  jw e i P r i n t » 
ten  ift n u r  e ine S e ra b e  m ö g lic h ; unb eine begrenzte Serabe läfet 
fid) nur auf eine 2lrt verlängern. SBeun alfo eine Serabe fo gebrebt 
wirb, bafi jwei ihrer fünfte feft bleiben, fo legt fie feinen &eg im 
fRaume jurüd, fonbern bleibt in n re r  Sage, ^ugkicf) ift e in e  S e r a b e 
bie fü r je f te  S n t f e r n u n g  JW ifф e n  jw e i  f ü n f t e n .  —

4. Sine §1“фе Reifet eben ober e in e S b e n e , menu jebe Serabe, 
юе1фе irgenb jwei fünfte ber §1афе mit einanber Verbinbet, mit фгег 
ganjen ЙиЗЬефтид in biefer §1афе liegt. § a t  eine Serabe jwei 
fünfte mit einer Sbene gemein, fo liegt fie ganj in berfelben.

$ebe ^ к ф е ^ ш  Welфer рф nicht паф allen ЗНфйшдеп Serabe 
Sieben laffen, beißt eine fru m m e  §1афе. S3 gibt nur eine 2lrt ebener, 
aber unzählige 2lrten trummer glasen. —

5. 2113 Srenjen an einem Äörper b e t e t e t  finb Pinien unb 
^Шфеи аиф feibft toieber begrenzt unb enblid). Фа aber ber fRaum 
im allgemeinen al3 unenblid) aufgefaßt Werben fanu, fo tann man fid) 
аиф aUe шф1 gefфlofīenen Pinien unb §1афеп über ihre Srenjen hinauf 
in3 ИпепЬПфе verlängert beuten. So wirb ber ипепЬйфе fRaum Ьигф 
eine unenblidje Sbene, biefe Ьигф eine ir. фг liegenbe ипепЬНфе Serabe 
unb biefe Ьигф einen in фг liegenben Puntt in jWei Jfitile gefфieben. —

6. derjenige Sheil ber Seometrie, ber blo3 von ben гйитйфеп 
Seftalten banbelt, bie in einer Sbene liegen, Reifet S e o m e t r i e  ber 
S b en e  ober P l a n i m e t r i e ,  jum Unterziehe von ber S e o m e tr ie 
be3 9 laum e3 ober ber S te r e o m e t r i e ,  w e^e bie beliebige Sage 
von Sinien unb §1афеп im fRaum, fo Ivie bie Äörper bebanbelt. —

II. Allgemeine шифешаНГфе ФгппЬ^е.
7. S le iф e  S rö fe e n  to n n e n  f ü r  e in a n b e r  g e fe g t wer» 

b en , ohne bafe Ь а Ь и гф  e tw a 3  g e ä n b e r t  w irb . —
8. ® a 3  S a n j e  ift g rö ß e r  a l 3  e in  S h e i l  b e 3 fe lb e n 

u n b  д Ш ф  b e r S u m m e  f e in e r  S t e i l e .  —
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ПТ. Allgemeine таН)стлНГфе ftlirf^t.
9. g iu e i © röB en, bie e in e r b r ü te n  gleich f in b , finb 

а п ф  u n te r  e in a n b e r  ,g le i$ .
93 о r f. a =  b 

c =  b
93 V t. a =  c
8  io. Se^t man in ber erften 93of. c ftatt b (7), fo ift bie 

Oli^tigfeit ber 93ehauptung ertoiefen.
10. 3B bon jtvei gleichen © röBen bie e ine  e iner brit* 

ten  u n g le i$ ,  fo ift апф  bie a n b e re  ber b r ü te n  и п д !е1 ф 
m it bem fe lb en  l ln g le iф Ļ e itž J e iф e n .

93orf.a — b 
b >• c

93 p t. а >  c
93io. ©eßt man in ber gegebenen ИпдШф^ей а ftatt b 

(7), fo erhält mau bie 93eßauptung.
11. 9öenn eine ® röBc ift a lē  bie jto e ite , unb großer ' °

biefe — a ls  bie b r ü t e ,  о ift ап ф  bie erfte — a l s großer / großer
bie b r ü te .

98orf.a <  b 
b <  c

93pt. а c ■
93 to. ®ž fei а 4- x =  b 

b 4- z — c 
alfo (7) а 4- x 4- z =  c 
unb (8) а <  c

12. ® 1е!феЗ, JU ® 1е1ф ет a b b ir t ,  Von ® 1е1ф ет fub» 
t r a h ü t ,  n ii t  © l ei ф em m u l t i p l i c i r t ,  Ьигф ® 1е1ф её b i v ü 
b i r t ,  g ib t © le 1феё.

® orf.m  =  n 
p =  q

93 pt. m 4- p =  n 4- q 
m — p =  n — q

- m . p =  n . q A 
m n 
p =  T

93 io. Offenbar ift m 4- p =  m 4- p 
m — p — m — p 
m . p =  m . p 

m m
P ~  P

1*
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Segt man auf ber rechten Seite ftatt n patt m unb q patt p (7), 
fo erhält man bie Behauptung.

13. ® le t$ e ž ,  ju  U n g le i^ e m  a b b i r t ,  von И п д Ш ф е т 
f u b t r a h i r t ,  m it U ngleichem  m u l t i p l i c i t y  in  U n g le i$ e ž 
b i v ib i r t ,  g ib t и п д Ш ф е З  m it b e m fe lb e n  U ng le ichheit^» 
8 e i ф e n.

SSorf.m >  n
p =  q

Bpt. m +  p >  n +  q 
m — p >  n — q 

m . p >. ii . q
m n
P >  q

В tv. @3 fei m =  n +  x, fo folgt (12) 
m -p p =  n 4 -x  4- q 
m — p =  n -p x — q 

m . p =  n .q  -p x. q
m _  n , x 
p —  q 

Woraus паф (8) fofort OaS Behauptete folgt.
14. U n g le i^ e ž ,  von  @ 1е1фет f a b t r a Ļ i r t ,  in  ® le i = 

феё b iv ib i r t ,  gibt М пдШ ф еЗ m it e n tg e g e n g e fe ^ te m  Un» 
g le iф h e itS ie iф e n .

B orf. m =  n
m p >  q
В p t. m — p <  n — q 

m n 
p <  Y

Sto. @S fei p =  q +  z, bann ift (12)
m — p =  n — q — z, alfo (8)

n — q — z <  n — q unb (7) 
m — p <  n — q

®a ferner ber ЗВегф eines ВгифеЗ befto Heiner ift, je größer fein 
Stenner, fo ift аиф

n n
q +  z <  q

Seßt man linfS m ftatt n unb p ftatt q +  z, fo folgt



I. Kapitel.

Don ben Winkeln.
15. £w ei n i$ t  jufammenfallenbe ©erabe, welche 

gleiche Stiftung haben, beiden parallel.
para lle le  ©erabe tönnen, fo Weit man fie аиф verlängert, 

Пф n iein aU fфueiben, ba fie fonft einen ißunft unb bie Stiftung 
gemein fatten, alfo jufammenfallen müßten. (3)

16. £wei ©erabe, bie einer britten parallel finb, 
finb ež аиф unter einanber, Weil alle brei bie дШфеЗНфПшд 
haben.

17. Son einem fßunft außerhalb einer ©eraben lägt 
Нф nur eine p ara lle le  ju biefer sieben, weil Ьигф einen 
Sunīt unb bie ЗКфШпд bie Sage einer ©eraben voHtommen be= 
ftimmt ift.

18. £wei ©erabe tönnen |гф nur in einem fün fte 
{фпeiben, benn hätten fie поф einen Ŵeiten fßuntt gemein, fo 
müßten fie sufammenfaHen (3).

19. (Sehen von einem fünfte jwei verriebene (Serabe auž, fo 
haben fie verriebene ЭНфйшд. ©er ЯНфипдЗиn te r f ф1 eb 
jweier ©eraben h^ikt Sßintel. ©en 
©urфfфnittžpuntt ber beiben ©eraben nennt 
man ben 6  ф eit el, bie ©eraben felbft bie 
©феиfei bež SBintelž. Sian bejernet einen A - ^ - --------- В 
Sßintel entiveber Ьигф brei Suchftaben, von
benen ber mittlere am 6феИе1, bie anbern an feinen ®феп1е1п flehen, 
ober Ьигф einen an ben ©фейе! geriebenen ©ифГЬеп, alfo

Z  ВАС ober -Z CAB ober Z  A ober Z  o.
©ie ©röke bež SBintelž ift von ber Sänge feiner ®феп!е1 unab= 

hängig, unb ež fommt babei nur auf bie Serriebenheit ber ЗКфйшд 
an. Son biefer erhält man am heften eine 
ЬеиШфе SorfteUung, Wenn man fT ben /
Sßintel Ьигф ©rehung entftanben benft. /  , / E

So tann ber Sßintel CAB ЬаЬигф ent= p
ftanben fein, bak eine ©erabe auž ber Sage / X 
AB in bie Sage AC gebreht würbe. Sinn -— C

tann man fT aber 1е1ф1 VorfteUen, bak д ^ - о  _____B 
jene ©erabe immer um gleiф viel gebreht
werbe unb fo паф unb паф in bie Sagen AD, AE unb AF fomme. 
©ann ift Z  о =  Z  p =  Z  q =  Z  г
alfo ZBAD =  Z o +  Z p =  2. Zo

ZEAD =  ZEAB — ZDAB 
ZFAB =  4. Zo
Z o  =  i/4 ZFAB



ajuafy© aiq quaaģuai 'uaqu$ нршэб руаф© uaq goiq эфрад 'P ju ® 
uaßiualaiq uaģpq oļ ' uaqpuфļфanq aquas© рад? фу uuagg gg

(Og) ?РЛЧЖ иэуээауэб gains бипаруа© aaq gnu gap j6]ūļ g© 
aq u as©  a u p  р р э ф ©  uaaquu aaqi uaq jiq  oļ 'наб 

= u a p q  u a jp a a y a ©  u a u p  aaqo g  g иэш ш и1п? q u n  uaBaiļ 
u a q p ļg a q  u a i p g  u a u a q a ^ ļ a a a  ļn u  'u aq u q  и р ш а б  p j 
И 1эф @ иэир q ü n  p l p ф ® u э q  p j u i g g p « ?  uuagg eg

a  t  = 
u a iu iu u ļn ?  q u iļ  um aaģ ijin ijf , u a u p  tun p ju ig g  a y u

Я g =  111 «aquaa® 
a a u p  a j p g  a a i ip  ļn u  p ju p ®  a a p u  auiuin©  ap g  -^g

•}§nuaq pjuigg uaßuqn аэри gju 
aa qaņu oļ 'ļji sgaa® ajuuupjaq aup jiutoļ pjuigg ‘ э1фэа asq и®

•upju i^  uaipaayaß иоа uayiuö, aiq quy ay uuaq 'ф р  16 aaq 
* u u u p  q u i ļ  p ju iQ g  иэ1фэа a p ig ’ -aaquuup n? 1фэа}иэ1 ay 
uagpq oļ 'ррцйВ иэ}фэа uaup aquaa® рад? uaqp® ’Sieti aaaaupjj ma 
'ļc tm ny  lgp4 '^ W ’K up  g]u yi aagoaB aaq 'pjutgg up 'aaiipajg 
up aaqal igiaq oļ 'ФР16 aaquuup pjuiaiuaqa^ рад? quig gg

(gl) p =  q
Э =  В

(б) p + o  =  q +  u Oļjp
'pp tpu  uajpaagaß uisup — p 7  -г э 7
■PJU!SE иэ1рэауэ6 шэир =  q /  +  « 7  oig

P 7  =  q ?  set® 
» 7  ^  « 7 '0 0 ® 

■ p ju p iu a q s iß  aalļi Ф п в 
ga q u i ļ  oļ 'ф р ] 6  a a q u u u p  p j u i ®  рад? qui®  ’gg

■ p jiii®  u a jp a a g a ß  ш э и р  ф р ] 6  иэш 
= iuuļij€ q u iļ  p ļu ļ« u a q a ļg p ( u g ' ____

p  1 и 1 ад и a q a iß ay uagpģ oļ 'иэбэу р 7 э a / v 
uaquaa® uaqppaq ui Punjtpijg аэф р’б /
=ua6a6ļua ui р}иаф© uaaquu aāģi quaagp«
'иршаб р^иаф© uaup qun р)рф® uaq pjuigg рад? uaqu§ qg

•quy ф р 1 6  a a q u u u p  p p i i ®  uaļpaaģaB  a p u  guq 'any ga 
ļļi oļ 'qaieu 16na?aa бип^эаф apuunyaq ?uu6 aup фаnq uaaquoj 'aBiqay 
*aq aup фапq 1фш aqpjaaq u® ‘la ju ig g  uaqpaayaß uaup uuiu 
ļtiusit ppu®  uapi(g ’uaqnq aquaa® aup aqpq guq oļ 'щи1 gpļuэф@ 
uayaj gaq бипаэбиирэ^ aiq 111 gļaucupna эдиэф© aqua^aaq фу aaq 
аэфрад pq 'рифр?э6§пи gaaquopq aßiuaiaiq yi 'уи^аэ бипдэаф йаф101 
аэир pq aquaa® эир эфрад 'иэбид uauэqaļфļаэа uaq аэрд og

•uuuļ uaqiaoi 
ļuuaap6 1ф1и uaļatq иоа qun i^ai?aq uagqa6mnuļg uoq эбид э6цр1 
•иэбэб aiq ļhu фу афрад 'agoa® эф^ишэфиш аир gyuluaqa aa^uq 
yi аэ 'usqiaai урфэб quit ^ффрщаэа pjuigg up piuoļ uuuj gg
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beg einen 2Biiifel§ bie Verlängerungen ber Sventei beg anberh finb, 
е ф е И  elto in  t e l :  а unb c, b  unb d.

S ф e i te l tD in I e l  f in b  e i n a n b e r  /
gleich, beim fie finb Slebeutointel eines unb а
beffelben brüten SBintelS (22). ------д- > „ -----------

27. ^aben bie Sфentel eines üßiiitelS / 
einjeln gleiche Stiftung mit ben Sфenteln / 
eines anbern Sßinfels, fo ift von felbft fla t, bafj ацф ber 9li$tungš= 
unterfchieb ber beiben erften Seraben gleich ift bem fRi^tungSunterfchieb 
ber beiben lebten (Seraben ober: S B in te l, b e re u  S ф e n te l  pa = 
r a l l e l  u n b  b e re n  O e f fn u n g e n  п аф  b e r fe lb e n  S e i t e  lie* 
g en , f in b  e in a n b e r  д1е1ф.

28. Serben jtoei Serabe von einer brüten burфfфnitteu, fo ent» 
flehen an beiben ®urфfфnittSpuntten jufammen 8 SBintel. Von biefen 
heilen bie SBintel, Юе1фе auf berfelben 
Seite ber burфfфneibenben unb ber Ьигф» 
fфnittenen Seraben liegen, to r re fp o n »  \  , 
b i r  enb e S B in te l:  a u n b e ;  SBintel auf — A JV -------- --------R
0ег1ф1еЬепеп Seiten ber ЬигфСфпейепЬеп c  \ 
unb ber Ьигф1фпШепеп Seraben $eifjen \  „
З B e ф fe lto in te l: a unb h ; SBintel a u f ------------- ----------------- ®
berfelben Seite ber burфfфneibenben unb auf L

verriebenen Seiten ber burфfфnittenen Se= 
raben Reißen ® e g e n io in te l :  g unb а.

29. SBerben jtoei p a r a l l e l e  S e r a b e  Von e in e r  b r i t t e n 
S e r a b e n  Ь и гф { ф п Ш е п , fo f in b :

a) b ie  t o r r e f p o n b i r e n b e n  S B in te l e in a n b e r  д1е1ф,
b) b ie ЭВеф{ e l to in te l  e in a n b e r  д !е1ф ,
c) b ie S u m m e  b e r  S e g e n to in te l  =  2 R.

S o rf .A D  у BE
«tot. Z a  =  Z e ,  Z b  =  Z f  u. f. to.

Z a  =  Z h , Z c  =  Z f  u. f. to.
Z  a -|- .Z g =  2 R, Z e 4 - Z c = 2 R u .  f. to.

Sto. а. ЭДаф ber VorauSfeßung höben AD unb B E bie» 
felbe ЖфШпд, ba nun аиф AC unb BA biefelbe ЭНфйшд haben, 
fo ift (27) Z b  =  Z f

b. SluS Z  a =  Z  e unb (26) 
Z h  =  Z e  folgt 
Z a  =  Z h .

■ c. @S ift Z  e +  Z g  =  2 R
Z e  =  Z  a
Z  a -ß Z  g =  2 R.

Sbenfo toirb ber VetoeiS für bie übrigen SBintel geführt. —
30. SB enn '^m ei S e r a b e  von e in e r  D r i t te n  fo д е |ф и С 

te n  to e rö e n , baß  c n t to e b e r  jtoei to r r e f p o n b i r e n b e  o b e r 
j t o e i S ^ f e l i v i n t e l  e in a n b e r  д Ш ф  f in b ,  o b e rb ie S u m m e
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jto e ie r ® e g e n to in le l  2 R b e t r ä g t ,  fo f i n b  b ie  b e ib e n 
erften S e ra b e n  e in a n b e r  p a r a l l e l .

a. S o rf.Z C A D  =  Z f
S p t. AD И BE
Sto. @3 finb über bie gegenfeitige 

Sage non AD unb BE nur stoei gäüe 
benibar; enttoeber ift AD || BE ober es 
ift AD т ф ! II BE. (Siner biefer gälte 
muß ftattfinben. ®äre nun AD nicht || BE, 
fo müßte её eine anbere ©erabe AX 
geben, юе1фе »on A aužgeĻenb || BE 
toäre (17). ©ann hätte man (29, а)

Z  САХ =  Z  f  unb паф ber Sof.
Z C A D  =  Z f
Z  САХ =  z  CAD, toaž иптйдНф ift (8).*)

*) SSäßrenb b e r - b i r c f t e  S e W e ie ,  »on ber SBorauSfeßung auegeßenb, 
Ьигф Sßerbinbung bcrfelbeu mit betannten S äß en  bie Sebauptung als notytoen» 
bige geige bartbut (30, b), (teilt man beim in  b i r e t t e n  ober a p a g o g i f e ß e n 
SB e w e ife  (30, a) außer bet behaupteten поф alle anbern auž ber ®orau«feßung 
bentbare Folgerungen auf, ertoeift Ьигф Serbinbung biefer leßteren mit betannten 
S ä ß e n , baß fie anerkannten SBaßrßeiten toiberfpre^en unb baßer unmöglich finb, 
womit bann bie Siotßweubigteit ber behaupteten Folgerung bargetßan ift.

b. S o r f .Z c  =  Z f 
Sp t. AD II BE 
Sto. Z c  =  Z f

Z  c =  Z  g alfo (30, а)
AD II BE

c. S o r f .Z d  +  Z f  =  2 R
S p t. AD II BE
Sto. Z d  +  f = 2 R

E F

Z f  =  Z c ,  alfo (30, b) 
AD И BE.

31. 3 «  e inem  Щ ипП e in e r  @ era = 
ben l ä ß t  f iф  n u r  e in e  © e n tre c h te 
au f  b iefe  er г 1ф ten.

gätte man, außer ED  iB D , поф FD±BD, 
fo toären alž rechte SBintel

Z C D E  =  Z C D F ,
was unmöglich ift (8).

32. S te g e n  jtoei o e rfф1еЬепе ® erab e  a u f e in e r  b r ü ­
ten S e n f r e ^ t ,  fo f in b  fie e in a n b e r  p a r a l l e l  (30).
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33. 3 ft v o n  jto e i p a r a l l e l e n  © e ra b e n  b ie  e in e  ju 
e in e r  b r ü t e n  {en trech t, fo if t её аи ф  b ie  a n b e r e  (29).

34. S o n  e inem  f ü n f t e  a ü f te r ^ a lb  e in e r  © e r a b e n 
l ä f t t  И ф  n u r  e in e  6 еп 1 геф 1 е  au f b ie fe  fä l le n .

Sähe ež aufter AB 1 BD поф AC 1 BD, fo märe (32) 
AB II AC.

©3 tonnten рф alfo (15) AB unb AC nicht fфneiben, mag ber 
Voraugfeftung плЬефпфЬ

II. ^apitef.
Don ben Dreiecken.

35. Sine voHftänbig begrenzte ЗИфе Ļei§t eine $ i g u r .  ©ine 
von lauter Seraben begrenzte 3igur Reifst e in fßo lpgon  ober S i e b 
e d  unb паф ber 3 ° ^  feiner ©den ein © r e ie d ,  V ie re d , g ü -n fed 
u. f. tv. Verlängert man eine Seite eineg Vieledg, fo Reifet ber von 
biefer Verlängerung unb ber fie (фпе1Ьеп< 
ben Vieledgfeite gebilbete Sßintel ein Stuften» /
m in te l .  д f

36. © e r S tu f te n to in fe l e i n e g  Л \  / 
© r e ie d g  ift д Ш ф  b e r  S u m m e  b e r  /  \  /
b e ib e n  © r e t e d g t o i n f e l ,  b ie  п1ф 1 /  \ 1 /  L

V e b e n to in te l  v o n  i$m  f in b ,  m i th in  ■ — £ ------------- - 
g rö f te r  a lg  je b e r  e inzelne von Ц п еп . 5

V o rf. Z b g h  ift ber Sluftentvintel beg △ abc.
Vpt. z l bgh  =  z l a +  zZb
V Io. SRan jie^e gf || a b ; bann ift

Z e  — Z a  alg torrefponbirenber SBintel 
Z d = ^ Z b  alg 28eфfelminfel

Z b g h  — Z ia  -f- zZb

37. 3 «  jebem  © r e ie d  ift b ie  S u m m e  b e r b re i  ® i n » 
te l  =  2R .

SIbbirt man auf beiben Seiten ber lebten ©1е1фипд z i c  Ļinju, 
fo erhält man

Z b g h  +  z Z c ~ z l a 4 - Z l b  +  z lc
Z b gh +  Z c  =  2 R  (24)

Zl a +  Z  b +  Z c  =  2 R.

38. SSenn jtoei SBinfel eineg ©reiedg einjeln дШф finb jtoeien 
SBinfeln eineg anbem ©reiedg, fo ift аиф ber britte SBinfel beg 
erften ©reiedg дШф bem brüten SBinfel beg jtoeiten ©reiedg. — 
^ a t  ein ©reied einen геф1еп ober einen ftumpfen SBinfel, fo finb feine 
beiben anbern SBinfel fpi|. @g Ļeiftt bann enttveber ein г е ф Ю п п Ь
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ligež ober ein [tumpftointligež ©reied. Sinb alle brei SBinfel 
einež ©reiedē fpifc, fo Reifet eS ein fpifto inflige S.

39. ßtoei Slaumgrößen, bie in einanber gelegt Пф bedien, b. h- ihrer 
B ganzen SluSbehnung паф jufammenfallen, beißen 

fongruent. kongruente Figuren hoben тф1 nur 
дШфеп ^феппфаИ, fonbern in benfelben finb 

. X  \ -  аиф bie gleidhliegenben (homologen) Seiten unb 
' Q 1 SBinfel gegenteilig д1е!ф.

40. I. Jfongnitnjfnh: SBenn in jioei©reb
/  \ eden eine Seite unb jtoei übereinftimmenb 

_ / ^ ____ \  liegenbe SBinfel einzeln д1е1ф finb, for  'R finb ^ е ®r e j ecf e congruent.
®orf.ÄB =  PQ

z^A= AP
A C =  AR

SJpt △ ABC ^ Д  PQR.
S3 io. 91аф 38 ift аиф Z  В =  ZQ.

ЭКап benfe ^ф bas △ PQR fo auf baS △ ABC gelegt, baß 
ber фипН P auf ben ^untt A fällt, baß bie Seite PQ in bie ЭНф* 
tung Von AB unb beibe ©reiede паф einerlei Seite ber gemeinfamen 
©eraben fallen; bann muß аиф ber ^unft Q auf ben ißunft В fallen, 
weil PQ =  AB ift. SBeil ferner AP =  AA ift, muß bie Seite 
PR in bie Stiftung bon AC fallen, unb weil A Q =  А В ift, muß 
аиф QR in bie Stiftung bon ВС ju liegen fommen. SBeil nun jtoei 
©erabe Дф nur in einem ^unft f̂ neiben fönnen, fo muß аиф ber 
©urфfфnittžpuntt R mit bem ©urcf^nittSpunft C jufammenfaKen.

41. II. Songruenjfaß: SBenn in jtoei ©reieden jtoei Sei 
ten unb ber bon biefen eingгfфloffene SBinfel einzeln 
gleid finb, fo finb bie ©reide fongruent.

Sorf.AB - PQ
AC =  PR
AA =  AP

S p t AABC^APQR
Stiv. ЭЛап benfe Цф baš △ PQR fo auf baS △ ABC 

gelegt, baß ber Sßunft P auf ben ißunft A, baß bie Seite PQ in bie 
ЭНфйшд bon AB unb beibe ©reiede auf einerlei Seite bon AB fallen, 
©ann muß ber ißunft Q auf ben ißuntt В fallen, Weil PQ =  AB ift. 
SBeil ferner А P — А A ift, muß PR in bie ЭНфШпд bon AC fallen, 
toobei ber ißunft R auf ben ^unft C ju liegen fommt, weil PR =  AC 
ift. ©а епЬНф $пп(феп jtoei fünften nur eine ©erabe тодНф ift, fo 
fällt аиф QR mit BC jufammen.

42. SBenn in einem ©reied jtoei Seiten einanber д1е1ф finb, fo heißt 
eS gIeiфfфenflig, finb alle brei Seiten einanber gleich, fo heißt es 
gleiфfeitig.

Qn einem gleiфfфenfligen ©reied fteßen ben дШфеп 
Seiten gleiche SBinfel gegenüber.
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S o rļ .A C  =  ВС.
« p t .  A A  =  A B . .
a  to. ЭЛап bente Нф ba§ △ ABC fo utn ben фипЙ C 

gebre^t, baft CA in bie frühere Sage non CB ^
fällt, bann mufj aud) СВ in bie frühere Sage / \
von CA faden, unb bie fpätere Sage beš ©reiedo /  \ 
ABC ift feiner früheren Sage fongruent, alfo /  \
ift аиф A Z- ------- ------- AB

А  А  =  A B .

43. SBenii in  e in em  © r e ie d  jto e i S B in te l  e i n a n d e r 
д!е1ф  f in b ,  fo fin b  ež а и ф  bie b e n f e lb e n  g e g e n ü b e r 
fteĻ enben  S e i te n .

a o r f .  A A  =  Z B .
a p t .  CB =  CA.
a  to. ЗЛаи bente Цф baž ©reied fo umgelegt, baft ber 

fßunft В in bie frühere Sage non А, A bagegen in bie frühere Sage 
non В tommt, inbem зид1е1ф beibe ©reiede паф einerlei Seite liegen, 
fo fallen fie Mammen (40) unb ež ift

CB =  CA

44. 3 n j e b e m © r e ie d  l i e g t  b e r 
g rö ß e re n  S e i t e  а и ф  b e r g rö fte re2 B in  = 
fe i g e g e n ü b e r .

a o r f .B C >  BA.
a p t .  A B A C  >  A C .
a  го. ЗЛап таф е BD =  BA unb 

jie^e AD, fo ift (42)
A  о =  A  v

Co ift aber A v  >  A  C (36) 
alfo аиф A o  >  A C

©a nun аиф A B A C  >  A o  ift, fo ift um fo mehr (11) 
A B A C  >  A C .

45. Qu jeb em  © re ie d  l i e g t  bem gr öfteren SB in te l аиф 
bie g rö ß e re  S e i t e  g e g e n ü b e r .

a o r f .  A B A C  >  A C .
a p t .  в с  >  B A .
a  to. Gs fiub blož brei gälte bentbar, non beneu e in e r 

ein treten mu ft:
ВС =  BA, ВС <  BA, ВС >  BA.

3m erften gall müßte (42) Z B A C  =  A C ,
im jtoeiten gall (44) A B A C  <  A C  fein.

. aeibež roiberfpriфt ber aorauSfeßung; ež fanu alfo blož ber 
britte gali ftattfinben, папШф

ВС >  BA.



12

46. S ie  © entrechte  ift bie t ü r j e p e  © n fe rn u n g  jtoi* 
(ф еп  e in e r  © e ra b e n  u-nb einem  a u ß e r  i h r  l i e q e n b e n 
Sßunft.

A ®orf. AB 1 DE
/K S p t. A B <  alā irgenb eine ©erabe AC

/  W  S3 to. ^  ABC >  ^  ACB (38)
/  \  \  alfo AC >  AB (45)

J 4 4 —  ©a in einem rechttoinfligen ©reied bie ben
rechten Sßintel bilbenben Seiten Äatm eten, bie 

ihm gegenüberliegenbe «Seite ^ p p o te n u fe  genannt toerben, fo läßt 
рф ber toorftehenbe Sa# апф fo аи^ргефеп:

© ie § p p o te n u fe  ift ftetö g r ö ß e r  a l s  e ine  Ä athe te 
beSfelben © re ie d s .

47. ©er fßuntt, in bem eine ©erabe toon einer ju ihr Senf* 
rechten getroffen toirb, heißt b e rg u ß p u n f t  ber leßteren.

S e n n  toon einem  fß u n ft  a u ß e r h a lb  e in e r  © erab en 
f^ ie fe  Simien ju  b ie fe r  gezogen to erb en , f in b  b ie jen ig en 
e in a n b e r  g leich, №е1фе bie © erab e  in  д !е 1 ф е т  SIbftanbe 
в о т  ^ u ß p u n f te  be r S e n f r e ф te n  t r e f f e n ,  unb  befto grö* 
ßer, in je g rö ß erem  21bftanbe f ie  bieS th u n .

SSorf.AB i  DE -
BD =  BC
B E > B C

S3pt AD =  AC
A E >  AG

S3 to. ©ie erfte S3ehauptung folgt auž △ ABD ^  △ ABC(41). 
©a z i ABC =  1 R, fo ift als Slußentointel

zT ACE >  1 R, alfo аиф
z iA C E >  ^ A E C , alfo

A E =  AC.
48. pieraus ergibt рф, baß toon einem fünfte ju einer ©eraben 

auf berfelben Seite ber S e u fz te n  тф 1 jtoei gleiф lange f^iefe ßinien 
gezogen toerben tonnen, baß eS aber ju jeber fфiefen ßinie auf ber 
anbern Seite ber S e u fz te n  petS eine, aber аиф nur eine ihr д!е1ф 
lange fфiefe ßinie geben muß. —

49. Ш . Songrnenjfaß: 2Benn in  j to e i© r e ie d e n  jtoei Sei* 
ten  unb  ber ber g rö ß e re n  toon ih n e n 
g e g e n ü b e r lie g e n b e S B in fe l e in z e ln  д1е{ф 
finb, fo f in b  bie © re ied e  to n g ru e n t .  —

93orf.BC =  QR >  AB =  PQ

S p t. △ ABC ^  A P Q R
S3 to. PRan beide рф baž △ PQR fo auf 

В baS △ ABC gelegt, baß ber Sßuntt P  auf ben
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ißunft A, baB bie Seite PR in bie Stiftung ton AC unb beibe ©rei» 
ede паф einerlei Seite fallen; bann muffen wegen @1е1ф$ей ber 3öin» 
tel P unb А аиф PQ in bie Шф1ипд ton AB unb wegen ®1е1ф̂ еИ 
biefer beiben Seiten аиф фге anbern ©nbpunfte Q in В gufammen» 
fallen, ©enft man Вф ton В unb Q Seufzte auf bie ©egenfeiten 
gefällt, fo fallen аиф biefe jufammen (34). Stögen nun A unb P 
fpi|e, rechte ober ftumpfe SBinfel fein, in jebem gatt erfennt man (47 
unb 48), baB паф berfelben Seite toon AB тф1 jW« дШф lange 
ßinien ton В паф AC gezogen werben tonnen, bie gröBer als AB 
finb, ež muffen fomit QR unb BC ebenfalls jnfammenfatten, womit 
bie Äongruenj ber ©reiede ABC unb PQR bewiefen ift.

©aB bie Äongruenj jweier ©reiede шф1 not̂ Wenbig ift, wenn fie 
in jwei Seiten unb bem ber Reineren von фпеп gegenüberliegenben SBin» 
fei übereinftimmen, ergibt ВФ auž ber Se» 
кафйшд ber gigur 46, wo △ AEC ein 
2феВ beS △ AED ift, фт alfo тф! gleid;
fein fann, оЬдШф ^  E unb Seite AE bei» 
ben ©reieden gemein unb AC =  AD ift.

50. IV. ^ongruenjfaB: ®enn in 
jwei ©reieden alle brei Seiten ein» 
jēlu дШф finb, fo finb bie ©reiede 
fongruent.

Sorf.AB =  PQ 
BC =Q R 
CA =  RP

S p t AABC^APQR.
Sw. gft feine ber Seiten gröBer als AC, fo benfe man 

Вф baS △ PQR fo an baS △ ABC gelegt, baB ber ißunft P auf 
ben Sßunft A, bie Seite PR in bie Stidjtung ton AC, bie ©reiede 
aber паф verriebenen Seiten ju liegen fommen; bann muB аиф R 
auf C fallen. Sßeil nun ber gröBten Seite аиф ber gröBte Biufel 
gegenüberliegt, fo muffen bie beiben SBinfel bei A unb ebenfo bie 
beiben SBinfel bei C фф fein, fo baB bie SerbinbungSgerabe BQ 
innerhalb beS Sieredē ABCQ fällt. SBeil bie ©reiede ABQ unb CBQ 
д1е1ф1'фепШд finb, ât mau

^  ABC -  ^AQC, alfo (41)" 
△ ABC ^  △ AQC, alfo and;
△ ABC SŠ △ PQR.

51. SBenn in jWei ©reieden jwei Seiten gegenfei» 
tig д1е1ф finb, ber von benfelben eingefcĻloffene SBinfel 
aber unglei$ ift, fo fte^t bem gröBern SBinfel аиф bie 
gröBere Seite gegenüber.
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Wait benfe Нф bie ©reiede mit ber größeren ber gleichen 
Seiten fo an  einanber gelegt, bafe аиф bie anberen gleiten Seiten 

mit einem 6nbpunft jufammenftofeen.
Sorf. AB beiben ©reieden gemein unb größer als 

AD =  AC
^ B A D  >  ^ B A C

®pt. B D > B C
33 m. Жап siebe AE fo, bafe ber Sßinfel CAD 

Ļalbirt Wirb; AE mufe bann зтИфеп bie Эфет 
teln bes größeren Eintels BAD fallen. Qiebt 
man bann поф CE, fo ift (41)

△ AED Qi △ AEG baber апф
DE =  CE .

©a nun CE +  EB > C B , fo ift апф
DE 4- ЕВ >  CB ober

DB >  CB.

52. 3Benn in  swei © re ie d e n  310ei 
S e i te n  g e g e n fe it ig  д1егф, bie b r i t te r i 
S e i te n  a b e r  ппд1е1ф f in b ,  fo f te b t 
ber g rö ß e re n  S e i te  а п ф  ber g rö ß e re 
3 ß in fe l g e g e n ü b e r . — ’

$ o r f .A B =  PQ
BC = Q R
AC > P R

« p t . Z B >  z lQ
5310. Heber bag Sröfeenverbältnife ber SBintel В unb Q 

finb nur folgenbe brei gälte bentbar, von benen einer ftattfinbeu mufe: 
^ B  =  ^ Q ;  z l B <  z lQ ;  z iB  >  z iQ .

Qm erften galt müfete AC =  PR (41)
im jiveiten gall müfete AC <  PR (51) fein.

Seibeg wiberfpriфt ber ®eraugfe|ung, baber ber britte gall ftatR 
finben mufe:

^ B  > ^ Q .
53. ЗВепп sw ei S e ra b e  Von e in e r  b r i t t e n  fo Ь игф  = 

f ф n i te n  w e rb e n , bafe bie S u m m e g toeier S e g e n w in fe l 
H e in e r  ift a l$  2 R, fo m uffen  fie  g e h ö rig  v e r l ä n g e r t  30 = 
fam m en tre ffe n  unb  ein © re ie d  b ilb en .)*

*) ®iefer ® ab bitbet ben berühmten © rnnbfa^ be® S u ttib , für ben biet ber 
SJegenbre’jdje öeweie gegeben ift. Obgleich er eigentlich in Ьав »orige Kapitel gehört, 
fo tonnte er Ьоф erft in biefem Äapitel beliefen werben, ba ra ju  bie e ä p e  36 unb 
42 nötbig finb. Sßtr ftetlen hier пофша!« bie 4  ® ä£e ber ф  a r a t  le te  n  t ķ e o r i e 
jujantmen:

1. @ e rab e  » o n  g le ic h e r  S t i f t u n g  t r e f f e n  n ie  j u f a m m c n  (15).
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S e r f .  ZI NAB +  Z  MBA < 2  It.
SB pt. AN unb BM f^neiben einanber.
33 ID. 3Ran jiehe AO |ļ BM, bann ift 

^ O A B  +  ZiM BA  =  2R, alfo 
Z O A B  >  Z  NAB, b. h- AN faßt 

ЗЮбфеп bie parallelen AO unb AM. 3Ran таф е 
BC =  BA, CD =  CA, DE = D A  u. f. in.; bann 
ift (36 unb 42)
Z u  =  2 .Z A C B  =  4 .Z A D B  =  8 .Z A E B u .f .iv . 
Z u  =  2 .Z C A O  =  4 .Z D A O  =  8 .Z E A O u .f .lv .

■Dian tann alfo non A auž паф BM eine йефе 
non ©eraben gieren, п?е!фе mit AO immer Reinere 
SBintel bilben. ©a jebe neue ©erabe ben vorigen 
2Stnfel halbirt, fo fann man $ule|t einen Sßinfel 
erhalten, Юе1фег Reiner ift alž jeber gegebene SSintel, 
alfo аиф Reiner alž Z O A N . ©ann liegt aber 
AN innerhalb einež VoHftänbig begrenzten ©reieds, 
mufe alfo bie ©egenfeite BM fcbneiben.

*54. SBenn non  b e n © n b p u n f te n  e in e r 
© r e i e d ž f e i te  jm e i © e rab e  in  e in e n  P u n t t 
i n n e r h a lb  e in e ž  © r e ie d ž  ju f a m m e n la u * 
f e n ,  fo ift ih r e  S u m m e  H e in e r  a l ž  bie b e r 
b e ib e n  a n b e r n  © r e i e d f e i t e n ,  b e r  v o n 
ih n e n  g e b i lb e te  S B in fe l a b e r  gröfeer a l ž 
b e r J iv ifф e n  je n e n  © re ie d ž fe i te n .

SB о r  f. ©er PunR D liegt innerhalb bež ©reiedž.
P p t. A C + C B >  AD +  DB 

Z D  > Z C
» tv. a) A C + C E  > A E  (3), alfo аиф (13). 

A C 4 -C B > A E + E B . ©benfoift 
A E + E B  > A D + D B ,a  l. аиф( 11) 
A C + C B > A D 4 -D B

b) Z D  >  Z E
z  E  >  z  c  (36)
Z D  >  Z C .

2. © erabe Bon u n g le ic h e r  S t i f t u n g  tr e f f e n  ( le ts  ju fam n ten . 
©iee ift nur eine anbere gorm Ьев ©aķee 53.

3. S ticht ju f a m m e n tr e f f e r ib e  ® erabe haben g leiche Stich tu n g , 
benn hätten fie ungleiche Stiftung, fo müßten fie jujammeutreffen.

4. 3 “ f о m m  e n tre  ffen b e  ® erabe haben ungle iche S t i f t u n g  (19).
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Ш. Kapitel.

Hon lien HiereAen.
55. $ n  jebem  S i e l e d  ift b ie  S u m m e  b e r  S ö in f e l  fo 

V iel m a l 2 R a lž  b a ž fe lb e  S e i t e n  ^ a t ,  to e n ig e r  4 R.
Plan verbinbe einen beliebigen Punft О innerhalb beš SieiedS 

Б mit allen Sdpunften Ьпгф ©erabe, fo en t
W tn  fo Viele ©reiede alž bie gigur Seiten 

/ ©a in jebem ©reied bie Summe aller
x - / ^  Söinfel =  2 R ift, fo ift bie SBintelfümme 

E ^  /  \  / in allen ©reieden fo viel mal 2 R  als ©rei»
\ Z _______ X L c^ e ba finb. SJon biefen SSinfeln gehören

' aber bie um ben Punft О berumliegenben
ni$t jum Sielecf. ©eren Summe ift aber =  4 R  (24), tvorauS bie 
SeĻauptung folgt.

Sin n-®d enthält (2 n-4) R,
Sin Siered alfo 4 R
56. Sin Siered, in bem feine Seite einer anbem || ift, Reifet 

eine © ra p e g o ib e . —
Sin Šiered, in bem gtoei Seiten einanber | | , bie beiben anbern 

шф1 II finb, Reifet ein © rapeg .
SinSiered, in bem bie Segenfeiten || finb, Reifet ein p a r a l l e l e *

g r  am m .
Sin Parallelogramm, in bem fein SBinfel ein R unb bie anfto» 

fenben Seiten ипд1е!ф finb, Reifet eine 91  ̂о m b о i b e. —
Sin Parallelogramm, in bem alle Seiten einanber д1е!ф finb, Reifet 

ein P ^ o m b u ž .
Sin Parallelogramm, in bem alle Sßinfel геф1е finb, Reifet ein 

P e  ф ted . —
Sin Peфted, in bem alle Seiten дШф finb, Reifet ein П и a b r a t . —
Sine ©erabe, Юе1фе gtvei шф1 ЬепафЬайе Sdpunfte eines S ie t 

edē berbinbet, Reifet eine © i а допа le.
Sine ©erabe, №е1фе ein Sieled Ьигф1фпе1Ье1, o^ne gtvei Sden 

beleihen gu verbinben, Reifet eine © f a n ž V e r f a le .
57. $ n  jeb em  P a r a l l e l o g r a m m  f in b  b ie  g e g e n ü b e r» 

fte ^ e n b e n  S B in fe l u n b  S e i t e n  e in a n » 
и C ber g l e i ф.
\ Ж о r  f. AB II DC

\ A D ||B C
__S p t  ^ A  =  ^ C , zlB  =  ^ D

A AB =  DC, AD =  BC
Siv. Plan jieĻe bie ©iagonale AG, bann ift (29).

Z  p =  Z  r 
Z o  =  Z q
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©a aufjerbem bie «Seite AC beiben ©reieden gemein ift, fo ift (40) 
△ ABC а  △ ADC, alfo

AB = D C
BC =  AD

^ B  =  ^ D
©iefer Sah läfet fid? aud? fo au3fpred?en:
p a r a l l e l e  jto ifchen p a r a l l e l e n  f in b  e in a n b e r  gleich 

unb ba ber Beweis berfelbe bleibt, Wenn alle SBinfel R finb, fagt 
man auch

P a r a l l e l e  ® e ra b e  h a b e n  ü b e r a l l  g l e i t e n  ālb ftanb .
58. 3 f t  in  einem  p a r a l i e lo g ra m m  e in  SBintel e in  R, 

fo f in b  eS and? b ie  ü b r ig e n .
59. S in b  in  einem  t i e r e d  bie ge g e n ü b e r l  ie g e n b e n 

S B in te l e in a n b e r  g le ich , fo ift ež e in  P a r a l l e lo g r a m m .
B o rf .z :A  =

Z B  =  Z D
33 pt. AB II CD, AD II BC
8 й .  Z A  +  Z B +  Z C  +  Z D = : 4 R  (55)

Z1A +  ^ B  +  ^ A  +  ^ B  =  4 R  (7)
Z A  +  Z B  =  2R
AD II BC (30) 

©benfo ift bie anbere Behauptung ju erweifen.
60. S in b  in  e in e m  B i e r e d  b ie  S e g e n f e i t e n  e in e n » 

b e r  g le ich , f °  ift eS e in  P a r a l l e lo g r a m m .
33o rf. AB—DC, A D = B C
33 pt. AB И DC, AD И BC
33 W. SRan jie(>e bie ©iagonale AC, bann ift

△ ABC ^ A D C  (50), alfo
Z p  =  ^ r  unb Z q  =  z io , alfo and? (30) 
AB у DC unb BC =  AD.

61. ® in b  in  e in e m B ie re d  jw ei «Seiten e in a n b e r  gleich 
u n b  p a r a l l e l ,  fo ift e s  e in  P a r a l l e lo g r a m m .

B o r f .A B # C D 
33pt. AD у BC 
33 W. gieĻt man bie ©iagonale AC, fo ift (29) 

z l  p =  ^  r .
©a nun аиф bie biefe SBintel einf$liefjenben Seiten gegenfeitig gleich 

finb, fo ift
△ ABC ^  △ ADC, alfo 

Z q  =  Z o  unb (30) 
ВС II AD.

62. 3 n  e inem  P a r a l l e lo g r a m m  h a lb i r e n  b ie  © ia g o » 
n a le n  e in a n b e r .  .

® ф w eb er, ‘Planimetrie. ‘ 3  ZIN Ā TN I 2

fezzes
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63. SBenn bie  d i a g o n a l e n  e in eg  S ie r e d g  e in a n b e r 
Ļ a lb ire n , fo ift eg e in  P a r a l l e lo g ra m m .

64. ģ n  e inem  ö u a b r a t  u n b  S le e te d  f in b  bie diago» 
n a le n  e in a n b e r  дШ ф.

65. 3 n  einem  O u a b r a t  unb  Э Ц отЬ н ё  fф n e ib en  f i $ 
bie d i a g o n a l e n  г е ф tto in flig .

die Setoeife ju 62 big 65 finb фгег ßei^tigteit wegen fortgelaffen. 
SEie tann man bie Sä^e 64 unb 65 umte^ren?

66. S ie ^ t  m an  in  e inem  геф Ш й п Ш д еп  d r e i e d  e ine 
d r a n g v e r f a l e  vom 6 ф еИ е 1  beg rech ten  S B in te lg  п а ф 
ber 3Ritte ber ^ p p o te n u fe , fo ift f ie  Ļ alb  fo grofj a lg 
b i e f e.

der Setveig ergibt рф aug 62 unb 64.
*67. 3fi in  e in e m d re ie d  b ie d ra n g » 

v e rfa le  von b e r  S p ig e  e ineg  SB intelg 
паф  b e r G litte  b e r  (S egen fe ite  д Ш ф 
ber § ä l f t e  b e r f e lb e n ,  fo ift je n e r

e/i % SB intel ein  геф1ег.
S o r f . m =  c /2
S p t  a l b
S3tü. .Zo =  zZv

Z u  =  zZw
zZ о 4- zZu =  Z v  +  Z w

d a  Z o  +  Z u  +  Z v  +  Z w  =  2R , fo folgt 
Z v - j-  Z w =  1R.

т  ъ  c  *68. S e r b in b e t  m an  in  e in e m d ra »
y—7----------- у pe j b ie  SDlitten b e r п!ф1 p a r a l le l e n

F Yp (Seiten Ьпгф  eine © e ra b e , fo ift biefe 
¥ - — b e n  p a r a l l e l e n  S e i t e n  p a r a l l e l  u n b

A Ļalb fo g rofj a lg  b ie  S u m m e  ber» 
A- G--------------- B  fe lben .

P o rf. AB II DC, AE =  ED, B F =  FC.
S p t. E F  И AB, E F  =  % (AB 4 -  CD).
8  tv. -Bian jieĻe IGļļBC u. verlängere CD big I. feg ift bann (40) 
△ ED I △ EAG, ba^er

E I =  EG unb
ID =  GA.

Лаф 57 ift IG =  CB, alfo аиф alg Hälften biefer Sinien
EG =  FB.

d a  biefe Sinien ^идШф || finb, fo ift (61) 
E F  #  GB.

3lun ift aber аиф E F  =  V2 (ID 4- DC 4- GB) 
=  1/» (AG 4- DC 4- GB) 
=  »/2 (AB 4- DC).
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^äHt ber punft D  mit C jufammen, fo ge^t baS Drapes in ein 
©reied über unb ber vorfte^enbe S a |  läBt Вф bann folgenbermaBen 
auSfpreфen:

*69. 3 n  e in e m  © re ie d  ift b ie © r a n s v e r f a l e  Ь и г ф  b ie 
B i t t e n  jW eie r S e i t e n  b e r  b r i t t e n 
S e i t e  p a r a l l e l  u n b  h a lb  fo groB a l s  в  _ 
t ie fe - Ж  6

*70. 3 n  i e bem  t i e r e d  | i n b  b ie 
B i t t e n  b e r S e i t e n  b ie  © d en  e in e s 
P a r a l l e lo g r a m m s .

Siv. «Каф69 f in b E F u n b G H =  »|2 AC А Ж _ А Ж '^ 
unb juglei$ || AC, alfo аиф einanber f t  н  —'в
folglich E F G H  ein Parallelogramm.

IV. Kapitel.

Uon ber Jli^tnjlei^til gerabiiniger Jiguren.
71. ©er ^аф етп ^аИ  einer gigur ift ber Von фгеп Seiten 

begrenzte ©^eil ber ©bene. gwei Figuren tönnen №фепдк1ф fein, 
ohne baB fie tongruent finb. — ©ie S e n t i t e  von ber Spi^e eines 
©reiedS auf bie Segenfeite ober bie Sentreфte JWifфen ben beiben 
Parallelen eines ©rapejeS ober Parallelogramms wirb bie фо^е ber 
entfpreфenben gigur genannt, Wä^renb bie ju  jenen £ö$en fentreфten 
Seiten фге Srunblinien ĻeiBen.

72. P a r a l l e lo g r a m m e  v o n  д Ш ф е г
S r u n b l i n i e  u n b  $ ö $ e  f in b  e in a n b e r  0  D E  F 
д Ы ф .  К  /

Жедеп Sleiф^eit фгег Srunblinien laffen \ \  Л  / 
Вф И ф е Ц gr. immer fo auf einanber legen, baB \  /  \ \  / 
ihre Srunblinien jufammenfaHen unb bie || gr. A ^ ----- 
паф einerlei Seite liegen, ©ann muffen wegen 
ber д!е1феп фсфеп аиф bie Segenfeiten in berfelben Seraben liegen.

S o r f .  ABDC unb A B FE  (ober turner AD unb A F) finb 
jwei II gr. auf ber gemeinfamen Srunblinie AB.

S p t  II gr. A D  =  И gr. AF
SW. AC =  B D (5 7 )

A E  =  B F
^ C A E  =  Z D B F  (27)
△ САЕ аг Д Е В Е .

Stimmt man nun von bem ©rapes A BFC einmal △ CAE, bann 
△ D B F fort, fo ift (12)

И gr. A D  =  II gr. AF.
2*.
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®er Setveiž bleibt berfelbe, Wenn ber Puntt E  auf D ober stob 
{феи D unb C fällt.

73. ® in © re ie d  ift Ļalb fo g rop  a lž  e in  p a r a l l c l o  = 
gram m  von gleicher ® r u n b l in ie  u n b  S ö ^ e , benn eine ©iago- 
nale theilt ein || gr. in jtoei fongruente ©reiede.

74. © re ie d e  toon gleicher © r u n b l in ie  unb £ ö $ e  f in b 
e in a n b e r  g le i$ ,  benn fie finb bie Hälften gleicher || gr.

75. SSerben Ьигф e inen  b e lieb igen  p u n f t  ber ©ia* 
g o n a le  e inež  P a ra l le lo g ra m m ž -  p a r a l l e l e  ju  ben S e i te n 
b e l e i h e n  ge jog en , fo f in b  b ie  P a r a l l e lo g ra m m e  ju  bei= 
ben S e i te n  ber © ia g o n a le  e in a n b e r  дШ ф .

Sof. AB Л FG  И DO 
AD И H I И BC 

» p t  | |g r .F I  =  ||g r .H G 
Sito. Д А О С ^ Д  ABC

A A F E ^ A  AHE 
A E I C ^ A E G C

A ADC — A A FE — A E I C =  A ABC — Д  AHE — Д  EGC 
II gr. F I =  И gr. HG.

76. 3ft baž II gr. bež »origen Sa^ež ein Quabrat, fo fielet man 
lei$t, bafj аиф FH  unb IG Quabrate, aber F I  unb HG ЙефЬ 
ede finb.

SBir bejeichnen jur Slbtürjung
mit а bie Seite AH unb bie фг gleichen Linien
= b = = HB = = =
s c = = AB s
s a 2, b 2, c2 bie Quabrate über biefen ßinien 
s а . b baž Эieфted au» ben Seiten а unb b 
s а . c s * = 5  « а unb c 
s b . C « S S S  s b unb c.

а=с-Ь

© až O u a b r a t  ü b e r  ber S u m m e 
jto e ie r  ß i n i e n  ift д Ш ф  ber S um m e 
b e r Q u a b r a te  ü b e r  be iben  ß in ie n  nebft 
bem h o p p e lte n  SRechted a u ž  b e ib e n 
ß in ie n .

®ž ergibt рф unmittelbar auž ber gigur, 
baff c2 =  а 2 +  p 4- q 4- b 2 alfo

(а4~Ь)2 =  а 2 4- 2 а . b 4- b 2.
77. © a ž  Q u a b r a t  ü b e r ber © if» 

f e r e n j  jm e ie r  ß i n i e n  ift g le ich  b e r 
S u m m e ber Q u a b r a te  ü b e r  b e ib e n

ß in ie n  w e n ig e r  bem b o p p e lte n  SReAted a u ž  b e ib e n 
ß in ic r :
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3 »  bent Quabrat AC =  a 2 bilbe man in 
einer @de beS Ouabrat EC  = b 2 unb verlängere 
beffen Seiten IE  unb EG  bis H unb F  unb 
betreibe über D F неф baē ūuabrat L D  — b 2. 
©ann finb HC unb L I Шеф1еФе auž ben Seiten 
а unb b unb ей ergibt Яф:

AE =  AC +  LD  — HC — L I ober ab» 
aetürst:

(а — b)2 =  а 2 +  b 2 — 2 . а . b

*78. © e r  U n te r fф ie b  jm e ie r  ū u a b r a te  ift gleich bem 
З le ф te d  a u ž  b e r S u m m e  ih r e r  S e i t e n  u n b  b e r © i f f e r e n j 
b e rfe lb e n .

2luS 76 folgt
e 2 — b 2 =  а 2 +  p +  q.

£egt man an bie Seite АН  поф ein Зteфted r  ^  q, fo ift
c 2 — b 2 =  а 2 +  p +  r =  bem Шеф1еФ auž ben Seiten 

(c -p b) untrue — b) ober паф ber früheren З ^ ф п и п д :
с 2 — b 2 =  (с +  b ) . (с — b).

79. © a S  G u a b r a t  ü b e r  b e r a p p o te » 
n u fe  e in e s  г еф1 to in f l ig  eu © r e i e d s  ift 
д !е1ф  b e r S u m m e  b e r  ö u a  b r a te  ü b e r 
f e i n e n  K a th e te n  ( iß p t h а g о r ä i f ф e r 
S a h )-

Sm . 1. 3 t l bem Q uabratA B G H  über ber 
^ppotenufe AB beS гефШлпШдеп ©reieds ABC 
jiepe man H F  X AC, GE ± H F  unb verlängere 
BC bis D , fo ivirb baS Quabrat ABGH in
vier tongruente ©reiede unb baS Heinere Ouabrat CE jerlegt.

Se^t man jur 2lbfürjung AB —  a, BC =  b, CA =  c, fo ift 
CF =  c — b.

©a jtoei jener ©reiede jufammen дШф einem Зleфted aus ben 
Seiten b unb c finb, fo bat man

a 2 =  2 . b . c +  (c — b ) 2

a 2 =  2 . b . c -|- c 2 +  b 2 — 2 b . c  (77)
a 2 -  b 2 +  c2.

S ie  2. Heber ben Katheten beS 
гефПошШдеп ©reiedS ABC егпф1е man 
bie Quabrate ACFD unb C B K I; auf AB 
етф1е man ferner bie Seпfreфten AE 
unb BH bis ju ben Seiten D F  unb K I 
unb verbinbe E  mit H. ®пЬНф verlängere 
man D F  unb K I bis ju ihrem ©игф1фпШ 
G unb jiehe von bort bie ©erabe GL Ьигф 
ben fßuntt C.
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Sann iff ZT о +  ̂  p = R = z :  p +  ̂  q, alfo 
Z o  = 
^ D = ^ Ä C B  =  1R. 
AD =  AC

△ ADE 2^ ДАСВ 
AE =  AB

©benfo beioeift man, baS 
B H =  AB

Somit finb AE unb BH einanber = ,  u n b lju A B , alfo ABHE 
baS Ouabrat über bet $ppotenufe.

ferner ift DE =  CB =  BK =  FG 
DE +  E F  =  EF +  FG

D F = E G 
D F =  AC 
E G = A C 

$ a  аиф EG II AC, 
fo iff GC II AE.

g e |t  ertennt man leitet bie ®lei$Ļeit ber folgenben II gr. 
AM =  AG =  AF
BM =  BG =  BI

AM +  BM =  AF 4- B l 
A B *=  A C »+ BC*.

80. SBenn in  e inem  © reie tf 
Q u a b r a t  e in e r  S e i te  g le ic h  ift 
S u m m e ber Q u a b r a te  ber b e ib en

baS 
b e r 
an»

b ern  S e i te n ,  fo ift b e r t o n  ben leg te» 
r e n  e i n g e f ф l о f f e n e S B in te l  e in 
S te l te r .

«Borf. AB* =  AC* +  CB*
6 p t ^ A C B  =  R
8  io. HRan jiebe CD 1 CB unb таф е CD =  CA. 3 W 

man bann поф BD, fo ift
B D * = B C * +  CD* (79)
B D * =  BC* +  CA* =  AB*
BD =  AB.

Фа аиф bie anberen Seiten д1е!ф finb, fo ift (50) 
△ BCD ^  ABCA '

BCD =  ^B C A , 
z i BCD =  R паф ber Äonftruttion 
Ž B C Ā  =  R.

81. SBerben bon ben Snbpunften einer Seraben Seпfreфte auf 
eine anbere Seraben gezogen, fo Reifet baS Stüd ^ ф е п  ben gufe» 
puntten ber Sehtreфten bie ^ r o j e t t i o n  ber erften Seraben auf bie
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jtoeite. PO ift bie ißrojettion von AB. @3 
tann hierbei eine Sentrechte and? =  о fein.

3 n  je b e m © re ie d  ift b a ž G u a b r a t 
e in e r  S e i te  gleich ber S um m e b e r 
Q u a b r a te  ber be iben  a n b e rn  S e i te n

bem h o p p e lte n  3 te $ te d  a u ž toemger
e in e r  von ih n en  unb ber ^P ro jek tion 
ber a n b e rn  a u f  b ie fe , w enn ber ©e* 
g e n w in te l  be r erften  S e i te  ^ ^ ^ i f t .

a ) S ß o r f .^ A < R
33pt. а 2 =  b 2 +  c2 — 2 c.p, 

loo p bie Sßrojettion Von b auf AB ift.
33 to. 3ft ^ C B A <  R, fo ift (79) 

а 2 =  (c — p)2 -f- h 2.
3ft Z C B A > R ,  fo ift 
а 2 =  (p — c)2 -f- h 2.

3n  beiben gälten ift alfo (77) 
а 2 =  c2 — 2 .c .p  4- 
unb ba h* 4- p 2 =  b 2 
а 2 =  b 2 4- c2 — 2 c.p .

b) Sßorf.^B A C  > R .
SB p t  а 2 =  b2 4- c2 +  2 . c . p
SB to. а 2 =  h 2 4 - (p 4 -c)2

2

3ft bet Segentointel von а ein rechter, alfo p — o, 
ben Sßpt$agoräif$en Sap.

*82. © aS Q u a b r a t  b e r  von  ber 
S p ip e  e in e ž ® re ie d ž  nach berSW itte ber 
© egen fe ite  gejogenen  S E ran žv erfa le  ift 
gleich ber f a lb e n  S u m m e  b e rQ u a b r a te 
ber b e ib en  a n b e r n S e i t e n  toen iger bem 
Q u a b r a te  ü b e r  b e r h a lb e n  © egen fe ite .

fo ^at man

SB о r f. x ift bie sprojettion jener Žranžverfalen m auf bie ©egenfeite.

S p t  m2 = a 2

a 2 4 - b 2 =  2 m 2 4 - 2 ( ° - ) 8
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83. 3 «  je b e m  re d p tm in f l ig e n  $ r e i ^ 
e d i f t b a ä Q u a b r a t  ü b e r  b e r  v o n  b e r 
S p ig e  b es  re c h te n  S B in fe lS  a u f  b i e ^ p * 
p o te n u fe  g e f ä l l t e n  © e n t r e c h te n  gleich 
bem S te n te d  a u ž  ben b e ib en  3 lb f$ n it* 

t e n  b e r  ф р p o te n u fe .
8 o r f . a l b 

h i e
8 pt. h* =  p .q
8  to. a* +  b* =  c* (79) 

a 2 =  D f  q2 
b 2 =  h 2 -}- p 2 
c» =  p 2 -f- q*-|-2  h 2 
c2 =  p 2 +  q 2 +  2 p . q (7 6 ) 
h 2 =  p . q.

84. ® in  jebeS 8 i e l e d  l ä f j t  f iф  in 
5 ;~  n e in  ipm  f l a $ e n  g le i  ф eS © re  ie d  ver* 

/  tv a n b e ln .
в /  \  V  \ 3Ran ?фпе1Ье von bem 8ieled ABODE 

\  X / \ \  Ьигф eine ©iagonale CE ein A C D E  ab, jiepe 
X----±------- -^F  Ьигф bie Spi^e D  biefeS ©reieds eine parallele 

D F  ju jener diagonale biž fie bie Verlängerung 
einer anftofjenben Seite beS 8ieledS fфпeibet, unb verbinbe biefen ©игф* 
fфnittSpuntt mit bem anbern Ēnbpunft C ber ©iagonale; bann ift (74) 

△ CDE =  △ CFE.
gügt man auf beiben Seiten bie Ж ф е  A B C E binju, fo ift 

ABODE =  ABOF.
@3 ift alfo baS gegebene 8ieled in ein anbereS verivanbelt, tvel= 

феЗ eine Ēde weniger pat So fortfaprenb lägt Цф bann jebeS 8ieled 
in ein ф т  fIäфengleiфeS ©reied verwanbeln.

85. ^ e b e S  © r e i e d  (a lfo  а и ф  jebeS 
8 ie l e d )  l ä f j t  Н ф  in  e in  ipm  f l ä z e n * 
д1е!ф е$ ф а г a l l e l o g r a m m  v e r tv a n * 
b e ln .

Biept man Ьигф bie SRitte D  ber einen 
B Seite beS gegebenen ©reieds ABO eine parallele 

E F  ju АС, Ьигф C eine фагаПек ju AB, fo ift (40)
△ D B F  ^  △ DCE
△ D B F +  D F  AC =  △ D C E  +  D FA C
△ ABC =  II gr. AE.

86. $ e b e S  P a r a l l e lo g r a m m  (a lfo  а и ф  jeb eS  V ie le d ) 
lä f j t  f iф  in  e in  ipm  f lä ф e n g le iф e S  Э te ф te d  v e r tv a n b e ln .

SRan braucht nur auž ben Ēnbpuntten einer Seite eines фагаИе!о*
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gramme Senfrechte ju errieten, bis fie bie ©egenfeite ober bereu Ver« 
längerung f$neiben, fo ift baS fo entftanbene Vested bem früheren 
||gr. д^ф. (72) „

87. ^ eb e S Sieф ted (alfo аиф jebeS 
V ieled) lä S t fiф in ein ihm fläzen» 
gleiches Q u ab ra t verwanbeln.

Wian verlängere bie beiben in C jufam= 
menftoSenben Seiten beS VechtecfS AC, bie eine

в, ß_A
1 "

■E

um CE =  CB, beftimme bie Glitte Von DE
unb auf ber Verlängerung VonBC einen $unftF, fo baS MF =  ME
ift, fo ift (67)

Z D FE  =  R 
unb паф (83) ift C F «= D C .C E 

CF2 =  DC . CB.

V. ļapifeL
Don ber Aitsmeffiing geradliniger /iguren.

• 88. Qwei gleichartige ©inge laffen рф in Vejiehung auf ihre 
©röSe auf zweierlei Art ОегдШфеп: man U nterst entweber, um 
Wie Viel baS eine größer als baS anbere, ober man beftimmt, wie 
v iel mal baS eine fo groS ift als baS anbere. 3m erften galle 
erhält man eine ©ifferenj, baS f. g. агЩ ш еШ фе V erhältnis, 
im anbern gatte einen Q uo tien ten , baS f. g. g e o m e tr ia e Ver= 
hä ltn iS , Welches lentere ftetS eine unbenannte 3 a ht ift.

©ie ©eometrie hat eS meift nur mit bem lederen Verhältnis ju 
thun. ©ie Veftimmung biefeS VerhältniffeS einer geometrischen ©röSe 
ju einer anbern als Einheit angenommenen ihr gleidj» 
artigen ©röSe heiSt baS AuSmeffen berfelben. ®S 
tonnen alfoßinien nur Ьигф ßinien, gläфen nur Ьигф , e glätten gemeßen werben u. f. W.

89. Um eine ®erabe auSjumeffen, b. h- ihr 
Verhältnis ju einer anbern als Einheit angenommenen 
©eraben ju beftimmen, fann man auf folgenbe Art Per» " Ь 
fahren. 3ft bie 3JlaSeinheit ab fleiner als bie ju meffenbe 
®erabe ce, fo trägt man fie hinter einanber auf lentere 
auf. gäHt babei ihr Enbpunft mit bem Von ce ju- 
fammen, fo ift bie gabt ber Auftragungen Jugleiф bie " 
3ahl, Wie oft baS SJlaS ab in ber ©eraben ae enthab 
ten iff. gn unferem Veifpiel alfo

ОО о i C,- =  3 ober ce =  3. ab.
ab
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Seht bie Tlaßeinbeit ab  aber in ber ju  meffenben ©eraben cd 
шф1 auf, inbent поф ein Teft ed <  ab übrig bleibt, fo trägt man 
biefen auf bie la ^ e in ^ e it ab a u f, wobei Wieber ein fReft b f <  de 
übrig bleiben fanu. ^ tebann trage man biefen Teft Wieber auf ben 
»origen fReft de u. f. f. 3 n  unferm Seifpiel gebt ber fReft dg in bent 
ibm »orbergebenben SReft b f  auf unb loir haben 

cd =  3 .  ab  +  ed 
ab =  2 . ed +  b f 
ed =  b f  -1- dg 
b f  =  3 dg.

®пгф eine rüdwärtg auffteigenbe Subftitution erhält man 
ed  =  4 .  dg 
ab  =  1 1 . dg 
cd =  3 7 . dg

alfo ift - r  =  ^  ober cd =  3 4/u  ab.

3 ft bie ju  meftenbe ©erabe Heiner ate bie Tlaßeinbeit, fo »erfährt 
man fo, ate ob gleich ber fReft de gegeben Wäre. T ian erhält bann 

de 4  . , , ,
v  =  ļ -r ober de =  4/u  ab ab  11 '

©ag Serbältniß ber ßinien cd (ober ed) unb ab läßt рф  jWar 
тф 1  Ьигф eine ganje 3ab l augbrüden, aber eg gibt Ьоф ju  beiben 
ßinien eine britte dg, те1фе in beiben aufgebt. ©iefe beißt аиф bag 
детеш |ф а№ ф е Tlaß ber beiben ©eraben, unb »on jenen fagt man 
baber, fie feien f o m m e n f u r a b e l  unb haben ein r a t i o n a l e g  SBer= 
bältniß.

©3 fann aber bei »orftebenbem Verfahren gegeben , baß immer 
wieber ein Sieft übrig bleibt, baß р ф  fomit fein gemeinfфaftliфeg Tlaß 
ju  jwei ©eraben finben läßt. ©о1фе Serabe beißen in fo m m e n fu  = 
r a b e l  unb ihr 33erbältniß ein i r r a t i o n a l  e g , ba eg рф  Weber Ьигф 
eine gan jeßabl поф Ьигф bag Serbältniß jWeier ganjenģablen genau 
augbrüden läßt.

3wei infommenfurabele ßinien finb j. 33. bie Seite unb bie ©ia* 
gonale eineg Quabratg.

Tian т а ф е  cd =  ab unb jie^e de 1 c a ; bann ift
△ cbe g  △ cde (49), alfo 

b e  =  de =  d a  (43).
®ie Seite beg Q uabrate gebt шф1 in bie 

diagonale auf, Weil bie diagonale ftetg größer ate 
bie Seite (45), aber Ьоф Heiner ate bie hoppelte 
ift. @g beibt alfo ftetg ein fReft. SRimmt man 
biefen fReft da  — be einmal von ber Seite ab fort, 
fo bleibt ein SReft ae, ber bie diagonale jum 
Q uabrat über bem »origen SReft ad  ift, in те1фе 
jener alfo ebenfo wenig aufgeht. T ian  fiebt jegt
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le i$ t, bap man fo fortfahrenb nie einen Я1ер betommen Wirb, ber 
in bem Vorigen aufgeht, bap alfo bie genannten ©eraben inlommenfu» 
rabel finb. ^ r  ^erhältnip l ä y  рф , Wie fpäter (97) gezeigt werben 
foH, fo auSbrüden

^  =  / 2  =  1,4142 . . . 
ab

ß an n  m an alfo baS SSerhältnip intommenfurabeler ©röpen in  £ ф 
len nie genau auSbrüden, fo laffen РФ Ьоф oft Bahlen Pnben, №е1фе 
jenes SSerhältnip in beliebiger Annäherung barfteHen.

$ a ž  SSerhältnip einer ©eraben ju  einer anbern als öinheit äuge» 
nommenen ©eraben nennen wir bie S ä n g e n j a ^ l  berfelben.

90. S R e ^ ted e  v o n  g le ic h e r  S r u n b l i n i e  v e r g a l t e n  f i ф 
w ie  i h r e  ф о $ еп .

S o f .  AB =  P Q 
~  . P R  _ P S 
^  AC —  A D

S w . a) S inb b ie trä ten  tommenfura» 
bei, fo trägt man auf biefelben baS gemein» 
(фарНфе SRafj auf; baSfelbe fei in P S  4 mal, 
in A D  5 m al enthalten. S a n n  ift

P S  4
Q

К

A D  —  5
Sieht man Ьигф bie SheilungSpunlte parallele ju  ben ®runb* 

linien, fo verfällt baS 3te$ted P R  in 4, baS Эteфted AC in 5 Hei» 
nere Šleфtede, welche alle einanber д1е1ф finb. öS fanu baher eins 
berfelben P O  als ЗЛар ber gegebenen Ste^tede angefehen werben. öS 
ift bann P R  — 4 PO

A C  =  5 P 0

alfo
P R  4 . , ,
A Q  ~  ~ ^r  baher аиф

P R  __ PS
A C  ~  A D

b) S inb  bie §öhen A D  unb P S  infommenfurabel, fo verfährt 
man inbirett unb nimmt an, es wäre entweber

P R  .  P S  . P R  P S
Ä C  >  A D  °Ь еГ  A C  <  AD.

3 m  erften gatte müpte eS bann eine Serabe P T  >  P S  geben, 
. . .  P R  P T  _
f“ ^  Ā ā - A D ® 0 “ -

Aisbann fann bie фефе A D  immer in fo viele einanber gleiche 
Sheile e rleg t werben, bap ein Sheil Heiner ift a ls T S . S räg t man 
biefen Sheil von P  aus auf P T  auf, fo muff ein SheilungSpuntt U
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notbtoenbig ДОрфеп S unb T fallen. Bieft man ferner UV || PQ, fo 
finb bie § ö H  ber Зleфtede PV unb AC tommenfurabel, »eil bag 
2Raß vor AD and) in PU aufgebt. @3 iff baber паф (90, а)

PV _  PU
ÄC ~  AD

©itoibirt inan biefe Шехфипд Ьигф bie an« 
benommene ®1е1фипд

PR P T  rĀC =  ÄD' f° e r $a l t  m a n

PV PU
PK =  p p  Wag ишийдИф ift, ba ein

инеф1ег ©гиф einem еф1еп ©гиф тф1 д!е!ф fein fanu. 
Somit tann

PR _  PS . .
ÄC " *  >  AD

©benfo läßt рф seigen, baß 
PR PS . .  t ÄC ”’$  <  ĀD , e ” t a U " ’

@8 muß baber fein.

©a man AD unb PS аиф alž®runblinien ber5Reфtede anfeben 
tann, fo läßt рф ber toorpebenbe Sag аиф fo аиёфгефеп:

fR e^ ted e  о о п ’д к ч ф е г  § ö b e  » e rh a l te n  f iф  Wie ih re 
© ru n b lin ie n .

91. ^ P a ra lle lo g ra m m e  u n b  © re ie d e  von д1е1фег 
© ru n b lin ie  » e rh a l te n  П ф  wie ih r e  ^ ö b e n  u n b iß a ra l le « 
log ram m e unb © r e ie d e  toon д Ш ф е г  ф й^е toie ih re 
© ru n b lin ie n .

©enn jebež II gr. ift gleid; einem fReфted toon дИфег ©runblinie 
unb д1е{фег §öbe, jebež ©reied ip $alb fo groß.

92. © ine $ 1 аф е  a u ž m e ffe n  beißt фг ©erbältniß ju einer 
anbern a li ©inbeit angenommene ^1афе beftimmen. 2118 р)1фе gilt 

baž Cuabrat über ber Sängeneinbeit. ©ie

D____ C

A-------В

ßabl, Wie oft bie ^ “ФепепфеР in einer 
anbern gigur enthalten ift, beißt bie §  I ä « 
фен ja  b l berfelben.

93. © ie  ^ l ä ф e n s a b I e i n e ž 
З leф ted8  ift д1е1ф bem ißt о b и 11 
b e rS ä n g e n ja ß le n  feiner © runb lin ie 
unb  $öbe .

@8 fei AB bie Sängeneinbeit unb bag Quabrat AC bie ^1афеп= 
einbeit, fomit
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P S
AB — m bie £ähgenja^l ber Seite PS

AB PQ

й  =  f  « §lä$enja^l beS Э1еф(ей PK.

Жаф1 man P T  =  AB unb jie^t TU ||P S , fo ift
PU  PS
AC —  AD W

PR =  PQ
PŪ  PT

d u rф  HRultiplitation beiber (Steigungen folgt
PR PS PQ K  , 
AG ~  AB ' AB' “ , 0  a U $

f  =  m . n.

94. ® i e g l ā ^ e n j a Ļ l  e in e s  P a r a l l e lo g r a m m s  ift g le iф 
bem P r o b u t t  b e r S ā n g e n ja Ļ le n  f e in e r  © r u n b l i n i e  u n b 
$ ö $ e .

d i e  § 1 а ф е п з а ^ 1  e in e s  d r e i e d s  ift g l e i $  bem  f a lb e n 
P r o b u l t  au S  ben G ä n g en  ja u le n  f e in e r  ® r u n b l i n i e  u n b 
$ö$e-

95. d i e  5 l ä $ e n j a $ l  e in e s  d r a p e je S  ift g le i$  ber 
Ļ a lb e n S u m m e  b e r g ä n g e n ja ^ le n  f e in e r 
p a r a l l e l e n S e i t e n ,  m u l t i p l i c i r t  m it ber и  b c

a

S ä n g e n j a ^ l  f e in e r  $ ö $ e .
kennen wir bie SūngenjaĻlen ber II Seiten A ^< 

a unb b, bie ber фофе h, fo ift bie

§1йфепза$1 beS △ ABC =

s A A D C  =  ^

В

= = 2rape5eS ABCD =  ( a - ^ 11

96. S ie §1афепзаЩ eines SieledS Wirb gefunben, inbem man 
baSfelbe Ьигф diagonalen in dreiede jerlegt unb bie gl^enja& len 
berfelben abbirt. —

97. d ie  ^1афеп}аЦ eines üuabrats ift дШф ber jWeiten potenj 
ber SāngenjaĻl feiner Seite.

d ie  ßängenja^l ber Seite eines QuabratS ift gleich ber Etuabrat* 
wurjel auS ber §la$enjaĻl beS üuabrats. 3 S  a  bie Sängenja^l ber 
Seite eines üuabrats, d bie £йпдеи$ф1 feiner diagonale, fo ift паф 
bem Ррфадогш^феп Sa^
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d 2 =  2a2

d*
2 a 2

®oS SSer^ältni^ ber diagonale eines QuabratS ju feiner Seite 
ift alfo ein irrationales, trie f^on 89 gezeigt 

ъ worben ift.

c
*98. Sebeuten а, b, с bie ßängenjahlen 

ber brei Seiten eines SreiedS unb △ bie glä« 
фе1ца$1 beSfelben, fo ift

△ — J 4 ^ [ ( a  +  b +  с) ( -  а 4- b 4- c) (a — b +  c) (a 4- b — c)J.
Sw . h unb p feien bie Gängen jaulen ber^ö^e unb ber ^rojettion 

von b auf c. Sann  ift (81)
а 2 =  b 2 4- c 2 — 2 p . c

b 2 4-c2— а 2

Р = 2с
ferner ift h 2 =  b 2 — p 2 =  (b 4 -  p) (b —  p)

,_  2 b c 4 - b 2 4 - c 2 — a 2 2 b c — b 2 — c2 4 - а 2

2c 2c
4 h 2 c 2 =  [(b 4- c)2 — а 2] . [а2 — (b —  c)2]
4 h 2 c2 =  (а 4- b 4- c) . (— а 4- b 4 -c ) (a — 04-е) (a 4 -b  — c)
2 hc =  ^ [(a  4- b 4- c) (— a 4- b-j-c) (a  — b4-c) (a-f-b — c) 

ch
S a  nun △ =  fo folgt

△ =  i4 / [ a 4 - b  4 - c) (— a 4 - b 4- c) (a  — b 4- c) ( a 4 -b — c)
Sejei^net man bie halbe Summe ber brei Seitenzahlen mit s, 

alfo а 4- b 4- c =  2 s, fo ift
— а 4" b 4" 0 = =  2  (s — a)

а — b +  c =  2 (s —  b)
а 4- b — c =  2 (s—c), ba^er аиф
△ =  K s, (s — a) (s — b) ( s —  c).

VI. Kapitel'.
Don ber ЭДпНфНей geraMiniger /iguren.

99. ßtvei Figuren beiden а ^ п Н ф , wenn bie SBinfel ber einen 
§igur ber Жефе паф ben SBinteln ber anbern gigur дШф finb unb 
wenn jtvifdhen je zwei д1е{фиедепЬеп Seiten beiber Figuren ftets baSfelbe 
SerĻaltnik ftattfinbet.
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100. I. 9 l t |n I i^ t iW H : ® e n n  in  R
jtoei © re ie d en  jtoei SB intel e in z e ln
д!егф f in b , fo finb  bie © re ied e  ein* \
a n b e i  а^п И ф  В /_ E '____ А

l ! e r i .Z A  .=  Z P ,  Z B  =  Z Q  Д  \ Р  4

« p t . Z C = Z R  \
PR _  QR _  PQ ' Л
АС ВС —  АВ _\  \

« t» .b a ^ Z C  =  Z R , № ta u ž ( 3 8 )  А  “ г

ЗЛап тафе CD =  RP, СЕ =  RQ unb jie^e DE, bann ift △ 
DEC ^  △ PQR (41) unb ^ D = ^ P  =  Z1A, alfo

DE II AB (30)

Sieht man поф AE unb DB, fo ift (91)
△ DBC _  CD
△ ABC —  CA
A E A C  =  CE
△ ABC CB

3lun ift aber △ DBE =  DAE (74). Slbbirt man auf beiben 
Seiten beS △ DEC hinju, fo erhält man

△ DBC =  AEAC.
©a fomit bie beiben Quotienten auf ber linfen Seite einanber 

дЫф finb, muffen es аиф bie auf ber геф1еп Seite fein, alfo
CD СЕ 4CA ~  CB O ber

PR QR
A C - BC

©benfo läfjt рф паф naфn.^eifen, bafj
^ ^  ift
AC AB ’

101. ЗидШф ergibt Дф аиф:

CA _  _ 2 ?  i
CD CE
AD BE . , 
CD —  CE b - ^

©ine parallele jur Srunblinie einež ©reieds tĻeilt bie anbern Sei* 
ten fo, bafj bie ©heile ber einen Seite in bemfelben SerbältniB flehen, 
als bie 3$eile ber anbern.
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102. II. Slt^nli^ftiOfa^: ЗВепп jto e i S e i te n  e in e s  © r e b 
ed s  ju  j to e i S e i te n  e in e s  a n b e rn 
© re ie d s  in  gleichem 8 e r h ä l tn iB 
f ie le n  unb  toenn ber von  b ie fen 
© erab en  e in g e fф lo ffe n e  äB in fe l 
in  b e ib en  © re ie d e n  д!е1ф ift, fo 
finb  b ie  © re ie d e  e in an b e r а^пИ ф .

8 o rf. Z C  Z R ;  =  U

8 p t .  △ ABC co A PQ R .
8  to. 3Ran шафе CD =  PR unb CE =  QR unb jiehe 

D E , fo ift A  CDE ^  △ RPQ unb man Ļat 
DC СЕ
АС “ ВС

ЗВаге nun DE niфt II AB, fo tonnte man bon D auS eine anbere 
®erabe DF II AB jiehen. ©ann toäre (100) 

DC CF K 
AC ~  BC' a  ’° 
CE =  CF, toaS ишпбдКф ift.

Somit ift DE || AB unb
Z C D E  =  Z A  unb Z C E D  =  Z P ,  alfo аиф 
Z  P  = Z A  unb Z  Q =  Z B , fomit 
△ ABC cj △ PQR.

102. ЗидШф ergibt рф hieraus:
ЗВепп jtoei .Seiten eines ©reieds Ьигф eine ©erabe fo geteilt 

werben, bafj bie ©heile ber einen baSfelbe 8erhältni& ju einanber 
haben toie bie ©heile ber anbern, fo ift jene ©erabe ber britten Seite 
parallel.

103. III. 31сЬпПф1ейвМЬ‘- ЗВепп in  jtoe i © re ie d e n  jtoei 
S e ite n  beS e inen  ju  jtoei S e i t e n  beS a n b e rn  © r e i e d s 
in  д 1 е 1 ф е тS e rh ä l tn if?  flehen unb  w enn bie ben g rößeren 
von b iefen  S e i te n  g e g e n ü b e r l ie g e n b e n  3B intel gleich 
f in b , fo finb  bie © r e ie d e  e in a n b e r  аЬпИ ф .

^ Ж У ^ ж Ь  с в > С А

8 p  t. △ ABC <x> △PQR.
8  №. ЗКап шефе CD =  ber Heineren Seite PR unb jiehe 

DE К AB, bann ift (100)
CD СЕ

= СЕИ ”a $  b e r  ^  a b e r
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CD _  QR
CA BC
'CE =  QR; ba ferner
CD =  PR
^ C D E  =  Z P ,  Weil beibe =  ^ A  finb, fo folgt (49)
△ CDE ^  △ RPQ, alfo and)

Z C  =  Z R  unb fomit (1СЮ)
△ ABC cv △ PQR.

104. IV. SWjnlidjteitgfa#: SBenn in  jWci © re ied en  jebe 
S e i te  bež einen  © re ie d ē  ju  ber e n tfp re ф e n b e n S e i te  beg 
a n b e rn  © re ie d ž  b a ž fe lb e  SBerĻāltniB ^ a t, fo f in b  bie 
© re ie d e  e in a n b e r  а^пИ ф .

^ ’•A B - ВС CA
8 p t  A A B C ^  △PQR.
8  io. ЭЛап тафе CD =  PR, CE =  QR unb jie^e DE.

©игф Subftitution in bie SSorf. erhält man:
CE CD „
ВС —  CA' *  (  0 2 )

△ A B C ^  A D E C , ^1дИф
CE DE „  . . m  г t о . Э1аф ber 8orf. ift aber

A o

QR _  PQ
BC ~  A B ’

©a nun CE =  QR ift, fo mufi аиф
DE =  PQ fein, fomit

△ DEC ^  △ PQR. @8 tear aber
A  DEC ^  A ABC
△ ABC ro APQR.

105. £ w e i  S e ra b e  w erben  Ь и гф  m e ^  А___ E
rere  p a r a l l e l e  fo g e tĻ e i l t ,  bafj bie © Ļ eile  д \  \
ber e in en  S e ra b e n  ju  e in a n b e r  in  bem feU  i \  г 
ben 8 e rĻ a l tn iB  fie len  tvie bie h o m o lo g e n  f \ 
S t ü d e  ber a n b e rn  S e ra b e n . к А "

Slug 100 unb 101 ergibt рф fofort D 11

AB AI EF  f
AD — HA ~  EH  U-

Sinb alfo bie Stüde ber einen Seraben, einanber аИф, патйф 
AB — BC — CD, fo finb её аиф bie Stüde ber anbern Seraben, 
патйф A I =  IK  =  KH unb E F  =  FG =  GH.

@ ф w e b e r , Planimetrie. 3
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м 106- ßtoei p a r a l le l e  Werben
А  . bon m ehreren Ьигф einen P u n it 

ge^enbenSeraben fо g e t e i l t ,  bafe 
b i e  hom ologen S tü d e  b e ib er 

---------^ а ™ П е 1 е п  b ° f e l b e  ® e r^ ä ltn ij

A B  C B  Vorf. PS II AB. •
AB BC _  CD
PQ — QR ~  RS '

SW. SM  (100) ift
4 ?  / — Щ  =  B C  =  fMC'l __ CD
PQ \  MQ/ QR XMR/ RS “’ V *”’

Sinb bie Stüde ber einen parallelen einanber gleich, fo finb eS 
аиф bie ber anbern.

E *107. S ie S e ra b e ,  Гие1фе ben SBin«
tel einež S reiedS  Ļ a lb irt, tĻ e ilt bie 
©egenfeite in  jw ei S te i l e ,  bie ju  ein« 

^ X X ^  anber baSfelbe S e r ^ ä H n i | Ļaben, wie
» X __ I__X »  bie ben g e te i l t e n  Söintel е1п{фИеВеп< 

D_ben Seiten.
V О Г f. -Z x =  .Z z 

AD AC
®p t  DB — CB
Sto. -Ulan jiebe AEIICD, bis fie bie Verlängerung von 

BC trifft. Sann ift '

Z z  — -ZE.
Se^t man biefe ЯВегфе in bie Sorf., fo folgt

-Zo =  -ZE, alfo
EC =  AC. 6S ift aber (101)
AD EC .
DB —  CB' a  ^  aU$
AD AC
DB ~  CB'

*108. S Ļ eilt eine S ran S v e rfa le  auS ber SBinEelfpi^e 
eineSSreiedS bie ©egenfeite fo, baB ityre S te i le  in bem« 
felben Serbältnife fielen , wie bie ben SBinfel е1п?фНе = 
Benben S e iten , fo ift jener 2öinfel Ьигф bie SranSver« 
fale ^ a lb i r t

»  (
A D  A C

^ ^  DB ~  CB
Vpt. =  -Zz
V to. Vian Verlängere CB unb тафе СЕ =  CA. Sann ift
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^  =  X  folgt (102) 

CD II EA unb

Se#t man biefe äßerthe in bie @lei$ung
z :o  =  zTE (»egen CE =  CA), fo folgt
^  X =  ^  z.

109. SBenn eine ®röfje fo oft in einer jWeiten enthalten ift, als 
biefe in einer brüten, fo nennt man bie jWeite baS g e o m e tr i f^ e 

M it te l  ber beiben anbern. SR olfo fo ift b baS geome*

trifte Mittel ju а unb c. Begleich ift b 2 =  a .c  unb b =  EāTē
110. S i e  © en trech te  a u s  bem © R e ite l  beS r e g te n 

SBintelS a u f  bie ^ p p o te n u fe  e ines r e ф tw in f  lig e n  d r e i  = 
e d s  tĻ e i l t  biefeS in  jw ei d r e i e d e ,  bie e in a n b e r  unb bem 
g anzen  d r e i e d  а ^ п И ф  finb. p i e r a u s  fo lg t , baß  jeb e 
Ä a tb e te  baS geom etrifche M it te l  äW ifфen ber ^ p p o te n u fe 
unb  bem a n lie g e n b e n  2 lb fф n it t  b e rfe lb e n , b ie ^ ö h e  aber 
baS geom etrifche M i t t e l  ^гЩ ф еи beiben З Щ ф п Ш е п  ber 
^ p p o te n u fe  ift.

S 3orf.a l b, h 1 c.
5ВИ △ ABC no △ ACD no ABCD. 

c   а c   b p   h 
a q ' b p ' h

33 W. △ ABC ift no △ ACD, Weil 
fie ^ A  gemein unb aufjerbem поф einen геф= 
ten SBinfel haben, ©benfo ift A  ABC <x ABCD. 
§о!дНф ift апф Z z  =  Z B .

SSeil aufjerbem bie beiben SBintel bei D 
геф1е finb, fo ift апф A ACD по △ CBD.

2luS biefen адпйфГейеп folgen bie behaupteten ®1е1фипдеп. 
бфгеМ man bie beiben erften, Wie folgt:

a* =  q . c
b 2 =  p . c

a 2 +  b 2 =  (p +  q).c
a 2 +  b !  =  c2,

tvaS Wieber ben ^фадогсЩфеп ®a§ in ^1афещаЬ1еп gibt (79).
111. Я е^п И ф е SSielede w erben Ьигф  g 1с1фНедепЬе 

d i a g o n a l e n  in  аЬ пИ ф е d re ie d e  je r le g t.
SBorf. ABCDE no PQRST

3*
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E S p t. △ ABC AO △ PQR
' ■ △ ACD ^  △ PRS

/  /  △ ADE <v> △ PST
/ -'n' 59 to. ® 'e e r Pe H äuptling  folgt fofort паф

у  / 102. ©ežhalb ift аиф
А"----------------'в Э1аф ber 53orf. ift aber

T D Q R - R S
ВС ~  CD

/ PR _  RS
AC —  CD '

P ^ ------- 'Q 9luž ber йеЬпйфГей ber ©reiede ABC unb
PQR folgt

z i о =  z£ X. Лаф ber 5Borf. ift
^ C = ^ R
z^v =  z^z, alfo аиф (102) 

△ ACD ™ △ PRS u. f. f.
112. ® e n n  jtoe i 53ielede a u ž  e in e r  g Ie iф en  B ab i 

аЬ пИ ф ег unb ü b e re in ftim m en b  l ie g e n b e r  © re ie d e  ju  = 
fam m en g e feg t f in b , fo finb  fie й^пИ ф .

53 о r f. △ ABC oo △ PQR
△ ACD oo △ PRS
△ ADE oo △ PST

S p t  ABCDE no PQRST
53 to. SBeil bie Ļomologen SBinfel ber ©reiede einanber 

gleich finb, ergibt Пф Ьигф SIbbition, bag ež аиф bie homologen 
SBintel ber 53ielede finb. ferner folgt auž ber 58orf.:

PQ _  QR /  P R \ _  RS /  PS \  ST 
AB —  ВС \  АС/ ~  CD \ ~  A D / —  D E '

113. © ie U m fänge  аЬ п И ф ег 53ielede » e rh a l te n  Н ф 
toie jtoei д Ш ф И ед еп Ь е  S e ite n .

S3 to.
AB _  PQ 
AB ~  PQ 
в с  _  QR 
AB ~  P Q

AB 4 -BC +  CD +  -• • PQ  +  QR +  RS +  .. .  .
AB . —  PQ

AB-f-BC +  C D -f .. .  A B -
P Q + Q R + R S  — PQ
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114. © ie  § Н ф е п  а Ь п И ф ег  © rei* 
ede » e r h a l te n  f i $  » ie  b ie  Q u a b ra te 
jw e ie r  hom ologen  S e i t e n  ober w ie 
b ie  Q u a b r a te  ber $ ö h e n .

ž8ejei$net man bie Sängenjahlen bet Sinien 
Ьигф bie benfelben beigef$riebenen Heinen ®нф* 
fiaben, fo ift (94)

bie ^афеп^ф! beS △ ABC =

* = A P Q R = Ļ t

в

R

Фа Цф bie §1афеп wie bie З^афепза^еп »erhalten, fo ift 
△ ABC c . h
△ PQR —  r  . t  /

2Beil offenbar. △ BCD co △ QRS ift, fo hat man
4  =  p ■ «s  w  "Ь " » ^

с а
~r  =  Р
ch а 2 h 2 г .
- г  =  Zs =  ^  fomit а и Ф rt р 2 t 2

А АВС =  =  М
△ PQR Р2 t ’
△ АВС ВС2 _  CD 2

△ PQR =  QR 2  —  R S 2

115. ©ie ^1афеп аЬпНфег Sielede verhalten кф wie bie Quabrate 
jweier homologen Seiten.

△ ABC AB2
ober

△ ABC △ PQR
△ PQR —  PQ 2 A B 2 — PQ 2

△ ACD CD2 AB2 △ ACD △ PRS
△ PRS ’ R S 2 ~ PQ 2 AB 2 — P Q 2

△ ADE D E 2 AB 2 △ ADE △ PST
△ PST -  ST 2 ~ PQ 2 AB2 ~ P Q 2

©игф 2lbbition folgt
ABCDE

AB 2
PQRST 

P Q 2 ober
ABCDE _  A B 2

PQRST P Q 2

*116. S i lb e n  bie  h o m o lo g en  S e i te n  b r e ie r  äh n li* 
феп S ie le d e  ein  геф Ш й п Ш д еЗ  © re ie d , fo ift b a«  S i e b
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ed über ber ^ p o ten u fe  glei$ berSumme 
B ber Sielede über beiben Katheten.

b \ . 7 A a 2

---- - 7  С "  с2

в _  klc ^ ^ c 2

^ H  =  = 1 (79X “Ио
А +  В =  C.

Vil. ^apifef.

Don ben fingen, W inkeln nnb fiin ien im Greife.

117. UBenn eine begrenzte Serabe in berfelben ©bene um einen 
©nbpuntt Ļerumgebreht Wirb, bis fie ivieber in tyre urfprünglitye Sage 
tommt, fo betreibt ber anbere ©nbpuntt eine gefploffene Sinie, Weltye 
bie Kreislinie Reifet nnb bie ©igenftyaft befigt, bak jeber tyrer 
fünfte von jenem feften Puntt, (fDlitteIpunft, Zentrum ) gleity 
weit entfernt ift. ©er von ber Kreislinie begrenzte S^eil ber ©bene 
Wirb Kreis, bie Kreislinie felbft auty Umfang ober Peripherie beS 
KreifeS genannt. ©ine Serabe vom SBHttelpuntt jur Peripherie beS 
KreifeS Ļetyt fein ^albmeffer ober StabiuS.

©ine Serabe fann mit einer Kreislinie hötyftenS jwei fünfte 
gemein haben, benn fonft mükte man vom Wlittelpuntt beS KreifeS 
mehr als zwei gleich lauge Serabe паф einer Seraben gieren tonnen, 
ivaS unmöglich ift (48). ©ine Kreislinie ift folglich eine f r u m m e 
Sinie. ©in ©heil berfelben Reifet ein Sogen ober Kreisbogen.

©ine unbegrenzte Serabe, tvelche mit bem Kreife nur einen Puntt 
gemein hat, heikt ©angente; eine Serabe, welche bie Kreislinie in 
ZWei fünften ftyneibet, Reifet Sefante; baS von ber Peripherie begrenzte 
Stüd ber «Setante beißt Sehne. ©ie burty ben Wittelpnutt gehenbe 
©ebne wirb ber ©ur^meffer beS KreifeS genannt, er ift boppelt fo 
groß als ber §albmeffer.

ЭШе §alb = unb ©urtymeffer beSfelben KreifeS finb 
einanber gleity.

©игф 2lufeinanberlegen ift leityt zu zeigen, bak zwei Kreife 
von gleidjem $alb* ober ©urtymeffer tongruent finb 
nnb baß jeber ©urtymeffer ben Kreis in zwei fongruente 
©heile zerlegt.

118. ЗВепп fity jtoei Seinen auf ber Peripherie beS KreifeS 
f$neiben, fo Ļetyt ber von tynen gebilbete äßintel ein Peripherie»
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to in fei, ivägrenb ber von jtoei SRabien gebilbete SBinfel ein Sent r i* 
toinfel Reifet, ©er von jtoei SRabien unb bent }№рфеп ignen lie* 
genben Sogen begrenzte ©geil ber ©bene Reifet ein KreiSauSfфnitt 
ober Seftor, bie von bent Kreisbogen unb feiner Semite begrenze 
§1афе ein Кге15аЬ?фпШ ober Segment.

119. Qu bemfelben Kreife ober in glei$en Kreifen 
geboren gleiche Sentritoinfel, Seinen, Sogen, Seftore 
unbSegmente 5u einanber, b. I;. toenn 5. S. jtoei Sentritoinfel 
einanber gleich finb, ļfo finb аиф bie übrigen 5u biefen gehörigen ge» 
nannten Stößen einanber gleich, toie рф 1е1ф1 Ьнгф ālufeiitaitberlegen 

feigen lägt.
Sßettit bagegett eine ber genannten ©roßen größer ift als eine 

gleî namige in bemfelben ober in einem д1е!феп Streife, fo finb bie 
übrigen oben genannten ©roßen, юе1фе ju ber erften gehören, eben» 
falls größer als bie jur jtoeiten gehörigen, toaS рф leicht mit 3lüdpcgt 
auf (51 unb 52) geigen lägt, hierbei toirb bie Segne als jum lieb 
neren ber beiben Sogen gehörig behütet. —

120. ©ine S e n i l s t e  vom 2Rittelpuiitt eines KreifeS 
auf eineSegtte galbirt biefe unb bett jugegörigen Sogen 
(49. 122). — Sine ©erabe Лш SDlit tel puuft eines Streifes 
jur Glitte einer Segne ftegt auf legterer ?ен!геф1 (50).

Sine Selltreфte in ber 3Ritte einer Segne gegt 
Ьигф bett Wlittelpunft beSKreifeS, beim fonft föniite man Von 
biefem eine ®еп!геф1е auf bie Segne fällen unb gätte bann in bem» 
felben Suntt ber Segne jtoei Seufzte ju berfelbeu, toaS шиподНф iff.

121. ©ie Sentreфten, №е1фе in ber Glitten jtpeier nicgtllSeg» 
nen erricgtet toerben, fcgneiben рф im Sentrum. ©игф brei fünfte, 
П)е1фе шф1 in einer ©eraben liegen, lägt рф nur eine Kreislinie 
jiegen. _

*122. Qioei Segnen, Юе1фе niфt ©игф» X
meffer finb, fönnen Пф п1ф1 galbiren. / \

SBäre E bie Glitte von AB unb CD, fo müßte (120) ļ L 
^  AEM =  R unb ^  CEM =  R, alfo ' 
^AEM =  ^CEM fein, toaS ипшодйф ig. -- x

123. Segnen, Ше1фе д1е!ф toeit vom SRittelpunft 
entfernt finb, finb einanber д1е1ф, unb p 
д1е1фе Segnen gaben gleiфе 11 21 bftanb vom z 7 P \
SRittelpunft. /%  \

Sorf. CM =  RM Sorf. AB PQ n / \  ]
Spt. AB — PQ Spt. CM =  RM. I
©ie ЗНфИд(ей beiber Säge ergibt рф leicgt \ /  /

auS ber stongruenj ber ©reiede ACM unb PRM 7 "
mit Э1ййрф1 auf 120.

124. Son jtoei Segnen ift biejenige größer, юе!фе 
bem Ülittelpunft näger ift, unb umgefegrt.
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SBorf. CM <  RM
S p t  A B > P Q
Sw . AC* =  AM* — CM*

PR* =  PM* — RM*
A C *> P R 2
AC > P R
AB > P Q

S o r f .  AB >  PQ
S p t  C M < R M
Sw . AC > P R

CM* =  AM* — AC*
RM* =  PM* — PR*

CM *< RM* 
CM <  RM

125. © e r  © u rф m e ffe r  ift b ie  g rö ß te  © e h n e  ini 
G re ife .

126. 3 3 irb  in  bem © n b p u n t t  e in e ž  fRabiuä a u f  bie» 
fen eine © еп1геф1е e r r i e t e t ,  fo ift fie e in e 
© an g en te  jum  G reife .

©a В ber gußpunft ber ©entrechten MB ift, fo 
' mufs jeber anbere Suntt D  ber Seraben AC von M

weiter abftehen alž В (46) unb, weil В auf ber Ärei^ 
linie liegt, außerhalb berfelben fallen. Somit ift В 
ber einjige Sßuntt, ben bie Serabe AC mit bem Greife 
gemein hat

© ie © erabe , те1 ф е  ben M i t t e l p u n t t  m it  b e m S e rü h * 
r u n g ž p u n t t  e in e r© a n g e n te  v e rb in b e t ,  fleht au f  le n te re r 
{ e n tre a t.

SBäre BM шф1 1AC, fo fönnte man toon M eine anbere ©ent»
геф1е MD auf AC ziehen, bann müBte aber (46) MD <  MB fein, 
Was иптбдПф ift, ioeil D außerhalb beS ÄreifeS liegt.

© ie  © еп!геф 1е, те1ф е  im S e r i ih r u n g ž  p u n t t  au f ber 
© an g en te  е гп ф 1 е !  W irb , geh t Ь игф  ben S l i t l e l p u n t t 
bež Ä reifeS.

SSäre BE 1 AC unb ginge шф1 Ьигф ben littelpunft M, fo tonnte 
• man biefen mit bem SerührungSpunft В Ьигф eine ©erabe »erbinben, 
hätte bann aber jwei ©еМгеф1е in einem $untt auf berfelben ©eraben, 
Waž иитодНф ift.

127. © ie 
A B C

S o g e n  gw ifф en  e in e r  © a n g e n te  unb  e in e r 
ih r  p a ra l le le n  © ефие, fo wie bie S ogen 
jW ifф en jWei p a r a l l e l e n  © ebnen  fin b  ein» 
a n b e r  дШ ф .

S o r f .  ACIIDEHFG
S p t. Sog. FB  =  Sog. GB

Sog. F D  =  Sog. GE
Sw . Sian toerbinbe ben Serührungspuntt В mit M, fo ift BM 

{еп!геф1 auf AC, DE unb FG (126. 29), alfo (120)
Sog. FB =  Sog. GB 
Sog. DB =  Sog. E ß 
Sog. FD  =  Sog. GĒ
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128. Qn bemfelben Äreife ober in g le iten  Greifen 
b e re ite n  fid? bie Settoren tote ihre ©entritointel unb 
tote bie Sogen jtoif$en ihren S ten te ln .

©er Setoeis ift bent von 90 gans analog.
129. 3)lan tbeilt einen regten SSintel in 90 gleite Steile ober 

Serabe. ©ie Summe aller Sßintel um einen ^untt herum beträgt 
alfo 360 ©erabe. ©benfo tbeilt man au$ ben ÄreiSumfang in 360 
gleite ©heile, welche ebenfalls ©erabe genannt toerben. ©оф finb 
bie SBintelgrabe unb bie Sogengrabe von einanber ju untertreiben. 
SBenn alfo ein ©entritoinlel unb ber ju ihm gehörige Sogen gleich 
viel ©rabe haben, fo Reifst baS: ber ©entritoinlel ift ebenfo 
oft in 4 R enthalten, toie oft fein Sogen im ÄreiSum* 
fange auf gebt, ©iefen Sinn bat её, toenn man bie ©rö̂ e eines 
3BinlelS auž ber ®rö̂ e feines SogenS beurteilt, beim natürlich tann 
ein 3Bintel nur bureb einen 3Binfel, ein Sogen nur bur$ einen Sogen 
gemeffen toerben (88). .

130. Qeber fßeripberietoinfel ift halb fo grob als ber 
©entritoinlel, ber mit ihm auf bemfelben Sogen ftebt 

Sorf. z^AMB ein ©entritoinlel
ZACB ein Seripberietointel 

Syt- ^ A C B =  i/2 .^AMB 
S to. ©S finb brei gälte möglich: enttoeber liegt ber lit= 

telpunlt M auf einem Stentel beS Peripherie» 
tointels, ober er liegt jtoif$en beiben Stenteln 
beSfelben, ober er liegt außerhalb biefer Sventei, 

a) 2 A =  Z1C 
Z  AMB=ziA +  zlC =  2.ZtC 

z tC =  . ziAMB
b uub c) Plan siebe ben ©ur^meffer CD, fo n 

ift (130, a)
ZlDCB =  »/2 zlDMB /
zlACD= >/2 <Z AMD Д1
zT ACB = 1

2 ^  AMB. /  M /
131. ©in ißeripberieroinlel bat immer halb fo viele л  в 

®erabe als ber Sogen jtoifdfen feinen Schenleln. — n 
Sille Peripberietoinlel, bie auf bemfelben Sogen у — - г 
ober auf fongruenten Sogen flehen, finb einan»-------------------- c

ber gleich. — ©in Peripberietvinlel, ber auf bem / V
^albtreife ftebt, ein f. g. Söintel im §albtreife, ( j
ift ein Rechter. \  /

132. ©er SBinlel, ben eine ©an» 
gente mit einerSebne bilbet, iftebenfo 
grofe als ein Щег ipberietoinlel, ber auf 
bemfelben Sogen fleht.

Plan jiebe DE IIBC unb verbinbe E mit B. 
©ann ift



42

Sog. BD =  Sog. BE (127), alfo 
^ E  =  zTD (131) 

ZABD =  Z D
ZABD =  Z E 7

*133. ©er Söintel, W ellen  jWei Пф in n e rh a lb  beS 
B ÄreifeS f^ n e ib e n b e S e in en  bilben, bat

bulb fo viele ® rabe, a ls  bie Sum m e 
BL S ^ T ^ A b e r  ®°.9e n  Ji»if$eii feinen ©фен fein, 

A  unb ber SHnfel, те1феп s»ei fiф  au= 
В erb alb beS G reifes fф neibenbe Se» 
tan ten  bilben, but bulb fo viele ®rabe 

a ls  ber Unterfcbieb ber Sogen jw ifф eil fei neu Эфеп1е1п.
Stan jiebe EFIIBC. ©ann ift

ziBAD = Z E
Sog. BF =  Sog. CE,

.ZE, alfo аиф ZBAD bat bulb fo viele ©rabe als Sog. DF.
3m erften gatt ift Sg. DF =  Sg. DB +  Sg. BF =  Sg. DB 4- Sg. CE, 
im jweiten gall ift Sg. DF =  Sg. DB — Sg. BF =  Sg. DB — Sg. CE, 
alfo but ZBAD ba lb fo viele ®rabe als

Sog. BD +  Sog. CE.
------------------- 134. 2Benn 5 w e iS e b n e n  e in a n b e r 

:% ~ - ~ \ C  innerhalb bes ßreiU ^ f фпе1Ьеп, fo ift baS 
DL ^ X C I Э1еф1ей aus ben ЭЩ фпШ еп ber einen 

C  ~^7B Sehne дШ ф  bem Э1еф1ей auS ben 3lb= 
fф п itten  ber anberen Sehne..

ЗВепп von eiuem ißuntt au ß e rh a lb  beS 
D — ÄreifeS jWei S e ta n te n  gezogen werben,
/ © ? \ \ т  fo finb bie ЖефЬеде aus jeber S e tan te
/  x / r ^ .  unb ihrem  äußeren 2 lbfф nitt einanber
\ gleich-
V  '  p t  AB AC =  AD.AE

531p эда п  jiepe DC u n fc BE. ®S ift bann 
△ ADC со △ ABE

weil Z D  =  Z В unb Weil im erften gall bie Sфeitelwintel bei А 
einanber д1е1ф finb, im ^weiten gatt -Z A beiben ©reieden gemein ift. 
§о1дПф but man

AC AD
ÄE =  ÄB
AB.AC =  AD.AE

135. ЗВепп von einem S u n t t  außerhalb  eines Srei= 
feS eine © angente unb eine S e ta n te  gezogen werben, fo 
ift baS Q u a b ra t über ber © angente gleich bem Шеф1ей 
aus ber S e ta n te  unb beren äufjerem 21Ь?фпШ (ober
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bie tangente ifl baž geometrifфe M ittel зwifфen ber 
Setante unb bereu äußerem älbfdjnitt)

Spt. AF* =  AD.AE.
Vw. 1) @3 folgt biež eigentlich 1фоп auž bcm jweiten 

Sheil bež vorigen Sa^ež, benn bentt man fich bie Setante AB um 
ben feften ^untt A gebreht, fo rüden bie fünfte В unb C einan* 
ber immer näher unb fallen jule|t in F jufammen, fo baß AB. AC 
in AF.AF übergeht.

2) Steffen läßt fich ber Sah аиф v°™ vorigen unabhängig be. 
toeifen: ZAFE =  ZADF(132)

Z  A gemeinfфaftliф
A AFE co △ ADF unb
AF AD . .ober AF*=AD.AE.AE AF

136. Sie Serabe )Wifфen ben 3№ttelpuntten jiveier Greife heifft 
bie Centrale berfelben.

Sft bie Centrale gleich ber Summe 
bien, fo h“ben beibe Äreife blož einen 
Vunft gemein, welcher in ber Centralen 
liegt; bieÄreife berühren fiф von außen.

Sa bie Āreižlinie um N von ber Centralen 
ein Stüd gleich ihrem Stabiuž ' abfehneibet, fo 
bleibt natürlich nur ein Stüd gleich bem anbern 
fRabiuž übrig. jener Surфfфllittž|nlntt В mufe 
Āreižlinie um M liegen. ..

Seber anbere $untt P aber ber Āreižlinie 
halb bež Āreifež um M, weil

MP +  PN >  MB +  BN 
PN =  BN

MP >MB.
SR bie Centrale gleich bent Unter* 

fchicbe beiber Stabien, fo haben beibe

alfo аиф auf ber 

um N liegt außer*

Āreižlinien nur einen iRuntt gemein, welcher in ber Ver* 
längerung ber Centralen liegt, bie Äreife berühren fich 
von innen.

Sa bie Āreižlinie um N bie Verlängerung ber Centralen in 
einem Vunft В fchneibet, Welcher von N uni einen fRabiuž entfernt 
ift, fo muß bie Entfernung iWifфen В unb M um ben Unterfchieb 
beiber Stabieu größer, alfo gleich bem größeren fRabiuž fein. В muß 
alfo аиф auf ber Āreižlinie um M liegen.

Seber anbere Vunft P aber ber Sreižlinie um N muß innerhalb 
ber Āreižlinie um M liegen, Weil .
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MP <  MN +  NP
NP =  NB
MP <  MN +  NB 
MP <  MB.

*137. 3ft bie Zentrale Heiner a ls bie Summe ber 
beiben Siabien unb grower als ber U n te rz ieh  ber beb 
ben Stabten, fo fфneiben fiф bie beiben Kreislinien in 
jtoei fünften.

@3 Ье^фпеп r unb r' bie beiben Stabten, c bie Zentrale. 
Slücten bie beiben Greife bei ипоегапЬегНфеп Stabien aus ber Sage 
c =  г +  r' näher su . . . < ~
^ r _ p  weiter von eu ta n b e r ' 10 №erben bie Ä re^e i™ 2 H  auf 
einanber fallen, jum Sheil тфй Sa bie Kreislinien gefфloffene £i= 
nien finb, io müffen fte пф alSbann in wenigftenS sivei fünften 
burфfфnetben. Jötten fte поф einen brüten фипП R gemein, fo 
müfjte, weil

MR =  MP - MQ
NR =  NP =  NQ 

unb weil MN gemeinfфaftliф ift, 
△ MRN ~  AMPN ^  AMQN fein,

b. Ļ. es müfjte R mit P ober Q jufammen» 
fallen.

3»ei Kreislinien haben alfo lüftens jWei 
fünfte gemein.

138. 6S folge hier поф eine йЬеффШфе 
3ufammenfteHung:

SSJenn с >  r +  P, fo liegt ein Kreis ganj außerhalb beS anbern.
= c =  r-|-r', fo berührt ein Kreis ben anbern hon aû en.
== c  >  r _  ^  fo ?фпеФе1 eine Kreislinie bie anbere.
* с =  r — P, fo berührt ein Kreis ben anbern von innen.
= с <  r — P, fo liegt ein Kreis ganj innerhalb beS anbern.
» c =  o, fo fallen bie SRittelpuntte jufammen, bie Kreife finb 

1опсеп1гЦф.
139. Sie Zentrale fleht auf ber gemeiilfфaftliфeп Sehne ober 

Sangente feпtreфt.
3Benn mehrere Kreife eine Sehne ober bett OJerührungSpuutt gemein 

haben, fo liegen ihre SKittelpuntte in einer unb berfelben ©eraben.
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VIII. ^apitef.

ihm bett Seinen- ttttb ēattgcntenutektken.

140. Gin Sieled, beffen Seiten Seinen eines 
unb beleihen ÄreifeS ftnb, Reifet ein S e in e n * 
b ie le d ;  man fagt, её fei bem Äreife eingefфrie^ 
ben. Gin Sieled, beffen Seiten Sangenten eines 
unb beSfeiben ÄreifeS ftnb, Ļei|t ein S a n g  en t en= 
» ie le d ;  wenn biefeS ben ÄreiS einf$liefct, fo fagt 
man es fei bemfeiben um fф rieb en . Qm erften
gatt ift ber ÄreiS bem.Sieled Umtrieben, im ^weiten gaUe einge* 
fфrieben.

141. S i e  © en trech ten  a u f  ben SK itten  ber b re i  S e b 
ten e ines S r e ie d S  fф n e ib en  fiф  im 3 R it te lp u n ! t  beS 
u m fф rie b e n e n  Ä reifeS , im erften ber hier mertmiirbigen ^untte 
bee SreiedS.

Ser Semeis folgt aus 120.

*142 . S ie  ^ l ä $ e n j a h l  e in e s  S r e ie d S  ift gleich bem 
Sßrobu tt ber S ä n g e n ja h le n  fe in e r  b re i S e i te n ,  b ib ib i r t 
Ьигф b ie  v ierfache  S ä n g e n ja h l  beS S labiuS  beS um = 
f ф п еЬ еп еп  ÄreifeS.

Sejeid)net man bie SāngenjaĻl ber ßinien ВС, CA, AB, AE 
unb AM ber 91ефе паф mit a, b, c, h unb r, fo ift

z iA C E  — .Z AMD, weil ieber =  1I2 ZA M B
Z AEC =  Z  ADM =  R
△ A C E ДА М П 
h   b

7sc  r ,

ah __ abc
2 l r

$ -  =  △ (94)
Zu

abc

143. S ie  © e ra b e n , Юе1фе bie b re i  SBinfel e in es 
S re ie d S  b a lb i r e n ,  f ^ n e ib e n  р ф  im  S R it te lp u n tt  beS 
e in g e fф r ie b e n e n  Ä re ifeS , im jtocitcn brr Dier mertttürbigen 
fßuntte beS S re ie d S .
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• §äHt man auž bem ©uтфfфnittg^ 
fünfte N ber bie Sßintel A unb В 
halbirenben ©eraben bie ©entrechten 
ND, N E unb N F auf bie brei Sei* 
ten bež ©reiedg, fo ift (40) 
△ A N E ^  A A N F  unb A B N F Ä 
△ BND, fomit ND = N F  =  NE

©er mit bem fRabing ND um 
N betriebene Äreig gebt alfo Ьигф 
bie brei fünfte  D, E , F  unb »eil 
bie Seiten beg ©reiedg in biefen 
fünften  auf ben fRabien fentrecht 
{leben, finb fie Sangenten. 3>4 l 
man nun поф CN, fo ift

△ CND ^  △ CNE (49)
alfo Z D C N ^ Z E C N ,  fo bag alfo аиф bie ^albirungglinie 

beg britten 2ßintelg Ьигф N gebt. —
*144. S i e  ^ l ä ^ e n j a b l  e in e g  © re ie d g  ift д Ш ф  b e r 

h a lb e n  S u m m e  b e r  S ä n g c n ja h le n  f e in e r  b r e i  S e i t e n 
m u l t i p l i c i r t  m it  b e r ß ä n g e n ja b l  beg ŽRabiug beg einge* 
fф r ie b e n e n  Ä re ifeg .

Se^i^net man bie ßängenjahl beg fRabiug beg einдefфriebeпen 
Äreifeg mit Ģ, fo ift

• △ ABC =  △ BNC +  A C N A  +  △ ANB 
’ △ =  7s a ? +  7« bp +  7г co

А  =  7а (a  +  b +  c) e ober 
_  2 A 

a  +  b -f -c
*145. © ag  Q u a b r a t  ber ^1 аф еП 1 аЬ 1  e in e g  © re ie d g 

ift д Ш ф  bem  fß ro b u tt  ber ß ä n g e n ja h l e n  b e r fR ab ien 
b e r v ie r  G re ife , » е !ф е  $ид1е1ф a l l e  b r e i S e i t e n  b e g ® re i  = 
edg  b e rü h re n .

6g gibt j» a r nur einen Äreig, »е1фег bem ©reied ABC einge* 
fфrieben »erben tann; h e lfe t man aber bie fRebenmintel von А, В 
unb C, fo fфneiben йф biefe ^albirungglinien in 3 fünften N', N" 
unb N'", »е1фе litte lpun tte  breier Greife finb, von benen jeber eine 
Seite beg ©reiedg birett, bie anberen in ihren Verlängerungen berührt. 
&езе1фпе1 man bie ßängenjahlen ber brei fRabien biefer Greife mit 
p', o", °'", {° finbet man

△ ABC =  △ N 'AB +  △ N 'A C —  △ N'BC
△ =  7s cp' +  7s bp' — V, ap'
△ =  i/2 (b +  c — a) p'. ©benfo finbet man
△ =  7 t (a  — b  +  c)p" 
△ =  »/, (a +  b - c ) p ' " .
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Фпгф Multiplication ber brei lebten ©leidjungen unb ber сфп* 
liefen auž 144 erhält man mit Э1й<±|гф1 auf (98)

△ 2 =  p p'p"p"' ober
△ =  i^p .p '.p " .p " '.

Seicht ergibt Пф аиф поф bie {фойе Dielation:

l = l + l+ ±.p p' p"'

146. © ie  b r e i  ^ b Ļ e n  e in e ž  © r e ie d ž  ?ф п .еН еп  f iф 
in  e in em  iß u n f t ,  im britten ber bier iticrfwürbigcii gunite bež 
©reiedb.

Tian jie^e AD  I B C ,’B E 1 AC, C F 1 A B
GH II BA, H I II CB, IG  II AC,

bann if ta u ф A D ± IH , B E 1 G I , C F1G H .
ferner ift HC =  CG, weil jebe =  AB (56)

IB  =  BG, weil jebe =  AC
HA =  AI, weil jebe =  BC.

6$ finb (omit bie фёфеп bež ©reiedž ABC jugleid) bie Gent* 
геф1еп in ben Tlitten ber «Seiten bež ©reiedž 
GHI unb muffen Цф (140) in einem fünfte 
ТфпеЛеп.

147. © ie  © r a n ž v e r f a l e n  »on  ben 
S S in te l f p i^ e n  e in e ž  © r e ie d ž  п а ф 
ben T l i t t e n  b e r (S egenfe iten  {фпе1Ьеп 
П ф  in  e in em  ^ u n f t ,  bem v i e r t e n 
m e r tw ü r b ig e n  $ u n t t  (те1фег аиф ber 
©фтегрипН bež ©reiedž genannt Wirb).

Tian jie^e jWei biefer ©ranžverfalen AD unb BE, те!фе рф in 
S fdjneiben, balbirt AS in H, BS in G unb jie^e bie ©eraben DE, 
EH , HG unb GD, fo ift E D  #  HG, weil 
jebe II AB unb =  V» AB (102) alfo DEHG 
ein II gramm unb (62)

D S =  SH =  HA 
E S =  SG =  GB. '

$ebe biefer ©ranžverfalen Wirb alfo 
Ьигф eine anbere fo geteilt, bafj ber ©игф* 
fdjnittžpuntt S von ber «Spi^e boppelt fo 
ber Tlitte ber Segenfeite. §о1дНф müffen 
in einem ißuntt f^neiben.

Weit entfernt ift alž von 
рф bie brei ©ranžVerfalen

148. Son ben vier mertwürbigen fünften fallen ber jWeite unb 
vierte not^wenbig innerhalb bež ©reiedž, Wäprenb ber erfte unb britte 
аиф au^erpalb liegen tonnen.

3«  einem g^eiфfeitigen ©reied fallen alle vier mertwürbigen fünfte 
in einen jufammen.
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*149. 3 n  jebem  S e b n e n n i e r e d  ift 
b a ž Э le ф te d  a u ž  b en  d i a g o n a l e n  gleich 
b e r S u m m e  b e r  Э te ф te d e  a u ž  ben Se* 
g e n f e i t e n  ($tolemäif$er S ag ).

3  p t. fg =  ас +  bd
Wenn mit а, b, c, d, f, g, x, ber ЭТефе паф bie 
©eraben AB, BC, CD, DA, BD, AC, BE 
(ober аиф bie Sängenjahlen biefer ©eraben) be= 
{е1фпе1 Werben.

S  lo. 3Ran таф е ^  BAE =  z i  CAD 
d a  ferner ^  A BE =  Z  ACD

△ B A E rv  A C A D , 
х а .  .

— —  —  ober xg =  ас. 
e g  ö

3lbbirt man ju z(B A E  =  z iC A D  auf beiben Seiten ^ E A C , 
fo eradit man

Z B A C  =  Z E A I ) 
ferner ift z^A CB =  z iA D E 

△ ВАС M  A E A D ’
f — X

b
d 4— ober 
g

fg — xg =  bd 
xg =  ac 

fg =  ac -1- bd
3ft baž Sehnenbiered ein Эleфted, fo Wirb f  =  g, 
a — c, b  =  d unb man erhält

g2 =  a 2 +  b2, b. .̂
ber Щ рфадо^фе S ag  ift nur ein befonberer gall 
bež фtolemäifфen Sagež.

*150. Q n jebem  S e h « e n » ie r e d  »er* 
g a l t e n  П ф  b ie  d i a g o n a l e n  w ie  b ie  ©um*

m en b e r Э1еф1ейе a u ž  ben  S e i t e n ,  b ie  in  ih re n  6 n b p u n l= 
te n  ju fam m en fto B en .

1  — .? L ± J ? L 
^ ' g ad -(- bc

S w . Sertaufфt man bie Seiten einež Sehnenoieredž auf 
alle тодНфе Sßeife unter einanber, fo entftehen поф jWei neue Seinen» 
oiered, fobaB ber Seite a im erften bie Seite c, im {Weiten bie Seite 
d, im britten bie Seite b gegenüberfteht.

$ebež ber neuen Sierede Ļat mit bem urfprünglidjen eine dia= 
gonale gemein, Währenb bie neuen diagonalen in beiben Siereden



49

einanber дЫф pnb unb mit h b e d n e t  werben mögen. iāRan erhielt

in 149 gefunbenen läfet йф je^t jebe diagonale auž ben bier Seiten 
Ьегефпеп.

*151. Я И е§1йф епза$1 e in e s  S e h n e n v ie re d S  ift gleich 
bem p r o b u f t  ber k ā n g e n ja Ļ le n  fe in e r  b r e i d ia g o n a le n , 
b io ib i r t  Ьигф  bie vierfache Sängen jah l beS S lab iuS  beS 
ипОфпеЬепеп KreifeS.

ABCD =  △ ABC +  △ ADC ober (142)

и ~  4r 4r 
_  (ab f c d ) g

K —  4r

4r
152. Qn jebem S e h n e n v ie r e d  ift bie Summe ber Se« 

genw intel =  2 R.
die SBintel A unb C (unb ebenfo bie SBintel В unb D) flehen 

jufammen auf ber ganzen Kreisperipherie, finb alfo jufammen halb fo 
grofe als ein Sentriwiufel, ber auf ber ganzen Peripherie fteht, b. h- 
=  2 R.

SBenn alfo in einem tiered bie Summe ber Segenwinfel lief 
ner ober gröfeer als 2 R ift, fo läfet рф fein Kreis bemfelben um= 
fфreiben.

153. ЗВепп in  einem S ie re d  b ie  Sum m e be r Segen« 
W intel =  2 R ift, fo geht bie K re is l in ie , 
№е1фе Ьигф  b re i f ü n f t e  ge leg t W irb, аиф 
Ьигф  ben v ierten .

Sefefet, es ginge bie Kreislinie, Юе1фе Ьигф 
А, В unb С geht, шф1 аиф Ьигф D, fo mufe ре 
CD ober ihre Verlängerung in D' fфneiben. SS Wäre 
bann (152)

Z B  +  Z  AD'C =  2R. Э1аф ber SBorf. ift aber
Z B  +  ^ A D C  = 2 R
zZB +  Z A D 'C  =  Z B  +  Z A D C 

zZ AD'C =  zZ ADC, was иптбдНф ift.

154. 3 n  jebem  X a n g e n te n v ie re d  ip
© ф теЬ ег , Planimetrie.
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b ieS un tm e b e r erften unb b r i t t e n  S e ite  g le t$  berS um m e 
bet jW eiten  unb  v ie r te n  S e ite .

a p t .  AB +  CD =  ВС 4 - DA.
33 tv. Д А Е М ^ Д А Н М , alfo 

AE =  AH, ebenfo 
BE =  BF •
CG =  CF 
D G =  DH

AB +  CD =  BC +  AD.
SBenn alfo in einem Sieved bie Summe ber erften unb britten 

Seite шф1 gleich ber Summe ber jWeiten unb Vierten Seite ift, fo 
lägt Пф bemfelben fein Kreis Ļineinbefфreibeп.

155. 3 n  jebeS S i e r e d ,  in  bem bie S u m m e b e r  erften 
unb  b r i t te n  S e ite  дШ ф  ber S um m e b e r ^ W e ite n  u n b 
V ierten S e i te  ift, l ä | t  fiф  e in  K re is  be fф re ib eп .

Sw. 3Kan Ļalbire ben SBinlel A unb В; auž bem S)urфfфnittS^= 
punit M ber §albirungSlinien fälle man bie S e u fz te n  MH, ME 
unb MF, fo ift

△ АМН ^  Д А М Е ; △ BME ^  A B M F, alfo 
MH =  ME =  MF

©in Kreis, mit einer biefer Linien als §albmeffer um M Ье}фпе= 
ben, berührt alfo bie ©eraben DA, AB unb BC. ©S ift aber аиф

AH =  AE
BF =  BE

AH +  BF =  AB. Лаф ber Sorf. ift aber
AH +  HD +  BF +  FC =  AB +  CD

HD +  FC =  CD.
ЗЛаф1 man nun DG =  DH, fo ift аиф 

CG =  CF.
M F2 =  MC2 — C F 2 - MC2 — CG 2 
MH2 =  MD2 — D H 2 =  MD2 — D G 2 
MC2 -  CG 2 =  MD2 -  D G 2.

pieraus folgt aber, baß M G I D C , benn tväre bieS шф1 ber 
§all, fo tonnte man eine anbere S e n t i t e  sieben, ettva M i l  DC 
unb bätte

MC2— CI2 =  MD2— D I2

C I2 — CG2 =  D I2 — D G 2, WaS иптодПф ift.
Somit ift MG 1 DC, bann ift aber

MC2 — CG2 =  MG2, alfo
MG2 =  M F2

MG =  MF, b. Ķ bie Kreislinie mit bem ^albmeffer MF 
berührt аиф bie ®erabe CD.
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156. Um jebeS Quabrat unb um jebeS Я е Ы  läßt Пф ein Ягей 
Ье|фге1Ьеп, unb in jebeS Duabrat unb in jeben R^ombuS; um unb in 
anbere Parallelogramme ni^t.

157. Gin Sieled, in bem alle Seiten einanber glei$ unb aud) alle 
Sßintel einanber gleich finb, Reifet ein re g e lm ä ß ig e ^  Sielecf. S a in 
einem n»@d bie Summe aller SBinfel =  (2 n — 4) R ift (38), fo ift 
jeber SBinfel eines regelmäßigen n»©dS =  (2 — 4/n 

R e g e lm ä ß ig e  iB ie le d e  von g le ich e r 
S e i te n z a h l  f iu b  e in a n b e r  й ^пИ ф .

158. U m  unb in  jebeS  re g e lm ä ß ig e 
S i e l e d  l ä ß t  П ф  ein Ä rc is  b e t r e i b e n .

8  to. Rian Ribite bie ÜBintel A unb В unb 
verbinbe ben ®urфfфnittžpunft M ber §albirungž» 
geraben mit allen ©den, jo iß Z p  =  Z q 

AM =  BM.

®eil ferner Z q  =  Z r 
AB =  BO 
BM детеЫ фавйф 

△ AMB BMC .
AM =  CM 
Zip — Z is 
z ip  =  ’/2 Z A  =  V2 Z C 
Z s  =  Vg Z C  =  Z t 
BC =  CD 
CM gemeinfфaftliф 

△ BMC M  △ CMD 
BM -=  DM u. f. to.

Sille ©den finb alfo von M gleid) toeit entfernt . 
Rlittelpunft beS ипИфпеЬепеп ÄreifeS. Фа gleiche ©ebnen vom Rüttel» 
punft gleiф toeit entfernt finb, fo finb аиф bie Senfredßen von M auf 
bie Seiten beS SieledS alle einanber д1е1ф, b. h- M ift аиф ber Rüttel» 
punft beS eingefфriebeneп ÄreifeS.

159. S ä ß t  П ф  b e r  U m fa n g  e in e s  Ä re ife S  in  e ine  be» 
l ie b ig e  3 “ П  д1е1ф ег S t e i l e  z e r le g e n ,  fo b i lb e n  bie ju 
ben gleichen  S o g e n  g e h ö r ig e n  S e i n e n ,  fo ivie bie Ь игф 
bie ^ h e i l u n g S p u n f t e  gezogenen  S a n g e n t e n  r e g e lm ä ß ig e 
S  i e l e d e.

S  то. 1) S ie Seiten finb einanber дШф, toeil ju д!е1феп Sogen 
д!е1фе Seinen gehören, bie SSinfel finb einanber дЫф, Weil ße peri» 
Pherietointel auf дЫфеп Sogen finb.

2) Serbinbet man bie ©den Ьигф Serabe mit bem Rüttel»
4*
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____^  punft unb zieht bie Fabien zu ben SerührungSpunften, fo
finb je zwei an einer SdeliegenbenSreiede einanber ton» 
gruent, z- S . △ acm  ^  △ b c m , worauf folgt, 

V ; baß bie vom litelpunlt ju ben ®den gezogenen ®e=
»Y I у  raben bie von ben ©entrechten gebilbeten SBinkl hab 

- biren. Severe waren als Sentritvinfel auf gleiten 
Sogen aneinanber gleich, alfo finb её auch ihre Hälften. 

3Ran ertennt jeßt leicht bie Songruenz aller vorhanbenen Sreiede, 
Woraus Пф bie ЯНфНдкй ber Sehauptung ergibt.

160. S a n n  m an  in  ober um e in en  S re iS  e in  r e g e l ’ 
m äßigeö n»®d b e fф re ib e n , fo l ä g t  П ф  аи ф  ein  r e g e l’ 
m äß igeö  2 n»®d in unb um ben S r e iē  b e fф re ib e n .

ЯЛап Ьгаиф! nur bie д1е1феп Sogen (ober bie zugehörigen бен* 
triwinkl) zu halbiren unb bie nöthigen ©ebnen unb Sangenten ju 
jiehen.

161. S i e  © eite  Ьеё re g e lm ä ß ig e n  © e ф ё e d ё  ift дШ ф 
bem ^ a lb m e ffe r  Ьеё u m fф rieb en en  S re ife S .

S o rf . AB bie ©eite Ьеё regelm. ©eфёedё.
S p t. AB =  AM.
Stv. S a  AB bie ©eite Ьеё regelmäßigen ©eфёedё ift, 

* ___ц fo ift Sog. AB =  ‘/в Ьеё SreiēumfangeS unb -Z 
AMB =  % ß - «Ио ^  MAB +  ^  MBA =  */s  R, 

/  \ ____ \  unb iveil beibe SBintel einanber д1«ф finb', ift jeher
=  2/s  R. △ AMB ift alfo gleiфwinflig, mithin 

\  у  аиф gkiфfeittg unb AB =  AM.
^ — ^ Srägt man jeßt ben ^albmeffer alē ©ebne im

Streife herum, fo Wirb ber Umfang beēfelben in 6 Steile, alfo аиф 
in brei дк1фе Sheik geteilt 9Лй Stüdficßt auf 160 tann man fo= 
mit behaupten:

3 n  unb  um jeben S r e iē  l ä ß t  Нф e in  reg e lm äß ig eё 
S i  e led  von 3, 6,12, 2 4 , . . .  ü b e rh a u p t  von 3.2“ © e ite n  be = 
fф reiben .

162. S e r b in b e t  m an  in  einem  S te i f e  bie ® n b p u n t te 
zw eier zu e in a n b e r fe n f re ф te n  S u r ф m e f f e r ,  fo e r h ä l t 
m a n b ie © e ite b e ё e in g e fф r ie Ь e n e n re g e lm ä ß ig e n S ie re d ё .

Qn unb  um jeb e n  S re iS  l ä ß t  f iф  a lfo  ein  regel» 
m äß ig e s  S ie le d  von 4, 8 ,1 6 , . . .  ü b e rh a u p t  von 2U © e iten 
bef ф reiben.

163. S i e  S e i te  Ьеё einem  S re if e  е { п д е (ф п е Ь £ п е п 
re g e lm ä ß ig e n  g e h n e d ē  ift д Ш ф  bem g rö ß e re n  © tü d 
beē ^ a lb m e f f e r ē ,  w enn b ie fe r fo g e t e i l t  w irb , baß fe in 
g rö ß e re ö  © tü d  baS g e o m e tr ifф e  HRittel zw ifф en  bem 
Š a b iu ē  unb fe inem  a n b e rn  З lb fф n it t  ift (ober wenn Ьаё
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Quabrat über bent größeren Stüd gleich iß bem Э1еф1еЛ auž betn 
3labiw8 unb bem Heinern Stüct).

2öenn AB bie Seite bež regelmäßigen З ф ч е й  iß, fo ift
^ M  =  2/5 R, alfo
zT A 4- ^  MBA =  % R unb X  'X B
^M B A  =  */6 R. /

Wan siebe jeßt BC fo, baß Z  MBA balbirt Wirb, " ( У 
fo ift ^  ABC =  z i  MBC =  2/5 R unb ^  B C A =  \  /
*/s R, folglich " —

△ ABC <v △ AMB, fomit
AB _  AM
AC ~  AB

63 ift aber аиф AB =  ВС =  MC, alfo 
MC AM , 
. P  ober MC2 =  A C . AM.

3ßan würbe alfo bie Seite beS ge^necte erbalten, Wenn йф ber 
§albmeßer auf obige SSeife feilen ließe. SBir Ье^фпеп bežbalb bie 
SāngenjaĻlen non MA, MC unb CA ber йефе паф mit г, x unb 
г —X unb erĻalteu

x 2 — r ( r— x) =  r2 — rx

-r-O’-̂
pierauš ergibt рф folgenbe Äonßruttion:
9Wan етф1е auf MA in A eine Senfreфte AO =  */2 AM 

unb jieße OM. Schreibt man nun mit AO alž
^albmeßer um О einen ÄreiS, fo ift x bie ßängenjabl /  0  J  ^ 
toon MP. Ш1аф1 man епЬНф MC =  MP, fo iß ber )
§albmeffer auf bie »erlangte 2Seife geteilt | У

$iefe Steilung ift unter bem tarnen „ber gob ‘ С Д
bene Sdiuitt" betannt. ®ie ß^tig teit ber Äonftruftion läßt рф аиф 
leidß birett jeigen:

Й  =  MF (135) M A  =  2 AO =  PQ
MQ _  MA
MA 1 ~  MP MC = M P

MP
MA

_ A  C 
—  MC
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M C _  AC 
MA —  MC ober MC2 =  A C . AM.

Um u n b  in  je b e n  Ä re iS  l ä g t  П ф  a lfo  e in  re g e lm ä ß ig 
geS P ie le c i  von  5, 10, 20 . . . ü b e r b a u e t  v o n  5.2® S e i t e n 
b e t r e i b e n .

146. ©rägt man von A auž bie Seite beS SeфSedS AB unb 
___ в  bie Seite beS SeĻnecfš АС паф berfelben Seite in 

{ _____________ bie Kreislinie hinein, fo ift Sog. BC g — ~ = ^

( у  beS KreiSumfangeS.
\  у  Um u n b  in  je b e n  .Streik l ä ß t  Пф alfo ein

— "  re g e lm ä ß ig e s  S i d e d  v o n  15, 30, 60 über»
V a u p t vo n  15.2n S e i t e n  b e fф re ib e n .

165. Sei einem regelmäßigen Sieled von n Seiten ift bie Sängen» 
jaĻl u feinet Umfanges baS n faфe ber Sängenja^l a einer feiner 
Seiten, alfo

u =  na
unb b ieg ^en ja fy l v дШф bem Ļalben ißrobutt auž ben SāngenjaĻlen 
beS Umfanges unb beS ^albmeßerS beS eingefфriebenen KreifeS

_  HL 
~  2

ivaS рф 1е1ф1 ergibt, Wenn bie §1афе beS SieledS als eine Summe 
F von ©reiedeit angelegen Wirb, bie фге gemeinfame 

Spi^e im 3Jtittelpuntt Ļaben.
166. © ie  U m fä n g e  r e g e l m ä ß i g e r  S ie l» 

ede  von g le iф e r  S e i t e n j a ^ l  v e r g a l t e n  f iф 
j to ie  b ie  fR ab ien  b e r um= u n b  e in g e fф r ie b e  = 

nen  Ä re ife , i^ re  ^ 1 й ф е п  »nie b ie  D u a b r a t e 
f  b ie fe r  fR abien.

©aß
u   а   p __ r
u, a, p, r,

' . v a 2 p2 r 2
unb — =  —„ =  —„ = v, a,2 p,2 r ,2

- folgt 1«ф1 auž A B C D E F ^  A,B,C,D,E, △ AMN
ro △ A,M,N, unb △ ABM <-o △ A,B,M. —
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IX. jUpitef.

Rektifikation unb öluabratur bes Greifes.
167. © er Umfang beS um gef^riebenen 2n=®dS iß 

{(einer a ls  bet bes umgef фпе benen n»@ds, ber beS ein» 
gefфНеЬепеп 2n»®dS ift größer a ls ber beS e in g e ftrie» 
benen n»ßdS.

Sm. 1) AF <  CF 
GB <  GD

AF + F G  +  GB <  CD 
2 FG <  CD 
2n . FG <  n . CD

2) AE +  EB >  AB 
2 AE >  AB
2 n AE >  n . AB.

168. ®enn man alfo bie Seiten jaulen ber um» unb eingetrie» 
benen regelmäßigen Sielede immer Weiter verboppelt, fo nehmen bie 
Umfänge ber elfteren immer mein ab, bie ber zweiten immer mehr zu. 
SBie groß nun aber аиф bie Seitenzahl biefer Sielede Werben mag, 
ber Umfang beS umtriebenen SieledS tann Ьоф n t t  unbegrenzt ab» 
nehmen, ba es ja immer поф ben Kreis einfфließt, ber Umfang beS 
eingetriebenen SieledS tann wieber n t t  größer Werben als bie Re 
umtließenbe Kreislinie. ®ie Umfänge beiber Sielede nähern f t 
alfo bei fortbauember Serboppelung immermehr bem KreiSumfange 
felbß. Büglet nähern f t  aber аиф bie §1афеп jener Sielede fort» 
Währenb ber KreiSßäфe, uub man tann alfo ben K reis a ls  ein 
regelm äßiges S ie led  von ипепЬИф vielen S eiten  an» 
f e p e n.

169. ®ann gelten aber аиф bie für bie regelmäßigen Sielede 
gefunbenen Säße für ben KreiS:

Sille Kreife finb einanber ä^ n lt (157).
Зфге Umfänge vergalten f t  wie ihre fRabien: (113)

P =  1
P, r,

Зфге §1афеп vergalten f t  Wie bie Quabrate ber SRabien
к _ r2

К ГЛ
®er §albfreis über ber §ppotenufe eines гефйшпШдеп ®reiedS 

ift g le t ber Summe ber ^albtreife über feinen Katheten (116).
Sie §läфenzahl eines KreifeS ift g le t bem falben Srobuft ber 

Sängenjaßlen beS Umfanges unb beS ^albmeßerS. —
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170. 5lug ber Steigung — p =  Г  f0 ^

P =  *  ober
Г г,
p = 
2г 2r,

b. Ļ. bag SSerĻāltnife beg Umfangeg jum ©urфmeffer ift bei allen 
Greifen bagfelbe. Siennt man bie 3 ^ 1 , toie oft ber Фигфте^ег in 

ber ißerip^erie enthalten ift я , alfo ,  =  я , fo erhält man

p =  2 г я 
к  =  г * я.

6$ liefee рф alfo fotool bag SSerĻāltnife ber ßreiglinte jur Sängen» 
ein^eit (fRettifitation beg Sreifeg (alg аиф bag 53er^ältnife beg Äreifeg 
jur §1афепепфей (Quabratur beg Äreifeg) ermitteln, trenn bie 3 ^1 
я  beftimmt märe, я  läfet Дф aber nur annä^erunggtoeife beftimmen, 
unter anbern аиф Ьигф folgenbe ЗЛефоЬе:

171. Slug ben ^ 1 а ф е п ja u le n  beg е1пде?ф ггеЬенел 
n u b  beg u m g e fф г iebenen  n*@ dg l a f f e n  Пф bie §1аф ен» 
ja u le n  beg еЙ 1де{фпеЬепеп 2n = @cfg Ьегеф пеп.

С F
AB ift bie Seite beg einge^riebenen n»ßdg 

je о  ] A E = E B  « s s s 5 2n=6dg
' <= ^ /  CD = = = = umHriebenen n»(£cfg

/ А \  \ и EG ^  > г = 2n&fg
/  E n fei bie §läфenJaĻl beg einдefфriebenen n»@dg

/  E 2n = » = = = 2n=®dg
M Un = = = « ит|фпеЬепеп n»@dg

U2n » » * =■ * 211 6(fg
A MHA ~  A MEC 

ME _  MC 
MH MA

A MCE _  MC
△ МАЕ М А

△ МАЕ _  ME
△ МАП ~ М Н
△ МОЕ _  △ МАЕ
△ МАЕ ~  △ МАИ

2 п .Д  MCE =  2 п ^ А  МАЕ
2п Д М А Е  2 п  А М А Н
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Un __ E 8n
E& ~  Е п

E 2n =  / Ē T U „
Д  MCF =  MC _  ME _  д  МАЕ 
△ MAF A M  M H  △ МАИ

△ MCF +  ļ  =  △ MAE
△ MAF △ MAH
Д  MCE =  △ MAE 4- △ MAH
△ MAF △ MAH

Wlultiplicirt man auf beiben Seiten mit — , fo folgt
U„ E 2n +  E n
U 2n -  2 E n

_  2 E n Un 2 E s *
^ “ E . +  E*. E" +  E žn

172. © е геф п н п д  bon я  m itte lf t  ber F o rm e ln

gä^rt man fo fort, fo ergibt Цф folgenbe Sabelle:

S c ite n ;a b l 51афепм^1еп ber
etngef^rtebenen S ie M e  ļ bet u m iirieb en en  S ietede

4 2,00000 r 2 4,00000 r 2 •
8 2,82842 r 2 3,31370 r 2

16 3,06146 . 3,18259
32 3,12144 . 3,15172
64 3,13654 . 3,14411

128 3,14033 3,14222
256 3,14127 3,14175
512 3,14131 3,14163

1024 3,14157 3,14160
2048 3,14158 3,14159 . ..
4096 3,14159 3,14159

4 * *
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©S betätigt fid) alfo Ьигф biefe Вегефпипд, bap bet fortbauern» 
ber Berboppelung ber Seiten bie §1йфеп ber ein» itnb ln^!gefфriebenen 
Bielede рф immer mehr ber KreisPäфe nähern, fo bap ?фоп beim 

4096 ©cf ber llnterfфieb weniger als . vom Quabrat beS Sia» 

bins beträgt.
©a fomit

к  =  3,14159 r 2

unb к  =  я  r 2, fo folgt
я  =  3,14159

22 
Sфon2lrфimeЬeS inSpracuS ( |  212 v. ©hr.) beftimmte я  —  у  —3,14(2). 

SubWig von Geulen*) (?01{фПф Subolf von ©öln genannt) beftimmteя  auf 
35 ©ecimalfteUen: я  =  3,14159265358979323846264338327950288. 
©iefe^ahl h ^  baher аиф häupg bie Subolf ?фе $ahl. ©inen leicht jumer» 
fenben2luSbrudfanbBletiuS (17. ЗФфипЬеН) я = ? Ц = 3,141592(9). 
Bleift genügt я  =  3,1416. loo

*) ®r tear ein © eutf^er Bon ©ebnet, ber аиф eine 3eitlang in SiBlanb lebte, 
fpäter aber ļlref. in Serben tear.

Яиф паф ber oben entwidelten Biethobe tonnte bie Вегефпипд 
genauer geführt Werben, viel bequemere Biittel bietet aber bie höhere 
Blathematit, fo bap ©laufen in ©orpat fogar mehr als 500 ©ecimab 
ftellen für я  Ьегефпе! hat.

*173. Qnbem man alfo bie дИафеп^аЬ! eines Greifes mit fehr 
weit gehenber Annäherung Ьегефпеп tann, läpt рф аиф bie Seite beS» 
jenigen CuabratS Ьегефпеп, beffen Qnpalt bem beS ÄreifeS д1е(ф ift. 
©rägt man nun auf eine @erabe fo viel Sängeneinheiten auf, als es 
bie Ьегефпе1е SāngenjaĻl angibt, unb Ье(фгпЬ1 barüber ein Quabrat, 
fo ift biefeS fehr nahe дШф bem Greife, ^nfofern ift bie Quabratur 
beS ÄreifeS ausführbar. 3 n  ber Art aber, wie früher jebeS Bielecf 
Ьигф blope Konftruttion in ein ф т  fIäфengleiфeS Quabrat verwanbelt 
Würbe, in ber Art ift bie Quabratur beS Streifes иптбдНф.

Bei bem langen unb оегдеЬПфеп Sudden паф biefer Quabratur 
beS ÄreifeS fanb man inbeffen, bap рф für einige von Kreisbogen be» 
grenzte §10феи gerablinige Figuren, alfo аиф Quabrate, von д!е1фег 
®röpe bilben laffen. ©avon jum ёф1ир einige Beifpiele:

B e fф r e ib tm a n  a u s  bem B l i t t e l p u n t t  e in e s  Q u a b r a tS
A B C D  e in e n  § a l b f r e i S  E F G  u n b  um 
A u n b  В jw e i  B i e r t e l t r e i f e  E H  u n b  GH, 
fo ift b ie  v on  je n e n  K r e i s b o g e n  b e g re n z e 
§ 1 0 ф е  H E F G H  (bie f. g. A r t  beS jpippo» 
f r a te S )  h a lb  fo g ro p  a l s  baS  Q u a b r a t 
ABCD. ©er Beweis ift 1е1ф1

Söenn m an  ü b e r  bie S e h n e  AB e in e s 
B ie r t e l t r e i f e S  M A D B  e in e n  § a l b f r e i s
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А ЕВ b e t r e ib t ,  fo ift bie »on Äre iS bogen begrenzte ^ I ä ф e
(L u n u la  H i p p o c r a t i s )  gleich bent O u a - 
b r a t  über bent S tab iņ š  beš ^ a lb t r e i f e š .

8 to. ^albtreiš ABE — x/2 AC2 n
Sierteltreiš MADB -  J/4 АМ2 я  =  */2 AC2 n
§alWreiš ABE =  Siertelfreiš MADB.
linunt man auf beiben Seiten beš Segment 

A DB fort, fo bleibt

Sunula ADBEA =  △ ABM = □  ACMF.
® e f$ r e ib t  m an über ben b r e iS e i te n 

eine» r e n t m in  fü g e n  © re i edš ^ a lb t re i fe , 
fo ift bie Sum m e ber beiben  ЗИопЬфеп 
bent © re ie d  ABC.

E

L unb M gleich

ū

Srurf ton @. Äreijfinj in Seipüö-



3tn Gerlage »on 3. ßacmripcr tn S tiga erf^icn ferner:

Glaefe, ®., Staatžrath, Dir natürlichen /am ilien brr wilbwachfenbcn 
pljanerogamcn ber baltifфen Grooinjen £iv=, Āur= unb ©fthlanb. 
Gearbeitet jum ©еЬгаиф bei botanif^en ©jcurfionen. Wit |ефЗ 
tafeln ?lbbilbungen. ^reis 1 2$tr. ober 1 Stubel 20 Äop.

------- fiatedjiemno ber dljtmie für ben ®lementar4lnterri$t in ber 
Wineralogie. 12 Sgr. ober 48 Äop.

Gornbanpt, Dr. ® ., feitfaben beim Unterricht in brr ©eograph« 
toon 2io=, @fth- unb Äurlanb. 5 Sgr. ober 20 ^op.

------- fierte brr ©ftfecprooinjcn jum ©еЬгаифе beim U n te r s t 
auž bem ßeitfaben. 10 Sgr. ober 40 ftop.

©er ßeitfaben mit ber Äarte jufammen genommen
1 2 ^  Sgr. ober 50 Äop.

^riftianiz Dr. 1 ,  OenerakSuperintcnbent toon ßiolanb, e in  Wort 
über bie Subenmiffion. 6 Sgr. ober 25 Äop.

------- Gemertungen jur 31 иS le g иng ber S lpocalppf e mit befonberer 
Stüdficht auf bie фШ а^фе grage. T42 Sgr. ober 30 Äop.

^almfing, 3 - £0-, Oberlehrer, Sic Keformationsgefchichte Piolnnbs 
in ihren ©runbjügen bargeftellt. 10 Sgr. ober 40 Äop.

fcbenofrage, eine wichtige, ber heutigen ßanbioirthfehaft in Getreff 
ber Gerioerthung ber ОеНифеп unb bež ЯпофептеДОЗ.

5 Sgr. ober 20 Äop.

Mannhardt, Dr. phil., Privātdocent der Berliner Universität, Joh. 
Lasicii Poloni, de düs samagitarum libellus, mit Nachträgen von 
A. B i e l e n s t e i n .  8 Sgr. oder 32 Kop.

Wüller, B ,  Sie coangelifdj-hitļjcrifdļe fiirdje in Rnßlanb паф ihrem 
gegenwärtigen Stanbe unb ihrer SluSbehnung. 4 Sgr. ober 16 Äop.
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