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Vorwort.

@bgleid; id bei meiner Bearbeitung der Planimetvie mid) bemiibt
habe, bie geometrijdhet Sdige in einen organijhen Jujammenbang zu
bringen, fo Ednnen bod) mande Sipe, ald nidht wefentlid) in bas Spftem
geborig, beim erften Durchnehmen, oder wo dem febrer eine zu Furge
Beit sugemeffen ift, dibergangen werden. Solde Sdpe find mit einem
* Degeichnet.

Da die Geometrie nidyt blosd gefannt, jondern aud) gefonnt
werden joll, o mufp der Schiifer auger der Crfldrung und Begriindung
der Dauptidge nod) Gelegenbeit su jelbftthdtigen Uebungen haben.
Diefe Uebungen geben erft dasd volle Verftandnip und ermeden gleid)-
seitig Luft und Liebe jur Geometrie. Dennod) glaubte i)y die Aufgaben
fortlaffen zu biirfen, da fie nidht wefentlid) in bden Lebrbegriff der
Geometrie gehoren. Am wenigjten pafjen fitr ein Lehrbud) Aujgaben
mit gleich folgender Lojung, da foldhe ziemlid) ebenjo wenig niigen als
bag Lefen lateinijher Sdhriftfteller mit beigedructer deutidher Ueber-
feung. Der Schiiler foll bie Tojungen felbjt finden, und ihm barin
die Anleitung zu geben, das ijt die Aufgabe des Lebrers. Dem Lehrer
barf aljo wol aud) die Auswahl bder Aufgaben iiberlafen werden,
und bdiejem wird e3 an 6ammlun'gen geeigneter Aufgaben nicht feblen.
Jd evinmere nur an ,bie Geometrie der Alten” von Woedel.

Riga, October 1868.

G. Sdweder.



AbRirzungen.
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a 4 b beift a u b abbdirt.
a—b , b von a jubtvabirt.
a X b[
a wep "
+ @ burd b bividitt.
a<<b , a grifer al3 b.
a<<b , a fleiner als b.
a=">b , a glid b.
a~ b , adbnlid b.
a o~ b , a fongruent b.
a| b , ayarallel b
atb , a gleih und parallel b.
L » a fenfredht zu b.
< » Winkel.
R ,  tediter Winfel.

Fig.  ,  Figur.

a mit b multiplicirt.

A . Dreied.
flgr. »  Baralelogramm.
Bog. , Bogen.

Bor]. , DVorausjepung.
Bypt. ,,  Bebauptung.
Bo. , Beweis.



Cinleitung.

I Dorbegriffe.

1. Ales, wad einer Theilung oder Vervielfdltigung fdbig ift,
beift eine Grofe. —

Die Mathematif ift die Lehre von den Gropen. Sie hat e3
mit Grofen zweierlei Art zu thun und beipt Avithmetif, wenn fie
von ahlengrofen, Geometrie, wenn fie von Raumgrogen
banbelt. Wibrend es bei Bablengrofen blod auf die Menge der Ein-
beiten: anfommt, aus bdenen {ie bejteben, befigen die Raumgridgen Aus-
dehnung, und hangen ihre Theile ununterbrodhen zujammen, jo dap das
Cnbe des einen Theild zugleih der Anfang des andern ift. —

Grdpen, von benen eine ober ein Theil der einen fiir die anbdere
gefet werden fann, obne daB dadurd) etiwvas gedndert wird, beipen
gleidartig. Oleihartige Grogen heifen gleid), wenn man die
eine filr bie anbdere fesen fanm, ungleid), wenn zu der einen nod
etipad bingugefitgt tverden mup, um bdie andere hervorzubringen. Die
. erfte Grope ijt dann die fleineve, bie jiveite die grofere. —

2. Gin nad) allen Seiten vollftdndig begrenzter Raum ift ein
geometrifher Kovper; er ift die Form eined phyjijdhen Korpers. Die
Grenzen der Korper find Flddhen, die Grengen der Fidachen Linien,
die Grengen der Linien find Punfte. Cin Punft bat weiter feine
Grengen und feine Ausdehnung, jondern bezeichnet blog eine Stelle im
Raum. —

Da die Grenge eines Gegenftandesd fein Theil desjelben ift, jondern
blod angibt, mwo berjelbe aufhort, fo fann durd) Sujammenjegen von
Punften feine Linie, durd) Aneinanderlegen von Linien Feine Fldade,
durd) Aufeinanbderlegen von Fladen fein Korper gebildet werden. Wol
" aber fann dburd) Bewegung eined Punftes eine Linie, durcdh) Bewegung
einer Qinie eine Fldache, durch Bemegung einer Flache ein Kodrper erzeugt
werden. Die Linie ift dann die Spur, der Weg des bemwegten Punites
und erhdlt eine Ausbehnung: die Ldnge; eine Flade ijt der Weg
einer Demwegten Linie und erhdlt nod) eime zweite Ausbehnung: bdie
Breite; ein Kovper ift der Weg einer bewegten Flide und erhalt
nod) eine dritte Ausdehnung: die Dide (Hihe oder Tiefe). Da ber

Sdwebder, Planimetrie. 1
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Weg, Den ein Korper im Naum juriidlegt. wieder ein Kbrper ift, fo
gibt 8 blog drei Naumgripen: Linien, Flichen, Korper. —

3. Ooll ein Punft durd) ftetige Betvegung eine Linie bejdyreiben,
fo muf er in irgend einer Ridhtung fortgehen. Vebdlt er dabei die
einmal eingejhlagene Richtung fortmwibrend bei, o entjteht die gerabe
Linie oder Gerave. €ine Gevade if: alfo eine Linie, die in
allen ibren Theilen diefelbe Nidhtung bhat  Aendert der
fih bemwegende Punft aber feine Richtung beftandig, jo entftebt eine
frumme Linie. €8 gibt nur eine Arc gerader, aber unziblige Arten
frummer Yinien. —

€ine Gerave ift beftimmt durch eimen Punft und die Ridhtung,
in welcher diefer Punft fortgehen miifte, um die Gerade ju bejdyreiben.
Daben alio 3wei Gerade einen Punft und die Ridtung
gemein, jo fallen jie gang gujammen. Diefe Nicdhtung ijt aber
aud) durd) einen gweiten Punft der Geraden beftimmt, daber ift aud
die Gerade durd) zwei Puntte beftimmt oder: Jwifdhen jwei Punt:
ten ift nur eine Gerade moglich; und eine begrenzte Gerade ldft
fih nur auf eine Art verlangern. Weun aljo eine Gerade jo gedreht
wird, daB jwei ibrer Punfte fejt bleiben, fjo legt fie feinen Weg im
Raume guviid, jondern bleibt in ihrer Lage. Bugleidh ift eineGerade
die Fitrzefte Entfernung ywijden zwei Puniten —

4. Gine Flade beift eben oder eine Ebene, wenn jede Gerabde,
weldhe irgend 3wei Punfte der Fldache mit einander verbindet, mit ihrer
gangen Ausdebnung in diefer Flade liegt. Hat eine Gerade jwei
* Punfte mit einer Chene gemein, jo liegt fie ganz in derfelben.

Jeve Flade,,in welder fid nidt nad) allen Ridtungen Gerade
siehen lafjen, I)eif;r eine frumme Flache. €3 gibt nur eine Art ebener,
aber unzdblige Arten frummer Fladen. — :

5. Al Grengen an einem Korvper betrachtet find Linien und
Hlachen auch feibjt iieder begrenzt unbd endlid). Da aber der Raum
im allgemeinen al8 unendlidh aufgefafpt werden fann, jo fann man fid
auch alle nidht gejchloffenen Linien und Fladen itber ihre Grenzen hinaus
in Unendliche verldngert benfen. ©So wird der unemdliche Raum durd)
eine unendliche Cbene, diefe durch eine in ihr liegende unendliche Gerave
und diefe durd) einen in ihr liegenden Punkt in zivei Theile gejdyieden. —

6. Derjenige Theil der Geometrie, der blod von den raumlichen
Geftalten handelt, die in einer Ebene liegen, beifit Geometrie der
Cbene oder Planimetrie, zum Unteridiede von der Geometrie
de8 Raumes oder der Stereometrie, mwelde bdie beliebige Lage
von Linien und Fladen im Raum, fo wie die Korper behandelt. —

II. Allgemeine mathematifdye Grundfige.

7. Gleidhe Grofen fonnen fiiv einander gefept mer-
den, obne dbap dadurd etwasd gedndert wird. —

8. Das Gange ift groger als ein Theil desfelben
und gleid) der Summe jeiner Theile. —
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9. Bmwei Gropen, die einer dritten gleid) jind, itnb
aud) unter einander gleid.

BVorj.a=Dh
c:b
Bpt.a—c

B, Sept man in der erften BVof. ¢ ftatt b (7) fo ift die
Ridtigeit der BVehauptung ermiefen.

10. Jit von 3ivei gleidhen Griofpen die eine einer drit-
ten ungleid), jo ift aud) die andeve der dritten ungleid
mit bemielben llng[etd)bettésetd)en

Borf.a=Db

b>c

Bypt. a>c
V. Sept man in der gegebenen Ungleichheit a ftatt b
(7) fo erbdlt man bdie éBeI)auptun%[
& einer ,

11. Wenn eine Grife grv-ﬁ— ift ald die ymeite, und
Diefe fle;gef als die brttte jo ift aud die erfte f[eu;:t' alg
dDie dritte.

Borf.a< b
b<e
Bpt. age s
Bw. EG3feiat+x=D>b
b+z=c¢
aljo (7) atlx+z—c
und (8) a<<c

12. Gleidyes, 3u Gleidhem addivt, von Gleidem jub-
trabirt, mit Gleichem multiplicirt, burd) @letd;eﬁ dDivi-
dirt, gibt Gleides.

BVorf.m =n

P9
Bypt. m 4 p -

=n+q
m—p=mn—gq
m.p=n q N
B L
P g
Bw. Offenbar it m +p=m +p
m—p ::m——p
- — o P
SN
P P

1*
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Geﬁt man auf der recdhten Seite ftatt n jtatt-m und q ftatt p (7),
* o erhdlt man die Behauptung.

13. Gleides, 3u Ungleichem addirt, von Ungleidem
fubtrabict, mit un?leidyem multipliciet, in Ungleides
- Dividirt, gibt Ungleiched mit demjelben Ungleidhheits-
~ geidyen. ;

\ LBorf.m >n

g9

Hpt. m+p>n+q
m—p>n—q
m.p>n.q

m_

: p q
B €3 fei m = n -+ x, fo folgt (12)
m+4p=n-+X-(q
m-—p=—mn-4x—9q
s m.p=—mn.q-}X.q
X
Sy
woraus nad) (8) jofort das Behauptete folgt.

14. Ungleidhes, von Gleidhem jubtrabirt, in Glei-
dhes dividirt, gibt Ungleidhes mit entgegengejeptem Un-
gleidybeit3zeidhen.

Borf. m=n

Bpt. m—p<<n—q

Bw. €3 fei qp = q + z, bann ift (12)
m—p=mn—q—z aljo (8)
n—q—z<n—qud (7)
m—pJ n—¢(q
Da ferner der Werth eined Brudhes defto fleiner ift, je griper fein
Jtenmer, fo ift auch
n n
B
Sept man [inf8 m ftatt n und p ftatt q + z, jo folgt
m n n
P > q
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I Kapifel.

You den Winkeln,

15. Bwei nidht sufjammenfallende Gerade, melde
gleiche Richtung haben, heifen parallel

Parallele Berabe fomnen, fo weit man fie aud) verlingert,
fidh niemals {dhneiden, da fie jonft einen Punft und die Sﬁd;tung
gemein bdtten, aljo 3ufammenfallen miiften. (3)

16. Zwei Gerabe, die einer dritten parvallel find,
Btgb e aud) unter emanber mweil alle drei die gletcbe?th)tung, >

aber. &
: 17. Bon einem Punft auperbalb einer Geraden ldft
fidh nur eine Parallele ju diefer giehen, weil durd) einen
Punft und bdie Ridtung bie Lage einer Gevaden vollfommen be=
ftimmt ift.

18. Bmwei Gerade fonnen fid nur in einem Punkte
fdneiden, demn Bitten fie nod) einmen zweiten Punft gemein, fo
mitften fie 3uiammenfa[1en (3). %

19. Gehen von einem Punfte zwei verjchiedene Gerade aus, o
haben fie verichiedene Ridhtung. Der éﬁtcbtungéuuterfcbteb
siweier Gervaden bheifft Winfel. Den

Durdfdnittspuntt der beiben Geraden nennt c
man den Sdheitel, bdie Geraben Jelbft bdie
Sdenfel des Winfels. Man beseichnet einen ,_~—"0 B

Winfel entiveder durd) drei Bud)jtaben, von
denen ber mittlere am Scheitel, die aubern an feinen Schenfeln fteben,
oder durch einen an den Scheitel gejcdhriebenen Budpjtaben, aljo

Z BAC ober £ CAB oder £ A ober Lo.

Die Grofe des Winfels ift von der Linge feiner Schenfel unab-
hingig, und e3 fommt babei nur auf die %erid)tebent)eu der Ricdhtung
an. LBon bdiefer erhdlt man am beften eine
deutliche Vorftellung, wenn man fidh) den
Winfel durd) Drebung entftanden = denit.
©p fann der Winfel CAB bdadurd) ent-
ftanden fein, dap eine Gerade aus der Lage
AB in bie Lage AC gedreht wurde. Run
fann man fid) aber leiht vorftellen, dap A=
jene Gerade immer um gleid) viel gebrebt
werde und jo nad) und nach in die Lagen AD, AE und AF fomme.
Do R, P o= Lp=Zq—=2Ir
alfo ZBAD = Zo - ZLp=2. Lo

; ZEAD = £ZEAB — £ZDAB
ZFAB —=4.ZLo
4 0 - 1/4 AFAB
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de3 einen Winfels die Qlermgenmgen ber Schentel bes andern ﬁnb
Sdheitelwiniel; a und ¢, b und ds

Scheitelminfel jind einanbder "—f §
gleidh, denn fie find Nebenwinfel eines und a *
deffelben dritten Winfels (22). » 3

27. aben bie Schentel eines Winkels v e
eingeln gleihe Ricdhtung mit den Schenfeln d

eines andern Winfeld, fo ift von felbjt flar, daf and) der Ridhtungs-
unterjdyied der beiden erften Geraden gleich tft dem Ridhtungsunteridied

Der bewden [epten Geraden oder: Winfel, deren Sdentel pa-
rallel und deren Deffuungen nad derfelben Seite lie=
gen, find einander gleid.

28. Werben zwei Gerade von einer dritten burd;fcbmtten, fo ent-
fteben an beiben Durd)jchnittspuniten zujammen 8 Winfel. Von diefen
‘beipen die Winfel, welde auf bderfelben
Seite der burd)idmetbenben und der durdy-
jchnittenen Geraben liegen, forrejpon-
divende Winkel: aund e; Winfel auf
veridhiedenen Seiten der burd)fd)nelbenben
und bder durdjchnittenen Geraden heiffen
Wedfelminfel: a und h; Winfel auf
derjelben Seite der durchjchneidenden und auf
verjchiedenen Seiten der dburchjchnittenen Ge-
raden beifen Gegenminfel: gund a.

29. Werbden zwei parallele Gerabe von einer dritten
Geraden durdidnitten, jo Jind:
a) die forvefpondirenden %@\Eel einander gleid,
b) bie Wedjelwinfel einander gleidy,
c) die Summe der Gegenwinfel =2 R.
Borf.AD || BE °
Bpt. La=Le, Lb=Zf u. |.
La—4Zh Lc=Zf u.{ v
La+t+ Lg=2R Le+4+ZLe=2Ruj w
Bw. a. Nad) ber BVorausfepung haben AT und BE die-
felbe Richtung, da nun aud) AC und BA Ddiefelbe Richtung Hhaben,

fo ift (27) Lb =21
b. Aus La = Le und (26)
Zh = Ze folgt
Zn==2h"" 4
@.. C3ift Le +~ Lg=2R
20 =25

Aa—}—é =28
Cbenfo wird der Veweis Fiir bte iibrigen TWintel geﬁibrt —
30. Wenn'zwei Gerade von einer dritten fo gejdnit-
ten werden, daf entweder jwei forrejpoudivende ober
jweiWed)jelwinfel einander gleid) find, oderdieSumme
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gweier Gegenmwinfel 2 R betr&pgt, fo finb die beiben
. erjten Gevaden einander parallel

\ a. Bor]. LCAD = Lt
Bpt. AD || BE
. Bmw. €3 find itber bdie gegenfeitige

Lage von AD und BE nur jwei Fdlle
e\ d D “penfbar; entweder ift AD || BE ober 3
it AD nidt | BE. Giner biefer Fdlle
e\ i mup ftattfinden. Ware nun AD nidt || BE,
. R E jor.miifte e3 eine andere Gerade AX
, geben, mwelde von A audgebend || BE
§ dre (17). Dann bdtte man (29, a)
ZCAX — Zf und nad) der Boj.
SOARgE
£ CAX = ZCAD, wag unmiglid) ift (8).#)
b. Borf.Le= Lf- '

Bypt. AD || BE
<g=<£f
Lc= Zg aljo (30, a)
AD || BE
c. Borf.Ld+Lf—=2R
Bpt. AD || BE
Bw. £Ld4+f=2R

Zf= Ze, aljp (30,b)
AD || BE.
3l. Jn einem Punit einer Gera-
e E‘}F den [aft fidh nur einé Senfredte
auf dbiefe erridhten.
Hitte man, auger ED LBD, nod) FDLBD,
fo mwarven al3 rechte Winfel
BC b ZCDE = £ CDF,
was unmiglid ift (8).
32. Gteben zmwei verjdiedene Gerade auf einer drit-
ten Senfredt, fo find jie einander parallel (30).

*) Wibrend ber-bivefte Beweisd, von ber BVorausfehung ausgehend,
burdy Berbindbung berfelben mit befannuten Sigen bdie Bebaupting ald nothwen-
dige Folge dartbut (30, b), ftellt man Beim indireften ober apagogifden
Beweife (30, a) aufer der behaupreten nodh) alle anbern aus der Borausdjesung
denfbare Folgerungen auf, erweift durd) Verbindbung bdiefer lepteren mit befanmuten
Sien, daf fie anerfannten Wabhrheitenr widerfpredhen und bdaber unmiglidh find,
womit bann bdie Nothwenbdigleit ber behaupteten Folgerung davgethan' ift.
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33. it von jwei para[[e[en Geraben die eime 3‘1’!

einer dritten fenfredt, jo ift es aud) die andere (29).

34. Bon einem Punfte auBerhalb ciner Geraben
[agt fich nur eine Senfredte auf dieje fallen.
®dbe ¢3 aufer AB L BD nod) AC L BD, jo mdre (32)
AB || AC.
€3 tonnten ficdh aljo (15) AB und AC nidht jchneident, wasd bder
- Borausjebung mwiderjpricht.

Il Sapifel.

Yon den Dreiecken.”

3. Gine vollitindig begrengte Fldche Deibt eine Figur. Eine
von lauter Geraden begrente Figur heift ein Polhpgon oder Viel-
ed und nad) der Bahl feiner Ccden ein Dreied, BVieved, Fiinfed

. §. w. Berlingert man eine Seite eines %ielecfﬁ, fo beifst der von

diefer Verldngerung und der fie jdhneiden-
den Bielectsjeite gebildete Winfel ein Aupen-
winfel
36. Der Aupenmwinfel eines
Dreieds ift gleidh der-Summe bder
beiben Dreiedswinfel, dbie nidt
Nebenwinfel von ihm jind, mithin
grioBer als jeder eingelue von ihnen.
Bor]. £bgh ijt ber Aupenivinfel ded A <abe.
Bpt. Lbgh = La 4+ £b
B iv. SJ?an siebe gf || ab; bann ift
Le = ZLa al3 forreiponbu:enber Wintel
Zd= Zb al3 Wedhjelivintel
Zbgh = ZLa + £b

: 317. gn jedbem Dreied ift die Summe der drei Win-
fel = 2R
Abbirt man auf beiben Seiten der lepten Gleidhung Lec hingu,
fo erbilt man
ZLbgh+ Le=ZLa+ <Lb+ Lec
4bgh+éc——2R (24)
ZLa -+ £Lb+ Ze=2R.

38. Wenn zwei Winfel eined Dreieds eingeln gleid) find 3meie;t a5

Winfeln eined andern Dreieds, o ift audy der dritte Winfel bes

erften. Dreieds gleid) dem dritten Winfel des jweiten Dreieds. — .

Hat ein Dreiect einen rechten oder einen ftumpfen Winkel, jo find jeine
beiben andern Winfel fpis. €3 beifst dann entiveder ein redytwint-
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liges ober ein ftumpfrointliges Dreied. Sind alle drei Wintel
eiueé_i)rexecfﬁ.fmg, fo beifst es ein fpigmwintliges.
39. Bwei Raumgrdfen, die in einander gelegt ficdh decen, d. b. ihrer
B gangen Ausdehnung nach zujanmmenfallen, beifen
N\ fongruent. Rongruente Figuren Haben nidt nur
s o gleidhen Fldcheninbalt, fondern in benfelben find
H \ * aud)y Ddie gleichliegenden (homologen) Seiten und
q Winfel gegenjeitig gleid.
% 40. I Qongruenzfos: Wenn in jwei Drei-
PN :g‘fen elgc @megftefu[np 3meiI ﬁbe[reid;lftiimmetitb
~ iegende Winfel einzeln glei ind, jo
- P o find bie Dreiede congruent.

iBori.hB =—PQ
ZA=—ZP
Z0=ZLR

Bpt. AABC 2 APQR. :
Bw. Nadh) 38 ift audh LB = £LQ.

Man denfe fih 2as A PQR o auf da3 A ABC gelegt, dap
der Punft P auf den Punft A falt, dah die Seite PQ in die Rid-
tung von AB und beide Dreiecfe nad) einerlei Seite der gemeinjamen
Geraden fallen; dann muf aud) der Punft Q auf den Puntt B fallen,
weil PQ — AB ift. MWeil ferner LP = LA ift, mup die Seite
PR in die Ridhtung von AC fallen, und mweil £Q = LB ijt, mup
aud) QR in die Ridhtung von BC zu liegen fommen. Weil nun et
Gerade fih nur in einem Punit jdneiden Ednnen, fo mup aud) der
Durdfdnittspuntt R mit dem Durdyjdhnittspuntt C zujammenfallen.

41. II. Qougruenzjat: Wenn in zwei Dreieden jwei Sei-
ten und der von bdiefen eingefdloffene Wintel eingeln
gleid find, fo find die Dreide fongruent.

Borf.AB = PQ
AC = PR
LA= ZP

Bypt. AABC @2 APQR

Bw. Pan denfe fih bas3 A PQR o auf das A ABC
gelegt, daf der Punft P auf den Punft A, daf die Seite PQ in bdie
Ridtung von AB unbd beibe Dreiede auf einerlei Seite von AB fallen.
Dann mup der Punft Q auf den Punft B fallen, weil PQ = AB iit.
Weil ferner LP = L A ift, mup PR in bdie Ridhtung von AC fallen,
wobei der Punft R auj den Punft C ju liegen fommt, weil PR = AC
ift. Da endlidh) zwijcdhen zwei Punften nur eine Gerade mdglich ift, jo
fallt audh QR mit BC zujammen.

42. Wenn in einem Dreied 3ivei Seiten einanbder gleich find, fo heift
e3 gleichichentlig, find alle drei Seiten einander gleid), jo beipt es
gleichfeitig.

on einem gleidhfdentligen Dreiec ftehen den gleiden
Seiten gleidhe Winfel gegenitber.
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Borf AC — BC. ; L
Bpt. LA— LB,

Bw. Man denfe fich vas A ABC fo um ben Punit o
gedreht, dap CA in bdie frilhere Cage von CB ¢

falt, dann mup aud) CB in Ddie frithere Lage a

voit CA fallen, unb die jpdtere Yage des Dreieds -

ABC ijt feiner fritheven Lage fongruent, alfo

it aud A: ~B
ZA = ZB.

43, Wenn in einem Dreied jwei Winfel ecinander
gleid) find, jo find e3 auch die benfelben gegeniiber
ftebenden Seiten. 7

Bor) LA—=2Z2B.

Bypt. CB = CA.

Bw. Man denfe {ich das i)retect jo umgelegt, daf ber
Punft B in die frithere Lage von A, A dagegen in bdie frithere Lage
von B fommt, indem gugleich beide Dreiecte nad) einevlei Seite liegen,
jo fallen fie ét}l}tammeg (40) und es ift

44, 3Jn jedem Dreied [iegt der B

. griBerenSeite aud ber gropgere Win- -
el gegenitber.
Bor]. BC > BA.
Bypt. LBAC > £C. : .

Bw. Man made BD —BA und >
siebe AD, fo ift (42)
Ko —lV
€3 ift aber £v > £ C (36)
alip aud) Lo > £C
Da nun aud) LBAC > Lo ijt, fo ift um fo mebhr (11)
LBAGC L@y

45. n jedem Dreied liegt dem griperen Winfel aud)
die griofBere Seite gegenitber.
4 Bor]. £BAC > £C.
Byt BC > BA.
Biw. €3 find blos drei Falle dentbar, von bdemen einer
eintrefen mup:
BC = BA, BC< BA, BC> BA.
3m erften. Fall miipte (42) ZBAC = £C,
im zweiten Fall (44) ZBAC < £C jein.
. Beides widerjpridht der Vorausjepung; ed fann alfo blog bder
dritte Fall ftattfinden, ndmlid
BC > BA.

@
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46. Die Sentredite ift die Fitrzefte Gnfernung 3wi-

- fden einer Geraben und einem auper ibr liegenden
© Puntt.

LBor{. AB L DE
Byt. AB< als irgend eine Gerade AC"
Bw. £ABC > ZACB (38)
aljo AC> AB (45) b
T Da in einem rechtwinfligen Dreiecf bdie den
rechten Winkel bildenden Seiten Katheten, bdie
ibm gegeniiberliegende Seite Hypotenuje genannt erden, fo lipt
fid) der vorftehende Sap aud) fo ausfprechen: .
Die Hypotenuje ift ftets grofer als eine Kathete
dedfelben Dreieds : i
47, Der Puntt, in dem eine Gerabe von einer zm ihr Sent:
redhten getroffen twird, heift der-Fuppunft der lepteren. .
Wenn von einem Punft auperhalb einer Geraben
fdhiefe Qimien 3u diefer gezogen werden, find diejenigen
einander gleid), welde die Gerade in gleichem Abftande

A

pom Fuppunite der Senfredhten treffen, und befto gro- .

Ber, in je groferem Abftanbde fie died thun.
Bor).AB L DE -
BD=BC
BE > BC
Bypt. AD=AC
AE > AC
B 1. Die erjte Behauptung folgt aus A ABD ~ A ABC(41).
Da LABC = 1R, fo ift ald Aupenivintel
ZACE > 1R, aljo aud
ZACE > Z AEC, alfo
: AE— AC. o
48. Qieraus ergibt fich, dap von einem Punfte ju einer Geraden
auf derfelben Seite der Senfrechten nidht swei gleich lange fchiefe Linien
gezogen mwerben fdonnen, dap e3 aber zu jeder jdhiefen Linie auf bder
andern Seite der Senfredjten ftetd eine, aber anud) nur eine ihr gleid
lange {dhiefe Linie geben muf. —
49. IIL Qongruenzjat: Wenn in zwei Dreieden jwei Sei-

ten und der ber gridferen vomn ibmnen

.gegeniiberliegendeWinfel eingeln gleid

find, o find bie Dreiede Fongruent. —
A c

Borj.BC = QR > AB = PQ
Q ZA— ZP

o Bpt. A ABC 22 APQR :
55 B, Stan denfe fi) bad A PQR fo auf
P B bas A ABC gelegt, dbaf der Punit P auf den
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Punft A, daf die Seite PR in bie Ridhtung von AC unbd beide Drei-
edfe nach einerlei Seite fallen; dann miifjen wegen Gleichheit der Win-
fel P und A aud) PQ in die Richtung von AB und mwegen Gleichbeit
diefer Deiden Seiten aud) ibre andern Endpunite Q in B zujammen:
fallen. Denft man fich von B und Q Senfredte auf die Gegenfeiten
gefallt, fo fallen auch bdiefe zujammen (34). Mogen nun A und P

< b o

pige, redhte oder ftumpfe Winfel fein, in jedem Fall erfennt man (47

und 48), dap nad) derfelben Seite von AB nidht jwei gleid) lange

Qinien von B nad) AC gejogen ierden fdnnen, bdie griper al8 AB
find, e3 miiffen fomit QR und BC ebenfalls jnjammenfallen, womit
dbie Kongruen der Dreiede ABC und PQR bemwiefen ijt.

Dap die Korigrueny zweier Dreiece nicht nothwendig ift, wenn fie
in wei Seiten und dem der fleineren von ihnen gegenitberliegenden Win-
fel iibeveinftimmen, ergibt fih aus der Be-
tradtung der Figur 46, wo A AEC ein
Theil de3 A AED ijt, ibm aljo nidt gleich
fein fann, obglei) £ E und Seite AE bei-
ven Dreieden gemein und AC — AD ijt.

50. IV. Qongruenzjag: Wenn in
3iwei Dreieden alle drei Seiten ein-
zelu gleid-find, fo find die Dreiede
fongruent.

Bor].AB = PQ
BC — QR
CA — RP

Bpt. AABC2 A PQR.
Bw. it feine der Seiten groper ald AC, jo denfe man

fih bas A P fo an dad A ABC gelegt, dap der Punft P auf -
ven Punft A, die Seite PR in die Ridtung von AC, die Dreiede”

aber nad) verjchiedenen Seiten zu liegen fommen; dann muf audh) R
auf C fallen. Weil nun bder gropten Seite aud)y der griopte Winkel
gegenitberliegt, fo miifjen die beiden Winfel bei A und ebenjo Ddie
beiven Wintel bei C fpit fein, jo daf die Verbindungsgerabe BQ
innerhalb des Vievecds ABCQ {allt. - Weil die Dreiede ABQ und CBQ
gleidhjchentlig jind, hat man !
Zo— Aq
Ap =Zr
Z ABC = £LAQC, aljo (41)!
AABC 2 AAQC, aljo aud
AABC 2 APQR.

51. Wenn in zwei Dreieden jwei Seiten gegenjei-
tig gleid jind, ber von denfelben eingejdhlojjene Wintel
aber ungleid ift, jo fteht dem gropern Winfel anud die
grogere Seite gegeniiber. >
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© Man bente fi) bie Dreiede mit der groferen ber gleichen

Geiten fo an einander gelegt, daf aud) die anderen gleichen Seiten
mit einem Endpuntt 3uiammenfto%en

AT Borj. AB beiden Dreiecen gemein und groger als

AD = AC

ZBAD > ZBAC

Fad Bpt. BD > BC
SR p Bw. Man jiche AE io dag der Winfel CAD
: balbirt witd; AE muf dann jwifden die Sdhen-
h B feln ded 'grbﬁeren Winfels BAD fallen. 3ieht

aman dann nod) CE, jo ift (41) :
A AED . A AEC bdaber aud
DE — CE

Da mm CE 4+ EB >7CB, jo ift aud
DE - EB > CB ober

DB > CB.
. 52. MBenn in jwei Drefeden jwei
B Y Seiten gegenietttg gleid), die dritten
\ A\ Seiten aber ungleidy find, jo fteht
\ \ dber groferen Seite aud der qroBele
Winfel gegenitber. — ;
¢ Bor|. AB= PQ
BC = QR
oA r AC > PR

Bypt. LB> £Q '
Bio. Ueber das Griofenverhiltnif der Winfel B und Q
find nur folgende bdrei Falle denfbar, von denen eimer ftattfinden muf:
£B=2Q; £B< £Q; £B> £Q)
Sm erften Fall miifpte AC = PR (41)
im zweiten Fall miipte AC < PR (51) fein. /
Beided widerjpricht ber Verausjepung, daber der dritte Fall ftatt-
finden mufp:
sl G A

53. Wenn zwei Gerade vou einer dritten jo dburd-
fdniten werden, daf die Summe zweier Gegenmwintel
fleiner ift als 2 R jormiifjen jie ge[)ortg berlaugert FU=
fammentreffen unb ein Dreied bilden™®)

*) Diefer Saty bildet ben beriihmten Grundjas des Eutlid, filr den hier der
Segendre’jdhe Beweis gegeben ift. Obgleich) er eigentlidh in das vorige Kapitel gehirt,
jo fonnte er bodh) erft in diefem Rapitel bemwiejen werbem, da bazu die Sifge 36 und
42 udthig find. Wir ftellen bier nodymald die 4 Sabe der Parvallelentheorie
Fujammen:

1. Gerabe von gleiher Richtung treffen nie gujammen (15).
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Bor]. £LNAB + £MBA <2R.
Bpt. AN und BM jdneiden einanber.
Bw. Man jiepe AO || BM, bann ift
ZOAB + £MBA = 2R, alfo |
ZO0AB > £ZNAB,b. h. AN f&IItA!
gwiiden die Parallelen AO und AM. Dan madpe 3
BC=BA, CD = CA, DE =—=DA u. j. w.; dann
‘ift (36 und 42
ZLu=2.ZACB=4 ZADB—8.ZAEBu.j.w:
Zu=2.£CA0=4.£ZDA0=8.LEAOu.{.w.

Pan fann aljo von A aus nad) BM eine Reibe
von Geraden ziehen, welde mit AO immer fleinere
Winfel bilden. Da jede neue Gerade dem vorigen
Wintel halbirt, jo fanm man zulept einen Wintel
erbalten, weldyer fleiner ift als jeder gegebe)(é Wintel,
alfo aud) fleiner al8 LOAN. Dann liegt aber
AN innerbalb eines vollftindig begrenzteir Dreieds,
mup aljo- die Gegenjeite BM jchneiden.

*H4, Wenn von denCudpunften einer
Dreiedsfeite mei Gerade in einen Punft
innerhalb eined Dreieds zufammenlau-
fen, fo ift ibre Gumme fleiner ald die der
beiben andern Dreiedfeiten, der vomn | :
ibnen gebilbete Winkel aber groper als 0O "
der zmijdhen jenen Dreiedsfeiten -

Borf. Der Punft D liegt innerbalb des Dreiedts.

Bpt. AC+CB> AD + DB
ZD> €

B10.a) AC+CE >AE (3), alfo auch (13).
AC4+CB>AEH-EB. Gbenjo ift
AE+EB>AD+DBal.aud(11)
AC+CB>AD+DB A3

b) D > £E
ZE> £C (36)
ZD> ZC.

2. Gerabe von ungleidher Ridtung treffen fets jujammen.
Died ift nur eine andere Form bed Sases 53.

3. Nidht gujammentreffende Gerade haben gleidhe Ridhtung,
benn bitten fie ungleidhe Ridhtung, fo miifiten fie jujammentrefjen.

4. Bujammentreffende Gerabe faben ungleidge Ridtumng (19).



L Kapitel.
You den Vieredwen.

55 Jn jedem Vieled ift bie Summe der Winkfel fo
piel mal 2 R al8 dbasjelbe Seiten hat, weniger 4 R.

Wan verbinde einen beliebigen Punft O innerbalb bes BVicieds

D mit allen Cdpunften durd) Gerade, jo ent-

/V\ : fteben o viele Dreiecte ald die Figur Seiten

0 bat. Da in jedem Dreiet die Summe aller

A% Winkel — 2 R ijt, jo ift die Winfelfumme
B in allen Dreiecfen jo viel mal 2 R als Drei-
Sl ede da find. Von Ddiefen Winteln gehiren
: aber die um den Punft O berumliegenden

nidt zum BVieled. %etenb%umme ift aber = 4 R (24), woraus die
Bebauptung folgt.
«  Gin n-Cd enthdlt (2 n-4) R,

Cin Biered aljo 4 R.

56. Gin Biered, in dem Ffeine Seite einer anbern || ift, Deift
eine Trapezoide. —

Gin Biered, in dem zwei Seiten einander ||, die beiden antern
nidgt || find, Deift ein Traypes.

Cin Biered, in dem die Gegenfeiten || find, heift ein Parallelo-
gramm. :

Gin Parallelogramm, in dem Fein Winfel ein R und die anjto-
Benben Seiten ungleidh) find, heift eine Rhpomboide. —

Cin Parallelogramm, in dem alle Seiten einander gleid) find, heipt
ein Rpombus.

Cin Pavallelogramm, in dem alle Winfel rechte find, beipt ein
Redted —

Cin Redytedt, in dem alle Seiten gleidh find, heift ein Quadrat. —

Cine Gerade, eldhe 3iwei nicht benadhbarte Edpuntte eines Visl-
edf8 verbindet, beipt eine Diagonale. .

Cine Gerade, weldhe ein Vieled Jurdhjhneidet, obne jivei Ecen
desfelben zu verbinden, beift eine Transverjale.

57. Jn jedem Parvallelogramm jind die gegeniiber-

ftehenbden Winfel und Seiten einan-

n ¢ Dder gleid.

\ T Borf. AB || DC ”
‘ AD || BC
A\ B Bt LA=£C, £ZB=«D

AB =DC, AD = BC
Bw. Man jiche die Diagonale AC, dann ift (29).
ép =X
Zo—=ZL q
ZA—=«C
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Da auferbem bie Seite AC beiden Dreieden gemein ift, fo ift (40)
A ABC = A ADC, alfo

AB = DC .
BC = AD
LB=ZD

Diefer Sap laht fich aud) fo ausdfprechen:

Parallele wifden Parallelen find einander gleid
und bad)bet Beweid derfelbe bleibt, wenn alle Winfel R find, fagt
man au

Parallele Gerabe haben iiberall gleidhen Abftand.

58. Jft in einem Parallelogramm ein Winkel ein R,
fo find e3 aud bie iitbrigen.

59. Sind in einem BViered die gegenitberliegenden
Winfel einander gleid, fo ift ¢e3 ein Parallelogramm.
Bor). LA =<«£C
ZB=4«£D .
Bpt. AB| CD, AD || BC
B, LA+ LB 20+ £D —4R (55)
LA+ ZB 4+ ZA+ £2B=4R (7)
ZA+ «£B=2R
AD || BC (30)
Cbenfo ift die andere Behauptung ju ermweifen.
60. Sind in einem Vierved die Gegenjeiten einan-
dber gleid), o ift e8 ein Parallelogramm.
Borj. AB=DC, AD=BC
Bpt. AB|| DC, AD || BC
Bw. Man 3iehe die Diagonale AC, dann ijt
A ABC 2 ADC (50), aljo
Zr md Lq = Lo, aljo aud (30)
Aﬁ | DC und BC = AD.

61. Sind in einem Viered zwei Seiten einander gleid
und parallel, fo ift e ein Parallelogramm.
Bor{.ABHCD
Byt. AD || BC
B . 3tebt man bte Diagonale AC, jo ijt (29)
£Lp—
Da nun and) die diefe QBinteI einjdhliependen Seiten gegenjeitig gleich
find, o ift
A ABC2 A ADC, aljo
£Lq=Zo und (30)
BC || AD.
62. JIn einem ‘.Barallelogramm halbiren die Diago-
nalen einander. TERE
S dwebder, Planimetrie.
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63. MWenn die Diagonalen eined Vieredd einanbder
balbiren, fo ift e3 ein Parallelogramm.

64. Jn einem Duadrat und Redhted jind die Diago-
‘nalen einander gleid.

65. Jn einem Quadrat und Rhombus {Hneiden jid
die Diagonalen redhtwinflig.

Die Betveife zu 62 bis 65 find ihrer Leidhtigleit wegen fortgelafjen.
Wie fann man die Sige 64 und 65 umiehren ?

66. Bieht man in einem redhtwintligen Dreied eine
Transverfale vom Sdeitel dDe3 redhten Winfeld nad
gqr iél)titte der Hypotenufe, fo ift fie Halb fo grof als

iefe. :

Der Beweis ergibt fidh aus 62 und 64.

*67. Sft in einem Dreied dieTrans-

a b verfale von der Spige eines Winfels
m. nad) der Mitte der Gegenfeite gleid

/ w\ ber Halfte derfelben, fo ift jemer

O % Wintel ein redter.
Borf. m=c/2
Byt .a L b
?Bm.éo = Zv
Zu —=Zw

Lot Lu=4Lv} ZLw
Da Lo+ Lu + Lv+4 Lw=2R, jo folgt
Zv+ ZLw=1R.
I D *68. Berbindet man in einem Tra-

pez die Mitten der nidt parallelen
B Seiten dburd) eine Gerade, fo ift diefe
/ den parallelen Seiten parallel unbd
balb fo grop al3 bie Summe bder:

A G B felben.
Botrj.AB || DC, AE =ED, BF = FC.
Bypt. EF [|AB, EF — 1/, (AB4-CD).
Bw. Manjziehe IGIBCu.verldngere CD bisI. E3ijtdann (40)
A EDI 2. A EAG, baber
EI — EG und
ID — GA. g
Nad) 57 ift IG — CB, aljo aud) al3 Halften diejer Linien
EG =FB

Da diefe Linien sugleidh || find, fo ift (61)
EF # GB.
Run ift aber aud) EF = ¥, (ID 4 DC 4 GB)

- éAG-{- DC + GB)
— 1, (AB + DC).
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Fallt der Punft D mit C jufammen, fo gebt dad Trapez in ein
Dreied itber und bder vorfiehende Sap laft fid) dann folgendermagen
audjprechen: :

*69. In einem Dreied ift die Transverjale dburd die
Mitten zweier Seiten der dritten
Geite parvallel und halb fo grof als
diefe. :

*70. Jn jedem Vieved Jinbd die
Mitten der Seiten die €den eines
Parallelogramms.

Bi. Nach 69 find EFund GH = 1, AC
und ugleid) || AC, aljo aud) einander #,
folglih EFGH ein Parallelogramm.

IV. Kapifel.

Von der Sladyengleidhheit gevadliniger Figuren.

1. Der Fladeninhalt einer Figur ift der  von ibren Seifen
begrenste Theil der Gbenme. Jwei Figuren fonnen fladengleid jein,
obne daf fie fongruent find. — Die Senfredhite von der Spihe eines
Dreieds auf die Gegenjeite oder die Senfrechte zwijhen bden beiden
Parallelen eined Trapezed oder Parvallelogramms wird die Hibe der
entfprechenden Figur genannt, wdibrend die zu jenen Hohen fenfredhten
Seiten ihre Grundlinien beipen.

72. Parallelogramme von gleider
Grunbdlinie und Hohe find einanbder ¢ R N

leid.
: Wegen Gleidhheit ihrer Grundlinien lafjen
fidh folche | [gr. immer fo auf einander legen, daf
ipre Grundlinien ujammenfallen und die [ gr. A’ B
nad) einerlei Seite liegen. Dann miifien wegen
der gleidhen Hoben aud) die Gegenfeiten in derfelben Geraben liegen.
: Borf. ABDC und ABFE (ober fiirger AD und AF) find

swei | gr. auf der gemeinjamen Grundlinie AB.

Byt. || gr. AD = || gr. AF

B 1. AC = BD (57)

AE — BF
ZCAE = £DBF (27)

ACAE » ADBF.
RNimmt man nun von dem Trapezy ABFC einmal A CAE, bann

ADBF fort, jo ift (12)
| gr. AD = || gr. AF.

2%,
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Der Bemeis bleibt derfelbe, wenn ber Punkt E auf D over ji-
fen D und C falt .

73. Gin Dreied ift halb fo grofh als ein Parallelo-
gramm von gleider Grundlinie unb.i?bbe, denn eine Diago-
nale theilt ein || gr. in jwei fongruente Dreiece.

4. Dreiede von gleider Grundlinie und Hohe jind
einander gleid, denn fie find die Hdlften gleider || gr.

75. Werden durd) einen beliebigen Punft der Dia-
gonale eines Pavallelogramms Parallele 3u ben Seiten
dedfelben gezogen, jo find die Parallelogramme ju bei-
den Seiten der Diagonale einanbder gleid.

. . Bof. AB || FG || DC
» 1 LY AD || m“ BC
o & Byt || gv.FI = | gr. HG

V s / Bw. AADC> A ABC
L AAFE® A AHE

A B ==
¥ AEIC 2 A EGC

A ADC — A AFE — AEIC—= A ABC — A AHE — A EGC
I gr. FI = || gv. HG.

76. Jit das || gr. des vorigen Sapes ein Quabdrat, jo fieht man
Ieid)tﬁ, daB aud) FH und IG Quabdrate, aber FI und HG Redt-
ecfe find.

Wir begeidnen zur Abfiirzung i

mit a die Seite AHg und bie ihr gleidhen Linien

N Y R
= ¢ =. z AB z z z z z
= a2 b2 c2 bie Quabdrate itber diefen Linien
- a.b dad Redhted aus den Seiten a und b
e R z z z z a und ¢
s b e * s P =, b und c
; Das Quadrat itber der Summe
» U sweier Qinien ift gleid) der Summe
P Y ‘b derQuabdbrate itber beiden Linien nebift
dem boppelten Redted aus beiden
c | Rinien
T ha €8 ergibt fidh unmittelbar aus der Figur,
f .| baB  c*=a®+ p4q 4 b3 aljo
ook 1 | (a+b)2=a?42a.b 4 b2
%‘ o 77. Dasd Quabdrat itber der Dif-

fereny zweier Linien ift gleid bder
Summe der Quabdrate fiber beiden
Linien mweniger dbem bdopypelten Redted aus beiden
Linicy:

a=c-b



Jn dem Quadrat AC = a? bilbe man in :
einer Gdfe bes Quadrat EC —b? unbd verlingere K.V 'b,'“
deffen. Seiten IE und EG bis H und F und L T |G
befdreibe itber DF nod) dag Quabrat LD — b2
Dann find HC und LI Redptede aus den Seiten
a und b und e3 ergibt fidy:

AE — AC + LD — HC — LI ober ab-
gefitrst:

(a—b)2=a?+b2—2.a.b

*78. DerUnterfdied sweier Quadrate ift gleich dbem
Redted aus der Summe ihrer Seiten und der Differeny
derjelben.

Aus 76 folgt

¢z —b?=a?+p4q
Qegt man an die Seite AH nod) ein Recdhted r 2 q, jo ijt
c2 — b2 — a2 p+4r = dem Redted aus den Seiten
(¢ + b) und{c — b) ober na‘g der fritheren Begeidhnung:
¢ —b2=(c+b).(c —b).

79. Das Quadrat iiber ber HPyypote-
nufe eines redhtmwintligen Dreieds ift
gleid) dber Summe der Quadrate itber
feinen SKatheten (Pythagorvdifder
Sas). 3
Bw. 1. Jn dem Quadrat ABGH iiber ber
Sypotenuje AB des vedtwinfligen Dreieds ABC
siebe man HF L AC, GE L HF und verldngere
BC big D, o wird bad QDuadrat ABGH in
vier fongruente Dreiede und das fleinere Quadrat CE zerlegt.

Sept man jur Abfiirsung AB=a, BC=Db, CA =c, fo ift
CF =c—b.

Da zivei jener Dreiecfe zujammen gleid) einem Rechted ausd den
Seiten b und c find, o hat man

a*:?.b.c-l—(c—-b)’
a2—2.b.c+c? b2 —2b.c (77)

a? = b? 4 c2
Bw. 2. Ueber den Katbeten bdes ¢
redptivinfligen Dreiedd ABC ervidhte man

die Quadrate ACFD und CBKI; auf AB
ervichte man ferner die Senfrediten AE

E

und BH bis zu den Seiten DF und KI 5

und verbinde E mit H. Enbdlid) verldngere < ¢
0 v».'/
A_ .

man DF und KI bi8 ju ihrem Durdidnitt
G und 3iebe von dort die Gerade GL durd)
den Punit C.

U



a EDamxift40+4p=R=4p+éq,a[io
o ' Zh_Chom_1n
LR AD — AC
D AADE® AACB
: < - AE = AB
Pq Cbenfo beweift man, das

Somit find AE und BH einanber —, und L ju AB, aljo ABHE
bas Quabrat iiber der Hypotenufe.
Ferner it DE = CB = BK = FG
DE + EF — EF 4 FG
DF =EG
DF —=AC
EG =AC
Da audy EG || AC,
fo ift GC || AE.

et erfennt man leidt die Gleichheit der folgenden |l gr.
0% AM — AG = AF \ ;

BM — BG = BI
AM T BM — AF & BI
AB2:— AC2} BC:.

5 80. Wenn in einem Dreied das

Quadrat einer Seite gleid ift der

Summe der Duabrate der beiden an-

dern S_eitenfg)o[ if;tsbet vg,ét.befn [Iegt_e:

A ren einge offene infel ein
¢ » Redter.

Borf. AB2— AC? 4 CB:
Bw. Man ziche CD LCB und made CD = CA. 3ieht
man dann nod BD, fo ijt
BD2— BC? ;- CD2 (79)
BD2— B(C? + CA?— AB?
BD — AB.
Da aud) die anberen Seiten gleid) find, fo ift (50)
A BCD & ABCA
2 BCD — ZBCA,
Z BCD = R nad) der Konftruttion
Z BCA =R.
81. TWerben von ben Eudpuniten einer Geraden Senfredhte auf
eine anbere Gevaden geogen, fo beift das Stitd swijden den Fup-
punften der Senfrechten die Projeftion der erften Gevaben auf die



jioeite. PO 1ft die Projeftion von AB. €3

fann hierbei eine Senfredite audy — o fein. B
Jn jedemDreied ift basQuabdrat A

einer Seite gleid) dber Summe ber

Dubaﬁbrate der beiden andern Seiten —p 0

ne

eniger dem boppelten Redted aus C

einer von ibhnen und ber Projeftion . b

ber anbern auf diefe, wenn der Ge-

genwinfel der erjten Seite ﬁxi;mpf ift. P &
a) Bor. LZA<R . Pig e S
Bypt. a2 =bh2 4 c2—2c.p, ¢
o p die Projeftion von b auf AB ijt.
Bw. It LCBA <R, foift (79)
a? = (c — p)? + b N
» it £CBA >R, fo ift e e
Pk —c)*+h”, 2

Sn beiden %a[len ift aljo (77)

a® —c? — p+ h24p? C
und da h2+p2—b’ s
a® —Db24c?—2c.p.

b) Bor|.£LBAC >R. B

Bypt. a2=>b24c?+2.c.p A
Bw. a?=h?+ (p+c)?
=h24+p242c.p 4 c?
—=b24c242c.p.
it der Gegentwinfel von a ein redter, aljo p = o, fo hat man
den !Bt)tbagoraxicben Sab.

2. Das3 Duabrat dber vom Dder
6pt§e eines Dreieds nad) ber Mitte dex a
Gegenfeite gezogenen Transdverfale ift
gleid) der halben Summe berQuabdrate x

der beiden anbdernSeiten weniger dem % 3
Quabdrate itber der halben Gegenfeite.
Bor). xift bie sISm]eftmn 1enet %tanﬁberialen m auf die Gegenieite.

Bpt. mr—a"*' -
B . a’=m7+(-)’+2 ; 1X
e (§) =0 5x

a®4+ b2 =2m? 42 ( 2-)
S
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83. Jn jedem redhtwinfligen Dreig
a b ed ift bas Quabdrat itber der von der
Sypige des redpten Winfels auf dieHy-
g1 P potenufe gefdllten Senfredten gleid.
dbem Redted aus den beiden Abjdhnit-

ten der Yypotenufe.

Borf.alb
hle 4
Byt h*=p.q !
Bw. at 4 b2=c? (79)
a’:h’_’_qa 0
b’=h3+p’ {

= pi4 qi4 2 e
c?=p*+q*+2p.q (76)
B p.gize
84 Gin jedes Vieled [dft fidh) in
n ein ibm fladengleidhes Dreied ver-
wmandeln.
B Man idhneidbe von dem BVieled ABCDE
durd) eine Diagonale CE ein ACDE ab, ziebe
A = F durd) die Spife D diejed Dreieds eine Parallele
3 _ DF 3u jener Diagonale bi3 fie die Berldngerung
einer anftopenden Seite des BVieleds jdhneidet, und verbinde diejen Durdy-
{dnittspuntt mit dem andern Endpuntt C der Diagonale; dann ijt (74)
A CDE = A CFE.
iigt man auf beiden Seiten die Flide ABCE bingu, fo ijt
38 ABCDE = ABCF. . ;
€3 it aljo dbad gegebene Wieled in ein andered vertwandelt, el-
des eine Ede weniger hat. So fortfahrend laft fid) dann jedes Vieled
in ein ibm fladengleides Dreied verwandeln.

85. Jebed Dreied (alfo aud jedes

c E Bieled) [aft fidh) in ein ibm fliden-
gleides Parallelogramm verman:-
deln.

Bieht man durd) die Mitte D der einen
A F B Seite des gegebenen Dreiects ABC eine Parallele
EF 3u AC, dburd) C eine Barallele su AB, jo ift (40)
A DBF & A DCE
A DBF + DFAC = ADCE + DFAC

A ABC = || gr. AE.

86. Jedesd Parallelogramm (alfo aud jebes BVieled)
[agt Jid) in ein ibm fladengleidhes Redted vermandeln.
Man braudt nur aud den Endpuniten einer Seite eined Pavallelo-

-
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gramms éenfre.d;te"au errichten, bi3 fie die Gegenjeite ober bderen Ver-
lingerung fdhneiden, fo ift dad fo entftandene Rechted dem fritheren
|| gr. gléidh). (72)

g F ;
BT JedesRedyted (alfo aud jedes ;
Bieled) [dpt jid in ein ihm fldden-
gleiched Quabdrat vermandeln = g Ny

Dian verldngere die beiven in C zujam- 01
menftoBenden Seiten des Redhteds AC, die eine l
um CE — CB, beftimme bdie Mitte von DE B
und auf der BVerldngerung von BC einen Puntt F, jo dap MF —=ME
i, jo ift (67) -

ZDFE =R
und nadh (83) ift CF2= DC.CE

CF2=DC.CB.

V. SKapitel.

Von der Ausmeffung geradliniger Figuren.

- 88. 3Bmei gleidhartige Dinge laflen fidh in Beziebung auf ihre
Grofe auf zweierlei Art vergleichen: man unterfucht entweder, nm
mwie viel dag eine grofer als das andere, ober man beftimmt, wie
viel mal das eine fo grofp ift ald8 bag anbere. Jm erften Falle
erhilt man eine Differeny, das {. g. arithmetifcdhe BVerhdltnif,
im andern Falle einen Quotienten, das §. g. geometrijde Ber-
baltnif, weldes lebtere ftetd eine unbenannte Sahl ift.

Die Geometrie hat e3 meift nur mit dem lepteren BVerhdltnih zu
thun. Die LVejtimmung diefes BVerhdltnifjes einer geometrijchen Srope
u einer andern al3 Cinbeit angenommenen ibr gleid)-
artigen Grdge beipt bad Ausdmeffen derfelben. €3 1:%
fonnen alfo Linien nur durd) Linien, Fladen nur durd le
Fldachen gemefjen werben u. . fo.

89. Um eine Gerade auszumejfen, d. b. ibr
Berhaltnif ju einer andern ald Einbeit angenommenen
Geraden zu beftimmen, fann man auf folgende Art ver- T 3
fabren. Jjt die Mapeinbeit ab Eleiner als die zu mefjende
Gerave ce, jo trigt man fie hinter einander auf lehtere :
auf. Falt dabei ibr Endpunft mit dem vom ce Fu- |
jammen, fo ift bie Babl der Auftragungen zugleich die
3abl, wie oft bag Maf ab in ber Geraden ae enthal- #
ten ift. Jn unferem Veifpiel alfo l

(4

€€ 3 ober ce — 3. ab.
ab
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®ebt die Mafeinbeit ab aber in der zu meffenden Geraden cd
nidht auf, indem nod) ein Reft ed < ab iibrig bleibt, jo trdgt man
diefen auf die Mapeinheit ab auf, wobei wieder ein Rejt bf < de
iibrig bleiben fann. Alsbann trage man diefen NReft wieder auf den
porigen Reft de u. . f.  Sn unferm Beijpiel geht der Rejt dg in bem
ibm vorbergehenden NReft bf auf und wir haben .
ed=3.ab 4+ ed
ab = 2 . ed - bf

ed == bf -|— dg
Durd) eine vitdmwadrtd aufiteigende Subftitution erhdlt man
ed= 4.dg
ab=11.dg
cd = 37.dg

atfo it % = 37 ober od — 341, ab.

Jit die su mefjende Gerade Fleiner als die Mapeinbeit, fo verfibrt

man fo, a[édob gleih der NRejt de gegeben twdve. Man erhdlt dann
. ;l—ei = ii ober de — 4/11 ab

Dad Verhdltnif der Linien cd (ober ed) und ab laft fid zwar
nidht durd) eine gamge Bahl ausdriiden, aber e3 gibt bodh zu beiden
Linien eine bdritte dg, welde in beiden aufgeht. Diefe heift aud) das
gemeinjdaftlihe Map der beiden Geraben, und von jemen fagt man
It;a?et,ﬁﬁe feten fommenjurabel und haben ein rationaled Ver-

Gltnip. y

Gs fann aber bei vorftehendem Berfahren gefchehen, daf immier
ivieder ein NReft iibrig bleibt, daf fidh fomit fein gemeinfdhaftliches Map
s jwei Geraden finben laft. Solde Gerade bheifen infommenfu-
vabel und ihr Verbdltnif ein irrationales, da e3 fid) weder durd)
eine gange 3abl nod) durd) das BVerhiltnif ziweier gangen Sahlen genan
ausbriicen [Gft.

Bwei” infommenfurabele Linien find 3. B. die Seite und die Dia-
gonale eine3 Quadrats.

Man made cd = ab und ziehe de L ca; bann ift

A cbe @ A cde (49), alfo
be — de — da (43).

a Die Seite bed Quadratd geht nidht in die
Diagonale auf, weil die Diagonale ftetd groper ald
die Seite (45), aber dod) fleiner al3 die bdoppelte
ift. €3 beibt aljo ftetd ein Reft. Nimmt man

¢ Ddiefen NReft da = be einmal von der Seite ab fort,
fo Dbleibt ein Reft ae, der die Diagonale Fum
Quadrat iiber bem vorigen Reft ad ift, in me!d)e

" jener aljo cbenjo wenig aufgeht. Man fieht jept
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leiht, daf manm fo fortfagrenb nie einen Neft befommten iird, der
in dem vovigen aufgebt, dap alfo die genannten Geraben infommenfu-
rabel find. Jbr Verbdltnify [t fid, toie fpdter (97) gezeigt werden
oll, jo ausdriicien

ac
5= ¥2=14142 ...

Kann man alfo dad Verhdltnif infommenfurabeler Grogen in Jabh-
len nie genau ausbriiden, fo laffen ficdh dodh oft Bahlen finden, weldhe
jened Verbdltnip in beliebiger Anmdherung darftellen.

: Dad Verhdltnif einer Geraden zu einer andern als Cinbeit ange-
nommenen Geraden nennen iwir die Langenzahl derfelben.

- 90. Redytede von gleider Grundlinie verhalten fid
wie ihre Hohen.
%Of. AB:PQ )
PR PS s ® D—C

il 1 Sl U
Bw. a) Sind die Hohen fommenfura-

bel, fo trdgt man auf diefelben dbas gemein- ‘
faftlihe Maf auf; dasfelbe fei in PS4 mal, ~— 0 ||

A=—7=B

in AD 5 mal entbalten. Dann if | AR
PS 4
AP h.

Bieht man durd) die Theilungdpunite Pavallele zu den Grund-
linien, fo serfallt das Recdhted PR in 4, bad Redted AC in 5 flei-
nere Rechtecfe, weldhe alle einanber gleidh find. €38 fann daber eind
berfelben PO als Maf der gegebenen Rechtede angefehen werden. €3

ift bann  pR __ 4 PO

AC=5PO

: PR 4

alfo b (o b L daber aud
PR _PS :
AC — AD

b) Sind bie Hohen AD und PS infommenfurabel, jo verfabhrt
man indireft und nimmt an, es wdre entiveder
PR:. BS PR PS
AC =~ aD ™ ac < ap,
Jm erjten Falle miifte e dann eine Gerade PT > PS geben,
fo daf AC — AD dre. : |
Alsdann fann die Hohe AD immer in fo viele einander gleiche
Theile zerlegt twerden, daf ein Theil fleiner ift ald8 TS. Trdgt man
diefen Theil von P aud auf PT auf, jo mup ein Theilungspuntt U
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nothwendig stoijden S und T fallen. Zieht man ferner UV || PQ, fo
jind die Hoben der Redhtefe PV und AC fommenfurabel, weil das
Map vor AD aud) in PU aufgeht. €3 ift daer nad) (90, a)

PV Bl
N C P Lot e Ty
. AC = AD
S—IR Dividirt man bdiefe Gleidung durd) die an-
Benommene Gleicdhung
AC=— %—Ty fo erbdlt man
. PV PU et :
A—B P—) PR = pv W08 wumbglid) ift, da ein
unedhter Brud) einem echten Brud) nidht gleidh fein fann.
Somit fann
PR

1 i
AC nidht > AD fein.
Gbenjo Lapt fid) zeigen, dap

PR B8 i )
AC nidt < AD fein Fann.
€3 muf baber ;%: {g fein.

Da man AD und PS aud) als Grundlinien der Recdhtede anfehen
fann, jo (aft fih der vorftehende Sab aud) jo ausiprechen:

Redtede vongleicher Hohe verhalten fid mwie ihre
Grundlinien.

91. Parallelogramme und Dreiede von gleidher
Grundlinie verhalten fid) wie ihre Hohen undParalle-
logramme und Dreiede von gleider /'Hohe mwie ihre
Grundlinien.

Denn jeves |l gr. ift gleich einem Rechted von gleidher Grunbdlinie
und gleidher Hobe, jedes Dreiedt ift halb fo grof.

92. Cine Flade ausdmefjen beipt ibr Verbdltnip zu einer .
anbern al$ Cinbeit angenommene Flache beftimmen. ALS jolde gilt
pa3 Quadrat iiber der Lingeneinbeit. Die

S T R Babl, mwie oft die Fladeneinbeit in einer
andern Figur entbalten ift, heift bdie Fld-
D c denzabhl derfelben.
93. Die Fladenzahl eines
| Redteds ift gleich bem Produft

| AL R A B derQingengablen feiner Grundlinie
und Hibe.
€3 fei AB bie Qingeneinbeit und dad Quadrat AC bie Fladhen-
einbeit, fomit



1;—?3 = m bdie Langenzahl der Seite PS

i_—%:n = z = = PQ

= f - Flachenzabl bes Redhtects PR.
Madt man PT =— AB und jieht TU || PS, fo ift

PO P8
AC = AD (0
PR PQ
PU. - PT
Durd) Multiplifation beider Gleidhungen folgt
PR P8 PQ
E = KE . A—B, 0“0 aqu
f—m.n

94. DieFladenzahl eine3Parallelogramms ijt gleidh
dbem Produft der Lingenzahlen jeiner Grundlinie und
Hobe.

Die Fladenzahl eines Dreieds ift gleidh bem Halben
Produft aus den Lingenzahlen feiner Grundlinie und
Hibe.

95. Die Fladenzahl eines Trapezed ift gleidh) der
palbenSummederLiangenzahlen jeiner ¢
patallelen Seiten, multiplicirt mit bexr Db

Langenzabl feiner Hohe. : f ;Q
Nennen ivir die Lingengahlen bder || Seiten -y

a und b, die der Hohe h, fo ijt die g i
Fladhenzahl ves A ABC — ”‘T
b.h

z =AA.DC=—2—

* - Trapezes ABCD — (ﬁ'*'?i’)k

96. Die Fladenzahl eines BVieledd wird gefunden, indem man
dasjelbe durd) Diagonalen in Dreiede gzerlegt und die Fldadenzahlen
derjelben addirt. —

97. Die Fladenzahl eines Quadrats ift gleidh) ber jieiten Potenz
der Lingenzahl feiner Seite.

Die Langenzahl der Seite eined Quadrats ift gleid) dber Quadrat-
murzel aus der %l&d;engabl ve8 Quadrats. Jjt a die Lingenzahl der
Seite eines Quabdrats, d die Lingenzahl jeiner Diagonale, o ift nad
dem Pythagordi'jden Sap
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Dasd Verbdltnip ber Diagonale eined Quadrats zu feiner Seite
ift alfo ein irvationales, tie {hon 89 geseigt

e b mworden ift.
5 *98.. Bedeuten a, b, ¢ bie Lingenzahlen
S der drei Seiten eines Dreiedd und A die Fld-

denzabl desjelben, jo ijt
A=1V[a+b+tc)(-—at+b+tec)(a—b+c)(at+b—c)
Bw. h und p feien die Lingenzahlen der Hohe und der Projeftion
o b anf c. Dann ift (81) o9 ool
a2=">b24c?—2p.c
__ b?jc2—a?
o 2¢
%emet ijt hg=b2—P2.—_—(b+P) (b_.P)
h,,=2bc-}-b5‘-|-c"— a? 2bc —b?—c24 al?
2c 2¢
4h2e2=[(b+4c)? — a?].[a2 — (b — c)’L
4h*c2=(a+b-+tc).(—a4+bic)(a—bitec)(a+b—c)
2he=V[(a+b+¢) (—a-+b+c)(a—b-+c)(a+b —c)

Danun A = %, fo folgt

A =17Y[a+b+c)(—a+b+c)(a—~b+c)(at+b—c)
Bezeidnet man bdie halbe Summe bder drei Seitenzablen mit s,
alfo a—}-l}:—{—c:gs(,fo iﬂ)
: — a +c= s— a
aj_-b+c=2(s-—b)
a4 b—c =2 (s—c), baber aud

A=YVs (s—a) (s—b) (s—ec).

Vl. Sapitel.

Vou der Aehnlidkeit geradliniger Figuren.

99. Bivei Figuren beifen dhnlid), wenn bdie Wintel der einen
Figur der Reibe nad) ben Winfeln der andern Figur gleidh find und
mwenn zijden je zwet gleichliegenden Seiten beider Figuren ftets basfelbe
Berhdltnip ftattfindet.



100. I Aehulidfeitdjot: Wenn in
jei Dreieden zmwei Winfel eingeln
gleid find, fo {ind die Dreiede ein-
ander dhnlid

BVot|. LA =<«£P, £B=4£Q
PR QR - PQ
XC- BO AB A
Bw. bafLC — LR, folgt aus (38) A P

Man madge CD = RP, CE =RQ und jiche DE, banu ift A

DEC 2 A PQR (41) und £D =<£P = LA, aljo :

DE||AB (30)
Bieht man nod) AE und DB, jo ift (91)
ADBC CD
AABC  CA
AEAC _ cE
AABC CB

Nun it aber A DBE = DAE (74). Adbirt man auf beiden
Seiten de3 A DEC bingu, fo erhdlt man
A DBC = AEAC.
Da fomit bdie beiden Quotienten auf der linfen Seite einander
gleich find, miifjen e3 aud) die auf der vechten Seite jein, alfo
CD CE

CA = CB oder
PR__ QR
AC~ BC
Ghenfo laft fidh nad) nadweifen, dah
PR PQ it
AC —aB '™
101. Bugleid) evqibt fidh audy:
CA CB
AD BE
B o b b

Cine Pavallele jur Grundlinie eines Dreieds theilt bie anbern Sei-
ten fo, bap die Theile der einen Seite in demjelben Verhaltnif {teben,
al8 die Theile der anbern.
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102. IL Achnlidyfeitdjat: Wenn jwei Seiten einesd Drei-
ed3 3u jwei Seiten eines andern
Dreieds in gleidem BVerhdaltnip

¢ &
fteben und mwenn der bon bdiejen
%AQ Geraben eingejdlofjene Winfel

in beidben Dreieden gleid ift, fo

A B jind die Dreiede einander dhnlid.
) 8 PR QR
Bor L C' = ZR; AC=BC

Bpt. A ABCo APQR.
Bro. Man made CD = PR und CE = QR und ziehe
DE, jo it A CDE 2 ‘A RPQ und man bat
DC _CE
AC - BC
Ware nun DE nidt || AB, fo fonnte man von D aus eine anbere
®erade DF || AB jzieben. Dann mwire (100)
il
AC BU
CE = CF, wa3 unmiglid ijt.
Somit ift DE || AB und
ZCDE =<ZA und LCED — £P, aljo aud
L P =ZAud Z2-Q" — Z B jomit
A ABC v APQR :

102. Bugleid) ergibt fid) hieraus:

Wenn zwei ,Seiten eines Dreiedd bdurd) eine Gerade o getbeilt
werden, daf Ddie Theile der einen basfelbe Verbaltnip zu eimander
Daben toie die Theile der andern, ju ift jene Gerabe der dritten Seite
parallel.

103. IIL Achulidhleitdfats: Wenn in zwei Dreieden zwei
Seiten des einen zu zmwei Seiten bed andern Dreieds
in gleidjem Berhdaltnip fteben und wenn die den groferen
pon bdiefen Seiten gegeniiberliegenden Winfel gleid
find, fo jind bie Dreiede einander dhnlid.

PR QR
ZA —<P; RQ> RP
Bpt. A ABC ~ APQR.

Bw. Man made CD — bder fleineven Seite PR und jiehe
DE || AB, bdann ijt (100)

gg— = g—g; nad) der Bof. ift aber



CD QR
CA' T'BC
CE = QR; da ferner
Chi—=FR

ZCDE — 2P, meil beive — ZA find, fo folgt (49)

ACDE &2 ARPQ, alfo aud
£C = ZR und jomit (100)
AABC~ APQR.

104. IV. Aehnlidfeitdfa: Wenn in zwei Dreieden jede
Seite bed einen Dreieds 3u der entipredhendenSeite des
andern Dreiedsd dbadfelbe BVerhdalitnip hat, o find bdie

Dreiede einander dhnlid.
Bori. FQ_ QR HE

AB° BC 7 A
Bpt. A ABC~ APQR.

Bmw. Man made CD = PR, CE = QR und jiehe DE.

Durd) Subftitition in die BVory. erhdlt man:

% = giz, aljo (102)

A ABC~ ADEC, folglih

oF — DL g ber Borf. ift aber
QR PQ

BC =

Da mun CE = QR ift, o muf aud
DE —PQ fein, jomit
ADEC 2 APQR. G838 ar aber
A DEC ~ A ABC

A ABC~ APQR.

105. Bmwei Gerabe merden durd meh- A
vere Pavallele fo getheilt, daf die Theile B
der etnen Gevaben zu einanbder in demijel-
ben Werhaltnif ftehen mwie die I)omologen
Stitde der andern Geraden.

Aus 100 und 101 ergibt fidh fofort D
AB Al EF

Sind aljo die Stiide der einen Gevaden, einander gleidh), namlich
AB = BC =CD, fo find e3 aud) die Stiide der andern Geraden,

namhd) Al = IK =KH und EF = FG = GH.

S @ weber, Planimetrie. 3



M 106. Bmwei Parallele merden
bon mebreven durd) einen Punft
gehenben Geraden fo getheilt, bap

- ¢ die bhomologen Stiide beider
Parvallelen dasfelbe Berhaltnif
baben.

A BT ol Bor]. PS||AB.
gyt AB _ BC _ CD
"PQ T QR = RS
Bw. Nad (100) ift
PQ MQ QR MR oy

RS

Sind bie Stiide der einen Parallelen einander gleid), o find ed
aud) die der andern. .

*107. DieGerabde, welde den Win-
fel eine3 Dreieds halbirt, theilt die
C Gegenfeite in zwei Theile, die ju ein-
; ‘h ander da3felbe BVerhaktnip haben, wie
A p Die den getheilten Wintel einfdliefen-
b ben Seiten.
Bor]. Lx = Lz
Bt AD AC
*. pB=CB :
: Bw. Man ziebe AENICD, bis fie die Berlingerung von
BC trifit. Dann ift :
Lx—=ZLo
ZLz—=—ZE.
Sepst man diefe Werthe in die BVorf., jo folgt
Zo = ZE, aljo
EC = AC. @8 ijt aber (101)

E

AD EC
DB —CB' alfo audy
AD AC
DB~ CB

*108. Theilt eineTransdverfale ausd der Wintelipige
eine3 Dreieds dieGegenfeite jo, dbaf ihre Theile in dem-
felben Verbdltnif ftehen, mwie dDie den Winfel einfdlie-
Benden Seiten, jo ift jener Winfel durd die Transver-
fale halbirt.

AD AC
%ori.m =GB
%pt. Lx = é,z
Biw. Man verldngere CB und madye CE=CA. Dann ift



AD CE
CD || EA und
ZLo—=ZLx
ZLE—=Zz.

Sept man bdieje Werthe in die Gleichung
Zo= ZE (wegen CE = CA), o folgt
£Lx— Z7z.

109. Wenn eine Grofe jo oft in einer zweiten enthalten ift, als
diefe in einer bdritten, fo menni man bdie jweite dad geometrijde
Mittel Der beiden andern. Jft aljo % = %, fo ift b bas geome-

trijhe Mittel zu a und c. Jugleid) ift b2 = a.c und b = Va.c.

110. Die Senfredte aus dem Sdeitel ded redten
Winfelsd auf die Hyppotenufe einesd redhtwintligen Drei-
ed3 theilt diefes in 3mei Dreiede, die einander und dem
gangen Dreied dhnlid find Hieraus folgt, dbaf jebe
Kathete dad geometrijdhe Mittel smijden ber Hppotenuje
und dem anliegenden Abjchnitt derfelben, dieHiohe aber,
bad geometrijche Mittel siwifdhen beiden Abjdhnitten der
Oypotenuie ijt. 8 a3

Borf.alb hle
Bpt. A ABC > A ACD~ ABCD.

o OB S A N g

g gt Ppoah g
Biw. A ABC ift o A ACD, teil

fie LA gemein und auperdem nod) einen red):-

C !
ten Winfel haben. Chenfo it AABCoABCD. b/% 2
Folglidh ift aud) Lz = £LB. V4

MWeil auperdbem bdie beiden Winfel bei D D€ - B

redhte find, fo ift audhy A ACD ~ A CBD.

Aus biefen Aehnlichfeiten folgen bie behaupteten Gleidhungen.
Sdyreibt man bdie beiden erften, wie folgt:

‘al=gq.0
e biespe Gy
a4 b?=(p4q.c
a? | b2 — c3,

mwas iieder den Pythagordijchen Sap in Fladenzablen gibt (79).

111. Aebhnlide BVielede werden durd gleidhliegenbe
Diagonalen in dhnliche Dreiede gerlegt.

Lor]. ABCDE ~ PQRST
3*



B ig Bpt. A ABC ~ A PQR
A ACD~ A PRS
A ADE &~ A PST

i U 8w Die erfte Bebauptung folgt jofort nadh
P e 102. SDeB(ch;{lb ift lgﬁd)
A Bg - ﬁ_g Nad) der BVory. ift aber
QR __
T8 BC — CD ;
¥ PR RS ‘ \ _
sd 2o L0
P () Aus der Aehnlichfeit der Dreiede ABC und
PQR folgt
ZLo=Zx. Nad der BVorj. ijt

ZLC=<ZR
£Lv = Zz, aljo aud) (102)
AACD~ APRSu i f
112. Wenn zmei Vielede ausd einer gleiden Jabhl
dbnlider und fibereinftimmend liegenber Dreiede ju-
fammengefest find, fo find jie dhnlid.
: Bor].A ABC ~» A PQR
A ACD«~ A PRS
A ADE ~» A PST
Bypt. ABCDE ~ PQRST
Bw. Weil bdie homologen Winfel der Dreiede einander
gleidy find, ergibt fih durd) Addition, dap e3 aud) die homologen
Winfel der Bielece find. Ferner folgt aus der Vory.:
PQ QR (_ PR) ] (__ PS) i 3
AB~ BC\" AC/) T~ CD\ " AP/~ DE
113. Die Umfdange dbnlidher Vielede verhalten fid
wie jwei gleidliegende Seiten.

AB PQ
%m. K"’B p—y P—Q
BC _ QR
AB =~ PQ
CD RS
_A——B =P_Qu. f. h).
AB+BC+CD+:.. PQ4+QR+4RS .. v
AB. P PQ
AB4+BCFCD +... AB -

PQ+QR+RS = PQ



114. Die Fla enﬁbnlid;eti)teb
ede verbalten fid) mie die Quadrate
jweier homologen Seiten oder wie
die Quabdrate der Hohen.

Bezeidhnet man die Lingenzahlen der Linien
durd) die denjelben beigejdyriebenen Eleinen Bud-
ﬂaben, fo ift (94) :

bte iidenzabl ves A ABC == ‘22_
:‘ 2 /K APQR e I'TZ-_L, .
Da fid) die Fladen wie die Flacdenzahlen
AABC  c.h i
APQR ~ r.t /

("?4
i h \d\
AL D g
R

AR

r

verbalten, fo ift

Weil oﬁenbar\ A BCD o A QRS ift, fo bat man

-lt:: P' ¢3 ijt aber aud
et e
R P
2
%tll e ;—2 e h—, jomit aud
AABC = a? h?
SR PQE =n=@ oder

A ABC BC? CD:?

115. Die Flacden dhnlicher Bielede verbalten fid) wie die Duabrate

jweier homologen Seiten.

AABC  AB? A ABC A PQR

APQR ™ PQ? oher TR = TPQS
AACD €D AB? AACD A PRS
APRS — RS PQ? AB* = PQ?
AADE  DE: AB: AADE  APST
APST — ST* = PQ? “AB* T T PQT
Durd) Addition folgt AL« ESIEL ober

ABCDE __ AB?
PQRST =~ PQ®’

2 T T IR |

*116. Bilden die hbomologen Seiten dreier dabhnli-
den Bielede ein redhtwinfliges Dreied, io ift bas Viel-



ed iiber ber Oppotenufe gleidh der Summe
der BVielede ither beiden Katheten.

A w
S o8
B b
tve
2 2
‘EB aj,b —1 (79), alfo
+B=C

VII. SKapitel.

Von den Bogen, Winkeln und Linien im Kreife.

117. 9Benn eine begrenjte Gervabe in derfelben Ebene um einen
Cudpuntt berumgedreht wird, big fie wieder in ihre urfpriingliche Lage
fommt, fo Pefchreibt der anbdere Endpunft eine gejchlofjene Linie, welche
die Kreidlinie heift und die Cigenjdhaft befigt, dap jeder ibrer
Puntte von jenem feften Puntt, (Mittelpunit, Centrum) gleid
weit entfernt ift. Der von der Kreislinie begrenzte Theil bder Ebene
wird Kreis, die Kreislinie jelbft aud) Umfang ober Peripherie bed
Kreifes genannt. Cine Gerave vom Mittelpunft zur Peripherie ded
Kreijes beipt fein Halbmejjer oder Radius

Cine Gerade fann mit einer RKreislinie bhiochjtens zvei Punite
gemein baben, denn fjonft miifite man vom Mittelpunft des Kreifes
mebr al3 zwei gleich lange Gerade nad) einer Gevaven ichen fdnnen,
was unmiglid) ift (48). Cine Kreislinie ift folglich eine Erumme
Linie. Cin Theil derfelben beift ein Bogen oder Kreisbogen.

Cine unbegrenjte Gerade, weldhe mit dem Kreife nur einen Punft
gemein hat, heipt Tangente; eine Gerade, weldhe die Kreislinie in
swei Puntten Thneidet, heift Sefante; dad von der Peripherie begrenzte
Stiid ber Sefante beit Sebhne. Die durd) den Mittelpuntt gehenve
Sebne wird der Durdymeffer des Kreifed genannt, er ift dopyelt jo
grop al8 der Halbmefjer.

Alle Halb- und Durdymejfer desfelben Kreifes jind
einanber gleid. ;

Durd) Aufeinanderlegen ift leidht zu zeigen, daf zwei Kreife
von gleidem Halb- ober Durdhmejjer fongruent jind
und dafp jeder Surdhmeffer den Kreisd in zwei fongruente
Theile zerlegt.

118. Wenn fid) zwei Sehnen auf der Peripherie de3d Kreifes
fdmeiden , jo beift der von ihnen gebildete Winkel ein Peripherie-
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winfel, wmdbhrend der von zivei Radien gebilbete Winfel ein @cntr_i"
winfel beigt. Der von zwei Radien und dem gwifchen ihmen lie-
genden Bogen begrenzte Theil der Ebene beift ein Kreisausjdnitt

oder Seftor, die von dem RKreidbogen und feiner Sehne begrenste
Jlade ein Kreisabidnitt oder Segment.

119. Ju demfelben RKRreife ober in gleidhen Kreifen
gehdren gleidhe Centriminfel, Sehnen, Bogen, Seftore
und Segmente ju einander, d. h. wenn 3 B. zwei Centriwinfel
einander gleid) find, Jjo find aud) die itbrigen zu diefen gehdrigen ge-
nannte;t ﬁ(Sri‘fsen einanver gleid), wie fid) leiht durd) Aufeinanderlegen
Jeigen ldft.

Wenn dagegen eine der genannten Grofen grofer ift ald eine
gleihnamige in demfelben ober in einem gleichen Kreife, fo find die
iibrigen oben genannten Grifen, mwelche su der erften gehdren, eben-
falls qrofer als bie jur jweiten geborigen, was fid) leidht mit Ritdfidyt
auf (51 und 52) zeigen lapt. Dierbei wird die Sehne als jum flei-
neren der Deiden Bogen gebdrig betradhtet. —

120. Cine Senfredhte vom Mittelpunft eines Kreifes
auf eineSehne halbirt diefe und den jugehdrigen Bogen
(49. 122). — Gine Gerade vom Mittelpunft einesd Kreifes
gur Mitte einer Sehne fteht auf legterer fenfredt (50).

Cine Senfredte in dber Mitte einer Sehne geht
durd) dben Wittelpunft bed Kreifes, denn fonft fonute man von
diefem eine Senfrechte auf die Sehne fillen und bhdtte dann in dem-
felben Punft der Sebne zwei Sentredhte su derfelben, was unmiglidh ift.

121. Die Senfrechten, tweldye in der WMitten zweier nicht Il Seh-
nen errichtet werden, jdmeiden fidh im Centrum. Durd) drei Punite,
mc;d)e nidt in einer Geraden liegen, Bt fidh nuv eine Kreislinie
sieben.

*122. 3wei Sehnen, weldenidht Durd-
meffer find, fonnen fid) nidht halbiren.

* Wire E vie Mitte von AB und CD, jo miifte (120)
ZAEM — R undb £LCEM = R, alfo ;
Z AEM = ZCEM jein, wad unmdglid ift.

123. Cebhnen, welde gleidh weit vom Mittelpuntt
entfernt jind, find einanbder gleid), und
aleidhe Sehnen haben gleidhen Abjtand vom
Mittel puntt. '

Bor]. CM —= RM Borf. AB - PQ

Bpt. AB:=PQ Bypt. CM = RM.

Die Ridtigleit beider Sape erqibt fid) leidht
aus der SKongrueny der Dreiede ACM und PRM
mit Ritdficht auf 120.

124. Von zwei Sehnen ift diejenige grifier, welde
pem Mittelpuntt ndher ift, und umgefehrt. :

s

N



Borf. OM < RM Borf. AB> PQ
Bypt. AB>PQ Bpt. CM < RM -
B ACC—=AM2_—-CM2 8w AC >PR
PRz —=PM2 — RM? CM2 — AM2 — A(C?
AQ2> PR2 . RM2 — PM?2 — PR?
AC > PR CM2< RM?
AB >PQ CM < RM

- '1725. Der Durdymefjer ift bie grofte Sehne im

reife.

126, Wird in bem Cudbpunit eined Radius auf die-
fen eine Genfredite ervichtet, Jo ift fie eine

g Tangente um Kreife.

/\ Da B bder Jufpuntt ver Senfredten MB ift, fo
M . muf jeder anbere Punft D bder Geraven AC pon M
_; Yoeiter abjtehen al3 B (46) und, weil B auf der Kreis-
E ,/ linie liegt, auBerbald bderfelben fallen. Somit ijt B
—  ber eingige Punft, den die Gerade AC mit dem Kreife
A gemein bat.

Die Gerabe, welde den émfttehpunft mit dem Berith-
rungspunit einerTangente verbindet, fteht auf lepterer
fenfredt.

Ware BM nidt L AC, fo fonnte man von M eine andere Sent-
rechte MD auf AC jieben, dann miifite aber (46) MD << MB fein,
was unmdglid) ift, weil D auperhalb des Kreifes liegt.

Die Senfredte, welde im Berithrungdpunit auf der
Tangente ervidhtet wird, geht durd) den Witlelpuntt
bed Kreifes.

Ware BEL AC und ginge nidht durdh) den Mittelpuntt M, fo fonnte
“man diefen mit dem Berithrungdpuntt B durd) eine Gerade verbinden,
batte dann aber jtwei Senfrechte in einem Punkt auf derjelben Geraden,
wa3 unmiglidy ift.

127. Die Bogen zwifden einer Tangente und einer
A B ¢ ibr parallelen Sehne, jo wie die Bogen
w  3wijden 3wei pavallelenSehnen jind ein-
¢ ander gleid.
Bor]. AC[[DE||FG
Bpt. Bog. FB = Bog. GB
Bog. FD — Bog. GE
Bw. Man verbinde den Beritbrungspunft B mit M, fo ijt BM
fenfredht auf AC, DE und FG (126. 29), aljo (120)
Bog. FB = Bog. GB
Bog. DB = Bog. EB

/;\Hb
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128. 3n bemfelben Kreife ober in gleidhen RKreifen
verbalten fid) die Seftoren wie ihre Centriminfel und.
iie die Bogen zwifden ihren Shenteln.

Der Beweis ift dem von 90 ganz analog.

129. Man theilt einen rechten Wintel in 90 gleidhe Theile oder
Gerave. Die Summe aller Winfel um einen Punft herum betrigt
aljo 360 Gerade. Ebenfo theilt man aud) den SKreiSumfang in 360
gleidhe Theile, melche ebenfalls Gerade genannt werden. Dod) find
die Winfelgrabe und dic Bogengrade von einander zu unterfcheiden.
Wenn alfo ein Centriinfel und bder ju ihm gebdrige Bogen gleidh
piel Grade baben, o beift dba3: der Centriwintel ift ebenfo
oft in 4 R enthalten, wie oft fein Bogen im Kreidums»
fange aufgeht. Diefen Sinn hat e3, wenn man die Grife eined
%ingeté aus der Grife feined Vogensd beurtbeilt, denn natiirlid) fann
ein Winfel nur durd) einen Winfel, ein Bogen nur durd) einen Bogen
gemefjen twerden (88). :

130. Sebder Pervipheriewinfel ift halb fo grop alsd der
Centriwinfel, der mit ihm auf dbemjelben Bogen jteht.

Bor]. LAMB ein Centritvintel
Z ACB ein Peripheriemintel
Bpt. | LACB = 1, ZAMB
Bw. €3 find drei Fille moglidh: entweder liegt der Mit-
telpunft M auf einem Schenfel des Pevipherie- ¢
winfel3, oder er liegt jwijcdhen beiven Schenfeln / ¢
desjelben, oder er liegt auperbalb diejer Schentel. »/
a) ZA—=2ZC
ZAMB— LA 4+ £C=2.2C
ZLC=1;, <ZAMB

b und ¢) Man 3iehe den Durcdhmefjer CD, fo
it (130, a)
Z£DCB = '/, £DMB
ZACD — 1, ZAMD

ZACB = 1, ZAMB. Ny \/\v
131.  Gin Peripberiewinfel hat immer Halb jo viele A B

Gevade al3 der Bogen zwijden feinen Schenteln. — "
Alle Peripheriewinfel, die auf bdemfelben Bogen
oder auf fongruenten Bogen fieben, find einan-
der gleidh. — Gin Peripheriewintel, der auf dem
Halbtveife ftebt, ein §. g. Winkel im HalbEreife,
it ein Redyter.

132. Der Winfel, dben eine Tan-
gente mit einer Sehne bildet, ift ebenjo
grof al8 ein Peripheriemintel, der auf
demfelben Bogen fteht.

Man ziehe DE [| BC und verbinde E mit B.
Dann ift \




Bog. BD — Bog. BE (127), alfo
T ZE = 2D (131)
ZABD = 2D
ZABD = ZE.

*133. Der Wintfel, welden jwei jidh) innerhalb des
Kreifes fdhneidende Sehnen bilden, hat

B ! 3
P ‘ balb jo viele Grade, ald die Summe
e

der Bogen zwijden jeinen Sdenteln,
» 5 A und der Winfel, welden zwei jidh au-
' Berhalb bes Kreifes fdhneidende Se-
Eanten bilden, bat halb jo viele Grabde
al3 der Unterjdied der Bogen jwijden jeinenSdhenteln.
Man zieche EFIIBC. Dann ift
ZBAD — ZE
Bog. BF — Bog. CE,
ZE, aljo aud) £BAD Bhat balb fo viele Grade ald Bog. DF.
Jm erften Fall ift Bg. DF' — Bg. DB + Bg. BF — Bg. DB 4 Bg. CE,
im ztoeiten Fall ift Bg. DF — Bg. DB — Bg. BF — Bg. DB — Bg. CE,
aljo bat £ BAD balb fo viele Grade als %
Bog. BD + Bog. CE.

134. Wenn jzwei Sehnen einander
D C innerbalb des Kreifed fdneiden, fo ift das
pl—A NRedted aus den Abfdnitten der einen

““““““ B Sebne gleid) dem Redyted ans den Ab-
fdhnitten der anderen Sebhne

Wenn von einemPunitt auf;erba[bbbez
Kreifed zwei Sefanten gezogen werden

D
‘ fo find die Nedtede aus jeder Sefante

A Und ibrem duferen Abjdhnitt einander
f? aleid: '
- pt. AB.AC = AD.AE
™ e g Bw. Man ziehe DC und BE. €3 ift dann

A ADC o» AABE

weil £D = £ZB und weil im erften Fall die Scheitelwintel bei A
einander gleid) find, im jweiten Fall LA beiden Dreieden gemein ijt.
Folglidy bat man

AC __ AD

AE — AB ober

AB.AC = AD.AE

135. Wenn von einem Punft auferhalb einesd Krei-

jes eine Tangente und eine Sefante gejogen werden, fo
ift bag Quadrat iiber der Tangente gleid dem Redted
aus der Sefante und deren duperem Abjdnitt (oder
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bie Tangente ift bas geometrijde Mittel jwmifden der
Sefante und deven dupervem Abjdhnitt)

Bypt. AF2—= AD.AE. :
Bi. 1) €3 folgt dies eigentlich fhon aus dem jweiten
Theil ves vorigen Sapes, denn denft man fidh) die Sefante AB um
den feften Punft A gedrebt, jo viiden die Pwfte B und C einan-
er immer ndber und fallen julept in F jufammen, jo daf AB.AC
in AF . AF iibergebt.
2) Sudeffen Laft fich der Sap aud) vom vorigen unabhingig be-
weifen: £ AFE — £ ADF (132)
< A gemeinjdaftlid)
AAFE ~ A ADF und

AF AD

A‘}'E e A oder AF2 — AD . AE.
_136. Die Gerade pwijdhen den Mittelpuniten jweier Kreife Deift
die Centrale derfelben.

it die Gentrale gleidh) ber Summe der beiden Ra-
dien, Jo baben beide Kreife blos einen
Punft gemein, welder in der Centralen /’\P
liegt; dbieRreife berithren fid) von aufen.
Da die Kreiglinie um N von bder Centralen
ein Stitd gleid) ihrem Radius *abjdneidet, jo
bleibt natiirlid) nur ein Stiid gleid) dem andern Vi

Radiug ibrig. jener Durdpjcdhmittspuntt B mup aljo aud) auf ber
Kreislinie um M liegen. >

Seder andeve Punft P aber der Kreislinie um N liegt aufer-
balb de§ Kreifes wm M, ieil
MP -+ PN > MB + BN
PN — BN : :

MP > MB.

St die Centrale gleidh dbem Unter-
jdhicde beider Radien, jo haben beide
Kreiglinien nuv einenPunkt gemein, welder inder BVer-
langerung der Centralen liegt, die Kreife beviihren fid
pon innen.

Da die Kreislinie um N die Berldngerung der Centralen in
einem Punft-B jdmeidet, weldher von N um einen Radius entfernt
ift, fo mup die Entjernung zwijden B und M um bden Unterjdhied
beiber Radien griger, alfo gleid) dem groferen Rabdius fein. B mup
aljo aud) auf der Kreislinie um M liegen.

Jever anbdere Punft P aber der Rreislinie um N muf innerbalb
der SKreislinie um M liegen, tweil




MP < MN -+ NP
NP — NB
MP < MN + NB
MP < MB.

~*137. Jft die Centrale fleiner als die Summe bder
beiden Ravien und grofer als dber Unterfdied der bei-
den Radien, fo fdhneiden fidh) die beiden Kreislinien in
jwei Punften.
€3 Dbegeihmen r und r' bdie beiben Radien, c bdie Centrale.
Riiden bier‘ bei%en Streife bei unverdnderlidhen Radien aus der Lage
% naper z;u . P F .
e i Pisditic naon etnander, fo werden die Keeife jum Theil auf
einander fallen, um Theil nidht. Da bie Kreislinien gejdhloffene Li-
nien find, jo miiflen fie fid al8dann in wenigftens zwei Punften
durdpichneiden. Hatten fie nod) einen dritten Punft R gemein, fo

miifte, weil
MR = MP — MQ
NR = NP = NQ
und weil MN gemeinidaftlich ijt,
AMRN ~ AMPN o AMQN fein,
d. h. e5 miigte R mit P ober Q zujammen-
fallen.
Bwei Kreislinien baben alfo hodjtens zwei
/) Punkte gemein.

7 Rl 138. €8 folge hier nody eine iiberficdhtliche
S—— Sujammenitellung :
Wenn ¢ >r+ 1, fo liegt ein Kreid gany auferhalb des anbern.
= e=r+471' jo berithrt ein Kreid den anbdern von aupen.
bgi t ;., fo" fchneidet eine Kreislinie die anbere.

> e=r—r', fo beriihrt ein Kreid den arnbern vom innen.

= e<r—r jo liegt ein Kreid gang innerbalb des andern.
= c=o0, fo fallen bie Mittelpunfte zujammen, die SKreije find
foncentrijd.
139. Die Centrale fteht auf der gemeinjhaftlichen Sebne ober
Zangente fenfredht.
MWenn mehrere Kreife eine Sehue oder den Berithrungdpuntt gemein
baben, fo liegen ihre Mittelpuntte in einer und derjelben Gerabden.

e
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Von den Sehunen- und Tangentenvieledven.

140. Cin DBieled, deflen Seiten Sehnen eines
und Ddedjelben Kreifed find, heift ein Sehnen-
pieled; man jagt, s fei dem Kreije eingejchrie-
ben. GCin Bieled, bdeffen Seiten Tangenten eines
und dedjelben Kreifes find, heifgt ein Tangenten:
vieled; wenn diefes den Kreid einfdliept, jo jagt
man e3 fei Demfelben umjdrieben. Jm erften
Fall ift der Kreid bem. BVieled umjdhricben, im zweiten Falle einge-
fdhrieben.

141. Die Senfredten auf dben Mitten ber drei Sei-
ten eines Dreieds jdneiden jidh im Mittelpunit des
umidriebenen Kreifes, im erfien der bier merfwiirdigen Puntte
ded Dreieds. ;

Der Beweis folgt aus 120.

*142. Die Fladenzahl eined Dreieds ift gleidh dem
Produft der Langenzahlen feiner drei Seiten, dividbirt
durd) die vierfade Ldngenzahl ded Radiusd ded um-
fdriebenen Kreijes.

Begeidnet man bdie Lingenzahl der Linien BC, CA, AB, AE
und AM bder Reibe nad) mit a, b, ¢, h und r, jo ijt

ZACE = £ AMD, meil jeber — 1/, £AMB
ZAEC = ZADM —R

AACEc AAMD

_h___b

l/2(3_—T -
be

hi=o

ah abe

2 4

ah

?—A(94)
abe

A=—4—r

143. Die Geraben, welde bdie drei Winfel eines
Dreieds halbiven, jdhneiden jid im Mittelpunft des

eingefdyriebenen Kreifesd, im jweiten der vier merfwiirdigen
Punfte desd Dreieds.



—— ¢ Fdlt man aud dem Durdidhnitts-
punfte N ber dbie Winfel A und B
balbirenben Geraden bdie Senfrechten

€ ND, NE und NF auf die drei Sei-

——=7 ten de3 Dreieds, jo ift (40) ‘

¢/ AANE® AANF unp ABNF.®

: ABND, jomit ND =—=NF — NE

Der mit dem Radius ND um
N bejdriebene Sreis gebt alfo durd
die brei Punfte D, E, F und tweil
Die Geiten bes Dreiedd in bdiefen
Punften auf den Radien fenfredht
fteben, find fie Tangenten. Jieht
man nun nod CN, fo ijt

. ACND 2 ACNE (49)
aljo £ DCN=ZLECN, fo daf alfo aud) die Halbirungslinie
de3 dritten Winfel3 durcd) N gebt. —

*144. Die Fladenzahl eined Dreiedsd ijt gleid) ber
balben Summe der Ldngenzablen feiner drei Seiten
multiplicivt mit der Ldngenzahl des Radius des einge-
fdriebenen Kreifes.

Begeidhnet man bie Lingengahl ded Rabdiud bes eingejdyriebenen
Kreifed mit o, jo ift

A ABC = A BNC 4+ ACNA - A ANB
T A=1;a0+"sbo+ Y co
A =1(a+4b4c)o oder
Nt
¢ ~ a+4b4c j

#145. Dasd Quabdbrat der Flddenzahl eined Dreieds
ift gleidh bem Prodbuft bder ¥dngenzahlen ber Radien
der vier Kreife, welde sugleid) alle dreiSeiten dbesDrei-
ed3 beriihren.

€3 gibt zwar nur einen Kreid, welder dem Dreied ABC einge-
jdrieben toerben famn; Dalbirt man aber die Nebenwinfel von A, B
und C, jo jdneiden ji) diefe Halbivungslinien in 3 Punften N’, N
und N“ welde Mittelpuntte bdreier Kreije find, von denen jeder eine
Seite des Dreiedd direft, die anberen in ibhven BVerldngerungen berithrt.
Begeidnet man die Lingenzahlen der drei Rabdien Ddiefer Kreife mit
o', 0", 0", fo findet man

A ABC = A NAB + A N'AC— A N'BC

f2 co’ + s bo' — 15 ag’

1, (b4 ¢ — a)g’. Gbenfo findet man
1/, (a — b - c)o"

1/g (a + b G i c) em.

308 O

>D>DD
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Dnrd) thhcatmn der Ddrei Iebten @Ietd;ungen und Dder abn—
lihen aud 144 erbilt man mit Ridfidt auf (98)

A 2= pp'p"p"™ ober
& =Veo.g 0"
Leidht ergibt ﬁd} aud nod; bie fhome Relation:
3 R
9 l + ll+ lll
146. Die bret .@oben eined Dreieds fdneiden fid
in einem Punft, im dritten der bier merhwiirdigen Puulte ded
Dreieds. -
Man ziehe AD LBC, BE LAC, CF LAB
GHlIBA HI || CB, 1G || AC,
dann ijt aud) ADLIH, BE L@, CFLGH
Ferner it HC = CG teil 1ebe — AB (56)
IB — BG, meil jeve — AC °
HA — AI, mweil jebe = BC.
€3 find jomit die Hoben ded3 Dreieds ABC jugleid) die Sent-
redhten in den Mitten der Seiten des Dreiects
GHI und miifjen ﬁd) (140) in einem Punfte H C ¢
jchneiden. /

147. Die Trandverfalen von den
Winfelfpigen eines Dreieds nad
ben Mitten der Gegenfeiten jdhneiden
fid in einem Punft, dem vierten
merfmitrdigen Punkt (welder aud) bder
Sdmerpuntt des Dreieds genannt wird).

Man jiehe jioei diejer Trandverjalen AD und BE, mweldye fidh in
S jdneiden, halbirt AS in H, BS in G und jiehe die Geraden DE,
EH, HG und GD, fo ift ED -l,:;: HG, mweil
jede II AB und = 1/, AB (102) aljo DEHG ¢
ein || gramm und (62)
DS —= SH = HA
ES — SG = GB.
Sebe biefer Transverjalen wird alfo %
durd) eine andere jo getbeilt, daB der Durdy- B
fdnittspunft S von der Spige doppelt jo weit entfernt ift ald von

der Mitte der Gegenjeite. Folglidh miiffen fid) die drei Transdverjalen
in einem Punft jdhneiden.

148. Bon ben vier merfwiirdigen Punften fallen der zweite und
pierte nothwendig innerbalb des Dreieds, wihrend der erfte und britte:
aud) auperbalb liegen fdonmen.

) Jn einem gleidhieitigen Dreied fallen alle vier merbwiirdigen Punite
in einen jujammen.

E D




_ *149. JIn jebem Sebhnenvieved ift
vasRedted aus benDiagonalen gleid
ber Summe der Redhtede aus den Ge-
genjeiten (Ptolemiijder Sap).
Byt fg —ac -+ bd

enn mit a, b, ¢, d, f, g, x, ber Reibe nadh bie
Geraden AB, BC, CD, DA, BD, AC, BE
(oder audy die Langenzabhlen diejer Geraden) be-
jeichnet werden.

B, Man made LBAE — ZCAD
Da ferner LABE = £ ACD
ABAE ~ A CAD.
X A
5= —g- 0Der Xg — ac.

Abdirt man ju LBAE = L CAD auf beiden Seiten L EAC,
fo erbdlt man .
¢ ZBAC = ZEAD
A\ ™\ ferner ift £LACB — < ADE

ABAC ~ AEAD

et N, oder
/ S B e
fg —xg=bd
xg:-;ac
fg::ac +bTi

Jit bas8 Sehnenviered ein Rechted, fo with f = g,
a=c, b=d und man erhdlt

g =a +b%0d I
der Pothagordijhe Saf ift nur ein bejonderer Fall
de3 Ptolemdijhen Sakes.

*#150. J3n jebem Sebhnenviered ver:
halten {id) die Diagonalen wie die Sum-
men der Redhtede aus den Seiten, die in ihrenEndpuni-
ten zufammenftofen.

f ab + cd
adds g ad + be
Bw. Vertaujdht man die Seiten eined Sehnenviereds auf
alle migliche MWeife unter einander, jo entjtehen nod) zwei neue Sehnen-
vieved, jobap ber Seite a im erften die Seite ¢, im zweiten die Seite
d, im dritten die Seite b gegeniiberftebt.

Seded der meuen Bierede bat mit dem urfpriinglidhen eine Dia-

gonale gemein, wdbhrend bdie neuen Diagonalen in beiven BViereden

K
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einanber gleidy find und mit h Degeichnet werben mogen. {Man erhielt

jebt (149) A
z fh — ab —— ed
4 hared B P
g ad + be ¢

Aus bdiejer Gleidhung in Verbindbung mit der
in 149 gefunbdenen laBt ficdh) jeht jebe Diagonale aus ben vier Seiten
berechnen.

#151. DieFlddenzahl eined Sehnenviereds ift gleid
dbem Produft der Langengabhlen jeiner dreiDiagonalen,
dividirt burd) die vierfade Langenzahl des Radius bes
umjdriebenen Kreifes.

ABCD = A ABC + A ADC ober (142)

__abg | cdg
rewes

s (ab -Lcd)g ;
fgh
V=

152. Jn jedem Sehnenvieved ift bie Summe der Ges
genwinfel =2 R.

Die Winkel A und C (und ebenfo die Winfel B und D) ftehen
sujammen auf der gangen RKreiSperipberie, find alfo zujammen Halb jo
grof CII{IQ ein Gentriwinfel, der auf der gangen Peripherie fteht, d. §.

Wenn alfo in einem Bieved bdie Summe der Gegentinfel Flei-
ner oder grdfer ald 2 R 1ift, fo ldBt fih fein RKreid demfelben um-
{dhreiben.

153. Wenn in einem BViered die Summe der Gegen-
winfel = 2 R ift, fo geht bie Kreislinie, D
welde durd drei Puntte gelegt wird, aud
purd den vierten

Gefept, e3 ginge bdie Kreislinie, welde durd C
A, B und C gebt, nidt aud) dburdh) D, fo muf fie i
CD obder ihre Berldngerung in D’ {hneiden. €3 dre B
dann (152)

ZB 4+ ZAD'C =2R. Nad) der Bory. ift aber
ZB 1 ZADC —2R V=
ZB + £ADC — ZB 4+ ZADC
ZAD'C = £ ADC, wad unmiglid) ift.
154. 3n jedem ZTangentenviered ift B

Sdweder, Planimetrie.
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dieSumme-der erften unbd britten Seite gleidh der Summe
der ziweiten und vierten Seite.
eI C Bypt. AB 4+ CD = BC 4 DA.
G Bw. AAEM> A AHM, aljo
AE — AH, ebenfo

i 5 BE = BF
CG = CF
b DG — DH
BB AB + CD = BC + AD.

Wenn alfo in einem Vieved die Summe bder erften und dritten
Ceite nidt gleih dber Summe bder jveiten und vierten Seite ift, fo
laft fidh demfelben fein Kreid hineinbejchreiben.

155. Jn jeded Wiered, in dem die Summe der erften
und dritten Seite gleidh der Summe ber zweiten und
bierten Seite ijt, [apt Jid) ein Kreid befdhreiben.

Bw. Man balbire den Winfel A und B; aud dem Durd)jdnitts-
punft M der Dalbirungslinien fille man die Senfredhten MH, ME
und MF, fo ift

A AMH » AAME; A BME & A BMF, aljo
g MH — ME = MF
Cin RKreis, mit einer bdiefer Linien ald Halbmeffer um M bejdyrie-
ben, beriibrt alfo bie Geraben DA, AB und BC. 3 ift aber aud)
AH = AE ‘
BF — BE
AH + BF = AB. Rad bder Borf. ift aber
AH +HD 4+ BF + FC = AB 4 CD
HD + FC = CD.
Madht man nun BG = Dﬁl, jo ift aud

MF2 — MC2? — CF2 — M(C? — CG?

MH: — MD? — DH? — MD? — DG*

MC2 — CG2 = MD? -— DG2. :
Dieraus folgt aber, dap MG L DC, denn mdre dies nidht ber
Fall, fo founte man eine andere Senfrechte ziehen, ettwa MI L DC

und bitte
M(C2— CI2 = MD2— DI?
CI* — CG2= DIz — DG?2, wad unmiglid) ift.
Somit it MG L DC, bdann ift aber
MC2 — CG2 = MG?, aljo

MG2—= MF?
MG = MF, b. b. die Kveislinie mit bem DHalbmefjer MF

Berithrt aud) bie Gerade CD.
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156. Um jedes Quabdrat und um jedes Stéd)te(f [aft fid) ein Rreis
bejchreiben, und in jeded Duadrat und in jeden Rhombus; um und in
anvere Parallelogramme nicht.

157. €in Vieledt, in dem alle Seiten einander gleih) und audy alle
9Winfel einander gleih find, heift ein regelmdaBiges Vieled. Dain
einem n-Gd die Summe aller Winfel — 2 n —4) R ift (38), fo ift
jeder Winkel eines regelm(’i.ﬁigen n:Gds — (2 — 4,) R.

Regelmdapige BVielede von gleider B
Seitengahl fiud einander dhnlid.

158. Um und in jedbe3d regelmdpige
BVieled [dpt Jidh ein Kreis bejdhreiben.

Bw. Man balbire die Winfel A und B und
verbindbe den Durchjdnittdpuntt M der Halbirungs-

geraden mit allen Eden, jo ift £p = Lq
AM = BM.

Weil ferner £q = <Lr

AB = BC
BM gemeinidpaitlic

A AMB & BMC
AM = CM
ép — Zs
Lp="h cA="£6C
L= ZC=Lt
BC = CD

SRS Ll

A BMC > A CMD
BM — DM u. §. w.

Alle Eden find aljo von M gleich weit entfernt, . h. M ijt der
Mittelpunit des umidyriebenen Kreifes. Da gleidhe Sehnen vom Mittel-
punft gleid) eit entfernt find, jo find aud) die Sentredyten von M auf
die Seiten de3 Vieleds alle einanbver gleidh, d. ). M ift and) der Mittel-
punft ded eingejdhriebenen Kreifes.

159. Raft jid) dber Umfang eined Kreifes in eine be-
liebige Babl gleidher Theile zerlegen, jo bilden die ju
den gleidhen Bogen gehdrigen Sehnen, jo wie die dburd
die Theilungspunite gezogenen Tangenten regelmdapige
Bielede.

Bw. 1) Die Seiten find einander gleid), mweil ju gleidhen Bogen
gleide Sebnen gehoren, die Winfel find einander gletdh, weil fie Peri-
pherievintel auf gleidhen Bogen find.

2) Berbindet man die Eden durd) Gevabe mit dem Mittel-
4#
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P punft und sieht die Radbien ju den BVerithrungspuniten, fo
A find je 3teian einer e liegenden Dreiecte einander fon-
\ gruent, 3 B. A acm. > Abem, woraus folgt,
R~ baf bie vom Mitelpuntt zu den Eden gejogenen Ge-
&C /N \7/ raden bdie von den Senfrechten gebildeten Winfel bal-
et/ biven. Qeptere waren al8 Centrivinfel auf gleiden
e PBogen aneinander gleidh, alfo find e aud) ihre Halften.
Man erfennt jebt leidht die Kongruens aller- vorhandenen Dreiece,
mworaus fid) bie Richtigleit der Behauptung ergibt.

160. fann man in oder um einen Kreisd ein regel=
mifiges n-€Cd befdreiben, jo [dft Jidh) aud) ein vegel-
miBiges 2 n-Cd in und um den Kreid befdreiben.

~ Man braudht nur bdie gleidhen Bogen (ober die sugehvrigen Cen-
tytgamfel) su balbiven und die nbthigen Sebhwen und Tangenten zu
siehen.

161. Die Seite des regelmipigen Sedhseds ift gleidh
dem Halbmejfer ded umjdriebenen Kreifes.

Bor]. AB die Seite des regelm. Sedhseds.
Bpt. AB— AM.
Bw. Da AB bie Seite bes regelmipigen Sedhseds ift,
e fo it Bog. AB — 1/; be3 SKreisumfanges und <L
AMB = 2/; R, aljo £ MAB - £ MBA = ¢; R,
und ieil beide Winfel einander gleidh) find', ift jeder
M =2;R. A AMB ift alfo gleidhwinflig, mithin
auch gleichjeitig und AB = AM.

Tragt man jest den Halbmefjer als Sehne im
Rreife herum, fo wird der Umfang desfelben in 6 Theile, aljo aud
in brei gleidhe Theile getheilt. Mit Ritdfiht auf 160 fann man fo-
mit behaupten :

Sn und um jeden Kreis ldpt jid ein regelmdpiges
Bieled von 3,6,12,24,. .. itberhbaupt von 32" Seiten be-
fdhreiben. :

162. BVerbinbet man in einem Kreije die Endpuntte
jweier zu einander fenfredhten Durdmeffer, jo evhdlt
" manbdieSeitedeseingefdhriebenenregelmipigenBiereds.

Sn und um jedben Kreisd ikt fidh alfo ein vegel-
maBiges Bieled von 4,8, 16,... iitberhaupt von 2= Seiten
befdhreiben.

163, Die Seite bes einem Kreife eingefdhrichénen
regelmdipigen Bebneds ift gleich dbem groperen Stid
ve8 Halbmeffers, wenn diejer jo getheilt mird, dap fein
groferes Stitd das geometrifdhe Mittel zwifden dem
Radiug und feinem andern Abjdnitt ift (oder wenn bdad
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Quabdrat iiber dem groferen Stild gleih ift dem Rechted aus dem
Radiug und dem fleinern Stiid).
Wenn AB die Seite des regelmapigen Jebneds ift, fo ift
ZM =R, aljo -
ZA + ZMBA — %, R und
ZMBA=¢4,R. ,

Man ziebe jest BC fo, baf £ MBA bhalbirt wird,
jo it £ABC =< MBC =, R und £ BCA=
‘Is R, folglichy

A ABCo A AMB, jomit
AB AM
AC™ AB
€3 ijt aber aud) AB = BC = MC, aljo
o = i ober MC? — AC. AM.

Man iwiirde alfo die Seite des Jehneds erbalten, twenn fidy der

Halbmeffer auf obige Weife theilen liege. Wir begeichnen deshalb die

Léngenzablen von MA, MC und CA bder Reibe nady mit r, x und
r—x und erbalten :

xX*=r (r—x) =12 —rx

x? 4-rx —|-<2£>2= r? 4+ (%)’

S

= e (T =
Hieraus ergibt fidh folgende Konjtruftion:

Man erridte auf MA in A eine Senfredte AO = 1, AM
und ziebe OM. Bejdhreibt man nun mit AO als

DHalbmeffer um O einen Kreis, fo ijt x die Lingenzahl Q
von MP. Madyt man endlid) MC — MP, o ift ber : )
Dalbmefjer auf die verlangte Weife getbeilt. 25 _,
Diefe Theilung ift unter bem Namen ,der gol: ¢ A
dene Edymitt” befannt. Die Ridhtigkeit der Konjtruttion lapt fidh aud
leicht direft eigen:
MQ MA

A = 55 (139) MA — 2 AO —PQ
MQ MA 7
MA—l=yp — 1 MC=MP

MP AC

MA = MC



T8 = 3o tber MC*— AC. AM.
Um und in jeben Kreis lift fid aljo ein regelmapi-

ges Bieled von 5, 10,20 . .. iiberhaupt von 52" Seiten
befdreiben.

146. Trdgt man von A aud bdie Seite des Sedhzeds AB und
B die Seite des Jehnedds AC wnad) derfelben Seite in

C  bie Reeislinie binein, jo ift Bog. BC :-; — %:115
ve8 Kreisumfanges. 3

Um und in jeden Kreisd [aft fidh aljo ein
vegelmafpiges Bicled von 15,30,60 .. .iber-
baupt von 152" Seiten befdreiben.

165.- Bei einem regelmdfpigen BVieled von n Seiten ift die Lingen-

3abl u feined Umfanges bas n fache der Lingenzahl a einer feiner
Seiten, aljo

B=="183%
und die Flachenzabl v gleid) bem halben Probuft aus den Lingenzahlen
be3 Umfanged und bes Halbmefjers des eingejdhriebenen Kreijes

v o
a3 fid) leidt ergibt, wenn die Flidhe ded Vieleds als eine Summe
¥ von Dreiecfen angefeben wird, die ihre gemeinjame

Spige im Mittelpuntt haben.

X 166. Die Umfdnge vegelmdpiger Biel-
) ede von gleider Seitenzabl verhalten fid
i ie die Rabdien der um- unbd eingejdriebe-

S nen Kreife, ihre Fladen wie die Quadrate
¢ diefer Radien
ul a’ (’r rl
; v nbzl Sp¥iinrpd
sl e

B, folgt leidht aus ABCDEF « A,B,CDE, A AMN
~ A AMN und A ABM » A ABM. —



IX. Sapifel.

Rektifikation und @uadratur des Kreifes.

167. Der Umfang de8 umgejdriebenen 2n-Eds ijt
fleiner ald ber ded umgejdriebenen n-Eds, derdesgein-
gejdriebenen2n-Cd3 ift grofer alsd der ded eingefdrie-
benen n-€ds.

Bw. 1) AF < CF

GB < GD

AF +FG + GB < CD
2 FG < CD
2n. FG < n.CD o

2) AE + EB > AB
2 AE > AB
2n AE >n.AB.

168. 2Wenn man aljo die Seitenahlen der um- und eingefdyrie-
benen regelmdpigen Bielede immer weiter verdoppelt, jo mnehmen bdie
Umfdnge der erjteren immer mebr ab, die der jtveiten immer mebhr zu.
Wie grop nun- aber aud) die Seitenzabhl bdiefer Vielede werden mag,
der Umfang ded umidyriebenen BVieleds fann dod) nidht unbegrenst ab-
nehmen, da e3 ja immer nod) den Kreid einjdhlieit, der Umfang des
eingefchriebenen Wieledd fann iieder nidht grifer werden ald die fie
umjdliepende Kreidlinie. Die Umfinge beider Vielede ndbern fidh
alfo bei fortdauernder Verdoppelung immermehr dem Kreidumfange
felbft. Bugleidh ndbern fih aber aud) die Fldden jener Jielede fort-
wdbrend der Kreisflache, uud man fann alio den Kreid als ein
}:egelm&f;iges Bieled von unendlid vielen Seiten an-

ehemn.

169. Dann gelten aber aud) die fiir die vegelmdfigen Vielecke
gefundenen Sdte fitr den SKreis:

Alle Kreife find einander dhnlid) (157).

Jbre Umfdnge verbalten fid) wie ibre Rabien: (113)

P -1

€ » B &)

P' rl
Sbre Fladen verbalten fidy wie die Quadbrate der Rabdien
k il

AR
Der Halbfreis itber der Hypotenuje eined recdhtiinkligen Dreieds
ift gleih der Summe der Halbireife iiber jeinen Katheten (116).
Die Flachenzabl eined Kreifed ift gleidh) dem balben Produft der
Qingenzahlen ded Umfanged und ded Halbmefjers. —



170. Aus der Gleidhung — % = ri folgt
P Py

oder
B x;
P s =P
P 2r,

b. . ba3 Berhiltnip bes Umfanged zum SDurd)meﬁer ift bei allen
Rtetien dasjelbe. Jennt man bdie Sabl mie oft der Durdhmefjer in

der Pevipherie entbalten ift =, alio == {0 efb&lt man
P=2ran
k = riqm.

€3 liege fid) aljo ool das BVerhiltnif ber Kreidlinie jur Lingen-
einbeit (Reftififation ded Kreifes (ald aud) das Verhiltnif ves Kreifed
sur Fldcheneinbeit (Quadratur des Kreifes) evmitteln, wenn die Jabl
s beftimmt ware. =« laft fid) aber nur annaberungémetie beftimmen,
unter andern aud) dburd) folgende Methobe:

171. Aus bden Flddenzahlen ded cingefdriebenen
und des umgejdriebenen n-€Cds lajjen Jid) die Fladen-
zablen bes eingejdhriebenen 2n-Cds beredhnen.

AB ijt bie Sexte ves eingejdhriebenen n-Eds
¢ P g6 1 AE=EB - - - - 2n-Gfs
= N

w

CD = = = - umjdriebenen n@cfs
F G 2,152 z z z 2n- @63
E, fei die Flachenzahl des eingejchriebenen n-Cds
Ezn £oaE z z z 2n-Cd8
Yoo =vs z = umjdriebenen n-Ed3
Ugn z 2 z 2 z 2n=@(f§
A MHA ~ A MEC
ME _ MC
MH MA
A MCE __ MC
A MAE MA

A MAE _ ME
A MAH MH

A MCE _ A MAE

A MAE A MAH
2n.A MCE __ 2n. A MAE
2n A MAE 2n A MAH
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U__n__Ein
Eg7 E,
Er =VE U

A MCF __ A MAE
A MAF A MAH
A MCE _ A MAE + A MAH
A MAF A MAH

Multiplicivt man auf beiden Seiten mit —‘f—: , fo folgt
U. Eu+ E, :
U= 28,
SEAUL VR

Un=E 1 F. — BT E,
172. Berednung von » mittelft ber Formeln
Ex=VE .U,
2 VEn .2Un (18 c r
. 2Ex
20— En + }B211
Die %lc’idyensaw? bes A ABCijt =12, alfjo 4 B
e r2
U, - 4r? \
Es = ¥V 8.r2 — 282842 r? E D H
S 16 ; e
P 3 282842 r? — 3,31370 r?

Fibrt man fo fort, fo ergibt fid) folgende Tabelle:

: [adenzablen der
@utm;_ali eingef(brieb?x,tm(b%ie?g(?e | ber umfjdbricbenen Bielede
4 2,00000 r2 400000 r2
8 2, 8‘)842 ) 3,31370 «r2?
16 3 ,06146 3,18259
32 3 12144 . 3,15172
64 3 13604 5. 3,14411
128 3,14033 3,14222
256 3,14127 3,14175
512 3,14131 3,14163
1024 3,14157 3,14160
2048 3,14158 3,14159 . ..
4096 3,14159 3,14159

4**
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©3 beftitigt fidh aljo durd) biefe Berecynung, daf bei fortdauern-
der Verdoppelung der Seiten die Fldden der ein- und wmgejcdhriebenen
Bielede fich immer mehr der Kreisflade ndbern, fo dap jhon beim «

4096 Gt der Unterjdhied tveniger als pom Quabdrat de3 Ra-

100000
dius betrdgt.
Da jomit
_ 314159 12
umd k = & rg fo folgt
n — 314159
Schon Archimedes inSyracus (+ 212 v. hr.) beftimmte  — .2,72 —3,14(2).

Lubinig von Ceulen®) (félid)lich Ludolf von Edlngenannt) beftimmtesz auf
35 Decimalftellen: 7= 3,14159265358979323846264333327950238.
DiejeZahl beift daber aud) haufig die Ludolfjdye ,Sabl: @Finen Leicht zu mex-

fenden Ausdrud fand Metiug (17. Jahrhunbert) = — % =3,141592(9).
Meift geniigt 7 — 3,1416.

Auch nad) der oben entwidelten Methode fonnte die Berednung
genauer gefithrt mwerden, viel bequemere Mittel bietet aber die hohere
Mathematif, jo dap Claujen in Dorpat jogar mehr ald 500 Decimal-
ftellen fiit == berechnet hat. :

*173. Sudem man aljo die Fladenzahl eines Kreifed mit fehr
toeit gehender Anndberung bevechnen fanm, lapt fid) aud) die Seite des-
jenigen Quabratd beredhnen, deffen Jnbalt dem bed Kreifes. gleid ift.
Frdgt man nun auf eine Gevade fo viel Lingeneinbeiten auf, als es
bie berechnete Langenzahl angibt, und bejchreibt dariiber gin Quabdrat,
fo ift biefed fehr mabe gleih dem SKreife. Jnjofern ift die Quadratur
bes Kreifed ausfithrbar. Jn der Art aber, mwie frither jedes Wieled
durd) bloe Konjtruftion in ein ihm fldchengleiches Duabdrat vermanbdelt
wurde, ir der Art ift die Quadratur des Kreifes unmiglich.

Bei dem langen und vergeblichen Suchen nad) diefer Quadratur
ve3 Kreifed fand man indefjen, daB fid) fiir einige von Kreisbogen be-
grenzte Jldachen gervadlinige Figuven, alio aud) Quadvate, von gleider
Grope bilden laflen. Davon zum Shlup einige Beifpiele:

Bejdreibtman aus dem Mittelpunit eined Quadrats

* - ¢ ABCD cinen Halbfreis EFG und um
e " A und B j3wei Biertelfreijfe EH und GH,
!7 fo ijt die vonjenen Kreisbogenbegrengte
| Flihe HEFGH (die . g. Art des Hippo-
G s

frates) halb fo grof al3 das Quabdrat

| ABCD. ®er Bemweis ift leicht
e Wenn man iiber die Sehne AB eines
; LBiertelfreifes MADB einen $Halbfreis

*) Gr war ein Deutjher von Geburt, der aud) eine Jeitlang in Livland lebte,
fpiter aber Prof. in Lepben war.
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AEB beicbte‘iiﬁ't,-foiﬁib'ie boﬁn Rreisbogen begrenjte Flade
(Lunula Hippocratis) gleid) bem Qua- E
drat iiber dem Radius des HalbEreijes. i
Bw. Halbfreis ABE == 1/, AC2n ”
Biextelfreis MADB - 1, AM2z —1), AC2 z B
Dalbfreis ABE — Biertelfreis MADB.
Nimmt man auf beiden Seiten des Segment M
ADB fort, fo bleibt

Cunula ADBEA — A ABM —[] ACMF.

Bejdreibt man iiber den drei Seiten
eines vedptwinfligen Dreieds Halbireife, A C
fo ift die Summe dev beiden Monbddhen L und M gleid
dem Dreied ABC.

Drud von G. Kreyfing in Leipzig.



Jm Berlage von J. Bacmeifter in Riga eridhien ferner:

Blaefe, ©., Staatsrath, Die natiirlidyen Familien der wildwad)fenden
Phancrogamen bder baltifhen Provingen Liv-, Kur- und Gthland.
Bearbeitet jum Gebraudh bei botanijdhen Crcurfionen. Mit Jeds
Tafeln Abbilbungen. Preis 1 Thir. oder 1 Rubel 20 Kop.

— — HRatedjismns der Chemie fiiv den Clementar-Unterridht in der
Mineralogie. : 12 Sgr. ober 48 RKop.

Bornhaupt, Dr. €., Leitfaden beim Wnterridt in der Geographic
von Liv-, Efth- und Kurland. 5 Sgr. ober 20 Kop.

— — HRarte der ORfecprovingen zum Gebraudhe beim Unterridht
ausd bem Leitfaden. 10 Sgr. ober 40 Kop.

Der Leitfaben mit der Karte sujammen genommen
121/, Sgr. ober 50 Koy.

GChriftiani, Dr. A., General-Superintendent von Livland, €in Wort
iiber die Judenmiffion. 6 Sgr. ober 25 Kop.

— — Bemerfungen sur Auslegung der Apocalpypfe mit bejonderer
Riidfidhgt auf die diliaftijche Frage. 71, Sgr. ober 30 Kop.

Halmjing, J. THh., Oberlehrer, Die Reformationsgefdhidhte Livlands
in ibren Grundziigen dargeftellt. 10 Sgr. ober 40 Kop.

Lebensfrage, cine widptige, der Deutigen Landwirthjdhaft in Betreff
der Berierthung der Delfudhen und ded Knodyenmehls.
5 Sgr. ober 20 Kop.

Mannhardt, Dr. phil, Privatdocent der Berliner Universitit, Jok.
Lasicit Poloni, de diis samagitarum libellus, mit Nachtrigen von
A. Bielenstein, 8 Sgr. oder 32 Kop.

Miiller, W., Die evangelifd)-lutherifdye Kirdye in Ruflanmd nad) ihrem
gegenmdrtigen Stanbe und ihrer Ausbehnung. 4 Sgr. ober 16 Kop.
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