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ANOTACIJA

Magistra darba ir aplikoti teorijas jautajumi par parametriskajiem integraliem un taja
skaita arT par Gamma un Beta funkcijam. Doti uzdevumi ar atrisinajumiem par atbilstoSam
temam. Pirma.nodala tiek defin€ts no parametra atkarigais integralis, apskatitas ta ipaSibas un
atrisinasanas metodes. Otra nodala ir apkopots teorijas izklasts par Eilera integraliem. Dots

ieskats par Gamma funkcijas visparinajumu kompleksa plakng.

Atslegvardi: no parametra atkarigie integrali, Eilera integrali, Gamma funkcija, Beta

funkcija.



ANNOTATION

Master’s thesis deals with issues concerning parametric integrals, including Gamma and
Beta functions. There are exercises with key answers on appropriate themes. Chapter 1
defines the parameter dependent integral, discusses its qualities and methods of solution.
Chapter 2 summarizes the theory outline of Euler integrals. The overview of Gamma function

generalization in the complex plane is given.

Key words: parameter dependent integrals, Euler integrals, Gamma function, Beta

function.
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IEVADS

Bakalaura limena matematikas studiju programmas matematiskas analizes kursa
ietvaros tiek apliikoti teorijas jautajumi par parametriskajiem integraliem.
Parametriskie integrali tiek bitiski pielietoti citds nozar€s, pieméram, varbiitibu teorija

un matematiskaja fizika.

Magistra darba mérkis: izveidot macibu materialu, kura ir izklastits teorétiskais
materials par parametriskajiem integraliem un ilustréts ar atbilsto§o uzdevumu risinasanas

piem&riem.

Magistra darba uzdevumi:
1. Veikt teorétisko aprakstu par parametriskiem integraliem;
2. Veikt teoretisko aprakstu par Gamma un Beta funkcijam, izp@tit to Ipasibas;

3. Pielietot zinasanas par parametriskiem integraliem, risinot uzdevumus.

Magistra darbs sastav no divam nodalam.

l.nodala tiek definéts no parametra atkarigais integralis, apskatitas ta Tpasibas un
atrisinaSanas metodes, tadas ka integréSana zem integrala zimes, Leibnica likums. Tiek
apliikota no parametra atkarigo integralu nepartrauktiba. Tapat ir aplikoti dazi ievérojami no
parametra atkarigie integrali, piem&ram, Puasona integralis, Dirihl€ integralis u.c.

2.nodala ir apkopots teorijas izklasts par Eilera integraliem. Tiek apskatiti uzdevumi,
kuros pielieto Eilera integralu ipasibas. Dots ieskats par Gamma funkcijas visparinajumu

kompleksa plakng, ka arT ir aplikots Gamma funkcijas grafiks reala argumenta gadijuma.

Magistra darba visi aplikotie uzdevumi ir atrisinati. Darba izstradé nav pielietoti

specifiski matematiski apzimejumi, iznemot visparpienemtos.



1. NO PARAMETRA ATKARIGAIS INTEGRALIS, TA DEFINICIJA,
TPASIBAS UN APREKINASANA

1.1. No parametra atkariga integrala definicija

as<x<b

c<y<d tas Ir,

Divu mainigo funkcija f(x,y) ir definéta taisnstarl Hz{

IT:[a,b] X [c,d] = {(x,y):x € [a,b],y € [c,d]} (skat.1.1.1.att.). Katram fiksétam y € [c, d]
eksisté konkréta noteikta integrala f; f(x, y)dx vertiba.

v4
d

1.1.1. att.
Simboliski to pieraksta I(y) = f:f(x, y)dx, kur y € [c,d].
Saja pieraksta f(x,y) ir no mainiga (parametra) y atkariga funkcija, I(y) - no
parametra y atkarigais integralis. [2, 3], [2,73]

Ja katram fiks€tam x € [a,b] eksisteé noteikta integrala fcdf (x,y)dy véertiba, tad

teiksim, ka eksisté no parametra X atkariga funkcija f (x, y) un I(x) = fcd f(x,y)dy, kur

X € [a, b] sauc no parametra X atkarigo integrali.

1.2. No parametra atkariga integrala 1pasibas

Teorema 1 (robeipareja péc parametra Zem integrala zimes)

Ja funkcija f (x, y) ir nepartraukta taisnstari [T (f (x,y) € C(IT1)) un A € [c; d], tad
b

lim f FOx,y)dx = f (lyzm f(x,y)) dx = f FloWdx. [2.3]

a



Pieradijums.

Katram y € [c, d] eksisté integralis f; f(x,y)dx. Katram fiksétam y € [c; d] funkcija
ir nepartraukta intervala [c;d], tas ir, f(x,y) € C([a,b]). Tas nozime, ka eksisté
integralis [ £ (x, \)dx.

Tiek izvelets un fikséts 1 € [c,d] un & > 0.

Taka f(x,y) € C(I1), tad pec Kantora teorémas (Slegta intervala nepartraukta funkcija
ir vienmeérigi nepartraukta Saja intervala) funkcija f(x,y) ir vienmérigi nepartraukta
apgabala IT . Attiecigi, ja € > 0, tad eksist€ § > 0, kur$ ir atkarigs no & vertibas. Tas ir,
katriem diviem punktiem (x;; y;) un (x,; y,) no definéta taisnstara IT, ja izpildas nosacijumi,

ka |x2 —X1| < 5 un |y2 - 3’1| < 6, tad ir Spékﬁ

&
|f(x2;y2) - f(x1;y1)| < m

Tiek pienemts, ka y; = A un y, =y, Kur y ir patvaligs punkts no intervala [c, d], kurs$
apmierina nosacijumu, ka |y — 4| < 4.

Tiek pienemts, ka x; = x, = x, Kur x ir patvaligs punkts no intervala [a,b], kur$
apmierina nosacijumu, ka [x, — x;| = 0 < 6.

Tiek iegits, ja |y — A| < 6, kur y € [c,d], tad visiem x € [a, b], ir speka nevienadiba:

&
|f G y) — fx D <o

Lidz ar to iegiist, ka
b b b
[ resyax = [ feundx = [(£euy - Fa)ax

b_e(b—a)_
e b—a

E.

b b b
[ ruyax = [ re x| < 17y - feenidx < 5o

Rezultata tiek iegits, ka visiem & > 0 eksiste § > 0, tads, ka, ja |y — 4] < &, kur
y € [c,d], tad

b b
Jf(x:}’)dx—jf(x,/l)dx <e.

ST nevienadiba savukart nozimée, ka

b b
ff(x,k)dx =§1i_r)r£ff(x,y)dx.

Kas arT bija japierada [2,4].



Analogiski var pieradit teorému: ja funkcija f(x,y) ir nepartraukta taisnstari /7 un

A € [a, b], tad ir speka:
d

d d
tim [ fGdy = [ (m ) dy = [ fGdy. 124

(o

Teoréma 2 (No parametra atkariga integrala nepartrauktiba)

Ja funkcija f(x,y) ir nepartraukta taisnstari I, tad integralis I(y) = f; f(x,y)dx ir
nepartraukts intervala y € [c,d]. [2,5]

Pieradijums.

Fiks€ patvaligu punktu A € [c, d]. RobeZpar€ja zem integrala zimes tika pieradits, ka

b b
éi_r)r}%jf(x,y)dx=ff(x,7»)dx

tas ir
éiﬁl(y) = I(A).
Tiek secinats, ka funkcija I(y) ir nepartraukta punkta A.
Ta ka A ir patvaligs punkts no intervala [c, d], tad tiek secinats, ka I(y) € C([c, d]).
Kas bija japierada. [2,5]

Nosacfjums funkcija f(x,y) ir nepartraukta taisnstiri I1, ir pietickams nosacijums

integrala I(y) nepartrauktibai intervala [c, d], bet tas nav nepiecieSams nosacijums.

Analogiski var pieradit teorému: “Ja funkcija f(x,y) ir nepartraukta taisnsttri IT un
integralis I(x) = fcd f(x,y)dy, kur x € [a,b], tad integralis I(x) ir nepartraukts intervala
[a, b]. ”[2,5]

Ja funkcija f(x,y) ir nepartraukta taisnstari I1, tad integralis I(y) = f; f(x,y)dx ir

nepartraukts intervala y € [c,d] un integralis [(x) = fcd f(x,y)dy ir nepartraukts intervala

x € [a, b]. Respektivi, tas nozime, ka vienlaicigi eksiste:
d d

[153ay = | jb f @ y)dx | dy

c c



d

fb (x)dx = f [ sy |ax. 126

C

Definicija.

Integralus
d

fl(y)dy=fd ff(x,y)dx dy

a

b b /d
ff(x)dx=f ff(x,y)dy dx

sauc par funkcijas f (x,y) atkartotiem integraliem taisnsturi I1. [2,6]

b

1.3. No parametra atkariga integrala aprekinasana

1.3.1. IntegréSana zem integrala zZimes

Apskata integrali

©2(y)

1) = j £ (e, y)dx,
®1(¥)

kura gan zemintegrala izteiksme, gan integréSanas robeZas ir atkarigas no parametra Y.
Acimredzot integrala vertiba ar1 bis atkariga no mainiga (parametra) y.
Ja funkcijas @;(y) un @,(y) ir nepartrauktas un funkcija f(x,y) ir nepartraukta péc

abiem mainigiem X un y, tad eksisté integralis:

d d @2(¥)
j 1(y)dy=j dy j £(x,y)dx.
c (o »1(y)

Gadijuma, ja funkcijas ¢4 (y) un @, (y) ir konstantes: ¢,(y) = a un ¢,(y) = b, tad

d d @2(¥)
j 1)dy = j dy j £(x,y)dx
c c 01(y)

var mainit integréSanas secibu:
d

fl(y)dy =fdyff(x,y)dx = fdxff(x,y)dy. [11,663 — 665]

Cc



1.3.2. AtvasinaSana zem integrala zimes

Teorema 3 (Leibnica likums)

Ja funkcija I(y) ir uzdota $adi: I(y) = [ f(x,y)dx, turklat funkcija f(x,y) ir

a<x<b

c<y<d eksist€ nepartraukts, pirmas kartas

nepartraukta un tai taisnstiri Hz{

atvasinajums f, (x,y), tad eksist integrala I(y) = f: f (x,y)dx atvasinajums, kuru aprékina

sadi :
d b b
ro) =1 f £ y)dx = f £1(x,y)dx.

Pieradijums
Fiksg patvaligi punktu v, € [c, d]. Sim punktam pieskaita funkcijas pieaugumu Ay tadu,
ka Ay # 0 unyy + Ay € [c,d]. Aprekina $ajos punktos integrala

1) = [ f(x,y)dx vértibas:

b
I(yo) = f £, yo)dx

b
I(yo +Ay) = ff(X, Yo + Ay)dx.

Atrod attiecibu:

100+ 89) — 10v0) _ Jy G030+ &y)dx = [ f (o, yo)dx _ f fGoyo +8y) — f(x)

Péc Langranza teorémas (Ja f(x) ir nepartraukta funkcija slegta intervala [a; b] un

eksisté atvasinajums visos intervala (a; b) punktos, tad intervala (a; b) eksiste vismaz viens
punkts ¢, kura f'(c) = W) [1,163]
f(x,y0 +Ay) — f(x,¥0) = fy(x, ¥ + 6Ay)Ay, kur0 < 60 < 1.

Lidz ar to

I(yo +Ay) — 1 (o)
Ay

b
= ffy’(x, Yo + 0Ay)dx.
a

Taka f, (x,y) ir nepartraukts taisnstiir1 I, tad sakariba

10



I(yo + Ay) — 1(yo)
Ay

b
= J.fy’(x,yo + +6Ay)dx
a

pariet uz robezu, kad Ay — 0. Nemot véra teorému 1, iegist, ka

I I(yo + Ay) — 1(yo) _
im =
Ay—0 Ay

b b
lim | £ Gevo + 0ay)dx = [ fixyo)dx
a a

Ir iegits, ka eksiste I’ (y,) vertiba :

b
100 = [ i yodx

Ta ka y, ir patvaligi fikséts punkts no intervala [c,d], tad seko, ka I'(y) eksiste
patvaligam y € [c,d], un

b
Mw=fﬁmwm.

Taka f, (x,y) ir nepartraukts taisnsttir ITun I'(y) = f: fy (x,y)dx, tad péc teorémas 1
seko, ka I' (y) ir nepartraukts intervala y € [c,d].
Kas arT bija japierada. [2,6-7],[13]

Teorema 4
Apskata
»2(y)
= [ oo
»1(y)

a<x<b

Ja taisnsturt [1= {c ; y ; d funkcija f(x,y) un tas pirmas kartas atvasinajums f, (x, y)

ir nepartraukti, un ja intervala y € [c,d] funkcijam ¢,(y) un ¢@,(y) eksisté atvasinajumi

@1(¥) un @3(y), tad integrala

»2(¥)
1= [ rend
»1(y)
atvasinajums ir aprékinams péc formulas:
»2(y)
I'y) = j fyGoy)dx + a(v) - flo2(0), ) — 91(0) - f (921 (1), ¥).
»1(¥)

11



Pieradijums
Apskata integrali
2(y)
| reyax
»1(»)
Saja integrali ievie§ apzim&jumus: ¢4 (y) = u; @,(y) = v, tad
»2(¥)
| reyax- f Fx,y)dx = F(y,u,v)
»1(¥)
Diference funkciju pec y:
dF dF+0”F du_l_f.d_v
dy dy ocu dy ov dy

P&c teorémas 3 seko, ka

Y = ffy’(x,y)dx.

Integrala ar mainigu augsgjo robezu atvasinajums integréts pec §is robezas:

F
E = _f(u' y)
5F
—=fy)
Lidz ar to atvasinajums ir
dF OF du &F dv d d
') = G S ffy<x V)dx +£(0,9) - = fwy) - T =
92(y)
= | R@d+ o) 10009 - 60) f o0

o1 (y)

Kas ari bija japierada.[5,75]

Ja zemintergrala funkcija ir nepartraukta, tad var atrast ne tikai ta atvasinajumu, bet ari

no parametra atkariga integrala vertibu.

1.3.3. Frullani formula

Par Frullani (G. Froullani) integraliem sauc integralus, kuri ir uzdoti sadi

+f° f(ax) — f(bx)
X

dx, kur a>0un b > 0.

12



Tiks apskatiti trTs gadijumi atkariba no funkcijas f(x).
1. gadijums Tiek pienemts, ka funkcijai f (x) ir speka $adi nosacijumi:
1. funkcija f(x) ir definéta un nepartraukta visiem x > 0;
2. funkcijai f(x) eksiste galiga robeza, kura definéta sadi:
f(+e) = lim f(x).

No 1. nosacijuma izriet, ka eksisté (ja 0 < m < n < 4o0) integralis

ff(aX)—f(bX) dx = ff(ax) dx_ff(bx)dx_
X

X X

Abos integralos izmanto substitiiciju ax = z un bx = z.

ax =z
dz
dx = —
a

Jax =m,tad z = am

fnf(ax)dx—fnf(bx)dx Jax =n,tad z = an nf(z) bnf(z)

” x = bx =z =) o | =

dz am bm

dx =
=%

Jax =m,tad z = bm
Jax =n,tad z = bn

bm bn ( )
- | f(z)dz—jf—zdz.
z z
am an
Integrali izsaka ka robezu

Tf(ax) ~f) T
X
0

bn
f(2)
x = lim —dz— lim —dz.
m-0 Z n-+oo VA
am an

Abos integralos tiek pielietota vidgjas veértibas teoréma: “Ja f(x) un g(x) ir
nepartrauktas intervala [a, b] un g(x) saglaba savu zimi, tad eksisté vismaz viens tads punkts

£ € (a,b), ka

b b
[ regodx =@ [ geoax 7198)"
legiistot

bm bm
j@dzzf(f) J %=f(f)ln§,kuramS€Sbm

bn bn
Daz=f) [ T =fins Juran<n<b
" z=f( Z—fn n—,kuran <n < bn.
an

an

13



Actmredzot, jam — 0,tad ¢ - 0, un jan = +oo, tad n — +oo0. Tadgjadi

bm bn ( ) b
z z

x = lim &dz— lim f—dz=limf(f)ln——
m-0 Z n—-+oo Z §-0 a

am an

Tf(ax) ~fx)
X
0

b b b b
— lim_fnin= = f(O)in—— f(+e)in = (f(0) = f(+0))in—.

Lidz ar to 1. Frullani integrala formula ir

" —Fb b

2. gadijums Tiek apskatita funkcija f(x), kurai neeksisté galiga robeza, kad x — 400, bet
savukart eksisté integralis [ A+oo%dz, kurs konvergg, ja A > 0.

Apskatitaja 1. gadijuma, mainot n uz +oo, iegtist 2.Frullani integrala formulu

Cf@)—fGx) b
! . dx = f(O)lnE

3. gadijums Analogiski 2. gadijumam tiek apskatita funkcija f(x), kurai neeksisté galiga
robeza, kad x = 0, bet savukart eksiste integralis f : @dz, kur A < +oo.

Ja 2. gadijuma izmanto substitliciju x = %, tad iegtst 3.Frullani integrala formulu

+ o0

] f(ax) — f(bx)
X

0

b
dx = f(+oo)ln—. [11,621 - 623]

1.3.4. Dazi ieverojami no parametra atkarigie neistie integrali

Saja apaks$paragrafa tiks apskatiti visbiezak sastopamie no parametra atkarigie neistie

integrali un to vertibu aprékinasana.

1. Dirihlé integralis

Par Dirihl€ integrali sauc integrali, kur$ ir uzdots ka

+ oo

sinax
dx.
X

0

Lai aprékinatu Dirihl€ integrala veértibu, pienem, ka @ > 0 un tiek apskatits integralis
+00
Fap) = [ e

0

sinax

dx, kur g > 0.

14



Fiksétam parametra f > 0 vértibam integralis

konverge visiem a > 0.

Lai to pamatotu integralis f e

+ oo

[ e

0

Integrali [ 01

B

smax

+ oo

[ e

0

sinax

dx

—Bx S 4y tiek sadalits divu integralu summa:
1 +oo :
smax . Sinax _gy Sinax
dx + e Bx dx.
0 1
—px SMAX i manto substltucuu -=t.
1
— =t
X e Bs[na " sing
—dt t t
dx = dx = —— :_IEt tdt:f e
tZ t %t
Jax — 0,tad t > +oo ! be
Jax=1tadt=1

Ta ka visiem t € [1; +00) ir speka nevienadiba

jeb

un nefistais integralis

a
[2a

1

konvergg, tad péc salidzinasanas teorémas konvergg ar1 integralis

tas ir, konvergg integralis

Apliko integrali

+00

sin—
t
B dt,
1 ettt
1
smax
dx.
0
+00
sinax
dx.
xePx

1

15



Fiksétam parametra f > 0 vértibam p&c Dirihl€ pazimes integralis

+ oo

sinax
dx
xePx

1

konvergg visiem a > 0, jo
.. e hx .
1) funkcija eT intervala [1; +o0) dilst;

2) jaa # 0, funkcijai sinax eksisté ierobezota primitiva funkcija

X

f maxd cosa — cosax
sinaxdx = ———.
a
1
Ta ka konvergg integralis [ 01 e~ I 4y i integralis f ® sinax ——dx, tad konvergg ar1
integralis
1 +o0 +o0
. sinax sinax sinax
f x+f e Px dx =f e Px dx.
X X
0 1 0
Jaa =0, tad
+ 00 +00
F(0; B) = f o = f " odx=0.
X X
0 0
Atvasinot integrali f e ~Fx 21X gy péc parametra a, tiek iegits, ka
+00 ] , +00
sinax
K(a; B) = j (e‘ﬁx " ) dx = J e Pxcosaxdx.
0 0

Pec Veijestrasa pazimes ,, Ja intervala [a; +o0) eksiste funkcija @(x) tdda, ka
|f(x,@)| < @(x) visiem x € [a; +00) un visiem «a € E, un, ja integralis f0+°° @ (x)dx
konverge, tad integralis f;oo f (x, @)dx konvergé absoliti un vienmerigi apgabala E” [7,335]
integralis K (a; ) vienmérigi konvergg attieciba pret parametru a visam realam X vertibam.

- : e . S
Parciali atvasinot, aprékina vertibu integralim fo e P*cosaxdx.

+ A -
> u=eFx dv = cosaxdx
e Bxcosaxdx = lim | e P*cosaxdx px sinax | =
A—>+0o du = —fe v = | cosaxdx =
0 0 a
. A A .
) _px Sinax s _ _pa sinaA
= lim [ e +— | e P¥sinaxdx | = lim e
A—+o0 a 0 a A—->+0 a
0

16



A _ .
u=ehFx dv = sinaxdx
+= lim | e P*sinaxdx = —Bx . —cosax | =
Q A—+oo du = —fe v = | sinaxdx =
0 a
A B B[
sina cosax
= lim e P4 += lim [ —e A% —— Bxcosaxdx | =
A->+o0 A A—+ 0 a
0
_ sinaA B p ﬁz
= lim e P4 —— lim e PAcosaA +———2 e P*cosaxdx
A->+ a a“ A-+oo a
0
oy — . _ sinaA . _
Takalimy, e PA=—==0un lim e P4cosad = 0, tad
A—>+o0
+ o0 2 + o0
f e P*cosaxdx = — — —Zf e P*cosaxdx
a? «a
0 0

2 [o.0]
(1 + '8—2>f e PXcosaxdx = Ez
a a

+ 00
2
a
—Bx d :ﬁ—
e P*cosaxdx
f a?(a? + f?)
0
+ 00
f e PXcosaxdx = > P >
a’+p

0
Tatad tiek iegits, ka F'(a; ) vertiba ir
+o0
F,(a;B) = K(a; B) = j e PXcosaxdx =

0

_B
a?+ p*

Vienadojuma abas puses tick integrétas intervala t € [0; a].

JFt’(t;ﬁ)= Lclt

t% + B2
0 0

a a

a

FEpIE = arctg -

B Bl,
Fla; ) = F(0; ) = arctg%— arctg0
F(a; B) —F(0;B) = arctg%

Taka F(0; ) = 0, tad visiem 8 > 0 ir speka sakariba F(a; ) = arctg %
Talak pamatosim, ka visiem > 0 (a- konstants skaitlis) integralis

Fla; B) = f e =hx X gy konverggé vienmerigi péc parametra 8 intervala [0;1].
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_ﬁx sina

Integralis [ 1+°o e = dx konvergg vienmérigi péc parametra f3 ,jo

1) funkcijai sinax eksisté ierobezota primitiva funkcija;
.. —bx . . .
2) funkcija g(x,B) = eT ir monotoni dilsto$a, jo

2.1) tiek apskatits funkcijas atvasinajums

gL B) = (exﬁ> fre o e,

x2 x2 ’
2.2) acimredzot no 2.1. seko, ka f# = 0 un visiem x > 0 funkcijas atvasinajums ir negativs,
tasir g,(x,8) < O0;
2.3)jax - +oo, tad g, (x, B) vienmerigi konvergé uz 0 intervala [0; 1].

_ﬁx sin

3)P&c Dirihle pazimes integralis f e % dx vienmerigi konvergg pec parametra f.

Savukart, ka integralis fo o =Px TN gy konvergé vienmérigi, tiek secinats lidzigi

ieprieks apskatitajam.

o—Bx sinax

Tatad integralis F(a;B) = f

dx konvergé vienmérigi péc parametra 3

intervala [0;1].
Respektivi tiek ieguts, ka intervala [0; 1] funkcija F (a; B) ir nepartraukta péc parametra
B, ta ka integralis
+o0
sinax a
f e Bx . dx = arctg —

B

0

. - . « .. —Bx Sinax . — . -
vienmérigi konvergé un funkcija e ~#* T nepartraukta taisnstrT

_{0Sx<+oo
0<p<1

Tadgjadi funkcija F («; f) ir nepartraukta punkta f = 0 no labas puses.

Rezultata tiek secinats, kad f — 40, var pariet uz robezu integrali

+00
sinax a
f e Bx dx = arctg—,
x B
0
tas ir,
(T
+o0 +o0 —,jaa>0
sinax ] sinax _ a 2 )
j dx = lim [ e™A* dx = lim arctg—==4{ 0,jaa =0
X B—>+0 B->+0 B o
0 0 l—i,ja a<0

18



Nemot veéra, ka % ir nepara funkcija péc parametra «, tad integrala vértibu var
parrakstit sadi
+00
sinax T
f 2 dx = 7 Signa, kur a € R.[7,348 — 349]

0

2. Eilera - Puasona integralis

Par Eilera — Puasona integrali sauc integrali, kurs§ uzdots ka

+ o0

sz e~ *"dx.

0

Eilera — Puasona integrali biezi pielieto varbiitibu teorija, ka ari daZzos matematiskas
fizikas uzdevumos.

Lai aprékinatu ta vértibu izmanto substitiiciju x = yt, kur t > 0 ( t-fikséta konstante).

legust
+00 X =yt +00
dx = tdy 242
= —x? = = -yt
I ]e dx Jax=0tady =0 Je tdy
0 Jax - +oo,tad y > +oo| O©
Abas vienadojuma puses reizina ar et iegiist, ka
+00

[-et® =¢t° f e‘yztztdy
0
+00

[-et =f e~ t? (" +¢qy,
0
Abas vienadojuma puses tiek integrétas intervala [0; +o0) p&c parametra t.
+00 400 /+o00

fl-e‘tzdtzf fe‘tz(yzﬂ)tdy dt

0 0 0

+ o0 + o0 + o0

I-j e‘tzdt=J dtj e 0"+ tdy
0 0

0

Tiks pamatots, ka vienadojuma labaja pus€ var mainit integrésanas secibu.
Ir zinams, ka zemintegrala funkcija e (" + )¢ gr nenegativa un nepartraukta, ja
t >,y = 0. Péc Veijestrasa pazimes integralis f0+°° e t* v 2*’1)1:dy konvergé péc parametra t

jebkura intervala [c,d] c (0, +0), ta ka ir speka novertgjums
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|e—t2(y2+1)t| < |de—cz(y2+1)|

un nefistais integralis

+ oo

f de—cz(y2+1)dy
0

konverge. Analogiski var paradit, ka integralis
+00
f te (7 +1)q¢
0

vienmérigi konvergg attieciba pret y jebkura intervala [a, b] < (0, +0). Atkartotais integralis
f dyf ~t2(r*+1) g

Lidz ar to vienadojuma labaja pus€ var mainit integréSanas secibu, tas ir

f’" dtf —?2(y*+1)¢dy = fo dyf —?(r*+)¢qt

Tiek nemts véra, ka

konvergg.[10,6]

iegiistot

J dyJ ~t2(*+ ) ¢qy,

Vispirms aprékina vértibu integralim
+ oo
j e~ edr,

0

(1+yHt2 =z
to dz +oo d
- - z
f e—tZ(y2+1)tdt — tdt 2(1 T yz) — f e—Zm —
0 Jat=0,tad z=0 y

Jat - +oo,tad z - +©

—zA_

-1 , Z -1
- 2(1 + yZ) J ¢ d(_Z) Al—1>r-II-loo 2(1 2) f d( ) 2(1 + yZ) A—>+oo 0
0
-1 1 1

= —  |i —A_ 00y = =
2(1 + y2) Am (€™ —et) =0+ 20+y2)  2(1+y2)
20




Attiecigi ir iegts, ka

+ oo

_f 2(1+ y?) y_A—IHIooff1+y2 =3 Am arctgy T
0 0
_EA—1>r+noo arctga —arctg —E E—Z
Tatad
T
2 =—
4
jo [Fovm
N4 2
Ir aprékinats, ka Eilera-Puasona integrala vértiba
+oo
e
I =f e‘xzdx =7. [7,350 — 351]

0

Tiks apskatit vel viens veids ka atrast Eilera — Puasona integrala vértibu:

+o0
I =f ™% dx =ﬁ
2

0

Ta ka funkcija (1 + t)e ¢ sasniedz savu maksimalo vértibu 1, ja t = 0, tiek secinats, ja
t #0,tad (1 + t)e™* < 1. Pienemot, ka t = +x2, iegiist, ka

(1+xDe™ <1

un
(1-x2)e*" <1
Tiek izteikts e=** no abam nevienadibam:
e=¥* 1
1+ x2
1
x2
<
¢ 1—x2
Jeb

Tadgjadi,jax >0
1

1-x2<e™* <
1+ x2

Nevienadiba (1 + x2)e™** < 1 ierobezojot X mainas apgabalu intervala (0,1), tas ir
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1 —x2 >0, bet nevienadiba (1 —x2)e*” < 1, pienemot X par patvaligu skaitli, un abu
izteiksmju nevienadibu puses kapinot naturala skaitla n pakapé, iegist, ka

e‘nx2<< ! )n— ! jax >0
1+x2) ~ @+

e > (1—x2)"jad<x <1
tasir
(1—x2)" < e ™,

Integré pirmo nevienadibu intervala (0,1) un otro neivenadibu intervala (0;+oo)

iegustot, ka
1 1 + oo +0oo d
x
R e Ty g
f( x“)dx e X e X a1 0"
0 0 0 0
Pielietojot substitiicijas, tiek izteikti integrali | 01(1 —x%)"dx, [ 0+°° e dx un
+00 dx
fo (1+x2)n'
| u=+nx |
+ 0o 2 +o00 +0o
, u® =nx ¥ 2u 2 _ut
f e ™dx = 2udu = ndx =f e nz—duz—f e nudu =
0 Jax - +oo, tad u = +oo| " no
Jax =0,tadu=0
u2
t=—
N
2udu
dt = T e
2 Vn 1 1
= Vn =—f e‘tz—dtz—f e dt =—-1
Vn n 2" " Vn v
udu = Tdt 0 0
Jau — +oo,tad t - +©
Jau=0,tadt =0
X = cost L3

: dx = —sintdt 0 2
f(l — x?)tdx = Jax=0tadt = Tl = f(l — cos?t)" - (—sint)dt = f(sint)Z”“dt
) 2 Y
0 0

Jax =1,tadt =0 2

x = ctgt
+oo dt 0
f dx _ dx = _sinzt _ f _ 1 . 1 dt =
J (1 + x?)n Jax -0, tad t _)g ’ sin?t (1 + ctg?t)™
Jax - +oo, tad t - 0 :
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(sint)?"2dt

O\NI;‘

T
2
1
J- sin?t (

Tiek apskatits integralis

smzt

TL’

NIE

K, = f(smx) dx = f(smx)l td(—cosx).

Sis integralis tiek integréts parciali:

Y

2

u = (sinx)t1 dv = d(—cosx)

K = [ l_ld - =
! J.(Sl”x) (—cosx) du = (I — D(sinx)""2cosxdx v = —cosx

0

T

L3 T\ !1 [
= —(sinx)""cosx |2 - )

—cosx (I — 1)(sinx)""2cosxdx = — (sinE cos > +

o — iy

T T
2
+(sin0)"1cos0 + (I — 1) j cos®x (sinx)2dx = (1 — 1) j(l — sin?x) (sinx)!2dx =
0

TL' TL'

=(1-1) ]((smx)l Z_sintx)dx=(1-1D+(U-1) j(smx) dx

Tadgjadi tiek ieguts, ka K; = (I — 1)K;_, — (I — 1K,
K1+ ({-1)=0U-DK_,
Ky = (- 1K,
(1-1)

l -2

Kl=

Ar S0 sakaribu pakapeniski tiek pariets uz integrali K, vai K;, kuru vértibas attiecigi ir

s s

K —f(sinx)odx—J‘dx—z—o—E
0 - 2 T2
0 0

Vs
i T
sinxdx = —cosx (2) =— (cosi — cosO) =1

Il
S — nin

Jal =2n,kurn € N, tad
T
(2n — 1)” T

2n)! 2

2n-1)(2n-3)..3-1
2n(2n—2)2n—4) ..4-2
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Jal=2n+1,kurn € N, tad

2n(2n—2)2n—4) ..4-2 B (2n)!!
2n+1D2n-1)2n-3)..3-1 @2n+ D!

n
2

Kopii= f(sinx)zn“dx =
0

Respektivi tiek iegiits, ka

3 (- o
T E,]a [ — para skaitlis
K, = f(sinx)’dx =Y a—-1n (11,311 — 312]
0 ~——" ja | — nepara skaitlis

m

Tadgjadi tiek secinats, ka

1 3
n e @nE1-DU @0
!(1 — x*)"dx = Of(smt)z tdt = G Dl — T D

+oo 3
dx one2 0. (2n—2—1)!!lz_ (2n—3)!!.z
Of (1+x)n Of(smt) A= =on 2" Gn=1 2

So integralu vértibas tiek ievietotas nevienadiba

1 +oo + o0 d
_2\n —nx? X
f(l x)dx<fe dx<j a1 0"

0 0 0
2n)! 1 2n-3)"' &

—_— < _— < —_—
Cn+ DI n Cn-=2)I' 2
Nevienadibas puses reizina ar v/n, iegiistot

Vn(2n)!! Vn@2n=-3)!' ©
nron ~ S Tan-2n 2

Divkarsas nevienadibas abas puses tiek kapinatas kvadrata

n((2n)n)’ e on(@n- H)° (E)z

((2n + D1)° (2n—-2)m)" 2
n_ (2nn)? , n (@n- 3)1)°n2(2n — 1)
2n+1 (2n+1)((2n — D1)* 2n—1 4((2n - 2)1)"*
Péc Vallesa (J. Wallis) formulas (formula iegiiSanas veids tiks paradits vélak) seko, ka
T 2:2°4-4-..-2n"2n . (2n!)?

= lim
2 n—-+oo 1 " 3 " 3 " (Zn - 1)(211 + 1) n—-+oo ((Zn _ 1)!!)2(2n + 1)

Apskatam robezas, kad n - +oo
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o n ((2myn)* . oon ((2myn)*
lim . > = lim - lim 5 =
note2n+ 1 (2n 4 1)((2n— D) more2nt 1 nore on 4 1y((2n - 1)

_ 1 n m
22 4
o on a(@-3)’r2@n-1) 72 n (@n-3)0)’@n-1)
lim . 5 =— lim lim 5 =
n-o+o2n—1 4((271 _ 2)!!) 4 n-o+o02n — 1 no+oo ((Zn _ 2)”)
w2 1 1 w2 1 w1 m
= —-— lim > = — 5 =—-F=-
4 2note ((2n—2)N) 8 (2n—2)m) 8 5 4
2 m 2 2
(2n-3))"(2n-1) noto (2n—3)1) " (2n— 1)
Secina, ka
T
2 _
"= 4
Takal > 0, tad
T T
I= 7= g [5,612 — 613.]

Tatad ir ieguts, ka Eilera — Puasona integrala vértiba ir

+o0
1 =f e~ dx =ﬁ

2
0

Tiks paradits, ka iegtst Vallesa formulu. Ja x € [O ; g], tad ir speka divkarsa nevienadiba

sin®™tlx < sin?x < sin®™ 1x

Nevienadibu puses integré intervala x € [O ; g]

sin®xdx < | sin®* lxdx

o — iy
O — iy

T

2
f sin®™lxdx <
0

Pielieto ieprieks iegiito sakaribu

Q- 7 i .
T -E,]a [ — para skaitlis

(- D!
I

Kl=

,ja | — nepara skaitlis

iegust, ka
Cn+1-1DI! @n-DI' 7 (2n—-1-1DN
Zn+ Dl - or 2S5 @n-Dn
2n)N Cn-D' = (2n-2)! 2n)N
Cn+ DI S @t 2 S @n-Di| @Zn-Dn
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2n)! 2n)! T (2n-=-2)! (@2n)!
@nt DI@n—DI -2~ @n-DI@Zn- DI

(@on)’ 1 = (emw)’ 1

(@n-DW)*2n+1 "2 " ((2n—1)n)* 21

3

Apzimé
(emn)® 1
" (@n-Dn)’2n+1
(@)t 1
" (@n-pu)?2n
Lidz ar to
71'
Xy < E < Yn
Visas divkarsas nevienadibas puses dala ar 2n, iegtistot
Tn_ T _On

2n 2:2n 2n
Apliko starpibu

= (o)’ 1 (emw)’ 1 _ ((2n)n)* (i_ 1 >=
T (@)t (n-nn)’2n+l (@n—pu)’\2n 2n+1
_ ()’ X
T (@n-DW)’2n@n+1) 20
Lidz ar to

(2nn)* 17 _w
m(2n+1)(@2n—1n)° 2n2 " 2n

Acimredzot, jan — +oo, tad

Respektivi, tas nozimé, ka

lim (y, —x,) =0.

n—+oo
Ja nogrieznu [x,; v, ], kas ietver punktu g garums tiecas uz nulli, tad to galapunkti
tiecas uz g ;
I I z
m Xx, = 11n =
no+oo n—>+ooyn 2

Lidz ar to
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Tk i (2n!)? _ 2:2-4-4-..-2n-2n
2 nowe ™ novre ((Zn — 1)!!)2(271 +1) T i 133 .- Cn-1)(2n+1)

Tika paradits veids, ka iegiist Vallesa formulu. [5,145]

3. Laplasa integrali

Par Laplasa integraliem sauc integralus, kuri uzdoti ka

+o00 +o00

cosfx xsinfx
————dx un | ——=dx
a? + x? a? + x?
0 0
Lai aprékinatu integralu | O+°° ;Zi[i Zdxun | O+°° J;Szl:li ~ dx vértibas veic parveidojumus:
x —
+00 400 a =Y
cosfx 1 cosfx x=ay
12T e ) 2= dx = ady =
0 0 +(&) Jax=0,tady =0
Ja x - +oo,tad y = +o0

+00 +oo
1 cos(Bay) 1 [ cos(Bay)
=— | ———ady = —f ——dy
a? 1+ y? a 1+ y?
0 0
x —
+00 400 a =Y
xsinfix 1 xsinfix x=ay
fa2+x2 x=?] xzdx= dx = ady -
0 0 1+(E) Jax=0,tady =0
Ja x - +oo,tad y = +o0

+ 00 +oo
_ 1 [ aysin(Bay) Jy = J‘ ysin(Bay) d
T a? 1+y2 - 1+y?
0

Lai atvieglotu turprna'lkus aprélginus integrélos apzimé ﬁ a=Y, tas ir
1 cos /30: 1 cosy sin ﬁa siny

a 1+y2 1+ y2 1+y2

1+ y2 Y=
0

0

Tiek aplikoti integrali

+ 00 + oo
cosyy ysinyy
I(V)=f 1+y2dy un K(V)=f T+ y2 dy
0 0

Tiek pienemts, ka y > 0. Ta ka visam y un y vertibam zemintegrala funkcija

cosyy
1+ y?

ir nepartraukta un integralis
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+ o0 + o0 + o0

, cosyy\’ —ysinyy ysinyy
100=f( )dy=f————%y=—f dy
y 0 0

1+y? 1+y2 1+y?
0

intervala [y,, +], kur yo > 0 vienmérigi konvergg, tad izmantojot Leibnica likumu, tiek

legiits, ka
+ oo .
ysinyy
I'(y) =— d
»=-| T
0
Saskaitot vienadojuma I'(y) = — | 0+ooy fj:;);y dy un Dirihlg integrala [ 0+005inyy dy = g
vertibu, iegiist, ka
+(x> . +m . +w . .
T ysinyy sinyy sinyy  ysinyy
I'y)+==- dy + dy = ( - )d =
32 2 J~1+ﬁ Y f y f y 1+y2)
0
+ 00 +
3 f <sinyy + y2sinyy — yzsinyy> dy = f sinyy
y(1+y?) ) y(1+y?) 4
Atvasina abas vienadojuma puses peéc parametra y:
+0o0 +00
ycosyy cosyy
I'"y)=| ——=<dy = dy = 1(y).
0= | iy = [ 2y =10)
0 0
Respektivi, funkcija I (y) apmierina diferencialvienadojumu:
I"(y) -1y) =0
1) = e
2-1=0
A=+1
I(y) = Cley + Cze_y
Atzimésim, ka
+00 +00 A A
i< = [ 222 gy [ 2__ Y _ lim arctgy| =
Il < I( )—f 1+y2 }J—f 1+y2—Airlloofl_l_yz—A_l)erarcgyo =
0 0 0

= Al_i)rpoo(arctgA —arctg0) = %
Jay > +oo, tad eV - 0 un e¥ = +oo, tiek noteikts koeficients C; = 0 un attiecigi
integralis I(y) = C,e?.
Jay = 0ir zinams, ka I(0) = % Tiek aprékinata konstantes C, vértiba

T
—=0C,ef
2~ “2¢
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yis
CZ - E
un integrala vértiba, jay > 0, ir
s
I(y) = Ze
Taka
+ 00
cosyy
1= [ $55dy

0

ir para funkcija, tapec integrala vertibu var parrakstit visam realam y vertibam $adi:
/[
I(y) = Ee—lyl_

Ieverojot, ka

+co

N [ Ysivy Lo
1o =- | iy = ko),
0

tad attiecigi tick aprékinata integrala K (y) vértiba (jay > 0).

!

Ky)=I'(y)=- (Ee‘y) =Ze.

2 2
Taka
+ oo .
ysinyy
K(y) = d
0= | Ty
0
ir nepara funkcija, tapec integrala vertibu var parrakstit visam realam y vértibam sadi:
+oo
ysinyy s _
K@) = J T+y7 dy =7 sgny e 1 14,349 — 350]

0

respektivi, Laplasa integralu vértibas( ievérojot, ka fa =y, ja B # 0) ir

+oo +00
[ Lo g L[ £ gy 1T X i
a? + x? al 1+y2 a 2 2a

0 0
 xsinpx [ ysin(yy)

xsinfx ysin(yy T B T )
f a2+x2dx:f Tyzdy=isgny-e |V|:Eggna.e |Bal
0 0

Tika iegiits, ka Laplasa integralu vértibas, ja § # 0 ir

+00

a? + x2 2a
0
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+ oo
xsinfx T
————dx = —sgna - e” 1B,
f a? + x2 2 g
0
Literatiiras avotos ir sastopami v&l divu veida Laplasa integrali

+ oo + oo

f e~ ax” cosfxdx un f xe‘“xzsinﬁxdx
0 0
Tapat ka ieprieks tiek veikti parveidojumi un apzime \/% =2y
+o00 X\/_ = y + oo
— 1
J. e_“xzcosﬁxdx = Vadx = dy = f —e‘yzcosﬁydy =
) Jax=0,tady =0 Va Va
Jax — +oo,tad y = +00
17 i B 17
=— | e cos-=yd =|—=2 |=—f e~V cos2yydy.
\/Eof \/E)’ y Ja 14 ‘/EO yyay
+oo X\/_ = y + oo yz
ax? = ye B dy | B
xe~ " sinfxdx = Vadx = dy =f sin—y—=-= |—= 2 | =
Of p Jax=0,tady =0 Va \/ny/a Va v
Jax - +oo,tad y - +
+00
1

a
0

= —f ye‘yzsinZyydy

Apskata integrali

+00

C(y) =f e‘yzcos‘Zyydy.
0

Ta ka zemintegrala funkcija e™ 2cosZyy ir nepartraukta, ja y >0 un y € R, un
integralis C(y) konvergé visam y vértibam, un integralis f0+°°e‘y 2cosZyydy vienmerigi
konvergé péc Veijestrasa pazimes, tad var pielietot Leibnica likumu (teoréma 3). Tas ir

atvasina abas vienadojuma abas puses péc parametra y, iegistot, ka

+ 00 +o0o +00
C'(y) = f e‘y2c052yydy = f —Zye‘yzsinZVydy = —Zf ye‘yzsinZyydy.
0 0 0

Integrejot parciali, tiek iegiits, ka

+o00

A
C'(y) = —2f ye ¥ sin2yydy = — ZAIiT fye‘yzsinZyydy =
0 0
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u = sin2yy
du = 2ycos2yydy )2 a A
e
= dv =ye‘y2dy ] = —ZAEer —TsinZyy —J—T'Z)/COSZ]/ydy =
e 0 o
V= f 3;2 dy = -
e

A

— . _yz . A_ . _y2 — 1 —A . N _

Al_l)IPOOB styy|0 2Al_1>r411oo f e ™Y ycos2yydy Al_l)rlloo(e sin2yA — e®sin0)
0

+0o0 +0oo
—Z.f e‘yzyCOSZyydy = —2f e‘yz]/COSZ]/ydy.
0 0

Taka
+00
Cly) = j e Y’ cos2yydy
0
tiek iegtts, ka atvasinajums ir
C'(y) = =2yC(y)
dc(y) _

—~ = —2yC(y
a0 )
aww _ _
C)
2y?
InC(y) = - + InC
C(y)
In——- = —y?
n— y
c) 2
e
c e
C) =Ce”
Jay = 0, tad, ievérojot Eilera — Puasona integrala vértibu,
+ 00 + oo
Vr
Cc(0) = f e‘yzcos‘Ody =f e‘yzdy ==
0 0

Vi

un €(0) = Ce® = C. Tadgjadi konstantes C vértiba ir C = —-un

C(y) = ?e—yz [7,351].

Aplukojot ieprieks zinamo ( % =y ), tiek iegits, ka Laplasa integrala vértiba ir
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+o00

+00
1 1 Vm 1 [T _B
.[ e—axzcosﬂxdx = \/_E.f e‘J’ZCOSZyydy = —a-Te_VZ = E\/ge 4a,
0 0
Lai aprekinatu Laplasa integrala
+ 00 +o
2 1 2 .
f xe “ sinfxdx = Ef ye Y sin2yydy
0 0

vertibu, atseviski tiek apliikots integralis
400
S(y) = f ye ™’ sin2yydy
0
Ieverojot, ka
+00 +oo
C'(y) = j —2ye ™V sin2yydy = —Zf ye ¥ sin2yydy = —25(y),
0 0
tad attiecigi tick aprékinata integrala S(y) vértiba (jay > 0)

C’()/) =__1<\/% —)/2), \/E 2

St =—2~ . = Sye .

-2 2 2

Respektivi, Laplasa integrala vértiba (ievérojot, ka % =y)ir

400 + oo

1 1 vr Vi B (LY
—ax? .- S _yz . 2 — .Y —]/2=___ 2\/5 _
fxe sinfxdx af ye Y sin2yydy o ye a 2\/&6
0 0
pVm B
= e 4a,
4ara

4. Frenela integralis

Par Frenela (Ogustens Zans Frenelis — fran¢u fizikis, vilnu teorijas pamatlicgjs) sinusa

un kosinusa integraliem sauc attiecigi funkcijas:

2 X
S(x)=j:fsint2dt
T

0
X
2
C(x) = j:fcostzdt.
Vs
0

Sie integrali tiek izmantoti matematiskas fizikas uzdevumu risinasana (pieméram,
difrakcijas teorija un klasiskas mehanikas uzdevumos). Frenela integrali var izteikt Teilora
rinda (vispirms zemintegrala funkciju izsaka Teilora rinda un tad nointegré atseviski katru

virknes locekli). Frenela integrali Teilora rinda ir izsakami ka
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2 o xAn+3
SG) = E;(_l) (2n + 1)! (4n + 3)

7 — xAn+1
CO= =) (Do
) T (=1) (2n)!4n
n=0
Redzams, ka Frenela integrali ir veselas (par veselu funkciju sauc funkciju, kas ir

regulara visa apgabala), nepara funkcijas. [6,39]

Frenela integralu grafiks, ja x = 0 ir redzams att¢la 1.3.4.1

1.0

0.4

0.2 £ 4+
7 IJ/ N
L]/ |

I
L/ ]
0.0

X

1.3.4.1.att. Frenela integralu grafiks

No 1.3.4.1. att€la ir redzams, ka maksimala Frenela kosinusa integrala vértiba ir

aptuveni 0,98, bet Frenela sinusa integrala maksimala veértiba ir aptuveni 0,9.
. _ - . . D t2
Frenela integralus var normaliz&t, tas ir, funkcijas argumenta t? vieta izmantot ”T

vertibu. Tatad Frenela integralu definicija ir ieglistama iepriek§ minétaja Frenela integrali

veicot mainigo mainu t = \E t un integrala vertibu reizinot ar \E (skat att.1.3.4.2)

1.0

0.8

-6 T 7 7 - -
| Fi \ A ! / I 7 ]
/ \ J \ A A v\ J !
I~ / i1 \ ] \ I AYF ALY
| I \ v \/ v\ Y \ A ]
i ! ] \V \ \ \ A
0.4 i M- V; A/
o Fi AN/ 1
- i e i
i
L ] S(x)—| A
0.2 H +—]
Lol Clx)———-|
L |/ _
]
Lo ]
0.0
. . . . . . . . . .

X

1.3.4.2. att. Normalizets Frenela integralu grafiks
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No 1.3.4.2. attela ir redzams, ka normalizéta Frenela kosinusa un sinusa integralu
maksimalas veértibas attiecigi ir aptuveni 0,78 un 0,71.Salidzinot ar 1.3.4.1. att€lu, ir redzams,
ka mainas horizontalais un vertikalais mérogs.

Talak apskatisim Frenela integrala vertibu lielam argumenta X veértibam. Zemintegrala
funkcija ir mainzimju funkcija. Ka iepriek§ jau aplikots, integrali var izteikt ka mainzimju
rindas funkcijas laukumu summu, kur laukumi ir tiesi proporcionali zemintegralu funkcijas
periodam (skat. att. 1.3.4.3.). Svarstibu periods, kad t - +oo, ka redzams 1.3.4.3. att¢la,
tiecas uz nulli. Attiecigi ari mainzimju rindas locekli tiecas uz nulli. P& Liuvilla
konvergences pazimes rindas konvergg, respektivi, integrali S(x) un C(x) ir ierobezoti, ja

x = +00.[6,40]

v

" y=cos( )

25 | s T 4sP 5 |

1.3.4.3. att. Frenela kosinusa integrali var izteikt ki mainzimju rindas summu, kuras

locekli ir funkcijas y = cos(t?) un t ass ierobeZoto plaknes apgabalu laukumi

Tiks aprékinati Frenela integralu S = [ 0+°° sint?dtun C = | 0+°° cost?dt vértibas.

Vispirms, izmantojot substitliciju t? =y, tiek aprékinats integrala S = f0+°° sint?dt

vertiba.
+00 tz e y 400 . 1 + oo .
. 2tdt = dy siny siny
Szf sint?dt = =f —dyz—f —=dy
J Jat=0,tady =0 . 2.y 20 [y

Jat - too, tad y > +o0
Tiek pienemts, ka y > 0. Apskata integrali

+ o0

j e V¥ du.

0

Pielieto substitiiciju t = \/;u un pielieto Eilera — Puasona integrala vértibu

+00

e VT
J e X >
0

ieglstot, ka
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t=./yu
+oo dt —t2 \/—

e VW dy = du =—= =f ¢ dt = n'
| v NN

Jau=0,tadt =0 0
Jau — +oo,tad t - 400

.. - . 2 . _
Reizinot abas vienadojuma puses ar — iegust, ka

Vr
+ oo
i e_yuzduzﬂ i
T 2,/]y V@
+ oo
2 [ eyt gy L
— | e u=-—.
Vi) N

Ieverojot, ka

+ 00
s 1j‘ smyd f —yu g
= y un — = e u
| G
tiek iegtts, ka
+ 00 + 00 +00
S = lf siny-idyf Yy = f smydyf e~V du.
2 0 Vm 0 Vm

Lai pamatotu, ka integrali var mainit integréSanas secibu apskata integrali

+00
1 [ siny
. L
2 ) \/}
un, ja a # 0, izmanto vienadibu

+ 00 + oo + oo + oo

1 2. Siny du

E,f e ¥V —dy \/_f “ysmydyf e ¢ du—f f e y(u*+a )smydy—
0 ‘/; 0

+00

1
_\/_ﬁof 14 (W2 + a?)?’

Apskatot robezu, kad a — 0, ieglist vienadibu

T Vm) 1+u*
0
Pariet uz robezu drikst, ta ka integrali vienméerigi konvergg.

Citiem vardiem integralt

1 +00 +00
Sz—f sinyd f e V¥ du
Nz y )’0

0
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tiek mainita integrésanas seciba

1 +o0 +o0
S = —f duf e‘yuzsinydy
\/EO 0

un tiek izmantota vienadiba

+00

f e~ “sinfixdx =

0

B

a?+ B%
(vienadiba ir speka, ja @ > 0 un 8 € R), iegiistot iepriek§ min&to

+ o0

1 du
s=—f .
Vo) 1+u*
0

1 - . — © d - & e s e - . e
Apréekina integrala f0+ r:i‘f vertibu. Saja integrali izmantojot substitliciju u = i,

integrali var izteikt $adi:

1
u=-
400 X 0 +o0
f du 1 3 j dx _j xtdx
1+ut du——;dx B 5 ) 2@+t
0 Jau— 0,tad x » 40| ** X (1+(E)) 0
Jau — +oo,tad x = 0
+00 +00
3 f x?dx j u?du
) 1+xt ) 14ut
0 0
Attiecigi veic identisko parveidojumu, vienadojuma abas puses reizina ar 2, tas ir
+00 +00 +0o0 + 00 +oo +o
ZJ du —ZJ u?du _J uZdu+j uzdu_J uzdu_l_J du
14+u* 14+ut )] 1+4+ut 14+ut )] 1+ut 14+ut
0 0 0 0 0 0
1
Uu——=x
u
Abas vienadojuma puses kapina kvadrata
1 2
O
+00 +00 1 ul 1
_ (u2+1)du: 1+qu= u? = 2u- =+ — = x? _
1+ u4 2 1 L u
0 0o Wtz 2, 1 2
u‘+—=x"+2
u
1
dx = (1 + —2) du
u
Jau — 0,tad x > —
Jau — +oo,tad x - +

36



+o00 A A A L
dx | V2d (ﬁ)
= f —— = lim f J. lim =
X242 gore ) xP 42 Ae+oo e (x )2 1
- - ©p — o= pB =) +
V2
v (5 v v
2 V2 2 x |4 V2
=— lim —\/f: hm arctg—| = llm (arctgA —arctgB) =
2 A-+oo x \2 2 A- V2 2 A
B—>—o p <_) +1 B—> © B B—> ©
V2
V2 V2 (1 i i
= 7B]_l)eroo(a‘rctgA —arctgB) =5z~ (— E) = ﬁ
Rezultata ir iegits, ka
+ o0

tatad

j‘ du s
T+ut 2y2°
0
Attiecigi Frenela sinusa integrala vértiba ir
+ 00

s i
S =f sint?dt =

1
Vi 2VZ 22
Analogiski tiek aprékinats Frenela kosinusa integrala veértiba, kura vértiba ir
+ 00

C =f cost?dt =
0

T
—_— 4,351 — 353
N |

1.3.5. Uzdevumi par parametra atkarigo integralu aprekinasanu

Saja apaksnodala tiks formuléti uzdevumi par parametra atkarigo neistiem integraliem,
ka ari tiks sniegti uzdevumu atrisinagjumi. Uzdevumos tiek pienemts, ka funkcijas ir

nepartrauktas un tam eksisté pirmas kartas atvasinajumi.

1.uzdevums

Atrast atvasinajumu funkcijai
I(y) = J In(x? + y?)dx. [13]
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Risinajums

Lai aprékinatu funkcijas I(y) = fol In(x? + y?)dx atvasindjumu, izmanto sakaribu

I'0) = J, £ y)dx.

Lidz ar to
1 1
' o2y dx 2 (1 vd (_)
0 0 0 yZ ((y) +1> 0 (y) +1
2arct (x) ' 2arct 1 2arctg0 = 2arct !
= 2arc —|| = 2arctg—— 2arc = 2arctg—
g v gy g gy
2.uzdevums

Atrast atvasindjumu funkcijai

1

I(y) = fsin(yx) dx. [4,329]
0

Risinajums

Lai aprékinatu funkcijas I(y) = [ 01 sin(yx)dx atvasinajumu, izmanto sakaribu

b
o) = [ e

Tatad
1

xsin (yx))
y

1
1
1
I'(y) = f (sin(yx)ydx = f xcos(yx) dx = <F cosyx +
0 0
0

_ cosy — cos0 4 siny —0 cosy — 1+ ysiny
y? y y?

3.uzdevums

Atrast atvasindjumu funkcijai

shy

I(y) = J In(1+x?+y?)dx [7,329]
chy

Risinajums
Ta ka funkcijas f(x,y) = In(1 + x? + y?) un ¢, (y) = chy, un @,(y) = shy ir

nepartrauktas funkcijas, tad atvasinajumu mekl€ péc formulas:
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©2(y)

I'(y) = j fCay)dx + @3(v) - fo2(0),y) — 01(¥) - 1), y)-
@1(y)

Vispirms atrod atvasinajumus:

! = (n(L 422 +y2)), = —2
fy(xry)_(n( +x +y))y_1+x2+y2
91(y) = (chy)y = shy
@2(y) = (shy)y = chy

11dz ar to atvasinajums

shy
: 2y
I'(y) = f HT—I—yzdx + chyln(1 4+ x% + y®)|yzsny — shy - In(1 4+ x* + ¥*) | yochy =
chy
shy
2ydx

= f gl + chy - In(1 + sh®y + y?) — shy In(1 + ch?y + y?) =

chy ( ad ) +1)(1+y2)

J1+y?
shy
J1+y? < X )

= d + chy - In(ch?y + y?) —

1 + ] 2

ychy( >+1 Ji+y
V1+y?
291+ y2 x|
—shy In(1 + ch?y + y?) =yl+—yzyarctg = + chy - In(ch?y + y?) —
J1+y chy
—shy In(1 + ch?y + y?) =2—y<arctg — arctyg chy ) +
V1 J1+y? J1+y?

+chy - In(ch?y + y?) —shy In(1 + ch?y + y?)

4.uzdevums

Atrast atvasindjumu funkcijai

I(y) = jln(y2 + x%)dx. [3,3]

Risinajums
Atvasinajumu meklé péc formulas:
®2(¥)
I'(y) = j fy G y)dx + @3(y) - f(92(),y) = 01(0) - f(01(0), ¥)
»1(¥)
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Vispirms atrod atvasinajumus:

2
FGy) = (nG+ a2y =0
P =)y =1

0,(y) = (0);, =0

Lidz ar to
2yd . d
' yax X
I'(y) = fﬁﬂ)' In(x? + y?)|x=0 — 1- In(x? + y?) 5=y = 23’f—2—
ye+x y2<(£) +1>
y y y
2 2 )’d(E x10
2 2y Y 2y _ 2y _
—In(y“ +y°) = —fz—— In(2y*) = 2arctg—| — In(2y*) = 2arctg0 —
yy (g +1 Yly

21 1
—Zarctgg— In(2y?) = 7 In2 — Iny? = -5 In2 — 2Iny

5.uzdevums

Atrast atvasindjumu funkcijai

yveY
I(y) = In(1+ y?x?)dx. [7,329]
ye™
Risinajums
Atvasinajumu meklé péc formulas:
»2(¥)
rO = | K+ 00 f@00) — 60D Fa(),)
©1(¥)

Vispirms atrod atvasinajumus:
! / zxzy
fGey) = (n(L+x%y2); = =55
p1(y) = (ye™)y =e™ —ye™
9:(y) = (ye?)y = e” +ye”
Lidz ar to

yeY
2x%ydx
I'(y) = j ZXVEX | (¥ + ye)n(d + X2y omyer —

1+ x2y?
ye™y Y
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yveY
1 1
—(e™ —ye)In(1 + x2y?)|yoye-y = 2y f (_

- \d
Loy y? y2(1+x2y2)) X

+(e¥ +ye?¥) In(1 + y?e®?y?) — (e —ye ) In(1 + y?e y?) =

yeY yeY
_2 d 2 J. dx y(1+ )l (1+ 2y 4-)
Ty ) A+ xzyzy T ATyl +e™y
ye™y ye
ye¥
2 y 2 d(xy)
—e YA -y)In(l+y*e ) =—x|27_, —— f—
A= +ye™) =5xher =5 | 5@+
ye™y
2(ye? —ye™
e (1+ ) In(1 + Py — e (1 - y) In(1 + yre ) = - 2 ) _

2
- Farctgxyliﬁfy +e¥(1+y) In(1+e@y") —e V(1 —y)In(1+ y*e ) =

_4y(e?—e™)

% — (arctg(y?e?) —arctg(y?e™)) + e?(1 +y) In(1 + ePy*) —

2
—e V(1 —y)In(1+ y*e ?) =4shy + 7 (arctg(y?e™) — arctg(y?e”)) +

+e?(1+y) In(1 + ey —e V(1 —y) In(1 + yte™?)

6.uzdevums
Aprékinat
lin%J xcos((1 + y)x)dx. [8,327]
"
Risinajums
Ta ka zemintegrala funkcija f(x,y) = xcos((1 + y)x) ir nepartraukta visa plakn€ O,
lakng, tad ta ir nepartraukta taisnstart 11 = | .~ " =" kurd > 0,
plakng, tad ta ir nepartraukta taisnstar { d<y<d urd >

P&c teorémas 1, seko, ka drikst veikt robeZpareju zem integrala zimes, jay — 0.
Tadgjadi
A

hm f xcos((l + y)x)dx = f lim (xcos((l + y)x) fxcosxdx =
0

0

‘ u=x dv = cosxdx T

T ldu=dx v= j cosxdx = sinx
0

41
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=cosm—cos0=-1—-1=-2

7.uzdevums
Aprekinat
4
I f Y 4
im | —————dx.
y-1) 1+x%+y8
2
Risinajums

Ta ka zemintegrala funkcija f(x,y) = #ﬂ]s ir nepartraukta visa plakné O, plakng, tad ta

2<x<4

—dSysd'kurd>0'

ir nepartraukta taisnstar [1 = {

P&c teorémas 1, seko, ka drikst veikt robezpareju zem integrala zimes, ja y — 1.

Tadgjadi
4 4 4 4
i | e = o= [ e
»o1 1+x2+y —>11+x2+y +x2+1 2+x2
2 2 2
2+ X =t 18 18
2xdx = dt dt 1 1 1 18 In3
Jare o adi=6| = | Z=tl| =586 =i ==
Jax =4,tadt =18 ©
8.uzdevums
Apreékindt integrala
1 x® — xb
= f dx
o Inx
vertibu, ja a > 0,b > 0. [5,74-75]
Risinajums
Pienemsim, ka b ir parametrs, bet a— konstante, respektivi, tas nozimé, ka
x® — b
,b) =
f(x,b) T

ir zemintegrala funkcija, un integralis ir uzdots ka I = I(b). Lai var€tu pielietot teorému par

atvasinasanu zem integrala zimes ( teoréma 3), nepiecie$ams nodro$inat, lai izpildas teorémas

nosacijumi, tas ir, lai funkcija f (x, b) un ta atvasinajums f (x, b),, butu nepartraukti.
Gadijuma, ja x € (0; 1) funkcija f(x, b) ir nepartraukta. Definésim funkciju intervala

galapunktos:
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a b

X —X
!lnx . jaxe(01)
frby=1 7, jax=0
a—b, jax=1

Parbaudam intervala galapunktus.
Jax = 0, tad péc funkcijas definicijas f(0; b) = 0 un
x® — xb

lim =0
x-0 Inx

Jax = 0, tad Inx - —oo, lidz ar to, ja x — 0, tad

x% — xP

- 0.

Inx

Izmantojot Lopitala kartulu, atrod funkcijas f(x, b) robezu, ja x — 1.

. x® — xb - x® — Xb - axa—l — bxb—l . . Y
lim =lim =lim = lim(ax®* —bx°) =a—»b
x-1  Inx x-1 Inx x—1 1 x—-1

X

1r ierobezota intervala x € [0; 1].

Funkcija f(x,b) =

Ta ka funkcijai f(x, b) neeksisté pamatintegrala funkcija, tad p&c teorémas 3 atvasinam
zemintegrala funkciju p&c parametra b:
x® — xb>' _ xPlnx
b

b
Inx

f(x, by =<

Inx

b

Taka b > 0, tad funkcijas atvasinajums f(x, b), = —x” ir arT nepartraukts.

_4b

P&c teoreémas 3 atrod integrala [ = [ 01 xlnx atvasinajumu:
P (b) _f Y D = Xb+1 1 B 1b+1 N Ob+1 3 1
piD)= | T Ax = b+1|," b+1 b+1  b+1
0
Taka
) =~ —
P b+ 1
tad integrala vertiba ir
=fl,’,(b)db= - f—d(b+1)——ln(b+1)+C.

dx.

a_.b
Atrod konstantes C vértibu. Apskata uzdevuma doto integrali [ = f 01 ad m;

Actmredzot, jaa = b, tad

1xa _xa 0
1 =f dx f—dx = 0.
0o Inx Inx
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Lidz ar to

0=—-In(a+1)+C

C=In(a+1)
legtst, ka
a+1
I==In(b+1)+1 1) =1 '
nb+1)+In(a+1) nb+1
9.uzdevums
Apreékindat integrali
s
2
I(y) = f In(cos?x + y?sin?x) dx. [3,4]
0
Risinajums

Taka, jay > 0, zemintegrala funkcija f (x,y) = In(cos?x + y%sin?x) ir nepartraukta
un tai eksisté nepartraukts parcialais atvasinajums (ja y > 0):

, of (x,y) 2ysin’x
f (x’ y) = a = 2 2 - 2 "
y cos?x + y?sin?x

Tiek izmantota teoréma 3 un aprékinata atvasinajuma I' (y) veértiba iegustot, ka

tgx =t
% dt 5 1 - £2
2ysin?x dx = > cos®x = > sin’x = >
F@)=f 4 dx = 1+t 1+t 1+¢e2|_
cos?x + y?sin?x Jax=0,tadt=tg0 =0
0 s
Jax —>E,tad t > +oo

+00 tz +0oo

_ J Y1z dt 2yt2dt

B 12 148 ) A +yRH(A+tY)
0 1+41¢2 1+ t2 0

Zemintegrala funkciju sadala parcialdalas:
2yt? A B
A+y2)(A+t2)  1+y22 TTre
2yt? = A+ At? + B + By?t?
t: {Zy = A+ By?

t%l 0=A4A+8B
2y = —B + By?
2
B = zy
ye—1
-2
A=-B=— Y
ye—1



+o00

+00 +oo
') = 2yt?dt _f —2ydt +f 2ydt 3
Y= A+y2t2)(1+t2) ) (1+y22) (2 -1) 1+2)(2-1)
0 0 0

+o00 + oo
_ -2y J‘ dt f dt
Cy2—1 J 1+ y2t2 J 1+ t2

T - T dt + dt ¢ o e
Jay # 1, tad neistie integrali [ 0 wm un [ 0 * 0 konvergg, to vertibas attiecigi ir

+ oo

f dt m
1+t2 2

0
+ oo

+ o0
f dt _1.[‘ d(yt) 1=
1+y2t2 y) 1+@tH)2 y 2
0 0
Respektivi, tas nozimé, ka

+00

2ytidt -2y ( i T[) —2my(1 —y) s

1’(y)=0 A+yaA+) y2-1\2y 2) " -Do+1) y+1

2y 2
Zinot integrala atvasinajuma vertibu, atrod integrala vertibu:

I'(y) = —
Y oy +1

T T
I(_’y) —fmdy—fmd(y-i‘l) —Tl.'ll’l(y+1)+C

Konstanti C nosaka no nosacijuma, ja y = 1, tad

s s
2 2

() = f In(cos?x + sinx) dx = f Inldx =0
0 0

I(1)=nln(1+1)+C=nmln2+C
nln2+C=0
C=-mnln2
legust, ka

y+1

Vs
2

I(y) = f In(cos?x + y2sin’x)dx =nin(y +1) —wln2 = nin
0
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10.uzdevums

Aprékinat integrali
+0o0 +00
2 ¥ Vi
f e x2dx, jaf e * = [3,6]
0 y
Risinajumes.

o _x2 Yo
Apzimé I(y) = f0+ e ™ dx.

2 2 . :
Ta kia zemintegrala funkcija f(x,y) =e * 22 ir nepartraukta un tai eksisté

nepartraukts parcialais atvasinajums, tad vispirms aprékina parcialo atvasinajumu

2

_ af (x,y) . —2y —xz—y—2
= e x2,

Ky =— =
Tiek pielietota teoréma 3 un aprékinata atvasinajuma I'(y) veértiba iegtistot, ka
x=2
+o0 ) ) +oo  _ 2_3’_2 t
- —x2-Y_ e x —y
II(}’) = f nye x x2dx = —Zy-]- xz dx = dx = t—zdt =
0 0 Jax — 0,tad t > +o
Jax — too, tad t — 0
o Y2 y*t? +oo t=x
e t* Y t2 —y Y2 dx = dt
:_ny % '(t_z)dt:_zf‘”z dt=| jgt=0tadx=0 |~
oo 0 Jat - +oo, tad x > +

Zinot integrala atvasinajuma vertibu I'(y) = —2I(y) atrisina diferencialvienadojumu,

tas ir, tiek izteikta integrala vertiba

di(y)

dy —21(y)
d(y)
o) - Y

ay) [
f 1) f 2dy
Inl(y) = =2y + InC

I(y) = Ce™®

Konstanti C nosaka no nosacijuma, ja y = 0, tad
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Vr
7 = Ceo
s
c= "
2
+ 00
2 Vm
1(y) :f * xzdx=7e 2y
0
11.uzdevums
Ja |y| < 1, aprékinat integrali
1 + ysinx dx

I(y) = [3,4]

1 — ysinx sinx

OSNH

Risinajums.
Zemintegrala funkcija ir nepartraukta funkcija, ja |y| < 1.

Vispirms tiek aprékinats funkcijas parcialais atvasinajums:

(l 1+ysinx 1 )' 1 —ysinx sinx(1 — ysinx) — (—sinx)(1 + ysinx)
1 - ysinx sinx/,, ~ sinx(1 + ysinx) (1 — ysinx)? B
_sinx — ysin?x + sinx + ysin? X 2sinx 2

sinx(1 + ysinx)(1 — ysinx) smx(l + ysinx)(1 — ysmx) 1 —y?sinx

P&c 3.teorémas iegiist, ka atvasinajuma I’ (y) vértiba ir

1
— 2, —
n n ctgx =t 1+ ctg“x SinZx
‘ 7 2dx 1
7 _ dt:_
I'y) = f 2y f 1 - sinx
— y2sin?x 2 — 2
0 o Sin x(sinzx y) Jax - 0,tad t - +
I8 s
=—,tadt =ctg==10
Jax > a cg2
0 + 00 +
_j —2dt _] 2dt |Taka|y|<1tad| 2 f dt
S 1+ez—y2 ) 24+ 1—y2 1-y220 1—y2
+00 0

arctg

1—y T
1-y2)2 2)2 1-y? 1/

Zinot integrala atvasinajuma veértibu

1-y
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T
I'ly) = ——
1—y?

aprékina integrala veértibu

o) f 1 d ‘ = sinu ’ TCcosu TCoSu d
= — = —_— u J—
Y 1= y?2 Y dy = cosudu ‘/1 — sin?u Vcos2u
TCcosu
=f du=fndu=nu+€=narcsiny+€.
cosu

Konstanti C nosaka no nosacijuma, jay = 0.

TL’

100) = f In

— 0 sinx sinx

T
2
1+ 0-sinx dx j‘lnldx
sinx
0

1(0) =marcsin0+C=0+C

0+C=0
cC=0
legust, ka
Y
2
I()_J‘ll+ysinxdx_ v+ 0 = )
y)=[InT— e —— marcsiny = marcsiny

0

12.uzdevums

Izmantojot Frullani formulas, apréekinat integralu vertibas, jaa > 0,b > 0

x2

e M —e
a)J fdx [7,345]

+o00
sinax — sinbx
b) f dx [3,4]

X
0

1xa_xb
c)sz dx
0

Inx

Risinajums.

Visos 3. gadijuma tiek pariets uz Frullani integrala formulu.

a) Izvélas funkciju f(x) = e™", ta ir nepartraukta visiem x = 0, funkcijai f (x) eksisté galiga

robeza, kura definéta sadi:

f(4+0) = lim e=®* =0
X—>+00
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Izsaka
e~ = ¢~(B%)" = £(Vbx)
e = ¢=(@)" = f(yax)
Aprékina f(0) = e7%%* =1

Izmantojot 1.Frullani integrala formulu, iegist, ka

+0o 2

0 g ’ :

X a
0

b) Izvélas funkciju f(x) = sinx, tad
sinbx = f(bx)
sinax = f(ax)
Apréekina f(0) = sin0 = 0
Ta ka funkcijai f(x) neeksisté galiga robeza, kad x — +oo, tad izmantojot 2.Frullani

integrala formulu iegist, ka

+00 too
. _ sinb — (b b
fsmax sin xdx:j'f(ax) f( x)dx:O-ln—=0
X X a
5 0

¢) Jau ieprieks (6.uzdevums) tika aplikots, ka

I_flx“—xbd iy a+1
), Ix T

Integrali izmantojot substitiiciju Inx = y, pariet uz Frullani formulu.

Inx =y
Tx® —xP dx = e¥d 0 gay _ by
Izj dx = x edy =J —eydy=
o Inx Jax — 0,tad y — +oo oo

Jax—1,tady -0

dy

+o0 o, (b+1)y _ p(a+1)y
L=
Izvelas funkciju f(y) = e, ta ir nepartraukta visiem y > 0.
Aprekina f(0) = e° = 1.
Ta ka funkcijai f(y) neeksisté galiga robeza, kad y — +oo, tad izmantojot 2.Frullani

integrala formulu, iegist, ka

+ oo

f+ooe(b+1)y _ plat)y dy = f f((b+Dx) = f((a+ Dx) di = In2 +1
0

y x b +1
0

Kas ar1 bija jaiegiist.
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2. EILERA INTEGRALI

Eilera integrali pieder pie vienkarsakam, bet taja pasa laika pie svarigakam ievérojamam
funkcijam. Citu specifisku funkciju pétiSanai, ir jazina Eilera integralu aprékinasanas metodes
un pamatipasibas. Pirmais Gamma un Beta funkcijas defingja L.Eilers. Sis funkcijas pétija ari
[.Natons, Dz.Vallis un citi. [9]

Saja nodala tiks definéti Eilera integrali, apliikotas to Ipasibas un atrisinati uzdevumi,

kuros japielieto Eilera integrali.

2.1. Beta funkcija jeb 1.veida Eilera integralis

Definicija
Par Beta funkciju sauc 1.veida Eilera integrali, kuru uzdod sadi:
1
B(a,b) = fxa‘l(l —x)P~'dx, kura > 0; b > 0.
0

Integralis ir 1sts, ja vienlaikus konstantes a > 1;b > 1. Pret§ja gadijuma
integralis B(a, b) = [ 01 x% (1 — x)?~1dx ir neists. Beta funkcijai ir divi singularie punkti. Ja
a < 1, tad singularais punkts ir x = 0, bet, ja b < 1, tad singularais punkts ir x = 1.

Tiek paradits, ka integralis B(a,b) konverge, ja vienlaicigi konstantes a > 0; b > 0.

Integralis B(a, b) tiek sadalits divu integralu summa:

1

2 1
B(a,b) = fxa‘l(l —x)Ptdx + f x4 1(1 —x)’tdx = I, + I, kur
0 1
2
1
2
I = fxa‘l(l — x)P1dx
0
1
I, = Jxa‘l(l — x)Ptdx.
1

2
1
Tiek apskatits 1.integralis I; = [2x*7"(1 —x)""'dx. Integralis ir neists, ja a < 1.

Funkcijas singularais punkts x = 0. Zemintegrala funkcija tiek parrakstita sadi:
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1— x)b—l

fO)=x*"11-x)P7t = (

xl-a
Apzimé
1
9() ==
Ta ka visiem b # 0 robeza
(1—x)b?
X - y1i-a
limf( ) lim—X—" = lim(1—x)P =101 =1,
x>0 g(x) x-0 1 x>0

xl—a

1 1
tad integrali [2 f(x)dx un 2 g(x)dx vienlaicigi konvergg vai divergg. Zinot, ka

1 1
2 2 dx
g(x)dx = —

0 0o X

konvergg tad, jal —a < 1 (t.i.,, jaa > 0), tiek secinats, ka integralis

L= x*1(1—x)P"tdx

O'\NIH

konvergg visam b vértibam, ja a > 0.
Tiek apskatits 2.integralis I, = fll x* (1 — x)’~1dx. Integralis ir neists, ja b < 1.
2

Zemintegrala izteiksme tiek parrakstita $adi:

xa—l

f(X) = xa_l(l - X)b_l = m

Apzime

g(x)=m-

Ta ka visiem a # 0 robeza

xa—l
X _ 1-b
lim {( ) i L=y vam1 = qam = 1,
x-0 g(x) x—0 1 x—0
(1—x)t-b

tad integrali ff f(x)dx un ff G(x)dx vienlaicigi konvergg vai divergg. levérojot, ka
2 2

J%lg(x)dx = f;#

konverge tad, jal — b < 1 (t.i.,, ja b > 0), tiek secinats, ka integralis
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1
I, = fxa‘l(l — x)P1dx
1
2
konverge visam a vertibam, ja b > 0.
l.veida Eilera integralis B(a,b) = [ 01 x%1(1—x)’"1dx konvergg, ja vienlaicigi
konstantes a > 0, b > 0. Funkcijas B(a, b) definicijas apgabals ir

{0<a<+oo

0= b < 4o (Skat.2.1.1.att.) [2,129 — 130].

R,

2.1.1. att. Beta funkcijas definicijas apgabala noteik§ana

2.1.1. Beta funkcijas svarigakas ipasibas

Seit tiks apskafits 1.veida integrala B(a,b) = fol x*71(1 — x)?1dx biezak lietojamas

1pasibas. Visas apskatitas 1pasibas tiks pieraditas.

Beta funkciju svarigakas 1pasibas:
1. Beta funkcija ir simetriska funkcija:
Pieradijums.
Integrali B(a, b) = f01 x% (1 — x)?~1dx, pielieto substitiiciju x = 1 — t.

legust

B(a,b) = j(l -0 (1-(1- t))b_l(—dt) = J(l — )2 1tP~1dt = B(b, a)
0 0

Tatad B(a,b) = B(b,a).
Kas arT bija japierada.[2,130]
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2. Ir speka sadas sakaribas:

Ja parametrs b > 1, a > 0, tad

B(Cl,b) = mB(Q,b - 1)
Ja parametrsa > 1, b > 0, tad
B(a, b) = mB(a -1, b) [2,130]

Pieradijums.
Ta ka Beta funkcija ir simetriska funkcija, tad pietiek pieradit tikai vienu gadijumu (ja
b > 1, sakaribu pierada analogiski). Ja a > 1, tad japierada, ka

B(a,b) = 1B(a—l,b)

a+b—
Integréjot parciali Beta funkciju, iegiist, ka

(1—x>b> a-x° |
= X

1

B(a,b) = fx“‘l(l —x)P"dx = fx“‘1d<

+
b b
0 0 0
1
a—1 (1-1)P-1¢1 (1-0)°
_ b.a—2 — _ .na-1
+ b f(l x)°x* “dx 5 5 0% +
0
1 2 1 7
a— a—
+ > j(l — x)Px%2dx =Tf(1 — x)Px%2dx.
0 0
Taka

Q-0 =01-0)""1-1-0)"(1-1-2))=0-0""-(1-x)"x,

tad iegiist, ka

1 1
—1 -1 -1
B(a,b) = an(l — x)P7 x4 2dx — anu — x)b1xa gy =aTB(a —1,b) —
0 0

a—1B b
5 (a,b)

Atrisina vienadojumu B(a, b) = aT_l B(a—1,b) — aT_l B(a, b) attieciba pret B(a, b).
a—1 a—1
B(a,b) = TB(a —-1,b) — TB(a, b)

Vienadojuma abas puses reizina ar b # 0, iegiistot
bB(a,b) = (a—1)B(a—1,b) — (a — 1)B(a,b)
(b+a—-1)B(a,b) =(a—1)B(a—1,b)
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(a-1)

B(a,b) =b+a_1B(a—1,b).

Kas ar1 bija japierada.

3. Ir speka Sadas sakaribas, kuras ieglist samazinot argumentu a, b vértibas:

(n—1)!
Blan) = @ D@+ @rn-n WnEN
B(m,n) = (m(; j_)il(f I)ll)!,kur mn €N [1,214].

Pieradijums.
Gadijuma, ja b = n,n € N,n > 1, vairakas reizes p&c kartas izmantojot sakaribu

B(a,bp) =—B(a,b—1
(a,b) at+b—-1 (@ )
iegiist, ka
n—1 n—1 n—2
Blan) = Ben- V= T ara g P@n ==
_ n—1 n—2 1 B(a,1) = (n—1)! B(a,1)
“atn—-1a+n-2 "a+1 VTG rn-D@a+n-2)..a+D *

Ieverojot, ka

1 1 1

xa

B(a,1) = fx“‘l(l —x)1ldx = fxa_ldx =—
0] 0 0

1% 0* 1

a a a
Ieverojot, ka Beta funkcija ir simetriska funkcija, iegtst, ka

(n—1)!
a(a+1)(a+2)..(a+n—-1)

B(a,n) = B(n,a) =

Gadijuma, jaa = m,kurm € N un b = n,kurn € N, tad tiek iegiita sakariba

(n—1)! _(m-1D!(n-1D)!

B(m,n) = B(n,m) = mm+1Dm+2)..(m+n—-1  (m+n-1)!

Kas arf bija japierada. [2,131]

4. Beta funkciju var izteikt ar formulu

1

+o ya—l
B(a,b) = fxa_l(l —x)Pldx = f a1y dy
0 0

Pieradijums.

1 . o .
Integrali [ x*~*(1 — x)?~*dx pielieto substiticiju x = % no kurienes seko,ka
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Izsaka

1—-x=—
x 1+y

Atvasina abas vienadojuma puses, iegiistot, ka

)

1+y
—dx =
ECERIE
d
dx = Y
(1+y)?
Jax=0,tady = 0.
Jax —» 1,tady - +oo.
Tadgjadi iegust, ka
1 +o0 +o0
a-1 1 \'71 4 a-1
fx“‘l(l—x)b_ldxzf ( Y ) ( > 4 =f _Y dy.
1+y 1+y/ @@A+y)? (14 y)atb
0 0 0

Kas bija japierada. [2,131]

5. Beta funkciju var izteikt ar $adi:

1
B(a,b) = jxa-1(1 —x)b"tdx =2
0

cos?* 1psin?*"1pde.

o —— nin

Pieradijums.
Apskata Beta funkciju B(a,b) = f01 x4 1(1—x)?"'dx. Saja integrali izmanto
substitiiciju x = cos?¢.
Acimredzot, ka
1—x=1-cos?p = sin?p
dx = (cos?@)'dp = —2cos@sinpdep

Jax=0,tad ¢ = arccosv0 = arccos0 = g

Jax=1,tad p = arccos\1 = arccosl = 0.
Tadgjadi iegiist, ka
1 0

B(a,b) = jxa_l(l —x)Pldx = J(coszw)a_l(sin2<p)b_1 - (—2cos@sing)de =

0
2
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o — iy

Y
2

=2 .[ 052072+ gin2b=2+1pq ) = 2
0

cos?* 1psin?"1pde.
Kas ar1 bija japierada.
6. Jab=1—aun0<a<1,kasnozimé ka0 < b < 1, tad
B(a,1—a) = ——[2,131]
sinma
Pieradijums.
oo x2-1 5 . . . .
Apskata Beta funkciju B(a,1 —a) = f0+ xljdx. So integrali sadala divu integralu
summa
+ 00
xa—l xa—l
f1+x x+f 1+x *=hth
0 1
kur
1
xa—l
I = d
! j T+

a—-1
Apskata integrali I; = | "X dx.

0 1+x

—_— o1 . .
Ta ka funkcijas T 1Zvirzijums Makloréna rinda ir

1
1+x

=1l—-x+x*—x3+4+.= Z(—l)lxl,
1=0

tad zemintegrala funkcijas izvirzijjums rinda ir

xa—l 00} oo oo
T x = xa1 Z(_l)l - Z(_l)lxl x2-1 = Z(_l)lxaﬂ—l_
=0 =0 =0

ST rinda vienmérigi konvergg, ja 0 < e < x <1 —¢' < 1. Rindai eksisté integréjama

mazorante intervala[0,1]:

n—-1
-1
=0

1+x

Seko, ka integralis no mazorantes konvergé vienmérigi (gan ja x = 1, gan ja x = 0).

Pielietojot teoremu: “Ja funkcija f(x,y),y € Y ir integréjama peéc x intervala [a, A,
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kur A > a un katra tada intervala, ja y = y,, funkcija vienmérigi tiecas uz robezfunkciju
@(x) turklat ja integralis 1(y) = f:w f(x,y)dx vienmerigi konverge, tad ir speka formula:

limy_y, [ fCoy)dx = [ @(x)dx” [11,695] iegist, ka

( 1)1 a+l
a4l

f( 1)lx@+H-1gy =

Z

Otraja integrali, izmantojot substitiiciju x = S iegﬁst, ka

1
12:.[-
0

Balstoties uz integrala I, izvirzijumu rinda, analogiski iegtst I, izvirzijumu rinda:

o (— 1)

a—1
=1

1
1-a-1

y~ @ fy

dy = dy.
1+y Y 1+y Y
0

12::

Rezultata iegﬁst ka

SN L SN S L S ety

Rindai

1+§:( 1)1( 1 4 1 )
a = a+l a-1

pielieto sinx izvirzijumu, tas ir,

had 2

. X
sinx = x 1_[ <1 - n2ﬂ2> [11,374 — 377]

n=1

Tiek izvirzits ﬁ, tapec vispirms to parraksta Sadi
! 1 ( t a +t )
—_ c
sinx 9274
Vispirms tiks izvirzitas ctg S un tg > lai to veiktu apliko

x2
sinx = x 1_[ <1 - n2n2>

n=1

Nemot abas vienadojuma puses moduli, iegﬁst

|sinx| =

nznz

Jax # 2n,kurn € Z, tad, logarltméjot abas VlenédOJuma puses, iegst
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oo

In|sinx| = In|x| + Z In

n=1

2

" X
n2m?

Atvasinot abas vienadojuma puses péc mainiga x, tiek iegtts, ka

[ & 2x
cosx Y
S 24 Zn_ﬂz
sinx  x  Lug X
n=1 n272
Y
X =5 1xz—nznz_ x—mn  x+mn
n=
P&c redukcijas formulam tgx = —ctg (x - —) kas nozimé, ka tgx izvirzijums ir
t c 1 .\ 1 C 2x
gx = —Z — — = _z — 1)2772
L x_2n2 1 x+2n2 1 n=1x2—M
legust, ka
! 1( t a +t = + Z 1 "( ! ! )
sinx  2\973 g B SR Vg T tm

Ka redzams, aplikota rinda

1+§:( 1)1( 1 4 1 )
a = a+l a-1

1zv1r21Jumam rinda. Lidz ar to ir iegits, ka

atbilst funkcuas

B(a,1—a) = — )
sinma

Kas arf bija japierada.[11,699-700]
[

No 6.1pasibas iegiist,jaa = b = %, tad Beta funkcijas veértiba ir B (1,1) =—F=T.

2°2 sm;

2.1.2. Uzdevumi par Beta funkciju jeb 1.veida Eilera integrali

1.uzdevums
Pieradit vai atspékot, ka Beta funkcijai izpildas sakariba:
B(a,b) =B(a+1,b) + B(a,b + 1) [3,9]
Pieradijums
Pielietojot Beta funkcijas 2.1paSibu, viegli var pieradit doto sakaribu. Izsaka vienadibas

labaja pusé dotas Beta funkcijas p&c 2. 1pasibas:
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atl-1 pat1-1b)=—""B@b
btat+t1-1¢ =P\

b+1-1 B(a,b+1-1) = b B(a, b)
btlta—1 % “bhta @

B(a+1,b) =

B(a,b+1) =
Ievietojot §1s izteiksmes sakuma dotos nosacijumos, tiek iegits, ka

a b
B(a,b) = H—aB(a,b) +mB(a,b)

a b
8o b) = (g * ) B D)

B(a,b) = B(a,b)
Ir pieradita uzdevuma dota sakariba.

2.uzdevums
Apreékindat integrali
Y
2
2
j 4tg3xdx.
0
Risinajums.
Taka
; sinx
X = \
g cosx
tad doto integrali var parrakstit $adi:
Y T
2 2

2 2 2
f 4tg3xdx = 4 f sin3xcos 3xdx
0 0

Integrali izsaka ar Beta funkciju. P&c Beta funkcijas 5.ipasibas nosaka Beta funkcijas a
un b vértibas no sist€mas:

T T
2 2

2 2 2 51
j4tg3xdx = 4J sin3xcos 3xdx = 2B (ag)
0 0
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Péc Beta funkcijas 6.1ipasibas seko, ka

15 21 2T
2B ( ) = =A4n

6’6 ST 1
sing >
Tatad
T
2
2
f4tg3xdx =4
0
3.uzdevums
Integrali
1
J‘ x3
J V1-— x3

kurc > — %, izteikt ar 1.veida integrali.[7,366]

Risinajums.
Lai integrali izteiktu ar Beta funkciju jeb 1.veida integrali, vispirms tiek izmantota

substitiicija 1 — x3 = t.

1—-x3=t
1 dt 0
X dx=3— (1—-10)° dt
f\/1 el —3va-o? :j-i/l—(l—t.—Bi/l—tz:
0 Jax =0,tadt =1 ) ( )

Jax =1,tadt =0
1
1 _2 1
=§f(1—t)c 3t73dt
0

Nosaka Beta funkcijas parametru a un b vértibas no sistémas:
-1

Tadgjadi iegiist, ka

1 1
f i d —1f1 tc_%t_%dt—lB(z +1)
rpr=haiaicl ARG —3°\3'%"3
0 0



4.uzdevums

Aprekinat integrali
+co

f WX 17,365
1+ x* *[7,365]
0
Risinajums.
Integrali pielieto substitiiciju y = x*, iegiistot, ka
1
t=x*,  tatadx =t*
g dt ) )
+oo xX=— +o0 +o0 3
In®x 4t (Z l"t) dt 1 [ In*t-t 2
| T M= e sma] e
0 Inx = Int4 = Zlnt 0 4t 0
Jax =0,tadt =0
Jax — 4oo,tad t > +o0

o0 ta-1
Apskatam Beta funkciju B(a; 1 — a) = f0+ tljdt, kur 0 < a < 1. Tatad

+00
te1 T
[
14+¢ sinma
0

Atrod otras kartas atvasinajumu p&c parametra a abam vienadojuma pusém. Pirmas

kartas atvasinajums ir vienads ar
+ o0

t*int —n?cosma

dt =
f 1+t sin’ma
0

Otras kartas atvasinajums ir vienads ar
T a-1y2 2 '
t*Hn-t —m“cosma
—dt = o
1+t sin“ma
0
—n?(—mnsinma - sinma — mcosma - 2sinma * coswa)

2 !
—m?cosma
sin’ma sin*ma
m3sinma(sin®ma + 2cos?ma) w3(sinma + 2cos?*ma)
sin*ma sindma
Tatad
+00
f t* 1n?t it n3(sin’ma + 2cos®ma)
1+t B sind3ma
0
_ . 3, . 1.
levérojot,kaa — 1 = —— tasir, a = -, iegiist, ka
4 4

61



—\ 2 —\ 2
e _El 2 3 (sin2 X ¥ 2cos? n) m (( 22> +2 < 22> ) 63
t 4in“t 4 4 T

dt
T+t sin3% <ﬁ>3 V2

0

Rezultata tiek aprékinats, ka

+o00 + 0o 3
f In’x 1[ In%t-t % _3713\/?

Ty 11t ¥= 6

0 0

5.uzdevums

Ja 0 < a < B, aprekinat integrali

+o00

xa—l
dx 7,365
j 1+ xP [ |
0
Risinajumes.
Integrali pielieto substitiiciju x# = t iegistot
| xB =t
+o0 1 1, +00 “— +oo =B
x dx =—tF dt L, 1(t%
1+ xB /3 B
0 Jax =0,tadt =0 0 0
Ja x = +oo,tad t - +©
ya 1

P&c Beta funkcijas 4. ipasibas B(a, b) = f0+ Lr3)%°

nosaka parametru a un b vértibas.

Tadgjadi
+ 00 +o0o
[ f =58(51-5)
1+ xﬁ 1+t g’ B
0
Ta ki O0<a<pf, tad nemot vera Beta funkcijas 6.1pasibu, iegist,

+ oo

[ Srmee=golpn-g)=-"

pr

ﬁsm7
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2.2. Gamma funkcija jeb 2.veida Eilera integralis

Saja apak$nodala tiks aplikota Gamma funkcija jeb 2.veida Eilera integralis realam
argumenta vertibam, tiks pieraditas Gamma funkcijas Tpasibas. Tapat tiks paradita sakariba ar
l.veida Eilera integrali, un tiks atrisinati uzdevumi, kuros japielieto Gamma funkcija vai ar1

sakariba starp Beta un Gamma funkcijam. Gamma funkciju ieviesa L.Eilers 1729. gada.

Definicija
Par Gamma funkciju sauc 2.veida Eilera integrali, kuru uzdod $adi:
+ 00
I'(a) = f x4 e *dx.
0

2.veida Eilera integralis konvergg, ja a > 0. Lai to paraditu, 2. veida Eilera integralis

tiek sadalits divu integralu summa:

1 + oo
I'(a) = jx“‘le‘xdx +f x%le™*dx = I, + I, kur
0 1
1
I, = fx“‘le_xdx
0
+00
I, =f x% e *dx.
1

Tiek apskatits l.integralis I; = fol x® le™*dx. Integralis ir Tsts, ja a > 1. Pretgja
gadijuma — tas ir, ja a < 1, integralis ir neists. Zemintegrala funkcijas singularais punkts ir
x = 0. Zemintegrala funkcija tiek parrakstita Sadi:

e X
xl—a'

f(x) = x01p=% — y—(1-a)p—x —

Apzimé

1
9 =~

Ta ka visam parametra a vértibam

—-X

X 1-
limf( )=limx ¢ =lime*=¢% =1,
x—0 g(x) x—0 1 x—0
xl—a

tad integrali [ 01 f()dx un [ 01 g(x)dx vienlaicigi vai nu konvergg, vai diverge. Zinams, ka
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1 1 dx
fog(x)dx =f0 L

konvergg tad, ja 1 —a <1 (t.i., ja a > 0), tick secinats, ka integralis I; = folx“_le_xdx

konvergg.

a

Tiek apskatits 2.integralis I, = | 1+°° x® le~*dx. Ta ka visam parametra a vértibam

.’ xa—l Oa—l 0
im = =

tad eksisté skaitlis k > 1, tads, ka, ja x = k, tad
xa

e—x<1.

Skaidrs, ja x > k, tad visam a vértibam
x* 1

e_"<x2'

Zinot, ka neists integralis

konvergg, tiek secinats, ka visam parametra a vértibam ari integralis
+00
f x% le *dx
k

x% e *dx konvergg, ja a > 0.[2,132-133]

+00

konverge. Tade] ar integralis I, = |,

2.veida Eilera integralis I'(a) = [ O+°° x% e *dx konvergg, ja parametrs a > 0. [2,133]

2.2.1. Gamma funkcijas svarigakas 1pasibas

Kaut ar1 2. veida Eilera integrali nevar izteikt elementaras funkcijas veida, no ta neizriet,
ka nevar izpétit funkcijai raksturigas ipasibas. Saja apaks$nodala tiks apliikotas un pieraditas

Gamma funkcijas raksturigakas 1pasibas.
1. Gamma funkcijas vertibas ir pozitivas: I'(a) > 0, jaa € (0; +).

Pieradijums.

S1 Tpasiba izriet no Gamma funkcijas uzdoganas veida. [2,133].
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2. Ir speka sakariba: I'(a+ 1) = al'(a). So sakaribu sauc par Gamma funkcijas

pamatipasibu.

Pieradijums.
Tiek apskatits reizinajums

+ oo c

a
X
al'(a) = aJ. x%le *dx = a lim fe‘xd (—) =
Cc—>+00 a
0 0
xa
— =X -
u=e dv—d(a) x3e—%|C
a « |=alim
x X X c—+00 a 0
du = dx v=|[|d|—])=— 0
a a
. c%e=¢ 0% -0 . a( e x)dx
=al| lim — + lim =
c—>+0o0 a a c—+o0 a
0
c
- ) x*(—e™)dx
=al| lim + lim
c—>+00 a c—>+00 a
0
Ievéro, ka
c +oo
) x%(—e ¥)dx “( e‘x)dx 1 -
lim | ———— = =— dx
c—>+00 a a
0 0 0
- c? - c@ ! ac® 1 a a
lim = lim |— ) = lim = lim - lim — =
c-»+ow qe’ c—+oo \qef c c->+00 e’ c—>+ooaeC ¢+ C

legiist:
al'(a) =a<0+%1"(a+1)> =l(a+1)

Respektivi I'(a + 1) = al'(a)
Kas bija japierada.[1,133]

1
=—T(a+1)
a

a

c
lim —-0=0

c>+o qe’c

3. Irspekasakariba:I'(a+ 1) = ala—1)(a—2)..(a—k)['(a—k),kura—k > 0un

k€EN
Pieradijums.

Pienem, ka a € Z un k = [a] jeb skaitla a vesela dala, tas ir, tuvakais mazakais skaitlis.

Secigi pielietojot Gamma funkcijas 2.1pasibu, tiek iegits, ka

ra+1) =al(a)=ala—Dra—1) =-=a(a—1)(a—-2)..

Kas bija japierada.[5,70-71]
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Ja k € N, tad ir speka sakariba:
rm+a)=m+a-DIn+a-1)=-=mMn+a—-1)(n+a—-2)..(a—Dal(a)

Atseviski tiek apskatits gadijums, kad n = 1, tas ir, tick mekléta Gammas funkcijas

I'(a + 1) vertiba.

Vispirms attiecigi tiek aprékinata r(1 vertiba:
+ oo + 00 + 00
ra) = f x1 e ™ dx = f e ¥dx = —f e *d(—x) = —e ¥|{® = 1.
0 0 0

AttiecigiT'(n+ 1) =nn—-1)(n—-2)(n—3)..2-1I'1) = n(n—1) ...2-1 =n!

Definicija:
Par funkcijas turpinajumu sauc analitiskas funkcijas definicijas apgabala paplasinaSanu,

saglabajot funkcijas analitiskas ipasibas.[12]

Gamma funkcija ir faktoriala (naturala argumenta funkcijas) turpinajums. [2,133]

4. Gamma funkcija ir nepartraukta intervala (0; +o0).
Pieradijums.
Fiks€ punktu aq > 0, kurs ir definéts intervala 0 < ¢ < d < +oo,takac < ay < d.

2.veida neistais integralis tiek uzrakstits divu integralu summas veida:

+ 1 +0o0
r(a) = j x4 te ¥dx = Jxa‘le‘xdx +f x*le™dx =1 + I,
0 0 1

kur

1
I, = fxa‘le‘xdx.
0

Saja integrali ir speka $adi nosacijumi, pirmkart, zemintegrala funkcija f (x) = x* 'e™*
ir nepartraukta apgabala
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{0<x£1
c<ac<d.

Otkart,
1

1
f f(x,a)dx = f x® le=*dx
0 0
intervala [c, d] vienmérigi konvergg attieciba pret a.

0<x<1
c<a<d

Taka0<x <1,tad x% < x€.

Tiek apskatits apgabals {

Abas nevienadibas puses reizina ar

ieglistot e *x%7 1 < e7*x¢7L,

1 . - o _ D
Ta ka fo x¢"le™*dx konvergg, ja ¢ >0, tad péc neisto integralu vienmérigas

konvergences ,, Ja I(y) = f;m f(x,y)dx konvergé visiem y € [c,d], tad to sauc par
vienmérigi konvergentu intervalda [c,d], ja katram & > 0 eksiste tads x(€), ka jebkuram

A > x(&) un visiem y € [c, d] izpildas | fA+°° f(x,y)dx| < £” [1,213] seko, ka integralis
1
I, = jx“‘le‘xdx
0

vienmérigi konvergg attieciba pret a intervala [c, d]. No ta tiek secinats, ka
1
I, = f x%le *dx
0

ir nepartraukts punkta a,.
Lidzigi apskata 2. integrali
+00
I, = f x% le*dx
1
a—-1,—x Ir

Ir speka $adi nosacijumi, pirmkart, zemintegrala funkcija f(x) =x%"'e

1<x< 4+

nepartraukta apgabalﬁ{ c<a<d

Otkart,
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+ oo

+00
J.f(x,a)dx=f x% e *dx
1

1
intervala [c, d] vienmérigi konvergg attieciba pret a. Lidzigi ieprieks apskatitajam intervala
1 < x < 4o ir speka sakariba x¢ < x¢.

Abas nevienadibas puses reizina ar

iegiist, ka e *x%"1 < e *x%71,

da

Ta ka integralis |, 1+°°x ~le™*dx konvergé visim mainiga d vértibam, tad intervala

[c,d] integralis I, = [ x®

L ~le™*dx konvergé vienmeérigi attieciba pret a. Savukart, tas

- = - —1: + oo
nozimé, ka integralis I, = [ , Xt

~le~*dx ir nepartraukts intervala [c, d], tatad ari punkta a,
Ta ka integrali I, = fol x*le *dx unl, = f1+°0xa_1e_xdx ir nepartraukti punkta a,,
tad ari 2. veida Eilera integralis I'(a) = I; + I, ar1 ir nepartraukts punkta a,,.
Zinot, ka punkts a, ir patvaligs punkts no intervala (0; 4+o0) tiek secinats, ka Gamma
funkcija I' (a) ir nepartraukta intervala (0; +oo).

Kas arT bija japierada. [2,135-136]

5. Ja parametra a vértiba tiecas uz 0 no labas puses, tad Gamma funkcijas vértiba ir

ekvivalenta veértibai % Simboliski to var pierakstit §adi, jaa — +0, tad I'(a)~ %

Pieradijums.
Tiek parrakstita Gamma funkcijas 2. ipasiba (I'(a + 1) = al'(a)) $adi:

I'(a)
T

a
Tiek apskatita robeza, kad a — +0. Pé&c Gamma funkcijas 3. ipasibas seko, ka ta ir

'a+1)=

nepartraukta funkcija intervala (0; +o0). Tiek iegits, ka
lim IF'(a+1) =) =1,
a—-+0

kas savukart, nozime, ka

- TI'(a+1)
m ——=
a—-+0 l
a

jeb, jaa — +0, tad r(a)~§.
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Citiem vardiem sakot, parametra a vértibai tiecoties Uz 0 no labas puses, Gamma
funkcijas vertiba ir ekvivalenta bezgaligi lielai pozitivai vertibai i

Kas ari bija japierada. [2,136-137]

6. Gamma funkcijai intervala (0; +o0) eksisté n-tas kartas atvasinajumi, kurus uzdod $adi:

+00
r'™a) = f x% e *(Inx)"dx
0
Pieradijums.
Vispirms tiek pieradita 1. kartas atvasinajuma eksistence un vienadiba:

+00
I'(a) = f x% e *Inxdx.
0
Tiek apskatits intervals [c, d], kura patvaligi izvélas punktu a, tadu, ka
0<c<ay<d<+o. Saja intervala izpildas $adi nosacijumi, pirmkart, zemintegrala
funkcija f(x) =x%le™™ un tas atvasinagjums f,(x) = (x* e ¥), = x* e *Inxir

O0<x <+
O<c<ac<sd

nepartraukti apgabala {
Otkart, intervala [c, d] integralis
+00 +o
f f(x,a)dx = j x%le *dx.
0 0
Treskart, pieradisim, ka intervala [c, d] integralis
+ 0 +
f fa(x)dx = f x% e *Inxdx
0 0
vienmérigi konvergg attieciba pret mainigo a.

Gamma funkcijas integrala atvasinajums tiek sadalits divu integralu summas veida:

40 1 +oo
j x* le X Inxdx = Jx“‘le‘xlnxdx+f x* e XInxdx.
0 0 1

Apluko integrali

1
f x* e *Inxdx.
0

0<x<1

,tad x% < x°€.
c<ac<d

Ta ka integralis ir uzdots apgabala {

Abas nevienadibas puses reizinot ar
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=X
—>0,
X

X 4C—1

iegiist e ™¥x?1 < e ¥x
Nemot vérd, ka Inx < 0, tiek secinats, ka e ™*x% lnx <0 un e ™*x°"1 < 0. No ta
izriet, ka e *x% nx > e *x°"linx. Lidzarto, jalnx < 0,0 < x < 1, tad
le™*x% linx| < |e™*x linx|
le™*x¢tinx| = —e *x¢"tinx > 0.
Apskatot intervalu 0 < x < 1, e™* < 1, iegiist [e *x% lInx| < —x¢"linx

Integr&jot parciali iegist, ka

! u = lnx dv = x¢1
_Cc—1 — dx xc—1+1 xc —
J. x“"Hnx dx du =2 v:fxc_ldx= — =
0 X c—1+1 c
1 1 1 1 1
x€ xdx 1 1 1 (cct1) 1( dx
=—|lnx— —j =— O——fxc‘dx =—jx"c+ dx=—j —-
clo cx c c c) x
0 0 0 0

dx
xl—c

Integralis [ 01 konvergg, jal —c > 1,tasir, jac > 0. P&c vienmérigas konvergences

pazimes: ,Ja eksiste tada funkcija g(x), ka visiem x = x, > a un visiem y € [c,d]
|f(x,y)| < g(x)un f;oo g(x)dx konverge, tad f;m f (x,y)dx konvergé vienmerigi intervala

[c,d].”[1,213] tiek secinats, ka integralis intervala [c, d]
1
f x% e *Inxdx
0

konverggé vienmerigi attieciba pret a.
- = e e — . _ +oco a—1.—x
Lidzigi tiek apskatits 2. integralis [ , X“T e Finxdx.

1<x<+4+x

izpildas nosacijums, ka e *x%1 < e *x9-1,
c<a<d P Jums, =

Apgabalé{

Reizinot abas nevienadibas puses ar Inx > 0, kur 1 < x < +oo, tiek iegits, ka

—X..d

e *x%Inx

e *x% nx < e *x% nx = e *x%% linx = ——.
x

Ta ka robeza

 Inx
lim — =0,
X—->+00 X

. L D
tad eksisté punkts m, m > 1 tads, ka x = m: % < 1. Attiecigi, ja x = m, tad

d

x4,

e x4 linx < e~
Ta visam mainiga d veértibam
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40
f x4 le Xdx
m

konvergg, tad arT integralis
+o0
f x4 e *Inxdx
m

konvergg, no ta atbilstosi konvergg integralis
+00
f x4 e *Inxdx
1

a=1e~*Inxdx konvergé visam mainiga d vértibam, tad (péc

Ta ka integralis [, x
nelsto integralu vienmérigas konvergences) intervala [c, d] integralis
+o0
j x% e *Inxdx
1

konvergg vienmérigi attieciba pret a.

legtist, ka

+ 00
f x% le *Inxdx
0

intervala [c, d] konvergg vienm&rigi attieciba pret a.

Citiem vardiem sakot, visiem a € [c,d] eksist¢ Gamma funkcijas atvasinajums I"'(a),
tatad eksisté I''(a,y), kur ag > 0 jeb eksisté Gamma funkcijas atvasinajums I''(a) intervala
a € (0; +0) un atvasinajumu izsaka sakariba

+o0
r'(a) = J x% e *Inxdx.
0
Ir pieradits 1. kartas atvasinajuma eksistence un sakariba
+ 00
r'(a) =f x4 e *Inxdx.
0

Augstako kartu atvasinajumu eksistence un
+00
r™q) = f x% te *(Inx)"dx
0
tiek pieradita ar matematisko indukciju. [2, 137-139]

71



7. Ir speka Eilera Gausa formula:

F@) = lim o 1234 m) n
G da+D)@+2) . (a+n—1) note allm=ola + k)

Pieradijums.
Tiek apskatita Gamma funkcija I'(a) = [ 0+oo x% e *dx.

Izmanto substitliciju e = z un ievéro, ka
1\/ 1
1 = -1 1
1 1—2zn (1 - Z”) ?annz
lim n(l—zn) = lim = lim ———~—= lim ———— =
n-+o n-+o l n-+o 1 n-+o i
n (ﬁ n?
1
=—Inz lim zn = -Ilnz=Inz"' = In—-.
n—-+oo VA
Tadgjadi

e *=z

1 1
+oo x=In-—= lim n(l—zn>
Z n—-+o
r'(a) = f x% e *dx = dz =
dx = ——
0 z
Jax =0,tadz =1
Jax — +oo,tad z - 0

1 a-1
0— (n (1 — Zﬁ)> zdz 1 La-1
) dz

= lim = lim | n%1! (1 —zn
n—+oo Z n—-+oo
1 0

1
Izmanto substitiiciju y = zn, iegistot, ka

n

y =z
1 1
1 a—1 y =Zn
I'(a)= nl—i>I-Poo n%-t (1 — Zn) dz=| 4, = ny"ldy |=
0 Jaz=0,tady =0
Jaz=1tady =1

1

1
= lim na—l(l _ y)a—lnyn—ldy = lim n¢ f(l _ y)a—lyn—ldy
n-+oo n-+o

0 0

Pielietojot Beta funkcijas 3 1paSibu
1

j (1 - y)a'y"ldy = B(n,a) =
0

1-2-3..(n—1)
a(a+1)(a+2)...(a+n—-1)

tiek iegits, ka
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1
r(a) = llm fna(l —_ )a_l n_ld — hm na 1 ) 2 ) 3 b (n - 1)
n—-+oo y y y n-+oo a(a + 1)((1 + 2) (a +n— 1)
0

Kas arf bija japierada [8,15-16]

2.2.2. Beta funkcijas izteik§ana ar Gamma funkciju

Tiek apskatita Gamma funkcija I'(a) = |, O+°° x% le~*dx. Tiek veikta mainigo maina

x =ty kurt > 0.

e x= ty 400
dx = tdy
— a-1,-x — . a-1,-ty _
F(a)—fx e *dx = Jax=0,tady =0 —f(ty) e Wtdy =

0 Jax - +oo,tady > +oo| ©

+ 00 + 00
:f taya—le—tydy: taf ya—le—tydy
0 0
Ir iegits, ka
+ 00
r'(a) = taf y¢le=tdy
0
jeb
r@_ [
a
i f y*re™dy.
0
Tiek izmantota substitticija {a =at b, ieglstot
t=t+1

+00
(Cgil];fgb =J ya+b—1e—(t+1)ydy_
0

Abas vienadojuma puses reizina ar t*~1

+ oo

I'(a+ b)te 1!
¥= ta—l J ya+b—1e—(t+1)ydy

(t + 1)atb

Abas vienadojuma puses tiek integrétas péc mainiga t integralrobezas no 0 lidz +oo.

+ oo + oo + oo

r'(a+b)te1
j (((;+1))a+b dt:J J ya+b—1e—(t+1)ydy ta-1d¢
0

+o00 + oo + oo

ta—l
r(a+b)f Wdt:f f ya+b—1e—(t+1)ydy t214¢
0 0 0
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0 a—1
P&c Beta funkcijas 4. ipasibas B(a, b) = f0+ (1iy)a+b

dy un, mainot labas vienadojuma

puses integrésanas kartibu, iegust, ka
+o00 /400
I'(a+ b)B(a,b) =.f f t@le~tdt |y*th=le=Vdy =
0 \o
+oo [ 400 +oo /400
=J. J. (ty)* te~d(ty) yb_le_ydyzf f ()% e *dx |yP~leVdy =
o \o o \o
+ 00

_ f @)y’ te™¥dy = I'(a)'(b)
0

Ir iegtts, ka I'(a + b)B(a, b) = I'(a)I'(b). Izsaka Beta funkciju, iegiistot sakaribu
r(ar)
I'a+b)’

Sakariba starp Gamma un Beta funkcijam biezi tiek pielietota, lai aprékinatu integralu

B(a,b) = [2,133 — 134]

vertibas.

Tiks apliikotas vél dazas Gamma funkcijas Tpasibas.

8. Ir speka papildinajuma sakariba:

kurO<a<1.

F@r-a = sinma’

Pieradijums.
Gamma funkcija tiek izvirzita funkciju rinda:
P&c Eilera Gausa formulas
I'(@= lim n° 1'2:3.(n—1) -
n-oto  ala+1)(a+2)..(a+n—-1)
B 2¢.3%4.42. n%-2-3.(n—-1) B
2¢-3a¢-4a. ne-q(a+1)(a+2)...(a+n—-1)

<1+%>“-<1+%>“-<1+%>“----(1%)“_ﬁﬁ

a(1+9)(1+5)(1+3) - (1+-25) “all 1+

Tadejadi



un ari

w (L 1\°
ra+1) = %n%
n

n=1

Izmantojot substitiiciju a = —a, tiek atrasta vertiba:

—-a

o (141
n=1 n

Péc Gamma funkcijas pamatipa$ibas iegist, ka I'(1 — a) = —al'(—a). Respektivi, tas

nozimé, ka
o l —-a o 1 —-a
SCRR B\  {Che R T g (G
n=1 1_5 n=1 1_ﬁ
Tapec
—-a a
r(1—a)-r(a)=ﬁﬁ-lﬁ(l+%) =112[ :
n=1 1_% an=1 1+% an=11—(%)2

Ka ieprieks tika minéts sinx var izteikt $adi

(0]

sinx = x 1_[ (1 - (:—n)z) (11,374 — 377]

n=1

tiek secinats, ja x = ma, tad

— nalj(l @),

Tadgjadi
ra r(a) = 1ﬁ S - -
A-a)-I'(@=- (Y ape q_ (%) a sinma sinmad
n=11— (ﬁ) n=1-+" (ﬁ) ma

Kas ar bija japierada.[8,16-17]

Ir iegaits, ja parametra a vértiba ir dalskaitlis, tad ir iesp&jams analitiski aprékinat tas

vertibu. Pieméram, ja a = %, tad




9. Ir speka sakariba:

r'a)(—a) = [1,215]

asinma’

Pieradijums.
Pieradot 8.1pasibu I'(a) un I'(—a) jau tika izvirziti rinda:

0 1\¢
1+

0 1
p(_a)=_§n@

Tiek apskatits reizinajums

a

° 1 o 1 o
r(a)r(—a)=%ﬂu. _%H% =_a_121_[_1 1(a)2=
2 _

a
el 1+ﬁ

1 1

- G

Pieradot 8.1pasibu, jau tika minéts, ka

n=1

Tadgjadi
P@r(-a) = = ———— == = "
a? ;.;3:11_(%)2 a? % asinma

Kas ar1 bija japierada.

10. Ir speka sakariba:

F<1+ )F(l >— T 1,215
2 a 2 4)= cosma’ [1,215]
Pieradijums.

Pieradot Gamma funkcijas 8.1pasibu, tika iegiits, ka

o)

ra r(a) = ! H CH - T
( a)-I'(a) = a ) a2 a o 1 a\? q Sinma  sinma
n=11— (ﬁ) n=1-+" (ﬁ) na



o o 1.
Tiek izmantota substitlicijaa = a + 5> legustot, ka

1 —_
F(l - (a +E)) o= sinm (a +%)

R ) e P

2 2 i T
sin (na + 2)

P&c trigonometrisko funkciju redukcijas formulam iegist, ka

r(Gra)riG-o)= =
24 2~ %) = cosma

Kas ar1 bija japierada.

11. Lezandra formula:

rar G + a) — %r(m). [1,215]

Pieradijums.

Lezandra formula tiek parrakstita $adi:

228-1r(g)r (% +a)

I 2a) v
Ievérojot Eilera Gausa formulu (substitlicija n = 2n) iegist, ka
(@) = lim n2 1:2:34..'n . nn!
Yuta " a@+ D@+2) . (@+n) niwale+ D@+2) . (@+n)
r(1+ ) i 1:2:3:4...n
—+a)= lim n =
2 n-+o 1 1 1 1
(a+7)(a+7+ 1)(a+7+2) ...(a+n+7)
_ a+% 1:2:34..'n _
Taotel 2Qa+DRa+2)2a+3)..Qat+tzn+1)
na%n!

y
e 2(2a + 1) ... (2a + 2n + 1)

1-2-3:4..-(2n) _
2a2a+ 1D Qa+2)...(2a +2n)
i (2n)*¢(2n)!
ot 2a(2a + 1)(2a + 2) .. (2a + 2n)

r'2a) = nl_i)rjloo(Zn)za

Tiek iegits, ka izteiksmes vertiba

22¢1r(a)r (% + a)
I'(2a) =
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1
_ 2227 In% - nl-n"2-nl- 2a2a + 1)(2a +2) ... 2a + 2n) B
T teal@+ D@+2) - (a+n) 2Q2a+1)..(2a+2n+ D(2Zn)22(2n)!

1 1
o 2L @y 2 n2e ()
n-+o (2n)22(2a+ 2n+ 1)(2n)!  n-o+eo (2a + 2n+ 1)(2n)!

_ 221 . (n!)? " 2n
B n—1>rPoo (2n)! \/ﬁ n—lgloo 2a+2n+1
Taka
l N fim =1
nodbo2a +2n+ 1  nodw2
tad
22a—1r(a)F (% + a) 22n ., (n|)2
= lim ——.
r(2a) n-+o (2n)!vn

Iegtta vienadojuma laba puse nav atkariga no parametra a vértibas, attiecigi tiek
secinats, ka arT kreisa puse nav atkariga no parametra a vertibas, citiem vardiem sakot, visam

parametra a vertibam, izteiksmes

22010 ()T (3 + a)
I'2a)

vertiba ir konstanta.

Tiek pienemts, ka a = %, tad I’ G) =+

@)= e -ro=

22¢71r(a)r (%+ a) . Vme1 _
r'2a) =2 1

N[ =

Vr

Ir pieradits, ka

228-11(q)r (% + a)
I'(2a)

=+
jeb
rar G + a) _ %r(m).

Kas bija japierada.[8,18]

Lidzigi var pieradit visparigo sakaribu (reizinasanas teorému), ka
1 2 n—1 n-11_ .
r'(a)r (;+ a)F(E+ a) ...F<T+ a) = (2m) 2 n27""I'(na).
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2.2.3. Uzdevumi, kuros jaizmanto Gamma funkcija vai ari sakariba starp Gamma un

Beta funkcijam

Apskatitajos uzdevumos tiek pienemts, ka negativam parametra a vertibam arf ir speka

Gamma funkcijas pamatipasiba I'(a + 1) = al'(a)

1.uzdevums
Zinot, kaI'(1) = 1 un

aprekinat vertibu izteiksmei
7 9
r(-3)rG)re.
Risinajums

Uzdevuma risinajuma pielieto Gamma funkcijas pamatipasibu, ka I'(a + 1) = al'(a).

Tiek aprékinatas atseviski katras Gamma funkcijas vertiba:

FENCED G IS I NG G I

2 e O

FrG)=T(4+1)=4r(4)=4r(3+1)=4-3r(3) =4-3r+1=4-3-2-r(1) =
=24

Lidz ar to izteiksmes vértiba ir

7 9 16vmT 105vV7m
F(_E)'F@'F(S)_ 105 16 AT T
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2.uzdevums
Dotos integralus izteikt ar Gamma funkcijas palidzibu un, ja iespéjams, aprékinat to vértibas
a

1
a)f(ln;) dx,kura >0 [10,23]

+ o0

b)f xae_xbdx,kur a>-1;b>0 [586]

+ 00

c)f x2"1e=**dx kurn > 0 [10,23]

0
Risinajums

Visos gadijumos tiks izmantots, ka I'(a) = f T xa-le=%Xdy

a) [zmanto substitiiciju y = In= -

y=ln1
g 1\? —dx x—dx . v
f(ln;) dx = dy___e_y =— fyae_ydyzf yt1-le=Vdy =TI'(a + 1)
0 Jax — 0,tad y —> +oo +oo 0
Jax—>1,tady -0

1
b) Izmanto substitaciju x = yb

1
X =yb
v b 11, a1 1, 1 a1,
fxae‘x dx = dx=5yb dy :f ybe_ygyb dy:Ef yb b leVdy =
0 Jax=0,tady =0 0 0
Jax - +oo,tad y > +©

F(a+1)_1r<a+1)
b b) b b

1
¢) Izmanto substitiiciju x = y2

1
b

1
X = y2
= — 1 1
f 21— gy — dx zy% 2[ y2(2n Dg- Yy~ zdy =
0 Jax=0,tady =0 0
Jax —» +oo,tady - +o0
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+0o0 +0oo

1 il _ 1 o 1 1
=—jy 2 2e ydy=Ef y"le ydy=EF(n)=§(n—1)F(n—1)=
0 0
(n—1)!
2

=%(n—1)(n—2)1“(n—2)=---=%(n—1)(n—2)...-2-1-1“(1)=

3.uzdevums
Aprékinat integrala
1
f Inl"(x)dx
0

vertibu, ja

OSM:

Insinxdx = —%an. [10,25]

Risinajums

Apzimé
1
I = f Inl"(x)dx
0
Integrali [ 01 InI’ (x)dx tiek pielietota substitlicija x = 1 — x, iegiistot
1
I = f InI'(1 — x)dx.

0

Ir iegiita sist€éma

( 1
I = jlnl"(x)dx
0

1
I = flnl"(l —x)dx
\ 0

Abas vienadojuma puses tiek summétas:

1 1
21 = flnl"(x)dx + f Inl'(1 —x)dx.
0 0

2] = f Inl’(x)Inl'(1 — x)dx

0
T

P&c Gamma funkcijas 8.1pasibas seko, ka I'(x)I'(1 — x) =

sinmx’
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1 1

1
T
21 = flnsi dx = f(lnn — Insinmx)dx = Innx|} — f Insintxdx =
0

nmx
0 0
nx =Yy T
2
dx = d_y 1 r ) 2 )
= s = Inm — p- f Insinydy = Inm — - f Insinydy
Jax =0,tady =0 0 5
Jax=1tady=m
Taka
VA
2
T

f Insinxdx = —Ean,

0
tad

2 T

2] = Ilnm ——- (——an) = Inm + In2 = In2n
T 2
21 = In2m
. In2n
2

Integrali fol InI'(x)dx sauc par Rabes integrali. (Rabe - 19. gs.

matematikis).[11,759]

4.uzdevums
Zinot,kaI'(1) = 1 un

apréekinat vertibu izteiksmeli

B (;,;) - B(7; 3).

Risinajums
Uzdevuma risinajuma tiks pielietota sakariba starp Gamma un Beta funkcijam

r(a)r(b) (m-1)!(n—1)!

B(a,b) = ) U0 Beta funkcijas 3.1pasiba: B(m,n) = ——— Jkurm,neN
Vispirms tiek aprékinatas atseviski katras Beta funkcijas vertiba:
7-1D!@E-1)! 6!2! 6!-2 1
gy UZDIG-D 62 _
(7+3-1)! 9! 9-8-7-6! 252
Apréekina vértibas:
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r)=rz+1)=2r()-
r)=rz+1)-2r()-

r4)=r(3+1)=3r(3)=3r(2+1)=3-2-r2)==6
Sis vértibas ir nepieciesamas Beta funkcijas aprékinasana
3\ -(5\ Vm 3Vm 3m
rQrl) 7% _ %

3@3_ 2)°\2) 24 8 _T
2’2) " .(3,5\ I ~ 6 16
r(z+3)

Lidz ar to izteiksmes vértiba ir
35 T 1 NG
/B (3:3) B = 15 353 = 1008

Apreékindat integrali

LA
2
3Vm
4

5.uzdevums

1

xS
j dx. [3,10]
0

iz
Risinajums
Integrali ar substitiicijas palidzibu tiek pariets uz Beta funkciju.
1—-x%=t
x=vV1-t
fl X5 . —2xdx tht fm dt 1 1( )2 _ld
x = = == [(1-0? 2dt =
V1 — x2 dx = ——— —2J1 = Zf
0 I=x —-2V1—t 1 Ve Vl-t 0
Jax=0,tadt =1
Jax =1,tadt =0

10 L 1 /1 1F(1)F(3) 1Var@2+1) 1 2VarQ)

2 2
1 2yar(i+1) 1 2yar1) 1 2Vm 1 2T
2 5 13 253 3\ 253 N 253 1.1\
I (z+1) 330G “3ar(tvy) ©353r(3)
1 2ym 8
~2531~ 15
222V
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6.uzdevums
Apreékindt laukumu plaknes figiiram, ko ierobezo liknes
a) r = singcos3¢@ (viena lapa)
b) r* =sin®pcos3¢p [3,11]
Risinajums
Laukumu plaknes figiirai, ja ta ir uzdota polarajas koordinatas aprékina p&c formulas:
B

1
S =§fr2(<p)d<p

a

a) Tiek uzziméts Iiknes grafiks (skat. 2.2.3.1 att.):

-

2.2.3.1.att.

Nosaka integréSanas robezas. Ta ka figiiru ierobezo izliekta linija, kas iet caur polaras
ass sakumpunktu, tad integréSanas robeZu nosaka linijas pieskare, kuras vienadojumu atrod
funkciju r = singcos3 ¢ pielidzinot nullei, tas ir, 7 = 0

singpcos3p =0
sing =0 vai cos3¢ =0
@ =1n cosp =0
Q= g +nn
Izveloties n = 0 iegiist ¢, = 0 un @, = g

Rezultata laukums tiek aprekinats sadi:

T

2

1 11 .

S = Ef(sinfpcos3g0)2 do = 5 sin?gcos® do.
0

o — uin

Vispirms aprekinasim laukumu, neizsakot to caur Beta funkcijam, un parliecinasimies,

ka, doto integrali aprekinot ar Beta funkcijas palidzibu, iegiitie rezultati bus vienadi.
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1 —cos2¢

. 2 —

sin“g >
) 1+ cos2e

cos“@ = — _

1

s

2

f(smfpcos p)de = > sin?gpcos®o de =
0

o — iy

cosacosf = 3 (cos(a —pB) +

+cos(a + ,8))

va—x

1+ cos2¢ 1+ cos2¢ 2
) () o=

n
2
_lf 1—c052<p (
) 2 2
0
s
1 2
= 3—2J.(1 —c05?2¢) (1 + 2cos2¢ + cos?2¢@)de =
0
i
2
1 f(l 1+cos4<p)(1+2 5 +1+cos4<p>d _
~32 2 cosee 2 ¢=
0

s
1 2
= —f(l — cos4@) (3 + 4cos2¢ + cosdp)de =

0
s

1 2
j(S + 4c0s2¢ + cos4@ — 3cosdp — 4cos2@pcosdp — cos?4@) de =

0
TL'
2
1 1 1+ cos8¢
= E] <3 + 4cos2¢ — 2cos4dp — 4 - 5 (cos2¢ + cos6yp) — T) do =
0
T
2
—1](5+4 20 — 4coshg — 4cos6 8)d—1<5 4 Asinze
=5z cos2¢ — 4cos4p — 4cos6g — cos8p) dgp = S| 5¢ >
0
V3
4sindep 4sinbg Sin8(p) 2 1 (571 +2 2sin3m  sindm 0
c 3 . =756 sinm — sinm 3 3

4

25in0 + si O+Zsin0+sin0) ]
sin0 + sin 3 3 =17 ( v.)
Tagad aprekinasim plaknes figiiras laukumu, integrali izsakot ar Beta funkciju. Péc Beta

funkcijas 5.1ipasibas nosaka Beta funkcijas a un b vértibas no sistémas

@i
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b_3
-2
_7
472
Lidz ar to iegiist, ka
s
2
5_2f - 60 d _13(3_7)
=7 | sinecos®pdp =B (5:5)
0

Tiek pariets uz Gamma funkciju un pielieto Gamma funkcijas pamatipasibu, tas ir,

Sng(gz)=1_”(%)F(%)zg_F(%“)"(%“)zg,%F(%)%f‘(%):
4°\2°2) 7% r(%Jr%) 4 r'(5) 4 T4+

13V TGl 1 3vEsr(p) 1 mVar(pen) 1 gVEar(z)

~4 T 4r@ 4 4r@+1) 4 4-3r(3) 4 4-3r2+1
1%&-%\5 157 5m

24322 1536 5124

b) Lidzigi ka a) gadijuma vispirms tiek uzziméts Iiknes grafiks (skat.2.2.3.2.att.)

2.2.3.2.att.

Ta ka plaknes figiira ir simetriska pret polaras ass sakumpunktu O, tad plaknes figiiras
laukumu var aprékinat, aprékinot vienas ,,lapas” laukumu un rezultatu pareizinot ar 2.
Nosaka integréSanas robezas. Ta ka figiiru ierobeZo izliekta linija, kas iet caur polu, tad
integréSanas robezu nosaka linijas pieskare, kuras vienadojumu atrod funkciju
r* = sin®pcos3¢ pielidzinot nullei.
Tatad sin®pcos3p = 0
sin®p =0 wvai cos3p =0
sing =0 cosp =0
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s
@ =mnn Q= 3 + n
Izveloties n = 0 ieglist ¢; = 0 Un @, = g
Rezultata laukums tiek aprekinats sadi
TL'

Y
7 2
1 2
= 5 VsinS¢cos <p) do = sin®@cos3p de = 5 st <p0052<pd(p
0 0

Integrali izsaka ar Beta funkciju. Péc Beta funkcu as 5.1pasibas nosaka Beta funkcijas a un b

vertibas no sistémas:

Lidz ar to iegiist, ka

T

2
_2[ 2 2d 1B(7 5)
=5 smgacosgogo—z 17
0

Tiek pariets uz Gamma funkciju un pielieto Gamma funkcijas pamatipasibu, ka arT izmanto

Gamma funkcijas papildinajuma sakaribu: I'(a)['(1 — a) = - ,ja 0<a<l.
7 5 3 1 3./3) 1./1
5_13(2,§>_1_F(Z)F(Z)_1_F(z+1)F(z+1)_1 ' (2)2" @) _
27 \4'4) 2 7,5\ 2 re) 2 re+1
r(z+3)
3 3\ 1,./71
1 EF(Z)'ZF(Z)_ 3r(3)r(1>— 3 m 3 m 3w 3mV2 .
S 2 2I'(2) 64 \4) \4 _645in%_64ﬁ_32ﬁ_ os V)
2
7.uzdevums
Aprékinat integrali
VR - %2
X —X)2
———dx. 3,10
(x+ 1) x. [310]
Risinajums

Integrali ar substitliciju y = % tiek pariets uz Beta funkciju.
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2x y
= — 3
1 3 Y r+1 x 2—-y 1 LY _(1_LE
Vx(1 —x)2 2dx 2—-y 2—-y
———dx = dy=——— = >
(x+1)* (x +1)2 y
. 2(2 +1)
Jax=0,tady =0 -y
Jax=1tady =1

Jy-@2—-y- y)2(2 y)?

l\)lb—\

of J2—y-(2- y) y+2- y)z

1

\/E 1

1 3
_lfﬁ'@—mzd
Y =3 22 Y

1 3 N 5 V2 /35
=" |yz-(1=y)2dy=— [ y271- (1 —y)2? =—B< )
0 2 2
1 3 3./3 1
V2 (E+)r(z+1) vz 37227 (3) _avavar(z+y)
T4 r4) T4 re+1 16 3r(3)
1./1
VE gl (5) VavE vE  VEm
16 I'(2+1) 32 2r(2) 64
8.uzdevums
Pieradit vai atspékot vienadibu:
f\/l—x‘*f\/l—x‘* 2
Risinajums
Apskatam vienadojuma labo pusi
1 1
J‘ dx J‘ x2dx
V1—x*) V1 —x*
0 0
Atseviski, pielietojot substitticijas abos integralos pariet uz Beta funkciju:
1-t?=y
) X = \/f " t=yJ1—-y
f x2dx dx = f d d_’y
= t — =
— N
0 1—=x Jax =0, tadt—O 0 1 t2\/_ —2y1-y
Jax=1,tadt =1 Jat=0,tady =1
Jat=1,tady =0

dy
41_y

1-y
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1—-t?=y
x =+t _ Ao
! dt 1 - Y
f dx dr=o— U dy
ol 2Vt = | ;7| dt=—"7——= |=
_ 14 Y
s V1—x Jax=0,tadt =0 o 1-t22Ve —2y1-y
Jax=1tadt =1 Jat=0,tady =1
Jat=1tady=0
1[0 1 d 17 s 1 1 1,1
| o= Ay = [ A=y Ny =
Sy 2{1-yf1-y %) )
_13(1 1)
T4 \4’'2

Ir iegiits, ka vienadojuma laba puse ir

1 (31,1 (11 1F(%)
f\/l—x4f\/1—x4 4 (4- 2) ZB(4- 2) 16 (%

r (1) F(%):n_F( n
ria+n) r@) @

r(g) Ve (@ _

RONGIE

Lidz ar to ir atspekots, ka

T
16 -

!Vl—x4OfVi—x4:%

jo
™ T
172
9.uzdevums
Aprékinat integrali
1
’1
j (x n 2)2 [7,365]
0
Risinajums.
Integrali, pielietojot substitliciju
X
x+2 3

pariet uz Beta funkciju.
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6dt

2

2)(3—02

1 6dt
1—x _ dx = ——
(x+DZ_ 3 -1)
0 Jax=0,tadt =0

Jax=1tadt =1

B g ,3(1-—10 6dt 3 g 1.1 V3 3 3.1,
_Of TR _6ﬁf(1—t)2t Zdt_ﬁoj(l_t)z t2 "dt =

@r@)rl) w0 e irQ) v v,

_\/EB<3 1) i _
“12°\2°2) 12 L3, 12 r@2 @ 12 1 24 T 32
r(z+2)

10.uzdevums

Vispirms integrdli

2 2 2 a 8 ) ur a ) ) )

izteikt ar Beta funkcyu un tad aprekindt ta vertibu, ja

—2p=3a=2b="
a = lﬁ_ Ja_zl _2

Risinajums.
Vispirms, pielietojot substitiicijas, integralis tiek izteikts ar Beta funkciju:
tgx =t
Dy = dt
7 Ty
] 2a-1xcos?P~1xdx Jax=0,tadt=0 _
J (aZsin?x + b2cos2x)**B Jax - %,tad £ = +oo
2
cos?x = ! sin®x = ‘
1+t2 1+t2
2 a—% 1 ﬁ—l
+oo t 2 +00 2a—1 2\a+p
_j <1+t2) (1+t2) dt _j t 1(11‘”) at —
B 242 2 \*tP B 2\a—5+B—5+1¢ 242 2)a+B
O(atz+b2) (1+ t2) 0(1+1:) (a?t? + b?)
1+t 1+t
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a?t?
=y
2
to 2a—1d 1 T Za—ld Zb
B t t _ t t 2a“tdt
- (a2t2 + bz)a+/2 - p2(a+p) a2t? a+p b2 = dy
0 (bz +1) Jat=0,tady =0
Jat - +oo,tad y > +0o0

2a—1 1 _1_
+o0 y “2 bzady p2a-1p2, 40 2a—1-1
dy =
2( +ﬁ f 2(a+B) y2a—1 2 J +B
EC L+ 1)“+52a2by2 ~ 2b2@tBg2a-1g2) ) (y+ 1)«

a—-1

= d
2b2B g2a J. (y + 1)a+/3 y
0

a—
P&c Beta funkcijas 4. ipasibas B(a, b) = f0+ (11 S

nosaka parametru a un b vértibas.

{a —-1=a-1
at+b=a+p
a=a
{b =p
Tadgjadi
Y
2
f n2%lxcos?F~1xdx 1 B(a B)
(a%sin?x + b2cos?x)+F ~ 2p2Bgza 0%
0
Tagad tiek aprékinata integrala vértiba, jaa = 2, = 3,a = % b = %

Tiek pariets uz Gamma funkciju un pielieto Gamma funkcijas pamatipaSibu, tas ir,

; sin3xcos®xdx _ B(Z3)  2°r()r(3) _2°rr(3) _
j 316 1\t 3r(2+3)  3r(5)
o ) (3)

(3 sine () cosna). 2

_2°T(Qr3) _2°r(r@3) _ 2°rr(3) _2°rra) _2°re)  2°-1

2

dy, sastadot vienadojumu sist€ému

T 36I(4+1)  3%4I'(4)  3%4I'(3+1) 364-3I(3) 364-3 36-4-3 37

_ 128
"~ 2187
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2.2.4. Gamma funkcijas analitisks turpinajums kompleksa plakné

Ieprieks tika aplikota Gamma funkcija parametra a pozitivam vértibam Saja nodala tiks
aplikots Gamma funkcijas analitisks turpinajums kompleksa plakné. Gamma funkcija bis
atkariga no parametra z vertibas, kur z — kompleksais skaitlis. Tatad Gamma funkcija tiek

uzdota Sadi:
+ 00 + 00
r) =f xz_le_xdxzf e@-Dinx—x g,
0 0

Integrali tick pienemts, ka X ir reals, pozitivs skaitlis, bet Inx ir tikai realas vértibas.

Integrali var parrakstit sadi

1 +o0 1 +0oo
r(z) = fxz_le_xdx+f xZ e *dx =fe(z_1)l"x_xdx+f ez~ Dinx—x g
0 1 0 1

Ta ka visiem x > 1 un visdm parametra z vértibam e~ D™*=% jr no z un x vértibam
nepartraukta funkcija un vesela funkcija (par veselu funkciju sauc analitisku funkciju
(funkciju f(z) sauc par analitisku funkciju punkta z,, ja ta ir diferenc€jama punkta z, un ari
kada $1 punkta apkartné [1,311]) visa kompleksa plakné [12]) péc parametra z visiem x > 1,
ja Inx > 0, tad tiks aplukots tikai tas kompleksa skaitla z = a + bi vértibas, kuras pieder
ierobezotam slégtam apgabalam E kompleksa plakné (z). Saja apgabala E kompleksa skaitla z
realas dalas (tas ir, @) maksimalo vértibu apzimé ar a,. Tadgjadi visam z vertibam no

apgabala E ir spéka sakariba

|xz—1e—x| — |e(z—1)lnx—x| — |e(a+bi—1)lnx—x| — |e((a—1)lnx—x)+iblnx| —
— |e(a—1)lnx—xeiblnx| — |e(a—1)lnx—x| ) |eiblnx| — |e(a‘1)l”x‘x|lcos(blnx) + isin(blnx)l —
— |e(a—1)lnx—x| < e(ao—l)lnx—x — x(ao—l)lnxe—x — xao—le—x

. S R PR o -
Tatad apgabala E integralis [ 0 x%~le *dx konvergé vienmérigi attieciba pret z vertibu.

No ta seko, ka funkcija

+oo +oo
fl(Z) = f xz_le_xdx :f e(Z—l)lnx—xdx
1 1

ir regulara funkcija apgabala E un integrali

+ oo

f e(z—l)lnx—xdx
1

var atvasinat zem integrala zimes. Ta ka apgabals E tika izveélets patvaligi, tas nozimé, ka
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funkcijas f;(z) ipasibas ir speka visa kompleksa plakné (z), tas ir funkcija f;(z) raksturo

veselu funkciju, kuru var atvasinat péc parametra z zem integrala zimes.

Tiek pienemts, ja x = 0, tad Int = —oo0.Tas savukart nozimg, ja x = 0, tad zemintegrala
funkcijai
1 1
f(Z) — fxz—le—xdx :f e(z—l)lnx—xdx
0 0

var biit partraukuma punkts. Tiek apskatits zemintegrala funkcijas modulis
|xZ~le~*| = |x(a—1)+bie—x| — x@-1lp=%

Ta ka kompleksa plakné taisnes a = 1 labaja pusé zemintegrala funkcija ir regulara
visam x > 0 vértibam (3o secina Iidzigi ka funkcija f; (2)), tad ja a > 1, tad punkts x = 0 nav
funkcijas f(z) partraukuma punkts.

Tiek izvelets galigs apgabals E, kurs$ ir ierobezots ar taisném a = 0 un a = 1. Apzimé
ar a; mazako kompleksa skaitla z realas dalas vértibu a = Rez apgabala E, tadu, ka a; > 0
unlnx < 0, ja x < 1. Visam kompleksa skaitla z vértibam apgabala E ir speka, ka

|xZ~le~*| < x@1~1g~%

Ta ka visiem a; > 0 integralis
1
f x®1 le ¥ dx
0

konvergg, tad, ievérojot, ka apgabals E aplikotaja labaja pusplakng, tiek izveléts patvaligi, tad
var parliecinaties, ka funkcijas f;(z) ipaSiba ir spéka visam a > 0 vértibam, tas ir, visa
kompleksas plaknes laba pusplakng, kura ir ierobeZota ar imaginaro asi.

Sadi tiek secinats, ka funkcija

+0o0 +00
r(z) =j xz‘le‘xdx=J eF—DInx=xy
0 0

kompleksas plaknes labaja pusé no imaginaras ass (tas ir Rez = a, kur a > 0) ir regulara
funkcija. Var ievérot, ka pozitivam, realam z veértibam, Gamma funkcijas uzdoSanas veids

sakrit ar ieprieks aplikoto:

+00
r'(a) =f x%le *dx
0
Tadgjadi, ka jau ieprieks tika pieminéts Gamma funkciju I'(z) var aplikot ka Gamma
funkcijas I' (a) analitisku turpinajumu kompleksas plaknes (z) labaja pusplakné.

Lai aplakotu funkcijas I"(z) analitisku turpinajumu kreisaja pusplakng, vispirms
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Funkciju e ™, definétu intervala 0 < x < 1, izsaka vienmerigi konverggjosas rindas veida:

X — N Tlxn
¢ -ZO<‘1> ol
n=

Vienadojuma abas puses tiek reizinatas ar x5, iegiistot

- _x_z( e

L 1 . Z( 1)nxn+z 1
X =

n=0

Iegiito izteiksmi integr&jot péc X intervala 0 < x < 1, iegtist, ka

fo f e ST [ S [
0

0 n=0 0 n=0 0
n+z

- S,

n=0

MS

S
1l

1

Ja punkts z = a + bi pieder imaginaras ass labajai pusplaknei, tad Re(n + z) = n + a,

kurn 4+ a > 0, un, ja x=0, tad x™*# = 0, no ta izriet, ka, ja Re(z) > 0, tad

1
j xz—le—x —
0

Tiek iegtts, ka I'(z) funkciju var parrakstit sadi:

~D" 1
n z+n

M\s

0

S
Il

1 +0oo o0 +0oo

-nH" 1
rz) = fxz‘le‘xdx+f x? le Xdx = D +f x? le *dx.

n' z+n
0 1 n=0 1

Ir zinams, ka integralis [ 1+00 x?"1e™*dx definé veselu funkciju. Tiek apskatita rinda

Z ' z4+n

n:

Ta ka rindas loceklu saucgja ir n!, tas nozime, ka rinda katra ierobezota kompleksas
plaknes (z) apgabala (véra netiek nemti rindas pirmie locekli, kuros z = —n, kur n € NU{0})

absoliiti un vienmerigi konvergé. Tamdg] formula
+00

r'(z) = Sl +f x? le *dx

n' z4+n
n=0 1

defing regularu funkciju visa kompleksa plakng (z), iznemot punktus z = —n, Kuros
n € NU{0}, tatad §1 formula izsaka funkcijas I'(z) analitiso turpinajumu visa komleksa
plakng (z).
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No formulas

o + oo

D" 1 1
F(z)=z +Jx21exdx
n' z+n
n=0 1

skaidrs, ka funkcija I'(z) ir meromorfu funkciju (par meromorfu funkciju sauc analitisku
funkciju, kurai neeksisté singularie punkti, iznemot tas polus [12]) ar poliem punktos z = —n,
kuros n € NU{0}.[8,27 — 31]

2.2.5. Gamma funkcijas poli

Gamma funkcijas poli kompleksa plakné ir punkti z = —n, kuros n € NU{0}. Lai to

paraditu tiek apskatita Gamma funkcija kompleksa plakne

+00
r'z) =j x? te *dx.
0

Acimredzot zemintegrala izteiksmes eksponente e ~*#, ja Re(z) > 0, straujak dilst, neka

aug algebriska funkcija x?~1. Diferencgjot Gamma funkciju péc parametra z iegiist, ka

+o0
ar
—=f xZ e *Inxdx.
dz

0

Integralis konvergg, ja Re(z) > 0, kas savukart nozimé, ka Gamma funkcija kompleksa
skaitla z labaja pusplakné ir analitiska funkcija (analitiska funkcija - kompleksa mainiga
funkcija f(x), kura nevienai galigai neatkariga mainiga X vértibai neparvérsas bezgaliba [9])

Gadijuma, ja Re(z) <0, tad Gamma funkcijas pamatipaSiba nav spéka, tatad S$Tm
vertibam Gamma funkcijas nav definéts vienadojums I'(z + 1) = zI'(2).

Tiek aplakota Gamma funkcija punkta z = 0 apkartné. Ta ka Gamma funkcija I'(z + 1)
ir analitiska, tad to var izteikt $adi: I'(z + 1) = 1 + zf (2), kur f(2) ir punkta z = 0 apkartné
analitiska funkcija.

Péc Gamma funkciju 1pasibam seko, ka

F(Z)=F(ZZ+1)=1+Zf(Z)=1

. o + f(2).

Acimredzot, ka funkcijai I'(z) eksiste pirmas kartas pols, ja z = 0. Atceras, ka par polu
sauc punktu, kura funkcija % ir analitiska punkta z = z, un z, ir funkcijas %Z) k-tas kartas
nulle. [1,317].

Tiek aplakots I'(z — 1). Pé&c Gamma funkcijas 2. ipa$ibas seko, ka
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ro _3H@_ 1 @

rz-1) = = =
=1 z—1 z—1 z(z—1) z-1

Acimredzot, ka punkta z = —1 apkartné eksiste 1. kartas pols.
Izteiksme I'(z + n) péc Gamma funkcijas 3. Tpasibas tiek izteikta $adi:
rz+n)=C+n-1D)z+n—-2)...z+ DIl (z) = ,,(2)I'(z)
kurll,(z) =(z+n—-1)(z+n—-2)...(z+1),neN
Tatad

r'(z+n)
11, (z)

Pienemot, ka IT,,(z) # 0, tad visam w vertibam, tuvam z vértibam, ir speka formula

r(z) =

I'(w+n)
Mp(w)’

INw) =

kura uzdod analitisku funkciju. Tiek apskatits polinoms vienadojuma saucgja
n,(z)=(z+n—-1)(zZ+n—-2)...(z+1), neN. Polinoma II,(z) saknes ir visas
vertibas, no kopas z € {0;—1;—2;...;1 —n},kurn € N. Tadgjadi Gamma funkcija ir

analttiska visam z vertibam, iznemot vertibas, kuros punkti ir veseli, negativi skaitli un nulle.

Tiek aplukoti punkti, kuros z vertibas ir veseli, negativi skaitli un nulle, tas ir, z = —n,
kurn € NU{0}.Jan = 0, tas ir z = 0, tad pietickami mazam w vértibam I'(w) = r((:)+1).

Taka I'(1) = 1 un, ja funkcija f(z) ir analitiska punkta z = a, tad $aja punkta rezidijus
atrod ka

Res @ = f(a)

‘z—a
tatad Resy['(z) = 1.
Ieverojot, ka
mI(—n+w)=(w-n(w-n—-1)...(w—1),
tad pietiekami mazam w vertibam ir speka
B I'(w) B I'w+1)
(w-nw-n—-1..(w—-1) ww-nw-n—-1)...(w—1)

Nulles punkta maza apkartné gan dalas sauc€ja, gan dalas skaititaja visi polinoma

I'w—n)

reizinataji, iznemot w, ir atskirigi no nulles. Ta ka Gamma funkciju tiek izteikta ka

1+ zf(2) B 1 f(2)
2(z=1)(z—=2)...(z—=n) z(z—1)...(z—n) + (z-1)...(z—n)

kur n € N, tad tiek secinats, ka punkti, kuros z = —n, kur n € N U {0} ir Gamma funkcijas

I'z—n)=

1 .kartas poli, kuros rezidiju vertibas aprékina ka

D"

Res_,,I' = o

[6,10 — 11]
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2.2.6. Gamma funkcijas grafiks reala argumenta gadijuma

Lai pétitu Gamma funkcijas grafiku novietojumu koordinatu plakng, vispirms tiek
apskatits gamma funkcijas vertikalo asimptotu novietojums.
Takal'(a + 1) = al'(a) (Gamma funkcijas 2.ipasiba), tad, izsakot I' (a) iegtst, ka
I'a+1
['(a) = ¥.
Apskata robezu, kad a - +0, tad I'(a) = +oo, tas ir

rq) = alirJrrlOF(a) = +0o.

Jaa = —n, kurn € N, iegiist, ka

rc-n+1) rI(-n+2)

reo)
-n _—n(—n+ 1)_. -

r(=n) = N

o= (1)

Respektivi tiek iegits, ja a < 0, kur a € Z, tad Gamma funkcijas vértibas tiecas uz
bezgalibu.(skat.2.2.6.1 att.) [5,71]

- —2.5

2.2.6.1.att.. Gamma funkcijas grafiks

Tiek apskatits intervals a € (0; +o0). Zinams, ka Gamma funkcijas zemintegrala

izteiksme f > 0 un tas otras kartas atvasinajums f" > 0, lidz ar to I'(a) > 0 un I"""(a) > 0.
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Skaidrs, ka no ta var secinat, ka Gamma funkcijas grafiks atrodas virs abcisu ass un ir izliekts
uz leju.

Ta ka otras kartas parcialais atvasinajums

+o0
r'(a) =f x4 e *Inxdx,
0
intervala (0; +o00) pienem pozitivas vertibas, attiecigi tiek secinats, ka I''(a) $aja intervala
aug.

Nemot véra, ka I'(1) = I'(2) = 1, péc Rolla teorémas intervala (1;2) eksisté punkts ¢
tads, ka I''(c) = 0. Respektivi, tas nozimé, ja a € (0;c¢), tad I''(c) < 0 un, jaa € (c; +=),
tad I''(c) > 0. Tiek secinats, ka Gamma funkcija intervala (0; c¢) dilst, bet intervala (0; +o0)
aug. Acimredzot

lim I'(a) = +o

a—+0
A, () = Jlim, @) = oo
Funkcija minimumu sasniedz punkta c, turklat ¢ = 1,462 un [I'(c) = 0,886.
(skat.2.2.6.1 att.) [2,139]
Ka redzams no attela 2.2.6.1. intervala a € (—o0;0) Gamma funkcija pienem gan
pozitivas, gan negativas vertibas.

Lai noteiktu Gamma funkcijas zimi, tieck izmantota Gamma funkcijas 2.ipasiba, ka

I'(a) = @. Piem@ram, tiks noteikta zime intervala (—3;—2). Izvélas punktu no S§i

intervalam = — §= attiecigi iegust, ka
(32t CE) P ) r(Y) | r(he)
5 5 5 3 5 3 5 3 1
’ "2 2 _7'(_7) _7'(_7) _7'(_7)'(_7)
-8r(3) oy
- 15 15
Tatad intervala (—3; —2) Gamma funkcija atrodas zem abcisu ass.
Piemé@ram, intervals (—6; —5). Izvélas punktu no §1 intervala m = —%, attiecigi iegust, ka
r(-1) rztt) r(eg) _rlgr)_ r(eg)
2 11 11 1 9 1 9
T2 2 T2 (_E) 2 (_E)
r(-z+1) r-3) 3+

FEE) T TR
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2.2.7.1. att. Funkcijas I'(z) modelis kompleksa plakné [4,18]
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2.2.7.2. att. Funkcijas I'(z) attéls kompleksa plakné. Modelis veidots ar programmu
Mathematica

No atteliem 2.2.7.1. un 2.2.7.2. ir redzams, ka negativajos, veselos punktos Gamma

funkcijai eksisté 1.veida pola punkti, kuru atlikumu vertibas

. e
es(I'(z),—n) = 0 kur n € N.

ir vienadas ar

Attela 2.2.7.3. var redzeét Gamma funkcijas apgriezto funkciju, tas ir i augsgjo slani.

A4
[(z)
8 -
I

6 -
4 o

< :: b0%0%2%%!

S OSSSISIEIEIEEX XY

24 ‘:’:“:‘:0‘0‘0‘0‘

SIS

>3 “::‘.

2.2.7.3. att. Funkcijas % augseja slana attéls kompleksa plakné [4,18]

No attela 2.2.7.1. un 2.2.7.2. ir redzams, ka imaginaras ass virziena Gamma funkcija
dilst.
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NOBEIGUMS

Magistra darba ,,Parametriskie integrali: teorijas jautajumi un pielietojumi Beta un
Gamma funkciju izpete” ir apkopota informacija par parametriskiem integraliem un Eilera
integraliem. Veicot darba uzdevumus, ir sasniegts magistra darba mérkis — ir izveidots macibu
materials, kura ir izklastits teorétiskais materials par parametriskajiem integraliem un ilustréts
ar atbilstoSo uzdevumu risinasanas piemé&riem.

Darba pirma nodala ir definéts no parametra atkarigais integralis, apskatitas un
pieraditas ta 1paSibas, apliikotas atrisinaSanas metodes. Aplikoti iev@rojami no parametra
atkarigie integrali un paradits veids ka aprékinat to veértibas. Ir apskatiti 14 piem@ri no
parametra atkarigo integralu aprékinasanu (atvasinaSana zem integrala zimes, Leibnica
likums, Frullani formula).

Otra nodala ir aplukoti tiesi Eilera integrali, tas ir Gamma un Beta funkcijas. Pieraditas
Gamma un Beta funkciju ipaSibas pozitivo parametru gadijuma. Dots ieskats par Gamma
funkcijas visparinagjumu kompleksaja plakng. Paradits, ka pielietot Gamma un Beta funkciju
IpasSibas uzdevumu risinasana. 2.nodala kopa ir atrisinati 18 pieméri par Gamma un Beta
funkcijam.

Uzskatu, ka darba apkopoto materialu var izmantot ka paliglidzekli, lai apgitu

matematiskas analizes kursa t€mas par parametriskiem integraliem.
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