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Anotācija

Mūsdienu elektronisko ierı̄ču (piemēram, datoru, telefonu, televizoru u.c.) ražošanā tiek
izmantotas sarežǧı̄tas elektroniskās mikroshēmas, kas nodrošina iekārtu funkcionalitāti.
Savukārt pašu mikroshēmu ražošanā tiek izmantotas pusvadı̄tāju plāksnes, kas gal-
venokārt tiek iegūtas no silı̄cija (Si) monokristāliem. Lai rūpnieciski iegūtu (audzētu) Si
monokristālus ar pielietojumos nepieciešamajām ı̄pašı̄bām, pamatā tiek izmantotas divas
audzēšanas metodes: Czochralski (CZ) un peldošās zonas metode - Floating Zone (FZ). Šajā
darbā tiek attı̄stı̄ti izkusušās zonas fāzu robežu aprēķinu matemātiskie modeļi FZ kristālu
audzēšanas procesam, kā arı̄ tiek realizēti skaitliskie algoritmi un atbilstošās datorprogram-
mas.

Šajā darbā, pirmkārt, pirmo reizi tika izveidots nestacionārs aksiāli simetrisks FZ procesa
modelis, balstoties uz lı̄dz šim pilnı̄gāko aksiāli simetrisko kvazi stacionāro fāzu robežu
aprēķinu modeli. Tas pavēra iespējas modelēt fāzu robežas un kristāla formu kā funkciju
laikā, kas nodrošināja procesa pētı̄šanu ne tikai kvazi stacionārā stāvoklı̄, bet arı̄ audzēšanas
procesa sākuma un beigu fāzēs, kad notiek straujas fāzu robežu izmaiņas laikā. Papildus
tam modelis tika verificēts ar vairākiem FZ procesa eksperimentiem.

Otrkārt, šajā darbā izstrādātais nestacionārais FZ procesa modelis tika papildināts ar
procesa regulēšanas modelēšanas iespēju. Tas ļāva pētı̄t ar regulēšanu saistı̄tos aspektus FZ
kristālu audzēšanas procesā. Pamatmotivācija šiem pētı̄jumiem ir regulēšanas lielā nozı̄me
rūpniecı̄bā, jo tā nodrošina autonomu kristāla audzēšanas procesu, kurā, atkarı̄bā no sistēmas
stāvokļa, automātiski tiek mainı̄ti vadı̄bas parametri.

Treškārt, promocijas darbā pirmo reizi tika izstrādāts kvazi stacionārs 3D FZ procesa mo-
delis kausējuma un kristāla formas aprēķiniem. Šis modelis ļāva ņemt vērā FZ sistēmas
3D ı̄patnı̄bu ietekmi uz fāzu robežām. Modelis tika verificēts un izmantots četrkantı̄gu FZ
silı̄cija kristālu audzēšanas procesa analı̄zē.

Ceturtkārt, darbā izstrādātie modeļi, izmantojot skaitliskās metodes - pamatā galı̄go ele-
mentu un robeželementu metodes, tika realizēti specializētās datoprogrammās. Izmantojot
modernās datorporgrammu izstrādes tehnoloǧijas, nestacionārais FZ modelis tika realizēts
datorprogrammā FZoneT, bet 3D kvazi stacionārais modelis datorprogrammā Shape3D. Pa-
pildus matemātisko modeļu realizācijai abām programmām tika izstrādāts arı̄ ērta lietotāja
grafiskā vide, kas nodrošināja interaktı̄vu aprēķinu moduļu vadı̄bu, 2D/3D datu vizualizāciju
kā arı̄ citas funkcijas, kas kopumā atviegloja pētı̄jumu veikšanu.
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1.1 Silı̄cija monokristālu audzēšana ar peldošās zonas metodi . . . . . . . . . . 3
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2.2 Fāzu robežu modeļi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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cesu pētı̄šanai 15
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3.3 Procesa regulēšanas modelēšana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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1 Ievads

1.1 Silı̄cija monokristālu audzēšana ar peldošās zonas metodi

Mūsdienu elektronisko ierı̄ču (piemēram, datoru, telefonu, televizoru u.c.) ražošanā tiek
izmantotas sarežǧı̄tas elektroniskās mikroshēmas, kas nodrošina iekārtu funkcionalitāti.
Savukārt pašu mikroshēmu ražošanā tiek izmantotas pusvadı̄tāju plāksnes [1], kas gal-
venokārt tiek ražotas izmantojot silı̄cija (Si) monokristālus [2]. Lai rūpnieciski iegūtu
(audzētu) silı̄cija monokristālus ar pielietojumos nepieciešamajām ı̄pašı̄bām, pamatā tiek
izmantotas divas audzēšanas metodes, [3]: Czochralski (CZ) un peldošās zonas metode -
Floating Zone (FZ) (sk. att.1.1).

Att. 1.1: Silı̄cija monokristālu audzēšanas metodes: a) Czochralski (CZ), b) Floating Zone

(FZ)

Apmēram 95% no mūsdienās saražotajiem Si monokristāliem tiek iegūti ar CZ metodes
palı̄dzı̄bu. Tas izskadrojams ar faktu, ka CZ kristāli tiek lietoti mikroelektronikā, piemēram,
datoru komponenšu ražošanā, kamēr ar FZ metodi audzētie kristāli tiek izmantoti mazākā
tirgus daļā, galvenokārt jaudas elektronikā, kurai ir nepieciešama augstāka materiāla tı̄rı̄bas
pakāpe.

CZ sistēma (att. 1.1) sastāv no kvarca tı̄ǧeļa, sildı̄tājiem, kausējuma un kristāla. Procesa
sākumā augstas tı̄rı̄bas Si šķembas tiek ievietotas kvarca tı̄ǧelı̄, kuru no ārpuses silda
speciāli grafı̄ta sildı̄tāji. Tādējādi Si šķembas izkūst un tı̄ǧelı̄ izveidojas kausējums. Lai
sāktu kristalizācijas procesu, kausējuma virsmas centrā pieskaras ar nelielu Si monokristāla
aizmetni, kurš tiek griezts ap savu asi un virzı̄ts pa vertikāli ārā no kausējuma, nodrošinot
pakāpenisku kristāla rādiusa palielināšanos. Procesa laikā kristāls un tı̄ǧelis tiek griezti ap
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1.1. Silı̄cija monokristālu audzēšana ar peldošās zonas metodi 4

savu asi.

Tipiska modernā FZ sistēma ir parādı̄ta attēlos 1.1 un 1.2, kur redzams, ka to veido: po-
likristāliskais stienis, needle-eye (adatas acs) tipa viena vijuma augstfrekvences (AF) in-
duktors, kausējums un kristāls. Induktora augstfrekvences (≈ 3 MHZ) magnētiskais lauks
kausē polikristālisko stieni no apakšas, tad izkusušais silı̄cijs notek caur centrālo induktora
caurumu kausējumā. Uz fāzu robežas starp kausējumu un silı̄cija kristālu notiek šķidrā
silı̄cija kristalizācija, tādējādi nodrošinot silı̄cija kristāla augšanu [4, 5].

Att. 1.2: Modernā FZ kristālu audzēšanas
sistēma realitātē (Institute for Crystal

Growth, Berlin)

FZ process tiek uzsākts ar piliena izveidošanu
pie polikristāliskā stieņa apakšējās virsmas
iepretim AF induktora centrālajam caurumam.
Pilienam pieskaras ar neliela izmēra silı̄cija
monokristāla aizmetni, kā rezultātā izveidojās
fāzu robeža starp kausējumu un kristālu un
ir iespējama silı̄cija monokristāla turpmākā
augšana. Lai izaudzētu ievērojama diametra
(≈200 mm) kristālu, procesa sākumā kristāla
diametrs ir pakāpeniski jāpalielina. Procesa
laikā polikristāliskais stienis un kristāls tiek
pārvietoti vertikāli uz leju ar dažu milimetru
minūtē lielu ātrumu, turklāt gan polikristāliskais
stienis, gan kristāls tiek griezti ap savu asi. Vis-
svarı̄gākā daļa FZ sistēmā ir AF induktors, jo
pat dažu milimetru nianses induktora ǧeometrijā
var būtiski ietekmēt kristāla augšanas procesu,
tā stabilitāti un dotējošo vielu piemaisı̄jumu
sadalı̄jumu kristālā, kam ir ļoti liela nozı̄me
pielietojumos. Lai izvairı̄tos no dzirksteļošanas
starp AF induktora elektrodiem visa FZ sistēma parasti tiek ievietota argona atmosfērā (ar
H2 vai N2 piemaisı̄jumu). Pievadot kausējumam boru, panāk, ka Si kristāls iegūst p-tipa
pusvadı̄tāju ı̄pašı̄bas, un, piemaisot fosforu, panāk n-tipa ı̄pašı̄bas. Ar FZ metodi audzētos
silı̄cija kristālus pārsvarā lieto tādu ierı̄ču izgatavošanā, kur nepieciešama augsta pretestı̄ba
un zema skābekļa koncentrācija kristālā, piemēram, jaudas elektronikā, RF/bezvadu sakaru
ierı̄ču izgatavošanā u.c. Tomēr ir sagaidāms, ka drı̄zumā FZ kristāli var tikt plaši pielietoti
arı̄ saules bateriju ražošanā, jo ar FZ metodi audzētajiem kristāliem piemı̄t efektı̄vu saules
bateriju ražošanai nepieciešamās ı̄pašı̄bas.

Patlaban uzskata, ka ar FZ metodi audzēto kristālu maksimālais diametrs nevar pārsniegt
200 mm robežu, jo turpmākai diametra palielināšanai ir nepieciešamas augstākas jaudas
AF induktorā, lı̄dz ar to lielāks spriegums, kas neizbēgami noved pie dzirksteļošanas starp
elektrodiem, kā rezultātā tiek radı̄tas dislokācijas silı̄cija monokristālā.
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1.2 FZ procesa matemātiskā modelēšana - literatūras apskats

Vienu no pašiem pirmajiem aksiāli simetriskajiem matemātiskajiem modeļiem modernajai
FZ sistēmai ar needle-eye tipa AF induktoru izstrādāja A. Mühlbauer darbā [6], kurā viņš
pētı̄ja AF EM lauku un tā ietekmi uz šķidruma kustı̄bu kausējumā pie fiksētām fāzu robežām.

Savukārt K.H. Lie [7] kā viens no pirmajiem pētı̄ja brı̄vās kausējuma virsmas aksiāli
simetrisko fromu, ņemot vērā AF induktora radı̄to EM spiedienu.

AF induktora spraugu ietekmi uz EM lauka trı̄sdimensionālu (3D) sadalı̄jumu pirmais pētı̄ja
A. Mühlbauer [8, 9]. Kompleksu aksiāli simetrisku modeļu ķēdi, kas ļauj aprēķināt fāzu
robežas, brı̄vo virsmu, temperatūru un šķidruma kustı̄bu, ņemot vērā AF induktora EM
radı̄to lauku, izstrādāja A. Mühlbauer vadı̄tā grupa laika intervālā 1993-1997 [10, 11]. Ar šı̄
modeļa palı̄dzı̄bu tika pētı̄ti 100 mm diametra lielu kristālu audzēšanas procesi [12]. Citu
autoru darbos izstrādātie FZ modeļi ir ievērojami vienkāršoti, izmantojot empı̄riskus datus.
Piemēram, darbos [13–15] netiek modelēta atklātā kušanas fronte un iekšējais trı̄skāršais
fāzu punkts - ITP (punkts netālu no sistēmas centrālās ass, kur saskaras brı̄vā virsma, fāzu
robeža starp polikristālisko stieni un kausējumu, kā arı̄ atklātā kušanas fronte). Šajos darbos
frontes forma un ITP punkta pozı̄cija tiek uzskatı̄ta par zināmu no konkrētā eksperimenta.

Papildus pētı̄jumiem modernajai FZ sistēmai ar needle-eye tipa induktoru ir veikti pētı̄jumi
arı̄ klasiskajām FZ sistēmām bez AF induktora. Šāda tipa sistēmās termisko situāciju
kausējumā nodrošina radiācijas jauda no speciālas lampas. C.W. Lan savos darbos [16–21] ir
pētı̄jis šķidruma kustı̄bu, fāzu robežas, kā arı̄ citus kristālu audzēšanas aspektus. Rūpniecı̄bā
šada tipa sistēmas netiek izmantotas, jo maksimālais kristāla diametrs, kuru var izaudzēt ar
šo klasisko FZ sistēmu, ir apmēram centimetrs diametrā.

Balstoties uz aksiāli simetrisko modeli [11], 2003. gadā tika izveidots pilnı̄gāks modernās
FZ sistēmas modelis [22], kurā tika realizēti virkne uzlabojumu salı̄dzinot ar [11], no kuriem
būtiskākie ir: 1) precizēts ITP pozı̄cijas aprēķins; 2) AF induktora modelēšanā precı̄zāk
tika ņemta vērā tā spraugu ietekme; 3) Precı̄zāks radiācijas modulis (redzmı̄bas faktoru iz-
mantošana); 4) Uzlaboti skaitliskie algoritmi, kas ļauj pētı̄t FZ procesu plašākā audzējamā
kristāla diametra diapazonā. Modelis [22] ļauj modelēt fāzu robežas FZ sistēmā bez
empı̄risku datu izmantošanas kvazi stacionārā tuvinājumā, kas atbilst lı̄dzsvara stāvoklim,
kad kristāls tiek audzēts ar nemainı̄gu rādiusu.

Visos iepriekš apskatı̄tajos modeļos tika pieņemts, ka sistēma ir aksiāli simetriska un tādēļ
uzdevums reducējās uz divām dimensijām (2D) vertikālā šķērsgriezumā. Tomēr, lai pētı̄tu
praksei interesējošus FZ procesa aspektus, ir nepieciešami arı̄ 3D modeļi. Piemēram,
kristāla ı̄patnējās pretestı̄bas radiālā sadalı̄juma, kam ir ļoti liela nozı̄me pielietojumos,
atkarı̄ba no šķidruma kustı̄bas kausējumā 3D rakstura, kuru savukārt būtiski ietekmē AF
induktora 3D ǧeometrijas ı̄patnı̄bas, tika pētı̄ta darbos [27–32]. Parasti 3D FZ sistēma tiek
modelēta pie fiksētām fāzu robežām, kuras savukārt tiek tuvināti aprēķinātas izmantojot 2D
aksiāli-simetriskos modeļus [33–35].
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C.W. Lan balstoties uz savu 2D modeli pirmo reizi izveidoja 3D modeļu ķēdi klasiskajam
FZ procesam ar optisko sildı̄šanu [36–41]. Šajos darbos viņš modelēja visas fāzu robežas tai
skaitā arı̄ kristāla formu. Tika ņemta vērā arı̄ šķidruma kustı̄bas ietekme uz fāzu robežām.
Tomēr salı̄dzinot ar moderno FZ metodi ar AF induktoru, C.W. Lan apskatı̄tā sistēma ir
ievērojami vienkāršāka, kā arı̄ rūpnieciski mazāk nozı̄mı̄ga.

1.3 Promocijas darba uzdevumi

Šajā promocijas darbā tiek attı̄stı̄ti matemātiskie modeļi, kas ļauj aprēķināt fāzu robežas
modernajā FZ silı̄cija monokristālu audzēšanas procesā, kurā tiek izmantots AF induktors.
Modeļu realizācijai tiek izstrādātas atbilstošas datorprogrammas. Darbā tiek izvirzı̄ti seko-
joši uzdevumi:

1. Izstrādāt nestacionāru aksiāli simetrisku FZ procesa matemātisko modeli, balstoties
uz lı̄dz šim izveidoto kvazi stacionāro aksiāli simetrisko modeli. Modelēt fāzu robežu
dinamiku un kristāla formas veidošanos laikā.

2. Izstrādāt FZ procesa regulēšanas matemātisko modeli, izmantojot aksiāli simetrisko
nestacionāro FZ procesa modeli. Modelēt procesa vadı̄bas parametru kontroli atbil-
stoši plānotajai procesa norisei, nodrošinot procesa stabilitāti un novēršot procesa
avārijas pārtraukšanu (kausējuma izlı̄šana, polikristāliskā stieņa ietriekšanās AF in-
duktorā u.c.).

3. Izstrādāt kvazi stacionāru trı̄sdimensionālu FZ sistēmas fāzu robežu matemātisko
modeli, kas ļauj pētı̄t AF induktora ǧeometrijas trı̄sdimensionālo ı̄patnı̄bu ietekmi uz
izkusušās zonas formu, kā arı̄ modelēt nesimetrisku kristālu augšanu.

4. Realizēt izstrādātos modeļus specializētās datorprogrammās, izmantojot galı̄go ele-
mentu un robeželementu metodes, kā arı̄ izmantojot modernās programmu izstrādes
tehnoloǧijas.

1.4 Promocijas darbā iekļautās publikācijas un dalı̄ba konferencēs

Šo uzdevumu izpildei tika veidoti procesu modeļi un to atbilstoša realizācija datorpro-
grammās, kā arı̄ tika veikti aprēķini. Rezultāti ir atspoguļoti promocijas darbā iekļautajās
publikācijās [dis1-dis6]:

[dis1] - A. Rudevičs, A. Muižnieks, G. Ratnieks, A. Mühlbauer, Th. Wetzel, "Numerical
study of transient behaviour of molten zone during industrial FZ process for large
silicon crystal growth", J. Crystal Growth 266 (2004) 54-59.

[dis2] - A. Rudevičs, A. Muižnieks, H. Riemann, A. Lüdge, G. Ratnieks, W. von Ammon,
"Numerical study and comparisons with experimental data for transient behavior of
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phase boundaries during industrial FZ process for silicon crystal growth", J. Crystal
Growth 275 (2005) 561-565.

[dis3] - A. Rudevičs, A. Muižnieks, G. Ratnieks, "Transient modelling of FZ crystal
growth process and automatic adjusting of the HF inductor current and feed rod ve-
locity", Proceedings of the Joint 15th Riga and 6th Pamir International Conference, 2
(2005) 229-233.

[dis4] - A. Rudevičs, A. Muižnieks, G. Ratnieks, H. Riemann, "3D Modelling of the
molten zone shape created by an asymmetric HF EM field during the FZ crystal
growth process", Magnetohydrodynamics 41 (2005) 123-146.

[dis5] - A. Muižnieks, A. Rudevičs, K. Lācis, H. Riemann, A. Lüdge, F.W. Schulze, B.
Nacke, "Square-shaped silicon crystal rod growth by FZ method with especially 3D
shaped HF inductors", Magnetohydrodynamics 43 (2007) 269-282.

[dis6] - A.Rudevičs, A.Muižnieks, B.Nacke, "Development of specialized modelling tools
for crystal growth processes with magnetic fields", Magnetohydrodynamics 43 (2007)
253-260.

Iegūtos rezultātus autors prezentēja un aprobēja vairākās konferencēs un semināros:

• A. Rudevičs, A.Muižnieks, "Transient modelling of the FZ process for large silicon
single crystal growth", Workshop "Use of magnetic fields in crystal growth" in Riga,
5, 6 December 2003.

• A. Rudevičs, A. Muižnieks, H. Riemann, A. Lüdge, G. Ratnieks and W. von Ammon
U. "Numerical study and comparisons with experimental data for transient behavior
of phase boundaries during industrial FZ process for silicon crystal growth", 14th
International Conference on Crystal Growth, 12th "International Conference on Va-
por Growth and Epitaxy" ICCG-14, ICVGE-12, 9-13 August 2004, Alpes Congres,
Grenoble France.

• A. Rudevičs, A.Muižnieks, G.Ratnieks, "Transient modelling of FZ crystal growth
process and automatic adjusting of the HF inductor current and feed rod velocity",
Joint 15th Riga and 6th PAMIR International Conference on Fundamental and Ap-
plied MHD, June 27 - July 1, 2005.

• A. Rudevičs, A. Muižnieks, "Development of specialized software for industrial crys-
tal growth processes", DGKK Angewandte Simulation in der Kristallzüchtung, 4.
Workshop, 3.- 4 November 2005 in Heigenbrücken, Vācija.

• A. Rudevičs, A. Muižnieks, "Development of Specialized Modelling Tools for Crystal
Growth Processes", 4th International Scientific Colloquium Modelling for Material
Processing Riga, June 8-9, 2006.
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1.5 Dalı̄ba pētnieciskajos projektos un stažēšanās ārzemju institūcijās

Promocijas darba izstrādi nodrošināja piedalı̄šanās sekojošos pētnieciskajos projektos.

• "Development of Institute of Physics of University of Latvia for European centre

of MagnetoHydroDynamics research, European Commission - 5th Framework Pro-

gramme", LU Fizikas institūtā, (2003-2005).

• Lı̄gumdarbs ar Hanoveres Universitātes institūtu: Institute for Electrothermal

Processes, Vācija, par tēmu - silı̄cija kristālu audzēšanas procesu matemātiskā
modelēšana, (2003-2007).

• "Doktorantu un jauno zinātnieku pētniecı̄bas darba atbalsts LU", ESF projekts LU,
(2004-2007).

• "Nano-, elektronikas un kompozı̄tmateriālu un tehnoloǧiju matemātiskā modelēšana",
ERAF projekts LU, (2006-2007).

Šo projektu ietvaros ir bijusi stažēšanās sekojošās ārzemju institūcijās: Institute for Crystal

Growth (ICG), Berlı̄ne, Vācija (2003. decembris, 2004. decembris, 2005. decembris);
Institut für Elektrothermische Processtechnik, Hanovere, Vācija (2005. februāris); kristālu
audzēšanas rūpnı̄ca Siltronic AG, Burghauzena, Vācija (2005. februāris un jūlijs, 2006.
februāris).
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2 FZ kristālu audzēšanas procesa kvazi stacionārā

modeļa kopsavilkums

Att. 2.1: FZ sistēma
aksiāli simetriskā tu-
vinājumā

Atbilstoši uzdevumam promocijas darbā tika izstrādāts FZ
procesa nestacionārs matemātiskais modelis, kas tika realizēts
programmā FZoneT. Nestacionārā FZ modeļa izveidei tika izman-
tota virkne modeļu un programmu komponenšu no programmas
FZone, kas bija attı̄stı̄ti jau iepriekš (Ratnieks, [22]) kvazi sta-
cionāram FZ procesa aprēķinam. Tā kā kvazi stacionārais mode-
lis nav aprakstı̄ts šı̄ promocijas darba publikācijās, tad materiāla
vienotı̄bai un labākai izpratnei šajā nodaļā ir dots ı̄ss kvazi sta-
cionārā modeļa kopsavilkums, balstoties uz darbu [22].

Jāuzsver, ka kvazi stacionārais modelis ļauj aprēķināt tikai FZ
procesa tādu stāvokli, kad kristāls aug ar nemainı̄gu rādiusu,
kausējuma tilpums laikā nemainās un, kad gan polikristāliskais
stienis, gan kristāls ir cilindri ar relatı̄vi lieliem garumiem,
šādu stāvokli tad mēs saucam par FZ procesa kvazi stacionāro
stāvokli. Šajā modelı̄ fāzu robežu kvazi stacionāro stāvokļu
atrašanai tiek izmantoti algoritmi, kas daļēji balstās uz fāzu robežu
pārvietošanos laikā.

2.1 Lietotie pamatpieņēmumi un tuvinājumi

Kvazi stacionārajā modelı̄ aplūkotā FZ sistēma ir dota att. 2.1,
kur redzams induktora aksiāli simetriskais tuvinājums ar uzdotu
efektı̄vo spraugu, kušanas fāzu robežu, atklātā kušanas fronti, brı̄vo virsmu, kristalizācijas
fāzu robežu un centrālo asi. Kvazi stacionārajā modelı̄ tiek pieņemts, ka kristāla un po-
likristāliskā stieņa arējās virsmas ir dotas.

Izstrādājot kvazi stacionāro FZ modeli [22], tiek pieņemts, ka FZ sistēma ir aksiāli
simetriska, izņemot AF induktoru (sk. att. 2.2), kuram var būt radiālas spraugas. Spraugu
ietekme tiek ņemta vērā tuvināti, izmantojot azimutāli vidējotu aksiāli simetrisku EM lauku.
Tādējādi FZ procesa matemātiskais modelis tiek realizēts 2D telpā, izmantojot cilindrisko
koordinātu sistēmu (r,z).

Kausējuma brı̄vā virsma tiek modelēta izmantojot vienkāršotu stacionāru modeli bez
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2.2. Fāzu robežu modeļi 10

kausējuma tilpuma kontroles. Pārējo fāzu robežu formas un pozı̄cijas aprēķina modeļos
tiek izmantots siltuma plūsmas balansa nosacı̄jums.

Att. 2.2: AF induktors ar radiālām
spraugām, skats no augšas

Tā kā FZ procesos tiek izmantots AF EM lauks
(≈3 MHZ), tad atbilstošais lauka iespiešanās
dziļums ≈ 0.3 mm (skin-slānis) ir daudzkārt
mazāks nekā raksturı̄gie sistēmas izmēri ≈ 100
mm un tādēļ var izmantot integrālos virsmas
lielumus, tādus kā: virsmas strāvas lineārais
blı̄vums, Džoula siltuma avotu virsmas blı̄vums,
EM lauka spiediens. Tādēļ elektromagnētiskā
lauka skaitliskajos aprēķinos tiek izmantota
robeželementu metode (BEM, [49–52]).

2.2 Fāzu robežu modeļi

Šajā nodaļā tiek apskatı̄ti fāzu robežu aprēķinu
modeļi [22]. Vispirms tiek dots modelis kušanas
fāzu robežas, kristalizācijas fāzu robežas un
atklātās kušanas frontes aprēķiniem, kura pamatā ir siltuma plūsmas saglabāšanās likums.
Tālāk tiek apskatı̄ts stacionārais modelis brı̄vās kausējuma virsmas modelēšanai FZ sistēmā.

Kušanas un kristalizācijas fāzu robežu modelis Kušanas un kristalizācijas fāzu robežas
tiek modelētas nestacionāri, proti, sākumā virsmu forma tiek modificēta izmantojot to
pārvietošanās ātrumu laboratorijas atskaites sistēmā ar doto laika soli. Fāzu robežu ātrums
tiek aprēķināts no lokālā siltuma plūsmas saglabāšanās likuma saskaņā ar vienādojumu:

λc

(

∂T

∂n

)

c

= λs

(

∂T

∂n

)

s

+ρcQVn, (2.1)

kur indekss c nozı̄mē ciets silı̄cijs un indekss s šķidrs silı̄cijs, ρc cieta silı̄cija blı̄vums,
Q ı̄patnējais kušanas siltums, Vn fāzu robežas pārvietošanās ātrums normāles virzienā at-
tiecı̄bā pret nekustı̄gu cieto silı̄ciju, n fāzu robežas normāle virzienā uz šķidro silı̄ciju (sk.
att. 2.1), λc λs un siltumvadı̄šanas koeficienti cietajā un šķidrajā silicijā, T temperatūras
lauks. Vienādojuma (2.1) kreisajā pusē ir siltuma plūsmas blı̄vums, kas tiek aizvadı̄ts no
fāzu robežas caur cieto silı̄ciju, bet labajā pusē ir siltuma plūsmu summa, kas pienāk fāzu
robežai no šķidruma (pirmais loceklis) un kristalizācijas siltuma, kas izdalās šķidrumam
pārejot cietajā fāzē (otrais loceklis). Tādējādi (2.1) izsaka siltuma plūsmas nezūdamı̄bas
likumu uz fāzu robežas starp cieto un šķidro silı̄ciju. Tā kā praksē cietais kristāls pats tiek
pārvietots laboratorijas atskaites sistēmā ar ātrumu~vc , tad fāzu robežas ātrums laboratorijas
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2.2. Fāzu robežu modeļi 11

sistēmā~vn ir izsakāms sekojoši:
~vn =~vc +Vn ·~n, (2.2)

kur Vn ·~n ir fāzu robežas lokālais ātrums attiecı̄bā pret cieto silı̄ciju, izteikts vektoriālā
formā. Fāzu robežas ātrums~vn un laika solis ∆t tiek izmantots fāzu robežas punktu pozı̄cijas
izmaiņu aprēķinā. Šim ātrumam sasniedzot vērtı̄bu 0, tiek iegūts stacionārs atrisinājums fāzu
robežas formai.

Skaitliskajā realizācijā fāzu robežu forma tiek tuvināti aprakstı̄ta ar lineāriem nogriežņiem
(robežu elementiem), kur katrā nogriežņa galapunktā tiek aprēķināts ātrums ~vn saskaņā ar
(2.1) un (2.2). Sekojoši, nogriežņu galapunkti katrā laika solı̄ tiek pārvietoti par attālumu
~vn ·∆t.

Atklātās kušanas frontes modelis Atklātā kušanas fronte ir fāzu robeža starp cieto silı̄ciju
un gāzi, kurā atrodas visa FZ sistēma, tādēļ siltuma plūsmas saglabāšanās likums šai frontei
ir izsakāms sekojoši:

λc

(

∂T

∂n

)

c

= qEM −qrad +ρcQVn, (2.3)

kur qEM inducētās EM jaudas virsmas blı̄vums (tas tiek koriǧēts izmantojot plānās filmas
modeli [22]), qrad izstarotās jaudas virsmas blı̄vums (par radiācijas modeli sı̄kāk [22]),
ρcQVn ir kušanas siltuma plūsma. Tādējādi vienādojuma (2.3) labā puse satur efektı̄vo
siltuma plūsmu, kura ieiet cietajā silicijā. Frontes ātrumu aprēķina pēc (2.2), tikai lokālā
ātruma izteiksmes vietā ņemot Vn no vienādojuma (2.3). Atklātās kušanas frontes aprēķinos
tiek pieņemts, ka normāles vektora n virziens ir vērsts uz cietā silı̄cija ārpusi.

Att. 2.3: Brı̄vā kausējuma virsma ver-
tikālā šķērsgriezumā ar galapunktiem -
iekšējo (ITP) un ārējo trı̄skāršo punktu
(ATP)

Brı̄vās virsmas stacionārais modelis Stacionārā
stāvoklı̄ katrā punktā (r,z) uz brı̄vās kausējuma
virsmas ir spēkā spiedienu lı̄dzsvara likums, kuram
izmanto izteiksmi:

D = p0−ρgz+
1
2

ρΩ2r2− pEM − γ

(

cos φ

r
+

1
R′

)

,

(2.4)
kur D ir spiedienu disbalanss, kas lı̄dzsvara
gadı̄jumā ir vienāds ar nulli visos virsmas punktos,
φ ir virsmas pieskares leņķis ar vertikāli (att. 2.3), γ

virsmas spraiguma koeficients, R′ virsmas liekuma
rādiuss meridionālā plaknē, Ω kristāla rotācijas
cikliskā frekvence (tiek pieņemts, ka šķidrums griežās kopā ar kristālu kā ciets ķermenis), p0

iekšējais manometriskais spiediens kausējumā, pEM EM lauka radı̄tais spiediens. No (2.4)
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2.3. EM lauka modelēšana induktoram ar spraugām 12

pie zināma p0 un galapunktiem - iekšējā un ārējā trı̄skāršā punkta (ITP un ATP) ir iespējams
atrast brı̄vās virsmas formu. Iekšējā spiediena p0 noskaidrošanai ir nepieciešams papil-
dus nosacı̄jums. Ir zināms, ka FZ procesa stacionārā stāvoklı̄, kad augošā kristāla rādiuss
ir konstants, brı̄vā kausējuma virsma uz ATP-lı̄nijas veido noteiktu leņķi φ0 ar vertikāli.
Tādēļ pieprasot D=0 punktā ATP, iegūstam izteiksmi iekšējā spiediena p0 vērtı̄bas iteratı̄vai
noteikšanai:

p0 = ρgzAT P −
1
2

ρΩ2r2
AT P + pEM

AT P + γ

(

cos φ0

rAT P

+
1

R′
AT P

)

, (2.5)

kur ar indeksa AT P palı̄dzı̄bu tiek norādı̄ts, ka atbilstošās vērtı̄bas tiek ņemtas ārējā triskāršā
punktā. Lai atrastu brı̄vās virsmas formu skaitliski, tā tiek aprakstı̄ta ar galı̄ga garuma el-
ementiem. Iteratı̄vi pārvietojot, katru no elementiem disbalansa D samazināšanās virzienā
tiek panākts, ka lı̄dzsvara gadı̄jumā katrā elementa galapunktā ir spēkā D=0 (sk. sı̄kāk [22]).

Iekšējā trı̄skāršā punkta modelis Iekšējais trı̄skāršais punkts (ITP) tiek definēts kā vieta,
kur satiekās sekojošas fāzu robežas: kušanas fāzu robeža, atklātā kušanas fronte un brı̄vā
kausējuma virsma (sk. att. 2.4).

Att. 2.4: Iekšējā trı̄skāršā punkta (ITP) modelis, pozı̄cijas maiņas scenāriji

FZ procesa modelēšanā ITP pozı̄cijas izmaiņas nosaka, pirmkārt, brı̄vā kausējuma virsma,
kur iteratı̄vi tiek meklēta ITP punkta pozı̄cija uz kušanas fāzu robežas un atklātās kušanas
frontes atkarı̄bā no disbalansa (2.4) vērtı̄bas ITP punktā [22] (sk. a) att. 2.4), otrkārt, kušanas
fāzu robežas un atklātās kušanas frontes ātrumi (sk. b) att. 2.4). Papildus tam ITP punkta
aprēķinu modelı̄ tiek pieņemts, ka pāreja no kušanas fāzu robežas uz atklāto kušanas fronti
ir gluda. Sı̄kāku modeļa izklāstu skatı̄t [22].

2.3 EM lauka modelēšana induktoram ar spraugām

Tipiskā FZ procesā ir izteikts skin-effekts, tādēļ, risinot EM problēmu skaitliski, var iz-
mantot robeželementu metodi. Tādējādi tiek aprēķināts azimutāli vidējots lineārās strāvas
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blı̄vums uz virsmām FZ sistēmā, kas nepieciešams gan temperatūras lauka, gan kausējuma
brı̄vās virsmas formas aprēķinos. Lai tuvināti ņemtu vērā induktora spraugu (att. 2.2)
ietekmi aksiāli simetriskajā tuvinājumā tiek izmantotas speciālas modeļa modifikācijas
(aprakstu skatı̄t sekojošos darbos [22, 24, 25]). Šāds tuvinājums ir attaisnojams, jo nes-
imetriskā 3D EM lauka ietekme uz FZ procesu tiek vidējota paša procesa laikā kristālam un
polikristāliskajam stienim rotējot.

2.4 Siltuma pārneses modelēšana

Radiācijas modelēšana Radiācijas modeļa pamatā tiek pieņemts, ka apskatāmajām
virsmām piemı̄t sekojošas ı̄pašı̄bas: tās ir necaurspı̄dı̄gas (emisija, absorbcija un atstarošanās
notiek uz ķermeņu virsmām); optiski pelēkas (materiālu ı̄pašı̄bu neatkarı̄ba no temperatūras
un viļņa garuma), kā arı̄ tiek uzskatı̄ts, ka radiācija ir difūza. Atbilstošā radiācijas
vienādojuma sastādı̄šanā tiek izmantoti redzamı̄bas faktori [22, 26] aksiāli simetriskā tu-
vinājumā.

Atrisinot radiācijas vienādojumus, tiek iegūts radiācijas jaudas blı̄vuma sadalı̄jums qrad uz
visām ārējām virsmām FZ sistēmā. Lielums qrad tiek izmantots robežnosacı̄jumos for-
mulējot temperatūras problēmu FZ sistēmā. Tā kā qrad ir atkarı̄gs no temperatūras lauka, tad
risinot globālo siltuma pārneses problēmu radiācijas un temperatūras lauka aprēķinu modeļi
ir iteratı̄vi saistı̄ti:

... → T(n) → qrad
(n) → T(n+1) → qrad

(n+1) → ..., (2.6)

kur T(n) ir temperatūras lauks sistēmā n-tajā solı̄ un qrad
(n) temperatūrai T(n) atbilstošais jaudu

sadalı̄jums, savukārt nakamajā iterācijas solı̄ n+1 tiek iegūts jauns temperatūras lauks T(n+1),
kurš tiek izmantos tālāk radiācijas jaudas aprēķinā. Šādas iterācijas tiek turpinātas, kamēr
temperatūras lauka izmaiņas klūst mazākas par uzdoto skaitlisko precizitāti.

Temperatūras modelēšana Temperatūras lauks tiek risināts atsevišķi polikristāliskajā
stienı̄, kausējumā un kristālā [22] saskaņā ar vienādojumu:

ρcp

(

ur
∂T

∂r
+uz

∂T

∂z

)

=
1
r

∂

∂r

[

rλ(T )
∂T

∂r

]

+
∂

∂z

[

λ(T )
∂T

∂z

]

, (2.7)

kur ρ silı̄cija blı̄vums, cp silı̄cija siltumietilpı̄ba, λ(T ) silı̄cija siltumvadı̄šanas koeficients,
(ur,uz) konvekcijas ātrums, kurš atkarı̄bā no apskatāmā apgabala ir polikristāliskā stieņa,
kristāla pārvietošanās ātrums (kvazi stacionārajā modelı̄ tiek pieņemts, ka polikristāliskais
stienis un kristāls laboratorijas sistēmā ir nekustı̄gi, tādēļ, lai modelētu to pārvietošanu, tiek
izmantots konvektı̄vais ātrums temperatūras vienādojumā) vai šķidrā silı̄cija kustı̄bas ātrums
kausējumā. Risinot temperatūras problēmu tiek izmantoti sekojoši robežnosacı̄jumi: ∂T

∂r
=

0 uz simetrijas ass, T = T0 (T0-kristalizācijas temperatūra) uz kristalizācijas un kušanas
fāzu robežām; λ(T )∂T

∂n
= qEM − qrad (vienādojuma labā puse satur inducētās EM jaudas
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2.5. Vispārı̄gs aprēķinu algoritms 14

un radiācijas jaudas starpı̄bu) uz visām polikristāliskā stieņa, kausējuma un kristāla ārējām
virsmām.

Lai atrisinātu temperatūras problēmu skaitliski tiek izmantota galı̄go elementu metode
(FEM, [53–59]).

2.5 Vispārı̄gs aprēķinu algoritms

Att. 2.5: Vienkāršots aprēķinu algo-
ritms kvazi stacionārājā FZ modelı̄

Stacionārā FZ procesa modeļa aprēķinu algo-
ritma vienkāršota blokshēma ir attēlota att. 2.5
[22]. Aprēķina sākumā tiek pārvietotas visas
fāzu robežas saskaņā ar to lokālajiem ātrumiem
tekošajā laika solı̄. Tad tiek iteratı̄vi aprēķināta
brı̄vā kausējuma virsma un EM lauks pie fiksētas
ITP pozı̄cijas, ja disbalanss punktā ITP (DIT P) 6= 0
tad ITP punkts tiek pārvietots saskaņā ar speciālu
algoritmu un brı̄vās virsmas aprēķins tiek atkārtots
lı̄dz DIT P=0. Tālāk iteratı̄vi tiek rēķināta radiācija
un temperatūra, kamēr tiek iegūts stacionārs tem-
peratūras lauka atrisinājums, t.i temperatūras lauka
izmaiņas ir 0. Zinot temperatūras lauku visos FZ
sistēmas apgabalos, tiek aprēķināti temperatūras
gradienti un atbilstošie fāzu robežu ātrumi. Kvazi
stacionārs risinājums tiek iegūts tad, kad atbilstošie
fāzu robežu ātrumi ir 0.
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3 Nestacionārs aksiāli simetrisks matemātiskais modelis

kristālu audzēšanas procesu pētı̄šanai

Balsoties uz iepriekšējā nodaļā aprakstı̄tā kvazi stacionārā FZ kristālu audzēšanas procesa
modeļa komponentēm, tika izstrādāts un aprobēts jauns nestacionārs aksiāli-simetrisks (2D)
FZ procesa modelis [dis1-dis3]. Izmantojot šo modeli, ir iespējams aprēķināt izkusušās
zonas formas atkarı̄bu no laika FZ procesā. Šāds modelis paver iespējas pētı̄t FZ procesus
ne tikai kvazi stacionārā stāvoklı̄ (nemainı̄ga kausējuma forma, cilindrisks kristāls), bet arı̄
procesa sākuma un beigu fāzēs, kad notiek straujas fāzu robežu izmaiņas laikā. Papildus
tam, izmantojot šo modeli, var pētı̄t arı̄ automātisko procesa regulēšanu (vadı̄bu), kas ieņem
būtisku vietu FZ kristālu rūpnieciskajā audzēšanā.

Šajā nodaļā tiek dots nestacionārā modeļa apraksts [dis1], izceļot būtiskākās tā sastāvdaļas,
kā arı̄ dots ieskats modeļa pielietojumā FZ procesa regulēšanas pētı̄šanā. Modelis tika re-
alizēts kā datorprogramma FZoneT.

3.1 Matemātiskais modelis un skaitliskā realizācija

Att. 3.1: Kausējuma tilpuma
uzskaites modelis

Nestacionārajā modelı̄ tiek izmantotas vairākas kvazi sta-
cionārā modeļa komponentes, tādas kā: atklātās kušanas
frontes modelis, augstfrekvences EM lauka modelis,
trı̄skāršā ITP punkta modelis, temperatūras un radiācijas
modeļi. No kvazi stacionārā modeļa tika izmantots arı̄
brı̄vās virsmas modelis ar nelielām modifikācijām.

Viena no būtiskākajām komponentēm nestacionārajā FZ
modelı̄ ir kausējuma tilpuma uzskaite, kur tiek ņemts
vērā cik silı̄cija dotajā laika intervālā izkūst un cik silı̄cija
kristalizējas. Zinot šos lielumus, ir iespējams aprēķināt
nepieciešamo kausējuma tilpuma izmaiņu, kas savukārt
tiek izmantota brı̄vās virsmas aprēķinā. Tālāk atkarı̄bā
no brı̄vās virsmas formas pie ATP tiek modelēta arı̄ paša
kristāla formas veidošanās, kristālam augot, kā funkcija
laikā.

Zemāk tiek dots ı̄ss apraksts, būtiskākajām nestacionārā
modeļa komponentēm.
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3.1.1 Kausējuma tilpuma uzskaites modelis

Lai noteiktu kausējuma tilpuma izmaiņu laika intervālā [t..t +∆t] ir nepieciešams aprēķināt
tilpumu šķidrajam silı̄cijam ∆Vizk, kurš rodas kūstot polikristāliskajam stienim uz kušanas
fāzu robežas un atklātās kušanas frontes, kā arı̄ šķidrā silı̄cija zudumus uz kristalizācijas
fāzu robežas ∆Vkris, materiālam kristalizējoties. Zinot šos abus lielumus, pēc šķidruma
tilpuma nezūdamı̄bas likuma var aprēķināt kausējuma tilpuma izmaiņu ∆Vkaus, saskaņā ar
vienādojumu:

∆Vkaus = ∆Vizk −∆Vkris. (3.1)

Polikristāliskā stieņa kausēšanas aprakstam ir lietderı̄gi apskatı̄t virsmu Zp(r, t), kas sastāv
no kušanas fāzu robežas un atklātās kušanas frontes un ir definēta laboratorijas atskaites
sistēmā laika momentā t (sk. att. 3.1). Kušanas rezultātā virsma pēc laika intervāla ∆t

ir pārvietojusies stāvoklı̄ Zp(r, t + ∆t), tādēļ atbilstošā cietā silı̄cija tilpuma izmaiņa labora-

torijas atskaites sistēmā ir aprēķināma pēc
R Rp

0 [Zp(r, t +∆t)−Zp(r, t)]2πrdr, kur Rp ir po-
likristāliskā stieņa rādiuss. Ņemot vērā to, ka pats polikristāliskais stienis tiek pārvietots ar
noteiktu ātrumu Vp(t) lejup, izkusušais silı̄cijs laika intervālā ∆t ir aprēķināms pēc sekojoša
vienādojuma:

∆Vizk =
ρc

ρs

(

VpπR2
p∆t +

Z Rp

0
[Zp(r, t +∆t)−Zp(r, t)]2πrdr

)

, (3.2)

kur ρc - cietā silı̄cija blı̄vums, ρs - šķidrā silı̄cija blı̄vums. Analoǧiski tiek aprēķināts tilpums
šķidrajam silı̄cijam, kas kristalizējas uz kristalizācijas fāzu robežas Zk(r, t):

∆Vkris =

(

VkπR2
k∆t +

Z Rk

0
[Zk(r, t +∆t)−Zk(r, t)]2πrdr

)

, (3.3)

3.1.2 Brı̄vās virsmas modelis

Att. 3.2: Brı̄vās virsmas
aprēķins

Īsā laika intervālā ∆t kausējuma tilpuma izmaiņa ∆Vkaus

izraisa atbilstošu brı̄vās virsmas izmaiņu. Apzı̄mēsim
brı̄vās virsmas formu laika momentā t ar Zb(r, t,φ), kur
φ ir leņķis starp vertikālo z asi un pieskari brı̄vajai virs-
mai ārējā trı̄skāršajā punktā (ATP), sk. att. 3.2. Savukārt
virsmas forma pēc laika intervāla ∆t ir Zb(r, t +∆t,φ+∆φ),
tādējādi aktuālā kausējuma tilpuma izmaiņa ir aprēķināma
pēc formulas:

∆Vakt =

(

Z RAT P

RIT P

[Zb(r, t +∆t,φ+∆φ)−Zb(r, t,φ)]2πrdr

)

,

(3.4)

kur RAT P ir punkta radiālā koordināte, RIT P iekšējā
trı̄skāršā punkta (ITP) radiālā koordināte. Lai izpildı̄tos
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kausējuma tilpuma saglabāšanās, ir nepieciešams nestacionārajā modelı̄ nodrošināt to, ka

∆Vakt = ∆Vkaus. (3.5)

Tas tiek panākts ar iteratı̄vu algoritmu, kurā tiek meklēta tāda leņķa izmaiņa ∆φ, pie kuras
kausējuma tilpuma izmaiņa ∆Vakt sakrı̄t ar ∆Vkaus. Lielums ∆Vkaus ir iepriekš zināms no
kušanas un kristalizācijas fronšu analı̄zes.

Brı̄vās virsmas forma tiek rēķināta pie fiksētiem galapunktiem (ITP un ATP) pieprasot
katrā tās punktā spiedienu lı̄dzsvaru, t.i, tiek pieprası̄ts, ka hidrostatiskais spiediens, elektro-
magnētiskais spiediens, virsmas spraiguma spiediens, centrbēdzes spiediens, kā arı̄ iekšējais
efektı̄vais spiediens p0 ir lı̄dzsvarā. Spiediens p0 raksturo kopējo kausējuma tilpumu un tiek
aprēķināts, izmantojot leņķa nosacı̄jumu punktā ATP ( [22]).

3.1.3 Kristāla virsmas modelēšana

Att. 3.3: Kristāla virsmas
modelēšana

Kristāla forma nestacionārā FZ procesa laikā ir atkarı̄ga no
leņķa φ starp brı̄vās virsmas pieskari un vertikāli punktā
ATP. Skaitliskajos aprēķinos brı̄vā virsma tiek aprakstı̄ta
ar galı̄ga garuma elementiem (sk. att. 3.3), un punktā
ATP tā tiek tuvināti aprakstı̄ta ar riņķa lı̄niju, kas iet caur
ATP punktam tuvākā elementa galapunktiem. Tādējādi
pieskari brı̄vajai virsmai punktā ATP iegūst velkot atbil-
stošo pieskari riņķa lı̄nijai. Tālāk tā tiek izmantota katrā
laika momentā t, lai aprēķinātu jauno ATP punktu - ATP’,
nākamajam laika momentam t + ∆t. Punktu ATP’ iegūst
aprēķinot krustpunktu starp kristalizācijas fronti (laika
momentā t + ∆t) un brı̄vās virsmas pieskari punktā ATP
(sk. att. 3.3).

Kristalizācijas fāzu robežu laika momentā t + ∆t, iegūst
pārvietojot to laika momentā t ar atbilstošo ātrumu kristāla atskaites sistēmā (kristāls
nekustı̄gs). Tādējādi tiek iegūts jauns ārējais trı̄skāršais punkts ATP’ kristāla atskaites
sistēmā, lai pārietu uz laboratorijas atskaites sistēmu šis punkts tiek pārvietots uz leju par
attālumu Vk ·∆t, kur Vk kristāla vilkšanas ātrums.

3.1.4 Temperatūras lauka modelēšana

Nestacionārajā FZ procesa matemātiskajā modelı̄ temperatūras lauks tiek modelēts lı̄dzı̄gi kā
iepriekš aprakstı̄tajā stacionārajā modelı̄ (sk. nodaļu 2.4). Katrā FZ sistēmas apgabalā tiek
risināts vienādojums (2.7) ar atbilstošajiem robežnosacı̄jumiem. Tomēr, atšķirı̄bā no sta-
cionārā modeļa, nestacionārajā modelı̄ risinot temperatūras problēmu polikristāliskajā stienı̄
un kristālā tiek uzskatı̄ts, ka tie ir nekustı̄gi, t.i, konvektı̄vais ātrums ir (ur,uz) = (0,0). Tas
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3.1. Matemātiskais modelis un skaitliskā realizācija 18

ir pieļaujams, jo nestacionārajā modelı̄ polikristāliskais stienis un kristāls, kā arı̄ pats tem-
peratūras lauks, tiek pārvietoti laboratorijas atskaites sistēmā ar doto ātrumu.

3.1.5 Režǧu apstrādes algoritmi nestacionārajā FZ procesā

Tā kā pilnı̄gai nestacionārai FZ procesa modelēšanai ir jāapskata sistēmas ar būtiski
atšķirı̄giem izmēriem, t.i, sākot no procesa sākuma fāzes, kad monokristāla izmēri ir
daži milimetri, lı̄dz pat procesa beigu fāzei, kad kristāla izmēri sasniedz vairākus desmi-
tus milimetru, ir nepieciešami speciāli režǧu apstrādes algoritmi problēmas skaitliskajā
risināšanā [dis2].

Att. 3.4: Robežele-
mentu režǧa piemērs

Tādēļ tika izstrādāti, pirmkārt, robeželementu režǧu ǧenerācijas
algoritmi, kas nodrošināja režǧa adaptāciju sistēmas izmēriem,
t.i elementu skaita atkarı̄ba no sistēmas izmēriem. Turklāt, lai
optimizētu skaitlisko realizāciju un samazinātu kopējo elementu
skaitu, vienlaicı̄gi saglabājot pietiekamu skaitlisko precizitāti fāzu
robežu aprēķinos, tika izstrādāts algoritms arı̄ elementu izmēru
noteikšanai, kuram pamatā bija pieņēmums, ka kausējums tiek
aprakstı̄ts ar vismazākajiem elementiem (paaugstināta skaitliskā
precizitāte), kamēr kristāls un polikristāliskais stienis tiek
aprakstı̄ti ar elementiem, kuru izmēri vienmērı̄gi palielinās
virzienā prom no kausējuma. Piemēram, att. 3.4 parādı̄ts
robeželementu režǧis uz polikristāliskā stieņa virsmas, šeit ir
redzams, ka elementu izmēri pakāpeniski palielinās sākot no
minimālā izmēra a.

Att. 3.5: Prezicētā kristāla virsmas
modelēšana, izmantojot palı̄gvirsmu

Otrkārt, robeželementu ǧenerācijai uz kristāla virs-
mas tika izmantota speciāla palı̄gvirsma, kura
apraksta precı̄zo kristāla formu lı̄dz tekoša-
jam laika momentam. Attēlā 3.5 kreisajā
pusē redzamas kristāla ǧeometrijas skaitliskās
novirzes modelēšanas laikā, gadı̄jumam, kad netiek
izmantota palı̄gvirsma, un attēla labajā pusē
redzama kristāla forma, kas tika iegūta izmantojot
palı̄gvirsmu robeželementu režǧa ǧenerācijas algo-
ritmā.

Treškārt, katrā laika solı̄, izmantojot uzǧenerēto
robeželementu režǧi, tiek ǧenerēts elementu režǧis
apgabalu tilpumos, kas ir nepieciešams tem-
peratūras problēmu risināšanai, piemēram att. 3.5
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ir parādı̄ti tilpuma režǧi gan kausējumā, gan kristālā. Katrā laika solı̄ visas fizikālo lauku
vērtı̄bas jaunajos režǧu mezglu punktos tiek aprēķinātas interpolējot, izmantojot veco režǧi
no iepriekšējā laika soļa.

Att. 3.6: Galı̄go elementu režǧis sākuma konusa modelēšanā ar nestacionāro FZ procesa
modeli

Režǧu ǧenerācijas algoritmu ilustrācijai, nestacionārajā FZ procesa skaitliskajā modelēšanā
att. 3.6 ir paradı̄ts sākuma konusa modelēšanas process ar trı̄s secı̄giem sistēmas stāvokļiem.
Redzams, ka modelēšanas sākumā neliela kristāla aprakstı̄šanai tiek izmantots relatı̄vi
smalks režǧis salı̄dzinot ar to kas tiek izmantots nestacionārā aprēķina vēlākajās fāzēs, kad
kristāla izmēri ir jau būtiski palielinājušies. Lai optimizētu aprēķinu atrdarbı̄bu galı̄go ele-
mentu izmēri vienmērı̄gi pieaug virzienā no izkusušās zonas.

3.2 Nestacionāru peldošās zonas procesu aprēķini

3.2.1 Nestacionārā modeļa verifikācija ar eksperimentu

Berlı̄nes institūtā Insitute for Crystal Growth (ICG), tika veikts eksperiments ar mērķi pētı̄t
FZ sistēmas reakciju uz impulsa veida induktora strāvas un polikristāliskā stieņa padeves
ātruma izmaiņām. Impulsa veida parametru izmaiņas tika veiktas tad, kad sistēma jau bija
sasniegusi lı̄dzsvara stāvokli, t.i kristāls aug ar nemainı̄gu rādiusu. Šı̄ eksperimenta dati tika
izmantoti, lai veiktu atbilstošo nestacionāro simulāciju ar FZ matemātisko modeli [dis2].
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Att. 3.7: Fāzu robežu formas un rak-
sturı̄gie parametri FZ sistēmai nesta-
cionārā aprēķina sākumā

Sākuma ǧeometrijas tuvinājums nestacionārajam
FZ modelim ir paradı̄ts att. 3.7, tas atbilst eksperi-
mentālajai FZ sistēmai lı̄dzsvara stāvoklı̄. Procesa
laikā tika mainı̄ta induktora strāva I0 un po-
likristāliskā stieņa padeves ātrums VP saskaņā ar
grafiku att. 3.8, kas savukārt izraisı̄ja kristāla
rādiusa RC un zonas augstuma HZ izmaiņas. Nesta-
cionārā FZ modeļa rezultātu salı̄dzinājums ar
eksperimentu ir dots att.3.9. Redzams, ka kristāla
rādiusa un zonas augstuma izmaiņu raksturs laikā
labi sakrı̄t ar eksperimentu. Redzamās atšķirı̄bas
ir izskaidrojamas ar skaitliskās aproksimācijas pre-
cizitāti, kā arı̄ mērı̄jumu kļūdu, nosakot zonas augs-
tumu un kristāla rādiusu eksperimenta laikā.

Att. 3.8: Impulsa veida strāvas un polikristāliskā stieņa ātruma izmaiņas eksperimentā un
aprēķinā

3.2.2 Galvenie rezultāti

Ar nestacionāro FZ procesa modeli tika pētı̄ta 4" (kristāla diametrs 4 collas) kvazi stacionāru
sistēmu reakcija uz lēcienveidı̄gām VP un I0 izmaiņām [dis1,dis2 un dis3]. Skaitliskie
aprēķini parādı̄ja, ka raksturı̄gie reakcijas pārejas laiki, piemēram, kristāla diametra izmaiņai
atbilst apmēram 10 minūtes, un sistēmas reakcijai piemı̄tošais rimstošu oscilāciju raksturs
[dis1] ir labā saskaņā ar praksē novēroto. Turklāt aprēķini un eksperiments parādı̄ja, ka
lēcienveida I0 strāvas izmaiņas izraisa ı̄slaicı̄gas impulsa veida kristāla rādiusa izmaiņas

December 7, 2007



3.3. Procesa regulēšanas modelēšana 21

Att. 3.9: Kristāla rādiusa un zonas augstuma reakcija uz impulsa veida parametru izmaiņām

[dis3].

Papildus tam tika konstatēts, ka uzdodot impulsa veida VP un I0 izmaiņas sistēmai kvazi
stacionārā stavoklı̄, matemātiskais modelis un eksperiments dod lı̄dzı̄gas kristāla rādiusa un
zonas augstuma izmaiņas laikā [dis2].

Modelējot konusu augšanu, skaitliskie aprēķini parādı̄ja, ka samazinoties kristāla diame-
tram leņķis starp kristāla virsmu un kristalizācijas interfeisu punktā ATP palielinās [dis1],
savukārt, palielinoties diametram, leņķis samazinās. Var parādı̄t, ka šı̄ leņķa lielumam ir
būtiska nozı̄me kristāla augšanas procesa stabilitātei.

3.3 Procesa regulēšanas modelēšana

3.3.1 Regulēšana un tās nepieciešamı̄ba

Viens no svarı̄gākajiem uzdevumiem kristālu audzēšanas praksē ir noteiktas formas kristālu
audzēšana. Lai to realizētu ir nepieciešams zināt atbilstošos vadı̄bas parametrus kā funkcijas
laikā. Tomēr, izrādās, ka šādu funkciju atrašana pirms plānotā kristālu audzēšanas procesa
nav iespējama un arı̄ praktiski nav nepieciešama, jo eksperimentiem rakstūrı̄gās gadı̄juma
veida kļūdu (trokšņu) dēļ iepriekš zināmie vadı̄bas parametri tiktu modificēti, kas savukārt
nekontrolējami ietekmētu procesa gaitu. Tādēļ praksē tiek izmantoti regulēšanas algoritmi,
kuru rezultātā iepriekš nezināmās procesa vadı̄bas parametru funkcijas tiek atrastas paša
procesa laikā.

Lai pētı̄tu praksē lietotos regulēšanas algoritmus šajā darbā tika izstrādāts FZ procesa
regulēšanas matemātiskais modelis, izmantojot aksiāli simetrisko nestacionāro FZ procesa
modeli. Tas ļāva modelēt procesa vadı̄bas parametru kontroli atbilstoši plānotajai procesa
norisei, nodrošinot procesa stabilitāti un novēršot procesa avārijas pārtraukšanu (kausējuma
izlı̄šana, polikristāliskā stieņa ietriekšanās AF induktorā u.c.).
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Att. 3.10:
Nestacionārā
FZ procesa
modelēšana ar
automātisko
vadı̄bas
parametru
regulēšanu

Regulēšanas matemātiskā modeļa realizācijā tika izmantoti propor-
cionāl-integrāl-diferenciālie (PID) kontrolieri ( [23],[dis3]) kā atsevišķa
nestacionārā modeļa kompoenente. Tādējādi regulēšanas modelı̄ pēc
noteikta algoritma, kura struktūra šeit netiek atklāta dēļ sadarbı̄bas
noteikumiem ar Siltronic AG, tika saistı̄ti sekojoši FZ procesa parametri
HZ - zonas augstums, I0 - induktora strāva, VP - polikristāliskā stieņa
ātrums un ϕ - leņķis starp kristāla virsmu un vertikāli (kristāla slı̄pums)
punktā ATP (ārējais triskāršais punkts).

3.3.2 Aprēķina piemērs un galvenie rezultāti

Procesa regulēšanas modelēšanas ilustrācijai att. 3.10 ir dots aprēķina
piemērs, kur redzama FZ sistēma laika momentā 4000 s (kopš
simulācijas sākuma) ar kristāla slı̄puma leņķi 11 grādi. Redzams, ka
regulēšanas algoritms nodrošina vēlamo kristāla formu, kas šai piemērā
ir noteikta ar kristāla virsas slı̄puma leņķi.

Tādējādi, izmantojot rūpnieciskajiem procesiem raksturı̄gās PID
kontrolieru parametru vērtı̄bas, ir iespējams atkārtoti reproducēt
rūpnieciskās kristālu formas un pētı̄t nestacionāra procesa aspektus.
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4 Kvazi stacionārs 3D modelis izkusušās zonas formas

modelēšanai

Kristālu audzēšanas procesā ar FZ metodi ļoti būtisku lomu ieņem augstfrekvences (AF) 3D
elektromagnētiskais (EM) lauks, kas rodas maiņstrāvai plūstot induktorā. AF EM inducē
virpuļstrāvas skin slānı̄ uz silı̄cija virsmām, tā rezultātā tiek nodrošināta polikristāliskā stieņa
kausēšana, kā arı̄ termiskā situācija kausējuma zonā. Atkarı̄bā no AF EM lauka struktūras uz
brı̄vās kausējuma virsmas tiek radı̄ts noteikts EM spiediena sadalı̄jums, kas ietekmē arı̄ pašas
virsmas formu. Pārējo fāzu robežu forma (piemēram, kušanas un kristalizācijas frontes) ir
atkarı̄ga no AF EM radı̄to siltumu avotu sadalı̄juma uz ārējām silı̄cija virsmām.

Lı̄dz šim FZ procesa modelēšanā plaši tika izmantota sistēmas aksiālā simetrija (sk. nodaļas
2,3), kā rezultātā 3D problēmas vietā tika risināta vienkāršota 2D problēma. Šāda tu-
vinājuma lietošana ir attaisnojama tādu FZ sistēmu modelēšanā, kurās izpildās virkne
nosacı̄jumu, piemēram: 1) AF induktors, kam nesimetrija ir vāji izteikta; 2) induktora
un kristāla centrālo āšu nobı̄des neesamı̄ba; 3) pietiekami liels kristāla un polikristāliskā
stieņa rotācijas ātrums, t.i labāk tiek vidējots nesimetriskais AF EM lauks. Audzējot FZ
kristālus, praksē šie nosacı̄jumi bieži neizpildās, kā rezultātā rodās izteikti nesimetrisks AF
EM lauka sadalı̄jums uz silı̄cija virsmām, un izteikti nesimetriska izkusušās zonas forma.
Tādēļ pilnı̄gākai FZ procesu pētı̄šanai ir nepieciešams izveidot 3D matemātiskos modeļus.

Šajā nodaļā tiek dots kopsavilkums 3D modeļu sistēmai, kas ļauj ņemt vērā FZ sistēmas
3D ı̄patnı̄bas kausējuma formas modelēšanā [dis4, dis5]. Nodaļas beigās tiek dots viens
aprēķinu piemērs izteikti nesimetriskai FZ sistēmai ar nerotējošu kristālu.

4.1 3D FZ procesa matemātiskā modeļa svarı̄gākās komponentes

4.1.1 AF EM lauka 3D aprēķins ar robeželementu metodi

Lai aprēķinātu 3D inducētās EM jaudas sadalı̄jumu silı̄cijā, kā arı̄ EM spiediena sadalı̄jumu
uz brı̄vās kausējuma virsmas, ir nepieciešams atrisināt AF EM lauka problēmu visā FZ
kristālu audzēšanas sistēmā [dis4], [33–35]. Turklāt, tā kā FZ procesā EM lauka frekvence
ir daži MHZ tad var uzskatı̄t, ka visa EM lauka iedarbı̄ba ir koncentrēta uz silı̄cija virsmas
plānā skin slānı̄ un tādēļ, risinot AF EM problēmu skaitliski, ar labu precizitāti var izman-
tot robeželementu metodi (BEM, [49–52]). Metodes pamatā ir pieņēmums, ka virpuļstrāvu
sadalı̄jumu var aprakstı̄t ar lineārā strāvas blı̄vuma sadalı̄jumu uz objektu virsmām. FZ
sistēmā atbilstošo skin slāņa biezumu var novērtēt, izmantojot sakarı̄bu skin slānim bez-
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galı̄gā pustelpā:

δ =
1√

π f σµoµr

, (4.1)

kur δ - skin-slāņa biezums; f - EM lauka frekvence; σ - elektriskā vadı̄tspēja; µo -
magnētiskā caurlaidı̄ba vakumā; µr - relatı̄vā magnētiskā caurlaidı̄ba materiālam. Silı̄cijam
cietajā fāzē pie kušanas temperatūras elektriskā vadı̄tspēja ir σ = 5 · 104S/m, tipiska EM
lauka frekvence ir f = 3MHz, ievietojot izteiksmē (4.1) iegūstam δ = 1.3 mm, šis biezums
ir daudzkārt mazāks par raksturı̄gajiem FZ sistēmas izmēriem, tādēļ robeželementu metodes
lietošana ir attaisnojama.

Att. 4.1: Inducētās strāvas plūsmas
funkcija uz silı̄cija virsmām aprēķināta
ar robeželementu metodi

Vēl viens pieņēmums, modelējot AF EM lauku,
ir sekojošs: pie vairāku MHZ frekvencēm FZ
sistēmās kapacitı̄vos efektus var neņemt vērā,
jeb lietot tā saucamo kvazi stacionāro strāvu tu-
vinājumu. Var parādı̄t, ka frekvences, pie kurām
paradı̄sies kapacitı̄vie efekti, ir daudzkkārt lielākas
par dažiem MHZ. Šis pieņēmums nozı̄mē, ka
no lādiņa nezūdamı̄bas likuma lineārajam strāvas
blı̄vumam seko:

div~j = 0, (4.2)

tas atļauj uz vadı̄tāju virsmām ieviest speciālu vek-
toru ~Ψ, kam ir spēkā:

rot~Ψ = ~j, (4.3)

pie kam operators rot tiek definēts uz vadı̄tāja
virsmas. ~Ψ ir vienmēr vērsts virsmas normāles
virzienā un tā normālā komponente Ψ ir strāvas
plūsmas funkcija.

Lietojot Bio-Savāra likumu, vektorpotenciāla ~A atkarı̄bai no ~j un faktu, ka augstu frekvenču
gadı̄jumā magnētiskā lauka normālā komponente uz vadı̄tāja virsmas ir nulle, var uzrakstı̄t:

rotn

Z

S

rot~Ψ

|~r−~ro|
dS = 0. (4.4)

aizvietojot integrāli pa virsmu ar integrāli pa noslēgtu kontūru uz virsmas iegūst:

I

L

[

Z

S

rots~Ψ

|~r−~ro|
dS

]

−→
dl = 0. (4.5)
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Lai iegūtu risinājumu skaitliski, visas virsmas tiek sadalı̄tas galı̄ga izmēra elementos (trij-
stūros), kuru virsotnēm tiek piekārtotas plūsmas funkcijas vērtı̄bas. Vienādojums (4.5) tiek
diskretizēts un reducēts uz lineāru vienādojumu sistēmu ar nezināmajiem Ψi - plūsmas
funkcijas vērtı̄ba elementa virsotnē, kur i=1...n ir globāls virsotnes indekss (n kopējais
virsotņu skaits). Būvējot sistēmas matricu tiek analizēta elementu savstarpējā ietekme,
piemēram, sk. att. 4.1, kur ir attēlots trijstūru robeželementu režǧis un aprēķinātā plūsmas
funkcija. Lineāras vienādojumu sistēmas atrisināšanai tiek izmantotas CG metodes [42–45].

4.1.2 Brı̄vās kausējuma virsmas 3D modelis

Att. 4.2: Brı̄vās kausējuma virsmas
diskretizācijas ar galı̄giem elementiem

Kausējuma brı̄vās virsmas forma tiek meklēta pie
fiksētām tās robežām. Virsma tiek atrasta balstoties
uz nosacı̄jumu, ka katrā tās punktā darbojošies
spiedieni ir lı̄dzsvarā, jeb visu spiedienu disbalanss
(D) ir nulle (sk. att.4.2) [dis1,dis4] un [22]. Disbal-
ansu (D) veido summa no iekšējā spiediena, hidro-
statiskā spiediena, virsmas spraiguma spiediena un
EM spiediena, tādējādi:

D = p0 −ρlgz− j2µ0

2
− γ

(

1
R1

+
1

R2

)

(4.6)

kur p0 ir iekšējais spiediens, p0-ρlgz ir hidro-
statiskais spiediens,z ir vertikālā koordināte punk-
tam uz virsmas,ρl ir šķidrā silı̄cija blı̄vums, γ ir
virsmas spraiguma koeficients un R1, R2 liekuma

rādiusi perpendikulāros virzienos dotajā punktā, un loceklis j2µ0
2 ir EM spiediens, kur j ir

inducētā virsmas strāvas lineārais blı̄vums, kas ir zināmas no AF EM aprēķina.

Att. 4.3: Brı̄vās kausējuma virsmas modelis,
hidrostatiskais pA

H un iekšējais p0 spiediens
uz brı̄vās kausējuma virsmas

Lai definētu iekšējo spiedienu p0 tiek izvēlēts
tāds lı̄menis kausējumā, kur vertikālā z koor-
dināte ir nulle (sk. att. 4.3). Lı̄menı̄
z=0 iekšējais spiediens p0 ir vienāds ar
manometrisko spiedienu pH . Savukārt
punktā A uz brı̄vās kausējuma virsmas at-
bilstošais hidrostatiskais spiediens ir pA

H =

p0 −ρlgz.

Lai atrastu virsmas formu skaitliski, tā tiek
aprakstı̄ta ar robeželementu režǧi, kur katrā
mezglu punktā tiek aprēķināts aktuālais dis-
balanss D un ar speciāla iteratı̄va algo-
ritma palı̄dzı̄bu tiek nodošināts, ka lı̄dzsvara

gadı̄jumā D=0 [dis4].
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4.1.3 Radiācijas 3D modelēšana ar redzamı̄bas faktoriem

Radiācijas modelēšanai FZ sistēmās tiek izmantoti sekojoši pieņēmumi: 1) radiācija ir
difūza, šim pieņēmumam ir tuvinājuma raksturs, jo praksē ir novērojama arı̄ atspoguļošanās;
2) emisija, absorbcija un atstarošanās notiek uz ķermeņu virsmām un nevis ķermeņa tilpumā,
jeb virsma ir necaurspı̄dı̄ga; 3) visas materiālu ı̄pašı̄bas nav atkarı̄gas no temperatūras un
viļņa garuma, jeb virsma ir optiski pelēka.

Saskaņā ar Planka likumu, aboslūti melns ķermenis (ideāls absorbētājs) emitē sekojošu jau-
das blı̄vumu uz ķermeņa virsmas laukuma vienı̄bu un uz viļņa garuma vienı̄bu ebλ(T ) pie
dotās temperatūras T un viļņa garuma λ:

ebλ(T ) =
2πC1

λ5(eC2/λT −1)
, (4.7)

kur C1 = 0.595448 ·108 Wµm4 m−2 un C2 = 14388 µm K.

Integrējot pa visu spektru iegūstam izstaroto jaudas blı̄vumu uz ķermeņa virsmas vienı̄bu
qb(T ) :

qb(T ) =
Z ∞

0
ebλ(T )dλ = σT 4, (4.8)

kur σ = 5.67 ·10−8 Wm−2K−4 ir Stefana-Boltzmana konstante.

Savukārt izstaroto jaudas virsmas blı̄vumu qe ķermenim, kas nav aboslūti melns, var izteikt
sekojoši:

qe(x) = ε(x)qb(T (x)) = ε(x)σT 4(x), (4.9)

kur ε(x) ≤ 1 ir ķermeņa virsmas emisijas koeficients dotajā virsmas punktā x.

Katrs virsmas elements gan emitē, gan saņem no citiem elementiem nākošo jaudas virs-
mas blı̄vumu qi(x). Daļu no saņemtās enerǧijas elements atstaro, bet atlikušo daļu absorbē.
Absorbēto enerǧijas blı̄vumu qa(x) punktā x var izteikt sekojoši:

qa(x) = α(x)qi(x), (4.10)

kur α(x) ir virsmas absorbcijas koeficients dotajā punktā.

Pēc Kirhofa termodinamiskā lı̄dzsvara likuma izotermālām sistēmām, absorbcijas un emisi-
jas koeficienti ir vienādi. Tādēļ absorbēto qa un atstaroto qr jaudu blı̄vumi ir:

qa(x) = ε(x)qi(x) (4.11)

un
qr(x) = (1− ε(x))qi(x) (4.12)
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Pilnā jauda qo, kas iet prom no elementa, ir summa no emitētās jaudas qe(x) un atstarotās
jaudas qr(x):

qo(x) = qe(x)+qr(x), (4.13)

Risinot temperatūras problēmu apgabalu iekšienē, svarı̄gi ir zināt aktuālo elementa jaudas
zudumu qrad(x), kas tiek aprēķināts kā starpı̄ba starp aizejošo qo(x) un saņemto qi(x) jaudas
blı̄vumu:

qrad(x) = qo(x)−qi(x), (4.14)

Apkārtējā vide tiek modelēta kā absolūti melns ķermenis ar raksturı̄go temperatūru TA, kas
saņem visu to enerǧiju, kura nenonāk uz apskatāmās sistēmas virsmām. Vienlaicı̄gi tā emitē
enerǧiju, atbilstoši tās temperatūrai:

qo(vide) = σT 4
A (4.15)

Pilnā jauda, kuru saņem virsma punktā x ir qi(x) un tā sastāv no jaudu summas, kas nāk no
visiem elementiem punktos x∗ qo(x

∗). Papildus tam vēl ir jāņem vērā arı̄ jauda, kas nāk no
apkārtējās vides.

Att. 4.4: Enerǧijas
apmaiņa starp di-
viem bezgalı̄gi
maziem virsmas
elementiem

Apzı̄mēsim ar dA bezgalı̄gi mazu laukumiņu punktā x, tad, saskaņā ar
Lamberta kosinusu likumu, difūzai izstarošanai, enerǧijas daudzums
laika vienı̄bā, kas aiziet prom no dA telpiskajā leņķı̄ ω virzienā, kas
definēts ar leņķi φ starp virsmas normāli, ir (sk. att.4.4):

dΘ = I · cos φ ·dω ·dA, (4.16)

kur I ir radiācijas intensitāte. Tādējādi no elementa dA aizejošais
jaudas blı̄vums qo izsakās sekojoši:

qo =
1

dA
·
Z 2π

0
dΘ = I ·π, (4.17)

kur integrālis ir pa pustelpu (telpas daļa, kas atrodās elementa vienā pusē).

Izmantojot (4.16) var aprēķināt enerǧijas plūsmu no elementa dA uz
elementu dA∗, kas atrodas punktā x∗. Pieņemsim, ka elements dA∗

ir pilnı̄bā redzams no elementa dA (dA∗ neaizsedz citi virsmas ele-
menti), tad var uzrakstı̄t atbilstošo telpisko leņķi dω = dA∗cos φ∗/r2,
kur r ir attālums starp x un x∗ un φ∗ ir leņķis starp taisni, kas savieno
abus elementus un ārējo normāli elementā dA∗ (sk. att. 4.4). Tādēļ:

dΘxx∗ = I · dA · cos φ ·dA∗ · cos φ∗

r2 = qo(x) ·
dA · cos φ ·dA∗ · cos φ∗

πr2 (4.18)

Gadı̄jumā, ja dA∗ ir aizsegts un nav redzams, enerǧijas apmaiņa starp elementiem nenotiek
un dΘxx∗ = 0, tādēļ ir lietderı̄gi ieviest speciālu funkciju Hxx∗ kura ir 1 ja dA∗ ir redzams un 0
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ja nav redzams, skatoties elementu savienojošās taisnes virzienā no elementa dA. Apskatot
galı̄ga izmēra virsmas ∆A un ∆A∗ kopējā enerǧija, kas aiziet no virsmas ∆A uz virsmu ∆A∗,
ir ∆Θxx∗ :

∆Θxx∗ =
Z

∆A

Z

∆A∗
Hxx∗ ·qo(x) ·

dA · cos φ ·dA∗ · cos φ∗

πr2 (4.19)

Tagad var definēt redzamı̄bas faktora Fxx∗ jēdzienu [46], kas būtı̄bā nozı̄mē attiecı̄bu starp
to enerǧiju, kas nonāk no virsmas ∆A uz virsmu ∆A∗, un kopējo enerǧijas daudzumu, kas
aiziet prom no virsmas ∆A:

Fxx∗ =
∆Θxx∗

qo(x) ·∆A
=

1
∆A

·
Z

∆A

Z

∆A∗
Hxx∗ ·

dA · cos φ ·dA∗ · cos φ∗

πr2 (4.20)

No (4.20) var viegli redzēt, ka:

Fxx∗ ·∆A = Fx∗x ·∆A∗ (4.21)

Turklāt no enerǧijas nezūdamı̄bas likuma izriet:

∑
x∗

Fxx∗ = 1, (4.22)

kas nozı̄mē, ka pilnā enerǧija, kas aiziet no virsmas ∆A, ir vienāda ar enerǧiju summu, kuru
saņem visas virsmas ∆A∗.

Tiklı̄dz redzamı̄bas faktori ir zināmi vienādojums (4.13) var tikt pārrakstı̄ts attiecı̄bā pret
nezināmo qo sekojošā veidā:

qo(x)dA = qe(x)dA+(1− ε(x))
Z

x∗
qo(x

∗)Fx∗xdA∗ (4.23)

Tātad problēma ir atrast qo no radiācijas vienādojuma (4.23) un tad atbilstošo jaudas zudumu
qrad katrā elementā saskaņā ar (4.14). Zinot qrad var formulēt robežnosacı̄jumus tem-
peratūras problēmai visā sistēmā.

Lai atrisinātu radiācijas problēmu skaitliski, visas apskatāmās virsmas tiek aprakstı̄tas ar
galı̄ga izmēra elementu režǧi, kur katra elementa viduspunktam tiek piekārtotas fizikālo
lauku vērtı̄bas. Pielietojot radiācijas vienādojumu (4.23) elementu režǧim, iegūst lineāru
vienādojumu sistēmu, kuru atrisinot tiek noskaidrotas qrad vērtı̄bas katrā elementa vidus-
punktā.

Izrādās, ka risinot radiācijas problēmu trijās dimensijās, vislaikietilpı̄gākais apakšuzdevums
ir redzamı̄bas faktoru atrašana. Šı̄ uzdevuma efektı̄vai risināšanai tiek izmantota tā saucamā
hemi-cube metode [47, 48], kuras realizācija ir balstı̄ta uz datora videokartes funkcijām (z-

buffer) [dis4].

Radiācijas modeļa realizācijas ilustrācija atbilstošajā datroprogrammā Shape3D ir dota
att. 4.5, kur redzams radiācijas jaudas sadalı̄jums uz polikristāliskā stieņa virsmas (šajā
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piemērā, tika pieņemti sekojoši parametri: kristāla, polikristāliskā stieņa, kausējuma tem-
peratūra ir 1687 K; induktora temperatūra ir 400 K; aprkārtējās vides temperatūra ir 0
K; kristāla un polikristāliskā stieņa emisivitāte ir 0.46; induktora emisivitāte ir 0.3; brı̄vās
kausējuma virsmas emisivitāte ir 0.27). Tākā tika izmantots induktors ar četrām spraugām
tad atbilstošais radiācijas jaudas blı̄vuma sadalı̄jums ir ar četrstūrveida raksturu.

Att. 4.5: Radiācijas jaudas sadalı̄jums uz polikristāliskā stieņa, aprēķināts ar datorpro-
grammu Shape3D
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4.1.4 Temperatūras modelis

Att. 4.6: Temperatūras problēma, kausējumā
un kristālā

Kausējuma formas modelēšanai FZ kristālu
audzēšanas procesā ir nepieciešams risināt
temperatūras problēmu sistēmā, kuras she-
matiska skice ir dota att. 4.6. Tā
sastāv no diviem apgabaliem - kausējuma
un kristāla, kuru ierobežo sekojošas fāzu
robežu virsmas: kušanas fāzu robeža, brı̄vā
kausējuma virsma, kristalizācijas fāzu robeža
un kristāla arējā virsma. Temperatūras
lauks tiek aprēķināts atsevišķi kausējumam,
kura robežas ir kušanas fāzu robeža, brı̄vā
kausējuma virsma un kristalizācijas fāzu
robeža (sk. att. 4.7).

Lai vienkāršotu 3D modeli tiek pieņemts, ka kausējumā nav konvekcijas, tādēļ temperatūru
apraksta laplasa vienādojums:

∆T = 0. (4.24)

Temperatūras problēmas matemātiskais formulējums kausējumā ir attēlots att. 4.7, kur
redzams, ka uz kušanas un kistalizācijas fāzu robežām tiek uzlikts nosacı̄jums T = T0, (T0-
silı̄cija kušanas temperatūra) un uz brı̄vās kausējuma virsmas jaudas plūsma atkarı̄bā no in-
ducetās EM jaudas (qem) un radiācijas jaudas zudumiem (qrad). Virsmas normāles virziens
ir vērsts uz kausējumu, tādēļ robežnosacı̄jums uz brı̄vās kausējuma virsmas ir:

−λl

∂T

∂n
= qem −qrad, (4.25)

kur λl šķidra silı̄cija siltumvadı̄tspēja.

Att. 4.7: Temperatūras problēma kausējumā
un atbilstošie robežnosacı̄jumi, EM un
radiācijas jaudas nosacı̄jums uz brı̄vās
kausējuma virsmas, silı̄cija kušanas tem-
peratūra uz kušanas un kristalizācijas fāzu
robežām

Lı̄dzı̄gi tiek formulēta temperatūras
problēma arı̄ kristālā (sk. att. 4.8), kur
uz kristāla virsmas tiek uzlikts sekojošs
nosacı̄jums:

λs
∂T

∂n
= qrad −qem, (4.26)

kur λs cieta silı̄cija siltumvadı̄tspēja, qrad -
radiācijas jaudas zudumi, qem - inducētā EM
jauda. Uz kristalizācijas fāzu robežas tem-
peratūras vērtı̄ba ir T0.
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Att. 4.8: Temperatūras problēma kristālā
un atbilstošie robežnosacı̄jumi, EM un
radiācijas jaudas blı̄vumu nosacı̄jums uz
kristāla virsmas un silı̄cija kušanas tem-
peratūra uz kristalizācijas fāzu robežas

Risinot temperatūras problēmu skaitliski,
visas apskatāmās robežvirsmas tiek
aproksimētas ar galı̄ga izmēra elementu
režǧi. Tādējādi vienādojums (4.24) re-
ducējās uz lineāru vienādojumu sistēmu, kur
nezināmie ir temperatūras vērtı̄bas elementu
viduspunktos.

4.1.5 Kristalizācijas frontes modelis

Siltuma plūsmas saglabāšanās likuma
rezultātā uz kristalizācijas fāzu robežas (KI)
(sk. att. 4.9) siltuma plūsmai no kausējuma
jābūt vienādai ar siltuma plūsmu, kas ieiet
kristālā:

(

λl

∂T

∂n

)

l

+ vnρsQ = −
(

λs
∂T

∂ns

)

s

, (4.27)

Att. 4.9: Izmantojot temperatūras gra-
dientus uz kristalizācijas fāzu robežas
gan kausējumā, gan kristālā ir iespējams
aprēķināt virsmas ātrumu Vn

kur indeksi s, l apzı̄mē silı̄ciju cietā un
šķidrā agregātstāvoklı̄, n normāles vektors
uz KI, ns pretēji n vērsts vektors , ρs cieta
silı̄cija blı̄vums, Q silı̄cija ı̄patnējais kušanas
siltums, vn KI ātrums virsmas normāles n

virzienā (sk. att. 4.9) attiecı̄bā pret nekustı̄gu
kristālu. Tādēļ KI ātrums ~V laboratorijas
atskaites sistēmā izsakās ar vienādojumu:

~V =~Vcr−
1

ρsQ
·
((

λl

∂T

∂n

)

l

+

(

λs
∂T

∂ns

)

s

)

·~n,

(4.28)

kur ~Vcr = (0,0,-Vcr) ir kristāla vilkšanas ātrums. Atrisinot temperatūras problēmu, atrastais
temperatūras lauks kausējumā un kristālā tiek izmantots vienādojumā (4.28), lai aprēķinātu
KI pārvietošanās ātrumu. Zinot virsmas ātrumu un izvēloties noteiktu laika soli ∆t, KI
virsma tiek pārbı̄dı̄ta katrā aprēķinu solı̄, lı̄dz tiek iegūta stacionāra tās forma (~V =0).

4.1.6 Ārējā trı̄skāršā punkta lı̄nijas 3D modelis

Kausējuma 3D formas modelēšanai FZ procesā pie nulles kristāla rotācijas ātruma, tika
izstrādāts speciāls modelis ārējā trı̄skāršā punkta (ATP) lı̄nijas aprēķinam (sk. att. 4.10,
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[dis5]). Ar šı̄ modeļa palı̄dzı̄bu var aprēķināt kausējuma un kristāla formu stacionārā
augšanas režı̄mā. Modeļa pamatā ir sekojoši galvenie pieņēmumi (sk. att. 4.11):

• Stacionārā stāvoklı̄ radiācijas jaudas blı̄vums sakrı̄t ar inducēto EM jaudas blı̄vumu
katrā punktā uz ATP-lı̄nijas. Šis ir enerǧijas saglabāšanās likums gadı̄jumam, kad
kristalizācijas fāzu robeža ir perpendikulāra kristāla virsmai jeb neeksitē radiāla sil-
tuma plūsmas komponente uz ATP-lı̄nijas. Gadı̄jumā, kad kristalizācijas fāzu robeža
nav perpendikulāra kristāla virsmai, tiek ņemta vērā arı̄ radiālā siltuma plūsmas kom-
ponente kristālā.

• Stacionārā stavoklı̄ kristāls aug tikai vertikālā virzienā (horizontālā šķēluma forma
saglabājās) un tādēļ brı̄vā kausējuma virsma uz ATP-lı̄nijas ir vertikāla.

Att. 4.10: Brı̄vā kausējuma virsma
un ārējā trı̄skāršā punkta lı̄nija silı̄cija
kristālu audzēšanas sistēmā ar FZ metodi

Izstarotās jaudas blı̄vums qRAD uz ATP-lı̄nijas
var tikt aptuveni novērtēts izmanojot Stefana-
Boltzmaņa likumu:

qRAD = σε(T 4
0 −T 4

A ), (4.29)

kur σ = 5.6703 · 10−8W/m2 · K4 - Stefana-
Bolzmaņa konstante, ε = 0.46 - cieta silı̄cija
emisivitāte, T0 = 1687 K silı̄cija kušanas
temperatūra, TA apkārtējās vides temperatūra.
Piemēram, ja TA=0 K, qRAD ≈ 2.11 · 105W/m2.
Tādēļ pirmais pieņēmums nozı̄mē, ka stacionārā stavoklı̄ katra ATP-lı̄nijas punkta pozı̄cija
telpā ir tāda, ka inducētais EM jaudas blı̄vums qEM sakrı̄t ar izstaroto jaudas blı̄vumu qRAD,
t.i, izpildās qRAD = qEM. Lai uzlabotu precizitāti, var izmantot pilno radiācijas modeli [dis4],
tad qRAD nav konstante, bet gan funkcija atkarı̄bā no pozı̄cijas uz ATP-lı̄nijas. Skaitliski
nosacı̄jums qRAD = qEM katrā punktā uz ATP-lı̄nijas tiek nodrošināts pēc sekojoša algo-
ritma:

zi
new = zi + kv ∗ (qRAD −qi

EM); (4.30)

xi
new = xi − kh ∗ni

z ∗ni
x; (4.31)

yi
new = yi − kh ∗ni

z ∗ni
y; (4.32)

kur (xi
new,yi

new,zi
new) - jauna telpiskā koordināte i-tajam punktam uz ATP-lı̄nijas, (xi,yi,zi)

- tā paša punkta iepriekšejā pozı̄cija, qi
EM - aktuālais EM jaudas blı̄vums i-tajā punktā,

pozitı̄vās vērtı̄bas kv un kh nosaka ATP-lı̄nijas punktu izmaiņu amplitūdu un (ni
x,n

i
y,n

i
z) ir

normāles vektors brı̄vajai kausējuma virsmai i-tajā punktā uz ATP-lı̄nijas.
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Att. 4.11: Pamatpieņēmumi
ATP-lı̄nijas modelı̄

No (4.30) var secināt, ja inducētā EM jauda ir mazāka
par qRAD, tad koordināte zi palielināsies un tādēļ ATP-
lı̄nija tuvosies induktoram (pārvietosies pa vertikāli uz
augšu) un sekojoši nākamajā solı̄ EM inducētā jauda
palielināsies. Lı̄dzı̄gi, ja EM jauda ir par lielu, tad
z samazināsies un attiecı̄gi inducētā EM jauda kļūs
mazāka. Vienādojumi (4.30)-(4.32) tiek izmantoti katrā
laika solı̄ lı̄dz brı̄dim, kad ATP-lı̄nija vairs nemainās,t.i
ir sasniegts stacionārs augšanas režı̄ms. Vienādojumi
(4.31) un (4.32) nosaka kausējuma un kristāla formu
horizontālā šķēluma (x-y) plaknē atkarı̄bā no brı̄vās virs-
mas formas. Apgabalos, kur ATP-lı̄nija ir novietojusies
zemāk, hidrostatiskais spiediens ir lielāks un tādēļ brı̄vā

kausējuma virsma izliecās uz āru un kristalizācijas procesa rezultātā kristāls izplešās (sk.
att. 4.12). Kamēr augstāk novietotajos punktos uz ATP-lı̄nijas hidrostatiskais spiediens ir
zemāks un brı̄vā virsma ir ieliekusies virzienā uz centrālo asi, kas izraisa kristāla augšanu
virzienā uz asi jeb kristāla sašaurināšanos (sk. att. 4.12).

Att. 4.12: Kausējuma un kristāla saraušanās
vai izplešanās atkarı̄bā no brı̄vās kausējuma
virsmas formas uz ATP-lı̄nijas

Skaitliskajos aprēķinos ATP-lı̄nijas kustı̄bu
horizontālajā plaknē nosaka brı̄vās
kausējuma virsmas normāles vektors uz
ATP-lı̄nijas (nx,ny,nz) (sk. att. 4.13).

Atkarı̄bā no komponentes nz zı̄mes ATP-
lı̄nija vai nu izplešās, vai saraujās saskaņā
ar vienādojumiem (4.31) un (4.32). Sta-
cionārā stavoklı̄ normāles vektori ir per-
pendikulāri kristāla virsmai (nz=0, otrais
pamatpieņēmums ATP-lı̄nijas modelı̄), kā arı̄
inducētā EM jauda un izstarotā jauda sakrı̄t
(qEM = qRAD, pirmais pamatpieņēmums) un
tādēļ ATP-lı̄nija paliek nemainı̄ga.

Att. 4.13: Brı̄vās kausējuma
virsmas normāle uz ATP-lı̄nijas
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4.2 Kopējais aprēķinu algoritms 3D FZ modeļu komponenšu ķēdei

Iepriekš aprakstı̄tie 3D FZ modeļu komponenti tika realizēti specializētā datorprogrammu
paketē, kuras pamatā ir vairāki iterāciju cikli (sk. att. 4.14). Katrs no cikliem tiek atkārtots
vairākkārtı̄gi lı̄dz tiek sasniegts stacionārs risinājums (ATP-lı̄nija un kristalizācijas fāzu
robeža ir nemainı̄gas).

Att. 4.14: Kopējais aprēķinu algoritms 3D FZ procesa matemātiskajai modelēšanai

• Pamatcikls (a) ļauj modelēt kristāla un kausējuma formas veidošanos horizontālajā
plaknē, balsoties uz pieņēmumu, ka kristalizācijas fāzu robeža ir horizontāla pie
ATP-lı̄nijas. Cikls (a) sastāv no 3D kausējuma brı̄vās virsmas aprēķina, kam seko
3D AF EM lauka aprēķins un ATP-lı̄nijas formas aprēķins. Modeļa vienkāršošanai,
polikristāliskā stieņa forma tika aproksimēta ar fiksētu iepriekš uzdotu ǧeometriju,
turklāt tā temperatūra tika pieņemta konstanta. Savukārt kristāla forma tika aprakstı̄ta
ar noteikta garuma vertikālu virsmu, kuras šķēlums horizontālajā plaknē sakrı̄t ar
ATP-lı̄niju.

• Kristalizācijas interfeisa ciklā (b) pie fiksētas brı̄vās kausējuma virsmas iteratı̄vi
tiek rēķināts temperatūras lauks gan kausējumā, gan kristālā no kura tad aprēķina
kristalizācijas frontes ātrumu un attiecı̄gi arı̄ ǧeometrijas izmaiņu katrā aprēķina solı̄.
Šajā ciklā temperatūras lauka aprēķins tiek kombinēts ar 3D radiācijas aprēķiniem.

• Korekcijas ciklā (c) var ņemt vērā kristalizācijas fāzu robežas formas ietekmi uz ATP-
lı̄nijas formu.
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nerotējošu kristālu 35

4.3 Aprēķinu piemēri kausējuma un kristāla formas modelēšanai 3D

FZ procesā ar nerotējošu kristālu

Att. 4.15: 3D AF induktors
ar spraugām, kas nepieciešamas
četrkantı̄gu kristālu audzēšanai
ar FZ metodi

Patlaban praksē ir vērojama liela interese četrkantı̄gu
silı̄cija kristālu audzēšanā, tas izskaidrojams ar šādu
kristālu pielietojamı̄bu saules bateriju ražošanā. Izrādās,
ka šāda tipa kristālu audzēšanu var realizēt ar stan-
darta FZ metodi. Lai audzētu četrkantı̄gus kristālus ar
FZ metodi ir nepieciešams 3D induktors ar speciālām
ı̄pašı̄bām, t.i induktoram jābūt ar četrām spraugām (sk.
att. 4.15). Var parādı̄t, ka inducētās EM jaudas mak-
simumi rodas tieši zem spraugu galapunktiem [dis5].
Tādējādi, ja FZ procesa laikā kristāls netiek griezts ap
savu asi, kristālam pakāpeniski izveidojās četri stūri tieši
spraugu virzienā.

Šajā nodaļā tiek doti aprēķinu piemēri, kas ilustrē
četrkangtı̄gu kristālu audzēšanas procesu modelēšanu. Tiek iegūti stacionāri atrisinājumi,
kuros ir izteikta kausējuma un kristāla četrkantı̄gā forma. Tiek apskatı̄ti divi dažādi 3D
induktori, pirmais, vienkāršots - plakans 3D induktors, otrais, reālistisks 3D induktors ar
galı̄gu biezumu.

4.3.1 3D FZ procesa modelēšana ar vienkāršotu 3D induktora ǧeometriju

Att. 4.16: Aksiāli simetriska 3D FZ sistēma
kā sākuma tuvinājums 3D aprēķiniem ar
vienkāršotu induktoru

Lai ilustrētu 3D FZ matemātisko modeli,
tika apskatı̄ta sekojoša sākuma ǧeometrijas
forma (sk. att. 4.16). Kā parādı̄ts
attēlā 3D induktora forma tika maksimāli
vienkāršota, t.i tika izmantots plakans 3D
induktors ar četrām spraugām. Tādējādi
netiek ņemts vērā tā galı̄gais biezums, kurš
praksē ir nepieciešams, lai realizētu induk-
tora dzesēšanu.

Aprēķinos izmantoto parametru vērtı̄bas ir
sekojošas silı̄cija ı̄pašı̄bas: T0 = 1687 K;
ρl = 2580 kg/m3;ρs = 2329 kg/m3;Q =

1.8 · 106 J/kg; σl = 1.2 · 106 J/kg; σs =

5.0 · 104 J/kg; λl = 67 W/(mK); λs(T0) =

22 W/(mK); εl=0.27; εs=0.46; γ=0.88 N/m;
FZ procesa parametri: I = 700A (strāva in-
duktorā); p0 = 200 N/m2,p0 = 210 N/m2 un
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p0 = 290 N/m2 (iekšējais spiediens brı̄vās kausējuma virsmas aprēķinā); f=3 MHZ (AF EM
lauka frekvence); citi parameteri: εind=0.3 (induktora emisivitāte); Tind=400 K (induktora
temperatūra); Tpoli=1687 K (polikristāliskā stieņa temperatūra);

Att. 4.17: Asimetrisks temperatūras lauka sadalı̄jums uz brı̄vās kausējuma virsmas

Attēlā 4.17 ir redzams temperatūras lauks ar raksturı̄gajiem maksimumiem. Šādi maksi-
mumi rodās dēļ 3D induktora spraugām. Stacionārā kristāla un brı̄vās kausējuma virsmas
forma tiek aprēķināta saskaņā ar pamatciklu (a) (sk. att. 4.14). EM lauka aprēķinā uz-
dotā strāva induktorā bija I=700 A un brı̄vās virsmas formas aprēķinā iekšējais spiediens
bija P0=200 N/m2, atbilstošais stacionārais atrisinājums ir redzams (att. 4.18), kur skaidri
redzama kristāla četrkantı̄gā forma.

Izmantojot šo stacionāro risinājumu, tika modelēta arı̄ 3D kristalizācijas virsmas forma.
Aprēķini tika realizēti saskaņā ar ciklu (b) (att. 4.14), kuru iterāciju laikā brı̄vā virsma un
ATP-lı̄nija tika uzskatı̄ta par fiksētu. Rezultātā tika iegūta kristalizācijas virsmas forma pie
kristāla vilkšanas ātruma VCR= 1 mm/min (sk. att. 4.19). Redzams, ka dēļ EM jaudas
maksimumiem arı̄ kristalizācijas virsmas horizontālie šķēlumi veido četrkantı̄gas formas.
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Att. 4.18: Stacionārs atrisinājums ar vienkāršotu 3D induktoru (nav redzams), I=700 A,
iekšējais spiediens p0=200 N/m2

Att. 4.19: Kristalizācija fāzu robežas vertikālā (z) koordināte stacionārā stavoklı̄, kristāla
vilkšanas ātrums Vcr = 1 mm/min
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4.3.2 3D FZ procesa modelēšana ar reālistisku 3D induktora ǧeometriju,

salı̄dzinājums ar eksperimentu

Praksē 3D induktoram ir galı̄gs biezums, kas nepieciešams dzesēšanas sistēmas realizācijai.
Tādēļ šajā nodaļā tiek apskatı̄ta arı̄ sistēma ar reālistisku 3D induktora ǧeometriju (att. 4.20),
kur redzama arı̄ kristāla, poliksristāliskā stieņa un brı̄vās kausējuma virsmas sākuma
reprezentācija. Lietotie parametri ir lı̄dzı̄gi kā iepriekšējā piemērā, izņemot induktora strāvu
I=800 A un iekšējo spiedienu brı̄vās kausējuma virsmas aprēķinā p0=250 N/m2.

Att. 4.20: Sākuma tuvinājums 3D FZ sistēmai ar reālistisku induktora ǧeometriju

Attēlā 4.21 tiek parādı̄ts atbilstošais stacionārais risinājums ar četrkantı̄gu kristāla formu,
kura stūri ir spraugu virzienā.

Att. 4.21: Stacionārs atrisinājums ar reālistisku 3D induktora ǧeometriju, I=800 A,p0=250
N/m2 a) skats no apakšas; b) skats no sāniem

Iepriekš apskatı̄tais 3D kvazi stacionārais FZ procesa matemātiskais modelis sekmı̄gi tika
izmantots reālā FZ procesa attı̄stı̄bā un optimizācijā sadarbı̄bā ar H.Riemann vadı̄to grupu
institūtā Insitute for Crystal Growth, Vācija. H.Riemann grupas mērķis bija, izmantojot
FZ metodi, izaudzēt četrkantı̄gus silı̄cija kristālus, lai to panāktu tika izstrādāts speciālas
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konstrukcijas 3D induktors kā arı̄, lai nodrošinātu kristāla stūru veidošanos procesa laikā
kristāls netika rotēts. Četrstūra formas kristāli tiek izmantoti kā izejmateriāli saules bateriju
ražošanā, jo ļauj būtiski optimizēt to ražošanas izmaksas.

Att. 4.22 redzama FZ procesa fotogrāfija, kurā kristāls netiek griezts ap savu asi. Savukārt
procesa galaprodukts-četrkantı̄gs silı̄cija monokristāls ir redzams att. 4.23.

Skaitliskajos aprēķinos un eksperimentā iegūtā kristāla četrkantı̄gā forma labi sakrı̄t. Pa-
pildus tam skaitliskie pētı̄jumi parādı̄ja, ka eksistē nestabili kristāla augšanas režı̄mi, kas ir
būtiski atkarı̄gi no 3D induktora ǧeometrijas. Šāda nestabilitāte tika novērota arı̄ praksē.

Nerotējošu kristālu gadı̄jumā FZ procesā, nav iespējama ATP-lı̄nijas kopı̄ga regulēšana, jo
dēļ sistēmas izteiktās nesimetrijas, katrs tās punkts atrodās nevienādos apstākļos. Tādējādi
ir iespējami ATP-lı̄nijas punkti, kuros kristāla augšanas process ir nestabils. Skaitliskie
pētı̄jumi parādı̄ja, ka stabila nerotējoša kristāla augšana ir iespējama tikai kristāliem
ar pietiekami lielu diametru, kuru nosaka konkrētā 3D induktora ǧeometrijas ı̄patnı̄bas.
Mazākiem kristāliem stabils augšanas process nav iespējams. Iegūtie rezultāti tika ap-
stiprināti arı̄ eksperimentos.

Att. 4.22: FZ kristālu audzēšanas process bez kristāla rotācijas ar speciāli projektētu 3D
induktoru [60]
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Att. 4.23: Viens no pirmajiem četrkantı̄gajiem silı̄cija monokristāliem, kas izaudzēts ar FZ
metodi [60]
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5 Modeļu realizācija datorporgrammās FZoneT un

Shape3D

5.1 Modernās datroprogrammu izstrādes tehnoloǧiju pamatelementi

Tā kā promocijas darbā izstrādātie matemātiskie modeļi FZ procesa modelēšanai ir komp-
leksi, jo sastāv no daudzām sarežǧı̄tām komponentēm, tad to realizācijai datorprogrammās ir
nepieciešams izmantot modernas datorprogrammu izstrādes tehnoloǧijas [dis6]. Mūsdienās
datorprogrammu izstrādes industrijā tiek lietota objektorientētā metodoloǧija, kuras pamatā
ir objekta (object) un klases (class) jēdzieni. Klase definē noteiktu objektu kopu ar kopı̄gām
ı̄pašı̄bām, kas nepieciešamas konkrētu uzdevumu realizācijai. Organizējot šos objektus
speciālā struktūrā tiek nodrošināta datorprogrammas funkcionālā bāze.

Procesu, kad tiek analizēta un projektēta objektu-orientētas datorprogammas struktūra, sauc
par Object Oriented Analysis and Design (OOA un OOD [61–65]). OOA un OOD rezultātā
tiek specificēta visa datorprogrammas struktūra, kurā par pamatelementiem tiek izmantoti
objekti, klases un to savstarpējā mijiedarbı̄ba. Objektu-orientētu datorprogrammu izstrādes
procesā bieži ir jāsastopas ar projektēšanas problēmām, nereti šo problēmu risināšanā tiek
izmantoti - Design Patterns ( [66, 67]). Design Patterns lietošana būtiski atvieglo dator-
programmu izstrādi un uzturēšanu, jo tie ir stingri definēti datorprogrammas struktūras ele-
menti, kurus veido noteiktu klašu un objektu kopums, tādējādi tos var izmantot kā "blokus"
kopējās datorprogrammas struktūras konstruēšanā.

Objektorientētas datorprogrammas realizāciju konkrētajā programmēšanas valodā sauc par
Object Oriented Programming (OOP, [68–71]). Praksē nav iespējams nodalı̄t atsevišķi
OOA, OOD un OOP izstrādes fāzes, jo datorprogrammas izstrādes process ir iteratı̄vs, kura
gaitā tiek precizēta sistēmas struktūra un realizācija attiecı̄bā pret sākotnēji plānoto.

5.2 Nestacionārā FZ procesa fāzu robežu aprēķina modeļa realizācija

datroprogrammā FZoneT

Nestacionārajam FZ procesa fāzu robežu aprēķinu matemātiskajam modelim tika izstrādāta
atbilstošā datorprogramma FZoneT, kuras realizācijā tika izmantotas modernās OOA, OOD
un OOP tehnoloǧijas. Datorprogrammā ir netikai realizēti matemātiskie modeļi, bet arı̄ ērta
lietotāja grafiskā vide, sistēmas vizualizācija, kā arı̄ iespēja interaktı̄vi kontrolēt aprēķinu
procesu. FZoneT tika realizēta datorprogrammu izstrādes vidē Delphi. Lai realizētu galı̄go
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elementu režǧa ǧenerāciju apgabalu tilpumos datorprogrammā tika adaptēta J. Shewchuk
bibliotēka [72].

Nestacionārā FZ procesa modeļa realizācija datorprogrammā FZoneT ir redzama att. 5.1,
kur ir parādı̄ta sistēma FZ procesa sākuma fāzē, kad kristāla rādiuss laikā palielinās.
Savukārt att. 5.2 ir redzama FZ sistēma beigu konusa audzēšanas fāzē, kad pakāpeniski
tiek samazināts kristāla rādiuss.

Att. 5.1: Datorprogrammas FZoneT lietotāja grafiskā vide, aprēķina piemērs FZ procesa
sākuma fāzei (sākuma konuss)

Att. 5.2: Nestacionārā FZ modeļa realizācija datorprogrammā FZoneT, lietotāja grafiskā
vide, aprēķina piemērs FZ procesa beigu fāzei (beigu konuss)
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5.3 Kvazi stacionārā 3D FZ procesa modeļa realizācija datropro-

grammā Shape3D

Savukārt kausējuma 3D formas aprēķinam kvazi stacionārajā stāvoklı̄ atbilstošie 3D FZ
modeļi tika realizēti datroprogrammā Shape3D. Arı̄ Shape3D izstrādē tika izmantotas
OOA,OOD un OOP tehnoloǧijas, kas ļāva būtiski atvieglot komplekso matemātisko modeļu
komponenšu un to savstarpējo mijiedarbı̄bu realizāciju. Datorprogramma tika izstrādāta
Delphi vidē, kas būtiski atviegloja arı̄ ērta grafiksā interfeisa izveidi. Sistēmas ǧeometrijas
3D vizualizācijai datroprogrammā Shape3D tika izmantotas OpenGL bibiliotēkas [73]
funkcijas. OpenGL tika izmantots netikai sistēmas 3D vizualizācijas realizācijā, bet arı̄
efektı̄vā 3D redzamı̄bas faktoru aprēķinā, izmantojot datora video kartes iespējas.

Att. 5.3 un 5.4 ilustrē 3D FZ procesa modelēšanu ar datorprogrammu Shape3D. Kvazi sta-
cionārs risinājums četrkantı̄gai silı̄cija kristāla formai (EM frekvence 3 MHZ, induktora
strāva 700 A, ieksējais spiediens kausējumā P0=175 Pa) ir redzams att. 5.3, savukārt atbil-
stošais temperatūras lauka sadalı̄jums uz 3D kristāla virsmas ir redzams att. 5.4.

Att. 5.3: Četrkantı̄gās kristāla formas modelēšana FZ procesā, izmantojot datorprogrammu
Shape3D
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Att. 5.4: Temperatūras lauka modelēšana kristālā ar datorprogrammu Shape3D

December 7, 2007



45

6 Galvenie rezultāti

Atbilstoši promocijas darba uzdevumiem tika iegūti sekojoši rezultāti:

Pirmkārt, darbā pirmo reizi tika izveidots nestacionārs aksiālisimetrisks FZ procesa mode-
lis [dis1], balstoties uz lı̄dz šim pilnı̄gāko aksiālisimetrisko kvazi stacionāro fāzu robežu
aprēķinu modeli. Tas pavēra iespējas modelēt izkusušās zonas fāzu robežas un kristāla
formu kā funkciju laikā, kas nodrošināja procesa pētı̄šanu ne tikai kvazi stacionārā stāvoklı̄,
bet arı̄ audzēšanas procesa sākuma un beigu fāzēs, kad notiek straujas fāzu robežu izmaiņas
laikā. Papildus tam modelis tika verificēts ar vairākiem FZ procesa eksperimentiem [dis2].
Ar modeli iegūtie rezultāti parādı̄ja, ka FZ sistēmas reakcija uz lēcienveidı̄gām kontroles
parametru izmaiņām izraisa lı̄dzı̄gu reakciju gan skaitiliskajā aprēķinā, gan eksperimentā.
Turklāt sākuma un beigu konusu modelēšana ļāva pētı̄t FZ procesa stabilitāti, analizējot
leņķi starp kristāla virsmu un kristalizācijas fronti ATP punktā.

Otrkārt, šajā darbā izstrādātais nestacionārais FZ procesa modelis tika papildināts ar procesa
regulēšanas modelēšanas iespēju [dis3]. Tas ļāva pētı̄t ar regulēšanu saistı̄tos aspektus FZ
kristālu audzēšanas procesā. Pamatmotivācija šiem pētı̄jumiem ir regulēšanas lielā nozı̄me
rūpniecı̄bā, jo tā nodrošina autonomu kristāla audzēšanas procesu, kurā, atkarı̄bā no sistēmas
stāvokļa, automātiski tiek mainı̄ti vadı̄bas parametri. Izmantojot izstrādāto skaitlisko mod-
eli un rūpnieciskajiem procesiem raksturı̄gās PID kontrolieru parametru vērtı̄bas tika repro-
ducētas rūpnieciskās kristālu formas, kas ļāva pētı̄t nestacionārā procesa aspektus.

Treškārt, promocijas darbā pirmo reizi tika izstrādāts kvazi stacionārs 3D FZ procesa mo-
delis kausējuma un kristāla formas aprēķiniem [dis4, dis5]. Šis modelis ļāva modelēt
FZ sistēmas 3D ı̄patnı̄bu ietekmi uz izkusušās zonas fāzu robežu 3D formu. Modelis
tika verificēts un izmantots četrkantı̄gu FZ silı̄cija kristālu audzēšanas procesa analı̄zē.
Skaitliskie aprēķini parādı̄ja, ka iegūtās četrkantı̄gās kristāla formas labi sakrı̄t ar eksper-
imentu. Papildus tam skaitliskie pētı̄jumi parādı̄ja, ka eksistē nestabili kristāla augšanas
režı̄mi, kas ir būtiski atkarı̄gi no 3D induktora ǧeometrijas. Šāda nestabilitāte tika novērota
arı̄ praksē. Turklāt skaitliskie pētı̄jumi parādı̄ja, ka stabila nerotējoša kristāla augšana ir
iespējama tikai kristāliem ar pietiekami lielu diametru, kuru nosaka konkrētā 3D induktora
ǧeometrijas ı̄patnı̄bas. Mazākiem kristāliem stabils augšanas process nav iespējams.

Ceturtkārt, darbā izstrādātie modeļi, izmantojot skaitliskās metodes - pamatā galı̄go ele-
mentu un robeželementu metodes, tika realizēti specializētās datoprogrammās [dis6]. Iz-
mantojot modernās datorporgrammu izstrādes tehnoloǧijas, tika realizēts nestacionārais
FZ modelis datorprogrammā FZoneT un 3D kvazi stacionārais modelis datorprogrammā
Shape3D. Papildus matemātisko modeļu realizācijai abām programmām tika izstrādāta arı̄
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ērta lietotāja grafiskā vide, kas nodrošināja interaktı̄vu aprēķinu moduļu vadı̄bu, 2D/3D datu
vizualizāciju, kā arı̄ citas funkcijas, kas kopumā atviegloja pētı̄jumu veikšanu.
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Literatūra
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December 7, 2007


