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УДК 513.83 

ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
ПРОСТРАНСТВ, СВЯЗАННАЯ С РАСХОДЯЩИЙСЯ СЕТЯМИ* 

М.А.^ольдман 

В статьях [^>2^ были охарактеризованы при помощи 
расходящихся сетей функционально отделимые, тихоновские и 
отделимые компактные пространства; В настоящей статье тем 
же методом описываются компактные, нормальные компактные, 
вполне регулярные, локально компактные и нормальные про­
странства. 

Теорема I . 
Условие. В(5) — сенейство всех определенных на мно­

жестве 3* ограниченных вещественных функций;^^?,)*- класс 
всевозможных топологических пространств , облг.даюпдах 
следующим свойством: для каждой расположенной в ^ рас­
ходящейся сети существует функция ^с^В(5^ 

такая, что сеть (х.С5л)) . расходится в.пространстве 

НУ, вещественных чисел, наделенном сЗычной топологией; 
^ — класс всево?можных компактных пространств. 

Утверждение. ^ —3~Х&)* 

Доказательство. Пусть о^^с • Возьмзм в 6" ка­
кую-либо расходящуюс сеть Ф*3&ц\ и 0 ( ^ 0 з в а ч и м через 

^ одну из ее предельных точек. Ввиду расходимости с е ­
ти (^<^1с^д существует окрестность %1 точки 5 такая, 

что множество 
{*е/{\ 5 ^ 3 ^ 1 1 } конфинально с А. 

Поскольку ^ - предельная точка сети множест­
во тоже конфинпльно с / \ , Отсюда сле­
дует, что характеристическая функция множества ЪС 
"Наряду с термином "сеть" в математической литературе 
встречаются равнозначные с ним термины "обобщенная после­
довательность" и "направленность". 



преобразует сеть ^^еСе^Д в Р а с х °Д Я 1 ДУ 1 0 С Я с е т ь 

Г-^С^/се А . Т а к к а к -^у^ @ (5)) т о э т и м Дока­

зано, что -5<^3~°(В). 

Пусть ^ ^ ^ с . Тогда в 5" найдется сеть (Чс^еЛ 
без предельных точек. Выделим из Г ^ / ^ ^ - универсаль-
нув подсеть (^^^^М (см.|"3] , с тр. 116) ; она, очевид­
но , расходится. Для любого ССе. В(5) сеть Г ^ ^ ^ е ^ 
универсальна и ограниченна в ^ ? - . С л е д о в а т е л ь н о ^ ^ ^ ^ е ^ 
сходится в какова бы ни была функция Это до­
казывает, что 6Ф^^5Ф^°(В). 

Замечания. 
I . Импликация может быть у с т а ­

новлена сЗеч лривлеченйя понятия универсальной сети. Пока­
жем, как это сделать. Предполагая, что ЗфЗ~Су рассмот­
рим класс 27*2- всевозможных покрытий пространства <5* ? 

каждое ИБ которых содержат открытое подпокрытие и не с о ­
держит конечного подпокрытия. Как полно убедиться с по ­
мощью леммы Цорча, в классе КТО существует покрытие 
(УИг^Е^. СС^А}„ не мажорируемое Никаким другим покрытием 
из ЖС. л е г к ° видеть, что С/{ЕЛ: аеД^А} <^сЛС, * 
каково бы ни было конечное множество Ао. Частично упоря­
дочим А 7 п с а г а я Л 2 ? если Е^^Е^Ъ силу только 
что отмеченного свойства покрытия множество А ока-
зчвается направленным. Рассмотрим сеть С^)„с&/\ где 5^ -

- произвольно взятый элемент и з ^ \ Я , . Эта сеть расходит-
ся в о ; более того, она не имеет ни одной предельной 
точки. В самом деле, каждая точка о из 5̂ принадлежит 
некоторому открытому ЕаС,а множество {"«се А* Зц&Еа'} 

не составляет конфинальной части А, так как 5^ ф Ел' 7 

если «С^-** / , Далее покажем, что сеть | ^ ( ^ е • с х о ­
дится, какова бы ни была функция - з ; ^ В(5)'. Этим наша 
импликация будет доказана. Пусть Е — произвольное мно-



жество в ч5"; Xе - его характеристическая функция. Если 
Е<^ЛС. т . е . Е~Е^п. т 0 &т;рСр($л)-0 ибо 
^ . « . ^ с при о ^ - ^ ^ ' е с л и ЕфьЦ71П покрытие^ЕдЛД-

содержит подпокрытие { Е ? 7 значит, ^ при. 
о С ^ е С . откуда следует, что &>&>хе($О(-)-1. Итак, ка-^ -, 
кии бы ыы ни взяли Е с %5" ? существует ^ Г^оС^ -

Отсюда заключаем, что сеть (хС^вс)^ле * сходится,ка­
кова бы ни была функция осе В(6)7 ибо каждая функция 
из В(5) является равномерным пределом последователь­
ности конечных линейных комбинаций характеристических 
функций подмножеств пространства ,5 ( с ы . , например, [_^, 
стр .285 , теорема 10 .20 ) . 

Приведенный сейчас вывод импликации 
сделан по образцу доказательства теоремы I в [2]. 

2. Теорема Тихонова о топологическом произведении 
компактных пространств равносильна, согласно теореме I , у т ­
верждению 
Доказательство последнего, независимое от теоремы Тихонова, 
можно получить подобно тому, как доказана теорема 3 в [ 2 ] . 

Лемма I . 
Условие. (2 б)— топологическое пространство; Г — 

— непустое замкнутое компактное множество в ,5. 
Утверждение. 3$&Р(беЪб&е = > < 5 } с : ^ ) . 
Доказательство. Рассмотрим семейство всех не­

пустых замкнутых подмножеств множества / % частично упо­
рядоченное отношением => . 5 нем имеется максимальный эле­
мент, ибо если — линейно упорядоченная часть то 
в силу компактности Р пересечение всех множеств из ^ 
не пусто и, следовательно, являете мажорантой _в аС,Пусть 

Ро — максимальный элемент в ^/Ь. Тогда Р0~(з] 
Легко видеть, что любая точка «5 из Р<з обладает требуе­
мым свойством: б ~ е 2 / ё б*ф- { 5 } С ЪС. 



- б -
ПустьЗ" - топологическое пространство и З^^З^е 

Введен символ 0($у> $3) для обозначения высказывания "точ ­
ки 61 и ^ г отделимы непересекающимися окрестностями", и 
рассмотрим формулы: 

К* К {~з * ^ М л 

Обознаяии через З^1 (соответственно 7 

класс всех топологических пространств 6^ для которых вы­
полняется формула (ъ') (соответственно (С) с— *,Я). Оче-
в и д н о , ^ / ^ ^ ПЭ~г> . Обратное включение тоге имеет 
место, ибо формула ( I * ) влечет формулу \/^ \/з2&ф {^г}^ 

Следовательно, справедливо ра­
венство %г~3^, ПУ^1. Заметим еще, что ф0 и 

Пусть 5^г — класс всех регулярных пространств, а 
</с —• класс всех пространств, удовлетворяющих с -ой ак­

сиоме отделимости ( 1 - 1 У 2 ) , Тогда Л.'-Тг', Щ.^3~$№*$-
с 

Лемма 2. 
Условие, семейство всех определенных на т о ­

кологическом пространстве ч5 непрерывных вещественных фун­
кции; СГ (С) — класс всевозможных топологических прост­
ранств ^ обладающих следующим свойством: для кандой рас­
пложенной в 5̂" расходящейся сети №*в^&А имеющей 
не менее двух предельных точек, существует функция ОС^СС5')) 

•такая, что сеть (х С^вс ^ расходится в /Н~. 

Утверждение. 
Доказательство. Пусть ^ , ч 5 ^ е о е 

\$*}П {^] — ф~ Рассмотрим последовательность ^ > ^ л € 

где 3^-51 АЩ П. нечетном и прк / г четном. 



Сна расходится ( в силу условия ) и 
имеет две предельные точки С и 5 2 ) ; значит, существу­
ет функция х е С($)? такая, что последовательность 

(ас (Зп.)]п^и) расходится в ]Ц. Отсюда следует неравенст­
во х(51)ф ос(5ь) • Оно доказывает нашу лемму, ибо 

Теорега 2. 
Услоьие. С3(3) — семейство всех определенных на 

топологическом пространстве 5̂ непрерывных ограниченных 
вещестзенных ф у н к ц и й ; ^ / ° (С3) — к л а с с всевозможных топо­
логических пространств $ } обладающих следующим ' свойством: 
для каждой расположенной в 6" расходящейся сети 

существует функция дге Св(5), такая, что сеть 
(•X Сб^^^ д расходится в — класс всевоз ­

можных нормальных компактных пространств. 
Утверждение. —3~°(СВ). 
Доказательство. Пусть ($ б)^3пс Возьмем в $ ка­

кую-либо расходящуюся сеть (^)^^д • и обозначим через 
Р множество всех эе предельных точек. Множество Р зам­

кнуто, а так как 3^-Цс7 то р не пусто и компактно. 
Согласно лемме I , в р найдется такая точка ^ "то 

6 е ^ / е 6 '=^>{ У7с : ' 2 / . . Отсюда следует (принимая вс 
внимание нормальность пространства 5 ) , что для каждой 
окрестности Ъ1 точки 3 в СВС5) существует функция эс? 

удовлетворяющая условиям: О^х^ /, ос(6) — О ъэс(бУ=1 
для чУ 'е 3^2/^, Возьмем окрестность ЪС так, чтобы 
множество ( о С е / ) : ^ е ^ ^ Т ^ / } было конфинально с А \ 

тогда с е т ь . ^ ^ у ^ ^ ^ окажется расходящейся з / ? . Э т с 
доказывает, что о 

Установим обратную импликацию. Пусть 
тогда $&!Г0(В)№г(С/.. .Так как ?~а(В)=<Гс 
_ • -
г Эту импликацию доказал А.Х.Нушкулей методом, отличным 
от приведенного здесь. 



(теорема I ) , а Э~2(С) СЦ~г ' (лемма 2 ) , т о 

Отсюда следует,что пространство ,5 нормально (доказатель­
ство то же, что и в случае,когда \5"е.%_ ) • Таким 
образом, б ^ Х С З ^ в ^ Х о . 

Теорема 3. 
3твердение, (П{$^'-/леМ))^^^М&к^%с). 

Доказательство. Так как &пс~^Г°(СВ ) (теорэма 2 ) , 
чо интересующее нас утверждение сводится к высказыванию 

совпада­
ющему с теоремой 3 в [2]. 

Теорема 1. 
Условие, соответственно Ц~'*(С'В))— класс 

всевоэ^огннх топологических пространств ^ обладающих сле ­
дующим свойством: для каядой расположенной з <5 расходя­
щейся сети (3^) имеющей по крайней мере одну 

/ о се А 
предельную точку, существует функция . т е С(8) ( соответ ­
ственно зс*^СВ(5)), такая, что сетьС^С&у./^д расхо-
д и т с я в Я ; !%(С)^7Хс)№?'\ ^(СВ^ГХсфТ,* ; 

<т~ 
^Ос —класс всех вполне регулярных простру тв, 

Утверждение. З^с = Т,?(С)=У,1 (СВ), 
Доказательство. Так как У*(СЗ)<^-7~//'С)1^о достаточ­

но установить два включения: 
Тс* (СВ) и ф(С}<г %ь. 

• Первое из них следует из включений см. 
[I], доказательство пункта а) теоремы 2) и Уас^Ц*' , 

Доказательству второго включения предпошлем следующее 
замечание: •З^-'Зс/с т о г Д а и только тогда, когда для 
любой точки 5°е 5 система ( $ " ) ] в с е х м н о * 
Щ«ств вида. { 5 е 5 - 1^(5)- а:(5°)1^&} где зоеС(3/, 

€>о^ представляет собой базу окрестностей точки б - " . 
Предположим, что включение 3"1(С)сЭсъ. не имеет 



«оста . Значит существуе1.? топологгческое прост-танство 5, 
такое, что (С) и 3 Ф С^г Согласно сделан­
ному выше замечанию, в *5 найдется точка б 1 0 и такая о т ­
крытая окрестность ^ этой точки, что 1^(^0(8^-1}')^ 

^ 0 при любом о б е / 4 . Частично упорядочим /7 отноше­
нием Л ^.^С^ означающим, что ^(5а)^>)^1 (За? • Легко 
видеть, что А —» .направленное множество (см.доказатель­
ство леммы I в [II). Покажем, что в А нет аакскмаль-
вого элемента. Пусть оС* — произвольно фиксированный в 

/4 элеменв и 5 ' - некоторая точка множества 1^, ($°)П 

П(3\1У). Рассмотрим последовательность (^п)п€=-и> > 
где 5 « . = 5 ; при п, нечетком и Зп~3° при- П, четном. 
Она расходится. В этом легко убедиться, предварительно з а ­
метив, что 3~1/и(3\{з7]) (если 5 е ^ \ 2 ^ ? .» 

{ 5 ] с 5 \ 1 ^ откуда заключаем, учитывая принадлеж­
ность 5 классу 8^, ? ч т о зф^*} ; ^ т . е . 5е. 3^{С)). 

Так как вне ТУ расположена подпоследовательность^, , . / /^^ 
а вне 6"N^5*3 — подпоследовательность ($2п)п*е и? ?

 т0 

ни одна точка 3 из <5 не является точкой сходимости по­
следовательности (5^)пец) Поскольку последовательность 

^п-)пе.и) имеет предельную точку (например, 5 ° ) 
и З^ИГ*СС/, существует функция а 0 « Е С(^)} такая,что 

аг0(з°) 7* зСо(&). Можно считать, что 0Со(5°]~О и 
лгс (?) = / . Половим = : ръ&Я 4 . 

Так как - Уе 1%, ( 5 V и б'ф С3°) то мажоранта. 
множества { «^ ? не совпадает с ос'. Это покгзывает, 
что в Д нет максимального элемента. 

Пусть О, —• направленное произведение А хА. Тогда 
множества 3, ~ * < = А } и В г Ч < ^ Л М , Ф * а ) 
конфинальны с В ( см. лемиу 2 в [ I ] , где показано, что 

5 / конфиналь.ю с $ каким бы ни было направленное мно­
жество А , а Вг конфинально с В7 если в направленном 



множестве А н~т максимального элемента). Построим в 
сеть следующим образом: соли ^3 = ^ С , « с ^ е ^ 
то в качестве ^ возьмем некоторый элемент из ^ ( $ ° ) ( ) 

П(8\1^),
> если у З е В 2 ^ т о положим 5^-5°. Сеть (•5р]ве.Д 

имеет предельную точку (например, 5 ° ) и расходится. Пос­
леднее иокно показать, учитывая конфклальность В1 и вг 
с 5 подобно тону.как выше была установлена расходимость 
последовательности (5п.)Д6И/-

Теперь легко получить противоречие с тем, ч т о ^ е У ^ 
доказав сходимость сети (РсС^))в&& Д™ льбой функции 

зсе.С(8) (см. конец доказательства теоремы 2 в / " 1 ] ) . 
Теорема 5. 
Услочие. - одноточечное компактное расширение т о ­

пологического пространства ^ ( 3 * ~ 5 ^ ' { % } — класс 
всех локально компактных пространств: А. 3 ^ 5 5 ^ г 

Утверждении. 3*^%. $&3ъ,4с. 
Доказательство. Пусть 3*<^&с ) тогда для точки |" 

и любой точки 6^_3 существуют непересекающиеся окрест­
ности, ибо зф^1 (поскольку одноточечное инозество 

замкнуто в 3**"). Это показывает,что 3^-^с ^З^^с-
Для получения имплигашга 3*^2%. *&кЗлЩ,#$ нуянс еще 
доказать, ч т о О ^ ^ =^3^3^- . Так как \3%.3с/ то , пред­
положив, что З^^СГг получим Од*. Но Тгхс~Ц'ХсВ) 
(теорема 2 ) , значит Покажем, что З^ЛСВ). 
Возьмем в ч5" какую-либо расходящуюся сеть С$^^^А С НЕ~ 
пустым множеством предельных то-ек , и пусть ,5 - одна из 
них. Как уже было отмечено выше, 5 и ^ отделимы непере-
оекающимися окрестностям:, значит ^ не является точкой 
сходимости сети. (рассматриваемой как сеть Ву5*). 
Таким образом, сеть /\ расходится в ,5"*. Посколь­
ку 3*&^Г"(СВ>)., существует функция ос^С(3*) (=СЗ(5*)), 
такая, что сеть Сх.($^)^ед расходится в К . Пусть 



х 1 = 0 0 \з > т о г з а л:1&СВ(5) « с е т ь 
расходится. Зтим доказано, что З е О *(С-В), Более того, 

Наконец, пользуясь включением и (СВ)/1 <-)%< сг ЗГ// [СВ) и 
равенством <_7̂ , (СВ)-Зет, (теорема 4 ) , получаек 3*^3^^ 
^3 ^ ЗГс% П ЗТ^ С ^ / , . , Заметки, что попутно установ­
лена импликация 

Доказательство импликации 5^3ф^3*<~ О г, легко 
сао : гея к проверке более лростого факта 
(так кал 5 <= <-/с , т о ^ е < ^ , ^ ^ е ^ ) . Ввиду не­
сложности этой проверки, мы ее опускаем. 

Замечания. 
1. Теорема 5 родственна теореме ,5 е З г < = ? 3 * ^ З С 2 ~ , 

где <Т2/с~ЛПЗ}с (см. [ 3 ] , стр .203) . 

2. Так как 5 е Д / с ^ ,5 е =^3*<^Зй'<=> 3* ^ 
е , Т < ^ / с и Л й Л ^ , ) ^ <7сг у то СГ 
с <А,/с с г . Это известные включения ( с м . [ 3 ^ стр. 

198-199), доказанные здесь лишь другим способом. 
Теорема б . 
Условие. — семейство всех непрерывных на т о ­

пологическом пространстве 3 вещественных функций с ком­
пактным носителем; [/^0с^"'>}<х.^А ~* с е и е й с , г в 0 "ногеств 
вида ЖП-хау&ектк хеОС(3)',5'еЗ, & > ° -

Утверждение. 5 е - Лг}Лс в том и только в том слу­
чае, когда для каждой точки 5 ° е 3 семейство {Ы^^")}^^ 

образуе™ базу всех окрестностей точки «5° . 
Доказательство. Пусть Зг,-2с > 5 ° е ^ и ^ — к а к а я -

либо открытая окрестность точки . Возьмем открытую 
окрестность точки так, чтобы выполнялись следую-



«ие условия: множество 1?" компактно и '^а'Ц, (это воз* 
можно в силу предпосылки Зе37ъ,Ес (см.ГЗЗ,'стр. 198, 
тесрема 17 ) . Поскольку 5 е существует функция 
а:«= С(5), такая, что С ЭСхС5^ = 1 ъ сс{$)=о для 

5 е , 5 ' \ 1 ^ Очевидно, носитель функции . х (обозначаемый 
виррх) содержится в 2% следовательно, л : еЗССЗ). Так 

как {з^5'1^)-^а)1^:г)^иРр^с^1^и? то этим 

показано, что семейство С2^с(5°)]же,1 образует базу 
всех окрестностей точки 5 ° . 

Предположим теперь, что для каждой точки 5 с е . 5 с е ­
мейство { ^ ^ ^ д образует базу всех окрестностей 

точки 5°, и покажем, что Зь^Зъ,Сс ^ е г к 0 видеть, что 
З^ЗРс.' * " г о ж е касается доказательства принадлежности 

5 классу р т о достаточно обнаружить, что в 5 
нет такой точки, в которой все функц7/:: из ЗК(3>) обраща­
лись бы в нуль. Действительно, если 3^,^=37^(3) и ОС°(5в)^ 
?<Э7 то м н о ж е с т в о 5 : /0Ь>(5}~&($Я)1*%,1-**С8*]/} 

является замкнутей компактной окрестность!) точки 5 ° . 
Шэедположим, что Д1Г некоторой точки 5°^,5 имеет мес­

то равенство х(5°)-о} какова бы ни была функция , 
Пусть —. произвольная открытая окрест­

ность точки 5 е . Так как семейство { ^ . < $ Э Д ^ к являет­
ся базой всех окрестностей точки 5а то существует функция 

зс0<=Ж($)такая, что {5<= 5-' 1х„4}<^1С. 
Следовательно, Так как 
множество З^ЪС замкнуто, а "нежество 5ирр0со компакт­
но, то компактно. Отсюда заключаем, имея в виду 
произвольность 2 ^ ; ч т о п^странство ^ компактно.Но тогда 
функция х , равная 1 в каждой точке пространства 3, принад­
лежит 3/[($)чго противоречит предположению зс(5°)=о для 
любой функции <х*=Л.(3). Этим доказательство теоремы 
завершается. 



Теорема 7. 
Условие. ЗГ\3*С) — класс всевозможных топологиче­

ских пространств $ ^ обладавших следующим свойством: для 
каждой расположенной ь ^ расходящейся сети №су^<=./? } 
имеющей по крайней мере одну прздельнув точку, существует 
функция ос<еУС(3)> такая, что сеть Й^&З&жЛ рас ходит-

Утверждение. ~3^> (ЗНЗ). 

Доказательство. Включение ^х,ёс<~-3^1(ЗК) легко сле ­
дует из того факта, что если З^З**^ т о Д™" каждой 
точки 3 " е ^ семейство '[^^.(^"З^еА образует оазу 
всех окрестностей точки 5 ° (см. теорему 6 ) . 

Обратное включение ЗГ41 (ЗЮ^Зк Ь м о х н о получитв 
тем же методом, каким доказывается в теореме 4 включение 

При этом необходимо воспользоваться сле ­
дующим обстоятельством: если 5 ^ $ ^ то. в 5 найдете 

такая точка 5°, что ^(5°/~о для каждого -х из ЗС($) 
и семейство { ^ с ^ - " " ^ ^ н е 0 0 ^ Р а з У е т б ? з ы в о е х окрест­
ностей точки 5 ° ( с у . заключительную часть доказательства 
теоремы б ) . 

Пусть (37&) — топологическое пространство, ^ 0 с : $ ? 

(^}^шЛ — сеть в 5 • Назовем 5„ предельным мно­
жеством сети (5^)леА ;

 е с л и и з условия 5о^1Л-с& 
следует, что множество конфинально с 

/ 4 . Предельное множество У5*О сети назовем 
собственно предельным, если существует ХГ^& 7 такое,что 

8)<3С1')У и множество { л е / ] ; ЗоС.еЗ\Щ конфинально о 
/ { , Будем говорить, что 5о подчинено пространству С(3)} 

если какова бы ни была расходящаяся в 5 сеть Г^/^е 7 / ) 
для которой ЗР является собственно предельным множеством, 
существует функция хёС(3) (зависящая, вообще: говоря, 
от (5*ие=А ) . т а : : а я ' ч т о с е т ь ВДЦЦы^ Расходится 
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в если при этом функция ОС может быть выбрана так, 
что эс(5)-о для любого 5е=5е ?

 г*° будем говорить,что 
х^о строго под!инено ССЗ). 

Теорема 8. 
^ловие . 3^ (С) — класс всевозможных топологиче­

ских пространств 5 > в которых каждое замкнутое множест­
во строго подчинено ССЗ )) оТ^ю>ггп~т класс нормальных 
пространств. 

Утверждение. Цп&ип ~3^{С). 
Доказательство. Пусть *э — какое-либо топологи­

ческое пространство, р — замкнутое множество в ^у. Обо­
значим через {11%, (Р)}итА с и с т е м У всевозможных о к ­
рестностей множества р} имеющих вид { 5 е 5 . ' /ХС5)/^ ; 

где ОС-СС5) и ос-о на р а 6>0. Пространство 
^ нормально тогда и только тогда, когда для каждого 

замкнутого кложества Р'-З, система {Ъ0%.(Р)]сО=/\ обра­
зует базу всех окрестностей множества р. С помощью этого 
утверждения можно получать нужное нам равенство ^\ФЖ^(С)} 

следуя схеме доказательства теоремы 4. 



УДК 519. 53. 
О НОРМАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЙ Ь 
ПРХТРАКСТВАХ С МЕРОЙ 

Т. А .Жцарок 

Понятие нормальной разрешимости уравнений было вве ­

дено й.^аусдорсом. Оно относглось к уравнению с непре­

рывным линейным оператором, действующ из одного бана­

хова пространства в другое, и к сопр.зсенногл' с к;ы урав­

нению. М.А.Гольдаан ( [22 ) хаусдорСэво понятие -нормаль­

ной разрешимости распространил на произвольные уравнения. 

В настоящей работе изучается нормальна;, разрешимость 

уравнений в пространствах с мерой. Осуществляется пере­

ход от б*-алгебры пространства с мерой к некоторому пол­

ному метрическому-пространству путем введения в б ' -ал-

гебре соответствующей метрики, что дает возможность и с ­

пользовать развитую,в [2] для тополо:нческих пространств 

теорию с той разницей, что рассматриваемые отображения 

обладают свойством аддитивности. Оказывается, что с у ­

ществуют ограниченные непрерывные аддитивные веществен­

ные функции, различающие точки рассматриваемых метричес­

ких пространств: дается одно достаточное условие п^ог.ол-

г.ения такой функций с подпространства на все простран­

ство; доказывается некоторый аналог свойства полной р е - . 

гулярности метрического пространства, соответствующего 

пространству с мерой.. 

Дусть ) - пространство с мерей. Здесь 

21 - б ' -алгебра подмножеств множества $ \ а -



- определенная на 2 вещественная счетью-аддитпвкая 

функция множества ограниченной вариации: 

Напомним, что щщ каждого е е 2 полная варшцщ /4 на 

б , обозначаемая через % гго определению, равна 
п. 

-*(/*>е) = 1>"^1> ( 2 ) 

где верхняя грань берется по всем конечным системам • 

попарно непересекаюидехся множеств из 21 тгких, что 
Е1

 & е, . 
Согласно ( [^1] , стр.173 ) введем в ^-алгебре X. 

метрику таким образом, что соответствующее метрическое 
пространство 2 [р} будет полны.!. 

Дяя каждой пары 2 , 5 множеств из 21 определим о т ­
ношение эквивалентности условием 1/^ел5)= О • 

где 5 есть симметрическая разность (е,и5)\ (ел 5) 

множеств б и 5 . Множество 5 ~ Х ^ / ) в с е х классов экви­
валентности ^(//) = ^5 \ 5 ^ 6 ^ является метрическим 
пространством с расстоянием 

В метрическом пространстве 2(/м} можно ввести би­

нарные операции Ц/*) V , 5 ^ / 1 , 

5 ^ / ) Д ^ / 4 ) » и операцию перехода к дополнению 

Покажем это , например, для операции 

• Суммой элементов 5^/^ и ^Щ/4) 

назовем класс 5^)-{9| 9Лг^и^вЗ" н о к о т о п ы х ^ое^(/4)-
50*Ь(/4) • Можно легко проверить, что состоит из 



- 17 -

тех и только тех множеств д « 2 ,для которых ^е^5 , 

^ в ^//0 » • Нулевым элементом относительно сло­
жения в 5=2(^) будел очевидно, класс Оз~{с\ 6~ 0}, 

где ^ - пустое множество в X . 
В дальнейшем для простоты и удобства мы будем гово ­

рить о множествах 2 ^ 2 как об элементах из 5̂ Х^ /̂/̂  . 
Таким образом, мы будем, например, писать вместо ( 3 ) : 

Приведем основные результаты, относящееся к опреде­
ленному выше метрическому пространству 2(^) г которые 
будут использованы нами в дальнейшем ( см. [ 1 ] , стр. 
175-176 ) . 

Лемма 1. Если 2 , / / ) - пространство с мерой, то 
8-2///) является'полным метрическим пространством отно­
сительно метршш ' 4 ) . Аддитивная векторная или скалярная 
функция, определенна на 2 , в том и только в том слу­
чае определена и непрерывна на 3 , если она абсолютно 
непрерывна относительно . Операции 5 и & § 5п & , 

5 А в , непрерывны относительно 5 л б . Замыкание 
ъ2(/*) подалгебры алгебры 2 само является б'-алгеброй. 

Заметим, что аддитивная векторная или скалярная 
функция"множества X называется абсолютно непрерывной 
относительно аддитивной векторной или скалярной функции 
множества /а , если 

{Ст я,(е) (5) 

в у в ы р т к к \ 
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Теорема 1 - Вители-Хана-Сакса. Пусть 

- пространство с ЪЩЩ* - последовательность 

определенных на X абсолютно непрерывных относительно /Н 

векторных или скалярных аддитивных функций множества. 

Если предел йгпосп(&) существует для каждого в в 2 , то 

равномерно относительно Л = 4 , Я , . . . 9 

Следствие. В предположениях предыдущей тооремы функ­

ция х(&)~ &т Я,(е) счетно-аддитивна на 2Г . 

Для дальнейшх рассмотрений нагл понадобится также сле­

дующая гзорема из теории меры ( см. ЦзЦ ): 

Теорема 2. Каждая мера Х О , определенная на подалгебре 

Т0 & -алгебры 2 , может быть продолжена до меры СС 

на всей б*-алгебре 2 таким образом, чтобы множество зна­

чений меры X содержалось в з&шканки множества значений 

мери Х 0 . 

Непосредственно из доказательства теоремы 2 можно вы­

вести сл^дук.дее утверждение: 

Следствие. Каждая аддитивная вещественная функция Ха , 

определенная на подалгебре Т0 ё -алгебры 21 , и такая, 

что 
\ф*)\ - ау(^$в), а>ог 5 . б 2 . ; 

имеет аддитивное вещественное продолжение ЯС̂  на всю 

б'-алгебру 2 такое, что 

Рассмотрим семейство Х^^х)определенных на 5'Т^/4) 

непрерывных ограниченных аддитивных вещественных функций, 



Тогда оказывается справедливым следующее утверждение. 

Теорема 3. X является Ь - пространством. 
Доказательство. X есть линейное векторное простран­

ство: очевидно, сумма двух функций из X принадлежит X , 

и если Х& X т сС - скаляр, то и содержится в X . 

Если норму элемента X определить равенством 
\х\ т щ\х($)\ 

то, очевидно, X становится линейным нормированным про­
странством. Чтобы убедиться в полноте пространства X , 

предположим, что (^п}пеСо есть фундаментальная после­
довательность в X . Ясно, что для каждого 5^5 после­
довательность ^Хп (5)}пс(0 фундаментальна в К , ток что 
х(ъ) = Ест Хп($) существует 7ШЯ каждого 5 ^ 5 , Для 
данного 2>0 выберем Пг так, что \хп - Хгп\< 6 при 
Шш П > Пс - Тогда ж/5)~хп(б)= Шж (хт(5)~Х„(5)) 

5 € <5 , откуда следует, что |зс -Хц\ ^ 6 при Пь . 
Значив, Хп ^^ос . Остается показать, что Х^Х , Очевид­
но, для каждого П функцию Хп можно естественно опреде­
лить на € -алгебре Т , положив для каждого множества из 
класса эквивалентности 5 значение функции, равное Х»($)* 

Тогда для последовательности {х*} б^дут выполнены все 
условия теоремы Витали~2ана-Сакса ( см. теорему I ) , а, 
значит, для данного Е^О можно подобрать такое $>0 9 

что 1^(^)1^ X , как только. * 5" в 5 е 2* и П*4,2Г.. . 

Поскольку Хг,(Ъ)^-^> Х^з) для каждого ^ € , А? можно 
выбрать достаточно большим, чтобы выполнялось неравенство 
\ Хп (5) - х(з)I < ^ . Окончательно получил к\х(в)\*: < 



, как только что и 

означает абсолютную непрерывность функции X относительно 

}А на 2 , и, значит, непрерывность X на б (см.лемму I ) . 

Очевидно, X будет ограниченной функцией. Наконец, адди­

тивность X на 5 обеспечивается следствием из теоремы I , 

Подмножество 50 метрического пространства 5*2^/<) ^ 

определяемое равенством 
50=10(/у) (6) 

где - подалгебра б*-алгебры 2Г , с расстоянием, инду­

цированным расстоянием (4) пространства 5' , будем назы­

вать подпоостранствогл,нашего мет'эичзского пространства 

Теорема '1. Если подпространство Е метрического про­

странства 5=/^\//) обладает свойством, что для любой непре­

рывной ограниченной аддитивной вещественной функции X , 

определенной на Е- , выполняется условие 

\х(ео)\4 \&\ дчя всех есеЬ 9 

то для каждой функции! X существуем функция Х4
 е X , та -

к->я, что (е*) = X (е*) , С0 е Е , ггшчем 

Доказательство. Очевидно, для подпространства Б с 5 

ш мож<ял применить следствие из теоремы 2, так как Е и 

О являются о -алгебрами. Тогда, полагая О = ^/Пй) ' 

для любой ограниченной непрерывной аддитивной функции X, , 

определенной на Е , существует аддитивное продолжение 

на все пространство 5 , такое, что 



Ше) | 4 &ф4*Ы Фтк * * всех е в 5 . 

Функция # 4 > очевидно, будет определена и на 6*-алгеб­
ре 2 , если положить для каждого множества ьз 5 1 3*5 

значение функции, равное 0С^(5) . Тогда из неравенства 
[ЩфЫ ^ йЬ/иЪ) с л е д г т , что Ь.т 0С<(з)= О , то 
есть Я!/ абсолютно непрерывна относительно ^ №& функ­
ция на 21 , а, значит, по лемме I , юпрерывнь на 5 . Из 
этого же неравенства следует, что 

С другой стороны, так как Я% является продолжением функ­
ции ОС на все пространство 5 , то 

и, значит, \х<\=\х\ . Поскольку , функция 2& 
ограничена. 

Теорема 5. Пусть Ва - замкнутое подпространство про­
странства 5=2(//) и 5 0 ^ 5 0 , 5 0

€ 5 , Тогда существует 
функция ЗСе X такая, что , ъ(ъ)~ О для всех 
5 € Ес . 

Замечание. Мы можем говорить о замкнутом подпростран­

стве пространства 5 = 2///) в силу последнего результата 

леммы I . -

Доказательство. Рассмотрим подпространство Е ^ ^ , 

порожденное ЕА и 5 Ч . Оно состоит из всех элементов 

Е, € 5 , преде тавимых в виде 



• 6 = (е1*50)и(ехл$с' ) , где еч , ег е Еа 

(см. [з] ) . Определим на Н Щшёут -л' формулой 

Это определение корректно, так как в силу замкнутости Е0 

& е Е. 

Очевидно, <#'<50) = V О дал всех С 0
е Е 0 , По­

кажем, что так определенная функция ЭС будет аддитивной 

на Е , Пусть е_, , е 2 * 5 , Л — ^ . Тогда 
* 1 / V & у ^ ) ** * ^ *0 * ^7/4 е * ^ и р очевидно, 

Ь(/м,з) = ъир У'Ле/, 5<) * а^уо 3 2 ) ? 

что и будет означать аддитивность [С' на Е . Так как 

X (€й)^ —з— ( для всех в0 & Е0 , то по следствию 

из тесремы 2 существует аддитивная вещественная функция 

X , определенная на всем пространстве 5 и такая, что 

ЗС(€о) ~ е0) для всех ео е Е0 и зс(е) ^ - ^ - ^ 

дйя всех" е е Е . Доказательство непрерывности и ограничен­

ности санкции Л аналогично доказательству непрерывности 

и ограниченности продолжения в теореме 4. 

Отметим здесь также свойства пространства 5 ^2///) как 

полного'метрического пространства ( см . [<\] , с тр . 215, 

2 1 9 ) : 



1) пространство 5 является топологическим ^ про­

странством ( т . е . пространством, удовлетворяющим 

первой аксиоме отделимости); 

2) пространство 5 отделимо; 

3) пространство 5 нормально; 

4) пространство 5 является пространством Фреше-Уры-

сона. 

Перейдем к постановке задачи нормальной разрешимости 

уравнений в пространствах типа 2(/*} согласно статье 

12] . 
Пусть^Л1}1^) и ^ 7 , У ^ - пространства с мерой, 

и Т В У ^ ) - соответствующие X и Т полньте мет­

рические пространства, К - поле вещественных чисел, а 

X и У - семейства непрерывных ограниченных аддитивных 

вещественных функг^й на 5 и Т соответственно. 

Рассмотрим отображение 5 ~* Т , непрерывное и ад­

дитивное: для любых 5 , & е 5 

а) {(5ие)=Х5)и№) , ^ 

б) {~(5)<1$(е)= ф , если Зпв=ф. 

Покажем, что для ВСРХ у 6 У композиция у ^ принадле­

жит семейству Х л ". Действительно, для любых .5 , 2 « 5 : 

5л в » 0 , согласно ( 7 ) , имеем л = ф 9 и , 

аначпт. </ ^ « и е ^ - ц(#аЯЦЪ)У = у(№)) + Н(Щ 
для любого У . Так как -р - непрерывное отображение 

5 в Т , а Л - непрерывная ограниченная функция на Т , 



то и композиция ^ о ^ есть непрерывная ограниченная 

функция на 5 • 

Определим отображение Яг • У ~+ X равенством 

МЧ) ! • «/ • ^ (8) 

для всех ^ е У . 

^ Рассмотрим следующие два множества: 

%^{х\х*Х, {&Н^)=* х(*)*х(ъ),а<, 4 § 5 } . (Ю) 
Очевидно, что 7^ ~ "Г § если ^ - инъекция, и X 9 

если ^ - инъекция. 

Так как X и У - 3 -пространства (см. теорему 3 ) , т о 

в нашем случае, согласно ^ 2 ] , можно представить в 

виде 

V л {«/"'ДО, у у * л * к ) - ° 1 ю 
Области значений и *А(Д{) отображений ^ и в 

^ удовлетворяют соотношениям - , X? . 

Следуя ^ , будем говорить, что уравнение {(з)^ Ь 

нормально разрешимо, если 

Аналогично, будем говорить, что уравнение я х нор­

мально разрешимо, если 

ЯМ^Х*-. (13) 

Изученные выше свойства метрического пространства 



- г5 -
5 ~ Г ^ позволят нам перенести результаты, полученные в 

^2] душ нормальной разрешимости уравнений в топологичес- 0 

ких пространствах. 

Теорема б . Пусть 5 - топология поточечной сходимости 

в X ( т . е . топология, индуцированная в X тихоновской т о -

поло^ие^ в Я ) • Тогда 

$Ш ~ ЯШ * %Ш*" 
(см. теорему 5 к [2] , теорема 2 ) . 

Теорема 7. 

ЯМ- X; V 
где V ~ топология, индуцировашюя метрикой (4) в Т , 

(см. св-ва 1) - 4) к [2^} , леша <!.). 

Теорема 8. — Х{ = > переводит замкнутое 

подпространство из .5 в замкнутое подпространство из * . 

( Доказательство этой теорем:-; с использованием теоремы 5 

незначительно отличится от доказательства леммы 3 в [2~\ ) . 

Пусть 0* и Т - топологии, индуцированные метриками (4) 

в 5 и Т соответственно. Положим 

ЯЯ0(5, Г, * ) = { А- 3-*Т | V « б ^ Г'ШФ V = * 
= * 3 > е г : {(У)шУпЯ(Я'}. 

Теорема 9. -р - гомоморфизм, * М}0(5;&;Тгс) и 

обладает свойством, указанным з условии георемы 4 

(см. теорему 4 и [ 2 ^ , теорема I ) . 

Напомним, что отображение -р алгебры 5 в алгебру т 

называется гомоморфизмом, если оно сохраняет операции 



объединения, пересечения и взятия дополнения. Очевидно, 

гомоморфизм является аддитивным отображением (см. (7 ) ) 

Тгорема 10. Пусть -р - непрерывный гомоморфизм про­

странства 5 в Т . Тогда 

Доказательство, а) ' Тр =Ф ^ ( ^ ^ 

Равенство 7^ означает, что Я&)=П {^Кт^ 01 

( с м . ( I I ) ) . Поэтому для доказательства Шшшлции а) доста­

точно установить, что ^(0)= (о) для всех у Щ У . 

Возьмем 'Ьше^(о) . Поскольку 7*- метрическое простран­

ство, существует последовательность {^п} в 

такая, что /х/7? ^ л *" . Так как для зсех песо Ц^-О 

и функция Ц непрерывна, то и ЕСт и(^ь) ^у/^о)-°, т . е . 

*(*)-Т* • 
Предположим, что существует точка б 7/ь тдкая, что 

. Очевидно, что поскольку г с^ть гомоморфизм, 

будет подпространством метрического про­

странства 7" . Тогда по теореме 5 существует функция у *У 

тлкая, что у (и)- 4» к ^('Ь)- О для всех Ф*$^0 . 

Ко тогда для всех 5 е 5 т0Щ^ & • то есть 

^°р=0 • Поэтому поскольку 7{ , должно выпол­

няться равенство у(4о)~0 . Полученное противоречие . 

доказывает теорегду. 

Автор" выражает свою благодарность доц. М.А.Гольдману 

за руководство и помощь при подготовке этой работы. " 
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Ш 513.88 

О СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

ОТОБРАЖЕНИЙ 

А.Х.Лиетшньш 

Понятие секвенциально компактной аппроксимации 

отображений ввели и"изучили С.Л.Соболев и Г.М.В'айникко 

и применили при решении некоторых задач вычислительной 

математики ( [^\} * \УЗ ) • 

При секвенциально компактной аппроксимации сохра­

няются некоторые важные свойства и характеристики ап­

проксимируемых отображений, например, свойства спектра, 

индоке, а также вращение отображений ( [^2^ , ^3^] ) , * 

поэтому представляют интерес следующие задачи: 

I) в рассматриваемом множестве отображений постро­

ить такую топологии ^ , в которой сходится каждая по­

следовательность отображений, секвенциально компактно 

аппроксимирующая некоторое отображение; 

"2) выяснить, существует ли для данного отображе­

н и я ^ ^ такая окрестность С&$0 в топологии , 

что для любого элемента из окрестности сохра­

няется та или другая характеристика о т о б р а ж е н и я . 



Как известно, второму условию удовлетворяет топо­

логия ^ равномерной сходимости на чсех ограниченных 

множествах в пространстве линейных непрерывных отобра­

жений, действующих в банаховых пространствах. Но эта 

топология не удовлетворяет первому условию, если про­

странства бесконечномерны. Из ранее известных топологий 

первому условию удовлетворяет топология />с равномер­

ной сходимости на всех предкомпактных мноаествах,но она 

не удовлетворяет второму условию. 

3 этой работе построена отделимая локально выпук­

лая топология рс' , махорирукщая топологию^с* и так­

же удовлетворяющая первому условию. 

Пусть / и У в дальнейшем изложении обозначает 

отделимые локально выпуклые.топологические векторные 

пространства над полем действительных или комплексных 

чисел К , ^ О О ^ ) " векторное пространство всех 

линейных непрерывных отображений пространства X ь 

пространство 

Определение. Последовательность векторов ^у*)пе#' 

в пространстве ^ / называется относительно компактной, 

если для любой ез подпоследовательности ^п^) 

существует подпоследовательность / * у Л V 4 , схо -

дящаяся з топологии пространства • 

Огределениа. Последовательность отображений 

называется секвенциально компакт-



но аппроксимирующей отображение ^ е -У^ если 

вкполнечы следующие услогия: 

I) последовательности отображений ^^г^)п^М 

сходится к о т с т р а н е н и ю в любой точке пространства 
X| т . е . ( ^фШт^Ъ*) 
в топологии пространства 

2} для любой ограниченной последовательности век­

торов в п Р 0 С Т Р а н с т в е - X последова­

тельность векторов ^Су>* -лУг)(г**))г>^•относитель­
но компактна в пространстве ^ . 

Пусть векторное пространство некото­

ром обрагом наделено отделимой локально выпуклой топо­

логией Ш: . Обозначим через **Щ векторное простран­

ство всех сходяци::ся последовательностей топологическо­

го векторного пространства С У) ^
 1^я)) через 

- велторцое пространство всех последовательностей,-

сход.;ц*хся к нугевому вектору пространства &&(^>^У)ш 

Ясно, что множество *5\^ однозначно определяет множе­

ство цЗ^ . Оказывается, что векторное пространство 

<_5^ ьсех последовательностей векторного пространства 

т&^ху±/) > секвенциально компактно аппроксимирующих 

хотя бы одно отображение из с ^ С ' К ) - ^ * также одно­

значно определяется векторным пространством всех 

последовательностей, секвенциально компактно аппрокси-

мкруюцих нулевое отображение, причем отношение 
*5*оГ о ^Г*° влечет %5оиС и обратно. 



Векторное пространство ^ является векторным 

подпространство* векторного пространства . Постро­

ят топологи» б' векторного пространства е^С-^^Х, 

для которой, хак и для топологий 6 , принадлежность 

отображений из ^ ^ Х ^ множествам базиса окрестно-

стай начала определено в зависимости от свойств образов 

ограниченных множеств, но уже имеет место отношение 

Пусть ^ векторное пространство всех 

линейных непрерывных отображений пространства ' ^ / в 

пространство , у • сУ ~ векторное пространство после­

довательностей, сходящихся к нулевому вектору простран­

ства V-) в топологии равномерной сходимости 

на всех конечных подмножествах пространства ^ , -

семейство всех ограниченных множеств пространства X , 

ЙТ0 - базис окрестностей начала в пространстве *У . 

Рассмотрим при фиксированных множествах В и 

и при фиксированной последовательности 

(^%>)лем в ^ д л л м б о 1 , ° натурального числа^ , /^ " /^ 

множества 

и семейство множеств ЧО* , определяемые* следующем 

образом: у 



Теорема I . В предположении бочечности простран­

ства .V существует локально выпуклая топология 

векторного пространства с^^У^^) , имеющая в ка­

честве базкса окрестностей начала семейство множеств 

Доказательство. В любом локально выпуклом тополо­

гическом векторном пространстве существует базис ок­

рестностей качала 11?*для которого выполнены следу­

ющие условия: 

для любых двух множеств 1^ 1^ & ^ • с у щ е с т в у ­

ет такое множество иб^ь-^и? , что №6<^*^Л^у ( л ) 

для любого множества 1&'есЮ~ и любого ненуле­

вого скаляра и - ^ /С множество С^С^ принадлежит 

*их% {Л) 

любое множество абсолютно выпукло и 

поглощающее, ( с ) 

и наоборот, если семейство множеств векторного 

пространства удовлетворяет условиям ( « О , ( и ( « О , 

то существует локально выпуклая топология данного век­

торного пространства, имеющая в качестве базиса окрест­

ностей начала семейство множеств ( (V) , 1 .3 .2 , 

стр.23 ) . 



В силу сказанного утверждение теоремы - прямое 

следствие следующих четырех лемм, ори доказательстве 

которых будем считать, что для базиса окрестностей на­

чала ЧУ В пространстве V условия ( * 0 , ( * ) и ( с ) 

выполнены. 

Лемма I . Для любых двух множеств М ^ _ € 

существует такое множество С , что 

доказательство* Произвольные множества 
е *&7* в силу выбора семейства множеств *2сУ 

однозначно определены множествами 3, ^ Зл с ^3 

множествами \^ \/х асОг
 у последовательностью 

О ^ п * } ^ ^ и воследовательностыо 

ОУ*^)***/ соответственно как множества 

Рассмотрим множество , последователь­

ность Су^)псМ ^ • определяемые следую­

щий образом: 

где < е / / и ^^Л^% и множество * <2У та ­

кое, что с 1 ^ / ? > ^ . 

Тогд* множество е'&У ч оуцествование кото­

рого требовалось доказать, определяема жак множество 



множество 

Лемма 3 . Любое множество абоолютно 

выпукло. 

доказательство. При произвольном множестве 

для любых точек 9'*$*- е 11 Л1г" 
бых скаляров ^ / * *^а. <г « удовлетворяющих не ­
равенству: /&$Ф/**щ/'4*ф , имеет место принад­
лежность множеству точки 

Лемма 2 . Для любого множества ^ 1 ? " и любо­

го ненулевого скаляра *с множество •л.МУ' при­

надлежит семейству множеств 

Доказательство. Яри произвольной множестве 
и произвольном ненулевом скаляре ^ установим 
существование множества такого, что 

•^{^УРС*% и тем самым принадлежность множества 
ъ4-*КУ семейству множеств ^ 2 ^ > ^ # 

Рассмотрим множество ^ 4 Г ^ . множество 1^:^^ 

последовательность ^ * ^ • которыш одно­

значно определено множество опять-таки в 

силу выбора семейства множеств # и множество 

К <* •2?"', определяемое кьк множество . 

Тогда в качестве множества № с2-&~~ служит в 



что соответствует свойству абсолютной выпуклости для 
множества №/*<Щт ( | ^ ] , 1.1. о т р . 1 5 ) . 

Лемма 4. Если пространство бочечко, то любое 
множество й^е : Ч/У поглощаащее. 

Доказательство. При произвольном множестве 

С&^Я/У построим поглощающее множество й^<^^(х^ 

такое, что ^ ' С й / , и тем самым установим требуе­

мое для множества 

рассмотрим ынокзстзо , множество УеФУ 

и последовательность ( ^ - ^ ) » однозначно 

определяющие множество <%/У щ 

Любое поточечно ограниченное множество векторного 

пространства в предположении бочечности 

пространства X равностепенно непрерывно 

1.4*2, стр .107; , поэтому для последовательности линей­

ных непрерывных отображений О/^пе +/ •дей­

ствующих из пространства в пространство «V , с х о ­

дящейся поточечно, следовательно поточечно ограничен­

ной и таким образом в предположении бочечности прост­

ранства. ^ / обладающей свойством равностепенной непре­

рывности, в силу определения равностепенной непрерыв­

ности существует множество у ' ь * ^ такое, что вы­

полнено включение: О ^ У ^ а к 

Тогда множество ьф* а опре­

деляется следующим образом: 



ибо как множество базиса окрестноотей начала в тополо­

гии векторного пространства ^ ( ^ М ) равномерной с х о ­

димости на всех ограниченных множествах оно поглощающее 

и в силу самого определения множества ^(^00 

выполнено включение: № 

Пусть пространство «У бочечно. Рассмотрим отдели­
мую локально выпуклую топологию векторного пространства 

^С^^О ~ определяемую как верхнюю 
грань топологий (р** и ^*ос ; ^ о й ^ ^ о 

Теорема 2 . Векторное пространство « = ^ . С У Т Ь в е к ~ 
торяое подпространство векторного пространства . 

Доказательство. Достаточно ограничиться доказа­

тельством отношения о ? ^ 

Предположим противное. 

Тогда существует последовательность линейных не­

прерывных отображений ^ ' * ) " * ' ^ секвенциально ком­

пактно аппрокоинирующее нулевой вектор пространства 

*Ё(Х>У} и не сходящаяся к нулевому вектору в топо­

логии узе/ пространства &С^^) - В силу свойств 

секвенциально компактной аппроксимации имеет место схо ­

димость последовательности к нулевому 

вектору в топологии ^х: пространства 



следовательно выполнение противоположного в топология 
/ пространства означает существование 

для последовательности ^^п^^л^ подпоследоватедгно-
с м <&$л\)*се-А' • каждый член которой не содержится 
в некотором множестве базиса окрестностей 
начала в топологии & ' пространства - Теш 
самым установлено существование ограниченной последов!-
тельнооти векторов < ^ А ) < С > И в пространстве 
и последовательности линейных непрерывных отображений 

кел*' * таких, что последовательность век­
торов (^^Ул. 0*3"*УХ * */*^ в пространстве 

^ / такая, что каждый член ее не содержится в некотором 
множестве беэиса окрестностей начала в т о ­
пологии пространства . 

ао в силу определения секвенциально компактной 
аппроксимации для п о с л е д о в а т е л ь н о с т и С 4 - * * . ^ ) * * * * 
оужествует подпоследовательность , С~*<*$ * </'* 
сходящаяся в топологии пространства ^У, так хан 
для последовательности линейных непрерывных Отображенн! 

^ЬУ/**Л/0^ поточечно сходящейся к некоторому о т о ­
бражению пространства X * пространство >У » к после­
довательности векторов ^ - * * ^ « г / у ' в пространстве 
X • оходящейся к некоторому вектору л с / тополо­
гии пространства X * в предположении бочзчноотй про­
странства X имеет место сходимость последовательности 
векторов С-*")) п ^Л^ в пространстве «V 



к вектору _УС-*^ € Е топологии пространства -У 

( С » с т р . 9 ) , то ? предположении бочечности 

пространства для последовательности векторов 

пространстве ^ / , цели-

г.ом не содержащейся в некотором множество I/<5" С2У~ 

базиса окрестностей начала в ТОПОЛОГИЙ пространства У, 

существует подпоследоштельность^^^. 

сходящаяся к нулевому вектору в топологии пространства 

, что невозможно. 
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УДК 513. 88. 

О МЕКОГОРЬК СВОЙСТВАХ СЕКВЕНЩАЛЬНО КОМПАКТНОЙ 
, А1ШРОКСИГМ1ЩИ ЛИНЕЙНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ В ЩЩШО-

ВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

В.И.Лабеев 

Введение.Предлагаемая работа дополняет исследования 
Г.М.Ввйнякко С1Л .И.Я.Карклмньта и Я.С.Левчепкоьа С-П и 
Л.С.Раковщика С п° изучению сглйстз секвенциально ком­
пактной аппроксимации отображений.Основньгч в данной рабо­
те являются теоремы,характеризующие устойчивость овойста 
линейных непрерывных или линейных замкнутых от^^^а^ений 
в банаховых пространствах при секвенциально компактной ап­
проксимации.К ним относятся теоремы 3.10,11,15,1^ 17,23. 
?9 ,Э0 ,31 . 

. Как правило мы будем псчьзоваться общепринятыми обо­
значениями.Так Ы -множество всех натуральных чисел,X . 

У » 3 -нормированные векторные пространства нал полем 
действительных или комплексных чисел К и ести.в некотором 
предложении участвуют дла или больше пространств,то вое они 
рассматриваются над одним и тем же полем скаля р о в . ^ л ( с ц < 0 -

-векторное пространство всех линейных отображений прострой» 
ства уК в пространство У • 1*С СХЛУ) -векторное прос­
транство всех линейных непрерывных отображений пространства 

X в пространство У . 

Т.Определение.Пусть X й V -Нормированные векторные 
пространства.Будем говорить,что последовательность линейных 
отображений X '—* V секвенциально компактно аппрок­
симирует линейное отображение -§ ; X * — V и пиоать.что 
5 п

с ^ | б Ь ( Х ; ^ если: 
я) лля любого вектораосеХ 5°° • простран­

стве У ; 
б ) для любой ограниченной последовательности векторов 



(ЭСп,) с: X последовательность гекторовС -^л^ ~ 6' аН3 
относительно компактна а пространстве V . 

2.Отметим следующие свойства секвенциально компактной 
аппроксимации.хоторые для линейных непрерывных отображений 
в банаховых просранствах привет-ены Г.\'.Вайникко в С О • 

а).ЕСЛИ последовательность отображений ( с_ и С X, У) 
секвенциально коыгактно аппроксимирует отображение ^е-ЦУ.У), 
то любая ее подпоследовательность С $п, ) так ее секвен­
циально компактно аппроксимирует отображение } ё ССХ^Х) . 

б ) Если последовательность отображений ( ^ ' 0 ) с : 1_(,Х,У) 
сходится к отображению ^ € Ь С Х,У)по норме я том смысле, 
чт* гля ъсыпьЫ 5*-5 €1С^Х;У) и - О , 

в).Обратное утверждение не верно ( см. С О ).П*сть 

вол Кронекера.Опревелим последовательность отображений 
СЗп) %) следующим образом: 

Тогда ^ — у О ^ С с б а . ^ / . н о в т о ж е время для всех 

г ) Если ^ ^ ^ / « и Х ^ У ) * & 4 ^ 3 * * 4 * М & 

д) •С^с-К-°т> ^ € 1 _ ( Х , У ) тогла и только тогда,когда 
^ _ 4 ^ % 0 е 1 _ ( Х , У ) . 

З.Теорема.Пусть X и У -нормированные векторные 
пространства,последовательность отображений (5^)<^ 1_(Х,У) 
и отображение 1_ ,2 СХ^ У) таков».что для любой о г ­
раниченной последовательности векторов С"^\^) <^ X после­
де аательнос^ь лекторовСб*^ ~ 9 ограничена в прос­
транстве У .Твтва существуют такие числа П*, ё-А/ и С > 0 , 
чт* ляп всех 

Р.оказательство. Ясли заключение теоремы 3 не верно,то 
существует такая подпоследовательность ( 4 ' } последова­
тельности С * существует такая последовательность ве­
кторов С ^ ) с ^х(0/1),чт 



I) . ( I ) 
Тая как отебвааение $ непрерывно 

пватему 2 силу равенстве ( I ) получаем,что 

"Гекам обрагэи последовательность векторов^,- , о < ^ - •5"0с
с|') 

в» бу^ет ограниченной в пространстве X ,что Противоречит 
условию теореин. 

4.Следствие.Пусть X и У -нормированные вентерные 
пространства, 4 ь * \ ( - С * С X,У) .Тогда существует т а ­
кав числал^ве/Уг и твкае числе О > О ,чтв для всех 

Доказательство.В силу условия й) определения I для лю­
бой вгран.швнней последовательности векторов ( Г э с ц З с А по­
следовательность кектереа — 6 :съ-) относительно 
ланпактяе Е пространстве V и .слемзательне ограничена в 

У .Таким образом выполнены все условия теоремы Э. 
5.Следствие.Пусть X и V -нормированные вэктерные 

првстраястза, ^ с - ^ - ^ - - > ^ в и допустим,что последа-
затв: ^ветъ векторов С ^ - О С1Л имеет предел он <^Х .Тогда 

Евкаэательстзе.3 силу следствия 4 существует такое 
чиолэ И^б /У и сущгстжует такое число С > О ,чте 

ТФГ^Й справешшва следующая цепочка неравенств: 

ЙХО-^с Ц + И ^ х - ^ а с - И * • е » э ^ с Х Н + Н ^ ' Х - ^ х Л ( 2 ) 
Так как по условию Цтх^-'хЦ-О, а • силу увлояв а) в при­
вел ени я Т II 5^~с -^ "хН-0 , то из неравенств ( 2 ) пвлуча-
ем нужное: би^гь | ^ " Х Л - 5х ( /^0 . 

6.Предложение.Пусть X , У и 2 -пормивовввныа 
векторные п р о с т р а н с т в а , 1 ~ С СХ;У) « $*г±§ %€-ШУ> 

Показателю! во.Пусть вектор ас с- X змбрая нронзмлъ-



но,тогда х силу условия а) определения I -Йс ш . 
откуда и из следствия 5 ^ & ^ х - » & т , Ш .Пусть т е ­
перь (,ДДО -произвольная ограниченная последовательность 
векторов из пространства X .Нам нужно показать,чте после-
довательнесть в е к т е р о в ( с ^ ь ^ х , , — ^ ь ^ с с ^ ^ относитель­
но компактна в пространстве 2 , т . е , ив любой подпоследо­
вательности — М^Щ?^ п в о л в Д в в а т е л ь н в с ' г и С § * 0 

^ й б * З ^ ^ ^ У «ожи/о выделить сходящуюся подпоследова­
тельность.3 силу уоллзия б) определения I последователь­
ность векторов С'̂ д^вЦ, *~ З'^^О относительно компактна в 
првстранствгУ .Следэгате.г.ън©,существует такая подпоследо­
вательность С 4»ц "ОСп. — -V 3Е".' 3 подпоследовательности 
(5>> и существует такой вектор ^ & Т ,что 

Так как в силу 2а ; &„. о ^ (-СХУ/^.т* из ( 3 ) в силу 
_ " ^ . -V^ 'Л * следствия 5 

В силу непрерывности отображения ^ и ограниченности пос­
ледовательности вехтеслв ( "^л . последовательность векто-
ров ( ^ Э С - - ^ ограничена в пространстве V .Следовательно, 
в силу уоловия б ) определения I пвследаьатгль эсть векторов 

^ " ^ ^ о С г | ) л л ' " З * ^ 0 6 ^ ) относительно компактна в пространств 
1в "2 . , т . е . существует подпоследовательность (Яп. « А - Х П . - -

^ э ц . )пооледсаате;.ъиооти С тКл4^$*р**Цш,)ш 

оушествует такой вектор 2. €-2.что 
г - ^ С з ^ ^ ' И ^ . ) ( 5 ) 

Тогда иа рааевотх ( ч ) и ( 5 ) получаем нужное: 

7.3амечание.0тметиы,чте воли отображенне ^ -раврывпо, 
то предложение й .вообще говоря,не верно.Действительно.пусть 

* С & » , п ^ т 4 л / .Поолековательнвоть отображения6&,)<=1.еСХ,Х) 
определим оледуювим образом; 

т о г ^ 1АЛЪ1.$л% * о и в силу г б ^ ь ^ о ^ е с х ^ у ) . 
Ра»р»вное отображение ^ с 1̂  С V , ^ определим елевую 



«им «бравой: 

^ „ ~ $ .Тогда ^ е /~ СУД), но пе-
елвдввательнееть отображений ( 9 п

ь ^ п ) <^ 1_(Х/?)не схолит-
оя даже поточечно к отображению ^ь^Се С С С Х> *9 .Дейст­
вительно .при х - е.х \/л€г Л/ с ^ о _ ^ о с - е /̂ ,а последова­
тельность векторов С&ъУ не имеет предела в пространстве 

Отметим,что если ^ ^ ^ Ь ^ с Ш ^ и ^-1еСУ/2Д 
т'в последовательность отображений ( ^ 4 . , ) с . 1_( У,,^) сходится 
поточечно к отображении) I- .Но если отображе­
ние $ разрывно .то утверждать,что %*^^г^^Г^^^ К2)' 
вообще говоря,нельзя,Действительна .пусть Ч 1 = 1 *- — 3̂, ,Х = 
{ с -хсм^^^К^п^Определим отображение 5 й Х.,Х) 
следующим образом: 

и пологам УЦ|У .Тогда $ € I- С ^ ^ . П о с ­
ледовательность отображений ( ^ ) с : 1.6 СУ> 21) определим 
оледующим образом: 

Тогда & т . ( 1 # Л - 0 и поэтому < ^ . ^ Ъ » ф е 1 Ж У / 2 ) . Н е в то 
Ев время для ограниченной последовательности векторов (€,)сХ 
последовательность векторов 

ве будет относительно компактной в пространстве ^ . 

6.Предложение.Пусть X и V -нормированные векторные 
пространства .отображения ( $ „ ) с : ( _ С СХ, У ) и ^ € / - С Х / У ) . 
твховы.чте лля любой ограниченной паеледевательноети вектв-

"ров С*эс^) с Х последовательность векторов ~ ^ Х " и ) 
ограничена в пространство V .Тогдя ^ е Ь С СХ,У)н сущес­
твует такое число С > О ,чт# • 

Уъ<сМ « е , й 5-1/ « е . 
Доказательство.Рели пр^лположять.чт» втебрчжение ^ 

рьэрывло,т« суюветаует такая пооледоввтельнесть векторов 
Сои,) с щ ( о д ) ,чтв <А^и I) ^асиК « си* .Метолом индукции 
выберем из последовательности С х ^ ) мдомедевателькооть 



С Е п . ) твн.чтобы 

Тогда 

Следввательно.последовательность векторэв ( $„2п -
не ограничена в пространстве V ,чте противоречит условию. 
Таким образом выполнены вое предпосылки теоремы 3,поэтому 
существует такое число б, > О .что Уп&Г/ 1|$„|(.4' 6 и так 
как число С можно выбрать большим числа И 6\\ ,то и 11̂ -11 * О . 

9.Следствие.2сля для некоторого отображения -/«гС(ХД) 
существует такая последовательнооть етображенкй С^ч! 

М и су ­
ществует такое число Ч>0 ,что 

Уги&К * С . И Ш * С . 

1С.Теорема.Пусть X -всюд^ плотное векторное подпрост­
ранство иодированного пространства 21 , V -банахово про­
странство .последовательность линейных непрерывных отображе­
ний §п, ! X 1 — * V оеквенииально компактно аппроксимиру­
ет линейное непрерывное отображение ^ ! ){ I — * У , | и ф — » У 
-единственное линейное непрерывное про;:алжение отображения 

5^ на 2 и 3 — ^ У -единственное линейное непре­
рывнее продолжение отображения | на 2 . .Тогда 

5 ашг^у). 
Доказательство.Покажем,что для последовательности ото­

бражений (^^аЦС^У)* вля отображения ^ С С ( . 2 у У ) вы­
полнена условие а ) определения I .Действительно,так как 
^ г ь ^ ^ 1 ^ $ € 1>6 (Х,У),те в оилу слонетвна 9 

Из неравенств ( б ) и из того ,чтоУпеЛ/ Й ,̂|1 = 1 П̂|М1§Ц = (Ш 
олепует,что 

У«€г/У С , И § Н 5 С . . ( 7 ) 
Пусть вектор выбран произвольно и пусть -произ­
ведено е положительное число.Тогда из равенства X ~ 2 1 
олодует.что ш 

Э ж е Х : < х - г * ^ ц ё : . ( я ) 



Из ТОГО,ЧТО ^ о с = - • - ^"Чй получаем: 

Пусть Л. > (Чч .ТОГДА в силу оценок ( 7 ) , ( В ) И ( 9 ) полу-

К )̂!-мг-эси - § Ч- и *с. Щ• * ^ +4 - г Ш^^1 
следовательно,&>>^ <?Лг = в * • 

ПОКАЖЕМ,ЧТО для последовательности отображении ч ^ ч ) и 
отображения ^ выполнено условие (.) определения I .Пусть 
С 2 „ , ) -произвольная ограниченная последовательность лекто­
РОВ в пространстве 2 .Тогда в сяду равзн-тва X — *~ су­
ществует такая последовательность вркторив С э с ^ с / 

п г я - э&Д) 4 ф% ( 1С ) 
Из неравенства ( ТО ) и ИЗ ограниченности последовательнос­
ТИ акторов С'йо) в следует ограниченность последова­
ТЕЛЬНОСТИ векторов С ,̂) в X .ОТМЕТИМ,что 

ТАКИМ образом 
б^г г * ~ ^ 8 * ^ -1 эи,Я = 0 ( I I ) 

ТАК как'" последовательность векторов С^^ос^ ~ д тх̂ ,) • С^Т,-
~ $1^)ОТНОСИТЕЛЬНО компактна в ПРОСТРАНСТВЕ т ,то г си­

ЛУ ( I I ) ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ векторов С§т.2:̂ ~ 3 в т ~ 
НОСИТЕЛЬНО КОМПАКТНА в У .СЛЕДОВАТЕЛЬНО , ^ С Л 1 4 , ^ е/_<^С2,У2 

II.Теорема.ПУСТЬ X , "У И 21 -НОРМИРОВАННЫЕ вектор­
НЫЕ ПРОСТРАНСТВА, 4^^^» 0 Е Ь Д О * * № М 
ТОГВА 

I! %° Ы1 = 0 . 
^ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.Ми можем ГОВОРИТЬ'О НОРМЕ композиции 
ОТОБРАЖЕНИЙ ^ И ^ потому,ЧТО в СИЛУ следствия '+ С У ­
ЩЕСТВУЕТ ХАКОЕ ЧИСЛО п^еЫ .ЧТО ДЛЯ В С Е Х П^гц, ^ б С € - р ^ ) 
и <^^1-6(у, Л) .ДОПУСТИМ,ЧТО УТВЕРЖДЕНИЕ ТЕОРЕМЫ I I не вер­
НО .ТОГДА СУЩЕСТВУЕТ ТАКАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ СТРОГО возрас­
тающих НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ С*^;) .СУЩЕСТВУЕТ ТАКАЯ ПОСЛЕДО­
ВАТЕЛЬНОСТЬ ВЕКТОРОВ Ох:/)с: 5^(0,1) и СУЩЕСТВУЕТ ТАКСА 
число СО > о .ЧТО 

Ч ^ - ^ - и ^ * - » . ( 1 2 ) 



1ч.Предложение. Рели я предгильбертовом пространствеХ 

С друге Я стороны,так как - Р & 1-ССХ_,У,) ,тв су­
ществует такая подпоследовательность ( 4', ^ / ^ пов-
ледвдателькости С .Т'»̂  'хя ) и существует такой вектор ^6:7 
что , . 

»ъ * ( 13 ) 
Нескольку с ' * : ^ > 0 € (?СV^ 2.") ,т* в силу следотвия 5 и 
равенства С 13*} справедливо следующее равенотво 

««г "Жш ^ а / ™ л коте рое противоречит неравеиотву ( 12 ) . 

1°.Следствие.Пусть X -норииревенное векторное про­
ст ран с;..; , 

4 ' к > ^ с^1.е<:х_,х; .тогда и * о , 
13.Замечание. Рели при всех остальных предположениях те­

оремы II ф 0 € ибСУ,2) ,то нельзя утверждать,что 
~ ® .действительно .пусть X - V - 2 - ^ 2 . > 

^п, ~ Щ -тэчтестзеннее отображение в и последова­
тельность отображений С$А^'<ЕСФС&з-'&З т а же,что в 
пункте 2в).Тогда ^****ИО«^^40 

' /3« . & ^"^ ? ' О » так как 
У*&Л> )|%^Л **1 -.и/ - 1 • 

ЕСЛИ В ЭТОМ примере попенять местами последовательности ото­
бражений С ^ ) с 1ЙС4, 4 ) « 0?О .то видим, 
что при условии ^ ^ О е ( С Ч > у т ) и ^**ьй* Ое1еСУ,г) 
утверждение теоремы II.вообще говоря,не ье;но. 

Однако справедливо оледуптее утвер*дение:пустъ У- , V 
к 2 -нормированные векторные прост ран ства, } ь ^ 6(Х,\) 
и Ф $ X 2.3 -допустим,что о; >а из последователь­
ностей отображений ( ^ ) или ( ^п.) сходится к нулевому ото­
бражению по норм е.ТОГ да 

I ^ & и - о 
действительно ,в силу следствия А существует такое число п^*Ы' 
что последовательности чисел0| Ь *\\). п и) « * 
раничены,причем по условии одна из ПАХ стремится к нулюа 

тогда из неравенства [ ) ^ ч . ^ п | ( % !1>К Ч Ы1 слагает нужное. 



последовательность линейных самосопряженных отображений 
бгп, • X 1 — * X оеквенкиаиьно компактно аппроксимирует ли­
нейное отображение ^ : X ' * X . т о отооражение $ 
является оаыосопряжённым.начиняя с некоторого числа ПсбЛ/ 
для всех Л- ̂ 5 *"1<ь отображения $ С I-С (ХЛХ) и 

Доказательство.1? силу поточечной сходимости последова­
тельности самосопряженных отображений (. к отображению 
^ Ц Х ^ ) ^ 4 само является рамосопряженным.Посколько ^ - л ~ 

0 ^1С(Ху>0.хо в силу следствия ч существует такое чис­
ло По <~ Л/ .что для всехП/? '1с ^-^'-.СО^лО.в и з следст­
вии 12 й^кьЙС^„-^)2 // = 0 Так как отображения ^ и 

^ -самосопряженные,то таким же является отображение ^ 
-^к. - 5 .следовательно,пли всех иги^-^1\~\1^~^1Г-

По'атому 1ицу \\ Я | г = 0 . т е . I/-|„ - Л . - О 

15.Теорема.Пусть X -банахово пространство, V -нор­
мированное векторное пространство и последовательность ли­
нейных отображений ^п.! X ' — ^ У секвенциально компактна 
аппроксимирует линейьый гомеоморфизм ^ ; X 1 > У .Тогда 
оуш,ествует такое числоЛо^А/ и существует такое числе О>0 
что для всех По X ' ^У -линейный гомеомор­
физм и 

Уп^Пд. У х е Х V мхи ( 1ч ) 
Доказательство.Если утверждение теоремы 15 не верно,то 

существует такая подпоследовательность С ) последв-
вательнотгиС4О и существует такая последовательность 
векторов ( X ) ) С 5>л (е>,4) ,что 

II зЦ Э<д; Ц . = 0 ( 15 ) 
Из уоловяя б ) определения I последовательность векторов 
^ Ч " ^ ~ 5 ^ ) относительно компактна в пространстве 

У .Следовательно,существует такая подпоследовательность 
С 1*4у»%Г * 0 0 (I л ) *медовательивоти - 1 %Ь 
и существует такоГ. вектор ^ € У .что р 

В силв равеяотва ( 15 ) из равенства ( Тб ) следует,что 
5°^^-~ 3 .Так кии X -банахово Пространству и 

4 ! X | »У -линейный гомеоморфизм,то ~ :тХ 



Следовательно, — ^ € $ X и поэтому существует та ­
кой вектор ос ь X .что 5 х ~ - М з того,что ^ Х ' — * У 
-гомеоморфизм 

ОС: ~ т с - ( 17 ) 
Откуда в силу следствия' 5- и ^ а в е н в т в а X 15 ) 

Но так как"\/т.<^Л/ € ^ х ( о , 0 и 5> Х (С ; I) -замк­
нутое подмножество в пространстве ,Х ,ти в силу равенства 
( 17 ) 01 ц З х ^ Ч 0 -Таким образом и ИхнН, 
что противоречит том;',что 5 I X ' ; *У -линейный гоме­
оморфизм. 

16.Теорема.Пусть X и У -банаяовы пространства, 
последовательность линейных отображений ^ X 1 *У сек­
венциально компактно аппроксимирует линейный изоморфизм 

; )( 1 > "У .Тогда существует такое число ^ С г ^ ,что 
для Е с е х П - ^ г ^ X1—*У является изоморфизмом и суще­
ствует такое число С > О ,что для всех (!.:>. К1с 'I ^ 11̂ 6 

Локезательство.В силу теоремы 2Ъ из С 21 существует та­
кое число Л/ .что вля всех >ъЪ )Ъ± отображение 
биекпия и тогда из теоремы 15 получаем ,что для всех л«ста-
точно больших А/ <3г /У ( ГЬ > ) ^ (_С ( V, X ) , 
причём в гчлу ( 1ч ) вля всех п, ~Ъ г%о и 

гге число <2 -=. т|-?0 . 
Из неравенства ( 1ч ) следует,что если для некоторой 

последовательности векторов (эсл) с А 4 г 1 ,зс„ = 0,тэ 
и. '-уг» ООп- С.По'ажем на основании этого,что если для некото-
рой псследовательности векторов С'ЕкО с_ X и некоторого век 
гора X 

= 5 * , ( 19 ) 
то ^ ^ п . ^ ^ — 2 .Пусть -ае^ с ~ 2.„- ^ .Тогда, учитнвая то, 
что в силу условия а ) определения I = г по­
лучим м равенства .( 19 ) , что ^-^ху / и , .откуда 

Покажем теперь,что в л я последовательности отображений 



С^1)с:1бСХ^)и 7 ' л я отображения $ ^е^^.СУ^ X) выполнено 
условие а) определения Т .Пусть Еектор ^ ^ У выбран 
произвольно .Определим вспомогательную последовательность 
векторов С2 и , о X и вектор ^ е - У следующие обра­
зом: , ( 

Тогда в силу определения последовательности векторов ГвО 
и вектора 2.^X -^^пъ А^п-^ .откуда Ют,^^-^ или 

Пусть ограниченная последовательность векторов ('•эсм')сХ 
и последовательность векторов с X таковы,что 

С ф С ^ Я к - * - ( 2 0 ) 
Тогда существуем такая подпоследовательность (сег^-— 2.»-^) 
последовательности ( ^ м - 2 ^ и такой вектор ^ с Х .что 
&лги,(эс„. - 2п ^ = .Действительно,в силу условия б ) опре­
деления I1 иослгттовательность векторов СЦ^^ - ^ отно­
сительно компактна в пространстве "У .Следоватольно.сущес­
твует такая подпоследовательность С-^^л'^^ — & и су­
ществует т ?кой вектор и - с У .что 

о=#у - $*кЛ - ( 21 ) 
Тог'да из равенств ( 20) *и ( 2Т ) получаем,что 

Так как $ '• X > — У -изоморфизм,то 

Нам осталось показать,что для любой ограниченной последова­
тельности векторов С ^ У Т Л ^ У последовательность веиторо» 
^ У** ~ &"г* ^ п~* относительно компактна в прост­
ранстве X .Определим вспсогательные посчедевательнес-

; - и векторов С"Х*С) и ( 2 ц ) из X следующим обраяом: 

Тогда в силу ограниченности последовательности векторов 
С в пространстве У из неравенства ( ТЯ ) последо­
вательность векторов СъСгС) ограничена в пространствеХ • 
В силу определения последовательностей векторов ("х^) и 
для любой подпоследовательности (^ 'ас • — ?п^'_) последо­

вательности С Х « - "2„) 
&г*ъ (А X * - / 1 0 щ с О. 



Тогда сущвствуе"" такая педпеоледевательнвоть (ос„^ -
последовательности ( я ^ - ^ " ^ ) й существует такай вектар 
; 4 « Х ,что 
% -Ь .Таким образом мы показали относительную компакт­

ность по следовательно от и векторов С 5"^^,- ^^Зпэгт*,* про­
странстве X . 

17.Теорема.Пусть X и У -банаховы пространства и пос­
ледовательность линейных непрерывных отображений ;г„.Х'—>У 

. секвенпиьльна компактно аппроксимирует линейное непрерывное 
отображение ;у! X '—=>У .Тогда отображение -изоморфизм 
тогда и только тогда,когда существует такое число Ле&н , 
что для всех И, «1с отображение ^ -изоморфизм и суще­
ствует такое число С > 0 ,что для всехп^Пь Н~^ЩС-

Доказательство.Необходимость следует из теоремы 16. 
Достаточность.Отметим ,что 

У х е Х || $-ссУ = || '^К I / ^В^|ГПзс'/ > С " ' , х " (22) 
Из (22) следует,что отображение ^ е 1С|Х,У.) - линейный га-
иеоморфиэм и в силу пллноты пространства X = т Л .По­
этому нам осталось паказать.что = У .Пусть ^ е У - п р о ­
извольно выбранный вектор.Из условия теоремы 

У>г?Лс З-эс^&Х : (23) 
Отметим,что из неравенства Йх^Ц ЗИтл'мИ&^|(^1/следует егра-
ниченность последовательности векторов С^у,") с X .Тогда 
в оилу условии б ) определения I последовательность векторов 
С^и'2еи ~ относительно компактна в пространствеУ . 
Следовательно,существует такая ее подпоследовательность 
С-5«^Эс».;'~ -^-Хъ^ к такой вектер ъ. <&У ,чте « 4 * * ^ Ж | 
- %ЗС*Л = 2 .Поэтому в силу (23) 13 , • 

В силу вамкнутости области значений отображения ^ сущест­
вует такой вектор ос е X .что .Покажем.что 
ос •= б - р . .Действительно ,в силу (22) 

. Ц з с - х ^ | * С Н ^ С о с - | =С I I 5 * ^ 1 1 . 
Откуда,переходя к пределу при ги—=»• оо^пелучаем нужное. 

Теперь нам осталось воспользоваться результатом следствия 5 
•Ш Иль, ^п.Хп; = З̂С 



Тв.Определение.Пусть X и V -нормированные вектор­
ные пространства,отображение ^ € 1_СХ,У) называется от ­
носительно открытым, ее ли существует такое число & > 0 ,что 

| б ' х Щ$ э ^ Х Л в у (о, О • Г аг ) 
Семейств© отображений С^)ц&А С Ь С X , называется 
равномерно относительно открытым если существует такое чис­
ло й > О , 1ТО 

19.Предложение.Пусть X и У -нормированные вектор­
ные пространства.отображение 5 * С л^У) и подпростран­
ство ^ ~ 1 { о } имеет топологическое дополнение в X , т . е .Х 
можно представить в вире прямой топологическо# суммы :У"1{о] 
и некоторого замкнутого вектороного подпространства 21 : 
Х - ^ Ф2 .Тогда отображение $ относительно открыто тог ­
да и только тогда,когда для сужения отображения $ на 2 . 
существует таксе число а > О ,что 

V 2 6 ^ || ^ г II » а, I/ г // - ( 25 ) 
Тока^тельство .Так как ^"''{о] Г! • т в оужение отобра­

жения ^ на 2 является инъекцией.Следовательно,для любо­
го вектора а 5 2! \ 4 с ] .Отметим,что 3-г 

поэтому в силу ( 24 ) существует такой вектгр ЗГ* /3^ { 'о,*), 
что ^ 

Из того,что X = $**4о} следует существование линой-
ного непрерывного проектора Р ; X ' * X на 21 вдоль 

5 . т . е . Р Х = 2 1 и р~Ч&1*$*ЩЛщт$!к 

У х с - Х &•* . СМ ? 
В силу ( 26 ) &»оэс = Д * * . $ * .поэтому $ ( р о с - 3 ^ = 0 
и так как (ох - ,4— -Ч. ^ 7_ ,то р о с — ? - О . 
Следовательно, Ц р Х |( = Д - .цЫ1,т .в . . 

Ц ^ ^ Ш ^ ( й & : ! ! ! ? Ш И а 1 1 ( 2 7 ) 

Тоотатвчносгь.Покаием.что в качестве радиуса шара 
( 0 , ё) в опенке ( Рч ) гожие взять чиоле СЬ из нера­

венства ( 25 ) . Т . Р . покажем,что из ( 25 ) оледуот 



Действительна,пусть Ц е в у (о,<*)П 5 X -произвольно взяты! 
вектер.Тгк как ^ ) ( [ш р X ••= $2. .те существует такой 
вектор 2: *г 2 .что у - ^г"2- .Покажем,что 2. С ( ^ З ^ 
с Й ' х / ^ ^ силу ( ?5 ) 

2С.Следствие.Пусть X и У -нормированные вентерные 
пространства,семействе отображений С ̂ 3^^^ С? [^(Х,У) 
таково,что У'*1*$ X-4^ЧсО^ "2.^ и существует такое чис­
ле с > о .чтоУа^А 1|&||^е . г д « Ь ! X » — ^ х . т л и -
нейный непрерывный проектор пространства X ка 2^ вдоль 

{ о | -Тогда семействе отображений ( ^ ) и е . д равномерно 
относительно открыто тогда и только твгдя,кегле существует 
такее число а > о .что 

УгсЗ^, Н ^ г Н ^ а н г п . 
Геказательство.Необходимость.В силу оценки ( 27 ) чис­

ло О. > 0 мсчно взять,например.таким,чтебы г 

В силу условия следствия указанному усдоэип удевлетворяет 
числе . 

Достаточность.Здесь мы даже не будем пользоваться о г ­
раниченностью множества/и ь[ 1 /^ /^ибе в силу (2В ) 

Ул. е-А ^ В'л (о, 4) а П в'^ф. 

21.0тметим,что если X и У -банаховы пространства, 
6 (̂  и ядро отображения ^ имеет топологи­

ческое депелнение 2. * пространстве X .то понятия нор­
мальней разрешимости и относительней открытости отображения 

равносильны. 
Действительно.Если ебласть значений ^ X • замкнута в 

проотранотве У ,те в силу полноты пространства У ^ Х̂~ 
также будет банаховым преотрапотвем.Так как 2 замкнуто 

в банаховом пространстве X >т* 7. - само полное прост­
ранство .Теперь в силу равенстве ^ 2. = ^ Х и того,что 
сужение отображения. ^ н» 2 . -инъекпич, в силу принципа 
открытеотв отображений следует,что существует такее число 

а> О ,чте 



Обратно,в силу полноты подпространства 2 .предложения 
39 и уценки С 25 ) область значений ^ 2 т ^ X полна в 

пространстве У и,следовательно .замкнута в нем. 

22.Пусть X и У -банаховы прэстранства .^^^» $€(_С(ХУ) 
отображение -нормально разрешимо и сЛ>уи 5~ ' { о ] ^ + ^ - Т о г ­
да в силу теоремы 19 из С2Л существует такое число 
что для всех п^п* с^ет^'М <г|• Г'|<=].'.Таким образом,в силу 
21 и того,что конечномероое подпреетранс-во банахова прост­
ранства имеет топологическое дополнение,справегливо следую­
щее утверждение: 

если X и У -банаховы пространства .отображение^1б(Х)'У) 
-относительно открыто, с/|'уп ^ о ^ о о и 5,^-^'» $^Ц?(ХУ^ , 
то существует такая последовательность подпространствГ2.^ 
пространства X .что 

У п > п 0 х *2Ч*$~Л1*Ь < 2 9 ) 

23.Теорема.Пусть X и V -банаховы пространства .пос­
ледовательность линейных непрерывных отображений^; X'—^У 
секвенпиальве компактно аппроксимирует линейно'* непрерывное 
отображение ^ ; X * — * У и 4й*у'$г§<&}< 0 0 .Тогдае/,',тп у~|о$= 
~ о/ , т -^~' {о]для всех достаточно белызях ^С-А / тогда и только 
тогда,когда существует такое ":исло о . > 0 т; существует та­
кая последовательность подпространств ( 2 ,. ; пространства 

X .удовлетворяющая условию ( 29 ),ЧТЙ 

Деказгтельвтво.Необходимость.Так кв?.с!,гл *-оо,тэ 
X = Ф 2 .Обозначим сужение отображения ^ на 2. через 

^ ,а сужение отображения ^ на 2 через ^ , -Твгда ото -
бражение а $1(!,(^Т) является в силу предлвяения 19 лииейнкм 
гомеоморфизмам и ^ с - " ^ $С-Щ У) .Зледэгательн*,в си­
лу теоремы 15 существуют такие числа ^ 6 А / я а > 0 ,чт« 
для всех 

V * е- 21 ЙI * 1 М 0 I.» Н ! ' ( 31 ) 
Из ( 31 ) следует,что для в с ? х л ^ о А 7~П $^ \ =̂ { о } 
а так как в силу усложия теоремы 2 • 4~^о]=:Х и существ-



25.Определение.Пусть X и У -нормированные гекторные 

вует такее числе Л/ 4 е Л/ ,что для в с е х ч ? / ^ ^<т^п{о}^ 
^ ' т ^ о ] . т е для всех «г ̂  - т й ^ ^ , ^ ) 

Х = г ® ( о ) . 
Достаточность.В силу 22 нам нужно показать,чте для всех 

лестатечно большихпеМ с/|>^^,{е)*б/*да^{ф т . е . з силу 
( 29 ) показать.что для всех достаточно больгаих Лб-У 

$~'{о{П2„^о$ ( 3 2 ) 
Допустим,что ( 32 ) не верно.Тогда существует такая после­
довательность векторов С 2гЛ с Х . ч т о 

У п ^ Л / ъп**'Ы№*Й$х$т) ( з з ) 
В си-у квнечномерности подпрвстранства 4 ~ Ч ° } и егранн-
ченнести последовательности векторов (1 <с оЗ сущес'1 
твует такая подпеследовательно сть С последовательности 
С^п) и существует такой вектор з* & 5~'-|^чтв 2» •= 1к . 

Поэтому в силу закнутости сферы о у ( о ^ ) • в силу у с ­
ловия ( 33 ) : 2 е З / о , О О Г ' | с < ] . 
Т®,ГЕЭ в силу следствия 5 2^\* $1* О.Поатему в езлу 
( 33 ) и ( 30 ) &опъ Ъг^'т 0 ,или получено прьтизоре-
чие: 0 = г е ^ х (о,^) . 

2ч.Ясли X -гильбертово пространство, У -банахово 
пространство, 4 <с |_С ( Х Д ) ,то Ж-.-*$*<И* % .гт^е 2_ -
ортогональное дополнение подпространства $ и { с ] 2 X . 
Тогда в СИЛV 21 и 20 как следствие теремы 23 получается те­
орема I из С 3.1 : 

пусть X и У -гильбертовы пространства .последователь­
ность непрерывных отооражений ( } с 1_С(^Х)секвенпи8льн<» 
компактно аппроксимирует линейное непрерывное нормально 
разиешимое отображение ^ с 1.<1{ХУУ) н с/( г>ч о|*>»Тогда 
м я тего^чтсоь! для всех достаточно больших п^л/ с(^тУ^{а) = 

^̂ Г**(с>|яеобхо>гв§ио> и достаточно .чтобы с; дествовали число 
Яо в N * О > о такие,что для всех п отображения ^ л 

были ВОРЫАЛ1НЕ разрешимыми и 

где ? п с X -ортогональное дополнение к ^~„{о] в X . 



пространства, 2 -векторное подпоет ранет во пространствах , 
линейное отображение $.7. ' — * V называется замкнутым, 
еоли еге график является замкнутым векторным подпространст­
вом нормированного пространства X х V . 

Если -̂ ->
| "2. С X 1 —** У -линейное отображение,то для 

его замкнутости необходимо и достаточно выполнение следую­
щего услевия:если последовательность векторов С в ^ ) с : 2 . 
сходится к вектору 2 с X и пооледоватольность их образов 
( Л ^ О сходится к вектору у е \ ,то 2 е 7 . и ^ = ^ . 

Если 2 <̂  X и 2*—^»У является замкнутым линей­
ным отображением,то будем писать, :то ^^^&^С^-СУ) 

26.Отметим,что если X и V -банаховы пространства, 
^ 1 е е ( г с х / . 0 ц$*МС^у) 

У^) . ( см . С*0 задсча 5 .6 . стр. 209.) 

27.Предложение.Пусть X и У -банаховы пространства, 
2 -вектороое подпространство прстранотва X .отобра­

жение 5-еЬеИСгсх^У) и $ ^ Ц ^ У ) .Тогда с у ­
ществует Та1чве число Пе & Д/ ,что для всех г\^> 1с о т о ­
бражение $я<$ ш&сх, у ) . 

Обратно,если существует такая последовательность о т о ­
бражений с 1 Й С г с \ ; У З .что ^ с - ^ $ 
то ^ е К Х С ^ ^ х ^ , у ) . 

Доказательство .Так как ^ - ^ - ^ ̂  Щ^^'У) .те - ^ „ - - ^ 
с - ^ ^ 0 сЬ1(^г)и в силу следствия ч существует такое число л-0еА/ 
что для Бсехл^.;^ .Поскольку^еШСг-сЧ^, 
то в силу 26 для всех п >. п̂ . отображение &,=(зЧ, — + 

Обратно,если для всех п > п« - Г ^ ^ в С ф е ^ м отобра­
жение Ы & # * < * ^ $ > * * 1 как ^ - ^ ^ ( ^ - . ^ я для 
всехп^/г , г -^&1е<ХУ) . 

28.Пример.Пусть X - V - % , 2 = {Сэсс^бг^I 2 Ц " « ^ « 3 
и отображение ^ <= [_ ( .2, "г') определено следующим образом: 

Пусть последовательность отображений <п /_С С2^ V) оп-



ределена тзк: 

Тогда ^ 4 1 . е е О с Х , У ) , $4+$*Мй* $ е 1 С 2 , У ) но пос­
ледовательность отображений ( + не сходится к ото­
бражению ^- по норме.так какУь^л/ . 

29.Теорема.Пусть X и V -банаховы пространства, 21 -
векторное педп ростра нство пространства X , ̂ и

с с ^ $*кСЦ>У2 
и ^ ё^С&С^^Х ,̂ У,) • Допустим,что отображение -инъек-
тивно и относительно открыто,теда существует такое число<л>о 
и существует такое число Ло&У.что 

У п > ^ У * с - г Щ > , 2 / ' > , а 11211 
т . е . для всех П т> отображения ^-^-иньективны и с е ­
мейство отображений ( п. -оавномерно относи­
тельно откр-ло. 

Доказательство.В силу предложения 19 существует такое 
чиоле > О ,что 

У * * * й{*Н * а< II ^ 1 | С 3* ) 
Следуя Секефальви-Надю введем в пространстве нермуЦ ||̂ , 
определенную следующим ебрязом: 

У * * г К« II± - и г Л ч г и у ( . 3 5 ) 
Тегда II П^ )̂ является банаховым пространством,етоб-
ражениеХе1е((г.,|| у ) .Кроме того ДОНсЦвК* 1ДрЧ>. 
потому что запас ограниченных множеств в пространстве(2Г^|/ \\̂  
меньше,чем в пространстве О?-} II И).Покажем,что отображение 
^ является линейным гомеоморфизмом пространство(2, ц ц ) в 
пространстве У .Действительно,в силу ( Зч ) 

откуда и из ( 35 ) 

В силу теоремы 15 существует такое число 'ЧСг^У/ к существу­
ет такое чиоле <3 > 0 ,чте 

еткуда в силу ( 35 ) 
У п ^ п о У г е г И ^ И у * а II 2 / / х . 

30.Теорема.Пусть X « У -банаховы пространства, "2 -



векторное подпространство пространства X и последоватедь-
ность отображений^,, ) <с 1 ^ . ( ^ с X , У_) секвенциально к«м-
пактно аппроксимирует отображение ^ с-1 ^6^С2 , У ) .До­
пустим,что отображение ^- биективно и СУ,~2!).Тог­
да существует такое число ^ С-/V ,что для всех п-^/То 
отображение -биективно, и последова­
тельность отображений О ) п ч г и секвенциально компактно 
аппроксимирует отображение . 

Доказательство.Пусть \1 1/̂  -норма в пространстве 2 . , 
определённая в условии ( 35 3.Тогда ^- 1 ^%>;^!_С((г | \\ Н^)^) 
и отображение ^ -изоморфизм банахоза п^хзстраг отва (2._, II 1ц) 
на банахов» пространство У .Следовательно ,в силу теоремы 
16 существует такое число ги, & г/ ,что для всех ото ­
бражение $ л - б и е к т и в н о , ^ ^-1.^С V , С2., К и,")) и 

^ъь+ГЬ^йСМт.^ п,>) . ( 3 6 ) 
Тогда из неравенства \|"ггНх 5 11'Н1|д следует,что для всех По 

6 I-С С У/2,и И/})и так как всякая относительно компак­
тная последовательность векторов из пространства ('4, || /1А) 
будет относительно компактной последовательностью в прост­
ранств е(г,|Л1х), то из условия ( 36 ) следует,что 

31.Теорема.Пусть X и У -банаховы прэстратства, "21 -
векторное подпространство пространства X и псзледователь-
нооть отображений (. с: 1_Щг.сХХ)секвенциальн© компактно 
аппроксимирует отображение Щ(7.сХУ).Тогда отображение 

-бие^ция и $~ «с 1 - й О ь ^ т о г д а и"; толь.» тогда,когда 
существует такое чсоло ги> ^-Л/ и существует такое число 4*0. 
что для всех п :> Юс отображение ^ - б и е к и и я , 

и п ^ 1 | * < Ъ . щ 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
теоремы 30 и впирается на результат теоремы 17. 

Автор выражаем глубокую благодарность и;признательность 
своему научному руководителю И.В.Карклиньву за внимание к 
работе. 
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УДК 513. 88 . 
УСТОЙЧИВОСТЬ СВОЙСТВ СПЕКТРА ЛИНЕЙНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ ПРИ СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТ­
НОЙ АППРОКСИМАЦИИ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

З/Д.Лабеев 

Введение.Устойчивость свойств спектра линейных непре­
рывных или линейных замкнутее отображений,действующих в ба­
наховых пространствах,на случай к г /я близость д*ух отобра­
жений определяется посредством нерыл отображения и^и пос­
редством раствора между их графиками.изучалась многими ма­
тематиками.Предлагаемая работа дополняет исследования Г.М. 
Вайникко [̂ ^3 ,где близость отображений определяется в 
смысле секвенциально компактной аппроксимации. 

Основными в статье являются теоремы 4,6 Д2,21,23и?4 в в 
которых рассматриваются условия непрерывности спектра при 
секвенциально компактной алпроксимапии.или те условия.ког-
да можно г^орить о верхней непрерывности спектра.Я теоре­
мах, 15,17,26 и 2Я рассматривается вопрос о секвенциально 
компактной аппроксимации резольвент линейных отображений 1 
банаховых пространствах. 

В статье много ссылок на работу автора СсЛ -Так как обе 
статьи находятся в одном сборнике,то это не вызовет затруд­
нений при чтении предлагаемой работы.Что касается основных 
обозначений,то мы как правило будем пользоваться общеприня­
тыми обозначениями.подробно об этом указачо в введении к 
статье С С ] . 

Т.Определение.Пусть X -банахово пространство и^:Хн-*)( 
линейное отображение.Рели для некоторого числа Х е К ото ­
бражение X I - 5 : X ' * X .где ^ -тождественное ото ­
бражение в пространстве X .является биекпией и отображение 
(ЛХ-^уЧ1С(Х > Х) .те число Л является регулярным 
-чьелом.Множество всех регулярных чисел называется резоль­
вентный множеством и обозна < через ,Таким о б -



разем каждому числу Л ^ м ы 1 1 0 ж е м поставить в со­
ответствие линейное непрерывное отображение ( * > ! - — 
к(Д1^) .Определеннее таккм образом отображение Р\ ( • ^ ^ 
^э(^у^|_^^^называ?тся резольвентой линейного отображения 

^ ' Л'ножесть. всех чисел^)-^урфназывается спектром ли­
нейного отображения 4- . 

Отметим,ч:о если $\ X * — * У -линейное непрерывное 
•'.абражение.то резольвентное множество ^ р ( 0 является о т ­
крытым подмножеством в К спектр е ? ^ ) -компактным 
множеством.причем &С-±) С /31

к(0уНи) Лислод^-у^ ^ ^ 1 й С й 1 
на?чвается спектральным радиусом линейного отображения-^ . 
Отметим,что если V -линейное непрерывное отобр* сние.тФ 
Ц*Ъ$* ^У\1^\[ ( см. С г Л Т1Т .6^ . стр .223 . ) о 

введем следующую классификацию точек спектра (см. С-О 
стр.620 . ) : 

а) множестве всех таких чисел А & & >Д*,1Я которых 
•?ел?я*енке \ Х — 3* «е яиляется инъекцией называется то­
чечным спектром линейного отображения & и обозначается 
через <2р{^) .кажгое число множества с ? р б О называется 
собственным числом отображения 4- ; 

б ) множество всех таких чисел \ ^ ^ ) , д л я которых отоб­
ражение X I ^ -инъектиэне .подпространстве (А1 - - .0Х 
плотно в пространстве X • не совпадает с Х ! 

(^М")Х»назквается непрерывным спектром линейного сге б раде­
ния $г и обозначается через < 3 С С 4 ) ; 

в) множество всех тгких чисел Л ^ 2 С ^ ) » Д , Л Я которых ото­
бражение ]\1 ̂  ^ -кнъективчс ,ко п о д п р о с т р а н с т в о ^ ! -
не плетне в пространстве X .называется остаточним спект­
рам соображения ^ и обозначается через <2-с ( ^3 • 

Отметим,чте множества 8 ъ(4) » СоС ( У и ёс(^) 
не пересекаются и =Ъ р ( 0 у | ^ ( ^ у ^ ( 4 ) . 

2.Определение.Пусть ) ( и "У -нормированные ире стран-
ства .Будем геворить.чте последовательность линейных отоб­
ражений Х> у \ > у секвенциально компактно аппрок­
симирует линейное отображение ^ : X * А V если: 

а) "пля любого вектера о с <̂  X ш Е прос-



транстве I ; 
б ) для любой ограниченной последовательности векторов 

СХ^У С! X последовательность векторов С ^ Х * — ^ 
относительно компактна в пространств^V -
В этой ситуации для краткости будем писать: 

З.Из результатов § б С V Л следует,что если X -бана­
хово пространство.последовательность линейных непрерывных 
отображений ! К ^ X секвенциально компактно аппрок­
симирует линейное непрерывное отображение %\—^> X и 

р -связное компактное подм-ожество резольвентного мно­
жества отображения ^ ,то для всех достаточно б О Л Ь -

тИГ КеЫ ЛИбО р С^^Ыгл,). ЛИбО Р^&ъСЗгъ) . 
Оказывается,что на случай секвенциально компактной ап­

проксимации линейных отображений указанный результат можно 
уточнить,и справедлива следующая теорема: 

4.Теорема.Пусть X -банахово пространство и последова­
тельность линейных непрерывных отображений ^ п ; X » >Х 
сек-венпиально компактно аппроксимирует линейное непрерыв­
ное отображение ^ : X 1 > X .Тогда для любого открытого 
множества V С К .содержащего спектр отображения ^ су­
ществует такое 1исло п ^ е Д / .что для всехп->г1~ 

Другими словами,если рассматривать близость отображение 
в смысле секвенциально компактной аппроксимации,то из этой 
теоремы следует Есрхняя гепрерывность спектра. 

ТСсли перейти к дополнениям в множестве К ,то мы полу­
чим следующее эквивалентное утверждение:если в банаховом* 
пространстве X $ в 1~С<^ХА).™ для любого 
замкнутого подмножества М реэоль^нтного множественен 
существует такое число / Х с ^ Л/ ,что для всех чиселп^Мо 

Показательство.Так как * е I-С;(.Х,Л) ,то в си-
'лу следствия 4 из С € .3 существуют такие числа ПльМ и е>0, 
что для всех Г)>^ П± 

П К11 ^ С , (I * II * С 



Поэтому для всех *1Ъ гъ± множестве {Л€г М [ Ш > с ] со­
держится в ^РС^и) -Пусть р-М\{л^М | 1х|>с}.тогда Р -ком­
пактное множеств^ и исходная задача сводится к следующей: 
если компактное множество Р содержится в резольвентном 
множестве отображения д о существует такое число 
По^г Л/ .что для всехл>Рца Р ^^РС^) -

Предположим рчто это утверждение не верно .Тогда сущест­
вует такая последовательность строго возрастающих натураль­
ных чисел С*Ч$3 и т а к а я последовательность чисел ^ ) 
из Р ,что 

^ ; 1 - 2$от(ХаХ) , ' ( I ) 
где Х^О т (Х^Х^) -мчожество всех изоморфизмов пространств 
ва X на X в классе топологических векторных пространств. 
Кз компактности множества Р следует существование такой 
кодпоследовательности ( А ^ последовательности (Л^ ) 
и такого числа Х е р ,что &ЛУЪ да ^ .Тогда 
ЛДыМвЬ А 1 ^ С О ( , Х ) и поэтому в силу принадлежности чис­
ла Л множеству Р ( - 0 ^ 

Из условия (" 2 ) в силу теоремч 16 из ССЗ существует та ­
кое число У ,что для всех 

^ ^ ^ с € 1 5 0 Г У Х ( Х ^ ^ ( 3 ) 
Но условие С ^ ) противоречит условию ( 3 ).следовательно, 
теорема доказана. 

5.Лемма, ^сли X -банахово пространство ^^у—^ 0$= 
'ьх(Х,Х),то и+гьяръ 4^ - 0 • 

Доказательство.Покажем вначале,что 

Действительна, 

Так как в силу следствия 4 из С О существует такое число 
По ^ Д / ,что для всехп^Пс ^ ^ ^ Х , ХЗ и в силу следс­

твия 12 изСбЛ 11=0,то из н е р а в е н с т в а ^ * ^ |) 
Я из условия ( Ч ) получаем нужное. 



6 .Т еорема.Пусть X -банахово про ст ран ство,по следова-
тельность линейных непрерывных отображений • X» ?»Х 
секвенциально компактно аппроксимирует линейное непрерыв­
ное отображение ^ \ X* й ^ л я зсзхл^(\/ ^ ^ ~ ' ^ с ^ -
Тогда расстояние ' Х Ц о С ^ ; < ь ( 4 0 3 между спектрами^СО 
и <о6^У-в смысле Хауслорфа стремится к нулю при п.—* о о . 

Доказательство .Определим вспомогательную последователь­
ность отображений ( $ 0 < ^ С X, X) следующим образом: 

Тогда <^^±^ 0 <с ЬССХ^Х) И иоэтому в силу леммы 5 ( 3 -
& т , $ го .Отметим,что дли л^ого л<^Л/ 

разом выполены все предпосылки теоремы 3.6. С см. стр. 
265 ) .Следовательно,для всех *Ш& У Х й ^ г С ф З * * ? 1 - ^ 
и так как ^ - .а 1|>* ^ - © ,то 

'/.Замечание.Я теореме 6 условие: лля всех <"ЪС /̂\/( или 
для всех достаточно больших А.<^Д / } отображение ^ ком­
мутирует с отображение!/ ^*ч* является существенным.?сли 
оно не выполнено,™ даже в случае.когда Щ*Р ^ЗЦ~*И(*^ 
( что как известно .влечёт 1бСХ'^Х,) } равенс­
тво &цу X С ёС+^ ;&Сб^~)-0 может нарушиться(см.СгЗ 
стр.266,пример З . Я . ) . 

При этом дополнительном предположены.: в теореме 6 дока­
зана непрерывность спектра линейного непрерывного отобра­
жения при секвентг-ально компактной аппроксимации в том 
смысле что 
\ / б > о З п ^ е А / . ч т о ^ ^ г ^ ХСгС^}гС^)1<ё. 

В.Предложение.Пусть X -банахово про стран ство, ^ - ^ ^ ^ 
1_С(Х,ХЗ и ( ^ ^ с: К -такая последовательность чисел.чтв 
пля всех л,(^Ы > ч 0 ^ 2 ( ^ п ) - Т о г д а множество вс^ос предельных 
точек Р последовательнооти С Лгг4) содержится в^бЙ-

Показательство.Пусть Д ^ р -произвольно выбранная точ­
ка,Тогда существует такая подпоследовательность С 
последовательности ( Л ,чте Д — 6 н Я п , .Попусти* 



что Х\^ё(-г).ТвгЛа в силу открытости множества суще­
ствует такая замкнутая окрестность точки А ,чте 
М '-'Л^а) -Из последнего следует,чте существует такее 

ЧИСЛО р" € : ^ ,ЧТО ДЛЯ В С в Х Д А Ё-Н М СИЛУ 7 8 0 -
• О - • • Л '3 

ремы ч существует такой число ь̂ э> ^ с .что для всеx^>с^1 

М С; ^С^^.4) .Таким образом мы получили.что для всех,];?^ 
А ц - 6 Р ( з * 0 и б т о ж в Р е м я п о }олввию для л обе го , ^ е А / 

о . 
•Э.Замечание.Отметим.что утверждать в том,что длч любого 

числа Х^ёС^ существует такая последовательность чисел 
Х ^ # ^ 0 ,что \-&1~*уХ^ можно в том случае.когда последо­
вательность ото бражений(^^у: С̂* (.Х,Х) коммутирует с отобра­
жением . т . е . для л ю с о г е ^ А / -С ̂  . 
В ебщем случае это утверждение .вообще гегоря.не верно .Дей­
ствительно в примере Э,В( см.С^3 с тр .266 , ) спектр отображе­
ния равен В! ( о ') .а спектры аппроксимирующих 
•тебраженик 5^, ра-чы -Д^'Ч 0 .Пеэтему число Л — 0 не 
является предельней течкой для множества О 0 . 

1С.Пример.Если X -банвхево пространстве,-^5.^-3. 
IС (X, X ) и для любого (гие-А/ д 0 е а Д = <^гъ Л. <ь_те 
числе X необязательно принадлежит множеству ё р СО . 

Действительно .пусть Х = б ^ .определем зта брэжение^е-Ц.'Й!,^) 
следующим образом: 

Пусть для лобого л е Л / .тогда - ^ ^ • ' Ч » ^ й 1 ^ ^ ) 
и для любого л & V «ЙД17 О « 2м*!, Л ф .но 0^4/$) ' 

II .Пример. Коли ) { -банахово прост рэ не тво , ^ „ - ^ ^ > ^ & 
^ С С X; >у .для лйбего п^Л/ Л ^ с ^ О ^ ) и А - ЩУЪХ*. .то чн-
сл» А * - К не обязательно принадлежит множеству*! Ш.$Лс&0< 

Действительно .пусть X — вц, .отображение ' ^ ^ ) 
• пределам следующим обрезом: 

^ ^ . ^-.52 ^ = 1 
где С С ^ ) - ( о и л , , ) т б Л / - символ Кренекера.Пележим для любе го 

4- • Т , г ^ Для любого ь ^ е Л^ъ^^Ои. о = 1 ^ 



13..Темма.Пусть X -банахово просг ранство .последователь­
ность линейных непрерывных отображений X I — ^ X сек­
венциально компактно аппроксимирует линейное непрерывное 
отображение X ; X \ ;• X • М -замкнутое подмножества 
реэольвентнога множества ^рС^) отображения .Тсгга су­
ществуют такие числа 6-К/ и С > 0 ,что для всех <\ 

Цока^ат. ^ л ь с т в о п и л у теоремы 4 существует так', е число 
п, ^ С? Ы ,что для Е с е х л > п а М с р ( . "опустим.что 
•цевка ( 5 ) не Еерна.Тогда.переходя если нужно к подпосле­
довательности ,можно предположить существование такой после­
довательности чисел С \ л,4) с; И ,что 

Покажем вначале.что последовательность чисел С--.-.} егра-
яичеиа.Дейстактельно.в силу теоремы Ц изС€ Д существует та-
хве число О. > О ,что для всехп^Л/ I! 5 'I ^ °- • » $-«11 X 0 - -
Тогда при |А\ > О, для лпбою вектора х € - Х 

к пля лпбогс числа гиА .для любого веятвра 

Поэтому справедлива оценка лля всех ! Д : > <^ 

Таким вбразам.еолн 1А1 > 2.съ ,те в силу оценки ( 7 ) для 
ю е х / г > . п 4 ( /ДСАЛ^' }< "К ? Г 1 с , э т » м У условно ( 6 ) пожат вы-
пелниться^ если для всех достаточна больших пс-п/ Лп€&' (о,2а.)-

не О е в с ( ^ ) . 

12.Теорема.Пусть X -банахово пространство и последова­
тельность линейных непрерывных отображений ^•Г1. X X 
секвенциально компактно аппроксимирует линейное непрерывно; 
отображение д;Х*—> X -Тогда число А € ^ ( 4 ) тогда и 
только тогда,когда для всех достаточно болыпихп^/У ДейСн) 
и существует такое число ^ > О .что д.и всех достаточно 
больших п^Д/ $„У*/1 ^ С- • 

^аннап теорема является частным случаем теоремы 17 изЦс]. 



г 

8 силу еграничелностк последовательности чисел ( Л ^ ) и 
замкнутости множестваМ существует такая пелпоследеватель-
ность С^Иг) последовательности ( Х ^ ) и сушествует такое 
число А с.Ч ,что А ^ ^ р ^ - А о ^ и твж «ак И с ^ С } _ ) , т о 

Поэтому в сил"̂  теоремъ 16 и з С б Л существует такое число 
Й > 0 ,чтп для всех ^ е справедливо неравенство 

которое противоречит равенству ( 6 ) . 

14.Пусть X -банахово пространство , ̂ г,^-1^* ^С I. С СХД)^ 
М -замкнутое подмножество гчожества _р($3 и СХ) -
нормированное векторное пространство всех непрерывных о г ­

раниченных ( 2 том смысле,что плс<^ \{ ^С>\\[ < ^° ) отобра-
нений 2. : п 1 5> X с нормой 

Тогда простр? 1ство С^п(Х) -банахово.Определим линей­
ное отображение К^С^) . X ' * С М ( Х , ) следующим образом: 

В силу опенки ( 5 ) тля в о е х о с ^ Х и й |-,(-$) -эсН* С1|эс1| .по­
этому отображение К м ( } 0 < ^ & ( Х^ С Н ( Х ) . ) . 

В силу леммы 13 для всех П. гц. мы можем аналогич­
ным образом определить линейное отображение К и ( ^ „ ) ', X » - » 

У э с & Х К И Г Ь ) ос = а е д ^ Эй 
В силу оценки ( 5 ) для всех с\ ^ и для всех х ^ - Х 

!| < с Ц х ( 1 .таким образом последовательность 
отображений С й и ( ^ и ^ ' ) п > сс: 1_С С'А. , С и ОЦ) - ч даль­
нейшем будем счтать .что 1 . 

Теореча15.Пуоть^[-банахово пространство,последователь­
ность линейных непрерывных отображений п : X I — * X сек­
венциально компактно аппроксимирует линейное непрерывное 
отображение $; X ' — » Х • И -замкнутее подмножестве 
множества ^ С * ) .Тогда 

К м ад с к , ^ , , > Я м с * ) е 1-е С х , с м сю) . 
Доказательство.Пусть -а» -произвольно взятый вектор из 



пространства X .Покажеы.что для последовательности втебде-
жений С Е ^ ( ^ и } ) с ^ ^ Х ; С м ( Х ) ) и для отображения 1?МС4) вы­
полнено условие а) определения 2Для этого нужно показать, 
что 

Если это условие не верно,то существует такое число «•>•© 
и такая последовательность чисел СЛо ) с .№,чть для некото­
рой подпоследовательности С К^( $ к >\) последовательности 
С К^(.4^)справедлизо : ^равенство: 

V] ^ IV . II -К(А«,-, : - ) * - : : ъ щ . ( 8 ) 
9 силу оценки ( 7 ) последовательность .игел С Х п ^ огра­
ничена и поэтому для нее суиесвует предельная точка _> , 
которая в силу замкнутости множества Н принадлежи М . 
Не умаляя общности, можно считать,что Л * ^ " " ^ ^ Л д .Тогда 
в силу теоремы 16 из ОС! 

% С Ц ; 0 К Сх 5 ) с- ^ О ; К ) 
Поэтому 

и, следовательно , для любого Еектора ссс^Х 

что противоречит оценке С Я ) . 
Покажем теперь,что для лпбэй ограниченной последователь­

ности векторов С^з-'О с : X последовательность векторов 
(. Р И (Л,,) "с^ - Я м ^ ) Л^) гтносительно компактна в прост­
ранстве С ^ ( . \ ) .В сил^ полноты пространства С^СУ) нам 
достаточно показать.что множество в е к т о р о в ^ / ? м (.^ ^ о с ^ -
Р^-^Х.»} вполне ограничено,т.е.показать,что для произволь­
ного € > О лля множества векторов { ' # м ( - ^ ) Э% - Я м ( 
существует конечная ^ -сеть.Пусть для всехгь4гЛ' Пх»Н^1 
и число # > ^ .Тогда если число й>0 взято из аценкв 
( 7 ) и Ы » ( а + ^ ) ^ ,то для всех -а &/\/ 
, Н В Д ^ ^ Ц И $ # • " §• < ( «О 
Рассмотрим к»мпактно"е мнежество р = М \ е К I 1>| >[ч * ^УС}. 
По аналогии с пространством С ^ С X ) мы рассмотрим прост­
ранство С й С К ) всех непрерывных отображении г : Р*—* X 



с нормой: 

По аналогии с от~ браженьлмий,^ (.V) и (.^п)определим линей­
ные непрерывные отображения Кр(-У) и Й р С ^ и покажем,что 
мнеже'стЕО в е к т о р о в { й р . ( ; ^ х У л - Й р Ш х * , ^ -вполне еграниче-
но в пространстве ( Ь ^ С Х . ) .3 силу теоремы Арцела-Аскетли 
для этого необходимо и достаточно.чтобы семейство отображе­
н и е р/4«Ух>-. - |Я р х * , } было равностепенно непрерывно и 
для любого числа Д. € Р множество векторэв{^(^-^Л:г и __ 
- ЙСА>х)э^1 было относительно компактным в пространстве 

X .Справедливость последнего условия в силу ограничен­
ности последовательности векторовСхО в пространстве X и 
того,что для всехД^Р Й С Э ^ ^ 1 * ^ К ( Х ^ З П 0 Л У ч а е м непос­
редственно из определения 2.Равностепенная непрерывность 
семейства отображений{К.С\: ^Ох^-КСХл&^хДследует в силу 
тождеств Гильберта для отобрагений ЙС<^ З '^иЯО > $3 : 

с > ' - [ кед. $ о я*. * *сь- а я *") « Л • 
из' ограниченное™ последовательности векторов ( Э С Ц ) и оцен­
ки ( 5 ) . 

Таким образом существует такое конечное множество 
Д'оф*^ , ч т в любого числа и.е-Л/ суще­

ствует такое число 1,0) : -1 5 ,чте 
II М " - $ - У ^ - й с & э - I' ̂  ш * I • 

поэтому в силу определения нормы в пространстве &р-(Х) 

II й С А ^ х . - Н О , ^ > ^ - ^ 1 г 0 Й П х < ^ ( Ю ) 
Продолжим непрерывные отображения Цк : р 1 е> X " не все 
мнежество М следующим образом: У А е - / 7 <з] ~ ё) и 

УАеМ\|-" % ГЦ = г ^ Х ) , г д е X' ( ц .Тогда о т о б р а ­
жения ^ ; \~\ I ^ X непрерывны и ограничены,следева-
тельне1*^*ЛЛ <= С м б Х ) «Покажем,что множество 
векторов ^ у\ } ^ € ^ ч ; / 0 образует конечную & - сеть для мно­
жества векторов [•внС$*д-хг*.— ,т .е .для любого чис­
ла гь^Ы существует тгкое число ^ Ск5 : 4 з ^СгО * ^ .что 
для всех > С N || ЯСЛ; й и ; * > 4 ^ - ^ Г*») Л 1/д<<? 
В силу ( 10 ) .для любого числа г ^ е А / существует такое чис-
Л : <1'Си)*^0 ,чте для всех Л б-Г 



Покажем,что для всех А с М 

Действительно,если А «=- Р ,то нужное получим в силу равен­
ства ^ < а / х ' ^ ^ 1 , Ф - Е с л и А Ь М \ Р ,то в силу оценок 
( 9 ) и ( ТО ) и определения ^ ^ С х } получаем: 

Й К С А ; ^ ) ^ - гЧе*;*>**.- $Нп^х>..нх 

- « С Й « ~ ^ О й 1 < Ь $ - + 

16.Пусть X -банахово комплексное пространство.отебра-
жение -^е I & С X ^ Ю и Л с -изолированное собственнее чис­
ло отображения .Попустим,что число ? > 0 ( |АЧ < 1-М ) 
достаточно мало,что в круге В ^ С Ао> нет дру­
гих точек Л Сг <В С$) .кроме > 0 .Тогда линейное неп­
рерывное отображение $ ,' X * — > К .определенное сле­
дующим образом: . 

является проектором.В §149 (см.С 3 3 стр.ч35) показано,что 
^ Х - ^ ь - Х ! й>п,Й(^Е-^)1ос|1ъ^Гаким образом,если при каком-
нибудь а^Ы для некоторго вектора х & Х |АоХ -^Уос = 0 . 
то х ^ 5?Х .Поэтому корневое подпространство .соответст­
вующее собственному числу А<, принадлежит § X • 

Пусть последовательность линейных непрерывных стображе-
ний -^и, ! X • — — » X секвенциально компактно аппроксимирует 
линейное непрерывнее отображение ^ '• X ' — ^ X .Тогда в си­
лу компактности с^е^ы 3 ^ С А « §) чз теоремы ч 
существует такое числе г^СгЫ ,что пля всехп%п„ 5 ^ ^ : 1 ^ < я ^ 
Поэтому для любою гь гОо мы можем определить отобра­
жение Я ̂  ; X ' >Х оледующим образом: 

- ЖГ ( 1 2 ) 
Отметим,что подпространстве ап X содержит все корневые 
подпространства отображения ^ « Я С С X ; X.) ' .которые соот­
ветствуют лежащим в круге б ' ц . С Х ^ Б ) собственным числам 
отображения ^ ^ . Если в ^ О ^ 5)ГВД)=/2*,то ~ О 



17.Теорема.Пусть X -комплексное банахово пространство, 
последовательность линейных непрерывных отображений -$„:Х»-*Х 
секвенциально компактно аппроксимирует линейное непрерывное 
ьтобпакение ^ : Х ' — * X' ."опустим , что Х 3 ^ С -изолирован­
ное собственное число отображения $ , т . е . существует такай 
круг 6 1 , ( V 5) ,где 0 < &< I 1 е | .что 3 ^ 0 ^ 0 Л й С & ф Д . 
Тогда последовательность линейных неперывных отображений 
$ъ * X ' » X .определенных равенством С 12 ),секвенци­
ально компактно аппроксимирует линейное непрерывное отобра­
жение : X I * X .определенное равенством ( II ) . 

Справедливость этой теоремы следует непосредственно из 
результата теоремы 16. 

18.С^?дствие.Пусть X -комплексное банахоьо пространст-
к ; ' ^ Ы 5 » ^ 6 и А ь 4^ 0-собственное число отоб ­
ражения ^ ' .единственное в некотором круге б'^Сл^ |^ .Тог­
да для всех достаточно больших <х ь№ пересечение в С 4 ^ с 
В 'кС'Лу^} не пусто и поэтому существует такая последова­
тельность «исел^^е: В 'ь .^О^с 'й^что - ^ ^ т - - о, .Ясли под-, 
прост ранство ^ Х конечномерное • т 0 л л я всех достаточно 
больших Ъ^-Ы пересечение сЗ&*„) с С с̂> оЗ содержит 
лишь коиечнее число точек,», каждая из этих точек является 
себственнш зкачением отображения ~$>ъ конечной корневой 
кратности. Если «//>УЪ ^ X = "( ,то в /3'^ С А 0 , с\) л* 1 в с в х 

достаточно больших и>еЛ/ существует единственно^ собственное 
значение Х^, отображен/я ^ единичной кратности и л — 

ДокаэательстЕЭ.Гели существует такое число о : о ^ < 1 \ 0 1 
и такая подпооледовател"-лость С"?**}*) последовательности 
С } О .что для всех^-М Ё(Ьд&МцО^$*&Л* проектор 
З ^ & ^ - ^ С Х ^ Х ) .определенный равенством ( 12 ) 7 будет нуле-

вым.Так как » силу теоремы 17 <^ д ^ {.ССХ^А^) ,те 
0 - С- ( .что противоречит условию следствия. 

В силу теоремы 17 и теоермы 26 из С б-^если с1(гг, о X оо , 
то" для всех достаточно больших п&Л/ с/;кп^лХ-$о//>м^Х .Поэ­
тому в силу определения проекторов ^ собственные числа 

А ^ отображений ^ для всех достаточно больших п&Ы 
могут иметь лишь конечную корневую кратность. 



Если <А(т %)Х = 4 1 Т 0 в С И Л У неравенства о/|'т^ Л Х>$ о1(т^у 
и тоге,что для всех ловтаточно болыпихпе-А/ д^Х % 
получаем,что с1 =1 .поэтому краткость единственного 
собственного числа А ^ в круге в ^ о ^ г ) р а в н а I . , 

19.Определение.Пусть X и V -банаховы проотранства, 
2 -векторное подпространство пространства X .Линейное 

отображение 5 I 2 '—*V называется замкнутым если его 
график является закнутым векторным подпространствои банахо­
ва пространства X "•У . 

В этой ситуации для краткости будем писать: 
1 0 1 С .21 <̂  Х / У ^ 

20.Определение.Пусть X -банахово пространство, Ц -
векторное подпространство пространства X и т^еСбС^сА'.,х). 
Числе Д€-К. называется регулярным числом линейного замкну­
того отображения 5 е с л и отображение X I ~ > г в е 

-тождественное отображение в 2 . .является бичкцией и 
С х Х - $ У ^ 1 - 2 . ^ ) - К а к ь н а случай линейных непрерывных 
отобргженьи.мы можем ввести понятия спектра и резольвенты 
линейного замкнутого отображения.Отметим.что в этой ситуа­
ции' спектр может быть пустым множеством,а может совпадать 
со всем полем К . 

21. Теорема.Пусть X -банахово пространство , 2 -вектор­
ное подпространство пространства X и последовательность 
линейных замкнутых отображений ^ н ; ~2_\ * X секвенци­
ально компактно аппроксимирует линейно"! замкнутое отображе­
ние ^ : 2 I * X -Тогда 1,ля любого компактного множест­
ва Р а РС существует тгкое число 1\, €- /V ,что для всех 

Доказательство Допустим ,что утверждение теоремы 21 не 
верно.Тогда в силу компактности множества Р существует 
така| последовательность чисел С А Л ) с р и существует 
тькое числе Х € р ,что Л - А и для всех^еЛ'' 
Ал. другой стороны,так как А ^ ^ С б ) и 
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то в силу теоремы 30 из С 6 Л существует такое число^„е-Л/. 
что для всех ^ ^ л с отображения А п X ~ являются 
биекциями и и , У & С Х / ? ) . Т а к и м образом мы полу­
чили противоречиегдля в 'сех^^, , ^ ) ^ $ . 

22.Замечание.теорема 21 является аналогом теоремы ч на 
блучай линейного замкнутого отображения, при более жёстких 
предполеже1.яях:впесто зечкнутости множества Р мы предло-
лагаем его компактность.т,е. дополнительно требуем ограни­
ченность множества р .Отметим,что без требования ограни-
ченпости множества Р теорема 21,вообще говоря,не верна. 
Действительно .пусть X = . ^ = { с ^ 1 « ) ) ^ ^ I ^И"*4^!*0*'}'. 
Определим линейное замкнутое отображение : 2*—-* X сле­
дующем образом: 

где вгуу, -С^гл^^цы'-символ Кронекера.Пусть для любого Пе / / 
линейное замкнутое отображение $п.\~Х-*—^Х определено" 
следующим образом: 

~-пе^ , т<'.«V и б^Ъъ+бш^е^ 
Тогда $<? X } м н о ж е с т в о Р ъ { Х ъ к \ х ± * п + & } 
является замкнутым н Р <^^СО но в то же время для всех 

23.Теорема.Пусть X -банахово пространство, 2 . -всюду 
плотное векторное подпространство пространства X .поолело-
вательность линейных замкнутых отображений $ ^ ; — ъ Х 
секвенциально компактно аппроксимирует линейное замкнутое 
отображение 4 : "2 »-н»Х и пусть для воех л«г/У 
т о г д ь й ^ Х С г б ^ З ^ С ^ У З - О . 

Показате-ьство.Определим последовательность отображений 
I—=» X следуюиим образом: 

Тогда ^ 5 ^ ^ ^ Ое-/.в с 2 , X ) и поатому существует такое число 
Лоё-Л/.что для вовхя^Пъ е *-€сг,Х>Пусть ^ , ^ - е д и н -
стввниос линейное непрерывное продолжение отображения 
на X .Тогда в силу теореме: К) из Г<С7 0^-Сб(Х;Х) , 
а в оилу леммы 5 ьъъИ = 0 . Поэтому из неравенства 



ХрЬ 2^-3 Я,^ получаем,что чръ — О .Так как 
и ^€16сСгсХ/Х) , ^ е ^ - е с ^ , X,) ,то вы-, 

пцлненые все предпосылки теоремы 3.6. ОС21 стр.265).Следо­
вательно,для всех п ^ А / ХСвС^), + ^ ^ « Р * З ч . ' п о э ~ 
тему в силу равенств -5-*-^ и ^рх. %.~0 по­
лучаем ,что; X 0 ^ ) „ 3 С *п) 3 0 ' 

2ч.Теорема .Пусть X -банахово пространство, 2 -век ­
торное подпространство пространства Х 'и последовательность 
линейных замкнутых отображений ^ . ' " 2 I—*-Х секвенциаль­
но компактно аппроксимирует линейное замкнутое отображение 

4', 2 1 5* X -Тогда число Л. <= тогда и только тогда., 
когда для всех достаточно больших п&Ы Лб-.РСЗ-*) и существует 
тагов число С > 0 ,что для всех достаточно больших пе-Л/ 

Предлагаемая теорема шляется частным случаем теоремы 
31 из С С Л • 

25.Лемма.Пусть X -банахово пространство, 2 -вектор­
ное подпространство пространства X .последовательность ли­
нейных замкнутых отображений г^ п : 2 ' — X секвенциально 
компактно аппроксимирует линейное замкнутое отображение 
5- ! 2 *—* X и р -компактное подмножество множестварС^). 

Тогда существует такое ч:юло л с ^Л/ ' и существует такее чис­
ле С > 0 .что для всех " 5 ^ )=• с ^ С ^ ) и 

пасх: * е • ( и ) 
Доказательство.^хема доказательства этой леммы аналогич­

на схеме доказательства подобного утверждения на случай ли­
нейных отображений в лемме 13,нужно только в соответствую­
щих местах* вместо ссылок на тэоремы ч и 16 и з С ^ использо­
вать ссылки на теоремы 21 и 30 из СсЛ соответственно. 

26.Теерема.Пусть X -банахово пространства, 2̂ -век­
торное подпространство пространства X .последовательность 
линейных замкнутых отображений ~2_\—*X секвенциаль­
но компактно аппроксимирует линейное замкнутее отображение 
$•."2.1 » X » Р -компактное педмножестм множества^0$). 



Тогда 

где отображения ' и 1?рС^) определены по аналогии 
с отображениями К.МС1П3 и ^ц^"5) в ' ' . " 

Локсзательство этой теоремы опирается на результаты т е ­
оремы 21 и теоремы 30 из Сб] > а так ж е на теорему Арцела-
Асколи и аналогично доказательству подобного утверждения 
на случай вднейных непрерывных отображений в теореме Iе». 

27.Пусть X -банахово пространство, 2 - Е е к т о р а о е под­
пространство пространства X .последовательность линейных 
замкнутых отображений ^ ^ ' . " 2 1 >Х секвенциально компак­
тно аппроксимирует линейное замкнутое отображение ^. ^ 1 — * Х 
и у,а'-Ц. О -изолированное собственное значение отображения 

.Тогда можно условиями ( I I )и( 12 ) определить проек­
торы ^ ${.0, С'Ж./г.} и ^еШС .Используя ту же 
схему доказательства,можно показать справедливость теоремы 
23,являющейся аналогом теоремы 17,доказанной на случай ли­
нейных непрерывных отображений. 

2Я.Теорема.Пусть X -банахово пространство над полем 
комплексных чисел, 2 -вектооное подпространство простр­
анства X ,последовательность линейных замкнутых отобра­
жений ^ ; —5» X секвенциально компактно аппроксимиру­
ет линейное замкнутое отображение -5-; 2 1 X .Шпустим, 
ч т о Х о ^ 0 -изолированное собственное число отображения ^ , 
т . е . существует такой круг В'^С^чД} » г и е 0 * ^ ̂  ^ 4 • 
что В^СХ-.^О П(э(и) = ^А^Тогда последовательность линей­
ных гепрерывных отображений ', X I ^ 2 . секвенциально 
компактно аппрэкоимирует линейное непрерывное отображение 

%\ л Ь » 1 • 

Автор выражает глубокую благодарность и признательность 
овоему научному руководителю И.В.Карклиныу за внимание к 
данной работе. 
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УДК 513.88. 

УСТОЙЧИВОСТЬ СЕКВЕНЦИАЛЬНОЙ ГОЕДКОШАКТНОСТИ ОТОБРАЖЕ­

НИИ В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ПРИ СЕК­

ВЕНЦИАЛЬНО ПРЕДКСйПАКТНОИ АШРСЖСИШЩИ 

Введение.Понятие секвенциально предкомпактной аппрокси­

мации является обобщением понятия секвенциально компактной 

аппроксимации.Последнее ввёл и исследовал Г.М.Вайникко 

(см.,например, С2.] ).. 

Основными результатами статьи являются теоремы 8 и I I 

об устойчивости секвенциальной ггредкомпактности отображе­

ний при секвенциально предкомпактной и секвенциально ком­

пактной аппроксимациях теоремы 15 и 16 об устойчивости 

компактности резольвенты при секвенциально компактной ап -

роксимации и теорема 17 о сохранении свойств проектора 

при секвенциально компактной апрокоимации. 

1.Определение.Будем говорить,что последовательность 
векторов С и^) в отделимом топологическом векторном прос-

тельности^Ул;) можно выделить подпоследовательность Коши. 

2.В работе^"ЗЛ рассматривался свойства относительно 
компактных последовательностей.Отметим,что если пространс­
тво V секвенциально полно,то понятия предкомпактной и 
относительно компактной последовательностей совпадают. 

З.Не трудно убедиться в справедливости следующих свойств" 
предкомпакгных последовательностей: 
. а) любая подпоследовате^ность предкомпактной последо­

вательности в свою очередь сама является предкомпактной 
последовательностью; 

Е.ИДабеев 

транстве предкомпактна.если из любой её подпоследова-
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б) любая пред компакт нал послздоватвльность векторов 

является ограниченной; 
в) если некоторая последовательность векторовГ^п)сТ 

является предкоипактной.то множество её членов-^ 
^преУ} является предкомпактным множеством;обратно,пусть 

у •* метризуемое пространство,тогда из предгомпакт-
ности членов последовательности векторов следует её 
предкомпактность. 

4.Определение.Пусть X и V -отделимые топологические 
векторные пространства, от образе нгэ $ : X Ь * - У называется 
секвенциально предкомпактным,если А Л Я любого ограниченного 
множества -[ос^ ] с X последовательность вевторовС^-ос^ 
является предко^лактноя в пространстве V . 

5.Определение.Пусть X и V -отделимые топологические 
векторные пространства.Отображение $ :Х%- ">V называется 
предкомпактным,если для любого векторах 6-Х существует 
такая его окрестность <Ц^ , что ^СЫ^ ) -предкомпактное 
множество 4 пространстве У . 

Отметим,что если ^ ; Х*~~^У -линейное отображение,то 
из предкоыпактнооти следует непрерывность отображения ^ . 

Действительно,в силу предконпактностн отображения ^ 
существует такая окрестность нуля'ТЛ пространства X .что 
^('Ы) -предкомпактное множество в пространствеУ и, сле­
довательно, множество ^С1Х) ограничено в У .Псэтому для 

любой окрестности нуля \ / иространства У существует та­
кое число >\ё К , ч т о Д ^ / у ) С V .Стгуда з из линей­
ности отображения "̂ получаем нузное включение :^Хт.0сУ^ 

Если у -метризуемое пространство,то из секвенциальной 
предкомпактности отображения $ и и з 8 Г 0 линейности сле­
дует непрерывность отображения . 

Если V -метризуемое пространство,то из тр^дкомпактнос-
ти отображения ^ следует его секвенциальна я предкомнакт­
ность . 

Действительно,если отображение т не является секвен-
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циально предкомпактным,то существует такая ограниченная 
последовательность векторов С^^)<г^,что последователь­
ность векторов ( ' ( х ц ) является предкомпактной в прост­
ранстве У .В силу 3 в} множество членов последовательнос­
ти ( Х д р не является предкомпактным в у .Из ограничен­
ности последовательности (Лг^) для лабой окрестности нуля 

пространства X существует такое число Л< К\{0} , 
что Л (Х^)с2Лоткудг 0 Х ) с й и поэтому -§10 =^ 

б Г Д Х г ^ ^ х Э - Т а к как С ^ Л х О ) н е является предкомпакт­
ным множеством в "У ,то и множество § 1// не будет 
предкомпактным, что противоречит предкомпактности отображе­
ния $ . 

6.Определение.Пусть X и V -отделимые топологические 
векторные пространства.Будем говорить,что последователь­
ность от обра-гений 4* '. X I— -̂ "У секвенциально предкомпакт-
но аппроксимирует отображение 1—> У «если для любой 
ограниченной последовательности векторов СЭСп.) с :Х последо­
вательность векторов ( '^ос^—^-ЭС^' ) предкомп^ктна в прост­
ранстве ^ . 

В этой ситуации для краткости будем писать,что 
6 • 

7. Отметал следующие свойства секвенциально предкомпакт­
ной аппроксимации: с л а 

а) гзсли ^ 5" з ^ — ,то не обязатель­
но ^ — о ,но ^ — ̂  -секвенциально предкомпактное 
отображение; 

б) если ^ • п / - ' ^ - ^ > $ и ^ -секвенциально предкомпакт­
ное отображение,то г^^2^$ + & > 

в) если ^ с " - й , > # и 0 " Д № Й в > 9: ,то ды любых 
чисел Я и ^ « К и + З Р ^ ^ Я . 

Действительно,справедливость свойства а ) следует из того , 
что для любой ограниченной последовательности векторов Лхп) 
из X последовательность векторов ($-/Хп,~%1хп) = С^ХГ/' 

к а к су™3 Двух предкомпактных последова­
тельностей сама предкомпактна в пространстве V .Далее,если 
отображение ^-секвенциально предкомпактно и ^ В*й"> ^ , 
то для любой ограниченной последовательности векторов Г 
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из X последовательность вектсгюв 
Шъ* = ( $п,*пГ^) + С - % ЭС Л ) 
предкомпактна,как сумма предкомпактных последовательнос­
тей. Таким образом показана справедливость свойства б). 
• Справедливость свойства в ) следует из того,что для лю­
бой ограниченной последовательности векторов (х, ) С X 
последовательность в е к т о р о в ( ^ г ^ п + Х ' Я г р ъ — Я ^ Х л , -

предкомпактна,как сумма предкомпактных последовательностей, 

в.Теорема.Пусть X и У -отделимые топологические 
векторные пространства и последоват зльносп з секвенциально 
предкогшакткых отображений -р^ ."^ I — V секвенциально 
предкомпактно антроксимирует отображение $ *Х . 
Тогда отображение ^ само является секвенциально предком­
пактным. 

Доказательство.Предположим,что отображение ^ не явля­
ется секвенциально щюдкомпалтным. Тогда существует такая 

ограниченная последовательность векторов СХц) из прост­
ранства X ,что повледовательность векторов С^'Х^Оне 
является предкомпактной в пространстве У . т . е . Для неко­
торой уравновешанной окрестности нуля ^ пространства 

У и для любых двух различных натуральнйх чисел ГШ и 
П справедливо соотношение: 

5 * п . ~ $ОСт # V. - > ч ( I ) 
Методом индукции мы можем построить последовательность 

(Х/п) уравновешанных окрестностей нуля в прсстранстве 
У .удовлетворяющую следующим включениям: 

Тар как отображение ^ секвенциально предкомпактно,то с у ­
ществует такая подпоследовательность ( Э С ^ ) последователь­
ности О а ) .что 1 4 

Далее,предположим,что для некоторого числа К€• N постро­
ена такая последовательность векторов ОэСп)пе V -что 
( Х р ) является подпоследовательностью последовательное-



\/п,теП 6 к
х п - 5 к

х т € М К - ( 3 ) 
Так как отображение ^к-ь-} " с е к в е Н 1 1 и а 7 1 Ь Н 0 предком- . 

паг^но,то существует такая подпоследовательность(Х 1 * И ) 
последовательности ( ЭС п ) ^ е /у/ , что 

Построит.', теперь диагональную последовательность векто­
ров С?п) и з пространстве. X п 

Уп €•№ — Х п ' 
Последовательность векторов ( ? п ) является подпоследо­

вательностью последовательности (X.п) и,следовательно,ог­
раничена в пространстве X .Далее,в силу соотношения 
( 1 ) для любых различных натуральных чг^ел П и !Т) 

$ 2 „ " 5 2 ^ * ( 4 ) 
а в силу соотношения ( 3 ) 

У к , р < ? № 5кЕк _ ^ к г к + р € " К ' ( 5 ) 
Введём следующее обозначение: 

Так как последовательность векторов ( ^ П + Д ) & д / о г р а н и ­
чена в пространстве X , то в силу определения 6 последо­
вательность векторов 2 ^ предкомпактна в простран­
стве У .Поэтому^сучествует такая подпоследовательность 
векторов (^г, ^п+чХеЫ последовательности ( ^ г , , . ^ ^ , 

Продолжил этот процесс методой индукции.Так как для 
любого натурального числа последовательность векторов 
( ^ п + ^ ) п е . д/ ограничена,то в силу определения б п о с ­
ледовательность векторсз (^п ^п+€)пеМ предкомпактна в 
пространстве ^ .Следовательно,существует такая подпосле­
довательность ( 9п "?•'/. „ V , А/ последовательности 

Тагам образом для любого числа &€• N мы построили пос ­
ледовательность отображений (я^)пе-Ы •удовлетворяющую 
следующим свойствам: 
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Г)€:Ь1 -является подпоследовательнос­

тью последовательности (% ~ ) пьН ; '• ^ п о д ­
подпоследовательность последовательности С ^ п ) ) и, следо­
вательно, \/@€Ь/ (^п)пеН ~ подпоследовательность после­
довательности (сАп) \ а 

Поставим теперь в соответствие каждому числу с € (V та­
кое число и^б/Ч' .которое как индекс имеет член С? = в 
последовательности С с ? п ) л € - ^ « в С П Л У а ' О^Г'' 
ляется членом последовательности ( О ;̂ п е- /V «которая 
в свою очередь является подпослзгователькостью последоза-. 
тельности С^п ) • Т р ч как - пер-ый член аослецо-
тельнсзти ( < ^ п ) п е А / ' т 0 , в с : ; л у б ' ш 

получил,что п̂ , ф п ^ ^ и,значит, Л г < п ^ + ^ .Таким 
образом Гл^)^>еЛ/ ягтяется строго возрастающей последо­
вательностью натуральных чхсел.Отметим,что в силу соотноше­
ния ( 6 } ь того ,что для любых чисел р€^ О б ъ я в л я е т ­
ся некоторым члзном последовательности (^пУп^-1\1 справед­
ливо соотношение: „ , 

Последовательность отображений ( с а к в е м п и а ^ -
но компактно аппроксимирует отображение ^ .последова­
тельность векторов ( 2 л е |7 ограничена в простраютве 

X и поэтому последовательность векторов 

предкомпактна в пространстве V >следовательно,существу-
ет такое число 2 ^ 2 к существует такое число е- А / , что 

И5 соотношений ( 7 ) и ( 2 ) получаем, что 

Поэтому в силу определения последовательности отображе-
гая Сря) получаем,что # Я Ц ^ * * ^ ^ Г Я ^ * « Г 

Из соотношения I 5 ) 
•̂1 /*Ч 



Следовательно, • 
^ь^ие^яи\ с э ) 

Учитывая соотношение ( 2 ) и неравенство п ^ # * т * 
получим,ЧТО ^ 

Поэтому из соотношения ( 9 ) следует,что 

значит, <~П1 

Но последнее противоречит соотношению С 4 ),Таким образом 
• отображение ^ является секвенциально предкомпактным. 

Следстзие.Пусть X -нормируемое, V -метризуемое 
пространства и последовательность линейных предкомпактных 
отображений ^ 0 ; ){ I—> Т секвенциально предкомпактно 
аппроксимирует отображение 5 : Х ! — * Т .Тогда отображение 

само предкомпактно. 
Доказательство.В зилу 5 для любого числа П б М отобра­

жение является секвенлгально предкомпактным и поэтому 
в силу теоремы 8 отображение § также является секвен-
цально предкошактнъп.1.3 силу нормируемости пространства 

X существует ограниченная окрестность нуля 1 / в X 
Поканем,что %{ - предкомпактное множество в У , 

Коли это не так,то существует такая окрестность нуля 
\ / в пространстве У и така<1 последовательность 

векторов (уп) из 1А ,что 
У п , гт)'& К/ з Г) * т Ц п - Щт $ V. I 10 ) 

ТИК как (у г , )с 1 52/» Т О 

В силу ограниченности '2-/ последовательность векторов 
(ТЭСП) сама являетгч ограниченной и из определения сек ­

венциальной предколтпактностн последовательности векторов 
(у-п) — ( 5 ^ п ) являет.ся предкомпактной.что противоречит 
( 10 ).Аналогично можно наказать,что для любого вектора 
Хб-Х множество ^Сх + 'И) - предкомпактно в пространства 

"V .Таким образом,отображение $ -предкслпактно 
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10. В статье СЗЛ рассматривается понятие секвенциально 

компактной аппроксимации. 
Пусть X и V - отделимые топологические аекч-орнца 

пространства.Будем говорить,что последовательности линей­
ных отображений ^ п ' X ' — с е к в е н ц и а л ь н о компактно ап­
проксимирует линейное отображение ^ ' X » е с л и : 

а ) для любого вектора хеХ Хос — О-тъ Х . Р в У 
и 

б) для любой ограниченной последовательности векторов 
Схп) из пространства X последовательность векторов 
( 5 п Х п ~ 5 ^ п ) относительно комаантна в пространстве V . 

В силу этого определения,как следствие теорелы 8,полу­
чим следующую тетрему: 

II.Теорема.Пусть X и У - отделимые топологические 
векторные пространства и последовательность линейных с е к ­
венциально лредкомпактных отображений ^ п :Х*—^У секвенци­
ально компактно аппроксимирует линейное отображение ^ (1 -^У 
Тогда отображение ^ сама секвенциально предкомпактное. 

12.Следствие.Пусть X - нормируемое и V" - метризуе­
мое "пространства. Последовательность линейных предкомпакт­
ных отображений 5 П ' Х ' — с е к в е н ц и а л ь н о компактно ап ­
проксимирует линейные отображений 5 ' ^ ' — ^ У -Тогда о т о ­
бражение 5̂ само предкомпактно.Если У - пространст­
во Фреше.то отображение ^ - компактно. 

13. В монографии и А ~\ рассматриваются отображения с ком­
пактней резольвентой,и для этаго класса отображений доказа­
на следующая теорема ( см.теорему 6;29 стр.237 ) : 

Если 21 - векторное подпространство банахова прост­
ранства X и 5 -* 2 * — У ( - линейное замкнутое отобра­
жение (т.е.Iрафик отображения 5 замкнут в банаховом прос­
транстве Х * Х ) » и е с л и Для некоторого регулярного числа 
Л06г К отображения $ отображение К 5 ) =§ЧЛД-.5*) -
компактно,то отображение ^ ( Л ; ^ - ксыпакуно 
для любого регулярного числа > отображения $ и спектр 
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отображения $ состоит из изолированных собственных значе­
ний ,имеюцих конечную корневую кратность. 

отображения 3 отображение В (Л«\^); X 1 — X ~ ком­
пактно, то пространство X является конечномерным и поэто ­
му- следующая теорема не тривиальна и представляет ичтерео 
лишь для линейных замкнутых отображений, 

15.Теорема.Пусть 21 - векторное подпространство бана­
хова пространства X и последовательность линейных замкну­
тых отображений $ п ' 21 *—^ X секвенциально компактно 
аппроксимирует линейное замкнутое отображение $ \~2_ V—̂  X . 
Допустим, что для любого числа П 6- /V отображение име­
ет компактную резольвенту ( т . е . для любого регулярного 
числа Я отображения отображение К, (Уу^п ) коглпактно) 
Тогда отображение ^ имеет компактную резольвенту и , сле ­
довательно, его спектр состоит их изолированных собственных 
чисел конечной корневой кратности. . 

Доказательство.Пусть Л с
 - произвольное регуляр­

ное нислс отображения 5 .Тогда в силу теоремы 30 изЦ/(7 
для всех достаточно больших г»е N Л 0 является регуляр­
ным числом отображения ^ п и последовательность линейных 

и поэтему для полного доказательства теоремы нам осталось 
воспользоваться результатом теоремы 53. 

16.Теорема.Пусть 2 - векторное подпространство ба ­
нахова пространства X и последовательность линейных зам­
кнутых отображений 5п"2Г'—^Х секвэнпиально компактно 

аппроксимирует лилейное замкнутое отображение 5- 1Т!—* X 

секвенциальЕО компактно а с -
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о компактной резольвентой.Тогда существует такое число 
П 0 N что для всзх п > / По отображение ^ п име­

ет компактную резольвеняу. 
Доказательство.Пусть Д - произвольное регулярное 

число отображения ^ .тогда в силу 13 отображение 
& ( Х ' 4 ) т Х ' *> X компактно,а в силу теоремы 30 из К Г 

Пусть теперь С Х п ) - произвольная ограниченная после­
довательность векторов из пространства X .Из компакт­
ности отображения & С "А ^ ^ ) существует такая подпос­
ледовательность СЭСлр последсвгтельности ( , ^ п ) и такой 
вектор Х € X ,что 

& » Я € Х ^ Л ц л = ( и ) 
Так как - 6 — = Д ^ » 0 % М ^ т в в силу теоремы 5 и« 
из равенства ( И ) получаем 

Отсюда в с к л / произвольности ограниченной последователь­
ности векторов С х „ ) и а X справедливо следующее равенство 

Поэтому 

В силу равенства ( 12 ) существует такое число П0ъН.(Пь&П^ 
что для всех п ^ П с 

Положим , . 

Тогдаиз полноты пространства X отображение 

является изоморфизмом для вс^х п ^ п 0 .Так как К ( Х ; ^ в 

Поэтому 

и отображение 1^СЛ;^) является компактным,а отображе­
ние + ; X »—^Х - непрерывным.Значит,для в с е х п ^ . п 0 
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отображение Я ( А ; $ п ) - компактно. 

17.Теорема.Пусть X - нормированное пространство и 
последовательность линейных непрерывных проекторов Р П ;Х^Х 
секвенгдально ".омпактнр аппроксимирует линейное непрерыв­
ное отображение р г Х 1 — . Т о г д а 

а) отображение р само является проектором; 
б) если существует такая подпоследовательность проек­

торов ( Р ^ ) . ^ о для в с е х ^ в ^ с /|тр^Х<^тос /|гпрУ ^ + с о ; 
в) дели с1\т рХ < + с о , то существует такое число п 0 е ^ 

что для всех п п0 

Доказательство . В силу следствия 9 из Г 4 Л отображение 
Р непрерг^но и поэтому требование непрерывности в фор­

мулировке теоремы не является существенным.Так как иг 
рп ~ "> Р в силу предложения 6 из следует, 

что рп ^ , К а - > р*;Х*—^Х ,то в силу равенства 
V л е ^ / р ^ - р п 

получаем, *то а п 

Следовательно,отображение р - проектор и таким образом 
утверждение а) доказано. 

Докажем справедливость б).Так как для любого числа 
Л*™ Р ь ^ Х < + С Х > ,то отображение р ^ :Х*—^ X - компактно 

и в силу следствия 12 отображение р : X •—^ Г< - предуом-
пактно.Из СВОЙСТВ проеггора 
6 ж ( о ; > | ) Л р Х Ъ р С ВХ(О^)ПРХ 1 А р ИВХ (0,-Ш . 

Поэтому в силу предкомпактности отображения р получаем 
предкэмпактность окрестности Ву (0 ;>1)ОрХ пространст­
ва р X ,а из последнего в силу теоремы Рьсса о к о ­
нечномерности нормированного пространства следует конечно­
мерности пространства р X 

ТЛЯ доказательства справедливости условия в ) покажем 
вначале,что для всех достаточно больших Л€ V 

с/|7прлХ ^ сЬтрХ. ( 13 ) 
Допустим,что неравенство ( 13 ) не верно.Тогда сущест­

вует такая подпоследовательность проектюров ( р п ; ) по-
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следовательности СРп) .что 

откуда и из неравенства с!\тр>У < + 
• р«^хпр-Чо]%{о ] . ( 1 4 ) 

Таким образом,существует такая последовательность векторов 

В силу ограниченности последовагельнооти векторов С^Ср 
и того ,что рп̂  - с ' - к а > Р Г X 1—№ X .последовательность 
векторов (рп-ОС^ - р х ^ ) ^ V относительно компактна в 
пространстве X .Поэтому суцествт гет такая подпоследова­
тельность векторов ^Рп|| У^)т""' Р^ггОт^Ы последова­

тельности С№:3̂ | ~"РЭ(^ ) и °У : 1 * е С х Ч В У е т такой векторос^Х 

Поэтому из соотношения I '15 ) ОС & &>п • 
Тогда в силу следствия Ь из С А З и условия ( 15 ) 

р х = рл^ я д » = ^ э с ^ = ос 
С другой стороны,в силу непрерывности отображения р и 
из услов:ш С 15 ) 

Таким образом мы получили противоречие: Об /^х . с л е ­
довательно, неравенство 43 ,1 верно для всех достаточно 
больших г\€ N . 
Покажем теперь,что для всех достаточно больших 

с/«трпХ > с/|т рХ . ( 16 ) 
Если неравенство ( '16 ) не верно,то существует так^я 

подпоследовательность проекторов С р п л) последователь­
ности (рп) ,что / V 

У^еА/ с / с т р 0 X < с/(т рХ 
Т 0 Г Д а ~4г , ^ ? 

У^еЛ/ Ро / {о ] ЛрХ 4 { 0 ] 
и,следовательно, 

У ^ А / Зо: , € Р о < / 0 ] 0 р Х П 5 х ^ 1 ) : , 1 7 ) 
Та^ кал ,5^0,0 О рХ - компактное множество,то с у ­
ществуем'такой вектор х: ГЧуЧЗпрХ и такая подпссле-
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довательность векторов ( X . , ) ,что 

* = (ЙГ * * * ( 1 8 5 

Откуда в силд следствия 5 изС^Л 

Тогда из ( 17 ) р ОС — О .Ко с другой стороны,в 
силу непрерывности проектора Р из условий ( 17) и 
I 18 ) получаем противоречие: 

Следовательно,неравенство ( 16 ) верно для всех достаточ­
но-больших Г) € К/ . Поэтому из неравенств С 16 ) и 

( 13 ) получаем, чтс для всех достаточно больших м^Л/ 
ст^го р п Х ^ с / / т р Х . 

-18,Следствие .Пусть X - нормированное пространство и 
последовательность линейных непрерывных проектороврп:Х*->Х 
секвенциально компактно аппроксимирует линейный непрерыв­
ный проектор р ;Х I—№ X • Тогда 

а) если существует такая подпоследовательность проек­
торов ( ргу, N последовательности ( р ^ ) .что для 
в с е х ^ б И о(1го рг^Х - 0 0 . т о и с / а т р Х - о о 

б) если О / » т ^ Х = С Ю ,во с^цествует такое число 
п 0 е М ,что для всехг>^/\ с / | г п р г Х - О О , 

Действительно,если а) не верно,то в силу условия в) 
телремч 17 существует такое число пй е N .что длн всех 
П>уП0 с1*гпрХ = о/|/лрпХ < © о ,а это противоречит 
уоловию а) следствия 18. 

Если условие б) не верно,значит,сучествует такая под­
последовательность лроекторов Срщш последовательна 
ти (рп) .что для впвя^и сктрп^+оо ,Тогда в силу 
условия б) теоремы 17 с / » т р Х < о о ,что противоречит 
услозго б ) , 

. 
19.Предложение.Пусть X гильбертово пространство, 

последовательность ортогональных проекторов р г / .Х»—^Х 
' секвенциально компактно аппроксимирует отображение р . 
Тогда отображение р ; X* • "> X само ортогональный про­
ектор и &гг>\\рп-р11=0. 
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Доказательство.В силу теоремы 17,того что кз ортого­
нальности проектора следует его самосопряжённость в того , 
что в силу предложения 14 из С4Л понятия секвенциально 

компактной аппроксимации и сходимости по норма для само­
сопряжённых отображений совпадают,нам достаточно показать, 
ЧТО V 4 Г ") 

УэсерХ УуерЫ' Сос1у0 = 0. 
Б силу непрерывности скалярного произведения,того что 
р : X' » X ~ проектор,а для всехп<~М Р„;Х <—> X — 

ортогональный проектор,получаем следующее:для любого век­
тора ОС & р X и для любого вектора ^ « ^ { о З 

=(р-*.\ а-р>#)- &р срп^1 сг-р.-.^У 
И так как для всех п с - N -1 г ? 

р , з с с р п Х > а-р»)Ц*Рп 
то бос |̂ ) — 0 ,что и требовалось доказать. 

20.Отметим,что если проекторы р п не ортогональны, 
то секввнциально компактная аппроксимация не сводится к 
сходимости проекторов по норме. 

Действительно,пусть Х — в^ и (&п) - стандартный 
базис в пространстве 0,-^.Последовательность проекторов 
рп'- 6 ^ ' — о п р е д е л и ? . ? следующим образом: 
Ул<сА/ Vос с-6г. Р ^ Ж - * ' С * г ^ - + * й ^ « ц 

а проектор р ; Й А I — > 2 а : 

V * : !е б а р^с -_ С х I е , ) е н . 
Тогда р п

 ? к % р .проектор р - ортогонален, но в 
т о же время для всехп'еА/ /; рп-р||= 4 .другими словами 
сходимости по норме нет. 

Автор выра«ает глубокую благодарность и признательность 
своему научному руководителю И.В.Карклиньшу за внимание к 
данной работе. 
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УДК 513.88 

.СОХРАНЕНИЕ ИНДЕКСА ЛИНЕЙНЫХ ЗАМКНУТЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

С ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТЬЮ ЗНАЧЕНИЙ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ПРИ СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТНОЙ АПртОКСИЛАЦНИ 

В.С.Левченкоъ 

В работе РЗ доказан ряд теорем, устанавливающих инвг- ' 

риантность индекса при секвенциально компактной аппроксима­

ции длч линейных непрерывных отображений, которые задана на 

банаховом пространстве и имеют з^лкнуту*; область значение. 

Теоремы 3, 4 и 5 данной работы обобщают теоремы 26, 27 и 28 

из [ I ] для случая линейных замкнутых отображений. 

I . Определение. Пусть нормированные векторные 

пространства над полем действительных или комплексных чисел 

- линейное отображение с областью определения 

являвшейся векторным подпространством пространства X , и с 

областью значений 3\$-.. В этой ситуации сокращенно будем 

писать оО̂ СуК N { , "идейное отображен! э ^ : 5) ̂ -С/^ У 
называется замкнуты.;, если ег^ график 

{ * е Х « У I 3 асе а * г а ( х , и ! 
является замкнутым векторным подпространством в произведении 

Если линейное отображение из норми­
рованного векторного пространства X в нормированное прост­
ранство V , то для вамютутооти отображения 5' необходимо и 



достаточно выполнение следующего условия: если последователь­

ность ^ЭСц.) векторов из сходитсл к X*X и Последователь­

ность (*Г^ц) сходится К Ч « [ , то 

2, Определение. Пусть - нор^щюванные векторные 

пространства над полем - множество впех 

линейных замкнутых отображени** из Х в V , области определе­

ния которых являются векторными подпространствами пространст-

ва Л , причем не обязательно совпадающими. Будем говорить, 

что последовательность линейных замкнутых отображений 

ОД» Ц О Д . V) 
секвенциально компактно аппроксимирует 

линейное замкнутое отображение 5" с Ь {Х$ если выполнены 

условия: 

2) V Х б Л $ в У; 
П . 

3) для любой ограниченной последовательности векторов 
с 2)$ последовательность векторов С ^ - ^ ч * * ^ ^ к ) 

относительно компактна в V , 

В э-ой ситуации кратко будем писать 

3. Теорема. Пусть - банаховы пространства над 

полем / ( и ит*х*?г - линейное замкнутое отображе­

ние с замкнутой областью значений с конечномерным я д ­

ром Ке*^ и конечномерным коядром Сб*ад^. Если 

^ ^ ? & е I . ( X , 4 / ) , то существует такое нату­

ральное число К.» , что для всех П*2Ь.И«» 5"*. является 

отображением с вамкнутой областью значений 1^.5^, с конечно-



мерным ядром к е л ^ и с конечномерным коядром с & к е я ^ к , индекс 

отображения 5"̂  равен индексу Сп</ ^ отображения а , 

с1ип кел $ к х- Л т . кея. , с1хт со* ел $ к ^ обт* се*;е»г^ 
' Доказательство. Используем конструкцию Б.Секефальви-Кадя 

из Г2] и положим 

где через И II х# И обозначены нормы в пространствах X и 

V . Покажем, ч т о ( 2 } & , Н ) - полное нормчровгчное пространст­

во . Возьмем произвольную последовательность Коши (*Оив 
( 3 ) $ , I ! ) . Так как для всех натуральных чисел, 1х и ^ из 

соотноиения ( 1 ) следует неравенство 

то (зС-п.) является последовательностью Коши в ( 3) 5" э М Ч х ) 

и, следовательно, в ( Х , Н И*). Так как ( ^ 0 - последователь­

ность Копти з полном пространстве ( X , П ) , то найдется 

такой вектор X е X , что 

й * * " « 4 . ~ 0 , . (г) 
Используя равенство ( I ) и полноту пространства ( У , К Ч'у), 

найдем такой вектор ^ € У , что •§ 
&т. «|зек - ^ И ч = 0 . (з) 

Так как $ - линейное замкнутое отображение, то 

Из равенств ( I ) , ( 2 ) , (з) и ( 4 ) следует, что 
&ъ | х ^ - х \ = 9 и х е 2>$ , 

то есть ЭС является пределом последовательности Ксзш (-ЗСд) 
в ( ^ $ , 1 |). Таким образом, ( I ( ) - полное ;пространотво. 

Так как для всех X « 

Н$*ИЧ 6 |эс| ( 
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то линейное отображение 5 '• ( И О 1 * (• V « ^ ^ Ч: ) 

непрерывно, В силу того , что запас ограниченных множеств в 

нормированном векторном пространстве не увеличивается с пе­

реходом к мажорирующей норме и 

получаем, что 

- линейное непрерывное 

отображение. 

Для ^сех достаточно больших номеров 

линейное непрерывное отображение. Более того , существует та ­
ков числе С > 0 и существует таксе натуральное число Я-о , 
что для всех ^ й П-«> 

Предположим противное, т . е . пусть существует такая строго 

возрастающая последовательность натуральных чисел к ) и 

существует такая последовательность векторов ( ? к ^ с. Щ;$ 

с I - 1 , что 

К 

Так как справедливо равенство 

и ( , - • $ 7 * ) _ ограниченные последо­

вательности в V , то найдется такое число С ь > 0 , что для 
всех К & КЗ 

Но соотношение (5 ) противоречив соотношению ( 6 ) . 

. Таким образом, выполнены условия теоремы 26 из [ I ] , сле­
довательно, существует такое натуральное число , что для 
всех ^ >. л . 



е/Сщ.сок е л ^ с(<.'»п оммлгЕ 

4, Теореме, Пусть X и V - банаховы пространства над П О ­

ЛИ.: линейное замкнутое отображение с замк­

нутой областью значений и бескояечночерн™ ядром, имеющим 

топологическое дополнение в Л , и конечнот.'ерным кстдром. 

Если ( 5 ^ / С : ^>' § < Ь (Я ( Х „ \ ) , то существует такое нату­

ральное число П-в, что для всех П^Л. в ^ я в л я е т с я отображе­

нием о замкнутой областью значений п., о бесконечномерным 

ядром и конечномерным коядром, ЬЫ^§^^4Щ ВША к е г ^ = «̂.'гн 

ДокаэР-ТР^ьство. Рассмотрим в 2)$ норку I I , определяемую 

равенством ( ? ) из доказательства теоремы 3. Тогда- (3)^1 О -

полное нормированное пространство и ($ 1 ^*~ ' 5 * & ̂ \$* \$$Ау$ 
Из условий теоремы непосредственно следует, что отображение 

5" ; (3>п I 0 *-» \ VМ\ \Ц ) является линейным непрерывным 

отображением с эамгаг/той областью значений, с бесконечномерным 

ядром и конечномерным нояд^м. Так как свойство замкнутооти 

множества в нормированном пространстве 21$ сотфаняется при 

замене иохолкой нормы 11 11 # мажорирующей нормой 1 1 , отобра­

жение '. (3>&, I ! ) >-* (У !П1 у ) имеет топологическое д о -

волнение в ( й ^ И ) к своему ядру, В завершении докрэа-

тельства применим теорему 27 лэ [1], 

5. Теорема. Пусть ^ и V - банаховы пространства над 

полем / ( • § : Я)$"?Х*"* V - линейное вамкнутоа отображение 
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з замкнутой областью значений с конечномерным ядро.; я 

бесконечномерным коядром, причем подпространство имеет 

1 отологическое дополнение в X . Если 

то существует такое натуральное число Л-в , что для всея П * л . 

^ является отобравеклем с замкнутой областью вначений, о 

коргпзомершм ядро:: и бесконечномерным коядром, 

Доказательство. Вводим в 2)§ норму I \ к прв, юняеы .теорему 

28 из [ 1 ] . 
В заключение автор благодарит И.В.Каркланыиа за в я ш а а м 

к работе. 
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УДК 513.88 

ПРИМЕРУ ЛИНЕЙНЫХ ГОМОМОРФИЗМОВ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ С 

БАЗИСШ ШАУДЕРА, СЕКВЕНЦИАЛЬНО мОШШГГНО А1ШРОШШР/ЕШХ 

'.; ЖНЕЙНЫМИ НЕПРЕРЫВНЫМИ, ОТОБРАЖЕНИЯМИ 

В. С. Левченков 

В работе [ I ] доказаны теоремы об устойчивости индекса и 

полууотойчивооти размерностей ядер и коядер для отображений 

классов Аналогичное результаты при других усло ­

виях получены в работах [ 2 ] и ЕЗ]. 

Устойчивость шщексов и полуустойчивость размерностей 

ядер 1 коядер в примерах, которые рассматриваются в этой 

статье, может быть установлена с помощью теорем ^6, 27 и 28 

из [2], но не может быть получена с помощью теорем 2 .5 , 7,1 

и 7.'2 из [ I ] . 

I . Приступим к построению примеров. Пусть Х~ бесконечно­

мерное сепарабельное банахово пространство с базисом Шаудера. 

Как известно ( Г 4 1 | стр. 115 -Иб) е переходом к другой норме 

можно построить пространство, изоморфное данному, мы обозна­

чим его той же буквой X ) • в "Отором существует базис Шаудера 

(«2а^сХ> обладающий следующими свойствами: 

а) в топологически сопряженном пространстве X существует 

последовательность ( € п . ) с Х , которая биортогонсльна последо­

вательности , т . е . "Уя^пгеЫ < ^ , Е Д > ~ 

(символ Крснекера).; 



б) У * * Л Д л ^ * - | 1 < ^ , ^ > « П 1 = 0 ; 

в) у - к ^ М Т е ~ и м , ! Ц * § * 2 . 
3 дальнейших построениях используется пример, который по­

казывает, что из секвенциально компактной аппроксимации не 
следует сходимость отображений по норме. 

Для любого Л 6 М определим линейное непрерывное относи­
тельно открытое отображение X *•* X со олетуюшда,, правилом 
соответствия: 

У х е X &ЗД*«йГ*Ч. 
Г.ЮвфсТлциект 3 в выражении | п помогает сравнить результаты 
статей ^1] и Г2] . ) 

Так как 6^ - линейная непрерывная форма, то линейное 
непрерывное отображение; относительная открытость 5 к. следует ' 
из.теоремы Банаха об открытом отображении, так как <̂ КХ . как' 
одномерное подпространстЕо, является полным. 

Отметим, что 
У э - е Х &т < * , е : > = 0 . а ) 

Действительно, 

в силу а ) , и в силу б)замнкание линейной оболочки семейства 

Теперь покажем, что последовательность отображений 
секвенциально компактно аотронсимирует нулевое отображение 
О - ' Х ^ Х . Действительно, в силу ( I ) 

Кро>.:е того, для любой ограниченной последовательности векто­

ров (^0 *Д последовательность \ Эч"** * 3 (%*.х*) огра­

ничена в одномерном просфанстве , следоьательно, я в -
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ляется относительно компактной последовательностью. Таким о б ­

разом, <> 3 0 ' ^ ° • 

• Теперь покажем, что (&мЛ1$*"ОИ!*0 (если даже этот предел 

существует . Действительно, 

так как и \\ $ * е Д • \<6^,е^>\ - 1 . 

Устойчивость индексов и полуустойчивость размерностей ядер , 

и коядер отображений в следующих примерах 2 , 3 и 4 может быть 

установлена о помощью теорем 26, 27 и 28 и? работы \ 2 ] , но не 

следует из теорем 2 . 5 , 7.2' и 7.1 из работы [х\ для случая ли­

нейных непрерывных отображений. 

2. Пример, относящийся к теореме 26. Пусть Х- пространство 
удовлетворяющее 1тредположениям пункта I , X •"*•/» - тождест­
венное отобтжение пространства ) ( и для любого Л«К1 ^ к

= 4 + § | 1 , 

где % к из пункта I . Тогда А м ю ^ " с/ипсисеч^- 0 ч # 

( так' как (ЗЛ'-^' 0 ) и 6м И4Ч-$Н*0 (так как &п Н,1^0 , если 
даже етот предел существует). 

3. Пример, относящийся к теореме 27. Пусть Х- бесконечно­

мерное сенарабельное гильбертово пространство над полем дейст­

вительных или комплексных чисел с ортонормалы:ой тотальной по­

следовательностью С̂ л) ^Х • (Как известно, является 

базисом Шаудера в X •) Определим линейное непрерывное открытое 

сюръективное отображение ^'-Х^Х следующим обрагом! 

Используя критерий Коши и полноту пространства X , покажем, 

что ряд ^ С ас Г # » 6 . / ^ сходится в X. Действительно, это сле-
1 = 1 
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дует из неравенств ч + ь , »+р . 

и сходимости шда 51 . 

Линейность отображения 5" проверяете" непосредственно по 

определению. 

Непрерывность отображения 5 следует из неравенства 

I. 1 РТ 
Установим сюръективность отображения Т. Пусть 5 - произ­

вольный вектор из пространства Х« ^ а к МР ^ 3 кл ^'^*)^ , 

то вектор ЭС*5 Д . ч 'Й'^с^а1 -1 является прообразом вектора У 

при отображении (Сходимость ряда Ж в4 |«_1 доказы­

вается, используя критерий Коши.) 

3 силу теоремы Банаха об открытом отображении 5"- откры­

тая сюръекция. 

Так как \ $ и \*« Ы^скад^ то скткчл Подпространст­

во <ел^ замкнуто в пространстве X, так как отображение 5~ не ­

прерывно, следовательно, векторкэе подпространство лмееъ 

топологическое дополнение. 

Теперь положим 

где (3-к) - последовательность отображений из пункта I с учёте;,, 
того , что 

Тогда (^0^*5 , но последовательность отображений не 
сходится к отображению по норме. 

4, Пример, относящийся к теореме 28. Пусть Л - простран-
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ство , удовлетворяющее предполокечиям пункта 3. Определим ли­

нейное непрерывное относительно открытое инъективное отобра­

жение 5 '• Х*^Х следующим способом: 

Докажем сходимость ряда X \ * \ * с ^ » С - 1 в Л . Так как , 

и ряд ^ (зсл^с^с сходится в X , то в силу полноты простран­

ства X ряд 2 ( Ч 1 е ^ е , с 4 сходится в / . 

Линейность отображения ^ проверяется непосредственно по 
да 

определению. 

Непрерывность и инъективность (линейного) отображения $ 

следует из равенства 

Относительная открытость инъективного отображения 5" экви­

валентна непрерывности обратного отображения и на 

подпространстве &"Х , а это следует из равенства 

У ^ е ^ Х И 
которое получаем из равенства ( 2 ) . 

Так как множество ^»в.\^«М^ ортогонально подпространству 

&"Х , то с^т =̂+оо. Подпространство $Х замкнуто в про­

странстве X , так как отображение ^ относительно открыто и 

X - полное нормированное пространство, следовательно, вектор­

ное подпространство &Х имеет топологическое дополнение в X . 

Теперь определим 

где - последовательность отображений из пункта I с уче­

том того , что 
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Тогда (,5^ *ч» , во последовательнооть отображений Ив 

сходится в отображению 5 по норые. 

Автор выражает бл&годарнооть И.В. Каркднньшу аа воотанов-

ку вадачн. 
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УДК 512.68 

О СВЯЗИ СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТНОЙ АЛПРОКС'.Г.̂ ЛЩ;:: СО 

•сходимостью по НОРМЕ ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ Ж-ЕЙНЫХ НЕПРЕ­

РЫВНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ В НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

В.С. Левченков 

Как известно, из сходимости по норме последовательности 

линейных непрерывных отображений к линейному непрерывному 
отображению вытекает, что это отображение секвенциально ксм-

пактно аппроксимируется этой последовательностью Г см. ^ЧЗ). 

В настоящей статье приводятся условия, при выполнении кото­
рых справедливо и обратное. 

I . Леша. Последовательность векторов (^Ов действитель­
ном или комплексном нормированном векторном пространстве X 
сходится к нулевому вектору тогда и только тогда, когда она 
слабо сходится к нулевому вектору и является относительно 

компактной последовательностью в X • 

Доказательство. Необходимость условий сразу следует из 
определений. 

Достаточность указанных условий установил методом от про­
тивного. Предполом»!, что существует положительное число 

и существует подпоследовательность (ЭС^ ) последовательности 

(ЭС^) такие; что 

У к * N И Ц * * |? ( О 
Так как (Хп) является относительно компактной последователь-



ностью ъ.Хг т 0 Для е ^ подпоследовательности (^пц)существу­

ет подпоследовательность ( Х * ^ ) , сходящаяся к некоторому век­

тору Х « Х Ив неравенства^ следует, что 

Переходя к пределу'в последнем нераьенстве получаем, что 

# т . \\-хЛк. ц - ц И = и И* * г > 0 . ( 2 ) 
С другой стороны для каждой линейной непрерывно;: сгормы х из 

топологически сопряжённого пространства X и 

4 \< х - } х ' > К ^ , * ' > и К***«н + 1**ч и * '>1 .(3) 
Так как Сет \\-х-хщ^\\=0, <*Ч<; , * ' > = ° » то перехода к пре­
делу в соотношениях (_3 )3получаем, что 

: т о есть 

Так как пространства X и X находится в двойственности отно­
сительно бИЛВДейнОЙ аормы < > ? , то х = 0 и > следовательно, 
11X11=0, Но это противоречит ( 2 ) . 

2. Следствие. Если ьространсгэо X конечномерно, то сла­
бая сходимость последовательности векторов в X совпадает с ее 
сходи гостью. 

3. Теорема. Последосательность линейлых непрерывных отоб ­
ражений (5^) одного действительного или комплексного нормиро­
ванного векторного пространства X в другое У сходится к ли­
нейному непрерывному отобра^:ению^по норле тогда и только т о г -



да, когда последовательность ( ^ ) секпешувалько компактно ап­

проксимирует отображение :$ и последователыюоть сопря-лонтплх 

отображений (^сходится к сопряжённому отобрач;ен:яэ 3 поточечно. 

Доказательство.Покажем необходимость условий. Есл:: й т И ^ - ^ О , 

то в силу теоремы 9 из работы { ! ] последовательность отобра:;;е-

ний ( у ^ секвенциально компактно аппроксимирует отображение гу. 

Так как 

и 1*сл\ |1$к-$№=0, то последовательность сопряженных отобрано-

ний С^) поточечно сходится к сопряженному отображению ^ . 

Для доказательства достаточнооти условие установят, что 

для каждой ограниченной последовательности векторов С**) из X 

последовательность векторов сходится к кулевому 

вектору в пространстве У. Действительно, так как последогш-

тельность отображений (5-к) секвенциально компактно аппроксимн-

рует-отображение ^ , то (^«^-5*0- относительно компактная 

последовательность в У. Так как 

У у е У ' к ^ - ^ . & ' и - к * - , *у>\ * 

и последовательность отображений поточечно сходится к 

отображению 4- , то последовательность векторов ( ^ к * * . - З ' О 

слабо сходится к нулевому вектору в пространстве I , Применяя, 

лемму к последовательности векторов ( Д * . 3 * * - получаеп, что 

V ,*..*Х, &/»* Н4 к *к -5 "к\\ * 0 . ( 4 ) 
для доказательства равенства предположим против­

ное, то еоть предположим, что существует положительное число 



-6 , Замечание. Результаты теорем 3 и 5 справедливы, если 

В силу определения 1\$Ч11-$Цдля каждого натурального числа к 

Учитывая равенспо ( 4 ) и переходя к пределу в неравенствах ( б ) 

и (б) ;получаем противоречие, 

4. Следствие. Если последовательность лине:4пых не ­

прерывных отображения секвенциально компактно аппроксимирует 

линейное не^ерывное отображение ^ , но последовательность 

сопряжённых отображений не сходится поточечно к сопряженному 

отображению 5', то последовательность н е схо>титея по "<к>-

ме к отображению 5". 

5. Теорема (двойственная к теореме з). Последователы'ость 

) сотпзяженных отображений к линейным непрерывным отображен 

ниям 5^ одного действительного или комплексного нормированного 

векторного пространства в другое сходится по норме к отображе-

киюЗ, сопряженному к линейному непрерывному отображению 3", 

то$да я только тогда, когда последовательность отображений (5^) 

секвенциально компактно аппроксимирует отображение 3 и после­

довательность отображение поточечно сходится к отображе­

нию 5". ' 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. 
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X " ^ - действительное или комплексное гильбертово простран­
ство и сопряженное отображение | -Уг^Х к отображений $г • Х-*Х 
определяется равенством 

7. Из теоремы 3, учитывая замечание 6, можно получить как 
следствие известный результат В.И, Лабеева ив работу \% \. 

Пусть X - действительное или комплексное гильбертово про­
странство и последовательность лилейных непрерывных самосопря­
женных отображений 5г̂! X ^Хоеквенциально компактно аппрокси­
мирует линейное непрерывное отображение 5**Х*"*Х. Тогда после­
довательность отображений (|Ц сходится по норм* к отодражандя 

§ ? 
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УДК 613.831 

ШШМ В КЛАССАХ КОИПАКТНОСТИ: 

РЕТРАКТЫ, акетавоты, псдвианость 
А.П.Шовтан 

Подобно :и- 'у,как в теории гомотопических типов тополо­
гических пространств большую роль играют такие понятия,как 
ретракт,экстензор,дефоз; опционный ретракт, АН ,>АМЯ ,ЛЕ\* 
ДД/ьи т.$г.;в теории шипов соответствующе значение >1^е&т 

|вйгейловке'\*мп1 ифу1 мзнталыюв"#аналоги зтих понятий'.Соэ* 
дат&дь теории шейпоз Ю.Бороук в ряде работ (СЗЭД^ЗДЭЗ) 
определяет и изучает аналоги понятий теории ретрвз. у-*в для 

енпсз метрических компактов.В частностм,К«Борсук показал, 
что классы РАЯ $ /71/ /А для метрических компактов явля-
гтег п-зйаоввма инвариантами,расширявши хласси Л Я и 

АЛ/Л метрических компактов с о о т в е т с т в и е . 3 Гб] /Г?3 
(Г^Мардешкч и ДаиСегал с помоа*ью т . н . /\ЫЯ - спектров оп ­
ределяя? и изучают эйп 6икомпакта;раэвивая эту теорию в 
последующих работах ( [ 8 ] ,("9]) ; ; С.Мардешич о помощью АА/Й-
-опектров определяет аналоги понятий теорий ретрактов для 
шей по а бикомпакте® которые в случае метрических кодаактов 
совпадают о соответствующие понятиями "шейповой" теории 
К.Борсука1* 

Б работе[-111 определяется понятие шейпа в классе ком* ает -
нети С , при уод«".оу1Я,ч*о ^ удовлетворяет векото̂  1 I 

требованшш (си* § I 10*2°)*#Цвлъю настоящей заметка являем­
ся определенна й изучение аналогов основных понятий теории 
ретрактов дли шейпов г классах компактности.Взодинае здесь 
ПОНЯТИЯ в случае ^ а ' -траческих "шпак*©* еовпа; ->* с 



соответствующим» понятиями теории К.Борсука.а в случае б и ­
компактов - с понятиями теории Мардеиича.Устанавливается 
связь между вводимыми понятиями для различных классов коы*~ 
пакты ости'. 

§ I носит вводный характер; он содержит используемые в 
дальнейшей определения и теоремы из [Ю]. Здесь жо доказа­
ны теорема 5 и лемма 2,которые потребуются в последующих 
п а р а г р а ф . 

Уоловимся сразу все рассматриваемые пространства считать 
хауодорфовыми.все отображения - непрерывными В статье мы 
будеи пользоваться терминологией из П-^СгТДбЗ. 

§ I . Шейпы в классах компактности 

Пусть & - некоторый класс топологических пространств, 
представленный в виде объединения своих подклассов: 

Щ Сопоставим каждому 4 н е ­
которое кардинальное число; для системы пространств с за* 
фиксированными мощности».™,поскольку это не может вызвать, 
недоразумения,сохраняем обозначение & ( $ = Ъ-)А > <5»ДО' 

Через ЯЩг обозначаем совокупность всех та^их, произве­
дений Р пространств класса,что пространства из &л в х о ­
дят в Р в числе,не превосходящем О. . 

Определение Т.. Пространство X называется ё -компак­
тным,если найдётся такое Р * ,чго X юиеоыорфно 
замкнутому подпространству Р Через ^5 будем о б о з ­
начать класс всех 5 -компактных проотранотв. 

Пусть %^Уе&(&) ; Рассмотрим некоторые замкнутые 
вложения 4 пространства X в Р и / " пространства 

с У в <3 (под Р и С? здесь и в дальнейшей,если не 
оговорено противное,понимаем пространства класса Х(ё) У, 
Обозначим через X = ( К^,/***', А} - спектр окрестностей 
подпространства с Х в Р ( А - направленное множество? 

К а/ с и ^ при Я' А. и рц' - естественное вложе-
ЕИЗ).Аналогично У - С У? . &} некоторой опек*р о к ­
рестностей /У в (? . 

Определение 2 . Фундаментальной направленности} из зам­
кнутого вложения с в замкнутое вложение / называется 



такая оист«ч-.л отображений IЩ «где Е - в о з ­
растающая функция из 3 в Л и для каждого / //» - н е ­
прерывное отображение из Цуч/> в »что для произ­
вольных I и / ' ( } *М' ) дяагра?яя 

гоиотопически коммутативна. ^ | / / | 

Пусть / - отображение в С? .заданное на некоторой 
окрестности И пространства СХ \ Будем говорить,что 
"отображение / порокг.ает фундаментальную направленность 

$. .если для каждого / .начиная с некоторого момента/. , 
ограничения / на «4г</о гом^топн" в соответсавующим 
отображениям . Ясно,что каждое о т о б р а ж е н и е Я ~ * У У 
порождает некоторую фундаментальную напррвленность 

Определение 3 . Пусть | , у • / <о У / ) - две фундаменталь­
ные направленности из замкнутого вложения «.' в замкнутое 

вложение у .Скажем,что / ъ 2 " гомотопные фундамен­
тальные направленности,если для каждого /* нгйдется такое 

* ; * У Г ^ ) ; 6 ( $ ,что диаграмма: 
гоиотопически коммутативна. 

Рассмотрим ес̂ е замкнутое вложение Л пространства 
л Т € < б ( б ) • Я «. ДГ(§) . и пусть 2 -{ Зу.Ъу.Г}- спектр 

окрестностей А 2 в Я ! . Композицией фундаментальных нап-
ра-ленностей / из 1 в 1 и 2-[Ъ,3*} из у в * на-
эозеи систему отображений { ?3, <*/?си»} . Легко провери-Ь, 
что эта система отображений является фундаментальной направ­
ленностью из замкнутого вложения С в замкнутое вложение 

4 . В качестве тождественного отображения вложения с на 
себя везьыец фундаментальную на правлен ость 1 4 = ^Iл^ 1и} , 
где *л - тождественное отображение А на А и для 
каждого К * X « тождественное отображение . И на Ц . 
Таким образом,получаем категорию,объектами которой являются 
замкнутые вложения $ - компактных пространств в произве­
дения из , а морфизмами - фундаментальные направлен­
ности'. 
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Определение 4. Замкнутые вложения I ? и 
] У - * 0. назовем & - эквивалентными,если найдут­

ся такие фундаментальные направленности / из * з л 
и ^ из / . в I , что ^ • / = г ^ ; / » / - -О : . В этом 
случае будем писать » * ь / . 

Приведенные до сих пор определения,справедливы для лю­
бой системы 5 ,однако-для того,чтобы основываясь на этих 
определениях можно было построить содержательную теорию 
шейпов в данном классе компактности,нам придется наложить 
на § некоторые ограничения.Именно,будем в дальнейшем 
предполагать,что <̂  удовлетворяет следуюдси двум условиям: 

1°, Каждое пространство Ре.Я(&) является абсолютным 
окрестностным экстензором для класса . Другим;* сло-« 
вами, т) ЬЬМЕ'ЬХЩ) 

2° . Класс замкнут относительно произведения на 
некоторое пространство Е .содержащее отрезок 3 

При этих условиях справедлива следующая теорема 
Теорема I . Пусть X , У - б-компактные пространства,' 

X гомотопически эквивалентно У и С , / -некоторые 
замкнутые вложения X и У в пространства Р и 0 с о ­
ответствен но.Тогда влс;ение I & -эквивалентно вложению 

Следствие I . Пусть <• и <- - два замкнутых вложения л 
в пространства Р и Р' класса . Тогда С % С . 

Из этого следствия видно,что отношение <5 - эквивалент­
ности можно рассматривать как отношение эквивалентности в 
классе ^ -компактных пространств (а не в классе их замк­
нутых вложений).Отсюда вытекает корректность следуюпчго оп­
ределения : 

Определение 5. 3 -компактные пространства X и У на* 
зовем б -эквиьалзнтными.если некоторые (а следователи'), 
и любые) их замкнутые вложения < и / в пространства Р 
и 0 являются 5 -эквивалентными. 

Следствие 2 . Класс всех $ -компактных пространств д е ­
лится на классы & -эквивалентынх пространств1. 

Шейпом X относительно <§ назовем класс всех б -
-компактных простр-лств, § -.эквивалентных пространству Л V 
т . е . зке\ = (у: У е О ( 5 ^ Х ^ У ^ 



Пуоть пространство X является одновременно & г -ком­
пакта ш и 5ь -компактным,где ^ в ^ - системы тополо­
гических пространств,удовлетворяющие условиям 1° ,2° .Тогда 
•предьлены шейпн X относительно каждой из систем: 
^ д , X и 1Л.в4 X >, Следующая теорема устанавливает связь 

меаду 'этими шейпами. 
Теорема 2 . Пусть %€^($Х)ОЛ(^) и сучествует некото­

рая система Я «удовлетворяющая условия» 1° ,2° ,такая, 
что 5 ^ 4 , * . Тогда X П ЗК^К П Т Х ) * 

Следствие I . Если $1 С &я , то 
Следствие 2 , Если «3(5*) *= <СКба) , то X = 

= З^^Х . Таким образом,тейп в классе компактности 
зависит только от этого класса компактности н не зависит 
от способа задания этого класса компактности. 

Теорема 3 . Если пространства X и У являются 
& »то X и У ё -эквивалентны в том и 

только в том случае,когда они гомотопячески эквивалентны. 
Установки теперь связь между введенный здесь понятней 

•айна в классе компактности и шейпаын в смысле К.Борсука 
[ 8 ] , С.Цардеиича Г61,111 и Р.Фокса Гю]. Заметим прежде все» 
го^чго 
вели б » ] * 5 > т . е ! . ЯШ={3*} ,то <5($) есть 
кдаео метрических компактов; 
еаля $ е I , т . е ; - 7 (6 ) - П Т } Т Г т о ЖЁ) есть 
клаео бикомпактов; 

есть класс метрических пространств, ( Л / - метри­
ческие пространства). 

Таким обра зон, каждые яз этих*,классов является классом 
колактяости'.Шеет место следующая теорема: 

^ означает Я ^ ) = > * / $ , ) 1 / * / ^ . 

означает в классе & -ком­
пактных пространств; 



Теорема 4 . 
а ) Шейп в классе метрических компактов оовяадае* о ввн-

пом метрического компакта в смысле К.Борсука; 
б) Шейп в классе бикомпактов совладает о шейном биком­

пакта в смысле С.Мардешича; 
в ) Шейп в классе метрических пространств совпадает с 

юейпом метрического пространства в смысле Р,Фокой". 
Рассмотрим теперь некоторые другие клаосм компактности; 

в которых может быть определен шейп. 
I* : В [ 1 2 ] показано,что пространство X является пол­

ным (в смысле Чеха) финально компактным пространством т о г ­
да и только тогда.когда оно бх -компактно, где 5А •> 
* ( ( й ^ , ) , 7 ] (Я - вещественная прямая; 0 -

единичный интервал). б х удовлетворяет условиям 1° ,2° , следо­
вательно, определен шейп в классе полных финально компактный 
пространств'. 

2 . В С123 показано,что для того,чтобы пространство X 
было полным паракомпактом,необходимо и достаточно,чтобы оно 
было 54-компактным,где 34 = ((1*,Ь{<>)1 3} ( ^ - м е т р и ­
ческий ёж колючести С ) , Система 52 удовлетворяет усло­
виям 1°,2°,следовательно,определён шейп в классе полных в 
смысле Чеха паракомпактоз'. 

3 . . По теореме Нагата топологическое пространство явля­
ется Р - паракомпактом тогда и только тогда,когда оно г о -
меоморфно замкнутому подпространству произведения А^Я(М) 
на тихоновский куб Iх т . е . тогда,когда оно Ъ± - ком­
пактно, где .Отсюда следует,что оп­
ределен шейп в классе / * - паракомпактов. (Связь между 
шейпамн в различных классах компактности описывается теоре­
мой 2)Н 

Докажем в заключение этого раздела теорему.характеризую­
щую шейпы одноточечного пространства.Пусть X - <§-ком­
пактное пространство и I -замкнутое вложение X в Р '* 

Теорема 5 . Для того,чтобы О , т . е . чтобы 
пространство Л принадлежало шейпу одноточечного простран­
ства,необходимо и достаточно«чтобы для каждой окрестности 

К пространства с'Х г Р .существовала меиьюя окрестность 



V «стягиваемая в К в точку. 
Предварительно докажем следующую лемму. 

Лемма 2 , Пусть X I У - ^-компактные пространства, 

* О .Тогда существует единственная фундамен­
тальная Направленность / из X в У \ 

Доказательство. 
Существование фундаментальной направленности очевидно, 

ибо всегда можйм взять фундаментальную направленность,сос­
т о я л а из постоянных отображений.Для доказательства един­
ственности рассмотрим скачала случай,когда У само одно­
точечно ,т . с . У = 1 х > .Одноточечное пространство являет­
ся Ш^п<.($1 в любом классе компактности,поэтому можем 
рассматривать вместо системы <5 эквивалентную ей систему 

5 ' - (5 ̂ ' ' * / ' . Ясно,что существует единственная (с точно­
стью до гомотопии) фундаментальная направленность / из 
каждого, замкнутого вложения С• •' X - * Р в замкнутое вло-
ж е к к е / > " * .Пусть теперь , & -замк­
нутое вложение У " в '<? ; / "фундаментальная направ­
ленность, из * % I * 1 -единственная фундаментальная 
направленность из г» в ,/ и ^ - однозначно определенная 
обратная к ней (т .е 1 . у . у —»- /с и г / - 1> ,*?~1х ) . 

^ Пусть С и ' ' - * ззмкнутые вложения X в Р и Р ; 
У - замкнутые вложения У » Ч и У соответст -

вен но. Поскольку замкнутые вложения ц' I * , / и / 
& -эквивалентны иевду собой,найдутся фундаментальные нап­

равленности А : I -» Р • Л •/ , Д' 1 ' ^ , Ш / ' , 
такие,что Д'Д. * И 1 А А > - 1 1 ' ( / , / , ^ / , / " / ' -V' • 

Из теоремы I и е«; следствия ясно,что фундаментальные направ­
ленности ^ иг <- ъ ] и Л*/А из ^ в / при 
рассмотрении отношения шейповой эквивалентности,шейповых 
характеристик б - контактных пространств являются экви­
валентными .3 этом смысле мы употребляем выражение "фундамен­
тальная направленность из & -компактного пространства X 
в 5 -компактное пространство У .вместо того,чтобы г о в о ­
рить о фундаментальной направленности соответствующих зам­
кнутых вложений1. 



Очевидно, *. Ц является единственной фунда­
ментальной направленностью из <• в ] .следовательно, а 
фундаментальная направленность / иг X в У единствен­
на. 

Лемма доказана.Переходим к доказательству теоремы. 
Допустим * О .рассмотрим некоторый спектр ок- , 

рестностей X пространства ^ X в Р , и для кгидой 
"Лл е X определим отображзьие с 4 ( г ( А ) » > Г д в -

некоторая фиксированная точка X .Таким образом получаем 
Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Б Н У Ю направленность с • X X .Из лемма 2 сле­
дует 1 * С , но это эквивалентно тому,что для каждого 

А. найдется номер ?- «1- такяй.что 1 ^ ' Сд/к^ в 
,где ^й! : —* и*.' -тождчственнсе отображение. 

Последнее же уеловне означает как раз,что и 4 ' стягиваемо 
в и & в точку1. 

Обратно,пусть для каждого с( найдется 3.' У <̂  такое, 
! « о Ц 4 ' деформируется в У 4 в точку;тогда тождествен­
ное отображение 1*! гомотопно в ^ . А отображению 
Сд' : - + » • ,тд§ - некоторая точка в К *?ас-» 

сметрим одноточечное пространттво * и определим фундамен­
тальную направленность иэ * в X .голозив с±{#;) - *о 
для каждого '.Пусть V -единственная (по лечме) фунда­
ментальная направленность из X в * ' .Нетрудно проверить, 
что для определенных таким образом фундаментальных каправ-
ленностей , 0 другой стороны,очевидно, у с ж / * 
Отсюда получаем У * *- ~ О . 
Теорема доказана1, 

§ 2 . Фундаментальная ретракция.'*ундаментальные 
. абсолютные ретракты. фундаментальные абсо­

лютные окрестностные ретракты 
Определеаде 6 . . Пусть X и У - ё -компактные прост­

ранства, \ и ^ - сортветсевувщее оамквутое вложе­
ние X и V .Если существует фундаментальная направлен- * 
ностьг : V -т*Х тихая,что ГЬ. Хх # где 1 - фундамен­
тальная направленность,порожденная с .то г называется 
фундаментальней ретракцией У на X . X ' в этш олучае 
будем называть фундаментальным рвтрактом У , 



Непосредственно из определений легко убедиться в спра­
ведливости следующих предложений,( Х > У ^ - I - компакт­
ные пространства): 

Предложение I. Если X есть ретракт У , то X и фун­
даментальный реттдакт У •, 

Предложение 2. Если X $ У ^ ^ • * - фундаментальный 
ретракт У ' ,а У •» фундаментальный ретракт 2 ,то X 
есть также фундаментальный ретракт г? . 

Предложение 3. Пусть. X § У с Ъ , - замкнутое вло­
жение X в У и / - замкнутое вложение У в 2, .Зсли 

X есть фундаментальный ретракт 2, и Г - соответствую­
щая фундаментальная ретракция,то X является также фунда­
ментальным ретрактом У ; соответствующая фундаментальная 
ретракция г / ; . 

Предложение 4 Понятие фундаментального ретракта в кате­
гории бикомпактов совпадает с понятием шейпового ретракта 
в смысле С.Мардегсича ( с м . С 9 ] , о п р . 4 ) . 

Из этого предложения и теоремы I I указанной работы Мард-
ешича вытекает следствие '.Понятие фундаментачьного ретракта 
в категории метрических компактов совпадает с определением 
фундаментального ретракта,данным: К.Борсуком (см' .Сч! ) . 

Определение 7. ~$ -компактное пространство X назовем 
фундаментальным- абсолютным ретрактом в классе компактности 

б ( X « РА К Ш),зсли для каждого У е й (&) такого, 
что X 5 ^ , X является фундаментальным ретрактом У . 

Согласно условию 1°§1 каждое пространство Р е Ж(&) яв ­
ляется '.Предположим,что оно является не только 
окрестностнум.но и абсолютным экстензором;тогда справедлива 

Теорема 6 . д л Я того,чтобы <5 -компактное пространство бы­
ло Р А Я Ш .необходимо и достаточно,чтобы 5 ^ « « Х = О . 
( ф.С9] теорема 4 ) . 

Доказательство. 
Пусть Х^МЯ (5^ .рассмотрим некоторое замкнутое 

вложение ' - X -*Р и пуоть С -фундаментальная ретракция 
Р на X ; тогда Гк ~ 1* .С другой стороны,по лемме 2 
' Г ^ 1р (ибо ьк^Р = о ) . Так как X Ф Ф '» отсюда 

получаем *^«;Х = 5 ^ Л Р « 0 . 



Обратно,допустим бЬ$Х~0 и Н с У. ; Воспользуемся 
опять леммой 2,откуда получаем,что существует единственная' 
фундаментальная направленность С •' У X ц единственная 
фундаментальная направленность 1х •' X - г Л ; отсюда следует 
г с . X* , т . е . X - фундаментальный ретракт У -, 

Следствие I . Пусть А -•замкнутее подпространство 5 -
компактного пространства X и У е РАМ5. ) , Тогда для 
любой фундаментальной направленности $: А У существу­
ет продолжение У : X -> У , т . е . такая фундаментальная нап­
равленность, что / с ^ / ,где I -фундаментальная нап­
равленность, порожденная тождественным вложением с : А -* \ . 

Следствие 2 . Для того,чтобы 6 -компактное пространство 
X было ГАЩ^) .необходимо и достаточно,чтобы для 

каждой окрестности К множества <-К в Р существовала 
окрестность ^ .стягиваемая в Ц в точку. 

Теорема 7. Пусть и 6 4 - системы топологических 
пространств,такие,что Л'(дс) с АЯ(&<) и существует с и с ­
тема 3) о §, и ё ь , удовлетворяющая условиям 1° ,2° § Г.Тогда 

Доказательство, 
Действительно,пусть X е. # О # ( 5 ^ • п 0 теореме 6 

отсюда Ж ^ Х * о . По теореме 2 < 4 ^ ^ л Л » , > Г Ц Х № Д Ч У 
поскольку ^ ^ .отсюда следует зы^^Х *= О. 
Ир/меняя опять, теорему-6,полу чаш Л * /VIЯ (6^) •. Итак, 
доказано РАЫЬ,) Л«Г^З с РАЯ [Я^) С)Обратное вклю­
чение доказывается точно так же 

Следствие Если <?, с # Л и с: , Т о 

Определение 8 . <̂  -компактное пространство Л назовем 
фундаментальным абсолютным ретрактом в классе компактности 
б ( ГАМ(1(0,) ) ,если в каждом й -компаклном простран­

стве У .таком что А У .найдется 5 «компактная 
окрестность V С Лс V с ь̂ ) такая.что X является фундамен­
тальным ретрактом V .• 

Теорема 8 . Пусть все пространства класса нормаль­
ны. Тогда & - компактное пространства X является 

У А У К. ($) в том и только в том случае,когда существует 



5-компактное пространство У .содержащее X в .каче­
стве замкнутого подпространства,такое,чте X есть фунда-
»ентальный ретракт У и У является замнкаиием некото­
рого пространства (ср.теорема 6 из ( . 9 ] ) . 

Доказательство'. 
Пусть ХеГА/\//?Ш и Х < ^ - » Р е Я ^ ) - замкнутое вложе­

ние.По определен!® 5"А/УК найдётся & -компактная о к ­
рестность У=>Х в Р такая,что X есть фундаменталь-
кый ретракт У Положим У„ 3 У (внутренность б е ­
рется в р ) ; ясно,что у, - абсолютный окрестностиыЗ э к ­
стензор в классе компактности 6 ; . 

Обратно,пусть X -фундаментальный ретракт V и 
У„ € АЛ/Е (15) , СУ.] =У г. Заметим сразу,что при 

.этих условиях X с Ур • Пусть 2. -некоторое Ъ- ком­
пактное прострзкство.содёржащее X в качестве замкнутого 
подмножества.Рассмотрим присоединенное пространство 2 Су У, 
где у - тождественное отображение X ( с 2.) на X (сУ). 
Поскольку У, является ЛЛгЕ (5) отображение У мож­
но продолжать на некоторую окрестность 2,' с X ; —*у. 
При зтсм,?ак как пространство Д*. нормально,окрестность 
можем вкбрать замкнутой (и, следовательно, §-компактной). 
Определил отображение р : 2 . ОтУ-* У , положив ?\2' = У 

р|у = «."оС/у .Легко видеть,что определенное таким образом 
отображение непрерывно и является ретракцией * Ц>У на У . 
С другой стороны,согласно условию, X есть фундаментальный 
ретракт X V ! . По предложениям 1,2 отсюда следует,что X 
есть фундаментальный ретракт ЦУ ; по предложенив3 X яв ­
ляется фундаментальным ретрактом Л . Теорема доказана. 

Согласно условию 1°§Г. каждое открытое множество в Р<ШШ 
является Л / /Г ( 5 ; »„ Интерес представляет случай, когда каж­
дое замкнутое подмножество в Р имеет базу из окрестно­
стей, являющихся не только Л^^(^) ,но и ЯЯ'Я(&) .Булем 
в таких случаях для краткости говорить проото.-гго простран­
ства Я($) обладают базой'. 

Теорема 9. Пусть пространства класса 'ШХЩ обладают 
Я&К- ($/ -базой.Тогла \^ГАЫЯ [$} в том и только в 

том случае,когда X является фундаментальным ретрактом н е ­
которого А V Я \Щ пространства У '. 



Доказательство. 
Достаточность утверждения следует непосредственно из 

теоремы 8Г, Обратно^пугть X есть фулдаментальный ретрак* 
У ' с Р .где У ; -некоторая <5-компактная окрестность К 
в Р ^Согласно условию.найдётоя окрестность У ^ Х .содер­
жащаяся в У ' ;такая.что У ек/МК(^) • По предложению Э 

К является фундаментальным ретрактом пространства У г. 
Теорема доказана1. . 

Следствие I.» (Теорема К.Бороука; см. [^теорема 6 Л ) . 
Для того,чтобы метрический компакт ( / 1 С ) X был 
ГА Л/Я (МС) .необходимо и достаточно.чтобы он был фунда­

ментальным ретрактом некоторого ЛЛ^(-/ИС} 
Доказательство. 
Класс метрических компактов совпадает с классом(й (ЗН)\ 

Как легко видеть,каждое замкнутое множество имеет базу ок ­
рестностей вида С х 3 где С ~ некоторый конечный-
замкнутый полиэдр; ясно.что окрестность такого вида явля­
ется абсолютным окрестностным ретрактом в классе метричес­
ких компактов.Такш образом, $ ж*{1 обладает 
базой. и следовательно .мы находимся в области действия т е о ­
ремы 9 . 

Следствие 2 . (Теотзема С'.Мардепгача{ см.[9]тесрема 6);Для 
того.чтобы биокомпакт -необходимо 
и достаточно,чтобы X был фундаментальным ретрактом неко-* 
торого ЛУЯ ( О 

Доказательство аналогично доказательству следвтвия I ; 
база окрестностей замкнутых множеств в ! ] т имеет вид 

С * З г |Где С - конечный замкнутый полиэдре 
Следствие 3. ^дя того,чтобы метрическое пространство (М) 
X было ГАЛ/ЖИ) .необходимо и достаток о ."чтобы 

X было фундаментальна ретрактом некоторого АМЯ{М) . 
Доказательство легко провести .используя теорему Хг~шерв'(,' 

утверждающую.что свойство пространства быть на­
следуется по открытым множествам.теорему Куратовского -Вой-
дыславского.утверждающуго.что каждое метрическое пространств 
во гомеоморфно замкнутому подпространству некоторого 

ЯЫЯ (М) .и теорему 8'. 



Следствие 4 . Для того,чтобы /> -паракомпакт ) 
был Ук^ЩрР) .необходимо и достаточно,чтобы X был 
фундаментальным ретрактом некоторого . А МЯ (/> Р) , 

Доказательство. 
Поскольку /> -наракомпактные пространства ..ормальны и 

свойство пространства быть р -паракомпактом наследуется 
множествами типа Го" .нетрудно показать,что каждое замк­
нутое подмножество /> -паракомпакткого пространства име­
ет базу с -паракомпактных открытых окрестностей.Теперь 
мы можем воспользоваться теоремой 9 . 

Следствие 5. Для того,чтобы полный в смысле Чеха пара-
компакт (С Р) был РА ЫЯ (сР) .необходимо и достаточно, 
чтобы он был фундаментальным ретрактом некоторого А 

Следствие 6. Для того,чтобы полное в смысле Чеха финаль­
но компактное пространство (С1-) было рА$%( О-) .необ­
ходимо и достаточно,чтобы оно было фундаментальным ретрактом 
некоторого А # У / ? ( с О . 

Доказательство следствий 5,6 совершенно аналогично дока­
зательству следствия Ч\ 

Теорстла 10. Пусть пространства обладают 
/\ -базой, X , У - ё-компактны.Тогда,если 

к У* , то и ХеГАЛ/УОД 
Доказательство. 
Предположи).! сна чала, что У е. А Л/Я (^) , и пусть / Х ^ У , 

3 ' V—"X - та^ие фундаментальные направленности,что 
3$ - .Поскольку У е Л / ^ й Ц можем считать что У 

состоит из одного отображения у. • Хйо -» У ,где Л й о - н е ­
которая окрестность X (ибо в этом случае мы всегда можем 
рассматривать вместо эквивалентную ей систему 

&,-%,и1У} .содержащую У ,и замкнутое вложение/'У-»У)ш 
При этом-окрестность Ха„ можем выбрать & -компактной. 
Отсюда следует,что можем рассматривать,как фундамен­
тальную направленность из Ла„ в X . Обозначим эту фунда­
ментальную направленность г , т . е . г . х«». г X • 

* Мы пишем ь^^К ^ (шейп пространства У доминиру­
ет шейп пространства X ) тогда и только тогда,когда суще­
ствуют фундаментальные направленности / - ' Л - * - У * / . 'У -* -А 
такие,что / / ~ 1Х; 



Легко убедиться в том,что Г есть фундаментальная рет­
ракция! поскольку Г сх з 4 от 1Х .следовательно, г С ^ 1Х С 
где С -фундаментальная направленность,порождаема», вложе­
нием I Ь ; в свою очередь 1 а | = = Ь .Таким 
образом,получаем гС,х1х , т . е . Г -фундаментальная рет ­
ракция и, следовательно, X е ГАЛ//?(1.) 

Пусть теперь У -произвольный УЛА/Р (&) и 4̂̂ X̂ 54̂  У, 
;. По теореме 9 У является фундаменталь­

ным рет ратном некоторого АА/Я($) пространства % .Тогда 
5А.{У й 5к&Я, и,следовательно, 5^. е Х 4 ;таким 

образом» X есть фундаментальный ретракт АА/МЯ) прос­
транства Ь .Отсюда, X ГА/У Я(&) . Т е о р е м доказана. 

Следствие Пусть пространства #7(1,) обладают А.^Я(ё)-
базой.Тогда для того,чтобы -компактное пространство бы­
ло ГА/УЯЩ,} необходимо и достаточно,чтобы существовало 
такое А^ЖЯ) пространство У ,что ->̂ -§Х 6 , ГД.|У . 

Доказательство.Если ХеРАЛ/К (5) ,то по теореме 9 
найдется такое АЫЖ5) пространство У ,что X есть 
фундаментальный ретракт У и, следовательно, * 5 ^ У . 
Обратно,если 5А.гХ^5А.гУ ч У е Л Л ' ^ ( 5 ^ , то по теоре­
ме 10 Х е РАЛ/К 16) -

Выясним,наконец,вопрос,как связаны классы •3-АЛ/Я(&) 
для различных классов компактности. 

Теорема I I . Пусть Ь^ и <5г - два класса компактности 
и существует система О э ё , У 5 г .удовлетворяющая усло­
виям 1 ° , 2 ° § I . Тогда ГА/У# ) = / "А /Ш^) лДГ&. 

Доказательство. 
Пусть X е ГАЛ'К. (-9-) и X - ^-компактно; так как 

с: <й (2>) ( с = 1 , 2 ) , то отсюда следует,что 
X е ГА Л//? ( . Таким образом, Р/\ПШпШЗ*ШЩ, 

Покажем,что выполнено и обратное включение. 
Если X & РР\ЫЯ[8С) ,то по теореме 8 существует такое 

<& -компакгное пространство У ,содержащее всюду плотное 
АЛ/{Г(б) пространство У„ ,что X является фунда­

ментальном ретрактом У .Более того,из доказательства т е о ­
ремы 8 следует,что У можно выбрать как подпространство н е ­
которого Р*-Я[%), а У0•= Уъ{ У. , где внутренность берет­
ся в Р Включение Я э йс означает,что 



оледозатедьно, У является также и #-компактным.Так как 
«ЛУ») с АЫЕ (%>) ,все пространства Ре д(^) я в ­

ляются абсолютными окрестностчыми экотензорами для класса 
;следовательно?и У„<*АЛ/Е'(Я>) . Итак, X есть 

. фундаментальный ретракт я -компактного прост^нства У ; 
содержащего всюду плотное У в е А /Ус { О) . П о теореме б 
отсюда X е р д / У А I Имеем два равенства РАЫЯ{&^)= 

откуда получаем РА ( 5 Х ) Л Й ^ РА ЫЯ Л й . 
Теорема доказана'. 

Следствие I . - Пусть 6 , с ^ .тогда ТАМИ{&Х) = 

Следствие 2:. Если Л ( 1 . ) ,то РАЫЖ^,) = Рлл^1х) 
Таким образом, свойств о пространства оыть Р'АА/К. ( 5,) з а ­
висит только от класса компактности,в котором определяется 
данный РАЫЯ и не зависит от способа задания класса 
компактности. 

§ 3 . Зундамептапьные абсолютные экстензоры. 
Фундаментальные абсолютные окрестност-

ные экстекзоры 

Пусть 5 -некоторая система топологических пространств -
в смысле определений § Г, и У - некоторое топологическое 
простракстпо-.Р'гссыотриы систему «О ;для которой Ж%>) » 
- $7{%) V IV} .(Заметим,что 5> вообще говоря,не удовлетво­

ряет условиям 1° ,2 °§ I ) . Введем следующие определения: 
Определение 9. , Пространство У назовем фундаментальным 

абсолютным экстензором в классе Й ! ( < § ) ( Р А Е ( б ) ) , 
если для произвольного % -компактного пространства X каж­
дая фундаментальная направленность / из Л * в У ( р а с ­
сматриваемая как_фундаментальная направленность в X) име­
ет продолжение У из Л' в У .При этом под продолжением 
понимается такая фундаментальная направленность / , что 

/с_ ~ & ,где ( - фундаментальная направленность,по­
рождаемая вложением с-А—»Л(ср. утверждение следствия I 
теоремы 6 ) ' . 

I А - замкнутое подмножество пространства X . 



Определение 10. Пространство У называется фундамен­
тальным абсолютным окрестностиым экстензором в классе 
( РА№Е*(5) ) , если для произвольного & -компактного 
пространства X .его замкнутого подпространства А и 
произвольной фундаментальной направленности _ / ' А У 
(рассматриваемой как фундаментальная направленность в «О ) 
найдется ё -компактная окрестность ОА й фундамен­
тальная направленность / . о д .продолжающая / • 

Теорема 12. Если пространство У является абсолютным 
экстензором для класса .то V есть и фундаменталь­
ный абсолютный экстензор в классе *й(&) ! . Другими словами, 

Предварительно докажем следующую лемму. 
Леша 3 Пусть ХЩгйШЁЩ » К и | -фун­

даментальная направленность из X в У * Тогда найдется 
такое отображение 3'Х~+У ,что фундаментальная направ 
ленность д .порождаемая у .гомотопна фундаментальной 
направленности / ( фхЩЙ ) * 

Доказательство. 
Пусть С и у -такие замкнутые вложения пространств 

X | У в Р^Ж&) и С е ^ С о О ) соответстгенно.что / 
есть фундаментальная направленность из * в у . Пусть 
У -тождественное вложение У в У^Я{^>) • Нетрудно 

видеть,что вложение / гоиотопически эквивалентно вложе­
нию ^ / ; при этом тождественные отображения А:уУ —*/ У 
и Л Ы'*+г&1-? порождают фундаментальные направленно­
сти Л : } и А 1 : такие,что. Л'А аг^у , 

АА' ^ 1 у ' ; Поскольку у ' У - У .легко показать, 
что фундаментальная направленность А / - ' ^ порождает 
ся некоторым отображением у': сХ -+/'У Отсюда следу 
ет .чте отображение $щМ^ порождает фундаментальную 
направленность $ ь Л г ^ 1 = А ЧУ с * / . Утверждение лем^ы 
доказано. 

Переходим к доказательству теоремы.Пусть А ^ X , X -
5 -компактно, У е Д Г / ^ и У некоторая фундамеитальч. 

ная направленность из А в У . Согласно лемме 3 сущест-

1 Здесь и в дальнейшем фундаментальные направленности р а с ­
сматриваются в шШЩш 



. вует отображение / '-А—-У .порождающее фундаментальную 
направленность/ , т . е . у ' ; * / .Поскольку У^АЕН). 
отображение У ' можем продолжить на все Л ( У." X —>-У ) . 
Тогда,как нетрудно видеть, У <| = / • А -*• У .где _/ -фун­
даментальная направленность, порожденная / , а 1 порожда­
ется естественным вложением С' А -*-Л : . Таким о б р а з о м , / -
продолжение фундаментальной направленности / , Теорема 
доказана1. 

Совершенно аналогично,с помощью леммы 3,доказываетея 
следующая 

Теорема 12а .Если пространство У является абсолютным 
окрестности ым-экстензором в классе <&(б) ,то У и фун-
даменталънь.2 абсолютный окрестностный экстелзор в <5(€) . 

Выясни?',ка- связаны между собой классы ^ЛЯ(^) и 

Предположим,что ж*) с лето). Тогда 
справедлива следующая 

Теорема 13 . Ь категории 5 -компактных пространств по ­
нятия фундаментального абсолютного ретракта и фундаменталь­
ного абсолютного экстензора .Другими словами, УУ)в.(&) ~ 
^АСШПй(ё) . 

Доказательство. 
Включение г/\Я [&) с Г А Е (б) следует при указанных пред­

положениях из следствия I теоремы 6.Обратно.пусть 
Х ^ Г А с ' ( ё ) Л О. (Ё) и X - замкнутое подпространство 
& -компактного пространства У .Рассмотрим фундаменталь­

ную направленность 1 л .порожденную тождественным отобра­
жением X в X . Так как X е. РАЕ(ё) ,можем 1Х продол­
жить до фундаментальной направленности Г •' У X «Нетру­
дно проверить,что г С * ^ Л ,где с - вложение X в 

у ; следовательно, X есть фундаментальный ретракт У 
л Х е Г Л К ( ё ) 

Следствие Т. (К.Борсук). В классе метрических компактов 
понятия Г А К. и Г А Г совпадают. 

"следствие 2 . (С.Мардешич). В классе бикомпактов понятия 
Г А К и Р А Е совпадают. 

Следствие 3 . В классе полных в смысле Чеха парокомпактов 



понятии РАЯ и ГАЕ1 оовпадают. 
Соотношение между клзсоами ГА/^Я и РАА/Е у ста ­

навливает 
Теорема 14. 3 категории ё> -компактных пространств по ­

нятия фундаментального абсолютного окрестностчого ретрак­
та и фундаментального абсолютного экстензора совпадают. 
Другими словами. РА^ЯШ = РДМЕШП<й(&. 

Доказательство'. 
Пусть Х е Г Я / / Е ( ё ^ , Х^Жё) и <5 -компактное прос. 

транство У содержит X как замкнутое подпространство. 
Рассмотрим фундаментальную направленность,порожденную тож­
дественным отображением /д Х(^) -* X и,воспользовавшись 
тем,что X * ЕА/\/€(ё) ^продолжим ее на некоторую окрест­
ность ОХ в У ; при этом ОЛ можем выбрать <5 -компакт­
ной „Обо значим это продолжение Г ( г . О Х -*Л ) V Если С -
фундаментальная направленность,порождаемая замкнутым вложе­
нием <-•X —г ОХ ,то, как нетрудно проверить, 

Г Ч з# 1х •' X—*> X , Т . Р . Г является фундамен­
тальной ретракцией и Х е ГАМ%(&)* 

Обратно,пусть X. ГАЛ/Я.(6) .тогда,согласно теореме 8 
найдется такое 6 -компактное пространство У .содержа­
щее всюду платное АА/Е {$) -пространство У 0 , что 

X является фундаментальным ретрактом У .Обозначим ч е ­
рез Г соответствуюн*/ю фундаментальную ретракцию.Пусть 
А -замкнутое подпространство б -компактного простран­

ства X и / - фундаментальная направленность из А в 
У .Поскольку X < У 0 с У мы вправе рассматривать У 

как фундаментальную направленность из А в У„ ; тогда 
по теореме 12 можем продолжить / на некоторую окрестность 

О Л ъ'2> , и пусть Т -соответствующее продолжение .Та­
ким образом,имеем / Ь . — / ,где с -фундаментальная 
направленность, порожденная вложением с А -* О А ".Положим, 
наконец, % г / . X X * Как легко видеть,имеет место с л е ­
дующие равенства 3± --г/* -Л ~ / .Отсюда,фундамен» 
тальная гаиравленность д является продолжением фундамен­
тальной направленности _/ на окрестность О А ,я. следо­
вательно, Х^РАМЕ{%) 
Теорема доказана'. 



§ 4. Подвижность 
Определение I I . <> -компактное пространство Л назы­

вается подвижным при вложени^ С ,где (• • X —*• Р е 

если для произвольной окрестности К пространства (.'X 
в Р найдется та.ая окрестность од ,что для любой мень­
шей окрестности 1/4 ( К1 с 1^) существует функция У из 

Ц, в 1( г .которая гомотопна в Ц тождественному о т о ­
бражению 1и, I и 1 -* Х<! * (Другими словами,это означает,что 

и 2 стягиваема в К в любую меньдук окрестность и г , ) 
Если б -компактное пространство X подвижно при 

каждом вложении с • X — Р * . Я ( & ) X назовем под­
вижным в классе компактности & ( б ) 

Справедливы следующие предложения. 
Предложение 7 Бикомпакт X подвижен в классе биком­

пактов ?ог?ч. и только тогда,когда он подвижен в смысле 
С.Мавдешича ( [ 9 1 ) . 

Предложение 8» Метрический компакт подвижен в классе мет* 
рических компактов тогда и только тогда,когда он подвижен в 
смысле Борсука ( Р ] ) . 

Теорема 15. П'сть X , V - <§-компактные протсран-
ства, зА-гХ ^ У с , у -замкнутые вложения 
( С :Х-т Р , /• <3, Р,<1 е ) .Тогда,если У под, 
вижен пр" вложении / ,то и X подвижен при вложении I . 

Доказатздьстао. 
Так как ^ ^ Х 6 5%^(У ,найдутся фундаментальные нап­

равленности / из I в / и У из / в с такие, 
что з/~ И , ° * л / '.Пусть X , У -спектры о к ­
рестностей с'Х в Р и / У в С? соответственно и 

Ц е X ;.Из того ,что ~ ./< , следует,что существуют 
такие Ц , , « , е ^ Ч € У и такие , / | ^ , где 
/ , : I/, - * У , . _ У , . V, - Г Ц Г _ , для которых композиция д, Рх 

гомотопне в И тождественному отображению / и , '. 
Пространство У подвижно при вложении ^ .следователь­

но,найдется такая окрестность У 3 ,что для произвольной 
^ у с У3 существует функция "Р '• V , V* .гомотопная 
^ V, в Ч '.Положим ТХ3 ^ / , " ' (V,) .ограничение функции 
У. на окрестность обозначим У> . Пусть окрест-



ность 1(.у содержится в Ц} ; ПОЛОЖИМ = у/ ( и9) и 
%ч - ограничение функции Д на у у С " Ц .Согласно вы­

бору окрестности Ц существует функция, у : У 3 уд, , 
гомотопная в У/4 .Отсюда,как легко проверить,следует, 
что композиция отображений у у УУ^ гомотопна в окрестно­
сти И тождественному отображению 1и, . Итак,пространст­
во X подвижно при вложении у . 

Следствие I . Если 5 -компактное пространство подвижно 
при некотором вложении С : X —* Р ,то оно подвижно и во 
всем классе компактности .Таким образов,понятие подвижности 
не зависит от выбора замкнутого вложения. 

Следствие 2 . Если X , У - $ -компактное пространство, 
*А.#Х 4 5 ^ У и У подвижен в классе <й (&) ,то и 

X подвижен в классе <й($) . 

Следствие 3. Если Х е (б) »** Л подвижен в клас­
се компактности <й (§) . 

Доказательство. 
Рассмотрим вместо системы ё> систему (? ,для коброй 

Ж51) ш #(&) и(Х} .Поскольку X с Л^Я(ё) .систьма § ' 
удовлетворяет услоь/ям 1 ° ,2 ° § I . Рассмотрим теперь вложе­
ние с - X —>Х . Очевидно,что X подвижен при 
вложении С .отсюда ло следствию I ){ подвижен в классе 
компактности <&(§0 ,а следовательно,и в классе компагтно-
сти О (ё) . 

Пусть пространства класса облагают - б а ­
зой. Тогда из следствий 2,3 и утверждения теоремы 9 получа­
ем. • 

Следствие 4 . Если Л е р^М?.(еУ ,то Л подвижви в 
классе 

Теорема 16. Пусть X ~<5о&)Л^5 С^) и существует система 
•О з .удовлетворяющая условиям 1°»2°§ I ; Тогда е с ­
ли X подвижен в классе *2(?,,' ,то X подвижен и в клас­
се Жбь) и наоборот. 

Доказательство. 
Так как X подвижен в классе <%(§,) и Я (А) ъХ?%) ,то 

согласно следствию I теоремы 1* пространство X подвижно 
и в классе <&(&) .Тогда,очевидно,пространство X подвиж­
но и в классе 
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Н.В.Энгеле, Г.К.Энгелис 

ОБ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ПОЛИНОМОВ 

Последовательностью полиномов Б этой статье называет­
ся последовательность элементов вида 

где все С Х П К - действительные числа и все * 0 . Мно­
жество всех полиномов от ^ над полем действительных чи­
сел обозначим через П . Билинейный симметричный 
Функционал I , определенный на Г] * П со значен,шми из 
"К. • называется скалярным произведением на П , если из 

0 следует 1 ( р р ) } 0 . 
Последовательность полиномов ( I ) ортогональна по о т ­

ношению, к скалярному произведению I , если из ^ а сле­
дует Лп ) ~ Ь • Обычно термин "ортогональная последо­
вательность полиномов" применяется только тогда, если 

где - неубывающая функция с бесконечным множеством 
точек роста и ограниченной вариацией на (- ° ° ) . В этом 
случае скалярное произведение легко продолжается.от П на 
X * . Щ покажем 'используя идею Альтгамыера / I / ) , что ляь 
бая последовательность полиномов ортогональна относительно 
некоторого скалярного произведения! определенного на П при 
помощи интегралов. Продолжение такого скалярного произве-. 
дения в этой статье не рассматривается, но ясно, что в не ­
которые случаях (например; если в (2) все = 0 при 
* > Х ) оно легко осуществимо. 



2. Теорема] Для каждой последовательности полиномов 
"и для кажой последовательности положительных чисел 
существует такая последовательность - функций с 
ограниченной вариацией п а ( - г » ^ о о } щ что 

±) функционал 
со 

ягвдется скалярным произведением на I I ( р - произ­
водная порядка Ш от р ) ; 

2) ПРИ ^ ч ^ 
](Т.,Р*)=0', (3 ) 

э целого неотрица^ 3) №т ^аждого целого неотрицательного *г 

Доказательство. 
а) Факт существования в П скалярного произведения, 

относительно которого ортогонртцьна последовательность ( I ) , 
почти очевиден: .^остато^яо определить билинейный функцио­
нал I ца шонестзе всех пар (7^ } при помощи равенств 
(3 ) и (4) и потоп продолжить на П* П , используя то о б -
от^ятельотзв, что каждый р е П представим в виде 

У с< к ( х ) • Так как из неравенства У_ \^^ \ 

следует 

10 I - скалярное произведение на П • 

б) Укажем теперь другой способ задания скалярного 
произведения I • Так как при каждом натуральном п. мат-
Р".ща 
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0 0 

0 
л » 

1 СХл г\ 

несингулярна, то существует и 

Б 0 0 

к , К 0 

ь„, ь 1 к 

о 
о 
о 

и из ( I ) следует 

К " - с 

Но тогда 

где 

(5 ) 1 ( ^ 1 -

К - о 

и скалярное произведение полностью характеризу­
ется симметричной бесконечной матрицей С - ^ * * ) ^ . 

в) Функционал, заданный равенством ( 5 ) , называется 
функционалом Ганкеля, если значение элемента зависит 
только от суммы индексов + ^ . Покажем, что для каждого 
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симметричного и билинейного функционала I , заданного 
формулой ( 5 ) , аояно указать такую.последовательность функ­
ционалов Ганкель Г; ( ^ = 0 , 1 , 2 , . . . * ) , что для всех 

Для этой цели полонил 

тогда (б', равносильно равенств;-

где .При 0 , 1 , 2 , . . . это дает 

с =с
Гс> ; (т*) 

п т . д . , откуда легко найти все . 

г ) Остается еще показать, что для любого функционала 
Ганкеля найдется такая функция 'С{*} с ограниченной вариа­
цией на *й ) ,что 

" С Ю 

Известно / 2 / , что если последовательность гисел <?1 п о ­
зитивная, т . е . 



А 4 ( К = 0 , 1 , 2 , . . . ) , (7) 

то существует неубывающая функция с бесконечным 
множеством точек роста и ограниченной вариацией на + , 
для которой 

(т = 0 , 1 , 2 , . . . ) (8 ) 

Покадем, что любая последовательность действительных 
чисел является разностью двух позитивных последова­
тельностей. Для этого строим индуктивно позитивную после­
довательность так, чтобы последовательность с!*, г с», 
тоже была позитивной. Возьмег Л с >^с\х |о ,нУ| и, если 

< ^ *%* ч * " У*е известны, т о С1Х*-А выбираем 
произвольно, а от с(Л^ потребуем выполнение двух нера­
венств: (7 ) и 

что всегда возможно, так как коэффициенты при & 
обоих неравенствах положительны. Но если выполняется (8 ) и 



Г 

где ^ В Д ' Ч К Й ? - функция с ограниченной вариацией. 
Теорема доказана. 

3. Из пункта г ) доказательства теоремы видно, что вы­
бор функций (* ) допускает большую степень произвола. 
В следующее призерах покажем только по одной допустимой 
последовательности для каждой рассматриваемой п о ­
следовательности полиномов. 

Пример I . Пусть . Легко убедиться, 
что можно -^ыорать ^ ( ^ ) следующим образом 

Пример 2. Пусть Щ (л) -последовательность 
полиномов Лежандра -

Известно / 3 / , что производные этих полиномов выражается 
через полиномы Гегенбауэра 

а ортогональны на 1| с весом ( ^ - х 3 

и, кроме того , 



Отсюда легко следует, что 

Поэтому в даннои случае можно положить 

о , хс-
где числа ^.г находятся из системы 

У 

Пример 3. Пусть У с с Л, с ^ и 
= П , к = 1 , 2 , 3 , . . . . В этом случав 

можно положить 

и при К > о г ^ 

« I V 
си 

где функции ^>к. /ж) определяются реиуррентно по К из 
условий 

а) ^ , при л е Л й > у 

(О 
* 0 при 



и достаточно заметить, что 

То У у * 0 , если п. 7 К . 

М Л ™ 

(Функции |ж* . > - - > должны удовлетворять системе 
дифференциальных уравнении б ) , где Й* с и к уже 
известны, а также граничным условиям ъ% Условия существо­
вания таких фикций йсследотват^ здесь це будем. Ес^ 
ли постулировать выполнение условий а ) , б ) , в ) , т о , исполь­
зуя интегрирование по частым, легко показать, что при т\>/К 
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А Н Н О Т А Ц И И 
УДК 513.83. 

Характеривация некоторых классов топологических 
пространств,связанная с расходящимися сетями.Гольд­
ман М.А. .Уч.:-ап.ЛГУ им.П.Стучки 1975г. , т л 236 . 
Топологические пространства и отображения в них. 
Вып.1. ,стр.3-14. 
В статье изучается вэаимодзнствие между топологичес­

кими пространствами и определенными на ни:: семействами 
вещественных функций: ограниченных,непрерывных ограниченных, 
всех нэпрерьткых и непрерывных с компактным носителем. 
Средством для выявления этого взаимодействуя служат расхо­
дящиеся сети.Б терминах расходящихся сетей характеризуются 
компактные,нормальные компактные,вполне регулярные,регу-
лярнче локально компактные и нормальные пространства. 

Библиогр. - 4 назз. 

УДК 519.53. 
О нормальной разрешимости уравнений я пространствах * 
с мерой.Яданоя Т.А.Уч.зап.ЛГУ им.П.Стучки 1975г.т .236. 
Топологические пространства и отображений в них. 
ВыпЛ .стр. 15-27. ; -

'С помощью стандартного перехода с гростр "ста с ме­
рой к метрическому пространству на него переносятся иззес-
*ныё результаты о нормальной разрешимости уравнений в т о ­
пологических пространствах с тсЗ разницей,что рассматрива­
емые отображения обладает свойством аддитивности.Исследу­
ется вопрос о продолжен*'1! непрерывной аддитивной функции 
множества. 

Библиогр. - 4 наев 



УДК 513.88. 
О секвенциально компактной аппроксимации отображений. 

$ Лиепиньш А.X.Уч.зап.ЛГУ им.П.Стучки 1975г.,т.2С5. 
Топологические пространства и отображения в них. 
Вып.1.стр,28-38. 
В работе строится отделимая локально выпуклая тополо­

гия векторного пространства линейных непрерывных отображе­
ний, которая мажорирует топологию равномерной сходимости 
на воех предкомпактных множествах и в которой сходится 
каждая последовательность отображении .секвенциально ком­
пактно аппроксимирующая некоторое отооражен^э. 

Библиогр. - 5 казв. 

УДК 513.88. 
О некоторых свойствах секвенциально компактной ап­
проксимации линейных отображений в нормированных 
пространствах.Лабеев В.И.Уч.зап.ЛГУ им.П.Стучки., 
1975г. ,т .236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
ЪыпЛ.стр.39-;_>8. 
3 работе изучается устойчивость непрерывности и зам­

кнутости линейных отображений при секвенциально компактной 
аппроксимации,вопросы о секвенциально компактной аппрокси­
мации обратных к линейным непрерывным и линейным замкнутым 
отображениям,необходимое и достаточное условие непрерывной 
обратимости линейных отображений.Кроме того,выяснено усло­
вие эквивалентности секвенциально компактной аппроксимации 
со сходимостью по норме. 

Библиогр. 4 назв. 



УДК 513.83. 
Устойчивость свойств спектра линейных отображений ври 
секвенциально компактно"; аппроксимации в банаховых 
простоанствах.Лабеев З.И.Уч-з ап.ЛГУ им.П.Стучки., 
1975г. ,т . 236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
Вып.1.стр. С9-75. 
В работе получены результаты об устойчивости спект­

ральных свойств,дополняющие исследования Г.М.8айк.:кко на-
случай линейных непрерывных отображений в банаховых прост­
ранствах^ так же получены аналогичные результаты на случай 
линейных згдпшутых отображений.Кроме того, в статье показана 
непрерывность спектра линейных отображений при секвенциаль­
но компактной аппроксимации.Приведены примеры,иллюстрирую­
щие доказанные теоремы. 

Библиогр. - 6 назв. 

УДК 513.88. 
Об устойчивости секвенциальной предкомпактности ото ­
бражений в топологических векторных пространствах при 
секвенциально предкомпактной аппроксимации. с 
Лабеев В.И. Уч^ап.ЛГУ им.П.Стучки., 197ог . , т . 236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
Вып.1.стр.76-90. 
Основными результатами статьи явпются теоремы о сох ­

ранении секвенциальной предкомпактности и предкомпактности 
отображений при секвенциально предкомпактной и секвенци­
ально компактной аппроксимациях.Кроме того,показана устой­
чивость -компактности резольвенты линейных замкнутых отобра­
жений при секвенциально компактной аппроксимации,а так же 
устойчивость конечномерности и бесконечномерности проекто­
ров при секвенциально компактной аппроксимации в нормиро­
ванных пространствах. 

Библиогр. - 4 назв. 



УДК 513.88. 
Сохранение индекса линейных замкнутых отображений с 
замкнутой областью значений в банаховых пространствах 
при секвенциально компактной аппроксимации.Левченков 
В.С.Уч.зап.ЛГУ им.П.Стучки. ,1975г. , тй36 . 
Топологические пространства и отображения в них. 
Вып.1.стр.91-96. 
В работе доказан рад теоремустанавливающих инвариан­

тность индекса при секвенциально компактной аппроксимации 
для замкнутых отображений с замкнутой областью значений в 
олучае банаховых пространств. 

Библиогр. - 2 назв. 

УДК 513.88. 
Примеры линейных гомоморфизмов в банаховых простран­
ствах с базисом Шаудера,секвенциально компактно аппро­
ксимируемых линейными непрерывными отображениями.Лев­
ченков В.СУч*зап.ЛГУ им .П .Стучки.,1975г.,т. 236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
ВыпЛ.стр.97-102. 
В статье строятся примеры линейнь'Х гомоморфизмов с ко ­

нечным или бесконечным индексом банахова прострянства с ба­
зисом Шаудера в себя,секвенциально компактно аппроксимиру­
емые не сходящимися по норме последовательностями линейных 
непрерывных отображений. 

Библиогр. 1{. назв. 

УДК 513.88. 
О связи секвзнцкально компактной аппроксимации со с х о ­
димостью по норме для последовательностей линейных не­
прерывных отображений в нормированных пространствах. 
Левченков В.С.Уч,зап.ЛГУ им.П.Стучки.,1975.,т. 236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
ВыпЛ.стр.103-10?. 
В статье приводится необходимое и достаточное условие 

для сходимости последовательности лькейных непрерывных ото -



бражений к линей.шм непрерывным отображениям по норме в 
действительном или комплексном нормированном пространстве. 

УДН 513.83. 
Шсйпы з классах компактности:ретранты,экстензоры,под­
вижность. Шостак А.П.Уч,зап.ЛГУ им.П.Стучки.1975.т.236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
Выл. 1. стр . 108-128. I 
Основные понятия борсуковой теории ретрактов распрос­

траняются на шейпы в классах компактности,определенных ав ­
тором ранее ( ДАН СССР, т . 214 ,М ) .Развивается соответствую­
щая теория. 

Библиогр. -12 назв. 

УДК 517.51. 
Об ортогональности последовательности полиномов. Энге-
ле Н.В.,Энгелис Г.К.Уч#з ап.ЛГУ им.П.Стучки 1975.т.236. 
Топологические пространства и отображения в них. 
Вып.1.стр.129-137. 
Показано,что произвольная последовательность полино­

мов над Д ортогональна относительно некоторого скалярного 
произведения,определенного при помощи интегралов от произ­
ведений, производных от полиномов данной последовательности^ 

Библиогр. - 3 назв. 



А NN О !? А Т I О N 3 

ШЖ 513.83 

А сЬ.агас'ЬегхааЪхоп ох* зоте с1аззез оГ Ъоро1о-
6хса1 зрасез Ъу шеапз о± йхуегеепЪ пе"Ьз. ОохсЭ.-
шап М.А. 11сеш.ое 2ар1зку ох ЬаЪухап ЗЪаЪе Ип!-
уегзхЪу, У О 1 . 2 3 6 . , И 9 7 5 , 2оро1оехса1 зрасез 
апб. ЪЗаенг тарр1пбзг хззие 1 , 3 - 14. ; 

ТЪе соппес-Ыоп Ъе̂ етееп -Ьорохозхсах зрасез апи. зоте 
ГатШез о!' геа! уахиеа хЧшс-Ьхопз ( .хлтйеа, сопЪхпиоиз 
ооипйей, а11 сопЪхпиоиз, соп"Ыпиоиз я&ЁЬ сотрасЪ зиррог*) 
1 Б зЪийхей хп "Ыхе рарег? а11 "Ыге сп.агас"СегхзЪхсз оЪЪахпд. 
аге Ъазед. оп -Ыге сопзхйега-Ыоп оГ йхуегеепЪ пеъз хп зра­
сез. % ъяхз теЪпой Ъпе ГоНояап^ с1аззез ох* Ъоро1обх-
са1 зрасез аге сп.агас1;егх2;ес[! со^расЬ, логта! сотрасЪ, 
сотр1е"Ье1у ге^ихаг, 1оса11у сотрасЪ ге^ихаг апй г э т а ! 
зрасез. 

В1ЬИобгар2ху - 4 патез* 

ЦБК 319.53 
Он Оп погта1 «зохуаЪхИЪу оГ еаиаЪЛопз хп зрасез 

иаШ теазиге. йаапок Т.А. Ибепз_ое га^Дзку ох* 
Ьаъухап ЗЪаЪе И т л г е г з х - Ь у , 2 3 6 . , , 1 9 7 5 . Торо-
1оехса1 зрасез апс! Ъпехг тарр1п§зэ хззие 1 , 
15 - 2 7 . 

Зоте кпо\\т гегих-Ьз сопзегпхпд погта1 зохуаЫЦ-Ьу 
о!' еаиа-Ыопз хп "Ьоро1оехса1 зрасез аге -Ьгапз^егес! Ъо ара-
сеа та"Ьп теазиге. Тпе ргоЫет и&еп 1Ле соп-Ыпиоив а&ах-
•Ыуе эе* ГипсЬхоп тау Ъе ех-Ъепйес! 1з э"Ьи<1хеа. 

ВхЪххоегарЪ у̂ - 4 патез. 
1ГОК 513 .88 . ; 

Оп зе^иеп•Ыа11у сотрасЪ аррготп ма-Ыоп о±* тар— 
рхпба. Ыерхлё А.Н. 0беп1^е 2архзку оГ Ьа1лгхал 
З-Ьа-Ье ЦпхуегзхЪу* У О 1 . 236 . 1 9 7 5 . Торо1оехса1 
зрасез ап<1 ЪЪехг таррхпеэ, хззие 1 , 28 - 38. 



Ал ехатр1е а НаиайогГГ 1оса11у сошгех -Ьоро1обУ 
1п Ше уесЪог зрасе оз? 11пеаг соп"Ыпиоиз тарр±пез. Фп±з 
•ЪорсйовУ 1 Б Гхгэг, ЪЪдп 1&е ове 'ип1Гопп согпгегеепсе 
апа еуегу зедиепсе о± ларр^пзз, тяЫсд ее диене 1а11у сопь-
рас* арргох±ш±2е^ а тарр±пе, сопувгевв 1п "ЬМв Ъоро1оеу. 

В1Ъ11о2гарЬу - 5 патеа. 

ШЖ 513.68 

Он аоте ргорегЫеа зеаиеггЫаПу сотрас-Ь 
аррА'ох±та^±ов 11веаг тарр1г»ев 1л ногтей 
зрасез. ЪаЪв̂ ет Ибев1ае 2архзку оГ ЪаЪ-
тхап ЗЪа-Ье Пттегзз/Ьу, У О 1 . 236. 1 Торо1об1-
са1 зрасез апй -Й1е1х таррзлез, 1взие1,39-58. 

Тпе тЬаМЦ-Ьу о? уаг±0и.з ргорегЫез оГ орега-Ьогз 
( виси ав сопЪ±пи±Ьу$ сХозепезз, ге1а-Ыуе ореппезз ад<1 
о"Ьаегв ) 1з зЪисИей 1н ЬЬе рарег. 

В1Ь1хоьгарпу - 4 патез. 
ТОК 513.88 

3-ЬаМ11"Ьу врес-Ьга1 ргорегЫез о± Ипеаг 
таррхвез ипаег зедиев-ЫаНу сошрасЪ арргохл.-
таЫл 1п Вапасп. зрасез. ЪаЪезеу Ибеп1эе . 

2ар1з1.у оГ Ьа-Ьлаап БЪа-Ъе Мп1четъ1Ъу, УО3.23€. * 
Торо1о&1са1 зрасез влд. "ЫхеЛг таррЛп^з, хззие 
1, 59 - 75. 

Тле сопуегепсе оГ зресЪогз апа Е±зз ргоес-Ьогз шзаег 
Ъпе сошрас-Ь арргох1тш.1:1оп оТ орега-Ьогз 1з в1д1а1еа. Тпа 
геаиИ;з оЪ-Ьахпеа 1в "ЬЬе рарег аге аззос1а-Ьеа ш.-Ьп Ь̂ .е 
апа1обойз геаиГЬз о± ргоГ. ТахзэНсо . IX 1з ргоуей а1зо. 
"Ьпа-Ь "Ьле зрес-Ьог о± сохгЬхяаэвз тарр1вез 1з сопЪхвиоиз 
ипйег *зедиеп"М.а1 арргоххта-Ыоп. Ехатр1ез, Шизйга-Ыпе 
-ЬЬе Ъпеогета аге б±уег. 

ИЪИоегарЬу - 6 д а ш е а . 



ГОК 513-88 
Оп зЪаЪПгЬу о!" зе^иеп-ЬхаНу сотрасЪ тарр^дд 
1п Ъоро1оехса1 уесЬог зрасез ипйег зечиепЪхаЭ,-
1у ргесохараск арргоххта-Ьхоп. ЬаЪедеу Т.Е. 
Ибепх^е 2архзку о ' ЪаХчъап ЗЪаЪе ЦпхуегзхЪу, 
у о 1 . 236. ,1975| Торо1оехса1 зрасез апй Ъпехг 
таррхпез, хззие 1, 76 - 9о. 

1"Ь хз ргоуе<1 Ша"Ь а 1хпеаг орегаЪог п.аухп§ а сот-
рас* арргоххта-Ьхоп Ъу сотрхе'Ьеху соп"Ыпиоиз хз сотрхеЪ-
1у сопЪхпиоиз х"Ьзе1Г. ЗисЬ ргорегЬхез аз Гхпх'Ье ог хпГх-
пхЪе гапде оГ ап ргодес"Ьог аге хпуагхапЪ гтазг зедиепЪха-

11у сотрасЪ арргоххта-Ьхоп хп погтей зрасез. 
ВхЫхоегарпу - 4 патез. 

ГОК 513.88 
1пуагхапсе ох хпйех о± Ипеаг с1озей орега-
Ъогв та-Ш а с1озей гап§е хп ВапасЬ зрасез 
ипйег зеэиепЪхаИу сотрасЬ арргоххта-Ьхоп. 
Ьеубепкоу У.З. исепхое Зархзку оГ ЬаЪухап 
З-Ьа-Ье Ъ'пхуегзх-Ьу, " « и ! » , 1975» Торо-
1о@рса1 зрасез-апй оКехг таррхп§з, хззие 1, 
91 - 96. 

Тпе гегиИ; ГогтихаЪес! хп Ъпе -Ы-Ъхе хз ргчуей. 
ВхЫхобгарЪу - 2 патез. 

ШЖ 513.88 
Ьоте ехагархез с!4 Ипеаг потетэгГхзтз 

сопсегпхп@ Вапасп. зрасез ш.Ъп. Баийег Ъаэхз 
теЬхсЪ. аге зедиеп-ЬхаНу сотрас* арргхххпй -
гей. Ъу Ипеаг сслгЫтюиз орегаЪогз.1эубеп-
коу У.З. ибепхде 2ар1зку оГ ЬаЪухап 5-ЬаЪе 
Ш.хуегзх-Ьу, у о 1 . 236. , 1975, Торо1о-
§хса1 зрасез апй. -Ьпехг таррхп§з, 1ззие 1, 
97 - 1о2. 

Зоье ехатр1ез сопсегпхпд пототогх'хатз т."ЬЪ Гхпх-Ье 
ап<1 хп1хпх"Ье хпйех аге сопзйгис-Ьей. 

ВхЪ1хо§гарпу - ^ .патез. 



ТОК 513.88 
Он соннесЬхоп ЪеЪугеен зе<зиеп-Ьха11у сотрас* 
арргоххта-Ыоп аххй ногт сонуегеенсе о^ог 
^едиепсез оГ ххнеаг сон-Ьхниоиз орега-Ьогз 
хл ногтей зрасез. ЬеУбепкоу У.5 . 1Тбепхзе 
2гохзку ох* ЬаЪухал ЗЪа-Ье Илхуегзх-Ьу, У О 1 . 

236 > 1975, Торо1оехса1 зрасез ан<1. Щ$Ш 
таррхп&з, хззие 1, 1оЗ - 1о7. 

А несевзагу апа зиШсхеп-Ь сопах-Ыол гог а зечиенсе 
ох* сонЪхлиоиз ^рега-Ьогз "Ъо солуег^е Ъо а Инеаг сон-Ьхнй-
оиз орега-Ьог хз ргоуеа. 

ВхЪххоегарпу - 2 натез. 
ТОК 513.83 

Зпа^ез хп с1аззез ох* сотрасЬпезз. КеЪ-
гасЬз., ех-вепзогз, щоуаЪхххЪу. 8озЪак А. Р. 
Ибенхзе 2архзку оГ Ьа1;ухал ЗЪаЪе Илхуег-
згЬу, У О 1 . 236. , 1975* Торо1ое1са1 зра­
сез ана Ъпехг таррхлез, хззие 1,1о8-128. 

Тле Ъазхс но-Ьхонз оГ Ыге Вогзик'з ЪКеогу ох* ге"Ь-
гасЪз аге еэсЪенаеа ИО зпарез хп с1аззез ОГ сотрасЪнезз. 
Тле соггезронахле "ЬЬеогу хз г*еуе1ореа. 

ВхЫхо^гарКу - 12 натез. 

ТОК 517.51 
Он огЪоеопа1х-Ьу о!5 дечиелсе оГ роНпск-
тха1з.Еп&е1е II .V. .Ен^еххз 0 . ^ . Ибенх^е 
Яархзку о± ЬаЪУхан 3-ЬаЪе ТхпхуегзхЪу, У О1 . 
236. ,1975, Торо1оеюа1 зрасез ана Ълехг 
таррхн^з, хззие 1, 129 - 137. 

Ан агЪх-Ьгагу зедиенсе ох* роххнотхахз хз ргоуеа Ьо 
Ъе огЪлоеолах т.Ъл гезресЪ "Ьо а зса1аг ргоаис-Ь йеГхнеа 
Ъу а зит о!4 хп-Ьеега1з сон-Ьахнхпд ргоаис-Ь з ох" аегхуа-Ъхуе*--
ох' -ЬЬеве рохунотхахз. 

ВхЬххобгарлу - 3 латез. 
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