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Darba vadı̄tājs: Olga Grigorenko
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Anotācija

Bakalaura darba mērķis ir izpētı̄t K-vidējo klasterizāciju metodes. Darbs ir balstı̄ts uz trı̄s

metodēm, tas ir: klasiskā K-vidējo klasterizācija, nestriktā C-vidējo klasterizācija, un C-vidējo

klasterizācija nestriktas ekvivalences gadı̄jumā, kas ir C-vidējo speciālgadı̄jums. Apskatı̄tājām

metodēm tiek aprakstı̄tas tas darbošanās algoritmi, kā arı̄ tiek sniegts ieskats nestrikto attiecı̄bu

teorijā. K-vidējo un C-vidējo algoritmi tiek programmēti Python valodā un tiek uztaisı̄tas si-

mulācijas algoritmu iterāciju skaita salı̄dzināšanai.

Atslēgvārdi: klasterizācija, K-vidējo klasterizācija, nestrikta klastrizācija, nestriktas ekvi-

valences.
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Abstract

The purpose of this bachelor thesis is to investigate K-means clustering methods. The work

is based on three methods: classical K-means clustering, fuzzy -means clustering, and C-means

clustering under fuzzy equivalences, which is a special case of the fuzzy C-means clustering.

The algorithms of the considered methods are described theoretically and the work provides

also an introduction to the theory of fuzzy relations. The K-means and C-means algorithms are

programmed in Python and simulations are made to compare the number of iterations made by

the algorithms.

Keywords: clustering, K-means clustering, fuzzy clustering, fuzzy relations.
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Ievads

Klasterizācija – lı̄dzı̄gu objektu apvienošana grupās – ir viens no fundamentālajiem uzde-

vumiem datu analı̄zes jomā. Jomu saraksts, kur tā tiek lietota, ir plašs: mārketings, medicı̄na,

cilvēka orgānu formu, novietojumu un izmēru atpazı̄šana, attēlu segmentācija, prognozēšana,

tekstu analı̄ze, krāpšanas apkarošana, zemestrı̄ces analı̄ze un daudzi citi. Mūsdienās klaste-

rizācija bieži vien ir pirmais solis datu analı̄zē.

Ja ir dota datu kopa A= {a1, ...,am}, kas satur m objektus un katru objektu nosaka n pazı̄mes

ai = (a1
i , ...,a

n
i ), tad klasterizācijas uzdevums ir grupēt kopas A objektus k apakškopās, kas

apzı̄mētas ar Π = {π1, ...,πk}. Tādējādi k ir klasteru skaits.

Ir svarı̄gi arı̄ saprast, vai kopas A sadalı̄šana Π klasteros ir laba vai nē. K-vidējo klaste-

rizācijas gadı̄jumā, ja mēs definējam kādu attālumam-lı̄dzı̄gu funkciju d : Rn ×Rn → R+, mēs

varam izmērı̄t datu kopas A labas sadalı̄šanas pakāpi (Π klasteros), šādi

F =
k

∑
j=1

∑
a∈π j

d(c j,a),

kur c j ir klasteru centroı̄di (vai klasteru pārstāvji). Klasterizācijas uzdevums ir funkcijas F

minimizēšana.

Nestriktajā klasterizācijā tiek ievesta pakāpe ui j ∈ [0,1], kas norāda uz objekta ai pie-

derı̄bas pakāpi klasterim π j . Citiem vārdiem sakot, u j ir piederı̄bas funkcija vai nestrikta kopa.

Tādējādi u j(ai) atklāj elementa a j piederı̄bas pakāpi klasterim π j, šo pakāpi vienkāršı̄bas pēc

apzı̄mē ar ui j.

Turklāt, ja mēs definējam kādu attālumam-lı̄dzı̄gu funkciju d : Rn ×Rn → R+, mēs varam

izmērı̄t datu kopas A labas sadalı̄šanas pakāpi (Π klasteros), šādi

Q =
m

∑
i=1

k

∑
j=1

uq
i jd(c j,ai),

kur c j ir kopu centroı̄di un q ir fuzzifier. Arı̄ šajā gadı̄jumā klasterizācijas uzdevums ir funkcijas

Q minimizēšana.

Nestriktajā klasterizācijā nestriktās ekvivalences gadı̄jumā piederı̄bas pakāpes ui j ir aizvie-

totas ar ekvivalences attiecı̄bām un tādējādi ietekmējot objektu izvietojumu klasteros. Ideja ir

balstı̄ta uz to, ka klasteru analı̄zes mērķis bieži tiek aprakstı̄ts, kā lı̄dzı̄gu objektu izvietošana

vienā klasterı̄ un atšķirı̄gu objektu izvietošana dažādos klasteros.

Šajā darbā būs apskatı̄tas trı̄s veidu K-vidējo klasterizācijas algoritmi: parastais K-vidējo al-

goritms, nestriktais K-vidējo algoritms (tālāk tiek apzı̄mēts ar C-vidējo), un C-vidējo algoritms
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nestriktas ekvivalences gadı̄jumā, kas ir C-vidējo speciālgadı̄jums. Tiek dots ieskats nestriktas

attiecı̄bas teorijā, kas ir vajadzı̄gs, lai izveidotu C-vidējo klasterizāciju nestriktas ekvivalen-

ces gadı̄jumā. Darbā arı̄ ir apskatı̄tas četras metodes piemērotākai klastera skaita izvēlei, tas

ir Calinski-Harabasz indekss, Davies-Bouldin indekss, Silueta platuma kritērijs un Dunna in-

dekss. K-vidējo un C-vidējo klasterizācijas metodes būs apskatı̄tas arı̄ praktiski, programmējot

algoritmus Python valodā un izveidojot simulācijas algoritmu iterāciju skaita salı̄dzināšanai.
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1. Kopas pārstāvis

Sadaļā ”kopas pārstāvis” ir izklāstı̄tas nepieciešamas definı̄cijas un teorēmas, lai patvaļı̄gā

kopā izvēlētos pārstāvi kuram ir mazāka attālumu summa lı̄dz kopas objektiem. Runājot par

klasterizāciju mēs klastera pārstāvi sauksim par centroı̄du.

1.1. Definı̄cija. [2] Funkciju d : Rn ×Rn → R+ sauc par attālumam-lı̄dzı̄gu funkciju, ja

tā apmierina sekojošus nosacı̄jumus:

1. d(x,y) = 0 ⇔ x = y;

2. x 7→ d(x,y) ir nepārtraukta funkcija kopā Rn;

3. lim∥x∥→∞ d(x,y) = +∞ katram fiksētam y ∈ Rn.

Svarı̄gais piemērs ir mazāko kvadrātu (MK) (vai Eiklı̄da metrika kvadrātā) attālumam-

lı̄dzı̄ga funkcija

dMK(x,y) = ∥x− y∥2 =
n

∑
k=1

|xk − yk|2. (1)

Pierādı̄sim, ka dMK(x,y) ir attālumam-lı̄dzı̄ga funkcija:

1. ja x = y ⇒ dMK(x,y = x) = ∥x− x∥2 = ∥0∥2 = 0,

ja dMK(x,y) = ∥x− y∥2 = 0 ⇒ x = y ;

2. x 7→ ∥x− y∥2 ir nepārtraukta funkcija kopā Rn;

3. katram fiksētam y ∈ Rn,

lim∥x∥→∞ dMK(x,y) = lim∥x∥→∞ ∥x− y∥2 = lim∥x∥→∞ ∑
n
k=1(x− y)2 =

= ∑
n
k=1 lim∥x∥→∞(x−y)2 = ∑

n
k=1 lim√

∑
n
k=1 x2→∞

(x−y)2 = ∑
n
k=1 lim√

nx→∞(x−y)2 =+∞.

Tā kā klasterizācijas uzdevums reducējas uz minimizēšanas uzdevumu, ir svārı̄ga sekojoša

lemma, kura pamato, ka uzdevumam eksistē risinājums.

1.2. Lemma. [1] Pieņemsim, ka A = ai : i = 1, ...,m ⊂ Rn ir datu punktu kopa ar svariem

w1, ...,wm > 0, pieņemsim, ka d : Rn ×Rn → R+ ir attālumam-lı̄dzı̄ga funkcija, un funkcija

F : Rn ×Rn ir F(x) = ∑
m
i=1 wid(x,ai). Tad eksistē tāds punkts c∗ ∈ Rn, ka

F(c∗) = min
x∈Rn

F(x).
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Pierādı̄jums

Tā kā F(x) ≥ 0,x ∈ Rn, eksistē F∗ := infx∈Rn F(x). Lai (ck) būtu tāda virkne kopā Rn,

ka limk→+∞ F(ck) = F∗ . Parādı̄sim, ka virkne (ck) ir ierobežota. Pieņemsim pretējo, ka eks-

istē tāda apakšvirkne (ckl), ka ∥ckl∥ → +∞. Tad, saskaņā ar definı̄cijas (1.1) ı̄pašı̄bām 1. un

2., izriet, ka lim∥ckl ∥→∞ F(ckl) = +∞, pretēji tam, ka liml→∞ F(ckl) = F∗. Visbeidzot, virknei

(ck), kas ir ierobežota, ir konver ‘gējoša apakšvirkne (ck j), kurai c∗ ir robeža. Tad F(c∗) =

F(lim j→∞ ck j) = lim j→∞ F(ck j) = lim j→∞ F(ck) = F∗, kas parāda, ka F(c∗) = minx∈Rn F(x).

1.3. Definı̄cija. [1] Pieņemsim, ka d : Rn ×Rn → R+ ir attālumam-lı̄dzı̄ga funkcija un

w1, ...,wm > 0 ir svari. Kopas A, labākais pārstāvis ir jebkurš punkts

c∗ ∈ arg min
x∈Rn

m

∑
i=1

wid(x,ai).

1.4. Definı̄cija. Pieņemsim, ka d : Rn ×Rn → R+ ir attālumam-lı̄dzı̄ga funkcija. Kopas A

labākais pārstāvis,(bez svariem) ir jebkurš punkts

c∗ ∈ arg min
x∈Rn

m

∑
i=1

d(x,ai).

1.5. Teorēma. Pieņemsim, ka funkcija FMK(x)=∑
m
i=1 wi(x−ai)

2 sasniedz savu globālo mi-

nimumu vienı̄gajā punktā c∗MK = argminx∈R∑
m
i=1 widMK(x,ai) =

1
W ∑

m
i=1 wiai, kur W = ∑

m
i=1 wi.

Pierādı̄jums

Lai atrastu funkcijas ekstrēmus, doto funkciju jāatvasina, pēc tam atvasināto funkciju

jāpielı̄dzina nullei, lai atrastu punktu, kurā funkcijai būs ekstrēms. Lai saprastu, vai tas punkts

ir maksimums vai minimums, to jāatvasina otro reizi un jānovērtē, vai funkcija ir lielāka vai

mazāka par 0.

F
′
MK(x) = (∑m

i=1 wi(x−ai)
2)

′
= ∑

m
i=1 2wi(x−ai)

F
′
MK(x) = 0 ⇒ F

′
MK(x) = ∑

m
i=1 2wi(x−ai)⇒ x = ∑

m
i=1 wiai

∑
m
i=1 wi

= 1
W ∑

m
i=1 wiai = c∗MK

F
′′
MK(x) = (F

′
MK(x))

′
= (∑m

i=1 2wi(x − ai))
′
= ∑

m
i=1 2wi > 0, jo svari ir lielāki par 0, kas

nozı̄me, ka x = cMK ir globālais minimums.

Lai atrastu punktu MK attālumam-lı̄dzı̄gas funkcijas gadı̄jumā, kurš pēc iespējas labāk ap-

raksta noteiktu punktu kopu A = {ai = (a1
i , ...,a

n
i )∈Rn : i = 1, ...,m}, ja ir doti svari, ir sekojoša

teorēma:

1.6. Teorēma. [1] Pieņemsim, ka ir dota MK attālumam-lı̄dzı̄gas funkcija, punktu kopa

A = {ai = (a1
i , ...,a

n
i ) ∈ Rn : i = 1, ...,m} un ir doti svari w1, ...,wm > 0. Tad labākais kopas A

pārstāvis ir tās centroı̄ds

c∗MK = arg min
c∈Rn

m

∑
i=1

widMK(c,ai) = arg min
c∈Rn

m

∑
i=1

wi∥c−ai∥2 =
1

W

m

∑
i=1

wiai,
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kur W = ∑
m
i=1 wi, un atbilstošā samazināšanas funkcija ir

FMK(c) =
m

∑
i=1

wi∥c−ai∥2. (2)

Pierādı̄jums

Vajag pierādı̄t, ka funkcija FMK(c) sasniedz savu globālo minimumu punktā c∗MK .

FMK(c) = ∑
m
i=1 wi∥c − ai∥2 = ∑

m
i=1 wi ∑

n
k=1 |ck − ak

i |2 = ∑
n
k=1 ∑

m
i=1 wi|ck − ak

i |2
teorēma(1.5)

≥

∑
n
k=1 ∑

m
i=1 wi| 1

W ∑
m
j=1 w jak

j − ak
i |2 = ∑

m
i=1 ∑

n
k=1 wi| 1

W ∑
m
j=1 w jak

j − ak
i |2 = ∑

m
i=1 wi ∑

n
k=1 |c∗k

MK −

ak
i |2 = ∑

m
i=1 wi∥c∗k

MK −ak
i ∥2 = FMK(c∗MK)

Vispirms tika pielietota mazāko kvadrātu attālumam-lı̄dzı̄ga funkcija (1), pēc tām galı̄gas

summas tika mainı̄tas vietām. Izmantojot teorēmu (1.5), kur ir pierādı̄ts, ka viendimensionāla

funkcija FMK(x) sasniedz savu minimumu punktā c∗MK , tika izveidota tieši šāda nevienādı̄ba, kas

parāda uz to, ka tas ir minimālais punkts. Pēc tām atpakaļ tika mainı̄tas vietām galı̄gas summas

un iegūta funkcija FMK(c∗MK), tāpēc secinājums ir, ka centroids c∗MK ir labākais pārstāvis.

Tika pierādı̄ts fakts par labāko kopas A pārstāvi gadı̄jumā, ja ir svari. Apskatı̄sim arı̄

gadı̄jumu bez svariem.

1.7. Teorēma. Funkcija FMK(x) = ∑
m
i=1(x − ai)

2 sasniedz savu globālo minimumu

vienı̄gajā punktā c∗MK = argminx∈R∑
m
i=1 dMK(x,ai) =

1
m ∑

m
i=1 ai.

Pierādı̄jums

Pieradı̄jums ir lı̄dzı̄gs teorēmai (1.5).

F
′
MK(x) = (∑m

i=1(x−ai)
2)

′
= ∑

m
i=1 2(x−ai)

F
′
MK(x) = 0 ⇒ F

′
MK(x) = ∑

m
i=1 2(x−ai)⇒ x = 1

m ∑
m
i=1 ai = c∗MK

F
′′
MK(x) = (F

′
MK(x))

′
= (∑m

i=1 2(x− ai))
′
= 2m > 0, jo m > 0, kas nozı̄me, ka x = cMK ir

globālais minimums.

1.8. Teorēma. Lai atrastu punktu MK attālumam-lı̄dzı̄gas funkcijas gadı̄jumā, kas pēc ie-

spējas labāk attēlo noteiktu punktu kopu A = {ai = (a1
i , ...,a

n
i ) ∈ Rn : i = 1, ...,m} bez svariem,

labākais kopas A pārstāvis ir tās centroı̄ds

c∗MK = arg min
c∈Rn

m

∑
i=1

dMK(c,ai) = arg min
c∈Rn

m

∑
i=1

∥c−ai∥2 =
1
m

m

∑
i=1

ai,

un atbilstošā samazināšanas funkcija ir

FMK(c) =
m

∑
i=1

∥c−ai∥2.

8



Pierādı̄jums

Vajag pierādı̄t, ka funkcija FMK(c) sasniedz savu globālo minimumu punktā c∗MK .

Pieradı̄jums ir lı̄dzı̄gs teorēmai (1.6)

FMK(c) = ∑
m
i=1 ∥c − ai∥2 = ∑

m
i=1 ∑

n
k=1 |ck − ak

i |2 = ∑
n
k=1 ∑

m
i=1 |ck − ak

i |2
teorēma(1.7)

≥

∑
n
k=1 ∑

m
i=1 | 1

m ∑
m
j=1 ak

j − ak
i |2 = ∑

m
i=1 ∑

n
k=1 |

1
m ∑

m
j=1 ak

j − ak
i |2 = ∑

m
i=1 ∑

n
k=1 |c∗k

MK − ak
i |2 =

∑
m
i=1 ∥c∗k

MK −ak
i ∥2 = FMK(c∗MK)
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2. K-vidējo klasterizācija

Klasterizācija sadala datu kopu, kas sastāv no m novērojumiem, k klasteros Π = {π1, ...,πk}

ar iepriekš nezināmiem parametriem. Šajā gadı̄jumā tiek veikta centroı̄du c = {c1, ...,ck}

meklēšana, kas atrodas pēc iespējas tālāk viens no otra, ar minimālu izkliedi katra klastera

ietvaros. [1, 16, 17]

K-vidējo metode veic klasterizāciju šādi:

Dota ierobežota apakškopa A = {a1, ...,am} ⊂ Rn un k atšķirı̄gi punkti z1, ...,zk ∈ Rn,

1. lai noteiktu klasterus π j, j = 1, ...,k, piemēro minimālā attāluma principu, lai iegūtu

sadalı̄jumu Π = {π1, ...,πk}.

π j := π j(z j) = {a ∈ A : d(z j,a)≤ d(zs,a) , s = 1, ...,k};

Paskaidrojums: Katru punktu no apakškopas A piešķirsim tādam klasterim π j, kura

attālums lı̄dz centram ir minimāls salı̄dzinājumā ar attālumu lı̄dz cita klastera centram.

2. dotajam sadalı̄jumam Π = {π1, ...,πk} no apakškopas A noteikt klasteru centrus

c j = argminx∈Rn ∑a∈π j d(x,a), j = 1, ...,k un aprēķināt mērķa funkcijas vērtı̄bu F(Π),

F(Π) =
k

∑
j=1

∑
a∈π j

d(c j,a). (3)

z j = c j , j = 1, ...,k, nonākam pie 1.soļa un atkārtojam algoritmu.

Ja ε > 0, iteratı̄vs process apstājas, kad

Fj−1 −Fj

Fj
< ε,

kur Fj ir mērķa funkcijas vērtı̄ba, kas iegūta j iterācijā.

2.1. Teorēma. Lai A ⊂ Rn ir kopa, d : Rn ×Rn → R+ attālumam-lı̄dzı̄ga funkcija, un F

mērķa funkcija, kas uzdota ar (3). Izmantojot k-vidējo algoritmu, mērķa funkcijas F vērtı̄ba

nepalielināsies nevienā solı̄.

Pierādı̄jums Lai Π(t) = {π
(t)
1 , ...,π

(t)
k } ir sadalı̄jums ar centriem c(t) = {c(t)1 , ...,c(t)k } un

F(Π(t)) ir atbilstošā mērķa funkcijas vērtı̄ba.
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Izmantojot 1.punktu (minimālā attāluma principu) no K-vidējo metodes, kopai A ar centriem

c(t), iegūstam jauno sadalı̄jumu Π(t+1) = {π
(t+1)
1 , ...,π

(t+1)
k } apmierinot

F(Π(t)) =
k

∑
j=1

∑
a∈π

(t)
j

d
(

c(t)j ,a
)
≥

k

∑
j=1

∑
a∈π

(t+1)
j

d
(

c(t)j ,a
)
.

Tālāk, piemērojot 2.soli katram klasterim π
(t+1)
j (lai noteiktu jaunus centrus c(t+1)

j ), ie-

guvām
k

∑
j=1

∑
a∈π

(t+1)
j

d
(

c(t)j ,a
)
≥

k

∑
j=1

∑
a∈π

(t+1)
j

d
(

c(t+1)
j ,a

)
=: F

(
Π

(t+1)
)
.

Punktu attālums lı̄dz jaunajam centram ir mazāk nekā lı̄dz iepriekšējam, tāpēc ir arı̄ mazāka

mērķa funkcijas vērtı̄ba. Varam secināt, ka F(Π(t))≥ F(Π(t+1)).
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3. Nestriktas klasterizācijas metodes

Gadı̄jumos, kad paredzams, ka daži kopas A elementi varētu piederēt divām vai vairākiem

klasteriem, jāpiemēro nestrikta klasterizācija. Literatūrā nestrikta klasteru veidošana tiek uz-

skatı̄ta par sava veida mı̄kstu klasterizāciju. [3, 5, 15, 6, 7, 18, 19]

3.1. Nestriktas attiecı̄bas

3.1.1. T-norma

3.1. Definı̄cija. [11] Par t-normu sauc attēlojumu T : [0,1]× [0,1]→ [0,1], kas apmierina

sekojošus nosacı̄jumus (x,y,z ∈ [0,1]):

1. T (x,y) = T (y,x)

var arı̄ pierakstı̄t kā

x∗ y = y∗ x (simetrijas nosacı̄jums);

2. T (T (x,y),z) = T (x,T (y,z))

vai (x∗ y)∗ z = x∗ (y∗ z) (asociativitāte);

3. x1 ≤ x2 ⇒ T (x1,y)≤ T (x2,y)

vai x1 ≤ x2 ⇒ x1∗ y ≤ x2∗ y (monotonitāte);

4. T (x,1) = x

vai x∗1 = x.

3.2. Piemērs. [11]

1. TM(x,y) = x∧ y (minimuma t-norma)

2. TP(x,y) = xy (reizinājuma t-norma)

3. TL(x,y) = max(x+ y−1,0) (Lukaševiča t-norma)

4. TW (x,y) =

min(x,y), ja x∨ y = 1

0, ja x∨ y < 1

TW < TL < TP < TM

3.3. Definı̄cija. [11] Apskatı̄sim nestrikto attiecı̄bu P : X × X → [0,1], kur T apzı̄mē t-

normu, tad P sauc par T-tranzitı̄vu ⇔

∀x,y,z ∈ X : T (P(x,y),P(y,z))≤ P(x,z).
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3.4. Definı̄cija. [11] t-normu T sauc par Arhimeda t-normu ⇔ ja ∀(x,y) ∈ (0,1)2 eksistē

n ∈ N, kurš apmierina nevienādı̄bu

y > x(n)T =

x, ja n = 1

T (x, ...,x), ja n = 2, ... (x ir n reizes)
.

Minimuma t-norma nav Arhimeda t-norma, bet reizinājuma un Lukaševiča t-normas pieder

Arhimeda t-normu klasei.

Mēs turpinām ar vienu no spēcı̄gākiem rı̄kiem t-normu izveidošanai, kas ietver tikai vienas

vietas reālo funkciju (aditı̄vo ‘generatoru) un saskaitı̄šanu. Turklāt mēs izmantojam to pašu rı̄ku

atlikumu un nestriktas ekvivalences veidošanai.

3.5. Definı̄cija. [12] Par aditı̄vo ‘generatoru sauc nepārtrauktu, stingri dilstošu funkciju

f : [0,1]→ [0,∞], kur f (1) = 0.

3.6. Definı̄cija. [12] f : [a,b] → [c,d] ir monotona funkcija, kur [a,b] un [c,d] ir paga-

rinātās reālās lı̄nijas slēgtie apakšintervali [−∞,∞]. Pseido-inversais

f (−1) : [c,d]→ [a,b] no f ir definēts kā

f (−1)(y) =


sup{x ∈ [a,b] | f (x)< y}, ja f (a)< f (b),

sup{x ∈ [a,b] | f (x)> y}, ja f (a)> f (b),

a, ja f (a) = f (b).

3.7. Definı̄cija. [12] t-normas T aditı̄vs ‘generators f : [0,1] → [0,∞] ir stingri dilstoša

funkcija, kas arı̄ ir nepārtraukta no labas puses un apmierina f (1) = 0, tāds, ka visiem

(x,y) ∈ [0,1]2 ir

f (x)+ f (y) ∈ Ran( f )∪ [ f (0),∞],

T (x,y) = f (−1)( f (x)+ f (y)).

3.8. Teorēma. [12] Funkcija T : [0,1]2 → [0,1] ir nepārtraukta Arhimēda t-norma tad un

tikai tad, ja eksistē nepārtraukts aditı̄vs ‘generators f , kur visiem x,y ∈ [0,1] ir spēkā

T (x,y) = f (−1)(min( f (x)+ f (y), f (0))).

Ģenerators t ir definēts lı̄dz pozitı̄vai multiplikatı̄vai konstantei.
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3.9. Piemērs. 1. Reizinājuma t-norma

TP(x,y) = xy

Aditı̄vs generators: f (x) =− lnx

Inversais: f (−1)(y) = e−x

2. Lukaševiča t-norma

TL(x,y) = max(x+ y−1,0)

Aditı̄vs generators: f (x) = 1− x

Inversais: f (−1)(y) = 1− x

3.1.2. T-ekvivalence

3.10. Definı̄cija. [13] Par nestrikto ekvivalenci vai T-ekvivalenci mēs sauksim attiecı̄bu,

kas apmierina:

1. refleksivitāti: P(x,x) = 1;

2. simetriju: P(x,y) = P(y,x);

3. T-tranzitivitāti: T (P(x,y),P(y,z))≤ P(x,z).

3.11. Definı̄cija. [13] Nestriktas attiecı̄bas sauc par atdalı̄tām (separated) ⇔

∀x,y ∈ X : P(x,y) = 1 ⇔ x = y,

ja attiecı̄ba uzdota ar matricu, tad šāda ı̄pašı̄ba nozı̄me, ka vieniniekiem jābūt tikai uz galvenas

diagonāles un nekur citur.

3.12. Lemma. [13]

1. Katra strikta ekvivalences attiecı̄ba ir nestrikta ekvivalences attiecı̄ba jebkurai t-normai.

Strikta attiecı̄ba ir atdalı̄ta.

Pierādı̄jums: Lai pierādı̄tu, vajag pārbaudı̄t vai strikta ekvivalences attiecı̄ba ir nestrikta

attiecı̄ba ar definı̄ciju (3.10).

(a) Refleksivitāte:

Zināms, ka ∀x,y ∈ X : P(x,y) = 1 ⇔ x = y.

Ja x = y tad P(x,y = x) = P(x,x) = 1
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(b) Simetriskums:

Zināms, ka ∀x,y ∈ X : P(x,y) = 1 ⇔ x = y.

Tā kā strikta attiecı̄ba var pieņemt tikai vertı̄bas {0,1},

ja x ̸= y ⇒ P(x,y) ̸= 1, tad, ja P(x,y) ̸= 1 ⇒ P(x,y) = 0

Jebkurā gadı̄juma, kad x ̸= y, P = 0 ⇒ P(x,y) = P(y,x) = 0

(c) Tranzitivitāte

P var pieņemt tikai dı̄vas vērtı̄bas 0 vai 1

• P(x,z) = 1 ⇔ x = z

T (P(x,y),P(y,z)) = T (P(x,y),P(y,z = x)) = T (P(x,y),P(y,x)) =

T (P(x,y),P(x,y)) = P(x,y) =

1, ja x = y

0, ja x ̸= y

Šajā gadı̄jumā tranzitivitāte izpildās, jo {1,0} ≤ 1.

• P(x,z) = 0 ⇔ x ̸= z

Ja y = x ⇔ T (P(x,x),P(x,z)) = T (1,0) = 0

Ja y = z ⇔ T (P(x,z),P(z,z)) = T (0,1) = 0

Ja x ̸= z ̸= y ↔ T (P(x,y),P(y,z)) = T (0,0) = 0

Šajā gadı̄jumā tranzitivitāte ari izpildās, jo 0 ≤ 0.

Izpildās refleksivitāte, simetriskums un tranzitivitāte, tāpēc varam konstatēt, ka katra

strikta ekvivalences attiecı̄ba ir nestriktas ekvivalences attiecı̄ba jebkurai t-normai.

2. Ja T1 ≤ T2, tad jebkura T2-ekvivalence ir arı̄ T1-ekvivalence

T1-ekvivalence

(a) P(x1,x1) = 1

(b) P(x1,y1) = P(y1,x1)

(c) T1(P(x1,y1),P(y1,z1))≤ P(x1,z1)

T2-ekvivalence

(a) P(x2,x2) = 1

(b) P(x2,y2) = P(y2,x2)

(c) T2(P(x2,y2),P(y2,z2))≤ P(x2,z2)

Ja T1 ≤ T2 ⇒

T1(P(x1,y1),P(y1,z1))≤ P(x1,z1)≤ T2(P(x2,y2),P(y2,z2))≤ P(x2,z2)⇒

T1(P(x1,y1),P(y1,z1))≤ P(x2,z2)

Šis rezultāts nosaka nestriktas ekvivalences attiecı̄bas konstruēšanas principus no pseido-

metrikam.
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3.13. Teorēma. T ir nepārtraukta Arhimēda t-norma ar aditı̄vo ‘generatoru f. Jebkurai psei-

dometrikai d, attēlojums

Pd(x,y) = f (−1)(min(d(x,y), f (0)))

ir T-ekvivalence. [14]

Pierādı̄jums

1. Refleksivitāte: Ja x = y un d(x,x) = 0, tad

Pd(x,x) = f (−1)(min(d(x,x), f (0))) = f (−1)(min(0, f (0))) = f (−1)(0) = 1.

2. Simetriskums:

Tā kā d(x,y) = d(y,x)⇒Pd(x,y) = f (−1)(min(d(x,y), f (0))) = f (−1)(min(d(y,x), f (0))) =

Pd(y,x).

3. T-tranzitivitāte:

Vajag pierādı̄t, ka

T (P(x,y),P(y,z))≤ P(x,z),

kas izmantojot t-normas definı̄ciju ir ekvivalenti

f (−1)(min( f (P(x,y))+ f (P(y,z)), f (0))≤ P(x,z).

Ir divi gadı̄jumi, kad:

1. min( f (P(x,y))+ f (P(y,z)), f (0)) = f (0), tad

f (−1)(min( f (P(x,y))+ f (P(y,z)), f (0)) = f (−1)( f (0)) = 0 ≤ P(x,z);

2. min( f (P(x,y))+ f (P(y,z)), f (0)) = f (P(x,y))+ f (P(y,z)), tad vajag pierādı̄t, ka

f (−1)
(

f
(

f (−1)(min(d(x,y), f (0)))
)
+ f

(
f (−1)(min(d(y,z), f (0)))

))
≤

≤ f (−1)(min(d(x,z), f (0))).

Ja minimums nav vienāds ar f (0),

f (−1)(d(x,y)+d(y,z))≤ f (−1)(d(x,z)).

Mēs zinām, ka ir spēka trijstūru attiecı̄ba

d(x,y)+d(y,z)≥ d(x,z),

f (−1)(P(x,z))≤ f (−1)(P(x,y))+ f (−1)(P(y,z)).
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Tā kā f (−1) ir dilstoša funkcija, no tā izriet, ka

f
(

f (−1)(P(x,z))
)
≥ f

(
f (−1)(P(x,y))+ f (−1)(P(y,z))

)
,

un f
(

f (−1)(P(x,z))
)
= P(x,z).

3.14. Piemērs. Apskatı̄sim reālo skaitļu kopu X = R un metriku d(x,y) = |x− y| tajā.

Ņemot vērā, ka fL(x) = 1− x ir TL (Lukaševiča t-norma) aditı̄vs ‘generators un ka fP(x) =

−ln(x) ir TP (reizinājuma t-norma) aditı̄vs ‘generators, mēs iegūstam divas nestriktas ekviva-

lences attiecı̄bas:

PL(x,y) = max(1−|x− y|,0);

PP(x,y) = e−|x−y|.

Apskatı̄sim grafiski.

Fiksēsim x vērtı̄bu (x=2), tad grafiki PL(x,y) un PP(x,y) izskatı̄sies šādi:

3.1. att. Lukaševiča t-normai

3.2. att. Reizinājuma t-normai
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3.2. Piederı̄bas funkcijas

Šajā sadaļā mēs apskatı̄sim piederı̄bas funkcijas ui j, kuras mēs izmantosim vēlāk nestriktās

klasterizācijas algoritmā.

Mēs noteiksim piederı̄bas funkcijas ui j tā, lai funkcija

Q(c,U) =
m

∑
i=1

k

∑
j=1

uq
i jd(c j,ai), (4)

kas atbilst nosacı̄jumiem

k

∑
j=1

ui j(c) = 1, i = 1, ...,m, (5)

sasniegtu savu minimumu. Tādējādi mēs definējam Lagranža funkciju [3]

J (c,U,λ ) :=
m

∑
i=1

k

∑
j=1

uq
i jd(c j,ai)−

m

∑
i=1

λi

(
k

∑
j=1

ui j −1

)
.

Pieņemot, ka ar ̸= cs, daļējais atvasinājums

∂J (c,U,λ )

∂urs
= quq−1

rs d(cs,ar)−λr

ir vienāds ar 0, ja

urs(c) =
(

λr

qd(cs,ar)

) 1
q−1

. (6)

Ievietojot formulu (7) formulā (5), iegūstam

k

∑
j=1

(
λr

qd(c j,ar)

) 1
q−1

= 1 ⇒ λr =
q(

∑
k
j=1

(
1

d(c j,ar)

) 1
q−1
)q−1 .

Aizstājot λr ar formulu (6), mēs iegūstam

urs(c) =
1

∑
k
j=1

(
d(cs,ar)
d(c j,ar)

) 1
q−1

, ar ̸= cs. (7)

Var gadı̄ties, ka kāds datu punkts ai ∈ A sakrı̄t ar kādu centru c j. Ja tā notiek, funkcija (7)

nav definēta. Tāpēc

ui j(c) =



1

∑
k
s=1

(
d(c j ,ai)
d(cs,ai)

)1/(q−1) , ja Ii =∅

1
|Ii| , ja Ii ̸=∅ un j ∈ Ii

0 , ja Ii ̸=∅ un j /∈ Ii

, (8)

kur Ii = {s : cs = ai} ⊆ {1, ...,k}; [4]
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3.3. Nestrikta C-vidējo metode

Pieņemsim, ka vēlamies datu kopas A ⊂ Rn elementus sagrupēt klasteros π1, ...,πk, ar

iespēju, ka daži elementi ai ∈ A nonāk vairākos klasteros lı̄dz zināmai pakāpei.

Nestrikta C-vidējo metode veic klasterizāciju šādi [5]:

Dota ierobežota kopa A ⊂ Rn un k atšķirı̄gi punkti z1, ...,zk ∈ Rn,

1. noteikt piederı̄bas matricu U ∈ [0,1]m×k pēc formulas (8);

2. dota matrica U ∈ [0,1]m×k, noteikt atbilstošus klasteru centrus c1, ...,ck ∈ Rn,

c j =

(
m

∑
i=1

uq
i j

)−1 m

∑
i=1

uq
i jai , j = 1, ...,k.

Aprēķināt mērķa funkcijas vērtı̄bu Q(c,U) pēc formulas (4),

ar nosacı̄jumiem (5) un ∑
m
i=1 ui j(c)> 0, j = 1, ...,k.

Ja ε > 0, iteratı̄vs process apstājas, kad

Q j−1 −Q j

Q j
< ε , Q j = Q(c( j),U ( j)),

vai, kad

∥U ( j)−U ( j−1)∥< ε.

3.4. C-vidējo klasterizācija nestriktas ekvivalences gadı̄jumā

Mēs ievērosim nestrikto C-vidējo algoritmu un izmantosim nestriktās ekvivalences pie-

derı̄bas funkciju vietā. Mēs ieviešam n nestriktas ekvivalences attiecı̄bu punktveida agregāciju,

kas definētas katram raksturlielumam atsevišķi. Lai atklātu pazı̄mju svarı̄gumu, ir iespējams

izmantot svarus pi, i = 1, ...,n.

3.15. Teorēma. [15] Lai A ir m datu punktu kopa (ai ∈ Rn) ar svariem w1,w2, ...,wm > 0.

Vislabākais kopas A pārstāvis c∗ ar svariem w1,w2, ...,wm > 0, ko apzı̄mē ar c∗ =

arg min
c∈Rn

m
∑

i=1
wi||c−ai||2 ir tā svērtais centroids:

c∗ =

(
1

W

m

∑
i=1

wia1
i ,

1
W

m

∑
i=1

wia2
i , ...,

1
W

m

∑
i=1

wian
i

)
,

kur W =
m
∑

i=1
wi.
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Metode veic klasterizāciju šādi: [15]

Ir iepriekš izvēlēts klasteru skaits k un katram datu punktam nejauši piešķirti koeficienti par

atrašanos klasteros (tādējādi iegūstot piederı̄bas matricu U ∈ [0,1]m×k).

1. dotai datu kopai A un piederı̄bas matricai U ∈ [0,1]m×k mēs aprēķinām labākos pārstāvjus

jeb centroidus, izmantojot teorēmu (3.15);

2. tālāk mēs pārrēķinām piederı̄bas matricu U ∈ [0,1]m×k šādi:

(a) Lai ai ir objekts un c j ir klastera centrs, tad izveidosim nestrikto ekvivalences at-

tiecı̄bu katrai pazı̄mei l = 1, ...,m Pl(al
i,c

l
k), ņemot vērā metriku dl(ai,c j)= |xl

i −cl
j|.

Dažādām t-normām ir iegūstas atbilstošas ekvivalences attiecı̄bas:

Pl
L(a

l
i,c

l
j) = max

(
1−|al

i − cl
j|,0
)

;

Pl
P(ai,c j) = e−|al

i−cl
j|;

Pl
H(ai,c j) =

1
1+|al

i−cl
j|

.

Šeit mēs izmantojam vienu un to pašu dl metriku katram atribūtam l, bet tie varētu

atšķirties. Izmantojot nestrikto ekvivalences attiecı̄bu PL, datu kopai jābūt standar-

tizētai;

(b) Tālāk ideja ir apvienot informāciju par visām nestriktam ekvivalences attiecı̄bām Pl

un iegūt globālo nestrikto ekvivalences attiecı̄bu P, kas ietver informāciju par visām

nestriktām ekvivalences attiecı̄bām Pl un tādējādi informāciju par visām lı̄dzı̄bām

kopās al
1, ...,a

l
m . Ieviesı̄sim attēlojumu O : [0,1]k → [0,1], kas agre ‘gē nestriktas

ekvivalences attiecı̄bas:

P(x,y) = O
(
P1(x,y), ...,Pn(x,y)

)
.

Agregācijas funkcijas O definı̄cija:

3.16. Definı̄cija. [6] Agregācijas funkcija ir attēlojums O : [0,1]n → [0,1], kas at-

bilst šādām ı̄pašı̄bām:

1. O(x1, ...,xn)≤ O(y1, ...,yn), ja xi ≤ yi visiem i ∈ 1, ...,n (monotonitāte);

2. O(0, ...,0) = 0 un O(1, ...,1) = 1 (robežnosacı̄jumi);

Īpašı̄bas:

i. ja Pl(xl,yl) = 1 visiem l (t.i., xl ir lı̄dzı̄gs yl visiem l), tad globālai pakāpei arı̄

jābūt 1, tas nozı̄mē, ka x ir lı̄dzı̄gs y. Citiem vārdiem sakot: O(1, ...,1) = 1;
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ii. ja ”xl ir lı̄dzı̄gs yl” nav pilnı̄bā izpildı̄ts visiem l, tad arı̄ globālajai pakāpei jābūt

0: O(0, ...,0) = 0;

iii. ja viena pakāpe Pl(x,y) palielinās, bet pārējās paliek nemainı̄gas, vispārējā

pakāpe nedrı̄kst samazināties, t.i., O nedrı̄kst būt augoša katrā komponentē;

Ir arı̄ dabiski pieprası̄t, lai globālā nestrikta attiecı̄ba atbilstu tām pašām ı̄pašı̄bām,

kādas piemı̄t atsevišķām nestriktam attiecı̄bām.

Refleksivitātes saglabāšana ir diezgan skaidra, pēc agregācijas funkcijas ro-

bežnosacı̄juma. Simetrijas saglabāšana ir arı̄ acı̄mredzama. Daudz interesantāks

un sarež ‘gı̄tāks ir jautājums par tranzitivitātes saglabāšanu. Šeit mēs izmantojam re-

zultātus par tranzitivitātes saglabāšanu, kas pētı̄ta [7], kur parādı̄ts, ka tranzitivitātes

saglabāšana ir ekvivalenta t-normas ∗ dominancei ar agregācijas operatoru A.

3.17. Definı̄cija. [7] Aplūkojiet n-argumentu agregācijas funkciju O : [0,1]n →

[0,1] un t-normu ∗. Mēs sakām, ka O dominē ∗, ja visiem xi ∈ [0,1] ar i ∈ {1, ...,m}

un yi ∈ [0,1] ar i ∈ {1, ...,n}, tad ir šāda ı̄pašı̄ba:

O(x1, ...,xn)∗O(y1, ...,yn)≤ O(x1 ∗ y1, ...,xn ∗ yn).

3.18. Teorēma. [7] Lai ∗ ir t-norma. Agregācijas funkcija O saglabā nestrikto

attiecı̄bu tranzitivitāti tad un tikai tad, ja O pieder pie klases agregācijas funkcijām,

kas dominē ∗.

3.19. Piemērs. [7] Jebkuram n > 2 un jebkuram p = (p1, ..., pn) ar
n
∑

i=1
pi ≥ 1 un

pi ∈ [0,∞], agregācijas funkcijai

Op(x1, ...,xn) = max

(
n

∑
i=1

xi · pi +1−
m

∑
i=1

pi,0

)

dominē Lukaševiča t-norma ∗L.

3.20. Piemērs. [7] Jebkuram n > 2 un jebkuram p = (p1, ..., pn) ar
n
∑

i=1
pi ≥ 1 un

pi ∈ [0,∞], agregācijas funkcijai

Op(x1, ...,xn) =
n

∏
i=1

xi pi

dominē reizinājuma t-norma ∗P.
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3.21. Teorēma. Lai ∗ ir t-norma. Ja Pi visiem i ∈ {1, ...,n} ir nestrikta ekvivalences

attiecı̄bas (attiecı̄bā uz t-normu ∗), tad

P(x,y) = O
(
P1(x,y), ...,Pm(x,y)

)
ir arı̄ ∗-ekvivalences attiecı̄ba, ja O pieder agregācijas klases funkcijām, kas dominē

∗.

Tāpēc mēs izveidojām jaunu nestrikto ekvivalences attiecı̄bu, agre ‘gējot nestriktas

ekvivalences attiecı̄bas Pl :

P(ai,ck) = O
(
P1(a1

i ,c
1
k),P

2(a2
i ,c

2
k),P

3(a3
i ,c

3
k), ...,P

m(am
i ,c

m
k )
)
,

kur mēs izmantojam agregācijas operatoru O, kas saglabā nestriktas ekvivalences

attiecı̄bas.

Tādējādi dažādām t-normām mēs iegūstam atbilstošas globālās ekvivalences at-

tiecı̄bas jeb lı̄dzı̄bas:

PL(ai,ck) = max

(
n

∑
l=1

Pl(al
i,c

l
k) · pl +1−

n

∑
l=1

pl,0

)
=

= max

(
n

∑
l=1

(1−|al
i − cl

k|) · pl +1−
n

∑
l=1

pl,0

)
.

Ja pl =
1
n , tad (šajā gadı̄jumā mēs atribūtiem nepievienojam papildu prioritātes, jo

visi svari ir vienādi):

PL(ai,ck) = 1/n
n

∑
l=1

(
1−|al

i − cl
k|
)
.

Ja pl nav vienādi, bet
n
∑

l=1
pl = 1, tad (šajā gadı̄jumā mēs papildus pievienojam at-

ribūtu prioritātes):

PL(ai,ck) =
n

∑
l=1

pl

(
1−|al

i − cl
k|
)
.

Reizinājuma t-normai iegūstam šādu ekvivalences attiecı̄bu:

PP(ai,ck) =
n

∏
l=1

e−pl |al
i−cl

j|.

Ja pl =
1
n , tad (šajā gadı̄jumā mēs atribūtiem nepievienojam papildu prioritātes, jo

visi svari ir vienādi):

PP(ai,ck) =
n

∏
l=1

e−
1
n |a

l
i−cl

j|.
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Tāpēc iestatām ui j = P(ai,ck), aprēķinām mērķa funkcijas vērtı̄bu Q un nonākam pie 1.

soļa.

Lı̄dzı̄gi kā ar standartu K-vidējo algoritmu vai ar nestrikto C-vidējo algoritmu, arı̄ šis algo-

ritms rada monotonu dilstošu secı̄bu no mērķa funkcijas vērtı̄bām Q. Tāpēc process apstājas,

kad
Q j−1 −Q j

Q j
< ε,

ja ε > 0 un, kur Q j ir mērķa funkcijas vērtı̄ba, kas iegūta j iterācijā.
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4. Piemērotākā klasteru skaita izvēle

4.1. Calinski–Harabasz indekss

Izmantojot MK attāluma lı̄dzı̄gu funkciju, lai atrastu optimālo k klasteru skaitu Π∗ =

{π∗
1 , ...,π

∗
k }, mērķa funkcija F izskatās šādi:

FMK(Π) =
k

∑
j=1

∑
a∈π j

∥c j −a∥2.

Vērtı̄ba FMK(Π
∗) parāda kopējo klasteru π∗

1 , ...,π
∗
k elementu dispersiju no tas centriem

c∗1, ...,c
∗
k . Jo mazāka ir FMK vērtı̄ba, jo mazāka dispersija, kas nozı̄mē, ka kopas ir iekšēji kom-

paktākas.

Tāpēc pieņemsim, ka CH indekss ir apgriezti proporcionāls mērķa funkcijas FMK(Π
∗)

vērtı̄bai.

No otras puses, papildus funkcijas FMK minimizēšanai var arı̄ maksimizēt atbilstošo duālo

funkciju

G(Π) =
k

∑
j=1

|π|∥c j − c∥2,

kur c = argminx∈Rn ∑
m
i=1 ∥x−ai∥2 = 1

m ∑
m
i=1 ai ir visas kopas A centroids.

Vērtı̄ba G(Π∗) parāda kopējo centroidu c∗1, ....,c
∗
k svērto atdalı̄šanu no klasteriem π∗

1 , ...,π
∗
k .

Jo lielāka ir funkcijas G vērtı̄ba, jo lielāka ir MK-attālumu summa starp centroidiem c∗j un visas

kopas centroidu c, kur attālumi tiek svērti pēc klastera elementu skaita. Tas nozı̄mē, ka centroidi

c∗j ir savstarpēji maksimāli atdalı̄ti.

Tāpēc mēs pieņemsim, ka optimālā sadalı̄juma CH indekss ir proporcionāls duālās mērķa

funkcijas G(Π∗) vērtı̄bai.

Izmantojot MK attālumam lı̄dzı̄gu funkciju, Calinski–Harabasz indekss tiek definēts kā

CH(k) =
m− k
k−1

G(Π∗)

FMK(Π∗)
, 1 < k < m.

Iekšēji kompaktāki un labāk atdalı̄ti klasteri rada lielāku CH skaitli. [8] [9]

4.1. Teorēma. Lai A ⊂Rn ir galı̄ga kopa, un lai Π1 un Π2 ir divas dažādas k skaitu klasteri

no kopas A. Tad

CH(Π1)≥CH(Π2)⇔ FMK(Π1)≤ FMK(Π2).

Pierādı̄jums Lai m = |A| un c = mean(A). Apzimējam k := ∑
m
i−1 ∥c−ai∥2. Ņemot verā, ka

∑
m
i=1 ∥c−ai∥2 = FMK(Π)+G(Π), tad

G(Π1) = k−FMK(Π1) un G(Π2) = k−FMK(Π2).
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Tāpēc,

CH(Π1)≥CH(Π2)⇔
m− k
k−1

G(Π1)

FMK(Π1)
≥ m− k

k−1
G(Π2)

FMK(Π2)

⇔ k−FMK(Π1)

FMK(Π1)
≥ k−FMK(Π2)

FMK(Π2)

⇔ k
FMK(Π1)

−1 ≥ k
FMK(Π2)

−1

⇔ FMK(Π1)≤ FMK(Π2).

4.2. Davies–Bouldin indekss

Davies–Bouldin (DB) indekss ir definēts tā, lai iekšēji kompaktākam sadalı̄jumam, kura

klasteri ir labāk savstarpēji atdalı̄ti, būtu mazāka DB vērtı̄ba.

Lai c ∈ R2 ir punkts plaknē, ap kuru ir m nejauši punkti ai, kas ‘generēti no divfaktoru

normālā sadalı̄juma N (c,σ2I) ar kovariācijas matricu σ2I, kur I ir identitātes 2×2 matrica. Šı̄

punktu kopa veido sfērisku datu kopu, ko apzı̄mē ar A.

Ir zināms, ka aptuveni 68% no visiem kopas A punktiem atrodas apļa K(c,σ) ar centru c un

rādiusu σ iekšpusē. Šo apli sauksim par datu kopas A galveno apli.

Lai Π∗ ir optimāls kopas A sadalı̄jums ar klasteriem π∗
1 , ...,π

∗
k un to centroidiem c∗1, ...,c

∗
k .

Fiksēsim vienu no klasteriem, piemēram π∗
j , un aplūkosim tā sakarı̄bu ar pārējiem klasteriem.

Ievērojiet, ka lielums

D j := max
s ̸= j

σ j +σs

∥c∗j − c∗s∥
, kur σ

2
j =

1
|π∗

j |
∑

a∈π∗
j

∥c∗j −a∥2, (9)

identificē klastera π∗
j lielāko pārklāšanos ar jebkuru citu klasteri. Lielums

1
k
(D1 + ...+DK) (10)

ir skaitļu (9) vidējais lielums, un tas ir vēl viens sakritı̄bas rādı̄tājs iekšējās kompaktumu

un klasteru ārējo atdalı̄šanu sadalı̄jumā. Ir skaidrs, ka mazāks skaitlis (10) nozı̄mē, ka klasteri

ir iekšēji kompaktāki un labāk atdalı̄ti. Tāpēc kopas A optimālā sadalı̄juma DB indekss ar

klasteriem π∗
1 , ...,π

∗
k un to centroidiem c∗1, ...,c

∗
k definē šādi

DB(k) :=
1
k

k

∑
j=1

max
s ̸= j

σ j +σs

∥c∗j − c∗s∥
, kur σ

2
j =

1
|π∗

j |
∑

a∈π∗
j

∥c∗j −a∥2, 1 < k < m.

Iekšēji kompaktāki un labāk atdalı̄ti klasteri rada mazāko DB indeksu. [10]
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4.3. Silueta platuma kritērijs

Izmantojot MK attāluma lı̄dzı̄gu funkciju, lai atrastu optimālo k klasteru skaitu Π∗ =

{π∗
1 , ...,π

∗
k }, silueta platuma kritēriju (SWC) definē šādi:

SWC(k) =
1
m

m

∑
i=1

βir −αir

max{αir,βir}
, 1 < k < m,

kur katram ai ∈ π∗
r ,

αir =
1

|π∗
r |

∑
b∈π∗

r

d(ai,b), βir = min
q̸=r

1
|π∗

q |
∑

b∈π∗
q

d(ai,b). (11)

Iekšēji kompaktāki un labāk atdalı̄ti klasteri rada lielāku SWC skaitli.

Tā kā skaitliskā procedūra SWC indeksa aprēķināšanai ir diezgan sarež ‘gı̄ta, parasti izmanto

vienkāršoto silueta platuma kritēriju (SSWC), kas vidējās vērtı̄bas (11) vietā izmanto attālumu

starp elementu ai ∈ π∗
r un centriem c∗1, ...,c

∗
k :

SSWC(k) =
1
m

m

∑
i=1

βir −αir

max{αir,βir}
, 1 < k < m,

kur αir = d(ai,c∗r ), βir = minq̸=r d(ai,c∗q).

Iekšēji kompaktāki un labāk atdalı̄ti klasteri rada lielāku SSWC skaitli. [8]

4.4. Dunna indekss

Dunna indekss ir definēts tā, lai iekšēji kompaktāks sadalı̄jums ar labāk savstarpēji at-

dalı̄tiem klasteriem ir mazāka Dunna vērtı̄ba.

Lai Π∗ = {π∗
1 , ...,π

∗
k } ir optimālais k-sadalı̄jums, kas iegūts, izmantojot attālumam lı̄dzı̄gu

funkciju d. Atdalı̄šanas mēru starp klasteru pāriem nodalı̄jumā nosaka, aprēķinot attālumus

starp katru klasteru pāri {π∗
i ,π

∗
j }

D(π∗
i ,π

∗
j ) = min

a∈π∗
i ,b∈π∗

j

d(a,b),

un klasteru iekšējā kompaktuma mērvienı̄bai π∗
i ∈ Π∗ ņemam to diametrus diamπ∗

i =

maxa,b∈π∗
i

d(a,b).

Tāpēc optimālā sadalı̄juma Π∗ Dunna indekss ir proporcionāls skaitlim

min1≤i< j≤k D(π∗
i ,π

∗
j ) un apgriezti proporcionāls skaitlim max1≤s≤k diamπ∗

s un ir definēts

kā šo divu vērtı̄bu koeficients:

Dunn(k) =
min1≤i< j≤k D(π∗

i ,π
∗
j )

max1≤s≤k diamπ∗
s

, 1 < k < m.

Iekšēji kompaktāki un labāk atdalı̄ti klasteri rada mazāko Dunna indeksu. [8]
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5. Praktiskais salı̄dzinājums

Lai pārbaudı̄tu divu, K-vidējo un nestrikto C-vidējo, klasterizacijas algoritmu efektivitāti,

bija veiktas simulācijas.

5.1. Datu simulācija

Standarta normālo kombināciju modelis paredz, ka dati (X1, ...,Xn) tiek modelēti kā IID dati

no sadalı̄juma ar blı̄vumu

f (x;θ) =
G

∑
j=1

π jφ(xi,µ j,σ
2
j ), (12)

kur φ(.,µ,σ2) ir normāla sadalı̄juma blı̄vums ar vidējo µ un dispersiju σ2, π j ir j-tās kom-

binācijas komponenta ı̄patsvars un ∑
G
j=1 π j = 1. Parametru vektors θ satur visas proporcijas,

vidējus lielumus un variācijas.

Parametra θ maksimālās ticamı̄bas novērtējums (MLE) no datu kopas xn = {x1,x2, ...,xn}

var iegūst ar šādu formulu

θ̂n = argmax
θ∈Θ

n

∑
i=1

log f (xi,θ),

kur Θ = {θ |σ2
j ≥ s, j = 1,2, ...,G,∑G

j=1 π j = 1}, vēloties s > 0. Lai izvairı̄tos no logarit-

miskās ticamı̄bas funkcijas de ‘generācijas, ir nepieciešams no apakšas ierobežot dispersiju.

Pamatojoties uz θn novērojumiem, xi var klasificēt kā komponentu

k = arg max
p=1,...,G

τ̂ip,

kur lielums τ̂ip ir novērtēta varbūtı̄ba, ka xi ir ‘generēta ar p-to kombinācijas komponentu:

τ̂ip =
π̂pφ(xi, µ̂p, σ̂

2
p)

f (xi, θ̂)
.

Uz modeļiem balstı̄tas klasterizācijas filozofija ir tāda, ka (12) ne vienmēr tiek pieņemts, ka

”patiess”, bet drı̄zāk, normālais sadalı̄jums tiek uzskatı̄ts par klastera formas prototipu, ņemot

vērā, ka daudzus sadalı̄jumus var precı̄zi aproksimēt ar normālo.
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5.2. Rezultāti

Praktiski bija veikti 5 testi ar 1000 simulācijam katrā (Python kodu var apskatı̄t 1. pieli-

kumā), un algoritms izskatās šādi:

1. katrā simulācijā bija ‘generēta kopa no 100 punktiem ar funkciju

sklearn.datasets.make blobs;

2. bija palaists K-vidējo algoritms ar iebūvētas funkcijas sklearn.cluster.KMeans palı̄dzı̄bu

un tiek iegūta iterācija, kurā Fj−1−Fj
Fj

< e−4;

3. bija palaists nestrikto C-vidējo algoritms ar pašrakstı̄to funkcijas palı̄dzı̄bu un tiek iegūta

iterācija, kurā Q j−1−Q j
Q j

< e−4;

4. iterācijas numuri bija saglabāti ması̄vā un saskaitı̄ta vidēja vērtı̄ba un standartnovirze kat-

rai metodei.

Datu ‘generēšanas posmā, ja standartnovirze ir fiksēta un vienāda ar 0.4, varam redzēt tādu

sakarı̄bu:

1. mainot parametru center box =(x,y) funkcijā make blobs (parametrs nosaka klastera

centra robežas):

• ja |x − y| ≥ 5, tad vidējais iterāciju skaits un standartnovirze mazāk K-vidējo

algoritmam.

5.1. att. Iterāciju vidēja vērtı̄ba un standartnovirze priekš divām metodēm,

ja center box = (5,10)
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Attēlā redzamā tabulā varam ieraudzı̄t, ka iterāciju vidējais skaits katrā testā K-

vidējo algoritmam ir mazāks (2.5 iterāciju robežās) nekā C-vidējo algoritmam (4.7

iterāciju robežās). Standartnovirze arı̄ ir mazāk, nepārsniedz 1;

• ja |x− y| ≤ 4, tad vidējais iterāciju skaits un novirze mazāk nestriktam C-vidējo

algoritmam.

5.2. att. Iterāciju vidēja vērtı̄ba un standartnovirze priekš divām metodēm,

ja center box = (1,4)

Attēlā redzamā tabulā varam ieraudzı̄t, ka iterāciju vidējais skaits katrā testā C-

vidējo algoritmam ir mazāks (2 iterāciju robežās) nekā K-vidējo algoritmam (7.2

iterāciju robežās). Standartnovirze arı̄ ir mazāk, nepārsniedz 1;

• ja |x−y| ∈ (4,5), tad ir nenoteiktı̄ba, katrā testā vidējais iterāciju skaits ir vai vienāds

vai mazāks vienam no algoritmiem un standartnovirzes ir diezgan lielas.

29



5.3. att. Iterāciju vidēja vērtı̄ba un standartnovirze priekš divām metodēm,

ja center box = (0,4.5)

Attēlā redzamā tabulā varam apskatı̄t, ka iterāciju vidējais skaits katrā testā ir

apmēram vienāds katram algoritmam (svārstās 3.8 iterācijas robežās), bet precı̄zi

noteikt kuram ir mazāks skaits nevaram. Bet standartnovirze ir mazāk K-vidējo

algoritmam;

2. vizuāli:

• ja klasteru centri ir tālu viens no otra un acı̄mredzami var noteikt klasteru kopas,

tad mazāko iterāciju skaitu padara K-vidējo algoritms.

5.4. att. Simulēto datu sadalı̄jums pa klasteriem

Attēlā redzamā gadı̄jumā ir acı̄mredzami klasteri ar diezgan tālu esošiem centriem.

K-vidējo algoritms izdarı̄ja 2 iterācijas, bet C-vidējo algoritms 7 iterācijas;
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• ja klasteru centri ir tuvu viens otram un klasteri nav acı̄mredzami, tad mazāko

iterāciju skaitu padara nestriktais C-vidējo algoritms.

5.5. att. Simulēto datu sadalı̄jums pa klasteriem

Attēlā redzamā gadı̄jumā nevaram uzreiz noteikt klasterus un centri ir diezgan tu-

vu viens otram. Nestriktais C-vidējo algoritms izdarı̄ja 2 iterācijas, bet K-vidējo

algoritms 5 iterācijas.

Varam izdarı̄t secinājumu, ka, kad |x − y| ≥ 5, tad pārsvara ‘generēti dati uzreiz sadalās

acı̄mredzamajos kopās. Gadı̄jumā, kad |x− y| ≤ 4, tad otrādi, klasteri nav uzreiz redzami. Kad

|x− y| ∈ (4,5), tad tas ietver sevı̄ abus gadı̄jumus.
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Secinājumi

Darba gaitā tiek izpētı̄tas trı̄s klasterizācijas metodes: K-vidējo klasterizācija, nestrikta C-

vidējo klasterizācija un C-vidējo klasterizācija nestriktas ekvivalences gadı̄jumā.

Idejiski K-vidējo un nestriktais algoritms ir vienādi. Vispirms tiek izvēlēti sākotnēji klasteru

centri, pēc tam, izmantojot attālumam-lı̄dzı̄go funkciju, katrs datu punkts tiek piešķirts kādām

klasterim un tiek aprēķināti jauni centroidi un mērķa funkcija, pēc tām algoritms atkārtojas

lı̄dz noteiktam nosacı̄jumam. Atšķirı̄ba starp metodēm ir klasteru piešķiršanas posmā, kur tiek

izmantotas atšķirı̄gas formulas, un, protams, centroidu un mērķa funkcijas aprēķinos.

C-vidējo klasterizācija un nestriktas ekvivalences gadı̄jums ir pilnı̄ba identiskie, izņemot

piederı̄bas matricas aprēķinu, kur nestriktas ekvivalences gadı̄jumā tā tiek iegūta, agre ‘gējot

nestriktas ekvivalences attiecı̄bu.

Arı̄ bija apskatı̄tas četras metodes piemērotākai klastera skaita izvēlei, tas ir Calinski-

Harabasz indekss, Davies-Bouldin indekss, Silueta platuma kritērijs un Dunna indekss. Prak-

tiski, izmantojot reālos, nevis simulētus datus, šis posms ir ļoti svarı̄gs, lai saprastu cik klasterus

ņemt un, lai pēc klasterizācijas saņemtu kvalitatı̄vu rezultātu.

Pēc divu metožu, K-vidējo un C-vidējo, praktiska salı̄dzinājuma var secināt, ka rezul-

tatı̄vums ir atkarı̄gs no standartnovirzes un no izvēlētas funkcijas parametra center box

vērtı̄bas, kas norāda uz simulēto datu kopu attālumu starp centriem. Izvēloties standartno-

virzi 0.4, var secināt, ka, ja attālums ir liels un acı̄mredzami var atdalı̄t klasterus, tad labāka

metode pēc ātruma ir K-vidējo metode. Ja attālums nav liels un noteikt klasterus uzreiz nevar,

tad labāk darbojas nestrikta C-vidējo metode. Var apskatı̄t citus gadı̄jumus ievēšot atkarı̄bu no

standartnovirzes, un ir hipotēze, ka neatkarı̄ba no tas, ja datus uzreiz var acı̄mredzami sadalı̄t uz

klasteriem, tad mazāko iterāciju skaitu padarı̄s K-vidējo algoritms.

Var izvirzı̄t otro hipotēzi, ja atrast minimālo attālumu starp punktiem no dažādiem klaste-

riem, tad, jo mazāks ir attālums, jo ātrāk strādās C-vidējo algoritms, būs mazākais iterāciju

skaits.

Ja domāt par šo metožu praktisko pielietojumu dzı̄vē, tad bez datu vizuālas interpretēšanas

neiztikt. Ja, analizējot, uzreiz ir redzams, ka visi dati ir kopā un tos nevar uzreiz sadalı̄t klasteros,

tad viennozı̄mı̄gi labāka metodes izvēle ir C-vidējo klasterizācijas algoritms. Ja dati tālu viens

no otra, tad labāka metode būs K-vidējo klasterizācijas algoritms, bet dzı̄vē ļoti reti var sastapt

tādu gadı̄jumu.
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Analysis and Applications, 2021

[2] M.Teboulle, A unified continuous optimization framework for center-based clustering

methods. J. Mach. Learn. Res. 8, 65–102 (2007)

[3] H. Frigui, R. Krishnapuram, Clustering by competitive agglomeration. Pattern Recogn. 30,

1109–1119 (1997)
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Pielikumi

1. pielikums

1. Python funkcijas, lai ı̄stenotu C-vidējo algoritmu

• Piederı̄bas matrica

def initializeMembershipWeights():

"""

membership_mat = []

for i in range(n):

wts = []

sum=0;

for j in range(k):

weight = np.random.random_integers(1,10)

wts.append(weight)

sum = sum + weight

weights = [w/sum for w in wts]

membership_mat.append(weights)

print(membership_mat)

"""

weight = np.random.dirichlet(np.ones(k),n)

weight_arr = np.array(weight)

return weight_arr

• Klasteru centri

def computeCentroids(weight_arr):

C = []

for i in range(k):

weight_sum = np.power(weight_arr[:,i],m).sum()

Cj = []

for x in range(d):

numerator = ( df.iloc[:,x].values *

np.power(weight_arr[:,i],m)).sum()
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c_val = numerator/weight_sum;

Cj.append(c_val)

C.append(Cj)

return C

• Atjaunota piederı̄bas m-ca

def updateWeights(weight_arr,C):

denom = np.zeros(n)

for i in range(k):

dist = (df.iloc[:,:].values - C[i])**2

dist = np.sum(dist, axis=1)

dist = np.sqrt(dist)

denom = denom + np.power(1/dist,1/(m-1))

for i in range(k):

dist = (df.iloc[:,:].values - C[i])**2

dist = np.sum(dist, axis=1)

dist = np.sqrt(dist)

weight_arr[:,i] = np.divide(np.power(1/dist,1/(m-1)),denom)

return weight_arr

• Mērķa f-ja

def countP(weight_arr,C):

l=[]

for i in range(k):

dist = (df.iloc[:,:].values - C[i])**2

dist = np.sum(dist, axis=1)

l.append(dist)

dis=np.array(l)

ott=[]

for i in range(n):

ot = (np.power(weight_arr[:][i],m)*dis[:,i]).sum()
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ott.append(ot)

P=np.sum(ott)

return P

• Algoritms

def FuzzyMeansAlgorithm():

weight_arr = initializeMembershipWeights()

P=[]

R=[]

RR = 1

while RR > math.exp(-4):

C = computeCentroids(weight_arr)

updateWeights(weight_arr,C)

PP = countP(weight_arr,C)

P.append(PP)

if len(P)>=2:

RR = (P[-2]-PP)/PP

R.append(RR)

return (weight_arr,C, P)

2. Python funkcijas, lai ı̄stenotu K-vidējo algoritmu

• Algoritms

def train_kmeans(X):

kmeans = KMeans(n_clusters=k,tol=1e-4,init=’random’,

verbose=2, n_init=1)

kmeans.fit(X)

return kmeans

• Palı̄gfunkcija, lai dabūtu mērķa f-jas F vērtı̄bu

def redirect_wrapper(f, inp):

old_stdout = sys.stdout
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new_stdout = io.StringIO()

sys.stdout = new_stdout

returned = f(inp) #<- Call function

printed = new_stdout.getvalue() #<- store printed output

sys.stdout = old_stdout

return returned, printed

3. Simulācijas

CC=[]

KK=[]

cc=[]

kk=[]

for z in range(5):

IterP=[]

IterF = []

for i in range(1000):

features, clusters = make_blobs(n_samples = 100,

n_features = 2,

centers = 3,

cluster_std = 0.4,

shuffle = True,

center_box=(0,random.uniform(1,4)))

df=pd.DataFrame(features)

n=len(df)

final_weights,Centers, P = FuzzyMeansAlgorithm() #C-means

itP = len(P) #iteraciju skaits

IterP.append(itP)

returned, printed = redirect_wrapper(train_kmeans, features) #K-means

inertia = [float(i[i.find(’inertia’)+len(’inertia’)+1:]) for i in

printed.split(’\n’)[1:-2]]

itF=len(inertia) #iteraciju skaits
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IterF.append(itF)

K=np.mean(IterF)

C=np.mean(IterP)

p=np.std(IterF)

q=np.std(IterP)

CC.append(C)

KK.append(K)

cc.append(q)

kk.append(p)

c1=pd.DataFrame(cc)

k1=pd.DataFrame(kk)

C1=pd.DataFrame(CC)

K1=pd.DataFrame(KK)

l=pd.concat([C1,K1,c1,k1], axis=1)

l.columns=[’C mean’,’K mean’,’C std’,’K std’]

l
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