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В в е д е н и е 

Одним ие ватшых разделов функционального анализа я в -

ляется теория нелинейных операторных уравнений. Основы 

этой теории были заложены в работах Биркгоффе и Келлсга, 

Ю. Шаудера, Ж. Лерея и В . Б . Немыцкого. Эти авторы, в т а к -

же их многочисленные последователи, применяли для иссле-

дования нелинейных уравнений топологические методы. Дру-

гой (аналитический) метод, был применен A . M . Ляпуновым, 

а затем развит в работах S . Шмидта, А»Й. Некрасова, 

Л . Лихтенштейна и других. 

Сравнительно недавно, в тридцатых годах нашел) с т о -

летия, были опубликованы работы Л . Лихтенштейна, 

А . Гаммерштежа, М. Голомба и л . А . Люстерника, которые 

послужиди началом развития вариационных методов исследо-

вания нелинейных сравнений и нелинейных операторов, ьти 

методы получили свое дальнейшее развитие в работах 

Э . Р о т е , м*м. Вайнберга, Э . С . Цитланадзе и других а в т о -

р о в . В упомянутых работах нелинейные уравнения изучались 

в гильбертовом и в некоторых более обадс банахэЕых п р о с -

транствах ( с м . [ б б ] , где дано изложение вариаци->нной т е о -

рии нелинейных уравнений и указана библиография). Изучение 

нелинейных уравнений Б таких простринствах обуславлива-

лось прежде всего тем, что теория этих пространств была 



хорошо развита в связи с задачами линейного анализа. Одна 

к о , как выяснилось в дальнейшем, рамки банаховых прост-

ранств оказались узкими для многих задач линейного функ-

ционального анализа. В связи с этим, га последние годы 

усиленно стала развиваться общая теория линейны* тополо-

гических пространств, начало которой положено А . Н . Кол-

могоровым. При этом выделился особый класс таких прост-

ранств - локально выпуклые пространства. Этот класс прос-

транств, введенный А . Н . Тихоновым и И. фон Нейманом, 

оказался достаточно широким, чтобы охватить все важные 

в функциональном анализе пространства. Вместе с те и, в 

локально выпуклых пространствах сохраняются наиболее важ-

ные факты теории банаховых пространств, Звиду с голь удач-

ного сочетания качеств, локально выпуклые пространства 

подверглись детальному изучению, что привело к созданию 

стройной теории этих пространств. 

В связи с этим, естественно возник вопрос об изуче-

нии нелинейных операторных уравнений в локально выпуклых 

пространствах, исследования в этом направлении привели 

к ряду работ ( с м . [ 4 ] > где указана библиография), в к о -

торых нелинейные уравнения изучались топологическими ме-

тодами. 

В отличие от этих работ, мы поставили себе целью изу-

чение нелинейных уравнений в локально выпуклых пространс-

твах вариационным методом. Результаты этих'исследований 

опубликованы в 1%8] и [ б ] . 



В нестоящей работе дается полное изложение тех р е -

зультатов упомянутых работ автора, которые относятся к 

вариационной теории нелинейных уравнений в локально вы-

пуклых пространствах. 

Следуя общим идеям, лежащим в основе вариационной 

теории нелинейных уравнений в банаховых пространствах, 

мы рассматриваем сначала круг вопросов, связанных с изу-

чением потенциального поля (глава II) и продолжением неко-

торых линейных операторов (глава ¡2), а затем переходим к 

доказательству теорем существования решений уравнений и 

собственных векторов нелинейных операторов. 

При атом, отсутствие нормы и ограниченных окрестнос-

тей нудя в общих локально выпуклых пространствах, о б у с -

лавливает изменение не только методов доказательств, но 

и формулировок некоторых результатов» полученных для б а -

наховых пространств. 

Дело в том, что некоторые понятия и с в о й с т в а , экви-

валентные в случае банаховых пространств, перестает быть 

эквивалентными в общих локально выпуклых пространствах. 

Ввиду е т о г о , возникает необходимость выбора тех из них, 

которые соответствует нашим целям. Так, например» вместо 

ограниченности, полной непрерывности и непрерывности 

операторов, мы чаете пользуемся, соответственно» более с л а -

быми требованиями: кваэи ограниченности, квави полной н е -

прерывности и непрерывности оператора по отношению к огра-

ниченному множеству. При э т о м , для получения окончатель-

ных результатов оказывается достаточным использование н е -
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которых предложений, сформулированных и доказанных в этих 

терминах* 

Отметим также* что введенное в § 5 понятие полной в а -

риации абстрактной функции и связанное с ним понятие дли-

ны кривой в локально выпуклом пространстве ( § 6 ) имеет, в 

отличие от ах аналогов в банаховом пространстве, относи-

тельный характер» т . е . значения этих величин зависят от вы-

бора окрестности нуля. Однако, эта понятия применяются 

лишь в теоремах существования (интеграла Стидьтьеса» кри-

волинейного интеграле и д р . ) » а поэтому объекты» существо-

вание которых доказывается в этих теоремах» сами е е приоб-

ретаю* относительного характера. 

Можно также заметить» что отказ от формального аппара-

та нормированных пространств ( и , в частности, пространств 

ЬР ) и использование техники» естественной для локально вы-

пуклых пространств, дает иногда возможность более рельефно 

выявить сущность некоторых с в я з е й . 

^ерейдем теперь к краткому обзору содержания настоящей 

работы по главам и параграфам. 

Работа состоит из четырех г л а в . 

В первой гливе (§§ 1-3) излагаются основные факты т е о -

рии локально выпуклых пространств I операторов, действую-

щих в таких пространствах. Доказательства приводятся лишь 

в тех случаях» когда автору не известны источники» на к о -

торые можно с о с л а т ь с я . 

3 § I даются определения основных понятий теории линей-

ных топологических и , в частности, локально выпуклых п р о -
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с т р а н с т в . При этом выясняется связь между различными поня-

тиями и устанавливаются некоторые предложения. 

В § 2 рассматриваются линейные и нелинейные операторы 

и функционалы, изучается связь между их свойствами и опре-

деляются различные топологии в пространствах линейных о п е -

раторов и функционалов. 

В § 3 рассматриваются частные вица локально выпуклых 

пространств (бочечные, рефлексивные, полные и другие п р о -

с т р а н с т в а ) . Устанавливаются некоторые свойства этих про-

странств. 

Вторая глава (§ 4 - 7 ) содержит построение теории потен-

циального поля в локально выпуклых пространствах. 

В § 4 вводится понятие градиента функционала и иссле-

дуется связь между свойствами градиента и его потенциала. 

Наиболее важной является лемма 4 . 4 о т о м , что из квази 

бикомпактности градиента вытекает слабая непрерывность 

его потенциала. 

В § 5 вводятся понятие абстрактной функции с ограни-

ченной вариацией и понятие интеграла Стильтьеса для а б -

страктных функций, отображающих отрезок числовой оси в 

локально выпуклое пространство. Доказываются теорема с у -

ществования интеграла Стильтьеса и некоторые предложения 

о предельном переходе под знаком интеграла. При этом и с -

пользуется введенное понятие полной вариации. 

В § б вводится понятие кривой в локально выпуклом п р о -

странстве, а затем, посредством интеграла Стильтьеса, 

определяется криволинейный интеграл от оператора вдоль 

кривой. Доказывается ряд предложений о свойствах кривых 
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и криволинейных интегралов. Наиболее важным не этих пред-

ложений является теорема 6.1 о равенстве нулю криволиней-

ного интеграла вдоль замкнутой кривой. 

§ 7 содержит основной результат рассматриваемой г л а -

вы. Здесь с помощью результатов двух предшествующих пара-

графов доказывается необходимое и достаточное условие п о -

тенциальности оператора» действующего из локально выпук-

лого пространства £ в его сильно сопряженное пространст-

во £ ' . 

Глава Ш (§§ 8-10) посвящена изучению свойств квадрат-

ного корня из линейного оператора А и выяснению вопро-

са о представлении оператора А в виде произведения 

других операторов. 

В § 8 приводятся общие предложения о продолжении тож-

деств и операторов. Далее» вводятся два класса пространств 

(условия IX) и ( \ ' ) ) , свойства которых детально изучаются. 

Эти два класса пространств лежат в основе всего дальней-

шего построения. 

§ 9 посвящен изучению свойств операторов, которые мо-

гут быть истолкованы как квадратные корни из линейного 

оператора, действующего из одного локально-выпуклого п р о -

странства в другое. Доказывается ряд предложений, связан-

ных с представлением линейного ограниченного оператора в 

виде произведения двух его различных квадратных корней. 

Основными являются теоремы 9.3» 9 . 5 и 9 . 7 . 

В § 10 изучаются свойства квадратных корней ив линей-

ного вполне непрерывного оператора А » действующего из 

Е в £ , причем для них даются спектральные представде-
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ния. Основной результат содержат теоремы 10.2 и I O . S . 

Ив этих теорем получается затем окончательный результат 

(теорема 10.4) о представлении оператора А в виде р а з -

личных произведений его квадратных корней. 

Четвертая глава (§ Н - 1 3 ) посвящена некоторым вопро-

сам вариационной теории нелинейных уравнений в локально 

выпуклом пространстве. 

В § I1 приводятся некоторые факты из вариационной т е о -

рии нелинейных уравнений в гильбертовом пространстве. З а -

тем доказываются вспомогательные предложения о функциона-

лах» заданных в гильбертовом пространстве. Эти доказатель-

ства используют результаты третьей главы. 

В § 12 с помощью результатов второй и третьей глав 

доказывается ряд теорем ( I 2 . 1 - I 2 . 4 ) о существовании р е -

шений для нелинейного уравнения вида 

где п - линейный оператор из Е' в Е 9 в F* - потен-

циальный оператор» действующий ив £ в £ [ . Доказывает-

ся также теорема о существовании собственных векторов о п е -

ратора Г = Af . 

В последнем» тринадцатом параграфе изучается конкрет-

ное нелинейное уравнение в пространстве бесконечно диффе-

ренцируемых финитных функций. При помощи теоремы 12.1 д о -

казывается существование решения этого уравнения. 
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Каждый параграф настоящей работы разбит на пункты, 

которые нумеруется двумя числами» отделенными друг от дру-

га точкой. Первое из них обозначает номер параграфа, в т о -

рое - номер пункта в данном параграфе. По такому хе прин-

ципу построена нумерация формул» теорем» следствий и з а -

мечаний. 

Ссылки иа литературу даны в квадратных скобках. 

Автор сердечно благодарит своего научного руководи-

теля профессора М.И. Вайнберга за большое внимвние» о к а -

занное им этой работе» а также профессора Д . А . Райкова 

за полезные советы и консультации во время изучения вопро-

сов общей теории локально выпуклых пространств. 



Г Л А В А I 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВ 

В этой главе даются основные определения и приводят-

ся известные факты из теории линейных топологических 

пространств ( с м . Г з , 1С, 1 1 6 , 2 0 , ^ 3 , 2 ^ ) , а также некото-

рые общие предложения» используемые в следующих главах. 

§ I . Линейные топологические локально выпуклые 

пространства 

1 . 1 . Определение 1.1* Множество Е элементов ... 

называется л и н е й н ы м или в е к т о р н ы м 

п р о с т р а н с т в о м (элементы л у, а, . . . называются 

также т о ч к а м и или в е к т о р а м и ) » если 

выполняются следующие условия: 

а ) Для каждых двух элементов Ауе В определена их 

с у м м а л* у. , принадлежащая также множеству В 

б) Для любого вещественного или комплексного числа ^ 

и любого л б-В определено п р о и з в е д е н и е 

также принадлежащее множеству £ • 

в) Эти операции сложения и умножения на число удовле-

творяют следующим условиям: 

а 2 ) + - + 

а^) Существует элемент ОеЕ » называемый н у л е м 

или н у л е в ы м э л е м е н т о м пространства £ 

такой» что мв=* для любого / е £ . 



а^) для каждого элемента /е- £ существует элемент 

называемый п р о т и в о п о л о ж н ы м » такой» 

б , ) 1 ­ У = У 

б й ) (*1 = ^ 
О 

б 4 ) = * *д 

Из приведенного определения следует единственность 

нуля и единственность противоположного элемента для данно-

го Л е- £ . 

Если для элементов хе£ определено умножение лишь 

на вещественные числа» то Е называется в е щ е с т в е н -

н ы м пространством; если же в £ определено умножение 

элементов на любые комплексные числа» то линейное простран 

ство Е называется к о м п л е к с н ы м . 

В дальнейшем будем рассматривать лишь вещественные 

пространства» ибо переход к комплексным пространствам не 

сложен. 

Рассмотрим некоторые виды множеств в линейном прост-

ранстве Е 

Определение 1 . 2 . Множество 7/1 элементов линейного 

пространства Е называется с и м м е т р и ч н ы м » 

если М = - 9 # , т . е . из х& М1 следует» что Ы, . Мно-

жество 9У1сЕ называется з в е з д н о - с и м м е т -

р и ч н ы м , если из следует *А для всех 



Определение 1.3» Пусть х,,ххе Е * Множество всех т о -

чек вида кх1 *&-А)Хь » где <?± называется о т р е э -

к о м» соединяющий точки ^ и ^ . 

Определение 1 . 4 . Множество М1СЕ называется в ы -

п у к л ы м » если» каковы бы ни были точки е &Ь , 

весь отрезок, соединяющий точки х и у » содержится в ЬЛ. 

Определение 1.5. Говорят, что множество Шс£ п о -

г л о щ а е т множество Л с £ » если существует т а -

кое число о о , что кУЬсдтЪ для Щ . Мно-

жество из Е называется п о г л о щ а ю щ и м , если 

оно поглощает всякое одноточечное множество из Е . 

1 .к. Определение топологического пространства обычно 

дается посредством введения одного ив следующих понятий: 

открытого множества, замкнутого множества, замыкания мно-

жества, а также окрестности точки. Мы будем исходить из 

последнего понятия. 

Определение 1 . 6 . Говорят» что в множестве £ элемен-

тов (или точек) ¿1 у * * , . . . определена т о п о л о г и -

ч е с к а я с т р у к т у р а (иди, короче» т о п о -

л о г и я ) *Ъ » если каждому элементу £ поставле-

на в соответствие системе ^)ОЫ) подмножеств ]/с £ » 

называемых о к р е с т н о с т я м и т о ч к и л 

и удовлетворяющих следующим условиям: 

1) Если 1/е Ю(х) » то V ; 

2 ) Вежи 1̂ , 1£ е У){х) » то пересечение ^П)/К еЮ(х) • 

3) Если • е \0(*) и \/̂  >ггс £ , то Ж * \ОСл) • 

Х'УЬ означает множество всех Ху , где х е- П . 
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47 Если Ю(х) 9 то существует \У е 10 Ы т а к о в , 

что V е Ю1у) для всех ^ IV . 

Множество В , в котором определена ТОПОЛОГИЯ , 

называется т о п о л о г и ч е с к и м п р о с т -

р а н с т в о м и обозначается (В, Чг) или просто В , 

если ясас» о какой топологии идет р е ч ь . 

При таком задании топологии, открытое множество в 

топологическом пространстве £ можно определить как 

такое, которое является окрестностью каждой своей точки, 

замкнутое множество, как дополнение открытого, и замыка-

ние множестве ЪГЪ , как пересечение всех замкнутых мно-

жеств, содержащих 7П • 

На одном и том же множестве В можно ввести различ-

ные системы окрестностей, удовлетворяющих определению 

1 . 6 , т . е . наделить Е различными топологическими с т р у к -

турами. В связи с этим возникает вопрос о сравнении т о -

пологий на множестве Е • 

Определение I . 7 . Две топологии %. и на £ , 

определяемые системами окрестностей щ(х) и УО+Сх) , 

называются е к в и в а д е н т н ы м и или с о в -

п а д а ю щ и м и , е с л и , каково бы ни было £ , 

каждая окрестность ^с Ю±Сх) содержит некоторую окрест-

ность ^ 0 * 0 0 и наоборот. 

Ясно, ч т о , при совпадении топологий Ъ± и \ , о т -

крытые, а также замкнутые множества одни и те же для 

обеих топологий. 
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Определение 1 Д . Пусть даны две топологии % и t 

определенные посредством систем окрестностей (ж) и 

10Аи)* Если ЮА(х)с lQ(x) для каждой точки £ 9 ю г о в о -

рят, что топология ^ м а ж о р и р у е т топологию 

% • Если, кроме т о г о , %U)^1CIU) , то говорят, что 

топология <th с и л ь н е е топологии ^ (или, что 

топология \ с л а б е е топологии % ) • 

йз этого определения непосредственно следует, что е с -

ли топология ^ мажорирует топологию ъх , то все мно-

я е с т в а , открытые (замкнутые) в топологии ^ , являются 

открытыми (замкнутыми) также в топологии ^ . Если т о -

пология ^ сильнее топологии Ъс , то обратное утверж-

дение не имеет м е с т а , т . е . существуют множестве, открытые 

(замкнутые) в топологии %^ , не являющиеся открытыми 

(замкнутыми) в топологии г, . 

Определение 1 . 8 . ( с р , ( З а ] , г л . I § 3 . п . 1 ) . Пусть 

Е , £± - два множества и г - отображение Е ъ Ех . 

Предположим, что ¿1 наделено топологией % . П р о о б-

р а з о м т о п о л о г и и ^ о т н о с и т е л ь н о 

о т о б р а ж е н и я Р называется топология на Е , 

для которой окрестностями точек являются прообразы F" f\i) 

окрестностей V соответствующих точек из 

Определение 1 . 9 . Пусть Wl - множество ив топологи-

ческого пространства ( E ^ J . Топология 1 ^ на Ш. назы-

вается и н д у ц и р о в а н н о й и з 1Е ,г) , если 

окрестности точки # t в топологии ^т. являются п е -

ресечениями окрестностей этой точки в пространстве (EtV) 

с множеством W l • 
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Если множество ЭД, топологического пространства 

само наделено некоторой топологией, то можно ввести еще 

следующее понятие» 

Определение 1 . 1 0 . Говорят, что т о п о л о г и и 

п р о с т р а н с т в у й Е с о г л а с о в а н ы , 

если топология пространства Ы мажорирует топологию, 

индуцированную в шш топологического пространства В . 

Отметим еще следующие понятия, важные в дальнейшем: 

Определение 1 . 1 1 . Пусть * - элемент топологического 

пространства £ , система всех окрестностей т о ч -

ки А* . Система множеств п)„Ы)с ')О(х) называется ф у н -

д а м е н т а л ь н о й с и с т е м о й о к р е с т -

н о с т е й т о ч к а м , если для каждой окрестности 

\/е ^Ои) найдется окрестность ^ с и) т а к а я , что V» <=- / 

Определение 1 . 1 2 . Система множеств пространст-

ва £ называется п о к р ы т и е м множества 'Ы.сЕ $ 

если ^1 содержится в объединении множеств и я , т . е . 

Определение 1 . 1 3 . Множество ?У1 топологического 

пространства Е называется б и к о м п а к т н ы м , 

если ив всякого его покрытия, состоящего из открытых мно-

жеств, можно выделить конечное покрытие. Множество УЦ 

называется о т н о с и т е л ь н о б и к о м п а к т -

н ы м , если его замыкание бикомпактно. 

Определение 1 . 1 4 . Множество Сф элементов р>, у,... 

называется ч а с т и ч н о у п о р я д о ч е н н ы м , 

если для некоторых пар его элементов определено соотноте-
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иве ©с-^ {9р сдедует 8а <?с "иди" и предшествует р 

обладающее следующими свойствами: 

к) Если <*±р и у г > ^ о е , « 0 с ч г у з 5 

3) Если с*^уъ • у 9 то р ; 

Частично упорядоченное множество 0ь> называется н а -

п р а в л е н н ы м , если для всяких ои> существует 

элемент такой, что <* ^ у- • / > - * г 

Определение 1 . 1 5 . С е т ь ю или о б о б щ е н н о й 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю в п р о с т р а н -

с т в е £ называется функция У,* со значениями в £ , 

аргумент которой ос пробегает произвольное направленное 

множество индексов ^ 

Определение 1*16. Сеть ^ 6 ^ ] в топологическом 

пространстве £ называется с х о д я щ е й с я к 

э л е м е н т у £ ( ^уа •** - Уо ) , если для 

каждой окрестности V точки существует такой ин-

декс с , что для в с е х ^ > ^ у имеет место вклю-

чение е V . 

Определение 1 . 1 7 . Пусть - направленное множество. 

Множество > р* ¡6-] называется п о д с е т ь ю с е -

ти | у Ы | О^ес^] | если ^ Для в с е х ^ * Для 

каждого ^ в е- существует } * е т а к о е , что ^/уО 

для всех ^ > . 

Теперь можно сформулировать следующее определение б и -

компактного множества эквивалентное предыдущему Г 1 8 ] • 

Определение 1 . 1 3 1 . Множество 1У1 ив топологического 

пространства £ называется б и к о м п а к т н ы м , 



если всякая сеть <*<=• содержит подсеть, с х о д я -

щуюся к элементу из . 

Отметин еще следующее предложение, используемое в 

дальнейшем, 

Лемма 1 . 1 . Для т о г о , чтобы сеть /л.,«с ои) в топологи-

ческом пространстве В не сходилась к точке е £ 

необходимо и достаточно, чтобы существовали окрестность 

У/а Щи) и подсеть { с е т и { такие, что 

для всех ье имеет место 

Доказательство. Достаточность следует из того факта 

Г ! с ] , что всякая подсеть с е т и , сходящейся к также 

сходится к у, • Для доказательства необходимости, пред-

положим, что сеть ]л*, е о\, ^ не сходится к х0 

Тогда существует окрестность V<, точки х„ т а к а я , что 

для каждого ^ е- ии найдется по меньшей мере один элемент 

^(*) & Си , следующий за ^ и такой, что х*ы; £ V 

йри э т о м , каково бы ни было * <Н? , для всех ~ > ^ ° 

будет > «*о . значит множество {х^и; , «• * есть 

подсеть сети { х«, ^ € , причем для всех ^ е (%> 

имеет место *<цы) * ^<> 

I.3. Объединяя линейную и топологическую структуры 

множества £ , мы приходим к следующему понятию. 

Определение 1 . 1 8 . множество Е называется л и н е й 

н ы м т о п о л о г и ч е с к и м п р о с т р в н с 

^ э о м , если: 

I ) Е является линейным пространством; 



2 ) £ является топологическим пространством; 

3) Линейная и топологическая структуры £ согласова-

ны таким образом, что: 

а ) Функция н е п р е р ы в н а п о 

с о в о к у п н о с т и а р г у м е н т о в -х.р $ Е , 

т . е . для любой окрестности к/ точки *.=я**у. е £ 

найдутся окрестности и Уе V ) (у.) такие, 

что и + \/^ К/ . 

б) Функция й - Ау н е п р е р ы в н а п о с о -

в о к у п н о с т и а р г у м е н т о в , х * £ ц 

Я1 ( Ц1 _ числовая о с ь ) , т . е . для любой окрестнос-

ти \л/ точки ¿0 А0Уо найдутся £ > о и окрестность 

С( е \0(ъ) такие, что из Ц - X. 1 < €. следует ^ с и / . 

Здесь <Л + V означает множество всех сумм л + у , 

где Кб и ш » а ХИ овначает множество всех 

-роизведений X у , где х е и 

Из определения 1.18 следует, что для задания тополо-

гии в линейном пространстве нет необходимости задавать 

систему окрестностей для каждой точки пространства Е ; 

достаточно задать лишь с и с т е м у о к р е с т -

н о с т е й в у л я # пространства Е . Тогда окрес-

тности точки **Е получаются "параллельным переносом" и 

имеют вид х* V ш где 1/« (здесь х+У {л\ + V ) , 

Из непрерывности умножения елементов линейного тополо 

гичеекого пространства вв число следует, что окрестности 

нуля являются поглощающими множествами, и что каждая ок-

рестность нудя содержит некоторую звездно-симметричную ок 

рестодЭТ^чнудя. Значит, в каждом линейном топологическом 
° \ 

5 " - 1 -Г1 
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пространстве существует фундаментальная система звездно-

симметричных окрестностей н у д я . 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что линей-

ное топологическое пространство £ удовлетворяет следую-

щей аксиоме: 

(7*) Для любой пары различных точек € Е с у -

ществует окрестность каждой из этих точек, не содержащая 

другой точки. 

Отсюда, в силу т о г о , что линейное топологическое про-

странство является топологической группой, вытекает выпол-

нение и следующих аксиом ( [ 14] , [ 2 2 ] с т р . 114): 

(ТЛ Для каждой пары точек х,у е £" существует непе-

ресекающиеся окрестности ^ € и V * . 

ГГ г] Для всякого замкнутого множества £ а т о ч -

ки л е £ 9 не принадлежащей ^ , существуют непересе-

кающиеся окрестности множества ^ и точки х 

Определение 1 . 1 9 . Линейное топологическое пространст-

во £ , удовлетворяющее а к с и о м а м о т д е л и -

м о с т и 01) , (\) и (~$) называется о т д е л и -

м ы м иди х а у с д о р ф о в ы м . 

* Рассмотрим некоторые свойства множеств в линейном т о -

пологическом пространстве Е . 

Определение 1 »20. Множество №1<Е называется вполне 

о г р а н и ч е н н ы м , если для каждой окрестности нуля 

£ существует конечное число точек & ^ 

яаких, что М1 содержится в объединении .и(х<+и.) , 
Определение 1 . 2 1 . Множество Ю. с Е называется 

о г р а н и ч е н н ы м , есди оно поглощается всякой 



окрестностью нуля из £ 

Из этих определений с л е д у е т , что всякое конечное мно-

жество и всякое вполне ограниченное множество ограничено. 

Сумма М1*К , объединение 071 и пересечение Щ. П У1 

ограниченных множеств дУ1 и 71 также ограничены. Точно 

так же ограничено замыкание ограниченного множества и 

произведение числа на ограниченное множество. 

I . 4 . В дальнейшем мы будем рассматривать следующий 

частный вед линейного топологического пространства: 

Определение Линейное топологическое пространст-

во называется л о к а л ь н о в ы п у к л ы м , если 

в нем существует фундаментальная система выпуклых окрест-

ностей нуля ОЙ (О) , 

Указанная в определении фундаментальная система окрес 

тностей нудя обладает, таким образом, следующими свойст-

вами: 

(1) Если \1^Ю(0)9 то V - выпуклое поглощающее мно-

жество. 

(2) Для любых двух окрестностей \&,]/К е сущест-

вует окрестность т а к а я , что Wc ^1ПМ^ . 

(3) Каковы бы ни были окрестность нуля У с V) (о) и 

£>о , существует окрестность VIв " ф ^ т а к а я , что к/с£\/ 

(4) Пересечение всех окрестностей нуля У'с ~)д(®) с о с -

тоит из одной лишь точки 0 • 

Обратно, если система множеств 2 линейном ирос-

транстве с. удовлетворяет этим четырем условиям, то она | 

определяет на £ отделимую локально выпуклую топологию* 
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5 дальнейшей мы можем считать, что окрестности 

симметричны, ибо, как указывалось выше, каждая окрест-

ность нудя содержит симметричную окрестность. 

Примерами локально выпуклых пространств является б а -

наховы пространства. Фундаментальную систему выпуклых 

окрестностей в этих пространствах образуют, например, 

шары с центром в нуле, удовлетворяющие, очевидно, выше-

указанным условиям ( I ) - ( 4 ) . 

Другими примерами могут служить пространства беско-

нечно дифференцируемых функций, а также - пространства 

обобщенных функций ( 126»] ) • Эти пространства не норми-

руемы. 

Пример 1 . 1 . Рассмотрим множество Э всех финитных*/ 

бесконечно дифференцируемых функций ^ (*) , определенных 

на п -.мерном евклидовом пространстве Я" . Это множество, 

очевидно, линейно. Топология в нем определяется следую-

щим образом: 

Пусть i - убывающая последовательность положи-

тельных чисел, стремящаяся к 0 , { т <>. ] - неограниченно 

возрастающая последовательность натуральных чисел, 

i^ r^*}) - множество всех у(х)е Ф т а к и х , что 

I З^ЧСхЛ*^ для всех р£ т у при Ы , (1* 0,1,... ) , 

где *Э ^00 означает любую частную производную порядка р 

от функции ^Ы) по ее аргументам ^ , о ^ > . . . , X* . В к а -

честве фундаментальной системы окрестностей нудя в © б е -

*' Функция ^(*) называется финитной, если ее носитель, 
т . е . замыкания множества всех точек х* , для кото-
рых о} и\Ф о , есть компактное множество. 



рем совокупность мнояеств , [ л ^ ] ) , соответствую-

щих всевозможным последовательностям и { т^} . При 

этом условия (1) - ( 4 ) , очевидно, выполняются. В прост -

ранстве ^ не существует счетной фундаментальной системы 

окрестностей нуля ( [ 2 6 а ] . с т р . 6 8 ) . 

Ограниченное множество дИ^о],^) в £) определя-

ется компактом ^ с ^ и возрастающей последовательностью 

чисел ( М ^ } и состоит из всех функций ^с>; € Я) с носи-

телями» содержащимися в «о , таких, что I ® ру (х) 1 - М о 

для всех р * и всех л * £ Л . Ясно, что так определен-

ное ограниченное множество соответствует определению 1 . 2 1 . 

Примерами не нормируемых локально выпуклых пространств 

являются также некоторые пространства аналитических функ-

ций комплексного аргумента. 

Как показал А . П . Колмогоров [14] , если в линейном 

топологическом пространстве существует ограниченная выпук-

лая окрестность нуля, то это пространство нормируемо. 

§ 2 . Операторы в локально выпуклых пространствах 

2 . 1 . Определение 2 . 1 . &сли каждому элементу х локаль-

но выпуклого пространства Е± согласно некоторому правилу 

поставлен в соответствие определенный элемент ^ локально 

выпуклого пространства , то это соответствие *-*%*Р00 

определяет о п е р а т о р г . д е й с т в у ю щ и й 

и з п р о с т р а н с т в а ^ в п р о с т р а н с -

т в о £^ , т . е . оператор г , заданный на Е± , со 

значениями ? (*) в Ек . м ы будем это записывать е л е -
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дующий обравом: '(Е*-*Е*) . Аналогично определяется 

оператор, действующий иа можества Wi с Еи в Е^ . 

Рассмотрим некоторые свойства таких операторов. 

Определение 'г.2, Оператор ГСВ^-^Е^) называется 

н е п р е р ы в н ы м в т о ч к е л„ € Ех , если для 

каждой окрестности нуля 1^ Ел найдется окрестность нуля 

Uj.c Ех т а к а я , что из х-Хо^ (Л£ следует Р*(х) - F(x*) е и± , 

Определение 2,о. Оператор РСЕ^^Е^) называется н е -

п р е р ы в н ы м ъ ъ Е± в £± , если он непрерывен 

в каждой точке х^ Ьх 

Определение 2 . 4 . Пусть У1 - множество иэ fc, . Мы ска 

жем, что оператор Р , действующий иа 7/L в ^ . н е -

п р е р ы в е н в т о ч к е л . « ^ п о о т н о ш е 

н и ю к м н о ж е с т в у ^ , если для каждой ок-

рестности нудя Цц,с Е^ найдется такая окрестность нуля 

UicEjl , что иа хе 1x^1^)0 7/1 следует ?(*)- ЕЫ е . 

Определение 2 . 5 . Оператор Р называется непрерывным 

по отношению к множеству 7/1 с Ei , если он непрерывен по 

отношению к множеству Ы, в каждой точке хь 7У1 , 

Пользуясь понятием сети (определение 1.15) можно дать 

определения, эквивалентные определениям 2 . 2 и 2 . 4 . 

Определение 2 . 2 1 . Оператор Р (Ех -*ЕК) называется н е -

п р е р ы в н ы м в т о ч к е х* е Е£ , если, какова 

бы ни была сеть {х<<\ с Ех , сходящаяся к х* , сеть 

{Р (**) i сходится к Р(ъ) 

Определение 2 . 4 * . Оператор Р называется н е п р е 

Р ы в н ы м в т о ч к е Хо^Ы п о о т н о ш е -

н и ю ж м н о ж е с т в у с , если, какова бы 
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ни была сеть {tyc-frl , сходящаяся к л. , сеть { Pdu)\ 

сходится к РОи) . 

Покажем, что определения 2 . 2 и 2 . 2 * эквивалентны• 

Пусть £ удовлетворяет определению 2 . 2 и ^ ^ - - ^ 

Рассмотрим произвольную окрестность нуля Ц^с Ех . Для нее 

найдется окрестность нуля Utc Ed т а к а я , что для всех 

имеет место включение Q + Чо . Так как 

сеть \ Jf* i сходится к л в , т о найдется индекс 

такой, что для всех >«*v, будет Х * £ £ £ . Поэтому 

для в с е х с< >оСЧ( будем иметь РМ* + ^ . Таким 

образом, оператор непрерывен в смысле определения 2 . 2 . 

Пусть теперь Р удовлетворяет определению 2 . 2 ' . До-

пустим, что он не является непрерывным в смысле определе-

ния 2 , 2 , т . е . , что существует окрестность нуля Ц^с 

такая, что какова бы ни была окрестность нуля Ш Е1 , 

найдется элемент Xu^X>*tc такой, что Р(хи)ь РЫ)+ UK 

Систему окрестностей нуля Uc Ei можно рассматривать 

как направленное множество, считая, что U' >U" , если 

U" # Поэтому множество { XU) и g \0(0)} есть сеть 

в пространстве Е± • Зга сеть сходится к х0 , ибо, 

если - заданная окрестность нудя из £ х , то все 

элементы х"ц , для которых UyU0 ( т . е . Uc )при-

надлежат окрестности /U 0 • Но т о г д а , согласно определе-

нию 2 . 2 1 , сеть { РЫи), Че ^(6>)} сходится к РUc) , что 

противоречит допущению. 

Такими же рассуждениями доказывается эквивалентность 

определений 2 . 4 и 2 . 4 * . 
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Определение 2 «6. Оператор Р(£±~^ЕК) называется 

р а в н о м е р н о н е п р е р ы в н ы м п о о т -

н о ш е н и ю к м н о ж е с т в у Ш  с tj f если для 

каждой окрестности нуля UKcE^ найдется окрестность ну-

ля %СЕХ т а к а я , что для любых х\ х"е Wt , для которых 

jf ' .n'f Ц » имеет место включение Р(х') - FЫ") е- . 

В дальнейшем будут использованы следующие предложения 

Теорема Кантора. ^сли^опе^атор Р непре^ыв§н_по_отнО;-

J§UfflB-u-USSPwsaK^0M2^HiJ25ecTBy тп с £х , iq^OH j g a вн.оцер.нр 

напеерыеем др отношению ж Ш • 

Доказательство. Пусть дана выпуклая симметричная о к -

рестность нуля Vc ЕА . Так как оператор F непрерывен 

по отношению к 7/1 , то для каждого х$ WI найдется выпук-

лая симметричная открытая окрестность нуля Uy с £ т а к а я , 

что для любого ye (x + UyJHWi имеет место включение 

Р(у)~ Р(*)е •}£ . Тогда для любых двух элементов 

y\fe (x*U*)f)W будет 

P(^)-P(^-P(^'PM^M-^f)^iV^VcV ( 2 . 1 ) 

Система всех открытых множеств вида х + У* образует 

покрытие множества 7/1 . В силу бикомпактности TYl , ив 

этого покрытия можно выделить конечное покрытие л ^ j 

4 А , т } , где i^v. z'U^K , так что для любой пары 

элементов ч\y*e(** + Un)r>7tt выполняется ( 2 . 1 ) . 

Пусть *\x"et/l такие, что л ' - х"е Г)±f* - и . Тогда 
1 Хг 

для некоторого \L 



Следовательно, для этого < имеем 

т . е . У "fe (х* + ^ J ^ W . . Так как и у'с С + w ) П 7 П • то 

отсюда и из ( 2 . 1 ) следует, что 

­ ¿íx'J fe \/ 

Теорема доказана. 

Определение 2 . 7 . Сеть операторов {Р*с(Ех - * £ J , ы. е еи\ 

называется с х о д я щ е й с я к о п е р а т о р у 

£ f £ ¿ - * £ J в к а ж д о й т о ч к е х. ¿ E¿ , если 

сеть {Р*(*)} с сходится к злементу F(*) & £¿ для каж-

дого х & E¿ 

Определение 2 . 8 . Сеть операторов { Р+ (E¿ ы е- c^j 

называется р а в н о м е р н о с х о д я щ е й с я 

к P Í £ i - > t A / J н а м н о ж е с т в е W с 5 ¿ , е с л и 

для любой окрестности нуля Vс Е^ найдется ис g 0%, т а -

кое, что для всех ><¿„ и всех У fe имеет место вклю-

чение P(*)-F¿t)€ V . 

Определение 2 . 9 . Оператор P(ES - > £ j называется 

ф у н к ц и о н а л о м , если Е^ есть числовая ось R*. 

Определение 2 . 1 0 . Сеть функционалов Оь] назы-

вается в о з р а с т а ю щ е й в i о ч к е , 

если для любых ^ , V e 0U таких, что ^ ' > с < " , имеет 

место неравенство fa ^) > • Сеть } назы-

вается у б ы в а ю щ е й в т о ч к е ^ £ , если 

из и' ><<" следует ^ Ы) ¿ ^ Сх) . Возрастающие, а т а к -

ке убывающие сети функционалов называются м о н о т о н -

н ы м и . 
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Теорема Дини. Ду сх ь _ н.а т р о м п а g г аом мвоже ств е 7ÍÍ с £ 

ШЩШШъъъЪ1.$§ъъ§щщщшц§ отношению к_множ^ству ^ . 

Доказательство. Пусть сеть | ^ ^ & сЦ является в о з -

растающей в каждой точке х е дГь . Допустим, что она не 

сходится равномерно на bî. к ^~ • Торца существует 

т а к с е , что для каждого < е ^ найдется х< е ээ̂ . , 
для которого имеет место неравенство 

Гак как множество ЭД. бикомпактно, то по определению 

1.18* сеть содержит подсеть t ! ^ ^ , fié ty­j , 
сходящуюся к некоторому элементу у. е ?гЪ , причем для 

всех р б &• имеем 

Согласно определению 1.17 для произвольного к . е ¿i­

найдется т а к о е , что ^(jb) > =<о для всех уь >j2>c 

Поэтому, ввиду возрастания сети {^[x^(fi)j ^ е ^ } при 

к а К Д о м ^ , имеем / ¿ / ^ W ^ V ' и» с л е д о ~ 
вательно, в силу ( 2 . 2 ) ; 

Так как функционалы ^ и ^ непрерывны, то по опреде-

лению 2 . 4 * в последнем неравенстве можно перейти к преде-

лу по а б ir , откуда получаем 



^М-^ь)* Ь для проиовольного е ^ , что 

противоречит сходимости сети $ к / в каждой 

точке из ^1 • Теорема доказана. 

Определение ¿ . 1 \. Оператор Р(Е1-*ЕК) назовём 

- о г р а н и ч е н н ы м , если он отображает мно-

жество 6  с Ел в ограниченное множество из Е^ . 

Определение 2 . 1 2 . Оператор Р(Е^^Е^) назовём <ч -

б и к о м п а к т н ы м , если он отображает множество 

$ с £ х в относительно бикомпактное множество из . 

Определение 2 . 1 3 . Оператор называется 

к в а з и о г р а н и ч е н н ы м , если он ^ - огра-

ничен для всякого ограниченного множества & с £ х ш 

Определение 2 . 1 4 . Оператор Р(^~^ЕК) называется 

к в а з и б и к о м п а к т н ы м , если он (к - биком-

пактен для любого ограниченного множества & с Е1 

Определение 2 . 1 5 . Оператор Р (Ел > £ ^ называется 

к в а з и в п о л н е н е п р е р ы в н ы м , если 

он непрерывен и квази бикомпактен. 

Определение 2 . 1 6 . Множество $ операторов Р(Е1~*Ег<) 

называется р а в н о с т е п е н н о н е п р е р ы в -

н ы м в точке Уо €• Ех , если для каждой окрестности 

нуля Е^ найдется окрестность нуля и с Е1 т а к а я , 

что из ^ - у с е- и следует Р(х)-РСи)& V для всех Ре 

2 . 2 . Рассмотрим, теперь, частный вид операторов, 

действующих из локально выпуклого пространства в 

локально выпуклое пространство £ А . 
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Определение 2 . 1 7 . Оператор АС£Х^ЕЛ) называется 

л и н е й н ы м о п е р а т о р о м , если для любых 

Ej, и любых чисел X и м выполняется равенство 

Лемма 2 . 1 . Йсл^^л^нейн^^дце^а^зр A(Ex-*Ej_) нещ>е-

£eS£U-2-ЙХЛ§воВ-ТОЧKg б> е Ех , то_он j£a^HO_ejwo j ļ g i i p j p g -

S a a j i S Ej_ 

Доказательство. Пусть дана окрестность нуля ^с Е^ 

В силу непрерывности оператора А в нуле, найдется 

окрестность нуля Uc t x такая, что А(и) с V . Поэтому 

для любой пары элементов *" с Ejl , для которых х ' - V e и} 

будет А(У'-х")=А-х'- Ах "с I/ . лемма дока за на . 

Лемма 2 . 2 . ^ _ Ш 2 Щ ^ ы ш * о с т и _ л ^ н ^ 

А(Е± -> Е^) 2ШМ^%^£2^Ш^Ш^^^Ш^\1Я^кЛ2Ш^Ш1к^Л^ 

Дркааатедьсхьо. Пусть Wl - ограниченное множество 

из Е-1 щ Выберем произвольную окрестность нуля Е^ . 

В силу непрерывности оператора А , для неё найдется 

окрестность нудя ЛХс £1 т а к а я , что А (и) с \J . с о г л а с -

но определению ограниченности, найдется число ^ > о 

такое, что кШси, \\\^ , Следовательно А (\Щ=кА(Щ^\! 

т . е . множество41 Aftfl) поглощается любой окрестностью н у -

ля ив £Г̂  , а значит является ограниченным. Лемма дока-

зана . 

Определение 2 . 1 8 . Линейный оператор А(ЕХ->Е^) назы-

вается о г р а н и ч е н н ы м , если существует окрес-

тность нуля Ех т а к а я , что оператор А является 

^ - ограниченным (определение 2 . 1 1 ) . 



Лемме 2 . 5 . Ш-2£*.2&£%Ш&2& 1£^1И^е.йного_2Цх££2222. 

Доказательство. Пусть СУ - окрестность нуля из 

такая, что А(и) ограничено в В^ . П у с т ь , далее, з а -

дана произвольная окрестность нуля )/с Е^ , Тогда сущес-

твует число ) 0 >о т а к о е , что \А(и)с \/ у. а отсюда, 

в силу линейности оператора А , следует, что А(\^)с ^ 

т . е . окрестность >М с ^ отобралается в V . Лемма до-

ка за на . 

Определение ¿,19. Линейный оператор А называется 

в п о л н е н е п р е р ы в н ы м , если существует 

окрестность нудя Ыс Е± т а к а я , что оператор А явля-

ется (А - бикомпактным. 

Так как всякое относительно бикомпактное множество 

вполне ограничено, а вполне ограниченное множество о г р а -

ничено, то всякий вполне непрерывный линейный оператор 

ограничен и в силу леммы 2.3» тем более, непрерывен. 

Лемма 2 . 4 . |^як_иЙ_вп,од.н§ непрерывныДаинелНый^опера-

£2Р А £££зи. вполн§,непре£ывен т (оп2^ел е н и е ^ Д у . ) . 

Доказательство. Согласно только что указанному впол-

не непрерывный оператор А непрерывен. Пусть К - окрест-

ность нуля из Е1 такая, что А (и) есть относительно 

бикомпактное множество в £ ^ • Рассмотрим ограниченное 

множество Т}\сЕ1 . Для него найдется число А>Р т а к о е , 

что ХТУ^с и . Следовательно, \А(Ы1) - А ( е с т ь от-

носительно бикомпактное множество, поэтому относительно 

бикомпактным является также м ожество А-(1*1) . Лемма 

Дока за н а . 
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¿ . 3 . Отметим некоторые свойства множества Х(В1,ЕА/) 

всех линейных непрерывных операторов, действующих из ло-

кально выпуклого пространства Е£ в локально выпуклое 

пространство Е. . 

Это множество линейно, если для любых 4,6 е Л(Ви, Е±) 

и X & определить А + 6 равенством (А + в )х - А> * 6 * и 

х А равенством (хА)> =Л(Ах) для всех х& Ех . 

Введем топологию в пространстве Л (ЕА, Ел) следую-

щим образом. 

Пусть У - система ограниченных множеств в простран-

стве т а к а я , что объединение любого конечного числа 

множеств из X принадлежит "2Г и объединение всех мно-

жеств иэ 7Г плотно в Ел . Окрестность нуля 

МСт^) с определим как множество всех 

-4 * т „ Е,) , для которых АС ЯМ.) с V , где №> е 2Г 

и V есть окрестность нуля в Ек 

Определение 2 . 2 0 . Топология на , для к о т о -

рой множества V/(371, V) образуют фундаментальную систему 

окрестностей нуля, когда пробегает 7Г 9 в V 

Фундаментальную систему выпуклых окрестностей нуля из 

называется 7 Г - т о п о л о г и е й на Л (Ел, Е^) . 

Покажем, что ^~ - топология на ЛСЕ^Е^) есть отде-

лимая локально выпуклая топология, т . е . что система ок-

рестностей вида v J обладает свойствами ( I ) - (4) 

иа п . 1 . 4 : 

( I ) \л/(Шу) выпуклое множество, ибо, если А,,А^ е 

& \*/(тт, V) 9 т . е . А^т^ш А*(щ с • в то 

хА/пг)+и-Х)А^^г)с V/ С « « Х * 0 в силу выпуклости 
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Далее, У(7/1,V) - поглощающее множество, ибо для любо-

го А в Л(.£,,Е^) множество А(УП) , где М е Т в 

силу леммы 2 . 2 ограничено, а поэтому существует > „ > о 

такое, что кАСЩс\/$ т . е . \А* % I \1 * А 0 , 

(2) Пересечение ^ ( &гх, I/) Г) ]^(9Пл, ^ ) содержит 

окрестность нуля Ь/ь(Шл [/УП^ \/ъ) * ГД© ^ с 14 ^ 

ибо из А ( Ш 4 и Щъ)с \/ь следует, что А(Ш±)с V1 и 

А(Шх)с . 

(3) Для данных ^±J и £ > о имеем 

^ ( ^ % £ , \ 4 ) с £ ^ ( Т И а , 1̂  ) , если за ^ взять такую ок-

рестность нуля из £ ^ , что £ ^ , ибо тогда из 

А С й г х ) с \ / Л с £ ^ следует, что ^ А(Шл)с \/1 , т . е . 

отк уда- А е I \л/л С 1гУ1.л 1/ х). 

(4) Пересечение всех окрестностей нуля вида 

т . е . множество линейных операторов, отображающих любое 

Ъ\. € ТГ в пересечение всех А/ с £ ^ содержит лишь нуле-

вой оператор, ибо пересечение всех окрестностей нуля 

Vс. £^ в силу отделимости пространства сводится 

к нулевому элементу, а непрерывный оператор, равный нулю 

на объединении всех ЪХ. € 7Г , являющемся множеством, 

плотным в Е^ , является нулевым оператором. 

Легко видеть, что сходимость сети операторов {Ал,** ои\ 

в 7 Г - топологии означает равномерную сходимость сети 

СА^У, .с е 0^ } на всяком множестве ЗтЧ. € Т~ . 

Самая сильная из 7 Г - топологий в пространстве Л(ЕлЛл) 

(называемая т о п о л о г и е й о г р а н и ч е н -

н о й с х о д и м о с т и ) получается, если Т Г с о с т о -
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ит из в с е х ограниченных множеств пространства Е±0 

Она является, как легко видеть, топологией равномерной 

сходимости на всех ограниченных замкнутых множествах ив Е± 

. В случае, если Е1 и ^банаховы пространства, зга с х о -

димость совпадает со сходимостью по норме оператора. 

Самая слабая из 7 Г - топологий получается, если 7 Г 

состоит из в с е х к о н е ч н ы х множеств прост-

ранства Е1 . дтв топология называется топологией г о -

ч е ч н о й или п р о с т о й сходимости. 

Ограниченным множеством в Т Г - топологии является 

такое множество л с Л С Ел, Ел) $ что для каждого множест-

ва Т/ЬьТГобъединение ОА(^У1) есть ограниченное множест-

в а . 

во ([36] , г л . Ш, § 3 , п . 4 ) . 

Равностепенно непрерывное множество из ^С£л,£^) , 

согласно определению 16.2 есть множество Л т а к о е , что 

для каждой окрестности нуля \/с Е^ найдется окрестность ну-

ля ис£х такая, что для всех / 4 е # имеет место включение 

4(Ц) с V . Такое множество ограничено в любой Т Г - т о -

пологии пространства Л(Е*, Е*,) {[Ъб] , гл.Ш, § о , п . б ) . 

2 . 4 . Важным частным случаем пространства ЛСЕ^,£+) 

является пространство *С(Е,£*) 9 где Я - числовая о с ь . 

Элементами этого пространства являются все линейные непре-

рывные формы, или иначе - л и н е й н ы е н е п р е -

р ы в н ы е ф у н к ц и о н а л ы , определенные на про-

странстве £ . П р о с т р а н с т в о Л СЕ, Ц4) обозначается Е' 

и называется с о п р я ж е н н ы м к пространству Е . 



Для описания Т ~ ­ топологий в сопряженном пространст-

ве введем понятие поляры множества. 

Пусть X - линейное пространство, а У - линейное 

пространство, элементами которого является линейные функ-

ции с числовыми значениями, определенные на X . Значе-

ние линейной функции ч е у в точке хе X будем всюду 

в дальнейшем обозначать (х, у ) (или (у.,*У ). 

Определение к.к\* Пусть дано множество 7/1 с X 

Множество 7У1° всех элементов уе У таких, что 4 

для всех * € 7/1 , называется п о л я р о й м н о -

ж е с т в а 7/1 в п р о с т р а н с т в е V . Т а -

ким же обравом определяется поляра множества 71  с У в 
пространстве У 

Из этого определения непосредственно вытекают следую-

щие основные свойства поляр: 

I) Поляра любого множества есть выпуклое симметричное 

множество. 

<.) Если 1АС 71 , то У1°с TTC . 

- ) Ьсли If/lc kTl , то Yl'c кЫ° и если К7П с п , то 

Л 71° с TTC 

4) (У Ы)° = 7П° 

о) Поляра объединения множеств совпадает с пересе-

чением поляр этих множеств, т . е . (U Тп^)'= П 7/1^ 

->) Пусть Л - линейное топологическое пространство. Т о г -

да поляра замыкания множества 7/1 совпадает с полярой 

самого множества 7/1 f т . е . Wi) 0 ~ 7/С. 

?) Если X - линейное топологическое пространство, то 

(ГШ)' - 2Yl° , где Г 7/1 означает абсолютно выпуклую 
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ободочку множества 7П , т . е . 

В) Пусть X - линейное топологическое пространство, в 

элементами пространства У являются линейные непре-

рывные функционалы на X . Тогда, если 7/1 - ограни-

ченное множество, то его поляра 7/1° есть поглощающее 

множество, ибо любая линейная непрерывная функция к в а -

зя ограничена и потому для всякого ч е- \j имеем 

(^Cm)UA. для некоторого X. > о т . е . К Л X J ) U 4 
для , а значит х у в W / f ļ_L ļ z J -

Заметим, теперь, ч т о , так как отрезки Vn = C--Lf±ļ 
( r>*i, ... ) образуют фундаментальную систему окрестнос-

тей нуля в , т о , согласно определению 2 . 2 0 , множес-

тва вида W ( 7/1, Vh)t где Ж * 7 Г , образуют фундамента ль 

ную систему окрестностей нуля в 7Г - топологии простран-

ства Е . И з т о г о , что VC, - , следует v/(77Xt 1Л>) = 

= W ( n . Значит, если кроме свойств, указанных 

в начале п . 2 . 3 , система 1 Г обладает тем свойством, 

что из ^ б Т с л е д у е т А - любое положительное 

число), то фундаментальную систему окрестностей нудя в 

7 Г - топологии пространства £ обравуют множества 

W(7n,v/J, где ' h t пробегает 7Г . По множество 1л/̂  Ж , 1 )̂ 

согласно определению 2.21 есть поляра Iffl" множества 

rtYl в пространстве Е' . Поэтому поляры всех множеств 

из рбраауют фундаментальную систему окрестностей 

нуля в 7 Г - топологии пространства Е1 , 

Самыми важными ~Ķ - топологиями являются следующие. 



- 35 -

Определение ¿ « 2 2 . Если система 7 Г состоит из всех 

ограниченных множеств локально выпуклого пространства Е , 

то соответствующая 7 Г - топология на £ ' называется 

с и л ь н о й т о п о л о г и е й пространства Е' и 

обозначается р(Е', Е) . Пространство Е' , наделенное 

топологией р(Е\Е) называется с и л ь н о с о п р я -

ж е н н ы м к пространству Е 

Определение 2.23» Если система ? Г состоит из всех 

конечных множеств пространства Е , то соответствующая 

7 Г - топология называется с л а б о й т о п о л о -

г и е й пространства Е' и обозначается 6 7 £ ' £/ . 

Пространство £ ' , наделенное топологией 6*(Е',Е) назы-

вается с л а б о с о п р я ж е н н ы м к пространс-

тву £ # 

Заметим, что сходимость сети [у*, * е ] в сильно 

сопряженном пространстве £ означает равномерную сходи-

мость сети I х * на каждом ограниченном множестве 

из £ ; сходимость сети в слабо сопряженном пространстве 

£ или - с л а б а я с х о д и м о с т ь сети озна-

чает сходимость у<) \ в каждой точке х из £ 

Таким образом, посредством пространства Е в прост-

ранстве £ ' определяются различные ИГ - топологии, 

причем слабая топология <о(Е', Е) определяется без и с -

пользования ТОПОЛОГИЙ пространства £ • 

Таким же способом, посредством пространства Е' , 

снабженного некоторой ? Г - топологией, можно ввести р а з -

личные 7 Г - топологии в пространстве Е" , сопряженном 
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к пространству I . В атом случае слабая топология в 

Е обозначается 6(Е'\ £') , а сальная топология -

§>[£'[ £') . Пространство Е" называется в т о р ы м 

с о п р я ж е н н ы м к пространству £ . 

Заметим, что .(у е- Е 1) при фиксированном ме-Е 

является линейной числовой функцией, определенной на Е' 

и непрерывной в слабой, а поэтому и в любой 7 Г - тополо-

гии пространства £ . Значит, каждый элемент хе Е опре-

деляет линейный непрерывный функционал на Е ' и , следо-

вательно, £ с £ , т . е . £ является линейным подпрост-

ранством пространства Е" . Топология ССЕ", Е) инду-

цирует тогда в £ некоторую топологию € { £ , £ ' ) 9 

Фундаментальную систему окрестностей нуля которой обра-

зуют поляры в £ конечных множеств из Е 1 (определе-

ния 1.9 и ¿ . ¿ 1 ) . 

Определение ¿ . ¿ 4 . Топология б(Е,Е') на £" . для 

которой поляры в £ всех конечных множеств из £ ' о б р а -

зуют фундаментальную систему окрестностей нуля, называет-

ся с л а б о й т о п о л о г и е й п р о с т р а н -

с т в а £ . 

Слабая топология б(Е,Е') , вообще говоря, отлична 

от первоначальной топологии пространства £ и слабее е е . 

Важную роль играет также топология, индуцированная в 

£ сильной топологией р(£", Е1] пространства £ . Эта т о п о -

логия, вообще говоря, сильнее первоначальной топологии £ . 

Определение 2 . £ 5 . Если множество замкнуто (соответст-

венно ограничено иди бикомпвктно) в слабой топологии р а с -
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сматриваемого пространства, то оно называется с л а -

б о з а м к н у т ы м (соответственно, с л а бо о г -

р а н и ч е н н ы м или с л а б о б и к о м п а к -

т н ы м ) . 

Имеет место следующее предложение ( П З , С 3 6 ] , г л . 

1.У, § 2 , W 2 или 23 , с т р . 4 2 9 ) . 

Теорема Алаоглу. Uojjgpa^ot<nе^тtf_ocти_!ШЗ t слабо 

бикомпактна_з £ ' , т_.е а__^но;ее5Вр 1Г бикоупьктао_в_£о-

Ц2лрхШ1 6Ч£' , £ J . 

Отсюда непосредственно следует, что U ° слабо огра-

ничено. 

Отметим еще следующие свойства поляры. 

Лемма < : . ? . £ C J J J W - множество из £ , ио^^о^ею^е 

все д ог,раниченнfeJg^MH^gcļga^ag £ , т о ^ щ щ ^ а W o r g a -

ничева ^в_с иль ной j опо лог ц 

Доказательство. Пусть V - произюльная окрестность 

нуля в топологии 1ь(£', В) . Она содержит поляру н е -

которого ограниченного множества Ъ%с £ „ Согласно у с л о -

вию теоремы, найдется «< >о т а к о е , что Щ с и/ для 

всех 1М , откуда, в силу свойства 3) поляр, имеем 

k\l°c7fl 0. Следовательно, XvJ°^ V , т . е . V поглоща-

ет W " • Лемма доказана. 

Следствие 2 . 1 . Поляра всякой окрестности нуля Ыс £ 

ограничена в топологии js(£'> В) . 

Лемма 2 . 6 . L±š2l-x^±-U-LAx-Z£^^U-Mņm. 

люо^гз_мнох§2тв^_с^оо^^а^н^т^.. 

2.Ь. В связи с понятиями сильной и слабой топологии 

в локально выпуклых пространствах, можно рассматривать 
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специальные виды непрерывности операторов и функционалов. 

Определение 2 . 2 6 . Оператор Р(Е±-^ЕА) называется 

с л а б о н е п р е р ы в н ы м в точке х~ е ££ , 

если он непрерывен в точке .х* , когда пространства Е± 

и Е^ наделены слабыми топологиями 6(Е±, ЕЛ) и 6(ЕА/Е1) 

Спре деление 2 . ¿ 7 . Оператор Й(Ел--> Е+) называется у с и -

л е н н о н е п р е р ы в н ы м в точке х0 , если 

он непрерывен в точке х* , когда Е1 наделено слабой 

топологией , а пространство £ к - своей перво-

начальной топологией. 

Ясно, что из усиленной непрерывности оператора Р(^^Е^) 

следует его непрерывность (когда Е1 также наделено своей 

первоначальной топологией)* Вообще» усиление топологии 

пространства Е^ или ослабление топологии пространства Ех 

уменьшает запас непрерывных операторов ив Е£ в Е^ , Из 

непрерывности оператора Р , вообще говоря, не следует 

его слабая непрерывность, но если линейный оператор непре-

рывен, то он также слабо непрерывен ( С 11а] , с т р . 122, 

теорема 1 5 . ) . 

Так как на числовой оси Я1 все топологии совпадают, 

то для функционалов определения 2.26 и 2 . 2 7 приводят к од-

ному и тому же понятию: 

Определение 2 . ^ 8 . Функционал называется с л а б о 

н е п р е р ы в н ы м в точке х е е Е f е с д и о н Н епре -

рывен в точке , когда Е наделено слабой топологией 

. 
Пользуясь понятием с е т и , можно формулировать это опре-

деление в следующем виде. 



Определение ¿ . £ 8 ' . Функционал Л- называется с л а ­

б о н е п р е р ы в н ы м в т о ч к е / 0 £ £ , 
если какова бы ни была сеть •{ , *есги$с £ 9 слабо с х о -

дящаяся к X. у г . е . т а к а я , что 
/Счи -̂Х"*, ц > для ВСЯКОГО £' 

сеть \^Ы<к)\ сходится к ^(*.) . 
6 дальнейшем будут использованы еще следующие свойс­

тва функционалов. 
Определение ¿ . ¿ 9 . Функционал А. называется с л а ­

б о с е к в е н ц и а л ь н о н е п р е р ы в н ы м 

в точке хс * £ » если какова бы ни была последователь­

ность [ х * ] с £ , слабо сходящаяся к х с , последователь­

ность ^ сходится К ^Ыо) . 

Так как последовательность есть частный вид с е т и , то 
из слабой непрерывности функционала следует его слабая 
секвенциальная непрерывность, но не наоборот. 

Определение ¿ . £ 0 . Функционал ^ « определенный на 
£ , называется п о л у н е п р е р ы в н ы м с н и ­

з у (с в в р х у ) в т о ч к е ^ о , если для каждо­

го £>о найдется окрестность нуля ^сЕ т а к а я , что для 

всех X£X„ilL имеет место неравенство 

Пользуясь понятием с е т и , получаем эквивалентное опре-

делен ие: 
Определение ^ . Ь 0 * . функционал ^ , определенный на 

Е , называется п о л у н е п р е р ы в н ы м с н и з у 
( с в е р х у ) в точке х 0 , если для каждой сети 
| ^, сг}с£, сходящейся к , имеет место неравенство 



Б дальнейшем нам понадобится более слабое требование: 

Определение i - \ . Функционал j. , определенный на 

Е , называется с е к в е н ц и а л ь н о п о л у -

н е п р е р ы в н ы м с н и з у (с в е р х у ) в т о ч -

ке х» , если для каждой последовательности { хь ) , с х о -

дящейся к х. , имеет место неравенство 

2 . 6 . Пусть E i и * локально выпуклые пространства, 
Ь^ш-Ь^ - их сильно сопряженные пространства. 

Определение 2 . о 2 . Пусть задан линейный непрерывный 
оператор А(Е1-*Ек]. Оператор A'(E^Ej), определенный р а ­

венством 
< А * , ^ > =<х, ) Для любых Хб Ех , уеЕ^ , ( g . s ) 

называется сопряженным к оператору А • 

Рассмотрим некоторые свойства сопряженного операторе . 
Лемма « с . 7 . Цдаь, | л с Е^ . 1о£дв j i3_cooTHp-

доказа г ель с г в о . Пусть т . е . для любого же У1 

заполняется неравенство {{¿,#^1 6 I • Так как AtWl)  с 71 t 

то отсюда следует, что для любого х е Wt выполняется н е -

равенство \(Ах,у)\ - d. . н о т о г д а , в силу ( 2 . S ) имеем 

для всех д с- ЗГг. f т . е . Ау а ^ ° . Лемма 

Доказана« 

_е:,иа £ » 8 . й и ^ 2 ь A' i i ^ e . ^ e j . 



Доказательство. Пусть V - произвольная окрестность 
нуля из Е [ . Она содержит поляру Tfl° некоторого ограни­

ченного множества 7UCEL. Так как согласно определению 
к.32 и лемме 2 . 2 . оператор А к'ввеи ограничен, то МЖь)^Т1 

где Ti ­ некоторое ограниченное множество из Ек . и , 
в силу леммы 2 . 7 , ^{ТСХЖ1. Следовательно, оператор А1 

отображает окрестность нуля 7l'cE^ в заданную окрест­

ность нудя VcEj[ . лемма доказана. 
Лемма 2 . 9 . Q n e ^ a i ^ А1 , сопряженный й^ог^анич^ннр­

М1-2Й§ЁЁ.?_2В1 А , оц£ан,ичен. 
Доказательство. Так как оператор Л отображает неко­

торую окрестность нуля Uc Е± в ограниченное множество 
Tfl с Е± , т . е . A(U)c2tf9 r 0 f в С И Л у леммы 2 . 7 , и^еем 

i\l(W)cU\ где W­ окрестность нуля в , a U° # 

в силу следствия ¿ . 1 , ограничено в £ £ . Лемма доказана. 
Замечание. Как показал Д . А . Райков [ 2 3 J , теорема 

Шаудера о подной непрерывности оператох>а, сопряженного 
к вполне непрерывному, имеющая место для банаховых прост­

ранств, для локально выпуклых пространств не всегда имеет 
место. В Г 2 3 6 _ ] , однако, указано два клесса пространств, 
для которых ©та теорема остается верной. 

В частности, теорема Шаудера остается верной, если 
£л ­ любое локально выпуклое пространство, а Ек являет­

ся ( ^ J ­ пространством (определение 3 . 1 1 ) , пространством 
^ (пример 1.1) или его сильно сопряженным пространством 
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§ 3 . Некоторые частные виды и свойства локально 

выпуклых пространств 

3 . 1 . Как известно, в теории нормированных пространств 

важную роль играют полные пространства, т . е . такие, где 

всякая ф у н д а м е н т а л ь н а я п о с л е д о -

в а т е л ь н о с т ь (или п о с л е д о в а -

к а к / 
т е л ь н о с т ь К о ш и) сходится. 1ак/в~ о"бщих л о -

кально выпуклых пространствах топология определяется не 

сходимостью последовательностей, в сходимостью с е т е й , 

( т . е . обобщенных последовательностей), то в теории этих 

пространств встречаются различные понятия полноты. 

Определение 3 . 1 . Сеть {X*, *е й/} в пространстве Е 

называется ф у н д а м е н т а л ь н о й , если для каж-

дой окрестности нуля ис £ найдется такое е ^ , что 

для любых > ^ о имеет место включение х^'^е и . 

Определение 3 . 2 . Локально выпуклое пространство Е 

называется п о л н ы м , если в нем каждая фундамен-

тальная сеть сходится к некоторому элементу £ . Так-

же определяется полнота множества из Е 

Более широкий класс пространств удовлетворяет с л е -

дующему определению: 

Определение 3 . 3 . Локально выпуклое пространство Е 

называется к в а з и п о л н ы м , если в нем каждая 

ограниченная фундаментальная сеть сходится к некоторому 

элементу Х 0 £ £ . или, другими словами, если в нем в с я -
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кое ограниченное замкнутое множество является полным. 

Часто достаточны! является еще более слабое требо-

вание: 

Определение с . 4 . Пространство £ называется п о -

л у п о д н ы м , если в нем сходится всякая последова-

гельность К о ш . 

Ясно, что для линейных топологических пространств, 

обладающих счетной фундаментальной системой окрестностей 

нуля, и, в частности, для нормированных пространств, 

определения 3 . 2 , 3*3 и 3.4 дают одно и то же понятие 

полноты. 

Пространство Я) всех финитных бесконечно дифферен-

цируемых функций, а также его сопряженное пространство 

Э ' всех обобщенных функций являются примерами полных 

пространств, не имеющих счетной фундаментальной системы 

окрестностей нуля ( Г 2 б а ] , с т р . 6 8 , 7 3 ) . 

3 . 2 . Определение 3 . 5 . Выпуклое симметричное погло-

щающее замкнутое множество локально выпуклого пространст-

ва называется б о ч к о й (франц. t o n n e a u ) . 

Из определения локально выпуклого пространства непо-

средственно следует, что в нем существует фундаментальная 

система окрестностей нуля, являющихся бочками. По не для 

всякой локально выпуклой топологии над линейным простран-

ством Е жаждая бочка будет окрестностью нудя. Поэтому 

вводится следующий частный класс локально выпуклых п р о с -

транств. 

Определение 3 . 7 . Локально выпуклое пространство £ 
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называется б о ч е ч н ы м ( $ р . ««расе *оппе1« ) ,если 

всякая бочка в £ является окрестностью нуля. 

Более широкий класс пространств определяется следую-

щим образом: 

Определение 3 . 8 . Локально выпуклое пространство Е 

называется в в а з и б о ч е ч н ы м , если всякая 

бочка, поглощающая все ограниченные множества из Е 9 

является окрестностью нуля в £ 

Как указывалось в п . 2 . 4 , топология, индуцируемая в 

пространстве £ топологией ]ь(Е", Е1) 9 вообще говоря, 

мажорирует первоначальную топологию пространства Е . 

Следующее предложение дает условие совпадения этих топо-

логий. 

Лемма з . 1 . ¿ . £ 3 ? ! « . Г а . т . 1 У . Х Э * , 1 . 4 . т л „ й 1 * Л & Л 2 ~ 
£ о л . чт, обы, т оро л о, г ия , щ ду циру е ма я т в Е тодологие^ р(Е", £') 

^е^бходимр_и_доста ДОда^. £ бы^2_кваэ^_бо^ечным. 

эросу рааством. 

Доказательство необходимости. Пусть пересечение с £ 

любой окрестности нуля в топологии 1Ь(Е", Е') есть окрест-

ность нуля в первоначальной топологии пространства £ . 

Пусть,далее, V - бочка в £ , поглощающая все ограни-

ченные множества из £ . В силу леммы 2 . 5 поляра V 

множества \^ ограничена в £ , в поэтому (\л/°)° есть 

окрестность нуля в сильной топологии ]Ь('Е'\ Е') прост-

ранства Е и, согласно предположению, пересечение Ы°) вПЕ 

есть окрестность нуля в £ , наделенном своей первона-
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-дельной топологией. По определение бочки. \л/ есть выпук-

лое замкнутое, а поэтому и слабо замкнутое множество. С л е -

довательно ( [ 3 6 ] , г л . 1У, § 2 , п . 3 , следствие 2 ) , бипо-

ляра W 0 ^ ( W o j 0 Л £ совпадает с 1д/ . Отсюда вытекает, что 

1у' есть окрестность нудя в £ , т . е . пространство В 

квави бочечно. 

Доказательство достаточности. Пусть и - окрестность 

нуля в ТОПОЛОГИИ р,(Е'\ В') . Тогда и содержит поляру 

№ некоторого ограниченного множества Ш с Е' , Пересе-

чение ШСПЕ является полярой множества 7У1с £ ' в простран-

стве £ . В силу свойств 1) и 8) поляр и леммы ¿ . 6 , 7П°0£ 

есть выпуклое» симметричное» погяощаюазве и замкнутое мно-

жество в Е , Таким образом ШСАЕ является бочкой в £ 

и содержится в иПЕ . Пусть ^ - произвольное ограничен-

ное множество из Е . Тогда ТЕ3 есть окрестность нуля в 

5 и поэтому поглощает » т . е . существует ^>с: т а к о е , 

что X Ш с 7 1 е (/Х|^ 9 откуда к(ТС)°с ЖС . -рык как, с о -

гласно определению поляры, Т1с [ТС) * Л £ , то 

X с 1У1"/0£ Следовательно, бочка 7У1°/1Е поглощает в с я -

кое ограниченное множество из £ и, в силу квази бочеч-

ности пространства £ , является окрестностью нуля в £ , 

01куда вытекает, что и и ОЕ является окрестностью нуля 

в £ • Лемма доказана. 

Следствие с . ) . дели пространство £ бочечно или к в а -

зи бочечно, то поляры в Е ограниченных множеств из с и л ь -

но сопряженного пространства £ ' являются окрестностями 

нуля в £ . 
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Отметим, что всякое пространство Фреше (определение 
3 .11) и , в частности, всякое банахово пространство являет­

ся бочечным ( [ о б ] , г л . Ш» § I» п . I ) . Бочечными являются 
также пространства Ф и 9 ' ( Г З б ] , г л . Ш, § I , п . 2 ) . 

В конце п . 2 . 3 было указано, что всякое равностепенно 
непрерывное множество из Л (Е±, Ек) ограничено. Если же 
Е£ есть бочечное пространство, то имеет место обратное 

предложение, т . е . всякое ограниченное в любой 7Г ­ топо­

логии пространства Л^Е1,Ел_) множество является равносте­

пенно непрерывным ( Г З б ] , г л . Ш, § 3 , т е о р . 2 ) . Отсюда 
следует, что если Е± ­ бочечное пространство, то имеет 
место следующее предложение {СЗб], с т р . 2 7 ) . 

Теорема Банаха­Щтейнгауаа. Пусть Е, ­ бочечное_прост­

ранет в о , Е± ­ проиввольнре_отдеяимое_локал 
пространст20 л_£сли_последователь 

операторов { А п ) с Л(Е£,Е^) такова л _что_для_каждого 
* е £ *!№Ш9№3^%*}&&1к^9,$£^£&22Ж { АпЫ)\ с Е^ сходит­

ся_к_элементу д 60 » 19, Ь • §2ть­линейный_непре^ывнъ1й 

опешат ор_из Е1 в £ и_последовагельн ость { Аь (х.) ) с х о ­

5ится_к Ь Ы) ^^ЯйШ^Я^^^ё^^^ё^й^й^ЯШШ'й1!^^^ 

множественна. £ 1 . 
С помощью этой теоремы докажем следующее предложение 

( с р . £ з б ] , г л . Щ, § 3 , ^ 7, следствие 2 ) . 

Лемма 3 . 2 . Ц£$ЗД £± ­ оочечное_П£0с£ранство А _ а ­

32ЙЛ12£н^§_£ОКЙЯЬНО_ВЫЩ.КЛО 

£анстт}0 Л(££] £ЛJ полуполно_в_любой ТГ ­ топологии А _где 
1Г ­ покрыт и§.3£остранства Е± . 
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Доказательство. Пусть { А*, \ - последовательность 

Коши в 7 Г - топологии пространства Л(Е11ЕК) , т . е . для 

каждой окрестности нуля \/с Е-^ и каждого множества 
^71 с 7Г , найдется а т а к о е , что для всех п > п " 

и любого натурального т . имеет место включение 
А^Ь)-АМ с­ V для всех УС­ ^ ( 3 . 1 ) 

Так как У покрывает пространство Е^ , то из ( 3 . 1 ) 

следует, что для каждого х& £± последовательность 

[А^Ы) $ есть последовательность Коши в пространстве 
• Поэтому, в силу полуполноты пространства £^ , по-

следовательность {Аь(*)\ сходятся в Ек к некоторому 
элементу А(хЗе £^ для каждого хе Ех . Отсюда, согласно 
теореме Штейнгвуза­Банаха, следует, что А есть ли­

нейный непрерывный оператор из Ел в £^ т . е . /4 е Л(£*,Е^) 

Переходя в ( 3 . 1 ) к пределу при ­><^ , получаем 
А ( х ) - А , 60 е V для всех хе Ш и п > ( 3 . 2 ) 

Это значит, что последовательность ¿4* бх;] сходится к 
Ак равномерно на каждом множестве ЗУ е̂ "7Г , т . е . { /М 

сходится к Л в топологии пространства ЛСЕЛ) Е^) 

Лемма доказана. 
3 . 3 . Как уже отмечалось выше, локально выпуклое про­

странство £ можно считать вяоженым в свое второе с о ­

пряженное пространство, т . е . £"<=£"", Рассмотрим частный 
случай, когда Е - Е" . 

Определение 3 . 9 . Локально выпуклое пространство назы­

вается п о л у р е ф л е к с и в н ы м или а л г е ­

б р а и ч е с к и р е ф л е к с и в н ы м , если про­
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етранства £ и Е" совпадают ао запасу элементов, т . е . , 
если каждый линейный непрерывный функционал от у е- Е' 

представим в виде » где j¿ * £ • Пространство на-

зывается р е ф л е к с и в н ы м иди в п о л н е 

р е ф л е к с и в н ы м , есди сверх того совпадают т о п о -

логия пространства Е и топология ¡b(E'\ £') пространства Е"а 

Известно, что всякое локально выпуклое пространство 
подурефдексивно в слабой топологии ( Г З б ] , г л . ! У , Ш I , 

предл. I ) , т . е . пространство, сопряженное к слаоо сопря-

женному к £ пространству, совпадает по запасу элементов 
с пространством Е . Если же £ " есть сопряженное 

пространство к пространству Е' , наделенному сильной т о -

пологией, т о , согласно теореме Маккей-Аренса ( L 2 J , £ I 8 J , 
[23а] или [ 3 0 ] , г л . 1У, § 2 , т е о р . 1 ) , Е , ( совпадает с £ 

по запасу элементов ( т . е . Е полурефлексивно) тогда и 

только т о г д а , если всякое ограниченное замкнутое множест-

во из Е бикомпактно в слабой топологии 6"( 6, €') ( [ з о ] , 

г л . 1У, § 3 , т е о р . 1 ) . Ввиду э т о г о , из леммы 3 . i .следует 
Теорема 3 . 1 . Ш^Jl9Z2».J^2^J^^^^^^ШШ9&J^2^l' 

панству £ былоuрефлg кс# щым й , неооходимо и ц доста т оч,НА 

1) Щюстранствр Е к в а з и б о ч е ч н о . 

2) ¡Safjge_oj£aHj4jHHoe^ Е с л а -

Примерами рефлексивных локально выпуклых пространств 
являются рефлексивные банаховы пространства. Кроме того 
существует широкий класс рефлексивных пространств не я в -

ляющихся банаховыми. 
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Определение ¿ . 1 0 . Бочечное пространство, в котором 

каждое ограниченное множество относительно бикомпактно 
называется п р о с т р а н с т в о м М о н т е л я . 

Из этого определения непосредственно видно, что про­

странства Монтеля удовлетворяют условиям теоремы 3 . 1 , а 
значит, рефлексивны. Пространства Я) в 9', в также неко­

торые пространства аналитических функций являются прост-

ранствами Монтеля. Однако, ни одно бесконечномерное бана­

хово пространство не является пространством Монтеля. 

о Л. Отметим еще один важный класс локально выпуклых 
пространств. 

Определение 3 . 1 1 . Полное метризуемое локально выпук­

лое пространство называется п р о с т р а н с т в о м 
Ф р е ш е или ( ? ) ­ п р о с т р а н с т в о м . 

В (^­пространствах существует счетная фундаменталь­

ная система окрестностей нуля ( Г П б ] или [12] , п . 3 ) . 
Пример 3 . 1 . Рассмотрим множество всех финитных 

оесконечно дифференцируемых функций, с носителями, содер­

жащимися в некотором компакте «о с V, это множество я в ­

ляется рефлексивным (?) ­ пространством Г26а] » причем 
Фундаментальную систему окрестностей нудя в нем образуют 
множества Ш т , £ ) , состоящие из в с е х функций ^ е­ £)со 

таких, что 
\%)р^()1) | ^ для всех р ± I 

Ограниченные множества в £)и> определи 
как в пространстве Э (пример 1 . 1 . ) . 

Пространство Йю » сопряженное к 

^ определяются так ж е , 

со , есть прос 
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транство обобщенных функций и не является С Р } - простран-

ством ( Г 1 2 ] , п . 7 ) . 

В дальнейшем мы воспользуемся следующим предложением: 

Лемма 3 . 3 . ( _ 1 1 £ 1 ^ т . е о р ^ в _ Э _ А ^ 1 у с . т £ Е£ ^ г щ о с т ^ -

£122.-££Ш§--^ ^л, • р ^ 5 § к £ _ 2 но§_п^)р^1]:а нет во_^рещ^, 

&(^) - билинел#ый,ифункцвонад#„9цве5еленный дна.т^оподоги-

с опряженные _ П,РОСТ ов иства _ ш а т а е т с твен но_к, £ А и £ ^ . 

ПУСТЬ. д _двдее* вьдалнены_усдовиа: 

1) С$обрвже_а§ ч ­* Ъ&>%) непрерывно на £ А ' тугя. 

к а к о г о с"А' • 

2 ) &2££§ ^ пробегает произвольное дераниченное,мно-

Дес|ВО ИМ, с л , 2Т.о£ражен ия, -> б (*, ч ) об^а ^уют._^а_в,ндст^-

Тугие „, Цщлщ^ЩыЛ ф^щщщшщщ &2И2£[>&&ШЛ£-££~ 

врк^пнос^и_ерг^мен_22в.. 

Заметим, что если и Ел - локально выпуклые прост-

ранства, то ив непрерывности билинейного функционала, 

определенного на Е1 х Е^ , по каждому из аргументов, не 

следует его непрерывность по совокупности аргументов. 

Например билинейный функционал (х,у > , где хе £ и 

ч е £ ' , непрерывный по каждому аргументу, непрерывен 

по совокупности аргументов лишь в том случае, если £ 

нормируемо ( С 12] , п . 7 ) . 
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Г Л А В А П 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТкЯРШ ПОЛЯ В ЛОКАЛЬНО 
ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Основным предметом изучения в нестоящей главе являют-

ся потенциальные операторы, которые вводятся исходя из 

дифференциала Гато функционала . Для потенциальных опера-

торов устанавливаются различные предложения и выясняется 

связь между свойствами потенциальных операторов и их п о -

тенциалов. Для изучения некоторых свойств потенциальных 

операторов вводятся понятия интеграла Стильтьеса и к р и -

волинейного интеграла и устанавливается ряд предложений 

об этих интегралах. 

Основные результаты этой главы, являющиеся обобщением 

соответствующих результатов tt.ll. Вайнберга Г^б] , опубли-

кованы в работе [£8в] . 

§ 4 . Дифференциал Гато и градиент функционала 

4 . 1 . Определение 4 . 1 . Д и ф ф е р е н ц и а л о м 

Г а т о о п е р а т о р а Р(£л ЕА) в точке л е Е± 

называется предел 

если он существует. 

Непосредственно из определения видно, что дифферен-

циал Гато является однородным оператором относительно А , 

http://tt.ll


­ 52 ­

действующим ив в £ ^ , т . е . 9" , а/,} * к£Р(хо,Ь) 

и что если Р ­ линейный оператор, то его дифференциал 
существует в каждой точке л е- ЕЛ , и равен Рк • Ыо в 
общем случае дифференциал Гато не обязательно является 
линейным оиерыором от к Для т о г о , чтобы $ Р(я*1 к) 

вып. линейным непрерывным оператором от к , достаточно 
выполнения следующих условий С Г 5 б J , [19] ) : 

1° существует в некоторой окрестности точки 
^ и непрерывен в точке при всяком' к& ££ , 

2 ° £ Р(хС1к) есть непрерывный оператор в точке к - &> 

При доказательстве этого факта используется следую­

щее предложение для функционалов, которым в дальнейшем 
мы будем пользоваться 

Теорема Лагранжа. ( [ Ъб] , [19] ) . й£В и^.ЩЩЙ2Ш»Д ^ 

^11­§ре^Ш£¥£М_Ц2_Гьтд_н а _ в ып у к лрм_ м н окес тв е 7У1 с £ , 

то^л.ля^всяких х,х+ А € 7У1 существ у §т_число <^ {0*11 

Ш 2 § . 1 _ ч £ о . 

Если дифференциал Гато оператора £^£, —> £ ^ является 
линейным непрерывным оператором от А , то он обознача­

ется Й Г ( .У, V или £"60 4 , где Р ' ^ е . ¿ ¿ 6 , , £ ^ . Соот­

ветствие л ­ > Р"̂ у) определяет, следовательно, оператор Р1, 

действующий из 
Определение 4 > 2 . Оператор Р'(ЕХ-+ , £ ^ , определен­

ный равенством 
ЪР'к к) = р'Ы)к. для всех Ь с Ем , ( 4 . 2 ) 

называется п р о е в о д н о й о п е р а т о р а 



В частности, для функционала ^ , определенного на локаль­

но выпуклом пространстве £ и обладающего линейным непре­

рывным относительно А дифференциалом Г а то к) имеем 
Определение 4 . 3 . Оператор ^)(Е £') 9 'определяемый 

равенством 

называется г р а д и е н т о м ф у н к ц и о н а л а 
^ л обозначается т а к : ^ол>/ £и) иди кратко ул^*/^ . 

Определение 4 . 4 . Если оператор <р(Е-*Е') является 
градиентом некоторого функционала ^ , то этот оператор 
называется п о т е н ц и а л ь н ы м , а функционал^ ­

его п о т е н ц и а л о м . 
Из определения 4 . 3 следует, что, если функционал 

имеет линейный дифференциал Г а т о , то формула Лагранжа 
(4 .1) может быть записана в следующей форме 

р * к ) к ) (4.1 ^ 
где Х&еЕ , о^^-^-А й ф г ^ о ^ . 

Замечание 4.1 . В дальнейшем нам придется рассматри­

вать и тот случай, когда потенциальный оператор действу­

ет из £ в £ " , т . е . когда его потенциал задан на Е' , Так 
как Е содержит £ , то в некоторых случаях значения г р а ­

диента, действующего из £' в Е" будут лежать в £ 
Теория потенциальных операторов играет важную риль 

при изучении нелинейных уравнений вариационным методом 
I Г об] и г а . !У настоящей работы). 

1 . 2 . рассмотрим связь между некоторыми свойствами по­

тенциальных операторов и свойствами их потенциалов. Про­
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>(*.*• f f r - * 0 - (рщ,х-у.^>ф[ъ),х-Ус) где o^^^d 

Пусть эацрно а > о . Рассмотрим окрестность нуля 
Wl)*сгде поляра ограниченного множест­

ва W - 3 7 с . В силу непрерывности оператора <ф в т о ч ­

ке Хо по отношению к множеству найдется окрест­

ность нуля Е т а к а я , что для всех л е U±) П ЮЪ. 

имеет место включение 

1'ак как при этом Х-Ъ е föi-Wl , то для всех х е­ [х. + и,)Пдп 

имеет место неравенство 

Далее, в силу непрерывности линейного функционала 
{<ф 0с„), у­Хс } относительно х - х . , найдется окрестность 

нудя UjcE такая, что для х е х 0 * имеет место нера­

венство 

етранство Е' всюду будем считать наделенным сильной т о ­

пологией ]э(.Е\Е) • 

Лемма 4 . 1 . Пусть УЬ ­ ограниченное выпуклое, мно­

яество^из. £ . Тогда^из.непре^ьшкости, оператора 
ф. ^иь4 ^ в точке л 0 е- Ьъ п н о ^ § нию_к_мнонест­

ке д в по^отно^едию^к.том^^же.множеств 

Доказательство. Для любого х е­ 7У1 имеем по форму­

ле Лагранжа (4.1 
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Из ©того н предыдущего неравенства следует, что для в с е х 

х *(.<.• # где и -- а± Г\ и ь # будет 

\щ \(ф(*.* Фн *'*.)1+[(фь)^ сЬ*& 

Лемма доказана. 

Хек как ка непрерывности оператора ф в точке х в е £ 

следует его непрерывность в точке хс по отношению к лю-

бому ограниченному множеству 7У1с Е , содержащему точку 

х. 9 то имеет место 

Следствие 4 . 1 . Если оператор <ф~^ию( ^ непреры-

вен в точке х<> е Е , то функционал ^ непрерывен 

в точке х« по отношению к каждому ограниченному множес-

тву ие Е , содержащему точку хс 

Следствие 4 . 2 . Если оператор <£> - <^их.у ^ непреры-

вен из Е в Е 1 , то функционал ^ непрерывен по 

отношению к каждому ограниченному множеству ие Е (опре-

деление 2 . 5 ) . 

Лемма 4 * 2 . |&ли £ - ^ а ^ и ^ о ^ е з н о з ^ о с ^ р а ^ с ^ в ^ 

1зпределение. т §.§) я и с£ = ^ с и / ^. е с т ь ^ в а ^ ^ г ^ а н и ч § н -

2 равномерно^&§пверув§н тпо,9тнодению,§„^ 

М ^ 9 Ш а н з ч е ^ н о м ^ . м н 2 5 е с ^ . И 5 £ копределе ние_£1&2. 

Доказательство. Достаточно доказать утверждение т е о -

ремы лишь для выпуклых ограниченных множеств, ибо выпук-

лая оболочка ограниченного множества ограничена и ие р а в -

номерной непрерывности / по отношению к выпуклой обо-

лочке множества следует его равномерная непре-
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рывноеть но отношенно к éTl . 

Пусть *' - произвольные элементы из ограниченного 

выпуклого множества с Е . П о формуле Лвгрвнка имеем 

Пусть дано £ >о « в сижу квааи ограниченности о п е -

ратора ф , множество <ф(ЪЪ) ограничено в £ ' , а 

поэтому согласно следствию 3 .1 м н о ж е с т в о ^ ^ Г *У1))° 

(поляра в £ множества ф(М.) ) есть окрестность нудя 

в £ Следовательно, для любых х\*"е п\. таких, что 

у"- у' е itt имеет место неравенство 

j(y')\ * \(ф(х[* du*-*')),*"-*')] -

Лемма доказана. 

Лемма 4 . 3 . Ц^сть ^ - точка^квази^бочечносо пррст-

£9£ства £ t U - некото^ая,выпуклая .РКРес|но^ть_к^ дя_в 
£ . Обо§нач]§и G - х"о « U . | о г д а я из G - ограни-

ченнос^е ^определение 2 ) 2.оде£втора <ф г ^ихх/ >t 
сдедуи?-непрерывное^ь^функционада / в каждой внут-

^енн^_точке_миожества Хс •'il . 

Доказательство. Пусть X - произвольная точка ие 

С-\?х0+И . Напишем формулу Лагранжа ( 4 . 1 ^ ) : 

божество фСЬ) ограничено в £• , а поэтому, в силу 

квааи бочечности пространства £ , согласно следствию 

û . l » его поляра (ф(<к))°есть окрестность нуля в £ 

Лусть U, - £ (<ср( U. . В силу выпуклости множества (к , 

имеем i«*-iïCi-b) б Ç , а поэтому для всех ь 
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имеем 

т . е . функционал ^ непрерывен в точке Хо 

Пусть, теперь, ^ - внутренняя точка множества ха* и. 

Тогда Л, + /Ц есть окрестность точке у, , а + ^ 

есть окрестность нуля в £ , причем Сз» - Л * и * х ^ х ^ и - л , = 

т Х±4\/ . Повторяя только что приведенные рассуждения, 

заключаем, что функционал ^ непрерывен в точке . 

лемма доказана. 

Если оператор <фг̂ 1шУ ^ действует из Е' в £ , 

то имеет место следующее предложение, аналогичное лемме 

4 . 3 : 

Лемма 4 . 3 1 . Пусть - д в *-и , где, & е £ ' , а ^ -

1/§11222Е*яв»21Ш§££12£1ё-.22М-3£25212^££2в1 ^ , сильно с о -

3£51^8Мого_к^дкддьно_вшук^ому_Г1Гзост£ 6 . Т о г -

дашне, (ц. - огранизен_ности_оперытрра <ф = ^ / ^ сдеу, ет 

неп^е£ывность_ 1 ]^куио^яа ^ ё.ИЁИЗй^внутренней^тдН-

£§-!Ш91§2?.!а Хо ̂  ^ . 

Доказательство этой леммы проводится точно так же, 

как доказательство леммы 4 . 3 с той лишь разницей, что 

квааи бочечноеть пространства Е здесь не нужна, ибо 

поляра ограниченного множества из Е всегда является 

окрестностью нуля в топологии ^(е\ Е) . 

Если оператор Ср - <^х>л1 у линеен, то требование 

^ - ограниченности, когда й есть окрестность некото-

рой точки из Н , совпадает с требованием его ограни-

ченности (определение 2 . 1 8 ) . Поэтому, для линейного п о -

тенциального оператора А получаем 
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Следствие 4 . 3 . Пусть А * ^лс/ ф есть линейный 

ограниченный оператор ие Е в £' , где £ - кваеи бо-

чечное пространство. Тогда функционал ^ непрерывен 

на £ . 

Действительно, существует окрестность нуля Ц с £ 

такая, что А есть ^ - ограниченный оператор, отку-

д а , согласно лемме 4 . 5 » вытекает, что ф непрерывен в 

каждой внутренней точке из и . П у с т ь , теперь, х* -

произвольный елемент из £ • Тогда существует А > о 

такое, что х„ есть внутренняя точка для окрестности 

нуля \ Ц . Так как из Ц - ограниченности линейного 

оператора следует также его АЦ - ограниченность, т о , 

согласно лемме 4 . 3 , функционал ^ непрерывен в точке Хо. 

С помощью тех же рассуждений получаем 

Следствие 4 . 3 * . Цусть А = ^ьо*/^ есть линейный 

ограниченный оператор иг £ ' в £ . Тогда функционал^ 

непрерывен на £ 

Лемма 4 . 4 . Един оператор (¡6 г ^ллс/ у. кваэ^^би-

к о м п а ^ е н _ 1 о ^ д е д ^ ш ^ л Ш - « 8 £ в Е' , то^фущсцио-

нал ^ слабо непрерывен (определение по_отноше-

нию. к_каждрцу,9£раниченному еь!пукдом^,^^90жеству из Е . 

Доказательство. Пусть Ж - выпуклое ограниченное 

множество иа В • Предположим, что ^ не является с л а -

бо непрерывным в точке х„е Ш по отношению к 7У1 . 

Тогда существует сеть ^Хос, ы, € ои ] с а ^ , т а к а я , что 

Л'ил<у ч , ^ > - <У.,Ч> для всякого Е' , 

+ / С р . рассуждение в начале доказательства леммы 4 . 2 . 
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в то время» как 

Л\и / (и) 4 

Поэтому, в силу леммы 1*1 существует € >о щ подсеть 

I/>е «^1 сете •!-̂ л ^ т а к а я , что 

По формуле Лвгранжа ( 4 . 1 * ) , получаем 

Так как [х. ,/ье есть сеть в ограничен-

ном множестве 2% , т о , в саду кваав бикомпактности опе-

ратора ф , сеть ¿ ф Y X o ^ й ? ^ J r ^ - x , ) J / принад-

лежат бикомпактному множеству <р(7г1) с £' ( т . е . замыка-

нию множества ар[дУс) ) . Согласно определению 1.13 , эта 

сеть содержит подсеть {ц>(*о*'$^)(*:'У(г)-**)) т 6 9"] 

{^(ц^ь-^СЩщ сходящуюся к некоторой точке у* е Е' 

Рассмотрим разность 

- & Ч г ^ Х ^ г Ч ) > , + < У » , ( 4 . 5 ) 

Сеть {к^(р) I < Р ^ ] , как подсеть сети { } , слабо с х о -

дящейся к х« также слабо сходится к х с • Поэтому с у -

ществует Т^'еСЦ. т а к о е , что для всех у > ̂  имеет место 

неравенство 

!<!/•, * ™ $ ( 4 . 6 ) 



Далее, так как сеть { <р(**+ ^ Ч ^ Г ^ Л > , ^ * 

сходится к вулю, то найдется з*"е % такое, что для 

всех з4- > ^ " будет 

где ( ^ - ^ ] * - поляра ограниченного множества УИ-йЛ , 

являющаяся окрестностью нуля в Е . Так как х>^о " X е ­

е З П - а п » то для ^>т!' имеем 

1<Ср С ^ ^ С х ^ , - * ; ) - * . , х - ^ г * > 1 * | ( 4 . 7 ) 

Следовательно, в силу соотношений ( 4 . 4 ) , ( 4 . 6 ) и 

( 4 . ? ) # для у- > ^ , где Г» • > ^ " » имеет мес-

то неравенство 

Так как <^{р) с ^(&) % то последнее неравенстю противоре-

чит неравенству ( 4 . 4 ) , Лемма доказана. 

Лемма 4 . 4 * . Если, Е - квааи ^очечное прост ра нство 

й.2Ц2£е22]? ф - * А§2ст£у§т._из £ 1 в £ , то 

Й 5 . й в а ^ ^ ^ к р м п в к 2 а р ^ § _ о п ^ ] ^ о ^ ф сле^ует_слвбая 

непре^^ност^^функ^ион^да у 32-2II2iSiiiflS.iS.Ki5S2MZ.aa* 

ШЕМОМ у^огран ичендому _множеству иа Е ' . 

Доказательство этой леммы проводится так же, как до-

казательство леммы 4 . 4 , причем тот факт, что (тя­йг/естъ 

окрестность нуля в Е следует из квази бочечности прост-

ое нства Е , 

Йа лемм 4 . 4 I 4.4*вытеквют 

Следствие 4 . 4 . Если А - ул*Л ^ - линейный впол-

не непрерывный оператор из Е в Е' , то функционаж л. 

http://32-2II2iSiiiflS.iS.Ki5S2MZ.aa*
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слабо непрерывен по отношению к каждому ограниченному 

множеству из £ • 

Следствие 4 . 4 * . Если £ - квааи бочечное прост ра нст-

. о и А=^ос/ у - линейный вполне непрерывный оператор 

из £' в £ • то функционал ^- слабо непрерывен по отно-

шению к каждому ограниченному множеству из £ ' • 

4 . с . Ив определения 4*1 следует, что если функционал 

£ имеет линейный дифференциал Гато к) , то 

имеет место равенство 

1Ы<Н>)~{1%)^ 1Ъ+Ь,к)*г№к)] ( 4 . 8 ) 

где *о 

Определение 4 . 5 . Говорят, что функционал Л равно-

мерно д и ф ф е р е н ц и р у е м п о Г а т о 

н а м н о ж е с т в е Ь\с £ в если каждому £ >о 

соответствует $Чо т а к о е , что при <- Ъ , для всех 

•М+Ь € имеет место неравенство 1 г ^ , \ ~ £ 

Определение 4 . 6 . Говорят, что функционал у имеет 

л о к а л ь н о р а в н о м е р н ы й д и ф ф е р е н -

ц и а л Г а т о н а м н о ж е с т в е УП с Е , 

если каждому £ >о и произвольному £,* Ы. соответствует 

окрестность нуля Ь1 с £ и число ^>о такие, что для 

всякого я € (л** и) П т. при о* 1 с и х+К£ ээл, имеет 

место неравенство (х£х,±, к) | а ь . 

Лемма 4 . 5 . ( с р . [ Ь] ) . figfi.gnep.aTop ф ^ии/ ^ 

--±Шом^но_н^р§ры^е^_по_о^ 

£Ому_мндж§с~ву Тгй с Е , ~9_£ункционал А. равномерна 

http://figfi.gnep.aTop
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дифференцйруем_на ML . 

Доказательство. Пусть ведано £ > о . Для произволь-

ного У в WI и т а к о г о , что е ^ • запишем 

( 4 . 8 ) в виде 

j(x + Hi) -fU) -t[<<pb.)th>4 t M , A j ] ( 4 . 9 ) 

где можно считать, что o<t к 1 . С другой стороны, по 

формуле Лагранжа имеем 

fr*tkj- fu)(<риimj, t k ) ° t { $ ( * * m , k ) a . \ Q ) 

Ие ( 4 . 9 ) и ( 4 . 1 0 ) следует, что 

%L*, i, к) « <qb(y • W O , ь ) Ч ф Ч А > ( 4 . 1 1 ) 

Ив равномерной непрерывности оператора ^ по отноше-

нию к множеству Щ. следует существование выпуклой ок-

рестности нуля ^ с £ такой, что если &tke U , то име-

ет место включение 

где (<nft-Wi)- поляра ограниченного множества тгъ- п\ с S 

являющаяся окрестностью нуля в £ 

Далее, иа х^ tot и х+ А е УП. следует, что ке дъ\~ъп 

а так как Wl~ Ы. ограничено, то найдется S1 > о т а к о е , 

что при Itl имеет место включение i(m~ tri) с LL » 

откуда е U , 

Таким образом для Ott ь fr * i имеет место включение 

( 4 . 1 2 ) , откуда, ввиду т о г о , что ке WL • полу -

чаем неравенство 

\(<ф( Ш)~ к ) \ ' В 

Из этого неравенства, в силу соотношения ( 4 . 1 1 ) , следует, 

что 
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Лемма доказана. 

Лемма 4 . 6 . ( с р . [15а"1 } , _ _ ^ д и оператор Ср - ^ 

непрерыве>н,гпо дтцо^е^ 

уесуру 7/1 с £ # -р^функционвд, у Ш§5"-Д°£Ёйе2°. 

ав во мер вый ди^е^еяпиал^ Гвто не ЪгХ, . 

Доказательство. Фиксируем л 0е и г >о . В силу 

не прерывности оператора Ф в точке по отношению к мно-

жеству 7/\_ , найдется выпуклая окрестность нуля и, с £ 

такая, что для всех хе (м* * и±)ПМЬ имеет место включение 

<ф(*)- ф(^) е ±1^™-)° ( 4 . 1 3 ) 

В силу ограниченности множества 7П-7й 9 найдется Я" > о 

такое, что ив 1^1-*£ следует ^ ( я г - й ^ с - ^ , причем можно 

считать, что ^ I . Пусть к ^ и А е- £ такие, что 

зс + ке тлгь . хогца и ?П-т* • поэтому Ш> е (р£-&-±±) 

если о^Ь 4 ^ ^ • Следовательно, для всех /7?т1 

при ^ получаем 

причем, в силу выпуклости множества , имеем 

л-»оН^ е("^в * <ц^ (\ПгСь. Отсюда и из т о г о , что 

^ }/17П.с^ в * 1 ^ / 0 ^ мы, в силу (4.13) и ^ 6 > П - > П 

получаем 

Следовательно, из ( 4 . 1 1 ) вытекает, что при о*-^ ± У- -

4е л 0 + Ц ± имеет место неравенство 



Лемма доказана. 

§ 5 , Интеграл Стильтьеса и его свойства 

5 . 1 . Цусть В - локально выпуклое пространство, £ -

пространство сильно сопряженное к £ 

Рассмотрим абстрактную функцию ^¿¿1 , отображающую 

отрезок Г с, У числовой оси в пространство £ , и 

абстрактную функцию у (-У , отображающую в п р о с -

транство £' . Пусть ^ - раэбиение отреэка £ о , б З на 

I частей посредством точек £ < , причем 

Л« ... * С * т!* * € 

В каждом промежутке £4*., , ] , длину которого обозна-

чим Д » выберем точку ^< . Т о г д а , так как у&*.) ев 

а у^4») - у (•£*-,)€ ^ , имеет смысл выражение 

Определение 5 . 1 . Выражение 

ни 

называется и н т е г р а л ь н о й с у м м о й 

С т и л ь т ь е с а , соответствующей р а з б и е н и ю 

^ п р о м е ж у т к а £<*, 6.1 о т а б с т р а к т н о й 

I' У и к ц и и у (• п о а б с т а к т н о й Ф у н 

М П ^ Н ) 

Множество П всевозможных разбиений 3" отрезка 
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[ ц , Ч] является направленным множеством, есдн считать, 

что ш когда разбиение ^ является продолжением 

разбиения * 1 . Таким образом, множество ^€ ^1 я в -

ляется сетью в пространстве К* . 

Определение 5 « £ . Если существует предел 

те П и о •«•' д ' ' « 
не зависящий от выбора точек ^ в С ^ и н , * * ! # то этот 

предел называется и н т е г р а л о м С т и л ь -

т ь е с а 0 1 ц Щ п о хС+) и обозначается 

Для получения достаточных условий существования 

интеграла Стильтьесв, введем следующее понятие: 

Определение 5 . 3 * Мы скажем, что абстрактная функция 

^ ( [ М ] - ^ ) обладает о г р а н и ч е н н о й в а р и -

а ц и е й н а Со., I] , если существует окрестность н у -

ля \/с£ ' и число М >о т а к и е , что при любом разбиении 

отрезка Сд, Ц имеет место неравенство 

2 | ( о , ¿ 0 * ) - ^ ( 5 . 1 ) 

для в с е х ^ V . 

Ясно, ч т о , если * >о и £ ^ в то из неравенства 

(5.1) следует неравенство 
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с =1 

Разобьем отрезок С а, О на ^ частей С , 

п) . Тогда для любого £' имеем 

^ * IV, 

"И И 

Определение 5 . 4 . Пусть дане окрестность нуля \/с £ 1 

П о л н о й в а р и а ц и е й ^ хШ) ф у н к -

ц и и н а С Р , в] о т н о с и т е л ь н о 

о к р е с т н о с т и V называется наименьшее ив чи-

сел И , для которых неравенство ( 5 . 1 ) выполняется при 

В С Я К О М Ц€ V , или 

Ьцт)* ^ ¿ , « ^ ^ ( 4 0 - ^ ^ - ) ) / ( 5 . 2 ) 

Пользуясь этим определением, получаем 

Определение 5 . 8 * . Абстрактная функция х Щ обладает 

ограниченной вариацией на С а, О , если существует окрее-

тность нудя 1/с £ ' т а к а я , что "¡$(4 х . 

Данные здесь определения в с л у ч а е , когда £ - прост-

ранство Банаха, совпадают с определениями И .М. Гельфанда 

[ 8 ] • 

Для иллюстрации введенного понятия, приведем 

Пример 5 . 1 . Пусть £ £ • • С < - и , . . . , » 0 

числовые функции с ограниченной вариацией на Са,$] , при-

чем у^,-) - полная вариация функции ^- ^ на £ в , &] . 

Рассмотрим абстрактную функцию 
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Отсюда, если аа окрестность нудя ^ с £ ' ваять поляру 

конечного множества {•<« , 1= ••,»»] , а за число Н -

сумму 2 , У(^) , то для любого разбиения отрезка 

С а,*] имеем 

2_ \(у> х(^) - * ) \ ± Н для в с е х I/. 
-г С7 

Следовательно, полной вариацией функции * к) = 2. *;Н)*; 

относительно поляры множества ¿-4- , ь»'**,•.. является 

числе 2 . ъ . ^ О • Таким образом функция -* (+] обладает 

ограниченной вариацией. 

Ие определения 5.4 следуют обычные свойства полной 

вариации, известные для числовых функций. Наример, если 

промежуток Сч,.С] равбить на две части точкой с ^ « , ^ 

то 

ЬЫ*Н)*Ь(у/,хМ) * т Ь ^ ! ^ ( 5 . 3 ) 

-

5 . 3 . Теорема 5 . 1 . | 8 £ а Х 2 к ^ «яи, Гбб]_ Д . 9 1 Р . Г _ £ Р Ь Л Е 1 ­

2 и л 5 5 1 В а к $ н а я . ^ к 1 Щ V (-у С Со, С ->£'у н§прерывна_на. £«, С/ 

а ^ б с ^ а к т £ а я _ ф у 5 к ц и я ^ ( Га, ^ -> Е) имеет _ог^а^их|$«-

Ш ^ а р и а ц и ю _ н а С&, О , 2 2 Г(у^,<**Ш) существует. 

Доказатедьство. Пусть % е П - некотрое разбиение 

отреака С а , ^ , ^ = 2 < ^ 0 , - л -

соответствующая ему интегральная сумма. П у с т ь , далее, 

Я*, ^ € /7 такие, что »<, ^ > # Р . Точки деления при рае-
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биениях ^ • *<, обозначаем, соответственно и 

г , так что: 

Интегральные суммы 4?, и \ соответствующие разбиени-

ям и К тогда имеют вид: 

• к г I ( г I ^ 

. ,1 

Так как л - £ Г/ ^ 0 - )] = 

в 2 Г л ( ь " , с ; - х ^ 1 ( { - , ^ ю интегральная сумма £г в может 

оыть записана следующими способами: 

\*11<<}СЪ),*СК0-л(ь'Щ{.д) =1 £<у с?,),х)- х ) ) 

Следовательно, 

I V ^4 Ж ^ - з ^ ' -*««.<-о>1 ( 5 > 4 ) | 

и 
•и 

I V ^^21}<^)Г^% I ( 5 . 4 ) 4 

Пусть ведано £ >о • Так как обладает ограничен-

ной вариацией, то существует число N > о и выпуклая о к -

рестность нуля Ус б' т а к и е , что для всех ^ е I/ П Р * л ю * 
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бых , а в частности и для ух и ^ имеют место 

неравенства 

1 2 Ки^а^) -х(ь*,с-,))1 й м , 

. и 

к ч 

Отсюда следует, что для всех ^ * имеют место неравен-

ства 

В силу теоремы Кантора функция у Щ , непрерывная на 

отрезке Га, ^ , равномерно непрерывна на нем, т . е . най-

дется т а к о е , что для любых *1'1"е Сл,&] таких, что 

и в - ± Ч * £~ имеет место включение 

ч « ' > • № * - ш -

Выберем разбиение % таким, чтобы д4*<:£ для в с е х 

Л ж М|...- ,п • Тогда ¡7^ -г^ш \^[с - , а пое-

гому уг;,1).у(Це^ ш ус%*£)-и(т4 6 ь£ . йо тогда из 

( - • 4 ) 4 ( 5 . 4 ) П , ( 5 . 5 ) 1 • ( 5 . 5 ) 1 1 следует, что 

Таким образом, для заданного <^>о найдется разбиение *•„ 

такое, что для всех *£4,Эц,>Я"о имеет место неравенство 
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lJrA­J!r,U £~ т . е . сеть {Sg, *>tfj есть фундаменталь-

ная сеть на числовой прямой . Так как Я1 полно, 

то сходится, а значит интеграл Стальтьеса , 

J<̂ U1, « ^ с у щ е с т в у е т . Теорема доказана. 

Для интеграла Стильтьесв от абстрактных функций со 

значениями в локально выпуклых пространствах обычным с п о -

собом доказываются все основные свойства, известные для 

интегралов Стильтьесв от числовых функций. Например, если 

y t y . M . • то 

- >2Е*Щ'* и*-<)]) > ( 5 . 6 ) 

Рассмотрим еще случай, когда хЩ = Z^d*)^ - функ-

1" » I ' 

ция, рассмотренная в примере 5 . 1 . Тогда 

т . е . мм приходим к сумме интегралов Стильтьесв от непре-

рывных числовых функций ,4: ) по числовым Функциям 

\; it) с ограниченной вариацией. 8 частности, если 

Функции ift it] дифференцируемы, получаем 

J(^Lt),tUL*j)-Z S{yHt,*)lht)M. ( 5 . 7 ) 

5 . 4 . В дальнейшем наи понадобятся некоторые предложе-
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нйя , связанные с предельным переходом под знаком интегра-

ла Стильтьеса: 

Лемма 5 . 1 . ^ л и ^ е е т ь , н § а 1 ^ ] з ы в ц ы ^ функций 

абстрактной функции у И) , а хЦ) - вЗст^акдйая^^н^ция. 

Доказательство. Пусть даво 6 >с • Рассмотрим р а з -

ность 

I / ^ > ~/<у<И/, с4 Ш > / И /<# ̂  - у*"У, ^ ^ > I * 

Так как ^ / - функция с ограниченной вариацией, 

то при любом разбиении * отрезка Га, Г ' для всех 

# е *^1 ( V Ш ^ - из определения 2 . и ) имеет место н е -

равенство 

Из равномерной сходимости на Со, ^ сети \ к 

следует существование ^ т а к о г о , что для всех * >^> 

и всех ^б/"о,У имеем: - 7 / . Поэтому для 

любого разбиения имеет место неравенство 

^ К з { т * ) > ^ ) / ^ ) - ^ . ) > 1 ^ г . ддя в с е х . 
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Отсюда, в силу ( 0 . 8 ) , следует, что для всех *< > и . имеет 

несто неравенство 

Лемма доказана. 

Лемма 5»fc. ^ ^ в ы п д д ц е н ы ^ у с л о в и я : ^ Ц „ А $ $ т р , а к ^ ц д я 

| Щ Ц *}Щ Henpejetíget-fl» С a , * ] ; 2 ) д д е т » {jUCti,**¿*'l 

1^нкций_с_0Г£а^иченными_^а 

ке f e Со,О к функции jrCfJ , .окрестность. 

нуля Ve С' и зиелд М > с? та к ge , чт о, §л я. вс ex * ^ 

Ш М ы е ^ а р и а ^ щ 'WCl/, ĵ í̂ Ĵ . Н . 1 2 Ш 
е. 

в с е й , й 

Доказательство. Иа условия 3) леммы с л е з е т , что при 

любом разбиении ~̂ отрезка ¿ 4 О для всех имеет 

место неравенство 

Z I ^ / J U Í W ­ ^ Í M ) ! ­ М для всех . 

Переходя к пределу по ы. е ^ , получаем, что для всех 

I/ при любом * € rí : 

Следовательно» «* W есть функция с ограниченной варивци-

ей на Со, £7 , а еначит [{у^> <¿x(tj) существует. 

Пусть дано ¿ > о . В силу теоремы Кантора функция 

/ Ч равномерно непрерывна на Ей, i] 9 а поэтому найдет-

ся S1 > 0 т а к о е , что для любой пары точек i',i"e Ca,iJ , 

для которых ( t 9 , будет . 



зафиксируем разбиение Jr0 отрезка La(6] на ^ частей 

хочкамм £ л т а к о е , что а - ^ * ^ для . . . . « i в 

напишем 

= 2 J < у f*J ­ У (Ч * ^ > 4 2 J<g И*.),oU(i)) ( 5 . 9 ) 

В силу (5*6) имеем: 

*1 >Ч 

Возьмем произвольное разбиение 3" отревка С о., $] т о ч -

ками , являющееся продолжением разбиения ~ 

Для всех ^ 6 ~ в силу ( 5 . 1 ) будет выполняться нера-

венство 

Х 2 К у . Л « М "•«».•.«-') >1 " i ( 5 . 1 1 ) 

Ьсли в каждом промежутке Г^#с-и ^M 'J выберем по точке 

? V c T Т О & L ^ - , , ^ ] , а П О Э Т О М У l ^ K l ; - ^ 1 1 4 

* | 4 , ц ­ * * ( г ^ и y($*a)-yL4 €­jjCf . с л е д о в а т е л ь -

но, в силу ( 5 . 1 I ) 

l ^ l < J , N ^ . J - ? £ * J . j r " - 0 - J » « . J - ' J > l * 1 ( 5 . 1 2 ) 
*»1 ,' = « 

Выражения 4 ' , лН^УхИч.,) ) явля 

ан^еграяьньыи суммами, пределы которых равны 

ются 

этому из ( 5 . 1 2 ) с л е д у е т , что 
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|1 jWv̂ ,oJ*̂ >l*il J < J 4 - » W » J / ' A > I ' 5 

Отсюда и ив равенств ( 5 . 9 ) в ( 5 . 1 0 ) следует, что 

JJyt+),oU(+))* r r Ä j W ^ ^ - ^ ^ ' ) ) . где , 

л аналогично 

о < € (Л/ 

i ' « K как *г я •-/'*») фиксированы и в каждой 

{ к е Св., 4 3 П О У С Л О В И Ю Д В И М Ы Ььк j i 4 , то 

найдется < € ^ т а к о е , что для в с е х ^ > о < с 

Отсюда и ие предыдущего следует, что при > ^ в 

S M M B доказана. 

Лемма 5 . о . J M L t f 3 B I J B g B t t t @ № L j K i £ S l g 1 ^ * ^ ' * * ^ 
2ШШ?ся равномерно на Га, %] к „непрерывной.функции 

# ( f J » а ^ с е т ь ^ а б с т р а к т н ы х , ф у H K u i i g . {л*et), <че ib>j 

сходится к„функции хН] в.каждой точке - U f a , О 

•Шлчем. С У Щ Е С Т В У Ю Т , окрестность нудя \/с £ ' и_ч.исдо. Ну о 
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Доказатедьство. Напишем 

показагедьство т о г о , что первый из интегралов в правой 

части этого равенства сходится к нулю по г< е <ур , прово-

дится так же, как доказательство леммы 5 . 1 , в разность 

интегралов, стоящая в квадратных скобках сходится к н у -

лю по лемме 5 . 2 . 

§ б . Криволинейный интеграл 

6.1[т Определение 6 . 1 . Пусть абстрактная функция 

отображает отрезок ^-1 ~ ^ числовой оси в локаль-

но выпуклое пространство £ . Тогда обра в 1~ отрезка 

называется к р и в о й (ориентированной) в 

пространстве Е , а функция л - её п р е д с -

т а в л е н а е м . Точка Мъ.) е Е называется н а ч а -

Д о м , а точка х(4) е Е - к о н ц о м кривой и . 

йсли Х(а}* ¿(4) , то кривая /-. называется з а м -

к н у т о й . 

Определение б » 2 . Пусть *Ш (Ся, - представ-
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ленив кривой I. , в V - некоторая окрестность нуяя 

из £ ' . Тогда Д л и н о й кривой /_ (соответст-

вующей представлению х№) и выбранной окрестности V ) 

называется полная вариация  ГЮ{\/,*[М) (определение 
А. 

В силу равенства ( 5 . 3 ) длина кривой обладает с в о й с т -

вом аддитивности. 

Замечание 6.1. Если в представлении х(У кривой I. 

сделать замену • где ^(ь) - монотонная непре-

рывная функция на промежутке С*, />3 » причем = о*, 

^(ь; - € • т е мы получим другое представление 

той же кривой (с точностью до ориентации), которому с о о т -

ветствует то же значение длины. При этом, если ^ Л ) -

озрастающая функция, то представления и 

определяют одну и ту же кривую I. ; если же ^ (ь) убы-

вает, то л(^га) определяет кривую - Г , отличающуюся 

от и только ориентацией. 

Определение 5 . 3 . Кривая называется н е п р е р ы в -

н о й , если одно из её представлений есть непрерывная 

абстрактная функция. 

Определение 6 . 4 . Кривая называется р е г у л я р -

н о й , если одно из её представлений есть непрерывная 

функция с ограниченной вариацией, т . е . кривая непрерывна 

в имеет ограниченную длину относительно некоторой окрест-

ности нуля V и некоторого представления. 

Определение 6 . с . Кривая, одно ив представлений к о т о -

рой есть 



ХЩ=*, гЦ^-*,} г д е 0±±±1 , Х,^е £ , 

называется о т р е з к о м . с э е д и н я -

:о щ и м т о ч к е л, и «*<, . 

Замечание 6 . 2 . Легко видеть, что длина отрезка 

С±,,Хл.) относительно некоторой окрестности нуля ]/<=£' 

равна ^ р К # > ) / . Действительно, пусть г 

разбиение отрезка Г 0 , 1 ] точками £ < на ^ ч а с т е й . 

Тогда 

- 2 /<^, ̂ ^ ­ ­¿.­0 >(=]<^.^^> К К ^ , ^ >! 

Следовательно "Ь(У,лС*))= ^ ^ 1<#, Я 

Определение б «б. Если точки л . , л . , . . • , л., < £ 

последовательно соединить отрезками / Л * . , , то полу-

ченную кривую 1,^ называют л о м а н о й , а отрез -

ки Сл%­1,Лс] - её з в е н ь я м и ^ Говорят, что лома-

ная !~„ вписана в кривую I, , если точки 0,1,4,..., * 

принадлежат I» , причем - л 1-к) , где яСЬ) (Сь, 

представление кривой /, и а в4*<- Ъ^... г.  1»  т £ 

Замечание б . З . Из свойства аддитивности длины кривой 

следует, что длина ломаной /-ц равна сумме длин её 

звеньев, т . е . «* - А--.>| . Отсюда следует, что 

если ломаная вписана в кривую I- , представление 

которой есть х Щ , то длина 1* не превосходит 

длины кривей - . 
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Действительно, в силу свойства аддитивности, длина 

кривой Г равна сумме длин ее частей от точки «А., Д О 

точки £ С?*',*, . . . , » ) • Длина такой части равна )Р(\/)х(-Н) = 

*&иг> *(+!,*.) ~ >| $ где П; - множество 

всевозможных разбиений промежутка С^,_, | точками 

tll к . Так как 

ю имеет место неравенство 

Определение а . 7 . Пусть М)(Съ, *}-+£) - представле-

ние кривой L . Последовательность кривых { Lh ļ н а -

зывается с х о д я щ е й с я к к р и в о й L , 

если существуют представления х , (+•) кривых 9 с х о -

дящиеся к равномерно на ^ . 

Лемма 6 . 1 . Для_даннрй^ег^ля^ной_к^ив_рй L , a p e j -

ставлени§_которой_есть л ( f j , M2I1!2-52£JE2IS2-S2S5§* 

аоват§льнос jfe ^ Ц J вписанных_в L лр^ных л _сходящуюся 

£ L, . 

Доказательство. ра§обьем_рТ£езок Г о , на n р а в -

ных частей точками ^ faso,.,*, » J • Тогда д 4 * и ) = 

^ Г - ^ й ч = - Ц г 1 • Определим ломаную представ-

ке ни ем 
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с р | этом л - У ^ Г » ; ^ е I 

Так как функция равномерно непрерывна на Га, 

ю , какова бы ни была выпуклая симметричная окрестность 

нудя М с £ , найдется т а к о е , что для любой пары т о -

чек , для которой К"- {'{ ^ , имет место 

включение X (.•(•'!) е ±£ . фиксируем натуральное 

^ с > ,в ^ Ч . . Тогда ¿ $- . Поэтому, если л > н0 

л 48° ] . то * / г ­ * й | * е С } * У" . Следователь-

но 

Х(т) - ^ С у ^ ( 6 . 2 ) 

и, учитывая равенство ( 6 . 1 ) , 

йз ( 6 . 2 ) и ( 6 . 3 ) следует, что при »1 > н с для в с е х 

-иСо. ,С] имеет место включение 

-емма доказана. 

Определение 6 . 8 . Множество ТГс с £ называется 

с в я з н ы м , если лсбые две его точки можно соединить 

непрерывной кривой, лежащей в Же 

Определение 5 . 9 . Множество £ называется о ц -

Н 0 С В Я 8 Н Ы М , е с л и , какова бы ни была непрерывная 

кривая 1с Ы • точка х, с #1 9 существует абстракт-

ная функция 2. (Ь, ±) , непрерывная в прямоугольнике 

{«и-^А^ ; об I ^ 9 отображающая этот прямоугольник 



- 80 -

з ITL • т а к а я , что A [i, о) = л t+J - представление кри-

вой L , в • 

В п . 6.2 мы воспользуемся следующем предложением. 

Лемма 5 .J¿. Есл8.послезовательнос2Ь { } Е§гуляр-

н^х_кривых с £ сходится_к_кривой L , 2S_множест-

во £ > с ост оящее_ и§ _в с ех_т оч§к jt ¿ £ , принаддежа-

Ш Ш и Ш П З ! Г | ¿ h С**м,...) » бикрмдактно.. 

Доказательство. Поставим каждой точке а с в 

соответствие выпуклую открытую окрестность нуля Ui с £ , 

Тогда система множеств , зь е _Qj есть покрытие 

множества Л • Возьмем те из множеств этого покрытия, 

которые имеют внд х(ь) + ( + *Са,£2) , где * ¿f-J 

есть представление кривой L • Покроем, теперь, кри-

вую L открытыми множествами вида ¿(i) • ¿ t í , t + j 

'Гак как кривая Ц есть непрерывный образ биком -

аактного множества С Q , 6J , то множество её точек би-

компактно, а поэтому ив покрытия д^М^щ , ¿ * ¿ 4 * 1 / 

кривой /и можно выделить конечное покрытие 

Рассмотрим окрестность нуля U = 0. ' £ • Ввиду 

равномерной сходимости К í f j к л f f j , найдется на-

туральное ъ 0 такое, что при п. > vu будет 

Jí„ W - j f M с 'tí с J- /U л ¿ j . для всех i* Cd, Í] ш к* JA,---,* 

Но при каждом 4 е Г е , £ j для некоторого *L . с о -

гласно определению покрытия, имеем 

оначит для каждого 1 € найдется *. такое, что 
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при всех п > ио имеет место соотношение 

с**, Ш -х - Jf* WJ -л W * * f « i 4 fog* i -Цс f ^ j с U ' ««J 

Эхо значит, что множество всех точек кривых ( , v i / M ^ - ' 

л L покрывается конечным числом открытых множеств вида 

9 выбранных из произвольно взятого покры-

тия множества S1 • Далее, так как множества точек кри-

вых Lit LKt Lhv бикомпактны, (ибо они являются непре-

рывными образами бикомпакта Lo.l 4] ) , то они также п о-

крываются конечным числом множеств из покрытия •* ^аь\ 

множества Si . Лемма доказана . 

5 . 2 . Пусть на связном множестве «• Е задан н е -

прерывный оператор FCTfl E'J . Так как Fix) е £' для 

?y*t , то для любой абстрактной функции *(•+) CCq<^ 
абстрактная функция < t̂) = Г 6 * ш ] отображает отревок D*«<J 

в пространство £ ' • 

Дусть L - кривая, лежащая в , a л /fj ­ ее 
представление. Тогда, если существует интеграл Стильть-

еса 

{(P(jtMj,vUW) ( 6 . 4 ) 

го при замене т* * г а - в ^ ^ - возрастающая фун-

кция, удовлетворяющая условиям, указанным в замечании 

- . 1 , значение этого интеграла не изменится. В силу заме-

чания 6 . 1 , при этой замене получается другое представле-

ние той же кривой. Таким образом, интеграл ( 6 . 4 ) зависит 

от кривой Lc Ы 9 но не зависит от её представления. 

Определение 6 . 1 0 . Пусть ­v ^ (Co.,Q^ Е) „ представле-

ние кривой L , a f - оператор, действующий ив £ в £ 
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Л 
Тогда, если существует интеграл Стияьтьеса 7(?(<*(+)),ои(Ь)) 

то он называется к р и в о л и н е й н ы м и н т е -

г р а л о м о т о п е р а т о р а Р в д о л ь 

к р и в о й и и обозначается 

( 5 . 5 ) 
Ив теоремы 5.1 следует, что если оператор Г непре-

рывен по отношению к связному множеству Ы с Е , а кривая 

[ с ? Л регулярна, то интеграл ( 6 . 5 ) существует. 

Если оператор Г т а к о в , что интеграл ( 6 . 5 ) по любой 

криво! не Щ. не зависит от ее формы, а зависит лишь от 

ее начала лСо) и конца хС%) , то интеграл ( 6 . 5 ) запи-

сывается в виде 

и называется н е з а в и с и м ы м о т п у т и 

и н т е г р и р о в а н и я . В этом случае интеграл по 

любой замкнутой кривой равен нулю, ибо если х(а) =.л(4) 

то И) ЛЬ) *1) 

Лемма 6 . 3 . П^сть.опе^атор Р{ £ - * £ ' ) неп^ерывен^по 

21й0Ш52И5-5-£55§22М^.МЙ2?ё£^§у ^/1 . £сли_посдедоЕ§ -

2§льност^^ецглярных_5уг ] с М1 £ Х Р ^ 1 £ 2 _ к ^ е г у д я р -

•1;2^«ДУГ5 Е с 1ъ1 , причем_д^я_презставл§]|и2 ^ (*) дур. 

сущ§с2вует_окре стн ост.ь._нудя Ус Е' и_число. М >о 

££111* чте 'ЪСУ, ± М . _ 1 Л И Н Ы _ К ^ Й Е Ы Х Ц рцра-

И Ш н ы . в _ с ^ § 9 й у п £ р с т и ^ л . т з 
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Доказательство. В силу леммы 6 . 2 , множество £^£„(/1. 

бикомпактно, поэтому непрерывный по отношение к .0. о п е -

ратор Р , по теореме Кантора, равномерно непрерывен по 

отношению к А . Следовательно, для произвольно выбран-

ной окрестности нуля и с £ ' найдется окрестность нули 

К с £ т а к а я , что из *',<х"* Л и л'~х"е и. следует 

р(**) - РСх") * 

3 свою очередь, для окрестности нуля и с £ , в силу 

равномерной сходимости на Г а , последовательности 

С-Н] & х (+) , найдется т а к о е , что для всех 

и > Н О и всех i € С а, имеет место включение 

а следовательно и включение 

Р С * я е д - ^ ^ ^ <и' 

Значит последовательность {Р(^Ы)1 сходится к Р(^Н)) 

равномерно на СсцС] # Теперь утверждение леммы следует 

непосредственно ив леммы 5 . 3 . 

0 . 5 . Теорема 6 . 1 . ^ с р . Х ? а ] Лд^Пусть оператор Р 

!2§1Ш§Рйв§И_Ё_кажд£й_точке_^ 

тва ЪХХ. . £^и_к^и^од^не^ный_и^ ^( Р(ж), &и ) р а -

ь§н_нулю_ в доль_ л юбрг о_ тр§у г о д ь ник а _Хт .е_._аамкнут9й_ л ома-

112^.й§_трех_8В§мье£^ х _выпхк5ая_обо 

в Тгь , т о _ р н . _ р ^ в е ^ _ ^ л ю _ т а к ж е _ в ^ 

£§Г^ЗЯрйрй_криврй I , лежащей^ 7У1 • 
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замкнутой ломаной, лежащей в вместе со своей выпук-

лой оболочкой, равен нулю, ибо он может быть представлен 

в виде суммы интегралов вдоль треугольников, лежащих в 

Ж вместе с их выпуклыми оболочками. 

Далее, если замкнутая регулярная кривая I- лежит 

Б УЛ. вместе со своей выпуклой оболочкой, т о , в силу 

леммы 6 . 1 , можно построить последовательность замкнутых 

ломаных , сходящихся к /. и лежащих в выпуклой ободоч-

ке кривой I. вместе со своими выпуклыми ободочками. Во 

тогда, согласно замечанию 6 . 3 и лемме о . З имеем: 

Пусть» наконец, I- - произвольная замкнутая р е г у -

лярная кривая» лежащая в Ьх (её выпуклая ободочка может 

и не принадлежать Ь\ ) , и л сь) - её представление. Постро-

им замкнутые кривые» лежащие в №1 вместе со своими вы-

пуклыми ободочками и такие» что сумма интегралов вдоль 

этих кривых равна интегралу вдоль кривой /- . 

Так как - односвязное множество, то для любой 

точки У* « Ш. найдется функция £ ¿3 , непрерывная в 

прямоугольнике ( < и ^ * 4 , о±ь±1$ 9 и т а к а я , что №,о)* х(У 

и ОД4)в& • Обрае прямоугольника {ъ* -и £, о.*-б ±1^ 

бикомпактное множество А с Ъ/Ь . Так как множество 

открытая выпуклая окрестность нудя <U*c Е т а к а я , что 

• ^ ^ y C tft , Совокупность всех множеств вида U* , 

при непрерывном отображении 4 (>, ±) есть 

открыто в Е » то для каждой точки найдется 
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/е- Л , образует покрытие множестве SI . Кз этого 

покрытая, в сажу бикомпакт ноет а £1 , можно выделать 

конечное покрытие {J^-*1UJK , p j f причем 

Si с U . \ с М 
р 

Пусть U = f). Щ± . Из равномерной непрерывности 

функции £Mr,i) на прямоугольнике [а* 4 * * , osrstjj вы-

текает существование числа S4 о т а к о г о , что из 

| f c 4 " K , l s ' - У ' М (t;t"6 r f t , ß j ; *,V«fetfjJ следует 

При этом * 0 ) i ' J * J £ и поэтому 

^ ' y л T ^ j t « при некотором ^ 

Следовательно, для некоторого к. имеем 

* о ; ^ * * f t м - м ; ^ tас*1 ^ ^ , _> ^ с 

Таким обравом o t C ^ i ' J и i f i " , i " j принадлежат множес-

тву iiii^ при некотором *£. • Так как множест-

во ' Ц ^ выпукло, то ji^iUjt^ содержит весь отрезок, 

соединяющий точки 5t(4',j'J и SLCi", j " J , откуда следует, 

что этот отрезок содержится в fat 

Итак, установлено существование ?">о т а к о г о , что 

если | £ ' - i " | * Я" и / & " - s ' l * о1" , то отрезок, соединяющий 

точки ь') и a.C*t". a"J содержится в Ш 

Далее, воспользуемся следующей конструкцией ( [ та J , 

- 5 6 ] ) . 

Разобьем отрезки Га,61 и Г С , I ] нв части точками 



так, чтобы для всех с* и , выполнялись 

неравенства Ис - £ г . , I ^ ^ и ($;-^-<1^- . 

Рассмотрим замкнутые кривые - , представления 

которых ^ ( ^ ( ^ ) имеют вид: 

Ají?) « i Kbjft-Mlii-tt^.Ai) ***** 

Из етих представлений видно, что для каждого ?ч C c , 4 j 

оудет = , где 4 , ч ¿ t ± ¿ ; , fy-, é ¿ ¿ s ¿ 

Поэтому для любых Ъх,% € ^-°>J*^ имеем 

причем -t;., ¿ ^ t"éi¿ и s', s"¿ s¿ , откуда l i ' - t " ) * - ^ 

и U 1 - s"| ¿ "3* . Следовательно, любые две точки кривой 

L»j соединяются отрезком, лежащим в 77\ . Это значит, 

что кривые LÍ; вместе е их выпуклыми оболочками л е ж т 

в VTL И , согласно вышеустановленному, 

Отсюда заключаем, что 

1 Ч ; 
Теорема доказана. 

Следствие 6 . 1 . С Г7*3 • Г5<У ) . Если оператор ?(£-+£') 

таков, что для любого отрезка , лежащего в Ш, , 

имеет место равенство 



- 87 -

§ 7 . Условия потенциальности оператора 

7 . 1 . Как уже указывалось выше, потенциальные опера-

торы играет большую роль в вариационной теории нелиней-

ных операторов. Поэтому важно выяснить, при каких у с л о -

виях оператор Р(Е-^Е') является потенциальным. На этот 

вопрос дает отзет 

Теорема 7 . 1 . йй5.1212лЗ^°^_11^рбрывь:ый - опе^агрр 

2 2 р а £ е ^ н н ы ^ _ н ^ _ с в ^ н о м _ о т ^ ШС Е , сд 

ЗЯМ9^]1_Д£статочноА^гд0ы^ 

( 7 . 1 ) 

• 

51-§*1МС§й^1-Ц121-М&2§£2'!£21Н1Я_£ ^ ( с л е ц с т в з е ^ б ^ . 
Доказательство необходимости. Пусть = ^лхи>1 , 

т . е . 

где )f- - некоторый функционал, определенный на , 

то для всякой кривой Lctfo. с концами х(а) = j(± и 

л = » лежащей в fat f имеет место такое же равенс-

тво 

т . е . криволинейный интеграл от оператора Г и е а а -

в и с и т о т п у т и и н т е г р и р о в а н и я 

в Ж . 
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Рассмотрим интеграл ( 7 . 1 ) , взятый вдоль произвольного 

отрезке М- , представление которого есть 

Тогда, в силу соотношения ( 5 . 7 ) , интеграл ( 7 . 1 ) равен 

о 

Полагая в равенстве ( 7 . 2 ) + А) , А - ^ - л', # 

получаем 

"С 

Следовательно, 

ад ° 
т . е . (следствие 6 . 1 ) , интеграл ( 7 . 1 ) не зависит от пути 

интегрирования в ЖЬ . 

Доказательство достаточности. Пусть интеграл 

не зависит от пути интегрирования в № . Фиксируя произ-

вольно выбранную точку хй& Щ_ , рассмотрим функционал 
г* 

УС 

По любому £ е ТП и и * £ подберем число * т а к , 

чтобы отрезок Су, ^+А^] , представление которого есть 

лежал в Же . Пользуясь аддитивностью криволинейного ин-

теграла и его независимостью от пути интегрирования,имеем 



Hr^J-H =­![]<: PU, M ) - J (M, <**)]--ij<p <** > 

Далее, в силу равенства ( 5 . 6 ) имеет место равенство 

9 
Отсюда н нв предыдущего равенства следует, что 

Ш^и^}~ < Г ^ ) , Ь ) . - - т J < W ­ Fty,°b) ( 7 . 5 ) 

Так как криволинейный интеграл в правой части послед-

него равенства не аависит от пути интегрирования, то его 

можно вычислять как интеграл по отрезку Ly, h±], Тог-

да, учитывая ( 5 . 7 ) , получаем 

s 
Так как оператор F непрерывен на VI , то при каждом 

Щ . и £ интеграл в правой части последнего равен-

ства стремится к нулю, когда ^ -* ° . Поетому, в силу 

равенства ( 7 . 5 ) , получаем 

т . е . 

j 

Теорема доказана. 

Замечание 7 . 1 . Из доказательства теоремы 7 .1 видно, —« 

что потенциал оператора Р , если он существует, опре-

деляется равенством ( 7 . 3 ) , причем в его выражение входит 



произвольный элемент •** е 2YL . Если вместо ^ 0 взять 

другой элемент J C £ £ í í t , то формула ( 7 . 3 ) даст потен-

циал оператора Р , отличающийся от U на постоянную 

4, А 

Замечание 7 . 2 . Пусть ^ , а X - едемент из W 
такой, что отрезок T J Í C ^ J лежит в Ь\ . Тогда, интегри-

руя вдоль этого отрезка и учитывая ( 5 . 7 ) , получаем 

] { Pix), ob ) * J{p(± • t t y - * Д ¿ - o U > O t t 

Значит, потенциал оператора P определяется равенст-

вом ^ 

о 

где С - произвольная постоянная. 

7 . 2 . Е С Л И оператор Р(Е^Е') имеет линейный диффе-

ренциал Г а т о , то на локально выпуклые пространства пере-

носится другое необходимое и достаточное условие потен-

циальности. 

Теорема 7 . 2 . Ш^ст.ь._в^прднены_у еловая: 

I ) Qnepajop р действуем_и§ Е f £ ' 1_име§т_лине^ны| 

относительно А Щ ; £ 5 В А Ш ! 1 1 - Е 1 § 2 ^ UpU) В-Кажарй_точ-

51 л выпуклого.односвя§ного вмнож§ства Ыс Е . 

К>Ьл,€ В • непр§рыЕен_по V 

1огаа_ - ^яя - того А _ч^ооы_оп§£втор был.потенциаль-

! 1 П Л ^ н ео Охр ди мо_ и_ дост а т рч. и д л _ чт о бы _ ддя _в с як ог р 



- 91 -

(М(**Ч> Ч > * < ^ ^ , ^ ) , А х > ( 7 . 6 ) 

Доказательство этой теоремы для локально выпуклого 

пространства Е проводится так же, как в для банахо-

ва пространства. 

В более общей формулировке эта теорема доказана в 

[19] . Результат, более общий, чем теорема 7 . 1 , сформули-

рован без доказательства в работе [ 2 4 ] , которая появилась 

после т о г о , как работа [ 2 8 6 ] была подготовлена к печати 

(см. также [76] ) . 
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Г Л А В А Ш 

О ДРОДОЛЖШЙИ НЕКОТОРЫХ Л Ш Ш Ы Х ОШ^АТОРОВ 

Как установлено в работах М.М. Вайнберга ( с м . напр. 

5б] ) , в вариационной теории нелинейных операторов, 

действующих в банаховых пространствах, важную роль игра-

ют свойства квадратного корня из линейного оператора. С о -

вершенно так же, при изучении некоторых нелинейных у р а в -

нений в локально выпуклых пространствах, возникает вопрос 

о свойствах квадратного корня из линейного оператора и его 

продолжения. Этот вопрое научается в настоящей главе ( с м . 

также [ 2 8 а , б ] и [ б б ] ) . 

§ 8 . Некоторые вспомогательные предложения 

8 . 1 . Теорема о продолжении тождеств, ( с м ^ ^ а ] ^ , 

11252£Мческое_прос2райСТвр Ех . ££13 & (*) во 

Ш х _ т о й £ а х . х мнрж,ес.тва. , вс^ду_п£ртно££_в £ , тр 

С | ^ е . Ри]=в,(х) л,лд_в.£ех, хе В ) . 

Определение 8 . 1 . Пусть на некотором множестве <й^с Е 

задан оператор Р . Если существует оператор ? , опреде-

ленный на всем пространстве Е и такой, что для в с е х 

^ЪК. имеет место равенство Р(х) - р (х) , то оператор Р 

называется п р о д о л ж е н и е м о п е р а т о р а 

р и а в с е п р о с т р а н с т в о Е . 
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В случае» когда Е - локально выпуклое пространство, 

лмеет место следующее предложение ( с р . Г За] , г л . П, § 3* 

теорема 1 ) : 

Теорема о продолжении операторов. Пусть_га_мйржестве 

WI • всюду,, плотномер £ , onpeggneg^ оператор F , прини-

м а д Д значения в_ полном отделимом линейном топологичес-

Ш1«Ш222£Е2М£211§ EL , I ^ B H ^ M E ^ H ^ j j e n ^ P Y J H H ^ n o ^ o j H g -

3§иШ?-К_Мй2Цству Wt . Тогда, существует.рав^о^ерно н е -

п о е р ы в н ы ^ н а ^ ^ м ^ р о с т ^ а н с т в е Е оператор f , являю-

^йся^п^одолже^ием.оп^^ааора Г 

В частности, в силу равномерной непрерывности линей-

ного непрерывного операторе (демма 2 . 1 ) , подучаем следу-

ющее предложение: 

Теорема 8 . 1 . ^2!SkJitJkä^uuQ)LMä9^eSlSS • всюду 

плотном в докально выпуклом_ ороетра нстве Е » определён 

i^g§M^2^_ii§S£ei?eeäät-S2-2IJi2§§^!5_ä.Mi!2I5£IBy dfi , о п е -

23м.зространств§ Е± • Тогда_существует.линееный опера-

192 А » а§преоывный_дз £ в Ei , являсдийся n p o i o f « е -

i!^SM.2SepeTopa /А 

8 . 2 . В дальнейшем мы будем предполагать, что локаль-

но выпуклое пространство Е удовлетворяет одному из с л е -

дующих условий: 

Условие ( X ) : Существует гильбертово пространство й 

такое, что Е с fj р причем топологии пространств Е и И 

согласованы (определение 1 . 1 0 ) , Е плотно в И и И 

плотно в пространстве Е , наделенном сильной топологи-



- 94 -

Условие ( Л ) . Существует гильбертово пространство 

Н такое, что Н с Е , причем топологии пространств Н 
и Ь согласованы к Н плотно в 

.замечание 8 . 1 . Вложение Ь с И (в условии (?С.) ) п о -

нимается в том смысле, что существует линейное взаимно 
однозначное отображение 1_ пространства Е на некото­

рое линейное подпространство Е„ с Н 9 причем прост­

ранства £ и Е* , а также их соответствующие элементы 
х е Е и_ Ц<) £ , отождествляются. Топология пространст­

ва Н индуцирует топологию в Е , являющуюся прообра-

зом (определение 1.8) относительно ]­ топологии, ин­

дуцированной в 1сА ив И , а значит определяет для лю­

бых скалярное произведение 1 * ^ 3 • равное 
( Ц О , Ц^)) . Ввиду т о г о , согласованность топологий 
означает, что каждое множество элементов л £ ЕГ таких, 
что ^ ч, ( г ­ любое ч и с л о ) , содержит некоторую ок­

рестность нуля первоначальной топологии Е . Так как 
Е и Ь"* отождествляются, го в дальнейших рассуждениях 

мы будем считать Е подпространством пространства Н 

(ммея, однако, в вижу вышеуказанный точный смысл включе­

ния Ь с И ) . В подобном смысле мы понимаем вложение 
К С.Е на условия [X1) и другие вложения, встречающие­

ся в дальнейшем, а также согласованность топологий. 
Рассмотрим некоторые свойства пространств ЕГ , 

удовлетворяющих условиям ( Х | или ( X ] 
Лемма 8 . 1 . Пуст^п^рсдранствр Е удоьяетворя§|_ус-



1) Йс £' 5 £ " с Я 

2) Топологии пространств /-/ и £ ' с<гсяа_сов^§ц• 

Доказательство> Пусть у - фиксированный элемент из 

Ц . Тогда скалярное произведение (х.у) * где хе Н 9 есть 

линейный непрерывный функционал на Н . Поэтому он будет 

линейным и на линейном подпространстве £ с И (точнее, 

из линейности функционала (х,у) на Е± и оператора I 

ча £ следует линейность функционала на £ ) . 

Кроме т о г о , функционал илу ) непрерывен в первоначальной 

топологии £ , ибо он непрерывен на £ в топологии, 

индуцированной иг Н , которая, в силу условия (X) , 

мажорируется первоначальной топологией пространства £ 

(точнее, функционал (х,у) непрерывен относительно х € Ех 

з топологии, индуцированной в Е± иэ И , а поэтому и 

этносительно Х(- £ в топологии, являющейся прообразом 

этой топологии относительно £ ) . Таким образом, 

шляется линейным непрерывным функционалом на £ и, с л е -

довательно, может быть записан в виде <•>/,* > , где * е 

Отеюдв следует, что если каждый элемент ^/^^ отождест-

ить с соответствующим ему (согласно равенству <•*, * > -

~ ( * * $ ) I ) элементом * е £ ' , то это отождествление 

является линейным отображением пространства /У на ли-

нейное подпространство пространства £ ' . О б р а т н о е 

соответствие также однозначно, и б о , если а« £' , 

то - <у( 1) - О для всех х из плотного в И мно-

жества Е , откуда следует, что Н . Значит ИсЕ\ 

Покажем, что нормированная топология пространства 

Н и сильная топология пространства Е1 согласованы. 



Пусть V - окрестность нуля ш Е т Тогда I/ содержит 

поляру Ъ° некоторого ограниченного множества 3 с Е 

В силу согласованности топологий Е и И , пересече-

ниеединичного шара Sc И с пространством Е содержит 

некоторую окрестность нуля Цс Е . Согласно определению 

ограниченного множества, существует ^ > о такое, что 

X - b c U c S O E , 1x1^«*. . Отсюда, в силу свойства о ) поляр, 

получаем \(S0£JecЬ° . Ьаметям теперь, что поляра 6 е в 

пространстве Н единичного шара ScH есть сам шар S . 

Поэтому ие с/-/ сдедует S-S*с($ОЕ)° с Н и 

X S ^ t tOe jTWc^ ' /OH , * . е . пересечение £ С ^ Я , а 

значит и V Я Н » содержит окрестность нуля °<S с И 

Для доказательства вложения £"с И рассмотрим произ-

вольно выбранный элемент тогда выражение <у, *) , где 

ye Е' есть линейный функционал на 5' , а значит и на 

его линейном подпространстве Й . Так к а к , по только 

что доказанному, топология пространства И мажорирует 

топологию, индуцированную в У ив £ 9 то функционал 

) » непрерывный на £ ' , непрерывен также на Й . 

Таким образом,<^,* ) является линейным непрерывным функ-

ционалом на Й и может быть записан в виде (д, А 1) , где 

2'е Н . Отсюда следует, что если каждый элемент х* Е" 

отождествить с соответствующим ему (согласно равенству 

( ^ > ^ , i ' J , И) элементом е Н , то это отождест-

вление является линейным отображением пространства Е' [ на 

яивейное подпространство пространства Н • Однозначность 

обратного соответствия между х и а1 следует из т о г о , что 

если * ' * 0 & Н » t o < ^ i J f > = ^ . * ' ) = О для в с е х , 



т . е . функционал У > , непрерывный на £ ' , равен нулю 

ría множестве /-/ , плотном в £' , а аначит < # i * ) - 0 для 

всех £' , откуда х - $ & £ " . Следовательно f e £/ . 

лемма доказана. 

Лемма 8 . 2 . 4&2£е.ЛЦг2£1£1Ш2££2 £" удов д етв, оряет ус до-

Ш О С ) • Х б Ш 
1) E ' c / ļ 

2 ) £ и а ^ ц а я _ т ^ 2 я о ^ я ^ р о с ^ а й С 2 в а . £' и.нормированная 

T.2ö2ä°Xa4IJIßßSIÄs*£I3§ Н cj}£да седаны. 

Дока зательство. Доказательство утверждения I) прово-

дится так же» как доказательство вложения Е"с И в лемме 

8.1« 

Для доказательства утверждения 2 ) , рассмотрим единич-

ный шар 5 e r И как множество в пространстве £ . Если 

U - произвольная окрестность нуля ие ^ , то пересече-

ние U О И содержит некоторый -пар St радиуса ¿ из Н . 
Но \S с 5£ , 1X1 ¿ L . Поэтому X Sc ix с £ , IxUd , т . е . S есть 

ограниченное множество в £ , Поляра множества S в 

пространстве £'• есть окрестность нуля в £ ' и совпадает 

с множеством S°ñE', где S" - поляра единичного шара 

5с И % совпадающая, как известно с -S . значит, пере-

сечение S0E' единичного шара Sc Н с пространством £' 

есть окрестность нуля в £ ' , откуда вытекает, что пере-

сечение с Е всякого шара из И содержит некоторую 

окрестность нудя иа £ ' . Лемме доказана. 

оамечание 8 . 2 . Указанное при доказательстве леммы 8*1 

сложение И с £ ' (соответственно Е,]с И ) означает, что 



- 98 -

если л*-£ (соответственно ^Е* ) , а уеЕ {ПН . Аналогич-

но, вложение Е'с И , указанное в лемме 8 . 2 , означает, 

что (8.1) имеет м е с т о , если хб Е ОЙ » в де Е' . В 

дальнейшем, говоря о вложениях Е'{сИсЕ' (при условии 

X ) ) и Е ' с Н (при условии (\ { ) )» мы будем иметь в виду 

указанные выше вложения. 

Очевидными примерами банаховых пространств, удовле-

творяющих условиям ( X ) или (XV $ соответственно, являют-

ся пространства Е р , где (* и 1 рЕа,^,] 9 где 

9 1 К # Для этих пространств Н-Е^Съё] . 

Покажем, что пространство 2) (пример 1.1) и с о -

пряженное к нему пространство ^ ' всех обобщенных функ-

ций, не являющиеся банаховыми, удовлетворяют, соответствен-

но, условию ( У ) и (X!)» Здесь роль И играет пространст-

во М V) . 
Действительно, каждая бесконечно дифференцируемая 

финитная функция $ является квадратично суммируе-

мой, в всякая функция Е*(К.") определяет линейный 

Функционал ^Ы)*Ы относительно , т . е . 

может быть отождествлена с некотрой обобщенной функцией 

Те , Далее, 3 плотно в Ф ' ( [ 2 5 а ] , с т р . 7 Ь ) , а 

поэтому и 1?(1С) плотно в ^ ' . Кроме т о г о , если 

^ с и / 1 - ( х ] ^ ) ^ ^ для всех , то 

^60= О почти всюду ( Г9Л , г л . П» § I , п . 5 ) , откуда 

следует, что 9) плотно в Н , Докажем, наконец, с о -
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^ , 2 4 , = • для всех /и" > ? 

(см. пример 1 . 1 ) , где и\ е с т ь часть пространства 

Ил , заключенная между сферами радиусов О и V * ' . 

действительно, для всех | ? К имеет место неравенство 

А'вк как для любой функции ^ £ # будет /ну*(*)их 

то для всех ^ £ 1С имеем: 

<1 О——3 

т . е . ^ с ^ /0 £) . значит топология пространства 9 ма-

жорирует топологию, индуцированную в % топологией п р о -

странства ^(Я*) . 

Ясно, что выполнение условия О С ) для пространства 

л)^ (пример 3 . 1 ) и условия (У.^ для пространства Я)ю 
проверяется еже проще. 

гласованность топологий пространств Я) и И , отку-

да, в силу леммы 8.1 будет следовать также согласован-

ность топологий И и х 1 ' . 

Рассмотрим произвольный шар ^ - е С*СЯ") , 

Покажем, что его пересечение с © , т . е . множество э л е -

ментов ^ £ - 9 , для которых ^Ч^*)9** ~ ^ • с о д е Р ж и т 

некоторую окрестность нудя Н е ^ , Такой окрестностью 

является множество И - и. (Ч ^ , { " ^ ^ г ^ ^ ^ ) , С^= С^А, •••) 

г . е . множество всех таких, что 
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§ 9 . 0 квадратном корне из линейного ограниченного 

оператора 

9 . 1 . Теорема 9 . 1 . 0у£1£-§Ш?25!Ш19_£21Шё£5 (X) & А -

М Й § Ж ^ . 2 £ £ й й й ч е н а ы ^ 9 п е ^ а г д р . й з £' в £ , с ужение 

на И крторр£р_е^ТЬ_сыиосопрз5енный_и 

22 §£а тор А н • Тогда ^ положите ̂ ный^корен^^ква доатный 

(J\H)t из Л*1 является_о££аниче^ныи_рдехвт Н в £ 

Доказательство. Согласно условию теоремы, оператор 

Д отображает некоторую окрестность нуля Vc Е1 в огра-

ниченное множество Wl с £ „ Так как топологии прост-

ранств Н и £ ' согласованы, то в пересечении най-

дется окрестность нуля Sc Н » которая отображается опе-

ратором Л в множество W . Из согласованности т о п о -

логий £ и И следует, что множество W , о г р а -

ниченное в £ , ограничено также в пространстве /-/ • 

А'аким образом, линейный оператор Л ограничен, а значит 

и непрерывен в Н . Но тогда и положительный корень 

квадратный (AH.- ! i есть непрерывный самосопряженный о п е -

ратор в И • Следовательно, для л* Н имеем: 

Рассматривая как элемент из £ ' и учитывая замеча-

ние 8 . 2 , мы из последнего равенства получаем: 

I M H J 4 4 A * > ^ 4 * . * > Д Л Я (9.1) 

Пусть задано 5 > о . В силу ограниченности операто-

ра Д не Е'в Е , найдется окрестность нудя илс Е' т а к а я . 



что А(Ц*) - ограниченное множество из £ « а значит 

его поляра (АСи^))° является окрестностью нуля в £ ' , 

гак что для всех хе и = сЕ[А(и1))а П (¿¿1 будет 

Отсюда и не ( 9 . 1 ) с л е д у е т , что для всех л * ¿//9/-/ имеет 

место неравенство 

| 0 П * х 1 ' 6 ( 9 . 2 ) 

Полученное неравенство показывает, что линейный оператор 

(А*)*'9 определенный на линейном множестве И 9 плотном 

в £ ' , и принимающий значения в полном пространстве Н , 

непрерывен по отношению к множеству И из £ ' . Следова-

тельно, согласно теореме 8 . 1 , оператор (Ан)г имеет линей-

ное непрерывное продолжение Л* на все пространство 

гим доказано второе утверждение теоремы. 

Рассмотрим билинейную форму 1*1у)*{(Ач)Ьл,у) 

где е ^ • В силу неравенства ( 9 . 2 ) , имеем 

для каждого ^ ^ и произвольного (ЛОИ . Это нера-

венство показывает, что при каждом х&Й линейный функ-

ционал СцС̂ З , определенный на множестве И , плотном в 

пространстве £ , непрерывен по отношению к множеству 

Не £ ' . Применяя теорему 8 . 1 , мы так же, как и выше, з а -

ключаем, что при каждом хе И существует единственное 

непрерывное продолжение ц С у ) функционала 1% Су) на все 

пространство £ ' , а значит Щ) $ где ^ с £ " с А / , 
^ £ £ ' . Так как для всякого ^ ^ имеет место равенство 

((А^.з} = < * Х | ч > ; для всех Н 
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Согласно замечанию 8 . 2 имеем ) для всех 

^ е й , откуда 

((А")*^у) * д л я всех ^ ^ . 

Ввиду т о г о , что (Ан)*х&Н и € Н , последнее р е -

венетво означает, что (Ан^х= * Л е- Е" , т . е . оператор 

СЛ**J"i' действует из И в £ " . 

Докажем, наконец, ограниченность оператора Й ^ * 

из Я в £ " . 

! а к как (А4]** * Е" при каждом ^ и Л * -

линейный непрерывный оператор из £ ' в И , то{(/ГМл, ^ ) 

и являются непрерывными функционалами относитель-

но ^€ £' при каждом х * Н . зги функционалы совпадают на 

множестве Н • плотном в £ ' , откуда, согласно т е о -

реме о продолжении тождеств (§ 8 ) , следует, что 

{(Ан)*-**у) * (*> А*у) для всех х е Н , ^ е £ ' ( 9 . 3 ) 

Ие этого равенства, ввиду т о г о , что Л * действует непре-

рывно ив Е в , в оператор (Ан)* действует ив И в 

£' , согласно определению 2 . 3 2 , следует, что ^ Л ^ е с т ь 

оператор» сопряженный к оператору А* , т . е . (АН)^=(А*)1 

Так к а к , по доказанному, оператор Аг ограничен (ибо он 

непрерывен и действует в нормированное пространство И ) 9 

т о , в силу леммы 2 . 9 , оператор (Ан]^ также ограничен. 

Теорема доказана. 

Теорема 9 . 2 . Цуст£ £ - ква.зд_$оч£ЗЁре_еросд|^с12о. , 

^довлет^рряюще§^слрвию ( X ) # и А - я ^ е ^ ы й ^ р г р е н и -

ченный_оп§-а1р£_И5 г в 5 , суж£н.йе_на. ^ 

8Ю« $вмосрвряд^нный^полйжитедьн^ одв^вто.р / Г . Тогца 
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А *(А*)* к» • £*& СЛ^* - сИ1ёние_опера.тора [А11)* 

пространству £ . 

Док а за те ль С Т Е Р . В силу теоремы 9 . ! , оиераторы 

А*)ЧН~» Е") ш А*(Е*-*Н) непрерывны, а поэтому по теоре-

ме о сложной функции (Гза] , г л . I , § 4 ) оператор С--(А Н) ХА 

непрерывен иэ Е' в Е"т С другой стороны, оператор А 

непрерывен из £"' в £ , а так как Е квази бочечно, т о , 

в силу леммы 3 . 1 , оператор А непрерывен также иэ £ ' в 

£ " . Н о для всех имеет место равенство 

т . е . непрерывные на £' операторы и А совпадает на 

множестве И , плотном в £ ' . Поэтому, в силу теоремы 

о продолжении тождеств, 

( А ^ М ч - /4у для всех уе £' , 

г . е . А-(АН)Л'откуда следует, что (А*)*' отображает 

множество /{^(Е1) в пространство Е , ибо значения о п е -

раторе А принадлежат £ • Таким образом, оператор А 

представим в виде произведения двух операторов, из к о т о -

рых первый - Аг - непрерывен иа Е в И , в второй -

сужение (Ан)\ оператора (А*)^ на множество А^СЕ.1) -

ограничен из множества А*(Е')СН в пространство £ . 

Теорема доказана. 

Теорема 9 . 3 . В^сть Е - квазиубочечное^пространстзу. 

Ужовве^воЕДущу! условию (X) и А - л^н2йныйврг^.аниченный 

ЗЗе^атор^из, Г в £ , сужение на И кото^о^о^^с^ь^^ая^" 

сов^яуенный^положитедьны|^о Д ч . Х2ЕД&-2Й5££12£ 
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А 5М551-ВР212Шййв A . P X p a g ^ e S H o e j j g £"' в £ " , 

О Е § ^ £ 1 Ш м д е _ в _ з и 1 5 ^ р 2 И 2 в е д е | Ш з ft = (AV^ ) l , гае 

Доказательство, В силу теоремы 9 . 1 , оператор (А*)*' 

ограничен ив Н в £" • Поэтому* согласно лемме 2 . 8 , его 

сопряженный оператор ((Л W непрерывен из £ в /-/ и 

удовлетворяет, по определению 2 . c 2 t равенству 

< M % ^ = < y , t t ^ V ' f ^ W V ^ Для всех Я и ^ е £ " 

(так как У и ((ЛСД у являются элементами пространства 

«4 * то для них (*Л^)]у )означает скалярное произведе-

ние). Учитывая ( 9 . с ) , имеем отсюда для всех #е Е'с £"' ; 

Г х , А ^ И № , ? > - - ( > , ® i W v J при любом Н . 
Ьначит, для всякого ус Е1 имеет место равенство 

А-у = ((Ан)Ч'у 

т . е . оператор ((А4)*)1 является непрерывным продолжением 

оператора Аъ , определенного на £ ' , на все простран-

ство , Отсюда вытекает, что оператор (A"fi(fa*)*-) 

является непрерывным продолжением оператора (Анг , 

огорый в силу теоремы 9 .2 совпадает с оператором А • 

в к о н е ц , т а к оператор W V ^ J ' непрерывен из в 

И , а оператор 04 " j ^ ограничен из Я в Е " , то произ-

ведение (Л 4J*($*J\)' ограничено из £ " ' в £ " . Теорема 

доказана • 

Следствие 9 . 1 . Если пространство £ рефлексивно, 

г ° А - Л # т . е . оператор А представим в виде произве-
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дения (А%((АН)^)' • г я * - линейный ограниченный 

оператор ив И в £ , а ((А*)*)' - его сопряженный опе-

ратор, ограниченный из £ ' в И . 

Доказанная теорема обобщает теорему В . И . Соболева, 

установленную им для банаховых пространств [ 2 5 ] . 

9 . 2 . Пусть пространство Е удовлетворяет условию Ш 

а линейный ограниченный оператор А(Е'-*£) таков, что 

его сужение А* на И допускает представление Ан*£>&* 

где Ъ - линейный оператор, непрерывный в И , а Ь -

оператор, сопряженный к Ъ . При этих условиях имеют 

место следующие предложения, аналогичные теоремам 9 . 1 , 

у.2 и 9.3, и доказываемые с помощью тех же рассуждений, 

которые проводились в п . 9 . 1 . 

Теорема 9.1 С а е ^ т о р Ь ограничен,, из, И £ Е " , 

£-2п§Е§12В 3* имее^^п^дд^л^ение &* , Н§птоерывнре_й5 

£' § И . 

^еорема 9.2*. £ £ ^ и _ П £ О С Т Р А Н С Т В Р £ квази_бочечно, 

12 А = ЬС'Ь*$ 1М& &с - су2§й^е_РЗ§£21Рра £ н а _ * Ш « £ С Т . -

2£ Ъ*(Е') , дркрмаюдее, ееачевия в £ 

Теорема 9.31 . £сли^про^трансгво £ к в а О о ч е ч н о , 

1°-$2£рв£Р;Р А име^^ррдопжение % , ограниченнее, 

из Е в. £" и.п^5£51авимре,5.£йД5 ^= дЬ' , £Д£ 3 

ог^ан^чедн^а_рц2£АГО£_^5 М в £" , в Ъ' - §£0_С2ЦР2-

£§инь!1.рие£аторл^не^ре^ывный_из £"' в Н . 

Следствие 9 . 1 ' . Если пространство £ рефлексивно, 

то Д - 6 8 ' , где б 1 действует из в Н , а 3 - из 

Н в £ . 
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9 . 3 . Здесь мы гудем предполагать, что пространство 

является кваэи бочечным и удовлетворяет условию (X) . 

Покажем, что при этих условиях имеют место предложе-

ния, аналогичные теоремам иа п . п . 9.1 и 9 . 2 . 

1'еорема 9 . 4 . Дус^ь. А - л^н^^ы^ох^н^ч^щ^ый^ше^а-

£2Р~й2 £ 2 £ ' * С 2 1 £ н и е _ щ . И к^J^l¿^£^-S£2ь -.SË«^^^¡lP5' ,• 

ШЫЫ^и2й2Ш12^^^^2^£^22 А н • 12ЕМ.ЗОдожи^ельный 

корень,,квадратный и э ^ о ^ а т о р а Л 4 являе^ся^ог^а-

М23§ннй!^2Д5£а12В2И-йа ^ § Я' и.имеет_непре^ы^нр§_прсг 

долгение /|£ | а £ в Н • 

Доказательство. Гак же, как при доказательстве теоре-

мы 9 . 1 , заключаем, что оператор Ан ограничен в Н и 

оператор (А 4)^ есть непрерывный самосопряженный оператор, 

причем для И получаем 

[ | ^ х 1 ^ < Я * ( х > ( 9 . ! ) 

Пусть задано £ > о . в силу ограниченности оператора 

,4 иа Е в £ ф найдется окрестность нуля и±с £ т а к е я , 

¿ 1 0 А(^к) - ограниченное множество ив £ ' , а значит, 

согласно следствию 3 . 1 , поляра является окрест-

ностью нуля в £ , так что для всех х&и * £ С$(^))вГ\ьи] 

->удет 

КЛх.х>| л г * 
Отсюда, такими же рассуждениями, как при доказательстве 

теоремы 9 . 1 , выводится существование непрерывного продол-

жения А*' оператора (А*)Ь на в с е пространство £ . 

Рассмотрим, далее, билинейную форму А (у) = ((Ач)^а, у ) = 

и С А 4 ) * ' ^ ) , где И . Для каждого л Н и всех 

р ^ Л Н выводим так же, 
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как при доказательстве теоремы 9 . 1 , неравенство 

1^)1 - 11x11- Е. 

и существование непрерывного продолжения функцио-

нала на все пространотво £ при каждом /в/-/ , 

Отсюда ^ (у) * <*»,^* г д е * Е ' с И , це£ • В силу равенства -

К А ^ л . у ) - Д л я в с е х И при каждом У*Н 

получаем ^)^х- * „ е ' Е ' * т . е . оператор 6 4 * ^ дейст-

вует иа М в £' 

Отметим теперь, что ((Ан)^, у } и (>/ Л* # ) явля-

ются линейными непрерывными функционалами от ^ е £ , с о в -

падающими на множестве И , плотном в £ . Поэтому, в 

силу теоремы о продолжении тождеств, имеем 

А*у) для всех л * И и у е ^ , 

причем действует из В в <Ч , а (Ан)* - иа А/ 

£' • Значит, согласно определению 2 . 3 2 , оператор (А4)^ 

является сопряженным к оператору № , т . е . (АЧ)^*(А*) 

Гак как оператор Ак непрерывен, а значит и ограничен, 

из В в Н , то по лемме 2 . 9 , его сопряженный оператор 

(АН)Ъ ограничен иа И в £ ' . Теорема доказана. 

Теорема 9 . 5 . дусть_выполнены условия т е о р е м ы 9 . $ . 
12£йа.опе^атор А пр^дстав^м^в^виде А - (А4^* /4* , где. 

о ^ н т ^ р А 1 , н § п £ е ^ й £ § Н - И § £ в И & (АН)Ь ограничен 

•за И в £' . 

Доказательство. Из ограниченности операторов АЛ'(В ->И) 

и -> 5'] следует, что оператор С - Й ^ Л ^ непре-

рывен из £ в £ ! . Так как оператор А также непреры-

вен иа £ в £' и для всех л е Ц имеет место равенство 
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го из теоремы о продолжении тождеств следует, что 

С*= Ах для всех хе £ 9 

т . е . А^(АН)^А^ . Теорема доказана. 

Теми же рассуждениями, которыми доказаны теоремы 

9.4 и 9 . 5 , доказывается более общие предложения: 

Теорема 9 . 4 * . Пусть линейный.ограниченный оператор 

к из, £ § £' им§£$_сужение Ан на И , п^едс^авим2§_в_ви-

де Ан-Ь Ь*9 где. 3 - ШШШ^_»е?в$рывный_рператор в 

И , § Ь* - £ГО_со.Щ2|}же^ный_рпе£^ -5 я^ля-

^ г а . 2 Г ^ Ё Ц ^ ^ н « М ^ 0 е 1 о ^ 2 р о м . И 8 / - / § £ ' , § 2 / т§21 

2Ш&Ш29.$-ШШ9.тШ2 ^Сь^Н] , призам 23 е д о 

Отметим, что теорема 9.4* обобщает теорему 1 из Г 1 5 ] , 

установленную для банаховых пространств. 

Теорема 9 . 5 * . 5 у с | ь _ в ы о о д н е н ы ^ с я о в ^ . 

2 £ ш . £ Ш £ ш А ш г ш х ш и д ш А-д'В* 9 а л & и л -

Щ>£РВ2£й_1£ £ 1 Н , « В Я Ш Ш Я Л а Н в 5' . 

9 . 4 . Предложения, аналогичные полученным выше, имеют 

место также, если отказаться от требования положитель -

ноети сужения А" оператора А . 

Пусть А* - положительная и Л- - отрицательная ч а с -

ти оператора Л*1 . Тогда М н | - А* + 1Л- | - абсолютное 

значение оператора Л н > МЧ1^-(Л!! А М*|^ - положительный 

корень квадратный из абсолютного значения оператора /Г , 

а ОТЦУ)?)*- - главный корень квадратный ив опера-

тора /\н . 

Теорема 9 . 6 . Цусть £ квазибочечно„и,^до§яетворяет 

у е л О Ё Й Ю [X) 5 А - лине^ны1.н^пр§ры^ый - оцехат^.И8 £ 1 
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в £ , сужен_^£_кото£ого_дв /т[ ее ть гевмосдвра женный 

оператор А Н . Пхсть л_дале§ А_дпе£атору /)* и |Л_ Н | 

2М§£5-ПЕ252М§ЙИЗ А 4 I , 0Г£Вниченные_И8. £' в £ . 

Тогда ^орератор 4 и м§ ет _ пр§ дс т в £ лен ие /1 14 |± , 

где. 1А1* - Щ ^ д ^ 1 ж е н й § _ о п ^ 2 В 1 р ^ И ч | ^ * 

из £' в Н , а ( Д ^ ^ - сужец^е.опе^ЕДОРЗ 6 Г > ^ на. 

ьшр.жест.£0, |А1*^£ ' ) , 21райи«^ь^ре.йа М | ^ £ ' ^ с ^ в £ . 

Доказательство. Операторы и удовлетворяют 

требованиям теоремы 9 . 1 , так как эти операторы ограниче-

ны из Е' в Е » а их сужения А*1 ш М - 1 на # явля-

ются самосопряженными и положительными операторами. Поэ-

тому» согласно теореме 9.1» операторы (Я* ) £ и I* 

ограничены из И в £ " и имеют непрерывные продолжения 

и | / Ц * ие £' в' Н . Отсюда следует» что оператор 

0СО*-(Аи )'*• - ограничен ие А/ в £" , в оператор 

| А 1 * А А £ + (А . н е п р е р ы в е н ие £' в Ц и является продолже-

нием на £ ' оператора 1/Г I * * С А * М - I * . 

Рассмотрим оператор 

Операторы ( А + ] * |А_1*« |А-|^ / 4 ? непрерывны ие £ ' в 

£" и на множестве И , плотном в £ ' » соответствен-

неравны № А _ Н | ± » ( Л ? ) * . Но 

следовательно О О * 1/4.1^^-1^ ^ = 0 на £ ' . 

*аким образом имеем 
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Но, в сижу теоремы 9 . 2 , имеют место равенства 

/Ц =(/C>4¿ , !Л­1 = И­1* 
откуда С - А + - |Л­1 = Д , т . е . 

Так как значения оператора А принадлежат £ , то (Ам)^_ 

есть сужение оператора O ^ j i # ограниченное иа множест-

ва значений |Al*(E')c f/ оператора в пространство £ 

. Теорема доказана. 

Теорема 9 . 7 . ВУ5Т^выддаодезы_у2до§и^ 

Ш Ц OTffgygygf rgE0fl9A»gBW Я" рпедыто^а А , ограни-

ченное ив £'" g £ " и^предстееимое^в^виде: /N ( Л Н Н ( ( Л " ' 

где. fA 4 J A - ог£аниченныЯ< 1оп§^§тор.иэ И в £" , в 

Доказательство. Ив доказательства теоремы 9.б следу-

е т , что оператор 1ЛИ|*­WJI* + M!|¿ ограничен ив /-/ в £ ", 

а значит его сопряженный оператор (М4!*)' ограничен 

(лемме 2 . 9 ) ив £ " ' в И . Отсюда, так как оператор (Ан)* 

ограничен ив И в £" , произведение ММЖ|/П*)' огра-

ничено иа с в L . 

Далее, так как Wl^xe Е" для и Л t а оператор 

непрерывен из £' в Н . т о (Л, и ([А*№* , ^) 

при л& ^ являются непрерывными функционалами от у е £ ' , 

причем для ^ е fí будет 



т . е . упомянутые функционалы совпадают на множестве Й , 

плотном в £' . Отсюда, согласно теореме о продолжении 

тождеств, следует, что 

(у, 1/П^>-4А"1±у, ч ) *яя всех и у* £' . ( 9 . 4 ) 

Так к а к , по определению сопряженного оператора, имеет 

место равенство 

(\А«\Ь*,!1)--(*АЛ'Щ4№',Щ)щи, всех я* Н ,уе£" 

которое остается верным, в частности, для всех у е Ь'' 9 

то в силу ( 9 . 4 ) для таких ^ имеем 

(*. * и в с е х И . 

Отсюда следует, что для всех ^ е £ ' Оудет 

так что оператор ([Л н |^)' является продолжением оператора 

|А|^ , действующего ие С в г| , на все прострвнст-
Г III 

во с 

Следовательно, оператор (А^* ({А4!*) ' является н е -

прерывным продолжением А оператора А=(А*)^ / А | * , о г р а -

ниченного иа £' в £ , на все пространство £"' . Значит 

где оператор ( М 4 1 М ' непрерывен ие £"' в И , в о п е -

ратор (А*)*' ограничен иа Я в £'' . Следовательно, 

оператор % ограничен иа в £ . Теорема доказана. 

Следствие 9 . 2 . Если пространство £ - рефлексивно, 

то 9[- А и оператор А представим в виде А 

где оператор ((А4!*1,)' ограничен из £ в И , а оператор 

М * 1 ] ^ ограничен ие Л в £ 
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Замечание 9 . 1 . Теми же рассуждениями, как при дока-

зательстве теоремы 9 , 6 , можно показать, что оператор А 

представим в виде: А И А К 1 \ А± , где А* = А? -lA.fi -

продолжение оператора ( А 4 ) * , непрерывное ив £ ' в И , 

а \АН1 * - сужение оператора (Л 4!*- на множество 

А*СЕ*) * ограниченное из А*-(Е')с Н в £ . Далее, 

рассуждая как при доказательстве теоремы 9.7 9 можно 

установить существование продолжения Я = [АН\* (СА"№)' 

оператора А , действующего из Ет в £" . При этом 

попутно получается равенство 

(*, У ) . где ^ И 9 Г Е * , ( 9 . 5 ) 

аналогичное равенству ( 9 . 4 ) . 

Кроме т о г о , в с л у ч а е , когда выполнено условие (Х[) , 

можно получить предложение, аналогичное теореме 9 . 5 . 

§ 1 0 . 0 квадратном корне из вполне непре-

рывного оператора и его продолжении 

I . В этом параграфе мы всюду будем предполагать, 

что пространство £ удовлетворяет условию С Х ) и что 

А - линейный оператор, действующий из пространства £ ' 

в пространство £ • 

Лемма 1 0 . 1 . £сли Л - 2Г^ааи^ШШйй_оде£атор_и§ ^ ' 

5 £ , с^^ни8 ж крторргр А* не^зрос^анс^вр И £ст& 

http://lA.fi
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Доказательство, Рассмотрим сначала билинейную форму 

64*гу) и покажем, что она непрерывна на топологическом 

произведении £ * £ ' # 

Пусть дано <£ >о . В силу ограниченности оператора 

А. , существует окрестность нудя ^ с £ т а к а я , что 

Ми) - ограниченное множество Е £ • Его поляра Ши)Г 

есть окрестность нуля в £ ' . Тогда топологическое 

произведение О * I №и)У есть окрестность нуля в £ ' * £ ' 

( [ З а ] , г л . 1, 5 8 , п . I ) , причем для всех пар 

из этой окрестности будет 

т . е . функционал (А*,у > непрерывен в точке ( 6 > , е £'* , 
з вследствие его билинейности и в любой точке б * . ^ е £''"£' 

. Точво так же доказывается непрерывность 

отображения (Ау, У ) пространства £ * £ в числовую 

ось К1 . Но в силу самосопряженности сужения А4 опе-

ратора А , для всех пар Ы^)еН*Н имеет место р а -

венство 

( Д * , ч > С х , Ау)*(Ау,*) 

т . е . непрерывные функционалы (А х, ц) • \Ау, х) с о в -

падают на множестве И * И , плотном в £ " ' * £ ' . С л е -

довательно, согласно теореме о продолжении тождеств з а -

ключаем, что равенство ( 1 0 . 1 ) имеет место для любых 

С*|Ч ) & Е* £ ' . Лемма доказана. 

Обозначим Ук) * (А-ж^х) - квадратичный функционал, 
с I 

определенный на С • 
Демма 1 0 . 2 . ШЯ1Ь^иШ£т-Ш°Ш-ШтЛ0Л*-&гт 

^иоиЫ Зы) = ^лл©/ < ^ , У ) = X А х 
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нала 

•Ь~>о ± 

В силу равенства ( 1 0 . 1 ) , отсюда следует, что 

а потому 

лемма доказана. 

1 0 . 2 . В дальнейшем будем дополнительно предполагать, 

что сужение А* оператора А есть вполне непрерывный 

оператор в Л и что он кзазиположителен, т . е . имеет 

счетное число положительных и конечное число отрицатель-

ных характеристических чисел. Тогда, как известно { ! ] ? ] , 

с т р . 2 4 9 ) , оператор А* представим в следующем виде 

где ^ < - собственные векторы оператора Ан , с о о т в е т -

ствующие характеристическим числам А*. и е*­ ^ " « ^ А*, 
причем Ц*1 ¿-1 А**,| . 

Так как оператор А действует из £ ' в £ , то 

значения его сужения Ан также принадлежат £ и, в 

силу равенства 

А. / I V ^ , 

Доказательство. Рассмотрим дифференциал Гато Функцио-
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собственные векторы ^ л оператора й н принадлежат £ • 

Отсюда, в свою очередь, следует, что значения опера-

торов 

А»*- Ъ-,%^-^< . ( 1 0 . 8 ) 

также принадлежат пространству Е • 

Введем еще обозначения 

< А л * , 0 - ( 1 0 . 4 , 

Лемма } 0 . з * Пусть А - рг^ан^ченный^оп^е^зр^з £' 

в " £ , сужение /Г которэ£о._£сть г вполне_иепрерывны! 

ч 0 такое 4 .что_дяя_всех и > к. при^люр^^иксировйНйдм 

i £' B t t f i L мест, р неравенства 

A , W * А , 4 | fxj A ?(,0 (10.5) 

Доказательство. Так как число отрицательных харак-

теристических чисел Aft конечно, то начиная с некото-

рого к- и. все Х к положительны. Значит, для п >• к* 
разность A w i t * ) " ^ * ) - ^ * * / ' У ^ положительна и для любо-

го at £' будет: 

Далее, для п. оперетор /1 - А „ ч , будет положитель-

ным оператором в Ц , поэтому для всех /в г/ имеем 

т . е . 

У*.,вО - 3 U) для всех я л л, и хе Ц ( 1 0 . б ) 

Сстается доказать, что последнее неравенство имеет мес-

то для любого £ ' . Допустим противное, т . е . что 

Для некоторого едементв £' имеет место равенство 
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%ь)~3„, ( х ^ < ( А - / Ц К , = - г г д е ^ о , п, > * с ( 1 0 . 7 ) 

Пусть У - произвольный элемент из £ ' и оиератор 

\ ь'А - А Ь | • Тогда ив ( 1 0 . 7 ) получаем: 

> >­1<й)111л., * . - * ) Ч ^ Ч ^ ­ ^ * > 1 ( , 0 " 8 ) 

Так как оператор § ь удовлетворяет условиям леммы 10.1» 

то, применяя равенство ( 1 0 . 1 ) , после умножения неравенст-

ва ( 1 0 . 8 ) не - 1 , получаем: 

£ * ) ( & „ , . « . , Х . - Л > + < ^ Ь , ^ ^ С ­ ^ > | ­ < 6 н , Х , Л ) * 

£ /< 6 „ л . , х-х. >| 4 К^х, х­^>/ ­ < 6 Ъ [ л, х ) ( 1 0 ж Э ) 

Ввиду т о г о , что б», х с е Е , выражение <( 6„( ^ , - ) 

есть линейный непрерывный функционал относительно 

л~х,е­ £ ' ; поэтому существует выпуклая симметричная 
окрестность нудя Ц±<- £ ' т а к а я , что 

|{6И 1ои, х - У с } | <• % для всех х~х, е Ц± , (10.10) 

далее, в силу ограниченности оператора $ь ^ Д - Д ц 

в £ , найдется окрестность нудя с £ такая, 

что множество Ь»{ (40 ограничено в £ . Отсюда с л е -

дует ограниченность множества (х0+Ц*,) с Е 9 так что 

его поляра (6^ 11у)0 есть окрестность нуля в £ ' 

Пусть х­х в е а = М и л . Тогда выпол-

няется неравенство ( 1 0 . 1 0 ) . Кроме того ь\( х е­ 6„,(х.< (4) 

и Х-Х. 6 £ ( & ь ( 0 ^ Ч о ) Г . откуда 
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Отсюда и И 8 неравенства ( 1 0 . 1 0 ) , учитывая неравенст 

во ( 1 0 . 9 ) , получаем 

I £ к л ­ * > 1 ±% <% -(к 
для всех У Е и. . Так как Н плотно в £ ' , в окрес 

тностн х. + и точки У о найдется елемент у, <= /•/ . Под 

ставляя в последнее неравенство ^ вместо У , полу-

чим: 

* * |; ­ { 0ц, ) » где У. е ^ и > ^ в . 

Но т о г д а , в силу неравенства ( 1 0 . 5 ) , будет (Ь*,,**, х±) * 
откуда 

ь ­ л > 
что невозможно. Лемма доказана . 

Лемма 1 0 . 4 . Пусть -4 - линееньй_2ГЕ§в_иченный_рперв-

тор__иа Е' в Е , сужени§ Ан кртррргр_есть_ьпрлне н е -

ЗЕЁРувНМЁ-ёЕВвй-Збй^ЗЕ^^ьный^операторов <Ч . Тогда. 

множеств2_^нкционало5 { ^ ^ ) / ^ ^ ь « 11Г.де и 0 такое, 

252 X* >о для £ >, к* ) ра в но ст е пе н но _^ епр ерьш £ о _ в_ка ж-

пой_точке Х€: Е' . 

Доказательство. Пусть дано £ > о и произвольный 

элемент £ £' • Для произвольно выбранного ^ , 

в силу ( 1 0 . 4 ) , имеем: и 

Ш х ) - А , Ь . ) 1 * 1 2 ^ * ^ • 

I ^6у.О .̂Уч*,Л-̂ >1 ^ М«, х + х.» < $ ^ У - Х ) 

Применяя неравенство Коши, отсюда получаем: 



п о -

Так как , то в силу неравенств ( 1 0 . 5 ) , имеем 

Далее, в силу тождеств 
3(л = < А(д * + - * - > Ь А * - Л О + 4 < 4 Г Х - А ) . х.> * 4 ^ 4 х 0 , х . ) 

и 

яме ем 

Из следствия 4 . 3 * и леммы 10.2 вытекает, что УЫ-**) 

есть непрерывный функционал от х - х в . Следовательно, 
выражение в фигурных скобках есть сумма конечного числа 
непрерывных функционалов от х - х с . Поэтому найдется 
окрестность нуля 4А±с Е 1 такая, что ц л я л ­ > . е ил выраже­

ние в фигурной скобке не превосходит ь . Остальные 
слагаемые первого множителя дают в сумме некоторое чис­

ло Ь\ . Второй множитель непрерывен относительно и.-лщ , 

ибо он является суммой конечного числа непрерывных функ­

ций. Поэтому найдется окрестность нуля Е' такая, 
что он не превосходит ••­ для всех х - х « * ^ . Тог­

да для всех х -X . е Ц. 0 имеем 
^ ( » ) ^ ( ф ( 6 * М ) * ' 7 = г * £ , * * * * 



.Лемма цок аза не. 
Лемма 1 0 . 5 . Пусть, А - ограниченный о п е р е т ь из £ ' 

в Е , сужение /}и котордго_есть_Еполне_н^пре^ывн 
к в а з и ^ п о л о ^ ^ е ^Ьй ^ . ш е ^ а ^ о ^ в И - 12ГД£_для_каждогд 

£ ' имеет_мест^_£авен:ст.В2 

Доказательство. Иэ леммы 10.3 следует, что для каж­

дого xtV чисяовея последовательность \ Ь) \ при 
и >, Ис монотонна и ограничена, а следовательно имеет 

предел. Обозначим этот Предел черев и покажем, 
что функционал непрерывен в произвольно выбранной 
точке Х0 * £ 

Пусть дано £ > о . для любого хе £' имеем: 
\Лы)-й%.)\* \*L*)'U)\+\W~X MUi^iu) -

В силу леммы 10.4 найдется окрестность нуля ' ( с 

такая, что для всех х е Х о + ' Ц и и > г и 0 имеет мес­

то неравенство 

Тогда для каждого X * & + ^ при ^ ^ н с будет 
£ + U (») - Л, Сл) I t| 

и, переходя к пределу при к , получаем 

Значит, функционал непрерывен на £ ' 
В силу следствия 4 . з ' и леммы 1 0 . 2 , функционал ЗЫ) 

также непрерывен на Е . джя х «• /У имеет место р а -

венство ­ k w t)v, 60 = т . е . ^tv) " J (*J . Так как H 
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плотно в £' , то отсюда, согласно теореие о продолже­

нии тождеств, имеем: £ ( * ) г 3 ( 0 для всех У е £' , т . е . 
З ц (*) г З и ) Дия каждого х е £' . 

Ъ> _> с — о 

Лемма доказана. 

1 0 . 3 . В дальнейшем мы будем дополнительно предпола­

г а т ь , что пространство £ бочечно и что оператор А 
вполне непрерывен из £' в £ . И з последнего предпо­

ложения и согласованности топологий пространств £ , И 
я £' следует, что сужение Л 4 есть вполне непрерывный 
оператор в Н . Также, как в п . 1 0 . 2 , предполагается 
квази положительность оператора 

Теорема 1 0 . 1 . Цусть £ - бочездре .пространство и 
4 - лйнейны2_впояне_^п]зе]3о1вный £ ' в £ , 

­ужение Ан которого_есть_квази_положщельн^ 

множества Ы.с £' имеет_м§сто_равенст§о 

Доказательство. Так как пространство £ бочечно, 
ю множество УЬ^1 бикомпактно в топологии 6 ^ £ ' ^ ( Г з б ] , 

г д . 1У, § 2 , теорема I ) . Далее, согласно лемме 10.2 и 
следствию 4 . 4 ^ , из полной непрерывности оператора А 

следует, что функционал УС*) непрерывен в топологии 
$СЕ',Ю ио отношению к множеству . Поэтому обрае 
^Стуу множества есть бикомпактное множество на 

числовой оси Я. 1 и, следовательно, функционал 3 (*) 
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достигает на множестве своих граней. 
В силу конечномерности операторов Л и , такими же 

рассуждениями можно показать, что функционалы Л, Ы) 

Г и = / , А ; ­ . ­ ) также слабо непрерывны по отношению к WI 
и достигают на Wi своих граней. Значит, 

WCOÍ liK*) ­ 3*(>и | существует при каждом h, 
В силу лемм 10.3 и 10.5» последовательность функцио­

ьалов { У», J монотонна и сходится к функционалу У в 
i иждой точке ¿t­ fal f причем в топологии 6Yt', мно­

жество Wl бикомпактно и функционалы 3 непрерывны 
по отношению к 9У1 . Поэтому, согласно теореме Дкни 
СП. 2 . 1 ) , последовательность l i сходится к 3 равно­

мерно на Ortt , т . е . 

ц 37*1 

Теорема доказана. 
Следствие 1 0 , 1 . Пусть выполнены условия теоремы 

10.1 . Тогда для каждого £ >о найдется и« т а к о е , что 
для всех л )> и. и у* tot будет иметь место неравенство 

где г г ь ­ любое натуральное число. 
Из теоремы 10.1 следует , что функционалы (А * х , х ) 

сходятся к <^Ах, х ) равномерно на всяком ограниченном 
множестве TtLc , ибо, согласно этой теореме, сходи­

мость равномерна на его выпуклой слабо замкнутой оболоч­

ке, частью которой является 'ЬХ . Пусть Tflt и tot¿ -

ограниченные множества из £ ' • Тогда ограничены также 
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множества ЭГ£^ и ЭГЬ^ , причем для х ь 
М.^ имеем: (А*1,%)---т;]_(К{^у)л*ц) - Ы-у), я-у >JJ 

откуда вытекает сходимость {(Аъ<х<у)\ к (Ах, у ) , р а в ­

номерная относительно Хе­ т± и у е-

Это означает, что последовательность элементов 
{ ^ у ^ е Е сходится к А У в топологии, индуцированной 

в £ сильной топологией / > ^ ' £') пространства £ ' , 
равномерно относительно * £ . в силу бочечности 
пространства £ , согласно лемме 8 . 1 , упомянутая топо­

логия совпадает с первоначальной топологией пространства 
£ . Значит, последовательность 1 4 ц Х ^ сходится в £ 

к Ах равномерно на всяком ограниченном множестве из 
т . е . ( с м . п . 2 . 3 ) последовательность операторов (А^ \ 

сходится к оператору А в смысле сильной топологии . 

пространства линейных операторов Л (Е ' £) 

В частности, если £ ­ банахово пространство, п о ­

лученный результат означает сходимость (4Ь\ к А по 
норме оператора. 

¡ 0 , 4 . Как известно из общей теории линейных операто­

ров в гильбертовом пространстве, главный корень квадрат-

ный ( 4 ч 3 я ' и з вполне непрерывного оператора Аи имеет 

следующее спектральное представление 

0 Г > д « 1 ! Ц ^ е * ^ , где **Н C I 0 . I I ) 
и является вполне непрерывным оператором в И ( Г 5 б ] , 

стр . 2 5 2 ) . 

http://CI0.II
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я 

где Уе­Н , а т и >^ ­ произвольные натуральные 
числа . 

Пусть х е­ 5 $ где Б= { х , Н\\ ± lj ­ единичный шар 
из Ц . Обозначим С^к.,х)= ^ . Тогда числовая пос­

ледовательность = ^ есть элемент единичного ша­

ра пространства , 
Действительно, применяя неравенство Бесселя, имеем: 

Пусть ?7 _̂ ­ выпуклое ограниченное слабо замкнутое 
множество из £ ' и £ £ дт1 , Применяя неравенство 
Коши, имеем: 

Лемма Ю . б . Пусть Е ­ бJ^ЧJgЧJJpe.J^лySpд^e^0ГJpe^ 
Д § Д О ё И § ~ ё л £ ^ п Р Р С ^ Щ Н С Т В Д Д _ у а о в л е г в о р я ю щ е е условию СХ) » 

£ » Л м £°^9Р^2£9-§££Ь_сашэсод^ 
иоложи^ельнуй^оаедатор^^в /­/ . 1ог^а__£яд_ХХ0л112_2^2М1~ 
25_5_1Р^222£5Ш­Ш?2£1ЕЁН^ТВА £ 5 ( Л * ^ , £а шоме^нр^на 
^а132М-2!!£9аи5§йй2¥­"ножеств§­иа Н » и С4*М есть^ли­

П§ЁМйВ>И§1фврывный_оаератор_из Н в £ 
Доказательство. Как было указано в начале п . 1 0 . 2 , 

собственные векторы ^< оператора Н принадлежат 
пространству Е . Следовательно, имеет место включения 
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4, 

А * 

В силу квази положительности л , существует 
такое, что для О и„ будет X*. > о , Поэтому, если 

Отсюда, в силу следствия 10.1» вытекает, что кнково 
бы ни было I >о , найдется натуральное > л с такое, 
что для всех ^ •> Л , 2 € т у г . и х е ^ имеет место 

неравенство 

! < / . , , . > . « I а>1 * £ 

Так как вместо ? Л можно взять любое ограниченное 
множество из £' , то последнее неравенство означает, 
что последовательность ^р*,** (*) \ из £ при * ~* 
сходится к нулю в сильной топологии уз Г £ ' ] (равно­

мерно относительно х е 3 ) , Ввиду т о г о , что пространст­

во £ бочечно, ©то означает сходимость в первоначальной 
топологии пространства £ (равномерно относительно 

Такой же результат получится, если вместо ^ взять 
произвольное ограниченное множество из И , Отсюда 
следует, что последовательность { ^ $ линейных непрерыв­
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ных операторов из Л в £ является последовательностью 
Коши в сильной топологии пространства £(Н, Е) . Соглас­

но лемме 3 . 2 , из т о г о , что Н бочечное, а Е ­ полупол­

ное пространство, вытекает, что и пространство Л(Н,Е) 

полупояно. Следовательно, последовательность {^ъ ^ с х о ­

дится в сильной топологии <£(Н) Е) к некоторому элемен­

ту Ъ^~С(Я>Е]. это означает, что (л) сходится к 
5 х в топологии пространства £ , равномерно на каждом 

ограниченном множестве из И . Отсюда, в силу согласован­

ности топологий £ и И » в частности, вытекает, что 
{^>*Ь) \ сходится к 5 х также в топологии пространства 

^ . Но, в силу равенства ( 1 0 . 1 1 ) , последовательность 
{ / « 0 0 А сходится в Я к (А4)4* X . Отсюда, в силу единст­

венности предела, для всех хьН имеем Ъх =(Ан)*-х 

Следовательно Ь и ряд (10.11) сходится к 

(Л*!^^ в топологии пространства Е , равномерно на 
каждом ограниченном множестве иа Я , причем СА")ъеЛ(Н,Е) 

Лемма доказана. 
Замечание 1 0 . I . Из доказательства леммы 10.б видно, 

что если Е ­ бвнахово пространство, то последователь­

ность операторов $ сходится по норме к оператору 

Лемма 1 0 . 7 . 8_условиях_леммы_10^^_опе2атор САН}^ 

Н ? £ О М ^ _ ш а р у 5^ пространства И 

Доказательство. Пусть дана выпуклая симметричная ок­

рестность нуля Ус Е . Так к а к , в силу леммы 1 0 . 6 , ряд 
(10.11) сходится в Е равномерно на каждом ограниченном 
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шюжестве из h¡ , то найдется i e такое , что для всех 
<€ 5¿ имеет место включение 

М ^ х ­ P N ( x ) = 2 f - % ^ ^ 1 - e £ С Ю . 1 2 ) 

Далее, J - 4 b R A N E ? ­ конечное, а значит и о г ­

раниченное множество из £ . Поэтому найдется ы > о 
такое, что 

jb"¡¡^" € для всех к= х , л , . ­ , и I j b W ^ . 

Возьмем окрестность нуля U с п в слабой топологии 
пространства Н , состоящую из всех х ь Ч таких, 
что 

Тогда для всех у с U имеем 

Отсюда и иа (10.12) следует, что для всех х е 

будет 
М х - МЧ^ х - J 4 (х) + р , » ^ ­ ^ 1 / 

Лемма доказана . 
Теорема i 0 . 2 . Пусть £ ­ бочечное_пдлупрлнре_пррст­

ранстуо г #ff^ffОРЯД^е?^уожовиу СХ) • I ­А ­ линейный 
^ 2 о л н ^ _ н е щ } Е Р Ы Е Н Ы ^ д п е £ а ^ Е 1 в £ , суж.ение_которо­

го Д и ес^ь_саш2сощ)яже,ннь^ 
з Н . |огда главный корень квадратный из_опера­

тора А н , B P f B g n g l l t f W f Т О В?¥ * 1 ° ' Ч Ь 4f a 9?$ff— 
вполне непсеоывно из И в £ 
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ч\4 ве И слабо бикомпактен. Так как оператор (Ач)*> , в 
силу леммы 1 0 . 7 , усилено непрерывен по отношению к 5 * , 
то образ (ЛМ^С<$Й . ) шара <S* есть бикомпактное мно­

жество. Таким образом, оиератор M 4 J * отображает ок­

рестность нуля ЗцС И в бикомпактное множество. Теоре­

ш доказана. 
1 0 . р . В предыдущем пункте мы выяснили, что оператор 

ftHJ^ непрерывен из Я в £ . Позтому для любых , 
£' имеет смысл выражение {(Аы)^л, ^ ) . Далее, так 

как j 3 h (JI) = 2 ^ = ^ f K ^к­ сходится в £ к (.А*я 

при каждом х tr Н , то для каждого х'е И и п о ­

следовательность <̂  |эъ (О, У ) ­ X fc£«/*Kl*«y> 

сходится к ((А )1х, у ) , т . е . имеет место равенство 

(№^.}):1Ь**$£Я><* , * . « , J . £ ' (10.13) 

Лемма 1 0 . 8 . Пусть А - оГ£ыни^екный_опе£атрр_из £ ' 
S £ • суж.ение_кото£огр /}н ооть_вполне_непрерывный 

1огдв_рпега|ор , O J J ^ e ^ ^ e H H y H ^ P A U E J I C T B G J I 

л5^ст1ует_из £' в /-/ | является;, оператором, соптэяжен­

пым.к оператору . 
Доказательство. Рассмотрим последовыельность 

^ . г д е £ ' . Так как ^ * е £ 

Доказательство. Как известно, шар в пространств­



и Е  с И , то ^ ( ^ ) б - Е с ц д Я Я каждого # е £ , 

Поэтому 

I ^ , ~ с е л * ­ ! £¡0 с») I Ч Г ? 1 ^ * • * ; 

Отсюда, для «л *> и. (где и е таково, что А* > о при 
к. > к, ) имеем 

Из леммы 10.5 следует, что для каждого ^ £ Е' по­

следовательность { ^ 1 ^ ) ^ есть последовательность Коши. 
Отсюда и из последнего равенства заключаем, что и 

С%) 1 является последовательностью Коши для каж­

дого у. е Б' . Так как Н ­ полное пространство, то 
отсюда следует, что ряд (10.14) сходится в пространстве 

И при каждом ^ € £' , аначит, его сумма / I х ц с у -

ществует для всех е- £' и принадлежит /7 

Далее, ив полученного результате вытекает равенство 

* -

ц л я в о в х ( е И £, ( 

< « 1 

из которого, в силу ( 1 0 . 1 3 ) г получаем 
( О Т 4 . * , ч"> №у) р где . к е ^ , £' . ( 1 0 . 1 5 ) 

Это означает, что оператор /4^ является сопряжен­

ным к оператору , т . е . 

(10.16) 
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Лемма доказана . 

Следствие 1 Q . 3 . Из равенства С 1 0 . 1 5 ) , в силу самосо-

пряженности оператора [А )*• в И и замечания 8 . 2 , еле' 

дует, что для всех л(<у с И имеет место равенство 

откуда получаем, что 

(A 4 J ¿ <y = Л * ^ для всех ч<= ¿/ 

Значит оператор А^ есть продолжение оператора ( п ч ) г 

на все пространство £ 

Замечание 1 0 . 2 . Если пространство £ бочечно и 

А - вполне непрерывный оператор И 8 £' в £ , то из 

следствия 10.1 и доказательства леммы 10.8 вытекает, что 

ряд (10.14) сходится равномерно на каждом ограниченном 

множестве ив £' . Поэтому последовательность операто-

ров ja i сходится к линейному непрерывному оператору 

Л^в сильной топологии пространства Л(£',М) , (В 

случае, когда £ - банахово пространство, это озна-

чает, что последовательность {j&„! } сходится к Аь по 

норме оператора). 

Теорема 1 Q . 3 . Цуоть £ - 6o4^4joe_nojyn^£Hoe_njoo-

^ P I W g g f f g . f m f f y W W ^ H у с » 9 Д « р ОС) и А - Ш £ 2 ­

f f f f lgff , непрерывный, yiftpaffiqy щщ, £' в £ , сужение 

которого A* f^Sfe-£Íi?2c^ílBS!®.ííS.yÍ-íÍ£'2.§S-li2S2Síi£S¿IeH.e2 
оп§ратрр_в Ц . %ог да, cyigg ству е т т о д о л ж е н иеиоператopa 

(Д ч ) t яВ25ЮЦ^еся_квази_ьполне_неп^ 

£ 8 £ ' в Н g_npeдетавимое,,рядом ¿ j Q . 1 4 j . 
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Доказательство. Из теоремы 10.2 следует, что оператор 

(А1*)*' ограничен из И в £ , а поэтому сопряженный 

к нему оператор М , в силу леммы 2 . 8 , непрерывен иэ 

£' в И . 

Далее, учитывая замечание 1 0 . 2 , теми же рассуждения-

ми, которые проводились при доказательстве леммы 1 0 . 7 , 

ложно доказать, что оператор А* усиленно непрерывен по 

отношению к всякому ограниченному множеству дЦсЕ1, как 

:>ыло упомянуто при доказательстве теоремы 1 0 . 1 , такое 

множество относительно бикомпактно в топологии 6(£',£), 

Отсюда и ив усиленной непрерывности оператора А<> с л е -

дует, что образ всякого ограниченного множества 

ЪПС£' относительно бикомпактен в Н . Согласно 
определению 2 . 1 5 , это означает, что непрерывный оператор 

А^ является квази вполне непрерывным из £' в И 

Теорема, доказана. 

1 0 . 6 . Легко видеть, что все рассуждения и результа-

ты, содержащиеся в п . п , 10.4 и 10.5 сохраняются, если 

всюду вместо оператора (А 4 ] - *- рассматривать положитель-

ный квадратный корень из абсолютного значения оператора 

А и , т . е . оператор 

В силу этого имеют место следующие предложение: 

Теорема 1 0 . 2 * . Иусть_выполнены_услдвид_теоремь1_ Ю_,2 . 

?огдалположитедьа; ы{1 вереек квадратный \АЦ\* й8_аосолют-

ног о значения оператора 4 П ^Вствуе^_вполне_непрерыв-



Теорема 1 0 . 3 * . Пусть^выполнепы^условия_терремы_10_.2 

Тогда_существует,продолжение \t^\i оператора \Л*\Ь , 

5 3 М 5 Ш § с Л ^ Д х 1 ь ^ 2 Р 2 Ы а - 2 2 2 Р 3 2 е 2 Й Ь 1 М _ к (А Ч * (W £) и_квв-

gffi­..lfffWP 1 P^P^PWPPW £' £ Н . Э<то_продолжени§ 

^Р^££Тавимо_в_виде 

Из теорем I Q . 2 , Ю . З , 10.2^ и J 0 . S * следует, что 

произведения (4HJ* Ш*- и вполне непрерывны 

из £' в £ . Отсюда, из т о г о , что А А 

на множестве И , плотном в £ , и из т о г о , что 

^ ­ ( U W и М^ЧМ4!^' вытекает следующая 

Теорема I 0 . 4 . П^сть_выполнену -усл2Вия_тесре . 

l2FJje_2£epaTop 4 3£?^1авим_в_виде_произвеп^ний: 

£SS.2S5EISfiBÖ ( A M J ^ и впрлне_н§прерьшны_из Н 

2 £ f а ̂ операторы Ml*= ' и /\i> ?((/\ч)£ ) ' квази 

впоя-ее,непрерывны, ие £ ' в ^ . 

Отметим, что если £ есть пространство (при-

мер или пространство фреше (определение 3 . 1 I ) , то 

в силу замечания в конце § 2 , операторы А^ и |Д1^ 

также вполне непрерывны из £ ' в Я 
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Г Л А В А !У 

ВОПРОСЫ ВАРИАЦИОННО* ТЕОРИИ ЦЕЛИНЕ'MU УрАаНКНми g 
В настоящей главе результаты второй и третьей глав 

применяется к доказательству теорем существования реше­

ний нелинейного уравнения и собственных Б Е К Т О Р О В нели­

нейного оператора определенного вида (cp.foo'J). Полу­

ченные общие предложения применяются к изучению конкрет­

ного нелинейного уравнения. 

§ 1 1 . О функционалах в гильбертовом пространстве 
В дальнейшем будут использованы некоторые понятия 

и предложения для гильбертова пространства, содержащие­

ся в [ 56] . 
Определение I I . 1 . Пусть на гильбертовом пространст­

ве И задан функционал ^ . Если существует откры­

тый шар 5̂ = {mU, Ш ¿1} такой, что во всех точках 
его границы ^-{xtH, llxll­ имеет место неравенство 

у^Ы) > ^ , где v / e ­ какая нибудь точка ив 
5ц_ , то говорят, что ф у н к ц и о н а л ^ 

о б л а д а е т "и ­ с в о й с т в о м . 
Определение 1 1 . 2 . Точка х„е­ Ц называется критичес­

кой точкой функционала , заданного в И , если 

Теорема 1 1 . 1 . 1 Х § ^ ^ _ ^ 2 £ ё М а _ 9 л £ 2 л _ Ц у с т ь _ н а _ г и л ь ­

о§^товд^п£ост^анст^$ )­} й ^ ^ ^ ^ ^ й Я - ^ е ^ ^ Ш ^ к ^ ^ Я г 

существует 
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у е­ И . Т2Г.З§х_§сли_&У к у п о н а л, ^ обладает »ч ­

с в о й с т в о м А _ т о _ с у щ е е Т Е У Е Т _ п о ^ 

^ § . 5 - 2 2 М £ . э ? . с т О _ Ф У Н К Ц ^ О Н _ ^ а , 

Теорема 11 .г. ( £ о С ^ - А ^ ^ 9 ^ м а . 9 л 4 1 ^ ^ ^ к - й а . г и л ь -

бе^^овом^простщнств^ И зъшп^^е^иениы&^хнядкд-

нал ^ , имеющий^л^не^ные Гато_пе£врго 

* 0 , (х,^,я ^ уцовлетворяет_не]2йвенству 

где. у . (-Ц - недтрицательная^непрерывная 

для т >•() И ^ ^ ) г + < = ~ ^ , 

12Е5§_2У^ествует_пд_меньшей_мере 

123Ца^1й5ЫИонала ^ 

Определение 1 1 , 3 , Пусть ^ - оператор, действующий 

В локально выпуклом пространстве £ , такой, что Р№)=6 

Тогда, если существует число у о и вектор х в 4 & т а -

кие, что Р(хв)« х 0 , то х с называется с о б с -

т в е н н ы м в е к т о р о м о п е р а т о р а Р , 

о т в е ч а ю щ и м с о б с т в е н н о м у З Н А -

ч е н и ю , 

Теорема 1 1 . 3 . 1 к ^ ^ А - ^ Ё 2 Р ^ а _ ] . О д 1 2 л _ Ц у с т ь _ Б С _ в с § м 

Ё§^§22ёёйй2М-.£1?^2^'£2^М«УР2Я^^^155 И задан^слабо 

^еквенщш&ьно |й§прерывный_функционал ^ , градиент 

которого р цраитивенл_т_.5. (РЫ), х)~ ^), х) >о 

1Ы1 > о . ургд,а .оператор р ^меет.соо^венные 
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1 1 . 2 . Здесь мы докажем два предложения о слабой не­

прерывности функционала специального вида. 
Лемма 1 Ы . Пусть_выполнены_следующие_условия 
1) Брчечное_полуполное^д£ост^ £ уцовлетво­

25§И_12£212£ (X) 

2) А ­ линейный_впрлне_непрерывны^ £ ' 
в £ , сужение_котррого Ан есть_самрсрпряженный_ква­

вИ_2252£Н125Ьный_рперато^__в И . 
Б) I ­ $ункцирналд_определенный_на £ и_непрерыв­

вый_др_ртндщещ2|о_к_каждрму_^ £ ­» 
^огда^ункцирнад 1 ((А4)^ У) , где [А4)^ ­ главный 

«ор^ь^кваддатйый^^з.опера^рра Ан , слабр_непрерывен 
по_ртнощен ию_к_каждом^_ша^у_П£ОС^ И 

Доказательство» Пусть 5^­ шар из И . В силу теоре­

мы 1 0 . 2 , оператор [А*)*' отображает его в относительно 
бикомпактное,а эначит и ограниченное множество с £ . 

Пусть задано £*>о и точка ^ с­ ^ . Тогда <Ло-

=Й*)^в е . В силу условия 3) данной теоремы, сущест­

вует окрестность нуля Не £ такая, что для всех 
Ц*(у*М)ПЪ/1 будет \^)-^С^)\^ Е_ . Далее, в силу 

леммы 10.7 существует окрестность нуля V пространства 
И , наделенного слабой топологией, такая, что И8 
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условие 3) леммы выполняется, в честности, если 
функционал >j- является потенциалом непрерывного или 
К Е А В И ограниченного потенциального оператора из £ в £ ' . 

Лемма 1 1 . 2 . Ц^22к^ШЦ2^и.^^^2йёМ^^^1Я.й.'1^!^: 

О Пространство £ ^2^Ш1^9Ш^.-.2.^.ШШ^ (X) • 
2) А ­ £инейный_нenрерывный £ ' в £ , 

при чем. опера торы /!j и \А* I имеют_пррцолжениял_огра­

ниченные.ив Е ' в £ . 
3) Функционал у. , определен£ый_на £ " cjia бр_вепре­

рьшен ­по_отношению_к_кажаому ­ ­ограниченному множеству,из Е" 

^огда.функционал >f(fA4ftx) , где ( 4 * J ^ - главный 
!1^ё.1!£й2Нёй_ко£ень_из , слабо_непре^ьщен_по_отношен 
^_^Ё132М1_ш&Е^_2£ост2а_нства Н 

Доказательство. Пусть S R ­ шар из Н . В силу теоре­

мы 9.6 (см. доказательство*/) оператор [Анотображает 
его в ограниченное множество Шс £" . 

Пусть даны £ >о и с S*. . Тогда у*±[Ач)1^£ dfi , 

В силу условия 3) данной теоремы существует окрестность 
нуля U. пространства В' f наделенного слабой тополо­

гией т а к а я , что для всех у * (у» * и )/) <ftfo имеет 
место неравенство \ >fLy) ~^Ly.)\i & , Из ограниченнос­

ти оператора ( А 4 ] * ' следует его непрерывность, а значит 
(см. п . 2 . 5 ) и слабая непрерывность по отношению к шару 

.. Поэтому найдется окрестность нуля V пространства 
Формулировка теоремы 9.6 содержит требование квави бо­
чечности £ , однако доказательство того факта, кото­
рый здесь испольэуется, не нуждается в этом требовании. 
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Й , нацеленного слабой топологией, такая, что из 
/«•(Л* Л П Ь * следует , а п о ­

тому . Лемма доказана. 
Замечание 11 . 2 . В силу леммы 4 . 4 * , условие 3) леммы 

11.2 выполняется, в частности, если функционал у явля­

ется потенциалом^бикомпактного оператора из Ь в с 

к пространство Е' КЕВЗИ бочечно. 

| I . 3 . Отметим еще следующее предложение, которое мы 
используем в дальнейшем. 

Лемма I 1 . 3 . Пусть_шполнены_условия_Х)_и 

действует ий­ В в £ ' 1с^ответственно д _и§ £" в £ ' ) . 
Ь г д а 

УЬСЬО/ / ( М " ^ ^ « / 1 * ^ ( Й " ^ Х ) ( И Л ) 

Доказательство. Пусть <*<^£ М , Положим (А*№ х = 

(/\*)*у;к* Тогда, в силу леммы 10.6 (соответственно, 
теоремы 9 . 6 + ^ ) , <и, к е Е. (соответственно, <*,ке £" ) . 

Рассмотрим дифференциал Гато функционала у {(Ан)+ % ] : 

Воспользуемся равенством ( 1 0 . 1 5 ) , которое имеет место 
при выполнении условий 1) и 2 ) леммы 1 1 . 1 . Такое же ра ­

венство при условиях I ) и 2) леммы 11.2 имеет место в 
силу раввенства ( 9 . 5 ) . Следовительно, 

^ С м . сноску на с т р . 135. 
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<'Г«»*ММ»Му > - ( A * r c « * M i O , 
откуда, согласно определению градиента, получаем равенст­

во ( 1 1 . 1 ) . Лемма дока за на . 

§ 12. Теоремы существования решений и 
собственных векторов 

12.1 . Теорема 12.1 . и1^г£к^Ы^2Ш^'а^йЁ&1'£¥й§-12^2^^: 

1) ьочечное^по^уаолное^ирос £ ^S22£§2S2E5§S 
условию CXJ * 

2) J¿ и н е йный я опе о ад ор А вполне^уеп^эрывен^и^ £ ' 
в £ , причем яего, сужение есть, самосопряженными 

положительный^операторов И . 

Ь) Quератор, £ ­ ^иаА -j- л,ейструет_из В в В' , 
2ШН1Ш-512-й£££*Ш1£££ У н§прерьшен, др^ отношению. к . к , а Ж Д Д -

му 1огради^еврому, множеству из £ и_уд_ов летворяет_нера­

венству 

£5S CL¿ V¿ ( \¿ ­ наименьщее_характерис^иче 
оператора Л н ) , i и с­ ­ произвольные_вещественные_ч ис ­

л.э__ 6J о ¿ оС ¿- 4, , 
12£3§_2^§§с?вует_по_меньшей_мере__о 

кения 

у*АР(#) ( 1 2 . 2 ) 

принадлежащее £ 
Доказательство. Рассмотрим функционал 

у*)* (х,х) - Л f((A4)*>x) , л * ( 1 2 . 3 ) 

В силу леммы 1.11, функционал ¿j.iWfix ) слабо непреры­

вен, а значит и слабо секвенциально непрерывен (определе­



ние 2.29) по отношению к каждому шару . 5 ^ с/­/ . ^роме т о ­

г о , как известно (Гбб .]стр. 101), функционал С * ,>0=Ы1* ' 

слабо секвенциально полунепрерывен снизу (определение 
2 .31) в шаре «5^ . Следовательно, функционал «Л елв­

оо секвенциально п о л у н е п р е р ы в е н снизу в к а ж д о м шаре ¿4. 

пространства И . 

Далее, полагая м ­­ ( А н ) * х , где (у* Е) . в 

силу ( 1 2 . 1 ) , получаем 

Гак как (А*!)^ есть самосопряженный оператор в ^ и 
( Я ^ £ с Н , то 

откуда 

а поэтому 
* 

Й 8 полученного неравенства видно, что на границе доста­

точно большого шара иэ Н значения функционала ^ будут 
Зольше сколь угодно большого заданного числа, т . е . функ­

ционал с| обладает «ч, ­ свойством (определение 1 1 . 1 ) , 
Отсюда и из слабой секвенциальной полунепрерывности 

сниэу функционала ^ , согласно теореме 1 1 . 1 , следует 
существование точки Л с И такой, что 
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Гак как уи*М Ы,*)- Лл , т о , в силу равенства ( I I . ! ) , 
имеем 

Так как А** ­ положительный оператор, то \АЧ\^ = ( А * ] А . 

Поэтому, в силу теоремы 1 0 . 4 , имеем (/\ч№ - А и, 
следовательно, 

Замечание 1 2 . I . Если выполнены условия теоремы 1.12, 
то уравнение 

при любом X > о 
Замечание 1 2 . 2 . Испольэуя теоремы 9 . 1 , 9.2 и леммы 

1 1 . 2 , 11.3 и учитывая, что Е п с И (лемма 3 . 1 ) , теми же 

рассуждениями, как при доказательстве теоремы 1 2 . 1 , полу­

чаем следующее предложение: 
Теорема 1 2 . 1 ^ . Дусть_выполнены_следующие_условия: 
1) ^а^и^оочечное.п^остранство В удовлетворяет 

условию ОС) • 

2 ) линейный оператор А рг^аниден.иа Е' в Е , 
Щчем_е£о_сужениз А н воть.самосопряж нный_положитель­

­У2_оп£ратрр_в ^ 
3) ^ 4- 5§йст]вует_и§ Е" в Е' , 

^ Ё И Ч Е М . Е Г О . П Р Т Е Н П ^ А Л _ ^ _ С Л А Б О _ Н Е П 

у.- > А 

имеет решение, если о± X, а если а ­ о то 
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£Ъ11±9Ш-2£ЕШШШ29}№-)*391££1Ш-$2 *~ ^удовлетворяет 
неравенст§у 

¿ 1 ^ ) - ' % * Е " ( 1 2 . 1 1 ) 
где а1| ^ н1и ^ , в б , с и ^ имеют_тот_же_сиысл, 

12£Д§„5уш^ствует_по_меньа]ей_ 

нения. ^' А-Р(^) $ принадлежащее £ . 
Теорема 1 2 . 2 . Пусть_выпол^ены_условия^ 

Ш£$1-М£2ШШ-№№ё2£йи%ъ.й-.11*12 $ Удовлетво­

ряющий _неравенетву: 

где а имеет_тот_же_смысл д_чтр_и_в_тео2ем 
уравнение 

у-
имеет_по_м^нь1Юй_мере_одн^ £ 

Доказательство. Дуе.ть р = ^АОЯ/ / . Рассмотрим_функ­

ционал 
^ * ) г Я / , и (12 .з) 

для произвольного имеем (А 4 )*А е £ . Поэтому 

Далее, для произвольного ^е­Н имеем £" , так 
что 

где № . * е 
Отсюда и ив неравенства ( 1 2 . 4 ) , где достаточно рассматри­

вать лишь неотрицательные а , при получаем 
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Таким образом, функционал \& удовлетворяет условиям 
теоремы I I . 2 , если в качестве ^(Ц взять (У = 4/(4' % )£ 
Следовательно, существует ^ 0 £ ^ т а к о е , что 

^ М - (Р 

Отсюда так же, как при доказательстве теоремы 12.1 полу­

чаем, что вектор = ( ^ ] ^ 0 с £ удовлетворяет данному урав­

нению. Теорема доказана. 
Отметим, что в отношении доказанной теоремы справед­

ливо замечание 1 2 . 1 . 
Замечание 1 2 . 5 . Используя теоремы 9 . 1 , 9.2 и лемму 

11.3 и учитывая, что Е"сН , теми же рассуждениями, как 
при доказательстве теоремы 1 2 . 2 , устанавливается 

Теорема 1 2 . 2 ^ . Пусть_выполнены_условия^ 
^^1^л1^М2^кл^Ш.11§2л-ио.^Ш^^Ш^^ ? (Е ~> £') имеет 
ЩЩ.9ЙНИЕ, ДДФФФРИУиа*, У | Т О (у, е- £ ' , удов.яетв.дряю­

Ш^.нерввенству 

12£М­^ЁёМани§ ^ = А­ Г имеет_по_меньшей мере 
2 3 Щ) «Р§ ше н и е а прин а д л е жа щ е е £ ­% 

Теорема 1 2 . 3 . Пусть_выполнены_следующие_ус 
1) Боч§чное_аолуполнре_простр^н^ Е удрвлетво­

25 ет условию (X) • 
2 ) Линейный_рператор Д вполне_непрерь1вен_и§ £ в 

£' » причем_егр_сужение Ал бсть_сымосрпряженный_и_квв­
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3) 0221Ш12Е F(y)TfbAd fty) я,ъш1Ш.9!-Ш £ в £ ' . 
щ]таем_его_пдтенциал ^ нещэе^увен_по J D T H G M ^ 

мУ­2£Е5£^2£Н2М1_Ма21§211.Х_из £ и^уцовлетворяет.не^а­

венству 
fä) **>ty\l)+ <$е£, (12 .5) 

где о. А, [ X , ­ нвибольшее_положите 
чес^ое_ч,ис.л^)_рп^раторв ) » € и с ­ произвольные 
отрив^тельные_чис ла_и о ^ ^ ^ 4, . Тогдв_сущес£вует_пр 

мень^ей_мере_рдн^)^еш^н^ 

принадлежащее £ 
Доказательство. Пусть ­ собственное подпростран­

ство оператора А* , соответствующее его положительным 
собственным числам. По условию теоремы пространство HL , 

конечномерно. 
Пусть Р £ ­ оператор проектирования из И на подпро­

странство И 4 , а ­ оператор проектирования из И на 
подпространство - И © ^ . Тогда для любого * е W 
имеем: i = •» х . В силу леммы I 1 . I , функционал 

н$ х) слабо непрерывен по отношению к любому шару 
из Н . Кроме т о г о , функционал 11^x11 ­ l\P,xll^ слабо 
секвенциально полунепрерывен сниэу в любом шаре ив И 

(см. [56] , с т р . И б ) . Следовательно, функционал 
* } Ы * X^V^)^?^ÜK 'lP,xi\ **Н, ( J 2 . 6 ) 

слабо секвенциально полунепрерывен снизу в к аждом шаре 
из И . 



Далее, из неравенства ( 1 2 . 5 ) следует, что 
>j<*) *ltW)*x№< * ^ ­ / / М Л ( 1 2 . 7 ) 

Но 

поэтому 

Пусть y< i ­ наименьшее по абсолютной величине харак­

теристическое число оператора А" . Тогда (СА^)\,(/4ч)*х)= 
) ^ Ы 4 . Отсюда и из неравенств ( 1 2 . 7 ) и (12^8) 

получаем: 

откуда видно, что функционал ^ обладает «п. ­ свой­

ством (определение I I . I ) . Следовательно, в силу теоремы 
П . 1 , существует по меньшей мере одна точка л в е ц . т а ­

кая , что 

или —— 

Применяя к обеим частям полученного равенства опера­

тор [А*^ (Я­­» , имеем 
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Отсюда, полагая £ = , в силу неравенства ( 1 2 . 1 0 ) , имеем 

В силу теоремы 1 0 . 4 , имеем 1,4*1*­А*'= А . Кроме того 

а так как С « )* Р, = (К1 )±, № I* РА - И". I* № I 1 Р. ' Р * - " , 

то 

Следовательно из (12 .9) получаем 

где Ч* = (Ак)<\^ е £ . Теорема доказана. 
Теорема 12.4 . Ц у с у ь ^ ы р о л н е н ы , у с л о в и я , г в \ ) - И , ^ ) Г т е о р | ­

И Ц ^ У Т я * | §РТИЕ _ И Ф Ф § Р № И И т Й ? 9 %) Р (х, » удов лет в о ­

ряющий, неравенству 
< ^ ^ , ­ 0 , 5> * £ А, ( ¿ , 3 ) , (12.10) 

где. \ 1 имеет_тот_же_смысл х _чтр_и_в_теор 
уравнение 

Ш§§5_02_м§йьшей_мере_ддно_решени Г . 
Доказательство . Пусть £ « дллс( у . Рассмотрим снова 

функционал ^ , определенный равенством ( 1 2 . 6 ) . для 

него имеем: 
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"^Отсюда следует, что ¿7*0̂  = «9 . Д Е Й С Т В И Т Е Л Ь Н О , для 
произвольного у е £ 

¿4^}. ^ ^ % ^ Ь 4 ^ ) ­ 89^. ^ ­ > о 
при 4 >о . Следовательно, А Р А С Т Е Т вдоль любого лу­
ч а , выходящегося из нуля, т . е . функционал У имеет 
минимум в точке <о . Поэтому ^Ц(^) _ о и для любого Ае£ 

откуда, ввиду произвольности выбора ^ , имеем Р7б>> £ 

Так как отсюда 

Следовательно, в силу теоремы 11.2 существует Л е И 

Х Й К О Е . Ч Т О 

Отсюда так же, как при доказательстве теоремы 1 2 . 3 , п о ­

лучаем 

где (А 4)**, Е £ . Теорема Д О К А З А Н А . 

1 2 . 2 . Теорема 12»5. Пусть_шпдлнены_следующие_усло­

В И Я : 

условию (_Х) . 
2) Линейный.оператор Д вцря Н Е _ Н Е П Р Е РЫ.в е Н _ И з £ ' В 

- » П Р И Ч Е М _ Е Г О _ С У Ж Е Н ие. Д н Е ^ ^ Е - ^ А М О С Р П Г Э Т Ж Ш Н Ы И О И ^ п о ­

Д О Ж И ^ ё й в н у й ^ Р П Е Р А Т О Р О В Н . 

3) Оператор Г г ^АЛО/ у. Д Е Й С Т В У Е Т _ И З £ 2 £ * 

^ _ П 2 М £ и в е н А _ Т _ . Е . ( Р(у), у ) > о {1Ш у 4 6> • 

4) Ф У Н К Р И Р Н А Л ^ й§2Р§РкШё2_02­.22112ш§аи|2­^­^5.?52~ 
£5* «£££3 н ич^н н О М У _ м ноже С Т Е У _ из £ 
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Тог да 4 какова _ бы _ ни бы да сфера Ц пространст­

ва Ц , на_ней_найдется_пр_меньш 

£2*5-225Е§122Р5 Л Р I соответств^щим_пояожительн 
ственнрм^^значению ^ ­ • 

Доказательство. В силу леммы 1 1 . 1 , функционал у.(САн)+*) 

слабо секвенциально непрерывен по отношению к каждому 
шару пространства «4 

Пусть И0 ­ подпространство нулей оператора /\и , 
а И © /•{, . Для л Hd при я 4 & будет 

О Г ^ х Ы С А Ч ^ , (АН)ЬХ) >0 , значит О Н * х + О . Сле­

довательно, для х е- Ц в силу ( 1 1 . 1 ) имеем: 

т . е . ^ - О С / Д/Н**)есть позитивный градиент слабо 
секвенциально непрерывного функционала. Согласно теореме 
11.3 оператор ф(*) тлеет в /­̂  собственные векторы с 
любой нормой, отвечающие положительным собственным значе­

ниям, т . е . при любом Я >о будет 

/к Ч ­ Ф(Ч) 
или 

ЛЧ'^РШ^Ч) • г Д е ^ € 9 < М ­ *» (12.11) 
откуда 

> *И * « И Н ) Ч ) , ^ - < № * } ^ ) , 0 Г ) Ч ) > с (12.12) 
Применяя к обоим частям равенства (12.11) оператор 

(УР]*- = 1АМ1^ и учитывая, ч т о , в силу теоремы 10.4 , 
1АИ1* А^ = А , получаем 
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Отсюда и из ( 1 2 . 1 2 ) , имеем 

где ^ г (А* 1*-^ е £ . Теорема доказана. 

§ 13. П р и м е р ы 

1 3 . 1 . Пусть X " 1 и Ч 1 - конечномерные эвклидовы про-

странства, а X и ^ с У - бикомпактные множества. 

Пусть, далее, - вещественная бесконечно диффе -

ренцируемая функция на У 4 , носитель которой содер-

жится в топологическом произведении ю Л < и) у . 

Рассмотрим линейный оператор 

ДТ - . Т > ( 1 3 . 1 ) 

определенный для всех Т е , винчения которого при-

надлежат ( [ 2 6 6 ] , [ 2 9 ] ) . 

Лемма 1 3 . 1 . Оператор /) , опрел^ленный^авенстврм 

( 1 ) 1 вполне,непрерывен на в Й ю , 

Доказательство. Заметим сначала, что оператор А не-

прерывен из ' ф ' ю в 9 с о х .Действительно, пусть дана 

окрестность нуля \Aijt,£)*с £ ) ц 5 х ( с м . пример 3 . 1 ) . Рассмот-

рим множество Й к з , , состоящее из функций 
с 

При каждом р~ о, 1,А,, ••• , множество значений функций 

^р.х ^ ) ограничено в совокупности, т . е . существует 

число Н р т а к о е , что К р . ^ Н » ? К * М Р , ибо 

функции Й х
р ^ (л, ц) непрерывны вместе со всеми своими 

производными на иО . Но тогда 

file:///Aijt
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Точно так же можно установить, что для каждого натураль-

ного <̂  : 

откуда следует, что множество ^ ограничено в . 

(Примеры 1.1 и 3 . 1 ) . Тогда множество \^ я £ 6 * , где 

61 - поляра множества 5 » есть окрестность нуля 

в причем для всех Те \/Л имеем \{%^ , ~ ) \ -

= 1 Н ? , У ^ ) . Т>\ ± £. Дяя , т . е . Л Т е и С ^ . ь ) . 
Рассмотрим, теперь, билинейный функционал (АТ, $ )? 

где Т с , Б €: ЗДр„« Пусть 5 пробегает проиввояь-

ное ограниченное множество £> с £)!^х . Тогда, в силу реф-

лексивности пространства й ю х , поляра 5* множества Б 
есть окрестность нуля в и, в силу непрерывности 

оператора А , найдется окрестность нуля \/с такая, 

что иэ ' с V следует А Т с 5 ° . Значит, для всех Т« V/ 

и 5« б имеет место неравенство \{АТ} 3 ){ + I , т . е . , 

когда S пробегает 5 » отображения Т - ^ д Т , Ь ) 

образуют равностепенно непрерывное множество. Так как 

кроме того при каждом 1 £ Я)^ билинейный функционал 

) непрерывен относительно 5 , а ^ ь о х и й<*^ 
являются рефлексивными пространствами Фреше, т о , с о г л а с -

но лемме 3 . 3 , билинейный функционал (АТ, 5 ) непрерывен 

на ЙЛг> х ^О^ по совокупности аргументов. Следовательно, 

найдутся окрестности нуля ^ в с и и/0 с такие, 

что для I е и $ е и/0 имеет место КАТ, 5)1 
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8то значит, что для всех Т е \/в имеет место включение 

АТе (М0)° , т . е . оператор А отображает окрестность 

нуля 1/0 с в ограниченное (в силу следствия 2.1 и реф-

лексивности Ф и 5 х ) множество (\л/0 ) 0 , Так как ограничен-

ное множество ив Ф ^ относительно бикомпактно ( Г2ба] ) , 

то это овначает полную непрерывность оператора А 

Лемма дока эа на . 

1 3 . 2 . Для дальнейшего напомним некоторые понятия и 

предложения ив [ 5 б ] . 

Пусть Ъ - измеримое множество конечной меры 5 -

верного эвклидова пространства и $(и*1ил,, • •, и * , *) 

действительная пункция, заданная для х с 6 и 

* С- . «• 

Определение 1 3 . 1 . ( Г 5 б ] , о п р . 1 8 . 2 ) . Говорят, что 

йЫ^лщ, •• •, ®С^Ь (И) - ф у н к ц и я , если она 

непрерывна по совокупности 0 й *, / и * ) почти при каж-

дом значении уе 6 и измерима по у при фиксирован-

ных е& /̂и.̂ ..., и»), ^ ^ - - , + ^ , 

Определение 1 3 . 2 . ( Г 5 б ] , опр. 1 8 . 3 ) . Говорят, что 

Функция ^ и * , к*, •••, и * обладает у с и л е н н ы м 

(С) - с в о й с т в о м , если, каково бы ни было ^ >о , 

найдется такое замкнутое множество Рс 5 » мера которого 

больше ™м ц_ , что на топологическом произведении 

множества Р и - мерного эвклидова пространства перш» 

менных ("*( . . . } ц.ь) функция ^ Сщ, . . . , к.*, непре-

рывна по совокупности всех аргументов . 

Теорема 1 3 . 1 . ^1йй1^.1^ л -1212x^2^ 
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функции & ( ь л , <л^ ... , и „ , л ) была (й ] ­ функцией_необхо­

^РШО_и_дрстаточно А _чтоо^_дн^ (с) ­

свойством. 
(Й) ­ функция ^(и1^и<1 ... , порождает опе­

ратор "¿1 , посредством равенства 

В связи с изучением нелинейных уравнений данный опе­

ратор был впервые исследован в работах В . В . Немыцкого 

Дальнейшее исследование этого оператора было прове­

дено в работах М.М. Вайнберга и других авторов ( с м . [ 5 6 ] , 
где указана библиография). Следуя М.М. Вайнбергу, мы бу­

дем оператор к называть оператором В . В . Немыцкого. 
Нес будет интересовать вопрос о действии оператора Л, 

из пространства бесконечно дифференцируемых финитных 
Функций в пространство суммируемых функций. С этой целью 
мы воспользуемся следующим предложением, установленным 
И.В. Шрагиным 127] : 

Пусть множество 5 бикомпактно. 
Теорема 13.2. ^ля_тдгол^чтоб^_оператор^^емыц^ого 

Ли » > . . . ! иьСу),ц) 5ё^^ёЖЁ«_^§_пррстренства_незре­

Ш1Ных_векторфункцип С И 4 ( СЬ) ё^Ростран,ствр_с^ммируемых 
пункций ЕОЬ) нео0ходимр_и. достаточно^, ч^обы, функция 

ч на о при_любом С< > о 

Я В Л Я Ю Т С Я (Н) - Ф У Н К Ц И Я М И Д Л Я у <? и? ^ И и ,̂ € С­ = - < = Э , . * л ) 

и= М / . и. и удовлетворяют условию 
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иЛ)...,ьп,2)\--<р,(ц)* и^), ( 1 3 . 2 ) 

где - бикомпактное множество I - мерного простран-

ства У 1 , ос - произвольное число и и,** 6,1,*,,..., к. 

Пусть, далее, м(ч) - бесконечно дифференцируемая 

Функция с носителем, содержащимся в иЭу , и число 

всех ее честных произзодных по у*.; до поряд -

ка Ж включительно. Тогда, в силу условия ( 1 3 . 2 ) и с о -

гласно теореме 1 3 . 2 , функции 

суммируемы по у на ^ и, следовательно, их производные 

являются обобщенными функциями, т . е . принадлежат . 

По атому для любого \*ге фи*, имеют смысл выражения ( [ 2 6 а ] ) : 

^ ь . . . * " " ^ , у ) } г 

<-1г]&*пя) з*(ис ,̂ » и £ И ) . ^ 

Рассмотрим оператор Р (и) , действующий из прост-

ранства ^«лз̂ , в пространство 9)1*« и определенный 

равенством 

Г М ) -%ыУЫс$, Э ^ - С и ^ й и ^ . . . Лад,#1э.з) 
для рсех и, ^"6 Й«^. Суммирование по ь здесь произво-

дится по всем частным производным функций с от ну-

левого до V - г о порядка по аргументам ^ ( * 

Число слагаемых, таким образом, равно . 
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Лемма 1 3 . 2 . Опера тор Р(и) , отрезвленный^авенет-

вом_>Х15^21±_£?ПЕ?Ш2§!1-28 в ^ 

Доказательство. Пусть ведана окрестность нуля \/с 

По определению топологии С , х)ю^) , существует о г -

раниченное множество ( ) т а к о е , что его поляра 

Пусть - произвольный элемент из Я . р а с -

смотрим окрестность нуля 01 C/V / ¿ A Jc . Так как функ -

ции и^Су},® , ^ " к ' Ч у ; непрерывны на , то они 

ограничены, т . е . существует ^« > о такое, что для в с е х 

^ будет [ ^ ' к ' ^ ^ И . , ^ ^ 
Так как для всех и-и^е <и< имеем 

то для всех ^ 6 -и'^ + ' Ц (V, будет 

Поэтому 

цаЩ.ЪчЧц),.-, * ' Щ ь х * £ Д * ь . л , . . - 1 и . ф < ь 1 ь ) ( 1 3 . 4 ) 

а для и с и >* ^1 

где в силу ( 1 3 . 2 ) функции ( ф 1 > о ^ ] и Фс,*.̂ /̂  сумми-

руемы на ^ 

Рассмотрим выражение 

V ?• ^ г ^ ' . ^ - . ч Ч ' . ^ - ^ ' . - ' - , »^ч^3»!*51з.а) 



где W, - измеримое подмножество множества ие ч Ч ^ С У , ^ ) 

и & С { i » i а поэтому l S ' V r # H ­ м * для i*// , 
u;^ . В силу ( 1 3 . 4 ) и ( 1 3 . 5 ) , иэ равенства (13.6) п о -

лучим: 

Так как функция Ķ (ф.^ Сц) + ф-^/у)) суммируема на ^ ( 

то для заданного M v найдется ^ >о , для которого при 

любом и?̂  такого, что ftl^ >ļ_ , будет 

¿2 ( * %^))^ * , а значит 

для всех <ц€ < и С в * + ' Ц А ( У , и множеств ^ 1 с ^ таких, 

что ( V* J U* ^ с ^ 

Так как ^ (и„<«л; • • ,^ J являются - функциями, 

т о . согласно теореме 1 3 . 1 , найденному * >о соответству-

ет замкнутое множество Г с ьо^ т а к о е , что **м f 

и на топологическом произведении ^ и (h+i) -мерного 

эвклидова пространства переменных (^ч и*> •••> ^ ) функции 

$f (ив 1 « i , . . . , u „ , непрерывны по совокупности всех а р г у -

ментов . 

Для непрерывных на ьо^ функций u ? y j , $ 4 " ^ j , . . . , uu'i^jb 
положим 1ц = \ S V o J t u j | , и 



­ 154 ­

U Положим г /ил С Л/, iij Л W4 С |V( ?J . Тогда для в с е х чб и 4+ 

и w e B ( i M ^ J , U^J в силу ( 1 3 . 3 ) , ( 1 3 . 7 ) и ( 1 3 . 8 ) , 

имеем: 

Топологическое произведение множества £ и (*+í) -

мерного куба - °с есть бикомпактное множество 

Í с , поэтому функции С ••> <¿) равно-

мерно непрерывны на l¿ . Следовательно, найдется ^ > о 

такое, что для любых пар точек , « ¿ , •• •, , у) , 
(^в, «Л , и " , у ) , Д Л Я К О Т О Р Ы Х I *Jj4 - "Ji 1 Л 5Е

 F 

имеют место неравенства 

Возьмем окрестность нуля О^СК^)с . Для всех 

/ц€ иCoU АА^ С V, 5"J имеет место неравенство 

\ $ P U ( M J ­ ­ ^ Д Л Я В С Е Х Р' ^ к У* 
Отсюда следует, что для всех <и с и ") + 4tA (Ы, и 

EFE Г будет: 

j \ I о• 8/ 
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ибо > U M C I ^ - P . ) ¿ >j . Значит для всех « ж " 1 * и имеет 

место включение Fía) - Р(и1в))е-Ь°с V . Лемма доказана. 

Лемма 1 3 . 3 . Ц с ц , o y ^ f c t e y e y , ф у н к ц и я , <$Сищ,иЛ1... ; u „ , ^ ; 

таквя л _чтр. 

Тогдв__опе^эатрр Г fuj , опреде.денньй_равенством вХ|^ лЗ >2 

- W i § ^ h ^ h • • • • Ä " ^ ° ^ ' 
неп^§рьшнргр^по_отнощен_и^ 

зсеству_иа Эцр . 
Доказательство. Пусть </'•), v- í o' - произвольные э л е -

менты иэ , Рассмотрим криволинейный интеграл от 

оператора Р вдоль отрезка и"1-* , представ 

лен и е которого есть ü"'t t t , , J {oitbi) : 

ys j (Реи),*»)* j\p(wut+'%v>)>uí , 

Иаменяя порядок интегрирования согласно теореме 

Зубини и учитывая ( 1 3 . 9 ) , получаем: 



где ;{Ы)*2§Ыц),%и(у),-'.Л' 1*Ц1у)<>Ь1 • Значит, соглас­

но теореме^ 7 . 1 , Р является потенциальный оператором. 
В силу замечания ( 7 . 2 ) , его потенциал равен 

откуда, с помощью тех же выкладок, которые проводились 
выше, полагая / и , # , получаем 

/ 8 * . ^ ) ; . . ,№^1%)^- /$(0,0,...0^)^+0 

Так как С ­ произвольная постоянная, то можно поло­

жить С = / $¡(0,0,..., о) Значит Р = ^юо/ ^ , где 

Наконец, учитывая лемму 13.2 и следствие 4 . 2 , заключаем, 
что функционал ^ непрерывен по отношению к каждому о г ­

раниченному множеству из 9 ^ . Лемма доказана. 

1 3 . 4 . В заключение рассмотрим конкретное нелинейное 
уравнение, к которому мы применим построенную теорию. 

Теорема ¡ 3 . 1 . Пусть_вьщолнены_сл^дующи^ : 

где. ю ­ бикомпактное .множество Щ . ­ мерного^евклидова 
пррстранства^_рпределяющая_в /.* Сю) положительный 
опрратрр 
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2 ) дещественные функции «8 * , и.., . . . , и,, , и;) я в л я й ­

ся. (Й) ­ функци ями_ { опр еде лен ие | 3 . | 3 х У5 9? 5? В 9РЯ|рт 

у с л о в и я м ^ Х 1 ^ £ ^ . ^ 1 1 ^ л £ 2 л - П Щ Ч § М 

Д 0 С « . , ц * . . - . . и ^ ] ^ ^ ^ ) ^ . ! " ' ^ ^ (13.10) 

где & ^ \! ( \1 - ^Ш^Ш29^1^Ш^1^^1^9^22^^^9.^9.Ш'' 

ратора А" ) ; 0 * * * 4 ; оь$С%)* {.*( и , а * * ­ ^ ­ ; 
0£С<#)€ 11С«э) 

| 2 Г М _ . Ш ? н е н и е . 

ь^'ЗЦ. ^й(*<9)$(Щ)№и>,--->ъи"№у)<Ц (13.1 о 

имеет, п^мевьрей. меружфднод р^ деяиу^, принв.цела шее „ проеу-

шнству Й ОО 

Доказательство. Правую часть уравнения (13.11) мож­

но переписать в виде 

где А ­ определенный равенством (13 .1) линейный опера­

тор, вполне непрерывный ив й ю в 9 < о , в ^ ­ непре­

рывный оператор ив й . о в Й 1 о $ определенный равенст­

вом ( 1 3 . 3 ) , обладающий, в силу леммы 1 3 . 3 , непрерывным 
потенциалом 

Так как пространство л)и? удовлетворяет условию 1%) и 
бочечно, то для уравнения (13.11) выполнены условия I ) и 
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2 ) теоремы 1 2 . 1 . Для Т О Г О , чтобы убедиться в выполнений 

условия 3) теоремы 1 2 . 1 , остается доказать выполнение 

неравенства ( 1 2 . 1 ) . С этой целью воспользуемся неравенст-

вом ( 1 3 . 1 0 ) , из которого следует, что 

Согласно неравенству Гельдера имеем: 

где = )^ и 1^4^^ • Обозначив, 

далее С * . а / с С ч ) о < # I получаем неравенство 

которое совпадает с неравенством ( 1 2 . 1 ) . Таким образом, 

уравнение ( 1 3 . 1 I ) удовлетворяет всем условиям теоремы 

12.1 и , следовательно, имеет решение, принадлежащее про-

странству £ - 9 ю , Теорема доказана. 

Подобным образом из теорем 12.2 - 12.5 можно получить 

соответствующие теоремы о существовании решений уравне-

ний ( 1 3 . 1 1 ) и собственных векторов оператора 



­ 159 ­

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

1. Алаоглу (Alaoglu ! • ) • Weak topologies of normed line-

ar spaces. Ann. Math. T . 41 (1940). 252-267. 

2. Арене (Arena R . ) . Duality in linear spaces. Duke 

Math. Journ. T . 14 (1947). 787-794. 

3 . Бур бак И (Botxrbaki N,) , Elements de Mathematique. Part I 

а ) Livre I I I : Topologie generale, ch. I - I I , 

Actual, sclent, ind., Nr. 858-1142«(Печатается 
русский перевод) . 
б) biyre V: Espaces vectoriels topologiques, 

ch. I - I I , I I I - T , Actual, scient, ind.. Hr.1189, 

1229, Paris (1953. 1955). (Печатается русский 
перевод). 

4 . Броудер ( p « E » Browder) , Wo linear functional equations 

in locally convex spaces, Duke Math. J , т.24 

(1957), Hr. 4, 579-589. 

5. Вайнберг M.M. , а) Некоторые вопросы дифференциально­

го исчисления в линейных пространствах, УМН, 
1952, т . 7, в . 4 ( 5 0 ) , 55­102. 
б) Вариационные методы исследования нелиней­

ных операторов, Гостехиздат, Москва, 1956. 
6. Вайнберг М.М. , Энгельсов Я . Л . , а) Об условном экстре­

муме функционалов в линейных топологических 
пространствах, Матем. с б . т . 45(87):4 (1958), 
417­422. 



Ö) 0 квадратной корне ив линейного оператора 
в дока явно выпуклых пространствах, ДАН СССР, 
т . 122, (1958) № 5 , 755­758. 

7. Гавурин Ц.К. а) Аналитические методы исследования не­

линейных функц иональных преобразований. Уч. 
З а п . ЛГУ, с е р . матем. т . 19 (1950) , 59­154. 
б) Об основных теоремах дифференциального и 
интегрального исчисления в линейных простран­

ствах , Вестник Ленинградского Университета, 
1 7 (1958) , с е р . м а т е м . , мех. и астрон. в . 2 , 
3 8 ­ 4 8 . 

8 . Гельфанд И . М . , A B S T R A K T E P U N K T I O N E N U N D L I N E A R E O P E R A -

T I O N E N .Матем. с б . т . 4 ( 4 5 ) : 2 (1938), 235­283. 
9. Гельфанд U . M . , Шилов Т . Е . , Обобщенные функции, в . 2 ; 

Пространства основных и обобщенных функций, 
Г о с . изд.фиэ . ­мат . литературы, Москва 1958. 

10. Диас С и л ь в а ( С . À A S I L V A D I A S ) , Б В Р А С Е В V E O T O R I A E T O -

P O L O G L O O A E S U A A P P Ü O A C A O N A T E O R Í A D E E A S P A -

С О В F U N C I O N Á I S A N A L Í T I C O S , T H E E I E , U N I V E R S I T Y 

O F S A O P A U L O , 1951, 2 + 66 P P . 

11. Дьёдонне ( J T D I E U D O N N E ) , A ) L A D U A L I T É D A N S L E S E S P A -

C E S V E C T O R I E L S T O P O L O G I Q U E S , A N N . E C O L E N O R M . 

(3) V O L . 59 (19*2), 107-139. 

G) R E C E N T D E V E L O P M E N T S I N T H E T H E O R Y O F L O C A L L Y 

C O N V E X V E C T O R S P A C E S , B U L L . A M E R . H A T H . H O C . , 

T . 59 (1953) , * R . 6, 495-512. 
12. ДьёДОНне, Шварц ( J E D I E U D O N N E , L . S C H W A R T Z ) , L A D I A L I -

T E D A N S L E S E S P A C E S ( F ) E T ( L P ) , A N N . I N S T . 



(Русский перевод: Математика, 2:2 (1958), 

7 7 - 1 0 7 ) . 

13. Келли ( J . L . K E L L Y ) , C O N V E R G E N C E I N T O P O L O G Y , D A K E 

M A T H , J O U R N . T . 17 (1950), 277-283. 

14. К О Л М О Г О Р О В A . n . , N O R M I E R B A R K E I T E I N E S A L L G E M E I -

N E N t o p o l 0 3 ! S E H E N L I N E A R E N R A A M E S , S T U D I E M A T H . . 

T . 5 (193*) , 2 9 - 3 3 . 

15. Красносельский M . A . , Крейн O . P . , Усдоьия непрерывное-

ти линейного оператора, выраженные в свойствах 

его кьадратв. Т р . семин. по функц* анализу В о -

роне*ского университета, в . У ( I 9 Ü 7 ) , * Ô - I 0 I . 

l u . Крас носе аь ск ий М . д . * СоОодев В . v i . , и расцеплении ли-

нейных операторов, УМН, т . ХП» в . 4 ( 7 6 ) , 

<Л«-317. 

17. Хиостерник J x . A . , Соболев В«И«, Элементы функциональ-

ного анализа, Гостехизднт, М . - л . 1 л Л • 

18. М В К К И ( M A C K E Y G . ) , A ) O N I N F I N I T E - D I M E N S I O N A L L I -

N E A R S p a c e s , T R A N S . A M E R . Math. S O C . T . 57 

( 1 9 4 5 ) , 155-207. 

Ö ) O N C O N V E X T O P O L O G I C A L L I N E A R S p a c e s . T R A N E . 

A M E R . M A T H . S O C . T . 60 (1946), 519-537. 

19. Маринеску ( M A R I N E S C N & . ) , D I F F É R E N T I E L L E S D E G A T E A N X 

E T F R E C H E T D A N S L E S E S P A C E S L O C A L E M E N T C O N V E X E S , 

B U L L . M A T H . S O C . S E I . M A T H , E T P H Y S . D E L A 

R• P . R o n a n e ^ . 1 (1957) N R . 1, 7 7 - 8 6 . 

«¿0. Наймарк W . A . . Нормированные кольца, Гостехиздат, 

Москва, 1956. 



­ 162 ­

21 • Немыцкий В»В. а) Теоремы существования и единствен­

ности для нелинейных интегральных уравнений. 
Матем. с б . т . 41 (1954) , 438­452. 
б) Об одном общем классе неяинейных интеграль­

ных уравнений. Матем. с б . т . 41 (1934), 4 3 8 ­

4 5 2 . 
в) Метод неподвижных точек в анализе УМН, 
вып. I (1936) , 141­174. 

2 2 . Понтрягин А . С . , Ненрерывные группы, Гоетехизцат, 
Москва, 1954. 

2 3 . Райков Д . А . , а ) Вполне непрерывные спектры локально 
выпуклых пространств, Т р . Моск. мат. общ,, 
т . 7 (1958), 413­438. 
б) 0 вполне непрерывности сопряженного опера­

тора, ДАН СССР, 119 (1958) , Ш 3 , 446­449. 
2 4 . СебВСЬЯН-И-СилЬВа ( S e b a s t i a n o е S i l v a J . ) , L e c a l c t t l 

d i f f é r e n t i e l e t i n t é g r a l d a n s l e s e s p a c e s l o c a -

l e m e n t c o n v e x e s , r é e l s o n c o m p l e x e s . A t t i 

A c a d . n e z . L i n c e i , R e n d , e l . S e l . f i s . , m a t . 

e n a t . T . X X , 6 ( 1 9 5 6 ) , 7 4 3 - 7 5 0 ; T . x x l , 1 - 2 , 

( 1 9 5 6 ) , 4 0 - 4 5 . 

2 5 . Соболев В . И . , 0 расщеплении линейных операторов, ДАН 
СССР, т . I I I (1956) , № 5 , 951­954. 

2 6 . Шварц ( S c h w a r t z L . ) , a ) T h é o r i e d e s d i s t r i b u t i o n s , v o l . 

I . A c t u e l . S c i e n t , i n d . , N r . 1 0 9 1 , P u n i . I n s t . 

M a t h . U n i v . S t r a s b o u r g 9 , P a r i s , H e r m a n n , 1 9 5 0 . 

6 ) E s p a c e s d e f o n c t i o n s d i f f e r e n t i a b l e s a v a -

l e u r s v e c t o r i e l l e s . J o u r n a l D ' A n a l y s e M a t h e m a -



­ 163 ­

раторов в линейных топологических пространст­

в а х . У ч . З а п . Латв. Г . У . , Рига , т . УШ (1956), 
ф и э . ­ м а т . науки, вып. 2. 7 3 ­ 7 9 . 
б) Некоторые замечания к моей работе "О квад­

ратном корне из линейных операторов в линей­

ных топологических пространствах", Уч. З а п . 
ЛГУ, Рига, т . XX (1958), фив.­мат. науки, 
вып. 3 , 271­273. 
в) 0 потенциальных операторах в линейных т о ­

пологических пространствах, У ч . З а п . ЛГУ, 
Рига, т . XX (1958), фиэ.­мат. науки, вып. 3 , 
2 7 ­ 4 5 . 
г ) К вариационной теории нелинейных уравнений 
в локально выпуклых пространствах, Научные 
докл. высшей школы, № 4 (1958) . 

¿ 9 . Эр_енП£еЙС ( E h r e n p r e i s L . ) . On t h e the ory of k e r n e l s 

of S c h w a r t z . P r o c . ot the Amer. m a t h . S o c . 

T. 7 (1956) , 4 , 7 1 3 - 7 1 8 , 

t i q u e , т . 1 7 , J é r u s a l e m , 1 9 5 4 / 5 5 , 8 8 - 1 4 8 . 

2 7 . Щрагин, Об одном нелинейном операторе, Научные докл. 
высшей школы, фиг. ­мвт. науки, Ш2 (1958) . 

2 8 . Энгельс он Я . Д . а) 0 квадратном корне из линейных опе­


