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Pielikums.



Anotacija.

Magistra darbs satur teorijas jautajumu apskatu, praktisko dalu un
pielikumu. Teorijas dala aplukotas galvenokart 1. wun 2. kartas
diferencialvienadojumu, ka ari linearu diferencialvienadojumu sist€émas
atrisinaSanas metodes. Praktisko dalu veido diferencialvienadojumu sastadiSanas
uzdevumi ar atrisingjumiem un metodiskiem noradijumiem. Pielikuma ir
uzdevumu komplekti studentu patstavigam darbam par diferencialvienadojumu
sastadiSanu.



Anotation

Master work contains theoretic questions review, practical part and
addition. Theoretical part mainly deals with the first and second order differential
equation as well as methods of solution for systems of linear differential equation.
Practical part consists of differential equation building tasks with answers and
methodical instructs. Inclosed is summed students completions for self - contained
works about differential equation composition.



AHHOTALMAL.

PaGota conmepxuT 0030p TEOPETHUECKUX BOIPOCOB, MPAKTUYECKYIO
4acTh U NpUJIOKEHUE. B TeopeTnyeckon 4acTH pacCMOTPEHBI OCHOBHBIE METOBI
pemienus quddepeHuranbHbIX YpaBHEHUN MEPBOrO0 U BTOPOTO MOPSAKA, & TAKKE
CUCTEMBbl JHUHEHHBIX auddepeHaibHblX ypaBHeHUH. [IpakTuueckas yacTh
NpEACTaBiIsAeT COOOW MpUKIAAHBIE 3alayd C PELIEHUSMU U METOAUYECKUMU
yKa3aHUsIMU IO COCTaBJICHUIO NUpPepeHralbHbIX ypaBHEHU. B npuioxxenun
BKJIFOUEHBI KOMIUIEKTBI 3314 JUIsl CAMOCTOSTEIbHON PabOTHI CTYIEHTOB.



Ievads.

Diferencialvienadojumu teorijas pirmsakumi meklgjami 17.-18. gs.
1 Niitona( 1643-1727) petijumos, kas bija saistiti ar dazadu fizikas, matematikas un
astronomijas paradibu matematisku modeléSanu. Viena no svarigakajam ta laika
problémam astronomija bija plan€tu kustibas izskaidrojums. Jau 1609. gada
J. Keplers bija noskaidrojis, ka katra plang€ta parvietojas pa elipsi, kuras viena
fokusa atrodas Saule. Tacu vajadzgja fizikali izskaidrot, kadas iedarbibas rezultata
notiek §1 kustiba. Izmantojot savu atklato gravitacijas likumu, Niitons izvirzija
hipot€zi, ka 81 iedarbiba ir debess kermenu savstarpeja pievilkSanas. No 2. Nitona
likuma mehanika izrietéja secindjums, ka konstants spéks piesSkir konstantu
paatrindjumu; tatad, zinot iedarbibas speku, var atrast paatrinajumu. Savukart, péc
zin@ma paatrinadjuma vajadzgja atrast kustibas atrumu, bet péc atruma atrast punkta
koordinatas katra laika momenta. So uzdevumu Niitons visparinaja — vin§ apliikoja
abstraktus, laika mainigus lielumus, ko nosauca par fluentam. Fluentas izmainas
atrumu Niitons sauca par fluksiju un formul€ja divas pamatproblémas:

¢ no sakaribas starp fluentam atrast sakaribu starp fluksijam;
¢ no sakaribas starp fluksijam atrast sakaribu starp fluentam.

Lietojot misdienu terminologiju, pirma veida uzdevums ir no sakaribas
starp funkcijam atrast sakaribu starp atvasinajumiem, bet otra veida - no sakaribas
starp  atvasinagjumiem  atrast sakaribu starp funkcijam, t.i., risinat
diferencialvienadojumu. Aplikojot analogus uzdevumus, G.V.Leibnics( 1646.-
1716.) izveidoja atvasindjuma, diferenciala, integrala jédzienus un ieviesa to
apzim&jumus. Tadgjadi galvenie matematiskas analizes un diferecialvienadojumu
jédzieni vesturiski radas ka matematiski modeli, risinot problémas, ko izvirzija ta
laika zinatne.

Lidz ar dazadu zinatnes nozaru attistibu paplasinajas ar1
diferencialvienadojumu lietojumi tadas jomas, ka elektrotehnika, radiotehnika,
kimija, biologija u.c., kas savukart prasija pétfjumus diferencialvienadojumu
teorija.

Tadgjadi diferencialvienadojumu nozaré attistijas divi galvenie virzieni:

= teorétiski petijumi un atrisinaSanas metozu izstrade;
= praktiski lietojumi, sastadot diferencialvienadojumus ka dazadu
prakses problému un paradibu matematiskus modelus.

InZenierzinatnu un  dabaszinatnu bakalaura studiju  augstakas
matematikas programmas galvenokart ir akcent€ts pirmais virziens —
diferencialvienadojumu atrisindSana un atrisinaSanas metozu pamatojums.
Praktiskie lietojumi paradas velak specialitates priekSmetos fizika, elektrotehnika,
teorétiskaja mehanika, materialu pretestibu u.c. Tomeér matematikas zinaSanu
praktiskas izmantoSanas iesp€jas ir viens no motiviem, kas 1. kursa studentiem var
radit interesi par apglistamo matematikas programmu. Tapéc augstakas
matematikas kursa bez diferencialvienadojumu atrisinasanas prasmju apguves ir
svarigi aplikot arT vienkarsako diferencialvienadojumu sastadiSanas metodes.
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Diferencialvienadojumu sastadiSanas uzdevumu atrisinaSanai nevar dot
siki izstradatu algoritmu, tomér jaieveéro §adi visparigi noradijumi

Uzdevuma nosacijumu analize; izmantojamo fizikas, mehanikas,
kimijas, biologijas u.c. likumu apzinasana un izpéte.
Diferencialvienadojuma sastadiSana, kas modelé aplikojamo
procesu.

diferencialvienadojuma  atrisinasana, visparigd atrisindjuma
leguisana.

Sakuma nosacijumu noteikSana un partikulara atrisinajuma
legtSana.

Risindjuma izmantoto parametru aprékinasana, izmantojot
uzdevuma dotos papildnosacijumus.

Uzdevuma galiga atrisinajuma noteikSana un ta izmantoSana,
aprékinot meklgjamos lielumus.

Atbildes analize.

So jautajumu metodikai veltits magistra darbs.

Magistra darba pamatuzdevumi ir:

Aplukot tadu diferencialvienadojumu atrisinaSanas un sastadiSanas
metodes, kadus ieglist ka matematiskus modelus, risinot
vienkarsakus diferencialvienadojumu sastadiSanas uzdevumus;
Sagatavot ar atrisinagjumiem uzdevumu komplektus studentu
patstavigajam darbam augstakaja matematika par tému
diferencialviendadojumu sastadisana.



1. MODELI FIZIKA UN MATEMATIKA.

1.1. Modela jédziens.

PaplaSinoties matematisko metozu pielietojumam zinatn€, tika ieviesti
modelu un modeléSanas jédzieni. Tos izmanto apmaciba un ar1 runajot par izzinas
procesiem. Modeli ir efektiva teorétisko uzskatu un prieksSstatu izteiksmes forma.
Modelesana jeb modela sastadiSana, izp€te, ar modeli iegiito rezultatu parbaude un
interpretacija ir viena no visefektivakajam izzinas metodém.

Modelis ir originala vienkarSots att€lojums, t.i., nav nemti véra dazi
elementi un sakaribas, kuru nozime, p&tot kadu procesu péc kada kriterija, nav
butiska. Svarigi ir pareizi novertét, kadi krit€riji ir butiski, bet kuri nav tik bitiski,
t.1., maz ietekme modela darbibu. ModeléSanas pamata ir pec iesp€jas vienkarsaka
modela iegifana. Sim modelim jabut tadam, kura TpaSibas, darbibu un
likumsakaribas var salidzinosi viegli pétit ar miisu riciba esoSajiem lidzekliem un
metodém. Liela uzmaniba japieveér§ tam, lai modelis biitu pietickami lidzigs
originalam, lai ieglitos rezultatus var&tu visparinat un pielietot originalam.

Viegli ir modeli parslogot, tapéc vienam un tam paSam procesam
veidojam dazadus modelus — no vienkarSaka uz sarezgitaku, aizvien pievienojot
jaunus faktorus klat. /5]

Modela realizacija ir raksturojums, no kada materiala un kada veida
modelis ir ieguts. Ja veiksmigi ir izvéleéta modela realizacija, tad modeli var izpétit
ar vienkarsakiem lidzekliem neka ta originalu. P&c realizacijas veida visus modelus
var iedalit §adi:

1) realie modeli ( lidmasinas modelis, akvarijs ka tidenskratuves modelis);
2) simboliskie modeli — originala simbolisks apraksts, kas veidots no
simboliem un darbibam ar tiem.
Realajos modelos nevar viennozimigi pateikt, vai procesi, kas notiek modeli, biis
speka arT originala.

Simbolisko modeli sauc par matematisku modeli, ja ta elementi ir
matematiski lielumi (visbiezak - laika funkcijas), bet modela struktiira ir veidota no
matematiskam sakaribam starp Siem mainigajiem, izmantojot matematiskas
operacijas. [4]



1.2. Matematisks modelis.

Par matematisku modeli var uzskatit jebkuru vienadojumu, nevienadibu,
funkciju vai visparigi — analitisku izteiksmi, kuru iegiistam, risinot kadu uzdevumu
vai petot kadu paradibu. Tatad ar1 diferencialvienadojums, kur§ ir iegits, risinot
kadu problému, kura ir jaizmanto funkcijas atvasinajuma jédziens, ir matematisks
modelis.

Pirms matematiska modela veidoSanas ir jasastada p&tamas objektu
sistémas vai paradibas pilnigs apraksts, javeic visu faktoru un sakaribu riipiga
analize. Tas ir loti darbietilpigs process. Ir janem veéra aplikojama procesa biitiskas
1pasibas. Jabiit loti uzmanigam, atskirot biitiskas no mazak svarigajam 1pasibam.

Matematiska modela veidoSanas etapi:

1) VienkarSotas sist€émas izveidoSana, atmetot dotaja sisttma objektus un
sakaribas, kas nav biitiskas jeb maz ietekme p&tamo procesu;

2) Sistémas aprakstiSana ar matematisku simbolu, terminu un sakaribu
palidzibu.

Matematiska modelésana ir matematiska modela sastadiSana un
izmantoSana. Ta ir efektiva dazadu procesu un paradibu izp€tes metode.

Galvenie matematiskas modelésanas posmi ir Sadi:

1) to objektu apzinasanas un izpéte, kas nosaka aplikojamo paradibu;

2) matematiska modela (vienadojuma, nevienadibas u. tml.) sastadiSana;
3) matematiska modela atrisinasana;

4) atrisindjuma pétisana;

5) matematiska modela korigé$ana un izmanto$ana praksg. /3/

Loti vienkarSus matematiskas modeléSanas piemerus apliiko skola. Ta ir
teksta uzdevuma atrisinasana, kur parasti ir javeic visas tas darbibas, kas atbilst
gandriz visiem matematiskas model€Sanas posmiem:

O jaizprot un jaapzina jedzieni,
jasastada vienadojums (viendadojumu sistema, nevienadiba),;
Jjaatrisina vienddojums,
ja atrisindjums satur ar burtiem apzimétus lielumus, tad parasti
Jjaizpéta, kadam parametra vertibam atrisindjums ir reals un pozitivs;

O japarbauda, vai atrisindjums atbilst uzdevuma nosacijumiem;

O javeic risindjuma parbaude.

Aplukosim piemeru.
Piemeérs.
Uz horizontalas plaknes novietots cilindra veida trauks, kura pamata radiuss ir R.
Trauka ielika metala loditi, kuras radiuss ir », un ielgja tik daudz tidens, ka ta
Iimenis sakrita ar lodites pieskarplakni. Péc tam loditi no trauka izpéma.
Noskaidrot, vai var biit lodite ar citu radiusu, kuru novietojot uz trauka pamata, tur
esoSais tidens limenis sakritis ar §is lodites pieskarplakni. Kadam sakaribam
japastav starp dotajiem lielumiem R un 7, lai

a) otras lodites radiuss biitu mazaks neka pirmas lodites radiuss;

b) otras lodites radiuss biitu lielaks neka pirmas lodites radiuss?

ool e]
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Risinajums.
Piepemsim, ka otras lodites radiuss ir x#r. [I.l.zimejuma att€lots

gadijums, kad x<r.

2R 2R

1.1. zim.

Ja trauka ievietotas lodites radiuss ir r, tad §1s lodites tilpums ir V; bet
tdens un lodites kopégjais tilpums ir V5, kur

4 :§7zr3 un V, =aR*-2r.

Tada gadijuma tdens tilpums ir ¥, =V, = 2R* - 2r — %727’3.

Ja apliko gadijumu, kad trauka ievietotas lodites radiuss ir x, tad §is
lodites tilpums ir V" bet idens un lodites kopgjais tilpums ir V,, kur

4
V/=—m’ un V) =7R*-2x.
3

Ta ka tidens daudzums nemainas, tad tidens tilpums ir
V,=V=r,-V.
legiistam vienadojumu:

aR* - 2r —§7Z7"3 =7R* - 2x —gﬂf

jeb %7[(}8 —r3)—27rR2(x—r):O,
no kurienes 27(x — r)(%(xz +xr + rz)— sz =0.
. 2(, 2\ p2
Taka x#r,tad x—r#0 un E(x +xr+r )—R =0
jeb 2x” +2rx +2r* —=3R* =0.

St kvadratvienadojuma saknes ir

:—r+\/3‘2R2—r2i —r—w/3i2R2—r2j
2 2 '

Sakne x, neatbilst uzdevuma jégai, jo ir negativs skaitlis.
Pabaudisim, vai sakne x; ir pozitivs skaitlis katram R>r vertibam un
x # r. Tatad sakne x; ir reals pozitivs skaitlis, ja

X, un x, =
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{2R2 > r?

w/3i2R2 —r? i>r .
Ta ka >0 un R>0, tad
{Rﬁw {Rﬁw {R\/E>r

6R* —3r2>r?, (3R*>2r%, |RV3>r2.
Sakne x; ir reals pozitivs skaitlis, ja

R 2
_>_z

r 2

£>\/§z0,8 .
r 3

Atbilsto$i uzdevuma jégai R >r jeb —>1, tad nosactjumi (/) ir izpilditi.
r

0,7
(1)

Aprekinasim, kada gadijuma x<r.

_ 2_ 2
Tad r+w/3‘2R r i<

2
no kurienes NO6R? =3r* <3r, 6R* <1217, R<r\/§, £<\/§
r

r

5

Lidzigi apliikojot gadijumu x>r , iegiist £>\/§ Tatad, ja x=r, tad
r

R_ 1

r
Atbilde.
Trauka ielieta Gidens Itmenis sakrit ar lodites pieskarplakni, ja lodites
, —r+32R* =) , _
radiuss x= r ;ja 1<£ <+/2, tad §1 lodite ir mazaka neka pirma

2 r

lodite; ja R >4/2, tad lielaka; ja R =2 , tad x=r, t.i., uzdevuma apliikota situacija
r r

ir iesp&jama tikai ar vienu — sakuma izraudzito loditi.

Matematiskas model€Sanas iesp€jas ievérojami paplaSinas , izmantojot
mainigos lielumus, funkcijas un to atvasinagjumus. Lidz ar to tradicionalo
vidusskolas algebras kursa uzdevumu vieta, kuros ka matematisku modeli iegtist
algebrisku vienadojumu (vai vienadojumu sist€ému), apliko uzdevumus, kuru
matematisks modelis ir diferencialvienadojums. Nakamajas nodalas apliikosim
tadu diferencialvienadojumu atrisinasanas metodes, kadus parasti iegist, risinot
Sadus uzdevumus.
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2. PIRMAS KARTAS DIFERENCIALVIENADOJUMS KA
MATEMATISKS MODELIS.

2.1. Pirmas kartas diferencialvienadojumu pamatjédzieni.

Vienadojumi, kurus apliiko algebra, satur ar burtu apzimétu nezinamu
skaitli. Atrisinat $adu vienadojumu, nozime atrast visas nezinama lieluma vértibas,
ar kuram vienadojums kliist par identitati.

Risinot dazadas problemas matematika, fizika, tehnika un citas zinatnés,
ka matematisku modeli iegiist vienadojumus, kas satur ar burtu apzZimétu nezinamu
funkciju, §s funkcijas atvasinajumus un argumentu. Sada vienadojuma
atrisinajums ir funkcija, kura kopa ar saviem atvasinajumiem vienadojumu parvers
1dentitate.

Vienadojumu, kas satur meklejamo (nezinamo) funkciju, $is funkcijas
atvasinajumus un argumentu, sauc par diferencialvienadojumu.

Ja  nezinama  funkcija ir viena argumenta funkcija, tad
diferencialvienadojumu sauc par parasto diferencialvienadojumu.

Ja vienadojums satur vairakargumentu funkciju un tas parcialos
atvasinajumus, tad to sauc par parcialo diferencialvienadojumu.

Diferencialvienadojuma ietilpsto$as nezinamas funkcijas atvasinajuma
augstako kartu sauc par diferencialvienadojuma kartu.

Vispariga veida n-tas kartas parasto diferencialvienadojumu pieraksta
Sadi:

F(x,y,y',y",...,y(”)): 0
Ja no §1 vienadojuma izsaka augstakas kartas atvasinajumu y("), tad

legiist n-tas kartas diferencialvienadojuma normalformu

Y = £y y )

1. kartas diferencialvienadojuma visparigais veids ir
F(x,y,")=0.
un normdlforma
y'=f%y).

1. kartas diferencialvienadojuma galvenie pamatjedzieni ir

- sakuma nosacijums;

- visparigais atrisinajums;

- partikularais atrisinajums;

- Kos1 uzdevums;

- singularais atrisinajums;

- integrallinijas;

- atrisin@juma eksistence un unitate.
Aplukosim Sos jédzienus.
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Parasti kopa ar diferencialvienadojumu ir dota arT nezinamas funkcijas
vértiba y, kadai noteiktai argumenta vértibai x,. Sadu informaciju par meklgjamo
funkciju sauc par sakuma nosactjumu un to pieraksta ka vienadibu y,=y(x).

Par diferencialvienadojuma atrisinajumu sauc jebkuru funkciju, kuru
kopa ar tas atvasingjumiem ievietojot dotaja diferencialvienadojuma, iegust
identitati. /2]

Par 1. kartas diferencialvienadojuma visparigo atrisindjumu sauc
funkciju y=¢(x,C), kas satur vienu brivi izraudzitu konstanti, un

1) §ifunkcija apmierina vienadojumu ar jebkuru konstantes C vertibu;
2) jebkuram sakuma nosacijumam y,=y(x,) var atrast atbilstoSu konstantes C
vertibu.

Ja diferencialvienadojuma atrisinajumu nevar izteikt atklatas funkcijas
veida, bet to iegiist ka apsléptu funkciju CD(x, »,C ): 0, tad $adu izteiksmi sauc par
diferencialviendadojuma visparigo integrali.

Funkciju, ko iegiist, ievietojot visparigaja atrisinajuma konstantes vieta
noteiktu skaitli, sauc par partikularo atrisinajumu.[2]

Par Kost uzdevumu sauc partikulara atrisinajuma atraSanas uzdevumu,
1zmantojot visparigo atrisinajumu un sakuma nosacijumu.

Par diferencialvienadojuma singularajiem atrisinajumiem sauc funkcijas,
kuras apmierina doto diferencialvienadojumu, bet tas nevar iegiit no vispariga
atrisinajuma ne ar kadu konstantes vertibu.

Par integrallinijam sauc diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu
grafikus.

Atrisinajuma eksistences un unitates teoréema.

Ja diferencialvienadojuma y'= f(x, y) labas puses funkcija f(x, y) un

tas parcialais atvasinajums f (x, y) ir nepartrauktas funkcijas kada xOy plaknes
apgabala, tad caur jebkuru S§1 apgabala punktu Mj(x,y,) iet tikai viena
integrallinija, t.i., eksist€ tikai viens diferencialvienadojuma atrisinajums

y=o(x).[1]
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2.2. Vienkarsako 1. kartas diferencialvienadojumu atrisinasanas
metodes.

2.2.1. Mainigo atdaliSanas metode.

Dots pirmas kartas diferencialvienadojums F(x,y,»')=0, no kura var
izteikt 1. kartas atvasinajumu y'= f(x,y). Ja §1Is vienadibas labo pusi var sadalit
divos reizinatajos ta, ka viens no reizinatajiem satur tikai mainigo lielumu x, bet
otrs — mainigo lielumu y, ti, '=f(x)-£(y), tad saka, ka
diferencialvienadojums ir ar atdalamiem mainigiem.

Diferencialvienadojuma y' = fl(x) /s (y) atrisinasanas metode.

o dy
® y aizvieto ar —:
dx
d
L fw) A 0)
X
e Diferencialvienadojuma abas puses reizina ar ax ,
g (y )
kur £,(y)=0:
d
@ fi (x) dx

fz(Y)

e [egiitais vienadojums ir divu diferencialu vienadiba un to nenoteiktie integrali
atSkiras par konstantu saskaitamo:

j%z[ﬁ(x)dx+€

e Rezultata iegiist ¢,(y)=¢,(x)+ C, kur C ir brivi izraudzita konstante.
e Izsakot y no iegiitas vienadibas atrod diferencialvienadojuma visparigo
atrisinajumu

y=9(x,C).
Ja y nevar izteikt atklata veida, tad atrisinajumu uzdod ar apsléptu funkciju
d)(x, v, C) =0, t.1., ar visparigo integrali.
Ta ka atdalot mainigos, piepem, ka f, (y);t 0, tad ir japarbauda, vai vienadiba
/1 (y):O nesatur singularos atrisinajumus. Tatad, jaatrod y vertibas, atrisinot
vienadojumu  f, (y):O, un  japarbauda, wvai tas apmierina  doto
diferencialvienadojumu. Turklat ir japarliecinas, vai tas var iegiit no vispariga
atrisinajuma.
Piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y' — 3x3\/? =0.

o o d
Izteiksim y' un aizstasim to ar —y:

dx



Atdalot mainigos, iegiist:

no kurienes
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y':3x3\/? = Z—y:3x3\/?
X

2

y_gdy = 3xdx,

Japarbauda singularo atrisinajumu eksistence. Atdalot mainigos, vienadojuma abas

puses dalfjam ar 3/y” . ST izteiksme ir vienada ar nulli, ja y=0. Var parliecinties,

ka funkcija y=0 apmierina doto vienadojumu. Singularais atrisinajums ir y=0, jo
to nevar iegiit no vispariga atrisindjuma ne ar kadam konstantes veértibam.

L 1, : L
Tatad visparigais atrisinajums ir y= Ex +C, | , bet singularais atrisinajums ir

v=0.
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2.2.2. Pirmas kartas homogena diferencialvienadojuma
atrisinasana.

1. kartas diferencialvienadojumu y' = f(x, y) sauc par homogénu
attiecibd pret mainigajiem x un y, ja So vienadojumu var parveidot forma

y':h(l)[l]
X

Pieméram, diferencialvienadojums xyy’ = x> —2y? ir homogéns
diferencialvienadojums, jo , dalot abas vienadojuma puses ar xy, iegiistam

1
y'=£—2Z jeb y':——2Z
y X Y X

X
Atrisinasanas metode.

Lai atrisinatu homogénu diferencialvienadojumu y' = h(lj , (1)
X

lieto substitiiciju z= X,
X
no kurienes y=Xx-z
!
un y':(JbZ) =x"z+x-z'=z+xz'.

Iegtitas y un ' izteiksmes ievieto vienadojuma (/) :
z+xz' =h(z).
Tas ir 1. kartas diferencialvienadojums attieciba pret paligfunkciju z , kuru var

atrisinat ar mainigo atdaliSanas metodi.
Izsakot z', iegiist:

. h(z) -z
X
jeb d_he)-z
dx X
Ja h(z)—z #0, tad atdalot mainigos, atrod:
dz _ dx
Wz)-z «x’
no kurienes f P (Za;z_ = %

P&c integrésanas un parveidojumiem iegiito funkciju apzimesim ar z = go(x, C).
Izmantojot substitliciju y=x-z, atrod dota diferencialvienadojuma visparigo
atrisinajumu:

y= (o(x, C ) x.
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Turklat ir japarbauda vai vienadiba A(z)-z=0, ti., h(—)—X:O nesatur
x

singularos atrisinajumus.
Piemérs. Atrisindt diferencialvienadojumu xyy' = x* —2y>.

o 1
Izteiksim y': y=—- 22
Y X
X
Izmantojot substitiiciju z = Z,
X
no kurienes y=x-z un y' =z+xz,
: 1 1
iegiist : z+xz'=—-2z jeb xz'=—-3z.
z z
Atrisinasim ar mainigo atdaliSanas metodi:
, 1-3z7
xz'= ,
z
dz 1= 3z°
dx z
2.2
dz-—= 2:@,kur -3z #0
1-3z X z
Integréjot abas vienadojuma puses, atrod:
J- zdz _ pdx
1-32° x
1 I d1-327)_
1-32° x

- —ln‘l - 322‘ = ln‘x‘
6

Infl - 32%|=1n|C}| -
1—322—%,
X
322=1—%,
X
:_1_ G
3 3x°
Nemot véra , ka z—Z tad
X
yo_1_ ¢
X 3 3x
1 C 1
jeb P=_x’——, kur C=-C,.
! RN 3
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2

—o #0, tad

z

Ta ka atdalot mainigos, ir janem véra, ka

1
1-32220 = 32221 = z° ;t— = Z—‘/—'+— t.1.,

Ne)

y |
) Ls— jeb yr-——
)< NN

Parbaudisim, vai $is funkcijs apmierina doto diferencialvienadojumu:

Xy =xt -2y
X X
1) p=— 2) y=——ro
)y NG )y NG
1 o b
NG NG
? 2 ? 2
X 1 2 X X 1) 2 X
X =2 SN Y N R S
V3 43 ( ﬁj( V3 3
xt_xt xt_xt
3 3 3 3

. X . . e _ . _ .
Tatad funkcijas y =+——= apmierina diferencialvienadojumu, bet tas nav singularie
jas y NG p ] g

atrisinajumi, jo S§is funkcijas var ieglit no vispariga atrisinajuma, ja C=0. Tatad
diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
2 1 2 C

=—x" ——.
Y 3 x*
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2.2.3. Pirmas kartas lineara diferencialvienadojuma atrisinasana.

Par 1. kartas linearu diferencialviendadojumu sauc tadu vienadojumu, kas
mekl&jamo funkciju y(x) un tas atvasinajumus satur lineari un vispariga veida
pieraksta :

v+ g(x)y=hlx), (1
kur g(x) un h(x) ir nepartrauktas funkcijas (var bt ar1 konstantes).
Piem@ri: y'+y=3x
yle =1
e
2y"+ ysinx =cosx

Pirmas kartas linearu diferencialvienadojumu (/) atrisina, lietojot
substitliciju y=u(x) v(x), (2)
kur wu(x) un v(x) ir nezinamas funkcijas, kuru reizinajums apmierina
diferencialvienadojumu (/) (vai art ar konstanSu variaciju metodi).

Tad y'=(u(x) - v(x)) =u'(x) v(x) +u(x)-V'(x) (3)
Ievietosim diferencialvienadojuma (/) iegitas izteiksmes (2) un (3) un
vienkarSosim :

u'(x)-v(x) +u(x)-v'(x) + g(x)u(x)v(x) = h(x)

' (x) V() +u(2)(v'(x) + g(2)(x)) = h(x) @)
Izvelesimies funkciju v(x) ta, lai

V(%) + g(x)v(x) =0 (5)
Atrisinot vienadojumu (5) ar mainigo atdaliSanas metodi, noteiksim v(x) :

v(x)=g(x)

(konstanti C var nemt 0, jo vienadiba (5) ir spéka jebkuram partikularam
atrisinajumam).
legiito atrisinadjumu ievietosim vienadojuma (4) un iegtistam:
u'(x) - @, (x) +u(x) - 0= h(x)
Jeb u'(x) - ¢ (x) = h(x)
Tas ir vienadojums ar atdalamiem mainigiem un, atrisinot to, iegiist
u(x) =, (x.C)
Formula (2) ievietosim iegiitas u(x) un v(x) izteiksmes:
y=u(x) - v(x)=9,(x.C) ¢, (x) (6)
tatad esam ieguvusi diferencialvienadojuma (/) visparigo atrisinajumu (6).

Piemérs: Atrisinat diferencialvienadojumu y' + Yoy (1*)
X

Tas ir 1. kartas diferencialvienadojums, kur g(x)= 1 un A(x)=x".
x

Lietosim substitiiciju: y=u-v , (2%)
tad y=uv+uw' (3%



Ievietosim vienadojuma (7 *) iegutas izteiksmes (2*) un (3*) un vienkarSosim:

] ] u-v 2
uv+u'+——=x
X
jeb u'v+ u(v' +K) = x° (4%)
X
R _ Y dv %
Izvelésimies vtadu, ka v'+—=0,tad —=——
X dx X
un @ = —@ , (5*)
V X
no kurienes:
dv __dx
% X
jeb lnM = —ln‘x )
lnM = In|—
X
_ 1
Tatad y=—.
X

. | .
Ievietosim v =— vienadojuma (4*) un vienkarSosim:

X
1 1 d
u-—+u-0=x> u-—=x*, u'=x, —u=x3, du = x’dx.
X ’ X dx
Integréjot vienadojuma abas puses, iegust:
Iduzjfdx,
1
u=—x*+C.
4
o T : 1 4 1
Taka y=u-v,tad atrisindjums ir y = Zx +C|-—
X
: 1
jeb y=—x +£.

4 X

20
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2.3. Uzdevumi, kuru matematiskais modelis ir 1. kartas
diferencialvienadojums.

2.3.1. Atvasinajuma geometriskas interpretacijas uzdevumi.

Lai sastaditu diferencialvienadojumu, biezi tiek izmantota atvasinajuma
geometriska interpretacija, t.i., funkcijas atvasinajums punkta x, ir vienads ar
funkcijas grafikam punkta M(x,, y,) novilktas pieskares virziena koeficientu:

k=f(x,)=1ge,
kur a ir pieskares un Ox ass veidotais lenkis.

Aplikosim piem@rus, kur izmanto atvasindjuma geometrisko
interpretaciju, sastadot diferencialvienadojumus. VienkarSakos gadijumos $ados
uzdevumos ir jaatrod linija (funkcijas grafiks), kuras pieskarei piemit kada
uzdevuma nosacijumos noradita TpaSiba. Risindjuma gaita ir jasastada sakariba
starp pieskares virziena lenka tangensu un pieskarSanas punkta koordinatam (x,y).
Sos uzdevumus sauksim par ,,standartuzdevumiem”, jo to risinajumos jaizmanto
galvenokart tikai elementaras geometriskas un trigonometriskas sakaribas.
Atvasinajuma geometriska interpretacija jaizmanto ari dazados lietiSkos
uzdevumos, kur matematiska modela sastadiSana saistita ar fizikas likumu
lietoSanu, darbojoSos speku novértéSanu u.c. specidliem noradijumiem. Sadus
uzdevumus sauksim par probléemuzdevumiem.

Atvasindjuma geometriskas interpretacijas problemuzdevumi.

1. Koordinatu sakumpunkta atrodas gaismas avots. Noteikt spogula formu, no
kura atstarojoties visi gaismas stari iet paraleéli Ox asij. Attalums no gaismas
avota Iidz spogula virsotnei ir a.

Matematiska modela sastadiSana.

YA B
M(x;%

P

D \ (0] X N X

2.1. zim.

y=y(x) — spogula un xy plaknes Sk&€luma linija
M(x;y) — linijas y(x) punkts

OM — kritoSais gaismas stars

MP — atstarotais gaismas stars
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AB- pieskare

ZBMP=-AMO=qa — gaismas atstaroSanas likums
ZBMP=_-MAO=a — kapslu lenki pie paralélam taisném
AAOM — vienadsanu trijstiris: AO=0M

AONM: OM =JON* + NM* = \[x* + y*

AN=AO+ON=/x* + y* +x

AANM: tga = MN
AN

' Y - ~ . e
= y'=—=——==——— - homogens 1. kartas diferencialvienadojums
X4y 4+ x

DO=a = y‘x}a =0 - sakuma nosacijums

Matematiska modela atrisinasana.
Parveido doto vienadojumu homogeéna diferencialvienadojuma normalforma:

y
y'= —
1+(y] +1
X
Substitiicija: Z=Z, y=zx, y'=zx+z
X
- ’ z
legust: ZIX+z=—Fr-7-—,
V1422 +1
o2 —alez
\/1+22+1 ’ \/1+zz+1’
dz -z 1+Z 1+Z +1 dx
= J' dz = [
dx 1+Z +1 Z\/1+Z
1+z7—1 zdz
J. I 2 2

zV1+ 22 \/1+Z —l)d

l+z" —1+z
Atrod integrali

1+z>=¢%,
d. \/l‘ — 1tdt dt
J.1+22i\2/1+22: =Nl J )_J.t—lzm‘

t—-1+C
tdt (

N
Tatad i+ 27 1 =~Inlx

dz =

ln‘x/1+z2 —l‘zlng ,
x
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1+ 27 —1:9, VI+z° ~1:&
X

X

Taka 2=z , tad diferencialvienadojuma visparigais atrisnajums ir

X
2 [ 2 2
1+(1j :1+g jeb X—er:£+1

>

X X X X
\/x2+y2 =x+C, x2+y2:x2+2Cx+C2,

y*=2Cx+C*.

[zmantojot sakuma nosactjumu y| =0, atrod C vertibu

~2Ca+C*=0 = C;=0, C,=2a A
Partikularais atrisinajums —
2 _ . 2 2 /
y =0, y=0vai y" =4ax+4a >
-a\ (0] X
Atrisinagjuma analize. I —
1) y=0 neatbilst uzdevuma fizikalai jegai
2 2 2.2. zim.
2) y"=4ax+4a

Yy = 4a(x + a) - parabola; virsotne punkta (-a,0), fokuss punkta
(0;0), parametrs p=2a (2.2. zim)

Atbilde: spogulim ir rotacijas paraboloida forma, ko veido parabola y* = 4a(x + a),
rot€jot ap Ox asi.

2. Cilindrisks trauks ar Skidrumu vienmerigi rot€ ap savu simetrijas asi ar lenka
atrumu . Noteikt Skidruma virsmas formu rotacijas laika, ja cilindra pamata
radiuss ir R un simetrijas ass — vertikala.

Matematiska modela sastadisana.
Traukam rotgjot, Skidruma virsma ieliecas un aksialské€luma veido ap
rotacijas asi simetrisku Iiniju. Izv€las koordinatu asis ta, ka paradits 2.3. ziméjuma.

A)
P
N«
/13
rd |
A 0<R> X
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y=y(x) —Skidruma virsmas un xy plaknes Sk&luma linija

M(x,y) — linijas y= y(x) punkts (Skidruma virsmas materials punkts ar masu m)
AB— linjjas y= y(x) pieskare punkta M

o — pieskares AB virziena lenkis

P=mg — punkta M smaguma speks

x —punkta M rotacijas radiuss
2

=" rotacijas centrb&édzes speks, kas darbojas uz punktu M
X

F + P - rezult§joSais speks, versts perpendikulari pieskarei 4B, kad rot&josa
Skidruma virsma ir nostabiliz&jusies
v =a@x - rotacijas lineara un lepka atruma sakariba

mv:  mo’x’ )
= = =mw-x
X X
F mo’x o’x
mg g
Matematiska modela atrisinasana.
! a)z
y=—x
g
2 2 2
YO ay=xdx, [dy="[xar,
de g g g

o , . A L
y=—-2x"+ C - diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums
2g
Ja grieSanas laika Skidruma Iimenis pie trauka sienas ir augstuma H, tad var
izmantot sakuma nosacijumu

V. =H.
2
Tatad H=2_RsC,
2g
a)2
no kurienes C=H-—R"?
2g
@° @’
un y=—x"+H ——R” - partikularais atrisinajums.
2g 2g

Atrisinajuma analize.

Sk€luma Iinija ir parabola, kuras forma ir atkariga no trauka grieSanas
lepka atruma w.

Atbilde: Skidruma virsmai ir rotacijas paraboloida forma.

3. Tilts iekarts trose, kuras gali vienada augstuma nostiprinati. Noteikt troses
formu, neieverojot tas svaru, ja attalums no tilta viduspunkta Iidz trosei ir a.
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Matematiska modela sastadisana.
Izv€las koordinatu sist€tmu ta, ka paradits 2.4. ziméjuma. Atbilstosi
uzdevuma nosacijumiem, trose ir pret Oy asi simetriska linija.

g

A B
\ o £

™ | M&) ~a

- o

| | | :

| ! ! |

| | ' |

| | | | .
C (@) x D x

YP
2.4. zim.
AB- trose, kurai ir linijas y= y(x) forma

CD —tilts

NO=a - attalums no tilta viduspunkta lidz trosei
M(x,y) — troses punkts

NM — troses loks intervala /0;x]

F - loka NM galapunktam M pieliktais loka sastiepuma spéks, atrodas uz linijas
pieskares, kuras virziena lenkis ir « .

H - loka NM galapunktam N pieliktais loka sastiepuma spéks, atrodas uz linijas
minimuma punkta novilktas pieskares, kas paral€la Ox asij.

P - tilta dalas svars, pielikts loka NM viduspunkta, un proporcionals intervila
/0;x] garumam x, t.i., P =kx.
Speku projekcijas uz koordinatu asim:
proj0x13 =0, projOXI:" =Fcosa, projOXIjI =—-H,
projOyj6 =—P, projoyﬁ =Fsina, projoyﬁ =0.

Spéku lidzsvara nosacijums:

P+H+F=0
proij(ﬁ +H+ F):O proijP+ pr0j0x]:1 +pr0j0x13 =0
- - = - - -
projoy( + +F):0 projo, P+ proj, H + proj, F'=0
0-H+ Fcosa=0 COSO{:F
=
—P+0+ Fsina=0 ) P kx
singg =—=—
F F
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_sina _kx-F_ﬁx
cosae. F-H H
k

tga=y', y'=gx

ga

Matematiska modela atrisinasana.

ﬂzﬁx, dy:k dx, Idy:%]xdx

—X
dx H H
2 . —- s e
y=——x"+ C - visparigais atrisinajums
2H
y‘xzo =a - sakuma nosacijums

a=0+C, C=a

y= ix2 + a - partikularais atrisinajums (parabola)

Atrisinajuma analize.
Trosei ir parabolas forma, kas atkariga no troses sastiepuma spéka tas viduspunkta

H un proporcionalitates koeficienta & — vienai garuma vienibai atbilstosas tilta
dalas svara.

Atbilde: Trosei ir parabolas y = %xz + a forma.

4. Noteikt gruntsiidens virsmas formu ap cilindrisku aku, kuras radiuss R un
tidens dzilums aka 4, ja Gidens daudzums aka ir nemainigs, t.i., iepludusais
tidens daudzums vienads ar izsmelta idens daudzumu.

Matematiska modela sastadisana.
Izv€las koordinatu sistemu ta, ka paradits 2.5. ziméjuma.

Ay

; Ply) 7 a)

‘_}’
«— M

v

Ja tdens daudzums aka ir nemainigs, tad gruntsiidens virsmai ap aku ir
noteikta forma.
AB- tdens limenis aka
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BE, AF - y= y(x) gruntsiidens virsmas Sk€luma linijas ar xy plakni

P(x;y) — punkts uz gruntsiidens virsmas

v — gruntsiidens filtréSanas atrums akas virziena punkta M, kas atrodas zem punkta
P(x;y)

o - linijas y= y(x) punkta M novilktas pieskares virziena lenkis

v=Atga - gruntsudens filtréSanas atrums visos punktos zem punkta P

proporcionals gruntstidens virsmas slipuma lepka tangensam.

QO — udens daudzums, kas laika vieniba filtr&jas akas virziena caur cilindrisku

virsmu ar veiduli PK (saskana ar uzdevuma nosacijumiem — konstants liclums)
O=2my -v=2myltga =2mxyAy’

dx 27nA
Matematiska modela atrisinasana.
O dx 1 5 0 C
dy = ——, = , —y =——Inx+—,
ey 274 x Iyy 27[2'[ 2 27A
y? = %lnx + C - visparigais atrisinajums
TT.
y‘x: . =7 - sdkuma nosacijums
hzzglnR+C, C=h>- anR
A 7
= glnx +h —glnR =h’+ 0 P
7 A A R

y= \/ h + %ln% - partikularais atrisinajums.
T

Atrisinajuma analize.
Uzdevuma fizikalai jégai atbilst nosacijums x> R .

Atbilde: gruntsiidens virsma ir rotacijas virsma, ko veido linijja y = \/ h + %mi ,
T

rot&jot ap Oy asi intervala [R;+oo].
Atvasindjuma geometriskas interpretacijas standartuzdevumi.

1. Atrast liniju, kas iet caur punktu M (+/2;2), ja tas brivi izraudzita punkta
novilktas pieskares virziena koeficents ir divas reizes lielaks neka §1 punkta
ordinates attieciba pret abscisu.

Atrisindjums.

Apzimésim nezinamo funkciju ar y=f{x) un pienemsim, ka brivi izraudzita
punkta novilkta pieskare AB (sk. 2.6. zim).
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Taisnes AB pieskares koeficents & ir divas reizes

lielaks neka 2 katra funkeijas f{x) punkta, t.i.:
X

Ta ka k=tga=y', tad iegistam

diferencialvienadojumu  y'=2 Y

X
¥ To var atrisinat ar mainigo atdaliSanos metodi:
b _2y
dx  x
dy 2dx
IS
no kurienes 1n‘ y‘ = 21n‘x‘ + ln‘C ‘
jeb y=Cx".
Ta ka funkcijas grafiks iet caur punktu M (\/5 ;2), tad 1egilistam sakuma
nosacijumu y(\2)=2 =2=(J2)*C jeb C=I.
Tad y=x’

Atbilde: meklgjama linija ir parabola y=x’.

2. Atrast liniju, kuras brivi izraudzita punkta novilkta pieskare uz Oy ass atSkel
nogriezni, kura garums ir vienads ar pieskarSanas punkta attalumu Iidz
koordinatu sakumpunktam.

Atrisindjums.
p4 Tatad liknes L pieskare ir AB (sk. 2.7. zZim.).
Pieskares vienadojums ir
L Y= (X ~x)
~_ Ja X=0, tad Y=04, kur AO=OM=/x" + y° .
Lidz ar to
AL TN M(x; y) STy —y=y
y i X Ty —Yy=-yx
1 2
: > : _Jy Y
0 ¥ B , Do kurienes y—;— 1+(;) . (1)
2.7. zim. Tas ir 1. kartas homoggns
diferencialvienadojums, kuru atrisinot lieto
substitiiciju :
u?,
X
tad LA x@.



Ievietojot iegiitas izteiksmes vienadojuma
diferencialvienadojumu ar atdalamiem mainigiem:

u+x§—y:u—\/1+u2

X
: du
jeb x—=—l+u’.
dx
Atdalot mainigos un atrisinot vienadojumu, iegust:
du dx

N1+u® Cox

ln‘u +Al+u’|= —ln‘x‘ + ln‘C ,
u+l+u’ = ¢ ,
X
2
1+u’ :—2—2@+u2,
X X
C*—x’
no kurienes U= .
2Cx
22
Taka uzl, tad y:C iy
X 2C
C*-x’
Atbilde: tatad mekl€jama linija ir parabola y = Y

29
(1), iegiist

3. Atrast Iiniju, kas iet caur punktu A4(0; - 2), ja tas brivi izraudzita punkta
novilktas pieskares virziena koeficients ir 3 reizes lielaks neka 81 punkta

ordinata.
Atrisinajums.
Dots: k=y'=3y, A0;-2) e y(x)
Atrisinot diferencialvienadojumu y'=3y,

iegiist %=3y, I%zﬂdx,
1n|y| =Ine™ +1n|C ,

no kurienes y=Ce’,

No sakuma nosacijuma y|,_,=—2

iegiist y=-2e".

Atbilde: meklgjama Iinija ir eksponentfunkcijas y = —2e>* grafiks.

4.  Pieskare jebkura liknes punkta P, abscisu ass un taisne, kas iet caur punktu P
paraléli Oy asij, veido figiiru ar konstantu laukumu a’. Atrast 3o likni.

Atrisinajums.
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Dots: S(PCD)=a’ un PC" Oy
S(PCD)= %PC -CD=ad’

2

Taka PC=y, tad D =29

y
1g(180° — ) ne
—a)l=—
¢ CD
2
Tadgjadi — g = 2y -,
y2
no kurienes =
4 2a’
2
Atrisinot diferencialvienadojumu v _ —y—z,
dx 2a
ieglst —J‘d—{= lzjdx, 1 x2+£2,
y 2a y 2a° 2a
. 2a’
no kurienes y=
x+C

2

Atbilde: meklgjama Iinija ir hiperbola y = .
x+C

5. Atrast liknes, kuram jebkura liknes punkta novilktas pieskares un Ox ass
krustpunkta abscisa ir 2 reizes mazaka neka pieskarSanas punkta abscisa.

Atrisindjums.

A Dots: OB = 0,50D

OD =xun OC =y

MD
Taka ——=tga=)"
BD g Voo

' y
tad yza,
@ _ v Iﬂzzj@
dx 05x° % x’
no kurienes Iny=2Inx+InC
jeb y=Cx’.

Atbilde: meklgjamas liknes ir parabola y = Cx?.

6. Atrast likni, kas iet caur punktu (2,;3), ja jebkura tas punktd novilktas
pieskares nogrieznis starp koordinatu asim dalas uz pusém.

Atrisindjums.

Dots: AM = MB, y

x:2: 3



Yy y=/x)
B
ch--- N1 )
A
ol D 4 X
2.10. zim.

no kurienes

Taka AM = MB = MD - A40B viduslinija.

1

Tad OD:x=%OA un OC:yngB,

OB
AAOB: — =1t2(180° —a)=—-tga =—)"
0 g( )=—1g y
R A 4
Tadgjadi ¥ o .
d d dx
jeb _y:_l’ J-_y:_ _’
dx X y X
Iny=-Inx+InC,
C
y=—.
X

No sakuma nosactjuma }|,_,= 3 nosaka konstanti C:

C
3=—,tad C=6.

2

Iegiist mekl€jamas Iiknes izteiksmi y = 6

Atbilde: meklgjama likne ir hiperbola y = 6
X

X
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7. Atrast Iikni, kas iet caur punktu (2; 0), ja jebkura tas punkta pieskares
nogrieznis starp ordinatu asi un pieskarSanas punktu ir konstants lielums,

vienads ar 2!
Atrisinajums.

" ) Dots: AP =2; |.,=0
y = f(x) AACP - taisnlenka
A CP=0D =x
ol - NPE ) AC =27 — x> =\4—x
> AAOB ~ AACP
- a > 04 AC
D B OB
OB CP
2.11. zim. 2
. V4—x
y=-
x
dy 4 — x? 4-x*
e B 2
b X

Atradisim integrali

J~ 4—x2

—=1g(180° —a) =-tgax = —)'

= i |-
X x=+4—-¢t",dx= _ tdt 4 —

t’=4-x"t=4-x’ 5

4t

dt
e

4
:I(1+t2—4
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=2 +C=

_j( ——————Jm_t+mk—1 Inff+2/+C=¢+In"—=
t+2

t—2 t+2

NC -
V4 —x* +2

=J4-x> 12— |+ C
V4—-x* +2

Lidz ar to diferenciélvienédojuma visparigais atrisinajums ir
y=—4-x> -2In————
N4—x* +2

No sakuma nosacijuma y‘xzz =0 1izriet, ka C=0.

+C=x/4—x2+1n‘ —x ‘+C:

(=)

=v4-x* +In

+C Y

Tatad mekl€jama Iinija ir

=—4-x* -2In|———
N4 —x* +2]

Var pieradit, ka lim y = +. (0] 2 x
x—0 -
2.12. zim.

So liniju sauc par traktrisi (2.12. zim.).
X

Ja-x* +2|

8. Atrast visas liknes, kuram pieskares nogrieznis starp abscisu asi un
pieskarSanas punktu dalas uz pusém, krustojoties ar ordinatu asi!
Atrisindjums.

Atbilde: meklgjama liknija ir traktrise y =—/4 —x*> —2In

Dots: AB = BM.
y AAMD - taisnlenka, BO - AAMD
C , viduslinija;
! 1
B ; OB:§=5MDunCM:OD:x
< V1 w80
<A - » 4D 40 2977
X
v y
2.13. zim. Tatad '= Iy jeb - dx P
dy dx 1
i —=—|—, mhy==Inx+InC =
no kurienes _[ y 2% y > X , V C«/;,
=Cx

Atbilde : meklgjamas liknes vienadojums ir y* = Cx ; §1 ITnija ir parabola.

9.  Liknes jebkura punkta novilktas pieskares krustpunkts ar Ox asi ir vienada

attaluma no pieskarSanas punkta un no koordinatu sakumpunkta. Atrast o
likni!



Atrisindajums.

Dots: BP = OB
y4 3= fx) ADPB: CO =PD =y;
A OD=CP=x
OB =DB=DB +x
cl--- . P(x; y) ADPB péc Pitagora teorémas.
; PB’ =y’ + DB’
L NN » (DB +x)’ =)+ DB
0 D B X  BD’+2DBx +x’ =y’ + DB’
2.14. zim. y?—x’
BD =
2x
OA PD
=—=1g(180° —a) =—tga =—)'
o8 _pp_ &t )=—tga =~y
oY
'— Q = — Y ; b '— 2xy - — X
dx e jeb Y VX y 2 1.
2x ¥

Iegiito diferencialvienadojumu risina, lietojot substitiiciju % =z,

tad y=zx un y'=zx+x.

Ievietojot diferencialvienadojuma, iegiist
R 2z %x_—22—23+z

210 7 dx z2-1 7’
dz —z-2z dz z(1+2%)
= 2 ’ = _'x:—29
dx z7 -1 dx -z
dz
J‘Z(1+Z ) I
j—— —)dz=Inx+InC,
z
an—Z'—ln(zz+l)=lan, — > =Cx
2 z7+1
Y
1= Y _ X =Cx ; _ 2, .2
Taka —=z,tad > X jeb y=CKx +y),
X

(y +1
X
x* + 1 =0

no kurienes Y Cy -

1 11
X+ yt -2 + = ,
Y e Tt T ac
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x2 +( —_ sz e 1
Y7oc) Tact 4
1 P
Tad mekléta Iinija ir rinka Iinija ar radiusu 5 un
centru punkta (0; %) (2.15.zim.).
f AN >
Ta ka Ox ass ir §is rinka linijas pieskare, tad 0 B 7

uzdevuma nosacijumi ilustré teorému, ka rinka 2.15. zim.
Iinijas pieskaru nogriezni ir vienadi, kas vilkti no
kopiga punkta B, t.i., OB=PB.

2 2 _
Atbilde : meklgjama Iikne ir rinka Iinija * 7 BVard 0

10. Atrast likni, ja zinams, ka attalums no koordinatu sakumpunkta Iidz jebkurai

§1s Iiknes pieskarei ir vienads ar pieskarSanas punkta abscisu.
Atrisinajums.

Dots: OM 1 AB, OM=0D

Y&y =fx) OM=0D=x
AOMP = AODP - ka taisnlenka trijstiri,
kuriem ir kopiga hipotentiza un vienadas
divas katetes OM=0D=x.

Tatad LZMOP = 2ZDOP = %ZMOD =

| AP 1 (\ne 0
2.16. zim. =5(90 —ﬂ)=5(90 ~(180° ~a))=
_a-90°
2
roor: F2 e pop = Y oig@=0 00—
OD X 2 2
[zmanto formulu tg2 = I_.Cﬂ :
sin @
Tatad tga—90 :1—'cos(900 —a)zl—sma: 1 —tgaz\/m-tga:
2 sm(90 —0:) cosa  cosa
= 1+(y')2 —y'
Lidz ar to RAS 1+() -y,
X

. AV Y

no kurienes 1+() =y -=,
X
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2y—: 2 y =
X X 21
X
Atrisina, lietojot substiticiju —=2; y'=zx+z.
, 27 -1 , oz -1
Zx+z= , z'x = -z,
2z 2z
, =z =1 dz 22 +1
z'x = , —Xx=- ,
2z dx 2z
ZZdZ__@ J‘ZZdZ __@
22 +1 x’ 22 +1 x
1n\zz+1\=—1n\x\+c, zz+1:£,
X
2
2= (Xj S,
X X X

y* =x" +Cx, y=~x"+Cx

Definicijas apgabals:
Cx+x*>20 = xe(—oo;O)U(— C;+oo),ja C<0
vai xe(-o0;—C)U(0;+0), ja C>0

Atbilde: meklgjama Iinija ir funkcijas y =+/x + Cx* grafiks.

11. Jebkura liknes punkta P novilkta normale krusto Oy asi punkta, kura ordinata
vienada ar punkta P attalumu lidz koordinatu sakumpunktam. Atrast So Iikni.
Atrisindajums.

v Dots: AO=OP un BP_L AP
OD=CP=x
A y=/x)  PD=0C=y
e / p OP=+OD? + PD* =[x’ + y*
i Ta ki OA=0P, tad AC=A40-OC=1[x* + y* -y
: ZPBD = ZPAC = a -kalenki ar
| VlEes =
a | perpendikularam malam
| > tgPAC = rc =>tga = al
0 / B D X & AC [2 & R
2.17. zim.

legtist diferencialvienadojumu
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2
1+m Y
X X

kuru risina lietojot substitiiciju Y. ,tad y =xz, y'=z +xz".
X

Ievietojot diferencialvienadojuma, iegiist

1 V1422 +z ' / 2
Z+XZ':\/7—2, Z+XZ,:12—2, Xz = 1+Z )
l+z" -z Ttz -z

x%:\/H—zz, dz :@, Inlz +V1+z? :ln‘x‘+ln‘C,
dx N1+z2 X
z4+A1+z2° =xC, N1+z =xC -z, 14+z° =2 = 2zxC + x°C?,
2zxC=x"C* —1.

Tékﬁ%ZZ,tad 2yC=x’C* -1 jeb 2y:x2C—é.

Atbilde: meklgjama linija ir parabola y = Cx” — %

12. Pieskare jebkura liknes punkta P, punkta P radiusvektors un Ox ass veido
trijstiiri ar konstantu laukumu a”. Atrast $o Iikni.

Atrisinajums.
4 y=fx) Dots: S(AOPB) = a’
A OB - PC , OB-y
S(A OPB) = = a =—""
2 2
pr NG P
! APCB: ——=1g(180° —«
: . CB g( )
0 C B X Y
5 = —tga
2.18.zim. Taad Hp T
y
2

: ' Y

b =
» 4 2a° —xy
Tas ir linears 1.kartas diferencialvienadojums attieciba pret x un?.

y
Atrisinot lieto substitliciju: x =u-v,tad x'=u'v+uy'
— dx xy—-2a° _
egus dy y2 ’
;X 2a° , . uy 2a’ \ LV 2a°
X'——=——, uvtu'-—=——_ u'vtu(v-—)=——;

y y y y y



v d
Ja V== =0, tad —VZK, Q:IQ
y dy 'y vy
no kurienes v=Cy.
Pienem C =1, tad V=Y.
2
Tadgjadi wy=-22_,
Y
du  2a’ jdu——jzazd
T ) - 3 ya

Yy
a’ a’
Tatad XZMVZJ’(y—2+C):7+Cy.

2
Atbilde: meklgjama linija ir X = " +Cy,

5

M:—2+C_

37
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2.3.2. Atvasinajuma fizikalas nozimes uzdevumi.

Daudz diferencialvienadojumu pielietojumu pieméru ir fizika un
mehanika. Lai sastaditu mehaniskas kustibas matematisku modeli, parasti ir
janovert€ uz kermeni darbojusSies speki: smaguma speks, vides pretestibas spéks,
speks, kas rada kermenim paatrindjumu u.c. Ja x=x(#) ir materiala punkta
koordinatas atkariba no laika taisnvirziena kustiba( vienvirziena kustibas
gadijuma — noietais cels), tad x’:x'(t) ir kustibas momentanais atrums v=v(z).
Savukart v/ =v/(¢)= x"(¢) ir kustibas momentanais paatrinajums.

Tadgjadi 2. Nitona likumu F=ma pieraksta, izmantojot atvasinajumus:
F=mv' jeb F =mx". Izmantojot So spéka F izteiksmi spéku lidzsvara vienadiba,
kas darbojas uz kermeni, ieglist diferencialvienadojumu attieciba pret kustibas
atrumu v vai ar attieciba pret noieto celu x.

Ar1  atvasinajuma  fizikalas nozimes piem&ros var  apliikot
»standartuzdevumos”, kuros jaizmanto visparzinamas fizikalas idejas un
»problémuzdevumus”, kuru risinaSanai tiek doti 1pasi noradijumi vai ari
nepiecieSama speciala iegiita atrisindjuma analize un izvertéSana. Aplikosim dazus
piemerus.

Atvasindajuma fizikalas nozimes problemuzdevumi.

5. Gaisa pretestibas speks kritoSam kermenim ir proporcionals kriSanas atruma
kvadratam  un  KkriSanas  virziena ~ v&rstas kermepa  virsmas
laukumam (proporcionalitates koeficients k). Kadam jabiit izpletna virsmas
laukumam S, lai kriSanas atrums neparsniegtu v;, ja izplétnléc€ja masa ir m?
Apréekinos izmantot lielumus: m=100 kg, v;=5 m/s, k=0,55.

Matematiska modela sastadiSana.
P=mg —1zpletpleéceja svars,
F, = kSV* - gaisa pretestibas spéeks,

F=ma= mﬂ - Nitona likums.

dt
No spéku lidzsvara vienadibas
F-P_F
dv dv kS
iegiist: m—=mo —kSv> ieb —=og——y72
¢ a8 T

Matematiska modela atrisinasana.

dv dv dv

ks, J kS zzjdt’ IkS(mg 2jzjdt'
g——v g——v — = v

m m m\ kS

I . I mg 5 . _
zmantojot apzimejumu E =p~,1egust



m dv
kS? p* —v?

kSp

jdt:>t: " In

+C.
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Pienemot, ka kriSanas sakuma atrums ir nulle, izmanto sakuma

nosacijumu v| _ =0. Tad no vispariga atrisindjuma atrod:

P
p

In—+C=0,

2kSp
no kurienes izriet C=0.

Tatad diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums ir

jeb

m 1n| ptvl_,
2kSp ‘ p— v‘
2kSp
: mo—1
no kurienes V=P = pth(
e +1

Atrisindjuma pétijums.
Atrod robezu

) ) e -1 00 )
limv=limp=5 —=| 5 |7~
e +1
2kSp 7,
) mg
=plim-—"—__=p=_|—25,
PN 2kSp 2kSp, \' &S
e m
m

e

2kSpl

O |

Tatad, palielinoties kriSanas laikam,
izpletnléc€ja kriSanas atruma robeza ir lielums

‘/% Eksperimentali ir noskaidrots, ka jau

p+V:e
p—-V

4

»

2kSpt

b

péc dazam sekundém kriSanas atrums ir tuvs
Sai atruma robezai (integrallinija ,,atri tiecas” uz horizontalo asimptotu y=p,

2.19. zim.).

. o |m : m
Tatad kriSanas beigu atrums v, = k_§ , no kurienes S =

Aprékins un atrisinagjuma analize.
S~ 100-9,8 z71(”12)

7 0,55-25

2.19. zim.

v

Risinajuma ir izmantots nereals pienémums, ka kriSanas sakuma atrums
ir nulle. Tomér izpletnis atveras tad, kad izpletnlécgjs, brivi kritot, ir sasniedzis
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noteiktu atrumu v,. Tatad VL:O =v, #0 un [idz ar to arT C # 0. Tacu var pieradit,

ka neatkarigi no ta limv = /% .
t—>+% kS

Atbilde: izpletna virsmas laukums ir = 7/ m’.

2. Sautenes lode ar atrumu 500 m/s ietriecas ierakuma aizsargvalni. P&c 0,0002
sekundém tas atrums bija 200 m/s. Cik biezam jabiit aizsargvalnim, ja ta
pretestibas speks lodes kustibai ir tieSi proporcionals lodes atruma kvadratam?
Aprekinos pienemt, ka lodes kustiba ir reali beigusies, kad tas atrums ir
neievérojami mazs, piemeéram [ cm/s.

Matematiska modela sastadisana.
v=v(t) — lodes atrums péc laika ¢ no tas ietriekSanas aizsargvalni,
F, = kv* - aizsargvalna pretestibas speks (k — proporcionalitates koeficients),
m — lodes masa,
F =ma=my' -2. Nutona likums
mv' =—kv* (v'(t)<0, jo v(2) ir dilstosa funkcija),

dv k ,
—=—V".
dt m
Matematiska modela atrisinasana.
d—;}:—ﬁdt, d—;:—jﬁdt, R ey
% m v m vV m v m
V= - visparigais atrisinajums,
—t+C
m
VLZO =500 - sakuma nosacijums.
l:500, C:L:O,OOZ
C 500
Ve - partikularais atrisinajums,
—1t+0,002
m
V‘::o, w00, = 200 - papildnosacijums.
200 = k ! = L3 =15
~-0,0002 + 0,002 "
m
1
V——
15¢ + 0,002
Aprékins.

Atrod, péc cik ilga laika lodes atrums valni bis 0,01 m/s.
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15¢ + 0,002
Atrod lodes noieto celu aizsargvalnt:

t=6,7(s)

>

6,7

6,7 6,7 ,
s=[v(e)dr= | L Linfise+0,002] =0,72m).
4 3 156+0,002 15 .

Atbilde: aizsargvalna biezumam jabiit aptuveni 0,72 m.

3. Skidruma rotgjosa diska lenkisko atrumu samazina berzes speks, kas
proporcionals lenkiskajam atrumam. Sakuma momenta rotacijas lenkiskais
atrums bija 12 rad/s, bet péc 10 sekundém — 8 rad/s. Noteikt rotacijas atrumu
péc 1 miniites. P&c cik ilga laika no bremz&Sanas sakuma disks veiks vienu
apgriezienu sekundge?

Matematiska modela sastadiSana.
o = o(t) —rotacija lenka atrums péc laika # no bremzgsanas sakuma,
F, = ko - bremzeSanas speks (k — proporcionalitates koeficients),

0 _ .. o : L _ .. e .
% <0 - rotacijas lenkiska atruma izmainas atrums (rotacijas paléninajums).
t

do _ k.
dt
Matematiska modela atrisinasana.
9O jar, [%°—[kdr, Wle|=—ki+InC, Injo|=InCe™,
W 0]

o= Ce ™™ - visparigais atrisinajums,
®,_, =12 - sakuma nosactjums.
12=Ce’, C=12
w=12¢™" - partikularais atrisinajums,
w| _,, =8 - papildnosacijums.
) 5 lng
§=12¢"", '™ ==, —10k=InZ, k=—3~0,04
3 3 0

0,04
w=12e "%

Apreékins.
D a_, =12¢""" =12¢* ~1,09(rad / 5)

2) veicot 1 apgriezienu sekundg, rotacijas lenka atrums ir 27 rad/s.

2r =120 0 2T 0410 2% f=— 12 _j4(s)
1 12 — 0,04
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Atbilde: pec 1 miniites no bremzeSanas sakuma diska rotacijas lenkiskais atrums
biis 1,09 rad/s; pec 16 sekundém no bremzeSanas sakuma disks veic 1

apgriezienu sekunde.

Atvasindjuma fizikalas nozimes standartuzdevumi.

1. Materialu dalinu, kuras masa ir m un kas parvietojas ar atrumu v, taisna
virziena, saka bremzet speks, kas tieSi proporcionals bremzeSanas laikam un
apgriezti proporcionals kustibas atrumam. Péc cik ilga laika no bremzeSanas

sakuma dalina tiks apstadinata?

Matematiska modela sastadisana.
v=v(t) —kustibas atrums bremzgjot,
t — bremzesSanas laiks,

t — -
F .= k; - bremzeSanas speks
dv _ :
F=ma= mE - 2. Nitona likums
F = _Fpret.
d t
At

dt %

Matematiska modela atrisinasana.
ﬂ:_ﬁ’ Jvdv=—j£tdt, lv2 __k
dt my m 2

ko, . L.
v=,|C ——t" -visparigais atrisinajums,
m

V‘z:o =V, - sakuma nosacijums.
/ 2
VO = C . C = VO .

2m

2 ko L
v=.|vy ——t" - partikularais atrisinajums,

m

Aprékins.
Dalina ir apstadinata tad, kad tas atrums ir 0.

O:1/v§—£t2 = vé—ﬁtzzO = t:\/ivO
m m k

e +%c, vV =C-

k
=,
m

L e Im _ _
Atbilde: dalina tiks apstadinata péc laika ¢ = ;vo no bremzesanas sakuma.

2. Motorlaivai, kas brauca ar atrumu /8 km/h, 1zslédza motoru. P&€c / miniites no
motora izslégS8anas momenta laivas atrums bija 6 km/h. Kads bus laivas
atrums pec /,5 miniitém, ja tidens pretestibas speks ir proporcionals laivas

atrumam?
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Matematiska modela sastadisana.
v=v(t) —kustibas atrums bremzgjot,
t — bremz&Sanas laiks,

F .. =kv - bremzgSanas speks
F=ma= m% - 2. Nitona likums
F = _Fpret.
mﬂ =—kv
dt
Matematiska modela atrisinasana.
v__k, kg Iéﬁrjidu mM=—5¢+mc.
dt m v m 1 m m

k
—t
v=_Ce ™ - visparigais atrisinajums,

VLZO =18 - sakuma nosactjums.
18=Ce", C=18.
k
y=18¢ " - partikularais atrisinajums,

VL: 1 =6 - papildnosacijums.
60
k1 k
61800, L_gwn _ K _p 1 k013659
V= 186765,91
Aprékins.

1,5 min=1’—5h =0,0254.
60

Voo =18e %% =3.46(km/ h)

t=0,025

Atbilde: péc 1,5 mintit€m laivas atrums biis 3,46 km/h.

3. Materiala dalipa, kuras masa m, iekrita Skidruma. Atrast dalinas atrumu
Skidruma atkariba no laika, ja Skidruma pretestibas sp€ks proporcionals
dalinas atrumam un sakuma atrums ir v,.

Matematiska modela sastadisana.
v=v(t) —dalinas atrums Skidruma,
F .. =kv - 8kidruma pretestibas speks

P=mg — dalinas svars

F=ma= m% - 2. Nitona likums

— —

F=P—-F

pret.
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dv
m—=mg — kv

a8

Matematiska modela atrisinasana.

dv k dv dv m k
. =dt =|dt, ——Injg——v|=|dt
a ST Tk S =, g ==,
g——V gV
m m
k
lng—ﬁv:—ﬁtntlnC, g—ﬁv:Ce mta
m m m
mg Cm K .
V= T 76 ™ - visparigais atrisinajums,
v‘t:O =V, - sakuma nosacijums.
y =g _Cmo_ o Cm_mg
k k k k
k
Y= % — (% -, je " partikularais atrisinajums,

4. Cilindrisks trauks, kura pamata ir caurums, piepildits ar iideni. Trauka
augstums ir H. Cik ilga laika viss tidens iztec€s no trauka, ja 2 visa tidens

iztek 10 sekundés? Udens iztecé$anas atrums ir proporcionals kvadratsaknei
no tidens Itmena augstuma aplikota laika momenta ¢.

Matematiska modela sastadisana.
h=h(t) —idens limena augstums iztecéSanas laika,

— < 0 - atrums, ar kadu samazinas tidens Itmena augstums(iztec€Sanas atrums)

dt
dh _ —k~Jh
dt
Matematiska modela atrisinasana.
dh
== —kdt, 2\h=—kt+C
Jh
C—keY .
h =-————- visparigais atrisinajums,
hL:o = H - sakuma nosacijums.

(c-of C=2VH

H =
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WNH — ket

h= 1 - partikularais atrisinajums,
3 1 : .
h‘t:m =H - ZH = ZH - papildnosacijums
2
J N 2T R
4 4 10
2
(zﬁ - llomj
h= 1 - partikularais atrisinajums atbilstosi papildnosacijumam
Apreékins.

Kad viss tdens ir iztecgjis, tad Aa(2)=0.
2
(Nﬁ - fomj
4

-0 = 2@—%\/ﬁt20,
t=20(s)

Atbilde: viss udens iztecés 20 sekundes.

5. Motorlaiva brauc stavosa tdent ar atrumu 10 km/h. BraukSanas laika izsledza
motoru un péc 20 sekundeém laivas braukSanas atrums bija 6 km/h. Uzskatot,
ka tidens pretestiba ir proporcionala laivas atrumam, atrast laivas atrumu péc
2 min kop$ motora izslégSanas. Atrast ar1 attalumu, ko veica laiva 1 min laika
péc motora izslégSanas.

Atrisinajums.

Pienem, ka laivas kustibas atrums laika momenta ¢ ir v = v(z). Pret laivu darbojas

bremzesSanas speks, kas ir tiesi proporcionals laivas atrumam:

= - kv.

Saskana ar 2. Nitona likumu:

F=ma=mv".

Tad -kv =mv’,
dv dv k dv k
no kurienes —kv=m— —=-—dt —=I——dt,
dt v m v m
lnM = ——z‘+ln‘C‘
m
_k,
legist v=_Ce " .
No sakuma nosactjumiem: 1|,_,=10 un v 1 =6
by 180
10=Ce ™ C=10 C=10
kT kL k
6=C€m180, 6=10 emlSO’ _—18077’1:_,
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Tatad v=10e™.
Laivas atrums péc 2 min biis

v =10e™ = 0,5 (km/h).

30

Laivas nobrauktais cel§ / min laika péc motora izsl€gSanas:
1 1
60 1

60
- | Y o
s = Iv(t) =.([10€ 20 =—§e 1180~ 0,08 (km).

0

Atbilde: laivas atrums p&c 2 min biis aptuveni 0,5 km/h un 1 min laika péc motora
izsl€gSanas ta veiks aptuveni 80 m garu attalumu.

6. Laivas atrums samazinas tidens pretestibas ietekme. Udens pretestiba ir
proporcionala laivas atrumam. Laivas sakuma atrums ir /,5 m/s, atrums péc 4
sekundém ir /m/s. P&c cik ilga laika laivas atrums bus 0,01 m/s? Noteikt
laivas nobraukto celu lidz apstasanas momentam!

Atrisinajums.
Pienem, ka laivas kustibas atrums laika momenta ¢ ir v = v(z). Pret laivu darbojas
bremzeSanas speks, kas ir tieSi proporcionals laivas atrumam: F' = - kv.
Saskana ar 2. Nutona likumu: F = ma = mv’.
dv dv k
dhv=mv = —kv=m— = —=-—dt
dt v m
dv k k
=[-=dt = Ip|=-"1+In[C]
% m m
k
v=_Ce "
No sakuma nosacTjumiem: v|,_,=15 un | _,=1:
5=Cen [C=15 C=15
Lk, = =9k
1=Ce ' I=1L5e™ —=0,1
m
Tatad v=15¢""

1) péc cik ilga laika laivas atrums bus 0,01 m/s?
0,01 = 1,5¢ """ = 0,0067 ~ ¢*"
n(0,0067) ~ - 0,1t = -0,1t~-5
t =50 (s)

2) laivas nobrauktais celu [idz apstasanas momentam:

pienem, ka kustiba beigusies, kad laivas v = 0,01 m/s :
50 50

s = Jv(t) :Jl,Se_o’”dt =—15¢™""
0 0

215 (m)

Atbilde: laivas atrums biis 0,0/ m/s péc aptuveni 50 s un lidz apstasanas
momentam laiva veiks aptuveni /5 m.
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7. Materials punkts ar masu /0 ~ kg speka F iedarbibas rezultata parvietojas pa
taisni. Speks F ir tieSi proporcionals laikam ¢ un apgriezti proporcionals
kustibas atrumam. Laika momenta ¢ = /0 s atrums ir 0,5 m/s, bet speks ir
4-107° N. Kads ir kustibas atrums / min péc kustibas sakuma?

Atrisinajums

Pienem, ka dalinas kustibas atrums laika momenta ¢ ir v = v(?). Materialais
punkts parvietojas speka F, kur§ tieSi proporcionals laikam ¢ un apgriezti
proporcionals kustibas atrumam, iespaida:

F=kl
N
Saskana ar 2. Niitona likumu: F =ma = mv’.
t dv t
Tatad mv'=k— jeb m—=k—.
v dt v
Atdala mainigos un integre:
kt kt
vdv = —dt = Ivdv: —dt
m m
vkt kt* +2mC
—=—+C = v=
2m m

No sakuma nosacijumiem: m = 10~ kg, v‘ ro0s =0,5m/ s, F‘HO =4.10°N

legust
0 5=\/100k+2-10‘3C
’ 10~
4.10° =k 22
0,5
100k +2-10°C =0,25-10"
{kzz-lo—"’
C=0,025
{k:2-10‘6
Tatad v=4/2-1077 +0,05.

Atrod kustibas atrumu péc / min no kustibas sakuma:
v=~/2-10"-3600 +5-107 ~2,7(m/s)
Atbilde: materiala punkta atrums péc / min no kustibas sakuma biis aptuveni
2,7 m/s.

8. Noteikt celu, kadu kermenis noiet laika ¢ no kustibas sakuma, ja kustibas
atrums ir proporcionals noietajam celam un /00 m kermenis noiet /0s, bet
200m — 1557

Atrisinajums

Pienemsim, ka laika momenta ¢ noietais cel§ ir s = s(?). Kustibas atrums ir
tiesi proporcionals noietajam celam:
v=1rk-s
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ﬁzk-s, Qdel‘, éZJ‘ka’l‘, ln‘s‘:kt+ln‘C‘
dt S S
s = Cée"
Péc sakuma nosacijumiem, ja ¢; = 10 s, tad noietais cel§ irs; = 100 m
t, = 15 s, tad noietais celS ir s, = 200 m
Abi nosacijumi veido vienadojumu sist€ému:

{100=C°610k :m_ CeIOk
200=C-¢™ 200 Ce™
In0,5=Ine™ = —0,69=-5k
k=0139

100 = Ce"’ = C ~25
Tatad s ~ 25¢%"*"(m).

—=05=¢*

Atbilde: laika f no kustibas sakuma kermenis noiet aptuveni 25¢ " metrus.

9. Lode ar atrumu v; m/s ieiet d€l1 un iziet no déla ar atrumu v, m/s. Noteikt
lodes kustibas atruma atkaribu no laika ¢, ja d€la pretestibas speks ir
proporcionals lodes atruma kvadratam.

Atrisinajums.

v=v(x) — lodes atrums

v'=a <0 -lodes paatrinajums

F =ma=mv" - 2. Nitona likums

F, = Av? - pretestibas speks

F=-F = m/=-1 = m%:—ivz
—d—jzidt = - d—rzijd = —=it+C1
v om v om v o m
V= ! , kurkzi.
kt +C, m
v‘t:O =y, un VLZO o =V - s@kuma nosacijums un papildnosacijums
v1=; = szl = Cl:i
k-0+C, C v,
100(v, -
V2=; = O,Olk:L—l = kleO[i—iJ:—(vl v)
k-O,()1+i Va Wi Vo, ViV,
Vi
- 1 V|V,
Tatad v =

Mt+i ) 100(\/1 _Vz)t‘i'vz .
Vivy Vi
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Atbilde: Lodes kustibas atrumu del1 atkariba no laika izsaka ar funkiju
iV,
V= :
lOO(v1 -V, )t +v,

10. Lokomative brauc pa horizontalu celu ar atrumu 72 km/h. Lokomativi
apstadinata bremzg€jot. Kads biis lokomatives atrums péc 5 sekundém no
bremzesanas sakuma, ja pretestibas speks kustibai ir 0,2 no tas svara.

Atrisindjums,
x=x(t) - lokomatives noietais cel$ pec laika ¢ no bremzesanas sakuma
v=v(x) - lokomatives atrums laika momenta ¢

m - lokomatives masa

g — smaguma speka paatrinajums

F=ma=mv' - 2. Nutona likums
F=-F

p

v
m—=-0,2m
dt &

dv
o 0,2g
dv=-0,2gdt
v=-0,2gt + C — visparigais atrisinajums
No sakuma nosacijuma
V., =72km/h=20m/s

iegiist 20=-0,2¢g-0+C,
no kurienes C=20.
Tatad v=-0,2gt+20 - partikularais atrisinajums

Lokomatives atrums péc 30 sekundém bis
v=-0,2-9,8-5+20=-10+20=10(m/s)=36(km/h).

Atbilde: Péc 5 sekundém lokomatives atrums bus /4 m/s.
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2.3.3. Eksponencialas augSanas un eksponencialas dilSanas uzdevumi.

Ne vienm@r ir iesp&jams tie$i izmantot atvasindjuma geometrisko vai
fizikalo nozimi, bet biezi ir vajadziga visparigaka pieeja. Aplikosim tas biitibu.
Piepemsim, ka starp mainigajiem lielumiem x un y pastav funkcionala sakariba,
kuru nepiecieSams modelét. Modela sastadiSanu veic péc $adas shémas:

1. Apliko brivi izraudzitu intervalu [x; x+4x/ un pienem, ka mainoties
lieclumam x S§aja intervala, lielums y ir arml mainijies ( pieaudzis vai
samazinajies) par vertibu Ay.

2. Izmantojot dazadus fizikalus vai geometriskus apsveérumus, sastada
aptuvenu vienadibu, kas satur Ay, Ax un pasus lielumus — x un y. Parveido

: : : . A
vienadibu ta, lai ta satur pieaugumu attiecibu Ey
3. Samazinot intervala /x; x+4x/ garumu, t.1., samazinot Ax, aprekinu kluda ar
aptuveno vienadibu samazinas. Tapéc apliko robezu, kad Ax—0.

Ieverojot, ka lim &y =y', iegtst diferencialvienadojumu.
Ax—0 Ax
Daudzas paradibas tehnika, daba un

sabiedriba noris pé€c kopigas matematiskas y1
likumsakaribas. To var formulét $adi: kada
mainiga lieluma y pieaugums Ay, kas radies
laika intervala [t; t+4¢/, aptuveni ir tieSi
proporcionals intervala ilguma At
reizingjumam ar y  vértibu intervala
sakumpunkta, t.1i.,

Ay = kyAt

kur k — proporcionalitates koeficients (sk. 2.20.
zim.).  Piem@ram, bakteérijju un citu
mikroorganismu pieaugums barotn€, koksnes masas pieaugums meza, naudas
noguldijuma pieaugums krajkasé, kimiskas reakcijas produkta koncentracijas
picaugums reakcijas laika ir tieSi proporcionals tas daudzumam laika intervala
sakumpunkta reizinajumam ar ta laika intervala garumu, kura $is pieaugums radies.
Tatad procesu kopiga likumsakariba ir: lieluma y izmainas atrums aplitkojama
laika momentd t ir tiesi proporciondls y vertibai Saja laika momenta.

Aplikosim piemerus, kur, sastadot diferencialvienadojumu, ir jaizveido aptuvena
vienadiba starp divu mainigo lielumu pieaugumu izteiksmeém.

2.20. zim.

Atmosferas spiediena aprékinasSana.

Sastadisim diferencialvienadojumu, kas modelé atmosféras spiedienu
atkariba no augstuma virs Zemes. Pienemsim, ka atmosfeéras spiediens uz Zemes
virsmas ir p.

Izmantosim 1pasibu, ka gaisa blivums ir tiesi proporcionals spiedienam:
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p=kp.
T s Novelkam koordinatu asi perpendikulari Zemes
virsmai (sk. 2.21. zim.). Brivi izraudzita Ox ass punkta
x+dx X atmosferas spiediens ir funkcija
Ax p=p(x),
X v kur x — $1 punkta koordinata. Palielinot x, t.i., attalumu no
Zemes virsmas, spiediens samazinas.
* Brivi izraudzita intervala [x; x+4x] spiediens
v punkta x ir p(x), bet punkta x+4Ax ir p(x+Ax), turklat
0 p(x)>p(x+4x). Ja attalumu palielina no x lidz x+4x, tad
spiediens samazinas par lielumu
2.21. zim. Ap=p(x+4x)-p(x).

Ap absoluta vertiba ir vienada ar tadu gaisa
stabina svaru, kura augstums ir 4x un pamata laukums ir viena laukuma vieniba.
Pienemsim, ka intervala /[x; x+/4x/ gaisa blivums ir nemainigs un tas ir
vienads ar blivumu punkta x, t.i.,

P =kp(x),
tad Ap = ng ~ prg =1- Axkp(x)g = kgp(x)Ax.
R ., dp
Ta ka 4p<0, tad Ap = —kgpAx jeb o ~ —kgp
X

No pien€muma, ka gaisa blivums intervala /x; x+4x/ nemainas, klida
samazinas, ja Ax ir mazaks.
Aplukosim robezu, kad Ax - 0:

Ap :
aryWa
[egtistam diferencialvienadojumu
d,
& =g, (1)
dx

Kuru atrisinasim ar mainigo atdaliSanas metodi:

ap =—kgdx, Id—p = J.— kgdx ,

P p

P4 ln‘p‘ =—kgx + ln‘C , p=Ce™,

Nemot vera sakuma nosacijumu p(0)=p,, iegust
p,=Ce ™ jeb p,=C.

Tatad diferencialvienadojuma (1)

partikularais atrisinajums ir

0 3( p=p Oe—kgx .
2.22. zim. Tatad, palielinot augstumu virs Zemes, atmosféras
spiediens samazinas pec dilstosas

eksponentfunkcijas likuma (sk. 2.22. zim.).
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Organiskas augSanas diferencialvienadojums.

Pienemsim, ka kolba ar barotni atrodas mikroorganismi, kuru daudzums
ar laiku palielinas. Noverojuma sakuma mikroorganismu daudzums ir y;.
Noteiksim to daudzumu atkariba no laika .

Apzimésim y=y(t) mikroorganismu daudzumu laika momenta ¢, tad
mikroorganismu daudzuma izmainas atrums ir

i W
t)=—.
V==
Ta ka tas ir proporcionals lielumam y, tad
, . d
V()= jeb == ky. 3)

dt
Vienadojumu (3) sauc par organiskas augSanas diferencialvienadojumu. To var
atrisinat ar mainigo atdaliSanas metodi:

4 Y, jQ:jkdt,
y y
In[y|=kt +InC, In[y|=In(Ce"),
y=y o~ Y= Ce" (4)
0

Lai noteiktu konstanti C, izmanto sakuma
nosacijumu y(0)=y.

Yo Tad y, =Ce"’ jeb y, =C.
> Ieglistam partikularo atrisinajumu
! y=Yy oekt . (5)
2.23. zim. Tadejadi redzam, ka mikroorganismu

daudzums  pieaug peéc eksponencialfunkcijas
likuma (sk. 2.23. zim.). Ja ir zinams proporcionalitates koeficients k, tad péc
formulas (5) var aprékinat mikroorganismu daudzumu jebkura laika momenta. Lai
noteiktu So koeficientu, nosaka mikroorganismu daudzumu péc zinama laika.
Pieméram, ja péc laika T to daudzums ir pieaudzis 3 reizes, tad izmanto
nosactjumu y(7)=3y,. No izteiksmes (35) iegtst

3)/0 :yoekT,
) |
3=¢" jeb f=1n3
T
In3, ‘ ‘
Tatad % :yoek’ =yel =y, (81“3)T =y,-37.

Radioaktivas sabrukSanas diferencialvienadojums.

Radioaktivas vielas masas m zudums Am, kas radies laika intervala
[t; t+At], aptuveni ir tieSi proporcionals intervala garuma A¢ reizinadjumam ar
reaktivas vielas masu m intervala sakumpunkta, t.i.,
Am ~ —kmtAt
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(minusa zime tapéc, ka Am<0).
No aptuvenas vienadibas iegiist radioaktivas sabrukSanas diferencialvienadojumu

m' =—km jeb acll—’?:—km. (6)
To atrisina ar mainigo atdaliSanas metodi:

am _ s, @f:iMm,

m m
Injm|=—kt +InC, In|y|= ln(Ce_k’ ),
y=Ce™,
Konstantes C noteikSanai izmanto sakuma nosactjumu m(0)=m,.
Tad m,=Ce ™" jeb m,=C.
[egtistam partikularo atrisinajumu
m=mye . (7)
m a Proporcionalitates koeficienta &

aprekinasanai nosaka vielas masu péc
zinama laika. Piem@ram, ja péc laika T to
daudzums ir samazinajies 2 reizes (So laiku
sauc par pussabrukSanas periodu, sk. 2.24.

-k zim.), tad izmanto nosacijumu m(T)Z%mO.
No izteiksmes (7) atrod
g 1 1
t —m, = moe—kT - e,
2.24. zim. In2
kT =1In2, k=—
_In2, ot _t
Tadgjadi m=mye T :mo(em) T=m,-27.

AtdziSanas diferencialvienadojums.

Saskana ar Niitona likumu atdziestosa kermena temperatiiras 7 zudums
AT, kas radies laika intervala [¢; t+A4t], aptuveni ir tieSi proporcionals intervala
garuma At reizinagjumam ar temperatiiru starpibu 7-7;, kur 7, ir apkartgjas vides
temperatura:
AT ~—k(T —T))At
(minusa zime tapéc, ka AT<0), no kurienes 1iegiist atdziSanas

diferencialvienadojumu

dT
—=—k(T-T,).
T wr-m)

So vienadojumu atrisina, lietojot mainigo atdaliSanas metodi:
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T a dT dT
):—jkdt,

T —(T_Tl)——kdt, j—(T_TI

T=T+(T,-T)e™" InT ~7|=~kt +1InC,
T-T,=Ce",

/i T=Ce™+T,.

Lai noteiktu konstanti C, izmanto sakuma
> nosactjumu 7(0)=T):
0 t T,=Ce™ +T,
2.25. zim. no kurienes C=T, -T,.

Ieglistam atdziSanas
diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu (sk. 2.25. zim.):

T=(T,~T)e™ +T,.

Pirmas pakapes kimiskas reakcijas diferencialvienadojums.

Par pirmas pakapes kimisku reakciju sauc tadu reakciju, kuras atrums ir
tieSi proporcionals reaggjosas vielas koncentracijai.
Ja reakcijas sakuma vielas koncentracija bija a, bet kada laitka momenta ¢
reakcijas produktu koncentracija ir x, tad Saja momenta vielas koncentracija ir
a-x
un reakcijas produktu izmainas atrums jeb reakcijas atrums ir
dx
dt’
Reakcijas atrums ir tieSi proporcionals starpibai a-x.
Iegiist vienadojumu
7 k(a - x),
ko sauc par pirmas pakapes kimiskas reakcijas diferencialvienadojumu. To var
atrisinat ar mainigo atdaliSanas metodi:
N _pdr, [P [k, ~nja— = ke + Inle

a—Xx a—Xx

1
. _ kt
; =Ce",
a—Xx

. |
x4 no kurienes x=a-—e.

Konstantes C noteikSanai, izmanto sakuma
nosacijumu x(0)=0.

Tad 0=q—eto jeb c=1
C a

Lidz ar to ir iegits diferencialvienadojuma
226. zim. partikularais atrisinajums (sk. 2.26. zim.):

x=a—ae™ jeb x:a(l—e_k’).
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Otras pakapes kimiskas reakcijas diferencialvienadojums.

Par otras pakapes kimisku reakciju sauc tadu reakciju, kuras atrums ir
tieSi proporcionals divu reag€josSu vielu koncentraciju reizinajumam (vai vienas
reaggjosas vielas koncentracijas kvadratam).

Ja reakcijas sakuma vielas koncentracija bija a un otras vielas
koncentracija — b, bet kada laika momenta ¢ reakcijas produktu koncentracija ir x,
tad Saja momenta pirmas vielas koncentracija ir

a-x
un otras vielas koncentracija ir
b-x,
bet reakcijas atrums ir
dx
dt
[egtist vienadojumu
dx
= =k(a—x)b-x),
dt

ko sauc par otras pakapes kimiskas reakcijas diferencialvienadojumu. To var
atrisinat ar mainigo atdaliSanas metodi:
dx

(a—x)b-x)

dx
j@_xxb_ﬂ_jMﬁ
1 A N B
(a—x)(b—x)_a—x b—x’
tad noteiksim koeficientus 4 un B:
A(b—x)+ Ba-x)=1,

= kdt,;

Ta ka

1
{—A—Bzo {A:—B A=-8 A==
= = 1 =
Ab+ Ba=1 —Bb+ Ba=1 B= 1
a—b B =
a—-b .
Tad [l - 1 + : dx = [ kdt
(a—xNa-b) (b-x)fa-b) ’
1 | 1 1
— d. dx = | kd
a—bj@—x)x+a—bj@—x)x I &
Inja — x| - In|b — x| = kt + In|C,|.
a—-b a—b

Lai vienkarSotu izteiksmi, tad, nemot véra to, ka C; ir brivi izvél€ta konstante,
In|C,| var izteikt $adi:

1
a—>b

In|C,|=——1In|C]|.
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L Jamx|_

Tadgjadi In =Ine" + In|C]|,
a—b ‘ — x‘ a—>b
In—=|=(a —b)ine" +1n|C]
—X
un 7T el
b—x

Konstantes C noteikSanai, izmanto sakuma nosacijumu x(0)=0.

Tad 470 _ colaeho ey, 029
b-0 b
Tatad a=x_ ﬁe(“_b)kt,
b-—x b
: . ab(e(”_b)k’ - 1)
no kurienes iegiist X= T

Apliikoto organiskas augSanas, radioaktivas sabrukSanas, atdziSanas,
atmosféras spiediena aprékinaSanas, /. un 2. kartas kimisko reakciju
diferencialvienadojumu atrisindjumus var izmantot ka formulas vienkarSako
»standartuzdevumu™ risinaSanai. Aplikojot $adus uzdevumus nav nepiecieSams
sastadit un atrisinat matematisko modeli (diferencialvienadojumu), bet atbilstosi
uzdevuma nosacfjumiem jaatrod konstantes, koeficienti, jauzraksta partikularais
atrisinajums un jaizdara vajadzigie aprékini. Aplikosim $adu uzdevumu piemerus.

Eksponencialas augSanas un eksponencialas dilSanas standartuzdevumi.

1. Petamaja kalnu iezu parauga ir /00 mg urana un /4 mg urana svina, kas rodas
urana radioaktivas sabrukSanas rezultata. Aprékinat ieZu parauga vecumu, ja

urana pussabruk$anas periods ir 4,5-10° gadu un, pilnigi sabriikot 238 g

urana, rodas 206 g urana svina. Pienem, ka veidoSanas sakuma parauga nebija
urana svina.

Atrisindajums.
Izmanto radioaktivas sabrukSanas diferencialvienadojuma
dm
— =—kdt
m
atrisinajumu m=mye ",

kur m=m(t) — radioaktivas vielas daudzums atkariba no laika,
m, — radioaktivas vielas sakuma daudzums,

In2 : : :
k= nT - proporcionalitates koeficients,

T — pussabrukSanas periods.

Noteiksim urana sakotn&jo daudzumu m, apliikotaja parauga.

Saskana ar uzdevuma nosacijumiem, pilnigi sabriikot 238 g urana, rodas
206 g urana svina. Tatad 32 g ir citi radioaktivas sabrukSanas produkti. To
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: .32 Yo e . .
daudzums pret svina daudzumu ir 506 ~16%. S1 attieciba ir nemainiga visa

radioaktivas sabruksanas laika.
Tad dotaja parauga ir bijis

16% no 14 =2,2 mg citu produktu.
Tatad urana sakotng€ja masa

my=100+14+2,2=116,2(mg)

un urana daudzumu atkariba no sabruksanas laika izsaka funkcija
In2

m=1162¢ *3°

Lidz ar to parauga vecumu ¢ atrod no vienadibas
In2

SELE
100=116,2¢ **'* .

_ mﬂ 4.5 10°

Tad = “6122 ~0,975-10° =975-10°(g)
n

Atbilde: parauga vecums ir aptuveni 975 miljoni gadu.

2.  Aprekinat, kada dala no radioaktivas vielas sakotng€ja daudzuma m, paliks pec
1000 gadiem, ja §is vielas pussabrukSanas periods ir /550 gadi.
Atrisinajums.

: : s . dm
P&c radioaktivas sabrukSanas diferencialvienadojumu: o —km
d d
no kurienes Lokt - [P= —J- kdt = Injm|=—kt+InC
m m

Inm=Ine™ +InC
m=Ce™
m_y=m, = m=me"
2069
1550

T
_ 4,5-107%.1000 _
t=1000— M, * € = 0,6m,

~4,5-10"

m

Atbilde: pec 1000 gadiem bis atlikusi aptuveni 60% sakotng&jas vielas daudzuma.

3. No krasns iznemtas maizes temperatiira /5 min samazinajas no /00° lidz 60°.
P&c cik ilga laika maizes temperatiira ir 30°, ja apkartgja gaisa temperatiira ir
20°?

Atrisindajums.

. . . . : dT
Izmantojot kermena atdziSanas diferencialvienadojuma = ~k(T -T)

atrisinajumu T=Ce" +T,
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kur T;=20°, T(0)=100°, T(15)=60°,
iegiist 100=Ce™ +20 = C=80unT=80e" +20

Koeficientu k iegiist, izmantojot nosactjumu 7| _ . =60:

60 =80e*" +20, 80e*" =40,
e*k”:l, —15k=-In2,
2

tn2,
15
Dota kermena atkariba no laika :
—ln2t —t

T=80e 5 +20 jeb T=80(¢")s +20,

no kurienes T=80-215+20.

Ja T=30°, tad 30=80-2 5 +20,

no kurienes 215 = l , _r -
8 15

jeb t=45 (min).

Atbilde: pec 45 miniitém maizes temperatura ir 30°.

4. Viena kermena temperatiira ir 200°, bet otra - /00°. Atrodoties gaisa, kura
temperatiira ir 0°, pirmais kermenis péc /0 min atdziest 1idz 7100°, bet otrais —
lidz 80°. P&c cik ilga laika kermenu temperatiira ir vienada?

Atrisindajums.

Nemot véra kermena atdziSanas diferencialvienadojuma atrisinajumu

T=Ce™+T,,
kur T; — apkart€jas vides temperatiira,
atrodam apliikojamo kermenu temperatiiru atkariba no laika

1. kermenis 2. kermenis

T,=0°, T,=0°,

7(0)=200°, T(0)=100°,

17(10)=100°. T(10)=80°.
legiist 200 = Ce’, 100 =Ce’,
no kurienes C=200, C=100.
Partikularais atrisinajums

T =200e™" T =100e™
Koeficientu k iegust, izmantojot papildnosacijumu:

100 = 200e ™", 80 =100,

l:e—IOt, ﬂ:e—loz’

2 5

—10k=-In2, —IOkzln%,
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| 4
f—In2 P
10’ 10
lni
7In2t 5
Lidz ar to T =200e ' |, T =100e '°
jeb T=200-2 1, T:loo-Gjm

Kermenu temperatiiras biis vienadas, ja
t

2002 10 :100-(310.

t t

Tatad 2_5 : [ﬂj_'o _1 (§)_”’ _1 _t _—In2

5 2 5 2 10 1 8
n
no kurienes t= 101—n2 ~14,75
3In2 —1In5

Atbilde: pec 14,75 min kermenu temperatiira ir vienada.

5. Kermenis atrodas gaisa, kura temperatiira ir /8° un 25 mintités atdziest no 90°
Iidz 54°. Par cik gradiem kermenis atdziest nakamajas 25 minites.

Atrisinajums.

Nemot véra iegtto kermena atdziSanas diferencialvienadojuma atrisinajumu
T=Ce™™+T,,

kur 7,=90°, T;=18°, T(0)=90°, T(25)=54°,

iegiist 0=Ce* +18 = C=72.

Tatad diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums ir
T=72"+18

Koeficientu k iegiist , izmantojot nosactjumu 7(25)=54
54=T2¢"% +18, 72¢*"° =36,
e :l, —25k=—-In2, k :1n_2.
2 25

Dota kermena temperatiiras izteiksme atkariba no laika ir
—In2 t
t

T=72% +18 jeb T=72-2 % +20.
Vel péc 25 min temperattra bus

T(50)z72-%+18=36°.

Tad temperatiira izmainijusies par /8°.

Atbilde: pec 25 miniitém kermena temperatiira ir samazinajusies par /8°.
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6. Bakteriju sakotngjais daudzums kolba bija /g, bet péc / stundas — 7,2g.
Aprekinat baktériju daudzumu péc 5 stundam.

Atrisindjums.

Izmanto organiskas augSanas diferencialvienadojumu
dy _
a—

un ta atrisingjumu y=Ce",

kur y=y(?) baktariju daudzums laika momenta ¢,
k — proporcionalitates koeficients.
Lai noteiktu konstanti, izmanto nosacijumus
yLZO =1 un y‘til =12.

1=Ce"’ 1=C C=1
Tad = =
1,2=Ce"’ 1,2=¢" k=In1,2
Tatad diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums ir
Inl1,2¢ t
y=e '~ =12".

Nosaka bakteriju daudzumu péc 5 stundam:
y=1,2>=249(g)

Atbilde: péc 5 stundam biis aptuveni 2,49 g bakteriju.

7. Radija pussabruksanas periods ir /590 gadu. P&éc cik gadiem paliks % radija

sakotngja daudzuma?
Atrisindajums.
Izmanto radioaktivas vielas sabruksanas diferencialvienadojumu
dm
dt
un ta atrisinajumu m=Ce™.
In2  In2

Ja m‘tzo =m,, tad C:mo un % :T — 1590 ,

tad

_n2,
vienadojuma partikularais atrisinajums ir m=mye '>° .

Aprekina, péc cik gadiem paliks % radija sakotngja daudzuma:

1 o ! In2
—m, =mye | 0,l=¢ 150 — t=-Inl0,
10 1590
t= 1590-In10 ~ 5281 (gadi)
In2

Atbilde: péc aptuveni 5281 gadiem paliks % radija sakotngja daudzuma.
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8. 1940. gada pasaules iedzivotaju skaits bija 2,3 miljardi. Izmantojot
organiskas augSanas diferencialvienadojumu, aprékinat, cik teorétiski
iedzivotaju biitu 2005. gada, ja iedzivotaju skaits divkarSojas 35 gados.

Atrisindjums.

Izmanto organiskas augSanas diferencialvienadojumu
Yy
dt

un ta atrisinajumu y=Ce",

kur y=y(#) — iedzivotaju skaits laika momenta ¢,
k — proporcionalitates koeficients.
Lai noteiktu konstanti, izmanto nosacijumus
¥, =23 un y|_, =4.6:

=35

{2,3 — Cel? {2,3 _C =23
= =

4.6=Ce"? 2=¢"* k= In2
35

In2
Vienadojuma partikularais atrisinajums ir y = 2,3e % y
Aprekina, cik iedzivotaju bus péc 2005-1940=65 gadiem:

In2
"° 65

y=23e¥  ~833(miljardi iedz.).
Atbilde: 2005. gada butu aptuveni 8,33 miljardi iedzivotaju.

9. Kadas wvalsts iedzivotaju daudzuma pieauguma atrums proporcionals
iedzivotaju daudzumam. Pienemtajas laika atskaites sakuma momenta
iedzivotaju daudzums bija N,. Péc I gada iedzivotaju daudzums palielinajas
par p %. Atrast iedzivotaju daudzumu péc 5 gadiem!

Atrisinajums.

Izmanto organiskas augSanas diferencialvienadojumu
dy _
i

un ta atrisinajumu y=Ce",

kur y=y(?) — iedzivotaju skaits laitka momenta ¢,
k — proporcionalitates koeficients.
Lai noteiktu konstanti, izmanto nosacijumus

y‘tzo =N, un y‘t:l = (% + leo:

N, =Ce"’ N,=C C=N,
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In| 2414 !
Vienadojuma partikularais atrisindgjums ir y = N e [100 } =N, (% - lj :
Iedzivotaju daudzums péc 5 gadiem biis

5
p
=N,|—+1].
4 0(100 )

5
Atbilde:. pec pieciem gadiem bus y=N, (% + lj iedzivotaju.

10. Aprekinat alus rauga fermenta daudzumu péc 5 stundam, ja riigSanas sakuma
bija /g fermenta, péc / stundas — /,2g fermenta(fermenta pieaugSanas atrums
tiesSi proporcionals to daudzumam).

Atrisinajums.

x=x(t) — fermenta daudzums péc laika ¢ no riigSanas sakuma

% >( - fermenta daudzuma izmainas atrums

% = kx - 1. pakapes reakcijas diferencialvienadojums
ax _ kdt, ax _ Ikdt, Injx|=Ine” +InC
X X

x =Ce" - visparigais atrisinajums
=1 - sakuma nosacijums

)CL:O
1=Ce’, C=1
x =" - partikularais atrisindjums
x‘tzl =1,2 - papildnosacijums
1,2=¢*, k=Inl,2~0,18
X = eO,l8t
x‘ _ o085 _ 509 2,46

t=5

Atbilde: Pec 5 stundam biis 2,46 grami fermenta.

11. Viela 4 reagg ar citu vielu. Reakcijas atrums ir tieSi proporcionals vielas 4
daudzumam. Cik daudz vielas 4 bija reakcijas sakuma, ja péc / stundas no
reakcijas sakuma bija /00g §is vielas, bet péc 2 stundam — 25 grami?

Atrisinajums.

x=x(t) —vielas daudzums p&c laika ¢ no reakcijas sakuma

dx .
% <0 - reakcijas atrums
t

ax_ —kx - 1. pakapes reakcijas diferencialvienadojums

dt
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@:—kdt, @:—jkdt, ln‘x‘:lne_k’nLlnC
x X

ki e . e .
x=Ce™ - visparigais atrisinajums

x=Ce™ .
100=Ce" .
x‘t_l =100 = = 4=e¢
B 25=Ce**
=25

100=Cle! )", 100=C-4", C=400
x =400e™ - patrikularais atrisinajums
x|, =400e” = 400

Atbilde: reakcijas sakuma bija 400 gramu vielas A4.

Ar eksponencialas augSanas (dilSanas) sakaribam sastopamies ari
daudzos ,nestandarta” uzdevumos, kad jasastada diferencialvienadojums,
izmantojot dazadus specialus noradijumus un likumus, kas doti uzdevuma
nosacijumos. Sadi uzdevumi ir par $kidumiem, gizu maisfjumiem, kimiskam
reakcijam u.tml. Analogi ka iepriek$ apliikoto ,,standartuzdevumu” izvedumos,
model&jot uzdevuma aprakstito procesu, to vispirms apliiko brivi izraudzita galiga
laika intervala [t;t+At]. Piepem, ka S8aja intervala Skidruma (vai gazes)
koncentracija nemainas un sastada aptuvenu vienadibu starp mainigo lielumu
pieaugumu  izteiksmém, no  kuras, parejot uz  robezu, iegiist
diferencialvienadojumu.
Piemeéri:

12. Joniz€jot gazi, taja katru sekundi viena tilpuma vieniba veidojas n pozitivu
jonu un tikpat daudz negativu jonu. Vienlaicigi notiek rekombingSanas
process( pozitivo un negativo jonu savienosanas), ka rezultata jonu daudzums

samazinas. RekombinaSanas ir neatgriezeniska 2. pakapes reakcija. Atrast
jonu daudzumu viena tilpuma vieniba atkariba no laika.

Matematiska modela sastadisana.
x=x(t) — jonu daudzums laika momenta ¢

kx* - par tik samazinas jonu daudzums / sekundé rekombing$anas rezultata
n—kx* - jonu daudzuma pieaugums / sekund@

(n — kx® )At - jonu daudzuma pieaugums A¢ sekundé€s

Ax>0 — jonu daudzuma pieaugums laika intervala [¢;¢ + At]

Tatad Ax~(n—ke* At jeb %zn—kxz.

Ja At >0, tad

dx T . e
= ~n—kx (jonizacijas procesa diferencialvienadojums).
t
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Matematiska modela atrisinasana.
dv dv 1 dv , N
=dt, | =[at, %j =[dt, kur a =

n—kx’* n—kx’* at—x>
1 1 Jla+x . . .
Tad —-—1In =t + C - visparigais atrisinajums
k 2a |a—x
x|,_, =0 - sakuma nosacijums
1
Iegust: ——Inl1=0+C, C=0
2ak
a+x a+x
In =2akt, =™,
a—x a—x
) eZakt _1
no kurienes x=a—_——
e +1

jeb  x=ath(aki)= \/%th[\/% - ktj - \/%fh(\/%) - partikularais atrisinajums

Atrisinajuma analize.
Atrodam robezu, lietojot Lopitala likumu
2akt _ 1 o' (ezakt _ 1) ' 2 e "

=— =qglim~—%=qalima o =a=,|—
+1 o0 [+ (eZakt + 1) [+ 2ak€ k

e
eZakt

Iimx=1lima

t—>+ t—+

Atbilde: Pozitivo (arT negativo) jonu dudzumu x joniz€Sanas procesa atkariba no

laika izsaka hiperboliska tangensa funkcija x= \/%th(Mt). Jonu

.. /n
daudzuma robeza ir %

13. Divas vielas 4 un B reaggjot veido treSo vielu C. Vielas A sakotngjais
daudzums ir 710 litri, vielas B — 20 litri. No katram divam vielas 4 tilpuma
vienibam un vielas B vienas tilpuma vienibas rodas vielas C tris tilpuma
vienibas. Atrast vielas C dudzumu atkariba no reakcijas laika, ja 20 miniteés
legiist 6 [itri vielas C.

Matematiska modela sastadisana.
x=x(t) — vielas C tilpums pé&c laika 7 no reakcijas sakuma

Xs0- reakcijas atrums

dt

2 - : : e 1o
Ex - tik litru vielas A4 ir reaggjis laika ¢

10— %x - tik litru vielas A4 ir laika momenta ¢
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%x - tik litru vielas B ir reaggjis laika ¢
20— %x - tik litru vielas B ir laika momenta ¢

Otras pakapes kimiskaja reakcija reakcijas atrums
reaggjoso vielu daudzuma (koncentraciju) reizinajumam.

Tatad @:k 10—zxj(20—lx)
dt 3 3

proporcionals

Matematiska modela atrisinasana.

d =kdt, | dx = [ kdr
2 1 2 1
(10—3x)(20—3x) (x—15)3(x—60)

3
2] dx :Ikdt ilnx_60‘=kt+cl,
27 (x—15)x - 60) 10 |x—15
0% _ 10k + Inc lnx_60‘:1nCemkt
x—15 x—15
x - 60 10kt . - = . o e e
=Ce " - visparigais atrisinajums
x—15
x|,_, =0 - sakuma nosacijums
“0_cemo o 0y
—-15
Al fg =4¢'"" - partikularais atrisinajums
% —

Koeficienta k aprekins.
x‘tzzo =6 - papildnosacijums
6—60 _ 4200k o200k _ 3

6-15 2
200k =Inl5, k=122 <0.002
200

x—60 _ 4002
x-15
60(e"* —1)
X= 4002 1

Atbilde: Vielas C dudzumu atkariba no reakcijas
60(e"> 1)
- 40002 _1

laika izsaka funkcija
X
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14. Kada poraina viela, kas satur 3 kg tdens, atrodas istaba, kuras tilpums ir
100 m’ un gaisa mitrums 25%. Piesatinats gaiss §Ts istabas temperatfira satur
0,12 kg tudens uz I m’ gaisa. Pirmas diennakts laika viela zaudgja pusi no sava
mitruma. Cik daudz mitruma ta zaudes otras diennakts laika? Udens
iztvaikoSanas atrums no porainas vielas proporcionals mitruma daudzumam
viela un starpibai starp piesatinata gaisa mitrumu un gaisa mitrumu telpa
apliikotaja laika momenta.

Matematiska modela sastadisana.
Vispirms atrod, cik kilogramu tdens tvaika satur gaiss istaba sakuma.
Gaisa mitrumu atrod péc formulas

r=%.100%,
A

kur a — Gdens tvaika daudzums gramos / m’ gaisa (absoliitais gaisa mitrums)
A — tidens daudzums gramos piesatinata tvaika / m’ gaisa

Ja A=0,12kg/m’ un r=25% =%, tad é :% un a=0,03(kg/m*), bet 100 m’

satur 100a =100 - 0,03 =3 (kg tdens).

x=x(t) — tik kg Gidens nav iztvaikojis no vielas péc laika ¢

3-x —tik kg udens ir iztvaitojis

3+(3-x)=6-x — tik kg Gidens satur gaiss istaba pec laika ¢

12-(6-x)=6+x — starpiba starp idens daudzumu piesatinata gaisa un esoSo udens

daudzumu
dx _ ) o _
% < 0 - udens iztvaikoSanas atrums
t
dx ) o ) et e
I —kx(x + 6) - iztvaikoSanas diferencialvienadojums
t

Matematiska modela atrisinasana.

jﬁ:—jkdt,

jL:lj(l_Ljdx:l(m\x\_1n\x+6\)+czlln e
x(x+6) 67\x x+6 6 6 |x+6
L e v+ tine, |6kt +InC
6 |[x+6 6 x+6
X — Ce ¥
xX+6
x|_, =3 - sakuma nosacijums
ER
9 3

X

1 o .
= —e *" - partikularais atrisinjums
x+6 3
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X, = % -3=15 - papildnosacijums

15 _1 —6k, 15_1 —6k, e—6k:§, _6k:1n§
L5S+6 3 75 3 5 5
x 1 ln3z oox 1 . . o
=—e =— j papildnosacijumam atbilstoSais
x+6 3 X+6 3
partikularais atrisinajums
X, =?

x 13y x 3
x+6 3\5)7 x+6 25
25x=3x+18, 22x=18, x= 1—91 ~ 0,82 (kg)

Atbilde: Pec 2. diennakts nav iztvaikojis 0,82 kg Udens; tatad 2. diennakts laika ir
1ztvaikojis 1,5-0,82=0,68 kg udens..

15. Trauka, kura ir /0 [ tidens, nepartraukti iepliist Skidrums ar atrumu 2 / miniite.
Iepludusais Skidrums, kas satur 0,3 kg sals, tiek sajaukts ar tdeni un
maisijums iztek no trauka ar tadu paSu atrumu. Cik kg sals bus trauka péc
5 min.?

Atrisinajums.

x=x(t) — tik kg sals trauka ir laika momenta ¢

% - sals koncentracija laika momenta ¢

2At - tik litri $kidruma izpliist laika intervala [f;7 + At]
2-0,3At - aptuveni tik kg sals ieplust laika intervala [t;t + At]

2. % - aptuveni tik kg sals izpliist laika intervala [r;7 + At]

0,6Ar —0,2xAt - aptuveni tik kg sals paliek trauka

Ax~(0,6—02x)At = % =0,2(3 - x)

dx
X X —
Injx-3/=InCe™, x-3=Ce™, x=3+Ce"*

x|, =0, 0=3+C, C=3

-0,2
x=3-3e""

x| =3-3¢"" 219 (kg)

=0,2dt, | 3:—0,2jdt, In|x —3|=-0,2t +InC

Atbilde: Pec 5 minitém trauka bis /1,9 kg sals.
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16. Trauka ir /00 [ sals Skiduma, kas satur /0 kg sals. Trauka ar atrumu 5 //min
iepliist fidens, kur§ vienmerigi samaisas ar skidumu. Skidums no trauka iztek
ar tadu paSu atrumu. Cik kg sals biis trauka péc / stundas?

Atrisindjums.
x = x(t)- tik kg sals trauka ir laika momenta ¢
% = ﬁ - sals koncentracija trauka laika momenta ¢
5-At - tik litri dens iepliist trauka laika intervala [£;z + At]
x  xAt
100~ 20 " tik kg sals izpliist intervala [£;7 + At]

- %At - sals daudzuma pieaugums intervala [£;7 + Ar]

Ax ~ = At
20
do=—ar | [ j—idz . In[x| =—0,05¢+1n|C]
20 x 20
X = Cef0,0SI

x‘ =10 - sakuma nosacijums

10=Ce™™  C=1]0.
x = 10"
Péc 1h = 60 min trauka bus

10
— —0,05-60 ~ ~ 095
x = 10e 20,08 (kg)

t=0

Atbilde: Pec I stundas trauka bis aptuveni 0,5 kg sals Skiduma.

17. Trauka ir 100 [ Skiduma, kas satur 10 kg sals. Katru miniiti taja ielej 3 / tidens
un iztek 2/ Skiduma, turklat sals koncentracija trauka tiek uzturéta
vienmeriga. Cik kg sals paliks trauka pec 1 h?

Atrisinajums.

x = x(t)- tik kg sals trauka ir laika momenta ¢

X X

7 =100 " sals koncentracija trauka laika momenta ¢

3-Ar - tik litri idens iepliist trauka laika intervala [£;z + At]

3Af-—— — 2At—— tik kg sals izplaist intervala [r;¢ + At]
100 100

— ﬁm‘ - sals daudzuma pieaugums intervala [¢;¢ + Ar]

Axr———At . dr=—— dx _ 1

100

b

- ———dt
100 X 100

ax _ [-0.01dr,  1nx|=-0,01: +In|C]
X
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x = Ce 00
x|_, =10 - sakuma nosacijums
10=Ce™™, C=10.
x=10e"""

1
P&c 60 min trauka biis  x = 10e """ = eo% ~ 5,5 (kg).

Atbilde: Pe&c 1h trauka biis aptuveni 3,5 kg sals.

18. Trauka ir 60 / Skiduma, kas satur 5 kg sals. Katru miniiti taja ielej 3 / tidens un
iztek 2/ Skiduma, turklat sals koncentracija trauka tiek uzturéta vienmeriga.
Cik kg sals paliks trauka pec 40 min?

Atrisinajums.

x = x(t)- tik kg sals trauka ir laika momenta ¢

X X . . _
— = — - sals koncentracija trauka laika momenta ¢

V. 60
3-At - tik litri Gidens iepliist trauka laika intervala [t;7 + At]

3At - % —2At % - tik kg sals izpliist intervala [£;7 + At]

- %At - sals daudzuma pieaugums intervala [¢;¢ + Ar]

Mx-Sar, de=-Sar, Co-La
60 60 x 60
dx_ [-0,017dt,  Injx|=-0,017¢ + In|C|
X
X = Ce—0,017t )

x|_, =5 - sakuma nosacijums

7 5=Ce™ C=35,
Tatad x=5e 07"

~0,017:40 _

5
P&c 40 min trauka bils  x = Se ~ 17" 3 (kg).
Atbilde: P&c 40 min trauka biis aptuveni 3 kg sals.

19. Telpa, kuras tilpums ir 200 m’, gaiss satur&ja 0,15 %, oglskabas gazes CO..
Teslédzot ventilatoru, katru minati tiek iesaknéti 20 m’ gaisa, kas satur 0,04 %
CO.. Cik ilgi jadarbina ventilators, lai CO; saturs telpa samazinatos 3 reizes?

Atrisinajums

x...CO, daudzums telpa laika momenta ¢ (m’)

X X

— =——...CO; koncentracija laika momenta ¢
Vo200
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Ik miniti no telpas izpliist 2—2;0 20=" CO,,

10
O’Og .20 =0,008 m’ CO..

bet ventilators iesiikné
_ S : X o
Ik miniiti CO, daudzums izmainas par aptuveni 0,008 - Em3 , bet A¢ miniités — par

X 3
0,008 - —)Atm’.
( 10)

Tegiist Ax ~(0,008 - % N
no kurienes AY L 0.008— %, 0,008 0,1x
At 10" dr
dx
——0,ld¢, Injx—0,08=—0,l+InC,
x—0,08
x=Ce ™™ +0,08

No sakuma nosacijumiem: x‘ -0 =0,15%V =0,15-200:100=0,3 (m3),
03=Ce™ +0,08 = C=0,22.
Tatad x=0,22¢"" +0,08
Kad CO, daudzums biis samazindjies 3 reizes, ta daudzums bis 0,3 : 3 = 0,1 m’.

Tatad jaatrod ¢ no vienadojuma
0,1=022e""+0,08,

0,09 = e ",
t =24 (min)

Atbilde: Lai CO; saturs telpa samazinatos 3 reizes, ventilators jadarbina aptuveni
24 min.

20. Rezervuaram, kura tilpums ir 300 [, pamats noklats ar biezu sals slani.
Rezervuars piepildits ar tdeni. Pienemot, ka sals SkiSanas atrums ir
proporcionals starpibai starp piesatinata sals Skiduma koncentraciju (1 kg sals
uz 3 [ iidens) un sals Skiduma koncentraciju dotaja momenta, un dotais tira

tidens daudzums izskidina % kg sals 1 min, atrast, cik izSkiduSas sals satur€s

tidens péc / stundas.
Atrisinajums
x = x(t) — tik kg sals 1z8kidusi rezervuara laika momenta .

P&c dotajiem nosacijumiem piesatinata sals Skiduma koncentracija ir 1 (kg/l),
3

sals Skiduma koncentracija dotaja momenta ir

X X
XX k).
v~ 300 WY
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Sals skiSanas atrums V= ax _ (— — —)
dt 3 300

kur k£ — proporcionalitates koeficients.
Atdala mainigos un integré:
dx x—100 dx k
=—k(— ). | =] ot
x—100 300
k

dr 300
x—100 k
In =— t
C 300
x=Ce ™ +100.

In|x —100] =
_ .. 1
No sakuma nosacijumiem: X, ,=0 un x,_ = 3

k

0=Ce ™ +100 [C=-100 ¢ =-100 C=-100

LI = f% = nl 222 299 = In(e 300) {kzl
=Ce 3 +100 1=-300e ** +300 300

Tatad x =—100e 3% +100.

Apréekina, cik izSkiduSas sals satur€s tidens péc /4 = 60 min:
60

=-100e * +100=-100¢""* + 100~ ~100-0,82 + 100 ~ 18 (kg)

Atbilde: Pec I stundas Gidens satur€s aptuveni /8 kg izSkidusSas sals.

21. Kadas neskistoSas vielas poras ir 10 kg sals. Ieliekot So vielu 90 [ tdens, /
stundas laika 1zSkist puse no sals. Sals SkiSanas atrums ir proporcionals
neizskidusas sals daudzumam wun starpibai starp piesatinata Skiduma
koncentraciju (1 kg sals uz 3 [ iidens t.i. % ) un Skiduma koncentraciju dotaja

momenta. Atrast neizSkidusa sals daudzumu atkariba no laika. Cik ilga laika
1z8kist 90% sakotngja sals daudzums?

Atrisinajums

x = x(t) — tik kg sals nav 1z§kidusi tident laika momenta ¢.

dx . _. _

— - SkiSanas atrums

dt

10 —x - tik kg sals ir 1z8kidusi péc laika ¢

90 + (10 —x) = 100 — x - tik kg ir kopg€jais Skiduma daudzums

10 —x

- Skiduma koncentracija momenta ¢

100 —x

i— 11000__); - starpiba starp piesatinata Skiduma koncentraciju un apliikoto
Skiduma koncentrﬁciju momenta ¢.

Tatad dx _ (__ 10—x)’ ﬂzgkx(x(x+20))

dt 100-x" dt 4 x—100
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Jx_—mdx:%kjdt

x(x+20)
3
—kt
—51n‘x‘+61n‘x+20‘:1ne4 +InC
20)° Gk
(x+ 50) _ C€4k
x
No sakuma nosacijuma x‘ =10
6
305 =C, C=30-3’,
10
3
(X + 30)6 _130. 3562"’
x
No sakuma nosacijuma x‘ =3
6 3 3 6
2 _30.3%", o' =2 Jk~23718,
5 2-3 4
6
SVRNCIE UL
x

90% no sakotngja sals daudzuma ir 0,9 -10 =9 kg.
Atrod laiku, kad ir palikusi 70 — 9 = [ kg sals:

(1+E’0)6 :10.3662,37181" 216 :10.3662,37181"
no kurienes t=3,96 ~ 4 (h)

Atbilde: 90% sakotngja sals daudzuma bis izskidusi péc aptuveni 4 stundam.

22. Laboratorija, kuras tilpums ¥V m’, gaiss saturéja p% amonjaka. Iesleédzot
ventilatoru, katru minati iesiikn&ja a m’ tira gaisa, kas amonjaku nesatur. Cik
ilgi jadarbina ventilators, lai amonjaka saturs samazinatos 2 reizes? Pienem,
ka attiritais gaiss ar atrumu a m’/min izplist no labaratorijas.

Atrisinajums

x = x(t) —amonjaka daudzums (m’) péc laika ¢ no ventilatora ieslég8anas

X : . : _ : . .

I amonjaka koncentracija latka momenta ¢, kuru pienem nemainigu laika
intervala [¢;¢ + At]

X : : o
;a - amonjaka daudzums, kas izpliist / miniite

X : : o
;aAt - amonjaka daudzums, kas izpliist Az mintites

Ax <0 - amonjaka daudzuma izmaina laika intervala [£;z + At]
sz—ﬁxAt, gz—ﬁx
4 At TV
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JaAt—0,tad Q:—ﬁx.
dt V
@:_ﬁdt, @:——d —j dt
X V X

ln‘x‘:—%t+lnc, ln‘x‘—lne v +InC,

a
—t
x=Ce " -visparigais atrisinajums

x| =L v - sakuma nosacijums

100
Ly_ce, c=Ly
100 100
=Ly partikularais atrisinajums
100
L S
2100
Lppy_ Py Lo 4 o,
2100 100 2
_ViIn2
: a
Atbilde: Ventilators jadarbina Vin2 miniites.
a

23. Cilveks vidgji ieelpo I8 reizes I miniite, katru reizi izelpojot 2000 cm’ gaisa,
kas satur 4% CO,. Cik procentu CO, satur€s gaiss auditorija, kuras tilpums
400 m’ pec 30 minitem, ja auditorija uzturas 50 cilvéki un ventilators iesiikng
40 m’ svaiga gaisa I min, kas satur 0,04% CO,?

Atrisindajums.
CO; daudzums auditorija sakuma, kad taja neatrodas cilveki:
0,04% no 400=0,16(m’).
x = x(t) — CO, daudzums (m’) péc laika ¢

X o : : :
200 CO; koncentracija laika momenta ¢, kuru pienem par nemainigu laika
intervala [£;7 + At]
X

200 40 =0,lx - CO, daudzums, kas / miniit€ izpliist no telpas

0,04
400

daudzums, ko / minute iesukné ventilators
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2000 4
1000000 100
0,072+ 0,016 =0,088 - CO, kopigais daudzums, ko / minute iesikn€ ventilators
un izelpo 50 cilveki
0,1x — 0,088 - CO, daudzums, kas / miniit€ paliek auditorija
(0,1x — 0,088)A¢ - CO, daudzums, kas paliek auditorija laika intervala [r;z + At]
Ax <0 - CO, daudzums izmaina laika intervala [£;z + At]
Ax =~ —(0,1x — 0,088)A¢

=0,072 - CO;, daudzums (m’), ko I miniité izelpo 50 cilveki

A e (0,1x = 0,088)
At
dx dx
JaAt—0: = =—0,1x—-0,088), —=-0,1(x—0,88)
dt dt
B 01dr, [ x____ [o,1d1
x—0,88 x—0,88

In[x — 0,88/ =—0,1¢ + InC
ln‘x — 0,88‘ =lne”" +InC
x—0,88=Ce "
x=Ce™"" +0,88 - visparigais atrisinajums
x‘ -o=0,16 - sakuma nosacijums
0,16 =Ce’ + 0,88, C=-0,72
x=-0,72e™"" + 0,88 - partikularais atrisinajums

Aprekins.

A0 =—0,72¢" + 0,88 ~ 0,84(m")
084 0,002=0,2%
400

Atbilde: Pec 30 miniitém auditorija bis 0,2% CO,.

24. Vgja atrums meza samazinas proporcionali parvietojumam un atrumam
parvietojuma sakumpunkta. Aprékinat v&ja atrumu /50 m attdluma no meza
malas, ja ta atrums arpus meza ir /2 m/s, bet I m attaluma no meza malas —
11,8 m/s.

Atrisindajums.

Novelk Ox asi v€ja virziena ar koordinatu
X X+AX ,  ggkumpunktu O mera mala. Tad intervala

0 | | Y [x; x+Ax] v&a atrums samazinas par lielumu
2.27. zim. Av<0, kas proporcionals atrumam punktda x un
intervala garumam Ax
Av

Av=-kvAx jeb — = —kv.
Ax
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dv

Ja Ax— 0, tad — =—kv.
dx
Atdala mainigos un integré:
d
&~ kdx,
v
d
= [ e,
%
Inv=-kx + InC,
v=_Ce ™
No sakuma nosacijumiem Vi.o=12 un v| =118
12=Ce™
11,8=Ce™!
C=12
et =118 0083
2

C=12
{—k ~1n0,983 = k ~0,0168
Tatad v =12 """
Aprekina v€ja atrumu /50 m attaluma no meZa malas:
W g =127 2127 % 0,94(m / 5)

Atbilde: V&ja atrums /50 m attaluma no meza malas ir aptuveni 0,94 m/s.
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2.3.4. Stacionaras siltuma pliismas aprekini.

Vairakos lietiSka satura uzdevumos jaaprekina siltuma daudzums, ko
apkarteja vidé izstaro siltuma avots. So uzdevumu risindjuma pamata ir Furjé
siltuma vadiSanas likums, kas izriet no §adiem nosacijumiem:

Telpa ir stacionars (laika nemainigs) temperatiiras 7 sadalijums.
Apluko virsmas apgabalu, kura laukums ir S.

n - normales vektors pret virsmu.

dT . : _ o
d_ <0 - temperaturas 1zmainas atrums virsmas normales virziena.
n

Q — siltuma daudzums, kas viena laika vieniba (sekundg@) izpliist caur
virsmu S.

k — siltuma vadiSanas koeficients apliikotaja vide.

Tatad, saskana ar Furjé likumu, siltuma daudzums, kas viena sekunde
izplaist caur virsmu, ir tieSi proporcionals virsmas laukumam S un temperatiiras
1zmainas (samazinasanas) atrumam virsmas normales virziena, t.i.,

dT
=—kS—.
© dn

Aplukosim piemérus.

1. Kiegelu sienas biezums ir 30 cm. Atrast temperatiiras atkaribu no punkta
attaluma lidz ar€jai virsmai, ja temperatiira uz sienas iek$g€jas virsmas ir 20",
bet uz arjas virsmas (°. Atrast siltuma daudzumu, ko uz arpusi izstaro 1 m’
sienas diennakti!
Atrisinajums.
Ja kermenim ir stacionars (laika nemainigs) temperatiiras sadalijums, tad
saskana ar Furje siltuma vadiSanas likumu atrums Q, ar kadu siltums izplatas caur

Ox asij perpendikularu virsmu 4, ir

ar | -,
0=—kS——, ol . 130 x
kur k£ — dotas vielas siltuma vadamibas koeficients. (Saja 228 zim.
sadijuma k = 0,0015—“
cm - grad

T — temperatura,

dT

7 temperatiiras izmainas atrums virsmai S perpendikulara virziena,
X

S — virsmas laukums.
Dotajai atruma izteiksmei atdala mainigos un integre:

dT
0= kS, [T =-Efax, T=-

No robeznosactjumiem T

Q

x+C.

x=0 :OO un T

30 =207
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0 :_%.ow C=0
0 , o 2
20=—=.30+C "3
1S kS 3
Tatad temperatiiras sadalijums atkaribano x ir 7 = %x ,
: dT 2
no kurienes —=—.
dx 3
Izmantojot diferencialvienadojumu, iegiist:
2
=—kS.
-2

Taka S = Im’ = 10000 cm’ un k = 0,0015, tad p&c I sekund@ uz arpusi izstarotais
siltuma daudzums ir

0= %0,0015 -10000 = 10(cal).

24 stundas jeb viena diennakti izstarotais siltuma daudzums ir
0 =10-24-3600 = 864000(cal) = 4,2-864000 =~ 3,6 - 10°(J) .

Atbilde: siltuma daudzums, ko uz arpusi izstaro / m’ sienas diennakti, ir aptuveni
3,6-10°(J).

2. Siltuma magistrales caurule, kuras diametrs 20 c¢m, parklata ar /0 cm biezu
siltuma izolacijas kartu. Caurules un karsta tidens temperatiira ir /60 C,
izolacijas kartas temperatiira - 30 C. Atrast temperatiiras sadalijumu izolacijas
karta. Cik lielu siltuma daudzumu izdala / metru gar§ caurules posms
I sekund€ un 24 stundas, ja izolacijas materialu siltumvadibas koeficients
k=0,00017?

Atrisinajums.

Ja kermenim ir stacionars (laika
nemainigs) temperatiras sadalfjums, tad [
sekunde caur virsmu, kuras laukums ir S
izplist siltuma daudzums

" dT
= —kS—
0=-kS——,
kur k —siltuma vadamibas koeficients.,
dT
2.29. zim. o temperatiiras izmainas atrums.

Izolacijas kartas intervals /10, 20]. Siltums plist caur cilindrisku virsmu,
kuras laukums S(x)=2mx/ (I - caurules garums).

ar=—2 o o 17=—9 mx+c
27lkx 27k

=160 un 7| _,, =30

Robeznosactjumi: 7' 20
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160=——2 110+ C
271k — 130:_%(ln10—ln20),

30=—2 m20+c &
27k

~ 9 o130, £ 130 g

2k 2 27k In2

O =27k -187.6.

C=160+187,6In10=591,9.
T =-187,6Inx+591,9 - temperatiiras sadalijums izolacijas karta
Vienu metru gar§ caurules posms / sekunde izdala
Q=2ndk -187,6 =27 -100-0,00017 -187,6 = 20(cal)
un 24 stundas
0=60-60-24-20=1728000(cal).

Atbilde: temperaturas sadalijums izolacijas karta: 7 =-187,6Ilnx + 591,9 intervala
[10; 20]. Siltuma daudzums, ko 24 stundas izdala 1 metru gar§ caurules
posms, ir 1,728-10° kalorijas.

3. Dzelzs lodei ar tukSu vidu un caulas radiusiem a un 2a temperatiira uz
icksgjas virsmas ir /00°C, bet uz argjas virsmas 20°C. Noteikt temperatiiru
Caulas punktos, kuru attalums no centra ir » (@ < r < 2a). Aprékinat
temperatiiru, jar = 1,6a.

Atrisindjums.

Siltuma plisma lodé notiek radiusa virziena
perpendikulari sferiskajai virsmai. Attaluma » no
centra §1s virsmas laukums ir
S=4m? (1)
Caur 2 $adam virsmam viena laika vieniba izplist
vienads siltuma daudzums Q. Tatad Q ir siltuma
230, zim. plismas atrums.
[zmanto Furjé siltumvadamibas likumu:
dT
0 =-kS 2
dT
i @

kur T — temperatiira,
k — siltumvadamibas koeficients,
O = const — siltuma plismas atrums,

dT

o temperatiiras kritums radiusa virziena.
r

No vienadibam (/) un (2) iegiist diferencialvienadojumu:
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dT 0

dr Arr®’
kuru atrisina, lietojot mainigo atdaliSanas metodi:

ar=—2_gr, [ar--] -2 a r-< .c
4 47k 47tk

2

ikr S
No robeznosacijumiem
T|,_,=100°C un T|,_,,6 =20°C
legiist
100 = Q +C
47ka
20= 0 +C ,
8ka

-2 9 9 g5 2 504,
4rka 8rka 8mka 7k
100 =160+ C,
C=-60.
Diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums:

T:4Q —60 jeb r = 1604

Tk r
Atrod temperatiiru, ja r = [,6a:

- 60,

160a

1,6a

-60=40°C

r=1,6a =

160a

r

Atbilde:  temperatiira Gaulas punktos r ir T = =60 un, ja r=1,6a, tad

temperatiira 7=40°C.
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3. OTRAS KARTAS DIFERENCIALVIENADOJUMS KA
MATEMATISKS MODELIS.

3.1. Otras kartas diferencialvienadojumu pamatjédzieni.

2. kartas diferencialvienadojumu vispariga veida pieraksta ka vienadibu
F(x,,',5")=0.
S1 vienadojuma normalforma ir
y'=flxy.y).
2. kartas diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums satur divas
konstantes C; un C, un to pieraksta ka funkciju
Y= (p(x,Cl,Cz).
Konstan$u noteikSanai ir nepiecieSami divi sakuma nosacijumi
Y(x0)= vy un y'(x,)=y;,
t.1. ir dots punkts M(xy,y,), caur kuru iet integrallinija un integrallinijas pieskares
virziena koeficients $aja punkta.
Konstantes C; un C, var noteikt arT, ja doti divi punkti M;(x;;y;) un M,(x5,y,), caur
kuriem iet integrallinija, t.i., doti nosactjumi  y(x,)=y, un y(x,)=y,. Sadu
informaciju par mekl&jamo funkciju y = ¢(x)sauc par robeznosacijumiem.
Atrisinot KoST uzdevumu, konstanSu C; un C, noteikSanai izmanto
vienadojumu sist€ému, kura izmanto sakuma nosacijumus vai ar1 robeZnosacijumus.
Uzdevumu risina péc $adas shémas:

y=0(x,C,C,)

" )=y1 | {gp(xo,q,g)_yo L 0% = y=9lx,.C,.C, )

yr(): )_;r (p’(xo,Cl,C2)=y[) C2:C20 051,22,
0/ 0

val arl

y=0\x,C,C
(— | 2) go(xl’cl’c2):yl C1:C10 _

y(-xl)_yl ( C.C )_ :>C _C :>y—g0(x,C10’C20)'

y(xz):yz PR Tt )= 0 27 7

2. kartas diferencialvienadojumam y” = f(x,y,y") eksisté viens vienigs
atrisinajums, kas apmierina sakuma nosactjumus y(x,)=y,, »'(x,)=yi, ja
funkcija  f(x;y;)') un tds parcidlie atvasinajumi f (x;3:9"), fy',(x; y;y') ir
nepartrauktas funkcijas kada punkta N,(x,,v,,v,) apkartng.
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3.2. Otras kartas diferencialvienadojumu atrisinaSanas metodes.

Apliikosim tadus 2. kartas diferencialvienadojumus F(x,y,y’,»")=0, no
kuriem var izteikt 2. kartas atvasinagjumu "= f(x,y,»’). Apskatisim dazu
specialgadijumu atrisinaSanas metodes.

3.2.1. Vienadojumi, kuriem var pazeminat kartu.

1) Diferencialvienadojuma izteiksme nesatur yun y'.
Tad vienadojums ir y" = f(x). (1)
Lai atrisinatu So vienadojumu, integré vienadojuma abas puses:

[ydy = f(x)dx ,

tad y'zjf(x)glx+Cl.
Velreiz integréjot vienadojuma abas puses, ieglst

Iy'dy I x)dx +C,)dx+C, , (2)
no kurienes y= I a’x +C, dx +C,. (3)

Diferencialvienadojuma (1) visparigais atrisinajums ir (3).

Piem@rs. Atrisinat diferencialvienadojumu y" =3sin x.

Tatad diferencialvienadojums nesatur yun y'. Integréjot diferencialvienadojuma
abas puses, iegiist:
y' = j3sinxdx =3(~cosx)+C, jeb y =-3cosx+C,.
Velreiz integréjot diferencialvienadojuma abas puses, ieglist:
y= _[(— 3cosx + C, Jx =—3sinx + C,x + C,.
Diferencialvienadojuma y" =3sinx visparigais atrisinajums ir
y=-3sinx+Cx+C,.

2) Diferencialvienadojuma izteiksme nesatur y.

Tatad diferencialvienadojumu var uzrakstit veida "= f(x,)’). Lai
atrisinatu So diferencialvienadojumu, lieto substitiiciju: y'=z, kar z ir
argumenta x funkcija jeb z=z(x).

Tad y" =z’ un, ievietojot diferencialvienadojuma, iegiist
) z' = f(x,z(x)).
S1 diferencialvienadojuma atrisinajums ir
zZ=¢ (x, o )
Nemot vera substiticiju ' =z, tad

y,:(Dl(x’Cl)‘
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Integrgjot diferencialvienadojuma abas puses, iegiist visparigo atrisinajumu:
J.y,dy = J.(Dl (X7C1 )dx +C,
un y:I¢1(x,Cl)dx+C2.

Piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y" +2y'=e".

Dotais diferencialvienadojums nesatur y. Lietojot substitliciju y’ =z, no kurienes
y"=z', un ievietojot diferencialvienadojuma, iegiist:
) Z'+2z=¢e". (4)
Sis ir 1. kartas linears diferencialvienadojums, kuru atrisina, lietojot substitticiju
z=u-v. Tad z'=u'-v+u-v'. Ilevietojot diferencialvienadojuma (4) un
vienkarsojot, iegiist:

u' -v+u-v+2uv=e"

jeb u'-v+u(v +2v)=e" (5)
Izvelesimies v tadu, lai v' + 2v =0, tad ? =—2v un ﬂ =-2dx.
X v

Integréjot diferencialvienadojuma abas puses, iegiist :

lnM =2xunv=e .
legiito rezultatu ievietojot diferencialvienadojuma (5) un integréjot abas
diferencialvienadojuma puses, iegiist:

u'e™ =e* jeb u' =€,

u:Je3xdx:leSX +C,.
3
Tad z:u-v:(%e“ + Clj-e“ :%e“ +Ce™.

1
Taka y'=z,tad )’ :§e6x +Ce™”

Integréjot  diferencialvienadojuma abas puses vélreiz, ieglst visparigo
atrisinajumu:

| . , C
y:§e6 +C,e” +C,, kur sz?l.

3) Diferencialvienadojuma labas puses izteiksme nesatur x jeb vienadojums
uzrakstams veida "= f(y,y'). (6)

Saja gadfjuma lieto substitiiciju y' =z, kur z ir funkcija, kas atkariga no
v, ti., z=z(y).
Tad y' =) =(z2) = z -y, =2z
Ievietojot vienadojuma (6), iegst
- z=f(y,z2).



Ja §1 vienadojuma atrisinajums ir z = @, (y,Cl) un y' =z, tad iegiist
diferencialvienadojumu y' = ¢, (y, C,), kuru atrisinot, iegiist
diferencialvienadojuma (6) visparigo atrisinagjumu y = ¢(x,C,,C, ).

. /4 2 !
Piemérs. Atrisinat diferencialvienadojumu y" + T (v )2 =0.

Atrisinajums.
Substitiicija: y'=z, y"=2z'z,

legiist: Z'z+ z22=0 | :z#0
1=y
, 2 dz 2 dz 2
=z, —=——-z, |—=|—dy,
y—1 dy y-1 z y—
ln‘z‘:Zln‘y—1‘+lnC1,
Z:C’l()’_l)2

: d d
y=Cl-1F, L=c -1, [~Fo=qar,

dx (v-1)
—Lz(fl)chC2
y—1
P
Cx+0C,

y =1———— - visparigais atrisinajums
Cx+C,

83
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3.2.2. Lineari homogeéni 2. kartas diferencialvienadojumi.

2. kartas diferencidlvienadojumu, kur meklgjamas funkcijas y
atvasinajumus ' un " satur lineari, sauc par linearu diferencialvienadojumu.
Sada vienadojuma visparigais veids ir:

V' +a(x)y' + ay(x)y = f(x),
kur a,(x), a,(x)un f(x) ir nepartrauktas funkcijas vai skaitli.
Ja f(x)=0, tad $adu diferencialvienadojumu sauc par homogenu.
Ta normalforma ir
y”+a1(x)y’+az(x)y:0 (1)

Lineara homogeéna diferencialvienadojuma atrisinajuma ipasibas:

1) ja funkcijas y; un y, ir lineara homogéna diferencialvienadojuma (7)
atrisinajumi un C ir konstante, tad funkcija:

a) C-y; arlir §1 diferencialvienadojuma atrisinajums;

b) y;+y;arf ir §1 diferencialvienadojuma atrisinajums.

Secinajums: ja funkcijas y; un y; ir lineara homogeéna diferencialvienadojuma
atrisingjumi un C; un C, ir konstantes, tad funkcija C;y;+ Cy, arm ir §1
diferencialvienadojuma atrisinajums.

2) ja kompleksa funkcija wu(x)+iv(x) ir lineara diferencialvienadojuma
atrisinajums, tad §1 diferencialvienadojuma atrisinajumi ir ari funkcijas u(x) un
v(x).

Definicija.

Funkcijas y; un y, sauc par lineari atkarigam kada intervala, ja $aja intervala
funkciju attieciba ir konstanta, ja funkciju attieciba nav konstanta, tad funkcijas y;,
un y, sauc par lineari neatkarigam $aja intervala.

Pamatteorema par lineara homogéna diferencialvienadojuma vispariga
atrisinajuma struktiiru.

Ja funkcijas y; un y, ir lineari neatkarigas un apmierina linearu homogénu
diferencialvienadojumu, tad funkcija C;y;+ C,y, ir §1 vienadojuma visparigais
atrisinajums. /1]

Ja lineara homogena 2. kartas diferencialvienadojuma koeficienti a;(x) un
a,(x) ir skaitli, tad So diferencialvienadojumu sauc par 2. kartas linearu homogénu
diferencialvienadojumu ar konstantiem koeficientiem. Ta normalforma ir

y'+py'+qy=0, )
kur p un ¢ ir konstantes, bet y ir meklgjama funkcija. ST vienadojuma visparigais
atrisinajums ir

y=Cyt Coy», (3)
kur y; un y, ir lineari neatkarigas funkcijas, kas apmierina So vienadojumu, bet C,
un C, ir konstantes.

Lai atrastu funkcijas y; uny,, izmanto Eilera metodi.

Saskana ar $o metodi, atrisinajumus meklé ka eksponentfunkcija y =™, kur

koeficientu k£ atrod no nosacjuma, ka 8§ funkcija  apmierina
diferencialvienadojumu (2). Ievietojot §aja vienadojuma
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y:ekx’ y!:kekx , yl:kZekx

un izdalot iegiitas vienadibas abas puses ar e” #0, iegist
diferencialvienadojumam (2) atbilstoSo raksturigo vienadojumu
k> + pk+g=0 4)

Tas k vértibas, ar kuram e apmierina doto diferencialvienadojumu (2), ir
vienadojuma (4) atrisinajumi.
Atkariba no raksturiga vienadojuma (4) diskriminanta D vertibas iespgjami $adi
gadijumi:
1) D>0.
Raksturigajam vienadojumam (4) ir divas realas dazadas saknes k, #k,, kuram
atbilst diferencialvienadojuma partikularie atrisingjumi y, =" un y, = €.
Acimredzami §1s funkcijas ir lineari neatkarigas intervala (-, +®), jo

kyx

»o_e

V2
Tatad ar funkcijam y; un y, var sastadit diferencialvienadojuma visparigo
atrisinajumu

(kl —ky )x

=e #const,ja k, #k,.

kyx

y=Ce" +C,e™. (5)
2) D=0.
Raksturigajam vienadojumam ir divas vienadas realas saknes k;=k,, kuram atbilst
tikai viens diferencialvienadojuma (2) partikularais atrisindgjums y, = €“*. Ta¢u var
pieradit, ka $o vienadojumu apmierina ari funkcija y, = xe"".
Funkecijas y; un y, ir lineari neatkarigas, jo
o o
y2 - xeklx
Lidz ar to Saja gadijuma visparigais atrisinajums ir funkcija
y=Ce"™ +C,xe"" jeb y= ek‘x(C1 + sz).

1
= — # Cconst.
X

3) D<0.
Raksturigajam vienadojumam (4) saknes ir kompleksi saistiti skaitli k; ;=a+pi.
Izmantojot kompleksa argumenta eksponentfunkcijas parveidojumu ar Eilera
formulu palidzibu un lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisindjuma
ipasibu, var pieradit, ka diferencialvienadojuma (2) partikularie atrisinajumi ir
funkcijas
yi=e* cos fx un y,=e” sin fx.
Sts funkcijas ir lineari neatkarigas, jo
e” cosfx _ cos fx

= ctebx # const.
e”sin fx  sin fx gh

Tatad Saja gadijuma diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
y=Ce™ cos fx + C,e™ sin fx jeb y=e™(C, cos fx + C, sinﬂx).



Eilera metodes kopsavilkums att€lots 3. 1. shema [1].

V'+py'+qr=0
k> +pk+g=0
2
p
D= _
PR
? Ne ?
D>0 D=0
Ja
kl ikz kl =k2
y:Clek‘x +Czek2x yzeklx(C] +C2x)

y=e™(C, cos fx + C, sin fx)
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3.2.3. Lineari nehomogeni 2. kartas diferencialvienadojumi.

Ja vienadojuma
Yt (x)y +ay(x)y=1(x). (1)
labas puses izteiksme nav vienada ar 0, tad vienadojumu sauc par linearu
nehomogeénu 2. kartas diferencialvienadojumu.
S1 vienadojuma atbilstoSais homogénais diferencidlvienadojums ir
7' +a,(x)7" +a,(x)y=0. 2)
Konstantu koeficientu gadijuma to var atrisinat ar ieprieks apliikoto Eilera metodi.

Pamatteorema par vispariga atrisinajuma struktiiru.

Ja. y" ir kada funkcija, kas apmierina linearu nehomogénu
diferencialvienadojumu (/) un y ir atbilstosa lineara homogéna
diferencialvienadojuma (2) visparigais atrisinajums, tad y=y+y" ir lineara
nehomogend diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums.

Lidz ar to 2. kartas linearu nehomogenu diferencialvienadojumu atrisina
peéc Sadas shemas:

1) Nehomogenais vienadojums

Y+ a(x)y' +ay(x)y = ()

2) Atrisina atbilstoSo homogeno diferencialvienadojumu

'+ al(x)y' + az(x)y =0;

3) Homogeéna vienadojuma visparigais atrisinajums
y=Cy +Cy,;

4) Atrod funkciju y*, kur (y*) +a, (x)(y*) +a,(x)y" = f(x);
5) Nehomogena diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums
y:y+y*:C1y1 +C,y, +y*'
Ta ka »" apmierina nehomogéno diferencialvienadojumu (1), tad tas ir $I

vienadojuma partikularais atrisinadjums. Apliikosim divas metodes, kuras izmanto,
lai noteiktu So atrisinajumu:

1) nenoteikto koeficientu metode;

2) konstanSu variaciju metode.

Nenoteikto koeficientu metode.

To lieto, ja linears homogeéns diferencialvienadojums ir ar konstantiem
koeficientiem un laba puse f(x) ir noteikta veida izteiksme.

Dotais diferencialvienadojums: y" + py' + gy = f(x) (3)
Atbilstosais homoggnais diferencialvienadojums: y" + py' + gy =0 4)
Raksturigais vienadojums: k” + pk + g =0 (5)

Raksturiga vienadojuma (35) saknes k; un k..
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Atkariba no labas puses f{x) izteiksmes apliiko Sadus gadijumus:

L. f(x)=e"P,(x), (6)
kur P,(x) ir n-tas pakapes polinoms.
Ja skaitlis @ nav raksturiga vienadojuma (5) sakne, tad funkcija y* ir tada paSa

veida izteiksme ka f(x), tikai n-tas pakapes polinomam ir citadi koeficienti neka
polinomam P,(x).

Tatad y* =e”Q,(x).
Lai atrastu polinoma Q,(x) koeficientus, kurus apzimé ar burtiem, funkcijas y”

! "
izteiksmi un tas atvasinajumus (y*) un (y) ievieto diferencialvienadojuma (3) un
pielidzina koeficientus pie vienadam x pakapem vienadibas labaja un kreisaja puse.
Lidz ar to iegiist vienadojumu sistemu, kuru atrisinot, nosaka Q,(x) koeficientus.
Ja skaitlis o ir raksturiga vienadojuma (35) sakne ar kartu r, tad

y =x"e"0,(x).
Ja a =0, tad f(x)= P,(x) un, nosakot y" veidu, janem véra tas, vai 0 ir raksturiga
vienadojuma sakne.

2. f(x)=e"(Acos fx + Bsin ) (7)
Ja komplekss skaitlis « + fi nav raksturiga vienadojuma (35) sakne, tad

Yy =e™ (M cos fx + Nsin ﬁx), kur M un N ir koeficienti, kurus atrod, ievietojot
vienadojuma (3) funkcijas y* izteiksmi un tas atvasinajumus un pielidzinot iegiitas
vienadibas abas pusés koeficientus pie cosfx un sinpx.
Ja skaitlis o + fi ir raksturiga vienadojuma (5) sakne (2. kartas vienadojumam §1
sakne var bt tikai vienkarsa), tad

y* =xe™ (M cos fx + Nsin fx).

Ja A=0 vai B=0, tad y" izteiksme ari jameklé pilnaja forma, kas satur abas
funkcijas cosfx un sinfx.

3. f(x)=e™(P,(x)cos px + Q, (x)sin fBx), (8)
kur P,(x) ir n-tas pakapes polinoms un Q,,(x) — m-tas pakapes polinoms. Lielako no
skaitliem » un m apzimé&sim ar £, t.i.,
k=max(n,m).

Ja a + fi nav raksturiga vienadojuma (5) sakne, tad

y* =e™(U,(x)cos fx +V,(x)sin fr),
kur Ui(x) un Vi(x) ir k-tas pakapes polinomi ar nezinamiem koeficientiem, kurus
atrod Iidzigi ka ieprieks€jos gadijumos.
Ja a + i ir raksturiga vienadojuma (3) sakne, tad

y* =xe™ (U, (x)cos fx + ¥, (x)sin fx).
Acimredzami §is gadifjums ir visparigs, jo no izteiksmes (8) izriet ieprieks
apskatitie gadijumi:
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1) f(x)=e“P(x),jaa#0un B=0;
2) f(x)=P,(x).ja a=0un =0;

3) f(x)= Pn(x)cosﬂx + Qm(x)sin,b’x,ja a=0unf#0;

4) f(x)=e" (A cos fx + Bsin ﬁ’x), ja P,(x) un Q,(x) ir 0-tas pakapes polinomi jeb

skait]i.
Aplukoto gadijumu kopsavilkums apliikots 3.2., 3.3. un 3.4. shémas.

J(x)=e"F (x)

a ir raksturiga
vienadojuma
sakne

Ja, ar kartu r

¥ =x"e"Q,(x) y =e”0,(x)

3.2. zim.

f(x)=e"(Acos fx + Bsin fx)

oxpi ir
raksturiga
vienadojuma
sakne

Ja
y" = xe™(M cos fx + N'sin fix) y" =e™(M cos fx + Nsin fx)

3.3. zim.

S (x)=e™(P,(x)cos fr +Q, (x)sin fx)

oxpi ir
raksturiga
vienadojuma
sakne

*

" = xe” (U, (x)cos fx +V, (x)sin fx) ¥ =e“(U,(x)cos Bx +V,(x)sin Br)

Y

3.4. zim.
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Konstan$u varidaciju metode.

Iepriek§ apliikoto nenoteikto koeficientu metodi var lietot, ja ir speka S$adi
nosacijumi:

1) diferencialvienadojums satur konstantus koeficientus;

2) diferencialvienadojuma labas puses izteiksme f{x) ir noteikta veida

izteiksme.
Lai atrastu partikularo atrisindjumu, ja neizpildas kads no Siem nosacijumiem, lieto
Lagranza konstanSu variaciju metode.
Aplukosim 2. kartas diferencialvienadojumu
Y+ a @)y + a(x)y =/ (x), ©)
kur @,(x), a,(x)y ir nepartrauktas argumenta x funkcijas vai konstantes;
Atbilstosa homogena diferencialvienadojuma

7'+ a(x)7" +a,(x)y =0 (10)
visparigais atrisinajums ir
y=Cy +Cy,, (11)

kur y, un y, ir §1 vienadojuma lineari neatkarigi partikularie atrisinajumi.
Nehomogena diferencialvienadojuma (9) partikularo atrisindjumu y * mekle ka
izteiksmi, kura ir analoga homogéna vienadojuma vispariga atrisinajuma
izteiksmei (11), tacu koeficientus C; un C, neuzskata par konstant€m, bet par
argumenta x funkcijam, t.i.,

y*=C(x)- 3+ C,(x) 3, (12)
Nezinamo funkciju C;(x) un C,(x) noteikSanai izmanto nosacijumu, ka
partikularais atrisinajums y * apmierina diferencialvienadojumu (9), turklat kadu
no nosacijumiem starp Stm funkcijam var brivi izveléties.
Atrodam atvasinajumu

(y *) = Cll(x)' Mt Cl(x)' Vi + C;(X)- Yyt Cz(x)' V5
Ci(x) un C,(x) meklesim tadas, lai biitu speka vienadiba

C/(x)-y, + Cy(x)- y, =0. (13)
Tadgjadi (y*) =C(x)- ¥ +C,(x)- ¥} (14)
Atrodam (v*) =Cl(x) ]+ C,(x)y + Cy(x)- ¥y + C,(x)- ¥y (15)

levietosim iegiitos rezultatus (12), (14) un (15) diferencialvienadojuma (9):
Clr(x)'yll + Cl(x)ylﬂ_'_ C;(x)' vyt Cz(x)'yg + al(cl(x)' Y+ Cz(x)' y;)"'
+ az(Cl(x)'yl + Cz(x)' yz):f(x)a
no kurienes

G )l + @) + ap)+ C(x)v] +ayh +a,0,)+ Clx)y) + Gy, = f(x).
Nemot veéra, ka y, un y, ir homogéna vienadojuma (70) atrisinajums, tad
ytay +a,y,=0unyl+ay,+a,y,=0,

tpec Cl(x)y + Ci(x)yy = f (%) (16)
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Tadgjadi no izteiksmém (73) un (16) iegist vienadojumu sist€mu attieciba pret
C!(x) un C}(x):
{C{(x)yl +C, (x)y2 =0
i)yl + Gy (x)y; = /()
Ta ka sist€émas determinants ir Vronska determinants, kas sastadits no lineari
neatkarigiem homogéna diferencialvienadojuma atrisinajumiem, tad

oy
W(ylayZ): 1 ;

! !
Lietojot Kramera formulu, atrod:

(17)

#0.

1 2

‘ 0 %) i 0 ‘
co )y Lo )]
Gl = W (3,9, () un G = W (3,9, =),

no kurienes

C\(x)= J.(Dl (xﬁx +C;,

C,(x)= J(pz (x)dx +C,.
Var izveléties C;=0 un C,=0, jo y* ir jebkur§ diferencialvienadojuma (9)
partikularais atrisinajums. Tad no izteiksmes (12) iegiistam:

y*= (j% (xyx))ﬁ + (I@z (x)dx)y2 .
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3.3. Uzdevumi, kuru matematiskais modelis ir 2. kartas
diferencialvienadojums.

3.3.1. Otras kartas atvasinajuma fizikalas nozimes izmantoSana.

Otras kartas diferencialvienadojumus galvenokart ieglist, risinot
uzdevmus, kuros izmanto 2. kartas atvasinajuma fizikalo nozimi, t.i., ja x=x(?) ir
materiala punkta( kermena) kustibas likums taisnvirziena kustiba, tad x" ir
kustibas momentanais paatrinajums. Lidz ar to 2. Niitona likumu izsaka ar 2. kartas
atvasinajuma palidzibu:

d’x

tz

F=m

jeb F=mx".

Aplukosim piemérus, kuros iegiitos diferencialvienadojumus var
atrisinat, pazeminot to kartu, vai ari iegiist linearus diferencialvienadojumus ar
konstantiem koeficientiem.

1. Lokomative brauc pa horizontalu celu ar atrumu 72 km/h. Pec cik ilga laika un
kada attaluma ta bus apstadinata bremzgjot, ja pretestibas speks kustibai no
bremzeSanas sakuma ir 0,2 no tas svara.

Matematiska modela sastadisana.
s=s(t) - lokomatives noietais cel$ pec laika  no bremz&Sanas sakuma

ds L _.

V= i lokomatives atrums bremzgjot
t

d’x

dar’

m - lokomatives masa

mg — lokomatives svars
2

a= <0 - lokomatives paatrinajums( paléninajums) bremzgjot

F=ma=m - 2. Nitona likums

t2
F,=0,2mg - pretestibas speks bremzgjot
F=-F,
d’s
m % =-0,2mg

Matematiska modela atrisinasana.
d’s
dr’

=-0,2g - 2. kartas diferencialvienadojums, kuru var

atrisinat 2 reizes integréjot

d
?j =—[0,2gdt=—02gt+C,, s=-[(02gt+C, )it

s=-0,lgt’ + C,t + C, — visparigais atrisinajums
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s, =0
ds - sakuma nosacijumi
— =T72km/h=20m/s
dt|,
C,=0
C, =20
s =-0,1gt> +20t - partikularais atrisinajums
v(t)=-0,2gt +20 - lokomatives atrums atkariba no
bremzeSanas laika
Apreékins.
v(t)=0 = ~0,2gt+20=0
t= 20 ~ 20 ~10,2(s) - laiks no bremz&Sanas sakuma,
0,2g 0,2-98
kada lokomative apstasies
5(10,2)~20-10,2-0,1-9,8-10,2° = 102(m) - bremz&sanas cel$
Atbilde: lokomative apstasies péc 10,2 sekundem no bremzeSanas sakuma,

bremzgjot noietais cel$ — 102 m.

. Lode ar atrumu 200 m/s ieiet 10 cm bieza deli un iziet no d€la ar atrumu 50 m/s.
Cik 1ilgi turpinajas lodes kustiba deli, ja d€la pretestibas speks proporcionals
atruma kvadratam?

Matematiska modela sastadisana.
x=x(t) — lodes parvietojums deli atkariba no bremzeSanas laika

d_); =(t) - lodes atrums déli

2
d’x _dv <0 -lodes paatrinajums

dt* dt
2
F =M= l(%j - pretestibas speks lodes kustibai

m - lokomatives masa

2
F=m i’; - 2. Nitona likums
Fe-F
2 2 2 2
m f:—z(@) 4 f:—k(@j kur k=2
dt dt dt dt m

Matematiska modela atrisinasana.
Atrisina, pazeminot kartu.
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2
Taka ézvundf:ﬂ,
dt dt~ dt
tad Y, d—f:—kdt, - —_jkdt Tokc,
dt v v
e e e [l
kt+C, dt kt+C, kt+C kt+C
x:lln‘kt+Cl‘+C2.
k
x‘zzozo
- sakuma nosacijumi
dx =20 J
tt=0
1
Eln‘O+Cl‘+C2:O | | |
| =C =—, C,=——InC, =—In200
=500 200 k k

k-0+C,

lelnkt+L +lln200

k 200] k

X= %1n‘200kt + 1‘ - partikularais atrisinajums

Aprékins.
Taka V= Lo 200 = 200kt+1:@
kt+C, 200kt +1 v
1
un x=
tad = l ln@
kv
x| _s, = 0.1 - papildnosacijums
Tatad 0,1= l1 200 = k=10In4
k50
Lidz ar to = 200 ,
2000In4 - ¢ +1
200
= -1
no kurienes =t
2000In4
Jav=50, tad PR il SIS 0,001(s).
20001n4

Atbilde: lode izgaja caur deli 0,001 sekundgs.
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Otra kosmiska atruma aprekins.

3.  Ar kadu atrumu jaizsviez kermenis Zemeslodes radiusa virziena, lai tas,
parvarot Zemes gravitacijas spéku, nenokristu atpakal uz Zemes( gaisa
pretestibu neieverot)?

Matematiska modela sastadiSana.
R — Zemes radiuss
M — Zemes masa
m — kermena masa
x=x(t) — attdlums no Zemes centra lidz kermenim p&c laika ¢ no izsvieSanas

momenta
dx _ .
— - kustibas momentanais atrums
dt
d*x - .
- -kustibas paatrinajums
t
d*x )
F =m—— - 2. Nutona likums
dt
- M -m A _
F .= k = - gravitacijas speks
F :—Fg
d*x M-m . d*x kM
m——-=—k—; jeb =
dt X dt X
dx _ .
X, = R un E =v, - sakuma nosacijumi
t=0

Matematiska modela atrisinasana.
legiitais 2. kartas diferencialvienadojums nestur funkcijas x=x(?)
argumentu ¢, tapec, pazeminot vienadojumu kartu, izmanto substitiiciju

= a(),

dzx_dv_dv.dx_dv-

== =— .y,
dt dt dx dt dx

no kurienes

Tatad ﬂ-v:—k—ﬂf, vdv=—kMd—)26, Ivdv:—ijd—f.
dx X X X
%vz = kM 1 +C jeb v= 2kM + 2C - visparigais atrisinajums
X X

Taka v _ =v,,tad lvozkﬂ+C un C:lvg—kﬂ.
=k 2 R 2 R

Lidz ar to V= \/ 2kM + (voz — %TM) - partikularais atrisinajums
X
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Atrisinajuma analize un aprékins.

Ta ka jabiit 2kM+(v§—2];M)ZO Vxe[0;+oo],bet 2k—]\/[—>0,ja x — o0, tad
X X
v§_2kM20,

R

no kurienes Ve > 2k R T 1/2]{—M
R R

Kermena svars uz Zemes virsmas ir P=mg, kas vienads ar gravitacijas

speku k2™ kad x=R.
Tatad mg =k MR-2m ,
no kurienes kM =R’g.

2
Lidz ar to vozwszngqﬂ g .

Aprekina izmanto:
R=6400 km
2=9,8m/s’= 9.8-10" km/ s’

legiist:  v2 >=4/2-6,4-10°-9,8-107 z11,2(k'% )

Atbilde: kermenis jaizsviez ar atrumu /1,2 km/s (2. kosmiskais atrums). No
izteiksmes v, =/2Rg var secinat, ka ar §adu atrumu kermenis nokrit uz

Zemes, kritot no augstuma, kas vienads ar Zemes radiusu( gaisa
pretestibu neieverojot).

Suspensijas nogulsnesanas modelis.

4. Materiala dalipa, kuras masa m, iegremdéta Skidruma. Atrast tas noieto celu
atkariba no laika, ja Skidruma pretestibas spéks ir proporcionals kustibas
atrumam( proporcionalitates koeficients 4, sakuma atrums 0).

Matematiska modela sastadisana.
x=x(t) — dalinas noietais celS, péc laika t no iegremdesSanas sakuma
x' = x'(t) - dalinas atrums
x" - dalinas paatrinajums
F =mx" - 2. Nutona likums
F,=/x" - udens pretestibas speks
P =mg - dalinas svars
F=P-F =
mx" =mg — Ax'
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x"+—x"=g - 2. kartas nehomogéns diferencialvienadojums ar
m

konstantiem koeficientiem
X,_,=0 un x"tzo =0 - sakuma nosacijumi
Matematiska modela atrisinasana.
Xx=X+x - vispariga atrisindjuma struktiira,
kur x - atbilsto§a homogena vienadojuma visparigais atrisinajums
x" - funkcija, kas apmierina nehomogéno vienadojumu
x=?

A o e
x"+—x"=0 - atbilstoSais homoggnais vienadojums
m

k* + ik =0 - raksturigais vienadojums

m
A
k|l k+—1=0
m
A I _ .
k, =0, k, =—— -raksturiga vienadojuma saknes — realas, dazadas
m
A
- _ 0t .
x=Ce +C,e
A,
Xx=C,+C,e ™ -homogeéna vienadojuma visparigais atrisinajums
x =7

Atrod ar nenoteikto koeficientu metodi.
Ta ka nehomogena vienadojuma laba puse

flt)=g=¢"-g,
kur o =0 ir raksturiga vienadojuma sakne un g=const,
tad x = At, (x) =4, (x) =0.
Tapéc 0+ iA =g,
m
no kurienes 4="5
A
un x = %t .
A
Ta ka x=X+x,
-1 mg e C .
tad x=C, +C,e " + 7t - nehomogena vienadojuma visparigais
atrisinajums.
Atrod x(?) atvasinajumu
y) A
x'=——C,e ' 1E

m A
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[zmantojot sakuma nosacijumus x| =0 un x| =0, iegist:
C,+C,=0
A m
“te,+ "o
m
2 2
m-g m-g
C=—p G=mp
A A
Lidz ar to partikularais atrisinajums:

ng *it mg ng
=g et —
A A A

no kurienes

X

Atbilde: Skidruma iegremdétas dalinas noieto celu atrod péc formulas

5. Horizontala plakn€ roté caurule ap vertikalu rotacijas asi ar lenka atrumu .
Caurulé atrodas lodite, kas caurulé slid bez berzes. Atrast lodes kustibas
likumu, ja rotacijas sakuma lode atrodas uz rotacijas ass un tas sakuma atrums
1r v,.

Matematiska modela sastadisana.
m — lodites masa
x = x(t) — lodites attalums no rotacijas

- .. LX)
centra péc laika 7 no rotacijas — >
sakuma ( ! ' A >
x'(¢) - lodites linearais atrums kustiba 0 Y X
pa rinka lmiju | ‘/
x"(¢) - lodites paatrinajums 3.5. zim.

F =mx" — 2. Nutona likums
mv’  ma’R?

=ma’R - centrbédzes speks

° R
F. =ma’x - lodites centrbédzes speks laika momenta t
FoF
Tad x"=w’x.

x"—@’x =0 - 2. kartas homogens diferencialvienadojums
x‘tfo =0 un x'|_ =v, - sakuma nosacTjumi

t=0

Matematiska modela atrisinasana.

K - @*= 0 - raksturigais vienadojums

k,, =*® - raksturiga vienadojuma saknes
x=Ce” +C,e” - visparigais atrisinajums

x'=Cwe” — C,we™
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0 ¢ =2
X = C +C,=0 L7
=0 1 2 (0]
f = { =
x|y =V Co-C,o=v, c oY
2
20
wt —wt
X = vo ewt VO eiwt :V_O i—_osha)t
20 20 0] 2 0]

: . v
Atbilde: lodites kustibas likums (attalums no rotacijas centra) x= —-shat .
@

6. Horizontala plakn€ roté caurule ap vertikalu rotacijas asi ar lenka atrumu .
Caurule atrodas lodite, kas caurulé slid bez berzes. Atrast lodes kustibas
likumu, ja rotacijas sakuma lodites atrums bija 0 un tas attalums no rotacijas
ass bija a.

Atrisindajums.

(skat. iepriekseja uzdevuma risinajumu)

X' —w’x=0

— ! —
x‘t:() =4a, X ‘1:0 =0
x=Ce” +C,e””

x'=Cwe” — C,we™

C,+C,=a C,+C,=a a
= C,=C,=—
Co-C,w=0 C,-C,=0 2
a , a _, e’ +e ™
x=—e”" +—e " =qg-——=achwt
2 2

Atbilde: lodites kustibas likums (attalums no rotacijas centra) x= achat.

7. Kede, kuras garums /=4 m, bez berzes slid no galda. Cik ilga laika visa kede
noslidés no galda, ja ta sak slidét laika momenta, kad par galda malu
nokarajas a=0,5 m gars§ kédes gabals?

Matematiska modela sastadisana.

x=x(t) — kedes posma garums, kas 0
nokarajas par galda malu péc
laika ¢ no slidésanas laika
P =mg - visas kédes svars x=x(t)
P(x) — speks, ar kadu visu k&di velk kedes -Y-
posms, kas nokarajas par galda P&
malu (81 k€des posma svars)
X

P . _ o
— - visas kédes garuma vienibas svars -
I 3.6. zim.



P(x)= ?x - X garuma vienibu svars

x" - kédes gala paatrinajums
F =mx" - 2. Nutona likums

F = P(x)
mx"zﬁx, x"—ix:O, =80
ml ml

x"— %x =0- 2. kartas homoggns diferencialvienadojums

X |._, =0 - sakuma nosactjumi

=0
Matematiska modela atrisinasana.

k* g =0 - raksturigais vienadojums

\/g k, = \/: - raksturiga vienadojuma saknes

x=C, e + C,e \f - visparigais atrisinajums

e \f( \f(

o, 4a C+C—a a
= = C,=C,=—

x' =0 C,-C,=0 2

x= %( (—ach\/:

Aprékins un atrisinajuma analize.
Ja =4, a=0,5, g~10,

tad X= O,25(eﬁ5t +e VR )
Ja visa k&de ir noslid€jusi no galda, tad x=4.

Lai noteiktu, cik 1lgd laika wvisa kéde ir noslidgjusi,

eksponentvienadojums

0,25(c™% + &% )=4.

Apzimgjam: o> = =Y.

Tad y+l=16, y* =16y +1=0,
y

y1:8+\/@, y2:8—\/@.
=8+/63 = t=lr18\/J%6

1) e ~ 1,75(s)

100

jaatrisina
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2) e =8-J63 ~ 0,06<1 = <0, kas natbilst uzdevuma jegai.

Atbilde: visa k&€de noslidés no galda p&c 7,75 sekundem.

8. Keéde parkarta par naglu ta, ka viena pus€ ir § m gar$ gabals, bet otra pusé
10 m gar$ gabals. K&dei slidot slides paatrinajums proporcionals abas naglas
pusés karajoSos kédes gabalu garumu starpibai( proporcionalitates koeficients
A=0,72. Cik ilga laika k&de noslid€s no naglas?

Matematiska modela sastadiSana. Sakuma pec laika t
x=x(t) — keédes galapunktu parvietojums pec A E.h A f-'.r
laika ¢ no slidéSanas laika i Sy
10+x — garakais kédes gabals 3
8-x —1sakais kédes gabals ||| 1 1y
(10-x)-(8-x)=2+2x — k&des gabalu garumu 10+ ¢
starptba Y LY. Sl I A *
x" - slides paatrinajums
x"=A2+2x) vl ]
x"=0,72(2+2x)
x"-1,44x=144 - linears = nehomogens A
diferencialvienadojums Yx o
3.7. zim.

Matematiska modela atrisinasana.

J— * _ . - . . - = . o e s
x=X+x -nehomogéna vienadojuma visparigais atrisinajums,
x=?

x" —1,44x =0 - atbilstoSais homoggnais vienadojums
k* —1,44 =0 - raksturigais vienadojums
k=12, k,=-12 -raksturiga vienadojuma saknes
x=Ce"” +C,e”"” - homogena vienadojuma visparigais atrisindgjums
x =?
f(t)=1,44=1,44¢",
kur a =0 nav raksturiga vienadojuma sakne,

! n

tad x =4, (x*):O, (x*) =0.
0-1,444=144 = A=-1
x =-1
X=X+x

x=C,e" +C,e”"” —1 - nehomogéna vienadojuma visparigais atrisinajums
x'=12Ce"* —1,2C,e*

[zmantojot sakuma nosacijumus x‘tzo =0 un x"tzo =0, ieglst:
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C, +C,-1=0 C +C,=1
= = (C,=C,=05

1,2C, —1,2C, =0 C,-C,=0

x=0,5¢"" +0,5¢"* —1 - nehomogena vienadojuma partikularais atrisinajums

Aprékini un atrisinajuma analize.
Visa kéde ir noslid&jusi no naglas , ja x=8, t.i.,
8=0,5¢"" +0,5¢ " —1.

1,2¢

Apzime: e =y,

tad O,5y+0,5-l—9=0, y+l—18:O
y y
y* =18y +1=0

Y, =9+80=9+45, »,=9-80=9+4/5
e =9+4/5 = (- Inb+4Vs ~2,41(s)

b

2) " =9 - 45 ~ 0,056 <1; tatad ¢ <0, kas neatbilst uzdevuma jégai.
Atbilde: visa kéde noslidés no galda 2,47 sekundg.

9. Kede, kas kargjas uz gluda aka, slid uz leju. Kustibas sakuma viena aka puse
ir 10 m gar§ k&des posms, bet otra pus€ — 8§ m gar§ kédes posms. Neieverojot
pretestibu, atrast:

1) cikilga laika no aka noslidés visa k&de;
2) kads bus k&des atrums laika momenta, kad k&de saks brivi krist.

Matematiska modela atrisinasana.
(skat. iepriekseja uzdevuma zimejumu)
x=x(t) — uz leju slidosas k&des dalas garums péc laika ¢ no kustibas sakuma
18-x —uz augsu slidosas k&des dalas garums péc laika ¢ no kustibas sakuma
o - kédes momentanais blivums

m, = xp -uz leju slidosas kédes dalas masa
m, = (18— x)p - uz augsu slidosas kedes dajas masa
P, =xpg - uz leju slidosas kédes dalas svars
P, =(18 - x)pg - uz augdu slidosas kedes dalas svars
F=PF-P =xpg - (18 ~Xx)pg = pg(2x ~18) - speks, kas slidosai kédei rada
paatrinajumu x"
m=18p - visas k&€des masa
F=ma=18px" - 2. Nitona likums
18,x" = pg(2x —18)

Matematiska modela atrisinasana.
9pox" = pg(x - 9)



x"——gx=-g - linears nehomogens diferencialvienadojums

konstantiem koeficientiem

1 o el
x" —=gx =0 - atbilstoSais homoggénais vienadojums

1 o :
k> ——g =0 - raksturigais vienadojums
1 1 e
k, = 3 g, k,= _E\E - raksturiga vienadojuma saknes
e et L o
x=Ce’> +C,e - homogeéna vienadojuma visparigais atrisinajums
x =?
f(t)=-g=-ge",
kur o =0 nav raksturiga vienadojuma sakne,
tad x =4, (x*) =0, (x*) =0.
1
O—§gA:—g = A4=9
x =9.
et e I o
x=Ce® +Cye? +9 -nehomogéna vienadojuma visparigais atrisinajums

1 1
e N

|, =0, iegust:

[zmantojot sakuma nosacijumus x‘tzo =

C+C,=1

C, -C,=0

C,+C,+9=10
{ = (C,=C,=05

1 1
_\/gcl _5\/Ecz =0

JE
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ar

- Vet . ..
x=05° +05° +9 -nehomogena vienadojuma partikularais atrisinajums

Aprékini un atrisinajuma analize.
Ja x=18, tad visa k&de ir noslid&jusi

180%£+0$479.
Apzime: e* ( =y,
tad 05y+@51_9:0,y+1_48:0
y y
¥ =18y +1=0

—9+/80=9+4/5, y,=9-+/80=9+445
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1
e 294405 = z:1n91+4*/§ ~2,77(s)

Ve

1
2) eﬂz =9-44/5~0,056<1; tatad <0, kas neatbilst uzdevuma jegai.

1 1 1 !
V=)C'=l g-0,563& 1 g-0,5¢ 3&21\@63@ —l\/ge e
1 1
v‘z=2,77 _é\/g(e3ﬁ2i7 —e 3\/52’77) ~ 9,38(m/s)

Atbilde: visa kéde noslidés péc 2,77 sekundém no kustibas sakuma. Laika
momenta, kad kéde saks brivi krist, kriSanas atrums biis 9,38 m/s.

10. Materiala dalina, kuras masa ir 50 g, iegremdéta viskoza Skidruma. Atrast
dalinas noieto celu p&c / miniites no kustibas sakuma, ja Skidruma pretestibas
speks ir tiesi proporcionals kustibas atrumam (proporcionalitates koeficients
A= 0,5, dalinas sakuma atrums vienads ar nulli)!

Matematiska modela sastadisSana.
x = x(t) - dalinas parvietojums laika ¢ no kustibas sakuma
P = mg — dalinas svars
F; = Av=Ax" — skidruma pretestibas speks
F =ma = mx” - 2. Niitona likums
F-P-F

mx"=mg — Ax' jeb x"+ix'= g
m

Matematiska modela atrisinasana.
x = x+ x* - diferencialvienadojuma atrisinajums:

A o .
x"+—x'=0 - atbilstoSais homoggnais vienadojums:
m

A .. .
k* + =k =0 taraksturigais vienadojums
m

A : .
k, =0; k, =—— - raksturigad vienadojuma saknes
m
. 2,
x=C, +C,e ™ -homogena diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums
Partikularais atrisinajums: x*¥=At; (x*)' =4, (x*)7 =0
A mg mg

—A=g = A=—2 un x*=
m A

t

0,5
’ 0,5 _
—t=C, +Ce" +t

5

A
¢ m —t
x=C +C,e ™ + 8, = C, +Ce ™ +
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x'=-10C,e”"" +1

No sakuma nosacijumiem:

{x\ =0 {0 =C +C,e ™ 40 {Cl =0,
= =

xX|,,=0 0=-10C,e""" +1 C, =01
x=-0,1+0,le”" +1 - diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums

Aprékins.
Apréekina, cik lielu attalumu dalina veiks 1 min laika:

X|,_o=—0,1+ 0,le'" +1~0,9 (m)
Atbilde: 1 min laika materiala dalina veiks aptuveni 0,9 m garu celu.

11. Kermeni, kas atradas /0 m augstuma, izmeta vertikali uz augSu ar atrumu

40 m/s. Cik augstu kermenis atradisies péc / sekundes? Pec cik sekundém tas
sasniegs visaugstako punktu virs Zemes?

Matematiska modela sastadiSana.

X = x(t) — noietais cel$ péc laika ¢
v=x' - atrums péc laika ¢
a=x" - paatrinajums péc laika ¢
P = mg — kermena svars
F =ma =mx” - 2. Nutona likumsa

F=-P,

mx"=-mg jeb x"=-g

Matematiska modela atrisinasana.
x'=—Igdt = x'=—gt+C,

x:j(—gt+Cl)dt = )c:—%gz‘2 +Cit+C,

No sakuma nosacijumiem:
x|,,=10 10=C,
=
x"t=0:40 40=C,
x:—%gt2 +40¢ +10

Aprékins.
g~10 = x=-5+40t+10, x'=-10¢+40
X, ,==5+40+10=45(m)
v=0 = x'=-10t+40=0 = (=4
x|, ,=-5-16+40-4+10=90 (m)
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Atbilde: pec 1 sekundes kermenis biis 45 m virs Zemes; vislielako augstumu 90 m

sasniegs péc 4 sekundém.

12. Bobsleja kamaninas slid pa trasi( uzskatit par slipu plakni), kuras slipuma
lenkis ir @ un berzes koeficients ir . Atrast kamaninu kustibas likumu, ja

kamaninu sakuma atrums ir vy.

Matematiska modela sastadisSana.
x=x(t) —kamaninu parvietojums laika momenta ¢
P=mg — smaguma sp&ks
QO=Pcos a - spiediena speks
F, = Psina - smaguma speka
tangenciala komponente
Fy, = uQ - berzes speks
F =mx" - 2. Nitona likums
F=F,-F,

jeb mx" = Psina — umg cosa

3.8 zim.

Matematiska modela atrisinasana.
x"=g(sina — ucosq)

Iegiito diferencialvienadojumu atrisina ar tieSu integréSanu:
X'= Ig(sina —pcosa)dt =g(sina — ucosa)t + C,
: : t’
X = ~[(g(smoz —pcosa)t+C,)dt = g(sina - ,ucosa); +Ct+C,
No sakuma nosacijumiem x‘ =0, x"tzo =v, atrod, ka C; = vyun C, = 0.

Tatad L gt’(sina — pcosa)
2

+v,t - partikularais atrisinajums
Aprékins un atrisinajuma analize.

Kamaninas slid, ja a=x">0 = sina— ucosa >0,
sina > ucosa,
ga>u,

o >arctgu .

2.3 _
Atbilde: kamaninu kustibas likums ir x = gt (sin az peosa) +V,t.
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3.3.2. Mehanisko svarstibu diferencialvienadojums.

Pienemsim, ka loditei ar masu m ir piestiprinata horizontali novietota un
nostiprinata atspere. Lodite bez berzes var brivi slidét pa stieniti, kas izvadita caur
urbumu pa lodes diametru (sk. 3.9. zim.)

Izvelésimies Ox asi ta, lai ta sakrit ar
stieniSa simetrijas asi, bet lidzsvara stavokli lodites
centra koordinate x ir nulle. Aplikosim lodites
kustibu, ja to atvirza no lidzsvara stavokla.

Pienemsim, ka laika momenta ¢ lodites
novirze no lidzsvara stavokla ir x=x(z). Kustibas
laika uz loditi darbojas divi speki. Vides pretestibas
speks, kas ir tieSi proporcionals atrumam un versts
pretéji kustibai, t.i.,

F=-Av=—AXx
un atsperes elastibas speks, kas ir tiesi
proporcionals lodites novirzei un ir versts pretéji
lodites kustibai, t.1.,

F,=-4,x.
Saskana ar speku lidzsvara  vienadojumu
F =F, + F,, iegistam diferencialvienadojumu:

mx"=-Ax"—1,x,
no kurienes X"+ px'+gx=0, (1)
A A
kur p=—"tung=-—*>.
m m

Tas ir linears homogéns 2. kartas diferencialvienadojums, kura raksturigais
vienadojums ir
k> + pk+qg=0.
Diferencialvienadojumam (/) ir iesp&jami 3 dazadi atrisinajumu veidi.
2 2 2

)4 P | P )4 )4
1. D=——¢g>0.Tad k,=—=+,[——qg unk,=———,|——q.
4 q 1 5 4 q 2 B q

Ta ka p>0 un ¢>0, tad k, <Oun £k, <O0.
Diferencialvienadojuma visparigais X A
atrisinajums ir

x=Ce" +C,e™. (2)
Saja gadijuma lodites kustiba nav svarstibu
kustiba (sk. 3.10. zim.), jo tas novirze no

lidzsvara stavokla tiecas uz 0 .
2

Tatad pT > ¢, tapec lodites kustibas raksturu

v

galvenokart nosaka vidus pretestibas spéeki 3.10. zim.
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(p - raksturo vidus pretestibas speks, g - atsperes elastibas speks).
2

2. D= p? —q=0. Tad k =k, = —g <0, jo p>0. Diferencialvienadojuma

visparigais atrisinajums ir
x=e"(C, +C,t). 3)
Ja t - o, tad robeza, izmantojot Lopitala kartulu, ir

. L . + . C
lime 2t(Cl+C2t):hmM: 2 |=lim—2=0.
t—® t—o L, o0 t—)OOp P,

eZ "

Lidz ar to var secinat, ka Saja gadijuma
lodites kustiba nav  svarstibu kustiba X
(sk.3.11. zim.), jo mnovirze no lidzsvara

stavokla tiecas uz nulli.
2

3.D= pT — ¢ <0. Tad raksturigajam

vienadojumam ir kompleksas saknes
k,, = a + fi un diferencialvienadojuma

v

visparigais atrisinajums ir 0
x=e"(C, cos Bt + C,sin fit), 4) 3.11. zim.

kur o = —§ <0. Tadejadi e —0,ja t —o0. Tapec e™(C, cos Bt + C, sin ft)ir
bezgaligi maza funkcija. Tatad lodites novirze no lidzsvara stavokla tiecas uz 0,
kad ¢ — oo, bet sinusa un kosinusa funkcijas x=x(?) izteiksmé liecina par to, ka
lodites kustiba ir svarstibu kustiba. Parveidojot C, cos ff + C, sin f¢, ieglst

C, cos St + C, sin St = Asin(ft + ¢, ), kur A

A=,C +C g C:_ '

= 1-|- 2,?—Sln¢0 un 7—005(00. x=AemSin(ﬂt+(p0)
Nemot véra parveidojumu, 0 "
diferencialvienadojuma atrisinajumu var

pierakstit veida 3.12. zim.

x = Ae” sin(ft + ¢, ). (5) 2 .
Tatad lodites kustiba ir rimstoSas svarstibas x = Asin(fi + )
ap lidzsvara stavokli (sk. 3.12. zim.) $4 >
Ja apkartgjas vides pretestiba ir loti maza, o T t
tad vienadojuma visparigais atrisinajums ir 3713 2m.
x=C, cos ft+ C,sin St
jeb x:Asin(ﬂt+¢0).

Tatad lodites kustiba ir nerimstoSas svarstibas ap lidzsvara stavokli (sk. 3.13. zim.).
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Skaitli 4 sauc par svarstibu amplitidu, f — par frekvenci, ¢, - par sakuma fazi, bet

2 .
7=2"_ par svarstibu periodu.

Matematiska svarsta svarstibu diferencialvienadojums.

Par matematisko svarstu sauc neizstiepjama saite piekartu materialo
punktu, pieméram, diega iekartu loditi, ja diega garums ir daudzkart lielaks par
lodites diametru, bet diega masa daudzkart mazaka neka lodites masa
(sk. 3.14. zim.).

Aplukosim tadu matematisku svarstu, kuram diega garums ir /, bet lodites masa ir
m, sastadisim diferencialvienadojumu, kas model€ §1 svarsta kustibu.

So kustibu raksturo lenkis x, par kadu svarsts laika momenta ¢ ir
novirzijies no lidzsvara stavokla. Sis lenkis ir laika funkcija x=x(?), jo tas ir
atkarigs no laika ¢. Svarsta kustibas lenkiskais atrums ir atvasinajums x' = x'(¢).

Tatad lodites kustibas linearais atrums pa rinka Iinijas loku ar radiusu / ir

v=x"-1,
bet kustibas paatrinajums ir
a=v'=x"l.

Saskana ar otro Nitona likumu

F=ma=mx"l.
Speks F' ir pret€js spekam F;, kas loditi atgriez
lidzsvara stavokli, t.i. F=-F, kur F; ir smaguma
speka P projekcija uz rinka linijas loka
pieskares, t.1.

F;=Psinx=mgsinx

Tadejadi mx"l = —mgsin x

jeb X"+ Esinx=0.

3.14. zim.

Ja lenkis x ir mazs, tad sinx~ x un vienadojums
kliist vienkarsaks:

x”+%x:O

Sis vienadojums ir 11dzigs nerimstoSo svarstibu diferencialvienadojumam
un ta atrisinajums ir

xX= Asin[\/%t + (pOJ,

kur 4 ir svarstibu amplitiida, ¢,- sakuma faze un \/% - svarstibu frekvence.
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: 2 [ . o
Svarstibu periods T = T o \/: ir atkarigs no svarsta garuma / un gravitacijas
g
{;
paatrindjuma g.

Janpem veéra, ka §1 svarstibu perioda formula ir spéka svarstibam, kur
novirzes lenkis ir mazs, lai var aizstat sin x ar x.

Uzdevumi.

1. Vertikalas atsperes gala piestiprinot atsvaru P, atspere izstiepas par lielumu /.
Péc tam atsvaru pavilka uz leju par lielumu a un atlaida. Noteikt atsvara
kustibas likumu, neiev€rojot atsperes svaru un aréjos pretestibas spékus!

Atrisindajums.
G Ox — koordinatu ass
O — koordinatu sakumpunkts, sakrit ar atsvara centru
> statiska Iidzsvara stavoklt
< X =x(t) — atsvara parvietojums (koordinata) pec laika ¢,
> kad atsvaru pavilka par lielumu a
! P = mg — atsvara svars
F, =kx - atsperes elastibas speks( proporcionals
> xX=x(t) parvietojumam)

F =ma = mx” — 2. Nutona likums
F=-F jeb mx"=—kx

i ANV

~ k-?

] P Statiska Iidzsvara stavokli atsperes elastibas spéks
lidzsvaro atsvara svaru, tatad

v P=F(0) = P=Kk = k=L

3.15. zim. » !
m
Lidzarto mx”= —7x = mx”+ Tgx =0
x+& x =0 - linears homogens 2. kartas diferencialvienadojums
x,_,=a, x|_, =0 -sakuma nosacijumi

k* +% =0 - raksturigais vienadojums

kp, =+ |- ‘?; k,=atpi,kura=0, p= \/7
x=C, cos \/7 t+C,sin \/7 - visparigais atrisinajums
x'=-C, \/gsin \/gt +C, \/gcos \/gt
) [ [ [
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x:acos\/%t

Atbilde: atsvara kustibas likums ir x:acos\/%t(teorétiski — nerimstoSas

svarstibas)

2. Divi vienadi atsvari iekarti atsper€. Atrast viena atsvara kustibas likumu, ja
nonem otru atsvaru. Atsperes pagarinajums, ja to nostiepj viens atsvars, ir a.
Atrisindjums.

Risinajums analogisks iepriek§€jam uzdevumam. Vispirms apliiko
gadijumu, kad atsperg iekarts tikai viens atsvars; tad atsperes pagarinajums ir @ un
atsperes elastibas speks lidzsvaro atsvara svaru P=mg, t.i., mg=ka, no kurienes
Ko

a
nonem otru atsvaru, un pirmais atsvars iegiist paatrinajumu, atsperei saisinoties.

Lidz ar to

. Piekarot otru atsvaru, atspere tiek pagarinata atkal par lielumu a. Péc tam

mx"=- kx,

kur k=2"¢&
a

m :
un mx'+ S x = 0 jeb M+ Ex=0
a a
— ' —
X,o=a,Xx'|,_,=0.

Partikularais atrisinajums:
X =acos gt
\ a
g

Atbilde: atsvara kustibas likums ir x = acos,[=+.
a

3. Punktos 4 un B nostiprinatas divas vienadas magnetizétas lodites. Taisnes
nogriezna AB punkta, kas atrodas attaluma ¢ no 4B viduspunkta O, novieto
terauda loditi, kuru katra no magnetizétajam loditem pievelk ar speku, kas
proporcionals attalumam lidz terauda loditei. Atrast lodites kustibas likumu,
jatas masa m un AB = 2b.

Atrisinajums.
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t b e

-
= s >

3.16. zim.
x = x(t) lodites attalums no 4B viduspunkta péc laika ¢ no kustibas sakuma
x"(t) - kustibas paatrinajums
F = /1(19 - x) - speks, ar kadu pievelk magnets punkta B
F, = l(b + x) - speks, ar kadu pievelk magnets punkta 4

F =mx" - 2. Nitona likums
FeF_F
mx” =A(b—-x)— A(b+x)=-21x

x"+%x =0 - linears homogens 2. kartas diferencialvienadojums

m
e
m

e
m
24 .24 e
x = C,cos,|—t + C, sin ,|[—t - visparigais atrisinajums
m m
x'=-C,, /% sin /%t +C,, /% COs, /ﬁt
m m m m
Sakuma nosacijumi:

x‘tz():c ¢c=C,cos0+C,sin0 C, =c
=
X'(t)],.=0 0=-C,sin0+C,cos0 |C,=0

/2/1
X = cCc-COS,[—t
m

Atbilde: lodites kustiba ir svarstibas ap nogriezna 4B viduspunktu.

=0 - raksturigais vienadojums

4. Kermenis, kura masa ir 0,2 kg, iekarts atsperé. Kermeni atvirza no Iidzsvara
stavokla, izstiepjot atsperi par 0,02 m, un pec tam palaiz vala bez sakuma
atruma. Atrast kermena kustibas likumu, ja vides pretestibas speks
proporcionals kustibas atrumam un, kustoties ar atrumu 0,0/ m/s, vides
pretestibas speks ir 0,0008 N. Atsperes elastibas spéks, to izstiepjot par
0,015 m, japarvar 30,00012 N. Atsperes masu neieverot.

Atrisinajums

x=x(t) - kermena novirze no lidzsvara stavokla

v=x'(t) - kermena atrums

a= x"(t) - kermena paatrinajums
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F;= Av=A4Xx" - vides pretestibas speks
F>; = A,x - atsperes elastibas speks
F =ma = mx” - 2. Nitona likumu
F=-(F +F,)
mx”’=—-Ax" —A,x
ﬁx'+£x =0
m m

F|-.0=0,0008 = 0,0008=4-0,001 = A4, =0,08
Fz‘v:0’015:30,00012 = 30,00012=4,-0,015 = A, =2000,008
0,08 , 2000,008
X'+
0,2 0,2
x"+0,4x'+10000,04x =0 - linears homogeéns 2. kartas
diferencialvienadojums ar konstantiem koeficientiem)

x"+

x"+

k* + 0,49k + 24500 = 0 - raksturigais vienadojums:
ky, =—0,2 £ /0,04 —1000,04 = 0,2 + v/~ 10000 = —0,2 + 100i
x=e "*(C,cos100t + C, sin100¢) - visparigais atrisindjums

x' =-0,2¢"*(C, cos100z + C, sin100¢) + e ** (=100C, sin100¢ + 100C, cos100¢)

=0,02 o
- sakuma nosacijumi
X ‘ =0

0,2C, +100C, =0 C, =0,00004

-0,2

{C =0,02 {Cl =0,02
x=¢e 7(0,02cos100¢ + 0,00004sin100¢) - partikularais atrisinajums

Atbilde: tad€jadi kermena kustibas vienadojums ir
x=e"?(0,02cos100z + 0,00004 sin 100¢)

5. Materialu dalipu, kuras masa ir m, pievelk punkts O ar speku, kas
proporcionals dalinas attalumam no punkta O. Atrast dalinas kustibas likumu.
Atrisindjums.

x(2)

N
>

v

e,

3.17. zim.
x=x(t) — dalinas attalums no punkta O laika momenta ¢
F, = Ax - pievilkSanas speks
F =mx" - 2. Natona likums
F=F
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mx" = —-Ax

A o i} _ : ey
x"+—x =0 - linears homogens 2. kartas diferencialvienadojums
m

A S
k*+>~ =0 - raksturigais vienadojums

ko=t -2 =t 2z 0t pi
m m
or . A . |A
x=e"(C,cos Bt +C,sin ft)=C, cos,|~t+C,sin, |~
m m

Parveido iegﬁto izteiksmi, izmantojot apzZim&jumu

=.C} +C;

xX= A[—cos —t+—sm\/:]
C,

C,
Defing paliglenki ¢ ar attlec1bu — =sin@p, —=cos@ jeb C_ =1gQ.

Tad X= A(sm @ COoS \/:t + cos @ sin \/7 ] A sm[\/7 t+ go}
Atbilde: dalinas kustiba ir harmoniskas svarstibas ap punktu O, kustibas likums ir

X = A[sin @ COS \/Zt + cos @ sin \/ZtJ =A sin(\/zt + (o] . Svarstibu
m m m

: C
amplitida: 4=,/C} +C; , sikuma faze: ¢ = arctgc—l.

2
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4. DIFERENCIALVIENADOJUMU SISTEMA KA MATEMATISKS
MODELIS.

4.1. Linearas diferencialvienadojumu sistémas pamatjédzieni.

Aplukojot kadu procesu vai objektu, to raksturo vairakas funkcijas. Lidz
ar to, risinot attiecigo problému, iegiist nevis vienu, bet gan vairakus
diferencialvienadojumus, kas satur vairakas nezinamas funkcijas, to atvasinajumus
un argumentu. Sadu diferencialvienadojumu kopu sauc par diferencialviendadojumu
sistemu. Ja diferencialvienadojumu skaits sakrit ar nezinamo funkciju skaitu un
visi vienadojumi ir 1. kartas diferencialvienadojumi, tad diferencialvienadojumu
sistému sauc par I. kartas diferencialvienadojumu sistému un visparigi pieraksta
Sadi:

F (X, 713505 Vs Vs Vs ¥,) = 0
Fy (X, 215 V300005 Vs Vs Vaseens V1) = 0

(1)
Fnl(‘x’yl7y27"'7yn7y1,7y;7"'7y:l): O 2
kur y, =y,(x), ¥, =y,(x), ..., ¥, =, (x) 1r nezinamas funkcijas.
Tas normalforma ir
yll :fl(xaylayzr“ﬂyn)
y; :fl(xvylayza'"’yn) )

Vo= L6y, yay,)

1. kartas diferencialvienadojumu sistémai ar n» nezinamajiem ir » sakuma
nosactjumi — tiek dota katras nezinamas funkcijas vertiba argumenta x, vertibai:

yl(xO):yIO’ yz(xo):yzoa---a yn(‘xO):ynO' 3)

Sistémas visparigais atrisinajums ir n funkciju kopa, kur katra funkcija
satur n konstantes:

y, =¢,(x,C,,C,,...,.C,)

»,=0,(x.C.C,...C,) (4)

y, =¢ (x,C,C,,....C,) ,

un 1) $§is funkcijas apmierina diferencialvienadojumu sistemu (1)
jebkurai konstansu vertibai;
2) jebkuriem sakuma nosacijumiem (3) var viennozimigi atrast
atbilstoSas konstanSu vertibas.
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Diferencialvienadojumu sistému, kas visas nezinamas funkcijas satur
lineari, sauc par linearu diferencidalvienadojumu  sisttmu.  Linearu
diferencialvienadojumu sist€émas ar n» nezinama funkcijam normalforma ir:

v +a, (), +a,(x)y, +..+a,®)y, = f(x)
Vi + ()Y, + ayy (X) Y + ot @y, (X)y, = f5 ()

y:l + anl(’x)yl + anZ ('x)yZ +.o.t arm (x)yn = f;l (’x) 2
kur a;(x) un fi(x) , i=1, 2, ..., n ir nepartrauktas funkcijas.

Par  linearu  homogénu  diferencialviendadojumu  sistému  sauc

diferencialvienadojumu sistému, kur visas funkcijas
fi(x)=0 (i=1, 2, ..., n).

Par linearu nehomogénu diferencialvienadojumu sistému sauc tadu sistemu, ja
vismaz viena no $§Tm funkcijam nav vienada ar nulli.

Turpmak apliikosim divu linearu diferencialvienadojumu sistémas, kuras
nezinamas funkcijas apzimétas ar

y=y(x) un z=z(x).
Tad nehomogenas diferencialvienadojumu sistémas normalforma ir:

V'+a,y+a,z :fl(x)

: )
Zraytanz= fz(x)
Bet homogenas sistémas normalforma ir:
y'+a,y+a,z=0 ©)

zZ'+a,y+a,z=0

Homogeénu sistemu atrisindjumu ipaSibas:
1. Ja funkcijas y, un z, ir homogenas sist€émas (6) atrisinajums, tad funkcijas
Cy, un Cz, 1r §Ts sist€émas atrisinajumi katrai brivi izraudzitai konstantei C.
2. Ja funkcijas y,, y, un z,, z, ir homogenas sisttmas (6) atrisinajumi, tad
summas y, + y, un z, + z, Ir §Is sist€émas atrisinajums.
Funkcijas y, un y, sauc par lineari neatkarigam kada intervala, ja
vienadiba
A +4,,=0

visos §1 intevala punktos ir speka tikai tad, ja A, =4, =0 vai 2 const.
Y2

Divus lineari neatkarigus homogenas diferencialvienadojumu sist€mas
(6) partikularos atrisinajumus y,, y, un z,, z, sauc par $is sisttmas fundamentalo
atrisindjumu sistemu. [1]

Linearai homogenai diferencialvienadojumu sist€tmai ar » nezinamam
funkcijam fundamentalo atrisinajumu sist€éma sastav no »z lineari neatkarigiem
partikulariem atrisinajumiem.
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Ja funkcijas y,, y, un z, z, ir lineari neatkarigas homogénas
diferencialvienadojumu sistemas (6) partikularie atrisinajumi, tad S§is sistéma
visparigais atrisnajums ir funkcijas

y=Cy +Cyy,
z=Ciz,+C,z, . (7)

Linearas nehomoggnas diferencialvienadojumu sistemas (5) visparigais

atrisinajums ir funkcijas

y=y+y*

z=z+z%,
kur yunz ir atbilstoS$as homogenas diferencialvienadojumu sistémas (6)
visparigais atrisinajums, bet y*unz* ir nehomogenas diferencialvienadojumu
sistémas (J) jebkur§ partikularais atrisinajums.
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4.2. Linearas homogeénas diferencialvienadojumu sistémas ar
konstantiem koeficientiem atrisinaSanas Eilera metode.

Ja koeficenti ir konstanti, tad linearas homogenas diferencialvienadojumu

sistémas normalforma ir:
{y' +a,y+a,z=0

!
z +a,y+a,z=0

(1)

kur a ; -const.
Péc FEilera metodes sisttmas (/) lineari neatkarigus partikularos
atrisinajumus mekle ka eksponentfunkcijas
y=Ae" un z=pu ", (2)
kur A, p, k ir tadi skaitli, ka §is funkcijas apmierina diferencialvienadojumu
sisteému (7).
Funkcijas (2) un to atvasinajumus ) =A1ke™ un z'= uke™ ievieto
sistéma (1):
{ﬂ.kek" +a,Ae” +a,ue™ =0
wke™ +ay e + a,,ue™ = 0
Izdala sistémas vienadojumu abas puses ar ¢ # 0 un vienkarso:
Ak +a,A+a,u=0 (k+a,)A+a,u=0
{,uk+a21/1+a22,u:0 {a21/1+(k+a22 )ﬂ:O-
Ta ir lineara homogena algebriska vienadojumu sisteéma attieciba pret nezinamiem
lielumiem A un u, kurai eksist€ netrivials atrisindjums, ja tas determinants ir
vienads ar nulli.

3)

+k
Titad | ! “2 g, (4)

a,, a, +k

Vienadibu (4) sauc par diferencialvienadojumu sist€émas (7) raksturigo
vienadojumu

(all + k)(azz + k)'am ay =0 jeb k*+ k(au + azz)_ a,a, =0,
kur k ir nezinamais lielums.

Risinot So kvadratvienadojumu, ir iesp&jami 3 gadijumi:

1) raksturigajam vienadojumam ir divas daZadas realas saknes:

k, #k,.
L1idz ar to, atrisinot sistému, lietojot katru no sakném, iegiistam divas 4 un u
vertibas: A, 4,, 1, K,.
levietojot £, 4 un u iegitas vertibas funkciju (2) izteiksmes, atrodam divus lineari
neatkarigus diferencialvienadojumu sistémas (/) partikularos atrisinajumus:

X

kyx k kyx kyx
n=Ae", zy=pe un  y,=Ae*, z,=me"



119
Diferencialvienadojumu sist€mas (/) visparigais atrisinajums ir funkcijas:
{y =c,Ae"" +c,A,e™"

_ kyx kox
z=Cc e tohe

)

2) Raksturiga vienadojuma saknes ir savstarpéji saistiti kompleksi skait]i.
k,=a+ pi
Ievietojot vienadojumu sistema (3) raksturiga vienadojuma sakni £k =« + fi un
atrisinot So sistemu,ieglistam A un u vertibas:
A =a+biun y =c+di
Nemot véra vienadibu (2), iegiist partikularos atrisinajumus y, un Zz,, ko parveido,
izmantojot Eilera formulu.
Saskana ar 1paSibu, ja linearas homogenas diferencialvienadojumu sist€mas
partikularais atrisinajums ir kompleksas funkcijas, tad sisttmu apmierina ari So
funkciju realas dalas un imaginaras dalas keficienti, iegiist diferencialvienadojumu
sist€mas visparigo atrisinajumu:
y=C,e™(acos fix —bsin fx)+ C,e™ (asin fx + bcos fx) ©)
z=C,e™(ccos fx — dsin fix)+ C,e™ (csin fx + d cos fx)

3) Raksturigajam vienadojumam ir divas viendadas realas saknes k;=k;.
Ievietojam vienadojumu sist€éma (3) raksturiga vienadojuma sakni £ un redzam, ka
ar o k vertibu sist€émas vienadojumi ir proporcionali, [idz ar to var atmest vienu
vienadojumu, (pieme€ram, otro). No pirma vienadojuma izsaka

J=—2

a, +k
kur nezinamajam lielumam g var pieskirt brivi izraudzitu vértibu, pieméram, y,=1.
a

Tad A=—L—u.
a, +k,
Izmantojot atrastas k;, 1; un A; vertibas, iegiist partikularo atrisinajumu izteiksmes:

M :jflekl)C un -z, :Meklx-
Lai atrastu lineari neatkarigu otru partikularo atrisinajumu y, un z,, to mekle ka y;,
un z; reizinajumus ar 1. pakapes polinomiem:

y, =(Ax + B)Ae"™ un z, =(Mx+ N)ue™.
Kur konstantes 4, B, M un N atrod ar nenoteikto koeficientu metodi, t.i.,
diferencialvienadojumu sisttma (/) ievieto funkcijas y, un z, ka arl to
atvasinajumus y, un z,,un pielidzina koeficientus pie vienadam x pakapem.
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4.3. IzslegSanas metode.

Dazkart ir erti linearu diferencialvienadojumu sist€ému( art nehomogénu)
parveidot par augstakas kartas vienadojumu, pakapeniski izslédzot no viena
sisttmas vienadojuma pargjas nezinamas funkcijas un to atvasinajumus.
Aplukosim 8o izslégSanas metodi divu diferencialvienadojumu sist€mas
gadijumam.

"= filx,y,z
Lai atrisinatu sist€ému {y, fl( Y ) : (1)
z =1, (x Y,z )
1) atvasina vienu no sist€émas vienadojumiem( piem., pirmo) p&c x,
ar iegiito vienadibu y'=h(x,y,2,y.z')
aizvieto sistemas (/) pirmo vienadojumu, iegist sist€mu:
{y” =h, (x,y,z,y',z') 2
Z' = f,(x,y,2)

2) levieto sisteémas (2) ottra vienadojuma labas puses izteiksmi pirmaja
vienadojuma, iegist
y'=h(x,p.2,5, f,(x,.2))
un pieraksta veida
y”:Hl(xayazsy,’Z)° (3)
No (1) un (3) iegiist

{y" =H,(x,y,2,y',z) @
v'=fi(xy.2)
3) No sisteémas (3) otra vienadojuma izsaka z, ieglist

z=F,(x,y,5"), ®)

kuru ievieto §1s sist€mas pirmaja vienadojuma.
Tadejadi iegiist 2. kartas diferencialvienadojumu ar vienu nezinamo funkciju y:
y'=H,(x,y,9,F (x5,

jeb
v ' =g (x.p.5").
S1 vienadojuma visparigais atrisinajums ir
Y= ¢’1(xsc1acz)'
Ta atvasinajums ir
V=9 (x,Cl,Cz).

Ievieto y un y' vienadiba (5) un iegst otru mekl&to funkciju

z= (pz(x,Cl,C2 )
IzslegSanas metodi ir €rti izmantot tad, ja no diferencialvienadojumu sist€mas
vienadojumiem var atklata veida izteikt tos lielumus, kuru izteiksmes nepiecieSams
ievietot citos vienadojumos.
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4.4. Uzdevumi, kuru matematiskais modelis ir lineara
diferencialvienadojumu sistéma.

1. Trauka ir V litri sals Skiduma, kas sakuma saturéja m kg sals. Katru miniiti
trauka iestikné a litrus Gidens un sajauc ar tur esoSo Skidumu. Ar tadu pasu
atrumu atSkaidito Skidumu parsiikné otra trauka, kura sakuma bija V' litru
tidens, sajauc un péc tam izsiikn€ no trauka. Péc cik ilga laika abos traukos
bis vienads sals daudzums?

Matematiska modela sastadiSana.
x = x(t) - sals daudzums (kg) 1. trauka laika momenta ¢
y = y(t) - sals daudzums (kg) 2. trauka laika momenta ¢

X . _
; - sals koncentracija 1. trauka

% - sals koncentracija 2. trauka

a At - Skiduma daudzums( litros), ko izstikn€ laika intervala [z, t + At/

X N o -
;aAt - sals daudzums, ko izsiikn€ no 1. trauka laika intervala [z, ¢ + At/ un

1esukne 2. trauka.

%aAt - sals daudzums, ko izstikné no 2. trauka laika intervala [z, t + At/

X : : -
Ax = —;aAt - sals daudzums izmainas 1. trauka

Ay = L ant —%aAt - sals daudzums izmainas 2. trauka

X, _o=m; y|,_, =0 sakuma nosacijumi

Ax a Ay a
—x——x un —+~=—(x—
At V At V( Y)
, a
xX'=——x
V
Ja At —> 0, tad
=L (x-y)
y 7

Matematiska modela atrisinasana.
So sisteému risina ar izslégSanas metodi: aizstdj sist€mas otro vienadojumu ar
funkcijas y 2. kartas atvasinajuma izteiksmi:

'—_ﬁ =—'

X = VX X ay+y . a ' a '
= = Y=—(=y-—y-»)

n a 1 1 n a a 1 V V

Y=—(x-y") W=—(——x-)")

4 /8 4
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2 ? : . N .
y"+7a y'+% ¥ =0 - linears homogens 2.kartas diferencialvienadojums

ar konstantiem koeficientiem

k> + 27ak + % = 0 - raksturigais vienadojums

e
I
=
[N
I

a .
7 raksturiga vienadojuma saknes

Ievieto y un y’ izteiksmes vienadojuma x = — y'+y, ieglst:
a

%4 a -2 B g4 % _4, P
x=—(-C,—=e” +C,(eV —=te " )+Cile” +CyteV =—C,e”
a V V a

am
x‘,zo =m = C,=—

v

_a,
x=me ” - patikularais atrisinajums

V=0 = C =0

am o .
y= 7te " - patikularais atrisinajums

X =me
. - diferencialvienadojumu sist€mas partikularais atrisinajums
am
y=—roste”
v
Aprékins.
Nosaka, péc cik ilga laika sals daudzums abos traukos bis vienads, t.i., x = y, tad
Y am - |4
me" =—te’ = t=—

a

Atbilde: sals daudzuma abos traukos biis vienads péc 14 min.
a

2. Radioaktiva viela, kuras sakuma daudzums ir m,, sadalas (primara reakcija).
Reakcijas produkts ari sadalas (sekundara reakcija). Abu reakciju atrums ir
proporcionals reaggjosas vielas daudzumam. Atrast galaprodukta daudzumu
atkariba no laika.

Matematiska modela sastadisana.
m, — vielas sakuma daudzums
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X = x(t) — primaras reakcijas produkta daudzums péc laika ¢, ja pienem, ka nenotiek
sekundara reakcija.

dx o o

= primaras reakcijas atrums

m, —x - dotas vielas daudzums péc laika ¢.

y = y(t) — sekundaras reakcijas produkta daudzums

d .
?J; - sekundaras reakcijas atrums
x —y - primaras reakcijas produkta daudzums péc laika «.

x‘ =03 y‘ —o=0 - sakuma nosacTjumi

dx dy
— =ky(m,—x) un — =ky(x -
r 10 ) i 2x-y)
Iegtst diferencialvienadojumu sisteému:

dx

—=k/(m, —x

dt_ 1 ( o )

dy

& ek (x—

i ,(x=)

Matematiska modela atrisinasana.
Pirmo vienadojumu risina ar mainigo atdaliSanas metodi:

%:kl(mo —x) = xib’;o =—kdt = | xi"’;o =—[ kar
Injx—m,|=—kt+InC, = x=Ce™ +m,
Ievieto iegiito izteiksmi otraja vienadojuma:
Y-y = Dok im, - )
dt dt ’

y'+k,y = Ck,e™™ +k,m, - linears 1. kartas diferencialvienadojums
Risina, lietojot substitiiciju:

y=u = y=uv+u’

u'v+uv +tiouv = Ck,e™ +k,m,

u'v+uv+kw) = Chk,e™ +k,m,

v+ k=20
Yoy > Yokt ﬂz—j kydt = I =—k,t+C
dt % v

IzvelasC=0 = v=e ™

du —kyt
—e
dt

du = (Ck,e™™" +k,m e"")dt

u'v=Chke™ +km, = =Ck,e™™ +k,m,

Ck _

u= (—1 2Tkt 4y ekz’)+(2
k,—k ? :
2 T M
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_ Ck _ Ck, _ _
y=e (2™ 1 )Y+ C)= 2 m +Ce™
k k o 2 k o 2
2T MY 2 M

—k
x=Ce ™ +m,

Ck, _ -
y=—12 M ym +Ce™
kz_kl
No sakuma nosacijumiem x‘ =0, y‘ o= 0 leglst:
C,+m, =0 C,=-m,
C\k = k,m
—2 4m +C,=0 |C,=—2">—-m,
k,—k, k,—k,
kit
x=-mee " +m,
-myk, _ k,m . -
y=—22e M 4m +(—22—m)e ™ =m,—m,e "
L kZ_kl

27 M
Atbilde: galaprodukta daudzums atkariba no laikair y =m_  —m e .

3. Viela 4 sadalas divas vielas P un Q. Katras no §im vielam veidoSanas atrums

ir proporcionals nesadalitas vielas 4 daudzumam, kuras sakotn€jais daudzums
ir a. Atrast vielu P un Q daudzumu atkariba no laika z.

Matematiska modela sastadiSana.
x =x(t) - vielas A daudzums laika momenta ¢

y =y(t) - vielas B daudzums laika momenta ¢
a —x —y -nesadalijusas vielas 4 daudzums laika momenta z.
x‘ =0; y‘ —o=0 - sakuma nosacTjumi

dx

—=k(a—x-
Jt i ( »)

dy
—=k,(a—x—
dt 5 ( »)

Matematiska modela atrisinasana.
Sistému atrisina ar izslégSanas metodi:

x"=—k (x'+y") xX"=—-k (x'+k,(a—x-y))
{V=kﬂa—x—y) - {f=k&a—x—y)
ky =—-x"+ka—kx
x"=—kx'-kk,a+kk,x+kk,y
x"=—kx'-kk,a+kk,x+kk,y+k,(—x'+ka—kx)=
=—kx'-kk,a+kk,x—k,x'+kk,a—kk,x
xX"+Hk, +k,)x'=0

r* +(k, +k,)r =0 - raksturigais vienadojums:



125
rn=0, r,=—(k, +k,)
x=C, +C,e k)
x'=—(k, +k,)C,e” R
ievieto 1. vienadojuma:
B (k1 + kz )Cze_(k1+k2)t = kla o kl (C1 + Cze_(kﬁkz}t) o kly
ky=ka—kC, +k,C,e

k _
y=a-C, +-2C,e "t
1 k 2
1

x=C, +C,e M1tk

k _
y=a—-C, +-2C,e "t
1 k 2
1

ka
C,+C,=0 C,=—
x[,=0 ! k2 Yok +k,
= =
y‘;:o:O G __2C2 =da k,a
kl C2 =
k, +k,
x:—kla (1—e irh)ry
_ . : . L k, +k,
Atbilde: vielu P un Q daudzumi atkariba no laika ir .
k,a —(ky+hy )t
y= 2 (1—8 (ky+hky) )
k, +k,

4. Radioaktivas vielas parveidoSanas atrums ir proporcionals vielas daudzumam.
Radioaktiva viela RaB parveidojas par radioaktivo vielu RaC ( proporciona-
litates koeficients k;). Savukart viela RaC parveidojas par vielu D, kas talak
vairs neparveidojas( proporcionalitatess koeficients k). Atrast vielu B, C un D
daudzumu atkariba no laika, ja vielas B sakuma daudzums ir a.

Matematiska modela sastadiSana.
x =x(t) - vielas RaB daudzums laika momenta ¢
y =y(t) - vielas RaC daudzums laika momenta ¢
z=z(t) - vielas D daudzums laika momenta ¢
Katra latka momenta  x(2)+y(t)+z(t)=a

% <0 - vielas RaB sabruksSanas atrums
ax =—kx
dt

dz . e~ - e
2 vielas D veido§anas atrums, kas vienads ar RaC parveidoSanas atrumu
t

E:kzy
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dt

d . e . . . _
4 vielas RaC veidoSanas atrums, kas vienads ar vielas RaB sabrukS$anas atruma

un vielas D veidoSanas atruma starpibu

dy |dx| |dz
—=——|—]=kx—-k
e |de| |ae| 0T
Iegiist diferencialvienadojumu sistému
dax =kx
dt
dy
ar =kx—k,y
dz
dr =kyy
ar sakuma nosactjumu x‘ 0=a; y‘ =0, z‘ —=0.
Papildnosacijums: X+y+z=a.

Matematiska modela atrisinasana.
Atrisina sistému ar ievietoSanas metodi.
No /. vienadojuma atrod:
dx dx dx -
—=—kyx, —=—kdt, [—=—k[dt, In{=—kt+InC, In]x|=InCe™
dt X

—k;
x=Ce™

x‘ w=a = C=a
Tatad x=ae ™, ko ievieto sistémas 2. vienadojuma. legiist 1. kartas linearu
diferencialvienadojumu

y' +k,y=kae™.

Atrisina, lietojot substitiiciju:
y=u = y=uv+uv’

—k;
u'v+uv' +houv = kae™

u'v+u(v'+ kyw) = kae™

v+kyv=20

dv dv dv
Izvelas C=0 = ypy=e™
Lidz ar to ek = klae_klt , @ — klae(kz—’ﬁ)t ) Idu _ klaje(/’cz—/fc1 )zdt

U= kl—ae(kz—kl)t + Cl
kz - kl
Ta kﬁ y =Uu-v R tad y — e—kzl kla e(kz—kl )l‘ + C] )
kz - kl
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Izmantojot sakuma nosacfjumu )|, ,=0, atrod C, =— P klak :
2 M
Tatad y=e™ [—kla el 4 ka ) ___ka_ (e_"“ — e_kzt)
kz _k1 kz _kl kz _kl
Taka xX(1)+y(t)+z(t)=aq,
tad z()=a- x(1)-y(1),
z=a—ae™ — _ka (eik]t —e ): all1- ko e — ko e |.
kz_kl kz_kl kz_kl
Atbilde: vielu B, C un D daudzumu atkariba no laika atrod, izmantojot funkcijas
x(t)=ae™,
k.a
t)=— 1 e—klz _ e—kzt )
() ok ( )
z(t)=d| 1 - k—zefk" — Leszt :
kz - k1 kz - kl

5. Radioaktivas vielas parveidoSanas atrums ir proporcionals vielas daudzumam.
Radioaktiva viela RaB parveidojas par radioaktivo vielu RaC ( proporciona-
litates koeficients k;) ar tadu atrumu, ka puse RaB daudzuma ir parveidojusies
27 min. Savukart puse vielas RaC parveidojas par vielu D, kas talak vairs
neparveidojas( proporcionalitatess koeficients k), pec 19,5 min. Atrast vielu
B, Cun D daudzumu péc / stundas, ja vielas B sakuma daudzums ir /.

Skat. iepriekséja uzdevuma atrisindjumu, no kura iegiist
x(t)=ae™" - vielas RaB daudzums laika momenta ¢

y(t)= —%(e‘klt — e_kz’) - vielas RaC daudzums laika momenta ¢
2 M
k2 —kyt k] —Jeot . . _
z(t)=a| 1- PR " — PR * | - vielas D daudzums laika momenta ¢
2 1 2 1
(o2 2
1 ]_1 ’ 2 TZ s

kur 7; un T ir attiecigi vielu RaB un RaC pussabrukSanas periodi.
x@)+y(t)+z()=a

Aprékins.

k, :1n_2 ~ 0,026, k, :111_2 ~ 0,036, a=1, t=60 (min)
27 19,5

b

—k -1,54
x=e " =e " =0,214
k,a

— B (e — e )~ —2,375-(0,214 - 0,113)= 0,243
kz - kl

y:
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z=1-x-y=1-0,214-0,243=0,543

Atbilde: vielu B, C un D daudzumi péc [ stundas attiecigi bis
0,214, 0,243 un 0,543.

6. Lode izlido no ieroca ar atrumu v, kas veido legki a ar horizontu. Nepemot
vera gaisa pretestibu, atrast lodes kustibas likumu.

Matematiska modela sastadisana

p4
v M)
p
« >
© 4.1. zim. '

Trajektorijas parametriskie vienadojumi
{x = x(1)
y=y@)
M(x;y) — lodes trajektorijas punkts, kura lode atrodas péc laika ¢ no kustibas
sakuma, x=x(1), y=y(1).
P=mg — lodes smaguma sp&ks

proj, P =0 {mx” =0
=

, kur ¢ — laiks.

Projo,P=-P my" =-mg
Matematiska modela atrisinasana
{xn -0 {X, _ Cl X = le + C2
" :> ! :> 1 2
y =-8 y' =-gt+C; y:_Egt +Cit +C,
Sakuma nosactjumi: x‘tzo =0, x|_, =v,cosc
y‘;:o =0, y"tzo =v,sina
Tadgjadi: C,=0, C, =v,sinx
C,=0, C,=v,cosa

X =y, lcosa

Un 1, .
y= —Egt +v,isma

Piezime: So uzdevumu var atrisinat, nesastadot diferencialvienadojumu sistemu.
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X =v,icosa
Atbilde: lodes trajektorijas parametriskais vienadojums ir 1 S
y= —Egt +y,/sina

7. Lode 1zlido no ieroca ar atrumu 800m/s kas veido 45 °lielu lenki ar horizontu.

Nenemot vera gaisa pretestibu, atrast vislielako augstumu, kuru sasniedz lode,
un attalumu, kur lode sasniedz zemi.

Skat iepriekséeja uzdevuma atrisinajumu, no kura iegtst
g

y:_—2v§ coszaxz +xigao .
Aprékins.
v, =800(m/s)
o = 45° o y=- 10 1x2+x
g ~10(m/s) 2-640000-5
L
y:—mx +x

Lidojuma talums.
y=0 = 0=—#x2 +x, = x(—;x+lj =0
64000 64000
x=0 — sakuma punkts
x=64000(m)=64(km)
Lidojuma augstums.

Funkcijas y = —

x” + x maksimuma punkta ordinata.

64000
QUL S
Y 732000
y'=0 - x+1=0 = x=32000
32000
y =-—E;£ii53200024—32000::—16000—k32000::16000(n0::16(kn0

Atbilde: vislielakais augstums, ko sasniedz lode, ir 16 km, un attalums, kur lode
sasniedz zemi, ir 64 km.
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Nobeigums.

Saja magistra darba ir aplikoti galvenokart tadi uzdevumi, kas neprasa
specialas zinasanas. Ir nepiecieSams izmantot likumsakaribas atbilstosi vidusskolas
fizikas kursa Itmenim. Sarezgitaki uzdevumi, kurus risinot nepiecieSamas
augstakas zinasanas dazadu specialitasu priekSmetos, nav aplukoti.

Pielikuma uzdevumu komplekti paredzeti studentu patstavigajam
darbam. Tie ir izveidoti ta, ka katra komplekta ir ieklauts:

l.

kv

atvasinajuma geometriskas interpretacijas standartuzdevums;
atvasinajuma fizikalas nozimes standartuzdevums;

eksponencialas augSanas vai dilSanas standartuzdevums;
eksponencialas augsanas vai dilSanas problémuzdevums;

otras kartas atvasinajuma fizikalas nozimes izmantoSanas
uzdevums;

uzdevums, kuru risinot ka matematisku modeli iegiist mehanisko
svarstibu diferencialvienadojumu vai linearu
diferencialvienadojumu sisteému.
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Pielikumes.

(Uzdevumu komplekti par
diferencialvienadojumu sastadiSanu
patstavigajam darbam studentiem

10 variantos.)



1. variants.

Atrast liniju, kas iet caur punktu M (\/5;2), ja tas brivi izraudzita punkta

novilktas pieskares virziena koeficents ir divas reizes lielaks neka $1 punkta
ordinates attieciba pret abscisu.
(skat. atrisinajumu 27. Ipp.)

Motorlaiva, kas brauca ar atrumu /8 km/h, 1zslédza motoru. Pec / minites no
motora izsl€gSanas momenta laivas atrums bija 6 km/h. Kads bus laivas
atrums péc /,5 miniitém, ja tidens pretestibas sp€ks ir proporcionals laivas
atrumam?

(skat. atrisinajumu 42. Ipp.)

Viena kermena temperatiira ir 200°, bet otra - /00°. Atrodoties gaisa, kura
temperatiira ir 0°, pirmais kermenis pec /0 min atdziest 1idz /00°, bet otrais —
lidz 80°. Pec cik ilga laika kermenu temperatira ir vienada?

(skat. atrisinajumu 58. Ipp.)

Trauka, kura ir /0 [ Gidens, nepartraukti ieplust Skidrums ar atrumu 2 / minute.
Iepludusais Skidrums, kas satur 0,3 kg sals, tiek sajaukts ar tdeni un
maistjums iztek no trauka ar tadu paSu atrumu. Cik kg sals bus trauka péc
5 min.?

(skat. atrisinajumu 67. Ipp.)

Horizontala plakné rote caurule ap vertikalu rotacijas asi ar lenka atrumu .
Caurulé atrodas lodite, kas caurulé slid bez berzes. Atrast lodes kustibas
likumu, ja rotacijas sakuma lode atrodas uz rotacijas ass un tas sakuma atrums
Ir v,.

(skat. atrisinajumu 98. Ipp.)

Radioaktiva viela, kuras sakuma daudzums ir m,, sadalas (primara reakcija).
Reakcijas produkts arT sadalas (sekundara reakcija). Abu reakciju atrums ir
proporcionals reaggjosas vielas daudzumam. Atrast galaprodukta daudzumu
atkariba no laika.

(skat. atrisinajumu 122. Ipp.)



2. variants.

Atrast liniju, kuras brivi izraudzita punkta novilkta pieskare uz Oy ass atSkel
nogriezni, kura garums ir vienads ar pieskarSanas punkta attalumu Iidz
koordinatu sakumpunktam.

(skat. atrisinajumu 28 . Ipp.)

Materialu dalinu, kuras masa ir m un kas parvietojas ar atrumu v, taisna
virziena, saka bremzet speks, kas tieSi proporcionals bremzesanas laikam un
apgriezti proporcionals kustibas atrumam. P&c cik ilga laika no bremz&Sanas
sakuma dalina tiks apstadinata?

(skat. atrisinajumu 42. Ipp.)

Aprékinat, kada dala no radioaktivas vielas sakotn&ja daudzuma m, paliks péc
1000 gadiem, ja §is vielas pussabrukSanas periods ir /550 gadi.
(skat. atrisinajumu 57. Ipp.)

Trauka ir 7100 [ sals skiduma, kas satur /0 kg sals. Trauka ar atrumu 5 I/min
ieplst Gidens, kur§ vienmérigi samaisas ar $kidumu. Skidums no trauka iztek
ar tadu pasu atrumu. Cik kg sals biis trauka p&c / stundas?

(skat. atrisinajumu 68. Ipp.)

Kede parkarta par naglu ta, ka viena pus€ ir 8§ m gar§ gabals, bet otra puse
10 m gar§ gabals. K&dei slidot slides paatrinajums proporcionals abas naglas
pusés karajoSos k&des gabalu garumu starpibai( proporcionalitates koeficients
A=0,72. Cik ilga laika k&de noslidés no naglas?
(skat. atrisinajumu 101. Ipp.)

Lode izlido no ieroca ar atrumu 800m/s kas veido 45 °lielu lenki ar horizontu.
Nenemot vera gaisa pretestibu, atrast vislielako augstumu, kuru sasniedz lode,
un attalumu, kur lode sasniedz zemi.

(skat. atrisinajumu 129. Ipp.)



3. variants.

Atrast liniju, kas iet caur punktu A(0; - 2), ja tas brivi izraudzita punkta
novilktas pieskares virziena koeficients ir 3 reizes lielaks neka §1 punkta
ordinata.

(skat. atrisinajumu 29. Ipp.)

Cilindrisks trauks, kura pamata ir caurums, piepildits ar tdeni. Trauka
augstums ir H. Cik ilga laika viss Gidens iztec€s no trauka, ja 2 visa tidens

iztek 10 sekundés? Udens iztecé$anas atrums ir proporcionals kvadratsaknei
no tidens Iimena augstuma apliikota laika momenta .
(skat. atrisinajumu 44. Ipp.)

Radija pussabrukSanas periods ir /590 gadu. Péc cik gadiem paliks % radija

sakotngja daudzuma?
(skat. atrisinajumu 60. Ipp.)

Kada poraina viela, kas satur 3 kg tdens, atrodas istaba, kuras tilpums ir
100 m’ un gaisa mitrums 25%. Piesatindts gaiss $Ts istabas temperatiira satur
0,12 kg tdens uz I m’ gaisa. Pirmas diennakts laika viela zaudgja pusi no sava
mitruma. Cik daudz mitruma ta zaudés otras diennakts laika? Udens
iztvaikoSanas atrums no porainas vielas proporcionals mitruma daudzumam
viela un starpibai starp piesatinata gaisa mitrumu un gaisa mitrumu telpa
apliikotaja laika momenta.
(skat. atrisinajumu 66. Ipp.)

Materiala dalina, kuras masa m, iegremdéta Skidruma. Atrast tas noieto celu
atkariba no laika, ja Skidruma pretestibas spéks ir proporcionals kustibas
atrumam( proporcionalitates koeficients A, sakuma atrums 0).

(skat. atrisinajumu 96. Ipp.)

Materialu dalinu, kuras masa ir m, pievelk punkts O ar speku, kas
proporcionals dalinas attalumam no punkta O. Atrast dalinas kustibas likumu.
(skat. atrisindajumu 113. Ipp.)
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4. variants.

Pieskare jebkura liknes punkta P, abscisu ass un taisne, kas iet caur punktu P
paraléli Oy asij, veido figiiru ar konstantu laukumu a’. Atrast 3o Iikni.
(skat. atrisinajumu 29. Ipp.)

Laivas atrums samazinas udens pretestibas ietekmé. Udens pretestiba ir
proporcionala laivas atrumam. Laivas sakuma atrums ir /7,5 m/s, atrums péc 4
sekundém ir I/m/s. P&c cik ilga laika laivas atrums biis 0,0/ m/s? Noteikt
laivas nobraukto celu lidz apstasanas momentam!

(skat. atrisinajumu 46. Ipp.)

1940. gada pasaules iedzivotaju skaits bija 2,3 miljardi. Izmantojot
organiskas augSanas diferencialvienadojumu, aprékinat, cik teorétiski
iedzivotaju biitu 2005. gada, ja iedzivotaju skaits divkarSojas 35 gados.

(skat. atrisinajumu 61. Ipp.)

Divas vielas 4 un B reaggjot veido treso vielu C. Vielas 4 sakotngjais
daudzums ir 710 litri, vielas B — 20 litri. No katram divam vielas A4 tilpuma
vienibam un vielas B vienas tilpuma vienibas rodas vielas C tris tilpuma
vienibas. Atrast vielas C dudzumu atkariba no reakcijas laika, ja 20 miniteés
iegiist 6 [itri vielas C.

(skat. atrisinajumu 64. Ipp.)

Ar kadu atrumu jaizsviez kermenis Zemeslodes radiusa virziena, lai tas,
parvarot Zemes gravitacijas speku, nenokristu atpakal uz Zemes( gaisa
pretestibu neieverot)?

(skat. atrisinajumu 95. Ipp.)

Trauka ir V litri sals Skiduma, kas sakuma satur&ja m kg sals. Katru miniiti
trauka iesiikn€ a litrus tidens un sajauc ar tur esoSo Skidumu. Ar tadu pasu
atrumu atSkaidito Skidumu parsiikn€ otra trauka, kura sakuma bija V' litru
tidens, sajauc un peéc tam izsiikn€ no trauka. P&c cik ilga laika abos traukos
biis vienads sals daudzums?

(skat. atrisinajumu 121. Ipp.)



5. variants.

Atrast liknes, kuram jebkura liknes punkta novilktas pieskares un Ox ass
krustpunkta abscisa ir 2 reizes mazaka neka pieskarSanas punkta abscisa.
(skat. atrisinajumu 30. Ipp.)

Materiala dalina, kuras masa m, iekrita Skidruma. Atrast dalinas atrumu
Skidruma atkariba no laika, ja Skidruma pretestibas sp€ks proporcionals
dalinas atrumam un sakuma atrums ir v,

(skat. atrisinajumu 43. Ipp.)

Viela 4 reagé ar citu vielu. Reakcijas atrums ir tie$i proporcionals vielas 4
daudzumam. Cik daudz vielas 4 bija reakcijas sakuma, ja péc / stundas no
reakcijas sakuma bija /00g §is vielas, bet péc 2 stundam — 25 grami?

(skat. atrisinajumu 62. Ipp.)

Kadas neSkistoSas vielas poras ir /0 kg sals. Ieliekot So vielu 90 [/ Gidens, /
neizskidusas sals daudzumam un starpibai starp piesatinata Skiduma
koncentraciju (1 kg sals uz 3 [ iidens t.i. % ) un Skiduma koncentraciju dotaja

momenta. Atrast neizSkidusa sals daudzumu atkariba no laika. Cik ilga laika
1z8kist 90% sakotngja sals daudzums?
(skat. atrisinajumu?l. Ipp.)

Materiala dalina, kuras masa ir 50 g, iegremdéta viskoza Skidruma. Atrast
dalinas noieto celu péc / miniites no kustibas sakuma, ja Skidruma pretestibas
speks ir tieSi proporcionals kustibas atrumam (proporcionalitates koeficients
A= 0,5, dalinas sakuma atrums vienads ar nulli)!

(skat. atrisinajumu 104. Ipp.)

Kermenis, kura masa ir 0,2 kg, iekarts atsperé. Kermeni atvirza no lidzsvara
stavokla, izstiepjot atsperi par 0,02 m, un pec tam palaiz vala bez sakuma
atruma. Atrast kermena kustibas likumu, ja vides pretestibas speks
proporcionals kustibas atrumam un, kustoties ar atrumu 0,0/ m/s, vides
pretestibas speks ir 0,0008 N. Atsperes elastibas speks, to izstiepjot par
0,015 m, japarvar 30,00012 N. Atsperes masu neieverot.

(skat. atrisinajumu 112. Ipp.)



6. variants.

Atrast likni, kas iet caur punktu (2;3), ja jebkura tas punkta novilktas
pieskares nogrieznis starp koordinatu astm dalas uz pusém.
(skat. atrisinajumu 30. Ipp.)

Motorlaiva brauc stavosa tident ar atrumu /0 km/h. BraukSanas laika izsleédza
motoru un péc 20 sekundém laivas braukSanas atrums bija 6 km/h. Uzskatot,
ka Gidens pretestiba ir proporcionala laivas atrumam, atrast laivas atrumu péc
2 min kop$ motora izslégSanas. Atrast ar1 attalumu, ko veica laiva / min laika
pec motora izslégSanas.

(skat. atrisinajumu 45. Ipp.)

Kadas wvalsts iedzivotaju daudzuma pieauguma atrums proporcionals
iedzivotaju daudzumam. Piepemtajas laika atskaites sakuma momenta
iedzivotaju daudzums bija N,. Péc / gada iedzivotaju daudzums palielinajas
par p %. Atrast iedzivotaju daudzumu péc 5 gadiem!

(skat. atrisinajumu 61. Ipp.)

Cilveks vidgji ieelpo 18 reizes I miniitg, katru reizi izelpojot 2000 cm’ gaisa,
kas satur 4% CO,. Cik procentu CO, satur€s gaiss auditorija, kuras tilpums
400 m’ pec 30 minitem, ja auditorija uzturas 50 cilveki un ventilators iesikne
40 m’ svaiga gaisa I min, kas satur 0,04% CO,?

(skat. atrisinajumu 73. Ipp.)

Kede, kuras garums /=4m, bez berzes slid no galda. Cik ilga laika visa k&de
noslidés no galda, ja ta sak slidét laika momenta, kad par galda malu
nokarajas a=0,5m gars$ k&des gabals?
(skat. atrisinajumu 99. Ipp.)

Viela A sadalas divas vielas P un Q. Katras no §tm vielam veidoSanas atrums
ir proporcionals nesadalitas vielas 4 daudzumam, kuras sakotng&jais daudzums
ir a. Atrast vielu P un Q daudzumu atkariba no laika 7.

(skat. atrisindajumu 124. Ipp.)



7. variants.

Atrast visas liknes, kuram pieskares nogrieznis starp abscisu asi un
pieskarSanas punktu dalas uz pusém, krustojoties ar ordinatu asi!
(skat. atrisinajumu 32. Ipp.)

Materials punkts ar masu /0 ~ kg speka F iedarbibas rezultata parvietojas pa
taisni. Speks F' ir tieSi proporcionals laikam ¢ un apgriezti proporcionals
kustibas atrumam. Laika momenta ¢ = /0 s atrums ir 0,5 m/s, bet speks ir
4-107° N. Kads ir kustibas atrums / min péc kustibas sakuma?

(skat. atrisinajumu 47. Ipp.)

Apréekinat alus rauga fermenta daudzumu péc 5 stundam, ja riigSanas sakuma
bija /g fermenta, péc / stundas — /,2g fermenta(fermenta pieaugSanas atrums
tiesi proporcionals to daudzumam).

(skat. atrisinajumu 62. Ipp.)

Rezervuaram, kura tilpums ir 300 [, pamats noklats ar biezu sals slani.
Rezervuars piepildits ar tdeni. Pienemot, ka sals S§kiSanas atrums ir
proporcionals starpibai starp piesatinata sals Skiduma koncentraciju (1 kg sals
uz 3 [ iidens) un sals Skiduma koncentraciju dotaja momenta, un dotais tira

tidens daudzums izSkidina % kg sals I min, atrast, cik izSkiduSas sals satur€s

tidens péc / stundas.
(skat. atrisinajumu 70. Ipp.)

Horizontala plakné rote caurule ap vertikalu rotacijas asi ar lenka atrumu .
Caurulé atrodas lodite, kas caurulé slid bez berzes. Atrast lodes kustibas
likumu, ja rotacijas sakuma lodites atrums bija 0 un tas attalums no rotacijas
ass bija a.

(skat. atrisinajumu 99. Ipp.)

Radioaktivas vielas parveidoSanas atrums ir proporcionals vielas daudzumam.
Radioaktiva viela RaB parveidojas par radioaktivo vielu RaC ( proporciona-
litates koeficients k;). Savukart viela RaC parveidojas par vielu D, kas talak
vairs neparveidojas( proporcionalitatess koeficients k). Atrast vielu B, Cun D
daudzumu atkariba no laika, ja vielas B sakuma daudzums ir a.

(skat. atrisinajumu 125. Ipp.)



8. variants.

Liknes jebkura punkta novilktas pieskares krustpunkts ar Ox asi ir vienada
attaluma no pieskarSanas punkta un no koordinatu sakumpunkta. Atrast So
likni!

(skat. atrisinajumu 32. Ipp.)

Lode ar atrumu v; m/s ieiet d€li un iziet no d€la ar atrumu v, m/s. Noteikt
lodes kustibas atruma atkaribu no laika ¢, ja d€la pretestibas speks ir
proporcionals lodes atruma kvadratam.

(skat. atrisinajumu 48. Ipp.)

No krasns iznemtas maizes temperatiira /5 min samazinajas no /00° 1idz 60°.
P&c cik ilga laika maizes temperatiira ir 30°, ja apkarteja gaisa temperatiira ir
20°?

(skat. atrisinajumu 57. Ipp.)

Trauka ir /00 [ $Skiduma, kas satur /0 kg sals. Katru miniiti taja ielej 3 / tdens
un iztek 2/ Skiduma, turklat sals koncentracija trauka tiek uzturéta
vienmériga. Cik kg sals paliks trauka pec / h?

(skat. atrisinajumu 68. Ipp.)

Ke&de, kas karajas uz gluda aka, slid uz leju. Kustibas sakuma viena aka puse
ir /0 m gar§ k&des posms, bet otra pusé — 8§ m garS k&des posms Neieverojot
pretestibu, atrast:
1) cikilga laika no aka noslidés visa k&de;
2) kads bus kédes atrums laika momenta, kad k&de saks brivi krist.
(skat. atrisinajumu 102. Ipp.)

Radioaktivas vielas parveidoSanas atrums ir proporcionals vielas daudzumam.
Radioaktiva viela RaB parveidojas par radioaktivo vielu RaC ( proporciona-
litates koeficients k;) ar tadu atrumu, ka puse RaB daudzuma ir parveidojusies
27 min. Savukart puse vielas RaC parveidojas par vielu D, kas talak vairs
neparveidojas( proporcionalitatess koeficients k;), pec 19,5 min. Atrast vielu
B, Cun D daudzumu péc / stundas, ja vielas B sakuma daudzums ir /.

(skat. atrisinajumu 127. Ipp.)



9. variants.

Jebkura liknes punkta P novilkta normale krusto Oy asi punkta, kura ordinata
vienada ar punkta P attalumu lidz koordinatu sakumpunktam. Atrast So Iikni.
(skat. atrisinajumu 35. Ipp.)

Noteikt celu, kadu kermenis noiet laika ¢ no kustibas sakuma, ja kustibas
atrums ir proporcionals noietajam celam un /00 m kermenis noiet /0s, bet
200m — 1557

(skat. atrisinajumu 47. Ipp.)

Kermenis atrodas gaisa, kura temperatiira ir /8° un 25 miniites atdziest no 90°
lidz 54°. Par cik gradiem kermenis atdziest nakamajas 25 minates.
(skat. atrisinajumu 59. Ipp.)

Labaratorija, kuras tilpums ¥ m’, gaiss saturéja p% amonjaka. Ieslédzot
ventilatoru, katru minati iesiikn&ja a m’ tira gaisa, kas amonjaku nesatur. Cik
ilgi jadarbina ventilators, lai amonjaka saturs samazinatos 2 reizes? Pienem,
ka attiritais gaiss ar atrumu a m’/min izplist no labaratorijas.

(skat. atrisinajumu 72. Ipp.)

Kermeni, kas atradas /0 m augstuma, izmeta vertikali uz augSu ar atrumu
40 m/s. Cik augstu kermenis atradisies péc / sekundes? Péc cik sekundém tas
sasniegs visaugstako punktu virs Zemes?

(skat. atrisinajumu 105. Ipp.)

Punktos 4 un B nostiprinatas divas vienadas magnetizétas lodites. Taisnes
nogriezna AB punkta, kas atrodas attaluma ¢ no 4B viduspunkta O, novieto
terauda loditi, kuru katra no magnetizétajam loditem pievelk ar speku, kas
proporcionals attalumam lidz terauda loditei. Atrast lodites kustibas likumu,
jatas masa m un AB = 2b.

skat. atrisinajumu 111. Ipp.)
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10. variants.

Pieskare jebkura liknes punkta P, punkta P radiusvektors un Ox ass veido
trijstari ar konstantu laukumu a”. Atrast $o Iikni.
(skat. atrisinajumu 36. Ipp.)

Lokomative brauc pa horizontalu celu ar atrumu 72 km/h. Lokomativi
apstadinata bremzgjot. Kads biis lokomatives atrums péc 5 sekundém no
bremz&Sanas sakuma, ja pretestibas spéks kustibai ir 0,2 no tas svara.

(skat. atrisinajumu 49. Ipp.)

Bakteriju sakotn&jais daudzums kolba bija 7/ g, bet péc / stundas — 1,2 g.
Aprékinat baktériju daudzumu péc 5 stundam.
(skat. atrisinajumu 60. Ipp.)

Trauka ir 60 [ Skiduma, kas satur 5 kg sals. Katru miniiti taja ielej 3 / tidens un
iztek 2 / Skiduma, turklat sals koncentracija trauka tiek uzturéta vienmeriga.
Cik kg sals paliks trauka péc 40 min?

(skat. atrisinajumu 69. Ipp.)

Bobsleja kamaninas slid pa trasi( uzskatit par slipu plakni), kuras slipuma
lenkis ir @ un berzes koeficients ir . Atrast kamaninu kustibas likumu, ja
kamaninu sakuma atrums ir v,.

(skat. atrisinajumu 106. Ipp.)

Vertikalas atsperes gala piestiprinot atsvaru P, atspere izstiepas par lielumu /.
Péc tam atsvaru pavilka uz leju par lielumu a un atlaida. Noteikt atsvara
kustibas likumu, neieverojot atsperes svaru un aréjos pretestibas spekus!

(skat. atrisinajumu 110. Ipp.)



