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ANOTACIJA

Darbs ir veltits optimizacijas problémam ar dazadam pseidolinearam nosacijumu
sisttmam un to risinaSanas algoritmiem. Ir aprakstits, ka atrast linearas nosacijumu sist€mas,
kas ir ekvivalentas dotam pseidolinearam nosacijumu sisttmam. Ir atrastas linearas
nosacijumu sistémas, kuras ir ekvivalentas maksimuma-minimuma, maksimuma-reizinajuma
un maksimuma-t-normas nosacijumu sisttmam ar dazam t-normam. Piedavata metode ir

ilustréta ar piemeriem.

Atslégvardi: optimizacijas uzdevums, summas-minimuma nosacijumi, maksimuma-
minimuma nosacijumi, maksimuma-reizinajuma nosacijumi, maksimuma-t-normas

nosacijumi, lineara programmesana



ABSTRACT

The thesis is devoted to optimizing an objective function subject to pseudo-linear
inequality constraints. A way of finding linear inequality constraints which are equivalent to
the given pseudo-linear inequality constraints is described and used to find equivalent linear
constraints for pseudo-linear constraints with max-min, max-product and max-t-norm

composition for some t-norms. The proposed technique is ilustrated by numerical examples.

Keywords: optimization problem, addition-min constraints, max-min constraints, max-

product constraints, max-t-norm constraints, linear programming
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IEVADS

Linearas programmeésanas uzdevums matematika pazistams jau loti ilgu laiku un ir
izstradati efektivi algoritmi ta risinasanai. Protams, ne visus procesus var viegli aprakstit ar
linearam sistémam. Saja darba turpinasim bakalaura darba [1] aplikoto tému un apliikosim
optimizacijas uzdevumus ar dazadam nosacljumu sist€mam, kuras p&€c uzbtves ir Iidzigas
linearas programmeéSanas uzdevuma nosacijumiem, bet summas un reizinajuma operacijas
vieta tiek izmantotas t-konormas un t-normas. Sadus uzdevumus matematika apliko jau kop$
20. gadsimta 70-ajiem gadiem, kad tos pirmo reizi aprakstijis Sanc¢ezs (E. Sanchez) [2]. Kops
ta laika matematiki pievérsusi daudz uzmanibas $ada tipa uzdevumiem. Literattra visbiezak
tiek izmanotota maksimuma t-konorma, jo tieSi $ai t-konormai ir visvairak praktisko
lietojumu. Savukart par t-normu parasti izmantota minimuma t-norma vai reizinajuma
t-norma, bet dazkart ari Lukasievi¢a t-norma vai vaja t-norma. 2014. gada Fangs (S.-J. Fang)
apliikoja optimizacijas uzdevumu ar summas-minimuma nosacijumiem, kur§ apraksta biezi
izmantoto vienadranga tikla (peer-to-peer, turpmak, P2P) datu parraides modeli. Sadas
nosacljumu sist€émas atrisinajumu kopai ir butiski atskirigas Tpasibas neka iepriek§ min&tajam
t-normam un t-konormam.

Lai ar1 pseidolinearie optimizacijas uzdevumi péc uzblves ir Iidzigi linearas
programmeéSanas uzdevumam, to 1pasibas ir loti atSkirigas atkariba no nosacijumu veida, Iidz
ar to linearas programmeésanas uzdevumu risinaSanas algoritmus tiesa veida $Stm sist€mam
nelieto. Saja darba aplikosim dazadus pseidolinarus optimizacijas uzdevumus un ar
elementaram metodém atradisim tiem ekvivalentus linearas programmeéSanas uzdevumus.

Pirmaja nodala aplikosim t-normas un t-konormas definicijas un piemérus, ka ari
aplikosim augstak min€to optimizacijas uzdevumu izpetes véesturi. Otraja nodala
pieversisimies optimizacijas uzdevumam ar summas-minimuma nosacfjumu sis€mu un
atradisim tai ekvivalentu linearas programméSanas uzdevumu. TreSaja nodala aplikosim
optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-minimuma nosacijumiem un tam ekvivelento
uzdevumu ar lineariem nosacijumiem. Ceturtaja nodala apskatisim optimizacijas uzdevumu ar
maksimuma-reizinajuma nosacijumiem un atradisim Siem nosacijumiem ekvivalentus linearus
nosacTjumus. Savukart piektaja nodala apskatisim optimizacijas uzdevumus ar maksimuma-
t-normas nosacijumiem, par t-normu nemot Lukasievia un vajas t-normas un atradisim art
Siem uzdevumiem ekvivalentus uzdevumus ar linearam nosacijumu sisttmam. Sestaja nodala
aplikosim izveleto t-normu un t-konormu ietekmi uz pseidolineara optimizacijas uzdevuma

planu kopu.



1. PSEIDOLINEARI OPTIMIZACIJAS UZDEVUMI

Pseidolineari optimizacijas uzdevumi, lai arT péc izskata vienkar$i, var bt loti gruti
atrisinami. Tapat ar1 vispariga definicija atlauj paSai uzdevumu klasei biit visnotal plasai, tadel
ar1 pseidolineariem optimizacijas uzdevumiem ir pielietojumi dazadas nozarés un dazadu
problému risinasanai, sakot no cilvéku uzvedibas prognozésanas un [émumu pienemsanas lidz
pat datu parraides modeliem globalaja timekli. Saja nodala iezimésim pseidolinearo
optimizacijas uzdevumu biezak apskatitos veidus un veiksim nelielu ieskatu dazadu veidu
uzdevumu risinasanas algoritmu attistiba un lietojumos.

Pirmaja apak$nodala aplikosim daZzas pamatdefinicijas un pamatipasibas, kas ir
nepiecieSamas Saja darba. Talakajas apakSnodalas apliikosim pseidolinearu optimizacijas
uzdevumu T1pasus gadijumus: otraja apakSnodala — uzdevumu ar maksimuma-t-normas
nosacljumu sistému; treSaja apak$nodala — optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-
minimuma nosacijumiem; ceturtaja apak$nodala — optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-
reizindjuma nosacijumiem, bet piektaja apakSnodala — optimizacijas uzdevumu ar summas-

minimuma nosacijumiem.
1.1. Pamatdefinicijas

Saja darba tiek aplikota linearas programmésanas pieeja pseidolineariem
optimizacijas uzdevumiem, Iidz ar to ir dabiski, ka saksim tiesi ar §0 terminu definicijam.
1. definicija. Linears programmeésanas uzdevums.
Uzdevumu minimiz&t vai maksimizét linearu funkciju f pie linearu nevienadibu un
vienadibu nosacijumu sist€mas sauc par linearu programmeésSanas uzdevumu.
Ir zinams, ka katru linearas programmeéSanas uzdevumu ir iesp&ams reducét uz
problému $ada forma:
f(x1, %9, ., X)) > min
( Q11%1 + 12X + -+ AipXy 2 by,
Ay1X1 + AppXy + -+ AypX, = by, (1)
Am1X1 + AmaXy + -+ A Xy = by,
x1=20,x,20,..,x, =20,
kir neNmeN,Vi€{1,2,.,m}Vj€{1,2,..,n}:a;;,b; ER un f(xg,xz,...,%,) ir
lineara funkcija.
Ja koeficienti a;; un b; ir nenegativi, nosacijumus ir iesp&ams normét, tadgjadi

panakot, ka a;; € [0,1] un b; € [0,1].



Lai definétu pseidolinearu optimizacijas uzdevumu, no sakuma mums nepiecieSams
defin&t t-normu un t-konormu. Sekojosajam definicijam, izmantosim [3] un [4].
2. definicija. t-norma.

Funkciju T:[0,1] x [0,1] — [0,1] sauc par t-normu, ja izpildas $adi nosacijumi:

1) vx,y € [0,1] T(x,y) =T, x);
)vx,y,z€[01] y<z=T(xy) <T(x2)
3)Vx,y,z € [0,1] T(x, T(y, Z)) =T(T(x,y),2);
4)vx € [0,1] T(x,1) = x.
Defingésim daZas biezak lietotas t-normas.
3. definicija. Minimuma t-norma.
Funkciju
Tyu(x,y) =xAy,
kur x Ay := min{x, y} sauc par minimuma t-normu.
4. definicija. Reizinajuma t-norma.
Funkciju
Tp(x,y) = xy,
sauc par reizinajuma t-normu.
5. definicija. Lukasievi¢a t-norma.
Funkciju
T,(xy) = (x+y—1) V0,
kur a V b = max{a, b},sauc par Lukasievi¢a t-normu.
6. Definicija. Fodora t-norma.
Funkciju

_(xAyjax+y>1
TF(x,y)—{ 0,jax+y<1

sauc par Fodora t-normu.

7. definicija. Vaja t-norma.

Funkciju
x,jay=1
Ty (x,y) ={ yjax=1
0,jaxvy<1

sauc par vajo t-normu.
8. definicija. Arhiméda t-norma.

Par Arhiméda t-normu sauc tadu t-normu T, kurai izpildas Arhim&da ipasiba:

Vvx,y €]0,1[ 3k € N: T(x,x, ...,x) <y,

k reizes



kur T(x,x,...,x) = T(T(...T(T(x,x),x), ..., x),X).
9. definicija. t-konorma.
Funkciju S:[0,1] x [0,1] — [0,1] sauc par t-konormu, ja izpildas $adi nosacijumi:
1) vx,y € [0,1] S, y) =S, x);
2)Vx,y,z€[0,1] y<z=S5(y) <S5, 2);
3)vx,y,z€[01] S(x,5(,2)) =S(S(x,y),2);
4)vx € [0,1] S(x,0) =x.
Definésim dazas biezak lietotas t-konormas.
10. definicija. Summas t-konorma.
Funkciju
S ey)=(x+y)Al
Sauc par summas t-konormu.
11. definicija. Maksimuma t-konorma.
Funkciju
SuG,y) =xAy
sauc par maksimuma t-konormu.
12. definicija. Saistitas t-normas un t-konormas.
t-normu T un t-konormu S sauc par saistitam, ja
S,y)=1-T(1 —x,1—1y).
Tagad, kad esam defingjusi t-normas un t-konormas, varam definét pseidolinearu
optimizacijas uzdevumu.
13. definicija. Pseidolinears optimizacijas uzdevums.
Optimizacijas uzdevumu
F(xq, %5, ..., Xy) = min
(a1:®x1)D(a12,0x2)® ... ®(a1,®xy,) = by,
(a21®x1)B(a2,8x,)D ... B(azn®xy) = by,
(am1®x1) B (A2 ®x2)D ... (A ®xp) = by,
kur & ir t-norma un @ ir t-konorma, sauc par pseidolinearu optimizacijas uzdevumu.
Turpmakaja darba pienemsim, ka
1) ir zinami skaitli m un n, ar I apzimésim kopu I :={1,2,...,m}, ar J
apzimésim kopu J == {1, 2, ..., n};
2) nosacTjumu sist€mas koeficienti pieder intervalam [0,1], t.i.,
Vi €1Vj€]a; €[0,1]b; € (0;1];
3) katram j € ] x; € [0,1].



Sada veida varam pierakstit visparigu pseidolinearu optimizacijas uzdevumu. Ta ka
sadu visparigu uzdevumu ir loti sarezgiti izpétit, nav iegliti nozimigi rezultati vai uzdevuma
risinaSanas algoritmi visparigam gadijumam. V&l jo vairak, atkariba no izv€életajam t-normam
un t-konormam, nosacijumu sist€émas atrisinajumu kopa var bt vai nebut izliekta. Lidz ar to
parsvara tiek pétiti uzdevumi, kuros tiek aplikoti uzdevumi ar konkrétu t-normu vai
t-konormu. Parasti tiek aplukoti pseidolinearu optimizacijas uzdevumi, nemot konkrétu
t-konormu. Visvairak izpétitie uzdevumi ir uzdevumi, kuros tiek izmantota maksimuma
t-konorma. Atseviskos gadijumos ir aplikoti ari uzdevumi, kuros izmantota Summas
t-konorma. Nemot véra izvirzito nosacijumu, ka b; € [0,1], summas t-konorma reducgjas uz
saskaitiSanu. Biezi, lai varétu veikt detalizétu analizi un izveidot uzdevuma risinasanas
algoritmu, nepiecieSams izvéleties ar1 konkrétu t-normu. Parsvara literatura tiek aplikoti
uzdevumiar minimuma t-normu vai reizinajuma t-normu, bet dazkart ari uzmanibu tiek
pievérsta uzdevumiem ar citam plasi izmantotam t-normam, pieméram, Lukasievi¢a t-normu

vai vajo t-normu.
1.2. Optimizacijas uzdevums ar maksimuma-t-normas nosacijumiem

Lai var€tu attistit pseidolinearu optimizacijas uzdevumu risinasanas algoritmus, biezi
tiek izvéleta konkréta t-konorma, kas atvieglo uzdevuma risinasanu. Visbiezak izmantota
t-konorma, kas ari atbilst visplasakajam praktisko pielietojumu klastam, ir maksimuma

t-konorma, ka rezultata nonakam pie optimizacijas uzdevuma:

F(xq, x5, ..., Xy) = min
(a11®x1) V (a128x2) V ...V (a1,®xp,) = by,
(a21Qx1) V (a2:Q%x2) V ...V (azn®xy) = by,
(am1®x1) V (amz®x3) V ... V (amn®xy) = by,
kur ® ir t-norma.

Viens no galvenajiem rezultatiem $adiem uzdevumiem ir, ka nosacijumu sist€mas ar
maksimuma-t-normas nosacijumiem atrisinagjumu kopa var nebit izliekta un to var aprakstit ar
vienu maksimalo atrisingjumu un galigu skaitu minimalajiem atrisinajumiem, kas pamatots
rakstos [5] un [6]. Lins (J. L. Lin) raksta [7] parada, ka problémas ar maksimuma-t-normas
nosacfjumiem, Kur t-norma ir Arhiméda t-norma, ir sarezgitibas zina ekvivalentas parklasanas
problémai, tatad tas ir NP-gritas.

Literatiira ir aplukoti dazadi praktiski uzdevumi lietojot dazadas t-normas. Rakstos
[8]-[11] aplikots uzdevums ar nepartrauktu t-normu vienadibu nosacijumu sist€ému un ta

lietojumi attélu saspieSana, pieméram, raksta [11] attCls tiek sadalits apgabalos un Katrs



apgabals tiek saspiests, izmantojot t-normu. Darba rezultata, tick izdarits secinajums, ka
sadam att€lu saspiesanas modelim, visprecizak atbilst Lukasievic¢a t-norma. Raksta [12] katrs
vienas krasas attéls tiek aplikots ka pseidolineara sistéma, kur ievades parametri ir
normaliz€tas pikselu veértibas. Citi lietojumi, uzdevuma 1ipasibas un risinaSanas algoritmi
aplikoti rakstos [13]-[16].

Si darba piektaja nodala piedavasim veidu ka maksimuma-t-normas nosacijumu
sisémai uzrakstit ekvivalentu linearu nosacfjumu sistému, kur par t-normu izmanto

Lukasievi¢a t-normu un vajo t-normu.
1.3. Optimizacijas uzdevums ar maksimuma-minimuma nosacijumiem

Lai ar1 optimizacijas uzdevumi ar maksimuma-t-normas nosacfjumiem ir vieglak
risinami, arT Siem uzdevumiem ir griiti izveidot spécigus risinasanas algoritmus, ka rezultata
biezi tiek izveleta art konkréta t-norma. Literatira visbiezak lietota t-norma ir minimuma
t-norma, ko lietot skiet loti dabigi ka ar maksimuma t-konormas saistito t-normu. Lidz ar to
nonakam pie $ada optimizacijas uzdevuma:

F (x4, %5, .., Xp) = min
(a1 Ax1) V(aga Axa) V.V (g, Axy) = by,
(a1 Axy) V(az Axy) V...V (ag, Axyp) = by, (2)
(@mi Ax) V (@ma Axz) VooV (@ A Xp) = by

No pseidolinearajiem optimizacijas uzdevumiem tieSi uzdevums ar maksimuma-minimuma
nosacfjumu sistému ir literatiira visvairak apliikotais uzdevums. Kop$ Fangs (S.-C. Fang) un
Li (G.Li) 1999. gada raksta [17] paradija veidu, ka optimizacijas uzdevumam ar linearu
mérka funkciju un maksimuma-minimuma vienadibu nosacijumu sist€ému atrast ekvivalentu
0-1 diskrétu programmeésanas uzdevumu, kas péc tam tiek risinats ar sazaro$anas un robezu
algoritmu, tiesi Sada pieeja tiek izmantota ka pirma, lai risinatu uzdevumus ar §o nosacijumu
sisttmu un dazadam mérka funkcijam. Arl uzdevumam ar linearu mérka funkciju reti tiek
mekl&ti jauni algoritmi, bet vairak tieSi uzlabots sakotngji izveidotais algoritms. Ta,
pieméram, 2002. gada Vu (Y.-K. Wu), Gu (S.-M. Guu) un Liu (J.Y.-C. Liu) [18] uzlaboja
Fanga (S.-C. Fang) un Li (G. Li) izstradato metodi algoritma aprékinos pievienojot augsgjo
robezu. Savukart 2005. gada Vu (Y.-K. Wu) un Gu (S.-M. Guu) raksta [19] uzlaboja
izmantoto aug$€jo robezu, tadgjadi veél nedaudz samazinot algoritma darbibas laiku.
Uzdevumi ar maksimuma-minimuma nosacijuma sist€mu ir plasi aplikoti literatra — aplikoti
daudzi lietojumi, ka arT ir plass rakstu klasts ar dazadam 1paSibam un algoritmiem atkariba no

mérka funkcijam, pieméram, [20]-[25].



S1 darba ceturtaja nodala aplikosim vienu no praktiskajiem lietojumiem optimizacijas
uzdevumam ar maksimuma-minimuma nosacijumiem, ka arT Fanga (S.-C. Fang) un Li (G. Li)
1999. gada izstradato algoritmu $adas problémas risinasanai. P&c tam tiks piedavats veids, ka
optimizacijas uzdevumu parveidot lineara programmeésanas uzdevuma, un apliikoti piemeéri,

kas ilustrés parveidojumus.
1.4. Optimizacijas uzdevums ar maksimuma-reizinajuma nosacijumiem

Optimizacijas uzdevums ar maksimuma-minimuma nosacijumiem  atbilst
konservativai situacijai, t.i., kada augsta vertiba nevar kompensét citu zemu veértibu. Dziveé
biezi $ada kompensacija ir dal€ji pielaujama, tade] atseviSkas situacijas maksimuma-
minimuma nosacijumus aizstaj ar maksimuma-reizinajuma nosacijumiem, iegistot:

F(xq, %5, ..., Xp) = min
ag1%1 V 13X V ...V QnXy = by
Ay1X1 V A2X3 V ...V Ay Xy = by (3)
Am1X1 V AmaXy VoV QnXn = by
Sadi nosacTjumi atlauj dalgji kompensét zemu a; ; vertibu palielinot atbilstoSo x; vertibu, lai
varétu izpildit atbilstoSo nosacijumu.

Loetamonfongs (J. Loetamonphong), Fangs (S.-C. Fang) 1999. gada [26], lidzigi ka
uzdevumam ar maksimuma-minimuma nosacijuma sistému, aprakstija, ka uzdevumam ar
linearu mérka funkciju un maksimuma-reizinajuma vienadibu nosacfjumu sistému atrast
ekvivalentu 0-1 diskrétu programmeSanas uzdevumu. Optimizacijas uzdevums ar
maksimuma-reizinajuma nosacijumu sistému ir Joti lidzigs iepriek§ apskatitajiem
uzdevumiem ar maksimuma-minimuma nosacijumiem. TieSi §1 iemesla dél lielaka dala no
literatlira pieejamas informacijas ir dazadi praktiski lietojumi un situacijas, ar pamatojumiem,
kade] maksimuma-reizinajuma nosacijuma sist€éma atbilstoSo situaciju apraksta precizak neka
maksimuma-minimuma sist€éma, pieméram, raksti [27]-[31].

Darba treSaja nodala aplikosim vienu no praktiskajiem lietojumiem optimizacijas
uzdevumam ar maksimuma-reizinagjuma nosacijumu sistému. Aplikosim Loetamonfonga
(J. Loetamonphong) un Fanga (S.-C. Fang) [26] piedavato algoritmu $adas sistémas
atrisinaSanai, ja mérka funkcija ir lineara funkcija, ka art piedavasim linearu nosacijumu

sistému, kas ir ekvivalenta maksimuma-reizinajuma nosacijumu sist€mai.
1.5. Optimizacijas uzdevums ar summas-minimuma nosacijumiem

Viens no visjaunakajiem pseidolinearajiem optimizacijas uzdevumiem, kas apskatits

literatiira, ir uzdevums ar summas-minimuma nosacijumiem, t.i.,

10



F(xq,%x3, ..., Xp) = min
(@11 Axp) + (ag2 Axp) + -+ (@ Axn) 2 by,
(azy Axp) + (azz Axz) + -+ (Azn Axn) = by, “)
(Ami Ax1) + (Ao AXp) + -+ (@ A Xp) = by,

Pirmie, kas aplikoja $ada veida pseidolinearu optimizacijas uzdevumu, bija Li
(J.-X. Li) un Jangs (S.-J. Yang), kuri 2012. gada [32] un 2014. gada [33] aprakstija P2P datu
parraides modeli un paradija, ka Sis modelis atbilst summas-minimuma nosacijumu sistémai.
Pienemot, ka datu parraides rezultata radusas izmaksas atbilst linearai funkcijai, tiek piedavats
risinasanas algoritms. Piedavataja algoritma nosacijumu sistémai tiek atrasti pseidominimalie
indeksi un péc tam katram no Siem indeksiem tiek sastadits atbilstoSs linearas
programmeésanas uzdevums. Atrisinot visus linearas programmeéSanas uzdevumus un
izvéloties labako no atrisinajumiem, tiek iegilits sakotngjas problémas atrisinajums. Vélak,
2015. gada Jangs (X.-P.Yang), Cao (B.-Y.Cao) un Zu (X.-G.Zhou) aplikoja lidzigu
uzdevumu, bet mainot mérka funkciju. Raksta [34] S$ie autori apliko daudzlimenu
optimizacijas uzdevumu, kur katra liment tiek optimiz&ts viens no mainigajiem. Aprakstitais
algoritms lauj minimizét mainigo vértibas izvéleta seciba. Sads modelis atbilstu situacijai,
kura ir bitiski ne tikai samazinat visu mainigo vértibas, bet samazinat konkrétas veértibas,
pieméram, visnoslogotakos iesaistitos P2P datu parraides modeli. Jangs (X.-P.Yang), Za
(X.-G. Zhou) un Cao (B.-Y. Cao) 2016. gada [35] aplikoja uzdevumu ar mérka funkciju, kura
pierakstita maksimuma-minimuma forma, t.i., uzdevuma tiek minimizéta lielaka no mainigo
vertibam, tadgjadi pieprasot, lai katram no iesaistitajiem P2P datu apmaina atrastu viszemako
nepiecieSamo datu parraides ltmeni, ar kuru tiek izpilditas visas parraides prasibas. Savukart
Gu (S.-M. Guu), Vu (Y.-K. Wu) [36] piedava veidu ka summas-minimuma nosacijumu
sist€mai atrast ekvivalentu linearu sistému Iidz ar to parveidojot uzdevumu ar summas-

minimuma nosacijumiem un linearu mérka funkciju par linearu programmeésanas uzdevumu.
Otraja nodala aprakstisim ka P2P datu parraides modelis atbilst summas-minimuma
nosacijumu sist€émai. P& tam aprakstisim Li (J.-X. Li), Janga (S.-J. Yang) izmanototo
pseidominimalo indeksu pieeju un Gu (S.-M. Guu), Vu (Y.-K. Wu) izstradato algoritmu, ka ari

ilustrésim algoritmu darbibu ar piemé&riem.
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2. OPTIMIZACIJAS UZDEVUMS AR SUMMAS-MINIMUMA
NOSACIJUMIEM

ST nodala ir veltita optimizacijas uzdevumam ar summas-minimuma nosacijumu
sisttmu. Pirmaja apaks$nodala apliikosim praktisko lietojumu, otraja apakSnodala aprakstisim
pseidominimalo indeksu pieeju $1 optimizacijas uzdevuma risinasanai. Savukart treSaja un
ceturtaja apakSnodala aplikosim linearas programmesanas pieeju optimizacijas uzdevuma ar
summas-minimuma nosacfjumiem risinasanai un piemérus, kas ilustrés nodala aprakstito

algoritmu darbibu.
2.1. Datu parraides P2P modelis

Viens no literatiira aprakstitajiem praktiskajiem lietojumiem optimizacijas problemai
ar summas-minimuma nosacijumiem ir P2P datu parraides modelis. P2P datu parraides
modeli katrs lietotajs ir reiz€ klients un serveris, t.i., katrs lietotajs gan sanem, gan parraida
datus citiem lietotajiem. Apskatisim situaciju, kura n lietotaji A4, A, ..., 4, lejupielad€ vienu
un to paSu datni, izmantojot P2P datu parraides modeli. Ar b; apzim&sim datu parraides
atrumu, kas nepiecieS8ams, lai i-tais lietotdjs sanemtu datni. Lietotajs A; parraida datus ar
atrumu x;. Savukart datu parraides atrumu starp lietotdjiem A; un A; apzim@sim ar a;.
lerobeZojumu del, faktiskais datu parraides atrums starp lietotajiem A; un A; ir a;; A x;. Lidz
ar to, lai i-tais lietotajs varétu sanemt datni, ir jaizpildas nosacijumam

Ag ANxy +aip Axy + o+ Qi1 ANXj_1 + Qjjp1 N Xjyq + -+ ain AN Xy 2 b
Lai vienkarSotu pierakstu, nevienadibas kreisajai pusei pievienojam a;; A x;, kur a; = 0.
Pieprasot, lai m lietotaji sanemtu datni, ieglistam nosacijumu sistému
A1 ANXq +aip Axy + -+ agpy A Xy = by,
Ay ANXy+ Ay ANXy + -+ ayp A Xy, = by, )
A1 N X1+ Ay A Xy + -+ Ay A Xy = by,

Lai arT P2P modelis ir loti efektivs datu parraides modelis, parraidot lielus datu
apjomus, pieméram, dazadu sporta sacensibu tieSraides, var rasties interneta parslodze. Lidz
ar to, lai optimali izmantotu interneta resursus un péc iesp&jas izvairitos no tikla parslodzes,
tiek risinats optimizacijas uzdevums. Ta ka mums ir nepiecieSams, lai visi lietotaji varétu
sanemt datni, tad optimizacijas uzdevumu nosacijumu sist€tma bus sistéma (5). Savukart
mérka funkcija ir funkcija F, kas raksturotu interneta noslodzi atkariba no katra lietotaja datu

parraides atruma x;, j € J. Lidz ar to, iegistam $adu optimizacijas modeli
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F(xq1, %5, ..., Xp) — min
all/\x1+a12/\x2+"'+a1n/\xn Zbll
a21/\x1+a22/\x2+"'+a2n/\xn sz,

Ami AN X1 + Ay AXy + o+ A A Xy = by,

2.2. Janga pseidominimalo indeksu algoritms

Pirmo algoritmu Sada optimizacijas uzdevuma risinasanai piedavaja S.-J. Jangs.

Raksta [33] Jangs piedava pseidominimalo indeksu pieeju, lai risinatu uzdevumu

n
f= 2 cjxj > min
j=1
Ajq ANXy +ap Axy + -+ agy Axy = by, (6)
e ANX1+ Ay AXy + -+ ayn A Xy = by,
A1 AN X1+ Ay AXp + o+ A A Xy = by,
kur Vj € ] ¢; € R, ¢; > 0. Metod@ no sakuma tiek atrasti pseidominimalie indeksi, tad katram
no pseidominimalajiem indeksiem tiek sastadits atbilstoSais linearas programmeéSanas
uzdevums, kura atrisindjums apmierina uzdevuma (6) nosacijumus. Problémas (6)
atrisinajums tiek iegilits nemot labako no atrisindgjumiem, kas atrasts linedrajiem
programmeéSanas uzdevumiem.
Jangs izmanto Tpasibu, ka, ja nosacljumu sist€mai eksis€ atrisinajums x, tad ir speka
nevienadibas

ViEI,VjE] x]2bl_ Z aik/\kabi_ Z Aif, (7)
keN\U} keN\{}

sadi ierobeZojot katru x; no apaksas. P&c tam tiek izveidoti vektori D;, kas satur péc formulas
(7) iegiito x; apak3gjo robezu un visas a;; vertibas, kas ir lielakas par $o apaksgjo robezu. Pie
tam vertibas ir sakartotas augo$a seciba. Indeksu vektoram i; = (iy, iy, ...,i,) atbilstoSais
vertibu vektors ir d(i;) = (D1(i1), D2 (i), ..., Dp(in)).
14. definicija.

Indeksu vektoru i* = (17,15, ..., 1) sauc par pseidominimalu indeksu, ja atbilstoSais

vektors d(i*) apmierina uzdevuma (6) nosacijumus, bet visiem i; = (i1, i3, .. in) d(i})

~x

neapmierina uzdevuma (6) nosactjumus, kur vj € J i <1,

Lidz ar to, katram pseidominimalam indeksam varam izveidot atbilstoSo uzdevumu,
uzdevuma (6) nosacijumu sistémai pievienojot nosacijumus
vi€] xj < d;(),
vj€J x = d;(i"),
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kur 7* ir pseidominimalais indekss, bet i* = (i — 1,15 — 1,...,1;, — 1), Seit, ja {7 =1, tad
nemam i; = 1. Izmantojot papildu nosacijumus, varam Vi € I Vj € ] noteikt a;; A x; = a;;
vai a;j A x; = xj, Iidz ar to nosacijumu sistéma klust lineara. Tatad katram pseidolinearajam
indeksam atbilstoSais uzdevums ir linearas programmeéSanas uzdevums. Raksta [33] arl
pamatots, ka uzdevuma (6) atrisinajums, ir arT kads no atbilstoSo pseidolinearo uzdevumu
atrisinajumiem, lidz ar to, apliikojot visus pseidolinearos uzdevumus, un izvélétos labako
atrisinajumu, iegisim arT uzdevuma (6) atrisinajumu.

Janga piedavatajam algoritmam ir vairaki trikumi. Pirmkart, ir nepiecieSams atrast
visus pseidominimalos indeksus, kas pats par sevi jau ir diezgan ilgs process. Otrkart, katram
no atrastajiem pseidolinearajiem indeksiem jarisina atbilstoSos linearas programmésanas
uzdevumus, Iidz ar to uzdevuma risinaSana var panemt ievérojamus resursus.

Aplukosim pieméru, kas ilustrés algoritma darbibu:

f =3x; +4x, > min

1/\X1+0,2/\XZ 20,6,
0,8Ax; +05Ax, >0,5.

No sakuma, izmantojot (7), varam aprékinat mainigo x; apaksgjas robezas. Redzams, ka

( x1=21—-1=0;
x;=206—-02=04;

x, =205-08=-0,3;
x,=>21-05=0,5;
x,>206—-1=-04;

\ x, >205-0,5=3.

Tatad x; = 0,4 un x, > 0,5. Lidz ar to varam sastadit vektorus D; = (0,4; 0,5;0,8; 1) un

D, = (0,5; 1). Lidz ar to varam izveidot indeksu vektorus:
ij = (LD),if =(1,2),i} = (21,
if =(22),i; = (31),iy = (3,2),
i = (41),i} = (42),
un atbilstoSos
d(if) = (0,4;0,5),d(if) = (0,4;1),d(i}) = (0,5:0,5),d(if) = (0,5 1),
d(if) = (0,8;0,5),d(if) = (0,8;1),d(i]) = (1;0,5),d(if) = (1; 1).
Redzams, ka tikai d(i]l) neapmierina sistémas (8) nosacijumus. Lidz ar to, vienigais

pseidominimalais indekss bus i* = (2,2) un tam atbilstosais uzdevums ir:
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f =3x; + 4x, - min

( 0.5AX +1AXx, =1,

| 1AX; +02A%, >0,6;

08Ax; +0,5Ax, >0,5;
0,4 <x; <0,5;
0,5<x, <0,8.

So uzdevumu, izmantojot pievienotas nevienadibas, varam parveidot:
f =3x; +4x, > min

X1 +x, >21;
x; +0,2>0,6;
X, +x, =0,5;

10,4 <x; <0,5;
0,5<x,<0,8.

Atrisinot So linearo programméSanas uzdevumu, iegiistam problémas atrisinagjumu
x* =(0,5;0,5) un optimalo vértibu f* = 3,5. Ka redzam, tad pat pieméra, kur n = 2 un
m = 3 veicamie aprékini ir visnotal apjomigi, tadel aplikosim linearas programmésanas

pieeju $im uzdevumam.
2.3. Linearas programmeésanas pieeja

Gu (S.--M. Guu) un Vu (Y.-K.Wu) [36] piedava linearas programméesans pieeju
uzdevuma ar summas-minimuma nosacljumiem risinasanai. Izmantojot elementarus
parveidojumus, summas-minimuma sistémai tiek atrasta ekvivalenta lineara nosacijumu
sisttma. Lidz ar to, nav nepicieSams meklet pseidominimalos indeksus un risinat katram no
tiem atbilstoSo linearo uzdevumu, bet pietiek atrisinat vienu linearu uzdevumu ar lielaku
mainigo skaitu.

Aplikosim vienu nosacijumu sist€mas (4) nosacijumu

Ay ANxqy + @iy Axy + -+ ag A Xy, = by )

Nevienadibu (9) varam parrakstit ka

Zij = bi, (10)

.
1]
[

r

kur z;; < a;j A x;,j € J, ko savukart varam parrakstit ka nosacijumus

{Zij <a;j,j€] (1)

Zij ij,jE].

Nemot véra (10) un (11), varam optimizacijas uzdevumu (4) parrakstit ka
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F(xq1, %5, ..., Xp) — min

n

(
I Eziiji,l.EI, (12)

=1
zijj <ajjeJi€l,
Zij S X, ej,iel
Ja funkcija F(x) ir lineara funkcija, tad optimizacijas uzdevums (12) ir linears
programmeésanas uzdevums. Pieradisim, ka no optimizacijas uzdevuma (12) atrisinajuma var
iegiit arT optimizacijas uzdevuma (4) atrisinajumu.
1. teoréma.[36]

Ja (x*,z"), kur x* = (x;)je; Un z* = (z;;) jej, ir optimizacijas uzdevuma (12) atrisinajums,
iel

tad x* ir arT problémas (4) atrisinajums.
Pieradijums.[36]
Pirmkart, ievérosim, ka Vi € [ Vj € |

Lidz ar to

kas nozimé, ka x* apmierina optimizacijas uzdevuma (4) nosacijumus un atliek paradit, ka x*
ir arl optimizacijas uzdevuma atrisinajums. Pienemsim pretgjo, t.i., Iy* = (¥;)¢; tads, ka

F(y*) < F(x"). Defingsim t = (t;;) e, Kur t;; = a;; A yj. Skaidrs, ka (y*,t) ir problemas
i€l

(12) atrisinajums. Ta ka F(y*) < F(x"), tad x* vairs nav problémas (12) atrisinajums, kas ir
pretruna ar doto. Lidz ar to x™ ir arT optimizacijas uzdevuma (4) atrisinajums.

Lidz ar to esam atraduSi linearu optimizacijas uzdevumu, kas ir ekvivalents ar
optimizacijas uzdevumu ar summas-minimuma nosacijumiem. Apliikosim pieméru, kuru jau
risindjam ieprieks ar pseidominimalo indeksu algoritmu:

f =3x; +4x,

O,5/\x1+1/\x2 = 1,
1/\x1+0,2/\x2 20,6,
0,8Ax; +05Ax, >0,5.

Izmantojot (10)-(12), varam $o uzdevumu parrakstit:
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f == 3x1 + 4x2

( Z11 + Z12 2 1,

Z71 + Z7p = 0,6,

Z31 + Z3p > 0,5,

1 Z11 < 0,5, Zyq < 1, Z31 < 0,8,

Z12 < 1;222 < 0,2;232 < 0,5,

Z11 = X135 Z12 S X15Z13 = Xy;

kZZl < X5 Z9p < X3, Z73 < Xy.
Atrisinot So sisttmu ar MATLAB, iegtistam atrisinajuma vektoru

(x*,z*) = (0,5;0,5;0,5;0,5; 0,4227; 0,1773; 0,3655; 0,2827)
un optimalo vertibu

f*=3p5.

Redzam, ka iegiitais atrisindjums sakrit ar rezultatu, ko ieguvam, izmantojot pseidominimalo
indeksu algoritmu.
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3. OPTIMIZACIJAS UZDEVUMS AR MAKSIMUMA-REIZINAJUMA
NOSACIJUMIEM

ST nodala ir veltita optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-reizinjuma nosacijumu
sisttmu izpétei. Pirmaja apaksnodala aplukosim praktisko lietojumu, otraja apakSnodala
aprakstisim visbiezak izmantoto algortimu $ada optimizacijas uzdevuma risinasanai. Tresaja
apakSnodala piedavasim linearas programmeéSanas pieeju optimizacijas uzdevuma ar
maksimuma-reizinajuma nosacijumiem risinasanai, bet ceturtaja apaksnodala — piemérus, kas

ilustrés nodala aprakstito algoritmu darbibu.
3.1. Bezvadu mobilo telekomunikaciju datu parraides modelis

Viens no $adas sisteémas pielietojumiem ir bezvadu komunikacijas modeli. Parsvara
tiek izmantots modelis ar vairakiem sakaru torniem, no kuriem tiek raidits elektromagnétisks
signals. Jo spécigaks ir signals, jo labaki sakari, bet arT specigaka radiacija, kas kaite cilveka
veselibai. Lidz ar to misu meérkis ir minimizeét signala stiprumu, pie nosacijuma, ka ir
pieejami labi sakari. Pienemsim, ka mums ir n stacijas Ay, 4,, ..., 4,, kuras raida signalu un
atrodas dazadas vietas, un j-ta stacija raidis signalu ar intensitati x; > 0. Sakaru kvalitati
nosaka pieejamais signala stiprums konkrétas vietas. Lai izpilditu sakaru kvalitates prasibas,
tiek aplikotas m testa pozicijas By, By, ..., By, kuras tiek parbaudits signala stiprums. Sada
gadljuma signala stiprumu testa pozicija B; no stacijas A; apzimesim ar ;. Ir skaidrs, ka
signala stiprums testa pozicija B; biis mazaks vai vienads ar signala stiprumu stacija, bet
lielaks par 0, t.i., Vj € {1,2,..,n}Vi € {1,2,...,m} 1ij € [O; xj]. Patiesiba signala stiprums
testa pozicija ir atkarigs no attaluma lidz stacijai. Vel jo vairak, eksisté skaitli a;; € [0; 1], ka
1;; = a;;x;. Tad elektromagnétiska signala intensitate jeb sakaru kvalitate testa pozicija B; ir
vienada ar a;1x1 V @jzx; V ...V @, X,. Lai nodroSinatu kvalitativus sakarus, ir nepiecieSams,
lai sakaru kvalitate katra no testa pozicijam sasniegtu noteiktu Itmeni b;, i € I. Ka rezultata

ieglistam nosacijumus, lai nodro$inatu kvalitativus sakarus visas testa pozicijas:
a11X1 V 12X V ..V QinXy = by,
Ay1X1 V QX5 V ...V Ay Xy = by,
Am1X1 V QX V oV Qn Xy = by,
Uzdevuma mérkis ir péc iesp€jas samazinat potencialo kait€jumu cilveka veselibai. Ta
ka cilveéka veselibai nodarfitais kait€jums ir atkarigs no elektromagnétiska signala intensitates,
varam ieviest no mainigajiem X4, x5, ..., X, atkarigu funkciju, kas aprakstis, kait€§jumu, kas

tieck nodarits cilvéka veselibai. Nemot véra, ka ir nepiecieSams nodorSinat pietickami
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kvalitativus mobilos sakarus, taja pasa laika péc iesp&jas samazinot cilvéka veselibai nodarito
kait€jumu, nonakam pie optimizacijas modela:
F(xq1, X3, ..., Xp) = min
11X V 12X V ...V QipnXy = by,
Ay1X1 V Ao2X3 V ...V AypXy = by,
Am1X1 V QX V oV G Xn = by,

3.2. Problémas reducésana uz 0-1 diskréto problemu

Raksta [26] Fangs (S.-C.Fang) un Loetamonfongs (J. Loetamonphong) piedava
algoritmu, ka optimizacijas uzdevumu ar linearu mérka funkciju un maksimuma-reizinajuma
vienadibu nosacijumu sistemu, parveidot par ekvivalentu diskrétu problému. Aplikosim vinu
piedavato algoritmu.

Optimizacijas uzdevums, kas tiek risinats raksta [26], ir

n
f= Z Cjxj > min
j=1

( Q11X V A12X3 V ..V QipXy = by,

(13)
alel \ azzxz V..V aann = bz,

Lamlxl V QpaXy V.oV G Xn = by,
x; € [0,1],j € J.

No sakuma problema (13) tiek sadalita divas apakSproblémas. Lai to izdaritu, Vj € ]
apzimgjam

;L ¢ jac; =0,

€= {o,ja ¢ <0,

v ¢,jac; <0,
Cf‘{o,jacjzo.

Apzimésim J' = {j € J|¢; = 0} un J"" = {j € J|c; < 0}. Acimredzami, ka ¢; = ¢; + ¢"’;. Lidz
ar to, lai iegtitu problémas (13) atrisinajumu, varam risinat problému

fi=cix1+coxy + o+ cx,, & min
allxl \ a12x2 V..V alnxn == bl'
a21x1 \ a22x2 V..V aann = bz, (14)

Am1X1 V AQmaXo V oV QnXn = by,
0<x <1,j€],

un problému
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fo=c"1x1+ "% + -+ " pxy, » min
( a11X1 \ a12x2 V..V alnxn == bl'
a21X1 \ azzxz V..V aann = bz, (15)

1 Am1X1 V QX V oV QunXn = by,
0<x;<1,j€],
un iegttos atrisinajumus apvienot $ada veida

x; i, jac; =0,

o (16)
Xz j,jac; < 0,

kur xj ; ir probleémas (14) atrisinajuma j-tais elements un x; ; ir problémas (15) atrisinajuma

j-tais elements. Raksta [26] pamatots, ka 3ada veida iegiits vektors x* = (x;)e; ir problémas

(13) atrisinajums. Skaidrs, ka problémas (15) atrisinagjums biis nosacljumu sistémas

maksimalais atrisinajums visam vértibam j € J", t.i.,

xi; = [\(a; @b, a7)
i€l
kur
1,ja al-j < bi,
aij @ bi - {bi/aij,ja aij > bi'

Lidz ar to, lai atrisinatu problému (13), atliek atrisinat probeému (14).

Lai atrisinatu problému (14), tiek ieviesti jauni mainigie x;; € {0,1},i € 1,j € J, kuri
apraksta, vai a;;x; tiek izmantoti, lai apmierinatu nosactjumu sistému. Izmantojot $os jaunos
mainigos, problému (14) var parrakstit ka

n
, b; .
fz = Z(Cj ' \/—XU) - min
. Vo aj
Jj=1 el
n

(
le-j=1,we1,v]'e], (18)
=

Xij € {0,1} Vi € I,V] E],
xij=0,jaj €]

kur J; ={j €Jlay-xi; = b;}. lzmantojot problemas (18) atrisinajumu, varam iegit

* f— .
xl,j = \/bi/aij xij.

i€l

problémas (14) atrisinajumu:

Aplikosim piemé@ru ar tadiem paSiem koeficientiem un mérka funkciju ka iepriek§ summas-

minimuma nosacijumu gadijuma, t.i.,
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f =3x; +4x, - min

0,5x1 \Y Xy, = 1, (19)
X1 \ O,ZXZ = 0,6,
0,8x1 \ 0,5x2 == 0,5

Ieverosim, ka koeficienti ¢; un c, ir pozitivi, [idz ar to problema nav jasadala divas
apaksproblémas. Atradisim nosacijumu sistémas maksimalo atrisinajumu, izmantojot (17):
0,6 0,5
108"
x1,=(1®DA02®06)A05®05) =1/1A1A1=1

=050 1)A1®06)A(0,8®05)=1A 0,6;

Izmantojot atrasto maksimalo atrisinajumu, varam atrast indeksu kopas

]1 = {2}:]2 = {1}:]3 = {1: 2}
Lidz ar to, varam parrakstit uzdevumu (19):

b; b; .
f3=3 \/ —Xx;1 +4 \/ — X, > min
) iz ) Qi
i€(1,2,3) i€{1,2,3)

(( X11+x2=1;

I Xo1+ X2 =15

4 X31 X3, =1,
X171 =0; X3, = 0;
L x;; € {0,1}.

So varam vienkarsot, ieglistot

0,6 0,5 1 0,5 .
f3 = 3 (sz:l Vﬁx31) + 4(Ix12 VﬁXéz) - min

Izmantojot sazaroSanas un robezu algoritmu, mums jaapsakata tikai divi gadijumi:

1) X12 = Xp1 = X31 = 1. Sﬁde_l gadi_]umé

—3(0'6v0'5>+4(1>—5875
3771 "08 1)~ 7

2) X1, = X3, = X3, = 1. Sada gadijuma
0,6 1 05
fi = 3(T) + 4(IV(),_5) 58
Tatad atrisinajums ir x;, = X,; = X3, = 1. Tatad problémas (19) atrisinajums ir
x* = (0,6;1);
f*=25,8.
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3.3. Linearas programmeésanas pieeja

Optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-reizinajuma nosacijumiem un linearu mérka
funkciju ari ir iesp&ams atrast ekvivalentu linearu programmeéSanas uzdevumu. Lai to
izdaritu, aplukosim nosacijumu sistémas (3) vienu nosacijumu:

A1 X1V AjpXo V .V Qi Xy = b (20)
levérosim, ka ievieSot indikatoru Vi € I Vj € ] y;; € {0,1}, kas norada, vai nevienadiba
a;jx; = b; izpildas, varam nevienadibu (20) parveidot $adi:

(QijXj = byyij,j €],

| n

4 EyijZL

| j=1
\ yij €{0,1},j €].

Pielietojot $adu pargju visiem nosacijumiem, varam parrakstit optimizacijas uzdevumu (3) ka
F(xq1, %3, ..., X)) = min

( ainijiyij,jE],iEI,

n
ZyijZLiEI, (21)
=1

yij €LjEJ i€l
\Yij ZO,yij <1, jE],iEI.

Nemot linearu mérka funkciju redzam, ka optimizacijas udevums (21) ir linearas
programmésanas uzdevums. Pamatosim, ka no problémas (21) atrisindgjuma var ieglt ari
problémas (3) atrisinagjumu un otradi.

2. teoréma.

Ja (x*,y") kur x* = (x;)je; un y* = (¥i;)jej, ir optimizacijas uzdevuma (21)
i€l

atrisinajums, tad x* ir arT problémas (3) atrisinajums.
Pieradijums.

leverosim, ka, ja (x*,y") ir problemas (21) atrisindjums, tad Vi € I 3j; € J:y;;, = 1.
Tatad a;j,x;, = b; Un a;1x7 V apx; V..V appx, = by, Tatad x* apmierina problémas (3)
nosacTjumus. Atliek pieradit, ka x* ir arT problémas (3) atrisinajums. Pienemsim pretgjo, t.i.,
3z" = (2;)je; tads, ka z* apmierina problémas (3) nosactjumus un F(z*) < F(x"). Taka z*
ir problémas (3) atrisinajums, tad tas apmierina problémas nosacijumus, tatad Vi € [ 3j; €

J:aij,z;, = by, 1idz ar to, ievieSot vektoru t = (t;;)je; = t;; € {0,1} Vi € I ¥, y;; = 1. Lidz
iel

ar to (z*,t*) apmierina ari problémas (21) nosacijumus. Ta ka F(z") < F(x"), tad x* nav

problémas atrisinajums, kas ir pretruna ar doto. Tatad x* ir problémas (3) atrisinajums.
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Lai ar7 Saja apaksnodala apliikotas problémas nosacijumu sist€ma satur nevienadibas,
ekvivalentus parveidojumus var veikt arT gadijuma, ja nosacijumu sisteéma satur vienadibas.
Aplikosim piemeru ar lidzigiem koeficientiem ka ieprieks:

f =3x; + 4x, > min
0,51 Vx, > 1; (22)

x1 VvV 0,2x, = 0,6;
0,8x; v 0,5x, = 0,5.

Uzdevumu (22) varam parrakstit ka
f =3x; + 4x, - min

( 0,5x1 = y11;
X2 2 Y125

x1 = 0,6y,
0,2x, = 0,6y,
0,8x; = 0,5y34;
) 0,5x, = 0,5y3,;
yutyezl
Vo1t Y22 21
Y31+ Y32 =21
U yij €{0,1}.

Risinot $o uzdevumu ar MATLAB iebtivéto procediiru inlinprog iegiistam atrisingjumu un

optimalo vertibu
(x*,y") = (0,6;1;0;1;1;0; 0; 1),
f*=58.
Redzam, ka $aja situacija atrisinajumi optimizacijas uzdevumiem sakrit. Vispariga gadijuma
uzdevuma (22) minimalais atrisinajums var dot labako optimalo vértibu neka uzdevuma (19)

atrisinajums, jo uzdevuma (22) plana kopa ir plasaka.
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4. OPTIMIZACIJAS UZDEVUMS AR MAKSIMUMA-MINIMUMA
NOSACIJUMIEM

ST nodala ir veltita optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-minimuma nosacijumu
sisttmu izpétei. Pirmaja apaksnodala aplukosim praktisko lietojumu, otraja apakSnodala
aprakstisim visbiezak izmantoto algortimu $ada optimizacijas uzdevuma risinasanai. Tresaja
apakSnodala piedavasim linearas programmeéSanas pieeju optimizacijas uzdevuma ar
maksimuma-minimuma nosacijumiem risinasanai, bet ceturtaja apak$nodala — piemé&rus, kas

ilustrés nodala aprakstito algoritmu darbibu.
4.1. Datu parraide, izmantojot tris pakapju modeli

Misdienas ir pierasts, ka varam tieSraidé skatities parraides globalaja timekli. Lai
nodroSinatu tieSraides, daudziem lietotajiem biezi tiek izmantots tris pakapju parraides
modelis, t.i., tieSraides dati tiek parraiditi uz serveriem, no kuriem savukart datus sanem
lietotaji.

Pienemsim, ka mums ir n serveri A, A,, ..., A, kuri parraida datus ar atrumu Xj, unm
lietotaji By, By, ..., By,. Interneta parraides atrumu ierobezojumu d€l, maksimalais datu
parraides atrums starp lietotaju B; un serveri A; ir a;;. Lai nodroSinatu nepiecieSamo video
kvalitati, lietotajam B; ir nepiecieSams, lai sanemto datu parraides atrums biitu ne mazaks ka
b;. Pienemot, ka dati, kas sanemti no dazadiem serveriem nav apvienojami, lietotaja B;
sanemto datu kvalitate ir (a;; Axq) V (a2 Axy) V...V (@i A xp,). Lidz ar to, lai visi lietotaji
sanemtu pietickami kvalitativus datus, ir jaizpildas nosacijumiem, ka

(a1 Ax) V(aiz Axz) VeV (agn Axy) = by,

(azy Ax1) V(a2 Ax2) V.oV (agn A Xxp) = by,

(i Ax) V (Ama Ax3) VoV (@ A Xp) = by
Pievienojot ieglitajai nosacijumu sistémai mérka funkciju F(xy, x5, ..., X,), Kas varétu biit gan
izmaksu funkcija, gan serveru noslodzes funkcija, ieglistam optimizacijas uzdevumu ar
maksimuma-minimuma nosacijumiem:
F(xq1,%x5, ..., Xp) — min
(a1 Ax) V(a2 Ax) VoV (@1 A Xp) 2 by,

(azy Axq) V (az Axy) V..V (ayy A xy) = by,

(A1 Ax) V (Qmz AX2) VoV (A A X)) = by,
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4.2. Problémas reducésana uz 0-1 diskréto problemu

Raksta [17] Fangs (S.-C. Fang) un Li (G. Li) piedava algoritmu, ka optimizacijas
uzdevumu ar linearu mérka funkciju un maksimuma-minimuma vienadibu nosacijumu
sistemu parveidot uz ekvivalentu diskrétu problému. Aplikosim vinu piedavato algoritmu.

Atrisinamais optimizacijas uzdevumus tiek pierakstits Sadi:

f =c1x1 + caxy + -+ cpxy, & min
(a1 Ax) V(aia Ax) V..V (i Axp) = by,
(az1 Ax1) V(A AX3) V...V (azn AXy) = by, (23)

(ami Ax1) V (@mz AXx2) VooV (G A Xp) = by,
0<sx;<1,j€].
No sakuma dota probléma tiek sadalita divas apakSproblémas, atkariba no koeficientiem c;.
Lai iegtitu $1s apaksproblémas, Vj € | apzim€jam

, ¢ jac = 0,
€j= {O,ja ¢ <0,
"o {cj,ja ¢ <0,

) 10,jac; = 0.

Apzimésim ' = {j € J|c; = 0} un J"" = {j € J|c; < 0}. Acimredzami, ka ¢; = ¢’; + ¢"’;. Lidz
ar to, lai iegtlitu problémas (23) atrisinajumu, varam risinat problémas

fi=c"1x1 4+ c'ox + -+ 'pxy, © min
(a1 Ax) V(a2 Axz) VeV (1 AXp) = by
(a21 N xl) \Y (azz A xZ) V..V (az-n A xn) = b2 (24)

(aml A xl) v (amz N xZ) V.V (amn A xn) = bm
0<x;<1j€]

fo=c"1x1+ "%, + -+ " px, » min
( (@1 Ax)V(az Axz) V.V (a1 Axy) = by
(az1 Ax1) V(A Ax3) V.V (azn AXy) = by (25)

L(am1 AX)V (Ama AX3) V.oV (Qpn A X)) = by
0<x<1j€]

un iegiitos atrisindjumus apvienot $ada veida

xijac; =0,

x = (26)
Xy, jac; < 0,

kur x7 ; ir problemas (24) atrisinajuma j-tais elements un x; ; ir problemas (25) atrisinajuma

j-tais elements. Raksta [17] pamatots, ka $ada veida iegiitais atrisinajums x* = (x;);e; ir

problémas (23) atrisinajums. Skaidrs, ka problémas (25) atrisinajums bis tas maksimalais

atrisinajums visam vértibam j € J", kas ir viegli atrodams p&c formulas
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X1 = /\(aij@bi)' (27)

i€l
kur

1,ja al-j < bi,

aij@bi - {bi,ja al-j > bi'

Lidz ar to, lai atrisinatu (23), atliek atrisinat probému (24).

Lai atrisinatu problému (24), tiek ieviesti jauni mainigie x;; € {0,1},i € 1,j € J, kuri
apraksta, vai a;; Ax; tiek izmantoti, lai apmierinatu nosacljumu sisttmu. Izmantojot 3os
jaunos mainigos problému (24) var parrakstit ka

n
fs = Z(C'j : \/bixij) — min
=1
n

L€l

j=1
| Xij € {O,l}Vl € I,V] E],
xij=0,jaj &]J

(
JZxU:l,ViEI,VjE], (28)

kur J; = {j € Jla;; A x1 ; = b;}. Aplikosim piemeru, lai ilustrétu algoritma darbibu:
f =3x; + 4x, - min

(05Ax)V(Axy)=1; (29)
(1Ax)V(0,2Ax,)=0,6;
(0,8Ax1)V(0,5A%x,) =0,5.

Lidzigi ka ieprieks, redzam, ka ¢; >0 un ¢, >0 lidz ar to probléma nav jadala
apaks$problémas. Vispirms atradisim problémas (29) maksimalo atrisinajumu:
x11 = (0,5@1) A (1@0,6) A (0,8@0,5) =1A0,6A0,5/0,8 = 0,6;
xi, = (1@1) A(0,2@0,6) A (0,5@0,5) =1A1A1=1.
Tada gadijuma varam apréekinat indeksu kopas:
J1=1{2})>={1}, J5 ={1,2}

un parrakstit uzdevumu

an =0;x2, =0;
xij € {0,1}

Savukart So uzdevumu var vienkarSot un iegtt
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f3 =3 (0,6x21 \% O,SX31) + 4 - (xlz V O,SX32)

Izmantojot sazaro$anas un robezu algoritmu, mums jaapskata divi gadijumi:
1) %12 =% =%x31 =1
Z=3-(06Vv05)+4-(1v0)=58;
2) X123 = X33 =Xx33 =1
Z=3-(06Vv0)+4-(1v0,5) =5,8.
Tatad neatkarigi no x34 UNn X3, optimalais atrisinagjums nemainas:

x*=(0,6;1),f=5,8.
4.3. Linearas programmesanas pieeja

Optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-minimuma nosacijumiem un linearu mérka
funkciju ar ir iesp€jams atrast ekvivalentu linearas programmesanas uzdevumu. Aplikosim
vienu no nosacijumu sistémas (2) nosacijumiem:

(ajs Ax) V(aiz Axy) V..V (apm Ax,) = b;. (30)
leverosim, ka, ja a;; < b;, tad arT a;; A x; < b;. Savukart ja a;; = b;, tad a;; A x; = b; tad un
tikai tad, ja x; = b;. Lidz ar to nosacijumu (30) varam aizstat ar nosacijumiem

ZiyVZia V..V Ziy 2 by,
kur

O,ja al-]- < bl',

Vi€l zij = {xj,ja a;j = b;.

Savukart So nosacijumu, lidzigi ka iepriek§ maksimuma-reizinajuma gadijuma, var parveidot

par
( Zij = biyij,j ef,i€el,
n
) ZyijZLieI,
j=1
yij EZ,]E],I, EI,
Vij =20,y <1, jeJ i€l
kur

O,ja al-j < bi!

Vi€ viel z; = {xj'ja ajj = b;.

Pielietojot $adu pargju visiem nosacijumiem, varam optimizacijas uzdevumu (2) parrakstit ka
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F(xq1, %3, ..., Xp) = min
( ZUZblyl],]E],lEI,

) 2%]'21;1'61, (31)

Yij € Z,
Lyij = O,yij < 1,j ejiel

kur
vi ] 0,jaa;j < b,
jEJ] ViEel zij = {xj,ja a; > b;.
Nemot linearu mérka funkciju redzam, ka optimizacijas udevums (31) ir linearas
programmésanas uzdevums. Pamatosim, ka no problémas (31) atrisindgjuma var ieglt ari
problémas (2) atrisinagjumu un otradi.

3. teoréma.

Ja (x7,y%,27), kur x* = (x)jes, ¥" = (Vij)jey Un z" = (z;;)jes, ir optimizacijas
i€l iel

uzdevuma (31) atrisinajums, tad x* ir arT problémas (2) atrisinajums.
Pieradijums.
Ievérosim, ka, ja (x*,y*, z"), ir problémas (31) atrisinajums. Tada gadijuma
Viel 3j; €]y, =1,

bet tas nozime, ka x; =z, = b; Un a; Ax{VagpAx;V..Va,Axy =b;. Tatad x*
apmierina problémas (2) nosacijumus. Atliek pieradit, ka x™ ir arT problémas (2) atrisinajums.
Pienemsim pretgjo, t.i., Iu” = (u;)e; tads, ka u* apmierina problémas (2) nosacijumus un
F(u") <F(x"). Tad Vi € I 3j; € J:a;;, Auj, = b;. Tada gadijuma a;;, = b;, lidz ar to speka

ir vienadiba Ziji = uj’-:_ > bi' Lidz ar to, ievieSot t = (tij)jef = tij € {0,1}, kur
i€l
1,ja aij A u]’f = bi:
t:: = ] ;
H 0,jaa; Auj <b;,

ieglistam, ka

n
Viel Ztu > 1.
j=1

Lidz ar to (u*, t) apmierina arT problémas (31) nosacijumus. Ta ka F(u*) < F(x"), tad x* nav

problémas (31) atrisinajums, kas ir pretruna ar doto. Tatad x™ ir problémas (2) atrisinajums.
Lai ar7 Saja apaksnodala apliikotas problémas nosacijumu sist€ma satur nevienadibas,

ekvivalentus parveidojumus var veikt arT gadijuma, ja nosacijumu sistéma satur vienadibas.

Aplikosim piemeru ar lidzigiem koeficientiem, ka ieprieks:
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f =3x; +4x, - min

(05Ax)V(AAxy)=>1;
(1Ax)V(0,2Ax3)=0,6;
(0,8Ax)V(0,5Ax,)=0,5.

(32)

Izmantojot (31), varam $o problému parrakstit:
f =3x; +4x, > min

( 0=2y14;
X2 2 Y125
x1 = 0,6y51;
0= 0,6y,,;
X1 = 0,5y34;
X, = 0,5y3,;
Yyutyzzl
Vo1t Y2 21
Y31+ Y32 21
\ yij € {0; 1}.

So uzdevumu varam risinat ar MATLAB intlinprog procediiru un iegiit atrisinajumu un

optimalu funkcijas vertibu:
(x*,y") =(0,6;1;0;1;1;0; 1; 1);
f*=158.
Redzam, ka §aja situacija atrisinajumi optimizacijas uzdevumiem sakrit. Vispariga gadijuma
uzdevuma (32) minimalais atrisinajums var dot labako optimalo vértibu neka uzdevuma (29)

atrisingjums, jo uzdevuma (32) plana kopa ir plasaka.
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5. OPTIMIZACIJAS UZDEVUMS AR MAKSIMUMA-T-NORMAS
NOSACIJUMIEM

ST nodala ir veltita optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-t-normas nosacijumu
sisttmu. Pirmaja apaksnodala apliikosim optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-Lukasievica
t-normas nosacijumiem, piedavasim linearas programmeéSanas pieeju S$ada uzdevuma
risinasanai un apliukosim pieméru, kas ilustrés linearas programmesSanas pieeju. Savukart
otraja apaksnodala aplikosim optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-vajas t-normas

nosacijumiem.
5.1. Optimizacijas uzdevums ar maksimuma-Lukasievi¢a t-normas nosacijumiem

Saja nodala apliikosim, ka atrast linearas programméSanas uzdevumu, kas ir
ekvivalents optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-Lukasievi¢a t-normas nosacijumiem.
Optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-Lukasievi¢a t-normas nosacijumiem varam
pierakstit $adi:
F(xq, x5, ..., Xy) = min

Ty(ag1,x1) VTL(a12,%2) V..V T (Qgn, X5) = by,

T (az1,%1) VTy(az,x2) V...V Ty (azpn, xn) = by, (33)

Ty (am1, 1) V T, (@m2, X2) V .V T (A X)) = bry,
kur T;, ir Lukasievica t-norma. Aplikosim i-to nosacijumu sistémas nevienadibu:
Ty(ai1, 1) VT (aiz, x3) V...V T (@i, X)) 2 by

levietojot Lukasievica t-normas formulu no 5. definicijas, ieglistam

((ajp +2%,—DVO)V((a+x,—DVOV..V((ay+x,—1)v0)=b. (34)
Nemot véra, ka b; > 0, varam vienkarsot (34) un iegat

(@ +x, =DV (ap+x,—1)V..V(am+x, —1) = b, (35)

Sada forma pierakstitu nosacijumu, lidzigi ka maksimuma-reizinajuma un maksimuma-
minimuma nosacijumu gadijuma, varam parveidot par

(Clij+Xj—1 Zbi}’ij'jE],

n
Yz, (36)
=1

yij €{0,1},j €].

Izmantojot (34)-(36), varam parveidot optimizacijas uzdevumu (33) sada forma:

F(xy, x5, ..., xXy) = min (37)
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(al]+x]—1 2bl:yl]’l EI']E]’

n
) 2}/”’21,1'6[,
=1

yij€ELi€lje],

Redzams, ka, ja fukcija F ir lineara, tad iegitais optimizacijas uzdevums ir linearas
programmésanas uzdevums. Pamatosim, ka optimizacijas uzdevuma (33) atrisinagjumu var
iegtit no problémas (37) atrisinagjuma un otradi.

4. teoréma.
Ja (x%,y7), kur x* = (%) je; Un y* = (yi*j)i_e[, ir problémas (37) atrisinajums, tad x*
JE€J]
ir problémas (33) atrisinajums.
Pieradijums.

Paris (x*,y") ir problémas (37) atrisindjums, tatad Vi€l 3j; €]: y;, =1 jeb
Viel 3j;€]: a;;, +xj, —1 = b;. Lidz ar to x" izpilda problémas (33) nosacijumus. Atliek
pamatot, ka x* ir arT probleémas atrisinajums. Pienemsim pretgjo, t.i., 3z* = (z;)j¢; tads, ka
F(z*) < F(x*) un z* apmierina problémas (33) nosacijumus. Tad

Viel 3j;€]: ay,+z,—1=b;

Tada gadijuma varam ieviest t = (t;;)je; = t;; € {0,1}, kur
i€l

1,ja al-j /\ZJ7IK = bi'

O,ja al-]- /\Z]:k < bi'

tij =
un tada gadijuma
Vielt; =1

no ka seko, ka (z*,t) apmierina problémas (37) nosacijumus. Ta ka F(z*) < F(x"), tad x*
nav problémas (37) atrisinajums, kas ir pretruna ar doto. Tatad x* ir problémas (33)
atrisinajums.

Lai ar7 Saja apaksnodala apliikotas problémas nosacijumu sist€ma satur nevienadibas,
ekvivalentus parveidojumus var veikt arT gadijuma, ja nosacijumu sist€éma satur vienadibas.

Aplikosim ilustréjoSu pieméru. Piem@ram npemsim jau iepriek§ izmantotos
koeficientus un mérka funkciju:

f = 3x; + 4x, » min

T,(0,5x) VT, (1;x2) = 1;
T,(1;x,) VT (0,2;x,) = 0,6;
TL(0,8, xl) \ TL(O,S, xz) = 0,5

Parveidojot So uzdevumu, izmantojot (37), iegiistam
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f =3x; + 4x, - min

05+x1—1=2y151+x,— 12y
T4x—1206y,02+% -1 0,6V
08+x;—1=0,5y31;05+x, —1=0,5y;3,;
| Yii+t Y122 Ly +y2 21
k Y31 + Y32 = 1y € {0; 1}

Risinot $0 uzdevumu ar MATLAB procediru intlinprog, iegiistam atrisinajumu un
optimalo funkcijas vertibu:

(x*,y") =(0,6;1;0;1;1;0;1), f* = 5,8.
5.2. Optimizacijas uzdevums ar maksimuma-vajas t-normas nosacijumiem

Saja nodala aplukosim ka atrast linearas programméSanas uzdevumu, kas ir

ekvivalents optimizacijas uzdevumam ar maksimuma-vajas t-normas nosacijumiem.
Optimizacijas uzdevumu ar maksimuma-vajas t-normas nosacljumiem varam
pierakstit Sadi:
F(xq, %5, ..., Xp) = min
Tw(ai1,%1) V Tw (@12, %2) V ...V Ty (Qyn, Xn) = by,
Tw(az1,%1) V Ty (@22, %2) V ... V Ty (Azn, Xn) = by, (38)
Tw(am1,%1) V Tw(@mz, %2) V ... V Ty (@mn, Xn) = by,
kur Ty, (a, b) ir vaja t-norma. Aplikosim problémas (38) vienu nosacijumu
Tw(ain, x1) V Ty (aiz, x2) V ... V Ty (@i, X5) = by
So nosactjumu varam parrakstit ka:

TW(al-]-, Xj) = yijbl',

n
Doz, (39)
j=1
yij € {0,1}.
Savukart TW(aij,xj) = yl]bl tad un tikai tad, ja
(al-j =1un Xj = yl]bl) vai (XJ =1, aij = yl]bl)
Lidz ar to, varam nevienadibu Ty, (ai j» xj) = y;jb; parrakstit ka
Xj > yijbi,ja al-j = 1;

aijtij = yijbi,
tl'jE{O,l} ’ Jaaij<1
Xj > tij'
Lidz ar to (39) varam parrakstit $adi:
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(a;jtij = yijbi,j € J;
xXj = tij,J €J;
t;j €{0,1},j € J;,
xj = yijbi, j € J\Ji,

n
Z yij 2 1,
j=1

\ yl_] € {0'1}1] E]:
kur J; = {j € J|a;; < 1}. Lidz ar to varam uzdevumu (38) parrakstit ka

A

F(x1; X2, ...,Xn) - min
(ajjtij = yijbi,j € J, 1 €,
Xj >t;,j €], i €1

ti; €{0,1},j €, i€l
xj = yijbi,j €J\Ji, i €1,

n
Zyij =>1,i€l,
j=1

\ yi; €{0,1},j€Ji€L

Ja funkcija F ir lineara, tad optimizacijas uzdevums (40) ir linearas programmeésanas

(40)

A

uzdevums. Pamatosim, ka optimizacijas uzdevuma (40) atrisindgjumu var iegit no problémas
(38) atrisinajuma un otradi.
5. teoréma.

Ja (x*,y",t"), kur x* = (x;)je]v y* = (ylfk]-)iEI un t* = (tfj) ier , ir problémas (40)
J€J JEJi

atrisinajums, tad x* ir ari problémas (38) atrisinajums.
Pieradijums.
Taka (x*,y*, t*) ir probleémas (40) atrisinajums, tad
viel 3j;€]: yjj =1
Jaj; €J;, tad
X 2 tij, 2 ayjitij, 2 Yij,by = by > 0,
tatad x;, = t;;, = 1un Tw(aiji,xj"i) = a;, =2 b;.
Savukart, ja j; € J;, tad a;;, = 1 un x}, = y;; b; = b;. Tatad Vj; € J: Ty/(ay;,, x],) = b;. Tatad
x* apmierina problémas (38) nosacijumus. Pienemsim, ka x* nav problémas (38)
atrisinajums. Tatad eksiste u” = (u;)jej, kas apmierina problémas (38) nosacijumus un
F(u") < F(x").Jau" apmierina problémas (38) nosacijumus, tad

vViel 3]1 E] : TW(aiji,u}‘i) > bi'
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Ja j; €]/, tad no ta, ka TW(al-ji,uj’-‘i)Zbi, seko u; =1. Ja j; ¢J;, tad no ta, ka

* * -
Ty (aij,uj,) = by, seko uj, = b;. Lidz ar to, nemot

vy = flIad s
4= 10,jaj # ji

;= {bJas—Jiuns €

Y= 10,jaj #jiunj €,

vektors (x*,v*,w*) apmierina problémas (40) nosacijumus. Ta ka F(u*) < F(x*), tad
(x*,y*,t") nav problémas (40) atrisinajums, kas ir pretruna ar doto. Tatad x* ir problémas
(38) atrisinajums.
Aplukosim ilustrgjoSu pieméru. Piemé€ram izmantosim jau iepriek§ izmantotos
koeficientus un mérka funkciju:
f =3x; + 4x, - min

Tw(0,5x) VT (1;x) =2 1;
Tyw (1; %) V Ty (0,2; x5) = 0,6;
Ty (0,8; x,) v Ty, (0,5; x,) = 0,5.

Redzam, ka J; = {1}, J, = {2} un J; = {1; 2}

( 0,5t11 = y11; 0,285 = 0,6y55;
0,8t3; = 0,5y34; 0,5t3, = 0,5y35;
X1 2 ty1; X = typ;
X1 = t31; Xp = t3;
t11=20;t11, <0;t41 €EZ;
3 tyy = 05ty <0;ty; €Z;
t31 =0;t31 <0;t31 €EZ;
t3p = 0;t3, <0;t3, €Z;
Xy 2 Y125 %1 2 0,6Y5;
Yiityie2L oty =21 Y3ty =21
\Vij =20,y <L y;€Zi=123j=12

Risinot uzdevumu ar MATLAB procediru intlinprog, iegiistam atrisinajumu (x*, y*,t*) un
optimalo vértibu:
x* = (0,6; 1);
y*=(0;1;1;0;0; 1);
t* = (0;0;0; 1);
f*=5,8.
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6. PSEIDOLINEARU OPTIMIZACIJAS UZDEVUMU PLANU KOPAS
UN TO ILUSTRACIJAS

Lai ar1 iepriek$¢jas nodalas apskatitajos piemé&ros optimizacijas uzdevumiem ar
vienadiem koeficientiem un mérka funkciju, bet dazadam t-normam, ieguvam vienadus
optimalos atrisinajumus un optimalas vértibas, ir skaidrs, ka tas ne vienmér ta bas. ST nodala
ir veltita ieprieks apskatito pseidolinearo uzdevumu veidu plana kopas aplikosanai.

Izprast pseidolinearu optimizacijas uzdevumu planu kopu dazadam t-normam un
t-konormam ir loti butiski, jo izv€loties nepareizu t-normu vai t-konormu, t.i., tadu, kas
izvirza parak specigus nosacijumus, sist€ma var kliit neatrisinama. Taja pasa laika, izv€loties
parak vajo t-normu, t.i., tadu, kas izvirza vajus nosacijumus, varam aprékinu rezultata iegiit
zemas mérka funkcijas vertibas, kuras neatbilst apliikotajai situacijai.

Aplukosim Saja darba izmantotas nosacijumu sistemas un salidzinasim, cik sp&cigus
nosacijumus izvirza katra no t-normam un t-konormam. Pirmkart jau ievérosim, ka

Au AX1+ Ay Axy + -+ ai Axy = (@i Ax) V(ap Axy) V.V (@i A Xp).

Pie tam vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja visas vertibas a;; A x; = 0, iznemot vienu. Tatad
summas-minimuma nosacijumi ir daudz vajaki par maksimuma-minimuma nosacijumiem.

Ir zinams, ka

Tw(aij; %) 2 Tu(as %) = Tw(aij %),
Lidz ar to esam salidzinaju$i visus izmantotos nosacijumu sist€tmu veidus, iznemot
maksimuma-reizinajuma nosactjumus. Nemot véra, ka a;;, x; € [0,1]
a;j \xj 2 ajx;,
tatad maksimuma-reizindjuma nosacijumi ir spécigaki par maksimuma-minimuma
nosacijumiem.

Salidzinot ~maksimuma-reizinadjuma nosacljumus ar maksimuma-Lukasievica

nosacijumiem, ieglistam $adu nevienadibu:
a;jxj — TL(aij;xj) =ajx;—a;;—xi+1=(a; —1)(x;—1) =20,
Tatad maksimuma-reizinajuma nosacijumi ir vajaki par maksimuma-Lukasievi¢a t-normas
nosacijumiem un, lidz ar to, ar1 vajaki par maksimuma-vajas t-normas nosacijumiem.

Lai labak saprastu augstak aprakstito, aplikosim pieméru. Nemsim $adu pseidolinearu
nosacijumu sistému:

(0,7®x,)®(0,4Qx,) = 0,5;
(0,4®x)®(0,2®x2) = 0,1; (41)
(0,6®x1)€9(0,8®x2) = 0,7

Seit ® ir t-norma un @ ir t-konorma. Atgadinasim, ka, péc pienémuma, x;, x, € [0,1].
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Vispirms apliikosim nosacijumu sistému (41) t-konormas un t-normas vieta nemot
attiecigi maksimuma t-konormu un minimuma t-normu:

(0,7Ax)Vv(0,4Ax,) = 0,5
(0,4Ax)V(0,2Ax,)=0,1;
(0,6 Ax;) Vv (0,8Axy,)=0,7.

Apliikojot sisteému varam secinat, ka to iesp&jams vienkarSot sadi:

X1 = 0,5,
{xl > 0,1vai x, = 0,1;
Xy = 0,7,

jeb vél vienkarsojot
{xl => 0,5,
Xy = 0,7

Nosactjumi ilustréti grafiski 6.2. attéla (6.2.att).
Savukart t-konormas un t-normas vieta, nemot maksimuma t-konormu un reizinajuma

t-normu, sistému (41) varam pierakstit

0,7x, v 0,4x, = 0,5;
{0,4x1 v0,2x, > 0,1;
0,6x, v 0,8x, = 0,7.
Sie nosactjumi izpildisies tad un tikai tad, ja izpildisies $adi nosacTjumi:
X1 = 5/7,
X, =1/4 vaix, >21/2;

jeb vienkarSojot
{xl >5/7;
x, >7/8.
NosacTjumi ilustréti grafiski 6.3. attela (6.3.att).
Lidzigi apskatot nosacijumu sisttmu (41) maksimuma-Lukasieviéa t-normas
nosacijumu gadijuma:

TL (017’ xl) \% TL(0l4l xZ) = 0151
TL(OI4’ xl) \ TL(O,Z, xZ) 2 0111
TL(0,6, xl) \ TL(O,S, xz) = 0,7

Nemot véra Lukasievi¢a t-normas ipasibas, ir skaidrs, ka
T,(0,4;x,) < 0,5;
un
T,(0,6;x,) < 0,7.
Lidz ar to, varam parrakstit nosacijumus

TL(0'7; xl) = 0’5:
T.(0,4;x,) VT.(0,2;x,) = 0,1;
T.(0,8;x,) = 0,7;
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jeb

x1—0,3>0,5;
{xl -06Vx,—082=0,1;
x,—0,22>0,7.
Parveidojot ieglistam, ka maksimuma-Lukasievi¢a t-normas nosacijumu gadijuma
uzdevuma (41) planu kopu varam aprakstit ar nevienadibam:

{xl = 0,8,
X = 0,9

NosacTjumi ilustréti grafiski 6.4. attéla (6.4.att).
Apskatisim sistému (41) t-konormas un t-normas vieta nemot attiecigi maksimuma t-
konormu un vajo t-normu:

Tw(0,7; 1) V Ty, (0,4; x) = 0,5;
T,y (0,4; x,) V Ty (0,2; x,) = 0,1;
T,y (0,6;%,) V Ty (0,8; x,) = 0,7.

Nemot véra, ka visi koeficienti nosacijumu sisttma ir mazaki par 1, vaja t-norma
atSkirsies no O tad un tikai tad, ja x; = 1. Lidz ar to, lai izpilditos pirmais nosacfjums ir
nepiecieSams, lai x; =1 savukart, lai izpilditos treSais nosacijums, x, = 1. Tatad
maksimuma un vajas t-normas gadijuma, sist€mas (41) atrisinajuma kopa satur tikai vienu
punktu x; = x, = 1. Nosacijumus grafiski skatit 6.5. attéla (6.5.att).

Apskatisim arT nosacijumu sistému (41), izmantojot summas-minimuma nosacijumus,
t.i.,

(0,7Axy) +(0,4Ax,) =0,5;
(0,4 Ax;) + (0,2 Ax,) =0,1;
(0,6 Ax;) + (0,8A%x,) =0,7.

Sadu nosacijumu sistému varam parrakstit ka:

X1 + Xy = 0,1,

{Xl = 0,1, X1 + Xo = 0,5,
Xo = 0,1, X1 + Xo = 0,7
Vienkarsojot $o nosacijumu sisteému, ieglistam:

X1 = 0,1,
{ Xo = 0,1,
X1 + Xo = 0,7

Nosactjumi ilustréti grafiski 6.1. attela (6.1.att).
Aplikosim ari $o paSu pieméru, izmantojot maksimuma t-konormu un Fodora
t-normu:

Tr(0,7;x,) V Tr(0,4; x,) = 0,5;
Tr(0,4;x,) VTr(0,2; x,) = 0,1;
Tx(0,6;x,) V T (0,8; x,) = 0,7.

Nemot veéra, ka Tr(a; b) < a A b, varam parrakstit nosacijumu sistému $adi:
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Tr(0,7;x,) = 0,5;
TF(0,4; xl) \ TF(O,Z; xz) > 0,1;
Tp(0,8; x,) = 0,7.

Ta ka prasam, lai nosacfjumu sisteéma izpilditos, no pirma un tre$a nosacijuma iegiistam, ka

{xl = 0,5,
Xy = 0,7.

Savukart, lai izpilditos otrais nosacijums, nepiecieSsami un pietiekami, ka T(0,4;x;) = 0,1
vai ari ka Tx(0,2; x,) = 0,1. Parveidojot nevienadibu Tz (0,4; x;) = 0,1, ieglistam, ka

{0,4 Ax1 = 0,1,
X1 + 0,4 > 1.

Tatad nevienadiba Tr(0,4;x;) = 0,1 ir ekvivalenta nevienadibai x; > 0,6. Savukart,
parveidojot nevienadibu Tz (0,2; x,) = 0,1, ieglistam

{0,2 Ax, = 0,1;
X, +0,2> 1.

Tatad nevienadiba Tx(0,2; x,) = 0,1 ir ekvivalenta ar nevienadibu x, > 0,8. Apvienojot lidz
Sim aplikoto, esam vienkar$ojo$i nosacijumu sistému (41) maksimuma-Fodora t-normas
gadijuma uz $adiem nosacijumiem:

x1 2 0,5;
{ Xy > 0,7;
x, > 0,6 vai x, > 0,8.

Nosactjumus grafiski skattt 6.6. attela (6.6.att).

Fs
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£
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6.1.att. Optimizacijas uzdevuma ar summas-minimuma nosacijumiem plana kopa
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6.2.att. Optimizacijas uzdevuma ar maksimuma-minimuma nosacijumiem plana kopa
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6.3.att. Optimizacijas uzdevuma ar maksimuma-reizinajuma nosacijumiem plana kopa
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6.4.att. Optimizacijas uzdevuma ar maksimuma-Lukasievi¢a t-normas nosacijumiem plana kopa
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6.5.att. Optimizacijas uzdevuma ar maksimuma-vajas t-normas nosacijumiem plana kopa
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6.6.att. Optimizacijas uzdevuma ar maksimuma-Fodora t-normas nosacijumiem plana kopa

Grafiski salidzinot izv€l&tas nosacljumu sist€mu atrisinajums, viegli redzams, ka
visplasakais plans, ir optimizacijas uzdevumam ar summas-minimuma nosacijumiem (6.1.att).
No Saja darba apskatitajam nosacijumu sistémam, otrs plaSakais plans ir maksimuma-
minimuma nosacijumiem (6.2.att.). Ceturta plasaka atrisinajumu kopa ir nosacijumiem ar
maksimuma-reizinajuma kompoziciju (6.3.att.). Nakama ir maksimuma-LukaSevica t-normas
nosacijumu sisteéma (6.4.att). Vissauraka atrisinajuma kopa viennozimigi ir maksimuma-vajas
t-normas nosacijumiem (6.5.att), kuriem pie izvel&tas sist€mas, atrisinagjuma kopa sastav no
viena punkta.

Savukart, aplikojot maksimuma-Fodora t-normas nosacijumus (6.6.att), redzam, ka,
minimalais atrisinajums var neeksistet, jo planu kopa nav slégta. Pieméram, ja mérka funkcija
f =x1 + 2x,, tad inf, f(x) = 0,6 + 2- 0,7 = 2, bet Sis punkts nepieder planu kopai. Lidz ar

to, neeksisté funkcijas minimums.
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NOBEIGUMS

Galvenais darba rezultats ir iegiitie linearas programméesanas modeli, kurus lietot
pseidolinearu uzdevumu risinasana, ka ari ideja izmantot elementarus parveidojumus, lai no
pseidolinearam nosacijumu sisttmam iegiitu linearas nosacijumu sist€émas. Lai ar1 iegitie
linearie programmesanas uzdevumi algoritma darbibas atruma zina neparsp€j jau esoSos
algoritmus, izveidota pieeja lauj tos atrisinat, izmantojot standarta risinaSanas metodes. V&l jo
vairak, izmantotos parveidojumus neietekmé atbilstosa optimizacijas uzdevuma mérka
funkcija, tadé] So pieeju var izmantot jebkurai meérka funkcijai, ka rezultata izstradatas
metodes var pielietot plasai problemu klasei, tai skaita, problémam, kuram lidz $im nav
izveidoti risinasanas algoritmi. Darba arT izpétita t-normas un t-konormas izvéles ietekme uz
pseidolineara optimizacijas uzdevuma plana kopu, kas palidz izveleties modelim vislabak
atbilstosas t-normas un t-konormas.

Nemot veéra jau esoSo plaso pseidolinearu problemu lietojumu klastu, ir bitiski
izveidot pec iesp€jas speécigus un visparigus problému risinasanas algoritmus. Turpmako
darbibu var veltit jau ieglto sisttmu vienkarSosana, lai uzlabotu algoritma darbibas atrumu,
citu t-normu un t-konormu apliiko$ana vai ari jau esoSo parveidojumu visparinasana, ka ari

citu, iesp&jami labaku, parveidojumu meklesana.
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