LATVIJAS UNIVERSITATE
FIZIKAS UN MATEMATIKAS FAKULTATE
MATEMATIKAS NODALA

DAZI NEKLASISKI EKSTREMU UZDEVUMI

MAGISTRA DARBS

Autors: Diana Mezecka
Stud. apl. dm10064
Darba vaditajs: prof. Dr.math. Andrejs Cibulis

RIGA 2018



Anotacija

Darba aplukoti vairaki netriviali ekstremu uzdevumi, kuru risinasana iespejams iz-
mantot elementaras metodes. Starp Sadiem uzdevumiem ir Tomasevska problema, kura
vispariga gadijuma joprojam ir neatrisinata matematikas problema, dazi geometriska sa-
tura uzdevumi, ka ari augstas grutibas pakapes uzdevumi no starptautiskam skolenu

olimpiadem.

Atslegas vardi: ektremu uzdevumi, Tomasevska problema, elementaras metodes, neat-

risinatas problemas.



Abstract

This master thesis deals with several non-trivial extemum problems that can be sol-
ved using elementary methods. Among such problems is the Tomaszewski’s problem,
which in general still remains an unsolved problem of mathematics, along with some geo-
metric tasks, as well as challenges of high difficulty from the international mathematical

Olympiads.
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Ievads

Petot dazadus procesus, biezi nakas saskarties ar maksimizacijas vai minimizacijas
jeb ekstremu uzdevumiem. Dazas vienkarsakas ekstremu uzdevumu risinasanas meto-
des maca jau skola, tiesa, tajas risinajuma ideja balstita galvenokart uz kvadratfunkciju
petisanu. Daudzu ekstremu uzdevumu risinasana tiek lietotas ta saucamas universalas
metodes, kas aizgutas no matematiskas analizes. Nereti universalas metodes (atvasina-
jumu izmantoSana) nav tas vienkarsakais Iidzeklis dazada satura uzdevumu risinasana.
Seviski tas attiecas uz skolas matematiku. Turklat so metozu lietoSana sagada papildu
grutibas, lai pamatotu, ka atrastais ekstrems ir nevis lokals, bet ar1 globals.

Bez uzdevumiem, kuros maksimizejamais vai minimizejamais lielums aprakstits fun-
kcijas veida, pastav vel daudzi citi ekstremu uzdevumi, kuros attieciga funkcija netiek
uzdota atklata veida, vai arl no sadas funkcijas maksligas uzdosanas nav nekada prak-
tiska labuma. Ka piemerus var minet uzdevumus, kas saistiti ar Tomasevska problemas
risinasanu, kad janosaka maksimalais izteiksmju skaits, kuram piemit kadas uzdotas 1pa-
Sibas.

Vairakus neklasiskus ekstremu uzdevumus izdodas atrisinat ar elementaram metodem,
turklat dalai Sadu uzdevumu risinajumi, kuros izmantoti diferencialrekini, butu garaki un
sarezgitaki. Atzimesim, ka ekstremu uzdevumos minimizejama (maksimizejama) funkcija
ne vienmer ir diferencejama.

Magistra darba merkis ir atrisinat dazus ekstremu uzdevumus, kuru risinasana stan-
darta metodes nav pielietojamas vai ar1 diferencialrekinu izmantosana butu loti apgruti-
nosa. Minetie uzdevumi tiek risinati, izmantojot elementaras metodes.

Darbs sastav no tris nodalam. Pirmaja nodala ir petita Tomasevska problema. Ir pie-
ejami vairaki avoti, kuros problemas izpete veikta, izmantojot varbutibu teorijas metodes
un datorprogrammas, tac¢u vispariga gadijuma Tomasevska izvirzita hipoteze nav pieradi-
ta. Izstradajot magistra darbu, tika izmantoti vairaki magistranturas studentu aprakstiti
risinajumi. Pec rupigas parbaudes tajos ir atrastas nepilnibas vai pat gruti izlabojamas
kludas.

Otraja nodala risinati dazi geometriska rakstura uzdevumi, bet tresa nodala veltita
neklasiskiem ekstremu uzdevumiem, kuri ir tikusi piedavati starptautiskas skolenu mate-
matikas olimpiades pedejo 10 gadu laika.

Darba ir 11 atteli un 11 bibliografijas avoti, kuri kartoti atsauksanas seciba.



1 Tomasevska problema

1.1 Boguslavs Tomasevskis

Boguslavs Tomasevskis (Boguslaw Tomaszewski) ir polu matematikis. 1976. gada
beidzis Varsavas Universitati, iegustot 1. vietu Polijas Matematikas biedribas rikotaja
konkursa par labako studentu darbu matematika. Kadu laiku stradajis Varsavas Univer-
sitate, bet velak devies uz ASV, kur 1984. gada Viskonsinas Universitate ieguvis doktora
gradu. 1985. gada Tomasevskis sacis stradat Nujorkas Universitate. Ka liecina raksts
laikraksta ”Albany Student Press”, 1985. gada numuros, pirmaja gada problemas saga-
dajusi atskiriba starp izglitibas sistemu Polija un ASV, ka ar1 valodas barjera, kas radijusi
grutibas izskaidrot studentiem sarezgitakas nianses uzdevumu risinajumos [1|. Neskato-
ties uz sakotnejam grutibam, Tomasevskis ar1 velak stradajis dazadas ASV augstskolas.

1991. gada zurnala The American Mathematical Monthly aprakstits jautajums, ko
1986. gada formulejis Tomasevskis: "pienemot, ka doti n reali skaitli a4, ...a,, kas ap-
mierina Y ;' a? = 1, vai iespejams, ka no visam 2" izteiksmem Y. +a;, tadu kuram
| >~ +a;| > 1 ir vairak neka tadu, kuram | ) +a;| < 177 [2]. Hipoteze vispariga gadiju-
ma nav pieradita. 1992. gada Holcmans un Kleitmens (R. Holzmann, D. J. Kleitman)
sniegusi novertejumu apaksejai robezai (3/8). Holemans turpinajis petit So problemu, bet
ilgu laiku rezultats bija palicis neparspets. Ieverojami uzlabojumi ieguti tikai 2017. gada,
Holemanam sadarbojoties ar Bopanu (R. B. Boppana) [3].

Tomasevska problemas pieradijums fiksetam mainigo skaitam vairakkart meklets, iz-
mantojot datorprogrammu palidzibu. 2017. gada tada veida pieradits, ka hipoteze ir
patiesa 4], jan =9 .

Tomasevska problemas geometrisku reprezentaciju ir izveidojis Heijmens (F. Heymann)
[b]. Vins So problemu aprakstijis, izmantojot n-dimensiju Eiklida lodi un tai apvilktu n-
dimensiju kubu. Vismaz puse no kuba virsotnem atrodas starp jebkuram divam paralelam

lodes pieskarplaknem vai uz kadas no tam (skatit Att. 1.1).



Att. 1.1: Tomasevska problemas geometriska reprezentacija

Ar1 studenti vairakkart meginajusi ar vienkarsam metodem pieradit Tomasevska prob-
lemu zinamam mainigo skaitam. Parsvara jau 6 mainigo gadijuma atrodamie risinajumi
ir loti gari un pieradiSanas gaita manami nevajadzigi pienemumi un citas nepilnibas. Ka-
da magistra darba problema ir risinata arl 7 mainigajiem. Saja risinajuma izmantotas
divas datorprogrammas, tacu abu sniegtie rezultati ir kludaini, Iidz ar to nav iespejams

novertet, vai pati pieradijuma ideja novestu pie problemas risinajuma.
1.2 Petamas problemas apraksts
Saja nodala apliikosim Tomasevska problemu $ada formulejuma [2]:
Ja doti n reali skaitli zy, o, ..., z,, kuriem

Y ap=1, (1.2.1)
=1

n

=1

tad no visam izteiksmem vismaz puse neparsniedz 1.

Jan =1 triviali.

1.3 Pieradijums, jan =2

Ja n = 2, tad japarbauda, vai no a7 + z2 = 1 izriet, ka vismaz viena no nevienadibam

|z1 + 22| < 1 un |z; — 29| < 1 ir patiesa.

Pieradijums. Pienem pretejo:

|z1 + 22| > 1 un (1.3.1)



Ta ka nevienadibam abas puses ir nenegativas, var tas kapinat kvadrata, iegustot
2 2
]+ 21279 +25>1 un

22— 2wyw9 + 22 > 1.

Saskaitam pedejas divas nevienadibas:
2x7 + 225 > 2

o]+ a5 > 1.

Pretruna, jo 22 + 22 = 1. Tatad hipoteze ir pieradita, ja n = 2.

1.4 Pieradijums, jan =3

Ja n = 3, tad parbauda, vai vismaz divas no izteiksmem |r + x5 + x3|, |T1 + T2 — 23],

|#1 — @9 + w3, |¥1 — x9 — 23| neparsniedz 1 pie nosacijuma, ka x? + z3 + 22 = 1.

Pieradijums. Pienem pretejo: tris no minetajam izteiksmem ir lielakas neka 1.

1. gadijums. Pienem, ka

’1'1 + To — x3] > 1 (141)
’5171 — T + LU3’ >1 (142)

Nevienadibai (1.4.1) abas puses kapinot kvadrata, iegust
x% + x% + m% + 2x1209 — 221203 — 22903 > 1
14 2x129 — 221203 — 22903 > 1
L1y > T1X3 + ToXs. (1.4.4)
Lidzigi no (1.4.2) iegust
x% + x% + x§ — 2T1%0 4 221203 — 22003 > 1
14 221203 > 20129 + 220923 + 1

T1T3 > T1To + ToT3. (145)



No (1.4.3) izriet
:B% + x% + :B?) — 2x1T9 — 22173 + 22973 > 1

ToXg > T1To + T1X3. (146)

Nevienadibas (1.4.4), (1.4.5) un (1.4.6) pa pariem saskaita. No (1.4.4) un (1.4.5) iegust

T1T9 + T1T3 > T1T3 + ToX3 + T1T2 + Toxs

0 > 2z9x3

Toxs < 0. (147)
No (1.4.4) un (1.4.6) lidzigi iegust

ri1z3 < 0. (148)
No (1.4.5) un (1.4.6) iegust

T129 < 0. (149)

Tacu, ja izpildas (1.4.7) un (1.4.8), tad zox3- 7123 > 0 jeb x129-23 > 0, tatad z1x9 > 0,
kas ir pretruna ar nevienadibu (1.4.9). Lidz ar to nevienadibas (1.4.1), (1.4.2) un (1.4.3)

nevar vienlaicigi but patiesas.

2. gadijums
1. gadijuma izdaritaja pienemuma kadai no nevienadibam kreisas puses izteiksmi aizsta-
jam ar |x; 4+ 22+ x3]. Simetrijas del nav butiski, kura izteiksme tiek aizstata. Pienemsim,
ka izpildas (1.4.1) un (1.4.2), bet nevienadibu (1.4.3) aizstasim ar

|$1+$2+I3| > 1. (1410)
Tapat ka ieprieks, kapinam abas puses kvadrata. legust
x% + x% + wg + 2120 + 22123 + 22973 > 1

jeb
T1T9 + 123 + Toxgz > 0. (1411)

Atceresimies, ka no nevienadibam (1.4.1) un (1.4.2) izriet nevienadibas (1.4.4), (1.4.5) un
(1.4.7). Saskaitot (1.4.4) un (1.4.11), iegust

T1T2 + X1X2 + T1X3 + T3 > T1T3 + TaT3
T1x9 > 0, (1412)
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bet no (1.4.5) un (1.4.11) hdzigi var iegut
T3 > 0. (1413)

Tas nozime, ka x17, - 1123 > 0 jeb 3 - xyx3 > 0, tatad xoz3 > 0, kas ir pretruna ar (1.4.7).
Tatad vismaz divas no izteiksmem |y 4+ xo +x3|, |€1 + 22 — 23|, |21 — 22 + 23|, |21 — 22 — 23]

neparsniedz 1. Hipoteze ir pieradita gadijuma, kad n = 3.

1.5 Turpmak izmantotie pienpemumi

Aprakstitajos problemas risinajumos, mainigo skaitam neparsniedzot 3, nebija svarigi, ka-
da zime ir katram mainigajam. Iztikam ari bez mainigo salidzinasanas sava starpa. Kaut
arl risinajumi bija samera vienkarsi, tos butu iespejams ieverojami saisinat, ja izdaritu
papildus pienemumus par mainigo zimem un sakartojumu.

Pieradot hipotezi lielakam mainigo skaitam, izdarisim pienemumus, nesasaurinot pasu
petamo problemu. Simetrijas del varam uzskatit, ka |z1| > |xo| > ... > |z,].

Nezaudejot visparigumu, var arl pienemt, ka

1>z, >a9>...> 2, >0. (1.5.1)

Pamatojums. Ja kads no mainigajiem parsniegtu skaitli 1, tad ar1 kvadratu summa butu
lielaka neka 1.

Ar k apzimejam kadu naturalu skaitli no intervala [1;n]. No visam iespejamam izteik-
n

>t
i=1
|A + xk‘, kur A vertiba atkariga no zimju izveles tiem lielumiem z;, kuru koeficienti at-

smem

izvelamies vienu uz labu laimi. Izveleto izteiksmi iespejams pierakstit ka

skiras no k. Modula del nav svarigi, kada zime izveletaja izteiksme atrodas pirms lieluma
n

i=1
|A — xk| Tatad, mainot zimi mainigajam xy, skaits izteiksmem, kas neparsniedz 1, ne-
n

xg. Drosi varam apgalvot, ka starp visam izteiksmem atradisies art izteiksme

izmainisies. Ar1 nosacijuma E 77 = 1 mainiga x;, zime nav svariga. Lidz ar to varam
pienemt, ka xj ir nenegativs, jebkurai pielaujamai k£ vertibai.
n
Visas iespejamas izteiksmes E +x; iespejams sadalit pa pariem ta, ka katra part
izteiksmes pac modula ir vienadas, jo abas izteiksmes pie katra mainiga ir nemtas pretejas
zimes. S1 iemesla del turpmak apzimejumus ieviesisim tikai tam izteiksmem, kuras pie

mainiga x; ir plusa zime.



1.6 Pieradijums, jan =4

Ja n =4, lietojam apzimejumus

u1:x1+$2+x3—|—$4, U5:$1—ZB2+$3—|—£B4,

Up = Ty + To + X3 — Ty, Ug = X1 — T + T3 — Ty,

U3ISL’1+JJ2—$3+I4, ’U,7:I1—$2—$C3+.T4,

U4:$1+ZL’2—$3—$4, Ug = 1 — To9 — T3 — X4.
Japarbauda, vai no izteiksmem |u1|, |us|, ..., |us| Cetras noteikti neparsniedz 1.

Pieradijums. leverosim, ka uq,ug,...,ug > 0 un
uy > ug > ug > max{ug, us} > minfuy, us} > ug > uy > us.

Izteiksmes uy un us nevar vienlaicigi parsniegt 1, jo uy + us = 2z < 2. Tapec izteiksmes
min{ug, us}, ug, U7, ug neparsniedz 1, turklat, ja kada no tam skaitli 1 parsniedz pec
modula, tad ta var but tikai izteiksme ug jeb —ug > 1. Radzams, ka

—ug = —r1+xy+r3+1x4 < us, tapec art izteiksmei us butu japarsniedz 1. Tada gadijuma
(_u8)2 + U?) > 27

1-’-2(—{1311’2—1'1ZE3—$1$4+ZE2$3+{L‘2I‘4+1’3$4)+1+2(—ZE1I‘2+1’1ZE3+JZ1ZL‘4—ZEQI’3—$2$4+$3ZL‘4) > 2,
X3y > T1T9,

kas nav iespejams. Tatad |ug| < 1 un ir atrastas Cetras izteiksmes, kas neparsniedz 1: tas

ir min{|ual, |us|}, Jug|, |ur| un |ug|. Hipoteze pieradita, ja n = 4.

1.7 Pieradijums, jan=>5

Ja n =5, lieto apzimejumus

Uy =1+ X2+ T3+ x4+ Ts, Ug = T1 — To + T3+ T4+ Ts,
Uy = X1 + X2+ T3+ 2Ty — T5, Ug = L1 — Lo + T3 + Ty — Ts,
U3:$1+I2+J]3—I4+ZL’5, U11:Z‘1—ZL’2+JI3—ZE4+1’5,
U4I$1+$2+$3—Q?4—Z‘5, U12:$1—$2+l’3—$4—l‘5,
U5:$1+$2—$3+$4+1‘5, u13:$1—$2—$3+$4+l’5,
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Ug = T1 + T2 — T3 + Ty — T, Uy = T1 — T — T3 + Ty — Ts,

Uy = 21+ Xy — XT3 — T4 + 5, Uy = X1 — Tg — T3 — Tq + T,

Ug = X1+ Tog — T3 — Ty — T3, Ulg = T1] — Lo — T3 — Tg — Ts.
1. apgalvojums. 1 > uyy > up > w5 > —1, k= 12,13, 14.

Pamatojums: vy <21 <1,jo —2o+ 23 <0 un —z4 + 25 < 0.

Pienemsim, ka u;5 < —1. Tad ui; > 1 jeb
— T1X9 — X113 — T1X4 + T1Tx + ToT3 + Toxy — 2Ty + T3Ty — T3Ly — TyT5 > 0. (171)

Ta ka
(—x129 + T2x3) + (—2123 + Towy) + (—x124 + w324) <0, (1.7.2)
tad

T1T5 — ToXy — T3Ts — T4xs > 0. (173)

Parveidojot (1.7.3) kreisas puses izteiksmi, iegust z5(zqy — 22 — T3 — x4) = x5(u1s — x5).

Ta ka nevienadiba (1.7.3) apgalvo, ka §1 izteiksme ir pozitiva, un x5 > 0, tad w5 — x5 > 0

jeb w15 > x5 > 0. Tas ir pretruna ar pienemumu, tapec u;5 > —1.

Sakariba ui; > u, > uis, kad k = 12,13, 14 ir acim redzama mainigo sakartojuma del.
2. apgalvojums. Vismaz viena no katram divam izteiksmem (ug, |usg|), (ur,u10),

(us, ug) neparsniedz 1.

Pamatojums: Pienemsim, ka ug > 1 un |ui6| > 1, tada gadijuma
ug + ujs > 2. (1.7.4)
Parveidojot So sakaribu, iegust
Toly + T3Xs > T1X3 + T1X5. (1.7.5)

Ir zinams, ka zory < xyxg un x3x; < 175, tatad nevienadiba (1.7.5) ir aplama. Tas
nozime, ka vismaz viena no izteiksmem ug un |u;6| neparsniedz skaitli 1.
Ta ka uy + u10 = ug + ug = 2x; < 2, tad paros (ur, ujp) un (us, ug) katra vismaz viena

izteiksme neparsniedz 1. Turklat no tam neviena nav mazaka par w5 > —1.

No 1. un 2. apgalvojuma izriet, ka starp izteiksmem |ugl, ..., |uig| noteikti atradisies

astonas, kas neparsniedz 1. Lidz ar to hipoteze ir pieradita, ja n = 5.
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1.8 Pieradijums, ja n = 6.

Ja n = 6, lietojam apzimejumus

Uy =21 + 2o+ T3+ T4+ T5 + T, Uy = X1 — To + T3+ Ty + Ts + Tg,
Uy = X1 + T2 + T3 + Ty + T5 — T, Uy = 1 — To + T3 + T4 + T5 — T,
U3 =21 + T2+ 23+ T4 — T35+ Tg, Ulg = T1 — To + T3 + T4 — T5 + T,
Uy = T1 + T+ T3+ Ty — T5 — T, Ugg = X1 — X2 + T3 + Ty — Ty — T,
u5:$1—|—x2+x3—x4+x5+x6, U21:$1—$2+$3—$4+I5+$6,
Ug = T1 + To + X3 — Ty + X5 — T, Uge = T1 — To + T3 — Ty + T5 — T,
U7:$1+l‘2+$3—$4—$5+$6, U23:$1—$2+ZE3—$4—{B5+9§6,
Ug:$1+l’2+$3—$4—$5—l‘6, u24:x1—x2+x3—:v4—:c5—x6,
UQ:$1+I2—JI3+LL’4+JI5+LL’6, U25:$1—LL’2—I3+.T4+I5+.T6,
Uy = &1 + T2 — T3 + T4 + T5 — T, Uge = X1 — Tg — T3 + Ty + T5 — T,
U] = T1 + Ty — T3+ T4 — T + T, Uo7y = L1 — Tg — T3+ T4 — T5 + T,
Uip = T1 + T — T3 + Ty — T5 — T, Ugg = T1 — Tg — T3 + Ty — T5 — T,
U13:$1+I2—JI3—I4+$5+I6, U29:$1—I2—I3—$4+$5+J}6,
Uy = Ty + Ty — T3 — Ty + T5 — T, Ugp = 1 — To — T3 — Ty + T5 — T,
U5 = X1 + Ty — T3 — Ty — T5 + T, U3y = X1 — To — T3 — Ty — T5 + T,
Ug = T1 + T — T3 — Ty — T5 — T, Uy = T1 — X2 — T3 — Tg4 — Ty — Tg-

3. apgalvojums. 1 > ug > up > ugg > —1, k = 23, 24, 26, 27, 28, 29.
Pamatojums: ugy = o1 — (x9 — 23) — (14 —x5) — 26 < 21 < 1
Pienemsim, ka ugp < —1. Ta ka 21 —a29 > 0 un 25 — 26 > 0, tad 23 + 24 > 1 un

r2 + 23 4 2r3wy > 1. Zinams, ka 23 > 13 > z314, tatad
1> 2% + a5+ a5+ 27 > 23 + 23 + 2w3wy > 1. (1.8.1)

Ir ieguta pretruna. Lidz ar to uzg > —1. Sakariba usy > ug > usg, kad k = 23,24, 26, 27, 28, 29,
ir acim redzama mainigo sakartojuma (1.5.1) del.

4. apgalvojums.Vismaz viena no katram divam izteiksmem (|uq1|, [ug1]) un (|wml, |uss—ml),
kur m = 8,13, 14, 15, 16, neparsniedz 1.

Pamatojums: Vienlaicigi nevar izpildities (—u3;) > 1 un uy; > 1. No preteja: saskaitot

abas puses, iegust zs + x4 > 1. Tad 23 + 23 + 2z97y > 1. Ta ka 23 + 22 < 22 + 22, tad
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r3+x2 <0,5un 294 > 0,5. Tas nav iespejams, jo videjais geometriskais nevar parsniegt
videjo aritmetisko.

U, + Usz_m = 221 < 2, tatad vismaz viena no izteiksmem wu,, un uss_,, neparsniedz
1, turklat neviena no tam nav mazaka par usg > —1.

5. apgalvojums. No izteiksmem |uss|, w19 un ug; vismaz divas neparsniedz 1.

Pamatojums:
1) upa + u9y = 227 < 2, tatad kada no izteiksmém uqy, uo9; neparsniedz 1.
2) usp <1, tapec pienem, ka —ugy > 1 un uyp > 1. Saskaitot $1s nevienadibas, iegust

ro + x4 > 1. Pie 4. apgalvojuma ir pamatots, ka ta nevar but.
3) Pienem, ka —ugy > 1 un ug; > 1.

T+ Tg > U > 1= 21 >1— x4.
Ta ka a3 4+ baf < i + 23 + 25 +af + 22 + 23 = 1, tad
(1 — 513'6)2 + bxg < 1
622 — 276 < 0
1
0<uzg< 3 (1.8.2)

No pienemuma izriet, ka ug; — ugs > 2 jeb

Tg+ x5+ a6 > 1 (1.8.3)
No (1.8.2), (1.8.3) un pienemuma par mainigo sakartojumu izriet
2
To+ Ty > X3 + X5 > g (184)

Izteiksmes us; un ugy kapinam kvadrata. No u2, + u3, > 2 izriet, ka

T1Te + ToXy + X3Xg > T1X9 + T1X4 + ToZg + TaTs. (1.8.5)

Novertejam nevienadibas (1.8.5) abas puses.

2 2 2 2 2 2
T1Tg + Toxy + T3x6 < 51 ;zG + L2 ; a + 3 ; 6 <0,5 (1.8.6)
un
2
T1To + T1X4 + ToXg + Tylg = (Il + xﬁ)(:r2 + LC4) > g (187)

No (1.8.5), (1.8.6) un (1.8.7) iegustam

2<05
3 9

tatad pienemums ir aplams un kada no izteiksmem wug; un (—ugz) neparsniedz 1.
No 3., 4. un 5. apgalvojuma izriet, ka vienmer var atrast tadas 16 izteiksmes, kuru

vertibas neparsniedz 1. Hipoteze ir pieradita, kad n = 6.
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1.9 Gadijjums n =7

Kad n = 7, apzime

Uy

Uz

Uus

Uy

Us

Ug

U7
us

Ug
U10
Uil
U12
U13
U4
U1s
Uie
Ui
Uu1s
U19
U20
U21
U2
U23
U4
Ugs
U26
Ug7
Ugg
U29
U30
Uz1

U3z

=T1+22+ T3+ T4+ x5+ T+ X7

=1+ X2+ T3+ 24+ x5+ T — Ty

:[E1+l’2+$3+l’4+$5—$6+1‘7

:x1+x2+:ﬂ3+x4+x5—x5—az7

:$1+ZE2+$3+ZE4—$5+$6+$7

=1 t+X2+T3+2x4— T5+ g — Ty

=T+ 22 +2X3+ Ty —T5 — Tg+ Ty

:x1+$2+x3+$4—x5—x6—$7

=1+ X9+ X3 — Ty + T5+ Tg+ Ty

=T+ X9+ X3

=21+ X2+ X3

:£E1+332

:$1+$2+l’3

=X+ X9
=T+ T2
:ZU1+$2
=21+ Ty
:xl—i—l’g
=T+ T2
:l'1+932
=1+ X9
=X+ X9
= T1+ T2
=T + X2
=T+ X9
=1+ X9
=T+ T2
:ZU1+$2
=1 + X9
:$1+.T2
=T+ T2

=T+ X9

Ty + Ts+ Te— Ty

T4+ Ty — Tg + X7

Ty + X5 — Tg — X7

Ts + Tg + T7
$5+I6—JI7
Ts — Te + X7

Ts —Tg — X7

—$3+$4+$5+l’6+l’7

— X3+ 24+ T5+ X6 — Ty

— T3+ Ty +2T5 — Tg+ T7

—$3+ZE4+$5—$6—$7

Ts + Tg + T7
$5+I6—JI7
Ts — Te + X7

X5 —Tg — X7

— X3 — T4+ T5 + e+ T7

Ty + Ts+ Te— Ty

T4+ Ty — Tg + X7

Ty + X5 — Tg — X7

+ X3 —
— 2y
+ T3 — T4
+x3 — 24
+ X3 — X4
— X3+ X4
— X3+ X4
— T3+ 24
— T3+ X4
— X3 —
— X3 —
— T3 —
— T3 — X4
— &3 — T4
— T3 — T4
— T3 — T4

Ts + Tg + X7
$5+$6—JI7
Ts — Te + X7

X5 —Te — X7

» Katra parl (u;, ugs—;), kur i € {1,2,

Uss
U34
Uszs
Use
Ug7
Uss
Usg
U40
Ug1
Ug2
U43
Ugy
Uygs
U46
Uq7
Ugs
Ug9
Us0
Us1
Us2
Us3
Us4
Uss
Use
Us7
Uss
Us9
Ueo
Ug1
Ue2
Ug3

Up4

=21 — T+ T3+ T4+ T5+ 26+ Ty

T —Tg+ T3+ Ty + X5+ Tg— Ty

=21 — 2o+ 23+ T4+ 25— Te+ T7

X1 — o+ a3+ x4+ 25 — T — X7

=21 — T2+ T3+ T4 — X5+ Tg+ 27
=21 — Lo+ T3+ T4 — T5+ Tg— Ty
=21 — Ty + T3+ Ty —T5— Te+ T7
=21 — Lo+ T3+ T4 — X5 — Tg — X7
I$1—$2+ZC3—$4+£L’5+$6+£L’7
=X — Lo+ T3 — Ty +T5+ Tg— X7
=1 — T2+ T3 — Ty +T5 — T+ X7
=21 —To+ T3 — Ty + Ty — Tg— X7
Il’1—$2+l’3—l’4—$5+5€6+$7
:I1—$2+I3—$4—$5+I6—$7
=1 — T2+ T3 — Ty —T5 — T+ Ty
=21 — Lo+ T3 — Ty — Ty — Tg — Ty
Il’1—$g—l‘3+l’4+l‘5+l’6+l‘7
:I1—$2—LL’3+JI4+IL’5+(L’6—Z’7
=1 — Ty — T3+ Xy +T5— Tg+ X7
=21 — Lo — X3+ Ty + Ty — Tg — X7
Il’1—$g—l‘3+l’4—$5+$6+$7
:I1—$2—$3+$4—$5+I6—$7
=1 — Ty — T3+ Xy — T — Tg+ T7
=21 — Ty — T3+ Ty — Ty — Tg— Ty
=21 — Ty — T3 — Ty +T5+ Tg+ T7
:I1—$2—LL’3—$4+$5+I6—$7
=] — Ty — T3 — Ty +Ts — T+ Ty
=] — Ty — T3 — T4+ x5 — Tg — T7
=T — Ty — T3 — Ty — T+ Tg+ Ty
:I1—$2—IL’3—I4—$5+$6—(L’7
=] — Ty — T3 — Ty —T5 —Te+ T7

=T — T2 — T3 —Tg — Ty —Tg — X7

..., 32}, vismaz viena izteiksme neparsniedz 1,
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jo noraditajam ¢ vertibam wu; + ugs_; = 2x7 < 2.
Sekas: Ja ugy > —1, tad Vi € {1,2,...,32} : min{|w|, |ugs—i|} < 1, jo no visam

apzimetajam izteiksmem wugy ir pec vertibas vismazaka.

Jebkuram mainigo vertibam Vi € B = {43,44,45,46,47,51, 52,53, 54, 55,57, 58,59} :
|u;| <1 (13 izteiksmes).

Pamatojums:
gy = a1 — (2 —x3) — (x4 — 5) — (w6 — x7) < 27 < 1, (1.9.1)

joxr —xpy1 >0, k=1,...,6. Turklat uy3 = maxwu;, ¢ € B jo izteiksme uy3 negativo

saskaitamo summa ir vismazaka. Lidzigi
Usg = T — Lo — Ty — Ty + Ty — Tg + Ty > —Tg — Ta4. (1.9.2)
Ieprieks tika pamatots, ka xo + x4 < 1, bet x5 + x4 < x5 + x4, tapec
usg > —(x3 +x4) > —1. (1.9.3)

Bez tam usg = minu;, ¢ € B, jo izteiksme usg negativo saskaitamo summa ir
vislielaka. Tatad Vi € B : —1 < u; < 1.

Izteiksmes, kuru vertiba var but mazaka par —1: ir u;, kur ¢ € {32, 48,56, 60...64}.

Pamatojums: viegli pamanams, ka

min(ul, ...,Ugl) = U31 2 —T5 — Tg Z —1, (194)
min(u33, ey U47) = U4y Z —T5 — Tg Z -1 (195)

un
min(u49, ..., Us5, UsT7, ...,U59) = Us9 2 —T3 — X4 2 —1. (196)

Tas nozime, ka bez minetajam, nevienai citai izteiksmei vertiba nevar but < 1.

Paradisim, ka uzskaititas izteiksmes var iegut vertibu, kas mazaka par —1. Ja

T1=..=x7 = —,

7
tad
3T
Usy = Uy = Usg = Ugo = Uz = Ugy = ——— < -1
un
57
Ugg — —— < —1.
7
Ja
V5
T = =I5_?; re = x7 =0,
tad \/_
3vD
Ugl = —T < -1



o Jaug < —1, tad Vi € {8,12,14, ..., 16,20, 22, ..., 24, 26, ..., 31, 36, 38,39, 61 }:
lu;| < 1.
Pamatojums: Ja —ugs > 1, tad ug neparsniedz 1, jo —ugy+ug = 2(z3+x4). leprieks
jau tika noskaidrots, ka x3+ x4 < 1, tatad —ugzs +ug < 1, tapec ug nevar but lielaks
par 1.
No visam izteiksmem w;, kur i € {8,12,14...16, 20, 22...24,26...31, 36, 38, 39, 61},
vislielaka ir usg.
Sekas: Minetas 19 izteiksmes neparsniedz 1. Ieprieks tika minetas vel 13 izteiksmes,
kas pienem vertibas tikai no intervala [—1; 1], tatad vismaz puse no izteiksmem |ug],

kur k =1, ...,64, neparsniedz 1.

o Jaug < —1, tad Vi € {21,...,31,37,...,42,49,50} : |u;| < 1.
Pamatojums: visam minetajam ¢ vertibam izpildas u; + (—ug) < 2x9 + 224 < 2.
Lidz ar to, ja —ug, > 1, tad u; < 1.
Sekas: Ja ug < —1, tad 19 minetas izteiksmes pec modula neparsniedz 1. Lidzigi
ka iepriekSeja pukta, arl Seit varam apgalvot, ka vismaz puse no izteiksmem |uy],

kur £k =1, ...,64, neparsniedz 1.

o Jauyg < —1, tad Vi € {2,12,14, 15, 16, 20, 22, 23, 24, 26, ..., 31, 36, 38, 39, 40,42, 50} :
lu;] <1, jo visam noraditajam ¢ vertibam izpildas u; + (—uss) < 2w9+2x4 < 2, tapec
u; > —1. Tika noradita 21 izteiksme wu;, tatad vismaz 21 + 13 = 34 no izteiksmem

|ug|, kur k = 1, ..., 64, neparsniedz 1.

o Jausg < —1, tad Vi € {20,22,23,24, 26, ..., 32, 36, 38, 39, 40, 42, 48, 50, 61 }:
w; + (—usg) < 2x9 4 224 < 2.
Pamatojums. No sim izteiksmem wu;, mazakas par —1 varetu but tikai uso, usg un
ug1. leprieks tika pamatots, ka, ja kada no tam ir mazaka par —1, tad vismaz puse
no izteiksmem |ug|, kur k = 1, ..., 64, neparsniedz 1. Ja neviena no tam nav mazaka
par —1, tad 19 noraditas izteiksmes u; pec modula neparsniedz 1, tatad art Saja

gadijuma vismaz puse no apskatamajam izteiksmem neparsniedz 1.

o Ja ugy < —1, tad Vi € {20,22,23,24, 26, ..., 32, 36, 38, 39, 40, 42, 48, 50, 56, 61} :
u; + (—ugo) < 2.
Pamatojuma ideja tada pati ka ieprieks: ja a —ugg > 1, tad u; < 1, bez tam izteik-
smes, kas varetu but mazakas par —1, ir apskatitas ieprieks, tadel Seit pienemam, ka
neviena nav mazaka par —1. Apskatitaja ¢ vertibu kopa ir 20 elementi. Ja ugy < —1,
tad vismaz 20 + 13 = 33 no izteiksmem |ug|, kur & = 1,...,64, neparsniedz 1 pie
nosacijuma, ka neviena no izteiksmem nav mazaka par —1. Ja no St nosacijuma at-

sakamies, tad ieprieks pieradits, ka vismaz 32 izteiksmes iegust vertibas no intervala
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[—1;1].

Ja uge < —1 tad Vi € {22,23,24,26, ..., 32, 38, 39, 40, 42, 48, 50, 56, 60, 61 }:
u; <1, jo u; + (—ug2) < 2 un varam pienemt, ka neviena no minetajam izteiksmem
nav mazaka par —1. Tika noraditas 19 vertibas lielumam ¢, tapec vismaz puse no

izteiksmem |ug|, kur k = 1, ..., 64, neparsniedz 1.

Ja usg > 1, tad Ugs > —1.

Pamatosim, ka izteiksmes ug, 12, w14, Ug, Usa, Usg, Use, U, U42, Uso, Ugs NEVAT Vienlai-
cigi pec modula parsniegt 1. Lai to pamatotu, izmantosim pieradijumu no preteja.
Pienemsim, ka min |u;| > 1, kur i € {8;12;14;20; 22; 26; 36; 38; 42; 50; 64}. Visas
noraditas izteiksmes u; kapinam kvadrata. Pamanisim, ka, izkapinot izteiksmi wu;
kvadrata, iegisim visu mainigo kvadratu summu ka ar1 divkarsos reizinajumus vis-
am mainigo kombinacijam pa divi. Dazadam izteiksmem atskirsies tikai zimes pie

divkarsajiem mainigo reizinajumiem, tapec tas attelotas tabula.

Tabula 1.1: Divkarso reizinajumu zimes.

uw, R || |88 |8 |r|r |88 |s |8 |8 |8 |8 |8 |8 |8 |8 |8 |8
us [+ [+ [+ -[-[-1+1+]-1-1-1+[-1-1-1-1-1-1T+1+[+
up [+ [+ ][+ -+ - - -1+ — [+ [-1-]+
vy [+ [+ ==+ =+ -1+-1-[-1+[-1+]-]1+]-]+]-
uo |+ [+ [+ -[-1-1+[+]-1-1-1-1+1+1+[-1-1-1-1+
up [+ |- [+ [+ ][-[-[+[-1+]-[-1+[-1+[-1+][-1-1+1]-
ue |+ || =+ [+ - -1=-[+1+[-1+[-1-[+]-1-1+[+]-1-
us | — [+ |+ [+ - -[-1-1+[+1+[+]-1-1+[-1-1-1-1+
us | — [+ [+ -+ - -1-[+-[+1+[-1+[-1-1+]-1-1+]-
up | — |+ [+ ][+ -[-[+]--[+]-1+]+][-|-1-1+][+]-1|-
uso | = [ = [+ [+ ][+[-1+[-[-1-1+[-1-1-1+[+[+]-1+]-]-
ues | — | — |- -[-]+[+ ][+ ][+ ][+ ][+ ]F[+]F[+]F]+

Ja visi noraditie mainigie lielaki par 1, tad ar1 to kvadrati lielaki par 1, tapec
U+ Ty + Uty Uy F Uz + g+ U + Ugg + Uy + Uz + 2ugy > 120 (1.9.7)
Izmantojot tabulu, parveidojam So nevienadibu:
12(z7 + 25 + 23 + 25 + 22 + 23 + 27) — 122727 > 12

12 — 122127 > 12

17 < 0,
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kas nav iespejams, jo visi mainigie ir nenegativi. Lidz ar to min |u;| < 1, kur

i € {8;12; 14, 20; 22; 26; 36; 38; 42; 50; 64}. Ta ka usg = min(us, u12, U14, Usg, Uz, Usg,
Use, Uss, Usz, Usp) UN pienemam, ka wusy > 1, tad vieniga izteiksme, kas var ne-
parsniegt skaitli 1, ir izteiksme |ugy|. Ieprieks tika pamatots, ka gadijuma, kad

ugy > —1, vismaz puse no izteiksmem |uy|, kur k = 1, ..., 64, neparsniedz 1.

Jaugy < —lunminu; > —1 (j € {32,48,56,60,61,62}), tad Vi € {24, 28,30, 31, 32,
40, 48,56,60,61,62}: u; + (—ueq) < 2, lidz ar to |u;| < 1. Paros (usg, tag), (U23, U42),
(usge, Us9), (ug7,uss) un (ugg, uge) katra vismaz viena izteiksme neparsniedz 1 pec
modula. Kopa ar 13 izteiksmem, kas nekadam mainigo vertibam nevar parsniegt 1,

ir pamatots, ka vismaz 30 no izteiksmem |uy|, kur & = 1, ..., 64, neparsniedz 1.
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2 Uzdevumi ar geometrisku jegu

2.1 Uzdevums par taisnsturi

Problemas formulejums.
Atrast minimala laukuma taisnsturi, kuru var sadalit tados taisnsturos, ka to visi malu

garumi ir dazadi naturali skaitli.

Risinajums
Sadalot taisnsturi 2, 3 vai 4 taisnsturos, kads no malu garumiem noteikti atkartosies.
Aplukojam taisnsturi, kas sadalits 5 taisnsturos ta, ka to malu garumi ir atskirigi. Atse-
viskiem malu garumiem ieviesu apzimejumus, ka noradits zimejuma.

Saja gadijuma sakotneja taisnstira malu garumi ir a4b+c un k+I1+m. Péc griesanas
iegutajiem taisnsturiem malu garumi ir a, b, ¢, a + b un b + ¢ viena virziena un k, [, m,
k +1 un [ + m otra virziena. Tatad visam sim desmit izteiksmem jabut ar atskirigam

vertibam.

Ta ka a, b un ¢ (un ar1 k, [, m) ir atskirigi skaitli, tad sakotneja taisnstura malas

garums ir ne mazaks ka 1 +2 + 3 = 6.

Att. 2.1: Princips taisnstura sagriesanai piecos taisnsturos.

19



Izvelamies 10 mazakos naturalos skaitlus, sareizinam tos pa pariem un noskaidrojam
So reizinajumu summu. No sakartojuma nevienadibas izriet, ka iegutais rezultats bus
vismaz 1-10+2-943-84+4-7T+5-6=104+ 18+ 24 + 28 + 30 = 110.

Lai parbauditu, vai taisnsturi ar laukumu 110 iespejams sagriezt piecos taisnsturos,

kas apmierina uzdevuma nosacijumus, sadalam skaitli 110 reizinatajos:
110=2-5-11=10-11=22-5=2-55

Ta ka skaili 2 un 5 neder ka liela taisnstura malu garumi, parbaudisim, vai taisnsturis
ar malu garumiem 10 un 11 apmierina uzdevuma nosacijumus. Izvelas a + b+ ¢ = 10
un k + [ +m = 11. Noskaidro visus naturalo skaitlu trijniekus, kas dod vajadzigas sum-
mas. Skaitlim 10 tie ir {1;2;7}, {1;3;6}, {1;4;5} un {2;3; 5}, bet skaitlim 11 — {1;2; 8},
{1;3;7}, {1;4;6}, {2;3;6} un {2;4;5}. Skaitlu trijnieki jaizvelas ta, lai tajos cipari neat-
kartotos. Tatad ir jega apskatit tikai sadas skaitlu trijnicku kombinacijas:

1) {1;3;6} ar {2:4;5};

2) {1;4;5} ar {2;3;6};

3) {2;3;5} ar {1;4;6}.

Noskaidrosim, vai katra no gadijumiem ir iespejams skaitliem a, b, ¢, k, [, m vertibas pie-
skirt ta, ka attiecigas vertibas un a+b, b+c, k41 un [ +m ir sava starpa atskirigi skaitli.

Izveidoju tabulu, kura no katra trijnieka skaitli pa pariem saskaititi.

Tabula 2.1: Skaitlu trijnieku (1; 3; 6), (1; 4; 5) un (2; 3; 5) parbaude

1. skaitlu | summas | 2. skaitlu | summas atskirigo
trijnieks | pa pariem | trijnieks | pa pariem | skaitlu skaits
1;3;6 4,7, 9 2;4;5 6;7;9 8
1;4:5 5;6;9 2, 3,6 5, 8;9 8
2;3;5 5,7, 8 1; 4,6 5, 7,9 9

Neviena no gadijumiem nav iespejams iegut 10 atskirigus taisnstura malu garumus.
Tatad taisnsturi ar laukumu 110 nav iespejams sagriezt piecos taisnsturos ar atskirigiem

naturaliem malu garumiem.

ArT taisnsturi ar laukumu 111 nav iespejams sagriezt pec uzdevuma nosacijumiem,
jo skaitla 111 pirmreizinataji ir 3 un 37, bet taisnstura katras malas garumam ir jabut

vismaz 6.

Parbaudam, vai var izveidot taisnsuri ar laukumu 112, kas atbilstu prasibam.
112=2-2-2-2-7
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Ja malas garumam jabut vismaz 6, tad jaapskata divi gadijumi — taisnsturis ar malu
garumiem 7 un 16; taisnsturis ar malu garumiem 8 un 14.

1) Nem a+b+c="7un k+1+m = 16. Skaitli 7 var uzrakstit ka tr1s atskirigu naturalu
skaitlu summu tikai viena kombinacija: 7 =1+ 2 4 4. Skaitli 16 dalisim saskaitamajos
ta, lai starp tiem nebutu 1, 2 un 4. Iegustam divus skaitlu trijniekus: {3;5;8} un {3;6;7}.
Saja gadijuma viegli parliecinaties, ka nav iespéjams sadalit a, b un ¢ vertibas ta, lai
iegutu derigus malu garumus a + b un b + ¢, jo skaitlus 1, 2 un 4 pa pariem saskaitot
iegust 3, 5 un 6. Katra no atrastajiem skaitlu trijnickiem ar summu 16, ietilpst divi no
Siem skaitliem.

2) Nem a+b+c=8un k+1+m = 14. Lidzgi ka ieprieks veidojam skaitlu trijniekus ar
attiecigo summu. Skaitlim 8: {1;2;5} un {1;3;4}. Skaitlim 14 veido skaitlu trijniekus bez
skaitla 1: {2;3;9}, {2:4:8}, {2:5;7}, {3;4;7}, {3,5,6}. Atmetam tas kombinacijas, kuras
skaitli atkartojas un apskatam tikai {1;2;5} ar {3;4;7} un {1;3;4} ar {2;5;7}.

Tabula 2.2: Skaitlu trijnieku (1; 2; 5) un (1; 3; 4) parbaude

1. skaitlu | summas | 2. skaitlu | summas atskirigo
trijnicks | pa pariem | trijnieks | pa pariem | skaitlu skaits
1;2:5 3;6; 7 34,7 7;10; 11 9
1; 3; 4 4; 5,7 2,5, 7 7;9; 12 8

Ar1 Saja gadijuma nevar iegut 10 atskirigus malu garumus jaunajiem taisnsturiem,
tatad taisnsturis ar laukumu 112 nevar tikt sagriezts piecos taisnsturos ta, ka prasits uz-

devuma nosactjumos.

113 ir pirmskaitlis, tapec neder ka sakotneja taisnstura laukums.

114 = 2- 3 - 19, tapec verts apskatit tikai malu garumus 6 un 19. Ja a+b+c = 6, tad
a, b, c vertibam jabut 1, 2 un 3 (ne pec kartas). Tada gadijuma a + b un b + ¢ vertibam
jabut 4 un 5. Lidz ar to k,{,m >6un k+1+m >6+7+8 =21 > 19. Secinam, ka 114

neder ka sakotneja taisnstura laukums.

115=5-23 un 116 = 2 - 2 - 29. Abos gadijumos nav iespejams izveidot taisnsturi ar

naturaliem malas garumiem, kas nav mazaki par 6.

Ir iespejams izveidot taisnsturi ar laukumu 117 = 9 - 13 un sadalit ta, ka prasits. Var

nemta=4,b=7c=2,a+b=11,b+c=9,k=1,1=5m=3,k+1=6,l+m =8.
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¥

c=2

Att. 2.2: Malu garumi, griezot taisnsturi ar laukumu 117.

Ja taisnsturi dalitu vairak neka piecos taisnsturos ta, ka prasits uzdevuma formuleju-
ma, tad ta laukums nevaretu but mazaks par 1-12+2-1143-10+4-9+5-84+6-7 = 182 > 117,
Iidz ar to ieprieks aprakstitais taisnsturis ir optimals.

Atbilde. Mazakais laukums taisnsturim, kuru var sadalit tados taisnsturos, ka to visi

malu garumi ir dazadi naturali skaitli, ir 117.

2.2 Uzdevums par pialu

Kada 1985. gada matematiskas analizes macibu gramata [0] ir sniegts uzdevums par
lidzsvara stavokla meklesanu.

Uzdevums. Nekustigi nostiprinata tasite (puslode ar radiusu r) ievieto homogénu
stieni ar garumu l, 2r < | < 4r. Atrast stiena lidzsvara stavokli — stiena smaguma
centram jaiegust zemakais iespejamais novietojums.

Minetaja gramata ir sniegts uzdevuma risinajums, izmantojot diferencialrekinus. Iz-
mantojot trigonometriskas funkcijas un lielumus [ un r, ir izteikts lielums, kam jamekle
ekstrems. Risinajuma ir izmatots pirmas un otras kartas atvasinajums. Tacu So uzde-
vumu ir iespejams atrisinat ari ar elementaram metodem. Apskatisim vienu no Sadiem
risinajumiem, bez mineta uzdevuma aplukojot art sadu papildjautajumu.

Papildjautajums. Kadai attiecibai japastav starp r un l, lai lenkis x starp puslodes

diametru un stient lidzsvara stavokly butu 1) 45° 2) 30°?
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2.2.1 Lidzsvara stavokla meklesana.

Skaidrs, ka punktiem, kuros saskaras piala un stienis, jaatrodas vertikala plakne, kas iet
caur puslodes centru. Tas lauj sitaciju vienkarsot, apskatot plaknes figuras. Apskatam
pusapli, kura diametrs AB novietots horizontali. Stiena galapunkts, kas pieskaras pialai
apzimets ar C, otrs stiena galapunkts ir D, bet stiena viduspunkts - E (skatit Att. 2.3).
Caur E novilkta taisne GH 1 AB.

Att. 2.3: Piala ievietota stiena Iidzsvara stavokla mekleSana izmantotie apzimejumi.

Stiena C'D smaguma centram atbilst punkts F. Ja punktam £ ir jaatrodas pec ie-
spejas zemak, tad attiecigi lielumam y = GFE ir jaiegust lielaka iespejama vertiba. Ta ka
uzdevuma ir prasita puslodes radiusa un stiena garuma attieciba, tad varam izveleties,
ko pienemt par vienibu. Ka vienibu izvelos puslodes diametru, tatad AB = 1. Apzimeju
CE=a,CB=t lLidzarto FB=1t—a.

Taka2r <l <d4r,tad 1 <2a <2 un

0,5 <a<l (2.2.1)

Savienojot C' un A, iegust taisnlenka trijsturi ABC, jo AB ir diametrs. Art AEGB
ir taisnlena. Abiem Siem trijsturiem ZABC ir kopigs lenkis, lidz ar to AACB ~ AEGB

un

AC  EG
turklat AC = /1 — CB? = /1 — t2. Iegiistam, ka
V1 —t2
_— (2.2.3)

1 t—a

y=(t—a) V1-t (2.2.4)

Maksimizejama funkcija y(t) = (t — a) - v/1 — t2 apraksta smaguma centra attalumu
lidz pialas augsejas malinas plaknei, atkariba no ta, cik talu stienis "ieslidinats” piala. No
dotajiem varam secinat, ka t—a > 0 un 1 > t, tatad visi reiznataji labaja puse ir pozitivi.

Kapinam funkciju y(t) kvadrata:

y? = (t—a)t—a)(l—1t)(1+1) (2.2.5)

23



Labo pusi pareizinu un izdalu ar izteiksmi m(2+m), kur m ir kads reals, pozitivs skaitlis.

Velak precizesim, kada m vertiba palidzes funkciju (2.2.5) maksimizet. legustam

s (t—a)t—a)2+m—t2+m))(m+tm)
Yy = m@ T m) (2.2.6)

Jebkurai m vertibai skaititaja esosSo reizinataju summa ir konstanta, jo
t—a+t—a+2+m—t2+m)+m+tm=—2a+2+ 2m. (2.2.7)

Ta ka saucejs ir konstants, tad ¢ vertibu, kas maksimize y(t), tas neietekme. Funkcija
y%(t) vislielako vertibu iegus, kad visi reizinataji skaititaja bus vienadi, ja $ada vienadiba

ir iespejama. Meklejam tadu m vertibu, ar kuru t —a =2+ m — t(2 4+ m) = m + tm.

t—a=m+tm

t(l—m)=m+a

m-+a

t = 228
T—m (2.2.8)
2+m—t(2+m)=m+1tm
ttm+2+m)=2+m—m
2 1

t = = 2.2.9
2m+2 m+1 ( )
No sakaribam (2.2.8) un (2.2.9) iegustam, ka
m+a 1
1-m m+1
m*+ma+1)+a=1-—m
m?*+m(a+2)+a—-1=0
—a—2+Va?+4a+4—4a+4
m =
2
Ta ka m vertibai jabut pozitivai, tad nemam
—a—21 Va2 L8
m— 4TV (2.2.10)

2

Vel japarbauda, vai no sadas m vertibas iegustam ¢ vertibu, kas apmierina uzdevuma

nosacijumus. Izsakam optimato t vertibu (apz. ty), izmantojot (2.2.9).

1 2
—a—2+2\/a2+8_|_1 B —CL—2+‘/CL2+8+2_

2 2. (Va® +8+a)

@?+8—a  a?+8—a?

t(]:
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_Va*+8+a
= 1 ,
Parbaudam, vai ieguta ¢, vertiba ir robezas starp a un 2a, izpildoties (2.2.1).

vaz+8+a
CL<T<

da < Va?2+8+a< 8a
3a < Va2 +8<Ta

9a® < a® + 8 < 494>

0 (2.2.11)

2a

8a® < 8 < 48a”
a? <1< 6a’ (2.2.12)
Visam pielaujamam a vertibam ieguta nevienadiba ir patiesa. Tatad lidzsvara stavoklis
tiek sasniegts tad, kad attalums starp stiena un pialas saskarsanas punktiem ir

_Va*+8+a

0 4

2.2.2 Attiecibas r/l meklesana uzdotam lepkim .

Attieciba r/l, ja x = 45°.
Ja x =45° tad ty = ‘/75 Meklejam lielumu a.

var+8+a V2

4 2
Va2 +8+a=2V2
Va2 +8+a=V8. (2.2.13)

Jebkurai pozitivai a vertibai va2 + 84a > v/8 un vienadiba nav iespéjama. Tatad stiena
lidzsvara stavoklis nekad netiks sasniegts, ja x = 45°.

Attieciba r/l, ja x = 30°.
Ja x = 30° tad ¢y = */73 Meklejam a.

Va2 +8+a V3
4 2

Va2 +8+a=2V3
a=2V3—-va2+38
a® =12+ a* + 8 — 44/3(a% + 8)
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4y/3(a + 8) = 20

V3@ +8) =5

25
2 8:_
a” + 3
25 1
2
:——8:_
“ 773 3
L (2.2.14)
a = ——= /R
V3
r_05_ V3 (2.2.15)

l 2a 4

Lidzsvara stavoklis lenkim z = 30° tiks sasniegts, ja

2.2.3 Lenka z iespejamas vertibas

Meklejot attiecibu r/l, pie kuras lidzsvara stavoklis tiktu sasniegts ar lenki = = 45°,
secinajam, ka tads lenkis lidzsvara stavoklt nevar but. Kada magistranturas studenta
majas darba, petot So problemu, ir izteikts apgalvojums, ka lenkis x lidzsvara stavokll
nevar bt art 15°. Sis apgalvojums ir apSaubams, jo, samazinot a vertibu, arl lenkis x
samazinas, nav pamata domat, ka s1 sakariba ir partraukta funkcija, un, nemot pec patikas
mazu a vertibu, skiet, ka x vertibai vajadzetu tiekties uz 0. Parbaudisim, vai minetie
izteikumi ir patiesi, un noskaidrosim, kadas x vertibas iespejamas lidzsvara stavokli.
Noteiksim to(a) vertibu kopu, izmantojot (2.2.11) pie nosacijuma (2.2.1). Redzms, ka

funkcija ty(a) ir monotona un nepartraukta, turklat

. VB 25+0,5  V33+1
a1_1>1(1)175 to(a) = 1 =5 (2.2.16)
9+1
i fo(a) = Y2 (2.2.17)
a—1 4
Tas nozime, ka
33+1
—\/_8+ <ty < 1. (2.2.18)
Trijsturt ABC' mala BC = AB - cos ZABC, tatad hidzsvara stavokli
ty = cosz. (2.2.19)

Pirma kvadranta lenkiem kosinusa funkcija ir dilstosa, tapec

1)

arccos 1 < x < arccos (
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(2.2.20)

Secinajums. Ta ka arccos1 = 0, tad varam apgalvot, ka lidzsvara stavokli = var but

V33+1
jebkurs pozitivs lenkis, kas neparsniedz arccos (T+) ~ 32,5H34°.

2.2.4 Uzdevuma interpretacija

Apskatisim sakaribu (2.2.4). No tas maksimizejamo lielumu y varam pierakstit ka
y=FEB-AC (2.2.21)

Paradisim, kada ir §1 reizinajuma geometriska jega. leprieks izmantoto Att. 2.3 papildi-
nam ar pusapla un nogrieznu AC' un BC attelu centralaja simetrija pret AB viduspunktu.
legtito rinka Imiju apzimeju ar wy. Centralas simetrijas 1pasibu del skaidrs, ka ACBC" ir
taisnstiiris ar malu garumiem t un v/1 — t2. Caur punktu F velk perpendikulu ED pret
malu AC’. legiistam taisnstiiri EDC’B, kura laukums ir (t — a)v/1 — t2 = y (skatit Att.
2.4).

v1—t2

Att. 2.4: Ar centralas projekcijas attelu papildinats zimejums no uzdevuma par stiena
lidzsvara stavokla meklesanu.

Ta ka y vertibas maksimizeSana dos lielako EDC’B laukumu (un otradi), noskaid-

rosim, kadi ir visi iespejamie taisnsturi EDC’B. Pagriezam Att. 2.4 par (90° — z) un

apskatam iespejamas punktu F un D atrasanas vietas. (skatit Att. 2.5)
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c B
,
o B c B
g (e)
b E D E G
D G
E D E
a
a
@ a
A
¢ A (e}
A C

Att. 2.5: Iespejamais punktu D un E novietojums rinki.

Neatkarigi no t lieluma, CE = a, tapec varam apgalvot, ka visas iespejamas E un
D punktu atrasanas vietas atrodas uz rinka linijas, kas ieguta w; parvietojot paralelaja

parnese pa vektoru (0;a). Ieguto rinka liniju apzimesim ar ws.

' B
wa
I
J L

D E

a

wi
A C

Att. 2.6: Rinka lija wy un ar to saistitie elementi.

Ta ka rinka Iiijam wy un wo radiusi ir vienadi, tad horda I L sadala taisnsturi EDC'B
divos vienados taisnsturos. Taisnstura K LC’B laukuma maksimizeSanas problema ir
ekvivalenta piala ievietota stiena lidzsvara stavokla meklesanas problemai. Taisnsturis

K JC'B ir ievilkts rinka segmenta ar augstumu

2r —a l1—a

2 27

lidz ar to rezultati, kas ieguti, risinot uzdevumu par pialu, ir pielietojami, lai maksimizetu
rinka segmenta ievilkta taisnstura laukumu pie nosacijuma (2.2.1)

Visparinasim iegutos rezultatus, lai tie butu izmantojami jebkuram rinka segmentam
ar radiusu 7 un augstumu h. Ja AB =1 un EC = a, tad optimalais BC garums

Va2 +8+a

to 1
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Lai izprastu situaciju, kad radiuss ir r, visus garumus reizina ar 2r. Ja AB = 2r un
EC = 2ar, tad optimalais BC' garums ir
a’>+8+a

BCoptimdlais = T - 2r. (2222)

Segmenta augstums ir

2% — 2
h= % =r(1-a). (2.2.23)

No (2.2.23) izsaka a un ievieto izteiksme (2.2.22):

h
a=1—-—
r

(2.2.24)

(1—ﬁ)2+8+1—§
BCoptzmalazs = - r

(\/——2 —+9+1—§> (2.2.25)

Optimala taisnstura KJC'B augstums

BK = BC EC _r (\/——2 —+9+1—ﬁ)—(1—ﬁ>-r
T r

1
htaisnstﬁm‘m — 1 (\/h2 — 2hr + 97’2 —3r + Sh) . (2226)

Atceresimies, ka uzdevuma par pialu bija ierobezojumi attieciba uz lielumu a (2.2.1), ta-

r
pec sie rezultati ir speka tikai tad, kad 0 < h < 7

Secinajumi.

Piala ievietota homogena stiena lidzsvara stavokla meklesana ir reducejama uz rinka
segmenta ievilkta taisnstura laukuma maksimizesanas problemu. Rinka segmenta ar ra-
diusu r un augstumu h < 0, 5r ievilkta taisnstura laukums ir vislielakais, ja taisnstura
augstums ir i(\/fﬂ —2hr 4+ 9r2 — 3r + Bh).

2.2.5 Uzdevums par rinka segmenta ievilktu taisnsturi

Ieprieks noradita formula (2.2.26) tika pieradita tada gadijuma, ja rinka segmenta augst-
ums neparsniedz pusi no rinka radiusa. Sads ierobezojums tika aizgits no stiena lidzsvara
stavokla meklesanas uzdevuma. Parak garam stienim smaguma centrs atrastos arpus lo-
des, tapec lidzsvara stavoklis neiestatos no stiena ieslidinasanas puslode.

Noskaidrosim, vai formula (2.2.26) ir pielietojama arl rinka segmenta, kura attieciba
— ir lielaka neka %

r

29



Pienem, ka rinka ar radiusu r segmenta augstums ir h, h < r, un Saja sementa
ievilkts taisnsturis (viena taisnstura mala atrodas uz segmenta pamata) ar maksimalo
laukumu L., turklat rinka centrs atrodas koordinatu sakumpunkta. Aprekinasim Ly, q,.
Pienemsim, ka horda, kas no rinka nodala aplukojamo segmentu, ir horizontala un ka
segments atrodas virs Sis hordas. To taisnsnstura virsotni, kas uz rinka Iinijas atrodas 1.
kvadranta, apzimesim ar (z,y).

oyt =1
Taisnstura malu garumi ir attiecigi 2z un y—c¢, kur ¢ = r—h un laukums L = 2z(y — ¢).

Maksimumu var noteikt ar elementaram metodem:
P(y) = I? = 4x2(y — 0)2 = 4(7“2 — y2)(y — 0)2.

Ceturtas pakapes polinomam P ir divkarsa sakne un ta ekstrema punkts apmierina Sadu
kvadratvienadojumu:
2y* —ye —1r* = 0. (2.2.27)

Ta ka pirmaja kvadranta y vertiba ir pozitiva, tad sakne, kas mums interese, ir

r—h+vV9r2+ h2 —2rh
1 )

y = (2.2.28)

Taisnstura augstums ir
y — (r—h). (2.2.29)

Izteiksme (2.2.29) ievietojot y vertibu no (2.2.28), iegtisim (2.2.26). Tatad jebkuram rinka
segmentam, kas neparsniedz pusapli, pec formulas (2.2.26) ir nosakams augstums tadam

ievilktam taisnsturim, kura laukums ir maksimalais.

2.3 Uzdevums par nevienadibu

1993. gada Rumanija, gatavojot izlasi dalibai starptautiska olimpiade, tika uzdots Sads
uzdevums: atrast vislielako realo skaitli a, ka visiem pozitiviem realiem =z, y, z ir speka

nevienadiba

x Y z
+ +
\/yz + 22 Va2 4 22 /2 + 2

Formulejums liek domat, ka minimums neeksiste un ir jamekle infims. Ja z =y = z,

> a. (2.3.1)

tad izteiksmes vertiba ir —, tacu, ja x = y, bet z vertiba tiecas uz nulli, tad izteiksmes

V2

vertiba tiecas uz 2 < —.

V2
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Pieradijuma pamata izmanto Sadu ideju:

A z >\/3:2—|—22+\/y2+22>2 (23.2)
\/y2+z2 Va2 + 22 \/$2+y2 - /y2+22 Vaz+ 22~

Idejas realizacija.

z Vat+22—x P+ 22—y (2.3.3)

+

VRS RN 22

Var uzskatit, ka >y > 2. Tad

fi2 & 2 V2 1 2
yre y Vot x(:)y(y—\/y2+zz)Zm(a:—\/x2+22)<:)

f]?2 —|—Z2 - y2 +Z2
y(r + Va2 + 22)(=2%) > z(y + V2 + 22)(-2%) &

Ayt 22— yVal+22) >0 &

222 > y2z2.

Atliek pieradit, ka
2 SVt eoy)
/22 + 42 Ny
2(Vy2 + 22 Fy)Va? + 22 > 22722 + g2,
VAT E VT 22 T B2 0/ T

y2($2 +z2) Z 22($2 +y2) <:>y2$2 Z Z2I2.

Vienadiba nav iespejama. Lai iegutu vienadibu, nepieciesams nemt y = z, bet tad

2 2Vt —2) B RN 1)
N AR = 2=2(V/2+ ) =2(vV2—1)z.

Lidz ar to ir pieradits, ka lielakais realais skaitlis a, kas apmierina nevienadibu (2.3.1)

visiem realiem pozitiviem x, y, z, ir skaitlis 2.

Modifikacijas.

1. variants. Apzime: = = a, = ¢. Tad jamekle infims funkcijai
x

1
(ac)ta? - v/ (be)? + 2 " V/ (ab)? + 2

1 1

1
+ +
avet+1 bva2+1 evb2+1

— inf, abc=1. (2.3.4)
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2. variants. Apzime: y? + 22 = a® 2% + 2?2 = V?, 2 + y? = . Tad uzdevums

reducejas uz

Vi +2—a? Va?+ -0 Va2 +b2 -2
a * b * a

s inf . (2.3.5)

3. variants. Cits veids, ka samazinat mainigo skaitu — lietojot sferiskas koordinatas:

r =rcosusinv, y=sinusinv, 2z = cosv. (2.3.6)
COS U Sin v sin v sin v COS v COS v
Flu,v) = ———= - —— — + — = f(u,v)sinv +
\/sm usin“ v + cos* v \/COS usin“ v + cos* v s v sinv’
COS U sin u T
flu,v) = + — > f<—,v>. (2.3.7)
Vsin2usin?v + cos2v  Veos2 usin? v + cos? 4

4. variants. Aplukojam vel vienu veidu, ka samazinat mainigo skaitu. Apzimeju

G(r,,2) =~ + e + (2:3.8)

V22 Vit 422 a2

Skaidrs, ka max(|x|, |y|, |z]) > 0. Pienemsim, ka z # 0.

y
l’
L+5 Z+5h

l . l’ — . . Z
= —= TR =G(z,y,2), (2.3.9)

LVy?+ 22 %\/:)ﬁ +22 0 L2+ g2

tatad meklet funkcijas G(z,y, z) infimu var, meklejot infimu funkcijai

ISEEN

W=

b 1
\/b2— Vil Veip

G(a,b,1) = (2.3.10)

x
kura:—,b:g.
z z

Uzdevuma geometriska jega.
Apskatam funkciju (2.3.8), lielumus z, y un z uztverot ka taisnstura paralelskaldna malu

garumus. Sauceju izteiksmes apraksta skaldnu diagonalu garumus (skatit Att. 2.7).
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Att. 2.7: Paralelskaldna elementu saistiba ar nevienadibu (2.3.1)

Attela 2.7 redzams, ka funkcija G(x,y, z) katrs no trim saskaitamajiem apraksta tan-
gensu lenkim, kas veidojas starp paralelskaldna diagonali un ta skaldnes diagonali. No
ieprieks veiktajiem aprekiniem varam secinat, ka visu sadu tangensu summa ir vismazaka,

ja taisnstura paralelskaldnis ir regulara prizma, kuras augstums tiecas uz nulli.
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3 Ekstremu uzdevumi starptautiskos
konkursos

3.1 Starptautiska matematikas olimpiade (IMO)

Starptautiska matematikas olimpiade (The International Mathematical Olympiad, turp-
mak IMO) ir matematikas sacensibas, kuras piedalas vidusskolas skoleni no visas pasaules.
Pirmo reizi Sis sacensibas notika 1959. gada Rumanija. Tajas piedalijas 52 skoleni no 7
piedalas vairak neka 500 dalibnieki no vairak neka 100 valstim [7]. Aplukosim pedejo 10

gadu laika IMO risinatos ekstremu uzdevumus.

Uzdevumi
2016. gads, 5. uzdevums

Uz tafeles uzrakstits vienadojums
(x—1)(xz—2) - - - (x—2016) = (z—1)(z—2) - - - (z—2016) (3.1.1)

ar 2016 lineariem reizinatajiem katra puse. Kada ir mazaka iespejama skaitla k£ vertiba,
ja zinams, ka ir iespejams nodzest tiesi k no siem 4032 lineariem reizinatajiem ta, lai katra
puse paliktu vismaz viens reizinatajs un gala vienadojumam nebutu atrisinajuma realos

skaitlos?

2013. gads, 2. uzdevums
Par kolumbisku sauksim tadu 4027 punktu konfiguraciju plakne, kas sastav no 2013 sar-
kaniem un 2014 ziliem punktiem un nekadi tas tris punkti neatrodas uz vienas taisnes.
Uzzimejot dazas taisnes, plakne tiek sadalita apgabalos. Taisnu saimi sauksim par labu

kolumbiskai konfiguracijai, ja ta apmierina sekojosus divus nosacijumus:
e mneviena taisne neiet caur punktu, kas pieder konfiguracijai;

» neviens apgabals nesatur abu krasu punktus.
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Atrast mazako k vertibu, tadu, ka katrai kolumbiskai 4027 punktu konfiguracijai var

atrast labu taiSnu saimi, kas sastav no k taisnem.

3.2 Eiropas meitenu matematikas olimpiade (EGMO)

Lidzigi ka IMO ar1 Eiropas meitenu matematikas olimpiade (European Girls” Mathema-
tical Olympiad, turpmak EGMO) ir starptautiskas matematikas sacensibas. To merkis ir
atbalstit un veicinat meitenu iesaistiSsanos matematika, jo starp IMO dalibniekiem apme-
ram 90 % ir zenu. Sis sacensibas pirmo reizi notika 2012. gada Kembridza (Apvienotaja
Karaliste). Dalibai EGMO valsts var pieteikt 4 meitenu komandu. Lidz $im visas EGMO
ir startejusas ar1 Latvijas komandas. 2018. gada EGMO Italija piedalijas 195 dalibnieces

52 komandas. Dalibniece no Latvijas (Anete Valnere) ieguvusi bronzas medalu. [§]

Uzdevumi
2016. gads, 1. uzdevums
Skaitlis n ir naturals nepara skaitlis un 1, 9, ..., £, ir nenegativi reali skaitli. Pieradiet,
ka

min (27 +af,) < max (22;7551), (3.2.1)
i=1,...n j=1,...n

kur x,.1 = 1.

2016. gads, 3. uzdevums
Dots naturals skaitlis m. Aplukosim 4m x 4m rutinu laukumu. Teiksim, ka rutina ir
saistita ar citu rutinu, ja abas rutinas atrodas vai nu viena rinda vai viena kolonna.
Nekadas citas rutinas nav saistitas sava starpa, tai skaita, rutina nav saistita pati ar sevi.
Dazas rutinas nokrasotas zila krasa ta, ka katra laukuma rutina ir saistita ar vismaz

divam zilam rutinam. Nosakiet mazako iespejamo zilo rutinu skaitu.

2016. gads, 5. uzdevums
Doti veseli skaitli k£ un n tadi, ka £ > 2 un £ <n < 2k — 1. Uz Saha galdina ar izmeriem
n x n tiek izvietotas taisnstura veida figuras ar izmeriem k x 1 vai 1 x k, ta ka katra figura
parklaj precizi k blakus esoSus laucinus, un nekadas divas figuras savstarpeji neparklajas.
Figuras sadi tiek izvietotas tik ilgi, lidz vairs nav iespejams izvietot nevienu no abu veidu

figuiram. Nosakiet katram k£ un n minimalo figuru skaitu sadam izvietojumam.

2012. gads, 2. uzdevums
Naturalam skaitlim n atrast lielako iespejamo veselo skaitli m, kuram izpildas 1pasiba:

tabula ar m rindam un n kolonnam ir iespejams ta ierakstit realus skaitlus, lai jebkuram
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divam dazadam tabulas rindam [aq, as, ..., a,| un [by, bs, ...b,| butu patiesa izteiksme:
max(|a; — by|, |az — ba, ..., |an — by|) =1 (3.2.2)

(Lai izteiktu m, var tikt izmantota izteiksme, kura atkariga no n.)
3.3 Risinajumi

Olimpiazu uzdevumu rikotaji olimpiades oficialaja majas lapa publice uzdevumu formu-

lejumus, ka art piedavatos risinajumus. Ar tiem iespejams iepazities 9], [10], [11]

3.3.1 IMO, 2016. gads, 5. uzdevums

Atbilde. k£ = 2016

1) Ja vienadojuma abas puses paliks nenodzesta izteiksme (x — t), kur 1 < ¢ < 2016,
tad skaitlis ¢t deres ka vienadojuma atrisinajums, tapec katrai ¢ vertibai vismaz viena no
izteiksmem x — t ir janodzes. Tatad k£ > 2016.

2) Apskata sadu vienadojumu, kura ir izsvitrotas tiesi 2016 izteiksmes:

(x—1)(x—4)(z—5)(z—8)...(x—2013)(x—2016) = (z—2)(z—3)(x—6)(x—T)...(x—2014)(z—2015)

(3.3.1)
Jaxr =1;2;3;...; 2016, tad viena vienadojuma puse iegust nulli, bet otra vertiba no nulles
atskiras, tatad Sie skaitli nav vienadojuma saknes. Bez tam citam x vertibam kada no
vienadojuma pusem ieguit nulli nav iespejams.

Apskatam vienadojuma (3.3.1) kreisas un labas puses zimes intervalos (j = 1,2, ..., 504).
<1|(4j—3,4j—2)| (475 —2,45—1) | (45 —1,45) | (45,45 + 1) | > 2016
kreisa puse | + - — - + +

laba puse + + — + + +

Intervali, kuros kreisas un labas puses zimes atskiras, nesatur vienadojuma saknes.
Atliek parbaudit intervalus (—oo, 1), (45 — 2,45 — 1), (45,45 + 1) un (2016, +00).

Parrakstam vienadojumu (3.3.1) cita forma:

504 504

[[@—4i+3)@—4j) =[[(z -4 +2)(z —4j + 1)

Jj=1 Jj=1
504 504
[+ 2(=8j +3) + 165> — 12j) = [ [(+* + x(—8j + 3) + 165> — 12 +2)  (3.3.2)
j=1 Jj=1

Ja x # 1;2;...2016, abas vienadojuma (3.3.2) puses dala ar ta kreisas puses izteiksmi.

legust
504

2
=TT (1 33.3
H( +x2+x(—8j+3)+16j2—12j) (3:33)

j=1
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Visam naturalam j vertibam, kas neparsniedz 504, sauceja izteiksme ir pozitiva, kad
r € (—00,47 —3)U (44, +00). So intervalu skeluma katrs labas puses reizinatajs parsniedz
1, tapec tadam mainiga vertibam vienadiba (3.3.3) nevar izpildities. Lidz ar to intervali
(—o0,1), (45,47 + 1) un (2016, 400) nesatur vienadojuma (3.3.1) saknes.

Apskatot gadijumu, kad = € (45 — 2,45 — 1), kur j = 1,2,...,504, dalam vienadojuma
(3.3.1) abas puses ar kreisas puses izteiksmi. legustam
(x —1)(z —4)(x — 5)(x — 8)...(x — 2013)(z — 2016)
(x —2)(x —3)(x — 6)(z — 7)...(x — 2014)(z — 2015) "

1= (3.3.4)

Saja gadijuma z noteikti ir starp 2 un 2015, galapunktus neskaitot. Tas nozime, ka

ox—1 z — 2016
O<z—2<z—1unz— 2016 <2 — 2015 < 0, tapec >1lun —— > 1.
T — 2 r — 2015
@:-4)(:5—5)(33—8)...(95—2013)_iﬂi (x — 4j)(x — 45 — 1)
(z —3)(z — 6)(x —7)...(x — 2014) _Fl (x—4j +1)(x—45—-2)
iﬂi 22 — (85 + 1) + 1652 + 45 _ﬁ - p
jzle—x(8j+1)+16j2+4j—2_jzl 22— 2(85 + 1)+ 1652 + 45 — 2

Katrai j vertibai saucejs pozitivs, ja x € (—00,47 — 1) U (45 + 2, +00) un attiecigais
reizinatajs ir lielaks neka 1. Visu Sadu intervalu skeluma reizinajums parsniedz skaitli 1.
Sis gkelums ieklauj intervalus = € (45 — 2,45 —1) (j = 1,2, ..., 504). Tapéc vienadojumam
(3.3.4) labas puses izteiksme ir lielaka neka 1 un apskatitajos intervalos vienadojumam
(3.3.1) nav saknu.

Lidz ar to ir pieradits, ka iespejams izsvitrot 2016 linearus reizinatajus, iegustot vien-

adojumu, kam nav realu saknu, tatad k£ = 2016.

Piebilde. Doto uzdevumu var parveidot, nemot citu iekavu skaitu. Uzdevums, kura
sakuma butu doti vienadi iekavu pari, iekavu trijnieki vai ¢etru iekavu komplekti abas
vienadojuma puses, butu izmantojams ka petniecisks uzdevums skola, macoties par li-
neariem un kvadratvienadojumiem un dazadam vienadojumu risinasanas metodem. Saja

gadijuma atrisinajums butu uzskatami pamatojams, izmantojot grafisko metodi.

3.3.2 IMO, 2013. gads, 2. uzdevums

Atbilde k£ = 2013.

Ar piemera palidzibu paradisim, ka & > 2013. Uz rinka Iijas atliekam 2013 sarkanus
uz 2013 zilus punktus ta, lai vienas krasas punkti neatrastos blakus. Vel vienu zilo
punktu atlickam kaut kur plakne — ta atrasanas vieta saja gadijuma nebus svariga. Uz
rinka Imijas atliktie punkti to sadala 4026 lokos, bez tam katram lokam galapunkti ir

atskirigas krasas. Lai izpilditos uzdevuma nosacijumi, vajadzetu, lai katru loku skerso
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kada taisne no uzdevuma formulejuma pieminetas taisnu saimes. Viena taisne var skersot
ne vairak ka divus lokus, tatad nepiecieSamas vismaz 2013 taisnes.

Vel japierada, ka ar 2013 taisnem pietiek, lai izpilditu uzdevuma nosacijumus. Jebku-
rus divus punktus no visiem parejiem iespejams nodalit ar divam taisnem, jo nekadi tris
punkti neatrodas uz vienas taisnes.

Ar P apzimesim izliektu daudzsturi ar virsotnem atzimetajos punktos, kuram visi
parejie atzimetie punkti atrodas iekspuse. Slgirojam divus gadijumus.

1. gadijums. Daudzsturim P ir kada sarkana virsotne A. Sakuma novelk taisni, kas
atdala punktu A no visiem parejiem puktiem. Tad parejos 2012 sarkanos punktus sadala
pa pariem. Ieprieks jau tika minets, ka divus punktus no parejiem var atdalit ar divam
taisnem. Tas nozime, ka 1006 sarkano punktu parus no zilajiem punktiem var atdalit ar
2012 taisnem.

2. gadijums. Daudzsturim P visas virsotnes ir zilas. Ta ka daudzsturim ir vismaz 3
virsotnes, tad varam izveleties divas un ar vienu taisni tas nodalit no visiem sarkanajiem
punktiem. Atliek 2012 zili punkti, ko nodalit. To daram lidzigi ka pirmaja gadijuma —
sadalam zilos punktus pa pariem un katram parim velkam divas taisnes, kas tas noskir
no visiem parejiem punktiem.

Abos gadijumos pietiek ar 2013 taisnem, lai So taiSnu saime butu laba attiecigajai

kolumbiskajai konfiguracijai.

3.3.3 EGMO, 2016. gads, 1. uzdevums

Lai pieraditu nevienadibu (3.2.1), pietiek atrast tadus parus (z;,z;11), ¢ = 1;...;n un

(xj,Tj41), j = 1;...;n, kuriem
x; +al <224 (3.3.5)

Jan =1 - triviali.

Jaxy =9 = ... = x,, tad (3.2.1) izpildas vienadiba.

Turpmak aplukosim gadijumu, kad maxx; # minz;, 4,5 = 1;2;...;n un n > 3.

Apgalvojums. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad virkne x1, s, ..., 2,40, kur 2,1 = 1
un x,.o = o, noteikti atradisies 3 pec kartas esosi elementi, kas ir vai nu nedilstosa vai
arl neaugosa seciba.

Pieradisim no preteja. Pienemsim, ka virkne zi, ..., z,4o izveloties jebkurus tris pec
kartas esosu elementu, videjais bus vai nu lielaks par abiem parejiem vai ar1 mazaks par
parcjiem. Tada gadijuma, ja xy > x9, tad o < X3;...; 2, > Tyl Tpr1 < Tpio — pretruna,
jO Tpy1 = X1 > T9 = Tp4o. Lidziga veida pie pretrunas nonaktu, ja pienemtu, ka x; < 5.
Tatad ir iespejams atrast 3 pec kartas esosi elementi, kas ir vai nu nedilstosa vai ari

neaugosa seciba.
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[zvelamies Sos tris elementus un apzimejam ar a > b > c¢. Virkne zq, x9, ..., x40 tie
vareja atrasties arl preteja seciba, tacu pieradijuma svarigi ir tikai tas, ka (a,b) un (b, c)

ir blakus esosu elementu pari. Ir redzams, ka
c® 4+ b* < 2b* < 2ab. (3.3.6)

Lidz ar to ir atrasti elementi, kam izpildas (3.3.5), tatad ar1 pieradama nevienadiba (3.2.1)

ir patiesa.

3.3.4 EGMO 2016. gads, 3. uzdevums

EGMO majas lapa [10] piedavata sada risinajuma ideja.

Risinajums
Ar 6m zilam rutinam pietiek, lai uzdevuma nosacijumi tiktu apmierinati. Visu laukumu
sadala 4 x 4 rutinu lielos kvadratos. No Siem kvadratiem izveidojas jauns m x m izmera
laukums. Izvelas vienu no $§t jauna laukuma diagonalem un katra diagonales kvadrata

krasosanu veic pec principa, kas noradits attela 3.1.

Att. 3.1: Viena 4 x 4 kvadrata izkrasoSana

Uz diagonales izvietoti m kvadrati izmera 4 x 4 rutinas, bez tam katra kvadrata ir
6 zilas rutina, tatad kopejais zilo rutinu skaits ir 6m. Viegli parliecinaties, ka ikviena
rutina, kas nav zila, atrodas viena rinda un ar1 viena kolonna ar kadu zilu rutinu. Toties
katra zila rutina ir saistita ar divam zilam rutinam vai nu no tas pasas rindas vai arl
kolonnas.

Pamatosim, ka zilo rutinu skaits nevar but mazaks par 6m. Ar m] apzimesim kopejo
zilo rutinu skaitu tajas rindas, kuras ir tikai viena zila rutina (jeb to rindu skaitu, kuras
ir pa vienai zilai rutinai); m} - kopejo zilo rutinu skaitu tajas rindas, kuras ir pa divam
zilam rutinam; mj - zilo rutinu skaitu tajas rindas, kuras ir vismaz 3 zilas rutinas. Pec
tada paSa principa ievieSam apzimejumus mf, ms un m4, kur skaitam zilas rtinas pa

kolonnam.
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Ja kada rutina ir viemiga zila rutina sava rinda (vai kolonna), tad kolonna (attiecigi

rinda), kura ta atrodas, ir jabut vismaz divam citam zilam rutinam. Tas nozime, ka

m} < m4; my < mj. (3.3.7)

Ja kada rinda (vai kolonna) nebuitu nevienas zilas rutinas, tad katra kolonna (attiecigi,
rinda) vajadzetu but vismaz divam zilam rutinam. Zilo rutinu skaits tada gadijuma butu
vismaz 4m - 2 = 8m > 6m. Meklejot mazako zilo rutinu skaitu, ir skaidrs, ka katra rinda
un kolonna kadai zilai rutinai jabut.

Novertesim rindu (kolonnu) skaitu, izmantojot ieviestos apzimejumus.

my 4+ 22 s g (3.3.8)
2 773
k k

mb + % + % > 4m. (3.3.9)

Ta ka mes velamies parbaudit, vai iespejams, ka zilo rutinu skaits ir mazaks par 6m,

pienemsim, ka ir. Novertejam zilo rutinu skaitu, izmantojot ieviestos apzimejumus.
my + my +ms < 6m (3.3.10)

mh +mh +mb < 6m (3.3.11)

Nevienadibai (3.3.8) abas puses pareizina ar 3, nevienadibai (3.3.10) abas puses parei-
zina ar (—2) un iegutas nevienadibas saskaita. legust

T

mj — e my > 0,
2
mi —ml > % >0, (3.3.12)

tatad m§ > mj. Lidzigi iegiist sakaribu m¥ > m5.

Sos rezultatus apvienojot ar (3.3.7), iegtist

m < mh <mk <mh <m! (3.3.13)

Ir ieguta pretruna no pienemuma, ka zilo rutinu skaits var but mazaks par 6m. Lidz ar
to ir pieradits, ka mazakais zilo rutinu skaits, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir

om.

3.3.5 EGMO, 2016. gads, 5. uzdevums

Ja n = k, tad minimalais figuru skaits ir n (jeb k). Lai vai ka novietotu pirmo figuru,
parejas vares novietot tikai tada pasa virziena. Katra figura aiznem tiesi vienu pilnu rindu

(vai kolonnu), tapec atradisies vieta n figuram.
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Ja n > k, sakuma apskatisim situaciju dazam izveletam k un n vertibam, sakot ar
mazakajam.
1) k = 2; n = 3, tad pietiek ar 3 figuram (skatit Att. 3.2). Ja ievietotu tikai divas
figuras, tad nenosegtas paliktu 5 rutinas. Vienigais veids, ka izveleties 5 rutinas ta, lai
jebkuras divas neatrastos blakus, ir, ja nem stura rutinas un videjo rutinu, tacu pec divu
figiru ievietosanas sads parpalikums nevar izveidoties. Lidz ar to, ja k = 2; n = 3, tad
minimalais figuru skaits ir 3.
2) Ja k = 3; n = 4, tad ar 4 figuram iespejams panakt, ka vel vienai figurai vairs nav vietas
(skatit Att. 3.2). Izvietojot 3 figuras noteikti bus vieta vel vismaz vienai. Ja divas pirmas
novietotas figuras ir ar vienadu platumu (tatad abas novietotas vertikali vai art abas —
horiontali), tad atliek vieta vismaz divam figuram ar tadu pasu platumu. Ja pirmas divas
figuras ir ar dazadiem platumiem, tad skatamies, vai kada no tam parklaj kadu ieksejo
laucinu (laucinu, kas neatrodas pie kvadrata robezas). Ja ja, tad Sai figurai paraleli var
likt vel 3 citas figuras. Ja neviens no Cetriem ieksejiem lauciniem netiek nosegts un ar1
tresa figura tiek likta ta, ka nenosedz iekseju laucinu, tad ir atrodams nenosegts apgabals
ar izmeriem 2 x 3. Taja ir iespejams ievietot figuru. Ja 3. figura tiek likta ta, ka nosedz
iekseju laucinu, tad vieta vel vienai figurai atradisies blakus treSajam laucinam. Tatad
mazak ka 4 figuras nav iespejamas.
3) Ja k = 3; n = b5, pietiek ar 5 figuram (skatit Att. 3.2). To, ka mazaks figuru skaits

neder, pamatosim, apskatot visparigo gadijumu.

Att. 3.2: Figuru izvietojums, ja k = 2; n = 3; divi varianti figuru izvietojumam, ja k = 3;
n = 4, un figuru izvietojums, ja k =3; n =5

Attelos redzamais figuru izvietojums gadijuma, kad k = 3; n =4 vaik =3; n =25
nav vienigais iespejamais. Tajos ir redzamas divas atskirigas pieejas figuru izvietoSanai —
liekot figuras blakus vienu otrai, malas atrstajot ne vairak ka k — 1 secigas brivas rutinas,
vai ar1 izvietojot 4 figuras gar kvadrata arejo malu, jak=n—1. Kad k =n—1unn > 4,
mazak ka 4 figuras nevar but. Pamatojums lidzigs ka ieprieks apskatitaja gadijuma ”2)”

punkta.
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Varam noverot, ka nepiecieSsamais figuru skaits neparsniedz n, jo figuras vienmer ie-
spejams salikt blakus, neatstajot & secigas nenosegtas rutinas. Tas izpildas tapec, ka
n <2k —1.

EGMO majas lapa [[10] piedavats sads risinajums. Ja k < n < 2k—1, tad nepieciesamas
2n—2k+2 figuras. Paradisim, ka ar Sadu skaitu pietiek. Sakuma cetras figuras izvietojam
vietas [0, 1] x [0, k], [1,k+1] x [0, 1], [k, k+1] x [1, k+1] un [0, k] x [k, k+1]. Tiek izveidots
k x k rutinu kvadrats, kura nevienu citu figuru nav iespejams ievietot. Palikusos brivos
laukumus [k + 1,n] x [1,k + 1] un [1,k + 1] x [k + 1, n] aizpilda vienu ar vertikalam un
otru — horizontalam figuram (skatit Att. 3.3). Katra ievietojamas n —k — 1 figuras. Kopa

ievietotas 4 + 2n — 2k — 2 = 2n — 2k + 2 figuras.

ks (n—k—1)

(k= 1)xk

1 k n—k—1

Att. 3.3: Kvadratas n X n un taja ievietotu 2n — 2k + 2 figuru izvietojums.

Jan=2k—1, tad n < 2n — 2k + 2, tapec pietiek ar n figuram.

Vel japierada, ka mazaks figuru skaits nav iespejams. Ar r un ¢ apzime to rindu un
attiecigi kolonnu skaitu, kuras nesatur nevienu veselu figuru. Ja r = 0 vai ¢ = 0, tad
noteikti ir izvietotas vismaz n figuras. Ja r - ¢ > 0, esam pieradijusi, ka kvadrata vismaz
2n — 2k 4 2 figuras ir iespejams ievietot, citai figurai neatstajot vietu.

Pienemsim, ka rindas (un, attiecigi, kolonnas), kas nesatur veselu figuru, atrodas
blakus viena otrai. To, ka Sads pienemums ir speka, pamatosim nedaudz velak. Izdaritais
pienemums lauj secinat, ka veidojas taisnsturis ar izmeriem ¢ x r, kura neviens laucing
nav nosegts. S1iemesla del ir skaidrs, ka r < kun ¢ < k. No taizriet, kan—r >n—k+1
rindas ir pa horizontalai figurai. Lidzigi secinam, ka n—c n—k+1 kolonnas ir pa vertikalai
figurai, tatad kopa ir vismaz 2n—2k + 2 figuras.

Pieradisim, ka ieprieks izdaritais pienemums ir patiess, apskatot rindas. Iegutie rezul-
tati bus speka ar1 kolonnam. Izvelamies vienu horizontali novietotu figuru un apzimejam

to ar T. Ta ka n < 2k, tad attalums no figuras Iidz tuvakajai kvadrata horizontalajai
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malai neparsniedz k — 1 rutinas. Visas rindas, kas atrodas starp 7" un tuvako kvadrata
horizontalo malu, skel tas £ kolonnas, kas iet caur figuru 7'. Izveidojas taisnsturveida ap-
gabals, kura nevar ievietot nevienu vertikalu figuru. Lai izpilditos uzdevuma nosacijumi,
katra rinda starp 7" un tuvako kvadrata horizontalo malu jaievieto horizontala figura. Ta
ka Sie spriedumi ir speka pie jebkuras T izveles, tad visas rindas, kas nesatur veselu figuru,
atrodas secigi viena virs otras. Lidzigi var spriest par kolonnam. Tatad pienemums ir
pieradits un no ta izrietosie secinajumi ir speka.

Atbilde. Ja n = k, tad mazakais izvietojamo figuru skaits ir n. Ja k <n <2k — 1,

tad mazakais izvietojamo figuru skaits ir min(n, 2n — 2k + 2).

3.3.6 EGMO, 2012. gads, 2. uzdevums

Apskatam kadu tabulu, kura izpildas uzdevuma nosacijumi. Jebkuri divi elementi, kas
atrodas viena kolonna, atskiras ne vairak ka par 1. Uz labu laimi izvelamies kadu ele-
mentu, kas nav ne lielakais ne mazakais sava kolonna. So skaitli aizstajam ar kolonnas
lielako vai mazako elementu. Pec Sadas aizstasanas uzdevuma nosacijumi vel aizvien tiek
apmierinati. Sada darbiba nemainis vertibu tiem a;, b;, kuriem izpildas |a; — b;| = 1.
Atkartojam aizstasanas darbibu tik reizu, cik tas ir iespejams. Rezultata iegustam jaunu
tabulu, kurai katra kolonna ir ne vairak ka divas atskirigas vertibas — sakotnejas tabulas
attiecigas kolonnas lielaka un mazaka vertiba. Lidz ar to, zinot kadam ir jabut lielakajam
un mazakajam skaitlim katra kolonna, ir 2" dazadi varianti, ka izveidot vienu tabulas
rindu. Pec uzdevuma nosacijumiem ir skaidrs, ka visam tabulas rindam jabut atskirigam,
jo preteja gadijuma neizpilditos (3.2.2). Tatad m vertiba nevar parsniegt skaitli 2.

Parbaudisim, vai iespejams tabulu ar n kolonnam un 2" rindam aizpildit, apmierinot
uzdevuma nosactjumus. Kolonnu, kuras kartas skaitlis ir k& (zinams, ka 1 < k < 2™ aiz-
pilda pec sada principa. Skaitli & — 1 pieraksta binara pieraksta, izmantojot n ciparus
— ja nepieciesams, skaitla sakuma lieto nulles. Pieraksta izmantotos ciparus secigi ierak-
sta katru sava k-tas rindas suna. Iegutaja tabula visas rindas bus atskirigas un tabula
apmierinas uzdevuma nosacijumus.

Atbilde. Lielakais iespejamais rindu skaits m = 2™.

43



Nobeigums

Petot Tomasevska problemu tika noverots, ka, palielinoties mainigo skaitam, pieradi-
jums klust ieverojami sarezgitaks. Mainigo skaitu palielinot par 1, apskatamo izteiksmju
skaits palielinas divas reizies. Salidzinot pieradijumu sesu un septinu mainigo gadijuma,
butiski atskiras pieradijuma ideja. Ja seSiem (un mazak) mainigajiem pietika pieradit,
ka izteiksmju pari vienlaicigi nevar pec vertibas parsniegt skaitli 1, tad septinu mainigo
gadijuma jamekle lielaki izteiksmju komplekti. Tomasevska problemai ir vairakas inter-
pretacijas — geometriska, varbutiska, kombinatoriska. Pagaidam neviena no Sim pieejam
nav novedusi pie vispariga atrisinajuma.

Tomasevska problema ir labs avots olimpiazu uzdevumiem par nevienadibam.

Risinot uzdevumu par taisnstura sadalisanu vairakos taisnsturos ar atskirigiem natura-
liem malu garumiem, radas jautajums, vai problemu varetu ar1 atrisinat telpiska gadijuma.
Parnesot plaknes gadijumu uz telpu, uzdevuma formulejums butu sads: Kads ir mazakais
tilpums konteineram, kuru iespejams piepildit ar kastem ay X by X ¢, kur visi ag, by, ¢, ir
atskirigi naturali skaitli.

Art aplukotajos olimpiazu uzdevumos ir tadi, kurus varetu petit visparinata gadijuma,

piemeram, kads ir mazakais linearo reizinataju skaits, kas jaizsvitro, lai vienadojumam
n n

Z(:p —-1) = Z(x — 1) nebutu atrisinajuma.

=1 i=1
Uzdevuma par minimala skaita taisnsturu ievietosanu kvadrata, atsakoties no nosaci-

juma n < 2k, iegust neatrisinatu matematikas problemu, kuras atseviskus gadijumus ir

petijusi skoleni savos zinatniski — petnieciskajos darbos.
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Pielikums. Tomasevska problema

. Izteiksmju salidzinajums, jan =7

Indekss izteiksmei, kas ir vismaz u; Uu; Indekss izteiksmei, kas neparsniedz u;
- 1 visi
1 2 3...64
1,2 3 4...64
1...3 4 6...8,10...16,18...32, 34...63
1..3 5 6...64
1...5 6 7,8, 10...16, 18...32, 34...63
1...6 7 8, 11...16, 19...32, 35...62
1.7 8 | 12, 14...16, 20, 22...24, 26...32, 36, 38...40, 42...48, 50...62
1...3,5 9 10...64
1..7,9 10 11...16, 18...32, 34...63
1..7,9,10 11 12...16, 19...32, 35..62
1..11 12 14...16, 20, 22...24, 26...32, 36, 38...40, 42...48, 50...62
1..7,9...11 13 14...16, 21...32, 37...62
1..13 14 15, 16, 22...24, 26...32, 38...40, 42...48, 50...62
1...14 15 16, 23, 24, 27...32, 39, 40, 43...48, 51...62
1...15 16 24, 28, 30...32, 40, 44, 46...48, 52, 54...56, 58...62
1...3,5,9 17 18...64
1...6, 9, 10, 17 18 19...32, 34...63
1..7,9...11, 17, 18 19 20...32, 35...62
1...12, 17...19 20 22...24, 26...32, 36, 38...40, 42...48, 50...62
1..7,9..11, 13, 17...19 21 22...32, 37...62
1...14, 17..21 22 23, 24, 26...32, 38...40, 42...48, 50...62
1...15, 17...22 23 24, 27...32, 39, 40, 43...48, 51...62
1...23 24 28, 30...32, 40, 44, 46...48, 52, 54...56, 58...62
1..7,9...11, 13, 17...19, 21 25 26...32, 41...62
1...14, 17...22, 25 26 27...32, 42...62
1...15, 17...23, 25, 26 27 28...32, 43...48, 51...62
1..27 28 30...32, 44, 46...48, 52, 54...56, 58...62
1...15, 17...23, 25...27 29 30...32, 45...48, 53...62
1...29 30 31, 32, 46...48, 54...56, 58...62
1...30 31 32, 47, 48, 55, 56, 59...62
1...31 32 48, 56, 60, 62
1..3,5,9, 17 33 34...64
1..6, 9, 10, 17, 18, 33 34 35..63
1..7,9..11, 17..19, 33, 34 35 36..62
1..12, 17..20, 33..35 36 38..40, 42..48, 50..62
1..7,9..11, 13, 17..19, 21, 33..35 37 38..62
1..14, 17..22, 33..37 38 39, 40, 42..48, 50..62
1..23, 33..38 39 40, 43..48, 51..62
1..24, 33..39 40 44, 46..48, 52, 54..56, 58..62
1..7,9..11, 13, 17..19, 21, 25, 33..35, 37 41 42..62
1..14, 17..22, 25, 26, 33..38, 41 12 13..48, 50..62
1..15, 17..23, 25..27, 33..39, 41, 42 43 44..48, 51..62
1..28, 33..43 44 46..48, 53, 54..56, 58..62
1..15, 17..23, 25..27, 29, 33..39, 41..43 45 46..48, 53..62
1..30, 33..45 46 47,48,54..56, 58..62
1..31, 33..46 47 48,55,56,59..62
1..47 48 56, 60, 62
1..7,9..11, 13, 17..19, 21, 25, 33..35, 37, 41 49 50..62
1..14, 17..23, 25, 26, 33..38, 41, 42, 49 50 51..62
1..15, 17..23, 25..27, 33..39, 41..43, 49, 50 51 52..62
1..28, 33..44, 49..51 52 54..56, 58..62
1..15, 17..23, 25..27, 29, 33..39, 41..43, 45, 49..51 53 54..62
1..30, 33..46, 49..53 54 55, 56, 58..62
1..31, 33..47, 49..54 55 56, 58..62
1..55 56 60, 62..62
1..15, 17..23, 25..27, 29, 33..39, 41..43, 45, 49..51, 53 | 57 58..62
1..30, 33..46, 49..54, 57 58 59..62
1..31, 33..47, 49..55, 57, 58 59 60..62
1...59 60 62
1...31, 33...47, 49...55, 57...59 61 62
1...61 62 -
1..6, 9, 10, 17, 18, 33, 34, 64 63 -
1..3,5,9, 17, 33 64 63
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