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ANOTACIJA

S1 gada 1. septembri visos izglitibas limenos saks realizét pilnveidoto macibu saturu un
pieeju. To paredz jaunie valsts izglitibas standarti. Vidusskola ir planotas biitiskas izmainas —
skoleniem biis iespgja izvéléties, kada Iimen1 apgiit macibu priekSmetus. Matematika viena no
augstaka Iimena témam ir atvasinajums.

Darba merkis ir izstradat stundu planus un materialus atvasinajuma maciSanai
vidusskola atbilstoSi jauna standarta prasibam. Rezultata ir izstradats tematiskais plans, pec
kura apgiit robeZu, atvasinajuma rékinus un ta pielietojumu. Kopa izstradati Cetri parbaudes
darbi, 25 stundu plani un materiali, kuros tiek realizétas atbilstoSas macibu metodes, lai
Istenotu standarta definétos sasniedzamos rezultatus. Izstradatais darbs ir ka atbalsts

skolotajiem, kuri septembr1 saks macit matematiku augstakaja limen.

Atslegvardi: atvasinajums, stundu plani, stundu materiali, izglitibas standarts.



ABSTRACT

Every level of education will start to implement new and improved curriculum on the 1*
of September 2020 which is provided by the Cabinet of Ministers. Secondary school students
will have an option to choose subjects based on the desired level of complexity. Students who
choose to study math at the highest level will have to learn about the derivative.

This thesis is focused on creating plans and materials for teaching the derivative to
secondary school students appropriately to the requirements of the new standard. A total of
four tests, plans and materials for 25 lessons were created. These lessons are according to the
new standard and implement methods to reach defined learning outcomes. Math teachers can

use this thesis for teaching the derivative to secondary school students.

Keywords: derivative, plans for lessons, materials, curriculum.
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APZIMEJUMU SARAKSTS

AS — atgriezeniska saite

C — konstante

C(x) — izmaksu funkcija

IT — informacijas tehnologijas
N — kartas numurs

IN — naturalo skaitlu kopa

P(x) — pelnas funkcija

IR — realo skaitlu kopa

R(x) — ienakumu funkcija

U — 6-apkartne

U, — e-apkartne

U, — caurdurta §-apkartne

Z —veselo skaitlu kopa

0, € — péc patikas mazs pozitivs skaitlis
x, — virknes visparigais loceklis

(x,) — virknes locekli

Y —katrs
3 — eksiste
€ — pieder

A Xx — argumenta pieaugums
A'y —funkcijas pieaugums
- —tiecas uz

= —tad

< —tad un tikai tad



IEVADS

Pédéjos gadu desmitos sabiedriba un darba tirgd arvien vairak tiek novértétas logiskas
domasanas un problémrisinasanas prasmes. No zinamu algoritmu pielietoSanas nepiecieSams
pariet uz kompleksu situaciju analizi un jaunu risinajumu veidoSanu. Lai skoléni veiksmigak
apgitu nepiecieSamas prasmes, jamainas arl macibu saturam un pieejai. Pédéjo reizi Latvijas
videjas izglitibas standarts tika mainits 2013. gada. [1] Septinus gadus velak, 2020. gada 1.
septembri, stasies speka jaunizveidotie visparéjas izglitibas standarti, turpinot uzlabot macibu
saturu un pieeju. Reformas tiks ieviestas visas izglitibas pakapes reize, sakot ar pirmsskolu un
beidzot ar vidusskolu. [2]

Jaunais vidusskolas modelis paredz macibu satura apguvi tris limenos: visparigaja,
optimalaja un augstakaja. Matematikas jomas augstakaja apguves limeni ir ieklauti
matematiskas analizes jautajumi, lai veidotu izpratni par atvasinajumu, integrali un to
lietojumu daZadu problému risinasana. [3]

Jaunais vidusskolas standarts ir pieejams un stasies spéka S1 gada 1. septembrl.
Programma un metodiskie materiali matematikas jomas augstakaja limeni vél nav izstradati.
Atvasinajums ir viens no matematiskas analizes pamata elementiem, kas sevi ietver funkcijas
un robeZas. Vidusskola ir ieteicams apgiit atvasindjuma jedzienu un pielietojumu, jo to var
izmantot dazadu skola apskatito problému risinasana un jaunu situaciju analizé.

Darba ietvaros tiek risinata probléma, ka nav pieejami macibu materiali un metodiskie
ieteikumi, lai macitu matematiku vidusskoleniem augstakaja limen1 atbilstoSi jauna standarta
prasibam.

Darba merkis ir izstradat tematisko planu, stundu planus un materialus atvasinajuma
maciSanai vidusskola atbilstoSi jauna standarta prasibam.

Darba uzdevumi:

* izpetit macibu literatiiru par funkciju, robeZu un atvasinajuma skaidrojumu;

* apskatit atvasinajuma lietojumu un ta nozimi dazadu jomu problémas;

* izstradat tematisko planu robeZu un atvasinajuma maciSanai;

* izstradat stundu planus un materialus tematiem “Virknes robeZa”,
“Atvasinajums”, “ Funkcijas pétiSana” un “Atvasinajuma pielietojums”;

* izstradat parbaudes darbus un to veértéSanas kritérijus iepriekS miné&tajiem
tematiem;

* aprobeét izstradatos tematus “Virknes robeza” un “Atvasinajums”;

e izvertet izstradato stundu planu atbilstibu standarta = definétajiem

sasniedzamajiem rezultatiem un pilnveidotajai macibu pieejai.
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Darbs sastav no 3 nodalam. Pirmaja nodala tiek apskatits atvasinajuma skaidrojums.
Nodala sakas ar funkcijas un robeZas skaidrojumu un beidzas ar atvasindjuma pielietojumu.
Nakamaja nodala tiek aprakstita izmantota metodika izvirzito sasniedzamo rezultatu
istenoSanai izstradatajas stundas. TreSaja nodala ir stundu planu un materialu izvertéjums
atbilstoSi vidusskolas standarta izvirzitajiem augstaka limena sasniedzamajiem rezultatiem.
Darba pielikums satur izstradatos materialus: tematisko planu seSu tematu apguvei, 25 stundu

planus ar materialiem Cetru tematu apguvei un to parbaudes darbus.



1. ATVASINAJUMA TEORIJAS IZKLASTS

Lai skaidrotu atvasinajumu, vispirms jaapliko robeZu skaidrojums un funkcijas
jédziens, ka arl to IpaSibas un elementaras funkcijas, no kuram var izveidot dazadas saliktas

funkcijas.

1.1. Funkcijas jédziens

Matematika par funkciju sauc atbilstibas likumu f, péc kura katram skaitlim x no kopas
D jeb definicijas apgabala piekarto vienu vienigu skaitli y no kopas E jeb vertibu apgabala [4,
137. Ipp.]. Pienemts skaitlus x saukt par argumentiem, bet skaitlus y — par funkcijas vértibam,

un lietot pierakstu: y=f(x). Vizuals attélojums redzams 1.1.1. attéla.

¥ = f(x1)

1.1.1. att. Funkcijas vizualizacija [5, 10. 1pp.]
Literatura tiek izdalitas elementaras pamatfunkcijas:

1. Pakapes funkcija y=x", kur a€lR.

2. Eksponentfunkcija y=a", kur a>0,a#1.

3. Logaritmiskas funkcija y=1log_x, kur a>0,a#1.

4. Trigonometriskas funkcijas y=sinx, y=cosx,y=tg x, y=ctgx.

5. Ciklometriskas funkcijas y=arcsin x, y=arccos x, y =arctg x , y =arcctg x. [6, 45. Ipp.]
Buli sava gramata pie elementarajam pamatfunkcijam pieskaita arl konstantu funkciju y=C
[7, 137. Ipp.], kur C€IR, tomeér ta ir jau minéta pakapes funkcija, ja a=0. Eksponentfunkcija
un logaritmiska funkcija, ka ar1 trigonometriskas un ciklometriskas funkcijas sava starpa ir
inversas funkcijas — pienem bijuSo argumentu par funkcijas vertibu, bet funkcijas vértibu —
par argumentu. Simboliski to var pierakstit, ka funkcijai y=f(x) inversa funkcija ir x=¢(y).

[6, 49. Ipp.]



Funkciju pétiSana izmanto vairakus terminus, kas raksturo to 1pasibas: monotonitati,
periodiskumu, nepartrauktibu, ekstréma punktus, paritati, ieliektibu un izliektibu. Darba
apskatitas tikai tas 1paSibas, kuru pétiSana tiek izmantots atvasinajums.

Funkcijas monotonitati visbieZak apraksta termini: augoSa un dilstoSa. Tiek lietoti arl

tadi termini ka nedilstoSa un neaugoSa funkcija — katram argumenta vérttbam x, un x,, kuram
X,<X,, izpildas attiecigi nevienadibas f(x,)<f(x,) un f(x,)=f(x,). [5, 12. Ipp.]

Funkcijas y=f(x) lielaka vertiba kada intervala ir punkta x,, ja vertiba 3aja punkta ir
lielaka neka apkartnes punktos jeb f (x0)>f (x). Punktu x, sauc par maksimuma punktu un

f (x,) — par maksimumu. Analogiski var aprakstit arl funkcijas mazako veértibu jeb minimuma

punktu. Minimumus un maksimumus sauc par ekstrémiem [4, 195. Ipp.], bet minimuma un
maksimuma punktus — par ekstréma punktiem [5, 121. Ipp.].

Funkcija ir nepartraukta, ja, pakapeniski mainoties argumentam, pakapeniski, bez
leécieniem, mainas ari funkcijas vértiba. Intuitivi ST IpaSiba saistas ar funkcijas grafiku ka
nepartrauktu Iiju. Pretéja gadijuma funkciju sauc par partrauktu. Argumenta vértibas, pie
kuram funkcija ir partraukta, sauc par partraukuma punktiem, kas var biit dazada veida, bet
par to sikaks izklasts sekos 1.2.4. nodala péc robeZu teorijas apskates. 1.1.2. attéla redzama

nepartrauktas un partrauktas funkcijas (partraukuma punkts x=0) grafiki. [6, 42. Ipp.]

4
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v
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1

1.1.2. att. Nepartrauktas funkcijas y = x* un partauktas funkcijas y 2% grafiki

Talak tiek apskatitas vél daZas funkciju 1paSibas. Funkciju sauc par izliektu kada
intervala, ja grafiks atrodas zem jebkuras grafika pieskares minétaja intervala. Analogiski var
definét arl ieliektu funkciju — funkcija, kuras grafiks atrodas virs jebkuras grafika pieskares
dotaja intervala. Toties funkcijas punktu sauc par parliekuma punktu, ja tas atdala grafika
izliekto dalu no ieliektas. [7, 69. Ipp.] Visas tris definicijas ir attélotas 1.1.3. attéla, @ grafika
attelota ieliekta funkcija, @ grafika — izliekta funkcija, bet @ grafika atzimeéts parliekuma

punkts x,, caur kuru iet taisne, kas atdala grafika ieliekto dalu no izliektas.

10
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1.1.3. att. Ieliektas un izliektas funkcijas grafiki, parliekuma punkts [7, 69. Ipp.]
1.2. Robezas

lepriekSeja nodala ir apskatits funkcijas jedziens un galvenie termini, kurus izmanto
atvasindjuma skaidrojuma un lietojuma. Vel nepiecieSams apliikot robeZas jedzienu,
detalizétaku nepartrauktas funkcijas skaidrojumu un robeZu aprékinasanas panémienus.

Vispirms apliikosim terminus, kurus izmanto robeZas definicija. Par punkta apkartni
sauc valéju intervalu, kur§ satur paSu punktu x, [8, 56. Ipp.]. Intervalu (x,—d; x,+J) sauc par
punkta x, S-apkartni un apzimé ar U,(x,). RobeZas definicija lieto terminu punkta X,
caurdurta §-apkartne. To var uzrakstit ka intervalu apvienojumu (x,—& ;x,)U (xo; Xo+8) un
apzimé Us,(x,). [8, 102. Ipp.] Izveloties pietiekami mazu punkta x, 8-apkartni x€U,(x,),
funkcijas vertibas f(x) var atSkirties no kada skaitla A pec patikas maz, ko apzimé ar € —
jebkur$ péc patikas mazs pozitivs skaitlis. Simboliski to pieraksta: f(x)€(A—e;A+¢) jeb
If(x)—Al|<e. Intervalu (A—e ; A+¢) sauc par punkta A e-apkartni un apzimé ar U, (A ). Tatad

f(x)eU,(A), jax€U,(x,) jeb V x, kuriem 0<|x—x|<¢, ir |f (x)—Al<e. [5, 27. Ipp.]
1.2.1. Robezas definicija

Miskis mainiga lieluma f(x) robezu definé ka skaitli A, ja A ir patstavigs lielums un
f(x) kada procesa neierobeZoti tuvojas lielumam A [6, 92. lpp.], tomer citi autori robeZas
definicija izmanto iepriekS aprakstitos terminus. Skaitli A sauc par funkcijas robezu, kad x
tiecas uz punktu x, jeb x- x,, ja katram pozitivam skaitlim € var atrast tadu pozitivu skaitli §,
ka visam x vertibam izpildas nosacijums: ja argumenta verttbas x pieder punkta x,
caurdurtajai §-apkartnei, tad attiecigas funkcijas f(x) vertibas pieder skaitla A e-apkartnei. [7,
25. Ipp.].Simboliski to var pierakstit ka:

lim f(x)=AeVe>030>0:V xeU,(x))=f(x)eU,.(A)

XX,

jeb, apkartnu vieta izmantojot nevienadibas,
11



lim f(x)=AeVe>0 3 6>0:V x:0<|x —x|<d =|f (x)— Al<e. [5, 27. Ipp.]

X=X,

leprieks tika izskatits gadijums, ka arguments x var biit jebkura vértiba no punkta x,
caurdurtas §-apkartnes, bet bieZi ir japéta funkcijas iztureSanas, kad x-» x tikai no vienas
puses. Sadas funkcijas robeZas sauc par vienpuséjam robezam jeb attiecigi par:

a) robeZu no labas puses, pieraksta: lim f(x),

Xx>x,+0

b) robeZu no kreisas puses, pieraksta: lim f(x). [5, 28. Ipp.]

x>x,—0

Ja abas vienpusgjas robeZas nav vienadas, tad saka, ka lim f(x) neeksisté, savukart

XX,

lim f(x)=A, tad un tikai tad lim f(x)= lim f(x) [4, 144. Ipp.]. Pieméram, 1.2.1.1 attéla

XX, X¥x,+0 x>x,—0

redzama funkcija, kurai ir atSkirigas vienpuséjas robeZas un ta neeksisté, kad

X:%+ﬂ7k,k€ Z.

Ly J’

1.2.1.1. att. Funkcijas y =tg x grafiks
Apskatijam funkcijas robezas definiciju, kad arguments tiecas uz skaitli x,, 11dzigi var
apskatit vel 3 gadijumus:

1) lim f(x)=A jeb funkcijas robeZa ir skaitlis A, kad arguments tiecas uz skaitli x,

X=X,

(1.2.1.2. att.) [5, 26. Ipp.],

12



1.2.1.2. att. RobeZzas lim f(x|= A ilustracija [5, 26. Ipp.]

XX,

2) lim f(x)=A jeb funkcijas robeZa ir skaitlis A, kad arguments tiecas uz bezgalibu.

(1.2.1.3. att.) [5, 30. Ipp.],

Ay

A
f(x)
A—¢

b x

|
|
|
|
|
.
X

|
|
|
|
5
(@) N

1.2.1.3. att. Robezas lim f (x):A ilustracija [5, 30. Ipp.]

X

3) lim f(x)=oo jeb funkcijas robeZa ir bezgaliba, kad arguments tiecas uz skaitli x,.

X=X,

(1.2.1.4. att.) [5, 33. Ipp.],

13



1.2.1.4. att. Robezas lim f(x)=co ilustracija [5, 33. Ipp.]

XX,

4) lim f(x)=co jeb funkcijas robeZa ir bezgaliba, kad arguments tiecas uz bezgalibu

X=>00

(1.2.1.5. att.) [5, 34. Ipp.].

1.2.1.5. att. Robezas lim f(x)=co ilustracija [5, 34. Ipp.]

X=> 0

1.2.2. Robezu ipasibas

Buli apskata aritmeétiskas darbibas ar robezam, robeZpareju nevienadibas [7, 33.-36.
Ipp.], Steiners apliiko teorémas par funkciju robezam [5, 37.-39. Ipp.], bet saturs zem Siem
nosaukumiem ir vienads, ko Miskis un Volodko izvélas saukt par robezu ipasibam [6, 93.-95.
Ipp.1, [4, 145. Ipp.].

RobeZu Tpasibas, ja lim f(x)=A un lim g(x)=B:

x=>a x=>a
1. lim (f(x)*xg(x))=lim f(x)+lim g(x)=A+B.

14



2. lim (f(x)-g(x))=lim f(x)-lim g(x)=A"B.

f(X) hnlf(X)
3. lim =224 =—,ja B#0. [5, 113. Ipp.]
xa g(x) limg(x) B

4. Jakada punkta a apkartné f(x)<M, tad lim f (x)< M jeb A<M.

X->a

5. Jakada punkta a apkartné f(x)<g(x), tad lim f (x)<lim g(x) jeb A<B.

x=>a x=>a

6. Ja kada punkta a apkartné f(x)<g(x)<h(x) un lim f(x)=lim h(x)=A, tad arl

xX=>a x=a

lim g(x)=A. [5, 37.-39. lpp.] So Ipasibu sauc arl par robeZpareju nevienadibas

x>a
[7, 36. 1pp.].
Miskis 1paSibu sarakstu papildina ar vairakiem punktiem, kas citos avotos apliikotas ka
atseviSkas teorémas vai robezu 1pasSibu sekas, pieméram:
* Eksisté ne vairak ka viena funkcijas robeza, x->a.

* Konstantes robeza ir pati konstante jeb lim C=C,C€R. [6, 93.-94. Ipp.]

x=a

* Konstantu reizinataju var iznest pirms robeZas zimes jeb

lim C-f(x)=C-limf (x),C€R [6, 93.-94. Ipp.], ko var neuzskatit par atsevisku

Xx=a x=>a

pasibu, bet 2. IpaSibas sekam vai secinajumu. [5, 38. Ipp.]
1.2.3. Robezu apréekinasana

Apreékinot robeZas, bieZi vien var rasties situacijas, kad var noderét ievérojamas robezas
un vairaki panémieni, ka novérst nenoteiktibas. Vispirms apliikosim divas ieveérojamas

robezas.

e o . 1. Sinx e . .
Pirma ievérojama robeza lim ——=1. Tas pieradijjuma izmanto trigonometrisko
x>0 X

vienibas rinka I kvadrantu, kur novelk loku AB ar garumu x (1.2.3.1. attéls). Novelkam hordu

AB un tangensa liniju AC jeb ABL AC, tad AC=tg x.
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sinx tgx

Cos X

1.2.3.1. att. Vienibas rinkis

No ziméjuma redzams, ka ir patiesa nevienadiba S, 51 <S..1; 082 <S roca- (1)

2
Ta ka SAOBA=lOA-OB-sin x=lsin X, SAOCA=10A~AC=ltg x,bet Seu opa =7 1x_1 X,

2 2 2 2 ‘ 2 2
L 1. 1 1 Co

tad no nevienadibas (1) seko, ka 5 sin x<5 X <§ tg x jeb sin x<x<tg x. 2

R . . - . sin x
Dalot nevienadibas visus loceklus ar sin x>0, iegiist: 1<——< jeb 1>——>cos x.

sinx cosx X

Izmantosim robezu 6. 1pasibu, kad x->+0. Ta ka lim cosx=1 un lim 1=1, tad no

x-+0 x40

e . _ .. sinx
nevienadibam (2) izriet, ka arT lim =1.
x=>+0 X
L o . sinx L e e .
NepiecieSams pieradit ar1, ka lim =1. Lietojot substitiiciju x=—t, ja x> —0,tad
x=2>-0 X
. i . sin(—t)_ .. —sin(t)_ .. si - e e o
t5+0 un lim 22X=1im ( ):11m ( ):11m S t:1. Tatad esam pieradijusi arl
x»-0 X t>+0 —t 40 —t t>+0
sin x

robeZu no kreisas puses un lim
x>0

=1.[5, 44.-45.1pp.]

X 1
e - - X - ..k
Otra ieverojama robeza: lim (1+l) =e vai lim (1+x)*=e. Lietojot substitiiciju ;:t,

X0 X x>0

kad x-» oo, tad t= 0, iegiisim vél vienu noderigu robeZu:

X k 1\k
lim (1+k) =lim (1+t)f=11rn((1+t)‘) =e". [8, 134.-135. Ipp.]

X0 X t>0 t=0

Apskatot gan pirmo, gan otro ievérojamo robeZu, var iepazities ar nenoteiktibas

sin x

jédzienu. Ta ka sin0=0, tad , kad x>0, ir nenoteikta izteiksme “%”. Vispariga gadijuma
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)., 3

lieto pierakstu: lim g (x)_ 0 6)’ kad f(x) un g(x) ir bezgaligi mazas funkcijas, un lasa

“nenoteiktiba %”.[5, 41. Ipp.] Ir iespgjamas ari citas nenoteiktibas, ki (53,(0-00),(00—o0),

(00),(000),(1°°) [4]. Ka tika minéts, arl no otras ievérojamas robeZas var iegiit nenoteiktibu:

lim (1+1)X:(1°°). [5, 49. Ipp.]

x>0 X
RobeZu aprékinasana var izmantot apskatitas ievérojamas robeZas. Pastav arl
panémieni, lai noverstu nenoteiktibas:

* Lai noveérstu nenoteiktibu (%), skaititaja un saucéja izteiksmi (ja tie ir polinomi) dala

ar x", kur n ir saucgja polinoma lielaka pakape.

. _ 0 L N
* Lai noverstu (6)’ sadala izteiksmes reizinatajos.

. _ 0 . I . I . _.
 Lai novérstu (0—oo) un (6)’ reizina skaititaju un saucéju ar skaititaja (vai saucéja)

saistito izteiksmi. Ja kada no izteiksmeém satur kvadratsakni, bieZi vien ir izdevigi

reizinat ar tas saistito izteiksmi.
1.2.4. Nepartrauktas funkcijas

Velreiz atgriezisimies pie nepartrauktas funkcijas definiciju saistiba ar robezam un

apskatisim jédzienus, kas rosinas ari atvasinasanas jédziena izpratni. Funkciju f(x) sauc par

nepartrauktu punkta x,, ja lim f(x)=f (x,) [7, 37. Ipp.]. Apaksnodalas mérkis ir apliikot citus

XX,
Sis definicijas formuléjumus, lai virzitos uz atvasinajuma skaidrojumu.

Starpibu starp divam argumenta vertibam x,un x, sauc par argumenta pieaugumu un
apzimeé ar simbolu A x. Savukart starpibu starp divam funkcijas vértibam Sajos punktos sauc
par funkcijas pieaugumu punkta x,un apzimé ar simbolu Af(x,) jeb Ay. Funkcijas
pieaugumu var uzrakstit, izmantojot Ax=x,—x,: Af(x,)=f(xo+Ax)—f(x,). Aprakstitais ir

grafiski attélots 1.2.4.1. attéla. [5, 59. Ipp.]
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II}/'

fxp + Ax)+

f(xo)+

0]

1.2.4.1. att. Argumenta un funkcijas pieauguma ilustracija [5, 59. Ipp.]

Izmantojot tikko aprakstitos jédzienus, funkcijas nepartrauktibu definé sadi: funkcija

f (x) ir nepartraukta punkta x,, ja bezgaligi mazam argumenta pieaugumam atbilst bezgaligi

mazs funkcijas pieaugums, t. i., lim Af(x,)=0, [4, 157. Ipp.]. Pretgja gadijuma punktu x,

X=X,

sauc par partraukuma punktu [6, 98. Ipp.]. Izmantojot ieprieks definéto funkcijas pieaugumu,

iegist, ka lim Af (x,)=1im (f(xo+Ax)—f(x,)|=1im f(xo+Ax)—1lim f(x,)=0, no kurienes

X=X, XX, X=X, X=X,

izriet, ka lim f(x,+Ax)=1lim f(x,). Ta ka f(x,) ir konstants lielums, tad lim f(x)=f(x,), ko

X=X, X =X, X=X

definéjam jau apakSnodalas sakuma. Arl apgrieztais apgalvojums ir patiess. No ta ieglistam

teoremu, ka lim Af(x,)=0<1lim f(x)=f(x,). [5, 37. Ipp.]

X%, X3 %
Funkciju, kas ir nepartraukta kada intervala katra punkta, sauc par nepartrauktu Saja
intervala [6, 99. lpp.]. Ka tika minéts, punktu x,, kura neizpildas nepartrauktibas nosacijumi,
sauc par partraukuma punktu. Izdala divu veidu partraukuma punktus:
* Punktu sauc par 1. veida partraukuma punktu, ja partraukuma punkta eksisté abas
vienpuséjas robezas. [8, 157. Ipp.]
* Ja partraukuma punkta vismaz viena no vienpuséjam robezam neeksist€, tad So punktu
sauc par otra veida partraukuma punktu [8, 157. Ipp.].

Nepartrauktam funkcijam ir vairakas 1paSibas. Pieméram, ja funkcija ir nepartraukta
slégta intervala [a;b], tad Saja intervala ta ir ierobeZota un vismaz viena intervala punkta
sasniedz savu minimalo un maksimalo vértibu. Ka ari, ja funkcija ir nepartraukta slégta
intervala [a;b] un viena no intervala galapunktiem funkcijas vértiba ir pozitiva, bet otra —

negativa, tad vismaz viena intervala iekSéja punkta funkcijas vértiba ir nulle. [5, 64.-65. Ipp.]

Darba tiks izmantota nepartrauktas funkcijas IpaSiba par robezpareju: lim f(x)=f (lim x)

X=X, XX,
[6, 99. Ipp.].
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1.3. Atvasinajums

Lidz Sim esam apskatijusi gan funkcijas, gan robeZas jédzienu un ar to saistitos terminus
un sakaribas, kas nepiecieSamas atvasinajuma skaidrojuma. Aplikosim atvasindjuma
definiciju, ta geometrisko interpretaciju, atvasinasanas kartulas un gan elementaru, gan saliktu

funkciju atvasinasanu.
1.3.1. Atvasinajuma definicija

Par funkcijas atvasinajumu punkta x, sauc funkcijas pieauguma un argumenta attiecibas

robe7u $aja punkta, kad argumenta pieaugums tiecas uz nulli. To apzimé: f'(x,), y '|x:X0 vai

dy

I . [5, 67. Ipp.] Atvasinajuma atraSanas darbibu sauc par atvasinasanu vai diferencéSanu.

X=X,

Darba lietots termins atvasinasana. Atvasinajuma definiciju punkta x, var pierakstit ar

A A Ax)—
ieprieks apliikotajiem simboliem: f'(x,)= lim Aflx) jeb f'(x,)=lim f(xo*Ax) f(XO).

Ax>0 X Ax>0 AXx

[7, 49. lpp.] Zorihs atvasinajumu definé $adi: f'(x,)=lim w
XX, X

[8, 179. lpp.], kas

atbilst jau minétajai atvasinajuma definicijai. No robezas definicijas izriet, ka, lai eksistétu

atvasinajums  punkta  x,, abam  vienpuséjam  robeZam  jabiit  vienadam:
Af (X0> Af (Xo)
lim = lim —————=[5, 76. Ipp.].
Ax»+0  AX Ax>-0 X [ pp]
Af (x
Attiecibu fA<x o sauc par funkcijas izmainas vidéjo atrumu intervala [x,; x,+Ax].

1.3.1.1. attela redzami divu funkciju grafiki un tas, ka f(x,+Ax)>g(x,+Ax) un

Af(x,)>Ag(x,). Tatad funkcija f(x) punkta x, aug straujak neka funkcija g(x). Lai to

Af(xo)

X

aprakstitu funkcijas izmainas atrumu, izmanto minéto attiecibu . [5, 67. Ipp.]
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f(xg + Ax)
g(xo + Ax)—

f(xo) = g(xo)

Af (xo0)

o

1.3.1.1. att. Funkcijas izmainas atruma ilustracija [5, 67. Ipp.]

Ja atvasindjumu mekl& mainigai x vértibai , tad atvasinajums ir argumenta x funkcija, ko

pieraksta ar simboliem f'(x),y' vai arl g—)}: Tadgjadi funkcijas y=f(x) definiciju var

pierakstit 3adi: f'(x)=lim L(X), f'(x)=lim flx+Ax)—f(x) vai y'=lim ﬂ [5, 68.
axs0  AX Ax>0 AXx Axs0 A X

df(x)
dx

Ipp.] Zorihs atvasinajuma apziméSana ievieS veél citu pierakstu , bet mehanika papildu

tiek lietots simbols x (t) kur t apzimé laiku [8, 180. Ipp.].
Ta ka funkcijas atvasinajumu definé ar robeZas palidzibu, var runat par atvasinajuma
saistibu ar funkcijas nepartrauktibu. Ja funkcijai f(x) punkta x, eksisté atvasindjums, tad

Af(xo)
AXx

funkcija ir nepartraukta punkta x,. To pierada, izmantojot identitati Af(x,)= “Ax.

RobeZai no dotas izteiksmes jabiit vienadai ar nulli, defingjot, ka funkcija ir nepartraukta:

Af(x A
lim Af(x,)=1im (#-Ax):hm Aflx), lim Ax=f"(x,)-0=0, kas bija japierada. [5,

Ax=0 Ax>0 X Ax=0 X Ax=0
77. lpp.] Buli Sis teorémas pieradijuma izmanto So paSu ideju, tikai pieradot, ka
x)—f(x

lim f(x):f(xo). Pieradijuma izmanto identitati f(x):f(xo)—f(x0)+f(x):f(x0)—m.
XX, X_XO
Ta ka f(x)—f(x,)=Af(x,) un x—x,=Ax, tad talakais pieradijums ir analogisks jau
apskatitajam. [7, 50. Ipp.] Lai gan skaidrojumi ir analogiski, pirmais jeb Steinera piedavatais
ir uzskatamaks.

Lidzigi ka funkcijai y=f(x) var apskatit atvasinajumu f'(x), ta arl var meklét funkcijas

f'(x) pieauguma Af'(x) un argumenta pieauguma Ax attiecibas robezu, kad Ax=0. Ja
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f'(x+Ax)—f"(x)

eksisté robeza lim =( f'(x))’, tad to sauc par funkcijas otras kartas
Ax>0 AXx
- R . d? s N
atvasinajumu un apzimé ar simboliem y'',f''(x) vai 1 }21 Otras kartas atvasinajums ir
X

pirmas kartas atvasinajuma atvasinajums jeb y''=(y’')'. Analogiski definé n-tas kartas

atvasinajumu y""/, f”(x),j

Y [5,93. Ipp.]
X

1.3.2. Atvasinajuma geometriska nozime

Vairuma izpétitas literattiras tiek apskatita atvasinajuma geometriska nozime. Ta dod
gan lielaku atvasinajuma izpratni, gan jau ta pielietojumu @geometrija. Turpmakajam
skaidrojumam izmantosim 1.3.2.1. attéla redzamo funkcijas y=f(x) grafiku, kura attelots

noteikts punkts M,(x,,y,) un mainigais punkts M (x,+Ax,y,+A y). [6, 113. Ipp.].

f(xg + Ax)—

f(x0)

e

o

1.3.2.1. att. Atvasinajuma geometriskas nozimes ilustracija [5, 72. Ipp.]

Taisni M M, sauc par sekanti, un, ja punktu M izvélas tuvak punktam M, mainas sekantes
M M, stavoklis. Ja argumenta pieaugums A x tiecas uz nulli, tad M, M pa grafiku un mainas
sekantes stavoklis. Sekante griezas ap punktu M un tiecas uz “robezstavokli” — taisnes M, L
stavokli, ko sauc par Iiknes pieskari punkta M. Pie dota nosacijuma, ka A x>0, arT ar abscisu
sekantes veidotais lenkis [ tiecas uz lenki a, ko veido pieskare M,L un Ox ass. [5, 72. Ipp.]

Aplikojot 1.3.2.1. attéla redzamo taisnlenka trijstiri M ,MN, kura malu garumi ir A x

MN _Ay .
=—=_ Aplik
M,N  Ax pliikojot

un Af(x,) un 3aurais lepkis B , iegiistam sakaribu, ka tg/S=

atvasindjuma definiciju un to, ka fB->a, ja Ax-0, iegistam vél vienu sakaribu:
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y'(x,)=lim AY _tim tgB=lim tg S =tga. Ta ka taisnes un abscisu ass veidota lenka

Ax=0 Ax Ax>0 B

tangensu sauc par taisnes virziena koeficientu k,, esam ieguvusu atvasindjuma geometrisko
interpretaciju — funkcijas atvasinjums punkta x, ir vienads ar pieskares punkta (x,,f(x,))
virziena koeficientu: y '(x,)=tg @ =k,. [5, 72. 1pp.]

No ta pieskares vienadojums ir y—y,=y'(x,)(x—x,), bet normales vienadojums ir

Y=Yo=— '(1 )(x—xo), jo, ja taisnes ir perpendikularas kada punkta, to virziena koeficientu
Y (X
reizinajums ir -1, tatad un knz—ki. [6, 113. Ipp.] Esam apskatijuSi gan atvasinajuma

p

geometrisko nozimi, gan jau ta pielietojumu, lai atrastu pieskares un normales vienadojumus.
1.3.3. Atvasinajuma kartulas

Lai veiksmigi darbotos ar atvasinajumiem un aprékinatu to rezultatus, nepiecieSams
izmantot ari vairakas atvasinaSanas kartulas [5, 77. Ipp.] jeb likumus [7, 54. Ipp.]
1. C'=0, CER, jeb konstantas funkcijas atvasinajums ir vienads ar nulli.

Ja f(x)=C, tad arl Af(x)=f(x+Ax)—f(x)=C—C=0, tatad

Fr(x)=tim A i 0 Z6 (5. 77 1pp ]

Ax»0 AX  axs0AX
Nakamajas piecas 1pasibas ir jaizpildas nosactjumam, ka f(x) un g(x) ir atvasinamas
funkcijas.
2. f(x)=g(x)=f'(x)=g'(x) jeb, ja divas funkcijas ir identiskas, tad arl to atvasinajumi
ir identiski.
To pierada ar atvasinajuma definiciju: ja abas funkcijas ir identiskas, tad arl
f(x+Ax)=g(x+Ax) un Af(x)=f(x+Ax)—f(x)=g(x+Ax)—g(x)=Ag(x). Ta Kka

Af(x)_Ag(x) o A Ag(X) ey
e T A ,tadAlir_r)l0 e _Alir-l)—lo e .Tatad f'(x)=g"'(x). [5, 78. Ipp.]

3. [F(x)=xg(x))'=f"(x)£g’" (x).

Apzimésim funkciju summu ar jaunu funkciju y(x)=f(x)+g(x) un apskatisim

izveidotas funkcijas pieaugumu: (f(x+Ax)—f(x))+(g(x+Ax)—g(x))]=Af(x)+Ag(x)=

=Ay=y(x+Ax)=y(x)=(f(x+Ax]+g(x+Ax))=(f(x)-g[x)). Tatad (f(x)+g(x))'=y"(x) =
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i Ay AfX)*AG () L (Af(x) Ag(x))_ L Af(x) L Ag(x)

Ax»0 AX  ax=s0 Ax Ax-)O( Ax Ax ) ax»0 AX  axs0 AX

=f'(x)+g'(x), kas bija japierada. Analogiski var pieradit starpibas atvasinaSanas kartulu.
[6, 114.-115. Ipp.]
4. (f(x)-g(x))'=f"(x)-g(x)+f(x)-g"(x).
Ja y=f(x)}g(x), rd Ay=(f(x)+Af(x)|[g(x)+Ag(x))~f(x)-g(x)=f(x)-Ag(x)+

+Af(x)-g(x)+Af(x)Ag(x). Tatad (f(x)-g(x)'=y'(x)=lim ﬂ:hm M_l_

Ax20 AX  Ax-0 AXx

+lim M+hm Af(x)'Ag(x):hm Af(x) g(x)=1im Agf(X)f(X)"'

Ax>0 X AXx-0 X axs0 AX axs0 AXx

tim AOLATD o g ()4 ()4 (01 (0= (x) gk (s  (x),

kas bija japierada. [6, 115. 1pp.]
No konstantas funkcijas un reizinajuma atvasinaSanas kartulam izriet, ka
(C-f(x))'=C-f'(x).[5, 79.1pp.]
. (f(X)):f (xh gl flxha(x) oo
g(x) g'(x)

Apskatitaja literatura ir vairaki veidi, ka pieradit dalijuma atvasinasanas kartulu: gan ar

definiciju, gan izmantojot jau apskatito reizinajuma atvasinajumu. MiSkis piedava apskatit

S : : e At9 _TAf()  flx)
pieradijumu, izmantojot definiciju: ja y_g(x)’ tad Ay_g(x)+Ag(x) ax) -
:Af(gxl)g((gx()x_)-{-(AX;(i%(X) Uzrakstot saucgja Ag(x) ka AZ](XX)-AX, ieglistam, ka

AU () (x)- A
y':hm%ZIimi—YZIim AXx Ax _ f'(X)'g(X)—ﬂyx) g(;(x):
Ax»0 AX  axs0 AX  ax»0 g(x)[ g(x)+ Ag(x) Ax g(x)(g(X)+g (x) )

— f v(x).g(x)—f(x)g'(X) , kas bija japierada. [6, 116. Ipp.]

g'(x)
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atvasinajumu un tad izmanto reizinaSanas

Buli vispirms atrod funkcijas
g(x)
11
atvasinajuma kartulu: 1 '=lim glx+Ax) g(X)ZIirn g(x)—g(x+Ax) =
g(x)] axso Ax axs0 Ax-g(x+Ax)-g(x)
gl an-gb)) 11 —(glerAxglx) |
Ax>0 Ax glx+Ax) g(x) axso Ax axs0 g(x+AX)

-Ahxrgoﬁaz—g'(x)- L 20 N egta seko, ka (g((j)':(f(x)-i);

b

g'(x) g'(x)

o RAUINE O RAHET T

japierada. [5, 55.-56. Ipp.]
Savukart Steiners izmanto jau iegiito reizinajuma atvasinasanas kartulu, izsakot f(x) no

g((’;)) Tatad f(x)=y(x)-g(x). Ja funkcijas ir identiskas, tad arl to

atvasinajumi ir identiski (péc 2. kartulas), tapec f'(x)=(y(x)- g(x))

funkcijas y(x)=
'=y'(x]-glx)+y(x)-g'(x].

Izsakam no ta nepiecieSamas funkcijas atvasindjumu: y'(x)= )
r-Lg0 ,
y(x)= f<x),tady'(x)= g(x) _f (x)-g(x)z—f(x)-g (X), kas bija japierada. [5,
g(x) g(x) g*(x)
79. lpp.]

6. Ja funkcija g ir atvasinama punkta x un funkcija f ir atvasinama punkta g(x), tad
salikta funkcija y=f(g(x)) ir atvasinama punktd x un y'(x)=(f(g(x)))'=
=f'(g(x))-g'(x) [7, 81. Ipp.] jeb saliktas funkcijas atvasinajums ir vienads ar aréjas
funkcijas atvasinajuma un iekSéjas funkcijas atvasinajuma reizinajumu [5, 81. Ipp.].
Funkcijas y=f(g(x)) iek3&ja funkcija ir g(x). Izmainot argumentu par pieaugumu A X,
iegiistam funkcijas pieaugumu A g(x)=g(x+Ax)—g(x). legiitais Ag(x) ir argumenta

pieaugums argjai funkcijai, ka Ay(g)=Af(g)=f(g+Ag)—f(g). Veidojam attiecibu,

pienemot, ka A g#0: 2—5{22—2% Ta ka funkcijai g(x) eksisté atvasinajums, tad ta punkta
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X ir nepartraukta, tatad, ja Ax=0, tad Ag~0. leglistam, ka
y o Af_ . [Af Ag . Af . Ag_ ., e am o
=lim ——=lim | ——= |=1lim ——lim —==f"_- kas b da. [5, 81. Ipp.
=t 3 tim (312 i 3L tm 240 o i pesd. 5,1
Saliktu funkciju atvasinaSanas algoritmu sauc pa kédes likumu: ja funkciju veido
vairakas atvasinamas funkcijas yi=f1(x), y2=F2 (V1) seres Ya=Fu(Vui)s tad
f'n(x):f'n(ynfl)'f 'nfl(yth)""'f’l(X)‘ [8, 198. Ipp.]

7. Ja funkcijas y=f(x) un x=¢|(y) ir inversas un tas ir atvasinamas atbilstosi punktos x,

un y,, un f'(x,)#0, tad w'(y):'Ljeb x'yzi,. (6, 117. Ipp.]
f'(x) v
AXx . Ax .. 1
Pieradijuma no identitates ——=—— iegiastam, ka lim —=Ilim —=
J Ay Ay g ay20 Ay ayso Ay
AXx Ax
= 1 = 1 Tatad x' :L kas bija japierada. [5, 87. lpp.]
lim —~ lim —~ X

Ay=0 AXx Ax=0 AXx
1.3.4. Elementaru funkciju atvasinasana

Apskatisim elementaru funkciju atvasinasanas formulas un daZas no tam pieradisim, lai
paraditu, ka dazZados veidos var darboties ar atvasinajumiem un robezam. Péc logaritmiskas
funkcijas atvasinasanas spésim apskatit vél vienu panémienu, ka atvasinat sarezgitakas
funkcijas — logaritmisko atvasinasanu.

1. (sinx)'=cosx

Apskatitaja literatiira ir atrodami divi veidi, ka pieradit So formulu. Pirmaja no tiem

. . . . . . a— a+
izmanto trigonometrijas formulu sin« —sin f=2sin b Cos b

un pirmo ieverojamo

2 2
. - o
robezu  lim>X=1. Ja f(x)=sinx, tad lim Lf(x):lim sin(x +Ax)—sinx _
x»0 X axs0 Ax Ax=0 AXx
. Ax ( Ax) .
2sin ——cos| x+—— sin =%
=lim 2 2 =lim cos x+M -lim =cosx, kas bija japierada [8
Ax20 Ax Ax>0 a0 Ax ’ 13 Jap ’
2

186. lpp.]. Buli arT izmanto pirmo ievérojamo robeZu, bet citu trigonometrisko formulu:
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sin (x + A x) — sin x

sin (a + )=sin a cos B +cos a sin S. Tatad lim =
Ax=>0 A X
. sinx cosAx + cos x sinAx — sin x . . 1 —cosAx sin A x
= lim = lim|—-sinx —————— + cosx ——— | =
Ax=0 Ax Ax>0 AXx AXx
. . 1—cosx . sinAx . e e
=—sin x lim ———+cos x lim =—sinx-0+cosx =cos x , kas bija japierada [7, 57.
AXx>0 X Ax>0 X

Ipp.]. Abi formulas pieradijumi ir vienlidz saprotami un vienkarsi.
2. cos(x)'=—sinx
Kosinusa atvasinajumu var pieradit vairakos veidos. Zorihs un Buli to pierada
Analogiski sinx atvasinajumam, izmantojot katrs savu trigonometrisko formulu un 1.
ieverojamo robezu. [8, 186. lpp.], [7, 57. lpp.] Steiners izvélas lietot saliktas funkcijas

atvasinaSanu un redukcijas formulas, no kuram cosx=sin (% — x) un sin x=cos (% — x).

Tatad cosx ’:(sin(%—x)) :cos(g—x)-(%—x) =sinx-(—1)=—sin x, kas bija japierada. [5,

86. Ipp.]

3. (tgx)'=—
cos” x

Tangensa atvasinajumu ir viegli pieradit, izmantojot dalijjuma atvasinaSanu un jau

- . , 2 .2
,_sin'xcosx—sinxcos'x _ cos x+sin“x _ 1

sin x )

apskatitos atvasinajumus: (tg x)'=
CoS X

2 2 - 2 2
COoS X COS X COS X

kas bija japierada. Analogiski iegtst arT kotangensa atvasinajumu. [8, 196. Ipp.]

4. (ctgx)'=—
sinx

1
5. (arcsinx)'=——
V1-x?

Ta ka funkcijas y=arcsinx inversa funkcija ir x=siny, tad pieradijuma arl tiek
izmantota inversas funkcijas atvasinaSanas kartula, no kuras iegiistam, ka

! 1 = 1 = 1 = 1 =
x', sin'y cosy y1-sin’y +1—x*

, kas bija japierada. Analogiski atrod arl

funkcijas arccos x atvasinajumu. [7, 140. Ipp.]

6. (arccos x) T

\/1—x2
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7. larctgx)'=
( g) 1+x°

Pieradijuma érti izmantot inverso funkciju atvasinasanu, kad funkcijai y=arctgx

inversa funkcija ir xztgy.Tétady'X:i:—: 1 :c052y= 1 _ 1 5> kas bija

X', tg'y 1 1+tg’y 1+x
cos’y

japierada. Analogiski pierada art arkkotangensa atvasinasanas formulu. [8, 201. Ipp.]

1
8. larcctgx)'=—
< & ) 1+x°
1
9. (Inx) =

Pieradijuma jaizmanto logaritma Ipasiba log,x“=k-log,x, substiticija un otra

L S 1\ g . . - - ..
ieverojama robeZa lim (1+— =e. Parveidojumos izmantosim ari nepartrauktas funkcijas
X=>0 X

ipasibu par robeZpareju aiz funkcijas zime. Tatad (Inx)'=lim ln(x+Ax)—lnx:

Ax -0 A X
In x+ Ax
1 1
=lim X - lim Lln(l + ﬂ) = lim ln(l + ﬁ) Ax = 1n lim (1 + ﬁ)“ =
Ax>0 Ax Ax>0 A X X Ax=0 X A x>0 X
Substitiicija: . ,
t t\1 1
= &ZL,AX:i :1nlim(1+l)":1nlim((1+l) )X:me":llne:l, kas  bija
X t t t> t t>o t X X

jaAx=0,tadt >
japierada. [5, 81.-82. Ipp.]

Apskatijam naturala logaritma funkcijas atvasinasanu, no kuras izriet arl panémiens, ka
erti atvasinat vairaku funkciju reizindjumu, dalijumu vai arl pakapes gadijuma, kad baze un
kapinatajs ir funkcija. So papémienu sauc par logaritmisko atvasina$anu — pirms
atvasinaSanas funkciju logaritmé un atrod funkcijas logaritma atvasinajumus. Pieméram, pie

funkcijas y=f(x), abas ta puses logaritmé: In y=Inf(x). Péc tam o identitati atvasina péc x,

lietojot saliktas funkcijas atvasinaSanas kartulu: (Iny)’,=(Inf (x))'X:% y' =(Inf(x)) =
=y .=ylInf(x))',. Taka y=f(x), varam atrast funkcijas atvasinajumu y',=f(x)(Inf(x))'..

10. (logax)': xlila
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Logaritmiskas funkcijas, kuras baze ir skaitlis a>0,(a#1), atvasinajumu atrod,

. . . - . Inx_ 1 1 .
izmantojot logaritma bazes mainas formulu, ka log ,x=——=——1In x, kur —— ir konstante.
Ina Ina Ina

Tadejadi (logax)’Z(%ln x) =1 (Inx) =L 1_ , kas bija japierada. [5, 82. Ipp.]

na " Ina " Ina x xIna
11. (a*)'=a"Ina
Eksponentfunkcijas atvasinajumu var pieradit vairakos veidos. MiSkis piedava izmantot

eksponentfunkcijas inverso funkciju — logaritmisko funkciju. Ja y=a" un tai inversa funkcija

ir x=log,x, tad y 'Xzi, = %:y Ina=a"Ina [6, 120. Ipp.]. Steiners pieradijuma izmanto
y
ylna
logaritmisko atvasinasanu: In y=Ina*=xIna. Atvasinot iegist (Iny)'.=(xIna) ’X:«i y' =

=Ilna, no ka y',=y-Ina=a"Ina, kas bija japierada. [5, 84. Ipp.] Buli apskata vél treSo
variantu, kura jau ir jaizmanto, ka (e¥)'=e* un sakariba a*=e*"°. Tatad
(a")'=(e"™)'=e"™(xIna)'=d"Ina. [7, 137. Ipp.] Visi pieradijumi ir isi un viegli saprotami.
12. (e*) =e*
Naturalas eksponentfunkcijas atvasinajuma formula izriet no eksponentfunkcijas
atvasinajuma, jo Ine=1.
13. (x")'=nx""", kur neR

Pakapes funkcijas atvasinajumu var pieradit 11dzigi eksponentfunkcijas atvasinajumam:

nlnx

gan ar logaritmisko atvasinaSanu, gan, izmantojot sakaribu, ka x"=e""". Tas ir, ja y=x", tad

T

Iny=Inx"=nlnx, ko atvasinam: (Iny)' =(nlnx) Xﬁly’xznl:y'xzy-n%, tatad

X

y ’X:x”~n%:nx”_1 [5, 84. Ipp.]. Vai ari (x") ’=(e”l”)’=e”mx-%:x”~%:n X" [7,138. 1pp.].

1.4. Atvasinajuma pielietojums

IepriekSéjas nodalas esam apskatijusi, ka no funkcijas jédziena var nonakt Iidz
atvasinajumam. Apliikosim arl atvasinajuma lietojumu dazadas jomas.
Pieméram, 1.3.2. nodala par atvasindjuma geometrisko nozimi apskatijam, ka ar

atvasinajuma palidzibu var iegiit Itknes pieskares un normales vienadojumus. Izmantojot
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pieskares vienadojumu, var iegit arl formulu, ka tuvinati aprékinat funkciju vertibas. Ta ka
f(x)=f(x0)=f"(xo)(x—x,), tad f(x)=F(xo)+f '(xo)(x—x,). [5, 111. Ipp.] Talak aplikosim

ar1 citus gadijumus, kuros tiek izmantots atvasinajums.
1.4.1. Funkciju pétisana

Ar atvasinajuma palidzibu var pétit funkciju IpaSibas, kuras apskatijam jau 1.1. nodala.
Vienu no tam més jau apskatijam 1.3.1. nodala par nepartrauktibu: ja funkcijai f (x) punkta x,
eksisté atvasinajums, tad funkcija ir nepartraukta punkta x, Talak apskatisim arl citas
funkciju 1paSibas, kuru pétiSana izmanto atvasindjumu. Funkciju pétiSana ir noderiga, jo
procesus apraksta funkcijas un ir izdevigi atrast, pieméram, ekstremalas veértibas.

e Monotonitate
Ja funkcija y=f(x) ir nepartraukta un atvasinama kada intervala, tad starp funkcijas
atvasinajumu un funkciju ysaja intervala izpildas sakaribas:
* f'(x)>0=yiraugosa=f'(x)=0,
* f'(x)=0e y ir nedilsto3a,
* f'(x)=0ey=C,CEeR,
s f'(x)<0e y ir neaugosa,
* f'(x)<0=> yirdilstosa =f'(x)<0.[8, 236. Ipp.]

Lai pieraditu Sis sakaribas, jaizmanto LagranZza teoréma (vid€jas vertibas teoréma): ja

funkcija f(x) intervala [a; b] ir nepartraukta un atvasinama vismaz intervala iek3jos punktos,

f(b)—f(a)

. Ja izveélamies
b—a

tad intervala (a;b) eksisté vismaz viens tads punkts ¢, ka f'(c)=

divus patvaligus punktus x,, x,€(a;b), ka x,>x,, tad no LagranZa teoremas iegiistam, ka

f'(c)zw. Ta ka visiem x&(a;b) ir speka f'(x)>0, tad arl f'(c)>0. No ta, ka
27 M

x,>x,=x,—x,>0, izriet, ka f(x,)>f(x,), tatad funkcija ir augo3a. Analogiski var apskatit, ka
no atvasinajuma zimes var noteikt monotonitati. [7, 68. Ipp.]

Lai pieraditu, ka no funkcijas monotonitates var noteikt atvasinajuma zimi, apskatisim

gadijumu, kad funkcija ir augoSa, x ir brivi izraudzits intervala punkts un A Xx ir argumenta

pieaugums. Ja A x>0, tad f (x+Ax)>f(x) un Af(x)=f(x+Ax)—f(x)>0. Tatad %(XXK 0.Ja
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Ax<0, tad f(x+Ax)<f(x) un Af(x)=f(x+Ax)—f(x)<0. Tatad AZ(XX)>O neatkarigi no

. - e . Af(x
argumenta pieauguma zimes. No ta izriet, ka f'(x)=lim M
Ax>0 X

>0, kas bija japierada.

Analogiski var apskatit, ka dilstoai funkcijai f'(x)<0. [5, 120. Ipp.]
1.4.1.1. Ekstrémi

Apskatisim nepiecieSamo un pietiekamo nosacijumu, kas nodroSina, ka punkts x, ir
funkcijas y=f(x) ekstréma punks.

* NepiecieSamais nosacijums: ja punkts x, ir funkcijas f(x) ekstréma punkts, tad
f'(x,)=0 vai f'(x,) neeksisté.

Sadus punktus sauc par kritiskajiem punktiem [4, 195. Ipp.]. Var bit, ka kritiskais
punkts nav ekstréma punkts. Sis nosacijums pamatojas uz Ferma teorému: ja funkcija y=f(x)
ir atvasinama kada intervala un ta savu ekstremalo vértibu sasniedz intervala iekSéja punkta c,
tad f'(x)=0. [7, 65. Ipp.]

* Pietiekamais nosacijums: kritiskais punkts x, ir funkcijas f(x) ekstréma punkts kada
intervala, ja, argumentam ejot caur So punktu, atvasinajums maina zimi. Turklat, ja tas

€« »

maina zimi no “+” uz “-”, tad punkts x, ir maksimuma punkts, ja no uz “+”, tad x,
— minimuma punkts. [4, 195. Ipp.]
Teorémas pieradijums: ja V' x€(a; x,) ir speka f'(x)>0, tad funkcija f ir augosa intervala
(a;x,). Ja V x€(xy;b): f'(x)<0, tad funkcija f ir dilsto3a intervala (x,; b). Tad ¥ x€(a;b),
kuram x#x,, izpildas, ka f(x)<f(x,). Tatad f(x,) ir funkcijas maksimums, bet x, —
maksimuma punkts. Analogiski var aplikot otru apgalvojumu. [7, 72. 1pp.]
Izmantojot nepiecieSamo un pietiekamo nosacijumu, lai atrastu ekstrémus slégta

intervala, var rikoties divos veidos:

1) atrod funkcijas atvasinajumu f'(x);

2) atrisina vienadojumu f'(x)=0 un atrod kritiskos punktus;

3) aprekina funkcijas vertibu kritiskajos punktos, kuri ietilpst intervala;

4) aprékina funkcijas vértibu intervala galapunktos;

5) no aprékinatajam vértibam atrod funkcijas maksimumu un minimumu. [4, 196. Ipp.]

VAI
3) atliek kritisko punktus uz koordinatu ass un nosaka atvasinajuma zimes intervalos

starp kritiskajiem punktiem;
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4) aprekina funkcijas vertibas un iegiist ekstremus. [7, 68. 1pp.]
1.4.1.2. Ieliektiba un izliektiba

Ja funkcijai f(x) intervala (a;b) eksisté 2. kartas atvasindjums un ¥ x€(a;b) ir speka
f''(x)<0, tad funkcijas grafiks Saja intervala ir izliekts, bet, ja f''(x)>0, tad grafiks ir
ieliekts. [5, 126. Ipp.]

Punkti, kuros funkcijas otras kartas atvasinajums ir vienads ar 0 vai neeksisté, ir
potencialie parliekuma punkti. Lidzigi ka pie ekstréema punktu atraSanas, visus iesp&jamos
parliekuma punktus ir jaatliek uz koordinatu ass un janosaka zimju maina. Ja, ejot cauri
kadam no Siem punktiem, otrais atvasinajums maina zimi, tad tas ir parliekuma punkts.

[7, 71. 1pp.]

Ar otras kartas atvasinajuma palidzibu arl var atrast ekstréma punktus, ja punkts x, ir
kritiskais punkts (tatad f'(x,)=0). Ja f''(x,)>0, tad punkts x, ir minimuma punkts; ja
f'"(x,)<0, tad x, — maksimuma punkts. Ja f''(x,)=0, tad ar 30 metodi nevar atrast ekstrému

un jaizmanto nepiecieSamais vai pietiekamais nosacijums. Volodko 3o teorému nosauc par

ekstréma eksistences otro pietiekamo nosacijumu. [4, 195.-196. Ipp.]
1.4.2. Atvasinajuma fizikala jega

Vairakus fizikalus procesus apraksta attieciba, kas tiek izmantota atvasinajuma

Af(xo)

definicija — funkcijas izmainas vidéjo atrumu intervala [ x,; x,+ A x|, tas ir, . ST iemesla

del atvasinajumu var izmantot vairaku fizikalu procesu aprakstiSanai. Apliikosim daZus no
tiem.

1. Kustibas punkta momentanais atrums v=x'(t) jeb v:g—tx, ja funkcija x=x(t)

apraksta materiala punkta kustibas koordinatas atkaribu no laika.

S1 punkta stavokla izmaina laika intervala [t;t+At] ir punkta parvietojums

Ax=x(t+Ax)—x(t). Tatad kustibas videjais atrums laika intervala At ir Vvid:i_)t(' Par

momentano atrumu v sauc laika momenta t vidéja atruma robezu, kad At-=0. Fizika biezi
lieto jau 1.3.1. nodala minéto pierakstu v=x(t). [5, 69.-70. Ipp.]

2. Kustibas paatrinajums a=v'(t)=(x"(t))'=x""(t) jeb azg—tv, ja funkcija v=v(t)
apraksta kustibas atruma atkaribu no laika.
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Atruma izmaina laika intervala [¢;t+At] ir Av=v(t+At)—v(t). Ta ka ar % definé vidgjo

.. o o 1 , . Av., - e . . _
paatrinajumu $aja intervala, tad v'(t)=1lim = ir kustibas paatrinajums laika momenta t, kuru
At>0

apzime ar a. [5, 95. Ipp.]

3. Stravas stiprums I=q'(t) jeb I zg—tq, ja funkcija q=q(t) apraksta ladipnesgju

daudzumu, kas laika momenta t ir izplist caur vaditaja Skersgriezumu.
Analogiski ieprieks apskatitajam koordinatas vienadojumam var apskatit, ka veidojas ladina

atvasinajums. Tatad A q=q(t+At)—Aq ir 1adip$, kas izpladis caur vaditaja Skérsgriezumu

o s oA . - . .
laika intervala [t;t+At]. Ar attiecibu A—? definé videjo stravas stiprumu I, bet ar Sis

attiecibas robezZu, kad At =0, raksturo momentano stravas stiprumu. [5, 70.-71. lpp.]
No apliikotajiem piemériem var secinat: ja funkcija, kuras arguments ir laiks, apraksta

kadu procesu, tad funkcijas atvasinajums ir ST procesa norises atrums. [5, 71. Ipp.]
1.4.3. Atvasinajuma nozime ekonomika

Misdienas ekonomiski léemumi arvien vairak balstas uz matematiskiem apsvérumiem.
Aplikosim daZus piemeérus, ka atvasinajumu izmanto un ko tas nozimé ekonomikas joma.
Talakajos pieméros arguments x apzimés vienibas, kas ir saraZotas un tas pienems tikai
nenegativas vertibas konteksta deél, jo nav vajadzibas runat par negativa skaita pardotam
vienibam. [9]

Izmaksu funkciju (cost function) apzimé ar C(x). Ta apraksta to, kadas bis izmaksas
atkariba no sarazoto vienibu skaita. Izmaksu funkcijas atvasinajuma jéga ir robezZizmaksu (jeb
galgjo izmaksu) funkcija (marginal cost) C'(x), kas apraksta, par cik palielinds kopé&jas
izmaksas, raZojot vienu papildu jeb galéjo produkcijas vienibu. Izmaksu funkcija parasti ir
tre3as pakapes funkcija, kas nozimé, ka robeZizmaksu funkcijas C'(x) grafiks biis parabola,
no ka var noteikt funkcijas minimumu. [9]

Lidzigi var apliikot ienakumu funkciju (revenue function) R(x ), kas apraksta ienakumus
atkariba no pardoto vienibu skaita. Analogiski arl ienakuma funkcijas atvasinajums R'(x)
apraksta, par cik palielinasies ienémumi, pardodot vienu vienibu vairak — robeZienémumi.
Atrodot ekstréma punktus, varam iegiit vienibu skaitu, pie kura sasniegsim vislielako pelnu
jeb funkcijas R(x) maksimumu. Lidzigi var aplikot arl pelpas funkciju (profit function)

P(x)=R(x)—C(x). [9]
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1.4.4. Robezu apréekinasana

Lai noveérstu nenoteiktibas, iepriek$ apskatijam vairakas metodes. Jaspéj saprast, kura

no tam katra piemeéra biis istenojama, bet daZas robeZas értak ir aprékinat, izmantojot

- 1= _ e 0
atvasinajumu. To apraksta Lopitala kartula, ar kuru var novérst nenoteiktibas (6) un (%):

* ja limf(x)=lim g(x)=0 un lim 223 eksiste ka galigs skaitlis vai +oo, tad
limM:hm w, kur u var biit —0,+,a,a ,a’ (a€R).[7, 80. Ipp.]
xu g(X) xu g (X)
.o L B X)L e
ja lim |f(x)|=lim|g(x)|=+c un lim (%) eksisté ka galigs skaitlis vai oo, tad
x=u xX=u x2u
limM:hm M, kur u var biit —0,+w,a,a ,a’ (a€R). [7, 82. Ipp.]

x>u g(X) xu g’(X)
Ja teorému nosacTjumus apmierina gan funkcijas f(x) un g(x), gan arl to atvasinajumi

f'(x) un g'(x), tad Lopitala kartulu var lietot atkartoti, tas ir,

W ) fr)
) o (X)o7 (x)

turpinat tik ilgi, kamér funkcijas apmierina Lopitala kartulas nosacijumus. [5, 102.-103. Ipp.]

, kur u var biit —o0,+0,a,a ,a"(a€R). Algoritmu var

Ar Lopitala kartulu var novérst ari citas nenoteiktibas, ka (0-00) un (c0—o0). Ja

lim f(x)=0 un lim g(x)=oo, reizinajuma f(x)-g(x) vienu no funkcijam parveidojam, lai

X -U xX=du

varétu lietot Lopitala kartulu: lim (f(x)-g(x)):(O-oo):hrn—X:(g):hm M vai arl

xu Xx=du 1

{ig}l(f(x)-g(x)):(o-oo):{igj @2(%):1}}3 g'l(X)“ Ja lxi_r)rulf(x):oo un lxl_r)ll} g(x)=oo, lai
w ()

atbrivotos  no  nenoteikttbas  (co—o0),  vispariga  gadijuma  rikojas  3adi:
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xX=u xdu 1 x=u ]. ]_

1 1 . x>u L 1
f(x)  glx) flx) gl(x) (f(X) g(X))

Japiemin, ka ne vienmeér So divu nenoteiktibu novérsanai izdevigi ir lietot Lopitala kartulu, jo

1 1 1 1
lim ((x)—g(x))=(e0—oe) =lim [ L~ L :an:(Q):nm (9 ) f (X)), |

var izveidoties sarezgitas izteiksmes. Tada gadijuma értak ir izmantot jau ieprieks apskatitas

metodes. [5, 104. 1pp.]
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2. METODIKA

Izstradatie stundu plani tika veidoti ka atbalsts skolotajam, kur§ macis matematiku
augstakaja lItmenT atbilstoSi jaunajam standartam. Izglitibas reforma koncentréjas ne tikai uz
satura izmainam, bet arl macibu procesu kopuma, liekot uzsvaru uz maciSanas metodem,
daZadu uzdevumu veidiem un stundu struktiiru. Darba otra nodala veltita minéto metodikas
elementu apliikoSanai, un ka tie realizéjas izstradatajos stundu planos.

Stundu planu izveidé tika izmantotas vairakas macibu gramatas. Pétnieciskie uzdevumi
tika veidoti, izmantojot macibu gramatu Mathematics: Analysis and approaches, standard
level [10] un Mathematics for the international student [11]. Lai skoléniem biitu iespéja
praktizéeties, dazadi piemeéri tika atlasiti galvenokart no macibu gramatas Matematiskas

analizes elementi [12] un uzdevumu krajuma Diferenceti uzdevumi matematika [13].

2.1. Stundu struktiira

Galvenais pilnveidota macibu satura un pieejas merkis ir attistit skolénos lietpratibu -
“speja kompleksi lietot zinaSanas, prasmes un paust attieksmes, risinot problémas mainigas
realas dzives situacijas” [14]. To macibu procesa var sasniegt ar maciSanos iedzilinoties, tapec
tiek izvirziti Cetri galvenie uzsvari: skaidrs sasniedzamais rezultats, jégpilni uzdevumi un
atbalsts, skolenu apzinata maciSanas un atgriezeniska saite. Ka jegpilni uzdevumi uzskatami
tadi, kuros skoléniem ir iesp&ja radit jaunas zinaSanas, ka arl izmantoti daZzadi konteksti un
situacijas. No ta arl izriet, ka skoléni darbojas vairak pasi, neka notiek frontals darbs klase.
Skolotaja loma ir macibu procesa vadiSana, nevis gatavu zinaSanu nodoSana un to atprasisana.
[15]

Uz tadiem principiem ir arl izstradati stundu plani. Dalai stundu ir lidziga stundas
struktiira, kas palidz istenot pilnveidoto macibu saturu un pieeju. Pieméram, stunda tiek
sadalita dalas, ka aktualizacija, apjégSana, lietoSana un atgriezeniska saite. Aktualizacijas dala
skoleni atkarto iepriekS apgiitas zinaSanas, kas biis nepiecieSamas Saja stunda, vai sak ar
pétniecisko uzdevumu, kas ievada stundas temata. Katrai stundai ir definéti skolénam
sasniedzamie rezultati, kurus parasti dara zinamus skoléniem aktualizacijas laika.
Izstradatajos stundu planos nav atseviski izcelts, ka skoléniem rada konkrétos sasniedzamos

rezultatus, bet gan tos parfraze, pieméram 5.1. temata stunda (skatit 2.1.1. attélu).
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Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Skaidro funkcijas monotonitati, izmantojot atvasinajuma geometrisko
interpretaciju.
Atrod funkcijas monotonitati, izmantojot atvasinajumu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Uzdevums uz tafeles: no grafika noteikt augSanas un dilSanas intervalu,
noteikt pieskares virziena koeficientu punkta un uzzimeét to pieskari

(1. uzdevums)

Aktualizacija.
Skolotaja: Sodien més apskatisim, ka $is divas lietas ir saistitas: pie-
skares virziena koeficients jeb funkcijas atvasindjums un funkcijas mo-
notonitate.

2.1.1. att. 5.1. temata stundas fragments (4. pielikums 109. Ipp.)

Visi stundu plani nav veidoti péc vienas struktiiras. Lai sasniegtu dazadus sasniedzamos
rezultatus, ir nepiecieSamas dazZadas pieejas un stundas uzbiive. Pieméram, visos planos nav
atseviski izdalita stundas dala, kura skoléni iegiist atgriezenisko saiti par savu sasniegto, jo ta
var biit visas stundas laika dazados stundas briZos, pieméram, uzdevumu pildiSanas laika vai
péc 1. uzdevuma. Stundas dala apjegSana skoléni iegtist jaunas zinasanas, bet lietoSana tas
praktize. Abas stundas dalas var tikt izmantoti dazada veida uzdevumi, ka arl sarunas ar
skoleniem, ta nonakot 11dz secinajumiem. Galvenais uzdevumu veids, ar kuru var realizet
skolenu paSu darboSanos un secinajumu veikSanu ir pétnieciskie uzdevumi, par ko biis

nakamaja apaksSnodala.

2.2. Petnieciskie uzdevumi

Ka noradits Noteikumos par valsts visparejas videéjas izglitibas standartu un visparejas
izglittbas programmu paraugiem, viens no augstaka apguves limena sasniedzamajiem
rezultatiem ir saskatit starpdisciplinaras likumsakaribas [3, 8.3. punkts]. Pie caurviju prasmém
noraditas kritiskas domaSanas un problemrisinasanas prasmes [3, 5.2.1. punkts]. Izstradatajos
stundu planos galvenais uzsvars tiek likts uz pétnieciskajiem uzdevumiem, kurus pildot,
skoleni saskata sakaribas gan matematikas jomas ietvaros, gan ari starpdisciplinaras sakaribas,
pieméram, starp matematiku un fiziku. Pildot $adus uzdevumus, skoléni attista kritiskas
domasanas un problémrisinaSanas prasmes. Pétnieciskie uzdevumi atbilst iepriekS minétajam
kritérijam jeégpilnai maciSanas pieejai — skoléni paSi rada jaunas zinaSanas, saskatot sakaribas

un veicot secinajumus.
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Izstradatajos materialos pétnieciskie uzdevumi ir veidoti, galvenokart izmantojot
Starptautiska bakalaurata programmai paredzétu macibu gramatu Mathematics: Analysis and
approaches, standard level. [10] Starptautiska bakalaurata daZi galvenie matematikas
apgisSanas meérki ir problemrisinaSanas prasmes un sakaribu saskatiSana [16, 28.-31. Ipp.].
Pétniecibas tipa uzdevumi ir veidoti, apskatot kadu matematisku vai realas dzives situaciju,
par kuru tiek doti uzdevumi un jautajumi, lai nonaktu l1dz konkrétam rezultatam. Izpildot Sadu
uzdevumu, ir sagaidami divi rezultati: skoleni saskata likumsakaribas starp vismaz divam
ieprieks atsevisSki apgitam lietam vai iegiist jaunu apréekinu algoritmu. Pieméram 5.2. temata
stunda skoleni, pildot 2. uzdevumu (skatit 2.2.1. attélu), soli pa solim tuvojas stundas
sasniedzamajam rezultatam: Atkldj, ka ar funkcijas atvasindjumu var noteikt funkcijas
ekstremus. Skoléni saskata sakaribu starp funkcijas atvasindjumu un ekstréma punktiem. No
dota praktiska piemeéra tiek veikti visparigi secindjumi. Lai arl konkrétaja gadijuma netika
apskatits teorétisks pieradijums, skoléniem darba gaita rodas priekSstats par to, no ka veidojas
nepiecieSamais un pietiekamais nosacijums par atvasinajuma saistibu ar funkcijas ekstréma

punktiem.

2. uzdevums
Dota funkcija f(x)=x’—3x*+3.

1. Nosaki funkcijas lokala maksimuma un minimuma T
koordinatas! B
2. Uzzimé funkcijas atvasinajuma f'(x) grafiku.
3. Kads ir funkcijas atvasinajums minimuma un maksimuma 4
punktos?
4. Kada ir atvasinajuma zime no maksimuma punkta pa kreisi? [
pa labi?
5. Kada ir atvasinajuma zime no minimuma punkta pa kreisi? X
pa labi? 1 o \f/ A
Dota funkcija f(x)=|x] .
6. Nosaki funkcijas minimumu! =
7. Kads ir atvasinajums Saja punkta?
8. Kada ir atvasinajuma zime no minimuma punkta pa kreisi?
pa labi? =
Secini:
9. Kads ir atvasinajums ekstréma punktos? Vai ir iespéjami citi -8
gadijumi?

10. Ka atvasinajums palidz noteikt ekstréma punktus?

2.2.1. att. 5.2. temata stundas fragments (4. pielikums 113. Ipp.)
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1. uzdevums
1. dala. Izpildi noraditas darbibas, lai varetu veikt atvasinasanu. Aizpildi tuksas vietas ar
“summu, reizindjumu, dalijumu”!

a) Atver iekavas, izkapinot tas. y=(3x—-1) =
Atvasini ka y'=

b) Izmanto logaritma 1paSibu. y=log,x"* =
Atvasini ka . y'=

¢) Izmanto logaritma 1pasibu. 1082% =
Atvasini ka . y'=

d) Izmanto trigonometrijas formulu.  y=sin2x =
Atvasini ka . y'=

e) [zmanto pakapju 1pasSibu.

y — 2x+3 —
Atvasini ka . y'=

2. dala. Saliktas funkcijas atvasinajums. Aizpildi tabulu pec soliem!

y=(3x—1)"| y=log,x" logzi y=sin2x | y=2***

Uzraksti funkcijas |g(x) = g(x) = g(x) = gx) = gx) =
1 ka saliktas funkcijas
" y=flg(x)) dalas |f(x) = o = o) = fo = o =
g(x) un f(x).
Pienemsim, ka
u=g(x).
: Atrodi d_u
dx

Jau=g(x), tad
y=f(g(x))=f(u).
3.|Uzraksti y=f(u).

Atrodi dy .
du

Izmantojot 2. un 3.
punktu, apréekini
dy du

du dx °

Salidzini 1. dala un 2. dala iegiitos rezultatus!
Ka var atrast saliktas funkcijas y=f(g(x)) atvasindjumu?

2.2.2. att. 4.6. temata stundas fragments (3. pielikums 100. lpp.)
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Skoleni, izpildot pétniecisko uzdevumu (skatit 2.2.2. attélu) 4.6. temata stunda, iegiist
saliktas funkcijas atvasinaSanas algoritmu. Teorétiskais pieradijums stunda netiek apskatits,
tomeér skoléni uzdevuma ietvaros ir parliecinajusSies par kédes likumu, ieraudzijusSi ta
pielietoSanas &rtumu, ka ari pa solim praktizéjusi piecu saliktu funkciju atvasinasanu.

Lai pétnieciskie uzdevumi biitu interesanti un jégpilni skoléniem, dala pétniecisko
uzdevumu ir veidoti ar realas dzives kontekstu. Pieméram, 1.1. temata stunda (2. pielikums
66. Ipp.) skoléni virknes terminu sak apgit ar datiem, ka masina bremze atkariba no laika, ja
sakuma atrums ir 90 km/h. Ka ar1 4.1. temata stunda (3. pielikums 87. Ipp.) skoléniem dots
uzdevums ar datiem par Useina Bolta 100 metru skréjienu. Ta izpildes laika skolénam
sagaidamais secinajums ir, ka no dotajiem datiem iesp&jams aprékinat Bolta vidéjo atrumu,
bet ne momentano. Péc tam skoléni kopa ar skolotaju nonak pie robeZas un atvasinajuma
definicijas. Ar uzdevuma palidzibu skoléni nonak gan Iidz atvasinajuma definicijai, gan ta
fizikalajai jegai. Realas dzives konteksts atrodams ne tikai pétnieciskajos uzdevumos, bet ar1
teksta uzdevumos, 1paSi 6. temata (5. pielikums 131. Ipp.), jo tas veltits atvasinajuma

pielietojumam geometrija, fizika un ekonomika.
2.3. Pasvadita macisanas

Izglitibas standarta ka viena no caurviju prasmém tiek minéta paSvadita maciSanas. Tas
ietvaros skoléns pats spéj apzinati vadit savu macibu procesu, izvirzit sev sasniedzamos
rezultatus un izvertét savu veikumu. Pilnveidotas macibu pieejas viens no uzdevumiem ir
iemactt skoléenam domat par savu maciSanos, gan iesaistot vinus macibu procesa un lémumu
pienemsana, gan rosinot izvertét savu sniegumu un pasu macibu procesu. [3, 5.2.3. punkts],
[15] Saja apaksnodala biis izklastits, ka izstradatajos stundu planos ir ietverti minétie uzsvari
macibu procesa.

Lai veicinatu skolénu atbildibu par savu darbu un ar dotu iespéju macities katram savu
spéju limeni, stundas tiek piedavati uzdevumi, kuriem ir pieejami skolotaja sagatavoti
atrisinajumi un atbildes. Stundu planos nav izstradati paSi uzdevumu risinajumi, bet
skolotajam ir iespéjams sagatavot atseviski risinajumus un atseviski tikai atbildes (pieméram,
uz tafeles). Tad skoléniem ir iespéja salidzinat iegiito rezultatu ar atbildi un, ja nepiecieSams,
paSa spekiem meklet kludu vai aplukot skolotaja sagatavoto risinajumu. Izmantojot jau
sagatavotus risinajums, skolotajs var ieviest dazadus noteikumus, pieméram, pie risindjuma
lapas skoléni iet bez pierakstiem, ta veicinot skolénu iedzilinaSanos atrisinajuma. Patstavigi
risinot uzdevumus un salidzinot rezultatus, skoléni paSi vada savu macibu procesu. Skolotajs

sada procesa ir tikai konsultants, ka ari skoleni var skaidrot uzdevumu risindjumus viens
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otram vai kopigi nonakt pie rezultata. Aprakstitais macibu process tiek izmantots, pieméram,
6.4. temata stunda (5. pielikums 99. Ipp.), gatavojoties parbaudes darbam. Nakamais solis, lai
veicinatu skolenu pasvadito maciSanos, ir ievietot uzdevumu risinajumus ar1 e-klasge, kur tie ir
pieejami skoleéniem arl péc stundam. Ja kads skoléns nav paspéjis visu atrisinat stunda, tad
vipam ir iespéja turpinat macibu procesu majas, ja to uzskata par nepiecieSamu.

Stundu plana 4.7. temata (3. pielikums 103. Ipp.), gatavojoties parbaudes darbam, tiek
piedavati uzdevumi, kuri sadaliti tris Iimenos. Skoléniem ir iesp€ja izvirzit sev merki, kuru
Iimeni vélas sasniegt. Attiecigi vini izvelas, kurus uzdevumus risinat. Skoléniem jaspé€j
uzstadit sev merkis, lai izveletos uzdevumus. Merkis var biit nostiprinat jau esosas zinaSanas
un prasmes vai pretéji — pildit tos uzdevumus, kuri klasé iepriekS nav apliikoti. Iesp&jams
pildit uzdevumus no dazadiem limeniem, ja tas atbilst skolena izvirzitajam meérkim. Limenu
izvéle var biit arl tikai viena vai daZos uzdevumos, nevis visa darba ietvaros. Ka piemeéram,
5.7. temata stunda skoléni (4. pielikums 125. lpp.) atkarto temata apgito, pildot divus
uzdevumus, no kuriem otraja jaizvélas vienu no divam funkcijam, kuru izpétit un konstruét
tas grafiku.

Jebkadam patstavigajam skolénu darbam ieteicams sagatavot visu uzdevumu
atrisinajumus. Skoleniem ir iespéja ne tikai paSvaditi macities, bet arl novertét savas
pasreizéjas prasmes un zinaSanas pirms parbaudes darba. Lai to papildus veicinatu, dazos
stundu planos ir ieteikums skoleniem ar citu krasu atzimeét tos uzdevumus vai piemers, kurus
vél nepiecieSams apskatities, atkartot, saprast vai nu majas, vai konsultacija. Tada veida
skoleni noveérté savu veikumu, sniedz par to atgriezenisko saiti paSi sev, ka arl izvirza
nakamos meérkus.

Lai skolenus rosinatu domat par savu macisanos no sasniedzamo rezultatu puses, viens
no uzdevumiem 5.7. temata stunda (4. pielikums 125. Ipp.) ir atzimét, uz kuru sasniedzamo
rezultatu katrs piemers attiecas. Ir doti visi temata sasniedzamie rezultati. Skoléeni ne tikai tos
izlasa vai dzird, bet apzinas, ko katrs no tiem nozimé, atrodot uzdevumus, kas ved uz
konkrétu sasniedzamo rezultatu.

Minétie pieméri par paSvadito maciSanos rosinasanu izstradatajos planos ir atkartojuma
stundas. Tomer lidzigi elementi ir iestradati arl citas stundas, pieméram, 1.5. temata (2.
pielikums 75. Ipp.) un 4.5. temata (3. pielikums 97. Ipp.) stundas ir 10 — 20 mindSu
paskontroles darbi. Tie var biit dazadas formas — uz lapas atrisinami uzdevumi vai
elektronisks tests, ar kuru skolénam ari ir iespéja konstatét savu prasmju un zinasanu Iimeni.

PaSvadita maciSanas ir cieSi saistita gan ar skoléna paSvertéjumu, gan ar skolotaja

sniegtu atgriezenisko saiti. Ar tas palidzibu skolotajs var izvertét, kads atbalsts skoléenam
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nepiecieSams, ka arl regulari komunicét par vipa sniegumu, lai to uzlabotu. Tapéc nakama

apaksnodala veltita skolotaju un citu skolénu sniegtai atgriezeniskajai saitei.
2.4. Atgriezeniska saite

Atgriezeniska saite ir dala no ikdienas formativas veértéSanas, kas ir viena no tris
noraditajiem véertéSanas veidiem izglitibas standarta [3, 17. punkts]. Atgriezenisko saiti var
sniegt gan skolotajs, gan citi skoléeni. LatvieSu valoda atgriezeniskas saites sniegSanas prasme
ir viens no sasniedzamajiem rezultatiem [3, 2. pielikums]. So prasmi var attistit arl citas
stundas, ta sniedzot citiem skoléniem noderigu atgriezenisko saiti. Atgriezeniskaja saité var
ieklaut atbildes uz tris jautajumiem:

* Kas man izdodas — ko jau labi protu?
* Kas pagaidam vél neizdodas, kapec?
* Ko un ka darit turpmak? [17]

Stundu planos ir iestradati briZi, kad gan skolotajs, gan skoléni viens otram sniedz
atgriezenisko saiti. Tas forma ar1 var atSkirties — komentari macibu procesa laika, parbaudes
darba, patstavigajos darbos vai arl izmantojot kadu platformu vai lietotni, pieméram, Padlet
vai Homestudy. Piemeéram, 5.3. temata stundas beigas skoléniem ir dots 1ss uzdevums (skatit
2.4.1. attélu), lai parliecinatos par stunda apgtto. Uzdevuma atbildes ir janodod skolotajam.
Lai skoleniem vinu darbs paliktu pierakstos un vienmeér pieejams, skoléni varétu izpildit savu
darbu un ta fotografiju nositit skolotajam, pieméram, lietotne Whatsapp. Sada darbiba
skolenam prasa loti mazu piepiili. Skolotajs var sniegt katram atgriezenisko saiti gan rakstiski,
gan balss zinas veida, skoléni péc tas sanemsanas var uzlabot savu darbu pierakstos. Atskiriba
no uzdevumu izpildes uz lapam vai burtnicas, paveiktais darbs ir vienkopus ar visiem
pierakstiem, atgriezenisko saiti ir viegli sanemt taja pasa diena, ka ar1 skolotajam ir mazak

papira lapinu vai burtnicu, kuras japarvieto un jauzglaba.

Uzdevums individuali uz lapinam (vai art skoléni var pildit klade un
péc izpildes nosiitit skolotajam Whatsapp Cata vai cita veida — skolotajs

Lieto¥ana un var dot AS par izpildi.).

AS
1. Vai funkcija y=x" ir izliekta vai ieliekta?

2. Nosaki parliekuma punktus funkcijai y= % X —2x% 1

2.4.1. att. 5.3. temata stundas fragments (4. pielikums 114. Ipp.)
Atgriezenisko saiti var sniegt par apgito saturu attieciba pret stunda izvirzitajiem

sasniedzamajiem rezultatiem vai arl citam prasmém. Pieméram, 6.1. - 6.3. temata stundas (5.
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pielikums 131. Ipp.) skolenu pariem javada stundas par atvasinajuma pielietojumu dazZadas
jomas. Katras stundas beigas skoléni dod atgriezenisko saiti stundas vaditajiem, izmantojot 3P
metodi: Paslave! Pajauta! Piedava! Skolotaja var noradit, uz ko koncentréties, sniedzot
atgriezenisko saiti — stundas vadiSana, matematiskas zinasanas, skaidroSana. Saje'ls stundas
noderigi bitu sniegt stundas vaditajiem novértéjumu par stundas vadiSanu un skaidroSanas
prasmeém, jo tas netiek uzsveértas tik bieZi ka matematiskas zinaSanas un prasmes. Skoléni un
ar1 skolotaja stundas laika vai stundas beigas uz, pieméram, limlapinam uzraksta ieprieks
minétas tris lietas péc 3P metodes un atdod stundu vaditajiem. Ta skoléni ne tikai pasaka, kas
bija labi un izdevas (Paslave!), vai norada uz nepilnibam, uzdodot jautajumu (Pajauta!), bet
ar1 dot ieteikumus nakamajai reizei (Piedava!). Metodes izpilde var aiznemt daZas mintites,
bet stundas vaditaji sanem plaSu atgriezenisko saiti. Ja iespéjams, vairaki skoléni var skali
izteikt uzslavas, jautdjumus un ieteikumus. IpaSi noderigi ir veidot sarunu, ka varétu uzlabot
darbu, tapéc jautajumu uzdoSanai varétu bt prioritate, jo jautajumu uzdevéjs un atbildétajs
joprojam ir vienuviet.

Pie atgriezeniskas saites sniegSanas iespéjam jau tiek pieminéta IT lietoSana. Nakamaja
apaksnodala tiek izklastits, ka izstradatajos stundu planos paredzéts izmantot IT iesp&jas gan

uzdevumu risinasana, gan rezultatu parbaudiSana, gan maciSanas procesa.
2.5. Informacijas tehnologijas

Digitala pratiba ir viena no uzskaititajam caurviju prasmém izglitibas standarta [3, 5.2.6.
punkts]. To var veiksmigi attistit un pielietot matematika. Macoties par atvasinajumu, skoléni
var izmantot jau zinamus informacijas tehnologijas rikus, ka arT iemacities izmantot jaunus.
Izstradatajos stundu planos ir daZzi piemeéri, ka gan skoléni, gan skolotajs var izmantot IT
macibu procesa.

Viens no mérkiem, kam var izmantot IT, ir rezultatu parbaudiSana. Ne vienmeér skoléni
var iegiit risinasanas gaitu, tomér vienmer ir iespeéjams salidzinat savu iegiito rezultatu.
Dazkart tie var but attéloti cita pieraksta, neka ir skolenam. Tada gadijuma skoléns izmanto
identiskus parveidojumus, lai parliecinatos par rezultatu sakritibu. Ta var gadities, parbaudot
funkcijas atvasinajumu. Pieméram, 4.7. temata (3. pielikums 102. lpp.) stundas sakuma
skoleniem ir jaatrisina klases biedra izveidota salikta funkcija. Ja rezultati nesakrit un nav
atrodama klida paSa spekiem, skolotaja var ieteikt izmantot atvasinasanas kalkulatoru
(derivative calculator), kuru sameklé interneta parliika. Skolotaja paris solos var visai klasei
paradit, ka ar tadu jadarbojas. Ja skoléeni iepriekS par tadu nezinaja, turpmak viniem biis

iespéja parbaudit savus rezultatus, ka arl iespéjamo risinajumu. Ka standarta ir noradits,
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skoleniem jaanalizé IT ieguvumi un riski. Pie S1 sasniedzama rezultata var piekartot to, ka
skoleni kritiski izverté kalkulatora piedavato risinajumu, jo tie ne vienmer ir izdevigakie, ir

zinamas efektivakas metodes, ka atvasinat.

1. Izveido Excel’1 tabulu un grafikus, attélojot virknes pirmos 20 loceklus! Parliecinies, vai virkne
ir augosa, dilstosa, oscilejosa vai konstanta! Tabula veido vienkarSotu virknes pierakstu un ie-
skice virknes veidoto grafiku!

Augosa/ dilsto-

N Sa/ osciléjoSa/
" | Vispariga lo- | Grafika ) ) konstanta/ iero-

p. ) Virknes locekli .
K cekla formula | skice beZota no aug-
' Sas/ ierobeZota
no apaksas
3n—2
X,= X,)= e s y e
a) " on+1 ( n) ( ’ ’ ’ )
b) bn = 31‘1 (bn ) = ( s ) ) ’ s )
n+l1
C) n: 2 (xn): ( > b} ) b} ) )
n
_1
d) | %=, (a)=( , , . s o)
3
o | x=(-1)5- O
n 2 n n
f) fn::ln (fn):( b > LA "")

2.5.1. att. 1.2. temata stundas fragments (2. pielikums 69. Ipp.)

IT var izmantot arl jaunu zinaSanu ieguvei, ne tikai rezultatu parbaudiSanai. Viens no
tadiem piemeériem ir aprakstits 1.2. temata stunda. Stunda tiek izmantoti datori, tapéc ta var
notikt datorklasé vai klases telpa, kura ir pieejami portativie datori. Skoléniem jaizmanto
datorprogramma Excel. Visticamak skoléniem jau ir prasmes darboties ar So programmu. Ir
pieejama arl instrukcija, ka ar programmu darboties, lai izpilditu stundas uzdevumus. 2.5.1.
attela redzams uzdevums, kura skoleni programma Excel attélo virknes loceklus un izveido
grafiku. No ta nepiecieSams veikt secinajumus par virknes monotonitati un ierobeZotibu.
Augosas, dilstoSas, mainzimju, konstantas un ierobeZotas virknes definicijas iepriekS nav

apliikotas, bet sagaidams, ka skoléni tas intuitivi saprot no iepriekSéjas pieredzes par funkciju
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IpaSibam, terminu nosaukumiem un doto virknes locek]u grafikiem. Definicijas ir dotas arl
darba lapa, bet tajas ir jaaizpilda tuksas vietas. Izstradata stunda ir labs piemeérs, ka skoléni
apgilst dazadas definicijas un terminus, paSi darbojoties ar IT un balstoties uz saskatitam
sakaribam no ieprieks apgiita, terminu nosaukumiem un vizualo attélojumu.

Dazadus IT rikus skolotajs var izmantot demonstréjumiem, lai ar to palidzibu tiktu
iegilitas jaunas zinaSanas vai rasta izpratne par kadu matematisku sakaribu. 5.1. temata stunda
(4. pielikums 111. Ipp.) skoleni ar pétnieciska uzdevuma palidzibu iegiist sakaribu starp
funkcijas atvasinajuma zimi un monotonitati. Péc tam skolotaja demonstré, pieméram,
interneta vietné desmos.com, kada ir sakariba starp pieskares virzienu un monotonitati. Ta ka
pieskares virzienu nosaka virziena koeficients, kas ir vienads ar funkcijas atvasinajuma
vertibu punkta, skoléniem rodas vizuals pamatojums iegiitajam sakaribam. Interneta vietné
izveidota sisttma demonstréjumam redzama 2.5.2. attéla. Ar funkciju k(x) apziméta
atvasinajuma funkcija. Péc tam tiek aprekinata atvasinajuma vertiba funkcijas punkta a un ta
tiek izmantota ka pieskares virziena koeficients. Skoléniem jau ir zinamas minétas sakaribas.
Mainot punktu x=a, kura tiek ziméta pieskare, var attélot, ki mainoties funkcijas

monotonitatei, mainas pieskares virziens jeb atvasinajuma veértiba.
@ () =53 —3x%+3
d
k(x) = - /()

N y=Ha)(x—a)+/(a)

N
Y 5l
-5 0 5
X
-5

2.5.2. att. Funkcijas pieskare punkta, izmantojot atvasinajumu
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lepriekSejas apakSnodalas tiek apskatiti dazadi metodikas elementi, kuri nepiecieSami
pilnveidotas pieejas realizéSanai, ka arl tie tiek uzsverti Ministru kabineta noteikumos par
izglitibas standartu. Nakamaja apakSnodala tiks apliikoti dazadi uzdevumu veidi, kas palidz

apgit atvasinajumu un ar1 1stenot macisanos iedzilinoties.

2.6. Uzdevumu veidi

Augstakas matematikas neatnemama dala ir pieradijumu veikSana. Skolénos So prasmi
var attistit, frontali kopa ar klasi pieradot kadu sakaribu, balstoties uz skolénu idejam un
palidzot virzities uz 1sto celu, vai arl skoleniem paSiem uzdot pieradit sakaribu. Pieradijumos
biezi vien tiek izmantotas dazadas sakaribas, kuras var biit no dazadam matematikas nozarem
un skola apgiitas pirms vairakiem méneSiem vai gadiem. Lai dotu iespéju katram skolénam
uzrakstit sarezZgitu pieradijumu, izstradatajos stundu planos ir izveidoti soli, kuriem skoléns
var sekot un pieradit sakaribu. Tadi soli (skatit 2.6.1. attelu) ir izveidoti 4.3. temata stunda, lai
pieraditu naturallogaritma un pakapes funkcijas atvasinajuma formulas. Doto pieradijumu var

uzdot gan individuali, gan paros.

Funkcijas y=Inx atvasinajums.
Dota funkcija y=Inx .

Uzdevums: Atrast un pieradit (Inx)’.

1. Uzraksti atvasinajuma definiciju ar In x! (Inx)'=1lim Ax
Ax-0

2. Izmanto logaritma starpibas IpaSibu skaititaja!

3. Uzraksti visu dalu ka 2 dalu reizinajumu
2_1
iemeé —==2)! =
(pieméram, 373 )

4. Izmanto logaritma Tpasibu log, x"=k-log, x ! =
5. Sadali naturallogaritma izteiksmi =

divos saskaitamajos (pieméram, 44L3: 1+% )!

6. In zImi var iznest pirms robezas zimes. =

7. Izmanto 2. ievérojamo robeZu! =

8. Apréekini naturallogaritma vertibu! =

2.6.1. att. 4.3. temata stundas fragments (3. pielikums 91. Ipp.)
Skolénam loti svarigi ir saskatit kopsakaribas un saistibu ar citam nozarém. Papildu jau

apskatitajiem piemériem iepriekSéjas apaksSnodalas, kopéjas sistémas un sakaribu saskatiSanai
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un nostiprinasanai var izmantot shémas un kopsavilkumus. Pieméram, 5.4. temata stundas
beigas skoléni visu iegiito informaciju par funkcijas pétiSanu ar atvasinajuma palidzibu
apkopo jau sagatavota shema, kura redzama 2.6.2. attéla. Péc tuk3So vietu aizpildiSanas katram

skolénam biis pieejams kopsavilkums par visu apgiito saistiba ar atvasindjumu un funkcijas

pétisanu.
Shéma. Funkcijas pétiSana ar atvasinajuma palidzibu.
Aprékinaf '(x)
Atrod punktus x ,
kad f'(x) . kadf'(x)
Aprékinaf "' (x). Parbauda zimju mainu, kad
/ \ f '(x)iet caur kritisko punktu x,:
— — no +uz -, tad punkts
Jaf "'( x)eksisté. f "' (x)neeksisté . no - uz +, tad punkts
Atrod /
punktus, kadf ''(x)=0 Nosaka monotonitates intervalus:
vaif ''(x)neeksisté. f'(x)>0-
] f'(x)<0-

Parbauda zimju mainu, kad f "' (x)
iet caur potencialo parliekuma punktu:
ja ir Zimju maina, tad parliekuma punkts.

’

Nosaka ieliekuma un izliekuma intervalus:
F(x)>0-
f'(x)<0-

2.6.2. att. 5.4. temata stundas fragments (4. pielikums 118. Ipp.)

Turpinot funkciju pétiSanu nakamajas stundas, 5.6. temata (4. pielikums 122. Ipp.) par
funkcijas grafika konstruéSanu, skoleni kopa ar skolotaju izveido planu, ka to darit.
Kopsavilkums jeb plana soli par funkcijas grafika konstruesanu tiek veidots péc tam, kad viss
nepiecieSams jau ir apgiits, aptverot gan jauniegiitas zinaSanas saistiba ar atvasinajumu, gan
jau pamatskola iegiitas zinasanas par definicijas apgabala noteikSanu, paritati un krustpunktus

ar x asi. Péc 5. témas apguSanas sagaidams, ka skoleni spej konstruet funkciju grafikus un
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viniem nepiecieSams vien ieskatities izveidotajos plana solos un shéma par atvasinajumu zimi
punkta un ta saistibu ar grafiku.

Lai attistitu skolénu skaidroSanas un patstavigas maciSanas prasmes, 6. témas (5.
pielikums 131. Ipp.) ietvaros skoléniem ir iespéja vadit stundas par atvasinajuma pielietojumu
geometrija, fizika un ekonomika. Stundas ieteicams vadit skolénu parim. Lai sniegtu atbalstu
stundu gatavoSana, ir atlasiti materiali (5. pielikums 133.-147. lpp.), no kuriem skoléni var
apgit tematu, ka ar1 atlasit uzdevumus stundai. Skoléni var meklét materialus un uzdevumus
pasi. Sadiem darbiem loti svarigi ir darit zinamus kritérijus, kas ir jaieklauj stunda un ka ta
javada. Péc izstradatajiem kritérijiem (5. pielikums 132. Ipp.) iesp€jams arT izlikt atzimi par
skolenu vaditajam stundam.

Lai daZadotu stundu uzbiivi, stundu planos ir iestradati daZi spelu elementi, lai atkartotu
zinaSanas. Pieméram, 4.5. temata (3. pielikums 95. lpp.) stundas sakuma, lai atkartotu
atvasinajuma formulas, skoléniem dotas lapinas ar daZzadam funkcijam un to iespgéjamam
atvasindjuma formulam. Uzdevums ir salikt kopa funkcijas ar to atbilstoSajam atvasinajuma
formulam, palaujoties tikai uz savu atminu. Ir dotas ar liekas atbildes. Uz 5.2. temata stundu
(4. pielikums 112. Ipp.) ir paredzéts majas darbs — katrs skoléns uz lapinas uzraksta saliktu
funkciju un pierakstos to atvasina. Stundas sakuma skoléni ar lapinam sava starpa samainas,
atvasina uzrakstitas funkcijas un parbauda, vai rezultati sakrit. Ja nepiecieSams — skoléni
meklé klidu risinajumos un lieto IT. Dotais piemeérs ir veids, ka macibu procesa iesaistit

skolénus un veidot produktivu sarunu starp viniem par matematiku.
2.7. Stundu planu aprobacija

Ieprieks tiek apliikotas dazadas metodes, ka istenot pilnveidoto macibu saturu un pieeju.
Dala izstradato stundu planu un materialu tika aprobéti Rigas Valsts 1. un 2. gimnazija. Péc
aprobacijas tika veikti secinajumi, ka uzlabot stundu planus un vai izmantotas metodes palidz
nonakt I1dz sasniedzamajiem rezultatiem.

1. temata (2. pielikums 64.-75. Ipp.) pirmos piecus izstradatos stundu planus veiksmigi
izdevas aprobét Rigas Valsts 1. gimnazija. Péc to realizacijas 11. klases skoléni rakstija temata
“Virknes robeZa” parbaudes darbu (2. pielikums 80. Ipp.), vienigi 2. uzdevuma ir papildus
pievienots pédgjais jautajums par virknes robezas simbolisko pierakstu. Galvenais secinajums
no 1. temata aprobacijas ir par atSkiribu starp izglitibas standarta un gimnazijas prasibam jeb
sasniedzamajiem rezultatiem, tapéc arl nakamas realizétas stundas péc 1.5. temata Rigas
Valsts 1. gimnazija atSkiras no izstradatajiem planiem. Detalizétak par izstradato stundu planu

sasniedzamajiem rezultatiem tiek apliikots nakamaja nodala.
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Viens no secinajumiem, kas ietekméja nakamo stundu izstradi, ir tads, ka macibu stunda
pirms parbaudes darba ieteicams atkartot arl temata sakuma apskatitos terminus un teoriju.
Temata par virknes robeZu tie bitu dazZadu virknu veidi un uzdevumi par tiem, ne tikai
koncentréties uz uzdevumiem par skaitla N aprékinaSanu un monotonitates vai ierobeZotibas
aprekinasanu, kas art tiek ieklauts 1.7. temata stunda (2. pielikums 79. Ipp.).

Iespéjama izmaina, kura nav ieklauta stundu plana, ir 1.4. temata (2. pielikums 72. Ipp.),
kura ir par skaitla e-apkartni, stundu sakt ar virknes robeZas definiciju. Tadéjadi skoléniem
tiek radits izbrins un interese par to, kas ir € un skaitla apkartne. Talak var virzities péc
izstradata plana. Saja stunda skolotajam jauzsver ne tikai termins punkta apkdrtne vai skaitla
apkartne, bet ar1 konkréta skaitla apkartne, pieméram, skaitla 1 apkartne vai miisu virknes
robezas 1 apkartne.

S1 temata aprobétajos stundu planos tiek izmantotas dazadas iepriek$ aprakstitas
metodes — paSparbaudes darbs (patstavigs darbs), pétnieciskais darbs datorklaseé ar IT,
patstavigu secinajumu veikSana péc darba izpildes, darba lapu pildiSana, paSvadita maciSanas
ar rezultatu un risinajumu salidzinaSanu. Visas sagatavotas stundas izdevas veiksmigi stenot,
ka ar1 skoleni apguva noraditos sasniedzamos rezultatus. Par to var spriest péc parbaudes
darba rezultatiem.

Rigas Valsts 1. gimnazijas 29 skoléni péc izstradato stundu planu realizacijas rakstija
parbaudes darbu. Vissliktak ir veicies ar 2. uzdevumu, kura tiek prasitas zinaSanas no S1
temata pirmajam divam stundam. Uzdevumi, kas atsaucas uz aprekiniem, kurus praktizéja
pedejas stundas, ir labak izpilditi. Tas liek secinat, ka skoléni pirms parbaudes darba nav
atkartojuSi pirmajas stundas veikto, ka arm vélako stundu laika vairs netika pilditi lidziga
rakstura uzdevumi vai apskatiti sakuma aplikotie termini.

Vislabak ir veicies ar 3. un 4. uzdevumu, kura japierada monotonitate un ierobeZotiba.
Parbaudes darbs ir uzrakstits loti labi, aritmétiskais vidéjais ir 81%. Gimnazijas klasém Sads
veértéjums ir atbilstoSs, tomér parbaudes darbs neatlasa spéjigakos skolénus. Sagaidams, ka
klases, kuras nav atlasiti jaunieSi ar tik spécigam matematikas zinaSanam, parbaudes darba
rezultatu aritmétiskais vidéjais biis zemaks un atlasis ar1 spejigakos skoléenus.

Rigas Valsts 2. gimnazija tika aprobéti tikai 4. temata (3. pielikums 85.-89. Ipp.) pirmas
divas stundas. Arkartas stavokla iestaSanas dé] aprobaciju nebija iesp&jams turpinat, jo
izstradatie materiali nav paredzéti attalinatam macibu procesam. Tomeér So divu stundu laika
tika realizéta metode, kurai ir uzsvars daudzos stundu planos — pétniecisko uzdevumu

pildiSana. No ta tika veikts secinajums, ka skoléniem praktisku un pétniecisku uzdevumu
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veikSana aiznem ilgaku laiku, neka sakotnéji bija paredzéts vai arl temats tiktu apgiits frontali.
Tas tika nemts véra paréjo stundu planu izstrade.

Abas gimnazijas veikto aprobaciju laika skoléni bija atsaucigi, pildot dazadu veidu
uzdevumus. Izmantotas metodes palidzéja nonakt 1idz sasniedzamajiem rezultatiem. Par to
liecina parbaudes darba rezultati, ka arl macibu procesa sniegtas skolénu atbildes un veiktie

secinajumi.
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3. STUNDU PLANU SATURS

Izstradatie stundu plani balstas uz Ministru kabineta noteikumiem Nr. 416 “Noteikumi
par valsts visparéjas videjas izglitibas standartu un visparéjas vidéjas izglitibas programmu
paraugiem”, kas stajas speka 2020. gada 1. septembr1 [3]. Ta 6. pielikuma ir uzskaititi planotie
skolenam sasniedzamie rezultati matematikas macibu joma, tai skaita augstakaja apguves
Iimen1. Ta ka izstradatie stundu plani un materiali ir paredzeti, lai apgiitu augstakaja apguves
Iimen1 tematus par virkném, robeZam un atvasinajumu, treSaja nodala ir atlasiti attiecinamie
standarta sasniedzamie rezultati. Ka jau tiek minéts ieprieks, izstradatajos planos daZi
sasniedzamie rezultati parsniedz standarta uzstaditos. Nodala papildus tiks uzskaititi kuras
stundas ir izvirziti tadi sasniedzamie rezultati, kas parsniedz standarta prasibas.

Visos izstradatajos stundu planos sagaidams, ka skoléni sasniedz talak minéto
rezultatu, kas nav specifisks tikai minétajiem tematiem:

* 1.2.3. Raksturo iespéjas koordinatu plakné attélotu liniju/plaknes figiiru aprakstit
analitiski un otradi — vienadojumu ar diviem mainigajiem attélot koordinatu plakng;
veido spriedumus, vienu un to paSu matematisko modeli attélojot koordinatu plakné
un pierakstot analitiski.

Skoléniem regulari jaattélo analitiski uzrakstitais matematiskais modelis arl grafiski,
piemeéram, attélojot virknes loceklus koordinatu plakné 1. temata un funkciju grafikus 2. — 6.
temata. No izveidotajiem grafikiem skoléni veic secinajumus gan par virknes ierobeZotibu,
gan dazadam sakaribam starp funkcijas atvasinajumu un funkcijas monotonitati, ekstrémiem
un izliektibu. Attélojot osciléjoSu funkciju analitiski un grafiski, skoléni veic spriedumus par

osciléjosas funkcijas Ipasibam un to, ka turpmak pierakstit jebkuru mainzimju virkni.
3.1. Temats “Virknes robeza”

Vidgjas izglitibas standarta 4.1. temata “Virknes” augstakaja apguves limen1 atrodami
divi sasniedzamie rezultati, kas attiecas uz izstradato tematu “Virknes robeza”:
* 4.1.2. Nosaka virknes robezu, sprieZzot, modelgjot uz skaitlu ass, izmantojot grafisko
attélu un kritiski izvertejot ta lietojumu konkreétaja situacija.

* 4.1.3. Veic aprekinus, lietojot izklajlapas, un formulé pienémumu par skaitli e ka

n
virknes (1+l) robezu, ja n=>+o .
n

Rezultats 4.1.2. tiek realizéts visa temata laika. Sakotnégji skoléni apgiist virknes ierobeZotibu

un gan no grafiskajiem attéliem, gan vairakiem aprékinatiem virknes locekliem nosaka
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virknes ierobeZotibu no augSas un no apaksas. Jau temata treSaja stunda skoléniem ir
japierada, ka virknes ir ierobeZotas ar konkrétu vértibu no augSas vai apaksas. Jau Saja bridi
paradas dazadi lielumi, ar kadiem viena un ta pati virkne var biit ierobeZota. Tadéejadi skoléeni
novero un izverté grafiska panémiena lietojumu dazadas situacijas. 1.6. temata stunda skoléni
iepazistas ar virknes robeZas jedzienu. Tadejadi veidojas pareja no virknes ierobeZotibas uz
tas robezZu.

Sasniedzamais rezultats 4.1.3. nav apliikots pie temata “Virknes robeza”, bet to
paredzeéts apgiit 3.4. temata stunda, veicot pétniecisko darbu par otro ievérojamo robezu (6.
pielikums 156. lpp.). Toties 1.2. temata stunda (2. pielikums 67. Ipp.) tiek Istenots viens no
standarta sasniedzamajiem rezultatiem par matematisko valodu:

* 1.1.1. Lasa dalgji pazistama satura izverstu matematisku tekstu, nepazistamu jédzienu,
simbolu vai apziméjumu nozimi noskaidro papildu avotos vai par to secina, izmantojot
izpratni par teksta saturu kopuma, raksturo teksta mérki un kritiski izverté satura
atbilstibu tam.

Stundas laika skoléniem ir japapildina gan jau pazistamas, gan nepazistamas definicijas
vardiski un simboliski péc intuitivas izpratnes un praktiskiem piemériem. Péc tam ar Siem
jedzieniem jaapraksta ieprieks apskatitie piemeri.

Papildu standarta sasniedzamajiem rezultatiem 1. temata izstradatajos stundu planos
uzstaditi Sadi rezultati:

* Pierada, ka funkcijas ir augosas, dilstosas, ierobeZotas no augSas un apaksas.

* Nosaka skaitli N jeb virknes kartas numuru, ar kuru visi locekli Xy, Xy, ,Xy.0,... at-

radisies punkta A e-apkartné.

Pieradot virknu monotonitati un ierobeZotibu, skoléni nepalaujas tikai uz grafiskiem
attélojumiem. Izvéloties, ar kadu lielumu virkne varétu biit ierobeZota, skoléeni ar1 pierada, vai
izveletais lielums ir atbilstoSs. Ka arl skoléni temata ietvara nonak lidz precizai virknes
robeZzas definicijai. Lai arl skoléni nepierada virknes robezu péc definicijas, sagaidams, ka
viniem biis izpratne par punkta A jeb robeZas e-apkartni un ka ta tiek izmantota robeZas
definicija.

Ta ka virkne ir funkcija, tikai tas arguments pieder naturalo skaitlu kopai, tad nakamais
solis péc virknes robeZas apliikoSanas ir pariet uz visparigaku gadijumu — funkcijas robeza.
Tapéc tematiskaja plana nakamie apglistamie temati ir par funkcijas robezu un daZadiem

robeZu rekiniem.
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3.2. Temati “Funkcijas robeza” un “Robezu rékini”

Lai gan 2. un 3. tematam “Funkcijas robeZa” un “RobeZu réekini” netika izstradati
stundu plani un materiali, tematiskaja plana (1. pielikums 60. Ipp.) temati ir sadaliti stundas
un tam attiecigi sarakstiti sasniedzamie rezultati. Sie divi temati visvairak at3kiras no vid@jas
izglitibas standarta. Kopa tiem ir atvelétas 13 stundas, un tiek istenoti visi tris standarta
sasniedzamie rezultati, kas attiecas uz tematiem:

e 3.1.1. Skaidro skaitli e, izmantojot virknes robezu; definé un lieto naturallogaritmu.

* 4.1.3. Veic aprekinus, lietojot izklajlapas, un formuleé piepémumu par skaitli e ka

. 1Y .
virknes (1+—) robezu, ja n=>+o0 .
n

* 4.3.1. Nosaka funkcijas robeZu, sprieZot, izmantojot funkcijas grafika ipasibas; skaidro

un vizuali interpreté funkcijas nepartrauktibu.
Standarta nav noraditi rezultati, kas attiektos uz robeZu aprékinaSanu un nenoteiktibu
novérSanu, kam galvenokart veltiti abi temati. Standarta nav ietverta arl 1. ievérojama robeza,
ta nav paredzeta arl darba autora izstradataja tematiskaja plana. Standarta rezultats 4.1.3.
sakrit ar 3.4. temata stundas sasniedzamo rezultatu: veic secinajumus par 2. ievérojamo
robezu no petnieciska darba. Lai gan pétnieciskaja darba (6. pielikums 156. Ipp.) ir paredzéts

detalizéetak apliikot daZadu izteiksmju parveidoSanu, lai iegiitu 2. ievérojamo robezu, tas ietver

- .. < . 1" . L R - 1= .
arl funkcijas robeZas lim (1+—) noteikSanu no praktiskiem aprékiniem. Ta ka virkne ir
n

n>+ow
funkcija, tikai arguments pienem naturalas vértibas, tad 4.1.3. sasniedzamais rezultats tiek
realizéts. No ta tiek sasniegts arl rezultats 3.1.1., tikai skaitlis e tiek skaidrots visparigak —
izmantojot funkcijas robezu.

2. temata stundas, 1paSi temata sakuma, skoléeni funkcijas robezas nosaka no grafiska

. e - o1 1 _ _ .
attelojuma, ka arl veic secinajumus par robezam 0 un o5 . 2.3. temata stunda skoléniem

javeic secinajumi par funkcijas nepartrauktibas saistibu ar vienpuséjam robezam, izmantojot
gan robeZu aprekinus, gan grafisko attélojumu. Tadejadi tiek istenots standarta 4.3.1.
rezultats.

Abu tematu ietvaros paredzéts apgiit vairakus sasniedzamos rezultatus, kas parsniedz

standarta prasibas. Viens no tiem jau ir 2. ievérojamas robeZas apliikoSana ka funkcijas

1) o U = < < . ymem e 1 -
y:(1+—) robeZa, ka arl tas izmantoSana robezu apréekinos. Videjas izglitibas standarta nav
n
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neviena rezultata, kura tiek noradita prasme apréekinat robeZas vértibu. Darba autora

izstradataja tematiskaja plana paredzéts apgiit daZzadus sasniedzamos rezultatus, kas attiecas

uz robezu rekinasanu vai to izmantoSanu:

Rékina vienpuséjas robezas.

Veic secinajumus par nepartrauktas funkcijas saistibu ar vienpuséjam robezam.
Rékina vienpuséjas robezas.

Zimé funkcijas grafika fragmentus no vienpuséjam robezam.

Nosaka horizontalo un vertikalo asimptoti.

Nosaka, vai funkcija konverge vai diverge.

_ o i 0
Novérs nenoteiktibas 35 ;—;00—o0 .
0

Izmanto 2. ieverojamo robeZu aprekinos.

RobeZu réekinasana ir prasme, kas noder arl nakamajos tematos. Ar robeZas palidzibu ir

iespéjams precizi definét atvasinajumu, iegiit un pieradit daZadu funkciju atvasinajuma

formulas. Tas arT ir galvenais iemesls, kapéc izstradataja tematiskaja plana tiek ieklauti robezu

rekini — skoléniem ir iespéja iegiit matematiskus pieradijumus par atvasinajuma formulam, ka

arl attistit pieradiSanas prasmi.

3.3. Temats “Atvasinajums”

Temata, kura skoléni iepazistas ar atvasinajuma definiciju, geometrisko un fizikalo

interpretaciju un atvasinajuma aprékinasanu, skoléniem paredzéts sasniegt vairakus rezultatus,

kas ir defineti videjas izglitibas standarta:

1.2.5. Skaidro atvasinajumu un integrali, izmantojot gan to fizikalo, gan geometrisko
nozimi.

4.3.2. Interpreté atvasinajumu ka veikta cela izmainas atrumu; skaidro funkcijas
atvasinajuma punkta geometrisko interpretaciju; nosaka vienkarsu funkciju, pieméram,
y=4, y=6x, y=3x* atvasindjumu, izmantojot definiciju, un formulé visparigus
secingajumus.

4.3.3. Atvasina pakapes funkciju, funkcijas f(x]=sinx, f(x)=cosx, f(x):ex un
f(x)=Inx, lieto likumus funkciju summas, reizinajuma un dalijuma atvasinasanai,
atvasina saliktu funkciju forma f(ax+b), ja f ir kada no nosauktajam funkcijam.

4.3.4. Skaidro nosacijumus atvasinajuma eksistencei punkta, atSkir kritiskos punktus

un ekstréma punktus; skaidro ekstrému, funkcijas monotonitati, parliekuma punktu,
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grafika izliekumu un ieliekumu, izmantojot atvasinajuma punkta geometrisko
interpretaciju.
Dazi no sasniedzamajiem rezultatiem temata ietvaros tiek realizéeti daléji, pieméram, rezultata
1.2.5. pirma dala par atvasinajumu. Rezultats 4.3.4. tiek sadalits divu tematu ietvaros, 4.4.
temata stunda (3. pielikums 93. lpp.) apgist ta pirmo dalu par atvasinajuma eksistenci
punkta.

Papildu rezultatam 4.3.2. izstradatajos planos skoléni ne tikai formulé visparigus
secindjumus par funkciju atvasinajumu formulam, bet arl dalu no tam pierada ar dazadam
metodeém (péc atvasinajuma definicijas, logaritméjot abas puses un izmantojot 2. ievérojamo
robezu). Tematiskaja plana attieciba pret minéto tiek definéti Sadi sasniedzamie rezultati:

+ Pierada (Inx)', (x")' péc aprakstitiem soliem.
 Pierada (e*)'.

n

Standarta tiek uzskaititas funkcijas, kuras skolénam japrot atvasinat: f(x)=x",
f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=e", f(x)=Inx . Izstradatajos stundu planos sagaidams, ka
skoléni atvasinas vel citas funkcijas: f(x)=a", f(x)=log.x, f(x)=tgx, f(x)=ctgx .
Atseviski tiek izdalits arl pakapes funkcijas specgadijums f (x)=x/;. Skoleni atvasina arl
jebkadas saliktas funkcijas, tomer standarta tiek minéts tas viens gadijums f(ax+b). Ka
atseviSks sasniedzamais rezultats 4.6. temata stunda ( 3. pielikums 99. lpp.) ir “Saskata

sakaribu, ka atvasinat saliktu funkciju”. Pétnieciskaja uzdevuma (3. pielikums 100. lpp.), kura

laika jasaskata saliktas funkcijas atvasinaSanas algoritms, jau tiek izmantoti daZzadas saliktas

funkcijas, kas at3kiras no standarta minéta modela f(ax+b), pieméram, y=log,x",
y=log,%
2 4 *

3.4. Temati “Funkcijas pétiSana” un “Atvasinajuma pielietojums”

BieZi vien skoléni vélas zinat, kur var izmantot apgiitas zinaSanas un prasmes.
Atvasinajumu var izmantot gan matematika, gan citas jomas. Izstradato planu 5. temats (4.
pielikums 109. Ipp.) tiek veltits tam, ka atvasinajumu var izmantot, lai pétitu funkciju. Divi
standarta sasniedzamie rezultati, kuri attiecas uz atvasinajuma pielietojumu, ir par funkcijas
pétiSanu:

* 4.3.4. Skaidro nosacijumus atvasinajuma eksistencei punkta, atSkir kritiskos punktus

un ekstréma punktus; skaidro ekstrému, funkcijas monotonitati, parliekuma punktu,
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grafika izliekumu un ieliekumu, izmantojot atvasinajuma punkta geometrisko
interpretaciju.

* 4.3.5. Lieto funkcijas atvasinajumu, pétot polinomialu funkciju un dalveida funkciju
ipaSibas, zimé&jot to grafikus, nosakot funkcijas vislielako/vismazako vértibu
matematiskos un citu macibu jomu kontekstos.

Temata ietvaros tiek sasniegti visi minétie rezultati, IpaSu uzmanibu veltot funkcijas
atvasinajuma geometriskajai interpretacijai punkta un ta saistibai ar funkcijas monotonitati,
ekstréma punktiem. Tiek pétitas polinomialas un dalveida funkcijas, nosakot ekstrémus, tomér
papildus tiek izvirzits vel viens sasniedzamais rezultats, lai detalizetak izpétitu funkcijas:
“Nosaka funkcijas horizontalo un vertikalo asimptotu”.

Funkciju 1pasibu pielietoSana dazadu jomu kontekstos tiek apliikota nakamaja temata.
Atvasinajuma pielietojumi tiek apskatiti tris jomas: dazadu kontekstu uzdevumi, kas reducéjas
uz geometrisku modeli, ekonomika un fizika. Tadéjadi tiek pilniba realizéts standarta rezultats
4.3.5. izstradatajos planos 6. temata (5. ielikums 131. lpp.). Ka atseviSks rezultats tiek
izvirzits, ka skoléni vada macibu stundas. Tematam atvelétaja laika visi skoléni nevar sasniegt
So rezultatu. Tiek paredzéts, ka 3 skolénu pari vada stundu par katru no jomam, kuras var
izmantot atvasinajumu.

Darba ietvaros izstradataja tematiskaja plana un stundu planos ir paredzéts realizét visus
sasniedzamos rezultatus, kas definéti Ministru kabineta noteikumiem Nr. 416 par vidgjas
izglitibas standartu un kuri attiecas uz izstradatajiem tematiem. Vairaki rezultati tiek sasniegti
divu tematu garuma, ka arl daZi tiek sasniegti vispariga gadijuma, kas joprojam ietver
standarta noraditos rezultatus. Lai detalizétak apgiitu tematus, izstradatajos materialos ir
paredzeéts sasniegt rezultatus, kas parsniedz standarta prasibas. Dazviet Sis papildu zinasanas

tiek izmantotas, lai ar matematiskiem pieradijumiem apgiitu nakamos tematus.
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SECINAJUMI

Darba ir apliikots funkcijas robeZas un atvasinajuma skaidrojums, ka arl to rékini,
teorému un formulu pieradijumi un atvasinajuma pielietojums vairakas jomas. Ir izveidots
tematiskais plans, lai vidusskola seSu tematu ietvaros apgiitu minétas matematikas témas.
Darba rezultata ir izstradati Cetri temati, kas sastav no 25 stundu planiem ar visiem
nepiecieSamajiem materialiem un parbaudes darbiem divos variantos.

Izstradatais darbs lauj izvirzit galvenos secinajumus:

1. Literatira ir atrodami vairaki veidi, ka pieradit vai skaidrot teoremas.

2. Atvasinajuma galvenais pielietojums ir funkcijas ekstrému atraSana, kas sniedz
informaciju par konkréto probléemu matematika, fizika un ekonomika.

3. lIzstradatajos stundu planos ir ieklauti visi standarta augstaka limena sasniedzamie
rezultati, kas attiecas uz robezu un atvasinajuma macisanu.

4. Dazi sasniedzamie rezultati parsniedz standarta uzstaditos, galvenokart papildu tiek
apskatiti robezu rékini un nenoteiktibu noversana.

5. Stundu planos ir iestradatas vairakas metodes un uzdevumu veidi: paSvadita
maciSanas, atgriezeniskas saites sniegSana, pétnieciskie uzdevumi, pieradijuma
uzdevumi un kopsavilkumi.

6. Izstradatajas stundas nepiecieSams izmantot informacijas tehnologijas tris mérkiem:
rezultatu parbaudiSanai, jaunu zinaSanu ieguvei caur pétnieciskiem uzdevumiem un
demonstréjumiem.

7. Stundu aprobacija tika noverots, ka pirms parbaudes darba nepiecieSams atkartot gan
aprekinus, gan teorijas jautajumus, un ka pétniecisko uzdevumu izpilde aiznem vairak
laika, neka sakotnéji paredzéets. Noverojumi tika nemti vera turpmako materialu
izveide.

Lai izstradatais materials biitu pilnigs, nepiecieSams izstradat tematus “Funkcijas
robeza” un “RobeZu réekini”. Talaka darba pilnveidoSana nepiecieSams aprobét visus stundu

planus.
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PIELIKUMI

1. pielikums

Tematiskais plans

Tematiskais plans

Nr. -
Temats SR Piezimes
p. k.
1. Virknes robeza
Majas darbs:
Zina skaitlu virknes definiciju, uzdod izdomat vai
, N y virkni daZados veidos (aprakstosi, ar | atrast
Virknes definicija, uzdoSanas . e AT GE
e tabulu, grafiski, analitiski). vispariga
1.1. |veidi, vispariga locekla for- . A
mula Nosaka virknes vispariga locekla for- |locekla
’ mulu, aprékina n-to locekli péc vispari- | formulu
ga locekla formulas. Fibonadi
virknei.
Excel’1 aprékina virknes vértibas péc
vispariga locekla formulas.
1o Augosa, dilstosa, ierobezota |Nosaka, vai virkne ir augosa, dilstosa,
" |virkne. osciléjoSa vai konstanta, ierobeZota no
augSas vai no apakSas; izprot
definicijas.
Uzdevumi par par augosam, - . . < .
o oo P . P y g_ .| Pierada, ka virknes ir augosas, dilsto-
1.3. |dilstoSam un ierobeZotam vir- |, . . < .
_ Sas, ierobeZotas no augSas un apaksas.
knem.
Nosaka skaitli N jeb virknes kartas nu-
_ muru, ar kuru visi locekli
1.4. | Punkta e-apkartne. XnsXys1sXnegs--- atradisies punkta A
e-apkartne.
Atkartojuma uzdevumi par Patstavigi pierada, ka virknes ir augo-
1.5. | virknes monotonitati, ierobe- |3as, dilstoSas, ierobeZotas no augSas un
zotibu un e-apkartni. apaksas, apréekina skaitli N pie dota e.
Skaidro virknes robeZas definiciju.
1.6. | Virknes robeZas definicija. Noverte virknes robezZas noteikSanu no
grafiska attélojuma.
Nosaka virknes visparigo locekli. No-
saka un pierada virknes monotonitati
1.7. | Atkartojums. un ierobeZotibu. Apréekina skaitli N, ar
kuru locekli Xy, Xy, X ys0,... atradi-
sies punkta A e-apkartneé.
1.8. | Parbaudes darbs.
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2. Funkcijas robeza

Zimé funkcijas un nolasa no tas grafika
robezu.

1
Heines definicija, —; = . . .. 11 .
2.1. )% 0’ *® Veic secinajumus par 6; 5 Do grafis-
ka attelojuma.
2.2. | Vienpuse€jas robezas. Rékina vienpuséjas robezas.
Rékina vienpuséjas robezas.
23 Nepartrauktas funkcijas defi- | Veic secinajumus par nepartrauktas
" | nicija. funkcijas saistibu ar vienpusgjam robe-
Zam.
. .. Zina, kas ir funkcijas asimptota.
Asimptota. Funkcijas konver- . ) prota.
2.4. |, . Nosaka, vai funkcija konverge vai di-
gence un divergence. o
verge.
Rékina vienpuséjas robezas.
Zimeé funkcijas grafika fragmentus no
2.5. | Atkartojums. vienpuséjam robezam.
Nosaka horizontalo un vertikalo asim-
ptoti.
2.6. |Parbaudes darbs.
3. RobeZu rekini
3.1. | Nenoteiktibas %;6 . Noveérs nenoteiktibas.
. 0 _ . e
3.2. |Nenoteiktibas 6;00—00. Noveérs nenoteiktibas.
3.3. | Paskontroles darbs. Novers nenoteiktibas.
Majas darbs:
S . Veic secinajumus par 2. ievérojamo ro- |atrast papildu
3.4. | 2. ieveérojama robeza. . AJUIUS P ) - papl
beZu no pétnieciska darba. informaciju
par skaitli e.
35 2. ieverojamas robeZas izman- | [zmanto 2. ieverojamo robezu apreki-
" |toSana robeZu réekinos. nos.
. Noveérs nenoteiktibas. Izmanto 2. ieve-
3.6. | Atkartojums. . < .
rojamo robeZu aprekinos.
3.7. |Parbaudes darbs.
4. Atvasinajums
- o Caur praktisku fizikas uzdevumu veic
Atvasinajuma definicija. .o o
4.1, | o s secinajumus par fizikalo jegu.
Fizikala jega. . . o
Skaidro atvasinajuma definiciju.
- . - Caur pétniecisko uzdevumu veic seci-
Atvasinajuma geometriska . . . .
4.2. 5oa najumus par atvasinajuma geometrisko
Jega. jégu.
4.3. | Konstantes un summas kartu- |Pierada (ln x) " ( x”) ' péc aprakstl- Neobligatais
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lu izvedums. Reizinajuma un
dalijuma kartulas.
(Inx)' izvedums.

(x")" izvedums.

tiem soliem.
Atvasina x" pie dazadiem n. Izmanto
atvasinajuma kartulas.

majas darbs:
pieradit

(x")" péc de-
finicijas.
Majas darbs:
(sinx)' atva-
sinajuma gra-
fiks.

4.4.

(sinx)’,(cosx)",(tgx)",
(ctgx)',(a)",(Vx)", (logx)".
(e*)" izvedums.
Atvasinajuma eksistence pun-
kta.

Pierada (e")'.

Aprékina atvasinajumu konkréta pun-
kta.

Uzskaita gadijumus, kad atvasinajums
neeksisté punkta.

Majas darbs:
uztaisit for-

mulu lapu.

4.5.

Atvasinajuma réekini.

Atvasina funkcijas, kas veidotas ar al-
gebriskam darbibam no

In x,logx,x",&,ex,ax,

sin x, cos x,tg x, ctg x , izmantojot
konstantes,

summas, reizinajuma un dalijjuma kar-
tulas un atvasinajuma formulas.

4.6.

Saliktas funkcijas izvedums.

Saskata sakaribu, ka atvasinat saliktu
funkciju.
Atvasina saliktu funkciju.

Majas darbs:
katram uzrak-

stit uz lapinas
savu saliktu
funkciju un
atvasinat kla-
de.

4.7.

Atkartojums.

Atvasina funkcijas un saliktas funkci-
jas, izmantojot konstantes, summas,
reizinajuma un dalijuma, saliktas fun-
kcijas atvasinasanas

kartulas un atvasinajuma formulas.
Nosaka funkcijas pieskares virziena
koeficientu dota punkta.

Uzdevumi pa
Iimeniem.

4.8.

Parbaudes darbs.

. Funkcijas pétiSana

5.1.

Funkcijas monotonitate.

Skaidro funkcijas monotonitati, izman-
tojot atvasinajuma geometrisko inter-
pretaciju.

Atrod funkcijas monotonitati, izmanto-
jot atvasinajumu.

5.2.

Funkcijas ekstrémi.

Atklaj, ka ar funkcijas atvasinajumu
var noteikt funkcijas ekstremus.

Atrod un at3kir kritiskos un ekstrema
punktus, izmantojot atvasinajumu.

5.3.

2. kartas atvasinajums.

Aprekina funkcijas 2. kartas atvasina-

62




Funkcijas izliekums, ielie-
kums.
Parliekuma punkti.

jumu.
Atrod funkcijas izliekuma un ielieku-
ma intervalus, parliekuma punktu.

5.4.

Atvasinajuma izmantojums
funkcijas pétisana.

Atrod funkcijas parliekuma punktus,
izmantojot 2. kartas atvasinajumu.
Izmanto 1. un 2. kartas atvasinajumu
funkciju pétiSana.

5.5.

Funkcijas grafika konstruesa-
na. Horizontala un vertikala
asimptota.

Zimé funkcijas grafiku, izmantojot at-
vasinajumu.

Nosaka funkcijas horizontalo un verti-
kalo asimptotu.

5.6.

Funkcijas grafika konstruesa-
na. Slipa asimptota.

Uzraksta solus funkcijas pétiSanai.
Konstrué funkcijas grafiku, izmantojot
atvasinajumu.

5.7.

Atkartojums.

Nosaka funkcijas monotonitates inter-
valus, kritiskos un ekstréma punktus,
izmantojot funkcijas 1. kartas atvasina-
jumu. Nosaka funkcijas parliekuma
punktus un izliektibu, ieliektibu, iz-
mantojot funkcijas 2. kartas atvasinaju-
mu. Nosaka funkcijas partraukuma
punktus un horizontalas asimptotas, ja
tadas ir.

Konstrué funkcijas grafiku, izmantojot
atvasinajumu.

5.8.

Parbaudes darbs.

6. Atvasinajuma pielietojums

6.1.

Geometrija.

Skoléni pasi vada stundas, iepazistinot
klases biedrus ar atvasinajuma izman-
toSanu geometrija.

6.2.

Ekonomika.

Skoléni pasi vada stundas, iepazistinot
klases biedrus ar atvasinajuma izman-
toSanu ekonomika.

6.3.

Fizika.

Skoléni pasi vada stundas, iepazistinot
klases biedrus ar atvasinajuma izman-
toSanu fizika.

6.4.

Atkartojums

Risina dazadu kontekstu uzdevumus,
izmantojot funkcijas atvasinajumu.

Skoléni gata-
vo stundas —

iespéja nopel-
nit atzimi.

6.5.

Parbaudes darbs.
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2. pielikums
1. temata “Virknes robeza” stundu plani un materiali

1.1. temats: Virknes definicija, uzdoSanas veidi, vispariga locekla formula.
Laiks: 40 min.

Planotais sko- Zina skaitlu virknes definiciju, uzdod virkni daZados veidos
lénam sasnie- (aprakstosi, ar tabulu, grafiski, analitiski).
dzamais re- Nosaka virknes vispariga locekla formulu, aprékina n-to locekli péc
zultats vispariga locekla formulas.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Skolotaja rada tabulu, kura attéloti dati, funkcija, ka maSina bremze

Aktualizacija atkariba no laika, ja sakuma atrums ir 90 km/h. Janem vera, ka vel ir
un meérka reakcijas laiks ~1,5 sekundi, kuru laika nobrauc ~38 m.
formulesana km _

90 M —_35M .1 5.05=375m
h S

t,s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x(t), m 21.5 36 43.5 44 37.5 24 3.5 -24 | -58.5 | -100
Jautajumi klasei (frontali):
1) Kad maSina nobremzeés un apstasies? — Pie aptuveni 4 sekun-
dem. Un ar reakcijas laiku — 5,5 sekundem.
2) Cik metrus masina biis nobraukusi, kad apstasies (kopa ar
reakcijas laiku)? — ~82 metrus.

Skolotaja: Zinu, ka daudzi tiesi 11. klases beigas liek tiesibas. Matema-
tika jaizmanto art uz cela. Ja kads biis So 80 m tuvumda, vinam bus tikai
5,5 — 6 sekundes, lai izvairitos no masinas, bet masina atrak un 1saka
cela posma nenobremzes.

3) So sakaribu izsaka funkcija x(t)=25t—3,5¢" . Kas vél pie-
trukst, lai pilniba aprakstitu doto sakaribu tabula? — Visparigi
laiks ir nepartraukts, bet miisu tabula arguments ir naturali
skaitli, turklat intervala [1;10].

Apjegsana Definicijas dotas prezentacija. Skoléniem, kuriem nepiecieSams,
pieraksta. Skolotaja norada, ka tikko art apskatijam virkni.

Skaitlu virkne — funkcija, kuras definicijas apgabals ir naturalo skait]u
kopa IN vai kada sis kopas apakskopa.

Virkne ir bezgaliga, ja ta definéta visu naturalo skaitlu kopa IN .
Virkne ir galiga, ja ta definéeta kopas IN apakskopa.

Uz tafeles redzams: x,=f(n), D(f)=N vai D(f)=N,cIN. Pieraksta
nosaukumus: n — virknes locekla kartas numurs (indekss), x, —

virknes visparigais loceklis jeb n-tais loceklis. Un funkcijas vertibas

64



f(1),f(2), ... —virknes locekli.

Skoleni pieraksta visparigi doto virkni.
Skolotaja: Kads biis tresa virknes locekla arguments? — 3.

Virknes
uzdosSanas
veidi un
lietoSana

Skolotaja: Virkni var uzdot 4 veidos. Kadi tie varetu but? Tapat ka
funkcijas var uzdot.

1. Ar tabulu. Sakuma bija dota tabula. Argumenta vertibas var art
nerakstit. Kapec? — locekla kartas numurs ir atbilstoss ar
argumenta vertibu.

Ta ka argumentus var nerakstit, varam veidot vienkarsotu pierakstu
(X1, X5, ..., Xy, ...) . Katrs miisu tabulu pieraksta tada veida.

2. Analitiski. Més jau to apskatijam. Ar vispariga locekla
formulu. Pieméram, a,=2n—1. Virknes a,=2n—1 virknes
locekli ir (1,3,5, ... ,2n—1, ...).

3. AprakstoSi. Uzdevums (1. uzdevums) pierakstos:

4. Grafiski. Uzdevums (2. uzdevums) klasé mutiski:

Skolotaja: Atgriezisimies pie 1. uzdevuma. Paméginiet uzrakstit
vispariga locekla formulas!

a) x,=99+n,n€(1;900)

b) x,=—n

¢) X,=X,_;'2,x,=3 — rekurences formula, virknes locekli ir
rekurenti — virknes locek]i tiek izteikti ar vienu vai vairakiem
ieprieksejas virknes locekliem. Janorada viens vai vairaki
pirmie virknes locek]i.
Skolotaja iepazistina ar rekurences formulu. Ka So virkni var uzdot ar
vispariga locekla formulu? — izmantojot geometrisko progresiju.
b,=b,q" ',b;=1,q=2
x,=3-2""

d) x,=n

Skolotaja: Vai kads var nosaukt zinamu rekurentu virkni? — Fibonaci
virkne.

Fibonaci skaitlu virkne katrs nakamais loceklis ir vienads
ar divu ieprieksejo loceklu summu. Virkne tiek defineta
sadi:

F=1LF=1unF =F +F , jan>2.

17

Majas: izdomat vai atrast vispariga locekla formulu Fibonaci virknei
uz nakamo stundu.

Patstaviga
lietoSana

Skoleni pilda 3. un 4. uzdevumu no darba lapas. Klasé salidzina
mutiski.
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Uzdevumi par virkném

Uzraksti dotas virknes pirmos c¢etrus loceklus.

a) Virknes locekli ir visi trisciparu naturalie skaitli.

b) Veselo negativo skaitlu virkne.

c) Virknes pirmais loceklis ir 3, bet paréjos loceklus iegiist, iepriekséjo locekli
reizinot ar 2.

d) Virknes locekli ir visu kvadratu laukumu lielumi, ja kvadrata malas garums ir
naturals skaitlis.

Dotas virknes:

a)a =4n-2; b) a =£;
n ’ "o+l

Nosaki, kurs no attéliem — @, @, un @ — visprecizak atbilst katras dotas virknes

grafikam.
@ a, ® a :

n

Q) a =4+(-07).

‘ n
0l 123456782910 *

0] 123456

n

0 12345678910

Dota virkne a_=4n + 1. Aprékini n, jaa_= 81, un nosaki, cik virkne ir tadu loceklu,
kuru vertiba ir mazaka par 100.

Nosaki, vai dota virkne ir galiga vai bezgaliga virkne.

a) Para skaitlu virkne.

b) Naturalu cetrciparu skaitlu virkne.

c) Virkne, kuras elementi ir visas vieglas automasinas, kas registretas Latvija.
d) Veselo negativo skaitlu virkne.
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1.2. temats: Augosa, dilstoSa, ierobeZota virkne.

Laiks: 40 min
Vieta: datorklase

Planeotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Excel’1 apréekina virknes vértibas péc vispariga locekla formulas.
Nosaka, vai virkne ir augoSa, dilstoSa, osciléjoSa vai konstanta,
ierobeZota no augsas vai no apaksas; izprot definicijas.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Merka
formulésana

Skolotaja: Sodien apskatisim virknes geometrisko attelojumu un dazas
jau zinamus un jaunus terminus.

Pétnieciska
darbiba

Dota darba lapa, kura doti uzdevumi (jaizmanto Excel) un definicijas,
kuras jaaizpilda tukSas vietas. Skolotaja iepazistina ar uzdevumiem,
skoleni individuali aizpilda, var konsultéties ar klases biedriem vai
skolotaju. Jau no dotajam un paSu izveidotajam definicijam janosaka
virknes veids.

Skolotaja izdala ar1 instrukcijas, ka rikoties ar programmu Excel.

Skolotaja konsulté vai nu frontali vai individuali, skoléni pilda darba
lapu.

AS par
saturu

10 min pirms zvana salidzina definicijas, grafika skices, virknes
loceklus un 1paSibas. Skolotajai sagatavota prezentacija.

Skolotaja: Vai saprotami visi apzimejumi? — 3 eksiste. Izruna citus
neskaidros jautajumus.
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Izveidot tabulu.

Instrukcija

Saraksti virknes locekla kartas numurus jeb argumentu vertibas: 1, 2, 3, ... , 20.
A B C D E F G H | ] K L il M O P Q R 5 T u
Locekla
kartas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
NUMUrs
Virknes
locekli
2. leraksti Stina B2 virknes locekla formulu, ka argumentu izmantojot locekla kartas nr.
1 jeb Stinu B1! Atceries, ka formulu sak ar = !
SUM - X v & || =(3*B1-2)/(2*B1+1)
A B C D E F G H
Locekla
kartas 1 2 3 a 5 il 7
1 | numurs
Virknes
2 | locekli |i1+1)
3
3. Parvelk formulu uz paréjam Siinam aiz Stnas stira!
Izveidot grafiku.
1. Iezimé visu tabulu!
A B G D E F G H | J K L % N QO P Q R 5 T U
Locekla
kartas 1 2 3 4 &) B 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Aumurs
Virknes
locekli 0.333| 0.8 1 |[1.111(1.182(1.231|1.267(1.294|1.316(1.333|1.348| 1.36 | 1.37 |1.379|1.287|1.254| 1.4 |1.405| 1.41 |(1.415
2. Izpilda komandas: Insert — Charts — Scatter — Scatter.

Il e what You wa nt to do...

Recommended
Charts

- - -
W~ il -

PivotChart
2%

Charts
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Monotonas un ierobezotas virknes

1. Izveido Excel’t tabulu un grafikus, attéelojot virknes pirmos 20 loceklus! Parliecinies, vai virkne ir augosa, dilsto3a,
oscilejosa vai konstanta! Tabula veido vienkarsotu virknes pierakstu un ieskicé virknes veidoto grafiku!
2. Definicijas aizpildi tuksas vietas! Izmanto vardus uz matematisko simbolus ka lielaks, mazaks, vienads, ar pretéjam zi-

mem, <, >, =!
Definicija. Virkni sauc par augosu, ja katrs tas loceklis ir neka nakamais loceklis, t.i., ja ¥V n€ IN
irx, _ Xp.
Definicija. Virkni sauc par dilstesu, ja katrs tas loceklis ir neka nakamais loceklis, t.i., ja
Y neNirx,  X,...

Definicija. Virkni sauc par oscilejoSu jeb mainzimju virkni, ja katri divi blakus locekli ir ar

Definicija. Virkni sauc par konstantu, ja visi tas locekli ir ar vienu un to pasu skaitli, t.i., ja

V nelNirx, X,
Definicija. Virkni sauc par ierobeZotu no augSas, ja eksisté tads skaitlis M, ka visi virknes locekli ir
neka M vai vienadi ar M, t.i., A M, kaV neNirx, M.
Definicija. Virkni sauc par ierobezotu no apaksas, ja eksisté tads skaitlis m, ka visi virknes locekli ir
neka m vai vienadi arm, t. i., 3 m,ka¥V neNirx, M.
1) Virknes b,=3" visi locekli ir neka skaitlis ___ (vai vienadi ar __ ).

3 1 1
2) Virknes Xx,= L visi locekli ir neka skaitlis 3 (vai vienadi ar 5), bet

2n+1
neka skaitlis .

Definicija. Ja virkne ir ierobeZota gan no augSas, gan no apaksas, tad to sauc par ierobezotu virkni, t. i., virkne
ir ierobezota, ja3 mun M ,kaV neNir m<x,< M,

Nt Augosa/ dilstoSa/ os-
" | Vispariga lo- | Grafika ) ) cilejoSa/ konstanta/ ie-
p. . Virknes locekli g N
K cekla formula skice robeZota no augsas/
' ierobeZota no apaksas
_3n—-2 _
a) Xn_ 2n+1 (Xn)_( ) ) ) ) 3 ey 3 eee )
b) bn:3n (bn):( s b} b} ) y eee s y eee )
n+1
C) Xl‘l: 2 (Xn)z ( > b b > b k) k) )
n
1
d) an:32n (an):( ) > 1 ) 3 eee 5 eee )
o | =15 (x,)= )
n 2 n n b 3 b b b b B
f) fnzln (fn):( 1) ’ 1) ) y ey 3 oo )
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1.3. temats: Uzdevumi par augo3am, dilstoSam un ierobeZotam virknem.
Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lénam sasnie- Pierada, ka virknes ir augoSas, dilstoSas, ierobeZotas no augSas un
dzamais re- apaksas.
zultats
Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.
.. Atkarto terminus no iepriekS€jas stundas ar vienkarSiem virknu
Aktualizacija . e
_ attelojumiem no ieprieksejas stundas.
un mérka _ _ .
. Vel apskatams termins:
formulésana o . o
Par monotonam virkném sauc augosas un dilstosas virknes.
Skolotaja: Panemsim piemeru no ieprieksejas stundas. Ka varetu
pieradit $is virknes ipasibas?
Kopigi apskata:
Pieradi, ka virkne x —3n—2
Apige ’ " 2n+l
égsana .
pieg a) augosa;
b) ierobeZota!
Skolotdja mudina atsaukties uz augoSas un ierobeZotas virknes
definicijam.
Skoléni rekina uzdevumus.
. Skolotaja sagatavojusi elektroniski apskatamus risindjumus un
Lietosana . _ . Sy R ~
atbildes, skoleni, kam sokas atrak risinasana, var salidzinat vai meklét
tur palidzibu. Tikmer skolotaja kopa ar dalu klases risina pie tafeles,
frontali, aicina skolénus pie tafeles.




%4,

Monotonas un ierobezotas virknes. Uzdevumi. [2]

Pieradit, ka dota virkne ir augoSa:

a) a,=n’-n’

b) a,= 2
2n+1
Pieradit, ka dota virkne ir dilstosSa:
X, =
2) n°+2n+4
2
+
b) x,= 3 n2 2
3n+1

Pieradit, ka virkne ir ierobeZota:
a) x,=100 —n-no augsas,
b) x,=x’—5 —no apak3as,

2 ~
¢) x,=7-—2n—n" —no augsas

1
Pieradit, ka virkne X,= —\/Tl ir dilstoSa.
n
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1.4. temats: Punkta e-apkartne.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
léenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Nosaka skaitli N jeb virknes kartas numuru, ar kuru visi locekli
Xy>Xy+1sXyeos--- atradisies punkta A e-apkartne.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Dota virkne
5.6 .7 .8.9 10 11 12

1= === Dy s )
a)( ) (35 9716’ 25 36 49 64’ 81°100° =

e Janosaka vispariga locekla formula.

Aktualizacija e Janosaka, ka virkne ir ierobeZota (pieradot apakséjo robezu).
un mérka
formulésana Skolotaja: Uz ko virkne tiecas, kam tuvojas locekli? — Saka, ka virknes
locekli neierobeZoti tuvojas skaitlim 0, kad n= . Jeb virknes robeZa ir
0. Bet matemdtika skaidri ir janodefiné robezas definicija. Sodien
apskatisim daZus terminus, kurus velak izmantosim preciza robeZas
definicija
Apjegsana Skolotaja darbojas frontali uz tafeles, veido zimé&jumus, uzdod
e-apkartne un skoléniem jautajumus.
skaitlis N

Atliek uz ass virknes loceklus.

Skolotaja: Panemsim lielumu 0,25 uz abam pusém no miisu robeZas 0,
kads izveidojas intervals? (—0,25;0,25)

Ka to iegiist? (0—0,25;0+0,25)

Cik virknes locek]u atrodas arpus st intervala? — 4. Ar kalkulatoru
aprekina virknes loceklus decimaldalas.

Cik v. loc. atrodas ieksa intervala? — bezgaligi daudz.

S: To sauc par punkta apkartni — simetriski ap punktu izvelets intervals.
Skolotaja to attelo zim&juma, skoléni pierakstos.

Ja izvelas apkartni ar intervala garumu 0,2, kads bis punkta 0
apkartnes intervals?

Cik virknes loceklu atradisies arpus sis apkartnes? — 11.

Cik apkartne?

Vai ir kdada punkta O apkdrtne, kurd neiegiisim lidzigu rezultatu —
galigu virknes loceklu skaitu arpus apkartnes, bet bezgaligi daudz
apkartne ieksa?

Apskata b) virkni, kuras locekli ir —;=;—;—;—=;

Kada ir vispariga locekla formula? —— n+
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Kada vareétu biit robeza? 1
Ja Intervala garums biis 0,26, kads biis intervals?
(1-0,13;1+0,13]=(0,87;1,13)

Visparigais pieraksts:

Prezentacija: Visparigi robezu apzimé ar burtu A, bet ST punkta apkartni
par e-apkartni. Pieraksta e-apkartnes intervalu: (A—g;A+e).

Kadi ir € a) un b) piemera, ko apskatijam? ¢=0,25;¢=0,1;¢=0,13

Prezentacija: Meés varam noteikt skaitli N jeb virknes locekla kartas
numuru, ar kuru visi locekli, kuriem n<N, biis arpus punkta A &-
apkartnes, t.i., Xy,1,X y.2s Xy435 --- N€pieder punkta A e-apkartnei.

Un visi virknes locekli ar kartas numuru n>N pieder punkta A &-
apkartnei, t. i., Xy,1,X s> Xns3, ... E(A—e ; A+e) jeb
Ae<x,<A+e=>—¢e<x,— A<t jeb |xn—A‘<s.

Sadu pierakstu matematiskaja analizé lieto bieZi.
Kads dotajos pieméros bija N?
a) €=0,25;N=3
e=0,1;N=11
b) ¢=0,13;N=6

LietoSana
Skaitla N
aprekinasana

Matematika parasti € izvelas loti mazu. Neskaitisim jau loceklus arpus
intervala, ja €=0,001. Tapec apskatisim, ka to aprékinat.

Apskata, ka aprekina N jau dotajam pieméram, ja £€=0,001 jeb virknes

locekla kartas numurus, kuriem ‘xn— A| <0,001 virknei #
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1.5. temats: Atkartojuma uzdevumi par virknes monotonitati, ierobeZotibu un e-apkartni.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Patstavigi pierada, ka virknes ir augoSas, dilstoSas, ierobeZotas no
augsas un apaksas, aprekina skaitli N pie dota .

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Marka Skolotaja: Sodien atkartosim velreiz visu, saliksim punktus uz i par
oy augosam, dilstosam, ierobeZotam virkném no augsas un apaksas un
formulésana .
punkta e-apkartni.
Skolotaja: Panemsim pieméru no misu otras stundas, kad bijam
datorklase.
Kopigi atkartojot apskata:
a) Dotajai virknei ﬁ noteikt to virknes loceklu numurus,
. 3
kuriem x”_i <0,01.
.. 8n— : < .
b) Virknei An+3 noteikt robeZu A un to virknes locek]u nu-
Apjégsana murus, kuriem |xn—A‘<0,02.
Kas paspej atrak var pildit ar1 d) piemeru. Risinajums pieejami elektro-
niski, pieméram, Google Diska.
Péc tam apskata daZus piemeérus no 3. un 5. uzdevuma, pieméram:
Pieradit noradito ipasSibu:
e x,=100 —+/n — ierobeZota no augsas,
1 o
* Xx,=—=— —dilstosa.
Vn'+1
Patstaviga Skoléni pilda pasSkontroles darbu.
lietoSana 5 — 10 min pirms zvana salidzina rezultatus un risinajumus.
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Paskontroles darbs. Virknes robeza.

ir dilstosa!

L . C o .. n+5
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir a,= >

oo . e - n-3 . . < «
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir a,= cio ir ierobeZota no augsas!
n

Virknes vispariga locekla formula ir x,= . Nosaki to virknes loceklu numurus, ku-

n+

riem |x,—7|<0,01!
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1.6. temats: Virknes robeZas definicija.

Laiks: 40 min

Planotais sko-

lenam sasnie-

dzamais rezul-
tats

Skaidro virknes robeZas definiciju.
Noverté virknes robeZas noteikSanu no grafiska attélojuma.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualize velreiz terminus un to jegu: liek katram padomat, ko no
iepriekSéjam 2 stundam saprata:

a) virknes robeza

b) punkta apkartne

c) lielums e

d) e-apkartne

e) skaitlis N

Aktualizacija ) (A—e;A+e)
g2) |X,— A‘ <¢
Paros 2 min laika parrunat, kas ir saprasts, kas nav, ko katra lieta nozi-
me.
Frontali izruna Sos terminus un apziméjumus. Skoléni skaidro, ja ne-
piecieSams, skolotaja palidz, uzdod jautajumus.
Apjégsana. Skolotaja: Esam apskatijusi visus terminus, lai iepazitos ar precizu ro-
Virknes beZas definiciju. Uz tafeles parada definiciju:
robezas Skaitli A sauc par virknes x, robeZu un raksta 1im x,=A , ja katram
definicija . . _ - o .
) pozitivam skaitlim € var atrast tadu skaitli N, ka visiem virknes locek-

liem, kuru kartas numuri n>N, ir speka nevienadiba xn—A‘<£.
Skolotaja velreiz to attélo ziméjuma ar skaitla apkartni. Kapec n=»oo?
Tatad robeZu pieraksta: lim x,=A

n-=>oo

Skolotaja: Kapéc apzimejums lim? — latinu valoda “limes” nozime ro-
bezu.

L _ S n .
Apskata piemeéru. Kada varetu biit virknes X”:m robeza? (dots

virknes loceklu grafiks) — 1.
Ja, robeZa patiesam ir viens. Ka precizi aprekinat robeZas, macisimies

_ . S e . n
nakamajos tematos. Sobrid pierakstisim So pieméru: lim Y 1.
n->oo

Skolotaja kopa ar skoléniem apskata vizuali dota pieméra virknes ro-
beZu ar robezas definiciju.
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Ja atskatamies uz robeZas definiciju, tad skaitli N mes protam apreki-
nat, ja ir zinams €. Bet sikak So definiciju neapliikosim, tas lai paliek
augstskolai.

1,5

Kopsavilkums

Skoléniem paros dots uzdevums atbildét uz 2 jautdjumiem, atbildes
ierakstot ar1 pierakstos:

1. Kada ir atSkiriba starp virknes ierobeZotibu un robezu?

2. Kadi ir plusi un minusi, nosakot virknes robezu no grafiska
attélojuma?

Péc tam skoléni izsaka savas atbildes un pieraksta, ja kaut ko jaunu
dzird. Ja nepiecieSams, skolotaja uzdod uzvedinoSus jautajumus, lai
nonaktu l1dz svarigam secinajumam.

Galvenas idejas, kuram japievéers uzmaniba:

1. Virknes robeZza ir konkréta vértiba, bet virkne var biit ierobeZota ar
dazadam verttbam. Ja virknes robeza ir skaitlis, tad virkne noteikti ir
ierobeZota ar to vertibu.

2. Plusi — neaprékinot precizu robeZu, var noteikt vismaz aptuvenu
vertibu. BieZi vien var noteikt precizu robezu, izmantojot IT un
izveidojot grafisku attélojumu.

Minusi — var gadities, ka noteikta robeZa nav preciza. Dazam virkném
var nakties aprékinat diezgan daudz loceklu, lai noteiktu vismaz
aptuveno robezu.
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1.7. temats: Atkartojums.

Laiks: 40 min

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Nosaka virknes visparigo locekli. Nosaka un pierada virknes monotoni-
tati un ierobeZotibu. Aprékina skaitli N, ar kuru locekli
Xy> Xy Xyegs-.. atradisies punkta A e-apkartneé.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija

Skoléniem izdala Sodienas uzdevumus, kuros aptverts viss temats.
Skolotaja: Apskatiet uzdevumus un apdomdjiet, vai zinat, ka tos
atrisinat. Vai ir kas tads, kas pavisam aizmirsies. Pierakstiet vai
atzimejiet sev pierakstos vai uzdevumu lapa, kadus uzdevumus jis Saja
stunda pildisiet, lai atkdrtotu tematu.

Lietosana

Skoléni pilda uzdevumus. Katram ir iespé&ja izvéléties, kurus uzdevu-
mus pildit un kada seciba, nemot véra stundas sakuma izvirzitos mer-
kus.

Ir sagatavoti atrisinajumi vai nu elektroniski pieejami, pieméram,
Google Diska, vai uz lapas, ar kuriem salidzinat risinajumus vai ieskai-
tities, ja nav zinams, ka atrisinat. Skolotaja konsulté.

Skolotaja iesaka vispirms meklét pierakstos, ka ieprieksejas stundas ir
risinati $adi uzdevumi vai ko nozimé termini.

AS pret
saturu

Skolotaja: Panemiet citu krasu un uzdevumos atziméjiet tos uzdevumus
vai piemérus, kurus vel nepiecieSams majas apskatities, iemacities, sa-
prast.
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Gatavosanas parbaudes darbam.
Virknes robeza.

Kad virkne ir galiga un bezgaliga? Atceries par matematiski pareizu pierakstu!

Dota bezgaliga virkne 1, 5, 9, 13, ... .

a) vai ta ir ierobeZota?

b) uzraksti virknes loceklu rekurences formulu,
) uzraksti tas vispariga locekla formulu!

Nosaki virknu n-ta locekla formulu!
211 11

1

9 L=y 9 16725
3 7 11 15

b) 5: 1)1 123) )

6 L1 1
1.2°23°3-4°

Apréekini pirmos piecus virknes loceklus, atzimét tos uz skaitlus ass un pieradit
noraditas 1pasibas:

n . . “ “
a) X,= P augosa, ierobeZota no augsas;

2n+3
3n—2

b) x,= — dilstoSa, ierobeZota no apak3as.

> . Uzdevumi:

Virknes vispariga locekla formula ir 4n-

a) nosaki to virknes loceklu numurus, kuriem ‘xn— 4‘< 0,02,

b) uzraksti virknes robezu!

n
Pieradi, ka virkne X,= ir augosa!
’ " ne T
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Parbaudes darbs

Virknes robeza
1. wvariants

1. uzdevums ( /3 punkti)

Noverte, vai apgalvojums ir patiess! Ievelc krustinu attiecigaja ailite!

Vards, uzvards, klase

Apgalvojums

Patiess

Aplams

Skaitlu virknes definicijas apgabals vienmeér ir naturalo skaitlu kopa.

Ja virkne ir dilstoSa, tad x,>x,, ;.

Virkne a,=2" ir ierobeZota virkne.

2. uzdevums ( /7 punkti)
Uzraksti uzdevumu atbildes!

Uzdevums

Atbilde

Uzraksti rekurentas virknes vienu piemeru!

Kad skaitlu virkne ir galiga?

Dota virkne x, =f(n). Ka sauc x, ?

Doti virknes locekli: 1,5;3,5;5,5; ... . Nosaki n-ta
locekla formulu!

Doti virknes locekli: 3;6;11;18;27,;38,51;... . Pie-

a,= b b b seee
raksti virkni dotaja forma, nosakot ar1 n-to locekli! = )
- 11 1.1 .
Doti virknes locekli: 36 9 1 Nosaki
n-ta locekla formulu!
Doti virknes locekli: 2 ; 8.12.16, Nosaki n-ta

) E 3 T ) ?: e .
locekla formulu!

Virknes 2n+3 robeza ir % . Pieraksti to simboliski!

3. uzdevums ( /6 punkti)
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.. . ., .. n+4 . . . .
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir a,= 3In—1’ ir dilstosa un ierobeZota no apaksas!



4. uzdevums ( /6 punkti)

L ; o - n—-5 . v . . v
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir a,=———--, ir augoSa un ierobeZota no augsas!
" 5n+1

5. uzdevums ( /4 punkti)

Virknes vispariga locekla formula ir xF%. Nosaki to virknes loceklu numurus, kuriem |x,—2|<0,01!

6. uzdevums ( /4 punkti)

Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir x,=3+/n+5, ir augosa!
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Parbaudes darbs
Virknes robeza
2. variants

1. uzdevums ( /3 punkti)

Noverte, vai apgalvojums ir patiess! Ievelc krustinu attiecigaja ailite!

Vards, uzvards, klase

Apgalvojums Patiess Aplams

Virkne a,=n— 2 ir ierobeZota virkne.
Ja virkne ir ierobeZota no augsas ar skaitli M, tad x,>M.
Skaitlu virknes definicijas apgabals ir naturalo skaitlu kopa vai tas apakSkopa.

2. uzdevums ( /7 punkti)
Uzraksti uzdevumu atbildes!

Uzdevums Atbilde

Uzraksti rekurentas virknes vienu piemeéru!
Dota virkne xn=f(n). Ka sauc x,?
Kad skaitlu virkne ir bezgaliga?
Doti virknes locekli: 4 ;7;10,13,.... Nosaki n-ta lo-
cekla formulu!
Doti virknes locekli: 0;3;8;15;24;35;48;.... Pie- a ( ) )
raksti virkni dotaja forma, nosakot ari n-to locekli! ! ’ ’ ’ ’ o
Doti virknes locekli: —%; % ;—é; % ;.... Nosaki n-ta
locekla formulu!
Doti virknes locekli: 3 %17?2?4 ;... . Nosaki n-ta

locekla formulu!

Virknes 3n=>5 robeza ir El . Pieraksti to simboliski!
7n+2 7
3. uzdevums ( /6 punkti)

82

.. . ., .. n+> . .. . . .
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir a,= 30— ir dilstosa un ierobeZota no apaksas!



4. uzdevums ( /6 punkti)

L ; o - n—
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir a,=

anil ir augosa un ierobezota no augsas!
n

5. uzdevums ( /4 punkti)

Virknes vispariga locekla formula ir xn:%. Nosaki to virknes loceklu numurus, kuriem |x,—3|<0,001!

6. uzdevums ( /4 punkti)
Pieradi, ka virkne, kuras visparigais loceklis ir x,=2+2n+3, ir augosa!
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Parbaudes darba kriteriji

Uzd.

nr.

Kriterijs

Punkti

Kopa
punkti

Nosaka apgalvojuma patiesumu.

Uzraksta uzdevumu atbildes.

=] =
| W

Uzraksta izteiksmi “a,—a,,,” ar vispariga locekla formulam.

Vienkarso izteiksmi (kopigo saucéju, savelk 11dzigos).

Veic secinajumu par izteiksmes vertibu (> 0).

Nosaka skaitli m, ar kuru ierobeZots no apaksas.

Uzraksta ar “a,—m” izteiksmi ar vispariga locekla formulu.

Veic secindjumu par izteiksmes vértibu (> 0).

Uzraksta izteiksmi “a,—a,,,” ar vispariga locekla formulam.

VienkarsSo izteiksmi (kopigo saucéju, savelk 11dzigos).

Veic secindjumu par izteiksmes vértibu (< 0).

Nosaka skaitli M, ar kuru ierobeZots no augsas.

Uzraksta ar “a,—m” izteiksmi ar vispariga locekla formulu.

Veic secinajumu par izteiksmes véertibu (< 0).

e R G N R R R R

Uzraksta “

X,— A| <e” ar vispariga locekla formulu un dotajiem

lielumiem.

—

Vienkarso izteiksmi (kopigo sauceju, savelk 11dzigos).

Uzraksta bez modula zimes izteiksmi.

Nosaka n.

»

Uzraksta izteiksmi “a,—a,,,” ar vispariga locekla formulam.

Reizina izteiksmi ar skaititaja saistito izteiksmi.

VienkarsSo skaititaju (savelk 11dzigos saskaitamos).

Veic secinajumu par izteiksmes vértibu (> 0).

] e




3. pielikums
4. temata “Atvasinajums” stundu plani un materiali

4.1. temats: Atvasinajuma definicija. Fizikala jega.
Laiks: 40 min.
Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Caur praktisku fizikas uzdevumu veic secinajumus par atvasinajuma
geometrisko un fizikalo jegu.
Skaidro atvasinajuma definiciju.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Atkarto Sodien nepiecieSamos terminus: sekante, pieskare, funkcijas
pieaugums, argumenta pieaugums, robeZa, lenka tangenss, taisnes vir-
ziena koeficients, atrums.

Doti attélojumi, skaidrojumi vai termina nosaukums. Paros japarruna,
kas tas ir vai ka to aprekina. Péc tam klasé parbauda, salidzina. Apska-
ta sakaribu starp lenka tangensu un taisnes virziena koeficientu.

Aktualizacija. Dots uzdevums (1. uzdevums). To parruna péc izpildes. Kopigi papil-
Atvasinajuma dina ziméjumu, lai attélotu laika pieaugumu At un parvietojuma pie-
fizikala jega. augumu As.

Skolotaja: Tapat ka Bolta videéjo atrumu var aprakstit ar funkcijas un
argumenta pieauguma attiecibu, ta ari var aprakstit pasas funkcijas vi-
dejo izmainu starp funkcijas f diviem punktiem x; un x:

A Xo)—[\X e e e g
—YZM . Ja funkcija ir taisne, St attieciba ir vienada ar
Ax X, — X,

taisnes virziena koeficientu jeb tgo .

Skolotaja jauta: Ka visprecizak var noteikt atrumu konkreta bridi? Ka
fizika to sauc? - momentanais atrums, nemot péec iespéjas mazaku lai-
ka intervalu.

Skolotaja: Un kadu matematisku darbibu izmantojam, ja jaaprekina,
kad kaut kas tiecas uz 0? - robezu.

Uzraksta uz tafeles, ka momentanais atrums ir vienads ar

N . As_ . o -
Apjégsana. lim At =s'(t)=v,,,., un pasaka, ka 31 izteiksme definé ari atvasina-
o = At=0
Atvasinajuma . ° e
.. jumu matematika.
definicija.

Tapat jebkurai funkcijai y=f(x) var aprakstit, cik strauji funkcija iz-
mainisies patvaliga punkta: atvasinajums ir

£r(x)= tim LFAO=F) Ay
Ax-0 Ax Ax»0 AX
Var lietot dazadus pierakstus: f'(x);y’;% .
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1. Kura ir pieskare un kura sekante?

2. Uzraksti argumenta un funkcijas pieaugumu!
Ax =
2 Af(x)=Ay=
Izsaki no argumenta pieauguma x, un fun-

kcijas pieauguma aizvieto x, ar iegito iz-

RS
fx.) 1 teiksmi!
Xy =
Ay=
: X
Xl X2
2
3. Apréekini! lim X9 _
x>0 X— 3
Ay 4. Uzraksti, ka aprékina taisnes virziena koeficientu
(vienads ar noradita lenka a tangensu)! Atceries, ka
taisnes vienadojums ir y=kx+b .
""""""""""" k=tgoa =
Ay

X
-

5. Dots parvietojums s un laiks t. Ka apréekin atrumu v?
v:
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1. uzdevums
Grafika attélots Useina Bolta 100
m skréjiena distances (attélots uz Useina Bolta 100 m skré&jiens
x-asi) atkariba no laika attélots uz 9,58
x-asi) 2009. gada (pasaules re-
kords)

1. Aprekini Bolta vidéjo atrumu!

2. Aprékini Bolta vidéjo atrumu
katra 10 metru intervala un atrodi
tos 10 metrus, kurus Bolts noskréja
visatrak!

Distance, m

3. Salidzini tikko iegtto lielako at-
rumu ar Bolta vidgjo atrumu! Ja Laiks, s

Tev biitu janosaka Bolta atrums

jebkura skréjiena bridi, kurs no abiem atrumiem bitu tuvaks tam atrumam, kada skrien Bolts tieSi taja bridi?

4. Vai no dotas informacijas ir iespéjams noteikt, kads ir Bolta atrums jebkura konkréta laika momenta, pieme-
ram, skréjiena treSaja sekunde?

5. Kada sakariba starp funkcijas un argumenta vertibam apraksta vidéjo atrumu?

Atbildes: 1. 10,3 m/s 2. Starp 60 un 70 m 3. Vid@gjais atrums biitu tuvaks konkréta briZza atrumam. Pieméram, ti-
kai viena brid1 Bolts skréja visatrak. 4. Ne, mes aprekinam tikai videjos atrumus. Tas nav tas pats, kas momen-

s e o " . .o A
tanais atrums. 5. Vidgjo atrumu apraksta funkcijas un argumenta pieauguma attieciba A—i .
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4.2. temats: Atvasinajuma geometriska jéga.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Caur pétniecisko uzdevumu veic secinajumus par atvasinajuma geo-
metrisko jégu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija

Skolotaja: Sodien turpindsim iepriek$éja stunda iesakto.
Skoleniem paros japarruna atbildes uz jautajumiem (ja nezina atbildi,
var ieskaitities pierakstos):

1. Kada ir atvasinajuma fizikala jéga?

2. Kada ir atvasinajuma definicija?

3. Ar ko ir vienads taisnes virziena koeficients?

Péc tam parruna ar klasi atbildes, uzsverot galveno, kas biis nepiecie-
Sams Saja stunda. Skolotaja parrunasanas laika var uz tafeles uzrakstit
atvasinajuma definiciju un taisnes virziena koeficienta atkaribu no
tga,Axun Ay.

Skolotaja: Sodien uzzindsim, kada ir atvasindjuma Jeometriska jéga.

Atvasinajuma
geometriska

jega.

Pilda pétniecisko uzdevumu (2. uzdevums), lai apskatitu funkcijas iz-
mainas.

Apskatot uzdevumu, skolotaja vélreiz norada uz to, ka taisnes virziena
koeficients ir funkcijas un argumenta izmainas attieciba.
Péc tam parruna uzdevumu.

Skolotaja: Kads ir sekantes virziena koeficients? Kad A x->0 , sekante
klist par pieskari. Kads tad ir pieskares virziena koeficients?
Veic kopa secinajumu, vélreiz vizuali to attélojot uz tafeles, ka
+ J—
f '(X): lim f(X AX) f(X) = lim A_y

Ax >0 Ax Ax»>0 AX

=tg a=k,.

LietoSana

Skolotaja: Apskatisim vienu piemeru ar atvasindjuma fizikalo jegu. Ve-
lak, kad apgiisim dazadu funkciju atvasindjumus, varésim pilnvertigi

Uzdevums: Noteikt dalinas momentano atrumu 3. sekundé ar atvasina-
juma definicijas palidzibu, ja ta parvietojas péc likuma x(t)=6x .




2. uzdevums
Dota funkcija f (x)=x". Punktam dotas koordinatas A(1;1), bet punkts B ir patvaligs funkcijas punkts
B(x, x°) . Taisne AB, kas savieno punktus A un B, ir sekante.

1. Aprékini sekantes AB virziena koeficientu katrai dotajai x vertibai! Ay
Sekantes AB virziena /
3 -
X B(x, f(x)) koeficients Ay B
AXx
. w2
4-1 2 1 (6 x7)
2 2; 4 —=3
( b ) 2_1
A
1,5 \1 : (1; 1)
1,1 : : . —p X
-2 -1 0 1 2
1,01
-1 1
1,001

Tabula punkta B argumenta vértibas tuvojas 1 no labas puses, kas ir punkta A x-koordinata, tadéjadi punkts
B(x,f(x)) tuvojas tuvak un tuvak punktam A.

2. Ko var pamanit par sekantes AB virziena koeficientu, kad argumenta vertibas tuvojas 1 no labas puses?

3. Atkarto 1. uzdevumu, bet Soreiz x tuvojas 1 no punkta A kreisas puses! Izmanto x vértibas: 0; 0,8; 0,9; 0,999!

Sekantes AB virziena

. . Ay
k ts —
oeficien Ax

X B(x,f(x))

Ko var pamanit par sekantes AB virziena koeficientu, kad argumenta vértibas tuvojas 1 no kreisas puses?
4. Kada ir sakariba starp sekanti AB un pieskari punkta A, kad Ax=>07?
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4.3. temats: Atvasinajuma kartulas. Funkciju In x, x" atvasinajums.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Pierada (Inx)', (x")' péc aprakstitiem soliem.
Atvasina x" pie dazadiem n.
Izmanto atvasinajuma kartulas.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija.

Uz tafeles uzziméts jau ieprieksejas stundas lidzigi apskatits ziméjums,
kura attélots funkcijas grafiks, atziméti Ax,Ay .

Skolotaja jauta: Kas tad bija funkcijas atvasindjums? Frontali atbild.
Skolotaja uz tafeles vélreiz uzraksta atvasinajuma definiciju.

Skolotaja: Un kada ir atvasindjuma geometriska jéga? - uz tafeles pa-
pildina ziméjumu ar pieskari un pieraksta, ka atvasinajums vienads ar
pieskaries virziena koeficientu.

Apjégsana.
Atvasinajuma
kartulas.

Skolotaja: Nosauciet kadu piemeru, kad funkcija ir konstante! Ka iz-
skatisies grafiks un td pieskare? - secina, ka pieskare sakrit ar taisni un
tga=tg0=0. Tatad, f(x)=C un C'=0.

Skolotaja: Pieradisim to péc atvasindjuma definicijas! - frontali apska-
ta pieradijumu. Kopigi apskata arl summas atvasinajuma kartulu.

Skolotaja: Ir ari reizindjuma un dalijuma kartulas, tas nepieradisim. -
pieraksta kartulas. Pieraksta un izruna ari reizinajuma un konstantes
kartulu sekas (C-f)'=C-f'.

(Inx)",(x")’
izvedums.

Skoleéni paros pierada (Inx)' péc aprakstitiem soliem. P&c tam salidzi-
na.

Lidzigi ar (x")" izvedumu. Kopigi izruna pirmo soli, atkarto, ko nozi-
me logaritmeét abas puses.

Skolotaja: Talak pieradijuma 4. solf redzama piebilde. Sobrid izmanto-
sim tur uzrakstito sakaribu, bet pamatojumu tai apskatisim péc dazam

stundam.

LietoSana.

Pilda 1. uzdevumu, izmantojot jauniegiitas atvasinajuma formulas un
atvasinajuma kartulas. DaZus pirmos piemérus apskata kopa. Uz tafeles
dotas gala atbildes, ar kuram salidzinat.

Majas darbs.

Uztaisit (sinx)' grafiku excel’t, x€(0;7).
Skolotaja: Jo mazaku deltu izvelésies, jo precizaks bus grafiks.




Asin x

X sin x Ax
0,1
0,2
Funkcijas y=Inx atvasinajums.
Dota funkcija y=Inx .
Uzdevums: Atrast un pieradit (Inx)’.
1. Uzraksti atvasinajuma definiciju ar In x! (Inx)'=lim Ay _
Ax»0 AX

2. Izmanto logaritma starpibas IpaSibu skaititaja!

3. Uzraksti visu dalu ka 2 dalu reizinajumu

(piemeéram, %Z%-Z )!

4. Izmanto logaritma Tpasibu log, x“=k-log, x !

5. Sadali naturallogaritma izteiksmi divos

43143
PR

saskaitamajos (pieméram,
6. In zimi var iznest pirms robeZas zimes.
7. Izmanto 2. ieverojamo robezu!

8. Aprekini naturallogaritma vertibu!

Funkcijas y=x" atvasinajums.

Dota funkcija y=x".
Uzdevums: Atrast un pieradit (x")".

1. Logaritmé abas puses!

2. Izmanto logaritma Tpasibu log, x“=k log, x
vienadibas labaja puse!

3. Uzraksti abas puses ka atvasinajumul!

4. Atvasini abas puses! Piebilde:

y=f(x),tapécIn y— salikta funkcijas ,(In y) 'Ziy' !

5.1zsaki y'!
6. Vienadibas labaja puseé izsaki y ar x

(atceries, kada funkcija ir y)!

7. Izmanto pakapju 1pasibas, lai vienkarSotu izteiksmi!
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1. uzdevums Aprekini funkcijas atvasinajumu!

a)
b)

<)
d)

f(x)=x°
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4.4. temats: Eksponentfunkcijas atvasinajuma izvedums. (sinx)’,(cosx)’,(tgx)’,(ctgx)" .

Atvasinajuma eksistence punkta. Atvasinajuma veértiba punkta.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
léenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Pierada e atvasinajuma formulu.

Skaidro atvasinajuma eksistenci punkta.

Aprékina atvasinajuma vertibu punkta, izmantojot atvasinajuma kartu-
las.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Aktualizacija.

Sak ar majas darbu. Paros parruna, salidzina, kas ir sanacis un veic se-
cinajumus, kads varétu biit funkcijas sin x atvasinajums. Péc tam ko-
pigi to apspriez.

Secinajums: funkcijas sin x atvasinajuma grafiks lidzinas funkcijas
cosx grafikam.

Skolotajs: Ta ari ir, (sinx)'=cos x . Nepierada, bet iedod ar1 paréjo tri-
gonometrisko funkciju atvasindjuma formulas.
(cosx)',(tgx)",(ctgx)".

X

e
atvasinajums.

Skolotaja parada funkcijas a* atvasinajuma formulu un uzdod atrast
specgadijuma e* atvasinajumu. Dod 1-2 mintes laika, péc tam sali-
dzina.

LietoSana.

Atvasina visas funkcijas lidz §im, izmantojot arT atvasinajuma kartulas
(1. uzdevums).

Pédejos piemeéros paradas cits pieraksts — jaaprekina atvasinajuma ver-
tiba konkréta punkta. Kopa ar skolotaju izruna, ka to darit — lidzigi ka

aprekina funkcijas vertibu konkréta punkta.

Skoléni, kas pabeidz atrak, var palidzét citiem skoléniem.

Atvasinajuma
eksistence
punkta.

Pédeja no piemériem nevar aprekinat atvasinajumu.

Skolotaja: Nevar apréekinadt vertibu Saja punkta. Atvasindjums punkta
eksiste, ja vienpusejas robeZas ir vienddas. Vai Saja piemera ta ir? - ne.
Pieraksta likumu par vienpuséjam robezam.

lespejami ir vairaki gadijumi, kad konkréta punkta neeksiste atvasina-
jums. Izrunasim tos. Dod uzdevumu (2. uzdevums), kura ir vairakas
funkcijas un to grafiki. Uzdevums: atrast, kura punkta atvasinajums ne-
eksisté un kapéc.
Skolotaja: Atceramies, kdada ir atvasinajuma geometriska jega.

* funkcija nav definéta punkta (nevar novilkt pieskari),

» funkcija ir partraukta punkta (pieméram, funkcija uzdota frag-
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mentiem) — vienpusejas robeZas nav vienadas,

* lauzuma punktos, jo var novilkt bezgaligi daudz pieskaru
(piem., modula funkcija),

» funkcija ir definéta, bet atvasinajums neeksisté punkta (piem.,

pieskare ir perpendikulara x asij, Ix ).

Majas darbs: uztaisit atvasinasanas formulu lapu, taja ieklauj kartulas,
formulas.

Majas darbs Tapéc iedod vél (vx)',(logx)' formulas.

S: Varat atstat vietu vel vienai atvasinasanas kartulai, kuru apskatisim
péc nakamds stundas.

1. uzdevums. Aprekini funkcijas atvasinajumu!

a) (sinx+cosx) 9 fl ):tgx—l
b) (x—sinx) ); tg x
) 8)
x h) f(x)=3x*+4x—1
d) (e*sinx) f(-0,5)=
o 2 ) ) f(x)=1—tgx
Cos X f(]i'[ _

— N W A U
~
o
=
N
1l
Py

P | 1 1 1 1 1 1 1 1

108287165 -4- 5.3 A
_2 b
_3 -

8 _4_ B
75_
—6v
y v A
A
4+ G
5 _|y=-2,jax<0
3+ y= .
y= x| 4 y=2,jax=>0
21 31
2@
1+ 14
-t i t o i t 1 X éllﬁéioiéﬁééé i
= =F =2 =] 1 2 3 4 rl
-1 —_—()
J -3
_4-
-5
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4.5. temats: Atvasinajuma rekini.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Atvasina funkcijas, kas veidotas ar algebriskam darbibam no
Inx,log x,x",Vx,e*,a", sinx,cosx,tgx,ctgx, izmantojot konstan-
tes, summas, reizinajuma un dalijuma kartulas un atvasinajuma formu-

las

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Skolotaja: Lai veicinatu atvasinajuma formulu atcerésSanos, dots uzde-

vums.
Aktualizacija. Uz para viens komplekts (spéle “Atvasinajuma formulas”). Neskato-
ties nekur, saliek pareizas atvasinajuma formulas. Ir arT liekas atbildes.
Péc tam parbauda, vai ir pareizi.
| LietoSana. | | Rékina 1. uzdevumu.
| Paskontrole. | | Paskontroles darbs (pieméram, tests) — apméram 10 miniites.
Izvertéjums, Izruna neskaidros jautajumus.
AS pret Skolens katrs pats sev pieraksta, kas vel ir jamacas.
saturu.

Spéle “Atvasinajuma formulas”

(sinx)’ oS X sin x
(cosx)’ —sinx —Cosx
1 1
(tgx)’ 2 . 2
cos’ sin” x
1 1
(ctgx)’ T2 T2
sin”x cos” x
(Inx)’ % X
, 1 X
(log, x) xIna Ina
(a")’ a‘Ina alna
(e)’ e" e“Ina
(Xn), nxn—l nxn+1
1 2
W 2x Vx
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1. uzdevums. Apreékini funkcijas atvasindjumu!

a) _143%° i) y=xsinx
X i) _ Cosx
b) 22X +x =6 X+ X
B 2 x* k) y=vx tgx
(x+2) ) y=2x’-15
R y'(2)
d) y=(x’+x*+x+1)(x—1) m) y:COSX"'i
P+l COSX—
e = rﬂ
S x
f) y:651nx+8ctgx—lcosx n) y=x"+2xsinxcosx
7 %)
f——— y'_
g y=2x~2410¥x"+12 2
X
0) y=e'lnx
h) y=1-ctgx -
y'(1)
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Paskontrole (tests izveidots quizziz.com)
1:

1
f[:c):-;i—:c4—m3+2

f'(z) =
(] 3 423 — 322 [] B 23 _ 322
09 Lo, 009 o 32 11
4
2 f{m):§m5—3m2—5
fiz)=
(] @ z* -2z ] b %m‘l—ﬁm
] © 2z* —6z
3. 1
Q{T):?'T—F
g (z) =
2 2
[] @ 3- = |1 Bk g £
; £I
[] © 3_3 09 E’|»+i
T 3
4 2
y_fi:r:—g
y =
l:l a} 4+i I:| h} 4—%
] < ", 09 -fl+i3
I
5. ¢ (z) =3 tgx
¢’ (x) =
a) 3 b) 1
[] []
cos? x 3 cos2z
] o 3 ] d 3
cos® sin’ z
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|:| c) MNav noradita pareiza atbilde.

O O

mi

] 9 -

sina

3

g ==2—21Ings
y' =

2
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2

2

]
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4.6. temats: Saliktas funkcijas atvasinajums.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Saskata sakaribu, ka atvasinat saliktu funkciju.
Atvasina saliktu funkciju.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Uzdevums atvasinat 4 funkcijas (saliktas), izmantojot parveidojumus

Aktualizacija.
ualizacia un atvasinajuma kartulas (1. uzdevums 1. dala)
Atvasina tas paSas funkcijas ka saliktu funkciju (1. uzdevums 2. dala).
1. pieméru apskata kopigi pa soliem.
Uzraksta sakaribu, ka aprekinat saliktas funkcijas atvasinajumu:
dy dy du
Ja y= = tad ——=———.
ay f(U) un u g(x),a dX du dX
Apjégsana. VAI
Ja, y=f(g(x)),tad y'=f"(g(x))-g"(x).
S: To sauc art par kédes likumu. Lidzigi notiek art sarezgitaku funkciju
atvasinasana, kas pieméram sastav no 3 funkcijam. Sadi var atvasinat
jebkuru (galigu skaitu) saliktu funkciju.
Apskata pieméru sin’(x+4). Uzsver, ka sin’(x+4)=(sin(x+4))’.
LietoSana. | | Praktize (2. uzdevums).
Mijas darbs Katrs skoléns izdoma savu piemeéru saliktai funkcijai uz lapinas un to

atvasina klade.
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1. uzdevums
1. dala. Izpildi noraditas darbibas, lai varetu veikt atvasinasanu. Aizpildi tuksas vietas ar “summu, reizindju-
mu, daltjumu™!

a) Atver iekavas, izkapinot tas. y=(3x—1) =
Atvasini ka y'=

b) Izmanto logaritma 1pasibu. y=log,x"* =
Atvasini ka . y'=

c¢) Izmanto logaritma 1paSibu. y= 1082% =
Atvasini ka . y'=

d) Izmanto trigonometrijas formulu. y=sin2x =
Atvasini ka . y'=

e) [zmanto pakapju paSibu. y
Atvasini ka . y'=

2. dala. Saliktas funkcijas atvasinajums. Aizpildi tabulu pec soliem!

x+3

y=(3x—1) y=log,x"* y:10g2§ y=sin2x y=2

Uzraksti funkcijas ka|g(x) = gx) = gx) = gx) = gx) =
saliktas funkcijas
y=f(g(x)) dalas |f(x) = f(x) = f(x) = fx) = fx) =
g(x) un f(x).

Pienemsim, ka
5 | U= g(x).

du
A i —.
trodi dx

Jau=g(x), tad
y=flg(x))=f(u).
3. | Uzraksti y=f(u).

. dy
Atrodi —.
rodi

[zmantojot 2. un 3.
punktu, apréekini
dy du

du dx -’

Salidzini 1. dala un 2. dala iegiitos rezultatus!
Ka var atrast saliktas funkcijas y=f(g(x)) atvasinajumu?

100




2. uzdevums. Nosaki saliktas funkcijas atvasindajumu!

a)
b)
0)
d)
e)

f)
g)
h)
i)

y=(x"-1)
y:xzx/m
y=cos4x

y=3"
y:%tg?’x—tgx—x
_yZZSin3 x°
y:logé,sx

y=(ax*+bx+c)"

y=vx=Vx



4.7. temats: Atkartojums. Funkcijas atvasinajums.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Atvasina funkcijas un saliktas funkcijas, izmantojot konstantes, sum-
mas, reizinajuma un dalijuma, saliktas funkcijas atvasinasanas kartulas
un atvasinajuma formulas.

Nosaka funkcijas pieskares virziena koeficientu dota punkta.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija.

Majas bija uzdots uz lapinas uzrakstit savu saliktu funkciju un to atva-
sinat klade.

Paros samainas ar piemeériem un atrisina, péc tam salidzina, parruna, ja
nesakrit. Ja nepiecieSams, skolotaja vai klases biedri palidz vai ar1 par-
bauda interneta, Google meklétaja ierakstot derivative calculator —
skoléni uzzina par iespéju parbaudit savus rezultatus arl majas.

GatavoSanas
parbaudes
darbam.

Doti uzdevumi 3 Iimenos, lai gatavotos parbaudes darbam. Skoléniem
pieejami risindjumi, ar kuriem salidzinat vai paskatities, kas jadara ta-
lak.

3. Iimena 3. uzdevuma veids ieprieks nav ticis apskatits, mérkis: skolé-
ni patstavigi sagatavojas parbaudes darba griitakajam uzdevumam.
Skolotaja konsulté individuali.

Skolotaja: Katra limena 3. uzdevums ir specifiskaks, ne tikai funkcijas
atvasinasana, tos iesaku visiem apskatities.

AS pret
saturu.

Skolotaja: Panemiet citu krasu un uzdevumos atzimejiet tos uzdevumus
vai piemeérus, kurus vel nepiecieSams majas apskatities, iemacities, sa-
prast.
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1. Iimenis

1. Nosaki funkcijas atvasinajumu!
1

a) f(x)= %’;3 ¢) y=3"
DI s @) f(x)=3-2¢"

2. Aprekini funkcijas atvasinéjurna vértibu punkta!

a) f( ) 2X +X2X46X +Xx ,f'(2)

f'(=2)

4
x+1

Q) ¢(x)=cos(3x—%),(p'(%)

b) f(x)=

3. Nosaki pieskares virziena koeficientu noraditaja punkta!

) [(K=550%=-2 b) glx)=61x,x=4

2. limenis

1. Nosaki funkcijas atvasinajumu!

VYT

b h(x)=22

o f(x)=(3x*+1)(2x*+3)
d) g(x)=4cos’x—3cosx

e) g(x)=x"+cos(x—1)
2. Aprekini funkcijas atvasinajuma vertibu punkta!

_ 6
a) x(t):3t5—\/t+%—5?t+7,x'(l)

b) f(x)=In(3x+2),f'(-1)

3. Pamato, kapéc dotajos punktos neeksisté atvasinajums?

a) f(x):|2x_1|:xo:_
b) g(x)=[y:X2,jaX>1’X0=1
y=x",jax<l
¢) h(x)=¥x+2,x,=—2
3. Iimenis

1. Nosaki funkcijas atvasinajumu!

0 =[]

b) y:5c052\e’7<
o) f(x)=x’Inx+In4
d) f(x)=In(xsinx)

e) g(x)=Intg 5+cosx+%cos3x

3x 2\/X

D fl)mar s 2 (g
9 fl=ar DXL ()

2. Aprekini funkcijas atvasinajuma vertibu punkta!
a) g(x)=cos’xsinx,g '(%)

b) f(x)=3"+3In x+%,f'(e)

3. Izmantojot atvasinajuma definiciju, aprékinat funkcijas atvasinajumu!

a) f(x)=2x"-3x

b) f(x)=—2
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Vards, uzvards, klase
Parbaudes darbs
Funkcijas atvasinajums
1. variants
1. uzdevums (___/ 6 punkti)
Noverte, vai apgalvojums ir pareizs! Ievelc krustinu attiecigaja ailite!

Apgalvojums Pareizs | Nepareizs

Funkcijai f (x)=+x° punkta 0 eksiste atvasinajums.

u'(x):lim _Af(x)
Aus0 AX

Funkcijas x (t):t2+3 t—2, x — parvietojums, t — laiks, atvasinajums ir vienads ar mo-
mentano atrumu.

Eksponentfunkcijas y=q" atvasinajuma vértiba punkta x,E€IR var bit tikai pozitivs
skaitlis.

Funkcijas grafika pieskare var biit paraléla y asij.

Konstantes atvasinajums ir 1.

2. uzdevums ( / 6 punkti)
Uzraksti atbildes!

Uzdevums Atbilde

y=—2, jax<0

i neeksisté atvasinajums?
y=2,jax=0

Kura punkta x, funkcijai y:[

Kapéc funkcijai y=|x—1| punkta x,=1 neeksisté atvasinajums?

f(x))

> ) , C = const, f(x) — diferencéjama funkcija.

Uzraksti, ar ko ir vienads (

Uzraksti reizinajuma atvasinaSanas kartulu!

Kades ir pieskares virziena koeficients punkta on‘g funkcijai y=cosx ?

Uzraksti pieskares vienadojumu funkcijai y=f(x) punkta x,, ja
f'(x,)=2, un pieskare krusto y asi punkta (0;4).

3. uzdevums ( / 20 punkti)
Aprekini funkcijas atvasinajumu!

B fl0=>
b) f(x)=3ctgx

3 4 5 7
_4AXx+x —6x"+x

O flx)=A
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d) f(x)=sin4x+2x

O f(x)=—2

~ cosx
f) f(x):10—xsin2§—cosx
g) f(x)=VInx

h) f(
i) f(x)=x’—Ig(1+2x)

1-x

J=xe

>

i f(n)zxn2+0,25x4—%—2

4. uzdevums ( /'9 punkti)
Aprekini funkcijas atvasindjuma vertibu punkta!

a) f(x)=3x"-2x"f'(1)

b) f(x)=x+Intg2x,f' jf)

) f(x)=cos(3x—%),f'(%)

5. uzdevums ( / 3 punkti)
Izmantojot atvasindjuma definiciju, aprekini funkcijas atvasinajumu!
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Vards, uzvards, klase
Parbaudes darbs
Funkcijas atvasinajums
2. variants
1. uzdevums (____/ 6 punkti)
Noverte, vai apgalvojums ir pareizs! Ievelc krustinu attiecigaja ailite!

Apgalvojums Pareizs | Nepareizs

Funkcijas x(t)=t’+3t—2, x — parvietojums, t — laiks, atvasinajums ir vienads ar mo-
mentano atrumu.

Konstantes atvasinajums ir 0.

Funkcijai f (X)Z\/ X° punkta 0 eksisté atvasinajums.

Eksponentfunkcijas y=a" atvasinajuma vértiba punkta x, var bt tikai negativs skait-
lis.

Funkcijas grafika pieskare var biit paraléla y asij.

u'(z)=1lim AU—(X)
Azs0 Az

2. uzdevums ( / 6 punkti)
Uzraksti atbildes!

Uzdevums Atbilde

Uzraksti dalijjuma atvasinaSanas kartulu!

Kapéc funkcijai y=|x+5| punkta x,=—5 neeksisté atvasinajums?

Uzraksti pieskares vienadojumu funkcijai y=f(x) punkta x,, ja
f'(x,)=5, un pieskare krusto y asi punkta (0;-5).

y=—2x,jax<l

i neeksisté atvasinajums?
y=2x,jax=1

Kura punkta x, funkcijai y:[

Kades ir pieskares virziena koeficients punkta XO:% funkcijai y=sinx ?

Uzraksti, ar ko ir vienads (%) , C = const, f(x) — diferencéjama funkcija.

3. uzdevums ( / 20 punkti)

Aprekini funkcijas atvasindjumu!

a) flx)=—2

X
b) f(x)=2Inx

3 4 5 7
_ X +2x —5x+x

0 flx)=2r2
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d) f(x)=cos5x+3x

) =2

f) f(x):15—xc052§+sinx
g) f(x)=Vegx

h) f( 1-2x

i) f(x)=x’+1g(5x+4)

J=xe

>

D flu)=ux’-0,25 u4—%—2

4. uzdevums ( /9 punkti)
Aprekini funkcijas atvasindjuma vertibu punkta!

a) f(x)=3x"+xVx,f'(1)

b) f(x)=2x+Inctgx,f (er

Q) f(x):cos(?,x_%)’f,(%)

5. uzdevums ( / 3 punkti)
Izmantojot atvasinajuma definiciju, aprékini funkcijas atvasindjumu!

glx)==3
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Kritériji

Uzd. . Pun- | Kopa
nr. Kriterijs kti punl;(ti
1. | Nosaka apgalvojuma patiesumu. 1-6 6
2. | Uzraksta uzdevumu atbildes. 1-6 6
a) | Aprekina funkcijas atvasinajumu.
b) | Apréekina funkcijas atvasinajumu.
3. Aprekina funkcijas atvasinajumu bez kladam — 2 punkti. 20
) - k) | Aprekinos pielauta 1 klida — 1 punkts. 29
Ir pielautas vairak ka 1 kliida — 0 punkti.
Atvasina funkciju.
a) Ievieto funkcijas atvasinajuma doto veértibu.
4. Aprekina funkcijas atvasinajuma vértibu punkta. 9
b) | Vertésana tada pati, ka a) piemera. 1-3
c) | VerteSana tada pati, ka a) piemera. 1-3
Ievieto atvasinajuma definicija doto funkciju.
5. | VienkarSo izteiksmi. 3

Nosaka funkcijas atvasinajumu, aprekinot robezu.




4. pielikums

5. temata “Funkcijas pétiSana” stundu plani un materiali

5.1. temats: Funkcijas monotonitate.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Skaidro funkcijas monotonitati, izmantojot atvasinajuma geometrisko
interpretaciju.
Atrod funkcijas monotonitati, izmantojot atvasinajumu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Aktualizacija.

Uzdevums uz tafeles: no grafika noteikt augSanas un dilSanas intervalu,
noteikt pieskares virziena koeficientu punkta un uzzimeét to pieskari
(1. uzdevums)

Skolotaja: Sodien més apskatisim, ka sTs divas lietas ir saistitas: pie-
skares virziena koeficients jeb funkcijas atvasindjums un funkcijas mo-
notonitate.

Apjégsana.

Skoleni pilda uzdevumu (2. uzdevums), veic jau secinajumus par atva-
sindjuma saistibu ar funkcijas monotonitati.

Skolotaja parada demonstréjumu (https://www.desmos.com/calculator/
plne3pj5as), ka pieskare punkta ir saistita ar funkcijas monotonitati,
kas ir vizualais papildinajums 2. uzdevumam.

Frontali izruna sakaribu starp funkcijas augSanu un dilSanu un atvasi-
najuma vertibu.

Skolotaja: ST sakariba izpildas arT uz otru pusi jeb, ja atvasindjums ir
negativs, tad funkcija dilst.

Skoleni pieraksta sakaribas (pirma dota péc pilna pieraksta, lidzigi var
rakstit visas sakaribas vai arT ar skoléniem vienoties par pierakstu):
f'(x)>0 Y x€(a;b)e=f(x)iraugosa V x<(a;b)

f'(x)<0<f(x)ir dilstosa

S: Ja ir nevis augosa, bet nedilstosa funkcija, kada biis pieskare tajos
punktos, kur funkcija ir konstanta? - paraléla x asij, tatad atvasinajums
ir 0. Kopa ar skoléniem frontali veic secinajumu par neaugosas un ne-
dilstoSas funkcijas sakaribu ar atvasinajumu.

Uz tafeles (skoléni vispirms pasi uzraksta sakaribas péc iepriekséja pa-
rauga):

f'(x)>0e

f'(x)<0e
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https://www.desmos.com/calculator/p1ne3pj5as
https://www.desmos.com/calculator/p1ne3pj5as

f'(x)=0

Pec tam salidzina:
(x)=0ef(x) ir nedilsto3a
(x)<0ef(x) ir neaugosa
(x)=

f
f'
f(x)=0ef(x)=C,CER

Skoléni pilda 3. uzdevumu, kura nosaka monotonitati funkcijai (1. pie-
LietoSana. meram uzraksta arl solus, kas javeic). Solus salidzina vispirms paros,
tad frontali.

Iespéja, ka veidot pierakstu:

a) f(x)=x’-3x+4 Soli:

fr(x)=3x"—x 1) atvasina funkciju;
f'(x)=3(x—1)(x+1)=0 2) pielidzina funkcijas atvasinajumu
x==1 nullei un izveido intervalus;
x€(—o0;~1) | xe(—1;1) | x€(1;+w) 3) nosaka atvasindjuma zimi intervalos;
f'(=2)>0 f'(0)<0 f'(2)>0 4) nosaka funkcijas monotonitati

f(x) aug f(x) dilst - f(x) aug intervalos.
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1. uzdevums

y 1. Nosaki funkcijas f(x)=x’—3x’+3 aug3anas un dilSanas

intervalus!

2. Nosaki pieskares virziena koeficientu punkta x,=3!

3. Uzzime funkcijas pieskari punkta x,=3!

-6

2. uzdevums
1. Aizpildi tabulu, atvasinot funkciju y=x>—3x’+3 un nosakot ta vértibas dotajos punktos.

X -2 -1 0 1 2 3
f'(x)
2. Ko var noverot par atvasinajuma zimi funkcijas augSanas intervalos?

3. Ko var noveérot par atvasinajuma zimi funkcijas dilSanas intervala?
4. Kadu sakaribu saskati starp funkcijas atvasindjuma zimi un funkcijas monotonitati?

3. uzdevums Atrodi intervalus, kuros funkcija aug un dilst! Pie a) pieméra uzraksti solus!

a) f(x)=x’-3x+4 Soli:
f'ix)= 1) atvasina funkciju;
2)
3)
4)

b) f(x)=—x" o) f(x)=2x’-4  d) f(X)=ﬁ e) f(x)=Vx—3x
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5.2. temats: Funkcijas ekstrémi.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Atklaj, ka ar funkcijas atvasinajumu var noteikt funkcijas ekstréemus.
Atrod un at3kir kritiskos un ekstréma punktus, izmantojot atvasinaju-
mu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija.

Atkarto, atklaj terminus: maksimuma punkts, minimuma punkts, maksi-
mums, minimums, lokalais maksimums, lokalais minimums, ekstremi,
ekstrema punkts. (Dotas definicijas un skaidrojumi, kas jasaliek preti
viens otram — var bt gan fiziski izgrieztas papira lapinas, gan elektro-
niski izveidota aktivitate, pieméram, Classflow)

(1. uzdevums).

ApjegSana.

Skolotaja: Izmantosim ieprieks aplitkoto funkciju y=x’—3x’+3 un
tas grafiku. Ko mes ieprieks petijam Sai funkcijai? - monotonitati.

Tagad apliikosim art ekstremus ar atvasindjuma palidzibu.
2. uzdevums paros vai individuali. Péc tam kopigi veic secinajumus
par atvasinajuma saistibu ar ekstrémiem.

Ja funkcijas f atvasinajums f '(x,)=0 vai neeksisté un
*  [’(x) ejot caur punktu X, maina zimi no +uz —, tad f(x,) ir
maksimums un x, - maksimuma punkts;
*  [’(x) ejot caur punktu X, maina zimi no —uz +, tad f(x,) ir

minimums un X, - minimuma punkts.

Skolotaja parada pretpieméru ar y=x", tapéc nonak pie secinajuma,
ka nosacijumus var sadalit nepiecieSamaja un pietiekamaja nosacijuma
un apskata kritisko punktu definiciju.

Punkti, kuros f'(x)=0 vai f'(x) neeksisté, ir kritiskie punkti.

Lieto$ana.

| ‘ 3. un 4. uzdevums.

AS pret
saturu

Katram individuali dots uzdevums:
Nosaki funkcijas ekstréma punktus! f (x)=x*—2x*+2
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1. uzdevums

maksimuma punkts Funkcijas f(x) punkts x,, ja Saja punkta f(x,)=>f(x) visiem x.
minimuma punkts Funkcijas f(x) punkts x,, ja 3aja punkta f(x,)<f(x) visiem x.
(globalais) maksimums Funkcijas vertiba f(x,),ja f(x,)=f(x) visiem x.

(globalais) minimums Funkcijas vertiba f(x,) ,ja f(x,)<f(x) visiem x.

lokalais maksimums Funkcijas f(x) punkts x,, ja eksisté tada punkta x, apkartne, kura

f(x,)=f(x) visiem x no punkta apkartnes.

lokalais minimums Funkcijas f(x) punkts x,, ja eksisté tada punkta x, apkartne, kura

f(x,)<f(x) visiem x no punkta apkartnes.
ekstremi Jebkuri funkcijas f(x) maksimumi un minimumi (globali un lokali).

ekstréma punkts Funkcijas globala vai lokala maksimuma vai minimuma punkts.

2. uzdevums
Dota funkcija f (x)=x’—3x*+3. Y
1. Nosaki funkcijas lokala maksimuma un minimuma koordinatas! 6
2. Uzzimé funkcijas atvasinajuma f'(x) grafiku.
3. Kads ir funkcijas atvasinajums minimuma un maksimuma punktos?
4. Kada ir atvasinajuma zime no maksimuma punkta pa kreisi?

pa labi?
5. Kada ir atvasinajuma zime no minimuma punkta pa kreisi?

pa labi?

Dota funkcija f(x)=|x| . 15 \f/ ;
6. Nosaki funkcijas minimumu!

7. Kads ir atvasinajums Saja punkta?

8. Kada ir atvasinajuma zime no minimuma punkta pa kreisi?

-2

pa labi?
Secini: t
9. Kads ir atvasinajums ekstréma punktos? Vai ir iespéjami citi gadijumi?
10. Ka atvasinajums palidz noteikt ekstréma punktus? -6

3. uzdevums. Kuri no punktiem -3; -2; -1; 2; 3 un 5 ir funkcijas y=2x’—3x*—12x+8 kritiskie punkti?

4. uzdevums. Nosaki funkcijas ekstrema punktus! Atbildi parbaudi, izmantojot IT!
a) f(x)=4x’-8 b) f(x)=3x"-4x’+1

o) f(x)=x—4Vx *d) f(x)=x+4cos§
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5.3. temats: 2. kartas atvasinajums. Funkcijas izliekums, ieliekums. Parliekuma punkti.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Aprekina funkcijas 2. kartas atvasinajumu.
Atrod funkcijas izliekuma un ieliekuma intervalus, parliekuma pun-
ktus.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija.

Skolotaja: Sodien stunda tiks sadalita divas dalds. Saksim ar to, kas
jau mums ir zinams. Ko no sim lietam protam aprekinat? Uzdevumi
doti uz tafeles, skoleni individuali kladé atrisina uzdevumus, kurus
prot:

v Apréekini funkcijas y=sin’2 x atvasindjumu y'!

2
v Nosaki funkcijas f (x):X3—+9 kritiskos punktus!
X
v Aprékini y'' funkcijai y:% In°x !
v Noskaidro, vai funkcija y=1In(x*—1) punktd x,=—2 ir augo-
Sa vai dilstosa?
v Aprekini y' funkcijai y=% In’x !

4

v Nosaki, vai punkts x,=0 ir funkcijas f (x):X *3 ekstrems!

ApjegSana.

Salidzina uzdevumu izpildi (skolotajs var paradit tikai rezultatus, ja
skoléniem nav jautajumu).
Jauta, vai kads atrisinaja art (%IHZX) (iespgjams, kads intuitivi jau at-

risindja, tad lauj pastastit paréjiem).

Otras kartas atvasindjums ir pirmds kartas atvasindjuma atvasind-
2

dy

2
X

jums. Pieraksta: y'';f"' '(x),' vai y(z) .

Skolotaja: Kad eksiste 2. kartas atvasinajums? Ka izskatisies 2. kartas
atvasindjums péc atvasindjuma robezas? -

(0= ()= i LA,

Ax=>0 AXx

Lidzigi definé art augstaku kartu atvasinajumus! Pieméram,
e (18) . y(n)

y'Uuyiyhy

LietoSana.

Aprekini funkcijas noraditas kartas atvasinajumus!
a) f(x)=5x"-2x’+5, f"'(x)




b) y=e*,y*)(5) - S pajauta, kads batu y™" .

Aktualizacija

Skolotaja: Tagad saksies stunda 2. dala. Apliikosim daZus terminus,
kurus biis nepieciesams zinat.

Skoléni péc izpratnes savieno definicijas ar grafikiem, kas dotas uz ta-
feles, un pieraksta definicijas klade kopa ar grafiku skicém
(1. uzdevums).

ApjegSana

Skolotdja iedod teorémas, ka noteikt funkcijas ieliektibas, izliektibas
intervalus un parliekuma punktu.

Ja funkcijai y=f(x) intervala (a; b) eksiste f''(x) un visiem x ir
spéka, ka

* "' (x)<0, tad grdfiks $aja intervala ir izliekts,

* f''(x)>0, tad grafiks $aja intervala ir ieliekts.

Skolotaja: Kas varetu biit, ja f''(x,)=0 ? - Punkts x, , kurd otras
kartas atvasinajums ir 0 vai neeksiste, ir potencialais parliekuma
punkts. Japarbauda, vai notiek f''(x) zimju maina, ejot cauri pun-
ktam x, .

Kopigi ar klasi apskata pieméru, kuru apskatija ieprieks pie monotoni-
tates un ekstremiem.

y= x*—3x*+3

y':3x2—6x=3x(x—2)

y''=6x—6=6(x—1)

y''=0,jax=1
X (—o0;1) 1 (1;+00)
y” _ 0 +

Tatad x=1 ir parliekuma punkts, funkcijas grafiks intervala (—oo;1)
ir izliekts, bet intervala (1;+o) - ieliekts.

Skolotaja rosina apskatities iepriek$gja stunda ziméto grafiku un ieve-
rot, kura vieta ir parliekuma punkts 3ai funkcijai.

Lieto$ana un
AS

Uzdevums individuali uz lapinam (vai art skoléni var pildit klade un
péc izpildes nosttit skolotajam Whatsapp Cata vai cita veida — skolotajs
var dot AS par izpildi.).

1. Vai funkcija y=x" ir izliekta vai ieliekta?

2. Nosaki parliekuma punktus funkcijai y= % xX=2x°1
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1. uzdevums

NG, y ® v ©

\, x

1. Funkcijas y=f(x) grafiku sauc par ieliektu kada intervala, ja tas novietots virs pieskares,

kas vilkta katra intervala punkta.
2. Funkcijas y=f(x) grafiku sauc par izliektu kada intervala, ja tas novietots zem pieskares,

kas vilkta katra intervala punkta.
3. Punktu, kura mainas ieliektibas un izliektibas intervali, sauc par parliekuma punktu.
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5.4. temats: Atvasinajuma pielietojums funkcijas pétiSana.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Atrod funkcijas parliekuma punktus, izmantojot 2. kartas atvasinaju-
mu.

Novertg, vai ir iespéjams izmantot 2. kartas atvasinajumu funkcijas pe-
tiSana.

Izmanto 1. un 2. kartas atvasinajumu funkciju pétiSana.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Aktualizacija.

Stundu sak ar uzdevumu paros, lai atsvaidzinatu zinaSanas (ieteicams,
skoleniem paSiem meklét kladé apréekinu gaitu, ja neatceras, ka tos
veic):

Dota funkcija y=x’+6x*+9x . Nosaki:

d’y

dx*’

» parliekuma punktu,

e izliekuma un ieliekuma intervalus!

S: Ko mes vel protam noteikt Sai funkcijai? - augSanas un dilSanas in-
tervalus, ekstréema punktus.

Nosaka visas nosauktas lietas. IpaSu uzmanibu pievers pierakstam, ko
iespejams veidot ar tabulas palidzibu (zemak redzams paraugs). Fun-
kciju var ar1 uzskicet pec izpétitajiem datiem.

Lieto$ana.

| ‘ 1. uzdevums.

Kopsavilkums

Skoléni apkopo visu informaciju, ka var pétit funkciju ar atvasinajuma
palidzibu, aizpildot shemu.

Paraugs. Iespéjamais pieraksts funkciju pétiSana.

,y:x3—3 x*+3

y'=3x"—6x=3x(x—2)

y'=0,jax=0,x=2

y''=6x—6=6(x—1)

y''=0,jax=1
x | (~o;0) 0 0; 1) 1 (1; 2) 2 (2;+0)
y 5 + 0 _ — — 0 +
y” - - - 0 + + +
seci- aug max dilst parliekuma dilst min punkts aug
na- | izliekts punkts izliekts punkts ieliekts ieliekts
jumi / \\\ L //
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1. uzdevums. Nosaki funkcijas ekstremus un parliekuma intervalus!

a) y=2x"—x"

b) y=ix
Shéma. Funkcijas pétisana ar atvasinajuma palidzibu.
Aprékinaf '(x)
Atrod punktus x,,
kad [ '(x) i kad f'(x)
Aprékinaf "' (x). Parbauda zimju mainu, kad
/ \ f'(x)iet caur kritisko punktu x,,:
,_ — no +uz -, tad punkts
Jaf "'( x)eksisté. f''(x)neeksisté . no - uz +, tad punkts
Atrod /

punktus, kadf''(x)=0
vaif "' (x)neeksisté.

'

Parbauda zimju mainu, kad f "' (x)

iet caur potencialo parliekuma punktu:
ja ir zimju maina, tad parliekuma punkts.

’

f'(x)>0-

Nosaka ieliekuma un izliekuma intervalus:

f(x)<0-

118

Nosaka monotonitates intervalus:
f'(x)>0-
f'(x)<0-




Apréekinaf '(x)

\

Atrod kritiskos punktus x,,,

/\

kadf'(x)=0.

J

Aprekinaf "' (x).

e

Jaf''(x)eksiste. f'"(x)neeksiste .

Atrod potencialos parliekuma
punktus, kadf''(x)=0
vaif ' (x)neeksiste.

~,

Parbauda zimju mainu, kad f ' (x)
let caur potencialo parliekuma punktu:
ja ir Zimju maina, tad parliekuma punkts.

|
Nosaka ieliekuma un izliekuma intervalus:
f''(x)>0-ieliekts
"' (x)<0-izliekts
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kadf '(x)neeksiste .

\

Parbauda zimju mainu, kad

f '(x)iet caur kritisko punktu x, :
no + uz -, tad max punkts

no - uz +, tad min punkts

l

Nosaka monotonitates intervalus:
f'(x)>0 - funkcija aug
f'(x)<0- funkdija dilst




5.5. temats: Funkcijas grafika konstrueéSana. Horizontala un vertikala asimptota..

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Zime funkcijas grafiku, izmantojot atvasinajumu.
Nosaka funkcijas horizontalo un vertikalo asimptotu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija

Skolotaja: Ka parasti péta funkcijas grafikus? Skoléni paros atceras un
pieraksta klade, péc tam parruna klase (var iet pa vienam uzrakstit uz
tafeles, 11dz viss ir uzrakstits).

Nosaka:
* D(f) jeb definicijas apgabalu,
* paritati,
e minimumus un maksimumus,
* monotonitati (augSanas un dilSanas intervalus).

Skolotaja: Ko mes varam noteikt ar atvasindjuma palidzibu?

Tiek parrunats, ka ar atvasinajumu prot atrast ekstréma punktus, no-
teikt monotonitati un vél papildu ar parliekuma punktus. Veértibu apga-
balu atrod, apskatot tas x vertibas, ar kuram funkcija neeksiste.

Skolotaja: Lidzigi péc Sada plana darbosimies ari Sodien ne tikai, lai
noteiktu Sis visas lietas, bet art konstruétu funkcijas grafiku.

Apjégsana

Frontali apskata piemeéru:
a) f(x)=4x*-0,5x"

Horizontala
un vertikala
asimptota

Dots piemers:
_ x°+2

b) f(X)— XZ

Skoléni patstavigi nosaka ekstremus, parliekuma punktus un monotoni-
tati.

Skolotaja: Ka ir ar vertibu apgabalu?

Nosaka, ka saucéjs nevar biit 0, tatad x#0 . Skoléni uzzimé koordina-
tu plakni un, ka jau ieprieksS zinams, uzzimé taisni x=0 ar partrauktu
Iiniju.

Skolotaja: Lai uzzimetu grafiku, janoskaidro, ka funkcija uzvedas, kad
ta tiecas uz So punktu. Ka mes to varam noskaidrot? — ar robezu.

Turklat jaapliiko divpuséjas robezas, pieméram funkcijai y=tgx div-
pusejas robezas ir daZzadas. Skolotaja uzskatamibai uzzimé fragmentu
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no funkcijas y=tgx grafika.

Apskata dotajam pieméram divpuséjas robezas, kad x>0—0 un
x->0+0 (skoléniem var atgadinat, ka pie funkcijas robeZzam jau tika
runats par vertikalo asimptotu).

Skoléni kopa ar skolotaju frontali konstrué grafiku no visa zinama.

v

Nonak pie secindjuma, ka nav zinams, lidz kadai funkcijas vertibai
dilst grafika laba puse vai no kurienes sak augt kreisa puse.

Skolotaja: Ka tad varam noteikt, ka funkcijas uzvedas, kad

X=>+o00 un x->—oo ? — ar robezu.

Apliko funkcijas abas robezas un nonak pie secinajuma, ka tiecas uz 1.
Ar to ar1 papildina grafika konstrukciju.

Pieraksta definicijas:
Funkcijas y=f(x) vertikala asimptota ir taisne x=a, ja:

1) a¢D(f)
2) lim f(x)=#+0 vai lim f(x)=%*w
x>a—0 x=>a+0
Funkcijas horizontala asimptota ir taisne y=b ,ja lim f(x)=b.

X >t

Majas darbs

Dota funkcija. Nosaki tas horizontalas un vertikalas asimptotas.
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5.6. temats: Funkcijas grafika konstrueSana. Slipa asimptota.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Uzraksta solus funkcijas pétiSanai.
Konstrué funkcijas grafiku, izmantojot atvasinajumu.

Nodarbiba

s gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Majas darbs

Bija dots majas darbs: Dota funkcija. Nosaki tas horizontalas un verti-
kalas asimptotas.
o fl x)—ﬂ

T 2x*-18
Klase salidzina atbildes un risinajumu un parbauda, pieméram, des-
mos.com, noteiktas asimptotas.

Skolotaja: Turpindsim apliikot, ka konstruet funkcijas grafiku. Stundas
beigas péc dazadiem piemériem uzrakstisim planu, ka konstruét fun-
kcijas grafiku.

Shpa
asimptota

Apskatisim gadijumu, kad nav horizonatala asimptota un lim f(x)

x>+
nesanak konstante b.
2
X

d X)=——

) Flx)=2
Jasaprot, ka funkcija uzvedas, kad x=>+00 un x->—oo . Apliiko robe-
Zas, kuras iznak +oo .

Skolotaja parada, pieméram, desmos.com, ka izskatas grafiks un nora-
da, ka tur atrodas slipa asimptota. Skoléeni pieraksta, ka ir iespéjama
slipa asimptota.

S: Sadus gadijumus sikak neapskatisim. Miisu paréjie pieméri biis ar
vertikalo un horizontalo asimptotu.

S: Ir arT gadijumi, kad robeZas ir *oo , bet nav slipas asimptotas. Pie-
meram, visiem zindma funkcijas ir y=x>,y=x" un robezas ir *o ,
bet slipo asimptotu nav.

Kopsavilkums

Frontali tiek izveidots plans, ka konstruét funkcijas grafiku:

1) nosaka D(f),

2) nosaka paritati (f (—x)=f(x) vai f(—x)=—f(x)),

3) nosaka krustpunktus ar asim,

4) nosaka ekstréma punktus ar y'=0 un monotonitates intervalus,
5) nosaka parliekuma punktus ar y''=0 un izliektibas un ieliektibas
intervalus,
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6) nosaka vertikalas asimptotas,
7) nosaka horizontalas asimptotas,
8) uzzime grafiku.

Konstruét funkcijas grafiku:
X
4+x°
Kopigi izpilda visus solus ar precizu pierakstu un grafika konstruéSanu.

LietoSana d) y=

Risinasanas paraugs

+2
f(x)="5
X
1) D(f) x#0
(—x)2+2 x*+2 _ ..
—x)= = — para funkcija
2) f(-x) ;=" — para funkcij
(—x) X
xX2+2
3) —=0
X

x’+2=0,x€Q — nav krustpunktu ar asim
4) y':(1+%) :2.(_2).){3:_i3
X X

4 _
—-—==0, XEQ —nav ekstrému

X
. 4\ 412
) y=(-|=-ar-a =
X X
12 -
—=0,x€Q —nav parliekuma punktu
X
2
6) lim X2 _ lim 1+%:+oo
x=20-0 X x>0-0 X
paritates de] tapat jabut ar1, kad x->0+0:
2
lim X *2_ lim 1+%:+oo
x=20+0 X x> 0+0 X
X2 2 I
7) lim —===lim 1+5=(1+0)=1 8) Jauzzimé grafiks.
X2+ X x>+ X
x | (~;0) 0 (0;+00) 4
Y + -
y” + = + /
2 / 1\
Sec. aug g dilst /
ieliekts E ieliekts ./
\ 5 - :
\ = \ T T YT
% S S i
i
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5.7. temats: Atkartojums. Funkcijas pétiSana.

Laiks: 40 min.

Planeotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Nosaka funkcijas monotonitates intervalus, kritiskos un ekstréma pun-
ktus, izmantojot funkcijas 1. kartas atvasinajumu. Nosaka funkcijas
parliekuma punktus un izliektibu, ieliektibu, izmantojot funkcijas 2.
kartas atvasinajumu. Nosaka funkcijas partraukuma punktus (vertikalas
asimptotas) un horizontalas asimptotas, ja tadas ir.

Konstrué funkcijas grafiku, izmantojot atvasinajumu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija

Skoleniem tiek izdalita darba lapa Gatavosanas parbaudes darbam.
Skoleni izlasa Sasniedzamos rezultatus.

Skolotaja jauta, vai visi termini un uzrakstitais ir saprotams. Ja nepie-
cieSams, paskaidro.

LietoSana

Skoleni individuali pilda uzdevumus. Péc 1. uzdevuma tiek salidzina-
tas atbildes, izrunatas neskaidras lietas.

2. uzdevuma skoléni izvélas, kuru grafiku konstruét (a piemeérs ir vieg-
laks, bet b piemérs — griitaks). 2. uzdevuma izveidotos grafikus skoléni
salidzina ar skolotajas sagatavotu ziméjumu. Ja nepiecieSams, meklée
kltidu risinajuma, salidzinot ari risinajumu.

AS pret
saturu

Skoleéni pie katra uzdevuma pieraksta, uz kuru Sasniedzamo rezultatu
attiecas konkrétais piemers.

Stundas beigas skolotaja var likt skoléniem apvilkt tos piemérus, kuri
sagadaja grutibas.
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Gatavosanas parbaudes darbam.
Funkcijas pétiSana ar atvasinajumu.

Sasniedzamie rezultati:

1. Nosaku funkcijas monotonitates intervalus, kritiskos un ekstréma punktus, izmantojot

funkcijas 1. kartas atvasinajumu.

2. Nosaku funkcijas parliekuma punktus un izliektibu, ieliektibu, izmantojot funkcijas 2.

kartas atvasinajumu.

3. Nosaka funkcijas partraukuma punktus (vertikalas asimptotas) un horizontalas asimptotas,

ja tadas ir.

Pildot uzdevumus, pie katra piemera pieraksti, uz kuru sasniedzamo rezultatu tas ir

attiecinams!
1. uzdevums. Uzraksti atbildi!

y
y =1
1]
| |1 ¥
a0
T Tt
2) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku, nosaki
funkcijas augSanas intervalus.
b) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku, nosaki
funkcijas dilSanas intervalus.
0 Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku, nosaki
funkcijas ekstréema punktus.
d) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku, nosaki
funkcijas kritiskos punktus.
&) Kada at3kiriba ir starp jedzieniem funkcijas ekstrema
punkts un funkcijas ekstrems?
H Arkadu f''(x) vertibu (poz./neg.) funkcijas grafiks
ir ieliekts?
) Nosaki funkcijas y=3x*—4x’+1 parliekuma pun-
8 ktu.
2
) Kada ir funkcijas f(x)= 2)2( +2 grafika horizontala
asimptota?
2. uzdevums. Konstrue dotas funkcijas grafiku!
2
a) f(x)=—x*+3x+2 b) f(x)=X2+24
X
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Parbaudes darbs

Funkcijas pétiSana

1. variants

1. uzdevums ( / 8 punkti)

Uzraksti atbildi!

Yy =fx)

=

PN
=TT

10

Vards, uzvards, klase

Uzdevums Atbilde
) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku y=f'(x),
a
nosaki funkcijas augSanas intervalus.
b) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku y=f'(x),
nosaki funkcijas kritiskos punktus.
) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku y=f"'(x),
C
nosaki funkcijas ekstréema punktus.
3
d) |Kada/as ir funkcijas y= X2_4 vertikalas asimptotas?
) Arkadu f''(x) vertibu (poz./neg.) funkcijas grafiks
e
ir izliekts?
—q . .. _3 X=X . . 1=
Kada ir funkcijas y=-== grafika horizontala
f) x +1

asimptota?

Vieta aprekiniem:
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2. uzdevums ( / 21 punkti)
Konstrue dotas funkcijas grafiku! Paradi visus aprekinus!
1

f(x)zzx4—x3

3. uzdevums ( / 3 punkti)

Pieradi, ka visam realam x vértibam funkcija f (x)=3 x—sinx ir augosa!
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Parbaudes darbs
Funkcijas pétiSana
2. variants

1. uzdevums (___/ 8 punkti)

Uzraksti atbildi!

—

v=5'tx

1 i
L 8
+1

Vards, uzvards, klase

Uzdevums Atbilde
2 Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku y=f'(x),
nosaki funkcijas dilSanas intervalus.
b) Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafiku y=f'(x),
nosaki funkcijas ekstréma punktus.
0 Izmantojot funkcijas atvasinajuma grafika y=f'(x),
nosaki funkcijas kritiskos punktus.
2
a) Kada/as ir funkcijas y= X 5 X vertikalas asimpto-
tas?
) Arkadu f''(x) vertibu (poz./neg.) funkcijas grafiks
e
ir ieliekts?
X —4x
H Kada ir funkcijas y=-— grafika horizontala

asimptota?

Vieta aprekiniem:
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2. uzdevums ( / 21 punkti)
Konstrue dotas funkcijas grafiku! Paradi visus aprekinus!

f(x):%x‘#x3

3. uzdevums ( / 3 punkti)

Pieradi, ka visam realam x vértibam funkcija f (x)=sinx—3x ir dilstosa!
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Kriteriji

Uzd Kopa
z Kriterijs Punkti | P4
. nr. punkti
Nosaka augSanas (dilSanas) intervalus no atvasinajuma grafika. 1-2
Nosaka kritiskos punktus no atvasinajums grafika 19
(par katriem diviem — 1 punkts).
1. |Nosaka ekstréma punktus no atvasinajums grafika. 1 8
Nosaka funkcijas vertikalas asimptotas. 1
Nosaka, ar kadu f''(x) vertibu funkcijas ir izliekta (ieliekta). 1
Nosaka funkcijas horizontalo asimptotu. 1
Nosaka funkcijas grafika krustpunktus ar x asi. 1
Aprekina funkcijas 1. kartas atvasinajumu. 1
Nosaka kritiskos punktus. 1
Apréekina funkcijas 2. kartas atvasinajumu. 1
Nosaka iesp&jamos parliekuma punktus. 1
Sakarto intervalus un visus kritiskos punktus, kurus jaizpéta (pieme- 1
ram, tabula).
2. |Nosaka f'(x) zimi intervalos starp kritiskajiem punktiem. 1-3 21
Nosaka f''(x) zimi intervalos starp iesp&jamajiem parliekuma pun- 1.3
ktiem.
Veic secindajumus par visiem kritiskajiem punktiem. 1-3
Veic secinajumus par intervaliem starp kritiskajiem punktiem (nosaka 14
monotonitati un ieliektibu, izliektibu).
Aprékina funkcijas vertibu ekstréma un parliekuma punktos. 1
Konstrué funkcijas grafiku. 1
Atvasina funkciju. 1
Pierada, ka funkcijas visiem realiem x ir augosa (dilstoSa), pamatojot
3. |ar sakaribu starp 1. kartas atvasinajumu un funkcijas monotonitati un 3
kapéc iegita izteiksme f'(x) vienmer biis pozitiva (negativa) (2 2

punkti — pilnigs pamatojums, 1 punkts — dal€js pamatojums, 0 punkti
— nav pamatojuma vai tas ir nepareizs).




5. pielikums
6. temata “Atvasinajuma pelietojums” stundu plani un materiali

6.1. — 6.3. temats: Atvasinajuma pielietojums geometrija, fizika, ekonomika.
Laiks: 3 stundas péc kartas, 120 min.

Planeotais sko-
lénam sasnie-
dzamais re-
zultats

Vada stundu.
Skaidro atvasinajuma pielietojumu konkrétaja joma.
Izmanto atvasinajumu konkrétas jomas uzdevumos.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek istenoti.

Skolotaja kada no iepriekSéjam stundam (ieteicams vismaz nedélu
pirms S1s stundas) pastasta skoléniem, ka ir iespéjams nopelnit atzimi,
vadot stundu (ieteicams paros, ja nav gribétaju — pa vienam). Iespéjams

Stundu ir novadit 3 stundas. Skoleéniem tiek izdaliti kritériji, ka javeido stunda.
vadiSana. Skolotajs ir sagatavojis materialus, ar kuriem skoléni var gatavoties
stundai.

Skolénu paris vada stundu.

AS pret 3-5 miniites pirms stundas skoléni un ari skolotaja uz lapinam uzraksta
stundas stundas vaditajiem 3 lietas pec metodes 3P: Paslave, Pajauta, Piedava.
vadiSanu. Kadas no idejam var tikt izteiktas skali.
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Kritériji stundas vadiSanai

Stunda jaapskata ar1 praktiski vismaz 2 aprékinu uzdevumi.

SR XX

mazs tests, uzdevums, paru darbs, viktorina, jautajumi u.c.

AN

izmanto atvasinajumu konkrétas jomas uzdevumos.

Vertesanas kriteériji

Skoléns var izmantot ieteiktos materialus, ka ari meklét papildu informaciju.
Klasei jaapgust ideja, ka un kapéc atvasinajumu izmanto konkrétaja joma?

Stundas beigas stundas vaditajiem japarliecinas, vai skoléni saprata stundas tematu:

Sasniedzamie rezultati skoleniem: skaidro atvasinajuma pielietojumu konkrétaja joma;

Kriteriji Balles
Ir sagatavoti visi nepiecieSamie materiali (prezentacija, izdrukas materiali, uz- 1
skates lidzekli u. c.)
Tiek izstastita ideja, kapéc un ka atvasinajumu var izmantot konkrétaja joma. 1
Tiek apskatiti praktiski vismaz 2 aprekinu uzdevumi (ja tiek apskatits 1 uzde- 5
vums — 1 balle).
Stundas vaditaji zina, ka atrisinat uzdevumu (ja dalgji zina — 1 balle). 2
Stundas vaditaji palidz skoléniem tikt gala ar uzdevumiem, uzdod uzvedinoSus 1
jautajumus u.c.
Stundas beigas parbauda, vai skoléni saprata stundas tematu. 1
Stundas vaditaji izmanto pareizu latvieSu valodu ar matematikas terminiem. 1
Stunda ir saplanota un ieklaujas laika. 1
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Materiali
1. stunda. Atvasinajuma pielietojums geometrija.
No macibu gramatas: Mathematics: analyses and aproaches, standard level. Awada N. u.c. Oxford University
Press. 260. - 262. Ipp.

5.5 Application of differential calculus:
optimization and kinematics

Optimization

Investigation 19

Soft drink beverages are often packaged in cylindrical
cans made from aluminium. The standard volume of
such a can is 330 ml (this may vary among countries).
Companies are always interested in minimizing
production costs in order to maximize profits. Are
companies using the least amount of aluminium in
order to produce the 330 ml cans?

Your task is to find the height and diameter of a 330 ml
can that will minimize the can’s surface area.

1 Write down an expression for the surface area A

of a cylinder. This expression should contain two
variables. Which variables are these?

2 Write down an expression, containing the same
two variables as used in question 1, for the
volume V of a cylinder. Equate your expression to
330 cm?, since the volume of a can must be 330 cm?.

3 Use the expression for V (from question 2) to rewrite the expression for A (from question 1) in terms of
r, and state a reasonable domain for r.

4 Differentiate your expression for A with respect to r. Hence, find the values of r and / which minimize
the surface area of the can, and find the surface area in this case.

5 Check youranswers graphically.
6 What is optimization in calculus?

7 Research actual dimensions and surface areas of your favorite beverages, and deduce whether or not
companies are using the least amount of material in order to have the desired volume of 330 ml.

8 Ifcompanies are using more than the necessary amount of aluminium, give some reasons as to why this
might be so. What other considerations might they need to make in the production of the size and shape
of the can?

The primary purpose of applied mathematics is to investigate, explain
and solve real-life problems. This process is called mathematical
modelling, and in investigation 19 you used mathematical modelling
to investigate the optimum dimensions of a solt drink can. Some of
the steps involved in creating and using a mathematical model are the
same, no matter what the problem is:

e If possible, draw a diagram to represent the problem visually. Label
all the known elements, as well as the unknown elements, that
you need to find (for the soft drink can, you were asked to find
the height and radius of a can with volume 330 cm?® which would
minimize the surface area).
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In

Identify the independent variable(s) and their constraints (for the soft
drink can, this was the radius of the can, which had domain r > 0).

Identify all other constraints on the problem (for the soft drink can,
you were told that the volume must be 330 cm?).

Translate the real-life problem into a mathematical function(s) (you
used expressions for the area and volume of a cylinder).

Carry out the mathematics necessary in order to solve the problem
{yvou needed to differentiate the expression for A with respect to r,
and find the value of r which minimized A).

Reflect on the reasonableness of your results (using your GDC to
check your results can be helpful. You then compared your
theoretical results against the actual dimensions ol a soft drink can).
Apply vour methods to other similar problems (what other problems
could the mathematical model for the surface area of a soft drink
can be applied 10?).

particular, optimization problems deal with finding the most

elficient and effective solutions to real-life problems.

Atbildes:
Investigation 19

Conceptual understanding:

Optimization in Calculus uses mathematical models, or functions, to provide largest and least-
value solutions to real-life problems.

1
2

3

4

A =27r* + 2zrh ; radius and height of the cylinder

V =zr’h =330
h=339:>A=27rr2+—660;r>0
mre r
e =4zr - GE:D =0 for min
r r-
Solving gives r = 3.74 cm; h = 7.49 cm; A = 264 cm?
Conceptual: What is optimization in Calculus?
Answer (this is the conceptual understanding): Optimization in Calculus uses
mathematical models, or functions, to provide largest and least-value solutions to real-life
problems.
E.g., colacan: r=6.63¢cm; h=11.5cm; A4 = 376 cm?
Some considerations might be: average hand-size of soft drink consumers, stacking costs on

shelves, cost of buying aluminium in bulk, desired aesthetics of can, etc.

Investigation 20

You have 20 m of fencing to enclose a part of your yard as an outdoor, rectangular-shaped enclosure for your
rabbits. You want to enclose the largest possible area with this amount of fencing.

1 Draw asuitable diagram to represent this scenario. Letting x represent the width of the enclosure,
express the sides of the rectangle in terms of x.

2 Write down an expression for the area of the enclosure in terms of x. State the domain of x and explain
why it has this domain.

Find the dimensions of the enclosure which maximizes its area, and find the maximum area.
4 Comment on the geometric significance of the dimensions of the largest enclosure.

Show that for any rectangular enclosure with fixed perimeter P, the maximum area will always be the
same geometric shape as that which you found in question 3.

6 Repeat questions 1-3 to find the maximum area that can be enclosed by an isosceles triangle with a
perimeter of 20 m. What can you say about the three sides of the triangle?

? I How does finding a mathematical model for a general case help you apply solutions to
particular cases?
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Atbildes:

Investigation 20

Conceptual understanding:

Finding a mathematical model for a general case allows for multiple applications to specific cases.

2 A=x(10-x); domain0 < x <10. x = 0 because width cannot be negative, and x <10 in
order that the length of the enclosure is non-zero.

3 length = width = 5m; Area = 25m?

4 The largest enclosure is a square.

5 If width = x, then length = S
Differentiating this: s = = 2x
dx 2

Setting equal to zero: g‘_A =0=x= % . Hence, all sides of the rectangle are equal, therefore
X

the rectangle is a square.

and hence A= %X(P -2x).

6 Letting x be the base of the triangle gives 19.2 cm?; equilateral triangle.

7 Conceptual: How does finding a mathematical model for a general case help you apply

solutions to particular cases?

Answer (this is the conceptual understanding): Finding a mathematical model for a

general case allows for multiple applications to specific cases.

Example 26

A cardboard box manufacturer makes open
boxes by cutting equal squares of side length

x cm from the corners of a rectangular piece

of cardboard measuring 15 cm by 24 cm. The
sides are then folded up, as shown in the
diagram. Find x so that the volume of the box is
maximized, and find the maximum volume of
the box. Check your answers graphically.

' length: 24 — 2x

width: 15 = 2x

x>0

24 -2x>0=>x< 12
15-2x>0=x<7.5

So, 0cm < x<7.5cm

Volume V= length x width x height
(24 — 2x) x (15— 2x) x x
(360 — 48x — 30x + 4x2)x
(360x — 78x% + 4x*)cm’?

]

dv g
— =360-156x+12x"
dx
V |4
L 12(x=-10)(x-=3) d— 0Owhenx=3orx
dx dx

x =10 is not within the domain of possible x.

H—L::—156—14I.
dx

15 cm

24 cm :>

The length and width of the base of the
box are the original dimensions of the
piece of cardboard, minus the box sides.

In this context, all side lengths must be
positive. You can use this to find the
domain of x.

Find an expression for the volume of
the box in terms of x.

10 | To maximize the volume, we need to

find the maximum point on the graph

of V. Hence, find d_'l
dx

dv ; ; ;
Set " 0 to find the turning points.
ax
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d’v . . .
When x =3 —=-84<0=V hasalocal Recall that Oem <x < 7.5 cm.
maximum at x =3
. 2 3 . 2 . .
Hence, V= =360(3)-78(3)" +4(3) Find 97 and use it to determine the
oax
V.. =486 cm? nature of the turning point at x = 3.
O Substitute x = 3 into the equation for V
51';' X (3, 486) and calculate the maximum volume.
Use your GDC to plot a graph of V
i T against x for 0 cm < x < 7.5 cm.
0 5
Check that V has a maximum at (3, 486).
The graph shows that the maximum volume
V.. =486 cm? occurs when x =3 cm.

Resurss: https://dc.edu.au/mathematics-2-unit-geometric-applications-of-calculus/, nodala Maximisations and
Minimisations problems, skatits 19.04.2020.

Maximisation and Minimisation problems

We now will look at some problems involving maximisation and minimisation of a certain quantity. In this
topic, we simply set up a certain dependent variable as a function of another independent variable, which
allows us to obtain a maximum or minimum value of the dependent variable, for some value of the
independent variable, within the domain of the independent variable. A number of these questions also
require some form of extra information, given in the question, to express the independent variable in terms of
a single variable, rather than several variables.

Questions in this topic typically involve real life physical problems, but may at times involve other
phenomena such as economic fluctuations, and in those cases, one will be given the relation between the
independent and dependent variable. The table below illustrates the steps required to complete such
guestions.

© Draw a realistic and accurate diagram.

£ Find the variable that is to he maximised/minimised (dependent variable), and any other related
variables (independent variables). Allocate appropriate pronumerals to these variables.

£ Express the maximised/minimised variable in terms of the other variables.

©

If the expression for your maximised/minimised variable is in terms of several variables, look through
the question to find a further relationship between the independent variables involved within the
expression for the maximised/minimised variable.

o

Apply calculus by maximising/minimising the dependent variable. Check that your answer is in fact a
maxima or minima (by using the second derivative test or a table of values).

© Finally check that the value is indeed the global maxima/minima for the domain of the dependent
variable (check that your answer makes physical sense, and that there are no values which are
larger/smaller than that value — often a good method to check is to draw a quick sketch (if possible) of
the relation between the independent and dependent variables).
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We shall illustrate this algorithm in the example below.

Example 9

What is the largest area of land that may be enclosed by a 50 metre length of rope, provided that the area of
land must be rectangular (or square)?

Solution 9

Firstly, we draw a diagram, depicting the situation.

N x > P=50m
11
A ¥y
N v

Firstly we note the differing variables within this problem and allocate variables to them.
A = Area of Land (square metres)

r = Length of one side (metres)

v = Length of other side (metres)

We also have that the perimeter () is equal to 50 metres.

MNow, since the area of a rectangle is length by breadth, we have that

A=y

Now, since 4, the dependent variable is in terms of two variables, we must find a relationship between x
and ¥. The perimeter is 5 metres. Using this and the general expression for the perimeter of a rectangle we
have that,

So, to obtain the maximum value, we simply differentiate A with respect to .

A _ 95 _ 9
e =20—2r
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We shall set dA/dr to zero to find any possible maxima.

25—2,r=n{=:=_r=

[

Now, we find the second derivative to show that the above is a maxima.

G =-2<0

Hence we have that there exists a maxima at r = 25/2.

(In fact, this maxima is a globular maxima, since the curve is always concave down and continuous and
hence any maxima becomes automatically a globular maxima. The same applies for the case of a minima
0N a concave up curve — This argument is one way to show that a maxima/minima is in fact a globular
counterpart)

So, since xr = 25,2 makes physical sense, and is definitely the globular maxima on the domain of A(x), it
follows that the maximum area is given by,

llla.‘{{A} = [25}(25 — 25) = 5—215 = 156.25m?

Hence the maximum area enclosed by the rope is 156,25 m2.
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2. stunda. Atvasinajuma pielietojums fizika.
No macibu gramatas: Mathematics: analyses and aproaches, standard level. Awada N. u.c. Oxford University

Press. 265. - 267. Ipp.

* Velocity, v(1), is the derivative of the displacement function $(7).
ds ;
vit)=—or s(f)
{r) 5 (

= Acceleration, a(f), is the derivative of the velocity.
dv. 4% .
aify=—=—ors (i)
dt”

dt

When vand a have the same sign, an object is speeding up [accelerating).
When vand a have different signs, an object is slowing down (decelerating).

Example 28

A particle moves in a horizontal line so that its position from a fixed point after
t seconds, where (2 0, is s metres, where s(t) = 512 — 1,

a Find the position, velocity and acceleration of the particle after 1 second.

b Determine whether the particle is speeding up or slowing down at r= 1.

¢ Find the values of t when the particle is at rest.

d Find the time intervals on which the particle is speeding up, and the intervals on which it
is slowing down,

e Find the total distance the particle travels in the first 3 seconds.

a s(l)=5(1)-1=4m
vir) =5'(1) = 10t — 41 ms™!
vily=6 ms™!
a(t) =v(t)=10- 12 ms™?
a(l)=-2 ms2

b Since v and a have opposite signsatr= 1,
the particle is slowing down.

¢c 10t-4 =0
26(5-21)=0

5
t=0,t=, |-
\2
d 10-12°=0
5
t=,|-
¥
5
 § Ucr{\]: ﬁ{r{ﬁf:* E
6 6 2
Signof v - + -
Signofa + = =
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Find the value of s(1).

Differentiate s to get an expression for v,
and evaluate at 1= 1.

Differentiate v to get an expression for a,
and evaluate at 1 = 1.

The particle is at rest when v=0.

Reject the negative value of the square
root, since r = 0.

Find the places at which the acceleration
changes sign. Again, ignore the negative
value for 1.

Compare the signs ol velocity and
acceleration each time at each interval
on which one of them changes.

Both v and a have the same sign on these
intervals.
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The particle is speeding up when
[5 IE v and a have different signs on this
0<t< |= and r > = interval.
Ve 2
The particle is slowing down when
[5 5
= g i
' 2
e Distance is always positive, so you must Initially the particle is at 0.
find the distance the particle travels in one

T e i : Find the displacement of the particle when
direction, and then the distance it travels

—
the other direction, and add these together. | changes direction at f = 2
5(0) =0 V2

P o2 Pl e

R =6.25m

"\\'2 —1¥2] Tlyz) "™
Particle travels 6.25 — 0 = 6.25 m in the
positive direction.
$(3)=5(3)2-(3)*= =36 m Find the displacement of the particle after

3 seconds.

Particle travels 6.25 — (-36) =42.25 m in Find distance particle travels in the
the negative direction, negative direction.

So total distance travelled in [irst Add the two distances together.
3 seconds =6.25 +42.25 =48.5 m.

Resurss: https://www.siyavula.com/read/maths/grade-12/differential-calculus/06-differential-calculus-07, sadala

Rates of change, skatits 25.04.2020.

We have learnt how to determine the average gradient of a curve and how to determine the gradient of a
curve at a given point. These concepts are also referred to as the average rate of change and the
instantaneous rate of change.

flz+h)— f(=)
(x+h)—=z

h) —
Instantaneous rate of change = ;],m% Flz+ ; f(z)
—+

Average rate of change =

When we mention rate of change, the instantaneous rate of change (the derivative) is implied. When
average rate of change is required, it will be specifically referred to as average rate of change.

Velocity is one of the most common forms of rate of change:

Average velocity = Average rate of change

Instantaneous velocity = Instantaneous rate of change
= Derivative

Velocity refers to the change in distance (s) for a corresponding change in time ().

v(t) = % =s'(t)
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Acceleration is the change in velocity for a corresponding change in time. Therefore, acceleration is the
derivative of velocity

a(t)=17(t)

This implies that acceleration is the second derivative of the distance.

a(t) = s" (t)

WORKED EXAMPLE 23: RATE OF CHANGE

QUESTION

The height (in metres) of a golf ball ¢ seconds after it has been hit into the air, is given by
H (t) = 20t — 5t2. Determine the following:

1. The average vertical velocity of the ball during the first two seconds.
2. The vertical velocity of the ball after 1,5 s.

3. The time at which the vertical velocity is zero.

4. The vertical velocity with which the ball hits the ground.

5. The acceleration of the ball.

SOLUTION
Step 1: Determine the average vertical velocity during the first two seconds
H(2) - H(0)
Vave = 20
{20 (2) - 5(2)2] - {2{1 (0) — 5(0]2]
2

40 — 20
2
=10m.s

1

Step 2: Calculate the instantaneous vertical velocity

v(t) = H'(t)
dH
dt
=20 — 10t

Velocity after 1,5 s:

v(1,5) =20 — 10 (1,5)

—5m.s *
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Step 3: Determine the time at which the vertical velocity is zero

v(t)=0
20-10t=0
10t = 20
t=2

Therefore, the velocity is zero after 2 s

Step 4: Find the vertical velocity with which the ball hits the ground
The ball hits the ground when H (¢) = 0

20t — 5t2 =10
5t(4—t) =0
t=0o0ort=4

The ball hits the ground after 4 s. The velocity after 4 s will be:

v(4) = H' (4)
=20-10(4)
= —20m.s !
The ball hits the ground at a speed of 20 m.s . Notice that the sign of the velocity is negative

which means that the ball is moving downward (a positive velocity is used for upwards motion).

Step 5: Acceleration
a=1v(t)=H"(t)
= —10

c.a=—10 m.s 2

Just because gravity is constant does not mean we should necessarily think of acceleration as a
constant. We should still consider it a function.
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3. stunda Atvasinajuma pielietojums ekonomika.
No macibu gramatas: Mathematics: analyses and aproaches, standard level. Awada N. u.c. Oxford University

Press. 263. - 264. Ipp.

Optimization techniques are used throughout industry, since the TOK

goal is to maximize profits. A company’s profit is the amount left

over after the costs of production have been subtracted from the How can you justify the

company’s total income (sometimes called revenue). In other words, raise in tax for plastic

profit is the difference between revenues and costs. If profit is containers eg plastic

represented by p(x), revenue by r(x) and costs by ¢(x), then bags, plastic bottles

pilx) = rix) — cix). etc. using optimization?
Example 27

A small company manufactures and sells fishing poles. The cost of manufacturing fishing
poles can be modelled by the function ¢(x) = 7x + 3, where x is the number of batches (each
containing 1000 poles) manufactured. Revenue is modelled by r(x) = x> — 10x2 + 20x. The
company has enough workers to produce a maximum of 1200 fishing poles.

a State the domain of both the cost and revenue functions.

Find the number of fishing poles that the company should manufacture in order to
maximize its profits.

The company introduces a new process which allows them to produce 6000 poles.
¢ Find the number of poles that would cause the company to minimize profits (or
maximizes losses).

d By graphing the cost and revenue functions, find the number of poles which should be
manufactured if the company is to just break even (that is, the production level at which
the costs and revenues are equal).

e It would not maximize the company’s profits to produce as many poles as workers are
capable of producing. Use your graph to explain why.

a For both functions, 0 < x< 1.2 The company can produce a maximum of
1200 poles, which is 1.2 thousand units.

p(x)=r(x)—c(x)

b p(x)=(x*—10x2+20x) — (7x + 3) Find the x-values where p’(x) = 0.
=x3-10x2+13x-3
p(x)=3x*-20x+ 13 You can use the polynomial root finder on
32 — 30x+ 13=0 = x, = 0.730; your GDC to find when p’(x) = 0.
X, =594
p"(x)=6x-20 Use the second derivative to determine the
p7(0.730) <0=> x=0.730 is a nature ol these points.
maximuim
Since x is in thousands of units, the Interpret your answer in the context of the

production level necessary to maximize | problem.
profits is 730 fishing poles.

c p(5.94) >0 = x=5.94is a minimum,
sO at x = 5.94, the profit function p has
an absolute minimum in its domain.
The production level that would
maximize losses is 5940 fishing poles.
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d The company will break even at 296 The company breaks even when costs equal
lishing poles and at 1190 fishing poles. | revenues. From the graph that is at x=0.296

AEE— (that is, 296 [ishing poles) or at x = 1.19 (that
y is, 1190 fishing poles).
60 4
1(1.19¢11.3)
101 625¢ 5.07)

1 rx) =% - 1022 + 20x

50

e The company’s revenues decrease,
despite the cosis continuing to
increase. This may be because of lack
of demand for so many poles; which
would mean they cannot sell them all.

Exercise

2 The profit, $y, generated from the sale
of x laptops is given by the formula
y = 600x + 15x% — x*. Find the number of
laptops, x, which maximizes profit, and
determine the maximum profit.

No macibu gramatas: Mathematics for the international student. Mathematics SL third edition. Haese R., Haese
S., Haese M. u. c. Izdevéjs: Haese Mathematics. 425. Ipp.

_Example & | <) Self Tutor

The cost in dollars of producing x items in a factory each day is given by

C(x) = 0.000132° + 0.0022* + Sz, + 2200

labour raw materials fixed costs
a Find C’(x), which is called the marginal cost function.
b Find the marginal cost when 150 items are produced. Interpret this result.
¢ Find C(151) —C(150). Compare this with the answer in b.

a The marginal cost function is
C'(z) = 0.0003922 + 0.004z + 5 dollars per item. chord / ci51)
b C’(150) = $14.38 (¢ answer)

This is the rate at which the costs are increasing with
respect to the production level 2 when 150 items are
made per day.

tangent
(b answer)

It gives an estimate of the cost increase in total cost

from making the 151st item. / . C(150)
¢ C(151) — C(150) =~ $3448.19 — $3433.75 150 151
= $14.44

This is the actual increase in total cost from making the 151st item each day, so the answer
in b gives a good estimate.
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Resurss: http://math.hawaii.edu/~mchyba/documents/syllabus/Math499/extracredit.pdf , skatits 26.04.2020.

In recent years, economic decision making has become more and more mathematically
oriented. Faced with huge masses of statistical data, depending on hundreds or even
thousands of different variables, business analysts and economists have increasingly
turned to mathematical methods to help them describe what is happening, predict the
effects of various policy alternatives, and choose reasonable courses of action from the
myriad of possibilities. Among the mathematical methods employed is calculus. In this
section we illustrate just a few of the many applications of calculus to business and
v economics. All our applications will center on what economists call the theory of the
firm. In other words, we study the activity of a business (or possibly a whole industry)
and restrict our analysis to a time period during which background conditions (such as
supplies of raw materials, wage rates, and taxes) are fairly constant. We then show how
. ® derivatives can help the management of such a firm make vital production decisions.
e Management, whether or not it knows calculus, utilizes many functions of the sort
we have been considering. Examples of such functions are

Cost

1 5 10
Production level R(x) = revenue generated by selling = units of the product,

x C(z) = cost of producing x units of the product,

(a) P(z) = R(z) — C(x) = the profit (or loss) generated by producing and
(selling  units of the product.)

Note that the functions C(z), R(z), and P(x) are often defined only fer nonnegative
integers, that is, for + = 0,1,2,3,.... The reason is that it does not make sense
to speak about the cost of producing —1 cars or the revenue generated by selling
3.62 refrigerators. Thus, each function may give rise to a set of discrete points on a
graph, as in Fig. 1(a). In studying these functions, however, economists usually draw
a smooth curve through the points and assume that C(r) is actually defined for all
positive . Of course, we must often interpret answers to problems in light of the fact
that z is, in most cases, a nonnegative integer.

Cost

1 5 10
Production level . y : "
Cost Functions If we assume that a cost function, C'(z), has a smooth graph as

1 Py : < 7
) in Fig. 1(b), we can use the tools of caleulus to study it. A typical cost function is
Figure 1 A cost function. analyzed in Example 1.

EXAMPLE 1 Marginal Cost Analysis Suppose that the cost function for a manufacturer is given by
C(z) = (107%)2® — .003z? + 5z + 1000 dollars.
(a) Describe the behavior of the marginal cost.

(b) Sketch the graph of C(x).

SOLUTION  The first two derivatives of C'(x) are given by
C'(z) = (3-107%)z% — .006z + 5
C"(z) = (6-107%)x — .006.

Let us sketch the marginal cost C’'(x) first. From the behavior of C'(x), we will be
able to graph C(z). The marginal cost function y = (3-107%)z% — .006x + 5 has as
its graph a parabola that opens upward. Since y' = C"(z) = .000006(z — 1000), we
see that the parabola has a horizontal tangent at = = 1000. So the minimum value of
C'(x) occurs at = = 1000. The corresponding y-coordinate is

(3-107%)(1000)% — .006 - (1000) + 5 =3 -6+ 5 = 2.

The graph of y = C’(z) is shown in Fig. 2. Consequently, at first, the marginal cost
decreases. It reaches a minimum of 2 at production level 1000 and increases thereafter.

This answers part (a). Let us now graph C(z). Since the graph shown in Fig. 2 is the
graph of the derivative of C(z), we see that C’(z) is never zero, so there are no relative
extreme points. Since C'(z) is always positive, C(z) is always increasing (as any cost
curve should). Moreover, since C'(z) decreases for x less than 1000 and increases for
z greater than 1000, we see that C(x) is concave down for x less than 1000, is concave
up for z greater than 1000, and has an inflection point at z = 1000. The graph of
C(x) is drawn in Fig. 3. Note that the inflection point of C(x) occurs at the value of
z for which marginal cost is a minimum.
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Price

y=C'(x)
(1000, 2)

1
1000
Figure 2 A marginal cost function.

y = C(z)

- T
1000

Figure 3 A cost function.

Quantity

Figure 5 A demand curve.

» Now Try Exercise 1

Actually, most marginal cost functions have the same general shape as the
marginal cost curve of Example 1. For when z is small, production of additional
units is subject to economies of production, which lowers unit costs. Thus, for z small,
marginal cost decreases. However, increased production eventually leads to overtime,
use of less efficient, older plants, and competition for scarce raw materials. As a result,
the cost of additional units will increase for very large z. So we see that C'(x) initially
decreases and then increases.

Revenue Functions In general, a business is concerned not only with its costs, but
also with its revenues. Recall that, if R(z) is the revenue received from the sale of
z units of some commodity, then the derivative R'(x) is called the marginal revenue.
Economists use this to measure the rate of increase in revenue per unit increase in
sales.

If z units of a product are sold at a price p per unit, the total revenue R(z) is
given by

R(z)=z-p.

If a firm is small and is in competition with many other companies, its sales have little
effect on the market price. Then, since the price is constant as far as the one firm is
concerned, the marginal revenue R'(z) equals the price p [that is, R'(z) is the amount
that the firm receives from the sale of one additional unit]. In this case, the revenue
function will have a graph as in Fig. 4.

v

R(x) = px

Revenue

Figure 4 A revenue curve. Quantity

An interesting problem arises when a single firm is the only supplier of a certain
product or service, that is, when the firm has a monopoly. Consumers will buy large
amounts of the commodity if the price per unit is low and less if the price is raised.

For each quantity z, let f(z) be the highest price per unit that can be set to sell all
T units to customers. Since selling greater quantities requires a lowering of the price,
f(z) will be a decreasing function. Figure 5 shows a typical demand curve that relates
the quantity demanded, x, to the price, p = f(z).

The demand equation p = f(x) determines the total revenue function. If the firm
wants to sell = units, the highest price it can set is f(z) dollars per unit, and so the
total revenue from the sale of z units is

R(z)=z-p==z- f(x). (1)

The concept of a demand curve applies to an entire industry (with many produc-

ers) as well as to a single monopolistic firm. In this case, many producers offer the

same product for sale. If x denotes the total output of the industry, f(x) is the market

price per unit of output and x - f(x) is the total revenue earned from the sale of the
T units.
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EXAMPLE 2

SOLUTION

R R(x) = 6x — %.rz

Revenue

1
[
[
[
[
[
[
[

€

]

Figure 6 Maximizing revenue.

EXAMPLE 4

SOLUTION

Maximizing Revenue The demand equation for a certain product is p = 6— ,;—:r: dollars.
Find the level of production that results in maximum revenue.

In this case, the revenue function R(x) is
R(z)=z-p==x (6— %x) =6z — %a:2

dollars. The marginal revenue is given by
R(z)=6—z.
The graph of R(x) is a parabola that opens downward. (See Fig. 6.) It has a horizontal

tangent precisely at those z for which R'(x) = 0—that is, for those x at which marginal
revenue is (. The only such z is = 6. The corresponding value of revenue is

1
R(6) =6-6 — 5(6)2 = 18 dollars.
Thus, the rate of production resulting in maximum revenue is x = 6, which results in
total revenue of 18 dollars. » Now Try Exercise 3

Maximizing Profits ~ Suppose that the demand equation for a monopolist is
p = 100 — .01z and the cost function is C(z) = 50z + 10,000. Find the value of z
that maximizes the profit and determine the corresponding price and total profit for
this level of production. (See Fig. 9.)

-

. p =100 — .0lx

Price

Figure 9 A demand curve. Quantity

The total revenue function is

R(z) = z-p = (100 — .01z) = 100z — .01z>.

Hence, the profit function is

P(z) = R(z) — C(=)
= 100z — .01z% — (50 + 10,000)
= —.01z% + 50z — 10,000.

The graph of this function is a parabola that opens downward. (See Fig. 10.) Its
highest point will be where the curve has zero slope, that is, where the marginal profit
P'(x) is zero. Now,

P'(z) = —.02z + 50 = —.02(z — 2500).

P

(2500, 52,500)

P(r) = —.01z* + 50z — 10,000

Profit

Figure 10 Maximizing profit.

So P'(x) = 0 when x = 2500. The profit for this level of production is
P(2500) = —.01(2500)° + 50(2500) — 10,000 = 52,500 dollars.

Finally, we return to the demand equation to find the highest price that can be charged
per unit to sell all 2500 units:

p =100 — .01(2500) = 100 — 25 = 75 dollars.

Thus, to maximize the profit, produce 2500 units and sell them at $75 per unit. The
profit will be $52,500. » Now Try Exercise 17
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6.4. temats: Atkartojums. Funkcijas atvasinajums pielietojums.

Laiks: 40 min.

Planotais sko-
lenam sasnie-
dzamais re-
zultats

Risina dazada konteksta uzdevumus, izmantojot funkcijas atvasinaju-
mu.

Nodarbibas gaita: soli, kas tiek Istenoti.

Aktualizacija

Skoléni 1-2 miniites paros izruna, kur un ka izmanto atvasinajumu. Péc
tam frontali izruna, ko skoléni atceras. Galvenas divas atzinas, lidz ku-
ram janonak:
* Ar pirmas kartas atvasindjumu var atrast ekstrema punktus,
pieméram, maksimalo laukumu, pelnu u.c.
* Ja ir dots koordinatas vienadojums x(t), tad x'(t) ir kermena
atrums (jeb cita procesa izmainas datrums), bet x''(t) - paatri-
najums.

LietoSana

Skoleni patstavigi risina uzdevumus. Péc nepiecieSamibas konsultéjas
ar skolotaju vai klases biedriem.

Ja nepiecieSams, skolotajs kadu uzdevumu izruna frontali vai frontali
iesak ta risinasanu (pieméram, 3. uzdevumu, jo tieSi tada veida uzde-
vums iepriekSéjas stundas nav apliikots).

Skolot3ja ieprieks ir sagatavojusi uzdevumu risinajumus pa soliem. Uz
tafeles var uzrakstit tikai atbildes, ar kuram skoléni var salidzinat savus
rezultatus.




Gatavosanas parbaudes darbam
Atvasinajuma pielietojums
1. uzdevums
400 m? lielu taisnstiirveida zemes gabalu ierobeZo Zogs, kura garums ir vismazakais. Aprékini
Zoga garumu.

2. uzdevums
Pirmais kermenis kustas péc likuma x,(t)=2t’—4t°+5t, bet otrais — péc likuma
x,(t)=2¢’—1,5¢t*. Aprékini $o kermenu paatrinajumus laika momentos, kad to atrumi ir

vienadi.

3. uzdevums (var izmantot kalkulatoru)
Skaitli 48 uzraksti ka divu pozitivu skaitlu summu t3, lai pirma skaitla kuba un otra skaitla
kvadrata summa biitu vismazaka.

4. uzdevums
RaZoSanas kompanija pardod velosipédus. @ RaZoSanas izmaksas apraksta funkcija
c(x)=20x+0,0025 x°, bet ienakumus - funkcija r(x)=60x+0,005x* . Uzdevumi:

a) nosaki, pie kada pardota velosipédu daudzuma pelna bis vislielaka,

b) aprékini, par cik palielinas kopégjas izmaksas, razojot 8001. velosipédu.

5. uzdevums
Kermenis parvietojas péc sakaribas x(t)=3t*—t’, kur x ir parvietojums metros, bet t — laiks
sekundés. Uzdevumi:

a) nosaki laika momentus, kuros kermenis nekustas,

b) nosaki laika intervalus, kuros kermena atrums palielinas un samazinas,

c) aprekini kermena veikto celu pirmajas 4 sekundes.

6. uzdevums

Jaizgatavo koniska piltuve, kuras veidule 1=10 cm. Cik lielam jabiit piltuves pamata
radiusam, lai tas tilpums biitu vislielakais?
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Vards, uzvards, klase
Parbaudes darbs
Atvasinajuma pielietojums
1. variants

1. uzdevums (___ /7 punkti)
Skaitli 16 sadali divos saskaitamos ta, lai to kvadratu summa biitu vismazaka'!

2. uzdevums (___/9 punkti)
Dalina kustas taisna virziena péc likuma x(t)=t’—6t*, x dots metros, t - sekundés. Uzdevumi:
a) uzraksti funkciju, kas izsaka dalinas atrumu,
b) uzraksti funkciju, kas izsaka dalinas paatrinajumu,
c¢) nosaki, kad dalinas atrums ir nulle,
d) nosaki, kad dalina maina kustibas virzienu,
e) aprékini dalinas atrumu laika momenta, kad tas padatrinajums ir 18 m/s?,
f) aprékini dalinas veikto celu pirmajas 6 sekundés!
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3. uzdevums ( / 9 punkti)
RazZoSanas kompanija pardod zimulus. Kompanija maksimali spéj saraZot 4000 zimulus ménesi. RaZoSanas iz-

maksas apraksta funkcija c(x)=x’+2,5x", bet ienakumus - funkcija r(x)=2x>-5x*+12x , kur x — 1000 zi-
mulu palete, c(x) un r(x) — funkcijas, kuru rezultats ir simtos eiro. Uzdevumi:
a) nosaki, pie kada saraZotd un pardota zimulu daudzuma pelna bis vislielaka,

b) aprekini vislielako iespéjamo pelnu,

c) nosaki, pie kada saraZota un pardota zimulu daudzuma pelna bus vismazaka.

4. uzdevums ( / 7 punkti)
Regularas trijstiira prizmas pamata malas un augstuma garumu summa ir 3 m. Aprekini Sada veida prizmas

vislielako tilpumul!

5. uzdevums ( / 8 punkti)
Vienadsanu trapeces Saurais lenkis ir 45° un perimetrs — 4 cm. Nosaki trapeces augstumu ta, lai trapeces

laukums biitu vislielakais.
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Vards, uzvards, klase
Parbaudes darbs
Atvasinajuma pielietojums
2. variants
1. uzdevums (___ /7 punkti)

Skaitli 18 sadali divos saskaitamos ta, lai to divkarSota pirma saskaitama un otra saskaitama kvadrata summa
butu vismazaka!

2. uzdevums (___/9 punkti)
Dalina kustas taisna virziena pec likuma x (t):4t3— 12t x dots metros, t - sekundés. Uzdevumi:
a) uzraksti funkciju, kas izsaka dalinas atrumu,
b) uzraksti funkciju, kas izsaka dalinas paatrinajumu,
c) nosaki, kad dalinas atrums ir nulle,
d) nosaki, kad dalina maina kustibas virzienu,
e) aprékini dalinas atrumu laika momenta, kad tdas paatrinajums ir 72 m/s?,
f) aprékini dalinas veikto celu pirmajas 3 sekundés!
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3. uzdevums ( / 9 punkti)
RazZoSanas kompanija pardod zimulus. Kompanija maksimali spéj saraZot 4000 zimulus ménesi. RaZoSanas iz-

maksas apraksta funkcija c(x)=x’+2,5x", bet ienakumus - funkcija r(x)=2x>-5x*+12x , kur x — 1000 zi-
mulu palete, c(x) un r(x) — funkcijas, kuru rezultats ir simtos eiro. Uzdevumi:
a) nosaki, pie kada saraZotd un pardota zimulu daudzuma pelna bis vislielaka,

b) aprekini vislielako iespéjamo pelnu,

c) nosaki, pie kada saraZota un pardota zimulu daudzuma pelna bus vismazaka.

4. uzdevums ( / 7 punkti)
Cilindra aksialSkeluma perimetrs ir 6 cm. Aprekini sada veida cilindra vislielako iespéjamo tilpumu!

5. uzdevums ( / 8 punkti)
Vienadsanu trapeces Saurais lenkis ir 45° un perimetrs — 8 cm. Nosaki trapeces augstumu ta, lai trapeces

laukums biitu vislielakais.
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Kriteriji

lf:' Kritérijs Punkti Iﬁi‘;
Uzraksta 2 skaitlu summu un pielidzina to dotajam skaitlim. 1
Izveido funkciju, kas apraksta doto situaciju. 1
Izsaka vienu nezinamo un ievieto funkcija. 1

1. | Atvasina iegiito funkciju. 1 7
legiito atvasinajumu pielidzina 0, lai iegtito ekstréma punktus. 1
Apréekina pirmo skaitli. 1
Aprekina otro skaitli. 1
Uzraksta funkciju, kas izsaka atrumu ( x'(t) ). 1
Uzraksta funkciju, kas izsaka paatrinajumu ( x''(t) ). 1
Nosaka, kad dalinas atrums ir nulle ( x'(t)=0). 1
Nosaka, kad dalinas atrums ir nulle (otrais laika bridis, kad atrums ir 1
nulle).

9 Pielidzina paatrinajuma vienadojumu dotajam paatrinajumam. 1 9
Nosaka t, kad paatrinajums ir 18 m/s* (92 m/s?). 1
Aprekina dalinas atrumu ar iegiito t. 1
Aprekina veikto celu lidz laika bridim, kad dalina maina virzienu. 1
Aprekina kopa veikto celu, saskaitot veikto celu I1dz laika bridim, kad
dalina maina virzienu un atpakalveikto celu 11dz koordinatu sakum- 1
punktam.

Tegiist pelnas funkciju p(x) . 1
Atvasina pelnas funkciju. 1
Atvasinajumu pielidzina nullei, lai ieglitu ekstréma punktus. 1
Nosaka, kurs no ekstréemiem ir lokalais maksimums jeb x vértiba, ar 1

3 kuru pelna biis vieslielaka. 9
Nosaka zimulu daudzumu, ar kuru pelna bis vislielaka, izmantojot, 1
ka x ir 1000 zimulu palete.

Apréekina pelnas funkcijas vértibu pie iegiita lokala maksimuma. 1
Apreékina vislielako iespgjamo pelnu, izmantojot, ka pelnas funkcijas 1

rezultats ir simtos eiro.




Nosaka, kurs no ekstrémiem ir lokalais minimums jeb x vértiba, ar
kuru pelna biis vismazaka.

Nosaka zimulu daudzumu, ar kuru pelna biis vismazaka, izmantojot,
ka x ir 1000 zimulu palete.

Uzraksta vienadojumu, kas izsaka malas un augstuma garuma summu
(perimetru).

No vienadojuma izsaka augstumu (vienu no aksialSkéluma malam).

Uzraksta, ar ko vienads ir prizmas pamata augstums (cilindra augst-
ums).

Izveido funkciju, kas izsaka tilpuma atkaribu no prizmas pamata ma-
las (vienas cilindra aksialSkéluma malas).

Atvasina tilpuma funkciju.

Atvasinajumu pielidzina nullei un atrod ekstréma punktus.

Izvelas ekstréema punktu, kas nav vienads ar nulli, un aprékina vislie-
lako iespéjamo tilpumu.

Uzraksta vienadojumu, kas izsaka perimetru.

Aprékina trapeces sanu malu atkariba no augstuma.

Veic secinajumu, ka trijstiiris starp sanu malu un augstumu ir vien-
adsanu trijstaris un pamata dala, ko atSkel augstums, ir vienada ar
augstumu.

No perimetra vienadojuma izsaka abu pamatu summu (a + b), kas biis

nepiecieSama trapeces laukuma funkcijai S= # h.

Izveido trapeces laukuma funkciju atkariba no trapeces augstuma.

Atvasina laukuma funkciju.

Atvasinajuma pielidzina nullei.

Atrod ekstréma punktu jeb augstumu, ar kuru trapeces laukums biitu
vieslielakais.
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6. pielikums
Péetnieciskais darbs “2. ieverojama robeza”
2. ievérojama robeza

A(n)=A,(1+i)" —salikto procentu formula, kur A(n) — daudzums beigas
A, —daudzums sakuma

i — procentu likme attiecigaja perioda

n — periodu skaits

Uzdevums: Janoskaidro, kads biis daudzums beigas ar daZadam n vértibam, pielaujot loti lielas n veértibas.
Darba gaita:
1. Piepemsim, ka € 1000 ir iegulditi uz 4 gadiem ar fikséetu procentu likmi — 6% gada. Nosaki ieguldijuma
summu ceturta gada beigas, ja procentu likme tiek pieskaitita:
a) katra gada beigas (katru gadu, tatad n=4,i=6%=0,06 ),

6 %

b) katra ceturksSna beigas (Cetras reizes gada, tatad n=4-4=16,i= =0,015),

c) katra méneSa beigas,

d) katras nedélas beigas (52 nedélas),

e) katras dienas beigas (365 dienas),

f) katras stundas beigas,

g) katras mintites beigas,

h) katras sekundes beigas.

2. Uzrasti savus novérojumu par ieguldijumu summu ceturta gada beigas dazadiem procentu pieskaitiSa-
nas veidiem.
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3. Jarir gada procentu likme, t — gadu skaits, N — procentu izmaksu skaits gada, tatad

4. Nepartrauktajam pieaugumam procentu izmaksu skaits gada, N, palielinas.

Nt
Salikto procentu formula kliist: A (n)= AO( 1+%) .

1\ X

a) paradi, ka A(n)=A,[1+=—|"

b) apzimeé gza un paradi, ka A(n):AO((1+a

N

r

1

a) paskaidro, kapéc « ir liels lielam N vértibam,

b) aizpildi tabulu, uzradot péc iesp€jas lielaku ciparu skaitu aiz komata:

i

(0

(12

10

100

1000

10000

100000

5. Atrodi skaitla e vertibu (pieméram, ar kalkulatoru)!

6. Nosaki lim(1+é) =

a->ow

7. Ko vél esi uzzinajis par skaitli e?
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