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ANOTACIJA

Caulu programma ir lineari algebrisks skaitlosanas modelis, ar kura palidzibu var konstruet
programmas Bula funkciju rekinasanai. Ir zinams, ka caulu programmu var partaisit par
kvantu vaicajoso algoritmu. Pie tam, ¢aulu programmam var definet sarezgitibu ta, ka
partaisitajam kvantu algoritmam sarezgitiba sakristu ar caulu programmas sarezgitibu.
Lidz ar to ¢aulu programmas ir specigs riks kvantu algoritmu konstruesanai.

Ir zinams veids, ka uztaisit caulu programmu, kura rekinatu Bula formulu F(z4, ..., x,,), kas
sastav no logiskajiem elementiem (NOT, OR, AND). St darba meérkis ir izveidot metodi, ar
kuras palidzibu varetu konstruet pec iespejas optimalas caulu programmas, kuras rekinatu
Bula funkcijas, balstoties uz lemumu kokiem.

Atslegvardi: ¢aulu programma, lemumu koks, kvantu vaicajoSie algoritmi, Bula funkci-
jas.



ABSTRACT

Constructing quantum algorithms via span programs

Span program is a linear-algebraic model of computation. It can be used for constructing
programs that compute Boolean functions. It is well known, that any span program can
be transformed into quantum query algorithm. Moreover, complexity of span program
can be defined in a way, that transformed quantum query algorithm would have the same
complexity. This means that span program is a powerful tool for constructing quantum
query algorithms.

Given a Boolean formula F(z1, ..., x,) consisting of NOT, OR, AND gates, one can trans-
form it to span program. The main goal of this work is to create a method for constructing
span programs using a given decision tree.

Keywords: span program, decision tree, quantum query algorithms, Boolean functions.
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Ievads

Kvantu skaitlosana ir svariga datorzinatnes nozare, kas ir kvantu mehanikas un datorz-
inatnes apvienojums. Kvantu skaitloSanai ir liels potencials, jo ta var but pielietojama:
kriptografija, kimisko reakciju modelesana, meklesana un parlases paatrinasana.

Bila funkciju rekinasanai kvantu pasaule lieto kvantu vaicajosos algoritmus. Ar Q(f)
apzimesim labaka kvantu vaicajosa algoritma sarezgitibu. Interesanti ka Qo(f) var ier-
obezot no apaksas Qa(f) = Q(AdvE(f)), kur Adv*(f) ir aprakstams ar vienkarsu alge-
brisku izteiksmi, jo klasiski nekas tads nav zinams.

Kvantu vaicajo$o algoritmu sarezgitiba ir saistita ar ¢aulu programmam. Caulu programma
ir lineari algebrisks skaitlosanas modelis [8]. Salidzinosi nesen ¢aulu programmam tika ievi-
ests sarezgitibas mers, liecinieka izmers [3]. Velak bija pieradits Qa(f) = O(WSIZE(f))
[4]. Bet, taka WSIZE(f) ir duals ar AdvE(f), tad Qo(f) = O(WSIZE(f)) = O(Adv=(f)).
Savukart tas nozime, ka no efektivas caulu programmas var iegut efektivu kvantu vaicajoso
algoritmu.

Ir zinams veids, ka iegut ¢aulu programmu, kura rekinatu Bula funkciju F(z4, ..., z,), kas
sastav no logiskajiem elementiem (NOT, OR, AND). Sava darba autors ka pamatelementu
izvelas funkciju IF THEN ELSE, 8ai funkcijai ir liels potencials gadijuma, kad merkis ir
parveidot lemumu koku par c¢aulu programmu.

Sava kursa darba autors ir atradis veidu, ka apvienot divas funkcijas f un g funkcija IF
x THEN f ELSE ¢ [1]. Lidz ar to bakalaura darba autors megina novertet sarezgitibu
funkcijai, kas ir uzdota ar lemumu koku ar dzilumu, kas neparsniedz d un virsotnu skaitu,
kas neparsniedz v. Autoram izdevas iegut sekojoSos augsejos novertejumus O(+/dlog, v)
un O(v/dlog,v). Sie novertejumi palidz uzradit sakaribu starp caulu programmam un
bumbas meklesanas modeli [7], salidzino$i nesen atklato modeli, kurs palidz radit jaunus
kvantu algoritmus. Visbeidzot, Saja darba autors turpina meklet optimalako caulu pro-
grammu funkcijai IF z; THEN z, ELSE x3 V z4. Autors izstradaja programmaturu, ar
kuras palidzibu ir ertak meklet optimalakas ¢aulu programmas. Bet tomer atrast opti-
malako ¢aulu programmu funkcijai IF xy THEN z, ELSE 23 V 24 autoram neizdevas.
Darbs ir sadalits vairakas nodalas. Pirmaja nodala autors define problemas nostadni un
biezak lietotos apzimejumus. Otraja dala autors pierada augsejos un apaksejos noverteju-
mus caulu programmam, kuras rekina lemumu kokus, ka ar1 pierada bumbas mekleSanas
konstrukciju ar caulu programmam. Tresaja nodala autors uzrada savus pasreizejos rezulta-
tus optimalas ¢aulu programmas meklesanai funkcijai IF ;1 THEN x5 ELSE z3V 4. Pedeja
nodala ir apkopoti darba rezultati.



1. Problemas apraksts

1.1. Vaicajumu sarezgitiba

Pienemsim ka f ir dota Bula funkcija kas ievada pienem n bitus un atgriez 1 bitu:
f:4{0,1}" — {0,1}. Vaicajumu sarezgitiba peta cik ieejas bitus ir nepieciesams pavaicat
lai uzzinatu funkcijas vertibu. Piemeram, ja f ir AND funkcija un ir pavaicats bits kas ir 0,
tad jau ir zinams ka funkcijas vertiba ir 0 un nav nepieciesams vaicat parejus bitus. Tomer
AND funkcijai sliktakaja gadijuma, kad visi ieejas biti ir 1, ir nepiecieSsams vaicat visus
n bitus. Svarigi ka Saja modell mes neinteresejamies par algoritma atminu vai izpildes
laiku, bet tikai par vaicajumu skaitu. Lidz ar to vaicajumu sarezgitiba ierobezo algoritma
sarezgitibu no apaksas.

Jebkadu determineto algoritmu kurs rekina Bula funkciju f var aplukot ka lemumu koku,
kur pavaicata bita vertiba atbilst koka Skautnei, bet informacija par jau pavaicatiem bitiem
atbilst koka virsotnei. (skat. 1. att.) Skaidrs ka garakais koka dzilums ir vienads ar

0 1 0 1

1. att. Lemumu koks funkcijai Maj(xq,xs, 23)

vaicajumu skaitu sliktakaja gadijuma. Ar D(f) apzime labaka algoritma, kur§ rekina f,
garako lemumu koka dzilumu.

Kvantu pasaule vaicajumu sarezgitiba atskiras no vaicajumu sarezgitibas klasiska pasaule.
Kvantu pasaule vaicajums ir unitaras transformacijas pielietosana kvantu stavoklim: U |i) =
(=1)% |i). Ar Qo(f) apzime minimalo kvantu vaicajumu skaitu kas ir nepiecieSams lai
izrekinat funkcijas f vertibu ar ierobezotu kludu (algoritms atgriez pareizo atbildi ar var-

butibu > %) Piemeram, lai aprekinat funkciju z; @ x2 kvantu vaicajosam algoritmam
n

pietiek ar Q2(f) = 1 vaicajumu, lai aprekinat funkciju \/ x; kvantu vaicajosam algorit-
i=1

mam pietiek ar Q2(f) = O(y/n) vaicajumiem.
Talak paskaidrosim ka kvantu vaicajosie algoritmi ir saistitie ar ¢aulu programmam.

1.2. Caulu programmas

Caulu programma ir lineari algebrisks veids, ka uzdot Bila funkciju f. Formali ¢aulu pro-
gramma Py = (n,d,t, Ve, {Visp}), kur t ir d—dimensionals vektors iek§ C% un Viyee, Va0, Vi1,
Vo0, Va1, ..., V1 ir multikopas, kas sastav no d—dimensionalajiem vektoriem ieks Ce.
Caulu programma Py atbilst funkcijai f:

1, ja te Span(vaee U U ‘/74,371)
fa) =
0, citadi



n
leejai x ar A, apzimesim matricu, kuras kolonnas ir vektori no multikopas Viyee U U Vi,
i=1
n
un ar U, apzimesim matricu, kuras kolonnas ir vektori no multikopas |J V; ;.
i=1
Ja f(x) =1, tad eksiste tads w, ka A,w = t. Vektoru w sauc par pozitivo liecinieku.

Definicija 1. Par caulu programmas Py pozitiva liecinieka izmeru sauc:

WSIZE"(P;) = max min |w|?

N x: f(z)=1 Azgw=t

Ja f(z) = 0, tad vektora t projekcija uz span(V,) nevar but vienada ar t. Un hdz ar
to eksiste tads vektors w, kursS ir perpendikulars katram vektoram no span(V;), bet nav
perpendikulars ¢. Sadu vektoru w sauc par negativo liecinieku. Piezime, vektoram w ir
jabut normetam ta, ka |(w,t)| = 1.

Definicija 2. Par caulu programmas Py negativa liecinieka izmeru sauc:

WSIZE™(P;) = max min |Ulw||?

z:f (2)=0 AL w=0 A |(w,t)|=1

Definicija 3. Par caulu programmas sarezZgitibu (liecinieka izmeru) sauc:

WSIZE(P;) = \/ WSIZE+(P))WSIZE~(Py)

1.3. Risinata problema

Definicija 4. Ar ITE apzimesim Bula funkciju, kas ir defineta trim Bula funkcijam f, g, h
un ir vienada ar ITE(f, g, h) = if f then g else h

T z—1y)?

Definicija 5. Definesim firp : R?* — R sadi: frre(z,y) = M

Saja darba tiek turpinats autora kursa darbs [1]. Sava kursa darba autors ir pétijis ITE
funkcijas ar caulu programmam. Precizak, ir dota Bula funkcija ITE(xq, f(x1, x2,..., T,),
g(z1, z2,...,x,)) un pie ta jau ir zinamas Caulu programmas ar liecinieku izmeriem Wy un
W, funkcijam f un g respektivi, kursa darba merkis bija uztaisit pec iespejas optimalaku
caulu programmu ITFE funkcijai.

Kursa darbs bija motivets ar sekojoso noverojumu: darba [2] ir paradits ka uztaisit caulu

programmas funkcijam f V g un f A g ar liecinieka izmeru ,/W]? + W2, ja ir zinamas
caulu programmas funkcijam f un g, kur Wy ir funkciju W, liecinieka izmeri. Tas nozime
ka funkcijai ITE(xo, f,9) = (xo A f) V (mxg A g) eksisté ¢aulu programma ar liecinieka
izmeru 4 /Wf + Wg2 + 2. Ja Wy = Wy, sis novertejums ir aptuveni \/§Wf. Taja pasa laika,
pavaicajot bitu z klasiski un, atkariba no rezultata, vaicajot funkciju f vai g, mes varam
panakt sarezgitibu 1+ W;. Sis piemers motive meklet labakas ¢aulu programmas funkcijai

ITE.
Kursa darba bija pieradita sekojosa teorema:

Teorema 1. Funkcijai ITE(xo, f(z1, T, ...,xn), g(x1, T2,...,2,)) var konstruet caulu
programmu ar liecinieka izmeru

Wf+Wg+\/(Wf—Wg)2+4
2

frre(Wp, W) =

kur Wy, Wy ir funkciju f un g liecinieku izmeri.



St teorema dod iespeju partaisit lemumu koku par ¢aulu programmu. Ja T} ir funkcijas
f lemumu koks, x; ir pirmais mainigais, kuru jauta lemumu koks, 7Y, ir lemumu koks
funkcijai kur z; = 0 un 7y, ir lemumu koks funkcijai kur zy = 1, tad f =ITE(xy, fo, f1)
skat 2. att.

2.356

f=0 f=1

2. att. D(T) =3, V(T) =4 un TW(T) ~ 2.356

Definicija 6. Ja T ir lemumu koks, tad:
o Ar D(T) apzimesim lemumu koka dzilumu.
o Ar V(T) apzimesim lemumu koka virsotnu skaitu.

o Ar TW(T) apzimesim caulu programmas, kas iegutas, lietojot kursa darba konstruk-
ciju, [1], liecinieka izmeru funkcijai, kas ir uzdota ar lemumu koku T.

Raksta [3] ir uzradits, ka ¢aulu programmu var parveidot par kvantu vaicajosu algo-
ritmu. Sis rezultats kopa ar teoremu 1 dod jaunu veidu kvantu algoritmu konstruesanai:

Funkciia f .| LEmumu koks | Caulu .| Kvantu vaicidjoss
unkctja o T; " programma P; o algoritms

3. att. Veids, ka var konstruet kvantu vaicajoso algoritmu

Saja transformacija nav skaidrs, ka zinot lemumu koka struktiiru, novertet rezultejosa

kvantu algoritma sarezgitibu Q2(f). Raksta [4] ir pieradits, ka Qa(f) = O(WSIZE(f)).
Tatad, lai novertetu Qy(f) caur lemumu koku, pietiek novertet W SIZE(f) caur lemumu
koku.
Ja nemt vera tikai funkcijas determineto sarezgitibu D(f)(kas atbilst lemumu koka dzilu-
mam), tad gadijuma, ja lemumu koks ir pilns Q2(f) = O(D(f)). Kas nedod prieksrocibu
kvantu algoritmiem salidzinajot ar parastiem algoritmiem. Sis piemeérs parada , ka labakam
(Q2(f) novertejumam vajadzetu nemt vera ne tikai funkcijas f determineto sarezgitibu
D(f). Darba 2. nodala autors megina novertet Q)2(f), zinot lemumu koka dzilumu un
virsotnes skaitu.



Definicija 7. Ar W(v,d) apzimesim maksimalo liecinieka izmeéru kokam ar v virsotnem
un dzilumu, kas neparsniedz d.

W(v,d) = max TW(T)

D(T)<d A V(T)=v

Darba 3. nodala autors apluko funkciju ITE(z1, x2, x3V 24). Kursa darba autors atradis

sai funkcijai ¢aulu programmu ar liecinieku W%f VI-2v2 2.228, kas sakrit ar labako jau
zinamo liecinieku izmeru [5]. Tapat ir zinams, ka optimalakai ¢aulu programmai funkcijai
ITE(xy, x9, x3V x4) liecinieka izmers ir ~ 2.208.

Autoram neizdevas uzlabot kursa darba rezultatu, bet 3. nodala autors apraksta savus
uzlaboSanas meginajumus un pasreizejos rezultatus.



2. Lemumu koka analize

2.1. Novertejumi

Saja nodala tiks sniegti asimptotiski novertejumi funkcijai W (v, d). Autors pierada vienu
apaksejo novertejumu un divus augsejos:

e W(v,d) = Q( /%)
Od’l}

e W(v,d) = O(v/dlog,v)

e W(v,d) = O(y/dlog,v)

Visbeidzot, autors pieradis bumbu meklesanas algoritma konstrukeiju ([6] teorema 8), bal-
stoties tikai uz ¢aulu programmam.

Lemma 1. Funkcijas frrg ipasibas:
(a) frre(x,y) ir augosa pa katru mainigo.

(b) firp(x+ty+1t) = frre(r,y) +1

Pieradijums:

(a) dfire %(1 + L) > 0. Gadijums dfé% > ( ir idzigs.

dz (z—y)*+4
z+y+4/ (z—y)*+4

(b) Uzreiz seko no funkcijas definicijas: firp(z,y) = 5

Lemma 2. W(v,d) = max 1]‘}TE(T/V(x,al —1),W(y,d—1))
THy=v—

Pieradijums:

Jebkadu lemumu koku 7' var sadalit: saknes virsotne, kreisaja apakskoka 77, un labaja

apakskoka Tg. Tatad V(T) =14 V(1) + V(Tg) un

W(v,d) = max TW(T) =
D(T)<dAV (T)=v

= max fITE(TW(TL)v TW(TR)) =

D(T1),D(TR)<d—1A1+V (T1)+V (Tg)=v

= max frrp(W(z,d—1),W(y,d—1))
Kur pedeja vienadiba seko no lemmas 1. O

Lemma 3. Ar Tynp, apzimesim Bula funkcijas AN D (1, xy..., xy) lemumu koku (4. att.).
Ja sy =TW (Tanp,), tad sp > Vk

Pieradijums:

Pieradijums ar matematisko indukciju uz k.

Bazek=1:ss=1>1

Induktiva pareja: sxi1 = frre(sk,0) > fITE(\/E, 0) = %m > Vk+ 1.

Pedejo nevienadibu var pamatot ar matematiskiem parveidojumiem. 0J



=0 f=1

4. att. AND(zy, 29, x3) lemumu koks

Teorema 2. Ja d >kt unv > (k+ 1) — 1 tad W(v,d) > tVk

Pieradijums:
Apskatisim Bula funkciju

Jep(@1, 22, Tpe) = (@1 A2 A oA T) B (Tpgr A oo ATok) D oo D (Tip—1y 1 A oo A Tpy) =

= @(/\ Ik(ifl)Jrj)

i=1 j=1

Sai funkcijai apskatam lemumu koku 7, kt, kur katram A blokam pec kartas tiek jautati
biti, kamer netiek sastapts bits 0 vai visi bloka mainigie ir 1. (skat. 5. att.)

5. att. Lemumu koks funkcijai f ¢, pie k = 3

Sim kokam izpildas:
L4 Dk‘,t — kt S d

e Vie=k+k+1)Vi1=k+(k+Dk+(k+1)*V(kt—2)=..=
E(1+(k+1D)+(k+1)2+.(k+1)) =(k+1)'—1<v

o TW(Tiz) = Vk+TW (Tie1) > tVk
Nevienadibas seko no lemmas 1. un 3. O



Teorema 3. Ja v = Q(d) tad W(v,d) = Q( dlog, v >

log, Togg v
Pieradijums:
Jav < 4d tad pec teoremas 3, W (v, d) = Q(v/d) un loglog;(fd) = O(1), kas pamato vajadzigo
2 logg(v)
novertejumu. "
Ja v > 4d, tad definesim ¢t = [log 1d (v)} >1lun k= + > 1.
logq(v) Oglogtd(v) (U)
Un izpildas sekojosas nevienadibas.
kt <d
2d a0 4d '
k+1)f-1<(—" ) & <
log_aa_ (v) log,(v)

logd(v)

Nevienadiba (k) ir ekvivalenta ar logy(v) < 2l0g1 a )(v) < 4 < dlogy(v)
ogg (v

Lai pabeigtu pieradijumu, pietiek pielietot teoremu 2. skaitliem £ un ¢. 0

Teorema 4. W(v,d) = O(y/dlog, v)
Pieradijums:

W(v,d) < +/8dlog, v+ 1

Pieradijums ar matematisko indukciju uz d. Viegli redzet, ka Sis apgalvojums izpildas pie
d=1. Jad > 1, tad lietot lemmu 1 un 2.

W(v,d+1) = max lfITE(W(x, d),W(y,d)) < ,nax frre(v/8dlogs(x), \/8dlogy(y)) +1

T+Yy=v—

Tatad pietiek pamatot:

Vo,y>0: fITE(\/8dlog2($), \/8dlog2(y)) < \/8(0[ + Dloga(z +y + 1)

Pedeja nevienadiba ir pieradama ar algebriskiem parveidojumiem, detalas ir uzrakstitas 1.
pielikuma. U

Teoréma 5. W(v,d) = O(v/dlog,v)

Pieradijums:

W (v,d) < 20V/dlogy(v) + 56

Pieradijums lidzigs pieradijumam teoremai 4. Baze: d < 56
Parejai japamato nevienadiba:

Ve, y >0: fITE(ZO\/Elagd(x), 20\/Elogd(y)) < 20vVd + 1loggi1(x +y + 1)

Tas tiek izdarits ar algebriskiem parveidojumiem, detalas ir uzrakstitas 2. pielikuma. [

2.2. Pielietojumi

Autors uzrada divus augiejos novertéjumus, tapec ka novertejums O(v/dlogg(v)) ir labs
gadijuma, ja virsotnu skaits ir mazs, bet slikts gadijuma, ja virsotnu skaits ir liels. Tas

ir, ja v = poly(d), tad O(Vdlogs(v)) = O(\/d) un Q( 10‘?%): Q(+/d), kas nozime

logg v

W (poly(d), d) = ©(v/d). Novertejums O(y/dlog, v) pretéeji ir labs, ja virsotnu skaits ir liels,

8



un slikts, ja virsotnu skaits ir mazs. Sis novertejums ar1 parada, ka augSejais novertejums
atskiras no apakseja ne vairak ka , /logs (756 (v)) reizes.

Lai redzetu aprakstitas metodes pielietojumu, apskatam Bila funkciju THE (z1,...xx) ka
piemeru. Funkcija THE (1, ...zy) atgriez 1, ja vismaz K biti no z1, xs...xx ir 1. Funkcija

THE (zy,...xy) jau ir izpetita ar ¢aulu programmam [3]. Ir zinams, ka WSIZE(THY) =
O(y/K(N — K +1))

Teoréma 6. Eksiste caulu programma, kura rekina Bula funkciju THE (zy, ...xn) ar liecinieka
izmeru O(y/NKloga(£)).
Pieradijums:
Buvejam lemumu koku Ty x sekojosa veida: vaicajam bitus z1, xs...xn pec kartas, kamer
neatrodam K vieniniekus. Nav gruti saprast:
D(Tyk)=N
V(Tn k) =#{s € {0, 1}* | [s| < N — 1A s—satur ne vairak par K — 1 simbolu 1} =

N-1K-1 K—-1N-1 K /N oN 2o N\ K

S ()-EX () - ()) en(w) < (2
v K K
=0 v=0 v=0 [=0

Piezime: nevienadibas ir speka tikai, ja K < % Ja K > %, tad summu var novertet ar
2V un turpmakie spriedumi un rezultats neizmainisies.

TW(Tn.k) = O(v/D(Tn x)log2(V(Tnk)) = O(/ NKlogs (%)) O

Teorema 7. Ja K = O(N°), kur ¢ ir konstante (0 < ¢ < 1), tad TW(Ty k) = QVNK)

Pieradijums:

£ ()= ()

v=1

loa, Y
TW (Ty i) = Q( dk’#) - Q( NK HPK ) — Q(VNEK)
092

1085 fog, v (Fan@)
U

Sis piemers parada, ka eksiste funkcijas, kuram apaks$ejais novertejums nesakrit ar
augsejo. Talak pamatosim, ka problema visticamak nav apakseja novertejuma €2 un nav
funkcija frrg, bet tiesi augseja novertejuma.

Teorema 8. TW(Ty k) = O(VNK)

Pieradijums:
TW (Tn k) < VBNK Pieradijjums ar matematisko indukeiju.
Baze:

K=0TW({Iyk)=0<+vV5-0-N
K=N:TW(Iyg)=N<+V5-K-N
Pareja:

TW(Ty k)= fire(TW(Ty-1,k), TW (Tn-1,k-1)) <
< frre(v/3(N — 1)K, /5(N — 1)(K — 1))




Tatad pietiek pamatot:

frre(VB(N = DK, /(N = 1)(K —1)) < VANK
Tas tiek izdarits ar algebriskiem parveidojumiem, detalas ir uzrakstitas 3. pielikuma. [

2.3. Saistiba ar bumbas meklesanas modeli

Bumbas meklésanas modelis ir nesen izgudrots modelis [6]. Saja modeli kvantu algoritmi
ir konstruejami, balstoties uz sekojosu teoremu:

Teorema 9. ([7] Teorema 3.1) Pienemsim, ka f ir funkcija: f : D — E, kur D C
{0,1}N. Pienemsim, ka A ir klasiskais varbutisks vaicajumu algoritms, kas izrekina f(z)
ar ierobeZotu kludas varbutibu un izdara ne vairak par T' vaicajumiem. Pienemsim, ka 11 ir
varbutisks algoritms, kas katra soli, "zinot” A ieksejo stavokli (zinot ieprieksejo pavaicato
bitu vertibas un karteja vaicata bita poziciju Ting), spej uzminet bita x;,q vertibu, katram x
videji kludoties ne vairak ka G reizes. Sada gadijuma pastav kvantu algoritms, kas izrekina
f ar ierobeZotu kludas varbutibu un izdara O(vVTG) vaicajumus.

Autors paradis, ka var pieradit nedaudz vajaku teoremu ar caulu programmam. Un
lidz ar to noreducet bumbas meklesanas modeli (vajako variantu) uz ¢aulu programmam.

Teoréma 10. Pienemsim, ka f ir Bula funkcija: f: {0,1} — {0,1}. Pienemsim, ka A ir
determinéts vaicajumu algoritms, kas izrekina f(x) un izdara ne vairak par T vaicajumiem.
Pienemsim, ka 11 ir varbutisks algoritms, kas katra soli, “zinot” A ieksejo stavokli (zinot
ieprieksejo pavaicato bitu vertibas un karteja vaicata bita poziciju xing), spej uzminet bita
Tina vETtibu, katram x videji kludoties ne vairak ka G reizes. Sada gadijuma pastav caulu
programma, kas izrekina f ar liecinieka izmeru O(\/ﬁ)

Pieradijums:

Ta ka A ir determinets vaicajumu algoritms, tad A var partaisit par lemumu koku T'y4.
Skaidrs ka 8im kokam izpildas D(T4) < T. Apzimesim ar psp un ps; varbutibu, ka
algoritms I, atrodoties stavokli s, mines bitu 0, 1 respektivi. 6. att.. Skaidrs ka p; o+ps1 =
1 un

G > En[nepareizo minejumu skaits uz ieejas | = Z f—
A(x) apmekle s;

Definesim algoritmu Ilg; ar sekojosam varbutibam:
p/ - 07 ja Ps,0 S Ps,1

70 - 3

’ 1, ja pso > Psi
pls,1 =1- P;,o
Tagad Il ir determinets algoritms un

En,,,[nepareizo minejumu skaits uz ieejas x| = g Pl oy S
A(z) apmekle s;

< > . <26

A(z) apmekle s;
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6. att. Parejas un tos varbutibas

Tagad, ja mes izmainam koka T4 pareju vertibas ta, lai pareja x; = 1 sakrit ar algoritma
I14; neuzmineSanu, tad jaunais koks un lidz ar to arT koks T4 ir nepilns funkcijas T H
lemumu koks. Un tad, lietojot teoremu 7, sanak TW(T4) = O(VTG) O

Darba [7] ir aprakstits veids ka ar bumbas meklesanas modeli atrisinat sekojosus uzde-
vumus:

« Dota Billa funkcija f : {0, 1} — {0,1}. Un f(z) = 1, ja eksiste 2 vieninieki attaluma
< K. Sai funkcija var uzkonstruet kvantu vaicajosu algoritmu ar sarezgitibu Qs(f)
= O(\/—]\%) lietojot teoremu 8.

« Dota Bila funkcija f : {0,1}¥ — {0,1}. Un f(x) = 1, ja eksiste K vieninieki péc
kartas. Sai funkcijai var uzkonstruet kvantu vaicajosu algoritmu ar sarezgitibu Qo( f)
= O(\/—]\%), lietojot teoremu 8.

Tatad tos pasus rezultatus var ieguit arl ar caulu programmam. (Piezime, raksta [7] algo-
ritms A augstak definetiem uzdevumiem ir determinets)

Talak autors nodemonstre, ka ar ¢aulu programmam var atrisinat grafa sakaribas un grafa
divdalibas problemas, kuras ieprieks petitas [2, 9] ar algoritmiem, kas iegtti cita veida.

Teorema 11. Dota N x N matrica z;; € {0,1}. Skautne starp grafa virsotnem i un j
eksiste tad un tikai tad, ja z; ; = 1. Bula funkcijam:

(a) Grafa sakariba
(b) Grafa divdaligums
var uzkonstruét caulu programmas ar liecinieka izmeriem O(Nv/N)

Pieradijums:
Pieradijumam pielietosim teoremu 9.

(a) Vaicajam skautnes, kuras paslaik nepieder vienai komponentei, minot x; ; = 0. Viegli
saprast, ka T < N2un G < N — 1.

b) Vaicajam skautnes, kuras paslaik nepieder vienai komponentei vai veido ciklu nepara
J ,
garuma, minot z; ; = 0. Viegli saprast, ka T < N? un G < N

Piezime, gadijumu (a) var paplasinat gadijumam, ja grafs ir orientets un vajag noskaidrot,
vai no dotas virsotnes v var nonakt lidz jebkadai citai virsotnei. 0
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3. Funkcijas ar svariem (1, 1, v/2) analize

3.1. Ieprieksejie rezultati

Saja nodala aplikojam Biila funkciju ITE(x1, 79, 23 V 74). Sai funkcijai ar datoru parlasi
ir atrasta ¢aulu programma ar liecinieka izmeru ~ 2.228, un ar1 ar datoru parlasi ir atrasta
preciza apakseja robeza liecinieku izmeram = 2.208. [5]

14+v2+/7+22

2

~
~

Sava kursa darba autoram izdevas atrast caulu programmu ar liecinieka izmeru
2.228:

) _0_>\/\/§—1+\/7—2\/§

1= 9 €1

\/—\/i+1+\/7—2¢§
V2 ”

r1=1—

To=1—e
r3=1— ey
Ts=1— ey
t:€1+\4/§€2

kur e; un ey ir bazes vektori.
Kursa darba autors ir ar1 pieradijis sekojosu teoremu:

Teorema 12. Ja Py ir caulu programma kas rekina funkciju ITE(xq, %9, 23 V T4) un
vertibam xo = 0, 3 = 0 un x4 = 0 neatbilst neviens vektors, tad WSIZE(Py) >

1+V244/ 7422

2

3.2. Optimalas caulu programmas meklesana

Sava bakalaura darba autors turpina meklet optimalu ¢aulu programmu IT E(z1, x9, x3Vxy)
funkcijai. Autors mekle ¢aulu programmu forma, kur katrai bitu vertibai atbilst viens vek-
tors no C3:

r1=0—>1n
r1=1— vy
To =0 — v
To=1— vy
r3 =0 — vs
r3=1— vg
x4y =0 — vy
rs=1— vg

(1)

Teorema 13. Ja caulu programma rékina ITE(x1, o, 3V x4) un ir forma 1, tad ta atbilst
vienat no:

12



1) 2) 3)

1 =0— z1€1 1 =0— 2161 1 =0— 2169

Ty =1 — z9e9 r1 =1 — z5e9 r1 =1 — ze9

29 =0 — 2363 o=0—=10 T9 = 0 — 23€1 + 2469 + 2Hes
To =1 — z4e1 + z5e3 To =1 — z3e1 + 2463 To =1 — zges

x3 =0 — 2g€3 r3 =0 — z5€3 x3=0—=0

T3 =1 — z7eq + 2ge3 T3 =1 — zge; + 2765 + 2763 T3 =1 — 272361 + 28€9 + 272563
s =0 — zge3 24=0—=0 24=0—=0

Ts =1 — z10ea + 21163 x4 =1 — 2g€9 Ty =1 — z723e1 + 28€9 + 2725€3
t=e +ex+e3 t=e +ex+e3 L =ey+e3

kur e; ir bazes vektori un z; ir reali skaitli.

Pieradijums:
Lai pieradijums nebutu parak gars, paslepsim daudzas detalas uzradot tikai pieradijuma
galvenos apgalvojumus.

o dim(span(vs,vr)) <1

o Ja dim(span(vs,v7)) = 1 tad dim(span(vy,ve,vs)) = 3. Un tatad katru vektoru var
pierakstit caur vy, v9, v5. Pec tam var pamatot ka koeficienti pie vektoriem atbilstis
gadijumam 1. vai 2.

o dim(span(vs,v7)) = 0. Ja dim(span(vy,ve,vs)) = 2 tad visi ¢aulu programmas
vektori atrodas apakstelpa ar dimensiju 2 un kursa darba rezultatu uzlabot nevar.
Ja dim(span(vy,ve,v4)) = 3 tad Caulu programma atbilst gadijumam 3.

O

Katra no trim gadijumiem ¢aulu programmas liecinieka izmers ir funkcija g(z1, ..., z,) no
vairakiem mainigiem. Autors ir uztaisijis programmaturu kura spej aprekinat g(zy, ..., 2,)
vertibu katra punkta. Lietojot g funkciju ka melno kasti, izstradata programma spej
samazinat funkcijas g vertibu. Lietojot izstradato programmu uz trim augstak aprakstitiem
gadijumiem, autoram neizdevas uzlabot kursa darba rezultatu.
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Rezultati

Saja darba ir atrasta metode, ka lietojot ¢aulu programmas, var parveidot lemumu koku par
kvantu vaicajoso algoritmu. Rezultejosa kvantu algoritma sarezgitibu Qo(f) var novertet
caur lemumu koka dzilumu d un virsotnu skaitu v.

L. Q2(f) = O(y/dlog, v)
2. Qx(f) = O(Vdlog,v)

o - y dl .
Autors ar1 uzrada $is metodes apaksejo robezu Qo f) = Q( ﬁ). Ar §s metodes
2 logg v

palidzibu autoram izdevas pamatot vajako variantu bumbu meklesanas algoritma konstruk-
cijai: teorema 10.

Visbeidzot, autors ir izstradajis riku, ar kuras palidzibu meginajis atrast optimalo ¢aulu
programmu funkcijai ITFE(xqy, x2, x3V x4).
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Pielikumi

1. pielikums. Novertejuma O(\/dlogov) pieradijums

Pamatosim nevienadibu:

Vo, y > 0A2% > 24y > 0: frre(y/Sdlogy(x), /8dloga(y)) < +/8(d + 1)logy(x +y + 1)

Piezime: Seit mes pienemam logs(0) = 0
Pieradijums ar matematiskiem parveidojumiem:

21> x>y > 1: frre(y/Sdlogy(x), /8dlogs(y)) < v/8(d+ 1)logs(x + 5)
<\/8dlogg + \/8dlog,(y) + \/ V/8dlogy(x) — \/8dlogy(y))” + 4)) < /8(d + 1)logs(z + y)

V00gs(z) + 1/loga(y) + \/(\/ZOQQ(J}) — V0oga(y))* + 1. 2\/(61—1— 1)[0;12@ + )

2d —
2(l0ga(a) +loga (1) + o+ 2\/ (logaz — toguy)? + L2 4 IonW)  Ad iog(e +y)
1 \/logg )+ \/logg(y))2 2logs(x + y) x y
1t \/(5092<y)> 2d < T o (14 5) +loga(1+ 1)

<2

< |8

1 logs () + \/loga(y 1 4d
oy (10w (2)) Tl iy
4d+\/<0g2y 2d _4d+ TR

< logsy (1 + f) + logg(l + Q)
Yy T

> 2

< |8

1, ¢ (o () + Vo0 Iom

1 z  (2y/loga(z +y))?
< — el
1d + loggy + 1d

1 x| logs(z +y)
— 4] — LA N SR
< 4d+ og2y+ ] <

21
< logs® + 0ga(z +y)
Y d

IN

2. pielikums. Novertejuma O(Vdlogsv) pieradijums

Pamatosim nevienadibu:

Yo,y > 0A28 > 2 +y > 0: fr7r5(20Vdlogq(z), 20V dloga(y)) < 20v/d + 1loggsq(z +y + 1)
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Piezime: Seit mes pienemam logy(0) = 0
Pieradijums ar matematiskiem parveidojumiem:

>z >y>1: fITE(2O\/—logd( ), 20\/_logd( ) < 20vVd+ 1loggq1(x + y)
<2()\/_(logd( )+ loga(y)) + \/ 20V dlogy(x) — 20V dloga(y ))2 + 4)> < 20vVd + 1loggi1(x + y)

[d+1
\/logd 100d <2 y ——I10gas1(x +y) — loga(zy)
1 [d+1 AT
l <2 — 1) l —+Z4+2
\/Ogd lOOd - (logd(d—l— 1) d > 0ga(w +y) + Ogd(y + x +2)

/d
<logd(d .y ?; — 1) > 4d Speka pie d > 56, parbaudits ar Wolfram|Alpha

\/logd<§>2 + ! < loga(x +y) + logq <§ + 2)

100d — 2d
T~ Vd
* Y S @
loga(z +y) x x x 2
I8 TY) 4 (— 2>>z (— 2>>l (—)
od  ova\y e) = tegap ) = 09 ) T i)
> loga(©) + : >\/z (I)2+ !
0gq| — — 0ga| — —
= t0gq Y 7= gd " 100d
. z>lr‘b/(z):>logd(%)>é

\/lo (£)2+L<ZO (£)+;<l0 (E)+L<
91\y) T 100d = YT 200dloga(2) = "Ny T 25d =

< loga(x + 1)

T
< o +logd<§—|—2>

3. pielikums. Novertejuma O(v/ NK) pieradijums

Pamatosim nevienadibu:

frre(V/5(N — 1)K, \/5(N —1)(K — 1)) < V5NK
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Ar matematiskiem parveidojumiem:

%(\/5(]\7 “DEK 4+ 5N —1)(K — 1)+ \/(\/5(N “ K —/5(N—1)(K - 1)) +4<
< V5NK

\/E+\/K—1+\/(\/?—\/K—1)2+5<N4_1> gz,/K%

2 A(VEK +VE —1)2 2K
2K —14+ ———— 1 <2K+ ——
+5(N—1)+\/+ SN—1) TN

\/1+ A(VE +VE — 1) 2K — 1)

<1
SN-1) T N-1

4(VK + VK —1)? _ A(K -1y
5(N —1) = N-1
(VK + VK —1)? <5K — 1
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