
Латвийский Университет 

А. Шостак 

О С Н О В Ы Т Е О Р И И 
НЕЧЕТКИХ ТОПОЛОГИЧЕСКИ ПРОСТРАНСТВ 

Рига 1991 



С о д е р ж а н и е 

ВВЕДЕНИЕ ­ 6 
Глава 0: Предварительные сведения 33 

§ I. Нечеткие множества. 33 
§ 2. Отношение нечеткого включения 37 
§ 3. Нечеткие кардиналы и мощности нечетких множеств 39 

Глава I: Общая теория нечетких топологических пространств 46 
Введение 46 
§ I. /,­нечеткие топологические пространства 50 
§ 2. Структурные свойства /.­нечетких топологий. Инициальные 

и финальные /,­нечеткие топологии. Операции над /­не­
четкими пространствами 54 

у А. /^­нечеткая топология, порожденная семейством Ь­не­

четких топологий 54 
Б. Инфимум и супремум семейства I,­нечетких топологий..56 
В. Инициальная Ь­нечеткая топология и произведение 1>-

нечетких пространств 58 
Г. Финальная ¿­нечеткая топология и прямая сумма /.­не­

четких пространств 60 
§ 3. Некоторые функторы нечеткой топологии..." 63 

A. Функтор X­модификации 63 
Б. Функтор с ­модификации 66 
B. Функторы С^- и ^­модификации 69 
Г. Функтор &­модификации 69 
Д. Функтор ^­модификации 70 

§ 4. Некоторые категорные аспекты категории ^Т(^) и ее 
. основных подкатегорий 72 

§ 5. Локальная структура Ь­нечеткого топологического про­
. странства 77 

§ 6. Структуры сходимости в нечеткой топологии 87 



§ 7. О понятии дефекта непрерывности отображений нечетких 
топологических пространств 98 

Глава II: Основные топологические свойства нечетких тополо­
гиче ских прос транс тв 104 

§ I. Отделимость: свойства типа Т0 - \ и ­£ 106 
A. Спектральная теория хаусдорфовости 106 

. Б. Спектральная теория "^­отделимости 112 
B. Спектральная теория "^­отделимости 116 
Г. Спектральная теория регулярности 117 
Д. Аксиомы 

§ 2. Нормальность и Е­регулярность 122 
A. Нормальность. Г 122 
Б. Е­регулярность 123 
B. Вполне регулярные нечеткие пространства 131 
Г. Случай, когда Е ­ топологическое пространство 133 

§ 3. .Компактность 135 
A. Спектральная теория компактности: основные факты 135 
Б. Прообразы нечетких множеств и спектры компактности 

отображений 141 
B. Спектры компактности нечетких множеств в отделимых 
. пространствах ; 143 

Г. Относительно замкнутые множества и внешняя характе­
ристика спектров компактности 147 

Д. Спектр и степень компактности нечетких множеств в 
топологических пространствах 156 

Е. Различные подходы к понятию компактности в нечеткой 
топологии и точки зрения спектральной теории 159 

Ж. Некоторые сравнительные замечания о (К ;с)­спектрах 
компактности 160 

§ 4. Линделефовость и счетная компактность 162 
А. Спектры линделефовости и счетной компактности'нечет­

ких подмножеств нечетких пространств 162 



_ ц. _ 

Б. Спектр наследственной линделефовости нечеткого прост­
ранства 166 

§ 5. Е­комлактность и E­компактные расширения нечетких мно­
жеств, .­ ' 172 

А. E­компактные нечеткие множества 172 
Б. О E­компактных расширениях нечетких множеств 177 

§ 6. Связность 181 
A. Спектр и степень связности нечетких .множеств 181 
Б. Степень связности отображений 186 
B. Спектр и степень связности нечетких множеств в топо­

логических пространствах 188 
§ 7. Нечеткие псевдометрические пространства. Псевдометри­

. зация нечетких топологических пространств 190 
. А. Нечеткие псевдометрические пространства 190 
Б. Псевдометризация нечетких пространств 194 

§ 8. Нечеткие кружевные пространства 199 
§ 9. Кардинальные инварианты 206 

A. Вес 206 
Б. Число Линделефа 208 
B. Плотность 210 
Г. Число Суслина 211 
Д. Спред и экстент 214 

§ 10. Теснота нечеткого пространства как свойства располо­
жения нечеткой топологии в тихоновском кубе 216 

Глава III: Универсальные конструкции в нечеткой топологии 220 
§ I. Конструкция нечеткого расширения­линейно­упорядоченно­

го пространства 222 
§ 2. Основные топологические свойства нечеткого расширения 

. линейно­упорядоченного пространства 230 
А. Вес 230 
Б. Компактность 230 



- ь -

В. Число Линделефа . 234 
Г. Случай метризуемого пространства 235 

§ 3. Конструкция нечетко­вероятностного расширения топо­
логического пространства 240 

§ 4. Топологические свойства нечетко­вероятностного рас­
ширения и некоторых его подпространств 252 

Л. Меры с конечным носителем. Плотность пространства 
Л(К) 252 

Б. Двузначные меры 254 
В. 'Компактность 257 
Г. Отделимость 260 

§ 5. Сравнительный анализ конструкций Щ) и Л(Х) 263 
Глава 1У: Альтернативная теория нечетких топологических про­

странств..., 266 
§ I. Категория (ЗРТ 266 
§ 2. Категории нечеткой топологии как подкатегории в шТ...270 
§ 3. Операции в 6РТ 274 
§ 4. Полугруппы эндоморфизмов нечетких топологических про­

странств 280 
§ 5. Компактность в категории бРТ^ 282 

Использованная литература 284 
Список работ автора по теме диссертации 300 

ДОПОЛНЕНИЕ: нечетко­топологический подход к разработке 
интеллектуальных систем (на примере модели 
когнитивных процессов) 



Введение 

Введенное в 1965 г. Л.Заде [II2J понятие нечеткого множества 
вызвало большой интерес как среди "чистых" математиков, так и сре­
ди специалистов, применяющих математические идеи и методы в при­
кладных задачах. В числе первых, нечеткие множества привлекли вни­
мание топологов. Так, уже в 1968 г. Ц.Чангом была предпринята по­
пытка "привить" понятие нечеткого множества к общей топологии. 

Согласно Чангу [1б] нечеткое топологическое пространство ­
это пара ( J , Т ) , где X ­ множество, а Т ­ семейство его нечет­
ких подмножеств, удовлетворяющее аксиомам: ОС ) 0 л\еХ\ (#0 
если U . V e f , то UAVelT и (ЪС ) если u^eV для всех tf-eF, 
то V u - e T . 

г • 
(Напомним, что нечетким (под)множеством множества X называ­

ется отображение ; при этом число М ( X ) тракту­
ется как степень принадлежности точки хеХ нечеткому множеству 
Пересечение и объединение нечетких множеств определяются, соответ­
ственно, как их инфимум (Л) и супремум (V). Обычное подмножество 
Й^Х отождествляется с его характеристической функцией А : Х-*-

. Постоянное нечеткое множество обозначается той же бук­
вой, что и соответствующая константа. Дополнение нечеткого множес­
тва определяется равенством 

Отображение ­f : X — У , где ( X , "Сх), ( У tXy) - нечеткие 
топологические пространства, называется непрерывным, если f ( V ) 

( :=V°J ) e f ^ для каждого Ve"ty . Возникающую в результате ка­
тегорию обозначаем CFT и называем категорией чанговских нечет­

ких топологических пространств. 
Заметив, что во многих ситуациях конкретные свойства интерва­

ла оказываются несущественными, а порой и обременительными, Дж.Го­
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ген [зб] предложил более общее определение 1_, ­нечеткого простран­
ства, где 1_) ­ произвольная полная ограниченная решетка, получа­
ющееся из определения Чанга заменой нечетких множеств на Ь ­нечет­
кие множества (т.е. на отображения вида и : X —*- Ь ). Соответству­
ющую категорию обозначаем СРТ(Ь ); в частности, 

В настоящее время имеется значительное число публикаций, в 
которых исследуются !_. ­нечеткие топологические пространства и не­
которые близкие к ним объекты. К числу наиболее важных работ этого 
направления относятся [I б] , ¡42;)­[49] , [15], [бб]­[те] , [8б]-[эз], 

105]­^108] и др. Однако очерченный выше подход к предмету и зада­
чам нечеткой топологии представляется непоследовательным из­за 
следующих трех его принципиальных недостатков. 

Во­первых, при таком подходе речь идет об обычной структуре 
Т топологического типа на семействе (_ I ­нечетких подмножеств 
множества X (т.е. Т< г [ _ х ) . Если же быть последовательным, то I-

нечеткую топологию на X следует понимать как нечеткую структуру 
(Г топологического типа на (т.е. 9": I ? 1 ^ ). 

Во­вторых, подавляющее большинство авторов ограничивается 
изучением собственно нечетких топологических пространств, в то вре­
мя как для нечеткой ситуации принципиальный интерес представляет 
изучение топологических свойств именно нечетких подмножеств нечет­
ких топологических пространств (в частности, и нечетких подмно­
жеств обычных топологических пространств) ­ направление, не имею­
щее содержательного аналога в общей топологии. 

Наконец, в­третьих7 по аналогии с классической математикой, 
при описании топологических свойств нечетких топологических про­
странств, как правило, используется двузначная логика (классифика­
ция) , в то время как более естественным в данном случае представ­
ляется использование |^значных логик (классификаций)ы(см.напр. 
[Зб], [101]). 



Развитие новой теории нечетких топологических пространств, 
свободной от вышеуказанных недостатков а при этом включающей з себя 
в качестве частных (в известно?.? смысле ­ четких) случаев и ранее 
известные подходы к нечеткой топологии, и является основной задачей 
данной работы. 

Предлагаемая теория является результатом синтеза идей и конст­
рукций теории нечетких множеств и предмета общей топологии и в этом 
смысле она представляет интерес как последовательная, замкнутая в 
себе л, по­видимому, предельно общая теория. 

С точки зрения общей топологии значение работы сводится к сле­
дующим моментам. Во­первых, данная теория предлагает новый взгляд 
на предмет общей топологии, согласно которому общая топология явля­
ется четким инвариантным ядром развитой здесь теории нечетких топо­
логических пространств. Во­вторых, ряд результатов работы, будучи 
ограничены на категорию Тор топологических пространств, представля­
ет собой альтернативную топологическую теорию для вещественно­знач­
ных отображений. В­третьих, данная работа позволяет установить неко­
торые новые естественные взаимосвязи между общей топологией и други­
ми областями теоретической математики, в частности, теорией линейно­
упорядоченных пространств, теорией вероятностей и теорией локалей. 

Предлагаемая теория может иметь приложения и в других областях 
науки. Одному из таких вероятных приложений ­ а именно, моделирова­
нию когнитивных процессов на основе нечетких топологий и нечетких 
псевдометрик, посвящены работы 114 ­ 116 , написанные автором 
данной диссертации совместно с В.Б. Тарасовым (Московский Техничес­
кий Университет). 

Основные результаты работы были изложены на ежегодных научных 
конференциях Латвийского университета (секция топологии) (1982 ­
1992 гг.); на ежегодных общемосковских семинарах имени акад. П.С. 
Александрова (1984­1991 гг.); на Международных Топологических 
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конференциях в Праге (1981 г., 1986 г., 1991 г.), в Ленинграде 
(1982 г.), в Эгере, Венгрия (1983 г.), в Баку (1987 г.), в дечче, 
Италия (1991 г.); на конференции по категорной топологии (Прага, 
1988 г.); на международной конференции "Множества и Теоретико­
множественная Топология" (Торонто, Канада, 1987 г.) ; на Восточно­
Европейском семинаре по теории категорий и ее приложениям (Предела, 
Болгария, 1989 г., 1990 г.); на 5 Всесоюзном Тираспольском симпо­
зиуме по общей топологии (1985 г.); на III Межданародном симпозиуме 
по нечеткой и интервальной математике (Познань, Польша, 1989 г.); 
на ежегодном топологическом семинаре Тартаского университета 
(1984 ­ 1991 гг.); на математических семинарах Белградского, Заг­
ребского и Сараевского университетов, Югославия (1987 г., 1988 г., 
1990 г.); на семинаре по алгебре и топологии Бременского универси­
тета, Германия (1990 г.); на международном симпозиуме "Приближенные 
Рассуждения и Нечеткая Математика" в Бехине, Чехословакия (1990г.); 
на математических семинарах университетов Афин, Патраса и Янины, 
Греция (1991 г.). 

Структура диссертации: Диссертация состоит из в.едения, 
главы 0, содержащей предварительные сведения, четырех глав основ­
ного текста, списка цитируемой литературы (116 наименований) и 
списка работ автора по теме диссертации (из 40 работ, включенных 
в список, 4 написаны в соавторстве). 

Переходим к краткому изложению основного содержания диссерта­
ции. 

Глава 0. подрпзделенная на три параграфа, носит предваритель­
ный характер: здесь собраны основные необходимые в дальнейшем оп­



­ 10 ­

ределения, конструкции и факты из теории нечетких множеств. Отме­
тим, что большинство результатов § 2 , в котором рассматривается 
отношение С нечеткого включения, и все результаты § 3 , в кото­
ром вводится понятие нечеткого кардинала и развивается элементар­
ная нечеткая кардинальная арифметика, являются новыми. Приведем 
здесь определение отношения с и ряд его свойств. Для М ,л/е1 
•положим М с ^ ==¿nf- М° (х ) V Л/ U ) [ 2 0 ] . Если M,KÍe2

X , 
то, очевидно, М с ^ = 1 Ф > М ^ ^ t в противном случае Мс Ni = 0 . 
Многие свойства отношения с. вполне аналогичны соответствующим 
свойствам обычного включения. Например, если М , AÍ , А , B e l * , 
то М VÑ с A V 6 ^ ( M C A ) A ( N C 6 ) ; для каждого отображения i : Х­*­

У имеет место неравенство М с ^ £ f(K)o j-(Ы) и др. Нечеткие 
кардиналы, необходимые для построения нечеткого аналога теории 
кардинальных инвариантов, определяются как невозрастающие отобра­
жения эе : К — I , где К ­ класс всех обычных кардиналов, та­
кие , что эе (0) = i и д£ (аС) = 0 для некоторого <Á € К ; при 
этом обычный кардинал э е е К отождествляется с нечетким карди­
налом эе : К—*­1 таким, что зе(эе) = 4 и £е(эе +

)=0 . 
Глава I посвящена общей теории нечетких топологических про­

странств. В ¿J. вводятся и обсуждаются фундаментальные для работы 
понятия: нечеткое топологическое пространство и непрерывное ото­
бражение нечетких пространств. 

Нечеткой топологией на множестве X называется отображение 
1 : I х — I , такое, что (I) S Í O ) ­ 1 ( 0 = 4 ; ( 2 ) $(ÜAV)>, 

< f ( u > ? ( v ) длялюбых U , 1 / e J * и ( 3 ) Ц Vu?) > A ^ ( и ^ 
т X г­

для каждого семейства нечетких множеств Uw€ J , ^ e l . Па­
ра ( X , í ) называется нечетким [топологическим] пространством. 
Неравенство 7fu) ^ о( , где U.S I х , c^el при этом трактует­
ся как утверждение "степень открытости нечеткого множества U не 



меньше, чем ", а неравенство <3(ис)'^о< - как утверждение 
"степень замкнутости U не меньше, чем ". 

(В работе в качестве исходного берется определение L ­нечет­
кого пространства, где L - фиксированная полная ограниченная 
решетка, и значительная часть работы развивается в контексте i-

нечетких пространств. Здесь же мы с самого начала ограничиваемся 
случаем L = I , поскольку, с одной стороны, он является основным 
и наиболее важным, а с другой, тем самым мы избавлены от необхо­
димости накладывать различные дополнительные ограничения на решет­
ку L (как­то: полная дистрибутивность, наличие обращающей поря­
док инволюции с : L —nL , линейная упорядоченность, сепарабель­
ность и т.п.), которые необходимы для формулировок тех или иных 
конкретных утверждений в контексте L­нечетких пространств.) 

Отображение j- : X У , где ( X , 5х ) , (У ,$у) - нечеткие 
пространства, называется непрерывным, если 
для каждого V e l . Говоря неформально, непрерывными считаются 
отображения, которые не понижают степени открытости нечетких мно­
жеств в сторону прообраза. Нечеткие пространства и их непрерывные 
отображения образуют категорию 

Важный класс образуют ламинированные нечеткие топологические 
пространства ­ так мы называем пространства, нечеткая топология 
которых удовлетворяет следующей более сильной, чем (I) аксиоме 

( 4 Л ) 5"(с) = 1 для каждой константы C e l . 
Полную подкатегорию категории FT , образованную ламинированными 
пространствами, обозначаем . Важной особенностью ламиниро­
ванных пространств является то, что все постоянные отображения 
между такими пространствами непрерывны, и следовательно, множест­
во морфизмов между любыми двумя ламинированными пространствами 
не пусто. 
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В § I рассматривается также оператор нечеткого замыкания 
%Ь\ 1 * х I I х и ряд других фундаментальных для нас понятий. 

В § 2 изучаются структурные свойства семейств нечетких то­
пологий. Здесь, в частности, рассматриваются такие конструкции 
как супремум и инфимум нечетких топологий, переход к инициальной 
и финальной нечеткой топологиям, а также определяемые с их помо­
щью операции произведения, прямой суммы, перехода к подпростран­
ству и факторпространству в нечеткой топологии. 

В § 3 изучаются простейшие функторы в категории РТ , в т.ч. 
функтор естественного включения е : Тор СРТ (с РТ ) , 

функтор Л ­модификации Л : Р Т — 1 _ Р Т сопоставляющий не­
четкому пространству ( X , J ) нечеткое пространство (X , 5 ), 

где J ­ слабейшая­ламинированная нечеткая топология, мажори­
рующая (у

/ ) J ; функтор с ­модификации, определяемый равенством 
ЦК, = (X, С£Г) , где 'б^= у С ^ О О Л о О , Ъ = (и1Ц>, 
А~\ : р> 0 , ие Iх , У(и)ъ*3 ,ие(0,4] {С может рас­

сматриваться как функтор с : Р Т —»- Р Т , либо как функтор С : 

РТ-^- Рго Тор ) ; функтор 8 ­модификации & : Тор РТ , опре­
деляемый равенством 8 ( Х Д ) = (X, оТ) , где 6 № ) = \ [ ( 5 ^ ( а ) 

^ <?(} и др. Изучается поведение этих функторов относительно раз­
личных операций, в частности, показано, что 0\. и ­с сохраняют 
операцию произведения. Рассматриваемые в § 3 функторы представля­
ют для нас двойной интерес. Во­первых, будучи ограниченными на 
те или иные подкатегории категории РТ , они устанавливают полез­
ные взаимосвязи между ними. В частности, они осуществляют специ­
ального рода вложения Тор в РТ , позволяя с разных точек зре­
ния рассматривать Тор кале категорию нечеткой топологии. Во­вто­
рых, эти функторы представляют собой схемы для построения кано­
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нических примеров нечетких пространств, а также применяются для 
доказательства тех или иных фактов нечеткой топологии. 

В § 4 исследуются простейшие категорные свойства основных ка­
тегорий нечеткой топологии. Здесь, в частности, установлена реф­
лексивность и корефлексивность СРТ в РТ, а также корефлексив­
ность (но не рефлексивность) категорий [_РТ , [_СРТ и Л (Тор) 

в РТ . 
В § 5 описывается локальное строение нечеткого пространства. 

Существенные отличия нечеткой топологии от классической в этом от­
ношении вызваны отсутствием адекватного аналога понятия точки в 
нечеткой ситуации. Нечеткая точка, определяемая как отображение 
вида ОС* : X I , где Х0е X ,±е(0,{] и Х% (Х0) = ± , X*(х) 

= 0 при X ^Х0, по своим свойствам принципиально отличается от~ 
обычных точек. Одним из следствий этого является необходимость на­
ряду с отношением принадлежности нечеткой точки нечеткому множест­
ву ЛдеМ ( : = М (Хо) ) рассматривать в известном смысле 
двойственное к нему отношение (̂ .­совпадения нечеткой точки с не­
четким множеством Х^С^!А (•= М(1Хо) + " ^ > 1 ) [8б]. Центральными 
в этом параграфе являются теоремы 1.5.4, 1.5.4', 1.5.5, 1.5.5', в 
которых нечеткая топология характеризуется посредством окрестност­
ных и (X ­окрестноетных структур, а также основанное на этих ре­

X X 

зультатах локальное описание оператора замыкания %1 : 1*1— 

(1.5.10). 
Теоремы 1.5.4'. 1.5.5'. Пусть (­Х ,7) ­ нечеткое пространство 

и Э£ ­ совокупность всех его нечетких точек. Тогда отображение 
б : 3 £ х ! х — ^ I 9 определяемое равенством й (Хд, ц) = ЗЦр [^(У)' 

V £ Ц, У( Х о ) > (т.н. й ­окрестноетная структура простран­
ства (X ,7)) обладает следующими свойствами ( г, р е 3? 9 0.(р,и): = 

9 р ( и ) ) : . 
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.Uļ) если Qp(u)>0 , то ; (2g,) supiQp(u): uelx} 
если UsU> , 

то Q p ( V ) > flp£ц) ; (59 ) Q pfu) * sag Q P (V5Л ( Л у Q h (V)) . 
Обратно, если X ­ множество и отображение Q : зе*1х—*~1 

удовлетворяет аксиомам (1cj ) - ( 5 с £ т о отображение £Г : J —»~Т , 

определенное равенством , является нечеткой 
топологией на Л , причем соответствующей ей ty­окрестностной 
структурой служит Q . 

В § 6 развивается теория сходимости в нечетких пространствах. 
В основу этой теории положено понятие нечеткой направленности, 
введенное Пу и Лю [8б]? и производное понятие структуры сходимости, 
понимаемой как соответствующим образом определенное отображение 

"боп: 7[{Х)*1—**1 , где 7\ (X ) ­ класс всех нечетких направлен­
ностей пространства X . Центральным результатом этого параграфа 
является теорема 1.6,14$ представляющая собой нечеткий аналог из­
вестной теоремы Келли (см., напр., [5б] стр.106­109). 

В § 7 изучается понятие дефекта непрерывности отображения не­
четких пространств ­ существенно нечеткое явление, не имеющее ана­
логов в классической математике. Дефект непрерывности отображения 
j : X ~**У , где (X , Jx), ( У , 'Зу ) ­ нечеткие пространства, на 
уровне crCeOlfl определяется равенствам cd^(j) = sup sixpf­f'Vv)­

-Itvti (f~ (УУ))(х) . (В случае, отображений обычных топологических 
пространств для каждого <Хб(0,{1 дефект непрерывности либо равен 
нулю ­ если отображение непрерывно, либо равен единице ­ в против­
ном случае). Из результатов этого параграфа приведем здесь нера­
венство cd^ ($°f)š cd^(9) + ССЦ (f) , справедливое для любых ото­
бражений J- : Х ­ * * У , g : У-^£ (теорема 1.7.6), и теоре­
му 1.7.8, согласно которой cdj- (aJf) = V cd ^ (j-ft) , где д/^: 

X П ­ диагональ семейства отображений j-ŗ : X i L , 



j f ­ е Г . 
Вторая глава диссертации, состоящая из десяти параграфов, по­

священа важнейшим конкретным топологическим свойствам нечетких то­
пологических пространств и их нечетких подмножеств. При изложении 
содержания этой главы мы для простоты предполагаем, что рассматри­
ваемые пространства ­ чанговские. Изучение топологических свойств 
произвольно°нечеткого пространства ( X . {Г) легко сводится к изуче­
нию свойств семейства чанговских пространств 
где ^ = ' { Lie 1 Х

* 5"(li)̂ c7<}. (Техника такого поуровнего представле­
ния произвольного нечеткого пространства в виде семейства чангов­
ских пространств разработана в § 2 первой главы.) Кроме того, фор­
мулируя определения и результаты главы П, мы, как правило, будем 
ограничиваться одним частным, но при этом достаточно типичным 
случаем. 

В § I исследуются свойства отделимости в нечетких пространст­
вах. Остановимся здесь на свойствах типа хаусдорфовости. (Линей­
ным) спектром хаусдорфовости нечеткого пространства ( X ,Т) назы­
вается множество Н(Х) = {реЬУх,уеХ,х*у,Уё^Зи | 1Итакие, что 
u ( x ) > V ( y > f > - & , ^ : v c * р - ь \ 

Теорема 2.1.8. Если X ­ произведение нечетких топологичес­
ких пространств Xi , t € J , то Л Н (Xj,) с Н (X) .В случае, когда 
все пространства Х^ ламинированы, имеет место равенство 0H(Xjj 

= Н(Х) . ... 

Теорема 2.1.10 характеризует спектр хаусдорфовости нечеткого 
пространства X посредством структуры сходимости Ъоп:У1(Х)х1 

­ I х . . . . 

Теорема 2.1.12. Для каждого нечеткого пространства X имеет 
место равенство , где А ­ диагональ в X , а 

Се(М ,У>= (pel-- v & ? o з WsVy такое, что 
и при этом \A/(x)^js­& как'только Мс(х) ^ ft- ­т.н. 
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спектр замкнутости.нечеткого множества М ^ 1 ^ в нечетком про­
странстве ( У , Ту). (По­существу ­ это нечеткий аналог классичес­
кой характеристики хаусдорфовых топологических пространств как 
пространств с замкнутой диагональю.) 

Теорема 2.1.13. Если 5.,$ ; X У ­ непрерывные ото­
бражения, то С £ ( Е , Х ) ^ Н ( Х ) , , где ЕЛХ € Г Х . - / ( Х>=0(Х)3. 

г, 
В качестве весьма частных случаев результаты этого параграфа 

содержат в себе теории отделимости, развитые в [вб], [87] , [вв] , 

[91] , [ 9 8 ] - [ ю о ] , [61] . 
Объектом исследования в § 3 является свойство Е­регулярности. 

Нечеткое пространство .X называется Е­регулярным, вде Е ­ фикси­
А 

рованное нечеткое пространство, если семейство С С Л ,Е) всех не­
прерывных отображений' X в Е П ( г\е1Я ) разделяет точки и замкну­
тые нечеткие множества пространства X (т.е. если для любых хеХ, 

А=А и &>0 найдется / е С ( Х ,Е) такое, что А(х)> 

>/(А)(Я^)­£). Показано (следствие 2.2.19). что X вкладывается 
в произведение Е , где зе ­­некоторый кардинал, тогда и только 
тогда, когда X ­ Е­регулярное у/д­пространство (т.е. для любых 
Х,уеХ , ХФУ , найдется и е Т такое, что Ц(х) 4 и(у) -

слабейшее условие типа отделимости). Получен ряд характеристик 
свойства Е­регулярности, в т.ч. и посредством структуры сходимос­
ти (теорема 2.2.22). В случае, когда Е= ­ нечеткий отрезок 
(3 .1 .6 ) , #(1)­регулярность эквивалентна свойству полной регуляр­
ности в смысле Хаттона­Катсараса [47 ] , [54] (теорема 2.2.26). Од­
нако концепция Е­регулярности в нечеткой топологии играет значи­
тельно большую роль, чем свойство полной регулярности (и чем ана­
логичное свойство Е­регулярности в общей топологии). Это объясня­
ется, прежде всего, тем, что в нечеткой топологии наряду с нечет­
ким отрезком имеется и ряд других "канонических" объектов, 
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в т.ч. нечетко­вероятностный;отрезок Ж(X) (3.3.1), отрезок Эк­
лунда­Гелера ¿(1) [24], отрезок Хеле ^(£)[43] и др., не гово­
ря уже о вариантах этих конструкций в категориях РТ(/_^) (и 
каждое из этих пространств в соответствующей ситуации может 
стать "центральным объектом", претендующим на роль пространства 
Е). Отметим также теорему 2.2.30, согласно которой топологичес­
кое пространство X Е­регулярно (Е егТор ) тогда и только тог­
да, когда нечеткое пространство ЛУ, 31 Е­регулярно (где Л -

функтор • Д ­модификации). 
§ 3 посвящен одному из важнейших топологических свойств ­

свойству компактности. В основу развитой здесь теории положено 
понятие спектра компактности,;нечеткого множества И в нечетком 
пространстве (X ,Т).­ (Линейный) спектр компактности нечеткого 
множества М может быть определен равенством 
У Ц с т , У&>0 ((MZУu^p^^Шo^UJUo!<^0,MгVUo>^-^)}. 

Число с (М)= гп / ( I \ С(Му называется степенью компактности 
нечеткого множества М . 

­Теорема 2.3.6. Пусть X , У ­ нечеткие пространства, Мв1 ) 

и ^ : Х - ^ й ­ непрерывно. Тогда С(М)с С(^М), (Поведение 
спектра компактности.при.отображениях дефекта .̂о( охарактери­
зовано в теореме 2.3.6'). 

Теорема 2.3.7. Пусть М- О ­ произведение нечетких под­
множеств ( С е ^ ) нечетких топологических пространств Х{, . 

Тогда, если с ОС (МО , то (Л,р\ с С ( М ) , а сле­
довательно , Если же при этом все /м£ нор­

мированы, то ОСШ1) ~=> С(М) .и, значит, 
Теорема 2.3.10. Пусть М ,А/е1 и при этом М с е Т . 

Тогда С(А/).с.С(МлЛ1) , а следовательно, С (Л/)£ С Л Ю. 

Теорема 2.3.18. Пусть ^ : X У ­ замкнутое непрерыв­
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ное отображение. Тогда с У'Ул/)) > с ) Л с для каждого 
где сф-Щ(ЬСф), С ( / ) = Д С Г / ­ Г У ) > 

Предложение 2,3.20, Пусть £ : X У , д : У 

­ замкнутые непрерывные отображения. Тогда с ъ с ( ф Л с (£). 

Теорема 2.3.21. Пусть А/ е I* , ^> £ /г(Х)А с(М) , где Л(Х)-

= 5ир Н(Х) ­ степень хаусдорфовости, у е Х и М(у) <рс . Тогда 
для каждого & > 0 найдутся и , V е Т такие, что М и ̂ » 

, У ( у > и и с у
с

^ ­ & . 
Теорема 2.3.22. Пусть М , Л / е 1 х , ^ £ Л(Х)лс(М)л с(л/) и 

М 'с. Мс Ъ р . Тогда для каждого & > 0 найдутся Ц , V е Т 
такие, что М е Ц ^ & , Л|£ V >р~ & и и £ у

с ^ / > - 6 . 

Теорема 2.3.22 и теорема 2.3.26. утверждающая, что при неко­
торых ограничениях наг отделимость пространства X имеет место 
равенство 
(Д^Х, 6 е Н(сзф ^Р^ № (Х^О^ ­ т.н. спектр абсолютной 
замкнутости нечеткого множества И в I , устанавливают "внешний" 
критерий компактности, использующий связь между свойствами типа 
компактности данного нечеткого множества и степенью замкнутости 
его расположения в объемлющем пространстве. При этом данные ре­
зультаты, как и их хорошо известные четкие прототипы, существенно 
используют отделимость объемлющего пространства. Однако, особен­
ностью нечеткой топологии является то, что важнейшие нечеткие 
пространства (часть из которых рассматривается в главе Ш) облада­
ют очень слабыми отделимоетными свойствами. Ниже приведены "внеш­
ние" характеристики спектра компактности, не использующие никаких 
свойств отделимости (теорема 2.3.36, 2.3.37), Предварительно, од­
нако, придется определить понятие спектра относительной замкну­
тости КС1(т) нечеткого множества М в нечетком пространстве 
( Х / С ) : ': 
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RCt(M,X)=lpeh V­x0eX, V i l e r , V6>0, ^ e ( Q « (( M (x 0) >j3c

) * 

( M 6 0 > j b c + S ) * ( V ( X > ^ - S ) = > ( V U O W ^ J B - & ) ) ) 3 . 

В работе исследованы свойства'спектра RCt(M) , в частности, по­
лучена его характеристика в терминах нечетких направленноетей 
(2.3.29). Важный, пример спектра относительной замкнутости уста­
новлен в теореме 2.3.34. согласно которой 
$(fF§)

!

* I • (Отметим в этой связи, что в нечеткой прямой # ( 7 R ) 

(3.1.5) вообще.нет­нетривиальных замкнутых четких подмножеств.) 
Теорема'2,3.36. С(Х)Л RCl(M)c С(М)с RCf (М) , где MeI х 

Теорема 2.3.37. j oeC(M) , где M e l , Т О Г д а и только 
тогда, когда jb€.RCt(M,&) для каждого содержащего X нечеткого 
пространства <̂  . Таким образом С(М)=П ( Щ : (X =>Х). 

В случае, когда исходное пространство X является обычным 
топологическим, результаты этого параграфа могут интерпретировать­
ся как альтернативная теория компактности для ограниченных веще­
ственнозначных отображений пространства X (ср. [82]). Ключем 
для такой интерпретации служит: 

Теорема 2.3.40. Пусть X ­ топологическое пространство, 
M e l , J o e l , Если для всех $">Jbc множества М QM1 ком­

пактны, то с(М)ъ>р. Обратно, если c(M)^j3 и И полунепрерывно 
сверху, то множества М~1С ,̂ 4] компактны для всех 

Следствие 2.3.42. Если отображение М совершенно, то c(M)=f 

Следствие 2.3.46. Если М полунепрерывно сверху и с(Н) = 4 , 

то множество М" (0,f3 <о­компактно. 
В § 4 по аналогии со спектром компактности определяются 

спектр линделефовости и спектр счетной компактности 
нечеткого множества М в нечетком пространстве X , а также 
спектр наследственной линделефовости 
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нечеткого пространства X . Ид результатов этого параграфа приве­
дем здесь следующие: 

Теорема 2.4.7. Пусть S , У ­ нечеткие пространства, M е I , 

А / е 1 У . тогда... É(AM)* 2(М)л с (fi) , где (I^L(M)). 
Теорема 2.4.20. Пусть ( X ,Т ) ­ нечеткое пространство и каж­

дое V е Т предетавимо в виде V Мп = V , где Mn е Т ; тогда 
L(X)= HL(X) . Обратно, если (X ,Х) регулярно [2] и JbeHL(X), 

то для каждого V e T такого, что V=V<* jb , найдется после­
довательность ( И п ), где Мп £ ТГ , такая, что V= VMn 

( А ^ 5 - а ( в е AU 
Теорема 2.4.22. Если X ,У ­ нечеткие пространства, причем 

i o f à * • . то ье(х?у) = ьг(у) , г д е « ( « - « / ( ь н к а а 
Теорема 2.4.24. Топологическое пространство ( X , t ) наследст­

венно линделефово тогда и только тогда, когда 
Отправляясь от характеристики компактов как замкнутых подмно­

жеств тихоновских кубов, Энгелькинг и Мрувка ввели понятие Е­ком­
пактного топологического пространства, где Е ­ фиксированное Тд-

пространство [27]. Изучение нечеткого аналога этого понятия явля­
ется содержанием первой части § 5. Отметим, что роль свойства Е­
компактности в нечеткой топологии отличается от роли ее классичес­
кого прототипа в общей топологии. В то время, как в общей тополо­
гии Е­компактность является, прежде всего, интересным обобщением 
класса компактов (= класса I­компактных пространств), в нечеткой 
топологии, например, каждый из классов $(Т) ­компактных, 3 (Î)-

компактных, Jli. (1)­компактных, наряду со многими другими классами 
Е­компактности, занимает в соответствующей ситуации "центральное" 
место. Подчеркнем также, что, по сравнению с топологической тео­
рией, теория Е­компактности в нечеткой топологии существенно услож­
няется, в частности, потому, что мы вынуждены отказаться от требо­
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вания отделимости рассматриваемых пространств. 
Нечеткое множество М нечеткого пространства X называет­

ся Е­компактным, где Е ­ нечеткое пространство, если существует 
: X Е такие, что 

Ю(Ь(М), Е 3 6

) = I . Пусть К(Е) ­ класс всех Е­компактных мно­
жеств. . 

Теорема 2 . 5 . 4 . Произведение Е­компактных множеств Е­компакт­
но. 

Теорема 2 . 5 . 6 . Если X ­ Е­регулярное пространство, из(Х)-$зе, 

^ е С ( М ) и пространство Е ­ сильно компактно [32] , то существу­
ет гомеоморфизм . Ь : X —*­ Е

3 6 такой, что р€ 

Теорема 2 . 5 . 9 . К(9(Т)){)Тор есть класс всех компактов; 
К Л Тор есть класс всех К­компактных пространств. 
Если Е ­ сепарабельное метрическое пространство, то 
есть класс всех Е­компактных топологических пространств. 

Теорема 2 .5 .10 . Если X;, Е ­ топологические пространства, 
то ХеК(Е) тогда и только тогда, когда 

Во второй части § 5 развивается теория Е­компактных (в част­
ности, вполне регулярных компактных) расширений нечетких множеств. 
Основным результатом здесь является конструкция 2 .5 .14 , позволя­
ющая построить все Е­компактные расширения данного нечеткого мно­
жества И . 

В § 6 изучаются свойства типа связности в нечеткой тополо­
гии. (Линейным) спектром несвязности нечеткого множества М в 
нечетком пространстве (X , Т ) называется множество -[ре1'-

3ц,,ицвг №и,</>.М^ия<р, и^и^р^ир^щ л ц о м < р } -

его дополнение ч5(М)= 1^ называется спектром связности, 
а число <з(М)= ьп^<^(М) ­ степенью связности нечеткого множест­
ва М . 



- 22 -

Теорема 2.6.14, Если М=0Мс - произведение нечетких мно­
жеств М$ , , то 3(М) => 0 5(Мг) . Если при этом все 
нормированы, то. ,лБ(М) = О5(М(0­

Следствие 2.6.14. Если X ­ топологическое пространство и 
непрерывное отображение М : X —*-1 монотонно и либо открыто, 
либо замкнуто, то 3(^)-С0,П. 

В § 7 вводится понятие нечеткой (псевдо)метрики и изучается 
проблема метризации нечетких топологий. Нечеткая псевдометрика на 
множестве X может быть определена как отображение у> : 36 * 36 ­*• 

[О,+ о°") , где X = {х^хеХДе­ГО,03 » удовлетворяющее условиям 
(МО) VЛ*€ ЗБ ,>/•&>0 З б > + такое, 'что рСх^, х Б )< &з, 
(Ж) У ^ е З Б , У а И р ( ^ , х 5 ) = 0 ; 

СМ2) У ^ у ^ ^ е З Е р ( ^ ) ^ р ( ^ у
5

) + р(у5

,^^) и 
(МЗ) V .Х* у 5

е 36 р(А У
3

) « ̂ ( у
5

, ^ ) . 
Нечеткая псевдометрика у , удовлетворяющая аксиоме 

(М4) если ос*у или т < в , то р(*х±,у5)>0, 

называется нечеткой метрикой. 
Нечеткая псевдометрика Р на множестве X порождает на нем 

нечеткую топологию 1р посредством базы 
где 0 & ( ^ ) = \ll\fe3c:р(х*у6)<&>] . Основной.результат § 7 ­
теорема 2.7.15, содержащая критерий (псевдо)метризуемости нечеткой 
топологии ­ своего рода нечеткий аналог метризационного критерия 
Нагаты­Смирнова. 

В § 8 рассматривается класс нечетких кружевных пространств, в 
известном смысле близкий классу нечетких метризуемых пространств. 

В § 9 изучаются кардинальные инварианты нечеткого множества 
М в нечетком пространстве (Л ,Т) ­ такие, как вес ьОм , плот­
ность с1м, спред , экстент ем, число Суслина См и число 
Линделефа 1ц . В качестве примера приведем здесь определение ве­

file:///ll/fe3c
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са и7м. 

Семейство называется базой нечеткого множества М , 

если для каждого У е Т существуют Л / ^ ^ и ^ с . Ь такие, что 
/ ^ = М Л ( У £ у ) и |^

с

=Мл(л£у) , где Ц=[Р:Р°еЪу\ 

Пусть Ш(М)«тГп ^еК:5^Хо ЗЛ>сг^/Л>/^5 и ­ Л ­ база мЗ. Не­
четкий кардинал и) м : К ­»­2 ' , определяемый равенством и7щ(с£) = 

= 5ир(т€"1 : и7(М­М_1(^, 1])^ ©С^ , называется весом М . Из резуль­
татов этого параграфа отметим следующие: 

Теорема 2 . 9 . 5 . Пусть М = П М{ , _ произведение нечетких 
множеств. Тогда (У и)/*}.4) V I ^1 . Если при этом все М{ нор­

мированы, то У.иУм. $ и%4.. 

Теоремы 2.9.¡20. 2 .9 .27 . 2 .9 .34 . Для каждого М справедливы 
неравенства и?м ^с1м ^-С м ; и>м ^ С м ; иТ̂  ̂  З м ̂  С м . 

Предложения 2 .9 .25 . 2 . 9 . 1 8 . Пусть М = ПМ{ ­ произведение не­
четких множеств. Если ГМс = Се̂ /0Ь ̂  д л я к а ж

Д°го конечного ^о с Х 
то и 0^ £ !>>0 . Если при этом все М{ нормированы, то ЧСМ.<СМ 

и Ус1 м .<с( м . 

Несколько особняком стоит последний, десятый параграф главы П. 
Здесь некоторые топологические свойства нечеткого пространства С X , 

Т ) характеризуются как свойства расположения нечеткой топологии 
X в тихоновском кубе -1. 

Предложение 2 .10 .2 . Нечеткое пространство (X д ) является 
Т 4 ­пространством тогда и только тогда, когда 

Предложение 2 .10 .4 . Если (X ,Г ) ­ ­пространство, то Т 

открыто в I тогда и только тогда, когда (X ,1Г) дискретно. 
Предложение 2.1018. Нечеткое пространство (X ,%) имеет тес­

ноту ае ( эг ­ некоторый кардинал) тогда и только тогда, когда 
ТГ замкнуто в пространстве (I* , 50р (% , ) ), где Т^Х

' ­
произведение 1X1 копий топологии %=1&,'1]:Ле1} у (х] , а 7 ^ ' ­
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2t ­ящичное произведение IXI копий топологии Те= i[0,cA]: <Xel) 

и(ф] на отрезке. 
Что следует считать аналогом данного топологического простран­

ства в нечеткой топологии? Определенный ответ на этот вопрос со­
держится в § 2 первой главы, где были рассмотрены функторы е , 
Д , 8 и др., позволяющие сопоставить топологическому простран­
ству ( X ,Т ) нечеткие пространства ( X ,еТ ) , (X Д Т ) , ( X , о Т ) . 

Существенной особенностью этих функторов является то, что они ме­
няют только топологическую структуру, оставляя множество соответ­
ствующего пространства неизменным. Однако, будучи определенной 
копией топологического пространства (X , Т ) , нечеткое пространст­
во вида ( X ,JH.T) не может, как правило, играть в нечеткой тополо­
гии роль, выполняемую'пространством ( X , Т ) в Тор . В известном 
смысле объекты вида (X ,J4T) для этого слишком "бедны". Принципи­
ально иной подход к этой проблеме изложен в главе Ш, в которой 
разрабатываются две общие схемы конструкций нечетких пространств. 

Конструкция ?(Х) (§ I). Пусть (X , < ) ­ линейно упорядо­
ченное топологическое пространство и пусть <=̂ (Х) ­ множество всех 
невозрастающих функций :Х­*­1 таких, что sup<*(x)=l и 

irvf <х(«х") = О . Для каждого хеХ положим <5(vX~)= ш / д Ю и 
с* (х +) « sup <а (т) введем отношение эквивалентности ™ на £(Х) , 

положив. <а™<^> <*Gx~) = А 1 С*") и - £'(vX+) для всех 
Л е Х .Пусть i (X) ­ множество всех классов эквивалентности 
[jQ , т.е. $[£)=^уЬ . Введем нечеткую топологию б на 5{Х) 
посредством предбазы {ta^fc­. a, б е {Rj , где r a l > ] = £ ( a + ) и 

?b[<jG = f­d*(6") . Получающееся т.о. нечеткое пространство 
( ? М ,6 ) обозначаем £(Х) . 

Важнейшими примерами использования этой конструкции являются 
пространства , изоморфные, соответственно, нечеткой 
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прямой (3.1.5) и нечеткому отрезку (3.1.6), а также их ламиниро­
ванные версии Подчеркнем, что пространства 

неоднократно использовались в главе П при изучении свойств 
типа компактности .и отделимости нечетких топологических пространств, 

Предложение 3.1.7. Отображение К : X —*• $(Х) , определенное 
равенством к(о) = 1^о) » где с£а= {.х • ' а ] ', является гомео­
морфным вложением топологического пространства (X . ) в нечеткое 
пространство ИХ) . 

Пусть $ : (X , < х ) У ,<у) ­ неубывающее непрерывное ото­
бражение. Для каждого ^ ^ ^ ( Х ) определим отображение ^*&) = и, : 
У-*~ I равенством Ц(у) ­ са/ «*(х) и положим 

Теорема 3.1.10. Для каждого неубывающего отображения у : д 

-+У отображения $--Л()£)-~
(

5{У) и } : ? Л ( Х ) ­ ^ | Л ( У ) непрерывны. 
Отсюда легко следует, что конструкции $ и ? могут рас­

сматриваться как функторы из категории 0го( линейно­упорядочен­

ных пространств и неубывающих отображений в категорию СРТ (те­

орема 3.1.13). 
В § 2 изучается связь между свойствами пространств (X , < ) и 

^(Х) . Приведем здесь некоторые результаты такого типа. 
Теорема 3.2.1. и7(#(Х7) = и/(Х) . Если при этом 1X1 

то ц г ( £ Л ( Л > и 7 ( Х > 

Теорема 3.2.3. Если X ограничено, то пространства ?(Х) и 
сильно компактны. Обратно, если 2(Х) или Я ( Х ) 

сильно компактно, то X ограничено. 
Теорема 3.2.6. Если X неограничено, то с^(Х)= 1(£(Х^) = 

= Е ( ^ ( Х 4 ) ) , где с / ( Х ) = /пСп {/У| •• У с г Х , У неограничено в х] 
­ конфинальный характер.пространства У . (Следовательно, I(?(Х)) 

^ЦХ") и, в­частности, пространства ?(Д?) и ? (Л?) линделефовн.) 
Теорема 3.2.18. Следующие свойства эквивалентны: (I) X мет­

ризуемо; (2) £(Х) является кружевным; (3) И х ) является кру­
жевным. 
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Следствие 3.2.19. Если X. метризуемо, то пространства %(Х) 

и 9- (X) совершенно нормальны. В частности, совер­

шенно нормальны,­ (что является ответом на вопрос Родабауха [эз"\). 
Конструкция Ук?()С) ( § ё ) . Пусть ( X , Т5 ­ топологическое 

пространство, & ­ <о ­алгебра ег,о борелевских множеств и *М -

множество всех вероятностных мер на X (т.е. (о­аддитивных ото­
бражений р : & I таких, что р (X) = 1). Рассмотрим некоторое 
семейство 3 полунепрерывных снизу отображений пространства X 

в I и пусть ­ нечеткая топология на %М , порожденная пред­
базой { 8 н Ц е 5 ^ с I**1 , где % Ц ( Р ) = /и.с1р . Получающееся при 

х 
этом нечеткое топологическое пространство обозначаем Л^(Х) или 
просто 

Основными специальными случаями конструкции являются 
т.е. ­совокупность всех 

полунепрерывных снизу отображений X в I ) . 

Если отображение $ : ( X , Т х ) ( У , Ту ) непрерывно, то , 
положив ^Ср)(Е) = р ( $ ~ , где реЛ(Х) и Ц е ^ У ) , получа­
ем непрерывные отображения ^ : Л 1 Т —пЛИ^ и $ : Л<дтх Мщ 
(теорема 3.2.3), что позволяет рассматривать и Л Л т как функ­
торы из категории Тор в категорию СП 

Теорема 3.3.7. Пусть ( Х , Т ) ­ топологическое %­пространст­

во и б ­ нечеткая топология на X такая, что с б = Т . Тогда 
отображение К : (X ,6 )—*-Л^(Х) , определяемое равенством 
Л (ОС) = рх , где рэс ­ мера, вырожденная в точке X , является 
гомеоморфным вложением,тогда и только тогда, когда 5 ­ предбаза 
нечеткой топологии б , в частности, отображения И : (Х,Т)­^«ЛТ(Х) 

являются гомеоморфными вложениями. 
. . Описана связь между изучаемыми здесь нечеткими топологиями и 

т.н. слабой топологией, играющей важную роль в теории вероятноет­
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ных мер [ 4 ] , [ ю ] , [ Ю 4 " ] . Показано, в частности, что для совершен­
но нормального пространства (X . Т ) топологии С­Тщ и СХ^ со­

впадают со слабой топологией на йМ(Х). При этом, однако, нечеткие 
топологии вида Т § позволяют значительно тоньше характеризовать 
^(Х) и его подмножества, чем это. возможно сделать при традици­
онном подходе на.основе слабых топологий. Например: 

Следствие 3 . 3 . 1 1 . Если (X »Т ) ­ совершенно нормальное Ъ -

пространство и Тсг­^сЯТ , то для каждой гладкой меры р имеет 
место равенство , где си ­ замыкание мно­
жества 5) = {р х*хе.Х^ в (Т.о. значение замыкания 55* в 
точке р равно максимальному из значений меры р в ее атомах.) 

Следствие 3 . 3 . 1 2 . Если (X ,Т ) ­ сепарабельное метрическое 
пространство, то ^(р)=5ир{рМ'­хеХ} для каждой меры р (При 
традиционном подходе можно утверждать только замкнутость 3) в 
слабой топологии [ ю ] . ) 

В § 4 изучается связь топологических свойств пространства 
<Л$(Х) с топологическими свойствами исходного пространства (X ,Т ). 

Приведем основные полученные в этом направлении результаты. 
Следствие 3 . 4 . 7 . Если ( X ,Т ) ­ Т, ­пространство и 1 ° Я Т , 

то с К а 1 5 < х » с К х , т У 
Следствие 3 . 4 . 1 1 . Если (X ,Т) ­ Т0­пространство и ^сгЛТ, 

то с1(К5(Х))$ с1(Х,Т) , где К5(Х) ­ подпространство в Л($00, 
образованное всеми двузначными мерами. 

Теорема 3 . 4 . 1 9 . Для каждого нормального пространства (X ,Т) 
следующие условия эквивалентны: (I) ( X ,Т ) счетно компактно; (2) 

счетно компактно; (3)<^Лт(Х) счетно компактно; ( 4 ) Л Т(Х) 
компактно; ( 5) компактно. 

Теорема 3 . 4 . 2 1 . 3 . 4 . 2 3 . Если пространство (X ,Т ) совершенно 
нормально, то нечеткое пространство Л{дТ(Х) (В ,р)­хаусдорфово 
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для всех р> 0 (т.е. Ур ,с^4ЦХ) З ц , у е / С л т . такие, что и(р) 
>р ,У(ср>£. и и л У ^ ). С другой стороны, при 1Х1>1 «ДлтМ 
не является..(0,0)­хаусдорфовым. 

Теорема 3.4.24. Если (X ,Т) ­ топологическое пространство, 
IX!>1 и 5 с Я Т , то Лъ00 не ­является даже ( $", р)- Т 0 ­про­
странством ни при каких '(т.е. У > , # б 1 Э р 9це*М(л) 

такие, что если Ц е Т и и(р) >$> , то \х{с£) >$- ). 

В § 5 исследуется связь между конструкциями Л$()§ и £(Х) . 

Здесь, в частности, установлены следующие факты: 
Следствие 3.5.3. Если X ­ линейно­упорядоченное пространст­

во счетного характера й без изолированных точек, то пространства 
?(Х) и Л*П(Х) , где П = {{х--л<Й ,1х^>а!) : а , 6 е Х ^ , Г О М е о ­

морфны. Аналогично, гомеморфными являются и пространства 3""Чх) и 
<Л(дП(Х). (Соответствующий гомеоморфизм ^ : Л л̂ (X)-*-Кх) может 
быть задан равенством ^ ( р ) = ^ р ] , где ресУЦХ) , а £р : Х-**1 
­ функция, определяемая равенством ^р(х^ = р ( у ; У"?^ ­ т.е. каж­
дой вероятностной мере сопоставляется соответствующая функция рас­
пределения [13] .) 

Следствие 3.5.4. Если X ­ линейно­упорядоченное пространст­
во счетного.веса и без изолированных точек, то 
гомеоморфны. Аналогично, гомеоморфными являются и пространства 
? Л (Х) и Л ( Д Т (Х) . 

Несколько особое место в работе занимает глава 1У. В то время 
как в остальной части работы мы изучали категорию РТ(С) при фик­
сированной решетке ь , нередко ограничиваясь при этом важнейшим 
частным случаем 1_ = I , и ее основные подкатегории (СРТ , 1СРТ и 
др.), объектом изучения в главе 1У является определяемая в § I т. 
н. обобщенная категория нечетких пространств 6РТ , содержащая 

Ь ­нечеткие пространства для различных L . Точнее, объектами ка­
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тегории G F T служат четверки (X , L Д , К ) , где X ­ множест­
во, L и К ­ ограниченные sup ­полные решетки, a (J : [_Х

­*­К 
­ отображение, удовлетворяющее аксиомам, совершенно аналогичным 
аксиомам (1)-(3), рассмотренным при изложении.содержания главы I. 
Морфизмами категории GFT служат тройки (j­ Д ( , , 

Л! , М — С Х д Д я Д д , К Л ) , где' £ : Х , ­ Хд , ^ : L ^ L , и 
"У : К Я ­ отображения, причем ^ и 'У сохраняют произ­
вольные супремумы и конечные инфимумы, и !£06°V°f)^ ^ ( ^ ( V ) ) 
для каждого V € L Ā (своего рода условие непрерывности). Есте­
ственным образом определяется гомеморфизм в G F T 

В § 2 категории нечеткой топологии, изучаемые в главах 1­Ш, 
и некоторые другие (как новые', так и встречающиеся в литературе) 
категории описываются,как подкатегории категории 6 F T . Например, 
фундаментальная для нас категория FT (С) может быть охарактери­
зована как подкатегория G F T ( L , S > L ) В G F T , объекты которой 
имеют вид ( X , L , 5 , L ), а морфизмы имеют вид ( £ , <SL , & U ) : ( , 

L , У4 , L ) — ( Хя , L , % , L ), где <žL: L —>­ L ­ тождественное 
отображение. (Подчеркнем, что F T ( L / ) не является полной в G F T ) . 

Полную подкатегорию категории G F T , объекты которой имеют вид 
( X , L ,5 ,2), обозначим G C F T ( L ) . Категория C F T ( L ) чанговских 
L­нечетких пространств может быть охарактеризована теперь как 
подкатегория в G F T , являющаяся пересечением категорий GFT(L,&u) 
и G C F T ( L ) . Интерес представляет также полная подкатегория GHFT 
категории G F T , объекты которой имеют вид (X , L , $ , К ), где 
* ­ одноточечное множество. Подкатегория категории G H F T , 

объекты (* , L , О ,2 ) которой удовлетворяют дополнительному усло­
вию J s d ( естественным образом изоморфна категории локалей LDC 

[ōdļ, [ōlļ , - тем самым нечеткая топология может рассматриваться 
как теория, объединяющая как теоретико-множественную топологию, 
так и теорию локалей. 
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В § 3 исследуются основные операции в категории GFT . Под­
черкнем, что их определения имеют отличия принципиального харак­
тера от определений соответствующих операций в категориях вида 

F T ( L f ) . Для примера приведем здесь определение произведения в 
GFT. 

Пусть { Lw : е г} ­ семейство ограниченных sup ­полных ре­
шеток, и пусть L =®Lf _ множество, элементами которого служат 
подмножества ас Л 1 : # - е г} такие, что I) если t e a и S4"t, 

то Зеа­ и 2).если & C

L#­ и 6 = П 6 г о а , то и J>s(f>f)fca-

где fip= sap bp . Отношением ;CU b <=> а^= Ь , где а , 
множество L превращается в ограниченную sup ­полную решетку. 
(Например, если для каждого Г = 2 * 9 где ^ ­ не­
которое множество, T O r ® L ^ = 2 * .) Равенством % 0 ( ^ = {^еflLj.'• 

5

fo^Voi определяется отображение 3"̂ : L^-^L. 

Рассмотрим теперь семейство \_{ Х^, , , ): у­е е 
OKGFT) и положим Х = Л Х ^ Д = ® L ^ , К = ® К * . Пусть 3" : LX 

­•­К, ­ ( L ,К)­нечеткая топология, инициальная для семейства 
( Ppt^ffZ*) * » г д е X ­ ^ X g ­ ­ отображение проектирова­
ния, а Si^: L^—^L и К^­^К определены по аналогии с 
тем, как в предыдущем абзаце. Получающееся таким образом нечеткое 
пространство ( X , L , 5", К ) называется произведением пространств 

Важно подчеркнуть, что каждое утверждение о произведении в 
GFT содержит совершенно иную информацию, чем аналогичное ут­
верждение в.категориях вида FT(L) . Одной из причин этого являет­
ся тот факт, что при произведении в GFT происходит изменение 
решетки. Более того, ® L^.« L , где = L для всех ^ е Г , 
тогда и только тогда, когда L = 2 . Отсюда, в частности, следует, 
что для обычных топологических пространств обычное произведение 
совпадает с произведением в GFT (а значит, и с произведением в 
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любой ее подкатегории) ­ одно из проявлений "инвариантности" об­
щей топологии в нечеткой топологии. 

В ряде случаев использование операций в категории 6РТ по­

зволяет получить дополнительную.информацию и для категорий вида 
РТ ( 0 . Примером этого служит п.4.3.7, результаты которого позво­
ляют исследовать подпространства 1-, ­нечетких пространств (т.е. 
подпространства объектов категории П д О ) на основе Ь­нечетких 
подмножеств. 

В § 4 изучается проблема алгебраической определимости нечет­
кого топологического пространства. Ограничиваясь для простоты слу­
чаем категории вСРТ заметим, что в этой ситуации для объектов 
можем использовать запись (X ,1_ ,Т ), а для морфизмов ­ запись 
( £ , ^ ) : ( Х1 , I­ д , Х\) —> ( Х я , 1_а , Х%). Плоткинской полугруппой 
пространства ( X , I ,Т ) назовем произведение Р ( Х , ! _ , Т ) = С ( Х , 

[ Д)>^1 , где С (X , I ,Т ) ­ полутруппа эндоморфизмов простран­
ства (X ,!_ , Т ) , наделенное операцией ".", определяемой равенством 
(}иК^<кК

и

^=(Ь°1иА°^ияо& где ( ^ Х и ^ Д ^ Л л ) 6 

е Р(Х, . (Впервые полугруппа такого типа рассматривалась Б. 
Плоткиным в теории алгебраических автоматов [_8з].) Положив ОЬ.^ь 

ц 0 <

($я,М,
1Х

&) Т 0 Г Д а и только тогда, когда ^= к.^1 = Н и 

Ц, ̂  , зададим отношение частичного порядка на Р(Х ,1­ . Г ) , 

Две полугруппы Р(Хи Ц.ТО и Р С Х д , ^ , ^ ) назовем ¿0 ­изоморфны­
ми, если существует изоморфизм б Р(ХЬ1-1)'С|)-^Р(ХЯу/_;,)'Ся) такой, 

тогда 
и только тогда,, когда 6Ц,Д; и.1) = ^^З1,^, 

Теорема 4 . 4 . 3 . Ламинированные нечеткие пространства (Х^/СО 
и (̂ я.̂ ­я̂ я) гомеоморфны тогда и только тогда, когда их плоткинс­
кие полугруппы Р(^Х\гО и Р(ХЯ< ̂ Т*) и;­изоморфны. 

Развитая здесь теория может быть применена и для исследований 
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в категориях вида СРТ(И) . Назовем и)­изоморфизм б : Р(Х«,ЦДн) 
­*Р(ХяЛа,'Еа) жестким, если 6(<§хп^¿0= (6>хА. &и°0 для каж­
дого о(еЬ 

Теорема 4 . 4 . 6 . Ламинированные Ь­нечеткие пространства (Х<, 
I, Ти) и (Х^, !_ , ) гомеоморфны тогда и только тогда, когда 
Р(Х1,1 ,Ка ) и Р (Х2, Ь , 1 ^ ) жестко изоморфны. 

В последнем, пятом параграфе развивается теория компактности 
в категориях типа 6РТ ; на этом примере можно проследить некото­
рые особенности конкретных топологических теорий в категориях ти­
па 6РТ по сравнению с соответствующими теориями в категориях 
типа РГ С")• В качестве примера приведем следующее утверждение: 

Теорема 4.5.9. Пусть (X , I­ , (Г , К ) ­ произведение нечетких 
пространств ( Ху, Ьд­, $р, К^), ^ е Г. Тогда, если (X , I. , ̂ , К ) <̂  ­
компактно для некоторого еАеК , то каждое ( Х^, 1_у, 5 у, К^) о^.­
компактно для всех таких, что . Обратно, если 
каждое (Х^, Ц., 3$., К^) ©^­компактно для некоторого о ^ е К г , то 
(X , I. ,(Г ,К ) <Х ­компактно для всех ск>> V^(о(^. 



Глава 0. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

§ I. НЕЧЕТКИЕ МНОЖЕСТВА 

(0.1.1) Нечеткие множества. ­Пусть X ­ некоторое множество. 
Следуя Л.Заде [.112), нечетким (под)множеством в X называем ото­
бражение М : X 1 : = Г 0, ­О . При этом значение М(х) интерпре­

тируется как степень принадлежности точки хеХ нечеткому множес­
тву М , а обычное подмножество А^Х отождествляется со своей 
характеристической функцией . Совокуп­
ность всех нечетких подмножеств множества X обозначаем 1 Х , а 

­ I х 

совокупность всех его обычных подмножеств обозначаем / . 
.(0.1.2) Операции над нечеткими множествами (см., напр.,[112], 

[34], [81]). Пусть Ж - {МО се Л с I х ­ семейство нечетких 
множеств.в X . Под объединением и пересечением этого семейства 
понимаем, соответственно, его супремум VА• -V{СеУ} и ин­
фимум Л Ж : = /\ . Дополнение нечеткого множества п оп­

С X 
ределяется равенством М : = \ ­ М . Для семейства сА с­1 поло­

жим Л1 С:= ( М С : М©ЛЛ 

Если для каждого f€:У щ*, ­ нечеткое подмножество некоторо­
го множества Х^ , то произведением этих нечетких множеств будем 
называть нечеткое подмножество М множества X = П Х^ р опреде­
ленное равенством М(х)= А М^(хД 

Замечание. Ясно, что, если ограничиться обычными множествами, 
то введенные выше операции объединения, пересечения, дополнения и 
произведения сводятся к соответствующим классическим операциям. 
Ясно также, что приведенные выше определения не являются единст­
венно возможными продолжениями классических определений на нечет­
кий случай. Так, например, объединение и пересечение двух нечетких 
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множеств М можно определить также равенствами тах{М+А/, 
"И и М­ь1 соответственно (ясно, что эти определения также инду­
цируют соответствующие классические определения в случае обычных 
множеств). В литературе по нечеткой математике и, в особенности, 
по ее прикладным.вопросам используется и ряд других "естественных" 
определений (см., напр. ,[1] , [55], [б9] , [бо]). Однако, в иссле­
дованиях по нечеткой топологии и, в частности, в данной работе, 
операции над нечеткими множествами понимаются всегда так, как они 
введены в' начале данного пункта. Из числа важных преимуществ этих 
определений отметим их универсальность, т.е. применимость для лю­
бой нечеткой решетки ( 0 . 1 . 5 ) , а также то, что объединение, пере­
сечение и произведение определяются сразу для произвольного се­
мейс тва нече тких множе'с тв. 

Замечание 2. Введенные выше операции связаны многими важными 
соотношениями, вполне аналогичными фундаментальным соотношениям 
между теоретико­множественными операциями. Так, например, если 
Л , Л / с 1 х , то (УЛОл(уХ)=У{ММ^: Ь\еЛ,АеЛ) , (М*> 

; (законы бесконечной дистрибутивнос­
ти); =ЛЛ 1 С ; (/\.ЮС = УМС (законы де Моргана) и т.п. 

Замечание 3 . Подчеркнем, однако, что дополнение М­**МС не 
является "настоящим" дополнением, т.е. дополнением.в смысле тео­
рии решеток (см., напр.,[II]). Действительно, взяв, например, М= 
= 3, имеем МУМ С

=§=И , М л М с = з ^ 0 . Ловен [ 7 0 ] рассмат­
ривал различные подходы к определению операции дополнения для не­
четких множеств, в т.ч. и аксиоматические, и установил невозмож­
ность согласованного (в смысле сохранения важнейших соотношений) 
продолжения операций объединения, пересечения и дополнения на 
класс всех нечетких множеств с условием, чтобы продолженное "до­
полнение" действительно являлось бы дополнением в смысле теории 
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решеток. Этот факт является, кстати, одной из причин, вызывающих 
существенные отличия математики нечетких множеств и, в частности, 
нечеткой топологии, от соответствующих разделов классической ма­

г, 

тематики. 
(0.1.3) Образы и прообразы нечетких множеств. Пусть X , У 

­ множества и J­ : Х­^У ­ отображение. Образ ^ ( М ^ е ! не­

четкого множества M e l определяется равенством f(MXy) = sup 
М(х) ( SUp 0 •* = 0 ). Прообраз "̂*(Ю в I нечеткого множества 
tfel определяется равенством = ;(0

fJ(x) • Свойст­
ва образов и прообразов нечетких множеств вполне аналогичны свой­
ствам образов и прообразов обычных множеств. В частности, f (Уtil) 
= У и ­ А ^" (f^c) Для произвольного семейст­
ва нечетких множеств '• i€ 3j с I (см., напр., [l06j). 

Если £ : X—»*У ­ отображение, то, положив j­CMV = j­CM^ 
для. каждого M e l , получаем отображение ^ : 1 —*~ I ( это 
т.н. принцип продолжения Заде ^П2\). 

(0.1.4) L.­нечеткие множества. Заметив, что при работе с не­
четкими множествами многие свойства отрезка I оказываются несу­
щественными, а порой и обременительными, Гоген [34] ввел понятие 
L­нечеткого множества, где L ­ произвольная решетка с минималь­
ным 0 и максимальным I элементами. L ­нечетким (под)множеством в 
X называется отображение M : X ­ ^ L . В частности, I­нечеткое 
множество в X ­ это "классическое" нечеткое множество в X 

(0.1.1), а 2 ­нечеткое множество в X ­ это, по­существу, обыч­
ное его подмножество. Совокупность всех L ­нечетких подмножеств 
множества X обозначаем L*. 

(0.1.5) Нечеткие решетки. Хотя определение L ­нечеткого мно­
жества имеет смысл.для произвольной решетки L , в нечеткой топо­
логии, как правило, ограничиваются использованием т.н. нечетких 



решеток. Следуя Хаттону |_48], нечеткой решеткой называем полную 
вполне дистрибутивную решеТку с минимальным 0 и максимальным I 
элементами, ( V I , .на которой задана обращающая порядок инволюция 
ск-^ск

0, (т.е. ©(,^>е[_. э^>£о(=>с7< £ р ) , в частности, задав 
на решетках Ь и 2 инволюцию равенством ©(

с

. = \ ­ сА и на­
делив их естественным порядком, можем рассматривать их как нечет­
кие решетки. Важным примером нечеткой решетки является также бу­
лева алгебра всех подмножеств некоторого непустого множества £ . 
В дальнейшем через всегда, если не оговорено противное, обо­
значаем нечеткую решетку. По аналогии с тем, как это сделано в 
( 0 . 1 . 2 ) и ( 0 . 1 . 3 ) , для Ь ­нечетких множеств определяются операции 
объединения, пересечения и дополнения, а также операции взятия об­
раза и прообраза. При" этом все сказанное в ( 0 . 1 . 2 ) и ( 0 . 1 . 3 ) оста­
ется верным и для случая. ­нечетких множеств, где Ь ­ произ­
вольная нечеткая решетка. Подчеркнем, что, если инволюция ск-*-^ 

в нечеткой решетке 1> является (настоящим) дополнением, или орто­
дополнением, т.е. о(уис

= 0 и о ( Л О ( С = 1 для любого С^е(_. , то 
и соответствующим образом определенная операция дополнения для 
I, ­нечетких множеств является ортодополнением, т.е. МлМс

= О и 
М\/М

с

=1 для любого Ме|_ х 

( 0 . 1 . 6 ) /­»
Х как нечеткая решетка. Для произвольной нечеткой 

решетки I. множество Ь , ,­будучи наделенным отношением частич­
ного порядка ^ , само, очевидно, можно рассматривать как нечеткую 
решетку. 

Отношение ^ на 1/ часто трактуется как отношение включе­
ния для Ь ­нечетких множеств: если М , д/ е [/ , М ̂  ̂  , то 
М считается нечетким подмножеством нечеткого множества Н . 



§ 2. ОТНОШЕНИЕ НЕЧЕТКОГО ВКЛШЕНИЯ 

Наряду с отношением включения для нечетких множеств (0.1.6) 

в нечеткой топологии (как и в некоторых других разделах нечеткой 
математики) значительную роль играет также отношение нечеткого 
включения, введенное (независимо) в [20"̂  и в J2l] . 

(0.2.1) Определение. Для M , A / e I x положим M eN = Ûif Mc(x)V 
V Д[(х*) , и пусть M^Nl= (MCN)A(MS[V\\ 

Ясно, что Q S M S M ^ i . Число M S H трактуется как 
степень того, насколько нечеткое множество И содержится в не­
четком множестве л/ , а число M ­ |ч/ ­ как степень равенства 
множеств M и ^ . Если M , NlcX. , то, очевидно, МсМ = 1 
тогда и только тогда, когда M является подмножеством bi ; в 
противном случае M £ M = 0. 

X х 

Ниже мы приводим ряд свойств нечеткого отношения с : 1>1 
-+I , которыми неоднократно будем пользоваться в дальнейшем. В 
частном случае, когда все рассматриваемые множества четкие, при­
веденные утверждения сводятся к очевидным фактам из элементарной 
теории множеств. Доказательства этих утверждений состоят в непо­
средственной проверке, и поэтому мы их опускаем. 

(0.2.2) Предложение. Пусть M,(sf , R , & e l , I<UNI и 

A * В . Тогда Me A > f J .cô. 
y 

(0.2,3) Предложение. Пусть M , e I . тогда McN = 
(0.2.4) Предложение. Для произвольных M, , Д и B e l 

имеет место неравенство M V Al с А V 5 > (М с А) Л (Н с В'). 
(0.2.5) Предложение. Пусть А , В , M ^ I . Тогда 

А л В е м с = / \ £ ( М л £ ) с 



. _ 3 8 -

(0.2.6) Предложение. Пусть ^ : Х - * - У ; М, /\1 е I х .Тог­

да M ^ h l ^ J - C M ^ c j-(H) . Другими словами, степень включения 
образов нечетких множеств не меньше, чем степень включения самих 
множеств.. 

(0.2.7) Предложение. Пусть i :Х—»-У ; М , Н е 1
У . Тог­

да М £ fj ^ ^~4N0 с ļ" ( N ) . Другими словами, степень включе­
ния прообразов.нечетких множеств не меньше, чем степень включения 
самих множеств.­

у Т U 

(0.2.8) Предложение. П у с т ь j : X У , M . N e l , p e l . 
Тогда М Л Al € . f 4 ф ) * i ( М)Л j(H) е 

(0.2.9) Предложение. Пусть А , В{ е I , где l e j . Тог­
да А е А В с ^ А < А € & Д 

(0.2.10) Предложение. Пу9ть А , В , C e l и А с В > £ -

В £ С > У А .Тогда A e c l (А £ В) Л (В с 



§ 3. НЕЧЕТКИЕ КАРДИНАЛЫ И МОЩНОСТИ НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 

В последние годы рядом авторов предпринимались попытки срав­
нения нечетких множеств по мощностям и, соответственно, попытки 
введения понятия нечеткого кардинала (см., напр. , [ п о ] , [ i l l ] ) . 
Однако, серьезным недостатком всех известных нам подходов к это­
му вопросу является применимость их только в случае нечетких под­
множеств конечных множеств. В топологии же, как в обычной, так и 
в нечеткой, как правило, приходится иметь дело именно с бесконеч­
ными множествами. Поэтому возникает необходимость измерения мощ­
ности для произвольных нечетких множеств. В данном параграфе мы 
вводим общее понятие нечеткого кардинала, изучаем основные свой­
ства нечетких кардиналов и применяем их для сравнения нечетких 
множеств по мощностям. 

х у 

Пусть X , У ­ множества, M e l , N е I . 

(0.3.1) Определение. Нечеткие множества М и N будем на­
зывать равномощными и писать при этом M«*N , если |М ft, 0 I е 

= Ы~Ч*,131 для каждого ­fce [0 /U 
Ясно, что отношение w является эквивалентностью на классе 

всех нечетких множеств. Легко убедиться в справедливости следую­
щих двух предложений., 

(0.3.2) Предложение. М«|\| тогда и только тогда, когда для 
каждого - t e fOHl и каждого s<i IM _ 1 ( t ,GU Iff'(s,4"M и 
IM­4s,i3U L M - 1 ( t , i U 

(0.3.3) Предложение. Пусть для каждого ­te.J Х^ и Ус -

множества, М { ; е 1 Х с , | ^ е 1 У с и М{* Hi. Тогда, если Х с,ПХ^=0 
при t * t / , то VM^VN? и ' ( З М ^ О Н ; . 

Пусть К ­.класс всех кардиналов, упорядоченных естествен­
ным порядком ^ . 
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(0.3 .4) Определение. Нечетким кардиналом называется отображе­
ние эе : К—»­1 . , удовлетворяющее следующим условиям: (I) эе не 
возрастает; (2) .эе(0) = 1 ; (3) эе ( о О = 0 для некоторого с<е К. 

Класс всех нечетких кардиналов обозначим 3i . На X естест­

венно возникает отношение частичного порядка ^ . Нетрудно заме­
тить, что, используя терминологию § I главы Ш с незначительным из­
менением, класс Л нечетких кардиналов может быть отождествлен с 
конструкцией 

Отождествляя нечеткий кардинал эе : К I с некоторым его 
ограничением вида : К̂ —»­1 , где <?С ­ кардинал такой, что 
эе,(оГ)= 0 , а ­ отрезок кардиналов, ограниченный кардиналом 
о< , можем каждый раз считать, что нечеткий кардинал ге задан не 

на классе всех кардиналов К , а на некотором множестве кардиналов 
к * . . .. 

Сопоставляя каждому кардиналу Л е К нечеткий кардинал Л е К , 

определенный равенствами X(jC)-L при и X(ji)-Q при 
J l>A , где J t e K , класс обычных кардиналов К можем рассматри­
вать как подкласс класса всех нечетких кардиналов 31 . 

Сопоставим каждому нечеткому множеству M e l нечеткий карди­
нал ("мощность" нечеткого множества М ), определяемый равен­
ством ЭЕ М («О - S L I P ( T : IM ' \T , l l | *Ji\ UeK ( s u p 0 - 0 ) . 

Легко заметить, что это определение корректно и что имеет место 
равенство. эем.(<£) = sup 

C0­.3J5)­Предложение. M«*h! тогда и только тогда, когда аем = эед 

Доказательство. Если M^fJ , то, очевидно, эе м = эе^ . Обратно, 
предположим, что M^Nl и пусть (для определенности) " t e C 0 , 0 

таково, что |М" ft,111 = о(<Jo:= 111 . Если при этом 
с

^ " ^ ^ ^ 0 » то найдется t ' > t такое, что IN (tUH=jb ,а 
следовательно, Хц(£)Ъ± . Поскольку, о другой стороны, X^(f)<t, 
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i 

то эг^ФЩ-

В случае, если t£(p)-UÖQt то существует кардинал ft такой, 
что ©< < Jf'<Jb Но тогда, как нетрудно заметить, найдется t'>t 
такое, что W~\"b',ljl ̂  , а следовательно, ^ "t . По­
скольку, с другой стороны, 86M()f) < "t , вновь заключаем, что 

Нетрудно..доказать, также следующее утверждение: 
(0,3.6) Предложение. Если М £ й , то э е и ^ э е к . 

(0*3',7) Ппедложение. Для,каждого нечеткого кардинала dt : К 

существует нечеткое множество М : Х­*­1 такое, что 96^= .̂ 
Доказательство. Представим зе в виде Ж : I , где 

3 ­ некоторый ординал, а ­ соответствующий алеф, и пусть 
X *• = Т(10^ ­ множество всех ординалов, меньших чем ординал и? 5. 
Определим нечеткое множество М : Х-*"1 следующим образом: М(0) 

:=ае (0 ) = 1 , М(т>= эе(Г) М Ц ^ э е У ^ для каждого \ < % \ 
если же Jí е и Я#иО^ ни для какого »

 т о рассмотрим 
ординал \(úí)'= mía : Я< ц ) ^ и положим И(Я) := (ьО^^") . 
Нетрудно заметить, что для определенного таким образом нечеткого 
множества М имеем ае м = эе. 

Замечание. Пусть М : X—Sri . Методом, использованным при до­
л 

казательстве этого предложения, построим нечеткое множество Э6М: 
T(u)¿)-»-I, соответствующее нечеткому кардиналу 98^ . Ясно, что 
3ßM«M и ^м=96ае.м. Если hl :У-*-1 ­другое нечеткое множест­

А Л 
во, то # м 9 6 N тогда и только тогда, когда £ 3t̂ j­

(0.3.8) Сумма нечетких кардиналов. Пусть эе , Я ­ нечеткие 
кардиналы. Определим их сумму #е©Л равенством 

. ае@Я(вО = зир{(зе (^ )лЯ(^ ) . jb+y 
где о( , J6 , G К . 

Аналогично для произвольного семейства нечетких кардиналов 
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fae^ • с е "ĵ j определим сумму © aej, равенством 

. © a e L ( o O = sup { Л э е с ( о О : 

Заметим, что нечеткий кардинал 0 играет при этом определе­
— <~ 

нии роль нуля (т.е. зе© 0 = 0®эе = эе для каждого die К ). Легко 
заметить также, что, если {#,• : 1 £ Л и {Лг • ­ два семей­
ства нечетких кардиналов и 8 В « S д л я каждого Се J , то 

(0.3.9) Предложение. Для произвольного семейства (обычных) 
кардиналов {jtj,* Le .3 j имеет место равенство Z.J4c = © }(.;,. 

Доказательство. Если Zjii, то © J k : U ) = sup ( Д J4(,(°<;) •• 

Z­c/^^ > Л ] i i ( p i ) = A . Если же ^>Zjii , то, очевидно, ©ju;(c<> 

= 0 . Таким образом, в каждом из этих случаев имеет место равен­
ство © (оО - z j v ^ O . 

(0.3.10) ­Предложение. Пусть Af̂  е I 0 (-СеЗ ) и при этом при 
различных i ,­С' множества и ^' не пересекаются. Тогда 

Доказательство «вытекает из следующей цепочки равенств: 

KvMiW-supii-- KVMcjfartl**} = sup lp lUM'itt, 111>СА] = 

= sup sup ft= IMfftJJUcAc sup Л я (оф = © #я4. Г°0­

Воспользовавшись коммутативностью и ассоциативностью операции 
суммы для обычных кардиналов, легко устанавливаем коммутативность 
и ассоциативность операции суммы для нечетких кардиналов. Точнее, 
имеют место следующие утверждения: 

(0.3.II) Предложение. Пусть [дС^-СеЛ ­ некоторое семейство 
нечетких кардиналов и t : J—*­ J ­ произвольная биекция. Тогда 
имеет место равенство -®^щС)* В частности, если 

• • . У=и,л) ., то ае,е эеА = я Л © эе,. 

(0.3.12) Предложение. Пусть ­ некоторое семей­
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ство нечетких множеств и множество J представлено в виде объе­
динения У = исУз, где ^ 5 ^ 5 , Е = 0 при S£S' . Тогда = 
=© 3(©^ s эе^) . В частности, при 3=u,2,$j отсюда следует, что 

.fa® эе8)е эе3 = эе,@ (аеА© зеа). • 
(0.3,13) Произведение нечетких кардиналов. Пусть dt , Я ­

нечеткие кардиналы. Определим их произведение равенством 
( э е © Я ) и > зор ( з е С й л Я С ^ ) , где ̂  , jb , ^ ег К . 

Аналогично, для произвольного семейства нечетких кардиналов idti-

CetJj " определим произведение Ф эе^ равенством 

Заметим, что нечеткий кардинал Т играет при таком опреде­
лении роль единицы (т.е. ге©1 = 1©эе=эе для каждого зееК). 
Легко заметить также, что, если laej'­te 
два семейства нечетких кардиналов и ае^Я^ для каждого i e j , 
то о<9е^ < ©Я:.. 

(0.3.14) Предложение. Для произвольного семейства 
обычных кардиналов имеет место равенство 0/it = ® JV 

Доказательство. Если О($П]к.с, то ©J?T(OC)=- sup {Д 
: Г Ы ^ о О г QfitpU'i • Если же о(>П}ц , то, очевидно, 
<?%М = О-

(0.3.15) Предложение. Пусть для каждого iej Mi £ 1 . 

Тогда эе П А ( . = О эем.. 
Доказательство вытекает из следующей цепочки равенств: 

Э е п м . ( ^ = 51ф Й : l(nM0\t,Ol^o<3= SUp SUp [ t : VC iM ^ t j ] I *o<L } = 
= sup (д « н £Х^г> © «ert.(«0. 
Воспользовавшись коммутативностью и ассоциативностью опера­

ции произведения для обычных кардиналов, легко устанавливаем 
коммутативность операции произведения для нечетких кардиналов. 
Точнее, имеют место следующие утверждения: 
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(0.3.16) Предложение. Пусть [ э е ^ С е Л ­ некоторое семей­
ство нечетких кардиналов и 4i :1—»­j ­ некоторая биекция. Тог­
да имеет место, равенство ^ ^ г . = Ф 3 6^(с) •

 в частности, если 
j = {^,a^ ., то­ ae 1oaeÄ= геАоэе<. 

(0.3.17) Предложение. Пусть т [эб;: i e ^ ­ некоторое семей­
ство нечетких множеств и множество J представлено в виде объе­
динения j = U J S , где ЗзПЗз' = $ при Sfs' . Тогда = 
=5©5(0^js зе­jj , При j = l 1 3 £ , 5 j отсюда, в частности, следует, 
что (4 ' © эе й ^о Щ = Щ © (% 0 «а> 

(0.3,18) Предложение. Пусть [ж^- tejj ­ семейство нечет­
ких кардиналов, и А •« нечеткий кардинал. Тогда (фэе£,")оЯ = 

, В частности, при отсюда следует, что 

( А Е , ® &i) © 1 - («1 О J C ) © ( З Е Я О t). 

Доказательство. Воспользовавшись утверждением (0.3.7), най­
дем для каждого t € j нечеткое множество Mi,: Х ^ ­ ^ I такое, 
что #6М. = и нечеткое множество /si : У — 1 такое, что ае̂ = 
=Я . Согласно (0.3.10) имеем Эву^. = ф Э£ и. , а отсюда, согласно 
(0.3.15), заключаем, что ^(ум^хМ = (®а^")оЯ . С другой сторо­
ны, действуя аналогично, но применяя сначала (0.3.15), а затем 
(0.3.10), приходим к равенству Э£у^. х^=@(эс^оЯ). Для завершения 
доказательства осталось воспользоваться очевидным равенством 

t • *t> 

(0,3.19) Операция степени для нечетких кардиналов. Пусть X , 

­ нечеткие кардиналы. Определим их степень равенством 
а е Я ( О ( > sup (к(р)лЩ1) е К). 

Ясно, что., если dft.ij*. и Я<^­ , то эЛ/с* (зе Д , j i ,£eK). 

(0.3.20) Предложение. Если J l , N е К , то J i = Jl? 

Доказательство. Непосредственно из определений ясно, что 
j t V " ) = sup Cji(Jb>^(^) ^ JUJK) A ^ ( f ) = 1 при *J4 и 

J5 % с/ 



- 4 5 -

1 (оС) = 0 при сА>р , откуда и следует доказываемое равен­
ство. 5 

Воспользовавшись известными свойствами операции степени для 
обычных кардиналов (см., напр., [б5^ , стр.151 ), нетрудно устано­
вить аналогичные свойства операции степени для нечетких кардина­
лов. Наиболее важные из них собраны"в следующем предложении: 

(0.3.21) Предложение. Для произвольных нечетких кардиналов 
Э6 ,Л , 8 имеют место равенства: 

э е я @ 8 = э е я о а е 9 

( з е л > = эе 

* 

(0.3.22) 0 нечетких ординалах. По аналогии с нечеткими кар­
диналами могут быть введены и нечеткие ординалы. Точнее, пусть 
V/ ­ класс всех ординалов, наделенный естественным порядком. Не­
четким ординалом назовем невозрастающее отображение и) : \А/—*-1 

такое, что для некоторого о< е: \Д/ . Класс 
всех нечетких ординалов обозначим Я. . Естественным образом \А/ 
можно (с точностью до изоморфизма) рассматривать как подкласс 
класса . По аналогии с тем, как это было сделано для нечетких 
кардиналов, для нечетких ординалов можно определить операции сум­
мы, произведения и возведения в степень, продолжающие соответст­
вующие операции для обычных ординалов и обладающие "естественны­
ми" свойствами. 



Глава I. О ИНАЯ ТЕОРИЯ НЕЧЕТКИХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

Введение 

(1.0.1) Нечеткие топологические пространства: подход Чанга. 
Как уже отмечалось, первое определение нечеткого топологического 
пространства было дано Чангом [l6j. Согласно Чангу, нечеткое то­
пологическое пространство ­ это пара ( X , ТГ), где X ­ множество, 
а X ­ нечеткая топология на нем, т.е. некоторое семейство его 
нечетких подмножеств ( Т е I ) f удовлетворяющее следующим трем 
аксиомам: 

(1) 0,*еГ; 
(2) если и,УеХ , то t/Al/e V-

(3) если UieV для всех i e j , то \fliisV. 
Отображение $ : X У , где ( X , ty), (У , Ту) ­ нечеткие то­
пологические пространства, называется непрерывным. если J (/\f)etx 

для каждого V€%y 

Нечеткие топологические пространства и непрерывные отображе­
ния образуют категорию, которую обозначим CFT и будем называть 
категорией [чанговских] нечетких [топологических] пространств. 
(Здесь и в дальнейшем в квадратные скобки заключаются слова, ко­
торые будут опускаться в случаях, когда это не должно вызвать не­
доразумения) . 

Нечеткое подмножество А нечеткого пространства (X , t ) на­

зывается замкнутым, еСЛИ AC£t ; ПОЛОЖИМ ^ С ; = { / 1 С : (\ €Г t] 

(0.1.2). Легко.проверяется, что (Iе

) 0, \е% ; (2е

) если Л.ВеТ, 
то A V B e t C ; (3

е

) если Й1€ТС для всех iei , то A / l ^ T 0 

Наименьшее замкнутое нечеткое множество Mel t содержащее 
(0.1.6) нечеткое множество К е I * , называется замыканием Д/ , а 
наибольшее открытое (т.е. принадлежащее X ) нечеткое множество 

file:///fliisV
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Avt M e l , содержащееся в М , называется внутренностью М . 

Основные свойства операций замыкания и внутренности в нечетких 
пространствах совершенно аналогичны соответствующим свойствам за­
мыкания и внутренности в топологических пространствах. Например, 
М = л { Я : Я е Т С , А> М) ; Щ = М VN ; М/\7/< М л Л ; 

М = М для любых М , hi С 1 (см., например, [l О Б ] ) . 

Семейство S e t называется базой нечеткой топологии Х> , 

если каждое \i€t представимо в виде И - V l ^ для некоторого 
семейства 'О'цс^ [ Ю Б ] . Семейство ^crf называется предбазой 
нечеткой топологии Т , если совокупность % всевозможных конечных 
пересечений нечетких множеств из является базой нечеткой топо­
логии Т . 

(I.0*2) Ь ­нечеткие топологические пространства: подход Гоге­
на. Обобщая определение Чанга, Гоген [зб] вводит понятие L­не­

четкого топологического пространства: 
Пусть L ­ произвольная (фиксированная) нечеткая решетка 

(0.1.4). [чанговским! L­нечетким топологическим пространством на­
зываем пару (X , ' С), где X ­ множество, а Т ­ (_, ­нечеткая топо­
логия на нем, т.е. некоторое семейство его L ­нечетких подмножеств 
( Т с L ), удовлетворяющее аксиомам (1)-(3) из предыдущего пункта. 

L ­нечеткие пространствами их непрерывные отображения (а не­
прерывность понимается здесь так же, как и в (1.0.1)) образуют ка­
тегорию С FT ( О . Ясно, что CFT(T) есть категория CFT , a CFT0 

есть (с точностью до очевидного изоморфизма) категория топологи­
ческих пространств Тор . Все сказанное в (1.0.1) переносится и 
на случай L ­нечетких пространств. . . 

(1.0.3). Ламинированные нечеткие топологические пространства: 
подход Ловеня. В 1976 г. Ловен [бб"] предложил новое определение 
нечеткого топологического пространства, отличающееся от определе­
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ния Чанга тем, что вместо аксиомы CD в нем используется аксиома 
(1^ ) Т содержит все константы cel. 

В дальнейшем такие пространства называем ламинированными [чангов­
скими] нечеткими [топологическими] пространствами. Категорию лами­
нированных пространств и их непрерывных отображений (а непрерыв­
ность Ловен понимает так же, как в (I.0.D) обозначаем LCFJ. 

Существенная особенность лашшированных нечетких пространств 
состоит в том, что постоянные •отображения таких пространств непре­
рывны (т.е. являются морфизмами в LCFT) [бб]. Отметим также, что 
на одноточечном множестве * существует континуум чанговских не­
четких топологий, но телько одна из них ламинирована ( Т ­ I ) . 

Отсюда Ловен и Уитс [74] делают вывод, что LiCFT f в отличие от 
СРТ , является топологической в:

смысле Херрлиха Гзв] категорией. 
Чанговское L­нечеткое пространство естественно назвать лами­

нированным . если его L­нечеткая топология содержит все константы 
ceL . Нетрудно заметить, что LCF7(2)=CFT(2) и с точностью до 
изоморфизма ­ это категория Тор. 

(1.0.4) Некоторые выводы. Известным недостатком всех рассмот­
ренных выше подходов к определению нечеткой топологии является не­
последовательность в использовании идеи нечеткости. В каждом из 
них нечеткая топология ­ это обычное подмножество семейства всех 
нечетких (или L­нечетких) подмножеств данного множества (т.е.Т<=/. 
или» другими словами, х е < ). Нами разработан более последова­
тельный подход к использованию идеи "нечеткости" в топологии, со­
гласно которому под нечеткой топологией понимается уже некоторое 
L­нечеткое подмножество Я семейства L L­нечетких подмножеств 
множества X (т.е. Я-.L—^L или, другими словами ). Изло­
жению основ этого подхода и посвящена настоящая глава. 



§ I. I­НЕЧЕТКИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

(1.1.1) ̂ ­нечеткая топология и и­нечеткое топологическое 
пространство. I­нечеткой топологией на множестве X называется 
отображение £Г г L X — L , удовлетворяющее следующим условиям: 

(1) (Г 10) ­ { Г С 0 ­ < ; 
(2) ^ 1 1 Л 1 ) ) > Л ( 1 1 ) л № ) для любых и , 1 ^ / _ ; 
(3) У (У \Л1) > Л Я(\11) для каждого семейства { И г Н б Й с Ь * 

Пара ( X , у ) при этом будет называться Ь­нечетким [ топологичес­
ким! пространством. 

В случае Ь = I (который будет представлять для нас основной 
интерес) мы будем, как правило, опускать префикс I- и говорить 
просто о нечеткой топологии и нечетком [топологическом] простран­
стве соответственно. 

Неравенство Я(\С)^и. , где \JLcL и трактуется как 
утверждение "степень открытости I, ­нечеткого множества И не мень­
ше, чем*/", а неравенство Я(и

С

)ъо( ­ как утверждение "степень 
замкнутости нечеткого множества 11 не меньше, чем <=А

 11

. 

(1.1.2) Непрерывные отображения. Отображение у : Х-^-У * где 
( X , (У ,$у) ­ Ь­нечеткие пространства, называется непре­
рывным, если ?х (£~Л$Ь ̂  $У № каждого 1/ € (У . Говоря не­
формально, непрерывными считаются отображения, которые в сторону 
прообраза не понижают степени открытости нечетких множеств. 

(1.1.3) Категория РТ(£) . |_, ­нечеткие пространства и непре­
рывные отображения между ними, очевидно, образуют категорию; эту 
категорию будем обозначать . Категорию РТ(Т) обознача­

ем просто 
Категория РТ(2) ­ это, с точностью до очевидного изомор­

физма, ­ категория Тор топологических пространств. 

file:///JLcL
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(1.1.4) Нечеткое пространство ( X , 1 ) называется ламинирован­
ным, если 

(I ) ч / (с) = 1 для каждой константы е е Ь. 

Полную подкатегорию категории РТ(ь) , образованную ламини­
рованными нечеткими пространствами, обозначаем 1_РТ(ь) . Ясно, 
что постоянные отображения ламинированных нечетких пространств 
(в отличие от отображений произвольных нечетких пространств) за­
ведомо непрерывны. 

(1.1.5) Отображение £ : Х-^У , где ( X , £ х ) , (У , % ) -

нечеткие пространства называется гомеоморфизмом, если ^ ­ биек­
ция и отображения £ и £ непрерывны. Отображение называет­

ся замкнутым (открытым), если ^ 0^ С ) ^ $у(£Ш
с

У) (соответственно 
$х(и) $ $У О Н Ю ) ) для каждого Не 1_х 

г, 

(Т.1.6) Рассмотрим множество ̂  всех Ь ­нечетких топологий 
на данном множестве X (Напомним, что здесь, как и везде за исклю­
чением главы 1У, L ­ фиксированная нечеткая решетка). На этом мно­
жестве можно рассматривать отношение естественного частичного по­
рядка ^ : СН ^Т'<=> $(М) £ ^Г(М) для каждого М е ( Л Макси­

мальной относительно этого порядка, очевидно, является Ь­нечеткая 
топология ^ : [_Х

—\­ , определяемая равенством ^ С М ) = 1 для 
каждого Ме|_ $эту нечеткую топологию называем дискретной). а ми­
нимальной ­ ­нечеткая топология 9а : L —»-1- , определяемая 
условием 7 ( 0 ) - < Г ( ( ) - 1 и $(Р!)=0 при М е / _ Х , М+ОД 
(эту нечеткую топологию называем антидискретной). 

г. 

(1.1.7) 0 некоторых взаимосвязях между категориями С?Т(С) и 
РТ(1|) . Отождествляя, как и обычно, подмножества данного множест­

ва с соответствующими характеристическими функциями, можем рассмат­
ривать СРТ([Д как полную подкатегорию категории РТ(7_Г) . При 
этом, очевидно, I­нечеткое пространство ( X . у ) является чангов­
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ским, т.е. принадлежит категории СГТ(Ь}, тогда и только тогда, 
когда нечеткая топология и помимо аксиом (1)­(3) из (1.1.1) 
удовлетворяет следующей аксиоме: 

( 4 ) = 2 = Г О . 

С другой стороны, если ( X., £Г) ­ произвольное L­нечеткое 
пространство и явля­

ется чанговской Ь­нечеткой топологией на X (в дальнейшем 5* 

называем. [чанговской] I­нечеткой топологией о< ­уровня ("данной 
нечеткой­ топологии 3"]). При этом 7% := £ 11 £ [Л 5"(ЦС

) ы ] ­ это 
в точности семейство всех замкнутых и ­нечетких подмножеств чан­
говского пространства.(X , *4(). Эти наблюдения позволяют свести 
изучение некоторых свойств нечеткой топологии Я к изучению зна­
чительно более простых объектов­ соответствующих чанговских не­
четких топологий <^ ­уровня ­Ц". В частности, как нетрудно заме­
тить, непрерывность отображения £ : (X ^ ) - * ( У , ̂  ) равно­

X у 

сильна непрерывности отображений ^ : (X , ̂ ) (У , ̂  ) для 
всех с( е /_+ ' 

(1.1.8) Тор как категория нечеткой топологии. Для произволь­
ной нечеткой решетки Ь категорию Тор очевидным образом можно 
рассматривать как полную подкатегорию категории СП (С) (а сле­
довательно, и как полную подкатегорию категории ЯТ ( 0 ), объекты 
(X Л ) которой Снаряду с аксиомами (1)­(4)) удовлетворяют следу­
ющей дополнительной аксиоме 

(5) ? ( / Л 2 х ) = [ о К = 2 < = 0 

(Подчеркнем однако, что такая интерпретация категории Тор как 
категории нечеткой топологии'не является единственно возможной ­
о других "естественных" интерпретациях. Тор как категории не­
четкой топологии см.,..например,­ в § 3). 

­ (1.1.9). Замкнутая структура Ь ­нечеткой топологии. Пусть 
(̂  ­ I­нечеткое топологическое пространство. Положив для 
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каждого Ме1* 5с (М) •'= 5"(МС

), получаем отображение 5 С : [Л­*­/­, 
которое назовем здесь замкнутой структурой Ь ­нечеткой топологии 
£Г . Нетрудно заметить, что замкнутая структура I­нечеткой топо­
логии удовлетворяет следующим аксиомам: 

(1С) £ ( О ) « £ 0 > ^ 

(2С) <ГС (АУ6) <? £ (А) А ̂ с (б) для любых А, 5 е 1 Х ; 
( З С ) (А А-)? )\ ̂  для каждого семейства ГД{ •" <> е ЛСГ /Iх 

С другой стороны, ясно, что каждое отображение У :/_­*­[. , удо­
влетворяющее аксиомам (1С ) - ( З С ) , однозначно определяет нечеткую 
топологию. £Г : [.....­*•/­. ,. такую, что Jc

=r

^
>

• 

(1.1.10) ^­нечеткое замыкание. Пусть (X ,5 ) ­ I­нечеткое 
пространство. Для каждого Ме[_ и каждого сЛе1 положим 

. Тем самым, получаем отображение $£: 
/_

Х х

/_­^^­
Х , которое будем называть оператором £ ­нечеткого за­

мыкания в I*­нечетком пространстве ( X ,5") . 

Непосредственно из определений легко проверить, что оператор 
нечеткого замыкания обладает следующими свойствами (А7,̂ е1Х о/,/>£/.): 

( Ш ) Ш(М,о0ъ
 м

; 
(2 С П если 
сзсе) щ(%1(мм),°£):± %1 ( м , в О ; 

(4 С Е ) Ы(МУНЛ = ЪЦММ)УМ(МЛ 
(5 С П <€>1(0М)=0. 

Обратно, для каждого отображения : /. х£. — , удовлетворяюще­

го условиям (I СЕ )­(5 СЕ ), можно построить Ь­нечеткую топологию, 
оператором Ь­нечеткого замыкания которой он является. 

Действительно, заметим прежде всего, что для каждого сХб£. 
является чанговской ь­нечеткой тополо­

гией на X и при этом семейство [Я*: Л€ 1?] . удовлетворяет 
условиям предложения (1.2.1). Отсюда заключаем, что равенством 
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í ( l í ) : = V + ( d^ilí) А ©О определяется L­нечеткая топология 5* : 

|_X-^L на X . Для завершения доказательства остается заметить, 
что для каждого Ме[_Х и каждого <Х е I имеет место равенство 
М * = ^ fM, 4 , где Я * - Л [t\i%XH>^J>,H\ 

(I .1.11) L ­нечеткая внутренность. Пусть (X , 3 ) - L­нечет­

кое пространство. Для каждого Мв[_Х и каждого o ( e L положим 
I n t (M,o0¡= Y f t i : ?(U)^ ^ ,11ч<м] . Тем самым получаем отображе­
ние I n t : [_** L —*- LX , называемое оператором L­нечеткой внут­
ренности в L ­нечетком пространстве (X , J ) . 

Непосредственно из определений легко проверить, что оператор 
нечеткой внутренности^ обладает следующими свойствами ( М , Л/е Lх, 

o( ,JbeL ) : 

( l i n t ) I n t W,o£)* M; 
(2 I a t ) если 
(з I a t ) I a t ( M A A U ) = I n t (M,cO л I n t ( ^ < 4 

(4 I n t ) I i b t ( I a t ( M , c 4 c O = In t (M ,oC) ; 
(5 I n t ) I n t ( 1 , ^ 0 = 1 : 

Обратно, для каждого отображения I n t • L * L —*• L , удовлетворя­
ющего аксиомам ( l i n t )-(5 I n t ), можно построить L­нечеткую то­
пологию 5" , оператором L ­нечеткой внутренности которой он явля­
ется. Это построение нетрудно провести по схеме, аналогичной той, 
которая была применена в (I .1.10) для построения L­нечеткой топо­
логии по оператору L­нечеткого замыкания. 



§ 2. СТРУКТУРНЫЕ СВОЙСТВА СЕМЕЙСТВА I­НЕЧЕТКИХ­ ТОПОЛОГИЙ. ИНИЦИ­
АЛЬНЫЕ И ФИНАЛЬНЫЕ I­НЕЧЕТКИЕ ТОПОЛОГИИ. ОПЕРАЦИИ НАД 

и ­НЕЧЕТКИМИ ПРОСТРАНСТВАМИ 

А. ̂ ­нечеткая топология, порожденная семейством I­нечетких топо­
логий 

(1.2.1) Предложение. Пусть Х= {9"^: ­ неко­
торое убывающее (т.е. о<'*о< =$> $ $ #*) семейство £­нечетких топо­
логий на множестве X . Тогда отображение $ : / _

х

— , определен­

ное равенством £Г(10 = У ( У (и") А « О » где Ц €Г 1_ , являет­
ся L­нечеткой топологией на множестве X . 

Доказательство. Равенство Я(0)= ^Г(0 = 1 очевидно. Для дока­
зательства условия (2) определения (1.1.1) предположим, что найдут­
ся Ц , 17 € (_ такие, что . Тогда 
^ ( и л Л 2 ЯЫ(Ь[) А ^(1)0 для некоторого о<е/_+

, что невозможно, 
поскольку ^.является нечеткой топологией. Наконец, для доказа­
тельства третьего условия в (1.1.1) предположим, что найдется се­
мейство {М1'-1е^]}с [} такое, что 5'(Vli (;

N)^ Л ( 1 / ^ . Тогда 
^~°ЧУШ)^ Л ^ ( 1 / ; ) Для некоторого о (е [ , что также невоз­
можно, поскольку 5/ является нечеткой топологией. 

В дальнейшем Ь ­нечеткую топологию 9" : (_Х­>­1 , заданную та­
ким образом по убывающему семейству X нечетких топологий, бу­
дем называть порожденной этим семейством. 

Подчеркнем, что даже в случае, когда все ­ чанговс­
кие (или даже обычные топологии), порожденная семейством X ¿1-

нечеткая топология У не обязана быть чанговской (и, тем более, 
обычной) 

(1.2.2) Предложение. Пусть :[_
х

-^1-о<е 1+) и ($уг 

>• I. : о(е (_+

} ­ убывающие семейства Ь ­нечетких топологий на 
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множествах X и У соответственно и пусть » ̂ У - порожден­
ные этими семействами Ь­нечеткие топологии. Если отображения 
£ ' (X ,<

5х}~9~(У »^у) непрерывны для всех то и отобра­
жение ( X , 5*х)—*• (У , ) также непрерывно. Если отображения 

(X (У Д £ ) открыты (замкнуты) для всех ° ( £ 1 , то 
и отображение £ : ( X , 3^ ) — У , ) открыто (соотв. замкнуто). 

Доказательство. Если бы отображение -у не было непрерывным, 
то нашлись бы У е (_У и <^е\? такие, что ЗхУ \ ^ ^ % ( ^ ) : ­ ^ ­

Но это бы означало, что 3*У ( \ ) ) ^ С?4 , и при этом ^ ^ " ^ ( О ) ) ^С^, 

что противоречит условию. Доказательство второго утверждения мож­
г. 

но провести аналогично. 
Непосредственной проверкой легко установить справедливость 

следующего утверждения: 
(1.2.3) Предложение. Пусть Ь ­ нечеткая решетка без изоли­

рованных элементов, ­ убывающее семей­
ство |_, ­нечетких топологий на множестве X и 5 : !_Х—*• \- - I-

нечеткая топология, порожденная этим семейством. Тогда 4/, = 

= П {3^1 с/.' < о("5] для каждого «Л е С!" 

(1.2.4) Предложение. Пусть Ь ­ нечеткая решетка без изоли­
рованных элементов и ­ убывающее семейство чан­
говских Ь­нечетких топологи? на множестве X , ­ порожденная 
этим семейством (_,­нечеткая топология и о<е/_ + . Тогда равенство 
^ = Т0

*
4 имеет место в том и только в том случае, когда 

Доказательство очевидно, поскольку согласно предыдущему пред­
ложению % = П (т*': о<1 = П 11*: А'<*\ 

Учитывая справедливое для любой решетки без изолирован­
ных элементов.­равенство... ̂  = Л { '• о('<о<"1 , из (1.2.4) получаем 

(1.2.5). Предложение. Пусть и ­ нечеткая решетка без изоли­
рованных элементов, 9" - I­нечеткая топология и £ = {^ :«Хе1_*3 
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с 
" р ̂ л..Учитывая (1.2.2), отсюда заключаем, что, если отображение 
3" * ( X , ^ с ) ( У , У 1 ) непрерывно для каждого I е ̂  , то и ото­
бражение .^ : . (X , Щ (Г1)-*{У ,цг/ УМ непрерывно. 

(1.2.7) Супремум семейства нечетких топологий. Супремумом се­
мейства % = {(!^"- Се у}} |_, ­нечетких топологий на множестве X на­

зывается L­нечеткая топология 5Цр (№('• = 51ф 2 ) , являющаяся сла­
бейшей из всех Ь ­нечетких топологий,.мажорирующих каждую из L-

нечетких топологий в1 семейства 2 . 

Каждое семейство 2 L ­нечетких топологий на множестве X 

­ семейство ее L­нечетких топологий <?С­уровней, и пусть CT - L-

нечеткая топология, порожденная семейством . Тогда 3" = § . 
(Другими словами, семейство ̂ ­уровней L­нечеткой топологии j 

порождает исходную L­нечеткую топологию У ). 
. . . . • • • 

Б. Инфимум и супремум семейства нечетких топологий 

(1.2.6) Инфимум семейства нечетких топологий. Инфимумом семей­
ства ^=.{ ( 0' L : te3j L­нечетких топологий на множестве X назы­

вается самая сильная L­нечеткая топология Ufij ^ (= üi-f X) из 
всех L­нечетких топологий на множестве X , которые мажорируются 
(I.I.6) каждой из L­нечетких топологий О 4 семейства 2 . 

Каждое семейство ­нечетких топологий на 
множестве X имеет инфимум. Действительно, если ^.=0 , то в ка­
честве Inj- 2 следует взять дискретную L­нечеткую топологию 
(I.I.6). Если же \ ± р , то определим отображение U : L ^ L 

формулой <Г*(г£)=А<Г1(иУ для каждого Непосредственно 
t 

проверяется, что У является L­нечеткой топологией и при этом, 
очевидно, U ­ сильнейшая из всех нечетких топологий, мажорируе­
мых каждой из Я1

е 2 , а следовательно, действительно $*= t/i-f CTL 

г. 
Замечание. Из приведенных выше рассуждений ясно, что (üiJ-(FL

)i

a

-



- 57 -

имеет супремум. Действительно, пусть & ­ семейство всех L­не­

четких топологий на множестве X , мажорирующих каждую L­нечет­

кую топологию C t

e2! . Тогда, как нетрудно заметить, в качестве 
Slip Я1 надо взять inj- в . (При этом, если , то в 
качестве Slip 0 получаем антидискретную L­нечеткую топологию 
(I.I.6)). 

Полезная характеристика супремума L­нечетких топологий со­
держится в следующем предложении. 

(1.2.8) Предложение. Пусть %- { C f S t e 3 j . ­ некоторое се­
мейство L­нечетких топологий на множестве X . Тогда для каждого 

U € L X имеет место равенство S A P ? L ( U ) = SLIP [л: Ц € sup ̂  \ 
Доказательство. Определим отображение 9 : L L равенст­

вом J ° ( t O = SLXP{o(: U e SUP^TJ;} . Ясно, что CP 2 j" L для всех 
ieJ , С другой, стороны, £Г0

^ SUp (если SUp$C(V)g c< для не­
X "t" /V* * \ * 

которых UeL , o ( e L , то UL(U)4U для всех C^j и, зна­
чит, сЗ°{/\£) ^ ai). Следовательно, для доказательства равенства с1°-

= S.UP в1 достаточно проверить, что 5° является нечеткой тополо­
гией. 

Равенство (5°{&)=<5°(\)={ очевидно. Предположим, что 
для некоторых U ,VeL* .Тогда UbVfsypQ 

* С 
и, значит, либо U 4 sup Q , либо . Однако это невоз­
можно, поскольку ^ilDh^id)^. Предположим теперь, что 
^ ^ 5 ° ( U r ) : = ^ для некоторого семейства 

[ W e r t d * • Тог­
да yil^^SLip^ и, значит, 11^4SUp 9jj для некоторого foe Г 

Но этого не может быть, поскольку a( = A<

I
D

(UP) ̂  ^ ( М ^ ь ) . По­
лученное противоречие и завершает доказательство. 

(1.2.9) Следствие. Для каждого o ( e L имеет место равенство 
(зирЗ 4 ^

 =J^^ sup . Таким образом, Slip $L является слабейшей 
нечеткой топологией, каждый ­уровень которой мажорирует соответ­
ствующие <Л­уровни всех L­нечетких топологий 5 \ 
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(1.2.10) Предложение. Пусть 
семейства L­нечетких топологий на множествах X и У соответст­

венно. Если отображение + : ( X , )-*-( У Ду.) непрерывно для 
каждого Се!) , то и отображение j - : ( X , sup , sup ) 

непрерывно.. 
Доказательство. Утверждение легко проверяется в случае, когда 

все рассматриваемые L­нечеткие топологии ­ чанговские. Для дока­
зательства общего случая заметим прежде всего, что непрерывность 
отображения j . : ( X., J X )""*" С У » ) влечет непрерывность отобра­
жения jr : ( X ,(0"^ )<* )'-*• ( У ^ ) для каждого o ( e L ,а сле­
довательно, и непрерывность отображения ^: (Х,5цр &x)^^№,sup(5y)j) 

+ t ь 
для каждого o ( e L . Воспользовавшись (1.2.9), заключаем, что ото­
бражение f : (X , (s^^x)^) -*•( У непрерывно для каждого 
о(е[_

+ , а следовательно, согласно (I.I.7), и отображение ^: (X , 
ôup ïx ) - ^ ( У , s u p ) непрерывно. 

В. Инициальная L­нечеткая топология и произведение L­нечетких 
пространств 

(1.2.11) Инициальная L­нечеткая топология. Пусть X ­ мно­
жество, (У , if) - L­нечеткое пространство и (У , i f) -

отображение. Слабейшую L­нечеткую топологию < b = i _ W на X , 
относительно которой отображение у непрерывно, назовем инициаль­
ной для 4 . 

Воспользовавшись (I.2.I) и (1.2.2), легко заметить, что ини­
циальная L­нечеткая топология определяется формулой 

- л «О . где ILе L x , a ^=={j.- ' ( tf) : UeL y , ¥(0)»<Л 
(что одновременно доказывает и ее существование). 

Пусть теперь для каждого fe? ( У ^ , ^ у ) - L­нечеткое про­
странство и j y : X — ( У^, а^) ­ отображение. Слабейшую L­нечет­
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кую топологию J на X , относительно которой все .отображения 
•j*?. ...непрерывны, называем инициальной для этого семейства отобра­

жений. Нетрудно заметить, что инициальная для семейства {j- f"-^erl 
отображений L­нечеткая топология определяется формулой sup j$ ДО. 
При этом, если все эр ­ чанговские (ламинированные), то и ини­
циальная L ­нечеткая топология SUP j>» ­ чанговская (соот­
ветственно ламинированная).. 

(1.2.12) Произведение L­нечетких пространств. Пусть {( 
3 j0 : ^ s T j ­ семейство L­нечетких пространств. Произведением 
этого семейства называется пара ( X , ̂  ) , где Х = Г\Х^ ­ произ­
ведение множеств, а $ - L­нечеткая топология на X , являюща­
яся инициальной для семейства всех проекций р^: X —*­ ( \ $ $ ) , 
Нетрудно заметить, что определенная таким образом операция дей­
ствительно является произведением в FT(L). При этом, если все 
( Х^, % ) ­ чанговские (ламинированные), то и их произведение 
будет чанговским (соответственно, ламинированным). (Для чанговс­
ких L­нечетких пространств произведение впервые было определено 
Гогеном. [з5]). 

(1.2.13) Замечание. Подчеркнем, что в отличие от ситуации в 
общей топологии, отображения проектирования произведений нечетких 
пространств (в том числе и чанговских) не обязаны быть открытыми. 
Другая особенность произведения нечетких пространств состоит в 
том, что "слой" Xj­o*ttX̂ '-f̂ Xo] в произведении П Х^ нечетких 
пространств, вообще говоря, не гомеоморфен пространству Х 0̂. Не­
трудно проверить, что достаточным условием открытости проекций и, 
как следствие, гомеоморфности слоев соответствующим координатным 
пространствам, является ламинированноеть всех сомножителей. (И в 
этом смысле LFT(L^) и LCFT(L) "более топологические" катего­
рии, чем F T ( L ) и C F T ( Q )..: 

CI.2.I4) Подпространства L­нечетких пространств. Пусть 
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( Х , ^ ) - Ь­нечеткое пространство. Подпространством пространства 
(X ,3").называется Ь­нечеткое пространство вида ( У , З у), где 
У с X ,» а % ­ (_1 ­нечеткая'топология, инициальная для отображе­
ния естественного включения е : У —+- (Х,3*). 

Нетрудно заметить, что При 
этом ясно, что, если пространство (X , ̂  ) ­ чанговское (ламиниро­
ванное), то и его подпространство ( У , 9у ) ­ чанговское (соответ­
ственно, ламинированное). 

(1.2.15) Замечание. При рассмотрении задачи о переходе к под­
пространству Ь­нечеткого топологического пространства возможны 
две различные постановки: ( [_,­нечеткое) подпространство 1_,­нечет­

кого пространства ( X , 3") на основе четкого множества У и ( 
нечеткое) подпространство Ь­нечеткого пространства (X ,(Т) на 
основе нечеткого множества М £г 1_* 

В случае первой постановки (которая, кстати, с категорной 
точки зрения и является единственно возможной) задача решена в 
(1.2.14). При второй постановке задача не может быть разумно реше­
на в рассматриваемых категориях; к ней мы вернемся в (4.3.7), по­
сле того, как разовьем иную точку зрения на предмет нечеткой то­
пологии. 

Г. Финальная Ь­нечеткая топология и прямая сумма Ь­нечетких 
пространств 

(1.2.16) Финальная Ь­нечеткая топология. Пусть (X Д ) - I-

нечеткая топология и у : ( X', 3 " ) У ­ отображение. Сильнейшую 
I ­нечеткую топологию У : = на У , относительно которой ото­
бражение у непрерывно, называем финальной для 4 . 

Существование финальной Ь­нечеткой топологии и одновременно 
конструктивное ее описание следуют из приведенных ниже рассуждений. 
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Ограничиваясь сначала случаем, когда пространство (X ,6 ' ) 

чанговское, обозначим через ^ семейство всех чанговских Ь ­нечет­
ких топологий на У , относительно которых £ непрерывно. Ясно, 
что (в частности, ̂ У

6 б (1.1.6)). Заметив, что предба­
зой Ь­нечеткой чанговской топологии служит семейство [Ц 'ЗУе 'Ф, 

Л » легко заключаем, что зьф ̂  е ^ , а следовательно, 
вир & 

Переходя теперь к случаю произвольного Ь­нечеткого простран­
ства (X *,3"), для каждого ске\? положим ^(З^ 4) = •• и пусть 
^ ( ^ • ­ ^ ­ Ь­нечеткая топология, порожденная (1.2.1) семейст­
вом { {($<ь) • ске[^] . Поскольку. отображение £ : (X ­** (У,У**) 
непрерывно для каждого сАе1_

+

, из (1.2.2) и (1.2.5) заключаем, 
что отображение у: (X Д )­*­(" У , ̂ ) непрерывно, причем, очевид­
но, & является.слабейшей Ь­нечеткой топологией, удовлетворяющей 
этому требованию. 

Пусть теперь ( X^ , 3 ) , е Г ­ семейство I ­нечетких про­
странств, У ­ множество и для каждого Г (Х^О^)­*­У ­

отображение. Сильнейшую Ь ­нечеткую топологию на У , относительно 
которой все отображения у*, непрерывны, называем финальной для 
этого семейства. 

Ясно, что финальной для семейства ( Х ^ , ^ 3 " ) — о т о б р а ­

жений является I ­нечеткая топология ЬР­= Л (3**) , где ^ С П ­

" ­нечеткая топология на У , финальная для отображения ^у. 

(1.2.17) Прямая сумма Ь­нечетких пространств. Пусть (ХуД8*), 
^ е Г ­ семейство ь­нечетких пространств. Прямой суммой этого се­
мейства называется I ­нечеткое пространство ( X , 5 ), где Х = ©Ху 

­ дискретное объединение множеств Хд­ , а 3" ­ финальная Ь­нечет­

кая топология для семейства естественных включений ­е^: Х^­^Х. 

Нетрудно заметить, что для каждого Ц€"1_
Х имеет место равен­
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ство З Ш К ^ О ^ , где и у =иЛХ, . 
Отметим, что определенная выше операция прямой суммы и­не­

четких пространств является, очевидно, копроизведением в катего­
рии 

. (1.2.18) Фактор­пространство Ь­нечеткого пространства. Пусть 
( X , 3") ­ Ь­нечеткое пространство и р ­ отношение эквивалент­
ности на множестве X . Фактор­пространством пространства ( X , ? ) 

по отношению.эквивалентности р называется Ь­нечеткое простран­
ство ( У где У 5 Х/р ­ фактор­множество X по 0 , а У ­

финальная С­нечеткая топология для отображения естественного 
проектирования 5Ь — У. 



§ 3. НЕКОТОШЕ ФУНКТОРЫ НЕЧЕТКОЙ ТОПОЛОГИИ 

В этом параграфе рассмотрим;некоторые функторы из категории 
FT(L) в.себя. Особенность рассматриваемых здесь функторов состо­
ит в том, что.они меняют лишь структуру нечеткой топологии, остав­
ляя множество­носитель неизменным (функторы иного вида будут рас­
смотрены в главе Ш). Эта особенность позволяет интерпретировать 
данные функторы как специального вида модификации соответствующих 
нечетких топологий. 

Изучаемые.здесь функторы представляют для нас двойной инте­
рес. Во­первых, будучи ограниченными на те или иные подкатегории 
категории FT(L\ они устанавливают полезные взаимосвязи между 
этими подкатегориями,' а также­осуществляют специального вида вло­
жения этих подкатегорий в FT(L).'B частности, описанные здесь 
функторы позволяют с различныхк

точек зрения взглянуть на категорию 
Юр топологических пространств как на категорию нечеткой то­
пологий (ср. также (1.1.8)). Во­вторых, трактуемые как модифика­
ции, функторы, рассмотренные здесь, снабжают нас схемами для по­
строения некоторых канонических'примеров и­нечетких пространств. 
Кроме того, они используются для доказательства некоторых общих 
фактов нечеткой топологии Сем., например, (2.6.II), (2.6.12)). 

• 

А. Функтор 31 ­модификации 

CI.3.1) .Определение. Пусть..(f - L ­нечеткая топология на 
множестве X . Слабейпгая, ламинированная (I.I.5) нечеткая .топология 
Х(Г. на множестве X ., мажорирующая­ Jf /называется ламинирован­
ной модификацией, или 2. ­модификацией, нечеткой_топологии (f'. 

Для того, чтобы конструктивно описать.; ДСГ , для каждого 
с < € £ положим Jl^U:- sup i&,icс е: L}} . (Эквивалентно, 13, 
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может быть охарактеризована как чанговская [,­нечеткая топология, 
порожденная базой ). Семейство 
удовлетворяет условию предложения (1.2.1), а следовательно, порож­
дает ¿1 ­нечеткую топологию, которая, как нетрудно понять, как раз 
и является Я­модификацией I­нечеткой топологии Я . Таким обра­
зом, имеем: 

(1.3.2) Предложение. Пусть Я - Ь ­нечеткая топология на мно­
жестве А . Тогда для.каждого имеет место равенство 

­ чанговская и­нечеткая ТОПОЛО-
с̂ е!. г- т 
гия, определяемая, базой III л С •• II €" %ц, с е £ ). 

(1.3.3) Предложение. Если отображение ^: ( X , ^Гх) ­*­( У , У ) 

непрерывно, то и отображение непрерывно. 
Доказательство. Из непрерывности отображения (Х,СГХ) -*-(У,(Гу) 

вытекает непрерывность всех" отображений £ : ( X , ^ ) — У , ^ )» 

а следовательно, как легко убедиться, и всех отображений у: (X , 

Л 0 2 ) — ( « , ! « ) , . Воспользовавшись (1.2.2), заключаем, 
что отображение также непрерывно. 

(1.3.4) Функтор 2 : РГда ­~1РТс(Ь). Из предыдущего предложе­
ния ясно,.что Л. можно рассматривать как функтор 
(В случае, когда необходимо уточнить, какая именно нечеткая решет­
ка и имеется в виду, вместо Д будем писать ). Этот функтор 
каждому Ь ­нечеткому пространству ( X ,4") сопоставляет его лами­
нированную модификацию (X , Я4"), и каждому морфизму ­ непрерывному 
отображению ( X Д Х ) ^ , ? У ), сопоставляет непрерывное ото­
бражение } : (X ,Я(Г Х )—( У , Л ^ ) . 

(Подчеркнем, что Лог ( ( Х , * х ) | ' , ( У , Щ ) с М о г ( ^ У ) ) 
(это следует из (1.3.3)), но равенство Лог((\(1х),(УДУ)) =Лог((3(, 

Н Х ) , (У, Я­1 у ) ) , вообще говоря, не имеет места.) 
(1.3.5) Функтор си : Тор 1лС\~Т . Нетрудно заметить, что, 

ограничивая функтор Я 1 на Тор , мы получаем функтор иО-Ър-^ЮРТ 
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введенный Ловеном \&т] , [бв] . Этот функтор сопоставляет каждому то­
пологическому пространству (X , Т ) нечеткое топологическое прост­
ранство (X ,и>Т), где и;Т ­ совокупность всех полунепрерывных сни­
зу отображений пространства (X , Т ) в отрезок I (рассматриваемый 
как подпространство вещественной прямой К ). Образ ш(Тор) ка­

тегории Тор относительно функтора \л) является полной подкатегори­
ей категории LCFT (а также полной подкатегорией каждой из кате­
горий С FT , LFT , F T), изоморфной категории Тор. 

Ловен рассматривает нечеткое топологическое пространство ( X , 
шТ) как нечеткую копию топологического пространства ( X , Т ) и на­
зывает чанговское нечеткое пространство (X ,Т) топологически по­
рожденным . если Z = UJT для некоторой обычной топологии Т на 
множестве X [бв]. 

Пусть X ­ множество и £(У$,$х) : ^ Г ] ­ семейство L ­нечет­
ких пространств и для каждого у е Г j-^: X — I d L ­ отображение. 

(1 .3 .6 ) Теорема. 1SU.p j£ ( \ = sup £¿(2$). 

Доказательство. Очевидно, что для каждого $ отображение jv: 
( X ((Г^ ))—*­( У , Ojp ) непрерывно, следовательно ( 1 . 3 . 3 ) , отобра­
жение j^: (Х,Я^ (^jr5)-*- (У,$р) также непрерывно, а значит, 

^ J ^ f ^ j O j'ff-t-ftfyf) •
 с ДРУГОЙ стороны, очевидно, ч т о ^ Г ^ с 

с i$ FORTY)
 и нечеткая топология j~f(3Kff) ламинирована; таким 

образом # Р = 5 0 и, значит, £ ' < W -

Для завершения доказательства достаточно показать, что Л SLIP D ^ -

= SUp А^_. Поскольку, очевидно, sup ^ stif> 2^. , то Л5^р ^ 
^iu^oll^v ; с другой стороны, для каждого у­ J L ^ ^ 2 S L L D отку­

да sup Я ̂  ^ Л .sup ^ . г 

. S" т. 
(1 .3 .7 ) Следствие. Пусть {(Х^, 9^) :^6"Г] ­ семейство L­не­

четких пространств. Тогда 2 (П П (ЯЗ"Д . 

.(Отметим,что для функтора to утверждения, аналогичные (1 .3 .6 ) 
и ( 1 . 3 . 7 ) , получены Ловеном [б?]). 



Пусть (X ,Т) ­ чанговское L­нечеткое пространство; положим 
</Г­.= Ы'\рЛ]\ Ре

 е f j . в случае L = I сГ является, 
очевидно, самой слабой топологией на множестве X , относительно 
котррой.все отображения l i­вТ полунепрерывны снизу. 

(1.3.8) Определение. Пусть Т - L­нечеткая топология на мно­
жестве X . L­нечеткую топологию (S на множестве X , порожден­
ную семейством iii^-.de (0,1]} (обычных) топологий, назовем 
йота­модификацией L­нечеткой топологии У 

Напомним, что согласно (I.2.I) для 
каждого 

Заметим,.что СЩУ) = 0 для каждого собственно нечеткого мно­
жества 11 (т.е. для UeL \2 ). С другой стороны, для обычного 
множества U величина с(Г(1[) . может принимать, вообще говоря, 
любое значение между 0 и i . 

Нетрудно заметить, что, если отображение J- : (X, £)/)-*-'( У,Ту) 
чанговских пространств непрерывно, то и отображение J-: ( X , с Гх ) 

(У , сТу) непрерывно. Отсюда, воспользовавшись (1.2.2), получаем 
(1.3.9) Предложение. Если отображение j- : (Х,^х) (У, (Ту) 

и ­нечетких пространств непрерывно, то и отображение j \ (X , 
С^)-^{У 9 tfy) также непрерывно. 

(1.3.10) с ; FT(L)-~-FT(L) как функтор. Предыдущее предложе­
ние позволяет для каждой нечеткой решетки L йота­модификацию рас­
сматривать как функтор с (••= Си ) из категории FT (С) в категорию 
FT(L) . Подчеркнем, что образ с (FT(L)) при этом функторе в из­
вестном смысле "ортогонален" категории FT (и) чанговских L ­нечет­
ких пространств: здесь обычные множества могут быть открытыми в 
некоторой.степени,.в то время как нечеткие множества заведомо не­
являются открытыми. 



(1.3.11) Функтор о; CFТ Top . Ограничивая функтор ij на 
CFT ,.получаем функтор, отображающий категорию. С FT на категорию 
Тор . Нетрудно заметить, что l.°lP-.lcI , т.е. с является ле­
вым обратным для функтора LO (1.3.5). Чанговская нечеткая тополо­
гия X является топологически порожденной (1.3.5) тогда и только 
тогда, когда Т = и) о 

(1.3.12) Иота­модификация как функтор 6 : FT(L) -^Pro (Top). 
Поскольку для каждого {С$ ) ^ является, очевидно, обычной то­
пологией й поскольку при сА<с<у а следовательно, 
тождественные отображения Уиы> : ( X , ( X , (cfyi) при о(<о(' 

непрерывны, ^ можем рассматривать также как функтор из категории 
FT (С) в категорию Pro (Тор) прямых спектров топологических про­
странств, в качестве индексного множества которых фигурирует решет­

. (Ясно, что ( L , ̂  ) является направленным множеством.) Этот 
функтор L­нечеткому пространству ( X , £Г ) сопоставляет прямой 
спектр топологических пространств £(X, (с fyj) '• < °<е 

(1.3.13) Теорема. Пусть X ­ множество и ijf- Х­*~ f̂ ­,̂ *)} ­
семейство отображений. Тогда с (sup = sup fl (с 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда все % чан­

говские. Пусть (У ,(Т) - чанговское L ­нечеткое пространство и J-i 

Х­*­ (У,и) ­ отображение. Тогда } : (У, lO) непре­

рывно и, согласно (1.3.9), j : (X, LJ~'(f))-+ (У, c(f) также не­
прерывно, а значит, c-f'1(f) ^j'XiJ). С другой стороны, j- : (X, 

также непрерывно, а следовательно (1.3.3), 
непрерывным является и отображение / : (X,2f1(ctf)(У,2сТ). Но 
это означает, что Xf\c(f)z> f1(2c f)^f1(^) и

. поскольку f'(cf) 
чанговская, ­tlf'dff)? cf^f) . Таким образом, 

' / ' O r ) - Г(сг). 
Если £^ : (2Г€:Г} ­ семейство чанговских L ­нечетких тополо­
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ношение Л (fa Л' j ­ ^ ' C ^ , . легко заметить, что 

= л яшз й и М е д е # С О Х < = , G ' •£ С ^ •<' = 

Отсюда, с учетом ( * ) и очевидного равенства (<"4л) = 

справедливого для произвольной нечеткой топологии Г , легко сле ­

дует доказываемое утверждение. 

( 1 . 3 . 1 4 ) Следствие. Пусть 
I ( X r . 4 r ) ! f e r 3 ­ семейство L-

нечетких пространств. Тогда с 
I. 

В. Функторы СА~ И С А* ­модификации 

( 1 . 3 . 1 5 ) ­модификация. Пусть ( X fz ) ­ чанговское Zi­не­

четкое пространство и f>e[0,j). Нетрудно заметить, что тогда Cf>(f)--

'•- I.U\p,i\1 l i e f } - обычная топология на множестве X и при этом 

непрерывность отображения у : ( X , )-»-( ^ , *Г«/) гарантирует не­

прерывность отображения (X, Cp^V) £/sfy). 

Пусть теперь (Г ­ произвольная L­нечеткая топология на мно­

жестве X . L­нечеткая топология , порожденная семейством 

l<-p$t '• о ( е L+

} обычных топологий на X , называется йота ­ ^ ­мо ­

дификацией. L­нечеткой топологии 0~. По аналогии с ( 1 . 3 . 1 0 ) легко 

установить, что для каждой нечеткой решетки L и каждого J5eC0,i) 

иота-Ji ­модификацию можно рассматривать как функтор Су- FT(£)-+FT(C). 

( 1 . 3 . 1 6 ) . ­модификация. Для чанговского L ­нечеткого про­

странства ( X , Т ) обозначим через ^ ( f ) топологию на множестве 

гий на X , то, очевидно, sup (t$p)с с (sup с другой стороны, 

если й& L(sup$ff)t то tie sup , а следовательно, £UP(t(f^) = 
/ . T V * 

= i [SUp Jp) . И з полученных двух равенств легко следует, что 

( * ) если все ^ чанговские;.то sap (fo (с^)) =csup (j-^(^)). 

Переходим к общему случаю. Применяя ( 1 . 2 . 9 ) . и очевидное соот­



­ 69 ­

X , порожденную базой [U f/2>, О : t ¿ • Легко заметить, что не­
прерывность отображения j : ( X , Т х ) ( У , Ту) гарантирует не­
прерывность отображения j­: (X, £в*Т х) (У, Ср*Ту), 

Пусть теперь ÍT ­ произвольная L­нечеткая топология на мно­
жестве X . [/­нечеткую топологию С^(Г, порожденную семейством 
[и*0^ '• ске L + j обычных топологий, назовем иота^* ­модификацией 
исходной L­нечеткой топологии. Таким образом, для каждой нечеткой 
решетки L и каждого ß> е(0, 0 получаем функтор Lpi FT(L)-*-FT(L). 

• i. 

Г. Функтор 8 ­модификации 

Пусть (X , f f ) ­ L ­нечеткое пространство, 
Обозначим через Int^M внутренность нечеткого множества Ц в 
чанговской L.­нечеткой топологии 

(1.3.17) Предложение. Отображение 8 ^ L , определен­
ное равенством 8£< (м >) - И с Irvt^ft , является L­нечеткой тополо­
гией на X . 

Доказательство. Равенство §^(0) = ?^(1) = 1 очевидно. Пусть 
Ii , IT С L X , тогда, воспользовавшись результатами (0.2.2)­(0.2.9), 
имеем 
A W é I r i ^ > S l ( U > 8 Í A ( i ; y . Пусть теперь [U¿: £ е Й cr ¿X 
тогда ЬЩ^УЧП^ЫЛЩ* У Ш ^ У Ы ^ И ^ 

Согласно предложению (1.2.3), убывающее семейство L­нечетких 
топологий { S í ( •• о( е L + Í порождает L ­нечеткую. топологию 
которую будем.называть $­модификацией L­нечеткой топологии íT . 
Напомним, что, как следует из (I.2.I), S(T(M)= V(l!fd (M)AJ). 

(1.3.18) Предложение. Если отображение j : ( Х Д Х

) -*~(У> 
непрерывно, то.и отображение f: (X.Sí*) — (У,<5УУ) непрерывно. 

Доказательство. Согласно (1.2.2) достаточно установить непре­
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рывность каждого отображения 
Заметим, прежде всего, что, поскольку j~\l[itj\f) е и 
f'^Iat^l)) ̂  Irt,t ĵ­_i

(tf) » для.каждого l 7 e L X имеет место не­
равенство j'^I^^f) $ Irit^f'Ytf) . Воспользовавшись соотношениями 
( 0 . 2 . 2 ) - ( 0 . 2 . 9 ), заключаем, что 
е f ­ Y K U ) * f W е 1п±Л f ' ( V ) = 8 I х Cf Щ , откуда и 
следует доказываемое утверждение. • 

(1 .3 .19) $ : FT(L) -»»FT(L) как функтор. Предыдущее предло­
жение позволяет для данной нечеткой решетки L рассматривать 8 ­

модификацию как функтор ) : FT (L) —*- FT(L) , сопостав­
ляющий каждому нечеткрму пространству (X , (Г) нечеткое простран­
ство ( X ,Ь$) и каждому морфизму f : ( X , Jj< ) (i/ , Л/ ) ­ мор­
физм f: (X .бЗх)-*- ( У , Sfy ). Обозначим через образ 
категории FT(L) при функторе 6 . Нетрудно заметить, что при 
L^Z ни одно чанговское L­нечеткое пространство не принадле­
жит 

(1 .3 .20) Замечание. Нетрудно построить две Счанговские).не­
четкие топологии 81 и § я на множестве X , IXI^­2 такие, что 
sap f 8 $ , 8 (М) <Ьвир f Jf; $5(М) для некоторого Ме 1Х. Та­

ким образом, для функтора Ь не имеет места аналог утверждений 
(1.3.6) и ( 1 . 3 . 1 3 ) . 

Д. Функтор 'l ­модификации 

(1 .3 .21) Определение. ^­модификацией L ­нечеткой топологии 
^ называется L­нечеткая топология \$=Slip 

Заметим, что, как следует из ( 1 . 2 . 8 ) , для каждого U^L име­

ет место равенство fflti) = sup [с(: lie sup i(Sf)+ }}. 

Применяя (1 .3 .9 ) и ( 1 . 3 . 1 8 ) , получаем 
t. 

CI .3.22) Предложение. Если отображение j-: ( Х , ^ х ) (У, Зу) 



­ 74 ­

непрерывно, то и отображение $ : . ( Х , ^ ) - * - (У, \3у) непрерывно. 
(1.3.23) \ : Г Г Г О ­ ^ Г Г ( 0 как функтор. Из предыдущего 

предложения вытекает, что для каждой нечеткой решетки Ь ^ ­мо­
дификацию можно рассматривать как функтор из категории ^"Т(Х) в 
себя. Этот функтор каждому Ь­нечеткому­пространству (Х,3~) со­
поставляет 1(­нечеткое­пространство ( X , ̂  Т), и каждому морфиз­
му ( Х Д Х ) ­ ( У Д у ) ­морфизм ^ :№№)-~(У,№У 
Дискретное Ь ­нечеткое пространство ( X , ^ ), очевидно, принад­
лежит 

(1.3.24) Замечание. Нетрудно построить (чанговские) Ь­нечет­

кие топологии $ и ^ на множестве X , /XI , такие, что 
ЗИр . (^Л>^яЗ(М)<^5и.р|^, для некоторого Ме1х (Ср. 
(1.3.6), (1.3.13) и (1.3.20)). : 



§ 4. НЕКОТОРЫЕ КАТЕГОРШЕ АСПЕКТЫ КАТЕГОРИИ Р Т ( Р И ЕЕ 
ОСНОВНЫХ ПОДКАТЕГОРИЙ 

Отметим прежде всего следующее.утверждение, легко вытекающее 
из соответствующих определений и (1.2.12): 

(1.4.1) Предложение. Категории 1-РТ(С) и 1С^Т(С) являются 
топологическими в смысле Херрлиха [зв] , [зэ] . При 1_ 2̂ категории 

РТ(Ь )̂ и СРТ(1^) не являются топологическими в смысле Херрлиха. 
(Напомним, что в случае 1_ = 2 все вышеуказанные категории изо­
морфны категории. Тор ) . 

(1.4.2) Теорема, (а) Категория СРТ(1^) корефлексивна в РГ(7­); 
(б) категория 1СРТ(С) корефлексивна в СГТ(^), а следовательно, 
и в ЕТ(и)^ (в) категория /_ЯТ(0"' корефлексивна в РТ(С), 

Доказательство, (а) Пусть (X ,И) е РТ(Ъ); определим чангов­
скую Ь ­нечеткую топологию Т : ̂ -^2<= Ь равенством Т(М)={ 

при У(М)>0 и Г(М)={] при ?(М)= О . Непосредственно проверя­
ется, что тождественное отображение е : (X -*-(Х ,$) являет­

ся морфизмом категории При этом для каждого 
= ••01 и каждого морфизма : ( У , б ) - ^ ( Х ,^Г) существует един­
ственный морфизм ^ : (У )-»-(Х ,Т) такой, что = ео^' . Но 
это и означает, что определенное таким образом отображение е = е 

задает корефлексию из подкатегории СРТ(Ь^) в категорию ЕТ(Ь) 

(см. диаграмму): х ^ _ е ^ ­ ^ р«™\ 

^ / 

(б) Пусть (X ,Ое.СР.Т(Ъ) :и пусть .(. Х,Ят;) ­ его ламиниро­
ванная модификация (1.3,1).. Ясно, что тождественное отображение 

£ : (X , Я Т ) - * (X , Т) является морфизмом в СРТ(Ь) и что ото­
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бражеиие е=е. является корефпексиеи из подкатегории 

в категорию 
Совершенно, аналогично доказывается п.(в). 
(1.4.3). Теорема. Категория ОРТ (О) .рефлексивна в РТ(ь)­

Доказательство. Пусть ( X , (Г) е ^Т(£). Определим чанговскую 
ь ­нечеткую топологию Г : ^ —*­ 2 с равенством Т?(М)г=£ при 
^(М)=1 и Г(АО=0 при ^ ( М Ы . Нетрудно проверить, что 
тождественное отображение £ а: ( X , (?) — X , О является морфиз­
мом категории РТ(^) и при этом для каждого (У,б)е СРТ(Ь)--= СХ 

и для каждого морфизма ^: ( X , Т ) ­*­( У ,0) существует единст­
венный морфизм [X У такой, что }'°^о1 = / 

(см. диаграмму): СГГ(Ь)*ХЛ ~& ХеРТ(Ь) 

> К V* 

г л а ­ г х / г ) . Х= (Х.сГ), У = ^ , е О ) . 
Но это и означает, что так определенное отображение е Л 

задает рефлексию из категории РТ(0 в подкатегорию СРТ(и), 
В следующих утверждениях через $ обозначается любая из 

категорий Р Г ( 0 , С/ТС/,); / ^ Т О ) и 1 С Р Т (Ъ) 

(1.4.4) Предложение. Если 01 ­ корефлексивная подкатегория 
категории % , то *^ 6" 01, где *^ ­ одноточечное множество, 
наделенное дискретной L­нечеткой топологией 

Доказательство. Пусть ( У, СГ) и е Л : С У, ^ " ) ­ * ­ ­ со­
ответствующая корефлексия. Ясно, что У(М)=1 для всех А/е

­

/.!̂  
Если 1/ содержит по крайней мере два различных элемента и уя, 

то для отображения е^: (У, ¿7) —*т*^ имеют место равенства е ^ = 

~С°УЯ* г
Де У̂,: ̂ С'У I I = , что противоречит опре­

делению . корефлексии 
(1.4.5) Предложение. Если С7£ _ корефлексивная подкатегория 

категории , то каждая корефлексия 6 биективна. 
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Доказательство. Пусть ( Х , ^ )е$ и е
0

*: (X °\ б01

)-*- [X, Я) 

­ корефлексия. Легко заметить, что отображение £ : (X, ̂ Г) 
является морфизмом в 8 и, следовательно, 6 е * ­ сюръекция. Далее, 
предположив, что е (у^Х для некоторых точек у^Уъ^-Х, 
рассмотрим отображения ^ : [ х ^ Х , ^ ! - [¡^3 Х ^ и 

4 : *д —** {_у%}с Ясно, что $ является морфизмом категории 
$ из ^ .в I а ^ и ­ морфизмами категории $ из 
*4 в (X01 ,УСК) и при этом е 0 ^, » »

 ч т о противоречит 
определению корефлексии. Отсюда следует инъективность е. 

(1 .4 .6 ) Следствие. Если 01 корефлексивна в Ъ , то (Х,1у.)еЭД. 

(1 .4 .7) Следствие. Каждая корефлексивная подкатегория 01. ка­
тегории. % является эпи­моно­корефлексивной. 

(1 .4 .8 ) Предложение. Подкатегория 01 категории % корефлек­

сивна тогда и только тогда, кагда для каждого (X .Т) е % сущест­

вует нечеткая топология Т на X такая, что (!) X, % V ; (2) . 

(Х.Т^еС^ ; (3) ­ самая слабая нечеткая топология, удовлетво­
ряющая условиям ( I ) и С2); (4) для каждого пространства (Угб)еЪ 
и каждого морфизма $ : (X ,/С)-*-{У , б ) категории Ъ отображе­

ние ^: (X ,'С0С) {У , 6 е *) является морфизмом категории 
Доказательство основывается на предложении (1 .4 .5 ) и может 

быть проведено по аналогии с доказательством теоремы 5 из [40] . 

По аналогии с доказательством соответствующих утверждений из 
[40] нетрудно убедиться также в:

справедливости следующих трех фактов. 
(1 .4 .9 ) Предложение. Подкатегория ОС категории % корефлек­

сивна тогда и только тогда, когда она инвариантна относительно 
взятия дискретных сумм и перехода к фактор­пространству. 

(1 .4 .10) Предложение. Отображение р : (X /С) ,б ) в 
категории РТ является факторным тогда и только тогда, когда р 
­ коуравнитель..в.,­Р7! 

(1 .4 .11) Предложение. Каждая корефлексивная подкатегория ОС 
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категории % коп одна. 

(1.4.12) Предложение. Для каждой подкатегории 01 категории 
*в существует минимальная корефлексивная подкатегория %(0С) ка­

тегории % , содержащая ОС . При этом *&(о£) состоит в точности из 
всех факторных образов дискретных сумм объектов категории 01. 

Доказательство.аналогично доказательству теоремы 12 из [40] 
и опирается на­(1.2.17), (1.4.8) и (1.4.10). 

(1.4.13) Предложение. Л (Тор) является корефлексивной под­
категорией категории 

Доказательство. Для каждого ( X , Т )е1СРТ(С) положим ^=Лс(г). 
Ясно, что ( X ,С) еЛ (Тор) . Непосредственно проверяется, что тож­
дественное отображение е : ( Х , / Г ) - * - ( Х,1") является корефлекси­
ей из Л (Тор) в [-СРТ(Ь). 

(1.4.14) Следствие. Если \(Я ­ корефлексивная подкатегория в 
Тор , то Л (01) ­ корефлексивная подкатегория в /.СЯТ7^). а сле­
довательно, в 

(1.4.15) Теорема. Пусть 01 ­ корефлексивная подкатегория ка­
тегории Тор .Тогда У ( а ) = [ 1 ( а Х ) й ) : У.еСРТ(Ь)} явля­

ется корефлексивной подкатегорией в 1С$~Т(£) (а следовательно, и в 
категориях СТТ(Ь) и РТ(£)). 

Доказательство. Пусть Х(= (Х1Х1)еССРТ(Ь) ; тогда с Х ^ Г Х , 
и следовательно существуют (бХ) (= (X (бГ)^)е и ко­

рефлексия е : (сХ) -*~сХ в Тор . При этом можем считать, что 
€ ­ тождественно на X . Пусть Я (сX) =(Х}2(сТ) ) и Л сХ = (Х,ЛбГ). 
Тогда е : Я(бХ) - ^ Л б Х также является морфизмом категории 
^РТ(и) и, поскольку Г ^ Д б Г , то и е ^ а ) = е % : Я ( б Х ) ° ^ Х 
­ морфизм категории 1СРТ(б). Покажем, что _ корефлексия 
из Т ( ( Я ) в категорию /_СРТ(7Д 

Пусть УЫУ,б])еУ(ОС). Тогда ^ ( е ^ )
0 1 для некоторого 
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А . (I) ^ \ А (2) 

\ 

Г \ а (3) 

Для завершения доказательства осталось показать, что морфизм 
^ , замыкающий диаграмму (3), ­ единственный. Пусть ^ и ^ 
­ два различных.морфизма, замыкающих диаграмму (3). Тогда, оче­
видно, ^ , ̂ . : б(^)­^Я(бХ)а

= СсХ) 0 1 ­ два различных морфиз­
ма, замыкающих диаграмму (I), что противоречит определению е 
как корефлексии. 

< ^ е С Р Т ( Ь ) . Рассмотрим морфизм $-\ (У ,б )-*•( X , Т ) катего­
рии , тогда ­ морфизм 
категории Тор . Но С°Я : Тор —*~Тор ­ тождественный функ­
тор, а следовательно, с 
­ морфизм.категории Тор . Поэтому.существует единственный мор­
физм замыкающий диаграмму (I). Из коммутативности диаграм­
мы (I) следует коммутативность диаграммы (2), а значит, с учетом 
неравенства Я с Т , и коммутативность диаграммы (3): 



§ 5. ЛОКАЛЬНАЯ СТРУКТУРА 
I ­НЕЧЕТКОГО ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

(1.5,1) К понятию I­нечеткой точки. В общей топологии, как и 
во многих других областях теоретической математики, фундаменталь­
ную роль играет понятие точки. Точка является "атомарным" в смыс­
ле отношения принадлежности €. элементом: она либо принадлежит, 
либо не принадлежит множеству, в то время как ничто не может при­
надлежать точке. Одним из принципиальных отличий математики нечет­
ких множеств и, в частности, нечеткой топологии является отсутст­
вие таких "атомарных" предметов. Вызванный этим отсутствием про­
бел удается в некоторой степени восполнить с помощью своего рода 
"суррогата" точки ­ т.н. нечеткой точки. Впервые нечеткие точки 
были определены в работах Пу й Лю[8б] , ¡87}, Саркар [ 9 4 ) , [эб] , 
Сривастав и Лала [эв], Де Митру и Паскали [18] . (Данные независи­
мо этими авторами определения нечеткой точки и соответственно, 
отношения принадлежности £ нечеткой точки нечеткому множеству 
весьма схожи, хотя и различаются некоторыми частностями.) Приведем 
здесь.основные определения и факты, связанные с понятием нечеткой 
точки. При этом, следуя в целом работам [8б], [87] , мы распростра­
няем соответствующие понятия на случай Ь­нечетких пространств 
Для произвольной нечеткой решетки' ̂  . 

ь ­нечеткая точка множества X ­ это отображение р : = Х ^ : Х - ^ , 
где Д д б Х и - Ь е ( _ + : = /_\ [и] , определенное равенством р(Хр) = ъ" и 
р(х)= 0 при ХФХд ; при этом Д 0 называется носителем нечет­
кой точки р , а Т ­ ее значением. Обычная точка сХ 0 е Х при этом 
трактуется как нечеткая точка &д . Ь ­нечеткая точка р=Хо при­

надлежит нечеткому множеству.. М- < р€М ), если 1". < М (Хо). Ь-

нечеткая точка р строго принадлежит М ( р ё 5 М ), если £<Мр(о). 

17 
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Наряду с отношением принадлежности .иногда полезно рас­
сматривать отношение (\ т.н. квазисовпадения. или а­совпадения: 

и ­нечеткая точка р-=Х0 (^­совпадает с нечетким множеством 
М (рс^М), если М(Хо) > ^ . В случае 1=1 <^­совпадение не­
четкой точки р с нечетким множеством М может быть, очевидно, 
охарактеризовано, неравенством М(1х0) + t>i. 

В последующем нам потребуется также отношение ­совпадения 
для двух Ь­нечетких множеств, ̂ удем говорить, что 1­нечеткие 
множества М , М ^­совпадают (М^л/ ), если М ^ ^ / с . В случае 
1 = 1 С̂ ,­совпадение нечетких множеств М и означавтдячто 
для некоторой точки У*е X имеет место неравенство А / ( х ) +л/(х) > £ . 

По отношению к операциям пересечения и объединения для се­
мейства \А11':Ы*У} нечетких множеств в поведении Ш и име­

ются как аналогии с поведением­отношения е , так и отличия от 
него: 

Ь ­нечеткая точка не является, вообще говоря, атомарным объектом 
ни по отношению к е , ни по отношению к : например, в случае 

1 = 1 , выбрав зе(0,-Ь) и г £(?­•£,/) для данного -Ье(0,.1\ 

имеем Л р ё Л о и ^о^о-

В общей, топологии большое значение имеет исследование ло­
г. 

кальной структуры топологических пространств, а также локальное 
описание топологии, т.е. описание топологии посредством систем 
окрестностей точек. Основной целью данного параграфа является ис­
следование нечеткой окрестностной и ^­окрестноетной структуры в 
Ь ­нечетком пространстве и локальное описание [,­не четкой тополо­
гии посредством таких.структур. Однако, оказывается, что локаль­
ную теорию удобнее (и, по­видимому, более естественно) развивать 
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не для L­нечетких топологических пространств, а в несколько бо­
лее общем контексте ­ для т.н. L­нечетких пред/топологических про­
странств ,. определяемых ниже. 

(1.5.2) ­нечеткое предтопологическое пространство. Отобра­
жение такое, что 

(1) f(0)-T(O = t и 
(2) <Т(11ли)>Л(и)л7(и) для.любых U.ffeL? 

будем называть L ­нечеткой. предтопологией. на множестве X » а пару 
(X , $ ) Ь ­нечетким предтопологическим пространством. 

Замечание. "Чанговская" L­нечеткая предтопология, т.е. ото­
бражение 5" :/_*—*-2 *, удовлетврряющее условиям (I) и (2), есте­
ственным образом порождает чанговскую нечеткую топологию Z--L-+2, 

для которой Я~ является базой.'Поэтому при рассмотрении чанговских 
L­нечетких топологий (и тем'более, при рассмотрении обычных топо­
логий) понятие ( L­нечеткой) предтопологии (в определенном выше 
смысле) представляется излишним: всегда можно свести дело к изуче­
нию L­нечетких топологий. В случае произвольных L­нечетких топо­
логий ситуация существенно иная. В частности, локальную теорию в 
нечеткой топологии нам представляется естественным развивать имен­
но в контексте.Ьтнечетких предтопологических пространств. 

Пусть (X , У ) ­ I­нечеткое предтопологическое пространство 
и оЕ ­совокупность всех его /j­нечетких точек. 

(1.5.3) Окрестностной структурой L­нечеткого предтопалогичес­
кого пространства ( X , J ) называется отображение jf : 3fc*LK-^Lt 

определенное равенством. ЛЩ,У) = SLUJ [V(V) ••IfsU.lf fao) ZtJ. 

(I.5.3 ) ft­окрестностной структурой L­нечеткого предтополо­
гического пространства ( Х , ^ У называется отображение Q.'- 3£х L-**L, 
оп

ределяемое равенством 
В дальнейшем, мы, наряду с записью Я(р, и) и EL(р, VL) , где 

, используем также запись соответственно. 
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(1.5.4) Теорема. Окрестностная структура j{ произвольного 
i­нечеткого предтопологическрго пространства (X , $ ) удовлетво­
ряет следующим условиям ( р ­ произвольная L ­нечеткая точка 
множества. X ) : 

(I li ) если ̂ fp(U) > 0 , то p e U ; 
(2Л/) sup Jfp(U)=i-

(ЗА1) jfp{Ut/\U^j(F(Ui)AJ(F(U^ для любых ииияе£ 
(4 А/ ) если 

для каждого U^L. 

(в действительности в "(5 ) имеет место равенство). 
Доказательство. Свойства (I/J ) , (2AJ) И (4̂ 1 ) очевидны. Свой­

ство (3 AJ ) вытекает из следующей цепочки неравенств: Лр (U,ЛU#) = 

г sup [ # # 1 ^ ? й Д " ( Ф ^ ¿ = ( ¿ 3 = «за/? 1Щ*$*ц, 

Щ>ь}л5ир шя) ti < и * , 4 М * t 3 /р с и о л 4 ( f t ) . 

Для доказательства (ЬЙ ) предположим, что Xj(il).= ©< ; тогда со­
гласно определению Jfp(U) найдется .#^L такое, что supJL = <A, 

и для каждого Joe it существует \ff такое, что V^tL tD (Xo)tt 
и )^J2> . Но.это означает, что для каждого ret/^ uVrfU^)£ 
>!T(tJ ) ^ р и, в частности, . Для завершения дока­
зательства остается, заметить, что, ввиду произвольности ре Л и 
условия 5UpA = ck , отсюда следует sup jfp (If)А (Л ЛГГ О?)) * о(

­

Совершенно­аналогично можно доказать следующее утверждение: 
(1.5.4') Теорема. О, ­окрестностная структура Q. произволь­

ного L­нечеткого предтопологического пространства (X 9S ) удов­
летворяв т. еле дующим условиям: 

CIQ) если Q P ( U ) > 0 , то рцП; 

(2Q) SUP в р ( Ц > 1 ; 
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(3 Q) QP (Ii, A 1iÄ) ^ öp (U|) A Op ( Ц») для любых ¿i/, ия е L* 

(4Q) если 
( 5 0 ) йр№**№$№А&&Щ для каждого 

(в действительности в (5 Q ) имеет место равенство). 
(1.5.5) Теорема. Пусть X ­ множество, 3; ­ семейство всех 

его L­нечетких точек и пусть отображение j( :3£*LX

^>-L удов­

летворяет аксиомам (I Ñ )­(5л/ ). Тогда отображение L
x

—»- L, 

определенное равенством ST(u) = tgf -Ур (U) .является ¿­нечеткой 
предтопологией на множестве X . При этом jf в точности оказывает­
ся окрестностной структурой L­нечеткого предтопологического про­
странства ( X , i í ) , . 

Доказательство. Очевидно, что Я(0) = Inf0-1 . Из (2/\/) и 
(4/V) легко следует, что J(p(í) = l для каждого ре% и, сле­
довательно , $(£) = Ы Лр (¿) = Д - . 

peí ' 
Пусть H,ti. Ä€L

x

. Тогда, применяя (3/V ) и свойства отношения 
£ (1,5.1), замечаем, что 
ZuifUp(Vé)л ^ f ^ ) • • p e U u p e U j z üij[jfp(¡1,): p% U,} л 

л fo¿ Uppeü¿ = # » 0 / \ ад. 
Пусть теперь JlC­ обозначает окрестностную структуру ¿­не­

четкого предтопологического пространства (X , 5 ) . Зафиксируем 
нечеткую точку р = Ло€"3: и ­L ­нечеткое множество 1¿ .Применяя 
(5/sl), имеем JÍ7(p,ti)=sup lin.f^^>-^ Ut 

Щ*-Ь]*Ж(и)« supJtp(V)A С&Л(Щ= sup {ínfjfrfD): ti* U, 
p e 1/J = jfy (p} U ) , а следовательно, ^ ¡ r = / 

Заметим, что, как следует из приведенного ниже примера, опре­
деленная в доказательстве этой теоремы L ­нечеткая предтопология 
у не обязана быть L­нечеткой топологией даже в чанговской ситу­
ации. . . . 

(1.5.6). Пример. Пусть X ­ множество и oie(0,£). Для каждого 
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{е(0,<£) и каждого «хеЗ( определим окрестностную структуру не­
четкой точки P = XQ равенством. jfp (U) = i при i l ^ t и j/p(U)= 
= 0 в противном случае. Далее, для каждого i е (ol, 1J и каждо­
го 0C£vX определим окрестностную структуру в нечеткой точке р — 
:=0Со, положив v/Tp(i)=i и <^(U)=0 при Hfl . Очевидно, опре­
деленное таким образом отображение jf : X * I —*~ I является 
окрестностной.структурой. Пусть $ ­ соответствующая нечеткая 
предтопология. Тогда, полагая .tic(o)=c для каждого xeJC , где 
се(0,о<) , мы приходим к семейству нечетких множеств такому, что 
revi le) » о ., в то время как для каждого С€(0/£), 
С<о< 

а следовательно, J не является нечеткой топологией. 
(1.5.5') Теорема. Пусть X ­ множество, Э£ ­ семейство всех 

его и ­нечетких точек, и отображение Q : SE х £ — у д о в л е т в о ­

ряет условиям (iQ )­(5Ö ). Тогда отображение CT : i —*>I , опре­
деляемое равенством &(Ю=Ь^()р(и) , является L ­нечеткой то­
пологией на X . При этом Q в точности является Cj, ­окрестност­
ной структурой­ L ­*нечеткого топологического пространства ( X , $ ) . 

Доказательство. Очевидно;, 5(0) m Inj 0 = 4 . Из (2Q ) и 
UQ) легко следует, что Qp(i)>4~ для каждого реХ , а следо­
вательно, Ulf Qp .Пусть теперь i^, и^е// . Тогда, 
применяя (3Q) и воспользовавшись свойствами отношения ср (I.5.I), 
имеем: f(ü{AÜ^=uij-{Qp(UtAUz):po,(ülAÜ^]>, inJ-tQp(Ui)A 
A Q p ( ^ ) : роД, pqUz}>,inj{Qp(Ui):p(fUt} Mtif {QP : pqUth 

Пусть теперь {i l ; : c e ^ i < ^ LX . Применяя (4$) и воспользо­
вавшись свойствами отношения (1.5.1), приходим к цепочке нера­
венств £Г(УШ)= <л/ (иР(УШ)--р(} (411$ = h / iQp(VUi)

: 

а следовательно, ^(УЫс)^ Â^(Ui) . Таким образом, 3" явля­

ется L­нечеткой топологией."' ., ' : ; 
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Пусть 0.$ ­ ^­окрестностная структура L­нечеткого тополо­
гического пространства ( X , З ' ) . Зафиксировав L­нечеткую точку р * 
­Хо€3 и ^­нечеткое множество tie L и воспользовавшись ( 5 0), 
имеем (р, U) = 5up&*fü) t/4U, 0(^>tc] = sup {inj- £ Л ftO : t>* Ü, 

0(ä0)>tc) « Qp(Ü)4 Qp(V) л ( A v Qr №) = sup Jinf Qr(V)'-

V*ü, pqü] - Q<r(p,Ü). Таким образом, ö^­ö. 
Для L­нечеткой окрестностной структуры stf\%xLx—**L обо­

значим через : Lx-+-L соответствующую L­нечеткую предтопо­
логию, построенную в доказательстве теоремы ( 1 . 5 . 5 ) . Для i­нечет­

кой предтопологии $ : LX—*• L обозначим через jf^.i 3ßx Lx-~~ L 

соответствующую L­нечеткую окрестностную структуру, определенную 
в (1.5.3),.Аналогичный смысл придается обозначениям 7q И Qp. 

Теоремы ( 1 . 5 . 5 ) и ( 1 . 5 . 5 ' ) утверждают, по существу, справедливость 
равенств = Q и ^(<уя = Jf для произвольных окрестностной 
структуры j{ и . CJ ­окрестностной структуры Q . Доказываемые ниже 
утверждения.(1,5.7) и ( 1 . 5 . 7 0 дополняют эти результаты. 

( 1 . 5 . 7 ) Теорема. Для каждой L­нечеткой предтопологии СГ име­
ет место неравенство > !Г, Если (Г является L ­нечеткой топо­
логией, и L. линейно упорядочено, то Jjf- = (Г 

Доказательство. Из определений следует, что 
Ьгг№=ЩМр,и)-Ы sup t<J(v) = 0$ и, ü№)*tl * Ш) 

7 реи ' х pzu
 1 

для каждого и, ­ следовательно, 
Предположим теперь, что fT - L­нечеткая топология, L ­ ли­

нейно упорядочено и пусть существует lieL такое, что 
. Если интервал 

№ ) , % ( ü ) ) не пуст, выберем а ( ü 1 ) ; в против­
ном случае положим О. = 7jfr(üX Для каждого pell зафиксируем 
Üp^U так, чтобы ре lip и .f'CVp)^й . Отсюда легко следует, 

Ч Т 0 ^
=

рё11^Р и

'
 П О С К 0 Л Ь К

У У является Ь­нечеткой топологией, 
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Ū = U Qp= U iü:3 Vez, feUa 

В­этом случае элементы il^Jfp- называем­ L ­нечеткими окрестнос­
тями, а элементы il^Qp - L ­не че ткими у ­окре с тнос тями А­не­

четкой точки р в пространстве ( X ,Т ). Свойства (IM )­(5/V ) L-

нечеткой окрестностной структуры принимают в этой ситуации следую­
щий вид: 

( I А/С ) если Uejfp , то peli; 

то У(и) Ърёц У($р)Ъ(Х . Полученное противоречие и означает, 
что У - 5 ^ • 

Рассуждая по аналогии с доказательством (1.5.7), нетрудно 
установить также следующее утверждение: 

(1.5.7') Теорема. Для каждой I ­нечеткой предтопологии 3 

имеет место неравенство ^ > !Г . Если при этом 5" является Ь -

нечеткой топологией и Ь линейно упорядочено, то ^Я?- ^ 

(1.5.8) Замечание. В случае произвольной нечеткой решетки Ь 

равенства ^Ь у = У и 5 ^ , вообще говоря, не имеют места. 
В отношении второго равенствам этом легко убедиться косвенно сле­
дующим образом. Пусть ,£Г : **Ь - Ь ­нечеткая предтопология, 
не являющаяся и­нечеткой топологией. Тогда, тем не менее, соглас­
но (1.5.4'), отображение 0.д-:3:*Ь А удовлетворяет усло­
виям (1С})-4ЬС}) и, следовательно, согласно Ц . б . б ' ) , соответст­
венное отображение ^ : 1> —*~Ъ' является А­нечеткой топологи­
ей, т.е. заведомо 9$ Ф ^ . 

(1.5.9) Случай чанговского I­нечеткого пространства. Если в 
качестве исходного взять чанговское А­нечеткое пространство (Х'Г), 
то соответствующие окрестностная и ^­окрестностная структуры так­
же являются двузначными и,. следовательно, могут рассматриваться 
как системы А­нечетких подмножеств множества X : 
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(2л/С) <Кр=0 для каждого ре$; 
(3 А/С) если 
(4 ) если UeJfp и 11>,U , то U ' e j ^ 
(5/VC) для каждого iiejfp найдется tfejfp такое, что 

.О^Ц и tfejfr для каждого reli 
Свойства (lQ)­(5Q ) L ­нечеткой <^­окрестностной системы пртоп»­
мают в этой ситуации следующий вид: 

CIОС) если UeQp. , то pqU; 
(2ОС) ОРФ0 для каждого ре£} 

(3 QC) если 
(4фС) если 
(5QC) для каждого НеQp существует tteQp такое, что 

\)${L и iTejf^' для каждого гоЙ 

Применяя утверждения (1.5.4), (1.5.4'), (1.5.5), (1.5.5'), 
(1.5.7), (1.5.7') и (1.5.8) в этой ситуации, получаем локальную 
теорию чанговских L ­нечетких пространств. 

(1.5.10) Локальное описание замыкания в чанговских /^­нечет­
ких пространствах. Проиллюстрируем некоторые возможности развито­
го в этом параграфе локального подхода к изучению L ­нечетких то­
пологических пространств на примере.локальной характеристики за­
мыкания в L­нечетких пространствах. При этом для простоты огра­
ничимся чанговским случаем. 

L ­нечеткую точку р ё Х , где (X , t ) ­ чанговское L­не­

четкое пространство, назовем точкой прикосновения L­нечеткого 
множества М , если каждая (^­окрестность нечеткой точки р ква­

зисовпадает с М. Нечеткая точка р называется предельной (для) 
"­нечеткого множества М , если р является точкой прикосновения 
" и при этом, если реМ ± то.каждая ее ^­окрестность ^~ 
совпадает с М в некоторой точке, отличной от носителя L ­нечет­
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кой точки р . Непосредственно из определений нетрудно показать, 
что замыкание М Ь ­нечеткого множества М равно объединению 
всех его Ь ­нечетких точек прикосновения. Нечеткое множество М 

замкнуто тогда и только тогда, когда оно содержит все свои пре­
дельные Ь­нечеткие точки. Объединение всех I­нечетких точек, 
которые предельны для данной I ­нечеткой точки р , является зам­
кнутым (ср.[бб]). 



§ 6. СТРУКТУШ СХОДИМОСТИ В НЕЧЕТКОЙ топологии 

В данном параграфе развивается теория сходимости в нечетких 
топологических пространствах. В ее основу положено понятие нечет­
кой направленности, введенное Пу и Лю [86]. При этом мы ограничи­
ваемся здесь случаем (1-) не четких пространств. Такое ограничение 
позволяет существенно упростить изложение, а, с другой стороны, 
этих рамок вполне достаточно для наших основных целей. Отметим 
также, что некоторые из доказываемых здесь утверждений (в т.ч. и 
принципиальная для нар теорема 1.6.14) не могут быть распростра­
нены .на случай произвольной нечеткой решетки. 

(1.6.1) Нечеткие направленности (ср. [вб]). Пусть X ­ мно­
жество, 38 ­ совокупность всех его нечетких точек и (Я ,4) ­
некоторое направленное множество [бб]. Нечеткой направленностью 
в X называется отображение вида £Р: ̂  —*­ 2с . Для нечеткой на­
правленности наряду с записью $ : Й —*- 3£ будем использовать 
также запись (Рл)пе?) , 'где Рп -

Пусть ф ­ нечеткая направленность в X и Ме1. 

Будем,.говорить, что: (I) 6Р финальна с М , если существует те$> 
такое,., что, рп € М для всех п?т ; (2) 3* лежит, или содер­
жится в М . если рёМ для всех П^ З ) ; (з) конфиналъна 
­

с М . если­ для каждого­ .Л1£Э найдется птт такое, что рп^М; 

(4) V ^ ­финальна с М . если существует №.£%. такое, что 
Рп^М для всех пгщ ; (5) У 0>.­финальна с М . если для 
каждого, гае 5) найдется ~П Г т ...такое, что рп^М. 

(1.6.2) Структура сходимости нечетких направленностей. Пусть 
\ (X) ­ класс всех нечетких направленностей в нечетком простран­
стве (X ^ 5 ). Определим отображение "боа : Я1(Х)* I —*-1 

равенством ( З ^ О О , Ы е ! )."­•• 
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$оп(Р,*ОСх) = У{±е1: (\/11е&,^д,и) =>9 ^­финальна с Ы.}. 
Это же условие можно записать следующим образом. Пусть р^Х. 

Тогда р'е &ОП 6^4) тогда и только тогда, когда ^ ^ ­финаль­
на с каждой с/­^.­окрестностью нечеткой точки р . 

Определенное• таким образом отображение 'боа '• I х 

называется структурой сходимости ^нечетких направленностей] нечет­
кого ^топологического] пространства ( X , $ ) . Говоря неформально, 
структура сходимости каждой нечеткой направленности £Р и каждому 
о(е1 сопоставляет некоторое нечеткое множество, к которому 
данная нечеткая направленность считается сходящейся на данном 
уровне 

Следующая теорема характеризует оператор нечеткого замыкания 
(Т.1.10) посредством структурыг

Ъходимости: ' 
(1.6.3) Теорема. Пусть (Х,^) ­ нечеткое пространство, 

о(е1 и р ­ произвольная нечеткая точка. Тогда р*ёШ. (М,ъС) в 
том и только в том случае, когда в М найдется нечеткая направлен­
ность & такая, что ре Ъоп &^ . Следовательно, %1(М,<^) = 

Доказательство. Пусть ре%1(М^% Рассмотрим множество & = 
= {ие1х:5Г(10^­о<, рс^и] . Ясно, что, полагая И^Ы' тогда и 
только. тогда, когда II* М , мы "превращаем в направленное мно­
жество. Поскольку р/ё%1(М,с^) , из (1.5.10) следует, что МцИ 

для каждого такого, что рО&. Зафжсировав ИеЗ), выберем 
и Ье1 так, чтобы М(х)+Щх)>1 и ис60<"6«; М(3с) 

и пусть р^-х^ . Таким образом мы приходим к нечеткой направлен­
ности (рц)це% , которая лежит в М и (̂ ­финальна с каждой с^-^-

окрестностью.Ц нечеткой точки р . Следовательно, р'е%оа (%о<). 
Обратно, пусть Р̂сДО и рёЙояС^сХ). Согласно (1.6.2), это 

означает, что V/ ^­финальна с каждым таким, что 
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и рс^и , а. следовательно,. для каждого такого Ы найдется рп^^, 

которая ^­совпадает с й . Но поскольку {?сМ , отсюда немедленно 
заключаем, что .нечеткие множества и и М (^­совпадают, а сле­
довательно , согласно ( 1 . 5 . 1 0 ) , ре % (М,с/). 

Поскольку неравенство Лс(М)>°* эквивалентно условию М= 
(М,сл) . из предыдущей теоремы немедленно вытекает 
( 1 . 6 . 4 ) Теорема. Пусть ( Х , ! Т ) ­ нечеткое пространство, 

и о(б! . Тогда ^ с (М)^о< в трм и только в том случае, когда 
реЪоп^ск). для каждой лежащей в М нечеткой направленности 
и каждого. р^М. 

( 1 . 6 . 5 ) Теорема б двойном пределе. Пусть (X ,^Г) ­ нечеткое 
пространство, ©(е1 и £ т (для каждого гп.е% ) ­ направленные 
множества. Для /716?) ' и %&ПЁп* положим Я(т,%~) = (7п,£(/ту). 
Пусть для каждой пары теЖ, гЧё'Ёт определена нечеткая точка 
£Р(т,л)ёХ .Если рт.^^оа(^(гп,а)пеЕт,^) для каждого 
и р 0 € Йогг ((рт)тея , о 0 , то с̂?/г /2, о<). 

Доказательство. Заметим прежде всего, что, поскольку произ­
ведение 3)*ПЕт естественным образом может рассматриваться как 
направленное множество, композиция :^*ПЕт-**3- является, 
очевидно, нечеткой направленностью в X . 

Пусть и.€^ и р о ^ ^ (т.е. 1/ ­произвольная ©(­^­окрест­
ность нечеткой точки р 0 ) . Поскольку р 0 ё ^оаССрт)^^ , <^)} най­

дется Я ^ е ^ такая, что рт^У. для всех т^т0. Зафиксировав 
/716$ и воспользовавшись условием рт'е'боп ( ^ ^ п Х € £ т > ©О и 

тем, что 1/ , очевидно, является «/­^­окрестностью нечеткой точ­
к и Р/Л1 выберем птеЕт таким образом, чтобы и(т,п)аи для всех 
П-^Н-т . Определим теперь функцию ^—^Г1Ет , положив 5(/п) = /7/7г 

при т . ? т 0 и задав произвольным образом з(7п) при т.)£т0 , яс­

но, что для определенной таким образом функции ̂  {щ$€%Ъ*ПЕт 



­ 90 ­
и, если От , то нечеткая точка 
­ ^ ­ с о в п а д а е т с с/­ о.­окрестностью И нечеткой точки 
р0 . Но.это и означает, что р0'ё^оа Я,сГ). . 

(1.6.6) Доднаправленности нечетких напшвленностей. Нечеткая 
направленность 01 \ £ -^3£ называется [нечеткой] поднаправлен­
ностью нечеткой направленности *Р : , если существует ото­
бражение ^ : £­*­^ такое, что 

(I) Я = фо"С 9 т . е . гт = Р*(т) для каждого 
(2). для каждого /ге*$ существует т 0 е £ такое, что (1<Щпг) 

для всех /п £Шо. 
(1.6.7) Теорема. Пусть X ­ множество и Л ­ некоторое се­

мейство его нечетких подмножеств, инвариантное относительно конеч­
ных пересечений. Если нечеткая направленность 0>= (рп)пе$> 9 ­

конфинальна с каждым АеЛ , то существует поднаправленность 
направленности , которая ^ ­финальна с каждым А е&. 

Доказательство. Поскольку Ж инвариантно относительно ко­
нечных пересечений, то, полагая А<д> {А,5еЛ:) тогда и только 
тогда, когда А ^ б , превращаем Л: в направленное множество. 
Пусть £ ­ множество пар (п , А ) таких, что Л«=^ , АеА и рпЦА. 

Поскольку направленность и а­конфинальна с каждым элементом 
кеЛ , то Е Ф0 и при этом'частичный порядок произведения 

о^хЛ: индуцирует частичный порядок <. на множестве £ с 
превращая £ в направленное множество. Действительно, если 
\Пц,А£)€ £ , то найдется З^А1лАя и П0^П{, п~о~?Пг такие, что 
рп0 ^­совпадает с 3 , а значит. (% 3)^П,,А) и (п0) д)^(пя,А). 

Определим отображение V : £­»­3 , положив Ф(п,А)*П и пусть 
^ = <£ .# д с н о ̂  ч т 0 определенное таким образом отображение 
^ : является поднаправленностью нечеткой направленности 
^ и при. этом..­̂  ­ ­финальна с каждым Л б" Л. 

(1.6.8) Предельная структура нечетких направленноетей. Пусть 
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(X - нечеткое пространство,'^^(X) и ©(ej. Определим отобра­
жение %tu>£> : 00 * X —г X х ' равенством 

Я­конфинальна 
Другими словами, pe%íu.sQ3>

¡<^) тогда и только тогда, когда не­
четкая направленность 9. Ц­конфинальна с каждой ©/­^­окрест­
ностью нечеткой точки р. 

Определенное, таким образом отображение %lus>± %(Х)­Х

­ J—*­1* 

называется предельной структурой [нечетких направленностей] нечет­
кого фонологического] пространства (X , $ ). Говоря неформально, 
образом нечеткой направленности б5 на уровне ске! является не­
которое нечеткое множество, которое считается предельным для э 
на данном.уровне.— 

(1.6.9). Теорема. «Пусть (X ,<$) ­ нечеткое пространство, 9 -

нечеткая направленность в нем и Uè'l . Тогда рШ'ебиз(Э^Ы) в том 
и только в том случае, когда в ­£Р найдется поднаправленность (3>' 

такая, что рёQon(9',¿). Следовательно, Шцв (?,¿)= \ l { % a : 
6*' ­ поднаправленность направленности ^ 3 . 

Доказательство. Непосредственно из определений ясно, что если 
р€ %ОП для некоторой поднаправленности <3>> нечеткой на­
правленности то pëftôueffîoi).. Обратно, пусть р%~%¿us(%*<). 

Положим .^:={UeI x

: 7(11)>ск, ptyil] . Тогда, согласно предложе­
нию (1.6.7), условию которого, очевидно, удовлетворяют семейство 
^ и нечеткая направленность: 6Р /найдется поднаправленность 
направленности Ф , которая ^­финальна с каждым UeJt . Но это и 
означает,.что реfyoti(9',о0. 

(1.6.10) Следствие. Если £?' ­ поднаправленность нечеткой на­
правленности 9\ то Was (?,°0ъ %¿us 

С предадущим утверждением полезно сравнить следующий легко 
Устанавливаемый­­факт­;.­

(1.6.II ) Предложение. Если" 9 ­ поднаправленность нечеткой 
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направленности­.. 

(I.6.I2) Теорема. Пусть (рп)пе% ­ нечеткая направлен­
ность в нечетком пространстве X и ©(el*. Для каждого теЗ) по­

ложим An'-^VÍpn.-иг ni] . тогда %íus(<^J)^í\^%i(/\rnlJ). 
Доказательство. Пусть pefflus (¿5 c/) , тогда «2 ­конфиналь­

на с каждой «/­^­окрестностью U нечеткой точки р . Но это и 
означает, что для каждого fñeVl найдется ра^Ащ такое, что 
pnCj,Ü , а следовательно, Uc^Am. Из .(1.5.10) заключаем, что 
pi A U(Anr^). 

Обратно, пусть р'еА ЧИ(Ат?£)Тогда, согласно (1.5.10), для 
т ' 

каждого meVi каждая о(-а ­окрестность Ü нечеткой точки р 

совпадает с не четким, множеств ом Ащ$ т.е. найдется J<eX такое, 
что Щх) +• Am(х)> i Но согласно определению кгп это означает, 
что для некоторого П?гп нечеткая точка рп ^­совпадает с U , 

т.е. нечеткая направленность ^ (^­конфинальна с ÍL , т.е. 
pe <№is(?,¿l). 

(Т.6.13) Предложение. Пусть ­ нечеткая направленность в 
нечетком пространстве X и рв;39. Тогда, если pt Von (9.4) , то 
найдется такая поднаправленность нечеткой направленности ^, 
для каждой поднаправленности if'7 которой р% fan 

Доказательство. Поскольку р# fan (%°0 , то найдется такая 
­ ̂  ­окрестность £/ нечеткой точки р , с которой нечеткая направ­

ленность У=(рп)пе91 не ^ ­конфинальна. Положим ¿b
l

'={ne%- pnyü\ 

Нетрудно заметить, что тогда fP= (pri)nef)' является искомой под­
направленностью направленности £Р. 

Следующее утверждение является основным результатом данного 
параграфа. 

(1.6.14). Теорема. Пусть (X tíT) ­ нечеткое пространство. 
Тогда его. структура сходимост^ (¥(0):=) %оа : # (X) * Т — 
Удовлетворяет следующим условиям (©(б"! ): 
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(Con I) если рп-р для всех П € ^ , то Й/?л) л е ­»,о()§р; 
(Сои 2) если # ­ поднаправленность нечеткой направленности 

(Соп.3) если pffctyon , то существует такая поднаправлен­
ность ̂  нечеткой направленности ^ , для каждой поднаправленности 
/'которой pt%oa (9",<¿)} 

(СоП 4) пусть ̂  и Ет '(где теЗ») ­ направленные множества; 
R(т,5):= Cm,J(nC¡) , где ^ е Л Е т , и для.каждой пары т е ^ , п е £ т 

выбрана нечеткая точка ^Р(п,п)€39 . Тогда, если для каждого me'Pi 

(Con 5) если 3)^,(0,{] - направленное отношением ^ множест­
во, tssup'ft .и <х0еХ, то ^on((J(o)n€9»f°0^t 

Обратно, если X . ­ множество и отображение %оп :<%(Х)*1-+1Х 

удовлетворяет аксиомам (Coni)­(Con 5 ) , то отображение Ш : 1 
- ^ 1 Х , заданное равенством Ш (М,<А) = V { %оп(^©0 : Ф ­ нечеткая 
направленность в JVl}, является оператором замыкания, порождающим 
некоторую нечеткую топологию У(%0Г1). При этом fcW&Hj­tfc*. 

С другой стороны, для любой нечеткой топологии 5" имеет мес­
то равенство а значит £ и У являются биекциями. 
При этом если 0¡ >, (f¿ , то £ ) $ ̂ (f 4 ) и если "боп, Ъ ^оая , 

то *M®>n¿). -

Доказательство.. Пусть (X , (Г) ­ нечеткое пространство и 
to : ?1(л)х 3ß-*"I ­ его структура сходимости. Справедливость 
условия (Coa l ) очевидна. Условие (Сои.2) следует из (1.6.11). 
Условие (Con. 3) установлено в (I.6.I3). Условие (Сои.4) ­ это ут­
верждение теоремы (1.6.5) оддвойном пределе. Наконец, условие 
(С°П 5) легко проверяется непосредственно. 

Обратно, пусть X ­ множество и отображение Чюп-#(Х)Х 

Удовлетворяет условиям (Coni')­(Con 5). Для каждого MeX х и каж­
дого ofel положим %l (M,¿) = \l{%oa (?М) • 9* ­ направленность в 
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ft) и покажем, что определенное таким образом отображение &¿: 
1

Х

*1­^1 является оператором замыкания. 
Ясно, что Vt(0.oQ-0, Ы(М,Ы)ъМ и если Ы>ре1 ,M¿Ñel* 

т 0 Vt(Mtc!)4 %t(Ntjb . Предположим, что <gí(MVÑ,°0 . Вос­
пользовавшись условиями (Con 4) и (Con 5 ) , легко показать, что в 
этом случае.найдется нечеткая направленность fP в MVW , такая, 
что оХде'ёоп (^о(). Но тогда нечеткая направленность £Р, будучи фи­
нальной­с MvW, является, как нетрудно заметить, конфинальной ли­
бо с М,.либо с Л/ . (Подчеркнем, что справедливость последнего 
факта обеспечивается импликацией cu 6vc cu 6 или аис .ко­

торая, очевидно, справедлива для любых а,Ь,eel , но не имеет, 
9. 

вообще говоря, места для элементов произвольной нечеткой решетки 
и*) Следовательно, либо в A Í , либо в ti найдется поднаправлен­
ность & направленности . ' 

Но это означает соответственно, что либо Л 0е?Ж(М ,©0 , ли­
бо #0Z W(ÑtJ<) »

 а следовательно, (MVÑ,d()4 %t(M,<¿) V U(Ñ,<¿). 

Поскольку обратное неравенство очевидно, отсюда получаем, что 
Ш (MVÑ, ск) = Ж (М, сК) V £¿ (У,X); : 

Для доказательства того, что Ш является оператором нечет­
кого замыкания, остается.проверить, что (Ш(М« ^£(M,J^). 

Пусть ре
с

&6(
<

вС(М,^)>сА) , тогда в %Е(М,Л) найдется нечеткая на­
правленность. 0 * ( р п ) П € % такая, что ре%оп(Рс£) . Построим, 
исходя из £г , нечеткую направленность 9 ъ М так, чтобы ре~%оп(% 

°0 i отсюда будет следовать, что ре %6(М,<Л) и, тем самым, 
доказываемое неравенство. 

Зафиксируем /ПеЗ> и пусть рт=^гп» Положим Ат' = 1в: 3 не­

четкая направленность в;'А7 такая, что 0 ^ ё&оп(&£,о()}. 

Отношение ­ превращает множество Ат в направленное и, при этом, 
очевидно, supAm^í. Из условия (Сол, 5) заключаем, что л̂ .Ег 

другой стороны из определения л/72 следует, 
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что для каждого se.Am. в /И найдется нечеткая направленность 
такая, что Лп1^^опС^пг,°0 • Воспользовавшись аксиомой (Соя 4), 
можем.теперь построить нечеткую направленность ty* ПАт.-+-3£ 

такую, что рте ^оа (9, <¿). 

Для доказательства равенства ФУС&о/г) = &оп проверим, 
что для произвольной нечеткой направленности 9 ре ^оа С^сА) 

тогда и только тогда, когда ре 

Предположим, что pe %оа ($¡o0 и при этом р0 *€У(*воп)(%°<). 
Тогда существует U.€Ü^ такое, что pcjtí и ? не (̂ .­финальна с 
U, а следовательно, 9 ^­конфинальна с Uc, Пусть У'­ подна­

правленность нечеткой «направленности ^, лежащая в Согласно 
аксиоме (Con. 2) pe%Oñ ©О и, как следует из определения опе­
ратора *ét , pe%t(il%<j). Учитывая, что 0~(tC)^><^ и, значит, 
IIе- (€í(lLc

J<=t) , заключаем, что peli0 , т.е. pļļU . Полученное 
противоречие.. означавт, что 'бон(f?,<=£) š Sf УС&п) 

Обратно, предположим, что р ё < с 9 / С ^ о / г ) ( 5 Р А < ) , но р0 

Í%OH(0^<Á). Тогда, согласно (Cdrí'3), найдется поднаправленность е3' 

нечеткой направленности £Р, для каждой поднаправленности ^кото­
рой pffton &ļcj). с другой стороны, согласно (Con2), ре 

е(вЧ,

(*$0Г1)(Ф',<£) . Поэтому без ограничения общности мы можем счи­
тать, что в роли 9' выступает сама направленность. (рп)аеъ-

Для каждого те?) положим Am^VÍра- птт} . Из (1.6.12) 
легко следует, что pe4bt(Am/J) для каждого /72е%. Пусть /P­­=x

t 

Для каждого Ше% положим Епг= iS': существует нечеткая на­
правленность &scAŗn такая, что <¡xse %.oti (£^°0J С X . Воспользо­
вавшись доказываемой ниже леммой (1.6.15), без ограничения общнос­
ти можем считать, что элементами нечеткой направленности Я3 слу­

жат нечеткие точки, являющиеся элементами нечеткой направленности 
^=(р*%е?) ПР

И я^/я. При этом очевидно, что <&с(Ат,<*)0с) = 
^supEfrzt, согласно (Coa 5) pe %oti ((xs)seErn, Jļ) , где Ен -
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множество, направленное естественным порядком. Воспользовавшись 
(Coa 4) в ситуации, когда.в роли направленного множества выступа­
ет произведение П Ет. » мы приходим к направленности CP"1, эле­
ментами которой служат нечеткие точки нечеткой направленности 
íP

: = (Рл)леа при n ? m . Обозначим направленное множество, 
соответствующее нечеткой направленности ^т. Воспользовавшись 
вновь аксиомой (СОП4) в ситуации, когда в роли направленного мно­
жества выступает произведение 9^хП ?ríl , приходим к нечеткой на­
правленности У . Заметим, что полученная таким образом НаПраВЛеН­

^Л 

ность V является поднаправленностью исходной нечеткой направлен­
ности 9 (Действительно, если щеЧЬ , то при m ? m D и любом 

имеем ?<Я$) ­ ­ ^ ^ ( п ф , т.е. ?(fe,f) =­f(n) для не­
которого П Т ^ Т ^ о Х . Поскольку по построению рШ$оп 

приходим к противоречию, которое и доказывает, что 

Равенство ^t^iy)-7 для.произвольной нечеткой топологии 
7 легко следует из теоремы (1.6.3) и определений ^ и , 

Для завершения доказательства теоремы осталось заметить, что 
как следует из построения, если 5¡ Ъ , то £ 

(1.6.15) Лемма. Пусть (X ,2') ­ нечеткое пространство, У<=% 

и А~УУ , Тогда, если ? ­ направленность в А и ре 'ЗопС^Ы), 

то найдется нечеткая направленность Л , образованная принадлежа­
щими У нечеткими точками такая, что р€ Ъоп 

Доказательство. Пусть (рп)пе%> » где р=оХл • Зафиксиру­
ем некоторое /16$) ; тогда, поскольку &п е А , существует после­
довательность нечетких точек cX^eV ,LelÑ такая, что ^^¿^^n1 

Положив E^ = Í 5 ¿ : t€.̂ /3, получаем нечеткую направленность б^О^е^ 
С Чг наделено естественным порядком). Поскольку ~t * sup Еп t из 
(Con 5) следует,, что iXR З^е^) • Для завершения 
Доказательства остается воспользоваться условием (Con 4). 
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(1.6.16). Теорема. Пусть ( X , */д ) , (У ,0у ) - нечеткие прост­
ранства. Отображение } : X — > ­ У непрерывно тогда и только тогда, 
когда для каждой нечеткой направленности 1г и каждого ^е 1 

А 

Доказательство. Пусть £:)(~*~У непрерывно, ©<е1 ж ре 

е^о^С^с^) . Покажем, что в этом случае 
Действительно, пусть . Положим 

Тогда а следовательно, сущест­
вует Г71£^ такое, что рлЧ^ для всех /17/71 . Отсюда нетруд­
но заключить, что £(рп) ^­совпадает с V для всех Я?/71 , т.е. 
нечеткая направленность £(&У ^­финальна с V . Но это и означа­
ет, что £(р)еЪопу(КУО,сА). 

Обратно, пусть для каждой 
нечеткой направленности.^ в X и каждого о(е1. Тогда, восполь­
зовавшись теоремой (1.6.3), легко заключаем, что для каждого М&1 

и каждого . Но это означает, 
что для всех о / е ! отображения ^ : ( X , (^<Х<)­^ (У> 

непрерывны. Для завершения доказательства осталось воспользовать­
ся утверждениями (1.2.2) и (1.2.5). 



§ 7. О ПОНЯТИИ ДЕФЕКТА НЕПРЕШВНОСТИ ОТОБРАЖЕНИЙ 

По аналогии с ситуацией в обычной топологии, отображения Ь-

нечетких топологических пространств, как правило, принято делить 

на два класса: класс непрерывных отображении ­ морфизмов категории 

РТ(Ь") (или некоторой ее подкатегории, в зависимости от контекста) 

и на класс не непрерывных отображений, т .е . отображений, не явля­

ющихся морфизмами в соответствующей категории. Однако, мы полага­

ем, что такая "четкая", двузначная классификация всех отображении 

Ь ­нечетких топологических пространств на непрерывные ­ морфизмы 

и разрывные ­ не морфизмы, не всегда представляется естественной в 

контексте нечеткой топологии и соответствующей "идеологии" нечет­

кой математики в целом. Для отображений нечетких пространств можно 

выделить целый спектр свойств, интуитивно воспринимаемых как " сте ­

пень непрерывности" или "степень разрывности". В данном параграфе 

рассматривается одно из свойств такого типа: дефект непрерывности 
С С К / ) отображения $ : X—*~ У . При этом для простоты мы ограни­

чиваемся здесь случаем чанговских Ь­нечетких пространств. 

Пусть ( Х , С Х ) , [У 9*Су) ­ чанговские I ­нечеткие простран­

ства и $ : Х ­ * 4 У ­ отображение. 

( 1 .7 .1 ) Определение. Число сс[ ф:=51Ш вир (4'1(У)-Ы(^~'(\/1)(х) 
— :— \letlхеХ 

называется, дефектом непрерывности отображения у . 

Замечание. Если X , У ­ обычные топологические пространства, 

то со[ Ср) = 0 тогда и только тогда, когда отображение ^ непрерыв­

но; в противном случае Со((̂ )=4. Совершенно иная ситуация в случае, 

когда пространство X существенно нечетко: в то время как равенст­

во СсК/)=0 означает в точности непрерывность отображения ^ , де­

фект непрерывности отображения, не являющегося непрерывным, может 

°ыть любой величиной Леи ; это число характеризует, насколько 

file:///letl
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данное отображение отличается от непрерывного. 

Следующий простой пример показывает, что для каждого <=̂ е̂  
существует отображение, дефект непрерывности которого в точности 
равен °* .. 

(1.7.2) .Пример. Пусть Ъ и \ ..­ две (обычные) топологии на 
множестве X , причем и Т^Т?. Зафиксируем сХе1 и опре­
делим Ь­нечеткие топологии на X ТД­. = Т Я и ^­.^ с<с (УТ̂  , где 
о(

с

Тя­.= {о( си И е Т ^ . Тогда, как легко заметить, для тожде­
ственного . отображения £: (X ) ( X , Т# ) имеем сс[ С£) = 

(1.7.3) Теорема. Для каждого отображения ^:Х—*~У имеют 
место равенства ссКр) = Сс1'/х)= с&"(р) , где 

Доказательство. ­Первое равенство очевидно, поскольку ВеСу 

тогда и только тогда, когда 
. Для доказательства второго равенства 

зафиксируем М в /_Х и положим б = 'f(M). Тогда sup (j-(fi)-f(M))(y)= 
=sup Щ - a'Xy) = sup (sup м(х)-Ш) - sap sum (sup M(x)~ 

3 *f(M) 

и, следовательно, 
• > • • . 

cd"(-f) = sup sup sup (sup AfM-3(i/)\ 
7 /left ЬЩ ч у & ф $ №

 У ; 

Далее, пусть deCj; и M'--=J'f(3). Тогда, очевидно, J(M')^6 и при 
этом М*М' для каждого М, удовлетворяющего неравенству J-(M)* д. 
Поэтому ауз ( f & ) - * j f > ( Ы £ , ( у ) 

- Ш = (mtfy) Ш - Ш) , а следовательно, 
ЯМ)* в 

Сравнивая оба полученных выражения, приходим к равенству сс['(0=са"^). 
В случае обычных топологических пространств полученный резуль­
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так приводит.к известным характеристикам непрерывности.отображений 
позредством замкнутых множеств и посредством замыкания. Заметим 
также, что этот результат содержит в себе (при cd(jr)~0 ) извест­
ные характеристики непрерывности отображений чанговских L­нечетких 
пространств посредством замкнутых нечетких множеств и посредством 
замыкания. (см., например, [юб] ) . ­

(Lr­7.4) Дефектом­непрерывности отображения 4 : Х ­ ^ У относи­

тельно некоторого семейства % с ^у назовем величину 
' cd<f. V-sug supx (J-'(V)-M-f-'(V))00-

Очевидно,. что cd (j-, Ту) = cd (fl. 

(1.7.5) Предложение. Если У ­ предбаза чанговской L­нечеткой 
топологии­ Zy-, то c d 6 Р ) = cd(f). 

Доказательство. Пусть £:={\Л = (1Л..л1^: U*,...,tke9, neDi] . По­
кажем, прежде всего, что cd(j-,с?) = cd Заметим, что, как следу­
ет из известных (и легко проверяемых) свойств оператора внутреннос­
ти в чанговских I ­нечетких пространствах, j'\\f)-Int f

f

(V)-f
f

(UfA... Л Un)-

-htf(UlA...AUn)-£if'№- M(/\f'(Ui% - Af'(Uc) -

для каждого 
Ve£ и соответствующих U'i,,..liUe^>. Отсюда следует, что 

. Поскольку J , обратное неравенство очевид­
но. Для завершения доказательства остается проверить, что, если ^ 
­ база нечеткой топологии Ту, то cd cd (fi. Пусть УеТу и 
V = V t ^ для некоторого семейства СбУ}^$ . Тогда j-'^V)-

(Первое неравенство следует из известного 
(и легко проверяемого) свойства оператора внутренности нечеткого 
множества, а второе вытекает из элементарного числового неравенст­

Отсюда следует cd Ж cd(fi . Обратное .неравенство очевидно. 
(1.7.6) Теорема. Пусть ( Л , Т Л ), {У,?у), (с£ f t#) ­ чангов­
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кие нечеткие пространства, J - : X — У̂ , д:У-^<% ­ отображения и 
к=9°£ ­ их композиция. Тогда cd(li) £ cd(fi+ cd(q). 

Доказательство сводится к следующей цепочке легко проверяемых 
неравенств: cd'(k) = su^ sup (K\\N)-lnt h'

1

(Wl)(x) = 

-sup sup (flqW-Mfffg'^fa)*^ sap (j'Hf'W)-

- Д О ^ ^ sup (g-W-

-Mq4wW*)) + sun sup (Г'(У)-Ы f'(V))(x)$ sup sup(q-
f

(W)-

- latq-''(W))(y) + cd (j) = cd(g)tcd(f). 

Замечание. Невозможно дать более точную (нетривиальную) оцен­
ку дефекта непрерывности композиции отображений. С одной стороны, 
нетрудно построить пример, когда cd(ti) меньше каждого из дефектов 
cd(f) и cd(q): достаточно взять топологические пространства X, 

У и отображения -fiX-^-y , g , не являющиеся непрерыв­
ными, но композиция которых непрерывна. С другой стороны, следую­
щий пример показывает, что возможна ситуация, когда cd(q°f)ss 

= cd(q)+.cd(f). 
(1.7.7) Пример. Пусть Т и Т ' ­ две топологии на множестве X, 

причем Т с Т и т / т , и зафиксируем некоторые числа О(,РЕ(0,1), 

удовлетворяющие неравенству . Определим нечеткие топологии 
Ч $Z% и Z*> на X равенствами 
^i = T' . Тогда, как нетрудно заметить, для тождественных отобра­
жений i : ( X , T , ) - ^ ( X , t A ) и 9 : ( Х , Г я ) ^ ( Х , г 5 ) справедливо аАф*<А, 

В следующих теоремах мы изучаем поведение дефекта непрерыв­
с 

ности при.некоторых операциях. 
(1.7.8) Теорема. Пусть ( Х , Т ) ­ чанговское нечеткое простран­

ство, {.(y^Zi) ­ семейство чанговских. не четких пространств и 
^ каждого 1еУ £ : Х — - Ус ­ отображение. Тогда cd(Afc)=Vcd(jc\ 
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где &^Х-г9гУ^~.и.Ус ­ диагональ этих отображений. 
Доказательство. Зафиксируем оеУ и для каждого Ц^вТ^ рас­

смотрим нечеткое множество , где У^- П{У:' ¿'=¿¿3. 
Легко заметить, что 
и, следовательно, С(Щ,$д = СсК^с) , где ^'-[й^Ус'- Ш еЪ\ 
Поскольку, очевидно, ̂ -.-0^1 является предбазой нечеткой топо­
логии произведения У=\}У^ , применяя (1.7.5),отсюда заключаем, 
что (Ли^^аШг). 

(1.7.9) Теорема. Пусть {(Хг&У. Се!*} и {(У:,Г;У ¿ 6 ^ 3 -
семейства чанговских нечетких пространств и пусть Х = ОХ^, У=0^с 
­ их произведения. Для каждого се ̂  пусть &: Х.1-*-Ус ­ отобра­
кение и ; X—­У _ их прямое произведение. Тогда СЙ(̂ ­)= 
­ У е й . . . 

Доказательство. Легко заметить, что ^(и-^Ус)- 1пЬ}~ (Щ*£(;) = 
V З ^ Р О " Х : , где и геГ­ , Ус=п{УС''-С'еЗ, Си) и 

^ = Л [ X? *• € С ф ¿3 . Следовательно, обозначив % = { Ц ; х Ус, Щ 6"% \ 
имеем Со1(£ 9 $ ) * С(1(^с). Для завершения доказательства остается 
заметить, что С 5 £ ­ предбаза произведения У-^У'ц и воспользо­
ваться предложением (1.7.5). 

(1.7.10) Теорема. Пусть {(Х^): I 6 $ , {ОУг/й> ¿^3 ­ се­
мейства чанговских нечетких пространств и пусть Х=©Х^ , У=®УС 

С с» 
­ прямые суммы этих семейств. Для каждого СеУ рассмотрим ото­
бражение ^ Х ^ ­ * ­ ^

 и пусть '--ФтС '• X ­ прямая сумма 
этих отображений. Тогда сЫ(4) = Ус(1(}с). 

Доказательство. Пусть II ­ открытое нечеткое множество в про­
странстве 1/ и Ы1^ЫлУс. Тогда, очевидно, ./'(10* УЛ'С^О и 

^ О О М ^ ' Ш , где М Л К ) ­ внутренность '̂'(Ц) в 
X » а ДЙ/'Ч!© ­ внутренность ( в X¿. Отсюда легко следу­
«. что *р(ГЧй)-Ы{\иЩ^^(£(ий-ы£Ш*д, 
а следовательно, Со!(/)= Ую((/ £ ) . 
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В заключение параграфа рассмотрим вопрос о том, как влияет 
на дефект непрерывности переход к той или иной модификации (§3) 
нечеткой топологии.в соответствующих нечетких пространствах. 

Пусть ( Х , ^ х ) , (У , Су) ­ Ь­нечеткие пространства, }'Х-*-У 
­ отображение и ^ ­ некоторая модификация ^­нечетких топологий. 
Обозначим через Щ отображение / , рассматриваемое как отобра­

(1.7.11) Теорема. 
• (I) соЩ-)> сй(Ц)\ 
(2) если (X , Сх ) , ( У, Ту) ­ топологические простран­

ства, то, со1(Й- ей (Л/); 

(3) если (Х,£х) и (У,Ту) ламинированы, то ссКр<сс1(с/). 
(В (I) и(3) равенство, вообще говоря, не имеет места.) 

Доказательство. Неравенство (I) легко следует из (1.7.4). За­
метим, что, если нечеткая топология Г х ламинирована (т.е. С х = ^ ) , 
то|, очевидно, ССЦ/) = СС((Л$. Если же Т х ­ обычная антидискретная 
топология, а Ту ­ ламинирована, то сс1($)=1 , но при этом сс[(Л1)-0. 

(2) Поскольку ( X , Гх ) , ( У , "Су ) ­ обычные топологические 

1странства, то либо со(0/­) =,'0 , либо сс1(^) = {. В случае, когда 
(Л=0, отображение £ непрерывно. Тогда, согласно (1.3.3), ото­
жение А̂ ­ также непрерывно, т.е. С&(Ц)-0, Переходя ко второму 

случаю, заметим, что внутренность четкого множества в пространстве 
( ̂  ) совпадает с его внутренностью в пространстве ( X Д'Сх), 
а следовательно, из с(1(р)-1 следует сс1(Л0=1. 

(3) Из (2) следует, что ССцЛс/)» сс((б/) и, поскольку (Х,£у) 

ламинировано, можем заключить, что ссЦ(£)< С(1(ср). С другой сто­
роны, для каждого о(е[_ нетрудно построить ламинированные ь-

нечеткие чанговские пространства ( X , С/ ) , (У ,£у) и отображение 
$:Х-*У такое, что СсЦ£) = о< и СС((^)*1 
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глава II. Д а И Ш ТОПОДОГИЧВСКИЕ СВОЙСТВА НЕЧЕТКИХ ­ТОШОГО­
ЧВСКИХ ПРОСТРАНСТВ И ИХ НЕЧЕТКИХ ПОДМНОЖЕСТВ 

В данной главе рассматриваются основные топологические свой­
ства (I­)нечетких топологических пространств и их нечетких подмно­
жеств. Мы ограничиваемся здесь случаем L-I как основным, обра­
щаясь к случаю L­нечетких топологических пространств для произ­
вольной нечеткой решетки L только в иллюстративных целях. Это по­
зволяет нам существенно упростить изложение и сделать его более 
единообразным. Подчеркнем также, что многие из приведенных здесь 
результатов не могут быть распространены на случай произвольных 
L­нечетких пространств, а только лишь для нечетких решеток, удов­
летворящих тем или иным дополнительным требованиям. Наиболее важ­
ные из используемых охраничений на нечеткую решетку L ­ это по­
рядковая сепарабельность, линейная упорядоченность, направленность 
порядка, наличие ортодополнения. Отметим также, что при подходя­
щих ограничениях на L распространение приведенных в этой главе 
результатов на случай L­нечетких пространств, как правило, не 
представляет затруднений. 

Вторым ограничением, принимаемым в данной главе, является то, 
что мы будем рассматривать только чанговские нечеткие топологичес­
кие пространства. Это ограничение, однако, в отличие от первого, 
является условным: применяя технику, развитую в § 2 (А) главы I и 
основывающуюся на представлении произвольной нечеткой топологии 
посредством ее чанговских нечетких топологий L ­уровней (1.2.5), 
все понятия, конструкции и результаты этой главы могут быть рас­
пространены на случай произвольного нечеткого топологического про­
странства. Итак.­в данной главе термин "нечеткое пространство" 
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Отметим одно существенное отличие развиваемой здесь теории 

от ее классического прототипа, В то время как (обычное) топологи­

ческое пространство или его (обычное) подмножество либо обладает, 

либо не обладает тем или иным топологическим свойством, для нечет­

ких пространств и, тем более, для их нечетких подмножеств такой 

основанный на двузначной логике подход представляется искусствен­

ным и не соответствующим природе нечеткой математики (хотя он и 

используется, скорее всего, по инерции большинством авторов, ра­

ботающих ­ в области нечеткой топологии). Альтернативой ему в ряде 

случаев может служить развиваемой в данной главе т . н . спектраль­

ный подход. • 

Подчеркнем, что большинство полученных здесь результатов яв­

ляются новыми уже в случае нечетких подмножеств обычных топологи­

ческих пространств. В этой ситуации предлагаемая нами теория мо­

жет рассматриваться как альтернативная топологическая теория ог­

раниченных вещеетвеннозначных отображений обычных топологических 

пространств ( с р . , например, [ 8 2 ] ) . В случае же обычных топологи­

ческих пространств и их обычных подмножеств наша теория содержит 

в себе классические результат^ общей топологии. 

(2 .0 .1 ) Обозначения. Пусть А , Е > е 1 х , ^>е1 . Введем обозна­

чения: 

А с Ъ^Р** А с Ь > ^ ; 

А с & ^ £ < * > А с ( х ) У В ( х ) > Ь У * е Х ; 

А с В ^ £ Ф > У 6 > 0 З В : = Б в е 1 такое, что А е В > 
ясно, что А е В > £ ^ А г в ^ ч > №Ъ>2р=5>№Ъ>5р>. 

Обратные импликации, вообще говоря, не имеют места. 



§ I. ОТДЕЛИМОСТЬ: СВОЙСТВА ТИПА Т 0 ­ Т я И R 

А. Спектральная­ теория хаусдорфовости 

(2.1.1) Определение. Пусар (X , Т ) ­ нечеткое пространство и 
К » t е {.0,1,2,з1. ( К . 6 )­спектром.хаусдорфовости этого простран­
ства называется множество (X") , определенное равенством 

^ ( Х ) : = {.(^е1 я : У х , у б Х , х ^ у ; Э U,t fer такие, что J^U^ji, 

В случае К= £ будем писать просто Н К (Х) . 
Говоря неформально, принадлежность пары ( J^ . JT) спектру хаус­

дорфовости означает, что для любых двух различных точек *,уеХ най­

дутся нечеткие "окрестности" U и ļJ , которые "выше", чем f> в со­
ответствующей точке и которые пересекаются "ниже", чем ^ с

. При 
этом "выше" и "ниже" понимаются строго, нестрого или "с точностью 
до в зависимости от того, какие значения принимают К и 

Следующее утверждение очевидно: 
(2.1.2) Предложение. Если (р ,^)еНк(Х) и 0*F>'*P, 0 < ^ У " , 

то (/,1Г'}€Нк00. 
(2.1.3) Предложение. (I) Если юк' и Ы\ то W« (X) ̂  Нк« (X). 

(2) Множество Ьз (X) замкнуто.в 

(3) ЕСЛИ-(pjfrttibOb.OTFF^; o*ŗ'<ļŗ , то (>'.г')еw0(X). 
Доказательство. Утверждения (I) и (3) проверяются непосредст­

венно. Для доказательства (2) предположим, что пересечение любой 
окрестности точки ( ^ , ^ ) е 1 я со спектром Нз(Х^) не пусто. Зафик­
сировав 6 > 0 , выберем (JB\f)eHļ()C) так, чтобы 0*F>'P'<B,0*)Ŗ-Ŗ'<& 
(без ограничения общности можно считать, что точка (Ĵ '.f') лежит 
не выше и не правее точки ( П о л о ж и м 8 = min {р'+Ь-р,^* 6-̂ 1. 
Тогда найдутся U,U€t! такие, что 
и (ictf c ^ ' - 8 * & . но это и означает, что € % ( Х ) . 
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Из предложения (2.1.3) следует, что (К ,1 )­спектры хаусдор­
фовости данного пространства X' при различных ( к , I) могут разли­
чаться лишь точками на границе. Нетрудно построить примеры, пока­
зывающие , что С К , £ )­спектры действительно могут быть различными. 

(2.1.4) Замечание. Нетрудно показать, что для каждого нечет­
кого пространства X И П Р О И З В О Л Ь Н Ы Х К, В (1х(оЗ)1'(Их1) = :рс Н^(Х). 
В случае., если X ламинировано, то 
Если X ­ топологические пространство, то Н£(Х)= НК(ЛУ) = I 2 тог­

да и только тогда, когда X хаусдорфово; в противном случае Н^(Х)= 
­? и Н Й . (ЛЛ= НэСЛХ> б. 

(2.1.5) Предложение. Если нечеткое пространство (X , ) уп­
лотняется (т.е. биективно отображается) на нечеткое пространство 

, В частности, если Т и Г ­ две не­
четкие топологии на множестве X и 'С^^у то Ик (Х,"ч<= Нк (Х,тг'). 

Доказательство проведем для случая к=£ = 3 (остальные слу­
чаи могут быть доказаны аналогично). Пусть Х­*­У ­ уплотнение 
и <Л,£(А. Тогда Зафиксируем (р9$)€ НЭ(Ы) и 6>0 

и рассмотрим нечеткие множества 17ь1)а€"Су такие, что О^У^ЪР'Ь, 

4 ( Л > £ - 6 и 0 , г О Л
с * Г & . положим 1 1 , : = ^ й ) . Ц г = / Ш 

Тогда, как нетрудно заметить, , Ц/(ос/) , ̂ я(^)^ 
а следовательно, 

(2.1.6) Предложение. Если X ­ нечеткое пространство и У ­

его подпространство, то 
Доказательство очевидно. ' 
(2.1.7) Предложение. Пусть ( X ,Т ) ­ нечеткое пространство и 

(X Д Т ) ­ его ламинированная модификация. Тогда Нц (Х)^ С­ЛХ) 

* Н к ( Х ^ С 1 ] ^ Н к ( Л Х ) П ( | , 1 ] * 

Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая Н>,(Х). Вклю­
%

ние Н>,(Х)сг Нз(АХ) следует.ИЗ (2.1.5). Обратно, пусть (р^)е^(ЛХ) 
и . Зафиксируем Л , уеХ , <Х#У , &>0 (при этом без ограни­
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чвния общности можем считать, что у ­ & ^ ) и выберем üßeXC так, 

чтобы U ( x > J b - 6 My)*f'b и UcVctf-b . Из определения ла­

минированной модификации ясно, что U и Ü могут быть выбраны в ви­

де и = ( М а , tT= Л л 6 , где Q , 6 e l и ü,,ÜteZ. Поскольку 

то а с . 6 с < ^ . Учитывая, что ±<f-b<№VC* (Uf Vac)V(Of
cVt>c). 

отсюда можем заключить, что Inj- (Üf Vtyc)(x) = ilfCZÜ,
0

2 & , а 

следовательно, (f>,f)eH>> (X). 

(Равенство H j ( X ) e f - ^ X ) , вообще говоря, не имеет места. 

Действительно, пусть ( X , Т ° ) г антидискретное нечеткое пространст­

во. Тогда, согласно ( 2 . 1 . 4 ) , H j ( X ) « F , но Н$ ( Л Х ) = бг .) 

( 2 . 1 . 8 ) . Теорема. ПУСТЬ { ( X £ , t c ) * ' ­ семейство нечетких 

пространств и ( X , С ) ­ их произведение. Тогда Л Н К ( Х £ ) <= f|J ( X ) . 
С'7 £ £ « 

Бели при этом все ( X SO ламинированы и не пусты, то Д Н К(ХО"ЧС(А). 

Доказательство. Ограничимся случаем К, 1=5 . Пусть (ßjf) Vc 

6 > 0 . Рассмотрим две различные точки Ä » (Xi)t«jf • Уя

(У1)сш9
 и 8а

" 

фиксируем j e J такое, что . Поскольку (ptf)еН$(^) , най­

дутся H j . l y e C j , удовлетворяющие неравенствам 4 f ( v ) * P ' 4 , l l ' ( i t ) * 
^ - 6 и ЩЩСЪГ'& . Полежим U*Tlj(Uj) , Q-Sjty), где 

^ : Х - ^ Х ^ ­ отображение проектирования. Тогда, как легко заме­

тить, U ( o < > / - £ , Щър-lö * ( i e Ü c ^ j r - 6 , а значит (f>.r)€ Н3(й 

Предположим теперь, что все нечеткие пространства ( X j , ^ ) ла­

минированы. Зафиксируем и точку ( V ^ e y e X . Т о г д а произ­

ведение Xj = X j ^ l x ° H € j , i f j i , рассматриваемое как подпространст­

во в X , гомеоморфно пространству Х ­ ( 1 . 2 . 1 3 ) . Воспользовавшись 
А 

предложением ( 2 . 1 . 6 ) , отсюда получаем НзСХ/> = Н з ф ^ N ¿ 0 0 . 

(Требование ламинированноети сомножителей в условии теоремы 

является существенным. Убедиться в этом можно, рассмотрев произве­

дение X = X , х , где Х< ­ произвольное ламинированное нечеткое 

пространство, а Хд ­ нехаусдорфово топологическое пространство.) 

Из утверждений (2 .1 .7 ) и (2 .1 .8 ) вытекает: 
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(2 .1 .9 ) Предложение. Пусть C(Xc,tcV' t e t J j ­ семейство не­

пустых нечетких пространств и ( X ,V) ­ их произведение. Тогда 

i * o o n c i . ö S Д И£(хйП ( i i j * 

Единственность предела направленности является важным харак­

теристическим свойством хаусдорфевых топологических пространств. 

Доказываемое ниже утверждение (2 .1 .10) мы рассматриваем как не­

четкий аналог этого факта. 

Пусть (рп:=*пп)п€% ­ нечеткая направленность и f e i ; бу­

дем говорить, что 9 финально ниже, чем $ (соответственно, фи­

нально не выше, чем f ) , если найдется такое те% , что tn<)T 
(соответственно, tuff) для всех п?т. • 

(2 .1 .10) Теорема. Пусть (X ,V) ­ нечеткое пространство. Т О Г ­

ДА Н0(Х,Х?) в том и только в том случае, когда для каждой 

нечеткой направленности 9сХ,, которая финально ниже, чем г , из 
«с »с 

того, что э у € Ъоп. (9) , следует, что *Хг

^. 
Доказательство. Предположим, что ф , 2 Г ) е Н £ ( Х , Г ) ,ХФу и X? 

У^ЬопС?) • Выберем и , 0 в Г так, чтобы U(ä)>f> , 0(у)*р и 

(ictf ^ # Т о г д а д ^ п Ц f {Д,(Г и , следовательно, найдется теЪ 
такое, что , » C c j l J и t n < / ­ для всех rtfm . Но это озна­

чает, что U(äh) + tn>l . tf(jCn)+*i>i , м . K W A J W > f i > / f 

что противоречит условию U^0c^jt-

Обратно, предположим, что f ^ » J T V o ( X , t ) , тогда найдутся 

*,уеХ,хфу такие, что, если U(x)>p, ti(y)>ß> (U.Üet ) , то 

UcOc<f . Зададим порядок < на множестве IV­= {(U,tf)­. U,l)>C. 
и(*)>Р,Щ)>р) , положив (U ( Ü)<(tt>' ) тогда и только тогда, 

когда t Ö^Ü', и определим нечеткую направленность 9*%-+$ 
следующим обравом. Для каждого n*(U.,0)e% зафиксируем точку 

ЛаеХ и^число in так, чтобы U(Jn)A'\)(xl?)>tli>f'C , и положим 

^ V ) - = .X f t

a , ясно, что определенная таким образом нечеткая на­
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правленноеть 0* финально ниже, чем $ и при этом <х*,у? е ^оп (?). 

Характеристики других спектров хаусдорфовости НЦ(Х) посред­

ством нечетких направленноетей более громоздки, и мы не будем их 
здесь приводить.. ' 

Важным характеристическим свойством хаусдорфова топологичес­
кого пространства является также замкнутость его диагонали. Для 
формулировки нечеткого аналога этого утверждения определим нужное 
и в дальнейшем понятие спектра замкнутости нечеткого множества в 
нечетком лространстве. 

(2 .1 .11) Определение. {К Л )­спектром замкнутости нечеткого 
множества М в нечетком пространстве X называется множество 
СЬк(М.Х) , образованное парами (у>}$)е1^ такими, что (для каждо­
го &>0 ) существует у/еТ такое, что Мс\^с>^ и при этом 
У/(х)>р как только А/С

(х)>р. 

Подчеркнем, что спектр замкнутости нечеткого множества обоб­
щает понятие замкнутости в принципиально ином направлении, чем 
это делает определение (1.1.9). 

(2 .1 .12) Теорема. Для каждого нечеткого пространства (X ,Т ) 
имеет место равенство Й ^ ( Х ) С Ь К (Д,Х*) , где Д* [Сх,х)-*ех1 

Доказательство. Ограничимся случаем К,£=

$ (остальные случаи 
могут быть доказаны аналогично). Пусть ( Д ^ ) е Н», ( X ) и &?0 . За­
фиксировав две различные точки х,уеХ , выберем ^х,Йуб"Г так, 
чтобы их&Ър'&9\Ь(у)*р-1Ь и иурУуЪр-Ь . Тогда, очевидно, 

и для каждой точки 
Положим У У - • • & у ) е Х * \ Д ] . Тогда 

^еГ х* и У/(х;у)^р-Ь для всех (х ,уШ. С другой стороны, Мс(*, 

* ) ~ Л { и х(^У05(*) : ( Х , У ^ А]1>У"­& для всех (<*,*)еД . Но это 
и означает, что Сь[ 

Обратно, пусть ()ь,у)е СЬК (Д,ХЯ) и Ь > 0 . Тогда, как нетруд­
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но убедиться, найдется ^еТ х я такое, что !У > у - & для 
и У/(х,{})ър при («Х,у)^Д. Согласно определению тополо­

гии, произведения, для любых л,1|еХ, ^ + найдутся 1/х,1^уеС
 т а

~ 
кие, что Второе неравенство оз­
начает, что и х(Х)^­£> и 0у (у) >/> ­ 5 . Из первого же неравенства 
следует, что .(1ДХV^Х«*) = (%*>МС(#,*)>Т- & для каждо­
го с*€л , т.е. . Но это и означает, что 

(2.1.13) Теорема. Пусть X ,У ­ нечеткие пространства, 9 : 

Х­»­У —непрерывные отображения и . Тогда 

Доказательство. Определим отображение ^ :Х­*­У* формулой 
(̂Х)= . Легко заметить, что отображение V7 является не­

прерывным (см. (1.2.12,)). Для завершения доказательства теперь до­
статочно воспользоваться теоремой (2.1.12), согласно которой 
СЬк(Ачу,У ) = ИК(У) и следующей леммой, доказательство которой 
сводится к непосредственной проверке. 

(2.1.14) Лемма. Пусть X , У ­ нечеткие пространства, отобра­
жение ^ :Х­*У непрерывно и А/е~1У. Тогда 0"'(А/),Х) М1/). 

В литературе по нечеткой топологии встречается несколько раз­
личных подходов к определению свойства хаусдорфовости в нечетких 
пространствах. Ниже мы рассмотрим некоторые из этих подходов и 
проиллюстрируем, как они могут быть описаны в рамках спектральной 
теории. 

(2.1.15) Отделимость на данном уровне: подход С.Родабауха. 
Нечеткое пространство (X ,Т) называется о(­хаусдорфовым (©(*­ха­
усдорфовым), если для любых различных точек ^.уеХ найдутся И, 

^еХГ такие, что (1(х)>с( , #(у)>с4 (соответственно Ц(Х)^о< , 0(у)>, 
) и Ц.Л'0=0. Легко заметить, что.нечеткое пространство X яв­

ляется о(­хаусдорофовым (©(*­хаусдорфовым) тогда и только тогда, 
когда Го/.ОеНоЧХ) ( соответственно, когда ( о и ) е / / £ ( Х ) ) . Нетрудно 
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заметить также, что с?С­хаусдорфовость (о(*­хаусдорфовость) нечет­
кого пространства ( X ,'С) равносильна хаусдорфовости топологичес­
кого пространства ( X , <^С) (соответственно ( X , о^ЛГ)), где , £.<* 
­функторы ©(­уровня . ( 1 . 3 . 1 6 ; 1 . 3 . 1 7 ) . 

С2.1.16)­Отделимость дизъюнктных нечетких точек. Нечеткое про­
странство ( X ,Т) Пу и Лю [вб] называют хаусдорфовым. если для лю­
бых двух его нечетких точек X ж у * с различными носителями найдут­
ся и,1)еТ такие, что А * Ц ( 1 и у ^ Й (т.е. И и 1) являются ^­ок­
рестностями нечетких точек X и у г соответственно) и йЛУ = 0 . В 
работе [98^ нечеткое пространство ( X , Т ) называется хаусдорфовым, 
если для любых его нечетких точек X и у 5 таких, что х+у и Б ^ < 4 , 

найдутся. Ц , 1 ) е Т такие, что л £ Ц , у ё 1 / и 1 М Й = 0 . Нетрудно 
показать, что оба эти определения равносильны и могут быть охарак­
теризованы равенством Нэ (X)= I . Ослабляя во втором определении 
условие до условия , где ­ отношение квазисовпа­
дения (1.5.1), приходим к понятию слабо хаусдорфового пространства. 

( 2 . 1 . 1 7 ) Ультрахаусдорофовость. Пусть Р ­ некоторое (тополо­
гическое) свойство топологических пространств. Следуя Ловену [б8] , 

будем говорить, что нечеткое пространство ( X ,Т) является ультра­
_Р­пространством. если топологическое пространство ( X ,бТ) ( 1 . 3 . 8 ) 

обладает свойством Р . 

Нетрудно показать, что каждое хаусдорфово ( 2 . 1 . 1 6 ) нечеткое 
пространство является ультрахаусдорфовым. С другой стороны, суще­
ствует ультрахаусдорфово нечеткое пространство, не являющееся ха­
усдорфовым. 

Б« Спектральная теория Т* ­отделимости 

( 2 . 1 . 1 8 ) Определение. Пусть ( X , Т ) ­ нечеткое пространство 
и { о , 1 , 2 , 3 ^ . (К Л )­спектром Ъ­отделимости называется 
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множество \/&>0)3£/еГ такое, 
что и U c ( y ) | ^ ] j . В 'случае К=1 будем писать просто TfK(X). 

Следующие утверждения легко могут быть установлены по анало­
гии с соответствующими фактами о спектрах хаусдорфовости. 

(2.1.19) Предложение.Если (f>,f) € 14* (X) и 0* jb'tjb' , O^fi 

то ( j ^ . e T ^ ( X ) 
(2.1.20) Предложение. (I) Если К*к' и Ы ' , то If* 

(2) Множество Т1$(Х) замкнуто в 
(3) Если . ( / > ^ ) е 7 у Х ) , 0</&'<j& , 0<tf'<ft то ф,?*)еТ1ь(Х). 

(2.1.21) Замечание. Для каждого нечеткого пространства X 

В случае, если X ламинировано, то 
: 0<f*f4iS=i 6сT{j (X). Если X ­ топологическое 7/­пространст­

во, то m (х)=г для всех £, к ; в противном случае T1^(X) = F и 

(2.1.22) Предложение. Если нечеткое пространство X уплотня­

ется на нечеткое пространство У, то 7УК (X)^TiK (У), В частности, 
если Т и Xi ­ две нечеткие топологии на множестве X и Т ^ г ' , 

то Т1С
К (X,f) с T ^ V X . T O . 

(2.1.23) Предложение. Если X ­ нечеткое пространство и У -

его подпространство, то (X) с ТУ* (¿0. 
(2.1.24) Предложение. Пусть X ­ нечеткое пространство. Тог­

да Т1'к (Х)е Т1£ ГЛХ) и 7 ^ (Х)П & fl** 7^е (АХ) Г) if 
(2.1.25) Теорема. Пусть { x ^ i e ^ j ­ семейство нечетких про­

странств и X ­ их произведение. Тогда П Tljf ( Х Л с И * ( X ) . Если при 
led t / "\ 

этом все X-L ламинированы и не пусты, то Т/к ( Х с ) = Д< М . 
(2.1.26) Предложение. Пусть {Хс- te!Tj ­ семейство непустых 

нечетких пространств и X ­ их произведение. Тогда Т/к (X) Л 0 = 

Важнейшим характеристическим свойством топологических. Tf ­про­
странств является замкнутость его одноточечных подмножеств. Дока­
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зываемое ниже утверждение (2.1.27), в основу которого положено по­
нятие спектра замкнутости нечеткого множества (2.1.11), мы рассмат­
риваем как нечеткий аналог этого факта. 

(2.1.27) Теорема. Для произвольного нечеткого пространства 
( X ,Т )~имеет место.равенство Г П К ( X ) = П\ СЬК (х,)0. 

Доказательство. Ограничимся случаем к,1 =3 . Пусть (р.)[)€Т1$(Х); 
зафиксировав 0(€Х, 6 > 0 , для каждого усХ , уфх, построим ^у^Г 
такое, что Щ(у)^Р (нетрудно понять, что в данной ситуации условия 
Уу(у)ър ­ и Иу(у)>'Р-Ь> равносильны) и 11у (х)^^-6> . Положим 11-

={11у -уеХ, уФх]. Ясно, что и Ыу(х)^^&, а следовательно 
(р,£)€СЬ>)(<Х,Х) , Ввиду произвольности выбора Л€­Х это означает, 

Обратно, пусть (М^?1\ак(л,Х) . Зафиксируем ЛУеХ, 
и выберем Ц £ Т таким образом, чтобы 11 (х)Ъ$-& и 11(*)*р (что в 
данном случае эквивалентно условию й(<£) ър-&) для всех е*^х и, 
в частности, И(у)Ър . Но это и означает, что (р^еЛ* (X). 

Рассмотрим теперь связь между спектрами хаусдорфовости и V 
отделимости. 

(2.1.28) Теорема. Для каждого нечеткого пространства (X ,Г) 
имеет место включение 77* (X) з # к СХ)Л 4]. 

Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая к, 1-3. Пусть 
. Зафиксируем &^0, при этом можем считать, что 

^ ~
& >

£ » № точек Л,(/бХ , . х ^ , выберем И . ^ Т таким 
образом, чтобы и(л)*р-ё>, 0(у)*р-&, Ъ . Поскольку йс(у)У 
Ч$С(У)ЪХ-Ь и 1)

С

((/)^
с

+&<^­ Ь , заключаем, что Ис(у)Н-

~& , а следовательно, (р*Ц*)€Т^к 
(Для того, чтобы убедиться в существенности требования 

рассмотрим следующий пример. Пусть Х = { х , у } и определим Ц , и е 1 х 

Равенствами Щ х > у , 1 / ( Й я | , # 0 = | , % > 4 . Пусть Т > { | ) [ И, 
. тогда н 3 ( х ) « г а ( к а | ] *тш-[о1]*тш 



(2.1.29) Ti­отделимость на данном уровне: подход Родабауха. 
Нечеткое пространство (X ,Г ) Родабаух назьшает <̂ ­7J ­пространст­
вом (©( ­TJ­пространством), где если для любых двух различных 
точек Х,уеХ найдутся U,\JeV такие, что Ц(ос)>о< , 0(у)>о( (соответ­
ственно Нетрудно заметить, что не­
четкое пространство X является o(-Tj- (oC-TJ) в том и только в .том 
случае, когда €.Т$(X) (соответственно, когда (<А, 0 е "̂ я ( X ) ) . 

(2Л.30). Tir­отделимость нечетких точек: подход Сривастав и 
Лада [ 9 9 ]\ подход Аднаждевича И . В работе [ 9 9 ] нечеткое прост­
ранство (X ,Z ) называется Tj­пространством, если для любых двух 
нечетких точек of,y

s с .различными носителями найдутся \\,§€Т та­

кие, что Orêil ,ys$U и ysëU , O ^ î J . Нетрудно заметить, что 
нечеткое пространство является 7}­пространством в этом смысле тог­
да и только тогда, когда (X)= I , или, что эквивалентно, когда 

Заметим, что, если нечеткое "^­пространство X ламинировано, 
то в нем каждая нечеткая точка X* замкнута. Обратно, нечеткое про­
странство, в котором каждая нечеткая точка замкнута, является 7^­
пространством. С другой стороны, аксиома Tj "в чистом виде" (т.е. 
без ламинированноети), равно и как и остальные из рассмотренных 
выше свойств типа /J. не гарантируют замкнутости нечетких точек. 
Для того, чтобы выделить это важное и нужное нам в дальнейшем свой­
ство, введем следующее определение: 

Нечеткое пространство Х­, в­котором каждая нечеткая точка X 

замкнута, назовем ­пространством (или Tj­пространством в смысле 
Аднаджевича, ср. [ 2 } ) . Нечеткое пространство, в котором замкнуты 
в

се нечеткие точки вида ОС. , где t<4 , назовем У У А Т а -пространст-

2°м (или слабо 4}­пространством в смысле Аднаджевича). 



В. Спектральная теория То ­отделимости 

(2.1.31) Определение. (К ,1 )­спектром ^­отделимости нечетко­
го пространства' ( X , Г ) называется множество Т О * ( X ) , определен­
ное равенством такое, что ли­
бо Шър.иЧу)^ либо и(и)>р,ис(х)>1^. 

Основные свойства спектров Тр­отделимости вполне аналогичны 
соответствующим свойствам спектров ^­отделимости, и мы не будем 
приводить здесь соответствующие формулировки. 

(2.1.32) Предложение. Для каждого нечеткого пространства (X , 
Т) имеют место включения Т0К (X) <= Т1К (X) и Т0К (X) с Ик (X). 

Доказательство. Первое включение очевидно. Для доказательст­
ва второго включения предположим, что ((Ь,^) е НУ,(Х) и рассмотрим 
два возможных случая: 

Ш Р*^^ • Зафиксируем &>0,уеХ и пусть Ы^еТ тако­

вы, что И(д>/­в, Щ*р-&"ъ:игис*Г-&. Поскольку 0С(№РС+ 

(без ограничения общности можно считать, что ^ и 
, отсюда заключаем, что IIе(£/)& 

.(2) f>i'jГ£i . Зафиксируем &>0,х,уеХ и пусть 11,1)еТ та­

ковы, что Ц ( о с ) > / ­ & , 0(ц)ър-Ь и йсд°^-^>. Последнее условие, 
в частности, означает, что ис0С))/0с(х)^^- & и ис(у)У$с(и)*Г-Ь. 

Если \1с(у)Ъ$-Ь, то К удовлетворяет требованиям определения 
(2.1.30). Предположим поэтому, что йс(у)<^-&. Тогда ис(у)^^­6. 
В случае, если при этом 0(х)ър-&, то 17 удовлетворяет требова­
ниям (2.1.30). Если же 0($)<рЩ , то 1) с

^)>/+&>^
с

^^ и.при 
этом И(и)^р-1ь ­ и снова 1? удовлетворяет требованиям (2.1.30). 
Тем самым доказательство завершено. 



Г. Спектральная теория регулярности 

(2Л.ЗЗ) Определение. ( к , £ )­спектром регулярности нечетко­
го пространства (X , Т ) , где к, £б*{о,1,2,зЗ, называется множество 
#к 0 0 : ={(£>, ̂ Ое!*: для всех ­хеХ и Ретс, удовлетворящих условии 
^ 0 0 ^ (

и каждого <£> 0 ), найдутся 1 7 , Г такие, что ­Хс1)^Д 

(2.1.34) Замечание. Если (р,/[)еЯ\(X) и , то, очевид­
но, и (£,$0 € / ^ ( Х ) . Однако, как показывает приведенный ниже при­
мер, аналог утверждения (2Л.2) для спектров регулярности, вообще 
говоря, не имеет места: 

Пример. Пусть X ­ множество, Т) и V» ­ две обычные тополо­
гии на X , причем Т{ ­ регулярна, а С, ­ не регулярна и Т(сТ„. 

Зафиксируем 0.е(1г£) и зададим нечеткую топологию Г на X посред­
ством предбазы'Т^аГд и ( а

с

} . Тогда £ 3 (Х>(Г0 ( а
с >1Ж (а ,11*I). 

Совершенно аналогично предложению (2.1.3)(2) легко убедиться 
в справедливости следующего факта: 

(2.1.35) Предложение. Если (/мг)£ Яъ (X) , то (р',р] *(<Г^] О 
П1?з(Х>^ для некоторых и '̂<Г̂ . . . 

(Аналоги утверждений (2.1.3)(1) и (2.1.3)(3) для спектра ре­
гулярности, вообще говоря, не имеют места.) 

(2.1.36) Предложение. Если У ­ подпространство нечеткого 
пространства X , то Я[(У)^ 00. 

Доказательство очевидно. 
(2.1.37) Предложение. (р,^)е ^(Х) тогда и только тогда, 

когда для любых ^еХ и Ц е Г , удовлетворяющих условию И(х)>кр (и 
Для каждого &>0) найдутся ОеТ и ^ е с с такие, что $(х)>кр, 
^ А / ^ Г и ^£Ц> К ]Ь. 

Доказательство. Ограничимся случаем к,^=3. Обозначим через 
%(Х) множество всех пар (р^е!2, таких, что для любых .ХеХ,ЫеХ, 
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удовлетворяющих условию щХ)>р и для каждого &>0 найдутся 
г/еГс ,$еТ такие, что Р е д/^­й , ^ е и ^ ­ & , и по­
кажем, что 

. Пусть 0,Г)е £¿00, ё>>0 , * еХ , МеХ и ^ . Положим 
= ЦС

; поскольку, очевидно, Р(х)^рс , можем найти ^иУе'С . такие, 
что \}(х)>р-&,и)си~с>#'-& и ?сЮър-Ъ>щ Положим /^=(ЛС; тогда 
Ш^Ф^Ър-Ь и ^и^Шър-Ь, а значит ( д ^ е / г ^ Х ) . 

Обратно, пусть ( ^ О б ^ О О , 6^0 и пусть ^ е С 0 таково, что 
р^­х)5* ]ЬС

. . Положим {/=РС. Тогда и(х)^р., а следовательно, най­
дутся 1\еХс 1$еХ. такие, что 0(у)>р-&, > & и ^си>-р-&. 

Обозначим К7=А/С

; тогда и/£|7С= И^^У" & и Р£1й = ?1си*р-& , а 
следовательно, Г/2>>̂ )

 е ^3 СЮ-

Известно, что уже, в случае обычных топологических пространств 
усиление топологии может привести к потере регулярности. Поэтому 
было бы безнадежно ожидать справедливости утверждения типа (2.1.5) 
для спектра регулярности. В этой связи интерес представляет: 

(2.1.38) Теорема. Для каждого нечеткого пространства (X ,Г) 
*к (X) с Я[ (ЛХ) и % 00п г £ * ] я = # ООО п ц? 

Доказательство. Пусть (/>,̂ €̂ (Х) и 0(6.Х , Рер1Т)с таковы, 
что Ес(х)>'Р. Не.ограничивая общности, можем считать, что Р=/уУа, 

где ае1 в р,е"Г . При этом ясно, что а с

*^ и Г, (1х)^ 6 , а следова­
тельно, найдутся 0,10еТсЛТ такие, что 0(х)ър-& , Ь0с)]%£-Ь 
и ^сЬО^р-Ь. Заметив, что в этом случае и ?£Уо*ър-Ь% заключаем 
что Сд^)е^зСЛХ), а следовательно, £¿00с &>(АХ) . Для остальных к; 
ь включения могут быть установлены аналогично. 

Пусть теперь (/,^)е^СЛХ) и $>$>ъ\ покажем, что ( Д Г ) е £ 3 (X). 
Предположим, что 0(бХ,Ре£ с и Р ( х ) ^ с . Поскольку Ре (ЛТ) С , для 
каждого 6>0 найдутся 0о,14>е ЛТ такие, что. % 6 , с !/0

С *<Г- £ 
и Р с Ц ^ Д ­ 6 ( к а к и обычно в таким случаях, считаем, что р-£р , 

У­б^­д­ ), Из определения ламинированной модификации и роли, ко­
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торую играют нечеткие множества О о . Л , ясно, что без ограничения 

общности можно считать, что ftj-M , где V e r . , bel и % = 
« V ftínACÚ , где К ^еТ и CLel для всех nelÑ . Заметим сразу, 

что из условия Йр(х)>^­& следует, что o
c

<Jb­ & . Отсюда и из 

неравенства ttf0 cU0
c £ ¿f- & заключаем, что ДО0 с Uc£ ^- 6?. 

Обозначим через Р. множество всех ле/Н таких, что а ^ ^ - б и 

положим И)* = ^ C W i A Q n ) . Ясно, что из условия FZXÛo^Jb-b сле­

дует F€-W*>fi'G? и при этом; { Д . с 1 }
с

£ Ц / 0 с 1 /
с

£ ^ ­ & . Положим 1̂ = 
=

леР^
Л • , т о г д а ^

е

^ » FcVÍ* FclÛ* ~*ft-b и при этом, поскольку 

pCjrb<f- Ь для всех п е Р , то неравенство 1Д^£1/С

>^­ & 
равносильно неравенству UIc\Jc^^- & . Существование таких множеств 

( Д ^ е Т и завершает доказательство в случае <- t = h . Аналогич­

но могут быть рассмотрены остальные случаи. 

(2 .1 .39) Теорема. Пусть { ( Х и ^ ч е ^ ) ­ семейство нечетких 

пространств и (X ,Т) ­ их произведение. Тогда О R[ (Xí)<= R<(X). 
Если же при этом все ( X¿, f¿ ) ламинированы, то (Х)= fXi). 

°^^Доказательство. 01^нйчшся,^как и обычно", случаем Ktí-b. 
Пусть Ср>,^>е/^(Хг) для всех c*eJ. Рассмотрим (xi)ie:J^eX и U^T 

такие, что \Х(х)ър. При этой ^е^ог^ранв^е'вий общности можно пред­

Шагать,' что U = U^AJAÎÎ^'для ^к1)торы^
0

индексов с,,..,, Сп , где 
Й | Д 'и п|1 Утом'^&идно! что1 й ^ ) ^ для всех 6*. 

Зафиксируем &>0 и, воспользовавшись тем, что (f>,f)eR¿(X¿¿) 
для всех t^, выберем tJ^eT^ и е (Т^) таким образом, чтобы 

, í^í^ á T ­ & и ÙifiVtit * fi-ê. Тогда, как нетрудно за­

метить, %(оо>/>­&

. 4 l 6 ^ ^ ^ f e % > > - 6 . гда ^ = i"¿№> 
и ^k^4i(^C) •• Теперь 'остаётся'определить множества 1/,AJ € " ! 

а П А 

равенствами lJ = А 1Г£ , W = А /У/г . ' 

Предположим теперь, что все X¿ ламинированы. Тогда подпрост­

ранство -X¿=X¿
x

{í¿$'­ Ceí, t*yï : произведения X v гомеоморфно коорди­

натному 'пространству Щ ' t í ^ . p ) ' ; й'­'нШ' ооТается воспользоваться 
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утверждением (2.1.36). 
Нетрудно построить пример, показывающий существенность тре­

бования, ламинированноети во втором утверждении. 
(2.1.40) Следствие. Пусть ( Х : : '^Л - семейство непустых не­

четких пространств и X ­ их произведение. Тогда 00 Л 1]*= 

(2.1.41) Теорема. Для каждого нечеткого пространства (X •Т) 
(1) Т ^ Г Л Л Й ( Х ) Л^..1? с н<00. 
(2) ЕсливТ^(ХУ= I* , то Я к (Х)с Ц£(Х)9 

Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая к,1=Ь. Пусть 
( М ) е Т ^ ( Х ) Л^(Х)П$,1]*. Зафиксировав х,уеХ и &>0 ,так, .чтобы 
Р'Ь|выберем Ц е Г , удовлетворяющее неравенствам И[х)>р и 
1/

с

(у)*^Г-&. Положим Р*^ 0

; тогда ?с(х)ър , а следовательно, най­
дутся 1̂ !//еС такие, что 
последнего неравенства, учитывая, что Рс

(^)•
 й

<Г
С

"
/

" Р~Ь> 

заключаем, что е % (X). 

Для доказательства второго утверждения рассмотрим (р,ЗГ)е^зОО 
и пусть л,уеХ. Зафиксируем &>0, ё><^ и выберем ^ е

Т такое, что 
1100=1, ис

(у)^/­&. Положим f=£/
C

; тогда найдутся ЙДОеГ такие, 
что (/(.х)̂ >̂­б> , 0)с(7с

^­ & и РгЩър-Ь . Из последнего неравен­
ства и условия Рс(у)$& заключаем, что 1Й(у)}р'&, а следовательно, 

В дальнейшем нам потребуется также понятие регулярности в 
том смысле, который вкладывает в него Аднаджевич [2]: 

(2.1.42) Определение. Нечеткое пространство (X ,Т) называет­
с я А ­регуляртшм. или регулярным в смысле Аднаджевича [2] , если 
Для каждого ЦеС и каждой нечеткой точки х*ё5И найдется 
такое, что «х*ев1)« С ^ Ц . 
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Имеется ряд свойств типа отделимости нечетких пространств, 
которые не могут быть описаны в рамках спектральной теории. Наибо­
лее важными из.них представляются нам аксиомы группы И/о~И^ (т.н. 
"волнистые" аксиомы). Рассмотрим здесь вкратце эти аксиомы (кото­
рые, кстати, потребуются нам и в дальнейшем). 

(2.1.43) Определение. Нечеткое пространство ( X ,Т ) назовем 
(1) Wo­пространством, если для любых двух различных точек х,уеХ 
найдется иеТ такое, что либо 11{х)> И (у) , либо Щу)^Щл); 
(2) ^­пространством, если для любых двух различных точек Л,уеХ 

найдутся и,1)еТ такие, что И(х)>Щ) и 0(х)>0(у); 
(3) У1д­пространством, ,если для любых двух различных точек л,уеХ 
найдутся \1$£Т такие, что К(х)л$(у)> Цл\7; 

(4) ̂ ­пространством, если для любых двух различных точек Х,ЦбХ 
найдутся 11$е£ такие, что и(х)А\1(ф> эир СМло/)(аО 

Мы не будем подробно рассматривать здесь свойства волнистых 
аксиом. Отметим только следующие очевидные утверждения. 

(2.1.44) \ ^ = > Ц =^У/0 ; обратные импликации не имеют места. 
(2.1.45) Подпространство'У нечеткого ­пространства (¿=0, 

1,2',2) является \А/^­пространством (С = 0,1,2',2). 
(2.1.46) Если нечеткое пространство У уплотняется на ­

пространство X , то У также является ̂ ­пространством (с= 0,1,2',2), 
(2.1.47) Если [ х ^ С е Л ­ семейство нечетких ^—пространств 

то и их произведение X является ­пространством (с = 0Д,2',2)« 
В случае, если все пространства ламинированы, то верно и обрат­
ное: если произведение является ­пространством, то и все сомно­
жители ­ №/. ­пространства. 

д. Аксиомы 



§ 2 . НОРМАЛЬНОСТЬ И Е­РЕГУЛЯРНОСТЬ 

А. Нормальность. 

В отличие от развитой в предыдущем параграфе спектральной т е ­

ории, предлагаемый здесь подход к понятию нормальности основан на 

двузначной классификации: каждое нечеткое пространство либо нор­

мально, либо нет. Мы не будем развивать здесь спектральную теорию 

нормальности (в духе § I ) , поскольку, во­первых, эта теория, буду­

чи в основных чертах схожа со спектральными теориями низших аксиом 

отделимости, является цо сравнению с ними более громоздкой, а в о ­

вторых, понятие нормальности нас будет интересовать не столько с а ­

мо по с е б е , сколько в качестве пролога к рассматриваемому ниже 

свойству Е­регулярности. 

( 2 . 2 . 1 ) Определение [ 4 6 ] . Нечеткое пространство (X , ^ ) назы­

вается нормальным, если для каждой пары его нечетких множеств АеГ
0 

и (ХеТ таких, что А^и , найдется I I е Т , удовлетворяющее нера­

венствам А ^ О ^ ^ Ы . 
Нетрудно проверить, что нечеткое пространство (X , Т ) нормаль­

но, тогда и только тогда, когда для каждой пары его с{,­дизъюнктных 

( 1 . 5 . 1 ) замкнутых нечетких множеств А,Е> найдутся ^­дизъюнктные 

нечеткие множества и.ОеТ такие, что А^и и. 3< 17 (см.напр. \п\\ 
Как и в случае топологических пространств, свойство нормаль­

ности не сохраняется при произведениях; при этом, в отличие от с и ­

туации в 7ор , нормальность произведения не гарантирует нормальнос­

ти сомножителей. Свойство нормальности наследуется замкнутыми под­

пространствами. Замкнутый образ нормального нечеткого пространства 

является нормальным.,.: • 

( 2 . 2 . 2 ) Лемма Урысона­Хаттона 4 б ) , [ 4 7 ] . Нечеткое простран­
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ство (X ,%) нормально тогда и только тогда, когда для каждой пары 

его нечетких.множеств КеХ и t i e f .таких, что A^U , найдется 

непрерывное отображение j - : X (I) , где S-(I) ­ нечеткий отрезок 

(3 .1 .6 ) , такое,­'что­ A(i)^J-(x)ff)*^(х).(Д+). $U.(i> для всех хеХ. 

( 2 . 2 . 3 ) Теорема Титце­Урысона­Кубиака [б2]. Каждое непрерыв­

ное отображение J-: А -*-£(1), где А ­ замкнутое подпространство 

нормального нечеткого пространства X , имеет непрерывное продолже­

ние } : . Х . — £ . ( 1 ) 
(2.2.4) Совершенно нормальные пространства ¡46] . Нормальное 

нечеткое пространство, каждое замкнутое нечеткое множество в кото­

ром является инфимумом ^счетного семейства открытых нечетких мно­

жеств, называется­совершенно нормальным. 

(2.2.5) Теорема Веденисова­Хаттона [4б] . Нечеткое пространст­

во С X t % ) совершенно нормально тогда и только тогда, когда для 

каждой пары его нечетких множеств KeZc и l i e f , A ^ U , найдет­

ся непрерывная функция j ^ : X ^ 3 - ( i ) такая, что А(х) 
S-f(xX0 + )= U(x) для всех х е Х 

(2.2.6) Теорема Титце­Урысона­Кубиака [бз] . Каждое непрерыв­

ное отображение j - : А £(1R), где А ­ замкнутое подпространство 

совершенно нормального пространства X , а $(IR) ­ нечеткая прямая 

( 3 . 1 .5 ) , имеет непрерывное продолжение J^:X-^9-(lR). (Неизвестно, 

можно ли ослабить требование совершенной нормальности до требова­

ния нормальности?). 

Б. Е­регулярностъ 

Напомним, что топологическое пространство X называется Е­ре­

гулярным, где Е ­ хаусдорфово топологическое пространство, если X 

~ гомеоморфно подпространству в Е
к для некоторого кардинала к 

В частности, свойства I­регулярности и R ­регулярности топологи­
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ческого пространства, очевидно, равносильны его полной регулярности. 

В этом разделе мы рассмотрим нечеткий аналог Е­регулярности. 

Полагаем, что в нечеткой топологии свойству Е­регулярности следует 

отвести более важную роль, чем его частному случаю ­ свойству пол­

ной регулярности (= $(I)­регулярности, см. (2.2.4)). Дело в том, 

что в нечеткой топологии наряду с нечетким отрезком З^Г) имеется 

и ряд других "канонических" объектов: ламинированный нечеткий от­

резок *i (I) (3.1.6), нечетко­вероятностный отрезок J4(T) (3.3.2), 
интервальный отрезок 3(1) [25j и д р . , не говоря уже о вариантах 

этих конструкций в категориях CFT(L). Каждое из этих пространств 

в соответствующей ситуации становится "центральным" объектом, пре­

тендующим на роль "отрезка". Вторым существенным отличием ситуации 

в CFT от ситуации в Тор является т о , что, в то время как в 

общей топологии "как правило" встречаются хаусдорфовы пространства, 

в нечеткой топологии даже аксиома \ является весьма ограничитель­

ной: уже ей не удовлетворяют пространства , $ (1), и Jk (I) 

(см. (3.4.23), (3.4.24)). Поэтому нам представляется удобным для 

нечетких пространств разделить понятия Е­регулярности и Е­тихоно­

вости. 

. Пусть ( Е , Т ) ­ фиксированное нечеткое пространство, и (X ,1*̂ ), 
(У ,'Ги) ­ произвольные нечеткие пространства. Обозначим через 

С(Х,У) совокупность всех непрерывных отображений из X в У , и 

пусть С(Х,£)­ЛУЙС(Х,£"). 

(2.2.7) Определение. Семейство функций Ф^С^У) разделяет 

точки и замкнутые нечеткие множества пространства X , если для каж­

дой точки vXeX , каждого замкнутого нечеткого множества A e l и 

каждого. &>0 .—найдется функция 3> такая, что A(xVJ(A)(f(x))-6. 

(2.2.8) Замечание. ( I ) Нетрудно заметить, что 

для каждой точки хе X , каждого нечеткого множес­

тва А и произвольной функции j-: X У. 
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(2).Если X и У.. ­ .обычные топологические пространства, то семей­

ство Ф ^ О Д , У) разделяет точки и замкнутые множества пространства 

X в смысле предыдущего определения в том и только в том случае, 

когда оно разделяет точки и замкнутые множества пространства X 

в "обычном" смысле общей топологии. 

(3) Одноэлементное семейство 1$СС(Х,У) разделяет точки и замкну­

тые, нечеткие множества пространства X в том и только в том слу­

чае, когда . для каждого хеХ и каждого замкну­

того нечеткого множества А. 

(4) Если одноэлементное семейство (^сС(Х.У) разделяет точки и з а ­

мкнутые .множества пространства X и при этом отображение -у инъ­

ективно, то является­гомеоморфным вложением ( с р . [ 2 6 , с . 1 3 5 ] ) . 

­ ( 2 . 2 , 9 ) Определение. Нечеткое пространство X называется Е ­

регулярным. если семейство С(Х,Е^ . разделяет точки и замкнутые 

нечеткие множества пространства X . 

­­ ( 2 . 2 . 1 0 ) Определение. Нечеткое пространство X называется Е ­

тихоновским. если оно гомеоморфно подпространству произведения 

Е для некоторого кардинала К. 

Для того , чтобы установить связь между понятиями Е­регуляр­

ности и.Е­тихоновости, нам потребуется следующее определение. 

(2.2.11)­Определение. Нечеткое пространство X называется 

Е­хаусдорфовым. если семейство С(Х,Е) разделяет точки пространст­

ва X , т . е . если для любых точек х,уеХ найдется функция $еС(Х,Е) 

такая, что £($Ф£(у) 

( 2 . 2 . 1 2 ) Предложение. Если пространство X Е­хаусдорфово, 
т о Нк (X) Р Нк ( £ ) . г д е К, Ее { о§ 1 , 2 , з } . 

( 2 . 2 . 1 3 ) Предложение. Если точки и замкнутые нечеткие мно­

жества пространства X. разделяются семейством Ф­^в"­5е51<=С(Х,Е), 

то.они разделяются и семейством {.$\ , где ^ Д ^ - Х — - Е * ­ ди­

агональное отображение. 
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Доказательство. Пусть. Ае I х ­ замкнутое нечеткое множество, 
х€Х и А(х)=а ; покажем, что / (А)(^(х))^ а. 

Предположим обратное, т.е. что ^­(А)(^(х)) > а + 6 для некоторо­
го , имеем ЙзК^ХЬОф'Зир / (А)(у>#А)(Кх^>а+& для всех 

зеЗ (Л 5 :_Е­»­Е обозначает проекцию, соответствующую отображе­
нию у&: X Е ). С другой стороны, непрерывность проекции 
позволяет заключить, что »

 а 

следовательно, ^ ( А ) ( ^ ( х ) ) > Д + £> для всех 5е5 , т.е. ̂  не 
различает А и Л . Полученное противоречие и завершает доказатель­
ство. 

(2.2.14) Предложение. Если даигональное отображение Ь& 

семейства разделяет точки и замкнутые нечеткие множества 
пространства X , то и­семейство (3Э ;= разделяет 
точки и замкнутые нечеткие множества пространства X . 

Доказательство. Ясно, что (̂А)=ЛЬб (^(А))^б еФ^Л^бО*^ 1 

^е^1) для каждого А е 1 * . Отсюда, учитывая замечание (2.2.8 ) (3) , 

заключаем, что для каждого &>0 найдется 5­6 такое, что 

(2.2.15) Вреддожение. Если семейство 1$^С(Х, У) разделяет 
точки и замкнутые нечеткие множества пространства X и ^(Х) = У, 

то ­у замкнутое отображение. 
Доказательство. Пусть А ­ замкнутое нечеткое подмножество в 

Х.,уеУ и у=/(Х). Воспользовавшись замечанием (2.2.8)0) и оче­
видным неравенством А(х)*ДОС)Су) , заключаем, что /(А) = :КА). 

(2.2.16) Теорема. Если семейство С()(,£) разделяет точки 
и замкнутые нечеткие множества пространства X , то диагональное 
отображение лФ ;Х ^ г Е является гомеоморфным вложением. . 

Доказательство. Поскольку семейство 5Р разделяет точки, диа­
гональное отображение д Ф инъективно. С другой стороны, будучи 
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диагональю семейства непрерывных отображений,.дФ является непре­

рывным. Для.завершения доказательства остается заметить, что с о ­

гласно ( 2 . 2 . 1 5 ) дФ является замкнутым как отображение простран­

ства X на подпространство дФ(Х) произведения Е К . 

( 2 . 2 . 1 7 ) Теорема. Нечеткое пространство X является Е ­тихо­

невским тогда и только тогда, когда оно Е­регулярно и Е ­хаусдор­

фово. 

Доказательство. Из теоремы (2.2.16) немедленно следует, что 

каждое Ет­регулярное Е­хаусдорфово пространство является Е­тихонов­

ским. Предположим теперь, что' нечеткое пространство X является 

Е­тихоновским. Ясно, что в этом случае X Е­хаусдорфово. Для дока­

зательства Е­регулярности рассмотрим гомеоморфное вложение х-Х-*-

-^ЕК: = П{Е5: вез!) , где Е = Е3 для всех ве5 , |5|=к . пусть = 

. Рассмотрим семейство ф:= <^С(Х, Е) и положим 

§ - - = { ^ : Х - * Е Л 6 = Е5, х . . .
 х ^ а ) ^ ^ с е Ф , пеМ) . Покажем, что 

3° разделяет точки и замкнутые нечеткие множества пространствах. 

Пусть 2, ­ семейство всех конечных подмножеств множества 5 

и для каждого беХ : Е К - ^ : = Л{Е 5 : веб} обозначает соответ­

ствующую проекцию. Предположим, что Ф не разделяет точки и зам­

кнутые нечеткие множества в X , а точка Х£ X , замкнутое нечеткое 

множество А е 1 и &>0 выбраны таким образом, что*̂ б(Л)0»0б)> 

>А(х)+ для каждого ^б'-"^5з: X £ б , бе 2-. Поскольку, 

очевидно, ^б~^6°^ * из определения нечеткой топологии произве­

дения легко следует, что , следователь­
н

°. К/0(Кф^(Щ)(^(^^А(х>&> А(х) . С другой стороны, 

согласно ( 2 . 2 . 1 5 ) , К Щ 4 = ;Щ­К4). следовательно, ЩЦ$)> 

>А(х) . Это противоречит, однако, инъективности отображения 

Поскольку Е­регулярное У/0 ­пространство является, как нетруд­

но заметить, Е­хаусдорфовым, из предыдущей теоремы вытекает 

( 2 . 2 . 1 8 ) Следствие. Е­регулярное ­пространство является 
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Е­тихоновским. Если Е ­ Ц) ­пространство, то нечеткое пространство 

X является Е­тихоновским тогда и только тогда, когда X ­ Е­регу­

лярное №{)­пространство. 

( 2 . 2 . 1 9 ) Теорема. Пусть ( X , С х ) ­ нечеткое пространство и бх 

­ некоторая его предбаза. Тогда, если семейство Ф<= С (X,£) разде ­

ляет точки и нечеткие множества, принадлежащие ^ х : = ^11°1 И . € б х \ 
то семейство разделяет точки и замкнутые 

нечеткие множества пространства X . 

Доказательство. Прежде всего заметим, если семейство Ф р а з ­

деляет точку X и нечеткие множества С и С% , то семейство
 : = 

: =

^1^3*а
 : Ь . ^ ' Й разделяет точку X и нечеткое множество С( УСА. 

Действительно, выбрав по.заданному &>0 функции Ь.^сФ так, что­

бы Сг(х>.^(Сс)(^(Х))­^ , С= 1 , 2 , имеем, что и Цх)>, 1(Сс)(±(х))-Ь, 
с = 1 , 2 , где ^ ^ Л ^ . Но тогда и С(х)ъ}(С)(|(Х))­& , ¿ = 1 , 2 , где С = 
= С< V . Воспользовавшись индукцией, отсюда легко заключаем, что 

семейство
 (?с­С(Х,Е) разделяет точки.и нечеткие множества, при­

надлежащие й х = { оУД с­. ^ е б Л | пей{} . Заметим, что § х ­ »
 г

Д
е 

Поскольку является базой н е ­

четкой топологии Т х , то для каждого Ае'Гх найдется семейство 

{ & 5 5 € ¿ 1 ) с ^ х такое, что А = Л & 3 . Зафиксировав ЛеХ и 6 > 0 , 
найдем Е>з такое, что В5(х)<А(х)+&, а затем согласно установленно­

му выше выберем так, чтобы Ь3(х)^ЦЬ^)(^(х))- Ь . Для з а ­

вершения доказательства осталесь заметить, что А(х) + &> В$(х) ^ 

> Я Й ) ( М ­ & > / ( А ) (Ко)) Л. 

Для характеризации свойства Е­регулярности посредством расхо­

дящихся. нечетких,­направленностей полезно ввести следующее 

( 2 . 2 . 2 0 ) Определение. Нечеткая точка р в нечетком­простран­

стве X . называется собственно предельной, или с­предельной для н е ­

четкой направленности 9 , если р£ Сок (9) и ре %1из (9). 
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(2 .2 .21) Теорема. Нечеткое пространство X Е­регулярно тогда 

и только тогда, когда для каждой е—предельной нечеткой точки р 

нечеткой направленности^ найдется отображение j€•C{X.гЕ) такое, 

что }(р) . с­предельна для нечеткой направленности 

(2 .2 .22) Лемма. Отображение $еС(Х,Е) разделяет точки и зам­

кнутые нечеткие множества тогда и только тогда, когда для каждой 

с­предельной точки р нечеткой направленности У нечеткая точка 

j(p) является с­предельной для.нечеткой направленности 

Доказательство. Предположим, что $ не разделяет замкнутое 

нечеткое множество А и точку \Х . Тогда А(х)+£^(АХ^М) для неко­

торого &>0. Пусть Ч/=^(х) и 6=А(х)+&; тогда, очевидно, у е£(А) 

и, следовательно (1.6.3), найдется нечеткая направленность (У^?\ег 

сходящаяся к у . При этом можно считать, что ^(^)(У^)>^­

Но тогда и А ( Х У ) > " £ ^ для некоторого % е^~\у^), 

Наделим множество Д'­ = Г * 2 лексикографическим порядком. 

Очевидно, что.подмножества Гх(оЗ и Г х { 1 ^ изоморфны Г и кон­

финальны в Д . Положим Х ^ 0 ^ ­ . = ^ , .Х^л : =.Х . Тогда, как нетруд­

но заметить, Х̂  является с­предельной для построенной таким обра­

зом нечеткой.направленности (­Х^Вед-

Обратно, предположим, что ­у разделяет точки и замкнутые н е ­

четкие множества в X и пусть;р ­ с­предельная нечеткая точка для 

нечеткой направленности У . Выбрав 0} ­окрестность М нечеткой точ­

ки р , с которой $ не С),­конфинальна, положим А : = И . Тогда, 

согласно ( 2 . 2 . 1 0 ) , А(х)=^(АУ(^(х5) для каждого хеХ ,_а с ледова­

тельно, ^(А) есть ^­окрестность нечеткой точки ;Кр)» с кото­

рой. Н е (^­финальна. С другой стороны,, из непрерывности $• 

следует, что у0) с^­конфинальна с каждой. ^ ­окрестностью нечеткой 

точки ^(р).,. а значит, $(р) Ст­пре дельна для . ̂ О?)­ . 

Переходим.к доказательству, теоремы.. Предположим, что X не 

Е­регулярно. Тогда, согласно (2.2.15), диагональное отображение 
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^ = Д С ф и > Х — Е К = П ( Е 5 : зев] 9 Г д е Е 3 = £ для всех з е 5 и 

|5|=К , не разделяет точки и замкнутые нечеткие множества в X . 

Применяя ( 2 . 2 . 2 3 ) , найдем нечеткую направленность ? в X , имеющую 

с­предельную точку р такую, что ^(р) не является с­предельной 

для ^(у) • Поскольку ^ непрерывно, это означает, что с х о ­

дится к ^(р). Следовательно, для каждого эеЭ нечеткая направлен­

ность $­ а &) сходится к нечеткой точке $ъ(р) , где ^ э ^ 0 ^ • Для 

завершения доказательства первого утверждения осталось заметить, 

что каждая } е С ( Х , Е ) имеет вид $ 5 для некоторого 5 е 5 . 

Обратно, пусть X Е­регулярно и ^ ­ нечеткая направленность, 

имеющая с­предельную т^очку р .Положив Г - = А С ( Х , Е ) : Х - ^ Е ' < = { Е э
: ^ев] 

и применяя ( 2 . 2 . 1 5 ) и ( 2 . 2 . 2 3 ) , заключаем, что %(р) является с ­

предельной для нечеткой направленности 4(9) в Е
к . Выберем с^-

окрестность 11 нечеткой точки %(р) в Е
к , с которой не 

финальна; при этом без ограничения общности можем считать, что 
=^.(1Ъ^»<Л%| 1(1ЬП) для некоторых ^ь-.., вп и некоторых открытых 

нечетких множеств Цз, , . . . , !^ в ^ , . ' . .
,

, £ ^ 1 соответственно. Но тогда 

для некоторого с нечеткая направленность ^('З5) не ^ ­финальна с 

^з*№з&)»
 а следовательно, как нетрудно заметить, нечеткая на­

правленность $$1@)*$>зс(!$) не Ц ­финальна с ¿4-. Поскольку И3. 

является (^­окрестностью нечеткой точки $зс(р), отсюда и следует, 
ч т о $$с(Р) с­предельна для $з.(&). 

( 2 . 2 . 2 3 ) Теорема. ( I ) Произведение Е­регулярных (Е­тихонов­

ских) нечетких пространств Е­регулярно ( соотв. Е­тихоновское). 

(2) Прямая сумма Е­регулярных (Е­тихоновских) нечетких про­

странств Е­регулярна (соотв . Е­тихоновская). 

(3) Подпространство Е­регудярного (Е­тихоновского) нечеткого 

пространс­тва­Е­ре­гулярно (соотв. Е­тихоновское). 

Доказательство. Утверждения (2) и (3) очевидны. В справедли­
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вости утверждения (I) легко убедиться с помощью теоремы (2.2.21) 
или же непосредственно. 

В. Вполне регулярные нечеткие пространства 

В этом разделе мы охарактеризуем свойство полной регулярнос­
ти нечеткого пространства, широко используемое в нечеткой тополо­
гии, с помощью понятия Е­регулярности. Полная регулярность для не­
четких пространств была определена Хаттоном [47] и (независимо) 
Катсарасом [ьч]. Хотя определения, данные в [47] и в [54^, отли­
чаются по форме, нетрудно показать, что они эквивалентны. Приве­
дем это.определение в форме Катсараса: 

(2.2.24) Определение L54J. Нечеткое пространство (X ,£х) на­
зывается вполне регулярным, ерли для каждого UeT x и каждого хеХ 
такого, что U(x)>a для некоторого Ciel, существует функция 

такая, что­J­fx)(f)^a и j­(x)(0 +)$ U(x') для всех х'е= X. 

(2.2.25) Теорема. Нечеткое пространство X вполне регулярно 
тогда­и­только тогда, когда оно ­регулярно. 

Доказательство. Пусть X ­ вполне регулярное нечеткое прост­
ранство, А ­ его нечеткое замкнутое подмножество и х е Х . Зафик­

сируем &>0 и положим 1Ь=АС и A(x)=­­t . Тогда, очевидно, £Z(x)>£ ­̂

~& , и, значит, найдется j­effX^fl]) такая, что f(x)(f) > t c ­ Ь и 
для всех Х(€"Х. 

Пусть j Q , ^ e I ­ элементы стандартной предбазы нечеткой 
топологии на ^(1). Из второго неравенства предыдущего абзаца лег­
ко следует, что КА><­Г0 и #Â)(#ô> (*~П>)(#Ф* U GfM) = i

' 
~fW(l")<t+­ê = A(x)+ & . Однако это и означает, что X -0­регу­

лярно.. ' . . . . 
Обратно, предположим, что X $(1).­регулярно, и рассмотрим от­

крытое нечеткое множество U^l и точку хеХ . Зафиксировав Cl<U(x\ 
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положим 6 := Щх)-о., А : = IIе. Поскольку пространство X /(Т)­регу­

лярно,, найдется.функция ^ :Х-^?(1) такая, что /(А)0(х))< А(Х) + 6, 
а следовательно, для у=/(х) и !/•"= / - / ( А ) имеет место неравенст­
во и(у> { ­ К А)(у ) > 1 ­ А М ­ & = а­

Известно, что пространство вполне регулярно (|~54], тео­
рема 4.6), а следовательно, из 1/(у)>С1 легко вытекает, что найдет­
ся функция д : удовлетворяющая неравенствам д(у)0~)>й 

и ^ 'ХО^ЭДу') Для в с е х У
>е^(-0* Для завершения доказательства 

остается, заметить, что композиция ¥:=С}°}
: Х­**?(1) удовлетворяет 

необходимым требованиям, а именно: (̂х)(Г)=^С (̂х))СГ)= (^УХО^Д и 

для каждого У е X. 

(2.2.26) Следствие. Нечеткое пространство является с?(1}­тихо­

новским тогда и только тогда, когда оно вполне регулярно и 
хаусдорфово. 

(2.2.26 ) Следствие. Нечеткое пространство является $(Т) ­ти­
хоновским тогда и только тогда, когда оно вполне регулярное \Уо ~ 
пространство. .. 

(2.2.27) Теорема. Ламинированное нечеткое пространство X 

вполне регулярно тогда и только тогда, когда оно ­регулярно. 
.Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказательству 

(2.2.25). Единственное отличие состоит в том, что вместо теоремы 
4.6 из [54^ приходится воспользоваться следующим утверждением: 

(2.2.28) Лемма. Для каждого открытого нечеткого множества Ы 

нечеткого, пространства и для каждого хе имеет 
место следующее условие: 

(*) если ЩУ)>0. для некоторого 0.е1, то найдется функция 
К ( ? А а ) Д

Л ( 1 ) ) такая, что Я*)0Г ) > а и #х'Х0+)*Щ*') для 
всех 

Доказательство. Достаточно найти предбазу О нечеткой тополо­
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гии пространства такую, что для каждого х е Х и каж­

дого Ц е б , удовлетворяющих неравенству И(х)?(Х , найдется функ­

ция такая, что для всех 

Пусть ­ стандартная предбаза прост­

ранства Поскольку случаи 1Нц и й ­1$ фактически уже у с ­

тановлены в доказательстве [ б 4 , теорема 4 . б ] , нам достаточно р а с ­

смотреть здесь случай И­с . 

Определим отображение ^с:Х­*»^ (I) равенством ^с(х)=С^ для 

каждого ОСбХ, где < С̂Ю
 = С при 0<t^i I при ^ 0 и 

Дс(€)=0 при 1>А .Отображение непрерывно, поскольку прост­

ранство ламинировано. Для завершения доказательства остает­

ся заметить, что ^ь(х)(0+)=^с(х)(Г) = С , а следовательно, если 

= 0 0 , то / с ( х ) ( 1 " ) > й , что и завершает доказательство. 

Г. Случай, когда Е ­ топологическое пространство 

I, 

( 2 . 2 . 2 9 ) Предложение. Если Е ­ топологическое пространство и 

нечеткое пространство X Е­регулярно, то X также является тополо­

гическим пространством. 

Доказательство. Достаточно проверить, что Г х с : 2 . . Предпо­

ложим, найдется замкнутое нечеткое множество А такое,что 0<А(х)<1 

для некоторой точки хеХ , и пусть функция 3"бС(Х,Е) удовлетворяет 

неравенству ДОКДОЗкА^УМ. для некоторого Поскольку мно­

жество ^(А) .является четким, последнее неравенство означает, что 

, следовательно, и /(А) (/(х))= 0 . Последнее, однако, 

невозможно, поскольку £ (А) (/(х)) > А (х) * 0. 
Из этого предложения и теоремы ( 2 . 2 . 1 7 ) легко, следует, что в 

г, 

случае.,, когда.Е ­ хаусдорфово топологическое.пространство, введен­

ное нами понятие Е­регулярного (=Е­тихоновского) пространства эк­
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Бивалентно понятию Е­(вполне) регулярного топологического простран­
ства, рассматриваемому в работах Мрувки [81] , Херрлиха [ 3 7 ] и др. 

(2.2.30) Теорема. Пусть Е ­ топологическое пространство. Тог­
да топологическое пространство X Е­регулярно в том и только в том 
случае, когда нечеткое пространство ЯХ ЛЕ­регулярно. 

Доказательство. Пусть Е> обозначает замыкание нечеткого мно­
жества Ье± в топологическом пространстве Е , а Ъ ­ замыкание не­
четкого множества Ъ^Х в нечетком пространстве Л Е . 

Предположим, что пространство ЯХ Е­регулярно, и пусть А е £ л . 
Тогда для каждого Х ^ А и каждого &>0 найдется функция }бС(ЛХ, 
ЯХ) такая, что . Поскольку , будучи обра­

зом четкого множества, само является четким, нетрудно заметить, что 
/~—> — 
(̂А̂ )= ̂  С А"), Из последнего неравенства легко следует теперь, что 

^х)^^-(А) , но это и означает Е­регулярность пространства X . 
Обратно, пусть X Е­регулярно, Ав(Я'Сх) и Х ^ Х . Зафиксировав 

<о>0, выберем функцию ^еСфХДЕ) такую, что 
Поскольку случай А(х)=1 очевиден, можем предположить, что А(х)+^ = : 

= : й < 1 . Заметив, что А является полунепрерывным снизу как отобра­
жение А : (Х/Сх)~*'1» заключаем, что множество М:=А замкнуто 
в пространстве X ; при этом Х^М . Поэтому существует функция 

£С(Х,Е) такая, что ^Ф$(М). Нетрудно заметить, что ^(А)$}(М)У<1, 
следовательно (поскольку (̂М)е;,2 и Я £ ламинировано), ^(А)^^(М)Уа= 
-ЩУа, и значит, # А У # 0 ) « | ( М ) ( К х ) > а = с и А (х )+& 

Нетрудно заметить, что топологическое пространство является 
Е­хаусдорфовым тогда и только тогда, когда оно Я Е­хаусдорфово. 
Учитывая это, из (2.2.17), (2.2.30) легко выводится 

(2.2.31) Следствие. Пусть Е ­ топологическое пространство. 
Тогда топологическое пространство X является Е­тихоновским в том 
0 только.в.том случае, когда нечеткое пространство ЯХ является 
Я Е­тихоновским. 



§ 3. КОМПАКТНОСТЬ 

А. Спектральная теория компактности: основные факты 

Пусть (X .С) ­ нечеткое пространство, Ме1 , ке ¿0,1,2] и 
£е{о,1.2,з} (см. (2 .0 .1 ) ) . 

(2.3.1) Определение. (к,£)­спектром компактности нечеткого 
множества М называется множество %к (Ю, образованное всеми пара­
ми (ру#)ё1 такими, что для каждого удовлетворяющего неравенству 
ЦсУЫ>кр семейства IIс% (и для каждого &>0) найдется ко­
нечное подсемейство Ыь^и такое, что Мс.Ыа^р. 

Если необходимо указать пространство X , в котором расположе­
но нечеткое множество"М , его (К , I )­спектр компактности будем 
обозначать (М,)0. В случае К=£ будем писать просто и 
говорить о (/(,£)­спектре компактности нечеткого пространства X . 

Замечание. Связь между ( к , I )­спектрами компактности данного 
нечеткого множества при различных (К , I) значительно слабее, чем 
связь между ( К , £ )­спектрами отделимости (см., например, 2.1 .3) . 
Например, существует нечеткое,'пространство X такое, что <6с(Х)-0, 
но ^(Х)*{ф,2Г)!/«у5« с другой стороны, для каждого ре[0,0 су­

ществует нечеткое пространство X такое, что (р.}>)
€ &о 0 0 , но 

( А / > * « * * ( * ) . 

Отметим также, что поведение (К , I )­спектров компактности 
при тех или иных операциях для различных ( К ,1 ) имеет принципи­
альные различия. Основное внимание мы уделим здесь спектру *&г(М), 
который, во­первых, отражает самые существенные, по нашему мнению, 
характеристики типа компактности, а во­вторых, обладает наиболее 
"правильными" свойствами. 

Ясно, что каждый (к , I )­спектр компактности содержится во 
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множестве . Таким образом, вопрос о при­
надлежности пары (р ,^) спектру компактности имеет нетривиальный 
смысл лишь при f^p . При этом именно для 6 наиболее отчетли­
во проявляются особенности спектральной теории компактности. С 
другой стороны, при таком ограничении изложение спектральной тео­
рии оказывается наиболее простым, но при этом достаточно репрезен­
тативным. Поэтому мы считаем оправданным ввести понятие линейного 
спектра компактности и в дальнейшем (за редкими исключениями) раз­
вивать спектральную теорию именно для линейных спектров компакт­
ности. 

(2.3.2) Определение (основное). [линейным| ( К . I )­спектром 
компактности нечеткого множества М называем множество 
С к

С ( М ) : = { ^ € 1 : У и с Т (№VU$p^3 U0<=UJUol<X0, № VUD>tp)\ 
Линейный (2,3)­спектр компактности будем называть просто [линейным] 
спектром компактности и обозначать С(М). Ясно, что 
С(М) = [ре I V U<=Z, VfcO(MoW>,p=>2UocUjUc\<Xo,Me:VUoZ р-&)1 

Эквивалентно, С(Н)ЛреГ- V'L/ct (MeVU*ft=>sup M£VUo*f>jl. 
(Запись -sup здесь и в дальнейшем означает, что супремум берется 
по всевозможным конечным подсемействам Но семейства U .) 

Число с(М)-Ц1}(ЬС(М)) называется степенью компактности нечет­
кого множества М . (Здесь и в дальнейшем bij0=L), Нечеткое мно­
жество Ц называется компактным, если с(М) = 1. 

Легко убедиться в справедливости следующего предложения: 
(2.3.3) Предложение. (а)ОеС(М) для каждого Mel. 

(о) Если рфС(М) , то найдется 6>0 такое, что (p-hp^OCiM)* 0. 
о частности, отсюда следует, что 

(2.3.4) Лемма. Пусть J& является базой для нечеткой топологии 
Т. Тогда реС(И) в том и только в том случае, когда для каждого 

и з неравенства Mc\jU>p следует supM<=.\/Uo>fi. 
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Доказательство. Необходимость условия очевидна. Обратно, 

пусть для каждого Uc$> из M^VU^jb следует supM^Uo^fi и 

пусть liez удовлетворяет условию M^VU^ jb , Согласно опреде­

лению базы для каждого uetl найдется 0ис£ такое, что u=Wu. 
Положим . Ясно, что V\Î=VU и, следовательно, 

McVtJ^Ja . Тогда для каждого &>0 найдется конечное 0о<=У та­

кое, что Mc\/tfo>fe-b . Пусть t?0 = U,...,i7ft"!l и iLo={uu...t.LLn]<=rii 

таково, что Ь4и-п» Тогда, очевидно, IAcVU0> 4% и, следо­

вательно* sup McVllo> fi , что и завершает доказательство. 

Следующее утверждение можно рассматривать как нечеткий ана­

лог леммы.Александера» о предбазе: 

( 2 . 3 , 5 ) Лемма. Пусть -5 ­ предбаза для нечеткой топологии Т . 

Тогда JbeC(M) в том и только в том случае, когда для каждого 

UcS из Mc)/U*p следует sup MeVU0>fi-

Доказательство. Необходимость условия очевидна. Покажем его 

достаточность. Предположим, что для каждого И<=5 из McVlL^p 
следует supMc.VUo^p, но при этом рфС(И). Тогда найдутся ^>>0 

и U<=V такие, что M'cVU^j^ , но Hc\/lLo<fc-b для каждого ко­

нечного Uq. Рассмотрим.семейство $={ï). ucfcZ, McV$o <Р~ & 
VOocU t l\JD\<j%~\ . Ясно, что $ , будучи упорядочено отношением 

с , удовлетворяет условию леммы.Дорна. Поэтому.в Я- существует 

максимальный элемент 3) . Покажем, что McV$<jè ; отсюда будет сле ­

довать, что !Ac\/U'<p , и тем самым будет получено желаемое про­

тиворечие. 

Положим Д=*^05 . Поскольку Дс^1 и ? ) e ^ t то M e V A D < р - Ь 

Для каждого конечного Д 0

С

Д . С другой стороны, Д*
3 S и поэтому 

М е у д < > . . 

Покажем.,.что семейство нечетких множеств является 

фильтром по отношению ^ . В самом деле , пусть А е Т ч С 5 ) и А * * 5 . 



- 138 -

Ввиду максимальности а.следовательно 
для некшторого конечного ^ с ^ ) . Тогда тем более Ме(\/%0У 

т.е. беГ^З). Далее, пусть А^еГ ^ З ) . Тогда найдут­
ся конечные подсемейства ^ , ^ о с ^ такие, что М ^ ^ ^ УА)^£>­& и 
М2(\/^о . Как легко видеть,. А/е(\/^У(ЙЛ©>£­ & , где 

, а следовательно, АлВеТлЗ) . Итак, является 
фильтром по отношению ^ . Отсюда.с помощью обычных рассуждений 
легко установить, что если 2>е^ ,Аи.„,АпбЗ и А1Л...лАп^^> , то 
лк

е ­для некоторого 
Перейдем теперь непосредственно к доказательству неравенства 

Щ"сУ%<Р , Пусть поскольку ])€Т и 5 ­ предбаза, то най­
дутся а^,..., а ^ е З , ̂ е ? , такие, что (Ц/Л­ Л ЩЛ . Посколь­
ку 1^А...АЦ^<Д) . то для каждого найдется номер такой, 
что Ц: еЗ) . Отсюда следует, что 1)<Уи- , а значит, \/^ ̂  УЛ . 

Обратное неравенство очевидно, следовательно У^~УА 9 откуда 

(2.3.6) Теорема. Пусть ( Х , ^ Г Х ) , ( ^ , Т у ) ­ нечеткие простран­
ства. ­ непрерывное отображение. Тогда 

Доказательство. Пусть реС(Н), ^ с

Т у и ^(М)сУ\1^р . Тогда, 
как следует из (0.2.2)­(0.2.9), МЩЩ*&М)Щ\0)=^(М))е 

Щч$)*№ЧЪЪр . Поскольку с ^ и >еС(А0, то для каж­
дого (Ь>0 можно найти конечное 0ос17 такое, что МсУ^(^0)>р-^ 
Отсюда следует ^ ( М ) б У % ^ ­ ф и тем самым р^С(^(М\ 

Аналогичными рассуждениями.устанавливается также следующая 
(2.3.6 ) Теорема. Пусть X , У ­ нечеткие пространства, 

/ : Х - * У ­ отображение и с с Ц ^ б (1.7.1). Тогда, если (}>$)*%(М\ 
то С(^&) Л1,гг)е.ед(М)). 

(2.3.7) Теорема. Пусть (X ,£) ­ произведение семейства не­
четких пространств {(Х^У- СеЗ) § М^е1*1

 и М=ЛМ : е­1 Х . тогда, 
а следовательно, 
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Доказательство. Для доказательства первого утверждения доста­

точно показать, что, если ( О Д Д С С ( М г ) для всех čeU , то реС(М). 
Рассмотрим предбазу (0^): O^eZ'i , топологии ZL 

и предположим, что семейство U<=5 таково, что sup VUo<ŗP-
Выберем fo>0 так, чтобы MČVUQ<P-& для всех конечных 
UoClL . Покажем, что в этом случае МсУИ<р ; отсюда согласно 
лемме (2.3.5) и будет следовать реС(М). 

Зафиксируем leJ и рассмотрим . По­
кажем, что для каждого конечного 
В самом деле, так как M ^ V U o ^ д л я каждого конечногоД?<^ 

и, в частности, для Ц 0 = ^ № ) , то найдется точка x = (*i)ies е ^ 
такая, что Мс

(х) V(f:'(0,) V... <?-Ь . Учитывая, что 
^($>MiQi) Д Л В Д -0 К ^) , имеем H?&)VW)№)<P-b. 
М£Vl£ < J& ­ & и, следовательно, sup М: 2 VЦ° £ ft - 8? . По­
скольку Цр^С(Мс), то без ограничения общности можем считать, 
что ^-феС(Мс) , откуда N¿£411: <р~ & Д . Для каждого če^ за­
фиксируем ^°eX­ t так, чтобы ^t{^t)NH\ki(^)< Р~ & Д . и пусть 
^°

в

^)с€У
е

Х , Для завершения доказательства первой части теоремы 
достаточно заметить, что №ШМс(х°)У(УЦ()С0))=У(М^V(Ylfc(j£)))* 

А<Р . Второе утверждение теоремы следует из неравенства 
и доказываемой ниже леммы. 

С 

(2.3.8) Лемма. Если в обозначениях предыдущей теоремы каждое 
множество нормировано, то C(M)<zOС(Мс) и, следовательно, 
M^h uij-.c(Mi) 

Доказательство. Пусть реС(М). Зафиксируем СеУ и предполо­
жим, что AI : SVM/> , где Ifcetļ ..тогда 3L~l(\Ķ)&lflW)>P • а 
следовательно, и MSySEj.(Ц)»J& . Из условия реС(М) заключаем, 
что для каждого §?>0 найдется такое, конечное .подсемейство ^с(Ц;0

)
е 

c

$[
1

(tt;) , что M e V 5 i : 1 ( U 0 ^ ^ - % . Покажем, что тогда jftMi)* 
* V X ? ( l £ ) > > ­ 6 . 
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Если Сы 0L'I(MI)&)/$I (U?) £ß>- B , то для некоторого .х°еХ; 
имело бы место неравенство M ^ 0 ) V ( V l i ; \ j ( ° ) ) ^ Р'%, . Но тогда 
ввиду нормированности всех М • можно подобрать для j ФI. точку 
j jeXj так, чтобы MJ(xJ)<fi-% . Положим X°=(xJ)j€J. . Тогда, 
очевидно, М с Vfftj, (MI)<P~^/J^ , что противоречит выбору Ы° 

Итак, *i(HI)?VLI1

(UI)>Jb-i . Отсюда Wk(MI)ZJ4Xi\VUI)* 

ъ}-Ь9 а значит (ввиду равенства. ГА) = А для 
М:^ VUt­>.J&.-6. Но это и означает, что С(М^). 

Замечание. Условие нормированности всех М» во второй части 
теоремы (2.3.7) и в лемме (2.3.8) является существенным. В этом 
можно убедиться на следующем простом примере. Пусть X, = Хд=iR , M(=%T 

M^s'/a . Тогда с (MI) ,c(Ma)=J- , но и, следовательно, 
с ( М ) - | . 

В случае теоремы Тихонова для обычных топологических прост­
ранств "зародышем" условия нормированности является требование 
непустоты всех сомножителей. 

Следующее простое предложение является нечетким аналогом из­
вестной характеризации компактных пространств посредством центри­
рованных систем замкнутых множеств. 

(2.3.9) Предложение. J£eC(M) тогда и только тогда, когда для 
каждого. З­.сГ0 из неравенства Л ^ ^ М с

гр следует sup Л^ 0^М
С

^р , 
с Х 

(2.3.10) Теорема. Пусть MET , FIEL . тогда C(tf)<=C(MAFIL) 
и, следовательно, с (IF) ̂  С (М Л AI). 

Доказательство. Пусть реС(Н) и 3"сГ таково, что 
«(MAfJ) c ̂  > . Положим $'-$U №.. Тогда Л 4 Ы С = (Л £ ) Л MS 

а следовательно, для каждого &>0 найдется 
конечное подсемейство $о<=$' такое, что A ^ ^ A I 0 ^ J ^ - & . При 
этом без ограничения общности можно­считать, что Afej£, .Тогда 
> - & * М 0 ' г ^ с = М о £ ( ^ Л М ) с , а следовательно, реС(НМ*\ 
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(2.3,11). Следствие. .Пусть М е Г с , К е 1 и К . тогда С(/С)с 
о С (М) . и, следовательно, с(К) < с (М),. 

(2.3.12) Теорема. Пусть М,А/е1Х. Тогда С(М*1)*С(М)()С(Н\ 

а следовательно, с(М\//\Г)>с(М)лс 
Доказательство. Пусть ^еС(М)ПС(^) и Ч^Х, таково, что 

сЧМър. Зафиксируем и выберем конечные семейства Ц^^Ы и 
(£сЦ такие, что М£У1Й*)-6 и №ЧЬЦ;*р-Ь. Положив Ц>-ЦЖ 
заключаем, что А/\̂Л/ £УКо . , а следовательно, С(МУ^). 

(2.3.13) Теорема. Пусть (X ,'£) ­ нечеткое пространство и ( X ' , 
£') ­ его подпространство; А/е1 и Ме2 ­ ограничение нечеткого 
множества Ц на X'. .Тогда если Н'\о,£\ <= X' , то С(М) = С(М'). 

Доказательство. Пусть 1 1 с 1 Х и 1/'= {и'-Щ^
 : ие Ы}с: I х

. тог­
да, как нетрудно замелить, МсУЦ

=

М'^Уй . Из этого наблюдения 
легко следует утверждение теоремы. 

Б. Прообразы нечетких множеств и спектры компактности отображений 

В этом разделе исследуются спектры компактности прообразов 
нечетких множеств при непрерывных отображениях. Прототипом основ­
ного утверждения этого раздела (теоремы (2.3.18)) послужила извест­
ная теорема общей топологии о том, что прообраз компактного множес­
тва при совершенном отображении компактен. Для формулировки соот­
ветствующего "нечеткого" утверждения нам потребуется нечеткий ана­
лог топологического понятия совершенности отображения, основным 
компонентом которого является понятие спектра компактности отобра­
жения. 

Пусть (X ,Т Х ) , {У ,Ху) ­ нечеткие пространства и ^:Х—-У 

" непрерывное отображение. 
(2.3..14) .Определение. Спектром компактности отображения $ 

называется множество Щ)= 0С (/­ ' (<Л) . ЧИСЛО С(р:=<лЯЬС(Л) 
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называется степедью.,компактнеети отображения у . 

( 2 . 3 . 1 5 ) Предложение. (а) ОеЩ\ 

(в) Если рфС($), то найдется Ь>0 такое, что 

В частности, с. 

Доказательство ­немедленно следует из ( 2 . 3 . 3 ) . 

( 2 . 3 . 1 6 ) Предложение. Пусть <̂ <=Х, ^е^х , $:Х.-*-У ­ непрерыв­

ное отображение~и~д = }|^:Д­»­^ ­ его ограничение. Тогда С(^)<=С(д). 
.Доказательство. Заметим прежде всего , что }~Ху)Г\& = Я'ЧУ) » от ­

куда, ввиду ( 2 . 3 . I I ) . с л е д у е т С(^(и)^)=С(^\у)П^)^С(}'Ь\^)-

Поскольку §­"1

(у)с^ , из ( 2 . 3 . 1 3 ) можем заключить, что С(ф({/), Х ) я 

=С($\ц\£) , а следовательно, С^Лу),^)^ УуХХ) . Беря п е ­

ресечение по всем уеУ , получаем С(д)^>С(£).. 
( 2 . 3 . 1 7 ) Предложение. Пусть }=Т\^: Х-^У , . где Х=Г\ХС, У=Щ -

произведение непрерывных отображений ^с.Х^Ус, СеУ. Тогда 

Доказательство. Воспользовавшись тем, что }~{фш(^) (здесь 

И У О с е * ) и ( 2 . 3 . 7 ) , получаем сф-с(р(уУ)-«#С#:'(#)> 

= ДО ДО. с = ДО с ( 0 
( 2 . 3 . 1 8 ) Теорема. Пусть } : Х-^У ­ замкнутое непрерывное 

отображение.и~_л/е 1 У . Тогда (НУ) >с(£) А с(М). 

Доказательство. Пусть ^с(рЛс(Л/). Покажем, что тогдареС[$\Н% 

отсюда и будет следовать доказываемое неравенство. Рассмотрим се­
мейство З'с'Г^ такое, что для некоторого (Ь>0. и каждого $ >

с

^ 

имеет место неравенство . Нам следует устано­

вить, что тогда <р . При этом без ограничения общности 

можно считать, что ^ инвариантно относительно взятия конечных ин­

Фимумоа и что каждое из рассматриваемых конечных подсемейств 

одержит минимальный элемент. 

Заметим, что ^о)^Ле4^А^ЩХ^^(^№> 
^Л^о с}~

1

(1*1 с)<_£-& , Поскольку ^ « с(Н) , отсюда следует, что 
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Л#$)2 f\°<>г Ь к . Выберем точку.t/^ei/ так, чтобы (Aj№)c(V*)V 
VNc

(y*) <̂ ""g"»
 и положим Х н = ̂~'(&). Проверим, что для каждого 

f(A30)c^(X *)</>­§ . Действительно, предположим, что 
для некоторого . Поскольку 4 содержит минимальный 

элемент, то Отсюда ввиду равенства }(Х*)=у£ полу­

чаем >Jb- f и, следовательно, W&f(yi)VyZ(y*)>P-%-

Поскольку </*с (</*)= 0 и А}(%)> , получаем ( Л # Ш < / * ) * / -

что противоречит выбору точки . 
Из неравенства " £ И УСЛОВИЯ j2>̂  

заключаем, что A!?£X*<J& ,а значит, (Л?)с

(х')<^ для некоторого 
л е Х * . тогда А&сЮ'Ь№ШЧр№®~Ш9№)МсМ*)* 
6jjļtffAj7(x)VAlc(ļ|*)<J5 , что и завершает доказательство. 

(2.3.19) Предложение. Пусть X , i/ ­ нечеткие пространства, 
J : X—*­У e g : ­ замкнутые непрерывные отображения и /ie9°i­

Тогда с(/г)^ с(д ) л с ф . 
Доказательство. Из теоремы (2.3.18) следует, что для каждого 
c(k­W= сп * ( г ' ( * Ъ > с ( 1 - Щ л Щ ) > с(д)л c(f), 

переходя к инфимуму по всем , отсюда получаем с(1г)^с(д) Ac(j-). 
i. 

В. Спектры компактности нечетких множеств в отделимых пространствах 

Здесь рассматривается взаимосвязь между спектральными теория­
ми компактности и отделимости. Приведем прежде всего необходимые 
Для этой цели определения из § I в соответствующей форме. 

(2.1 .i') Глинейным1 спектром хаусдорфовости нечеткого прост­
ранства X называем множество Н(ХУ={/>е1: Vх,иеХ, Хфу, Уё>>0 

ЩЪег такие, что U(x)*f>~b,V(y)*f>-b, UZUc>,f>-£>} . положим 
Их) = sup Ц(х). 

(2.1.33'.) [линейным] спектром регулярности нечеткого .простран­
ства X называем множество таких, что 
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Р
с

(х)^, ЗЦ\1Ге1; т а к и б | ч т о Шс*уЬ, Рг\Ггр-ь\ 

Положим. 

( 2 . 1 . 1 1 ) [Линейным] спектром замкнутости нечеткого множества 

М в нечетком.пространстве X называем множество 

Зи)б"С такое, что МсЮс ър- & и если 

Докажем прежде всего аналоги известных утверждений об отдели­

мости точек от компактных множеств и об отделимости двух непересе­

кающихся компактных множеств в хаусдорфовом пространстве. 

( 2 . 3 . 2 0 ) Теорема. Пусть М е 1 \ р*к(Х)Лс(М) , уеХ и М(у)<рс 

Тогда для каждого &>0 найдутся 11,11 € Т такие, что МсЦ>р-&, 
Щ>ф-Л и \£\1ЯС>'Р-Ь. 

Доказательство. Зафиксировав & , для каждого ХеХ определим 

К Х . и 1/х следующим образом. Если М(х)£р° , то положим Их = 0, 1̂  = 

= 1. Если.же М(х)>р°, т о , воспользовавшись условием р$п(х) , вы­

берем и х Д е Г таж, чтобы ^ ( х )>^ -| ; 4 ^ ) ^ ^ - 6 , ^ У 1 / / ^ ^ - & . 
Положим Поскольку по построению М^УУ-Ър-^ и 

то можно выбрать конечное так, чтобы 

Пусть £Ц)
=

(^х(,...,Ц^З; рассмотрим соответствующее ^={'4, и 

положим и.= . Ясно, что и и У удовлетворяют усло­

виям теоремы. 

( 2 . 3 . 2 1 ) Теорема. Пусть А ^ 1 \ р<к(Х)лс(М)л с ДО) и МСУ 
Щ ър. Тогда для каждого Ь>д найдутся 11,1}еХ такие, что 

с\1>,р-.ь\м$>р-ъ и и й у и с * р - ь . 
Доказательство. Рассмотрим множество У= Г у: уеХ, М(ц)$ р°] и 

для каждого уеУ построим, воспользовавшись предыдущей теоремой, 

$у , Ще% таким образом, чтобы М% Цу Ър - & Д , 11у У$у ^Р'^/л 
и й / ( У > > ­ . | . Положим ^'{Уу-уеУ} и заметим, что 

Действительно, если для некоторой точки 

^ е Х ., то л/(х)>^>с . и, следовательно, из условия А/СУМС ^ по­

лучаем Мс(х)>,р , т . е . .хеУ / н о тогда й ^ Я 7 , откуда (У^)(х)^ 
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Поскольку JS>* то существует такое, что 

t\Z\l\J0 Ъ р-& . Рассмотрим соответствующее 1io={Uy1,...) Uy„] и п о ­

ложим V»Wo и U=A
f l i 0 < Из построения ясно, что U

c

VV
c

^j2>­6> и 

McCl^ J2>­& , что и завершает доказательство. 

Одним из важнейших характеристических свойств компактных про­

с транств в общей топологии является их абсолютная замкнутость в 

классе регулярных пространств. Наша ближайшая цель состоит в уста ­

новлении аналогичного свойства в нечеткой топологии. 

( 2 . 3 . 2 2 ) Теорема. Для каждого нечеткого множества M e l име­

ет место включение . 

Доказательство. Пусть £еС(М)ПМ(Х). P>Jg и ё>>0 ; при этом без 

ограничения общности можем считать, что р~&>:%* Для каждого леХ, 
удовлетворяющего условию М(х)^р°, построим, воспользовавшись т е о ­

ремой ( 2 . 3 . 2 0 ) , множества и х , 1 } х е Г такие, что №с\1хЪр-Ь , 1&(х)* 

>p-fbt tlx V Ъ Jo­& # рассмотрим семейство нечетких множеств V ­
= { й ; И ( х ) < ^ и положим Y=W, . Поскольку №\1Ж>-Р-Ь ,Ux

zhC>'P-& 

и р-Ь>^9 то Mcli% J b ­ & f откуда получаем МсУс >jb-b . Д л я 

проверки второго условия (из определения ( 2 . 1 . I I ) ) заметим, что 

если М с(х)> р в то М(х)<рс, откуда из построения следует l7(J()> 

>,р - & . тем самым показано, что ftе CL (М). 

( 2 . 3 . 2 3 ) Определение. Спектр абсолютной замкнутости №L(K) 

нечеткого множества П £ 1 определяем равенством 

Подробнее: состоит из 

нсех JbeT таких, что для каждого нечеткого пространства.^ , с о ­

держащего нечеткое пространство X в качестве подпространства и 

такого,, что £ е . . Щ ) . . следует fieCL(Mt£). . ... 

( 2 . 3 . 2 4 ) Замечание. Если ,beACL(M) и (ЬеН(Х), т о , очевидно, 
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(2.3.25) Теорема. Для каждого нечеткого множества М^Т 

имеет • место включение ACL (Н) Л R(X) П Н (X) Л ( i 1) с С (М). 
Доказательство. Пусть >̂ . Предположим, что 

fc£C(M). Тогда существуют &>0 и £U = { U : : te!fl с Т такие, что 
M £ V t l » £ . . но M c V t / o <jb­S?<4f для каждого конечного % > c t / . 

Рассмотрим точку JCeX и предположим, что Mc

(x)<j£ . Тогда 
из условия. МсV t U j a получаем, что найдется L ^ e U , для которого 
Ui(x)>p-jr. Положим LL:=UX, Воспользовавшись условием ft~jj-<f>e

R00, 
найдем A/x^t и V^eT такие,, что ljx(x)>,f>­ 8? , t & ^ x ^ £­6 и 

Рассмотрим произвольный конечный набор ­ ^ ­ { / ( х , , . . . , ^ J и со­
ответствующие ему наборы ̂ ) = {Ui , , . . . l t t x a ! j , ' l l = l U x , U j c J I . Положим 
li)(=l4) = ( 4 V . . . V N j ( | V

N ) C ­ A/jS; V . . . V и обозначим ч е р е з ^ се­

мейство всех построенных таким образом нечетких множеств V^j . 

Положим c£=XU , где * ­ произвольный элемент, не принад­
лежащий X . Для каждого ukV~ определим нечеткое множество Q e l * 
равенством ifl^XfiVL. Тогда семейство является 
предбазой некоторой нечеткой топологии "С на <я , индуцирующей на 

X топологию ТГ. 
Покажем, что если JbeH/X), то ^ е Н Случай, когда х.уеХ, 

очевиден. Рассмотрим поэтому пару точек х е Х и * , Пусть 11=11% , 

4 I определены, как в начале доказательства, и пусть lO = ti^-

Тогда U$e% 9U(x)*p-b 9№(*>1 EUcVWc=UcVfilx*UZrix>'p-&, 
а следовательно, UcVbJc ^fi-fc. Но это и означает,,что J2>e " W ­

Поскольку. ̂> отсюда.следует, что найдется 
V A/^) c такое, что M C V W ° * / > - & . Но тогда M S A / X | V . . . V ^ = M C U J C ^ 

> M c W
c

^ r & . с другой стороны, согласно построению, Nx^UxL>'P-& 

Для всех с.= п_, но тогда VJxfi У^:^Р'^> . Поскольку 
отсюда заключаем, что M?V^c^jo­<& . Полученное противоречие и 
завершает доказательство. 



­ 147 ­

Г. Относительно замкнутые нечеткие множества и внешняя характерис­
тика спектров компактности 

В общей топологии важную роль играет "внешний" критерий ком­
пактности, согласно которому подмножество М регулярного простран­
ства X компактно тогда и только тогда, когда М замкнуто в каж­
дом содержащем его хаусдорфовом пространстве. Определенный нечет­
кий аналог этого утверждения приведен в разделе.В (см. (2.3.25)). 
Этот результат., как и его классический прототип, имеет место для 
пространств, удовлетворяющих определенным условиям отделимости. 
Однако, как уже отмечалось, существенной особенностью нечеткой то­
пологии является то, что важнейшие нечеткие пространства не обла­
дают достаточными свойствами отделимости. В этом разделе получен 
альтернативный "внешний" критерий компактности нечеткого множества 
в нечетком пространстве, не использующий каких­либо условий отде­
лимости (и в этом смысле он является новым уже в случае обычных 
подмножеств обычных топологических пространств). В основе этого 
критерия лежит введенное здесь понятие относительной замкнутости, 
^ ^­замкнутости нечеткого множества в нечетком пространстве. 

Из.теорем­.(2*3­22).и (2.3.25) выведем 
х 

(2.3.26) Следствие. Для каждого Mel имеет место равенство 
ACLftftOR(X)П Н.(X)Л (4>, 1] = СW)f) R()C)ПН(X)П foil 

Доказательство. Согласно.(2.3.25) ACL(M)fl R$)()(j,{]<= С(М). 
Осталось проверить обратное включение. Для этого достаточно пока­
зать, что Предположим, что найдется 
|ЬеС(М)ПН(Х) , Jb>­^ ,^>£ACL(M)# тогда для некоторого , содержа­
щего X в.качестве подпространства, выполнялось бы реЩ£) и р$ 
^CL(M,#)­; тем.самым , что противоре­
чит теореме (2.3.22). 
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Это понятие будет использовано наш и в дальнейшем, в частности, 
при построении компактификаций (2.5.17). 

(2.3.27) Определение. Нечеткое множество Mel называется 
относительно jfe­замкнутым. или р ­ ­замкнутым в нечетком простран­
стве X , если для каждого Л>е"Х такого, что M(xo)>Jbc

, каждого *ис£, 
удовлетворяющего неравенству Щс у\л*р ,и произвольных 
найдутся , удовлетворяющее неравенству ft ~1 , и конеч­
ное подсемейство такие, что, если 
то . Множество RCEi(M) .. образованное всеми Jbel , для 
которых нечеткое множество М ji ­ г ­замкнуто, назовем спектром г -

замкнутости множества И . Нечеткое множество М назовем ^ ­замкну­
тым, если. 

(2.3.28) Замечание. (I) Поскольку каждое нечеткое множество 
О - г-­замкнуто, данное определение представляет интерес при р>№-

(2) Каждое замкнутое нечеткое множество заведомо ^­замкнуто. 
(3) Если (X , Т ) ­ обычное топологическое пространство (т.е. 

l c ¿ ), то, как нетрудно заметить, ^­замкнутость его подмножества 
МсХ означает, что для каждого л 0еМ и каждого открытого покры­
тия TI множества М найдется окрестность 1) точки *х0 такая, что 

для некоторого конечного подсемейства . В част­
ности, если X ­ хаусдорфово, то М I* ­замкнуто тогда и только 
тогда, когда оно замкнуто. 

Нередко полезной.оказывается следующая характернотика: 
(2.3.29). Теорема. Нечеткое множество A) J3 ­ Р­замкнуто тогда 

и только тогда, когда для каждой нечеткой направленности lx¿ /^д, 
где §>^0., содержащейся в М и сходящейся к некоторой нечеткой точ­
К е » где ^ е ( 0 , Й , существует предельная нечеткая точка $ еМ, 

где %l2!l0 

Доказательство. Предположим, .что М не р - Г:­замкнуто, .и пусть 
ü o e X . l í c t , fe>0 и \е(0Д таковы, что M(xo>Jb c , № V l l >р , но для 
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каждого l/ef, удовлетворяющего неравенству 0(xo)>J>'l , и для каж­
дого конечного подсемейства найдется точка JceX такая, 
что , но при этом 

Пусть А ­ множество пар вида о(=(17,11а) , где tfeT , Ö"(xo)>̂ ~{, 
a lío ­ конечное подсемейство семейства I i . Введем на множестве А 

отношение частичного порядка, положив <£т(fl'.lfi) тогда и только 
тогда, когда V*l7 и ^сР*^. Ясно, что при этом А превращается в 
направленное множество. Построим направленность С х ^ е А , выбрав 
для каждого UeA точку ^ е Х так, чтобы Щх2)ър

с

+& , $(х*)>р-*1, 

но при этом VU>(x*)«Jb-&. Заметим, что нечеткая направленность 
)<лед сходится к х0 . Действительно, пусть ­ произ­

вольная ^­окрестность нечеткой точки х0 , т.е. Щ*о)>Р~*1 , и 
пусть .V.Q ­ произвольное конечное подсемейство в и . Положим <4 : =

Й 
tío) I тогда для каждого <¿?<¿'0 tf(X*)<?jí>­ h и,.значит, направлен­
ность {x¿ ) о,­финальна с V . С другой стороны, ни одна нечеткая 
точка J( ein , о>0, не является предельной для этой направленнос­
ти. Действительно, пусть jteX и О>0 таковы, что X еМ ( при 
этом без ограничения общности можем считать, что сн&). Выберем 
íielí так, чтобы Ц(х)>/>­2, т.е. чтобы U была о­окрестностью точ­
ки JC (ее существование обеспечивается условиями п^УЫ^р и 
#

с

(х)<£­&) и выберем 17еТ . удовлетворяющее условию Ü(Xo)>p~), (на­
пример, 0 = Х ! ) . Положим oí0

A

(lJ,íuj); тогда U^^­fi? для каждого 
о(^о(0 , а следовательно, направленность (j¿ ) не является 0,­фи­

ьс

+8 
нальной с (^­окрестностью U нечеткой точки X. 

Обратно, пусть М Ь ­h­замкнуто и предположим, что для неко­
торых &>0 и {efQél направленность (х£ 1<едс М сходится к нечет­
кой точке Д 0 , но при этом ни одна нечеткая точка X еИ не яв­
ляется предельной для этой направленности. Тогда у каждой нечеткой 
точкиХ

+ е.М. ,8^0, найдется ^­окрестность U.:

= и д е Т ,с которой 
8

та направленность не cj,­финальна, т.е. найдется o(0eh такое, что 
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Щ£\*Р?А. для,всех ЫЫо . В результате, как нетрудно заметить, 
получаем семейство I I е { и,* + е М } такое, что М с VI/ £^. 

Поскольку направленность (х^ + 6)сМ сходится к х% +\ то X* 
и, так как М р-^ ­замкнуто, найдутся Се Г, удовлетворяющее не­
равенству , и конечное .подсемейство такие, что 
для каждого хеХ , если М(х>^с+6 и # ( х ) т о и У1/0(х)>/>­&. 
Поскольку направленность (XX ­) сходится к х 0 и 1/ ­ с|,­ок­
рестность нечеткой точки х 0 •, то (х^ ;в<6 ̂  ­финальна с V , 

т.е. существует С / 0

6

^ такое,.что И(х̂ ) >£>­£> для всех О < Г О < О . Но тог­
да \АЦх*)>р­& для всех О ( ? О ( О , а следовательно, по крайней мере с 
одним из Ц€1!0 нечеткая направленность (х^ ^ ­конфинальна. 
Полученное.противоречие и завершает доказательство. 

Рассмотрим поведение введенных свойств при простейших опера­
циях. Непосредственно, из определений вытекает: . . 

(2.3.30) Предложение. Если нечеткие множества Ц*,...,Нп 

^ ­ Iй ­ замкнуты ̂ то и их объединение М=У р ­1* ­замкнуто. 
(2.3.31) Предложение. Пусть X ­ нечеткое пространство, У С

Х 
у 

­ его р.т- ­замкнутое подпространство и М £ 1 ­ р - /''•­замкнутое 
нечеткое подмножество в У . Тогда М является р ­замкнутым и в 
пространстве И 

Доказательство. Рассмотрим нечеткую направленность (х^ )сМ, 
сходящуюся к г , где ^е(0,&]. Поскольку (\[ и У. 
замкнуто в X , найдется нечеткая точка у0 , где у0еУ 
предельная для этой нечеткой направленности. Но тогда ввиду р­Р­

замкнутости нечеткого множества М в пространстве У , предельной 
Для нее.является и некоторая Х^

 + §: М. 

(2.3.32). Теорема. Пусть для каждого ь^­У Щ ­ нечеткое под­
множество, нечеткого пространства Х{, и пусть М=ПМ; ­их произ­
ведение, рассматриваемое как нечеткое подмножество произведения 
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Х * 0 & . » Тогда,, если для всех СеУ , то и реЯСЬ(М) 
в каждом из следующих случаев: 

(1) если 3 конечно; 
(2) если существует ^<р такое, что (рь,^1с

КСЬ(М^) для всех 

Обратно­, если все нормированы, то ^СЬ(М) с П 1̂ С6 (И:)-

Доказательство. Предположим, что и нечеткая налрав­
ленность (Хл.. )леьс™ сходится в Л к. не четкой точке х0 , где 
^б(0,6>1. •Тогда, как нетрудно 'заметить, для каждого се5 соответст­

вующая координатная направленность ( ) ^ 6 ^ сходится в прост­
ранстве Л;, к нечетко^ точке х0 и при этом (ЧХД )ср|[ . По­
скольку нечеткое .множество Мс р. ­г­замкнуто в соответствующем 
пространстве Х­с , отсюда следует, что найдутся ^еХ^ иО ; > 0 та­

кие, что ЬХХ € 1\ является предельной нечеткой точкой направ­
ленности ( УоСеД . Но тогда, как нетрудно заметить, нечеткая 
точка х^ ^ , где Х - С х Г ^ е Х и 8«йип1б|,...|

<^\ является предель­
ной для исходной направленности [х^ ) и при этом -X ёп. 

Во втором случае, рассмотрев направленность (АА Ъ^еА*­^' 
сходящуюся к некоторой нечеткой точке Х0 , выберем у так, что­
бы > 0А(|г^ ) < Г < £ , и положим &':=/+ Ь-^ Л'-.= / + { - ^ 

Тогда, очевидно, »
 а следовательно, V. 

­*­^Х*
+

^ и при этом (с*х1 ^е/^Мс для каждого. ̂  . Рассуждая 
по аналогии с предыдущим абзацем, устанавливаем, что нечеткая точ­
ка ̂( ёМ является предельной для нечеткой направленности (*1+6

^ед­

Для завершения доказательства первой части теоремы осталось, поло­
живс 0 = 5 ( заметить, что исходная нечеткая направленность 
(Лк \(еА ­ сходится к нечеткой точке X* ^М. 

Обратно, предположим, что беКСЦМ), деУ и нечеткая направ­
ленность \д

Х^ ^ /У̂ . сходится к нечеткой точке <\х0. . При этом 
без ограничения общности можем считать, что р?+\<^- . Воспользо­
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вавшись. условием sup Af;(xi)=i, для каждого I+J выберем точку LxQeXi 
так, чтобы Mi(ļXo)?>Jbc+ļ , и для каждого положим x*~(LxS)i, 

где Чг = Ц> П

Р
И СЧ/' * и ^o=(Cjco)i» Как нетрудно заметить, нечеткая 

направленность ^еА сходится к нечеткой точке х£ и при 
этом (х£ *^ 6 дсМ . Но тогда и некоторая нечеткая точка i ' c A J - яв­

ляется предельной для (̂ Ал )о<«М­

(Требование наличия Д<£> такого, что (ļ>o,fi\^RCL(Mi) для.всех 
Lej во втором случае является существенным ­ см. (2.3.35)). 

(2.3.33) Следствие. Произведение Y- ­замкнутых нечетких мно­
жеств Р. ­замкнуто. 

(2.3.34) Пример. Дусть (У ,Т) ­ некомпактное топологическое 
пространство и , где Хо, Xi ,Xf> ­ некоторые. эле­
менты, не принадлежащие У . Введем на X нечеткую топологию Т , 
взяв в качестве базы семейство нечетких множеств .#>••= G*U

:

°( el, lie 
eī ļu{с(хуо(*§1 U U v ^ v ) U Uxo-.o^-i-l и ( С: celi 
(Нечеткие множества tiel^ естественным образом могут трактоваться 
и как нечеткие подмножества X . ) 

Положим М ^ М ^ Д M ^ y u t ^ ^ l . Тогда М ( = У ( Я ^ | М ^ о ^ 

^fe\M^ stfu{ļ^ļlU{x^u(^Xo][. Отсюда непосредственно легко убедиться, 
что И Ь ( Ю - и 4 ^ ( | . 4 W , ) = r o . ^ i y ( | , d 

Пусть M:=/VM?(«y). Тогда ^ y u f i­Xilb ' H ^ u f^ao 1

] и, как 
несложно проверить, RCL(M)=[0,^1 .. . 

i. 

Таким образом, пересечение двух р ­ i* ­замкнутых множеств не 
обязано быть ̂  ­г­­замкнутым, а поэтому.невозможно говорить об опе­
рации р-jv ­замыкания нечетких множеств. 

(2.3.35) Пример. Пусть {У / Г ) ­ некомпактное топологическое 
пространство и Х=У1/{.Хо}» где ДофУ* Зафиксировав aefflli] и некото­
рую стремящуюся к нулю последовательность (6 f c \ c ( О , А ) , положим О * * 

Зададим.на.л нечеткую топологию 
н пусть Ук ­ пространство У , рассматриваемое как подмножество не­
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четкого.пространства Хк '•= (Х}%). Легко проверяется, что КСЦУк)а{о}и 
(/(Хк,.1] . Рассматривая произведение У°=ИУк как подмножество про­
изведения соответствующих нечетких пространств Х°=Л' Хк , имеем 
Ш,(У°)= 1оЗи(С1,1] . Таким образом, хотя каждое Ук Я­*** ­замк­
нуто в соответствующем пространстве Х к, их произведение У 0 не 
является а - ­замкнутым в произведении X . 

Хорошо известно, что подмножество К нечеткой прямой.^(К) не 
является замкнутым. Более того, как показал Родабаух [вэ], в 
вообще нет нетривиальных замкнутых четких подмножеств. Б этой свя­
зи весьма.интересным представляется следующий результат: 

(2.3.36) Теорема.. Подмножества К и ? ( Г ) г­замкнуты в нечет­
кой прямой 

Доказательство. I. Пусть С ^ Д ^ д К ­ некоторая направленность, 
^е(0,1\ и С ^ ы е л сходится к £ 0 для некоторых ^ е ^ ( К ) , . Пока­
жем, что у направленности (ЗЛ найдется и нечеткая предельная 
точка вида , где . Для этого, очевидно, достаточно пока­
зать, что £, является предельной точкой направленности (^) в №. 

Предположим, что не имеет предельных точек в К ; при 
этом можно ограничиться рассмотрением случаев и (<*{*)­*­­°°. 
Рассмотрим сначала случай (рС)^*+0°. Так как ^та^(х)=0, то для до­

х­»+о° £ 

статочно большого а е К имеет место неравенство #ь[а1(;*&1*(щ<4 
т.е. £ а ( ^ ­ а 0 ( С Г ) > 8 с ,.где Ь а ..­ соответствующий элемент стан­
дартной предбазы ^ ( ( Я ), и, значит, £а является О,­окрестностью 
нечеткой точки .*0 . Поскольку {^). сходится к <£о , отсюда легко 

0 С 

следует, что найдется о( 0еА такое, что для каждого 
т.е. ^(ОГ)<у . Это, однако, противоречит условию (^)~^ + 0

°­

Переходя к случаю воспользуемся условием^ 11т^0(х)={ 
и выберем о е £ так, чтобы £о(Ь+)(:=зир&(р1) >й С ; тогда соответствую­
щий, элемент стандартной предбазы. ̂  является 0^ ­окрестностью не­
четкой точки & 0 . Отсюда следует, что найдется о(,еА такое, что 
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.для всехс ( Ы 0 . Это, однако, противоречит то­
му, что и, следовательно, гь(м^)=0 для каждого Ь зи 
для достаточно больших о< . 

II. Пусть нечеткая направленность (^)<леА . где (д^)с?(1) и 
|е(0,Д, сходится к нечеткой точке < 0̂ , где «^^(К") • , Нетри­
виальным, очевидно, является случай ЯоФНХ). Определим функцию 
%е$(Х) равенствами <&(х)=&(х) при Хб(0,1\; 5ь(х) = 1 при ли О и 
(̂х)=0 при ,х>1 . Для завершения доказательства достаточно, рас­

смотрев следующие шесть типичных случаев, сделать вывод, что из 
сходимости направленности (л^) к <*0 следует ее сходимость и к<20. 

(I) Если ае(0,{1что 1а{#о)- £а.(&), а значит 1^ является ^ ­
окрестностью нечеткой точки с*ь тогда и только тогда, когда £а 
является С),­окрестностью нечеткой точки £о . ( 2 ) Если сиО , то 
1а[^о)> £а(<&>) и, следовательно, если является С},­окрестное­
тью для с^, , то £­а заведомо 0,­окрестность и для . ( 3 ) Если 
а>1, то ̂ а(^)

=

^ для всех ^е5(1), а значит, нечеткая направлен­
ность (Д^ автоматически (^­финальна с £ п . (4) Если ае/Д4), то 
г

а(<*о) = *и(*о) I и, следовательно, Из. является ^­окрестностью 
Для # 0 тогда и только тогда, когда является ^­окрестностью 
Для 5о . ( 5 ) Если 0.^1 , то ?а(&о)

>г

а(&о) и, следовательно, если Ка 
является ^­окрестностью для ^ , то Га заведомо является ̂ ­ок­

рестностью для ^ . (6) Если а<0, то га(*)=1 для каждого Де£(1)и, 
следовательно, направленность (^Х^А автоматически ­финальна 

( 2 . 3 . 3 . 7 ) Следствие. Множество I у- ­замкнуто в 
Переходим к изучению взаимосвязи между спектрами компактнос­

ти и спектрами 1*­замкнутости нечетких подмножеств в нечетких про­
странствах. . 

( 2 . 3 . 3 8 ) Теорема. Имеют место включения 
с ш . ( м ) . 
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Доказательство. Пусть ^еС(Х)ЛШ,(М) и ( i c t таково, что М< 

SVU^Jb . Зафиксировав Ь>0, для каждого JC X̂ такого, что ИМ>^,С 

и каждого \е(О,$ найдем tfJeT 1 удовлетворяющее неравенству l)i(X)> 

>p-J , и конечное подсемейство U^c[| такое, что, если М(х')?рс+& 

и tf}{x'>Jb­& ,.ToYUj(x'>^. Положим l)­­ '{l?}:x6X ,M(x)^ c , j€ffi^ j 
тогда, очевидно, MeYt)^/>. Поскольку £>еС(Х), то и^еС(М) (2.3.II), 
а следовательно, найдется конечное подсемейство t70 = {\J1,...,t)nl]c lJ 
такое, что M£Vtf 0 >jb­6. Положим {JLQ= U\iL, где для каждого i= t.,i 

г, ^ 
\1-L ­ конечное подсемейство семейства U , выбранное соответствен­
но множеству (/£ . Тогда, как нетрудно заметить, M£VU0>jb-& , а 
значит, Jb€ С(М). 

Пусть теперь ^ е С ( М ) , M(x̂ )>f>c для некоторой точки JCo^X и 
(Jet таково, что Мс Vl^Jb . Зафиксировав 6 > 0 , выберем 1 4 е ̂  так, 
чтобы H^Vt /o>^ ­© . Тогда, положив 17= X , замечаем, что все условия 
определения имеют место, а значит, Ji>e 

(2.3.39) Теорема. JbeС(М) в том и только в том случае, когда 
для каждого нечеткого пространства % , содержащего X. 

Доказательство. Поскольку спектр компактности нечеткого мно­
жества, очевидно, не зависит рт объемлющего пространства, то вклю­
чение Ц^сКСЦМ,^) следует из предыдущей теоремы. .Обратно, пусть 

для каждого нечеткого пространства с#, содержащего X. 

Положим где Х0 ­ элемент, не принадлежащий л , и вве­
дем на Д нечеткую топологию X^ = T6/{l^J , где Z ­ исходная нечет­
кая топология пространства X . Ясно, что £ содержит X в. качестве 
подпространства и В силу теоремы (2.3.38) отсюда сле­
дует, что ^еС ( М ) . 

Обозначим через пересечение спектров по . 
всем нечетким пространствам , содержащим X . По аналогии с тер­
^Шологией^из­общей. топологии. HRCL(|Vf) естественно­назвать­. спект­
ром абсолютной К ­замкнутости, или спектром П£ ­замкнутости не­
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четкого, множества М . Предыдущая теорема может быть переформулиро­
вана теперь таким,образом. 

(2.3.39') Теорема. Имеет место равенство 

д. Спектр и степень компактности нечетких множеств в топологичес­
ких пространствах 

Здесь рассматриваются спектры компактности нечетких подмно­
жеств обычных топологических пространств. В этом случае удается по­
лучить простую и достаточно наглядную характеристику степени ком­
пактности (2.3.40). Результаты этого параграфа показывают, как раз­
витая выше спектральная теория компактности в случае обычных топо­
логических пространств может, по­существу, трактоваться как альтер­
нативная теория компактности для ограниченных вещественно­значных 
функций на топологических пространствах (ср. [82]). Пусть М ­ не­
четкое подмножество топологического пространства X . 

(2.3.40) Теорема. Если для каждого $>рс множество М [^Ц ком­

пактно, то с(М)>6. Обратно, если с (М)^ и М полунепрерывно свер­
ху, то для каждого множество М~1//Д] компактно. 

Доказательство. Пусть для каждого %>Ь множество М'Г^Д] ком­
пактно. Предположим, что с(М)<^>; при этом без ограничения общнос­
ти можно считать, что рф С(М)(в противном случае вместо р. ъоъъ-

жшр'<р такое, что р'фС(М)), Выберем такие, что 
Мс\/Ц*&. | но №У11о<р-& для каждого конечного . Нетрудно 

^ С 

заметить, что условие М^УЫ^р> может быть переписано в виде М'(р, 
Л с

и Ц . Но тогда для каждого ррс М"[^,1] с (УЦ , и поскольку АГ'ф, 4] 
компактно, то /Гф,Ас(УЦ0 для некоторого конечного Но это 
означает, что М . ^ У ^ ^ 0 , откуда ввиду произвольности <р^ с получаем 
^М^УИс^-р ., что противоречит выбору покрытия И, Полученное 
противоречие и доказывает, что с(М)*р. 
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Обратно, пусть Н полунепрерывно сверху и M'Q"M некомпактно 
для некоторого f r f. Пусть W. - покрытие множества М Г^Д] , не 
имеющее конечного подпокрытия. Рассмотрим множество X х А Г ф И " Цг; 
ввиду верхней полунепрерывности отображения М множество £(у откры­
то, и, следовательно, И'= UUiu.fi является открытым покрытием всего 
пространства X , откуда заключаем, что McVti =1. 

С другой стороны, для каждого конечного LĻclL M č V l / 0
= W M c ( x ) V 

V(VU^(j ( ) )<Jf c и, следовательно, suņ McVUi $ %>с < jb . Но это 
означает,'что рфС(М). 

В заключение отметим, что требование верхней полунепрерывнос­
ти существенно (см. по»этому поводу (2.3.53)). 

(2.3.41) Следствие. Если для каждого f>0 множество М L}f,Q 

компактно, то с(М)=1'. 
(2.3.42) Следствие. Если отображение М совершенно, то c(MV^-

(2.3.43) Следствие. Если пространство X компактно и отобра­
жение М. полунепрерывно сверху, то с(Ю = ̂ . 

(2.3.44) Следствие. Если М полунепрерывно сверху, то С(М)= 

(2.3.45) Следствие. Если М полунепрерывно сверху и c ( M ) = i , 

то множество М (0 , i l (э ­компактно. . 
Приведем ряд конкретных примеров, иллюстрирующих понятия спек­

тра и степени.компактности для нечетких множеств в топологических 
пространствах. Все сформулированные в них факты легко получаются 
непосредственно из определений либо с помощью утверждений (2.3.40) 
­(2.3.45). Нетрудно заметить, что эти примеры могут быть значитель­
но обобщены. Мы, однако, предпочитаем пожертвввать здесь общностью 
Ради максимальной­ наглядности. 

(2.3.46) Пример. Пусть X - R , M ( x ) » a . для всех х е Х, где ael. 

Тогда С ( М Ы 0 , а с ] , с ( М > а с 

http://UUiu.fi
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(2.3.47) Пример. Пусть X*IR, M f(x>ljarctgjc| , М я(х)-% Mi(x). 
Тогда С.(М,)={Й, с(М0= О, С(М^= СО, 7 ^ , с(М^)- fe-

(2.3.48) Пример. Пусть X=R, М,(х>Н|<™%1 , М^)»<"М«^4 
Тогда CM)­fai3.cfM,>l, С(МЯ>Г(?.%], . 

(2.3.49) Пример. Пусть пространство X=lR представлено в ви­
х 

де XSX,L/X ,̂ где Х<ЛХД=^. Определим равенствами M(x)=af при 
хеХ< и М(х)=ай при ­ХеХд, где 0^Qt<^l. Тогда если Х̂> не ком­
пактно, то C(M)=CQa|]> c(M)=a|. Если Хд компактно, то С(М)=[0,а£\ 
с(М)-<£ 

(2.3.50) Пример. Пусть Определим M e l равенством 
М(х>а. для всех ае.Х«. Тогда С(М> [0,1] , с(М> 1. 

(2.3.51) Пример. Пусть X*[­i,fi. Определим M e l равенством 
М(х>0 црихеГ-1,0) и М(х>а, где 0<а$4 , при xetO.Q. Тогда 
CfMJ ­ f f t l ] , с (М>1. 

(2.3.52) Пример. Пусть Х=С-1,П. Определим М е 1 х равенством 
= (

3, где 0<а^{ t при .х при ­Xfc ГО, 4] . Тогда 

C(H)­W.tf] , .c.(M)­a? 
(2.3.53) Пример. Пусть X=[­l,ij представлено в виде Х=Х1(УХд, 

где XtnXa=0 и множества X, и Хд не замкнуты. Определим M e I х 

равенствами Mfx)=Q, При .хеХ*. и М№ = °я при *ХеХа , где 0Щ<%*1. 
тогда C(M) = r a ^ J a ( a f , i ] , c f M ) = a,c. 

Этот пример свидетельствует о том, что требование верхней по­
лунепрерывности отображения М' в следствии (2.3.44) является су­
щественным. (Здесь М , очевидно, не является полунепрерывным.) Бо­
лее того, если О./ и подобрать так, чтобы Q/<Q^<Q^, то для 
каждого %>Оъ множество М"fyfl-Xj не компактно, а следовательно, и 
в теореме (2.3.40) требование верхней полунепрерывности является 
существенным, ~* ,.. 

... (2.3.54) Пример. Пусть Х=И,Й; М(х)-0 при хфО и M(fl)=Q. 
Тогда C(M)-CO,l] : ,cfW>i. 
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(2.3.55) Пример. Пусть Х-И,А; М(Х)=1 при ХфО и М(0) = П. 

Т О Г Д А 
(2.3.56) Пример. Пусть Х=[-1,1]; определим равенствами 

М(х>§ при Х< 0,М(О>± и И(к>^ при Л>Я . тогда С(М)~ 

Е. Различные подходы к понятию компактности в нечеткой топологии 
с точки зрения спектральной теории 

К свойству компактности как к одному из важнейших свойств не 
только топологии, но и математики в целом, было привлечено внима­
ние многих авторов, работающих в области нечеткой топологии. В на­
стоящее время известен ряд различных определений свойства компакт­
ности для нечетких топологических пространств. В этом разделе ос­
новные из них описаны в рамках развитого нами спектрального подхо­
да. Доказательства соответствующих утверждений мы опускаем, так 
как они сводятся к непосредственной проверке. 

(2.3.57) с* ­компактность [32] . Нечеткое пространство X <=̂ ­

компактно, где <ке\ , тогда и только тогда, когда ( Ч ° О е ^ / Г Х ) ­

(2.3.58) Сильная компактность ¡32]. Нечеткое пространство X 

сильно компактно тогда и только тогда, когда $/(Х):эД , где А -

диагональ.пространства -I. 

(2.3.59) (Квази)компактностъ в смысле Чанга­Гогена 1б ] . [ з б ] . 
Нечеткое пространство (квази)компактно в смысле Чанга­Гогена тог­
да и только тогда, когда 

(2.3.60) Компактность в смысле Довена |бб]. ¡68] . Нечеткое 
пространство X является компактным в смысле.Ловена тогда и толь­
ко тогда,, когда А.с .̂(Х),­илит.­что­эквивалентно, когда Г = С(Х). 

­ (2.3..61). Слабая компактность ¡681. Нечеткое пространство X 

слабо компактно в смысле Ловена тогда и только тогда, когда 
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(1,4)е^00, или, что эквивалентно, когда 

I. Некоторые сравнительные замечания о ( к , I )­спектрах компакт­
ности 

Как уже отмечалось, свойства спектров компактности при различ­
ных ( К , I ) могут весьма существенно различаться. Для иллюстрации 
этого факта рассмотрим поведение спектра С|(М) относительно опера­
ции произведения. При этом нам удобно будет вести речь о линейном 
спектре [/­нечеткого множества М I­нечеткого пространства, 
определение которого получается из определения спектра %#(М) по 
образцу определения линейного Спектра С|(Л) ( 2 . 3 . 2 ) и с одновре­
менной заменой отрезка^ на произвольную нечеткую решетку Ь . По­
лученные здесь результаты интересны также для оценки классической 
теоремы Тихонова с точки зрения нечеткой топологии и, точнее, для 
оценки роли булевой алгебры {о,1^ в формулировке теоремы Тихонова. 

( 2 . 3 . 6 2 ) Определение. Константу с/бЬ назовем ­изолированной 
в решетке Ь , где эе ­ некоторый кардинал, если из того, что А С

Ь, 
|А|̂ эе и Щ<<А для каждого с̂ еА следует, что $шр А<о(. Константа 
, П ­изолированная для каждого пеМ, называется конечно­изолиро­

ванной . 
Пример: Каждая константа </е1 является конечно­изолиро­

ванной, но не является и)0 ­изолированной. Константа ̂ {ОД) являет­
ся изолированной для каждого эе. 

( 2 . 3 . 6 3 ) Теорема. Предположим, что константа р эе ­изолирова­
на в 1> , 1^кэе , для каждого (Х^,Т^) ­ ^­нечеткое пространст­
В о и

^ ^ ^ ( Х ^ Т о г д а и реСЪ(Х) , где Х=П/С. 
( 2 . 3 . 6 4 ) Лемма. Пусть V ­ предбаза I­нечеткого пространства 

X д Ме1 Х . Тогда ̂ ^Сд(М) в том и только в том случае, когда для 
каждого такого, что И€М.~*р найдется конечное Ио^И, 
такое, что КсУИ0*уз. 
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Доказательство аналогично доказательству леммы (2.3.5). 
Переходим к доказательству теоремы. Пусть ^ { ^ ( М ^ Ц е Х г , ¿6$. 

Предположим, что, если Йс*? и Х ^ У ^ 0 < ^ > для каждого конечного 
%с21 » т ° и Х'с УЖ . Тогда и для каждого конечного подсемейст­
ва % семейства 2^:={^е£^(^)е$имеет место Х^Чи^<р> , а зна­
чит, Х^-Чи

с

<р . Следовательно, для каждого се^ можно найти 
^ е Х е такое, что (У&*) (ф*Ч.<Р• Положим * * ( * Й й 5 и 5 : = { ^ ( У : > 

^еТаЗОК. Поскольку Мс^Р ,,,'то М ^ Х Ш . Далее, поскольку 

= 0̂ <о( и константа ^ эе ­изолирована, отсюда заключаем, что 

(2.3.65) Теорема. Если константа р не является эе­изолиро­
ванной в [}. , то найдется семейство нечетких пространств (Хг., 

где с.еЛ г |31 £.Э6,.таких, что р
е О С А (Х^) , но при этом р$С^(Х). 

Доказательство. Для каждого се4 зафиксируем Q¿€¿ так, что­
бы 0­1 <р , но при этом ^ц^Р* Пусть Х\=Ш , Т ­ обычная тополо­
гия на.К и для каждого определим I­нечеткую.топологию £ £ 

на ., положив . Тогда, оче­
видно, ^§ .С^(Х^) для всех *с*€4 | но при этом рфСл(£). 

• В заключение отметим основные преимущества спектральной тео­
рии. Во­первых,­..спектральная теория позволяет с единой точки зре­
ния описать большинство из известных теорий компактности. Во­вто­
рых, в отличие от традиционных подходов, в которых свойство ком­
пактности трактуется, по­существу, с точки зрения классической ма­
тематики ­ оно либо присуще, либо нет данному объекту; в основу 
спектрального подхода.положена количественная характеристика нали­
чия свойства компактности у объекта. Наконец, в­третьих, в отличие 
от традиционных подходов, спектральная теория применима к нечетким 
подмножествам нечетких пространств (в том числе и к нечетким под­
множествам обычных топологических пространств), а не только к са­
мим нечетким пространствам. 



§ 4. ЖШЕЛЕФОВОСТЪ И СЧЕТНАЯ КОМПАКТНОСТЬ 

Схема разработанной в § 3* спектральной теории компактности мо­
I, 

жет быть распространена для изучения ряда других топологических 
свойств нечетких множеств. В данном параграфе излагаются основы 
спектральной теории линделефовости и счетной компактности. При этом 
мы ограничиваемся рассмотрением случая линейных (2,3)­спектров (ср. 
(2.3.2)). 

А. Спектры.линделефовости и счетной компактности нечетких подмно­
жеств нечетких пространств 

х 
Пусть, как обычно', (Х,Т) ­ нечеткое пространство и Mel . 
(2.4.1) Определение. Спектром линделефовости нечеткого множес­

тва М .называется множество Ц(М) , образованное константами Jbel 
такими, что для каждого ILcf f удовлетворяющего условию. M^VU *р, 
имеет место неравенство sup(M^VU0

: iVol<Х0, U9cVS>p . Степенью 
линделефовости нечеткого множества М называется число ЦМ) -

Нетрудно заметить, что ЬеЦМ) в том и только в том случае, 
когда в каждом Uct , удовлетворяющем условию McVU^p , суще­
ствует счетное подсемейство UQCTI такое, что M€V2l0>P-

(2.4.2) Определение. Спектром счетной компактности нечеткого 
множества И .называется множество СС(М) , образованное константами 
pel такими, что.для каждого счетного U^t , удовлетворяющего ус­
ловию. AfeVft *р , имеет место неравенство sup{M^VU0-- IUOI<K,U<FU}? 

Степенью счетной компактности нечеткого множества п назы­

вается число ссСЮ= uif(I\ СС(М)). ....... 

Легко убедиться в справедливости следующих утверждений: 
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(2.4.3) Предложение. 0<1(М)еЦМ\ 0*сс(М)еСС(М). 
I. 

(2.4.4) Предложение. С(М) = ЦМ) П СС(И) , а следовательно, 
с(Ю- ЩОсф). 

(2.4.5) Предложение. Если нечеткая топология X обладает счет­
ной базой, то сс(М)= с(М). 

При изучении введенных понятий нередко удобно использовать 
следующее. несложное 

(2.4.6) Предложение. (а) £еЦМ) тогда и только тогда, когда 
для каждого £ с Т С

, удовлетворяющего неравенству Л ? ^ М С £ £ , 

следует, что зцр { Л^'б Мс-- £ с £ (£и#оЗ^/>; 
(в) 6бСС(М) тогда и только тогда, когда для каждого, с четного' 9<сТ% 
удовлетворяющего неравенству Л ^ М С ^ ^ , следует, что 

(в')^еСС(М) тогда и только тогда, когда для каждого счетного 
={ft^'^lxel¡i*)czc такого, что , из неравенства Л?£*МС^> 

следует, что вир [/\$<£Мс $0с$, /&1<Д&1*& . . . 
По аналогии с доказательством (2.3.10), (2.3.II).и (2.3.12) 

легко установить­справедливость еле дующих, утверждений: 
(2.4.7) Теорема. Пусть Цегс , ̂ е 1

х

. Тогда ЦМлЮ => ЦН); 
и, следовательно, 

(2.4.8) Следствие. Пусть МеГ с , М«Г/ и ^ 1 , Тогда Ш)=> 
, а следовательно £(М)^ £(Ю,. сс(М)г? сс(^). 

(2.4.9) Теорема. Пусть Мпе1 для всех пе&1. Тогда ЦУМп)^ 
.иг ­следовательно, 

(2.4.10) Теорема. Пу с т ь М , Д е 1 х . Тогда СС%Щ^СС(^)[) 
ПСС(МЯ). и, следовательно, СС(М/УМ*) £ сс(М,)Лсс^д)...... . 

Хорошо известно, что, хотя произведение двух линделефовых 
пространств..не. обязано. быть линделефовым, произведение. линдедефова 
и компактного пространств всегда является линделефовым. В следую­
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щей теореме устанавливается нечеткий.аналог.этого.утверждения. 
(2.4.11) Теорема. Пусть ( X , Т Х ) и ( У , Т у ) ­ нечеткие прост­

ранства­; ­ Це1^ж t4elg. тогда I ( I M ) * ЦК) Л с (М). 

Доказательство. Пусть Jô$C(M) , jb< c(N) , где J b e l. для дока­
зательства теоремы достаточно проверить, что. peLQilN). . 

Обозначим произведение ( X ) и ( У , Ту ) через. (<̂  , Т ^ ) и 
рассмотрим семейство ^ c Ç s такое, что M X A/2V#>J2> . Положим <&= 
-[(x.yV(N*M)?M)</>3 и Хо = *х(*>). К>? где % : ^ Х и 
1у :<5(-^У ­ отображения проектирования. Поскольку (M.x//)c(x,y)<j2> 

в том и только в том случае, когда Нс(х)<р и ^с

(у)</>, то«^о = Хох

Уо. 
Зафиксируем некоторое £>>0 и для каждого (х,у)б<& выберем 

lie U так, чтобы Щх,у) а затем выберем V^eZx и M^ety 
так, чтобы Vx

y*WyX(х,ф>р-^§ и Vx*\Vy

x< U . Из определения мно­
жеств Wy .(JCeJCo) ясно, что f ^ V ^ W / ^ j b - * ^ . поскольку Jb-

- f е C(/V), найдутся У,,...,jfctf6«, такие, что 1<е ^ Y . . . V W£fX) s>Jb-

Рассмотрим семейство ^rlWjJ,..., и соответствующее семейство 
^ $ х т } "» положим Ух=Л0х и пусть M v ^ e X o 1 } . Соглас­
но выбору окрестностей Уд (хеХо , уеУ 0 ) имеет место неравенство 

, откуда а следовательно 
" fi . Выберем счетное подсемейство ^ " ( У х , , , ^ Ifc,,.,.J такое, что 
McVU'̂  Jb-б? , и рассмотрим теперь семейство множеств ^ { u f V ^ * ! ^ 
,̂...,ft(Xa)]: неяЛ . Ясно, что^ счетно, (Ы)£У%ър-Ь и при 

этом для.каждого Ор^З) ( peil •) найдется UpeU такое, что 0р tllp. 
Но тогда, положив V!*[ll„...,Up.~} . получаем гр-Ь> , а 
значит _f>eL(M*f/). ­­

(2.4.12) Теорема. Если j - : Х ^ У ­ непрерывное отображение, 
то L(W)cL(fM) и CC(H)cCC(fM\ 

Доказательство легко провести по образцу (2.3.6). 
—Определим, степени линделефовости и счетной компактности не­

прерывного отображения ]-:Х-*У соответственно равенствами 
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и Ц-Щ ­ и ссф-.= inj (i\ny ссу-Щ. 
(2.4.13) Теорема. Пусть j­:X^­L/ ­ замкнутое непрерывное ото­

бражение и • тогда Ц?(ф1(Ю/ьЩ) и ccff'ftft>CC(H)ACC(J). 

Доказательство легко провести по аналогии с доказательством 
теоремы.(2.3.18). При этом для того, чтобы установить первое нера­
венство, в качестве % следуе;т взять произвольное счетное подсе­
мейство семейства ^ . Для доказательства второго утверждения сле­
дует ограничиться рассмотрением счетного семейства ?с£

с 

В заключение рассмотрим случай, когда М ­ нечеткое подмножес­
тво обычного топологического пространства X . Нетрудно убедиться 
в справедливости следующих утверждений: 

(2.4.14) Теорема. Если для каждого у > р с множество М" Qf*,i] 
линделефово, то IfM^jb. 

(2.4.15) Теорема. Если для каждого f>f>° множество И Qf, i l 
счетно компактно, то oc(W)^ jb. 

В случае, когда отображение М полунепрерывно сверху, преды­
дущие утверждения, могут.быть усилены следующим образом. 

(2.4.16) Следствие. Пусть М^1Х полунепрерывно сверху. Тог­
да .в том и только в том случае, когда множество 
линделефово. 

(2.4.17) Следствие. Пусть М е1 полунепрерывно сверху. Тог­
да сс (К) tß> в том и только в том случае, когда множество И If, i] 
Для каждого f^Jb 0 счетно компактно. 

Подчеркнем существенность требования верхней полунепрерывнос­
ти, отображения М. ..Для (2.4.16) в этом легко убедиться на примере 
(2.3.53). .Для (­2.4.17) рассмотрим следующий пример. 

(2.4.18) Пример. Пусть линделефово пространство X представи­
ло в виде объединения двух дизъюнктных нелинделефовых подпрост­
Ранств: X=X^UXÄ. Определим Mel равенствами M(x)=Q, при хеХ, 
и M(x>QÄ при д е Х А 1 Где 0щ<а$«1я<1. Тогда ^ К О ^ М ^ Л 
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а следовательно, для JtefQ^Q*] множество XrM (f>°, Л не линделе­
фово, но при этом 

Б. Спектр наследственной линделефовости нечетких пространств 
• . , *•• — f, .. . . 

(2.4.19) Определение. Спектром наследственной линделефовости 
HL(X) нечеткого пространства (X ,Т ) называется пересечение 
спектров линделефовости всех нечетких подмножеств данного прост­
ранства: А(Х) = П { Ц М ) : Ме1хУ . Степень наследственной линделе­
фовости К6(Х) нечеткого пространства X определяется равенством 

Нетрудно показать, что hl (X) = inj (I^HL fX)). 
Непосредственно из определений легко убедиться в справедли­

вости следующих утверждений: 
(2.4.20) Предложение. HL(X) = Л ÜL(M) : И Г С ! 
(2.4.21) Предложение. Пусть ( X , f x ) , ( У , £у) ­ нечеткие . 

пространства и %: Х-Ч/ ­ непрерывное сюръективное отображение. 
тогда HL(X)cHL(y). 

Как известно, регулярное линделефово топологическое простран­
ство является, наследственно линделефовым тогда .и только. тогда, 
когда оно совершенно нормально, (см., напр., [7, с.15б]). Приведен­
ные ниже теоремы (2.4,22) и (2.4.23) мы рассматриваем как два ва­
рианта нечеткого аналога этого утверждения. 

(2.4.22) Теорема. Пусть ( X , Т ) ­ нечеткое пространство. Тог­
да, если fiel,(X),р>^ и для каждого V е Г существует последова­
тельность Мп^Т­0

. удовлетворяющая .условию 4=VMn^p , то ^>ef/L(X). 
Обратно, если.^eH/.(X)f)R(X), р>^ , то для.каждого МеХ такого, 
что Y=V>^>. , и каждого 2>>0 найдется последовательность Щ^е^ 
Удовлетворяющая .условию У=уМл ъ р . Если же при этом ä=U^p 

Для всех Ц е Т , то последовательность М а е £ С может бить выбра­
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на так,­чтобы­. У Я У Мл > р. 

Доказательство. Пусть У е Г , и^Т и У с \ / # >/> , где / >е 

е1(Х), Выберем последовательность ^еХ, так, чтобы УМ Л
д У* 

* Д Отсюда можем заключить, что ^'сУй^р ..Поскольку реЦНп), 
то Для некоторого счетного с ^ . Но тогда УДО^У^о* 
>,;, где И в ^ У ^ Л в Л ] . Отсюда следует, что , а это 
согласно (2.4.20) и означает,'что ре ИЦ)С). 

Обратно,.пусть ^еН1 (Х)ПК(Х) , />>­£., <&>0 и У е Г таково, 
что У= У £ р . Воспользовавшись ( 2 . 1 . 3 7 ) , для каждого .хеХ тако­
го, что У(х)> /> , и каждого ^6(0,б] выберем ^ х е ^ и М\еХ

С так, 
чтобы 1 Й с ( Й ^ - * > * - 4 и н1гУ*Р'Ъ*р-Ь 

Положим И - { ( 1 х 8 А е ^ А ^ 6 Й ^ З . Тогда Чс\[П>р , а следова­
тельно, найдется 1(о"{14,...,Цп,.ЗсИ такое, что Ч^Ы%,>р . Рассмот­
рим нечеткие множества МЛ , соответствующие по построению нечетким 
множествам Икеио , т.е. Чл^НпУР"^ и Мл€\1*р-& . Из этих 
неравенств легко следует, что У ^ ^ У М , ^ ^ ­ & и УМ^У >р-§>. 
Поскольку можем считать, что р~Ь>^ , из первого неравенства за­
ключаем, что У с У М Л ^ £ ­ & ' , а следовательно У=У 

Предположим теперь, что И=Чър для каждого ^ е

Т . Тогда 
неравенство Ц=Цър имеет место и для каждого М е <

С
с

.Но тогда 
неравенства Ц л ^ М ь ^ ­ б и . М л с У ^ ^ ­ б , установленные в преды­
дущей части доказательства, оказываются эквивалентными неравенст­
вам Иц'сИц^р и Мп^Уър соответственно. Отсюда, рассуждая как и 
в первой..части.доказательства, приходим к неравенству Ч=ЧК>Р-

Замечание. Условие У= У > 6 во второй части теоремы является 
существенным. Действительно, пусть (X , Т ) ­ наследственно линде­
лефово регулярное топологическое пространство.и Т ­ нечеткая то­
пология, на X , порожденная семейством . Тогда 
^ 4 * 1 . Однако при Р>

^[. для У = # не существует последователь­
ности Ь\леХ° такой, что У г У % * / > ­ & 
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ļ 
(2.4.23) Теорема. Пусть (X ,1") ­ нечеткое пространство. Если 

для каждого Vв:Т найдется последовательность ИцеХс такая, что 
VMn,"V.... то L(X) = HL(X). Обратно, если нечеткое пространство (X , 

V) регулярно в смысле Аднаджевича (2.1.42) и peHL(X)t то для 
каждого У ^ Т такого, что У- Y ^ р , найдется последовательность 
ЦЛ g "С?­ г­ удовлетворящая условию Y= V Мл ̂  • 

Доказательство. Первое утверждение легко проверить по анало­
гии с доказательством первой части предыдущей теоремы. Обратно, 
пусть.Уб­ТГ. Для каждого .хеХ и каждого Ь>0 построим нечеткое 
множество такое, что U%iV и U$(x)>Yķ)-&. положим U-

Тогда YsV2l, , а следовательно, 4čVll>p . По­
скольку ре HL (X) , найдется %={\lh..., Un,...^cU- такое, .что V^VZ/o^. 
Но тогда, тем более, VsVM F T ^J8 , где Им=Йл , UneU . С другой сто­
роны, поскольку , а следовательно, 
>VeY* ja . 

Как известно, свойство наследственной линделефовости тополо­
гических пространств, легко может быть потеряно при произведении да­
же двух сомножителей. Тем больший интерес представляет теорема Уил­
ларда [l09ļ (см. также [2б]), согласно которой произведение нас­
ледственно линделефова пространства.на пространство счетного веса 
является наследственно линделефовым. Доказываемую ниже теорему мы 
рассматриваем как нечеткий аналог теоремы Уилларда. Предваритель­
но, однако,.докажем следующую лемму, представляющую и самостоятель­
ный интерес.. 

(2.4.24) Лемма. Пусть ( X ,Т) ­ нечеткое, пространство и f'hliļK), 
Тогда для каждого Ō C C найдется счетное подсемейство.0с$ та­
кое, что­(М'.)Л^. ( Y f l > > . 

Доказательство. Пусть [0,Д]ЛО.= £Д&,.„ ,/п , . . ,5 ; для каждого 
h рассмотрим, множество Р Л = (х- х е X , V . [ V(x)- : Cf J >pņ] . Тогда, 

к

ак легко заметить, Tf^VlJ*Рп , а следовательно, найдется счетное 
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дсемейство |1,с$ такое, что D č^ldn^fen.. Положим Ō­l/flīr­fteiU. 

Тогда I U К Л 0 и из построения ясно, что 
(Отметим, что утверждение; этой леммы нельзя обобщить на слу­

чай JoeHL(X). В самом деле, пусть ( X ,Г ) ­ несчетное наследствен­
но линделефово топологическое пространство и пусть 
Тогда, как легко заметить, 1еШ.(ХД:') , но при этом для C s

(§A
: А с 

c­xict' не существует счетного подсемейства $<=\J такого, что 
VD' = V U ) 

(2.4.25) Теорема. Если ( X, Т х ) и (У , ) ­ нечеткие прост­
ранства, ­причем XiJ?f и UJ(X>X0, то Ы(Х»1/)­М(.У). 

Доказательство. Установим, прежде всего, неравенство к1(Х*У)* 

}ЩУ). Пусть р*к1{У), Met*, Hety . Покажем, что ре1(Х*У) . Для 
этого рассмотрим некоторую счетную базу 1)Х

= [U|,..., Цц,...1 нечеткой 
топологии Т* и положим 0-[(tļ*Y ; t7ftelT* VeÇy} . Пусть и 
WxNSYtï^J& ; покажем, что в этом случае M x/Jc Vtî'^jè и для 
некоторого счетного подсемейства ltf'<̂  U) ; отсюда сразу будет сле­
довать, что fc€ £(Mx*V). 

Представим LU в виде 
т.е. 1 4 образовано теми нечеткими множествами из U7, в качестве 
первого сомножителя которых фигурирует Un , и пусть 
Воспользовавшись предыдущей леммой, для каждого ïieii выберем счет­
ное подсемейство i'^U так, чтобы (Vlï)Afi - (Vti)AJ& , и рассмот­
рим семейство. ФпЛ(1а*Й : УЦе^.} . Тогда (VI© AJ> = (Vltfft)Apf а 
следовательно, и (VlD'V£ = (\/иЗ)Л£, где liJ'-iDļU...iMâlL • Посколь­
ку N*f|eVll)*p , отсюда легко следует, что Мх/^£ V l 0 % 6 , а 
значит, peL(ti\*rf). 

Пусть теперь ОеЛГ . Поскольку KX(X)*J& , то 0=V{llA*Vainell} 

Для некоторых ИцеО*Vb.eTj ...Как мы уже установили, реЦЦ,*)/п) 

Для. в с е х а следовательно, fie ЦО) (2 .4.9). Отсюда, сослав­
шись на теорему (2.4.20), заключаем, что реШ(Х*У). Тем самым 
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Обратное неравенство немедленно следует из теоремы (2.4.21). 
Отметим, что наше доказательство теоремы (2.4.25) опирается 

на лемму (2.4.24), и поэтому непосредственно его нельзя обобщить 

да [109], [26] использует регулярность рассматриваемых топологи­
ческих пространств. Поэтому небезынтересно отметить следующее ут­
верждение, вытекающее сразу из теоремы (2.4.25) и доказываемой ни­
же теоремы (2.4.27), в котором не предполагается отделимость рас­

(2.4.26) Следствие. Произведение топологического пространст­
ва счетного веса на наследственно линделефово,топологическое про­
странство, является наследственно линделефовым. 

(2.4.27) Теорема. Для топологического пространства (X ,Т ) 

следующие условия эквивалентны: 
(I) пространство (X , Т ) наследственно линделефово; ­' 

(2.4.28) Лемма. Для каждого топологического пространства 

для доказательства ­равенства п(-[ь]= п1[л*У). 

Оригинальное доказательство (топологической) теоремы Уиллар­

сматриваемых пространств. 

(2) Щ%,Г)>0 ; (2') М(Х,Т ) - 1 ; 
(3) ЯС(ХДТ>0 ; (3') № ( Х Д Т Н 

, отсюда следует, что найдется некоторое счетное 

Довательно, VII > р-й> . .Ввиду произвольности отсюда 

Переходим непосредственно к доказательству теоремы. 

неравенство доказано. 
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(I)^(2').. Согласно теореме (2.4.20) достаточно проверить, 
что ЦМ)=(0,11 для каждого М ^ Т . Пусть 11^1 таково, что 
£У%>р . Поскольку все множества в рассматриваемой ситуации 
четкие, последнее неравенство равносильно включению Н<=иЫ . Вви­
ду динделефовости множества И найдется счетное подсемейство ИСИ 

такое, что М^С/^ й а следовательно, Н^Уи!>р. 
Импликация (2')=И2) очевидна. 
(2)=К1). Пусть к1(Х,Т)=р>(], и ­ открытое покрытие мно­

жества М'^Х .. Тогда №У11=1ър , а следовательно, для некоторо­
го счетного Ш<=Ы имеет место неравенство НсУИ'ър . Но по­
следнее неравенство означает, что V! ­ счетное покрытие множества 
И | и, следовательно, М линделефово. 

Для завершения доказательства остается заметить, что из лем­
мы (2.4.28) вытекает равносильность условий (2) и (3) и соответст­
венно (2') и (3'). 



§ 5. Е­КОМПАКТНОСТЬ И Е­КОМПАКТНЫЕ РАСШИРЕНИЯ 

А. Е­компактные­ нечеткие множества 

. Пусть ( Е , ^ ) ­ некоторое (фиксированное) нечеткое пространст­
во, ( X ,Т) ­­..нечеткое пространство, Mel и pel. 

(2.5.1) Определение. Нечеткое множество М называется А ­ Е ­

компактным, если существует гомеоморфное вложение к : X т*­ Е К

, где 
к ­ некоторый кардинал', такое, что f>eRCb(k(ff)fE

K

) (2.3.27). Не­
четкое множество М , р ­Е­компактное при всех pel t называется Е ­

компактным. 
Обозначим через 3Lp ( Е ) (Л ( Е ) ) класс всех.р ­Е­компактных 

(соответственно Е­компактных) нечетких множеств. 
(2.5.2) Замечание. (I) Существование вложения /l:X­*" Е оз­

начает, что нечеткое пространство X Е­тихоновское. Поэтому, гово­
ря о Е­компактности нечеткого множества М , всегда предполагаем, 
что соответствующее пространство X является Е­тихоновским. 

(2) Говоря о (Jfc ­) Е­компактности нечеткого множества Mel, мы 
нередко отождествляем соответствующее нечеткое пространство X и 
его гомеоморфный образ Я(Х) в Е

К

. В этом смысле можем использовать 
обозначение RCL (М, £к

), . . . . . . . 

(3) Из теоремы (2.3.39) следует, что, если реС(М) , то М р-

Е­компактно для каждого Е такого, что X Е­тихоновское. В частнос­
ти, если С(М)=1 и X Е­тихоновское, то М Е­компактно. 

Из.определений­ и результатов § 3 немедленно вытекает 
(2.5.3) Предложение. J ^ ( ? ( I ^ ) есть.класс всех таких нечетких 

подмножеств М вполне регулярных WQ ­пространств, что peC(ti). В 
частности,. Jt(J(l5) есть класс всех компактных нечетких подмножеств 
вполне регулярных нечетких WQ­пространств. 

Нередко полезной оказывается следующая характеристика Е­ком­
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пактности в терминах расходящихся, нечетких направденностей, дока­
зательство которой состоит в непосредственной, но довольно гро­
моздкой . проверке , которую мы опускаем. 

(2.5.4) Теорема. Пусть семейство отображений ^С(Х,Е) таково, 
что соответствующее диагональное отображение Д х : X — Е являет­

ся гомеоморфным вложением. Тогда foe в том и только 
') <= в том случае, когда для каждой нечеткой направленности (х* . М, 

6 > 0 , не имеющей ни одной предельной точки вида х" е.М . 6>0, 
и для каждого ^е(0,&\ 'найдется функция ^еС(Х,£) такая, что на­
правленность ((̂х̂У не сходится в Е ни к одной нечеткой 
точке вида е , 

С2.5.5) Следствие. Нечеткое подмножество И Е­тихоновского 
нечеткого пространства X Ь ­Е­компактно тогда и только тогда, 
когда для каждой нечеткой направленности (х̂  ^ е д с И , не имеющей 
предельной точки вида У? еМ , 8>0 , и для каждого ([е(0,Й най­

дется функция ^еС(Х,Ё) такая,, что нечеткая направленность 
\\г*) не сходится в Е ни к одной нечеткой точке вида е . 

(2.5.6) Теорема. Если для каждого £е5 нечеткое подмножество 
\ нечеткого пространства X: р­Е­компактно при всех Ье(а,Ь\, то 

и произведение М= ПМс р> ­Е­компактно при всех ре(а,1&. В частнос­
ти, произведение Е­компактных нечетких множеств Е­компактно. 

Доказательство легко следует из (2.3.32). 
В классической топологии большое значение имеют характеристи­

ки пространств данного класса и данного веса как замкнутых подпро­
странств некоторого универсального пространства того же веса. Ни­
же будут установлены некоторые нечеткие аналоги такого рода утвер­
ждений. . . ­ • . 

(2.5.7) Теорема. Пусть X ­ Е­регулярное.нечеткое ­прост­

ранство, (Л(Х)<Е , где I ­ некоторый кардинал,. реС(1() и прост­
ранство Е сильно компактно (2.3.58). Тогда существует гомеоморфизм 
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К.Х­т.Е^ такой, что нечеткое множество к(М) р~ л ­замкнуто в £ 
Предварительно докажем две следующие леммы: 
(2.5.8) Лемма. Пусть ( X 9% ) - У/0 ­подпространство произведе­

ния для всех Се$ и при этом £0(Х)$ 

^£<К . Тогда найдется подмножество , 1Л=£, такое, что ог­
раничение на X проекции р : Е­*­£^*« {£с "• является гомео­
морфным вложением .Р0: X £ ? . 

г. 

Доказательство. Поскольку X е £ и и)(Х)*Е, то найдется 
, такое, что каждое УеХ представимо в виде У=р" ,(ЮлХ, 

где.Ц ­ некоторое открытое в Е множество, а р : Е Е ­ проек­
ция. Покажем, что тогда ограничение р 0 проекции р на X являет­
ся гомеоморфным вложением. 

Непрерывность р очевидна. Поскольку X есть ^­пространство, 
для любых различных точек .х,,хяеХ найдется УеХ такое, что цх1)? 
^У(х&). Но тогда И(р(хЩ)фЩр()^ для соответствующего открытого в Е^ 
нечеткого множества II , и, значит, р(х!)4 р(Хя) . Наконец, поскольку 
в X нет множеств, отличных от множеств вида р~'(^)лХ , где II от­
крыто в.Е и­ р(р_<(и)АX) = ЦЛр ( Х ) , отображение р 0 открыто. 

(2.5.9) Лемма. Пусть пространство Е сильно компактно. Тогда, 
в обозначениях предыдущей леммы, если нечеткая направленность 
^ Л е̂А сходится в Е к нечеткой точке ^ 0 , ое(0,©1, то не­
четкая направленность у^еА . где У« = р [Х>), имеет предельную 
нечеткую, точку вида. уо , где у0 е р (1Хо). 

Доказательство. Предположим противное и для каждой нечеткой 
точки вида (/+5

, где Цер~1(Хо)9 найдем ­окрестность вида 
г

Де ДО9 открыто в Е г

, а УУ открыто в Е * ­ П [ С е , которая не 
^­конфинальна с направленностью (|/̂  )о<ЕА • Заметим сразу, что 
^(*О)

>

]Ь­
<

о % & следовательно, Ц У .является .^­окрестностью нечет­
кой точки «х/+._.. С другой стороны, очевидно, У уер'1 [х^)>р-^. 
Поскольку пространство Е сильно компактно как произведение сильно 
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компактных пространств [32] , из U можем выделить конечное подсе­
мейство W Y ^ . V T J такое, что Y U ^ ­ ? . Положим V= =.V \Л 

Ц­.= Д tlyt , W­=UXV. Ясно, что тогда Щх^)>р-Ь и направленность 
(yĵ  *) не является Q,­конфинальной с W . Но тогда из условия У> 
>jb­0^r& следует, что направленность (­Х̂  ). не является (^­финаль­
ной с. ̂ ­окрестностью U нечеткой точки х£ +

^, что противоречит ус­
ловию. 

Переходим непосредственно к доказательству теоремы. Поскольку 
X , будучи Е&регулярным W0­пространством, является Е­тихоновским 
и реС($), согласно теореме (2.3.39) можем считать, что ХсЕ* = Г){̂ *• 
ie'Jj (где |j|=K и Ej.= E для всех Cej ) и при этом ре аде*). 
Из леммы ( 2 . 5 . 8 ) следует, что найдется подмножество такое, 
что , и ограничение на.X проекции р : Е ^ Е ^ Л (^--Се $ яв­

ляется гомеморфным вложением. Для завершения доказательства доста­
точно установить, что нечеткое множество fb=p(fO р­ I" ­замкнуто в 
Е . Рассмотрим нечеткую направленность " » сходящуюся в 
Е̂  к нечеткой точке х£ +

^ , где Je(0(£>], и пусть poYx*V Тогда 
К ]UeA

 с " '
 П
Р

И э т о м из леммы (2 .5 .9) следует, что ({/̂  ) схо­
дится к нечеткой точке вида (// , где р(Уо) = Хо . Поскольку реС(М)} 

отсюда следует, что некоторая нечеткая точка (/ является пре­
дельной для этой направленности. Но тогда нечеткая точка хг 

где *=р(у), является предельной для (itf+<5

) и при этом х^е^/ , что 
и завершает доказательство. 

. ( 2 . 5 . 1 0 ) Следствие. Если X ­ вполне регулярное WQ­простран­

ство, со(Х)<1, Ме1х и ./>еС(М), то существует.гомеоморфное вложе­
ние (г : Х т а к о е , что реШ(ЦМ\$(Т)1). Обратно, если суще­
ствует гомеоморфное вложение к : Х - ? ( 1 ) £ такое, что feRCL(k(ti),f(j$, 
то f>.eC(M) 
— ­ Доказательство.. Первое утверждение немедленно следует из те­

°Ремы ( 2 . 5 . 7 ) и результатов § 3 . Обратное утверждение вытекает из 
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теоремы (2.3.38) и компактности пространства 

Совершенно., аналогично получаем и такое 
(2.5.11) Следствие. Если X ­ вполне регулярное ламинирован­

ное нечеткое М/0­прос транс тво, Сб(Х)<Е , М^1х и. реС(^) , то сущест­
вует гомешорфное вложение к Ш такое, что рЩЦЮ.^У). 

• 

В.заключение рассмотрим взаимосвязь свойства Е­компактности 
в классической топологии и свойства.Е­компактности в нечеткой то­
пологии. Заметим, прежде всего, что, если (Е,££) ­ хаусдорфово то­
пологическое пространство, то, как следует из результатов § 3, не­
четкое пространство X Е­компактно (в смысле определения (2.5.1)) 
тогда и только тогда, когда X ­ Е­компактное (в смысле [27^, 
[?э]) топологическое пространство. 

Пусть НС ­ класс хаусдорфовых компактных топологических про­
странств, £С ­ класс полных по Хьюитту [2б] топологических прост­
ранств,.^ ­ класс. |\|. ­компактных топологических пространств [79] . 

(2.5.12) Теорема. Для каждого Ь€(0,1) имеют место равенства: 
% ( ? ( Л ) Л Тор {$(I))Л Тор = НС; 

Г) Тор = Л р Ш1)ПТор = 

* (ЦЫ))С\ Тор = % (9(Ц%(\ Тор ­ №. . 

Доказательство. Включения №*%($($)с$р($$) и £СсЩ§>))<= 
с

^> легко следуют из теоремы (2.3.36) и известных фактов об­
щей топологии. По аналогии с доказательством теоремы (2.3.36) не­
трудно установить также, что У- ­замкнуто в откуда легко 
следует включение £(Л0) <= Щ> (ШТ). 

Обратно, если X ­ топологическое пространство и к :Х-*-?(1)* 
­ гомешорфное вложение, то.А(Х) содержится в подпространстве I* 
пространства . (Это гарантируется тем, что для каждой точки . 

найдется открытое в Щ) нечеткое множество Ц такое, 
что 0 < 1 ) . далее, если ЦК) р­г­замкнуто в . и содержит­
ся в I*. то А(Х) р ­ г ­замкнуто и в I*. Но для подмножеств хаус­
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дорфовых топологических пространств понятия Ji­r­замкнутости и зак 
мкнутости эквивалентны, а следовательно, в этом случае X ­ хаус­
дорфово компактное пространство, т.е. Jjp ($(11)ПТор<^НС. Аналогично 
устанавливаются включения ^ (ШЬ П Тор с RC и Лр (Ш П Тор с Л/С. 

По аналогии с теоремой (2.5.12) легко убедиться в справедли­
вости следующего утверждения: 

(2.5.13) Теорема. Если Е ­ сепарабельное метрическое прост­
ранство и Ж(£) ­ соответствующее пространство вероятностных мер 
(3.3.1), 'то Х(М0П Тор = j\ (М(£))П Тор есть класс всех Е­ком­
пактных топологических пространств. 

(Требование сепарабельности и метризуемости пространства Е 
нужно для того, чтобы гарантировать отсутствие в Л(Ё) двузначных 
мер, отличных от вырожденных; этот факт используется нами при до­
казательстве .того, что топологическое пространство, будучи вложен­
ным в Jli(£) , содержится в EcJi(E). Вопрос о справедливости этой 
теоремы при менее жестких ограничениях на Е остается открытым.) 

(2.5.14) Теорема. Если Е ­ топологическое пространство, то 
тогда и только тогда, когда ЛХе£(ЛЁ), 

Доказательство. Непосредственно проверяется, что, если Х,У 

­ топологические пространства и X г­замкнуто в У , то ЯХ г ­

замкнуто в С другой стороны, если ЯХ г ­замкнуто в то 
Х=сЯХ г ­замкнуто в У~сЛУ , Для завершения доказательства 
теперь следует воспользоваться равенством (Tit) = Л£ (1.3.7). 

Б. О Е­компактных расширениях нечетких множеств 

(2.5.15) Определение. ft­Е­компактным расширением, или fi-E-

комдактификашей нечеткого множества И называется пара {еН , е Х ) , 
г

Де еХ .Е­компактное нечеткое пространство, содержащее пространст­
во X причем так, что еХ^Х , а еМ ­ ­замкнутое нечеткое 
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подмножество пространства еХ. такое, что М^еМ^М . Пара (еМ,еХ), 

являющаяся р ­Е­котактификацией. нечеткого множества М при всех 
АБ( 0 Д Ь -называется его Е­компактным расширением, или Е­компакти­
фикацией . 

В случаях, когда не должно возникнуть недоразумения, наряду 
с записью (еМ , еХ) будем использовать запись еИ . В дальнейшем 
мы подробнее остановимся на понятии Е­компактификации; аналогичные 
факты имеют места и для р ­Е­компактификации. 

(2^5.16) Теорема. Нечеткое множество М имеет Е­компактифика­
цию тогда и только тогда, когда соответствующее пространство X 

Е­тихоновское. 
Доказательство легко следует из определений. 
Обозначим черезГ6(М) совокупность всех Е­компактификации не­

четкого множества. М. По аналогии с ситуацией в общей топологии 
(см., напр., [79] , [юз] ) , на естественным образом могут быть 
введены следующие два отношения частичного порядка. 

Пусть (е,М ,е ,Х), (е̂ М лХ)е&(М). Положим е,М^еяМ . если су­
ществует сюръекция 'б­.е^Х^Х такая, что ?(х)=х для каждого ХеХ 
и е,М=^(ейМ). Положим е, М £ М . если существует инъекция "У : в|Х —^ 
­*ейХ .такая,­что^У(х)=х для каждого хеХ и едМ°'У­е /А/. 

(2.5.17) Конструкция Е­компактификации. Пусть X ­ Е­тихонов­
ское нечеткое пространство и 9<=С (Х,€)'­­[]С (X, Р 1) ­ некоторое мно­
жество отображений, разделяющее точки пространства X и разделяю­
щее точки и замкнутые нечеткие множества пространства X. Тогда 
диагональное отображение д:̂  :Х­*­ Е осуществляет гомеоморфное 
вложение пространства X в Е*. Отождествляя нечеткое множество М 

и его образ Д?(М), обозначим через М замыкание Н. в Е \ и пусть 
еМ ­ г ­замкнутое нечеткое множество в Е к такое, что М$еМ*М 

и еХ ­ г­замкнутое подпространство в Е к

, содержащееся в X , и 
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такое, что (еЮ СО, А с е Х . Тогда, очевидно, ( е М , е Х ) является 
Е­компактификацией множества И . 

Обратно, каждая Е­компактификация нечеткого множества М мо­
жет бнть получена.с помощью описанной выше процедуры. Действитель­
но, если ( е М , е Х ) е £ ( М ) , то пространство е Х Е­компактно и, 
следовательно, может рассматриваться как V­замкнутое подпростран­
ство некоторого произведения Е . Но тогда и . Х гомеоморфно подпро­
странству в Е , причем, как явствует из § 3 , соответствующий гоме­
оморфизм 'может быть представлен в виде диагонального отображения 
А? для некоторого семейства ^ С ( Х , Е ) , разделяющего точки и раз­
деляющего точки и замкнутые нечеткие множества пространства X . 
Заметим, наконец, что М ^ е М ^ М ^ М , где М ­.замыкание нечеткого 
множества М в Ек

,.а М ­ его замыкание в е Х , и.что е М , будучи 
I*­замкнутым в б Х , является У- ­замкнутым и в Е .. 

Применяя описанную выше конструкцию в случае, .когда 4~С(%, ё), 

и отождествляя пространство X с его образом Д ? ( Х ) , положим 
£М­­ = М . Полученная таким образом Е­компактификация (6М ,6Х) об­

ладает некоторыми свойствами, сближающими ее со Стоун­Чеховской 
компактификацией топологического пространства. В частности, каждое 

.—• 

непрерывное отображение } : Х­*Е имеет непрерывное продолжение $: 
<§Х­*­Е. В следующей теореме устанавливается своего рода макси­
мальность Е­компактификации , <ЬХ) во множестве всех Е­
компактификаций. 

(2.5.18) Теорема. Пусть Е ­ сильно компактное ламинированное 
нечеткое пространство, X ­ Е­тихоновское пространство и (еМ,еХ)е<2(М). 
Тогда найдется такая Е­компактификация (сМ,сХ) , что еМясМ^&М. 

Утверждение­ этой теоремы легко вытекает из следующей леммы: 
­ (2.5.19). Лемма. Если X ­ ламинированное нечеткое пространст­

во,, а. нечеткое пространство Е сильно.компактно, то отображение 
проектирования р : X * Е X замкнуто. 
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Доказательство. Положим ? * Х * £ и пусть Не

1 . Для доказатель­
ства леммы .достаточно проверить равенство р(№)=р.(Ю. 

Неравенство р(М)*р(М) очевидно. Предположим, что найдется не­
четкая точка V X J F E P F A F ) такая, что Хо^р(М) , и.рассмотрим нечеткую 
направленность (х**)^^ р(М\ сходящуюся к Х% . Заметим, что для 
каждого &>0 числовая направленность (си)ыеД не конфинальна с £0,8­6] 

с в 
(в противном случае Ц - 6 + 6 является а ­окрестностью Х0 и при 
этом 0^^6-6+6°+ 6 = 1 для конфинальной части Можем 
считать поэтому, что С^е(6­£Д] для всех о<еА. 

На.множестве П=А*А1 введем порядок, положив ^<^',.где $ = 
= (с

|̂'
г

) f (<4 a

')» тогда, и только тогда, когда of<«/' и /и/г'. Для каж­
дого f=(o/,n) выберем нечеткую точку ^ - е М так, чтобы pftjr)*­^'^ 
и %­д < V $ Qyu . Легке заметить, что полученная таким образом не­
четкая направленность (*#Огег сходится к xt , а следовательно, 
тем более, и к . Отсюда, рассуждая, как и в доказательстве лем­

ё 

М Ы (2.5.9), нетрудно вывести, что нечеткая направленность (у/)+ег • 

сходится к некоторой нечеткой точке у0 , где Уо
€

р~'Б*Ь), и при 
этом с М . Следовательно t,y0

 €

Н и, значит,. Хб ер(М). Вви­

ду произвольности Ф > 0 это означает, что х£ер(Щ), Полученное про­
тиворечие и завершает доказательство. 



§ 6. связность 

А. Спектр и степень связности нечетких множеств 

(2.6.1) Определение. Спектром .несвязности нечеткого множества 
И в нечетком пространстве ( X ,Т ) называется множество Я(М) , об­
разованное числами pel такими, для которых существуют Hi.U^eT, 
удовлетворяющие неравенствам: К Č U| <J2> , М £\i % <р , £/, VUz*f и 
Ш (U, л lQ(x) < р (здесь Множество 
называется спектром связности Н , а число ••= lnļft(§) - степенью 
связности нечеткого множества М в пространстве X . 

(2.6.2) Замечание. Естественно, можно рассмотреть.и более об­
щее понятие (К,l ,т)­спектра связности, где K,t,/пе{о,1,2,з1. А имен­
но, (К,£ ,т)­спектром несвязности нечеткого множества М в нечетком 
пространстве (X ,Т ) назовем подмножество 9)(М) куба I 5 , образо­

ванное тройками такими; что M^U-t^P, №U%$p ,№U,VUtfļŗ 
и 5шз­{Ц,Лl(0f>0 < S для некоторых А

6 Г

. Множество ?(И)~13УЩ:М) 
называется (к,С,т)­спектром связности нечеткого множества. Ai в не­
четком пространстве X . Определенный в (2.6..I) спектр (не)связности 
может интерпретироваться теперь.как линейный спектр (0,3,0)­(не)­
связности. В дальнейшем, однако, мы ограничимся рассмотрением имен­
но таких линейных спектров (не)связности. Общая спектральная теория 
связности выглядит значительно сложнее. 

Непосредственно из определения легко установить 
(2.6.3).Предложение. Пусть X ­ подпространство нечеткого про­

странства X , причем Х м сХ' и M ' ! ­ M L . Тогда S(M')=S(M). 
Таким образом, определяя спектры связности нечеткого множест­

ва М t можно без ограничения общности считать, что Х = Х М . 
Легко убедиться в справедливости следующих предложений: 
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(2.6.4) Предложение. Если ^> е^(Ю, то найдется <§>>0 такое, 
что 

(2.6.5) Предложение. 5(^)^0 ; в частности, 0,з(И)е.$(МУ 

(2.6.6) Предложение. Если 1Хм( = 1 , то ЩМ)в0 и, следова­
тельно, >5(МИ и б(Ю­ 1. 

(2.6.7) Предложение. Пусть Т и Т ­ нечеткие топологии на X, 
причем Т.$Т'. Тогда ЩН. (Х,Т)) ̂  ̂ (М, (Х/Г)). 

(2.6.8) Предложение. ̂  (М, (Х,Т))= ̂ (М, (X, ЛгЗ) Для каждой 
нечеткой­топологии Т . 

Следующая теорема может рассматриваться как нечеткий аналог 
известного утверждения о связности объединения двух пересекающихся 
связных.подмножеств топологического пространства: 

(2.6.9) Теорема.,Пусть М е 1 \ ^5(М)П5(М) и Я2/^</>. Тогда 
е̂5(М\/А/) , а следовательно, В частнос­

ти, если 
Доказательство. Предположим, что ре%(МУН). и пусть МУ^с[(, <Д 

МУ^еИа<£ , Щчйеи^Ц^Ь и 5ир(И,Л^)(х)<Д (Считаем, что 
Х = ХмМ •) Зафиксируем ХоеХ так, чтобы Ис

(х^У^
с

(хо) </> • Посколь­
ку ММ^Щуи^р , имеем (Щ^^^Ч^и^^. Для определен­
ности пусть \1\{Хо)>р ; тогда из условия и/(Хо)Л1/а(Хо)<£ заключаем, 
что ЦЛ(Ло)</>. Отсюда следует ^\1^<р , Н^\Х%<р . Поскольку М № 

. Но тогда НУ^и^ 
>ГР , что.противоречит выбору множества . 

(2.6.10) Теорема. Пусть X , У ­нечеткие пространства, Ме! 

и у :Х-*-У ­ непрерывное отображение. Тогда 5(М)с5(/(М)) и, следо­
вательно ,­ э(М)«.Щ(М)). 

Доказательство состоит в непосредственной проверке. 
Хорошо известно, что произведение непустых топологических про­

странств связно тогда и только тогда, когда каждый сомножитель 
связен. Доказываемая ниже теорема (2.6.14) может рассматриваться 
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как нечеткий аналог этого факта. Предварительно установим ряд вспо­
могательных утверждений,. ­. 

(2.6.11) Предложение. Пусть (X , Т ^ ) , ( У ,Ту) ­ нечеткие про­
странства; Ие^ЛеТР и МхД|е1ХхУ . тогда 5 ( М ) П 5 ( М ) с 5(М**0 

и, следовательно, 
Доказательство. Пусть ^ = Х Х

У . Как и обычно, считаем, что Х= 
= Хм , У = У^ . Предположим, что ре^\(Н^Н). Тогда найдутся Ш Х в ^ , 
удовлетворяицие неравенствам Мх̂ | <̂ > ( Мх/\|егЦ/А < ̂  , .Мх/^гМ{УИ£* 
?|> и ЗЦр(ЦМ£)ф<_р. Зафиксируем точку (хА,УяУХ

х

У так, чтобы Мс

(х^У 
VNсСул)VЦ(Хя,1Д)<^ , и точку (Х|У|)€

­Х
Х

У , для которой выполнено нера­
венство Мс

(Х|
Ч

)УМ
с

(1/,)\/И̂ (х|̂ ,)</». Определим нечеткие множества М,Й е 1 * 
равенствами 

М(х)А^(у^ п Р и у=у, |М(Хй)Ы(у) при х=х я 

О при у^у (

; ^ Х ' У ' = 1 о при х ^ А . 

Заметим, что М ^ с = ^ М с ( х , у ) М с ( х , у ) * М с ( х * ,^У/ ) с ( х я <1/,>(М ( х 8 ) л 

Л % 1 ) с V (МК)ЛЛ1(»У­ Мс(х*УУДС (у,)<д 
Поскольку, очевидно, ЙУ/1<М*Л1 и Мх/^г \У( V И£ , то МУЛ/^ 

с другой стороны, Й У Й е у ^ * М е

Ч = х ^ М°(х,(/)V1^Сх, 
у К мс К , ¡0 у юя (л,») = мс М V с V % (х,, у) < р. 
Аналогично устанавливаем, что МУ№ № 5 < ^ . 

Из полученных неравенств следует, что бе?\(МУЛ/) . Но тогда, 
согласно (2.6.9), либо рещп), либо реЩН). Положив для опреде­
ленности р€^(М) = ̂ (М,ХхУ) и воспользовавшись предложением (2.6.7), 
заключаем отсюда,.что />.е^(МДХх

У). Но тогда, согласно доказывае­
мой ниже лемме (2.6.12), ̂ е

Я(М,ЛХ), а следовательно, ввиду (2.6.8) 
, что и завершает доказательство. 

(2.6.12) Лемма. Б обозначениях предыдущего предложения имеет 
место­равенство­ 3 (М, Я X * {(/,})» 3 (М, X). . .. 

Доказательство. Положим Х'=ЛХ* {у,} . Тогда, поскольку вне 
множества X функция М обращается в нуль, имеет место равенство 
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$(МДХ*У) = 3(М',Х') . где М'= Й|Х' (2.6.4). 
. Пусть /,€

"^(М',Х'), тогда найдутся ^ь^я,е"Гх/. такие, что Л'сДО#'< 
< ^ , М с ^ < ) Ь , М'сЦ'^и^р и ЗДОМ'Л^ХЛЙУА Отображение 
Х '^­ЯХ , задаваемое равенством Х(х,у,) = х , осуществляет гомеомор­
физм пространств X и ЛХ (1.2.13), и поэтому найдутся ^, ̂ е Т х 

такие, что ^1(х,у()=Ц(х) и (1я(х,Уя)=Ц«(х)• Поскольку Нс(у?)<р , нера­
венство с Ц/У^ равносильно неравенству ^ М ^ И/УМд , а не­
равенства М с II; <Й равносильны неравенствам Не (с=1,2). 
Поскольку (Ц,'Л 11ь)(х,у1)= (и,л14)(х), отсюда следует, что ре 

а значит, 
I 

Обратное включение доказывается совершенно аналогично. 
С2.6.13) Следствие. Пусть (X ,Г) ­ произведение конечного 

семейства 1(3̂ ^
:

И,...,Г1\ нечетких пространств и пусть М = ПМ; ­

произведение нечетких множеств №¿^1
 1
. Тогда 5{Й)эф5[ге) и, 

следовательно, Л 
(2.6.14) Теорема. Пусть {(Х^Т^че!^ ­ семейство нечетких про­

странств и (X /С ) ­ их произведение. Далее, пусть М = П ^ 1 ..­

произведение нечетких множеств М;,е1Х |'. Тогда 5(М)=>Д5(Х) и, 
следовательно, 5(И )>.Л з(МЛ. Если при этом все нормированны, 
то 5(М)яД5(.И() и, следовательно, 5(М) = .Л 

Доказательство. Для доказательства первого утверждения пред­
положим, что /»е^(М). Тогда найдутся М ^ е г такие, что М^Н(<р, 

Меи/Л<^ , МеИ/,У^*/> и эир (И/,Л^)(х)­^0</> . Выберем точки 
У,*еХ так, чтобы Мс(у)УЦ(у)=^<^ , МС

(«*)У & , и по­
ложим у-тдиЧуь ,У|,уЛ 

Поскольку ­ Л£ У И4 > ̂  , ­ то %(у)*р, а следовательно, най­
дутся Ц^€/С£, такие, что И^»..Л^*Х*<И^. и. Щу)>р-, 
здесь. Х*­П{Х^ сеЙ,.где Мг,,. . . ,Ц}. Рассмотрим точку " И й ^ Х 

такую, что.^ = ̂  \=Уь ­ и .£ £ =*г при ье:/*. Тогда Щ£)=Щу)> 
>^Г, а следовательно, М^(^)>^ , и, значит, М}(<:)*)Г<^ . С другой 
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А МгЙГ), если .х*­^ 
С Т Е К 
л . если 

Положим. ̂1= Мс1

х

...^М^ х М* и убедимся, что ̂ е?)(./0-

В самом деле, поскольку /^М , то \\с%\1 У/^ър . Далее, не­
трудно заметить, что 
^ШШ^)

ае

М
С

Й)У\^(*)<|>. Наконец, Ш{%ьШЪ*^(ЩЩ*)<Р-

Итак, />€Й(/0. Согласно (2.6.13) и (2.6.6), Щ^^^Щ^иЩ^Н^ 
а следовательно, Ре

ЩМ'^) для ̂ некоторого К .... 
Для доказательства второго утверждения достаточно проверить, 

что в случае нормирования нечетких множеств ^(Мс^ЭД) для всех 
Пусть. р^^М^ тогда найдутся ¿4,14еГ£ такие, что И^и^р, 

Н&1<р , М £ г 1 Ш ^ Й и зш>.№ЛУ1Х^, Тогда Ц­Я^ОЬ) , У= 
в

Мч/
е

^, и при этом М£Ц<̂ > , М'с^р ввиду нормированноети 
всех нечетких множеств ¿€0*, Далее, поскольку £ £ (Мг) и 

иУУ>р | то Н<=Уч11>р . Отсюда, с учетом равенства 
^(1МУ)Й­^.{ХЬЛЙ)М) и следует, что jL.e9.fjlf). 

(2.6.15) Замечание. Требование нормированноети всех сомножи­
телей является существенным для второй части теоремы. Действитель­
но, пусть Х|=Х̂ =̂ | ­ счетное г. дискретное топологическое простран­
ство; М, = з , \=ъ- Тогда Л И ) - Г Д | ] , ^ | ^ ) = Й Й но при этом М = 
в

Ц*Ц
5

5 и, следовательно, Г0„|]. "Рудиментом" условия нор­
мированности в "четком" прототипе этой теоремы является требова­
ние непустоты всех сомножителей. 

стороны, а следовательно, 

Рассмотрим точку <**• (̂ \ез*
 е X и определим нечеткое множест­

во М*е"1Х 

http://jL.e9.fjlf


Б. Степень связности отображений 

Хорошо известно, что прообраз связного множества при монотон­
ном открытом отображении связен. Доказываемую ниже теорему (2.6.22) 
мы рассматриваем как нечеткий аналог этого утверждения. Предвари­
тельно нам потребуется распространить понятие спектра и степени 
связности на случаи отображений нечетких пространств. 

Пусть (X .'Сх ) I (У 9 *£у) ­ нечеткие пространства, / :Х~*~У -

непрерывное отображение. 
(2.6.16) Определение. Множество 3(})= $5($'(У$ называется 

спектром связности, а его дополнение ­ спектром не­
связности отображения ^ . Степенью связности отображения ^ назы­

вается число з(^)= Сп£,9){£). 

(2.6.17) Предложение. Если ре #(/•), то (р-&,р\с<%({) для неко­
торого Ъ> 0. 

(2.6.18) Предложение. Щ)Ф0 ; в частности, Оевф и е(̂ )е5(/). 
(2.6.19) Теорема. Для каждого 1еУ рассмотрим непрерывное 

отображение ^гХ^Ус ( Х | , Ус ­ нечеткие пространства) и пусть 
^ = П ^ : ЛХг­*(]^£ ­ их произведение. Тогда Р^Г/г) и, сле­
довательно­, &($ = А Зф). 

Доказательство. Воспользовавшись тем, что /Уу)= Щс (Ус) (здесь 
У=

(У1)сеЭ), и теоремой (2.6.14), получаем 3(£) = Л 5 (/"'(*/)) = 

-99заЫ= ОЩд-

В справедливости следующего утверждения легко убедиться непо­
средстве иной проверкой. 

(2.6.20) .Лемма. Пусть Х0<=Х , а е 1 . Тогда 3(оХо)с^(Хо) и, 
следовательно, 3(аХ0).^>5(Х^). 

(2.6.21) Следствие. Пусть Хо<=Х. Тогда 2>(Хо̂ =аЦ ̂ Мо), 
^ Х о > П т 5 ( а Х о ­ ) . 



• • - - 1 8 7 -

(2.6.22) Теорема. Пусть jf :Х-*У ­ открытое непрерывное ото­
бражение и tiely

. Тогда, если f^S(j)(]S(li) и li%f, то ре$Ц-Щ, В 
частности, если /^(s(j>s(N}) c , то s(f f(/fi) ^ s(f()/\s(0 . (Запись 
jJ^L& означает,­ что % ) > й для каждого j/ejT(&»fl ) . 

Доказательство. Предположим, что реб(Н)()Щ) и.при этом ре 

ьЩ-Щ. Пусть И,,И»€ГХ таковы, что jJ№)^\lrSi<p, ftt)*H.-f*<f>, 

j'\ti)cU,VКц Ъ и sup Ui)(x)=fo<f) (He ограничивая общности, 
мы предполагаем, что У-Ун , ) и пусть ^=пгах{^,^^\ 

Покажем, прежде всего, что /̂ £̂ (W,)<j& ..Действительно, в про­
тивном случае Л/С

(у)\f}(Ui)zp ; для всех j/e//. Но, с другой стороны, 
поскольку f(tiy£tt\<f>t для некоторой точки Лз 6 Х имеем tlj{x)VUi(Xo)< 

<р. .Пусть Xoe/'(f(x4) и A-(ity(Xo))X0. Тогда кЩ<р . Отсюда заклю­
чаем, что f{tti)(f(Xo!)>f>' и, следовательно, Щх*)^ для некоторой 
точки txVXo. Но тогда ДО*)*?»<Э» а следовательно, AeMx«Ac(x*)Y 
Щ[х*)<р. Наконец, A?U ;V^>^/"1

(Л/)сГх)VW^x)VW,(3c)V¿7^j&. 
Отсюда легко заключить, что J&€#(A) , а значит (2.6.20) .fceflfX^c^) 
что противоречит предположению. 

Совершенно аналогично устанавливаем неравенство t\^^(ii^)<р. 

Далее, № VU^ftifyZUtVU* >jb . Для за­
вершения доказательства осталось проверить, что sup(f(Ui)hf(Uij)(y)<p. 

Предположим, что Щ Щ ^ у 1

и пусть X'=f Yj/') , A'-Z^'X! 
Тогда 5upU ,(x)>y, $upUt(x)>f. Поскольку sup(U,AU*)(x)$fr , отсюда мо­

х' х X , 
жем заключить, что Ut(x?)<p, ия(Хя)<р для некоторых точек л,,хАеХ. 
Воспользовавшись.условием ^\Р° , получаем .h^Ui<p , А^^<р . 

С другой стороны, КЩУи^р'(Н)^и,УЦ^р ., откуда ^е?)(А>?)(Х'>= 
с Полученное противоречие и завершает доказательство. 

- (2.6.23) Предложение. Пусть jiX-^У , д:У^£ ­.открытые 
непрерывные отображения нечетких пространств и h = Qoj- , Тогда 

и, следовательно, 



Доказательство. Из теоремы (2 .6 .22) следует, что для каждой 

В. Спектр­ и­степень связности нечетких множеств в топологических 
пространствах 

Пусть (X.. Т ) ­. топологическое пространство и М е 1 х . Для фор­
мулировки основного утверждения (теоремы (2 .6 ,24) ) нам удобно бу­
дет воспользоваться следующим определением связности множеств в то­
пологическом пространстве (подчеркнем, что оно несколько отличается 
от стандартного (ср., напр., [ £б ] ) ) . Подмножество А<=Х будем на­
зывать несвязным в .пространстве X , если, существуют Ц,МяеТ такие, 
что А<£1//, А<£Ця , АсЦС/ид и Ц,ГШд=^. Б противном случае А 

будем называть связным в пространстве X . 

(2,.6.24) Теорема. Спектр 5(М) состоит из всех таких констант 
Ре1-,~для..которых множество М"(&С,Д связно в пространстве Х^ . 

Доказательство. Заметим прежде.всего, что для Це2 условие 
№11<р означает, что И (рс,£\ф\Х , и, следовательно, неравенство 
/1сЦ>̂ > равносильно включению М " ( Л Й с ­ ( £ 

. Если рФ^(М\ то найдутся. Ц,ДОдеТ такие, что №11,<р , М^/4< 

<]2>, МсМ/УИд*^ и и,ЛидЛХдр0. Переписав эти условия в.виде Н'№ 

видим, что мно­
жество Л (̂ с, Д несвязно в пространстве Хц . Обратно, предположив, 
что несвязно в. Х м , легко приходим к условию. р£Ц$). 

(2 .6 .25) Следствие. $(§)=^ тогда и только.тогда, когда для 
каждого. у>0. множество, й" 4] связно в пространстве . 

(2 .6 .26) Следствие. Если 5(М)=1, то пространство Х/̂  связно. 
Отсюда и из.теоремы 6.1.29 [2б] вытекает 
(2 .6 .27 ) Следствие. .Если непрерывное отображение М :Х ­ ^ ­ 1 

Монотонно и либо открыто, либо замкнуто, то ^ ( М ^ ! . 
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(2.6.28) Предложение. Пусть X ­ наследственно несвязно (т.е. 
связными в X являются только .одноточечные подмножества) и зш>М$а 

­а. Если Ж>)1>1 , то 3(М)=['0(а
с

]. Если же Г К а > { Д то 5(МНЦ6С

], 
где Ь^ЗД.М^ 

Доказательство. Если п. Ш) не одноточечно, то для каждого 
Ь>[} прообраз М несвязен как подмножество пространства 
X , а тем более, и как подмножество пространства Х^ . Следователь­
но, йс+НЩ. С другой стороны, поскольку М"Уа(Д = 0 , то Ща с ]с 

с5(М) , а значит, $[М)-[0,ас1 
Предположим теперь, что М'̂ &УЬоЛ и пусть Ь=&ир М(о() . тог­

да для каждого & > л

­ 1М /^­&,1]|>1 . Рассуждая как и в первом случае, 
получаем 6С

+6£.5(М). с другой стороны, в этом случае \Н~(Ь,й\*1, 

а следовательно, ГО,ИС

«5(М). Тем самым равенство ЩЙ-ЗДО) уста­
г, 

новлено. 



§­ 7, НЕЧЕТКИЕ ПСЕВДОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА­. 
ПСЕВДОМЕТРИЗАЦИЯ НЕЧЕТКИХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

А. Нечеткие псевдометрические пространства 
• ­ ­ • 

Пусть X ­ множество, .Зс=(­Х°\ леХ.сЛе(0,¡0^ ­ совокупность всех 
его нечетких точек (1.5.1), и пусть Зс*

:

= & V {*Х°­.,хе ){\ , где Д°(у)=0 
для всех уеХ (элементы множества мы трактуем как обобщенные 
нечеткие точки множества.X ), 

(2.7.1) Определение. Нечеткой квазиметрикой на множестве 
называется отображение *0 : З^^-^ЕО,*00

), удовлетворяющее следую­
щим трем .аксиомам: 

(МО) для каждой .Хе3£ и каждого Ь>0 существует 8>0 такое, 
. что р(х1х*)<& при ре(Л,*+Ь\(\1; 

( Щ ) если р*<А, то р(**ХР)= 0; 

(М2) р(Л^<р(Йу?)*р(9?Л Для любых Д.у.ЛеХ, 0 * ^ , ^ 1 . 

Нечеткая квазиметрика р . , удовлетворяющая аксиоме 
(МЗ) р(х*туР}шр(у?х**) для любых .х.уеХ, 

называется нечеткой псевдометрикой. 
Нечеткая псевдометрика р , .удовлетворяющая аксиоме 

(N14) если и­ р>*А.,.?о-р(х*ур)>0, 

называется нечеткой метрикой. 
Пара СX­,~р)­называется., соответственно, нечетким (квази)­

(псевдо)метрическим пространством. ­ ~~ . 
(2.7.2) Нечеткая топология, индуцированная нечеткой квазимет­

£2522. Пусть (X , р ) ­ нечеткое квазиметрическое пространство, 
* Ь>0„. множества 0&(/)^\/{^:р(^^)<ь} а А ^ ' - ф ^ ^ } 

называем, соответственно, открытой и замкнутой «^­окрестностями 
нечеткой точки Л З ^ . Нетрудно заметить, что $'*\%{/)*хе$,$>и) яв­
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ляется.базой некоторой.нечеткой топологии.£р.. на X . Будем гово­
рить, что.нечеткая топология tp индуцирована нечеткой квазиметри­
кой р ; соответствующее нечеткое топологическое пространство (X,tp) 
называем (квази) (псевдо)метризуемым. 

(2.7.3) Предложение. Пусть (X ,р) ­ нечеткое квазиметрическое 
пространство и ЛЗВ". Тогда для каждого нечеткое множество 

является S­окрестностью нечеткой точки (т.е. 0&(х*)(х)> 
>Js при ¿¿1... и 0&{xL) = 1 ) , 

Доказательство. Из (Ml) следует равенство р(х[хА) = I , а сле­
довательно, %(X*)(x)^i. Если же 0<<Х<1, то,, согласно (МО), найдет­
ся р>ск. такое, что р(х*х^)< 6 , а.следовательно, 06(х*)(х)> 

(2.7.4) Предложение. Если (X ,р ) ­.нечеткое псевдометричес­
кое пространство, 0^){у) = р и 0<jb<i , то р(х?,уР)=&. 

Доказательство. Пусть (f>n)aein ­ строго возрастающая последо­
вательность, сходящаяся к р . Из (М2) и (Ml) следует, что при п<т. 

p(xVft

)< р№У**)* & . а следовательно, lun(x1yJb'c) = :&'4G>. 
Заметив, что согласно (М2) p(xA,y?a)<ip(x*yf>)*p(x*yP'c) + Q(yP'1, у^), 

и воспользовавшись тем, что, как следует из (МО) и (МЗ), tim P/ty%^)­
-О, приходим к равенству р(*х* у!6) = & . Для завершения доказатель­
ства остается проверить, что <&'=&. Предположив, что и вос­
пользовавшись условием (МО), выберем $>р> так, чтобы. J0

(У^ 
. Но тогда ptff)*p(x*yt>y.p(yty*)<i, , т.е. у^Оъ{Л 

что противоречит определению ^ . 
(2.7.5) Предложение. Пусть ( Х , р ) ­ нечеткое псевдометричес­

кое пространство и ск = у<Ап. Тогда для каждого &>0 имеет место ра­
венство 0&(х*)-Ун0&(у*«\ 

Доказательство. Пусть уеХ и р-=0^)(у) , jV­= Об(хЫа)(у), netf. 

Для доказательства предложения нам достаточно установить неравенс­
тво .pssuppn-fr . Предположим,'что $<f>\ тогда j>.(.xii/*)<6. с ДРУ­

ГОЙ стороны, воспользовавшись (М2) и (Ml), получаем, что р(х*!у^-
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-р(У?к,х,к)<р(х*1у*С)$ р(**у*) . Учитывая,.что,.согласно (МО) и 
(МЗ), <л/р(^х м

)=^, и воспользовавшись (2.7.4), отсюда заключаем, 
что . Полученное противоречие и завершает 
доказательство, ­

(2.7.6) Предложение. Пусть ( Л . Р ) ­ нечеткое псевдометричес­
кое пространство,­ЛЗЕ и &'>&>0 . Тогда 0&(х*)* 0&'(хг). 

Доказательство. Пусть х?£0&(х*) ; тогда каждая .^­окрестность 
нечеткой точки <х ­совпадает с 0&(х*) , а следовательно (2.7.3) 
нечеткие­множества Об(^с

) и О^х**) ­совпадают. (Без ограниче­
ния общности мы здесь можем предполагать, что 0<^<^ .) Но это и 
означает, что.найдутся, уеХ ж ре! такие, что Оь(**С)(У)>Р и 
Ы^)(у)> Р° . Отсюда, с учетом (МЗ), заключаем, что р(<Х*У)<8 и 
р№х*)-р{хт)у?)<Ь , а следовательно, р^^-р^х*)* 
У^)+ р(у^Х*с)< 6+5 . Но это, ввиду произвольности о">0, означа­
ет, что. р(х**£)* Ъ<&'.г т.е. А*еО#Сх*). 

(2.7,7.) Предложение. Пусть (X , р ) ­ нечеткое псевдометричес­
кое пространство. Тогда В&Сх"4) ­ замкнутое нечеткое множество, 
причем &&<Х*\=П>&0&1 (х*). 

Доказательство. Включение В5(х^)с П 0#(х ) очевидно. 06­
ратно, пусть у^еП 0 § ' 0 О , тогда. Р(х"!уА

)<Ь1 для каждого т. 
е. Р(*..у , а следовательно, Ь&(х^)^Ш&>(хи) Для завершения 
доказательства осталось, воспользовавшись (2.7.6), заметить, что 

(2.7.8) Теорема. Каждое.нечеткое псевдометрическое простран­
ство (Х,р). А­регулярно (2.1.42). 

Доказательство. Пусть­ НеТГр и х°^ёа11 . Тогда, согласно пред­
ложениям (2.7.3).и (2.7.6), Х% 0 ^ ( * > 0 %(х*)* 0 б ^ ) < и Для 
некоторого &>~0.,. что и означает регулярность пространства ( Х , р ) . 

­ (2.7.9) Теорема. Каждое нечеткое псевдометрическое простран­
ство ( X , р ) нормально. 
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Доказательство. Пусть А^и,_где АеХр и UeC. для каждого 
/e sA зафиксируем €••= ёу. так, чтобы 0б(х

ы

)**Ц.. и пусть 
Х*^, А , 6 = , ясно, что A ̂ V* U . Аналогично, поскольку U°* Ас

, 
для каждого y"€s Ц с можем зафиксировать 6*6^, так, чтобы ОвСу01

)^ 
*А

С

. Положив теперь W­ v { O | 0 ' у Х ^ с

, имеем U
C

<W<A
C 

Покажем, что построенные таким образом нечеткие множества V 
И W CJ,­дизъюнктны. Действительно, если бы V и W ^­совпадали, 
то «̂ ­совпадали бы и некоторые входящие в определение V и W мно­
жества соответственно. Но это означало бы, что 
для некоторой нечеткой точки £ р(х?а*)< и р(у^£$с)< 

откуда, с учетом (М2) И (МЗ), вытекало бы, что р(х*У^ )* р(х> 

+ P ( / , U ^ ) < M A X F V ' * J a ) . . . 

С другой стороны, поскольку х*ё3А и уЫ311с (т.е. Щу)<рс) 

И при этом 0§(x
ol

)^U И Оё(у^)^А
С , то pQ?,y0>V ,/>(у*/*)* V . 

А следовательно, p^y^^maxi^, &ур) • Полученное противоречие 
И доказывает, что W . Отсюда легко следует, что A<V«V«U, 
т.е. пространство (Х,Тр) является нормальным. 

(2.7.10) Теорема. Если (Х,р) ­ нечеткое псевдометрическое 
пространство, то топологическое пространство (X , сТр ) псевдомет­
ризуема» 

Доказательство. Для каждого o(€(0,l) определим на X псевдо­
метрику d.̂ : X*X­*fO,+°°) равенством с^(х,У>­=р(xti/04

)р(j(
J

,
C

у*
0

). 
Пусть {о̂  '• te^} ­ некоторое счетное плотное подмножество в I и 
пусть Т( ­ топология на X , порожденная псевдометрикой d^L . По­

ложим Iя эирТс . Поскольку супремум псевдометризуемых топологий, 
как известно, псевдометризуем, для доказательства теоремы доста­
точно проверить равенство С̂р'= $uff Тс . 

­Положим . Kjfx, 6): = [у d̂ . (х, у) < б] . Тогда, как нетрудно устано­
вить непосредственной проверкой, имеют место следующие включения: 

U ;(x,&)c0 6 ( J <Y(=' i,ilnD 6 ( / ' ' )" , K.^ и 
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^ М ^ о ^ у ' ^ д п о ^ У ^ л ! 

Остается заметить,. что семейство % ={(1:(Х&): хеХ, &>0, СеМ} явля­

ется предбазой топологии ьир Тс .э а семейство 0я 

ц
с

 "I с. 7 С Е Л / 
0 0§(^ХС

) (°<1,1и служит предбазой топологии ССр . . 
(2.7.11) Теорема. Нечеткое метризуемое пространство (X , $р ) 

является­ АТ< ­лространс твом (;2.1.30). 
Доказательство. Зафиксировав нечеткую точку у^ , положим А« 

•= (|/̂ )с . Для каждой нечеткой точки Х*ёА имеет место неравенство 
у?£ X* . , а следовательно, согласно (М4), / ) ( д ° ! ^ ) > 0 .Но тог­
да можно, указать такое &>0 , что У^ф 0ъ(х*) , откуда А = \/[Оё(х*): 

•Х
Ч^А^ . Но это означает, что А ­ открытое нечеткое множество, а 

следовательно, нечеткая точка У замкнута. 

Б. Псевдометризация нечетких пространств 

Целью этого раздела является формулировка и доказательство 
не четкого, аналога классической метризационной теоремы Нагата­Смир­
нова [80^, [98]. ­ • 

(2.7.12) Определение. Семейство А нечетких подмножеств не­
четкого топологического пространства (X ,Г ) назовем локально.ко­
нечным, если для каждого хеЗЕ найдется 5­окрестность Ц€"Г , ко­
торая (^­совпадает не более чем с конечным.числом элементов семей­
ства Л. Семейство # нечетких подмножеств, представимое в виде 
счетного объединения локально конечных подсемейств, называется б­

локально конечным. 
(2.7.13) Предложение. Если ^ = { • Се^ ­ локально конечное 

семейство, в. нечетком пространстве ( Х , Т ) , то Ас = А .̂, 

Доказательство. Включение очевидно. Обратно, пусть 
Ас , ..тогда, как. следует из (1.5.10)., каждая В ­окрестность 

нечеткой точки л ­совпадает с (без ограничения общности 
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можно предполагать, что <Ц<4). Выберем конечное .подсемейство Л 0 ­

Я {Аь„.­ ,А1 К \ С А И Ь ­окрестность ЦеС .нечеткой точки - Х * , которая 
не (^­совпадает ни с одним А с ' е Л ч Л 0 . но тогда, как нетрудно заме­

(2.7.14) Предложение. Если (X ,Т ) ­ регулярное нечеткое про­
странство ­с»^­«локально конечной базой, то (X ,Т) нормально. 
. Доказательство. Пусть ­ в ­локально конечная база и 

М,Н ­ С),­дизъюнктные замкнутые нечеткие .множества пространства 
X. Для каждой нечеткой точки Х е 3 М , о(<1, найдем пяе/̂  и 0^\еЪт 

такие, что Х ^ О ^ * 0£ < А|с . Аналогично, для каждой нечеткой 
точки У^Ь! , /><4 , найдутся пе#/ и 0 ^ е Д п такие, что (/%30^< 
^Оу^А/с . Для каждого ке^ положим 0 ^ = У { ф : т = М ^ ^ < Л 0* : = 
: = У { 0 ^ - - К У М , ] И } , И П У С Т Ь Ц ^ Л ^ А ­ . Л ^ ; Я 5 ­

•=О^Л02 Л.­.ЛО̂  . Тогда, как'нетрудно заметить, нечеткие множест­
в а «̂:=1«1̂ м и ^:=У^ открыты, а - Д И З Ъ Ю Н К Т Н Ы И . , Л/* \{ц , 
что и означает нормальность пространства ( X , Т ) . 

(2.7.15) Теорема. Регулярное нечеткое пространство с б­ло­
кально конечной базой нечетко псевдометризуемо. 

Доказательство. Пусть Ъ= \)\ ­ б­локально конечная база про­
странства X . Зафиксировав т,пеН и ИеЪп, положим 

Поскольку $ т локально конечно, У и $ И . Воспользовавшись 
предложением (2 .7 .14) и в полной аналогии с тем, как это делается 
при доказательстве классической леммы Урысона, построим "шкалу" 
открытых нечетких множеств {\у^= = &Г\(0^)\ так, чтобы 

при' С|,<С|/. Определим отображение /ц:5Е# 
, положив , и зададим нечеткую квази­

метрику ди:$**%-~10,{\ .равенством ди(Х*уЪ*м(]и(у^и(х*),0). 
Заметив, что М с ^ У ц , и что Ь^;(\евЛ(0,1)} , где М ^ И & 

может рассматриваться как соответствующая шкала, можем определить 
отображения ^ : £ ~ £ Ц Д и Й:3^5Ь—ГвЛ равенствами ^ц(*0= 
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- ( ^ • j r t f U^l и E S F R V I - M Q X F F J F J O - ^ W . - O ) . Ясно, что 
QJ также является нечеткой квазиметрикой и при этом $i(x,y*h$u(x*, 

i/̂
C

) . Но тогда, очевидно, отображение Д : 3£*x

3E*-»-fO,i] , задан­
ное равенством'fu(XV>s(9u(-*V) + 9^ (<!/)) , является нечеткой 
псевдометрикой на X . Построим такие нечеткие псевдометрики для 
всех 11е£Л (при фиксированном me'W ) и положим Рт(х*У^) = sup{j>u(х? 
U^)

:

.U€hnJ ц Дегко убедиться, что j u также является нечеткой 
псевдометрикой. 

Таким образом, получаем семейство {JFIR­fll,ne/|J нечетких псев­
дометрик. Пусть ?п ­ нечеткая топология, индуцированная нечеткой 
псевдометрикой f>m. По аналогии с тем, как это делается в общей 
топологии, нетрудно показать, что нечеткая топология supТ£ так­

же индуцируется, некоторой нечеткой метрикой р, т.е. sup т £ = TJ>. 

Для завершения доказательства осталось проверить, что ?/>-Т. 
Для доказательства включения Vpcv зафиксируем т,П€&1 и по­

кажем, что каждая &­окрестность ^(х*) является окрестностью не­
четкой точки 0 ( и в нечеткой топологии X. Из локальной конеч­
ности семейства \ следует, что лишь для конечного семейства U», 
. . . , Ц ( € \ могут иметь место неравенства­ju,{^t)<^,>..yWK (х

ы

)<i. 

Для каждого из этих нечетких множеств Не » t*l.­.­.K , выберем М/̂ е 

А 

из соответствующей шкалы нечетких множеств так, чтобы для всех у е 
еЩ выполнялось неравенство (х*уР) < & . С другой стороны, 
найдется окрестность U нечеткой точки х , которая ^тсовпадает 
не.более чем с конечным числом элементов семейства \ . Пусть ¿4*/, 

• ••,1Ц| ­ те из элементов этого семейства, с которыми И ^­сов­

падает, и выберем из соответствующих шкал нечеткие множества WjJT' 
i = ± j . , т а к . ч т ' ° б ы й ц й л * * д л я

в с е х ^ иСг! 
Положим Af (хы) := UA W '̂ Л... А W ^ f Л... Л W * ^ . Не труд­

но. заметить, что А/(х̂ ) является ^­окрестностью нечеткой точкиV 
и при этом рт(*У)<& для каждого Ц^е^х*). Но это и означает, 
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что /̂ (х*)с ОаС̂ х*) ., а следовательно, .Тр.сТ. 

Для.доказательства обратного включения предположим, что ОеТ 

и.Х^з'О .Поскольку пространство (X , Г ) регулярно и $ ­ его. база, 
можем найти.т,/те$/ и Уе\£>т , И^Д, такие, что а ^ У * V* Ц«0 . Дег­
ко заметить, что, если У €0 , то для соответствующей фувшщи ри 

имеет место равенство ;/ц(у̂ )=4- , а следовательно, Рт-(х» У^) = 1 
Но это .означает, что, если Й(х"У)< 1 , то У^еО . , а следова­
тельно­, --Д(Х Г 1 - )^ 0 . Таким образом, 0еТ^ , а значит, Х<=Тр. 

Замечание. Остается невыясненным вопрос о справедливости об­
ратного к (2.7.15) утверждения: верно ли, что каждое нечеткое псев­
дометризуемое пространство обладает б ­локально конечной базой? 

(2.7.16) Теорема. Если ( X ,Т) ­ регулярное нечеткое прост­
ранство с б ­локально конечной базой, каждая нечеткая точка в кото­
ром замкнута­, то ( X ,Т ) нечетко метризуемо. 

Доказательство. Достаточно проверить, что в этих предположе­
ниях нечеткая псевдометрика, построенная в доказательстве (2.7.15), 
является нечеткой метрикой. 

­ Пусть х^у^е36* и либо х+у , либо . Воспользовавшись 
тем, что нечеткая точка у^ замкнута, можем найти &>0 такое, что 
У*$0&(х*) . Но это и означает, что р(х*у^)>0. 

­ Пусть теперь о(=0 и рф 1; тогда р(х°, Ц*)=р{^,**)> 0 . Нако­
нец, в случае, когда <̂  = 0 и /> = ̂  , зафиксировав произвольным об­
разом Iе.(ОД),.имеем .р(х° у*)-р (х° у'Ур(у1\ Ч г ) / ) > 0. 

(2.7.18) Замечание. Наряду с нашим подходом в литературе по 
нечеткой топологии встречается и ряд других подходов к проблеме 
нечеткой.(псевдо)метрики и.(псевдо)метризации нечетких топологичес­
ких пространств. Все. известные нам подходы можно разделить на две 
группы. Первую.группу составляют работы, в которых, так же как и 
при. нашем подходе, нечеткая, псевдометрика понимается как удовлетво­
ряющая некоторым аксиомам функция, сопоставляющая паре ­"нечетких 
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объектов" (в нашем случае ­ паре, обобщенных нечетких точек) неко­
торое вещественное число. К этому направлению принадлежат работы 
[в] ,. \Ō\ , [ 4 9 ] . Вторую группу образуют работы, в которых нечеткая 
псевдометрика определяется как удовлетворяющая некоторым аксиомам 
функция, которая паре объектов (четких или, реже, нечетких) сопо­
ставляет некоторое нечеткое.число. Разработке этого направления 
посвящены работы [28] , [ 4 3 ] , [2б1. Идеи второго подхода использу­
ются в Дополнении. 



§ 8. НЕЧЕТКИЕ КРУЖЕВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Класс кружевных пространств, введенный в 1961 г. Сидером и 
подробно исследованный Ц.Борджесом [12] , является одним из.наибо­
лее важных классов обобщенных метризуемых пространств (см., напр. 
[б]). Здесь мы распространяем понятие кружевного пространства на 
категорию нечетких пространств. Актуальность концепции кружевного 
нечеткого пространства, наряду с моментами, аналогичными общетопо­
логическим (близость классу (псевдо)метрических пространств, инва­
риантность относительно важнейших операций и т.п.) объясняется еще 
и тем, что в определении (нечеткого) кружевного пространства не 
используются точки (нечеткие или обычные), что является немаловаж­
ным преимуществом ­ как концептуального, так и технического харак­
тера, в контексте нечеткой топологии. 

(2.8.1) .Определение. Нечеткое пространство (X ,Г) называет­
ся кружевным, если каждому Ц^Т можно сопоставить последователь­
ность ( ( Л ^ е^СС 1 причем таким образом, что 

(I) Ц я £ II для каждого пе(Н, 

сз) у у л = а , 
(3) если К « У е Г , то 11п*Х для каждого пеН. 

При этом без ограничения общности можно считать, что ¿4«^ для 
всех и.еТ, гивЫ 

(2.8.2) Предложение. Подпространство кружевного нечеткого 
пространства является­кружевным. 

(2.8.3) Определение. Пусть (X , Г ) ­ нечеткое пространство и 
^

С

Т Х 1 * . Тогда ̂  называется пара­базой пространства ( X. ,Т ), ес­
ли для каждого и е Г найдется подсемейство \ Л и с

^ такое, что К= 
'У{У< = ( У Л ^ Л Л • У­{М' ( А У « ) «ХД Семейство ЛГсТ*1 х 

назовем обрамленным, если У1У,: ОЛЛХ^'З« у{4-- {Ч,\)еЯ'} 
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для каждого . Семейство, представимое в виде.счетного объеди­
нения обрамленных...семейств, назовем б ­обрамленным.. 

(2.8.4) Предложение. Нечеткое пространство (X ,Т) является 
кружевным тогда и только тогда, когда оно обладает 6*­обрамленной 
пара­базой.. 

. Доказательство. Пусть /1Г УЯК ­ б­обрамленная пара­база в 
(Х,Т). Для каждого и<=Т положим Ип = у{у^ •• (У„Уа)е ЛП) Уя <ц] . Легко 
понять, что М>-*(\Х^)пец является кружевом, а следовательно,­с/Г»Ц/Гц 
­ (о ­обрамленная пара­база в ( X , Т ). 

Обратно, пусть ( X Д ) ­ кружевное нечеткое пространство. Для 
каждого пеМ положим ­Й1 = {(Цл ,и) : и^г! . Легко проверяется, 
что каждое семейство Ял является обрамленным. 

(2.8.5) Лемма. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое пространство, 
МсХ и о(е1. Тогда замыкание ©(М нечеткого множества в про­
странстве (X Д Т ) совпадает с М , где Я ­ замыкание И в (Х,Т) 

Доказательство. Заметим прежде всего, что о(Н замкнуто в ЛТ, 
а следовательно, о(М ̂°<М . Предположим, что Мф^Щ . Тогда найдет­
ся ХеЦ такая, что оМ(х)<е*, а следовательно, (1­а(М)(х)>/­с< . Но 
тогда (7­<?(М)~ (/­«Л, ¿3 является открытой (в (X ,Т )) окрестностью 
точки ж , не пересекающейся с М . Полученное противоречие и завер­
шает доказательство. 

Из предыдущей леммы легко вытекает 
(2.8.6) Лемма. Пусть С X ,Т) ­ топологическое пространство, Xя 

= ̂ о°М1̂ ...з>Мпз)Мп+1 =ф , Ох<с/0

<

^<...<^^ и .пусть М^1 х определено 
Равенствами М(х)=^ при хеН^^с^ . Тогда ЯГ.(х)вс

^£
 П

Р
И хеМ :\^ + / 

( М ­ замыкание нечеткого множества М в (X ДТ)). 
(2.8.7) Теорема. Топологическое пространство (X ,Т ) является 

к

РУжевным тогда и только тогда, когда нечеткое пространство (ХДТ) 
является, к р у ж е в н ы м . . . . 

Доказательство. Предположим, что (X ,Т ) ­ кружевное; при этом 
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без ограничения общности можем считать, что íincün+l для всех IUT 
и neW. Зафиксировав У е Г f рассмотрим для каждого К­D,ir...,̂ ­i,niel/, 
открытое множество V \к- 2, * tí и пусть (V£ * ' m ) ) n e ^ ­ соот­
ветствующее кружево. Положим Vn=Vr[ V... V Va

2 , где Vn
K = к-Я"* 1УЛ

С*'' 1; 

тогда, как нетрудно заметить, Y e

V V a . Применяя лемму ( 2 . 8 . 5 ) и 
замечая, что V(K

'
n)

­ V ( 2 M + D

, получаем, что Yn*= К ^ '
а

\ fríXí*0 * 
í ( W í ^ ? ^ V J 5 ^ V и, следовательно, Vft­V¿V... V Y?< V 
(Здесь, как и в предыдущих леммах, через А обозначается замыкание 
множества. А в (X ,ЛТ), а через А ­ его замыкание в (X ,Т )). 
При этом из конструкции ясно, что, если Y^ U , то \ * 14 для всех 
neíJ, и, следовательноt Y-*{Yn)neitt действительно является кру­
жевом в (X , Я Т ) . 

Обратно, предположим, что нечеткое пространство ( Х Д Т ) кру­
жевное. Зафиксировав множество Ц е Т , рассмотрим его кружево (U¡)nen 

в пространстве (X ,ЯТ) и покажем, что тогда (Yn = ( ¿ ( J . T ) n e ^ 

является кружевом множества U , в пространстве (X ,Т ). 
Заметим.прежде всего,' что UV n= = (У̂ О ("Я.Ú = 

= 11 (0,l] = U . Для доказательства включения \с11п рассмотрим не­
четкое множество.­^Vn и заметим, что, согласно ( 2 . 8 . 5 ) , 

С другой стороны, поскольку, очевидно, для каждого Ае(ЛТ) с мно­

жество A" (0,fl замкнуто в (X ,Т ), получаем Ya= Y^ (О,.А с Щ'СО.Дс 
cll (0Д]­Ц . Наконец, если UсU', U,U€~Т , то 14 ̂  14 , а следова­

( 2 . 8 . 8 ) Предложение. Пусть (X /С) _ кружевное нечеткое про­
странство, U^T и Aet;c

. Тогда найдется W f l

e

f такое, что И и 
A A I U 1 4 £ Цд^ U V A • При этом нечеткие множества W A могут быть 
выбраны согласованным образом в том смысле, что, если U^Y и 
Aí5et

c

.. T­m.li A.íV B. '' 
Доказательство. Пусть ... Ясно, что, если 
и А* В , то UA^ . Для доказательства неравенства АлИ*Цд 
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предположим, что_(Али)(х)>цл(х) в некоторой точке хеХ. Тогда най­
дется ̂ 0 . такое, что И{х)-Ъ> (ДА(Х) и следовательно, Иц{х)~ Ь>ил(х) 

для некоторого П^Н . Поскольку 1­(1­А)п>А , отсюда следует, что 
(ЦаЛ(1­(!~А),Л)(х)> Цд(х) р что противоречит определению ^ А . 

Для доказательства неравенства 1^<ИУА предположим, что И^(х)> 

>(ЦУА)(х) при некотором хсХ. Тогда.найдется &>0 такое, что' 
ИА(х)>А(х)+& . Зафиксируем так, чтобы (1­А)(х)< 0~А>

)По(х
>

)+^» 
тогда А(х)+^>> А"0"п)пв(х) . Предполагая кружево возрастающим, име­
ем 1­0"А')п<>1­0­А)По при пъПо, а следовательно, ^ ( 1 ^ Л ( 1 - ( Д У ) ) $ 

^1­(<­А) П о <,А(х>& . с другой стороны, V (иаЛ(1-(Щ ,))=У (ип/\(\-(Т-
• • п<По _ п<Пр | 

" А)а1) < и. . Из полученных неравенств вытекает МА(х) - У(и лЛ (I ­ (\ ­

Щ 00­ V (М. л(1­ ( Ш ) М V (Л и„ Л(| ­ (ьЗД) (*) * ( 1М А Л ) » < « А » . 

Полученное противоречие и завершает доказательство. 
(2.8.9) Следствие. Пусть ( X , Т ) ­ кружевное нечеткое прост­

ранство, ЦеТ, А^Т С

, причем А^Ц. Тогда найдется и деТ , удовле­
творяющее неравенству А^ ил ^ < Ц . При этом нечеткие множества 
Ид могут быть выбраны согласованным образом в том смысле, что, 
если Ц<У. и А< В, то МА< Чь. 

(2.8.10) Предложение. Если ( X , Т ) ­ кружевное пространство, 
то кружево может быть выбрано таким образом, что Мп<1!п+, для каж­
дого ЦсТ . и каждого п^Я. 

Доказательство. Пусть и-*-(и.п)пе^ - произвольное кружево в (X, 
Л . Построим по индукции новое кружево и­*(ЦЛ)пец следующим образом. 
Для каждого иеТ* положим Ц=Д; и пусть Цо+1 = Цдд , где АЦ 'КЖ^ЧЦ. 

Нетрудно проверить, что определенное таким образом кружево облада­
ет нужным свойством. 

(2.8.11) Предложение. Пусть ( X , Т ) ­ кружевное нечеткое про­
странство и (М ,Т ) ­ его замкнутое подпространство. Пусть и -*-
­*(ад"))ле« ­ кружево в ( Я , Т М ) , где № . ж й"=\И\Ме'.И 

Тогда существует продолжение этого кружева до кружева ^(^((Й^ел/ 
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в пространстве ( X .f) такое, что 

(а) Щ Ю / ­

И ) Щ И У Ч Ш " ) . 

(в) если Ut<V и ^ ( U * M , t ( Y M ) , то для всех neW. 

Доказательство. Пусть U^f и (Unjaeti - соответствующее кру­
жево. Нетрудно проверить, что (UA"MC)Y'bfW )е*С , а следова­
тельно, ̂л(10 может быть определено равенством: 

Непосредственная проверка показывает, что (^п(1Л)пе^ является кру­
жевом в ( X , Т ) .удовлетворяющим условиям (а), (б) и (в). 

(2.8.12) Теорема. Пусть (X ,Т) и (У ) ­ нечеткие простран­
ства и j :Х­*"У ­ замкнутая непрерывная сюръекция. Тогда, если 
пространство..(Х.,Т) кружевно, то и пространство (У,р) кружевное. 

Доказательство. Для каждого У^б определим кружево У~*(Уг!)пец 

следующим образом. Пусть U=̂ f"̂ (V) и W"*(Wn)fle.i ­ соответствующее кру­
жево в (X , Т ) . Тогда i" 1/fU n) = -- Аа является замкнутым нечетким 
множеством в ( Х . Т ) . Положим \= и покажем, что V—(Y n) n e^ 

является кружевом в (У ,d ). Заметим прежде всего, что, поскольку 
отображение j замкнуто, то V a = f­ [i'f(U^^ i - ( i - ^ J ) ­ Я ^ Л л ) * 

Далее, воспользовавшись тем, что j ­ замкнутая сюръекция, не­
трудно заметить, что (i--j(U^ - Vn . Но тогда 

Наконец, если Y<Y'e<o , то U= j " f ( V ) ^ W' = j / " f ( V ' ) , а следова­
тельно, (4.* 14 и Ап^Ал для каждого Л­6

"^ . Но тогда,­воспользовав­
шись предложением (2.8.8),.заключаем, что U A n ^ Мд» , а следователь­
н о »^>^(и^­.и., значит, Vn^Va. 

(2.8.13) Теорема. Произведение счетного семейства кружевных 
нечетких .пространств является кружевным. 

Доказательство. Пусть для каждого R^Hi ( Xft ,tjl) ­ кружевное 
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нечеткое пространство, и (X , Т )-П(Хп,1*) ­ их произведение. В каж­
дом пространстве ( Хц Д Л ) зафиксируем <э ­обрамленную пара­
базу Я=У.Аь. Поскольку объединение двух обрамленных семейств, 
очевидно, является обрамленным, без ограничения общности можем счи­
тать, что Х с Л Г . положим ^ к ={(У 1 = ^'(и , ;к)л...л^иСи1' 1), % -

=^(иГ)Л... Л ^ Ч Й Г ) - - С-*/" и ? * » Г Д г 1 т ; ш е й 
Непосредственной проверкой.нетрудно установить, что «X является па­
ра­базой в пространстве (X ,Т) и.при этом каждое Як является обрам­
ленным, а. следовательно (2.8,4), пространство (X ,Т ) кружевное. 

Пусть С X. ) , ( У , Ту ) ­ нечеткие пространства, АеТ х и ^ : 
­ непрерывное отображение. Рассмотрим отношение р на Х©У, 

нетривиальными классами эквивалентности которого служат множества 
£'(у)м{уЗ; у € У . Соответствующее фактор­пространство (1.2.18) 
К©У/р обозначим через ХЦрУ. 

Пусть с :Х->Х®У , е : У - * ~ Х®У ­ естественные вложения, С̂­: 
Х©У-"ХЦ.У ­ фактор­проекция и /1 = С̂ <н , к = ^ . ° е . Легко убе­
диться в справедливости следующих двух утверждений: 

(2.8.14) Лемма. Нечеткое множество Уе1*и^ открыто (замк­
нуто) в ХЦ.У тогда и только тогда, когда 
(соответственно, когда к~*(У)еХЦ и К~1{У)еХу ). 

(2.8.15) Лемма. Если V Е ! и , то 
(а) «Г'ГКДО) - ( V ) ; 

(б) к­Ч<1 ( и ) ) - / Г И Л А ^ 

(в) к ­ Ч Ь Д О ) ­ М ^ ­ ' / ( Ш ) . 

(2.8.16) Теорема. Если ( X ,Г Х ), (У ,Ху) ­ кружевные нечеткие 
пространства, АеТ^ и }:(\-*-У ­ непрерывное отображение, той 
присоединенное пространство (ХЦУ.б) является кружевным. 

Доказательство. Для каждого открытого нечеткого множества V 
пространства ХЦ.У положим и-К"'М, У-У'ДО и Ц А -1МА ; со­
гласно (2.8.14), УеТу, ЫеГх и и А еТ х , где Г* ­ нечеткая топо­
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логия, индуцированная на­А . Пусть У~" (Уа)йеи _ кружево в У ; поло­
жим и^=}­<

(Уп). Легко проверить, что М­*­(Цп)п6|у является кружевом 
в (А,^х). Воспользовавшись предложением (2.8.11), можем продол­
жить его до кружева 1Л^(14)Пе^ в пространстве (X ,Х% ) причем так, 
чтобы выполнялись следующие свойства: 

(а) Ц Л Л А = ц£; 
(б) ПдЛА= (4А

; 
(в) если и/ < V , то Мл* Ц а. 

Положим ^1= М̂ Л)\/к(У1г) и покажем, что 
(̂ )пе*У действительно яв­

ляется кружевом в присоединенном пространстве 
Для.того, чтобы установить, что ^а6^, достаточно, согласно 

(2.8.14), проверить, что к Мп)еХх и К'^^еТу . Но это следует 
из того, что, согласно лемме (2.8.15), *гТи0­ Щ1&Ш№)-и«.У 

Для того, чтобы установить неравенство И^И/, положим # = 

г

а(Ип)V* Поскольку, очевидно, ̂  $ 6 ̂  IV , достаточно прове­
рить, что 5 замкнуто в X У . Воспользовавшись снова леммой 
(2.8Д5),_иеем Н'&УН'ЦИпУК'фп)-ЦпV/'Ц(&>/"'(Ю = 

е Т у , а следовательно, £> замкнуто в ХО^У. 

Далее, очевидно, что V % - У (Щп) V л (У*)) = К (VИ,.) V к ( У ^ > 
• М Ю У К О О . ­ ^ 

Наконец, если , то М< М и У , а следовательно, 
К(йл)Ук(Уа)« М/п = К (14) V к (Уп). 



§ 9. КАРДИНАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТ! 

Щ Х ) , если пи >, . Г О 
10, если n(x)<t [и, 

А. Вес 

(2.9.1) Определение. Семейство Я)сX называется базой нечет­
кого множества М, если для каждого У е Т 

(ЕЕ) существует Зу с % такое, что А/АУ= Мл(УЯу) и 
(Б2) существует Ъу^Ъ такое, что МлУс= М л ( Л . . 

Пусть со(М) ­ минимальная мощность баз нечеткого множества М , т.е. 
Я(1()-айп{1х%*Хо93%,№1$£,А база нечеткого множества М } . Нечет­
кий кардинал сО̂  , определенный равенством ^(^щвирНеЩ^: 

, называется весом нечеткого множества.//. 
(2.9.2) Замечание. В случае, когда М - четкое, условия (ЕЕ) 

и (Б2) эквивалентны (всегда можно взять ^ у
=

^ у ) , и поэтому база 

В этом параграфе излагаются основы теории кардинальных инвари­
антов для нечетких подмножеств нечетких топологических пространств. 
При этом мы.здесь ограничиваемся рассмотрением таких кардинальных 
инвариантов, как вес, плотность, спред, экстент, число Суслина и 
число Линделефа (последнее понимается в смысле, отличном от того, 
который был положен в основу определения спектра линделефовости в 
§ 4).. Изучаются также основные'взаимосвязи между рассматриваемыми 
кардинальными инвариантами; многие из этих взаимосвязей вполне ана­
логичны соответствующим классическим прототипам. 

Пусть (X ,Т) ­ нечеткое пространство и М ­ его нечеткое под­
множество. В дальнейшем мы часто будем пользоваться следующими обо­
значениями: 

rM(x)t если M(x)>t, и * / л Щх\ если tf(x)*t 
если M(x)<t. 
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подпространства M топологического пространства Л может быть оп­
ределена как семейство % открытых подмножеств пространства X , 

удовлетворяющее (ЕЕ). Однако в случае нечеткого множества И эти 
условия становятся независимыми и, по нашему мнению, в одинаковой 
мере существенными для адекватного определения базы. Заметим также, 
что условие (Б2) может быть переписано в виде 

(Б2
Л

) существует féy-c$ такое, что h°VУ = М сV(V#y). 

(2.9.3) Замечание. Легко заметить, что сОм = и)м , где ̂ w(°<)
:

= 

(2.9.4) Предложение. Если LO(M)*I и % ­ база нечеткого мно­
жества п , то существует база такая, что 

(2.9.5) Теорема. Для каждого сеУ пусть (X¿,T¿) ­ нечеткое 
пространство, Hiel с и пусть M­ДМ ­ произведение этих нечетких 
подмножеств. Тогда cfy ̂  (У cJ^ VI , где . Если при этом 
все нормированы, то oJw. « cJw. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай двух сомножителей. 
Предположим, что % х и % л ­ базы М, и ^ в X, и Хд соответст­
венно и рассмотрим семейство $ : « { Y * V Y e £ f , Y j e ^ . пусть 

¿=/,2 , 1/*ЦхЦ и выберем $u; c

$, £ ^ c $ ,¿=(2, так, чтобы %Л//£« 
= J U ( V \ ) и (hcVU>}-Htv(V^uc) . Легко заметить, что /fotf­M* 

где Заметив, что J является.базой Af в 
произведении Х|хХд , получаем, что UJ(M)<U)(MI) Ум(М^). Поскольку 
M*/fc\"(M)t xMï)t для каждого tel , отсюда легко следует, что 

Vи)д/д . По индукции отсюда заключаем, что ^M^C^^MI 3 

случае конечного индексного множества 3 . 
Переходя к случаю произвольного множества ^ , для каждого ко­

нечного подмножества Д > с ? рассмотрим базу нечеткого мно­
жества .ПМ: в ЛХг такую, что № P p ) U ^ œ(Mi) и пусть S ( ^ ) = [w* 

. Легко заметить, что семейство 
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Д|<&1 является.базой для Ц и №lejVsiipf|S(J,)l4cJf 
$(У ^(Mt ^ V s , а следовательно, (л(М)^ (У^ о).(Нс^)У] .Отсюда, 
заметив, что М*)=Д (Мс\(х) для всех xe^fO, {] , легко приходим к 
неравенству c J M ^ (V CJ M . ) VJ. 

Переходя к доказательству второго утверждения, зафиксируем 
cd и положим ft­fl/ty^}, « Л {(fy1j):/f d} . Пусть.Ä ­
база, нечеткого множества M:=Mi*M0 такая, что <й(К)я1%1\ из (2.9.4) 
следует, что без ограничения общности можно предполагать, что ^

с 

c

{lt
x Wo:

li^eTc, I/oе

То). Поскольку М 0 , очевидно, нормировано, %•= 
:=

(lli:l4*lt>€f&]| является базой для , а следовательно, со(^)^ио(М} 

Отсюда легко следует, что и>((Мс)^$üü(Mt) для каждого i€I и, зна­
чит, ̂ ^ M i ^ »

 ч т о и завершает доказательство. 
(2.9.6) Следствие. Если М'ДМс и 1Л<# 0 , то &м *^^Мс­

Если при этом все Mj, нормированы, то t J M
 = ^ L ^ ^ i . 

Б. Число Линделефа 

(2.9.7) Определение. Положим £(ff):=m£n{3»Хо: еслиЦсГ,tefö, 
, то существует Ч0

С U такое,'что 
Нечеткий кардинал t M , определенный равенством 
называется числом Линделефа нечеткого множества М. 

Наряду с нечетким кардиналом LM мы иногда будем использовать 
также нечеткий кардинал 1ц , определяемый равенством = sup [t-

t*(M*)>o(l , где Ф):=ЯшЫб­­ если UcZ ,{e[0,i) и * Ш , то 
существует такое, что lUofcs и А/*^ и нечеткий кар­
динал ^ , определяемый равенством , где 

если , то существует 
такое, что Ш<1 и­ Mt <VU0\ 

,(­2­.9­У8­)­Предложение. I£ > для .каждого М . 

Доказательство. Достаточно показать, что Предполо­
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В. Плотность 

(2 .9 .13) Определение. Подмножество А С Х называем плотным в 
М, если АлМр/^ для всех ^ е

Г0 (1). Положим А(§\=№1\1*Х;ЗА(АСХ, 

1А1<5 и А плотно в М)3 . Нечеткий кардинал о1м : К­*­2 , определен­
ннй равенством 6щ^*щ{Ьй(^^Л , называется плотностью не­

жим, что.t*(lf)^l и пусть ЧсТ таково, что .для некоторого 
{е[0,0 . Быбрав убывающую последовательность, ffci)., сходящуюся к 
f,. заметим, что Mt=VtMtn. Поскольку i , найдется %i^U та­

кое, что и М^^УЙд . Положим U0 = U¡Un . Очевидно, что /4* 
^ Y Í / p , . f f i ) M = i , а следовательно, É(Af)*f.. 

(2 .9 .9 ) Замечание. Нетрудно построить пример, показывающий, 
что равенство вообще говоря, не имеет места. 

(2 .9 .10) Предложение. Пусть j - : (Х/Гх)­*­(14Ту) ­ непрерывное 
отображение .и .. Тогда ^ * ̂ м­

Доказательство. Пусть и (ДО\<Уа для некоторого fe 
е[О,i) и некоторого & с £ у . Поскольку, очевидно, j-Ht= ( } . легко 
можем заключить, что и, следовательно, Mt*VJ~(1¿¿) для 
некоторого. ( . но это означает, что (j-Mt*V%> » а сле­
довательно , и, значит, tff^t^t 

(2 .9 .11) Замечание. Нетрудно построить пример, показывающий, 
что неравенство ЩъЬлц , вообще говоря, не имеет места. 

(2 .9 .12) Предложение. оом>$ . и, следовательно, ^м^^м 

для каждого нечеткого множества А/. . . 
Доказательство. Поскольку cty = uJ^ ( 2 . 9 . 2 ) , достаточно про­

верить, что 1ц . Предположим, что и пусть Mt^VZí. 

Тогда для некоторого (liQ^V. ,IUol*í имеет место неравенство 
•ИГЛ (Vtto) , а следовательно, . Отсюда легко заключаем, 
что l*(Mty$ и, значит, tí^ÜJJ?. 
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четкого множества M . 

Наряду с плотностью dH мы будем рассматривать также нечеткий 
кардинал djj : К-*-J , определяемый равенством sup ft :d*(M*)ï<A \ 

для каждого 
(2.9.14) Предложение. ащ»uw для каждого нечеткого множества//. 
Доказательство. Достаточно показать, что, если множество А 

*­плотно в M (т.е. АлМ^М* для всех ie[0,i) ), то А плотно в И. 

Предположив *­плотность множества А в M , рассмотрим убывающую 
последовательность ("t,!), сходящуюся к teС0,±) . Нетрудно заметить, 

что Me- VM*n и М̂ лА = У (^ЛА> у ( м Ш ) rfM^ = M t. Но это и 
означает плотность А в. не четком множестве М. 

(2.9.15) Замечание. Нетрудно построить пример, показывающий, 
что равенство d M = d^, , вообще говоря, не имеет места. 

(2.9.16) Предложение. Если j : Х-^У ­ непрерывное отобра­
жение и Mel. , то d i M £ и и . 

Доказательство. Пусть множество А плотно в M и Б:

=^(А). Тог­
да для каждого te­fû,l) имеет Место цепочка (jM\s}(HthК)* 

è К ) £ j(№t)f\f(f)= (jtt\h3, откуда легко следует доказываемое 
утверждение. 

(2.9.17) Замечание. Нетрудно построить пример, показывающий, 
что неравенство d% <• du , вообще говоря, не имеет места. 

(2.9.18) Теорема. Для каждого i d пусть (Х^,^) ­ нечеткое 
пространство и пусть M=HMi ­произведение нечетких множеств /(­el*4 

Тогда ^ (V^d J.4) V | , где /^'=

J . Если; при этом все нор­

мированы, то и V j
0

^ °̂м­
Доказательство. Для каждого ted" найдем множество A¿<='X¿ такое, 

Положив A^Q^t» имеем IAU.V/AilVj. 
Нетрудно убедиться, что множество Л * ­плотно в М. Отсюда легко 
следует, что < Щ > V^*(M £) t У $. , а значит, dj«(^dj)y.j. 

Если все A/L нормированы, то для каждого tcj справедливо 
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равенство Мь=л1:(М)» где гХ­^Хс ­ отображение проектирования. 
Применяя (2..9.16), заключаем отсюда, что для каждого се! о[м> 

^6-^ , а следовательно, с1м Ъ ̂  &щ. 

(2.9.19) Замечание. Остается невыясненным вопрос о справед­
ливости неравенств с1Л«(^о/М£)\/| . и . \ /о1^с(^ (второе в слу­
чае нормированных нечетких множеств). 

(2.9.20) Теорема. для каждого нечеткого множества К 

Доказательство. Пусть % ­база нечеткого множества М такая, 
что Для каждого «^­совпадающего с М , зафиксиру­
ем 0(убX так,.чтобы У(х^) > Мй

(Х\[) , и рассмотрим множество А={% : 

. Покажем, что АЛМ* И . Действительно, если бы А Л М (х)< 
<И(х) для некоторой точки деХ, то выбрав о(е(АлМ(х), М(х)) , заме­
тим, чтооГе'М, но принтом оГ^АлМ .. Тогда найдется открытое не­
четкое множество и такое, что Ис^Щ , но при этом (АЛМ)^Ц . По­
скольку % ­ база, найдется подсемейство такое, что М°Уи= 
= МС\/(У&а) • Но тогда, очевидно, У<̂М и (АЛМ)^У и для некото­
рого У е ^ , что противоречит определению множества А . 

Взяв в вышеприведенной конструкции нечеткое множество М± 
вместо М и построив соответствующее множество А̂ <= X так, чтобы 
А^АМ­Ь^^Ь » положим Очевидно, что 1А1 = Ш(М). 
Для доказательства плотности множества А в М рассмотрим.убываю­

щую сходящуюся к ~и/Д1) последовательность (̂ о)с (ЦП [О, 1) . Тогда 

Км*. ­ у ( А А н о > у ( А Л М О > У ( А V Л М О * у м * а = м+, 
что и завершает доказательство. 

I. 

Г. Число Суслина 

­ (2.9.21) Определение. Положим с(М)=яшг (]*Х0: если { е [ # с 
для каждого ,и для некото­

рых \Хи\1^еЧ , Нечеткий кардинал Си : , определяемый 
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равенством сн(<£)= вир {Ье[0,£) • с(М±)ЪС/}], называется числом Сус­
лина нечеткого множества М . 

Наряду с С м мы рассматриваем нечеткий кардинал : К—I, 
определенный равенством с'м (<*)- вир Н е ГЦ1) •• с'(МО * , где с'(Й)в 

=ш{рЛ
1

0: если ±е ГО, 1) , , \и\>1 и Мс^^ для каждого Ней, 

то Цл 14АМ 40 для некоторых Ц\ \к%е% Ц + МцХ 

(2.9.22) Заметим, что с(М)>у тогда и только тогда, когда най­
дутся "¿£["0,1) и 11сТ такие, что Ш\>1 и для каждого Ыеи, 

но при этом (И/ЛЦ?)^Л для всех и,,и^еи, \Х\ 
С\К)>^ тогда и только тогда, когда найдутся "Ы10,§ и ЭДсс 

такие, что и для каждого , но при этом 
для всех И.(ги^€и, И^И^. 

Нетрудно заметить, что с'(М)<с(ф, а следовательно, с ^ с л . 
Непосредственной проверкой устанавливаем также 

(2.9.23) Предложение. Если ^ :Х­"У ­ непрерывное отображение 
и М е 1 х , т о С м ^ ^ м , с ^ с ^ . 

(2.9.24) Предложение. Пусть для каждого се4 А/£ ­ нечеткое 
подмножество пространства (Хг/Сь) и М = ПМ£ ­ их произведение. Ее­
ли с(.П # 0 (с ' (ПМ0^ ^„ ) для каждого конечного %сЗ , то и 
с (М).< ДС0 (соответственно, 

Доказателъство. Предположим, что с(М)>,"¥0­ и пусть &[0,£),исТ 
таковы, что \Ч1>Х0 и Щ№± для каждого , но ЦлИ^М* Для лю­
бых различных 1/,,Иде2( . При этом без ограничения общности можем 
считать, что все принадлежат стандартной базе произведения, 
т.е. имеют вид. 11= (ПЦ)*.ПХе для некоторого конечного и не­
которых (Дб^. Отсюда легко заключить, что найдется несчетное под­
семейство. /Ней такое, что все \ЬеУ! имеют вид и­(ЛДОЛ*(ЛХЛ. 

Пусть 17 ­ совокупность прообразов нечетких множеств из Ъ1 при 
проекции «3° :Х­*\П, Хс . Положим М°=.П М1 и заметим, что УаМ^ для 
каждого У €"17 , в то время как (У|Л^)^М^ для любых различных У ь 
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У&еЧУ.Но это, однако, противоречит условию с(М°)^#о. 

Второе утверждение.может быть доказано совершенно аналогично. 
(2.9.25) Следствие. Если ^ ( л М Л ^ о (соотв. с'(П МО * *Ч>) Для 

каждого.конечного ЗосЭ , то и с м < Х 0 (соотв. с м $ Х 0 ). 
(2.9.26) Предложение. Для каждого 1е6 пусть Мс - нормиро­

ванное нечеткое подмножество пространства (Л:Дг) и пусть ­

их произведение» Тогда У^ц^ см и .V с'м. < с ,̂. 

Доказательство. Предположим, что с(М£_
>)^ для некоторого ЬеЗ. 

Тогда найдутся "беГО, 1) и семейство %сХь, 1%1>1 такие, что каждое 
и̂ е̂ г̂ ­совпадает с ( М ^ в то время как (Чс^с)^(Мс^ для любых 
различных Положим 26= ̂ ( % ) . Поскольку все Мб нормиро­
ваны, нетрудно заметить, что каждое ДОе'ЭД а ­совпадает с Н± . С дру­
гой стороны, очевидно, что (ИлУжМ*, а следовательно, с(М)>^ . Но 
это и означает, что.У с м.£С м . Аналогично можно убедиться в спра­
ведливости и.второго неравенства. 

(2.9.27) Теорема. с[ м£С м <, а следовательно, сОм ъс/^ * с м * 
для каждого нечеткого множества М . 

Доказательство. Предположив, что сЦМ)$5<с(М), возьмем подмно­
жество АсХ,1А|<5, такое, что AAMt^Mt для всех "ЬеГЦ1). Выберем 
теперь ЦсХ ,1У.1>$, жЬ^Щя) таким образом, чтобы для каждо­
го ИеЧ , но при этом №л№)|4% для любых различных ^ ^ е ^ . По­
скольку 1А1<5 и. 12/1^, отсюда легко заключить, что Щ(ИьЛп) для 
некоторого Не Ы . 

­ С другой стороны, поскольку ЧцМ-ь , существует точка о^еХ та­
кая, что И(­Хо)+А (̂хо)Н. а следовательно, найдется , для кото­
рой И является 0^­окрестностью. Поскольку М-̂  М^А , отсюда сле­
дует, что 1Ц,(АЛ/^). Полученное противоречие и завершает доказа­
тельство.. 

(2.9.28) Замечание. Нетрудно определить " *­версии" см и с'Ц 

нечетких кардиналов см и с'м соответственно и доказать для них 
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утверждения, аналогичные утверждениям (2.9.22)­(2.9.27). 

д. Спред и экстент 

Для liet и точки аеХ обозначим (1а = ¿ M ( X n laji) . При этом в 
случаях, когда не может возникнуть* недоразумения, будем писать U 

вместо Ua . 

(2.9.29) Определение. Точку аеХ назовем изолированной для 
если найдется \i.-=\iQeX такое, что W(a)>Mc

(a) и LlfyM . Пусть s(Af) = 
= mm{l*X0: если te [0, i), A^iTCi!) и каждая точка ote А изолирована 
в tttt\P^ , то IM<l]. Пусть eM­famfj^V если UíQ,i) t Acll'lt^] и А 
замкнуто в Ķ (т.е. Ā Ā Ī t

= АЛM t) и каждая точка QeA изолирована 
в Mt А А . то ¡M<l\ . Нечеткие,'кардиналы 6 М : и е м: /Í­^I, 
определяемые равенствами. вм (Л) = sup {i-s(Mt)¿o(3 и ем (°Q= sup ft >еОД»4(Д 
называем, соответственно, спред и экстент нечеткого множества М . 

(2.9.30) Замечание. Очевидно, что 5(М)>1 тогда и только тогда, 
когда найдется подмножество AcM"1

(t,il такое, что IAI>$ и каждая 
точка Ge А изолирована в п*ЛА; 

e(Aí)>j тогда и только тогда, когда найдется множество AcM'Yt 
Ц, замкнутое в M t и такое, что IAI >J и каждая точка qeA изо­

лирована в M­t­л А. • 
(2.9.31) Предложение. ew<sM для каждого нечеткого множества 
(2.9.32) Предложение. Если J­: (Х/Т*4

) — (У,Ту) ­ непрерывное ото­
сражение и Mel , то s M ^ s^M.; 

Доказательство. Предположив, что syM)>j , найдем ielQ.i) и мно­
жество £ > с 4 . 1 , 151>5 , каждая точка которого изолирована в 
Лв. Зафиксируем для каждого бе6 точку Ogejļo1) и положим А= fаб: éе5^. 
Тогда, очевидно, AcM^í] и fAMBbj. Для каждого, бе В выберем V-=. 
•

=

V&et y такое, что V(6)>(j-fft)
c

(6) и Vj\,((fM-t)/sb) . Тогда, очевидно, 
нечеткое множество(liae=)W

:

=/
f

(V) открыто в X , U(a6) > М£ (Об) ' и 
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Л А). Следовательно­,..̂  и, значит, 6fM. 

. (2.9.33) Предложение. Если. J : Х - * - У ­ непрерывное отображе­
ние, Ме1Х. и Т 1 1 ( Х ) = I я (2.I.I8), то е м * е ^ . 

Доказательство. Рассуждая так же, как и в доказательстве пред­
ложения (2.9.32), но с дополнительным предположением замкнутости 
множества Ъ в нечетком множестве jMt , построим множество А . Для 
завершения доказательства достаточно убедиться, что множество А в 
этом случае замкнуто в Mt . 

Возьмем произвольную нечеткую точку х| € М+ , где о^е А и рас­
смотрим два возможных случая. Если уо^}(х^)ф В, то, поскольку Ъ 
замкнуто, в найде'вся cj,­окрестность V нечеткой точки yf в У 

такая, что ( B A J - M - t ^ V . Отсюда следует, что U:=j'(V) является ^~ 
окрестностью нечеткой точки Jq в . Х и при этом (AAM-t)^,K , а зна­
чит .Х0 . Предположим теперь, что у 0

€ Е> и выберем V таким 
образом, чтобы Vfeo)>(/M+)C

(]/0) и (BA^Mt)^V и положим ^/"'(V). 
Возьмем произвольную точку аеАП^" 1(^ 0). Поскольку TI, =1 , найдет­
ся W e T x такое, что W(x0

>

) = l и W(a)=0. Нетрудно убедиться, что 
(liAW)(j(o)>Mt(oXo) и (АлМО ,̂ ( U A W ) . Но это, очевидно, означает, 
что UaW является ­окрестностью нечеткой точки л|, которая не 
­совпадает с A A M t , а значит ^ o ^ A A M t . Таким образом, AAMt = 

= АлМ-f и, следовательно, А замкнуто в fit • 

Нетрудно убедиться в.справедливости следующих утверждений. 
(2.9.34) Предложение. s M«u) M для каждого нечеткого множества 

М. 

(2.9.35) Предложение. cM^sM для каждого нечеткого множест­
ва М . 



§ 10. ТЕСНОТА НЕЧЕТКОГО ­ ПРОСТРАНСТВА КАК­ СВОЙСТВО­ РАСПОЛОЖЕНИЯ 
НЕЧЕТКОЙ ТОПОЛОГИИ В ТИХОНОВСКОМ КУБЕ 

В.этом параграфе предпринимается попытка изучения некоторых 
взаимосвязей между топологическими свойствами нечеткого простран­
ства (X ,Х) и свойствами расположения его нечеткой топологии "СС

Х 
При.этом основное внимание уделяется оценке тесноты нечеткого про­
странства. Предварительно, однако, укажем некоторые простейшие ре­
зультаты "такого характера. Доказательства сводятся к непосредст­
венной проверке­ и потому­ опущены. 

(2.10.1) Предложение. Если Л€Ях,(£) и о<е5Х(,(Т) для некоторых 
^х^еХ и ске!г и при этом пространство (X. ,Т ) либо ламинировано, 
либо Т, (2.1.30), то найдется (1еХ такое, что 4с,(и)= ^(Ц) = ^ 

(своего рода утверждение о выпуклости X в I )« 
(Нетрудно построить пример, показывающий, что для пространств, 

не являющихся ни ламинированными, ни ~П< , это утверждение, вообще 
говоря, не имеет места.) . 

(2.10.2) Предложение. Нечеткое пространство (Х,Т) является 
1\ ­пространством тогда и только тогда, когда Т всюду плотно в I* 

(2.10.3) Следствие. Топологическое пространство (X , Т ) явля­

ется "^­пространством тогда и только тогда, когда Т всюду плотно 
в / . . . ... 

.(2.10.4) Предложение. Пусть (X ,Х) ­ АТ,­пространство 
(2.1.30). Тогда X замкнута или открыта в I в том и только в том 
случае,.когда Х=1 , т.е. когда (X ,Т) дискретно. 

(2.10.5) Следствие. Топология Т топологического "^­простран­
ства замкнута или открыта в канторовом кубе ̂  в том и только в 
том случае., когда пространство (X ,Т) дискретно. 

(Нетрудно построить примеры, показывающие существенность тре­
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бования. отделимости в этих утверждениях.) 
Переходя к основному.вопросу этого параграфа ­ оценке тесно­

ты нечеткого пространства, введем прежде всего следующее 
(2.10.6) Определение (ср. [ б ] ) . Для нечеткого пространства (X, 

Т) и кардинала эе положим ^(Х/Г^эе, если для каждого А е 1 и 
каждой нечеткой точки ОС^А найдется множество б с Х такое, что 
|б1<эе и АЛб. . 

По аналогии с тем, как это делается в общей топологии, нетруд­
но убедиться.в справедливости следующего утверждения: 

(2.10.7) Лемма. Неравенство т;(Х,т)<эе имеет место в том и 
только в том случае, когда для каждого незамкнутого найдут­

ся нечеткая точка и множество б с Х , 16|<эе та­
кие, что д^АлОд. г » 

Для того, чтобы охарактеризовать тесноту нечеткого простран­
ства посредством расположения его нечеткой топологии X в I рас­

смотрим следующую специальную топологию на тихоновском кубе I. 
Рассмотрим две топологии \ и Т£ на отрезке I , определяе­

мые равенствами \ = {(а,0 • ъяШ { 1 } и ^«.{ГО.аЬ аеГ0,1]} I/ (̂ 1. 
(Таким образом, объединение Т,­(УТе является стандартной предбазой 
топологии левой стрелки на отрезке I .) Пусть ( I ,Т^ ) ­ произве­
дение /XI копий пространства (I ,Т̂ ) и пусть ( 1 Х , ^ ) ­ <эе­ящичное 
произведение /XI копий пространства ( I ,%). Супремум топологий Т г 

и Т.̂  на пространстве I обозначим 7 ^ и положим 1 ^ ; = (̂ .Т̂ эО­

(2.10.8) Теорема. ;̂(Х,Т)<0е тогда и только тогда, когда Т 
замкнута в ­пространстве ­1^* • 

Доказательство. П У С Т Ь Х̂,т)<эе и £>€Г1Х, $4Х, Тогда £>сф&? 

а следовательно, найдется нечеткая точка такая, что 
Выберем бсХ так, чтобы \Шд1 и сХ Л

е#
с

Лб , и положим М--/(х,р, 

Щгу[\1е1^и[х)>}1гЩ)^Ь(у)гуе5}, где Из определения то­
пологии на I следует, что Л открыто и при этом из еле­
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дует, что 

С другое стороны, Действительно, если бы нашлось ^е" 

X такое, что UEJF , то из неравенства U(X)>JK следовало бы, что 
il ­ (J.­окрестность нечеткой точки X , и в то же .время Щу)^Е(у) 

для всех YEG . Но последнее неравенство означает, что нечеткое 
множество И не g,­совпадавт.с Ь AG , а следовательно, в противо­
речии с выбором б , х ^ б Д В 0 . Таким образом, X замкнута в L*TX. 

Обратно, пусть X замкнуто в пространстве I I A E и пусть А^А. 
Тогда В :

­­А
С

£Т, а следовательно, найдется окрестность J точки 6 
в Jtae такая, что Jff)T­^. Без ограничения общности можем считать, 
что л имеет вид 
для некоторых J<i.eX,JHiel, t=i,..„n. и GcX , /61^. Для.каждого I-

4,...,N положим jft={(J^IX: U(xi)>JHi, U($)*B(Y) Vj/ебг] . Тогда по 
крайней мере для одного I имеет место jfj Л t e P . Действительно, в 
противном случае, выбрав UIE/IOX для каждого с = 1 , п . и положив 
К=1/,П... П Ц л , замечаем, что Uejf и при этом, очевидно, ИЕХ. 

Поэтому без ограничения общности можем сразу считать, что jf име­
ет вид jf={UeIX­. U(x)>jH,U(y)<B(i/) Vyeâi для некоторой фиксирован­
ной точки хеХ и некоторого G C

X 7 IG|<ae. 
Положив теперь Л = к с , шуюем B(x)>JH., т.е. х ^ А , С другой 

стороны, легко заметить, что Л ? А . Действительно, если бы х Я ^А, 
то AW<Я. Тогда, положив W­A и замечая, что W*6> и V/(x)=A(x)> 

> A c = J I L , имеем Wejf и при этом, очевидно, W e t . 
. Возьмем теперь произвольную (^­окрестность И нечеткой точки 

•X . Тогда, поскольку ХГ)Я=Ф. и U(X)>Jï, то найдется y e G такое, 
что U(y)>B(l/), а следовательно, каждая (^­окрестность нечеткой точ­
ки д (^­совпадает с нечетким множеством И ЛИ .Но это и озна­
чает, что о(ЛеАлб . Тем самым найдена точка <XÀ$.{\ , xe*Â та­

кая, что для некоторого ^эе . Остается вое­
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пользоваться леммой (2.10.7) и заключить, что "6(Х,Т)^ае. 

Из предыдущей теоремы легко может быть получено такое след­
ствие для общей топологии: 

(2.10.9) Следствие. Пусть, ( Х , Т ) ­ топологическое простран­
ство и ае ­ некоторый кардинал. Тогда ­Ь(Х,Т)<эе тогда.и только 

Х­

тогда, когда Т замкнуто в 1­ь*< или, что эквивалентно, когда Т 

замкнуто в пространстве 2Ьн_ (где 2 * ^ ­ подпространство в Д±аЛ 
(В явном виде Азе может быть описано следующий образом. Рас­

смотрим топологии на двухточечном 
множестве 2 = {0,1'!1 и пусть ( 2 , Т?) обозначает произведение 1X1 

копий пространства ( 2 , , ^ ) , а ( 2 , Т 0 К ) ­ <аг ­ящичное произведение 
1X1 копий пространства ( 2 ,Т0). Теперь 2 ^ может быть определено 
как канторово множество 2 * , наделенное топологией Т * к , являю­

X т"Х 

щейся супремумом топологий Т, и 10к.) 



Ш В А Ш. УНИВЕРСАЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ В НЕЧЕТКОЙ ТОПОЛОГИИ 

Поскольку классическая топология является основным (или, по 
крайней мере, одним из основных) источником нечеткой топологии, ес­
тественно возникает вопрос о соответствии конкретных топологических 
пространств (всех, или, по крайней­мере.наиболее важных) тем или 
иным объектам.нечеткой топологии. Определенный ответ на этот вопрос 
дан в §3 гл.1, в котором рассмотрены простейшие функторы из катего­
рии Тор в категории нечеткой топологии; эти функторы сопоставляют 
топологическому пространству (Х,Т) некоторое нечеткое топологичес­
кое пространство (Х,]чТ), которое может рассматриваться как нечеткая 
копия исходного пространства. Особенностью этих функторов является 
то, что они меняют только топологическую структуру, оставляя мно­
жество соответствующего пространства, а также множества морфизмов 
между пространствами неизменными. Однако, будучи определенной копи­
ей, топологического пространства (Х,Т), нечеткое пространство вида 
(Х,]Н.Т) не может, как правило, играть в нечеткой топологии роль, вы­
полняемую пространством (Х,Т) в категории Тор . Можно сказать, что 
объекты вида (Х,мЧ) "слишком бедны" для того, чтобы выполнять в не­
четкой топологии функции объекта (Х,Т) в Тор. 

В данной главе мы рассмотрим две конструкции, имеющие сущест­
венно иную природу и позволяющие по­другому подойти к этой проблеме. 
Первая из них линейно­упорядоченному пространству X сопоставляет не­
которое нечеткое пространство ?Р0 ­ т.н. нечеткое расширение прост­
ранства X. Вторая ­ произвольному топологическому пространству X 

сопоставляет нечеткое пространство Л{(Х) ­ т.н. нечетко­вероятност­
ное расширение пространства X. Исходное пространство X содержится 
как в .?(/), так и в Л(У) в качестве подпространства, имеющего в неко­
тором смысле характер "четкого ядра". При этом топологические свои­

м и пространств £(Х) и А(Х) в большой мере определяются свойствами 
исходного пространства X . 



<*(л
+
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§ I. КОНСТРУКЦИЯ НЕЧЕТКОГО. РАСШИРЕНИЯ ЛИНЕЙНО­
УПОРЯДОЧЕННОГО ПРОСТРАНСТВА 

В этом параграфе (X , < , Т) ­ линейно­упорядоченное топологи­
ческое пространство; будем использовать также обозначения (X ,4 ), 
СХ,<) и X в случаях, когда это не может привести к недоразумению. 

Пусть (л) ­ множество всех невозрастающих функций £ : Х ­^1 

таких, что 51хрд(х>1 и 1а] «*(•*)= 0 . Для каждого *
€

Х положим 
Сп{ <х(£) : , если хфтхаХ 
их 

» , если х=т£лХ 
^ й р * ^ ) , если х+тохХ 

^(Х) - 0 , если ­* = тах X 
Для «х.̂ 'еОД положим \ если <*(х~)=«£'(х~) и £(х"̂ )= ДДО 
всех *хеХ. Очевидно,™ является эквивалентностью на множестве Я(Х\ 
Пусть Й={^'е^(Х):

^^'} и пусть ^(Х4

) ­ множество классов эквива­
лентности [XI, т.е. Д(Х)Ач 

Для всех а,оеХ рассмотрим нечеткие множества Ц,га е 
определенные равенствами ^ Ш = ̂ ­<*(60, г а О ] - я (а+

). 
(3.1.1) Конструкция $(Х). Нечеткое топологическое пространст­

во *?(Х):= (ЭД),б), где б ­ нечеткая топология на ?(Х), предбазой ко­
торой является семейство {*аМ '• ^,ЬеХ\ , называется нечетким рас­
ширением линейно­упорядоченного пространства X . 

(3.1.2) Конструкция 1 (У). Нечеткое топологическое простран­
ство 5-Л(Х)-(^(Х),^б), где Я ­ функтор, определенный в (1.3.1), на­
зываем, ламинированным нечетким расширением пространства л . 

(3.1.3) Предложение. В каждом классе эквивалентности И най­

дется.полунепрерывная слева функция. 
Доказательство. Для доказательства достаточно для каждой функ­

ции <*€̂ (Х) построить полунепрерывную слева функцию *'е Я(Х) 9 экви­



валентную % .Пусть «хеХ.. Если хеХ изолирована слева (т.е.(̂ ,х)= 
=(/) для некоторого "(^Х , Л < Х ) , положим Д'(х)**Д(х); в противном 
случае положим с2'(х) =<*(х~). Ясно, что «*€^(Х). Докажем, что по­

лунепрерывна слева. В случае, когда х изолирована слева, это оче­
видно. Предположим, что «х неизолирована слева. Тогда с*'(х)=<*(«Х") = 

= Ьгп ^СО - / 1 / Т 1 я Ю ' А ^ ', что и доказывает полунепрерывность 
*тх­0 

слева функции с̂ '. 
Остается проверить, что я'"* . Поскольку, очевидно, то 

£'(£)*&(Х*) и *'(х"><*(0 для всех хеХ . Предположим, что <ф+)><*(х+) 

для некоторого А £

Х . Если X изолирована справа, т.е. существует 
точка {>х такая, что а значит. 
<?'(д

+

) = = . Если же «х неизолирована справа, то, посколь­
ку для каждогр >>.Х , имеем неравенство отку­

да и следует <а'(х+) < 5 (х+

). Предположим теперь, что *(0>Л(х"). Если 
х изолирована слева, то «*(­{:)в

Л(хО*«*'(Х") где £<

:Х выбрано 
так, чтобы ^,х) = ̂  , при этом, поскольку "£ неизолирована слева 
(ибо иначе «*(£)=*'(•£)), то , а следовательно, *{х")>д(£"), 
что невозможно. Если же .X неизолирована слева, то выбрав t<

Л так,­
чтобы «*(хО<£("0<<2'(Х), приходим к противоречию, поскольку (^,х)Фф, 

а следовательно, я' (х') * & (£). 

Нельзя утверждать единственность полунепрерывной снизу функ­
ции в классе [а]. Действительно, если ­ полунепрерывна слева, 
^ € Х ­ изолированная слева точка и ^'(ХО^'ОО» то каждая функция 
<а"е<£(Х) | совпадающая с на Х ч Ь(3 и принимающая любое значе­
ние дТх)е[£'(хО,Д'(х*)]в точке Л , является полунепрерывной слева и при 
этом е*'™<*'.' 

(3.1.4) Конструкция Из предложения (3.1.3) ясно, что 
Р̂О можно трактовать как нечеткое пространство на множестве полу­
непрерывных слева функций выбранных .по одной из каждого 
класса эквивалентности и . С другой стороны, задав аналогичным 
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образом нечеткую топологию б на множестве всех полунепрерывных 

слева функций. Л с Д ( Х ) , приходим к альтернативному нечеткому прост­

ранству ?*(Х). При этом такая трактовка пространства ?(Х) позволя­

ет рассматривать цепочку включений: 

Заметим, что, как нетрудно показать, для пространства X , не 

имеющего изолированных точек, в каждом классе £*] существует.в 

точности одна полунепрерывная слева.функция, а следовательно, кон­

струкции эквивалентны. ...... • 

( 3 . 1 .5 ) Пример: нечеткая прямая щ ] . Взяв в качестве X обыч­

ную прямую R , приходим, как нетрудно заметить, к конструкции 

изоморфной нечеткой прямой построенной в [32]. Конструкция 

? (К) в свою очередь изоморфна ламинированной нечеткой прямой Rc(T)t 

впервые рассмотреной в работе Лове на \7l\, см. также [ W ] , [эз] . 

(3.1.6) Пример: нечеткий интервал [ 4 б ] . Пусть Х = 1 . Для каж­

дого Д€^(Х) определим отображение % : I R ^ ­ I равенством 

Положив lf([#T)-P0 для каждого мы определяем биекцию г 

пространства ?(Г) на Хаттоновский нечеткий интервал 1(1) и при 

этом f и f непрерывны. Таким образом, пространство $(Т) гомео­

морфно хаттоновскому нечеткому интервалу 1 ( f ) [ 4 б \ . Аналогичным 

образом легко установить, что пространство $*(£) гомеоморфно лами­

нированному хаттоновскому нечеткому интервалу 1 С (Г) . 

Для каждого cteX определим функцию £ а е ^(К) равенством 
1: л<а 

( 3 . 1 .7 ) Предложение. Равенством h(a)=ka a ] f deX , определяется 

гомеоморфизм пространства (X ,Т ) на подпространство ?0(Х)= {[ЗсЛ
: 

<«Х} пространства ?(Х) и гомеоморфизм пространства (X Д Т ) на 

подпространство ?о00 пространства 
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Доказательство. Ясно, что к взаимно однозначно. Непрерыв­
ность (г следует из приведенных ниже равенств: 

= t b [ * j ( 6 ­ ) - с - . б ) ( х ) 

к'%)(л) • Пх Ш = ** ( О ­ (a, fa. 

Заметив, что h (*-, 6) = If, и A (a , + <*>) = ra , заключаем, что отобра­
жение к: (X ,Т (X) открыто. Для завершения доказательства 
остается заметить, что к(с) = с для каждой константы cel. 

Предложение (3.1.7) показывает, что каждое линейно­упорядо­
ченное топологическое пространство каноническим образом может рас­
сматриваться как подпространство своего нечеткого расширения. Дру­
гими словами, конструкция нечеткого расширения в известном смысле 
"размывает" данное линейно­упорядоченное топологическое простран­
ство X до некоторого^нечеткого топологического пространства £(Х\ 
содержащего X в качестве "четкого ядра". 

Пусть (X , ) » ( ̂  t <у ) ­ два линейно упорядоченных прост­
ранства и j-: Х-»У ­ неубывающее непрерывное отображение. Для каж­
дого <*е 

200 определим отображение / U : У—I равенством: 
е с л и (~-У>п№'*> 

1, (> если (*­, у) Г) f(X) = 0. 
(3.1.8) Предложение. Пусть Ъ,ХяеЩХ), UISF*(<XI), а д = }*(*&). 

Тогда, если «2,™<2Я (в £(Х} ), то IV* ̂  (в ЩУ) ). 

Доказательство. Пусть j/0ei/ и И-^(^)еЩУ), Для доказательства 
равенства U,({/<De Û ((/0") рассмотрим следующие возможные случаи: 

(а) Пусть Р1(*-,УО)^Ф и в F (*~*УО) нет максимального элемен­
та. Тогда U(ff)Ufi,) ­ ^ Д * » ­ ^ ^ > 

(в) Пусть J(, ­max J / o ) . Положим J/f = /M<i/ o . Тогда, либо 
является максимальным элементом в X , а. следовательно, U(i/o) = 

= 1%,)=<*(Х|)= 0 , либо существует ­ХяеХ . J(
/<­

x

^, такое, что пара (х,,Лй) 
образует скачок в X , а следовательно, u(y0")

 = t i

te) =<^W=<^(Xi). 
(с) Пусть </о)в0 . Тогда и(у)=1 для каждого {/^/0 и, 



следовательно, U.(i/0")= 1. 

Отсюда легко следует, что, если то в каждом из рассмот­
ренных случаев Щ((£\Хл(у^ Рассуждая аналогично, нетрудно устано­
ВИТЬ, ЧТО. U/ (i/o ) = (i/o )• 

(3.1.9) Следствие. Пусть J- :%-+У ­ неубывающее отображение. 
Тогда равенством $[z\ = [f*(£J\ , где Ы е ̂ (Х) , определяется ото­
бражение rf : Д Х ) 

(3.1.10) Теорема. Для каждого неубывающего отображения ̂ Х­*­У 
отображение J­ : ? ( Х ) н е п р е р ы в н о . 

Доказательство. Пусть Пх

:

={(а, ­ стандартная предба­
за пространства 5(Х) и fly;

={£e»
r

d
 : t,de\i\ ­ аналогичным образом оп­

ределенная стандартная предбаза пространства ${^). 
Для доказательства непрерывности отображения j достаточно 

проверить, что прообразы всех t e и открыты в 3"(Х) . Пусть Ы е 
efyO;.тогда f %)ЬА* ^ ? W = 4 Cul = i­ u(e") , где W«= 
= ./*(«*). Рассмотрим следующие, возможные случаи. 

(а) Пусть j­J

(*­, е)=^ и при этом в }J

(+­, е) нет максимального 
элемента. Тогда u ( e ~ ) = ^ i ^ / Ш е * & *

 С л
едова­

телъно, П О М = ( л (I-V» Ь СД]. 

(б) Пусть Л ,=шх/" (*">е). Тогда, либо х{ ­ максимальный эле­
мент в X , а следовательно, Ц(е")=с*(х/)= 0, т.е. у\1е)1^ш ^ » ли­
бо существует «^eX, J(,<xÂt такое, что пара ( *х,. х^) образует скачок 
в X . Но в этом случае и(е")в*£*Г) =%[х£) , а следовательно, 

(в) J" (*-,е > )-^ . тогда U((/)-i для каждого У<е , а следова­
тельно, Ц(е­

)
 = 1 и }'\1'е) = 0. 

Итак, в каждом из этих случаев прообраз f (te) открыт в £(Х). 
Рассуждая аналогично, можем установить, что прообраз }" (r

d) для 
каждого аеУ также открыт в . Но это и означает непрерыв­
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ность отображения } . 
Аналогичным образом может быть доказана 
( 3 . 1 . 1 0

х

) Теорема, Для каждого неубывающего отображения }: 
М отображение } : ? Л ( Х ) ­ Г (У) непрерывно", 

( 3 . 1 . 1 1 ) Следствие. Если }:Х­*­У ­ возрастающий изоморфизм 
линейно упорядоченных пространств, то . | : £ ( Х ) —£(У) и ^:$*(Х}­» 

­гомеоморфизмы соответствующих нечетких расширений. 
Доказательство. Достаточно заметить, что в предположениях 

теоремы отображение 5-(Х)­*­4(У) является биекцией, и применить 
утверждения ( 3 . 1 . 1 0 ) и ( 3 . 1 . 1 0

я

) к отображениям }:Х-^У и }~: 
У ­ Х . 

( 3 . 1 . 1 2 ) Замечание. Пусть } : X—У - неубывающее отображение. 
Определим отображение, Ц '• У—"I , положив 

и ( и у Ш Ф Х 6СЛИ 

[ I, если ( ^ ^ П Я Х ) ­ ^ . . . 
(Это определение не эквивалентно определению ( 3 . 1 . 8 ) ) . 

Для определенного. таким образом отображения £ : Я^—^У) 
справедлив аналог утверждения ( 3 . 1 . 9 ) . С другой стороны, для соот­
ветствующим образом определенного отображения ана­

лога принципиальных для данной теории утверждений ( 3 . 1 . 1 0 ) и 
( 3 . 1 . 1 0 * ) , вообще говоря,тне имеют места. Этот факт в значительной 
степени обусловил наш выбор конструкции нечеткого расширения для 
отображения 

Пусть 0гс1 - категория линейно упорядоченных топологических 
пространств и неубывающих непрерывных отображений. Конструкция не­
четкого расширения линейно упорядоченных пространств, рассмотрен­
ная выше, может­быть интерпретирована как функтор ^:0гс/­*­ОТ! 

( 3 . 1 . 1 3 ) Теорема. Для каждого объекта X категории 0гс1 

пусть... ^(Х) ­ его нечеткое расширение ( 3 . 1 . 1 ) и для каждого морфиз­
ма ^ : Х-̂ -У категории 0го( пусть ­ отображе­
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u

.^> если ( - Д ) П 9 ( У ) ^ , 

[ 1 . ' если M J H g f l O ­ t f 
С другой стороны, для каждого у ei/ 

/ л Г ц / «*(JC), если (­,]/) Л / ( Х ) М 

U , если b ^ D i ( X ) ­ ^ 
Рассмотрим два возможных случая. 

а) (^,-{:]ПЬ(Х)=^. Тогда üCf(t) = 4. Если при этом (*-,т]По(]/)=^, 

той <r(tVl . Если же (*уЙП 9(У) 1ф , то (Sy l f l f fXV ^ для 
каждого уед (г, *] , а следовательно, = ̂ t U(y)= 1 

б) К+]Пк(Х")^0 . в этом, случае u)(­fc)­ йг^^(л) . С другой сто­
роны, в этом.случае У J П ;f (XV 0 для некоторого уе Q' C­»­,t] . От­
с«да следует, чтс tf(f)и(у) « 0 0 Л ( Л 

Итак, в каждом случае имеет место равенство tf(t) = UJ(£). 
­ Для завершения доказательства остается заметить, что, если 

6:Х-^Х ­ тождественное отображение, то : ?(Х)^?(Х) ­ тож­
дественное отображение соответствующего нечеткого пространства. 

(3.1.14) Предложение. Если j j , j% : Х-*-У ­ неубывающие ото­
бражения­ и ­при этом. }\ ф ]я, то J-i+h-

... Доказательство. Выберем Л0еХ так, чтобы jj(о<о) ••-j/, ^ у я
: = fzfoo). 

Считая для определенности, что у,<УЯг определим «яе^Х) равенством 

кие,, определенное в (3.1.8). Тогда $ является функтором из кате­
гории­­Ош­^категорию СРТ. 

Доказательство. Пусть (X , < х ) , ( У , <у ) , ( Т , < т ) ­ линейно 
упорядоченнне пространства и ^ : Х ^ У , 9 : ­ неубывающие ото­
бражения. Покажем, что $(Я°})= %{$)°Н0. 

Обозначим и пусть <*е£(Х), и = ]*{*)еЩ\ О ^ Т ^ М Г О , 

и) = /1*(«*) е Д(Т) . для доказательства равенства ?(9°Л = $("0 
достаточно показать, что ^= 1^. Зафиксировав £

е

Т , имеем 

1 м Й И ^ ' е с л и 

1,' если Г ­ ^ ) П к ( Х ) ^ , 



- 2 2 8 -

1, если x<x D 

О, если лъХо, 

и положим U,»J­j (<*) , Ц> = ja (&) . Ясно, что и, 
в то время как ил(у£) = inj- Uz(y)= Cnf Inj- <z(x)=i . Таким образом, 

Ч(Цл) + и*Ш) и

» следовательно 
Из.теоремы (3.1.13) и предложения (3.1.14) вытекает важное 
(3.1.15) Следствие. i: ( Ы ­ > ? ц Д является функтором вложения. 
Совершенно аналогично можно установить ламинированные версии 

утверждений (3.1.13) и (3.1.15). 
(3.1.13 /15 ) Теорема. Для каждого объекта X категории Ог-а 

пусть ? (X) ­ ламинированная нечеткая модификация, и для каждого 
морфизма у : Х-*-У категории пусть 
­отображение, определенное в (3.1.9). Тогда 5 ^ : Dr-d-*- LCFT 
является функтором вложения. 

Для дальнейшего нам потребуется уточнить некоторые терминоло­
гические моменты, касающиеся линейно­упорядоченных пространств. 

(3.1.16) Следуя [ЗО] , линейно­упорядоченное пространство (У.<) 

называем упорядоченным расширением линейно­упорядоченного прост­
ранства ( X ,< ), если (I) X ­ плотное подпространство топологи­
ческого пространства У и (2) порядок <, индуцирует на X поря­

док <. 
Упорядоченное расширение (У , О пространства (X , < ) называ­

ем внутренним, если ^ Ч Х не содержит ни минимального, ни макси­
мального элементов У. 

(3.1.17) Из детального исследования упорядоченных компактифи­
каций, проведенного в [зо], можно получить следующее описание 
внутреннего упорядоченного расширения У линейнот­упорядоче иного 
пространства X . Пусть (Xg,Xg)=9 ­ щель в X [2б]. Тогда в У ей 
соответствует одна из следующих трех ситуаций: 
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(а) точка у9еХ такая, что { у е У : у < П X = , [уеУ •• У9<>}р(\Х=Хд; 
(в) пара точек у« и у 9 таких, что У$<У$ и 

(с) щель $=[Уч,Уд) , где 1^ЛуеУ УхеХд1) и Уд = 

= {уеУ: Д<и УхеХд! 

При этом каждая точка уе!ЛХ имеет вид у~ или ̂  , 1=1,% .На­
иболее полезными для нас являются внутренние упорядоченные расшире­
ния, в которых каждая щель 0 заменяется в точности одной точкой {£, 
т.е. когда имеет место только случай (а). Будем называть такие 
расширения непрерывными. 

(3.1,18) Предложение. Если У ­ внутреннее непрерывное упоря­
доченное расширение пространства X , то ?А(Х) гомеоморфно $ (У) и 
5{Х) гомеоморфно ЦУ). 

Доказательство. Пусть Сх 'Зе^ Тогда ограничение <*'/х = «* принад­
лежит Д(Х) . При этом очевидно, что класс эквивалентности М е ^ ( Х ) 

не зависит от выбора представителя л'еСа'] еЗ'(У) ( а следовательно, 
положив получаем отображение *Р: ?(У) -*-^(Х). 

Пусть теперь [£Зе?(Х). Для того, чтобы продолжить функцию <*е[*] 
на пространство У , положим £(у$)ам} : х е Х д 3 для каждого 

еУ\Х . Ясно, что получаемое при этом отображение а' принадлежит 
Я (У) и что, если З^** в < (̂Х), то */^<*Л в ^(^). Поэтому, полагая 

'У[<*3 , определяем отображение 1Р: 5(Х)-*-?(У). Нетрудно по­
нять, что отображения I и У взаимно­однозначны и при этом "У яв­
ляется обратным к ? . Непосредственной проверкой легко установить 
также, что все отображения У: ^(Х)^(У) , ?.: Я(1/) — Я(Х), 

непрерывны. 



§ 2. ОСНОВНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА. НЕЧЕТКОГО РАСШИРЕНИЯ 
ЛИНЕЙНО­УПОРЯДОЧЕННОГО ПРОСТРАНСТВА 

A. Вес 
• 

(3.2.1) Теорема. Для каждого линейно­упорядоченного простран­
ства X справедливо равенство иг (J(X1) = и/ (X) . Если при этом X 

бесконечно, то и UJ.($ (Х"5) ­ ta(X). 

Доказательство. Пусть uû(X)-dt и пусть 
­ некоторая предбаза топологии пространства X , мощность которой 
равная . Нетрудно заметить, что тогда #={Ц.ЛГа£: C.jel} и Ъ-

являются базами пространств 
А 

соответственно, а следовательно, и?ДХ1)<зе и и; 
эе­Дв. 

Обратно, пусть и)($(ХТ) = эе . Тогда, согласно (2.9 .4) , сущест­
вует база вида ^={Л :ЛГ а 1: i e d j пространства ?(Х) , где И l o t 
Покажем, что является базой топологии на 
л ; отсюда и будет следовать неравенство (^(Х) <зе. 

Выберем л.уеХ , ^<у , и рассмотрим нечеткое множество 1уЛГх. 
Поскольку р ­ база пространства ? ( Х ) , то найдется %с J такое, что 

;ЛГс1£: с е ^ = ^ Л | Л

х . Непосредственной проверкой теперь легко ус­
тановить, что (х,уУ и{(а ;Д") cejo] , a значит, Ъ ­ база тополо­
гии пространства X . 

(3.2.2) Следствие. Пространства JX(R)tf(ï) и 
имеют счетный вес. 

B. Компактность 

(3.2.3) Теорема. Если пространство X ограничено, то его не­
четкое расширение ^(Х).сильно компактно (2.3.59).­Обратно, если 
лХ) о(­компактно (2.3.58) для некоторого <^e(0,l\t то пространство 



­ 231 ­

(3.2.3^) Теорема. Если пространство X ограничено,.то его ла­
минированное нечеткое расширение ?Л(Х) сильно компактно. Обратно, 
если 5*(Х) о(­компактно для некоторого о(е(0,4], то X ограничено. 

Приведем доказательство теоремы (3.2.3^); доказательство тео­
ремы (3.2.3) может быть проведено аналогично с некоторыми очевид­
ными упрощениями. 

Доказательство. Предположим, что X ограничено и пусть па=т£пХ, 

з=тахХ . Пусть X* ­ непрерывная линейно­упорядоченная компактифи­
кация пространства X [зо]. Поскольку пч.веХ , ясно, что X* ­ Внут­
реннее непрерывное упорядоченное расширение пространства X, а сле­
довательно (3.1.18), нечеткие модификации ^(Х) и 1? (X*) гомеомор­

фны. Поэтому без ограничения общности можем сразу предполагать, 
что пространство X компактно. 

Применяя нечеткую версию леммы Александера (ср., напр., [32]), 
для доказательства ^ ­компактности пространства !г(Х) достаточно по­
казать, что для каждого ©4­покрытия и элементами предбазы П'Йб.'Ъ"­

пространства существует конечное ^­подпо­
крытие %> (При этом о<­покрытием нечеткого пространства У мы на­
зываем такое семейство 11 его нечетких подмножеств, что УЩх)>°( 

У*еХ ),. Рассмотрим два возможных случая. 
Случай . Определим функцию е*е£(Х) равенством 

£ : л­ т 

Поскольку Ие?(Х) и ­ о(­покрытие пространства У (X) , сущест­
вует такое, что >са. Поскольку, как легко заметить, 1$£я]* 

и ГаГ^]^^ для всех а,6еХ, то ̂ =с для некоторого с > ^ . Но 
тогда­,.­очевидно­Г{|Л является'искомым о<­подпокрытием. 

Случай.Р(< У# . # , будучи с*­покрытием пространства ?Ух), яв­

ляется о<­покрытием и его подпространства # ( Х ) (3.1.7), а следо­
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вательно, для. каждого ^ « Х существует UxeU такое, что tf*ta*W, 
Б О Л Е U * ° - С Д Л Я некоторого и некоторой конотантн ce(^,i\9 то 

( ц ^ ухе является конечным °<­подпокрытием. Поэтому преддоложим, 

что каждое U * имеет вид ((, иди Га для некоторнх а , б € Х . В слу­

чае U x

«ia , как нетрудно заметить, осе (a, s ] ; в случае же U - f s име­

ет место ле[т ,о ) . Но тогда {[m,K),"(û.s"lsr

a.^
€

^
e

^ образует вякры­

тое покрытие пространства X , Пусть 

его конечное подпокрнтие, и пусть Q o » ^ 0

* ' ^*/<J?n 
Очевидно, Qo< 6 0 . а следовательно, ÎCm,êJ),(a0bâîj ­ бинарное 

подпокрытие покрытия V . рассмотрим следующие две возможности. 

(1) (о<>,Ъо)£Ф • Тосда семейство tlbo,га»Ь образует «^­подпокры­

тие пространства Действительно, если га%[^]^о( для некото­

рого с*е£(Х), то ^ W ^ l ­ ^ ê ô ^ l ­ J e f ç i î V l ­ r q ^ ^ y . 

(2) {а0,Ьо)я&. Пусть *а0 определено, как и в (3 . 1 .7 ) , и выбе­

рем \1*U , удовлетворяющее неравенству Щ*о<$)><А. в нетривиальном 

случае либо ИяГа , либо ЦЯЦ . Если U*l$ , то Ь>Ь0 (иначе 

= 0 ) . Поскольку, очевидно, (do,6V0 t то,как н в случае ( I ) , не­

трудно заметить, что ((tVtib)[x]><A для каждого «хе Д(Х) e а следова­

тельно, {tè(r<vJ ­ ск ­покрытие пространства . Совершенно ана­

логично можно показать, что, если М = г а , то {^ь,
г

в1 является 

^­покрытием пространства т (& 

Таким образом, 5*(Х) является ©<­компактным для каждого°(е(0Д 

а следовательно, и сильно компактным. 

Обратно, предположим, что X не имеет максимального элемента 

(случай, когда отсутствует минимальный элемент, может быть рассмот­

рен аналогично). Положим И*{(р.ЦХ). Тогда ( & ^ ) М - 1 ­ Л * ( О в 1 
Ш каждого [ ^ 1 е ^(Х), а значит, Ц является о( ­покрытием простран­

ства X для каждого oteCÛ.i). При этом ясно, что в À нет конечного 

^­подпокрытияr а следовательно, ^(Х) не является °<­компактным. 

(3.2.4) Следствие J32] . Хаттоновские нечеткие интервалы ?(ï) 
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В. Число Линделефа 

Линейно­упорядоченному пространству X сопоставим кардиналы 
••Хо^Х.УлеХ Зх 0еХ о Х0>-х\ ­ "положительный кон­

финальный характер", с£~(ХУ <л'}{|Хо1: Хо
сХ, УлеХ ЗХзеХ0 *о*л} 

­ "отрицательный конфинальный характер" и с̂ -(Х̂ ) = пгах (с^+(Х), с^"(Х)^ 

­ "конфинальный характер". 
В этом разделе мыгвыясним связь между конфинальный характе­

ром пространства X и числом Динделефа (2,9.7) его нечеткого рас­
ширения. При этом здесь мы предполагаем, что с^(Х)>^о , т.е. что 
пространство X неограничено: случай, когда X ограничено,с инте­
ресующей нас стороны полностью описан в предыдущем разделе. 

(3.2.6) Теорема. Если X _ неограниченное линейно­упорядочен­
ное пространство и^ Ш.1), т о £(?Л(Х5)= С #0(5) «(.£(/) , где Ш 
­ число строгой линделефовости (2.9.7) константы °̂  в нечетком 
пространстве 3.-,-

Доказательство. Докажем равенство ; ъвторое 
равенство можно установить аналогично. Пусть ^еГ0,1) . Заметим, 
прежде всего, что, если Х0=[у0,Хо]с :Х, то нечеткое пространство ?(Х̂ )-= 

*={[*У1[а1е ?(Х"),<*(хУ0 при оХ>л0 ,Д(x)=i при вХ<у0"1 , рассматриваемое 
как подпространство пространства ? Л(Х), гомеоморфно пространству 

.. Для доказательства неравенства рассмот­

рим следующие три возможных случая. . 
Случай I: ,с4(ХУХ0 . Предположим, что с] (Х)-Х 0 , С^"(^=Д£0, и 

выберем возрастающую последовательность (*гг)леи}. и убывающую после­

сильно ...компактно—­. 
(3.2.5) Следствие [32] . Нечеткая прямая и ламинирован­

ная нечеткая прямая не являются <̂  ­компактными ни для како­
го с(в[0 (1). 
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довательность (Леиь так, чтобы I/ Ха*Х , где Хл-Сип,хл1 • Рассмот­
рш открытое ск ­покрытие и пространства ^Л(Х) ; при этом без огра­
ничения общности можем считать, что все элементы из V. имеют вид 
^ЛГ аАС для некоторых а,6еХ и се1. Поскольку 9 (У^)с9 (X) и 
пространство 9 ОО ^­компактно (3.2.3 ), найдется конечное ^­под­
покрытие пространства ? (Хп)\ Ясно, что 11:=1)1^ является 
счетным ­покрытием множества и,^" (Хп). Покажем, что в действи­
тельности является ск ­покрытием и для всего 7 (X). 

Зафиксируем Ы^5(Х) и выберем Л так, чтобы з(уО>

ск и !г 

> с /

>. Определим функцию равенством 

£ ( х > - \ л€(уП (агО 

Ясно, что с£е^(Лг) , а­ следовательно, существует (&лг алсе2/ та­

кое, что (С&ЛГаЛс)[д] >с£ . Покажем, что в этом случае и (1ьлгал 

А С ) [ * 1>о<\ 
Заметим, прежде всего, что либо 0.4 ул , либо а е [ у Л ) х п ] (неравен­

ство ДХХп. не может иметь места, так как в этом случае было бы 
0 ). Если с и у а , то Ъ^ф^Щ^ если же аеЕуп,ха] , то 

га[д]=£(а+)=д(а+")>^ . Аналогичным образом устанавливаем, что и 
1^Ш>ск , а следовательно, (^Л Га л о) . Таким образом, не­
равенство £^(^(Х))<Х0 установлено. 

Аналогичным образом могут быть рассмотрены случаи С^(Х)- Х0, 

^ ' ( Х > 1 и с*­(Х>*. . с ^ ( Х > 1 
Случай 2: с} + (Х>Х 0 и с}"(Х>Х0 или с}+(Х> Х 0 и С^"(Х)>Х0. 

Предполагая для определенности, что , по­
ложим Х|в

{х­Х€Х, Л<х5^5 , где ( х ^ 5 < э е ­возрастающая неограничен­
ная ­последовательность в X . Поскольку эе?Хо, нетрудно заметить, 
что ^ 0 0 = ^ , ^ 0 ^ • Каждое X либо ограничено, либо с}(Х^)=#о » по­
этому, воспользовавшись соответственно (3.2.3) или случаем!, за­
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ключаем, что С О ^ О С Й ^ Х о , а следовательно, С(^(^Ь<&• 

Случай 3: с^+(Х) = эе>Хо й с/"(Х)=,эе/> Х 0 . Рассмотрим убываю­
щую неограниченную эе'­последовательность (ц^)ъ<ве>

 и пусть Х5»Гу5,­*). 
Как и в случае 2, нетрудно заметить, что ^Х) = И$(Хп) . С другой 
стороны, согласно рассмотренному в случае 2, (Хл^<Я для каж­
дого $<эе', а следовательно, 

Для доказательства неравенства (Х5)^с/(Х) предположим, 
что и рассмотрим семейство 2/"{&Л/с>:а<&,а,ве/} 

Ясно, что 2/ является с(­покрытием пространства 5 (X), а следова­
тельно, в нем существует ©(­подпокрытие 2/' такое, что Ш«"эе . Не­
трудно заметить, что тогда множество {̂ ••(̂ лГцеДО для некоторого 
йеХ) конфинально в X., а следовательно, с}+(Х) < эе . Аналогично по­
казываем, что с^"(Х)«эе , и, значит, с^(ХУэе . Полученное противо­
речие и завершает доказательство. 

Поскольку для каждого линейно­упорядоченного пространства 
имеет место неравенство £(Х)*С^(Х), из теоремы (3.2.6) вытекает 

(3.2.(0 Следствие. £ ( £ А ( Х ) > С ( В Д ) ^ ( ( ) ( ) . 
(3.2.8) Следствие. ( ( ? А ( Й ) = С ( Э Д = Х 0 . 

Г. Случай метризуемого пространства 

(3.2.9) Теорема. Если пространство X метризуемо, то его не­
четкие расширения 9"(Х) и э (X) являются кружевными. 

Ограничимся доказательством ламинированного случая. 
(3.2.10) Лемма. Пусть X ­ линейно­упорядоченное пространст­

во, не имеющее скачков (см., напр., [26]) и с?(6еХ . Тогда Цлгц = 

Доказательство. Неравенства ^<^­
г

6 ,*Ь^­^а и 1(,ЛГа< 4 Л 

^
г

а очевидны. Поэтому для доказательства первого равенства доста­
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точно показать, что (\-ТЪ)А С^~Ьг) < Члг

а­

Предположим, что для некоторого <*о£ ОД) имеет место О­г&Л 

л(1 ­ ^ [ а 0]>
Л

б
Л

/а £ Я о ] • Тогда (ГеУ£о)М<*­£вЛГ р [*Л , а сле­
довательно, существуют с,с(еХ такие, что 

(I) (с°с А гй)С*>1 > (гв V 1а) Г*>] , 
(II) { с лгс /^^е7л^< 1­Г^ЛГ а

>)«С/­^)УС/­Га). : 

Из первого неравенства легко следует, что 0<с и с/<6 . Поэтому для 
завершения доказательства рассмотрим следующие возможные случаи: 

(I) <Я<С*0(<&; (2) С1<С[4С<£>; (3) й<(1<Ь*С; 

Шс1<Ь4А<С; . (5)'с1<а$Ь<С; (6) Й<а<С<к 

Воспользовавшись тем, что в пространстве X нет скачков, нетрудно 
построить функции , принимающие значения во 
множестве { О , и такие, что в случае (с) имеет место неравен­
ство (1сАГс(")С*11

>(/­&)С*£1У(/­Га^М, Поскольку это противоречит 
установленному выше неравенству (II), отсюда заключаем, что 0­Г&)Л 

Аналогично можно установить и оставшиеся два неравенства. 
Нетрудно построить пример, показывающий существенность требо­

вания отсутствия в X скачков для справедливости этого утверждения. 
Введем следующее полезное для работы определение: 
(3.2.11) Определение. Семейство подмножеств .линейно­

упорядоченного пространства X назовем строго дискретным, если оно 
дискретно.в каждом непрерывном расширении пространства X . 

(3.2.12) Лемма. Пусть {(сц,вйн€Л ­ строго дискретное семей­
ство интервалов в пространстве X . Тогда нечеткие множества 

^ ( Ч А Г 0 2 "X (^ д Г

^ замкнуты. 
Доказательство. Согласно (3.2.10) ̂  ( ^ ^ У ^ (0"

г

6с)
л 

~ 1с£) , а следовательно, ] ­ ̂  (КС Л Пдс) = .А V ̂ а £\ 
Поскольку семейство { ( а ^ ч е ^ сильно дискретно,, нетрудно за­

метить, что нечеткое множество Л (Г л̂Рс̂ ) открыто, а следовательно, 
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нечеткое множество У(^Л£.) замкнуто. Замкнутость второго нечет­
кого множества устанавливается аналогично. 

(3.2.13) Следствие. Если {{d-ifii)--iej] _ строго дискретное се­
мейство интервалов в линейно­упорядоченном пространстве X , не име­
ющем скачков, то У^ л г а О - ^ С ^ л г г О и ̂ •(ЬкЛГ^­у^.лТь^. 

Из.(3.2.13) и свойств нечеткого замыкания легко вытекает 
(3.2.14) Демма. Если {(ог,&;У. tejļ _ строго дискретное семейст­

во интервалов в линейно­упорядоченном пространстве X, не имеющем 
скачков, и cel , то У (fo. л Пз;Лс)^.у (£g. А гЬс) А с и 

(3.2.15) Демма. Ес,ди X ­ линейно­упорядоченное метризуемое 
пространство., не имеющее скачков, то ̂ (Х) является кружевным. 

Доказательство. Для каждого открытого нечеткого подмножества 
М пространства i (X) обозначим через % семейство всех нечетких 
множеств вида ^ А Г а д

с , содержащихся (̂  ) в U . 

Зафиксировав neW , для каждого £»/,£,..., £ обозначим через 
С<: постоянное нечеткое подмножество в 9 (X) , принимающее значе­
ние С; = с • 4 . Положим 

и рассмотрим множества , 
- U {(а,Ь). Сьлга л с Lе 0Я

С ļ, у £ = U l(b,а): Ь л г« л fce CļJ J. 
Определим теперь множества 0^с и М^И^ равенствами 0Л

и

= 
= { x e X - . p ( x > D i > ^ " ļ ; р(х,Х\0')< 2*1 , где J= -

метрика пространства X . Поскольку множества 0^ и Wrt открыты, 
они могут быть представлены в виде объединения интервалов (некото­
рые из этих интервалов могут концами иметь ­°° или +°°): 0£=и{(о^ 
V ) -<M£ļ , Wi=u{(oK(aK>. ке<̂ аЧ , где МЩип&-0 при 
Щ1 и (Ьк,о^)П{Ьк

,
10^)=р при Более того, из построения яс­

но, что семейства t(aj,6J)sje iļS и ^к,си?): строго дис­
кретны и Ц А Га. 6 Vi, f 6К Л Га<^ % 
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Положим й д у{& ;Л Са- А Сс = ̂ с ^ Ц ^ . С огласно лемме (3.2.14) 

^е^ И ^ а З ^ У а ^ И • Построив такие нечеткие множества ил для 
всех I (при фиксированном п ), положим ( 4 я У { ^ д ; I* 1,. . . , й*1

}. 
Тогда, очевидно. У Ш ^ > = 4 3*1 < У { У ^ й 1 2 Л Ь Ц. 

* 

Построим такие № Л для всех И . Поскольку в X отсутствуют 
скачки, из построения ясно, что и=\/ил1 а.следовательно, (У.^)пеи}0 

является кружевом множества \1 . Более того, из конструкции следует, 
что, если­ Ц , и' ­ открытые множества пространства ?Я

(Х) и 11^11, 
то Ид^п для каждого . Следовательно, пространство ^ Л

(Л) яв­
ляется кружевным. 

Утверждение следующей леммы, по­видимому, известно. Однако, 
поскольку у нас нет соответствующих ссылок, приведем здесь ее с 

I, 

доказательством. 
(3.2.16) Лемма. Для каждого метризуемого линейно­упорядочен­

ного пространства (X ,< ) можно указать метризуемое линейно упоря­
доченное пространство без скачков ( У ,^ ) такое, что Х ^ У , линей­
ный порядок <, индуцирует на X линейный порядок < и, если в X 
не было скачков между .х, и .Хд , то (̂ Х̂̂) П {уе̂ /

:

с̂,̂ у<Л? 
Доказательство. Пусть точки ОвДеХ определяют некоторый ска­

чок в X (т.е.Од<^ и (%^я)=Ф). Заменим его интервалом 1д = 
отождествляя точку СЦ с 0 , а точку од ­ с 1 этого интервала. 
Пусть У ­ множество, полученное из пространства X такой заменой 
всех его скачков. Положим х̂ х',, если х^х' при х,х'еХ ; положим му, 

если ОКС^ и при хеХ , у^Х ; положим у<Х., если ̂ <х и. уеЦ 

при деХ , 1#Х; положим у<у', если о^а?, уе!д ,у'е1д' и $£д' ; на­
конец, положим у<*у', если У,у'е\ и ^ меньше или равно У в смысле 
естественного порядка на.отрезке. 

В том, что пространство У метризуемо, нетрудно убедиться 
непосредственно. 
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Переходим к доказательству теоремы (3.2.9). Пусть У ­ линей­

но­упорядоченное пространство, построенное для X в предыдущей 
лемме. Для каждого определим положив при 
i/eX и Щ-*{Од) при уе1дЩ]. Очевидно, что &\~2г в Л тогда 
и только тогда, когда ¿^«u? в У . Положим 
где Ш ­ класс эквивалентности функции 1 в ?(!/) . Ясно, что под­
пространство гомеоморфно Из леммы (3.2.15) 
следует, что пространство $\$) является кружевным. Но тогда и 

9 (X) является кружевным (2.8.2). 
(3.2.17) Предложение. Если пространство ¿(X) или пространст­

во Í*(X) кружевное, то, исходное пространство Л метризуемо. 
Доказательство. Пусть 4>(Х) определено как и в (3.1.7). Тог­

да, поскольку (Х)^5^(Х) и гомеоморфно.пространству (ХДТ) 
то и (X Д Т ) кружевное. Воспользовавшись. (2.8.7), заключаем, что 
(X ,Т ) является кружевным, а значит (см., напр., [2б]), и метри­
зуемым. Второе утверждение доказывается аналогично. 

Из.утверждений (3.2.9) и (3.2.17) вытекает 
(3.2.18) Теорема. Для линейно­упорядоченного пространства сле­

дующие условия эквивалентны: (I) X метризуемо; (2) 5/Х) является 
кружевным; (3) 5 (X) является кружевным. 

Поскольку каждое кружевное нечеткое пространство совершенно 
нормально.(2.8.9), из предыдущей теоремы вытекает 

(3.2.19) Следствие. Если X метризуемо, то пространства JfX7

) 
и 3 (X) совершенно нормальны. 

Отсюда, воспользовавшись (3.1.5) и (3.1.6), получаем: 
(3.2.20) Следствие. Нечеткая­прямая и нечеткий интервал явля­

ются кружевными, и, следовательно, совершенно нормальными. 
•(Это является ответом на вопрос, поставленный Родабаухом [9lJ). 



­ 240 ­

ностных мер (ЛрО.'О'­'­Мт!̂ ) .называем нечетко­вероятностным расшире­
нием пространства ( X , Т ) . 

(2) Пусть 5=ЯТ= : Л . Соответствующее нечеткое пространство 
вероятностных мер (ЛА(Х>)Д^в:-Мл(Х) называем ламинированным не­
четко­вероятностным расширением пространства (X Л )• В случае, 
когда X ­ сепарабельное метрическое пространство, конструкция Л1д(Х), 
как нетрудно заметить, эквивалентна конструкции , разрабо­
танной Ловеном [72] , [73]. 

Подчеркнем, что, как нетрудно заметить, пространство [М$),Х$) 

является топологическим (в классическом смысле) только в тривиаль­
ном случае ­ когда ^сДо, Л 

(3.3.3) Теорема. Пусть ( X , Т Х ) , (У ,Ту ) . ­ топологические 
пространства и отображение ^ Х - " У непрерывно. Тогда и отображе­
ние $ : (М(^)Хт^-^(Щ^),Хту) , ,,'определяемое равенством £(рХО=р(}~1(£)), 
где реЛ^Х) и Е е $ ( У ) , также является непрерывным. 

Доказательство. Покажем, прежде всего, что для каждой измери­
мой (относительно ) функции ИеГ и каждого р имеет мес­
то равенство /ис1£(р) = ]}'1(^)с1р. 

. Если Ие%(У), то №щ = }(р)(и)=р(1-Щ = / • Слу­

чай, когда №1^ ­ простая (измеримая) функция, легко сводится к 
предыдущему. Пусть, наконец, ­ произвольная измеримая функция. 
Аппроксимируем ее равномерно сходящейся возрастающей последователь­
ностью простых измеримых функций ( Л П:У^ 1 . Тогда р'\Ип)-Л^1 -

возрастающая последовательность отображений, равномерно сходящаяся 
к ^ ( ^ ) . Воспользовавшись теоремой Лебега о предельном переходе 
(см., напр., [ г ф , отсюда получаем ^ ^ ( р ) = ( ^ ) ^ / ( р ) = 

Пусть теперь . Тогда для каждого реМ(Х) имеет место 
равенство -}'\^а)(р)?&и?(р) = /1Лс(£(р). С другой стороны, ^­'(ц)(р) = 
=

1]"
<

(Ю^Р » откуда, согласно доказанному, имеем ^'(Ь^^^-^и)-



§ 3. КОНСТРУКЦИЯ НЕЧЕТКО­ВЕРОЯТНОСТНОГО РАСШИРЕНИЯ 
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

Пусть ( Х , Т ) ­ топологическое пространство, % ­ борелевская 
б ­алгебра, порожденная топологией. Т , и JK ­ множество всех веро­
ятностных мер на $ ( б­аддитивное отображение р \ называет­

ся вероятностной (борелевской) мерой, если р(Х).-4 (см., например, 
[id], [l04])). Мера peJH называется регулярной, если для каждого 
£е% и каждого найдутся НеТ и ГеТ° такие, что F<=E^U и 
p((^F)<& [ю"]. Совокупность всех регулярных мер обозначим Л, 
Меру peil назовем нормальной, если для каждого НеТ и каждого 
найдется 6еТ такое, что G<=U и р(7Л6г)<&. Совокупность всех нор­
мальных мер обозначим'лР. Легко заметить, что, если пространство 
(X ,Т ) нормально, то каждая регулярная мера является нормальной, 
т.е. Kcjf . Если же пространство ( X ,Т ) совершенно нормально, то 
Л-Sl \l6\, а следовательно, и Ж*л . (В необходимых случаях наря­
ду, с обозначениями %,Л ,и т.п. мы будем использовать также 
обозначения Ä(X), Jfc(X,T) ,J4(X)U(X,T), Я{Х), *(Х,Т) И Т . П . ) . 

(3.3.1) Конструкция (Ü(X).TI). Пусть 3 ­ некоторое семейст­
во полунепрерывных снизу отображений пространства (X ,Т ) в I . 

Для каждого равенством 6u(p)=jlldp , где реМ , определим не­
четкое множество O u e I . (Интеграл, в котором не указывается об­
ласть интегрирования, предполагается распространенным на все про­
странство X). Обозначим через Tj чанговскую нечеткую топологию 
на Л((Х), порожденную предбазой {<

DU­Ue^. Получаемое тем самым не­
четкое пространство (ЛЦХ),^ = ­ JK5 (X) и является основным объектом 
исследования в этом и следующих параграфах. 

(3.3.2) Основные частные случаи. 
(I) Пусть 5=^; соответствующее нечеткое пространство вероят­
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Из непрерывности отображения $ следует, что 4­" (№)е\ , а 
значит, ̂ ( ^ е Т ^ , Так как является предбазой для 1^, 
отсюда и следует, что отображение }:(МА^т^(ЩА^%) непрерывно. 

Поскольку, согласно (1.3.3), непрерывность отображения ^ : ( Х , 

, где ( X , Т х ), {У ,Ху ) ­ некоторые нечеткие простран­
ства, гарантирует непрерывность отображения (У,Х1#). и 

поскольку, как нетрудно заметить, Ои(Х\ЛТт^ = (Л1(Х),Тат) , из те­
оремы (3.3.3) вытекает следующая 

(3.3.3^) Теорема. Если отображение £г(Х,Т^ — (У,!!,") непрерыв­
но, то и отображение ^\ (М(§А^*)-*~(М(У),'СА^) непрерывно. 

(3.3.4) Замечание. Из теоремы (3.3.3) следует, что нечетко­
вероятностное расширение можно рассматривать как функтор М, :Тор­~ 
-»-СРТ , переводящий каждое топологическое пространство (X , Т ) в 
пространство вероятностных мер ( Л Ц Х ) , и сопоставляющий каждому 
непрерывному отображению ^ : (Х,Т^) (У̂ у') непрерывное отображение 
?:(Ж()С)1'Цс

>)-*-(^(У>) |

/П|ра

>). Аналогично, теорема (3.3.3^) позволяет 
ламинированное нечетко­вероятностное расширение рассматривать как 
функтор ЛА: Тор—[.СРТ 

Пусть ( X ,Т ) ­ топологическое пространство,^6

"^) и Т^­
топология на У , индуцированная топологией Т. Рассмотрим соответ­
ствующие пространства вероятнрстных мер (^(Х),^ и (М(У),'С^. С 
другой стороны, обозначим через Л (X) подмножество пространства 
^к(Х), образованное всеми ре%(У) такими, что р(У)=1, и пусть ­

нечеткая топология на Л1У(Х), индуцированная нечеткой топологией Т г 

Следующая теорема устанавливает, что пространства (Ж 00,^т) и 

гомеоморфны. 
(3.3.5) Теорема. Отображение Ч : Ш У ) Г Т Т У ) - - ( - Ж У ( Х ) , 

определяемое равенством. = р(^^Ю , где реМ{У) и ЕеЩ\ 

является, гомеоморфизмом. . 
Доказательство. Ясно, что отображение \ является биекцией. 
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Пусть ЦеТ; тогда //лУбТ у

 $ЬиеХ^ и Оц: = 8 а л у е Г ту . Далее, легко 
понять, что для каждого реМ(У) имеют место равенства Т1(Ьи)р^Ьи(^(р1)= 

а следовательно, Т*(Ьи) = £>Й. 

Поскольку {с и:и€'С т} служит предбазой нечеткой топологии Т т , а 
­ предбазой нечеткой топологии Г ту , отсюда вытекает, 

что отображение Ч :(М(У)М+(Мщг'ч) является гомеоморфизмом. 
Из теоремы (3.3.5) (или по аналогии с ее доказательством) 

легко убедиться в справедливости следующего утверждения. 
(3.3..5

Л

) Теорема. Отображение ?:(М(У)ХЛ^) — (М^)^^) 

является гомеоморфизмом. 
Для каждого деХ рассмотрим меру Р^еЖ , вырожденную в точке 

>х (т.е. р>х(Е)=1, где тогда и только тогда, когда хеЕ ; в 
противном случае рл(£)=0). Заметим, что, если X ­ Т0­пространство 
(и только в этом случае) из л,£Хд следует, что р^Фр** • Пусть 
: ={рх : Л еХ]) ­ совокупность всех вырожденных мер пространства X. 

Исследуем свойства отображения к :Х-^-М(Х), определяемого ра­
венством к(*) = рх. Основной здесь является приведенная ниже теорема 
(3.3.7). Однако предварительно отметим следующий используемый в ее 

доказывательстве и в дальнейшем простой (и, по­видимому, хорошо 
известный) факт: 

(3.3.6) Для каждой измеримой функции 1X^1 имеет место ра­
венство ]\Хс1рх= и(х). 

(Действительно, если 11(х)=а и Ъ^О , то, положив Е& = 

очевидно, имеем а-^ = р(В&)(а-^)^^с1рх^ р(Е6)(а^ё) = а+Ь, что, ввиду 
произвольности Ъ>0, и доказывает нужное равенство.) 

(3.3.7) Теорема. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое ­простран­

ство и б ­ нечеткая топология на X такая, что сб=Т. Тогда ото­
бражение к : (Х,̂ 4

) ­*­(1Ж(Х), Т$) , определяемое равенством к(*)~Р*> 

является гомеоморфным вложением в том и только в том случае, ког­
да ^ ­ предбаза нечеткой топологии <э. 
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Доказательство. Заметим прежде всего, что в силу (3.3.6) для 
каждого и.каждого лед имеет место равенство 
-^&рх = 11(х) , а следовательно, к~\Ьи) = II, с другой стороны, по­
скольку, очевидно, а инъективно, то к(И)(рл) = Щх)=Ьц(р^) и 1г(И)(рУ0 

при , а значит, 
. Предположим, что 3 ­ предбаза нечеткой топологии <о , и пока­

жем, что к:(Х,€)­г(М(Х),1^) ­ гомеоморфное вложение. Непрерывность 
отображения Я следует из того, что Я" (оц)вМ Для каждого . 
Для доказательства открытости отображения к рассмотрим Уеб , .хе-Х 
и пусть "У^с)»а и 6^0. Выберем \1и...,11(1€

\ так, чтобы и 
Л-6^иг(х) .Тогда, как легко заметить, (^\Бц/)л31< а ( У ) и а­ё>£ 
^ (¿1 °и̂ )(рх)А̂ (р̂ )» что и означает открытость нечеткого множества Я(У) 
в подпространстве ^ нечеткого пространства (^(Х^Т^). 

Обратно, предположим, что к:(Х,б)­г(/И(Х>),1^) ­ гомеоморфное 
вложение. Пусть \/еб , хеХ и У ( а>а> 0 . тогда Я(У}(рд) = йу(ра) = У(х) 
и, поскольку нечеткое множество Я(У) открыто в 3) , найдутся И>,..., 
Ип^Ъ такие, что ( Л ^ Л ^ ^ О / ) и а-6«(А5ц; > )(Рх > ) л ^(А)« И з э т и х 

неравенств следует, что Л 1 ^ У и а - £ ^ Л и ; М , а значит, 5 -

предбаза нечеткой топологии 6 , 

В случаях, когда (которые являются для нас ос­
новными) предыдущая теорема принимает наиболее простой вид: 

(3.3.7') Теорема. Если (X ,Т ) - Т0­пространство, то отобра­
жение Ь: (Х,гГ)--(/И(Х))1Т5

Ч

) является гомеоморфным вложением в том и 
только в том случае, когда 5 ­ предбаза топологии Т. 

(3.3.7*) Теорема. Если (X ,Т) ­ ^­пространство, то отобра­
жение к : (ХДТ)-̂ (̂ (Х),Т5) является гомеоморфным вложением в томи 
только в том случае­, когда 3 ­ предбаза нечеткой топологии чАТ . 

(3.3.8) Замечание. Итак, если мы желаем, чтобы нечеткое про­
странство ( Л ^ ( Х ) . Т § ) содержало (в точностью до естественного­вло­
жения к ) нечеткое пространство (X , б ) , необходимо требовать, во­
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первых, чтобы соответствующее топологическое пространство (X ,бб) 

удовлетворяло 7^­аксиоме отделимости и, во­вторых, чтобы 3 было 
предбазой нечеткой топологии б . При этом, как нетрудно заметить, 
даже в простейших случаях возможны неравенства °ла£ и 

U r n U 

^YUc »
 a следовательно, нечеткая топология T s будет существенно 

зависеть от выбора предбазы t; . Поскольку наиболее естественной 
(по крайней мере, в случае достаточно общих пространств СХ ,б )) 
предбазой является вся нечеткая топология о , именно этот случай 
мы рассматриваем как основной. 

множество <я всех вырожденных мер в пространстве 
об­

ладает рядом интересных, специфически нечетких свойств, из которых 
важнейшие.из известных нам отражены в утверждениях ( 3 . 3 . 1 0 ) , 

( З . З . Ю ^ ) , ( 3 . 3 . 1 3 ) , ( 3 . 3 . 1 4 ) и ( 3 . 4 . 1 0 ) . Предварительно мы дока­
жем следующую полезную лемму, характеризующую замыкание мно­

жества ̂  и его подмножеств в пространстве (ЩХ),Х$). 

( 3 . 3 . 9 ) Лемма. Пусть ( X ,Т ) - Т0­пространство и А^Х . Тогда 
замыкание множества ^д : = tp̂ :xeA^ в пространстве (ЩД^^) определя­

ется формулой ^А(р") = uxj { § Jci dp •• CL eЗс, cc >, A3. 

Действительно, непосредственно из определений ясно, что 2)д(р̂ = 

= Щ (i - $ 6ц. (p):LLes,l-S, bUi ъ% } = in} [i -Я Ьи. (р): Ui е$,Ш, AbUi ($ - 0]-

( 3 . 3 . 1 0 ) Теорема. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое "^­простран­
ство. Тогда для каждой нормальной гладкой меры р имеет место ра­
венство l)(p) = sup {pW-- хеУ?] , где 3) ­ замыкание множества в 
нечетком пространстве (М{У)}Хг^, (Мера р называется гладкой, 
если.р(е^)­^0 для каждого направленного семейства {%х'-$еЛс

Ъ та­

кого , ­что (1 <kf ) . л 

Доказательство. Пусть {с :

;

L=/,£,...,njcsC и V,cz = I . Тогда JcL.dp^ 

^ S u p f p f x ^ . ­ x e A : 1 ) , а следовательно, и %jCicLp= sup Ipixl-xeX] . в 

силу леммы ( 3 . 3 . 9 ) отсюда получаем $(р)* sup fpЫ:Х^Х) . 
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Для доказательства обратного включения положим Х = { Ы • « х е х \ 

Заметим, что 1р~ (0,1]ПХИ Х 0 , и рассмотрим каждый из трех воз­
можных, случаев. 

I . 1р (ОДТОХ! = Х 0. . Представим это пересечение в виде р'Уо, 
ЙПХ-1а , , . . . ,ап, . . .\ где 0 Л = {хп1),оХГ 1еХ , причем р(а,>р(о*>... . Обо­
значим £--=р(а,) и, зафиксировав 6>0, выберем те^| так,.чтобы 
1г.р(о^)<^г. Поскольку мера р нормальна, для каждого ап , где П*1, 

...,т , найдется 0 Л е Т такое, что р(0п)*р(Ог?) + & < р + & ..Ясно, 
что мера р не имеет атомов на множестве ^=Х\[х|,хЯ )...,о(а )...^, а сле­
довательно, согласно теореме Сакса (см., напр., [17, с.ЗЗб]), это 
множество можем представить в виде конечного дизъюнктного объеди­

К 

нения У ' У ^ , где все ­ борелевские, и р(У£)<р. Воспользо­
вавшись еще раз нормальностью меры р , для каждого ¿=1,...,^ выбе­

рем множества \^Д­еТ так, чтобы ^ с ^ ' , Ч » с ^ Да|,...,ОлЗЛ^=Й 

р(М£\Д/) < £*й . Из последних двух неравенств легко 
заключить, что 

( я ) / р ф ­ р ( ф 1 < | г . , 
Для завершения доказательства в.первом случае положим Ае(Й /̂)̂  

и(170л) и Ь-ХчфДОиС^Оа). тогда, очевидно, А 1 / М и, следо­
вательно, 3>=5)д1/^в и 2)=^А1/ЙВ . В силу леммы (3.3.9) и неравен­
ства (*) имеем ^л(р)^(^^­схр)V(пУ,/5лс(р) = ( . V р Г ^ 5 ) р Г ^ < Д С ^ ) ­

+^ХУ (Р^Й + &^ ̂ + & •
 с ДРУг°

й стороны, ав(р)«/бсф =р(а) = 1-

Отсюда вытекает, что Я)(р)«/> + & , а следовательно, ввиду произ­
вольности. ..&>0..., %(р)лр. 

2.0<1/гУо,ДПХ1< Х 0 . пусть р"'Г0,1]ПХ=[а1,...,ат

1) . Положив 
р(Ол)=0 при п>т и рассуждая, как и в первом случае, легко уста­
навливаем­ неравенство $(р) * р., . _ 

- 1 Л ш I, 

3. р" (0,1] П Х • ф Зафиксируем _/Ь>0 и, рассуждая, как и в 
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доказательстве первого случая, представим X в виде конечного 
дизъюнктного объединения X = У,=^У, ^ , где все ^ борелевские и 
р{^<Р • Далее, пусть определены, как и в первом случае. 
Положим А = и ^ , В = Х\1/с^ . Тогда, рассуждая, как и в доказа­
тельстве первого случая, но с очевидными упрощениями, устанавлива­
ем, что 2Кр)=^/у(р)V ^ъ{^)<$ I откуда, ввиду произвольности 
^>>0, получаем, что %(р)=0. 

Аналогичный, результат справедлив и для пространства 
(3.3ДСП) Теорема. Пусть (X , Т ) ­ топологическое ^­прост­

ранство. Тогда для каждой нормальной гладкой меры р имеет место 
равенство $Кр) = зцр {рГД.осеХ1} , где 5 ­ замыкание множества й 
в нечетком пространстве («/И(Х\Тд). 

Доказательство. Поскольку Д.Т=>Т , то, очевидно, ^ Л « 3 ) т . С 
другой стороны, воспользовавшись леммой (3.3.9), как и в доказа­
тельстве (3.3.10) легко устанавливаем неравенство 5)^(0)^ир[р[х]-

«хеХ!) . Из этих двух неравенств и теоремы (3.3.10) сразу вытека­
ет доказываемое, утверждение. 

.. Теоремы (3.3.10) и (З.З.юЪ могут быть объединены в виде 
следующего утверждения: 

(3.3.10*) Теорема. Пусть (X , Т ) ­ топологическое ^­прост­
ранство и Т с ^ с Л Т . Тогда для каждой нормальной гладкой меры р 
имеет место равенство ^̂ (рГ)=вир Гр Са1): , где ^ 5 ­ замыкание 
множества.^ в пространстве (Л((Х),Х$У 

(3.3 .II) Следствие. .Если (X , Т ) ­ совершенно нормальное Т}­

пространство и Т с ^ с Л Т , то для каждой гладкой меры р имеет мес­
то равенство . 3»5

­(р}=.5ир.{р{х1 :Лех}. 
.(3.3.12) Следствие..Если (X , Т ) ­ сепарабельное метрическое 

пространство и Т с ^ с Я Т , то ^(р)=^ир[р{х1з: хе)(\ для каждой ме­
Рн р. . . 

(3.3.13) Предложение. Пусть (X , Т ) ­ топологическое Х­про­
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странство, Ке1 и, как обычно, 5 С А Т . Тогда 
(1) если к с € ^ , то (к5)*<кЭ&х; 

(2) если для каждого ¡1^1 11^^ тогда и только тогда, 
когда. к

си^1 ,'то (к%?~ К%И 

Доказательство, По аналогии с доказательством.леммы (3.3,9) 
легко убедиться в справедливости следующей цепочки, из которой и 
следует доказываемое утверждение: к % (р) = к 1п} {.V, ^ с1р • $с е Т,с 

Лвк­15­1у{ й/е*)ф> в^т^виЗ» ад.ДОЛ*: е»*т.еЛ<*-
(Неравенство в этой цепочке обеспечивается тем, что согласно усло­
вию (I), если В^еТ0

, то и С-^кд^еТ0. Если же выполнено условие (2), 
то верно и обратное, и, следовательно, неравенство в этой цепочке 
может быть заменено наг равенство.) 

Поскольку для каждого топологического пространства (X ,Т ) и 
произвольной константы к условия ЦеЛТ и кс

11еХТ равносильны, 
из предложения (3.3.13) вытекает 

(3.3.14) Следствие. Пусть (X , Т ) ­ топологическое ­прост­

ранство и ке1. Тогда (к^)А = к ^ А 

Отметим также следующее простое утверждение. 
(3.3.15) Предложение. Пусть (X ,Т) ­ топологическое "^­про­

странство, р.р'еЛ^Х) и ке1 . Тогда 
к(рЗУ) = Щ {/Ссхр': СеТ* * к } и 
к{р}

А

(р,)-и1}{/Сф/; СеЛ, / С ф » к 1 
В заключение рассмотрим некоторые обычные топологии на прост­

ранстве вероятностных мер оМ(Х) топологического пространства (Х,Т) 

в известном смысле напоминающие широко используемую в теории сходи­
мости вероятностных мер. т.н. слабую топологию [4], [2б]. Как будет 
показано ниже (см. (3.3.20), (3.3.21), (3.3.22)), эти топологии 
весьма тесно связаны с изучаемыми нами нечеткими топологиями и впо­
следствии будут использованы для исследования некоторых свойств 



последних. ,. 
(3.3.16) Определение. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое простран­

ство и ^сЛТ . для каждой меры реЛ1(Х), каждого и каждого 6>0 

положим 1*(рМА:={ц£&--]Мс1>$и<1р-&\ А~(р,и,ё):={с1ек-}Щ<^с(р + &1 

Топологию на Л ( Х ) , порожденную предбазой {/ГТР (И (&) :РЕ.Л1,ИЕ$, ^О), 

будем обозначать . Топологию на' <Д(Х), порожденную предбазой 
{ Х Ч Р Д Й , Я~(р,Ц,$)-- реМ, Це$ , &>О] , будем обозначать 55. 

Нетрудно заметить, что базой топологии 3$ служит семейство 
всевозможных множеств вида 

¿ = 1 , . . . , ^ , где И , , . . . , ^ * ,ре^(Х) и Ь>0, 

Наибольший интерес для нас представляют случаи 5 я Т , $=ЛТ 
(:=А) и 1 = сТ(:=С)( СТ ­ семейство всех непрерывных отображений 
пространства ( X ,Т ) в, отрезок I ) . 

Отметим, что на подпространстве 7??(Х) бэровских мер простран­
ства топология 5 С , очевидно, индуцирует слабую топологию. 

(3.3.17) Предложение. Для каждого топологического пространст­
ва (X , Т ) справедливы равенства ^ т =

^ Л
 и ^т

=

^Л­

Доказательство. Поскольку Тс А , включения ХрС^ и %
с $л 

очевидны. Для доказательства включения ^с1\ достаточно устано­
вить, что для произвольных Ре

Л*(Х), и^Л! и Ь^О найдутся М;еТ, 1= 
в0,„.гк-1 , такие, что Л«/ГУРД,^­) с ЛГ +(Р, Ц . Зафиксировав 
ЦеА и 6 > 0 , выберем ке 1̂ так, чтобы < , и положим //;­=̂  

Тогда, как легко заметить, 0 : =

к 
/^о1р = :а' , и, аналогично, ^^к^Р^^/^^к^/^^^^' 

для произвольной меры 9е7к(Х). Теперь, если °, е(]Х +(Р< И*» » т о 

/ И 4 ­ с ( о > д л я всех 1*0,1,...,к4 , а значит, б ^ а ­ ^ . В 
силу очевидного неравенства. <2­а $ * < % , отсюда получаем /ис1^6> 

>а-%>а'-Ь^ис*р-6> , т.е. 9е/ +(#/У,Фи, значит, Х г ^ л . 

Совершенно аналогично, если Ц^ЬЯ(р,1к,%Ь то /^<£</И£с(Р+4 

при I*0,1,...,к~1 и , следовательно, / ¿ 0 ( 9 < 6 '<а'+|.<а+6</Ма^+б*, 
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т.е. 0еЛ~&Д$). Из полученных соотношений легко заключаем, что 
5 т

э г А. ., что и завершает доказательство. 
: (3.3,18) Предложение. Для'каждого топологического пространст­

ва (X , Т ) справедливо ;Лд"с . при этом, если ( X , Т ) нормально, 
то на­подпространстве if(X) топологии лд и S c совпадают. 

Доказательство, рассмотрим элемент V ( p , с т а н д а р т н о й пред­
базы топологии 5 С , где peik(X), jeC и <5?>0. Выберем xe^f так, 
чтобы t и положим , £ Ж С , * . Тогда к^Р^'д* ji&P< 
<|­ +^£­p(Hi) и, аналогично, ^^{^^JH^^-^^Lcj^i) для каждого 
(^eJkfX). Отсюда легко следует, что jfdty<jfdp + tb, как только 96 

€ / Р * ( р Д » % ) • Аналогично, положив G t ^ ' f i b i i ..где , по­
лучаем, что при Q e . Q j f Y p , и м е е т место неравенство $9^ц<}дс1р+ё>, 
и, тем самым, jjdty> jjdn- & . Отсюда легко заметить, что (рД'> 

3 ­ Ш Р , ^ + ( р , й , * / 5 5 ) с Vfp.i , &)' . а следовательно, 4 c S c . 
Пусть теперь pejf(X); рассмотрим окрестность jf+(pA6) этой меры 

в . Выберем так, чтобы , и, воспользо­
вавшись нормальностью пространства (X , Т ) , выберем JeC так, что­

Тогда, если qeYCp,/,^), то ^{U)>Jjd(j>Jjdf-

­ | > Р ® ­ | > р ^ ) ­ & , т.е. 9еЛТрДб), а следовательно, W f l ^ c j f t p , 

, что и доказывает совпадение топологий \ и 5 С на j f ( X ) . 
Если пространство (X , Т ) совершенно нормально, то, восполь­

зовавшись свойством непрерывности меры, легко установить, что JH(X)= 

= J ^ ( X ). Поэтому из предыдущего предложения вытекает такое 
(3.3.19) Следствие. Если пространство (X ,Т ) совершенно нор­

мально, то Я л = SC, • . 

(3.3.20) Теорема. Пусть (X , Т ) ­ топологическое пространство 
и ScJLT,.- Тогда­ЛГ = cT s . 

­Доказательство. Пусть peJH(x) и We"5 . Тогда, как легко заме­
тить, j{ + ( р Д &) = Й (JUdp­& ,Л) . Поскольку Ъ^еХъ , отсюда сле­
дует, что Х*"(рД&)е 6^5 , а значит, £%сс1^ 
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Для доказательства обратного включения достаточно проверить, 
что все отображения БЦ. (Л4(л),^^ , где IIе Ь ^полунепре­
рывны снизу. Пусть а.61 ; выбрав ре6и(0,1] , заметим, что при &= 
= /Ио[Р ­ А имеет место равенство %ЦГА,£1 = ~^+(Р, ^, Е 

что и означает полунепрерывность отображения Оц. 
. (3,3.21) Следствие. Для каждого топологического пространства 

(X Д ) имеют место равенства ^ т - сТ^ , £с » «1^. и «£д. = б'Гд.. 
Из предыдущего следствия и утверждения (3.3.19) вытекает 
(3.3:22) Следствие. Если (X ,Т ) ­ совершенно нормальное то­

пологическое пространство, то топология сТ^-СС^ совпадает со 
слабой топологией на пространстве вероятностных мер. 



§ 4 . ТОПОДОГЖЕСКИЕ СВОЙСТВА. НЕЧЕТКО ̂ВЕРОЯТНОСТНОГО 
РАСШИРЕНИЯ И НЕКОТОШХ ЕГО ПОДПРОСТРАНСТВ 

А. Меры с конечным носителем. Плотность пространства JkOO 

Пусть, как и обычно, ( X , ' Т ) ­ топологическое пространство. 
Рассмотрим подмножество Л°(Х) пространства JK(X)a образованное мера­
ми с конечным носителем. (Мы говорим, что,носитель меры реЛ(Х) ко­
нечен, если существует такое А с Х ,/А1<.Х0, что р(Е)=4 как только 
Д с Е е ^ ( Х ) .Незначительное отличие данного определения от обще­
принятого (см., напр.,. [ io ļ ) вызвано тем, что мы не накладываем на 
рассматриваемые пространства никаких условий отделимости.) 

( 3 . 4 . 1 ) Предложение (ср. [ ioļ , [l04\). Множество Л°(К) плотно 
в пространстве (ЛЦХуЭд4) (а следовательно, и в пространствах 

Доказательство. Согласно (3 .3 .17) достаточно проверить плот­
ность множества jR°(X) в пространстве (JH(X>),5r^). Рассмотрим меру ре 
eJH(X) и ее окрестность вида П V(p, U-i, £>) , где I Ļ e T . Положим Г = 

и пусть состоит из всех таких j e i , все коор­
динаты которых различны. Определим для каждого ^ = (i,,..., tV)e Г V I O J 

множество ^=(UL,n...nHK)\U{L(i ,­^Lb...,^LK] и пусть Е0

9

^\У,Щ , Яс­
но, что иЬ-=Х и £<f,(%=0 при <jW<Ta . Выберем из каждого непусто­
го по точке J^. и определим меру р0:Ъ^1 равенством р0(Е)= 

=Z{p(Ef):.fyef:ļ , если Е л Ь с^еГ}^ и ро(Ё)=0 в противномсслу­
чае. Ясно, что определенное таким образом отображение р0 является 

п. 

мерой с конечным носителем, т.е. poeJt0fX) и при этом Poe

4QV(p, 
так как значения р 0 и р равны на каждом Ui . Но это и доказывает 
плотноеть.множества Л°(Х). в типологии .. 

.. ( 3 . 4 . 2 ) Предложение. Множество Л ° Щ Х ) , образованное мерами с 
конечными носителями и принимающими только рациональные значения, 
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плотно в пространстве (Щ£),$л) (а следовательно, и в пространст­
вах СШрО, Зс). , Й ( Х ) , ЛА) ж ( * ( Х ) , Л ^ ) . 

Доказательство совершенно аналогично доказательству (3.4.1); 
единственное отличие состоит в том, что мера р 0 определяется равен­
ством р 0 (Е)=^ {р0 ( £ / ) : *% € Е^ , где для каждого уеГ' значение 
Ро(̂ г) выбирается рациональным и с условием I р (Е$) ~ Ро (Е^) I< & 

Для ^­пространств предыдущее утверждение может быть усилено: 
(3.4.3) Предложение. Пусть ( X , Т ) ­ "^­пространство и дсХ -

его плотное подмножество. Тогда множество Л ° ф $ ( Х ) , образованное 
теми мерами ре*М°б(Х), носители которых лежат в б , плотно в про­
странстве (Д(Х),$л) (а следовательно, в (Д(Х), 5с) , (Д(Х),^) и 
в 0 1 ( Х ) Л ) ) . 

Доказательство. Достаточно проверить плотность множества 
ЛЛ)8(Х) в подпространстве ЛЬСЦХ). Зафиксируем меру реЛ4°$(Х)^и 
пусть А={с1ь...,агЛ ­­ее носитель. Рассмотрим окрестность вида ПУ(р, 
\Х[, (Ь) , где Ц ; е Т ; при этом без ограничения общности можем счи­
тать, что Ц П А ^ Й для каждого С=1,...,п . Поскольку \iiC\bf0 , можем 
выбрать для каждого I точку ^ е ^ П В причем так, чтобы %Щ при 

Щ . Положим р01^~р^ и определим меру р0:Ъ-^1 равенством 
р0(£)=2[р0{х:У.4Хсе-Е}, если Е П { х , , . . . и ро(£) = 0 в противном 
случае. Остается заметить, что р0 е (ПЧ(р, Ц ( &)) П Л(°5В(Х). 

Для вывода из предложения (3.4.3) основных результатов этого 
раздела ­ утверждений (3.4.5) и (3.4.6), докажем предварительно 
следующую.простую лемму: 

(3.4.4) Лемма. Пусть ( У , б ) ­ нечеткое пространство, АсУ и 
А ­ плотно в­пространстве (У ,¿6). Тогда А плотно и в (У ,<о ). 

­ Доказательство. Обозначив через А ­.замыкание множества А в 
(У ,6 ), а через.А ­ его замыкание в (У ,о5), имеем следующую це­
почку неравенств, из которой сразу вытекает доказываемое утвержде­
ш е : А= Л I В •• Ь А . В е Т 0 } * Л{В"'Ш : В> Л, 6 е Г 1 * Л (С •• С = А , С е Т°} = А . 

file:///iiC/bf0
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Б. Двузначные меры 

Пусть «00 ­ подмножество множества Л ( Х ), образованное все­
ми двузначными мерами. Докажем прежде всего два простых утвержде­
ния о подпространстве К(Х) пространства (JH(X), S^). (Аналогичные 
утверждения о подпространстве К(Х) пространства бэровских мер, на­
деленном слабой топологией, хорошо известны, см., напр., [104] ). 

(3.4.7) Предложение. Множество ^(Х^ плотно в (/ФО.Эд). 
Доказательство. Пусть реК(л) . Превратим семейство множеств 

Г=^:ГсХ,^е$,р(Зг)=$ в направленное, положив ̂ Tfo тогда и только 
тогда, когда y i c ^ . Выберем по точке x^ef и рассмотрим меру Р^;=Р^., 
вырожденную в точке Ojp. Покажем, что направленность (рД­ег сходит­
ся к р в топологии 5^.. Согласно (3.3.17) для этого достаточно 
установить, что для каждого W T̂ числовая направленность ftfW) схо­
дится к р(Ш). Но в этом легко убедиться непосредственно, рассмот­
рев два возможных случая: если p(Us) = it то lie Г и, следовательно, 
*%€U для каждого pli , т.е. р ^ ^ И . Если же p M s 0 , то.р(Х^)=1 
и XvUef f а следовательно,^^ для каждого ^ f X N U , т.е. pf(Ù)a0. 

(3.4.5) Теорема. Пусть ( X Д ) ­ топологическое 1,­простран­

ство и В _ его плотное подмножество. Тогда Л°6Ш(Х) плотно в про­
странстве (а следовательно, и в каждом пространстве 
вида (М()(), Т^) , где £ С Я Т ) . 

Доказательство. Согласно (3.3.20) бТд=#д, а следовательно, 
в силу (3.4.3), Л°0В ( Х ) плотно в пространстве Ссыл­

кой на лемму (3.4.4) завершаем доказательство. 
(3.4.6) Следствие. Если ( X , Т ) ­ топологическое ^­простран­

ство, то ­о((Х,ТН d(M()()ЛA), > а значит,.сЦХ,7)^(М(Х),Г^) и для 
каждой системы § с Х Т ( о( ­ плотность (2.9.13)). 
(Мы не знаем, может ли,неравенство в (3.4.6) быть строгим.) 
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(3.4.8) Предложение. Множество замкнуто в (Л(Х),5д). 
Действительно, если рФК(л), то и<р(М)<{ для некоторого 

Но тогда, выбрав &</тил {р(Ю. <­.р(Ц)1 , получим 
Из.(3.4.7), (3.4.4) и (3.3.21) немедленно вытекает 
(3.4.9) Теорема. Множество Я(Х) плотно в пространстве ОфОДд) 

(а следовательно, и в каждом пространстве вида ( В Д ^ Т ^ , 2 С Х Г )• 

Поскольку. для топологического пространства (X ,Т ), как нет­
рудно заметить, с((Х/Г)=с((ХДТ) , воспользовавшись теоремой 
(3.3.7), из предыдущей теоремы легко получаем такое 

(3.4.10) Следствие. Если (X ,Т ) ­ "^­пространство и зс!ЛТ, 

то сцщ^ытю^^оцкт). 
Согласно (3.4.8) множество К(Х) замкнуто в (^И(Х\5д) . Более 

тонкой нам представляется доказываемая ниже теорема (3.4.12), ха­
рактеризующая замыкание этого множества в нечетких топологиях. 
Предварительно с каждом мерой реЛ((Х) мы свяжем множество бр : =

{т
: 

если Ц,...АеТ и р(ие)>'­*, 1*1,...,а, то и\(\..ШцФф} и положим ^эир бР. 
Легко заметить, что 0е"бр ; если ъ , то iб•Ci¡•; т^ебр 

(3.4.П) Лемма. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое пространство и 
. Неравенство Мр)*"£ (замыкание берется в 0И(Х),Т т)) имеет мес­

то тогда и только тогда, когда существует направленность (рД-ег с ^ 
такая, что для каждого У^Т , удовлетворяющего неравенству р(\[)Л>{, 
найдется #0еГ такое, что РГ (у)-1 для всех у<*уь. 

Доказательство. приводимое ниже, состоит, по существу, в по­
следовательной "расшифровке" соответствующих понятий. 

Согласно (1.6.3) р*еК тогда и только тогда, когда существует 
направленность (р^ г с К , которая ­сходится к р . При этом 
без ограничения общности можем считать, что 'k¿ = i для всех Г 
Условие ­сходимости направленности (рг\егс^ К Р означает, что 
эта направленность ^­финальна с каждой 9 ­ ° к

Р
е с т н о с т ь ю ^ нечет­

кой точки р*. При этом без ограничения общности можем считать, что 
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0=5у для некоторого УеТ , а следовательно, условие О^р* мо­

жет быть переписано в виде p(V)i•t>l . Далее, условие о^­финальнос­

ти направленности (р$\ег 0 0 множеством 0 эквивалентно тому, что 
существует #ьеГ такое, что йу(рг)-рг(У)>А Для в с е х Я"'То • Н о в ^

а я

" 
ной ситуации это и означает, что Ъу(р^) = ^ для всех угу 0 . 

(3.4.12) Теорема. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое пространство 
и ре Л(Х). Тогда К(р) = tp (замыкание. берется в (*М(Х), ) . 

Доказательство. Покажем сначала, что ^(р)*^ . Рассмотрим 
семейство множеств и^Це^•.р(\})>и положим Г=[^,П...Г)^:

^е2/, 
Ме/Ы^ . Упорядочим Г по включению, положив тогда и только 
тогда, когда у»суй , и для каждого ^еТ рассмотрим.двузначную ме­

ру такую, что Р г ф ^ (это возможно, т.к. ). В результате 
получаем направленность (рг)г&Г , причем для каждого У^Т такого, 
что р(У)+1р>1 и для каждого у^У имеет место равенство р(Г(У) = £, 

что, согласно лемме (3.4.1), и доказывает неравенство К(р)^р. 

Обратно, предположим, что К(р) = 5;>1р . Тогда, согласно лемме, 
существует направленность (рДрег ь К такая, что для каждого У^Т, 

удовлетворяющего условию р ( У Н з ^ , найдется такое, что Рг(У)=4 

для.всех $ЪТо . С другой стороны, поскольку , найдутся I/,, 

. . . ,УпеТ такие, что р(1£)>/­5 для каждого с= л , но при этом 
и,П...Пиа = 0 . Выберем Г̂с , 1=1 , . . . ,п , так, чтобы р/(Щ)'1 при 

и пусть таково, что у0?#ь...,#Ьф. . Ясно, что Р г№) = * для всех 
£

в

1,...,п , как только ̂  ̂ ^Ъ . Но это противоречит условию Ц(П...ГШл=0, 

согласно которому р^ (Ц,У р^ (Х,\ \Л^)+... + р,г (Х\ Йл) » 0. 

Аналогичный результат справедлив и для (^Н(Х\Тд): 
(3.4.12^) Теорема..Пусть (X ,Т ) ­ нечеткое пространство и 

РЩ$. Тогда К Л ( р Ы р , где 1\ ­ замыкание в пространстве 
Утверждение (3.4.12 ) легко следует из теоремы (3.&.12) и 

Доказываемой ниже леммы: 
(3.4.13) Демма. Пусть ( Х , Т ) ­ топологическое пространство 
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б>­о 
6 * А. 

В. Компактность 

В этом разделе исследуется связь свойств типа компактности 
топологического пространства ( X , Т ) и его нечетко­вероятностных 
расширений. Докажем сначала следующее вспомогательное утверждение. 

(3.4.14) Предложение. Если пространство ( X , Т ) нормально и 
счетно­компактно, то пространство ( - / И ( Х ) ,компактно. 

Доказательство. Пусть Л ' : - б"­алгебра бэровских множеств про­
странства ( X , Т ) и пусть 7?(Х) ­ множество всех бэровских мер р : 

——I (см., напр., |104^). Тогда, поскольку на топология Зс 

индупирует слабую топологию (3.3.16) и (X , Т ) счетно компактно, 
можем воспользоваться результатом из [ю4)и заключить, что(^(Х)>5с) 
компактно. 

Рассмотрим отображение ¥:Л(л)-~Щ(Х), сопоставляющее каждой 
мере реЛ(Х) ее ограничение • ¥(]р)­' = р / ^ . Заметим, что это отображение 
сюръективно. Действительно, поскольку топология Т нормальна и 
счетно­компактна, из теоремы Марека [тз] легко следует, что каждая 
мера реЙ£.(Х) имеет продолжение до меры р а следовательно, 
^(р)-р . Поскольку пространство (Щ(л),5с) компактно, отображение 
^ :(^Р0,4 >)-^(МХ) /5с) непрерывно и при этом прообраз, каждой точки 
РеЩ(Х)* как нетрудно заметить, антидискретен, отсюда следует ком­
пактность пространства (Л(Х), З с ) . 

и А*(ЛТ)С- таково, что ^1\с1рг{ для каждой меры реК(Х) . Тогда суще­
ствует , такое, что р(&) = 1 для каждой меры ре/^(Х). 

Доказательство. Поскольку А полунепрерывно сверху, то для 
каждого &0 А « А Г/-&, 4]£*Т С и при этом р(Аб)=/ для каждого ре/( 
(поскольку для каждого реК ). Отсюда, воспользовавшись 
непрерывностью меры р , заключаем, что р(&) = 1 , где Ь : = д П Л £ и 
при этом, очевидно, 
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(3.4.15) Теорема. Если топологическое пространство (X , Т ) 

нормально и счетно­компактно, то нечеткое пространство М Х ) , ' ^ 
компактно (а следовательно, и каждое пространство вида ( Ж ^ / с Д 
где £ с^ХТ , компактно). . . . 

Доказательство. Из предложений (3.4.14), (3.3.19) и (3.3.21) 
следует, что в этих предположениях пространство (ЩК)/^^) ультра­
компактно. Для завершения доказательства остается воспользоваться 
теоремой Ловена [бв] , согласно которой каждое ультракомпактное не­
четкое пространство компактно. 

В терминах спектральной теории предыдущему утверждению можно 
придать.такой вид: 

(3.4.15') Теорема. Если топологическое пространство (X , Т ) 

нормально, то СС (X, Т) с С (ЛС(Х), Тд) с С ЩХ), , где 2 с!Т. 
Перейдем теперь к рассмотрению обратной задачи: в какой степе­

ни свойства компактности нечеткого пространства вероятностных мер 
обеспечивают наличие аналогичных свойств для исходного пространства. 

(3.4.16) Теорема. Для каждого топологического пространства 
( Х . Т ) имеет место включение СС(М()()Хт)с СС(Х,Т) 

Доказательство. Зафиксируем е̂ССС/К(Х),'Гт) и пусть [/\П:ПЕН\сТС 

таково, что А 1 ^А 2 ^. . . . Предположим, что найдется такое, что 
Яф.Л Д£(х)> рс+& для всех пеН . Пусть к: Х т А $ определено как 
в (3.3.7); рассмотрим последовательность замкнутых в (М(л)/С^) не­

четких множеств к($*п(Ая)>...» Очевидно, что для каждого &'<& и 
каждого п^Н найдется точка о^еХ такая, что Мхь)*рс

+Ь' для всех 
— п —— л 

, а следовательно, ШР.Ак(М)(р)>, эир А к(к)(рх) *Л к (АдСрЬь)* 
^1}пс[Ул)ър . Ввиду произвольности ё'< & отсюда вытекает, что 

^ $ ^ ) ( ^ ) > / & с + 6 , . а следовательно, в силу (2.4.6),5Ц£ДА(Лп)(р)*^
с 

Зафиксировав &.<р
С

, выберем р 0

е

Д так, чтобы ^ЦМ^(р^)>(Х . Да­
лее , поскольку, очевидно, кп€ Т и > к(АЦ) для всех де/У , то 
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\/&с̂ >1г(Аа)!и /А лс1/) 0 , и, значит, /Ала(р0>а для всех ле/А/ . Со­
гласно теореме Лебега (см., напр., [17, с.1.68]) получаем /(ЛАп^с^а, 
а следовательно, з и р ^ А А ^(л), откуда, ввиду произвольности выбо­
ра. &<р , получаем Щ>(Мп)(х)>р . Воспользовавшись вновь леммой 
(2.4.6), заключаем, что ре 

Из теорем (3.4.15) и (3.4.16) получаем, что для каждого нор­
мального пространства (X , Т ) имеют место цепочки включений: СС(М()С), 

с СС(Х,Т) . Тем самым приходим к следующему результату: 
(3.4.17) Теорема. Для каждого нормального пространства (X , Т ) 

С С ( Л ( Х \ Т Л > СС (Ж(ДГТ~) - № № к ) ' С(М(Х),Ху) - СС(Х,1). 

Из теоремы (3.4.17) вытекает 
(3.4.18) Теорема. Для каждого нормального топологического про­

странства следующие условия эквивалентны: 
(а) пространство ( X , Т ) счетно компактно; 
(б) пространство (М[л)1 счетно компактно; 
(в) пространство (̂ И(Х),Тд) счетно компактно; 
(г) пространство (Ж(Х), компактно; 
(д) пространство (М(Х)}Х^) компактно. 

Г. Отделимость 

Изучаемые нами нечеткие топологии на пространствах вероятност­
ных мер обладают слабыми, но при этом весьма характерными свойства­
ми отделимости. Для описания этих свойств мы, основываясь на схеме, 
разработанной в § I второй главы, модифицируем терминологию приме­
нительно к нашим целям. 

Пусть ^е[0,1) . Скажем, что нечеткое пространство ( У ) (р , 

^Кхаусдорфово, если (Д^Гс)^НоЙ). Скажем, что нечеткое пространство 
(У , б ) является {р,Ъ)-Т0­пространством, если (/>,#с)е ТО^ (̂ ) (см. 
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(2.1.1), (2.1.31)). "Расшифровывая" эти определения, можем придать 
им следующую форму. Нечеткое пространство (У , б ) называется (ß,f)-

хаусдорфовым. если, для любых различных точек х.уеУ найдутся U,Y^6 

такие, что jf . Нечеткое пространство 
называется [Ь ̂ Г)-ТО­пространством. если для любых различных точек 
х.^еУ найдется \Хе6 такое, что либо ü(x)>p и U(y)*g* , либо 
Щ)>Р и ВД)<^. 

(3.4.19) Теорема. Для каждого топологического пространства (X, 
Т ) нечеткое пространство нормальных вероятностных мер (ЛГРО.-ТА) 

является (p,f>)­хаусдорфовым при всех р>0. 

Доказательство. Пусть р,Ц таково, что pfö)^fö). 
Положим для определенности P(6)>̂ f6) и пусть b<%(p(Gt)-q(G)). Восполь­
зовавшись нормальноетью. меры р , выберем Н £ Т . так, чтобы HCG и 
Р ( Н ) > Р ( Б ) - Ь (где Н ­ замыкание в (Ji[X),'Cj¿) ). Рассмотрим нечеткие 
множества вида fcOfH+Qglf и V - ítn + b¡>H , где Qt, a¿ , 6/ , 6Ä выбраны 
так, чтобы 0 ^ А Д < А , ч < 1 , 0 « 6 A < ¿ / « 4 t ^-cu 3 ( P (©-6 ) ( A , - A * ) и 
= (í}(H )-É)ft-ÍFE) (в возможности такого выбора легко убедиться непо­
средственно). Нетрудно заметить, что определенные таким образом 
функции ¿/ , V полунепрерывны снизу и при этом Ъи(р)^ р(И)(о.,-0.;г)+ая> 

>(№)•«(о,-о»> Q,->, 8 У ( 9 > 9 6 , ) * b t > ( ф - ь ) ( Ь Г Ы)+Í» - > 

Для завершения доказательства остается заметить, что (6ЦЛ0У)(г)<й 
для каждой меры ГеЛ (Х) . Действительно, если JUdr*ir(H)(Q,-Qi)+(k>p и 
J V D R ­ ^ f t - ^ V ^ ^ . то r f H ^ ­ ^ X p í G ) ­ ^ ­ ^ ) и ^(í¡ c)í6 r6д)>R9Í/i c)­

­Ь)(6|Л>Г9(^)­0(6|­Ьл). откуда ф)+ф
с

)>р{6)+0,1и
С

)-тр(0>1-

.'Но это невозможно, поскольку 
(3.4.20) Следствие. Если ( Х , Т ) ­ совершенно нормальное топо­

логическое пространство, то нечеткое пространство (М^Хд) (f>,f>)-

хаусдорфово для всех р> 0. 

(Из анализа доказательства предыдущей теоремы ясно, что факти­
чески установлено более сильное утверждение: для каждого р>0 и 
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любых р,9 существуют . такие, что 
и ( Ь Ц Л ^ Х О ^ для всех. геЛ ( Х ) . ) . 

Условие ^ > 0 в (3.4.19) и (3,4.20) является существенным: 
(3.4.21) Теорема. Если (X , Т ) ­ топологическое пространство 

и 1X1 > 1 , то пространство (Л(Х),Тд) не является (0,0)-"^­простран­

ством (и темболее не является (0,0)­хаусдорфовым). 
Доказательство. В случае, если (X ,Т).не является .^­прост­

ранством, доказываемое утверждение очевидно. Предположим, что (X , 

Т) - Т0­пространство и пусть л,,уеХ . Определим меры р,9еЛ(Х) ра­
венствами (Е £ % ) : . 

р(Е)=* при * е Е , ^ Е , р(Е)=М: при , ЦеЕ ; 
С̂ (£)=5 при .1/еЕ,л£Е , 9(^)= •/­Э при , л е £ ; 

(и, естественно, р(Е)= Ц(Е) = 0 п р и д а н ; р ( £ ) = 9 ( 0 = 4 при 
), Где ^*е ( 0 Д > 

Ясно, что, если Ьи(р")>0 для некоторого Не К , то либо Щх)>0, 
либо №{у)>0 , но тогда и Оц(с£)>0 . Аналогично, если Ъи^^О , то 
и олр>о ; 

(3.4.22) Теорема. Пусть (X ,Т ) ­ топологическое пространст­
во, |Х|>1 и ^<р . Тогда пространство (М[)(),Х£) не является 
Т0­пространством­ (и тем более не является (р,у)­хаусдорфовым). 

Доказательство. Представим £ в виде $=рк , где 0«к<4. 

Зафиксируем .некоторое \
>

~^к^ ,я<^<> и выберем з так, что­
бы ­£<з<­£ у г Д " »

 5
* ~ ^ Т ^ " • (Такой выбор возможен,­

поскольку, как непосредственно проверяется, ­ < £ ). 
Как и в доказательстве предыдущей теоремы, можем без ограни­

чения общности считать, что (X ,Т ) является "^­пространством. За­
фиксировав точки <Л,уеХ , определим меры р,9 е ^Р0 так же, как и в 
Доказательстве теоремы (3.4.21'). 

Предположим, что Пек таково, что Ьи(р)> р и Ьц(ф$кр. 
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Пусть 1 ф с > а , И(у)-Ь , тогда ]11с1ир =Ьа +(\-Ь)Ь> р и ]И(1^за^ 
+ (1­3/0 . Из этих двух неравенств легко выводим <Л>р • 

Но с другой стороны в силу выбора з получаем, что р 

т.е. й> 4 .Полученное противоречие позволяет заключить, что, ес­
ли Ъи(р)>р , то ^ ( ф ^ . 

Предположим теперь, что МеЛ' таково, что ̂ и(с()>р иЬц(р)«кр. 
Тогда ]Щ = ъа + &Ь>р , ]ийр= ЬхНсЬ^кр . из этих нера­
венств выводим, что Ъ>р^^ъ £ ~ |г§\>4 , что вновь.приводит к 
противоречию, а значит, если Ьи(Ц)>р , то 5ц (р) > £ . Но это и 
означает, что (Л(Х);Т^у не является (р,%)-\- пространством. 

_ Нетрудно заметить, что, в случае нормального пространства 
(X ,Т ) , построенные в доказательстве теоремы (3.4.21) меры нор­
мальны. Это позволяет^ сформулировать такой вариант предыдущей те­
оремы: . . 

(3.4.22') Теорема. Пусть (X , Т ) ­ нормальное пространство, 
1X1*1 и ^<р . Тогда пространство ОФ0,.Тд) не является (р>,$)-Т0-

пространством (и тем более не является (̂  ,^)­хаусдорфовым). 



§ 5. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ КОНСТРУКЦИЙ Щ) И Л(К) 

Выше были рассмотрены две универсальные конструкции нечеткой 
топологии: ?(Х) , проведенная для линейно­упорядоченного простран­
ства X и конструкция Л*1(Х) , проведенная для произвольного тополо­
гического пространства X . Хотя на первый взгляд эти конструкции 
совершенно различны, при более глубоком анализе, которому и посвя­
щен этот параграф, оказывается, что в действительности они весьма 
тесно связаны, а в отдельных Случаях могут рассматриваться как 
два варианта одной конструкции. 

(3.5.1) Конструкция (Мп()ЬЛп)ш Пусть (X ,< ) ­ линейно­упоря­
доченное пространство.и (/ = {(-,6),(а,­*­)•• а,4еХ} ­ стандартная пред­
база его топологии Т / Обозначим через \ б ­алгебру, порожденную 
семейством П .и пусть ̂ п(Х) ­ множество всех вероятностных мер р : 

.. Ясно, что $ п с $ 9 а следовательно, Д7 ^ М . При этом в 
случае,.когда X имеет счетную базу, очевидно, \ = % и, значит, 
Лп = М • Воспользовавшись конструкцией (3.3.1), поккаждому семей­
ству $сЯТ мы определяем топологию Т» на пространстве Л(Х) , а 
следовательно, и на его подпространстве Л{]()(). (Мы используем од­
но и то же обозначение Т* для­ топологии на пространстве Л(Х) и 
для топологии на его подпространстве Лп (X)). 

Особый интерес здесь будет представлять для нас случай 
И и г=ЛЛ , где М={(~А(а,-)'-а№Х}и{с:се1}. 

Как установлено в доказываемой ниже теореме, конструкция 
Тц)?»: Л п / X ) для пространств счетного характера эквивалентна 
описанной.в (3.1.4) конструкции ?*(Х). 

(3.5.2) Теорема. Если X ­ линейно­упорядоченное пространст­
во счетного характера, то.нечеткие пространства 3*(Х) и ^п(Х) 
(канонически) гомеоморфны. 
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Доказательство.. Определим отображение ¥ : J^jfX) ?*(Х) . поло­
жив ¥(р)=с*р, где dp : X—~1 ­ функция, заданная равенством <£р(х)= 
= р[х,-~) . Ясно, что <2p€"J((X). Пусть t n ­ последовательность в X , 
сходящаяся к точке X слева; тогда из свойств.меры ясно, что 
|Йь^Р ̂  = rtiS Я ̂ .~*:

)
 = Р Ф fti,"")) = Р =

Ф (Л

). Поскольку характер 
X счетен, отсюда следует, что. £р€ ̂*(Х). 

Определим теперь обратное к ¥ отображение У : ?*(Х)—"ЛП (X). 
Для каждого <*6i*(X) рассмотрим отображение р̂  : {[%^-хеу}) » за­
данное равенством p^lx,-*) =х(х). Если Lx,-*)m ^/"t^­*­) , где t a ­

возрастающая последовательность, сходящаяся к X , то, ввиду полу­
непрерывности слева функции £ , имеем р^Ц-

*) = £№=кп£(Ъд=кмр#['ка} 

, а следовательно, функция множества р̂  непрерывна на [Г*,-*) осех! 
Из общей теории меры.едедует,:что р̂  единственным образом продол­
жается на б­алгебру, порожденную семейством {[х,—} " хе){\ , кото­
рая, как нетрудно заметить, совпадает с %^. Эту продолженную меру 
также будем обозначать р# . Положим ­ р^. Из определений ясно, 
что отображения ¥ и ? взаимнообратны. Для доказательства теоремы 
остается проверить непрерывность отображений Т и У . Для этого 
рассмотрим следующие равенства, справедливые для каждой меры реМц-

^JUfip>Ki(LV> ­^(а"1

)­Ьа Jfa, (fad * Р Cĵ ffe,—5> ­ Sft̂­o 0 0 , если точ­
каа неизолирована справа; ¥ ̂ a)(pV^p(a+

)
 = P(Q

/"̂
Ä

f̂o,-') fjÖ . если 
точка а изолирована справа; T1(Ra)(p)*0 , если а=пшХ ; t((L^(p)= 

если точка Ь неизолирована слева; l
f"'(Wp)

e

'"^pf^)
e

^­P^'"
r

)
 = pC'*"' 

*)
e

fy*yfc) (?) . если точка 6 изолирована слева, t<h и (t,b)-0, 
Г'(/-бХр)=-/-^р(б") = 0 , если 6-mw.X. 

Итак, прообразы элементов предбазы нечеткой топологии о на 
3 (X) при­отображении ¥ составляют предбазу нечеткой топологии Т п 

н а * ^ n W » а следовательно ¥ : JMn(X) -г$*(Х) ­ гомеоморфизм. 
Из теоремы (3.5.2) и (3.1.4) вытекает 
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(3.5.3) Следствие. Если X ­ линейно­упорядоченное пространст­
во счетного характера, не имеющее изолированных точек, то нечеткие 
пространства 5(Х) и Л(Х) гомеоморфны. 

Как замечено в (3.5.1), в случае пространства счетного веса 
6­алгебры % п и % равны. Это позволяет вывести такое 

(3.5.4) Следствие. Если К ­ линейно­упорядоченное пространст­
во, счетного веса, то нечеткие пространства гомеоморф­

ны. Если при этом пространство X не имеет изолированных точек, то 
пространства также гомеоморфны. 

Совершенно аналогично можно доказать и ламинированные версии 
предыдущих утверждений *% 

(3.5.2^) Теорема. Если ^ ­ линейно­упорядоченное пространст­
во счетного характерато ? (X) и Ах^(К) гомеоморфны. 

(3.5.3*^) Следствие. Если X ­ линейно­упорядоченное простран­
ство счетного характера, не имеющее изолированных точек, то нечет­
кие пространства 3 (̂Х) и ^^(Х 4) гомеоморфны. 

(3.5.4^) Следствие. Если X ­ линейно­упорядоченное простран­
ство счетного веса, то нечеткие пространства Г(Х) и Лх(х) гоме­

оморфны. Если при этом X не имеет изолированных точек, то прост­
ранства . 5*(Х) и Ж Т(Х) также гомеоморфны. 

(3.5.5) Замечание. Пространство ?*(Х) может естественным обра­
зом интерпретироваться, как образ пространства -?(Х) при фактор­ото­
бражении 9:£(Х)—?*(Х). отождествляющем ™ ­эквивалентные функции 
из ? (X) . При этом, очевидно, прообраз с\ каждой точки 
является антидискретным подмножеством пространства. ?(Х) . Это на­
блюдение позволяет посредством утверждений (3.5.2), (3.5.3) и 
(3.5.4) перенести многие результаты § 4 на конструкцию ?(Х). 



Глава 1У. АЛЬТЕРНАТИВНАЯ ТЕОРИЯ НЕЧЕТКИХ ТОПОЛОГИ­
ЧЕСКИХ 'ПРОСТРАНСТВ 

В (1.1.1) было введено понятие I­нечеткого топологического 
пространства, а в (1.1.3) определена категория И*(0. I­нечетких 
топологических пространств. В предыдущих трех главах мы изучали 
свойства Ь­нечетких пространств (свойства категории ЕТ(0 ). При 
этом каждый раз решетка I считалась фиксированной. ­ иногда фикси­
рованной произвольным образом, чаще же.в качестве решетки Ь брал­

ся интервал I . Однако и в тех случаях, когда мы ограничивались 
интервалом I, соответствующие результаты могут быть распростране­
ны на случай решеток достаточно общей природы (или даже на случай 
произвольных решеток). С другой стороны, для всей излагаемой в 
предыдущих главах теории существенен тот факт, что решетка и каж­

дый раз была фиксированной. Альтернативный, принципиально отличный 
подход к предмету нечеткой топологии придется развить, если за­
даться целью рассматривать Ь­нечеткие топологические пространст­
ва для различных нечетких решеток^ одновременно. Более того, в 
этом случае естественно допустить, что нечеткая топология 5 при­

нимает свои значения в решетке И , вообще говоря,.отличной от ре­
шетки 1> , определяющей характер нечетких множеств. Целью данной 
главы и является изложение основ такого подхода. 

§ I. КАТЕГОРИЯ 6ГТ 

(4.1.1) Определение. Объектами категории б/Т являются кор­
тежи вида ( X ,Ь ,5Г ,К), где X ­ множество, I и К ­ ограниченные 
5ир­полные бесконечно дистрибутивные решетки, а Л : / . -~1л ­ ото­
бражение, удовлетворяющее аксиомам (I) 5(0) = Т ( Т ) = * 4 , (2) 5 Т / М У ) * 
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>!Т(Ц)лff(V) ДДЯ любых W,V^L и (3) 1 ( У Й ) > ^ О Д ) для каждого 
семейства с L . Отображение ^ , удовлетворяющее аксиомам 
(1)­(3), естественно назвать ( L ,К)­нечеткой топологией на мно­
жестве X . 

Морфизмами категории GFT служат тройки : (X,,Ļ,,A,K|)-*' 
—' (ХАЛЯ, i­. К«) • г д е J­ X, — Хя ,'а Г : LL и 'У : К2— /f£ ­

отображения, причем ¥ и У сохраняют произвольные супремумы и ко­
нечные. инфимумы и 51 ff «V« ^ ) * У (V)) для каждого сво­

его рода .условие непрерывности). 
Композиция морфизмов (j„ %. : (Х„ L,, %, К) — (XÄj LÄ> 4, Кя) и 

(/я, X ) : (X*. ^Ä, 4, К*) — (Х>Л, з̂) определяется равенством (}я* 
• J i / * i e V 8 (ХЛ А *0 ( Х » А А О •

 в качестве тождест­
венного выступает морфизм 
где &х : Х—~Х , <£t: L -+~L и &К:К~- К - соответствующие 
тождественные .отображения. 

(4.1.2) Замечание. Пусть Lat ­ категория ограниченных sup* 
полных бесконечно дистрибутивных решеток и отображений таких реше­
ток, которые сохраняют произвольные супремумы и конечные инфимумы 
(и, в частности, сохраняют 0 и 1 ); пусть Lat°^ ­ обратная к 
Lat категория. 

Используя терминологию Эклунда и Гелера [24], можно сказать, 
что категория является базовой для категории 6FĪ 

(а категория GFT , в свою очередь, служит топологическим обрамле­
нием (jramCag ) категории Stt*Latop* Latop ). (Для сравнения: 
Для категорий Тор , FT . CFĪ(L), ICFĪ(L) и т.п. базовой является 
категория Set ; нри этом категория Тор (и только она) является 
топологическим обрамлением категории Set ). 

(4.1.3) Определение. Морфизм •(^,^,3 ;) :­(X, >L bl,K /

>)­»­(X^/jÄ ;^KÄ) 

категории . GFT называется гомеоморфизмом. если } : Х|­*"ХЙ явля­

ется биекцией, ^:LĀ-^Lf и У:К^}^, являются изоморфизмами в 
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категории Led и при этом 

непрерывны (т.е. $(ЪЧ*№(4А$Ъ ДДЯ 
каждого для каждого UeL? ) . 

Нетрудно заметить, что морфизм (}Л,У) : (Х,Д J, К,)­*­(Xg LG, 

является гомеоморфизмом тогда и только тогда, когда J­: 
Х|""Ха ­ биекция, ¥ : LZ-~L, и У :КЙ­^К, ­ изоморфизмы в Led и 
J ( ¥ « V « / ) * Y ( 4 ( V ) ) для каждого VE L**. 

Наряду с отношением гомеоморфности нам потребуются два более 
слабых отношения эквивалентности на GFT 

(4.1.4) Квазигомеоморфизм. Пусть (X,, U Д, К(\ (ХА; L A l ^дДя) е 

e O t ( ^ ) и отображения Д:X, — , fiL^L, и У : б и е к ­

тивны. Тогда тройка : (Х,Д, $i,Ki)^~ ( Х я А Д Д а ) называ­

ется квазигомеоморфизмом, если Ji(t°V°f) = У(%(ЧЪ для каждого 
Vef­2& . (Таким образом, определение квазигомеоморфизма отличает­
ся, от определения гомеоморфизма тем, что от входящих в него компо­
нент ¥ и.У не требуется, чтобы они были морфизмами в Lat ; в 
частности, квазигомеоморфизм не является, вообще говоря, морфиз­
мом категории QFT .) 

Пространства (X,,^,ДД) и (Xa,LĀ, в этом случае 
называются.квазигомеаморфными. 

(.4.1.5) Парагомеоморфизм. Для каждого нечеткого пространст­
рассмотрим.нечеткое пространство с*. L\ *. Я) , где 

* ­ одноточечное множество. (Если LeOb(Lai), то Lx , будучи на­
делено естественным порядком, также является объектом Lat и при 
этом, если L ­ нечеткая решетка, то и L может быть рассмотрена 
как нечеткая решетка (0.1.6). Отождествляя естественным образом 
решетку L с решеткой (L ) , можем {L,/()­нечеткую топологию б\ 

L-**K на множестве X трактовать как ( L* ,fi)­нечеткую топологию 
$ : (/_Х) т г К на множестве * .) 

Далее, если j-.Xi­^Xg и ¥:Ь 2­^Д ­ отображения, причем ¥ 
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является морфизмом в Lut , то и отображение j\ : Lz
 Ä — - Lf' , опреде­

ляемое равенством , является морфизмом в Lat . Бо­
лее того, если : ( Х ^ Д ^ ^ Х ^ Ь д Д , ^ - морфизм (гомеомор­

является 
морфизмом (соответственно, гомеоморфизмом) в G FT . Обратное, оче­
видно, неверно: из гомеоморфности пространств (*, К») и (*, 
L/, ^я, Кд) » вообще говоря,.не следует гомеоморфность пространств 

(X,,L,',.3i,~Jff) ­ и. (Ля,i­j»3«, ЛА). Естественным поэтому представляется 
Определение. Нечеткие пространства (K,UX,^i) и 

называются парагомеоморфными, если соответствующие одноточечные 
пространства (*,if1

, .Ki") и (*, /О гомеоморфны. 
(4.1.6) Категория GFT . Нарядусс категорией для нас 

будет представлять интерес и близкая к ней категория GFT . Объек­
тами GFT* являются те из объектов ( Х , Ь Д , К ) категории GFT , у 
которых L , К являются нечеткими решетками, а морфизмами ( f ,^ ,V) : 
(XbL|,îf,Kj)-*"(X^ lLA>^,Agl') являются те из морфизмов категории GFT, 
у которых f :L^-^L/ и У : Kj>­**ftj сохраняют произвольные инфимумы 
и инволюцию. 

(4.1.7) Категории GFT0 и GFT* . В большинстве представля­
ющих, для нас интерес ситуаций можно без ограничения общности счи­
тать, что решетки L и W совпадают и что ^ ВУ , или, что эквива­
лентно, K^L и . Соответствующие подкатегории категорий 
GFT и GFT* будем обозначать, соответственно, GFT0 и GFT 0 . 
Ясно, что для объектов и морфизмов этих категорий можно использо­
вать упрощенные обозначения (X,L,^) и.(£*£) соответственно. 



§ 2. КАТЕГОРИИ НЕЧЕТКОЙ ТОПОЛОГИИ КАК ПОДКАТЕГОРИИ В GFT 

В этом параграфе категории нечеткой топологии, введенные в 
главе I, и некоторые другие категории (как новые, так и встречаю­
щиеся в литературе) описываются как подкатегории категории GFT 

Пусть L,KeOb(/.af) и пусть ^ : L­~L , V :К — К ­ морфизмы ка­
тегории bat . Обозначим через полную подкатегорию кате­
гории G T T , объекты которой имеют вид (X,L,tT,K) для данных L и 
К . Далее', пусть GFTfL.W) ­ подкатегория категории GFT(L,K), 
имеющая те же.объекты, что и ,и морфизмы вида (J­, У "О 
при данных ¥ »IC и некоторых R,m.eN (здесь .У»У°„ »Л). 
В случае, если L=K и вместо исполь­

зуем обозначения fiFTCK) и GFT(L,0 соответственно. (Эти катего­
рии, очевидно, являются подкатегориями рассмотренной в (4.1.7) ка­
тегории GFTo .) Естественный смысл придается обозначениям aTT*(W) 
и т.п. . . 

(4.2.1) Категория РТ(Ь), определенная в (I.I.3), может быть 
охарактеризована как подкатегория GPT(L>,&̂  категории GFT . в 

частности, категория FT==FT(Ī) может быть отождествлена с 
(4.2.2) Категория ĻFTļu) • ламинированных L ­нечетких прос т­

ранств (I.I.4) может быть охарактеризована как полная подкатегория 
GLFT(L,&b) категории G F T ( L , 6 L ) , объекты которой ламинированы. 

(4.2.3) Категория. GCFT определяется как полная подкатего­
рия категории GFT (или, что эквивалентно, как полная подкатего­
рия категории GFTo ), объекты которой являются чанговскими L­не­

четкими пространствами для всевозможных L е 0Ь (7.я£). При этом для 
объектов категории GCFT может использоваться запись вида 
12") либо эквивалентная ей запись (X,L,5) (4.1.7), а для морфиз­
мов этой категории ­ запись (},%&2) либо эквивалентная ей запись 
(J­,4?) (4.1.7). Легко заметить, что категория GCFT ••= GFT П GCFT 
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может быть отождествлена с введенной Родабаухом категорией $1Ш 

[90] , см. .также [93]-. 

(4.2.4) Категория СFT (L̂> чанговских L­нечетких пространств 
(при фиксированной L ) (1.0.2) может быть охарактеризована как пол­
ная подкатегория категории GFT(L,6¿\ объекты которой являются 
чанговскими, либо как полная подкатегория GCFT(L,6¿) категории GC FT. 

(4.2.5) Категория G L FT определяется как полная подкатегория 
категории G FT , объекты которой ламинированы. Очевидный смысл 
придается ..обозначениям и т.п. 

(4.2.6) Пусть GHFT ­ полная подкатегория категории 
объекты которой имеют вид 

( Х , 1 Д К ) , где 1X1 = 4 . Ясно, что в этом 
случае объекты мы можем рассматривать как тройки (L,í , К) , где L, 

Ob(Laí) , a отображение, удовлетворяющее условиям (I) 
í{0)­(T(ft­i; (2) Щ^)>,Щ^Ф Для всех Ü^L и ( 3 ) f ( . V W¿> 

с L . Естественный смысл 
leo ' " 

придается обозначениям GHFT , £JHFT0 и GHFT0 . Морфизмы из (Ь,, 
í ) в (Lft,íf) имеют при этом вид пары отображений ¥ : LZ—~L, и V : 

таких, что 5¡(f(V5)^y^(V) для каждого Ye t.. 
( 4 . 2.7) Пусть GHCFT ­ полная подкатегория категории G H FT 

(или, что эквивалентно, категории GHFT0), объектами которой явля­
ются чанговские пространства. Другими словами, GHCFT может быть 
описана как категория, объектами которой являются пары ( L ,Т ), 
где L ­.нечеткая решетка, a TcL , причем (I) 0,1 et ; (2) если 
U.}JeX , то IMVeT и (3) если с Т , то и V i i i e t , а в 
качестве морфизмов из ( L, ,Т, ) в (L¿ f?¿) берутся отображения Ф : 

такие, что Y(V)eT, для каждого VeT^ . . 
Категория jGHÇFT ,̂ определяемая (в духе (4.1.4)) по аналогии 

с GHCFT , по существу, является категорией хаттоновских нечетких 
пространств J48] , [49] . В дальнейшем мы к этой категории будем не­
однократно обращаться и использовать для нее также обозначение Я, 
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i* 
(4.2.8) Пусть GQFT ­ полная подкатегория категории gft; 

объектами, которой служат L ­нечеткие пространства вида ( и д к), 
где L,К ­ нечеткие решетки, инволюции в которых являются.ортодо­
полнением (инволюция C :L­^L называется ортодополнением, если 
она удовлетворяет условиям для каждого 

Очевидный смысл придается обозначениям GOCFT*, G0LFT* , 

GOCfT* .и.т.п. 
(4.2.9) Рассмотренные выше категории позволяют различными 

способами охарактеризовать категорию Тор . Например, Тор может 
быть описана как категория или как категория или 
как категория GFT (Z, £2) . Эта своего рода инвариантность катего­
рии Тор в категориях нечеткой топологии объясняется тем, что 
единственным эндоморфизмом решетки 

2-tnō в категории Lot яв­

ляется тождественное отображение. Если же lEnd(L)l у/ Z , то кате­
гории GFT(L) и GFT(LAļ заведомо различны. В случае, когда 
\LM , категории 6CFT(L) и GFT(L) также различны. 

(4.2.10) Категория локалей ЬОС . Пусть Loc - категория ло-
калей (см., например, [бо], [ōlļ). Нетрудно показать, что Loc мо­

жет быть охарактеризована как полная подкатегория категории 41, 

объекты которой имеют вид (L ,X ), где r ­ L . 
(Сходным образом может быть охарактеризована и категория ал­

гебр Рейтинга [4lļ , см.также [ зб] ) . 

(4.2.11) Предложение. (а) Категория GCFT эпирефлексивна и 
эпикорефлексивна в категории GFT . (б) Категория GCLFT(L) эпи­
рефлексивна и эпикорефлексивна в категории GCFT (L̂ ). (в) Категория 
(Ж FT. эпирефлексивна.и эпикорефлексивна в категории GHFT. 

Доказательство, (а) Пусть (X ,L , ÍK>№(GFf) . Определим 
X X (Г 

чанговские L­нечеткие топологии 5{с\_ и %ci равенствами ļ : = 
•-helK-$№=l] и 5>== íUc L x = 3{Yí:£еО1).í"(Ví4)>0, H-VY £ 5. 



­ 2 7 5 ­

Тогда, как нетрудно заметить, отображения 
Фх.бьЛУ. ( и д и ) -

­ * ­ ( Х , 1 Д , 2 ) ( е О Ь ( б С Р Т ) ) > г д е сй : 2 ­ ^ К ­ отображение включе­
ния, и 
дк : К ­ * 2 определяется равенствами дк(0 = 4 и 9* («0 = 0 при «=¿#1, 
являются соответственно эпирефлексией (из 6РТ в СГСРТ ) и эпи­
корефлексией (из бСЯТ в 6РТ ) . 

Пункты (б) и (в) могут быть доказаны аналогично. 
Легко убедиться также в справедливости следующего утверждения: 
(4.2.­12) Предложение. (а) Категория Й1.РТ эпикорефлексивна 

в категории йРТ ; (б) категория эпикорефлексивна в 
(в) категория бСЬРЧ эпикорефлексивна в 6СРТ. 

(Как следует из доказываемого ниже утверждения (4.3.5), отно­
шение рефлексивности между категориями типа рассмотренных в 
(4.2.12) не имеет места.) 



§ 3 . ОПЕРАЦИИ В 6FT 

( 4 . 3 .1 ) Инициальные структуры. Пусть Х< , X¿ ­ множества, ii,U, 
­нечеткая топология на X¿ и 

( f , ^ ) : ( X b í. bM - ( X^^^-;Mop$H3M в 5et»lot 0 p» Lai°P . Сла­
бейшую ( Lj, Kf)­нечеткую топологию 5¡ на множестве Х<, относитель­
но которой (£¥,^0 : (Х|)1,Д1,К|

Ч

)­^(Хй/^Дя, K¿) является непрерыв­
ным (т.е. морфизмом в GFT ), назовем инициальной для ({, У ) . 
Инициальную (L, К)­нечеткую топологию будем обозначать (], У) 

Нетрудно заметить, что инициальная для (},^,^У) топология 
может быть задана формулой % ( I f ) V •• ©(е , где 
lUL,* , 3¡*­ = {^oVo­f : V e I»*, £ ( V > o < } (ср. (1.2.1)). 

Пусть теперь {(Х^Дг,^, K^/eFj ­ семейство нечетких прост­
ранств и (jy.fy/yjr). (X,L,K) -*-(Xf, Ly, K^), ^еГ ­ семейство морфизмов 
в Set * Lat р * Lat°^ . Слабейшую (L , К)­нечеткую топологию на X , 
относительно которой все 

: (Х>L- К^ ~~ (h LS> %> K
¿> не­

прерывны, назовем инициальной для этого семейства. 
Легко заметить, что инициальная для семейства (fo, fy,Чг), У е Г 

(L,К)­нечеткая топология может быть определена равенством 5=5iip(Jy, 

\^t) (^¿} (операция перехода к супремуму определяется в полной 
аналогии с ( 1 . 2 . 7 ) ) . 

Для определения произведения в GFT нам потребуется предвари­
тельно ввести операцию произведения в Lat ° . При этом мы следу­
ем работе Б.Хат­тона [48J • 

( 4 . 3 .2 ) Произведение в L a t° ? [ 48 ] . Пусть ÍL y:yertc Ofa(Lat). 
Произведение этого семейства в определим как решетку L=®Lj, 
элементами которой служат подмножества a c f l Í L y у е Г ^ ( П ­ произ­
ведение в Set ) такие, что I) если "tea и s*t , то s e a (для S ,Le 

€ R L ^ неравенство S«t означает, что Sj<tj в L¿. для каждого £еГ) 
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и 2 ) если D ^ C L J И то и ftis (ftf) eOL, где fo* зир bŗ. 
Отношением a * D < H > a c 6 , где U , 6 e L , множество L превращается в 
полную бесконечно дистрибутивную ограниченную решетку, т.е. Ы0Ь[1щ 
Если при этом все являются нечеткими решетками, т.е. дополни­
тельно снабжены обращающими порядок инволюциями c

f: L y - ^ L ^ , то, 
положив , превращаем и в не­
четкую решетку. 

Пример. Если для всех уеГ Ly - 2 ** , где dty ­ некоторое мно­
жество, то, как нетрудно заметить, ®L^-=2 5 

Равенством (î
4

) = tS e П [J- Sŗ0 < %oJ определявтся отображение 
<й^0: L^o~*"u . Можно показать, что определенная таким образом опе­
рация®^ с проекциями < & ŗ : L ^ L и является произведением в 

( 4 . 3 . 3 ) Произведение в (jFT . Рассмотрим семейство {(Xŗ, Lj-, 1-, 
Kf) : r e %J нечетких пространств и положим Х : = П Х ^ , L:=®Lŗ, 

Пусть 5": LX-*K - (L , К)-нечеткая топология на X , инициальная для 
семейства (pj- ,%, j V ) , ^ е Г , где : П X -̂̂ Xv- - отображения проекти-
рования в Set , а L и J ļ ŗ : Kj-^K - отображения проектиро­
вания в Lūt°P , определенные как и в ( 4 . 3 . 2 ) . Непосредственной 
проверкой устанавливаем, что нечеткое пространство (Х,1_Д, К) яв­

ляется произведением семейства нечетких пространств (Х^, Ly, Kŗ) 
в GFT.. . 

( 4 . 3 . 4 ) Замечание. Важно подчеркнуть, что каждое утверждение 
о произведении в QРТ содержит совершенно иную информацию, чем 
аналогичное утверждение о произведении в FT(Lj или в любой другой 
категории, рассматриваемой в Главе I. Одной из причин этого явля­
ется тот факт, что при операции произведения в GFT происходит 
изменение решетки (это представляется естественным, если вспомнить, 
что для 6FT базовой является категория. , а не 
S e t , как, например, в случае. F T ( L ) ) ) . Более того, как устано­
вил Эклунд [ 2 2 ] , решетка ® L j - , где L̂  = L для всех f е Г, 1 И * 2 , 
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изоморфна ..решетке L тогда и только тогда, когда L-2. Отсюда,в 
частности, следует, что для обычных топологических пространств 
обычное произведение совпадает с произведением в GFT (а значит, 
и с произведением в любой ее подкатегории) ­ одно из проявлений 
"инвариантности" общей топологии в нечеткой топологии (см.также 
(4.3.5)).. .* 

(4.3.5) 0 произведении в категориях нечеткой топологии. По­
скольку многие из категорий нечеткой топологии, рассматриваемые 
как подкатегории в GFT t не являются полными, для некоторой инте­
ресующей нас подкатегории % категории может иметь место одна 
из следующих.ситуаций:,1) %> замкнута в GFT относительно операции 
произведения; 2) в Ъ определено произведение, но это произведение 
отлично от произведения в категории GFT (точнее::„не индуцируется 
произведением из категории GFT ); 3) в Ъ отсутствует операция 
произведения. Рассмотрим некоторые из определенных в (4.1.2) кате­
горий с этой точки зрения. 

. I. Категория GCFT замкнута в относительно произведе­
ния. (Это следует из того факта, что® 2^=2 (4.3.4)). 

II. В категории GLFT определено произведение, но это произ­
ведение отлично от произведения в категории GFT. 

В справедливости первого утверждения легко убедиться по ана­
логии с тем, как было установлено наличие произведения в G F T . 

Чтобы убедиться в справедливости второго утверждения, рассмотрим 
Пример. Пусть 1(Х/Лу,^,2р)ifeГ] ­ семейство нечетких прост­

ранств, i X j - N , i r M o . L p [ 0 , ^ , i ļ и Зг={0дД] Для всех ļfeT .Ясно, 
что все эти пространства являются ламинированными, но при этом 
произведение (ПХ/,®1^Д,2) не ламинировано: постоянное отобра­

жение Ъ,: W\ -*® Lŗ, определенное равенством ф) - '• tE и е
® ^ 

<хе ПХ -̂, не может быть получено как конечное пересечение элементов 
стандартной предбазы на ПХ .̂ 
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В категории GLCFT также определено произведение; это произ­
ведение индуцируется произведением из GLFT , но не совпадает с 
произведением в GCFT. 

III. Нетрудно заметить, что категории G H F T и GHCFT замкну­

ты в GF.T относительно произведений. 
IV. В категориях GFT(LT), GCFT(Li) (и в других категориях тако­

го типа) произведение отсутствует. 
V. В категориях типа определено произведение, 

но это произведение отлично от произведения в категории GFT. 
VI. Произведение в Тор ^индуцируется произведением из GFT. 

(4.3.6) Переход к подпространству: случай четкого множества. 
Пусть (Х .ЬДК) ­ нечеткое топологическое пространство, X с X , L,fte 

eOb(Laí) . причем L ' ° L r , К^К (последние включения понимаются, ес­
тественно, в смысле категории Lat ). Пусть ¿ X ' : X - ^ X > 
и ix : К-^-К'. - отображения включения и. 5Г — ( И , К' )­нечеткая топо­
логия на Х ' , инициальная для (¿x'> Li, LV) ' (Х', L', / 0 - ~ ( X , L , 5", К) . Тог­
да нечеткое пространство (X, L', К') называется подпространством 
нечеткого пространства (X,L , í ,/() (

н а основе (Х', L', К') )• 
Нетрудно заметить, что J :L -"К может быть определено ра­

венством ^ ( l / ) = V { í ( Y u > V J , ­ U , Y u e L X Í , г « е U e L ' * ' 
Основной интерес для нас представляет случай L-L , К = К ; в 

этой ситуации говорим о подпространстве (X, L,^' /0 нечеткого про­
странства (X ,L , Í , п) (на основе подмножества X ). 

(4.3.7) Переход к подпространству: случай нечеткого множества. 
Пусть (X,L, К) ­ нечеткое топологическое пространство и MeL. 
Рассмотрим нечеткое пространство 

(*. L. Í, К) , парагомеоморфное 
пространству (4.1.5), и положим <^м:

­{ U e L X : И]. Да­
лее,.пусть оС и К s объекты категории Lat такие, что q ( m c ¿ C f Кс 

С К , ск : К-*К ­ включение, а отображение, определя­
емое равенством для каждого пусть 5" - ( Я , К ' ) -
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нечеткая топология на * , инициальная для (6*, £м, ц ) : (*Д, К ')-»-(* L* 

^ К) . Нечеткое пространство (*#, 3", К) называется подпространст­
вом нечеткого пространства (Х,ЬД К) (на основе (М,<Х, К') ). Под­
черкнем, что.операцию перехода к подпространству в случае нечетко­
го множества, очевидно, имеет смысл рассматривать с точностью до 
отношения парагомеоморфности. 

Нетрудно заметить, что нечеткая топология 5* :оС-^К' может 
быть определена равенством при 
I U ^ M и f ( U ) = 0 при 1/е<Х\^м. 

Основной интерес для нас представляет случай <к-<кн и К = К ; 

в этой ситуации говорим, о подпространстве (*ДмД', К) (или просто 
) нечеткого пространства (X, L, f, К) (на основе нечеткого 

подмножества М ) . , 

(4.3.8) Финальные структуры. Пусть X, , Хд ­ множества, U, Д 

Н,; К&е Ob(Lo£), ilf'-^K, - ( Ц , /fy)­нечеткая топология на X/ и 
У Д У ) : (Х,Д К,)-ДХ яД,Кя) ­ морфизм в S e M a № Lot°Р . Сильней­
шую (/.д, Кд)­нечеткую топологию ^ на множестве , относительно 
которой : (Х||ЬД,К|)­^(Хх//.^^,Кд) является непрерывным (т.е. 
морфизмом в 6FT ) назовем финальной для Г / Д . ' У ) . Финальную (L^, 

Кр)­нечеткую топологию обозначим 
Нетрудно заметить, что финальная для ( f . ^ . V ) топология может 

быть задана формулой 5дД) = V { ^ ( W s a p Т ' ( ° 0 : о(еК, + ^ , где 5J\= 

(Отметим в этой связи, что, очевидно, ьирУ (<л)е 

Пусть теперь (Хд-, L̂ -, % , К )̂ , / е Г ­.семейство нечетких прост­
ранств и (Ц, I/, К )̂ (X, L, К) . , Г ­ семейство морфиз­
мов в Set x L a l 0 ^ Lo.t°P . Сильнейшую (L,К)­нечеткую топологию 5" на 
X , относительно которой все (Х ,̂ Ly, fy, К/) -*- (X, LД К) не­

прерывны, назовем финальной для этого семейства.­Легко заметить, 
что финальная для семейства (jf, ^ Д ^ ) , (L ,К)­нечеткая топо­
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логия может быть определена равенством 9 = Ulj- Qf, ^vCÍ)­

(4.3.9) Копроизведение в GFT . Для определения операции пря­
мой суммы (=копроизведения) в GFT рассмотрим семейство [УуХ$,%, fy), 
ífeГ t нечетких пространств и положим Х'-=®\ (прямая сумма мно­
же с тв в Set ) и 1=Щ, К=ПК^ ­ произведение в Lat ( =копро­
изведение в Lot ' ). Для каждого ^ е Г пусть t * : Ху -»-Х ­ отобра­
жение естественного включения, а : L—-L^, CJ,j. : К-^К^ ­ естест­
венные проекции. Определим (L,К)­нечеткую топологию 5~ на множест­
ве X равенством £Г« ín.} (¿y, p¿-, GL¿) (if) . Нетрудно заметить, что по­
лученное таким, образом нечеткое пространство ( X , L , Í К) и явля­
ется копроизведением семейства (X/, Ly, Ку̂ ) в GFT! 



§ 4 . ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ НЕЧЕТКИХ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

Известна проблема определимости топологического пространства 
посредством полугруппы его эндоморфизмов (т.е. непрерывных отобра­
жений данного пространства в себя) (см., например, обзоры [ 7 5 ] , 

И з ] ) . Наиболее прозрачным результатом в этом направлении являет­
ся, по­видимому, теорема Мальцева [76] , согласно которой Тз5­прост­

ранства Л и У , содержащие отрезок I , гомеоморфны тогда и только 
тогда, когда их полугруппы эндоморфизмов С(Х) и С(У) изоморфны. 
Здесь мы рассматриваем«аналогичную проблему алгебраической опреде­
лимости для нечетких топологических пространств. При этом для прос­
тоты мы ограничимся случаем категории GCFT0 и в дальнейшем в этом 
параграфе термин "нечеткое топологическое пространство" всегда бу­
дет относиться к объектам GCFT0 . (Аналогичные результаты имеют 
место и для общего случая, т.е. для объектов категории GFT , одна­
ко формулировки и доказательства результатов в случае GFT значи­

тельно более громоздки.) Подчеркнем сразу, что инструмент обычных 
полугрупп эндоморфизмов оказывается неадекватным в этой ситуации: 
как показано в ( 4 . 4 . 9 ) , существует много различных "хороших" нечет­
ких топологических пространств, имеющих одинаковые полугруппы эн­
доморфизмов. Для того, чтобы преодолеть это затруднение, на основе 
полугруппы эндоморфизмов мы определим "более богатую" полу­
группу Р()(). 

(4.4.1) Плоткинская полугруппа PIX) . Для нечеткого топологи­
ческого пространства (X,L;T)(e Db(GCFTof) обозначим через CfX.L.t) 
(или, просто через С ( Х ) ) полугруппу всех эндоморфизмов (т.е. полу­
группу всех непрерывных отображений пространства (X,L,lf) в себя). 
Плоткинской полугруппой пространства (X,L,T) назовем произведение 
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Р(ХЬ/Г)= С(Х, * I? , наделенное операцией которая опре­
деляется равенством (}и^М) ' ffeJla.Ua) = (/я°/< >.А0/а, ̂  °̂ ,) , где 
Цири^)Л^,р^%)еР(Х}1гХ) . (Для элемента полугруппы Р[Х,1,Х) 
используется обозначение 

(М ц ) 
вместо более точного ((],£), ¡1), где 

.) Термин "плоткинская полугруппа" вызван 
тем, что аналогичная полутруппа впервые появилась в работе Плотки­
на [вз] , см.также [84*], в связи с вопросами теории алгебраических 
автоматов. 

Заметим, что на Р(Х,Ь/С) наряду с "•" имеются еще две естест­
венные алгебраические структуры: это подмножество X решетки I и 
отношение <ч естественного частичного порядка на Р(Х,Ь,Х) : []\,р{, 
щ)^ (/*,/я, =}%, ̂ /=^я

 и М/̂ Ц?» В соответствии с этими струк­
турами будем рассматривать следующие три вида изоморфизма. Будем 
говорить, что плоткинские полутруппы 

1) изоморфны, если они изоморфны в категории полутрупп; 
2) X­изоморфны, если существует изоморфизм <о : Р(Х|, Ц,Хи 

*
р

(Х8,/.й,Гя) такой, что ё(С(Х,>Ъ) = С(Хя>?А; 

3) и)­изоморфны, если существует 'Г­изоморфизм б : Р(Х<( 1\,Х^)-*-

Р(ХА,1я,^я) такой, что (},]^М?)^И&) тогда и только тогда, 
когда б ( { , ^ | ) < б ( / , Д И Д 

Заметим, что, если 6 ­ и)­изоморфизм и ЩЛ,\£)*(£,Ь',И^) для 
некоторых у,>)еС(Х(), Ие**', , то и б(/,>,У? = 
=

^'.V ^ для каждого Уе1_х

', и соответствующего V' 6/_** 
Ясно, что для каждого (/а,̂ , 1^)е Р(Х} и произвольного ^ 6 

е[/ имеет место равенство (&х>&ь, И)• Уя^Мл)а (&.р*, Ч*)» а следо­
вательно , (6х,&ь>Ю является левой единицей в Р(Х,Ь,Х) . Более 
того, как нетрудно показать, {(&х,&ь.̂ 0 : ̂ е

^
х

] является в точ­
ности множеством всех левых единиц полугруппы Р(Х,1,Х). 

Предположим теперь, что рассматриваемое нечеткое пространство 
(Х,Ь,Т) ламинировано, и определим отображение ^ : равенства­

http://ffeJla.Ua
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ми й(вО­1 присЛе1 +

и £(0)=О. Тогда (х,{°,^х)^ Р(Л, для каж­
дого «ХбХ и каждого о<е[; . При этом 5(Х,/./£)•• = {(*.С°(х)-хеХ,̂ ]̂ 
в точности является множеством всех правых нулей полугруппы Р(ХЛ^)-

Продолжая предполагать ламинированноеть пространства (Х,£*/с), 
определим бинарное отношение на полугруппе Р(Х) следующим образом: 
а . ,>,и,)_р(^Л)<*-> ( У М / О ' е Р р О ) С » . И.) • V ) -

= У^ъМг)' (фД» • Ясно, что р является конгруэнтностью на 
Р(л) и при этом Ц\,р\МЬр Р?., иЦ) тогда и только тогда, когда 
Уь^О

в У*»-.Ая) • Нетрудно заметить также, что Щ/)/р = /X • х^х], 
где К^:= {(.х, СДх): ^ е ^ 1 

Следующие две теоремы являются основными в этом параграфе. 
( 4 . 4 . 2 ) Теорема. Ламинированные нечеткие пространства (Х,,1(,Х() 

и (ХЙ.ЬД^Й) квазигомеаморфны тогда и только тогда, когда их.плот­
кинские полугруппы Т ­изоморфны. 

Доказательство. Предположим, что £}•'= Р(Х/,Ь,,т|) и Р&:= Р^^Тя) 

Г ­изоморфны и пусть б ­ соответствующий Т­изоморфизм. По­
скольку 0):=0(Х((1|,Т^) является множеством всех правых нулей полугруп­
пы , то его.образ <ЗШ\) является множеством всех правых нулей 
полугруппы ?2,»

 а следовательно, 6(6,")= 0Й, где б^:= 0. (Х̂  Д Т­г). По­
скольку р ­ конгруэнтность на Ру , отсюда следует, что {}ь^Мр(}%, 

в том и только в том случае, когда ёЦ\,^и\^)Р®(]я,Мъ). 
Поэтому, полагая £Кх,= К^(оХ|еХ| , Х % е \ ) тогда.и только тогда, ког­
да ̂ ( ^ х Д ^ , приходим к биекции 6 : й/р­ . Положив эе< 
(йХ^еХ^, 1=/,2 ), приходим к биективному отображению Щ: Хс- -*~0.-с/р ; 
тогда и отображение ^З^боЗР,: X, -ОСя биективно. В дальнейшем бу­
дем писать «X— 

Из определения т следует, что ^(Кх) = Кх для каждого х е Х , . 
При этом, поскольку (хоЛ°,,Лр(Ао, к,, ° 0 .и ̂  ­ конгруэнция, от­
сюда вытекает, что &(*о,1ц,и)р ^(^о, ^ц,*^) , а следовательно, <о(х0, 
1ц, Ю.? & , С ° 0 и, значит, б ( Л , ^ , и > ( 5 . , С , V ) . Это на­
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блюдение.позволяет, зафиксировав точку До ^ Х , определить биектив­
ное отображение следующим образом: 

( б ь ( V ) - и<->6(д0,)°„и) = (5о. V)). 
Поскольку б(Х) ­ множество правых нулей, отсюда следует, что 

X X 
ограничение б 0 на подмножество Ц с /. г

е определяется условием: 
(V р е 1 * ) ( » - «А '<*•> й К 1 ° , л) - (хр, (•, ;,)). 

Поскольку ^ : Л|­̂ Хд, и : Ц-^-^ биективны, для завершения дока­
зательства достаточно показать, что ^°У°^еГ/ тогда и только тогда, 
когда Уе/Гд . (Это и будет означать, что : (Х(/ЬЬТГ) ­*~(Х,&, 

является квазигомеоморфизмом.) 
Зафиксируем «ХеХ,УеГй. Поскольку б : ^ ( я ­ изоморфизм, то 

С другой стороны, б ( М*°Л^>°У ° ^ б ( | ^ У Й ( ч О' ,

У
0

'
£

')
г 

Сравнивая оба полученных выражения, заключаем, что У~(б 1 (/1°Уо1<!). 
Поскольку ^ : Р| - ̂  - X­изоморфизм, то б*0 отображает Х( на 1%, 

а следовательно, УеТд тогда и только тогда, когда ^оУ°^еТ]. 
. Предположим теперь, что (Х,,/-|,€|) и ^гУ%!^%) квазигомеомор­

фны, и пусть (̂ .̂  : (Х|,1|>^|Ч)_^(Хя,и,^'яЧ) ­ соответствующий квази­
гомеоморфизм. Определим X ­изоморфизм соответствующих плоткинских 
полугрупп следующим образом. 

Для каждого положим 
°Хо|1 и покажем, что Зафиксируем Уета­, 

тогда, поскольку квазигомеоморфизм, ̂ Н°У°^=: 11 е г , , а сле­
довательно, Л ^ У о У = ^ о Ъ } о / о Ц ^ ' о ^ о } о Й о 1 ( о / ) о Г* 

Отсюда легко заключаем, что 3^°Ч°}* . Таким образом, определе­
но отображение ^: Е(Хи1л,Х1)-*'Ь*Ля) • Ясно, что > инъек­

тивно и при этом (У,Д , ')-(^Дй1) = ^ Й ° М Й ^ У О - С^/о £ 

Л * > Щ $,Х$* (1яХ1 ДДЯ всех & 
С (Х^Ь/.Т/) » а следовательно, "V является гомеоморфизмом. 



- ?m -

Полагая ( g , ^ = . f 9 ^ ! ^ ) для каждого ( 9 г£)еС(Хя, 1^1%) .где 
с^^^'оцof » 3 ^ = Д ° & 0 А " ' » приходим к отображению ^tCfX^)*' 
­^CfXi"). Нетрудно заметить, что ̂  является обратным к ^ , а сле­
довательно, S) ­ изоморфизм. 

Для каждого пусть (i =Ji" ° U° Ч . Очевидно, что полу­
X X 

чаемое таким образом отображение ; L, биективно и при 
этом U^Tf тогда и только тогда, когда U еТ%ш 

Определим теперь отображение <э : P ( X , , t i , , r i ) ­ ^ P f X ^ L e , l i ) , по­
лагая для каждого 
поскольку ( у д л ) - ( М ь " # ( : Н а А , < r w . ) * ( v A f 

всех (/t/ii,Ui)e P(Xj,.i4|,t|), ¿=/,2 , заключаем, что <э является гомо­
морфизмом. Для завершения доказательства ..осталось заметить, что 
отображение , определяемое равенством 
( ( q . | W f = ((g.&V"', У ' ' ) . где ( 9 ,& ,Y>Р(Х , , ¿ ­ , 1 * ) , является 
обратным для б , а следовательно, <э ­ изоморфизм. 

(4.4.3) Теорема. Ламинированные нечеткие пространства (Х|,Ь«, 
Т|") и (X^L^Tg) гомеоморфны тогда и только тогда, когда их плот­
кинские полугруппы сО" ­изоморфны. 

Эта теорема может быть доказана аналогично предыдущей. Необ­
ходимо только заметить следующие два момента. 

Если о : Р(Х|)^­Р(%})­ UT­изоморфизм, то отображение J t t l ^ ­ ^ L , , 
построенное в первой части доказательства, равно как и обратное к 
нему отображение J t : Ь | ­ * * Ь Й , изотонны. Но это означает, что Ji яв­
ляется структурным изоморфизмом [iij, а следовательно, ftjH) : (X/, 

L|, Т Г ) (Хя, La, ГЙ) является гоме оморфизмом. 
Приступая к доказательству обратного утверждения, рассмотрим 

гомеоморфизм : (Х|, L.,,T|) (XA, L g , T R). Тогда, если l/.V^L*1 и 
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1ЫУ , то Ц < У^ , а следовательно, отображение ^'1^^-^ явля­

ется изотонным. Но тогда, как легко заметить, построенный Т ­ и з о ­

морфизм б : Р.(Х|) Р(Х$) является сд­изоморфизмом. 

Техника, развитая при доказательстве предыдущих двух теЪрем, 

может быть использована и для характеризации с точностью до гомео­

морфизма объектов категории СРТ(и) ( т . е . фактически для характери­

зации чанговских и­нечетких пространств ( 1 . 1 . 1 ) , (1.1.3)). Пред­

варительно нам потребуется ввести понятие жесткого изоморфизма 

плоткинских полугрупп. . 

( 4 . 4 . 4 ) Определение. Т­изоморфизм £э: Р(Х|,ЦТ|)­*^Р(Х*, {•.'С*) 

плоткинских полутрупп ^­нечетких пространств называется жестким, 

если (йх,, &ь,о() = ; , &Ь, °0 для каждого ^ е Ь. 

( 4 . 4 . 5 ) Предложение. Каждый жесткий изоморфизм <э : Р(Х | ,1 (Т|)~*" 

~ * Р(Хя,ЬХя) является о)­изоморфизмом. 

Доказательство. Заметим сначала, что С̂ ,]Н,сА) *(]',$>',<£) для 

каждого о^Ь . Действительно, обозначив (}]*,<£) ­ (}',)С}У) , имеем 

Вторым необходимым нам фактом является справедливость для 

каждого «ХоеЛ, равенства Для того, чтобы уста­

новить его, положим ( ^ о А , ^ ) ^ ^ , ^ , Ц*) и заметим, что для каждого 

хеХ Кх'(*оАь,[£)^о,^, (̂­х)) . Действуя на обе части этого равен­

ства изоморфизмом <о и принимая во внимание установленное выше ра ­

венство и определение отображения х^­х , получаем ^ (у,р,ЬС)= (1х0, 

С ^(об), а следовательно, (д(̂ £,№5)= («й>, С •
 Н о э т 0 

и означает, что 9 •=•*<>• 

Покажем теперь, что, если СД ,̂#). ­ А', V) , то И(Хо)=Уро) 
Для каждого Д 0 € - Х / . В самом деле, действуя изоморфизмом б на обе 

части равенства (л 0 , 6ь • Ц) « (/(Ло\^, и(х^), и воспользовав­

шись установленными в предыдущих абзацах фактами, приходим к ра ­
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т.е. Ц ( Й ) - " У ( £ У 
Для завершения доказательства заметим, что, если ( } ^ , ^ ) ^ ( } , 

},\$) ? сьли/­ (/'.>', V,) , то и при этом 

Ч(Я) = 1(|(х)<иа(х)=

'\4(вХ) для каждого . Однако, это и означа­

ет, что 6 сохраняет порядок. , 

(Подчеркнем, что подмножество полгруппы 

Р(Х 7 Ь,10 . не является инвариантным относительно автоморфизмов.) 

(4.4.6) Теорема. I­нечеткие пространства (Х|,1и) и ( Х ^ ^ гомео­

морфны­(в­смысле ( 1 . 1 . 5 ) ) тогда и только тогда, когда их плоткин­

ские полугруппы жестко изоморфны. 

Эта теорема может,быть доказана по аналогии с доказательством 

теоремы (4.4.2), сделав в последнем следующие два изменения. 

Исходя из жесткого Т­изоморфизма <о: Р(Х|)­*­Р(Хя), определим 

биекцию (^=а£^йоа£1 : Х , ­ ^ Х я таким же образом, как и в доказатель­

стве теоремы (4.4.2). Далее, по образцу доказательства (4.4 .2 ) и, 

замечая, что б Д о Д Д = (<ЙоЛ°,°Г) , можем определить биекцию. А , ко ­
I. 

торая оказывается в этом случае тождественным отображением. Но это 

как раз и означает, что квазигомеоморфизм ( Х | , Ь,Т | ) ­ ^ ­ ( Х д , Ь , ^ ^ 
построенный в доказательстве (4.4.2), может в данном случае рас ­

сматриваться как гомеоморфизм Ь­нечетких пространств ¥'Л\—~-Хя 

(т .е . как гомеоморфизм в СРТ(Ь>) ) , 
Обратно, предположим, что Ь­нечеткие пространства (Х|,Т|) и 

(\Х%) гомеоморфны (в СРТ(6)) и пусть ^ : Х , ­ ^ Х а ­ соответствующий 

гомеоморфизм. Тогда : (Х|,ЬЛ5)­*"(ДЙ,Ь,ТЯ) , очевидно, является 

гомеоморфизмом в 6СРТ . Пусть в.: Р{Х, ,Ь 1
/С^­^Р(Х 2 ) 1 ;Тя) ­ соответст­

вующий изоморфизм, определенный, как в доказательстве второй части 

теоремы (4.4.2). Замечая, что , II = £ Ь ° 1 М = И°У. , а следователь­

но. <э(6х,А><̂ = (У0^''^^')
 = ФхяА>^> 

приходим к выводу, 
что (э является жестким 'Г­изоморфизмом. . 

Ограничивая утверждение теоремы (4.4.2) на подкатегорию 6СРТ(2); 
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получаем следствие для случая топологических пространств: 
(4.4.7) Теорема. Пусть ('X, Д ) и ( Х а Д ) ­ топологические про­

странства. Плоткинские полугруппы Р(Х,,2Д) и Р(Х2,2,~0 т­изоморф­
ны тогда и только тогда, когда либо сами пространства (X,, Т̂ *) и 
(ХгДг.) гомеоморфны, либо пространства ( Х | Д ) и (ХдДд) гомео­
морфны. 

Замечая, что, если Т недискретная 75­топология, то Т не 
может быть топологией, из (4.4.7) получаем такое 

(4.4.8) Следствие. Два недискретных ^­пространства ( Л Д ) 

и (\,\) гомеоморфны тогда и только тогда, когда их плоткинские 
полугруппы Р(Х[) и Р(Хя) изоморфны. 

(4.4.9) Пример. Пусть ( X , Т ) ­ топологическое пространство. 
Для константы о(€(0,1) пусть ­ нечеткая топология на X , порож­
денная предбазой Нетрудно заметить, что 
С(Х,1/£)= С(ЖЛЛЛ) Для любых ¿,¿€(0,1), в то время как при сАФи 

пространства (ХД,Т^) и (ХД,Ч^) не гомеоморфны. 
Данный пример показывает недостаточность полугрупп эндомор­

физмов для характеризации чанговских нечетких топологических про­
странств (а следовательно, тем более и для характеризации произ­
вольных объектов категории 

(4.4.10) Пример. Пусть ( X Д ) ­ топологическое пространство 
такое, что , Таким образом, полугруппа непре­
рывных преобразований пространства X состоит из тождественного 
отображения и всевозможных констант. (Примеры таких пространств 
(среди которых имеются и метризуемые) могут быть найдены, напри­
мер, в [ в ф . 

Зафиксируем константы о / ^ е 1 , [)<о(<^><1 и две точки а,6еХ. 
Пусть <М ­ множество всех.изотонных о т о б р а ж е н и й т а ­

ких, что ^ ( 0 ) = 0 ,^(4")=^ и }•(£)=[. Определим нечеткие 
множества Ц - 1 : Х - * ' 1 , , следующим образом. Положим 11,(х)=<^ 
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при XtО. и U,(d>£ и пусть Uz(x) = <Á при л 4а,Ь и.1/д(а)= 14(&)=/. 
Обозначим через %i , с=/,Я , нечеткую топологию на X , порожденную 
предбазой Нетрудно заметить, что 

а следовательно, полугруппы P(X,I,tí) и PpCI/O 
изоморфны. Более того, легко показать, что они и и)-изоморфны. 
Соответствующий и)-изоморфизм 6 : Р(Х,1/СГ) -~*Р(Х, I,l£) может 
быть определен равенством для каждого J46 

и каждого UeI X , где í/'(i)=Ufx) при X f 6 и U'(&) = 9(^(^0). где 
0 : 1 — 1 - - изотонная биекцин такая, что д(0) = 0 , 9(°0=/> и 9(0-1 

i * 



§ 5. КОМПАКТНОСТЬ В КАТЕГОРИИ GFT* 

Как и следовало ожидать, теории конкретных топологических 
свойств в категории GFT имеют качественное отличие от соответству­
ющих теорий в категориях типа 'FT(7^ развитых в главе II. Здесь мы 
ограничимся изложением основных моментов теории компактности в GFT. 

На этом примере явственно проявляются особенности, характерные для 
топологических теорий в GFT'* в целом. Что же касается использова­
ния категории GFT*, а не более широкой категории GFT , то это 
имеет принципиальное значение при разработке конкретных топологи­
ческих теорий. Дело в том, что для объектов GFT , вообще говоря, 
нельзя разумно определить понятие замкнутости и поэтому в GFT 

возможно развитие только таких топологических теорий, в которых 
допускается использование лишь открытых нечетких множеств, что яв­
ляется чрезвычайно сильным ограничением. 

(4.5.1) Определение. Пусть (X.L.t К)е ObfGFT*) , А с ( Л ЛДс Л. 
Л­парафильтром (в (Х,1Д,К)) назовем пару (? ,К ), где фФ $<= А, 

11 с , для которой выполнены следующие условия: 
(1) Р,€г£ f ^ e J l = > £ е ? ; 

(2) FUF^$ => F-A£е£ 
(3) 3,eUc,-д,< ВяеЛ => bzeUc-} 

(4 ) 5иВяе11с-> b^5zeU% 
(5) если FeS,UeU , то ЦП. 

Л ­парафильтр (# ,21) назовем с<­парафильтром,­где °(еК, если 
. В частности, 0­парафильтр,­ это в точности 

//­парафильтр. ­ • 
(4.5.2) Замечание. При фиксированном Л упорядочим семейство 

всех Л­парафильтров, положив тогда и только тогда, 
когда 9р$ и U'=>U . Согласно лемме Цорна каждый Л ­парафильтр ($, 

Щ содержится в некотором максимальном i­парафильтре (^°^°) 
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Для каждого O T E K положим , ̂  = {lie [_*'• $(tf).%jS. 
(4.5.3) Определение. Пространство ( X , L , { F , K ) назовем ^­ком­

пактным, если для каждого НЕ(

£ и каждого , удовлетворяющего 
неравенству. H^MU, найдется конечное подсемейство 2L0

C

U такое, 
что М$У210 . Пространство, ^­компактное при всех назовем 
компактным. 

Ясно, что, если ( Х , С Д , К ) ­компактно для некоторого O < E F T , 

то оно С<'­компактно и для каждого О < ^ О ( . 

(4.5.4) Предложение. Для нечеткого пространства ( Х , Ь Д , К ) и 
<^Е К следующие условия эквивалентны,: 

( 1 ) пространство T X , L Д , К ) d­компактно; 
( 2 ) для каждого о( ­парафильтра ( J-

М). где U e £ , имеет 
место неравенство 

(3) для каждого о<­парафильтра (i ,U) имеет место неравенст­
во H$J\U. 

(4) для каждого максимального о(­парафильтра ,11) имеет 
место неравенство 

Доказательство. В эквивалентности условий (I) и (2 ) легко 
убедиться, положив M : =

W
C и рассуждая стандартным образом. Эквива­

лентность условий (3 ) и ( 4 ) легко следует из ( 4 . 5 . 2 ) . Для того, 

чтобы доказать импликацию ( 2 ) = > ( 3 ) , заметим, что, если {$ ,U) -
о( ­парафильтр, то тем. более и для каждого U^U С? ,UU) является 
ск­парафильтром, а следовательно, . Но это, 

очевидно, означает, что ( U° ,{(A$F\ ) ­ о4­парафильтр. Отсюда 
заключаем, что а значит, . Для завершения 
доказательства остается заметить очевидную импликацию ( 3 ) ­ £ ( 2 ) . 

(4.5.5) Предложение. Пусть ( X , L . O ) , ( Х % 7 ' , А ! ) Е 0B(6FT*) и 
( F X ^ Ö t ( X , L . £ T , К ) - ^ ( Х ! L ' , ^ Ю ­ морфизмв FIFT, причем J . X - X ' -

сюръективно, а ¥ :L'-+L ­ инъективно. Тогда,, если ( Х , Ь Д А ) ^­ком­

пактно для некоторого иек, то ( x x w ) J3>­компактно для каж­
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дого ^ К такого, что У(р)}сА.. в частности, если j- сюръективно, 
f инъективно и пространство ( X , L к о м п а к т н о , то и пространст­
во компактно. 

Доказательство. Пусть , Сс5^ , причем H^W. Посколь­

ку ( fX^ O непрерывно, для каждого имеем 
Учитывая, что f :L-*~L сохраняет инволщию, имеем V°M °J-=(¥°J>\o 

°ff, а следовательно, î"((foM°J) c > )^ c ^ • Далее, нетрудно проверяется, 
что . Воспользовавшись о<­компактностью про­
странства­ (X , L Д , К ), можем выбрать. конечное подсемейство та­

кое, что . Поскольку отображение инъек­
тивно, а значит, строго монотонно, отсюда легко следует, что 

(4.5.6) Лемма. Пусть (5* tîl) ­ максимальный Л ­парафильтр, /}, 
• A ^ l и FjV... VFN€§ . Тогда F̂ e 5- для некоторого c e { f , . . . , f i j . 

Доказательство. Пусть Fe^", l/e2Z , тогда FA(FiA...AfN

S

)=V(FA 

^F^ii , а следовательно, FAFI*U И для некоторого /"/,...,я} . Не­
трудно заметить, что множество при этом может быть выбрано та­
ким образом, чтобы Р л / ^ Д одновременно для всех FeÇ и всех li^îl. 

Из максимальности Л­парафильтра (?,&) теперь легко следует, что 

(4.5.7) Лемма. Пусть (XfL^^7Kf) , ̂ ef ­ семейство нечет­
ких пространству (X,L,$,K) - их произведение и (5" , Z O ­ макси­
мальный о£­парафильтр (<^еК ) в (X,L,ff,K) , Тогда АЗ-=Л$0 И V # -

= V ^ 0 , где 5 ,̂. ­ подсемейство в ^ , образованное ­4­нечеткими под­
множествами множества X вида (р{А£)*(?г) » а 2/0 ­ подсемейство 
в Ц , образованное L­нечеткими подмножествами в X вида (р/,%)(ЭД0, 
где F f A ^ . s A ^ ^ ' ' ЬЛ(и*)>+> а fr^"^' « V V ^ 
и ^ : Kv-̂ K ­ соответствующие проекции. 

.Доказательство. Из.определения топологии на (X.L.i^ft) сле­

дует, что каждое FsL* , 5 ( F C ) ^ является инфимумом некоторого се­
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мейства нечетких множеств вида ^У...У^ , где каждое ?( имеет 
вид (р/Д^г) для некоторого #еГ и некоторого й-^Ьу.' , удов­
летворяющего неравенству £̂ (̂̂ 0 ̂  °̂  . Согласно предыдуще:­: 
лемме, если Г б £ , то Ы для некоторого се . Отсюда 
легко следует равенство Л^­Л­^ь . Второе равенство \/2/=У2/0 г.:ож­
но доказать аналогично или из соображений дуальности. 

(4.5.8) Лемма. Пусть 
®^)Г) . А ^ , ^ 6 ' ' / . причем Аг46^ для всех 5­е Г . Тогда ПА Г ^ 

Доказательство. Предположим, что найдется хеХ такое, что ПАу(х)> 

> ( п в ^ ) с й . т о г д а ^ А г ^ > ( п в ; ) ^ > 1 - п в ; « и - ^ 4 « = 

= \ /В£(л\ что противоречит предположению. 
(4.5.9) Теорема. 'Пусть (X ,Ь ,5" , К) ­ произведение семейст­

ва нечетких пространств (Хд­.^.З^,)^), #*еГ Тогда, если (Х,ЬДК) 
­компактно, для некоторого о(еК , то каждое Р̂ Ьл̂ ­,!̂ ­) о/^­

компактно для всех с^еК^­ таких, что {Ц̂)**. Обратно, если каж­
дое (Х^­,1­^­.^­»К^) «^.­компактно для некоторого о̂ ­€ , то (Х,ЬД,К) 
©(­компактно для всех °(^ (°^). 

Доказательство. Пусть (X ,1л , J , К ) о<­компактно и К ,̂ 

•$$*(°^)^. Тогда из (4.5.5) следует, что пространство (Ху, 1^,^, 

^­компактно. 
Обратно, предположим, что (/,?/) ­ максимальный о(­пара­

фильтр, где оСеК таков. , что <&У^»(ф) для некоторых с^­еК^, для 
которых соответствующие пространства (Ху, 1ц-, , 1̂ 0 ^­компактны. 
Воспользовавшись леммой (4.5.7)., заключаем, что 
где % с 5" образовано ¿1 ­нечеткими подмножествами множества X , 

1 X е е 
имеющими вид (р$А$) (̂ г) для некоторых таких, что Ьг{^($1)^ 

и аналогично, Но образовано и­нечеткими множествами, имею­
щими вид (р̂ Д|̂ )~ (Ц£) для некоторых Ч^Ь/ таких, что ^ ( ^ ( Ч г ^ ^ ­
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Тогда, как нетрудно заметить, для каждого ^еГ пара (̂ у ,11$-), 
где %'{?^?(.ЯгУ(?г>*1,к(ШЪ »Л . 1Ь-Ьь=Ь.з$№ь. 

^Г^) * °$ •» является ©^­парафильтром в. (Х^, 1 у,, К^). По­
скольку (^ ,1^ ,9^ ,К^) о^­компактно, заключаем, что Вос­

пользовавшись леммой (4.5.8), получаем |}(Л^^(П (У?(^) С . Для 
завершения доказательства остается заметить, что ПЛ5^­ = Л9" ,и 

о 
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