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ANOTACLJA

Saja  darba pétita kombinatoriska probléma — multistarpibkopu  bivésana.
Multistarpibkopas, lidzigi ka starpibkopas, var plasi pielietot dazadas dzives sferas — fizika,
signalu apstrade, kriptografija, pat astronomija. Joprojam pastav atklata probléma, pie kadiem
parametriem eksisté multistarpibkopas. Darba tiek aprakstitas multistarpibkopas un to zinamie
konstrukciju veidi, ka arT tiek pétiti iesp&amie multistarpibkopu parametri. Ar
datorprogrammas palidzibu tika atlasitas parametru veértibas, pie kuram multistarpibkopas
iespejamas péc diviem kriterijiem, talak tika atsijatas tas parametru vertibas, kuram tieSam
zinams, ka multistarpibkopas pastav, un atsijatas tas vertibas, kuram multistarpibkopas
nepastav péc smalkakiem neeksistences krit€rijiem. Rezultata tika atrasta jauna
multistarpibkopu klase un tai piemekléta vispariga konstruéSanas metode. Tika atrasti ari

vairaki parametri, pie kuriem komutativa grupa multistarpibkopa neeksiste.

Atslégvardi: Multistarpibkopa, starpibkopa, komutativa grupa, grupu gredzens.



ABSTRACT

In this work we study a combinatorial problem — construction of difference multisets.
Similarly to difference sets, difference multisets can be widely applied in various spheres of
life — in physics, signal processing, cryptography, even astronomy. It is still an open problem
for which parameters difference multisets exist. In this work we describe difference multisets
and their known structural types, as well as study possible difference multiset parameters.
With the help of a computer program, the parameter values, for which difference multisets are
possible according to two criterions, were found. Afterwards, the parameter values for which
difference multisets are known to exist, and those for which (according to more delicate non-
existence criteria) difference multisets do not exist were dropped out. As a result, a new
difference multiset class and general construction method for this class was found. In
addition, several parameters for which difference multisets in commutative groups do not

exist were by computer search found.

Keywords: difference set, difference multiset, commutative group, group ring.
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1. IEVADS

Starpibkopas tiek pétitas jau kops 1938. gada, kad Zingers (Singer) public€ja savus
atklajumus Saja joma [3]. Multistarpibkopam pétfjumi tiek veikti salidzinoSi nesen, ka viens
no pirmajiem public€tajiem zinatniskajiem rakstiem ir publicéts 1997. gada [3].

Lai arT multistarpibkopas ir maz pétitas, tomer ir izdariti vairaki atklajumi. Ir atrastas
vairakas multistarpibkopu konstrukcijas metodes, daudzas no tam ir veidotas, balstoties uz
parastajam starpibkopam, ir atrastas dazas formulas un konkréti multistarpibkopu parametri,
péc kuriem var noteikt, ka $adu kopu nevar uzkonstrué€t, tacu konkrétas, visaptverosas
formulas vél nav atrastas. Ka viens no pirmajiem zinatnisko darbu autoriem $aja joma ir
uzskatams Marko Burrati darba [3]. Nedaudz vélak pétijumus veiku$i art K.T. Arasu ,
Surinders Seégals, ASvani K. Bandars un Siu — Lun Ma [1][2].

Multistarpibkopas, lidzigi ka parastas starpibkopas, var izmantot kriptografija, kur
eksiste tadi algoritmi, ar kuru palidzibu var uzkonstruét maskas (maska — neliels daudzums
datu, kurus var izmantot ka Sablonu, lai iegiitu informaciju no citiem datiem ar tadu paSu datu
struktiiru [17]), izmantojot divdimensiju starpibkopas. Starpibkopas tiek pielietotas ari
akustika un signalu apstrad€, neitronu spektroskopija, astronomija. Dazas konstrukciju
metodes izmanto cikliskas starpibkopas, kur, pielietojot konkrétus algoritmus, iesp&jams iegiit

linearas maskas. Ka pieméru masku konstrukcijai skatit /.7 attéelu. [4]
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1.1 Attels. Maska 20 x 20, bazéta uz starpibkopu ar
parametriem (381, 20, 1)[4]

Darba galvenais mérkis bija dzilak izpetit multistarpibkopas, kas lidz $im 1pasi daudz

nav pétitas. Autores galvenie uzdevumi bija :



e Ar datorprogrammas palidzibu atrast tadus multistarpibkopu parametrus
(v, k, A)pie nelieliem datu apjomiem, ka izpildas multistarpibkopu parametru
pamatsakaribas;

e Atlasit tos multistarpibkopu parametrus, kuriem pastav multistarpibkopas péc jau
atrastam konstrueéSanas metodem,;

e Atrast multistarpibkopu parametru trijniekus, kuri neatbilst nevienai no
atrastajam metodém, un izpétit atrastos parametrus, méginat noskaidrot, vai ar
Sadiem parametriem var uzbiivét multistarpibkopu veselo skait]u atlikumiem;

e Ja Sadu multistarpibkopu nevar uzbuvet pie konkrétajiem parametriem, tad
parbaudit, vai to nevar izdarit, darbojoties ar atlikumu korteziem;

e Ja multistarpibkopu var uzbuvét, tad analizét konkrétos gadijumus un meginat

tos visparinat.

Saja darba tiek apskatitas multistarpibkopas, to konstrukciju metodes. Autore darba
apliko tikai komutativas grupas, var but arT multistarpibkopas ar konkrétajiem parametriem
nekomutativas grupas. Darba ir ieskats arl parastajas starpibkopas, jo apskatita t€ma un tas
pielietojumi ir cieSi saistiti. Darba autore mégina sasniegt izvirzitos mérkus un iegtt plasakas
zinasanas multistarpibkopas. Darbs sastav no 4 pamatdalam — teorétiska ieskata starpibkopas

un multistarpibkopas, datoreksperimentiem, to analizes un sasniegtajiem rezultatiem.



2. PROBLEMAS ESOSAIS STAVOKLIS

2.1. Visparigs ievads par kopam

Pirms kerties klat pie miisu apskatamas problémas un tas skaidrojuma, nedaudz
ieskatisimies kopu teorijas paSos pamatos.

Katras kopas raksturigaka ipatniba ir ta , ka tas satur viena veida elementus un nesatur
citus. Par priek§Smetiem, kurus satur kada kopa, saka, ka tie ir §1s kopas elementi, jeb elementi
pieder kopai. Ka kopu piemérus var minét — naturalo skaitlu kopu, Latvija aizsargajamo
dzivnieku kopa, visu neatrisinamo kvadratvienadojumu kopa u.c.

Definicija: Kopa ir jebkuras dabas dazadu objektu (kopas elementu) kopums, kas tiek
uzskatits par vienotu veselumu.

Kopas var saturét nevienu, daudz vai par bezgaligi daudz elementu. Kopu, kas nesatur
nevienu elementu, sauc par tuksSo kopu.

Ja kopa A satur galigu skaitu elementu, tad to sauc par galigu kopu un tas elementu

skaitu apzimé ar pierakstu | 4] , pretg&ja gadijuma kopu sauc par bezgaligu kopu. Pieméram,

veselo skaitlu kopa robezas [1 , 5] ir galiga kopa K = {1, 2, 3, 4, 5}, m&s varam visus $os
elementus uzskaitit. Bet visa veselo skaitlu kopa ir bezgaliga, jo més nevaram uzskaitit visus

veselos skaitlus, kas ir kopa. [12]

Definicija: Multikopa ir jebkuras dabas dazadu objektu (kopas elementu) kopums, kura
katrs elements var ari atkartoties vairakas reizes. Pieméram, K = {1, 2, 2, 2, 3, 4, 4},
multikopu veido ari, ja veidojam apkopojumu, kura par katru cilvéku ierakstam vina vardu.

[12]

2.2. Grupu gredzeni

Pirms apskatam multistarpibkopas un starpibkopas, ieskatisimies, kas ir grupu gredzeni,

jo tie tiek plasi izmantoti, apskatot dotas problémas.

Definicija: Gredzens ir kada objektu kopa R un divas divvietigas operacijas + un * Sai
kopa, kas vienmér ir izpildamas (t.i. ja a, b pieder R, tad a+b un a*b eksist, ir vienigie, un

pieder R un kam piemit sadas pasibas [e)10]:



SaskaitiSana ir asociativa: (a+b) + c=a +(b + ¢);
SaskaitiSana ir komutativa:a+b=Db + a;

Eksiste nulles elements O: visiem a, 0 + a = a;
Katram a eksist€ pret€jais elements b: a+ b =0;
ReizinaSana ir asociativa: (a *b) *c=a * (b * ¢);

Eksiste elements - vieninieks 1: visiema, 1 *a=a* 1 =a;

N kR

Distributivie likumi (divi):
a*(b+tc)=(@*b)+(a*c)
(b+c)*a=(b*a)+(c*a).

Definicija: Grupa ir kada objektu kopa G un viena divvietiga operacija * Sai kopa
(parasti to sauc par reizinaSanu), kas vienmer ir izpildama (t.i. ja a, b pieder G, tad ab eksistg,
ir vienigs, un pieder G), un kam piemit $adas 1pasibas [e)10]:

1. Operacija ir asociativa: (a * b) *c = a* (b * c);

2. Eksisté elements-vieninieks : visiem a,
l1*a=a*1=a;

3. Katram a eksiste apgrieztais elements b:

a*b=b*a=1

Noderigi biitu zinat ari, kas ir komutativa grupa, jo miisu apskatamaja probléma Sis ir
biezi lietots jédziens.
Komutativa grupa — Ja grupas operacija ir komutativa, tad $adu grupu sauc par

komutativu grupu , jeb Abela grupu. Bindru operaciju ,,*” kopa S sauc par komutativu, ja

jebkuriem diviem kopas S elementiem x un y izpildas ipasibax * y =y * x. [15]

Definicija: Dots, ka G ir grupa un R ir gredzens. Tad R[G] ir gredzens (saka grupas G

gredzens par R) , kura elementi formali pierakstami ka ZreG a x,kur a_e R. SaskaitiSanas

un reizinasanas operacijas RG ir definétas sekojosi [7]:

Zaxx+2bxx = Z(ax +b )x

xeG xeG xeG

* —
Saxt Y=Y Yiab,):
xeG yeG zeG x*y=z

Misu gadijuma izmantosim gredzenu, kura elementi ir veseli skaitli. Ja grupas darbibu

apzimg¢ ar ,,+”, tad lieto saskaitiSanas terminologiju , ja grupas darbibu apzime ar ,,*”, tad lieto



reizinaSanas terminologiju. SaskaitiSanas terminologiju parasti licto tikai tad , ja grupa ir

komutativa.

Apskatisim dazus vienkarSus piemérus [14], ka varam uzrakstit grupu gredzenus. G =
75 grupa ir tris elementi. Z3 - ir veselo skaitlu atlikumu, dalot ar 3, saskaitiSanas grupa. Tacu,
lai grupas operacija-saskaitiSana nejuktu ar gredzena saskaitiSanas operaciju, grupas
elementus apzimésim 1, ¢ un a” un lietosim reizind$anas apzim&umus un terminologiju.

Elementu r no Z[G] varam uzrakstit:

r=z1+ 290 + z3a

kur z; , z; un z3 ir no Z (tas ir, veseli skait]i) . Citu elementu s varam uzrakstit ka:

2
§ = 1wy -+ st 4 waa”
run s summa ir:
2
re8s =z 4+ w4 [:32 | ?L-‘g)!l | l:z,-:, | ?1,-'3)@

un to reizinajums:
2
rs = zywy + 2wWs + 23wy + (21w + 2wy + zaws)a + (zyws + 2wy + zwn)a

Darba grupu gredzeni tiks izmantoti, lai aprakstitu kopas un multikopas un lai darbotos
ar tam. Ka gredzens tiek izmantots veselo skaitlu gredzens. Grupas elementu apakSkopu var
aprakstit ka apakskopas elementu summu. Multikopu ar elementiem no grupas var aprakstit
ka summu no grupas elementiem, pareizinatiem ar skaitli, kas norada, cik reizes elements

sastopams multikopa.

Apzim&jums: ja D = Zaxx ,tad D™ = Zaxx” .

xeG xeG



2.3. Starpibkopas

Pirms tiek apskatitas multistarpibkopas, biitu noderigi zinat, kas vispar ir parastas
starpibkopas (SK). Multistarpibkopam ir cieSa saistiba ar SK, pat daudzas multistarpibkopu
konstruéSanas metodes balstas uz parastajam SK.

Definicija: Par starpibkopu ar parametriem (v, k, A) komutativa grupa G, kuras
operaciju sauksim par saskaitiSanu, |G| = v, sauc tadu G elementu apakSkopu ar & elementiem
X1, ...., Xk, Ka starp visam starpibam x;, -X;, kur 1<i, j<k un i=# j, katrs G elements,
iznemot 0, paradas tiesi A reizes. Elements 0 neparadas ne reizi. [8]

Péc definicijas SK ir tris parametri (v, k, A1), kur v — grupas elementu skaits; k —
starpibkopas elementu skaits; A — skaitlis, kas apzimé, cik reizes katrs nenulles atlikums
paradas ka starpibkopas elementu netriviala starpiba (x; — x; , kur 7 # j). Jaatceras ar tas, ka

nedrikstam konkréto kopas elementu atpemt paSu no sevis, un to, ka atpemsana notiek abos

virzienos, piemeram, x; — X, un x; — Xx;.

Lai parametri (v, k, A) veidotu starpibkopu, tad jaizpildas $adai vienadibai [6] :
Av-1)=k(k-1)

Talak varam pielietot Bruck — Ryser — Chowla teorému par starpibu kopam|[6]:
e javir para skaitlis, tad k— A ir jabut vienadam ar kada skait]a kvadratu;

e ja v ir nepara skaitlis, tad eksiste tadi veseli x, y, z, vismaz viens no kuriem nav

v—1

0, ka izpildas nosactjums: x° = (k—A)y> + (—1)T *z°

Apskatisim starpibkopas pieméru:

Pienemsim, ka mums ir dota kopa {1, 2, 4}, ko iegiistam no atlikumiem, dalot ar skaitli 7
(mod 7).

Tatad uzreiz varam noteikt, ka iespejama starpibkopa biis ar parametriem v = 7, jo
aplitkojamd kopa ir atlikumi , dalot ar 7, k = 3, jo kopa mums ir tris elementi.

Talak apskatam visas iespéjamas starpibas starp katriem kopas elementiem. Jaatceras,
ka konkréto kopas elementu pasu no sevis neatnemam. Vél viena svariga lieta, ka veicam

atnemsanu starp kopas elementiem, konkréto kopu varam iegiit péc formulas :

10



(kopas_elementsl — kopas _elements2) mod (v) =

= (kopas_elementsl — kopas _elements2) mod (7)

1-2=6; 2-1=1; 4—-1=3
1-4=4; 2-4=75; 4-2=2

Tagad saskaitam, cik reizes katrs nenulles atlikums paraddas ka starpiba :

1 — paradas 1 reizi;

2 — paradas 1 reizi;

3 - paradas 1 reizi;

4 — paradas 1 reizi;

5 - paradas 1 reizi;

6 — paradas 1 reizi.

Ta ka katra iegiita starpiba pardadds vienu un to pasu reizu skaitu, kas Saja gadijuma ir

viena reize, tad esam ieguvusi korektu starpibkopu ar parametriem (v, k, 1) = (7, 3, 1).

Planara starpibkopa — Ja starpibkopa ar parametriem (v, k, 1), parametrs A= 1, tad

Sadu starpibkopu sauc par planaru. [5]

Pazistamakas starpibkopas ir ar parametriem[7][16]:
e Paley tipa starpibkopa — Starpibkopa tiek saukta par Paley — Hadamard , ja tas
parametri atbilst (4n - 1; 2n-1,;,n-1) [7]
o (4n*2n* —mn* —n);

. 3n+1(3n+1 _1)‘3n(3n+1 +1)3n(3n +1)
2 o2 72

2

o (297129 —1277" —1);
e (W +n+ln+1);
e Zingera (Singer) tipa starpibkopa - starpibkopa, kuras parametri ir

d d-1 d-2
¢ 14 ! , 4 1 1) , kur q ir pirmskaitla pakape;

g-1" g-1" q-

e Mcfarland starpibkopa — Ja starpibkopa ar parametriem (v, k, A) =
@G +q + g +2)9° (@ g g 1);qY (@ g T g )
, kur q ir pirmskaitla pakape. [e)4]

11



. 4q2n(q2n _1)‘q2n—1(1+2(q2n _1))-q2n—1(q2n—1 +1)(q_1) .
g-1 g+1 ’ g+1 ’

. (a7 @™ =) ¢" (@™ -1 g"(¢" -]
-1 Cog-1 7 g-l

2.4. Multistarpibkopas

2.4.1 levads multistarpibkopas

Darbibas notiek ar galigam multikopam.

Definicija: Par multistarpibkopu (MSK) ar parametriem (v, k£, A) grupa G, kuras
operaciju sauksim par saskaitiSanu, |G|= v, sauc tadu G elementu multikopu ar £ elementiem
Xipeeannn , Xkt , ka starp visam starpibam x, —x; ,kur 1<i,j<k uni# j, katrs G atlikums ,
ieskaitot 0, paradas tiesi A reizes. [8]

P&c definicijas MSK ir tris parametri (v, &, A1), kur v — grupas elementu skaits; k& —
iegtas multikopas elementu skaits; A — skaitlis, kas apzimé, cik reizu katrs elements
paradisies ka MSK elementu netriviala starpiba (x; —x;, kur i # j).

Piemeérs,

Pienemam, ka mums ir multikopa {0, 0, 1, 1, 2, 2, 4, 4}, ko iegiistam no atlikumiem,
dalot ar skaitli 7 (mod 7).

Tatad v =7, jo mod 7;

k =8, jo multikopa {0, 0, 1, 1, 2, 2, 4, 4} ir 8§ elementi.

Tagad atradisim visas starpibas, ko veido dotie elementi :

Jaatceras:
e ja iegiita starpiba ir mazaka par 0, tad japieskaita rezultatam skaitlis v, jo
starpibai jabiit nenegativam skaitlim, , atlikumam mod 7, pieméram , 0 — 1
= -1, ta ka negativs skaitlis, tad pieskaita v = 7, tatad (-1) + 7 =6 ;

e multikopas elementus pasus no sevis neatnemam.

12



0-0=0; 0-0=0; 1-0=1 1-0=1
0-1=06 0-1=6; 1-0=1 1-0=1;
0-1=06 0-1=6; 1-1=0; 1-1=0;
0-2=>5 0-2=>5 1-2=6 1-2=6
0-2=>5 0-2=>5 1-2=6 1-2=6;
0-4=3 0-4=3 1-4=4 1-4=4
0-4=3 0-4=3 1-4=4 1—4=4;
2-0=2 2-0=2 4-0=4; 4-0=4
2-0=2 2-0=2 4-0=4; 4-0=4
2-1=1 2-1=1 4-1=3 4-1=3
2-1=1 2-1=1 4-1=3 4-1=3
2-2=0; 2-2=0; 4-2=2 4-2=2
2-4=5; 2-4=5 4-2=2 4-2=2
2-4=5 2-4=5 4-4=0 4-4=0

Tagad saskaitam, cik reizes paradas katra iegiita starpiba :

0 — paradas 8 reizes,
1 — paradas 8 reizes;
2 — paradas 8 reizes;
3 — paradas 8 reizes;
4 — paradas 8 reizes,
5 — paradas 8 reizes,
6 — paraddas 8 reizes,
No visa seko, ka katra starpiba paradas vienadu reizu skaitu, kur A = 8§ (katrs elements
paradas tiesi 8 reizes) , tatad si ir MSK ar parametriem (v, k, 1) =(7, 8, 8).
Lai izteiktu, cik daudz atpemsSanas operacijas biis javeic MSK ar parametriem (v, k, A1)

lietojam formulas:

k!
(k=2)V

Atpemsanas darbibu skaits = k(k - 1) vai ar1 ar variacijam péc formulas 4, =

kur k ir konkrétas multikopas elementu skaits.

13



Skatoties pec parametriem (v, k, 1), lai veidotos multistarpibkopa, ir jaizpildas Sadai
formulai : k(k—1)= Av. [3] Ja $1 vienadiba izpildas, talak var pielietot Bruck — Ryser —

Chowla teorému, pielabotu multistarpibkopam.

Teoréema (Bruck — Ryser — Chowla): Ja D ar parametriem (v, k, A), ir starpibu kopa

komutativa grupa, tad izpildas [1]:
e javir para skaitlis, tad £ ir jabiit vienadam ar vesela skaitla kvadratu;

e ja v ir nepara skaitlis, tad eksist€ tadi veseli x, y, z, vismaz viens no kuriem nav

v—1

0, ka izpildas nosactjums: x> = ky? +(=1) 2 *1z>

2.4.2 Konstruesanas veidi

Paslaik ir atklati dazi pané€mieni, péc kuriem var noteikt, vai ir iesp&jams uzbuvet
multistarpibkopu. Sie konstrug$anas veidi vélak tiks izmantoti, lai atlasitu tos MSK
parametrus, kuriem p&c §1m metodém MSK var uzbiivet.

Konstrués$anas veidi:

1. Ja D ir starpibkopa komutativa grupa G ar parametriem (v, k£, A) un a = ir vesels

skaitlis, tad més varam uzbavét MSK ar parametriem (v, ak, o’ 1).[8] Tatad, ja mums ir
SK ar parametriem (v, k, 1), tad izrékinam mainigo « . Ja skaitlis a sanak vesels, tad

drosi var apgalvot, ka var uzbuvet MSK ar (v, ak, ai) .

2. Ja D ir starpibkopa grupa G ar parametriem ( p”,p—_l, P 4_3

2

), kur p ir pirmskaitlis

un p” =3(mod4) un DUD" U{0} =G, tad E={0} 2D ir MSK ar parametriem
(p",p",p" —1).Ja G ir galiga lauka GF(p") saskaitiSanas grupa, tad par D var nemt
lauka kvadratu kopu, apzimésim to GFK(p"). [8] Sis nosacijums jau izskatas gritak,

jo mums japarliecinas, ka SK parametrus (v, k A) var izteikt Kka:

v=p' k= P 2_1,12 P 4_3 , kur p — ir pirmskaitlis, tatad jameklé pirmskaitla
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pakape, pieméram, ja p" = 9, skaitlis 9 ir pirmskaitla pakape, jo 3 ir pirmskaitlis un 3° =
9. Vel japarliecinas, vai p" , dalot ar skaitli 4, atlikums ir 3. Ja SK $ie nosacTjumi

izpildas, tad var uzbtivét MSK ar parametriem (p”, p", p" —1).

Ja p ir pirmskaitlis un p” =1(mod4), tad E ={0} U2GF(p") ir MSK ar parametriem
(p",p",p"-1). [8] So gadfjumu varam skatit arT §adi: parbaudam, vai k = v un
A =v—1. Tad skatamies, vai v ir pirmskaitla pakape un izdalam ar 4. Ja atlikums, dalot

ar 4, ir 1, tad ar Siem parametriem varam uzbuvet MSK .

Ja p ir pirmskaitlis un p” =3(mod4), tad £ =2({0} W GF(p")) ir MSK ar parametriem
(p",p"+1,p" +1). [8] Vienkarsak, ja k = v+1 un A=v+1, tad skatamies vai p" ir

pirmskaitla pakape un izdalam ar 4, ja atlikums, dalot ar 4, ir 3, tad ar Siem parametriem

varam uzbuveét MSK .

Ja p"—q¢° =2, kur p un ¢ ir pirmskait]i, tad var uzbivet MSK ar parametriem
(p'q¢’,p"q’ +1,p"q" +1). [8] Mums jaatrod divu pirmskaitlu pakapju reizinajums, kas
ir vienads ar v (v = skaitlis, ar kuru dalot iegiistam atlikumus). Un svarigi ar1 parbaudit
vai atnemot Sos skaitlus, kas ir pirmskaitla pakapes, starpiba biitu 2 .

qd _1 qd—l _1 qd—Z _1)

2

g-1" g¢-1" ¢q-1

Ja g ir pirmskaitlis un D ir Singer tipa SK ar parametriem (

d
g 11 ,q°,q°(q—=1)).[8] Ja skatamies no MSK

tad var uzbtuvét MSK ar parametriem (

puses, tad var sakt parbaudit , vai k ir pirmskait]a pakape (k =¢%) .

Ja D ir SK ar parametriem (v, £, A) komutativa grupa G, tad veseliem pozitiviem a un
b,c=ak+b(v-k):E=aD + b(G - D) ir MSK ar parametriem

C_l) tad un tikai tad, ja (a—b)*(k—A)=c

v

vc,

No §1 var pieradit $adas konstrukcijas [8]:
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a) Ja D ir planara SK ar parametriem (n° + n + I, n + 1, 1) grupa G, tad
E=(4n’ +6n’> +4n)D + (4n’ +8n* + Tn+2)(G—D) ir MSK (tas parametri ir
polinomi).

b) Ja. D ir Paley SK ar parametriem (g, qT—l , qT_?’) , tad

E=(16q"> +12g-4)D+(16q> +20g - 4)(G-D)ir MSK ar parametriem
(g.164° (g +1),169(q +1)(16¢° +16¢> —1))

c) Ja. D ir Adamara SK ar parametriem (4n’,2n° —n,n’ —n), tad
E=4n*-2n-1)D+(4n’> +2n—1)(G-D) ir MSK ar  parametriem

(4n>,16n* 4n°(4n-1)(4n+1))

qd _1 qd—l _1 qd—Z _1
d) Ja D ir Singer tipa SK ar parametriem ( , ), kur g —

g-1" g-1" ¢q-1

pirmskaitla pakape un d >3. Ja Sie nosacljumi izpildas, tad

E:(qu_'+4qd2q )D+((1+2q“)(q+2q ))(G D) ir MSK.
q- q-

d d d-1
e) Ja D ir Mcfarland SK ar parametriem (qd(1+q—+ll),q/d1 9 11 ,q! A 11),
+ q9- q9-

kur q — pirmskaitla pakape un d>3, tad

d_ d_ d_
E=(4q'01+4 11)—2(qd +q-D))D+(4g"(1+2 11)—2‘17 11)(G—D) ir
q- q-

MSK.

Katram veselam skaitlim m, kas lielaks par 0, komutativa grupa eksistt MSK ar
parametriem (m(m+1),m*,m(m—1)) [1]. Misu gadijuma, skatoties no MSK

parametriem, atliek parbaudit, vai parametrs k ir kada skaitla kvadrats, kK =m”, un

aprekinat m vertibu,
Ja E ir SK ar parametriem (4¢ — 1, 2t, t) komutativa grupa G, tad D = 2E ir MSK ar

parametriem (4¢ — 1, 4t, 4¢). [1] Misu gadijuma, ja ir atrasti MSK parametri, kas atbilst

v=4t—1, k=4tun A =4t,tad mums jamekle , vai eksisté SK, kas atbilst formulai.;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ja G ir aditiva grupa péc n+1, tad eksiste¢ MSK ar parametriem (n +1,n*,n*(n— 1)). [3];
Miisu gadijuma japarbauda, vai parametrs k ir kvadrats, ja ta, tad pargjos parametrus var

saméra viegli izteikt un aprékinat.

2 2
MSK ar parametriem (q, k, 1) eksiste tad, jag =3 (mod 4) un k = 9 an )

, kur g ir
pirmskaitla pakape, a un b veseli para skaitli [9]. lesakuma japarbauda, vai g ir
pirmskaitlis kada pakape, tad, vai, to dalot ar 4, ieglstam atlikumu 3. Visbeidzot
parbaudam k: ja 4k nedalas ar ¢, tad Sis gadijums uzreiz atkrit, pret§ja gadijuma

mekl&jam a un b para skaitlus , lai izpilditos sakariba;

2 2
k:q(4a+b +qa )_|_1

MSK ar parametriem (g, k, A) eksiste tad, ja ¢ =3 (mod 4) un 2

kur ¢ ir pirmskaitla pakape, a un b veseli para skaitli [9]. Saja gadfjuma rikojamies

lidzigi ka ieprieks, bet, ja 4(k - 1) nedalas ar g, tad Sis gadijums atkrit, pretgja gadijuma

mekl€jam tadus para a un b, ka izpildas sakariba;

Ja g ir pirmskaitla pakdpe un ¢ = 1(mod 4), tad eksisté MSK ar parametriem (g,a°, 1),
katram pozitivam veselam skaitlim a tadam, ka a(a + [) dalas ar g [9]. Parbauda, vai
MSK parametrs k ir kada skaitla kvadrats, tad parbauda, vai ¢ ir kads pirmskaitlis
pakape, ja ta, tad parbauda, vai ¢ dod atlikumu 1, ja to dala ar 4, visbeidzot

parliecinamies, vai a(a+1) dod atlikumu 0 , dalot ar g;

Ja g ir pirmskaitla pakape un ¢ = 1 (mod 4), tad eksistt MSK ar parametriem
(¢,(a+1)*, 1), katram pozitivam veselam skaitlim a tadam, ka a(a + 1) dalas ar ¢ [9].

S1 nosactjuma parbaudiSanai rikojamies l1dzigi ka ieprieks;

Ja g ir pirmskaitla pakape un ¢ = 1(mod 4), tad eksistt MSK ar parametriem
(g,a’q,a’(a’q—1)), kur a vesels skaitlis [9]. Miisu gadijuma skatamies, vai ¢ ir kads
pirmskaitlis pakapg, tad parbauda, vai tas dod atlikumu 1 , dalot ar 4. Lai parbauditu &,

skatamies, vai k dalas ar ¢ un vai dalfjums ir kada skaitla kvadrats;

Ja g ir pirmskaitla pakape forma g = p*", kur p = 2 (mod 3), tad eksistt MSK ar

parametriem (q,q°u’,qu’(q*u’ —1)), kur u vesels skaitlis [9]. Miisu gadijuma
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parbaudam, vai ¢ ir kada pirmskaitla pakape, kur pakape ir vismaz 2, tad, ja Sis
pirmskaitlis, dalot ar 3, dod atlikumu 2, skatamies talak. Parbaudam, vai k dalas ar ¢
kvadrata un dalijums ar1 ir kada skaitla kvadrats. Lidz ar to esam ieguvusi ar1 u vértibu

un viegli varam parbaudit pédéjo vertibu;

17. Ja q ir pirmskaitla pakape forma g =s° +4¢> un, ja izpildas $adi nosacijumi: ¢ = 5
(mod 8), s = 1 (mod 4), LKD(s, g) = 1, tad eksist€¢ MSK ar parametriem (g, £, A), ar

vértibu k =1+ 2+ s*u”)u’q, kur u vesels skaitlis [9]. Parbauda, vai ¢, dalot ar 8, dod

atlikumu 5, tad ar parlasi mekl&jam tadas s un ¢ kvadratus, lai izpilditos sakariba;

18. Ja q ir pirmskaitla pakape forma g =s° +4¢> un, ja izpildas $adi nosacijumi: ¢ = 5
(mod 8), s = 1 (mod 4), LKD(s, gq) = 1, tad eksistt¢ MSK ar parametriem (g, k, 1), ar

vértibu k =1+ (1+¢*u”)u’q*, kur u vesels skaitlis [9];

19. Ja q var izteikt forma ¢ = s° +3¢* , kur g ir pirmskaitlis kada pakapé, ta ka ¢ = 7 (mod
12) , s =1 (mod 3) un LKD(s, ¢) = 1 ta, ka 2 ir kubs galiga lauka. Nemot u, kas ir

pozitivs vesels skaitlis tads, ka 2(1+3ut’) dalas ar s, tad eksistt MSK ar parametriem

(55 +12¢*)(1 + ug)*
2

S

(q, k A), kur k= . [9] Lai parbauditu So gadijumu, tad, pirmkart,

japarbauda, vai parametrs q ir pirmskaitlis kada pakapg, ja tas izpildas, tad parbauda, vai
q dod atlikumu 7, dalot ar 12. Ja abas 1paSibas izpildas, tad ar parlasi mekle tadas s un ¢
vertibas, ka izpildas pirma vienadiba. Parbauda, vai s un ¢ ir savstarp€ji pirmskaitli un
vai s dalot ar 3 ir atlikums 1. Ja viss izpildas atrodam tadu u, ka izpildas vienadiba un ta
dalas ar s. Tad parbaudam, vai k atbilst dotajai sakaribai, un visbeidzot parbauda vai 2 ir
kubs. Lai parbauditu vai 2 ir kubs galiga lauka ¢, tad ir jaizpildas $adai sakaribai :

q-1

23 =1(mod p), kur g =p".

2.4.3 Neeksistence

Kaut art MSK parametri (v, k, A) atbilst sadala 2.4.1 Ievads multistarpibkopas
mingtajiem nosacijumiem, ne vienmé&r Sie parametri veidos MSK. Tade] apskatisim

nosacijumus un atrastos gadijumus, kad MSK neveidojas.
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Parametri, pie kuriem neeksisteé MSK [1]:
1) Cikliska grupa MSK neeksisté ar parametriem (m2 (m+1);m*;m¥ l);
2) Cikliska grupa MSK neeksiste ar parametriem (m2 sm*m’ — 1);

3) Visiem t, kas dala (m+1), cikliska grupa neeksistt MSK ar parametriem

(—mz(’? b)) sm*;t(m —1)].

2.4.3.1 Teoréma : Cikliska grupa MSK ar parametriem (v,k,2) eksisté tad un tikai
tad, ja (v, k) = (6,4) vai (3, 3). [1]

2.4.3.2 Teorema : Pienemsim, ka X = (m{0},n{1}) ir multikopa ar k elementiem par

Z,. Tada gadijjuma X ir MSK tad un tikai tad, ja & ir kvadrats un

{k—\/% k++k
{m,n} = S

5 } [3] Precizgjot iepriek§ uzrakstito, v = 2, X ir

multikopa ar k elementiem, m apzimé skaitu, cik reizu multikopa X atrodas
0, bet n apzimé skaitu, cik reizu multikopa X sastopams /, [idz ar to k = m

+ n.

2.4.3.3 Teorema: MSK ar parametriem (v, k, A) komutativa grupa eksisté tikai tad, ja

parametrs A ir para skaitlis. [1]

2.4.3.4 Teorema: Ja (v, k, 1) ir MSK parametri komutativa grupa G. Piepemam, ka ir
tads pirmskaitlis p, ka v dalas ar p, un S ir grupas G Silova p-apaksgrupa,
bet U ir tada G apaksgrupa, ka |U NS | =1, un parametrs k dalas ar p**. Ja
pirmskaitlis p ir paskonjugéts péc faktorgrupas G/U eksponentes modula
(pirmskaitlis p ir paskonjugéts péc modula v — ja eksiste tads vesels skaitlis

r, ka p" =-1(modv'), kur v=p*v', s§>0 un LKD(v’, p) = 1), tad

Yl

apakSgrupas S eksponente ir mazaka vai vienada par —* |S| 1]
p
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3. UZDEVUMA FORMULEJUMS

3.1. Uzdevuma izveles pamatojums

Ta ka multistarpibkopas ir saktas pétit sameéra nesen un nav izdariti visi iesp€jamie
atklajumi $aja joma, tad autore noléma, ka ir vérts méginat apgit nepiecieSamos teorijas
pamatus un censties atrast jaunus risindjumus, kas palidz&tu zinatnei virzities uz prieksSu.
Izvirzita probléma ir ciesi saistita ar jau diezgan plasi petitajam starpibkopam, kuras izmanto
daudzas nozar€s, tadel multistarpibkopas var pielietot I1dzigi.

Turpmakajas sadalas tiks apskatiti autores izvirzitie uzdevumi un to realiz€Sanas
metodes. Uzdevums tiks aprakstits viegli uztverama un pieejama forma, lai ar1 cilvéks bez
TpaSam zinasanam un teorctiskas bazes var€tu to saprast un izdarit Iidzigus spriedumus.
Autore uzskata, ka uzdevuma formul&jums ir pietickosi saprotams, iss un nav tik sarezgits, ka
varétu Skist pirmaja bridi.

Uzdevuma atrisinajumus un iegiitos rezultatus bis iesp&ams izmantot talakos

problémas risinajumos un citos petjumos.

3.2. Uzdevuma meérkis un formuléjums

Darba galvenais mérkis bija dzilak izpétit multistarpibkopas, kas 1idz §im 1pasi daudz
nav pétitas. Autores galvenie uzdevumi bija:

e Ar datorprogrammas palidzibu atrast tadus multistarpibkopu parametrus
(v, k, A)pie nelieliem datu apjomiem, ka izpildas multistarpibkopu parametru
pamatformulas;

e Atlastt tos multistarpibkopu parametrus, kuriem atbilst multistarpibkopas péc jau
atrastam konstruéSanas metodeém,;

e Atrast multistarpibkopu parametru trijniekus, kuri neatbilst nevienai no
atrastajam metodém, un izpé&tit atrastos parametrus, méginat noskaidrot, vai ar
Sadiem parametriem var uzbiivét multistarpibkopu veselo skait]u atlikumiem;

e Ja $adu multistarpibkopu nevar uzbiivét pie konkrétajiem parametriem, tad
parbaudit, vai to nevar izdarit, darbojoties ar atlikumu korteziem;

e Ja multistarpibkopu var uzbuvét, tad analizét konkrétos gadijumus un meginat

tos visparinat.
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Precizgjot uzdevumu pirmo punktu, mums jaapskata visi iesp&jamie (v, k, 1), kas varétu
atbilst MSK parametriem.

Ta ka visus $adus parametrus atrast nav iesp&jams, tad uzdevumu samazinasim, nosakot

robezu : Av <300;

Kad esam atraduSi visus iesp&jamos parametrus lidz robezai Av <300;, tad mums
jaatmet visi tie parametri , kas neatbilst vienadibai : k(k—1) = Av.

Pieméram,

(2, 4, 5) —metam ara , jo 4* (4 -1) = 2* 5 vienadiba neizpildas, 12 != 10;

(2, 4, 6) — atstajam , jo 4* (4 -1) = 2* 6 vienadiba izpildas 12 = = 12;

(2, 4, 7) — metam ara, jo 4* (4 -1) = 2* 7 vienadiba neizpildas 12 != 14.
Tada veida turpinot, atbrivojamies no tiem parametriem, kas noteikti neatbilst MSK.

Kad no liekajiem parametriem esam atbrivojusies, tad skatamies talak :

e javir para skaitlis, tad £ ir jabiit vienadam ar kada skaitla kvadratu;

e ja v ir nepara skaitlis, tad jabut tadiem veseliem, nenulles x, y, z, ka izpildas

v—1

nosacijums: x> = ky® +(=1) 2 *Az>.

Ja kads no Siem nosacijumiem neizpildas, to parametru trijnieku metam ara. Atstajam
tikai tos parametrus, kam izpildas minétas sakaribas. Piem&ram,

(2, 4, 6) — atstajam , jo v = 2 (para skaitlis) un k = 4, kas ir kads skaitlis kvadrata, saja
gadijuma: 2

(3, 4, 4) — atstajam, jo eksiste tadi nenulles x, y, z péc Lezandra teorémas (sikak skatit
sadalu 4.2).

(10, 6, 3) — metam ara, jo v = 10 (para skaitlis), bet k = 6, kas nav kada skaitla kvadrats.

Sada veida atbrivojamies no lielas dalas lieko parametru, kas noteikti neveidos MSK.
Tad no atlikuSajiem parametriem, kurus neesam izmetusi, parbaudam, vai tie atbilst kadai no
jau atrastajam MSK konstruéSanas metodém (stkak skatit sadalu 2.4.2 Konstruésanas veidi).
Saja vieta esam nonakusi jau pie otra izvirzita uzdevuma.

Galvenas konstruéSanas metozu formulas, 1si uzrakstot, ir $adas (ja neparbauda precizi
sarezgitakos nosacijumus):

o (v ak d’1);
e (p",p'.p"-1;
e (p',p"+Lp"+1);
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o (Pq\p'q +Lpq +D);

d

-1

.q7.q7 (g -1));

e e e @b th-a=c
A%

(Sikak aprakstits sadala 2.4.2Konstruésanas veidi)

Sie ir galvenie uzdevumi, kas ir javeic. Ka jau minéts, tad viens no mérkiem ir atrast
tadus MSK parametrus, kam neatbilst neviens no jau atrastajiem konstru€Sanas veidiem, tad
Sos parametrus iesp&jams pétit talak un skatities, vai ir vispar iesp&jams uzbiivét MSK ar
Sadiem parametriem vai nav. Ja $adiem parametriem izdosies uzbuvét MSK, tad jamégina
konstrukciju visparinat, iegiistot jaunu, agrak nezinamu MSK klasi. Aprakstito parametru

atlasiSanai tiks izveidota datorprogramma.
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4. DATOREKSPERIMENTI

4.1. Izveidoto datorprogrammu meérkis un apraksts

Darba rezultata tika izveidotas datorprogrammas, kas bija nepiecieSamas, lai izpilditu
galvenos bakalaura darba uzdevumus:

e Ar datorprogrammas palidzibu atrast tadus multistarpibkopu parametrus (v, k&, 1) pie

nelieliem datu apjomiem, ka izpildas multistarpibkopu parametru pamatsakaribas;

e Atlasit tos multistarpibkopu parametrus, kuriem pastav MSK pé€c jau atrastam
konstruésanas metodém;

e Parbaudit, vai iesp&jams uzbtveét multistarpibkopu tiem parametriem, kuri neatbilst
jau visparzinamajam konstrué€Sanas metodeém;

e Ja multistarpibkopu nevar uzbiivét pie konkrétajiem parametriem, tad parbaudit, vai to

nevar izdarit, darbojoties ar atlikumu korteziem.

Pirmkart, tika uzrakstita datorprogramma, kas atrod visus MSK parametrus (v, k, A1)

tadus, ka :

e Ay <300;

o kk-1)=Av
Merkis ir apskatit tadus MSK parametrus, kas nav 1pasi lieli skaitli, tade] autore noteica
robezu Av <300;. Gadijuma, ja v€lamais rezultats netiks panakts, tad S§1 robeza tiks
palielinata. Ar augstak min&to formulu palidzibu tika atsijata liela dala parlases veida iegiitas
informacijas. Parametru (v, k&, A) atraSanai tika izmantota pilna parlase, jo ta ir visatrak un

visvieglak noprogramméjama. Tos iesp&jamos MSK parametrus, kas atbilda formulam, autore

parbaudija ar Bruck — Ryser — Chowla teorému :
e javir para skaitlis, tad & ir jabut vienadam ar kada skaitla kvadratu;

e ja v ir nepara skaitlis, tad eksisté tadi veseli, nenulles x, y, z, ka izpildas nosacijums:

v—1

x* =ky’ +(=1) 2 * Az’
Talak ar datorprogrammas palidzibu tika atrasti tie MSK parametri, kuriem jau ir atrastas
konstrué$anas metodes. Dazas konstruéSanas metodés netika apskatiti pasi sarezgitakie

nosactjumi.
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Autores galvenais mérkis ar datorprogrammas palidzibu bija atrast tadus MSK
parametrus, kas neatbilst nevienai no jau atrastam konstruéSanas metodeém, un parbaudit vai ar

Siem parametriem var uzbiivét multistarpibkopu.

4.2. Datorprogramma izmantotie risinajumi un teoremas

Datorprogramma tika izmantotas MSK konstruéSanas formulas, ar kuru palidzibu autore
mekl€ja, vai katrs konkrétais MSK parametru trijnieks atbilst kadai no §im formulam. DaZos

MSK konstru&sanas veidos netika parbauditi pasi sarezgitakie gadijumi.

4.2.1 LeZandra teorema

Lai parbauditu Bruck — Ryser — Chowla teorémas pirmo punktu, kur, ja v ir nepara

skaitlis, tad eksisté tadi veseli x, y, z, vismaz viens no kuriem nav 0, ka izpildas nosacijums :
v-1

x> =ky® +(=1) 2 *1z*, autore izmantoja LeZandra teorému. Teoréma pasaka, vai eksisté

sadi veseli x, y, z, kas visi nav vienadi ar 0.

LeZandra teoréma: Vienadojumam ax’ +by”> +cz> =0, kura koeficienti a, b, ¢ ir

veseli skaitli un nav visi ar vienadam zimém, ir nenulles racionals atrisinajums tad un tikai

tad, ja izpildas [13] :

e x°= —bc(m0d|a

);

e x'= —ca(m0d|b

);
e x’=-ab(mod|c|).

Apskatisim teorémas pielietojumu uz kada konkréta pieméra ar MSK parametriem.
Piemers:

Doti parametri (v, £, 1)= (21, 15, 10). Izmantojot Bruck — Ryser — Chowla teorému,

mums jaatrod, vai eksisté tadi veseli x, y, z, vismaz viens no kuriem nav 0, ka izpildas

v—-1

xP=ky? +(=1) 2 * 227
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Ieliekam formula mums zinamos v, kun A :

21-1

x2 =15y +(=1) * *10z> = x> =15y? +10z>
Parnesam visus vienadojuma elementus uz vienu pusi:
x* =15y =10z> =0

Esam ieguvusi vienadojumu, kas atbilst LeZandra teoréma apskatitajam, kura =1, b = -

15 un ¢ =-10. Tagad apskatam Lezandra teorémas nosacijumus:

x* = —bc(mod|al) =

x* = (=(=15)*(-10)) mod|l| =

x* =-150mod1 =

x*=0

Tagad mums jamekle tada skaitla kvadrats, kuram atlikums, dalot ar a= 1, butu vienads
ar tikko aprekinato atlikumu 0. Viegli saskatit, ka §ads skaitla kvadrats eksisté : 0 = 0> (mod
1).

x* = —ca(mod|b|) =
x* = (=(-10)*1)mod|- 15| =
x> =10mod15 =
x* =10
Skatamies, vai ir kada skaitla kvadrats, kuru, dalot ar 15 , atlikuma iegtisim 10. Sads

skaitla kvadrats ir : 10 = 52(m0d15).

x* = —ab(m0d|c|) =

x* = (-1*(~15)) mod|- 10| =
x> =15mod10 =

x> =5
Skatamies, vai ir kada skaitla kvadrats, kuru, dalot ar 10, atlikuma iegtsim 5. Sads

skaitla kvadrits ir : 5 = 5*(mod10).

Rezultata visos gadijumos mes vargjam atrast tadus skaitlu kvadratus, kurus dalot ar
attiecigo skaitli, ieguvam vajadzigo atlikumu, tatad eksiste tadi veseli skaitli x, y, z, kas nav
visi vienadi ar 0.

Ta ka konkrétaja situacija tiks apskatiti MSK parametri, kas veidos tikai $ada veida

v—1

vienadojumus: x> = ky* +(-1) 2 * Az’, tad autore secindja, ka, izmantojot Lezandra teordmu,
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koeficients a vienmér biis vienads ar 1. Lidz ar to nav vajadzibas apskatit pirmo gadijumu

Lezandra teoréma, jo tas vienmer izpildisies.

4.2.2 MSK meklesana

Kad atrasti MSK parametri, kas neatbilst nevienai no jau zinamajam konstrué$anas
metodém, tad talakai izp€tei nepiecieSams atrastos parametrus parbaudit, vai no tiem ir
iespejams uzkonstruét MSK vai nav iesp&ams. Sakuma MSK tika meklétas vienkarsi
atlikumu péc naturala skaitla modula saskaitiSanas grupas. Lai uzlabotu programmatiiras
atrdarbibu, neveiktu primitivu pilno parlasi un neparbauditu katru iegiito starprezultatu
starpibas, uzdevuma sasniegSanai tika izmantota vienadojumu sist€éma.

Vienadojumu sisteémas lielums atkarigs no iespgjamo MSK parametriem v un k.
Parametrs v apzimé grupas elementu skaitu, citiem vardiem sakot, arT visus iespgjamos
atlikumus. Parametrs & apzimé elementu skaitu multikopa. Tatad varam izsecinat, ka mums
janem katrs atlikums p&c parametra v tik reizes, lai to kopigais skaits buitu vienads ar £. No §1
seko vienadojums :

a,+a, +..+a,, =k,

kur a; ir visu iesp&jamo atlikumu no 0 Iidz (v — 1) skaiti p&c parametra v.

Katram atlikumam starpibas japaradas tieSi Areizes. Tatad apskatam, cik veidos més
varam iegt ka starpibu atlikumu 0, cik veidos atlikumu 1, utt.

Lai iegiitu MSK, més konkréto elementu paSu no sevis neatnemam. Tatad netrivialo
atlikumu 0 m&s varam iegiit atnemot divus vienadus atlikumus, piem&ram , mums ir $§ada
multikopa - {0,,0,.1,,1,}, tad atlikumu O mé&s varam iegit (0,-0,), (0,-0,),
(1, -1,),(1, —1,). Kopsumma mums Siem atlikumiem jabiit A4 skaits, tatad varam uzrakstit
nakoso vienadojumu :

a,(a,-)+a,(a,-D+..a, (a, -1)=41,

kur a ir visu iesp&amo atlikumu no 0 Iidz (v — 1) skaiti péc parametra v. Sis
vienadojums apzimé visu nullu atlikumu kopskaitu. Vienadojumu dala a(a - ) art nosaka, ka
konkréto skaitli pasu no sevis neatnpem.

Lidzigi meklgjam, cik veidos varam iegtt atlikumu 1, 2 utt. , piem&ram, atlikumu 1
varam iegit, no katra atlikuma atnemot iepriek$gjo atlikumu, piemeram, mums ir $ada

multikopa - {0, 0, 1}, tad atlikumu 1 me&s varam iegtt (1 - 0), (1 - 0), (0 - 1) un (0 - 1).

26



Kopsumma mums Siem atlikumiem jabiit A skaits, tatad varam uzrakstit nakoSo vienadojumu

* * * *
a,*a,+a,*a, +..+a,, *a,,+a,*a

L =4

Vv

Lidzigi turpinot apskatit par&jos atlikumus lidz v-1, iegiisim vairakas vienadibas, kuras

ir sava starpa saistitas. STs vienadibas ar1 veido vienadojumu sisteému :

a,+a, +..+a,, =k
a,(ay—D+a(a, -)+..a, (a_ -1)=41
a *a,+a,*a +..+a,,*a, ,+a,*a, =1

* * * —
a,, *a,+a,*a, +..+a, ,*a, , =1

Lai viss tikko apskatitais liktos daudz saprotamaks apskatisim pieméru. Pienemsim, ka

mums ir MSK ar parametriem (v, £, 1) =(3, 3, 2).

Ta ka v = 3, tad visu iesp&jamo atlikumu skaitu apzimésim $adi - {a,,q,,q, },
kur a, ir visu O atlikumu skaits multikopa, utt. Japiebilst, ka katrs a var but
lielaks vai vienads ar 0;
Visu So atlikumu kopsummai jabiit vienadai ar k, kas arT apzimé elementu skaitu
multikopa. Tatad, pirmais vienadojums biis :
a,+a, +a, =3;
Apskatam cik veidos més varam iegit atlikumu 0, neaizmirstot, ka, lai veidotos
MSK, atlikumu skaitam jabiit vienadam ar 4.
ay(a, —D+a,(a, - +a,(a, -1)=2;
Apskatam cik veidos més varam iegiit atlikumu 1, neaizmirstot, ka, lai veidotos
MSK, atlikumu skaitam jabtt vienadam ar 4.
a,a, +a,a, +a,a, =2;
Apskatam cik veidos m&s varam iegiit atlikumu 2, neaizmirstot, ka, lai veidotos
MSK, atlikumu skaitam jabiit vienadam ar 4.
a,a,+ay,a, +a,a, =2;
Rezultata ir iegiita vienadojumu sistéma :
a,+a, +a, =3
a,(a,—1)+a(a, -1)+a,(a, -1)=2
a,a, +a,a, +a,a, =2

a,a, +aya, +a,a, =2
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Ja $adu vienadojumu sist€mu var atrisinat, tad MSK var uzbuvet ar parametriem (3, 3,

2), pretgja gadijjuma MSK ar Sadiem parametriem nevar uzbiuvet. Uzzinot a,,a,,a, vertibas,

var redzet, kadam skaitam konkréto atlikumu jabit, lai no multikopas varétu izveidot MSK.
Apskatitaja piemera sist€éma ir atrisinama, ja vertibas (a,,a,,a,) = (1, 2, 0). Tas nozimg,

ka multikopa ir §ada {0, 1, 1} un ta veido MSK.

4.2.3 MSK meklesana darbojoties ar atlikumu korteZiem

Ieprieksgja sadala (skat. 4.2.2) tika apskatits, ka tika parbauditi konkrétie parametri, vai
pie tiem var uzbiivet MSK, izmantojot veselus atlikumus. Tacu, lai pilnigi droSi var&tu
parliecinaties, ka MSK ar konkrétiem parametriem komutativa grupa nevar uzbuvet,
japarbauda ar1 atlikumu kortezi (visas galigas komutativas grupas ir izomorfas atlikumu vai
atlikumu kortezu saskaitiSanas grupam). Atlikumu korteZus veido, balstoties uz Silova p-

apakSgrupam.

Silova (Sylow) p-apakSgrupa — ja grupas G elementu skaitu var izteikt ka p™s, kur s
ar p nedalas, tas ir, atrod lielako pirmskaitla pakapi, ar kuru elementu skaits dalas, tad grupa G
ir tieSi viena apakSgrupa ar p” elementiem (ta sastav no visiem elementiem, kuru karta ir
kada pirmskaitla pakape) . [11]

Ja galigas komutativas grupas elementu skaitu sadala pirmreizinatajos, tad grupa ir
izomorfa atbilstoSo pirmskaitlu Silova p-apakSgrupu Dekarta reizinajumam. Savukart Silova
p-apakSgrupa ir izomorfa atlikumu korteZiem, kur katrs elements ir atlikums péc kadas
pirmskaitla p pakapes. [11]

Piem@ram, atlikumu grupu péc modula 8 varam sadalitka Z,, Z, xZ, un Z,xZ, x Z,.
Lidz ar to $aja gadijuma, no $adam Silova apakSgrupam varam iegiit kortezus garuma divi un
garuma tris. Kortezi garuma divi biis atlikumi péc moduliem (4, 2). MSK gadijuma ir jaiegist
visi iesp&jamie atlikumu kortezi, kuriem pirma komponente ir péc atlikuma, dalot ar 4, bet
otra komponente péc atlikuma, dalot ar 2. Gadijjumu Z, varam neskatities, jo tas ir
ekvivalents jau apskatitajiem iepriek§ apskatitajiem gadijjumiem, dabojoties ar vienkarsi
atlikumiem.

Ja grupas elementu skaits ir dazadu pirmskaitlu reizinajums, tad Sis gadijums ir

pielidzinams jau apskatitajam gadijumam, kad darbibas notiek ar veseliem atlikumiem.
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Piem@ram, atlikumu grupu pé&c modula 15 varam sadalit ka Z, xZ,, bet ta ka 3 un 5 ir
savstarpgji pirmskaitli (LKD(3, 5) = 1), tad Sis gadijums ir pielidzinams atlikumiem péc
modula 15. Sadus gadijumus atseviski nav nepiecie$ams parbaudit.

Darbojoties ar atlikumu korteziem, lai sanaktu MSK, multikopa esoSo kortezu skaitam
jabiit vienadam ar MSK parametra k vertibu, un starpibu rezultata japaradas visiem
iesp&jamajiem korteziem A reizes.

Piemers:

Iesp€jama MSK ar parametriem (v, k£, 1) =(8, 9, 9). Parametram v var atbilst tris biitiski
dazadas Silova p-apakSgrupas: Z , (Sis gadijums jau aplakots ka atlikumi mod 8), Z , xZ,,
un Z, xZ,xZ,. Vispirms jaapskata visi atlikumu kortezi garuma 2, tatad péc modula (4,
2), péc tam visi atlikumu korteZi garuma tris.

Visi iesp€jamie atlikumu kortezi péc modula (4, 2) ir : (0,0); (0,1); (1,0); (1,1); (2,0);
(2,1); (3,0); (3,1).

Sakotngja atlikumu kortezu multikopa izskatas, pieméram, $adi:

{(0,0); (0,0); (0,1); (0,1); (3,0); (3,0); (3,1); (3,1); (1,1)}, redzam, ka kortezu skaits
multikopa ir 9 (elementu skaits multikopa vienads ar k ).

Lai veidotos MSK, tad jadarbojas tapat ka iepriek$ — katrs korteZs viens no otra jaatnem
un rezultata katram atlikumu kortezam japaradas tieSi A reizes. Netrivialo starpibu starp
korteziem iegiist Iidzigi ka darbojoties ar vienu atlikumu, tikai korteZus atpemot pa
komponenteém.

Pieméram,

(0, 1) — (3, 0) = (1, 1), kur netrivialas starpibas pirma komponente veidojas 0 — 3 = -3;

(-3) = I (mod 4), bet rezultata otra komponente veidojas / — 0 = I, I = 1 (mod2).

Lai parbauditu, vai no konkrétajiem parametriem var uzbiivét MSK, tika izmantota
vienadojumu sist€ma, 11dzigi ka 4.2.2 sadala, tikai darbibas notiek ar atlikumu korteziem un

a; vertiba apzimé konkréta atlikuma kortezu skaitu multikopa .

4.3. Datoreksperimentu rezultati

Datoreksperimentu rezultata tika atrasti vairaki tadi MSK parametri (v, k£, 1), kas atbilst

prasitajiem mekl€Sanas kritérijiem. Dalai no parametriem tika atrasts, péc kadiem

konstruéSanas veidiem tadas MSK iesp&jams uzbiivet. legitie rezultati tika parbauditi, vai

29



kadi no parametriem atbilst visparigajam neeksistences formulam [Neeksistences formulas
skatit sadala 2.4.3].
Ta ka rezultata tika atrasti vairaki multistarpibkopu parametri, kuri neatbilst nevienai

konstruéSanas metodei un visparigajam neeksistences formulam, tad autore veica dazus

eksperimentus, lai parbauditu, vai iesp&jams vispar uzbiivét MSK ar §adiem parametriem.

legiitie rezultati ir apkopoti tabula Tabula 4.1 legiitie rezultati .

Tabula 4.1 legiitie rezultati

(v, k A) Rezultats Komentari
(2,4,6) IR izneémumgadijums Izpildas péc 2.4.3.2 teorémas
(2,9,36) 6.gadijums
(3,3,2) 2. gadijums
(3.4,4) 4. gadijums
(3,7,14) 6. gadijums
(3,10,30) | NAV -

(4,4,3) NEEKSISTE Pé&c 2) neeksistences formulas
(4,9,18) 6. gadijums
(5,5,4) 3. gadijums
(5,6,6) NAV -
(6,4,2) IR izp€émumgadijums Izpildas pec 2.4.3.1 teorémas
(6,9,12) 7. gadijums pie SK(6,54) A=1,B=4
(7,7,6) 2. gadijums
(7,8,8) 4. gadijums
(8,9,9) NAV Peéc 2.4.3.3 teorémas
(9,10,10) | NAV -
(12,4,1) NEEKSISTE Pé&c 1) neeksistences formulas
(12,9,6) 8. gadijums
(1562) NEEKSISTE Péc 2.4.3.1 teorémas
(15106) | NAV -
(189 4) NEEKSISTE Pé&c 1) neeksistences formulas
(2172) NEEKSISTE Pé&c 2.4.3.1 teorémas
(249 3) NEEKSISTE Péc 2.4.3.3 teorémas
(3692) NEEKSISTE Pé&c 1) neeksistences formulas
(729 1) NEEKSISTE P&c 2.4.3.3 teorémas
(216 120) | IR pie (10, 6) ,(6,10) Izpildas péc 2.4.3.2 teorémas
(31244) | 11. gadijjums
(31352) | 6.gadijums
(31680) | 6.gadijums
(416 60) | 7.gadijums SK(4,3,2)a=3b=7
(51122) | 6.gadijums
(51648) | 6.gadijums
(61640) | 7.gadijums SK(6,5,4)a=2b=6
Sobrid nav atrasts konstrugsanas

(71426) |IRpie(1,1,2,1,2,2,5)u.c. veids
(7 15 30) NAV -
(8 16 30) NEEKSISTE P&c 3) neeksistences formulas

IR pie (2,2,2,4,0,2,2,2,0,0) un Sobrid nav atrasts konstrué$anas
(101624) |(2,2,2,0,4,2,2,2,0) veids
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v,k A)

Rezultats

Komentari

(1111 10)

2. gadijums

(1112 12)

4. gadijums

(12 16 20)

7. gadijums SK(12,11,10)a=1b=35

(1313 12)

3. gadijums

(13 14 14)

NAV

(15 15 14)

NAV

(15 16 16)

5. gadijums

(16 16 15)

NEEKSISTE

P&c 2) neeksistences formulas

(1717 16)

3. gadijums

(20 16 12)

8. gadijums

(21 15 10)

NAV

(24 16 10)

NEEKSISTE

Pec 2.4.3.4 teoremas

(30 16 8)

nav

(33 12 4)

nav

(35 15 6)

nav

(39 13 4)

nav

(40 16 6)

NEEKSISTE

Pec 2.4.3.4 teoremas

(48 16 5)

NEEKSISTE

Pec 2.4.3.4teoremas

(55112)

NEEKSISTE

Pec 2.4.3.1 teoremas
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5. IEGUTO REZULTATU ANALIZE

No iegiitajiem datoreksperimentu rezultatiem ir redzams, ka daziem no (v, k, A)

parametriem ir iesp&jams uzbiivét MSK un Iidz §im nav atrasta vienota konstru€Sanas metode,
bet ir arT parametri, kuriem nav iesp&jams uzkonstruét MSK. Tas paver jaunas iesp&jas katru

konkréto gadijumi analizet talak.

5.1. Parametru, pie kuriem MSK var uzkonstruét, analize

Saja sadala tiks apskatiti MSK parametri, pie kuriem autorei izdevas uzbiivét MSK. Ar
Siem atrastajiem rezultatiem autore centisies atrast kadas sakaribas, no kuram var€tu izveidot
jaunu MSK konstruéSanas veidu.

Sakuma analizei tiks izmantoti sadala 4.2.2 MSK meklésana aprakstitas vienadojumu

sistémas rezultati.

5.1.1 Atskirigo gadijumu atrasana

Datoreksperimentu rezultatos atklajas, ka dazas MSK var uzbiivét dazados veidos, lidz

ar to autorei vajadzes apskatit visus Sos veidus. Tatad tiks apskatiti dazadie (ao,al,...,avfl)

gadijumi, kur a apzimé katra atlikuma no v lidz v-/ skaitu multikopa. (Ka iegiist konkrétos
mainigos a skatit sadala 4.2.2 MSK meklesana.)

Tagad tiks apskatits, ka saprast, vai iegiitie atrisinajumi ir dazadi. Lai to visu vieglak
saprast apskatisim pieméru.

Nemsim MSK ar parametriem (12, 9, 6). Ar datoreksperimentu palidzibu tika iegits, ka
MSK ar Sadiem parametriem var uzkonstruét, $ados gadijumos (skat. Tabula 5.1 Mainigo a

vertibas):

Tabula 5.1 Mainigo a vertibas

(a.4,..a, )
(0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1)
(0,0,1,1,0,0,1,1,3,0,1,1)
(0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1,0)
(0,1,3,1,0,1,0,1,0,1,0,1)
... U C.
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Lai gan izskatas, ka visi gadfjumi ir lidzigi, tom@er ta nav. Saja piemé&ra més varam atrast
divus dazadus gadijumus, kas varbiit pirmaja bridi neskiet tik viegli saskatami. Gadijumi
(0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1)un (0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1,0) ir Iidzigi, (0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1)un
(0,1,3,1,0,1,0,1,0,1,0,1) ir atSkirigi, bet (0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1) un (0,0,1,1,0,0,1,1,3,0,1,1) ir
spogulatteli viens pret otru.

. Par to viegli varam parliecinaties sarakstot visus konkréta gadijuma a vertibas pa rinki.
Izvélamies pulksten raditaju virzienu un skatamies pa rinki izvietotajiem skaitliem, ja varam

atrast tadu kombinaciju, tad gadijumi ir [idzigi, ja nevaram, tad atSkirigi.

/! 1% 0 \\\
/ 1 1 \‘\

(0,0,1,1,0,0,1,1,3,0,1,1) = 0 1

Tagad var viegli redzet, ka gadijumu (0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1,0) varam atrast pa rinki
izvietotajos skaitlos, bet gadijumu (0,1,3,1,0,1,0,1,0,1,0,1) nevar atrast $aja rinki. Lidz ar to
gadijums (0,1,3,1,0,1,0,1,0,1,0,1) ir atskirigs no gadijumiem (0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1) un
(0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1,0). Tos gadijumus, kurus varam atrast rinki ir 11dzigi, jo tos varam iegt

ar ciklisku nobidi, tade] Sos lidzigos gadijumus varam arT neapskatit sikak.

(0,1,3,1,0,1,0,1,0,1,0,1) =
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Lidzigi varam noteikt arT to , vai konkrétais gadijums ir spogulattéls pret doto gadijumu.
To var viegli pamanit, skatoties pa rigki izvietotas vertibas: ja konkréto gadijumu varam atrast
pa rinki, tikai skatoties pret&ji pulkstepa raditaja virzienam, tad gadijums ir dota gadijuma

spogulattels.

Tagad viegli redzams, ka (0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1) un (0,0,1,1,0,0,1,1,3,0,1,1) ir
spogulattéli, pirmo gadijumu varam iegiit, skatoties pa rinki pulkstena raditaja virziena, bet

otro — skatoties pa rinki pret€ji pulkstena raditaja virzienam.

5.1.2 MSK spogulattels

Izmantojot datoreksperimentu rezultatus, autore novéroja, ka katrai MSK art
spogulattels ir MSK. Lidz ar to var secinat, ka arT $ie gadijumi nav butiski atSkirigi un tos var
stkak neapskatit.

Pieradijums:

Pieradijums, ka katrai MSK arT spogulattéls ir MSK, nav tik sarezgits. Pieradijumam

tiks izmantota sadala 4.2.2 MSK meklesana aprakstita vienadojumu sistéma:

a,+a, +..+a,, =k
ay(a,-)+a(a,-D+..a, (a,, -1)=41
=1

* * * *
a *a,+a,*a, +..+a,,*a,,+a,*a

v—-1

v-2 v—

Ta ka kopuma spogulattéla a vertibu summa nemainas, tad izpildas ari pirmais
vienadojums a, +a, +...+a, , =k, tas ir , elementu skaits multikopa ir vienads ar &, kur k ir

MSK (v, k, A) parametrs.
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Atlikumu 0 MSK var iegiit tikai tad, ja @,> 1. Kopuma a veértibas mums nemainas, tad
ar1 atlikumu 0 varam iegiit tieSi tada pasa skaita, ka pamata gadijuma. Lidz ar to izpildas ari
vienadojums a,(a, -1)+a,(a,-)+..a, (a,_,—1)=41.

Lai iegtitu par€jos atlikumus, tiek izmantota divu a vertibu reizinajumu summa. Jau péc
vienadojumu sistémas varam pamanit, ka, lai iegttu atlikumus 1, 2 ..v — 1 , a vértibu
reizinajums veidojas ar ciklisku nobidi.

Lai pieraditu, ka kada gadijuma spogulattelam veidojas tiesi tads pats vienadojums ka

pamata gadijumam, izmantosim a veértibas, kas izkartotas pa rinki :

Konkretaja gadijuma ir att€lots veids, ka varam iegiit visus a vertibu reizinajumus, lai
atlikums bitu 1. Tagad viegli redzams, ka, izpildot §is darbibas gan pamata gadijumam, gan ta
spogulattelam, a vertibu reizinagjums bis tieSi tads pats. Apskatot gadijumus, kad mekle
atlikumus 2 Iidz v — 1, iegiisim lidzigu situaciju. Lidz ar to redzam, ka MSK spogulattéls
veido tiesi tadas paSas vienadojumu sistémas vertibas ka pamata attéls, tatad spogulattels art

veidos MSK.

5.1.3 Analize izmantojot atrastas (a,,a,....,a, ,) vértibas

Autore, méginot atrast vienotu konstruéSanas metodi atrastajam multistarpibkopam,
sakuma pétija atrasto MSK atlikumu skaitu, jeb atrastas (a,,a,,...,a,_, ) vértibas.

Iesakuma autore noskaidroja atskirigos (ao ,a, ,...,aH) gadijumus. ArT tiem gadijumiem,
kuriem jau ir atrastas MSK konstruéSanas metodes, tika pamaniti vairaki atSkirigi
(ao 7R aH) gadijumi, kurus ar1 vajadz€tu paanalizg&t, jo iesp&jams starp tiem ar1 sl€pjas vel

kada neatklata MSK konstruésanas metode. (Skat. Tabula 5.2 Zinamo MSK atSkirigie

gadijumi)
Tabula 5.2 Zinamo MSK at$kirigie gadijumi
v, k 1) (ay.a,,....a,.)
(5.5.4) (2,1,2,0,0)
(2,2,0,1,0)
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(6,9,12) (1,0,1,3,1,3)
(2,0,2,0,2,3)
(1,1,1,1,1,4)

(12,9,6) (0,0,1,1,0,0,1,1,0,3,1,1)
(0,1,3,1,0,1,0,1,0,1,0,1)

(4,16,40) (5,5,5,1)
(7,3,3,3)

(5,11,22) (4,3,2,2,0)
(3,2,4,2,0)

(17,17,16) (0,0,0,2,0,2,2,1,2,2,0,2,0,0,0,2,2)
(0,0,1,0,0,2,0,2,2,2,0,0,2,2,2,0,2)

(20, 16, 12) (1,1,1,0,0,1,1,1,4,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0)
(1,1,4,1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0)

Tabula Tabula 5.3 Atrasto MSK a vértibas att€lotas atrasto MSK « vertibas, kuras

neatbilda zinamajam konstrué$anas metodém.

Tabula 5.3 Atrasto MSK a vértibas

v k ) (ay,a,ra, )

(10, 16, 24) (2,2,2,4,0,2,2,2,0,0)

(7, 14, 26) (1,1,2,1,2,2,3)

Atrastas (ao,a1 ,...,av_l) vertibas autore pareizindja ar x, kur x ir robezas no 2 Iidz 100, tad
§1s vertibas parbaudija izmantojot sadala 4.2.2 MSK meklésana aprakstito vienadojumu sistemu,
lai redz€tu, vai joprojam, ja katru vertiba tiek nemta x reizes vairak, veidojas MSK. Protams, $aja
gadijuma A vertibu més nezinam. Vienadojumu sistéma tiek balstita uz to, ka visas vienadojumu
summas sisttma ir vienadas, iznpemot pirmo, kas apzimé elementu skaitu multikopa -
a,+a, +..+a,, =k.

Rezultata gan $1 metode nevainagojas ar panakumiem, nemot katru atlikumu multikopa
x reizes vairak, MSK neveidojas. Lidz ar to var secinat, ka no konkrétiem MSK parametriem
(v, k, A)nevar iegiit visparigu MSK konstruéSanas metodi, kas ir (v, xk, a 4), kur x robezas (2,

100].

5.1.3.1 Gandriz MSK

Apskatot MSK ar parametriem (10, 16, 24), viegli pamanit, ka katra a vertiba dalas ar 2,
lidz ar to ir vérts parbaudit, kas notiek $aja gadijuma. Tatad (a,.q,,...a,,) =
(2,2,2,4,0,2,2,2,0,0), izdalot katru a vértibu ar 2, iegust (1,1,1,2,0,1,1,1,0,0). Parbaudot, vai ar
Sadiem parametriem var uzbuvét MSK, atklajas, ka veidojas gandriz MSK, visi atlikumi

36



iznemot 0, paradas vienadu reizu skaitu, kas ir 6, bet atlikums 0 paradas 2 reizes. Lidz ar to
autore ievie§ jaunu jédzienu — gandriz multistarpibkopa ar parametriem (v,k',4,,4,), kurk’ —
elementu skaits multikopa, 4, - cik reizes ka starpiba paradas katras nenulles atlikums, A,-
cik reizes paradas nulles atlikums.

Lemma 1: Ja var uzbiivét MSK un visas (a,,4, ,....,a, ,) vértibas dalas ar kadu skaitli s,

kur s >/, tad, izdalot visus elementu skaitus ar So vértibu s, iegiist gandriz MSK ar

parametriem (v,k',A,,4,)= (V,E,iz,k(é—l)—(v—l)ﬂ]j.
s s s S

Ja mums ir zinami MSK parametri (v, £, 4) un $ada vertiba s, tad no Siem mainigajiem
var izteikt gandriz MSK parametrus (v,k',4,,4,) . Parametrs &k’ izsakas, ka k’ = k/s, jo katru a
vertibu meés izdalam ar s, [idz ar to multikopas kopg€jais elementu skaits samazinasies s reizes.

Autore, izp€tot I1dzigus gadijumus, kad no MSK veidojas gandriz MSK , secinaja, ka nenulles

atlikumu skaitu gandriz MSK var izteikt, ka 4, = iz Gandriz MSK parametrus (v,k',4,,4,)
s

saista sakariba : (v—1)A4, + 4, =k'(k'-1). Sakaribas otra dala k’(k’- 1) izsaka, cik pavisam
starpibas iesp&jams iegiit starp multikopas elementiem, bet sakaribas pirma dala izsaka, cik
reizes katrs atlikums atkartojas — visu atlikumu skaits, iznemot atlikumu 0, ir (v- 1) un katram

Sadam atlikumam japaradas A, reizes, 11dz ar to kop@jais visu nenulles atlikumu skaits biis
(v—=1)4,, tam, pieskaitot nulles atlikumu skaitu, iegiistam visu iesp&jamo starpibu skaitu starp
multikopas elementiem. Izmantojot tikko atrasto sakaribu, viegli var izteikt parametru A4, :

A, =k'(k'-1)—(v-14,

Tatad no MSK parametriem (v, k&, A) un s var iegit gandriz MSK ar parametriem

(V,E,iz,k'(k'—l)—(v—l)/ilj .
S S

1
ir vesels

Lemma 2 : Ja ir gandriz MSK ar parametriem (v,k',4,,4,) un s = pXE

pozitivs skaitlis, tad, panemot katru atlikumu multikopa s reizes vairak, var uzbiivét MSK ar

parametriem (v,sk,s>4,).

Talak tiks paradits, ka izsakas MSK, ja eksiste gandriz MSK ar parametriem
(v, k', A,,4,), kurai starp elementiem izpildas (v—-1)4, + A4, =k'(k'-1) sakariba. Lai no
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gandriz MSK varétu izteikt multistarpibkopu, tad ir jaaprékina s vertiba — cik reizes
japareizina katrs atlikumu skaits multikopa, lai veidotos MSK. So s vértibu varam apréekinat,
izmantojot gandriz MSK sakaribu, kas iegiita no MSK parametriem. Ja gandriz MSK

parametri ir (v,k',4,,4,), tad MSK més arT varam izteikt ar Cetriem parametriem — (v, ks,

A,5%, A,5%), jo MSK visi atlikumi ir vienadu reizu skaitu, arf atlikums 0, lidz ar to parametru

pedgjas divas vertibas biis vienadas. Ta ka, lai iegiitu MSK no gandriz MSK katru a vértibu
japalielina s reizes, 11dz ar to kop€jais elementu skaits multikopa palielinasies s reizes un
k=Fk’s.

Pieméram, ir dota MSK ar parametriem (10, 16, 24), tad to varam uzrakstit arT ka (10,

16, 24, 24), jo visu atlikumu, iznemot 0, skaits ir 24, un atlikuma 0 skaits MSK arT ir 24.
Ta ka 4, = iz, tad lambda izsakas, k& A= A;s>, un varam uzrakstit sakaribu :
s

(v=1As> + A,s> =k's(k's —1), no kuras var izteikt s vertibu.

(v=DA,s> + A4,s> =k's(k's —1)
sS2((v=DA, +A) =k's(k's 1)

svA, =k'(k's —1)
svA, =k s—k'
svA, —k" s =—k'
.y

§=——

vA, — k"
s = K

k" —va,

5.1.3.2 Jauna MSK klase

Ka jau sadala 5.1.3.1Gandriz MSK mingts, ka autores atklata MSK ar parametriem (70,
16, 24) veido gandriz MSK, ja katru a vertibu izdala ar skaitli s, kas $aja gadijuma ir vienads
ar 2. Tatad (a,,a,,....,a, ) = (2,2,2,4,0,2,2,2,0,0), izdalot katru a vértibu ar 2, iegiist gandriz
MSK ar §adam a veértibam - (1,1,1,2,0,1,1,1,0,0). Var pamanit, ka S§is visas a veértibas it ka
sastav no divam dalam - (1,1,1,2,0) un (1,1,1,0,0). Autore eksperiment&ja ar Stm a vertibam,
vienmérigi palielinot vieninieku skaitu abas iedomatajas dalas. legiitos eksperimentu

rezultatus skatit Tabula 5.4 Eksperimenti ar gandriz MSK.
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Tabula 5.4 Eksperimenti ar gandriz MSK

(ay.a,,....a, ) Rezultats s MSK
(111120111100) Gandriz MSK ar s=10/4 | Taka s nav vesels
parametriem (12,10,8,2) skaitlis, tad MSK
neveidojas.
(11111201111100) Gandriz MSK ar s=3 Ta ka s vesels
parametriem (14,12,10,2) pozitivs skaitlis,
tad var iegiit
MSK ar
parametriem
(14,36,90)
(1111112011111100) Gandriz MSK ar s=14/4 | Taka s nav vesels
parametriem (16,14,12,2) skaitlis, tad MSK
neveidojas.
(111111120111111100) Gandriz MSK ar s=4 Ta ka s vesels
parametriem (18,16,14,2) pozitivs skaitlis,
tad var iegiit
MSK ar
parametriem
(18,64,224)
(11111111201111111100) Gandriz MSK ar s=18/4 | Taka s nav vesels
parametriem (20,18,16,2) skaitlis, tad MSK
neveidojas.
(1111111112011111111100) | Gandriz MSK ar s=5 Ta ka s vesels
parametriem (22,20,18,2) pozitivs skaitlis,
tad var iegut
MSK ar
parametriem

(22,100,450)

Sadi turpinot, autore ieguva lidzigus rezultatus, kur katrs otrais rezultats no gandriz
MSK veidoja MSK. legiitie MSK parametri tika parbauditi, izmantojot datorprogrammas
palidzibu, un rezultata atrastie parametri tieSam veidoja MSK. Lidz ar to autore ir atklajusi
jaunu MSK Kklasi: (10, 16, 24); (14, 36, 90); (18, 64, 224); (22,100, 450) u.c.

Tagad autorei, zinot jaunas MSK klases parametrus, vajadz€tu atrast visparigu formulu,
kas noteiktu, vai no konkrétajiem (v, k£, 1) parametriem var uzbuivét MSK. Redzot iegiitos
rezultatus, redzam, ka s ar katru reizi, kad veidojas MSK pieaug par viens (skat. Tabula 5.5 s

vertibu pieaugums).

Tabula 5.5 s vertibu pieaugums

) S
(10, 16, 24) 2
(14, 36, 90) 3
(18, 64, 224) 4
(22,100, 450) 5
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Ta ka s pieaug, tad to var nemt ka galveno parametru, un izteikt MSK (v, k, 1)
parametrus ka funkcijas no s. Sadi, izsakot MSK parametru vértibas, autore uzrakstija $adu
teoremu.

Teorema : Katrai naturalai s vertibai, kur s>2, pastav MSK ar parametriem
(45 + 2,457, (45 —2)5%).

Pieradijums:

Ja atrastas funkcijas, kas izsaka (v, k, A1) parametrus, ir pareizas, tad jaizpildas sadai
vienadibai vA = k(k —1). Parbaudam, vai ta izpildas:

(45 +2)(4s —2)s> =4s*(4s” —1)
(165 —4)s®> =4s°(4s° -1)
16s* —4s* = 165" — 45>
Redzam, ka vienadiba izpildas, 11dz ar to (v, k, 1) vertibas ir izteiktas pareizi.

Ka jau ieprieks aprakstits, tad $adu MSK klasi var uzkonstruét no gandriz MSK, no
kuram aprékinot s vertibu, ja ta sanak vesels pozitivs skaitlis, tad, nemot katru atlikumu skaitu
s reizes vairak, iegiistam MSK.

Pieméram, (a,.a,,...,a,,) = (111111120111111100), tas veido gandriz MSK ar

parametriem (18,16,14,2). Zinot Sos parametrus, varam aprékinat s vertibu péc formulas

s = 2k (sikak skatit sadalu 5.1.3.1 Gandriz MSK). s = # _lo 4,takasir
) 16 —18-14 4

vesels pozitivs skaitlis, tad, pareizinot katru a vértibu s reizes, iegiisim MSK a vértibas.

(111111120111111100) * s = (444444480444444400). No katras gandriz MSK var
tegiit MSK, ja s vesels pozitivs skaitlis. (skatit sadala 5.1.3.1 Gandriz MSK).

Ta ka tiek apskatitas a vertibas, kas ir 11...1112011...11100, kopgjais vieninieku skaits ir
4s — 2, lidz ar to, iedomati pardalot virkni divas dalas, katra dala vieninieku skaits ir 2s-1.
Visparigi a vertibu virkne sastav, ka 2s — I vieninieki, 2, 0, 2s - 1 vieninieki, 0, 0.

Kopa més iegiistam atlikumus no 0 lidz 4s — /. Neatkarigi no $adas virknes garuma,
atlikumu 0 varam iegiit tikai divas reizes, jo tikai viena a veértiba ir lielaka par viens,

2%2- 1) = 2 —tik ir atlikumu nulle starp starpibam. Atlikumu 2s+/ var iegiit $adi :

-
<
<—
<—

P —
’_\
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Lai iegiitu atlikumu 2s+/, starp divam sareizinatajam a vertibam ir 2s citas vertibas,
sanak, ka, iedomati sadalot virkni divas vienadas dalas, ieglisim abu virknu vienadas pozicijas
esoSo elementu reizindjumu. Elementa a ar vértibu a = 2 reizinajumu $aja gadijuma mes
nevaram iegiit, jo to sanak reizinat ar (). Tatad redzam, ka starpibu 2s+/ varam iegit tikai no
vieninieku reizinajumiem, lidz ar to atlikums 2s +/ paradisies tik reizes, cik ir vieninieki Saja
virkng, tas ir, (4s - 2) reizes.

Ta ka mainas tikai vieninieku skaits virkng, tad a vertibas 2 un ( vienmér ir blakus. Ja
gribam iegiit atlikumu /, tad mums jasareizina blakus esoSas a vértibas. Ta ka katra
iedomataja virknes pus€ ir 2s -/ vieninieki, tad blakus esoSo vieninieku reizinajums katra dala
biis (2s -1)-1. Tapat arm otra virknes dala, lidz ar to kopg@jais reizinajumu skaits starp
vieniniekiem bus ((2s-1)-1)*2. Reizinajumu (2*[) varam iegut tikai vienu, jo blakus
divniekam vienmer pa labi bis nulle, bet pa kreisi vienmér biis viens. Tatad kopg€jais starpibu

skaits, kas dod atlikumu viens, ir ((2s-1)-1)*2 + 2 = 4s — 2.

A YN~
1.

Y
11.1112011.11100

Tagad apskatisim, cik reizes varam iegit atlikumus 7, kur i ir no 2 lidz 2s -/. Lai iegiitu
atlikumu 2, starp a vertibam ir / cita, tatad reizinajumu (2*/) varam iegut 2 reizes, jo blakus
esoSos skaitlus nereizina, un no divnieka pa labi un pa kreisi , izlaizot vienu veértibu, noteikti
biis vertiba viens. Tapat, turpinot Iidz atlikumam 2s -/, més ieglsim divas reizes (2*])

reizinajumus, jo vienmer trapisim no divnieka uz vieninieka, nevis nulles.

A
11..1112011..11100

Tatad (2*1)*2 tik starpibas, kur a vertiba 2, iegiisim pie atlikumiem i, kur i no 2 lidz 2s -1.
Tagad saskaitisim, cik reizinajumi veidosies, starp vieniniekiem katra iedomataja virknes
pusité. Ja meklgjam starpibas, kas dod atlikumu i, tad starp abu a veértibu reizinajumu mums
jaizlaiz (i — 1) a vertibas. Katra iedomataja virknes dala bus ((2s -1) —i) vieninieku
reizinajums, pieméram, ja s = 3 un i = 3, tad katra iedomataja virknes dala veidosies divu
vieninieku reizinajums.
11111201111100

Tatad kopa abas iedomatajas virknes dalas bus ((2s - 1) — i )*2 vieninieku reizinajumi. Tagad
saskaitam cik biis vieninieku reizinaji, kas veidojas no abu iedomato virknes pusu

vieniniekiem. Sis reizinajumu skaits biis (i - 2), jo ka redzam, tad abas virknites dalas ir

lidzigas 11...111XX11...111XX, tatad pa vidu starp vieniniekiem ir 2 citas a vertibas, kuras
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izlaizam, tadel (i - 2), pieméram, ja s = 3 un i = 3, tad veidosies tikai viens (7*/) reizinajums

attieciba pret katras virknites pusi, kur katrs vieninieks ir no savas virknites puses:

TN
11111201111100
v

Tatad kopuma sadu (7*]) reizinajumi biis (i - 2)*2, reizinam ar 2, jo attiecigi pret katras
virknites vieniniekiem.
Lidz ar to, starpibu skaits, no kuram varam iegiit atlikumu 7, kur i no 2 Iidz 2s-17 ir :

(25 -1) -)*2 + (i - 2)*2 + (2*1)*2 = 45 -2.

Apskatisim gadijumus, kuros varam iegit atlikumu 2s. No pirma vieninieka virknité lidz
vajadzigajai a vertibai, starpa jaizlaiz (2s — 1) a vertibas, ta ka iedomata puse no virknites ir
2s+1 gara, tad secinam, ka pirmais vieninieks bis jareizina ar (). Tatad a vértibu reizinajumi
(1*1), bus tikai ar otras virknites puses vieniniekiem, tatad $adu vieninieku reizinajums bis

(2s - 2)*2, reizina ar 2, jo attiecigi pret katru virknites pusi.

11.1112011..11100

M

P&c nobidém redzam, ka a vertibu (2*/) reizinajums bis tikai viens. Tatad, lai iegtitu atlikumu

2s, ir nepiecieSamas (2s - 2)*2 + 2 = 4s — 2 starpibas

Atlikumu (2s+2) var iegiit analogi gadijumam, kad atlikums ir 2s, atlikumus no 2s+3
lidz 4s iegist tapat, ka gadijjuma, kur atlikumi ir no 2 [idz 2s -7 , un atlikumu 4s+/ var iegut
tapat, ka gadijuma, kad atlikums ir /. Lidz ar to atlikumus no (2s+2) 1idz (4s +1) var iegiit no
4s — 2 starpibam.

Elementu skaits gandriz MSK sanak k" = (2s - 1)*2 + 2, kur 2s — I apzimé€ vieninieku
skaitu viena virknes dala, ta ka abas dalas vieninieku skaits vienads, tad pareizina ar 2, tad
vieninieku skaitam pieskaita vienigo divnieku, jo virknes modifikaciju rezultata mainas tikai
vieninieku skaits. Grupas elementu skaits gandriz MSK ir v = (2s — 1)*2 +1+3, kur (2s — 1)*2
apzimé vieninieku skaitu virkng, tam pieskaitam 1, jo virkné ir tikai viens divnieks, un
pieskaitam 3, jo virkn€ ir tris nulles, kuras arT virknes modifikacijas rezultata nemainas. Katrs

nenulles atlikums gandriz MSK paradisies A, =4s—2 reizes. levietojot visus atrastos

parametrus formula PR iegiistam veselu pozitivu vertibu s.
G
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(25 —1)-2+2 B
(25 —1)-24+2) —((25—1)-2+4)-(4s-2))
B 4s _4s
T 1657 — (165> —8s+16s—8s14-8) 4

5.2. Parametru, pie kuriem MSK nevar uzkonstruét, analize

Datoreksperimentu rezultati parada, ka vairakiem (v, k£, A) parametriem MSK uzbuvét
nevar, un tie neatbilst [idz §im zinamajiem neeksistences kritérijiem. Pilnigi drosi teikt, ka ar
Sadiem parametriem MSK uzbiivét nav iesp&jams, v€l nevar teikt, jo autore parbaudijusi tikai
iesp&jamos MSK parametrus, izmantojot veselus atlikumus. Lai pilnigi drosi varétu apgalvot,
ka ar sadiem (v, k, A1) parametriem MSK komutativa grupa uzbuvet nevar japarliecinas, ka to
nevar izdarit, darbojoties ar korteziem.

Sikak par MSK mekleéSanu izmantojot atlikumu korteZus skatit sadala 4.2.3 MSK
meklésana darbojoties ar atlikumu korteZiem. Parbauditi tiks tikai butiski atSkirigas Silova
apaksSgrupas, kuras ieprieks netika apskatitas.

e (3,10, 30) v =3, taka3 ir pirmskaitlis un sikak sadalit nevar, tad MSK pie Siem

parametriem uzbiivet nevar;

e (5 6,6)v=2>5,takas ir pirmskaitlis un sikak sadalit nevar, tad MSK pie Siem

parametriem uzbiivet nevar;

e (9,10, 10) v=09, butiski atskirigie gadijumi ir $adi:

Z,=7Z,%xZ,
Saja gadijuma japarbauda ir visi iesp&amie parisi (0...2, 0..2), kur pirma un otra
komponente ir péc atlikuma 3.
Datorparlases rezultats: Pie $ada sadalfjuma MSK ar $adiem parametriem uzbuvét
nevar, Iidz ar to var secinat, ka MSK komutativa grupa ar parametriem (9, 10, 10)

neeksiste.

o (15,10,6) v=15, butiski atskirigie gadijumi ir $adi:

Ls=2Z,x7Z,
Ta ka 5 un 3 ir savstarpgji pirmskaitli, tad Z,xZ, gadijjums ir pielidzinams jau
apskatitajam gadijumam, darbojoties ar veseliem atlikumiem, Iidz ar to nav
nepiecieSams parbaudit So gadijumu.
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Datorparlases rezultats: MSK komutativa grupa ar parametriem (15, 10, 6) neeksiste.

e (7,15,30) v=7,taka 7 ir pirmskaitlis un sikak sadalit nevar, tad MSK pie Siem
parametriem uzbiivet nevar.

Datorparlases rezultats: MSK komutativa grupa ar parametriem (7,15, 30) neeksiste.

e (8,16,30)v=_8, butiski atskirigie gadijumi ir $adi:

Z,=2Z,xZ,

Zy=2,xZ,xZ,
Saja gadfjuma japarbauda ir visi iesp&jamie parisi (0...3, 0..1), kur pirma komponente ir
péc atlikuma 4 un otra komponente — péc atlikuma 2.
Datorparlases rezultats: Pie sadalifjuma Z, = Z, x Z, MSK nevar uzbuvet.
Otrs gadijums, kas japarbauda ir visi iesp€amie skaitlu trijnieki (0..1, 0..1, 0..1), kur
katra komponente ir p&c atlikuma 2.

Datorparlases rezultats: Pie sadalifjuma Z;, = Z, x Z, x Z, MSK nevar uzbuvét.

Secinajums: MSK komutativa grupa ar parametriem (8, 16, 30) neeksiste.

o (13,14, 14) v=13,taka 13 ir pirmskaitlis un sikak sadalit nevar, tad MSK pie Siem
parametriem uzbtivét nevar;

Datorparlases rezultats: MSK komutativa grupa ar parametriem (13, 14, 14) neeksiste.

o (15,15, 14) v =15, butiski atskirigie gadijumi ir $adi:

Zs=2Z,xZ,
Ta ka 5 un 3 ir savstarpgji pirmskaitli, tad Z;xZ, gadijjums ir pielidzinams jau
apskatitajam gadijumam, darbojoties ar veseliem atlikumiem, Iidz ar to nav
nepiecieSams parbaudit So gadijumu.

Datorparlases rezultats: MSK komutativa grupa ar parametriem (15, 15, 14) neeksiste.
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e (21, 15,10) v =21, butiski atskirigie gadijumi ir sadi:
L, =2,xXZ,

Redzam , ka 7 un 3 savstarpgji pirmskaitli , tad Z, x Z; gadijums ir pielidzinams jau
apskatitajam gadijumam, darbojoties ar veseliem atlikumiem, Iidz ar to nav
nepiecieSams parbaudit So gadijumu.

Datorparlases rezultats: MSK komutativa grupa ar parametriem (21, 15, 10)

neeksiste.
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6. REZULTATI

Bakalaura darba uzdevums bija izpétit iespéjamo MSK parametrus un, ja izdosies atrast

MSK, kura neatbilst [idz Sim zinamajiem konstru€Sanas veidiem, tad izpétit So MSK un

censties atrast jaunu MSK klasi. Datoreksperimentu un izpétes rezultata galvenais mérkis tika

sasniegts. Autore atkldja jaunu MSK klasi ar parametriem (4s+2,4s2,(4s —2)52), kas Iidz

Sim zinamajos autores pétitajos literatiiras avotos netika atspogulota.

Autore darba atrada un pieradija $adas lemmas:

Katrai multistarpibkopai vienmer ar1 spogulattéls biis multistarpibkopa;

Ja ir gandriz MSK ar parametriem (v,k',A,,4,), kurai starp parametriem izpildas

(v=DA, + 4, = k'(k'-1) sakariba, tad panemot katru elementu multikopa s reizes

'

vairak, kur s =

P, ir vesels pozitivs skaitlis, sanak MSK ar parametriem

(v,sk',s°2)).;
Ja vist MSK ar parametriem (v, k£, A)multikopas atlikumu skaiti (ao,al,...,avfl)

dalas ar kadu naturalu skaitli s, kur s >/, tad, izdalot visas (ao,a1 ,...,av_l) vertibas ar

" e ) k A
So skaitli, ieglst gandriz MSK ar parametriem (v,—,—z,
s s

k'(K'-1)—(v-DA4 j , kur

ok
S

Izmantojot datoreksperimentu rezultatus, tika atrasta ari MSK ar parametriem (7, 14,

26), kura arT neatbilda nevienam no zinamajiem MSK konstruéSanas veidiem. Autore arl

atrada vairakus MSK parametrus, pie kuriem MSK nevar uzbiivét, darbojoties ar veseliem

atlikumiem, tadel Sie parametri tika parbauditi ari, darbojoties ar atlikumu korteziem.

Rezultata autore secinaja, ka komutativa grupa MSK ar parametriem (3,10,30), (5,6,6), (9, 10,
10), (15,10,6), (7,15,30), (8,16,30), (13,14,14), (15,15,14), (21,15,10) neeksiste.
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7. NOSLEGUMS

Saja darba autore iepazistindja ar multistarpibkopam, to konstrug$anas veidiem, ka ar
tika veidots ieskats parastajas starpibkopas un grupu gredzenos. Autores uzstaditie uzdevumi
tika sasniegti. Ar datoreksperimentu palidzibu tika generéti iesp&jamie multistarpibkopu
parametri, kuri péc tam tika parbauditi ar jau atrastajam multistarpibkopu konstrugSanas
metodém. Tika atrasti tadi multistarpibkopu parametri, kas neatbilda nevienai konstruéSanas
metodei, tade] tie tika parbauditi, vai no tiem var uzkonstruét MSK. Rezultata tika atrastas
divas MSK un vairaki parametri, pie kuriem MSK komutativa grupa uzkonstruét nevar. Talak
pétot atrastas MSK, tika atrasta jauna MSK klase, kas 11dz §im autorei zinamajos literattiras
avotos nebija aprakstita.

Rakstot darbu, autore secindja, ka daudzas multistarpibkopas ir uzkonstru€jamas no
parasto starpibkopu parametriem, [idz ar to pastav iespgja, ka eksisté tadas multistarpibkopas,
kuram vél nav pamaniti [1dzigi risinajumi, ko var€tu atvasinat no parastajam starpibkopam.

Nakotn€ autore cer turpinat iesakto darbu gan, izmantojot datoreksperimentu rezultatus,
gan, paplaSinot problémas pétamo apjomu, veikt dzilaku analizi art citiem MSK parametriem.
Ar Sadas analizes rezultatiem autore cer veikt pilnigaku multistarpibkopu parametru
klasifikaciju, meklgjot tadus parametrus, pie kuriem multistarpibkopas neeksisteé vai ari
atrodot jaunus risinajumus, formulas, kuras lauj viennozimigi atrast eksist&joSus
multistarpibkopu parametrus.

Turpinot iesakto darbu, autore ve&las plasak iepazities ar starpibkopu un
multistarpibkopu teorétiskajam zinaSanam, to konstrukcijas veidiem, ka ar1 apgit

padzilinatakas zinaSanas bloku dizainu teorija.
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9. PIELIKUMI

Pielikuma ieklauti dazi datoreksperimentu programmas koda fragmenti. Izmantotas
programmas tika rakstitas valoda C++, jo ta ir plasi pazistama programmeésanas valoda un taja

var€ja realiz€t visas nepiecieSamas metodes, lai atrastu un parbauditu MSK parametrus.

/******************************************************************/

/* Funkcija paredzeta , lai atrastu visas iespejamas skaitlu kombinacijas,
kuru summa ir k. Kombinacijas tiek mekletas funkcijai padotaja "garums"
garuma. Piemeram, k= 7,garums = 3, tad bus (2,2,3),(1,3,3) utt.

*/

/******************************************************************/

int* sapludinasana (int* dalitaji, int garums , int k, int v, int lambda,
int a) {

int vy = k -garums +1; //kombinacijas pedeja vertiba
int *mas2 = vieninieki (garums,k);
int *arr = copy(mas2, garums); // arr = mas?2

it (y > 2){

int mas [y-2][2];
int a =1, b = y; //pedejas 2 vertibas masiva, a sakotneji ir 1

// sakotneji(11113)->(11122)->(11131)
for(int 1 = 0; i< y-2; 1i++){
b--;
at+;
mas[i][1] = b; //masiva saglabajam pedejas 2 vertibas
mas[i] [0] a;
cout<<mas[1i][0]<<" "<<mas[i][l]<<endl;

}

for (int i = 0; i<y-2; i++){

//katru izpludinato vertibu parkopejam kopeja masiva
mas2[garums -1] = mas[i][1];
mas2 [garums -2] = mas[i][0];

//parbauda vai izpildas v-jumu sistema
apvienot (dalitaji,mas2, v,garums,lambda,a);

//(11142)->(11232)->(12222)
for(int j = garums -2; j> 0; j--){
for(int n = garums -3; n>=0; n--) {

while((mas2[j]-1)>=(mas2[n]+1)) {
mas2[jl--;
mas2[n]++;

}

if(salidzinat (mas2, arr, garums)==false) {
apvienot (dalitaji, mas2, v,garums,lambda,a);
arr = copy(mas2, garums);
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// masivu aizpilda ar l-niekiem
mas2 = vieninieki (garums, k);
}

}

return mas2;

/*******************************************************************/

//funkcija izveido galveno kombinaciju masivu garuma v, tuksas vietas

//aizpildot ar nullem
/******************************************************************/

void apvienot (int* dalitaji, int* mas2, int v, int garums, int lambda,
int a){

int *masivs = new int([v];

for (int 1 = 0; i<v; 1i++){ //nonulle masivu
masivs[i] = 0;
}

if (v == garums) {

permut (dalitaji,mas2, v, lambda,a); //parbauda v-jumu sistemu
}

else(
//apvienojam masivus
for(int 1 = 0; i< garums; i++) {
masivs[i] = mas2[i];
}
permut (dalitaji,masivs, v, lambda,a);

}

/*********************************************************************

funkcija izveido masivu garuma "garums" un aizpilda to ar l-niekiem, bet

masiva pedeja vieta ieraksta skaitli, lai summa butu vienada ar k
*******************************************************************/

int* vieninieki (int garums , int k) {

int v = k;

int *mas2 = new int [garums];
// sarakstam, piemeram, 111114
for (int i 0; i<garums; i++) {

if(i!= garums-1) {
if (y!=0){
mas2[i] = 1;
y==i

}

else{break;}

}

return mas2;
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/*********************************************************************

funkcija atgriez true, ja vienddojumu sistéma izpildas, vienadojumu sistema
aprakstita bakalaura darba 4.2.2 sadala
masiva kortezs glabajas visi iespejamie atlikumu kortezi, masiva mas

glabajas visas konkreta gadijuma a vertibas
**********************************************************************/

bool sistema (int** kortezs, int* dalitaji,int* mas, int size, int lambda,
int a) {

int suml = 0;

int sum2 0;

// aprekina cik nulles atlikumus varam iegut no padotajam a vertibam
for (int i =0; i< size; i++) {

suml = suml + (mas[i] * (mas[i] - 1));

}

if (suml == lambda){ // ja nullu skaits ir vienads ar lambda
//1 norada vienadojumu sistemas nakoso vienadojumu

for (int i = 1; i< size; i++) {
sum?2 = vienadojums (kortezs,dalitaji,mas, size, i, a);
if (sum2 != lambda) {

return false;

// ja visi atlikumi paradas tiesi lambda reizes, tad izdruka
// konkreta gadijuma visas a vertibas

for(int s = 0; s<size; s++) {
cout<< mas([s]<<",";
}
return true;
}
elsef
return false;

}

/***********************************************************************

funkcija risina vienadojumu sistemas konkteto vienadojumu un atgriez

S1 v1enad03uma summu
LR E SRR R R

int vienadojums (int** kortezs, int* dalitaji, int* mas, int size, int
atstarpe, int a) {

int sum2 = 0;

int sk = 0;

int 11;

for (int i = 0; i< size; i++){ // apstaigajam a vertibu masivu
for(int k = size -1; k >= 0; k—-){
sk = 0;
if (i!= k){ //ja nav viens un tas pats elements
//ja a konkreta a vertiba vienada ar O0,...
//..tad divu a vertibu reizinajums bus 0

if((mas[i]!=0)&& (mas[k]!=0)) {
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//atrod netrivialo starpibu starp korteziem
for(int t = 0; t<a; t++){

11 = atlikums ((kortezs[i][t] -
kortezs[k] [t]),dalitaji[t])
if (11 == kortezs[atstarpe] [t]) {
sk++; //saskaita atlikumu skaitu
}
}

// aprekina konkreto atlikumu skaitu MSK
if(sk == a){

sum2 = sum?2 + (mas[i]*mas[k]);

}

}

return sum2;

}

/************************************************************************
funkcija uzgenere visus iespejamos kortezus ar dotajam vértibam

funkcijai tiek padots masivs dalitaji, kas satur visus konkreta korteza
visus dalitajus, piemeram, 28 = Z4 x 72 tas bus {4, 2}. a - masiva
dalitaji garums
*************************************************************************/

int** generet (int *dalitaji, int v, int a) {

//izveido 2d masivu

int** mas = new int*([v];

for (int i = 0; i<=v; i++)
mas([i] = new int [a];

int sk;

int s = 0;

int reizinajums = Vv;

/* kortezi tiek genereti ta, ka visu kortezu skaitu izdala ar
pirmo dalitaiju,
iegustam skaitli, cik reizes pec kartas atkartosies katrs konkretais

atlikums pec konkretas komponentes. Lidzigi turpina apstradajot wvisas
korteza komponentes */

for(int n = 0; n< a; n++){ //pa visiem dalitajiem

// atlikuma lielaka vertiba pec konkretas komponentes
s = dalitaji[n]l-1;

reizinajums = reizinajums / dalitajiln];
sk = 0; //cik reizes ir ierakstits konkretais atlikums
for (int k = 0; k< v; k++){ //pa visiem korteziem

if (sk < reizinajums) {

mas[k] [n] = s; //masiva ieraksta vajadzigo atlikumu
sk++;
}
else{
s—-; // skatamies nakamo atlikumu
sk = 0;
k--;

if(s<0){ //ja nakosais atlikums -1, tad .
//...uzstada atlikumu uz sakuma vertibas
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s=dalitajil[n]-1;

return mas; //atgriez masivu ar visiem iespejamiem korteziem

}

/*********************************************************************

funkcija izveido galveno kombinaciju masivu garuma v, tuksas vietas
aizpildot ar nullem
*********************************************************************/

void apvienot (int* dalitaji, int* mas2, int v, int garums, int lambda,
int a){

int *masivs = new int([v];

//nonulle masivu
for (int i = 0; i<v; i++
masivs[i] = 0

}

//j nav nepieciesams aizpildit ar nullem
//samaisa un parbauda v-jumu sistemu ar sadam vertibam
if (v == garums) {

permut (dalitaji,mas2, v, lambda,a);

else(
//apvienojam masivus
for(int 1 = 0; i< garums; i++) {
masivs[i] = mas2[i];
}
//samaisa un parbauda v-jumu sistemu ar sadam vertibam
permut (dalitaji,masivs, v, lambda,a);

}

/********************************************************************/
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